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Introduction générale

Ce travail s’inscrit dans une thématique de recherche commune au laboratoire de Pro-
babilités et Statistique de 1'université de Sfax et au laboratoire d’Informatique, Signal et
Image de 'université du Littoral Cote d’Opale. Il présente une synthése des travaux de
recherche que nous avons réalisés dans les domaines de probabilités et statistique et de
traitement de signal et d’images.

Les mathématiciens du 19¢™€ et du 20°™€ siécles ont porté un grand intérét aux sommes
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. De telles études ont
abouti & des résultats fondamentaux comme le théoréme de Bernoulli, qui a par la suite
trouvé sa généralisation dans le théoréme de Moivre-Laplace [62]. Laplace et Gauss, qui ont
développé la théorie des erreurs d’observations, ont associé la distribution de 'erreur a la
somme de variables aléatoires indépendantes, formalisant ainsi le théoréme centrale limite.
C’est aussi en étudiant les sommes des variables aléatoires indépendantes que Paul Lévy
a pu initier la théorie générale des distributions infiniment divisibles en 1937. La théorie
moderne porte encore I'empreinte de ce travail pionnier, bien que de nombreux auteurs,
comme A. Ya. Khintchine [56], aient contribué a des améliorations et de nouveaux résul-

tats. Au cours des derniéres décennies, une masse de nouvelles idées est devenue évidente.
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Le concept de lois infiniment divisibles est étendu aux cas des distributions multidimen-
sionnelles [93][98]. Les théorémes décrivant les distributions infiniment divisibles utilisent
par conséquent et trés souvent les fonctions caractéristiques, les transformées de Laplace
ou les fonctions génératrices plutot que les distributions elles mémes. L’ensemble des lois
infiniment divisibles représente une classe importante en probabilités et statistique (voir
[41][46][52][57][58][59]).

Le traitement d’images est une discipline de l'informatique et des mathématiques appli-
quées qui étudie les images numériques et leurs transformations, dans le but d’améliorer
leur qualité ou d’en extraire de 'information. Le présent travail consiste a étudier des ex-
tensions des lois infiniment divisibles en traitement d’images. Des familles exponentielles
naturelles ont en effet recu une attention soutenue d’un point de vue théorique dans les
communautés des probabilités et des statistiques, mais ces familles ont cependant été peu
étudiées dans le domaine du traitement d’images. Nous cherchons donc ici & évaluer ’ap-
port de ces familles exponentielles dans les problémes de modélisation des bruits et de
segmentation des images couleurs.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le chapitre 1 est consacré a des familles expo-
nentielles naturelles infiniment divisibles qui seront appliquées a I'imagerie couleur. Nous
étudions dans un premier temps des généralités des familles exponentielles et dans un
second temps, celles des lois infiniment divisibles, qui ont des propriétés caractéristiques
intéressantes. Cette étude nous amene a introduire une nouvelle caractérisation des fa-
milles exponentielles naturelles infiniment divisibles pour le probléme de la détection de
la loi du bruit dans un signal ou dans une image [9][10].

Le chapitre 2 traite le probléme de l'estimation paramétrique des modéles multivariés.
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Dans un premier temps, nous proposons un nouveau modeéle multivarié basé sur la loi
de Riesz. La loi de ce nouveau modéle est le produit de convolution dune loi Gamma
univariée et d'une loi Gamma bivariée de Kibble [11|. Dans un deuxiéme temps, nous
étudions le probléme de ’estimation des parameétres de ce modéle en utilisant la méthode
des moments, la méthode du maximum de vraisemblance et ’approche bayésienne et la
performance des estimateurs obtenus en se basant sur l'erreur quadratique moyenne [14].
Le chapitre 3 traite le probléme de la généralisation du modéle proposé dans le chapitre
2 dans le cadre du mélange de lois dans le but d’améliorer la qualité de la segmentation
des images couleur. En particulier, nous montrons la possibilité de mettre en place un
nouvel algorithme paramétrique dans le but d’estimer les paramétres du mélange de ce
nouveau modeéle [13]. Une présentation de quelques résultats de segmentation statistique
multivariée non supervisée d’images couleur caractérisées par la Teinte et la Saturation
finalisera ce chapitre [12][13].

La conclusion générale fera l'objet d’un bilan critique des diverses approches proposées
pour la caractérisation d’une famille exponentielle naturelle, I’estimation des lois multiva-

riées et la segmentation des images couleur et suggeérera quelques perspectives de recherche.




Chapitre 1

Trace de la fonction variance dans les

familles exponentielles

1.1 Introduction

La dispersion représente la variabilité ou I’étendue de différentes valeurs que peut prendre
une variable. En statistique, il existe différentes mesures de la dispersion. Les plus cou-
rantes sont la variance et ’écart-type ou bien 1’écart interquantille. Dans ce chapitre, nous
nous interessons & la mesure de la dispersion basée sur la fonction variance dans les familles
exponentielles naturelles infiniment divisibles. Les familles exponentielles jouent un role
important en probabilités et en statistique [32][82][88] notamment en traitement d’images
[4][5]. Une famille exponentielle est une classe de lois de probabilités paramétrées. La plu-
part des lois discrétes et absolument continues standards sont des familles exponentielles.
Les familles exponentielles présentent une vaste classe de lois de probabilités trés utiles

en pratique. Elles représentent un centre d’intérét pour plusieurs raisons, parmi elles nous
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citons deux raisons principales :
1. Plusieurs modéles statistiques sont des familles exponentielles.

2. Les méthodes classiques d’estimation s’appliquent avec succes lorsque le modéle sta-

tistique est associé a une famille exponentielle.

Les familles exponentielles apparaissent de facon naturelle dans la recherche de distri-
butions lors des applications statistiques et en particulier dans les méthodes bayésiennes
[109]. La famille exponentielle est composée de plusieurs lois paramétriques [66][78| parmis
lesquelles nous pouvons citer les lois suivantes : Normale, Exponentielle, Gamma, Béta,
Dirichlet, Bernoulli, Bernoulli Multinomiale, Poisson, Wishart, Inverse Wishart,. . .etc. Il
existe d’autres lois paramétriques dont certains parameétres sont fixes et de valeurs connues,
telles que les lois suivantes : Binomiale, Multinomiale et Binomiale Négative [66]. Dans
la littérature, il existe d’autres lois paramétriques qui n’appartiennent pas a la famille
exponentielle [66] telles que la loi ¢ de Student, la plupart des lois mélanges, ainsi que la
famille des distributions uniformes de bornes non fixées.

Dans ce chapitre, nous rappelons, dans un premier temps, les principales définitions et pro-
priétés des familles exponentielles générales, naturelles |7][8][66] et infiniment divisibles.
Dans un deuxiéme temps, nous introduisons une nouvelle caractérisation des familles ex-
ponentielles naturelles infiniment divisibles basée sur la fonction trace de la matrice de
variance-covariance associée [9][10]. Dans un troisiéme temps, nous présentons quelques
résultats expérimentaux de ’application de la fonction trace pour I'identification de la loi

du bruit additif [9] associé¢ & un signal ou a une image.
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1.2  Généralités sur les familles exponentielles

Dans cette section, nous commencons par présenter les élements de base des familles expo-
nentielles dans le but d’introduire une nouvelle caractérisation des familles exponentielles
naturelles infiniment divisibles. D’abord, nous rappelons quelques propriétés concernant
les familles exponentielles générales (FEGs) [103|. Puis, nous présentons la définition des
familles exponentielles naturelles (FENSs) ainsi que leurs propriétés fondamentales. Enfin,
nous rappelons la notion d’infinie divisibilité [46] qui a un intérét fondamental dans notre
travail de recherche pour définir la fonction trace de la matrice de variance-covariance

associée & une FEN.

1.2.1 Familles exponentielles générales

Les familles exponentielles générales ont été découvertes en statistique par Koopman [60].
Plusieurs travaux ont montré que ces familles ont un roéle important dans la théorie mo-
derne des statistiques [81][82]. La famille exponentielle générale est caractérisée par le
couple (n,T) ou n est le vecteur de paramétres et 7' une statistique.

Dans la suite de cette section, nous citons quelques définitions et théorémes concernant

les familles exponentielles.

Définition 1.2.1. Un modéle statistique { Py(dz) = P(x,0)v(dzx), 8 € O : ouvert de RP}
dominé par une mesure o-finie v est dit famille exponentielle générale (FEG) s’il existe

des fonctions mesurables n, T, k et h telles que pour tout § € © C RP, on a

P(x,0) = h(z)exp((n(0), T (x)) — k(0)), (1.1)

avec
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o T =[T1,...,T,)' : R? — R : une fonction mesurable, appelée statistique ;

n : 60 —RP

0 — ) =m@),. .. n0)

e k:0O — R : une fonction mesurable qui ne dépend pas de x ;
e h: R+—— RT : une fonction borélienne positive qui ne dépend pas de 6.

Le terme (.,.) représente le produit scalaire dans RP x RP.

Remarque 1.2.2.  Lorsque n(0) = 0, on parle de la forme canonique d’une FEG dont

la densité de probabilité par rapport a v est

P(z,0) = h(x)exp((0,T(z)) — k(9)), VO € O. (1.2)

Exemples

Nous présentons dans cette sous-section quelques exemples de lois univariées qui appar-
tiennent a une FEG.

Exemple 1 : Loi Béta

La loi Béta définie sur l'intervalle [0,1] et de vecteur parameétres § = (a,b) € Ry x RY a

pour densité de probabilité

el = Fap™ 00 e

= exp((a —1)In(z) + (b —1)In(1 — x) — In(B(a,b))) L1 (x),

['(a) +oo
avec B(a,b) = F(L—ip et T'(a) = / e "2 dr.
0

Dans ce cas n(f) = (a —1,0— 1) , T(z) = (Inz,In(1 — x))", k(0) =In B(a,b), v désigne
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la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et h(z) = 1.
Nous présentons dans les figures FIG.1.1, FIG.1.2, F.IG.1.3 et FIG.1.4 les densités de

probabilités de la loi Béta pour différentes valeurs de a et b.

3.8

#=0.5, b=0.3

F1G. 1.1 — La distribution est en forme de U pour O<a<1 et 0<b<1.

#=10, b=0.5

i) 0 0.2 0.3 0.4 0s 06 07 0.8 09 1

F1G. 1.2 — La distribution est en forme de J pour a>1 et 0<b<1 .
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12 a=0.5, b=10 B

Fi1G. 1.4 — La distribution est en forme de cloche pour a>1, b>1.

Exemple 2 : Loi Gamma

La loi Gamma de vecteur paramétres 0 = (a, ) € R* x R* a pour densité de probabilté la

fonction

_z

P(x,0) = e xx" g, (2).
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Dans ce cas n(0) = (a — 1, T>t , T(x) = (Inz,z), k(@) =InAT(a) et h(z) = 1.

Dans le cas ou le parametre a est connu, la loi Gamma appartient a la classe des FENs,

-1
avec 1(0) = ~ T(x) =z, k(0) = —aln\, v désigne la mesure de Lebesgue sur Ry et
‘,Eafl
h(xz) = .

Nous présentons dans la figure FIG.1.5 la densité de probabilité de la loi Gamma pour

différentes valeurs de a et .

F1G. 1.5 — Variation de la loi Gamma pour différentes valeurs de ses paramétres.

Exemple 3 : Loi Gaussienne
La loi Gaussienne de vecteur parametres = (m, 0%) € RxR*. a pour densité de probabilité

la fonction

1 (x —m)?
P(z,0) = —
(ZE, ) 2T O P ( 20'2 )
m —1ly 2yt 1 o
Dans ce cas n(0) = (;, TCZ) , T(x) = (x,2°)", h(x) = Work v désigne la mesure de

2

Lebesque sur R et k(0) = % +1Ino.
o
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Nous présentons dans la figure FIG.1.6 la densité de probabilité de la loi Gaussienne pour
différentes valeurs de m et o2.

01e
0.16

014

01
0.08
0.06

ou4

F1G. 1.6 — Variation de la loi Gaussienne pour différentes valeurs de ses paramétres.

Afin d’établir un lien entre les FEGs et la notion d’exhaustivité [66], Darmois [60] a proposé

le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.3. (Théoréme de Darmois) Soit F = {PF,, 0 € ©} une famille expo-
nentille générale engendrée par une mesure o-finie v et une statistique T'. Soit (X1,...,X,,)

un n-échantillon aléatoire de loi Py alors, ZT(XZ») est une statistique exhaustive.
i=1

1.2.2 Familles exponentielles naturelles

Les familles exponentielles naturelles ont été introduites par Koopman [60]. Elles repré-
sentent une classe des FEGs. Dans la litérature, plusieurs travaux [6][24][25][66]|94] ont
montré que la FEN présente un intérét dans la théorie moderne des statistiques.

Dans cette section, nous présentons une caractérisation d’'une FEN basée sur la fonction
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variance [101]. Pour cette raison nous rappelons la définition de la transformée de Laplace.

Dans notre travail de recherche, nous nous placons dans un espace vectoriel euclidien RY.

Définition 1.2.4. Soit 1 une mesure positive définie sur RY, sa transformée de Laplace

L, est définie par
L,:R* — ]0,+00]
0 — | exp({d,2))u(dr).
R
Le domaine effectif de L, est ensemble D(u) = {0 € R?; L,(6) < +o0}.
Par la suite, nous notons par ©(u) lintérieur de D(u) et nous désignons par M(R?)
'ensemble des mesures p positives sur R? telles que i n’est pas concentrée sur un hyperplan
affine de R et que O(u) est non vide.

En utilisant la Définition 1.2.4, nous introduisons la famille exponentielle engendrée par

la mesure p sous forme d’une définition.

Définition 1.2.5. Soit p € M(R?), ’ensemble

F = F) = {Py,(dz) = 7

est appelé FEN engendrée par .

La fonction k, : 6 — k,(0) = In(L,(#)) est appelée fonction génératrice des cumulants de
. Cette fonction est analytique réelle et strictement convexe sur ©(u) [66].

Grace a I'inégalité de Holder, la fonction &, est strictement convexe et infiniment différen-
tiable sur ©(u), pour u € M (R?). Donc, la différentielle de &, notée k; est une fonction
injective sur O(u) indépendante de p [66].

Pour définir I’ensemble des mesures qui engendrent une FEN, nous introduisons la propo-

sition suivante.
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Proposition 1.2.6. Si u et v sont deux mesures de M(R?), les ensembles F(p) et F(v)

coincident si et seulement si, il existe un couple (a,b) € R? x R tel que
v(dx) = e @90y (dx).

D’aprés la Proposition 1.2.6, ’ensemble des mesures qui engendrent F', noté Br, est donné
par

Br = {7 u(dz), (a,b) € R x R}.

D’apreés cette définition, nous remarquons que ' C Bp.

Pour définir la fonction variance d’'une FEN, nous déterminons ses moments.

Moments d’une FEN

Soit u une mesure de M(R?), pour tout § € O(u), les moments d’ordre n, n € N, de la

loi Py, d’'une FEN existent et sont définis par

N Py (d) =
[ 7o Pt L,(6)

avec 2%"(hy, ..., hy) = (x, hy) ... (x,hp), ¥ hy,. .., h, € RL

Le vecteur m des moyennes est le gradient de la fonction k, au point 6 est défini par

m= [ zP,(dr)= k;(@)

Rd
Nous notons par Mg le domaine des moyennes d'une FEN F' engendrée par une mesure
p € M(R?). Ce domaine My ne dépend pas de la mesure . Comme pu € M(R?), alors
k,, est strictement convexe sur ©(u). Ceci implique que k; est une bijection de ©(u) sur

Mp = k;(@(,u)) |66]. Nous désignons par 1, la fonction réciproque de k; définie par

Y, Mp — O(n) telle que k;(@) =m & 0=1,(m). (1.3)
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A partir de cette fonction 9, nous obtenons une autre paramétrisation de la famille F'

appelée paramétrisation par la moyenne et est donnée par

F = {P(m,F) = P(t(m), ) ; m € Mp}. (1.4)

Fonction variance d’une FEN

Dans la littérature, la fonction variance [66][78] apparait comme un outil privilégié efficace
pour I’étude d’'une FEN. L’importance de cette fonction est due, d’une part, a la carac-
térisation de la FEN et d’autre part elle a souvent une forme plus simple et plus facile a
manipuler que les mesures qui engendrent la FEN ainsi que leurs transformées de Laplace.
En effet, grace a la fonction variance, un certain nombre de classifications des FENs a été
réalisé.

D’apres la définition des moments d’ordre n de la loi Py, d'une FEN F' engendrée par une
mesure ;1 de M(R?), la matrice de variance-covariance associée a cette loi est la matrice

Hessienne de la fonction k, au point ¢ donnée par ’expression suivante :

60) = [ o= m)® (= m)Pay o)

avec r ® y représente le produit tensoriel entre z et y.

Définition 1.2.7. Soit F' = F(u) une FEN sur RY engendrée par une mesure . de M(R?),
la fonction variance Vi de F' est définie par
Ve @ Mp — Sy

m = Ve(m) =k, (u(m))
avec Sy désigne l’ensemble des matrices carrées d X d symétriques définies positives.

D’apreés la définition de la fonction v, donnée par I'expression 1.3, nous pouvons exprimer
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la fonction variance d’'une FEN F' par

1

Vp(m) = k: (wu(m)) = (dju(m)/)_ .

Le Théoréme 1.2.8, dit & Wedderburn [101], prouve que la fonction variance Vi caractérise

la famille F'.

Théoréme 1.2.8. St F et F, sont deur FENs de domaines des moyennes respectifs, Mp,

et Mp,, et si les fonctions variance coincident sur un ouvert non vide de Mg, N Mp,, alors

les deuxr FENs sont égales Fy = F5.

FENs quadratiques

On dit q’'une FEN F' est quadratique si sa fonction variance Vg est égale a une fonction
polynomiale de degré inférieur ou égale a 2. A une affinité prés, Morris [78] a prouvé qu’il

existe exactement six familles quadratiques (voir TAB.1.1).

FEN Mp Vi(m)
Normale R P
Poisson 10, +-o0] m
Gamma 10, +o00] m72
Binomial JO, N[ | m(1—%)

Binomial Négative | ]0,+oo[ | m(1+ %)

Cosinus hyperbolique R m(1+ Tg—;)

TAB. 1.1 — Les FENs quadratiques.
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FENSs cubiques

En 1990, Letac et Mora [65] ont montré l'existence de six FENs dont leurs fonctions
variance sont des polynomes de degré 3 (cubique, voir TAB.1.2). L’ensemble de ces familles

exponentielles naturelles forment la classe de Letac-Mora.

FEN Mg Vie(m)
Gaussienne inverse 10, +o00] 7;—23
m2 m
Ressel-Kendall 10, +o00] 7(1 4 5)
Poisson généralisée 10, +o0] m(1+ %)2
i i boati énéralisé m atlm
Binomial négative généralisée | |0, +oo[ | m(1+ 7)(1+ “=)
Arcsinus stricte 10, +00 m(1 + %2)
2 24 1m?
Arcsinus large 10, +oo[ | m(1+ 2m + a”+ m_)
D a2 p?

TAB. 1.2 — Les FENs cubiques.

Une généralisation de ces familles quadratiques et cubiques dans le cas multidimensionnel

a été réalisée respectivement par Casalis [24], Hassairi et Zarai [49].

Transformation affine sur une FEN

Les transformations affines sont les seules transformations qui conservent la structure
d’une FEN [46][49][78].
Désignons par F' une FEN et par ¢ une transformation affine de R¢, c’est a dire

¢:RY — R4

r — ay(x)+0b, oubeRY a, € GL(RY).




Chapitre 1 : Trace de la fonction variance dans les familles exponentielles 17

Si F'= F(u) alors

est une FEN sur R?, de domaine des moyennes égal a

Mo, = o(Mp) et o(P(m, F)) = P(p(m), o(F)).

Si de plus a, est I'adjoint de a, alors, pour tout m € M), la fonction variance de ¢(r)

est
Vo (M) = apVi(9™" (m))ay,. (1.5)

La proposition suivante étudie une propriété dite condition de symétrie des fonctions

variance ( Letac [66], 1992).

Proposition 1.2.9. Soit F une FEN sur R¢ alors, pour tout m dans My et tout (o, 3)

dans RY x R?, on a

Vi (m)(Ve(m)(@))(8) = Vie(m)(Ve(m)(8))(a). (1.6)

On dit alors que Vi vérifie la condition de symétrie.

Preuve. Comme pour tout m dans Mg

alors, pour tout h € R?
(@1, (m))(h) = (Ve(m)) ™ (h). (L.7)

En calculant la différentielle par rapport ¢ m dans I’équation 1.5 on a, ¥V (h, k) € R? x R,

Yu(m)(h, k) = = (Ve(m)) = (Vi(m) (k) Ve (m) = ().
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Le fait que wZ(m) est une fonction symétrique, on a

U(m)(h, k) = gy (m)(k, h),
alors
Vie(m) ™ (Ve(m) (k) (Ve (m) ™) (R) = Vie(m) ™ (Vi(m) (1) (Ve (m) ") (k).
Si on prend
a = (Ve(m))~'(h) et B = (Vr(m))~'(k),

alors on obtient le résultat. O

1.2.3 Steepness

Dans la suite, nous designons par supp(u) le support de p (i.e; le plus petit ensemble

fermé de R? verifiant p(R4\supp(u)) = 0) et cs(u) est enveloppe convexe du supp(p).

Définition 1.2.10. Soit p € M(RY). On dit que la famille F = F(u) est steep si, pour

tout 6 € D(u)\O(u) et tout 6 € (), on a

lim (k,((1—A)0 4 X0),0 — 0) = —cc.

A—0t
Remarques 1.2.11. 1) Si D(u) = O(p), alors F est steep. Dans ce cas, certains au-

teurs [26] disent que F(p) est réguliére.

2) La plupart des familles exponentielles standards sont steep.

Le théoréme suivant, di a Barndorff-Nielson [6], caractérise la notion de steepness.

Théoréme 1.2.12. Pour tout pn de M(R?), la FEN F = F(u) est steep si et seulement

st int(cs(pn)) = Mg, ot int(cs(p)) désigne lintérieur du support-convexe de .
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Notons que pour toute famille exponentielle F' steep, le domaine des moyennes Mp est
convexe.
Une autre caractérisation de la steepness des familles FENs apparait dans le théoréme

suivant [48].

Théoréme 1.2.13. Soit F une FEN sur R%. Alors F est steep si et seulement si, pour

tout m € OMp, on a

T 4 (m) = +oc,
ot OMp désigne la frontiere de Mp et || . || désigne une norme sur R%.

1.2.4 Lois infiniment divisibles

En 1930, P. Lévy [56] a introduit les lois infiniment divisibles. Ces lois ont des propriétés
caractéristiques intéressantes et ont fait ’objet de plusieurs travaux |7][46]|94]. Le concept
des lois infiniment divisibles a été étendu aux cas des distributions multidimensionnelles
[93]]98]. Les théorémes décrivant les distributions infiniment divisibles utilisent par consé-
quent et trés souvent les fonctions caractéristiques, les transformées de Laplace ou bien
les fonctions génératrices plutot que les distributions elles mémes. Une loi infiniment divi-
sible a un role important en probabilité et en statistique [41][46][52][57][58][59]. Dans cette

section, nous considérons des mesures de probabilités définies sur (R, B(R?)).

Définition 1.2.14. Une mesure p est dite infiniment divisible si pour tout n € N*, 4l
ezriste une mesure de probabilite i, telle que p est la puissance néMe de convolution de L
(i-e; = ")

Autrement dit, une variable aléatoire X de loi p est infiniment divisible si, pour tout entier
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n € N*, il existe Xy ,,, Xop, ..., X, ,, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi

i, telles que la loi de X égale a la loi de la somme des X, (i.e; X £ Xin+ ...+ X0n)

Définition 1.2.15. Soit € M(R?), on appelle ensemble de Jorgensen de p l'ensemble
A(p) = {A>0; Fuy € M(RY) telle que O(uy) = O(p) et L, = (L)}

Remarques 1.2.16. 1. Pour toute mesure p dans M(R?), si la mesure uy = p, alors
1 e A(p).
2. A(u) contient I’ensemble N* des entiers naturels non nuls.

On définit dans la proposition 1.2.17 une caractérisation de la notion d’infini divisibilité.

Proposition 1.2.17. Soit v une loi de probabilité dans M(R?). Alors v est infiniment

divisible si et seulement si l’ensemble de Jorgensen A(v) =]0, +o0.

Exemples :

)\k
1. La loi de Poisson P () de paramétre A €]0, +oo[ de densité e *~—, k € N est infiniment

k!’
divisible. En effet, P(\) = P*(2).
2. La loi Gaussienne N (m, 02) de paramétres (m, 02) € Rx]0, +-00| est infiniment divisible.
En effet, N'(m, 0?) = N*" (2, %)

Afin d’établir une relation entre la mesure de Lévy et la notion d’infini divisibilité, nous

introduisons la définition suivante.

Définition 1.2.18. (Formule de Lévy-Khintchine). Soit ;1 une mesure de Borel sur

R4\ {0}. On dit que pu est une mesure de Lévy si

/ min (1, ||z]*) p(dz) < .
R4\ {0}
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Théoréme 1.2.19. Soit X une variable aléatoire ¢ valeurs dans R?. Alors X est infini-
ment divisible s’il existe b € R, une matrice A de taille d x d et une mesure de Lévy 1

tels que la fonction caractéristique de la variable aléatoire X est de la forme

U,AU i(u,x ;
{ ; ) +/ (e< )1 — z(u,x)l{mgl})%(dm))
R4\ {0}

VuecRY px(u)=exp (i(b, u) —

Réciproquement, toute application de la forme ci-dessus est la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire infiniment divisible sur R?.

Preuve. Pour la démonstration, le lecteur pourra consulter Sato [93].

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons plus particuliérement aux FENs infi-
niment divisibles dans lesquelles nous introduisons une nouvelle caractérisation des FENs

infiniment divisibles.

1.3 Introduction de la fonction trace dans les FENs in-

finiment divisibles

Les FENs de lois de probabilité F , offrent une panoplie de modéles trés utiles en sta-
tistique ainsi qu’en probabilité. Il existe différentes caractérisations des FENs sur R?. En
particulier, Hassairi [46] a étudié la variance généralisée (déterminant de la matrice de
variance-covariance) des FENs infiniment divisibles sur R?. Ghribi et Masmoudi [40] ont
montré sous certaines conditions que la variance généralisée caractérise les familles de lois
de Bernoullis multivariées. Pommeret [81] a proposé une caractérisation basée sur la dia-
gonalité des matrices de Bhattacharyya associées aux FENs sur RY. Dans notre travail

de recherche, nous proposons une nouvelle caractérisation multidimensionnelle des FENs
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infiniment divisibles basée sur la fonction trace de la matrice de variance covariance [10].
Ceci fait I'objet de notre contribution dans ce premier chapitre. La fonction trace fournit
plusieurs informations en statistique des FENs, car elle représente la variance totale en
terme de l'analyse en composantes principales. De plus, c’est une mesure de variabilité a
I'intérieur d’une population multivariée. En pratique, elle intervient dans diverses situa-
tions telles que la détection des individus ou des observations en dehors d’une limite de
surveillance/controle ot bien la présence des valeurs aberrantes dans un nuage. Dans la
suite de ce chapitre, nous montrons l'intérét de la fonction trace en traitement de signal

et des images.

1.3.1 Nouvelle caractérisation d’une FEN infiniment divisible

Soit F' = F(11) une FEN infiniment divisible sur R? engendrée par une mesure de probabi-

lité u € M(RY). Afin de définir la fonction trace, nous rappelons la proposition suivante.

Proposition 1.3.1. Si u est une mesure infiniment divisible dans M(R?), alors il existe

une matrice positive notée Y dans LS(Rd) et une mesure v positive telles que

ki(0) =% +/ (z @ ) v(dx) (1.8)

R4
avec, T @ v = x.7° et v représente la mesure de Lévy associée a la mesure .

Preuve. Pour la démonstration, le lecteur pourra consulter [39], page 342.

A partir de la Proposition 1.3.1, nous définissons la trace de la fonction variance d’une

famille infiniment divisible.

Définition 1.3.2. Soit F' = F(u) une FEN infiniment divisible sur R?, alors la fonction
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trace de la matrice de variance covariance Vg associée a F est définie par
tr(kZ(G)) = tr(X%) +/ | z || 9 v (dx). (1.9)
Rd

L’application définie par § — tr(k;(0)) est dite fonction trace.
Si de plus la FEN F est steep et que la fermeture de son domaine des moyennes, notée
M g, posséde au moins un point extréme, nous montrons que la matrice ¥ est nulle. Ceci,

nous permet d’introduire le lemme suivant.

Lemme 1.3.3. Soit u une mesure de probabilité infiniment divisible dans M(R?). Sup-
posons que F' = F(u) est steep et My admet au moins un point extréme. Alors, il existe

une mesure positive v telle que

ki (0) = /Rd(m ® z)e% y(dz). (1.10)

Pour démontrer le Lemme 1.3.3., nous avons besoin de rappeler le lemme suivant, di a

Hassairi et Masmoudi [48].

Lemme 1.3.4. Soit F = F(u) une FEN steep et infiniment divisible sur R%. On suppose
que M p admet un point extréme m. Alors il existe un vecteur u normal extérieur a m tel
que, pour tout 0 € O(u),

/\ETOO k(0 + Au) = 0.

Preuve du Lemme 1.3.3. Sans perte de généralités, nous supposons que 0 est un point
extréeme de Mp = cs(p).

Soit u = (uy,...,uq)t un vecteur normal de Mg orienté vers l’extérieur au point 0.

1l est clair que

Mp C {z € R (u,2) <0}
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et

{z e RY (u,z) =0} N Mp = {0}.

Si 6y € O(u), alors

VA >0; 6+ Au € O(p).

Comme p est infiniment divisible, alors il existe une matrice symétrique 3. et une mesure

v telles que

k(0 + Au)(h,h) = 'h.S.h+ / (z, h)2e=0or 2>y (dy).

Rd

Du fait que

AEIEOO k(0 + Au) =0,

cela tmplique que
'h.X.h =0 et / (z,h)2e~"">p(dx) = 0, Vh € R%.
{zeR%; (u,z)=0}

Par conséquent,

Ainsi,

k(0o + Mu)(h, h) = / (z, h)2e=<lotAue>y,(dy).

Rd

O
En s’appuyant sur la Définition 1.3.2 et le Lemme 1.3.3, nous introduisons deux théorémes
qui étudient respectivement le cas ou la FEN est infiniment divisible et le cas ou la FEN

est infiniment divisible et steep [10].
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Théoréme 1.3.5. Soient py et uy deux mesures de probabilités infiniment divisibles dans
M(R?). Supposons qu’il existe 0y € O (1) N O(uz) tel que ki, (6o) = k), (60), K, (60) =
ki, (0o) et tr(ky (0)) = tr(k;,,(0)) V0 € B0y, R) C ©(u1) N O(u2), alors puy = piz.

Preuve. Par hypothése, d’une part, u, et uo sont infiniment divisibles, alors d’apres [’équa-

tion (1.10) il eziste (v1,%1) et (v2,%9) tels que

R4

(z @ x) 9 (dz) et k,, (0) = 3, +/ (z @ x) 9y (d).

Rd

D’autre part, nous avons
1 (K, (0)) = tr(KL, (6)). 6 € BB, B) C ©(m) N (),

ot B(0y, R) désigne la boule ouverte de centre 0y et de rayon R.

Cela signifie que

/ Iz |2 e<9’x>yl(dx):/ 22 e (dz) + tr(Ss — 5), ¥ 0 € B(6o, R).
R4 R4

En dériwant deux fois par rapport a 6, nous obtenons

/ |z || (z @ z) vy (dx) :/ |z || (z @ z) e uy(dx), ¥V 6 € B(6y, R).
R4 Rd

En appliquant la fonction trace, nous obtenons

/ |z ||* e (dx) :/ |z ||* e uy(dx), V 6 € B(6y, R).
R R
Dot

lw |I* vi(de) =] @ |I* ve(de) sur RT\ {0}.

Ceci implique

v = vy, sur R\ {0}.
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Par conséquent
/ (z @) ey (dz) = / (z @ z) ey (d),
R R
1l est clair que

Puisque
Fiuy (B0) = Ky (00),

alors

21 = 22 et /{ZZ1 (0) = kZQ(Q)’ Vo e B(Qo, R)

Apres deux intégrations successives, nous montrons que
ku (0) = Ky (0) + (3,0) +v; avec 3 € Riety € R. (1.11)

Comme py et piy sont deux mesures de probabilité, alors k,, (0) = k,,,(0) = 0. Ceci implique
que v = 0.

Par hypothese k;, (60) = k,,(600), alors
B=0cetk,(0)=k,,(8), V0ecB(b,R).

La démonstration du Théoreme 1.3.5 est achevée. O
La condition initiale du Théoréme 1.3.5 est importante pour assurer que la fonction trace
caractérise la famille exponentielle naturelle infiniment divisible. En effet, si nous consi-
dérons deux lois Gaussiennes centrées py; = N(0,%1) et pa = N(0,%,), de matrices de
variance-covariance respectivement ¥; et ¥,. De plus, si nous supposons que Y, # ¥ et
tr(Xy) = tr(X;), alors V 6 € RY, k) (0) = ¥y # Xy = kj/,(#), ce qui n'est pas le cas car

tr(ky, (8)) = tr(k),,()). Par suite, il n’existe aucun 6 € R? tel que k] (6o) = kI, (o).
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Cela donne un argument raisonnable de I'influence de 1’état initial sur la nouvelle carac-
térisation par la fonction trace.

Dans le Théoréme 1.3.6, nous présentons notre deuxiéme résultat obtenu lorsque nous
changeons la condition du Théoréme 1.3.5, k; (6y) = k,,(6p), par une nouvelle condition

liée au support convexe de la FEN.

Théoréme 1.3.6. Soient py et o deux mesures de probabilités steeps et infiniment di-
visibles dans M(R?). Supposons que les support convexe de i, et py possédent au moins
un point extréme. Supposons qu’il existe 6y € O(u1) N O(puz) tel que k, (6o) = k;,,(0o) et
tr(k, (0)) = tr(k,,(0)), V0 € B(0, R) C O(u1) N O(u2). Alors, p1y = ps.

Preuve. Par hypothese, les support convexe de iy et ps possédent au moins un point

extréme. Alors, d’apres le Lemme 1.3.3, il existe 1y et vy deux mesures positives telles que

k! (0) = /Rd(m @ z) 9Py (dz) et Ky, (0) = /Rd(a: @ ) 0%y (da).

Puisque,

tr(ky, (0)) = tr(k,,(0)),V 0 € B(fo, R) C O(u1) N O ().

Ceci implique

/ |z ||> e (dx) :/ |z ||> e%uy(dx), V 6 € B(by, R).
Rd Rd
Do

vi = vy, on R%\ {0}.

Alors

K (0) = Ky (6).




Chapitre 1 : Trace de la fonction variance dans les familles exponentielles 28

Ainsi,
K, (0) =k, (0)+ 3, avec 3 € R%
Comme
Ky (o) = K, (6o),
alors,

6=0 et k;;l(Q) = k;g(@.)
Par conséquent,
ki (0) = Ky (0) +v; oty € R.

Puisque p1 et p1o sont des probabilités, alors k,, (0) = k,,(0) = 0. Ceci implique que v = 0.

La démonstration du Théoréme 1.5.6 est achevée. L]

1.3.2 Exemples

Dans cette section, nous déterminons la fonction trace pour différents exemples de FENs
infiniment divisibles (voir [25], [66], [94]).

Famille de lois Multinomiale Négative-Gamma :

d
Soit {e1,e2,...,eq} une base canonique de R?. On considére la mesure pg = E de, €t M
i=1
dans N, avec u5" la puissance n°™ de convolution de g (avec la convention g’ = ., ).

La mesure p est définie par

p= p" = (g — o)
n=0

Il est clair que la transformée de Laplace de p est de la forme

d

L) =(1-) )"

i=1
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d

et définie sur O(u) = {0 € R, Zeai < 1}.
i=1

Par conséquent

d d
> >
tr(kl(9)) = —= p =L
L= e (1= )

i=1 i=1
d
=> miO)+ > mi(9),
i=1 i=1
Famille de lois Gamma-Gaussiennes :

Soit F une FEN de loi Gamma Gaussienne sur R? engendrée par une mesure . définie par

2

1 1 Y
de, dy) = ——2 10 4o (— “— )dzdy.
,u( Z, y) F(a)w 10,+ [(x)\/%exp 2.’L’> ray

La transformée de Laplace de p est de la forme

02 02

L,(61,02) = (—91 - 5) T ou O(u) = {0 = (61,6:) €R% 6 <0 et 6 + 2 <0},
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de R? de loi

exp(fay — %)

2\ —a
(23)
P(91,92)7M(dx7 dy) =" eXp(91$)1[07+00[(1‘)
2rx

dzd

ot a > 0,0 = (61,0:) € O(n). Nous désignons par £ (Y|X) la loi conditionnelle de
la variable Y sachant la variable X. La variable aléatoire X suit une loi gamma v, de

parameétre de forme a et de paramétre d’échelle b = _—192 > (. La variable aléatoire Y| X

01+%
suit une loi Gaussienne N (02X, X).

Le gradient de la fonction k, au point 6 = (61,65, ) est

2
k(01,0:) = 72 | =
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La matrice Hessienne de la fonction k, au point ¢ est de la forme

a aby m3(0) ma (6)ma(6)
0, + %) (6 + %)? 1
k,/ 0 79 = ( ! 2 2 -
N( 1 2) a92 a aﬁg a
6 +%2 -6-% (6+%) mi (0)ma(0) @ ma(8) +m3(0)

Par conséquent, la trace de la fonction variance de la famille F' est

a a(l+63)

R TR

tr(k;ﬁ(@l, 02)) =

= L2 (0) + m2(0)) + ma(6).

a

Famille de lois Gaussiennes :

Soit F' la FEN engendrée par une loi Gaussienne centrée p = N(0,%) de matrice de
variance-covariance .

La fonction cumulante est définie sur R? par
1
k. (0) = 3 < 6,%30 > .
Do,
tr(k,(0)) = tr(X) = constante.

Nous notons que la fonction trace d’'une Famille de lois Gaussienne est une constante et
indépendante de sa moyenne.

Famille de lois Inverse Gaussiennes :

La mesure de probabilité ;1 sur R? de la loi Inverse Gaussienne est définie par

1
wldz, dy) = 5— exp

1
(14 9%)]| (@) d dy.

T
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Un calcul assez technique montre que la transformée de Laplace de la mesure p est définie

par

Lu(01,02) = exp | = /=20, — 63 |

sur 'ouvert

La fonction cumulante est définie par

ko (01, 05) = —\/—20, — 62.

La dérivée de la fonction cumulante est

1 ma(0)
/ 2
2

[—20, — 63 ms(6)

Ceci implique que la fonction variance est de la forme

1 0
ko) = | (20 (=20 - 0"
" 0 1 N 03
(=20, — 62)5 (=26, —62)2 (=26, — 63)3
mi(0) mi(0)ma(0)

Par conséquent,
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Famille de lois Gamma :

Soient @ > 0 et p > 0 des paramétres réels positifs fixés. On considére la mesure de

probabilité ; sur R? par

(zy)*!

['(a)

p(dzr, dy) = fa(pzy) Lj0 1002 (7, y)da dy,

o k
z
avec fa(Z): E m, Vze R
k=0

La transformée de Laplace de la mesure p définie sur 'ouvert O(u) = {6 = (61, 06,); 61 <

0,02 < 0,0105 — p > 0} a pour expression
L,(01,05) = (0102 — p)~,
La fonction cumulante est de la forme
k. (01,02) = —aln(6,0; — p).

La FEN engendrée par p est une famille de lois Gamma.

Le gradient de k,(61,6,) est

— 62 ma (9)
a
B (01,05) = ——— =
0102 — p
01 m2(9)
Un résultat immeédiat donne
a 02 p 1 m3(6) rm?(0)ms(6)
Bullr:02) = G, =R “a ’
R W rm3(O)ma(0) w3 (6)
avec r = GLG représente le coefficient de corrélation de la loi Py .
102
Par conséquent,
tr(K!(01,65)) = (67 +63)

(9192 - P)2

=~ (3 (6) + m3(6)).
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Famille de lois de Poisson :

Soit 1 une mesure de probabilité sur R? définie par

. 54(dz) d
plda) =Y ’“k, ,ou kl=T]kl
’ i=1

k=0

La fonction cumulante est définie par

d
k. (0) = Zeei sur  O(u) =R,
i=1

la famille F' = F'(u) est une famille de lois de Poisson P (61) ® ...® P (0y).

Un calcul simple montre que

ki (0) = diag(e®, ..., e%) = diag <m1(9)7 . ,md(e)). (1.12)
d d

tr(k)(0) =Y e’ = my(0).

i=1 i=1
d

L’estimateur de la fonction tr(k;(0)) est de la forme ZYZ
i=1
Soit ¥ une matrice symétrique définie positive donnée par

011 012 013
L= o1 0 o
013 023 033
Soit X = (X1, X5, X3) un vecteur aléatoire qui suit la loi de Poisson sur R? définie précé-
demment. Alors, d’aprés Letac [66], le vecteur aléatoire Y = (Y7, Ya, Y3) = X.X" suit aussi

une loi de Poisson. D’aprés 'équation (1.12), la fonction variance de la FEN engendrée

par la loi de Y est définie par

Vir(m(6)) = S.Vp(Z'm(0)).3,
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avec Vg(m(0)) représente la fonction variance de la FEN de loi de Poisson donnée par
I'équation (1.12) et m(0) = (mq(6), m2(0), m3(0)).

Do,

tr(Ve(m(0))) = (01) + 07y + 0i5)mi(0) + (07) + 075 + 053)ma(0) + (075 + 053 + 035)ms(6),

avec
) (6) . (022 — 033 — 033)7711(9) - (022033 - 013023)m2(0) + (013023 - 013022)7”3(9)
1 =
2013012023 — 0%3022 - 0330%2 - J11053 ’
m (9) . (012033 - 0'%3>m1(0) + (011033 - 0%3)m2(0) - (011023 - 013012)7”3(9)
9 =

2013012023 — 0%3022 - 0330%2 - 011053

et

s (0) = (012093 — 013099)m1 (0) — (011023 — 13012)ma(0) + (011092 — 0y)ms(6)
3 —_— .

2 2 2
20130120923 — 013022 — 0330719 — 011093

Par conséquent,

tT(VF’(Y)) = (0%1 + 0%2 + ‘7%3)71 + (0-%1 + ‘7%2 + ‘733)72 + (‘7%3 + ‘733 + ‘7?2,3>Y37

avec
9\ — —
X, — (022 — 033 — 023)X1 - (022033 - 013023)X2 + (013023 - 013022)X3
1= 2 2 2 )
2013012093 — 07130922 — 0330719 — 011033
2\ 2\ b'a
X, — (012033 - 013)X1 + (011033 - 013)X2 - (011023 - 013(712)X3
2= 2 2 2
2013012093 — 07130922 — 0330719 — 011033
et
— — 2 \=r
X — (012093 — 013092) X1 — (011023 — 013012) X o + (011022 — 015) X3
3 — .

3 3 2
2013012093 — 073022 — 033079 — 011053

Famille de lois Inverse Gaussiennes :

Soit p > 0, on considére la mesure de probabilité p sur R? définie par

1
wu(dxy, dey, drs) = _r exp [ — — (PP + i+ x%)] 10 1oof(z1) dy dxo dxs.

5
(27)3 a2 21
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Un calcul assez technique montre que la transformée de Laplace de la mesure p est définie

par

L0103, 05) = exp [ — py/—20, — 03 — 65 |

sur 'ouvert

O(n) = {0 = (61,02,05) € R®; 260, + 05 + 03 < 0}.

La fonction cumulante est définie par

(01, 02.0) = —p\/ 26, — 6 — 62,

La FEN engendrée par p est une famille de lois Inverse Gaussienne.

La dérivée de la fonction cumulante est

p
/2616262 m(6)

K (01,05,05) =] —_»p02 | =
#( 1, Y2, 3) \/M m2(9>
pYs m3(9)

\/—26,—62—062

Ceci implique que la fonction variance est de la forme

p . pb2 . pb3 .
(—201—02-02)2  (—20,—602—02)2 (—20,—62-62)2
" _ 02
k”(el, 82, 93) = P2 p + PYs pb263

(—201-63-63)2  (=201-03—02)2  (-201—-03—6)3  (—20,-03-63)3

ph3 pB203 P + o3

(—20,-02—02)2  (—20,—02—62)2 (—20,-603—02)2  (—20,—62—62)3

mi(0)  mi(0)ma(0) mi(0)ms(0)

=" i (Oma(0) m30) +p° ma(0)ms(0)
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Par conséquent,

tr(k" (0, 6.0 = 2p p(1+65+63)
T( N< 1,Y2, 3)) (7291705795)% T (7291795*95)%

= a2 md (6) + m3(0) + mA(0) + 22,

p

Famille de lois Gamma-Gaussiennes :

Soit F' une FEN de loi Gamma Gaussienne sur R? engendrée par une mesure p de trans-

formée de Laplace (Casalis [25]) définie par

6 oy 3 %
L,(01,05,05) = (—@1 -2 5) 01 O(1) = {6 = (61, 65,6) € RY; 61 < Oetby+-2+= <0},

Sa fonction cumulante est définie par

ku(ﬁl,ﬁg,ﬁg) = —111(—01 —_ — — —)

Le gradient de la fonction k, est

_gl_ﬁ_g my (9)
K, (01,02,03) = —91—0@ = may(0)
—aw ma(0)
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La matrice Hessienne de la fonction &, au point 6§ = (6, 6,,65) est

k. (0)

1 0,

(0 + % + %) (0 + % + %)
6, 1 62

O +2+%2 0,+%+% 0 +%+%)
05 0,05

(0 + % + %) (O + % + %)

m3 (6) my (6)mo(0) my(0)ms(0)
my(0)ms(0)  —ma(0) +m3(0) ma(0)ms(0)

Par conséquent, la trace de la fonction variance de la famille F' est

t?”(k’x(@h 82, 63)) =

—2

1+05+063

02 | 62
91"’7"‘3

2 2
(914—%—1- 933)2

=m?2(0) + m3(0) + m2(0) — 2m4(0).

1.3.3 Propriétés asymptotiques de la fonction trace

Lorsque nous cherchons & étudier une suite de mesures de probabilités provenant de la répé-

tition d'une expérience, une méthode de modélisation consiste a supposer que ces mesures

sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes équi-distribuées. Comprendre

ces mesures et la facon dont elles sont distribuées revient & étudier la loi de probabilité de

la variable aléatoire sous-jacente. Nous modélisons le phénoméne de la maniére suivante :

soit F'= F(u) une FEN infiniment divisible sur R? engendrée par une mesure y et soient

Xy, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d) de loi

Py, € F. Dans ce contexte, reconnaitre un estimateur de la fonction trace de la FEN
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infiniment divisible F' revient a connaitre la loi Py, € F. Lorsque nous n’avons pas d’idée
a priori sur la forme particuliére que peut prendre la loi F, € F, nous construisons un
estimateur de Py, € F'. Il s’agit de reconstruire une fonction trace, c’est a dire un estima-
teur de la fonction trace. Le probléme est alors dit non-paramétrique. Dans ce contexte,
nous nous sommes intéressés a ’estimation de la fonction trace ainsi que ses propriétés
asymptotiques.
La loi forte des grands nombres permet d’affirmer que tr(Vp(X)) est un estimateur
— 1<
convergent de la fonction trace tr(kZ(@)) = tr(Vr(m(9))), ou X = - ZX"‘ Ce résul-
=1
tat vient du fait que, d’aprés la loi des grands nombres, lorsque n —Z> +00, on a X
converge presque strement vers m(f). Alors tr (VF(Y)) converge presque siirement vers
tr(Ve(m(6))).
Notons que tr(Vp(X)) est un estimateur de ¢r(Vp(m(6))). 11 est possible d’obtenir des

intervalles de confiance et de tester 'adéquation des données sur différentes lois. Dans tout

ce qui suit, nous utilisons tr (Ve((X))) comme estimateur de la fonction trace tr(k/(0)) =

tr(Ve(m(8)), ot Vi(m(6)) = (Vis(m(6)))

1<i,j<d

Dans les tableaux TAB.1.3 et TAB.1.4 , nous illustrons quelques exemples des estimateurs

de la fonction trace associés a des lois de probabilités définies dans la section précédente.
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FEN tr(Ve(X))

Négative Multinomiale-Gamma tr(BNMG) = Y? + Yg + X1+ Xo.

Gamma-Gaussienne

1 0 _
de paramétre de forme a > 0 tr(BGG) = f(Xf + X2) + X1, a>0.

Gaussienne tr(BG) = tr(S2) =

( i1 — X1).(Xi2 —E)t>;

trace de la matrice de variance-covariance empirique .

Inverse Gaussienne tr(BIG) = 2?? + Y1Y§.
Gamma
de paramétre de forme a > 0 tr(BGa) = é(Y? + YS), a>0.
Poisson

t?“(BP) = Yl + YQ.

TAB. 1.3 — Différents estimateurs de la fonction trace, pour d = 2.

FEN tr(Ve(X))
Gamma-Gaussienne tr(GG) = Y? + YS + Y?)) —2X;.
Gaussienne tr(G) = tr(S2%) = b itr((Xi 1— X1).(Xi0 — E)t>
"on-l i=1 ’ ’ ’

trace de la matrice de variance-covariance empirique .

Inverse Gaussienne tr(IG) = Y—Q [Xl + Xg + X3 +2p%, p> 0.

Poisson tr(P) = (0%1 + 0%2 + Ufg)f{ + (o%l + 0%2 + 053)75

+(033 + 033 + 033) X},

TAB. 1.4 — Différents estimateurs de la fonction trace, pour d = 3.

Convergence

Nous prouvons que lorsque la taille de I’échantillon n est suffisamment grande, I’estimateur

de la fonction trace tr (VF (7)) est asymptotiquement normal.
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Théoréme 1.3.7. Lorsque n — 400, nous avons
Vi (tr (Ve(X)) = tr(Vi(m(©)))) £ N (0,6%(m(9))), en loi.

Pour démontrer le Théoréme 1.3.7, nous avons besoin de rappeler la Méthode Delta sous

forme d’un lemme [104].

Lemme 1.3.8. Méthode Delta. Soient ¢ : R¥ — RP une fonction différentiable et r,,
une suite de nombres positifs tendant vers +00. On se donne une suite (Uy,)nen de vecteurs

aléatoires dans R*. Si, pour une variable aléatoire U, on a
L
r <Un 9 LU,
alors

ra(#(02) - 6(0)) = Vo(O)U.

Preuve du Théoréme 1.3.7. D’une part, pour n — +o00, un résultat immédiat du

théoreme centrale limite est que la variable aléatoire

converge en loi vers une variable aléatoire U, ou U suit une loi normale centrée N(O, Vﬂm(@)))
D’autre part, soit la fonction H définie par
H:R?*— R?

m(0) = (ma(6), -+, ma(0)) = (Via(m(0)), - Vaa(m(0))),
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avec (V;(m(0)) représente le i€ME glément de la diagonale de la matrice de variance-
covariance Vie(m(0)). Puisque la fonction H est différentiable en m(6), nous pouvons ap-

pliquer la méthode Delta. D’ou
Va(H(X) = H(m(0)) 5 H (m(O),
avec H'(m(0))U ~ ./\/(O,t H'(m(0)) Vir(m(0)) H’(m(@)))) et H'(m(0)) représente la ma-
tice Jacobienne de H(m(0)).
Soit e = (1,1,...,1)!, lorsque n — 400, d’aprés ce qui précéde nous montrons que

Va({H(E).¢) — (Hm(O).¢)) = A (0.0(m(6))).

avec a*(m(0)) = te tH'(m(0)) Vr(m(0)) H'(m(0)) e.

En utilisant le fait que

et
d
(H(m(0)),e) = > Vi(m()) = tr(Vp(m(0)))
=1
La démonstration du Théoréme 1.3.7 est achevée. O

Intervalle de confiance

La construction des intervalles de confiance nécessite la connaissance de la loi des estima-
teurs a partir desquels ils sont construits. En dehors du cas des échantillons gaussiens, ce
n’est pas toujours possible. De plus, il est fréquent que les calculs de lois, effectivement
implémentables pour des petits échantillons, deviennent infaisables pour un échantillon de

grande taille. On cherche alors & remplacer la loi de 'estimateur par une approximation
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plus simple, permettant de construire des intervalles de confiance dont le niveau n’est ga-
ranti que asymptotiquement.

Soient ' = F(u) une FEN infiniment divisible sur R? engendrée par une mesure p
et Xi,...,X,, n variables aléatoires indépendentes et identiquement distribuées de loi
Py, € F. Dans le corollaire suivant nous construisons un intervalle de confiance asympto-

tique de la fonction trace tr(Ve(m(6))).

Corollaire 1.3.9. Un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1—a) pourtr(Ve(m(0)))

est de la forme

(tr(VF(Y))—u , tr(Ve(X)) +u 8<X>),

[N]1)

S]]}
B

vn

G(X)
ot P(|U] <ua)=1—aetU~N(0,1).

Preuve. D’apres le résultat du Théoréeme 1.3.7 et par application du théoréme de Slutsky

[26], nous montrons que

Vilo(X)] - (tr (Ve (X)) — tr(Vie(m(8)))) 5 N (0.1).

Par suite, un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — ) pour tr(Ve(m(0)))

est de la forme

tr(Ve(X)) — us /U\(Xn) < tr(Ve(m(9))) < tr(Vp(X)) + us 8\(/)%),
ou P(U| <ug) =1-aetU ~ N(0,1). O

1.4 Application de la fonction trace

Les statistiques et les probabilités occupent une place importante dans beaucoup de do-

maines d’applications tels que le traitement numérique du signal et des images pour ca-
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ractériser les processus qui les générent. Par exemple, un usage principal du traitement
numérique du signal et des images est de réduire les interférences, le bruit, et d’autres
composants indésirables dans les données acquises. Réduire 'effet du bruit additif est un
probléme fondamental et récure dans la plupart des applications en traitement du signal et
des images [92]. C’est, d’autre part, un probléme théorique central en théorie statistique
que ce soit pour des objectifs d’estimation ot de détection. Le cas ou le signal est un
bruit ou un signal source de nature impulsive s’avére particuliérement intéressant a la fois
sur le plan théorique [96] et sur le plan pratique comme la réduction de l'effet de bruit
atmosphérique en détection Radar ou en communication Haute Fréquence (HF) et Peffet
des valeurs aberrantes sur les procédures de traitement statistique d’un signal observé. La
détermination de la loi du bruit est un probléme simple et compliqué & la fois. Pour le ré-
soudre, nous nous sommes basés sur la méthode de simulation Boostrap non paramétrique
[17] modifiée et nous avons utilisé notre nouveau critére de sélection, pour estimer la loi

du bruit, basée sur I'estimateur de la fonction trace.

1.4.1 En traitement du signal

Dans le cadre du traitement du signal, la problématique majeure est de réussir a isoler
des perturbations (vent, parole, nuage,. ..) d'un signal additif requ par une cible. En effet,
ces perturbations, également appelées bruit, peuvent provenir soit du systéme, soit de
I'environnement extérieur a celui-ci (brouilleur, échos de sol ou de mer, environnement
urbain, interférences, ...). Dans ce cadre, le bruit en général est considéré comme étant
un processus aléatoire. Un besoin commun dans le traitement de signal est de générer des

signaux additifs qui ressemblent & divers types du bruit aléatoire.
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Représentation statistique du signal

Le modéle statistique du signal additif est représenté sous la forme suivante :

X=m+e, (1.13)

ou X représente le signal de sortie qui est obtenu comme une fonction linéaire du signal
d’entrée m et du bruit €.

Dans de nombreuses études menées depuis des dizaines d’années, les méthodes d’analyse
et les algorithmes associés supposent que le bruit est modélisé comme un bruit Gaussien
blanc simple (c’est un bruit qui suit une loi normale) dont les statistiques et les caractéris-
tiques spectrales sont bien connues [110]. Mais, la réalité est trés loin de cette hypothése.
En particulier, il existe un bruit impulsif. Contrairement au bruit blanc Gaussien, il est
impulsif, non statistique standard et généralement non-stationnaire, non gaussien, avec un
comportement de haute fréquence et complexe.

Dans notre travail, nous proposons une méthode pour approximer la loi de Bruit en se

basant sur la fonction trace.

Simulation

Nous supposons dans notre étude de simulation, que la distribution du signal d’entré
de vecteur moyen m connu et la distribution du vecteur bruit ¢ appartient a une FEN
infiniment divisible engendrée par une mesure u € M(R?). C'est a dire (¢ ~ Py,).

Nous utilisons les estimateurs proposés de tr(k;(0)) = tr(Vr(m())), pour les quatre
FENs infiniment divisibles représentées dans le TAB.1.3 (Gamma-Gaussienne, Gaussienne,

Inverse-Gaussienne, Gamma), afin de déterminer la loi du bruit e.
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Considérons un échantillon aléatoire {ei,...,¢,} de loi Py ,. Nous adoptons l’approche
Boostrap non paramétrique [21] avec une petite modification au niveau de la création
de B échantillons Boostrap a partir de I’échantillon initial. C’est a dire, au lieu de créer
chaque nouvel échantillon & partir d'un tirage avec remise de 1’échantillon initial, nous
le remplagons par une autre méthode définie comme suit : Chaque fois, nous perturbons
I’échantillon initial en ajoutant une variable aléatoire v uniforme sur (0,1)?, c’est a dire
en créant un nouvel échantillon {e},--- &%} avec f = ¢; + u;.

Pour chaque nouvel échantillon obtenu, nous calculons I'estimateur empirique, tr(Vg(2)) =
trep, correspondant a chaque FEN infiniment divisible (Gamma-Gaussienne, Gaussienne,
Inverse-Gaussienne, Gamma,).

Pour déterminer I'estimateur de la distribution du bruit €, nous avons choisi comme critére

de comparaison l'erreur quadratique moyenne (EQM) définie par :

EQM(trtp, trep) = %Z <tr(VF(m*(0))) - tr(vp(g_;)))Q, (1.14)

j=1
ou m*(0) = m(6) + (0.5,0.5)" et tr(Vr(m(6)))) = trtp représente la trace de la matrice de
variance-covariance de la loi Py, avec des valeurs exactes de ces parameétres.

Nous répétons cette expérience pour différentes valeurs de 6.

Nous avons généré les données selon les quatre lois (Gamma-Gaussienne, Gaussienne,
Inverse-Gaussienne, Gamma) en choisissant les valeurs des paramétres suivants :

e a = 2 pour le modéle Gamma,

e n = 5000 la taille de I’échantillon pour chaque loi,

e B =100 le nombre de Boostrap,

e Nous avons choisi cing valeurs de 6 afin de réaliser cette expérience.
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Les résultats obtenus sont présentés dans les tableaux TAB 1.5, TAB 1.6, TAB 1.7 et TAB
1.8.

Comme premiére expérience, nous avons supposé que la loi Fy ,, est une Gamma-Gaussienne.
Le Tableau TAB 1.5, indique que la valeur de 'EQM est minimale lorsque nous calculons
avec l'estimateur de la fonction trace d’une loi Gamma-Gaussienne, pour différentes va-
leurs de 6. Par suite, la loi du bruit € est qualifiée par Gamma-Gaussienne.

Dans la seconde expérience, la loi de Py, est Gaussienne de moyenne 6 et de matrice de

1 op . « ,
), avec p = 0.3. Nous répétons la méme procédure que

variance-covariance > = (
p 1

précédemment. Le Tableau TAB 1.6 indique que la valeur de 'EQM calculée avec 1'esti-
mateur de la loi Gaussienne est plus faible que celles calculées pour les autre lois. Alors,
la loi du bruit € est Gaussienne.

Dans la troisiéme expérience, nous avons répété la méme procédure avec une loi Inverse
Gaussienne. Le Tableau TAB 1.7 indique que la loi du bruit € est Inverse Gaussienne.
Dans la derniére expérience, nous avons répété la méme procédure avec une loi Gamma.
le Tableau TAB 1.8 indique que la loi du bruit € est Gamma.

Le choix de cinq valeurs différentes de 6 ne nous permet pas d’affirmer que les résultats
obtenus sont efficaces. Pour cette raison, nous avons généralisé notre étude pour différentes
valeurs de # obtenues de fagon aléatoire pour chaque loi considérée et nous avons répété la
méme procédure que précédemment. Dans ce cas, notre étude de simulation montre que
la loi du bruit € dans le cas d'un modéle Gamma-Gaussien converge vers une loi Gamma-
Gaussienne avec un pourcentage égal a 97%. Puis, le bruit ¢ dans le cas d'un modéle
Gaussien converge vers une loi Gaussienne, avec un pourcentage égal a 100%. Dans le cas

d’un modéele Inverse Gaussien, la loi du bruit € converge vers une loi Inverse Gaussienne
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avec un pourcentage ¢gal a 96%. Enfin, la loi du bruit € dans le cas d’'un modeéle Gamma

converge vers une loi Gamma avec un pourcentage égal a 97%.

61 0: | trtp | EQM(trtp, tr(BGG)) | EQM(trip, tr(BG)) | EQM(trtp, tr(BIG)) | EQM(trtp, tr(BGa))
-3 | 2 12 0.0138 0.3874 6.5072 0.2682
-2 | 1 |311 0.0027 0.2174 1.2993 0.1809
—10 | 2.5 | 0.59 0.0070 0.1924 1.3064 0.1834
-1 | 0 | 555 0.0158 0.2906 4.099 0.2916
—10| 3 | 1.02 0.0011 0.1247 0.1327 0.0840

TAB. 1.5 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Gamma-Gaussien bivarié.

61 | 62 | trtp | EQM(trip, tr(BGG)) | EQM(trip, tr(BG)) | EQM(trtp, tr(BIG)) | EQM(trtp, tr(BGa))

0 [0 2 0.1013 0.02874 0.1650 0.1526

1 12 2 0.7921 0.0069 1.3393 0.6441
-1 14| 2 1.8007 0.0213 1.3064 1.8550

5 | 4] 2 24.0158 0.0290 148.0990 23.2916
30 | 5| 2 350.2154 0.0059 13 x 103 347.1600

TAB. 1.6 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Gaussien bivarié.
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01 0y | trtp | EQM(irtp, tr(BGG)) | EQM(trtp, tr(BG)) | EQM(trtp, tr(BIG)) | EQM(trtp, tr(BGa))
-2 | 1 [0.57 0.1766 0.2874 0.01850 0.2526
-1 0 [0.97 0.3150 0.4148 0.2331 0.4416
-3 | 1.5 ]0.58 0.1453 0.2813 0.0142 0.2457
=5 3 | 11 2.1586 2.3687 1.9343 2.2696
—15| 5 | 241 0.3519 0.6159 0.1608 0.4067

TAB. 1.7 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Inverse Gaussien bivarié.

01 0, trtp | EQM(trtp, tr(BGG)) | EQM(trip, tr(BG)) | EQM(trtp, tr(BIG)) | EQM(trtp, tr(BGa))
-16| =5 | 6.13 0.4991 0.4632 33.1650 0.3152
-1 | =3 | 28 1.7300 1.92575 201.3393 0.7411
-4 | —4 |3.98 0.4815 0.5213 3.3064 0.2758
—1.5| —10 | 4.13 0.3982 0.2907 32.2767 0.1447
—10 | =5 | 2.11 0.3982 0.3255 0.3896 0.2004

TAB. 1.8 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Gamma bivarié.

1.4.2 En traitement d’images couleur

En quelques années, les images digitales ont envahi notre vie quotidienne. Les caméras
numériques permettent en effet de saisir et de manipuler bien plus facilement les images et
les films. Leur qualité est maintenant équivalente et souvent supérieure a celles des images
obtenues par les procédés photochimiques. Les images digitales offrent de plus I'immense
avantage de pouvoir étre transmises, améliorées et stockées sur des supports informatiques.
Toutefois, les images numériques continuent a présenter certains défauts des photographies.

Elles ont en particulier un bruit de fond qui limite leur lisibilité. La technologie digitale
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cherche & réduire au maximum ce bruit. Pour comprendre la nature du bruit visuel, il faut
rappeler qu'une image numérique se présente comme un rectangle divisé en petits carrés,
les pixels. Chaque pixel est le résultat d’'une mesure, généralement faite par une matrice
de capteurs appelée CCD (Charge Couple Device). Un pixel correspond a un petit carré
de la matrice CCD dans lequel le nombre de photons arrivant est compté. Chaque pixel
contient trois nombres allant d’habitude de 0 a 255 et indiquant la quantité de rouge, vert
et bleu contenues dans le pixel. Une combinaison adéquate de ces trois nombres permet
en principe de reproduire n’importe quelle couleur sur écran d’ordinateur.

La figure FIG 1.7 montre un tout petit morceau de neuf pixels extraits d'une image digitale.

Dans les pixels rouges, la premiére composante est élevée, autour de 210, et dans les pixels

bleus c’est la troisiéme composante, bleue, qui domine.

(225.107.124) (185.71.85)

(228.101.126) (195.67.63) (144,185, 226)

Fi1G. 1.7 — Image de babouin.
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Dans toute image couleur, les trois valeurs des couleurs RVB ( Rouge, Vert, Bleu) ob-
servées présentent une incertitude due au bruit. Cette incertitude est due aux aléas du
comptage des photons arrivant dans chaque capteur. Les valeurs de couleur mesurées sont
perturbées car les capteurs recoivent des photons parasites et subissent des fluctuations
électrostatiques lors de leurs charges et décharges. Quand un capteur regoit beaucoup de
photons venant d’une scéne bien éclairée, les parasites sont négligeables par rapport au flux
de vrais photons. Mais, méme dans une photo d’exposition suffisante, les pixels sombres
recoivent treés peu de photons et sont donc "bruités".

Dans la figure FIG.1.8, & I'image de gauche, nous avons ajouté 'image du milieu, une

" pour obtenir I'image bruitée de droite. Toutes les images ont

image de bruit "blanc
du bruit mais il est en général moins accentué que dans cet exemple. Le bruit est di
aux fluctuations de la lumiére et a ’activité photoélectronique des capteurs. Notre propre

perception génére aussi un bruit, que nous pouvons voir si nous ouvrons les yeux dans

I’obscurité, ou simplement en les fermant.

Fia. 1.8 — Influence du bruit sur une image couleur.

La réduction du bruit dans les images couleurs est liée a plusieurs enjeux technologiques.

Ces enjeux technologiques sont présents dans pratiquement tout dispositif créant des
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images : en microscopie, en imagerie médicale ou satellitaire et bien stir pour les caméras
grand public. La nature du bruit est un vaste sujet délicat de traitement des images qui
constitue un outil fondamental dans ce domaine. Dans notre travail, nous nous sommes
intéressés plus particulierement a la modélisation statistique du bruit issue de I’acquisition
de d’une image couleur par un capteur. Notre méthode propose 'estimation de la loi du

bruit en se basant sur l'estimateur de la fonction trace d’'une FEN infiniment divisible.

Représentation statistique d’une image bruitée

Considérons une image u(z,y, z), convoluée par une fonction de transfert h(x,y, z) a la-
quelle nous avons ajouté un bruit additif e. L’'image de sortie I au point (z,y, z) (pixel)

s’écrit sous la forme :
I(z,y,2) = (h*xu)(x,y,2) +e(x,y,2), V¥ (2,y,2) € R3. (1.15)

Cette équation peut étre écrite de maniére vectorielle en notant I ’ensemble des données
de 'image de sortie, u ’ensemble des données de 'image d’entrée, H la matrice de transfert

et € le vecteur de bruit. L’équation 1.15 devient alors :
I =Hu+e. (1.16)
Nous supposons que la distribution du vecteur bruit € appartient & une FEN infiniment

divisible engendrée par une mesure p € M(R?), (e(t) ~ By ,).

Résultats et commentaires

Pour voir l'intérét de la fonction trace en traitement d’images, nous allons présenter

dans cette section quelques résultats de l'estimation de loi du bruit additif associé a
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une image couleur. Pour le cas d'une image couleur, nous représentons chaque pixel par
x; = (x},2?,23), pour i = 1,...,n (nombre total de pixels dans I'image) et nous désignons
par m = (my, ma, m3) le vecteur moyenne de I'image. Nous considérons le modéle linéaire
suivant : x; = m + ¢; avec g; = (e},€2,¢?) le bruit additif centré associé a 'observation
(pixel) x;. Notons que les variables aléatoires e}, &? et € ne sont pas forcément indépen-
dantes.

Nous supposons que la loi du bruit ¢; appartient & une famille exponentielle naturelle
infiniment divisible. Donc z; sera la réalisation d’'une loi P(m, Fj) ou F; est une FEN
infiniment divisible, j =1,..., V.

Pour déterminer l'estimateur de la distribution du bruit, nous avons généré quatre lois
(Gamma-Gaussienne, Gaussienne, Inverse-Gaussienne, Poisson) en choisissant les valeurs
des paramétres de la fagon suivante :

e 1 : la taille de I'image.

e B =100 le nombre de Boostrap.

e Choisir cinq valeurs de 6 afin de réaliser cette expérience.

e Bruit Gaussien de parameétres = (0,0,0) et ¥ = (0;)1<ij<3, ott 0;; = 1 et 0;; = 0.3, si
R

e Bruit Gamma-Gaussien du vecteur parameétres 6 = (—2,1,1.2).

e Bruit Inverse-Gaussien du vecteur paramétres § = (—1,—0.5,0.3) et p = 1.

e Bruit Poisson de paramétres du vecteur parameétres 6 = (3,1, 5).

Nous présentons dans les Figures FIG.1.9, FIG.1.10, FIG.1.11 et FIG.1.12 I'influence de la

nature du bruit sur des images couleurs réelles et sur leurs histogrammes. Nous présentons

respectivement dans les figures FIG.1.9 et FIG.1.11 'image initiale Léna et I'image initiale
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Légume, les trois composantes de ces deux images et leurs images bruitées. L’'image Léna
est de dimension 256 x 256 x 3 et 'image Légume est de dimension 512 x 512 x 3. Dans
les figures FIG.1.10 et FIG.1.12, nous présentons les histogrammes 2D pour différentes

composantes des deux images avec bruit et sans bruit.
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Fas

A it
+bruit gaussien aussien

B

Image V+bruit Poisson Image B-+bruit Poisson Image VB+br111t Poisson

Image R-+bruit Inv-Gau Image V+bruit Inv-Gau Image B-+bruit Inv-Gau Image RVB-+bruit Inv-Gau

Fi1G. 1.9 — Influence de la nature du bruit sur I'image Léna.
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Histogramme BR

togramme BV
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Histogramme VR+bruit gaussien
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i

Histogramme BR+bru

t gaussien

i

Histogramme BV+bru

Gau

Histogramme VR +bruit Ga

Gau

Histogramme BR +bruit Ga

Gau

Histogramme BV +bruit Ga.

Histogramme VR +bruit Poisson

1Sson

Histogramme BR +bruit Po:

Histogramme BV +bruit Poisson

Gau

Histogramme VR -bruit Inv-

Histogramme BR +bruit Inv-Gau

t Inv-Gau

i

Histogramme BV +bru

F1G. 1.10 — Histogrammes 2D de I'image Léna.
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£t

Image RVB+bru1tP0isson

Image B-+bruit Inv-Gau Image RVB+bruit Inv-Gau

Fi1G. 1.11 — Influence de la nature du bruit sur 'image Légume.
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R0y
) ...w..

Histogramme VR

togramme BR

Hist

Histogramme BV

Histogramme VR-+bruit gaussien

1cn

Histogramme BR-+bruit gauss

1cn

Histogramme BV-+bruit gauss:

Gau

Histogramme VR +bruit Ga

Gau

Histogramme BR +bruit Ga

Gau

Histogramme BV +bruit Ga.

Histogramme BR +bruit Poisson Histogramme VR +bruit Poisson

Histogramme BV +bruit Poisson

Histogramme BR +bruit Inv-Gau Histogramme VR -bruit Inv-Gau

Histogramme BV -+bruit Inv-Gau

F1G. 1.12 — Histogrammes 2D de I'image Légume.
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Pour détecter la nature du bruit associé a ces deux images couleurs en se basant sur la
fonction trace proposée dans le paragraphe 1.3, nous avons réalisé les quatre étapes sui-
vantes :

e Nous avons supposé que la loi Py, est une Gamma-Gaussienne. Puis, nous avons calculé
la fonction trace de cette loi notée trtp pour différentes valeurs de 6. Ensuite, nous avons
estimé cette fonction trace en utilisant les différents estimateurs présentés dans le tableau
TAB.1.4. Enfin, nous avons calculé 'EQM entre trtp et ces différents estimateurs.

e Nous avons supposé que la loi 5, est une Gaussienne de moyenne ¢ et de matrice
variance-covariance > = (aij)1§i7j§3, avec 0;; = 1 et 0;; = 0.3, si ¢ # j. Puis, nous avons
répété la méme procédure que celle présentée dans la premiére étape.

e Nous avons supposé¢ que la loi I, est une Inverse Gaussienne avec p = 1. Puis, nous
avons répété la méme procédure que celle présentée dans la premiére étape.

e Nous avons supposé que la loi I, est une Poisson. Puis, nous avons répété la méme
procédure que celle présentée dans la premiére étape.

D’aprés les tableaux TAB.1.9 et TAB.1.13 qui représentent respectivement les résultats
obtenus par application de ces quatre étapes a ces deux images, nous remarquons que la
valeur de 'EQM est minimale pour I'estimateur de la fonction trace d’une loi Gamma-
Gaussienne. Donc, nous pouvons qualifier la loi du bruit par une Gamma-Gaussienne.
D’apres les tableaux TAB.1.10 et TAB.1.14 qui représentent respectivement les résultats
obtenus par ’application de ces quatre étapes a ces deux images, nous remarquons que la
valeur de 'EQM est minimale pour I'estimateur de la fonction trace d’une loi Gaussienne.
Donc, nous pouvons qualifier la loi du bruit par une Gaussienne. D’aprés les tableaux

TAB.1.11 et TAB.1.15 qui représentent respectivement les résultats obtenus par applica-
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tion de ces quatre étapes a ces deux images, nous remarquons que la valeur de 'EQM
est minimale pour l'estimateur de la fonction trace d’une loi Inverse Gaussienne. Donc,
nous pouvons qualifier la loi du bruit par une Inverse Gaussienne. D’aprés les tableaux
TAB.1.12 et TAB.1.16 qui représentent respectivement les résultats obtenus par applica-
tion de ces quatre étapes a ces deux images, nous remarquons que la valeur de 'EQM
est minimale pour I'estimateur de la fonction trace d’une loi Poisson. Donc, nous pouvons

qualifier la loi du bruit par une Poisson.

(61,02, 03) trip EQM(trip, tr(GG)) | EQM(trip, tr(G)) | EQM(trip, tr(IG)) | EQM(trip, tr(P))
(—2,1,0) 5 0.117 0.271 1.201 0.881
(—1,0.5,0.5) 5.3333 0.0987 0.527 1.35 0.145
(—6,2,1) 1.0612 0.41910 0.6022 2.54 0.667
(—0.1,0.1,0.1) | 148.1481 0.1521 0.338 1.052 0.271
(—10,0,0) 0.21 0.1112 0.3458 1.087 0.7519

TAB. 1.9 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Gamma-Gaussien trivarié (Léna).
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(61,02, 65) trtp | EQM(trip, tr(GG)) | BQM(trip, tr(G)) | EQM(trip, tr(IG)) | EQM(trtp, tr(P))
(0,0,0) 3 0.401 0.0241 1.325 0.45782
(4,5,0) 3 0.598 0.1248 1.179 0.9825
(2,1,0) 3 0.7542 0.0229 1.4521 0.9257
(5,10,0) 3 0.888 0.2549 1.0578 0.9876
(0.5,0.1,0.7) | 3 0.2245 0.0457 0.7541 0.7862

TAB. 1.10 — Différentes valeurs des EQM selon le modeéle Gaussien trivari¢ (Léna).

(61,02, 03) trip EQM(trip, tr(GG)) | EQM(trtp, tr(G)) | EQM(trip, tr(IG)) | EQM(trtp, tr(P))
(—3,2,1) 8 0.981 0.7267 0.04225 1.0182
(—0.5,0.1,0.1) | 3.0717 0.7587 0.1194 0.05459 1.109
(—5,2,1) 1.4311 0.18234 1.247 0.04334 0.9801
(—10,0.1,4) | 3.1355 1.581 0.859 0.0118 0.816
(—25,4,5) 2.2222 1.011 0.5247 0.0372 0.945

TAB. 1.11 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Inverse-Gaussien trivarié (Léna).

(61,62, 03) trtp EQM(trip, tr(GG)) | BQM(trtp, tr(G)) | EQM(trtp, tr(IG)) | EQM(trtp, tr(P))
(0.5,0.2,0.4) | 27.0864 2.38 0.9562 4.52 0.22
(1.2,1.7,—1.80) | 67.3474 2.248 1.64 3.436 0.929
(1,2,0.03) 93.8852 2.4512 1.194 3.0664 0.8102
(1,0.25,0.8) 34.8648 1.1991 0.54606 2.219 0.09618
(1,0.44,0.12) | 29.8663 3.611 1.457 3.7927 0.673

TAB. 1.12 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Poisson trivarié (Léna).
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(61,62,05) trtp EQM(trtp, tr(GG)) | EQM(trtp, tr(G)) | EQM(trip, tr(IG)) | EQM(trtp, tr(P))
(—=1,0,0) 3 0.0554 0.724 1.457 2.4587
(=5,1,1) | 0.6875 0.719 1.2146 1.89593 2.189
(—10,3,2) | 1.7143 0.0788 1.194 1.6064 2.1345

(—0.5,0.2,0.3) | 10.5694 |  0.6177 1.0096 1.36 2.2916
(=90,10,6) | 0.374 0.564 0.9917 1.127 2.146

TAB. 1.13 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Gamma-Gaussien trivarié (Lé-

gume).
(61.02,63) | trip | EQM(trtp, tr(GG)) | EQM(trtp, tr(G)) | EQM(trtp, tr(IG)) | BQM(trtp, tr(P))
(0,0,0) 3 1.9912 0.0871 3.4172 2.4582
(2,1,0) 3 1.072 0.0311 1.66723 2.2289
(5,11,10) | 3 1.7547 0.094 1.553 1.994
(0,5,10) | 3 1.086 0.286 2.419 3.916
(1,15,20) | 3 1.21 0.4597 1.837 2.6830

TAB. 1.14 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Gaussien trivarié (Légume).

Le choix de cinq valeurs différentes de 6 ne nous permet pas d’affirmer que les résultats
obtenus sont efficaces. Pour cette raison, nous avons généralisé notre étude pour une
centaine de valeurs de 6 de facon aléatoire pour chaque loi considérée et nous avons répété
la méme procédure que précédemment. Dans ce cas, notre étude nous a monté que la
loi du bruit ¢; dans le cas d’'un modeéle Gamma-Gaussien converge vers une loi Gamma-
Gaussienne avec un pourcentage égal & 98%. Puis, le bruit ¢;, dans le cas d’un modeéle

Gaussien, converge vers une loi Gaussienne, avec un pourcentage égal a 99%. Dans le cas
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(61,02, 65) trtp EQM (trtp, tr(GG)) | BEQM(trtp, tr(G)) | BQM(trtp, tr(IG)) | BQM(trtp, tr(P))
(—15,3,2) |0.6848 1.865 0.7845 0.102 2.82
(—1,0,0) 3.11 1.74 0.9174 0.0236 2.19
(—4,0,0.7) | 0.8022 1.002 0.1012 1.454 2.1164
(—0.6,0.6,0) | 3.9487 1.618 0.96 0.045 1.9929
(—100,7,6) | 0.2562 1.454 0.27 0.01237 2.2157

TAB. 1.15 — Différentes valeurs des EQM selon le modéle Inverse-Gaussien trivarié (Leé-

gume).
(61,0, 63) trtp EQM(trtp, tr(GG) | EQM(trip, tr(G)) | EQM(irtp, tr(IG)) | BQM(trtp, tr(P)
(3,0.098,0.52) 57.3708 1.945 0.985 2.2347 0.1578
(0.3,0.078,0.73) 29.2787 0.1809 0.2574 1.2784 0.0027
(—0.3,—4.078,—2.73) | 1.8759 2.987 1.4789 2.145 0.145
(—1,-2,-3) 2.4655 3.257 1.458 5.147 0.9854
(0.15,—0.29,—0.373) | 15.2009 4.180 1.874 3.1774 0.684

TAB. 1.16 — Différentes valeurs des EQM selon le modeéle Poisson trivarié (Légume).

d’un modele Inverse Gaussien, la loi du bruit &; converge vers une loi Inverse Gaussienne

avec un pourcentage égal a 97%. Enfin, la loi du bruit &;, dans le cas d’'un modéle Poisson,

converge vers une loi de Poisson avec un pourcentage égal a 99%.
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1.5 Conclusion

Nous avons rappelé dans ce chapitre les principales définitions des familles exponentielles,
ainsi que leurs propriétés fondamentales. Nous avons introduit une nouvelle caractérisation
des familles exponentielles naturelles infiniment divisibles. Cette nouvelle caractérisation
se base sur la fonction trace de la matrice variance covariance associée a cette famille. Au
niveau du traitement du signal et des images, cette fonction trace nous a permis d’approxi-
mer la nature de loi d’un bruit additif associé & un signal ou & une image couleur. Dans
un premier temps, nous avons montré a partir de quelques simulations que 1’hypothése
portée sur le fait que le signal est perturbé par un bruit gaussien blanc n’est pas toujours
vraie et ceci grace au critére de comparaison basé sur I’erreur quadratique moyenne. Dans
un deuxiéme temps, nous avons traité le probléme de I'identification de la nature du bruit
affectant une image couleur. L’identification est une étape importante dans tout systéme
d’interprétation de 'information par vision lorsque la nature de la dégradation est in-
connue. Certains algorithmes d’analyse supposent que la nature du bruit est Gaussienne.
Or, dans la plupart des cas, ces données ne sont pas connues, c’est pourquoi elles doivent
étre estimées car elles conditionnent la qualité de 'analyse de I'image. L’application de
la fonction trace sur des images couleurs, nous a permis de bien déterminer la nature du

bruit associé.




Chapitre 2

Estimation paramétrique des modéles

statistiques multivariés

2.1 Introduction

La modélisation statistique consiste essentiellement & définir des outils appropriés pour mo-
déliser des données observées, en tenant compte de leur nature aléatoire. Depuis quelques
décennies, les méthodes statistiques multivariées sont devenues de plus en plus populaires
dans le domaine de traitement des images et ont été utilisées pour de nombreux problémes
tels que le dé-bruitage, la compression et la restauration d’images [20]|37][44][61]. Les ap-
plications de ces méthodes multivariées ont fait d’énormes progrés grace au développement
de l'informatique.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme d’estimation paramétrique pour des
modéles multivariés. Plusieurs méthodes d’estimation paramétrique ont été proposées dans

la littérature [63]. Parmi elles, nous pouvons citer la méthode des moments [103], la mé-

64
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thode du maximum de vraisemblance [103|, la méthode des moindres carrés [103] et la
méthode Bayésienne [71].

Ce chapitre se décompose en deux parties. La premiére partie présente quelques lois mul-
tivariées qui appartiennent a la classe des familles exponentielles, ainsi que I'estimation de
leurs paramétres en utilisant la méthode des moments et la méthode du maximum de vrai-
semblance. La deuxiéme partie présente notre deuxiéme contribution dans cette thése qui
est la proposition d’'un nouveau modeéle paramétrique multivarié en se basant sur la loi de
Riesz [11], ainsi que 'estimation de ses paramétres en utilisant la méthode des moments,

la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode Bayésienne [11][13][14].

2.2 Lois multivariées

Dans notre travail, nous nous sommes intéressés a étudier des lois multivariées appartenant
a des familles exponentielles [8]|25]. L’importance de ces familles est due au fait, d’une part,
qu’elles sont facilement manipulables puisqu’elles représentent le coeur de ’ensemble des
distributions de probabliltés classiques et, d’autre part, elles posseédent certaines propriétés
telles que :

e L’existence d’'une statistique compléte (et donc également exhaustive minimale) pour le
paramétre inconnu de la loi [103].

e L’existence d'un estimateur efficace pour les paramétres de la loi [103].

e Au niveau de 'application elles s’adaptent mieux aux problémes de traitement d’images

[20][38).
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2.2.1 Exemples de lois multivariées
2.2.1.a Loi Normale multivariée

On appelle loi Normale multivariée, ou loi multinormale ou loi de Gauss a plusieurs
variables, une loi de probabilité qui est la généralisation multidimensionnelle de la loi
Normale. La loi Normale multivariée est notamment utilisée dans le traitement d’images
médicales. Une seconde application de la loi normale multivariée est la détermination, a
partir des intensités dans des IRM du cerveau d’un patient, des différentes classes des
tissus (matiére grise, matiére blanche, liquide céphalo-rachidien) qui le composent. Cette
technique est basée sur 'utilisation d’un algorithme espérance-maximisation dans lequel
chacune des classes est modélisée par une loi Normale multivariée dont la dimension est

égale aux nombres de modalités utilisées pour la classification.

Définition 2.2.1. Un vecteur aléatoire X = (X1, Xo,...,Xy) est dit Gaussien si, pour
tout U € R\ {0}, la variable aléatoire réelle U.X" est une variable aléatoire Gaussienne.
C’est a dire si toute combinaison linéaire de ses composantes est une variable aléatoire
réelle Gaussienne.

La loi normale multivariée représente la distribution d’un vecteur aléatoire Gaussien. Soit
X = (X1, Xs,...,Xy) un vecteur aléatoire Gaussien de dimension d. On désigne par
= (p1, 2, ..., 1q)" son vecteur moyen et par ¥ sa matrice de variance-covariance de

dimension d x d. Si ¥ est inversible alors la densité de X est définie par

—;ex _—1x— tyti(x— x d
f5(0) = g e (e =W @ - ). Ve €RL (20)

Dans la suite de ce travail, nous désignons par Ny(u, ) la loi Normale multivariée de di-

mension d X d du vecteur de paramétres (u, 3). Les densités marginales de X;, i =1,...,d,
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sont respectivement N (u;,0?), avec p; = E(X;) et 0 = Var(X;).

Dans le cas ou p = 0 € R? et ¥ = I, la matrice identité, nous disons que X suit la loi
Normale multivariée standard Ny(0,I;). Dans la littérature, certains auteurs [54| carac-
térisent la loi Normale multidimensionnelle par le vecteur des paramétres 6 = (u, X71),
ot X! est 'inverse de la matrice de variance-covariance Y. La matrice X! est appellée
matrice de précision.

Nous présentons dans la figure FIG.2.1 la densité de probabilité d'une loi Normale bivariée

pour différentes valeurs des parameétres p et 3.

F1G. 2.1 — Représentation de la densité de probabilité d’une loi Normale bivariée.

Dans la suite, nous rappelons la relation entre la loi de Wishart et la loi normale mul-
tivariée. D’aprés [66], les lois de Wishart peuvent étre construites a partir des vecteurs

Gaussiens.

Définition 2.2.2. Soient Xi,. .., X,, p-vecteurs aléatoires de R? indépendants et identi-
quement distribués selon la loi normale multivariée Nq(0,%). Si p > d alors, la matrice
aléatoire définie par S = X. X est distribuée selon une loi de Wishart de parametres p et

Y notée Wy(p,X) de densité de probabilité qui sera définie ultérieurement par l’équation




Chapitre 2 : Estimation paramétrique des modéles
statistiques multivariés 68

(2.27). L’entier p est appelé degré de liberté de la loi de Wishart.

Pour avoir plus de détails sur les distributions de Wishart, le lecteur pourra consulter [64].

2.2.1.b Loi de Dirichlet multivariée

La loi de Dirichlet [34] a été introduite par Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. C'est
une famille de lois de probabilités absolument continues, par rapport & la mesure de Le-
besgue. Elle est paramétrée par le vecteur réel positif a. Cette loi est vue comme une

généralisation de la loi Béta de premiére espece.

Définition 2.2.3. Un vecteur aléatoire Z = (Z1, Zs, ..., Zq) G valeurs dans le sous-espace
d
E={(z1,2,....2); %20, i=1,...,d Y %<1}
i=1

suit la loi de Dirichlet de paramétres o = (o, a, . . ., ag; cigr1) Si sa densité de probabilité

est de la forme

d
ue) = g T = e

H ['(c)

avec Ba) = ———.

L) ()

i=1

Dans le cas ou d = 1, nous retrouvons la loi Béta de premiére espéce Bj(aq,as) qui est

définie dans ’Annexe A.

Proposition 2.2.4. Soient X1, X5 ..., Xy d—variables aléatoires indépendantes qui suivent
respectivement les lois Gamma vy(«;), 1 =1,...,d.

On considére les variables aléatoires :

Zz': ,izl,...,d.

Z?:l Xi
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Alors (Z1,Zs, ..., Zq) suit la loi de Dirichlet de paramétres o = (g, gy ..., Qg; Qigi1)-
D’apres la Proposition 2.2.4, le résultat obtenu permet d’établir un nouveau résultat sous

forme d’une propostion qui est la suivante.

Proposition 2.2.5. Si (Z1,Zs,...,Z4) suit la loi de Dirichlet de paramétres
a = (aq,q9,...,04;0441) alors la loi marginale de (Z;,, Zi,, ..., Z;,), k < d, suit la loi de
Dirichlet de paramétres o = (i, Qg - - -, Qi Z a;).
{Z'?éiq; q217--~7k}
A partir de ces résultats, nous pouvons montrer que la loi marginale de chaque Z; est une
d
loi Béta By (a;, « — o) avec a = Zai.
i=1
Pour simplifier I’étude de la loi de Dirichlet, nous traitons le cas ot d = 2. Dans ce cas, la

loi de Dirichlet de paramétres a = (a1, ag; a3) est la loi Béta bivariée de premiére espéce

de parameétres a = aq, b = s et ¢ = a3, de densité de probabilité

1
fz1,2:) (21, 22) = —zf’lzé”l(l —2 =) >0, >0, ntn<l, (22)
B(a,b,c)
I'(a)l'(0)I'(c)
B(a,b,c) = ————-=.
avec B(a,b, c) Tatbto

Notons que le modeéle des lois Béta bivariées de premiére espéce est une FEG engen-

1

drée par la mesure v(dzy,dz) = Z122(1—21—22)

1{(21,2)€(0,1)2 /21 120 <1} (21, 22)dz1d 2y et par une
statistique T'(z1,22) = (Inzp,Inze,In(1 — 23 — 23)). La fonction k(6) = —In B(a,b,c)

avec 0 = (a,b,c) €]0,+oo[®. La forme de la densité de probabilité du vecteur aléatoire

7 = (Z1,Z5) varie selon les valeurs de ses paramétres a, b et ¢ (voir FIG.2.2).
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(a) a=2,b=8¢ctc=1. (b)a=3,b=11et c=5.

F1G. 2.2 — Représentation de la densité d’une loi Béta bivariée de premiére espéce.

Moments

Les expressions du moment d’ordre (1, 1), de la covariance et du coefficient de corrélation

d’une loi Béta bivariée de premiére espéce sont :

ab
E(Z1Z5) =
(Z:1725) (a+b+c+1)(a+b+c)
—ab
Zh, Zy) =
Cov(Zy, Za) (a+b+c+1)(a+b+c)?
r = Corr(Zy,Z;) = col2 ) =\ @r9679
1y 42 \/VGT(Zl)VGT(ZQ) (a—l—C)(b—i-C)

La loi Béta bivariée de premiére espéce est a dépendance négative puisque —1 < r < 0.

2.2.1.c Loi de Dirichlet inverse multidimensionnelle

La loi de Dirichlet inverse multidimensionnelle est vue comme une généralisation de la loi

Béta de deuxiéme espéce définie dans I’Annexe A.

Définition 2.2.6. Un vecteur aléatoire Y = (Y1,Ys, ..., Yy) a valeurs dans le sous-espace

E:{(y17y277yd)7 yzz(), Zzl,,d}
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suit la loi de Dirichlet inverse multidimensionnelle de paramétres 3 = (B1, B2, - - -, Ba; Bas1)

st sa densité de probabilité est de la forme

1 d i — a _yd+1 g,
fY(y):%Hyzl 1(1+Zzlyl> 21:1,317

T (8))

i=1

Remarque 2.2.7. Dans le cas ot d = 1, nous retrouvons la loi Béta de deuxiéme espeéce

B2<Bla ﬁQ)

Pour simplifier ’étude de la loi de Dirichlet inverse multidimensionnelle, nous traitons le
cas ou d = 2. Dans ce cas, la loi de Dirichlet inverse de parameétres 5 = (1, fq; O3) est la
loi Béta bivariée de deuxiéme espéce de parameétres a = 31, b = (5 et ¢ = 3, de densité

de probabilité définie par

Foama) (W1, 2) = g N (L ) O g >0, gy > 0 (2:3)

(Y1,Y2)\Y1, Y2 B(a,b,c) 1 2 1 2 i ) ) .
['(a)'(b)T
avec B(a,b,c) = M.
I'(a+b+c)

Un résultat immédiat découle de cette définition est que les lois marginales de Y] et Y,
sont deux lois Béta univariées de deuxiéme espéce de paramétres respectivement (a, c) et
(b, ¢). Par suite, on peut construire une variable aléatoire qui suit la loi Béta bivariée de

deuxieme espéce de la maniére suivante : Soient X;, Xy et X3 trois v.a. indépendantes

qui suivent respectivement trois lois Gamma standards (voir Annexe A) de paramétres de

X
forme a > 0, b > 0, et ¢ > 0. Alors les deux variables aléatoires corrélées Y; = Yl et

3

Xo
Y, = —= suivent respectivement des lois Béta de deuxiéme espéce de paramétres de forme
3

(a,c) et (b,c). D’ou, le couple de variables aléatoires (Y7, Y2) suit la loi Béta bivariée de
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deuxiéme espéce de densité de probabilité définie par ’équation (2.3).

Notons que le modeéle de lois Béta bivariées de deuxiéme espéce est une FEG engendrée

par la mesure v(dy;,dys) = ﬁl]ogroo[? (y1,y2)dy1dys et par une statistique T'(yp,y2) =

(Iny;, Inys, In(1 4 y; + y2)). La fonction k(#) = —In B(a, b, ¢) avec § = (a, b, c) €]0, +oo[>.
La forme de la densité de probabilité du vecteur aléatoire Y = (Y;,Y3) varie selon les

valeurs de ses paramétres (voir FIG.2.3).

(a) a=3,b=1,c=3 (b) a=T7,b=8,c=10

F1G. 2.3 — Représentation de la densité d'une loi Béta bivariée de deuxiéme espéce.

Moments

Les expressions du moment d’ordre (1, 1), de la covariance et du coefficient de corrélation

d’une loi Béta bivariée de deuxiéme espéce, pour ¢ > 2 sont :

ab
R [
Cov(Yy,Ys) = ab
R S )
— Corr _ Cov(Y1,Ya) B ab
r=Corrh, ¥a) = VVar()Var(Yy) \/(CH— c—1(b+c—1)

La loi Béta bivariée de deuxiéme espéce est a dépendance positive puisque 0 < r < 1.
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2.2.2 Estimation des paramétres

Dans le cas des modéles paramétriques, nous supposons que les données sont issues d’une
famille de distributions paramétriques connue. L’avantage de I’approche paramétrique est
que le modele a estimer est défini par le moyen d’un ensemble de paramétres 6 (par exemple
moyenne et variance pour la loi Normale). Dans ces approches, la fonction densité dépend
donc de la valeur de ces parameétres. Cette densité en un point = est couramment notée
f(z]0) ou fy. Les méthodes d’estimation des parameétres les plus utilisées sont la méthode
du maximum de vraisemblance (MMV) et la méthode des moments (MM). La premiére est
employée généralement pour ses propriétés asymptotiques intéressantes, la seconde pour
sa simplicité et 1'utilisabilité des estimations résultantes comme valeurs initiales dans le
processus itératif de la MMV. Les principes généraux de ces deux méthodes, qui nous
apparaissent adéquates pour les lois multivariées, sont décrits dans le paragraphe suivant.
Nous présentons également dans cette section les développements et les résultats menant
aux différents estimateurs des parameétres des lois multivariées pour les deux méthodes

considérées.

Description des méthodes du maximum de vraisemblance et des moments

La méthode du maximum de vraisemblance

La méthode d’estimation du maximum de vraisemblance est une méthode d’estimation
ponctuelle puisqu’elle cherche & trouver une valeur estimée pour un paramétre 6 a partir
d’un ensemble donné [33]. Elle est attractive pour plusieurs raisons. D’abord, elle posséde

de bonnes propriétés de convergence et d’efficacité quand le nombre d’échantillons est trés
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grand. Les estimateurs du MMV ont asymptotiquement la variance la plus faible parmi
tous les estimateurs sans biais. De plus, 'estimation par la MMV est plus simple que
les méthodes alternatives, telles que les méthodes bayésiennes [18|. En effet, de point de
vue complexité, la MMV ne nécessite que des techniques de calculs différentiels ou une
recherche de gradient, tandis que les méthodes bayésiennes peuvent nécessiter des intégra-
tions multidimensionnelles complexes.

Une caractéristique majeure indésirable du MMV est que ses propriétés avec des échan-
tillons finis peuvent étre trés différentes de ses propriétés asymptotiques. Bien qu’elles
soient convergentes, les estimations des parameétres par la MMV sont bien typiquement

biaisées.

Principe

Considérons un modéle statistique paramétré F' = {Py(dz) = fo(x)v(dz); 0 € © C R¥}
dominé par une mesure o-finie v. Soit X = (Xj,..., X,,) un n—échantillon aléatoire de la
loi Py. La méthode du maximum de vraisemblance consiste a estimer 6 telle que la fonction
vraisemblance 6 — L(X|0) = ﬁ fo(X;) soit maximale. Ainsi, on cherche & déterminer
le maximum de cette Vraisembla;l:cle pour que les probabilités des réalisations observées de

I’échantillon X soit maximales.

Autrement dit, on appele estimateur de 6 par la MMV la statistique T, & valeurs dans R¥,
T(X) = L(X|0).
(X) = arg max L(X[0)

Remarque 2.2.8. L’unicité du mazimum de vraisemblance est liée a la notion d’exhaus-

tivité. L’estimateur du maximum de vraisemblance peut ne pas exister en général [103].
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Méthode du maximum de vraisemblance dans les FENs
Soit {Py(dx) = @7~ Oy (dg) ; 6 € O(u) C R¥}, une famille exponentielle générale
engendrée par une mesure o-finie et une statistique 7' a valeurs dans R?. Comme Py est

une loi de probabilité, alors

k(0) = ln/ eOT@)y(dx)
Rd
= ln/ eI T (v)(dx)
Rd
= kru(9),
ou T'(v) désigne la mesure image de v par T.
La fonction log-vraisemblance d’un n-échantillon aléatoire X7, Xs,..., X,, de loi Py est
définie par

n

1(0) = (0, T (X;)) — nk(6).

i=1

Supposons que T'(v) € M(R?), alors d’aprés le premier chapitre (sous section Moments
d’une FEN) la fonction cumulante k = kp(v) est strictement convexe sur © = O(7T'(v)).

Ceci implique que la fonction log-vraisemblance [(6) est strictement concave. Ainsi que

o1(6) _
0 0.

Pestimateur du maximum de vraisemblance @ de 6 est solution de I’équation

La méthode des moments

La méthode des moments [105] est un outil d’estimation intuitif qui date du début des sta-
tistiques. Elle consiste a estimer les paramétres recherchés en égalisant certains moments
théoriques (qui dépendent de ces paramétres) avec leurs contreparties empiriques. L’éga-

lisation se justifie par la loi des grands nombres qui implique que I'on peut "approcher"
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une espérance mathématique par une moyenne empirique. On est donc amené a résoudre

un systeme d’équations.

Principe

Considérons une fonction h : R — RF¥ et la statistique s,, de taille k& définie par

o — % > X, (2.4)

ou h est habituellement choisie de sorte que s,, soit constituée par des moments empiriques

d’ordre entier. Soit

K(6) = E[s,] = E(h(X")). (2.5)
Un estimateur des moments de 8 est construit comme suit
0 = g(sn), (2.6)
ou g(K(9)) =6.

2.2.2.a Exemples :

Afin de bien comprendre 'utilisation de ces deux méthodes d’estimation la MMV et la MM,

nous présentons dans cette sous section quelques exemples dans le cas des lois bivariées.

Modéle de lois Normales

Estimation par la MMV

Soit X = (X',..., X™) un n—échantillon aléatoire de loi No(p = (ug,p2), %), ou X' =

(X7, X3). Nous cherchons & estimer le vecteur des paramétres inconnus § = (i, ). La
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fonction log-vraisemblance est définie par

10) =1(X",...,X™0) = —nln(27) + % Zln(det -l — %Z(Xz CEETL(XE ).

Pour le vecteur moyen u, nous calculons le gradient de la fonction [(f) par rapport a p.

En résolvant I’équation suivante

VLU0) = > 55 - X =0,

=1

nous obtenons l'estimateur i de p = (1, o) donné par

e Ly LNy
w= (H, f2) = (ﬁZXI’EZ)Q)'
i=1 i=1
Pour obtenir I'estimateur de la matrice ¥7!, nous calculons le gradient de la fonction /(6)

par rapport a ¥~!. En résolvant 1’équation suivante

Vs-1(1(0)) = nE — ‘ (X' — ). (X" —p)t =0,

avec Vy-1(In(det X71)) = X, nous obtenons l'estimateur 5! donné par

-1

51— S0 - ALK - 7))

i=1

A partir de I'expression de l'estimateur S-1 de ¥ ~1 nous déduisons l'estimateur S du

parameétre Y qui est donné par

Nous remarquons que les estimateurs zi et ¥ obtenus par la MMV sont respectivement le
vecteur moyen et la matrice de variance-covariance empiriques. Ainsi, d’apreés la Définition
2.2.2 et dans le cas ot les données sont générées par une loi normale bivariée, ’estimateur

S suit une loi de Wichart.
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Estimation par la MM

L’estimateur iz du vecteur moyen u est donné par

PP I~ . 1,
= (infie) = (X5 Yo X3). (2.8)
=1 =1
L’estimateur de la matrice de variance covariance Y est donné par

S-S XX ) (2.9)

Nous remarquons que les estimateurs des parameétres i et ¥ obtenus par la MM sont

identiques a ceux obtenus par la MMV.

Modéle de lois Béta de premiére espéce

Estimation par la MMV

Soit Z = (Z',...,Z™) un n—échantillon aléatoire de loi Béta bivariée de premiére espéce

du vecteur des paramétres 6§ = (a, b, ¢). La fonction log-vraisemblance est définie par
1(0) = 1(Z; (a,b,0)) = (a—1)> (2 +(0—-1)> I(Z3) +(c—1)> In(1-Z} - Z3)
i=1 i=1 i=1
—nln(B(a,b,c)). (2.10)

Comme le modeéle des lois Béta bivariées de premiére espéce est une FEG, alors, d’aprés

~

I’estimation par la MMV, 'estimateur h= (@, b, ¢) est solution des équations suivantes :
1< :
— b =— In(Z7 2.11
¥(a) —v(a+b+c) n;‘ n(Z}), (2.11)

W(b) —(a+b+c) = %Zm(z;‘), (2.12)
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1 — , .
— b =—Y In(1-2)-2; 2.13
U(e) —¢la+b+c) ”Zl n(l— 2y — 2Zy), (2.13)
OIn(T
ou la fontion ¢ (x) = %(x)) est appelée la fonction digamma.
T

Estimation par la MM

Pour cet exemple, la fonction h est donnée par
h(Zlu ZZ) - (Zlv ZQv 2127 Z227 ZIZQ)~

Le calcul montre que ’espérence de la fonction h est donnée par

K(0) = ( a b ala+1) b(b+1)
S atbtca+rbtc (a+bte)atbte+1) (atbtc)at+btet+1)
ab

(a+b+c+1)(a+b+c))'

Ainsi, les estimateurs des paramétres a, b et ¢ sont

6271<Zl(152 Z1) _1>’ (2.14)
P ?2<72(1S; 72) B 1>7 (2.15)
5:(71—1)@—;“) +72((1_5ﬂ+1)' (2.16)
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Modéle de lois Béta de deuxiéme espéce

Estimation par la MMV

Soit Y = (Y'!,...,Y™) un n—échantillon aléatoire qui suit une loi Béta de deuxiéme espéce

du vecteur des parameétres 6 = (a, b, ¢). La fonction In-vraisemblance est définie par

1) = I(Y; (a,b,c)):(a—l)iln(}” (b—1) Zln (Y9)—(a+b+c) Zln 1+Y]+Yy)

=1

—nln(B(a,b,c)). (2.17)

Comme le modeéle des lois Béta bivariées de deuxiéme espéce est une FEG, alors, d’aprés

-~

Iestimation par la MMV, I'estimateur h= (@, b, ) est solution des équations suivantes :

Y(a) —Yla+b+c) = Zln - %;m(HYfH/;), (2.18)
Y(b) —Yla+b+c) = Zl (Y3) ——Zln 1+ Y{+Yy), (2.19)
Y(e) —Yla+b+c) = ——Zln (14 Y7 +Y5). (2.20)

Remarque 2.2.9. Du point de vue théorique, une expression explicite des estimateurs
des parameétres des lois Béta de premiére espéce et des lois Béta de deuxiémes especes en
utilisant la MMV est difficile a déterminer. Pour cette raison, nous avons adapté dans
notre étude la méthode itérative de Newton-Raphson [106] pour résoudre ce probléme.

Estimation par MM

Pour cet exemple, la fonction h est donnée par

h(y) = (Y1, Y2, Y7, Y5, ViY5).
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Un calcul montre que I'espérence de la fonction A est donnée par

a b a(a+1) b(b+1) ab )
c—1c=1(c=2)(c=1) (c=2)(c=1) (c—1)(c—2)"

K(0) = E(h(y)) = (

Ainsi, les estimateurs des paramétres a, b et ¢ sont

(2.21)

(2.22)

(2.23)

2.2.3 Performance des estimateurs

Dans cette section, nous étudions la performance des estimateurs obtenus par la MMV
et la MM sur deux modeéles bivariées (Béta de premiére espéce et Béta de deuxiéme
espéce). Les estimateurs peuvent étre comparés sur la base de différents critéres : le biais,
la variance, l'erreur quadratique moyenne et la convergence. Le biais mesure I’écart entre
la vraie valeur de la quantité a estimer et la valeur que 'estimateur prend en espérance.
La variance quantifie la variabilité autour de I'espérance. Idéalement, un bon estimateur
posséde un petit biais voire nul, et une petite variance. Il n’est pas possible de réduire
simultanement le biais et la variance d’un estimateur, ce qui ameéne a la définition de
I'erreur quadratique moyenne (EQM) qui exprime la combinaison de ces deux quantités.

On definit 'EQM de 'estimateur 0 dun paramétre inconnu @ par :
EQM (6) = E[|16 — 0]).

Dans de nombreuses études, il est nécessaire de disposer d’échantillons de tailles quel-

conques de variables de lois connues. Pour cela, nous faisons appel a la simulation qui
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consiste a construire a l'aide d’un programme de calcul une suite de nombres x4, ..., z,,
chacun suivant la loi voulue indépendamment les uns des autres. Pour créer de tels échan-
tillons, il est nécessaire de disposer a priori d'un générateur de nombres aléatoires u;
uniformément répartis sur Uintervalle [0, 1]. Cette méthode nous permet d’estimer le pa-
ramétre ¢ de la loi, et de faire une étude comparative des performances des méthodes
d’estimation MMV et MM. La mesure de performance est obtenue en calculant 'EQM de
I'estimateur du parameétre 6. Classiquement, cette quantité est estimée a partir d’un certain
nombre de réalisations d’un échantillon suivant la loi donnée. Pratiquement, ’estimation
du parameétre 6 est obtenue de la fagon suivante : d’abord nous générons un échantillon de
taille n, ensuite nous estimons le paramétre 0 par les deux méthodes MMV et MM. Cette
étape est réalisée N fois afin de calculer la variation de ’'EQM en fonction de la taille de
I’échantillon. Afin d’apprécier le comportement de ces estimateurs, nous présentons dans
la suite quelques résultats de simulation sur des modeéles de lois Béta de premiére espéce
et de lois Béta de deuxiéme espéce. Comme les estimateurs des parameétres du modéle des
lois Gaussiennes obtenus par la MMV et la MM sont identiques, nous ne présentons pas

des résultats de simulations concernant ce modéle.

Modéle de lois Béta de premiére espéce

Nous avons généré des réalisations de lois Béta bivariées de premiére espéce pour différentes
valeurs de a, b et c. Cette expérience a été réalisée pour un échantillon de taille n et pour
un nombre de simulations N = 1000. Nous présentons dans les figures FI1G.2.4.a, F1G.2.4.b
et FIG.2.5 la variation de TEQM en fonction de la taille n de ’échantillon .

FIG.2.4.a est obtenue en fixant b = 3 et ¢ = 0.3 et en variant a. Les deux courbes dans




Chapitre 2 : Estimation paramétrique des modéles
statistiques multivariés 83

cette figure représentent la variation de 'EQM pour a = 0.105.

FIG.2.4.b est obtenue en fixant a = 3 et ¢ = 10 et en variant b. Les deux courbes dans
cette figure représentent la variation de 'EQM pour b = 2.5.

FIG.2.5 est obtenue en fixant a = 3 et b = 10 et en variant c. Les deux courbes dans cette
figure représentent la variation de 'EQM pour ¢ = 45. Les courbes représentées par "o"
correspondent a la variation de ’'EQM en fonction de n obtenues par la MM. Les courbes
représentées par "A" correspondent a la variation de TEQM en fonction n obtenues par

la MMV. D’apreés ces trois figures, nous remarquons que les estimateurs des paramétres a,

b et ¢ obtenus par la MMV sont plus performants que ceux obtenus par la MM.

14
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Fig. 2.4 - IEQM en fonction de n pour les paramétres a et b.
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FiG. 2.5 — L’EQM en fonction de n pour le paramétre c.

Modéle de lois Béta de deuxiéme espéce

Nous avons généré des réalisations de lois Béta bivariées de deuxiéme espéce pour diffé-
rentes valeurs de a, b et c. Cette expérience a été réalisée pour un échantillon de taille n
et pour un nombre de simulations N = 1000. Nous présentons dans les figures FI1G.2.6.a,
FIG.2.6.b et FIG.2.7 la variation de 'EQM en fonction de la taille de I’échantillon n.
FI1G.2.6.a est obtenue en fixant b = 3 et ¢ = 2.3 et en variant a. Les deux courbes dans
cette figure représentent la variation de 'EQM pour a = 1.5.

FIG.2.6.b est obtenue en fixant a = 4 et ¢ = 9 et en variant b. Les deux courbes dans cette
figure représentent la variation de 'EQM pour b = 4.

FIG.2.7 est obtenue en fixant a = 10 et b = 20 et en variant c¢. Les deux courbes dans
cette figure représentent la variation de 'EQM pour ¢ = 45.

Les courbes représentées par "o" correspondent a la variation de 'EQM en fonction de n
obtenues par la MM. Les courbes représentées par "A" correspondent & la variation de
I’EQM en fonction de n obtenues par la MMV. D’aprés ces trois figures, nous remarquons

que les estimateurs des paramétres a, b et ¢ obtenus par la MMV sont plus performants

que ceux obtenus par la MM.
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Fi1G. 2.6 — L’EQM en fonction de n pour les paramétres a et b.
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FiGc. 2.7 — L’EQM en fonction de n pour le paramétre c.

Afin de généraliser la performance de ces deux méthodes d’estimations sur d’autres mo-

deles de lois multivariées, nous proposons dans la suite de ce chapitre un nouveau modele
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de lois basé sur la loi de Riesz.

2.3 Proposition d’un nouveau modéle multivarié

Les lois de Wishart sur le cone des matrices symétriques définies positives ont fait I’'objet
de plusieurs études durant ces derniéres années [90](95]. Elles sont considérées comme une
généralisation des lois Gamma sur R. L’extension de ces lois permet de définir les lois de
Riesz sur le cone des matrices symétriques définies positives [47]. Dans ce chapitre, nous
nous sommes intéressés a cette loi qui fera I'objet du développement d’'un nouveau modéle
de lois multivariées. Ce nouveau modéle est appelé modéle de lois de la diagonale modifiée
de Riesz. Dans la suite, nous rappelons la loi de Riesz ainsi que ses propriétés. Puis, nous
introduisons le nouveau modéle ainsi que les méthodes d’estimation des paramétres qui le
caractérisent. Enfin, nous étudions la performance des estimateurs de ces paramétres en

se basant sur le calcul de I'erreur quadratique moyenne.

2.3.1 Rappel sur la loi de Riesz

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la loi de Riesz définie sur le cone des ma-
trices symétriques définies positives [47]. Cette loi est basée sur la notion des puisances
généralisées [47]. Dans notre étude, nous nous plagons dans I’espace vectoriel Ls(R") des

matrices carrées d’ordre r symétriques a coéfficients dans R, muni du produit scalaire

(z,y) =tr(z.y),

ou tr(.) représente la fonction trace usuelle d’'une matrice carrée.

Dans tout ce qui suit, nous désignons par €2 le cone des matrices symétriques définies




Chapitre 2 : Estimation paramétrique des modéles
statistiques multivariés 87

positives de Ls(R"). Notons que la dimension de Lg(R") est égale a n = @

Définition 2.3.1. Soit s, = (s1,- -+, 8,) € R", la puissance généralisée d’un élément
r = ()1<ij<r € Q est définie par A; () = Aq ()72 Ay(2)%2 7% ... A (2)%, ou Ag(x)
est le déterminant de la matrice Py(x) = (xi)1<ij<i, 1 < k <r.

Lorsque s, = (p,- - -, p), avec p € R, As(x) = (det x)P.
Définition 2.3.2. La fonction gamma ) est définie par l’intégrale suivante

Lo(se) = / e tr(x)AS*_%(x)dx. (2.24)
Q

(i-1)
2

Pour y € Q et s, = (s1,- -+, 5,) € R" tel que s; > quelque soit 1 <4 < r, nous avons

/ ei<x7y>As**%(m)d~fU = To(s.)As (y7). (2.25)
Q

Notons que la fonction I'g peut étre exprimée comme produit de fonctions gamma ordi-

naires

-1 T j—1 j—1
FQ(S*> =7 4 EF(SJ' — T), S > T

i
Théoréme 2.3.3. Soit s, = (s1,82,...,5,) € R" tel que s; > 5 1<i<r etoe,
alors la mesure absolument continue de Riesz est définie par

Lg,, (dz) = To(s,)

1, (z)dx.

La FEN F' engendrée par la mesure R, est définie par I’ensemble

e_<o'7x>

F=F(R) = {R(s.0) = 5=

R, UGQ}.

Gindikin [39] a défini la transformée de Laplace de la mesure de Riesz.
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Théoréme 2.3.4. Soit € —(2, alors la transformée de Laplace de la mesure absolument

continue de Riesz est définie par

L ()= [ IR, (do) = A (-07) (2.26)

Définition 2.3.5. La matrice aléatoire X suit la loi de Riesz sur ), de paramétre s, =

1—1
(S1,...,58) tel que s; > 5 et o € §Q, si sa densité de probabilité est définie par

6*<J,$>AS*_% (l‘)

R(s,0)(de) = TS 1o

1, (x)dz.

r—1 . ) e .
Danslecasou sy = sy = ... =5, =p > — la loi de Riesz est réduite & une loi de

Wishart de densité définie par

1
Lo (p) det(o~)

W(p,o)(dz) = e~ <> det(z)P~* 1, (z)dx. (2.27)

Dans le cas o 7 = 2, nous proposons un modéle de la diagonale modifée de la loi de Riesz

[11].

2.3.2 Loi de la diagonale modifiée de Riesz

Pour définir notre nouveau modéle, nous avons pris une matrice aléatoire X d’ordre 2 de

vecteur parameétres s, = (sq, s2) €]0, +00[x]3, +00] et 6 € I,—€, avec I, la matrice identité

Y Yo
d’ordre 2. Nous avons appliqué une transformation affine de matrice ¥ = ,

Y2 Yoo
ou X1 > 0, X9 >0et 211222—2%2 > 04 X.Posant X = X, le modeéle proposé est défini
par le vecteur aléatoire Y = (Y1,Y5) = diag ()Af ), ou diag ()N( ) représente la diagonale de

la matrice aléatoire X.

A partir de la transformée de Laplace de la matrice aléatoire X donnée par

Lx(6) = /E 0N R, (de) = Ao (I — )7, (2.25)
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nous déduisons la transformée de Laplace du vecteur aléatoire Y qui caractérise notre nou-
veau modéle. La définition de cette transformée de Laplace est donnée dans la proposition

2.3.6.

Proposition 2.3.6. Soient s, = (s1,52) €]0,+00[x]3, 400 et 5 € I, — Q, alors la

transformée de Laplace du vecteur aléatoire Y est définie par
Ly () = [(1 — 011Z11) (1 — 022500) — 01102955, 1 [1 — g F0p] (2751, (2.29)
Preuve. D’une part, pour tout 6 € Iy — (), nous avons
Ly(0)=E (et“”?)) = E (e"5X)) = Ly(0%) = A, (I, — 0) 7).

et d’autre part, si 0;; =0,V © # j, alors

Ly(0) = Ay, (Is — 02)71) = [1 — G001 752[(1 — 011311) (1 — 029309) — 01169933, 752.00
A partir de la transformée de Laplace Ly, nous déterminons la densité de probabilité
du vecteur aléatoire Y = (Y7,Y3). Deux cas se présentent pour définir cette densité de

probabilité.

2.3.2.a 1°" cas : 51 = s9 = s.

Proposition 2.3.7. Soient s; = so = s, 0 € —Q et X une matrice symétrique définie
positive. Alors, le vecteur aléatoire Y suit la loi Gamma bivariée de Kibble [27] de densité

de probabilité définie par

Yool + X11Y2 o« (y1y2)" "

,Y2) = exp(—
fr(on,92) p( Y11¥90 — X3y (11392 — X3,)°T(s)

X fs(5y1y2)1[0,+oo[2 (ylu y2)7 (230)
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X1y
(X129 — X3,)?

avec § = et la fonction fy est définie par

o k
z
()= Ve R
fs(2) 2 T(s+ Rkl " ©

Preuve. Si s; = sy = 5, 11 > 0, 3o > 0 et 31139 — 32, > 0, alors la transformée de

Laplace du vecteur aléatoire Y est définie par
Ly (0) = [(1 = 011%11) (1 — 022592) — 01102057,]°. (2.31)

D’aprés Choua [27], pour tout 0 € =0, Uéquation (2.31) représente la transformée de La-
place de la lot Gamma bivariée de Kibble. O
La loi Gamma bivariée de Kibble a été introduite en 1933 par Wicksell [102]. En 1941,
Kibble a considéré que la distribution bivariée du vecteur aléatoire Y = (Y7,Y3) de para-
métres s > 0, X1 > 0, Yoo > 0 et X2, €]0, 311500 (-6,X15 = 211390 — X2, > 0), est de
densité fy définie par I'équation (2.30).

Ce modéle est qualifié de loi Gamma bivariée car les lois marginales de Y] et Y5 sont des
lois (s, X11) et (s, Xo2).

Dans le cas ot X%, = 0, nous pouvons déduire que la transformée de Laplace de la loi de
Kibble peut s’écrire sous la forme d’un produit de deux transformées de Laplace de la loi
(s, 211) et de la loi (s, Xo2).

La forme de la densité de probabilité du vecteur aléatoire Y = (Y7,Y5) varie selon les

valeurs de ses parameétres (voir FIG. 2.8.)
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(a) s = 17 le — 10’222:3,2%2 =9 (b) 5:3, 211 = 1,222: 10,2%2:5

F1G. 2.8 — Représentation de la densité de la loi Gamma bivariée de Kibble.

Moments

Le calcul des moments du vecteur aléatoire Y est obtenu en dérivant la transformée de La-
place définie par I’équation (2.31) au point (0, 0) par rapport a 6; et 6;0; (7,7 = 1,2). D’ou,
les expressions des moyennes des marges, de la covariance et du coefficient de corrélation

de (Y7,Y5) qui suit la loi Gamma bivariée de Kibble sont données par

E[Yﬂ = 8211, E[Yé] == 8222 (232)
Var(Y1) = s¥3,, Var(Ys) = s%3,, (2.33)
22
Cov(Y1,Ys) = sX3,, 7= Corr(Y,Ys) = ——=2—. (2.34)
211399

D’aprés la définition du coefficient de corrélation donnée par ’équation (2.34), la loi

Gamma bivariée de Kibble est & dépendance positive puisque 0 < r < 1.

2.3.2.b 2°" cas : sy > S7.

Dans le cas ol s5 > s1, 'expression de la transformée de Laplace du vecteur aléatoire Y
définie par I'équation (2.29) est égale au produit des transformées de Laplace d'une loi

Gamma univariée 7y(sy — $1, X92) et d'une loi Gamma bivariée de Kibble de paramétres s,
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Y11, Yoo et 32,. Nous pouvons interpréter d’une autre fagon le vecteur aléatoire Y comme
la somme d’un vecteur aléatoire Z = (Z;, Z3) et d’une variable aléatoire T" indépendantes
entre eux et qui suivent respectivement la loi Gamma bivariée de Kibble et la loi v(sy —
81, 292).

La densité de probabilité du vecteur aléatoire Y est donnée sous forme d’une proposition.

Proposition 2.3.8. Soient 0 < s1 < so et X une matrice symétrique définie positive.

Alors, la densité de probabilité de Y est définie par

YooY1 + 211Yo

]. =81 \ T _ 2
fr(n ) = s (B —3,) e TnSa o RN
22

X D3 (82 — 51; 825 hya, 5y1y2> 1[0,+oo[2<y17 y2)7 (2-35)

5T Sy
avec § = , h= et
(B11X0e — X3,)? Yga(X1180 — Xy)
Os(a; G591, y2) = Z (mf—)?ﬂmy?y;, ot (a),, est le symbole de Pochhammer [1] défini
n,m>0 nm i

r
par(a)n:%, VneNet a>0.

Preuve. Comme Y est la somme d’un vecteur aléatoire Z de densité f; et d’une variable

aléatoire T' de densité fr, nous pouvons exprimer la densité de probabilité de'Y de la fagon

sutvante
+oo
fy(yh y2) = fz(y1, U)fT(Z/Q - U)1{y2—u>0}du
0
_ _ 2ol
Zsl s2 s1—1 _
B 2 Y exp( S, )/yz exp(_(y2 —u) Enu)(y u)82_81_1
— - _ g —
YT (s1)0 (82 — 1) 0 Y92 Y12

x u* 7t fy (Syu)du, (2.36)
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Xt
(En22e — X3p)*
En faisant le changement de variable u = yo(1 —t), I’équation (2.36) devient

avec § =

by 2
D52y Lyse L o (— 2291 + 21192

) 1
12 / ( o b >
y = S eX t B
fy (Y1, 92) ST (51)T (50 — s1) ; P\Y2 (21.2 222)

x 15275 — ) (Syrye(1 —t))dt. (2.37)

En remplagant la fonction fs, par son expression définie dans la Proposition 2.3.7 et en

utilisant le développement en série entiére de la fonction exponentielle, nous obtenons

Yooy + 211y
22 1Z 11 2) : P~
1.2 Z Y1Y2 Y2

s1—82 . .81—1_ so—1
Y55 Pyrt Tyt exp(—

Sy (yi,y2) = ST (51) (59 — 51) = mInll(m + s1)
1
. / tn+82781*1(1 _ t)m+5171dt’ (238)
0
22
avec h = 12

Yoo (L1180 — B2

1
r —s)I
En utilisant le fait que, d’une part/ trtsemsimlpgymtsitlgy — (n+ 5 = s1)l(m + 51)
0

C(m+n+ s9)
et d’autre part T'(n + sy — s1) = (s2 — s1)nl'(s2 — 51) et I'(m 4+ n + s3) = (S2)manl(S2),

nous obtenons

5 5
g ey g exp(— 22U S,

P } : (52 - Sl)n
) - 3 : _\Te TUn 5™ B)"
Ty (y192) Y0 (s1)T(s2) o (82)manm!n! (y1920)" ()
¥ by
Spp oy g exp(——2UE )

21.2 < )
- Oy (82— 513803 hy, Oy ). (2
S35l (s1)0(s2) 352 = 515 82; by Otz ). (2:39)

0

Remarque 2.3.9. Nous remarquons que st s; = Sy = s, la fonction P3 (82—81; S9; hys, 5y1y2> =
L(s)fs(dy1y2) et Uexpression de la densité de probabilité de Y définie par l’équation (2.35)

est la méme que celle donnée par I’équation (2.30).
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Moments

En dérivant la transformée de Laplace du vecteur aléatoire Y définie par 1’équation
(2.29)au point (0, 0) par rapport a 0; et 6,6, (7,7 = 1, 2), nous obtenons les expressions des

moments des marges, de covariance et du coefficient de corrélation de Y qui sont données

par
EYi] = 51311, E[Ys] = 5230 (2.40)
var(Y1) = s123,, var(Ys) = s935, (2.41)
2 s1 X
cov(Ye, Ys) = 5157, r = Corr(Y1,Y2) =/ — . (2.42)
S2 211292

D’aprés la définition du coefficient de corrélation r donnée par 1'équation (2.42), nous
remarquons que 0 < r < 1. Donc les composantes du vecteur aléatoire Y = (Y7, Y3) sont
a dépendance positive.

Dans la suite de notre travail, nous supposons que les paramétres s; et sy sont fixés et
que le vecteur aléatoire Y est caractérisé par le vecteur des paramétres inconnus 6 =

i1, Y92, 22,). D'otl, un probléme d’estimation des paramétres qui se pose.
12 p P

2.3.3 Estimation des paramétres

Afin de résoudre le probléme d’estimation des parameétres du vecteur aléatoire Y, nous

avons fait appel a la MMV et a la MM.
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2.3.3.a 1 cas : 51 = 89 = s.
Estimation par la MMV

Soit (Y,...,Y™) un n—échantillon aléatoire qui suit la loi Gamma bivariée de Kibble. Le

logarithme de la fonction de vraisemblance est défini par

712225/1
[(0) = —nsIn(X -1) In(Y;Yy)
®) (P12) = 2 Z
2 Ys | +
~InD(s) — L1112 Zln £(6YIYEY), (2.43)
22
avec Y; = L350 Vi j=1,2, 51, =315 — Y}, et 0 = 2212'
1.2

En dérivant la fonction () respectivement par rapport a X1, Yoy, et ¥2,, nous obtenons

les équations suivantes :

n22271 n?2 n211?2 22

—ns + — + —2=2 =y, 2.44
i 292 12 ¥ ( )

TLZH?g n?l n222?1 212
—ns + - + -2 H =0, 2.45
i X 12 2, ( )

n¥»Y: n¥;Ys 2%2 + Y1129
— — H=0 2.46
S T | (2:40)

i fs SYYy
avec H = ZYYf:EéTZYZ)) et fo1 = fo

En sommant I’équation (2.44) et I’équation (2.46), nous obtenons ’expression suivante

n?2 . H
Yoo Yiap
H nY s
En remplagant T par dans les équations (2.44) et (2.45), nous montrons que les
1.2 22

estimateurs de X1, et Yoy par la MMV sont de la forme

- Y o Y
Y= ?1, Yigg = ?2 (2.47)
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En remplagant les paramétres 317 et Y9 par leurs estimateurs dans I’équation (2.46), nous

déterminons lestimateur de %, qui est la racine de I'équation suivante :

s - i ifs l(gyiyi)
¢(Z%2) =n-—- V. vl Z Y'Y, +A—le2 =0, (2.48)
1r2 = 87409 55 fs(0YTY)
_ _54Ef2 '
(Y1Y2 — 822%2)2

Du point de vu théorique, nous ne pouvons pas déterminer une expression explicite de 32,.

avec 0 =

Nous avons adopté une méthode numérique de Newton-Raphson afin de résoudre ce pro-
bléme. L’estimateur du maximum de vraisemblance existe si la fonction log-vraisemblance
est concave sur I’ensemble des paramétres. La propriété de concavité de la fonction [(6) par
rapport a Y%, n’est plus vérifiée quelque soit le paramétre Y2, appartient a son domaine

10, %11 X95]. En effet, nous pouvons montrer numériquement que la fonction
g: X7 — (311, X2, 53,)

n’est pas forcément concave sur son domaine ]0, ¥119s[. Pour ce fait, nous avons simulé un
échantillon aléatoire de taille n = 1000 distribué selon une loi Gamma bivariée de Kibble,
de paramétres s = 3, 11 = 5, Ygo = 6 et pour différentes valeurs de Y2, €]0, $11X95[. Puis
nous avons estimé ¥1; et Yyy. Nous remarquons que lorsque la valeur de ¥2, est proche de
inigz, la fonction g n’est pas concave (voir FIG.2.9 et FIG.2.10). Dans ce cas, d’apreés les
courbes présentées dans les figures FIG.2.9 et FIG.2.10, nous constatons que le maximum

est situé autour de la valeur théorique 11295 et il est unique.
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4 4
B . . . 4508 . . :
1.2F ~ 12} 4
Lar T st g
1.4F -
13F 4
15F B
1351 B
16 e
A4f 1
1.7F ~
ol | rast R
19F : | 161 4
| L 1 1 1 I _1 55 1 1 1 L L
u] Lt 10 15 20 25 30 5 1a 15 20 25 30
2 _ 2 _
212 - 1 212 = 3
4 1t
11220 . . . SREX ; ; .
a2zt 1
Sk ]
1251 B
13+ — 13F _
1351 B
141 -
1.4F B
15F Toast 1
16 1 st |
185 B
T &
16 B
18 I I 1 1 1 -1 65 1 1 1 Il Il
0 5 10 15 20 25 30 5 i) 15 20 25 30
2 __ 2
Y, =6 Y9 =9
4 4
11512 : : . 11570 : : . .
121 B 12b =
1251 ~
1251 #
1.3F ~
13 =
1351 ~
1351 A
141 B
1.4F B
1451 4
150 1 1asb |
155 1 1 L L 1 15 Il 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 5 0 15 20 25 30
2 _ 2 _
Y1, =12 Yy =15

FiG. 2.9 — Représentation de la fonction g pour

s = 3 et pour différentes valeurs de ¥3,.
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%10 %10
1,14 . T T 115 ! ! T T
118 4 16fF G
1.18F Jd LR E =
sl EEBRES B
1181 =
A2k B
12k =
.24 B
121 =
A6 B
A2tb B
28f B
A2k ~
A3r T 12af B
-1.32 L L L L 125 | I I L I
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2 _
»2, =18
4
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aiEt . . T 114
-1.145
1.8 g
115
Aa7F B
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RRES & -1.16
ol 1 188
447
e 4
1175
A2 S
I o) L L L L -1.185
i 10 15 20 25 30 0
2 2
Yy =24 Y1, =27
i 4
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111 i T r -1.12 T T T
a2 o e |
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RRENS g
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A7 1
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F1G. 2.10 — Représentation de la fonction g pour s = 3 et pour différentes valeurs de ¥%,.
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Estimation par la MM

Lestimateur de § = (X1, 399, X%,) est donné par

Sip= 2t Sy = Y (2.49)
s s
S DL AL A1) (2.50)
i=1
2.3.3.b 2°¢ cas : s9 > ;.
Estimation par la MMV
Soit (Y!,...,Y™) un n—échantillon aléatoire qui suit la méme loi que Y. Le logarithme

de la fonction de vraisemblance est défini par :

YooY " A ¥,Y.
P21 (5i-1) Y In(Yy)—InT(sy) — =2

1.2 Y 1.2

1(0) = —nsi In Sy o+n(s1—52) In(San) —

(s — 1) ZIH(YQ’) —InT'(s2) + Zln <<I>3(52 — 51; 89; hY7, 5YfY21)> (2.51)
i=1 i=1

SR b W %% 212
avec YJ:EZYJW ]:172,5:%%]1:62—22.
i=1 :

En dérivant la fonction [(6) respectivement par rapport a X1, Mg, et ¥2,, nous obtenons
les équations suivantes :

TLEQQ?l T 7121172 _ TLYQ (82 — 81)22 22%2

12

— - Py 4 — Py3 =0 2.52

et Y12 Y12 229 592199211 2 b3 5902, 28 7 ( )
— 59)%2 YooY ¥,Y Y

—nsl—l—n(sl 82) 12+n 22 1+7l 11 2_71 1
211222 Y12 Y12 X
(59 — 31)2%2(211222 +X12) 22%2
Py 5 — dy3 =0, (2.53
$9011 25551 2 b 5937 4 22 ( )

n22271 71211?2 (82 - 31)211 211292 + Z%z
— — ) —— 2Py 53 =0 2.54
e 212 Y12 * 592112 L3 ¥ $90%, 23 ’ ( )
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(52 ~ s+ 1isy+ 1;AYY, 5YfY;>
et

n 'q)g
avec @y 3 = E Yy - —
py Dy (52 — s1: 503 hYY, (nyg)

3(82 — 51582 + 1; hY3, 5Y1ZY2Z>

n )
Doy = > YV, —
izl Q3 (52 — 51589, hYy, 5Y11Y22)

Théoriquement, nous ne pouvons pas déterminer une expression explicite des estima-
teurs X1, o9 et 2%2. Pour cette raison nous adoptons la méthode numérique de Newton-

Raphson pour estimer ces différents parameétres.

Estimation par la MM

L’estimateur du vecteur parameétre 6 = (211, Xao, 3%,) est donné par

N Y, -« Y
Sh= S—l Sop = 3_2 (2.55)
1 2
Sh=—> (1" = V1).(Ya(i) - V) (2.56)
Lz

Puisque nous ne pouvons pas assurer théoriquement 1’existance de ’estimateur du maxi-
mum de vraisemblace du vecteur des paramétres 6 de la loi de la diagonale modifiée de
Riesz dans le cas s; = s9 et s5 > s1, nous ferons appel a la méthode d’estimation Bayé-

sienne.

2.3.4 Meéthode Bayésienne

L’approche bayésienne peut étre présentée comme une généralisation de ’approche clas-
sique : les paramétres ne sont plus des parameétres inconnus mais des variables aléatoires

dont il faut spécifier la distribution. La distribution donnée au moment de la modélisation
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est dite a priori. L’intégration de I'information apportée par les données se fait par le cal-
cul de la distribution dite a posteriori et qui n’est autre que la distribution conditionnelle

(calculée par la formule de Bayes) aux valeurs prises par les données [18][71][85].

Principe

Considérons un modele statistique paramétré F = {Py(dz) = f(z|0)v(dz); 6 € © C RF}

dominé par une mesure o-finie v. Soit X = (Xj,...,X,) un n—échantillon aléatoire de

la loi Py. Soit © = (x1,...,x,) une réalisation de I’échatillon aléatoire X. La variable

aléatoire condionelle X;|# a pour densité conditionnelle f(x;]¢). La fonction vraisemblance

associée a I’échantillon aléatoire X est définie par L(z|0) = ﬁ f(z;]0). La loi conjointe
i=1

des observartions et du vecteur des paramétres est donnée par L(x|0)7(6), avec w(0) est la

densité a priori de . Par application directe du théoréme de Bayes, la loi de 6 conditionnelle

a X est appelée distribution a posteriori du vecteur des paramétres 6 est définie par

(0l — Ll0)T0)

q(z)

Y

avec q(x) = / 7(0)L(x|0)do

®
Cette distribution a postériori est donc proportionnelle au produit de la vraisemblance par
la densité a priori (i-e, w(0|z) o< L(z|0)mw(6)).
A partir de cette distribution a posteriori, on peut déduire 'estimateur Bayesien 9 a
partir d’un critére d’estimation basé sur I'espérance a posteriori (EAP) donné par 0 =
E(0)Xy,...,X,).

Dans de nombreux cas de lois, le calcul explicite de 7(6|z) est impossible. De méme si 7(6|z)

est connue, le calcul de E(0|Xy,...,X,) peut s’avérer trés difficile. Dans la littérature,
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plusieurs méthodes d’approximation ont été proposées [18].
Dans notre travail, nous nous sommes intéressés plus particuliéerement a la méthode de
Monte-Carlo [18]. Cette méthode est itérative et consiste & déterminer une approximation

du vecteur parameétres ¢ donné par
G—EO|X.,...,X,) — / 0r(0]z1, .., )0
i OL(Xq,...,X,|0)r(0)do
e

/L(Xl,...,xnw)w(e)d@

En appliquant cette méthode, nous obtenons

,MZ
=

piNgoE

0; | | f(il0;)

1

f(xil0;)

>)
12

.
Il : S| e
- I

ol 91,...,91\/ NW(Q)
D’apreés la loi forte des grands nombres [26], lorsque N tend vers I'infini, gconverge presque

stirement vers 6.

2.3.5 Estimateur EAP pour le modéle proposé.

Dans cette section, nous allons montrer I'intérét de la méthode Bayesienne pour 'estima-
tion du vecteur des parameétres (317, Yoo, 1225) associé a la loi de la diagonale modifiée de

Riesz proposée dans la section 2.3.2.

Estimateur EAP dans le cas s; = s9 = s.

Soit (Y!,...,Y™) un n—échantillon aléatoire qui suit la loi Gamma bivariée de Kibble du

vecteur des paramétres § = (311, 82, X%) € © = R x R% x]0,X1;39[, de densité de
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probabilité définie par

i i 2 ?Ji"‘z yi yiyi sl i i
Fhvilf) = exp(—ozUiTEushy o (4ivh) 3O L s 0] ).

211222 — 212 (211222 - Z%Q)SP S
(2.57)

Sl
211222 - Z12)2

avec y; = %Z?:l y;'., j=1,2,6= ( et la fonction f, est définie par

R.
Zf‘s—l—k’kz"vz <

k=0

Soit (y!,...,y") une réalisation de I’¢chantillon aléatoire (Y!,...,Y™), alors la fonction

de vraisemblance associée a 1’échantillon aléatoire est définie par

n

L', yml0) =T (i v)10)

i=1

Yoot + nXule, | T
:eXp(—n 221 + N 1192) % (y1y3)*~ Hfs Syiyl).

Y11e — X3, (211290 — 2%2 INE

i=1

A partir du domaine de définition du vecteur des paramétres § = (X1, X2, ¥2,), nous

avons supposé que les lois a priori pour les différents parameétres sont :
Y11 ~v(ay,by), avec a; >0, by > 0,

Yoo ~ y(ag, by), avec ag > 0, by > 0,
E%2|2117 222 ~ U(]Ou E11222[)7

avec U(]0, 311292[) représente la loi uniforme sur U'intervalle ]0, 31139o[. Ainsi, la densité

a postériori est donnée par
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Hf Y1 92)10) f (210) f (Zo2) F (215|511, Dao)
FOI(i, 98)) = —=
[ LA IO (S0 (Can) (. Do)

n¥ool +n¥ule  w¥n a2222) o ﬁ (yiys) " fs(0y1y3)
(

= X — J—
p( Y113 — X} b ba ] Y1 8gn — X3,)mL(s)"

a1—1yas—1
E11 E22

X — . (2.58)
b0 (a1)T (az) /9 H S, u5)10) f (Z11) £ (Ea2) £ (335] B11, Ba2)dl

En appliquant la méthode de Monte-Carlo, 'estimateur EAP 0 = (211, 222, 2)) de 0 a

l'itération (p + 1) est défini par

1 n 2
Eg€+ ) = (211‘( » Y )7 E%): E12(;0))7
E(erl) (222’( ) 2(p+1) 212(17))’
ZL = BRIy, S0, 55 ).

Estimateur EAP dans le cas sy > s;.

Nous supposons que les lois a priori pour les parameétres i, et Yap sont deux lois
Gamma de paramétres respectifs (c1,d;) et (co,ds) et X3, |(X11, Xao) suit la loi uniforme

La densité a posteriori du vecteur des paramétres 0 = (211, Xgo, X3,) est définie par

Hf Y1 92)|0) f (B11) £ (Do) f (575201, Ba2)

FO0l(yr.92)) =
[T 00050 2 Al )t

avec f((y1,y2)|0) représente la densité de probabilité de la diagonale modifiée de Riesz

définie par 1'équation (2.35).
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En appliquant la méthode de Monte-Carlo, I'estimateur EAP 6 = (in, igg, ﬁ%Q) de 0 a

'itération (p + 1) est défini par
S(p+1 n 2
E§q+ : = E(211|<y17 e Y )7 Zg?? Z12(1)))7

Zg;_l) - E<222’(y17 s 7yn)7 Zﬁ_'_l)? E%2(p))7

o2 (p+1 n 1 1
212@ ) = E(Z%2|(y17 - Y )7E§]i+ )7Eég+ ))

2.3.6 Performance des estimateurs

Dans ce paragraphe, nous étudions la performance des estimateurs des paramétres du
modeéle proposé obtenu par la MM, MMV et la méthode Bayésienne en utilisant comme

critere de comparaison 'erreur quadratique moyenne.

2.3.4.a 1°" cas : 51 = s9 = s.

Nous avons généré des échantillons de tailles n = 1000 pour :
i) des variables aléatoires qui suivent la méme loi que Y = (Y3, Y3) (loi Gamma bivariée

de Kibble) pour différentes valeurs de ses paramétres Y1y, Yoy et X,

v s

i1) des lois Gamma univariées y(a;, b;) (lois a priori) telles que a;b; = et a;b? = =,
s

s

i = 1,2, avec S; représente la variance empirique de la variable aléatoire Y;.
Y,Y,
52

i1i) des lois uniformes sur U'intervalle |0, 311395] (lois a priori) telles que 31139y =
Cette étude de performance est consacrée a calculer I'erreur quadratique moyenne (EQM)
pour chaque estimateur. La valeur de 'EQM pour chaque estimateur est obtenue apreés
N = 1000 réalisations. Les tableaux TAB.2.1, TAB.2.2 et TAB.2.3 résument les valeurs

de 'EQM obtenues par les différentes méthodes d’estimations ainsi que les vraies valeurs
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de ses différents parameétres.

Dans TAB.2.1, nous présentons 'EQM de l'estimateur du parameétre ¥q; pour diffé-
rentes valeurs des autres parameétres. Nous remarquons d’apreés les résultats présentés
dans TAB.2.1 que la valeur de TEQM obtenue par I'estimateur EAP de Y11 est la plus
petite par rapport aux autres estimateurs.

Dans TAB.2.2, nous présentons 'EQM de 'estimateur du parameétre Yoo pour différentes
valeurs des autres parameétres. Nous remarquons d’aprés les résultats présentés dans le
TAB.2.2 que la valeur de 'EQM obtenue par I'estimateur EAP de Y9y est la plus petite
par rapport aux autres estimateurs.

Dans TAB.2.3, nous présentons 'EQM de lestimateur du parameétre Y2, pour diffé-
rentes valeurs des autres parameétres. Nous remarquons d’aprés les résultats présentés
dans TAB.2.3 que la valeur de 'EQM obtenue par l'estimateur EAP de Y2, est la plus

faible par rapport aux autres estimateurs.

(892, 52,) | (a1, by) (a2,bs) | EQM-MM | EQM-MMV | EQM-EAP
(2,0.3) | (1,2.0297) | (1,2.0134) | 0.064 0.014 0.0094
(1,1) | (1,1.9552) | (1,1.0106) | 0.114 0.05 0.00173
(10,15) | (1,1.9855) | (1,9.7837) 0.09 0.0245 0.00987

(30,40) | (1,2.0285) | (1,29.8748) | 5x10™% | 4.7x107* | 3.23 x 10~
(0.5,0.9) | (1,1.997) | (1,0.5071) | 0.028 0.0101 0.00848

TAB. 2.1 - ’EQM du paramétre ;.
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(311,22, (a1, b1) (a2,b2) | EQM-MM | EQM-MMV | EQM-EAP
(5,3) (1,5.1327) | (1,24.9516) | 0.0125 0.09824 0.0545
(0.5,1) | (0.5047,1.05) | (1,4.9644) | 0.084 0.044 0.01
(12,20) | (1,11.3527) | (1,4.7275) |  0.052 0.0172 0.0084
(1,2) (1,1.0116) | (1,4.8316) 0.01 0.00789 | 0.0041712
(20,50) | (1,20.4757) | (1,4.9529) 0.08 0.068 0.024
TAB. 2.2 — ’EQM du paramétre Y3,.

(511, 592) | (a1, b1) (a2,b2) | EQM-MM | EQM-MMV | EQM-EAP
(0.5,4) | (1,0.5217) | (1,4.2354) | 0.02334 | 0.009867 | 0.007821
(2,1) | (1,2.0989) | (1,1.051) | 0.003359 | 0.001285 | 0.000852
(5,3) | (1,5.1491) | (1,2.9993) | 0.05641 | 0.041201 0.0178
(15,5) | (1,45.237) | (1,4.9409) | 0.0544 0.011 0.0099823
(4,10) (1,3.9553) | (1,10.3718) 0.0961 0.072 0.0468

2.3.4.b 2°™€ cas :

TAB. 2.3 — L'EQM du paramétre 32,.

So > S1.

Nous avons généré des échantillons de tailles n = 1000 pour les différentes lois suivantes :

i) des variables aléatoires qui suivent la méme loi que Y (loi de la diagonale modifiée de

Riesz) pour différentes valeurs de ses parameétres 31, Yoy et 32,. Pour simuler la variable

aléatoire Y, nous avons simulé respectivement deux variables aléatoires indépendantes Z

et T. Le vecteur aléatoire Z = (Zy, Z3) est simulé suivant une loi Gamma bivariée de

Kibble de paramétres s, X1, Y99 et 3.2, et de densité de probabilité définie par 'équation

(2.30). La variable aléatoire T est simulée suivant une loi Gamma univariée de paramétres
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S9 — 51 et EQQ.
i1) des lois Gamma univariées y(a;, b;) (lois a priori) telles que a;b; = — et a;b; = —,
S; 1

1 = 1,2, avec S; représente la variance empirique du vecteur aléatoire Y;.
Y Yo

5152 .

i11) des lois uniformes sur 'intervalle |0, ¥1;X09[ (loi a priori) telles que 311399 =
Cette étude de performance est consacrée a calculer I'erreur quadratique moyenne (EQM)
pour chaque estimateur. La valeur de 'EQM pour chaque estimateur est obtenue apreés
N = 1000 réalisations. Les tableaux TAB.2.4, TAB.2.5 et TAB.2.6 résument les valeurs
de 'EQM obtenues par les différentes méthodes d’estimation ainsi que les vraies valeurs
de ses différents parameétres.

Dans TAB.2.4, nous présentons 'EQM de l'estimateur du paramétre ¥q; pour diffé-
rentes valeurs des autres parameétres. Nous remarquons d’aprés les résultats présentés
dans TAB.2.4 que la valeur de TEQM obtenue par l'estimateur EAP de Y11 est la plus
petite par rapport aux autres estimateurs.

Dans TAB.2.5, nous présentons 'EQM de l'estimateur du paramétre i, pour diffé-
rentes valeurs des autres parameétres. Nous remarquons d’apreés les résultats présentés
dans TAB.2.5 que la valeur de 'EQM obtenue par I'estimateur EAP de Y5 est la plus
petite par rapport aux autres estimateurs.

Dans TAB.2.6, nous présentons 'EQM de l'estimateur du parameétre Y2, pour diffé-
rentes valeurs des autres parameétres. Nous remarquons d’aprés les résultats présentés
dans TAB.2.6 que la valeur de 'EQM obtenue par l'estimateur EAP de Y2, est la plus

faible par rapport aux autres estimateurs.
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(X990, X%, (a1,b1) (ag, bs) EQM-MM | EQM-MMV | EQM-EAP
(2,0.3) (1,7.6042) | (1,0.9687) 0.0451 0.02156 0.01047
(1,1) (1,3.4531) | (1,0.4969) 0.31857 0.19673 0.1002
(10,15) | (1,24.3585) | (1,5.1211) 0.5469 0.314 0.1386
(30,40) | (1,6.0426) | (1,15.1842) 0.1115 0.008 0.005222
(0.5,0.9) | (1,3.7883) | (1,0.2597) 0.728 0.499 0.09157
TAB. 2.4 — ’EQM du paramétre ;.

(311,32, (ay,b1) (ag,by) | EQM-MM | EQM-MMV | EQM-EAP
(5,3) (1,9.2355) | (1,2.0114) 0.05 0.0354 0.001457
(0.5,1) (1,3.405) | (1,2.0099) 0.6824 0.49327 0.009897
(12,20) | (1,14.4213) | (1,2.013) 0.451 0.0201 0.00889
(1,2) (1,2.75) (1,2.0338) 0.083 0.05946 0.01766
(20,50) | (1,22.1492) | (1,2.0285) | 0.16678 0.121 0.00698

TAB. 2.5 - L'EQM du paramétre X3,
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(S11,S0) | (a1, by) (a2,bs) | EQM-MM | EQM-MMV | EQM-EAP
(0.5,4) | (1,8.776) | (1,1.9301) | 0.429 0.1998 0.10758
(2,1) | (1,2.2397) | (1,0.4979) | 0.007359 | 0.0047453 | 0.002056
(5,3) | (1,7.8841) | (1,1.5103) | 0.71121 0.34824 0.1056
(15,5) | (1,23.237) | (1,2.4686) | 0.8214 0.60217 0.21896
(4,10) | (1,27.6910) | (1,5.1292) | 0.20561 0.09542 0.05481

TAB. 2.6 — L'EQM du paramétre 2,.

A partir de ces résultats de simulation, nous pouvons conclure que la méthode Bayésienne

est plus performante pour I'estimation des paramétres de notre modeéle proposé.

2.4 Conclusion

Ce chapitre a traité le probléme de ’estimation des lois multivariées. Dans un premier
temps, nous avons rappelé quelques lois multidimensionnelles et quelques méthodes d’es-
timation telles que la méthode du maximum de vraisemblance, la méthode des moments
et la méthode Bayésienne.

Dans un deuxiéme temps, nous avons proposé un nouveau modéle statistique de lois mul-
tidimensionnelles que nous avons appelé modéle de lois de la diagonale modifiée de Riesz
qui est basé sur la loi de Riesz multidimensionnelle. La loi de ce nouveau modéle est le
produit de convolution d’une loi Gamma univariée et d'une loi Gamma bivariée de Kibble.
Dans un troisiéme temps, nous avons estimé les parameétres de ce nouveau modeéle par
la méthode Bayésienne, la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des

moments. Une étude comparative de la performance des estimateurs a été réalisée en cal-
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culant l'erreur quadratique moyenne entre l'estimateur et la valeur réelle de paramétre
parameétre.

Dans la suite de notre travail, nous allons traiter le probléme de la généralisation de ce
nouveau modeéle pour le cas du mélange des lois et son intérét en segmentation d’images

couleur. Ceci fera I'objet du chapitre 3.




Chapitre 3

Application des familles exponentielles

en segmentation d’images couleurs

3.1 Introduction

La segmentation est une des étapes critiques de ’analyse des images qui conditionne
la qualité des traitements des images effectués ultérieurement. Elle permet d’isoler dans
I'image les objets sur lesquels doit porter 'analyse. En effet, a partir des résultats de la
segmentation, il est possible d’identifier les objets d’une scéne. Par rapport aux images
a niveaux de gris, la segmentation d’images couleur est un domaine de recherche assez
récent. En effet, pendant plusieurs années, beaucoup d’attentions ont été focalisées sur la
segmentation d’images a niveaux de gris [107|. Cependant, des études montrent que du
fait de 'adaptation a la lumiére, 1’oeil humain peut seulement discerner quelques dou-
zaines de niveaux d’intensités dans une image complexe, mais reconnait des milliers de

variations chromatiques. Ainsi, I'utilisation des attributs couleurs pour la segmentation

112
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d’images devrait fournir de meilleurs résultats que ’attribut d’intensité, dés lors que ces
attributs fournissent une caractéristique naturelle sur les scénes observées.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressé plus particuliérement a la segmentation
statistique multivariée des images couleurs. Les approches fondées sur des modélisations
statistiques donnent de bons résultats dans ce domaine [13][29]. Les modélisations sta-
tistiques offrent un cadre méthodologique souple et riche, permettant d’aborder a I’aide
d’outils variés de nombreux problémes d’imagerie couleur. La segmentation consiste a
subdiviser une image couleur en différentes régions significatives a I’aide d’une régle de dé-
cision. Nous nous placons dans le cas de la segmentation non supervisée ol nous n’avons
aucune connaissance a priori sur les régions qui représentent les différentes classes de
I'image [20][37][111]. Les algorithmes les plus utilisés dans le cadre de la segmentation non
supervisée sont issus de la famille d’algorithmes basés sur l'algorithme EM (Expectation-
Maximisation) [33|[70]. En effet, la loi de probabilité de I'image couleur & segmenter est
souvent supposée un mélange de lois connues (Gaussienne [5], lois d'un systéme de Pear-
son [73]). Cependant, lorsque les distributions du mélange ne peuvent pas étre approchées
par des modéles connus, des approches non paramétriques peuvent résoudre ce probléme
[42][111]. Notre étude réside dans l'intégration de I'algorithme K-means et des modeéles qui
appartiennent aux familles exponentielles générales multivariées dans ’approche de seg-
mentation a fin de régulariser et d’assurer une meilleure identification du mélange. Nous
montrons dans ce chapitre la possibilité de mettre en place un nouvel algorithme paramé-
trique dans le but d’estimer les parameétres du mélange afin d’effectuer une segmentation
non supervisée des images couleur. D’abord, nous rappelons la notion d’espace de couleurs

nécessaire a la visualisation colorée d’images. Puis, nous présentons quelques différentes
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approches de segmentation. Ensuite, nous définissons la modélisation probabiliste en clas-
sification. En outre, nous introduisons la généralisation des lois de la diagonale modifiée
de Riesz dans le cas du modéle de mélange. Enfin, nous présentons quelques résultats de
segmentation statistique multivariée non supervisée d’images couleur obtenues par notre

introduction.

3.2 Les représentations classiques de la couleur/ les es-

paces de couleurs

La couleur des pixels d’une image acquise par une caméra couleur est codée dans I’espace de
représentation RVB (Rouge, Vert, Bleu) et ainsi associée a trois composantes couleur. Un
pixel dans une image donne ainsi naissance a un point dans un espace tridimensionnel dont
les coordonnées sont les niveaux de ces trois composantes. Par extension, I’ensemble des
pixels de I'image donne naissance a des nuages de points permettant de définir des classes
de pixels. La couleur est une notion trés complexe car elle fait intervenir des phénoménes
physiques (propriétés de la lumiére et des matériaux), physiologiques (structure et fonc-
tionnement de 1’oeil humain) et psychologiques (interprétation par le cerveau). Différentes
théories ont donc été proposées et plusieurs études ont été et sont encore menées pour
tenter de modéliser cette information aussi riche que complexe. Elles ont donné naissance
a de nombreux modéles [100]| (RVB, TSL, YIQ, YUV, AC1C2, XYZ, CIELAB, CIELUV,
[11213,. . .) basés sur des propriétés spécifiques. Il existe donc de nombreux espaces de re-
présentation de la couleur qui ont été construits en se basant sur ces propriétés physiques,

physiologiques ou psychologiques de la perception de la couleur. L’analyse des images
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couleur n’est donc pas restreinte a ’espace d’acquisition RVB. Il est également reconnu
que les résultats d’'un traitement dépendent du choix de I'espace couleur. De nombreux
auteurs tentent ainsi de déterminer I’espace couleur le mieux adapté a leur problématique
et leurs travaux ont montré qu’il n’existe pas d’espaces couleur adaptés a toutes les pro-
blématiques d’analyse d’images. Dans cette section, nous présentons les deux espaces RVB

et TSL (Teinte, Saturation, Luminosité).

3.2.1 L’espace RVB

L’espace de couleurs RVB demeure le plus répandu. En effet, il est implémenté dans la
plupart des outils matériels de visualisation (écran, vidéoprojection...). Dans cet espace,
un pixel est codé par trois composantes Rouge, Vert et Bleu, a valeurs a l'intérieur d’un
cube unité (FIG.3.1.a). Cet espace a été développé en fonction des connaissances liées a
la vision humaine, les cones étant plus sensibles & ces trois couleurs. Ce modele est ad-
ditif, ce qui signifie que toutes les couleurs sont déduites a partir du noir (R=V=B= 0)
en ajoutant plus ou moins certaines composantes (FIG.3.1.b). Dans cet espace, chaque
composante est donc définie par une valeur entre 0 et 1 (ou entre 0 et 255 selon le stan-
dard). De ce fait elles doivent étre normalisées de la méme fagon, ce qui est quelquefois
contraignant. Le principal inconvénient de ce modéle réside dans la manipulation méme
des couleurs. En effet, si on veut augmenter la luminosité d’une couleur, il faut incrémenter
proportionnellement chaque composante étant donnée la corrélation entre les plans R, V
et B. Ces contraintes font du modéle additif des couleurs (RVB), un espace de couleurs peu
approprié a la représentation des images multicomposantes sous la forme d’une image de

couleurs. Il s’avére donc préférable pour nos opérations sur les observations astronomiques
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multibandes, d’utiliser le modéle psychovisuel TSL basé sur la perception de la couleur

par l'oeil.
E
{0,0,1) Blu Cyan
Mlagen : e
i 0,1,0) Green
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F1G. 3.1 — (a).Cube RVB, (b).Composition additive des couleurs.

Chaque point de I'image est repérable dans un espace tridimensionnel par ses trois com-

posantes chromatiques R, V, B, dont les expressions sont les suivantes :

R= / T ST s\

o)

V= / - S(NT,(A)s(A)dA
p- [ S(NTy(N)s(A)dA

—00

ot S(A) est la distribution spectrale de la source lumineuse secondaire, T,.()), T,,(A) et
T,(\) sont les transmittances des filtres rouge, vert et bleu, et s(\) est la sensibilité du

capteur.
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3.2.2 L’espace TSL

Le sigle « TSL » parfois écrit « TLS » fait référence aux termes Teinte, Saturation,
Luminosité. L’abréviation anglaises pour Hue Saturation and Intensity HSI est parfois
utilisée. Le modeéle TSL est un modéle de représentation dit "naturel", c’est-a-dire proche
de la perception physiologique de la couleur par I’oeil humain. En effet, le modéle RVB aussi
adapté soit-il pour la représentation informatique de la couleur ou bien I’affichage sur les
périphériques de sortie, ne permet pas de sélectionner facilement une couleur. Assurément,
le réglage de la couleur en RVB dans les outils informatiques se fait en générale a ’aide de
trois glisseurs ou bien de trois cases avec les valeurs relatives de chacune des composantes
primaires, or l’éclaircissement d’'une couleur demande d’augmenter proportionnellement
les valeurs respectives de chacune des composantes. Ainsi, le modéle TSL a-t-il été mis au
point afin de pallier cette lacune du modéle RVB. Le modéle TSL consiste a décomposer
la couleur selon des critéres physiologiques :

e la teinte (en anglais Hue), correspondant a la perception de la couleur (T-shirt mauve
ou orange),

e la saturation, décrivant la pureté de la couleur, c’est-a-dire son caractére vif ou terne
(T-shirt neuf ou délavé),

e la luminance, indiquant la quantité de lumiére de la couleur, c’est-a-dire son aspect
clair ou sombre (T-shirt au soleil ou & 'ombre).

Voici une représentation graphique du modéle TSL, dans lequelle la teinte est représentée

par un cercle chromatique et la luminance et la saturation par deux axes :

Le modéle représentation graphique du modéle TSL a été mis au point dans le but de
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F1a. 3.2 — Représentation graphique du modeéle TSL.

permettre un choix interactif rapide d’une couleur, pour autant il n’est pas adapté a une
description quantitative d’'une couleur. Il existe d’autres modéles naturels de représenta-
tion proches du modéle TSL :

e HSB : Hue, Saturation, Brightness soit Teinte, Saturation, Brillance en francais. La
brillance décrit la perception de la lumiére émise par une surface.

e HSV : Hue, Saturation, Value soit Teinte, Saturation, Valeur en francais.

e HCI : Hue, Chrominance, Intensity soit Teinte, Chrominance, Intensité en francais.
L’avantage essentiel du modéle TSL est de séparer distinctement 'information de lumi-
nosité, placée sur un axe vertical, de la teinte et de la saturation, situées sur un méme
plan. L’intérét de ce modéle pour le traitement d’images et les compositions colorées est
qu’il permet d’améliorer la qualité visuelle d’une image par la modification de sa lumi-
nosité et de sa saturation, sans altérer ses teintes. La Figure FIG.3.3 représente, de haut
en bas et de gauche a droite, la composition colorée RVB et la transformation du RVB

en Teinte/Saturation/Luminosité. L’image en bas a été obtenue par une transformation
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inverse (TSL vers RVB), aprés la modification du contraste de la composante ’saturation’.

D’aprés |72], les composantes du modéle TSL (ou HSI) sont définies par :

(R—G)+ (R—-B)
\/(R—G)2+(R—B)(G—B)

Teinte =T = cos’l(2 ); siB<G, sinonT =27r—T

B
Luminance = L = %,
Saturation =5 =1 — w

Teinte

,.,»’{L’mmosité
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Fia. 3.3 — Qualité visuelle d’une image.

3.3 Les différentes approches de la segmentation d’images

couleur

La segmentation d’'une image couleur consiste a partitionner une image en régions dis-
jointes de pixels, c’est-a-dire en ensembles de pixels a la fois connexes et proches au sens
colorimétrique. Il s’agit d’une étape indispensable a la plupart des algorithmes d’analyse
d’images. La littérature recense un nombre incommensurable de techniques de segmen-
tation, qui se différencient par les hypothéses sur lesquelles elles reposent. Il n’existe pas
d’algorithmes de segmentation universels, le choix d'une approche est guidé notamment
par le type d’application, les contraintes de mise en oeuvre et le type d’images a traiter.
Il existe de trés nombreuses méthodes de segmentation qui varient fortement selon leurs
fagons d’aborder le probléme de la segmentation d’images [3][15][67][80]. Dans la suite de

cette section, nous rappelons les approches contours et les approches régions.
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3.3.1 La segmentation par approche contours

La segmentation par approche contours s’intéresse aux contours de l'objet dans 'image
[50][89]. La plupart des algorithmes qui lui sont associés sont locaux, c’est-a-dire qu’ils
fonctionnent au niveau du pixel. La détection de contour n’est en général qu'une étape
préliminaire dans la reconnaissance d’objets car elle fournit plus d’informations sur les
régions que les régions elles-méme et doit donc étre complétée par un algorithme de seg-
mentation région. Cependant nous pouvons dire que les contours constituent des indices
riches, au méme titre que les points d’intéréts, pour toute interprétation ultérieure de
I'image et méritent donc d’étre traités a part. Les approches contours se caractérisent
par le fait qu’elles ne prennent en compte que des informations sur le contour des ob-
jets. Les premiers modéles de segmentation s’appuient sur des détections de changement
rapide d’'intensité lumineuse ou de couleur, c’est-a-dire les contours de 'image. L’applica-
tion des détecteurs de contours sous la forme de filtres dérivateurs permet d’obtenir les
contours des objets présents dans la scéne. Nous pouvons citer les approches se basant sur
les différences finies comme 'opérateur de gradient, 'opérateur Laplacien [74], les filtres
de Sobel [97], Prewitt [83], Roberts [86] ou bien des approches reposant sur des critéres
d’optimalité comme les filtres de Canny-Deriche [22]|. Mais ce genre de techniques est peu
exploitable car elles donnent des contours non fermés, bruités ou des contours non détectés

(voir FIG.3.4).
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Image onginale Contours détectés par filtre de Cantry

Contours détectés par Opérateur de gradiest Contours détectés par Op érateur laplacien

Contours détectés par filtre de Sobel Contours détectés par filtre de Roberis

F1G. 3.4 — Détection de contours sur I'image Léna.




Chapitre 3 : Application des familles exponentielles en segmentation
d’images couleurs 123

La segmentation par approche contour présente certaines limites. Les principales limites
des méthodes de détection de contour sont les suivantes [2] :

e Les contours extraits selon les méthodes classiques souvent ne correspondent pas néces-
sairement a la limite des objets. Dans de nombreuses images de basse qualité, certaines
méthodes produisent des faux contours.

e Les techniques de détection de contour dépendent de l'information contenue dans le
voisinage local de I'image. Il n’y a pas d’information globale.

e Dans la plupart des cas, les stratégies de détection des contours ignorent 1’organisation
d’ordre supérieur qui peut étre utilement présent dans I'image.

e Apres l'extraction des points du contour, ces derniers sont reliés afin de déterminer les
frontiéres. Le processus de fermeture des contours peut parfois conduire a des discontinui-
tés et des lacunes dans I'image.

e Il est souvent difficile d’identifier et de classer les contours parasites. Par conséquent, de

nombreux auteurs préférent 'approche régions pour la segmentation des images couleur.

3.3.2 La segmentation par approche régions

Les approches régions sont des techniques de segmentation qui consistent a identifier et
a localiser les ensembles connexes de pixels. Autrement dit, contrairement aux approches
frontiéres (contours) qui recherchent des dissimilarités, les approches régions recherchent
plutot la similarité. Ces approches produisent des régions fermées R; homogénes et co-
hérentes d’une image I, ces régions sont dans la mesure du possible liées & un objet ou
une partie d’un objet représenté dans 'image I [112]. Les pixels de chaque région doivent

respecter des critéres d’homogénéité et de connexité. L’homogénéité d’une région R; est




Chapitre 3 : Application des familles exponentielles en segmentation
d’images couleurs 124

définie par un prédicat d’uniformité, noté Pred(R;). Ce prédicat est vrai si R; est homo-
géne, et il est faux dans le cas contraire. Les régions doivent respecter les quatre conditions

suivantes :

-Jri=1

— R; est constituée de pixels connexes pour tout ¢,
— Pred(R;) = vrai pour tout i,
— Pred(R; U Rj) = faux pour tout i # j, R; et R; sont adjacents dans I.

La premiére condition implique que chaque pixel de I'image doit appartenir a une région R;
et que I'union de toutes les régions correspond a I'image entiére. La deuxiéme condition est
relative & la structure des régions. Elle définit une région comme un sous-ensemble de pixels
connexes. La troisiéme condition exprime que chaque région doit respecter un prédicat
d’uniformité. La derniére condition implique la non réalisation de ce méme prédicat pour
toute réunion de deux régions adjacentes. Le résultat de la segmentation est une image
dans laquelle est attribuée a chaque pixel une étiquette correspondant a la région a laquelle
il appartient. Les méthodes de reconstruction de régions peuvent se diviser en deux grandes
familles, selon que I’analyse s’effectue dans le plan image ou dans un espace couleur [28][61].
Ces deux familles de méthodes de segmentation d’images couleur représentent une liste de
méthodes non exhaustive, car nous trouvons dans la littérature une grande diversité de
méthodes et de maniéres a les classifier [3][67].

Nous pouvons tout d’abord noter des méthodes qui effectuent un traitement global sur
I'image comme par exemple un seuillage [43] [91] sur I'intensité de I'image pour déterminer

les objets ayant une intensité d’image proche (voir FIG.3.5).
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F1G. 3.5 — Segmentation par seuillage d’histogramme.

Le seuillage peut aussi étre déterminé en étudiant I'histogramme de l'intensité de 'image
pour repérer les différents modes de la distribution de l'intensité et calculer ainsi des
seuils optimaux afin de détecter les différents objets de la scéne. Mais cette méthode ne
fonctionne que si les objets ont une intensité homogeéne et de plus, qui soit différente de
celle du fond. Certaines méthodes consistent & définir directement les caractéristiques des
objets que 1’on cherche a segmenter, comme par exemple leur couleur. Les régions obtenues
auront donc une couleur homogéne. Ce type de méthodes est efficace si les objets sont trés
homogeénes, ce qui est rarement le cas. D’autres approches consistent a faire grandir un
ensemble de germes choisis dans I'image. Ce sont les approches par croissance de régions
[43]. Un critére d’homogénéité est choisi afin d’augmenter les régions. Quand plusieurs
régions se rejoignent, leurs frontiéres délimitent les contours des régions finales. Un des
principaux inconvénients de cette méthode est que les frontiéres obtenues ne correspondent
pas forcément a des limites précises dans 'image. De plus, elle est assez sensible au nombre
et au positionnement des germes initiaux. L’idée de ce type de segmentation est de partir
d’un point d’amorce (appelé seed) que 1'on étend en ajoutant les points de la frontiére qui

satisfont le critére d’homogénéité afin de constituer des régions.
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amorce croissance région finale

F1G. 3.6 — Segmentation par croissance de régions.

Il existe des méthodes dites de division/fusion (Split and Merge en anglais) [51] qui
consistent soit a diviser de maniére trés fine une image et ensuite a fusionner les régions
adjacentes selon des critéres d’homogénéité, soit a diviser I'image de facon itérative tant
que les régions ne sont pas assez homogénes. On utilise souvent des arbres ou des graphes

pour effectuer cette étape.

F1G. 3.7 — Segmentation par division /fusion.

Des méthodes morphologiques comme ’algorithme de la ligne de partage des eaux (LPE,

ou watersheds en anglais) considérent le gradient de I'image comme une surface topologique
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et partent de germes initiaux pour immerger la surface [19]. Ainsi, les zones ot se rencontre
I'eau des différents bassins versants forment les frontiéres entre les régions. Ce genre de
méthode est trés rapide mais fournit un nombre trés grand de régions qu’il faudra par
la suite fusionner pour obtenir une segmentation correcte des objets de la scéne (voir

FIG.3.8).

F1a. 3.8 — Segmentation par la ligne de partage des eaux.

Nous pouvons également indiquer les méthodes de classification (plus souvent appelées
clustering en anglais) qui consistent a regrouper en sous-ensembles les pixels qui pos-
sédent des caractéristiques proches. Citons par exemple les méthodes de K-means [45]
[69] qui consistent & séparer les pixels en K groupes en minimisant une distance entre un
pixel donné et le représentant d’un groupe. Ces méthodes fournissent donc une partition
de 'image mais ne permettent pas de distinguer quelles classes font partie de I'objet qui

nous intéresse, et quelles classes font partie du fond (voir FIG.3.9).
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F1G. 3.9 — Segmentation en 4 classes par le K-means.

Les méthodes de classification peuvent étre séparées selon deux groupes, les méthodes su-
pervisées et non supervisées, c¢’est-a-dire, avec ou sans apprentissage. Dans la classification
non-supervisée [79][87][108], c’est le logiciel qui gére les sites des références sur lesquels
est basée la classification, I'utilisateur fixe seulement le nombre de classes. Dans la classi-
fication supervisée, c’est I'utilisateur qui définit le nombre de classes, mais aussi les sites
des références sur lesquels se base le logiciel pour les regroupements (c’est d’ailleurs la
différence majeure entre la classification non-supervisée et celle supervisée). Dans notre
travail, nous considérons qu’aucune connaissance a priori n’est connue sur les images cou-
leurs utilisées, donc nous nous intéressons aux méthodes de segmentation d’images couleur
par classification de pixels qui sont fondées sur la classification non-supervisées dans un

cadre probabiliste.

3.4 Modélisation probabiliste en classification

Dans cette section, nous abordons le probléme de la classification par une approche proba-

biliste. Cette approche, comme son nom 'indique, fait appel a la modélisation probabiliste.
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L’objectif est d’établir une classification automatique des pixels en classes homogénes. Ici,
le sens donné a 'homogénéité des classes se base sur I’analyse de la distribution de probabi-
lité de 'image. Cette approche probabiliste présente deux avantages majeurs. D’une part,
elle permet d’avoir acces a des probabilités d’appartenance des individus aux différentes
classes. C’est d’ailleurs a partir de ces probabilités que s’établit la classification. D’autre
part, le cadre formel de cette approche permet de proposer des solutions théoriques au
probléme de choix du nombre de classes, qui est en pratique inconnu. Dans le paragraphe
3.4.1, nous présentons le modéle sous sa forme générale et nous donnons la régle de clas-
sification des pixels dans les classes. Une fois le modele identifié, il s’agit d’estimer ses
parameétres. La méthode classique du maximum de vraisemblance ne pouvant pas étre di-
rectement utilisée, pour cela nous faisons appel a 'algorithme EM, qui sera présenté dans
le paragraphe 3.4.4. Dans le paragraphe 3.4.2, nous rappelons la modélisation par mélange
de lois tout en précisant quelques exemples de mélanges. Le paragraphe 3.4.3 fera ’objet

de l'estimation des paramétres du mélange.

3.4.1 Modéle aléatoire de I’'image

Le modéle probabiliste le plus couramment utilisé en segmentation d’images couleur est
le suivant : une image est modélisée par un couple (X = (X;)ses, Z = (Zs)ses) de champs
aléatoires, ou S représente l’ensemble des pixels d'une image : S = {s(i,j);1 < i <
N. et 1 < i < N;}. L'ensemble {X = (X)ses} représente le champ d’observations ou
chaque X est un vecteur aléatoire réel. L'ensemble {Z = (Z;)ses} définit le champ de

classes ou chaque Z, est a valeurs dans un ensemble fini de classes Q = {1,..., K} avec

K désigne le nombre de classes. Ce modéle est un modéle hiérarchique [55] composé de
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deux niveaux de champs aléatoires, c’est a dire, le processus de la région cachée Z et le
processus observable X. Ce cadre probabiliste permet de construire la régle de decision
optimale §*(z), dite régle de Bayes, qui minimise le risque conditionnel R(d(x) | x) pour
chaque observation z. En associant un cotit nul & une bonne affectation et un cotit de 1 a

une mauvaise affectation, le risque conditionnel s’écrit :
R((z)|z)=1—-P(Z=46(x) | X =x)

La regle 6*(x) consiste donc & affecter 'observation z a la classe la plus probable a poste-
riori :

0 (x) = argklnaXKP(Z =k| X =u1)

=1,...

Cette régle porte également le nom de MAP (maximum a posteriori).
En classification probabiliste, la régle de décision repose donc sur les probabilités a poste-

riori.

3.4.2 Modélisation par mélange de lois

Les modéles fondés sur les mélanges de lois sont riches, permettant ainsi la modélisation
des situations variées et relativement aisées a manipuler car ils s’appuient sur des mo-
déles élémentaires plus simples et bien connus. Ils sont utilisés avec succés en classification
d’images [68|[111].

Présentation et interprétation

Le modéle de mélange suppose que chaque classe est caractérisée par une distribution de
probabilité. Dans un modéle de mélange, on considére que les données z1, ..., x, consti-

tuent un échantillon de n réalisations indépendantes du vecteur aléatoire X a valeurs dans
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R? dont la fonction de densité peut s’écrire de la fagon suivante :

fla) =Y mefulx), (3.1)

ou K est le nombre de classes, fi est la densité de la distribution de X conditionnellement
K

a la classe k et les 1 sont les proportions du mélange (m € (0,1) et Z = 1).

La définition générale de la loi mélange recouvre une famille trés large kd:el lois de probabili-
tés. Nous supposons que les composantes fi, (k= 1,..., K) du mélange sont paramétrées
par 0 (k =1,...,K). La densité de probabilité de la loi mélange donnée par I’équation
(3.1) s’écrit alors :

f(z,®) = Zﬂ'kf(xaek)

ou ® = (my,...,m,0,...,0) désigne le vecteur des paramétres du mélange.

Les composantes f(x,0;) appartiennent souvent & une méme famille de lois dont le choix
dépend des données a représenter. Par exemple, Mendoza Rosas et Cruz-Reyna [76] mo-
délisent le temps de repos d’un volcan entre deux éruptions (données continues) par un
mélange de lois exponentielles. Il existe des cas ol les composantes d'un mélange n’ap-
partiennent pas a la méme famille de lois : Dasgupta et Raftery [31]| introduisent une
composante uniforme dans un mélange Gaussien pour modéliser des données bruitées.

Si I'on se place dans le cadre du modéle de mélange paramétrique (Gaussien ou non), la

formule de Bayes permet d’écrire :

P(Z=k|X=uz0) =
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ou f(z) = Zwk fr(x,0;) est une quantité commune & chacune des classes. La régle de
k=1

décision de Bayes peut alors étre écrite de la fagon suivante :

0*(z) = arg klrllaXK{wkf(x, 0r)}.

=1,...,

A la vue de cette reformulation, il apparait clairement que, dans le cadre du modéle
de mélange, le probléme de la classification se résume a 'estimation des paramétres du
modele. Nous citons dans la suite quelques exemples de modéles de mélanges de lois.
3.4.2.a Modéle de mélange Gaussien

Dans la littérature, le modéle de mélange Gaussien est le plus utilisé en classification
d’images. La densité de probabilité f(z,8;) (k =1,..., K) d'une loi Gausienne N, (pu, X ),

ol yuy, est le vecteur moyen et 3; est la matrice de variance-covariance est donnée par :

T ) S - )

1
0)= — —
Fl,00) = 5 exp ( 5

avec O = (g, 2 )-
Nous présentons dans les figures FIG.3.10.a et FIG.3.10.b deux mélanges Gaussiens pour

p = 2. Les valeurs des paramétres de chaque mélange sont données dans le tableau TAB.3.1.

Paramétres | m | mo 41 [ho > Yo
3 5 4 0 2 0
FIG.3.10.a | 0.7 | 0.3
4 6 0 3 0 5
1 8 2 0 2 0
FIG.3.10.b | 04 | 0.6
2 2 0 3 0 3

TAB. 3.1 — Valeurs des parameétres des mélanges Gaussiens.
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07 Lo =100

(a) (b)

F1G. 3.10 — Mélanges Gaussiens de deux composantes.

3.4.2.b Modéle de mélange de lois Béta de premiére espéce
Dans le cas p = 2, la densité de probabilité f((z1x,z2x),0k) (k=1,...,K) de la loi Béta

bivariée de premiére espéce est définie par :

1 ot o
J(@1p, T2k), Ok) = mﬂﬁlfk ll’g’fk Y1 = 21p — 220)* (@1 k, Tok) (3.2)
r I'(b,)T
avec D = {x1p > 0, xop > 0; w1 + 2oy < 1}, Blag, by, cx) = (ax) D (0T (cx) et 0, =

F(ak+bk+ck)
(ak,bk,ck), k= 17...,K.

Nous présentons dans les figures FIG.3.11.a et FIG.3.11.b deux mélanges de lois Béta de
premiére espéce pour p = 2. Les valeurs des paramétres de chaque mélange sont données

dans le tableau TAB.3.2.

Parameétres | my | mo | a1 | as | by | ba | ¢1 | ¢

FIG3.1l.a |04 /06| 8 | 2 |5 | 9| 3 |4

FIG.3.11b |05]05 1012 10 |11 |13 | 5

TAB. 3.2 — Valeurs des paramétres des mélanges Béta de premiére espéce.
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WMo = N W = m @

(a) (b)

F1G. 3.11 — Mélanges de lois Béta de premiére espéce de deux composantes.

3.4.2.c Modéle de mélange de lois Béta de deuxiéme espéce
Dans le cas p = 2, la densité de probabilité f((z1x,z2x),0k) (k=1,...,K) de la loi Béta

bivariée de deuxiéme espéce est définie par :

1 _ _
S(@re, w2n), Ok) = mxﬂlfclﬁ’fk N g o) TNy >0, @y >0,
ky Uk, Ck

(3.3)

['(ax)T(bg)T(ck)
F(ak + bk + Ck)

avec B(ag, by, c) = et Op = (ag, by, cr), k=1,... K.
Nous présentons dans les figures FIG.3.12.a et FIG.3.12.b deux mélanges de lois Béta de

deuxieme espéce pour p = 2. Les valeurs des parameétres de chaque mélange sont données

dans le tableau TAB.3.3.

Parameétres | my | my | a1 | as | by | ba | ¢1 | ¢

FIG3.12.a |04 |06 |15 3 | 6 | 8 | 4| 7

FIG.3.12b (08102 5 |13| 9|6 | 2|5

TAB. 3.3 — Valeurs des paramétres des mélanges Béta de deuxiéme espéce.
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(a) (b)

Fia. 3.12 — Mélanges de lois Béta de deuxiéme espéce de deux composantes.

3.4.3 Estimation des paramétres d’un modéle mélange

Dans ce paragraphe, nous décrivons la méthode classique du maximum de vraisemblance
pour estimer les parameétres du modeéle mélange. Cette méthode consiste a rechercher les
valeurs des paramétres qui maximisent la vraisemblance (ou plutot le logarithme de la

vraisemblance) des données observeées.

Données complétes et vraisemblance compléte

Nous considérerons que les données observées x4, . . ., r,, ne correspondent qu’a une connais-
sance partielle des données complétes hq,...,h, qui sont supposées étre de la forme
h; = (z;,2),j =1,...,n, ou z; est le numéro de la classe & laquelle appartient I'observa-
tion x;. Nous verrons que dans le cas de la classification non supervisée, cette derniére in-
formation sera cachée et z; sera appelé une donnée manquante. On appellera vraisemblance
compléte, la vraisemblance calculée a partir des données complétes (z1,21), . .., (T, 2,) €t

elle sera notée L((z,2); ®), ou plus simplement L(®).
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Estimation par maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance (MMV) permet d’estimer le paramétre ¢ du
modéle par C/I;MMV :

(TJMMV = arg max L(P).

Les n données (xj,2;),7 = 1,...,n, sont supposées indépendantes, on peut exprimer la
vraisemblance du parameétre ® par le produit de toutes les densités marginales. Pour
simplifier le calcul on utilise le logarithme néperien de la fonction vraisemblance. Dans
le cadre du modeéle de mélange, la fonction log-vraisemblance s’écrit alors de la facon

suivante :

(@) = In(L(®) =Y (> mf(a;,06k)).

J=1

Si de plus, les labels des observations sont connus, (i.e. dans le cas supervisé), cette fonction
[(®) peut s’écrire sous la forme suivante :
n K
I(P) = Z Z Okj hl(”kf(%'a Ok)),

j=1 k=1
ol dx; = 1 si 'observation z; appartient & la classe k et d5; = 0 sinon.
La maximisation de la fonction log-vraisemblance d’un modéle de mélange dans le cas non-
supervisé conduit en général a des équations de vraisemblance qui ne possédent pas de
solutions analytiques. Il existe différents algorithmes permettant de maximiser la fonction
log-vraisemblance quand les labels sont inconnus. L’algorithme le plus utilisé d’entre eux

est l'algorithme itératif EM (Expectation-Maximization) [26].
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3.4.4 Algorithme EM

L’algorithme EM repose sur l'idée qu’il est plus facile de maximiser la vraisemblance
complete L((z, 2); @) que la vraisemblance L(x; @) et se base sur la relation suivante entre

les deux vraisemblances :
L(z;0) = L((x,2); ) — In f((x, 2) | z, D).

Cependant, la vraisemblance compléte n’est pas calculable du fait que z n’est pas totale-
ment connue. Dempster, Laird et Rubin [33] ont proposé¢ pour maximiser cette vraisem-
blance, une procédure itérative qui se base sur la maximisation de I’espérance condition-
nelle de la vraisemblance pour une valeur du parameétre courant . L’algorithme consiste

donc simplement & construire une suite (®@) qui verifie :
dlt) — arg max Q(D, D),

ot Q(®, ) = E[L((z,2); ®) | ,®@]. Sil'on note 74; = E[Z; | X = x;, @] 'espérance
du k"¢ élément du vecteur aléatoire Z conditionnellement a X = z; et a ®@ | on peut

alors écrire :

K
P, D) ZZ% In(7my, f(z;,0k))

De plus, il a été montré que la suite ainsi générée ®@ fait croitre la vraisemblance L(x;6)
et converge vers un maximum local de celle-ci sous certaines conditions de régularité. On
pourra consulter [33] pour un plus simple développement du principe de cet algorithme
d’estimation.

Les étapes de P’algorithme EM

Partant d’une solution initiale ®©) I’algorithme EM altérne entre deux étapes appelées
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respectivement E, pour expectation, et M, pour maximisation :
Etape E : cette étape consiste a estimer, a U'itération ¢, U'espérance de Z; sachant la

valeur du parametre estimé a I’étape précédente et X = z; :

W = BlZ| X =u1;,09)
= P[Z=k|X =09 |
La formule de Bayes permet finalement d’exprimer les probabilités 74; d’appartenance des
r; aux classes k, de la facon suivante :
W _ T f(,6.7)

e = K
> o m? f (), 6,)
k=1

Etape M : Cette étape consiste a estimer a chaque itération (¢ + 1) les proportions du

mélange par :

n (9)
~(a+1) _ 2 =1 Tk

F n
et les parameétres 6y, ..., 0 seront obtenus en résolvant les équations de vraisemblance

correspondantes au modele de mélange retenu.

Remarque 3.4.1. Le calcul des valeurs initiales des paramétres du modéle mélange ®©)
est probablement [’étape la plus délicate. L’algorithme EM a la propriété d’augmenter la
vraisemblance des observations. Il converge donc vers un optimum. Cependant rien ne ga-
rantit que cet optimum soit global. En fait, l'algorithme EM converge vers le plus proche
optimum local. Le résultat de [’algorithme dépend donc de l'initialisation. Ce probleme
a été discuté par de nombreuzr auteurs [16][77] qui ont proposé plusieurs solutions pour
faciliter la convergence de l’algorithme et éviter de tomber sur des maxima locauzx. Sans

information a priori sur les paramétres, plusieurs stratégies d’initialisation existent :
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- Effectuer plusieurs initialisations des parametres au hasard et comparer les vraisem-
blances obtenues apres convergence pour éliminer les mazxima locauz.

- Initialiser les probabilités a posteriori Ti; d’appartenance auz classes a 0 ou a 1 selon la
partition initiale et démarrer ’EM par l’étape M a la premiére itération (ce qui permettra
d’initialiser les paramétres).

- Utiliser les estimateurs des paramétres par la méthode des moments.

Dans la suite, nous présontons quelques exemples d’application de 'algorithme EM pour

le cas ou p = 2.

3.4.4.a Application de Palgorithme EM a un mélange de lois Gaussiennes

Les paramétres a estimer sont les probabilités a priori, les vecteurs moyens et les matrices

de variance-covariances de chaque classe. A 'étape M de litération (¢-+1), nous obtenons :

n

Rl _ @ glat) 1 (@),
Z , == i

S = Z% — ) s = )

Nous présentons dans la figure FIG.3.13 I'estimation d’un mélange de trois lois Gaussiennes
en utilisant 'algorithme EM. Comme nous avons montré dans la sous section 2.2.2.a du
chapitre 2, que I’ estimateur du vecteur des paramétres § d’une loi Gausienne obetnu par
la méthode des moments (MM) et par la méthode du maximum de vraisemblence (MMYV)
est le méme, nous avons initialisé 6 par ’estimateur obtenu par la MM. Les valeurs des
parameétres de ce mélange ainsi que les EQMs entre ses valeurs et leurs valeurs estimées
sont définis dans le tableau TAB.3.4.

Dans le tableau TAB.3.5, nous présontons pour chaque mélange 'EQM entre la vraie
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densité mélange et celle estimée.
Paramétres T T T3 751 "o ns 3 PP 3o
5 . . 30 2 0 4 0
Mélange 1 0.3 0.3 0.4
4 6 2
0 4 0 5 0 3
EQM 0.0011 0.009 0.0039 0.036 0.0028 2.98 1.91 1.5904 2.709
) . ) 2 0 10 4 0
Mélange 2 0.2 0.5 0.3
2 2 2
0 3 0 3 0 3
EQM 0.0012 3.32x 1074 2.64 x 10~4 0.0057 0.004 2.93 1.0004 0.6164 4.2185
) 0 ) 10 2 0 30
Mélange 3 0.2 0.4 0.4
0 2 2
0 1 0 1 0 1
EQM 0.111 0.0309 0.00248 0.0051 0.0026 2.199 0.1031 0.3403 1.2838

TAB. 3.4 — Valeurs estimées des paramétres du mélange Gaussien.

TAB. 3.5 — Valeurs de 'EQM pour le mélange de trois lois Gaussiennes.

Mélange

Mélange 1

Mélange 2

Mélange 3

EQM

3.75 x 107°

5.14 x 107°

6.278 x 107°
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Mélange 1 Meélange 1 estimé

Mélange 2 Mélange 2 estimé

Mélange 3 Mélange 3 estimé

F1G. 3.13 — Estimation de mélange de trois lois Gaussiennes.
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3.4.4.b Application de l’algorithme EM a un mélange de lois Béta de premiére

espéce

Les paramétres a estimer sont les probabilités a priori 7y, le vecteur 6, = (ay, by, ¢x) pour

chaque classe k =1,... K.

A T'étape E de Ditération (q), la probabilité a postériori ,g‘I) est définie par

(@) Wliq)f«zl,ka Tak); k)
Tkj = %

Z ”i(gq)f((xl,m T21); k),
k=1

avec f((%1k,T2x); 0k) définie par 'équation (3.2).

A T'étape M de l'itération (g + 1), I'estimateur de la probabilité a priori est donné par

q+1 Z 7_(11)

et les estimateurs de ay, by et ¢, sont les solutions des trois équations suivantes :

>l lar + b+ e) = (ar) +In(X] )] = 0, (3.4)
Z Dl (ag + by + cr) — 9 (by,) + In(X3,)] = 0, (3.5)
Z TN (ag + by + c) — () — In(1 — X7, — X3,)] =0, (3.6)

avec 1) représente la fonction digamma.

Théoriquement, nous ne pouvons pas déterminer une expression explicite des estimateurs
des parameétres (ak,Bk,Ek), pour k = 1,2, ..., K. Pour résoudre ce probléme, nous avons
appliqué la méthode numérique de Newton Raphson.

Nous présentons dans la figure FIG.3.14 I'estimation d’un mélange de trois lois Béta de
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premiére espéce en utilisant ’algorithme EM avec deux méthodes d’initialisation du vec-
teur des paramétres § = (a,b,c) de la loi Béta bivariée de premiére espéce. La premiére
méthode est basée sur l'initialisation par ’estimateur 0 obetnu par la MM du vecteur des
paramétres 6. La deuxiéme méthode est basée sur I'initialisation par I’estimateur 0 obetnu
par la MMV du vecteur des paramétres 6. Ces estimateurs sont présentés dans la sous
section 2.2.2.a du chapitre 2. Les parameétres de ce mélange et la valeur de 'EQM pour
chaque paramétre sont présentés dans le tableau TAB.3.6.

Dans le tableau TAB.3.7, nous présontons pour chaque mélange 'EQM entre la vraie
densité mélange et celle estimée. D’aprés ce tableau, nous constatons que l'initialisation
des paramétres dans ’algorithme EM par la MMV est plus performante que celle obtenue

lorsque ses paramétres sont initialisés par la MM.

Paramétres T T 3 ay ag as by bo bs cy co c3
Mélange 1 0.1 0.3 0.6 8 2 4 5 9 5 3 4 11
EQM(MM) 0.15 0.457 0.748 0.7052 0.011 1.011 0.044 1.6789 0.011 0.0048 0.0013 0.017
EQM(MMYV) 0.01 0.09 0.16 1.35 0.0064 0.0047 0.39 1.81 4.36 x 1072 0.017 0.0136 0.057
Mélange 2 0.7 0.1 0.2 13 2 4 12 11 12 14 9 3
EQM(MM) 0.87 0.009 0.04 0.0172 0.163 0.0062 0.0085 0.695 1.012 0.143 0.659 0.122
EQM(MMYV) 0.9 0.01 0.04 0.003 0.045 0.547 0.0049 0.608 0.547 0.013 0.391 6.31 x 1072
Mélange 3 0.5 0.2 0.3 3 22 44 2 1 12 1 13 5
EQM(MM) 0.25 0.01 0.219 0.457 0.995 0.3624 0.087 0.054 0.0088 0.0215 0.4538 0.0048
EQM(MMYV) 0.25 5.5 x 1074 0.226 0.553 0.099 0.00515 0.00987 0.035 0.0198 0.027 0.44 0.0043

TAB. 3.6 — Valeurs des paramétres de mélange de trois Béta bivariées de premiére espéce.

Mélange Mélange 1 Mélange 2 Mélange 3
EQM(MMYV) | 2.014 x 1075 | 2.34 x 1077 | 1.01 x 1077
EQM(MM) | 4.86 x 1075 | 3.92 x 107° | 2.9584 x 10~°

TAB. 3.7 — Valeurs de 'EQM pour le mélange de trois Béta bivariées de premiére espece.
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Mélange 1 Mélange 1 estimé (MM) Mélange 1 estimé (MMV)

Mélange 2

Mélange 3 Mélange 3 estimé (MM) Mélange 3 estimé (MMV)

F1G. 3.14 — Estimation de mélange de trois Béta bivariées de premiére espéce.

3.4.4.c Application de algorithme EM & un mélange de lois Béta de deuxiéme
espeéece

N

Les paramétres a estimer sont les probabilités a priori 7 et le vecteur 6 = (ag, by, cx)

pour chaque classe k =1,..., K.
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A l'étape E de litération (q), la probabilité a postériori 7',5?) est définie par

(@) WI(QQ)f((%,k, Tak); Ok)

~ K
Z T F (215, T2); 0,
k=1

avec f((x1x,%2) définie par I'équation (3.3).

A T'étape M de l'itération (g + 1), I'estimateur de la probabilité a priori est donné par

n (@)
~(a+1) _ 2 j=1 T
k N n

et les estimateurs de ay, by et ¢, sont les solutions des trois équations suivantes :

Z Tlg?j) [V (ag + b + cr) — P(ag) + hl(Xf,k) —In(1+ X{,k + ng)] =0, (3.7)
j=1

Z Tk(:?j) [ (ar + b + cx) — (br) + ln(Xg,Q —In(1+ X{,k + ng)] =0, (3:8)
j=1

Z Tlg?j? [w(ak + b + Ck) - w(ck) - hl(l + X{,k + ng)] =0, <3'9)
j=1

avec 1) représente la fonction digamma.

Comme nous ne pouvons pas déterminer une expression explicite des estimateurs des pa-
rametres (Eik,gk,ac), pour k =1,2,..., K, nous avons appliqué la méthode numérique de
Newton Raphson.

Nous présentons dans la figure FIG.3.15 l'estimation d’un mélange de trois lois Béta de
deuxiéme espéce avec deux méthodes d’initialisation du vecteur des parameétres 6 = (a, b, ¢)
de la loi Béta bivariée de deuxiéme espéce. La premiére méthode est basée sur l'initiali-
sation par l’estimateur 9 obetnu par la MM du vecteur des paramétres 6. La deuxiéme
méthode est basée sur l'initialisation par ’estimateur 0 obetnu par la MMV du vecteur

des paramétres 6. Ces estimateurs sont présentés dans la sous section 2.2.2.a du chapitre
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2. Les parameétres de ce mélange et 'EQM pour chaque paramétre sont présentés dans le

tableau TAB.3.8. Dans le tableau TAB.3.9, nous présontons pour chaque mélange ’'EQM

entre la vraie densité mélange et celle estimée. D’aprés ce tableau, nous constatons que

I'initialisation des paramétres dans ’algorithme EM par la MMV est plus performante que

celle obtenue lorsque ses parameétres sont initialisés par la MM.

Paramétres T T2 3 a as as by bo b3 c1 co c3
Mélange 1 0.2 0.4 0.4 5 3 4 6 2 8 4 7 7
EQM(MM) 0.59 0.16 0.138 0.4529 0.987 1.335 0.561 0.708 0.60 0.378 1.558 0.619
EQM(MMYV) 0.04 0.148 0.36 0.0029 0.0627 0.0075 0.0024 0.005 0.008 0.18 0.97 0.0094
Mélange 2 0.2 0.7 0.1 15 13 20 8 1 4 3 9 10
EQM(MM) 0.04 0.44 0.746 0.262 0.309 0.0039 0.414 0.0457 0.0096 1.873 0.656 0.0184
EQM(MMYV) 0.0294 0.298 0.455 0.018 0.013 0.055 0.079 0.042 0.00206 1.373 0.463 0.044
Mélange 3 0.4 0.2 0.4 5 3 5 2 11 7 13 1 1
EQM(MM) 0.36 0.058 0.486 0.0084 0.0409 0.0539 0.0066 0.3456 1.557 0.075 1.2013 1.68
EQM(MMYV) 0.089 0.0125 0.156 0.0055 4.19 x 10~4 0.68 7.30 x 10~4 0.0153 1.007 0.001 0.5831 0.619

TAB. 3.8 — Valeurs des paramétres estimés de mélange de trois lois Béta bivariées

deuxiéme espéce.

Mélange Mélange 1 | Mélange 2 Mélange 3
EQM (MMV) | 2.26 x 107¢ | 4.91 x 107* | 1.056 x 1075
EQM(MM) |2.62 x 107% | 9.34 x 1073 | 1.9109 x 10~°

de

TAB. 3.9 — Valeurs de 'EQM pour le mélange de trois Béta bivariées de deuxiéme espece.
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Mélange 1

Mélange 2 Mélange 2 estimé (MM) Mélange 2 estimé (MMV)

Mélange 3 Mélange 3 estimé (MM) Mélange 3 estimé (MMV)

F1G. 3.15 — Estimation de mélange de trois Béta bivariées de deuxiéme espéce.
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3.5 Application de 'algorithme EM pour un mélange

de lois de la diagonale modifiée de Riesz

Ce paragraphe fait 'objet de notre contribution concernant la généralisation du modéle
des lois de la diagonale modifiée de Riesz proposé dans le chapitre 2 dans le cadre du
mélange des lois. Ce modéle est caractérisé par le vecteur des parameétres fixés (sq,s2) €
R* x]3,+00[ et le vecteur des paramétres 0 = (31, %9,%3,) € D, avec D = {3 >
0, Mgo > 0 etX;139 — 3%, > 0}. La généralisation de ce modele sera traité sous deux
conditions : s1 = s9 = set 59 > s1. Si 81 = $o = s, le modéle du mélange est appelé mélange
Gamma bivarié de Kibble, noté MGBK. Si s; > sq, le modéle du mélange est appelé
mélange de produit de convolution d’une loi Gamma bivariée de Kibble de paramétres
S1, 211, 292, €t E%Q et d’une loi Gamma univariée de paramétres s, — S1 et Yoo, noté

MCGBKGU.

3.5.1 Estimation des paramétres du mélange MGBK

Soit (X1, ..., X™) un n—échantillon aléatoire de loi Gamma bivariée de Kibble de vecteur
paramétres 6 = (X1, YNg9, 12,). La densité du mélange Gamma bivariée de Kibble est

donnée par :

f((951,$2),®) = Zﬂkf((ml,k,xzk);@k)

1

K —
_ i exp( Yoo k%1 + ElkaEZk) (21622)°

§ ) _

k=1 SiipSaak — By (BrieDazn — Xy ,) T (s)

st(5k$1,k232,k),
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Y12,k

ou 514:: —2%2]{,

7y, la probabilité a priori et 6, = (X11x, Yook, Xlap)-

Pour estimer le vecteur des paramétres du mélange

D = (M, Tr, D115 -+ 11K D221 - - -5 D22,k Mg s - - - » Dig i), hous appliquons 'al-
gorithme EM.

(q

A T'étape E de litération (g ), la probabilité a postériori 7, est définie par

W _ O F (@ w20);67)

Z W;(CQ)f((ka, xz,k); Q;(gq))-
k=1

A Tétape M de litération (¢ + 1), I'estimateur @+ du vecteur des parameétres ¢ est

défini par @) = arg maxe Q(P, @) avec

Q(P, @) = Zth)ln (mf( xlk,xM) O

=1 k=1
n K ) ]
Y00 k%] + L1147 o
= 3D tln(m) — sIn(Siap) - (s — Dn(ai yab )
j=1 k=1 1.2,k

—InT'(s) + ln(fs(fgkfzi,kﬁé,k))]'
Ceci, nous permet de déterminer I'estimateur de la probabilité a priori par

Q+1 _
Zm

et les estimateurs de i 5, Yoo €t Z%M, k=1,... K, qui sont les solutions des trois équa-

tions suivantes :

1 Yoo 1 X7 X! Y X2 . Yoo 132 i1 (0 X7 X2
Zquj [_ s 2kA 1k D2k X 1L,kX 9 k —2X{ k;X;k 22,1; 12,kf+1< k Lk Qk)] —0,
il Yok Yoo k Yok D VP fs(0n XY X5 4)

(3.10)
n Y1 X X/ by X] S22 1 (0 X7 X2
Zquj [—s ILkAo g Ak + 22,k QX{ kX%k 11,1; 127kf+1< k 'l,k Qk)] _0,
= Y12k Y11k Y12k Yok fs(0e XY, X7 1)

(3.11)
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Z @ [s B Yook X{ p + X1 xXoy XX E%M + X1 k222 k fs+1(5ka7kX§,k)] _
j=1 . 212k R E%.Z,k fs((st{,ng,k) 7

(3.12)

00
CL’Z

avec fs (x) = ZZ; ma Vo € R, fo1=fl et Siop = S11pXook — Bigpe

Comme les équ;tions (3.10), (3.11) et (3.12) n’admettent pas des solutions explicites des
estimateurs des parameétres inyk, iggyk et i%w pour k =1,2,..., K, nous appliquons la
méthode numérique de Newton Raphson pour résoudre ce probléme.

Exemple

Nous présentons dans la figure FI1G.3.17 I'estimation d’un mélange de trois lois Gamma
bivaiées de Kibble en utilisant 1’algorithme EM avec trois choix d’initialisation du vecteur
des parameétres 0 = (X114, X224, E%M), pour k = 1,2, 3. Le premier choix d’initialisation
de 0, est donné par la MM. Le deuxiéme choix d’initialisation de 6, est donné par la
MMV. Le troisiéme choix d’initialisation de 6y est donné par I’ EAP. Les paramétres de
ce mélange et la valeur de 'EQM pour chaque paramétre sont présentés dans le tableau
TAB.3.10 avec s = 2 pour k = 1,2, 3.

Dans le tableau TAB.3.11, nous présontons 'EQM entre la densité du mélange de trois
lois Gamma bivariées de Kibble avec les vrais paramétres et sa densité estimée. D’aprés

ce tableau, nous constatons que 'EQM est minimale lorsque les parameétres du mélange

MGBK sont initialisés par 'EAP dans ’algorithme EM.
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Paramétres T T T3 S11,1 S11,2 211,83 Y221 22,2 22,3 Z%2,1 Efz,z Z%2.3
Mélange 1 0.7 0.2 0.1 2.5 4 9 3.5 6 12 6 5 2
EQM (MM) 0.911 0.067 1.76 1.726 0.56 0.0122 1.985 0.6228 4.1468 0.955 1.8102 | 1.0884

EQM (MMV) 0.0689 0.0497 0.0106 1.4968 0.196 0.00863 0.957 0.0233 1.0339 0.6575 0.7902 0.05
EQM (EAP) 0.0524 | 0.0242 0.0054 0.014 0.0195 0.001744 0.019 0.00134 0.336 0.075 0.042 0.032
Mélange 2 0.5 0.3 0.2 4 14 11 12 22 2 2 9 5
EQM (MM) 0.66 0.482 1.438 2.08 1.66 1.0244 2.58 2.395 2.0106 2.12 2.45 0.84
EQM (MMV) | 0.0458 | 0.0718 0.045 1.845 0.69 0.718 1.08 1.245 0.95 1.02 1.81 0.4884
EQM (EAP) 0.0033 | 0.0203 0.004 1.28 0.107 0.658 0.25 0.8974 0.65895 0.002 0.982 0.112
Mélange 3 0.2 0.2 0.6 8 4 5 1.3 2 2 0.2 2 5
EQM (MM) 0.17 0.27 0.0189 1.6228 0.6429 1.254 1.228 0.1468 0.585 1.0912 1.82 0.7884
EQM (MMV) 0.091 0.2482 | 0.01887 1.248 0.1549 1.094 1.0118 0.0982 0.055 0.912 1.392 0.577
EQM (EAP) 0.0241 | 0.0982 0.0098 0.846 0.10854 0.8754 0.9008 0.018 0.01829 0.092 0.812 0.0487

TAB. 3.10 — Valeurs de 'EQM pour les différents parametres du mélange MGBK.

Meélange Mélange 1 | Mélange 2 Mélange 3
EQM (MM) |2.26 x 1075 | 4.91 x 107* | 9.056 x 10~°
EQM(MMYV) | 2.62 x 107% | 9.34 x 107° | 7.9109 x 10~°
EQM(EAP) | 1.02 x 1077 | 3.34 x 107° | 8.9109 x 1076

TAB. 3.11 — Valeurs de 'EQM pour le mélange MGKB.
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Mélange 1 estimé (MM) Mélange 2 estimé (MM) Mélange 3 estimé (MM)

3 4

Mélange 1 estimé (MMV)  Mélange 2 estimé (MMYV)

Mélange 1 estimé (EAP) Mélange 3 estimé (EAP) Mélange 3 estimé (EAP)
Fic. 3.16 — Estimation du mélange MGBK.
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3.5.2 Estimation des paramétres du deuxiéme mélange MCGBKGU

Soit (X!,..., X™) un n—échantillon aléatoire de loi MCGBKGU de vecteur paramétres

0 = (211, X99,3%,). La densité du mélange MCGBKGU est donnée par :

Fl(xr,22),®) = Y mef (@1, 22); 00)

K _ _
Ty o \ 5T Lok
= g ey (Zn,kEQz,k - 212,k> ==

S2—S1
k=1 Z22,/%
Yoo k1 k) + L11 kT2 k
- 2
Ell,kzﬂ,k - El2,k

)

xXe O <82 — 515 823 hpTo g, 51#1,1&2,1@)»
2
Yok by
N B 9 B 12,k et
ol Oy, o Yiok = X kdook — Xig g, Mk = SN so a0 Tk la probabilité
1.2k 22,1 ( 11,6802 — 2To 1)

T _ 2
apriori, k=1,..., K, et Op = (X11k, Yok, X1a )
Pour estimer le vecteur des parameétres du mélange
_ 2 2 : )
¢ = (71'17 o, TR, 211,1’, ey 2117[(, 222’1, ce 222,[(, 212’1, R 212,1()7 nous apphquons I’al-

gorithme EM.

A l'étape E de litération (q), la probabilité a postériori 7',5?) est définie par

@ T F((@g, ma); 00)

Tkj = K
Zm(f)f((:m,k, Tok); Q;E;Q))-
k=1

A Tétape M de litération (¢ + 1), I'estimateur @) du vecteur des parameétres ® est

défini par @) = arg maxe Q(P, @) avec

n K
Q@,09) = 3Nt in(mf((2] 4. 2,); 00)

7=1 k=1
n K .
222,19513]
- Z Ztkj In(mg) — s1In X0 + (51— $2) In(Xag) — E—lk
j=1 k=1 1.2k
J Yy, ;
+(s1 = Dlna] ) —InD(s1) = == + (52— 1) In(ay ) — T (s2)
1.2,k

+In(P3(s9 — 515 595 Py y,, 0] 25 ).
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Ceci, nous permet de déterminer I'estimateur de la probabilité a priori

n (9
ater) _ 21 Ty
o+ _

n
et les estimateurs de X5, Yoo i €t Z%M, k=1,... K, qui sont les solutions des trois équa-
tions suivantes :

n(®) J J 2 J

Yook X1y TuaXop  Xop o (52— 51)X0, X0,
T(q) —s + ko ko ko ) )
27y [~ 5 5 5 59099 43
P 1.2,k 1.2,k 22,k 22422 k241.2 k

@y(s— 1+ Lo+ X0 00X, X0, ) 232, X, X0,
X . ) K K

) ; ; 2
e j i x S92
Dy (53— 1525 i X X7 X ) 227 o

OF (32 — 81582 + 1 thé,k? 5X{,ng,k>
x | | ] —0, (3.13)
3 <82 — 815 82; thg,]w 5ka,ng,k>

n(®) 2 J J J

(q) (51— 32>21Q,k 222,kX2,k leJfXZ,k Xl,k
2 S T T Sy T S S
ey 11,k 2422k 1.2,k 1.2,k 11,k

(59 — Sl)X{’kZ%Q’k(Ell,kZ}ZZk + X12k)Ps <S2 — 51+ 1582+ 1 thik, 5Xf,ng,k)

2 e J J J
So2i11 k259 1 21.2kP3 <82 — 815 825 i Xy 5kX1,kX27k)

2%k o v Py (32 — 51582 + 1 i X5, 5Xf’kX§7k>
T2 X3 56 X5 ; — ] =0, (3.14)
2712,k Dy <32 — 51582, e X 5kX17kX27k>
o S0 i X1 e SiypXa, (527 $1) 5116 X7 03 <82 —s14 s+ XYy, 5Xf’ng’k>

(q)[ J J

E .. 18 +

- k. ! E1_21<; Zl.Qk ) ) — : “h Xj (5Xj Xj
) ; ) 8221293 52 — 515 82; e Ag ppy OpAq Ao g

SRR S <1)3(32 — 51380 + 1 I X, 6X{’kX§7k>
X3 1k Xo p

2 ; ;
S92 - j k xd
2712,k q)g <52 — 51, S92, h’kXQ,k’ 5kX1,kX2,k>

] —0. (3.15)

Comme les équations (3.13), (3.14) et (3.15) n’admettent pas des solutions explicites des
estimateurs des paramétres ilm, igg,k et iék pour k =1,2,..., K, nous appliquons la

méthode numérique de Newton Raphson pour résoudre ce probléme.
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Exemple

Nous présentons dans la figure FIG.3.17 'estimation d’un mélange de trois lois MCGBKGU
en utilisant 1’algorithme EM avec trois choix d’initialisation du vecteur des parameétres
O = (X118, Dook, Z%M), pour k = 1,2, 3. Le premier choix d’initialisation de 6y est donné
par la MM. Le deuxiéme choix d’initialisation de 6 est donné par la MMV. Le troisiéme
choix d’initialisation de 6, est donné par I’ EAP. Les paramétres de ce mélange et la valeur
de TEQM pour chaque paramétre sont présentés dans le tableau TAB.3.12 avec s; = 3 et
ss =4 pour k=1,2,3.

Dans le tableau TAB.3.13, nous présontons 'EQM entre la densité du mélange de trois lois
bivariées du MCGBKGU avec les vrais paramétres et sa densité estimée. D’aprés ce ta-
bleau, nous constatons que 'EQM est minimale lorsque les paramétres du mélange MGBK

sont initialisés par 'EAP dans ’algorithme EM.
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Paramétres ™ T T3 S111 2112 211,3 Z22,1 22,2 22,3 2%2,1 2%2,2 Z%2,3
Meélange 1 0.7 0.2 0.1 2.5 4 9 3.5 6 12 6 5 2
EQM (MM) 0.891 0.064 0.981 1.025 0.576 0.0722 0.9445 0.6228 1.18 0.55 0.812 0.884

EQM (MMV) 0.881 0.0066 0.694 1.0054 0.1296 0.026 0.911 0.0233 1.03 0.0578 0.592 0.05
EQM (EAP) 0.451 0.0041 0.00101 0.0021 0.025 0.00794 1.9 x 1073 0.0034 0.036 2.1 x 1073 2.2 x 1075 0.0215
Mélange 2 0.5 0.3 0.2 4 14 11 12 22 2 2 9 5
EQM (MM) 0.98 0.7 1.784 1.99 1.52 1 1.78 2.22 1.952 2.65 2.548 0.9199
EQM (MMYV) 0.054 0.44 0.15 1.245 0.989 0.0998 1.2 0.92 0.094 1.001 0.608 0.336
EQM (EAP) 0.001 0.0034 0.0056 0.98 0.1902 0.065 0.52 0.444 0.033 0.0016 0.427 0.0257
Mélange 3 0.2 0.2 0.6 8 4 5 1.3 2 2 0.2 2 5
EQM (MM) 0.9081 0.22 0.9837 1.8331 1.698 1.1177 2.042 1.68 1.85 1.4512 1.192 1.71
EQM (MMV) 0.701 0.1919 0.5437 1.6228 1.6429 1.004 1.6228 1.108 1.751 1.0912 1.08102 1.08
EQM (EAP) 0.401 0.1004 0.1437 1.284 0.991 0.894 1.07 1.048 1.0055 0.1912 0.11 0.67

TAB. 3.12 — Valeurs de 'EQM pour les différents parametres du mélange MCGBKGU.

Mélange Mélange 1 | Mélange 2 | Mélange 3
EQM (MM) 0.9894 1.91 0.8825
EQM(MMV) 0.742 0.934 0.793
EQM(EAP) 0.102 3.34 x 1072 0.008

TAB. 3.13 — Valeurs de 'EQM pour le mélange MCGBKBU.
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Mélange 1 Mélange 2

Mélange 1 estimée (EAP) Mélange 2 estimé (EAP) Mélange 3 estimé (EAP)

Fia. 3.17 — Estimation de mélange MCGBKBU.
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3.6 Segmentation d’images couleur

L’emploi de la couleur en segmentation d’images est un sujet de recherche relativement
récent. Bien que 1'on trouve plusieurs sortes d’algorithmes de segmentation d’images cou-
leur, la littérature n’est pas aussi riche que pour la segmentation des images en niveaux de
gris. La couleur étant une information que 1’on attache directement et naturellement aux
régions, une segmentation couleur devrait permettre d’obtenir des régions qui sont davan-
tage significatives. La segmentation couleur pose des problémes relatifs au traitement de
I'information couleur contenue dans les images. Si le systéme de représentation RVB est
généralement la base de 'acquisition des images couleur, il n’est pas forcément le mieux
adapté a l'analyse. En 1955, Thierry Carron [23| a adapté certain nombre de transforma-
tions de l'espace RVB initial en un nouvel espace de représentation tel que ’espace TLS.
Il a montré que la segmentation des images couleur présentées dans cet espace est la plus
appropriée dont laquel 'information couleur est représentée par les valeurs de la Teinte
(T') et de la Saturation (). Donc, la perception humaine de I'image peut étre caractérisée
par un vecteur aléatoire bivarié qui concerne la Teinte et la Saturation. Il est & noter éga-
lement que cette transformation est inversible. Ceci va faciliter les phases d’élaboration
des algorithmes de segmentation en permettant la synthése des images dans la base TLS.
Dans la sgmentation d’images, nous considérons que toute I'image est caractérisée par un
modeéle de mélange fini. Dans la littérature, plusieurs auteurs ont supposé que la compo-
sante (T',.5) suit une loi Gaussienne bivariée [84], ou bien une loi Béta bivariée de premiére
espéce [53| ou bien une loi Béta bivariée de deuxiéme espéce [13].

Puisque la composante (7, S) ne prend pas des valeurs négatives, et comme la loi de la




Chapitre 3 : Application des familles exponentielles en segmentation
d’images couleurs 159

diagonale modifiée de Riesz ne prend que des valeurs dans 'intervalle |0, 4o00[x]0, +o0[,
alors dans ce chapitre, nous proposons que la composante (7', S) suivent cette loi.
L’algorithme de la segmentation proposé dans ce chapitre est composé des différentes
étapes suivantes :

e Conversion de I'image couleur RVB en une image de type TLS.

e Initialisation et régularisation des différents attributs de I'image (classes, moyenne,
variance,. . .), formée par les deux composantes (7, S), assurée par l'utilisation de I’his-
togramme 2D de l'image (7, 5) et I'algorithme K-means. La probabilité a priori 7 pour
chaque classe k, k= 1,..., K, est choisie %
e Estimation des différents parameétres de chaque classe en utilisant ’algorithme EM dans
le cas des lois bivariées.

e Segmentation statistique, en utilisant la régle de Bayes.

e Restauration de I'image segmentée dans ’espace TLS.

e Conversion de I'image segmentée TLS en une image segmentée RVB.

Nous présentons dans la suite quelques résultats de segmentation obtenus par la méthode
proposée sur deux images couleur satellitaires notées Sat 1 et Sat 2 (voir FIG.3.22.a et
FIG.3.23.a). Les images utilisées sont des images Spot de taille 256 x 256 x 3 pixels codées
en RVB. La conversion de ces deux images en TLS est représentée dans FIG.3.22.b et
FI1G.3.23.d. Dans la figure FIG.3.18, nous présontons I’histogrammes 2D en composantes
(T, S) et les histogrammes 1D de la composante T et de la composante S de I'image Sat
1. Dans la figure FIG.3.19, nous présontons 'histogrammes 2D en composantes (7', .5) et

les histogrammes 1D de la composante 1" et de la composante S de I'image Sat 2.
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F1G. 3.18 — Histogrammes de 'image Sat 1.

Composantes (T, 5).
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Fia. 3.19 — Histogramme de I'image Sat 2.
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Initialisation

Selon les histogrammes présentés dans les figures FIG 3.18 et FIG 3.19, nous choisissons
le nombre de classes K = 3 et nous appliquons I’algorithme K —means pour initialiser
les paramétres du mélange pour chaque classe. Ensuite, dans un premier temps, nous
supposons que les composantes (7', S) de chaque classe sont représentées par des lois
Gaussiennes bivariées. Dans un deuxiéme temps, nous supposons que les composantes
(T, S) de chaque classe sont représentées par des lois de la diagonale modifiée de Riesz.
Estimation des paramétres du mélange

Nous utilisons 'algorithme EM pour estimer les parameétres du mélange pour ces deux cas.
Dans le cas d’'un mélange Gaussien, nous avons initialisé les parameétres par 1'utilisation
de la MM. Dans le cas du mélange des lois de la diagonale modifiée de Riesz, nous avons
initialisé les paramétres par I'utilisation de 'EAP.

Nous présentons respectivement dans les tableaux TAB.3.14 et TAB.3.15 les valeurs des
parameétres initiales et estimées par I'algorithme EM apres 10 iterations pour chaque classe
des deux images Sat 1 et Sat 2.

Pour l'image Sat 1, les paramétres s; et sy des lois MGBK et MCGBKGU sont fixés
arbitrairement par :

— Classe 1/MGBK : s; = s9 = 7, Classe 2/MGBK : s; = s9 = 8, Classe 3/MGBK :
81 = S9 = 4,

— Classe 1/MCGBKGU : s; = 7 et so = 18, Classe 2/MCGBKGU : s; = 8 et s9 = 18
Classe 3/MCGBKGU : s; =4 et 55 = 18.

Pour I'image Sat 2, les parameétres s; et so de la loi de la diagonale modifiée des lois MGBK

et MCGBKGU sont fixés arbitrairement par :
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— Classe 1/MGBK : s; = s, = 5, Classe 2/MGBK : s; = s5 = 2, Classe 3/MGBK :
8§51 =89 =09,

— Classe 1/MCGBKGU : s; = 5 et s3 = 10, Classe 2/MCGBKGU : s; = 2 et s5 = 10
Classe 3/MCGBKGU : sy =9 et 55 = 18.

Nous présontons dans les figures FIG.3.20 et FIG.3.21 I'estimation de la densité de la loi

mélange pour chaque image.

Paramétre | Valeur initiale a partir de K-means Valeur estimée par 'EM

classel classe2 classe3 | classel | classe2 | classe3
MGAUB

™ 1/3 1/3 1/3 0.9363 0.0038 0.0017

7 0.0152 0.2642 0.1878 0.0091 0.3657 0.1106

2 0.0175 0.0857 0.0477 0.0162 0.0607 0.0001

o1 0.0013 0.0596 0.1178 0.6613 0.0482 0.0675

o2 0.0005 0.0083 0.0217 0.4483 0.0018 104

P 0.0003 0.0016 0.0278 0.1807 0.0001 10-5
MGBK

™ 1/3 1/3 1/3 0.0819 0.5768 0.3413

S 0.17 0.0528 0.0939 1.1879 2.3531 1.4263

IO 0.19 0.0171 0.0239 0.0031 0.0354 0.0332

2, 0.003 0.0003 0.0014 | 0.0027359 0.0010 0.0290
MCGBKGU

™ 1/3 1/3 1/3 0.325 0.5326 0.1424

i 0.012 0.0441 0.0247 0.0016 0.0082 1.4701

T2 0.0037 0.0016 0.0037 0.0525 0.0172 0.0033

2, | 20.11 x 1075 | 1.598 x 104 0.0096 2.1682 2.2646 4.5947

TAB. 3.14 — Valeurs des paramétres du mélange de I'image Sat 1.
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MGAUB MGBK MCCBKGU

Fia. 3.20 — Estimation de la densité de la loi mélange pour 'image Sat 1.

Parameétre | Valeur initiale & partir de K-means Valeur estimé par 'EM

classel classe2 classe3 | classel | classe2 | classe3
MGAUB

T 1/3 1/3 1/3 0.9295 0.0314 0.0392

n1 0.0131 0.1808 0.085 0.011 0.0998 0.0001

) 0.026 0.1941 0.0996 0.0225 0.2174 0.78

o1 0.004 0.0443 0.075 0.0003 0.0147 0.001

o2 0.0025 0.0185 0.0437 0.0021 0.0092 0.3367

p 0.0005 0.007 0.0349 0.0005 0.0003 105
MGBK

™ 1/3 1/3 1/3 105 0.6895 0.3105

Y11 0.015 0.0452 0.0425 6.4627 1.1649 1.6137

Yoo 0.29 0.0442 0.0498 0.0034 0.0105 0.0521

2%2 0.0005 0.0018 0.0017 0.0021 0.0013 0.0487
MCGBKGU

n 1/3 1/3 1/3 0.3921 0.6061 0.0018

Y11 0.0134 0.0916 0.0092 0.063 0.1215 0.0045

Yoo 0.0092 | 7.756 x 10—* 0.0201 0.007 0.0011 0.078

$2, | 7.3505 x 107° | 4.61 x 107° 0.0018 5.3608 0.8577 1.9893

TAB. 3.15 — Valeurs des paramétres du mélange de I'image Sat 2.
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MGAUB MGBK MCCBKGU

F1G. 3.21 — Estimation de la densité de la loi mélange pour 'image Sat 2.

Segmentation statistique des images couleur

Une fois les paramétres du mélange dans les différents cas du modéle (MGAUB, MGBK
et MCGBK) de chaque image sont estimés, nous appliquons la régle de classification de
Bayes sur ces deux images dans la base (T, 5). Les résultats obtenus de la segmentation de
ces deux images sont présentés dans ’espace TLS (voir FIG.3.22.¢, FIG.3.22.d, FIG.3.22.e,
FIG.3.23.c, FIG.3.23.d et FIG.3.23.e). Ensuite, nous représentons les images segmen-
tées dans l'espace RVB (voir FIG.3.22.f, FIG.3.22.g, FIG.3.22.h, FIG.3.23.f, FIG.3.23.¢

et FIG.3.23.h).
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(d) MCGBKGU

(f) MGBK (g) MCGBKGU (h) MGAUB

F1G. 3.22 — Résultats de la segmentation de I'image Sat 1.
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(f) MGBK (g) MCGBKGU (h) MGAUB

F1G. 3.23 — Résultats de la segmentation de I'image Sat 2.
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Evaluation de la performance

L’évaluation de la performance de I'image restaurée en RVB est faite par des tests subjec-
tifs ou bien des tests objectifs [35] de la qualité de I'image. Les méthodes de test objectif
de la qualité de I'image sont souvent utilisés, car les résultats numériques d’une mesure
objective sont facilement calculés et permettent une comparaison de la consistance des
différents algorithmes. Il existe plusieurs mesures de la qualité d’image disponibles pour
I’évaluation de la performance de la méthode de la segmentation d’images. Une étude
approfondie des mesures de la qualité est donnée par [35]. Pour I’évaluation de la perfor-
mance de ’algorithme de segmentation développé, nous considérons les mesures de qualité
suivantesde :

- La Distance Maximale (DM), qui est définie par DM = Irzye]yx[](z’, J)—1s(i, )], avec 1(i, 5)
représente la valeur du pixel de I'image originale I et I(, j) représente la valeur du pixel
de I'image I, segmentée. Si la valeur de la DM est grande, alors on a un nombre de pixels
mal classés est assez élevé. Ceci introduit une mauvaise segmentation.

- ’EQM, c’est I'eurrer quadratique moyenne qui est définie pour deux image I et I, de

m—1n—1
tailles m x n par % ZO JZO 116, §) — L, )|

- Peak Signal to Noise Ratio (PSNR), qui est une mesure de distoration utilisée en ima-
gerie. Il s’agit de qualifier la performance des codeurs en mesurant la qualité de re-
construction de l'image par rapport a l'image originale. Cette mesure est définie par
PSNR = 1Oln10(§%—5;4). Si la valeur de la PSNR est petite, alors on a un nombre de
pixels mal classés est assez élevé. Ceci introduit une mauvaise segmentation.

Afin d’évaluer la performance de I'algorithme de segmentation proposé pour I'image Sat 1

et 'image Sat 2 codées en RVB, nous calculons la DM, 'EQM et PSNR. Dans le tableau
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TAB.3.16 ; nous donnons les valeurs de ces mesures.

Image Sat 1 | MGBK | MCGBKGU | MGAUB

DM 0.5499 0.74512 0.8915
EQM 0.4101 0.551 0.8402
PSNR 8.9124 5.8919 1.7417

Image Sat 2 | MGBK | MCGBKGU | MGAUB

DM 0.6194 0.7019 0.9313
EQM 0.5928 0.6892 0.9516
PSNR 5.6194 3.4476 0.9313

TAB. 3.16 — Valeurs de la DM, 'EQM et PSNR pour les images Sat 1 et Sat 2.

D’apres les résultats présentés dans ce tableau, nous remarquons que pour les différents
critéres d’évaluation adoptés pour chaque image couleur satellitaire codée en RVB (Sat 1
et Sat 2) l'algorithme de segmentation proposé dans le cas d'un mélange de la diagonale

modifiée des lois de Riesz est plus performant que celui qui utilise un mélange Gaussien

bivarié.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de segmentation statistique adaptée
a des images couleur en utilisant le mélange de lois de la diagonale modifiée de Riesz. La
segmentation a été réalisée aprés avoir estimer les parameétres du mélange de I'image cou-

leur caractérisée par la composante (T, 5). Ces paramétres ont été estimés par 'utilisation
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de l'algorithme EM dans un cadre bivarié. L’initialisation de cet algorithme est basée sur
I'utilisation de 'algorithme K-means et 'EAP. L’utilisation du modéle mélange proposé
en segmentation a permis d’amiliorer la segmentation des images satellitaires que lorsque

nous utilisons le modéle de mélange Gaussien.




Conclusion et perspectives

Ce mémoire évalue 'apport des familles exponentielles multivariées dans le domaine de
traitement du signal et des images couleur. Dans un premier temps, nous avons traité le
probléme de la caractérisation des familles exponentielles naturelles infiniment divisibles,
dans le cadre multidimensionnel. Aprés avoir introduit les principales définitions et pro-
priétés des familles exponentielles infiniment divisibles, nous avons proposé une nouvelle
caractérisation des familles exponentielles infiniment divisibles basée sur la fonction trace
de la matrice de variance-covariance associée. Cette proposition a permis d’identifier la loi
du bruit additif associé & un signal ou & une image.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes intéressés au probléme de ’estimation pa-
ramétrique pour des modéles multivariés qui appartiennent a la classe des familles expo-
nentielles. D’abord, nous avons rappelé quelques lois multivariées ainsi que l’estimation
de leurs paramétres en utilisant la méthode des moments et la méthode du maximum de
vraisemblance. Ensuite, nous avons proposé un nouveau modeéle bivarié basé sur la loi de
Riesz. Enfin, nous avons fait une étude comparative des différentes méthodes d’estimations
des paramétres de ce nouveau modele.

Dans un troisiéme temps, nous avons consacré notre travail a la segmentation statistique
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des images couleur. Ces images couleur ont été traités dans I’espace TLS ot nous n’avons
travaillé qu’avec les deux composantes (7', 5). Dans ce cas, nous avons introduit une nou-
velle modélisation de I'image dans cette base (T, S) par un mélange de lois de la diagonale
modifiée de Riesz. Pour estimer les paramétres de ce mélange, nous avons appliqué 1’al-
gorithme EM. L’initialisation de cet algorithme est basée sur 'utilisation de 1’algorithme
K —means et 'EAP. Les résultats de segmentation obtenus par cette nouvelle modélisa-
tion qui est basée sur la loi de Riesz ont permis d’obtenir une qualité de segmentation
supérieure a celle obtenue par un modeéle de mélange Gaussien.

Différentes perspectives se dégagent de ces traveaux. Premiérement, appliquer la fonc-
tion trace au probléme de la réduction de la dimension de I'espace. Deuxiémement, il est
possible d’étendre le modeéle de la diagonale modifiée de Riesz pour le cas r > 2. Troisiéme-
ment, le probléme de la segmentation de I'image couleur dans la base des trois composantes
(T, S, L) pourra étre traité. Enfin, nous pouvons introduire la méthode bootstrap dans le

cadre de la segmentation multivariée.




Annexe A

Dans cet Annexe, nous présentons quelques lois undimensionnelles qui appartiennent &
des FEG, ainsi que leurs propriétés.

Loi Gamma

Dans la théorie des probabilités et des statistiques, une distribution Gamma, ou loi
Gamma, est un type de lois de probabilité de variables aléatoires réelles positives. La
famille des distributions Gamma inclut entre autres les lois exponentielles, la loi de la
somme des variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi exponentielle, ainsi
que la loi du x2. La loi Gamma permet donc de modéliser une grande variété de phéno-
meénes pour des grandeurs positives.

Définition.1 Une variable aléatoire X suit une loi Gamma de paramétres (a, A) € R% x

R*, notée y(a, A), si sa densité de probabilité peut se mettre sous la forme

)\(l
[(a)

e—Axxa—l 1]R+ (l‘)

fx(z) =

avec ['(a) = f0+oo exp(—x)x® 'dz, X est un parameétre d’échelle et a est un paramétre de
forme.

Le paramétre a influe sur la forme de la distribution (voir FIG.1.5).
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Remarques.1.

1) Si le paramétre d’échelle prend la valeur A = 1, alors la loi Gamma est dite standard
(notée ~y(a)).

2) Si le paramétre de forme prend la valeur @ = 1, alors la loi Gamma est dite la loi
exponentielle de parameétre .

Moments

Si X suit la loi y(a, A), alors

Nous en déduisons que :

E(X) :% et Var(X) = %

Dans le cas d’une loi exponentielle de paramétre A, nous avons

1 1
E(X) = 3 et Var(X) = ’eh

Le paramétre A est donc interprétable comme l'inverse de la valeur moyenne de X ou
I'inverse de son écart-type. Ceci donne naissance a une forme légérement différente de la

densité paramétrisée par la moyenne ou ’écart-type A, définie par

1 .

fx(z) = ye g, (2),

ou plus généralement

_z

e xx" g, (2).

fX(I)

)
La forme de la densité de la variable aléatoire X varie selon les paramétres a et A comme
le montre la figure FIG.1.5.

Dans tout ce qui suit, la loi Gamma 7(a, \) a pour densité de probabilité f
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Loi Normale

La loi de probabilité la plus utilisée en statistique est la loi Normale, encore appelée loi de
Gauss ou de Laplace-Gauss.
Définition.2 Une variable aléatoire X suit la loi Normale N(m,¢?) dans R si sa densité

de probabilité a pour forme :

1 _ 2
fX(x):manP(—%»VIER,

ou m € R est la moyenne et 02 > 0 la variance de X.

Dans le cas ou les paramétres m = 0 et 02 = 1, la variable aléatoire X est qualifiée de
Gausienne centrée réduite.

La forme de la densité de probabilité de la variable aléatoire X varie selon les parameétres
m et o2 ( voir FIG.1.6).

Proposition.1 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi Normale centrée réduite, alors,
la variable aléatoire 72 suit la loi (3, 1).

Moments

Si X suit la loi N(m,o?), alors

2k02kr(2k +1
N3 2

Par conséquent, les moments d’odre impair d’une variable Normale centrée sont nuls, et

E((X —m)**1) =0 et E(X —m)*) = ) Yk eN.

les moments d’ordre pair s’expriment seulement en fonction de la variance. Autrement dit,
la loi d’'une variable aléatoire Normale est caractérisée par son moment d’ordre 2.

Loi Béta de premiére espéce

Dans la théorie des probabilités et statistiques, la loi Béta est une loi de probabilité

absolument continue, définie sur [0, 1], caractérisée par deux parameétres de forme a et b.
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La loi Béta est un cas spécial de la loi de Dirichlet. La famille des lois Béta admet une
grande variété de formes et elle permet de modéliser de nombreuses distributions a support
fini.

Définition.3 Une variable aléatoire X suit la loi Béta univariée sur [0, 1], de paramétres

de forme a > 0 et b > 0, dite premiére espéce, si sa densité de probabilité est définie par

fx(z) = Bl N1 — x)b_ll[o,l].

[(a)I'(b)
I'(a+b)

Nous désignons par Bj(a,b) la loi Béta univariée premiére espéce de parameétres de forme

avec B(a,b) =

a et b. Cette loi peut étre définie sur tout intervalle [c, d] en faisant la transformation affine
H =c+dX.

Remarque.2

Dans le cas a = 1 et b = 1, la loi Béta sur [0, 1] coincide avec la loi uniforme sur [0, 1].
La forme de la densité de la variable aléatoire X varie selon les paramétres de forme a et
b (voir les figures FIG.1.1, FIG.1.2, FIG.1.3 et FIG.1.4).

Moments

Le moment non centré d’ordre k¥ € N* de la variable aléatoire X est

B(a+k,b)
E(XF) = ———~
Y= "B
Nous en déduisons,
E(X)= — Var(X) = ab
Ca+b (a+b+1)(a+b)?

Loi Béta de deuxiéme espéce

Définition.4. La variable aléatoire X suit la loi Béta univariée sur R, , de parameétres de
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forme a > 0 et b > 0 est dite Béta deuxiéme espéce si sa densité de probabilité est définie

par

fx<$) = B(a b)xa_l(l + .T)_a_blR+.

Nous désignons par Bs(a, b) la loi Béta univariée deuxiéme espéce de paramétres de forme
a et b.

Les lois Béta univariées deuxiéme espéce peuvent étre construites a partir des lois Gamma
univariées, comme nous le montre la proposition suivante.

Proposition.3. Soient X; et X5 deux v.a. indépendantes qui suivent respectivement la
loi v(a, A) et la loi y(b,\), a >0, b >0, A > 0. Alors la variable alétoire ¥ = % suit la
loi By(a,b).

Preuve En se basant sur I’hypothése de I'indépendance entre les deux variables aléatoires

X; et Xy, la loi du couple (X7, X5) a pour densité

foxix0) (21, 22) = W?(mﬁ“)ff*lﬂf’gfl 1R+ xry (71, T2).

Considérons la transformation § : Ry x R, — R, x R, définie par

(5(%1,1’2) == (U = X17Y = —)

.

ek alors la densité du couple

Comme le Jacobien J(67') de la transformation 61 est

(U,Y) est

a+b—1
1 U —u(1+%)

fen ) = peary e ¢

En effectuant une intégration par rapport a u, la densité de Y est alors définie par

1 - —(a
frly) = y L+ y) 1,
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Proposition.4. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi Bj(a,b), alors la variable

X
X suit la loi By(a,b).

aléatoire J =

1
En se basant sur la proposition précédente, nous pouvons construire des lois Béta premiére
espéce a partir des lois Gamma.

Proposition.5. Soient X; et X5 deux v.a. indépendantes qui suivent respectivement la

X

loi y(a, ) et la loi v(b,A), a > 0, b > 0, A > 0. Alors la variable alétoire U = ———
X1+ Xo

suit la loi By(a,b).

Moments

Le moment non centré d’ordre £k € N* de la variable aléatoire Y est

B(a+k,b—k)
k\ )
BV = "By
Nous en déduisons que,
_a ~ala+b—1)
E(Y) = - pour(b > 1) Var(Y) = b-120-2) pour(b > 2).

La variable aléatoire Y admet des moments d’ordre 1 et 2 que pour b > 2.
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Teinte

La teinte est la forme pure d’une couleur, c¢’est-a-dire sans adjonction, ni de blanc, ni de
noir, ni de gris. Les teintes sont représentées sur le pourtour du cercle chromatique (dit
aussi "roue chromatique", "roue des couleurs" ou encore "cercle des couleurs"). On peut
parler également de tons. Du fait que I'on représente le plus souvent cette composante sur
le cercle chromatique, elle est généralement considérée comme étant de nature angulaire
(allant de 0° a4 360° exclu en partant généralement du rouge pur). Cependant, en informa-
tique ou en mathématiques, on peut la considérer, soit comme un pourcentage (c’est-a-dire,
un nombre réel allant de 0 a 1, soit comme un nombre entier allant généralement de 0 a
255 (lorsqu’il est codé sur un byte de 8 bits ou sur 1 octet). Certaines transformations
atypiques utilisent d’autres échelles comme, par exemple, des nombres entiers allant de 0
a 1530. On notera cependant que si le cercle chromatique répartit de maniére équitable les
teintes pures (rouge, jaune, vert, cyan, bleu, magenta, puis rouge), ¢a ne constitue pas une
obligation concernant le TSL. Ainsi, dans certains domaines tels que I'imagerie satellite
ou la colorimétrie, on utilise parfois des cercles chromatiques répartissant différemment les

teintes sur le cercle (de maniére non linéaire par exemple). Ceci permet des ajustements
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pour une meilleure corrélation avec la réalité physique ou perceptuelle, ou encore, dans le
but de regrouper certaines tranches afin d’en faire ressortir une information recherchée. Le
TSL n’utilise donc pas son cercle chromatique comme une définition objective des teintes
physiques mais comme une représentation théorique abstraite.

Saturation

En théorie des couleurs, la saturation, ou, "pureté", est I'intensité d’une teinte spécifique :
une teinte hautement saturée a une couleur vive et intense tandis qu’une teinte moins
saturée parait plus fade et grise. On retrouvera également cette notion sous les termes
de "chroma", de "chromie" ou encore, de "chrominance" (bien que cette derniére notion
soit sujette a controverse en ce qui concerne le TSL). Une teinte totalement "désaturée"
(i.e., les nuances du gris) sera dite "achromatique". Cependant, cette composante est dite
"conservative" car si toutes les teintes désaturées font bien référence au méme gris (qu’im-
porte la composante de clarté "L"), ce gris posséde obligatoirement une teinte. Donc, si
I’on sature le gris, la teinte initiale réapparaitra. Par conséquent, les saturations maximales
et minimales ne constituent pas des cas particuliers. En effet, dans le cas de I'utilisation
d’une saturation maximale, on pourrait considérer que la composante de saturation est
superflue puisqu’elle n’influence pas la description de la couleur. Et inversement, dans le
cas de I’échelle des gris, on pourrait considérer que la teinte est une information inutile
puisqu’elle est non perceptible. Mais, en raison de cette propriété conservative, dans les
deux cas, les deux composantes sont nécessaires au TSL pour définir une couleur. Cepen-
dant, certains algorithmes ou codages en informatique peuvent adapter leur gestion de
ces cas extrémes a des fins de compression sans perte en les considérant comme des cas

particuliers. Cette composante indépendante est de nature linéaire bien que son échelle
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puisse, comme pour les autres composantes, ne pas étre linéaire a des fins d’ajustements
pratiques. On la considére généralement comme étant le rayon du cercle chromatique des
teintes pures ou de la sphére (selon les représentations que 1'on donne au TSL). Dans
cette approche, elle pourra étre relative et signée afin de devenir négative. Si ceci dénature
quelque peu le TSL, cette technique permettra d’obtenir & peu de frais mathématiques
la teinte opposée sur le cercle chromatique, c’est-a-dire, la couleur complémentaire. On
la considére donc généralement comme étant un pourcentage, c’est-a-dire, une valeur en
nombres réels allant de 0 & 1. En informatique, on 'utilisera généralement sous la forme
d’un nombre entier allant de 0 a 255 (ou de —127 & +128), voire, de 0 a 127 ou 128 selon
les cas. Cependant, il est & noter qu’il y a une singularité remarquable lorsqu’on I'utilise
avec des nombres entiers sur une échelle qui n’est pas impaire. En effet, dans le domaine
des nombres entiers, il n’existe pas de valeur centrale & un nombre pair. Par exemple, la
moitié de 255 est 127,5, donc, le "gris pur" ne pourra pas étre défini précisément puisqu’il
faudra choisir entre la valeur 127 et la valeur 128. Si I’on considére les teintes comme étant
la périphérie d'un cercle et que I'on connait également sa taille exacte (i.e., I’échelle), on
peut en déduire ’échelle de la saturation qui est son rayon avec ce calcul : § = % La
représentation sous la forme d’un carré de la relation entre les teintes et la saturation est
a considérer correctement car, si elle montre bien la propriété conservative de ces deux
composantes du TSL, elle n’en demeure pas moins erronée du fait que le gris pur est repré-
senté sous la forme d’une ligne (la derniére en bas) et non pas d’un point unique comme
le définit le TSL. C’est donc une représentation pratique (en informatique en particulier)
mais trompeuse. Ceci dit, la représentation sous la forme d’un cercle (avec ses rayons de

teintes saturées) ne peut pas étre considérée correcte dans le domaine des nombres entiers
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car la géométrie dans les espaces matriciels comporte quelques singularités. Par exemple,
le théoréeme de Pythagore ne s’applique pas dans les espaces non euclidiens. En effet, dans
un espace matriciel, les points de la périphérie d’un cercle ne sont pas tous a la méme
distance de son centre.

Lumiére/Luminosité/Luminance/Clarté

Cette composante fait référence a I’ajout d’une intensité du blanc ou du noir aux teintes
(saturées ou non). On parle également "d’intensité lumineuse de la couleur" bien que cela
soit sujet a controverse car le TSL ne décrit pas le comportement physique de la lumiére
mais décrit une couleur. Les termes usités font en effet polémique par leur référence a
la réalité physique ou perceptuelle de la lumiére. Mais d’un point de vue purement per-
ceptuel de la couleur, le TSL se révéle également inexacte car certaines couleurs sont par
nature plus sombres ou claires que d’autres. Par exemple, nous savons que le rouge est
plus lumineux que le bleu, mais qu’il est plus sombre que le vert, qui est la couleur pour
laquelle 'oeil est le plus sensible. Cette polémique est issue en partie de la traduction du
terme anglophone "lightness". Par conséquent, nous préférerons utiliser dans cet article le
terme de "clarté" de la couleur qui se révéle plus significatif pour faire référence a cette
composante du TSL. Tout comme ses homologues, cette composante peut ne pas étre
réguliére a des fins d’adaptations spécifiques. Par exemple, nous pourrions avec plus de
"gradients" entre la teinte et le noir pur que de la teinte au blanc pur ou inversement !.
On notera également que ces deux extrémes (i.e., le noir et le blanc) constituent, & I'instar
de la saturation, des cas singuliers non particuliers car cette composante est également
conservative. Et, tout comme pour la saturation, certaines techniques de compression sans

perte du codage en informatique peuvent exister. On peut donc, a partir du noir ou du
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blanc pur, retrouver, et la teinte, et la saturation initiale de la couleur en modifiant la
clarté. Cependant, tout comme pour le gris, le TSL ne définit qu’un seul noir et qu’un seul
blanc (qui sont donc des couleurs uniques & part entiéres mais qui peuvent étre définies de
bien des maniéres selon 7" et S). Cette composante est également de nature linéaire et peut
donc étre considérée tant comme un pourcentage que comme une valeur entiére relative
ou non. Mais, contrairement a la saturation, on peut également la considérer comme étant
une donnée angulaire (représentant les latitudes sur la représentation sphérique) a l'instar
de la Teinte. Nous retrouvons donc les deux représentations possibles du rapport entre
T et L (i.e., sous la forme d’'un cercle ou d’'un carré) avec la méme problématique que
pour les représentations de la saturation, a savoir que le carré fait ressortir la propriété
conservative tout en multipliant le noir et le blanc ce qui est donc incorrect. Le fait que
la clarté puisse étre considérée, soit comme la hauteur du systéme, soit comme une lati-
tude fait qu’il existe de nombreuses représentations tridimensionnelles possibles du TSL.
Cependant, il est préférable de le représenter dans un espace non euclidien en considérant
une sphére dont la couleur est un rayon partant du centre gris. On remarque également
que lorsqu’elle est considérée comme représentant la hauteur du systéme, si sa valeur est
sur une échelle relative, le point 0 est le gris. Sinon, on considére la valeur minimale comme
représentant normalement le noir. Si on la considére comme étant une latitude, on peut
procéder de la méme maniére. Mais en la considérant comme une valeur angulaire, selon
ou l'on place 'angle 0, les valeurs négatives peuvent, a l'instar de la saturation, inverser

la teinte.
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Résumé : Cette thése est consacrée a 1’évaluation des familles exponentielles pour les
problémes de la modélisation des bruits et de la segmentation des images couleurs.

Dans un premier temps, nous avons développé une nouvelle caractérisation des familles
exponentielles naturelles infiniment divisibles basée sur la fonction trace de la matrice de
variance covariance associée. Au niveau application, cette nouvelle caractérisation a per-
mis de détecter la nature de la loi d’un bruit additif associé a un signal ol & une image
couleur. Dans un deuxiéme temps, nous avons proposé un nouveau modeéle statistique pa-
ramétrique multivarié basé sur la loi de Riesz. La loi de ce nouveau modéle est appelée
loi de la diagonale modifiée de Riesz. Ensuite, nous avons généralisé ce modéle au cas de
mélange fini de lois. Enfin, nous avons introduit un algorithme de segmentation statistique
d’image couleur, a travers l'intégration de la méthode des centres mobiles (K-means) au
niveau de l'initialisation pour une meilleure définition des classes de I'image et 1’algorithme
EM pour l'estimation des différents parameétres de chaque classe qui suit la loi de la dia-
gonale modifiée de la loi de Riesz.

Mots clés : Algorithme EM, Estimateur, Familles exponentielles naturelles, Fonction
trace, Loi de Riesz, Méthode des centres mobiles, Segmentation statistique.

Abstract : This thesis is dedicated to the evaluation of the exponential families for the
problems of the noise modeling and the color images segmentation. First, we developed a
new characterization of the infinitely divisible natural exponential families based on the
trace function of the associated variance-covariance matrix. At the application level, this
new characterization allowed to detect the nature of the law of an additive noise associated
with a signal or with a color image. Second, we proposed a new parametric multivariate
statistical model based on Riesz’s distribution. The law of this new model is called the
modified diagonal Reisz distribution. Then we generalized this model in the case of a
finished mixture of distribution. Finally we introduced an algorithm of statistical segmen-
tation of color images through the integration of the k-means method at the level of the
initialization for a better definition of the image classes and the algorithm EM for the
estimation of the different parameters of every class which follows the modified diagonal
Reisz distribution.

Keywords : EM algorithm, Estimator, Natural exponential families, Riesz distribution,
Statistical segmentation, Trace function.
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