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Un modeéle structurel risque-neutre pour la valorisation et la
couverture de produits dérivés sur |'électricité
avec R. Aid et L. Campi

Un algorithme probabiliste pour la résolution de problémes de
commutation optimale en grande dimension
avec R. Aid, L. Campi et H. Pham

Un algorithme numérique pour la résolution des équations de
HJB totalement non-linéaires via EDSRs a sauts négatifs
avec |. Kharroubi et H. Pham
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Modele structurel pour I'électricité

Plan

Un modeéle structurel risque-neutre pour la valorisation et la
couverture de produits dérivés sur |'électricité
avec R. Aid et L. Campi
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Modele structurel pour I'électricité
[ Jelelolole}

Modélisation du prix d'électricité
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Modeles structurels

Relier le prix a d'autres
variables d'état : demande,
capacités de production, prix

des énergies, prix du COao, ...
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Modele structurel pour I'électricité
0@0000

Nouveau modele structurel

Prix (en Euro /MWh)

Pmax
i=1,2,3 technologies
Ci : capacité disponible
Si : colt de production
D :demande d’électricité
P : prix d’électricité
D
Surcout ~
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P
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Capacité de production disponible (en GW)
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Modele structurel pour I'électricité
[e]e] Yolole}

Critére de couverture

S Risque prix —> couvrable v

Cs, Dy Risque volume — non couvrable x

—> Marché incomplet

Choix d'un critere de couverture
Sur-réplication, Indifférence d'utilité, Moyenne-variance, ... J

= Minimisation du risque local

Séparation des actifs contingents entre une partie couvrable et
une partie non couvrable

m Partie couvrable —> couverture dynamique standard

m Partie non couvrable — inchangée (neutralité au
risque résiduel)
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Modele structurel pour I'électricité
[e]eleY Tole}

Exemple

Valorisation d'un contrat a terme sur I’électricité

Fo(T) = ZhiGiT(t7 Ce, D) F{(T)
i=1

G'(t.Ce.D;) =E¢|g| > Cr—Dr |1 (Sick< Dy <5t}
k=1

Exprimable via I'intégrale de Goodwin-Staton incompléte étendue :

~ 0 1 2
G(x,y;v) :/ me*Z dz

(Développements en série + récurrences + asymptotiques pour |y| grand)
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Modele structurel pour I'électricité
0000®0

Test de couverture

Contrat a terme d’électricité + couverture par contrats a terme de combustibles

Distribution de l'erreur de couverture

025 Maturité restante : H O
14 Jours m Loin de la maturité :
le risque prix domine
020 4 — Olowr = Couverture parfaite
015

m Proche de la maturité :
0.10 le risque volume domine
= Couverture inefficace

005

000 F

T T T T T T
-20 0 20 40 80 380
Erreur de couverture (en €)
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Modele structurel pour I'électricité
[e]e]elolo] }

Résumé (1/3)

et extensions

= Nouveau modele structurel pour le prix d'électricité

= Etude, valorisation et couverture (théorique et numérique)
de dérivés électriques, calibration, tests numériques, ...

m Extensions

=- Autres actifs contingents : option sur différence Pt — h; S,

sur contrat a terme F€(T) (possibilité d'inclure des contrats a
terme sur électricité parmi les actifs de couverture)

= Autre critere de couverture
(ex : indifférence d'utilité, cf. [Campi, Benedetti, 2013])

= Autre application : valorisation de centrale électrique
(optimisation des investissements en centrales électriques. . .)
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Algorithme pour commutation optimale

Un algorithme probabiliste pour la résolution de problémes de
commutation optimale en grande dimension
avec R. Aid, L. Campi et H. Pham
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Algorithme pour commutation optimale
©00000000000

Commutation optimale

dXs™ = b (s, X)) ds + o (s, Xs™) .dW,

m X5X;
Xtt,X — x
m stratégie & = (7n, tn)pery » tn € Ig = {1, 2, ..., g}
B IS =1p, Th <5< Thu1
H t.X o N
m gain f (s,Xs ,ls) vs. colit k (7n,Cn) » Cn = tn — tn—1

v(t,x,i)= sup E / f (s, X, 1) dS_Zk(Tan)
t

aeAm TnZt
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Algorithme pour commutation optimale
0®0000000000

Programmation Dynamique

o
V(t,X, /): sup E / f(S,XSt?X,/Sa) ds — Zk(T,,,C,,)
t

aeAt,,‘

Principe de programmation dynamique

V7 > t temps d’arrét,

v(t,x,i) = sup E /f(s,Xst’X,Iso‘)ds - Zk(ﬂ,,(n) + v (7, XEX1)
t

oA t<T<7
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Algorithme pour commutation optimale

00®@000000000

Approximations

EI(X, - C(T,e)"1<e |
|
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Algorithme pour commutation optimale
[e]e]eY Jolelelelelolole}

Méthode des moindres carrés

Principe de programmation dynamique
Vl_l(T7X7i) :g(T,X,i)
i (tn, X, i) = max {hf(t,,,x,j) — K (tn, i,j) + O (vn)}
JElq

(Dj"’x (vn) =E [VI'I (tn+1v)_<tn+1vj) ‘Xt" = X]

Comment calculer les espérances conditionnelles ?
(quantification, calcul de Malliavin, régression empirique,...)

= cf. tests comparatifs de [Bouchard, Warin, 2011]

Approximation : Régression empirique par moindres carrés

M

2
O () ~ &’;"’X(@)i min (@(tnﬂ, ) Z)\kek tn )

K
AER 1
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Algorithme pour commutation optimale
[e]e]ele] Yelelelelolole}

Complexité

Schéma final
OI_I (T7Xmai) :g(T>Xm7i)

o (£ 1) = mac { BF (t. . ) = K (8, 1.7) + 877 (o)}
q

Complexité algorithmique
O (¢? x N x M)

g =nb commutations , N =nb pas de temps , M =nb traj. MC
Ou O (g x N x M) sous certaines hypotheses

Complexité mémoire

stockage du faisceau de trajectoires = O (N x M)
Nouvelle méthode de réduction de mémoire = O (N + M)
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Algorithme pour commutation optimale
00000®000000

Convergence théorique

Base locale de fonctions constantes par morceaux
ek (x) =1{x € Bk}

(Bk)1<y<x hypercubes C RY, partitionnant le domaine,
de cotés de longueur &

Vitesse de convergence compléete

< G { [L+1x) e |+ [+

max |v (0, x, i) — vr (0, x, i)
i€l,

Lp

5 C, 1+C(T, 1
(1+Ix12) Vh|+| 7 |+] =2 C(Te) (14 .
hl | WM pl=pz VMP#2

ol P=P(T,d,e) = ming,en, g,co P (Xe, € Br)
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Algorithme pour commutation optimale
000000®00000

Application aux investissements en centrales électriques

Modélisation des facteurs aléatoires

Capacité de production Cy

Capacité installée (controlée) x taux de disponibilité
(Ornstein-Uhlenbeck + saisonnalités — [0, 1])
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Algorithme pour commutation optimale
000000®00000

Application aux investissements en centrales électriques

Modélisation des facteurs aléatoires

Capacité de production Cy

Capacité installée (controlée) x taux de disponibilité
(Ornstein-Uhlenbeck + saisonnalités — [0, 1])

Demande d'électricité Dy
saisonnalités déterministes + Ornstein-Uhlenbeck
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Algorithme pour commutation optimale
000000®00000

Application aux investissements en centrales électriques

Modélisation des facteurs aléatoires

Capacité de production Cy

Capacité installée (controlée) x taux de disponibilité
(Ornstein-Uhlenbeck + saisonnalités — [0, 1])

Demande d'électricité Dy
saisonnalités déterministes + Ornstein-Uhlenbeck

Prix d'électricité Py
Modele structurel précédent = les nouvelles centrales font baisser
les prix (loi de I'offre et la demande)
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Algorithme pour commutation optimale
000000®00000

Application aux investissements en centrales électriques

Modélisation des facteurs aléatoires

Capacité de production Cy

Capacité installée (controlée) x taux de disponibilité
(Ornstein-Uhlenbeck + saisonnalités — [0, 1])

Demande d’électricité Dy
saisonnalités déterministes + Ornstein-Uhlenbeck

Prix d'électricité Py
Modele structurel précédent = les nouvelles centrales font baisser
les prix (loi de I'offre et la demande)

Prix de combustibles Sy (CO2 compris)

Browniens géométriques cointégrés : dS; = =S;dt + L S;dW;
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Algorithme pour commutation optimale
000000080000

Application aux investissements en centrales électriques

Fonction objectif

¢ GW de nouvelle centrale de type j
Coilit k(¢) = kr +( X Kp

Production O = min (production maximale, demande restante)

Revenu <Pt — gt)Jr — Km

Gain total fooo e Ps <Os (Ps = §S)+ — /@m) ds — k()

Fonction objectif

v(t,x,i)=sup E Z/e ps( P SJ) lif)ds—Ze pT"nf CJ

atA; Tt
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Algorithme pour commutation optimale
000000008000

Exemple numérique

2 technologies

technologie de “base” S& = 40€/MWh, vol.5%,
I = 67GW, k1 = 2.0010°€/GW

technologie de “pointe” Sg = 80€/MWh, vol.15%,
I} = 33GW, K2 = 0.2410°€/GW

St2 — 25t1 stationnaire, Dy = 70GW

Parameétres numériques

T = 40 ans (+20 ans pour les valeurs terminales)

h =1/730 (2 points par jour), investissements 1 fois par an
b = 2 = 64 fonctions de base, linéaire par morceaux

M = 5000 trajectoires de Monte Carlo
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Algorithme pour commutation optimale
000000000800

Parc installé final

POINTE (nombre de GW de nouvelles centrales)

Prix du combu-
stible de pointe
€/MWh

200

8\100@
*
L
a
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@
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@

N W B n
L]
°

(=]

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
BASE (nombre de GW de nouvelles centrales)
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Algorithme pour commutation optimale
000000000080

Distribution du prix d'électricité

Evolution tem porelle

Prix d’électricité (en Euro)

200
10%
20%
150 30%
40%
50%
100
60%
70%
90%
0 99%
5 10 15 20 25 30 35 40 Ensemble d’
Années  isoprobabilité
minimal
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Algorithme pour commutation optimale
000000000080

Distribution du prix d'électricité

Evolution temporelle (choisies optimalement)

Prix d’électricité (en Euro)

200
10%

20%
150 30%
40%
50%

100
\‘ 60%

‘ 70%
90%

0 || 99%
5 10 15 20 25 30 35 40  Ensemble o’

Années  isoprobabilité
minimal
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Algorithme pour commutation optimale
00000000000e

Résumé (2/3)

m Algorithme probabiliste pour la commutation optimale

= Efficace en nombre d'opération et en consommation mémoire
(algorithme de réduction de mémoire)

= Utilisable en grande dimension

— Etude théorique compléte (vitesse de convergence)

m Application aux investissements en
centrales électriques

= Pour chaque type de centrale, fournit le nombre de GW a
installer chaque année, en fonction des aléas

= Peut étre utilisé pour calculer les subventions nécessaires
pour les énergies renouvelables
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Algorithme pour HJB non-linéaire

Un algorithme numérique pour la résolution des équations de
HJB totalement non-linéaires via EDSRs a sauts négatifs
avec |. Kharroubi et H. Pham
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Algorithme pour HJB non-linéaire
©000000000000

Problemes de controle stochastique généraux

avec controle du générateur f ET de la dérive b ET de la volatilité o

Formulation

dX2 = b(XC, o) ds + o (X2, ) dW,

i
v (£.x) = sup Bt~ U F(X 00)ds + g (x;)}
acA t

Equation de HJB totalement non-linéaire

1
T e

v(T,x)=g(x) ,xeR? sur [0,T) x RY

v

Probleme : Comment simuler le processus controlé?
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0®00000000000

Représentation probabiliste (1/3)

Randomisation du contrdle

Mesure aléatoire de Poisson pa (dt,da) sur Ry x A, L W
associée au processus ponctuel marqué | <+ (7;,¢;); , a valeurs dans A

/t:C,', T < t < Tip1
Probleme randomisé non controlé

dXs = b(Xs, Is) ds + o (Xs, Is) dW;

v (t,x,a) = Et2 [/tT f(Xs,1Is)ds +g(XT)]

EDSR linéaire

Ye=g(X7)+ / ' (X ) s — / Zedw, / T/AUS (a) fia (ds, da)

t

Yt —~ Vv (t, Xt7 /t)
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Algorithme pour HJB non-linéaire
00®0000000000

Représentation probabiliste (2/3)

Contrainte sur les sauts

Ut (a) = v (t, Xe,a) — v (£, Xe, I-)

Comment retomber sur I'équation de HJB initiale ?
= Ajouter la contrainte U (a) <0 V(t,a)!

EDSR a sauts négatifs
Solution minimale (Y, Z, U, K) de

T T
Y =g (X7) + / f(Xs,ls,Ys,Z)ds—/ ZsdW
t
+ K1 — Ky — // a)jia(ds,da) ,0<t<T

sous la contrainte U; (a) <0 V(t,a)

26 / 37
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Algorithme pour HJB non-linéaire
000®000000000

Représentation probabiliste (3/3)

Lien avec les équations de HJB totalement non-linéaires

(X, 1) markovien = 3v = v (t,x,a) s.t. Yy = v (t, X¢, It)

Lemme clé

v = v (t,x, a) ne dépend pas de a!
— v =v(tx)

Théoreme

v = v (t, x) est solution de I'équation de HJB
v 1 T 2 I
—+sup b(x,a).DXv—l—ftr<cra(x,a)DXv)—l—f(x,a,y,a(x,a).DXv) =0
81‘ acA 2

v(T,x)=g(x) ,xeR? sur [0,7) x R?

Preuve : cf. [Kharroubi, Pham, 2012]

Remarque : Aucune hypothese d’ellipticité uniforme n'est nécessaire !
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0000®00000000

Schéma numérique

Ut (a) = V(t,Xt,a) — V(t,Xt, ltf) < 0 V(t, 3)

= Vv (t,Xt, ltf) Z SupaEA V(t,Xt, a)
= Minimal solution v (t, X¢, li—) = sup,ca v (t, X¢, @)
V(t,Xt, /t) — V(t,Xt, It_) — Kt — Kt_
Schéma numérique rétrograde
Ynv =g (Xn)
Z: = E [Y,-HAW,T} /At
Vi =E;i[Yit1 + £ (X, lj, Yita, Zi) At]
Yi =ess sup Ej 4 [Vi]

A€EA;

ou E,"A [] = E[ |Xi, li = A]

Nicolas Langrené
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0000080000000

Erreur de discrétisation

Vitesse de convegence

Hypotheses supplémentaires
m b et o bornés
m f =1 (x,a,y) convexe en y
m f(.,.,0) et g bornés

Théoreme

ClAtfs  sif=f(x,a)

0 < v (t,x)—vA(t, x,a) <
(8,x) (£,x,2) C]At|% sinon
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Algorithme pour HJB non-linéaire
000000®000000

Implémentation

Calcul des espérances conditionnelles

Encore une fois, choix de la régression empirique :

= simple, rapide

= fournit un estimateur paramétrique du contrdle optimal
Approximation (rappel)

E[U|F,]=arg inf E [(v - U)ﬂ

VeL(F; ,P)

ou S C L(ftl.,]P)
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0000000e00000

Intervalle de confiance empirique

1" algorithme (“Tsitsiklis - van Roy”)
Yv=g(Xn)
Vi=E; {\A/iﬂ + i (Xi, ) At}
Y= ASéJE‘i Eia [j),}
Biais positif (modulo erreur de Monte Carlo & biais de régression)

V.

2°me algorithme (“Longstaff - Schwartz”)

& = arg sup E; 4 {j),}
AEA;

Xiy1 = b(X;, &) At + o(X;, &) AW,

M N
U (to, x0) = — lz F(Xis1, &) At + g(Xn)
i=1

m=1

Biais négatif (modulo erreur de Monte Carlo)
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0000000080000

Application

Modele a volatilité incertaine et/ou corrélation incertaine

Modele avec 2 actifs
dS! = o;SidWi | i=1,2
(dW}, dW?) = pdt
0 € [0min, Omax| aléatoire, incertain

0 € [Pmin, Pmax] aléatoire, incertain

Prix de sur-réplication d'une option
® = &(T,S S%) a I'échéance
Q= {QH (UlQa 02Q7 Q) a valeurs dans [Jmina Jmax]2 X [pmim pmax]}

P = supEQ [&(T,S%, 52)] , Po = inf E? [&(T, Sk, 52
0 @e?) [ ( T T)] 0 0o [ ( T T)]
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0000000008000

Différence d'options sur écart S; (T) — S, (T)
$(0)=50,Ki=-5,K=5,T =025, 01 = 0.4, oo = 0.3, p incertaine

® = (S1(T) = S2(T) — K1)" — (S1(T)—Sz(T) — K2)”

Base de fonctions de régression

¢ (t,s1,52,p) = (Koa— K1) xS(Bo+B151+ B252+ B3p+Bapsi + Bs ps2)
S(x) =1/(1+exp(—x))

= Contrdle optimal de type bang-bang
P (t,51,%) = argmax o (t, 51,2, p) = Pmax st f3+Pasi+552 > 0

= Pmin Sinon
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0000000000800

Différence d'options sur écart S; (T) — S, (T)
$(0)=50,Ki=-5,K=5,T =025, 01 = 0.4, oo = 0.3, p incertaine

Prix de 'option (S_(T)-S

1

o

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

O = N W » O O N 0 © =

Intervalle de ~19 -10 =5 0 5 10 15 20 25
corrélation (+-) Différence initiale S 1(O)—Sz(O)
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0000000000080

Différence de surperformeurs (So(T)—Ki1S1(T)) " —(S2(T)—K25:(T)) "
Si(0)=100, K1=09, K, =11, T =1, o; incertaines € [0.1,0.2] , p = —0.5

Estimation du prix de sur—réplication : 1°" algorithme (TVR +) At

12.0
1/128
118
1/64
116
14 I 132
1.2 116
11.0
1/8
10.8 L]
16 17 18 19 20 21

log,(M)
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Algorithme pour HJB non-linéaire
0000000000080

Différence de surperformeurs (So(T)—Ki1S1(T)) " —(S2(T)—K25:(T)) "
Si(0)=100, K1=09, K, =11, T =1, o; incertaines € [0.1,0.2] , p = —0.5

Estimation du prix de sur—réplication : 2°™ algorithme (LS -) At

12.0

1/128
11.8

1/64
11.6
11.4 132
11.2%487*%@ e
11.0

1/8
10.8 L

16 17 18 19 20 21

log,(M)
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Algorithme pour HJB non-linéaire
000000000000e

Résumé (3/3)

m Algorithme probabiliste pour problemes généraux de
contrdle stochastique (plus généralement, pour les EDSR
contraintes / HJB totalement nonlinéaire)

= Facile a utiliser, efficace, adapté a la grande dimension

= Etude théorique de I'erreur de discrétisation (vitesse)

m Application a la sur-réplication d'option sous
volatilités/corrélations incertaines

m Extensions de |'approche probabiliste par
randomisation/optimisation

= Aux jeux stochastiques (équations de HJB-Isaacs)

= Aux jeux a champs moyens
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