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CHAPITRE 1

Introduction générale

Cette thése traite de la modélisation et de I’approximation numérique des écoulements
gaz-liquide compressibles. La difficulté essentielle réside dans la modélisation et I’approxi-
mation de l'interface liquide-gaz. Schématiquement, deux types de méthodes permettent
I’étude de la dynamique de I'interface : ’approche eulérienne, aussi dite de capture de front
("front capturing method") et ’approche lagrangienne, de suivi de front ("front tracking
method"). Nos travaux sont plutdt basés sur la méthode de capture de front.

Le modéle bifluide est constitué d’un systéme de lois de conservation du premier ordre
traduisant le bilan de masse, de quantité de mouvement et d’énergie du systéme physique.
Ce systéme doit étre fermé par une loi de pression du mélange gaz-liquide pour que sa réso-
lution soit possible. Cette loi de comportement doit étre choisie soigneusement, puisqu’elle
conditionne les bonnes propriétés du systéme comme 'hyperbolicité ou 'existence d’une
entropie de Lax. Les méthodes d’approximation doivent permettre de traduire au niveau
discret ces propriétés.

Les schémas conservatifs classiques de type Godunov peuvent étre appliqués au modéle
bifluide. Ils conduisent cependant & des imprécisions qui les rendent inutilisables en pra-
tique. Ces phénoménes ont été largement étudiés : par exemple par Karni [78], Saurel et
Abgrall [103], Barberon et al. [II], Chalons et Coquel [30], Kokh et Lagoutiére [82], etc.

Enfin, I'existence de solutions discontinues rend difficile la construction de schémas
d’ordre élevé. La structure complexe des solutions nécessite alors des maillages trés fins pour
une précision acceptable. Il est donc indispensable de proposer des algorithmes performants
pour les calculateurs paralléles les plus récents.

Au cours de cette thése, nous allons aborder partiellement chacune de ces probléma-
tiques : construction d’une "bonne" loi de pression, construction de schémas numériques
adaptés, programmation sur calculateur massivement multicoeur.

Le plan de ce mémoire est le suivant.

Modéle mathématique

Les systémes d’équations que nous souhaitons approcher numériquement se mettent
tous sous la forme

aW + VE(W) =0, (1.1)

ou W(z,t) € R™ est I'inconnue dépendant de la variable d’espace x et du temps ¢ :

W R xRt = Q
(z,t) = W(z,t).



La fonction F': 2 — R™ est le flux. Le domaine €2 désigne ’espace des états admissibles, ou
espace des phases, inclus dans R™ sur lequel le systéme est hyperbolique. Le modéle
bifluide entre dans ce cadre. Il est constitué des équations d’Euler pour le mélange bifluide.
Une inconnue supplémentaire, la fonction de couleur ¢, est introduite pour localiser le
liquide et le gaz. La pression du fluide dépend de cette variable, de sorte que les phases
liquide et gazeuse soient respectivement décrites par une loi de gaz raide et une loi de gaz
parfait. La variable de couleur est transportée par le fluide et permet le suivi de 'interface
gaz-liquide.

Avec cette loi d’état, pourtant trés naturelle, nous montrerons que I'espace des phases
Q n’est pas convexe. Chalons et Goatin [32] avaient constaté le méme phénomeéne pour un
modéle de trafic routier présentant certaines similitudes avec des modéles de changement
de phase.

Nous pouvons tout de méme définir la solution entropique du probléme de Riemann. Le
probléme de Riemann associé au systéme monodimensionnel admet toujours une solu-
tion entropique pour des fluides suivant la loi des gaz raides, quitte & autoriser ’apparition
du vide.

Nous nous intéresserons ensuite & la résolution numérique du systéme. L’utilisation
d’une approche eulérienne conservative de capture d’interface engendre ’apparition d’os-
cillations sur la vitesse et la pression a l'interface gaz-liquide. De plus, du fait de la non-
convexité de l’espace des phases €2, nous serons confrontés & des problémes de stabilité
numérique pour le schéma de Godunov.

Ces derniéres années, de nombreux efforts ont été faits pour améliorer la précision des
schémas eulériens pour le bifluide. Nous rappellerons deux méthodes efficaces pour éliminer
les oscillations de pression a linterface : le schéma de Saurel-Abgrall [103], basée sur une
résolution non conservative de la fonction de couleur, la méthode « Ghost Fluid » [50], [2],
qui permet de se ramener a la résolution de problémes de Riemann monofluide. Cependant,
nous montrerons que ces deux schémas numériques, méme s’ils résolvent le phénomeéne
des « oscillations » a l'interface, n’améliorent pas la stabilité numérique dans certains cas
extrémes. Nous pouvons construire des exemples conduisant & la perte d’hyperbolicité de
la solution numérique aprés seulement une itération.

Entropie d’un mélange immiscible

Muni d’une loi de gaz raides, le systéme admet donc un domaine d’hyperbolicité
Q) non convexe. Il en résulte des problémes de stabilité pour les différents schémas eulériens
classiques (schéma de Godunov, schéma de Saurel-Abgrall et schéma « Ghost Fluid »), car
ces schémas numériques peuvent fournir une solution en dehors du domaine d’hyperbolicité
aprés seulement une itération. Dans ce chapitre, nous montrerons qu’il est possible, en se
basant sur des arguments physiques, de construire une loi de pression du mélange liquide-
gaz avec domaine d’hyperbolicité convexe. En utilisant cette loi de pression, les schémas
de type Godunov conservatifs classiques redeviennent stables.

Pour construire la loi d’état du mélange, nous considérons d’abord les fonctions entropie
de chaque phase, liquide ou gaz [26]. D’aprés les principes fondamentaux de la thermody-
namique, l’entropie du mélange hors équilibre est la somme des entropies de chaque phase.
A Téquilibre, I'entropie du mélange tend vers un maximum. Cette construction est utilisée
par exemple par Mathis [91], Helluy et Seguin dans [74] ou par Faccanoni [4, 48] pour
traiter la transition de phase. Dans ce chapitre, nous reprenons cette approche pour les
mélanges sans transition de phase.

Pour le cas particulier des gaz raides, nous expliciterons ’entropie du mélange. Par



construction, cette entropie est convexe sur un domaine convexe. Nous en déduirons une
entropie de Lax pour les équations d’Euler bifluides. Du théoréme de Mock, nous dédui-
rons alors I’hyperbolicité du systéme d’équations sur un espace des phases convexe. Nous
pouvons expliciter la loi de pression découlant de cette construction.

Cette loi de pression est plus compliquée que la loi des gaz raides. Elle peut permettre
de modéliser de fagon assez réaliste le phénoméne de cavitation : en cas de forte détente, la
pression devient identiquement nulle (gaz sans pression). Muni de cette loi de pression le
schéma de Godunov préservera le domaine d’hyperbolicité. Cependant, cette loi de pression
n’élimine pas le phénoméne d’oscillations sur la vitesse et la pression a l'interface des deux
fluides. Par ailleurs, la dégénérescence vers un modéle de gaz sans pression dans certains
cas peut conduire a des difficultés numériques supplémentaires. Pour ces raisons, nous
avons préféré conserver la loi des gaz raides et plutét construire des méthodes numériques
qui préserve le domaine d’hyperbolicité non convexe. Chalons et Goatin ont proposé dans
[32] une méthode numérique permettant de traiter dans un modele de trafic routier la
non convexité du domaine d’hyperbolicité. Cette méthode est basée sur un échantillonnage
aléatoire a l'interface. Voir aussi [115] pour un travail plus ancien basé sur ce type d’idées.
Nous adapterons cette méthode au cas des écoulements bifluides.

Schéma ALE-projection et solveur de relaxation pour les écou-
lements bifluides compressibles en dimension un

Dans ce chapitre, nous allons supposer que le gaz (¢ = 1) et le liquide (¢ = 0) suivent
respectivement une loi de pression de gaz parfait et une loi de gaz raide et nous présenterons
une méthode numérique permettant d’éviter d’avoir a traiter une zone de mélange (0 < ¢ <
1). En coordonnées lagrangiennes, I'interface est immobile. Certains schémas lagrangiens
permettent donc de ne pas diffuser la fonction de couleur. Ces schémas sont cependant de
portée limitée car sur les temps longs ils induisent des déformations trop importantes du
maillage.

La famille des schémas Lagrange-projection [82] 144, 45|, 30, [80] permet de s’affranchir
des ces déformations trop importantes en revenant périodiquement au cours du calcul sur le
maillage eulérien, grace a une projection. Les schémas Lagrange-projection se décomposent
en deux étapes : dans la premiére nous résolvons le systéme d’équations sur un maillage
mobile et dans la deuxiéme nous effectuons une projection pour nous ramener au maillage
de départ.

En fait, nous présenterons une classe plus générale que la classe des schémas Lagrange-
projection : les schémas Arbitraire Lagrangien Eulérien (ALE)-projection, qui permettront
d’alterner une approche lagrangienne ou une approche eulérienne selon que la cellule soit
située a l'interface gaz-liquide ou dans une phase pure.

Nous montrerons que I’étape ALE préserve le domaine d’hyperbolicité non convexe, ne
diffuse pas la fonction de couleur et ne déclenche pas d’oscillations de pression & l'interface.

Avec un solveur de Riemann adapté, cette étape est aussi entropique. Afin d’accélérer
les calculs, nous remplacons le solveur de Riemann exact par un solveur de relaxation
positif et entropique.



Projection et schéma numérique aléatoire pour les écoulements
bifluides compressibles en dimension un

Dans ce chapitre, nous étudierons I’étape de projection II du schéma ALE-projection.
Nous introduirons les propriétés qu’une projection II devrait idéalement satisfaire : consis-
tance, stabilité, inégalité entropique, préservation des états & vitesse et pression constantes.
Nous présenterons quatre types de projection : la projection conservative, la projection aléa-
toire, la projection mixte [32] (alternant les deux précédentes approches suivant la position
de la cellule par rapport a l'interface liquide-gaz) et une projection non conservative sur .
Nous décrirons les propriétés mathématiques de chacune d’elles. Nous expliciterons ensuite
les propriétés du schéma ALE-projection couplant I’étape ALE décrite au Chapitre[d] et les
projections précédemment décrites. Nous constaterons que le schéma ALE-projection mixte
a de trés bonnes propriétés : il préserve le domaine d’hyperbolicité sans diffuser la fonction
de couleur, il préserve une vitesse et une pression constantes a 'interface liquide-gaz, il est
conservatif et satisfait une inégalité entropique en moyenne.

Nous effectuerons ensuite différents tests numériques, le premier justifiera le choix de
projection. Le second permettra de comparer la précision du solveur de relaxation a celle du
solveur exact. Le dernier comparera les résultats obtenus avec nos schémas ALE-projection
a ceux obtenus avec les algorithmes de Saurel et Abgrall et I'algorithme « Single Fluid »
d’Abgrall-Karni, tous deux présentés dans le Chapitre [2]

Schéma ALE-projection aléatoire et schéma équilibre pour la
simulation d’écoulements bifluides compressibles en coordon-
nées sphériques

Dans ce chapitre, il s’agit de modéliser 1’évolution d’une bulle sphérique de gaz immer-
gée dans un liquide au cours du temps. Nous considérons une bulle de gaz initialement
dilatée, dans un liquide. La pression dans la bulle est supposée trés faible. Par conséquent,
le rayon de la bulle va avoir tendance a diminuer. Aprés plusieurs oscillations, la bulle
atteint un rayon d’équilibre. Nous nous intéressons a la phase transitoire, c’est-a-dire a
la position de l'interface liquide-gaz au cours du temps. Introduite par Rayleigh en 1917,
I’équation de Rayleigh-Plesset décrit la dynamique d’une bulle sphérique de gaz dans un
liquide. Le modéle de Keller-Miksis [79], que nous détaillerons, en est une généralisation. Il
s’agit d’un modéle simplifié, qui permettra de valider qualitativement notre modélisation.

Nous étudierons par la suite le phénoméne a I’aide d’un modéle compressible bifluide.
Nous utiliserons une modélisation monodimensionnelle avec un terme source provenant
de la géométrie sphérique. Malgré son aspect anodin, ce modéle s’avére particuliérement
délicat & simuler numériquement. Le calcul, qui est presque monodimensionnel puisque
nous avons supposé la symétrie sphérique, peut durer plusieurs jours sur un ordinateur de
bureau actuel. Il est de plus nécessaire de traiter soigneusement l'interface, faute de quoi
le calcul est peu précis, voire instable. Le modéle complet peut se mettre sous la forme

O (AW) + 8,(AF(W)) = S(W)d, A.

Les termes sources sont issus de la formulation en coordonnées sphériques. La fonction A
étant une fonction connue, dépendant uniquement du rayon r, nous souhaitons adapter
l'algorithme « ALE-projection mixte » décrit dans les Chapitres [d] et [5] Nous proposerons
deux schémas numériques qui correspondent & deux moyens différents de traiter le terme
source du systéme d’équations. Nous testerons les deux algorithmes sur le cas d’'une bulle



faiblement dilatée et le cas d’une bulle fortement dilatée & l'instant initial. Le deuxiéme
cas est nettement plus difficile & traiter. Il correspond & étudier I'implosion d’une bulle de
cavitation créée par une impulsion laser. La pression initiale & l'intérieur de la bulle est
quasiment nulle. Ces deux schémas numériques fournissent de bons résultats sur 1’évolu-
tion du rayon de la bulle au cours du temps. Cependant, avec cette approche la pression
numérique n’est pas continue & l'interface de la bulle.

Nous introduirons alors une nouvelle approche, dite "équilibre" ou "well balanced",
basée sur les travaux de Greenberg et Leroux [62] et consistant a traiter la variable A
comme une inconnue artificielle du systéme, satisfaisant

OA=0.

Cette équation rajoute une onde stationnaire dans la résolution du probléme de Riemann.
L’idée est donc de déplacer le maillage uniquement au niveau de l'interface de la bulle
de maniére & améliorer la résolution de l'interface liquide-gaz et & utiliser une approche
équilibre dans les phases pures. Nous obtiendrons alors un schéma ALE-projection équilibré
qui permettra de ne pas diffuser I'interface de la bulle, de préserver une pression et une
vitesse continues & l'interface de la bulle et de préserver les solutions stationnaires. Nous
testerons également cette approche sur le cas d’une bulle faiblement comprimée et d’une
bulle fortement comprimée.

Calcul d’écoulements bifluides compressibles bidimensionnels
sur GPU

Dans les Chapitres[et 5] nous avons construit un schéma numeérique monodimensionnel
préservant le domaine d’hyperbolicité, préservant une vitesse u et une pression p continues
a l'interface des deux fluides, n’introduisant aucune diffusion numérique sur la fraction de
masse ¢, satisfaisant une condition d’entropie et étant conservatif en moyenne.

Dans ce chapitre, nous allons étendre la méthode & la dimension deux grace & un
"splitting" directionnel. Cette approche n’a jamais été utilisée auparavant, sans doute a
la suite des travaux de Colella [38, 89], qui montre que le splitting directionnel appliqué
a la méthode de Glimm conduit & des instabilités. Si cela fonctionne dans notre cas, c’est
parce que la méthode de Glimm n’est appliquée qu’a l'interface, sur un champ linéairement
dégénéré

En géométrie bidimensionnelle, le systéme a 5 variables et les calculs peuvent étre
lourds. Nous avons donc programmé le code en langage OpenCL (« Open Computing
Language ») afin de pouvoir l'exécuter soit sur une carte graphique (ou GPU pour «
Graphics Processing Unit » ), soit sur un CPU (« Central Processing Unit ») multicceur de
fagon a réduire le temps de calcul. Le schéma de volumes finis et la projection sont trés bien
adaptés a ce type de parallélisation. Nous privilégierons le solveur de relaxation par rapport
au solveur exact. En effet, avec le solveur de relaxation, les flux numériques s’expriment
explicitement en fonction des états gauche Wy et droit Wg tandis que le solveur exact
nécessite de résoudre une équation non linéaire, ce qui est nettement plus couteux.

Nous effectuerons tout d’abord des tests numériques permettant de valider le couplage
entre le splitting directionnel et la projection aléatoire. Nous nous intéresserons par la
suite & des exemples physiques. Le premier test consistera & envoyer une onde de choc
dans de lair sur une gouttelette de réfrigérant R22 et dans le second test nous étudierons
I'interaction d’une onde de choc se propageant dans le liquide avec une bulle de gaz.



Dimension deux multi-GPUs

Dans le Chapitre [7], nous avons construit un code bidimensionnel permettant d’étudier
des écoulements bifluides compressibles. Le code est trés efficace sur GPU. Le facteur
limitant est la mémoire d’'un GPU. En effet, méme pour des maillages saturant la mémoire
du GPU (de l'ordre de 5000 x 2000), le calcul ne prend que quelques heures. Afin de pouvoir
envisager d’effectuer des calculs sur des maillages plus fins, nous allons donc coupler la
parallélisation sur GPU, utilisant OpenCL, & une parallélisation par sous-domaine, qui
utilise le standard MPI (Message Passing Interface) de maniére a pouvoir exécuter le code
sur plusieurs GPUs en méme temps.

Nous reprendrons le cas de I'interaction entre une onde de choc se propageant dans de
lair et une bulle de réfrigérant R22 et le cas d’interaction choc-bulle du Chapitre [7] sur des
maillages nettement plus fins qu’au chapitre précédent. La finesse des maillages permettra
de mieux visualiser certains phénoménes physiques.

Publications et communications

Les travaux que nous détaillons dans ce manuscrit ont été présentés a plusieurs confé-
rences internationales et ont fait I’objet de publications.

Publications dans des revues internationales & comité de lecture

— L’aspect numérique des travaux des chapitres [4] et [5] présentant un schéma nu-
mérique ALE-projection aléatoire et utilisant le solveur de Riemann exact, a été
présenté au congrés 7" DFG-CNRS Workshop et a été publié sous la référence :

Mathieu Bachmann, Philippe Helluy, Jonathan Jung, Héléne Mathis and Sieggried
Miiller, Random Sampling Remap For Compressible Two-Phase Flows, Computers
and Fluids, 86, 275-283, 2013.

— Le solveur de relaxation présenté au Chapitre 4], I’extension & la dimension deux par
la méthode de splitting directionnel et la méthode d’implémentation sur GPU du
Chapitre [7] ont été présentés au congrés CANUM 2012, au congrés 8" DFG-CNRS
Workshop et au congrés SMAI 2013 et ont été publiés sous la référence :

Philippe Helluy and Jonathan Jung, OpenCL simulations of two-fluid compressible
flows with a random choice method, IJFV International Journal On Finite Volumes,
10, 1-38, 2013.

Proceedings 4 comité de lecture

— Les travaux du Chapitre[6] présentant une méthode well-balanced permettant d’étu-
dier le comportement d’une bulle sphérique de gaz dans une phase liquide ont été
présentés au congrés Finite Volumes for Complex Applications VI, au congrés SMAIT
2011 et au congrés Multimat 2011 et ont été publiés dans les actes de ces congreés
sous les références :

— Philippe Helluy and Jonathan Jung, A Coupled Well-Balanced And Random
Sampling Scheme For Computing Bubble Oscillation, ESAIM Proc, CANUM
2011, Vol. 35, p. 245-250, March 2012.



— Philippe Helluy and Jonathan Jung, A well-balanced scheme for two-fluids flows
in variable cross-section ducts, Springer, FVCA VI, Finite Volumes for Complex
Applications VI Problems and Perspectives : Fvca 6, International Symposium,
Vol. 1, Prague, June 6-10, 2011.

Activités diverses

— Participation au projet DICO au CEMRACS & Luminy en 2011.
Le projet était financé par Bosch pour I'application aux écoulements a travers un
injecteur de voiture. Nous devions trouver un modéle mathématiques permettant
d’effectuer le couplage entre les équations d’Euler barotropes en dimension trois et
en dimensionun. La dépression a l'intérieure de 'injecteur fait apparaitre des bulles
de cavitation, le couplage devait alors résister aux fortes détentes. Les travaux ont
été publiés sous la référence :

Martina Deininger, Jonathan Jung, Romuald Skoda, Philippe Helluy, Claus-Dieter
Munz, Fvaluation Of Interface Models For 3D-1D Coupling Of Compressible Fuler
Methods For The Application On Cavitating Flows, ESAIM Proc, CEMRACS 2011,
Vol. 38, p. 298-318, December 2012.

— Participation au projet GOCAD a la SEME 2013 & Nancy.

Le projet était financé par le Consortium Gocad et consistait a reconstruire les
différentes couches géologiques du sol connaissant I'appartenance de certains points
a une couche et l'orientation des couches dans certaines zones (ces données viennent
des différents forages réalisés). On peut considérer les couches géologiques comme les
équipotentielles d’un champ scalaire T'. On connait alors la valeur de T" en certains
points et le gradient de T' en d’autres points. Nous avons construit un modéle qui,
a partir d’'une couche donnée (la couche a la surface), permettait de reconstruire
les différentes couches du sol en faisant intervenir les données connues sur 1 et
VT. Notons que cette approche conduisait a la résolution d’une équation de type
Hamilton-Jacobi.






CHAPITRE 2

Modéle mathématique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons le systéme d’équation permettant d’étudier des
écoulements compressibles de type liquide-gaz. Nous nous restreignons au cas ot la transi-
tion de phase peut étre négligée. Il n’y aura pas de transfert de masse entre le liquide et le
gaz. Chaque fluide doit étre modélisé par une loi de pression adaptée & son comportement
thermodynamique. Le gaz est décrit par une loi de gaz parfait. Pour le liquide, nous choi-
sissons une loi de gaz raide, qui est relativement réaliste, tout en restant simple d’emploi.
Bien que les deux fluides ne se mélangent pas, nous introduisons au niveau numeérique
un modéle de mélange. Le milieu est alors modélisé par le systéme des équations d’Euler
compressibles bifluides.

Nous commencons par étudier les propriétés mathématiques de ce modéle bifluide. Nous
constaterons que le systéme posséde en général un domaine d’hyperbolicité non convexe.
S’il est connu que le domaine d’hyperbolicité associé a une loi de gaz parfait est convexe,
ce n'est plus le cas pour le systéme bifluide avec lois de gaz raide. A notre connaissance
ce phénomeéne n’avait jamais été illustré dans la littérature. Cela aura une répercussion
catastrophique sur la stabilité des schémas numériques.

Nous verrons que méme si le domaine d’hyperbolicité n’est pas convexe, nous pouvons
calculer la solution exacte globale du probléme de Riemann et nous ’expliciterons.

La plupart des schémas eulériens conservatifs, dont le schéma de Godunov, donnent de
trés mauvais résultats a U'interface des deux fluides [12} [T, [78]. Ce manque de précision est
appelé « oscillation de pression » par certains auteurs et n’est pas lié & la non convexité
du domaine d’hyperbolicité. En dehors du manque de précision a l'interface des deux
fluides, se pose un réel probléme de stabilité. En effet, du fait de la non-convexité du
domaine d’hyperbolicité, le schéma de Godunov peut conduire & des états n’appartenant
pas au domaine d’hyperbolicité et pour lesquels nous ne savons pas résoudre le probléme
de Riemann. Le schéma de Godunov est alors stoppé a cet instant et nous ne pouvons pas
calculer la solution a un instant ultérieur. Il est possible de construire des exemples ou le
schéma de Godunov est inutilisable.

Ces derniéres années, de nombreux efforts ont été faits pour améliorer la précision des
schémas eulériens. Nous rappellerons les principes de deux méthodes classiques pour nous
affranchir des imprécisions a U'interface. La méthode de Saurel-Abgrall [I03] est basée sur
un choix particulier de la loi de mélange numérique et un transport non conservatif de la
fraction de masse de gaz. La méthode « Single Fluid » d’Abgrall-Karni [2] s’inspire de la
méthode « Ghost Fluid » de Fetkiw [50]. Elle permet également de résoudre le probléme
des « oscillations » & l'interface. Cependant, nous montrerons que ces deux schémas numé-
riques, méme s’ils résolvent le phénoméne des « oscillations » a 'interface, n’améliorent pas



2.2. Les équations de conservation

significativement la stabilité numérique. Nous pouvons construire des exemples conduisant
a la perte d’hyperbolicité de la solution numérique aprés seulement une itération.

2.2 Les équations de conservation

Nous nous intéressons a la modélisation numérique d’un écoulement bifluide de type
eau-air. Le mélange des deux fluides est considéré comme un milieu continu et les deux
phases sont supposées compressibles.

Nous choisissons de décrire le milieu continu par les variables macroscopiques que sont
la masse volumique p, le vecteur vitesse (u,v) et I’énergie totale E, dépendant des deux
variables d’espace x et y et du temps ¢ > 0. En négligeant les effets de dissipation thermique
et visqueux, et la gravité, nous obtenons les équations d’Euler bidimensionnelles

0u(p) + Oupu) + By (pv) = 0, (2.1)

i (pu) + 9, (pu® + p) + 9y (puv) =0, (2:2)

i (pv) + Bz (puv) + 9y (pv* + p) = 0, (23)

O (pE) + 0z ((pE + p)u) + 9y (pE + p)v) =0. (2.4)

L’évolution dynamique du fluide obéit aux principes de conservation de la masse (2.1)), de

la quantité de mouvement (2.2))-(2.3)) et de I’énergie totale ([2.4]).

Afin de localiser I'interface entre les deux fluides nous introduisons la fraction de gaz
©, qui est aussi la fonction indicatrice du domaine occupé par le gaz

1, si (z,y) est dans le domaine occupé par le gaz

p(z,y,t=0) = { (2.5)

0, si (z,y) est dans le domaine occupé par le liquide.

L’interface, se déplagant a la vitesse du fluide, la quantité ¢ satisfait I’équation de transport
Orp + u0zp + voyp = 0. (2.6)

Cette équation est équivalente a I’équation de conservation de la masse de gaz

9 (pp) + Oz (pup) + 9y(pvy) = 0. (2.7)

Cette derniére équation assure qu’il n’y a pas de transfert de masse entre le liquide et le
gaz.

Remarquons que nous pouvons écrire le systéme 1’1’ sous forme vectorielle
conservative

oW + 0, F(W) 4+ 0,G(W) = 0, (2.8)
ou
W = (p, pu, pv, pE, pp) ",
et
T
FW) = (pu, pu’ + p, puv, (pE + p) u, pugp) ) (2.9)
T
GW) = (pv, puv, pv* + p, (pE +p) v, pv«p) . (2.10)

Le systéme (2.8 est constitué de cing équations et fait intervenir les six inconnues

(p, u, v, E, ¢, p).

Une relation supplémentaire est alors nécessaire pour clore le systéme. Il est naturel de
supposer que la pression p s’écrit sous la forme

p=p(W).
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2.3. Hyperbolicité

Remarque 2.2.1. L’invariance galiléenne des équations d’Euler [43, 59/, a savoir que le
systeme @) s’écrit encore sous cette forme dans tout repére en translation uniforme par
rapport au repére d’origine, implique que la loi de pression est de la forme

p=p(p;pe,pp),
ol ) )
(pu)” + (pv)
2p ’
La Remarque implique que la pression p est, pour chaque fluide, fonction de la
masse volumique p et de ’énergie interne e, définie par

pe = pkE —

u? + v?
5
La pression p peut donc se mettre sous la forme

e=F—

p=p(p,e ).

Dans cette thése, nous supposerons la plupart du temps que la pression suit une loi de
gaz raide

p(pe,0) = (v (9) = 1) pe =7 (¥) Poo (), (2.11)
ol v et P sont des fonctions de la fraction de gaz ¢, et satisfont
Y(p) > 1,
Poo() € R.

Remarque 2.2.2. Remarquons que dans l’expression , les coefficients v et pso e
dépendent que de la variable p. Si les coefficients v et poo dépendent également des autres
variables thermodynamiques, nous dirons que la pression p ne suit pas une lot de gaz raide.

Cette forme de loi d’état est qualitativement et quantitativement acceptable pour mo-
déliser un gaz ou un liquide. Notons que si le gaz est de lair, il est classique de prendre
v = 1.4 et Poo,gaz = 0. Nous retrouvons alors une loi de gaz parfait. Pour de I'eau liquide,
nous pouvons prendre v = 4.4 et Poo 1ig = 6 x 10% Pa [103).

Comme & l'instant initial la fraction de gaz ¢ ne prend que les valeurs 0 et 1 et
comme ¢ satisfait I’équation de transport , pour tout temps t > 0, nous en déduisons
que ¢(x,y,t) prend uniquement les deux valeurs 0 ou 1. Cependant, les schémas numériques
classiques introduisent généralement une diffusion numérique artificielle sur la fraction de
gaz qui peut conduire & des valeurs 1 > ¢ > 0. Nous avons alors besoin de définir les
paramétres de la loi de pression pour le mélange. Nous verrons plus en détail dans la
Section [2.8.1] comment définir ces paramétres dans la zone de mélange.

2.3 Hyperbolicité

Dans cette section, nous donnerons quelques définitions et propriétés relatives & ’étude
des systémes de lois de conservation (voir [108], 58]).

Définition 2.3.1. Un systéme de la forme @) est dit hyperbolique si pour chaque vecteur
unitaire v = (v, vy)T, la matrice

/

F(W,v) = ( g%; ) v =F (W), +G (W),

est diagonalisable et admet des valeurs propres réelles.

11



2.3. Hyperbolicité

Proposition 2.3.1. Muni de la loi d’état des gaz raides le systéme (@ est hyper-

bolique si
>0,
{ P (2.12)

p(p. e, ) + poo(ip) > 0.
Pour tout W satisfaisant , nous définissons la vitesse de son ¢ par

e(p,e,0) i \/7(80)1?([)7 €, @)p+ Ps($) (2.13)

Les valeurs propres de la matrice .7-"/(VV7 v) sont alors données par

U u u
)\1:< )-V—C,AQZ/\?,:M:( )‘V,AE):( )'V+C' (2.14)
v v v

Démonstration. Nous utilisons le fait que I’hyperbolicité ne dépend pas du jeu de variables
choisi [59]. Nous introduisons alors le vecteur de variables primitives Y = (p,u,v,e, ).
Pour une solution réguliére, le systéme (2.8]) admet une formulation équivalente

oY +A(Y)o,Y + B(Y)o,Y =0, (2.15)
avec

[u p 0 O 0 7 v 0 p O 0 7

&p oy g Gp er 0 v 0 0 0

0 0 0 9 d )

A(Y): O 0 u 0 0 7B(Y): %p 0 v ;p %p

B P

| 0 0 0 O U . 0 0 0 O v

Pour tout vecteur unitaire v = (v, v,)7 la matrice

AY
< BEY; ) v = M5 = A(Y )z + B(Y)v, — s

admet pour déterminant
(uvy + vy — 23 <(u1/x + vry — 22— (Opp + 528619)) ,

avec

V() (P + Ps())

; :
Ainsi, sous la condition (2.12), la matrice A(Y)v, +B(Y ), admet les trois valeurs propres
réelles données par . De plus, I’espace propre associé a la valeur propre Ao = uv, +vv,
est de dimension 3. Les vecteurs propres sont de la forme

p
Opp + ?aep =

T
rn(Y) = (—'Z,vx,vy, _5(;’0> : (2.16)
T2(Y) = (07 07 0’ _agopa aep)T; (2.17)
T3(Y) = (Ov_Vy>V:caan)T; (2.18)
ra(Y) = (9ep, 0,0, —8,p,0)", (2.19)
T
rs(Y) = ([C),vz,uy, 56,0> : (2.20)
avec Jep = (7 — 1)p > 0. Le systéme est donc hyperbolique. O

12
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Remarque 2.3.1. La loi de pression des gaz raides autorise l’apparition de pression
négative dans le liquide si Do 1iq > 0. Cela peut se justifier du point de vue de la physique
[21)] : des pressions négatives (tensions) peuwvent apparaitre localement dans un liquide. Dans
la zone de tension, le liquide est dans un état métastable et a tendance a se vaporiser : ce
phénomene s’appelle la cavitation.

A pression et température standards (py = 10°Pa, Ty = 293, 5K), en choisissant ygq; =
1.4 et poo,gaz = 0, comme pg ga. = 1.204kg.m™3 la vitesse du son obtenue avec la loi de
gaz raide vaut cg gq> = 340m.s~!, qui est la vitesse physique du son dans 'air. Pour ’eau,
si nous prenons Yequ = 4.4 et pogeau = 6 X 108 Pa, & pression et température standards,
P0,cau = 1000kg.m™3 et la vitesse du son obtenue avec la loi de gaz raide vaut C0,eau ™
1600m.s~!, a savoir une vitesse proche de la vitesse physique du son dans l'eau.

Définition 2.3.2. Nous définissons alors le domaine d’hyperbolicité 2 par

0= {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R®, p > 0,

u2+112
2

¢ € [0; 1],p(p,E— ,90> + Poo () >0}~ (2.21)

Remarque 2.3.2. Pour tout état W € (), l’énergie interne e associée satisfait pe > poo
car

pPe > Poo,
<:>p+7poo > Deo
v—1
o PH P >0,
v—1
S p+ P > 0.

La stabilité d’un schéma impose que la solution numérique reste toujours dans 2. Les
schémas de type Godunov [70] reposent sur la construction d’un solveur de Riemann,
exact ou approché, et sur une opération de moyenne. La stabilité de I’étape de moyenne
repose en général sur la convexité de 'ensemble d’hyperbolicité. Nous donnerons plus de
détails dans le Chapitre [4 cependant intéressons-nous dés a présent a la convexité du
domaine d’hyperbolicité €). Considérons un écoulement bifluide de deux gaz raides ayant
pour paramétres (71, Poo,1) pour ¢ = 0 et (72, Ps0,2) pour ¢ = 1. Nous allons faire le lien
entre l'interpolation, les fonctions ¢ — v(¢) et ¢ — poo(p) et la convexité du domaine
d’hyperbolicité €.

Proposition 2.3.2. Si po 1 = poo,2 €t si linterpolation ¢ — poo(yp) satisfait
Poo,1l = Poo,2 = Yip € [051], Poo(0) = Pocy1,
alors l’ensemble d’hyperbolicité ) est convexe.
Démonstration. Supposons que poo,1 = Poo,2 €t que
Vip € [0;1], poo() = poo,1-

Comme ~(p) > 1, nous avons

u? + v?

(pu)® + (pv)?

& pE —
p 2

> Doo(¥) = Pooi1- (2.22)
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2.3. Hyperbolicité

De plus, 'application affine
W = (Wi, Wa, W3, Wy, Ws) = (W1, Wa, W3, Wy + poc,1, Ws),
envoie ’ensemble A, défini par
A= {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R, p > 0,
e € [0;1], pE_(pu)22—;(pv)2 >0}, (2.23)

sur ’ensemble . Il est donc suffisant de prouver la convexité de A.
Comme 'application

W2+ W3

G (Wi, Wy, W3, W4, W, Wy —
( 1 29 39 4, 5)'_> 4 2W1

est concave pour W; > 0 car sa matrice hessienne admet pour valeurs propres

1 WP+ Ws+ Wy

07 0707 T Yxr 0 )
W W3

I’ensemble

A={WeR®| Wy >0, Wi > W,y >0, GW) >0},

est convexe. Ainsi ) est convexe.

O

Proposition 2.3.3. Si peo1 # Doo2 €t si Uinterpolation ¢ — poo(p) est continue en 0 et
en 1,

Poo () — Poo(0) = Poo,1,
©—0

poo(‘:o) goji poo(l) = P0,2

alors I’ensemble ) n’est pas conveze.

Démonstration. Supposons que Poo,1 7 Poo,2- Pour simplifier les idées, nous allons supposer
que Poo,1 < Poo,2- En considérant la transformation affine

W = (Wh W27 W37 W47 W5) — (W17 W27 W37 W4 +poo,1> W5)a

nous pouvons toujours nous ramener au cas 0 < poo.1 < Poo,2- Nous souhaitons alors trouver
W, W' € Q tels que pour un certain ¢ €]0; 1],
(tWa + (1 —t)W3)?  (tWs + (1 — t)W§)?

tWa+ (1 — )W) — 200W1 + (1— W) 2(tWy + (1 — )W)

tWs + (1 — )W,
< Po . 2.24
=P (th I (224)

En prenant t =ty = % et

W = (p,0,0,aps.1,0) € Q, (2.25)
W' =(1,0,0,0'poc2,1) € £, (2.26)

14



2.3. Hyperbolicité

avec o > 1 et o > 1 satisfaisant
a/

2

«

2poo,1 +

poo,2 < Poo,25

I'inégalité (2.24)) devient

1 o o
(p) Poo <1 T P> <2poo,1 + 9 poo,2> =z

De plus, la continuité de po en 1 implique

1
Poo <1+p> mpoo(l) = Poo,25

et ainsi pour p > 0 assez proche de 0, W et W' définis par (2.25) et ([2.26]), nous avons
1 1
W4+ =W ¢Q
2 + 2 ¢ )

et 'ensemble 2 n’est pas convexe si Poo,1 7# Poo,2 €t si ¢ — Poo(¢p) est continue en 0 et en
1. O

Remarque 2.3.3. Pour le cas des gaz parfaits, pso,1 = Poo,2 = 0, le domaine d’hyperbolicité
Q est conveze [58, [10§)].

La Proposition |2.5.5 indique que pour maintenir un domaine d’hyperbolicité convexe dans
la zone de mélange (0 < ¢ < 1), les parameétres v et ps devraient dépendre d’autres
variables que . Dans la zone de mélange, la pression ne satisferait alors pas une loi de
gaz raide (2.11).

Dans cette these, nos présenterons une méthode permettant de traiter le cas pPoo1 7 Doo,2
pour lequel nous sommes confrontés a la non-convezité du domaine d’hyperbolicité €.

Notons que si y(¢) = 71 = 72 €t Poo(¥) = Poo,1 = Peo,2, la Proposition assure
la convexité de I'ensemble €2. Nous pouvons alors définir de cette maniére des ensembles
convexes contenus dans le domaine d’hyperbolicité 2.

Définition 2.3.3. Pour une valeur fizée po € [0;1], nous définissons l’ensemble convexe

Qo 1= {W = (p, pu, pv, pE, pp) €R®, p >0,

u2+v2
s@zwo,p(p,E— 5 ,w>+pw(¢)>0}- (2.27)

Nous rappelons maintenant quelques notions classiques sur les systémes hyperboliques,
qui vont nous permettre de décrire la solution du probléme de Riemann. Nous notons r; (W),
1 <4 <5 les vecteurs propres associés aux valeurs propres caractéristiques (A;(W))1<i<s

(voir([2.14])) du systéme (2.8]).

Définition 2.3.4. Nous disons que le i-champ, associé a la valeur propre \i(W), est
— linéairement dégénéré si pour tout état W,

V(W) - (W) = 0,
— wraiment non linéaire si pour tout état W,
Vi (W) - (W) # 0.
Dans le cas du systéme , nous pouvons montrer que le premier et le cinquiéme

champs sont vraiment non linéaires tandis que les trois autres sont linéairement dégénérés.
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2.4. Solutions faibles

2.4 Solutions faibles

Il est connu que le systéme — muni de conditions initiales et aux limites
n’admet pas en général de solutions réguliéres. Pour pallier ce probléme, il faut introduire
la notion de solutions faibles [37, [59] [108]. Cette notion permet Iexistence de solutions
discontinues. Notons par L5 (R?) I'ensemble des fonctions localement bornées de R? dans
R et C}(R? x R*) I'espace des fonctions C'! de R? x RT dans R & support compact inclus
dans R? x R¥.

Définition 2.4.1. La fonction (z,y,t) — W (z,y,t), appartenant o LY (R? x RT)>, est
une solution faible de (@ satisfaisant la condition initiale

vxay€R27 W(x7y70) :WO(xay)v
ot Wy € L _(R?)® si pour toute fonction test ¢ € CL(R? x RT),

/ (W - 0,6+ F(W) - 056 + G(W) - 8,6) dar dy dt
>0 JR2

+/ W0¢($,y,0)dI dy:O)
R2

ot W(x,y,t) appartient presque partout au domaine d’hyperbolicité Q du systéme @)
Remarque 2.4.1. Une solution réguliére de (@) est également solution faible de (@

Remarque 2.4.2. Dans la démonstration de la Proposition |2.3.1, nous avions effectué
un changement de variables Y =Y (W) afin d’obtenir le systéme a partir du sys-
teme (@ Notons que ces deux systémes sont équivalent si nous considérons des solutions
régulieres mais que ce n’est plus le cas au sens faible.

Si une fonction de classe C'' par morceaux est solution faible, elle vérifie les relations
de saut de Rankine-Hugoniot sur ses discontinuités.

Proposition 2.4.1. Une fonction (x,y,t) — W(x,y,t) de classe C' par morceauz est
solution faible du systéme (@ si et seulement si

— W est solution classique la ou elle est C*,

— W wérifie la condition de saut de Rankine-Hugoniot le long des discontinuités I’

W] + [FOV)] v + [GOV)] vy =0, (2.28)
oty v = (v, vy, 1)1 est un vecteur unitaire normal a la surface T' et
W]=w,-W_,
ou W_ et W4 sont définis pour (x,y,t) € I' par
W_(z,y,t) = 111%1+ W ((z,y,t) +€v), (2.29)
Wi(z,y,t) = hr(])ai W ((z,y,t) +ev). (2.30)

2.5 Entropie

Le systéme — admet en général plusieurs solutions faibles. L’inconvénient de
ces solutions faibles est qu’elles ne sont pas toutes acceptables du point de vue physique.
Afin de trouver une unique solution, nous allons imposer a la solution de satisfaire un critére
de croissance de 'entropie. Cette condition joue un réle uniquement la ou la fonction est
discontinue.
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2.5. Entropie

2.5.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 2.5.1. Une fonction W — n(W) est une entropie de Lax sur l’ensemble ) si
n est une fonction localement convexe de W (c’est-a-dire convexe sur tout convexe inclus
dans Q) et sl existe des fonctions W — Hy(W) et W — Ha(W), appelées flux d’entro-
pie, telles que toute solution réguliere W (xz,y,t) de (@) satisfait la loi de conservation
supplémentaire

La formule ([2.31)) implique que

Définition 2.5.2. Une solution faible (z,y,t) — W (z,y,t) de (2.8) admettant pour condi-
tion initiale
Vw,yER2, W($7y70):W0(xay)v

avec Wy € L%‘;C(R2)5 est dite entropique si et seulement si pour toute entropie de Lax du
systeme (@) elle satisfait l’inégalité

Om(W) + 0, Hy (W) + 0, Hy(W) < 0, (2.32)

au sens faible, c’est-a-dire que pour toute fonction test ¢ € CL(R? x RY) avec ¢ > 0,
/ / (W) - 04 + Hi (W) - 8z + Ho(W) - 0yo) d dy dt
t>0 JR

4 / n(Wo) - é(z,y, 0)dz dy > 0.
RQ

Nous pouvons alors prouver dans certains cas ’existence et 1'unicité de solutions en-
tropiques. En dehors des discontinuités de W l'inégalité (2.32]) redevient une égalité. Nous
allons donc regarder plus précisément ce qui se passe a la traversée d’une discontinuité.

Proposition 2.5.1. Une fonction (x,y,t) — W(x,y,t), de classe C* par morceauz, solu-
tion faible du systéme (@, satisfait l'inégalité d’entropie st et seulement si

— W est solution classique la ou elle est C*,

— W wérifie Uinégalité de saut d’entropie le long des discontinuités T’

[n(W)] vy + [Hi(W)] vy + [Ha(W)] 1y <0,
0u v = (Vyg, Uy, vi)T est un vecteur unitaire normal a la surface T' et
(W] =W, —-W_.
ou W_ et W4 sont définis pour (x,y,t) € I' par et (2.30).

2.5.2 Entropie et hyperbolicité

Nous allons maintenant relier I’hyperbolicité avec 'existence d’une entropie. Nous de-
vons tout d’abord définir la notion de systéme symétrique conservatif.

Définition 2.5.3. Un systéme de lois de conservation du type @ est dit symétrique
conservatif s’il existe un changement de variable Y — W tel que les matrices Vy F(W(Y))
et VyG(W(Y)) soient symétriques.
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2.5. Entropie

Rappelons le théoréme suivant, attribué a Godunov, Harten et Mock. Nous renvoyons
aux articles de Godunov [61] et Lax [84] dans [27] ainsi qu’a Mock [93], Harten [68|, Tadmor
[107] et Croisille [43]. La premiére référence ou apparait ce théoréme étant celle de Mock
[93], nous appellerons dans la suite ce résultat « le théoréme de Mock ».

Théoréme 2.5.1. (Théoreme de Mock) Un systéme de lois de conservation du type (2.8)
est symétrique hyperbolique si et seulement si il admet une entropie de Lax strictement
conveze.

Si nous considérons le systéme ([2.8]) pour un écoulement monofluide composé d’un seul
gaz raide, la loi de pression ne dépend pas de ¢,

p(p,e) = (70 — 1)pe — Y0Poo,0

et d’aprés la Proposition le domaine d’hyperbolicité 2 est convexe. Nous pouvons
également montrer que dans ce cas le systéme est symétrisable et ainsi le théoréme de
Mock nous fournit ’existence d’une entropie de Lax, nous pouvons en expliciter une.

Proposition 2.5.2. Si nous considérons le systéme (@ pour un écoulement monofluide
composé d’un seul gaz raide, la loi de pression ne dépend pas de o,

p(p,e) = (70 — 1)pe — Y0Pso,0,

et pour Cy9 >0 (Cyp est la chaleur spécifique) la fonction

(pu)?+(pv)?
pE — 5 — po,
n:W=(p,pu,pv,pE) —  —pCpoln ( ;70 0) ;o (2:33)
= pCu070 In(p)
2 2
N (I L

définie sur le convexe ), est une entropie de Lax associée aux flux d’entropie

Hy(W) = un(W),
Hy(W) = on(W).

Remarque 2.5.1. Nous formulerons une preuve compléte de cette proposition dans le
Chapitre [3
La formule ne dépend pas de .

Cependant, lorsque nous considérons des écoulements bifluides de deux gaz raides de
parameétres (Y1, Poo,1) €t (72, Poo,2) AVEC Poo,1 7 Poo,2 NOUS avions constaté dans la Proposi-
tion que pour maintenir un domaine d’hyperbolicité convexe dans la zone de mélange
(0 < ¢ < 1), les paramétres 7 et p devraient dépendre d’autres paramétres que ¢. Dans
le mélange, la pression ne satisferait alors pas une loi de gaz raide . Il parait alors
plus difficile d’expliciter une entropie de Lax pour le mélange. Une telle construction sera
l'objet du Chapitre

La fraction de masse ¢ satisfait une équation de transport

Orp + u0zp + voyp = 0,

donc théoriquement si elle vaut 0 ou 1 & l'instant initiale elle vaudra 0 ou 1 & chaque
instant. De plus, les sauts de ¢ sont associés a des ondes linéairement dégénérées. Du point
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D
de vue théorique, il n’y a pas donc pas de zone de mélange 0 < ¢ < 1. Nous pouvons alors
construire une entropie de Lax 7 sur le domaine d’hyperbolicité sans diffusion

H = U,
ot g et ; sont définis par (2.27)), de la maniére suivante

n:W = (p,pu, pv, pE, pp) =  pCy(¢)v(p)In(p)

u)? v)?
— pCy(p)In (,oE - (p)—QF(p) —Poo(SO)) , (2.34)

avec

7, st =0,
Y(p) = {

Y2, sip =1,

Poo,15 si Y = 07
Poo(p) = .

P2, S1 @ = 17

Cy,l, si Y = 0,
Cul(p) = .

Cya, sip=1.

Cette fonction est localement convexe au sens ol elle est convexe sur tout convexe
inclus dans H. Nous allons maintenant nous intéresser en ce sens a la solution entropique
du probléme de Riemann.

2.6 Solution exacte du probléme de Riemann 1D

Dans cette section, nous donnerons les outils nécessaires a la résolution du probléme de
Riemann monodimensionnel puis nous expliciterons la solution exacte pour notre systéme.
Notons qu’il sera possible d’expliciter la solution entropique au probléme de Riemann méme
dans le cas ol le domaine d’hyperbolicité {2 n’est pas convexe. En effet, la non-convexité
du domaine €2 découle de la dépendance de la pression p par rapport & ¢ dans la loi de gaz
raide . Cependant, la fraction de masse ¢ satisfaisant I’équation de transport

O + ulypp = 0,

théoriquement si & ’instant initial ¢ = 0 ou ¢ = 1, p vaudra 0 ou 1 & chaque instant et il n’y
a pas de mélange. De plus, les sauts de ¢ sont associés & des ondes linéairement dégénérées.
Il est alors possible de définir une entropie de Lax 7 sur le domaine d’hyperbolicité sans
diffusion

H = Qo UQy,
ot Q et Q1 sont définis par (2.27)), par la formule (2.34)). En ce sens, il sera alors légitime

de chercher une solution entropique au probléme de Riemann.

2.6.1 Probléme de Riemann

Dans ce paragraphe, nous nous concentrons sur le probléme monodimensionnel

W + 0, F(W) =0, (2.35)
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

avec la condition initiale suivante

Wi, sixz <0,

W (x,0) = { (2.36)

Wg, six >0,

ou Wp, et Wg sont deux états appartenant & I’ensemble d’hyperbolicité sans diffusion H.
Le systéme — est appelé probléme de Riemann. Son importance vient du fait
que sa solution est utilisée pour construire des méthodes numériques ou pour démontrer
I’existence de solutions de pour des conditions initiales plus générales que
(voir le livre de Smoller [105] ou l'article de Glimm [55]).

Le probléme de Riemann — est invariant par les transformations du type
(x,t) — (az,at) avec a > 0, donc la solution du probléme de Riemann ne dépend que du
rapport ¥, elle est dite autosimilaire et elle peut alors se noter sous la forme

R (WL, Wk, %) .

2.6.2 Ondes de détente et invariants de Riemann

Dans cette section, nous nous intéressons aux solutions continues de la forme
T
W(x,t)=V (-
) t )

du probléme de Riemann (2.35)-(2.36). Nous suivrons la présentation de [59]. Si V' et
solution de ([2.35)), en dérivant au sens classique, V' doit satisfaire

T T 1 T x
=V (5 (VE)V(F) -
t2 t + t t t
En posant £ = ¥, I’équation s’écrit sous la forme

(F'(V(€) = &I5) V'(€) = 0.
Ainsi, soit
V'(§) =0,

soit ’hyperbolicité du systéme ([2.35)) nous donne 'existence d'un i tel que
— V(&) est colinéaire & un vecteur propre r;(V(§)),

V(&) = a(§)ri (V(8)),
— A(V(§) =¢,

ol l'indice ¢ dépend a priori de £. Cependant, si la valeur propre A; est de multiplicité 1,
I’indice ¢ ne dépend alors plus de &.

De plus, si V/(£) ne s’annule pas sur un intervalle, en dérivant la derniére équation par
rapport a &, nous obtenons

Vi (V(€)-V'(§) =1,
= a(Q)VwA; (V(§)) -ri (V(E)) = 1. (2.37)
L’équation (2.37) ne peut pas étre résolue si le i-champ est linéairement dégénéré (voir

Définition [2.3.4). Par contre si le i-champ est vraiment non linéaire (voir Définition [2.3.4)),

I’équation (2.37)) peut étre résolue. En normalisant, nous nous ramenons a la résolution de
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ou

(2.38)

V(&) =ri (V(E)),
Ai(V(6)) = €.

Ainsi, en supposant que le i-champ est vraiment non linéaire, V' est une solution de ([2.38))
satisfaisant

V(Ni(WL)) = Wr,

V (Ai(WR)) = Wk.
Nous dirons que Wy, et Wx sont sur la méme courbe intégrale et que A\;(V(£)) croit de
Ai(Wr) a A\i(Wg). Nous pouvons alors définir la notion de détente.

Définition 2.6.1. Une fonction (z,t) — W(x,t) est une i-onde de détente (ou de raré-
faction) reliant les états Wi, et Wg si
— MWL) < Mi(Wr),
— il existe une fonction V : [Ni(W1); \i(Wg)] — RS réguliére, solution de
telle que
Wi, si § < XNi(Wr),

W(z,t) = V($), st (W) < F < Ni(Wr),

WRa % % Z Al(WR)
A la notion d’onde de détente est étroitement liée la notion d’invariant de Riemann.

Définition 2.6.2. Un i-invariant de Riemann pour le systéme est une fonction
réquliere R : Q) — R satisfaisant

Vi R(W) - (W) = 0.

Remarque 2.6.1. Pour chaque onde associée a une valeur propre \;, il existe 5 —1 =4
invariants de Riemann dont les gradients sont linéairement indépendants (voir [58]).

Proposition 2.6.1. Si nous considérons le systéeme muni d’une loi de pression des

gaz raides , les vecteurs propres (1;(W)),<;<5 sont donnés en prenant (v, vy) = (1,0)
dans -12.20) par

p p \"
= <_71707_70) ’
c pc

)
TQ(W) - (07 07 07 _8<pp7 aep)T7
r3(W) = (0,0,1,0,0)",
T’4(W) = (aep, 07 07 _8pp7 0)T7

T
7”5(W): (Zulaoapp;>o> )

les invariants de Riemann associés a l'onde A\ = u — ¢ sont

T’l(W

2
Rl=u+—— Rp=P1Px
y—1 pY

3 4
, Ri=v, Rj=g¢,
les invariants de Riemann communs auxr ondes Ao = A3 = Ay = u sont

u et p,
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

et ceuxr associés a l'onde Ay = u + ¢ sont

2c

fy_

p’Y

17 ) R§:v7 RéZQO,

0y = Y(p), Poo = Poo(p) et ¢ =y [yPE=.

De la Proposition nous déduisons que u et p sont les deux invariants de Riemann
communs aux ondes Ay = A3 = Ay = u.

Proposition 2.6.2. Un i-invariant de Riemann R est constant sur une courbe V : R — R
st et seulement si

dR
dg

ce qui est vérifié en particulier si V'(§) est colinéaire a r;i(V (§)).

(V) = VwR(V(€)) - V'(§) =0,

Nous en déduisons la propriété suivante :

Proposition 2.6.3. Un i-invariant de Riemann est constant sur une i-onde de détente.

2.6.3 Ondes de choc et discontinuité de contact

Nous allons maintenant définir un deuxiéme type de solutions particuliéres au probléme

de Riemann ([2.35))-([2.36]).

Définition 2.6.3. Une solution faible (z,t) — W (z,t) du systeme (2.8) est une disconti-
nuité entre deux états Wy, et Wg si

Wi, six <ot,
Wg, sixz > ot,

W(z,t) = {
ot o est la vitesse de propagation de la discontinuité vérifiant la relation de Rankine-
Hugoniot , donnée ici par

o(Wg — W) = F(Wg) — F(WL). (2.39)

Définition 2.6.4. (Condition caractéristique de Lax) Une discontinuité entre deuz états
Wy, et Wg satisfait la condition caractéristique de Laz s’il existe i € {1,2,3,4,5} tel que
— st le i-champ est vraiment non linéaire

{)\i—l(WL) <o <Xi(Wi), (2.40)

Xi(Wr) <0 < Aix1(Wr),
ol A\g et Ag sont définis par
Ag = —00, Ag=+o0.
— st le i-champ est linéairement dégénéré
o= XN(Wr) = N(Wg).

D’apres [59], nous pouvons faire le lien entre la condition caractéristique de Lax et la
condition de saut d’entropie.
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

Proposition 2.6.4. Si (x,t) — W (z,t) est une solution discontinue entre deux états W,
et Wg assez proches, les propositions suivantes sont équivalentes
— (,t) = W(x,t) est une discontinuité satisfaisant la condition caractéristique de
Laz (voir Définition (2.6.4),
— (z,t) = W (z,t) satisfait les conditions de saut d’entropie (2.39), donnée ici par

on(W)] = [Hi(W)],
& o ((Wr) —n(WL)) = (Hi(Wr) — Hi(WL)). (2.41)

Notons que cette proposition s’applique & tout systéme hyperbolique non linéaire dont
les champs sont soit vraiment non linéaires, soit linéairement dégénérés. Ce qui est notre cas
ici. Notons également que cette proposition est un résultat local : la démonstration repose
sur ’hypothése que les états Wi, et W sont assez proches. Il est possible de montrer une
version globale de ce résultat (c’est a dire valide pour tout état Wi, Wg dans le domaine
d’hyperbolicité Q) pour certains systémes particuliers, dont le systéme Euler bifluide
muni de la loi des gaz raides (voir par exemple [59]).

Nous pouvons alors définir deux types de solutions discontinues.

Définition 2.6.5. Si (z,t) — W (z,t) est une i-discontinuité entre deuz états Wi, et Wg
et

— sio =X N(Wr) = XNi(WRg), nous parlons de i-discontinuité de contact,

— et st est satisfait, nous parlons de i-choc.

2.6.4 Structure de la solution du probléme Riemann

Nous donnons la forme générale de la solution du probléme de Riemann. Nous pouvons
montrer que la solution du probléme de Riemann correspond & la juxtaposition d’états
constants séparés par des ondes de détentes, de chocs ou des discontinuités de contact,
c’est-a-dire que
Wi, si % <A,

W, si Al < £ < X%,
Wa, si A" < 7 < Ag,
Whg, si % > )\+,

R (WL, W, %) - (2.42)

ou W7 et W5 sont les états intermédiaires satisfaisants uq = uo et p1 = po et )\Z-i, i€ {1,5}
et \* sont les vitesses caractéristiques satisfaisants

M <A <A =X =X=M< A <AL

SiA < )\j, la i-onde vraiment non linéaire est une détente.

SiA = /\f, la i-onde est un choc satisfaisant m et (2.40)).

Si Aj = A*, la i-onde est une discontinuité de contact satisfaisant ([2.39).

La Figure illustre la répartition des ondes dans l'espace (z,t) dans le cas ou la
1-onde est une onde de détente et la 5-onde est une onde de choc.

2.6.5 Apparition du vide

Dans le cas des gaz parfaits, si les 1-onde et 5-onde sont de trés fortes dépressions,
il peut se produire un phénoméne d’« apparition du vide », caractérisé par une masse
volumique nulle entre deux dépressions. Dans le cas des gaz raides, le phénoméne est plus
complexe, le vide n’apparait pas seulement dans le cas de deux détentes, il peut également
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

z _\F _
£ =M 2= =\

>

FIGURE 2.1 — Structure de la solution du probléme de Riemann ([2.35))-(2.36]) dans le cas
oll la 1-onde est une onde de détente et la 5-onde est une onde de choc.

apparaitre dans le cas d’une détente et d’un choc. Le probléme de Riemann ([2.35))-(2.36))
admet encore une solution entropique [100] pouvant se mettre sous la forme

Wi, si % <AL,
Wi, si )\;r < % < ui,
X
R(We,Wa, T ) = Waiae = (0,0,0, = min(pa, poc,),0), s wn < § < uz,  (243)
Wa, siug < % < As,
Whg, si % > )\5+,

ou W7 et W5 sont les états intermédiaires satisfaisants

p1 =p2 = —min(Poo,1, Poo,2)s
u1 < u9, avec en général u; < uo,

$1=®L, ¥Y2= ¥R,

et les vitesses caractéristiques satisfont
— 81 Poo,, < Poo,R, la zone de vide apparait dans le fluide de gauche @yiqe = ¢, la
1-onde est une onde de détente et la 5-onde est soit un choc soit une détente, nous
avons alors
A <A < <up < A5 <AL

— 81 Doo,1 > Poo,2, la zone de vide apparait dans le fluide de droite yyige = ¢r, la 1-
onde est soit une onde de détente soit un choc tandis que la 5-onde est une détente,
nous avons alors

)\IS)\T<U1<U2<)\57<)\5+.

— 81 Poo,1 = Poo,2, la zone de vide peut apparaitre dans le fluide de droite pyige = ¥R
ou le fluide de gauche vyige = @R, la 1-onde et la 5-onde sont des détentes, nous
avons

A <A <ur <up < A5 <AL

Cette propriété sera justifiée lors de la résolution explicite du probléme de Riemann.

La Figure illustre la répartition des ondes dans I’espace (x,t) pour un cas d’appa-
rition du vide. Sur 'exemple, la 1-onde est une onde de détente et la 5-onde est une onde
de choc.
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

>

FIGURE 2.2 — Structure de la solution du probléme de Riemann (2.35)-(2.36|) pour un cas
d’apparition du vide. Dans ce cas, la 1-onde est une onde de détente et la 5-onde est une
onde de choc.

2.6.6 Reésolution pratique du probléme de Riemann

La structure de la solution du probléme de Riemann, ayant déja été explicitée dans
, il ne nous reste plus qu’a relier un état droit Wg et un état gauche Wy donnés a
'aide de chocs ou de détentes. Nous allons suivre la présentation de [11].

Si\ < )\;r, la ¢-onde vraiment non linéaire est une détente. Les invariants de Riemann
étant constants dans une détente, nous en déduisons la solution R(Wp, Wg,§) pour A, <
A,

SiA; = )\Zr ou si \; = A*, la i-onde est une discontinuité de vitesse o, les relations de
Rankine-Hugoniot s’écrivent sous la forme

o(Wy —W,) = F(Wy) — F(W,).

ol les indices -, et -, désignent les états constants de part et d’autre de la discontinuité.
Nous introduisons la vitesse relative du milieu par rapport a la vitesse de la discontinuité
w; = u; — o, avec i = a ou ¢ = b. Alors nous avons [59]

M = pywq = ppwp, (2.44)
Paw? + Pa = Py + Db, (2.45)
PalaWa = PrUpWh, (2.46)
w2 1)2 OJ2 U2
Pal€at 2+ 2)+pa)wa= (p|e+-24+2)+p)ws (2.47)
2 2 2 2
PaPaWa = PbPpWp- (2.48)

Si M = 0, les masses volumiques p, et pp étant non nulles (hors cas d’apparition du
vide), les vitesses w, et w, sont nulles. Nous avons nécessairement

Ug = Up = O,
pa = pb)
et (¢ peut étre discontinue. L’'onde est une discontinuité de contact se propageant a la

vitesse
Ug = Up = O. (2.49)
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

Si M # 0, il s’agit d’une onde de choc : la quantité ¢ est constante & la traversée de ’'onde
vraiment non linéaire.

En conclusion, ¢ peut uniquement étre modifiée a travers la discontinuité de contact,
ceci implique que 'interface entre les deux fluides est précisément localisée & la discontinuité
de contact. En d’autres termes, les coefficients v et po ne changent qu’a travers cette onde.

D’aprés la Définition nous sommes en présence d'un choc (entropique) si la condi-
tion caractéristique de Lax

{w“ - G (2.50)

0 < wp < cgq,

est satisfaite. En utilisant les inégalités (2.50)) dans les relations de Rankine-Hugoniot
(2.44)-(2.48)), nous obtenons qu’a travers un choc (entropique) la masse volumique p, la
vitesse u et la pression p satisfont les inégalités

Pa < Pb,
Ugq Z Up,

Pa < Db,

ol pour une l-onde (respectivement une 5-onde) I’état -, est & gauche (respectivement a
droite) de la discontinuité et 1’état -, a droite (respectivement & gauche).

Rappelons que si les indices -1 et -9 désignent les états intermédiaires de la solution du
probléme de Riemann (voir Figure , nous avons

p1=p2 =:p",
Y1 = @L, Y2 = PR,

et en dehors des cas d’apparition du vide (voir section [2.6.5]), d’aprés (2.49)), nous pouvons

également écrire

Ul = Uy =: u*.

I1 est alors classique de paramétrer les 1-onde et 5-onde & partir de la pression p* commune
aux deux états intermédiaires W7 et Wsy. Pour cela, nous introduisons les fonctions

i (Ya +1)(pa + pOO,a) + (va — D(p+ pOO,a)
Pa (Va +1)(p + pOO,a) + (Ya — 1)(pa + pOO,a),

Bu(p) = \/ w=r0) (5~ 1)),

galp) = — (Pa +Poo,a)l/'y“
“ Pa \ P+ Pooa ’

1/2 Ta—l
_ 2 Ya (pa + poo,a) P+ Po,a 2a
\Ila(p) - - 1 9
Yo — 1 Pa DPa + Doo,a

¢ Ta(p), sip < pa,

ha(p) =

ha(p , S1p > pq,
9a(p), sip < pa,

Ku(p) = {
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

ot a=L,R, v, =7(¢a) € Doo,a = Poo(a). Nous avons alors

up = ur, — Xr(p*),

uz = ur + Xr(p*),
1

— = K (p"),
o L(p®)
Lok (r*)
2 RDP ),

et le probléme de Riemann est résolu dés que nous connaissons la pression p*.

Théoréme 2.6.1. Soit poo g = Min(Poo, 1, Poo,R)-
St les états Wi, et Wg satisfont l'inégalité

ur —ur, < — (X1.(=Poo,0) + Xr(—Px0,0)) , (2.51)

alors le probléme de Riemann admet une unique solution & densité strictement positive.
Dans ce cas, la pression p* est lunique solution de

ur, — Xr(p) = ur + Xr(p).

Ce résultat est similaire au cas d’un probléme de Riemann pour un seul fluide. Pour
une preuve, nous nous référons a [60, [59].

Si I'inégalité est fausse, nous devons introduire une zone de vide pour construire
la solution. Cette région de vide apparait dans le fluide dont le coefficient p. est le plus
petit.

Théoréme 2.6.2. S0it pso o = MiN(Poo, I, Poo,R)-
Si les états Wi, et Wg satisfont l'inégalité

up —ur > — (X1(—Pso,0) + Xr(—Psoy))

alors le probléme de Riemann admet encore une solution entropique.

Par exemple, st poo,0 = Poo,L, la solution du probleme de Riemann est sous la forme de la
Figure|2.9 ou la 1-onde est une détente et la 5-onde est soit un choc soit une détente. La
zone de vide apparait dans le fluide de gauche, les états W1 et Wy sont donnés par

P1L=D2=D" = —Doo s
p1 =0,
0> st Poo,L = Poo,R>
P2 = —L __ sinon
Kr(p*)’ ’
up = ur, — Xr(p"),
uy = ur + Xr(p"),

U1 = v,
V2 = VR,
Y1 = YL,
Y2 = PR,

avec up < ug et en général up < us.
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2.7. Schéma de Godunov

2.7 Schéma de Godunov

2.7.1 Principe

Nous souhaitons résoudre de fagon approchée le probléme de Cauchy

W(z,0) = WO (z), (2:52)

{6tW+ 0, F(W) =0, z € [a;b], t >0,
ott W0 € L>([a; b]).

Nous considérons une subdivision réguliere (x, 1 )o<i<n+1 de [a;b]
1)o<i<

z, 1 =a+ih,i=0---N+1,

2

h = ]l\’,:a est le pas d’espace. Notons C; les cellules de controle

Ci=Joi gz

centrées en

Tiol Tyl

gi=—2 "2 ;—1...N.
2

Les cellules Cy et C'y11 seront utilisées pour appliquer les conditions aux bords. Différents
types de conditions aux bords peuvent étre appliqués (voir Section. Nous considérons
également une subdivision (¢, ),eny de RT telle que le pas de temps soit défini par At,, :=
tnt1 —tn > 0.

Construisons la suite (Wio)lgig N

o 1 [T g .
Wy =— Wo(x)dx,i=1---N,

et supposons que nous disposons d’une approximation constante par cellule (W/");<;<n de
la solution du probléme de Cauchy sur les cellules (Cj)1<i<n au temps t,.

Le schéma de Godunov repose sur la résolution exacte du probléme de Riemann (voir
Section . Dans une premiére étape, nous résolvons de maniére exacte le probléme de
Cauchy

(2.53)

(2

W 4+ 0, F(W) =0, z € [a;b], t € Jtn, tnt1],
Wz, t,) =W, x E}xifé;mwr%[, 1<i<N.

Comme au temps t,, la fonction W (-, t,) est constante par cellule, le probleme (2.53])

admet une unique solution entropique, constituée de solutions de problémes de Riemann.

Le probléme l} présente une discontinuité en chaque point z,, 1, il s’agit donc de
2

résoudre les problemes de Riemann « locaux » centrés en x pour 1 <¢:< N

i1
Z+2

OW + 0, F(W) =0,t €]0, Aty],

Wi sie <z, 1, 2.54
W0 =4 7 =~ (2:54)
Wi, 51x>xi+%.

7

Nous devons alors choisir le pas de temps At,, de sorte que les solutions de deux problémes
de Riemann « locaux » voisins n’interagissent pas. Pour cela, nous nous assurons que ’onde
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2.7. Schéma de Godunov

tn«l»l

Y

Ti_1/2 T Tit1/2 €

FIGURE 2.3 — Illustration de la condition CFL.

la plus rapide issue de z,_ 1 et I'onde la moins rapide issue de x; 1 n’atteignent pas z;
avant At,, (voir Figure [2.3)) et nous obtenons alors la condition CFL

1
Aty 12X (A1) < Sh (2.55)

ou A . ;i1 est la vitesse d’onde maximale obtenue lors de la résolution du probléme de
’ 2

Riemann R (I/VZ”, i1 %) .

La solution du probléme ([2.53)) est la superposition des N problémes de Riemann
« locaux » et est explicitement donnée par

T—T, 1
W(z,tht1) =R (Wi”, i Atlﬂ) , T €l wipa], 1 <i < N. (2.56)
n

Dans la deuxiéme étape, nous définissons I/Vi"+1 comme étant la moyenne de la solution

exacte (2.56]) sur la cellule C;

1 [Tir]
Win—l-l _ h/ +3 W(l’,trH»l)d:U’ 1=1---N. (257)

i—

N

Remarque 2.7.1. C’est la projection qui introduit de la diffusion numérique sur
la fraction de gaz p. En effet, si a Uinstant initial t = 0, ¢ = 0 ou ¢ = 1, la projection
nous fournira ¢ € [0;1] au temps t = t1. Si nous voulons itérer le processus, nous
allons devoir définir des parameétres () et poo(p) pour la loi de gaz raide dans le
mélange 0 < p < 1.

2.7.2 Conditions aux bords

Pour les cellules aux bords Cp et Cn+1, une valeur artificielle de W' et de Wi, doit
étre définie. Nous présenterons uniquement la condition aux bords en a, & savoir W'. La
cellule voisine de Cy est C, qui posséde un état Wi. Plusieurs choix sont possibles pour
les conditions aux bords

— Entrée « supersonique » : I’état W' est imposé. Nous fixons un état W[S) au départ

et nous prenons
VYo >1, Wi=Ww.

— Sortie « supersonique » : pour tout n > 1, nous prenons

Wy = Wi
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2.7. Schéma de Godunov

— Pression imposée (sortie « subsonique ») : la pression py de I'état Wy est imposée
et 1'état Wy est reliée a I’état Wy par une l-onde (de choc ou de détente), nous
prenons pour tout n > 1,

pg = Do,
1

n

P = =

O Ki(po)
ug = uf — X1(po),
vy = vy,
o = ¥1-

— Pression et masse volumique imposée (entrée « subsonique ») : la pression pgy et
la masse volumique pg sont imposées. La vitesse transversale vy et la fraction de
masse (g sont aussi supposés connues. Ici I'état W' est relié a I'état W' par une
1-onde (de choc ou de détente) et une discontinuité de contact. Cela nous permet
de calculer la vitesse normale et nous avons pour tout n > 1,

P6 = Po;
Py = Po,
uy = uf — X1(po),
vy = vp,
0 = Po-

— Etat miroir : la condition au bord correspond & un mur. Toutes les composantes de
W' sont les mémes que W{*, hormis la vitesse normale qui vaut

n __ n
Uy = —Uq.

Il est important de remarquer ici que la terminologie « subsonique » ou « supersonique »
n’a aucun lien avec la nature de I’écoulement au bord du domaine. C’est uniquement lié &
ce qui se passe quand Wy =~ Wj. En effet, nous pouvons imposer une condition au bord de
type « entrée supersonique » et constater qu’a cette frontiére I’écoulement est supersonique
sortant ! La résolution d’un probléme de Riemann assure que les informations redondantes
seront effacées, si nécessaire. Pour plus de détails sur cette technique, nous renvoyons (par
exemple) aux travaux de Dubois [46].

2.7.3 Deux exemples faisant chuter le schéma de Godunov

Tout d’abord, nous allons illustrer le défaut de précision introduit par le schéma de
Godunov sur la vitesse u et la pression p le long de la discontinuité de contact pour un
écoulement de type gaz-gaz. Comme la pression et la vitesse sont des invariants de Riemann
de la discontinuité de contact, ils devraient étre parfaitement égaux de part et d’autre de
la discontinuité.

Nous allons ensuite illustrer la trés faible robustesse du schéma de Godunov pour les
écoulements bifluides de type air-eau. Nous traiterons un exemple numérique pour lequel
le schéma de Godunov chute en seulement une itération, en effet aprés une itération, dans
certaines cellules, le vecteur de variables conservatives n’appartiendra plus au domaine
d’hyperbolicité €.
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2.7. Schéma de Godunov

] Quantités ‘Gauche‘ Droite ‘

p (kg.m=3) 10 1
u (m.s~1) 50 50
v (m.s~t) 0 0
p (Pa) 1x10° | 1x10°
%) 1 0
~ 1,4 1,1
Doo 0 0

TABLE 2.1 — Etats droit et gauche du probléme de Riemann illustrant les « oscillations »
sur la vitesse u et la pression v obtenue avec le schéma de Godunov.

Oscillations de la vitesse u et de la pression p a la discontinuité de contact

Le premier exemple donné est une illustration de la diffusion numérique introduite par
un schéma de Godunov. Nous considérons ici un écoulement de type gaz-gaz (c’est-a-dire
Poo,l = Poo,2 = 0) pour lequel v; # 2. Du fait de la diffusion numérique introduite par le
schéma de Godunov sur la fraction de masse ¢, nous devons définir les paramétres () et
Poo(p) pour la loi de gaz raide (2.11). Nous considérons 'interpolation suivante pour v(¢)
que nous justifierons dans la Section [2.8.1

1 L gt
= —o)—
1WMp) -1 "re-1 m—1

mais une autre interpolation continue conduirait a des résultats semblables. D’aprés la
Proposition COMMe Poo,1 = Poo,2 = 0 le domaine d’hyperbolicité €2 est convexe.

Nous étudions le cas d’une discontinuité de contact se propageant a la vitesse 0 = u =
50 m.s~!. Les données initiales du probléme de Riemann sont référencées dans le Tableau
L’intervalle d’étude est [—1;1], que nous discrétisons en 500 cellules, 'interface est
localisée au temps tg = 0s en x = 0m.

La position de l'interface gaz-gaz correspond & la discontinuité de contact au travers
de laquelle ¢ est discontinue. Nous avons tracé sur la Figure 2.4] le profil de la masse
volumique p, de la vitesse u, de pression p et de la fraction de masse ¢ au temps final
t1 = 0.002 s. Nous constatons que la vitesse u et la pression p présentent une imprécision
catastrophique de type « oreilles de lapin » au niveau de la discontinuité de contact.

Un passage a l'ordre deux par une méthode de type MUSCL n’améliore pas la précision.
Nous présentons sur la Figure 2.5 une étude de convergence pour laquelle nous avons calculé
I'erreur sur p, u et p en norme L'

N
erreur, = Z h| pi — pP*o (2;) |, (2.58)
i=1
N
erreur, = Z h | g — uf®el () |, (2.59)
=1
N
erreur, = Z h | pi — pP*a(z;) |, (2.60)
i=1

afin de constater la convergence de la solution numérique vers la solution exacte. Les trois
quantités convergent vers la solution exacte avec le méme taux de convergence, approxi-
mativement égal a 0.5.
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FIGURE 2.4 — Masse volumique p, vitesse u, pression p et fraction de masse ¢ au temps
final ¢t; = 0.002 s pour le cas d'une discontinuité de contact se propageant a la vitesse

o =50m.s!

(voir Tableau [2.1). Le schéma de Godunov conduit & une imprécision ca-

tastrophique sur la pression p et la vitesse u au voisinage de la discontinuité de contact.
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FIGURE 2.5 — Etude de la convergence de p, u et p en norme L' (voir (2.58)), (2.59) et (2.60))
dans le cas du probléme de Riemann du Tableau illustrant les « oscillations » sur la
vitesse et la pression introduites par le schéma de Godunov au voisinage de la discontinuité
de contact.

33



2.7. Schéma de Godunov

’ Quantités ‘ Gauche ‘ Droite ‘

p (kg.m=3) 10 1
u (m.s~1) —50 0
v (m.s~ 1) 0 0

p (Pa) 1 1
%) 1 0

~ 14 3
P 1000 0

TABLE 2.2 — Etats droit et gauche du probléme de Riemann illustrant la perte d’hyperbo-
licité du schéma de Godunov en une seule itération.

Ainsi, le schéma de Godunov converge vers la solution exacte, cependant les impréci-
sions sur la pression et la vitesse nécessitent de mailler trés fin pour obtenir une bonne
cohérence entre la solution numérique et la solution exacte. Méme s’il converge, le schéma
de Godunov présente une imprécision catastrophique et n’est donc pas acceptable pour
I’étude d’écoulement bifluide.

Pour remédier au probléme, Saurel et Abgrall [I03] ont proposé un traitement non
conservatif de I’équation de transport sur ¢ que nous décrirons dans la Section [2.8.1
Tandis que les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et
d’énergie sont résolues de fagon conservative, I’équation sur ¢ sera résolue de maniére non
conservative.

Perte d’hyperbolicité du schéma de Godunov en une itération

Nous allons maintenant illustrer la non-robustesse du schéma de Godunov liée a la
non-convexité du domaine d’hyperbolicité 2 pour un écoulement bifluide de type eau-air
avec Poo,r, = 1000 et pos.r = 0. Les conditions initiales du probléme de Riemann sont
référencées dans le Tableau 2.2

Les états droit et gauche appartiennent au domaine d’hyperpolicité Q (2.21)), car

pr >0, pr+ peo,r > 1000 > 0,
pr >0, PR+ Poo,r > 0.
Remarquons que uy, < 0 et ugp = 0, nous allons créer une dépression dans le liquide.

Apreés une itération, nous obtiendrons un état Wy, ayant une pression négative. De plus,
le schéma de Godunov introduit une diffusion numérique sur ¢, nous aurons alors

0 <oy <1,

et ’état Wiy ne sera pas dans le domaine d’hyperbolicité €2, car

PM # —DPoo(PM)-

Afin d’illustrer le phénomeéne, nous discrétisons l'intervalle d’étude [—0.5;0.5] en 32
cellules, l'interface des deux fluides est localisée au temps t = 0s en x = 0. Nous tragons
sur la Figure la masse volumique p, la vitesse u, la pression p, la fraction de gaz ¢,
la variable p 4+ po et I’énergie interne pe que nous comparons a po, aprés une itération.
Rappelons que

P+ P > 0E pe > poo-
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Nous constatons que sur une cellule nous avons p 4+ po, < 0 ou de maniére équivalente
pe < Do et le schéma de Godunov a construit un état n’appartenant pas au domaine
d’hyperbolicité 2. Le schéma de Godunov ne nous permet donc pas de calculer la solution
A un instant ultérieur. En effet, & la prochaine étape nous devrions calculer la solution du
probléme de Riemann « local » R(Wjys, Wg,0) qui n’a aucun sens si Wjs ¢ Q.

Cet exemple illustre bien le probléme de robustesse du schéma de Godunov, lié & la
non convexité du domaine d’hyperbolicité €.

2.8 Deux autres schémas eulériens

Dans l'approche eulérienne, nous considérons 1’équation de transport de la fraction
de masse @ sous forme conservative. [’avantage de cette méthode est de pouvoir utiliser
des outils classiques (schémas numériques conservatifs) et le traitement de l'interface est
similaire & ’ensemble du domaine. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle introduit
une importante diffusion numérique sur la fraction de masse de gaz , nous devons alors
définir des parameétres (¢) et poo(p) pour le mélange (0 < ¢ < 1) et il en résulte une une
imprécision catastrophique sur la vitesse u et la pression p & l'interface des deux fluides
(voir Section . Nous avons illustré le phénoméne pour un mélange de deux gaz raides,
mais le phénoméne apparait également si nous considérons des lois d’états plus complexes
[52].

Introduisons la définition suivante qui permettra de vérifier si un schéma numérique
diffuse la vitesse ou la pression au voisinage de la discontinuité de contact.

Définition 2.8.1. Un schéma numérique préserve les états u et p constants si pour tout

ug et po et pour tout W' satisfaisant

. on n
VZ? U; = uo, p; = Po,

la suite VVi”'Irl obtenue avec le schéma numérique satisfait

Vi, u?“ = ug, p?“ = pp.

Un moyen pour contrer le phénoméne des « oscillations » est la méthode introduite par
Saurel-Abgrall [103] ou encore [90], ils construisent des paramétres () et poo(p) pour la
loi d’état du mélange des deux fluides (0 < ¢ < 1) nous permettant de préserver les états
u et p constants le long de 'interface des deux fluides.

Une autre approche a été présentée par Fetkiw dans [50], la méthode « Ghost-fluid »,
Fetkiv considére une cellule fictive de part et d’autre de l'interface afin que méme & l'in-
terface, le calcul des flux s’effectue toujours entre deux cellules de la méme phase. Nous
décrirons ici une version simplifiée, la méthode « Single Fluid » d’Abgrall-Karni [2].

2.8.1 La méthode de Saurel-Abgrall
Nous supposons ici que méme pour le mélange, la pression suit une loi de gaz raide

p(p,e,0) = (v(p) — 1)pe — ¥(¢)poo ().

Nous présentons ici la méthode de Saurel-Abgrall [T03], qui est une adaptation du schéma de
Godunov, permettant de préserver les états u, p constants et ainsi d’améliorer le phénomeéne
d’« oscillations » sur la pression et la vitesse décrit dans la Section [2.7.3] Nous verrons que
si nous discrétisons l’équation non conservative sur ¢

Orp + ulpp = 0,
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FIGURE 2.6 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p, de la
fraction de gaz ¢, de la variable p+ po et de la variable pe que nous comparons a ps apreés
une itération dans le cas du probléme de Riemann référencé dans le Tableau [2.2] Nous
illustrons les problémes de robustesse du schéma de Godunov, en effet aprés une itération
le schéma de Godunov nous fournit un état en dehors du domaine d’hyperbolicité €2, car
P+ Poo < 0 ou de maniére équivalente pe < poo.
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a la place de I’équation conservative et que si nous choisissons bien les paramétres (i)
et Poo(yp) dans le mélange 0 < ¢ < 1, le schéma numérique préservera les états u et p
constants.

Construction des paramétres de la loi de mélange

Détaillons maintenant la construction des paramétres pour le mélange. Considérons
un écoulement présentant une simple discontinuité de contact en x = 0, avec une vitesse
transversale v constante, les états gauche et droit satisfont

pL >0, pr>0,

ur, = upR 75 0’
U, = VR,
bL = PR,

er =1, @ =0.

Notons u, v et p les vitesses et la pression communes aux deux états. La résolution exacte
du probléme de Riemann R(W, W, -) nous donne

Wy, si % < ut,

. (2.61)
Wg, sinon.

W(z,t) = {

Comme les fonctions 7 et po ne dépendent que de ¢, si nous notons par F' le flux

numérique conservatif de Godunov F(Wp, Wg, ¥ = 0), les mises & jour de la masse volu-

mique, de la quantité de mouvement et de I’énergie totale ne seront pas affectées et seront
données par

f“-p?—%(F”(Wﬁ, 11,0) — FP(W W, 0)), (2.62)
(u)i = (pu)} — 20 (P W WELL0) — PRWELWE0) . (263)
(o)™ = (o = S (PP Wi, 0) = PPV W) (20)
(B = (E)E = S (PR OV, WE,0) = FPEQVELWEL0) . (269)

(2

Aux frontiéres x le calcul de la solution exacte (voir Section D du probleme de

1

+37
3 n n

Riemann R(W;*, W/ ,,-), nous donne

n J—
Yipr =
. n —
VZ, ,U’L+% - v?
T j—

En remplacant les flux aux frontiéres par leurs valeurs, nous obtenons

At
+1 n n n n
2 =p-*uf(p-;*p. ;)’
¢ ’ hi i+3 t+3

u?“ = u,
U?H =,
n n Atn n n
(pe) ™ = (pe)it —u= ((pe)fy s — (o)1) - (2.66)
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Remarquons que les vitesses sont préservées

n+1l __
u = u,

n+1 __

v =

Pour la pression, en utilisant 1’équation des gaz raides 1' nous avons pe = % et
I’équation ([2.66]) peut s’écrire sous la forme

(p+7poo>"“: (p+7poo>”uAt (p+7poo>” (p+vpoo>”
v—1 ), -1 ), h; T=1 /i T-1 /i

Nous constatons que si les relations

S e A (G Rl
— =|\— ) —u— S — ) 2.67
(7—1)2. vy—1/, h; 'y—lH% y—1), 1 ( )

n+1 n n n
(W> _ <W> _ At <W> - <W> (269
y=1/; y—=1/; h; v—1 = vy—1/,_

sont satisfaites, nous obtenons

3

it =p.

Pour la loi des gaz raides, les paramétres v et p» ne dépendent que de ¢, les relations (2.67))
et 1) sont satisfaites si nous supposons que ﬁ et YYpf'i’ sont des fonctions linéaires de
2

1 1 1

_p +(1—¢)——, 2.69
) =1 Tye—1 ( )71—1 (2.69)
Y(P)Po(p)  Y2Po2 Y1Poo,1

_p 2 4 (1 — ) Lol 2.70
Y(p) —1 Yo — 1 ( )71—1 (2.70)

et si ! satisfait

At
+1 _ n

o = — . (w,ﬂ% - %1%) : (2.71)

Remarquons que la formule ([2.71]) est une discrétisation de I’équation non conservative
Opp + udyp = 0.

Cependant, si la vitesse transversale v n’est plus constante, le fait de supposer que v et poo
soient définis par (2.69)) et (2.70]) et de résoudre I’équation non conservative sur ¢ ne suffit

plus, nous devons aussi effectuer une mise a jour non conservative de ’énergie totale.

Mise a jour de ’énergie totale

Nous avons construit des parameétres () et po(¢) et un schéma numérique permettant
de capturer la solution exacte pour un écoulement & vitesse u et pression p constantes avec
une vitesse transversale v constante. Considérons maintenant un écoulement & vitesse u et
pression p constantes mais présentant une discontinuité de la vitesse transversale

pL >0, pr>0,

ur, = uRr 7é 0,
VL # VR,
brL = PR,

er =1, @ =0.
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La solution exacte du probléme de Riemann R(Wp,Wg,-) est encore donnée par (2.61)).
Aux frontieres x; 1, le calcul de la solution exacte (voir Section ) du probléme de
2

Riemann R(W*, W/ ,,-), nous donne

7
n
. Uit
Vi, n
Piy

En remplacant les flux aux frontiéres par leurs valeurs dans (2.62)-(2.65]), nous obtenons

u,
D.

[T TS

At
+1 n n n n
2 =p-—u7(p-;—p- ;),
[ 7 hz i+35 +3
ultt =,
il At

(o)™ = () = (o), = (o012, 1)

2\ n+1 2\ M
pe =
2/, 2/,
At v2\" v?\"
—u—= <pe - p> — <pe + ,0> : (2.72)
h, 2 )i 2/,

La discontinuité de la vitesse transversale v a l'interface ne nous permet plus de passer de

€™ i

()3 = (o) — w5 (el — (oo ). (273
i 2 2
L’idée est de modifier I’énergie totale afin que soit toujours satisfaite, nous serons
alors dans la méme configuration que lorsque la vitesse transversale v était constante,
il suffira alors de définir y(¢) et poo(¢) par et et d’écrire I’équation non
conservative sur ¢ .
Nous mettons a jour (p, pu, pv, pE) avec le schéma conservatif (2.62))-(2.65), nous ob-

tenons
1.—
(2L (w2, (o) (BT

Nous ajoutons une variable o = pv?, satisfaisant pour tout n, af = ((pv)?)? et nous
calculons
_ At
n+l,— _ n
o =a — u—— <oz?+% - a?_%> , (2.74)
7

qui est une discrétisation de I’équation de transport
Orx + udyar = 0.

Puis nous effectuons la mise & jour non conservative de 1’énergie totale

2
_ 1 _ ((pv)’”l)

+1 +1, 11,
(PE)™ = () = ol + =

)

(2.75)

Montrons que cette modification de I’énergie totale (2.75)) nous permet de préserver u et p
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constants. Si w et p sont constants, le schéma conservatif (2.62))-(2.65)) nous donne

Aty
n+l _ . n __.n
i
ul't =,

7

(o) = ()7 —u 2 (o) — (), ).

)

(B = (o)} — w2 ((pB),, — (0B, ).

1

De la mise a jour non conservative sur 1’énergie (2.75)), nous avons
)

A s (G A ((””)M) ,

_ E n+1,— ((pu)n—l—l) 1 n+1,—
= (pE); Y 5% ,

et comme u est constante, nous obtenons

n+l __ v e 1 n+1,—
(pe)i™ = \petrg ) — ST,
(2

Ainsi, si y(p) et poo(ip) sont définis par et et que ¢ verifie , le schéma
numeérique préserve les états u et p constants

Récapitulatif du schéma numérique de Saurel-Abgrall et propriétés

Nous allons maintenant faire un bilan du schéma d’Abgrall-Saurel afin de détailler
toutes les étapes nécessaires & 'implémentation. Supposons qu’a un temps ¢, nous dis-
posons d'un vecteur WI* = (p, pu, pv, pE, ¢)? sur la cellule C;. Notons que la derniére
composante du vecteur W est ¢ et non py comme cela était le cas pour le schéma de
Godunov. Rappelons que la pression p suit une loi de gaz ol les parameétres v(p) et
Poo(p) sont donnés par

1 1 1
= +(1=¢)—, 2.76
o) =1 P TR (2.76)
7(90) (()0) Y2P0,2 Y1Poo,1
= 2 (1— )2 2.77
Y(p) — =1 ( (p)’n—l (2:77)

Afin d’obtenir une approximation Wf“ au temps t,y1, nous effectuons différentes
étapes.
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— Dans une premiére étape, nous mettons a jour les variables conservatives (p, pu, pv,

pE)
= = S (G = ). (2.78)
(o = (o = 52 (G2 90y = 4y ) (279
(o)t —<pv>?—€fj ((ow)z,y — (w2 ). (2.80)
(B = (o)} — 2 (0B + pyu)lyy — (WE+9),). (28D

2

ol (pzrl, : +1, : +1 , pl Y go ) sont les états obtenus lors de la résolution exacte

du probleme de Rlemann R(W” 71,0).
— Nous effectuons la mise & jour non conservative de ¢

o Aty
1
ot = —uf e (@21% — @Z%) : (2.82)
— Nous ajoutons ensuite la variable a = pv?, nous Dinitialisons & o' = ((p:) X et

nous la mettons a jour par

n+l,—  n nAtn n n
Oéi =0; — Uy —— OCZ.+1—OK,% s

ouozJr (pv)

— Nous eﬁectuons la mise & jour non conservative de I’énergie totale

2
1 3 ((pv)n+1)
1 +1,— +1,
(PE); T = (pE)} 504? + EETa (2.83)
— Nous disposons du vecteur W = (p, pu, pv, pE, ¢) au temps t,4+1, nous pouvons

itérer le processus.

Remarque 2.8.1. La wvariable o est une variable auxiliaire. Une fois que mous avons
effectué la manipulation non conservative , elle peut étre supprimée.

Proposition 2.8.1. Le schéma d’Abgrall-Saurel, précédemment décrit, a les propriétés
suivantes
— il préserve les états u et p constants au sens de la Définition [2.8.1],
— il préserve la masse totale et les quantités de mouvement totales mais ne préserve
ni la masse totale de gaz ni ’énergie totale.

Etude de la stabilité

Nous avons construit un schéma numérique préservant les états u et p constants.
Contrairement au schéma de Godunov, ce schéma numérique n’introduira aucune « oscil-
lation » sur la vitesse et la pression & 'interface des deux fluides. La vitesse et la pression
seront continues a 'interface des deux fluides.

Dans la Section [2.7.3] indépendamment du phénomeéne d’« oscillations » sur la pression
et la vitesse, nous avions constaté la faible robustesse du schéma de Godunov liée a la

41



2.8. Deux autres schémas eulériens

non-convexité du domaine d’hyperbolicité € pour une loi de gaz raide (2.11]). Afin d’étu-
dier la stabilité du schéma de Saurel-Abgrall, nous étudierons la convexité du domaine
d’hyperbolicité

U= {W = (p, pu, pv, pE, p) € R5, p >0,

u2+v2
wG[O;l],p<p,E— 5 ,s0> +poo(90)>0}, (2.84)

ou p suit une loi de gaz raide (2.11) de paramétres y(¢) et poo(p) donnés par (2.69) et
(2.70). En fait, nous traiterons le cas de I’ensemble

Wy i= {W = (p, pu, pv,pE,0) €R®, p >0, v =19

2 2
- ;U ,90> + Poc(p) > 0} cU, (2.85)

pE [0;1],p<p,E—

ot v9 € R car sur ¥,, la vitesse transversale est constante et ainsi la manipulation sur
I’énergie (2.75) n’a aucun effet. Sur ¥, le schéma de Saurel-Abgrall se résume aux mises

a jour ([2.78)-(2.81)), a la mise a jour non conservative ([2.82)) de ¢ et a prendre

1 +1,—
(PE); ™ = (pE); T

Proposition 2.8.2. L’ensemble ¥ n’est pas convexe, en effet, pour tout vg € R I’ensemble
Wy, défini par , n’est pas conveze.

Démonstration. Nous montrerons que ¥ est non convexe. Considérons deux états W et
/ . . .

W ayant des vitesses tangentielles et transversales nulles et tels que la fraction de masse

vaille respectivement 1 et 0 . Nous pouvons alors écrire

W:(p70707pe71)7

W' =(p,0,0,(pe)’,0),
et W+ W ¢ Tsi

Lot Loy < 1

5pe T 5(e) <p(3 )

La preuve repose sur un choix de 71, 72, Poo,1 €t Poo,2 assurant que la fonction

® > Poo()

soit strictement concave. Prenons par exemple 71 = 2, poo1 = 100, 72 = 4, po 2 = 0, puis

W = (1,0,0,101,1) € ¥,

W =(1,0,0,1,0) € ¥y,
nous avons alors

1 1 102 1
— — = — = 1 = —
2pe+2(pe) 5 51 < 60 = poo <2>,

. . / , .
et ainsi Wy n’est pas convexe. De plus, comme %W + %W a également une vitesse trans-
versale nulle, cette preuve justifie aussi le fait que ¥ ne soit pas convexe. O

Corollaire 2.8.1. Le schéma de Saurel-Abgrall n’est pas stable sur V.
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’ Quantités ‘ Gauche ‘ Droite

p (kg.m=3) 10 1
u (m.s~1) —50 0
v (m.s~ 1) 0 0

p (Pa) 1 1
%) 1 0
¥ 3 4.4
P 0 1000

TABLE 2.3 — Etats droit et gauche du probléme de Riemann illustrant la perte d’hyperbo-
licité du schéma de Saurel-Abgrall en une seule itération.

Perte d’hyperbolicité du schéma de Saurel-Abgrall en une itération

Afin d’illustrer les problémes de stabilité lié au schéma de Saurel-Abgrall, nous allons
présenter un exemple ol le schéma de Saurel-Abgrall fournit un état en dehors du domaine
d’hyperbolicité aprés seulement une itération. L’algorithme de Saurel-Abgrall résiste a
I’exemple illustrant la perte d’hyperbolicité du schéma de Godunov. Nous allons considérer
le méme type d’exemple, conduisant & une chute de la pression dans le liquide et & un état
en dehors du domaine d’hyperbolicité. Les conditions initiales du probléme de Riemann
sont référencées dans le Tableau 2.3

Les états droit et gauche appartiennent au domaine d’hyperbolicité ¥ car

prL >0, pr+peor >0,
pr >0, PR+ Poor > 1000 > 0.

Remarquons que uy, < 0 et ugp = 0, nous allons créer une dépression dans le liquide.
Apreés une itération, nous obtiendrons un état Wy, ayant une pression négative. De plus,
le schéma de Saurel-Abgrall introduit une diffusion numérique sur ¢, nous aurons alors

0 <oy <1,

et I’état Wi ne sera pas dans le domaine d’hyperbolicité ¥ car

PM # —Poo(PMr).

Afin d’illustrer le phénomeéne, nous discrétisons l'intervalle d’étude [—0.5;0.5] en 32
cellules, l'interface entre les deux fluides est localisée au temps ¢t = 0s en x = 0. Nous
tragons sur la Figure la masse volumique p, la vitesse u, la pression p, la fraction de gaz
v, la variable p + po et I’énergie interne pe que nous comparons a p, aprés une itération.
Rappelons que

D+ Poo > 0 & pe > poo.

Nous constatons que sur une cellule nous avons p + pos < 0 ou de maniére équivalente
pe < P et le schéma de Saurel-Abgrall a construit un état n’appartenant pas au domaine
d’hyperbolicité ¥ aprés une itération. Le schéma de Saurel-Abgrall ne nous permet donc
pas de calculer la solution a un instant ultérieur. En effet, a la prochaine étape nous devrions
calculer la solution du probléme de Riemann « local » R(Whjs, Wg,0) qui n’a aucun sens
si Wi ¢ .

Cet exemple illustre bien le probléme de robustesse du schéma de Saurel-Abgrall, lié &
la non-convexité du domaine d’hyperbolicité .
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FIGURE 2.7 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p, de la fraction
de gaz ¢, de la variable p 4+ ps et de la variable pe que nous comparons & po, aprés une
itération dans le cas du probléme de Riemann référencé dans le Tableau[2:3] Nous illustrons
les problémes de robustesse du schéma de Saurel-Abgrall, en effet aprés une itération le
schéma de Saurel-Abgrall nous fournit un état en dehors du domaine d’hyperbolicité ¥ car
P+ Poo < 0 ou de maniére équivalente pe < poo.
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Le schéma de Saurel-Abgrall préserve les états u et p constants a 'interface entre les
deux fluides mais comme le domaine d’hyperbolicité ¥ n’est pas convexe, le schéma ne sera
pas stable et nous serons confronté a des problémes de robustesse.

2.8.2 La méthode « Single fluid »

Nous présentons maintenant la méthode « Single Fluid » introduite par Abgrall et
Karni dans [2] et basée sur la méthode de Fedkiw [50]. Nous utilisons le schéma numérique
eulérien que nous modifions de maniére & supprimer les oscillations sur la pression et la
vitesse a l'interface entre les deux fluides. Nous utilisons ici la fonction ¢ comme une
fonction level-set, c’est-a-dire que I'interface entre les deux fluides sera localisée en z,

NOUS avons X .
<90? - 2) <90?+1 - 2) <0.

Nous définissons les parameétres () et poo () de la loi des gaz raides pour ¢ € [0;1] par

1 si
T2

(7, Poo)1, 81 9 < 3,
(7: o) () = c T (2.86)
(7, Poo )2, sinon.
Supposons que nous connaissons les variables primitives Y = (p,u,v,p,¢) sur chaque

cellule de la grille. Pour obtenir le vecteur de variables conservatives W il suffit de faire
un changement de variables. Dans la suite, afin de simplifier ’écriture du schéma, nous
considérerons le flux numérique F' comme une fonction de Y, de méme nous noterons la
solution exacte du probléme de Riemann R comme une fonction de Y7 et Yi. Le schéma
« Single Fluid » se décompose en différentes étapes.

— Nous mettons a jour les variables conservatives W = (p, pu, pv, pE, pp) par

Atn n n n n
= Win T Tho (FL(Yi 7Yi+1) - FR(YLth )) )

7

Wt

K2
avec
F(YL,Yr) = F (R(YL, Y[*,0)),
Fr(Yr,YR) = F (R(Y/®,YR,0)),
ott R(Y, YR, 0) est la solution exacte du probléme de Riemann en § = 0 et les états
Y/ R et Y7* sont définis par
YiPR - (pLauvaL7pL7QDR)7 (287)
Y]—QBDL = (pRauRavRvaagoL) . (288)

Remarquons que les flux sont calculés dans des phases pures. Nous déduisons de
1' qu’en dehors de l'interface (c’est-a-dire si (gp — %) (go R— %) > (), nous avons

Fr(Yr,YR,0) = Fr(YL, YR, 0).

Comme pour l'algorithme de Saurel-Abgrall (voir la Section [2.8.1)), nous dédoublons

la variable auxiliaire o = pv?, nous linitialisons a af = p? (v1*)” et nous la mettons

7

a jour par
”‘*‘% o n nAtn n n
O[,L- = —Uzih O[i+%,L_ai7%,R 5
K3
owal, = (pv2);‘+ 1, est la valeur obtenue aux frontiéres des cellules lors de la
27 27

résolution du probléme de Riemann.
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— Nous effectuons la mise & jour non conservative de I’énergie totale

; +
7 1
2,0:”r2

Remarquons que cette manipulation est similaire a celle effectuée sur ’énergie totale
(2.75)) dans le cas de I'algorithme de Saurel-Abgrall.

— Nous calculons les variables primitives (p,u, v, p)?Jrl a partir de (p, pu, pv, pE)
en utilisant v = v(¢]') et poo = Poc(p]), ¢’est-a-dire

n+% 2
gl ntl 1 ngl (pv);
(PE);"* = (pB);"* = Sal "7 4 St (2.89)

1
n+§
)

1

ntl _ Nt3

pi - PZ 9
n—i—%

n+1 _ (pu);
Uu; - 1

i

n+%

n+l __ (,01))2
Ui =1

KA
1 1
n+l _ nts; nt3
b; —p<pi Q,ei 2790? .

— Nous mettons a jour la fonction level-set ¢

1

n+s
n+l _ (P‘P)i i
807, - n+%
Pi

— Nous avons
1 1 1 1 1 1
Y= (o e o)
Proposition 2.8.3. Le schéma numérique « Single Fluid », précédemment décrit, a les
propriétés suivantes
— il préserve les états u et p constants au sens de la Définition [2.8.1
— il préserve la masse totale, la masse totale de gaz et les quantités de mouvement

totales mais ne préserve pas l’énergie totale.
Proposition 2.8.4. Le schéma numérique « Single Fluid » n’est pas stable.

Démonstration. Nous donnons simplement une idée de la preuve. Il suffit de montrer que

la premiére étape n’est pas stable. En effet, si nous partons d’états Y;" satisfaisant p}' > 0
n+%
i

et pI' + poo(l') > 0. Dans la mise a jour conservative de (p, pu, pv, pE),; 2, nous devons

résoudre deux problémes de Riemann, un en z;_1 et le second en z, 1. Par exemple, en
2 2

i} 1, DOUS devons résoudre
R (Y, (Yi{1)7',0),
ot (Y/11)P = (pfhqs ufy, 0ys Py, 7)), avee
Pitt1 + Poo(wif1) > 0,
mais rien ne nous ne garantit d’avoir
Pt + Poo(i) > 0,

et ainsi la résolution du probléme de Riemann n’a plus de sens. O
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Perte d’hyperbolicité du schéma « Single Fluid » aprés une seule itération

Afin d’illustrer les problémes de stabilité du schéma numérique « Single Fluid », nous
allons traiter un exemple numérique faisant chuter le schéma de Godunov. Les données
initiales sont référencées dans le Tableau [2.2] Les états droit et gauche appartiennent au
domaine d’hyperbolicité 2 car

pr >0, pL+ Poor > 1000 > 0,
pPr >0, PR+ Poo,r > 0.

Remarquons que u; < 0 et ug = 0, nous allons créer une dépression dans le liquide.
Aprés une itération, nous obtiendrons un état Wy, ayant une pression négative. De plus,
le schéma « Single Fluid » introduit une diffusion numérique sur ¢, nous aurons alors

0<opm <1,

et ’état Wiy ne sera pas dans le domaine d’hyperbolicité 2 car

PM F —Poo(PM)-

Afin d’illustrer le phénomeéne, nous discrétisons l'intervalle d’étude [—0.5;0.5] en 32
cellules, l'interface entre les deux fluides est localisée au temps ¢ = 0s en x = 0. Nous
tragons sur la Figure [2.8]la masse volumique p, la vitesse u, la pression p, la fraction de gaz
v, la variable p + po et I’énergie interne pe que nous comparons a po, aprés une itération.
Rappelons que

D+ Poo > 0 & pe > poo.

Sur une cellule, nous avons p + po, < 0 ou de maniére équivalente pe < poo et le schéma
« Single Fluid » a construit un état n’appartenant pas au domaine d’hyperbolicité Q. Le
schéma « Single Fluid » ne nous permet donc pas de calculer la solution & un instant
ultérieur. En effet, & la prochaine étape nous devrions calculer la solution du probléme de
Riemann « local » R(Yar, Y™, 0) qui n’a aucun sens si Wy ¢ Q.

Cet exemple illustre bien le probléme de robustesse du schéma « Single Fluid ».

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a ’approximation par volumes finis des
écoulements bifluides compressibles. Un modéle classique pour ce type d’écoulements est
donné par le systéeme d’Euler bifluide . Ce systéme, muni d’une loi de pression des
gaz raides , présente un domaine d’hyperbolicité non convexe. A notre connaissance,
ce phénomeéne n’avait jamais été illustré dans la littérature. Malgré la non-convexité, nous
pouvons expliciter une solution exacte globale au probléme de Riemann.

A partir de la solution exacte du probléme de Riemann, nous pouvons introduire dif-
férents schémas numériques. Le premier est le schéma de Godunov. Ce schéma introduit
une diffusion de la fraction de masse ¢ qui nécessite donc de définir des parameétres v(¢) et
Poo(p) pour le mélange numeérique. Nous avons constaté la trés faible précision du schéma
de Godunov. Celui-ci introduit une imprécision catastrophique sur la vitesse u et la pression
p a linterface des deux fluides. De plus, du fait de la non-convexité du domaine d’hyper-
bolicité, le schéma de Godunov n’est pas stable. Il peut conduire & des états n’appartenant
plus au domaine d’hyperbolicité aprés seulement une itération.

Nous avons aussi rappelé les principes de construction de deux autres schémas numé-
riques, basés sur la résolution exacte du probléme de Riemann : le schéma de Saurel-Abgrall
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FIGURE 2.8 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p, de la fraction
de gaz ¢, de la variable p 4+ ps et de la variable pe que nous comparons & po, aprés une
itération dans le cas du probléme de Riemann référencé dans le Tableau 2.2} Nous illustrons
les problémes de robustesse du schéma « Single Fluid », en effet aprés une itération le
schéma « Single Fluid » nous fournit un état en dehors du domaine d’hyperbolicité €2 car
P+ Poo < 0 ou de maniére équivalente pe < poo.
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et le schéma « Single Fluid » d’Abgrall-Karni. Ces deux schémas, comparés au schéma de
Godunov, améliorent nettement la résolution & l'interface des deux fluides. Cependant,
la non-convexité du domaine d’hyperbolicité et la manipulation non conservative sur le
flux & I'interface des deux fluides rendent respectivement le schéma de Saurel-Abgrall et le
schéma « Single Fluid » non stables : ils peuvent conduire & des états en dehors du domaine
d’hyperbolicité aprés seulement une itération.

Deux possibilités s’offrent alors & nous. Soit nous supposons que dans la zone de mé-
lange (0 < ¢ < 1) la pression ne suit plus une loi de gaz raide et nous construisons une
loi de mélange nous permettant d’obtenir un domaine d’hyperbolicité convexe. Soit nous
supposons que les deux fluides (¢ = 0 et ¢ = 1) suivent une loi de gaz raide et nous intro-
duisons des techniques numériques permettant d’éviter d’introduire une zone de mélange
(0<p<l).

Dans le Chapitre [3| nous construirons une loi de pression pour le mélange assurant un
domaine d’hyperbolicité convexe. Nous construirons une entropie de Lax pour le mélange.
De cette entropie découlera une nouvelle loi de pression. Le théoréme de Mock nous assurera
alors que le domaine d’hyperbolicité du systéme , muni de la nouvelle loi de pression,
est convexe.

Dans le Chapitre [, nous utiliserons une loi de gaz raide pour chacun des deux fluides
(p = 0 et ¢ = 1). De la méme maniére que cela a été présenté dans [32] pour le cas
d’un modéle particulier de trafic routier, nous introduirons des techniques numériques
permettant de ne pas avoir a traiter de zone de mélange (0 < ¢ < 1). Nous introduirons
une classe de schémas numériques permettant de préserver le domaine d’hyperbolicité sans
diffuser U'interface (.
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CHAPITRE 3

Entropie d’'un mélange immiscible

3.1 Introduction

Ce chapitre concerne la description thermodynamique du mélange d’une phase liquide
avec une phase vapeur et la construction de lois d’état admissibles pour le mélange des
deux phases. Nous rappelons d’abord des résultats classiques de thermodynamique écrits
pour un seul fluide (inspirés des ouvrages de thermodynamique de Callen [26] et Landau et
Lifschitz [83]. Voir aussi [43], 24]). L’entropie extensive d'un fluide est une fonction concave
de ses arguments : le volume, la masse et 1’énergie. Ces propriétés de concavité assurent
notamment I’hyperbolicité des équations d’Euler (théoréme de Mock).

Une maniére de construire une loi d’état pour la transition de phase est de considérer
séparément les entropies extensives du liquide et du gaz [26]. D’aprés les principes fonda-
mentaux de la thermodynamique, ’entropie du mélange hors équilibre est la somme des
entropies de chaque phase. A 1’équilibre, I'entropie du mélange tend vers un maximum.
Cette construction est utilisée par exemple par Mathis [91], Helluy et Seguin dans [74] ou
par Faccanoni [4, 48] pour traiter la transition de phase. Dans ce chapitre, nous reprenons
cette construction pour les mélanges sans transition de phase. Cette approche est égale-
ment utilisé dans [3] et [33] pour construire des schémas de relaxation pour des écoulements
bifluide barotropes.

Nous traiterons par la suite le cas particulier des gaz raides. Nous expliciterons I’entropie
extensive du mélange puis a partir de celle-ci nous construirons une entropie de Lax pour
les équations d’Euler bifluides. Du théoréme de Mock, nous déduirons I'hyperbolicité du
systéme d’équation sur un esapce des phases également convexe. Nous expliciterons la loi
de pression découlant de cette construction.

3.2 Thermodynamique d’un fluide

3.2.1 Entropie extensive

Considérons un gaz ou un liquide de masse M > 0, d’énergie interne E, occupant un
volume V' > 0. Si le fluide est homogéne et au repos, le comportement macroscopique du
fluide est entiérement décrit par sa fonction entropie

S : C — R
(M,V,E) — S(M,V, E),

L’entropie S est généralement concave et C est un cone convexe de R3.
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Dans la suite, nous noterons par W = (M, V, E) un vecteur de R3. Par ailleurs, comme
I’entropie est concave, il est classique de la prolonger par —oo en dehors de C

S(W), si W e C,

—00, sinon.

S(W) = {

L’ensemble C = {W cR3, S(W) > —oo} est supposé différent de ’ensemble vide est sera
appelé, selon 'usage, le domaine de S.

Par ailleurs, comme nous allons utiliser des techniques d’optimisation convexe, il est
souvent utile de supposer que ’entropie S est une fonction semi-continue supérieurement.

Définition 3.2.1. Soit n € N*.
Une fonction F : R — RU {—o0} est dite semi-continue supérieurement (scs) si

VWp € R",  limsup F(W) < F(W)).
W—>Wo

I1 est également classique de supposer que I'entropie .S est une fonction extensive de ses
arguments. La définition des variables thermodynamiques intensive ou extensive s’appuie
sur les notions de cone et de fonction homogéne.

Définition 3.2.2. Nous disons qu’un ensemble C C R™ est un cone si
VAER,, VIVeC, AWeC.

Remarque 3.2.1. Un céone C C R™ n’est pas nécessairement un ensemble convexe.

Définition 3.2.3. Soit n € N*.
Une fonction F : C — R, définie sur un cone C C R", est dite
— intensive ou positivement homogéne de degré 0, noté PHO, si

VAeRL, VIVeC, FOAW)=FW),
— extensive ou positivement homogéne de degré 1, noté PHI1, si
VAERL, VIV € C, FQAW)=AF(W).

Les propriétés de la fonction entropie sont alors regroupées dans le postulat suivant.
Pour plus de détails, nous renvoyons au livre de thermodynamique de Callen [26].

Postulat 3.2.1. L’entropie S : R3 — RU{—o00} est une fonction satisfaisant les conditions
susvantes :
— le domaine C = {W € R3,S(W) > —oco} C R? de S est un cone conveze non
vide,
— S est concave,
— S est positivement homogéne de degré un

VA eRL, VIV, S(OAW) =AS(W).
Pour la justification de cette axiomatique, nous renvoyons a [26, [47].

Remarque 3.2.2. [] est souvent utile de rajouter les deux hypothéses techniques suivantes
sur ’entropie
— S est semi-continue supérieurement,
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

— S est de classe C? sur son domaine et la dérivée de S par rapport & lénergie E
est strictement positive

oS
YW e C, 9B > 0. (3.1)

Remarque 3.2.3. Le domaine C de S est un cone convexe, mais n’est pas nécessairement
un ouvert ou un fermé.

Proposition 3.2.1. 5i S est une entropie admettant un domaine C sur lequel elle est de
classe C?, lentropie S n’est pas strictement concave. En effet, nous avons

YW e C, Vi S(W)-W =0,
ot V%VS est la matrice Hessienne de S par rapport a W.

Démonstration. Comme 'entropie S est PH1, nous avons
VAER,, VIV eC, SAW)=AS(W),
et ainsi en dérivant par rapport a W, V.S est PHO
VAER,, VIV eC, VygSOAW)=VySW).

En dérivant la derniére relation par rapport & A puis en évaluant la dérivée en A = 1, nous
obtenons

YW e, ViS(W)-W =0.

Ainsi la matrice Hessienne de S admet au moins une valeur propre nulle et la fonction S
n’est pas strictement concave. O

Nous pouvons maintenant relier I’entropie S aux variables thermodynamiques : la tem-
pérature T, la pression P et le potentiel chimique pu.

Définition 3.2.4. Si S est une entropie de classe C' sur son domaine, nous définissons
linverse de la température T par

1_os
T OFE’
la pression P par
L)
T oV’
et le potentiel chimique p par
__p95
F=""am

Remarque 3.2.4. La donnée d’une entropie permet de définir une loi de pression
P=P(M,V,E).

Proposition 3.2.2. Si S est une entropie de classe C' sur son domaine C, nous retrouvons
la relation classique

TdS = dE + PdV — pdM, (3.2)

et la relation de Gibbs
uM =FE+ PV =TS, (3.3)

pour (M, V,E) € C.
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Démonstration. La relation (3.2)) est une conséquence de la Définition
Comme S est une entropie, S est PH1,

VAERYL, YW € C, S(OAW) = AS(W),

et ainsi, en dérivant la derniére relation par rapport a A, puis en évaluant la dérivée en

A = 1, nous obtenons la relation de Gibbs (3.3))
S(W) =VwSW)-W,
pour tout (M,V,E) € C. O]

Comme le gradient d’une fonction PH1 différentiable est PHO, nous avons la proposition
suivante.

Proposition 3.2.3. Si S est une entropie de classe C* sur son domaine C, la température,
la pression et le potentiel chimique associés & S sont des variables intensives.
De plus, la condition assure que st S est une entropie, la température T associée est
strictement positive

T > 0.

Définition 3.2.5. Supposons que M # 0 et V £ 0. Le quotient de deux quantités extensives
nous permet de construire différentes variables intensives, soit massiques, soit volumiques :
— la volume massique (ou spécifique) : T = 3,
— Uentropie massique (ou spécifique) : s = s
— Uénergie massique (ou spécifique) : e = 7,
— la masse volumique : p = % =M
— Uentropie volumique : 0 = ps = %,
— l’énergie volumique : € = pe = %

Remarque 3.2.5. Nous avons pour M # 0,

S(M],WV,E) :S< v E>

"M’M
et il est alors naturel de considérer l’entropie massique s comme une fonction de (T, e€)
s(t,e) =S (1,7,e).
Nous pouvons également écrire ’entropie volumique o comme une fonction de (p, pe)
a(p,pe) =5 (p, 1, pe).
Définition 3.2.6. La pression P, étant une variable intensive, pour M # 0, nous avons

V K
PM,V,E)=P |1, —,—
0v.8) =P (13737 )

et pour V # 0, nous obtenons
M _E
P(M,V,E)=P (V’ 1, V) ,
et, suivant le contexte, nous définissons alors la pression p comme une fonction de (T,e)
ou de (p, pe)
p(T7e) = P(]‘77_7e)7
ou p(p, pe) = P (p, 1, pe) .
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Proposition 3.2.4. En posant M = 1, la relation fondamentale admet une formu-
lation intensive massique
Tds = de + pdr. (3.4)

Nous allons maintenant faire le lien entre I’entropie extensive d’un fluide et I'entropie
de Lax du systéme Euler associé. Grace a un résultat de Croisille [43], la convexité de
I’entropie de Lax découle trés facilement de la concavité et de 'homogénéité de ’entropie
extensive. Rappelons d’abord la notion de signature associée & une matrice symétrique
réelle.

Définition 3.2.7. Soit n > 1. Comme les matrices symétriques réelles S,(R) sont diago-
nalisables, nous pouvons les classer suivant leur signature (p,q,r) € N3 ox
—pt+tqg+r=n,
— p correspond au nombre de valeurs propres strictement positives de la matrice,
— q correspond au nombre de valeurs propres strictement négatives de la matrice,
— 1 correspond au nombre de valeurs propres nulles de la matrice.

Rappelons le lien entre la concavité d’une fonction et la signature de sa matrice Hes-
sienne.

Proposition 3.2.5. Soit n > 1 et f : R® — R une fonction de classe C? sur un ouvert
O C R™. Les propositions suivantes sont équivalentes
— la fonction f est concave,
— la matrice Hessienne de f admet pour signature (0,q,7) avec ¢ + r = n. Toutes
les valeurs propres de la matrice Hessienne de f sont négatives ou nulles.
Nous avons également les équivalences suivantes sur la stricte concavité
— la fonction f est strictement concave,
— la matrice Hessienne de f admet pour signature (0,q,r) avec ¢ +r = n et pour
tout x € O et tout y € R™, l’ensemble

{)\ ER, Vif(x+X\y) - (y,y) = 0}

est d’intérieur vide dans R.
Ainsi, si la matrice Hessienne de f a pour signature (0,n,0), la fonction f est strictement
concave.

Rappelons maintenant le résultat de Croisille [43], lié¢ & 'homogénéité d’une fonction,
qui nous permettra par la suite de relier la concavité de 'entropie massique s(7,¢e) a la
concavité de l'entropie extensive S(M,V, E).

Proposition 3.2.6. Soit I' un cone ouvert de R de sommet 0. Soiti € {1,....,n + 1}.
On suppose que T =T N {X € R"!, X; = 1} est non vide. Soit F: T — R de classe C?,
positivement homogene de degré 1 et f la restriction de F a T,

alors f est strictement concave sur I' si et seulement si la matrice Hessienne de F' a pour
signature (0,n,1) en tout point X de T tel que X; > 0.

Démonstration. Nous reprenons la preuve de Croisille [43]. Pour simplifier les notations,
nous allons supposer que ¢ = n + 1. Soit X = (Xq,--+, Xp4+1) € I tel que X, 41 > 0. Par
homogénéité de degré 1 de F

X, X,
F(Xy,---, X =X, 1 F e 1
( 1, s n+1) n+1 <Xn+1 ) ) Xn+1 ) > 5

- n-‘rlf(xl(X)?"' 7xn(X))7
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

avec ;(X) = Xiz(j-l pour i =1,--- ,n. Donc pour 1 <k <netl<Il<n, nous avons
or _ of
0X. Oz
0*F 1 0%f

t = .
¢ 8Xk8Xl Xn+1 8a:k8a;l

92 f

Si f est strictement concave sur C, la matrice Hessienne ( S 0w est définie

>1§k§n, 1<I<n
négativeﬂ Comme X,,4+1 > 0, la signature de V4 F vaut (0,7, 1) ou (0,n + 1,0). De plus,
F' est positivement homogéne de degré un donc d’aprés la Proposition [3.2.1) nous avons

VEF(X) X = Ogns1.

Ainsi, la droite RX appartient au noyau de la matrice Hessienne de F' et la signature de
V4 F vaut (0,n,1).

Réciproquement, si la signature de F' vaut (0,n,1), comme F' est positivement homogéne
de degré un d’apres la Proposition [3.2.1] nous avons

VEF(X) X = Ogns1.

De plus, I’hyperplan affine H = {X' eC, Xn+1 = 1} de R™*! ne contient pas la droite RX
donc la signature de la restriction de V4 F & H vaut (0,n,0) et comme 3)?55)(1 = af:gml
sur H, la matrice Hessienne de f a pour signature (0,n,0) et la fonction f est strictement

concave d’aprés la Proposition [3.2.5] O

Corollaire 3.2.1. Si S est une entropie de classe C? sur son domaine convere C, les
propositions suivantes sont équivalentes :

(¢}
— la matrice Hessienne de S a pour signature (0,2,1) en tout point W € C,
— la fonction (1,e) — s(1,e) est strictement concave sur le conveze

{ (r,e),(1,7,e) € C},
— la fonction (p, pe) — o(p, pe) est strictement concave sur le convexe

{ (p,pe), (p;1,pe) € C}.

Démonstration. Nous appliquons la Proposition [3.2.6] & I'entropie extensive S : C' — R ou
C C Ry xR x R est le domaine de S, nous avons

(,€) — s(7,€) est strictement concave sur { (7,¢) | (1,7,¢e) € C},
& (1,7,€) = S(1,7,¢) est strictement concave sur { (1,7,¢) | (1,7,¢) € C},
< la matrice Hessienne de S a pour signature (0,2, 1)

o

en tout point (M, V, E) € C satisfaisant M > 0,

< la matrice Hessienne de S a pour signature (0,2, 1)
o

en tout point (M,V,E) € C,

< la matrice Hessienne de S a pour signature (0,2, 1)
o
en tout point (M, V, E) € C satisfaisant V' > 0,

& (p,1,pe) — S(p, 1, pe) est strictement concave sur { (p, 1, pe) | (p, 1, pe) € C},
& (p, pe) — o(p, pe) est strictement concave sur { (p, pe) | (p, 1, pe) € C}.

1. En toute rigueur, ce n’est pas absolument exact. Mais pour la simplicité de ’exposé nous pouvons
décider de définir une fonction strictement concave comme une fonction dont la Hessienne est définie
négative en tout point de son domaine.
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Nous pouvons également prouver la proposition plus faible.

Proposition 3.2.7. Si S est une entropie, les propositions suivantes sont équivalentes :
— S est concave sur son domaine convexe C,
— la fonction (T,€) — s(T,e) est concave sur le conveze

{(T,e),(l,T,e) € C},

— la fonction (p, pe) — o(p, pe) est concave sur le conveze

{(p,pe),(p,1,pe) € C}.

Pour un fluide simple, sans transition de phase, nous pouvons généralement supposer
que (7,e) — s(T,e) et (p, pe) — o(p, pe) sont strictement concaves.

3.2.2 Entropie extensive et entropie de Lax

Supposons que nous connaissons une entropie extensive S. Nous avons vu que cette
entropie définissait une loi de pression p = p(p, pe). Nous allons maintenant, & partir
de I'entropie extensive .S, construire une entropie de Lax associée au systéme de lois de
conservation

9(p) + 0z(pu) + 9y(pv) =0,

)=0
By (pu) + Bz (pu® + p) + 8y (puv) =0,
8 (pv) + O (puv) + 9y (pv® +p) = 0,
0

—~ T~/
0 3 O Ot
~— ~— — —

ou p est la loi de pression associée a S. Nous traitons donc d’abord le cas monofluide. Le
cas bifluide sera traité dans la section suivante.
Rappelons tout d’abord la notion d’entropie de Lax définie au Chapitre

Définition 3.2.8. Soit U = (p, pu, pv, p€). Une fonction n : U — n(p, pu, pv, p€) est une
entropie de Lax associée au systéme —(@ si m est une fonction convexe de U et s’il
existe des fonctions U — Hy(U) et U — Ho(U), appelées flux d’entropie, telles que toute
solution réguliére U(x,y,t) de -(@ satisfait la loi de conservation supplémentaire

&m(U) + (%cHl(U) + ByHg(U) =0.

Montrons tout d’abord que ’entropie massique s associée a ’entropie extensive S sa-
tisfait une équation de transport a la vitesse du fluide.

Proposition 3.2.8. Si (M,V,E) — S(M,V, E) est une entropie admettant pour domaine
le cone convexe C, alors son entropie massique associée (T,e) — s(T,e) satisfait

0¢s + u0ys + v0ys = 0, (3.9)

sur le convexe
{ (rye),(1,71,e) € C’},

que nous pouvons mettre sous forme conservative

O¢(ps) + 0z(pus) + Oy(pvs) = 0. (3.10)
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Démonstration. Si U est une solution réguliére du systéme (3.5)-(3.8]), nous avons

T + u0,T — TOLU 4 vOyT — TOHV = 0,
Ore + udze + Tplyu + voye + Tpdyv = 0.

Comme s = s(7, e), nous pouvons écrire
0rs + u0ys + v0ys = T(Opu + Oyv) (075 — POeS),

et le résultat suit car ds est une forme différentielle exacte (voir [3.4) donc, d’apres le
théoréme de Schwarz
078 — pOes = 0.

O

Corollaire 3.2.2. Si (M,V,E) — S(M,V,E) est une entropie extensive admettant pour
domaine le cone convexe C, satisfaisant

oS

— >
8E—0’

et si (1,e) — s(7,€) est son entropie massique associée, alors la fonction

n:U = (p, pu, pv, p€) = —ps,
définie sur le conveze

(pu)* + (pv)*

Q= {UZ(p,pu,pv,pS),pesz— %

, (p, 1, pe) GC},

est une entropie de Lax associée au systeme -(@), admettant pour flurz d’entropie

Hi(U) = —un(U),
Hy(U) = —on(U).

Démonstration. D’apreés la Proposition [3.2.8] comme S est une entropie extensive nous
avons

Ot (—ps) + Oz (—pus) + 0y(—pvs) = 0.

Montrons que la fonction n = —ps est convexe et que son domaine de définition €2 est
convexe. Comme S est une entropie, d’apres la Proposition[3.2.7] la fonction o = ps est une
fonction concave sur le convexe C, = {(p, pe), (p, 1, pe) € C} et lapplication (p, pe) — o
est croissante par rapport a € = pe car

d(ps) 0o  0S

= == >0.
d(pe)  Oe OE_O

Nous pouvons alors prolonger o par —oo en dehors de son domaine C,. La fonction o est
alors une fonction concave de R* x R dans R U {—oo}. Définissons alors la fonction 7 par

n:R: x R* - RU{—o0}

(pu)® + (pv)2>
2p ’

(P>PU7,0'U705) = -0 <p> Pg -
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

et montrons que 7 est convexe. L’application

(pu)® + (pv)?

h: (p7PUaPU>P5)'_>P5_ 2p

est concave pour p > 0 d’aprés la Proposition [3.2.5] car sa matrice hessienne admet pour
signature (0,2, 2), en effet ses valeurs propres sont

L (pu)* + (pv)* + (p€)?
0,0, =, . .

De plus, nous pouvons écrire —n sous la forme

(pu)® + (pv)2>
2p ’

= a(p, h(p, pu, pv, Pg))v

<p7 pU, PU,Pg) =0 (papg -

avec o et h concaves et o croissante par rapport a la deuxiéme variable donc —n est concave
par rapport a (p, pu, pv, p€). En effet, si (p, pu, pv, p€)1, (p, pu, pv, p€)2 sont dans R x R3
et site€]0;1],

- n(t (p, pu, pv, p€); + (1 = 1) (p, pu, pv,p5)2>
= a(tpl + (1 = t)pa, h(t(p, pu, pv, p€)1 + (1 — t)(p,pu,pmpé’)z))?
> cr(tm + (1= t)p2, th((p, pu, pv, p€)1) + (1 = t)h((p, pu, pv,pﬁ)z)),
> ta(m, h((p; pu, pv,pc‘fh)) +(1- t)ff(pm h((p, pu,pv,pgh)),

- tn((p,pu,pvvpf)l) -(1- t)n((p, pu, pv,pé’)z),

et —n est concave sur RY x R3. Nous obtenons alors que le domaine de 1, qui vaut €2, est
convexe et que la fonction 7 est convexe sur 2.
O

3.3 Entropie d’un mélange immiscible

3.3.1 Entropie extensive

Nous considérons maintenant un mélange de deux fluides immiscibles. Nous voulons
construire une loi de pression qui posséde de bonnes propriétés. Nous avons vu au chapitre
précédent que sans précaution particuliére, le domaine d’hyperbolicité du systéme Euler
associé n’est en général pas convexe. En retournant a la thermodynamique, nous allons
voir qu'il est possible de construire une entropie de Lax (sur un domaine convexe) au
systéme bifluide. D’aprés le théoréme de Mock, le systéme résultant aura donc un domaine
d’hyperbolicité convexe. Nous appliquons la construction & un mélange de gaz raides. Le
prix & payer est que la loi de mélange sera plus compliquée qu'une simple interpolation
des paramétre de la loi d’état & partir de la fraction de masse (voir (2.11)). Pour réaliser
cette construction, nous supposons d’abord que nous connaissons des entropies extensives
S; : R? — RU{—o0}, i = 1,2, associées & chacun des deux fluides. Pour fixer les idées,
nous adopterons la convention que le fluide 1 est le gaz, tandis que le fluide 2 est le liquide.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Connaissant la masse M > 0, le volume V' > 0, I'énergie £ du mélange et la masse
0 < My < M de la phase 1, nous souhaitons construire une entropie S pour le mélange,
satisfaisant les conditions du Postulat [3.2.1] Selon la thermodynamique, I'entropie du meé-
lange en dehors de 1’équilibre est la somme des entropies.

Si dans le mélange, le fluide 1 est caractérisé par le vecteur (My, Vi, Eq) et le fluide 2
par le vecteur (Ma, Va, E3), la conservation de la masse et de 1’énergie impliquent

M:M1+M27
E = F1 + Es.

De plus, comme le mélange est immiscible, nous avons
Vi+Ve=V.

Postulat 3.3.1. A l’équilibre, l’entropie S du mélange s’obtient en mazimisant U'entropie
hors équilibre

S(M,V,E,M{) = sup S1(My,V1,Ey)+ So(M — M,V = Vi, E — Ey).
(V1,E1)€R?

Proposition 3.3.1. Si pour tout (My, M) € R?, nous avons l’eristence d’une fonction
affine majorant les fonctions (V, E) — S1(M1,V,E) et (V,E) +— So(M — M,V E),

S1(My,V, E) < (V, E);a) — b,
So(M — My, V. E) < ((V,E);a) — b,
(3.11)

VM, M €R, 3a € R?, B R, V(V,E) € R?, {

ot (-;-) désigne le produit scalaire canonique de R?,
alors Uentropie du mélange S, définie dans le Postulat[3.3.1], satisfait
— S est bien a valeurs dans RU{—oc} et son domaine C' vaut

C= {(M)V7E7M1)70 < Ml < M7 (Ma‘/aE) € Cl,Ml +CQ,M7M1}7
ou
Cran = { (M1, Vi Br), (M1, Vi, Ey) € Cu }

Contoany = {(M = My, Va, B). (M — My, Vo, By) € G}

— C est un come convexe non vide,
— S est concave par rapport o (M,V, E, M),
— S est positivement homogéne de degré un (PHI).

Démonstration. L’entropie S est bien a valeurs dans R U {—oo}, en effet si nous nous
donnons un quadruplet arbitraire (M,V, E, M;) € R*, pour tout couple (Vi, E;) € R?,

I'hypothése (3.11)) fournit,

S1(My, Vi, Ey) + So(M — M,V — Vi, E — Ey)
(Vi,Er);a) —b+ (V= Vi, E — Ey);a) — b,

<
<((V,E);a) — 2b,

et donc S(M,V, E, M;) < 4+o0.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Montrons que C' est non vide. Comme C et C5 sont non vides, nous avons
(My, V1, Eq) € Ch,
(M2, Va, E3) € Ca,

Sl(Mlv‘/laEl) > —0Q,
82(M27‘/25E2) > —0Q,

)

3M17M27‘/17V1 GR-‘r’ElEl;EQeRa {

donc
Sl(M].v ‘/].a El) + SQ(M27 ‘/2) E2) > —0Q,
= S(My + Mz, Vi + Va, By + Ea, My) > —o0,
= (M + M, Vi + Vo, By + Eo, M) € C,
et C est non vide. De plus, en prenant M = M; 4+ M>, ce raisonnement prouve également

que
{(M,V,E,M),0 < M, <M, (M,V,E) € Ci,m, + Coni—ar, ) C C.

L’inclusion réciproque est également satisfaite car si (M, V, E, M;) € C, par définition du
supremum nous avons l’existence de Vj et E; tels que

S1 (M1, Vi, Ex) + So(M — My, V — Vi, E — Ey) > —o0,
S1(My, V1, Eq) > —o0,
{SQ(M—Ml,V—Vl,E—El) > oo,
(M1, V1, Er) € C1 oy,
{ (M — M,V =V1,E - Ey) € Cov—n s
= (M,V,E) € Cim, + Coni—my,

et ainsi
C={(M,V,E,M),0 <M <M, (M,V,E) € Cim, +Cop—n, }-
Montrons que C' est un coéne. Soit (M, V, E, My) € C et soit A > 0, alors
(M1, V1, Ey) € Cn,
M, € [0; M], 3Vy, Vo, By, By € R, (M — My, Va, Ey) € Cy,
(M,V,E) = (M1, V1, E1) + (M — M, Va, Es),

et ainsi comme C et Cy sont des cones
ANM,V,E) = \(M;, Vl,El) + AN(M — My, ‘72, EQ) € Cl,)\M1 + OQ,A(M—Ml)'

De plus,
0 < AM; + AX(M — M) < AM,

donc
A(Ma VaEaMl) € 07

et C est un cone.
Montrons que C est convexe. Soit (M, V, E, M), (M ,V',E', M) € C et t €]0; 1], alors

(Mlavivél) ECla
M, € [0; M), 3V4,Va, By, Bs € R, (M — My, Vs, Ey) € Oy,
(M7‘/7E) - (M17‘717E~1) + (M - M17V27E~2)7
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

(M;, V), Ey) € Cy,
(M~ M}, Vy,Ey) € Ca,
(M V',E') = (M}, V},E})
+(M' — My, Vy, Ey),

IM; € [0; M), 3V}, V), E}, B}, € R,

et comme C7 et Cy sont convexes, nous avons
HM,V,E) + (1 —t)(M ,V E)
= (tO0, V1, B + (1= (M, VL )
+ (H(M = My, Va, By) + (1= )(M = M, V3, ES))
eC 1+ C

LtMy+(1-t) M, 24M+(1—t)M' —(tMy+(1—t)M;)*

De plus,
0<tM;+ (1—t)M; <tM+ (1 —t)M’,

donc
t(M7V'7E7M1)+(1_t)(M7V7E7M1) GC,

et C est convexe.

Comme S7 et Sy sont PH1, nous obtenons que S est PH1.

La concavité de S se prouve en utilisant la concavité de S et Sy et la définition de la
borne supérieure : soit (M,V, E, M;) € R*, (M’,V’,E’,M{) € R* et t €]0;1].
Si (M,V,E,M;) € Cet (M ,V E, M{) € C. Par définition de la borne supérieure, nous
avons pour tout € > 0, I'existence de (Vf, ES) € R? et (V1I’€, Elle) € R? tels que

S(Ma‘/va Ml) —e< Sl(Mla‘/levEf) + SQ(M - M17V - V167E - Ei))
S(M' V' ,E', M) — e < Si(M;, V", Ey) + So(M — M,, V' — Vi E — E).

La concavité de Sp et Sy conduit alors a

tS(M,V,E, M)+ (1 —t)S(M ,V'E', M) — ¢
< S (t(Ml, VEES) + (1 — t)(M, V’,E’,M{))

+ 8 (MM = M,V =V E— B + (1= )(M' = M,V = V[, E — E[))
= 81 (10, VE B + (L= (M V' B )

+ 8o (((OV, V) + (1= V' ED) = (100, Vi B + (1= (ML V] E))) )
< S (UM VB M) + (1 - )MV B ),

et ceci pour tout € > 0 donc en faisant tendre € vers 0, nous obtenons la concavité de la
fonction S sur C.

Si (M,V,E, M) ¢ C ou (et) (M', V' E', M) ¢ C, nous avons

—co =tS(M,V,E, M) + (1 —t)S(M , V', E', M)
<S (t(M,V,E,Ml) +(1 —t)(M’,v’,E’,M{)).

Ainsi la fonction S est concave.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Remarque 3.3.1. Dans la définition de l’entropie S du mélange, la borne supérieure, si
elle est atteinte, n’est pas forcément atteinte en un unique point, mais la valeur de cette
borne supérieure est unique
St nous supposons que les deux fonctions S1 et So sont semi-continues supérieurement, le
supremum est un Mmazimum.

De la méme maniére que nous ’avons défini dans le cas d’une seule phase, nous pouvons
définir la température et la pression du mélange.

Définition 3.3.1. Quand l’entropie du mélange, donnée par le Postulat est dérivable
par rapport & E et V', nous définissons la température T du mélange par

1 oS
—=—(M,V,E, M
T 8E< 7V7 ) 1)7
la pression P du mélange par
oS
P= TW(M’ V,E, M),
le potentiel chimique u par
I oS
—=——(M,V,E, My).
T 8]\/[( s Vy 4y 1)
et A par
A oS
—=—(M,V,E,My).
T 8M1( 7V7 ’ 1)

Proposition 3.3.2. Si S est une entropie de mélange de classe C sur son domaine C,
nous avons la relation
TdS = dE + PdV — pdM + \dM;. (3.12)

Définition 3.3.2. Comme l’entropie S du mélange S est extensive sur son domaine C,
pour M #£ 0, nous pouvons définir [’entropie massique s par s = % et la fraction de masse
© par p = %

De plus, nous avons

S<M7V7E7M1)_S 1Z£%
M B "M'M’ M )’
et il est alors naturel de considérer [’entropie massique s associée & S comme une fonction
de (7,¢€,¢)
s(tye,p) =S (1,71,e,0),

ot (1,7,e,¢) € C.

Remarque 3.3.2. L’entropie du mélange S étant une fonction extensive sur son domaine
C, la pression P et la température T sont des variables intensives et nous définissons alors
la pression p comme une fonction de (T, e, p)

p(r,e.0) = P(L,1€,9),
ou (1,1,e,0) € C.
Proposition 3.3.3. En posant M = 1, la relation fondamentale s’écrit

T'ds = de + pdt + Adp. (3.13)
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Proposition 3.3.4. Soit (M,V, E, My) un état a l'intérieur du domaine de S.
Si le mazimum définissant S est atteint pour un état (Vi, E1) a Uintérieur du domaine des
contraintes

(Mla‘a,El) 6017
(M — M,V —V1,E — Ey) € Co,

alors il est caractérisé par
— [’équilibre thermique des deux phases,

Ty = 1>,

— [’équilibre les pressions,

P =P

Si le maximum (V;, Fy) définissant S est atteint sur les bords du domaine de S, I'équi-
libre des températures et des pressions n’est plus forcément vérifié. Il faut alors utiliser des
inégalités de caractérisation de 'optimum.

— Par exemple, si seule la contrainte de volume est saturée, nous avons

— soit V3 =V, alors

P P

— — —=>0. 3.14

T (3.14)
— soit V; =0, alors

P P

— — = <0. 3.15

T T — ( )

— Si seule la contrainte d’énergie est saturée, nous avons
— soit B4 = E, alors
Ty < Ts. (3.16)

— soit By = 0, alors
T > 1T5. (3.17)

— Dans la suite, lorsque nous étudierons les mélanges de gaz raides, nous aurons
également & envisager une contrainte linéaire dans la phase liquide

EQZKJ/Q@E—EHZR(V—VQ.

Si cette contrainte est saturée, nous obtenons 'inégalité de caractérisation suivante

1*I<,P1 > 1*I{P2
T Ty

En pratique, nous verrons que ce dernier cas n’arrive jamais.

Démonstration. Si le maximum définissant S est atteint pour un état (Vi, E) satisfaisant

(M1, V1, Ey) € Cy,
(M — M,V —V1,E — Ey) € Oy,

nous avons

0 1 1
0=——(S1(M1,V1, E So(M — M,V -V, E—-Ey)) = — — —
aEl( 1( 1, V1, 1)+ 2( 1, 1s 1>) T1 TQ’
o) P P
0=—(51(M,, E So(M — M,V -V, E—-FE})) = — — —
avl( 1( 1, V1, 1)+ 2( 1, 1, 1)) Tl T27
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

et ainsi nous obtenons I’équilibre des températures et des pressions.
Si le maximum (V1, E7) est atteint sur les bords du domaine de S. Comme la fonction
(V,E) — S(M,V,E, M) est concave, nous avons pour tout (V1, E;) satisfaisant

(M1, V1, Eq) € Ch,
(M—Ml,V— Vl,E—E1) € Oy,

I'inégalité
Voa,ey) (St(My, Vi, Er) + So(M — My, V — V1, E — Ey)) - (V1, E1) — (V1, Ey)) <0.

Si la contrainte de volume est saturée 'inégalité revient a

P Py -
<T1_T2> (Vi—Th) <o,

de sorte que si V; = V/, nous ayons

P P
L2250,
Ty T —
et si V1 = 0, nous ayons
P P
o2 <.
o Ty
Si la contrainte d’énergie est saturée 'inégalité revient a

1 1 _
<T1 - T2> (Ex — Ey) <0,

de sorte que si £y = E, nous ayons

— — >0
Ty Ty — ’
et si £; = 0, nous ayons
1 1
— — — <0.
T T —
Si la contrainte d’énergie est saturée de sorte que E1; = F, alors 'inégalité revient a
1 1.y
Ty Ty~
Inversement, si £ = 0, nous avons
1 1
Ty T —
O
Corollaire 3.3.1. Soit (M,V,E, My) un état a lintérieur du domaine de S.
Si le mazimum (V1, E1) définissant S est atteint pour un état satisfaisant
My, Vi, By € G,
(30,11, Ey) € Gy (3.18)

(M_Ml)v_‘auE_-E_l) € 027
la Définition de la température T et de la pression P du mélange nous donne

T=T =T,
P=P =P.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Démonstration. Si le maximum (V;, E7) définissant S est atteint pour un état satisfaisant

(3.18), nous avons
S(M,V,E, My) = S1(My, Vi, Er) + So(M — M1,V — V1, E — Ey),

o V4 = Vi(M,V,E,M;) et By = E1(M,V,E, M;). Nous avons alors

108
T OF’
_ 008 OE 198, | O(V —Vh)0S, | O(E — Fy) 95,
OE 9V, | OF 0F, OE Vs 0E  OE,’

LoV (AR OB (1 1) 1
COE\Ty T OE \T1 T») Ty
et comme (3.18]) est satisfaite, d’aprés la Proposition nous avons 11 = Th et Py = P

et ainsi
r 1 1

T T, T
En dérivant par rapport & V', nous obtenons de la méme maniére
P=P =P
O

Lorsque le supremum de ’entropie de mélange est atteint sur le bord du domaine des
contraintes, 1’équilibre des pressions et des températures n’est plus forcément établi. Mais,
pour calculer la pression et la température du mélange, selon la Définition [3.3.1} il suffit
tout simplement de dériver S par rapport & V et E.

3.3.2 Entropie de Lax pour le systéme bifluide

Supposons que nous connaissons une entropie extensive (M,V, E, M) — S(M,V, E,
M) définie sur un domaine convexe. Nous avons vu que cette entropie définissait une
loi de pression p = p(7,e,¢). Nous allons maintenant, & partir de I’entropie extensive S,
construire une entropie de Lax associée au systéme de lois de conservation

9 (p) + 0x(pu) + 0y(pv) =0, (3.19)

O (pu) + 0x(pu® + p) + 9y (puv) = 0, (3.20)

O (pv) + 0z (puv) + 9y (pv* + p) = 0, (3.21)

O (pE) + 0z ((p€ + p)u) + 0y ((p€ + p)v) =0, (3.22)
d(pp) + Oz (puep) + Oy(pve) = 0, (3.23)

ol p est la loi de pression associée & S. Cette entropie de Lax sera convexe sur un domaine
convexe, ce qui assurera la convexité du domaine d’hyperbolicité.
Rappelons tout d’abord la notion d’entropie de Lax définie au Chapitre [2

Définition 3.3.3. Une fonction n : U = (p, pu, pv, p€, pp) — n(U) est une entropie de
Lax associée au systeme (E) (@ si m est une fonction convexe de U et s’il existe des
fonctions U — Hy(U) et U — Ho(U), appelées flux d’entropie, telles que toute solution
réquliere U(x,y,t) de (-) (@ satisfait la loi de conservation supplémentaire

Om(U) + 0p Hy(U) + 8, Hy(U) = 0.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Montrons tout d’abord que ’entropie massique s associée a l'entropie extensive S sa-
tisfait une équation aux dérivées partielles.

Proposition 3.3.5. Si (M,V,E,M;) — S(M,V,E, M) est une entropie de mélange
admettant pour domaine le convexe C, alors son entropie massique associée (T,e,p) —
s(T,e, ) satisfait

O¢s + u0zs + v0ys = 0,

sur le convexe
{(T.e,0),(1,7¢,90) € C},
que nmous pouvons mettre sous forme conservative
O¢(ps) + 0z(pus) + Oy(pvs) = 0.
Démonstration. Si U est une solution reguliére du systéme ((3.5))-(3.8]), nous avons

T + U0, T — TO U + VOyT — TOyv = 0,
Ore + udye + TpOyu + voye + Tpdyv = 0,
Orp + u0zp + v0yp = 0. (3.24)

Comme s = s(7, e, ), nous pouvons écrire
0¢s + u0ys + v0ys = T(0pu + 0yv) (078 — POes) + (Opp + u0pp + v0y )0y,
et le résultat suit car ¢ satisfait et comme s vérifie la relation nous avons
0r8 — pdes = 0.
O

Nous allons maintenant énoncer une extension de la Proposition [3.2.7] au cas ot nous
avons la variable supplémentaire ¢.

Proposition 3.3.6. Soit S est une entropie de mélange admettant pour domaine C, les
propositions suivantes sont équivalentes :

— S est concave sur C,

— la fonction (T,e,p) — s(T,e,p) est concave sur le conveze

{ (tye,0),(1,7,e,p) € C’},

— la fonction (p, pe, pp) — a(p, pe, pp) est concave sur le convezxe

{ (b, pe, pe) . (p.1, pe, pp) € C}.

Corollaire 3.3.2. Soit (M,V,E, M) — S(M,V, E, M) une entropie de mélange admet-
tant pour domaine le convexe C, satisfaisant

oS
= >
8E_0’

et (1,e,p) — s(T,e,¢) son entropie massique associée, alors la fonction

& _ (w)’+(pv)?
? 2 PP (3.25)

1
p p p

n:U = (p, pu, pv, pe, pp) — —ps
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définie sur le convere

(pu)® + (pv)?

) 7]" ) EC )
2% (p, 1, pe, pp) }

Q= {UZ (p; pu, pv, p€, pp), p > 0, pe = p€ —

est une entropie de Lax associée au systéme —@, admettant pour fluxz d’entropie

Hi(U) = —un(U),
Hy(U) = —on(U).

Démonstration. D’aprés la Proposition comme S est une entropie extensive nous
avons

0¢(—ps) + Oz (—pus) + 0y(—pvs) = 0.

Montrons que la fonction n = —ps est convexe et que son domaine de définition €2 est
convexe. Comme S est une entropie, d’aprés la Proposition la fonction o = ps est
une fonction concave sur le convexe C, = {(p, pe, pp), (p, 1, pe, pp) € C} et 'application
(p, pe, pp) — o est croissante par rapport a € = pe car

dps) 00 _0S _
d(pe) 0e OE —

Nous pouvons alors prolonger ¢ par —oo en dehors de son domaine C,. La fonction o est
alors une fonction concave de R* x R? dans RU{—oo}. Définissons alors la fonction 7 par

n:R: x R* - RU {—o0}

u2 '1)2
(pu)* + (pv) ’ng),

(IO7 pu,pv,pé’,pgo) = -0 <p7 Pg - 2/)

et montrons que n est convexe. L’application

(pu)? + (pv)°

h: <p7 U, Pv7p5) = p(‘: - 2p

est concave pour p > 0 d’aprés la Proposition [3.2.5| car sa matrice hessienne admet pour
signature (0,2, 2), en effet ses valeurs propres sont

L (pu)* + (pv)* + (p€)?
07 07 _;7_ pg .

De plus, nous pouvons écrire —n sous la forme

’LL2 ’1)2
(pu)* + (pv) ,p90>,

(p, pu, p, pE, pp) = ps = o (p, pE — 2

= a(p, h(p, pu, pv, p€), P‘P>7

avec o et h concaves et o croissante par rapport a la deuxiéme variable donc —n est concave
par rapport a (p, pu, pv, p&, pp). En effet, si (p, pu, pv, p€, pp)1, (p, pu, pv, p&, pip)2 sont
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dans R% x R et si ¢t €]0;1[,

- n(t (p, pu, pv, p€, pip)y + (1 — 1) (p, pu, pv, p, ps@)g)

= a<tp1 +(1—-1) pa,h(t (p, pu, pv, p€); + (1 = 1) (mpu,pv,pf)z),

Lo + (=D p0), ).
> a(tm +(1-1) pz,th((p, pu, pv,pé’)l) +(1- t)h((p,puvpv,pf‘?)z),

tlpe)r + (1 - t)(w)a),

> to <,017 h((p,pu,pv,p€)1>7 (pwh) +(1—t)o <p2, h((p, pu,pv,pg)z), (pw)z>,
= —tn((p, pu, pv,p&/w)l) —(1 —t)n((p, pu, pv,pg,p«ﬁ)z),

et —n est concave sur RY x R*. Nous obtenons alors que le domaine de 7, qui vaut 2, est
convexe et que la fonction 1 est convexe sur ). O

Corollaire 3.3.3. Soit n l'entropie de Lax associée a l’entropie de mélange
(Ma‘/aE7M1) = S(M7‘/7E7M1)

Sin est strictement convexe, le systéme - muni de la loi de pression p déduite

de S est hyperbolique sur le convexe

(pu)? + (pv)?

1 ch.
2 , (P 1, pe, pp) € }

Q= {UZ (p, pu, pv, p€, pp), p > 0, pe = p& —

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme de Mock (Théoréme [2.5.1)). O

Remarque 3.3.3. Dans le Corollaire[3.53.3, nous supposons la stricte convezité de n. En
effet, la Proposition [3.3.9 ne nous fournit que la convexité de n et la stricte convexité est
nécessaire pour appliquer le théoréme de Mock.

Remarque 3.3.4. Nous avons décrit une méthode de construction pour la loi de pression
du mélange telle que le systeme — muns de cette loi de pression soit un systeme
hyperbolique et que son domaine d’hyperbolicité soit convexe.

3.4 Meélange de deux gaz raides immiscibles

3.4.1 Entropie extensive des deux gaz raides

Considérons un mélange de deux gaz raides immiscibles dont les entropies extensives
sont notées Sy et So. Pour i € {1;2}, 'entropie extensive \S; du gaz raide i est donnée pour
M; >0,V; >0et E; > Vipso, par

Si(M;, Vi, B;) = — CyivyiMiIn(M;) + Cy (i — 1) M; In(V;)
+ CyiM; In(E; — Vipooi),
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

ou Cy; € R est la chaleur spécifique & volume constant du fluide ¢. Afin que I'entropie S;
soit scs, nous la prolongeons pour M; = 0 par

S’L(O?‘/ZaEZ) = 07 si sz > 07 EZ > V;Zpoo,i:

et par —oo ailleurs.
Ainsi, S; est définie par

—CyiviM; In(M;)
+CyiMi(yi — 1)In(Vi)  si My >0, V; >0, E; > Vipeos,
Si(M;, Vi, Ey) = +C, i M; In(E; — Vipoo.i), (3.26)
0, si M; =0, V; 20, E; > Vipeo,i,
—00, sinon,

et son domaine C; vaut

Ci= {(Miﬂviin)vMi >0,V; >0, B > poo,iv;'}

Proposition 3.4.1. L’entropie S; du gaz raide i, explicitée par la formule est une
entropie au sens du Postulat[3.2.]]
De plus, S; satisfait les propriétés suivantes

— S, est semi-continue supérieurement,

— S, est de classe C? sur

Ci = {(My, Vi, E;), M; > 0, V; > 0, E; > pooiVi }

o

et pour (M;, Vi, E;) € Cj,

98,  CyiM;
OE;  Ei — Vipoo

> 0.

Démonstration. Montrons tout d’abord que S; est une entropie au sens du Postulat
Le domaine C; de S;, donné par , est un cone convexe non vide.

De P'expression de S;, pour montrer que 5; est une fonction extensive, il suffit de le
prouver pour M; > 0, V; > 0, E; > pso;V;. Dans ce cas, nous pouvons écrire S; sous la

forme 1
V; T E— poo,i‘/i
S’L(MM ‘/:la E’L) - Cl/,zMz In ((M) M)

et S; est une fonction extensive.
[¢] o
S; est de classe C? sur l'intérieur de son domaine C; et pour (M;, V;, E;) € C;

0S; CyiM;

= > 0.
OFE; E;i—Vipsoi

De plus, la matrice Hessienne de S admet pour signature (0,2,1) donc la fonction S; est
concave.
Montrons que S; est semi-continue supérieurement. Remarquons que la somme de deux
fonctions semi-continues supérieurement est semi-continue supérieurement. Ainsi, de la
formule , nous constatons qu’il suffit d’étudier la semi-continuité supérieure de la
fonction
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

pour M; > 0, V; > 0. En effet 'étude de la fonction (M;, V;, E;) — M;In(E; — peo Vi), se
traite de la méme maniére. La fonction (M;,V;) — M;In(V;) est continue en tout couple
(M;,V;) satisfaisant M; > 0, V; > 0 et sa limite vaut —oo en M; > 0, V; = 0. Il reste donc
a traiter le cas M; = 0 et V; = 0, nous avons pour tout M; > 0et 1 > V; >0, M;In(V;) <0
donc

limsup M;In(V;) <0.
(M;,V3)—(0,0)
M;>0,V;>0

_1
En prenant M; — 0 et V; = exp <—Mi 2) — 0, nous avons

M;—0
_1 1
— 2 2
M;In(V;) = =M; M, > = —M, Mi——>>0 0

et ainsi

limsup M;In(V;) =0.
(M;,Vi)—(0,0)
M;>0,V;>0

O

Par définition, la température T; et la pression p; dans chaque phase sont données pour
o
(M;, Vi, E;) € C; par

CoiMiT; = Ei — Vipoo,i, (3.28)
E;
Pi= (v = 1) 3 = YiPoci- (3.29)

Nous pouvons également expliciter I’entropie massique s; dans chaque phase, elle est
donnée pour 7; > 0, €; > poo iT; Par
si(7i €i) = Si(1, 73, €3),
i—1
= Cyiln (Tg (ei — poo,z"ri)) . (3.30)

3.4.2 Entropie extensive du mélange de deux gaz raides immiscibles

Afin de simplifier les notations, pour une constante ) € R, nous considérons la trans-
formation

pe = pe + Q,
p—p—Q.

Cette transformation n’affecte pas le systéme d’équation

Ou(p) + Balpu) + B, (pv) = 0
2 (pu” + p) + 8, (puv) = 0,
) =0

I (pu) + 0
Bi(pv) + B (puv) + 9y (pv* + p
9 (pE) + 9z ((p€ + p) u) + 0y ((p€ + p)v) =0,
I(pp) + Oz (pup) + 0y (pve) = 0,

)

car

atQ = 890@ = ayQ = 07
Oh(p€ + Q)+ 0: (€ + Q) + (p— Q) u) + 8, (P + Q) + (p — Q)) v) = 0.
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

En prenant @) = min(peo,1,Poo,2), NOUS poUvVONS tOUjOUrS NOUS ramener aiu cas ol un
des deux pso est nul et I'autre est positif. Il suffit dont de traiter le cas

Poo,1 = 07
P2 > 0.

Le fluide 1 est donc un gaz parfait, tandis que le fluide 2 représente le liquide. Pour
revenir au cas général dans les variables extensives, il nous suffira de remplacer E par
E —min(peo 1,Pc0,2)V €t Poo,2 PAr Poo 2 — Poo,1 dans les formules.
Le cas poo,2 = 0 et poo,1 > 0 pourra s’en déduire par symétrie.

D’aprés la Définition I'entropie S du mélange est donnée par

S(M,V,E,My) = sup S1(M, Vi, E1) + So(M — M1,V — V1, E — Ey).
(Vl,E1)€R2
Proposition 3.4.2. L’entropie du mélange S satisfait les propriétés suivantes
— le domaine C' de S, valant

C= {(M,V,E,M;)eR" M >0, M>M >0,V >0, E>0}
U {(0,V,E,0) e R,V >0, E >0},

est un cone convexe non vide,
— S est concave,
— S est extensive.

Démonstration. D’aprés la Proposition il suffit d’avoir pour tout (M, M) € R?, une
fonction affine majore les fonctions (V, E) +— S1 (M, V, E) et (V, E) — So(M — M, V, E).
Cette hypothése est satisfaite car nous pouvons toujours majorer une fonction logarith-
mique par une fonction affine. Ainsi, S est extensive et concave sur son domaine qui est
un cone convexe.

Explicitons tout de méme le domaine C' de S, d’aprés la Proposition le domaine
C ce S vaut

C={(MV,E,M),0<M <M, (M, V,E) € Cin +Con-n}

ol
Cim = { My, Vi, Ey), (M, Vi, Ey) € 01},
B { (M, Vi, E1), Vi >0, Ey > pooiVi }, si My >0,
1 {(0,VA, B1), Vi >0, B > peo Vo), si My =0,
Convi—m, = { (M = My, Vo, Ep), (M — My, Vs, Ey) € 02}7

o {(M_Mla‘/%EZ)’VvQ>07 E2 >poo,2‘/2}a sl M1<M7
1 {(0,V2, B2), Vo > 0, B > pe2Va}, si My = M.

Pour M = My = 0, nous avons

Cio+ Cop={(0,Vi + Vo, E1 + E3), V1 >0, V3 > 0, By > poo,1Vi, B2 > poc2Va},
= {(07 ‘/:E)v Vv 2 Oa E Z min(poo,bpoo,Z)V}a

en effet 'inclusion C est évidente et réciproquement si V> 0 et £ > min(peo,1, Poo,2)V,
comme Pog 2 = MiN(Poo. 1, Poo,2), il suffit de prendre

Vi=0, E1=0, Ey=F2>pyg2V =po2Va.

72



3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

De plus, comme min(poo 1, Poc,2) = 0, nOUS avons
Cio+ Copo = {(O,V,E),V >0, F> 0}.
Si M = M; > 0, montrons que

Cipp + Co0 = {(M, V1 + V3, E1 + E3),V1 >0, V2> 0, E1 > po1 Vi, B2 > poc2Va},
={(M,V,E),V >0, E>min(pso,1,Pc2)V }.

En effet, si nous avons V =V; + Vo et E = E1 + E5 avec

Vi>0, V>0, Ei>psiVi, E2 2 pe2Vo,
V=+V,>0,
=
E =FEi+ Ey > poc Vi + Poo,2Va > min(peo,1, Poc,2) (Vi + V2) = min(peo,1, Poc,2) V-

Réciproquement, si V' > 0 et £ > min(peo,1, Poo,2)V, par continuité, nous avons 'existence
d'un Vj €]0; V| tel que
E> poo,lvl +poo,2(v - Vl)a

et ainsi
poo,lvl < k- poo,Q(V - Vl)

En prenant F; satisfaisant
Poo Vi < E1 < E — poo2(V — V1),

nous avons

Vi>0, E;> poo,lvla
Vo=V -V1>0, Ey=FE—FE1>poc2(V V1) =pe2Va.

Nous avons donc montré que
Cig, + Co0={(M,V,E),V >0, E > min(pec,1,Ps0,2)V },
et comme Min(peo 1, Poo,2) = 0,
Ci + Cop={(M,V,E),V >0, E>0}.
Si M > M; = 0, un raisonnement similaire conduit &
Cio+Con = {(M, V,E),V >0, E>min(pec,1,Psc2)V = 0}.
Si M > M; > 0, un raisonnement similaire conduit &
Cinn + Covi—ny = {(M,V,E),V >0, E > min(peo 1, poo,2)V = 0}.
Et ainsi, C vaut

C= {(M,V,E,M;)eR M >0, M>M >0,V >0, E>0}
U {(0,V,E,0) e R*,V >0, E>0}.

Nous allons maintenant expliciter ’entropie .S du mélange.

73



3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

Proposition 3.4.3. La fonction S, a partir de laquelle est définie Uentropie S du mélange
de deuz gaz raides, est donnée pour (M,V, E, M) € R* par
— st M >M; >0,V >0etE >0, le supremum est un mazimum et il est atteint
pour un couple (Vi, Ey) & Uintérieur du domaine de contraintes

S(M7ME7M1) = SI(M17‘711E1) +SZ(M_ M1>V_ ViaE - El)a

ou Vy € }max (O, V- p£2> ;V[ est la plus grande racine de l’équation du second
degré
‘/12poo,2CZ/M7
+Vi(7(E = poo2V) CuM — EC,M — (71 — 1)Cy1 M1V poo 2)
— (M —1)(E = poc2V)Cp1 MV =0, (3.31)
et By satisfait
. Cyi1 My -
E(V) = G (E—=(V=Vi)pooy2), (3.32)
avec
CyiMy+Cpo(M — M
o, = Gt + Cua( 1)7 (3.33)
M
~ Gy My +7Cyo(M — M)
7= C,M '

— st M =M; >0,V >0et E>0, nous avons
S(M,V,E,M)=51(M,V,E).
— st M >M; =0,V >0, et £ >0, nous avons
S(M,V,E,0) = So(M, Vs, Es), (3.34)

avec

Y2Poo,2 Y2Poo,2

- (e=VE Pooo >0 etV > (72_1)E,
Vo = ’
V., sinon,

E,=FE.
— st My =M=0,V >0, et £ >0, nous avons
S(0,V,E,0)=0.

— sinon

S(M,V,E, M;) = —oc.
Démonstration. Si M > M; >0,V >0et si £ > 0. Comme E > 0, nous avons

3V1 E]O; V[, 3E1 € R, 0< E1 < F —poo,Q(V — Vl),

FEy > 0,
=
E—FE > poog(v — Vl).
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Ainsi, si pso,2 > 0, nous avons

E > pOO,Q(V - V1)7

E
SVI>V - —, (3.35)
Po,2

et donc pour ne pas perdre de généralité, dans la suite de la démonstration si p 2 = 0,
nous noterons

FE
—— — 4
P2
Nous écrivons alors S sous la forme
S(Ma V, E, Ml)
= sup SI(M15V17E1)+52(M_M17V_VlvE_El))
(V1,E1)€ER?
= sup ( — Oyt My In(My) — Cyaya(M — M) In(M — M)
max(O,V—$)<V1<V

0<E1<E—pog,2(V—V7)
+ CpaMi(y — 1) In(Vy)
+Cpo(M — My)(v2 — 1) In(V — Vi)
+ Cy, 1M In(Ey)

+ Cua(M = M) (E = By = (V = Vi)pcz) ).

Comme 57 et So sont semi-continues supérieurement, le supremum est un maximum
(V1, E7) et il est atteint soit & I'intérieur soit au bord du domaine de contraintes

E
{(Vl,El) € R?, max <O,V— “> <Vi<V,0< By < E—pooa(V— Vl)}.

SiV —-£- <0, comme
Poo,2
In(Vy) — — oo,
V1~>0
In(V-V1) — — o0,
V1—)V

le maximum V] satisfait 0 < V; < V et comme

In(E) — — 00, (3.36)
E1—>0
In(E — Ey — (V= V1)Pso,2) — — 00, (3.37)

E1%E7(V7V1)poo’2

le maximum est atteint pour un couple (Vi, E1) a Pintérieur du domaine de contraintes
0<Vi<Vet0<E1<E—poo72(V—V1).
SiV—-£- >0, comme

Poo,2
In(V-V) — — o0,
V14>V
le maximum V; satisfait V — pLQ < Vi <V, cependant si V; =V — 1%, nous obtenons

0< E, <FE-— Poo,2(V — Vl) =0 ou 1' est satisfaite donc V) satisfait nécessairement

75



3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

V- po]f,z < Vi < V. Les assertions |) et 1D assurent alors que 0 < By < E —

Poo2(V — V1) et le maximum est atteint pour un couple (Vi, Ey) a l'intérieur du domaine
de contraintes 0 <V} < Vet 0 < By < E — poc2(V — V1).

Ainsi, le maximum est toujours atteint pour un couple (Vi, E1) a l'intérieur du domaine
de contrainte 0 < V; <V et 0 < By < E — peo2(V — V7). Nous avons alors

S(M,V,E,My) = S1(Mi,Vi, Ey) + So(M — M1,V — Vi, E — Ey),

avec

E _ _ _
max(O,V—p)<V1<V, O<E1<E_(V_V1)poo,2-
00,2

D’apreés la Proposition le maximum est caractérisé par
— T’équilibre thermique des deux phases

Tl = T27
— l’équilibre des pressions
P =P,
En utilisant 1’équation (3.28)), ’équilibre thermique nous permet d’exprimer £; comme une
fonction de V7, nous obtenons la relation
= = C 1M1
Ei(V1) = =2
C,M

(E—= (V= Vi)pso2) (3.38)

En écrivant 1’équilibre des pressions P; = P, a partir de (3.29)), nous concluons que V; est
solution de I’équation du second degré

Q(V1) = —72Doc2Vi(V = V1) + (72 — 1)(E — E1(V1))W1

—(m - DE(W)(V -W) =0, (3.39)
ot Ey vérifie (3.38)). Notons que
Cy1 My
V)= -1(1-—= EV > 0.
Q)= (o= 1) (1- 1) BV >
SivV— s < 0,
Cy,1 My

Q(0) = ~(3 = D=ETHE = Vo)V <0,

et nous avons une unique solution V; dans ]0; V[ a I’équation du second degré (la plus
grande racine de 'équation du second degré).

20072 20072

Poo,2
et le polynome du second degré admet une unique racine Vi dans |V — pE ; V[ (la plus

00,2,

grande racine de 'équation du second degré).

SiV— 1% = 0, nous avons Q(0) = 0 et nous devons donc faire une étude plus fine du

signe de @ au voisinage de 0. Pour € > 0, nous avons
Cy1 M
Q(e) = —€E <1 +(n - 1)(1;1,1M1> +e
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et ainsi ) est négatif pour € > 0 assez petit et le polynéme du second degré admet
une unique racine V; dans ]0; V[ (la plus grande racine de 'équation du second degré). Le
maximum sera bien atteint en ce point, en effet il ne peut par I’étre en 0, méme si Q(0) = 0
car

In(V1) \/1——30 —00.

En remplacant E; par sont expression (3.38) en fonction de V; dans et en mul-
tipliant le tout par C, M, nous pouvons mettre I’équation du second degré sous la forme
(13.31)).

SiM =DM >0,V >0et E > 0, nous avons aussi My = M — M; = 0. Selon la
définition de I'entropie du gaz raide Ientropie du liquide est alors nulle, So = 0. 11

s’ensuit que
P 1

7, =0= T
Par conséquent, le maximum est atteint sur le bord du domaine des contraintes
Vi=V, E|=E,
car en ce point les inégalités et (3.16) sont satisfaites. Alors
S(M,V,E,M)=5,(M,V,E).

SiM > M; =0,V >0et £ > 0, 'entropie du gaz est nulle, S; = 0. Donc T% =0= %.
Or nous savons que sur l'intérieur de C, T3 > 0. Il s’ensuit que forcément la contrainte sur

I’énergie est saturée et donc

E,=0.
Alors
S(M,V,E, M)
= — Cyo72MIn(M)
+CyaM sup ((y2 = 1) In(Va) +In (E — Vapeo2) ).- (3.40)
0<Va<min (v, pofz)

Par ailleurs, si peo 2 = 0, la contrainte V5 < V est également saturée et nous avons Vo = V.
Si Poc,2 > 0, il pourrait arriver que ce soit la contrainte
Es
Vo < ——
Poo,2
qui sature en premier. Nous allons voir que ce n’est jamais le cas. Plus précisément, la
fonction

h:Vy— (’}/2 — 1) ln(VQ) + ln(E — Vgpoog)

et strictement concave sur }O; min (V, pEQ) [

Si 1% <V, la fonction h admet pour limite —co en 0 et en z%' De plus,

E— V2poo 2) - F
hl V — 72( s
( 2) V2(E - ‘/2poo,2)

donc le maximum sur V5 dans ([3.40)) est atteint pour
(2 —DE E

, iV > ——.
V2Pco,2 Poo,2
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

Si —£- >V, comme la fonction h est strictement concave, le maximum est atteint pour

Poo,2
—1)FE .
‘72 _ %, S1 h,(V) < 07
V, sinon,
avec

(2 —1)E
V2Po0,2 '

HV)<0&sV >

Ainsi, dans le cas M > M; =0, V >0, E > 0, le maximum est atteint en V5 avec

Y2Poo,2 ’ Y2Poo,2

- 2-DE g pon > 0et V> 022LE
Vo = ’
V, sinon.

Nous constatons, comme annoncé, que nous avons toujours Vo < p;EjQ, car yo > 1.
SiMi=M=0,V >0, et E>0, nous obtenons

S(0,V,E,0) =0.
O
Remarque 3.4.1. Sips 2 = 0, Uéquation du second degré est en fait une équation
linéaire.
Si Poo,2 > 0 et si

E
V—.—>0,
Poo,2

I’équation du second degré peut admettre deux solutions dans |0, V[, mais uniquement

la plus grande des deux racines appartient & [’intervalle }max (0, V- pfg) VvV {
Remarque 3.4.2. Nous avons construit un modéle de cavitation. En effet, si nous consi-
dérons un gaz parfait (pso,1 = 0) et un liquide (pos2 > 0), nous pouvons observer l’appa-
rition d’une zone de vide, méme lorsque la masse de gaz dans le mélange est nulle. Pour
M>M =0,V >0cet

V2Poo,2

0< E<
72— 1

v

le mélange contient un volume Vi non nul de gaz

_ - - 1HE
V2Po,2

>0,
ayant une énergie nulle
Ey=E—-FE,=0.

Nous pouvons maintenant expliciter I’entropie massique intensive s = s(7, e, ) dans
le cas ol poo,1 = 0 et po2 > 0. Le cas général peut se retrouver en remplacant e par
€ — Min(Poo,1, Poc,2)T €t Poo,2 PAT Poc,2 — Poo,1-

Corollaire 3.4.1. L’entropie massique s d’un mélange de deux gaz raides peut s’exprimer
en fonction des entropies massiques s; de chaque phase, explicitées par la formule
et est donnée pour (T,e, ) € R® par
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

—s1i7>0,e>0et1l>¢ >0, nous avons

aq fl) l—a; 1-§&
s(t,e,0) = ps1 | —T1, =€ +(1—<p32< T, el,
( ) (s@ P ) I—¢p "1-9

ol vy € ]max (0, 1- poerT) ; 1[ est la plus grande racine de l’équation du second

degré
O‘%poo,ZCV'yT
+ a1 (v (e = Poo,2) Cy — €Cy — (11 — 1)C10TPoc 2)
— (11— 1) (e = poo2p) Crip =0, (3.41)

et & satisfait

& (a) = Craele ;(i - dl)T),

(3.42)
avec
C,=Cp1p+Cya(l—),

= 1Cuip+ 7021 — )
’7 - C .
v

— stT7>0,e>0 et =1, nous avons
s(r,e,1) = s1(7,€).
— st >0,e>0, et p=0, nous avons
(7, €,0) = s5 (anr, &26)

avec

(y2=De . (y2—1)e

Gy = { VopmrT 81 Poo2 >0 et 1> YepmoaT’
1, sinon,

& =1.

Le supremum de deux fonctions semi-continues supérieurement n’est pas en général une
fonction semi-continue supérieurement (voir [75]), cependant dans notre cas nous avons la
propriété suivante.

Proposition 3.4.4. L’entropie du mélange S, explicitée dans la Proposition [3.].3, est
semi-continue supérieurement.

Démonstration. Montrons que pour tout (M9 VO E° M?) € R*, nous avons

lim sup S(M,V,E,M;) < S(M°, V° E° MY).
(M,V,E,My)—(MO9,V0,E0, M?)

Il faut faire I’étude en tous les points du bord de I'intérieur C' du domaine de S avec
C={(MV,E,M)eRM>M >0,V >0, E>0}.
Nous présenterons ici uniquement le cas d’une suite d’éléments de C qui tend vers un point
(M,V,E, M) satisfaisant
M>M =0,V >0, E>O0.
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

Les autres cas peuvent étre traités similairement. Pour (M, V, E, My) € C, nous avons
S(Mv V: Ea Ml) - Sl(Mla ‘717 El) + SQ(M - M17 V- ‘717 E— E1>7 (343)

ot Fy est donné par (3.32) et ott V; est la plus grande solution de I'équation du second
degré (3.31). Comme V; est borné

Cy1 My -
Coal (E—= (V= Vi)pso,2) o 0,

et I’équation du second degré (3.31f) s’écrit

VlCI,,QM((V1 - V)72poo,2 + (72 - 1) E) =0.

Ei=E (W)=

Comme nous prenons la plus grande racine, nous obtenons

{ (e=DE Poo2 >0et V > (72_1)E,

Y2Pc,2 Y2Poo,2
V., sinon.

‘722‘/—‘71 — VQZ
M

1*)0

_E_ZzE—E_l — E~1 :E*(val)poo,%
M1—0

en passant a la limite supérieure dans ([3.43)), comme Sj et Sy sont semi-continue supérieu-
rement, nous obtenons

lim sup S(M,V,E, M)
(MJ/»Ele)—)(MJ/»Evo)
(M,V,E,M, )€l
= limsup Sl(Ml,Vl,El)+SQ(M—M1,V—V1,E—E1),
(M,ME,MI)*)(M,V',E,O)
(M,V,E,M;)eC

S S1(07 v - ‘727E - -E~2) + SQ(Ma‘}Qa-ENQ) = SQ(Ma‘;éaEQ)?
— S(M,V,E, M).

O

3.4.3 Température T et pression P du mélange immiscible de deux gaz
raides

Nous connaissons maintenant I’entropie S du mélange de deux gaz raides immiscibles,
nous pouvons alors expliciter la pression et la température du mélange. Nous avions vu
que nous pouvions toujours nous ramener au cas

pOO,l = 0’ p00,2 Z 07

et en remplagant E par E — min(poo,l,poqg)V et Poo,2 PAr Poo,2 — Poo,1 NOUS retrouvons le
cas général.

Proposition 3.4.5. Soit (M,V,E,M;) € C,
— siM>M; >0,V >0, E>0, la température du mélange T du mélange vaut

C,MT = E — Vpso(V1), (3.44)
avec
_ V — V1)Poo
Po(V1) = V= V)pec2 Vl)p 23 (3.45)
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et la pression P du mélange vaut

E -
P=(y-1) v YPoo (V1), (3.46)
avec
_ CoaMim + Copo(M — M)
c,M ’

ou Cy, est défini par et Vi est la plus grande solution de ’équation du second

degré ([3.31),
— st M=M; >0,V >0, E>Q0,

1 CoM
T E
P =

(3.47)

(-1 (3.48)

)z
— siM>M =0,V >0, E>0,

Cy . 00
{,232]‘/[’ szpoo72>OetE§7,yZ§771’2V,

CyoM
E—poc,2V?

. Y2Poo,2
p_ 0, 8iPoo2 >0 etESﬁV,
(72 = 1) — 72poc,2, sinon.

Démonstration. Si M > My >0,V >0, E > 0, d’aprés la Proposition [3.4.3] le supremum
définissant S est un maximum et il est atteint pour un couple (Vi, Ej)a lintérieur du
domaine de contrainte. Ainsi,

1
T stnon,

(M, V1, Ey) € Cy,
(M — M,V —Vi,E — Ey) € Cs,
et d’aprés la Proposition et le Corollaire la température 1" et la pression P du
mélange satisfont T =11 =15, et P = P, = Ps.
En écrivant
C,MT = CV71M1T1 + CV72(M — Ml)TQ,
et en utilisant les expression de T; (3.28]), nous obtenons (3.44)). Pour la pression, I’équilibre
des pressions nous donne
P = Pl = P27
_ViP 4+ (V-WV)P,
= % ,

puis en remplagant les P; par leurs expressions (3.29)), nous obtenons (|3.46)).
SiM =DM >0,V >0, E>0, en dérivant I’entropie S donnée dans la Proposition

3.4.3| par rapport a V' et E, nous obtenons % et % et nous en déduisons 1) et 1)
Lecas M > M; =0,V >0, E > 0, se traite de la méme maniére. O

Remarque 3.4.3. Notons que si M > M; > 0,V > 0, E > 0, la lot de pression du
mélange a la méme allure qu’une loi de gaz raide. Cependant ce n’est pas une loi de gaz
raide car poo(V1) dépend de Vi avec Vi = Vi(M,V,E, M), en effet V1 est solution de
I’équation du second degré .

Remarque 3.4.4. Nous avions constaté ’apparition d’une zone de cavitation dans le
liquide pso 2 > 0 st la fraction % est trop faible. Dans cette zone de cavitation, la pression
du, mélange dégénere vers une pression nulle.
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

3.4.4 Loi de pression p et entropie de Lax

Comme nous l'avons expliqué dans la Section [3.3.2] connaissant une entropie extensive
M,V.E, M) — S(M,V,E, Mp), nous pouvons construire une entropie de Lax associée au
9 ) ) ) 9 ) ?
systéme de lois de conservation

Oi(p) + 0z (pu) + 0y(pv) =0
Ou(pw) + Bu(p® + p) + 0y (puv) = 0,

Bi(pv) + B (puv) + 9y (pv* +p) =0
0t (pE) + 0z ((p€ +p)u) + 0y ((p€ +p)v) =0,

Ot(pp) + Oz (puw) + 0y(pvy) = 0,

)

ol p est la loi de pression associée & S.
Nous avons vu que cette entropie S définissait une loi de pression p = p(7, e, ¢). Nous
avions vu que nous pouvions toujours nous ramener au cas

Poo,1 = 07 P2 > 07

et en remplagant e par e — min(poo,l,poog)T et Poo,2 PAT Poo,2 — Poo,1 NOUS Tetrouvons le cas
général.
Pour le cas d’'un mélange de deux gaz raides immiscibles, si

7>0,e>0, p€l0;1],

nous avons

—sil0<p<l,
€ _
p(r,e,0) = (v = 1) — = ypoolan),
avec
poo(al) = (1 - O‘l)poo,%
Cl/ =0Up1® + Cl/,2(1 - ‘10)7
_ Chapn +Cia(l —9)7
Cy, ’
et a3 € |max (0, 1- po:ﬂ) ;1[ est la deuxiéme racine de 1’équation du second
degré (341).
— sip=1,
e
p<T7ea 1) = (’Yl - 1);
— si =0,

: Y2Px,2
0, 51 Poo,2 >0ete < TiolT’

p(T,€,0) = :
{ (2 = 1) — V2P ,2, sinon.
Proposition 3.4.6. Soit (M,V,E, M) — S(M,V, E, M) Uentropie du mélange et

(T,6,0) = (7, ¢,)
son entropie massique associée, donnée dans le Corollaire la fonction

| pE — e
n:U = (p, pu, pv, p€, pp) — —ps | —, 2 P2
p p p
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définie sur le conveze

(pu)* + (pv)* 0} ’

Q={(p,pu,pv,p&pw),p>0,pzprO, pe = p& — o

est une entropie de Lax associée au systéeme —@, admettant pour flur d’entropie

Hi(U) = —un(U),
Hy(U) = —on(U).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le Corollaire [3.3.2 O

L’étude qui précéde montre qu’il est possible, a partir de postulats physiques, de
construire rigoureusement une loi de pression de mélange lorsque chaque phase pure obéit
a une loi de gaz raide. Cette construction assure un domaine d’hyperbolicité convexe, ce
qui est trés satisfaisant sur le plan théorique.

Il peut étre alors tentant d’utiliser cette loi de pression dans des simulations numériques
réalistes. Deux difficultés nous retiendront de le faire cependant :

— La loi de pression obtenue est relativement complexe. Le modéle dégénére dans
certain cas vers un modeéle de gaz sans pression. Or nous savons que ce type de
modéles conduit & des difficultés théoriques et numériques non négligeable. Il est
possible par exemple, a partir de conditions initiales réguliéres, de voir apparaitre
des solutions mesure de type masse de Dirac en temps fini. Pour plus de précisions,
nous référons aux travaux de Bouchut [17, 22] 23] et de Grenier [64].

— Méme en dehors de ces régimes exotiques, cette loi de pression ne fait pas du tout
disparaitre, sans travail supplémentaire, les phénoménes d’oscillations de pression.

3.5 Résultats numériques

Nous avons construit une loi de pression (voir Section pour un mélange de deux
gaz raides immiscibles. Cette loi de pression permet d’obtenir un domaine d’hyperbolicité
convexe. Cette loi de pression améliore donc la robustesse du schéma de Godunov décrit au
Chapitre [2| Cependant, au Chapitre [2] nous avions illustré les « oscillations » sur la vitesse
u et la pression p obtenues & 'interface des deux fluides si nous munissons le mélange d’une
loi de gaz raide. Nous allons étudier ce méme probléme avec la loi de pression p découlant
de la construction de I'entropie du mélange..

Nous considérons deux gaz immiscibles ps 1 = poo,2 = 0, dans ce cas nous n’avons pas
de zone de cavitation et la loi de pression du mélange est relativement simple & exprimer.
Elle est donnée pour

T>0,e>0, p€l0;1],
par
e
p(re0)=(y=1)

avec
C, = CV,lSO + CZ/,Q(l - gp),

_ Cuiom +Cua(1 — o)y
— & .

Nous étudions le cas d’une discontinuité de contact se propageant & la vitesse 0 = u =
50 m.s~!. Les données initiales du probléme de Riemann sont référencées dans le Tableau
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] Quantités ‘Gauche‘ Droite

p (kg.m=3) 10 1

u (m.s~1) 50 50

v (m.s~t) 0 0

p (Pa) 1x10° | 1x10°

%) 1 0
~ 1,4 1,1
Poo
C, 1 1

TABLE 3.1 — Etats droit et gauche du probléme de Riemann illustrant les « oscillations »
sur la vitesse u et la pression v obtenue avec le schéma de Godunov

L’intervalle d’étude est [—1;1], que nous discrétisons en 500 cellules, 'interface est
localisée au temps tg = 0 s en x = 0 m. Nous utilisons un schéma de Godunov pour
approcher la solution numérique du probléme de Riemann

Wi, siz <0,

W (z,0) = { (3.49)

Wg, six > 0.

Remarquons que la solution exacte du probléme de Riemann peut étre calculée, la résolu-
tion exacte est détaillée au Chapitre [2]

La position de l'interface gaz-gaz correspond & la discontinuité de contact au travers
de laquelle ¢ est discontinue. Nous avons tracé sur la Figure 2.4] le profil de la masse
volumique p, de la vitesse u, de pression p et de la fraction de masse ¢ au temps final
t1 = 0.002 s. Nous constatons que la vitesse u et la pression p présentent une imprécision
catastrophique au niveau de la discontinuité de contact.

3.6 Conclusion

Pour construire une loi d’état pour les modéles de mélange immiscible, nous avons
repris un procédé classique, que nous retrouvons dans les travaux de Callen [26] ou Hel-
luy et Seguin [74]. Hors équilibre, 'entropie du mélange est la somme des entropies de
chaque phase. A ’équilibre I’entropie croit jusqu’a atteindre un maximum. Il s’agit donc
de résoudre un probléme de maximisation.

De plus, 'entropie du mélange S obtenue en résolvant le probléme de maximisation
nous a permis de construire une entropie de Lax pour le systéme

9(p) + 0z(pu) + 9y (pv) = 0, (3.50)

i (pu) + 9, (pu® + p) + 9y (puv) =0, (3.51)

Bi(pv) + Bz (puv) + 9, (pv* + p) = 0, (3.52)

O (pE) + 0z ((p€ + p)u) + 0y ((p€ + p)v) =0, (3.53)
d(pp) + 0z (puep) + Oy(pve) = 0, (3.54)

muni de la loi de pression p dérivant de 'entropie S du mélange. En appliquant le théoréme
de Mock, le systéme (3.50)-(3.54]) est hyperbolique et admet un domaine d’hyperbolicité

convexe.
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rho(kg/m"3)

1 N
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FIGURE 3.1 — Masse volumique p, vitesse u, pression p et fraction de masse ¢ au temps
final t; = 0.002 s pour le cas d’'une discontinuité de contact se propageant a la vitesse
o = 50 m.s~! (voir Tableau . Le schéma de Godunov conduit & une imprécision ca-
tastrophique sur la pression p et la vitesse u au voisinage de la discontinuité de contact.

Dans le Chapitre [2, nous avions constaté que le systéme (3.50)-(3.54)) muni d’une loi
de gaz raide

p(rie,p) = (1(0) = 1) = =7 (¢) P ().

admettait un domaine d’hyperbolicité non convexe. Dans ce chapitre, nous avons effectué
les calculs de maximisation de 'entropie du mélange S pour le cas d'un mélange de deux
gaz raides immiscibles. Nous avons alors pu expliciter une loi de pression pour le mélange
(voir Section . Le systéme —, muni de cette nouvelle loi de pression, est
hyperbolique et admet un domaine d’hyperbolicité convexe.

Cependant, la loi d’état obtenue avec ’entropie extensive du mélange est compliquée,
le mélange dégéneére vers un modéle sans pression dans le liquide (poo2 > 0) si la fraction
< est trop faible. Un aspect positif est que nous avons construit un modéle de cavitation.
En effet, dans le liquide une zone de vide peut apparaitre, ce qui est qualitativement
réaliste. Mais la solution exacte du probléme de Riemann avec cette loi d’état est difficile a
calculer. De plus, elle est caractérisée par ’apparition de masse de Dirac en certains points
[17, 64, 22, 23].

Du fait de la convexité de domaine d’hyperbolicité, en utilisant le nouvelle loi de pression
pour le mélange, le schéma de Godunov retrouve des propriétés de stabilité. Cependant, si
nous considérons le cas des « oscillations » sur la vitesse u et la pression p du Chapitre [2]
cette nouvelle loi de pression ne nous permet pas d’améliorer la résolution de I'interface.
Finalement, la nouvelle loi de pression est intéressante sur le plan théorique, mais ne
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simplifiera pas la résolution numérique.

Nous allons donc dans la suite étudier une autre approche, en conservant la loi d’état
sans mélange. Nous utiliserons des techniques numériques permettant de ne pas introduire
de mélange en reprenant des idées de [32]. Nous nous assurerons alors de rester dans le
domaine d’hyperbolicité, méme si celui-ci n’est pas convexe.
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CHAPITRE 4

Schémas ALE-projection et solveur

de relaxation pour des écoulements

bifluides compressibles en dimension
un

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution du modéle bifluide en dimension
un d’espace. Le systéme considéré est le systéme des équations d’Euler auquel nous adjoi-
gnons une équation de transport sur la fraction de masse de gaz ¢ (appelée aussi fonction
de couleur). La fonction ¢ vaut 1 dans le gaz et 0 dans le liquide, elle permet ainsi de
localiser I'interface des deux fluides. Nous souhaitons développer des méthodes numériques
permettant de résoudre le probléme de Cauchy

(4.1)

oW + 0, F(W) =0, x € [a;b], t >0,
W (2,0) = WO(z),

ot W9 € L>®([a;b]),

W = (p, pu, pv, pE, pp),
F(W) = (pu, pu® + p, puv, (pE + p)u, puep) ,

et la loi de pression p satisfait p = p(7, e, ) avec 7 = 1/p.

Dans le Chapitre [2| nous avions constaté que si le gaz et I'eau suivent des lois de
pression de gaz raide et si nous munissons le systéme d’une loi de pression des gaz
raides pour le mélange (0 < ¢ < 1)

p(rie9) = (7(0) = 1) = =7 (9) P (9). (42)

avec des interpolations ¢ — Y(p) et ¢ — po(¢p) continues sur [0;1], le domaine d’hyper-
bolicité €2
Q:= {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R, p > 0,

u2+v2
2

p € [0;1],p<p,E— w) + Poc () >0}, (4.3)
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n’est en général pas convexe. Il en résulte un probléme de stabilité des schémas de volumes
finis classiques. Par exemple pour le schéma de Godunov, nous avions exhibé un exemple
ou celui-ci fournissait des états en dehors du domaine d’hyperbolicité aprés seulement une
itération.

Dans le Chapitre [3| nous avons construit une loi de pression modifiée pour le mélange
permettant d’obtenir un domaine d’hyperbolicité convexe. En écrivant un schéma de Go-
dunov sur le systéme muni de cette nouvelle loi de pression, nous obtenons un schéma
numérique stable. Cependant, la loi d’état construite est nettement plus complexe que la
loi des gaz raides . Elle dégénére notamment vers un modéle sans pression pour certains
régimes, ce qui rend plus délicate la construction et I'utilisation des solveurs de Riemann.
Par ailleurs, 'utilisation de cette loi de pression ne supprime pas les « oscillations » sur la
vitesse u et la pression p décrites au Chapitre [2]et liées a la diffusion numérique a linterface
des deux fluides. Au final, I'utilisation de la loi de pression du mélange, construite au Cha-
pitre [3] complexifie significativement la résolution du probléme de Riemann et n’améliore
pas la résolution de l'interface entre les deux fluides, il est donc préférable de tester une
autre approche.

Dans ce chapitre, le gaz et ’eau suivent encore des lois de pression de gaz raide
avec

Ygazs si p=1,
V() = .
Vig, S1 @ = 07

DPoo,gaz = 0, si Y = 1,
Poo(p) = .
Poo,lig; S1 @ = 0.

Nous présenterons une méthode numérique permettant d’éviter de traiter une zone de
meélange. Cette méthode s’appuie sur un schéma de type Lagrange-projection [82, [44] [45] 30,
80]. Chaque pas de temps d’un schéma Lagrange-projection se décompose en deux étapes.
Dans la premiére étape, nous résolvons le systéme d’équations sur un maillage mobile
se déplagant a la vitesse du milieu continu (étape "Lagrange"). Dans la deuxiéme étape,
nous projetons l'approximation numérique lagrangienne sur le maillage de départ (étape de
"projection"). Un choix judicieux de 'opérateur de projection [32] permet de construire des
schémas numériques ne diffusant pas la fraction de masse ¢ et préservant 'hyperbolicité.
Plus précisément, nous introduisons un sous-ensemble du domaine d’hyperbolicité H C €,
donné par

H:=QoUQy, (4.4)

ol pour tout ¢g € [0; 1], 'ensemble convexe €2, vaut

Qg = {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R®, p >0,

’LL2 U 2
© =@, pe = pE — (p);;(p) > poo(sO)}~ (4.5)

Nous appelons cet ensemble H le "domaine d’hyperbolicité sans diffusion". Nous allons
construire des schémas numériques qui préservent H.

En pratique, il est utile de généraliser 'approche Lagrange-projection en remplagant
I’étape Lagrange par une étape ALE ("Arbitraire Lagrange Euler"). Les schémas obtenus
seront donc plutdt de type ALE-projection. Ils permettront d’alterner une approche lagran-
gienne ou une approche eulérienne suivant que la cellule soit située a 'interface liquide-gaz
ou dans une phase pure. L’idée de moyenner la solution exacte du probléme de Riemann
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sur une cellule différente de la cellule de départ si la cellule est située a l'interface des deux
fluides, puis de retourner sur le maillage de départ a I’aide d’une projection, est apparue
dans [I15] dans un autre contexte puis a également été utilisée dans [32] pour un modéle
de trafic routier.

Nous définirons par la suite les propriétés classiques (conservation, consistance, stabi-
lité, effet sur les états u et p constants) de I'étape ALE. De plus, nous introduirons une
inégalité entropique discréte pour le cas d’un écoulement bifluide. Ce type d’inégalité avait
déja été étudié pour le cas d’écoulement monofluide mais n’avait jamais été introduit pour
un écoulement bifluide.

Nous montrerons que, sous réserve de bien définir I’étape ALE, le schéma de Godunov
est conservatif, préserve les états u et p constants et satisfait une inégalité entropique
bifluide. Cependant, le flux associé au solveur exact est cotiteux en temps de calcul. Nous
développerons alors un solveur de Riemann approché, au sens de Harten, Lax, Van Leer
[70]. Ce solveur, basé sur des techniques de relaxation, étend celui de Bouchut [21], 20] au
cas d’un écoulement bifluide. Nous montrerons également que le schéma numérique associé
a ce solveur est conservatif, stable et satisfait une inégalité entropique bifluide.

4.2 Notations

Avant de décrire la classe des schémas ALE-projection, nous allons introduire quelques

notations. Nous définissons les points de la grille par (z,_1 avec
2/ i=0--N+1
T_1 =a,
2
TN+l =0

2

Nous définissons le pas d’espace h; et le centre x; des mailles par

Nous notons par C; la cellule

Ci= Jopay |-
Les cellules Cy et Cy seront utilisées pour appliquer les conditions aux bords (voir Section
2.7.2)). Nous considérons également une subdivision (¢, ),en de R telle que le pas de temps

soit défini par At,, :=t,41 — t, > 0.
Construisons la suite (Wio)lgig N

0 1 [T+d o )
4%, =5 W (z)dz, i=1---N,
i Jo,

T2

et supposons que nous disposons d'une approximation (W;")1<i<n

W~ Wi(x;, ty).

)

89



4.3. Etape ALE (Arbitraire Lagrange Euler)

de la solution du probléme de Cauchy (4.1)) sur les cellules (C;)1<i<n au temps ty,.
Les frontiéres z, 1 bougent a la vitesse £ 1 entre les temps ¢, et 1,

2 2
17
m’”’

— n

Nous utilisons la notation -"*1~ pour caractériser la valeur de - au temps t,11, Juste avant
I'étape de projection. L’étape de projection permet, a partir d’un état -"*5~, d’obtenir un
état -1 au temps tq.

Les schémas ALE-projection se décomposent en deux étapes (voir Figure :

— D'étape ALE, qui a partir de W, permet de calculer un VVZLH’* sur une cellule

n+l,— n+1l,—, n+l,—
C —}x. 1 [,

) 7’_5 9 Z-‘r%
— une étape de projection qui permet d’obtenir les variables d’Euler au temps t,41
sur les cellules d’origine Cj.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement & I’étape ALE. Nous décrivons
la projection de maniére formelle, elle sera détaillée plus explicitement au Chapitre [5] Nous
I’écrivons ici sous la forme d’une application

5
II: (C%l([a; b] ;]R))5 — <5{x een 1} ([a; b] §R)>

Wn-l—l,— — 11 (WTH-L—) — VVTL-I—I7

ot C1 ([a;b];R) est Pespace des fonctions C! par morceaux sur [a;b] et
E a; b ;R
{x_%<_”<r } ([a; 0] ; R)

est l'espace des fonctions constantes par morceaux sur [a; b] dont la subdivision est

(ry)
2/ 0<i<N+1

N+3

4.3 Etape ALE (Arbitraire Lagrange Euler)

4.3.1 Schéma de volumes finis

Nous allons décrire I'étape ALE du schéma ALE-projection. Pour I'effectuer, nous uti-
lisons un schéma de volumes finis. En intégrant le systéme de lois de conservation

oW 4+ 0, F(W) =0, (4.6)
sur le trapéze espace-temps @ (voir Figure
0= {(x,t), Tt <T<m g+ (-t t<t< t;+1} . (47)

nous obtenons
xn+1 y—

i+ - Cir}
e Wiz, t, . )dx — W (x,t,)dx
T T g
2 2

it (P ROV W1 (6) 7)) — €y ROV (€2,) ) )
— Aty <F(R(mn—1a wi, (f?_%)Jr)) - 5?_%R(Wi711> Wi, (5?_5)+)> =0,
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4.3. Etape ALE (Arbitraire Lagrange Euler)

n+l n+1 n+1
| WS Wi Wil |
| i I " I ¢ |
i i A\
Etape de projection:
3 | gl ]
: nt1,—: n+i, n+1
Wi*l Wl Wz-{—l
N e
;17;"}\5'"7 ; I;Lj; - r:’:%l - Tr':%l - A\
At : Etape ALE:
‘ / : : mn — tn«H,f

FIGURE 4.1 — Structure des schémas numériques ALE-projection. Dans la premiére étape
nous résolvons le systéme d’équation sur un maillage mobile et dans la deuxiéme étape
nous effectuons une projection pour se ramener sur le maillage initial.

n+1,— n+1 n+1
Wi—l z ’L+1
‘lyfzjgly— /ITLJrl - n+l n»kl —
i—3 K 1,% s+2 L+2
At ' ; , | Etape ALE:
AN tn—’—l,—

FIGURE 4.2 — Etape ALE : nous intégrons le systéme de lois de conservation (4.6)) sur le
trapéze espace-temps Q.

ou R(Wp,Wg, &) est la solution exacte du probléme de Riemann

W + 0, F(W) =0,

W(z,0) = {

Wi, siz <0,
Wg, six > 0.

Nous pouvons alors écrire un schéma de volumes finis explicite a 'ordre un (schéma de
Godunov)

h?—’—l’_”in—’—l’_:hi[[in_Atn (FL([[z'nv 27—l|-1ﬂ§ ) FR([[Z 1’Hn€n 1))
2
ot les flux numériques ALE de Godunov Fj, et Fr sont donnés par

FL(WLa Wk, 5) = F(R(WLa Wk, 5_)) - gR(W[n Wk, g_)a
Fr(Wr,Wr,§) = F(R(WL,Wg,£")) — ER(Wp, Wg, &T).

De plus, nous pouvons montrer que pour le flux ALE de Godunov, nous avons

FL(WLa Wk, 5) = FR(WL7 Wk, f)
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4.3. Etape ALE (Arbitraire Lagrange Euler)

En effet, si £ ne correspond pas & une discontinuité de la solution du probléme de Riemann
R(Wp,Wg,-), nous avons R(Wp,Wg,£7) = R(WL,Wg,£1) et comme le flux numérique
F est continue, nous avons Fr(Wp,Wg,&) = Fr(Wr, Wg,§).

Si € correspond a une discontinuité £ = o de la solution du probléme de Riemann R(W7p,
Wr, ), les conditions de Rankine-Hugoniot nous donnent

6 (R(WLa WRa€+) - R(WLv WRvg_)) =F (R(WL’ WR’§+)> - F (R(WLv WRaé_)) )
= F (R(WL, Wg,&7)) — ER(WL, Wg, ) = F (R(Wr, WR,£7)) — ER(W, WR,£7),
= Fr(Wr,Wg,§) = FL(Wr, WEg,§).

En pratique, nous n’utiliserons pas toujours le flux de Godunov, celui-ci est cher en
temps de calcul. Nous introduirons alors de facon plus générale, le schéma de volumes finis
explicite & 'ordre un

h?+17_mn+17_ = hy,W'Ln - Atn (FL(Wzn7 irfklv €?+%> - FR(WiTila Win7 5?,%)) ) (48)

ou Fr,(Wp,Wg, &) et Fr(Wr,Wg, &) sont appelés flux numériques et nous permettent de
calculer Winﬂ’* a la prochaine étape temporelle connaissant les valeurs de W/ au temps

th. Winﬂ’_ est une approximation de W(-,¢,+1) sur la cellule

n+1,— n+1l,—, n+l,—
C,; :]xil TN [
2 2

Comme les frontiéres x,, 1 se déplacent a la vitesse 5;1 1 entre les temps ¢, et ¢, |, la taille

+ 2
de la cellule %, juste avant la projection, est donnée par

+1,- +1,— +1,—
Remarquons que le pas de temps doit satisfaire la condition CFL (pour Courant, Friedrichs,

Levy)
Atn )\max < hz

ol Amax €st un majorant des vitesses de propagation.

4.3.2 Choix des vitesses f¢+% des frontiéres Tiyl

Plusieurs choix sont possibles pour la vitesse §?+ , de la frontiére z; 1. Le choix classique
2 2

eulérien correspond & prendre

ZF 1= 0. (4.10)
Nous avions constaté au Chapitre [2[ que ce choix introduisait une zone de mélange (0 <
¢ < 1), il en résultait des problémes de stabilité et des imprécisions (« oscillations ») a
'interface des deux fluides pour le schéma de Godunov (voir Section .

Comme nous désirons éviter d’introduire une zone de mélange (0 < ¢ < 1), I'idée est
de déplacer le maillage & la vitesse de la discontinuité de contact au niveau de l'interface
liquide-gaz. Nous présentons deux choix satisfaisant cette condition. Le schéma classique
lagrangien consiste a choisir
(4.11)

n n
1 =U. 1,
z+2 z+2

ol u;‘+ , est la vitesse de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution (approchée
2

ou exacte) du probléme de Riemann R (Wi”, i1 %)
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4.4. Propriétés de 'étape ALE

n

i+

§?+ , = 0 partout ailleurs [32]. Nous expliquerons dans la suite en quoi ce choix est inté-
2

Une autre possibilité est de choisir 5;_ ; =u” ; uniquement a 'interface liquide-gaz et
2 2

ressant. Détaillons maintenant comment localiser I'interface entre les deux fluides. Comme
¢ = 1 dans le gaz et ¢ = 0 dans le liquide, la fronti¢re z, 1 correspond a l'interface

2
liquide-gaz si la condition suivante est satisfaite

1 1
(%0? - 2> <90?+1 - 2) <0.

Dans ce cas, la vitesse {ZF , de la frontiére x
3

il est définie par

. 1 —
+5

(4.12)

wo_ fu st (e = 3) (el - 3) <O,
0, sinon.

Dans la suite, nous référencerons par
— Schéma « eulérien », un schéma numérique correspondant au choix (4.10)),
— Schéma « lagrangien », un schéma numérique correspondant au choix (4.11)),
— Schéma « ALE », un schéma numérique correspondant au choix (4.12)).

4.4 Propriétés de I’étape ALE

Nous allons maintenant introduire quelques propriétés que peut satisfaire I’étape ALE,
correspondant au schéma de volumes finis (4.8)).
4.4.1 Conservation

L’étape ALE (schéma de volumes finis (4.8))) est conservative si le flux numérique est
continu & la traversée des frontiéres entre les cellules.

Définition 4.4.1. Le flux numérique est conservatif s’il satisfait [’égalité
FL(Wi,Wg,§) = Fr(WL, Wk, §), (4.13)
nous pouvons alors omettre les indices -1, r et uniquement le noter F(Wp,, Wg,§).

Remarquons qu’il ne peut pas y avoir de confusion entre le flux numérique F' et le
flux physique F' de car ils ne dépendent pas du méme nombre de variables. Dans la
suite, si nous omettons les indices -7, g au flux numérique, il sera supposé conservatif et
dans le cas contraire, lorsque les indices sont précisés, le flux numérique sera supposé non
conservatif.

Proposition 4.4.1. Si un flux numérique F' est conservatif, le schéma numérique préserve
la masse totale, la quantité de mouvement totale, [’énergie totale et la masse de gaz totale.
4.4.2 Consistance

La consistance du flux numérique assure que le schéma est bien une approximation du
systéme d’équations de départ.

Définition 4.4.2. Le flur numérique F(Wp,, Wg, &) est consistant avec le flux exact F(W)
si le flux numérique satisfait pour tout W €

F(W,W,¢) = F(W) — ¢W.
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4.4. Propriétés de 'étape ALE

Nous pouvons remarquer que cette condition garantit que si au temps ¢, la solution
est constante, c’est-a-dire que si pour tout ¢, nous avons W = WO alors au temps ¢

1 _
nous aurons I/Vz»nJr — =wo.

n+1»

4.4.3 Stabilité

La stabilité va nous permettre de s’assurer que I’étape ALE (schéma de volumes finis
(4.8)) préserve 'hyperbolicité.

Définition 4.4.3. L’étape ALE, correspondant au schéma de volumes finis (@, est D-
stable si sous une condition de type CFL nous avons
Vi, W' e D = Vi, W' e D.
Remarque 4.4.1. Nous étudierons les deux cas suivants
— le cas D = Q, ou Q est le domaine d’hyperbolicité non convexe, donné par ,
— le cas D = H, ot H le domaine d’hyperbolicité sans diffusion. H est le sous
ensemble non convexe du domaine d’hyperbolicité 2, donné par , il admet deux

composantes connexes converes. Dans ce cas, comme la fraction de masse ¢ vaut
soit 0 soit 1, nous parlerons de stabilité sans diffusion.

4.4.4 Effet sur les états u et p constants

Nous savons qu’il est difficile de résoudre numériquement une discontinuité de contact
pour un écoulement bifluide. En effet, les schémas numériques classiques introduisent des
oscillations sur la vitesse u et la pression p a l'interface des deux fluides (voir Section.
Nous introduisons tout d’abord une définition dans le cas ou la vitesse transversale v est
constante.

Définition 4.4.4. L’étape ALE, correspondant au schéma de volumes finis (@, préserve
les états u, v et p constants sur un domaine D si pour tout i, W* € D satisfaisant

U; = UQ,
n __
v; = Vo,
n __
b; = Po,
. 1,— 1,— . 1,— o L— .
les vitesses ul ™7 et v et la pression pIT T associées a Uétat W'THT satisfont
n+l,—
U’z’ = Uup,
n+l,—
Ui = 0,
n+l,—
b; = Po.

Remarque 4.4.2. Cette définition sera essentiellement utilisée pour le cas d’un écoulement
monofluide, par exemple pour D = Qy ou D = Q4.

Nous traitons maintenant le cas d’un écoulement bifluide. Considérons tout d’abord le
cas oll le schéma numérique ne diffuse pas la fraction de masse , nous nous intéressons
uniquement & 'interface des deux fluides.
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4.4. Propriétés de 'étape ALE

Définition 4.4.5. L’étape ALE, correspondant au schéma de volumes finis @, préserve

les états u et p constants a l'interface des deux fluides sur H si pour tout i, W' € H
satisfaisant

ul = g,
p? = Po,
n Vo, St VVZTL € Qg,
v T vi, st W e Qy,

la vitesse u™ 1~ et la pression p" 1~ associées a I’état WL sont constantes a linterface

des deuz fluides, a savoir, si
1 1
(3) (hma=3) <0

nous avons

n+1,— n+1,—

(8 =u; 'y = uo,
n+l,— _ nt+l,— _
p;, = DPjp+1 = Do,

y n
il ) vor S Wi € Qo,
‘o0 vy, st Wi €,

il {vo, si Wi,y € Qo,

ntl _
ot v1, si Wi €.

(%

Remarque 4.4.3. Un schéma numérique peut préserver les états u et p constants a l’in-
terface méme s’il ne préserve pas le domaine d’hyperbolicité sans diffusion H.
La vitesse transversale v est uniquement discontinue a linterface des deux fluides.

Nous introduisons également une définition pour les schémas numériques diffusant la
fraction de masse de gaz ¢, c’est-a-dire si la fonction Wb~ est a valeurs dans €.

Définition 4.4.6. L’étape ALE, correspondant au schéma de volumes finis (@, préserve
les états u et p sur §) si pour tout i, W € ) satisfaisant
uj
pi’ = Ppo,
la vitesse u"th et la pression p" T~ associées a Uétat WL~ sont constantes, c’est-a-
dire que pour tout 1

n+1’7 J—

Ui = Uup,
TL+17— —

D; = Po-

Remarque 4.4.4. Un schéma numérique peut préserver les états u et p constants sur )
méme s’il ne préserve pas le domaine d’hyperbolicité €.

4.4.5 Inégalité entropique

Nous avons vu que pour retrouver I'unicité de la solution faible, nous devions imposer
a celle-ci de satisfaire une inégalité d’entropie

Bn(W) + 8, H(W) < 0. (4.14)
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Nous allons alors traduire cette inégalité au sens numérique, c’est-a-dire trouver une in-
égalité discréte que doit satisfaire la solution donnée par le schéma de volumes finis pour
qu’elle soit entropique.

Dans le Chapitre 2] nous avions constaté qu’il n’était pas possible de définir une entropie
de Lax globalement convexe pour psogaz 7 Poo,lig Si Nous munissons le systéme (4.6)) de la
loi des gaz raides . Nous utilisons ici la méme construction qu’au Chapitre est—a—
dire que nous définissons ’entropie de Lax W +— n(W) sur I'ensemble d’hyperbolicité sans
diffusion #H (voir (4.4)) par

1 pE pu)? + (pv)?
1 (p, pu, pv, pE, pp) = —ps ( — - M,so ; (4.15)
pop 2p
ol
s(1,€,0) = Cu(p) (V) — 1) In(7) + Cu(p) In (e — Tpeo () ), (4.16)
avec
Ygaz, Sl =1,
Viigs Sl
P ,gazs Sl 1
P ligs Sl O

( o VgaZ7 QD - 1
VAP Cl,lzq, si p = 0.

H(W) = un(W).

Le flux d’entropie H vaut

La fonction 1 est convexe sur chaque composante connexe (convexe) de H. En fait la
fonction 7 est convexe par rapport a (p, pu, pv, pE) et c’est en ce sens que nous allons
définir une inégalité entropique. Nous parlerons d’inégalité entropique sans diffusion.

En intégrant 'inégalité d’entropie (4.14)) sur le trapéze @ (voir la formule (4.7)) et la
Figure 4.2), nous obtenons

n+1 —

i 1'1. 1
Lo w0y de— [ awien)i
z g z

T2 i—5

Aty (H (RO Wi, (€14)7) = & n(ROVE Wik, (61, ))7)))
Y9)) = &L am(ROVE L WP (€11)7) ) <0,

1
ou R(Wp,Whg, &) est la solution exacte entropique du probléme de Riemann

— Aty (H(ROW, W2, (6, ,
2 2

W(z,0) = {

Wi, siz <0,
Wg, six > 0.

. 1,— 1.—
De plus, si sur x?”l T xqﬁl ’
=3 +35

(convexe) de H, comme 7 est convexe sur chacune des deux composantes connexes de H,

[, W (x, t, +1) appartient a la méme composante connexe
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4.5. Solveur de Riemann approché et flux numériques

une inégalité de Jensen nous donne pour le schéma de Godunov l'inégalité entropique
discréte

(2 K3

h“l’_n (W'HH’_) —hn (W)
+ At, (HL(W'L'Ha 'Lﬁlﬂggr%) - HR( 1'7117 Wf?i?,%)) <0,
ol les flux numériques d’entropie de Godunov Hj, et Hp sont donnés par

HL(WLa Wk, é) = H(R(WL7 Wk, 6_)) - fW(R(WL Wk, 5_))7
Hr(Wp,Wg, &) = H(R(Wr, Wg,&Y)) — &n(R(Wy, Wg, &),

En pratique, nous n’utiliserons pas toujours le flux de Godunov, car celui-ci est cher en
temps de calcul. Nous introduirons alors de facon plus générale une inégalité entropique
discréte.

Définition 4.4.7. L’étape ALE (schéma de volumes finis (4.8)) satisfait une inégalité

d’entropie associée a l'entropie n du systéme @, définie sur D, si l'étape ALE est D-

stable et s’il existe un flux d’entropie H(Wp, Wg, &), consistant avec le flux exact d’entropie

(au sens oo HW, W, &) = HW) — &n(W)) tel sous une condition de type CFL l’état
4.8

1,— ; . . L
WinJr ", donné par le schéma de volumes finis , satisfait

h?H’_U (WinJrL_) — hyn (W)
+ AL, (H(Win’ m€n) — H izlei”,§f7%)> <o. (4.17)

Remarque 4.4.5. Nous étudierons les deur cas sutvants
— le cas D = H, ot H est le domaine d’hyperbolicité sans diffusion, donné par .
H est un ensemble ayant deux composantes connexes (convexes), nous parlerons
d’inégalité entropique sans diffusion,
— le cas D = Qqy et D = Qq si Uétape ALE n’est pas H-stable mais est Q)g-stable et
Q1-stable. Nous sommes dans cette configuration si l’étape ALE diffuse .

Remarque 4.4.6. Dans la Définition [{.4.7 de Uinégalité entropique, nous imposons a la
l’étape ALE d’étre D-stable, en effet dans la formule (m) nous €crivons n(Wi"H’_) qut
n’a un sens uniquement pour Wit

f € D, car D est le domaine de définition de ’entropie
de Lax n.

4.5 Solveur de Riemann approché et flux numériques
Nous rappelons que pour deux états W, et Wg le probléme de Riemann

oW + 0, F(W) =0,
Wi, sixz <0,

W (z,0) = { (4.18)

Wg, sixz >0,

admet une unique solution entropique (voir Chapitre . La solution d’un tel probléme est
une fonction dépendant de W, Wg et du rapport 7, elle peut s’écrire sous la forme

W (z,t) = REwact (WL, Wk, %) .

97



4.5. Solveur de Riemann approché et flux numériques

Nous allons maintenant introduire une méthode générale de construction d’un schéma
numérique. Cette méthode est basée sur la notion de solveur de Riemann approché au sens
de Harten, Lax, Van Leer [70]. Cette classe générale contiendra les solveurs de relaxation,
les solveurs cinétiques et les solveurs de Roe. Cependant, 'approche traitée dans [70] et
[20] est adaptée au cas de schémas numeériques eulériens, nous allons étendre la notion de
solveur de Riemann approché a I’étape ALE (schéma de volumes finis (4.8])).

Définition 4.5.1. Un solveur de Riemann approché associé a (@ est une fonction

R (WL,WR, %) , qui est une solution approchée du probléme de Riemann @)— au
sens ot la fonction R satisfait la condition de consistance

V(z,t) € Rx]0; +00[, R <W W, %) —w,
préserve le domaine d’hyperbolicité €2 ,
Wi, Wr € Q = V(z,t) € Rx]0; +oc[, R (WL,WR, %) e,
et satisfait la relation de conservation

FL(WL7WR7§) = FR(WL7WR7£)7 (419)

ot les flux a droite et a gauche sont définis par

3
Fr(Wr,Wg,§) = F(WL) — WL — / (R(WL,Wg,0) — Wp,)db, (4.20)

—0o0

400
Fr(Wp,Wg,&) := F(Wg) —{Wg + /£ (R(WL, Wg,0) — WR)dH. (4.21)

Remarque 4.5.1. Dans lapproche de [T0] et [20], les flux eulériens F, et Fr dépendent
uniquement des états Wi, et Wr. Dans notre cas, afin de traiter le cas d’un maillage mobile,
ces flux dépendent également de la vitesse & de la frontiére séparant l'état Wi, de l’état Wg.

Introduisons maintenant la condition CFL associé & un solveur de Riemann approché
R(Wp,Wg,-). Nous devons choir le pas de temps At,, de sorte que les solutions de deux
problémes de Riemann « locaux » voisins n’interagissent pas. Pour cela, nous allons nous
assurer que l'onde la plus rapide issue de x; 1 et 'onde la moins rapide issue de z, 1
n’atteignent pas x; avant At, (voir Figure . Calculons tout d’abord l'onde la moins
rapide associée & un solveur de Riemann approché R(Wp, Wg,-). Définissons ’ensemble

Ay, (Wp, Wg) par
Am(Wr, Wg) = {5 ER_, v% <& R (WL, Wh, %) - WL} :

la vitesse d’onde minimale A\, (W, Wgr) € R_ du probléme de Riemann R(Wp, Wkg,-) est
alors donnée par

AW, Wg) = sup A, (Wr, Wg).

Définissons de la méme maniére la vitesse d’onde maximale Ay (Wp, Wg) € Ry du pro-
bléme de Riemann R(Wp, Wg,-) par

)\M(WL; WR) = inf AM(WL, WR),
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4.5. Solveur de Riemann approché et flux numériques

ol
T T
(Wi, Wr) = {€ € Ry, ¥5 > & R (Wi, Wa, ) = Wr}.
Remarquons que nous avons
Am(Wr, Wg) <0 < Ay (Wi, Wg).
Nous définissons vitesse relative maximale Apax(Wr, Wg) par
Amax(Wr, Wg) = max (| A (WL, Wgr) |, Ay (W, WR)).

La condition CFL correspond alors & choisir un pas de temps At, > 0 satisfaisant
n 1
Aty max Amax (WZ , z+1) < 2mln hi. (4.22)
(2
Nous supposons également que le pas de temps At, satisfait 'inégalité
n 1 .
At, max | £ 1 |< —min h;. (4.23)
i it3 2

ol §" , correspond a la vitesse de la frontiére x; 1 entre ¢, et ¢, , 1, de sorte que le volume
2 2

h?H de la cellule C}' 17 goit toujours positif.
Notons que si le pas de temps At, satisfait la condition CFL (4.22) et la condition

([4.23)), nous obtenons

BT W = W — Aty (FLOVE W) = FROVE L W)

_/%%ﬁ;;%mnR W ) e
- i Va1
. Aty

k3

T, x—miil
+/ R(wr, wr, — 72 g (4.24)
Z. 1+£n 1Atn Atn
T2

i3

Etudions maintenant la stabilité de I'étape ALE du schéma numeérique pour les diffé-
rents ensembles, g, Q1 et H.

Proposition 4.5.1. Supposons que le pas de temps Aty satisfasse la condition CFL
et la I'inégalité et que pour tout i, W* € H. De plus, si pour W € Qq, (respective-
ment 1) nous avons

T—T,
Va:e}x;l —i—f@ilAtn;xi[, R (W"l,W” 2) € Qo (resp. 1),
T3 T3 Aty
et
T T,
Vaze} 1+§”1At[ R W Wiy — | € Qo (resp. ),

alors l’étape ALE (schéma de volumes finis (4.8)) est H-stable.
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. , s 1,— o
Démonstration. En utilisant 1' nous obtenons que I/VZ-”+ " est une combinaison con-
vexe de vecteurs de  (resp. 1) et comme € (resp. €21) est convexe, nous avons

W e Qg (resp. 1),

(2

et I’étape ALE du schéma numérique est H-stable. O

Remarque 4.5.2. Si dans la Proposition au lievw de supposer W' € H, nous sup-
poserons que W' € Qq (resp. W € Qq), les mémes hypothéses nous fournissent la Qq-
stabilité (resp. la Q-stabilité).

De la méme maniére que nous avons défini les flux numériques & gauche Fp, et a droite
Fg par (4.20) et (4.21)), nous définissons les flux d’entropie G, et G en fonction de Wi,
Wr et de la vitesse £ de la frontiére séparant les états Wy, et Wp.

Définition 4.5.2. Nous définissons les flur d’entropie a gauche Gpet & droite Gg comme
des fonctions dépendant des deux états Wi, et Wg et de la vitesse £ de la frontiére séparant
les états Wy, et Wg par

3

Hy(Wp, Wi, €) := H(Wp) = &n(Wp) — / (n(ROVL, Wi, 0)) = (W) db, (4.25)

—0o0

Hi(Wi, Wi, €) i= H(Wr) — En(Wr) + /5 (RO Wi, 8)) — (W) ) o 1.26)

ot H est le flux d’entropie associé a l'inégalité d’entropie .
Un solveur de Riemann approché R est dit dissipatif par rapport a une entropie 1 si

Hr(Wpr, Wg,§) — HL(WL, Wg,§) <0. (4.27)

Remarque 4.5.3. Si les flux numériques Fy, et Fr satisferont généralement la relation de
conservation

FL(WL7 Wk, f) = FR(WLv Wk, 5)?

le flux numérique d’entropie n’est pas, en général, conservatif
HL(WL7 WR? é.) 7£ HR(WLJ WR7 5)

Si le pas de temps At,, satisfait la condition CFL (4.22)) et 'inégalité (4.23)), les défini-
tions de G, et G nous donnent

hen(W7") — Aty (HL W Wi 1) = Hr(WE W)

ity itg n n z+2>
= R(WrW",, ———= dx
/z. n ( ( 1 i+1 Atn )

7

T, x—xiil

+/ " R< i ,W{”,2> da. (4.28)
x Aty ( ! Atn
i i

Nous obtenons alors la proposition suivante.

Proposition 4.5.2. Supposons que le flux numérique d’entropie associé au solveur appro-
ché soit dissipatif , que le pas de temps At, satisfasse la condition CFL et
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l'inégalité et que pour tout i, W € H. De plus, si pour W' € Qg (respectivement
Q4 ), nous avons

r — X,

i1
2) € Qo (resp. Q1), (4.29)

Vxe}x;1+£[1Auﬁ@[,R(WmlﬂV”
=3 =3 At,

et

T—x
Vo e }ﬂ:i;l“H% +fl-n+%Atn[, R (Wzn’ fiEe AtH ) € Qo (resp. Q1), (4.30)

alors Uétape ALE (schéma de volumes finis @) satisfait 'inégalité d’entropie discréte
sur H.

Démonstration. En utilisant (4.28]), comme le solveur approché satisfait (4.29) et (4.30) et
comme 7 est convexe sur €y (resp. §21), une inégalité de Jensen nous donne

hen(W7") = Aty (HL (WP Wi, €841) = Hr(WE WIS EL L))

it3 +2 n n i+3
= R{W W, ———= dz
/:Bi ( < 7 i+1 Atn ))
z; :r—a;i_l
+/ n R< W 2) dz,
x| HE" | Aty Aty
i—3 i—

> < fn 1At > h, / " " R<Wzn’ iT—LH’ Atl+2>diﬂ
=+ g lAt n
2
h’i n 1 i n T xi_%
+ | =& A | R\ W, W}, dz
2 2 72 — f” 1Atn T+ Aty Atn
=5 i—3 i—
Comme hn+1 =h,+ Atn(é’g_l — Ein_l)a la convexité de 17 nous donne
2 2

hn(W7') — Aty (HL (WY, + & 1) = Hr(Wit Wi 0)

1 e T iy
1,7 i+ i+
> h;w n (hn+1,— / 3 ? R(W{l’ 1‘7—1}—17 A%)dzp
i X

1 z; Tr — xiil
S =
h;-H_l’ x " Aty - Atn
T2 T2
De (|4.24), nous obtenons

hin(Wi") — Aty (HL(Win7 v, &1 ) Hr(Wit, Wi, & é))
> h?ﬂ,—n (Wnﬂ,—) '

(2

NI

Ainsi, 'inégalité d’entropie (4.17)) est satisfaite pour tout flux numérique d’entropie
H(Wrp, Wg, &) satisfaisant

HR(WL7 WR:&) < H(WL7WR7§> < HL(WL7WR7§)'
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4.6. Schéma de Godunov

Remarque 4.5.4. Si dans la Proposition[{.5.3, au lieu de supposer W[* € H, nous suppo-
serons que W' € Qq (resp. W]* € Qq), les mémes hypothéses nous fournissent une inégalité
entropique sur Qo (resp. Q).

4.6 Schéma de Godunov

4.6.1 La version eulérienne du schéma de Godunov

Le schéma de Godunov a déja été introduit au Chapitre 2| comme les frontiéres des
cellules ne se déplacent pas entre les temps t,, et ¢, 41, le schéma de Godunov est un schéma
eulérien

n —
it 0.
Nous avons alors C? - C;.

Le schéma de Godunov repose sur la résolution exacte du probléme de Riemann (voir

Section [2.6)). Dans une premiére étape, nous résolvons de maniére exacte le probléme de

Cauchy

OW 4+ 0, F(W) =0, z € [a;b], t € Jtn, tnt1],
(4.31)

Wz, t,) =W, o e}xi_%;xﬂr%[, 1<i<N.

La solution du probléme (4.31)) peut alors étre vue comme la superposition des NV problémes
de Riemann « locaux » et est explicitement donnée par

=21
W(z,tht1) =R (W-”, " 2

i i1 ) , T €z riv], 1 <i <N, (4.32)
At,

ou le pas de temps At,, satisfait la condition CFL (4.22)).
Dans la deuxiéme étape, nous définissons WZ‘H comme étant la moyenne de la solution
exacte (4.32)) sur la cellule C; pour i =1--- N,

1

hiWinJrl = / ik W(:L‘,tn+1)dl', (4.33)

To1 rT—T, 1
= [ "R (wprwy ’+2>dx
/a:. < EERAEE T ) Atn

i n nx_xi_%
+/x. R( i—lvvvivAtn>d$7

i—

0
=ty A (FOv7) = [ (ROVE W0 - W as )

—00

N

[

+o0
—an (rovy+ [ (ROVE 0 - ) ag).
0
Ainsi, le schéma de Godunov peut s’écrire sous la forme d’un schéma de volumes finis
E3)
hiWin+1 - h,LWZn - Atn (FL(W,LTL, 7:73'_1, 0) - FR(Wn_l, I/I/Z‘n, 0)) 5 (434)

7

ou le solveur approché utilisé pour calculer les flux Fp, (4.20) et Fr (4.21]) n’est rien d’autre
que le solveur exact décrit dans la Section ﬁ Nous avons I/VZ-’"”+1 = WZ»"H’_.
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4.6. Schéma de Godunov

De plus, nous pouvons montrer (le calcul sera détaillé ultérieurement pour un flux
dépendant également de £ (voir la Section [4.6.3))) que

Fr,(Wr,Wg,0) = Fr(Wr, Wg,0),
= F(R(W, Wg,0%)).

4.6.2 Propriétés de la version eulérienne du schéma de Godunov

Nous pouvons montrer que le schéma de Godunov satisfait la proposition suivante.

Proposition 4.6.1. Si le pas de temps At, satisfait la condition CFL , le schéma
de Godunov a les propriétés suivantes

— il est conservatif,

— 1l est Qg-stable et satisfait une inégalité entropique sur g,

— il est Qq-stable et satisfait une inégalité entropique sur 2y,

— il préserve les états u, v et p constants sur Qg et sur Q1 (Définition . Cette

propriété n’est satisfaite ni sur H ni sur €,

— il n’est ni H-stable, ni Q-stable et il peut nous fournir des états en dehors du

domaine d’hyperbolicité.

Démonstration. Nous avons déja montré que le flux était conservatif.
Pour montrer la Qg-stabilité, nous utilisons la Proposition [£.5.1] Il suffit alors de montrer
que si Wit ,, Wi, Wi, € Qq,

2

T ;1
Vxe}xi_;;:ri[, 113(12[/{‘_17 in,2>690,
et
=Tyl

\V/CC S :|CCZ,IL‘1+% |:, R (W,Ln, ,L'Y_Li_l, AtHQ) € QO,

ce qui est bien le cas.

Pour montrer I'inégalité entropique sur €y, nous utilisons la Proposition [£.5.2] 11 suffit
alors de montrer que le flux d’entropie est dissipatif dans le cas du solveur exact R.
Cependant, nous avons

Hp(Wi,Wg,0) < H(R(W, Wg,07)) < H(R(WL,Wg,07)) < H (WL, Wg,0),

(le calcul sera détaillé ultérieurement pour un flux dépendant également de £ (voir la
Section ) et ainsi le schéma de Godunov satisfait une inégalité entropique sur ).
Montrons que le schéma de Godunov préserve les états u, v et p constants sur £2y. Supposons
que pour tout 7, W;* € Qg et

n n 7 n
u; = uop, v; = Vo, Pi; = Do, ©; = 0.
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4.6. Schéma de Godunov

Le schéma de Godunov (4.34) peut se mettre sous la forme

At
ntl _ n __ n n n
At

n+l _ n n 2 n 2 n
()i = (o)t = = (0 + )Ly = (40 )

n n At n n
(o) = (oo} = 5 ((puo)fy s = (o)1 )

2 2

(pE)I™ = (pE)} —

Xz
B (0B + D))ty — (0B + Pl ).

At
(o)t = (o)t = S ((pu)2 s — (pug) 4 )
hl +2 2
ou les états - , sont les états obtenus lors de la résolution des problemes de Riemann
2

R(W, W[ ,,0) et R(W |, W/ 0). Aux frontiéres Tipl le calcul de la solution exacte

(voir Section nous donne

u?+§ = Yo,
Vi, U;:f% v
pi—&-% = Do,
QOZ_% =0.

En remplacant les flux aux frontiéres par leurs valeurs, nous obtenons

At
n+1 n n n n
Pi :P'—U7<Pll—ﬂ- 1>7
1 7 hz i+3 i+3

u?—’—l = Uop,
UZZ+1 = o,
n+1 n Atn n n
(pe)i = (pe>z — U= (pe)l 1= (pe)i_l ) (435)
hZ +2 2
90?—’—1 =0, (4'36)
Remarquons que les vitesses sont préservées, u?ﬂ = ug et v?“ = vg. Pour la pression, en

utilisant ’équation des gaz raides nous avons pe = % et ’équation lb peut s’écrire
sous la forme

<p+7poo)”+1: <p+7poo>”_uAtn <p+7poo)” _<p+7poo>”
y-1 /i y=1/; h; y—1 i+i -1 ze%7

ol 7 = v(¢) et Ppoo = Poo(). Comme

"

n_..n _.n _ . n+1
P =P =Pyl = % = 0,
nous obtenons
n+l _
b; =

De la méme maniére nous pouvons montrer que le schéma de Godunov est €2;-stable,
satisfait une inégalité entropique sur €21 et préserve les états u, v et p constants sur €2y. [

Du fait de la non-convexité de notre domaine d’hyperbolicité €2, le schéma de Godunov
ne sera pas stable. Des exemples de la perte d’hyperbolicité et de la diffusion numérique
introduites par le schéma de Godunov ont été donnés dans la Section [2.7]
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4.6. Schéma de Godunov

4.6.3 Une extension ALE du schéma de Godunov

Le schéma de Godunov peut é&tre vu comme un schéma ALE pour lequel les vitesses
§?+ 1 des frontiéres x; 1 sont toujours nulles et pour lequel nous utilisons pour solveur
de Riemann approché le solveur exact décrit dans la Section 2.60 Comme la vitesse des
frontiéres est nulle, le schéma de Godunov ne préserve pas le domaine d’hyperbolicité €2, car
celui-ci n’est pas convexe en général. Chalons et Goatin ont observé dans un autre contexte
[32] (modéle de trafic routier présentant des similitudes avec des modéles de transition de
phase) que s'’ils déplacent l'interface a la vitesse de la discontinuité de contact et s'ils
moyennent la solution du probléme de Riemann sur une cellule différente de la cellule
de départ, ils préservent le domaine d’hyperbolicité non convexe. Nous allons étendre ces
résultats aux écoulements bifluides. Nous montrerons également que la solution satisfait
une inégalité entropique bifluide.

Prenons encore pour solveur de Riemann approché le solveur de Riemann exact, mais

déplacons maintenant la frontiére x, il correspondant & 'interface des deux fluides, & une

vitesse £?+ 1, égale a la vitesse de la dlscontinuité de contact obtenue lors de la résolution du
2

probléme de Riemann R (W” BT ) Les choix lagrangien |D et ALE l-b pour les

vitesses f” 1 des frontiéres x; il satisfont cette condition. Si le pas de temps At,, satisfait

la condltlon CFL - ) et I'inégalité - le schéma de volumes finis s’écrit sous

la forme
h?—i_l’_Win—Fl’_ = thzn - Atn (FL(Wzna 17—11—17 6 + ) FR(Wn 1 Wn gn )) 3 (437)
avec

Fr(Wi,Wg,&) = F (RWpr,Wg,&7)) — ER(WL, Wg, &),
FR(WL7 WR7 é) =F (R<WL7 WR7 §+)) - gR(WLa WR7 €+)7
Fr(Wp, Wg,€). (4.38)

En effet, si le pas de temps At satisfait

EAL >z,
Vo < At’ R(WL, WR,Q) = WL,

en intégrant le systéme (4.6)) sur le trapéze (voir Figure 4.3)
{(z,1), =L <z <EAt, 0<t<At}

comme la solution du probléme de Riemann est donnée par W(z,t) = R (WL, Wrg, %) ,
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nous avons

eAL 0
W (a, Ab)da — / W(x,0)dz = ALF(Wy)
zy,

TL

At
- /0 F(W((&)7,1) = W (&) )t

At
= /0 F(R(WL, WR,g_)) —ER(Wp,Wg, £ )dt = AtF(Wr) —x Wp

¢AL .
—/xL R(WL,WR, E) dz,

= AtF(R(WL, WR,E_)) —EAtR(W, Wg, &) = AtF(Wp) — EAtW,

[ (e ) - e

L

= F(R(WL,Wg,£7)) —ER(WL,Wg, &) = F(Wr) — WL

—/i <R(WL,WR,G) —WL)de,
At

= F(R(Wr,WR,&7)) — ER(Wp, Wg, &) = F(Wr) — €W,
- /g (R(WL, W, 0) — WL)de,
= F(R(Wr,Wg,&7)) —ER(Wr, Wk, &™) = FL(WL,V_V:,@.
Le méme raisonnement pour Fr conduit &
Fr(Wr, Wg,&) = F(R(WL, Wg, %)) — ER(WL, Wg, 1),

pour

EAL < xR,
Vo > %, R(WL,WR,H) = Whg.

Il reste encore & montrer que
Fr(Wr,Wg,§) = FrL(Wr, Wg,§).

Si € ne correspond pas & une discontinuité de la solution du probléme de Riemann R(W7p,
Wg, "), nous avons R(Wp, Wg,£7) = R(Wp,Wg,£T) et comme le flux numérique F est
continue, nous obtenons Fr(Wr, Wg, &) = Fr(Wr, Wg,§).

Si £ correspond a une discontinuité £ = o de la solution du probléme de Riemann R(W7p,

Wr,-), les conditions de Rankine-Hugoniot (2.39) nous donnent

§ (R(WLa WRa£+) - R(WL7 WRag_)) =F (R(W[n WR7§+)) —F (R(WLv WRag_)) ’
= F (R(Wr,Wg,£")) —ER(Wr, Wg, &) = F (R(Wp, Wg,£7)) — ER(WL, Wg, &),
= Fr(WL, Wg,§) = FL(WL, Wg,§).

4.6.4 Propriétés de la version ALE du schéma de Godunov

Etudions les propriétés de la version ALE du schéma de Godunov.
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t
z - z _\t T T _
T=A T=M 2= oz Ty =N

W Wr

Ty, O

<
v X

F1GURE 4.3 — Illustration de la définition du flux F7J,.

Proposition 4.6.2. Si les vitesses f;:_l des frontieres x;, 1 sont lagrangiennes (4.11) ou
9 2

2
ALE et si le pas de temps Aty satisfait la condition CFL ,
alors U'étape ALE (schéma de volumes finis (@) du schéma de Godunov, pour laquelle

les flur numériques Fr, et Fr sont donnés par , a les propriétés suivantes
— elle est conservative,
— elle est H-stable,
— elle est entropique sur H,
— elle préserve les états u, v et p constants sur Qo et Qy (Définition ,
— elle préserve les états u, p constants a linterface des deux fluides sur H (Défini-
tion .

De plus, la version lagrangienne préserve les états u et p constants sur  (voir

Définition .

Démonstration. La conservation se déduit de I'expression du flux (4.38)).

Remarquons tout d’abord que si les vitesses §?+1 des frontieres z,, 1 sont lagrangiennes
5 2

ou ALE et si le pas de temps At, satisfait la condition CFL alors il
satisfait aussi I'inégalité .

Montrons que le schéma est H-stable. Nous utilisons la Proposition I1 suffit alors de
montrer que si pour tout ¢ W € H et W € Qg (resp. W' € )

T—T,
Vr € }x-_; + gn_lAtn;l‘i[? R (Win—hWina 2) € Qg (resp. 1),
i—3 =3 Atn
et
T
Vx € :|:U@7-TZ+% + £?+%Atn|:, R (V[/Zn, 7,'7}#17 Atn2> € QO (resp. Ql)

Supposons que W' € Qg et que W, W/, € H. La solution exacte du probleme de
Riemann satisfait

Q. , si€<ub,

R(WpL,Wg,¢§) € { o

Qyp, sinon,

ol u* est la vitesse de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution du probléme
de Riemann. Nous obtenons alors

{R(W/Z”,I/V;ll,f) eQOv Sl£<un 5

1+
R(WLy, W, €) € Qo, i€ >ul

= N

9
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ol u;‘i . est la vitesse u* de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution du
2
probléme de Riemann. Ainsi, comme At,, satisfait la condition CFL (4.22) et I'inégalité

4.23)) et comme nous considérons les choix lagrangien ou ALE pour la vitesse §i”+ ; de la

f

2
rontiére x la solution exacte du probléme de Riemann (voir Section } satisfait

it+30
T —x,

i—L
VY € ]’L’Z_% +§?_%Atn,$l[, R ( ,L-n_l,Win, Atn2> S Q(],

T—T
i+5
Vaze}xi;xH%quﬁ%Atn[, R(Wi“’ ﬁrl’Atn2>€Q07

et le schéma numérique est H-stable.
Montrons que le schéma numérique est entropique sur H. Nous utilisons la Proposition
Il suffit alors de montrer que le flux d’entropie est dissipatif (4.27)) dans le cas du

solveur exact R. En effet, si le pas de temps At satisfait

EAL >z,
Vo < %7 R(WLa WR,H) = WL7

en intégrant l'inégalité

On(W) + 0, H(W) <0,

sur le trapéze (voir Figure

{(z,t), xp <z <EAt, 0<t<At},

ou le choix de £ garantit

Vo < &, R(WL,WR,Q) € Q@L'

Comme la solution du probléme de Riemann est donnée par W(x,t) = R (WL, Wr, %) ,
nous avons

EAL 0
/ n(W(z, At))dz — / n(W(z,0))dz < AtH(Wp)

L L

At
_/0 H (W((€t)~ 1) — & (W((E0) . 1)) dt,

At
= /0 H (R(Wp,Wg,&7)) — &n (RWL, Wg,£7)) dt < AtH(Wp) — xpn(Wp)

. /:“ 0 (R (We W) ) d.

L

= AtH (R(WL, Wg,£7)) — At (RWL, Wg,£7)) < AtH(WL) — EAtn(W,)

- /EAtn (R (WL,WR,%)> — n(Wp)dz,

zr

= H (RWr,Wg,&7)) —&n (RWr, Wg,£7)) < HWL) — &n(Wr)

13
—/ n(R(Wp, Wg,0)) —n(Wr)do,

L

At

= H (R(WL,Wg,£7)) —&n (RWr, Wg, 7)) < H(WL) — En(Wyr)

13
- / 0 (R (Wi, Wr.0)) — n(Wy)do,

= H (R(Wr, Wg, &) —&n (RWr, Wg,&7)) < H(Wr, Wg,§).
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4.6. Schéma de Godunov

Le méme raisonnement sur le trapéze
{(z,t), EAt<z<zr, 0<t<At},

ol At satisfait
EAL < xR,
Vo > %’%, R(WL, WR,Q) = Wkg,

et ol le choix de ¢ garantit
VO > ¢, R(Wr,Wg,0) € Qpp,
conduit &
Hp(W1, Wr,€) < H (R(Wr, W, 7)) — &n (R(WL, Wg,£7)) .
Il suffit alors de montrer que

H (R(Wr, Wg,£")) = &n (R(Wr, Wr,£1))
< H (R(Wr,Wg,&7)) —&n (R(W, Wg,&7)) . (4.39)
Si Wi et Wg ne sont pas dans le méme fluide (goL — %) (ch — %) <0,n 1} n’est pas
continue & l'interface des deux fluides, elle vaut n;, a gauche et nr a droite. Cependant,
comme & l'interface des deux fluides £ vaut la vitesse u* de la discontinuité de contact

obtenue lors de la résolution du probléme de Riemann et comme H (W) = un(W), nous
avons

H (R(Wp, Wg, &%) — &n (R(WL, Wr,EY)),
= u*ng (R(Wr,Wr,&")) — u*ng (RWr, Wg,£1))
—0,

et de la méme maniére

H (R(Wr,Wg,£7)) —&n (R(WL, Wr,£7)) ,

= ung (RWr, Wg,&7)) —u*ng, (R(Wr, Wr,£7))

=0,
et 'inégalité est satisfaite.
Si Wp, et Wgk sont dans le méme fluide (go — %) (ch — %) >0,n et H sont continues
(et & vaut soit 0 soit u*). Si & ne correspond pas & une discontinuité de la solution du
probléme de Riemann R(Wp, Wg,-), nous avons R(Wp, Wg,£7) = R(Wr, Wg,£T) et par
continuité de n et H dans les phases pures, nous obtenons

H (RWpr,Wg,£7)) —&n (RWr, Wg,£7)) ,
= H (R(Wy,Wr,£)) = &n (R(WL, Wg,£1)) .

Dans le cas ot £ correspond & une discontinuité £ = o de la solution du probléme de
Riemann, la condition de saut d’entropie (2.41]) nous donne

& (n (ROVE. Wi, €9)) —n (ROWr, Wr.€7) )
> H (R(Wp,Wg, &) — H (R(Wr, Wg,£7)),
= H (R(Wr,Wg, &) —én (R(Wr, Wg,£7))
> H (R(Wp, Wg, &) = &n (R(WL, Wg,£1)) .
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4.6. Schéma de Godunov

Ainsi, l'inégalité (4.39) est satisfaite et le flux d’entropie est dissipatif
HR(WIn WRa 5) S HL(WIn WR7 5)7

ol & vaut soit 0 soit la vitesse de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution
du probléme de Riemann R(Wy, Wg,-) donc le schéma numérique satisfait une inégalité
entropique sur H.

Montrons que le schéma numérique préserve les états u, v et p constants sur y. Sup-
posons que pour tout ¢, W € g et

u?:u(b vin:v(]a pzn:p(): SD?ZO
La version ALE du schéma de Godunov (4.37)) peut se mettre sous la forme
+1,— ntl,—
BT = gt = At ((p(u = )74 = (pu= )] ). (4.40)

B ()T = ha(pu)i = At ((pulu =€) +p)}, 1 = (pulu =€) +p)! 1)

1,— 1,—
B ()T = hy(po)t = At ((po(u = )11 = (po(u= )14 ),
W (BT = hi(pB)}
= o (0B — &) + )],y — (pB(u—€) +pu)]_y ).
1,- 1,—
B () = i)t = At ((po(u =)y 1 = (pplu—)1 1), (441)
ou les états -7 ; sont les états obtenus lors de la résolution des problemes de Riemann
2
R(W/Z”,Wiil,ﬁgé) et R(Wﬂl,Wi”,gz_%). Aux frontiéres Tipls le calcul de la solution
exacte, nous donne
Ui L = Uo,
v = v,
vi, { 5"
pi+% = Do,
Pir1 =

Comme pour tout ¢, ¢ = 0, les choix lagrangien (4.11)) ou ALE (4.12) pour les vitesses

" | aux frontiéres x., 1 nous fournissent
’L+§ 7’+2

n _ n .
H’% - 517% - 607

avec

‘ ug, si nous effectuons le choix lagrangien,
0= . :
0, si nous effectuons le choix ALE,

donc

hethT = hy 4+ At (fﬁr; - f;i;) )
2 2
= h,
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4.6. Schéma de Godunov

et ainsi, en remplagant les flux aux frontiéres par leurs valeurs, nous obtenons

At
n+1,— n n n n
pi = pi — —=—(uo —&o) (P- 10 ;)7
7 ? hi i+35 i+3
u T =,
v thT = vy,
n+1,— n At"l n n
(pe); = (pe)i — ——(uo —&o) ((pe)} 1 — (pe)! 1), (4.42)
h‘i +3 2
ntl= _

7 Y

+1 n+1

Remarquons que les vitesses sont préservées, u; "~ = ug et v; "~ = vg. Pour la pression, en
utilisant ’équation des gaz raides nous avons pe = % et la formule 1} peut s’écrire
sous la forme

<p+’ypoo>"+1’_ _ (p+'ypoo>”
v—1 i v—1 i

_%(uo_&) <p+woo>" _<p+7poo>”
hi =1 )iy =1 /)

n__..n _.n _ . n+l
Pi _801_% _SOH_% =¥ _07
nous obtenons
n+1l __
b; =p

Nous pouvons montrer que la méme maniére que la version ALE du schéma de Godunov
préserve les états u, v et p constants sur ;.

Montrons maintenant que le schéma numeérique préserve les états u et p constants a
I'interface des deux fluides sur H. Supposons que pour tout i, W;* € H et

U; = uo,
b; = Po,

n v, si VVZR € Qo,
’L)A =
! vi, si W' €y,

n
(3
mn
3

Supposons que l'interface des deux fluides soit localisée au temps t,, & la frontiére x.

io+3’
1 1
(-3) (s =3) <0

c’est-a-dire

montrons que

u;";—i—L— — u;lo—:-ll,— = ug,
Pt T = pt T = po,
’UZ)—H’_ = ’UZ),

”Z:rlf_ = Vg1

Aux frontiéres, le calcul de la solution exacte, nous donne

n
. Uip 1 = U0,
Vi, n
pi+ bo,

[T TS
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et en dehors de 'interface des deux fluides (gpi — %) (@?H —

4.6. Schéma de Godunov

1) >0,

n vg, si W € ()

vt =

itz ) o, si WP E Q.
Les choix lagrangien (4.11) ou ALE (4.12

pour la vitesse 5? N
0

2

correspondant a l'interface des deux fluides, nous fournissent

§Z+% Wiy +1 = Uo,
Le schéma (4.40))-(4.41} s’écrit sous la forme
L— ntl,—
hig P = Ryl +Atn(P(U—§))Z),%,
hi ™ (o)™ = By (pu)fy + Atuo (p(u — €))7 1,

Si une interface est présente en T, 1 ((gp?o_l —
0~ 3

n

u. 1 — UgQ.

0—5
Sinon, si nous considérons I'approche lagrangienne

u’
io

et les hypothéses sur W,* nous donnent v

hio (pV)iy + Aty (po(u — €));
- hzo (pE) + Atn (PE(
=h, (

i (PO 4+ Aty (pp(u —€)). 1.

) (el -

l\:)\»—‘

0—
n

10—

- )

1

2
1,
7,05

n
90— =

I\J

4.11

1 = ug et dans le cas ot nous considérons 'approche ALE

l—vm etgp

4.12
-1 = SOZO

Dans les différents cas, le systéme (4.43] nous donne

n+1l,— n+1,—
h” 70 - h’LQp’LQ + Atn (p(’I,L
n+l,— _ n __
iO — uio — uo,
?’L+1,— _.n

20 107

+1,— +1,—
hi ™ (pe)s,

= Dy (pe)iy + At (pe(u — €));:

— &)1,

i0—35

1
i0—3

n
—&

1),

1,—
O = Pl
Si€" | = up, comme
ZO_E
h7?0+1,— = hi, + Atn (] |

= hio + Atn(uo — UO),

= hio’
I'équation (4.45) devient (,oe)”Jrl = (pe) .

Sinon, £ ; =0, comme
i0—5

n+l,—
hi, = h;, + Atn(g

n
—&

1),

= hiO + Atnu(),

112

, de la frontiere z,

1
3) <0), nous avons 52)7

, hous avons également f?
o—

, nous avons &7
i0—5

1
ZO+§’

(4.43)

(4.44)

N

|| N

(4.45)
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_ PTYPx n — A n — n _ n
et comme pe = B, f = ¢f et Pj,—1 = Po, nous avons (pe)io_% = (pe)j et

2
I’équation (|4.45)) devient (pe)?oﬂ’f = (pe)y.
Dans les différents cas, I’équation (4.45)) peut se mettre sous la forme

+17_ —
(pe)i ™ = (pe)iy

<p+7poo)"+1’_ _ <p+7poo)”
=1 /i y=1 /.

= , nous obtenons

ainsi

1.—
et comme cp?;r ’

n+17_ —
Py, = Diy = Do
A N n+l,— _ n o n+l,— _ n n+l,—
De la méme maniére, nous montrons que Uioh] = Ui = U0, V4 = Vigpq et p i =

Pig+1 = Po et ainsi

n+l,— _  nt+l,—
Uiy~ = Uigy1 = U0,
n+l,—  nt+l,—
Dy, = Pip+1 = Po-

ntl,— v, si WZS € Qo,
io o1, st W€ Qi

il {UO, si Wi,y € Qo,

V-
1 .
tot vy, st Wi € Q.

Pour montrer que la version lagrangienne (4.11)) préserve les états u et p constants sur
Q (voir Définition [4.4.6)), il suffit de constater qu’avec l’approche lagrangienne

Vi, v, =y,

nous pouvons alors appliquer le méme raisonnement que pour le cas ot u et p sont constants
A 'interface des deux fluides. O

4.7 Solveur de relaxation

4.7.1 Introduction

Pour calculer les flux numériques ALE Fp, et Fr du schéma de volumes
finis , nous devons fournir un solveur de Riemann R(Wy, Wg, §). Comme nous l’avons
constaté pour le schéma de Godunov, si nous prenons pour solveur approché le solveur
exact R décrit dans la section , les flux numériques Fp, et Fr sont donnés par

Fr(Wp,Wg,&) = F (RWr, Wg,£7)) —ER(WL, Wg, &),
= F (R(Wg, Wg,£T)) — ER(WL, W, ),
= Fr(Wr, Wg, &),

ou R (WL, Wg, %) = W (x,t) est la solution exacte entropique du probléme de Riemann

W + 0, F(W) =0, (4.46)

W(z,0) = {

Wi, si x<0,

] (4.47)
Wgr, si z>0.
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La solution exacte peut étre calculée (voir Section mais elle nécessite de résoudre
une équation non linéaire a 'aide d’une méthode itérative. Numériquement, ce calcul est
réalisable, mais la programmation nécessite un nombre assez important de branchements
(suivant la nature des ondes, chocs ou détentes, et suivant le critére de convergence de la
méthode itérative pour calculer p*). Un de nos objectifs est I'implémentation sur GPU.
Sur une telle architecture, la réalisation d’'un grand nombre de tests n’est pas optimale.
Nous proposons donc de remplacer le solveur exact par un solveur approché plus simple. Il
faut cependant que le solveur approché vérifie certaines propriétés. En effet, les solveurs de
type Roe ou VFRoe [52,[99], méme avec une correction entropique, conduisent & un schéma
numérique non robuste. Il est nécessaire de construire un solveur approché, permettant de
s’assurer de ’hyperbolicité de la solution numérique & chaque instant. Pour construire le
solveur approché, nous allons suivre une approche de type relaxation, qui est détaillée dans
différents articles [77, [40} 21],[14]. Nous suivons ici la présentation de [34] 21}, 20]. Le principe
de la relaxation est d’utiliser un "sur-systéme" d’EDP (appelé systéme de relaxation), qui
approche le systéme de départ , et pour lequel la solution exacte du probléme de
Riemann peut étre calculée facilement. La structure plus simple du solveur relaxé va nous
permettre de prouver certaines propriétés de stabilité.

Définition 4.7.1. Un systéme de relazation pour @ est un systéme de lois de conser-
vation de dimension q¢ > 5 . o
oW + 0, F(W) =0, (4.48)

ot W(a?,t) € RY? et ﬁ(W) € RY. Le lien entre et est fait par lutilisation d’une
fonction linéaire
L:R! R

et d’un opérateur non-linéaire
M : R®> - RY

tels que pour tout W € R® nous ayons
L(MW)) =W,
L (ﬁ (M(W))) = F(W).
Remarque 4.7.1. L’idée principale est basée sur l'idée que si W est une solution ezacte de

4.48) alors W = L (W) est une solution approchée de . L’approximation est valable
pour un temps court correspondant au pas de temps du schéma numeérique.

Remarque 4.7.2. Nous pouvons noter que dans notre approche des systémes de relaxa-
tion , nous ne considérons pas de second membre. Cette approche est équivalente a
considérer un second membre et supposer que nous sommes toujours a l’équilibre, car dans
ce cas le second membre s’annule. Pour des solveurs de relaxation faisant intervenir un
second membre, et donc en ne nous placant pas toujours a l’équilibre, nous renvoyons a

43, (40, [74).
4.7.2 Construction du systéme relaxé

Nous allons généraliser le systéme de relaxation proposé dans [21] 20], adapté aux
écoulements monofluides, au cas bifluide. Un moyen d’introduire le systéme de relaxation
est de partir d’une solution réguliére du systéme et de déduire une équation sur la
pression p(p, e, ¢) et la vitesse du son ¢(p, e, ), définie par

p
2= LD + ?aep, (4.49)
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dans le but de supprimer la non-linéarité de notre systéme de départ (4.6). En développant
I’équation sur la conservation de I’énergie totale dans (4.6]), nous obtenons

ore + udyze + Bamu =0,
P

et comme p = p(p, e, ¢), nous pouvons écrire

Op + u0yp + vOyp

= 0pp (Orp + udpp)
+ Oep (Ore + udye)
+ 0pp (Orp + udzp)

= —0Opp (paxu) — Oep <];aocu>

= — pOyu <6pp + anep> )
p
= — pcto,u.
Nous obtenons une équation aux dérivées partielles pour la pression p
D¢ (pp) + On(pup) + p*c?0pu = 0.

Afin d’enlever la non-linéarité due a cette équation, nous remplagons p(p, e, ¢) par une
nouvelle variable 7 et pc par une nouvelle variable a, nous obtenons le systéme d’équation
suivant

Or(pr) + Oy (pum) 4+ a?dpu = 0.

Nous imposons a a d’étre transporté a la vitesse du fluide
ora + udza = 0.

Sin = n(p, pu, pv, pE, pp) est U'entropie (4.15)) de Lax définie sur le domaine d’hyperbolicité
sans diffusion H, associée au systéme (4.6[), elle satisfait ’équation

at"? + 3:0(?“7) =0.

Rappelons que 7 est convexe sur chaque composante connexe (convexe) de H et qu’elle
s’écrit sous la forme

1
n(p, pu, pv, pE, pp) = —ps (p,e, <p> ,

ol s est donnée par . n est donc globalement convexe par rapport a (p, pu, pv, pE).
Afin d’étudier le caractére entropique du solveur de relaxation, nous ajoutons au systéme
d’équations une variable z, correspondant & ’entropie massique s relaxée. L’entropie relaxée
z satisfera ’équation

O(pz) + 0z (puz) = 0.
Remarque 4.7.3. La variable z n’a pas de rdle pratique dans la construction du schéma

numérique. C’est une variable auziliaire que nous ajoutons au systéme relazé dans un but
théorique, pour prouver le caractére entropique du schéma numeérique.
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Finalement, le systéme relaxé s’écrit sous la forme

pu) =0, (4.50)
Oe(pu) + 0y (pu + 7r)

F(pv) + Oz (puv) =
O(pE) + 0 ((pE + m)u) =
A (pp) + O (pup)

o (G) +2 (’ffzu Z

9 (pa) + Ox(pua) =

9 (pz) + Ou(puz) =

Nous pouvons alors écrire le systéme (4.50)-(4.51)) sous forme conservative

(4.51)

OW + 8, F(W) =0, (4.52)

ou
— o T
W = (PaP%PUapEaP(P,ﬁaPG»PZ) )
et
T 2 P u T
F(W) = (,ou,pu + 7, puv, (pE + m)u, pup, —— + u, pua, puz) .
Le systéme (4.52)) est un systéme de relaxation pour , au sens de la Définition m

avec

L: R 5 RS

et
M: R’ - R® (4.53)
p(p; e, ) 1
(p; pu, pv, pE, pp) <,0, pu, pv, pE, po, == p*c(p, e, ¢), ps <,e,s0>> ;
pc(p, e, ¢) p
ou N )
e=F— u v .
2

Notons que dans le systéme de relaxation, nous avons 8 inconnues (p, u, v, E, ¢, 7, a, z) pour
un systéme initial a 5 inconnues (p, u, v, E, ). Les inconnues ajoutées sont : 7, représentant
la pression relaxée, un paramétre de la loi de pression a et ’entropie relaxée z. Nous devons
porter notre attention sur le fait que pour le systéme relaxé les variables p, E, 7, a
et z sont considérées comme des variables indépendantes.

Le systéme relaxé est hyperbolique pour I'espace des phases

Q: = {W: (PaPUaPUaPEaP%fTZaPQ,PZ) €R87 a’>07p>07

(pu)® + (pv)?

€ [0;1], pe := pE —
[0;1], pe:=p 5

> pOO(‘P)JT € R} )

et la matrice jacobienne du flux F admet les valeurs propres suivantes

Alzu—%,/\2:-~-:)\7:u,)\8:u+%. (4.54)
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z £:O'Q
t — 01 t %:O'g
Wy | W,

W, Wr

0 x

FIGURE 4.4 — Structure de la solution du probléme de Riemann associé au systéme relaxé
(14.52).

Depuis les travaux de Liu [87], Chen, Levermore et Liu [34], nous savons que pour éviter
les instabilités, une condition, dite sous caractéristique, doit étre satisfaite : les valeurs

propres (4.54) du systéme relaxé (4.52)) et celles du systéme de départ (2.14)) doivent étre
correctement entrelacées. Pour le systéme de relaxation (4.52), cette condition de stabilité

est satisfaite si le paramétre a > 0 est plus grand que la vitesse lagrangienne du son
a > pc(p, e, ). (4.55)
4.7.3 Résolution du probléme de Riemann associé au systéme relaxé

([4.52)

Afin d’expliciter les flux numériques F, (4.20) et Fr (4.21)) résultant du solveur de
Riemann approché associé au systéme relaxé (4.52)), nous devons expliciter R, c’est-a-dire
la résolution exacte du probléme de Riemann

W + 8, F(W) =0,

/V[\?( O) WL si x< 0,
z,0) = ¢
Wgr si z>0.

Gréace aux variables additionnelles, les valeurs propres du systéme relaxé (4.52) sont
linéairement dégénérées, nous pouvons alors facilement calculer la solution exacte du pro-
bléeme de Riemann. Nous avons trois vitesses caractéristiques

a a
op=u——, 0O9=u, 03=U-+—,

reliant Wy, & Wg avec deux états intermédiaires que nous indexerons par -1 et -5 (voir la
Figure [4.4). De plus, nous pouvons montrer que les invariants de Riemann associés a la
vitesse caractéristique o sont

™ s
€ — a, v, P, 2,

1
T+ ua, ;—i— 22’

a?’

ceux associés a la vitesse caractéristique oo sont
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et ceux associés a la vitesse caractéristique o3 sont

—_

s
T—ua, —+ 3,
a

A

7T2

20,2 I a’? U? SO7 Z.

En utilisant le fait que toutes les ondes sont linéairement dégénérées et que les invariants de
Riemann sont constants a travers une onde linéairement dégénérée, les états intermédiaires

sont donnés par

Uup = ug, T = T, (4.56)
v = V1, VU2 =R,
YL = ¥1, Y2 = YR,
ar = ai, a2 = apR,
2L = 21, 22 = ZR,
(m+ua)r = (r+wa)i, (r—ua)2=(7—ua)g,
1 " T (1 + T 1 + T (1 n s
p a2 L - p (1,2 17 p CL2 2 — p a2 R7
2 2 2 2
T T T T
_ — _ _ = - 4.57
<e 2a2> L (e 2a2> L (e 2a2> 2 <€ 2a2> R ( )
Les vitesses d’onde satisfont alors
a a a a
UlzuL—fL:ul—fl, 02 = Ul = U3, UgZUQ+£=uR+£. (4.58)
PL P1 P2 PR

La solution exacte du probléme de Riemann associé¢ au systéme de relaxation (4.52)) est
alors donnée par

WL, si f <oy,
Wl, si o §§< g9,
WQ, si o9 < & < o3,
W, si 03 <,

R (WL,WR,g) - (4.59)

ou les états Wl et Wg sont donnés par

T

=~ 171

Wi = (P1,91U1,P1017P1E1,P1901,pag ,P1a1>P121)
1

et
i P27 r
Wy = (P2,qu2,P2v2,P2E2,P2<P2, az"OQGQ’sz2>
2
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avec
1 1 — —
R S CLR('LLR UL) + 7 ﬂ—R’ (460)
P PL ar(ar + ar)
1 1 — —
1_ 1 alr—u)t+mr—m (4.61)
P2 PR ar(ar + ar)
T — TR+ apur + AaRrur
U =ug = P , (4.62)
V1 = VL, V2 = UR,
armr +armr + arar(ur, — uR
T =Ty = py——— ( ), (4.63)
2 2
el =e; — ——, (4.64)
2a%
2 2
mThH — T
€y = ER — F;T22, (465)
R
2 2
[ .
2
2 2
E2:62+ U2—2|_U2,
Z1 = ZL, 22 = ZR, (4.66)
Y1 =¥L, P2 = PR- (4.67)

Remarque 4.7.4. La positivité de p1 et pa n’est pas assurée dans - . C’est une
condition qui contraint ay, et ar & étre assez grand. Une autre contrainte serait d’avoir

o1 < 09 < 03, mais cette propriété découle de la précédente, car nous avons oo — o1 = ‘;—f
ar

6t03—02: D2

4.7.4 Expression des flux numériques associés au solveur de relaxation

Dans la Section nous avons explicité les flux numériques Fp, (4.20) et Fr (4.21) en

fonction d’un solveur de Riemann approché R(Wp, W, &). Dans le cas de notre solveur de
relaxation, le solveur approché R vaut

R(WIn WRag) =L (é (WLa Wva)) )
ol nous rappelons que L est la projection

L: R - RS

Il est alors évident que le flux numérique dépend de la variable supplémentaire £. En
pratique, la vitesse £ est prise égale & zéro ou a la vitesse de la discontinuité de contact.
Pour effectuer les calculs, il est préférable de définir également les flux numériques a droite
et a gauche pour le systéme relaxé par

s USNUE ¢
Fr(Wr, WR,§) := F(WL) — W, — /

(E(WL, W, ) — WL) 49,  (4.68)

o~ o~ ~ — +oo N —
FR(WL, WR,&) = F(WR) —&Wpg —i—/5 (R(WL, WR,G) — WR) deo. (4.69)
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A partir des flux numériques a gauche ﬁL(WL, WR, €) et a droite ﬁR(WL, WR, €) associés
au systéme relaxé (4.52)), nous obtenons les flux numeériques a gauche Fr(Wr, Wg,§) et a

droite Fr(Wpr, Wg,§) du systéme par
FL(We, Wr,€) = L (FL(M(W1), M(Wa),€) )
Fr(Wi, Wi, €) = L (Fr(M(W1), M(Wg),€) )

Nous imposons d’abord aux flux numériques du systéme de relaxation de satisfaire la
relation de conservation (4.13]) [70]

Fr(Wy, Wg,€) = Fr(Wp, Wg,€), (4.70)

ce qui nous donne

ﬁ(WR) — ﬁ(WL) = Ul(Wl — WL) + O'Q(WQ — Wl) + 0’3(WR — Wg) (4.71)
Nous pouvons alors omettre les indices -1 g et écrire le flux numérique sous la forme
F(Wy) — Wy, si€ <o,
ﬁl_gwl) SiO-l §€<U27

ﬁ(WLa WRa ‘f) = =~ = . (472>
F2_£W2) S1 02 §€<037
F(Wg) — EWg, siog <&,
ol ﬁl et ﬁg sont définis par
Fy = F(Wy) + o1 (W1 — W), (4.73)
By = F(ia) + o(1¥ — W), (4.74)
= ﬁl‘i‘O'Q(WQ—Wl). (4.75)

Ainsi, pour expliciter le flux numérique F (WL, WR, €), il nous suffit d’expliciter Fy et Fy.

— s AL — . ar ;
Comme o1 = uy, e =y — ok la relation |i nous donne

- U __ 1 — 1—
Fi—uyWy =FWg) —urWr +ar, (WL — Wl) ;
PL P1

T
- (07 7TL707 TFLUL)O)ULa O)T + ar, <07 ur — ug, 07 EL - El)o) Lgﬂ-la 0> )
ar,

™ — T
— <0,7TL +ar(up, —u1),0,mpup +arp(Ep — E1),0,ur, + La ! , 0>
L

Avec les relations (4.56))-(4.57)), nous obtenons
ﬁl - UIWI = (O’ 1,0, mu, 0, uy, O)T7
= Fy = F(W)).

Comme la relation (4.75|) est satisfaite et comme uy = uo et m; = 7o, nous pouvons écrire
F5 sous la forme

ﬁZ == UQWZ + (07 2, 07 7T2u270)u2)0)T7
= ﬁg = ﬁ(Wg)
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4.7. Solveur de relaxation

Remarque 4.7.5. [l est remarquable de constater que le flur numérique, qui dépend dans
le cas général des états gauche Wiy, et droit WR, peut s’exprimer comme le flur du systéme
relazé d’un état intermédiaire (c’est-a-dire F(WL, Wrg,§) = (W*) EW, pour un certain
W, € R8).

Le flux numérique associé au systéme de départ s’exprime alors sous la forme
F(W1, Wi, €) = L (F(M(W1), M(Wa).€))
= L (F(R(M(Wp), M(Wg),§)) = €R (M(W), M(Wg)€))
ot R(M(Wp), M(Wg),&) est donné par et F est défini par . Nous pouvons

alors écrire les flux numériques Fp, et Fr, associés au solveur de relaxation, du schéma de
volumes finis (4.8)), sous la forme

F(WL)—fWL, Si§<uL—@

— W, siug — 78 <& <up =y,
Fy — EWa, Siu1=U2§5<UR+Z§a
F(WR) — Wk, siug + 38 < ¢,

FL(WL7 WR7 ‘5) = FR(WL7 WRa 5) = (476)

ou

Wh) = (p1, prut, p1o1, p Ev, prpn)”,

Wz) (p2, p2us, pava, p2Ea, p2p2)’,
F) =wWy + (0,71,0,m1u1,0)7,
Fy) = ugWy + (0, 72,0, musg, 0)7,

L

I
h

L

Wi (
Wy (
F, =L
£y (
avec p1, ui, v1, F1, @1, ™1, p2, u2, v, Fa, wa, mo donnés par — et ou ay, et ap

seront définis par (4.77))-(4.78).

Remarque 4.7.6. En général, w1 # p(p1,e1, 1) et ma # p(p2, €2, p2) et il n’est pas possible
d’écrire F(Wp,, Wg,€) = F(W,) — EW, pour un état W, € R>.

4.7.5 Propriétés de I’étape ALE du schéma numérique associé au solveur
de relaxation

Dans cette section, nous listons les propriétés de I’étape ALE (schéma de volumes finis
(4.8)) du schéma numérique associé aux flux numériques F1, et Fr donnés par .
Premiérement, nous prouvons la stabilité et le caractére entropique du schéma numérique.
Nous généraliserons la preuve liée au caractére entropique du solveur de relaxation proposé
par Bouchut dans [211, 20] pour les écoulements monofluides au cas d’écoulements bifluides.
Nous nous intéressons au comportement du schéma numérique vis-a-vis des discontinuités
de contact.

Proposition 4.7.1. Si nous supposons que
— Wr e QLPL) Wgr € QSORf
— ay, et ar sont définis par

a—L:cL—l—ozmax(pR pL—i—uL—uR,O),

sipr—pr >0, ¢ pren (4.77)

Z—g:cR+amax<pL pR+uL—uR,0>,
M:cR—FozmaXC’L pR+uL—uR,O>

sipr—pr <0, ¢ ¥ prex (4.78)
Z—i:cLﬂ—amax(pR pL+uL—uR,0>,
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4.7. Solveur de relaxation

ou pr, PR, CL et cgr sont données par

pr = plpr,er,oL),
PR = P(PR: €R> PR);

pL+p L
cL =c(pr,ern,¢r) = \/V(SOL)szSO),

Pr+D R
cr = c(pr, €r, Rr) = \/’Y(@R)OO(SO),

PR
(voir la définition de ¢ [4.49)) et

B (7(%) +1 y(eRr) + 1)
o = max 5 , 5 ,

alors nous obtenons la propriété suivante de stabilité

arg, aRr
o1 =up— —<o02=uU] =ux <03 =UR+ —,
PL PR
Wi :=1L (Wl) € Q¢L7
Wy :=L (WQ) c Q@R7

et le flurz d’entropie associ€ au solveur de relaxation est dissipatif
HR(WLa WR) 5) S HL(WL7 WR) 5)7
pour & walant soit 0 soit la vitesse oo de la discontinuité de contact obtenue lors de la

résolution du probléme de Riemann R(M(Wp), M(Wg), ).

Démonstration. Nous adaptons la méthode décrite dans [20]. En utilisant les expressions
4.60)) et (4.61]) et en traitant les différents cas, nous pouvons montrer que sous la condition

4.77)-(4.78) nous avons
p1>0,
p2 > 0.

Ainsi o9 —01 = % >0eto3—og = %‘ > 0. Pour montrer que Wy € Q,, et Wa € ), nous
allons utiliser des résultats intermédiaires obtenus lors de la preuve que le flux d’entropie
est dissipatif.

Montrons que le flux d’entropie est dissipatif

Hp(Wp, Wr,§) < HL (WL, Wk, §),
ou Hy, et Hg sont définis par (4.25)) et (4.26) avec
R(Wy, Wi, €) = L (ROM(WL), M(Wr),6)) |

et & valant soit 0 soit la vitesse de la discontinuité de contact o2 obtenue lors de la résolu-
tion du probléme de Rimann R(M (W), M (Wg),-). La solution du probléeme de Riemann
R(Wr, Whg,-) est une succession de quatre états constants W, Wy := L(Wh), Wy := L(W3)
et Wg séparés par les trois ondes 01, o9 et 3. Montrons que
Hp(Wpr, Wg,§) < HL, (WL, Wk, ),
& H(Wg) — HWL) < o1(n(W1) —n(Wy))
+ o2 (n(Wa) — n(Wh))
+ a3(n(Wr) — n(Wa)).
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4.7. Solveur de relaxation

Si € = 0, comme nous avons une succession de quatre états constants, nous avons

Hr(Wr,Wg,0) < H (W, Wg,0),
0
& H(Wg) — H(W,) < — / n(ROWL, Wi, 0)) — n(Wp)do

—0o0

- [ a0 Wi 0) - vy
& H(Wg) — HWL) < o1 (n(W1) —n(WL))
+ o2 (n(Wa2) — n(Wh))
+ o3(n(Wr) — n(Wa)).
Si & = 09, nous avons

Hr(Wr,Wr,02) < H ,(Wp, Wg,02),
g2
& H(Wr) - 05Wg — (HWL) — 0aWy) < — / (R(WL, Wi, 0)) — n(Wp)do

—00

- /  (BOWL W, 0)) — n(Wr)db,

& H(Wg) — 02Wr — (H(WL) — 02WL) < — (02 — o1) (n(W1) — n(WL))
— (03 = 02) (n(W2) — n(WR)),

& HWg) — HWL) < o1 (n(W1) —n(WL))

+ o2 (n(Wa) — n(Wh))

+o3(n(Wr) — n(W2)).

Il suffit alors de montrer que

H(Wg) —H(WL) < —oin(Wy)

+ (o1 — o2)n(W1)
+ (02 — 03)n(W2)
+ o3n(Wr). (4.79)

La derniére composante (sur ’entropie relaxée) dans la conservation des flux (4.71)), nous
assure que
(puz)r — (puz)r = o1((p2)1 — (p2)1)
+03((p2)2 — (p2)1)
+03((p2)r — (p2)2),
= —o1(p?)L

+ (01 — 02)(p2)

+ (02 — 03)(p2)2

+ o3(pz)R. (4.80)
De plus, comme (pz)r, et (pz)gr sont initialisés par M (W) et M (Wg) ou la fonction M
est définie par , nous pouvons écrire

H(Wg) — HWL) = ugpn(Wr) — urn(Wy),

1 1
= UR (_pRS(u €R, @R)) —ur <_PL5(, €r, @L)) )
PR PL

= ugr (—pr2R) — ur (—przr),
= — ((puz)r — (puz)r). (4.81)
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En utilisant les égalités (4.80) et (4.81), n(Wr) = (—pz)L et n(Wgr) = (—pz)g, l'inégalité
(4.79) s’écrit alors sous la forme

(o1 = 02) (N(W1) + (p2)1) + (02 — 03) (n(W2) + (pz)2) > 0.
Comme 09 — 01 > 0 et 03 — 09 > 0, il suffit de montrer que

n(W1) + (pz)1 <0,
et

L n(Wa) + (pz)2 <0,

( p1$ (;117617%) > (p2)1,

&= et

P28 (p%aeQHOZ) > (pZ)Qa

(s<ie >>z—z —3<ie )
0 CLPL) Z 21 = 2L =S|, €L, PL)

PN et

1 _ _ 1
. S (5762780}?) > 29 =2ZrR =S5 (EaeRawR)7

d’aprés lj et lb De plus, comme ¢ est constant, nous avons % = % > 0, et ainsi
il existe deux fonctions e = e(p, s, 1) et e = e(p, s, pr) telles que

o)
3 >0,
s (%,e(p, s, @),w) =5.

(les fonctions e et s seront explicitées dans la suite). En écrivant zy, sous la forme

1
2z, =s | —,elp1,2r,0L), L | »
P1
et zr sous la forme
1
ZR =S8 (76(/32721%7‘?13)7903) )
P2
il suffit alors de montrer que

e1 > e(p1, 2L, 0L),
et (4.82)

ez > 6(,02, ZR; SDR)’

ol p1, p2, €1, €2 sont donnés par (4.60), (4.61), (4.64) et (4.65).
Nous utilisons une décomposition en termes de dissipation d’entropie élémentaire le
long de chacune des trois ondes qui a été introduite dans [19].

Nous notons maintenant par U le vecteur composé uniquement de la densité et de la
vitesse

U = (p, pu),

et nous définissons la dérivée de I’entropie isentropique en variable lagrangienne & z et ¢
fixés par

O*P(U) = (—p(p, z, ), u),
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ol nous considérons ici la pression p comme une fonction de la masse volumique p, de
I’entropie s et de la fraction de masse .
Nous avons alors la décomposition suivante le long des ondes

e(p1,zr,01) — e1 = DE(Ur, m — agur) + DX (Ur, 71 + apur) + DE(UL UL),
e(p2, 2R, or) — €2 = DE(Us, w2 — agus) + DE(Uz, w2 + apuz) + D (Us, Ug),

ou 'indice L (respectivement R) dans les dissipations élémentaires D_, D et Dy signifie
que a, z et p valent ar, z, et ¢y (respectivement ag, zr et pr) et

= L2
‘D_(U7 A) - 4a2 (p a’u) 4@2
#4(0) (b~ au =) 5r o —au = 1),
1 2 1 2
D+(U7A) = 4a (p+au) 4q2
—1 -1
2,0 _
#oW) (5ot =), 5o+ au- 1))

avee pa = p(pa; 2, ) et py = p(pb, 2, ).
11 suffit alors de prouver que D_, D, et Dy sont tous négatifs. Nous avons

-1 9
D_(U’A):@(p—au—[\) SO,
et

Dy (U,A) = —(p+au—A)?<0.

a2

Il reste donc & prouver que D§ (U, Ur) < 0 et D (Us, Ug) < 0. Dans Dy, nous avons deux
valeurs pour p : p, et pp mais une seule valeur pour a, z et . Nous allons le montrer pour
Dé% mais le raisonnement pour Dg est identique. Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 4.7.1. Si ar est choisi de telle sorte que si p appartienne & un intervalle I C
[0; +00[, nous ayons

9p
Vp €l p287p(:0’ ZR» SOR) < ag, (483)

alors la fonction Y, définie pour tout

1
geJ= {p+p(p72R7@R)7 pE[},

a%
par
p(pa 2Ry PR 2 1 p(pv zRvQDR)
T(g) = sup <e(p, ZR,PR) — — g S _ p(p, 2R, sm)(g (== )) ,
pel 2aR P ap

satisfait pour tout p € I,

1 plp, 2R, ¢R p(p, 2R, PR)?
T <+ ( 2 ) 26(,0,23,(,03)— ( 2 ) :
p afp 2a%,
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Démonstration. Sous 'hypothése (4.83)), la fonction

1 p(pazR7(pR)
pr—= — + (172
p R

)

est une fonction décroissante de I dans .J, car sa dérivée vaut

d <1 p(p,ZR,wR)> -1 1 0p
T ) = o (2R 9R),
dp \ p a% p?  a%dp
—1 p* dp
= 5 1_77(p72R7Q0R) SO
p? < a% Op

Définissons la fonction x(p) telle que

T(g) = sup x(p),
pel

par

2
p(ps 2R, PR L plp,2r, R
x(p) :=e(p,zr, r) — (22) —p(p; 2R, ¥R) (9 - (7 + (2)>> )
af P ar

Sa dérivée vaut

ae 7Z 9 a 1 ,Z s
X'(p) = gy P2 #R) = L@%) — 2L(p, 2, oR) <g - (— + W)) ,

p dp p ap
ap 1 p(pa 2R ()OR)
= _7(p72R7S0R) <g_ (74_72) }
dp P af
car g—;(p, 2R, PR) = W. En effet, dans chaque phase pure, nous avons

de = Tds + L.dp,
p

ol ici s est fixé et vaut zg. Ainsi, pour un certain g = é + W ol pg €1,
R
ap 1 p(p 7ZR7()0R) 1 p(p7 ZR?SOR)
V) = P (L By (1 o)
ap Py afp p ay

ZRvSOR)
2

et comme la fonction p — % + p(p’a est décroissante sur I et que g—i(p, ZRr,9r) > 0

(nous le justifierons plus loin), nous avons

V()= { =05 P=Pe
< 0, sinon.

Le supremum définissant la fonction T est alors atteint en p = p, et

1 P(Pg; 2R, PR
T("’( L 2 )> :X(Pg)>
Pg R

p(pga ZR, QOR)Q

= 6(pgaZRaSDR) - D)
2a%,
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Ainsi, si pour tout p compris entre py et pr nous avons

0
pzaii(pu ZR; SOR) S arR,

d’apreés le lemme [£.7.1] nous pouvons écrire

p(PRs 2Rs PR)? 1 p(pr; 2R, ¥R)
e(pRrs 2R, PR) — T T ( +——— | =supx(p),
agn PR an pel

> X(pQ)a

_ p(an ZR; SOR)Q

= e(p2, 2R, PR) — T o2 p(p2, 2R, PR)

aR
<(1+p(pRa2Rang)) B (1+p(p2a2Rang)))
PR GQR P2 a% ’
donc
p(p27ZR7SOR) PRaZR7<PR 2

e(p2,ZR,SOR) - 2—2 (pRazR7(10R)

agp 2aR

L p(p2, 2R, PR 1 plpr, ZR, sOR
i mon) (o Moy (L slomemon)) o
p2 R PR
p(p2, 2R, ¢R)* p(pR; 2R, sOR)
e(pQ,ZR,QOR) 2(1%% < (prZRv(pR) 2aR >
1 1
 BRER(Ty) <( n P(PZ,Z;%,SOR)> B (7 L Plor: 2R 9R) p(PR>ZR790R ’0) 0.
P2 an PR

& DE(U,, Ug) < 0.
Nous constatons que pour obtenir I'inégalité D(I)%(Ug, Ur) <0, il suffit d’avoir un intervalle
[oR; p2] tel que
i 2Op 2
Vp € [pr;p2l, P afp(p, ZR, ¥R) < aj. (4.84)

Remarquons que nous n’avons pas nécessairement ps > pg, nous notons par [pg; p2| 'en-
semble des points compris entre pr et po.

De la méme maniére, nous pouvons montrer que nous avons D (Uy,Ur) < 0 81l existe
un intervalle [pr; p1] tel que

dp
Vp € [pL; 1], pz%(p’ 2z, 1) < ai. (4.85)

Remarquons que nous n’avons pas nécessairement p; > pr , nous notons par [pr;pi1]
I’ensemble des points compris entre py, et p;.

Montrons que si ay, et ag sont définis par - les conditions ) et -

sont satisfaites.
Avant cela, explicitons les fonctions p(p, s, ¢) et e = e(p, s, ¢). Nous avons pour W € H,

s(7,e,0) = Cu(@) In (7797} e = 7poc () ) (4.86)

et ainsi la pression p et ’énergie interne e peuvent s’écrire sous la forme

p(p,s,¢) = (7(@) — 1)p"¥ exp (@) — Poo(),

_ S 00
e(p,s,0) = pT P Texp (C (w)) + P [ESO),

127




4.7. Solveur de relaxation

donc

g};(p, 5:9) = 7(2) (W) = 1)p"P " exp <er90)> "

et ainsi

Wy p(ps €, @) + Poo(p)
w?p(p, ,#) v(p) p ,

=c(p, €, ).
Lemme 4.7.2. Nous avons pour tout W € H,

Op
p\/afp(pvs,@ >0,

a (p,S QO) jo—f_OO’

o Op Op
- s < £ .
9 <p\/ ap(p,sw)) <a ap(p,s,sO), (4.87)

Pour o = max ( (O)H, ul 2)+1) > 1.

Démonstration. La premiére assertion a déja été prouvée.
Nous avons

Op \/— S
9p 75 ¥) o5 e <20V>p§2+00
De plus,
0 dp Y(p)+1 1(e)=1 s
il et _ \r) = 1
o5 (m/ ap(m&w)) 5 Ye)(v(p) = 1)p™ 2 exp 20, )

< max 7(0)+1 7(1)+1)
=ap\/a P58, ).

Nous allons maintenant réécrire les conditions (4.84)) et (4.85]) sous une autre forme. Du
Lemme nous pouvons construire une fonction g strictement croissante de |0; +00]

dans ]0; +oof telle que
0
a2y %(p, Zr, pr) = a < p = Vg(a).

L’inégalité (4.87)) nous donne pour a > 0,
v > —\II
R( ) r(a),
a « a
da R -7
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et ainsi

YA>1, (Aa)a Tr(ha) > aa Ug(a),

YA > 1, Up(ha) > Aa Up(a). (4.88)
Pour avoir pa > 0 et pour que la condition (4.84)) soit satisfaite, il suffit de vérifier que

PR\/%(PRyZRaSOR) < ag,

11 ar(ur—uL)+PrR=PL ~ 1
P2 PR ar(ar+ar) = Wgr(ar)"

(4.89)

En effet, si (4.89) est satisfaite, nous avons

p2 < Yg(ar),
= Vp € [pr;p2], p < Vr(ag)
= Vp € [pr; p2), U5 (p) < ar

0
= Vo € [pr; 2], py | a*];(p, 2R, PR) < aR.

De la méme maniére, nous pouvons construire une fonction ¥y strictement croissante
de ]0; +oo[ dans |0; +oo] telle que

{ pr < Vg(ag),

P epr ) =0 p = V(o)
YA > 1, Uy (ha) > \a ¥ (a), (4.90)

et nous avons p; > 0 et la condition (4.85) est satisfaite si

/0
PL a*i(PLaZL,SOL) S ar,,
1 _ 1 ar(up—ur)+PL—PR > 1

P opL ar(ar+ar) = Vp(ar)”

Pour montrer que sous les conditions (4.77) et (4.78)), les conditions (4.84]) et (4.85))

sont satisfaites, il suffit alors de montrer que les conditions (4.89) et (4.91)) sont satisfaites.
Utilisons pour cela le lemme suivant.

(4.91)

Lemme 4.7.3. Pour ar > 0 donné, si nous définissons ay, par

ar, p
= = (pL,zL,goL)+amax<
PL dp

PR —PL

+ur — UR,O) 3
aR

alors ay, satisfait les conditions .

Démonstration. Nous avons
a
ar >
PL

et la premiére condition de (4.91)) est satisfaite.
Pour la seconde, nous allons traiter le cas oil le maximum dans la définition de ay, vaut 0

P (pr.21001)
ap PL,?L,¥L),
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4.7. Solveur de relaxation

ol un nombre strictement positif.
Si ag(ur, —ur) + pr — pr < 0, nous avons

AN L T pR——
oL 8p ’ ’ ’
op
= aj, = PL %(pLazL>¢L)7
= pr = ¥Yr(ar),
et ainsi

1 1  ag(ur—ur)+pL—pr
ar(ar + ar)

1
> —

pr P

i

oL
1 —
o Yr(ar)

Si ar(ur, —ur) + pr — pr. > 0, nous avons

0
ar, = prL < (%(PL,ZL,SDL) +aX> ,

ol
Pr —PL
aRr

X = +ur, —ugr > 0.
Nous devons montrer que

1 1 ar(ur —ur) +pL — PR

= > ,
P PL ar(ar + ar) Ur(ar)
ap UR — UJ, + piL;pR PL
=1+ i PL Z )
ar, + ar aj, \I/L(aL)
ar PL PL
o1 _PLys ,
ar +agrar, Vr(ar)

< 1-—

aR X > PL
ar + ar \/%(PLVZL,SOL)-FOCX Vr(ar)

o

5 (PLy 2L, PL)

b= P €]o: 1],
V ob(PL, 20, oL) +aX

aX

Notons

de sorte que

1-6=

L(prr 2L, pL) + X

Il suffit alors de montrer que




4.7. Solveur de relaxation

Comme «a > 1, 0 €]0; 1], GLTU«R < 1, nous montrerons que
,_1-0 > < pL PL ’
@ G (pL (\/%(pL,ZLNPL) + aX))
pry/ S (pL.2L.pL)

De plus, comme ¥, satisfait 'inégalité (4.90]), nous avons

pL %(PL,ZL,SDL) 1\ = ap
Uy >z Yolpre %(PLaZL,¢L)

0 0
;1
Il suffit alors de montrer que
1 17_9 > géj
Q
—1+4
PN NS (4.92)
Q

Comme a > 1 et comme 6 €]0; 1], une étude de la fonction

h:6s afs — 0,
sur ]0; 1[, montre que
0
< —,
a
et comme a > 1, I'inégalité (4.92)) est satisfaite et la deuxiéme condition de (4.91)) est
vérifiée. O

Le résultat du lemme peut étre symétrisé :

Lemme 4.7.4. Pour ay, > 0 donné, si nous définissons ar par

aR Op
— =/ 5-(pPR, 2R, R) + max (
PR p

PL — PR

+uy, —UR,O) ,
ar,

alors ar satisfait les conditions .

Supposons maintenant que pgr — pr, > 0, le choix de ay, et ar est donné par (4.77)). Pour
que le solveur de relaxation soit dissipatif, il suffit de montrer que les conditions (4.89) et
(4.91) sont satisfaites. Comme

dp
cr = c(pL,eL,goL) = %(PL,ZLaWL),

dp
cr = c(pL,eL,pL) = a*p(PRa ZR, PR),
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4.7. Solveur de relaxation

d’aprés le Lemme ap satisfait les conditions (4.89)). Montrons que ar, qui est défini
par
ar Ip PR — PL

=14/ 5-pPL, 2L, pL) + xmax
PL 30( )

3 +ur — uR, 0 )
pr\/ 55 (PR, 2R, OR)

satisfait les conditions (4.91)). Définissons tout d’abord ay, par
ar, 0

P
” = 8—p(pL,zL,g0L) + amax <

PR —PL

+ur — un, o) , (4.93)
aR

d’aprés le Lemme [4.7.3] a7, satisfait les conditions

PL\/ %(PL:ZL,SOL) S a~L7

1 + ar(ur—ur)+pPL—PR > 1 (494)
P L ar(ap+ar) Z Uo(ay)"
Comme par définition, ar 2 pr g%(pR’ ZR, ¢R) et que pr — pr, > 0, nous avons
Pr —PL PR — PL

+ur —ur <

a > +ur — ug,
R PR\ 55 (PR: 2R, PR)

:>max<pR_pL+uL—uR,0>§maX ;jR_pL +ur —ugp,0],
an PR\ 3o (PR, 2R, PR)

= ar, < ay,.

Ainsi, comme ay, satisfait (4.94)), nous avons

dp -
pL %(pR,ZRa¢R) <ar <ay,

et ar, satisfait la premiére condition de (4.91)). Il reste encore & montrer que

1 1 +aR(UR_UL)+pL_pR> 1
p1 PL ar(ar, + agr) ~ ¥r(ar)

Si ar(ug —ur) + pr, —pr < 0, comme a7, < ar, nous avons

1 er(ur—uwp)tpr—pr 1 | ar(ur —ur) +pL—pr
oL ar(ar, + ag) ~ oL ar(dr, + ag)

)

de plus, comme ay, satisfait (4.94) et comme Wy, est croissante,

1 +aR(UR_UL)+pL_pR> oo 1

pL ar(ar, + agr) T VUp(ar) T ¥r(ar)’

donc ay, satisfait (4.91)).
Si ag(ur —ur) + pr — pr > 0, nous avons par définition de ay, (4.93),

0
ar, = pr, %(pLﬂL,SOL),

132



4.7. Solveur de relaxation

et ainsi

1 CLR(uR—UL)-i-pL—pR 1 B 1 1
- + 2 ~ Z 9
PL ar(ar, + ar) pr Vr(ar) ~ Yp(ar)

donc ay, satisfait .

Nous avons montré que si ay, et ap sont définis par pour pr — pr > 0, alors les
conditions et sont satisfaites et les inégalités D{ (U1, Ur) < 0 et DF(Us, Ug) <
0 sont vérifiées. Les inégalités sont satisfaites et le flux d’entropie associé au solveur
de relaxation est dissipatif

Hr(Wp,Wg,§) < H, (WL, Wg, ),

ol ¢ vaut soit 0 soit la vitesse oo de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution
du probléme de Riemann R(M (Wp), M(Wg),).
Nous traitons de la méme maniére le cas pr — pr, < 0.

Montrons maintenant que Wi = L(W;) € Qy, et Wy = L(Wy) € Q- Nous avons
déja prouvé que p; > 0 et pa > 0, il suffit alors de montrer que pier > poo(pr) et
p2e2 > Poo(¢r). Dans la démonstration du flux d’entropie dissipatif, nous avons montré

I'inégalité (4.82) que nous rappelons

€1 Z e(ph 2L @L)a
et

€9 Z 6(1027 ZR, SDR)7

ou d’apres (4.86)),

e(p, s,) = p7¥) T exp <C > )> 4 Pele),
o

Nous avons alors
pier > pre(p1, 2L, PL),

v(pL) <L
= exp
& <0u<m

ot par définition de la fonction M (voir (4.53))) et de 'expression de s (4.86),

1
ZL:S< 7€L790L>7
PL

(eL)
= Cy(pr)In (<1>7 ’ (prer —poo(sOL))> :

PL

> + Poo (L),

donc

(or) 1 (L)
prer > p]* <PL> (prer — pos(9r)) + PoolioL),
= prer > Poo(¥rL),
,car Wi, € Q. Nous avons alors W7 € (), et nous montrons de méme que Wp € Q,,. [

Remarque 4.7.7. — Comme ay, et ag sont définis par (U , la condition
sous-caractéristique ( est satisfaite.
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4.7. Solveur de relaxation

— Les deuz relations (u §) permettent d’avoir
pr =0 ou pr—0,

et le solveur de relaxation résiste au vide en ce sens.

Pr0p051t10n 4.7.2. Si les vitesses 5" des frontiéres x, il sont lagmngzennes 4.11]) ou

ALE et si le pas de temps At, satzsfazt la condition CFL
alors letape ALE (schéma de volumes finis (@) associée au solveur de relazation, pour
laquelle les flux numériques Fy, et Fr sont donnés par , a les propriétés suivantes

— elle est conservative,

— elle est H-stable,

— elle est entropique sur H,

— elle préserve les états u, v et p constants sur Qg et Qy (Définition ,

— elle préserve les états u, p constants a linterface des deux fluides sur H (Défini-

tion .

De plus, la version lagrangienne préserve les états w et p constants sur Q (voir

Définition .

Avant d’effectuer la preuve de la Proposition énoncgons une remarque permettant
d’expliciter la condition CFL (4.22)) pour le cas du solveur de Relaxation.

Remarque 4.7.8. Pour le solveur de relaxzation, comme 'onde la moins rapide obtenue

lors de la résolution du probléme de Riemann relaxé R = R(Wp,Wg,-) est 01 = up, — Z—i

et comme .Z’onde la plus rapide est o3 = up + Z—g, la condition CFL pour le solveur
de relaxation peut se mettre sous la forme
1
>) < —min h;,
2 4

At, max (max ( U -
k Pit1

N 4 ( ( Q — n i n
0l Gy 1, et Ayl p sont donnés par — avec Wi, =W/ et Wr = W/ .
De plus, en général nous avons

iplL
n
Pi

n iyl R
Uijy1 —

7 )

@ LR 71y

Démonstration. La conservation se déduit de la formule (4.70)).
Remarquons tout d’abord que si les vitesse §?+1 des fronticéres x; 1 sont lagrangiennes
2 2

ou ALE et si le pas de temps At, satisfait la condition CFL alors il
satisfait aussi I'inégalité (4.23)).

La H-stabilité se prouve de la méme maniére que pour le solveur exact (voir Proposition
7 car le solveur de relaxation est H-stable (voir Proposition .

Pour montrer que le schéma numérique est entropique sur H, nous utilisons la Propo-
sition D’aprés la Proposition le flux d’entropie associé au solveur de relaxation
est dissipatif et ainsi le schéma numérique est entropique sur H.

Montrons que le schéma préserve les états u, v et p constants sur €)g. La démonstration
est la méme que pour le solveur exact (voir Proposition , il suffit de vérifier que si
pour tout 2

n

U; = uo,
n

v; = Vo,
7

pi _p07



4.8. Conclusion

alors le solveur de relaxation nous fournit aux frontiéres

-3

£
+
I= o=

T
I
£

S

A
+
= N N
Il
S
@

S
I
S
o

Vi,

-3

8
T3
Il

e

ou les états - , sont les états obtenus lors de la résolution du probléeme de Riemann

2
R (M(WZ”), M(I/I/”l)n?g;:_l)), Cette propriété se déduit des expressions (4.62)) et (4.63)).
2

Nous pouvons montrer de la méme maniére que le schéma de volumes finis (4.8]) associé
au solveur de relaxation préserve les états u, v et p constants sur €2;.

Nous prouvons, comme nous ’avons fait pour le solveur exact (voir Proposition
que le schéma de volumes finis associé au solveur de relaxation préserve les états u et
p constants & 'interface des deux fluides sur H. Il suffit alors de montrer que si pour tout
i, nous avons W» € H et

o v, si I/Vzn € Qo,
vy, si VVZn €,

et si 'interface entre les deux fluides est localisée au temps ¢, en ;EZ” L c’est-a-dire
ot3

1 1
(1-2) (= 3) <o

le solveur de relaxation nous fournit aux frontiéres

n

et en dehors de l'interface (¢ —3) (¢, —3) >0,

ce qui est le cas. O

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit une nouvelle classe de schémas numériques : les
schémas ALE-projection. Ces schémas numériques se décomposent en deux étapes, dans
une premiére étape, nous résolvons le systéme d’équation

muni de la loi de pression des gaz raides (4.2)) sur un maillage mobile en utilisant le schéma
de volumes finis 1j A partir d’approximation W/ de la solution exacte au temps ¢, sur
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4.8. Conclusion

de la solution

. . . 1.—
les cellules C; = }xi_ 13%,,1 [, nous construisons une approximation I/VinJr ’
2 2

exacte du probléme de Cauchy 1’ sur la cellule C"T™ = }m?_ﬁl T 2" [ au temps

i 1 i1
2 it3

tn+1 ou 1
n+l,— n
7,—‘,-% _xl+%+Atn€7,+%

En pratique, dans les phases pures, nous conservons un maillage fixe. Et & 'interface

liquide-gaz, nous déplagons le maillage & la vitesse f;_ ; de la discontinuité de contact
2

obtenue lors de la résolution exacte ou approchée du probléme de Riemann R (Wi", 1P )

Nous avons montré que I'étape ALE (schéma de volumes finis (4.8)) du schéma nu-
mérique ainsi construit préserve le domaine d’hyperbolicité sans diffusion H. Nous assure-
rons ainsi I’hyperbolicité de la solution numérique & chaque instant. De plus, ’étape ALE
(schéma de volumes finis ) du schéma ALE-projection est conservative, satisfait une
inégalité entropique, préserve les états u et p constants a 'interface des deux fluides et ne
diffuse pas la fraction de masse de gaz .

Pour simplifier la programmation du solveur de Riemann, nous avons étendu le sol-
veur de relaxation entropique, proposé par Bouchut dans [20), 21], au cas d’un écoulement
bifluide. Munie de ce solveur de relaxation, I’étape ALE de notre schéma ALE-projection
associé au solveur de relaxation a les mémes propriétés de stabilité, de conservation et
d’entropie que le solveur exact. De plus, le flux numérique associé au solveur de relaxa-
tion s’exprime explicitement en fonction des états gauche Wy, et droit Wg du probléme de
Riemann (voir la formule ) alors que le flux numérique associé au solveur exact (voir
Section et Section nécessite de résoudre une équation non linéaire. Le solveur de
relaxation permet alors d’obtenir les mémes propriétés que le solveur exact tout en étant
moins cher en temps de calcul.

Dans le prochain chapitre, nous nous intéresserons a la deuxiéme étape du schéma ALE-
projection : 'étape de projection. Nous verrons, comment & partir d’une fonction W"+h—,
continue par morceaux sur la subdivision C'i" H’*, nous construirons une approximation

W™+ de la solution exacte W (-, t,11) sur les cellules C7' = C,.
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CHAPITRE b

Projection et schéma numérique
aléatoire pour les écoulements
bifluides compressibles en dimension
un

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons toujours a la résolution numérique des écoule-
ments bifluides compressibles. Le systéme considéré est le systéme des équations d’Euler
auquel nous adjoignons une équation de transport sur une fonction couleur ¢. La fonction
w vaut 1 dans le gaz et 0 dans le liquide, elle permet ainsi de localiser I'interface liquide-gaz.
Nous souhaitons développer des méthodes numériques permettant de résoudre le probléme
de Cauchy

oW + 0, F(W) =0, 0], t >0,
{t + (W) x € [a;b], t > (5.1)

W (2,0) = WO(z),
ott W0 € L>([a; b]),
W = (p, pu, pv, pE, pp)",
T
F(W) = (pu, pu® +p, puv, (0E + p)u, pugp) " ,
et la loi de pression p satisfait p = p(7, e, ¢).

Dans les Chapitres [2] et [3] nous avions constaté les difficultés numériques a traiter des
écoulements bifluides a 'aide de schémas eulériens classiques. Nous sommes confrontés &
des problémes de stabilité. De plus, Iinterface liquide-gaz est parfois mal résolue et des
« oscillations » sur la vitesse et la pression apparaissent a 'interface des deux fluides. Ces

problémes sont liés a la zone de mélange (0 < ¢ < 1) introduite par les schémas eulériens.
Nous supposons que le gaz et le liquide suivent des lois de pression de gaz raide

p(Te,90) = (v(p) — 1) ; — 7 () P () (5.2)

avec

7 P si Y = 1a
Y(p) =< "
Viigs S1 @ =0,

Poo,gaz = 0, sl p =1,
Poo(ip) = {0
Poo,liqy S1 @ = 0.
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Afin d’éviter les problémes de stabilité et les imprécisions liés a la résolution de l'inter-
face, nous souhaitons développer des schémas numériques n’introduisant aucune zone de
mélange. Dans le Chapitre [ nous avons introduit une nouvelle classe de schémas numé-
riques : les schémas ALE-projection. Ces schémas se décomposent en deux étapes, dans
une premiére étape nous résolvons le systéme d’équations sur un maillage mobile et dans
la deuxiéme étape nous effectuons une projection pour nous ramener au maillage initial.
Dans le Chapitre [} nous avons détaillé 1'étape ALE, si nous déplagons les frontiéres du
maillage a la vitesse du fluide au niveau de l'interface liquide-gaz, I’étape ALE préserve le
domaine d’hyperbolicité sans diffusion H,

H:=QoUQy, (5.3)

ol pour tout ¢g € [0; 1], 'ensemble convexe €2, vaut
Qyy = {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R®, p > 0,

2 2
u +v
© =0, p (p,E— 2&) + Poo(ip) > 0}-

De plus, ’étape ALE satisfait également une inégalité entropique discréte et préserve une
vitesse u et une pression p constante a l'interface des deux fluides.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'étape de projection. Nous souhaitons cons-
truire une projection préservant le domaine d’hyperbolicité sans diffusion H, satisfaisant
une inégalité entropique et préservant une vitesse u et une pression p constante a 'interface
des deux fluides. Nous allons tout d’abord introduire quelques notations permettant de
préciser la structure des schémas ALE-projection.

5.2 Notations

Les notations utilisées sont les mémes qu’au Chapitre [4| (voir Section .

Précisons tout de méme les notations utilisées pour les deux étapes des schémas numé-
riques ALE-projection (voir Figure |5.1]) :

— dans une premiére étape, nous résolvons le systéme d’équation

oW + 0, F(W) =0, (5.4)
sur un maillage mobile avec le schéma de volumes finis

1,— 1,—
h?+ WinJr — W' + At <FL(VVzn7 Z}Hafﬁr%) — Fr(Wiy, Wznaf?_%)) =0.
(5.5)
Nous obtenons des approximations WZ-"H’*

1,— 1— ,_
WinJr’ zW(x:.Hr’ ,th).

de la solution du probléme de Cauchy ([5.1)) sur les cellules
n+l,— n+l,—, n+l,— . L.
C; —}xlé ,xH% {, 1=1, , N

au temps ¢, ;. Nous pouvons alors définir une fonction C' par morceaux Wnth—
sur [a;b] par

Wb (@) = W siz e O

K3 K3
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nt+l _ ntl _9 n+l _o9
| W, —?I W, = Wi =7 .
I A
1 1 1 A
i Etape de projection:
i +1 i +1 41— T gt
: ) n y— n -
SR S G T G L
e e G e S
At : | Etape ALE:
/ { gy gntl—
= n n no
I | " [ | T
Timg tiog Tith Tivg

FIGURE 5.1 — Structure des schémas ALE-projection. L’étape ALE a été détaillée au Cha-
pitre [4) dans ce chapitre nous nous intéressons a 1’étape de projection : comment & partir

N 1,— 1,— 1,— 1,— o
d’approximation W™ sur les cellules C/"*H™ = ]:L‘:"jl ’ ;:L‘:,"Jjl ’ [, pouvons-nous définir
2
des approximations Wt sur les cellules C; = |z, ;2. ,|?
! im3 ity

— dans la deuxiéme étape, nous effectuons une projection de maniére & se ramener a la
grille de départ. A partir de W"+1~ valable sur les cellules c’ H’*, nous souhaitons
construire une approximation W™ de la solution exacte W (-, t,11) sur les cellules
C’,Z”l = ;. Nous écrivons la projection sous la forme d'une application

5
1: (C}, ([a;b]5R))” — (5{ o 1}([a;b];R))
WL s I (WHLT) = W

ott C} ([a;b] ;R) est espace des fonctions C! par morceaux sur [a; b] et
& a;b] ;R
{:p_%<---<x } ([a; 0] R)

est l'espace des fonctions constantes par morceaux sur [a;b] dont la subdivision est

<mi_%)o§i§N+1'

Dans ce chapitre, nous étudierons ’étape de projection II. Nous introduirons les pro-
priétés d’une projection II : consistance, stabilité, inégalité entropique, préserve les états
u et p constants. Enfin, nous présenterons quatre types de projection et les propriétés
mathématiques de chacune d’elles : une projection conservative [59], une projection aléa-
toire [55], une projection de type Saurel-Abgrall et une projection mixte, alternant une
approche aléatoire a l'interface des deux fluides et une projection conservative dans les
phases pures. L’idée d’utiliser une projection alétoire & I'interface des deux fluides a été
introduite dans [32] pour résoudre le probléme li¢ a la non convexité du domaine d’hy-
perbolicité d'un modéle de trafic routier. D’autres types de projections existent [12], 30|
et permettent également d’améliorer le phénoméne des « oscillations » sur la pression a
I'interface des deux fluides mais nous ne les présenterons pas dans ce manuscrit. Nous dé-
crirons ensuite les propriétés mathématiques du schéma ALE-projection couplant ’étape
ALE décrite au Chapitre [f] et les projections précédemment décrites.

N+1
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5.3. Propriétés d’une projection

Nous effectuerons différents tests numériques, le premier justifiera le choix de projection,
le second permettra de comparer les résultats obtenus avec le solveur de relaxation a
ceux obtenus avec le solveur exact, le dernier comparera les résultats obtenus avec nos
schémas aléatoires a ceux obtenus avec les algorithmes de Saurel-Abgrall et « Single Fluid »
présentés dans le Chapitre
5.3 Propriétés d’une projection

Introduisons tout d’abord quelques propriétés relatives & ’étape de projection II. La
projection II est une application

5
I: (CL ([a:b)5R)” — (€ (la; 0] R)
{xi% <'“<CCN+% }
Wn+1,— — H (Wn—l-l,—) — V[/"n,—‘,-l7
oit C} ([a; b] ;R) est 'espace des fonctions C'! par morceaux sur [a;b] et

g ([a; 0] ; R)
{x7%<~~-<a¢ }

N+d

est l'espace des fonctions constantes par morceaux sur [a; b] dont la subdivision est

()
2/ 0<i<N+1

5.3.1 Conservation

Parallélement a ce que nous avions défini pour I’étape ALE du schéma ALE-projection,
nous pouvons définir la conservation de I’étape de projection II.

Définition 5.3.1. L’étape de projection 11 du schéma ALE-projection est conservative si
elle préserve la masse totale, la quantité de mouvement totale, l’énergie totale et la masse
totale de gaz au sens ou pour W € (Cp, ([a; b] ;R))5,

/a TV () / W ().

5.3.2 Consistance

La consistance de ’étape de projection assure que le schéma ALE-projection fournit
bien une approximation du systéme d’équations de départ.

Définition 5.3.2. L’étape de projection 11 du schéma ALE-projection est consistante si

5
pour tout W € (S{m s 1} ([a; b] ;R)> ;
-3 N+g

(w)=w.
Nous pouvons remarquer que cette condition garantie que si avant ’étape de projection,

. < q- . . 1,—
la solution est constante, c’est-a-dire que si pour tout 7, nous avons W{H "~ = WY alors
au temps t,41, nous aurons VV{‘Jr1 =WV,
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5.3. Propriétés d’une projection

5.3.3 Stabilité

La stabilité va nous permettre d’assurer que ’étape de projection du schéma ALE-
projection préserve ’hyperbolicité.

Définition 5.3.3. L’étape de projection Il du schéma ALE-projection est D-stable si sous
une condition de type CFL nous avons pour tout W € (Cp, ([a; b] ;R))5,

Vo € [a;b], W(z) € D=V € [a;b], II(W)(z) € D.

Remarque 5.3.1. Nous étudierons les deux cas suivants
— le cas D =, ou Q2 est le domaine d’hyperbolicité

Q:= {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R, p > 0,

u2+v2
w€[0;1]7p<p,E— 5 ,90> +pm(<ﬂ)>0}, (5.6)

qui n’est en général pas conveze.
— le cas D = H, ot H est le domaine d’hyperbolicité sans diffusion, donné par ,
H a deux composantes connexes convexes. Dans ce cas, comme la fraction de masse
© vaut soit 0 soit 1, nous parlerons de stabilité sans diffusion.

5.3.4 Effet sur les états u et p constants

Nous connaissons la difficulté numériquement & résoudre une discontinuité de contact
pour un écoulement bifluide. En effet, les schémas numériques classiques introduisent des
oscillations sur la vitesse u et la pression p & 'interface liquide-gaz. Nous introduisons tout
d’abord une définition pour le cas ou la vitesse transversale v est constante.

Définition 5.3.4. L’étape de projection 11 du schéma ALE-projection préserve les états u,
v et p constants sur un domaine D si pour tout W= ¢ (C,ln ([as b] ;R))5, satisfaisant
pour tout x € [a;b],

W= (z) € D,
u" 7 (2) = uo,
V"L (2) =
P () = po,

les vitesses u™ T et v et la pression p™*t associées a Uétat W™ =TI (W) satisfont
pour tout x € [a;b],

n—i—l(x) = ug,
n+1(x) = vy,
n+1(x) = po

Remarque 5.3.2. Cette définition sera essentiellement utilisée pour le cas d’un écoulement
monofluide, par exemple pour D = Qy ou D = €)y.

Nous introduisons une définition pour le cas d’un écoulement bifluide pour lequel le
schéma numérique ne diffuse pas la fraction de masse ¢, nous nous intéressons uniquement
a l'interface des deux fluides.
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Définition 5.3.5. L’étape de projection Il du schéma ALE-projection préserve les états u
et p constants a Uinterface des deux fluides sur H si pour tout W~ € (Cp, ([a; b] ;R))5 ,
satisfaisant pour tout x € [a;b|,

W= (z) e A,
u

un—i—l,—(x) = g,

Pt (2) = po,

’Un+1’_(x) _ Vg, St Wn+1’_(l‘) € Qy,
vy, st WHh=(z) € O,

la vitesse u" T et la pression p" 1 associées a Uétat W™ =11 (W™HL7) sont constantes
a Uinterface des deux fluides. Plus précisément, si

1 1
+1,— +1,—
(i =3) (s =3) <o

) 1,—- - 1,— 1,— 1,—
ou (p?Jr " est la valeur de cp”“’ sur la cellule CZ?”' T — ]x?_ﬂ ;x?jl’ [, nous avons
3 3
pour tout x € ]xiO*%;xiO‘i’% [,
" (&) = uo,
" () = po

Si de plus,

; n+1
o () = Vo, sz‘ %% 1(z) € Qo,
vy, st WH(z) € Qy,

nous dirons que la projection préserve le saut de vitesse transversale a l'interface des deux
fluides.

Remarque 5.3.3. Une projection 11 peut préserver les états u et p constants a ['interface
des deuz fluides méme si elle ne préserve pas le domaine H.

La vitesse transversale v est uniquement discontinue a linterface des deux fluides.
Comme W"h= € H, "1~ waut soit 0 soit 1 et comme " tH~ est de classe C' sur

1,— _ 1,—
chaque cellule CinJr 7, "L est constante sur Cl-"Jr " et mous pouvons noter sa valeur
n+1,—

par ¢,

Nous introduisons une définition pour le cas d’un écoulement bifluide pour lequel le
schéma numérique diffuse la fraction de masse ¢, c’est-a-dire si la fonction W"+! est a
valeurs dans ).

Définition 5.3.6. L’étape de projection 11 du schéma ALE-projection préserve les états
w et p constants sur Q si pour tout Wnth— ¢ (C}n ([as ] ;R)) , satisfaisant pour tout
x € [a;b],

W= (z) € Q,
u" 7 (2) = o,
P (@) = po,
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la vitesse u" ! et la pression p"T1 assocides a l'état W =11 (W”‘H’_) satisfont pour
tout x € [a; b],

u"“(:c) = ug,

pn+1 (CC) = pp.

Remarque 5.3.4. Une projection 11 peut préserver les états u et p constants sur £ sans
préserver le domaine ().

Si une projection II préserve les états u et p constants sur ) alors elle préserve les états u
et p constants a Uinterface des deux fluides sur H.

5.3.5 Inégalité entropique

Nous avons développé une inégalité entropique discréte pour 1'étape ALE du schéma
ALE-projection. Nous allons introduire la méme notion pour 1’étape de projection. Dans
le Chapitre [2| nous avions constaté qu’il n’était pas possible de définir une entropie de Lax
sur le domaine €2 pour pes gaz 7# Poo,lig S Nous munissons le systéme ((5.4) de la loi des
gaz raides . Nous utilisons ici la méme construction qu’au Chapitreest—a—dire que
nous définissons I'entropie de Lax W +— n(W) sur I’ensemble d’hyperbolicité sans diffusion
‘H par

'LL2 '1)2
nO%puwnupE,ap)=-—p8<;,ﬁ?-—(p)é;(p),¢>7 (5.7)
s(1,e,0) = Cu(p) (V) — 1) In(7) + Cu(p) In (e — Tpeo () ), (5.8)

Ygazs S1 @ =1,
)= 7
Vg, S1 P = Oa

Poo,gaz, 1@ =1,
Poo(ip) = ¢ 9
Poojlig) S1 @ = 07

Co () = Chgaz, 81 =1,
VAP Cuiig, si @ =0.

La fonction n est convexe sur chacune de ses deux composantes connexes convexes de H.
En fait, la fonction 1 est convexe par rapport a (p, pu, pv, pE) et c’est en ce sens que nous
allons définir une projection II entropique.

Définition 5.3.7. L’étape de projection I1 du schéma ALE-projection satisfait une inégalité
d’entropie associée a l'entropie ) du systéme , définie sur un domaine D par , St
le projection 11 est D-stable et si pour tout W € (C}L, ([a; b] ;R))5 ,

b b
[ @)@z < [“n(v) @), (59)

Remarque 5.3.5. Nous étudierons les deux cas suivants
— lecasD=H, ou H est le domaine d’hyperbolicité sans diffusion. H est un
sous ensemble du domaine d’hyperbolicité Q admettant deux composantes connexes
convezxes.
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— le cas D = Qg et D =y st la projection I1 n’est pas H-stable, mais est Qg-stable
et 21-stable. Nous sommes dans cette configuration si la projection Il diffuse .

Remarque 5.3.6. Dans la Définition [5.3.7 de l'inégalité entropique, nous imposons a la
projection I1 d’étre D-stable, en effet dans la formule (5.9) nous écrivons n(I(W)) qui n’a
un sens uniquement pour II(W)(x) € D car D est le domaine de définition de l’entropie
de Lax .

5.4 Exemples de projection

Nous allons maintenant étudier quatre types de projection dont nous donnerons les
propriétés. Nous présenterons tout d’abord une projection conservative classique [59]. Nous
introduirons ensuite une projection non conservative sur ¢ qui est une adaptation de la
méthode de Saurel-Abgrall au cas d’un schéma Lagrange-projection. Ces deux projections
diffuserons la fraction de masse de gaz ¢ et nous obligerons a construire des paramétres
pour la loi d’état du mélange. Nous proposerons ensuite la projection aléatoire introduite
par Glimm [55], celle-ci a 'avantage de ne pas diffuser la fraction de masse de gaz ¢ et
de préserver le domaine d’hyperbolicité sans diffusion H. Nous devrons alors définir les
notions de conservation et d’inégalité entropique pour une projection aléatoire. Du fait
de la perte de conservation, la projection aléatoire ne permettra pas toujours de converger
vers la solution souhaitée. Nous présenterons alors une approche consistant & alterner entre
une projection conservative et une projection de Glimm suivant que la cellule est située
dans une phase pure ou a l'interface des deux fluides [32].

5.4.1 Projection conservative

Pour une fonction W"+h= € (C}, ([a; b] ;]R))5 , admettant pour subdivision les cellules

1,— 1,— 1,— N
et :}x’?ﬁ’ S [ou

2 2

n+177 I

n
Ti) =Ty HEL Al

la premiére idée consiste a intégrer la fonction W"+h~ sur chaque cellule du maillage
euclidien C; (voir Figure|5.1)), nous définissons alors la projection II¢(W"+1:=) pour = € C;
par [59]

1

Wt () = TE(W™Hh ") (z) = - / Tl W= (2)de. (5.10)

k2 .
2

Remarque 5.4.1. La projection I1¢, définie par , est une application de (C’%l([a; bl;

R))5 a valeurs dans les fonctions constantes par maille sur le maillage euclidien, en effet,
(W™L7) est constante sur chaque cellule C;.

De plus, si la fonction de départ W™Th~ est également constante par maille et vaut

Wi"+1’_ sur la cellule C" - o } x7+11 T x7+11 - [, un calcul simple montre que la projection
1 _

(5.10]) s’écrit pour =z € C}; sous la forme

c n+1,— Aty n n+l,— Aty . n T
II (W +L )(ﬂ?) = I maX(fi,%aO)Wi——g T h; mln(é’iJr%’O)Wi-:iL
At, At, . n+1,—
+(1- max(£" 1,0) + —— min(¢", 1,0) | W, i )
h; T3 hi 3 ’
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que nous pouvons également écrire sous la forme

_ At
+1 — +17 n

(max(g 0 W =W

3 11—

+ min(€l, O (W - Wi”“’_)) . (5.11)

En utilisant cette écriture, nous constatons que la projection peut aussi s’interpréter comme
une approximation numérique décentrée de 1’équation de transport

W + £0,W = 0.

Proposition 5.4.1. La projection I1¢, définie par , a les propriétés suivantes
— elle est conservative,
— elle est consistante,
— elle est Qg-stable et satisfait ’inégalité entropique discréte (@) sur Qo,
— elle est )1-stable et satisfait l'inégalité entropique discréte (@) sur €y,
— elle n’est ni 2 ni H-stable,
— elle préserve les états u, v et p constants sur €,
— elle préserve les états u, v et p constants sur {2y,
— elle ne préserve pas les états u et p constants a Uinterface des deux fluides sur H

(voir Définition [5.5.5).
Démonstration. Par définition, la projection (5.11)) est conservative et consistante.

Montrons que la projection 1) est Qq-stable. Soit W"th~ € (C}L, ([a; b] ;R))5, tel
que Vz € [a;b], WL (x) € Q. Soit = € [a;b], il existe i tel que x € C;. Nous avons alors

1 z,
(W) () = o / et () ds,

[N

avec Vz € [in,;;ﬂfHL] , Wnth=(2) € Qq et I'ensemble Qg est convexe donc
2 2

(W =) (z) € Q.

Montrons que la projection ([5.10)) vérifie une inégalité entropique sur g. Soit W+~ ¢
(CL ([as 0] ;R))5, tel que Vz € [a;b], WL~ (z) € Qp. Nous avons alors

/abn (e (wn+1-) Z / 0 (W) (2)da,

1<i<N
7”"'2 n+1,—
=S / 0 17 WL (2)dz | da,
1<i<N i1
L [Td ong1—
= Z hin ) W57 (2)dz
1<i<N 1

2

De plus, 7 est convexe sur {2y, une inégalité de Jensen fournit

b
/ n (W™ 7)) (z)de < Z / n (W= (2)) dz,
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et I’étape de projection est entropique sur €.

Nous pouvons montrer de la méme maniére que la projection est {21-stable et
satisfait une inégalité entropique sur €2;.

Montrons que la projection préserve les états u, v et p constants sur €y. Soit
wrth= e (G}, ([a; b] ;R))S, satisfaisant pour tout = € [a; ],

Wb (z) € Q,
w7 () = o,
Vb (2) = o,
" (x) = po.
Si nous notons par Wt = II(W" L) la projection (5.10) nous donne sur la cellule C;,
1 [T+l
P () = / T (2)de,
h; v, 1
2
de méme
1 1 [Tirg +1
(@) = [ (),
hi Jo
2
1 [T+l
= / 2 upp™ 7 (2)dz,
h; T
= pn+1(‘r)u07

et ainsi "1 (x) = ug sur C;. Nous montrons de la méme maniére que v" ! (z) = vg sur
C;. De plus, comme Vz € [a;b], W"tL~ € Q, nous avons

Va € [a;b], ¢ (2) =0,

et nous obtenons alors "1 (z) = 0 sur C;. Effectuons maintenant le calcul pour la pression

n 1 Tyl ]
(pE) H(x):h/ é(pE) +1, (2)dz,
tJr. 1
T2
we) o \PY) _1 (pu)* | (pv)* .
= (oo G G ) @ [ (e G G ()i,
T2
n+1 1 wi+% ntl.—
= (pe)™ (2) = - (pe)" 1 (2)dz,
7 xli%
1 [Tl - n+1,—
= (pe)" ™ (z) = h/x 12 (p;r;”;) (2)dz,
T2

avee Y"1 (z) = v ("1 (7)) = 7(0) = Yiig et phd T (%) = Poctiq done
n+1
+ .
<p + 'Ypoo> (l‘) _ (pe)n—l-l (l‘) _ Po inzq]%o,lzq ‘
v—1 Viig — 1

Comme "1 (z) = 0 sur Cj, nous avons v (z) = v (¢" " (z)) = 7(0) = Yiiq et S (z) =
Poo,lig donc )

P () = po,
sur C; et la projection (5.10]) préserve les états u, v et p constants sur €. O
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Cette projection a 'avantage d’étre conservative, mais présente une trés faible préci-
sion pour les écoulements multifluides [12]. La projection conservative introduit des
« oscillations » sur la vitesse u et la pression p a 'interface des deux fluides, ce phénoméne
sera illustré dans la Section [£.6.1}

5.4.2 Projection non conservative sur ¢

Il est possible d’améliorer la précision de la projection conservative pour les
écoulements bifluides en effectuant une projection du type « Saurel-Abgrall ». Nous adap-
tons la méthode Eulérienne de Saurel-Abgrall au cas d'un schéma Lagrange-projection.
Pour une fonction Wt~ € (Cf, ([a; b] ;R))E)7 admettant pour subdivision les cellules

1,— 1,— 1,— N
CZH’ :}x?jl’ ;x?_ﬁ’ ol
2 2
n+l,— n
i+% _$1+%+§’L+%Atn

Si nous notons Wn! = T (Wn"+1=) la projection non-conservative sur ¢ est définie
pour les variables p, pu et pv par

1 Tirl
P ) = o / ot ()ds, (5.12)
7 xl_%
1 Tirl
()" @) = [ H oo e (5.13)
7 xi—%
+

o i@ = [t (e (5.14)

pour z € C;. Remarquons que la projection de la masse volumique et des quantités de
mouvement est similaire a la projection conservative ([5.10)).

Nous modifions la projection sur la fraction de gaz ¢, au lieu de projeter pp comme les
autres variables dans , nous projetons ¢

1 Tl
" (z) = h/ T2 ot (2)dz. (5.15)

pour x € Cj;. De cette approche résulte un schéma globalement non conservatif. Cette
projection induit du point de vue numérique un transfert de masse entre les deux phases.

Comme dans le cas de Palgorithme de « Saurel-Abgrall » (voir Chapitre , si nous
désirons que le schéma numérique préserve les états u et p constants a l'interface des
deux fluides, nous devons effectuer une manipulation non-conservative sur I’énergie totale
obtenue avec la projection conservative [5.10} Tout d’abord, nous calculons 'énergie totale
(p€)" ! obtenue avec la projection conservative , pour x € Cj,

X
() @) = [ By () (5.16)
(3 ini%
Ensuite, nous projetons une variable additionnelle a@ = pv?, initialisée a ((pzzliti_f sur
[a; 0]
1 [T
o) = o / T3 gt () s, (5.17)
i xli%
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pour x € C;. La projection sur I’énergie est alors définie pour x € C; par
") (o) (@)
2 2pn+1(x)

Remarque 5.4.2. Dans le cas ou la vitesse transversale v est constante, ¢’est-a-dire Vx €
[a; b], v" Y7 (2) = v, la projection devient conservative

(pB)" " (x) = (p€)" ().

De plus, les paramétres v et po pour le mélange 0 < ¢ < 1 sont donnés par

(pE)"H(z) = (p€)"(z) — (5.18)

1 1 1
= +(1—-¢p)—, 5.19
7(90) -1 79az -1 ( )’Yliq -1 ( )
7(90)1300(90) YgazPoo,gaz ViigPoo,liq
= 902 4 (1 p)MiaPooliq (5.20)
7(90) -1 Ygaz — 1 Vig — 1

Proposition 5.4.2. Si les paramétres de la loi des gaz raides sont donnés par et
, la projection mon conservative sur @, II"“?, obtenue en effectuant les projections
conservatiwes (5.12), (5.15) et (5.14}) pour la masse volumique p et les quantités de mou-
vement pu et pv, puis les projections non-conservatives et sur la fraction de
gaz @ et Uénergie totale E, a les propriétés suivantes
— elle est conservative pour la masse totale, les quantités de mouvement mais non
conservative pour la masse de gaz et pour l’énergie,
— elle est consistante,
— elle n’est mi Qgy, ni Q1, ni H, ni Q-stable,
— elle est Qg-stable si nous nous restreignons o une vitesse transversale v constante,
c’est-a-dire

Va € [a;0], v (2) = w,

— elle est 1 -stable si nous nous restreignons & une vitesse transversale v constante,
— elle préserve les états u, v et p constants sur (g,

— elle préserve les états u, v et p constants sur €21,

— elle préserve les états u et p constants sur 0 (voir Définition .

Démonstration. Montrons que la projection non conservative sur ¢ est {)g-stable dans le
cas ol la vitesse transversale v est constante. Soit Wb~ € (C}, ([a;b] ;R))5, tel que
Va € [a;b], WL (x) € Qg et Vz € [a;b], v™"57 (2) = vg. Soit = € [a;b], il existe i tel
que z € C;. Si Wt = [1"¢ (W +1L7) nous avons

1 [Tl
(anrl(.’E) — h/ +% ¢n+1,7(z)dz7

i JT,
=3

xv+l
/1 2 0dz,
e

1

De plus, pour z € C;,
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et
1 1 xi+l 1.—
" z) = / 2 a7 (2)dz,

hi Jo |
i3
1 Tiil

:h/ 4 e (e,
(3 T 9
i-g
= ",

dans ce cas, nous avons alors

(pE)" ! (z) = (p&)" ().

et la projection non conservative sur ¢ est ici équivalente & la projection conservative
(5.10). Ainsi, W™+ € Qg avec Vz € [a;b], v (z) = vo.

Nous pouvons montrer de la méme maniére que la projection non conservative sur ¢
est ()1-stable si nous nous restreignons a une vitesse transversale constante.

Montrons que la projection non conservative sur o préserve les états u, v et p constants
sur 2g. Nous avons vu que dans le cas ol ¢ et v sont constantes, la projection non conser-
vative sur ¢ et la projection conservative sont équivalentes. Nous en déduisons le
résultat de la Proposition

Montrons que la projection non-conservative sur ¢ préserve les états u et p constants
sur €. Soit W™th— € (C}, ([a; b] ;]R))5, satisfaisant pour tout = € [a; b,

Wnrth=(z) € Q,
u"+1’_(x) = uy,
P () = po

Montrons la vitesse u™! et la pression p"t!

sur ¢ satisfont pour tout z dans [a;b],

données par la projection non-conservative

u"“(aj) = ug,

1 Tirl
(pu)™ (@) = — [ T (pw)" (2)dz,
h; Ja .
T2
U ity _
= 2 p" b7 (2)dz,
i JT
=3
= p" g,
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et ainsi la vitesse u™ ! vaut ug sur C;. La projection ([5.18) nous donne pour = € Cj,

(w1 (2))*  ((po)™ ()’

(pe)"t!(x) = (pE)" ™ (x) —

2+ () a 207+ ()
— (e (@) - L )
2 2’
z )L ()2 u2
Ly e (o)) ((pw) ()
=g, | HeEre - S -

1 Z+%< 1 >n+1, 1 xi+% <,ypoo>n+1,
= po— — z)dz + — _— z)dz,
nl) o1 (2) ) \5-1 (2)

)

=3

ol —1 et 1’“’; sont des fonctions linéaires de ¢ (voir ) et ) De la projection
, nous en déduisons que sur Cj;

w1y Do+ (" (@) poo (v "H( )
() = ( n+1(x)) ’
P4 vpoe )" N o+ (")) pos (¢ "“( )
i’<7—1> ) = i) ’
= p"(z) = po.

(pe)

5.4.3 Projection de Glimm

Nous présentons maintenant une projection basée sur un tirage aléatoire. L’approche
a été introduite par Glimm [55] puis elle a été implémentée avec succés par Chorin [36]
puis par Colella [38, B9] pour étudier les équations d’Euler de la dynamique des gaz. La
projection aléatoire a récemment été utilisée dans de nombreux domaines. Bao et Jin [9]
I'ont par exemple utilisée pour capturer le front dans les écoulements réactifs, Chalons
et Goatin [31] 2] sur le trafic routier, Chalons [28] puis Chalons et Coquel [29] sur une
méthode permettant de capturer les chocs sans les diffuser.

Nous considérons un nombre aléatoire w €]0;1[ et nous définissons une projection
aléatoire II,, associée a ce nombre aléatoire.

Pour une fonction W™+t~ € (C}, ([a; b] ;R))5 , admettant pour subdivision les cellules
crthT = }x’?ﬂl’; Mt [ ol

1—3 7

()

1,—
"t

’L+§ 1 +£ 1Atn
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n+1 ntl= pmdl  pntl- n+l  pntl-
et =Wt =t =i

| . i-1 | i _'@—1 i i

|
>
| .| | |
mi_%-{-(%)nA{E i1+wnA33 xi+%+wnAx§
:& . J/ Wn+1 \ZWn—f—l—;
T
n+1,— n+1,— n+1,— n+1,—
i—3 mz—— Tivy xz‘+%’

FIGURE 5.2 — [llustration de la projection de Glimm II,,,,. Au temps ¢, |, nous disposons

d’approximations VVZ-nH’ sur les cellules C’Tfl = }xfﬂl ’7;33;%11 . [ La valeur Wi”+1
3 -3 -3

de W+l =TI, (W™t17) sur la cellule C; dépend du nombre aléatoire w, car W' =

(3
_ 1,—
wntl (x;_1+w,Aty). Sur 'exemple, comme x; 1 FwpAt, < xn+ , IOUS avons VVZ-”+1 =
2 2
1+1,—
WS
.

71—

La projection I, est définie pour = € C; par
T, (W) (2) = Wt (mi_% + whi) . (5.21)

Remarque 5.4.3. Nous prenons le méme nombre aléatoire w sur toutes les cellules C;.
Cependant, pour chaque nouvelle étape temporelle, nous piochons un nouveau nombre aléa-
toire. Le nombre aléatoire w dépend du temps t,, et nous aurons donc besoin d’une suite
(wn)x C ([0, 1) pour notre algorithme.

n+1,—

De plus, si la fonction de départ W™~ est constante par maille et vaut W sur
la cellule C' the o ]xnjll _,x:l_zl . [, la projection aléatoire II, (5.21f) s’écrit pour tout
2
x € C;, sous la forme
€| Aty
WRT siw <
1_ € | Aty € | Aty
LW ) (@) = ¢ Wit s ,% <w<l4 -2 (5.22)
€1 At

Wﬁ;l’i siw>1+

Une illustration de la projection de Glimm est donnée sur la Figure
Un bon choix pour la suite aléatoire (wy)n est la (k1, k2) suite de van der Corput que
nous calculons avec 'algorithme en C suivant :

float corput(int n,int ki1,int k2){
float corput=0;
float s=1;
while (n>0){
s/=k1;
corput+=(k2*n%k1)jkl*s;
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n/=ki1;
}

return corput;

}

ou dans cet algorithme, k1 et k2 sont deux nombres premiers entre eux et k; > ko > 0. Pour
plus de détails, nous référons a [67, 06, [108]. En pratique, nous considérerons la (5, 3) suite
de Van der Corput. Anderson et Gottlied [5] proposent une autre suite pseudo-aléatoire
ayant des propriétés similaires a celle de Van der Corput.

Comme la projection II,, dépend d’une variable aléatoire w, nous allons introduire la
notion de conservation en moyenne.

Définition 5.4.1. La projection aléatoire 11, est dite conservative en moyenne si elle

préserve en moyenne la masse totale, la quantité de mouvement totale, l’énergie totale et
la masse totale de gaz au sens ot pour W € (C}, ([a; b] ;R))5 ,

E (/b Hw(W)(:c)da:) _ /abW(a:)dx,

ot [E est l'espérance par rapport a la variable aléatoire w.
De la méme maniére, nous allons introduire la notion d’inégalité entropique en moyenne.

Définition 5.4.2. La projection aléatoire 11, satisfait une inégalité d’entropie en moyenne
associée a l'entropie n du systéme @, définie sur un domaine D par , st le projection
Il,, est D-stable et si pour tout W € (C}, ([a; b] ;]R))5 ,

E ( / bn(lL,(W))(x)dx) < / " (W) ()i, (5.23)

ou E est l’espérance par rapport a la variable aléatoire w.

Proposition 5.4.3. Supposons que w suive une loi uniforme sur |0;1].
La projection aléatoire 11, a les propriétés suivantes

— elle nest pas conservative mais est conservative en moyenne (voir Définition
5.4.1)),

— elle est consistante,

— elle est H-stable et satisfait une inégalité entropique moyenne (voir Définition
sur H,

— elle préserve les états u, v et p constants sur g,

— elle préserve les états u, v et p constants sur €2y,

— elle préserve les états u et p constants a linterface des deux fluides sur H (voir
Définition , De plus, elle préserve le saut de vitesse transversale a linterface
des deux fluides.

— elle préserve les états u et p constants sur €.

Démonstration. Montrons que II,, est conservative en moyenne. Soit W™th~ € (C}, ([a; b] ;

R))5, montrons que

E < / ’ Hw(W”“’_)(x)d:p) _ / L ()
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5.4. Exemples de projection

Nous avons

’ n+1,— _ hL2 ntl,—
[ vt s - Z/ W) @)

1<i<N
z+2
— Z / W (2,1 + why)de,
I<i<N %] ?
= D W (@1 + why).
1<i<N ’

De plus, si w suit une loi uniforme sur ]0; 1[, sa densité est la fonction caractéristique de
I'intervalle |0; 1], nous obtenons alors

E(/abHW(W"H’_)(J:)dx) :// (WL (1) dzdw,

= Z / h WL (azifé—kwhi)dw,
1<i<N V0

_ Z /l+szn+1— 2)dz,

1<i<N

= / Wb (z)da

La stabilité de II, et le fait que II, préserve les états u et p constants sur € au sens
ou si Wnth= e (G}, ([a; ] ;R))5, satisfaisant pour tout z € [a; b],

Wb (z) € Q,

nous avons pour tout z € [a; b],

découle de (5.21)). 11 en écoule également que II, préserve les états u et p constants a
Pinterface des deux fluides sur H.
Montons que la projection aléatoire Il satisfait une inégalité entropique moyenne sur

H. Soit Wth= e (CL, ([a; b] ;R))5 , tel que Vz € [a;b], W™~ (z) € H. Nous avons

E </ab77 (IL,(I/V"+1 > / / (W= )(z)) dedw,

:/ / n(W" (2,1 + wh;))dzdw,
0 1<i<N ?
— Z / m I/V”Jrl (2, 1 —i—whi)) dw,
1<i<N 2
=S / 0 (W (2)) dz,
1<i<N

:/a (VV"+1 ) (z)dz,
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et I'inégalité entropique est en fait une égalité. O

Cette méthode est seulement statistiquement conservative [55]. Elle a I'avantage de
préserver exactement les états u et p constants, méme si la vitesse transversale v n’est
pas constante. Les contacts sont résolus en un seul point. L’inconvénient est que la notion
d’aléatoire dans la projection peut introduire un bruit numérique. Par ailleurs, nous venons
de démontrer que, en un certain sens, la projection aléatoire ne dissipe pas ’entropie.
Cette non-dissipation aura des conséquences importantes du point de vue numérique. Nous
verrons en particulier dans la Section qu'un schéma ALE-projection basé sur cette
projection ne converge pas toujours.

5.4.4 Projection mixte

Pour les raisons évoquées ci-dessus, nous proposons donc de considérer une projection
qui dépend de la localisation de la cellule par rapport a 'interface liquide-gaz. La projection
sera différente si la cellule est localisée & I'interface des deux fluides ou si elle est entourée
du méme fluide. Helluy et Barberon ont notamment proposé¢ dans [12] d’effectuer une
projection conservative dans les phases pures et d’utiliser une autre projection a l'interface.
A l'interface liquide-gaz, ils projettent p, pu, pv, pp de facon conservative mais ils projettent
la pression p pour z € C; par

1 Tirl
P (z) = h/ T2 (2)dz, (5.24)

NI

i—

au lieu de I'énergie totale pE. Cependant, cette projection diffuse la fraction de masse de
gaz @ et l'algorithme résultant n’est plus conservatif. Chalons et Coquel proposent alors
dans [30] de remplacer la projection conservative sur pp par une projection aléatoire sur
la variable ¢. L’algorithme résultant conservera statistiquement la masse totale de gaz
et préservera les états u et p constants lorsque la vitesse transversale v est constante.
Cependant, si nous souhaitons que le schéma numérique préserve les états u et p constants
dans les phases pures lorsque la vitesse transversale v n’est plus constante, nous devons
effectuer la mise & jour non conservative pour les cellules situées dans les phases
pures. Nous risquons alors d’étre confronté a des problémes de stabilité pour des écoulement
présentant une vitesse transversale v non constante.

Nous choisirons donc d’effectuer une projection conservative I1¢ si la cellule est située
dans une phase pure et une projection de Glimm II,, si la cellule est située a l'interface
liquide-gaz comme dans [32]. Cette méthode assure la stabilité numérique du schéma.

Nous avons vu que si Wt~ € (C}, ([a; 0] ;R))5, et Vo € [a;b], WL (z) € H,
la fraction de masse de gaz ¢"Th~ est constante sur chaque cellule de la subdivision
ctb = }x’?ﬁl’_; 2" [ ol

Z_E (2

)

n+1l,— n
T =Tl +5i+%Atn.

Notons par QD?H’_ sa valeur sur la cellule C' +h=
Nous pouvons maintenant décrire la projection mixte II'**. Si la cellule C" ThT est

entourée de cellules du méme fluide, a savoir si

+1,- +1,—
(‘P? - %) (w?ﬂ - %) >0,
et

1,— 1,—
(SO?—JE - %) (@?Jr - %) >0,
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nous utilisons la projection conservative I1¢ ([5.10)), c’est-a-dire que pour = € C;, nous avons

mx n — C n - 1 xz+l n -
I ) @) = ) @) = o [z,

[N

i—

D’un autre coté, si la cellule touche 'interface des deux fluides, c’est-a-dire si

1,— 1,—
(1 =3) (o1 - 1) <o,
ou

+1—-_ 1 +1— _ 1
(80?—1 - 5) (90? - 5) <0,
nous considérons un nombre aléatoire w €]0, 1[ et nous effectuons la projection aléatoire
I1, (5.21), c’est-a~dire que pour x € C;, nous avons
I W) (@) = M (W) (@) = W (a

7

1+ wh;).
2

Nous pouvons alors écrire la projection mixte II'™** pour z € C; sous la forme

M@, s (- 1) (e - 4) <o,

ou (et) si

I (W) (@) = ntl— 1 ntl— 1
(‘Pz‘—l’ - 5) (%‘ ’ _5) <0,

e(Wnth=)(z), sinon.

Nous verrons que cette approche améliore la précision & l'interface par rapport a la
projection conservative I1¢. L’interface est toujours résolue en un seul point. De plus, la
projection n’introduit pas d’instabilité, comme la projection aléatoire II,, pour les chocs
forts.

Proposition 5.4.4. Supposons que w suive une loi uniforme sur |0;1].
La projection mixte T1"%t a les propriétés suivantes
— elle est conservative sur gy et sur {2y,
— elle est conservative en moyenne sur H (voir Définition ,
— elle est consistante,
— elle est Qy-stable et satisfait l'inégalité entropique discréte sur Qo,
— elle est Q) -stable et satisfait l’inégalité entropique discréte (@/ sur Qq,
— elle est H-stable,
— elle est entropique en moyenne sur H (voir Définition ,
— elle préserve les états u et p constants a l'interface des deuzr fluides sur H. De
plus, elle préserve le saut de vitesse transversale a linterface des deux fluides.

Démonstration. La preuve découle des Propositions et O

5.5 Propriétés des schémas ALE-projection

5.5.1 Introduction

Les schémas ALE-projection se décomposent en deux étapes, dans une premiére étape
(I’étape ALE) nous mettons a jour les variables conservatives W = (p, pu, pv, pE, pp) avec
le schéma de volumes finis

WP TWITRT = W — Aty (FL(Wina 1'1175;1%) — Fr(W"y, Wi”@?_%)) . (5.26)

1
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5.5. Propriétés des schémas ALE-projection

Dans une seconde étape nous projetons ces variables sur le maillage initial. Dans le Chapitre
, nous avons présenté I’étape ALE pour laquelle nous pouvons utiliser soit le solveur
de Riemann exact (voir Section soit un solveur de relaxation (voir Section . Pour le
solveur exact, le calcul des flux est détaillé dans la Section tandis que pour le solveur
de relaxation, les flux sont donnés dans la Section [£.7.4]

Dans cette section, nous allons coupler I'étape ALE (schéma de volumes finis du
schéma numeérique décrite au Chapitre [ avec deux projections décrites dans la Section
la projection non conservative sur ¢ 11" et la projection mixte II™*. Rappelons que cette
derniére dépend d'un nombre aléatoire w € [0;1] et qu'un nouveau nombre aléatoire est
pioché pour chaque nouvelle étape temporelle. Nous décrirons les propriétés mathématiques
de chacun de ces schémas numériques.

Nous aurions également pu donner les propriétés mathématiques du couplage entre
I'étape ALE (schéma de volumes finis ) et la projection conservative II¢ ou la pro-
jection aléatoire II,,. Cependant, ces deux couplages conduisent & des imprécisions ou des
instabilités pour les écoulements bifluides, nous illustrerons numériquement les imprécisions
obtenues dans la Section [5.6.11

Avant de décrire les propriétés des schémas ALE-projection, rappelons les propriétés
obtenues au Chapitre [4| pour 1'étape ALE (schéma de volumes finis ) du schéma
numérique.

Solveur exact

Nous avions montré dans la Section [£.6.4] la propriété suivante.

Proposition 5.5.1. Si les vitesses §?+1 des frontieres x; 1 sont lagrangiennes (4.11) ou
5 2

ALE et si le pas de temps Aty satisfait la condition CFL ,
alors 'étape ALE (schéma de volumes finis ) du schéma de Godunov, pour laquelle

les flur numériques Fr, et Fr sont donnés par , a les propriétés suivantes
— elle est conservative,
— elle est H-stable,
— elle est entropique sur H,
— elle préserve les états u, v et p constants sur Qg et Qy (Définition ,
— elle préserve les états u, p constants a Uinterface des deux fluides sur H (Défini-
tion .

De plus, la version lagrangienne préserve les états u et p constants sur  (voir

Définition .

Solveur de relaxation

Le solveur de relaxation décrit dans la Section[.7] nous a permis de montrer la propriété

suivante (voir Section [4.7.5)).

Proposition 5.5.2. i les vitesses gjrl des frontieres x;
2

1 sont lagrangiennes (4.11]) ou
2

i
ALE et si le pas de temps Aty satisfait la condition CFL ,
alors l’étape ALE (schéma de volumes finis @)} associée au solveur de relaxation, pour
laquelle les flur numériques Fr, et Fr sont donnés par , a les propriétés suivantes

— elle est conservative,

— elle est H-stable,

— elle est entropique sur H,

— elle préserve les états u, v et p constants sur Qo et Qy (Définition ,
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5.5. Propriétés des schémas ALE-projection

— elle préserve les états u, p constants a linterface des deux fluides sur H (Défini-

tion .

De plus, la version lagrangienne préserve les états u et p constants sur Q (voir

Définition .

Nous constatons que le solveur exact et le solveur de relaxation fournissent les mémes
propriétés mathématiques pour I'étape ALE du schéma numérique ALE-projection. Le
solveur de Riemann exact nécessite de résoudre une équation non linéaire et cotite donc
plus cher du point de vue numérique. Les flux numériques associés au solveur de relaxation
s’expriment explicitement en fonction des états gauche et droit et le schéma numérique
résultant est tout aussi robuste que pour le solveur exact. Dans les simulations numériques,
il nous reste donc & comparer 'erreur de ces deux solveurs afin de faire un choix définitif.
Nous allons aussi coupler I'étape ALE & deux types de projection et nous donnerons les
propriétés de chacun des schémas numériques résultants. Nous présenterons uniquement
les propriétés mathématiques de deux couplages. Nous justifierons par des simulations
numériques le fait d’éliminer les deux autres combinaisons possibles.

5.5.2 Le schéma Lagrange-projection non conservative sur ¢

Nous considérons le couplage entre ’étape ALE du schéma numérique, que nous pou-
vons effectuer soit avec le solveur de Riemann exact, soit avec le solveur de relaxation avec
la projection non conservative sur ¢, II"*? décrite dans la Section [5.4.2] Pour I'étape ALE
nous choisissons une approche lagrangienne (4.11)).

Proposition 5.5.3. Si les vitesses §z+% des frontiéres Tiyl sont lagrangiennes , le
schéma numérique Lagrange-projection non-conservative sur ¢ a les propriétés suivantes :
— il est conservatif pour la masse totale et la quantité de mouvement totale, mais
les autres quantités ne sont pas conservées en général,
— il n’est pas H-stable mais il est Qg et Qq-stable si nous nous restreignons o des
vitesses transversales v nulles,
— 4l n’est pas entropique,
— il préserve les états u, v et p constants sur Qg et 1 (Définition ,
— il préserve les états u, p constants sur ), au sens ot si pour tout i, W* € € et
satisfait,

alors la vitesse u™ et la pression p" 1 associées a Uétat WL sont constantes,

pour tout 1,
uzﬂ—H (x) = Uo,
it (@) = po-

Démonstration. 11 nous suffit de coupler les propriétés de I'étape ALE (schéma de volumes
finis ) de la Proposition si nous utilisons le solveur exact ou de la Proposition
5.5.2| si nous utilisons le solveur de relaxation, avec celles de la projection non conservative
sur ¢ 11" (voir Proposition . Pour montrer que le schéma numérique préserve les
états u et p constants sur {2, nous utilisons le fait que 'approche lagrangienne permet
de préserver u et p constants sur ). O
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5.5.3 Le schéma ALE-projection mixte

Nous considérons le couplage entre ’étape ALE du schéma numeérique, que nous pou-
vons effectuer soit avec le solveur de Riemann exact, soit avec le solveur de relaxation avec

la projection mixte IT™** (5.25) décrite dans la Section [5.4.4]

Proposition 5.5.4. Supposons que w suive une loi uniforme sur ]0;1][.
St les vitesses §z+% des frontiéres Titl sont lagrangiennes ou ALE , le schéma
ALFE-projection mizte a les propriétés suivantes :
— il est conservatif sur Qg et sur €y,
— il est conservatif en moyenne sur H (voir Définition @ ,
— il est Qg-stable et satisfait l'inégalité entropique discrete @ sur o,
— il est Qq-stable et satisfait I'inégalité entropique discrete @ sur 21,
— il est H-stable et entropique en moyenne sur H (voir Définition ,
— il préserve les états u, v et p constants sur Qg et Qy (Définition ,
— il préserve les états u, p constants a linterface des deux fluides sur H au sens ot
st pour tout i, W* € H et satisfait

u; = up,

b; = Ppo,

o vo, st W € Qo,
! vy, st W ey,

n
K3
n
K3

alors la vitesse u"t et la pression p"T1 associées a U'état W1 sont constantes a
Uinterface des deuz fluides, a savoir, si

1 1
(-3) (s =3) <o
n+1

n+1 __ _
S

nous avons

u

n+l _ n+l _
P, = DPijy+1 = Do,

. n+1
ntl _ ) V0, St Wi ™ €L,
to vy, si Wit ey,

- n+1
il {UO, si W] € Qq,

(%

v

il — _
ot v1, §i ngﬁ € Q.

Démonstration. 11 nous suffit de coupler les propriétés de I’étape ALE ((5.26|) de la Propo-
sition [5.5.1] si nous utilisons le solveur exact ou de la Proposition [5.5.2] si nous utilisons le
solveur de relaxation, avec celles de la projection mixte II™* (voir Proposition [5.4.4). [

Comportement du schéma numérique avec les discontinuités de contact

Nous avons constaté que le schéma ALE-projection mixte préservait les états u et p
constants & I'interface des deux fluides sur le domaine d’hyperbolicité sans diffusion 4, nous
pouvons également montrer que le schéma ALE-projection mixte résout les discontinuités
de contact de maniére exacte.

Proposition 5.5.5. — Les contacts stationnaires ot w = 0, v =0 et p = cst sont
résolus de maniere exacte.
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5.5. Propriétés des schémas ALE-projection

— Si la suite pseudo aléatoire (wy), € [0, 1[N est équidistribuée, une discontinuité
de contact entre les deux fluides, c’est-a-dire entre deux états Wi, € H et Wr € H
satisfaisants

ur = UR,
PbL = PR,

() by <o

est statistiquement résolue quand h — 0 avec le schéma ALE-projection mixte.

Démonstration. Montrons que les contacts stationnaires sont résolus de maniére exacte.
En effet, 'étape ALE (.26) résout exactement le contact stationnaire, nous avons pour
tout 4, {1 =0 et

2

Wit = wr

3 (2

La projection mixte II™* ne dépend pas de w et fournit pour tout i
1
W[H_ — Win)

le contact est exactement résolu.

Considérons maintenant une suite pseudo aléatoire (wy,), € [0, 1[N équidistribuée et une
discontinuité de contact entre les deux fluides. Montrons que celle-ci est statistiquement
résolue quand h — 0. La démonstration est inspirée de Colella [39]. Nous souhaitons
résoudre le probléme de Riemann ayant pour condition initiale

Wi,six <0,
W(z,0) = )
Wg,six >0,
ou Wy, et Wg satisfont u;, = ugr, pr, = pr et (ch — %) (npR — %) < 0. La solution exacte
est donnée par
Wi,six < ut,

Wg,si x > ut,

W(z,t) = {

ol u = uy, = ug. Supposons que u > 0. Soit T' > 0, nous voulons prouver que la solution
approchée est proche de la solution exacte quand h — 0. Le schéma ALE-projection mixte
préserve les états u et p constants a l'interface des deux fluides (que ce soit avec le solveur
exact ou avec le solveur de relaxation), alors pour tout temps n, il y a un entier [(n) = i
qui vérifie

(2

Wr,sii <l(n),

WR,Si 1> l(n),
o I(n) est la position de la discontinuité de contact pour la solution approchée. Comme
(goL — %) (ng — %) < 0, nous avons §l(n)7 = u et la projection aléatoire Il (5.21)) nous
donne

1
2

l(n),si wyh > ult,,
l(n) + 1,81 wph < ulty,.

l(n+1):{

A chaque étape, la discontinuité de contact se déplace de h ol ne se déplace pas du tout.
De plus, comme chaque W;* peut uniquement valoir Wy, ot Wg, la condition CFL nous
donne

Vn, At, = Aty =: At.
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Aprés n itérations, la solution approchée présente une discontinuité en (I(n)h, nAt) avec

I(n) = 1(0) + Card {j € [1in], w; € [0; “TN [} ,

ou la solution exacte a sa discontinuité en (uAt, nAt). Nous voulons alors prouver que

|| W(aT) - szprom H}:g 07 (527)

ou n est pris tel que | nAt — T |< At et % = cst. Pour prouver 1} il suffit de prouver
que

At
l(n)h = uT, quand h — 0, | nAt — T |< At, - = cst.

Pour z € [0; 1], nous définissons

1
d((W)n, n1,n2, ) = mCard {7 € [m1 + L;n2], wj € [0;2[} — .

Comme la suite (wy,)n est équidistribuée dans [0; 1[, nous avons pour tout n; € N,

d((W)n, n1,n2,x) n;go 0.

Ces notations données, nous avons

I(n)h = 1(0)h + h Card {j € [1in], w; € [0; “TN [} ,

At At
= 1(0)h + nhuT +nhd <(wk)k, 0,7, “h> ,

h At
=uT +1(0)h + (nAt — T)u + nAthé <(wk)k, 0,n, uh> .
Comme (wy, )y, est équidistribuée, nous obtenons I(n)h — uT alalimite h — 0, | nAt—T |<
At, % = cst. O

Remarque 5.5.1. La condition (goL — %) (goR — %) < 0 est nécessaire. Les discontinuités
de contact satisfaisant u = cst, p = cst et (o, — 0.5)(pr — 0.5) > 0 sont diffusées si la
vitesse transversale v n’est pas constante.

5.6 Reésultats numériques

Dans cette section, nous allons présenter différents tests numériques plus ou moins
difficiles a traiter et permettant de justifier I’approche utilisée. Dans un premier temps, nous
justifierons le choix de projection utilisée pour le schéma ALE-projection, nous comparerons
les résultats obtenus avec les différentes projections, & savoir la projection conservative I1¢
, la projection aléatoire I, et la projection mixte TTxt sur différents
tests.

Dans un deuxiéme temps, nous comparerons 1'utilisation du solveur de Riemann exact
(voir Section au un solveur de relaxation (voir Section pour I’étape ALE (schéma
de volumes finis du schéma numérique ALE-projection mixte.

Enfin, nous comparons le schéma numérique ALE-projection mixte au schéma Lagrange
projection non conservative sur ¢, a ’approche « Ghost Fluid » de Saurel-Abgrall [T03]
décrite dans la Sectionet a 'approche « Single-Fluid » d’Abgrall et Karni [2] présentée
dans la Section
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5.6.1 Justification du choix de la projection
Introduction

Tout d’abord, nous allons présenter quelques résultats numériques pour le systéme
d’équations ol nous ne tiendrons pas compte de la vitesse transversale, ¢’est-a-dire que
nous supposerons que v = 0 a chaque instant. Nous voulons justifier le choix de projection
pour le schéma numérique ALE-projection. Afin d’évaluer au mieux les avantages et les
inconvénients des différentes projections, nous allons considérer une approche lagrangienne
pour le schéma de volumes finis ([5.26)) (étape ALE). Nous illustrerons pourquoi nous
avons rejeté la possibilité d’utiliser la projection conservative I1¢ ou la projection de
Glimm IT,, partout.

Nous allons introduire quelques notations afin de préciser les différents algorithmes que
nous allons comparer. Nous considérerons les différents algorithmes suivants

— une approche lagrangienne couplée a la projection conservative II¢ .

Dans les figures nous référons ce schéma par « Averaging »,

— une approche lagrangienne (4.11f) couplée a la projection de Glimm II,, . Nous

référons ce schéma par « Glimm »,

— une approche lagrangienne (4.11)) couplée a la projection mixte II"** décrite dans

la Section [5.4.4] Nous référons ce schéma par « Mixed »,
Ces trois schémas numériques nous permettront de justifier le choix de la projection utilisée.
Sur les résultats numériques, nous allons également introduire un autre schéma numérique
permettant d’évaluer la différence entre une approche ALE et une approche lagran-
gienne . Nous introduisons le schéma ALE-projection mixte obtenu en effectuant
une approche ALE dans le schéma de volumes finis ([5.26) que nous couplons a la
projection mixte T le schéma sera référencé par « ALE ».

Remarque 5.6.1. Le schéma « Averaging » est le seul qui est entierement conservatif, les
trois autres schémas numériques sont uniquement conservatifs en moyenne.

Le schéma « Averaging » introduit de la diffusion numérique sur la fraction de masse
©, nous devons alors utiliser les parameétres de la loi de mélange définis par —,
Les trois autres schémas numériques ne nécessitent pas de définir de paramétres pour le
mélange, en effet si a l'instant initial nous avons ¢ € {0,1}, nous aurons a chaque instant
p=0o0up=1.

Oscillations obtenues avec la projection conservative II¢

Nous considérons le probléme de Riemann dont les états droit et gauche sont référencés
dans le Tableau I'interface des deux fluides est localisée & l'instant initial {5 = 0's en
z=0m.

Sur la Figure nous tragons la masse volumique p, la vitesse u, la pression p et la
fraction de masse ¢ au temps final ¢; = 0.002 s sur le domaine [—1; 1] avec un nombre de
cellules égal a 500.

Si les courbes « Glimm » et « Mixed », obtenues avec la projection de Glimm II,, et la
projection mixte IT™** sont trés proches de la solution exacte, nous observons une impréci-
sion catastrophique pour la courbe « Averaging », obtenue avec la projection conservative
II¢. En effet, nous obtenons des oscillations sur la pression p et la vitesse u & 'interface des
deux fluides (voir Figure |5.3). Remarquons également que 'interface est résolue en un seul
point avec les projections aléatoires II,, et TI™* (« Glimm » et « Mixed » ), ce qui n’est pas
le cas pour la projection conservative II¢ (« Averaging »).

161



5.6. Reésultats numériques

’ Quantitiés \ Gauche \ Droite

p (kg.m=3) 10 1

u (m.s~1) 50 50
p (Pa) 1,1x10° | 1x10°

% 1 0

v 1,4 11

Doo 0 0

TABLE 5.1 — Etats initiaux du probléme de Riemann illustrant les oscillations sur la vitesse
u et la pression p obtenues a 'interface des deux fluides avec la projection conservative I1°.
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FIGURE 5.3 — Masse volumique p, vitesse u, pression p et fraction de masse ¢ au temps final
t1 = 0.002s pour le probléme de Riemann référencé dans le Tableau[5.1] Nous observons des
oscillations sur la pression p et la vitesse u & 'interface des deux fluides pour la projection
conservative I1¢ (« Averaging »). Remarquons également que l'interface est résolue en un
seul point avec les projections aléatoires II,, et IT™** (« Glimm » et « Mixed »).
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5.6. Reésultats numériques
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FIGURE 5.4 — Etude de la convergence de la vitesse u pour le probléme de Riemann
référencé dans le Tableau [5.1] et illustrant les oscillations sur la vitesse u et la pression
p obtenues avec la projection conservative II¢. Le schéma « ALE » semble étre le moins

diffusif.

Afin de comparer la précision des différents schémas numériques, nous effectuons une
étude de convergence sur la vitesse, nous comparons l'erreur en norme L' de la solution
numeérique par rapport a la solution exacte

N
error = Z h|ug — w0 (2) | .
i=1

Sur la Figure nous constatons que tous les schémas semblent converger vers la solution
exacte avec le méme taux de convergence, valant approximativement —0.5. De plus, le
schéma « ALE » semble étre le moins diffusif.

La projection conservative permet d’obtenir un schéma numérique conservatif,
cependant son manque de précision a I'interface des deux fluides le rend inutilisable pour des
problémes plus complexes. En effet, si nous introduisons différents po, de chaque c6té, nous
pouvons construire un probléme de Riemann pour lequel la diffusion numérique induite par
la projection conservative conduit & une perte de 'hyperbolicité (p + poo < 0) dans
certaines cellules (voir I'exemple de la Section [2.7.3)).

Instabilités obtenues avec la projection de Glimm II,

Nous considérons ici linteraction entre un choc et une discontinuité de contact. A
Iinstant initial {5 = 0s, nous avons trois états séparés par deux discontinuités. La premiére
discontinuité est un choc initialement localisé en x.,oc = —4 m et se propageant a la vitesse
o = 4m-s~!. La seconde discontinuité est une discontinuité de contact initialement localisée
eN Tlnterface = 1M et se propageant a la vitesse v = —1m-s~!. Les positions initiales du choc
et de la discontinuité de contact sont choisies de sorte que les discontinuités interagissent
au temps t; = 1 s en 1 = 0 m. Nous considérons une grille de N = 500 cellules sur le
domaine [—5;2] et un temps final de to = 1.5 s. Les données initiales pour les trois états
sont référencées dans le Tableau Notons qu’une fois que les deux discontinuités ont
interagi au temps t; = 1s, la solution exacte du probléme peut encore étre calculée, elle
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5.6. Reésultats numériques

] Quantitiés ‘ Gauche ‘ Milieu ‘ Droit ‘

p (kgm=3) | 3,488 2 1
u (m.s~1) 1,13 -1 -1
p (Pa) 23,33 2 2
%) 1 1 0
v 2 2 1,4
Poo 7 7 0

TABLE 5.2 — Etats initiaux pour le cas de I'interaction entre un choc et une discontinuité
de contact illustrant les instabilités obtenues avec la projection de Glimm II,, (« Glimm »).

est simplement donnée par la résolution du probléme de Riemann centré en x = 0 entre
I’état de gauche et celui de droite au temps final ¢ = to — ¢3.

Sur la Figure [5.5] nous comparons les quantités obtenues avec les différents types de
projection a la solution exacte. Les courbes obtenues pour la masse volumique p, la vitesse
u, la pression p et la fraction de masse ¢ sont trés proches de la solution exacte, cependant
la masse volumique obtenue avec la projection de Glimm II, (« Glimm ») présente de
fortes oscillations. La variation totale de la densité numérique n’est pas bornée. Nous
allons vérifier que ce phénoméne conduit & une non-convergence du schéma dans ce cas.

Il est intéressant d’observer que la position de 'interface des deux fluides est trés bien
résolue, en seul point pour la projection mixte IIM** (« Mixed » et « ALE »). De plus, le
schéma « ALE » semble également améliorer la précision du schéma numérique dans la
résolution de 'onde de détente induite par I'interaction des deux discontinuités.

Nous effectuons une étude de convergence sur la masse volume p, nous comparons
I'erreur en norme L' de la solution numérique par rapport a la solution exacte

crror= S | Py |
Tmaxr — Tmin i—1 ’ v

pour les différents type de projection. Sur la Figure [5.6) nous constatons que la projection
de Glimm II,, (« Glimm ») ne converge pas. Les autres schémas semblent converger, le taux
de convergence est d’environ 0.6 pour la projection conservative I1¢ (« Averaging ») tandis
qu'il vaut approximativement 0.8 pour la projection mixte II™** (« Mixed » et « ALE »).
Le schéma « ALE » semble étre un peu moins diffusif que le schéma « Mixed ».

Conclusion

Ces deux tests monodimensionnels nous ont permis de justifier le choix de projection
décrit dans la Section [5.5 En effet, nous avons illustré un cas ot la projection conservative
IT¢ introduisait une imprécision catastrophique & I'interface des deux fluides et un exemple
pour lequel la projection de Glimm II, conduisait & un schéma ne convergeant pas vers
la solution exacte. Pour ces deux exemples, nous avons constaté que les deux schémas
numeériques « Mixed » et « ALE » utilisant la projection mixte II™' conduisaient & des
résultats trés satisfaisants. En effet, ces deux schémas numériques convergent dans les
deux cas vers la solution exacte, résolvent l'interface des deux fluides en un seul point et
ne diffusent pas la fraction de masse .

Nous avons constaté dans la Proposition [5.5.4] que le fait de considérer une approche
lagrangienne ou une approche ALE conduisaient aux mémes propriétés ma-
thématiques des schémas « Mixed » et « ALE ». Cependant, nous remarquons dans les
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5.6. Reésultats numériques
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FIGURE 5.5 — Masse volumique p, vitesse u, pression p et fraction de masse ¢ au temps final
to = 1.5 s pour le cas de l'interaction entre un choc et une discontinuité de contact (voir
Tableau . Nous obtenons des oscillations sur la masse volumique p avec la projection
de Glimm IT,, (« Glimm »). Remarquons également que la position de I'interface est résolue
en seul point pour la projection mixte I (« Mixed » et « ALE »).
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5.6. Reésultats numériques
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FIGURE 5.6 — Etude de la convergence de la masse volumique p pour le cas de l'interaction
entre un choc et une discontinuité de contact (voir Tableau[5.6.1)). Les instabilités obtenues
sur la masse volumique p avec la projection de Glimm IT,, (« Glimm ») (Figure conduise
a la divergence du schéma « Glimm ». Les autres schémas convergent, le schéma « ALE »
semble étre le moins diffusif.

deux études de convergence que le schéma « ALE » semble étre moins diffusif que le
schéma « Mixed ». Le fait de privilégier une approche ALE (4.12) a une approche la-
grangienne (4.11)) lors de I'étape ’étape ALE (schéma de volumes finis (5.26])) du schéma

ALE-projection mixte semble réduire I'erreur numérique commise.

5.6.2 Comparaison entre le solveur exact et le solveur de relaxation

Dans la Section nous avons justifié le fait de privilégier la projection mixte TT2*
a la projection conservative 1I¢ et a la projection de Glimm II,. Nous allons ici nous
intéresser a la précision de la premiére étape du schéma ALE-projection, & savoir ’étape
ALE (schéma de volumes finis (5.26))). Nous avons constaté dans la Proposition et
la Proposition que le fait d’utiliser le solveur exact (voir Section ou le solveur
de relaxation (voir Section conduisait aux mémes propriétés mathématiques pour le
schéma numérique. Nous allons maintenant étudier ’erreur numérique introduite par ces
deux solveurs sur un écoulement gaz-liquide pour lequel chaque fluide suit une loi de gaz
raide .

Nous comparons les deux schémas numériques ALE-projection-mixte suivants, pour
lesquels nous déplagons les frontieres x; 1 a la vitesse ALE ,

— le schéma utilisant le solveur de Riemann exact pour I’étape ALE (schéma de vo-
lumes ﬁnis) que nous couplons a la projection mixte ITM** ce schéma sera
référencé par « ALE-Exact »,

— le schéma utilisant le solveur de relaxation pour I'étape ALE (schéma de volumes
finis ) que nous couplons a la projection mixte [T™** ce schéma sera référencé
par « ALE-Relax ».

Les conditions initiales correspondent & la configuration d’un tube a choc avec une forte

discontinuité sur la masse volumique p et la pression p. Ce test est nettement plus difficile
A traiter que les tests précédemment présentés. L'interface des deux fluides est localisée a
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5.6. Reésultats numériques

] Quantitiés ‘ x<0.2 ‘ x>0.2 ‘

p(kg.m=3) | 1000 50
u(m.s~1) 0 0
v(m.s~1) 0 0

p(Pa) 1e9 leb
%) 0 1

~ 44 | 14

Poo 6.8e8 0

TABLE 5.3 — Etats initiaux pour le cas d’un tube & choc avec une forte discontinuité de la
masse volumique p et de la pression p illustrant la comparaison entre le solveur de Riemann
exact et le solveur de relaxation.

I'instant initial {0 = 0s en x = 0.2 m et les états droit et gauche du probléme de Riemann
sont donnés dans le Tableau 5.3

Sur la Figure nous tragons la masse volumique p, la vitesse u, la pression p et la
fraction de masse ¢ au temps final t; = 220 pus sur le domaine[—0.5;0.5] avec un nombre
de cellules égale & 250. Les courbes obtenues avec le solveur de relaxation « ALE-Relax »
et celles obtenues avec le solveurs exact « ALE-Exact » sont confondues.

Afin de mieux pouvoir comparer les deux solveurs, nous effectuons une étude de conver-
gence sur la masse volumique p, la vitesse u, la pression p et la fraction de masse de gaz ¢
pour les deux schémas numérique « ALE-Exact » et « ALE-Relax ». Pour chaque variable
Z € {p,u,p, ¢}, nous calculons Perreur en norme L' de la solution numérique par rapport
a la solution exacte

errory = 1§:h | Z; — ZEMCt(x-) |
i Tmax — Tmin i—1 ’ v

Les résultats sont présentés sur la Figure [5.8] les courbes de convergence obtenues avec
le solveur de relaxation « ALE-Relax » et celles obtenues avec le solveurs exact « ALE-
Exact » sont quasiment confondues. Nous pouvons distinguer une légére différence entre la
courbe de convergence de la vitesse u, pour laquelle le solveur exact fournit une meilleure
approximation.

En conclusion, le solveur de relaxation fournit un schéma numérique robuste, ayant
les mémes propriétés mathématiques que le solveur exact (voir la Proposition et la
Proposition . Du point de vue numérique, les résultats obtenus avec le solveur de
relaxation sont similaires & ceux obtenus avec le solveur exact. De plus, les temps de calcul
(sur GPU) sont de l'ordre de 50 fois plus rapide avec le solveur de relaxation. En effet le
solveur de relaxation fournit une expression « simple » des flux tandis que le solveur exact
nécessite la résolution itérative d’une équation non linéaire et de nombreux tests logiques.
Nous avons ainsi développé un solveur réduisant significativement les temps de calcul sans
altérer la précision du schéma numérique.

5.6.3 Cas d’un tube a choc air-liquide avec une forte discontinuité de la
vitesse transversale v

Nous allons maintenant considérer un test plus raide pour lequel nous allons comparer
les différents schémas numériques suivants
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FIGURE 5.7 — Masse volumique p, vitesse u, pression p et fraction de masse ¢ au temps
final #; = 220 s pour le cas d’un tube & choc (voir Tableau[5.3). Les courbes obtenues avec
le solveur de relaxation « ALE-Relax » et celles obtenues avec le solveurs exact « ALE-
Exact » sont confondues.
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5.6. Reésultats numériques
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FIGURE 5.8 — Erreurs en norme L' sur la masse volumique p, la vitesse u, la pression p et
la fraction de masse de gaz ¢ au temps final ¢; = 220 s pour le cas d’un tube a choc (voir
Tableau . Les courbes de convergence obtenues avec le solveur de relaxation « ALE-
Relax » et celles obtenues avec le solveur exact « ALE-Exact » sont quasiment confondues.
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5.6. Reésultats numériques

’ Quantitiés ‘ x<0.2 ‘ x>0.2

p(kg.m=3) | 1000 50
u(m.s~1) 0 0
v(m.s~1) | 1000 | —5000
p(Pa) 1e9 leb
® 0 1
vy 4.4 1.4
Poo 6.8e8 0

TABLE 5.4 — Etats initiaux pour le cas d’un tube a choc avec une discontinuité de la vitesse
transversale v. Ce test nous permettra de comparer les résultats numériques obtenus avec
les schémas eulériens « SA » et « GF », le schéma Lagrange-projection non conservative sur
¢ « NonConsPhi » et les schémas numériques faisant intervenir la projection mixte TTX¢
« ALE » et « Mixed ».

— lapproche eulérienne de Saurel-Abgrall décrite dans la Section que nous réfé-
rons par « SA »,

— lapproche eulérienne « SingleFluid » décrite dans la Section que nous référons
par « GF » comme Ghost Fluid,

— lapproche lagrangienne couplée avec la projection non conservative sur la fraction
de masse ¢ 11", décrite dans la Section [5.4.2] Nous référons ce schéma par « Non-
ConsPhi »,

— T’approche lagrangienne couplée avec la projection mixte TI"** (5.25)) décrite dans
la Section Nous référons ce schéma par « Mixed »,

— T'approche ALE (4.12)) couplée avec la projection mixte TT*t , nous référons
ce schéma par « ALE ».

Nous allons considérer un écoulement gaz-liquide pour lequel chaque fluide suit une
loi de gaz raide . Les conditions initiales correspondent a la configuration d’un tube
a choc avec une forte discontinuité sur la masse volumique p et la pression p. L’interface
des deux fluides est localisée a I'instant initial tg = 0s en x = 0.2 m et les états droit et
gauche du probléme de Riemann sont donnés dans le Tableau Nous introduisons une
forte discontinuité de la vitesse transversale v entre les états droit et gauche. Du fait de la
forte discontinuité sur la vitesse transversale, ce test est nettement plus difficile & traiter
que les tests précédemment présentés.

Rappelons que pour les trois algorithmes « SA », « NonConsPhi » et « GF », nous
effectuons une manipulation non conservative sur I’énergie totale E. Pour l'algorithme
« NonConsPhi », elle est donnée par la formule ([5.18) et pour les deux autres algorithmes
elle est donnée par I'expression ([2.83)).

Sur la Figure [5.9] nous comparons les résultats des différents algorithmes a la solution
exacte. Nous tragons la masse volumique p, les vitesses u et v, la pression p et la fraction
de masse ¢ au temps final ¢; = 240 us sur le domaine [—0.5;0.5] avec un nombre de
cellules égale & 1000. Les différents algorithmes semblent fournir une bonne approximation
de la solution exacte. Remarquons toutefois que contrairement aux algorithmes « Mixed »
et « ALE » faisant intervenir la projection mixte II™**  les algorithmes « NonConsPhi »,
« SA » et « GF » diffusent la fraction de masse de gaz ¢ a l'interface liquide-gaz. Afin
de comparer les différents algorithmes nous allons tout d’abord effectuer une étude de
convergence puis nous étudierons la conservation de chacune des variables.
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FIGURE 5.9 — Masse volumique p, vitesses u et v, pression p et fraction de masse ¢ au
temps final t; = 240 us pour le cas d’'un tube & choc avec une forte discontinuité sur
la vitesse transversale v (voir Tableau . Les différents algorithmes semblent donner
une bonne approximation de la solution exacte. Remarquons toutefois que contrairement
aux algorithmes « Mixed » et « ALE » faisant intervenir la projection mixte IT™*t les
algorithmes « NonConsPhi », « SA » et « GF » diffusent la fraction de masse de gaz ¢ a
I'interface liquide gaz.
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5.6. Reésultats numériques

Etude de convergence

Afin de comparer ces différents algorithmes, nous allons effectuer une étude de conver-
gence sur la masse volumique p, les quantités de mouvement pu et pv, la pression p et la
masse volumique de gaz pp. Pour chaque variable Z € {p, pu, pv,p, pp}, nous calculons
I'erreur en norme L! de la solution numérique par rapport a la solution exacte

N
1
errory = ——— E h| Z; — ZF% (1) | .
Lmaxr — Tmin i1

Les résultats sont présentés sur la Figure Les graphes « SA » et « GF » ne sont
pas tracés jusqu’a 3.9 car ces deux algorithmes fournissent des états en dehors du do-
maine d’hyperbolicité pour des maillages trop fins et le calcul est donc stoppé. Le taux
de convergence est approximativement le méme pour les différents algorithmes, de plus
les algorithmes fournissent la méme erreur sur la pression p. Nous constatons cependant
que les deux algorithmes « Mixed » et « ALE » faisant intervenir la projection mixte 10t
améliorent la résolution de l'interface ¢ et approchent donc mieux la solution exacte sur
la masse volumique p et les quantités de mouvement pu et pv que les algorithmes « SA »,
« GF » et « NonConsPhi ». Les « cassures » dans les graphes obtenus avec les algorithmes
« Mixed » et « ALE » sont liées & ’aspect aléatoire de la projection.

Etude de la conservation

Afin d’effectuer une comparaison compléte des différents algorithmes, nous allons étu-
dier la conservation des différentes variables pour les différents algorithmes. En effet, les
différents algorithmes présentés sont non conservatifs, il est important d’évaluer la perte de
conservation de chacun d’eux. Sur la Figure [5.11] nous tragons la conservation de la masse
de gaz, de la masse totale et de ’énergie totale, nous constatons que si les trois algorithmes
« SA », « GF » et « NonConsPhi » préservent exactement la masse totale, les deux algo-
rithmes « Mixed » et « ALE », faisant intervenir la projection mixte, ne sont conservatifs
qu’en moyenne. En effet, la masse totale oscille autour de la valeur initiale. De plus, en
observant la conservation de la masse totale de gaz, nous constatons que les algorithmes
« SA » et « NonConsPhi » effectuent un transfert de masse du liquide vers le gaz et la
masse totale de gaz augmente significativement au cours du temps. Les résultats obtenus
avec les algorithmes « Mixed » et « ALE » sont plus cohérents avec le modéle physique
utilisé, nous préservons la masse totale de gaz en moyenne au cours du temps et I’erreur
commise est négligeable. Pour la conservation de I’énergie, du fait de la manipulation non
conservative sur ’énergie , I’énergie totale décroit au cours du temps avec les algo-
rithmes « SA », « GF » et « NonConsPhi ». Cette perte d’énergie n’a aucun sens physique
et peu engendrer des pertes d’hyperbolicité en temps long. En effet, les trois schémas nu-
mériques « SA », « GF » et « NonConsPhi » préserve les quantités de mouvement totales
donc une décroissance de ’énergie totale conduit & une décroissance de ’énergie interne
et il est alors possible d’obtenir des états ne satisfaisant plus la condition d’hyperbolicité
pe > Poo. Avec les algorithmes « Mixed » et « ALE » nous avions prouvé la stabilité du
domaine d’hyperbolicité sans diffusion H dans la Proposition Aucun probléme de
stabilité ne peut donc apparaitre et nous obtenons en plus la conservation en moyenne de
I’énergie totale. D’autres études sur la conservation ont par exemple été effectuées dans
[30] pour une projection faisant également intervenir une partie aléatoire.
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FIGURE 5.10 — Erreurs en norme L' sur la masse volumique p, les quantités de mouvement
pu et pv, la pression p et la masse volumique de gaz py au temps final ¢; = 240 us pour
le cas d’un tube & choc avec une forte discontinuité sur la vitesse transversale v (voir
Tableau . Le taux de convergence est approximativement le méme pour les différents
algorithmes et les différents algorithmes fournissent la méme erreur sur la pression p. Nous
constatons cependant que les deux algorithmes « Mixed » et « ALE » faisant intervenir la
projection mixte IT™** améliorent la résolution de I'interface ¢ et approchent donc mieux
la solution exacte sur la masse volumique p et les quantités de mouvement pu et pv que les
algorithmes « SA », « GF » et « NonConsPhi ». Les « cassures » dans les graphes obtenus
avec les algorithmes « Mixed » et « ALE » sont liées & la projection aléatoire.
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FIGURE 5.11 — Conservation de la masse total de gaz py, de la masse totale p, de I’énergie
totale pE jusqu’au temps final t; = 240 us pour le cas d’un tube & choc avec une forte
discontinuité sur la vitesse transversale v (voir Tableau. Les algorithmes « SA », « GF »
et « NonConsPhi » introduisent une erreur non négligeable sur la conservation de la masse
totale de gaz et de l'énergie totale, ils introduisent un transfert de masse entre les deux
phases. De plus, la perte d’énergie peut conduire & des problémes de stabilité en temps
long. Les algorithmes « ALE » et « Mixed » conservent mieux la masse totale de gaz et
I’énergie totale, en effet ces quantités sont conservées en moyenne, la valeur numérique
oscille autour de la valeur exacte au cours du temps.
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5.7 Extension & 'ordre deux

Nous avons validé le schéma numérique ALE-projection mixte IT™** sur différents tests
numériques, dans la perspective d’améliorer la précision du schéma, nous envisageons une
extension & 'ordre deux dans ’étape ALE du schéma ALE-projection.

5.7.1 Passage a ordre deux en temps

Pour passer & 'ordre deux en temps, différentes méthodes sont connues : Euler amélioré,
Runge-Kutta d’ordre deux, Heun. Cependant, afin de conserver les propriétés numériques
de notre schéma, la méthode de Heun est la plus appropriée. Nous allons donc décrire
I’algorithme de Heun pour le passage & l'ordre deux en temps. Dans une premiére etape

_['_7
connaissant les variables W sur chaque cellule C;, nous calculons les valeurs de W sur
les cellules

wrh ] rd ot
c, = ]x SRR
ou .
n+3g
3 __ n
:UH_% =z, 1+ fH%Atn,

avec le schéma de volumes finis
n+ % n+i
B SWTS = W 4 At (FLOVE WL € y) = FrOVEL WELE 1)) =0, (5.28)
2

ou & 1 vaut soit 0 soit la vitesse de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution

du probléme de Riemann exact ou approché R(W;*, W/, ).

Dans la seconde étape, nous effectuons le méme calcul en partant de W; a la place

42
de W}, c’est-a-dire que nous calculons Wi ™3 avec le schéma de volumes finis

A A RS AR FT <FL(W 5 ij,g +3) (W W e *3)) —0.

nt2
Nous obtenons des valeurs W, 2 sur les cellules

Z*% Z+§
avec
n—l—% n+3
xz’—i—% = +1 +£ Atna
:le+é+< 1+£ >Atna

1

ol f +1 vaut soit 0 soit la vitesse de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution
2

du probléme de Riemann exact ou approché R(Wn+3 WZT? ,)

Dans la troisiéme étape, nous calculons sur chaque cellule

n+2
o mwr Rt W 3
il - e _ (5.30)

Z hi+ 1
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1,— _
Nous obtenons des valeurs VVZ1+ * au temps ¢, sur la cellule
1,— n+1l,—. n+1l,—
OTLJr ’ = |T. 1 B 1 ’
i -1 7yl >
ou
2
n+3
z. .tz P
n+l,— _ *73 —3
it+3 2 ’
n+z
Sh1t§ Iy
2 +3
=T 1 Atn
T3 2

Dans la derniére étape, nous effectuons la projection mixte ITIZ*¢ (5.25) de la méme
maniére que nous 'avons décrite dans la Section[5.4.4] ont nous devons remplacer les valeurs

1

n n+3
g, par A7 5d
i+l P 2 ’

5.7.2 Passage a 'ordre deux en espace

Afin de passer a ’ordre deux en espace sans altérer les propriétés de notre schéma numé-
rique, nous considérons une approche MUSCL en les variable primitives Y = (p, u, v, p, ¢).
En effet, le fait de considérer une méthode MUSCL sur les variables primitives Y et non
sur les variables conservatives W = (p, pu, pv, pE, pp) permettra de préserver une vitesse
u et une pression p continues & 'interface des deux fluides. Nous définissons alors les chan-
gements de variables Y =Y (W) et W = W(Y') permettant obtenir les variables primitives
Y = (p,u,v,p,¢) & partir des variables conservatives W = (p, pu, pv, pE, pp) et inverse-
ment. Nous reprenons ici la description faite par Harten dans [70], le lecteur pourra se
référer aux ouvrages [85, 59 [108]. Au temps ¢,+1, la solution numérique dans chaque cel-
lule Cj est la valeur moyenne de la solution exacte du probléme d’évolution, initialisé par
la solution constante par morceaux du pas de temps précédent. Au moyen d’un dévelop-
pement de Taylor, nous reconstruisons la solution exacte & n’importe quel ordre & partir
des valeurs moyennes. En dimension un, I’espace d’approximation est affine, pour = € Cj,
nous avons

Y(z,t,) = Y"(z) =Y + s]'(x — x;),

on Y =Y (W),

1
La valeur Win+3 est obtenue par le schéma de volumes finis ([5.28) en utilisant les
pentes s}’ pour calculer les valeurs aux frontiéres, c’est & dire que nous remplagons les flux
FL,R(WrL’n7 Wzﬁ-lv §ZL+ ) par

1
2

Fra (WO WYL € ) (5.31)
ou
h
an+ - Y;n + 315?7
h
Y=Y - sl
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Pour déterminer les pentes dans la cellule C7', nous utilisons les valeurs moyennes Y;" |,
Y;" et Y} ;. Nous notons a;' le vecteur des pentes décentrées a gauche, b} celui des pentes
centrées et ¢}’ celui des pentes décentrées a droite telles que

VY

CT TR R

g Vi =Y

! h?l_‘_?h +hz+1

PR/t il
hn+hz+l

De maniére & avoir un schéma d’ordre 2, & variation totale décroissante, il faut choisir un
calcul non linéaire de s} [I11]. Nous rappelons la définissions du limiteur minmod.

Définition 5.7.1. Soit E C R un ensemble. La fonction minmod est définie sur les sous-
ensembles de R par

inf £, si ECRT,
minmod(E) = < sup E, si E C R™, (5.32)
0, sinon.

Le calcul est réalisé sur chaque composante des vecteurs a, b et ¢. En prenant

s; = minmod ({a’, b}, cl'}),

nous assurons que le schéma d’ordre deux en espace est TVD (pour une équation scalaire).
Nous effectuons la méme manipulation sur les flux Fy, g pour le schéma de volumes

1 1
. N . n+z . n+3
finis ((5.29)), ol cette fois les cellules C;  ® ne mesure plus h]’ = h; mais h; *, nous devons
alors remplacer tous les indices n par des indices n + %

5.7.3 Propriétés du schéma numérique a ’ordre deux

Le passage a l'ordre deux en temps par une méthode de Heun permet d’obtenir un
schéma numérique stable et conservatif en moyenne. De plus, le fait de considérer une
méthode MUSCL sur les variables primitives Y = (p,u, v, p, ¢) et non sur les variables
conservatives W = (p, pu, pv, pE, pp) permet de préserver les états u et p constants.

Proposition 5.7.1. Supposons que w suive une loi uniforme sur ]0;1][.

St les vitesses &, il des frontiéres x; 1 sont lagrangiennes 4 11]) ou ALE 4 , le schéma
2

ALFE-projection mzxte a Uordre deuzx en espace et en temps, otenu avec un schéma de Heun

(-) pour lequel les flux aux frontiéres sont donnés par 5 , ales propmetes suivantes :

— il est conservatif sur Qg et sur 2y,

— il est conservatif en moyenne sur H (voir Définition ,

— il est Qg, 2y et H- stable,

— il préserve les états u, v et p constants sur Qg et Q1 (Définition ,

— il préserve les états u, p constants a l'interface des deuz fluides sur H au sens ot
st pour tout i, W* € H et satisfait

u;' = ug,
n __

b; = Po,

o — vo, st W' € Qo,
! vy, St Win € O,
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alors la vitesse u"t et la pression p"T1 associées a I'état W1 sont constantes a
Uinterface des deuz fluides, a savoir, si

1 1
(-3) (m=3) <0
n+1

n+1 __ _
io — UYig+1 — U0,
n+l _  n+l _
P, = DPjy4+1 = Do,
. n+1
nel {vo, st Wio € Qo,

“ vy, si Wit ey,
. n+1
1 {vo, st Wity € Qo,

. 1 = .
ot v1, 81 WZZ—H € 0.

nous avons

u

(%

v

Démonstration. Afin de prouver ces propriétés, nous allons tout d’abord les montrer pour
un passage a l'ordre deux en temps puis pour un passage a 'ordre deux en espace. Nous
aurons alors le résultat en couplant les deux.

Le schéma a l'ordre deux en temps a les mémes propriétés que celui a ’ordre un, en
effet le schéma de Heun @ consiste a effectuer les deux schémas de volumes finis (|5.28
et . Des Propositions @et , les deux schémas de volumes finis (5.28)) et ((5.29
sont H-stable et préserve les états u et p constants. Il en est de méme pour la moyenne
car elle s’effectue entre deux étQats appartenant a la méme composante connexe
(convexe) de H car si W' € Qy, Win+§ € Qo (et de méme pour €24). Ainsi I'étape ALE
du schéma a l'ordre deux en temps sera H-stable et préservera les états u et p constants.
En couplant I'étape ALE avec la projection mixte II™* nous obtenons les propriétés de

la Proposition [5.7.1]

Montrons que le schéma & 'ordre deux en espace a les mémes propriétés. Pour cela, il
suffit de constater que si W,* € Qq alors

W(Yi) € Qo,

ce qui est bien le cas. De plus, le fait d’effectuer la reconstruction MUSCL sur les variables
Y = (p,u,v,p, ) et non les variables conservatives (p, pu, pv, pE, pp) permet au schéma
numérique de continuer a préserver les états u et p constants & 'interface des deux fluides.

O

Remarque 5.7.1. Le fait d’effectuer la reconstruction MUSCL sur les variables Y =
(p,u,v,p, ) et non les variables conservatives (p, pu, pv, pE, pp) permet au schéma numé-
rique de continuer a préserver les états u et p constants a l'interface des deuz fluides.
Nous n’avons pas montré le caractére entropique de la solution numérique, cependant sur
les différents tests numériques nous n’avons pas rencontré de probléme.

5.7.4 Reésultats numériques

Nous souhaitons comparer les courbes de convergence obtenues avec les deux schémas
numériques ALE-projection-mixte suivants, pour lesquels les vitesses {; 1 des frontieres
2

Titl sont ALE (4.12)),
— le schéma & l'ordre un utilisant le solveur de relaxation pour 1’étape ALE ([5.20))

que nous couplons ensuite a la projection mixte II"**| ce schéma sera référencé par

« ALE-Relax-Ordrel »,

178



5.8. Conclusion

] Quantitiés ‘ x<0 ‘ x>0
p(kg.m=3) | 50 | 45.32835
u(m.s~1) | —10 | 120.41666
v(m.s~ 1) 0 0

p(Pa) 3eb 3eb
%) 1 0
~ 1.4 1.6
Doo 0 0

TABLE 5.5 — Etats initiaux pour le cas d’une double détente illustrant le passage a 1’ordre
deux dans les 1-onde et 5-onde.

— le schéma & l'ordre deux en temps et en espace utilisant le solveur de relaxation
pour l'étape ALE que nous couplons ensuite & la projection mixte II™*, ce
schéma sera référencé par « ALE-Relax-Ordre2 ».

Du fait de la projection aléatoire II™*  le schéma numérique & I'ordre deux retombera

a l'ordre un a l'interface des deux fluides. Afin d’illustrer 'ordre deux dans les 1-onde et
5-onde, nous allons considérer un test numérique pour lequel la masse volumique p, les
vitesses u et v et la pression p seront continues a la discontinuité de contact. L’interface
des deux fluides est localisée & I'instant initial ¢ = 0s en x = 0 m et les états droit et
gauche du probléme du Riemann sont donnés dans le Tableau[5.5] Les 1 et 5-ondes seront
des ondes de détentes.

Nous effectuons une étude de convergence sur la masse volumique p, la vitesse u, la pres-
sion p et la fraction de masse de gaz ¢ au temps final ¢t = 0.002 s sur le domaine [—0.5;0.5]
pour les deux schémas numeérique « ALE-Relax-Ordrel » et « ALE-Relax-Ordre2 ». Pour
chaque variable Z € {p, u,p, ¢}, nous calculons I'erreur en norme L' de la solution numé-
rique par rapport a la solution exacte

N
1
errory = ———— Zh | Z; — ZEzaCt(:vi) | .
Tmax — Tmin i—1

Les résultats sont présentés sur la Figure les courbes de convergence sur la masse
volumique p, la vitesse u et la pression p obtenues avec le schéma & 'ordre un « ALE-
Relax-Ordrel » ont une pente d’environ —0.7 alors que celles obtenues avec le schéma a
lordre deux « ALE-Relax-Ordre2 » ont une pente d’environ —0.85. Le passage a I'ordre
deux améliore significativement la résolution des 1-onde et 5-onde. Cependant, la courbe
de convergence de la fraction de masse de gaz ¢ nous montre que le passage a 'ordre deux
n’améliore pas la résolution de la discontinuité de contact, nous retombons a ’ordre un a
cause de la projection aléatoire.

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons poursuivi la construction des schémas ALE-projection
introduits au Chapitre [4, ces schémas numériques se décomposent en deux étapes. Dans
une premiére étape, nous résolvons le systéme d’équations (5.4

OW + 8, F(W) =0,
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FIGURE 5.12 — Erreurs en norme L! sur la masse volumique p, la vitesse u, la pression p et
la fraction de masse de gaz ¢ au temps final t; = 0.002 s pour le cas d’une double détente
(voir Tableau . Les courbes de convergence sur la masse volumique p, la vitesse u et la
pression p obtenues avec le schéma & 'ordre un « ALE-Relax-Ordrel » ont une pente d’en-
viron —0.7 alors que celles obtenues avec le schéma a I'ordre deux « ALE-Relax-Ordre2 »
ont une pente d’environ —0.85. Le passage a 'ordre deux améliore significativement la
résolution des 1-onde et 5-onde. Cependant, la courbe de convergence de la fraction de
masse de gaz ¢ nous montre que le passage & l'ordre deux n’améliore pas la résolution de
la discontinuité de contact, nous retombons

de la projection aléatoire.
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muni de la loi de pression des gaz raides (5.2)) sur un maillage mobile avec le schéma de
volumes finis ([5.5). A partir d’approximation W/ de la solution exacte sur les cellules
1
2

C;, = ]a; au temps t,,, nous obtenons des approximations Wit

15T,
307 i

(2

WS W@t byt

A %

de la solution du probléme de Cauchy |D au temps ¢, | sur la cellule

1,— 1,— 1,—
Cin+, _]xﬁ-&-l, ;xﬁ-&-l, [7
=5 =5
2
ou
n+l,— n
l‘i+% _xz+%+§7,+%Atn

Nous avons constaté que si, a I'interface des deux fluides, nous déplagons les frontiéres x; 1
2

du maillage & la vitesse §?+ 1 de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution
exacte ou approchée du probléme de Riemann R (Wi”, P -), I'étape ALE (schéma de
volumes finis ) du schéma numérique préservera le domaine d’hyperbolicité sans
diffusion H . Nous nous assurerons alors de 'hyperbolicité de la solution numérique a
chaque instant, de plus, I’étape ALE du schéma ALE-projection est conservative, satisfait
une inégalité entropique, préserve les états u et p constants & l'interface des deux fluides
et ne diffuse pas l'interface. Nous avons également présenté un solveur de relaxation qui
permet de préserver toutes ces propriétés et d’obtenir un flux nettement moins cher en
temps de calcul, en effet la résolution exacte du probléme de Riemann nécessite de résoudre
une équation non linéaire tandis que la solution du probléme de Riemann relaxé dépend
explicitement des états gauche Wy, et droit Wg.

Dans ce chapitre, nous avons décrit la seconde étape, I’étape de projection, permettant
de se ramener a la grille de départ. A partir des WZ-”H’_ définis sur les cellules C}' +1’_,
nous construisons une approximation W[‘H de la solution exacte W (-, t,+1) sur la cellule
C'i"Jrl = C;. Nous avons introduit différentes projections, la projection conservative [59] IT¢
, la projection aléatoire [55] II,, qui dépend d’un nombre aléatoire w €]0; 1],
la projection mixte [32] Tt et la projection non conservative sur ¢ II"“? (voir
Section . D’autres types de projections existent [12] 30], mais nous ne les présentons
pas dans ce manuscrit. La projection conservative I1¢ a I’avantage d’étre conservative mais
elle diffuse l'interface des deux fluides et introduit des oscillations sur la vitesse u et la
pression p & l'interface des deux fluides. De plus, elle ne préserve pas le domaine d’hy-
perbolicité et nous sommes confrontés a des problémes de stabilité dans certains cas. La
projection aléatoire II,, a 'avantage de préserver le domaine d’hyperbolicité sans diffusion
H et les états u et p constants & I'interface des deux fluides. De plus, elle est conservative
et entropique en moyenne. Cependant, nous avons constaté que dans le cas d’un choc fort,
la projection aléatoire II, introduisait des instabilités et ne permettait pas de converger
vers la solution exacte. Nous avons alors construit la projection mixte IT"™** qui consiste
a utiliser la projection conservative I1¢ dans les phases pures et la projection aléatoire II,,
aux interfaces entre les deux fluides. Cette approche préserve le domaine d’hyperbolicité
sans diffusion H, est conservative et entropique dans les phases pures. Elle est également
conservative en moyenne, satisfait une inégalité entropique moyenne sur H et préserve les
états u et p a l'interface des deux fluides.

En couplant la projection mixte IT™* avec 1'étape ALE précédemment décrite, nous
obtenons un schéma numeérique préservant le domaine d’hyperbolicité sans diffusion H,
conservatif en moyenne et satisfaisant une inégalité entropique moyenne sur H. De plus,
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il est exactement conservatif et entropique dans les phases pures. Il préserve les états u et
p constants & l'interface des deux fluides et résout exactement le cas d’une discontinuité
de contact entre deux fluides. Toutes ces propriétés sont satisfaites, que nous utilisions
le solveur de Riemann exact décrit dans la Section ou le solveur de relaxation (voir
Section . Nous avons alors comparé I'erreur numérique introduite par ces deux solveurs,
le solveur de relaxation fournit des résultats comparables a ceux obtenus avec le solveur de
Riemann exact. Le solveur de relaxation est nettement moins cher en temps de calcul, il
permet de diminuer d’un ordre de grandeur de 50 les temps de calcul lorsqu’ils sont réalisés
sur des processeurs de type GPU. En effet, pour le solveur exact, nous devons résoudre de
maniére itérative une équation non linéaire tandis que pour le solveur de relaxation les flux
s’expriment explicitement en fonction des états gauche Wi, et droit Wg (voir la formule
(4.76])).

Nous avons ensuite comparé les résultats obtenus avec les schémas ALE-projection
mixte a l'algorithme « Single Fluid » d’Abgrall et Karni (voir Section , I’algorithme
« SA » de Saurel-Abgrall (voir Section , et 'algorithme Lagrange-projection non
conservative sur ¢ (voir Section sur le cas d'un tube a choc avec une forte dis-
continuité de la vitesse transversale v. Les résultats obtenus avec les deux schémas ALE-
projection mixte fournissent de trés bons résultats, I’erreur introduite est plus faible qu’avec
les autres schémas et la conservation globale des différentes variables est préservée. Les sché-
mas « Single Fluid », « SA » de Saurel-Abgrall et celui faisant intervenir la projection non
conservative sur ¢ introduisent un transfert de masse du liquide vers le gaz et une perte
d’énergie au cours du temps (du fait de la manipulation non conservative ou ),
cette perte d’énergie conduit & une perte d’hyperbolicité dans certains cas.

En conclusion, les schémas ALE-projection mixte fournissent d’excellents résultats sur
les différents tests étudiés, méme pour une forte discontinuité de la vitesse transversale v.

Nous allons maintenant appliquer notre construction a des cas de calculs physiquement
plus réalistes.

Dans le Chapitre [0, nous adapterons les schémas ALE-projection mixte afin d’étu-
dier le comportement d’une bulle sphérique de gaz dans un liquide & ’aide d’un modéle
unidimensionnel axisymétrique.

Dans le Chapitre [7], nous étendrons le schéma numérique ALE-projection mixte a la
dimension deux.
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CHAPITRE 6

Schéma ALE-projection aléatoire et
schéma équilibre pour la simulation
d’écoulements bifluides compressibles
en coordonnées sphériques

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, il s’agit de modéliser une bulle sphérique de gaz immergée dans
un liquide. Nous considérons une bulle de gaz initialement dilatée, dans un liquide (voir
Figure . La pression dans la bulle est supposée trés faible. Par conséquent, le rayon
de la bulle va avoir tendance & diminuer. Aprés un régime oscillatoire, la bulle atteint un
rayon d’équilibre. Nous nous intéressons & la phase transitoire, c¢’est-a-dire & la position
de l'interface liquide-gaz au cours du temps. Introduite par Rayleigh en 1917, I’équation
de Rayleigh-Plesset décrit la dynamique d’une bulle sphérique de gaz dans un liquide. Le
modeéle de Keller-Miksis [79], que nous détaillerons ci-dessous, en est une généralisation.

Nous décrirons par la suite un systéme physique permettant d’étudier ce phénomeéne.
Le systéeme global est décrit par les équations d’Euler, auxquelles nous adjoignons une loi
d’état caractérisant le comportement thermodynamique de chaque phase. Nous supposons
que le systéme ne fait pas intervenir de transfert de masse. Une variable de couleur ¢ est
introduite pour identifier les phases liquide et gazeuse, elle vaut 1 dans le gaz et 0 dans
le liquide. La pression du fluide dépend de cette variable de sorte que le liquide et le gaz
suivent respectivement une loi de gaz raide et une loi de gaz parfait. Nous avons

p(pye, ) = (v(¢) — 1) pe =7 (¢) Poo (), (6.1)

avec

7 5 si Y = 1a
Y(p) =<
Viigs S1 @ =0,

{poo,gaz =0, sip=1,

Poo(p) = .
Poo,liqy S1 @ = 0.

La variable de couleur ¢ est transportée par le fluide et permet le suivi de l'interface
liquide-gaz. De maniére & nous affranchir d’une modélisation tridimensionnelle cotiteuse,
nous nous placerons en géométrie sphérique. Malgré son aspect anodin, ce modéle s’avére
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6.1. Introduction

Eau
p =

FIGURE 6.1 — Bulle de gaz dans le liquide. La bulle de gaz a un rayon R. La bulle de gaz
est initialement dilatée, son rayon va osciller au cours du temps, nous nous intéresserons a
I’évolution du rayon de la bulle au cours du temps.

particuliérement délicat a simuler numériquement. Le calcul, qui est presque monodimen-
sionnel puisque nous avons supposé la symétrie sphérique, peut durer plusieurs jours sur un
ordinateur de bureau actuel. Il est de plus nécessaire de traiter soigneusement l'interface,
faute de quoi le calcul est peu précis, voire instable [73].

Le modéle complet peut se mettre sous la forme
O(AW) + 0, (AF(W)) = S(W)0, A.

Les termes sources sont issus de la formulation en coordonnées sphériques. La fonction A
étant une fonction connue, dépendant uniquement du rayon r, nous souhaitons adapter
lalgorithme « ALE-projection mixte » décrit dans les Chapitres [ et [5l Nous proposerons
deux schémas numériques qui correspondent & deux moyens différents de traiter le terme
source du systéme d’équations. Nous testerons les deux algorithmes sur le cas d’'une bulle
faiblement dilatée a 'instant initial et le cas d’une bulle fortement dilatée & I'instant initial.
Nous expliquerons une méthode permettant, a partir du rayon d’équilibre de la bulle, de son
rayon a 'instant initial et de la vitesse du son dans le liquide, de calculer une approximation
des variables thermodynamiques a 'intérieur et a ’extérieur de la bulle a I'instant initial
de maniére & initialiser le calcul pour le modeéle compressible. Le cas de la bulle fortement
dilatée est plus difficile & traiter, il correspond a I'implosion d’une bulle de cavitation,
la pression a lintérieur de la bulle est quasiment nulle. Ces deux schémas numériques
n’assurent pas une pression numérique continue a l'interface gaz-liquide. Nous testerons
alors une nouvelle approche.

Nous suivrons une autre approche, dite "well-balanced", basée sur les travaux de Green-
berg et Leroux [62, [63] et consistant & traiter la variable A comme une inconnue artificielle
du systéme. Nous utiliserons également des travaux plus récents |7, [57, [71]. Nous construi-
rons un schéma ALE-projection équilibré qui permettra de ne pas diffuser l'interface de la
bulle, de préserver une pression et une vitesse continues a l'interface de la bulle et de préser-
ver les solutions stationnaires. Nous validerons le schéma ALE-projection mixte équilibré
sur un test pour lequel nous pouvons calculer la solution exacte, puis nous le testerons sur
le cas de la bulle faiblement dilatée et le cas de la bulle fortement dilatée a 'instant initial.
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6.2. Modéle de Keller Miksis

6.2 Modéle de Keller Miksis

Nous présentons tout d’abord le modéle de Keller-Miksis qui est un modeéle d’Equations
Différentielles Ordinaires permettant d’approcher 1’évolution du rayon Ry de la bulle de
gaz au cours du temps. Nous reprenons la présentation de [79] et [91].

Nous nous placons en géométrie sphérique, la pression p ne dépendra que du rayon r,

b= p(?", t)'
Pour un gaz parfait isentropique, la pression dépend du rayon r selon I’équation
(1) = K=, (6.2)

ol 7y > 1 est le coefficient polytropique et K une constante déterminée pour le gaz considéré.
Ainsi, si nous supposons que le gaz & 'intérieur de la bulle de rayon R est isentropique,
pour r < Ry nous pouvons écrire

pp(r) = Kr—®, (6.3)

Nous supposons également qu’a I'interface de la bulle, la pression p & I'intérieur de la bulle
est égale & la pression du liquide & I'extérieur de la bulle

po(Rp) = p(Rp, t), (6.4)

et qu’il existe un potentiel de vitesse ®(r,t). La vitesse Rj(t) de la surface de la bulle est
égale & la vitesse du fluide & 'interface de la bulle

Ry(t) = 0,®(Ry, t). (6.5)

Le potentiel de vitesse, la masse volumique et la pression p satisfont aux lois de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement

Op + 0r® Opp + pAP =0, (6.6)
p (0pt® + 0,90, @) + Opp = 0. (6.7)

Nous cherchons Ry, p, p et ® satisfaisant les équations - pour des conditions
initiales données.

En supposant que ®*° = &(r = o0) = 0, 0,P(r = 00) = 0 et p(c0) = p*°, puis en
intégrant entre r et 400, il vient

(o]

1 9 LA |
— 0 ® — —(0,P)" + —dp = 0. (6.8)
2 » P

La vitesse du son c satisfait ¢ = 0pp [92], en I'injectant dans et en différenciant par

rapport a t, nous avons
2

c
875,5(1) + 87~(I)87~t(19 + ;atp =0.
D’apreés , nous pouvons éliminer dp et se ramener a

Op pOy ®

1 1
cjatt@ - Aq) = —gaTQarté +
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6.3. Modéle compressible

Pour un fluide quasi-incompressible, ¢? est grand et 0,p petit sauf a linterface. Le
membre de droite est donc négligeable par rapport au terme de gauche. Nous supposons
également que p = pg avec pg constante. Nous nous ramenons alors & I’équation des ondes

1
20u® — A =0. (6.9)
Par ailleurs, de la formule , nous en déduisons
(o'} 1 2
p=p>7—po| 0P+ 5(87~q)) .

Notons d(Rp) la différence de pression divisée par p(Rp)

Ry) —p™  KR,M —p>
6(Rb) _ pb( b)p p — b p ,

c’est-a-~dire en 7 = Ry(t)
1
§(Ry) = —0,® — 5(8,@)2. (6.10)

Nous écrivons la solution de I’équation des ondes pour deux fonctions f et g arbitraires

@(r,t):%f (t—ZO) —i—%g <t+;>,

que nous injectons dans (6.10)) pour éliminer 0;®, nous nous ramenons a 1’équation de

Keller-Miksis
<1 - RW)) Ry(t) Ry (t) + gRg(t)Q (1 — Rg(t))

Co 3700
_ Ry(@)\ po(t) —po | Ro(t) -
a <1 - zo ) 00 * £0Co py(t) (6.11)

ou pp est donné par la relation (6.3)).

6.3 Modéle compressible

Nous choisissons de décrire le fluide par les variables macroscopiques que sont la masse
volumique p, le vecteur vitesse u, 1’énergie totale F, dépendant de la variable d’espace
x € R? et du temps t € R,. L'évolution dynamique du fluide obéit aux principes de
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie. En négligeant les
effets de dissipation thermique et visqueuse et la gravité, nous obtenons le systéme des
équations d’Euler en dimension trois

Op + div(pu) = 0, (6.12)
d(pu) + div(pu @ u+ p) =0,
O(pE) + div ((pE + p)u) = 0. (6.13)

Afin d’identifier les phases liquide et gazeuse, nous introduisons la fraction de masse de
gaz, indicatrice de la zone liquide, telle que :

1, dans le gaz,
p(z,t) = o
0, dans le liquide.

186



6.3. Modéle compressible

L’interface, se déplagant a la vitesse du fluide, la quantité ¢ satisfait I’équation de transport
Oip+u-Ve=0. (6.14)

Cette équation est équivalente a I’équation de conservation de la masse de gaz
O(pp) + div(ppu) = 0. (6.15)

Cette derniére équation assure qu’il n’y a pas de transfert de masse entre le liquide et le
gaz. Une relation supplémentaire est nécessaire pour clore le systéme. Nous ajoutons une
loi de pression p, du fait de I'invariance galiléenne des équations d’Euler, la pression p peut
s’écrire sous la forme

p = p(p; pe, pp),
ou ’énergie interne e est donnée par
[u?
2

Nous supposerons ici que la pression p suit une loi de gaz raide

e=F —

p(pye, ) = (v(¥) — 1) pe =7 (¢) Poo (¥) , (6.16)

Ygazs si p=1,
V() = .
Vig, S1 @ = 07

DPoo,gaz = 0, si Y = 1,
Poo(p) = .
Poo,lig, S1 @ = 0.

Le gaz suit une loi de gaz parfait (pec gaz = 0) et le liquide est décrit par une loi de gaz
raide. Nous pouvons alors écrire

p(X, t) =D (p(x, t)’ 6(X7 t)v (P(Xv t)) :

Puisque nous nous intéressons a la dynamique d’une bulle sphérique, il est plus commode
de se placer en géométrie sphérique. Considérons alors le changement de variable

X = ($1,$2a553) = (7‘,0,7#),

r=/2? 4+ 23 + 23,
x1 = rsin(f) cos(¥),
x9 = rsin(f) sin(¥),

xg = rsin(V),

avec

puis en supposant 1’écoulement invariant par rotation, nous définissons les fonctions

p(r,t) = p(x, 1),
u(r,t) = u(x,t),
E(r,t) = E(x,t),
@(r,t) = p(x,1),
p(r,t) = p(x,t),



6.4. Deux schémas numériques aléatoires

le systéme (6.12))-(6.13)) couplé & (6.15)) s’écrit sous la forme non conservative

O (r*p) + 0, (r*pu) =0, (6.17)
O (r?pu) + 0, (r*(pu® +p)) = 2rp,
O (r*pE) + 0, (r* (pE + p) u) =0,
O (r*pp) + 0, (r*pug) =0, (6.18)

ou la vitesse u est la premiére composante du vecteur u. En effet, comme les autres com-
posantes du vecteur @ n’évoluent pas, nous les supprimons du systéme d’équations.

Remarquons que nous nous sommes ramenés a 1’étude d’un systéme monodimensionnel
— avec un terme source. Par souci de lisibilité, nous nous affranchirons désormais
des ~. Nous écrivons alors le systéme — sous la forme non conservative

O (A(r)W) + 0, (A(r)F(W)) = A'(r)B(W), (6.19)
A(r) =12,
W = (p, pu, pE, pp)7,
F(W) = (pu, pu® + p, (pE + p)u, ppu)”, (6.20)
A'(rYB(W) = A'(r)(0,p,0,0)T.

6.4 Deux schémas numériques aléatoires

Nous allons présenter deux schémas numeériques basés sur le fait que la fonction A est
connue et vaut A(r) = r? sur le domaine d’étude [0; 7max]. Le vecteur d’inconnues W vaut
alors W = (p, pu, pE, pp)T. Afin de résoudre numériquement le systéme d’équations ,
nous choisissons d’adapter le schéma ALE-projection présenté aux Chapitres [ et [5l Nous
déplagons le maillage a la vitesse du fluide au niveau de 'interface de la bulle. Ce choix
permet d’améliorer la résolution de I'interface de la bulle et de ne pas introduire de zone de
mélange. En effet, la fraction de masse de gaz ¢ ne sera pas diffusée au cours du temps, elle
ne prendra que les deux valeurs 0 et 1 : 1 dans le gaz et 0 dans le liquide. Nous cherchons
une approximation

n 1 Ti*% n
Wi = v A(r)W (r, t")dr,
7 7‘1_7%
ol le volume de la cellule C; = ]r 1T [ vaut

2 2
Tl

V., = > A(r)dr. (6.21)
T
32

Au temps initial ¢ = 0 s, nous supposerons que l'interface de la bulle coincide avec une
frontiére de cellule.

Nous allons maintenant décrire deux algorithmes permettant de traiter différemment
le terme source du systéme (|6.19)).
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6.4. Deux schémas numériques aléatoires

6.4.1 Le schéma « ALE-projection mixte avec pA’(r) »

Le premier schéma numérique proposé consiste a utiliser un splitting d’équations, nous
séparons la résolution du systéme (6.19) en deux étapes :
— dans une premiére étape, nous résolvons le systéme

O (AW) + 0,(AF(W)) = 0, (6.22)

entre les temps t,, et t,41 & 'aide d’'un schéma ALE-projection. Comme la fonction
A est connue et continue sur le domaine d’étude, nous pouvons utiliser un schéma
de type ALE-projection, nous devrons par contre tenir compte de I’évolution de A
si nous déplacons les cellules du maillage. A partir d’approximations W/ sur les
cellules C;, nous obtenons des approximations WZH% sur les cellules C;.

— dans la deuxiéme étape, nous résolvons le systéme

O (AW) = A'(r)B(W), (6.23)

entre les temps ¢, et t,41. A partir d’approximations T/Vin—i_5

obtenons des approximations I/Vi"'H sur les cellules C;.

sur les cellules C}, nous

Etape ALE-projection

L’étape ALE-projection se décompose en deux étapes, dans une premiére étape, nous
résolvons le systéme sur un maillage mobile et dans la deuxiéme étape nous effectuons une
projection afin de nous ramener au maillage initial. Pour la premiére étape, nous devons
veiller & tenir compte de I’évolution de la fonction continue A si nous déplacons le maillage
entre les temps £, et ¢ ;.

Etape ALE : La premiére étape consiste & résoudre le systéme a ’aide d’un
schéma ALE-projection. Les frontieres de la cellule C; peuvent se déplacer entre les temps
tn et t, 1, nous avons

n+%,— n
TZ'—&—% :T1+%+£1+%Atn
Dans un premier temps, nous résolvons le systéme entre les temps ¢, et ¢, sur un
maillage mobile a ’aide du schéma de volumes finis & I'ordre un

IS A N
— A FOVE W) (6.24)
ot Vj est le volume de la cellule C; en prenant en compte le terme géométrique A, donné
1 _ 1_
par (6.21]), Vin+2’ est le volume de la cellule C’;ff’
2
1 7“"+%’7
n+s,— itd
/AR /n+; A(r)dr, (6.25)
Toq
im3
Ai+% est la valeur de la fonction A en Tipl
2



6.4. Deux schémas numériques aléatoires

W = (p, pu, pE, pp)T est le vecteur d’inconnues et le flux numérique F est le flux de
Godunov

F(Wp,Wg,&) = F (R(WL,Wg,§)) — ER(WL, Wg,§),

ou le flux physique F' est donné par (6.20) et R(Wp,, Wg, £) est la solution exacte entropique
du probléme de Riemann

oW + 0, F(W) =0, (6.27)
Wy, sir<0

W(r,0) = { (6.28)

Wg, sir >0,

en § = & (voir Section .

La vitesse £" ; de la frontiére r., 1 entre les temps t, et ¢t , sera égale a la vitesse
i+1 p n+1 g

2 i+3
u;', 1 de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution du probléme de Riemann
2
R(W{, W ,-) si nous sommes & l'interface de la bulle et égale & 0 sinon :
: 1 1
n o _ { uf s st (e —3) (P —3) <0,

2, (6.29)
0 sinon.

. 1 _
Etape de projection : Nous disposons maintenant de valeurs VV;H_Q’ (voir (6.24]))

At :] aF i [ Afin d’obte-

approchant la fonction W (r, t,11) sur les cellules C; it T
2 2

nir une approximation sur le maillage initial, nous effectuons une projection. Nous adaptons
la projection mixte IT™X* décrite au Chapitre . Du fait du terme géométrique A, elle ne
s’écrit plus exactement sous la méme forme.

— Si la cellule C; n’est pas située a l'interface liquide-gaz, c’est-a-dire si

(#f1 = 3) (@ = 5) >0,
et

1 1
(97 = 3) (P21 —3) > 0,
1_
nous avons £ , =&, =0, donc C’in T27 = 0 et il est naturel de prendre
2 2

Wit e

7 7
— Si la cellule C; est située a une Uinterface liquide-gaz, c’est-a-dire si

(¢ = 3) (e —3) <0,
ou

(or —3) (¢ — 3) <0,

nous effectuons une projection de type Glimm ( voir Section [5.4.3). Nous construi-
sons une suite aléatoire w, €]0, 1[ et suivant le nombre w,, obtenu, nous prenons

n+%,f . n+%,f
W,y si wnV; <Vip*
1 1 1 1
nt+s ntg,— . n+s,— n+3,—
Wy 2=q W st Vip SwVi<Vi=Vig®
1 1
n+s,— . n+s,—
Wii? s1 wnV; >V, =Vip®
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6.4. Deux schémas numériques aléatoires

ou
il _ T, lerax(O,{Zil )ALy
Vo, = / ? ? A(r)dr, (6.30)
) r L
iy
1 il
e / + A(r)dr. (6.31)
’ o+ (og )Atn
iy
1
Le terme géométrique A apparait dans les volumes V et V 2" de sorte que

la prOJectlon aléatoire préserve en moyenne les Varlables AW du systeme conservatif

. En effet, si w,, suit une loi uniforme sur ]0; 1], nous avons

1 Tmax
/ / A(T)W""'%drdw

_/ /“r2 n+2d7“dw
0 1<i<N/Ti-}
1
z+% n—&-l,—
_ Z/ A(r)/ By W
1<i<N /7] 0 0; L
7
n"’_%v_ n+%7
+h it d e (w)W; + I et (W)W dwdr
Vie 4 ViR ViR
[ ’ 2 Vi ’
7’L+%,— n+%7_ TL+%,—
=S Ty ViL AT 1 Vir ViL AT
- (T) Vv i—1 + - \V - Vv 7
1<<N Tk ¢ i i
TL-‘r%,— 1
i,R n+§7
+ v Wi dr,
”"'2’ "+27 ntg,— ntg,— ntg,— nt gty
E: -1 Vi=Vig -Vir W; +Vir® Wi
1<i<N

- / AW 2 dr.

Prise en compte du terme source pA'(r)

Nous avons décrit ’étape ALE-projection permettant de résoudre le systéme ((6.22

des cellules C; = }ri_ 157 [ Décrivons maintenant la résolution du systéme (|6.23
2 2

les cellules C;.
En intégrant le systéme d’équations (6.23]) a I'ordre un sur le rectangle

QI:]Ti 7 Z"r [X]tn;tn+1[7
nous obtenons une approximation I/Vi”Jrl de W sur la cellule C; au temps t,11

1
v,wrtt = v 2+AtnB<Win+2)(Ai+1—Ai ).

_1
2 2
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6.4. Deux schémas numériques aléatoires

6.4.2 Le schéma « ALE-projection mixte avec A0,p »

Nous présentons une autre méthode permettant de traiter le terme source du systéme
(6.19). Pour cela, nous écrivons le systéme ((6.19) sous une autre forme. Pour des solutions
réguliéres, nous pouvons écrire le systéme (6.19)) sous la forme

O(Ap) + 0 (Apu) = 0, (6.32)
8 (Apu) + 8, (Apu®) + Ad.p =0,
O (ApE) + 0, (A(pE + p)u) =0,
I (App) + 9, (Appu) = 0, (6.33)

oit A = A(r) = r? est une fonction continue. Nous écrivons le systéme (6.32)-(6.33) sous

la forme non conservative
O (AW) + 0, (AF,(W)) 4+ A(r)0,G(W) = 0, (6.34)
ou

W = (p, pu, pE, pp)",
Fy(W) = (pu, pu?, (pE + p)u, ppu) ",
A(r)0,G(W) = A(r)(0,0,p,0,0)".

Remarque 6.4.1. La seconde composante du fluz Fy est différente de la seconde compo-
sante du flux F' du modéle d’origine .

Nous adaptons le schéma de différences finies proposé par Ben-Artzi et Birman dans
[15]. Les frontiéres de la cellule C; peuvent se déplacer entre les temps ¢, et ¢, ;, nous
avons

n+l,— n
Tipl Tl Sip1Btn,

ol la vitesse 5;.";1 de la frontiere 7, 1 entre les temps ¢, et ¢, ; sera égale a la vitesse
3 2
u?_i_ , de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution du probléme de Riemann
2
R(W*, W |,-) si nous sommes a l'interface de la bulle et égale & 0 sinon (voir la formule

(6.29)).

Nous écrivons
1 1
n+1l,—yrn+l,— _ yrnyimn nts n n n n+i n n on
Vit W =Vi'Wi' = Aty <A,~+§ B(Wi, Wik, &) A B(Wity, Wi, €24

B A?+% <G (R(Wi", Wi11’€?+%)) e (R(W[‘_l, Winafﬁr%))) ;
1

N n+z N
ol Ai+ ;* est la valeur de A au temps ¢, + Aﬁ" sur la frontiére r,

n 2
§i+%

41 se déplagant a la vitesse
2

n+i Atn Atn 2
Ai+§ =4 (TH; +€?+§ 2 ) - (TH; +5?+§T ’

A™F? est une approximation de la valeur de A sur la cellule C; au temps t, + 2k

7 2
n—l—l Atn Atn
4 2214(%;*5&;2”@—;*5?—; 2 )
At, At, \ 2
B <71‘+;+5?+;2 Ty T > ,
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6.4. Deux schémas numériques aléatoires

et le flux numérique Fy vaut
Fy(Wr, Wk, §) = Fo(R(Wr, Wg,§)) — ER(WL, W, €)),
ou R(Wp,Whg, &) est la solution exacte entropique du probléme de Riemann
W + 0, F(W) =0,
oo {55

en § = & (voir Section [2.6)).

Remarque 6.4.2. Comme la deuziéme composante du flux Fs est différente de la deuxiéme
composante du flux F', la deuzieme composante du flux numérique Fo sera différente de la
deuxieme composante du flur numérique F. Par exemple pour un flux lagrangien nous
avons

FQ(M/: W:“) = FQ(W) —ulW = (0,0,Up,O),

P . . 1.—
Avec cette écriture, nous obtenons une approximation VVinJr "~ de W™t sur les cellules

CinH’_ = 7"7,1+11’_; r?jll’_ [ Afin d’obtenir une approximation de la solution sur les cellules
-3

C;, nous effectuons la projection mixte, décrite pour 'algorithme « ALE-projection mixte
avec pA’(r) » (voir Section [6.4.1]). Si la cellule C; n’est pas située a U'interface de la bulle,

nous avons

1.—
Wt = Wit

7
et si la cellule C; est située a l'interface de la bulle, nous avons

(pP1—3) (¥ —3) <0,
ou

(07 —3) (o1 —3) <0,

et nous effectuons une projection de type Glimm. Nous construisons une suite aléatoire
wp, €]0, 1] et

1
n+1,— . n+s3,—
W, si wyV; < VLL ,
1 1
n+l __ n+1,— - n+3,— n+3,—
Wi = W si Vz‘,L <w,V; < Vi—Vi’R ,
1
n+1,— . n+3,—
W, si wpV; >V, — Vz’,R ,

avec
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Condition CFL

Comme nous considérons des schémas ALE, la condition de stabilité pour les deux
précédents schémas numériques « ALE-projection mixte avec pA’(r) » et « ALE-projection
mixte avec Ad,p » est la méme. Le pas de temps At,, doit satisfaire

2V, 1
At, < max T Vi . (6.35)

A,
T e

1 n
2 U. 1 _6 1 1
gy i3 2

Nous devons aussi nous assurer que le volume des cellules ne devient pas négatif, c’est-a-dire

1 T. 1 - 7".71
At, < -—max | —2 "2 | (6.36)
2 | uii% | +Ci:ﬁ:%

Le pas de temps At,, doit satisfaire les deux conditions (6.35) et (6.36]).

6.4.3 Schéma numérique « GFM »

Dans cette section nous présentons l'algorithme GFM utilisé a I’Université d’ Aachen par
Mathieu Bachmann et Sieggfried Miiller. L’algorithme GFM est une méthode eulérienne
basée sur la méthode « Ghost Fluid » de Fetkiw [50] et permettant d’améliorer la résolution
de l'interface des deux fluides pour des écoulements bifluides compressibles. Avec cette
méthode, la fraction de masse de gaz ¢ sera diffusée au cours du temps et sera vue comme
une fonction levet-set, si ¢ > % nous supposerons que nous sommes dans le gaz et sinon
nous sommes dans le liquide. Les coefficients pour la loi des gaz raides seront alors
donnés par

: 1

Ygazs Sl @ > 35,

V(p) = { . 2
Viig, SINOL,

" 1
Poo,gaz = 07 SL @ > b
Doo,ligs SINON.

Le schéma se décompose en trois étapes :
— Dans un premier temps, nous mettons a jour les variables W = (p, pu, pE)T a I'aide
du schéma de volumes finis

1
1217

+ At BW) (A, 1 — A, 1), (6.37)
2

VW = VW — Aty (A, FT — A FMT)
1 i+5 z+§

N

11—

N|=

ott A, 1 est la valeur de la fonction A en r; 1 donnée par |i et V; est le volume

de la cellule C; donné par (6.21). Les flux aux frontieres r; 1, FZI et F;r{, sont
1 1 1

déterminés par la méthode « GFM » qui est une variante de la méthode « Ghost
Fluid » de Fetkiw [50].
Si la frontiere r,, 1 sépare deux fluides de la méme phase

+2
1 1
<80? - 2> <80?+1 - 2) > 0,
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nous prenons le flux conservatif de Godunov

FV =F"7 = F(R(W",W['.1,0)),

i+ 5 its g

ot F(W) = (pu, pu? + p, (pE +p)u ) et R(Wp,Wg,0) est la solution exacte du

probléme de Riemann - en 7 =0 (voir Section

A TVinterface des deux ﬂuldes

1 1
(80? - 2> (SO?H - 2) <0,

nous utilisons un flux non conservatif. Nous résolvons tout d’abord le probléme de
Riemann R(W; , W/, ,,-) entre deux cellules dans des phases pures, la vitesse de
la discontinuité de contact séparant les deux fluides est notée uy et les deux états
de part et d’autre de la discontinuité de contact sont notés Wy et Wi g

Wip = lim ROW,, W/, §),

§~>u1

WIR = lim R(W'L 1 ﬁrQ?f)'

5~>u1

Nous connaissons alors les masses volumiques py 1, et pr g, la vitesse uy et la pression
pr qui sont continues & travers l'interface. Nous remplacons alors les états W,* et
W/t des cellules C; et C;y1 par

" mn
P; = PI,L, Piy1 = PLR,

n

— noo_
U; = Uy, Ui = Ujg,

Y2

p{ =p1, Diy1 =PI

Les flux a l'interface des deux fluides sont alors donnés par

sl
3

=F(R(Wr,Wrr,0))=F(Wrp),
=F (R(Wrr, Wi, 0))=FWrR),

eS|
3

~ ~
+3F
wl= | ool |

et le schéma de volumes finis |i est modifi¢ de part et d’autre de I'interface r;, 1
2
VW = VW, — Aty (A, F T — A F™
’ 2 +2 T3 13
+ At, B(Wp ) (4,
Vit Wit = Vi Wi g — At (4, anE — 4,
2
+ At, B(W; g)(A.

Cette procédure est illustrée sur la Figure [6.2]

Dans un second temps, nous mettons a jour la fonction level-set (. Pour cela,
nous écrivons la derniére équation conservative du systéme sous forme non
conservative

Opp + udrp =0,
et nous la résolvons avec
1,— .
@1 = i — Aty (minuf, 1, 0)(0 1 — F) + max(ul 1, 0)(¢f — i)
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Fluid A Ghost Fluid A

!
|
|
i-2 [ i-1 i : |i+]1 |i+2
il A
T; T

[
L4 | [0l
U =U. i i
L7501 oyl Pir
I
| S S
\ \ VI \
i=2 |1 [ | i |2
Ghost Fluid B : Fluid B
Phase boundary

FIGURE 6.2 — Illustration du calcul des flux numériques a 'interface des deux fluides pour
le schéma numérique « GFM ». Pour mettre a jour les cellules C; et C; 1 nous résolvons le
probléme de Riemann R(W;™, W ,,-), nous obtenons alors deux états Wy et Wi g de
part et d’autre de la discontinuité de contact de vitesse u} puis nous remplagons W;* par
WI,L et Wﬁ'_l par WI,R-

De plus, la fonction level-set ¢ est périodiquement réinitialisée de maniére a éviter
une diffusion trop importante. La réinitialisation s’effectue en résolvant I’équation
de Hamilton-Jacobi

Op(r,t) + a(p)orp = S(p) (6.38)
o(r,t =0) = ga?“’*, re O,
avec
_ -1 si p<O0,
~ . Oprp ~ .~
a(p) ZS(w)w 3 S(@)=4q 0 si ©=0,
" 1 si ¢>0,

La fonction level-set est alors remplacée par sa valeur réinitialisée, nous prenons

et = 3(rt = 0), reC;

Cette procédure est décrite plus en détail dans [95].
— Dans un dernier temps, si la cellule C; a changé de fluide

1 L1
(#1-3) (7 -3) <o

nous recalculons les variables thermodynamiques de maniére a préserver une vitesse
u et une pression p continues a l'interface des deux fluides. A partir de Winﬂ =
(p, pu, pE)’;H, obtenu avec le schéma, de volumes finis , nous calculons sur la
cellule C; la pression p associée a la valeur initiale de ¢

n+l _ n+1l _n+1 n
P =pefT el e,

associée a cette pression pour la loi de pression associée,

cette fois, & la nouvelle valeur go?“

et = e(pp Pl i),
I R e (U o ()

(e = )t
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?+1’ obtenu avec le schéma de

Nous remplagons alors le vecteur VT/Z-”+1 = (p, pu, pE)

volumes finis (6.37)), par )
Wt = (p, pu, pB)1. (6.39)

Cette modification a été suggérée par Barberon [I0]. De plus, comme la masse
volumique présente un important saut au niveau de l'interface des deux fluides,
nous proposons également de modifier la masse volumique a l'interface. La masse
volumique est simplement remplacée par la valeur de la masse volumique dans la
cellule fantome « ghost cell » correspondante. Plus précisément, si

(eF = 3) (ei*' = 3) <0,
(o7 —3) (o — 3) <0,

avant d’effectuer une nouvelle mise a jour, nous remplagons la masse volumique

p?“ dans par

el pr,r, sila cellule C; devient du fluide B,

T

Pi pr.r, sila cellule C; devient du fluide A.

Cette construction permet au schéma numérique de préserver les états u et p constants a
I'interface des deux fluides. La troisiéme étape induit un transfert de masse et d’énergie
entre les deux phases. La modification de la masse volumique est similaire & celle effectuée
dans [49], ou la solution Wi”Jrl fournie par le schéma de volumes finis 1) est remplacée
par la solution du probléme de Riemann correspondant au nouveau fluide, c’est-a-dire

Wr.r, sila cellule C; devient du fluide B,

Wit
¢ Wrr, silacellule C; devient du fluide A.

Pour plus de détail, nous nous référons & [95, [§].

6.4.4 Conditions initiales et conditions aux bords

Nous avons décrit trois schémas numeériques basés sur un modéle compressible pour
étudier le comportement d’'une bulle sphérique de gaz dans une phase liquide. Nous al-
lons maintenant décrire une méthode permettant d’initialiser le vecteur d’inconnues W =
(p, pu, pE, pgo)T pour le cas d’une bulle sphérique de gaz dans une phase liquide. Nous
supposerons que les conditions initiales sont de la forme

Y, si r < Ry,

Y(r,0) = { (6.40)

YR, si > Ry,

ol R est le rayon initial de la bulle et Y est le vecteur de variables primitives ¥ =
(p;u, p, @)

Pour les conditions aux bords, nous prendrons des conditions aux bords de type mur
ou état miroir (voir Section au bord droit et au bord gauche.

Les états initiaux dans la bulle et dans le liquide ont été calculés de la méme maniére
que dans [95, 91, nous rappelons briévement la méthode ici. Le rayon d’équilibre R, est
le rayon pour lequel la pression a 'intérieur de la bulle est égale a la pression en dehors de
la bulle, c’est un équilibre statique. Par conséquent, & 1’équilibre, nous avons

20
Req ’

pi(Req) =po+
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ol pg est la pression atmosphérique standard et o la tension de surface. En négligeant la
tension de surface, nous obtenons

Di (Req) = Po-

Si nous supposons que le gaz a 'intérieur de la bulle suit une loi de gaz parfait pV = nRT
(R est la constante spécifique du gaz), nous obtenons la quantité de molécules (en [mol])
a l'intérieur de la bulle :

ToR  3ThR
ol T est la température standard. Si nous supposons que le rayon initial de la bulle vaut
Ry, en utilisant une loi de gaz adiabatique pour obtenir la pression a l'intérieur de la bulle
a l'instant initial en fonction de la pression a 1’équilibre statique pg

n— PoVo p047TRZ)q

Vg
pi(Ry) = po <R63q> : (6.41)
b

ol 74 est 'exposant polytropique du gaz. Nous obtenons alors la pression p;(Rjp) et comme
le gaz suit une loi de gaz parfait, la température est donnée par

Req 3(vg—1)
Ry '

T(Ry) =T <
En supposant que pp~7¢ est constant, nous obtenons

1
pi(Rb)> g
0 b

p(Rb) = P0,gaz <

oll Po,ga- €st la masse volumique du gaz & pression et température standards (po, 7p).

Nous supposons que Ty = 293.15 K, py = 10° Pa, Y9 = 1.4, po,ga- = 1.204 kg.m™3,
Viig = 3 and pg 14 = 1000 kg.m~3. Nous étudierons deux cas de compression d’une bulle de
gaz dans le liquide, les deux cas se distingueront par le rayon initial de la bulle et la vitesse
du son dans le liquide. Le premier cas est le cas le plus « facile » a étudier, il correspond
a une bulle « faiblement comprimée » et le second test correspond a un rayon initial de la
bulle nettement supérieur, dans ce cas la bulle sera « fortement comprimée ».

Bulle « faiblement comprimée »

Nous étudions ici le comportement d’une bulle d’air dans une phase liquide. Nous
supposons qu’a l'instant initial la bulle est faiblement dilatée, c’est-a-dire que le rayon
initial de la bulle vaut

Rinaz = Ry = 0.7469 x 10~* m,

alors que son rayon d’équilibre vaut
Rey = 0.692 x 10™* m.

Le calcul et le choix du rayon d’équilibre sont justifiés dans [95, O1]. Nous obtenons alors

P(Rimas) = T2567.68471 Pa,
T(Rimas) = 267.4867417 K,
p(Rmaz) = 0.9575410293 kg.m 3.
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Pour que les oscillations du rayon de la bulle soient plus lentes, nous supposons ici que la
vitesse du son dans le liquide vaut cg;; = 50 m.s~!. En utilisant la loi des gaz raides
dans le liquide, le choix de la vitesse du son & I’équilibre statique est équivalent a fixer le
coefficient p, en effet

Poolig = —— ———— — Do, (6.42)

et nous obtenons
Pooiq = 7-33333333 x 10° Pa.

Bulle « fortement comprimée »

Nous étudions ici le comportement d’une bulle de cavitation créée par une impulsion
laser. A partir des expériences réalisées a 1’Université de Gottingen [95], nous observons
expérimentalement que le rayon maximal de la bulle vaut Rq, = Ry = 0.7469 x 1073 m
et que le rayon d’équilibre vaut approximativement R., = 0.692 x 104 m. Nous obtenons
alors les masses volumiques, pression et température suivantes a I'intérieur de la bulle pour
un rayon maximal

P(Riaz) = 4.578711364 Pa,
T(Rpmaz) = 16.87727242 K,
p(Rimaz) = 0.0009575410292 kg.m 3.

Comme nous souhaitons comparer nos résultats aux résultats obtenus expérimentalement,
nous supposons ici que la vitesse du son dans le liquide vaut la vitesse physique du son
dans I'eau, soit cg ;4 = 1500 m.s~!. En utilisant la relation (6.42)), nous obtenons

Pootig = 749900000 x 10® Pa.

6.4.5 Résultats numériques

Nous comparons les trois algorithmes présentés dans les Sections [6.4.1], [6.4.2] et [6.4.3]
pour le cas d’une bulle faiblement comprimée et d’une bulle fortement comprimée. Dans
les deux cas, nous débutons le calcul au temps t = 0 s, quand le rayon de la bulle est
maximal, c’est-a-dire Ry = R4z Nous devons également choisir la taille du domaine de
sorte que l'onde se propageant vers I'extérieur de la bulle n’ait pas le temps d’interagir avec
le bord du domaine et de revenir modifier la position de l'interface. Dans le cas de la bulle
« faiblement comprimée », cette condition n’est pas si restrictive, car la vitesse du son dans
le liquide vaut seulement c;;; = 50 m.s~ L. Par contre, pour le cas de la « bulle fortement
comprimée », la condition est trés restrictive, car nous avons une vitesse du son dans le
liquide de I'ordre de ¢4 = 1500 m.s~!, nous devrons alors choisir un trés grand domaine
d’étude. Pour ces deux tests, nous allons étudier I’évolution du rayon de la bulle de gaz en
fonction du temps, nous pouvons localiser la position de l'interface de la bulle grace a la
fonction ¢. Nous comparons nos résultats a ceux obtenus avec la méthode de Keller-Miksis
(6.3) (voir [79,[05]). C’est un modéle d’Equations Différentielles Ordinaires permettant de
calculer approximativement le rayon de la bulle pour un rayon maximal R4, un rayon
d’équilibre R4 et une vitesse du son dans le liquide donnés, mais ce n’est pas la solution
exacte! Cependant, pour le cas de la bulle « fortement comprimée », les paramétres du
modéle de Keller Miksis ont été choisis afin qu’il fournisse un premier rebond identique
aux résultats expérimentaux obtenus & I’Université de Gottingen [95] sur une bulle d’air
créée par une impulsion laser.
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] Quantitiés ‘ Dans la bulle | Dans le liquide

p (kg.m™3) 0.9575 1000
u (m.s~1) 0 0
p (Pa) 7.2568 x 10 1 x10°
%) 1 0
y 1.4 3
Poo 0 7.333 x 10°

TABLE 6.1 — Etats initiaux & I'intérieur de la bulle de gaz et dans le liquide pour le cas de
la « bulle faiblement comprimée ». La pression & l'intérieur de la bulle est plus faible que
la pression du liquide, le bulle d’air va initialement se contracter.

Bulle faiblement comprimée

Dans ce cas, le rayon de bulle est maximal a I'instant initial £ = 0 s et vaut Ryqp =
0.7469 x 10~* m, son rayon d’équilibre vaut Req = 0.692 x 10~* m. A Tinstant initial, les
quantités physiques dans la bulle et dans le liquide ont été calculées dans la Section
et sont rappelées dans le Tableau Le temps final de calcul est ;4 = 5.5 x 107° s et
le domaine de calcul est [0; 20 R4

Les résultats sur I’évolution du rayon de la bulle de gaz en fonction du temps sont
présentés sur la Figure Les deux algorithmes « ALE-projection mixte avec pA’(r) » et
« ALE-projection mixte avec Ad,p », présentés dans les Sections et sont deux
moyens différents permettant de traiter le terme source du systéme ((6.19)). Les calculs
effectués avec ces deux algorithmes ont été réalisés avec une grille uniforme de 16000
cellules. Les deux algorithmes donnent approximativement les mémes résultats. Aprés le
premier rebond, les résultats divergent de ceux obtenus avec l'algorithme « GFM », qui
donne des résultats plus en accord avec le modéle de Keller-Miksis.

Contrairement au modéle de Keller-Miksis, nos algorithmes ont ’avantage de nous
fournir la masse volumique p, la vitesse u, la pression p et la fraction de masse de gaz ¢ a
chaque instant. Nous choisissons de tracer les profils de la fraction de masse de gaz ¢, de la
vitesse u et de la pression p quand le rayon de la bulle atteint la valeur Ry = 6.8 x 10™° m,
c’est-a-dire au temps t; = 6.47 x 1076 s et au temps t5 = 1.37 x 107° 5. Au temps ¢t = t; la
bulle est en train de se comprimer alors qu’au temps t = to, la bulle se dilate. Les résultats
sont présentés sur la Figure [6.4]

L’interface entre la bulle et le liquide est localisée au niveau du saut sur la fraction de
masse de gaz . Nous constatons qu’avec ces trois algorithmes la vitesse u et la pression p
sont continues a U'interface des deux fluides aux temps t = t1 et t = 9. Les trois algorithmes
donnent des résultats similaires sur la vitesse lorsque la bulle d’air se comprime (au temps
t = t1) et se dilate (au temps ¢ = t5). Dans le cas o la bulle se contracte ¢ = t1, la vitesse u
est négative, celle-ci va avoir tendance a décaler I'interface des deux fluides vers la gauche
et le rayon de la bulle va diminuer. Lorsque la bulle se dilate ¢t = to, la vitesse u est positive
au voisinage de l'interface de la bulle (r = Ry = 6.8 x 107> m), celle-ci va avoir tendance
a décaler l'interface des deux fluides vers la droite et a faire augmenter le rayon de la
bulle. Pour les graphes de pression p, il y a une petite différence entre les deux algorithmes
faisant intervenir la projection mixte et 'algorithme « GEM ». Avec I'algorithme « GFM »,
la pression au centre de la bulle r = 0 est 1égérement supérieure a la valeur obtenue avec les
algorithmes « ALE-projection mixte avec A'(r)p » et « ALE-projection mixte avec Ad,p ».
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0.000074

0.000073

0.000072

0.000071

0.000070

0.000069

0.000068

0.000067

0 0.00001 0.00002 0.00003 0.00004 0.00005
t(s)
o ALE-projection mixte avec pDA
+  ALE-projection mixte avec ADp
o GFM
Keller-Miksis

FIGURE 6.3 — Tracé de I’évolution du rayon de la bulle au cours du temps avec les al-
gorithmes « ALE-projection mixte avec Ad,p », « ALE-projection mixte avec pA’(r) » et
« GFM » pour le cas de la bulle « faiblement comprimée » dont les conditions initiales sont
référencées dans le Tableau Nous comparons les résultats & la courbe obtenue avec le
modéle d’Equation Différentielle Ordinaire de Keller-Miksis.
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| — | —
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o ALE-projection mixte avec pDA o ALE-projection mixte avec pDA
+  ALE-projection mixte avec ADp +  ALE-projection mixte avec ADp
°  GFM °  GFM

FIGURE 6.4 — Tracés de la vitesse u et de la pression p pour les algorithmes « ALE-
projection mixte avec A'(r)p », « ALE-projection mixte avec Ad,p» et « GFM » pour le
cas de la bulle « faiblement comprimée » dont les conditions initiales sont référencées dans
le Tableau [6.1] Nous tragons la fraction de masse de gaz ¢, la vitesse u et la pression p
aux temps t = t; = 6.47 x 107% s (la bulle se contracte) & gauche et t =ty = 1.37 x 1075 s
(la bulle se dilate) a droite. L’interface entre la bulle et le liquide est localisée au niveau
du saut sur la fraction de masse de gaz . La vitesse u et la pression p sont continues a
I'interface des deux fluides aux temps ¢ = t; et t = to. Les trois algorithmes fournissent
des résultats similaires sur la vitesse u et la pression p aux temps t = t; et t = to. Dans
le cas ot la bulle se contracte ¢t = ¢, la vitesse u est négative, celle-ci va avoir tendance
& décaler l'interface des deux fluides vers la gauche et le rayon de la bulle va diminuer.
Lorsque la bulle se dilate t = t9, la vitesse u est positive au voisinage de l'interface de la
bulle (r = R; = 6.8 x 1075 m), celle-ci va avoir tendance & décaler I'interface des deux
fluides vers la droite et & faire augmenter le rayon de la bulle.

202



6.4. Deux schémas numériques aléatoires

] Quantitiés ‘ Dans la bulle | Dans le liquide

p (kg.m™3) ] 0.9575 x 102 1000
u (m.s~1) 0 0
p (Pa) 4.58 1 x10°
%) 1 0
¥ 1.4 3
Poo 0 7.499 x 10°

TABLE 6.2 — Etats initiaux & I'intérieur de la bulle de gaz et dans le liquide pour le cas de
la « bulle fortement comprimée ». La pression a 'intérieur de la bulle est quasiment nulle
alors que le liquide est & pression standard, le bulle d’air va violemment se contracter.

Bulle « fortement comprimée »

Nous considérons maintenant un cas nettement plus difficile a traiter. Il s’agit d’étudier
le comportement d’une bulle de gaz créée dans de ’eau par une impulsion laser. Les expé-
riences ont été réalisées a I’Université de Gottingen [95]. Le rayon de la bulle & l'instant
initial correspond au rayon maximal de la bulle et vaut R,,q. = 0.7469 x 1073 m. Le rayon a
I’équilibre vaut Rey = 0.692 x 10~*m. A I'instant initial, les valeurs des quantités physiques
dans la bulle et dans le liquide ont été calculées dans la Section et sont rappelées
dans le Tableau Le temps final de calcul est t;,q = 1.6 ms. Le domaine de calcul est
[0;0.1], en effet comme la vitesse du son dans le liquide est d’environ 1500 m.s~!, nous
devons choisir un domaine trés grand de sorte que l'onde se propageant vers l'extérieur de
la bulle n’ait pas le temps d’interagir avec le bord du domaine et de revenir modifier la
position de 'interface.

Comme le saut de masse volumique p et le saut de pression p entre l'intérieur et
I’extérieur de la bulle sont trés importants & l'instant initial, ce test est tres difficile &
étudier. De plus, comme la bulle va énormément se contracter, nous devons choisir un pas
de discrétisation permettant de ne pas faire disparaitre le gaz, nous devons nous assurer
d’avoir toujours au moins une cellule de gaz. Nous devons donc utiliser des maillages trés
fins.

Comme le domaine d’étude est important et que nous devons utiliser des maillages trés
fins, le temps de calcul explose pour les deux algorithmes utilisant la projection mixte si
nous utilisons un maillage uniforme. Nous choisissons alors de couper le domaine en deux
[0; Zpup| €t [Trup; 0.1] pour z,y, = 0.02. Nous utiliserons des maillages uniformes de 8000
cellules sur chacun des deux domaines. Pour 'algorithme « GFM », le calcul est effectué
avec un maillage adaptatif, le nombre de cellule du maillage grossier est Ny = 100 et le
niveau de raffinement vaut L = 12, c’est & dire que la plus petite cellule, située & 'interface
de la bulle, mesure %.

Sur la Figure nous présentons ’évolution du rayon de la bulle en fonction du
temps pour les trois algorithmes « ALE-projection mixte avec A’(r)p », « ALE-projection
mixte avec A0,p » et « GFM ». L’amplitude du premier rebond obtenue avec les trois
algorithmes est comparable a celle obtenue avec le modéle de Keller-Miksis. Rappelons que
les paramétres du modeéle de Keller-Miksis ont été choisis pour que le premier rebond du
modéle de Keller-Miksis coincide exactement avec les résultats expérimentaux obtenus sur
des bulles créées par une impulsion laser (voir [95]). Plus précisément, le rebond obtenu
avec l'algorithme « ALE-projection mixte avec Ad,p » coincide & 72% avec le modele de
Keller-Miksis tandis que les algorithmes « ALE-projection mixte avec A’'(r)p » et « GFM »
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FIGURE 6.5 — Tracé de 1’évolution du rayon de la bulle au cours du temps avec les al-
gorithmes « ALE-projection mixte avec A'(r)p », « ALE-projection mixte avec Ad,p » et
« GFM » pour le cas de la bulle « fortement comprimée » dont les conditions initiales
sont référencées dans le Tableau [6.2] L’amplitude du premier rebond obtenue avec les trois
algorithmes est comparable a celle obtenue avec le modéle de Keller-Miksis. Notons que
les paramétres du modéle de Keller-Miksis ont été choisis de sorte que le premier rebond
du modéle de Keller-Miksis coincide exactement avec les résultats expérimentaux obtenus
sur des bulles crées par une impulsion laser (voir [95]). Plus précisément, le rebond obtenu
avec l'algorithme « ALE-projection mixte avec Ad,p » coincide & 72% avec le modéle de
Keller-Miksis tandis que les algorithmes « ALE-projection mixte avec A’'(r)p » et « GFM »
coincident respectivement a 65% et a 62,7%. De plus, le graphe de « GFM » présente un
léger décrochement dans le premier rebond. Avec les algorithmes « ALE-projection mixte
avec A'(r)p » et « GFM » Pamortissement dans les rebonds suivants est plus important que
pour 'algorithme « ALE-projection mixte avec Ad.p » qui est trés proche de la solution
obtenue avec le modéle de Keller-Miksis, bien que I’amplitude soit moins importante.
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coincident respectivement a 65% et a 62,7%. De plus, le graphe de « GFM » présente un
léger décrochement dans le premier rebond.

Pour les autres rebonds, les résultats obtenus sont différents. Avec les algorithmes
« ALE-projection mixte avec A'(r)p » et « GFM » Pamortissement dans les rebonds sui-
vants est plus important que pour l'algorithme « ALE-projection mixte avec A0.p ». Ce
dernier est trés proche de la solution obtenue avec le modéle de Keller-Miksis, bien que
l'amplitude soit moins importante. Les algorithmes « ALE-projection mixte avec A'(r)p »
et « GFM » résolvent le méme systéme d’équations, ce qui pourrait expliquer les similarités
dans les rebonds.

Pour obtenir de meilleurs résultats, nous devrions passer a I'ordre deux comme cela est
fait dans [95] pour le schéma « GFM ». Les deux schémas numériques utilisant la projection
mixte ne diffusent pas 'interface entre le liquide et le gaz (résolue avec @), il est possible
de passer a l'ordre deux en espace avec une méthode de type MUSCL (voir Section et
a l'ordre deux en temps avec un schéma de Heun.

Nous souhaitons maintenant tracer les profils de vitesse u et de pression p obtenus avec
les différents algorithmes a différents instants. Le probléme est que nous n’obtenons plus une
pression et une vitesse continues a I'interface de la bulle avec les deux algorithmes utilisant
la projection mixte. Sur la Figure [6.6] nous tragons les profils de la masse volumique, de
la vitesse et de la pression aux temps t; = 1.3 x 107 7s et t5 = 1.3 x 10?5, correspondant
tous deux au premier rebond (la bulle se contracte) avec les algorithmes « ALE-projection
mixte avec A'(r)p » et « ALE-projection mixte avec Ad,p ». Nous tragons uniquement
la solution sur [0;0.01] pour améliorer la visibilité. L’interface entre la bulle et 'eau est
localisée par le saut sur la masse volumique p. La vitesse u est continue & l'interface des
deux fluides aux temps t = t1 et t = to. Cependant ce n’est pas le cas pour le pression, elle
est continue a l'interface de la bulle au temps ¢; = 1.3 x 10~"s mais ne I'est plus au temps
ts = 1.3 x 107 %s. Ce phénoméne n’est pas trés bien compris, mais il n’est probablement
pas lié¢ au second membre du systéme (6.19)). En effet, pour le schéma « ALE-projection
mixte avec A’(r)p », le second membre modifie la quantité de mouvement pu, cependant la
vitesse est continue a I'interface donc ’énergie interne e n’est pas modifiée. La discontinuité
de la pression est donc liée & une mauvaise résolution du systéme

Oy (AW) + 0, (AF(W)) = 0,

que nous résolvons dans la premiére étape du schéma « ALE-projection mixte avec A'(r)p ».
Afin d’étre convaincu que la discontinuité sur la pression p n’est pas liée & I’approche aléa-
toire dans la projection mixte, nous avons effectué une approche purement lagrangienne,
c’est-a-dire que nous n’avons pas effectué I’étape de projection. Nous avons obtenu le méme
saut de pression que sur la Figure

6.4.6 Conclusion

Dans cette section nous avons adapté I'algorithme ALE-projection mixte construit aux
Chapitres (] et [5] dans le but d’étudier les oscillations d’une bulle de gaz dans une phase
liquide. Du fait de la symétrie sphérique, le probléme tridimensionnel peut se ramener & un
systéme monodimensionnel faisant apparaitre un terme source (voir ) Nous construi-
sons deux algorithmes utilisant la projection mixte et traitant d’une maniére différente le
terme source du systéme d’équations. Nous comparons également les résultats obtenus avec
nos algorithmes & ceux obtenus avec ’algorithme « GFM », développé & I’Université d’Aa-
hen (Allemagne) par Miiller et Bachmann (voir [95] ]). Nous testons les différents codes
sur deux exemples, nous souhaitons obtenir ’évolution du rayon de la bulle en fonction
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FIGURE 6.6 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u et de la pression p pour les
algorithmes « ALE-projection mixte avec A’(r)p » et « ALE-projection mixte avec Ad,p »
pour le cas de la bulle « fortement comprimée » dont les conditions initiales sont référencées
dans le Tableau Nous tracons les quantités aux temps t; = 1.3 x 10~ "s (a gauche) et
to = 1.3 x 1075 (& droite). L’interface de la bulle est localisée par le saut sur la masse
volumique p. La vitesse u est continue & l'interface des deux fluides aux temps t = t; et
t = to. Cependant ce n’est pas le cas pour la pression, elle est continue & l'interface au
temps t; = 1.3 x 10~"s mais ne l'est plus au temps to = 1.3 x 107 °s.
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du temps pour le cas d’une bulle « faiblement comprimée » et le cas d’une bulle « for-
tement comprimée ». Dans le premier exemple la différence de pression & l'instant initial
entre 'intérieur et 'extérieur de la bulle n’est pas trés important alors que dans le second
cas, la pression dans la bulle est quasiment nulle & 'instant initial. Le deuxiéme exemple
correspond & simuler ’évolution du rayon d’une bulle de cavitation.

Dans le cas de la bulle « faiblement comprimée », les différents schémas numériques
fournissent des résultats comparables sur ’évolution du rayon de la bulle en fonction du
temps. Nous avons également tracé la vitesse u et la pression p obtenues avec ces trois
algorithmes a deux instants, le premier correspondant & un instant ot la bulle se contracte
et un second instant pour lequel la bulle se dilate. La continuité de vitesse u et de la
pression p est bien préservée numériquement a 'interface des deux fluides.

Dans le cas de la bulle « fortement comprimée », les résultats obtenus avec les différents
schémas numériques sont différents. Pour le premier rebond, nous remarquons que les
algorithmes « ALE-projection mixte avec A’(r)p » et « ALE-projection mixte avec Ad,p »
fournissent un premier rebond trés proche du modéle de Keller-Miksis. Rappelons que les
paramétres du modéle de Keller-Miksis ont été choisis afin que le premier rebond coincide
avec les résultats expérimentaux obtenus & I’Université de Gottingen [95] sur des bulles
induites par une impulsion laser. Pour les prochains rebonds, I’amortissement est nettement
plus important avec les schémas « ALE-projection mixte avec A’(r)p » et « GFM » qu’avec
lalgorithme « ALE-projection mixte avec A’0,p », ce dernier approche mieux le modéle
de Keller-Miksis. Cependant, lorsque nous tracons la vitesse et la pression a différents
instants, nous constatons que la pression p présente un saut a l'interface des deux fluides
avec les algorithmes « ALE-projection mixte avec A'(r)p » et « ALE-projection mixte avec
A0,p ». Ce phénoméne n’est pas trés bien compris, mais n’est probablement pas lié au
second membre du systéme (6.19)). En effet, le second membre modifie la quantité de
mouvement pu, cependant comme la vitesse est continue & I'interface, I’énergie interne e
n’est pas modifiée. La discontinuité de la pression est donc liée & une mauvaise résolution
du systéme

O (AW) + 0, (AF(W)) =0,

que nous résolvons dans la premiére étape du schéma « ALE-projection mixte avec A'(r)p ».

Nous allons maintenant tester une nouvelle approche permettant d’améliorer la réso-
lution du systéme et ainsi de préserver une vitesse u et une pression p continue a
I'interface des deux fluides.

6.5 Schéma ALE-projection mixte équilibré

Nous allons maintenant proposer une autre méthode permettant de traiter le systéme
avec second membre . Remarquons que le systéme d’équations est identique a celui
obtenu pour des écoulements en section variable. Les schémas de volumes finis classiques
fournissent des imprécisions pour les écoulements bifluides, mais aussi pour les écoule-
ments en section variable. De nombreuses méthodes ont été développées pour améliorer la
précision.

— Pour les écoulements bifluides, les imprécisions obtenues a 'interface des deux fluides

par un schéma conservatif classique (Godunov) peuvent étre résolues en utilisant
les schémas ALE-projection mixte décrits dans les Chapitres [] et [5
— Pour la section variable, 'approche équilibre de Greenberg et Leroux [62] (voir aussi
[71, [B1]) est un moyen efficace pour améliorer la précision et la stabilité.
Dans cette partie, nous allons utiliser les deux approches de maniére & obtenir un schéma
numérique robuste permettant d’étudier les oscillations du rayon d’une bulle d’air plongée
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dans un liquide.

6.5.1 Modéle

Du fait de la symétrie sphérique, nous avions constaté que pour I’étude d’une bulle de
gaz plongée dans un liquide, nous pouvions nous restreindre a I’étude du systéme monodi-
mensionnel

K(A(r)W) + 0,(A(r)F(W)) = A'(r) B(W), (6.43)
A(r) =12,
W = (p, pu, pE, pp)”,

(
(pu, pu® + p, (pE + p)u, ppu)”,
A'(r)(0,p,0,0)T.

W

F
B(W

)
A'(r)B(W)
L’approche "well-balanced" ou de "schéma équilibre" de Greenberg et Leroux [62] puis
Greenberg, Leroux, Baraille et Noussair [63] consiste a traiter la variable A comme une
inconnue artificielle du systéme. Nous ajoutons alors au systéme (6.43)) 1’équation

OA=0.

Le nouveau systéme s’écrit alors sous la forme non conservative

OW + 0, F(W) = S(W)d, A, (6.44)
ou

W = (Ap, Apu, ApE, App, A)T

F(W) = (Apu, A (pu2 +p),A(pE + p) u, Appu, O)T,
S(W) = (0,p,0,0,0)",
et p suit toujours la loi de gaz raide (6.16]).

Remarque 6.5.1. Le vecteur W et le flur F' associés au systéme sont différents du
vecteur W et du fluz F associés au systéme .

Proposition 6.5.1. Muni de la loi d’état des gaz raides le systéme non conservatif
0.44]) est hyperbolique si
>0,
{ P (6.45)

p(p; €, 9) + Poo() > 0.
Nous définissons alors le domaine d’hyperbolicité Q du systeme M par

Q= {W = (Ap, Apu, ApE, App, A) € R®, p >0,

u2+v2
2

pel01], p (p,E - ,<P> + Poo(p) > 0} , (6.46)

Pour tout W € §Q, nous définissons la vitesse du son ¢ par

c(p,e,0) = \/v(w)p(p, e, so)p+ Po($) (6.47)
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Les valeurs propres de la matrice Jacobienne de E sont alors données par
MN=0, AMi=u—c o=A3=u, My =u-+c. (6.48)

La section A, la vitesse u et la pression p sont des invariants de Riemann communs aux 2
et 3-ondes.
Les quantités ¢, s, Q et H, définis par

Q = Apu,
o P Px(¥)
p'Y(SD) ’
h:e—l—g,
p
2
u
H=h+—
+ 5

sont les invariants de Riemann associés a l’onde stationnaire Ag = 0.

Remarque 6.5.2. Le systeme peut étre résonant si Ag = A1 ou A\g = A4, dans ce
cas la matrice jacobienne du flux n’est plus diagonalisable. Les systémes résonants ont fait
lobjet de nombreuses études dont [56)] et [88]. Le cas non conservatif pour des équations
scalaires a été traité par Isaacson et Temple dans [T6] puis par LeFloch et Goatin [57]
dans le cadre des écoulements en tuyére. Dans cette configuration les schémas numériques
peuvent converger vers de mauvaises solutions.

La quantité s intervient dans [’entropie du systéme.

La fonction h est souvent appelée enthalpie et H est l’enthalpie totale.

Nous définissons le vecteur Z de variables stationnaires
Z=(A s QH)T,
et le vecteur Y de variables primitives par

Y = (p,u,p, 0, A)". (6.49)

6.5.2 Schéma numérique ALE-projection

Etape ALE

Dans la premiere étape, les frontieres r, 1 des cellules C; = }TF 1371 [ se déplacent a

la vitesse §;"‘+ ;. Cette vitesse §;"‘+1 sera détaillée, mais consistera a déplacer le maillage & la

2 2
vitesse du fluide au niveau de I'interface de la bulle. A la fin de ’étape ALE, les frontiéres
n+l,— n+l,— _ [ n+l,—  n+l,—
T 1 des cellules C; = :|Tz; Ty 1 [ valent
n+l,— _ n
Notons h?“’_ la taille de la cellule CZ."'H’_ = ]r?Jrll’_;rZ:Lll’_ [,
2 p)
TL+1,— _ TL—‘rl,— TL+17— o
h; _Ti—i—% —Ti_% —hi-i-Atn(f?_’_% —§Z”_%) (6.50)
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La fonction A est approchée par une fonction constante A; sur chaque cellule Cj,

Afin d’obtenir un schéma de volumes finis, nous intégrons le systéme non conservatif

(6.44) sur le trapéze espace-temps
Q= {(r,t), i1 1+ (t—tn)g. 1 <r<r, 1 + (t—tn)§f+%, th <t < tn+1}.

Comme A est constante sur chaque cellule C;,
— si f" >0et f" < 0, nous avons

T = B = Aty (B W, )

_FR( 1 1> invégl,%))a (651)

— si §i"+ 1 > 0, pour tenir compte de la discontinuité de A entre les cellules C; et C;11,

nous ajoutons le terme suivant du coté droit de I’équation ((6.51))

—Atn (FL(W[L7 WZ}A?«H s 0) — FR(Winv ZnAn 0))

'L+1

ou W[}A (pl ) (PU)Z ) (pE)z ) (p(p)z 7A;L+1) )

— si 5?_ 1 S O pour tenir compte de la discontinuité de A entre les cellules C;_1 et C;,
2

nous ajoutons le terme suivant du coté droit de ’équation (6.51))

—At, (FL<W727}A?71W1'”’ 0) - FR(‘%?Aﬁl ’ Win> O))

N T
ou W;}A?_l = (szv (,OU)?, (pE)?a (P@)?, ?—1) .
Au final, le schéma de volumes finis s’écrit sous la forme

Pt = g (6.52)
— At (FL(W W, € JWLEN
(FLOVZ W €)= PRV WL L))
— max (0, g;:_%) Atn (fe’L(I/T/;n7 W;}An ,0) - IT’R(VVZ ’Wi?A?-kl?O))

_ min (075?_%) At,, (FL(I/T/Z RGRUES FR(VT/Z‘?A;;_l,Wi”,O)) ;

ol
= T
Witan | = (A1} ALy (pw)i' AT (B Al (o) Al)
= T
Wi A T (A?HP?,AZH(PU) , A1 (0E)T Al (pe)7 ?+1) ‘

Dans le schéma de volumes finis (6.52)), le pas de temps At,, doit satisfaire la condition
CFL

1 h;
At, maxil.
2 i |wil + e

Pour calculer I/VZ"Jr ", nous devons encore préciser le choix de la vitesse d’interface

{” . et comment calculer les flux numériques Arbitraire Lagrangien Eulérien (ALE) FJ, et
2

Fpr aux frontiéres.
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Choix de la vitesse d’interface ¢ et flux numériques

Nous devons expliciter la vitesse d’interface §?+ 1 qui dépend des états Wi” et W i Le
2
choix consiste a utiliser un schéma équilibre partout, excepté a I'interface des deux fluides,
ou nous utiliserons une approche lagrangienne. Comme ¢ vaut 1 dans le gaz et 0 dans le
liquide, ’algorithme satisfait
— #’il n’y a pas d’interface entre les états W/ et W/ |, c’est-a-dire si

1 1
(#=3) (st -3) >0

n —
it1 0,

nous prenons

et les flux valent
FL(WLa WR» O) = F (R(W[n WR» O_)> 5
Fr(Wy, Wg,0) = F (mm, WR,m) .

ott R(Wp, Wg,0%) est calculé a I'aide d’un solveur VFRoe-ncv (voir la section sui-
vante).
— #¢’il y a une interface entre les états W et W/ |, c’est-a-dire si

vi =5 ) (Pirn—5 ) <0

nous utilisons le solveur de Riemann exact R(W, W/ ,,-) ot W = (p, pu, pE, pp)”
développé dans la Section‘\ﬁ pour calculer la vitesse u;rl et la pression pZ‘Jr . ala
2

2
discontinuité de contact. Nous prenons alors

n *
1 =W, 1,
i+5 i+5

et

o {A?, si fzn_% <0,

n 3 n
ARy, s §i+% > 0.

Dans ce cas, le flux ALE est lagrangien et s’écrit sous la forme
I T T * r- T T *
FL (Wznv i+1aui+%) = FR (Wz‘na ﬁ}—lvui_i_%) 5
ko k k ok >k ko k T
= (07A pi+%’A Uiy 1P, 1,0, —4 “z’+%>

Le calcul du flux numérique est détaillé pour l'interface liquide-gaz, il faut encore
détailler le calcul pour toutes les autres frontiéres.

Calcul de R(Wp, Wg, 0%)

Si nous ne sommes pas a 'interface, nous utilisons un schéma équilibre pour calculer
le flux numérique a gauche et a droite. Dans [63] et [35], les auteurs utilisent un solveur de
type Godunov, basé sur la résolution exacte du probléme de Riemann avec termes sources.
Ce solveur peut s’avérer complexe et extrémement coiiteux en terme de temps de calcul.
S’appuyant sur ce schéma, diverses approches ont été développées récemment, notamment
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dans [81] et [6], pour traiter les écoulements compressibles en tuyére, le solveur exact est
remplacé par un solveur de Rusanov. Nous choisissons ici d’utiliser le solveur de Riemann
approché de type VFRoe-ncv [25], en privilégiant un jeu particulier de variables primitives.
Ce solveur a déja été étudié dans le cas d’autres lois de conservation avec termes sources,
les équations de Saint-Venant (nous renvoyons par exemple & [53] et [35]). Facile d’implé-
mentation, ce schéma s’avére trés précis et stable, mais nécessite une correction entropique.
Nous proposons un jeu de variables primitives garantissant le bon comportement du schéma
pour préserver les états équilibres, ce qui semble indispensable pour assurer la convergence
vers les bonnes solutions du systéme [54]. Nous choisissons de prendre comme variables
primitives les invariants de Riemann associés a I'onde stationnaire. De cette maniére, nous
verrons que les ondes stationnaires seront parfaitement préservées.

Comme les invariants de Riemann associées a I'onde stationnaires sont ¢, s, @ et H
(voir Proposition [6.5.1]), I'idée est d’utiliser un solveur VFRoe non conservatif (voir [25])
en les variables Z = (A, ¢,s,Q, H)T pour calculer les états R(Wy, Wg, 0%). Remarquons
que 'application

W Z(W),
est bien définie, mais qu’elle n’est pas forcément injective, nous devrons donc appliquer
une procédure particuliére pour effectuer le changement de variables Z — Z (W)

Pour une solution réguliére, le systéme peut s’écrire sous la forme non conserva-

tive

&7 + C(2)0,Z =0 (6.53)
ot la matrice C(Z) vaut
[0 0 0 0 0 7
0 U 0 O
cz)= |0 0 u 0o o |,
0 A(Opp — pO,h) A(Osp — pOsh) u pA
u u C2
L 0 0P p0sp pa U

et admet les cinq valeurs propres réelles
M=0, AMi=u—c, AX=A3=u, M=u+c

Remarque 6.5.3. Comme le calcul de R(WL, Wha, Oi) s’effectue toujours entre deuz états
qui appartiennent a la méme phase o, = pr (voir le schéma de volumes finis ), nous
pouvons omettre les dérivées par rapport a ¢ dans Uexpression de C(Z).

Décrivons maintenant la méthode permettant de résoudre le systéme

0z +C(2)0,2Z =0,

Z(r,0) Z(Wg) , r<0,
1 Z(WR) , 0.

sous la condition initiale

— Dans la premiére étape, nous approchons la matrice C'(Z) par Z=2 (%) et

nous résolvons le probléme de Riemann linéarisé

07 +C(2)0,Z =0, (6.54)

Z(r,0) = {Z(WL) , <0,

. (6.55)
Z(Wg) , r>0.
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6.5. Schéma ALE-projection mixte équilibré

Nous obtenons alors les vecteurs Z (W, Wg,07) et Z(Wg, Wg,01).

— Dans la seconde étape, nous effectuons un changement de variables W (Z) pour se
ramener aux variables W. Il s’avére que ce changement de variables n’est pas tou-
jours inversible [71]. Il faut donc proposer un traitement adapté de cette difficulté.

Expressions de Z(WL,WR,O_) et Z(WL, WR,O+) : Intéressons-nous tout d’abord
a la premiére étape. Nous définissons I'état Z pour la matrice linéarisée par

L Y(W) + Y (W,
La définition de la matrice C (Z ) ne pose pas de probléme car les applications
W= Y(W),
Y= Z(Y),

sont bien définies. De plus, comme Wy, et Wx appartiennent a la méme phase (oL = ¢R),
si Wi, et Wg appartiennent au domaine d’hyperbolicité 2 1' I’état

- (Y +Ye\ -~
W(L;Jﬁen

Remarque 6.5.4. Comme cela est expliqué dans [25)], la matrice linéarisée Z doit étre
choisie de sorte que le systéme soit hyperbolique pour W (Z) (pour la résolution du
probléme de Riemann) et doit satisfaire

Z(Wp,Wg) = Z(W) = Z(Wg),
5t WL = WR pour des raisons de stabilité.

Explicitons maintenant la solution du probléeme de Riemann linéarisé (6.54)-(6.55). La
solution est classique et est briévement rappelée ici. Notons Z; = Z(Wp), Zr = Z(Wg),

M(Z), M(Z), Xa(Z), A3(Z), A\a(Z) les valeurs propres de la matrices C(Z) ou
AN=0, M=u—c, X=A3=u, M=u+c
et 7o(2), 11(Z), ro(Z), r3(Z), r4(Z) les vecteurs propres associés avec

ro(Z) = (1,0,0,0,0)"

1 1 ¢
Tl(Z) = (0’0505 2’_2pA> ,
A 1
ro(Z) = (O, 1,0, —%Bwp, ;(—&pp#— p@wh)> ,

A 1
r3(Z) = <0, 0,1, —72—2651), ;(—&;p + p@sh)> ,

11¢
7“4(2): (Oﬂ0a0a2a2p14>-

Notons que ces vecteurs propres engendrent toujours R®. Nous calculons tout d’abord les
coefficients (ay)o<k<4 tels que

4

ZR - ZL = Zakrk(Z)
k=0
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La solution du probléme de Riemann linéarisé (6.54))-(6.55) est alors donnée par

Zrt)=Z+ Y oprp(2).
2 (2)

Les états Z(WL, Wg,07) et Z(Wy, Wg,07F) sont alors donnés par

— si A\ (Z2) >0,

Z(Wp,,Wg,07) = Zy,
Z(WL, VNVR,OJF) =75+ QQTO(Z),

— si Al( )<Oet AQ( ) )\3(ZA)>0,

Z(Wi,Wg,07) = Zp, + arri(Z),

Z(Wp, Wgr,0%) = Z1, + agro(Z) + aari(2),

7Si)\2( ) )\3( )<Oet)\4( ) 0,

Z(Wr,Wr,07) = Zr — aurs(Z) — agro(Z),

Z(Wi,Wg,0") = Zp — aura(2),
— si M(2) <0,

Z(WL,WR,O ) ZR—OJ()T()(Z)
Z(WLa WR,O ) - ZR7

ou

ap = AR - ALa
A o

a1 = TQ(pC&ph + (@ —¢)9yp)(¢Rr — L)
C

~

A e R =
+ @(Pcash + (U —€)0sp)(sr — sL),

C
+(Qr—Qr)
- %(HR Hip)
A
oy = 072( pedh + (@ +2)dup)(wr — o1)
2 (Db + (34 D) (55— s1)
C
+(Qr— QL)
pA

+ 7<HR — Hr).

. T T +\ + + +
Si nous notons par Z(W;, Wii1,0%) = <Ai+;,<pi+%, i+ uQH_;a

montrer la proposition suivante.
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6.5. Schéma ALE-projection mixte équilibré

Proposition 6.5.2. La solution du probléme de Riemann linéarisé satisfait

i1 = P
Stk = Sy
Q=L (650
H H;;%
De plus, nous avons
{ Ay A (6.57)
A::‘r% = Ait1, '

et

na 234 > 07
£ = {% oy 2 (6.58)

P 1 .

3 ©it1s S §i+% <0.
Démonstration. Le preuve se déduit de 'expression du vecteur propre ro(Z), en effet la
solution du probléme de Riemann linéarisé satisfait

Z(Wi, Wig1,07) — Z(W;, Wiy1,07) = (Aip1 — A)ro(Z),

et nous obtenons alors la premiére partie de la proposition.
Les égalités se déduisent du fait que ap = A;1+1 — A; et que la premiére composante
des vecteurs propres r1(Z), r2(Z), r3(Z) et r4(Z) est nulle.
Comme la troisiéme composante des vecteurs propres ro(Z), r1(Z) et r4(Z) est nulle,

Iégalité (6.58]) est satisfaite. O
I _ x _ N=x _ +
Nous pouvons alors noter Piyl = gpi_i_%, Sipl = SH_%, QH% = QH—% et Hi+% = Hz’—&-%'

Nous remarquons également que si A; = A; 11, nous avons
Z(W’La V~Vi+17 O_) = Z(Wla V~Vi+17 O+)

Changement de variables W (Z) : Nous avons explicité le calcul de Z(W;, Wi1,
Oi). Nous allons maintenant expliquer comment retourner aux variables W sachant que
Papplication W +— Z(W) n’est pas injective. Comme Papplication W — Y (W) est bijec-
tive, il suffit de présenter le calcul de

Y (Z(W,-,Wiﬂ,oi)) .

A partir des variables A, ¢, s, Q et H nous devons alors décrire une méthode pour calculer
les variables p, u, p, v et A, donc en particulier calculer les masses volumiques p; , et p;zr 1
2 2

a droite et a gauche de chaque frontiere 7, 1. Pour cela, nous utilisons le fait que p;rl est
2 3

un zéro de la fonction L définie par

2
Y(pir 1) Y(p,, 1)-1 i+l
L) = b )T Ty (659
V(QDH%) —1" QPQ(AH;)Q "
2

Afin de simplifier la lecture de la prochaine proposition, nous allons omettre les indices.
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Proposition 6.5.3. La fonction L admet un minimum en

Q* 7+
Pmin = <2) ’
vsA

elle est décroissante sur ]0; pmin|, croissante sur |pmin; +00| et nous avons

lim L(p) =
Jim, (p) = + oo,
lim L(p) = + oo.

p—r—+00

— st Q@ =0, L admet une unique racine

(H7—1>v11
pP=\—"""" )
s

— st Q # 0, L admet zéro ol deux racines.

Démonstration. Le preuve se déduit de 'expression de L (6.59)).

O

Si @ # 0, le choix des racines pji_ , n'est pas déterminé. Nous distinguons les cas
2

suivants :

— si L n’admet pas de racine, nous remplagons le flux numérique par un flux de

Rusanov,
— si L admet une unique racine ppi,, nous prenons p;r 1 = Pmins

2
si L admet deux racines p1 < pmin €t p2 > pmin, différents choix existent pour
sélectionner la racine. Nous utilisons ici le choix proposé par Kroner et Thanh dans
[81] et consistant & prendre la racine qui est du méme coté que p}' par rapport a
Pmin, ¢ 'est-a-dire
_ 1 si p < %)
{p Pi < Pmin (6.60)

Pii1 = .
3 P2, S1 p? > Pmin,

AL AL,
Lorsque A est constante, le systéme ((6.43]) devient conservatif et il faut impéra-
tivement utiliser un flux numérique conservatif. Si A} = A7, ;, nous utilisons le

choix

. pn+pn+1
_ {,017 sl — 22 < Pmin,

p’L-‘r% - p?+P?+1 (661)
2

p2, si > Pmin,

conduisant a un flux globalement conservatif. Nous pourrions également considé-
rer un flux de Rusanov ou un flux VFRoe-ncv conservatif classique (en variables

(P u, D, 0))-
3 3 A tq + n
Nous effectuons le méme raisonnement pour P 1 avec p;, 1.

Remarque 6.5.5. Numériquement, pour déterminer cette racine, nous ne pouvons pas
utiliser une méthode de Newton, en effet, la fonction L n’est pas toujours convezre. En
calculant la dérivée seconde de L, mous pouvons montrer que L est concave pour p €

1
]0; ( L)S) i [ sty < 2 et est convexe autrement. Nous utilisons donc une dicho-

- A (y-2
tomie pour calculer la racine.
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Nous avons maintenant choisi p;l de maniére unique, nous pouvons alors définir les
i1
2
autres variables du changement de variables par

- Qz’+%
U1 = —
? P
2 2
- — 1)
= 2 . — .
Piy1 (pi+%) Siy) — Poo(Piy1)-
De la méme maniére pour p;:“ nous obtenons
2
+ Q”%
ut =2
= —+ + 9
oAl
2 2
ooyt V)
Piy1 = z’+%) Sip1 = Poo($ip1)-

Les flux F(W ;,W",0%) sont maintenant définis de fagon unique.

Remarque 6.5.6. Remarquons que si A} = A\, le choix conduierait & un flux
non conservatif. En effet, donnons nous Zy de sorte que la fonction L associée a Zy admette

deux racines distinctes p1 < pmin < p2. St nous définissons WZ” et Wﬁrl tel que

ZWP) = Z(Why) = Zo,
Py = p1,
P?H = P2,

le choix nous fournit

- _ .n n o _ +
Pipd =Pi <Pl = Pyt

et le fluz ne sera pas conservervatif, car (Ap)i_Jrl # (Ap)z—':l' Nous illustrerons ce probléme
2 2

de conservation dans la Section [6-5])

Correction entropique

Le schéma VFRoe nev [25, 53], [71], 9], approche mal les ondes de détente traversant
I'interface r = 0 et autorise en ces points des chocs non physiques. C’est le cas lorsqu’entre
deux cellules C; et Cy41,

MW <0 < \(WP,), pour k=1ouk=4.

(3

Une correction entropique est alors nécessaire pour garantir le second principe de la thermo-
dynamique. De nombreuses corrections existent. Celle de Harten [69] consiste & remplacer
le module des valeurs propres par une fonction parabolique non nulle lorsque les valeurs
propres s’approchent de zéro. L’inconvénient de cette technique est qu’elle dépend d’un
paramétre, ajustable en fonction de I’écoulement, qu’il est donc difficile de gérer de fagon
systématique. L’approche présentée ici ne nécessite aucun paramétre. Elle consiste a aug-
menter localement la viscosité numérique du schéma quand nous détectons une détente
sonique. Nous pouvons par exemple remplacer localement le flux & 'interface du solveur
de Riemann linéarisé par un flux de Rusanov [102] entropique. Cette correction entropique
préserve la consistance et la conservativité du flux et assure une bonne précision. L’incon-
vénient est que le flux numérique global n’est pas lipschitzien. Nous proposons une seconde
correction entropique (qui est lipschitzienne si le flux numeérique a corriger est lipschitzien)
[72]
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Définition 6.5.1. Si \y(W}) <0< Me(WL,) dans une k-onde non linéaire, alors le flux
numérique F est remplacé par

Grr(W Wi,0) = Fp (W, W/, 0)
: in in Nin B Wzn
- mkln(|/\k(wi ) 1Ak i+1)’)+lf'

Etape de projection

La seconde étape consiste & retourner sur le maillage de départ. En effet, nous avons

calculé une approximation WinJrl’* de W™ sur la cellule C}' the o }az?tl o, :fll o~ [ et
—3 2

nous souhaitons une approximation de W1 sur la cellule de départ C;. Nous effectuons a
nouveau une projection mixte, mais celle-ci a encore une fois une nouvelle expression, car
nous considérons ici la variable A comme une inconnue du systéme. Si la cellule C; n’est
pas située a Uinterface de la bulle,

Pi =5 ) P17 5 >0 et vir— 5 ) (¥ T 5 > 0,

. .. n+1,—
les vitesses f? , et fZL 1 des frontieres r, 1 et r; 41 sont nulles, nous avons alors C; T C;
) 2 2 2

et nous prenons

. .
Wit =W

Par contre, si la cellule touche 'interface liquide-gaz

P =5 ) \Pir1 T 5 <0ou vi-r— 5 ) (¥ T3 <0,

nous considérons un nombre aléatoire w;,, € [0, 1] et nous effectuons la projection de Glimm
sur la variable W

| Aty

T TL+1,* <3 T2

VVZ._1 , Sl wy < h ,
- ~ e At e AL
Wit = Wit s < <1

g ’ i - — i
£ 1 Aty
irn+1,— . it5
W, siwy, >1+ >

6.5.3 Propriété du schéma numeérique

Proposition 6.5.4. Le schéma « ALE-projection mizte équilibré », muni du choix de Kro-
ner et Thanh pour le changement de variables non inversible Z — W(Z) st la
section A est discontinue et du choix conservatif si A est constante, a les propriétés
suivantes :

— st a Uinstant initial la fraction de masse de gaz @ vaut 1 dans le gaz et 0 dans le
liquide, cette propriété est préservée a chaque instant,

— il est équilibré au sens ot il préserve exactement les états stationnaires, c’est-a-
dire que si a l'instant initial les quantités @, s, Q et H sont constantes, elles le
seront & chaque instant,

— st la fonction A est constante, le schéma numérique résout statistiquement la
discontinuité de contact entre deux fluides, sans diffuser linterface .
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Démonstration. Supposons qu’a un instant ¢, nous avons pour tout i, ¢! € {0,1} et

montrons que go”“ € {0,1}. Nous traitons uniquement le cas fl.’i 1 =0et §ZL+ 1 >0, les

)

2
autres cas peuvent étre traités de la méme maniére. Le schéma numérique (6.52)) s’écrit
alors sous la forme

BT = W7 = At (FLOVE Wi €, 1) = FrOVEL WE,0))

(2

(2

— Aty <FL(W-”, Vii1,0) = Fr(W?, ]-11,0)) :
La premiére équation nous donne
B A = (A - At (0= (4] )
— At, <(Apu);ré - (Apu):ré> , (6.62)

et la quatriéme
W (Ape) T = hi(Ape)l — Aty <0 - (APWU;))

- ot ((Ape),y - (pualf, ). (669

Comme " , =0 et € 1 > 0, la Proposition (6.5.2) nous donne gpil = i et @j_l = .
2 2 2 2

En multipliant 1’équation (6.62]) par ¢ et en identifiant le membre de droite & celui de

I'équation ([6.63), nous obtenons

1,— 1,— 1,— 1,—
Wy (Ape) T = R (Ap) Tl

i i
n+1,— _ n
=@

= ¥;

Nous avons alors pour tout i, QD;LH’* € {0,1}, et la projection de Glimm () nous
donnera alors ™ € {0,1}.
Montrons que le schéma est équilibré. La preuve est une adaptation de la preuve de

larticle [71]. Supposons qu’a un instant ¢,, nous ayons pour tout ¢

n

i = $0,
S;L = S0,
n

Qi == Q07
n

Hi = H07

et montrons que cette propriété est encore satisfaite au temps t,,+1. Comme ¢ est constante
sur tout le domaine, nous sommes en présence d’un seul fluide et pour tout ¢ nous avons

n — 0
i+3 :
1,— . , L, .
Nous avons alors h?’L " = h; et le schéma numérique 1} s’écrit sous la forme

hW = h W — Aty (FL(W¢n7 Vi ,0) — Fr(W/, Wi”ﬁ)) ; (6.64)
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ou pour calculer les flux aux frontiéres, nous devons résoudre le probléme de Riemann
linéarisé
QI +C(2)0,Z =0,
wi r<0
Zn0) = { ZEW;}F)I) 0.
Comme Z(VT/Z") = (Ai+1, 80, Qo, Ho, ¢0) et Z(W{LH) = (4, s0,Qo, Hy, ¢0), nous obtenons
a; = ay =0,
et la solution du probléme de Riemann linéarisé satisfait
Z(W}, Wi,07) = (Ay, 50, Qo, Ho, %0),
Z(W, Wiy, 07) = (Ait1, 50, Qo, Ho, @0)-
De méme
Z(Wity, W, 0%) = (44, 50, Qos Ho, po).
Comme
Z( i 17Wn 0%) = Z(Wn i11707)7

7

= (AZ7 S0, QO: H07 SDO)a

la fonction L (6.59) est exactement la méme pour le calcul de W (Z (W, Wr, 0+)> et

celui de W (Z (W, W D1 0‘)) donc seul le cas oti la fonction L (6.59)) admet deux solutions

7

peut poser probléme. Pour le choix (|6.60]), nous choisissons pour p 1 et p. e la racine

qui est du méme coté que p;' par rapport a py,,. Nous aurons alors
W (Z(W Wi, 00)) = W (2007, Wik, 07)),
et
Fr(WiLy, W, 0) = F (W (207, W7,07)) ),
= F (W], W/, )
Le schéma de volumes finis (6.64]) nous donne dans ce cas
Wn+1 Wn
nous avons alors
Z(WPh = Zz(W),
- (A’Lv $0, S0, QO) HO)a

et le schéma est équilibré.

Considérons le cas ou A est constante et traitons une discontinuité de contact localisée en

7;,1. Supposons que {ZL . > 0. Du choix (6.61]), le solveur VFRoe ncv nous fournit un flux
2 2

conservatif o o

FL(Wz’n, z‘?AiHaO) = FR(Win7 iilAi+17O)a
car A7 = Al et le schéma de est équivalent au schéma « ALE-projection mixte »
du Chapitre [f] les propriétés du schéma sont données dans la Section [5.5.3] O
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6.5.4 Reésultats numériques

Nous testons maintenant le schéma numérique « ALE projection mixte équilibré » sur
différents exemples. Nous allons tout d’abord illustrer 'importance d’effectuer un choix
conservatif, par exemple , dans le cas ou la section A est constante. Nous validerons
ensuite le schéma sur un exemple présentant une discontinuité de la section A. Nous
nous intéresserons ensuite au cas de la bulle « faiblement » et de la bulle « fortement »
comprimée présentés dans la Section [6.4.4]

Un probléme de Riemann avec A; = Ap

Nous illustrons les difficultés liées au changement de variables non inversible W

Z(W). Nous allons traiter le cas d'un écoulement monofluide constitué d'un seul gaz
raide de parameétres (79, Ps0,0) = (1.6,0). Nous avions précisé que dans le cas ou A était
constante, nous devions utiliser un flux numérique conservatif (par exemple le choix (6.61))).
Nous explicitons un cas pour lequel le choix , conduisant & un flux non conservatif,
ne permet pas de capturer la solution du probléme de Riemann si A est constante. Pour
cela, nous allons définir les états Wy, et Wg de sorte que nous ayons

Z(Ww) = Z(Wg) = (Ao = 1,0 = 1, 50, Qo, Ho),
et que la fonction L admette les deux racines distinctes pr, et pr. Donnons nous
Ao=1, s0=10, Qo=10, Hy=120.
La fonction L admet les deux racines distinctes
pr = 0.7134739724, et pr = 12.20846906.

Nous pouvons alors définir les états Wy, et W par

_  _Qo .70

uL = 5 Ay pPL = Pr 50 — P00,
_ Qo _ 0

UR = 2 PR = PRS0~ Poo0;

Les états droit et gauche du probléme de Riemann — avec A;, = Ar = 1 sont
référencées dans le Tableau Comme A est constante, nous pouvons calculer la solution
exacte, elle est explicitée dans la Section [2.6]

Nous référons par « Schéma équilibré » le schéma « ALE-projection mixte équilibré »
consistant & effectuer le choix si A est discontinue et le choix si A est constante
et par « Schéma équilibré non cons » le schéma consistant & effectuer le choix méme
par A constante. Sur la Figure[6.7], nous tragons les profils de la masse volumique p, de la
vitesse u, de la pression p, de la fraction de masse ¢ et de la section A au temps ¢t = 0.05 s
sur le domaine [0.4; 1.6] que nous avons discrétisé en 1000 cellules.

La solution obtenue avec le schéma « ALE-projection mixte équilibré » coincide avec la
solution exacte. Cependant le schéma « Schéma équilibre non cons » fournit une solution
stationnaire et ne converge pas vers la solution exacte. Fn effet, si A est constante le systéme
est conservatif et le choix nous fournit un flux numérique non conservatif.

En conclusion, il ’est pas convenable d’utiliser le méme choix ou si Ap =
Ag ou si Ay, # Apg. L’inconvénient de cette méthode est le critére numérique testant
A, = Ap et permettant de choisir entre le choix et le choix conservatif . Notre
objectif est I’étude d’une bulle sphérique de gaz dans de ’eau, pour lequel la fonction A
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FIGURE 6.7 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p, de la
fraction de masse @ et de la section A en fonction de r au temps final ¢; = 0.05 s pour
le cas du probléme de Riemann — avec Ar, = Agr dont les conditions initiales
sont référencées dans le Tableau La solution obtenue avec le schéma « ALE-projection
mixte équilibré », pour lequel nous effectuons le choix conservatif si A est constante,
coincide avec la solution exacte. Par contre le schéma « Schéma équilibre non cons »,
effectuant le choix non conservatif méme pour A constante, fournit une solution
stationnaire et ne converge pas vers la solution exacte. Le choix ne permet pas a la
solution numérique d’évoluer au cours du temps car le flux numérique résultant est non
conservatif.
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‘ Etat gauche ‘ Etat droit

p | 0.7134739724 | 12.20846906
U 14.01592824 | 0.8191035216
P 5.826463302 | 547.8452885
%) 1 1
A 1 1
~ 1.6 1.6

Poo 0 0

TABLE 6.3 — Etat gauche Wy, et état droit Wx du probléeme de Riemann —
avec Ay, = Agr = 1. Les états droits et gauche satisfont s;, = sg = 10, Qr = Qr = 10 et
Hj;, = Hr = 120. Ces conditions initiales nous permettront d’illustrer que le choix ne
permet pas toujours au schéma numérique « ALE-projection mixte équilibré » de converger
vers la solution exacte.

1. En effet, pour le cas de la

vaut A(r) = r? donc A est discontinue & chaque frontiere r; +
2

bulle, nous avons sur chaque cellule C;,

.1

i+
Ai:/ r2dr,

T.

/s 3
=50t )

Pour I'étude d’une bulle, nous pouvons toujours activer le choix .

Un probléme de Riemann avec Ay # AR

Afin de valider le schéma équilibre, nous considérons un probléme de Riemann pour
lequel nous pouvons calculer explicitement la solution exacte. En fait, le probléme pour
calculer la solution exacte du probléme de Riemann associé au systéme réside dans
I’ordre des vitesses d’ondes Ao = 0, A1, Ao, et Ay, car nous pouvons nous assurer
d’avoir

A< Ay = /\3 < )\4, (6.65)

mais nous ne savons pas, a priori, ou placer I'onde stationnaire A\g = 0 (voir Figure . Si
nous imposons la position de cette onde stationnaire par rapport aux autres ondes, nous
pouvons construire la solution exacte du probléme de Riemann car A sera constant le long
des 1, 2, 3 et 4-ondes (nous pourrons alors utiliser la solution pour A constant de la Section
et les invariants de Riemann ¢, s, Q) et H sont constants & travers 'onde stationnaire.
Par exemple, si nous choisissons un état gauche W1, et si nous supposons que

)\1<)\2:)\3<)\0<)\4.

Nous relions W, a Wy par une onde de choc, puis Wy a Wy par une discontinuité de
contact. A partir de Wy nous pouvons calculer Ws car les invariants de Riemann v, s, Q
et H sont constants le long de I'onde stationnaire A\g = 0. Puis nous relions W5 a Wg par
une onde de détente. Nous obtenons alors un état droit Wx pour lequel nous connaissons
la solution exacte du probléme de Riemann

W + 8, F(W) = S(W)d,A, (6.66)
Wi o, r<0,

W (r,0) = { T (6.67)
Wgr , r>0.
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;
>

FIGURE 6.8 — Structure de la solution exacte du probléme de Riemann (6.66)-(6.67)). L’onde
stationnaire Ao = 0 vient s’intercaler entre les ondes A\; < Ay = A3 < A\y. Comme nous ne
connaissons pas sa position par rapport aux autres ondes, la solution exacte du probléme

de Riemann est difficile a expliciter.

] ‘ Etat gauche Etat 1 Etat 2 Etat 3 Etat droit

P 2 3.261403868 2.94191 2.869165446 3.230672602
U 0.5 -0.4884394210 | -0.4884394210 | -0.7512349032 | -0.4442565900
P 10.0522 10.0522 9.578925640 12

%) 1 1 0 0

A 1.5 1.5 1.5 1 1

~ 14 14 1.6 1.6 1.6
Poo 0 0 2 2 2

TABLE 6.4 — Etat gauche Wy, et état droit Wgr du probléme de Riemann —
avec Ay # Ag. Nous avons initialement supposé que les ondes satisfaisaient Ay < Ay =
Az < Ap < Mg, puis nous avons construit ’état droit WR a partir de I'état gauche WL en
construisant successivement les états Wl, Wg, Wg puis WR.

L’état gauche WL, I'état droit W et les états intermédiaires Wl, Wo et Wy de la solution
exacte (voir Figure du probléme de Riemann (6.66)-(6.67) sont référencés dans le
Tableau [6.4]

Nous pouvons alors comparer la solution obtenue avec le schéma « ALE-projection
mixte équilibré » a la solution exacte. Le domaine de calcul vaut [0.4; 1.6], nous le discréti-
sons en 1000 cellules. Sur la Figure nous représentons la masse volumique p, la vitesse
u, la pression p, la fraction de masse ¢ et la section A en fonction de r au temps final
t; = 0.2s. Nous constatons que la solution obtenue avec le schéma « ALE-projection mixte
équilibré » est trés proche de la solution exacte. La fraction de masse ¢ n’est pas diffusée
au cours du temps et 'interface des deux fluides, caractérisée par la discontinuité de ¢,
est trés bien résolue. La vitesse u, la pression p et la section A sont constants a travers la
discontinuité de contact. Notons que la section A est diffusée.

Bulle « faiblement comprimée »

Nous nous intéressons a nouveau au cas d’'une bulle d’air dans une phase liquide, nous
reprenons ’exemple de la Section Nous considérons tout d’abord la cas de la bulle
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FIGURE 6.9 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p, de la
fraction de masse ¢ et de la section A en fonction de r au temps final ¢ = 0.2 s pour
le cas du probléme de Riemann — avec Ay # Apr dont les conditions initiales
sont référencées dans le Tableau La solution obtenue avec le schéma « ALE-projection
mixte équilibré » est trés proche de la solution exacte. La fraction de masse ¢ n’est pas
diffusée au cours du temps et 'interface des deux fluides, caractérisée par la discontinuité
de ¢, est trés bien résolue. La vitesse u, la pression p et la section A sont constantes a
travers la discontinuité de contact. Notons que la section A est diffusée.
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FIGURE 6.10 — Tracé de I’évolution du rayon de la bulle au cours du temps avec ’algorithme
« ALE-projection mixte équilibré » pour le cas de la bulle « faiblement comprimée » dont
les conditions initiales sont référencées dans le Tableau Nous comparons les résultats
a la courbe obtenue avec le modéle d’Equation Différentielle Ordinaire de Keller-Miksis
donnant une approximation de la solution.

« faiblement comprimée ». Le rayon de bulle est maximal & I'instant initial £ = 0 s et vaut
Rpmaz = 0.7469 x 10~*m. A I’instant initial, les quantités physiques dans la bulle et dans le
liquide sont rappelées dans le Tableau Le temps final de calcul est ;0 = 4 X 107% s
et le domaine de calcul est [0; 20R,,,4,]. Les calculs ont été réalisés avec une grille uniforme
de 16000 cellules.

Les résultats sur I’évolution du rayon de la bulle de gaz en fonction du temps sont
présentés sur la Figure [6.10] Le schéma « ALE-projection mixte équilibré » donne des
résultats en accord avec le modéle de Keller-Miksis.

Contrairement au modéle de Keller-Miksis, notre algorithme a ’avantage de nous four-
nir la masse volumique p, la vitesse u, la pression p et la fraction de masse de gaz ¢ a
chaque instant. Comme nous l'avions effectué dans la Section [6.4.5] nous choisissons de
tracer les profils de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p et de la fraction
de masse ¢ quand le rayon de la bulle atteint la valeur Ry = 6.8 x 10~° m, c’est-a-dire au
temps t; = 6.47 x 1076 s et au temps t, = 1.37 x 107° 5. Au temps ¢ = t; la bulle est
en train de se comprimer alors qu’au temps t = to, la bulle se dilate. Les résultats sont

présentés sur les Figures [6.11] et

L’interface entre la bulle et le liquide est localisée au niveau du saut sur la fraction
de masse de gaz ¢ ou de maniére équivalente au niveau du saut sur la masse volumique
p . Méme si la vitesse u présente une perte de monotonie au voisinage de l'interface, la
vitesse u et la pression p sont continues a l'interface des deux fluides aux temps ¢t = t; et
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t = t9. Le schéma équilibre fournit des résultats similaires & ceux obtenus avec les schémas
« ALE-projection mixte avec A'(r)p », « ALE-projection mixte avec Ad,p» et « GFM »
(voir Figure . Dans le cas ou la bulle se contracte ¢t = t1, la vitesse u est négative,
celle-ci va avoir tendance a décaler U'interface de la bulle vers la gauche et le rayon de la
bulle va diminuer. Lorsque la bulle se dilate ¢ = to, la vitesse u est positive au voisinage
de linterface liquide-gaz (r = Ry = 6.8 x 107° m), celle-ci va avoir tendance & décaler
I'interface de la bulle vers la droite et a faire augmenter le rayon de la bulle. L’interface est
résolue en un seul point (saut de ¢). La masse volumique p présente une forte discontinuité
a linterface des deux fluides, mais varie peu ailleurs. L’inconnue artificielle A coincide avec
la fonction r — 2.

Bulle « fortement comprimée »

Nous considérons maintenant le cas de la bulle « fortement comprimée » de la Section
[6.45] Le rayon de la bulle a I'instant initial correspond au rayon maximal de la bulle et
vaut Rmaez = 0.7469 x 1073 m. Le rayon a I'équilibre vaut Rey = 0.692 x 10~*m. A l'instant
initial, les quantités physiques dans la bulle et dans le liquide sont rappelées dans le Tableau
Le temps final de calcul est t i = 1.6 ms. Le domaine de calcul est [0;0.1], en effet
comme la vitesse du son dans le liquide est d’environ 1500 m.s~!, nous devons choisir un
domaine trés large de sorte que 'onde se propageant vers ’extérieur de la bulle n’ait pas le
temps d’interagir avec le bord du domaine et de revenir modifier la position de 'interface.

Comme la bulle va énormément se contracter, nous devons choisir un pas de discré-
tisation permettant de ne pas faire disparaitre le gaz, nous devons nous assurer d’avoir
toujours au moins une cellule de gaz. Nous devons donc utiliser des maillages trés fins.
Comme le domaine d’étude est important et que nous utilisons des maillages trés fins, le
temps de calcul explose si nous utilisons un maillage uniforme. Nous choisissons alors de
couper le domaine en deux [0; Zyyp| €t [Tryp; 0.1] pour z,,, = 0.001. Nous utiliserons des
maillages uniformes de 2000 cellules sur chacun des deux domaines.

Sur la Figure[6.13] nous présentons I’évolution du rayon de la bulle en fonction du temps.
Pour le premier rebond, les résultats sont proches de ceux obtenus avec les algorithmes
« ALE-projection mixte avec A'(r)p », « ALE-projection mixte avec Ad,p » et « GFM »
sur la Figure Rappelons que les paramétres du modéle de Keller-Miksis ont été choisis
pour que le premier rebond coincide avec les résultats expérimentaux obtenus sur des bulles
créées par une impulsion laser (voir [95]).

Pour les autres rebonds, les résultats obtenus avec le schéma « ALE-projection mixte
équilibré » différent de ceux obtenus avec les autres algorithmes (voir Figure . Avec
le schéma équilibré, la bulle oscille nettement plus, le second rebond a une amplitude
nettement plus importante qu’avec les autres algorithmes.

Sur la Figure [6.14] nous tragons les profils de la masse volumique, de la vitesse et de
la pression aux temps t; = 1.3 x 107 7s et ¢t = 1.3 x 1075, correspondant tous deux au
premier rebond (la bulle se contracte) avec I'algorithme « ALE-projection mixte équilibré ».
L’interface est caractérisée par le saut de la masse volumique p. La vitesse u et la pression
p sont continues a l'interface des deux fluides aux temps t = t; et t = t5. Ce n’était pas le
cas avec les algorithmes « ALE-projection mixte avec A’(r)p » et « ALE-projection mixte
avec A0,p ».
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FIGURE 6.11 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u et de la pression p avec le
schéma « ALE-projection mixte équilibré » pour le cas de la bulle « faiblement comprimée »
dont les conditions initiales sont référencées dans le Tableau[6.1] Nous tragons les quantités
aux temps t = t; = 6.47 x 107% s (la bulle se contracte) & gauche et t = to = 1.37 x 107° 5
(la bulle se dilate) a droite. L’interface entre la bulle et I’eau est localisée au niveau du saut
sur la masse volumique. Méme si la vitesse u présente une perte de monotonie au voisinage
de l'interface, la vitesse u et la pression p sont continues & l'interface de la bulle aux temps
t = t1 et t = ty. Le schéma équilibre fournit des résultats similaires & ceux obtenus avec
les schémas « ALE-projection mixte avec A’(r)p », « ALE-projection mixte avec Ad,p »
et « GFM » (voir Figure [6.4). Dans le cas ou la bulle se contracte (¢t = t1), la vitesse u
est négative, celle-ci va avoir tendance & décaler 'interface de la bulle vers la gauche et le
rayon de la bulle va diminuer. Lorsque la bulle se dilate (¢t = t3), la vitesse u est positive
au voisinage de l'interface de la bulle (r = Ry = 6.8 x 1075 m), celle-ci va avoir tendance &
décaler I'interface des deux fluides vers la droite et a faire augmenter le rayon de la bulle.
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FIGURE 6.12 — Tracés de la fraction de masse ¢ et de la variable A avec le schéma « ALE-
projection mixte équilibré » pour le cas de la bulle « faiblement comprimée » dont les
conditions initiales sont référencées dans le Tableau Nous tragons les quantités aux
temps t = t; = 6.47 x 1079 s (la bulle se contracte) a gauche et t = t5 = 1.37 x 107° s (la
bulle se dilate) a droite. L’interface est résolue en un seul point (saut de ¢). L’inconnue
artificielle A coincide avec la fonction r s 72
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FIGURE 6.13 — Tracé de I’évolution du rayon de la bulle au cours du temps avec le schéma
« ALE-projection mixte équilibré » pour le cas de la bulle « fortement comprimée » dont
les conditions initiales sont référencées dans le Tableau L’amplitude du premier rebond
obtenue avec le schéma équilibré est comparable a celle obtenue avec le modéle de Keller-
Miksis. Rappelons que les paramétres du modéle de Keller-Miksis ont été choisis pour
que le premier rebond du modéle de Keller-Miksis coincide exactement avec les résultats
expérimentaux obtenus sur des bulles créées par une impulsion laser (voir [95]). Pour les
autres rebonds, les résultats obtenus avec le schéma « ALE-projection mixte équilibré »
différent de ceux obtenus avec les autres algorithmes (voir Figure Avec le schéma
équilibré, la bulle oscille nettement plus, le second rebond a une amplitude nettement plus
importante qu’avec les autres algorithmes.
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FIGURE 6.14 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u et de la pression p pour
I’algorithme « ALE-projection mixte équilibré » pour le cas de la bulle « fortement com-
primée » dont les conditions initiales sont référencées dans le Tableau [6.2] Nous tragons les
quantités aux temps t; = 1.3 x 10~7s (4 gauche) et t = 1.3 x 1075 (a droite) comme pour
le cas de la Figure[6.6] L’interface est caractérisée par le saut de la masse volumique p. La
vitesse u et la pression p sont continues & l'interface des deux fluides aux temps ¢t = t; et
t = ta. Ce n’était pas le cas avec les algorithmes « ALE-projection mixte avec A'(r)p » et
« ALE-projection mixte avec Ad,p ».
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6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au comportement d’une bulle sphérique
de gaz immergée dans un liquide. Nous considérons une bulle de gaz initialement dilatée, la
pression dans la bulle est supposée trés faible. Par conséquent, le rayon de la bulle va avoir
tendance & diminuer. Aprés plusieurs oscillations, la bulle atteint un rayon d’équilibre. Nous
nous intéressons a la phase transitoire, c’est-a-dire & la position de l'interface liquide-gaz
au cours du temps.

Introduite par Rayleigh en 1917, ’équation de Rayleigh-Plesset décrit la dynamique
d’une bulle sphérique de gaz dans un liquide. Le modéle de Keller-Miksis [79] nous donne
une approximation de I’évolution du rayon de la bulle au cours du temps.

Nous avons par la suite utilisé un modéle compressible pour étudier le phénoméne.
Le systéme global est décrit par les équations d’Euler en dimension trois. De maniére a
nous affranchir d’une modélisation tridimensionnelle délicate, nous nous sommes placés en
géométrie sphérique. Le modéle complet peut se mettre sous la forme

B (AW) + 8,(AF(W)) = S(W)8, A.

Les termes sources sont issus de la formulation en coordonnées sphériques.

La fonction A étant une fonction connue, dépendant uniquement du rayon 7, nous avons
tout d’abord proposé deux schémas numériques ALE-projection mixte (voir Chapitres 4| et
. Les schémas sont basés sur le fait que nous connaissons la fonction A en tout point du
domaine et sont deux moyens différents permettant de traiter le terme source du systéme.
Ces deux algorithmes donnent de trés bons résultats sur ’évolution du rayon de la bulle
en fonction du temps pour le cas d’'une bulle « faiblement comprimée » et d’une bulle
« fortement comprimée ». Pour le cas de la bulle « fortement comprimée », le premier
rebond coincide avec les résultats expérimentaux obtenus a 1'Université de Gottingen [95].
Cependant, ces deux schémas numériques ne permettent pas de préserver une vitesse et une
pression continues a I'interface des deux fluides. En effet, pour le cas de la bulle « fortement
comprimée », la pression présente une discontinuité & l'interface de la bulle avec les schémas
« ALE-projection mixte avec A'(r)p » et « ALE-projection mixte avec Ad,p ».

Nous avons alors développé une nouvelle approche, ol nous considérons la variable A
comme une inconnue artificielle du systéme, satisfaisant 1’équation

A = 0.

Nous avons développé un schéma numérique ALE-projection mixte de maniére a préserver
les états u et p constants a 'interface des deux fluides. Si nous ne sommes pas & l'inter-
face nous utilisons un schéma équilibré, ceci-lui a 'avantage d’améliorer la résolution la
discontinuité de A a chaque frontiére de cellule. Comme le probléme de Riemann associé
au systéme

B(AW) + 9, (AF(W)) = S(W)d, A,

est trés difficile a résoudre, nous utilisons un solveur VFRoe ncv pour calculer les solutions
en 0F, celui-ci a 'avantage de fournir une solution linéaire. La difficulté pour la résolution
exacte réside dans la position des ondes, en effet le fait d’ajouter I’équation 0; A au systéme
d’équations ajoute une onde stationnaire A\g = 0, que nous ne savons pas initialement
localiser par rapport aux autres ondes

)\1:u—0<)\2:)\3:u<>\4:u+c.
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De plus, comme nous utilisons le solveur VFRoe ncv uniquement entre deux états de la
méme phase, le schéma « ALE-projection mixte équilibré » préservera le domaine d’hy-
perbolicité sans diffuser la fraction de masse de gaz ¢. Nous avons également
di définir un changement de variables non inversible pour obtenir le vecteur AW & partir
des invariants de Riemann de l'onde stationnaire, nous avons repris 1'idée de Kroner et
Thanh permettant d’obtenir un schéma équilibre. Cependant, si la section A est
constante, le systéme devient conservatif alors que le choix conduit & un flux
numérique non conservatif. Nous avons illustré un exemple oul ce choix ne nous permet pas
de capturer la solution exacte. Pour une section constante, nous devons alors utiliser un
flux numérique conservatif, par exemple . Nous obtenons un schéma équilibré, au
sens ol il préserve les invariants de Riemann de ’onde stationnaire au cours du temps, ne
diffusant pas la fraction de masse ¢ et préservant les états u et p constants & l'interface des
deux fluides. Nous avons validé le schéma obtenu sur un probléme de Riemann présentant
une discontinuité de la section A.

Nous avons ensuite testé le schéma « ALE projection équilibré » sur le cas de la bulle
« faiblement » et « fortement » comprimée. Sur ces deux exemples la variables A est dis-
continue a chaque frontiére de cellule. Le schéma numérique nous fournit des trés bons
résultats sur I’évolution du rayon des bulles « faiblement » et « fortement » comprimées
en fonction du temps. Le premier rebond est similaire & celui obtenu avec les algorithmes
« ALE-projection mixte avec pA’(r) » et « ALE-projection mixte avec Ad,p », mais les
rebonds suivants ont une amplitude nettement plus grande avec le schéma équilibré. La
bulle oscille plus longtemps autour de son rayon d’équilibre, ce qui est plus réaliste avec
les expériences physiques.
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CHAPITRE 7

Calcul d’écoulements bifluides
compressibles bidimensionnels sur

GPU

7.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la résolution numérique des écoulements bi-
fluides compressibles de type gaz-liquide en dimension deux. Le systéme considéré est le
systéme des équations d’Euler auquel nous adjoignons une équation de transport sur une
fonction couleur . La fonction ¢ vaut 1 dans le gaz et 0 dans le liquide, elle permet ainsi de
localiser l'interface les deux fluides. Nous souhaitons développer des méthodes numériques
permettant de résoudre le probléme de Cauchy

OW + 0, F(W) 4+ 0,G(W) =0, x € [a;b], y € [¢;d], t >0, (7.1)
admettant pour condition initial
W (z,y,0) = W°(z,y), (7.2)
ot W9 € L>®([a;b] x [c;d]),

W = (p, pu, pv, pE, pp),
(W) = (pu, pu® + p, puv, (pE + p)u, pugp),

F(W) =
G(W) = (pu, puv, pv* + p, (pE + p)v, pve),

et la loi de pression p satisfait p = p(7, e, ¢).
Dans ce chapitre, le gaz et ’eau suivent des lois de pression de gaz raide

p(r.e9) = (1(9) = 1) = =7 (9) P (). (7.3)

avec

7 P si Y = 1a
Y(p) =< "
Viigs S1 @ =0,

Poo,gaz = 0, sl p =1,
Poo(ip) = {0
Poo,liqy S1 @ = 0.
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Ayant illustré au Chapitre [2| les difficultés numériques a traiter une zone de mélange
0 < ¢ < 1, le domaine d’hyperbolicité Q (voir page est non convexe, nous
présenterons une méthode numérique permettant d’éviter de traiter une zone de mélange.

Dans les Chapitres [4] et [5] nous avons développé des méthodes numeériques robustes
permettant d’étudier des écoulements bifluides en dimension un. Nous avons présenté la
classe des schémas numériques ALE-projection, ces schémas numériques se décomposent
en deux étapes. Dans une premiére étape, nous résolvons le systéme d’équations

sur un maillage mobile a I'aide d’un schéma de volumes finis, puis dans une seconde étape
nous effectuons une projection pour se ramener au maillage initial. Nous avons constaté
que si nous déplagons les frontiéres du maillage a la vitesse de la discontinuité de contact
obtenue lors de la résolution du probléme de Riemann exact ou approché R (Wi”, P )
au niveau de l'interface liquide-gaz, I’étape ALE du schéma numérique préserve le domaine
d’hyperbolicité sans diffusion H

H = QU Qq, (74)

ol pour tout ¢g € [0; 1], 'ensemble convexe €2, vaut

Qyy = {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R®, p >0,
u2+212
© =0, P <p,E - 2&) + Poo(p) > 0}-

Nous nous assurerons alors de ’hyperbolicité de la solution numérique & chaque instant.
De plus, I'étape ALE du schéma ALE-projection est conservative, satisfait une inégalité
entropique et préserve les états u et p constants & l'interface des deux fluides.

Dans la seconde étape, nous effectuons une projection de maniére & nous ramener
sur la grille de départ. Dans le Chapitre o] nous avons comparé différentes projections,
nous en avons retenu une : la projection mixte II'™**. La projection mixte fait intervenir un
échantillonnage aléatoire et a des trés bonnes propriétés, elle est conservative et entropique
dans les phases pures. Du fait de I’approche aléatoire, elle est conservative en moyenne et
entropique en moyenne sur H. De plus, elle ne diffuse pas 'interface et préserve les états
u et p constants.

En couplant ’étape ALE & la projection mixte, nous avons construit un schéma numé-
rique monodimensionnel préservant le domaine d’hyperbolicité sans diffusion H, préservant
une vitesse u et une pression p continue & l'interface des deux fluides, n’introduisant au-
cune diffusion numérique sur la fraction de masse @, satisfaisant une condition d’entropie
et étant conservatif en moyenne. Dans ce chapitre, nous allons étendre la méthode & la
dimension deux grace & un splitting directionnel, les deux étapes du splitting seront si-
milaires du fait de l'invariance rotationnelle des équations d’Euler. A notre connaissance,
cette méthode n’avait jamais été étendue au cas bidimensionnel.

En géométrie bidimensionnelle, le systéme ([7.1f) conduit & des calculs plus lourds d’au-
tant plus que des maillages fins sont requis pour obtenir des résultats précis. Nous avons
programmé le code en langage OpenCL « Open Computing Language » afin de pouvoir
I’exécuter soit sur une carte graphique ou GPU pour « Graphics Processing Unit », soit sur
un CPU « Central Processing Unit » multicceur de fagon a réduire le temps de calcul. Le
schéma de volumes finis et la projection sont trés bien adaptés a ce type de parallélisation,
nous nous attendons donc & de bonnes performances. De plus, pour gagner en efficacité

236



7.2. Projection aléatoire et méthode numérique

nous privilégierons le solveur de relaxation par rapport au solveur exact, en effet celui-
ci résout un probléme linéaire tandis que le solveur exact doit calculer la solution d’une
équation non linéaire, nettement plus cotiteuse sur GPU.

Nous effectuerons tout d’abord des tests numériques permettant de valider le couplage
entre le splitting directionnel et la projection aléatoire II™**. Nous nous intéresserons par
la suite a des exemples physiques, le premier test consistera a envoyer une onde de choc sur
une gouttelette de réfrigérant R22 et dans le second test nous étudierons I'impact d’une
onde de choc se propageant dans le liquide et venant percuter une bulle de gaz.

7.2 Projection aléatoire et méthode numérique

Dans cette section, nous décrivons la méthode de résolution du probléme de Cauchy

(7-1)-(7-2).
7.2.1 Splitting directionnel
Introduisons tout d’abord quelques notations. Nous considérons des subdivisions régu-
lieves (2;_1)o<i<n+1 de [a;0] et (y;_1)o<j<aryr de [¢;d]
=a+ihy, 1=0---N+1,
—c+ihy, j=0---M+1,

ou h, = ]l\’,;fl et hy = % sont les pas d’espace dans les direction z et y. Notons Cj ; les

cellules de controle
G = }xi*%;x”% [ s }yjfé?yﬂ% [

centrées en (z;,y;) avec

T._1+x. 1

Ti= 122 Z+2a2:1"N,
Yi1+Y. 1

y= gt =1 M

Les cellules C; ; pour i = 0,7 = N, j = 0 et j = M seront utilisées pour appliquer les
conditions aux bords (voir Section [2.7.2).

Nous considérons également une subdivision (¢,)neny de R telle que le pas de temps
soit défini par At, := t,+1 — t, > 0. Supposons que nous disposons d’une approximation
(Wi hi<i<ni<j<m
W”J ~ Wi(xs, yj,tn)-

(2

de la solution du probléme de Cauchy |||| sur les cellules (Cffj)lgigN,lgjg M au

temps t,. Pour construire W"*! au temps ¢,,1, nous utilisons la méthode du splitting
directionnel de Strang ([106]). Dans une premiére étape, nous résolvons le probléme de
Cauchy entre les temps 0 et At

OW + 8, F(W) =0, (7.5)

W(x,y,0) = W"(z,y). (7.6)

Nous obtenons une solution W (z,y, At) au temps At, puis nous résolvons le probléme de
Cauchy
oV +0,G(V) =0, (7.7)
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avec la condition initiale

V(z,y,0) = W(x,y, At),

Au temps t,41, nous prenons
W (@, y) = V(a,y, At).

Cette approche est consistante avec le probléme le probléme de Cauchy initial — a
l'ordre un en At. Une modification simple permet de passer a 'ordre deux [106]. De plus,
grace & l'invariance rotationnelle des équations d’Euler, les systémes et sont
équivalents si nous permutons les variables d’espace x et y et les composantes de vitesse u
et v. Il est alors suffisant de construire un schéma numérique en dimension un résolvant le
probléme de Cauchy

{@W+@fm0_a 8)

W(JI,O) = Wo(x)

Nous utilisons le schéma numérique ALE-projection mixte présenté aux Chapitres [ et
nous le rappellerons briévement ici.

7.2.2 Schéma ALE-projection mixte

Dans cette section, nous présentons un schéma numeérique permettant de résoudre le
probléme de Cauchy ([7.8)) pour (z,t) dans [a,b] x RT. Nous cherchons une approximation
W(xi, tn)

W ~ W(CCZ, tn).

)

Chaque mise & jour temporelle se décompose en deux étapes. Dans la premiére étape,
I’étape Arbitraire Lagrange Euler (ALE), nous résolvons le systéme d’équations sur un
maillage mobile. L’idée est de déplacer les frontiéres du maillage a la vitesse du fluide
au niveau de l'interface liquide-gaz. Puis la seconde étape est une étape de projection,
elle permet d’obtenir une approximation de la solution sur le maillage initial. L’originalité
consiste a utiliser une projection aléatoire & l'interface liquide gaz, celle-ci & I’avantage de
préserver de domaine d’hyperbolicité sans diffusion H et de satisfaire des propriétés de
conservation et d’entropie en moyenne.

Etape Arbitraire Lagrange Euler (ALE)

Supposons que nous disposons d’une approximation W;" de la solution exacte du pro-
bléme de Cauchy l} sur les cellules C; = }xi_;; Tl [ au temps t,. Dans I'étape ALE,
2 2

les frontieres z, 1 des cellules C; se déplacent a la vitesse fl."+1 entre les temps &y, et ¢4
2

+ 2

n+1,—

j— n

Cette vitesse fl’:_ , sera détaillée par la suite, mais sera choisie de maniére a déplacer le

2
maillage a la vitesse du fluide au niveau de l'interface liquide-gaz. Afin d’obtenir une
approximation de la solution exacte au temps ¢ juste avant I’étape de projection, sur
les cellules

n+1’

n+l,— n+l,—. n+l,—
¢ _:|xié Tirl [’

nous utilisons le schéma de volumes finis
h?H’_VVfH’_ = hW;" — At, <FL(Win7 i1 &) — FrOWE, Wf»ﬁ?_;)) . (79
2 2
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La taille h?“’* de la cellule C}' 17 est donnée par

1,— 1,— 1,—
Rt = wﬁ% - :cjj2 = hi + Atn (&1 =& 1) (7.10)

Les flux numériques Arbitraire Lagrangien Eulérien (ALE) sont de la forme

3
FL(Wp, Wg, &) = F(Wy) — W, — / (R(Wp, Wg,0) — Wr) do, (7.11)

—0o0

+oo
FR(WL, Wk, f) = F(WR) —&Wgr + /5 (R(WL, Wh, 9) — WR) de, (7.12)

ou R(Wp, W, 0) est obtenu par la résolution d’un probléme de Riemann. En pratique, nous
pouvons utiliser un solveur exact ou un solveur approché. Le solveur exact a été présenté
dans la Section tandis qu’'un solveur approché de type relaxation a été développé dans
la Section [£.7] D’autres solveurs pourraient étre testés, par exemple un solveur cinétique
[97, 18, 19], un solveur HLL [70], un solveur HLLC [109, 110, 108 3] ou un solveur de
Roe [99, 59, 108], [86]. Que nous utilisions le solveur exact ou le solveur de relaxation, les
flux numériques sont conservatifs

FL(WL7WR7§) = FR(WL>WR>§)' (713)

Dans la suite, nous noterons par R le solveur de Riemann approché, que ce soit le solveur
exact ou le solveur de relaxation. En effet, ces deux solveurs ont les mémes propriétés
mathématiques.

Choix de la vitesse §i+; de la frontiére Tl
2 2

Dans le Chapitre I nous avons étudié différents choix pour la vitesse §” de la fron-

tiere x;, 1. Nous présentons ici le choix que nous avons retenu. Il consiste a deplacer les

frontieres du maillage & la vitesse du fluide au niveau de l'interface liquide-gaz. Pour loca-
liser I'interface liquide-gaz, nous utilisons la variable ¢, en effet ¢ vaut 1 dans le gaz et 0

dans le liquide, I'interface des deux fluides est localisée en z; 1 si la condition suivante est
2

1 1
<90? - 2> <90?+1 - 2) <0.

La vitesse §ZL+1 de la frontiére x; 1 entre les temps ¢, et ¢, est donnée par
5 2

satisfaite

L[ s (@) - <o
0  sinon,

ol u?+1 est la vitesse u* de la discontinuité de contact obtenue lors de la résoltion exacte

2
ou approchée du probléme de Riemann

Wn, siz <0,
W(z,0) = {

n .
W/, sinon.
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Etape de projection

Dans I’étape ALE nous avons calculé une approximation W[‘H’* de la solution exacte

au temps t,y1 sur les cellules C?H’_ = ]x?ﬁl’_,x?j}’_ . Dans I'étape de projection,
—3 2

connaissant W™t~ nous souhaitons construire une approximation de W1 de la solution
exacte au temps ¢, sur la cellule de départ C;. Différentes projections ont été abordées et
comparées dans la Section [5.4] nous présentons uniquement celle que nous avons retenue.
La projection dépend de la positon de l'interface des deux fluides. Nous effectuons une
projection stable, conservative et entropique si la cellule est dans une phase pure, au sens
ol elle ne touche pas l'interface liquide-gaz. Si la cellule est située a l'interface des deux
fluides, nous utilisons une approche statistique, cette projection a ’avantage de ne pas
diffuser la fraction de masse ¢. Plus précisément, si nous avons

1 1 1 1
+1, +1,— +1,— +1,
(Qp? B 2> (SO:L 1 2) > Oet <¢?_1 B 2) (Lp? B 2) >0,

. .. n+1,—
comme les vitesses 5;"‘ L et €?+1 des frontiéres =, 1 et x,, 1 sont nulles, C; th= C; et
) 2 2 2

nous prenons

+

Wt = e
; :

7

D’un autre coté, si la cellule touche l'interface liquide-gaz, c’est-a-dire si

| -1 -1 s
(- 3) () <om (o) 1) <o

nous considérons une projection aléatoire, nous prenons un nombre aléatoire w,, €]0;1[ et
nous effectuons la projection

n+1,— . 5?—lAtn
W2, stwp < —f—,
noAt e At
n+l 1. . 5-_1 n _+1 n
Wi = Win+ S 1271 <w, <1+ 1271" (7.14)
" 1 Aty

n+1,— . it5
Wi, siw, >1+ >

Un bon choix pour la suite aléatoire wy, est la (k1, k2) suite de van der Corput, un algorithme
de calcul en C est donné au Chapitre [5] Remarquons que k; et ko sont deux nombres
premiers entre eux et k; > ko > 0. Pour plus de détails, nous référons a Toro [108]. En
pratique, nous utilisons (5, 3) suite de van der Corput.

7.3 GPU et implémentation OpenCL

Pour la résolution du systéme des équations d’Euler bidimensionnelles, nous couplons
le splitting directionnel & un schéma ALE-projection. Le schéma ALE-projection fait inter-
venir le schéma de volumes finis et la projection mixte, qui sont trés bien adaptés a
la parallélisation, nous nous attendons donc & de bonnes performances. Nous avons choisi
de les programmer en langage OpenCL de facon a pouvoir exécuter le code sur une carte
graphique ou « Graphics Processing Unit » (GPU) et a profiter de cette architecture pour
réduire la durée de nos simulations.

Dans cette section, nous présentons l'architecture d’une carte graphique (GPU) ainsi
que le langage de programmation que nous avons choisi d’utiliser, & savoir le langage
« OpenCL » (pour « Open Computing Language »). Nous expliquons ensuite les consé-
quences d’une telle architecture sur 'implémentation de notre méthode.
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7.3.1 Qu’est-ce qu’'un GPU?

Un GPU moderne est constitué, schématique-

ment, de mémoire globale (« global memory ») et

d’unités de calcul (« compute units »). Typique-

ment, nous avons quelques Gigaoctets (Go) de mé-

moire globale et quelques dizaines d’unités de cal-
GPU cul. Chaque unité de calcul est elle-méme consti-
tuée de quelques kilooctets (ko) de mémoire cache,
aussi appelée mémoire locale (« local memory »)
et de processeurs (« processing elements ») typi-
quement au nombre de 8. Le tout est dirigé depuis
U1 I'ordinateur dans lequel est branché le GPU, aussi
appelé hote (« host »). Sur la Figure nous
illustrons une carte graphique (virtuelle) conte-
nant deux unités de calcul, chacune constituée de
deux processeurs. Le méme programme peut étre
exécuté en méme temps sur tous les processeurs de
CuU 2 toutes les unités de calcul. Les accés & la mémoire

!

Local mem.

Global mem.

Local mem.

suivent les trois régles suivantes :
— tous les processeurs ont accés a la mémoire
Host globale,
— les processeurs ont accés uniquement a la
mémoire locale de leur unité de calcul,
— l’accés & la mémoire locale est nettement
Fi1GURE 7.1 — Illustration d’un GPU. plus rapide que l'accés & la mémoire glo-
bale.

7.3.2 OpenCL

Différents environnements existent pour programmer sur GPU. Par exemple, ’environ-
nement CUDA permet de piloter les GPUs NVIDIA. Le langage que nous utilisons pour
programmer sur GPU est ’OpenCL. OpenCL existe depuis septembre 2009 [65]. La licence
appartient au groupe Khronos Group, qui est également responsable de la conception et
de I’évolution de ’API OpenGL.

OpenCL contient une librairie de fonctions en langage C pour piloter le GPU, ainsi
qu'un langage proche du C qui permet d’écrire les programmes, appelés « kernels », qui
sont exécutés sur les processeurs. Ce langage permet virtuellement d’avoir autant d’unités
de calcul, appelées alors « work-groups », et de processeurs, appelés « work-items », que
I'on veut. Les taches (« threads ») sont envoyées aux unités de calcul et aux processeurs
physiques du GPU par paquets grace & un mécanisme de file d’attente.

De plus, ce langage est portable, au sens ou il peut étre exécuté sur différentes cartes
graphiques, de marques différentes, mais aussi sur un CPU (« Central Processing Unit » ),
qu’il soit uni-coeur ou multi-coeur. Il est en outre possible de gérer plusieurs plateformes
dans le méme programme, et notamment de partager le travail entre un CPU et plusieurs

GPU.

De nombreux documents sont disponibles sur le web pour apprendre & programmer en
OpenCL. Pour un tutoriel et des exemples simples, nous nous référons a [42]. Pour une
documentation détaillée de ’OpenCL, nous renvoyons au site du groupe Khronos [65].
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7.3.3 Implémentation

Nous organisons les données dans une grille (z,y). L’'implémentation n’est pas trés
difficile, en effet, le splitting de Strang rend ’algorithme facile a paralléliser. Sur les GPUs
récents, le nombre d’unités de calcul est de plusieurs centaines. Cela implique que les
calculs sont trés rapides et que le temps passé a transférer les données en mémoire devient
le facteur limitant. Il est donc trés important de bien organiser les données en mémoire
avant d’effectuer les calculs. Par exemple, pour effectuer la mise a jour suivant x ,
les données sont correctement alignées en mémoire et deux processeurs voisins ont accés a
des cases mémoires voisines d’une méme ligne. Cela permet d’obtenir une bande passante
optimale (nous parlons d’accés mémoire coalescents). Dans I'étape en y (7.7)), si rien n’est
fait, deux processeurs successifs accédent & deux lignes différentes du tableau de données,
ce qui conduit a des accés mémoire trés lents (typiquement dix fois plus lent que des accés
coalescents). Ainsi, entre 'étape en = et celle en y, nous devons réarranger les données
en mémoire de maniére & obtenir des accés mémoire coalescents dans la direction y, pour
cela il suffit de transposer le tableau de données. Apreés la transposition, deux processeurs
successifs accéderont & deux cases mémoire d’'une méme ligne et les accés mémoire seront
coalescents suivant y. Ainsi, entre les étapes en x et en y, nous utilisons un algorithme de
transposition optimisé sur GPU. L’algorithme est trés simple, il se décompose en quatre
étapes

— la premiére étape consiste a découper le tableau de données en petits tableaux de
tailles 32 x 32, une unité de calcul traitera un carré de taille 32 x 32,

— chaque carré est alors copié ligne par ligne de la mémoire globale dans la mémoire
locale d’une méme unité de calcul. Les accés mémoire sont coalescents, car deux
processeurs successifs lisent des cases mémoire voisines,

— chaque carré 32 x 32 est transposé dans la mémoire locale,

— chaque carré est alors recopié ligne par ligne de la mémoire locale vers la mémoire
globale, les accés mémoire pour ’écriture sont coalescents.

L’algorithme est décrit plus en détail dans [101].

Maintenant que I'algorithme de transposition est explicité, nous pouvons décrire ’al-
gorithme utilisé pour effectuer une mise & jour temporelle :

— nous associons un processeur a chaque cellule de la grille,

— nous calculons la condition de stabilité pour le pas de temps pour chaque cellule 7.

Si le pas de temps local est plus petit que le pas de temps global, nous remplagons
le pas de temps global. Dans certains cas, ceci peut impliquer des conflits d’accés
en mémoire globale. En effet si deux processeurs veulent modifier le pas de temps
en mémoire globale au méme moment, la norme OpenCL impose qu’un et un seul
des deux processeurs ait ’accés en écriture, mais nous ne pouvons pas savoir lequel
(voir Section . Pour éviter d’obtenir des instabilités, nous multiplions le pas
de temps obtenu par un facteur de sécurité adéquat.

Cette approche est trés simple, mais elle peut conduire & des résultats différents sur
différents GPUs. Nous avons donc également programmé un algorithme paralléle
pour calculer le plus petit pas de temps de la grille. Cet algorithme appartient a
la famille des algorithmes de réductions dont la théorie générale est expliquée dans
[16]. Au final, nous avons deux méthodes permettant de calculer le pas de temps,
une premiére trés rapide et satisfaisante dans la plupart des cas, mais conduisant
& des résultats différents sur différents GPUs. La seconde, un peu plus coliteuse en
temps de calcul, mais s’assurant d’obtenir le pas de temps minimal d’une maniére
unique.

— nous effectuons ’étape ALE-projection dans la direction x pour chaque ligne de
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la grille : une ligne ou une partie de la ligne est associée & une unité de calcul et
une cellule & un processeur. En octobre 2012, OpenCL imposait une taille limite
(typiquement 1024) pour le nombre de processeurs inclus dans une méme unité de
calcul. Ceci nous force & découper les lignes et a effectuer des recouvrements si
nous souhaitons effectuer de gros calculs (typiquement une grille avec plus de 1024
cellules dans la direction x ou y). Chaque processeur i copie alors le vecteur de
variables conservatives W; = (p;, piui, pivi, piEi, pipi) de la mémoire globale vers
la mémoire locale. Ensuite, nous posons une barriére. Nous nous assurons ainsi
qu’avant de commencer le calcul des flux dans la direction x, chaque processeur 17
ait écrit W; en mémoire locale. Nous pouvons alors effectuer I'étape ALE-projection
en mémoire locale. Comme toutes les données sont dans la mémoire locale, les
calculs du flux & droite, du flux & gauche et de la projection sont optimaux, nous
obtenons les meilleures performances possibles. A I'ordre un, I'étape ALE du schéma
numérique nécessite un recouvrement d’une cellule et 1’étape de projection, du fait
de la projection de Glimm , nécessite également une cellule supplémentaire. Au
final, pour les gros calculs, avec plus de 1024 cellules par ligne, la mise & jour d’une
ligne est répartie sur plusieurs unités de calculs et nous effectuons des recouvrements
de 2 cellules a l'ordre un. Pour les calculs a 'ordre deux (voir Section [5.7)), nous
devons effectuer un recouvrement de 5 cellules, en effet comme nous couplons un
schéma de Heun & une méthode MUSCL, nous devons disposer deux fois de deux
cellules supplémentaires pour le calcul des flux (une pour les pentes de MUSCL et
une pour le flux) puis d’une pour la projection de Glimm .
— nous transposons la grille de données avec la transpositon optimisée, de plus nous
échangeons x et vy,
— nous effectuons ’étape ALE-projection suivant ¢ pour chaque ligne. Les accés mé-
moires sont coalescents,
— nous transposons la grille avant d’effectuer la prochaine mise a jour temporelle.
La répartition du temps de calcul dans les différents kernels est la suivante : I'étape ALE-
projection représente 80%, la transposition 11% et le calcul du pas de temps 9% de la
durée totale du calcul.

7.3.4 Performances

La programmation sur GPU réduit de maniére significative les temps de calcul. Nous
allons évaluer le « speedup », c’est-a-dire le rapport du temps de calcul sur deux architec-
tures. Rappelons que 'avantage d’OpenCL sur CUDA est de pouvoir exécuter le méme
code soit sur GPU soit sur CPU multicoeurs. Nous comparons les durées de simulation sur
un CPU (AMD Phenom II x4 processeurs) avec un ou plusieurs coeurs a celles sur GPU
avec différentes cartes graphiques : une Nvidia GeForce 320M, une AMD Radeon HD 5850
et une AMD Radeon HD7970. Tous les calculs sont réalisés en simple précision. Les trans-
ferts des données entre la mémoire du CPU et celle du GPU ne sont pas pris en compte
dans les temps de calcul. Cependant, ils ne sont réalisés que deux fois : a I'initialisation et
a la fin du calcul.

Dans la Tableau [7.1], nous observons des speedups trés importants pour la simulation
GPU par rapport a une simulation sur un seul coeur. Le test correspond & un calcul de 300
itérations de notre algorithme avec le solveur de relaxation sur une grille 1024 x 512. Une
évaluation du flux numérique correspond a peu prés a 500 opérations en virgule flottante
(flop). Quatre évaluations de flux sont nécessaires par cellule et par pas de temps. La
quantité de calculs pour ce test est donc de 'ordre de 300 Gflop.

Dans l'algorithme, deux étapes sont essentielles du point de vue des performances :
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] Hardware ‘ Temps de calcul (s) ‘ Speedup ‘
AMD A8 3850 (one core) 527 1
AMD A8 3850 (4 cores) 205 2.6
NVIDIA GeForce 320M 56 9.4
AMD Radeon HD 5850 3 175
AMD Radeon HD 7970 2 263

TABLE 7.1 — Temps de calcul sur différentes architectures.

— la premiére est la transposée optimisée, elle permet d’obtenir des accés mémoire
coalescents dans les directions x et y. Sans cette optimisation, les calculs seraient
approximativement 10 fois plus lents sur GPU.

— la seconde est le solveur de relaxation utilisé pour ’étape ALE du schéma ALE-
projection. En utilisant cette approche, le flux numérique a une formulation nette-
ment plus simple que le flux exact de Godunov. En effet, le flux numérique associé
au solveur de relaxation s’exprime explicitement en fonction de ’état gauche W7y, et
de I'état droit Wg (voir Section tandis que le flux exact nécessite de résoudre
une équation non linéaire. La résolution de ’équation non linéaire fait intervenir
beaucoup de tests et est nettement moins efficace sur GPUs. En utilisant le solveur
exact a la place du solveur de relaxation, les calculs sont en moyenne 50 fois plus
lents sur GPU.

Les performances que nous avons obtenues avec cet algorithme sont similaires & celles
développées récemment dans d’autres travaux sur des simulations de volumes finis [113].
Sur le GPU le plus puissant, nous réalisons environ 150 Gflop/s en simple précision. Rap-
pelons que les speedups présentés dans le Tableau comparent le méme code, exécuté
sur différentes architectures. Il est évident qu’avec quelques optimisations, la version sé-
quentielle du code sur CPU pourrait étre plus rapide. Cependant, méme si nous supposons
qu’il est possible d’accélérer la version séquentielle du code CPU par un facteur 10, (en
utilisant les optimisations lors de la compilation, des optimisations dans 'algorithme et un
CPU plus puissant), le code OpenCL sur GPU serait toujours 30 fois plus rapide que le
code CPU.

7.4 Reésultats numériques

Nous considérons des tests numériques en dimension deux que nous allons résoudre
a l'aide d’un splitting directionnel de Strang. Nous effectuerons tout d’abord des tests
numériques permettant de valider le couplage entre le splitting directionnel et la projection
aléatoire. Nous nous intéresserons par la suite a des exemples physiques, le premier test
consistera & envoyer une onde de choc sur une gouttelette de réfrigérant R22 et dans le
second test nous étudierons I'impact d’'une onde de choc se propageant dans le liquide et
venant percuter une bulle de gaz.

7.4.1 Validation du couplage entre le splitting directionnel et la projec-
tion aléatoire

Afin de valider le couplage entre le splitting directionnel et la projection aléatoire, nous
allons effectuer deux tests, le premier consistera & étudier le cas d’une simple advection et
dans le second test nous étudierons le cas d’une rotation.
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] Quantités ‘ Dans la bulle ‘ A D'extérieur de la bulle

p (kg.m=3) 1.225 1000
u (m.s~1) 100 100
v (m.s™1) —75 =75
p (Pa) 1.01325 x 10° 1.01325 x 10°
%) 1 0
¥ 14 3
Poo 0 7.499 x 10%

TABLE 7.2 — Données initiales a 'intérieur et & 'extérieur de la bulle pour un test d’ad-
vection d’une bulle de gaz dans le liquide.

Le cas d’une advection

Nous avons montré au Chapitre [5| que 'algorithme utilisé préservait les états u et p
constants en dimension un et que la solution convergeait vers la solution exacte. Nous
allons maintenant tester le couplage entre le splitting directionnel et la projection aléatoire
pour observer son comportement sur le cas d’une advection & vitesse et pression constante.

Nous considérons I'advection d’une bulle de gaz dans un liquide. Au temps initial £y = 0,
la bulle est située dans le coin en haut a gauche (voir Figure . Les conditions initiales
sont présentées dans le Tableau la bulle de déplace du coin en haut & gauche vers le
coin en bas & droite & une vitesse constante. Les résultats ont été obtenus avec le schéma
ALE-projection sur le domaine [0, 1] x [0,1] que nous avons discrétisé avec un maillage
uniforme de taille 512 x 512. Le rayon de la bulle de gaz est de 0.1 m et le temps final de
calcul est t; = 0.0067 s. Pour les conditions aux bords, nous imposons la condition initiale
a chaque instant. Comme notre algorithme ne diffuse pas la fraction de masse p, ¢ vaut
a chaque instant 1 dans le gaz et 0 dans le liquide. Nous tragons alors ¢ pour localiser
Iinterface de la bulle. Nous observons sur la Figure que la bulle est correctement
transportée, au temps final ¢1, la bulle se superpose avec la solution exacte, tracée en
pointillée jaune. La derniére image de la Figure illustre Iinterface de la bulle au temps
final £1, I'interface de la bulle n’est pas lisse, ce phénoméne est dii a la projection aléatoire
(projection de Glimm) réalisée a l'interface de la bulle lors de I'étape de projection du
schéma ALE-projection.

Test de Zalesak

Nous considérons maintenant un autre test classique d’advection en dimension deux.
Le test a été proposé par Zalesak dans [I14] et consiste & calculer la rotation d’un cylindre
ayant une forme complexe. En effet, afin d’observer I'impact de la rotation & l'intérieur
du solide, au lieu de considérer un simple cylindre, nous effectuons une encoche dans le
cylindre (voir Figure [7.3)).

Nous résolvons I’équation
Orp + 0z (up) + 0y(vp) = 0, (7.15)

onu=—w(y—yo) et v =w(x — x0). Ici w est la vitesse angulaire constante en rad/s et
(z0,Yo) est le centre de rotation. Nous testons le couplage entre le splitting directionnel
et la projection aléatoire sur cette unique équation. En effet pour cet exemple le champ
de vitesse est imposé au départ et ne sera pas modifié. Comme nous utilisons le splitting
directionnel, il nous suffit de détailler la résolution numérique de I’équation

Opp + 0z (up) = 0.
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FIGURE 7.2 — Test du couplage entre le splitting directionnel et la projection aléatoire pour
I’advection d’une bulle de gaz dans le liquide. Nous représentons la position initiale de la
bulle en haut & gauche, la position de la bulle au temps final en haut a droite, que nous
comparons a la solution exacte en pointillée jaune. Sur la figure du bas, nous effectuons
un zoom sur la bulle de gaz afin d’illustrer le bruit numérique introduit par 'approche
aléatoire a 'interface de la bulle.
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FIGURE 7.3 — Conditions initiales du test de Zalesak. Nous allons étudier 'impact du
couplage entre le splitting directionnel et la projection aléatoire en soumettant le cylindre
a une rotation de vitesse angulaire constante.

Le schéma numérique ALE-projection se décompose en deux étapes, une étape ALE durant
laquelle nous résolvons 1’équation sur un maillage mobile et une étape de projection afin de
se ramener sur le maillage de départ. L’étape ALE du schéma numérique ALE-projection
fait intervenir le schéma de volumes finis suivant
+1,— ntl,—
h? ‘P? = hipi — At(((@“)?ﬂm - Cf+1/290?+1/2) - ((Wu)?—l/Q - C?—1/290?_1/2)),

ol u?H/Q = (=2 — 50))i+172 = =2y — yo) ne dépend que de y (la vitesse suivant x ne
dépend pas de ),

o Pis SLufy e <0,
i+1/2 = :
i1/ Piy1, Si “?+1/2 > 0,

n

P 1 est donnée par

et la vitesse £ "
2

de la frontiere x,

WS 126k - 1/2) <0,
“+1/2 0 sinon.

Pour I’étude de ce test numérique nous comparons deux types de projection, la pro-
jection aléatoire ([7.14)), qui est détaillée dans la Section a la projection conservative
donnée par la formule

_ At _ _
1, L L
Pt =T = S (max(g] L 0) (T = @l
7
3 17_ 17_
+ min (€7, 1, 0) (¢} — ™).
Le domaine d’étude est [0, 1] x [0, 1] et le solide d’étude est un cylindre de rayon 0.15m
dans lequel nous avons effectué une encoche de 0.05 m. Nous supposons que ¢ vaut 1 a

I'intérieur du cylindre et 0 en dehors. La vitesse de rotation w est choisie de sorte que le
cylindre effectue une rotation compléte en 628 s, c’est-a-dire w = % rad.s~!. Les résultats
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présentés sur la Figure [7.4 ont été effectués avec un maillage uniforme 1024 x 1024. Le pas
de temps a été choisi de telle sorte que la quantité h?H’_ reste positive, nous prenons alors

h

Y
maajq/u? +Ui2
(3

At <

N

ot h = min(hg, hy).

Remarque 7.4.1. Comme nous considérons uniquement I’équation , le systeme est
hyperbolique avec une seule vitesse caractéristique o = u, la condition CFL est donc moins
restrictive que pour le systéme .

Sur la Figure [7.4] nous comparons les allures du cylindre obtenues avec la projection
aléatoire et avec la projection conservative pour différents temps de calcul. Dans le cas
de la projection conservative, la fraction de masse ¢ est énormément diffusée, apres %
révolution nous arrivons encore & distinguer ’allure de I’encoche du cylindre, par contre
aprés b révolutions, il est impossible de distinguer ’encoche présente sur le cylindre au
départ. Avec la projection aléatoire les résultats obtenus sont meilleurs, la forme globale
du cylindre est préservée, méme aprés 10 révolutions. La largeur de ’encoche semble étre
la méme en haut et en bas. Notons tout de méme le bruit numérique introduit par la
projection aléatoire : nous constatons que quelques cellules, initialement dans le cylindre,

se retrouvent a 'intérieur de ’encoche .

Conclusion

Nous avons testé le couplage entre le splitting directionnel et la projection aléatoire sur
le cas d’une simple advection. Les résultats sont en trés bonne adéquation avec la solu-
tion exacte. Nous avons ensuite soumis un cylindre présentant une encoche a une rotation.
Méme aprés 10 révolutions ’allure générale du cylindre est préservée. Cependant, du fait de
I’approche aléatoire, quelques cellules du cylindre sont présentes a l'intérieur de I’encoche.
Nous avons aussi essayé de remplacer la projection aléatoire par une projection conserva-
tive. Les résultats obtenus sont catastrophiques : aprés 5 révolutions nous n’arrivons plus
a distinguer ’encoche dans le cylindre.

Le couplage entre la projection aléatoire et le splitting directionnel donne donc de trés
bons résultats. Nous pouvons maintenant tester le schéma numérique bidimensionnel sur
des exemples physiques.

7.4.2 Deux applications physiques

Introduction

Dans le Chapitre [5] nous avons validé le schéma numérique en dimension un puis dans
la Section nous avons validé le couplage entre le splitting directionnel et la projection
aléatoire sur deux cas d’advection. Nous allons maintenant effectuer deux calculs plus
réalistes du point de vue de la physique. Le premier consiste & observer les effets d’une
onde de choc sur une bulle de réfrigérant R22. Dans le second nous observerons 'impact
une onde de choc se propageant dans le liquide et venant percuter une bulle de gaz.

Interaction choc-goutellette

Nous présentons d’abord un test bidimensionnel consistant a simuler I'impact d’un
choc se propageant & Mach 1.22 dans l'air et venant percuter une bulle (cylindrique) de
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t =314 s (3 révolution)

t = 3140 s (5 révolutions)

t = 6280 s (10 révolutions)

FIGURE 7.4 — Test du couplage entre le splitting directionnel et la projection aléatoire pour
la rotation d’un cylindre ayant une encoche (voir Figure . A gauche sont présentés les
résultats obtenus avec le splitting directionnel couplé a la projection aléatoire, les formes
générales du cylindre sont préservées. A droite, nous présentons l'allure du cylindre pour
le cas ol nous remplacons la projection aléatoire par une projection conservative, ¢ est
énormément diffusé, aprés % révolution l'allure générale du cylindre est encore distinguable,
mais aprés 5 révolutions ’encoche a entiérement disparu.
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FIGURE 7.5 — Configuration initiale pour le test d'une onde de choc se propageant dans
I’air et venant percuter une bulle de réfrigérant R22. Les états initiaux sont donnés dans
le Tableau La vitesse du choc est de 0 = —415 m.s™ !, le choc vient percuter la bulle
de réfrigérant R22 et modifie la forme de la bulle au cours du temps.

réfrigérant R22. La vitesse du choc est de o = —415m.s~!. Ce test a pour but de simuler
I'expérience physique de [66] et qui a déja été étudiée numériquement par différents auteurs
[98, 104, [80]. Sur la Figure est représentée la configuration a I'instant initial, une bulle
de réfrigérant R22 est entourée par de I’air dans un domaine rectangulaire de taille L, x L,,.
Au temps t = 0, la bulle est au repos, son rayon vaut r et son centre est en (Xi,Y7). Le
choc planaire est localisé & l'instant initial en z = L, et se déplace de la droite vers la
gauche. Les paramétres pour ce test sont donnés par

L, =445 mm, L, = 89)mm, L, = 275 mm, X; = 225 mm, Y7 = 44.5mm, r = 25 mm.

Le réfrigérant R22 et ’air sont modélisés par deux gaz parfaits dont les coefficients ~
et les états initiaux sont référencés dans le Tableau [7.3l

Le domaine est découpé en un maillage uniforme de taille 5000 x 1000. Nous utilisons
des conditions aux bords de type mur pour le bord supérieur et le bord inférieur du domaine
et des états constants pour le bord droit et le bord gauche.

Le choc percute la bulle de réfrigérant R22 aprés environ 60 us, dans la suite nous
supposons que ce temps est le temps initial ¢ = 0. Les Figures et représentent
I’évolution de la forme du cylindre et le champ de pression p obtenue avec le schéma ALE-
projection que nous comparons aux photographies réalisées lors de l'expérience de Haas
et Sturtevant [66]. Nos résultats pourraient également étre comparés avec ceux obtenus
par Kokh et Lagoutiére dans [80], en effet, nous considérons le méme test avec les mémes
conditions initiales. La forme du cylindre est obtenue grice a la fonction ¢, en effet le
schéma numérique préserve ¢ = 1 & l'intérieur de la bulle de réfrigérant R22 et ¢ = 0 dans
I’air. La forme de la bulle obtenue avec le schéma numérique est trés proche de celle obtenue
sur les photographies, bien que notre simulation soit bidimensionnelle (et que 1'expérience
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| Quantités | Air (post-choc) | Air (pré-choc) | R22
p (kg.m=3) 1.686 1.225 3.863
u (m.s~1) —113.5 0 0
v (m.s—t) 0 0 0
p (Pa) 1.59 x 10° 1.01325 x 10° | 1.01325 x 10°
%) 0 0 1
~ 1.4 1.4 1.249
Poo 0 0 0

TABLE 7.3 — Conditions initiales pour le test d'une onde de choc se propageant dans l'air
et venant percuter une bulle de réfrigérant R22.

soit par nature tridimensionnelle). Le champ de pression p nous permet de comparer la
propagation numérique des chocs avec celle de la photographie, les résultats sont similaires.
Aprés un certain temps, deux vortex apparaissent sur les expériences, numériquement ces
vortex sont bien reproduits. Théoriquement les deux vortex devraient étre symétriques
par rapport a 'axe X = %, cependant, du fait de la projection aléatoire, ce n’est pas
exactement le cas numériquement. Si nous voulions obtenir des résultats symétriques, nous
pourrions moyenner les résultats obtenus pour différentes suites aléatoires wy,.

Interaction choc-bulle

Nous testons maintenant notre schéma numérique sur un autre cas d’interaction choc-
bulle proposé par [103],[80]. Le test consiste a simuler les effets d’un choc se propageant dans
le liquide et venant percuter une bulle (cylindrique) de gaz au repos. C’est un probléme
compliqué, autant du point de vue physique que du point de vue numérique. La géométrie
des conditions initiales est décrite sur la Figure [7.8| avec les paramétres suivants

Ly=2m,L,=1m,L;=0.04m, X; =0.5m, Yy =05m, r=04m.

Le gaz a lintérieur de la bulle est modélisé par une loi de gaz parfait tandis que le liquide
est modélisé par une loi de gaz raide. Un piston vient percuter le c6té gauche a une vitesse
de 300 m.s~!, créant ainsi un saut de pression de l'ordre de 3 x 10°. Les paramétres des
lois d’états et les conditions initiales sont référencés dans le Tableau [7.4] Le probléme de
Riemann entre le liquide de droite et celui de gauche induit une 5-onde de choc, ayant une
vitesse 0 = 2181.6m.s~ !, cette onde vient percuter la bulle aprés environ 27.5us et va donc
modifier sa forme. De plus, les états droit et gauche induiront également une discontinuité
de contact dans le liquide. Celle-ci se propage & une vitesse positive, moins importante que
la vitesse de choc, mais viendra tout de méme modifier la position de l'interface liquide-gaz.

Le domaine est discrétisé en un maillage uniforme de 3000 x 1500 cellules. Nous prenons
des conditions aux bords de type mur pour le bord supérieur et le bord inférieur du domaine
et des états constants aux bords droit et gauche.

Sur les Figures et nous représentons la pression p et la masse volumique p
a différents instants. La bulle d’air va étre comprimée par I'onde de choc, la pression a
I'intérieur de la bulle va augmenter et nous ne pourrons pas utiliser la méme échelle pour
les différents graphes. La masse volumique présente une forte discontinuité a l'interface
liquide-gaz. Comme la masse volumique dans le liquide est de l'ordre de 1000 et celle
du gaz de l'ordre de 1, I’échelle ne nous permet pas d’observer la discontinuité sur la
masse volumique au niveau du choc dans le liquide : sur nos graphes nous ne pouvons pas
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II

t = ddus.

t = 13bus.

t = 187pus.

t=247us
1.01¢+05 1.90+05 278e+05 Echelle pour p
0_ e — Echelle pour ¢

FIGURE 7.6 — Interaction choc-goutelette (voir Figure et Tableau [7.3). Champ de
pression et interface obtenus avec le schéma ALE-projection & gauche, photographies des
résultats obtenus lors des expériences de Haas et Sturtevant [66] a droite.
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t = 1020us.
i1 P 190105 i Echel]e pour p
S —— o J— Echelle pour ¢

FIGURE 7.7 — Interaction choc-goutelette (voir Figure et Tableau . Champ de
pression et interface obtenus avec le schéma ALE-projection & gauche, photographies des
résultats obtenus lors des expériences de Haas et Sturtevant [66] a droite.
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Liquide
pré-choc

FIGURE 7.8 — Interaction choc-bulle. Un piston vient percuter a 300 m.s~! du liquide au
repos. Ceci va générer une onde de choc se propageant a la vitesse o = 2181.6 m.s~! dans
le liquide. Celle-ci va venir percuter la bulle de gaz. Le liquide de gauche et le liquide
pré-choc ne sont pas uniquement séparés par une onde de choc. La résolution du probléme
de Riemann induit également une discontinuité de contact se propageant a vitesse positive,
celle-ci va également interagir avec l'interface de la bulle de gaz.

’ Quantités ‘ Liquide & gauche | Liquide pré-choc ‘ Gaz ‘

p (kg.m™3) 1030.9 1000.0 1.0
u (m.s~1) 300.0 0 0
v (m.s™t) 0 0 0
p (Pa) 3 x 107 10° 10°
%) 0 0 1
v 4.4 4.4 1.4
Poo 6.8 x 10% 6.8 x 10° 0

TABLE 7.4 — Conditions initiales pour de cas de l'interaction entre une onde de choc se
propageant dans le liquide et une bulle de gaz. La configuration pour les conditions initiales
est donnée sur la Figure La condition initiale n’induit pas seulement une onde de choc.
Le probléme de Riemann présente également une discontinuité de contact dans le liquide.
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t = 225us.
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t = 375us.
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FIGURE 7.9 — Interaction choc-bulle (voir Figure et Tableau . Une onde de choc
dans le liquide vient percuter une bulle de gaz au repos. Nous tragons les profils de la masse
volumique p & gauche et de la pression p a droite. La bulle se comprime, la forme de la
bulle est symétrique par rapport a 'axe (O, z).

localiser ce choc. Nous utiliserons cependant le saut sur la masse volumique p pour localiser
Iinterface de la bulle. Entre les temps t = 375us et t = 450us, la bulle se scinde en deux
bulles symétriques par rapport a 'axe (O, x). Un fin filament de gaz relie les deux bulles,
autour de ce filament la pression et la masse volumique sont trés importantes. Entre les
temps t = 450us et t = 600us, chaque bulle se scinde encore en deux bulles, nous obtenons
alors quatre bulles de gaz. Du fait de la projection aléatoire, la figure n’est pas exactement
symétrique par rapport a laxe (O, x).

Remarque 7.4.2. A certains instants, nous obtenons des pressions négatives dans le li-
quide. Ce n’est pas un probléme, car le modéle des gaz raides est hyperbolique pour

P+ Poo() > 0.

Dans notre cas, comme les pressions négatives apparaissent dans le liquide (o = 0) et sont
de Uordre p ~ —6 x 10% Pa avec poo(0) = Poo,lig = 6.8 X 108, nous avons bien p+ poo(0) > 0.

7.5 Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle méthode permettant de calculer des écoulements bidi-
mensionnels de deux fluides compressibles. Pour traiter la dimension deux, nous utilisons
un splitting directionnel. Du fait de 'invariance rotationnelle des équations d’Euler, les
résolutions dans les directions x et y sont identiques.

Pour la résolution unidimensionnelle, nous utilisons un schéma numérique ALE-projec-
tion. L’étape ALE consiste a écrire le schéma de volumes finis et a déplacer les
frontiéres du maillage & la vitesse du fluide au niveau de 'interface des deux fluides. Les flux
numériques du schéma de volumes finis sont calculés & I’aide du solveur de relaxation
développé dans la Section [£.7] L’étape de projection fait intervenir la projection aléatoire
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FIGURE 7.10 — Interaction choc-bulle (voir Figure et Tableau . Entre les temps
t = 375us et t = 450us, la bulle se scinde en deux bulles symétriques par rapport a ’axe
(O, ). Un fin filament relie les deux bulles, autour de ce filament la pression et la masse
volumique sont trés importantes. Au temps t = 600us, chaque bulle s’est encore scindée en
deux bulles. Du fait de la projection aléatoire, la figure n’est pas exactement symétrique
par rapport a l'axe (O, x).

de la Section [5.4:4] Le schéma numérique résultant a de trés bonnes propriétés : il préserve
le domaine d’hyperbolicité sans diffusion H, il ne pas diffuse pas la fraction de masse ¢,
il préserve les états u et p constants & l'interface des deux fluides, il est statistiquement
conservatif et il satisfait statistiquement une inégalité entropique discréte (voir le Chapitre
7).

L’algorithme, étant trés simple & paralléliser, nous avons choisi d’implémenter le code
bidimensionnel en OpenCL. Cet environnement nous permet d’exécuter le code soit sur
CPU multicoeurs soit sur GPU. En comparant les temps de calcul sur CPU et sur GPU,
nous observons une efficacité spectaculaire du GPU par rapport au CPU. L’exécution du
programme sur GPU est de 'ordre de cent fois plus rapide. Dans ’algorithme, deux étapes
sont essentielles du point de vue des performances :

— la premiére est d’effectuer une transposée optimisée du tableau de données entre
les étapes en x et en y du splitting directionnel. En effet, elle permet d’obtenir des
accés mémoire coalescents dans les directions = et y. Sans cette optimisation, les
calculs seraient approximativement 10 fois plus lents sur GPU.

— la seconde est le solveur de relaxation utilisé pour ’étape ALE du schéma ALE-
projection. En utilisant cette approche, le flux numérique a une formulation nette-
ment plus simple que le flux exact de Godunov. En effet, le flux numérique associé
au solveur de relaxation s’exprime explicitement en fonction des états gauche Wy,
et droit Wg tandis que le flux exact nécessite de résoudre une équation non linéaire.
La résolution de I’équation non linéaire nécessite d’effectuer de nombreux tests et
est nettement moins efficace sur GPUs. En utilisant le solveur exact a la place du
solveur de relaxation, les calculs sont en moyenne 50 fois plus lents sur GPU.

Avant de tester le code numérique sur des exemples physiques, nous avons validé le
couplage entre le splitting directionnel et la projection aléatoire sur deux cas d’advection.
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Nous avons obtenu de trés bons résultats, de plus, le schéma numérique est nettement
moins diffusif qu'un schéma conservatif classique.

Nous avons par la suite testé le code numérique sur deux cas d’interaction choc-bulle.
Dans le premier, une gouttelette de réfrigérant R22 est au repos dans 'air et une onde
de choc se propageant dans ’air va venir la percuter. La bulle de réfrigérant R22 va se
déformer et nous allons apercevoir I'apparition de deux vortex de par et d’autre de 1’axe
(O,x). Nous comparons les résultats numériques obtenus avec notre schéma numérique
aux photographies réalisées en laboratoire par Hass et Sturtevant [66]. Les résultats sont
trés similaires. Nous considérons ensuite une bulle d’air au repos dans une phase liquide.
Une onde de choc se propageant dans le liquide va venir percuter la bulle d’air. Sous 'effet
de 'onde de choc, la bulle va se comprimer, puis elle va se scinder en deux puis en quatre
bulles.
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CHAPITRE 8

Dimension deux multi-GPU

8.1 Introduction

Dans le Chapitre[7] nous avons développé une méthode de calcul d’écoulements bifluides
compressibles de type gaz-liquide en dimension deux. La dimension deux est traitée a I'aide
d’un splitting directionnel, de plus les deux étapes du splitting seront similaires du fait de
I'invariance rotationnelle des équations d’Euler. Chaque étape du splitting est traitée a
I’aide d’un schéma ALE-projection, couplant un schéma de volumes finis et une projection
aléatoire. Pour plus de détails sur la méthode utilisée, nous référons au Chapitre

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’optimisation du code de calcul. Dans le
Chapitre [7] nous avions construit un code bidimensionnel déja trés efficace sur GPU.
L’exécution du méme programme OpenCL sur GPU est de 'ordre de cent fois plus rapide
qu’une exécution sur un CPU. Dans ’algorithme, deux étapes étaient essentielles du point
de vue des performances :

— la premiére était d’effectuer une transposée optimisée du tableau de données entre
les étapes en x et en y du splitting directionnel. En effet, ele permet d’obtenir des
accés mémoire coalescents dans les directions x et y. Sans cette optimisation, les
calculs seraient approximativement 10 fois plus lents sur GPU.

— la seconde est le solveur de relaxation utilisé pour I’étape ALE du schéma ALE-
projection. En utilisant cette approche, le flux numérique a une formulation nette-
ment plus simple que le flux exact de Godunov. En effet, le flux numérique associé
au solveur de relaxation s’exprime explicitement en fonction des états gauche Wy,
et droit Wx tandis que le flux exact nécessite de résoudre une équation non linéaire.
La résolution de I’équation non linéaire nécessite d’effectuer de nombreux tests et
est nettement moins efficace sur GPU. En utilisant le solveur exact & la place du
solveur de relaxation, les calculs sont en moyenne 50 fois plus lents sur GPU.

Cependant, la mémoire d’'un GPU est limitée, de 'ordre d’un gigaoctet, ce qui nous
restreint a un certain nombre de cellules, de 'ordre de 25 000 000 en simple précision,
pour I'étude de ’écoulement bidimensionnel. En effet, chaque réel nécessite quatre octets
en simple précision et nous devons disposer de deux vecteurs dans la mémoire globale du
GPU. Comme chaque cellule contient cinqg variables, nous obtenons alors 2;?1 1 = 25X 106.
Certes ce nombre est déja énorme, mais compte tenu de la rapidité du code la mémoire
est le facteur limitant. Méme pour des maillages saturant la mémoire du GPU, le calcul ne
prend que quelques heures sur GPU. Nous allons donc coupler la parallélisation sur GPU,
utilisant OpenCL, & une parallélisation par sous-domaine, qui utilise le standard MPI
(Message Passing Interface) de maniére a pouvoir exécuter le code sur plusieurs GPUs en
méme temps. Ceci nous permettra de pouvoir considérer des maillages encore plus fins et
aussi de diminuer le temps de calcul.
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L’idée pour utiliser MPI dans notre code est de découper le domaine d’étude et de
traiter chaque sous-domaine sur un GPU.

8.2 MPI et implémentation MPI
8.2.1 MPI

L’interface MPI, qui signifie « Message Passing Interface » [112,[94] a été congu en 1993-
94. C’est une norme définissant une bibliothéque de fonctions, utilisable avec les langages
C, C++ et Fortran. Elle permet d’exploiter des ordinateurs distants ou multiprocesseurs
par passage de messages. Elle est véritablement devenue un standard de communication
pour des nceuds exécutant des programmes paralléles sur des systémes & mémoire distri-
buée. MPI a été écrite pour obtenir de bonnes performances aussi bien sur des machines
massivement paralléles & mémoire partagée que sur des clusters d’ordinateurs hétérogénes
& mémoire distribuée. Elle est disponible sur de trés nombreux matériels et systémes d’ex-
ploitation. Ainsi, MPI posséde 'avantage par rapport aux plus vieilles bibliothéques de
passage de messages d’étre grandement portable (car MPI a été implantée sur presque
toutes les architectures de mémoires) et rapide (car chaque implantation a été optimisée
pour le matériel sur lequel il s’exécute).

8.2.2 Implémentation

Afin de paralléliser le code bidimensionnel via MPI, nous allons décomposer notre
domaine en sous-domaines, chaque sous-domaine sera traité par un seul GPU. Nous devrons
effectuer des communications avec les sous-domaines voisins afin d’échanger les valeurs
aux bords. Nous savons que ces transferts sont souvent lents et ralentissent le calcul. Nous
allons nous limiter & transférer des données uniquement suivant . Nous découpons donc le
domaine initial suivant y en sous-domaines (voir Figure. Les transferts entre les GPUs
s’effectueront alors a chaque itération. Le GPU numéro [ devra échanger des informations
avec les GPUs [ — 1 et [ + 1.

Supposons que nous disposons d’un cluster de L GPUs et considérons un calcul bidi-
mensionnel sur le domaine [a; ] X [¢; d]. L’algorithme se décrit alors de la fagon suivante.
Nous découpons 'intervalle [a;b] en

a=aqy<ar<ay<---<ar=2>,

avec a; = a—i—lb_Ta, pour [ € [0;--- L].

— nous associons au GPU numéro [ 4 1 le domaine de calcul [a;; a;41] X [¢;d],

— chaque domaine [a;; aj41] X [¢; d] est découpé en (N, — gap) x N, cellules, ot gap €
{2;5} correspondra au nombre de cellules du recouvrement entre les domaines. En
effet, afin d’effectuer une mise & jour temporelle suivant x, si nous souhaitons obtenir
le résultat sur le domaine [a;; a;41] X [¢; d], nous devons effectuer un recouvrement
de gap € {2;5} cellules entre les domaines :

— Pour un calcul & l'ordre un, nous devons effectuer un recouvrement de deux
cellules, une pour le calcul des flux et une pour la projection de Glimm ,
— Pour un calcul a 'ordre deux (voir Section , nous devons effectuer des recou-
vrements de 5 cellules. En effet, dans I'étape ALE nous couplons une méthode
MUSCL & un schéma de Heun, nous devons alors disposer de deux fois deux
cellules (une pour les pentes de MUSCL et une pour le flux) que nous devons
ajouter & la cellule supplémentaire nécessaire pour la projection de Glimm .
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a = Qg ay a as as =b

| | | |
GPUL | | GPU2 | | GPU3 | GPU4

Hote

FIGURE 8.1 — Sur I'exemple, le domaine de calcul a été découpé en 4, nous utiliserons donc
4 GPUs pour effectuer le calcul. Le GPU numéro [ mettra a jour le domaine [a;—1; a;] X [¢; d].

— Nous rajoutons alors gap € {2;5} colonnes au bord gauche et gap colonnes au bord
droit de chaque domaine (voir Figure et Figure. Le GPU numéro [ effectuera
donc un calcul sur N; x N, cellules.

— mnous calculons la condition de stabilité pour le pas de temps Atil sur chaque sous-
domaine [, nous prenons alors

At,, = min At
I<I<L

— sur chaque sous-domaine [ € [[1; L],
— nous associons un processeur a chaque cellule,
— nous effectuons la mise & jour suivant z & I'aide du schéma ALE-projection,
— nous transposons le tableau de données,
nous effectuons la mise a jour suivant y.
Pour plus de détails, se référer a la Section [7.3.3]

— nous effectuons les transferts entre sous-domaines : chaque domaine [ envoie les gap

colonnes de cellules intérieures au bord gauche du domaine au GPU numéro [ —1 et
les gap colonnes de cellules intérieures au bord droit du domaine au GPU numéro
[+ 1 (voir Figure .2).
Le GPU numéro [ regoit alors gap colonnes du GPU numéro [ — 1 et gap colonnes
du GPU numéro [ + 1, il les insére respectivement dans les gap colonnes que nous
avions rajoutées au bord gauche et dans les gap colonnes rajoutées au bord droit
(voir Figure . Nous donnons plus de détails sur la maniére dont sont effectués
ces échanges entre GPUs dans la Section [8:2.3]

— sur chaque domaine [ € [1; L], nous transposons le tableau de données afin que les
données soient alignées en mémoire suivant x pour la prochaine étape temporelle.
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FI1GURE 8.2 — Transferts entre les GPUs. Avant d’effectuer une nouvelle itération, le GPU
numéro [ doit mettre & jour les valeurs des cellules au bord droit et au bord gauche du
domaine. Remarquons ici que nous considérons un calcul & l'ordre un car les recouvre-
ments entre les sous-domaines sont de deux cellules, pour un calcul & 'ordre deux les
recouvrements seraient de cinq cellules.
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8.2.3 Echanges MPI entre GPUs

Nous allons maintenant décrire plus en détail la maniére dont nous réalisons les échanges
MPI entre les différents GPUs. Comme nous effectuons les calculs sur GPUs, les échanges
entre les GPUs ne sont pas directs, nous devons repasser par I’hote.

— Dans un premier temps, chaque GPU [ doit envoyer les gap colonnes de cellules
intérieures au bord gauche du domaine et les gap colonnes de cellules intérieures au
bord droit du domaine a son hote (voir Figure . Ces transferts sont en général
lents. Afin d’améliorer ce transfert, nous 'effectuons avant de transposer le tableau
de données. Nous nous assurerons alors d’avoir des accés mémoires coalescents en
lecture. Les données & transférer sont maintenant sur les hotes de chaque GPU.

— Dans un second temps, nous effectuons les transferts MPI entre les hotes de chaque
GPU. L’héte du GPU numéro [ envoie gap colonnes et recoit gap colonnes des
hotes des GPUs numéro [ et [ — 1. Les données des colonnes de recouvrement sont
maintenant disponibles sur chaque hote de chaque GPU.

— Pour chaque I, I'héte du GPU numéro [ envoie au GPU numéro [ les gap colonnes
qu’il a requ de 'hdte du GPU numéro [ — 1 et les gap colonnes qu’il a requ de
I’h6te du GPU numéro | + 1. Nous écrivons les données dans les gap colonnes que
nous avions ajoutées au bord gauche et au bord droit du domaine (voir Figure .
Comme nous effectuons ’écriture avant de transposer la matrice de données, nous
avons des accés coalescents en écriture.

Cette implémentation nous a permis de diminuer significativement la durée des com-

munications MPI, elles ne représentent qu’environ 5% de la durée total du calcul.

8.3 Performances

Nous pouvons maintenant nous intéresser aux performances de notre code MPI. Celui-
ci a 'avantage de pouvoir considérer des maillages L fois plus fins que le code sur un seul
GPU, mais est-il réellement plus rapide ?

Les performances du code multi-GPUs par rapport au code mono-GPU sont difficiles &
évaluer. En effet, le code mono-GPU est déja fortement parallélisé, il parait alors évident
que si nous effectuons des calculs sur des maillages comparables avec . GPUs d’un coté
et un seul GPU de 'autre coté, comme le code mono-GPU ne nécessite pas d’effectuer des
transferts (lents) entre I'hote et le GPU durant le calcul, le code mono-GPU sera en général
plus rapide. Afin de comparer les temps de calcul, nous allons alors saturer la mémoire du
GPU, c’est-a-dire considérer un calcul pour lequel la mémoire totale du GPU est quasiment
atteinte.

Les calculs ont été réalisés a I'ordre un sur un cluster de quatre cartes AMD Radeon
HD 7970 pour le cas de l'interaction choc-bulle de la Section Le domaine d’étude
est [0;2] x [0;1]. Les temps de calcul sont présentés dans le Tableau Nous constatons
en effet que si la mémoire du GPU n’est pas saturé, les temps de calcul sur un et sur
quatre GPUs sont approximativement les mémes. La mémoire d’'un GPU est saturée pour
une grille de 4096 x 4096, c’est pourquoi les temps de calcul sur des maillages plus fins
présentent des points d’interrogation, ce sont des estimations. Si nous doublons le nombre
de cellules suivant x, nous avons dr = ﬁ = ﬁ = dy, nous n’effectuerons pas plus
d’itérations pour atteindre le temps final. Cependant, & chaque itération nous effectuerons
deux fois plus de calculs pour les flux, il parait naturel d’imaginer que le calcul prendrait
le double de temps, soit 150 s. Cependant, si nous considérons un maillage 16384 x 4096,

2 1 1

comme dx = 16981 = %192 = %4096 = 5 la condition CFL nous restreint a faire deux fois
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] Grille ‘ 1 GPU ‘ 4 GPUs ‘ Speedup ‘
2048 x 2048 14 s 14 s 1
4096 x 2048 22's 16 s 1.4
4096 x 4096 e 60 s 1.3
8192 x 4096 | 150 s? 61 s 2.5
16384 x 4096 | 600 s? 230 s 2.6

TABLE 8.1 — Performances du code MPI. Les calculs ont été réalisés sur un cluster de
quatre cartes AMD Radeon HD7970. Si le GPU n’est pas saturé (maillage inférieur a
4096 x 4096), les temps de calcul sur un et sur quatre GPUs sont comparables. En effet,
la version mono-GPU évite les transferts (lents) entre I’hote et le GPU durant le calcul.
Nous avons alors estimé le temps de calcul pour un seul GPU sur une grille 16384 x 4096
et nous l'avons comparé au temps de calcul sur quatre GPUs. La version MPI va 2.6 fois
plus vite.

plus d’itérations pour atteindre le temps final. De plus, nous devons calculer deux fois plus
de flux, nous pouvons alors penser que le calcul pourrait prendre quatre fois plus de temps
sur un seul GPU, soit 600 s.

En réalisant le calcul pour un maillage 16384 x 4096 sur le cluster de quatre GPUs, le
temps de calcul est de 230 s soit un speedup de 2.6. Au final, le code MPI nous permet de
considérer des maillages plus fins et il permet également de diminuer les temps de calcul.

8.4 Résultats numériques

Nous allons maintenant utiliser la version MPI du code afin d’utiliser des maillages trés
fins pour l'interaction choc-goutelette et I'interaction choc bulle de la Section

8.4.1 Interaction choc-goutelette

Nous effectuons le calcul sur un des clusters de 'IRMA de Strasbourg. Le cluster dispose
de quatre cartes AMD Radeon HD7970. Rappelons qu’une onde de choc se propageant dans
de l'air de la droite vers la gauche vient interagir avec une bulle de réfrigérant R22. Le
temps final de calcul est t; = 600us (I'onde de choc percute la bulle de réfrigérant R22
aprés 60us) et le domaine est discrétisé en 20000 x 5000 cellules. Le durée totale du calcul
est de 3 heures. Un calcul sur une seule carte graphique ne nous permettrait pas de traiter
un maillage si fin.

Sur la Figure nous tragons le profil de la masse volume p sur I'ensemble du do-
maine d’étude [0;0.445] x [0;0.089], nous pouvons localiser la position de l'onde de choc
(discontinuité de p) ayant rencontré la bulle au bord au bord gauche du domaine. Nous
pouvons également constater la présence de nombreuses réflexions de chocs dans ’air. Afin
d’observer ce qui se passe au voisinage de la bulle, nous effectuons un zoom sur le rectangle
[0.15;0.24] x [0.01;0.079] de la bulle sur la Figure La masse volumique est nettement
plus importante au centre de la bulle, de plus nous observons 'apparition d’instabilités de
type Rayleigh-Taylor & l'interface de la bulle. Dans le Chapitre [7], le maillage n’était pas
assez fin pour nous permettre de voir ces instabilités. Afin d’illustrer ces instabilités, nous
effectuons un zoom sur le domaine [0.188;0.202] x [0.066;0.0757] (rectangle rouge de la
Figure . Sur un tel zoom, nous nous rendons compte de la finesse du maillage utilisé.
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RHO
1.22 4.41 7.6

FIGURE 8.3 — Tracé de la masse volumique au temps final t; = 600us sur 'ensemble du
domaine [0;0.445] x [0;0.089] pour le cas de I'interaction choc-gouttelette de réfrigérant
R22, présenté dans la Section Les chocs sont trés bien résolus, que ce soit dans ’air
ou dans la bulle. Nous pouvons également localiser la position de I'onde de choc qui s’est
propagée de la droite vers la gauche et qui a percuté la bulle de réfrigérant au temps
t = 60us. Au temps final ¢ = 600us, elle atteint quasiment le bord gauche du domaine.
Nous allons effectuer des zooms sur la bulle sur la Figure

8.4.2 Interaction choc-bulle

Nous effectuons le calcul sur le supercalculateur Airain du CEA. Airain dispose de 18
neeuds hybrides a base de Nvidia K20. Nous utilisons 10 cartes Tesla K20 pour effectuer
notre simulation. Rappelons qu'une onde de choc se propageant dans de 1’eau de la gauche
vers la droite vient interagir avec une bulle d’air. Le temps final de calcul est t; = 450us
(l'onde de choc percute la bulle d’air aprés 27.5us) et le domaine est discrétisé en 40 000 x
20 000 cellules. Un calcul sur une seule carte graphique ne nous permettrait pas de traiter
un maillage si fin. La durée totale du calcul est de 30 heures.

Sur la Figure [8.5]nous tragons le profil de la masse volume p sur ’ensemble du domaine
d’étude [0;2] x [0;1]. Les chocs sont trés bien résolus. Aprés avoir été percutée par 'onde
de choc s’étant propagée de la gauche vers la droite, la bulle d’air s’est scindée en deux
bulles, les deux bulles ont l'air symétrique par rapport a l'axe (Oz) o O est le point
situé en (1,0.5), c’est-a-dire au centre du domaine. De plus, un petit filament d’air semble
relier les deux bulles. Afin de mieux 'observer, nous effectuons un zoom sur le domaine
[0.8;0.9714] x [0.3448;0.6552] sur la Figure Nous y constatons effectivement la pré-
sence d’un filament d’air reliant la bulle du haut & celle du bas. Cependant, du fait de
I’approche aléatoire ce filament présente quelques discontinuités. Sur la Figure nous
remarquons également que le calcul n’est pas symétrique par rapport a axe (Ox), en ef-
fet les rebroussements présents dans la bulle du haut et dans celle du bas n’ont pas les
mémes formes. Afin de mieux constater les différences dans le rebroussement du haut et
dans celui du bas, nous effectuons des zooms dessus. Nous tragons sur la Figure 8.7 le
domaine [0.84285;0.92855] x [0.350;0.4505] pour le rebroussement du bas et le domaine
[0.84285;0.92855] x [0.5495;0.650] pour le rebroussement du haut. Le rebroussement du
haut semble mieux décrire la physique de 1’écoulement. L’asymétrie du calcul est liée a
I’approche aléatoire dans la projection. Afin d’uniformiser ’approche, nous pourrions ef-
fectuer le calcul pour différentes suites de van der Corput puis moyenner les résultats par
la suite. Sur un tel zoom, nous nous rendons compte de la finesse du maillage utilisé.
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RHO
1.43 4.51 7.6

FIGURE 8.4 — Tracé de la masse volumique p au voisinage de la bulle au temps final
t = 600us pour le cas de I'interaction choc gouttelette de réfrigérant R22 présenté sur la
Figure [8:3] Nous observons I'apparition d’instabilités de Rayleigh-Taylor a l'interface de la
bulle. Afin d’illustrer ces instabilités, nous avons effectué un zoom sur le carré rouge. Sur
un tel zoom, nous nous rendons bien compte de la finesse du maillage utilisé.

266



8.4. Résultats numériques

134 706 1.41e+03

FIGURE 8.5 — Tracé de la masse volumique au temps final t; = 450us sur I’ensemble
du domaine [0;2] x [0;1] pour le cas de 'interaction choc-bulle, présenté dans la Section
[7-42] Les chocs sont trés bien résolus. Aprés avoir été percutée par l'onde de choc se
propageant de la gauche vers la droite, la bulle s’est scindée en deux. Les deux bulles
semblent symétriques par rapport a l'axe Ox ot O est situé au centre du domaine. De
plus, un fin filament d’air semble relier les deux bulles. Nous allons effectuer un zoom sur
ce filament sur la Figure [8.6]
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RHO
0.978 706 1.41e+03

FIGURE 8.6 — Tracé de la masse volumique p au voisinage du filament reliant les deux
bulles au temps final ¢ = 450us pour le cas de l'interaction choc-bulle présenté sur la
Figure [8.5] Nous constatons effectivement la présence d’un filament d’air reliant la bulle
du haut & celle du bas. Cependant, du fait de 'approche aléatoire ce filament présente
quelques discontinuités. Nous remarquons également que le calcul n’est pas symétrique par
rapport a 'axe (Ox), en effet les rebroussements présents dans la bulle du haut et dans
celle du bas n’ont pas les mémes formes. Afin de mieux constater les différences dans le
rebroussement du haut et dans celui du bas, nous effectuons des zooms dessus sur la Figure
5. 71
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127 693 1.38¢+03 0.978 693 1.39e+03

FIGURE 8.7 — Tracé de la masse volumique p au voisinage des rebroussements présents dans
la bulle du bas & gauche et dans la bulle du haut & droite au temps final ¢ = 450us pour le
cas de l'interaction choc-bulle présenté sur la Figure Sur un tel zoom, nous constatons
la non symeétrie de 1’écoulement par rapport a 'axe (Ox). Cette asymétrie du calcul est
liée a I’approche aléatoire dans la projection. Afin d’uniformiser ’approche, nous pourrions
effectuer le calcul pour différentes suite de van der Corput puis moyenner les résultats par
la suite. Le rebroussement du haut semble mieux décrire la physique de 1’écoulement.

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu ’algorithme bidimensionnel du Chapitre [7] de
maniére & pouvoir considérer des maillages encore plus fins. Le code développé au Chapitre
[ était trés efficace sur un GPU, le facteur limitant était la mémoire du GPU. En effet,
méme pour des maillages saturant la mémoire du GPU, le temps de calcul était de 'ordre
de quelques heures. Afin de traiter des maillages encore plus fins, nous avons parallélisé
le code avec MPI en découpant le maillage en sous-domaines dans la direction z. Nous
devons alors considérer des recouvrements de deux cellules entre les sous-domaines si nous
effectuons un calcul & 'ordre un et de cinq cellules pour l'ordre deux. Entre deux itérations
les sous-domaines doivent échanger ces recouvrements. Nous ne pouvons pas transférer
directement ces colonnes entre deux GPUs, nous devons tout d’abord transférer les données
de GPU a son hote, puis les données sont échangées entre les hotes avant d’étre renvoyées
aux GPUs. De plus, les transferts entre 'hote et le GPU sont lents. Nous effectuons le
transfert avant d’effectuer la transposition de la matrice de données, ceci nous permet
d’avoir des accés coalescents en lecture et en écriture. Il serait encore possible d’améliorer
ce point critique en commengant les calculs & 'intérieur des sous-domaines pendant que les
bords sont échangés. Une fois les échanges terminés, les bords seraient alors calculés. Cette
technique, dite de "recouvrement" des communications, pourrait étre 'objet d’un travail
futur.

Le code nous permet alors de considérer des maillages L fois plus fins. De plus, en
dépit de la lenteur des communications, nous gagnons également du point de vue des
performances. Sur quatre GPUs, le code va environ 2.6 fois plus vite que le code mono-
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GPU pour des cas ou la mémoire de chaque GPU est saturée.

Nous avons ensuite testé la méthode sur les deux cas d’interaction choc-bulle de la
Section Pour le cas de l'interaction choc-goutelette nous avons effectué un calcul
a lordre deux sur un cluster de 'université de Strasbourg muni de quatre cartes AMD
Radeon HD7970. Nous avons alors pu discrétiser le domaine en 20 000 x 5 000 mailles.
Avec ce maillage trés fin, nous observons I'apparition d’instabilités de Rayleigh-Taylor a
I'interface de la bulle. Ce phénoméne n’avait pas pu étre observé au Chapitre [7] sur des
maillages plus grossiers. Pour l'interaction choc-bulle, nous avons effectué le calcul sur le
supercalculateur Airain du CEA, nous avons alors pu lancer le calcul sur dix cartes Nvidia
K20 et discrétiser notre domaine en 40 000 x 20 000 mailles. La finesse du maillage nous
a permis d’illustrer la non symétrie du calcul par rapport a ’axe horizontal découpant le
domaine en deux, cette asymétrie étant liée a la projection aléatoire.
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CHAPITRE 9

Conclusion générale et perspectives

Nous avons étudié dans ce mémoire quelques aspects théoriques et numériques des
écoulements compressibles bifluides liquide-gaz. Nous avons construit des techniques nu-
meériques robustes pour simuler ces écoulements.

Sur le plan théorique, nous avons mis en évidence que le systéme bifluide, muni d’une
loi de pression de gaz raide , admet un domaine d’hyperbolicité non convexe. Cette
non-convexité n’empéche pas la résolution globale du probléme de Riemann. En revanche,
il en résulte un probléme de stabilité. Nous avons construit des conditions initiales pour
lesquelles les schémas de volumes finis classiques s’arrétent au bout d’une itération. Indé-
pendamment des problémes de stabilité, les schémas de volumes finis classiques présentent
également des imprécisions inacceptables sur la vitesse et la pression & 'interface entre les
deux fluides.

Pour s’affranchir de ces difficultés, deux possibilités s’offraient & nous : modifier la loi
de pression afin d’assurer la convexité du domaine d’hyperbolicité ou conserver la loi d’état
des gaz raides et construire des schémas préservant le domaine d’hyperbolicité non convexe
[32] avec une bonne précision dans les contacts.

Dans le Chapitre nous avons construit une loi de pression permettant d’obtenir
un domaine d’hyperbolicité convexe. Nous avons construit une entropie de Lax pour le
mélange, de cette entropie découle une nouvelle loi de pression. Le théoréme de Mock nous
assure alors que le systéme , muni de la nouvelle loi de pression, est hyperbolique
et admet un domaine d’hyperbolicité convexe. Cette nouvelle loi de pression permet de
résoudre le probléme de stabilité du schéma de Godunov. Cependant, avec cette nouvelle
loi de pression, le schéma de Godunov reste trés imprécis sur la vitesse u et la pression p
a linterface des deux fluides. Cette imprécision rend le schéma inutilisable.

Dans les Chapitres [4] et [3] nous nous sommes attachés a construire des schémas nu-
mériques sans diffusion numérique de la fraction de masse de gaz . Nous nous sommes
pour cela appuyés sur la classe des schémas Arbitraire Lagrange Euler (ALE)-projection.
Ces schémas numériques se décomposent en deux étapes. Dans une premiére étape, nous
résolvons le systéme d’équations sur un maillage mobile & ’aide d’un schéma de volumes
finis (étape ALE) et dans la seconde étape nous effectuons une projection pour revenir
au maillage initial. Nous avons constaté que si nous déplagons le maillage & la vitesse du
fluide au niveau de l'interface liquide-gaz, I’étape ALE du schéma numérique préserve le
domaine d’hyperbolicité sans diffusion. En couplant I’étape ALE avec la projection mixte,
couplant une projection conservative dans les phases pures et une projection aléatoire a
I'interface des deux fluides, nous obtenons un schéma numérique préservant le domaine
d’hyperbolicité sans diffusion, conservatif en moyenne et satisfaisant une inégalité entro-
pique en moyenne. De plus, il est exactement conservatif et entropique dans les phases
pures. Il préserve une vitesse u et une pression p continues & I'interface des deux fluides et
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il résout exactement le cas d’une discontinuité de contact liquide-gaz. Toutes ces propriétés
sont satisfaites, que nous utilisions le solveur de Riemann exact décrit dans la Section [2.0]
ou le solveur de relaxation développé dans la Section [£.7| pour le calcul des flux numériques
associés au schéma de volumes finis (étape ALE).

Nous avons ensuite comparé les résultats obtenus numériquement avec les schémas
ALE-projection mixte avec d’autres schémas numériques. Nous obtenons de trés bons ré-
sultats avec les schémas ALE-projection mixte. De plus, les schémas ALE-projection mixte
préservent toutes les quantités conservatives en moyenne. A notre connaissance, c’est le seul
schéma numérique qui réunisse a la fois toutes ces propriétés.

Dans le Chapitre [6 nous nous sommes intéressés a la dynamique d’une bulle de gaz
plongée dans du liquide. Nous supposons qu’a l'instant initial la bulle est dilatée. La pres-
sion a lintérieur de la bulle est nettement plus faible que la pression du liquide. Par
conséquent, le rayon de la bulle va avoir tendance & osciller autour d’une valeur moyenne.
Nous nous intéressons & 1’évolution du rayon de bulle au cours du temps. Pour éviter une
modélisation tridimensionnelle délicate, nous nous sommes placés en géométrie sphérique.
Le systéme des équations d’Euler tridimensionnelles se met alors sous la forme d’un systéme
unidimensionnel avec un terme source.

B (AW) + O, (AF(W)) = S(W)d, A,

Nous montrons qu’il est possible de coupler notre approche ALE-projection avec les tech-
niques de schémas équilibre initiés dans les travaux de Greenberg et Leroux. Nous avons
testé plusieurs schémas et comparé nos résultats numériques a des résultats expérimentaux
obtenus a I’Université de Gottingen [95] sur des bulles créées par une impulsion laser.

Dans le Chapitre [7} nous avons étendu l'approche ALE-projection mixte monodimen-
sionnelle des Chapitres [4] et [5| & la dimension deux a 'aide d’un splitting directionnel. Du
fait de l'invariance rotationnelle des équations d’Euler, les résolutions dans les directions
x et y sont identiques. Le schéma numérique résultant a de trés bonnes propriétés, il pré-
serve le domaine d’hyperbolicité sans diffusion, il préserve les états u et p constants, il est
conservatif en moyenne et satisfait une inégalité entropique en moyenne.

L’étape ALE (schéma de volumes finis) et I’étape de projection mixte, étant trés bien
adaptées a la parallélisation, nous avons choisi d’implémenter le code bidimensionnel en
langage OpenCL. Cet environnement nous permet d’exécuter le code soit sur CPU mul-
ticoeurs soit sur GPU. En comparant les temps de calcul sur CPU et sur GPU, nous
observons une efficacité spectaculaire du GPU par rapport au CPU. Dans 'algorithme,
deux étapes sont essentielles du point de vue des performances :

— La premiére est d’effectuer une transposée optimisée du tableau de données entre
les étapes en x et en y du splitting directionnel. En effet, elle permet d’obtenir des
accés mémoire coalescents dans les directions = et y. Sans cette optimisation, les
calculs seraient approximativement 10 fois plus lents sur GPU.

— La seconde est le solveur de relaxation utilisé pour I'étape ALE du schéma ALE-
projection. En utilisant cette approche, le flux numérique a une formulation nette-
ment plus simple que le flux exact de Godunov. En utilisant le solveur exact a la
place du solveur de relaxation, les calculs sont en moyenne 50 fois plus lents sur
GPU.

Nous avons ensuite validé le couplage entre le splitting directionnel et la projection
aléatoire sur plusieurs tests numériques, académiques ou plus réalistes. Nous avons constaté
que 'aspect pseudo-aléatoire du calcul de 'interface n’empéche pas d’obtenir des résultats
numériques trés satisfaisants et peu bruités sur des maillages trés fins.

Le code bidimensionnel est trés efficace sur GPU, le facteur limitant est la mémoire du
GPU. En effet, méme pour un nombre de mailles saturant la mémoire du GPU, les calculs
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ne durent que quelques heures. Dans le Chapitre [§] nous avons donc étendu notre code de
maniére & pouvoir considérer des maillages encore plus fins. Nous avons découpé le domaine
d’étude et chaque GPU effectue les calculs sur un sous-domaine. Les échanges entre sous-
domaines sont effectués par des appels a la bibliothéque MPI. Nous avons ensuite testé la
version MPI du code sur le cas de l'interaction entre une onde de choc et une gouttelette
puis au cas de 'interaction choc-bulle, tous deux présentés au Chapitre[7l Pour le premier
cas, nous avons alors pu effectuer un calcul a 'ordre deux sur un maillage de 20000 x 5000
mailles. Des instabilités de type Rayleigh-Taylor se développent a l'interface des deux
fluides. La finesse du maillage permet de bien représenter les volutes dans l'instabilité.
Pour le deuxiéme cas, nous avons effectué le calcul sur le supercalculateur Airain du CEA.
Nous avons alors pu utiliser un maillage de 40000 x 20000, réparti sur dix cartes graphiques
Tesla K20. La précision du calcul permet de distinguer un fin filament d’air reliant les deux
bulles d’air et de constater I’asymétrie du calcul liée a la projection aléatoire.

D’un point de vue numérique, les perspectives sont encore nombreuses.

— Nous pourrions étendre le schéma numérique au cas tridimensionnel.

— Afin de simuler la dynamique d’une bulle de gaz immergée dans le liquide nous
pourrions également traiter le cas bidimensionnel axisymétrique.

— Nous pouvons également considérer une correction sur la pression dans le but d’étu-
dier des écoulements & faible nombre de Mach.

— Une implémentation d’un terme source faisant intervenir la gravité nous permettrait
d’étudier la propagation d’une vague ou encore le déferlement de vague.

— Afin d’accélérer la version MPI du code, nous pourrions masquer les communica-
tions, c’est-a-dire effectuer les calculs & 'intérieur du domaine pendant le temps que
les GPUs s’échangent les valeurs aux bords.

Certaines autres études seraient également intéressantes, mais semblent nettement plus

difficiles :

— Coupler notre méthode a un modéle de tension de surface, malgré la nature pseudo-
aléatoire du schéma.

— Coupler notre méthode & un modéle de transition de phase, tout en préservant la
robustesse du schéma.
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