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✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s R
2✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥

❡st ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❆♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r φ(x) =
(x21,

√
2x1x2, x

2
2)✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ✳ ✳ ✹✷
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▲✐st❡ ❞❡s ❆❜ré✈✐❛t✐♦♥s

A ▼❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ L×N

α ❱❡❝t❡✉r ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ♦❜s❡r✈é

IN ▼❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ (N ×N)

m⊤
λℓ

ℓ✲è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡MT ✱ s♦✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡R s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❞❛♥s ❧❛ ℓ✲è♠❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡

mi ❱❡❝t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉

R ▼❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ t❛✐❧❧❡ L×N

V S ❱♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ S
x ❱❡❝t❡✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tré❡s

y ❱❡❝t❡✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡ s♦rt✐❡

n ❱❡❝t❡✉r ❞❡ ❜r✉✐t

r P✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ♦❜s❡r✈é

H ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t

X ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tré❡s ✭❈❛s ❣é♥ér❛❧✮

κ(·, ·) ◆♦②❛✉ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ H
K ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦②❛✉ κ(·, ·)
R ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s

R
+ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢s

R
d ❊s♣❛❝❡ ré❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d

M ▼❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①

L ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s

N ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ♦❜s❡r✈és

R ◆♦♠❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ♦✉ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs

yi ❙♦rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥tré❡ xi

❋❇❘ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡

❋❈▲❙ ❋✉❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s

■❙❖▼❆P ✐s♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣

❑P❈❆ ❑❡r♥❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s



① ▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

▲▲❊ ▲♦❝❛❧ ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣

▼❉❙ ▼✉❧t✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣

▼❑▲ ▼✉❧t✐✲❦❡r♥❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✲ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ♥♦②❛✉ ♠✉❧t✐♣❧❡

▼◆❋ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆♦✐s❡ ❋r❛❝t✐♦♥

▼❙❊ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡

◆▼❋ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s

P❇❙■ P❛rt✐❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r ❜❛s❡❞ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

P❈❆ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s

P◆▼▼ P♦st ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✲ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

❘❑❍❙ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t

❘▼❙❊ ❘♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦r

❙●❆ ❙✐♠♣❧❡①❡ ●r♦✇✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❙❱❉ ❙✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❙❱▼ ❙é♣❛r❛t❡✉r à ✈❛st❡ ♠❛r❣❡

❱❈❆ ❱❡rt❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s

❱❉ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s
♠❛ss❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❛❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s ❛str♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s
❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❝✐✈✐❧s q✉❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ ✈✐s❡ à ✐s♦❧❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✐♥térêt q✉✐ ② s♦♥t ♣rés❡♥ts✱ ❡st t♦✉t
à ❢❛✐t ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ✈❡rr♦✉ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛✲
t✐❛❧❡ ❞❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♥térêt ❝♦♥❞✉✐t à s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♦ù✱ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ r❡♣ré✲
s❡♥tés ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡
❡t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❬❑❡s❤❛✈❛ ✫ ▼✉st❛r❞ ✷✵✵✷❪✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ❞❛♥s ✉♥
❝❛❞r❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ♦ù ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥és
❛ ♣r✐♦r✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ❡st
✐♥✈✐té à ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❲✐♥t❡r ✶✾✾✾✱ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✺✱ ❇♦❛r❞♠❛♥ ✶✾✾✸❪✳
❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s❡ rés✉♠❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛✲
❣é❡s ❞❛♥s ❬❍❡✐♥③ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✶✱ ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ ❚❤❡②s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱
❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❈▲❙ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❬❍❡✐♥③ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✶❪ ❡st✐♠❡ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪ ✈✐s❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s r❛t✐♦s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥ très ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳

▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❛✉ r✐sq✉❡
s✐♥♦♥ ❞❡ ❢❛✉ss❡r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❡✛❡ts✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ✐♥t✐♠❡ ❬❍❛♣❦❡ ✶✾✽✶❪✱ ❡t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡
❣é♥ér❛❧✐sé ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ t❡♥t❡♥t
❞✬✐♥✈❡rs❡r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪✱
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❜✐❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡st ♣r♦♣♦sé✱ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✳ ❇❛sé❡
s✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉✲
❧❛t♦✐r❡ é❧❡✈é❡ ❡t ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ❉❛♥s
❬❘❛❦s✉♥t♦r♥ ✫ ❉✉ ✷✵✶✵✱ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✾❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡♥✈✐s❛❣❡♥t
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡



✷ ▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

ré❢ér❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♣❛r ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉①✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛✐sé ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❝r♦✐sés q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ ❣é♥é✲
r❡r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ✐❞❡♥t✐✜és ❝♦♥❞✉✐✲
r❛✐t s❛♥s ♥✉❧ ❞♦✉t❡ à ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ str❛té❣✐❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ■s♦✲
♠❛♣ ❬❞❡ ❙✐❧✈❛ ✫ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪ ❡t ▲▲❊ ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪✱ ❛✜♥ ❞✬② rés♦✉❞r❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦r✲
♠✉❧❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣♦s❡
s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♠♣❧été ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡①♣r✐♠é❡s
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❝❧❛✐r❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ✈✐s❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈♦✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ② ✐♥té❣r❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐❞é❡s ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés✳
P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡t ét✉❞✐é❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❡t rés♦❧✈♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✱ ✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡✳ ❯♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✐t ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❬❇❦✐r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✱
s❡❧♦♥ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ✈♦❣✉❡ ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳

▲❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st str✉❝t✉ré ❛✐♥s✐ ✿
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ P❧✉s✐❡✉rs
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ❞é✲
♠é❧❛♥❣❡✳

✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✉s✐té ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐s❝✉té❡✳ P✉✐s✱ q✉❡❧q✉❡s
♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥st✐✲
t✉❡♥t ✉♥ s♦❝❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ♣r♦♣r❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ■♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ♥♦②❛✉① r❡✲
♣r♦❞✉✐s❛♥ts ❛❞❛♣tés ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ▲❡s t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❧❡s ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉① s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♥♦②❛✉① s♦♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s à s✉✐✈r❡✳

✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♦♣ér❛♥t s✉r



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸

❞❡s ✈❛r✐étés ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❡st✐♠é❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡sts ♣♦✉r
✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✳

✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✳◆♦✉s ② ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲
✐♠❛❣❡✳ ❯♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛✲
t✐❛❧❡s✱ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ r♦❜✉st❡ss❡✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❙♦♠♠❛✐r❡
✶✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✶✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷ ❆s♣❡❝ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸✳✶ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸✳✷ ◆♦t✐♦♥s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✹

✶✳✹ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✹✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t s♣❡❝tr❛❧❡s ✳ ✶✽

✶✳✹✳✹ Pr♦❣rès ré❝❡♥ts ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✺ ❉ét❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✻ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✻✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✻✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✻✳✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✻✳✹ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✻✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✼ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✲
✈❡♠❡♥t ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✶✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❛❝✲
q✉✐❡rt ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❙✐ ❧✬÷✐❧ ❤✉✲
♠❛✐♥ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐t ❞✉ ✈✐s✐❜❧❡ s❡❧♦♥ tr♦✐s ❜❛♥❞❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭r♦✉❣❡✱ ✈❡rt ❡t ❜❧❡✉✮✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡ s❡❣♠❡♥t❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡
❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❜❛♥❞❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✈✐s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t
à ❛❝q✉ér✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉✲❞❡❧à ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ✈✐s✐❜❧❡✳

▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t s②stè♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t é❧❛❜♦rés ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✲
✈♦✐r êtr❡ ❞é♣❧♦②és ❞❛♥s ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❧s q✉❡ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❧❛ ♠✐♥ér❛❧♦❣✐❡✱
❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡rr❡✳ ▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ❛❝q✉✐èr❡♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♣r♦✲
✈❡♥❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♠❛❣és s✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❧❛❣❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡
❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉① ❛②❛♥t ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✉♥✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧❡s
✐❞❡♥t✐✜❡r s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté✳

✶✳✶✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① r❡❝✉❡✐❧❧❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳
❈❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧❡s ❞❡st✐♥é à êtr❡ tr❛✐té ❡t ❛♥❛❧②sé✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝✉❜❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❣é♥éré ♣❛r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❛ér♦♣♦rtés ❞✉ ✓ ❆✐r❜♦r♥❡ ❱✐s✐❜❧❡✴ ■♥❢r❛r❡❞
■♠❛❣✐♥❣ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✔ ❞❡ ❧❛ ◆❆❙❆ ✭❆❱■❘■❙✮ ❬◆❆❙❆ ✶✾✾✷❪✳ ❉❡ t❡❧s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❣é♥érés ♣❛r ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❍②♣❡r✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣♦rt❛t✐❢s s♦♥t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ét✉❞❡s
❬❍✉❡rt❛s ✶✾✾✾❪✳ ❈❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s r❡♥✈♦✐❡ à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❛♥s
✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦♣♦s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡ s❛ rés♦❧✉✲
t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡✳ P❧✉s ❧❡s ❜❛♥❞❡s s♦♥t étr♦✐t❡s✱ ♣❧✉s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s s♦♥t ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛♥t❡s✱ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ♣❛r ❧à ♠ê♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♠❛❣és✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❡t✐t❡s ♦♥t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡s ❡t s♦♥t s✉❥❡tt❡s à ❞❡s r❛♣♣♦rts s✐❣♥❛❧✲s✉r✲❜r✉✐t ✭❙◆❘✮ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐
❧✐♠✐t❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✳ ▲❡s ❝✉❜❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ q✉✐ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
ré✢é❝❤✐❡ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡
❣r❛♥❞❡✉r s❛♥s ✉♥✐té q✉✐ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❬✵✱✶❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣r♦✲
❝é❞✉r❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡✳ ❈❡s ré✢❡❝t❛♥❝❡s ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❝❛r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❝❡s ❜❛♥❞❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s ❡st ❞✐s♣❡rsé❡ ♦✉ ❛❜s♦r❜é❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés✳ ❈❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡
✈❛r✐❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✐♠❛❣és✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❢❛✐t✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❝r❡✉①
❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ❜❛♥❞❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛❜s♦r❜❡♥t s✐❣♥✐✲
✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ ❈❡s ❜❛♥❞❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❜❛♥❞❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ▲❛



✶✳✶✳ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❈✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s ♣❛r ❆❱■❘■❙ ✭◆❆❙❆✮ ❬◆❆❙❆ ✶✾✾✷❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❈✉❜❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❬❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❡t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
✈é❣ét❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❡t
✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ♠♦✐♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ r♦✉❣❡✳

❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s✐t✉❡r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s ♦✉ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❡♥ ❜❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s
❡t étr♦✐t❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡ ♥❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s ❧❡ s♣❡❝tr❡
❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ ▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ r❡♥✈♦✐❡ à ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡ ❜❛♥❞❡s
étr♦✐t❡s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✷✵ ❜❛♥❞❡s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ s✬✐❧ ❝♦✉✈r❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✺✵✵ à ✼✵✵ ♥♠ ❛✈❡❝ ✷✵ ❜❛♥❞❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛②❛♥t
✶✵ ♥♠ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r✳ ❯♥ ❛✉tr❡ t❡r♠❡ ❛✉ss✐ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❡st ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛s♣❡❝tr❛❧❡✳ ■❧
❡st rés❡r✈é ❛✉① ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ très
✜♥❡✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ très é❧❡✈é ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ré✢❡❝t❛♥❝❡s ❬▼❛♥♦❧❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪

✶✳✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❆ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♠✐♥✐èr❡ ❡t ❧❛
❣é♦❧♦❣✐❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ♠✐♥ér❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞✉



✶✳✶✳ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❘é✢❡❝t❛♥❝❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❬▼✐❝r♦✐♠❛❣❡ ✷✵✶✸❪

♣étr♦❧❡✱ ❡t❝ . . . ➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
✈❛r✐és ❝♦❡①✐st❡♥t✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬é❝♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡rr❡✱
❧❛ ❝❤✐♠✐❡✱ ❧✬❛str♦♥♦♠✐❡✳ ❖♥ r❡❧è✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ♠❛♥✉s❝r✐ts ❤✐st♦r✐q✉❡s✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♥❡ ❝❡ss❡♥t
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝r♦îtr❡✳

▲❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐èr❡ s♦♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠✐♥ér❛✉①
❡t r♦❝❤❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉① ♣rés❡♥ts✳ ▲❡s ❝❛♣t❡✉rs à ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♠❜❛rq✉és
s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❛ér♦♣♦rté❡s ❡t s♣❛t✐❛❧❡s✱ ❡t ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉✣✲
s❛♥t❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♠❛❣é ❡t ❞✐st✐♥❣✉❡r à ❞✐st❛♥❝❡
❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥❛t✉r❡❧s ❧❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ét✉❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡
t❡rr❡s ❛r✐❞❡s ♦✉ s❡♠✐✲❛r✐❞❡s ❝❛r s♦✉s ❝❡s ❝❧✐♠❛ts✱ ❧❛ ✈é❣ét❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s s♦❧s s♦♥t r❛r❡s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ♠✐❡✉① ♣rés❡r✈é❡s ❡t ❡①♣♦sé❡s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s tr♦♣✐❝❛❧❡s✱ ❬◆♦♦♠❡♥ ✷✵✵✼✱ ❲❡r✛ ✷✵✵✻❪✳

▲✬❛str♦♥♦♠✐❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡♣✉✐s ♣❡✉ ❞❡s ✐♠❛❣❡✉rs ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛str♦♥♦♠✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞♦♥♥❡
❛❝❝ès à ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦ù ❧✬❛①❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❡st é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é très ✜✲
♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ r❛✐❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♦✉
❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✲
✈❡r ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡♠❡✉r❡ très é❧❡✈é❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s ♣❛r
▼❯❙❊ ✭▼✉❧t✐✲❯♥✐t ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❊①♣❧♦r❡r✮ ❬❇❛❝♦♥ ✫ ❡t ❆❧ ✷✵✶✷❪ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❥✉s✲



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

q✉✬à 2400× 2400× 3000 ♣✐①❡❧s✳ ❈❡❝✐ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡s ❝♦ûts
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❛✉ss✐ à ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛②s ❡①✐❣❡♥t ✉♥❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s
❝❡♥tr❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉ ❝❤❛r❜♦♥ ❡t ❛✉ ♠❛③♦✉t✱ ♣❛r ❧❡s ✐♥❝✐♥ér❛t❡✉rs ❞❡
❞é❝❤❡ts ♠✉♥✐❝✐♣❛✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r ❞❛♥❣❡r❡✉①✱ ♣❛r ❧❡s ❝✐♠❡♥t❡r✐❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳ ❈❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣r❛t✐q✉é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡①tr❛❝t✐❢s ❝♦✉♣❧és à
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✳ ❈❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛✐r✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳ ▲❡ ❚❡❧♦♣s ❍②♣❡r✲❈❛♠✱ ✉♥ ✐♠❛❣❡✉r ✐♥❢r❛r♦✉❣❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✱ ♦✛r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s é♠✐s✲
s✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥é❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐st❛♥t✱ s❛♥s
❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡①tr❛❝t✐❢s✱ ❬❙❛✈❛r② ✫ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳

▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❥♦✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rô❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ s✉r✲
✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ② ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡s q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐tés ♠✐❧✐t❛✐r❡s ❛❞✈❡rs❡s ♣r❡♥♥❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥tr❡r
❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛ér✐❡♥♥❡✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✉✲
❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✜♥❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡♥t✐❡r ❡st ❛❝q✉✐s ❡♥
❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣✉✐ss❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣r♦✜t❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡✱ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
s♣❡❝tr♦✲s♣❛t✐❛✉① ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❡t ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs r❛♣✐❞❡s✱ ❡t à ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❝❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ♣❡✉t ❡①❝é❞❡r ❞❡s
❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠é❣❛✲♦❝t❡ts✳ ❚♦✉s ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût
❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳

✶✳✷ ❆s♣❡❝ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♦✛r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♦♣♣♦rt✉♥✐tés ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♣♦s❡ ❛✉ss✐
♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ✿

▲❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣❡✉t
êtr❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ té❧é❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❞✉ ❜r✉✐t ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛❧❡♥t♦✉r✱ ❡t❝ . . . ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡
❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❞♦♥♥é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡s✳

P✐①❡❧ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦✉✈❡rt❡ ❛✉ s♦❧ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣✐①❡❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛ss❡③
❣r❛♥❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s



✶✳✸✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✶

s♣❡❝tr❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① q✉✐ rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs à tr❛✐t❡r ❞❡s
♣✐①❡❧s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs ♦ù ✉♥ s❡✉❧ ♠❛tér✐❛✉ s❡r❛✐t r❡♣rés❡♥té✳

❱♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t rés❡r✈é❡s à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡
❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s s✉♣♣♦rt❡r ✉♥ t❡❧ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳

❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✿ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s✐❣♥❛✉① ✐♥✈✐s✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r
❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ✈✐s✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✳
❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣ré✈♦✐r ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❝❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❛✜♥ ❞✬♦✛r✐r
✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♥tr❛st❡ ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❞✬✐♥térêt✳

P♦✉r ♠❛îtr✐s❡r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❡✉t r❡♥✈♦②❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s t❡❧❧❡s q✉❡

❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✭♦✉ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❧❛ss❡✮ à
❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ✭❡♥ ♠♦❞❡ s✉♣❡r✈✐sé ♦✉ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✮✳

❉ét❡❝t✐♦♥ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s s♣é❝✐✲
✜q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✿ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞♦♥✲
♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳

❉é♠é❧❛♥❣❡ ✿ ❡st✐♠❡r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛tér✐❛✉ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✳

✶✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

▲❛ t❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧❡s ❡♥tr❛î♥❡♥t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t
❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛
❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t✱ s♦✐t s✉r
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✱ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ P❈❆ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t ♣❛r sé❧❡❝t✐♦♥
❡t r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛♥❞❡s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥t ♣♦✉r
❜✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❙◆❘ ♠❛①✐♠❛❧✱
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡t❝ . . . ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦❥❡té❡s s✉r ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡s ✈✐s❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s
tâ❝❤❡s✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ ♦✉ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s s❡❧♦♥ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é✳



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❬❙❤❛✇ ✫ ▼❛♥♦❧❛❦✐s ✷✵✵✷❪

✶✳✸✳✶ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
✭P❈❆✮ ❬❏♦❧❧✐✛❡ ✶✾✽✻❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rré❧é❡s ❡♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é❝♦rré❧é❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡✱ s❡❧♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✮
❡t st❛t✐st✐q✉❡ ✭❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡s ❛①❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ✲ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✲ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❝♦♠♣r❡ss❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛①❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
❝❤♦✐①✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t
♥♦♠♠é❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❡t s✬❡①♣r✐♠❡♥t s❡❧♦♥ ❞❡s ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦✐♥s
r❡❞♦♥❞❛♥t❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡
❞♦♥♥é❡s X ❞❡ t❛✐❧❧❡ m× n✱ ❛✈❡❝ m ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

C =
1

m

m∑

i=1

xix
T
i

▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦❥❡té❡s s✉r ❧❡s k ♣r❡♠✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛✲
tr✐❝❡ C✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ m à k✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ ✐❧❧✉str❡
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✳ ■❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ P❈❆ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❞✐t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❡t ❞✬❛❧❧é❣❡r ❛✐♥s✐
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ❛✉tr❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ❙✐ ✉♥ t❡❧ tr❛✐t❡♠❡♥t ❢❛✈♦r✐s❡ ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✜❞è❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛❧❣ré ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✲



✶✳✸✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✸

♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é ❧♦rsq✉✬✐❧ ♣ré❝è❞❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ✈✐s❡
♣❛s à ♣rés❡r✈❡r ❧❛ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠é✲

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

t❤♦❞❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r♠✐ ❡❧❧❡s ◆♦✐s❡✲❆❞❥✉st❡❞ P❈❆ ✭◆❆P❈❆✮
❬❈❤❛♥❣ ✫ ❉✉ ✶✾✾✾❪ ♦✉ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆♦✐s❡ ❋r❛❝t✐♦♥ ✭▼◆❋✮ ❬●r❡❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽❪✳ ❈❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❛✣♥❡♥t ❧❛ P❈❆ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❝❧❛ss❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡♠❛♥❞❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉
❜r✉✐t✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✉ ❙◆❘ ♥✬❡st ♣❛s
❛♣♣r♦♣r✐é ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧❡✮✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
s❡s ✈♦✐s✐♥s ✭s♣❛t✐❛❧❡ ❡t s♣❡❝tr❛❧❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ rés✐❞✉ ❞✬✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❡♥ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ❜r✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ s✐ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❞❡s ③♦♥❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r ✭▲❉❆✮
❬❉✉❞❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡✲
t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦ù t♦✉t❡s
❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❜✐❡♥ sé♣❛ré❡s✳ ❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t
❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❛tt❡♥❞✉s s✐ ❧❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✐s❝r✐✲
♠✐♥❛♥t❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❧♦❝❛❧❡ ✭▲❋❉❆✮ ❬❙✉❣✐②❛♠❛ ✷✵✵✻❪ ❡st ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡
❞✐✣❝✉❧té✳ P♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ q✉✐ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡✱ ▲❋❉❆ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
q✉❡ ❧❡ ❋❉❆ ♦r✐❣✐♥❛❧✳

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s ✈✐✈r❡ ❞❛♥s



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✳ ❈❡❧❛ ♠è♥❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❛✐sés q✉✐ ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t à s✉✐✈r❡✳ ▲❡s ré❝❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡s ✈❛r✐étés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛r✐été ❡st ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✐s✉❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

P❛r♠✐ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ✿ ❑P❈❆ ❬▼✐❦❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✱
■❙❖▼❆P ❬❞❡ ❙✐❧✈❛ ✫ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪✱ ▲▲❊ ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪✳ ❑P❈❆ ❡st ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ P❈❆ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❬❆r♦♥s③❛❥♥ ✶✾✺✵❪✳
❑P❈❆ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✱ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

C =
1

m

m∑

i=1

Φ(xi)Φ(xi)
T

❛✈❡❝ Φ(·) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉✳ ▲❡s
❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦❥❡té❡s s✉r ❧❡s k ♣r❡♠✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ P❈❆✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❛❧❧é✲
❣❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♥♦②❛✉
♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❑P❈❆ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡
♣✐ètr❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐t✉és s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ t②♣❡ ❙✇✐ss ❘♦❧❧✱ ✈♦✐r
❝✐✲❛♣rès✳

■s♦♠❛♣ ❬❞❡ ❙✐❧✈❛ ✫ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❧❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦✲
❞és✐q✉❡s s♦♥t tr❛❞✉✐t❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❉❙
❬❈♦① ✫ ❈♦① ✶✾✾✹❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❣é♦♠é✲
tr✐❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t à s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ■s♦♠❛♣ ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ✉♥ ❧❛r❣❡ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t
♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ■s♦♠❛♣✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ ▲❛♥❞♠❛r❦✲■s♦♠❛♣ ❬❇❡♥❣✐♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✳ ❈❡t ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐s❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲❊ ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉✬■s♦✲
♠❛♣ ♣❛r ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✳ ■❧ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ■s♦♠❛♣✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s é♣❛rs❡s✱ ❡t ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲▲❊ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✲
t❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡
❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥
t❛♥t q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡
❡♥✜♥ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❧❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t✳



✶✳✹✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❙✇✐ss ❘♦❧❧ ❛✈❡❝ ■s♦♠❛♣ ❬▲❡✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪

✶✳✸✳✷ ◆♦t✐♦♥s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣✉✐ss❡♥t ❞é❣r❛❞❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥❛❧ ❞❡♠❡✉r❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❧❛ss❡s✳

✶✳✹ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦✉r✐r ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❛✜♥ ❞✬❡①✲
tr❛✐r❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ré❞✉✐t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

st❛♥❞❛r❞✳
P♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s t♦✉❥♦✉rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❡st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ s✉♣❡r✲
✈✐sé ♦✉ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé s❡❧♦♥ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥✲
s✉♣❡r✈✐sé❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❞é❧✐❝❛t❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❧❛ss❡s à ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ ❧❛ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ é❝✉❡✐❧ ❝❡rt❛✐♥ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣✐①❡❧✲
✈❡❝t❡✉rs ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ✐❧ ❡st r❡❝♦♠♠❛♥❞é ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r
❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t s♣❛t✐❛❧❡s✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s ❡t r❛♣✐❞❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✶✳✹✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ét✐q✉❡✲
té❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ✿ ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♦❜❥❡t✳ ▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❊❧❛✈❛r❛s✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ✈✐s❡ à ét❛❜❧✐r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s r❡✲
❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❧❛ss❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ r❡st❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳

▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ▲❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❣r♦ss✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♣r♦❞✉✐t❡s ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❧✉s ✜♥❡s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
t②♣✐q✉❡ ❡st ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ré❝✉rs✐✈❡ ✭❘❍❙❊●✮❬❚❛r❛❜❛❧❦❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♣❡❝✲
tr❛❧✳ ❘❍❙❊● ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s
❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ✜♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ré❣✐♦♥s à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ♣❧✉s



✶✳✹✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✼

❣r♦ss✐❡rs✳ ❈❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡
❞és✐❣♥❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❛✉ss✐ ❞✐t❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ✭❖❇■❆✮ ♦✉ ●❊❖❇■❆ ❬❈❤❡♥❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
té❧é❞ét❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ t❛✐❧❧❡s✱ t❡①t✉r❡s✱ str✉❝t✉r❡ ❡t ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r
r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉
♣♦✉r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❡st ✓ ❉❡✜♥✐❡♥s ❡✲❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✔✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳❝♦♠✮✳
■❧ ♣❡✉t s❡❣♠❡♥t❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡♥ ♦❜❥❡ts ❝♦♥♥❡❝tés✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❞✐✛ér❡♥ts
♥✐✈❡❛✉①✱ ❡t ❝❤♦✐s✐r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♦✉ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♦♣t✐♠❛❧
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t✳

✶✳✹✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞é❥à ét✐q✉❡tés ♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ✉♥
❝❧❛ss✐✜❡✉r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱
♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

✕ ▲❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✐ ❛ss✐❣♥❡ ✉♥ ♣✐①❡❧ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❧❛
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳

✕ ▲❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ é✈❛❧✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ à ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

✕ ▲❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts q✉✐ ✈✐s❡♥t à ❝❧❛ss❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs
❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ✿ ♣❧✉s✲♣r♦❝❤❡s✲✈♦✐s✐♥s✱ ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱
❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡t❝ . . .

❈❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t très s❡♥s✐❜❧❡s à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
à ♥♦②❛✉① ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs à ✈❛st❡ ♠❛r❣❡ ✭❙❱▼✮
❬❙✉②❦❡♥s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷✱ ❈❛♠♣s✲❱❛❧❧s ✫ ❇r✉③③♦♥❡ ✷✵✵✺❪✳ ▲✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ♣❡r♠❡t ❛✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣ér❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✈♦✐r❡ ✐♥✜♥✐❡✱
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲❡s
❙❱▼ ✈✐s❡♥t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ à ♠❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
❉❡s ❞✐✣❝✉❧tés s✉❜s✐st❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦②❛✉✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛✐r❡s
r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❬❇❡♥❡❞✐❦tss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✵❪✳ ▲❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐✲
❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳
❈♦♠♣❛rés ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ s❡♥s✐❜❧❡s à
❧❛ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ✉♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❡st ❛♣✲



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ■♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

♣❧✐q✉é✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❛✈ér❡r ❡✣❝❛❝❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
❬▲✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❬▼❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳

✶✳✹✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t s♣❡❝tr❛❧❡s

P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t❡♥❞❡♥t à ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t s♣❡❝tr❛❧❡s
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✿ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛✜♥ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛✲
t✐❛❧❡s ❬❇❡♥❡❞✐❦tss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✳ ▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
❙❱▼✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t ❛✉ss✐ été ❞é✈❡❧♦♣♣és s❡❧♦♥ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿ ❧❡s ♣r♦✜❧s
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ét❡♥❞✉s ❬P❧❛③❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✱ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ❬▼✉r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❜❛ss✐♥s ❤②❞r♦❣r❛✲
♣❤✐q✉❡s ❬❚❛r❛❜❛❧❦❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❜❪

✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❚❛r❛❜❛❧❦❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❛❪ ✿ ❝❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡ ❘❍❙❊● ✭✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✮ ❡t ✉♥ ❙❱▼ ♣♦✉r ❝❧❛s✲
s❡r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳

✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡t ❙❱▼ ❬❚❛r❛❜❛❧❦❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❝❪ ✿
✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳

✶✳✹✳✹ Pr♦❣rès ré❝❡♥ts ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ é♥✉♠èr❡ q✉❡❧q✉❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳

✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ✿ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ✉t✐❧✐s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
ét✐q✉❡tés ❡t ♥♦♥ ét✐q✉❡tés✳ P♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥✲



✶✳✺✳ ❉ét❡❝t✐♦♥ ✶✾

tr❛î♥❡♠❡♥t s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡✳ ❖♥ ✉t✐✲
❧✐s❡ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥♦♥ ét✐q✉❡tés q✉✐ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡s à ❣é♥ér❡r✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡st ❧❡ ❙❱▼ tr❛♥s❞✉❝✲
t✐❢ ✭❚❙❱▼s✮ ❬❇r✉③③♦♥❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ét✐q✉❡tés ❡t ♥♦♥✲ét✐q✉❡tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢ à
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ tr❛♥s❞✉❝t✐❢✳

✕ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢ ✿ ✐❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s ❞❛♥s ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s str❛té❣✐❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❛❝t✐✈❡s ❤♦♠♠❡✲♠❛❝❤✐♥❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à
♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❛✉t♦✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐sé✳

✕ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛✈❛♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❉♦♣✐❞♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ✿ ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
s♣❡❝tr❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛✈❛♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✳ ❈❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ✭❞♦♥♥é❡s
ét✐q✉❡té❡s✮ ♦✉ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ✭✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✮✳

✕ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛✈❡❝ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❛❝t✐❢ ❬❉♦♣✐❞♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳

✶✳✺ ❉ét❡❝t✐♦♥

▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ s❡ r❛♣♣♦rt❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉r ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ❧❡s
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♦✉ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♦✉
s♣❛t✐❛❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ r❡♥✈♦✐❡ à
♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡t ♠♦❞❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✿ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❧❛ t❡①t✉r❡✱ ❡t❝✳✳✳
❞❛♥s ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛♥❞❡s✳ ▲❡s ❝✐❜❧❡s ❞✬✐♥térêt s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡s s✉❜✲♣✐①❡❧❧✐q✉❡s✮✱ ♦✉ s♦♥t ♠é❧❛♥❣é❡s
à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝✐❜❧és ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ r❡❝♦✉r✐r
♣❛r❢♦✐s à ❞❡s ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥ts t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝✐❜❧❡s✳
▲❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡s ❝❛r ❡❧❧❡s r❡♥✈♦✐❡♥t à
✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à
❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛❜✐❧✐té✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❝✐❜❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s✉❜✲♣✐①❡❧❧✐q✉❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à
❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✱ ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s
❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❡t✐t ❡t ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛ss❡③ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❢♦♥❞ ✭♥♦♥✲❝✐❜❧❡✮✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡rr❡✉r ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐①✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❜♦r♥é❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♦❜s❡r✈é r✱ ✉♥ t❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ r❛♣✲



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss♦✉s à ✉♥ s❡✉✐❧✳

Λ(r) =
p(r|❝✐❜❧❡ ♣rés❡♥t❡)
p(r|❝✐❜❧❡ ❛❜s❡♥t❡)

✭✶✳✶✮

▲❡ s❡✉✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ✜①é ❞❡ s♦rt❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❜♦♥♥❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉
ré❝❡♣t❡✉r ✭❈❖❘✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é s❛♥s r❡❝♦✉r✐r
à ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❈❋❆❘ ✈❡✐❧❧❡
à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
♥✉✐s❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✶✳✻ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❛❝q✉✐èr❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s s❝è♥❡s ❞❛♥s ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✉❜st❛♥❝❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ s♣❡❝tr❡
♠❡s✉ré✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❛❧♦rs q✉❛❧✐✜é ❞❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
s♦♥t ❢réq✉❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
✐♥s✉✣s❛♥t❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ♦✉ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥t✐♠❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵
✐❧❧✉str❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s s♣❡❝tr❛✉①✱ ✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
❛✛❡❝t❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t❡✉rs
❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥✴ré✢❡①✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ✐♥❡①❛❝t✐t✉❞❡s ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♦♠❜r❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝❧❛✐r❛❣❡ ✈❛r✐é❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r✳ ▲❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ P✐①❡❧s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❬❈✐③♥✐❝❦✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪

♣✐①❡❧s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r très ❣ê♥❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝é❞és ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡



✶✳✻✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ✷✶

tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣✐①❡❧ ♣❛r ♣✐①❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t tr♦♠♣é❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳
❯♥ r❡♠è❞❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥t✐♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤♦♠♦❣è♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s s♦❧s ❡t ❧❡s
s❛❜❧❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❛❝❝r✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❞❡ t❡❧s ♠é❧❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ♠❛tér✐❛✉① s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s s♣❡❝tr❡s
♠❡s✉rés✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♦✛r❡♥t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✐♠♣♦r✲

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✿ ❛✮ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❜✮ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥t✐♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❬❑❡s❤❛✈❛ ✫ ▼✉st❛r❞ ✷✵✵✷❪

t❛♥t❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s❝é♥❛r✐♦s t❛❝t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞ét❛✐❧s s✉❜✲♣✐①❡❧❧✐q✉❡s
s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧s ❬❑❡s❤❛✈❛ ✫ ▼✉st❛r❞ ✷✵✵✷❪✳ ▲❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♠❡s✉ré ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡s é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s✱ ♦✉ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ♦✉ ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳
P❧✉s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❡✲
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts
❝♦♥st✐t✉t✐❢s ✐❞❡♥t✐✜és ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡❛✉✱ ❧❡s s♦❧s✱ ❧❡s ♠ét❛✉①✱ ❡t❝✳ ❯♥ ♣✐①❡❧✲
✈❡❝t❡✉r ❡st ❞✐t ♣✉r s✬✐❧ ♥❡ s❡ ré❢èr❡ q✉✬à ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡
♣❡✉t ♥❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉❝✉♥ ♣✐①❡❧ ♣✉r✳

❉❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛✲
t✉r❡ ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❝♦♥s✐❞érés ✿ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡♠❡♥t ♣✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ré♣❛rt✐s ❞❡ ❢❛✲
ç♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❞❡s ♣❛t❝❤s ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡♠❡♥t ♣✉rs s♦♥t ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣és✳ ▲❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✈✐s❡♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
r❡❧✐❛♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡t ❧❡✉r ❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❛✉ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ❛❝q✉✐s✳ ❯♥❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❣é♥ér❛❧✐sé q✉✐ ✈✐s❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛②❛♥t ✐♥t❡r❛❣✐ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡
❛✈❛♥t ❞✬❛rr✐✈❡r ❛✉ ❝❛♣t❡✉r✳ ❯♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥
❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❛ ❞é❥à été ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❯♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❝❤♦✐s✐✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ✉♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st ♣r❛t✐q✉é❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

s♣❡❝tr❡s ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ❡st✐♠❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
❛♣rès ♦✉ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st
s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❬P❛r❡♥t❡ ✫ P❧❛③❛ ✷✵✶✵❪

✶✳✻✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡
♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ✈✐s❡♥t à ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥st✐✲
t✉t✐✈❡s ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ s❡ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♠❡s✉rés✳ ■❧s t❡♥t❡♥t ❞❡
r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✐❝t❛♥t ❧❛ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ✈✐s❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥



✶✳✻✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ✷✸

❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ♦♥ ❛ ❞é❞✉✐t ❞❡✉①
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✿

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❑❡s❤❛✈❛ ✫ ▼✉st❛r❞ ✷✵✵✷❪✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♠❛❣é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣❛t❝❤s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐
❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s q✉❡ ❧❡✉rs
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❜♦♥✲
❞❛♥❝❡s ❞❡s s✉❜st❛♥❝❡s ❡t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♠❡s✉ré✳ ❙♦✐t r = {r1, r2, . . . , rL} ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡
ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❛❝q✉✐s ♣❛r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❛✈❡❝ L ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s✱ mi ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉
i❡ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉t✐❢✱ α = {α1, α2, . . . , αR} ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❛✈❡❝ R ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✱ ❡t n ✉♥ ❜r✉✐t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

r = α1m1 + α2m2 + · · ·+ αRmR + n ✭✶✳✷✮

❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞♦✐✈❡♥t ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t
❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té ✿

αi ≥ 0, ∀i ∈ 1, . . . , R

R∑

i=1

αi = 1.
✭✶✳✸✮

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞é❝✐❞é♠❡♥t ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥t❛❝❤❛♥t ❧❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

r = Ψ(α,M) + n ✭✶✳✹✮

♦ù Ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♦♥t ❞é❥à
été ✐♥tr♦❞✉✐ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✐♥t✐♠❡ ❬◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✶✵❪✱ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
❬❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✳

✶✳✻✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②✲
♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s
✉t✐❧❡s ✿ ❱❉ ❬❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ ❍②❙✐♠❡ ❬❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✫ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✷✵✵✽❪✱ ♦✉ ❡♥✲
❝♦r❡ ❊▼▲ ❬❇✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪

✕ ❱✐rt✉❛❧ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✭❱❉✮ ✿ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛rt ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
❝♦♠♣♦sé é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ♣rés❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱
♦ù ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦sés ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❉ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✐①❡❧s ✈❡❝t❡✉rs ♦❜s❡r✈és✳



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✕ ❍②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❙✉❜s♣❛❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ✭❍②❙✐♠❡✮ ✿ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ t♦✉t
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❡♥t❛❝❤❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✕ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▲▼✮ ✿ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♠♦✲
❞✐✜❝❛t✐♦♥ à ❱❉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉ ❜r✉✐t s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s✐❣♥❛❧ ✭❡♥❞♠❡♠❜❡rs✮ s♦♥t ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▲❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❝❡ ❢❛✐t ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉✐
♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❝♦♠♠❡ ❱❉✱ ♥✐ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t
❝♦♠♠❡ ❍②s✐♠❡✳

✶✳✻✳✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs

❆✜♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❈❡r✲
t❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉♣♣♦s❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ❧❡s
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ◆❋■◆❉❘ ❬❲✐♥t❡r ✶✾✾✾❪✱ ❙●❆ ❬❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❱❈❆
❬◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✺❪✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆✲❋■◆❉❘ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❝❡ s✐♠♣❧❡①❡
s♦♥t ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❡❝❤❡r❝❤és✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣✐①❡❧ ♣✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❡♥❞♠❡♠❜❡r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ tr❛✐té❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦♣♦s✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✸ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs

❙●❆ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ t✱ ♣✉✐s r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t



✶✳✻✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ✷✺

q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ S1i = {t, ri}✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡t ét✐q✉❡té m1✳ ❙●❆ ♣♦✉rs✉✐t s❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s
S2i = (m1, ri)✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ri ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❡ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡t ét✐q✉❡tém2✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à
❝❡ q✉❡ ❧❡s R ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❡q✉✐s ❛✐❡♥t été ❞ét❡r♠✐♥és✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❈❆ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❖♥ ♣r♦❥❡tt❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♦rt❤♦✲
❣♦♥❛❧❡ ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs q✉✐ ♦♥t été tr♦✉✈és ❥✉sq✉❡ ❧à✳ ▲❡
♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥❝❤❛✐♥❡
❝❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ❛tt❡✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s♦✉❤❛✐té ❞❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❱❈❆
tr❛✐t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❙●❆ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ❱●❆ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✭❙❱❉✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❛✣♥é❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡s✳ ▲❡
♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♣❡❝tr❛❧✳ P♦✉r ❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱
♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣✉r❡s ❞❡♠❡✉r❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ③♦♥❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s✳ ❯♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡st é✈❛❧✉é✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❞❡s ré❣✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❣râ❝❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ q✉✐ s❡r✈❡♥t à ❣✉✐❞❡r
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❬▼❛rt✐♥ ✫ P❧❛③❛ ✷✵✶✶❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❆▼❊❊ ❬P❧❛③❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪ ♦✉ ❙❙❊❊ ❬❘♦❣❣❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳

❚rès s♦✉✈❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧❡✳ ❈❡s ❝❛s r❡q✉✐èr❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝✐t❡r ▼❱❙❆ ❬▲✐ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✽❪✱ ❙■❙❆▲ ❬❍❡♥❞r✐① ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✱ ▼❱❈✲◆▼❋
❬▼✐❛♦ ✫ ◗✐ ✷✵✵✼❪ ❡t ■❈❊ ❬❇❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡♥t ✉♥ s✐♠✲
♣❧❡①❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉✐ ❡♥❢❡r♠❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ❊❧❧❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧❛
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ♣❛r ❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❝❛r✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t ♦✉ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s♣❡❝tr❛✉① ♣❡✉✈❡♥t s❡ s✐t✉❡r ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉
s✐♠♣❧❡①❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ▼❱❈✲◆▼❋ rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ✉t✐❧✐sé✳

✶✳✻✳✹ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡①tr❛✐ts✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡st✐♠❡r ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t été tr❛✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡
✐❞é❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
‖r−Mα‖2✱ ♦ùM ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❛♥❣és ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❋❈▲❙ ✈✐s❡ à rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬❍❡✐♥③ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✶❪ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s♦✉s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t
❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❬❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ ❚❤❡②s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ ❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪✳ ▲❛
str❛té❣✐❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪ ✈✐s❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s r❛t✐♦s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é❝r✐t
♣❛r ❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

❈❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ r❡♣♦s❛♥t ♣❛s s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣✐①❡❧
♣✉r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s✱ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s q✉❡ ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦✐❡♥t ❝♦♥♥✉s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭■❈❆✮ ❬❍②✈❛r✐♥❡♥ ✫ ❖❥❛ ✷✵✵✵❪ ❡t ❧❛ ❢❛❝t♦✲
r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s ✭◆▼❋✮✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥t✐♠❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r sé✈èr❡♠❡♥t ❜✐❛✐sés✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

✶✳✻✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s

P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r
❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s s❝è♥❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥✲
t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❡✛❡ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
❬❏✉tt❡♥ ✫ ❑❛r❤✉♥❡♥ ✷✵✵✸❛❪ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥t✐♠❡ ❬❍❛♣❦❡ ✶✾✽✶❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✲
♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈✐s❡♥t à ✐♥✈❡rs❡r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳
❉❛♥s ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé✳ ❇❛sé s✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♣rés❡♥t❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ é❧❡✈é❡ ❡t ♥✬❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ q✉✬❛✉ ♠♦❞è❧❡
❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❬❘❛❦s✉♥t♦r♥ ✫ ❉✉ ✷✵✶✵✱ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✾❪✱ ❧❡s ❛✉✲
t❡✉rs é❧❛r❣✐ss❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝r♦✐sés ❞❡ s✐❣♥❛✲
t✉r❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♠❛tér✐❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❝r♦✐sés q✉✐ ❞❡✈r❛✐❡♥t
êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡t ❛❥♦✉tés ❛✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❝r♦✐✲
sés ét❛✐❡♥t ❡♥✈✐s❛❣és✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉rr❛✐t ❝r♦îtr❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ très s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ str❛té❣✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés t❡❧s q✉❡ ■s♦♠❛♣ ❬❞❡ ❙✐❧✈❛ ✫ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪ ❡t ▲▲❊
❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡✳ ❊♥✜♥✱
❞❛♥s ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦r♠✉❧❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s
♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❝♦♠♣❧été ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡
❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✳



✶✳✼✳ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✷✼

❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❝❧❛✐r❡
❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳

▲✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
♦ù ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣✐①❡❧s✱ ❛♣♣❡❧és ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡✲
♠❡♥t✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❛❜♦♥✲
❞❛♥❝❡s ❞❡s ♣✐①❡❧s r❡st❛♥ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ❚❤❡♠❡❧✐s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱
❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❬P❧❛③❛ ✫ P❧❛③❛ ✷✵✶✵❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡s ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❡♥ ♠♦❞❡ s✉♣❡r✈✐sé ♦✉ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐sé✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❧✐♠✐té❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s
❬❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡✳ ▲❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡st✐♠é❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✶✳✼ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❡t ❧❡s
✐♥té❣r♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✱ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t
❡st✐♠❡r ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳

❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ② ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡✱
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s à ♣❛rt✐r
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡
❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✈❡rs
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡st ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉
r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r
❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭tr❛♥s❢♦r♠é✮ ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✱ ❞é✜♥✐ ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✱ ✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝✲
t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉
r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉✲
s❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❚❱ ✭t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✮ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❝✉té❡ ❡t
❡①♣ér✐♠❡♥té❡ ❬■♦r❞❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♣♦✉r t✐r❡r ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❊♥
✐♥té❣r❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ✐♥t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡s ♣♦st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ◆✲❋■◆❉❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✸✳✷ ❙●❆ ♦✉ ❖❙P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✸✳✸ ❱❈❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✹✳✶ ❋❈▲❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✹✳✷ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ ✳ ✸✽

✷✳✹✳✸ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ à t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐✲
s♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❞❡s ♣✐st❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❉é❥à ♣rés❡♥té ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈✐s❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♠❛❣é❡ ❡♥ ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞♦♥♥é ❡st
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣❛t❝❤s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧♦rs ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s q✉❡ ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥s✐✲
❞éré ♣♦✉r ✉♥❡ s❝è♥❡ ❞é♣❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❆✉ss✐ s✐♠♣❧❡ s♦✐t✲✐❧✱
❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❛s à ♥é❣❧✐❣❡r ❝❛r ✐❧ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✲
♠é❧❛♥❣❡ ❡✣❝❛❝❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡t ❛✐sés à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡
s✬é❝r✐t

r =Mα+ n ✭✷✳✶✮



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡

♦ù r ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ✉♥ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r✱ M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ L×R ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s✱ ❛✈❡❝ L ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ R ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✱ ❡t α ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ♣✉rs r❡❣r♦✉♣és ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✳ ❈❡tt❡
éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ à tr❛✐t❡r s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡

R =MA+N ✭✷✳✷✮

♦ù R ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ L×N ✱ ❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ N ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡
♣✐①❡❧✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❞❡ s♦♠♠❡
✉♥✐té ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✭✶✳✸✮✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦s❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r s❡ s✐✲
t✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞❡ ❧❛
s❝è♥❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ s✉❣❣èr❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❝♦♥tr❛✐♥ts s✐ M ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥
♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ◆▼❋ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡s ❝♦♠♣♦sés ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❡t ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❛✮ ▼é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❜✮ ▼é❧❛♥❣❡ ✐♥t✐♠❡ ❬❉✉ ✫ P❧❛③❛ ✷✵✶✷❪

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s❝è♥❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s ❡t
♣❡✉✈❡♥t ❜✐❛✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡s ❡✛❡ts ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ❣é♥érés ♣❛r ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ✐♥t✐♠❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✐♠❛❣é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t



✷✳✷✳ ▼♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✸✶

✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆✉ss✐✱ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ■❧s t❡♥❞❡♥t à ♠✐♠❡r
❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✱ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à r❡s♣❡❝t❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s
❡♥tr❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉s✐tés ❥✉sq✉✬✐❝✐✳

✷✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ✈✐s❡ à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝r♦✐sés
♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳ ❯♥ t❡❧ s❝é♥❛r✐♦
♣❡✉t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré ♣♦✉r ❞❡s s❝è♥❡s ❛❝q✉✐s❡s s✉r ❞❡s ③♦♥❡s ❢♦r❡st✐èr❡s✱ ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ s♦❧ ❡t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡
s♦♥ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r

r =
R∑

i=1

αimi +
R−1∑

j=1

R∑

k=j+1

βj,kmj ⊙mk + n ✭✷✳✸✮

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ⊙ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ❞é✜♥✐ ♣❛r

mj ⊙mk =




m1,j
✳✳✳

mL,j


⊙




m1,k
✳✳✳

mL,k


 =




m1,jm1,k
✳✳✳

mL,jmL,k


 ✭✷✳✹✮

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βjk r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ré✢❡❝t❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝❛✉sé❡s ♣❛r
❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉① mj ❡t mk✳ ▲❡ tr❛❥❡t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s
♠✉❧t✐♣❧❡s ét❛♥t ♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉❡ ❧❡ tr❛❥❡t ♥♦r♠❛❧✱ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ré❞✉✐t❡✳ ❈❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ βjk = γjkαjαk ❛✈❡❝ 0 6 γjk 6 1✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r s♦✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡✲
ç✉s ♣❛r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❬❙♦♠❡rs ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪
♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❧✐❣és✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s
❬◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✾❪✱ ♥♦♠♠é ✓ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✔✱ r❡♣♦s❡ s✉r
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

R∑

i=1

αi +

R−1∑

j=1

R∑

k=j+1

βjk = 1 ✭✷✳✺✮

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❝r♦✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞❡
❧❛ s❝è♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βjk ♣♦✉r ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❬❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r

R∑

i=1

αi = 1 βjk = αjαk ✭✷✳✻✮



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ s♦❧✐❞❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

r =Mα+

R−1∑

j=1

R∑

k=j+1

γjkαjαkmj ⊙mk + n ✭✷✳✼✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
R∑

i=1

αi = 1 αi > 0 ✭✷✳✽✮

0 6 γjk 6 1 γjk > 0 ✭✷✳✾✮

♦ù γjk ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s j ❡t k✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳

✷✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ✐♥t✐♠❡

❊♥ s✉s ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t
❛✉ss✐ ❝♦rr♦♠♣✉❡s ♣❛r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠✐♥ér❛✉① s♦♥t ♠é❧❛♥❣és à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
s✉❜✲♣✐①❡❧❧✐q✉❡✳ ❈❡s é❝❤❡❧❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✉ tr❛❥❡t s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❡s ♣❤♦t♦♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶❜ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt r❛❞✐❛t✐❢✱ ♦♥ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s
t❤é♦r✐q✉❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉❜✐❡s ♣❛r ❧❛ ❧✉✲
♠✐èr❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡♥❝♦♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❡s ♠é❧❛♥❣❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❍❛♣❦❡
❞❛♥s ❬❍❛♣❦❡ ✶✾✽✶❪✱ ♦ù ✐❧ ❞é❝r✐t ❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t✐♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉✲
s✐❡✉rs q✉❛♥t✐tés s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡
✐❞é❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s✐♠♣❧✐✜és ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡✳
❉❛♥s ❬❏✐❛ ✫ ◗✐❛♥ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r
❧❡s ré✢❡❝t❛♥❝❡s ♠❡s✉ré❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❛✉① ♠é❧❛♥❣❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ✭❞❡♥✲
s✐té✱ t❛✐❧❧❡✮ ❡t ❧❡s ❛❧❜é❞♦s ❞❡ ♠♦♥♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❛✉ss✐
❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❝❛r ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ③♦♥❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s✬❛✈èr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

✷✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡s ♣♦st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s

▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞é❝r✐✈❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡✛❡ts ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡s à ❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉❛❧ à ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ✸✸

❬❈❧♦s❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✱ ❏✉tt❡♥ ✫ ❑❛r❤✉♥❡♥ ✷✵✵✸❛❪

r =
R∑

i=1

αimi + αR+1 g




R∑

j=1

fjwj


+ n. ✭✷✳✶✵✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡
s❡❝♦♥❞ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥t✐♠❡ ✈✐❛ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉t✐❢ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧
♣♦♥❞éré ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❬❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à
♠ê♠❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ■❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦st ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ ✭PP◆▼▼✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ♦❜s❡r✈é ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r

r = g

(
R∑

i=1

αimi

)
+ n ✭✷✳✶✶✮

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡✉①✳

g : [0, 1]L −→ RL

x 7−→ x+ b (x⊙ x) ✭✷✳✶✷✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ré❡❧ b ❛✜♥ ❞✬❛tté♥✉❡r ♦✉ ♠❛❣♥✐✜❡r
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡

r =Mα+ b(Mα)⊙ (Mα) + n ✭✷✳✶✸✮

❖♥ ♥♦t❡ q✉✬✐❧ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ b = 0✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t
♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s✳
❊♥✜♥✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ g✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① t②♣❡s ❞❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s✐ t❛♥t ❡st q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡♠❡✉r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t s✐♠♣❧❡
♣♦✉r êtr❡ ✐♥✈❡rsé✳

✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞✐s❝✉té ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣✉✐s ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♠♣♦sés ❝♦♥st✐t✉t✐❢s✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝
♦✉ s❛♥s ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s
❝♦♥♥✉❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✳

❯♥ ❝♦♠♣♦sé ♣✉r ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t ♣✉r❡
♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉é❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣✐①❡❧ ♣✉r tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✲
❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ♣✐①❡❧ ✔
❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ L✳ ❯♥ ♣✐①❡❧ ❡st ❞✐t ♣✉r s✐ s❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝✲
tr❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦sé ♣✉r✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❝♦♠♣♦sé ❝♦♥st✐t✉t✐❢ ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✳



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡

✷✳✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ◆✲❋■◆❉❘

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆✲❋■◆❉❘ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❲✐♥t❡r ✶✾✾✾❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✳ ■❧ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ L ❞♦♥t ❧❡s R s♦♠♠❡ts
s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡
à ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ◆✲❋■◆❉❘ ❡ss❛②❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ♦✣❝❡
❞❡ s♦♠♠❡t ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝r♦îtr❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❈❡
♣r♦❝é❞é ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❡t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡st s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡
t❡st ❀

✕ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❢♦r♠é ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❀
✕ ❙✐ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❝r♦ît ❣râ❝❡ à ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣✐①❡❧✲
✈❡❝t❡✉r ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ t❡st r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❝♦♥❝❡r♥é ❀

✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été t❛♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ s❝è♥❡
♥✬♦♥t ♣❛s été t❡stés✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ◆✲❋■◆❉❘

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✣❝✉❧✲
tés✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞és✐ré R ❞❡ ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥
♣❡✉t r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❱❉ ❬❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❍②✲
s✐♠❡ ❬❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✫ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✷✵✵✽❪✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❯♥❡
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❝♦rr❡❝t ❡t ❛❝✲
❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ❛ été
✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬◆❡✈✐❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❊❆ ✭■t❡r❛t✐✈❡ ❊rr♦r ❆♥❛❧②✲
s✐s✮ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣❛rt✐❡❧ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❋❈▲❙
❬❍❡✐♥③ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✶❪✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ✐♥✐t✐❛✉①✳

❯♥ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✉
r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❝♦♥s✐❞éré à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ♥❡
❝♦♥❞✉✐t ♣❛s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡♥❞✉❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ✸✺

s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ♣♦✉rs✉✐✈❛♥t s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ✿ ❬❳✐♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱ ❙❛♥❝❤❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱
P❧❛③❛ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✺❪✳

❉é❝r✐✈♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❬P❧❛③❛ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✺❪ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ✿

✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ R ❞❡ ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ✿ ❯t✐❧✐s❡r ❱❉ ♦✉ ❍②s✐♠❡ ❀

✷✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ ❯t✐❧✐s❡r ▼◆❋ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣✐①❡❧✲
✈❡❝t❡✉rs ♦❜s❡r✈és ❞❡ L à R − 1✱ ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s
s✐♠♣❧❡①❡s ❀

✸✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t {m(0)
1 ,m

(0)
2 , . . . ,m

(0)
R } ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ✐♥✐✲

t✐❛❧✐sés ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❊❆ ❀

✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✿ ❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ k✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ Sk ❞♦♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs {m(k)

1 ,m
(k)
2 , . . . ,m

(k)
R } ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

VS =
1

(R− 1)!

∣∣∣∣∣❞❡t
(

1 1 . . . 1

m
(k)
1 m

(k)
2 . . . m

(k)
R

)∣∣∣∣∣ ✭✷✳✶✹✮

✺✳ ❈❛❧❝✉❧ ré♣été ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r r✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s
s✐♠♣❧❡①❡s S(r,m(k)

2 , . . . ,m
(k)
R )✱ S(m(k)

1 , r, . . . ,m
(k)
R )✱ S(m(k)

1 ,m
(k)
2 , . . . , r)✳ ❙✐

❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝r♦✐tr❡ V (Sk)✱ ♥❡ ♣❛s ♠♦❞✐✜❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❛✈❡❝ r✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣r♦❝é❞❡r ❛✉ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛r r
❞✉ s♦♠♠❡t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛②❛♥t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ V (S)✳

✷✳✸✳✷ ❙●❆ ♦✉ ❖❙P

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●❆ ✭❙✐♠♣❧❡① ●r♦✇✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ ❬❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ✈✐s❡ à ❡①✲
tr❛✐r❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞és✐rés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✳
■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✱ ❡t ❛❥♦✉t❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❛✉ s✐♠♣❧❡①❡✱
❡①tr❛✐ts ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ♦❜s❡r✈és✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛❝❤è✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠✲
♠❡ts ❛tt❡✐♥t ✈❛✉t R✱ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❡st✐♠é ♣❛r ❱❉ ♦✉ ❍②s✐♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ❞é❝r✐t
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❙●❆✳ ❆✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♣✐①❡❧ ❛♣♣r♦♣r✐é ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡t ✐♥✐t✐❛❧✱
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝✐✲❛♣rès ❡st ✉t✐❧✐sé✳

✶✳ ❈❤♦✐s✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❀

✷✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r m1 ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs r ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ q✉✐ ♠❛①✐✲
♠✐s❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ∣∣∣∣❞❡t

(
1 1

t r

)∣∣∣∣
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ L à 1

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ P❈❆ ♦✉ ▼◆❋✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s♦♠♠❡t m1 ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r
❧❡ ♣✐①❡❧ ❣é♥éré ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t t✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♣✐①❡❧ t ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ✉♥ ❛✉tr❡
s♦♠♠❡t m1✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❬❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ t ♥✬❛ q✉❡ ♣❡✉ ❞✬❡✛❡t s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●❆ ❡st ❞♦♥❝
❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ❙●❆ ❬❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❯t✐❧✐s❡r ❱❉ ♦✉ ❍②s✐♠❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r R✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r m1 ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ♥♦t❡ n = 1 ❀

✷✳ P♦✉r n ≥ 1 ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ r t❡sté✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ V (m1,m2, ...mn, r)

❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ à ♣❛rt✐r ❞❡

V (m1,m2, ...mn, r) =
1

n!

∣∣∣∣❞❡t
(

1 1 . . . 1 1

m1 m2 . . . mn r

)∣∣∣∣ ✭✷✳✶✺✮

❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐t ❝❛rré❡ ❀

✸✳ ❚r♦✉✈❡r mn+1 t❡❧ q✉❡ ✿

mn+1 = argmax
r
V (m1,m2, ...mn, r) ✭✷✳✶✻✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛✐❡♥t été ❞ét❡r♠✐♥és✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
♦❜t❡♥✉s ❡st ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❢♦rt ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

✷✳✸✳✸ ❱❈❆

❱❈❆ ✭❱❡rt❡① ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s✮ ❬◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✺❪ ❡st ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞✬✉♥
s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡✱ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧❡✳ ■❧ ♣r♦❥❡tt❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞é❥à ❞ét❡r♠✐♥és✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞



✷✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ✸✼

❛✉ ♣♦✐♥t ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛✐❡♥t été ❞ét❡r♠✐♥és✳
▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❱❈❆ s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ◆✲❋■◆❉❘✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦✐♥❞r❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ♥♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ γ t❡❧ q✉❡ r =Mγα+ n✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✐❧❧✉str❡
❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ❱❈❆ ❬◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✺❪

✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s

❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❢❛✐t s✉✐t❡ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝✐✲❛♣rès
s✉♣♣♦s❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♦♥t été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és✳ ■❧s s♦♥t s♦✉✈❡♥t
q✉❛❧✐✜és ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sés✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞é❥à ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱
♦♥ s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s
r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡t s❡r♦♥t ❞♦♥❝ é✈♦q✉és ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

✷✳✹✳✶ ❋❈▲❙

P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ r = Mα + n✱ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ s♦✐t

α̂ = ❛r❣min
α

‖r −Mα‖2 ✭✷✳✶✼✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ très ❝♦♥♥✉❡ ✿

α̂ = (M⊤M)−1M⊤r ✭✷✳✶✽✮

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t②♣❡ é❣❛❧✐té ❡①✐st❡
✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❛✜♥
❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞♦♥t ❋❈▲❙ ✭❋✉❧❧② ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s✮
❬❍❡✐♥③ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✶❪✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

α̂ = ❛r❣min
α

‖r −Mα‖2 ✭✷✳✶✾✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s 0 � α � 1 ♣❡✉t êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t rés♦❧✉ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛✲
❞r❛t✐q✉❡✳ P♦✉r ✐♥té❣r❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té✱ ❋❈▲❙ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡
à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t é❣❛✉① à 1✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡
♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ♦❜s❡r✈é r ❡t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ δ ✭δ ≥ 0✮ t❡❧s q✉❡ ✿

r̃ =

(
δr

1

)
❡t M̃ =

(
δM

1

)
✭✷✳✷✵✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✾✮ s❡ rés♦✉t ❛❧♦rs ❛✈❡❝ r̃ ❡t M̃ ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❛❥♦✉t❡r
✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ❛✉ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥ 1/(2δ2)✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡
❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛✐♥s✐✳

✷✳✹✳✷ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡

❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❡t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❬▼✐❛♦ ✫ ◗✐ ✷✵✵✼✱
❇❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✱ ❍❡♥❞r✐① ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✱ ▲✐ ✫ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✷✵✵✽❪✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✬❡①♣❧♦✐t❡♥t ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs✳ ▲❛ ❜❛s❡
t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
R ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ ❡♥ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s ✿ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs M ❞❡
t❛✐❧❧❡ L × R✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s A ❞❡ t❛✐❧❧❡ R × N ✱ ❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✭✷✳✷✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❛✐♥s✐ ✿

min
M ,A

1

2
‖R−MA‖2F

s✉❥❡t à A � 0 ❡t M � 0

✭✷✳✷✶✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬ét❛♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❝♦♥❥♦✐♥✲
t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à M ❡t A✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛✜♥ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❱❈✲◆▼❋ ❬▼✐❛♦ ✫ ◗✐ ✷✵✵✼❪
♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡r ❛✐♥s✐

min
M ,A

1

2
‖R−MA‖2F + λJ (M)

s✉❥❡t à M � 0 ❡t A � 0 ❡t 1
⊤
RA = 1

⊤
N

✭✷✳✷✷✮

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ 1⊤N ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t é❣❛✉① à 1✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❡✐❧❧❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❝✐r❝♦♥s✲
❝r✐✈❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ q✉✐



✷✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ✸✾

t❡♥❞ à ❧❡ r❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❛❝t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ J (M) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

J (M) =

∣∣∣∣❞❡t
(

1 1 . . . 1

m1 m2 . . . mR

)∣∣∣∣
2

2(R− 1)!
✭✷✳✷✸✮

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ♣✉rs ❡st ▼❱❙❆✴❙■❙❆▲✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❡♥tr❡ ▼❱❈✲
◆▼❋ ❡t ▼❱❙❆✴❙■❙❆▲ ❡st q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐✲
t✐✈✐té✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ♣✉rs ❡t ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬■♦r❞❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ✉t✐❧✐s❡
❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s rés✐❞❡♥t t♦✉✲
❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡t ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✷✳✹✳✸ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣❡✉t s❡ rés♦✉❞r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❛❜♦♥✲
❞❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s✱ s♦✐t
❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱ s♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■❧
❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ❝❡s ✈♦❧✉♠❡s ❡t ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡
❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✱ ❛✈❡❝ ◆✲❋■◆❉❘ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❛❝q✉✐s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s s❛♥s ❛✉❝✉♥
❝❛❧❝✉❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊♥ r❡❧❛①❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s

(
1 1 . . . 1

m1 m2 . . . mR

)
α =

(
1

r

)
✭✷✳✷✹✮

❈❡ s②stè♠❡ ❡st s✉♣♣♦sé ❝❛rré ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ R × R✱ s✐❣♥✐✜❛♥t ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ q✉✬✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡smi ❞❡✈r❛ ❛✈♦✐r été ♣r❛t✐q✉é❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❛✐♥s✐

αi =

❞❡t

(
1 . . . 1 . . . 1

m1 . . . r . . . mR

)

❞❡t

(
1 . . . 1 . . . 1

m1 . . . mi . . . mR

) ✭✷✳✷✺✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ S = {m1,m2, . . . ,mR}✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r
❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ S ❞♦♥♥é ♣❛r

V S =
1

(R− 1)!
❞❡t

(
1 1 . . . 1

m1 m2 . . . mR

)
✭✷✳✷✻✮



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ S\{mi} ∪ {r}✳
■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡

αi =
VS\ {mi}∪{r}

V S

✭✷✳✷✼✮

❛✈❡❝ i = 1, 2, . . . , R✳ ❈❡s ✈♦❧✉♠❡s s♦♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❞❡ ◆✲❋■◆❉❘✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ é❝r✐r❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱
q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥té❣r❡r ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ❱❈❆ ♦✉ ■❈❊✳

V S =
1

(R− 1)!
δ(mi)V S\{mi} ✭✷✳✷✽✮

♦ù δ(mi) ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s♦♠♠❡tmi ❡t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ S✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ ✿

αi =
δ(r)

δ(mi)
✭✷✳✷✾✮

♣♦✉r i = 1, 2, . . . , R✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❡st
✈✐♦❧é❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ S ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦♥t ♦r✐❡♥tés✳ ▲❡✉r s✐❣♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥é❣❛t✐❢ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts
❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s✱ ♦✉ ❞✉ ❝ôté ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ♦ù s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡
♣✐①❡❧ r ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés✳
❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs
❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡♠❡✉r❡♥t ❜❛s✐q✉❡s ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ❝♦♥❢r♦♥tés à ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ à ❝❡t ❡✛❡t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡
❡t ♠ét❤♦❞❡s

❙♦♠♠❛✐r❡
✸✳✶ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✷✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲❆r♦♥s③❛❥♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✷✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡r❝❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸✳✶ ❘è❣❧❡s s✐♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸✳✷ ❘è❣❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✸✳✸ ❊✛❡t s✉r ❧❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♥♦②❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✹✳✶ ◆♦②❛✉① ♣r♦❥❡❝t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✹✳✷ ◆♦②❛✉① st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ❬❆r♦♥s③❛❥♥ ✶✾✺✵❪✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡
♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ❱♦✐r ❬P♦t❤✐♥ ✷✵✵✼❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✳

✸✳✶ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

▲ ✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥❥❡❝t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s X ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧H ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

φ : X → H
x 7→ φ(x)

✭✸✳✶✮

❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s
❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ H✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ▲❡ ❜✉t ② ❡st ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s R2✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❆♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r φ(x) = (x21,

√
2x1x2, x

2
2)✱

❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳

❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♥♦♥✲sé♣❛r❛❜❧❡ ❛✉
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ(·)
q✉✐✱ à t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞✉ ♣❧❛♥✱ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2 ❝♦♥st✐t✉és à ♣❛rt✐r
❞❡ s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

φ : R2 → R
3

(x1, x2) 7→ (x21,
√
2x1x2, x

2
2)

✭✸✳✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❞❛♥s H ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥
sé♣❛r❛t❡✉r✳ P♦✉r x ∈ R

p ❡t φ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ❞❡ x ❞❡ ❞❡❣ré d✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ H ❡st ❞❡ (d+p−1)!

d!(p−1)! ✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s X ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♥❡
♣❡✉t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♣♦✉r d = 5 ❡t x ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 16 × 16✱
❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥❞✉✐t ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1010✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s φ
❡t ❧❡✉r ❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
❞❛♥s H s❛♥s ❛✈♦✐r à ❡①♣❧✐❝✐t❡r φ✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❧é❡s
♥♦②❛✉①✱ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❯♥ ♥♦②❛✉ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ : X ×X → R q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x✱ x′ ❞❡ X ✱

κ(x,x′) = 〈φ(x), φ(x)′〉H ✭✸✳✸✮

♦ù φ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ X ✈❡rs ✉♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ H ♠✉♥✐

❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈 ·, ·〉H✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s φ(x) ❡t
φ(z) ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✐♥s✐

〈x, z〉H =
(
x21,

√
2x1x2, x

2
2

)(
z21 ,

√
2z1z2, z

2
2

)⊤

=
(
(x1, x2) (z1, z2)

⊤
)2

= 〈x, z〉2

= κ(x, z)

✭✸✳✹✮



✸✳✷✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✹✸

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r x✱ x′ ∈ R
p ❡t d ∈ N✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
κ(x,x′) = 〈x,x′〉d ✭✸✳✺✮

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣♦sé ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡
❞❡❣ré d ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ x ❡t x′ ❬P♦❣❣✐♦ ✶✾✼✺❪✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
κ ♥❡ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ κ ❞♦✐t r❡♠♣❧✐r ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛✈♦✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

✸✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❛s✲
s♦❝✐és à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦✐t r❡♠♣❧✐r
♣♦✉r êtr❡ ✉♥ ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ H ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐✲

❧✐♥é❛✐r❡ 〈 ·, ·〉H s②♠étr✐q✉❡ ❡t à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ H✱ ♦♥ ❛✐❡

〈x,x′〉 ≥ 0✱ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r x = 0✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡

♣ré✲❤✐❧❜❡rt✐❡♥✳

P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r f, g, h ∈ H ❡t
α ∈ R ✿

✶✳ 〈f, g〉H = 〈g, f〉H
✷✳ 〈f + g, h〉H = 〈f, h〉H + 〈g, h〉
✸✳ 〈α f, g〉H = α〈f, g〉H
✹✳ 〈f, f〉H = 0 ⇔ f = 0

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❝✐✲❛♣rès ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ✉s✉❡❧s✳

✶✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧ ❞♦♥t ❞ér✐✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❛♥s R
p ❡st ❞♦♥♥é

♣❛r ✿

〈x,x′〉 = x⊤x′ =
p∑

i=1

xix
′
i, ∀x,x′ ∈ R

p

✷✳ ❯♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡s L2(X )✱

L2(X ) = {f :

∫

X
|f(x)|2dx <∞}

❛✈❡❝ X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡st ❞♦♥♥é

〈f, g〉L2(X ) =

∫

X
f(x) g(x) dx, ∀f, g ∈ L2(X ),

♦ù g(x) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ g(x)



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

✸✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ x ∈ R
p✱

❞é✜♥✐ ♣❛r

Hd = {f : f =
∑

|α|=d
wα x

α},

❡st ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞✐t ❞❡ ❲❡②❧ ❬❈✉❝❦❡r ✫ ❙♠❛❧❡ ✷✵✵✷❪ ✿

〈f, g〉Hd
=
∑

|α|=d

wαvα
Cdα

,

♣♦✉r t♦✉t f ❡t g ∈ Hd f =
∑
wαx

α✳ ■❝✐ α ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s t❡❧ q✉❡

α = {α1, α2, . . . , αp} ∈ (N ∪ {0})p, |α| =∑p
j=1 αj , x

α = xα1
1 . . . x

αp
p ✱ ❛✈❡❝

Cdα =
d!

α1! . . . αp!
,

❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉t✐♥♦♠✐❛❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❛✐r❡ (α, d)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ H ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈 ·, ·〉H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧✲

❜❡rt s✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖f‖2H = 〈f, f〉H✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s sér✐❡s

❞❡ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❛♥s H✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ✭❘❑❍❙✮✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡

❞❡ ❍✐❧❜❡rt H ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r X à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

x ∈ X ✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ δx(f) ❞é✜♥✐❡s ♣❛r δx(f) = f(x) s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ H ❡st ✉♥ ❘❑❍❙ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ M t❡❧ q✉❡

|f(x)| < M‖f‖H, ∀x ∈ X , ∀f ∈ H ✭✸✳✻✮

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❙♦✐t H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r X ❡t ♠✉♥✐ ❞❡

❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ {ψk}∞k=0✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ H ❡st ✉♥ ❘❑❍❙ s✐

∞∑

k=0

|ψk(x)|2 <∞, ✭✸✳✼✮

♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à H ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

κ(x,x′) =
∞∑

k=0

ψk(x)ψk(x
′) ✭✸✳✽✮

Pr♦♣r✐été ✶ ❙♦✐t H ✉♥ ❘❑❍❙ ❞❡ ♥♦②❛✉ κ✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t❡ ❞❡ ❆r♦♥s③❛✲

❥✐♥ ❬❆r♦♥s③❛❥♥ ✶✾✺✵❪ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r f ∈ H ♣❛r ✿

〈κ(x, ·), f〉H = f(x) ✭✸✳✾✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

〈κ(x, ·), κ(x′, ·)〉H = κ(x,x′) ✭✸✳✶✵✮



✸✳✷✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✹✺

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡ K ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× n ❡t ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ Kij ❡st ❞✐t❡

s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ✈ér✐✜❡

n∑

i=1

n∑

j=1

αiαjKij ≥ 0 ✭✸✳✶✶✮

♣♦✉r t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s {αi}i=1,2,...,n✳ ❙✐✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st str✐❝t❡✱

❛❧♦rs K ❡st ❞✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦♥t
t♦✉t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞♦♥t ❧❡

t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ Kij = κ(xi,xj)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ : X × X 7→ R q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ {xi}i=1,2,...,n✱

❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠✱ ❡st ❞✐t❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❖♥ ♥♦t❡ ✐❝✐ q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st s❡♠✐✲❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳

✸✳✷✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲❆r♦♥s③❛❥♥

❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✱ ✉♥ ♥♦②❛✉ κ ❞♦✐t ❞❡ t♦✉t❡ é✈✐❞❡♥❝❡
êtr❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❡t ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ✿

κ(x,x′)2 = 〈φ(x), φ(x′)〉2H ≤ ‖φ(x)‖2H ‖φ(x′)‖2H = κ(x,x)κ(x′,x′) ✭✸✳✶✷✮

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s à ❡❧❧❡s s❡✉❧❡s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡H ❛ss♦❝✐é à κ✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡
❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♥♦②❛✉ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ❆ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ×X ✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥

❘❑❍❙ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r X ✱ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳

Pr❡✉✈❡ ❯♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛ss♦❝✐é à
κ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

φ : X → H
x 7→ κ(x, ·)

♦ù φ(x) = κ(x, ·) ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✜①❛♥t
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ φ à x✱ ❡t H ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ(x, ·) ❛✈❡❝
x ∈ X ✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H

f(·) =
n∑

i=1

αiκ(xi, ·) g(·) =
n′∑

j=1

βjκ(x
′
j , ·) ✭✸✳✶✸✮



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

❛✈❡❝ n, n′ ∈ N✱ αi, βj ∈ R ❡t x,x′ ∈ X ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

〈f, g〉H =
n∑

i=1

n′∑

j=1

αiβjκ(xi,x
′
j) ✭✸✳✶✹✮

❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s H✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥
♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ f, g ❡t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ κ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡
❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

〈f, g〉H =

n′∑

j=1

βjf(xj)

n∑

i=1

αig(xi) ✭✸✳✶✺✮

❉❡ ✭✸✳✶✺✮✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ 〈 ·, ·〉H ❡st à ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✱ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ κ ❡st s❡♠✐✲❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❛ ✿

〈f, f〉H =

n∑

i=1

n∑

j=1

αiαjκ(xi,xj) ∀f ∈ H ✭✸✳✶✻✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s hi ❡t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γi ∈ R✱ ♦♥ ❛

N∑

i=1

N∑

j=1

γiγj〈hi, hj〉H = 〈
N∑

i=1

γihi,
N∑

j=1

γjhj〉H ≥ 0 ✭✸✳✶✼✮

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ 〈 ·, ·〉H ❡st s❡♠✐✲❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳ ■❧ r❡st❡ ❡♥✜♥ à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été

〈f, f〉H = 0 ⇔ f = 0 ∀f ∈H ✭✸✳✶✽✮

♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ✭✸✳✶✹✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮✱
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ H ✈ér✐✜❡ ✿

〈f, κ(x, ·)〉H =
n∑

i=1

αiκ(x,xi) = f(x) ✭✸✳✶✾✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
〈κ(x, ·), κ(x′, ·)〉H = κ(x,x′) ✭✸✳✷✵✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✷✮✱ ✭✸✳✶✾✮ ❡t ✭✸✳✷✵✮✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡

f(x)2 = 〈f, κ(x, ·)〉2H ≤ 〈f, f〉H κ(x,x) ✭✸✳✷✶✮

q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✶✽✮✳ ❆✐♥s✐ 〈 ·, ·〉H ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r H✳ ❆✜♥ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r H ❡♥ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à
❬❆r♦♥s③❛❥♥ ✶✾✺✵❪ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ② ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ●râ❝❡ à
✭✸✳✶✾✮✱ H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✷✵✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
κ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s H✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡ H✳

▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é♠♦♥tré❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡s③ ❬❘❡❡❞ ✫ ❙✐♠♦♥ ✶✾✽✵❪✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r



✸✳✷✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✹✼

t♦✉t x ∈ X ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ(x, ·) ∈ H q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✶✾✮✳ ❖r✱ ✐❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ✭✸✳✷✵✮ q✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ(x,x′) ❞é✜♥✐❡ ❞❡ X × X ❞❛♥s R ❡st s②♠étr✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

M∑

i=1

M∑

j=1

αiαjκ(xi,xj)H = 〈
M∑

i=1

αiκ(xi, ·),
M∑

j=1

αjκ(xj , ·)〉H

= ‖
M∑

i=1

αiκ(xi, ·)‖2H ≥ 0

✭✸✳✷✷✮

♣♦✉r t♦✉t α1, . . . , αM ∈ R✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ κ ❡st s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
▲❡ ❘❑❍❙ ❛ss♦❝✐é à κ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡s✱ ❡t κ(x, ·) s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉①
❞❡r♥✐❡rs s♦✐❡♥t ✉♥✐q✉❡s ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲❆r♦♥s③❛❥♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s φ ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡s H t❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✭✸✳✸✮✳

✸✳✷✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡r❝❡r

❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▼❡r❝❡r q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s
♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐♥❥❡❝té❡s✳

❉✬❛♣rès ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ❬❈♦✉r❛♥t ✫ ❍✐❧❜❡rt ✶✾✻✷❪✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡ κ(x,x′) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

κ(x,x′) =
∞∑

i=0

λi ψi(x)ψi(x
′) ✭✸✳✷✸✮

♦ù λi ❡t ψi s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥té❣r❛❧

(Tκf)(·) =
∫

X
κ(x, ·) f(x) dx ✭✸✳✷✹✮

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ✭✸✳✷✸✮ s♦✐t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts λi s♦✐❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✸✳✸✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

φ : X 2 → ℓ2

x 7→ (
√
λ0 ψ0(x),

√
λ1 ψ1(x), . . . )

⊤ ✭✸✳✷✺✮

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ✿

〈φ(x), φ(x)′〉ℓ2 = 〈
[√

λiψi(x)
]
i
,
[√

λiψi(x
′)
]
i
〉ℓ2

=
∑

i

√
λi ψi(x)

√
λi ψi(x

′)

=
∑

i

λi ψi(x)ψi(x
′)

= κ(x,x′)

✭✸✳✷✻✮



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s λi s♦✐❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡ ♣✉✐ss❡ s✬é❝r✐r❡

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✸✳✷✸✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi ♣♦s✐t✐❢s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t

q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∫

X

∫

X
κ(x,x′) f(x) f(x′) dx dx′ ≥ 0 ✭✸✳✷✼✮

s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ L2(X )

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦t♦♥s H = L2(X)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✲
❙❝❤♠✐❞t ❬❈♦✉r❛♥t ✫ ❍✐❧❜❡rt ✶✾✻✷❪✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs {λi}i ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s {ψi}i ❛♣✲
♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✭✸✳✷✸✮ ✈ér✐✜❡♥t

∫

X
κ(x, ·)ψi(x) dx = λi ψ(·) ✭✸✳✷✽✮

❛✈❡❝ λi ∈ R, ψi ∈ H ❡t 〈ψi, ψj〉H = δij ✳ ❊♥ ♣ré✲♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✸✳✷✽✮ ♣❛r
∫
X ψj(x)dx ❡t

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ κ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∫

X

∫

X
κ(x,x′)ψi(x)ψj(x′) dx dx′ = λi δij ✭✸✳✷✾✮

♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✷✾✮✱
❣❛r❛♥t✐r ✭✸✳✷✼✮ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r {ψi}i ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t
s✉✣s❛♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λi s♦✐❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡✱
✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡❝✐ r❡st❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ H✳ ❖r✱ {ψi}i ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡
♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ H✳ ❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ H ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f =
∑

i

αiψi ✭✸✳✸✵✮

♦ù ❧❡s αi s♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✸✳✸✵✮ ❡t ✭✸✳✷✾✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
∫

X

∫

X
κ(x,x′) f(x) f(x′) dx dx′ =

∑

i

∑

j

αi αj

∫

X

∫

X
κ(x,x′)ψi(x)ψj(x′) dx dx′

=
∑

i

λi α
2
i

✭✸✳✸✶✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥té❣r❛❧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s♦✐t ♥é❣❛t✐❢✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
α2
i ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡

✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λi < 0✳ ❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥té❣r❛❧ ♣♦✉r t♦✉t f ∈
H✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✼✮ st✐♣✉❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❣é♥éré❡ ♣❛r κ ❞♦✐t êtr❡
s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ κ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦✲
s✐t✐✈❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ▼♦♦r❡✲❆r♦♥s③❛❥♥✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✷✼✮ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ♥♦②❛✉① ❞❡ ▼❡r❝❡r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲❆r♦♥❥❛③♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s κ ❝♦♥t✐♥✉❡s

♦✉ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡r❝❡r ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s κ

❝♦♥t✐♥✉❡s✳



✸✳✸✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ✹✾

✸✳✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t

❊♥ ❢♦r♠✉❧❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❘❑❍❙ H✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡✱ s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ H✳ ❈❡❝✐ ❡st
❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ❙♦✐t H ✉♥ ❘❑❍❙ ❞❡ ♥♦②❛✉ κ✱ Ω : [0,∞) → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t c : (X ,R2)n → R ∪ {∞} ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝♦ût✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ H ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ r✐sq✉❡ ré❣✉❧❛r✐sé

c((x1, y1, f(x1)), . . . , (xn, yn, f(xn))) + Ω(‖f‖H) ✭✸✳✸✷✮

❛❞♠❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x) =
∑n

i=1 αiκ(xi,x)✳

✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✭s❡♠✐✮✲
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ✈❛❧✐❞❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st q✉✬✐❧ ❥✉st✐✜❡
✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ rè❣❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡♥ ✉♥ ♥♦②❛✉ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té
❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ r✉❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ♥♦r♠❛❧✐sé ✿

κ̃(x,x′) =
κ(x,x′)√

κ(x,x)κ(x′,x′)
✭✸✳✸✸✮

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳
❉✬❛✉tr❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡s ♣❧✉s é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s✳

✸✳✸✳✶ ❘è❣❧❡s s✐♠♣❧❡s

▲❡♠♠❡ ✶ ❙♦✐t κ1 ❡t κ2 ❞❡✉① ♥♦②❛✉① ❞é✜♥✐s s✉r X ×X ✱ a ∈ R+✱ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à

✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ B ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ κ3 ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞é✜♥✐ s✉r Z × Z
❡t g : X 7→ Z✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ✿

✶✳ κ(x,x′) = κ1(x,x
′) + κ2(x,x

′)

✷✳ κ(x,x′) = aκ1(x,x
′)

✸✳ κ(x,x′) = κ1(x,x
′)κ2(x,x′)

✹✳ κ(x,x′) = f(x)f(x′)

✺✳ κ(x,x′) = x⊤Bx′

✻✳ κ(x,x′) = κ(g(x), g(x′))



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

✸✳✸✳✷ ❘è❣❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s

■❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❍♦❢♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦②❛✉①
ét❛✐t ❢❡r♠é❡ ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❡♠✐✲
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✳ ◆♦✉s ré♣❡rt♦r✐♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡❧q✉❡s rè❣❧❡s ✓ ❛✈❛♥❝é❡s ✔ q✉✐ ❝♦♠✲
❜✐♥❡♥t ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é κ1 ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ✿

κ(x,x′) = f(x) f(x′)κ1(x,x′) ✭✸✳✸✹✮

❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✳

P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ✸✮ ❡t ✹✮✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✭✸✳✸✹✮ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r t♦✉t f à
✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳ ❆ ❢♦rt✐♦r✐✱ ♣♦✉r f à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ✭✸✳✸✹✮ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✳ ❖♥ ♣❛r❧❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦②❛✉ ✭q✉❛s✐✮✲✐s♦❣♦♥❡✳ ❯♥ ♥♦②❛✉ ✐s♦❣♦♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠és✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ▲❡ ♥♦②❛✉ ♥♦r♠❛❧✐sé ✭✸✳✸✸✮ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ✐s♦❣♦♥❡ ♦ù f(x) = 1√
κ(x,x)

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷ ❙♦✐t m ♥♦②❛✉① {κ1, κ2, . . . , κm} ❞é✜♥✐s s✉r X × X ✱ ❡t α ∈ R
m
+ ✳ ▲❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

κ(x,x′) =
m∑

i=1

αi κ(x,x
′)

κ(x,x′) =
m∏

i=1

κi(x,x
′)

✭✸✳✸✺✮

s♦♥t ❞❡s ♥♦②❛✉①✳

❈❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

κ(x,x′) = p+(κ1(x,x
′)) ✭✸✳✸✻✮

♦ù p+(·) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❡t κ1 ✉♥ ♥♦②❛✉ s✉r X × X ❡st ✉♥
♥♦②❛✉✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✿

κ(x,x′) = exp(κ1(x,x
′)) ✭✸✳✸✼✮

❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✳ ❉❡ ✭✸✳✸✼✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ exp(〈x,x′〉/σ2) ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r σ ∈ R+✳
❆♣rès ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✭✸✳✸✸✮✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❬❆✐③❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✻✹✱
❇♦s❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷❪ ✿

exp(〈x,x′〉/σ2)√
exp(‖x‖2/σ2) exp(‖x′‖2/σ2)

= exp

(
−‖x− x′‖2

2σ2

)
✭✸✳✸✽✮



✸✳✸✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ✺✶

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸ ❙♦✐t x = [x1, . . . ,xN ]
⊤ ❡t x′ = [x′

1, . . . ,x
′
N ]

⊤ ∈ X ✳ ❙✐ κ1, . . . , κN
s♦♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞é✜♥✐s s✉r X1 ×X1, . . . ,XN ×XN r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ xi✱ x

′
i ∈ X ✱

❛❧♦rs ❧❡✉r s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ κ1 ⊕ · · · ⊕ κN ❞é✜♥✐❡ s✉r X × X ♣❛r ✿

κ1 ⊕ · · · ⊕ κN (x,x
′) = κ1(x1,x

′
1) + · · ·+ κN (xN ,x

′
N ) ✭✸✳✸✾✮

❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ κ1 ⊗ κN ❞é✜♥✐ ♣❛r

κ1 ⊗ · · · ⊗ κN (x,x
′) = κ1(x1,x

′
1)× . . . × κN (xN ,x

′
N ) ✭✸✳✹✵✮

❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ♥♦②❛✉① ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❞❡s

♥♦②❛✉① ❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❡♥tré❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡

tr❛✐t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❡t q(f) ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s F ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ✿

κ(x,x′) =
∫

F
f(x) f(x′) q(f) df ✭✸✳✹✶✮

❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ❞é♠♦♥tré ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ f(x)f(x′) ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r
t♦✉t f ∈ F ❡t q✉❡ q(f) ≥ 0✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥té❣r❛❧ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ♥♦②❛✉①✳ ▲❡s ♥♦②❛✉① ❝♦♥str✉✐ts s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ ✭✸✳✹✺✮
s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ♥♦②❛✉① ❝♦✈❛r✐❛♥ts✳ P♦✉r F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à
✈❛❧❡✉rs {±1}✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ♦❜t❡♥✉ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé ✿

κ(x,x′) =
∫

F
f(x) f(x′) q(f) df =

∫

F
q(f) df = 1 ✭✸✳✹✷✮

✸✳✸✳✸ ❊✛❡t s✉r ❧❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐é

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❝ré❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦②❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥♦②❛✉①
❡①✐st❛♥ts✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡✛❡t q✉✬❛ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛ss♦❝✐é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♥♦②❛✉①✱ ♦♥
♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

κ1(x,x
′) + κ2(x,x

′) = 〈φ1(x), φ1(x′)〉H1 + 〈φ2(x), φ2(x′)〉H2

=
〈(φ1(x)

φ2(x)

)
,

(
φ1(x

′)
φ2(x

′)

)〉
H

= 〈φ(x), φ(x′)〉H

✭✸✳✹✸✮

q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ φ(·) ∈ H ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs φ1(·) ∈ H1 ❡t φ2(·) ∈ H2✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ♥♦②❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✉♥✐q✉❡s✳ ❉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✸✮ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦♣♦s❡r φ(x) = (φ2(x), φ1(x))



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

♠♦♥tr❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ φ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
✐♠❛❣❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r κ1 + κ1 = 2κ1✳

2κ1(x,x
′) = 2〈φ1(x), φ(x′)〉H = 〈

√
2φ1(x),

√
2φ(x′)〉H ✭✸✳✹✹✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
φ(x)✳ ▲✬✉♥❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥❝❛té♥és✱ ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♥♦②❛✉① ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡t ❝❤❡r❝❤❡r à ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts
s❝❛❧❛✐r❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷ ▲❡ ♥♦②❛✉ ♥♦r♠❛❧✐sé ✭✸✳✸✸✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs

φ(·)✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

〈 φ(x)

‖φ(x)‖H
,

φ(x′)
‖φ(x′)‖H

〉
H
=

〈φ(x), φ(x′)〉H
‖φ(x)‖H‖φ(x′)‖H

=
κ(x,x′)√

κ(x,x)κ(x′,x′)
= κ̃(x,x′)

✭✸✳✹✺✮
❖♥ ♠❡s✉r❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝♦s✐♥✉s ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs φ(x) ❡t φ(x′)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❛❣❡✱ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ φ(x) ❡♥ φ̄(x) ♣❛r

tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

φ̄(x) , φ(x) +

n∑

i=1

γi φ(xi) ✭✸✳✹✻✮

♦ù γi ∈ R, i = 1, . . . , n✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✿

〈φ̄(x), φ̄(x′)〉 =
〈
φ(x) +

n∑

i=1

γiφ(xi), φ(x
′) +

n∑

i=1

γiφ(x
′
i)
〉

= 〈φ(x), φ(x′)〉 −
n∑

i=1

γi〈φ(x), φ(xi)〉 −
n∑

i=1

γi〈φ(xi), φ(x′)〉

+

n∑

i=1

n∑

j=1

γiγj〈φ(xi), φ(xj))〉

= κ(x,x′)−
n∑

i=1

γiκ(x,xi)

−
n∑

i=1

γiκ(x
′,xi) +

n∑

i=1

n∑

j=1

γiγjκ(xi,xj)

, κ̄(x,x′)

✭✸✳✹✼✮

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ κ̄ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r γi = 1/n✱ ♦♥ r❡✲

tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❡♥tr❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬❈r✐st✐❛♥✐♥✐ ✷✵✵✶❪✳ P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐✲❝❧❛ss❡✱ ❝❤♦✐s✐r

γi = 1/n+ ✭✸✳✹✽✮



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♥♦②❛✉① ✺✸

♦ù n+✭r❡s♣✳ n− ✮ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s yi = +1✭r❡s♣✳ −1 ✮✱ ♣❡r♠❡t

❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ♠✐✲❞✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡s ❞❡s ❞❡✉①

❝❧❛ss❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ K̄ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♥♦②❛✉ ❝❡♥tré κ̄ ♣❡✉t s❡ ♥♦t❡r ✿

K̄ = K− Γ
⊤
K−KΓ+ Γ

⊤
KΓ ✭✸✳✹✾✮

♦ù Γ = [γ, . . . ,γ] ∈ R
n×n✱ γ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ t❡❧ q✉❡ γ = (γ1, . . . , γn) ∈ R

n✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r γi = 1/n✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t 1 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n × n

❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

K̄ = K− 1

n
1K− 1

n
K1+

1

n2
1K1 ✭✸✳✺✵✮

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♥♦②❛✉①

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♥♦②❛✉① s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡
✉t✐❧✐sés ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ❧❡s ♥♦②❛✉① ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❡t ❧❡s ♥♦②❛✉① st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❈❡s ♥♦②❛✉①
s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳

✸✳✹✳✶ ◆♦②❛✉① ♣r♦❥❡❝t✐❢s

▲❡s ♥♦②❛✉① ♣r♦❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ κ(x,x′) = κ(〈x,x′〉) s♦✐t ✉♥
♥♦②❛✉ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t ξ ≥ 0 ❬❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪

κ(ξ) ≥ 0

δξκ(ξ) ≥ 0

δξκ(ξ) + ξδ2ξκ(ξ) ≥ 0

✭✸✳✺✶✮

♦ù δξ ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ξ✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♥t❡✳ P♦✉r ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞é✜♥✐s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✱ ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ❬❙❝❤♦❡♥❜❡r❣ ✶✾✹✷✱ ❖✈❛r✐ ✷✵✵✵❪ ❙♦✐t κ(〈x,x′〉) ❞é✜♥✐ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡

✉♥✐té ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H✳

✶✳ ❙✐ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs κ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ s✐ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥

sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r ♣♦s✐t✐❢s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱

κ(ξ) =

∞∑

i=0

αiξ
i, αi ≥ 0 ✭✸✳✺✷✮

✷✳ ❙✐ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs κ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ s✐ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥

♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ PNi ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱

κ(ξ) =
∞∑

i=0

αiP
N
i , αi ≥ 0 ✭✸✳✺✸✮



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

▲❡s ♥♦②❛✉① ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❧❡s ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉s s♦♥t ❧❡s ♥♦②❛✉① ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t
♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡s ❬❇♦s❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷✱ ❱❛♣♥✐❦ ✶✾✾✺❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✹ ❡t ✺ q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹ ▲❡ ♥♦②❛✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤♦♠♦❣è♥❡

κ(x,x′) = 〈x,x′〉d ✭✸✳✺✹✮

❞é✜♥✐ s✉r X × X ❛✈❡❝ X ⊂ R
p✱ X 6= ∅ ❡t d ∈ N+✳

▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡s ♥♦②❛✉① ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ✭✸✮ ❞✉
▲❡♠♠❡ ✶ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t
d✱ ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♥♦②❛✉✳ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✿

〈x,x′〉d =




p∑

j=1

xjx
′
j



d

=

p∑

j1,...,jd=1

xj1 . . . xjdx
′
j1 . . . x

′
jd

=
∑

|α|=d
Cαd x

αx′α ✭✸✳✺✺✮

❞✬♦ù ❧✬♦♥ r❡❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré d✳
P✉✐sq✉❡ Cαd > 0✱ ♣♦s❡r ✿

φ : Rp → Hd

x 7→ {
√
Cαd x

α}|α|=d
✭✸✳✺✻✮

♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t 〈x,x′〉d = 〈φ(x), φ(x)〉Hd
✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

♣♦✉r x ∈ R
2 ✿

(d = 1) : φ(x) = (x1, x2)

(d = 2) : φ(x) = (x21,
√
2x1x2, x

2
2)

(d = 3) : φ(x) = (x31,
√
3x21x2,

√
3x1x

2
2, x

3
2)

(d = 4) : φ(x) = (x41,
√
4x31x2,

√
6x21x

2
2,
√
4x1x

3
2, x

4
2)

✳✳✳

P❛r ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❬P♦❣❣✐♦ ✶✾✼✺✱ ❚❛②❧♦r ✫ ❈r✐st✐❛♥✐♥✐ ✷✵✵✹❪ ✿

dim(Hd+) =

(
p− 1 + d

p− 1

)

N

✭✸✳✺✼✮

♦ù (·)N ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺ ▲❡ ♥♦②❛✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡

κ(x,x′) = (〈x,x′〉+ θ)d ✭✸✳✺✽✮

❞é✜♥✐ s✉r X × X ❛✈❡❝ X ⊂ R
p✱ X 6= ∅ ❡t d ∈ N+ ❡t θ > 0



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♥♦②❛✉① ✺✺

❖♥ ❛ ♣♦✉r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ✿

(〈x,x′〉+ θ)d =
d∑

s=0

(
d

s

)

N

θd−s〈x,x′〉s =
∑

|α|≤d

(
d

|α|

)

N

θd−|α|Cαd x
αx′α

❞✬♦ù ❧✬♦♥ r❡❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s✱ ❞❡ ♥♦②❛✉① ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✭✸✳✸✺✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ✭✸✳✺✽✮ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♥♦②❛✉✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ✿

φ : Rp → Hd+

x 7→ {
√(

d

|α|

)

N

θd−|α|Cαd x
α}|α|≤d

✭✸✳✺✾✮

♦ù Hd+ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ x ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à d✳
P❛r ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❬❚❛②❧♦r ✫ ❈r✐st✐❛♥✐♥✐ ✷✵✵✹❪ ✿

dim(Hd+) =

(
p+ d

d

)

N

✭✸✳✻✵✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✺ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡st ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥√
Cdα ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ

♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❡❣ré✳

▲❡s ♥♦②❛✉① ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉① ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉s ❡♥ ❞✳
❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❡s♣r✐t ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡✈❡r ❝❡tt❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡①♣♦s❛♥t ❞ ré❡❧✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t ré❡❧ ❝♦♥❞✉✐t ✭s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
❤②♣♦t❤ès❡s✮ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♥♦②❛✉✳

✸✳✹✳✷ ◆♦②❛✉① st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s

▲❡s ♥♦②❛✉① st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❛♣♣❡❧és é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦②❛✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ x−x′✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
κ(x,x′) = κ(x− x′) ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❬❇♦❝❤♥❡r ✶✾✺✺❪

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ κ(x,x′) = κ(x− x′) ❡st s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡

s✉r X s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

κ(x,x′) =
∫

Rp

cos(r⊤(x− x′))f(dr) ✭✸✳✻✶✮

♦ù ❢ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜♥✐❡ s✉r R
p✳

❯♥ ♥♦②❛✉ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ‖x−x′‖ ❡st ❛♣♣❡❧é ♥♦②❛✉ r❛❞✐❛❧✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ κ(‖x−x′‖X ) s♦✐t ✉♥ ♥♦②❛✉ r❛❞✐❛❧ ❡st q✉✬❡❧❧❡
✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t ξ > 0 ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r k ≥ 0 ❬❈✉❝❦❡r ✫ ❙♠❛❧❡ ✷✵✵✷❪

(−1)kδξκ(ξ) ≥ 0 ✭✸✳✻✷✮



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts ✿ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

▲❡ ♥♦②❛✉ r❛❞✐❛❧ ❧❡ ♣❧✉s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞é❥à ✈✉ ❡♥ ✭✸✳✸✽✮✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ φ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ✈ér✐✜❡ κ(x,x′) = 1 ♣♦✉r
t♦✉t x,x′ ∈ X✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s s♦♥t ❞❡ ♥♦r♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ‖φ(x)‖ = 1✱ ♦♥ ❛ ✿

cos(∠(φ(x), φ(x′))) = 〈φ(x), φ(x′)〉 = κ(x,x′) > 0 ✭✸✳✻✸✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♦❝❝✉♣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦rt❤❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠é✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘❑❍❙ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♥♦②❛✉ ❛ ❞é❥à été
tr♦✉✈é❡✱ ✈♦✐r ❬❙t❡✐♥✇❛rt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ♠♦❞❡st❡ q✉✐ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞✬❡①✲
❤✐❜❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬P♦t❤✐♥ ✷✵✵✼❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é κ(x,x′) = e−
‖x−x

′‖2

2σ2 ❞é✜♥✐ ♣♦✉r x,x′ ∈ X ✱ X ✉♥ s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ R
p✱ ❡t 0 < σ <∞✱ ♦♥ ❛ ✿

κ(x,x′) = 〈φ(x), φ(x′)〉l2 ✭✸✳✻✹✮

❛✈❡❝ φ : X → l2 ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

φ : R2 → l2

x 7→ e−
‖x‖2

2σ2

[√
Cpα
σ2kk!

xα

]

‖α‖=k,k=0

✭✸✳✻✺✮

♦ù Ckα s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛✉① ❡t xα ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ x

❞✬♦r❞r❡ |α|✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✻✺✮✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ ✐♥✢✉❡ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ ✐♠✲

♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡

❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s x✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

❞é❝r♦✐t ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ k! ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ k ♣♦✉r t♦✉t σ ≥ 1

✸✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s ♥♦②❛✉①
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❙✉r ❧❡
♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥✱ ❞✐t ❛✉t♦✲r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t
❡t ✐s♦♠étr✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❡st rés♦❧✉ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉①✱ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés
à ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♣♦✉r
s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s très ❞✐✈❡rs❡s ✭r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s✱ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❣é✲
♥♦♠✐q✉❡s✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♣❛♠s✱ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✳✳✳✮✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡✱ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣❧✉s ♣é♥❛❧✐sés ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉❡
♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✼

♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s ❞❛♥s ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛♥❞ Y ✭❧❡s s♦rt✐❡s✮ ❡st
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t②♣❡ ✓ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✔ ♣é♥❛❧✐sés✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❘❑❍❙ H s✬é❝r✐t ✿

{
minf∈H 1

2‖f‖2H + 1
2λ

∑n
i=1 ξ

2
i

❛✈❡❝ f(xi) = yi + ξi i = 1, . . . , n
✭✸✳✻✻✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♥♦②❛✉①✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(K+ λI)α = y ✭✸✳✻✼✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣r✐s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❞❡♥s✐tés✮ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt (A = {1, . . . , n})✳ ❆✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳
P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✱ ❝❡❧❧❡ r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣♣♦rt
✈❡❝t♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬❙♠♦❧❛ ✫ ❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ✷✵✵✸❪✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉r
❛❜s♦❧✉❡ tr♦♥q✉é❡ ✭❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦✉t t✲✐♥s❡♥s✐❜❧❡✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✬é❝r✐t ✿ 




minf∈H,b∈R 1
2‖f‖2H + C

∑n
i=1 ξi

❛✈❡❝ |f(xi) + b− yi| ≤ t+ ξi

0 ≤ ξi i = 1, . . . , n

✭✸✳✻✽✮

❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉t ♣é♥❛❧✐sé ❡st ✿

min
f∈H,b∈R

1

2
‖f‖2H + C

n∑

i=1

max(0, |f(xi) + b− yi| − t) ✭✸✳✻✾✮

▲❡ ❞✉❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❜✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té q✉❡❧q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s✉r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♥♦②❛✉①
❡t ❞♦♥♥é ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ♥♦②❛✉①✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛ r❡♣r✐s❡
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ ❱❛r✐étés ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✶✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐étés ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✶✳✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ■❙❖▼❆P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ▲▲❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❡t ❑❆❈P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✸✳✶ ❑❡r♥❡❧ ❆❈P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✸✳✷ ■s♦♠❛♣ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❑❆❈P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✸✳✸ ▲▲❊ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❑❆❈P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✹ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✹✳✶ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ◆✲❋■◆❉❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✹✳✷ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❙●❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✹✳✹✳✸ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❱❈❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✺ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✺✳✶ ❉♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✺✳✷ ❉♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés✳ ◆♦✉s
❡①❤✐❜♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♥♦②❛✉✱ ❧❡ ❑❆❈P✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✉ ✜♥❛❧ ❛✐♥s✐
✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ♣✉rs ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❣râ❝❡ à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

✭❛✮ ❘✉❜❛♥ ❞❡ ♠♦ë❜✐✉s ✭❜✮ ❱❛r✐été ❞❡ ❙✇✐ss✲r♦❧❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✈❛r✐été✳

✹✳✶ ❱❛r✐étés ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

✹✳✶✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐étés ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❯♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❛✈❡❝ n ∈ R✱ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥✱ ❡t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✳ ❯♥❡ ✈❛r✐été ❞és✐❣♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ré❣✐♦♥ q✉✐ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡✳ ❉❡s ❛✉tr❡s
❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t t❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ r❡♣❧✐❛♥t ✉♥ s❡❣♠❡♥t s✉r ❧✉✐✲
♠ê♠❡✱ ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ♦✉ ✉♥ ❝ô♥❡ ❡♥ r❡♣❧✐❛♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❧❛♥❡ s✉r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✈❛r✐été à ❜♦r❞ ❡st ❧❡ r✉❜❛♥ ❞❡ ▼♦ë❜✐✉s ✹✳✶❛✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ t❡st ✓ ❙✇✐ssr♦❧❧ ✔✱ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶❜✳

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ré❝❡♥t❡ ❞❡✈❡♥✉❡ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐str✐❜✉é s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été✳ P❛r✲
❢♦✐s✱ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s
r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐étés ❡st ❢❛✐❜❧❡✱
❡t q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥❝❡r♥és s♦♥t ✐♥tr✐♥✲
sèq✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ é❧❡✈é❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐été✱ ♣r❡✲
♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s R

3✱ ♠❛✐s ❛ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♥✉❧❧❡s✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡①tr✐♥✲
sèq✉❡ ❞❡ ✓ tr♦✐s ✔ ❡st ♦❜s♦❧èt❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ✿ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ✓ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ✔ R

1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❯♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❡st é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ❯♥❡ ✈❛r✐été M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❤♦♠é♦✲



✹✳✶✳ ❱❛r✐étés ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✻✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❱❛r✐été ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥❝♦r♣♦ré❡ ❞❛♥s R3✳

♠♦r♣❤❡ à R
d✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ M✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛✉t♦✉r ❞❡

x✱ ♥♦té Nx✱ ❡t ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f : Rd → Nx✳ ❈❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s s♦♥t ❞❡s ❝❛rt❡s

❧♦❝❛❧❡s✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❡st ❛♣♣❡❧é ❛t❧❛s✳

✹✳✶✳✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

▼❛❧❣ré ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❡♥✲
t✐♦♥♥é❡s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧✐♠✐t❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡✉r ♥é❝❡ss✐té
❞✬♦♣ér❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ q✉✐ ♥❡ s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡ ♣❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❙✇✐ssr♦❧❧ ✹✳✶❜✱ ❜✐❡♥ q✉❡
❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✐❡♥t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ✉♥❡ ❆❈P ♥✬❡st ♣❛s
❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés s♦♥t ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❆❈P ♦♣ér❛♥t s✉r ❞❡s ✈❛r✐étés✳

❙♦✐❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s x1,x2, . . . ,xn ∈ R
D s✉♣♣♦sé❡s ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ d✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❛rt❡ ❡st
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s x1,x2, . . . ,xn ∈ R
D ❞✐str✐❜✉é❡s s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été M

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❛rt❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f : M → R
d✳

❖♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ y1,y2, . . . ,yn ∈ R
d t❡❧s q✉❡ y1

❞❡❢
= f(xi)✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ s✇✐ssr♦❧❧ ❡t s♦♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❣râ❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■s♦♠❛♣✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❡st ♣rés❡r✈é❡✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f ❞❡ M ❞❛♥s R2✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❱❛r✐été s✇✐ssr♦❧❧ ❡t s♦♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s R2 ❛✈❡❝ ■s♦♠❛♣ ❬▲❡✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪



✹✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✻✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été s✉r❢❛❝✐q✉❡✳

✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❡①✐st❛♥ts ✿ ■s♦♠❛♣ ❬❞❡ ❙✐❧✈❛ ✫ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪
❡t ▲▲❊ ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪✳ ❈❡✉①✲❝✐ s❡r♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ◆♦t♦♥s ✐❝✐ ❞é❥à q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐s❝✉té ♥é❝❡s✲
s✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❧❛ ✈❛r✐été
♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳

✹✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ■❙❖▼❆P

■s♦♠❛♣ ❬❞❡ ❙✐❧✈❛ ✫ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪ ✲ ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✓ ✐s♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣✲
♣✐♥❣ ✔ ✲ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❛✐t été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡ ✈❛r✐étés✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓▼✉❧t✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ ❙❝❛❧✐♥❣ ✭▼❉❙✮ ✔ ❬❈♦① ✫ ❈♦① ✶✾✾✹❪ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ❞✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ■s♦♠❛♣ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡s ✿

✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ✭❞✐st❛♥❝❡s s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été✮ ❡♥tr❡
❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❡♥tré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥
s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✓ k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ✔✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été s✉r❢❛❝✐q✉❡✳

✷✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❉❙ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥
❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❛✉① ❞✐st❛♥❝❡s
❣é♦❞és✐q✉❡s tr♦✉✈é❡s à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳

✹✳✷✳✶✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐♥❝❧✉s❡
❞❛♥s RD✱ ❡t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f ❞❡ M ❞❛♥s R2✳ ■s♦♠❛♣
r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s♦♠étr✐q✉❡✱ ✐✳❡✳✱ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ xi✱ xj s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❡t G(xi,xj) ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❣é♦❞és✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❖♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : M → R

d t❡❧❧❡ q✉❡

‖f(xi)− f(xj)‖ = G(xi,xj) ✭✹✳✶✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❣é♦❞és✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✈♦✐s✐♥s s♦✐t ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ R

D ❝♦♥st✐t✉❡✲t✲❡❧❧❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✳ P♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts é❧♦✐❣♥és✱
✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❛✉tr❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■s♦♠❛♣ ❝♦♥str✉✐t ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✓ k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ✔ ❞♦♥t ❧❡s ❛rrêt❡s s♦♥t ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s✳ P✉✐s ✐❧ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✷ ♣♦✐♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s
❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❛rrêt❡s ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡❉✐❥❦str❛ ❬❉✐❥❦str❛ ✶✾✺✾❪ ♦✉ ❞❡ ❋❧♦②❞ ❬❋❧♦②❞ ✶✾✻✷❪✳

✹✳✷✳✶✳✷ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙❝❛❧✐♥❣ ✭▼❉❙✮

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ■s♦♠❛♣ ❡st✐♠❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s R

D ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ❡♥tr❡ ❡✉① s♦✐❡♥t ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✮ é❣❛❧❡s ❛✉① ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s✳
▼❉❙ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t tr❛✐té ♣❛r ▼❉❙ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ D ∈ R

n×n ❞❡ ❞✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞♦♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ❡♥tr❡ ❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❛✉①
❞✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r D✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ♣♦✉r ❝❡tt❡
tâ❝❤❡✱ ❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❉❙ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ét❛❜❧✐t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ●r❛♠✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ s②♠étr✐q✉❡ D ∈ R
n×n✱ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✐❛❣♦✲

♥❛✉① ♥✉❧s✱ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

B
❞❡❢
= −1

2
HDH ❛✈❡❝ H

❞❡❢
= I − 1

n
11

⊤

❡st s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❝✐✱ B ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡

♠♦②❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ D ♣♦✉r ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥t❡r✲♣♦✐♥ts✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♥s♣✐r❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥✈❡rt✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐✲
❞✐❡♥♥❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠✳ ❙♦✐t X ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♠❛❣❡s ❞❛♥s Rd✱ ❡t B
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ B =XX⊤✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r X ❞❡ B✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡
à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ B = UΛU⊤✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs X = UΛ

1/2✳ ▲♦rsq✉❡
D ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ■s♦♠❛♣✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❞♦♥❝
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ✈❛❧✐❞❡✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡❧à✱ ▼❉❙ ♣r♦❥❡tt❡ B s✉r ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✳



✹✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✻✺

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ X := UΛ
1/2
+ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r

✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ D à d ❛✈❡❝ D > d✱ ♦♥ ♣r♦❥❡tt❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t X s✉r
s❡s d ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳

❙♦✐t X
❞❡❢
= UΛ

1/2
+ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ UΛ

1/2
+ U⊤

❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ XX⊤✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❆❈P ♣♦✉r
♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡sX s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ à d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r❡♥✈♦✐❡XV ✱ ♦ù V ∈ R

n×d ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s v s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ X⊤X : v1, . . . ,vd✳ ❈❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r

X⊤Xvi = ξivi

(UΛ
1/2
+ )⊤(UΛ

1/2
+ )vi = ξivi

(Λ
1/2
+ U⊤UΛ

1/2
+ )vi = ξivi

Λ+vi = ξivi

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉✐t❡ à ▼❉❙ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♣r❛t✐q✉é❡ ♣❛r ❧✬❆❈P✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ξi ré✈è❧❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✹✳✷✳✶✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■s♦♠❛♣ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♣✉✐s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❉❙✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ rés✉♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ■s♦♠❛♣ ❡st q✉✬✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❛✉t♦♠❛t✐✲
q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s tr♦✉✈é❡s ♣❛r ▼❉❙ ❞♦♥♥❡ ❝❡tt❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s
❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ♦✉ s✉♣♣♦sé♠❡♥t ♥✉❧❧❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛❧téré✳ ❊♥✜♥✱
■s♦♠❛♣ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❬❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ■s♦♠❛♣
❡st ❛ss✉ré ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✶✳ ▲❛ ✈❛r✐été ❡st ✐s♦♠étr✐q✉❡ ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s RD✳

✷✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♣♦✐♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠é✲
tr✐q✉❡✳

✸✳ ▲❛ ✈❛r✐été ❡st ❜✐❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ♣❛rt♦✉t✳

✹✳ ▲❛ ✈❛r✐été ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠❛❧✐té ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ❛✈❡❝ s✉✣s❛♠♠❡♥t
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s✳ ❆ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ❡t ▼❉❙ r❡t♦✉r♥❡ ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥❥❡❝tés ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ▼❉❙ ❡st
❝♦♥t✐♥✉❡ ✿ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ ❡♥tré❡ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❊♥tré❡s ✿ x1,x2, . . .xn ∈ R
D, k

✶✳ ❈♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❛✈❡❝ ❧❡s
♣♦✐❞s wij := ‖xi − xj‖ ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s (xi,xj)✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉✐❥❦str❛ ♦✉ ❋❧♦②❞✳ ❘❛♥❣❡r ❧❡s ❝❛rrés ❞❡ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ D ❛✈❡❝ Dii = 0 ❡t Dij ≥ 0✳

✸✳ P♦s❡r B
❞❡❢
= −1

2HDH✱ ♦ù H
❞❡❢
= I − 1

n11
⊤ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡♥tr❛❣❡✳

✹✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ B = UΛU⊤✳

✺✳ ❈♦♥str✉✐r❡ Λ+ ❡♥ ♣♦s❛♥t [Λ+]ij = max(0,Λij)✳

✻✳ ❋✐①❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ d✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ Λ+✳

✼✳ ❈❛❧❝✉❧❡r X∗ = UΛ
1/2
+ ✳

✽✳ ❘é❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s d ♣r❡♠✐❡rs ❧✐❣♥❡s ❞❡ X : Y = [x]n×d✳

✾✳ ❘❡t♦✉r♥❡r Y ✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ■❙❖▼❆P

s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ▼❉❙ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❝❛rt❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ■s♦♠❛♣ ❛ été ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ s♦✐t ❣ér❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s✱
s♦✐t ❣ér❡r ❞❡ très ❣r❛♥❞s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬❏♦r❞❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❈✲■s♦♠❛♣ ❡t ❛❜♦r❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ❡st q✉❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t②♣❡s ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ♣❛s ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❧❡s ❛♥❣❧❡s✳ ❈✲
■s♦♠❛♣ ❛ ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té t❤é♦r✐q✉❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ■s♦♠❛♣✱ ♠❛✐s ❡①✐❣❡
q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été s♦✐t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ▲❛♥❞♠❛r❦ ■s♦♠❛♣✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡
♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ▼❉❙✳ ❉❛♥s ■s♦♠❛♣✱
❝❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t O(n3) ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜❧♦q✉❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ l
♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡✱ ♦ù D < ℓ < n✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ▼❉❙ ❡st ❡①é❝✉té s✉r
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ℓ × ℓ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts r❡st❛♥ts
s♦♥t ✐♥❝♦r♣♦rés ❡♥ ❧❡✉rs ❞✐st❛♥❝❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ré❞✉✐t ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬■s♦♠❛♣ ❞❡ O(n3) à O(dnℓ log n+ ℓ3)✳



✹✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✻✼

✹✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ▲▲❊

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲❊ ✭▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣✮ ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪ r❡♣♦s❡ s✉r
✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ très ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲✬✐❞é❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✓ ♣❛t❝❤❡s ✔ s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥t✳ ❙✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ♣❡t✐t❡ ❡t
❧❛ ✈❛r✐été s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✐ss❡✱ ❝❡s ♣❛t❝❤❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✭❤②♣❡r✮✲♣❧❛♥s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été s✉r ❝❡s ♣❛t❝❤❡s ♥✬❛❧tèr❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡s ♣❛t❝❤❡s ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❡t
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s R

d q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❝❡s ♣❛t❝❤❡s ❧♦❝❛✉① s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s❡
❝♦♠❜✐♥❡♥t ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡ ✈❛r✐étés✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥s ❝❤♦✐s✐ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙♦✐t N (i) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ♣♦✐♥t
xi✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
♣❛t❝❤❡s✱ ❡t ✈✐s❡ à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❧♦❝❛❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈✐s❡ à
r❡♣rés❡♥t❡r xi ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ s❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ✿

J(W ) =
∑

i

∥∥xi −
∑

j∈Ni

wij xj
∥∥2 ✭✹✳✷✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦✐❞s W ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✉❜st✐t✉t à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s
♣❛t❝❤❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r [W ]i ré✈è❧❡ ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛✉t♦✉r ❞❡
xi✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s✳ ✶✮ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦✐t s❡ s♦♠♠❡r
à ✉♥✱ ❡t ✷✮ [W ]ij = wij = 0 s✐ j /∈ N (i)✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✷✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ▲▲❊ ❡st ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✶✮ r❡♥❞ ❧❡s ♣♦✐❞s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛✉① tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s✱
✐✳❡✳✱ s✐ ❝❤❛q✉❡ xi s✉❜✐t ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ α✱ ❛❧♦rs

∥∥xi +α−
∑

j∈Ni

wij(xj +α)
∥∥2 =

∥∥xi −
∑

j∈Ni

wijxj
∥∥2 ✭✹✳✸✮

❡t W ♥❡ s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❛✛❡❝té✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ W ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛✉① r♦t❛t✐♦♥s ❡t ♠✐s❡s
à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡W à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①✐st❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t xi
s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

wij =

∑
k∈N (i) c

−1
jk∑

ℓ,m∈N (i) c
−1
ℓm

✭✹✳✹✮

♦ù c−1
ℓm ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ (ℓ,m) ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ C✱

❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

cℓm
❞❡❢
= (xi − xℓ)⊤(xi − xm) ❛✈❡❝ ℓ,m ∈ N (i). ✭✹✳✺✮

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐s❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s yi ❞❡s ♣♦✐♥ts xi ❞❛♥s R
d

r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W ✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J(Y ) =
∑

i

∥∥∥yi −
∑

j

wijyj

∥∥∥
2

✭✹✳✻✮

à ♠✐♥✐♠✐s❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à Y = [y1, . . . ,yn]✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ J(Y ) = Y ⊤MY ❛✈❡❝

M
❞❡❢
= (I −W )⊤(I −W ). ✭✹✳✼✮

▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r Y ✳ ❙❛♥s
♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✻✮ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❤♦♠♦t❤ét✐❡✱ ♦♥ ✐♠✲
♣♦s❡ Y Y ⊤ = I ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ à êtr❡ ❞❡ r❛♥❣ d✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ Y 1 = 0 ❛✜♥ ❞❡ ❝❡♥tr❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s yi✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❞♦♥t
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡t❡♥❛♥t ❧❡s d + 1 ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ M ❛ss♦❝✐és ❛✉①
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ✈❛❧❛♥t 1 ❡t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 0✱ ♥❡
❞♦✐t ♣❛s êtr❡ r❡t❡♥✉ ❝❛r ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❊✐❣❡♥♠❛♣ ❬❙❤❛ ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✺❪ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ▲▲❊ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ d✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✳ ▲▲❊ ❡st rés✉♠é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✱ ❡t ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été ❛✈❡❝ ▲▲❊ ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪



✹✳✸✳ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❡t ❑❆❈P ✻✾

❊♥tré❡s ✿ x1,x2, . . .xn ∈ R
D, k, d

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t xi✱ ❝❛❧❝✉❧❡r C ❡t W

✷✳ Pr❡♥❞r❡M = (I−W )⊤(I−W ) ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡sMn×d ❛ss♦❝✐és
❛✉① d ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s

✸✳ ❘❡♥✈♦②❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✿ Y =Mn×d

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ▲▲❊

✹✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❡t ❑❆❈P

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
à ♥♦②❛✉✳ ■s♦♠❛♣✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉t✐❧✐s❡ ▼❉❙ ♣♦✉r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▼❉❙ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❆❈P✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥tr❡✈♦✐r ✐❝✐ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❑❆❈P ❡t ❞❡
❧✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ✉t✐❧✐sé✳ ❉❛♥s ❬❍❛♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❑❆❈P✳

❚♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❝♦♠♠✉♥❡ ❡♥ ❝❡❧❛ q✉✬✐❧s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s✱ ♣✉✐s ❡①♣❧♦✐t❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❧❡s k ✈♦✐s✐♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r
✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❊♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s
♥♦②❛✉① ❞❛♥s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t
❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ à ♥♦②❛✉ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❑❆❈P✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♥♦✉s
❛tt❛❝❤❡r♦♥s à ❧❛ ré✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡❧♦♥ ❑❆❈P✳

✹✳✸✳✶ ❑❡r♥❡❧ ❆❈P

❉❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♥♦②❛✉✱ ❧❡s ♥♦②❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡✲
s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ X ❡t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞é✜♥✐ ♣♦✲
s✐t✐❢ κ✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ {x1,x2, . . . ,xn} ∈ X ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ RD✳
❑❆❈P ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s φ(x1), φ(x2), . . . , φ(xn)

❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H✳ ❈❛r H ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❆❈P
❞♦✐t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦②❛✉✳ ❉❛♥s
❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s H ✿

C :=
1

n

n∑

i=1

φ(xi)φ(xi)
⊤ ✭✹✳✽✮



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

P♦✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ H ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱
♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ ≥ 0 ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t v
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

Cv = λv ✭✹✳✾✮

◆♦t♦♥s q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✾✮ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s
✐♠❛❣❡s φ(xi)✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s v✱ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ C✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✿

v =

n∑

i=1

αiφ(xi) ✭✹✳✶✵✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✾✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿

φ(xℓ)Cv = λφ(xℓ)v ∀ℓ = 1, . . . , n ✭✹✳✶✶✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ✭✹✳✽✮✱ ✭✹✳✶✵✮ ❞❛♥s ✭✹✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

nλKα = K
2α ✭✹✳✶✷✮

♦ù α ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s αi✱ i = 1, . . . , n✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ré❞✉✐t
à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts ♣r♦♣r❡s ✿

nλα = Kα ✭✹✳✶✸✮

♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ℓe ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ φ(x)✱ ❛✉ ♠♦②❡♥

❞✉ ℓe ✈❡❝t❡✉r α(ℓ)
j ✱ ❛ ♣♦✉r ❢♦r♠❡ ✿

〈φ(x),v(ℓ)〉H =
1√
λ(ℓ)

n∑

i=1

α
(ℓ)
i κ(xi,x) =

1√
λ(ℓ)

Kα(ℓ) ✭✹✳✶✹✮

▲❡ ❢❛❝t❡✉r 1√
λ(ℓ)

❞❡♠❡✉r❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r v(ℓ)⊤v(ℓ) = 1✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❆❈P✱ ❑❆❈P
♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s H s♦✐❡♥t à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡
✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ X ✳ ▲❡
❝❡♥tr❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ♣❛r

K
′ = (I − ee⊤)K(I − ee⊤) ✭✹✳✶✺✮

❛✈❡❝ e = 1√
n
[1, . . . , 1]⊤✳

✹✳✸✳✷ ■s♦♠❛♣ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❑❆❈P

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ▼❉❙✱ ■s♦♠❛♣ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡
❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ■s♦♠❛♣
❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❣râ❝❡ à ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✳ ▼❉❙ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
❣é♦❞és✐q✉❡ ❡t ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s✳ ❈♦♠♠❡ s♦✉❧✐❣♥é ❞❛♥s ❬❲✐❧❧✐❛♠s ✷✵✵✷❪✱



✹✳✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✼✶

♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ▼❉❙ ❣râ❝❡ à ❑❆❈P✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
❞✐st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ■s♦♠❛♣ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

K■s♦♠❛♣ = −1

2
(I − ee⊤)S(I − ee⊤) ✭✹✳✶✻✮

♦ù S ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❛✉ ❝❛rré✱ ❡t e = 1√
n
[1, . . . , 1]⊤ ❡st ❧❡

✈❡❝t❡✉r ❞❡st✐♥é à ❝❡♥tr❡r K■s♦♠❛♣✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡
s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été
❬●r✐♠❡s ✫ ❉♦♥♦❤♦ ✷✵✵✷❪✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ κ(x,x′) = −‖x−x′‖β ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
♣♦✉r 0 < β ≤ 2✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ −S ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦✉t ❝♦♠♠❡
K■s♦♠❛♣✳ ❱♦✐r ♣❛❣❡s ✹✾✕✺✶ ❞❛♥s ❬❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ✫ ❙♠♦❧❛ ✷✵✵✶❪✮✳ ❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K■s♦♠❛♣✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❑❆❈P ❡st ❞♦♥✲
♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ K■s♦♠❛♣✱
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞♦♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❑❆❈P ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ■s♦♠❛♣✳

✹✳✸✳✸ ▲▲❊ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❑❆❈P

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲❊ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r s❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r M = (I −W )⊤(I −W ) q✉✐ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ λ♠❛①✱ ❡t
✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✉❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ e✳ ❈♦♠♠❡
❧❡s ❛✉tr❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à e✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
✈❛✉t 0✳ P♦✉r ▲▲❊✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s r❛♥❣s n− d à n− 1✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿

K := (λ♠❛①I −M) ✭✹✳✶✼✮

P❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ K ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧ ❡st e✱ ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s r❛♥❣s 2 à d + 1 ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r

K▲▲❊ = (I − ee⊤)K(I − ee⊤) ✭✹✳✶✽✮

❡t ✉t✐❧✐s❡r s❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ❞❡s r❛♥❣s 2 à
d+ 1✳ ❈❡❝✐ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❑❆❈P✱ q✉✐ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K▲▲❊✳

✹✳✹ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣❛r ❛♣♣r❡♥✲

t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s
♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡✉① ét❛♣❡s ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ✐❝✐ s✉r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ q✉✐ s✉♣♣♦s❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs t❡❧❧❡s q✉❡ ◆✲
❋■◆❉❘✱ ❙●❆ ❡t ❱❈❆✱ ♠❛✐s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s
❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ❝❡s ♠ê♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❝♦♥❥♦✐♥✲
t❡♠❡♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡s
♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ tr❛✐té✳ ▲❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ② s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s
♣❛r ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ♦✉ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r❛♣♣❡❧é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
■❧s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts sér✐❡✉s❡♠❡♥t ❜✐❛✐sés s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t
❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❡st✐♠é❡s ♣❛r ■s♦♠❛♣✱ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ▲▲❊✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ◆✲❋■◆❉❘✱ ❙●❆ ❡t ❱❈❆ ❡st
❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✹✳✹✳✶ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ◆✲❋■◆❉❘

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆✲❋■◆❉❘ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ tr❛✐té❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts
❞é✜♥✐ss❛♥t ❝❡ s✐♠♣❧❡①❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs r❡❝❤❡r❝❤és✱ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

P♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ◆✲❋■◆❉❘✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦♥s✐st❡ à ❛❞♦♣t❡r ▲▲❊ ❝♦♠♠❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉tôt q✉❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❆❈P r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡ ♣❛r ❧❡s
❛✉t❡✉rs✳ ▲▲❊ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❣❧♦❜❛❧ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ◆✲❋■◆❉❘ s✉r ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ ✜♥❛❧ à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

❆✈❡❝ ■s♦♠❛♣✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❡♥tr❡
❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ tr❛✐té❡✳ ▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡
✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆✲❋■◆❉❘✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❝✐✲❛♣rès

VS =
1

(R− 1)!

∣∣∣∣❞❡t
(

1 1 . . . 1

m1 m2 . . . mR

)∣∣∣∣ ✭✹✳✶✾✮

♦ù ❧❡s mi ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♥s✐❞érés✳ ❈♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❝❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k − 1✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ▲▲❊
s✐ ♦♥ ❛❞♦♣t❛✐t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❡❝♦✉r✐r ❛✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❈❛②❧❡②✲▼❡♥❣❡r ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ♠♦♥tré ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛✱ ❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥



✹✳✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✼✸

r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ✐♥t❡r✲s♦♠♠❡ts ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❙♦✐t dij ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡tsmi ❡tmj ✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛✉ ❝❛rré ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s {mi}i=1,...,R ❞❛♥s RL ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

V 2
S =

(−1)R

2R−1((R− 1)!)2
❞❡t(C1,...,R) ✭✹✳✷✵✮

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡

C1,...,R =

(
D2

1,...,R 1

1
⊤ 0

)
✭✹✳✷✶✮

♦ù 1 ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ 1✱ ❡t D2
1,...,R ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ D2

1,...,R(i, j) = d2ij ✳ ❖♥
♥♦t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t réé❝r✐r❡ ✭✹✳✷✵✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t

❞❡t(C1,...,R) = −(d⊤1 C
−1
2,...,R d1) ❞❡t(C2,...,R)

❛✈❡❝ d1 = (d212, . . . , d
2
1R, 1)

⊤✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡
s♦♠♠❡t m1 ❡t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts (m2, . . . ,mR) ❛✐♥s✐

δ(m1) =

(
d⊤1 C

−1
2,...,R d1

2

) 1
2

✭✹✳✷✷✮

❆✈❡❝ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ s✐ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉✬❛✈❡❝ ◆✲❋■◆❉❘ ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪✳ ❖♥ ♣ré❝♦♥✐s❡ ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ét❛♥t ❡✛❡❝t✉é ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐été✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ✈❛r✐été✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❧à ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❡①tr❛✐r❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❡t ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
tr❛✐té❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❡st ❢❛✐t❡✳

✹✳✹✳✷ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❙●❆

❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ◆✲❋■◆❉❘✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●❆ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❜✉t❡ ♣❛r ✉♥ s♦♠♠❡t ❝❤♦✐s✐ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ t✱ ♣✉✐s r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ S1i = {t, ri}✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠♣♦sé
♣✉r ❡t ét✐q✉❡té m1✳ ❙●❆ ♣♦✉rs✉✐t s❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s S2i = (m1, ri)✳
▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ri q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❝♦♠♠❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦sé ♣✉r ❡t ét✐q✉❡té m2 ✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐téré ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡s R
❝♦♠♣♦sés ♣✉rs r❡q✉✐s ❛✐❡♥t été ❞ét❡r♠✐♥és✳

❙●❆ ré❝❧❛♠❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ à ❝❤❛q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛r ✭✹✳✶✾✮✳ ■tér❡r ❝❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ♣♦✉r ■s♦♠❛♣✱ ♦✉ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ♣♦✉r ▲▲❊✱ ❡st✐♠és à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛✈èr❡r❛✐t tr♦♣



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

❝♦✉t❡✉①✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ◆✲❋■◆❉❘✱ ♦♥ ♣ré❝♦♥✐s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ▲▲❊ ❝♦♠♠❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t
à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●❆ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✭✷✳✷✼✮ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥✲
t❡♠❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ♦✉ ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲▼❡♥❣❡r ✭✹✳✷✵✮ ❛✈❡❝
❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ■s♦♠❛♣✳

✹✳✹✳✸ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❱❈❆

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❈❆ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ♣r♦❥❡tt❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ✉♥
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❞é❥à sé❧❡❝t✐♦♥✲
♥és✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ♣✉r✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st
✐téré❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s♦✉❤❛✐té ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛✐t été ♦❜t❡♥✉✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❙●❆✱ ♠❛✐s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡
à s❛ ❜❛s❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲▼❡♥❣❡r ✭✹✳✷✵✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ■s♦♠❛♣✳ ❖✉ ❛❧♦rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲▲❊ ♣❡✉t
êtr❡ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❈❆
♦r✐❣✐♥❡❧✳

✹✳✺ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈✐s❡ à t❡st❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❝r✐ts ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
s✐♠✉❧é❡s ❡t s✉r ✉♥❡ s❝è♥❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳

✹✳✺✳✶ ❉♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐❝✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à R
3✱ ❡t s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s

s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✧❙✇✐ssr♦❧❧✧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ σ✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝r♦ît✳
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ri ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ αi ✭❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
s✉r ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✮ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r





ri1 = αi1 sin(σαi1) + 1

ri2 = αi1 cos(σαi1) + 1

ri3 = αi2 + 1

✭✹✳✷✸✮

❆✜♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ à ✉♥✱ ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞✉ 3❡ ❝♦♠♣♦sé ♣✉r ❡st
❞é✜♥✐ ♣❛r αi3 = 1− (αi1 + αi2)✳ ❊♥ ✜①❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ à 1✱ ❧❡s
❛✉tr❡s ét❛♥t à 0✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s R3 s♦♥t





m1 = (sin(σ) + 1, cos(σ) + 1, 1)⊤

m2 = (1, 1, 2)⊤

m3 = (1, 1, 1)⊤
✭✹✳✷✹✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐été ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ σ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P❧✉s σ ❛✉❣✲
♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❱❛r✐été ✧❙✇✐ssr♦❧❧✧ ♣♦✉r σ = 0.5 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t σ = π ✭❞r♦✐t❡✮

❧❛ ✈❛r✐été ❙✇✐ssr♦❧❧ ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 1000 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❛
été ✜①é à R = 3✳ ▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ◆✲❋■◆❉❘✱ ❙●❆
❡t ❱❈❆✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ✈❡rs✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❆❈P ♣♦✉r ré✲
❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à 2✳ P✉✐s ❧❡s tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉és
♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❡t ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛ ❝♦♥s✐sté✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à ❛♣♣❧✐q✉❡r ▲▲❊ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣✉✐s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡s ✸ ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ♣❛r ■s♦♠❛♣ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ✸ ♠ét❤♦❞❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳

❉❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ■s♦♠❛♣ ❡t ▲▲❊✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ k ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛ été ✜①é❡ à
✶✵✳ ❖♥ ❛ ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ét❛✐❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r 5 ≤ k ≤ 20✳
P♦✉r k < 5✱ ❞❡ ♠é❞✐♦❝r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♥t ♣✉ êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t
été ❝♦♠♣❛rés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ σ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 5]✳ ▲❡
❣r❛♣❤❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✾✱ ✹✳✶✵ ❡t ✹✳✶✶ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
❧✬❛♥❣❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❡st✐♠és m̂i ❡t ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥
mi✱ s♦✐t

θ =
1

R

R∑

i=1

min
j

arccos

(
m̂i ·mj

‖m̂i‖‖mj‖

)
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❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s
s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ σ✱ ❡t ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ♦r✐❣✐♥❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥✲
❢ér✐❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✾✱ ✹✳✶✵ ❡t ✹✳✶✶ ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s
❡t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ s♦✐t

E =
1

R

R∑

k=1

min
k′

(
1

N

N∑

i=1

|α̂ik − αik′ |
)
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♦ù N = 1000 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡✉rs ❛❧t❡r ❡❣♦
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✷ ❡t ✹✳✶✸ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ◆✲❋■◆❉❘✱ ❙●❆ ❡t ❱❈❆
s✉✐✈❛♥t q✉✬✐❧s s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ■s♦♠❛♣ ♦✉ ▲▲❊ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ■s♦✲
♠❛♣ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ▲▲❊✱ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳

✹✳✺✳✷ ❉♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❱❈❆✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✜❛❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❜r✉✐té ♦✉ ♥♦♥ ❜r✉✐té✱ ❛✈❡❝ ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿
❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❆❈P✱ ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ■s♦♠❛♣ ❡t ▲▲❊✳ ▲❛ s❝è♥❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲
✐♠❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 50 × 50 ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▼♦✛❡t ❋✐❡❧❞ ✭❈❆✱ ❯❙❆✮✳ ❉❛♥s ❝❡s ✐♠❛❣❡s ✹✳✶✹✱
tr♦✐s ♠❛tér✐❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ✿ ❧❡ s♦❧✱ ❧✬❡❛✉ ❡t ❧❡s ✈é❣ét❛✉①✳ ❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡
♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ s✉r ❝❡s ③♦♥❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥❡t ❛✈❛♥t❛❣❡
à ▲▲❊✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡ q✉✐ ❛✈❛✐t été ♦❜s❡r✈é s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s✳

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés✱
❡t ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❑❆❈P ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦sés
♣✉rs ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ✐❝✐ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡ ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪ ❛❞♦♣té✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s✳ ❊♥ ❧✬ét❛t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t q✉❡ ❞❡
❝♦♥st❛t❡r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st✐♠é ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ♥✬② s❛t✐s❢❛✐t
♣❛s✱ ♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❝❤♦✐s✐ s❛♥s
♦✛r✐r ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
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ISOMAP NFINDR

Linear NFINDR

LLE NFINDR
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ISOMAP SGA
linear SGA
LLE SGA
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ISOMAP VCA
linear VCA
LLE VCA
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❜❛sé❡
s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✱ ❛✐♥s✐ ♥♦♠♠é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✉ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳
❱♦✐r ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❜❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❛✐❧❧é ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛rt✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
♣❡✉t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
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✺✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♥♦②❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✈✐s❡♥t à ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡✣❝❛❝❡s✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✐r❡❝t❡✉r
❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✓ ❛st✉❝❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ✔✱ ❡t ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s t❡❧❧❡ q✉✬✉♥
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ P♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r✐❣✐♥❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱
❡t ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛✐♥s✐
❞é✜♥✐✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❉❡ t❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛❝❝r✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳

❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s X ✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s H ❡st ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥✈❡rs❡ ❞❡ H à X ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞✬✉♥ ✐♥térêt ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❆❈P q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♦✉
✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ H✱ ♠❛✐s ♥✬♦✛r❡ ♣❛s ❧❡s ❝❧és ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
❧❡✉r ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ X ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❞é♠é✲
❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥
s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈é✱ ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱
s❡✉❧s q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❞❛♥s X ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲
✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ✐❝✐ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢ ❞❛♥s X à t♦✉t é❧é♠❡♥t
❞❡ H✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝❡s ❞❡✉①
q✉❡st✐♦♥s ét❛♥t ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡s ❞❛♥s ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❛ ❛tt✐ré ✉♥ ✐♥térêt ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s q✉✐♥③❡
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ■❧ tr♦✉✈❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❬▼✐❦❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✱ ♦ù ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ❉❛♥s ❬❑✇♦❦ ✫ ❚s❛♥❣ ✷✵✵✸❪✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs s✉❣❣èr❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❛♥s X ❡t ❞❛♥s H✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❉❙ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤é❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♦✉✈❡rt ❧❛ ✈♦✐❡ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱
❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵✱ ❞❡ ❙✐❧✈❛ ✫ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪
❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✓ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ✔❬❇❡♥❣✐♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸✱ ❆r✐❛s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳

✺✳✶✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠❛❧ ♣♦sé s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉✐
❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❜✐❡♥ ♣♦sés ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❍❛❞❛♠❛r❞✱ ❡st ✈✐♦❧é❡ ✿

✶✳ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❡



✺✳✶✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ✽✸

✷✳ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡

✸✳ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✮

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥té❝é❞❡♥t x∗ ❞❛♥s X ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡ ψ ❞❛♥s H ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❧ ♣♦sé ❞✉ s✐♠♣❧❡ ❢❛✐t q✉❡ dim(H) ≫ dim(X )✳
❆✉ss✐ ❡①✐st❡r❛✐t✲✐❧ x∗ t❡❧ q✉❡ φ(x∗) = ψ✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✳

❙♦✐t ψ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s H✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ψ =

∑n
i=1 αiκ(xi, ·) ❛✈❡❝ x1, . . . ,xn

❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s X ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

x∗ = ❛r❣min
x∈X

‖
n∑

i=1

αiκ(xi, ·)− κ(x, ·)‖2H ✭✺✳✶✮

❉✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞✉ ♥♦②❛✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ x∗ ❡♥
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût s✉✐✈❛♥t❡

J (x) = κ(x,x)− 2
n∑

i=1

αiκ(x,xi) ✭✺✳✷✮

❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❝✐✲❛♣rès ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s✳

✺✳✶✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r♠✐
❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳ ❊❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭✺✳✷✮✱
♥♦té❡ ▽xJ (x)✳ ❉❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st✐♠é❡ x(n) ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r
❡♥ x(n+1) ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❆✐♥s✐

x(n+ 1) = x(n)− η▽x J (x(n)) ✭✺✳✸✮

♦ù η ❡st ✉♥ ♣❛s✱ s♦✉✈❡♥t ♦♣t✐♠✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❉❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❡①✐st❡♥t✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉✲
s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❛✲t✲✐❧ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ s✉❝❝ès ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
♠✐♥✐♠❛s ❧♦❝❛✉①✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ré♣été❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡t❡♥✐r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

✺✳✶✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❡♥❣❡♥❞r❛♥tH ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s
♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ❊♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛❜♦✉✲
t✐ss❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♥♦②❛✉
●❛✉ss✐❡♥✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭✺✳✷✮ ❛❜♦✉t✐t à

▽x J (x) = − 2

σ2

n∑

i=1

αi exp

(‖x− xi‖2
2σ2

)
(x− xi) ✭✺✳✹✮



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

❊♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é ❛✉ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t ✿

x(n+ 1) =

∑n
i=1 αiκ(x(n),xi)xi∑n
i=1 αiκ(x(n),xi)

✭✺✳✺✮

❛✈❡❝ κ(x(n),xi) = exp(‖x(n)−xi‖2
2σ2 )✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s

♥♦②❛✉①✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❞❡❣ré p✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♥✬é❝❤❛♣♣❡ ♣❛s ❛✉① ♠✐♥✐♠❛ ❧♦✲

❝❛✉① ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡t ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à êtr❡ ✐♥st❛❜❧❡✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❣✉❧❛r✐sés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❢♦r✲
♠✉❧és✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❆❜r❛❤❛♠s❡♥ ✫ ❍❛♥s❡♥ ✷✵✵✾❪✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
x∗ =

∑n
i=1 βixi ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β1, β2, . . . , βn à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❡s✲

♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❝♦♥trô❧é✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
❞❡s❝❡♥t❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t q✉✐ ❡①♣❧♦r❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥t✐❡r✳

✺✳✶✳✷✳✸ ▼❉❙ ❡t ♣ré✲✐♠❛❣❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✐♥❝♦r♣♦r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ▼❉❙ ✐♥❥❡❝t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ t❛❝❤❛♥t ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝
s✉❝❝ès ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❬❑✇♦❦ ✫ ❚s❛♥❣ ✷✵✵✸❪✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❤❛q✉❡
❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s δ2i = ‖ψ − κ(xi, ·)‖2H ❡t s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ‖x∗−xi‖2✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ✐❞é❛❧❡✱ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ♣❛r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ✿

‖x∗ − xi‖2 ≈ ‖ψ − κ(xi, ·)‖2H ✭✺✳✻✮

♣♦✉r t♦✉t i = 1, 2, . . . , n✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ i t❡❧ q✉❡ ψ = φ(xi)✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ x∗ = xi✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ s♦✐t

x∗ = ❛r❣min
x

n∑

i=1

∣∣‖x∗ − xi‖2 − ‖ψ − κ(xi, ·)‖2H
∣∣2 ✭✺✳✼✮

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝♦✉r✐r
à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x∗ =

∑n
i=1(‖x∗ − xi‖ − δ2i )xi∑n
i=1(‖x∗ − xi‖ − δ2i )

✭✺✳✽✮

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①❛♠✐♥❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s
é❣❛❧✐tés ✭✺✳✻✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ❝❡ q✉✐ ♠è♥❡ ❛✉① n éq✉❛t✐♦♥s ✿

2〈x∗,xi〉 = 〈x∗,x∗〉+ 〈xi,xi〉 − δi ✭✺✳✾✮



✺✳✷✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ✽✺

♣♦✉r i = 1, 2, . . . , n✳ ❉❛♥s ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❧✬✐♥❝♦♥♥✉ ❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝ôté
❞r♦✐t✱ ❛✈❡❝ 〈x∗,x∗〉✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ s✬❡♥ ❞é♣❛rt✐r ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥tré❡s
xi✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à

〈x∗,x∗〉 = 1

n

n∑

i=1

(δ2i − 〈xi,xi〉) ✭✺✳✶✵✮

❙♦✐t ε ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡♥tré❡s 1
n

∑n
i=1(δ

2
i − 〈xi,xi〉)✳ ❙♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡✱

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t

2X⊤x∗ = ❞✐❛❣(X⊤X)− [δ21 , δ
2
2 , . . . , δ

2
n]

⊤ + ε ✭✺✳✶✶✮

♦ù X = [x1,x2, . . . ,xn] ❡t ❞✐❛❣(·) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❛✈❡❝ ❞✐❛❣(X⊤X) ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡♥tré❡s 〈xi,xi〉✳ ▲❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡

x∗ =
1

2
(XX⊤)−1X(❞✐❛❣(X⊤X)− [δ21 , δ

2
2 , . . . , δ

2
n]

⊤) ✭✺✳✶✷✮

P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ▲▲❊✱ s❡✉❧ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦✉✈r❡ ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❞é❞✉✐t❡s ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été ❬❊t②♥❣✐❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳

❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s t❡❧ q✉✬❛✈❡❝ ▼❉❙✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈é❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✐t❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ré❝❡♠♠❡♥t
❞❛♥s ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✵✾❪ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ r❡♣♦s❡
s✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦ù ❡❧❧❡ s❡r❛
❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳

✺✳✷ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❛♥s ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❜❪✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❑P❈❆ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s✱ ❧❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧✬❛✉t♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱
❡t❝✳✳✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs s♣❡❝tr❛✉① ❡t ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❡♥✈✐s❛❣❡
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞❡st✐♥é❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ♣✐①❡❧✲
✈❡❝t❡✉rs ♥♦♥✲ét✐q✉❡tés✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✐t❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛❞r❡
♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé ♦ù✱ ♥✐ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✱ ♥✐ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ♥❡ s♦♥t
❝♦♥♥✉s✳ ❱♦✐r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s s✉♣❡r✈✐sé❡s ❞❛♥s ❬❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

❚❤❡♠❡❧✐s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✳ ❉❛♥s ❬❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✱ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st✐♠❡ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r t♦✉t ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❡st✐♠és à ♣❛rt✐r
❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐✲
❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❡ à ❡st✐♠❡r
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✱ ✈❡rs
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣r♦♣r✐és✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥ç✉❡ ♣❛r
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❝✉té❡ ❡t ❡①♣é✲
r✐♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❛ ✓ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❚❱ ✔❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❬■♦r❞❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

✺✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♠✐①❛❣❡

❙♦✐t r = [r1, r2, . . . , rL]
⊤ ✉♥ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ♦❜s❡r✈é✱ ❛✈❡❝ L ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s

s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r r ❡st ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ R s♣❡❝tr❡s ❞❡
❝♦♠♣♦sés ♣✉rs mi✳ ◆♦t♦♥s M = [m1,m2, . . . ,mR] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (L × R)

❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✱ ❡t α ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ R ❞❡s
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à r✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞é❥à ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉r ♦❜s❡r✈é ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✱ ♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

r =Mα+ n ✭✺✳✶✸✮

♦ù n ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜r✉✐t✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ α ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é
❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
♠♦②❡♥♥❡✱ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té

αi ≥ 0, ∀i ∈ 1, . . . , R

R∑

i=1

αi = 1.
✭✺✳✶✹✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ α s❡ s✐t✉❡♥t ❞❛♥s ✉♥
s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ R s♦♠♠❡ts✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs r s❡
tr♦✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s R s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠✲
♣♦sés ♣✉rs✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✶✸✮ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐é ❡t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉✲
s❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❣é♥ér❛❧

r = Ψ(α,M) + n ✭✺✳✶✺✮



✺✳✷✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ✽✼

A

αi

ri

Ψ

?
rj

R

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✳

❛✈❡❝ Ψ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✱ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✺✳✶✹✮✳

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✭✺✳✶✸✮ ❡t ✭✺✳✶✺✮ r❡♣♦s❡♥t t♦✉s
❞❡✉① s✉r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ A ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ α✱ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ R ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛❧❡s r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❛❪✳ ▲❛ rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ✈✐s❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r α à ♣❛rt✐r ❞❡ r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✺✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✱ ♣♦✉r
❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❱♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠✐❡✉① r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
♦♥ ✐♥s❝r✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦✲
❞✉✐s❛♥t ✭❘❑❍❙✮ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ R✳

❙♦✐t H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ψ ❞é✜♥✐❡s s✉r R✱ ❡t
s♦✐t 〈 ·, ·〉H ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à H✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ δr✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r δr[ψ] = ψ(r)✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ψ ❡t ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r
t♦✉t r ❞❡ R✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡s③✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐q✉❡ r 7→ κ(r, ·) ❞❛♥s H✱ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❬❆r♦♥s③❛❥♥ ✶✾✺✵❪

ψ(r′) = 〈ψ, κ(·, r′)〉H, ∀ψ ∈ H ✭✺✳✶✻✮

♣♦✉r t♦✉t r′ ∈ R✳ ❱♦✐r ❬❆r♦♥s③❛❥♥ ✶✾✺✵❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❊♥ r❡♠✲
♣❧❛ç❛♥t ψ ♣❛r κ(·, r) ❞❛♥s ✭✺✳✶✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

κ(r, r′) = 〈κ(·, r), κ(·, r′)〉H ✭✺✳✶✼✮

♣♦✉r t♦✉t r✱ r′ ∈ R✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♥♦②❛✉

r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ♣♦✉r q✉❛❧✐✜❡r κ✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t ♣❛r Φ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ κ(·, r) à ❝❤❛q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✬❡♥tré❡ r✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

κ(r, r′) = 〈Φ(r),Φ(r′)〉H. ✭✺✳✶✽✮

▲❡ ♥♦②❛✉ é✈❛❧✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡R ✐♥❥❡❝tés ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ H s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ Φ ❡t H✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❝❡t ✐❞é❡✲❝❧é ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❞✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉✳ ❈♦♠♠❡
✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡ A ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
α ét❛♥t ❞♦♥♥é κ(·, r) ❞❡H ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲
✐♠❛❣❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✐❝✐ ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❍♦♥❡✐♥❡ ✫ ❘✐❝❤❛r❞ ✷✵✶✶❜❪✳
❊❧❧❡ ✈✐s❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✱ ❞❛♥s ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ A ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s H✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é r✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝
❞✬❡st✐♠❡r α à ♣❛rt✐r ❞❡ κ(·, r)✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
❡t à s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✳

✺✳✸ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ {(α1, r1), . . . , (αn, rn)}✱
♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ α ❡♥ A ❞❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t κ(·, r) ❞❡ H✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✲
✈❡rs❡✱ ♣✉✐s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡✳

✺✳✸✳✶ ➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❬❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✐♠✐t❡r ❧❡s
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s n ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦②❛✉ {κ(·, r1), . . . , κ(·, rn)}✳
❈♦♥❝❡♥tr♦♥s✲♥♦✉s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ℓ ❢♦♥❝t✐♦♥s
à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♥♦té❡s {ψ1, . . . , ψℓ} ❛✈❡❝ ℓ ≤ n✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ψk =
n∑

i=1

λki κ(·, ri), k = 1, . . . , ℓ. ✭✺✳✶✾✮

A

αi

κ(·, ri)

ΨH

?
κ(·, rj)

H

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré✐♠❛❣❡



✺✳✸✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ✽✾

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ C : H → R
ℓ ❞é✜♥✐ ♣❛r

Cϕ = [〈ϕ, ψ1〉H . . . 〈ϕ, ψℓ〉H]⊤. ✭✺✳✷✵✮

❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ k❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t κ(·, r) ❞❡ H✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ψ1, . . . , ψℓ}✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✉r ψk✱ s♦✐t

〈κ(·, r), ψk〉H = ψk(r) =

n∑

i=1

λki κ(r, ri). ✭✺✳✷✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ κ(·, r)✱ q✉✐ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ r ❞❛♥s H✱ ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ℓ s✉✐✈❛♥t

ψr = [ψ1(r)ψ2(r) . . . ψℓ(r)]
⊤. ✭✺✳✷✷✮

❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ C✱ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥❝♦♥♥✉s λki à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ (αi, ri)✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
A ❡t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r
❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs

α⊤
i αj = ψ

⊤
riψrj + εij , ∀ i, j = 1, . . . , n ✭✺✳✷✸✮

♦ù εij ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛
❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ψk✱ ♠✐s❡ à ♣❛rt ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ✭✺✳✶✾✮ ❡t ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✭✺✳✷✸✮✳ ➱✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s λki ❞❛♥s ✭✺✳✷✶✮
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ εij s♦✐t ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

min
ψ1,...,ψℓ

1

2

n∑

i,j=1

(α⊤
i αj −ψ⊤

riψrj )
2 + η P (ψk, . . . , ψℓ) ✭✺✳✷✹✮

♦ù P ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❡t η ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ré❣❧❛❜❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ℓ2 ✐❝✐✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

P (ψk, . . . , ψℓ) =

ℓ∑

k=1

‖ψk‖2H ✭✺✳✷✺✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿

min
L

1

2
‖A−KL⊤LK‖2F + η tr(L⊤LK) ✭✺✳✷✻✮

♦ù A ❡t K s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ●r❛♠✱ ❞♦♥t ❧❡s (i, j)✲è♠❡s ❡♥tré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞é✜♥✐❡s ♣❛r α⊤

i αj ❡t κ(ri, rj)✱ ❡t L ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡♥tré❡ (i, j) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r λij ✳ ❊♥
♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦ût ♣❛r r❛♣♣♦rt à L⊤L ♣❧✉tôt q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à L✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s

L̂
⊤
L̂ =K−1(A− ηK−1)K−1 ✭✺✳✷✼✮

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s❡✉❧ L̂
⊤
L̂ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣ré✲

✐♠❛❣❡✳



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

✺✳✸✳✷ ➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ϕ ❞❡ H ❞♦♥♥é❡✱ q✉✐ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

ϕ =

ℓ∑

i=1

φi κ(·, ri) + ϕ⊥, ✭✺✳✷✽✮

❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts φi ét❛♥t ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ❛✈❡❝ ϕ⊥ ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ♦rt❤♦✲
❣♦♥❛❧ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ(·, ri)✳ ▲❛ k❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ϕ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

〈ϕ, ψk〉H =
n∑

i,j=1

φi λkj κ(ri, rj). ✭✺✳✷✾✮

❙♦✐t ϕ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ϕ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ C✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✭✺✳✷✸✮✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡
α ét❛♥t ❞♦♥♥é ϕ✱ ❡♥tr❡ α⊤αi ❡t ϕ⊤ψri ♣♦✉r i = 1, . . . , n✱ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

α̂ = argmin
α

1

2
‖Λ⊤α−KL̂⊤

L̂Kφ‖2

= argmin
α

1

2
‖Λ⊤α− (A− ηK−1)φ‖2

✭✺✳✸✵✮

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té ✭✶✳✸✮✳ Λ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❛
i❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r αi✱ ❡t φ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❛ i❡ ❡♥tré❡ ❡st φi✱ i = 1, . . . , n✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ α ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ κ(·, r)✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡ α ❞❡ κ(·, r)✱ s❡ r❛♠è♥❡ à

α̂ = argmin
α

1

2
‖Λ⊤α− (A− ηK−1)K−1ψr‖2 ✭✺✳✸✶✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té t♦✉❥♦✉rs✱ ❛✈❡❝ ψr ❧❡ ✈❡❝✲
t❡✉r ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✭✺✳✷✷✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❋❈▲❙ ❬❍❡✐♥③ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✶❪✱ ♦✉ ♣❛r ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳

✺✳✹ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉①

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ κ(·, r) ✐♥❥❡❝t❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ❞✐♠❡♥s✐♦♥
très é❧❡✈é✱ ✈♦✐r ✐♥✜♥✐❡✱ H✳ ❊❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦rt✐❡s α ❡t r✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ●❛✉ss✐❡♥ κ(ri, rj) = exp

(
−‖ri − ri‖2/2σ2

)
✱ ❛✈❡❝ σ ❧❛ ❧❛r✲

❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ❡t ❧❡s ♥♦②❛✉① ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡s κ(ri, rj) = (1 + r⊤i rj)
q✱

❛✈❡❝ q ∈ N
∗✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s à ♣rés❡♥t ♣r♦♣♦s❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦②❛✉① s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❡t ❧❡s t❡st❡r

❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s
♥♦②❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❛ ♣r♦✉✈é s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳



✺✳✹✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉① ✾✶

✺✳✹✳✶ ◆♦②❛✉① ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été

❉❛♥s ❬❍❛♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ ❡t ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐été ❡st tr❛✐té ❛✈❡❝ ❑❆❈P✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❜❛sé s✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲❊ ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪✱ ♦✉ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
■s♦♠❛♣ ❬❞❡ ❙✐❧✈❛ ✫ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♥♦②❛✉① q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
✈❛r✐été ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ R ❛✉q✉❡❧ ❧❡s ri ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ H ❞❡s κ(·, ri)✳

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡ κ(ri, rj) = f(‖ri−ri‖)
❛✈❡❝ f ∈ C∞✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① s♦✐t ❞é✜♥✐❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡st ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

(−1)k f (k)(r) ≥ 0, ∀r ≥ 0 ✭✺✳✸✷✮

♦ù f (k) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ k❡♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f ❬❈✉❝❦❡r ✫ ❙♠❛❧❡ ✷✵✵✷❪✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ dij = ‖ri− rj‖ ❛✈❡❝ f(·)✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ■s♦♠❛♣✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ s②♠étr✐q✉❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠K ✐s♦ ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬êtr❡
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❡✉t êtr❡ s✉r♠♦♥té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ▼❉❙✱ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦ù ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛rêt❡s
s♦♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ♣rés❡r✈é❡s✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❞❡ ❢♦r❝❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡K ✐s♦ à êtr❡ ❞é✜♥✐❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❬▼✉♥♦③ ✫ ❉✐❡❣♦ ✷✵✵✻❪✳

✺✳✹✳✷ ◆♦②❛✉① ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✶✸✮ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡
❡t ❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✉♥
♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ♦ù ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♥❛♣♣r♦♣r✐é✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❥✉st✐✜❡♥t ❡t ét✉❞✐❡♥t ✉♥ ♥♦②❛✉
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ M ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✉♣♣♦sé❡
❝♦♠❜❧❡r ❧❡s ♠❛♥q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ♠✐♠❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ré❡❧❧❡s✱ ♦♥t ♣❡r♠✐s
❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t
q✉❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉s
s✉❣❣ér♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

κ′(ri, rj) = (1− γ)r⊤i Σrj + γκ′(ri, rj) ✭✺✳✸✸✮

❛✈❡❝ κ′(ri, rj) ✉♥ ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t✱ Σ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t γ ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s à s✉✐✈r❡✱



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❡ ♥♦②❛✉ ❛✈❡❝ Σ = (MM⊤)†✱ s♦✐t

κ′(ri, rj) = (1− γ)r⊤i (MM⊤)†rj + γκ′(ri, rj) ✭✺✳✸✹✮

♦ù (·)† ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r γ = 0✱ ❧❡
♥♦②❛✉ ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✺✳✺ ❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

✺✳✺✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣❛r ❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❆ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ✈✐s♦♥s à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❛ été ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❬■♦r❞❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✓ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✔✭❚❱✮✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉ ❞❛♥s ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s
❛❞❛♣t♦♥s ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❙♦✐t A ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ A = [α1, . . . ,αn]✳ ❆✜♥
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ✈♦✐s✐♥s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❣é♥ér❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

J(A) = J❡rr(A) + ν Js♣(A) ✭✺✳✸✺✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ✐♠♣♦sé❡s à ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞❡ A✱ ❡t ❞❡ s♦♠♠❡
✉♥✐té ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ A✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❝❡s ❞❡✉①
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡r♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r

A � 0

A⊤
1R = 1N

✭✺✳✸✻✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ J❡rr(A) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ Js♣(A) ❡st ✉♥
t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs
✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢ ν ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ✜❞é❧✐té ❛✉① ❞♦♥✲
♥é❡s ❡t ❧❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ✐♥t❡r ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✳

❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡♥tr❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡

Js♣(A) =
N∑

n=1

∑

m∈N (n)

‖αn −αm‖1 ✭✺✳✸✼✮

♦ù ‖ ·‖1 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ ❡t N (n) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ♣✐①❡❧ n✳
❈❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ✈♦✐s✐♥s✱



✺✳✺✳ ❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✾✸

q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ♣r♦❝❤❡s ❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ❝❡r✲
t❛✐♥❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞✉ ♣✐①❡❧ n ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s 4 ♣✐①❡❧s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✱ s♦✐t ✐♥❞❡①és ♣❛r n − 1 ❡t n + 1

✭❝♦♥t✐❣✉ïté ❞❡ ❧✐❣♥❡✮✱ n−w ❡t n+w ✭❝♦♥t✐❣✉ïté ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (N×N)✱H← ❡tH→ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r
❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❡t s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s
♥♦t♦♥s H

↑
❡t H

↓
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡

❡t ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥ ❞✉ ❤❛✉t✱ ❡t ❞✉ ❜❛s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✼✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛✐♥s✐

Js♣(A) = ‖AH‖1,1 ✭✺✳✸✽✮

❛✈❡❝ H ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
(
H←H→H↑

H
↓

)
❞❡ t❛✐❧❧❡ (N × 4N) ❡t ‖ ‖1,1 ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s

♥♦r♠❡s ℓ1 ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❖♥ r❡❧è✈❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ❧✐ss❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣tés✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t

min
A

N∑

n=1

1

2
‖Λ⊤αn − (A− ηK−1)K−1ψr‖2 + ν ‖AH‖1,1

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ A � 0 ❡t A⊤
1R = 1N

✭✺✳✸✾✮

♦ù ν ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ✜❞é❧✐té ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ✐♥t❡r ♣✐①❡❧✲
✈❡❝t❡✉rs✳ P❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s A ∈ S+1 ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐té s✉r A✳

✺✳✺✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥

▼ê♠❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✸✾✮ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥
❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐ss❡✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ♥♦✉s ❧❡
réé❝r✐✈♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡

min
A∈S+1

N∑

n=1

1

2
‖Λ⊤αn − (A− ηK−1)K−1ψr‖2 + ν ‖U‖1,1

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ V = A ❡t U = V H

✭✺✳✹✵✮

♦ù ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s U ❡t V ✱ ❡t ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
à ✈❛r✐❛❜❧❡s sé♣❛ré❡s ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬●♦❧❞st❡✐♥ ✫ ❖s❤❡r ✷✵✵✾❪✳ ▲❛
♠❛tr✐❝❡ U ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐ss❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ V ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✳
❈♦♠♠❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬●♦❧❞st❡✐♥ ✫ ❖s❤❡r ✷✵✵✾❪✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❇r❡❣♠❛♥ ❡st
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❣✉❧❛r✐sés



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ ❝❛❞r❡ à ✭✺✳✸✾✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡

A(k+1),V (k+1),U (k+1) =

argmin
A∈S+1,V ,U

N∑

n=1

1

2
‖Λ⊤αn − (A− ηK−1)K−1ψr‖2

+ ν ‖U‖1,1 +
ζ

2
‖A− V −D(k)

1 ‖2F +
ζ

2
‖U − V H −D(k)

2 ‖2F

✭✺✳✹✶✮

❛✈❡❝

D
(k+1)
1 =D

(k)
1 +

(
V (k+1) −A(k+1)

)

D
(k+1)
2 =D

(k)
2 +

(
V (k+1)H −U (k+1)

) ✭✺✳✹✷✮

♦ù ‖·‖2F ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ❡t ζ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦s✐t✐❢✳ P❛r❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st
♣❛r✈❡♥✉ à sé♣❛r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✱ ♦♥ ❡st à ♣rés❡♥t ❡♥
♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt
à A✱ V ❡t U ✳ ▲❡s tr♦✐s ét❛♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✺✳✺✳✷✳✶ ➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à A

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✶✮ s❡ ❧✐♠✐t❡ à

A(k+1) = argmin
A∈S+1

N∑

n=1

1

2

(
‖Λ⊤αn − (A− ηK−1)K−1ψr‖2 + ζ‖αn − ξ(k)n ‖2

)

✭✺✳✹✸✮

♦ù ξ(k)n = V
(k)
n −D(k)

1,n✳ ■❝✐✱ V n ❡t D1,n ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ n❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ V
❡t D1✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✱
❝❤❛❝✉♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ αn✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ V ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✶✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧

α(k+1)
n = argmin

αn

1

2
‖Λ⊤αn − (A− ηK−1)K−1ψr‖2 + ζ‖αn − ξ(k)n ‖2

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ αn � 0

α⊤
n 1R = 1

✭✺✳✹✹✮

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ αn ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉
❛✐sé♠❡♥t✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦✐t êtr❡ ré♣été ♣♦✉r n = 1, . . . , N ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r A(k+1)✳ ▲❡s
♠❛tr✐❝❡s A(k+1) ❡t V (k+1)✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣rés❡♥té ❝✐✲❛♣rès✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ D(k+1)

1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✷✮✳

✺✳✺✳✷✳✷ ➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à V

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✶✮ s❡ tr♦✉✈❡ ré❞✉✐t à

V (k+1) = argmin
V

‖A(k) − V −D(k)
1 ‖2F + ‖U (k) − V H −D(k)

2 ‖2F ✭✺✳✹✺✮



✺✳✻✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✾✺

▲✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ✭✺✳✹✺✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à V ❝♦♥❞✉✐t à

(
A(k) − V −D(k)

1

)
−
(
U (k) − V H −D(k)

2

)
H⊤ = 0 ✭✺✳✹✻✮

❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

V (k+1) =
(
A(k) −D(k)

1 + (U (k) −D(k)
2 )H⊤

)
(I +HH⊤)−1 ✭✺✳✹✼✮

✺✳✺✳✷✳✸ ➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à U

❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ r❡st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t

U (k+1) = argmin
U

ν‖U‖1,1 +
ζ

2
‖U − V (k)H −D(k)

2 ‖2F ✭✺✳✹✽✮

❙❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ s♦✉♣❧❡ ✭s♦❢t ♠❛r✐♥✮✱ s♦✐t

U (k+1) = ❚❤r❡s❤

(
V (k)H +D

(k)
2 ,

σ

ζ

)
✭✺✳✹✾✮

♦ù ❚❤r❡s❤(·, τ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
s❡✉✐❧ s♦✉♣❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✐♥s✐

❚❤r❡s❤(x, τ) = s✐❣♥(x) max(|x| − τ, 0) ✭✺✳✺✵✮

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✹✵✮ ❡st rés♦❧✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡
✭✺✳✹✶✮ ❡t ✭✺✳✹✷✮✱ ♦ù ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✹✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡s ét❛♣❡s ✶ à ✸✳
❈❡s ✐tér❛t✐♦♥s s❡ ♣♦✉rs✉✐✈❡♥t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t
♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✹✶✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ A∗ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ζ > 0✱ ❛❧♦rs ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ A(k) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬♦♣t✐♠✉♠ A∗ ❬❊❝❦st❡✐♥ ✫ ❇❡rts❡❦❛s ✶✾✾✷❪✳

✺✳✻ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

✺✳✻✳✶ ❙❛♥s ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱
❛✈❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❡s s❝è♥❡s ❞❡ t❡st ❝♦♥s✐❞éré❡s
s♦♥t✱ s♦✐t s②♥t❤ét✐q✉❡s✱ s♦✐t ré❡❧❧❡s✳

✺✳✻✳✶✳✶ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s s✉r ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✺✳✶✹✮✱ ♣✉✐s ❧❡s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ 50×50 ❞❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❡①tr❛✐ts
❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❊◆❱■✳ ❈❡s s♣❡❝tr❡s s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡ ✹✷✵ ❜❛♥❞❡s ❝♦♥t✐❣✉ës✱ ❝♦✉✲
✈r❛♥t ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ 0, 3951 à 2, 56 ♠✐❝r♦♠ètr❡s✳ ▲❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

❝♦♥s✐❞érés ét❛✐❡♥t ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✈❡❝ γij = 1✱
❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❬❏✉tt❡♥ ✫ ❑❛r❤✉♥❡♥ ✷✵✵✸❜❪

r = (Mα)ξ + n ✭✺✳✺✶✮

♦ù (·)ξ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ξ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❡♥
❛r❣✉♠❡♥t✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ξ ❛ été ✜①é à 0, 7✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥t été ❝♦rr♦♠♣✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥
❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ●❛✉ss✐❡♥ ❛❞❞✐t✐❢✱ s❡❧♦♥ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❙◆❘ = 30❞❇ ❡t ❙◆❘ = 15❞❇✳

P♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s s✉✐✈❛♥ts q✉✐ ♥✬♦♣èr❡♥t ♣❛s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ❋❈▲❙✱
❑❋❈▲❙ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ σ = 4✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥
❞é❞✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭❇✐❧❇❛②✮ ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✳

❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❞♦♥t ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

✕ ▼ét❤♦❞❡ à ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❖▲❙❬❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪ ✿
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭❋❇❘s✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts s♦♥t ❡st✐♠és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❡st ❧✐♠✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❖▲❙✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t
❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡t ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

✕ ▼ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦②❛✉① ✿ ❚r♦✐s t②♣❡s ❞❡
♥♦②❛✉① ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ✿ ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d = 2✱
❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ σ = 4✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ γ = 0.1 ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡
σ = 4✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ η ❛ été ✜①é à η = 10−3✳ ▲❡s ♥♦②❛✉① ❜❛✲
sés s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✭■s♦♠❛♣✮ ét❛♥t ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
str✉❝t✉ré❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐été✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬❡♥ rés❡r✈❡r ❧✬✉s❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❙✇✐ssr♦❧❧ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛ été ✜①é❡ à T = 200 ✳ ▲✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❘▼❙❊ =

√√√√
N∑

i=1

‖âi − ai‖2

❡♥tr❡ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s ❡t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ré❡❧❧❡s ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❉❡✉① s❝è♥❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ R = 3 ❡t R = 5 ♦♥t été
❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ❡t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❋❈▲❙ s✬❡st ❛✈éré ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ✐ss✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé s✬❡st ❛✈éré
♣❡r❢♦r♠❛♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛ été ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱
♠❛✐s ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❢❛❝❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s❛✉❢ à très ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘✳
❆✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❡t ✉♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❜r✉✐t ♦♥t été ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❇❘s
❛ ♠❡♥é à ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ♠❛✐s ❡st ♣❡✉ ✢❡①✐❜❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés q✉❡



✺✳✻✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✾✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❙❝è♥❡ ✶ ✭tr♦✐s ♠❛tér✐❛✉①✮ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❘▼❙❊

❙◆❘ ❂ 30 ❞❇ ❙◆❘ ❂ 15 ❞❇
❧✐♥é❛✐r❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ P◆▼▼ ❧✐♥é❛✐r❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ P◆▼▼
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❇✐❧❇❛② ✵✳✵✸✽✹ ✵✳✵✷✽✺ ✵✳✶✶✺✽ ✵✳✶✶✸✺ ✵✳✶✵✺✾ ✵✳✶✶✾✶

❘❇❋◆✲❖▲❙ ✵✳✵✶✹✹ ✵✳✵✶✽✶ ✵✳✵✶✼✵ ✵✳✵✺✻✶ ✵✳✵✻✾✺ ✵✳✵✼✸✵
Pré✲✐♠❛❣❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ✵✳✵✶✸✾ ✵✳✵✷✷✶ ✵✳✵✶✷✾ ✵✳✵✺✾✷ ✵✳✵✻✵✶ ✵✳✵✼✻✹
Pré✲✐♠❛❣❡ ✭●❛✉ss✐❡♥✮ ✵✳✵✵✽✻ ✵✳✵✶✵✹ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✹✷✷ ✵✳✵✺✻✶ ✵✳✵✺✾✼
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❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❙❝è♥❡ ✷ ✭❝✐♥q ♠❛tér✐❛✉①✮ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❘▼❙❊

❙◆❘ ❂ 30 ❞❇ ❙◆❘ ❂ 15 ❞❇
❧✐♥é❛✐r❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ P◆▼▼ ❧✐♥é❛✐r❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ P◆▼▼

❋❈▲❙ ✵✳✵✶✸✹ ✵✳✶✶✸✼ ✵✳✶✹✷✽ ✵✳✵✻✺✼ ✵✳✶✹✹✹ ✵✳✶✻✶✶
❑❋❈▲❙ ✵✳✵✷✵✵ ✵✳✷✵✺✶ ✵✳✶✾✺✺ ✵✳✵✽✾✵ ✵✳✶✽✽✹ ✵✳✶✺✼✷
❇✐❧❇❛② ✵✳✵✺✽✺ ✵✳✵✹✹✶ ✵✳✶✼✹✶ ✵✳✶✹✻✺ ✵✳✶✵✵✼ ✵✳✶✻✵✾

❘❇❋◆✲❖▲❙ ✵✳✵✷✵✵ ✵✳✵✷✸✻ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✼✼✼ ✵✳✵✽✵✺ ✵✳✵✽✸✾
Pré✲✐♠❛❣❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✻✼ ✵✳✵✸✹✽ ✵✳✵✾✵✺ ✵✳✵✾✵✸ ✵✳✶
Pré✲✐♠❛❣❡ ✭●❛✉ss✐❡♥✮ ✵✳✵✶✽✻ ✵✳✵✷✸✸ ✵✳✵✷✹✺ ✵✳✵✼✼✺ ✵✳✵✼✼✽ ✵✳✵✽✼✺

Pré✲✐♠❛❣❡✭♣❛rt✐❡❧✳ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ✵✳✵✶✹✽ ✵✳✵✶✽✹ ✵✳✵✷✵✸ ✵✳✵✻✸✻ ✵✳✵✻✶✻ ✵✳✵✼✻✸

❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉r ✈♦✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❝❤♦✐s✐r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❝❡tt❡
✢❡①✐❜✐❧✐té t♦t❛❧❡✱ ❡t s✬❛✈èr❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ❝♦✉t❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✺✳✻✳✶✳✷ ❉♦♥♥é❡s ❞❡ ❙✇✐ssr♦❧❧

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❛ été ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❣é♥éré❡s
s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐été ❙✇✐ssr♦❧❧✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✉❝❝❡ss✐✲
✈❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥ ♥♦②❛✉ ●❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r σ = 4✱ ❡t
✉♥ ♥♦②❛✉ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s✱ ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ♦✉ ♥♦♥ ❧❡
♥♦②❛✉ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ❞❡ ✈❛r✐été
❙✇✐ssr♦❧❧ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✸✮ ✐❧❧✉str❡ q✉❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛r✐té ✐♠♣♦rt❛♥t✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❙✇✐ssr♦❧❧ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

✺✳✻✳✶✳✸ ❉♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s

▲❛ s❝è♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❆❱■❘■❙ s✉r ▼♦✛❡t
❋✐❡❧❞✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ L = 189 ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❯♥❡ s♦✉s✲✐♠❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
50× 50 ♣✐①❡❧s ❛ été ❝❤♦✐s✐❡✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr♦✐s ✭✈é❣ét❛t✐♦♥✱ s♦❧✱
❡❛✉✮ ♦♥t été ❡①tr❛✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❈❆✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ à ♥♦②❛✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❞✐st✐♥❣✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳

✺✳✻✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

❉❡✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧és ♦♥t été ❣é♥éré❡s
♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ✉t✐❧✐sés ♦♥t été t✐rés
❛✉ ❤❛s❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❊◆❱■✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ■▼✶✱ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ 50×50 ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs✱ ❡st ❣é♥éré
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝✐♥q s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ▲❡s ♣✐①❡❧✲✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs s❡❧♦♥ ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s [0.1149, 0.0741, 0.2003, 0.2055, 0.4051]⊤✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❡s ✺
❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ❝♦♥s✐❞érés✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ♦♥t été ❣é♥éré❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ri =Mαi +
R∑

p=1

R∑

q=p+1

αi,p αi,qmp ⊗mq + vi ✭✺✳✺✷✮

♦ù ⊗ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❍❛❞❛♠❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛rt❡s



✺✳✻✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✾✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ▼♦✛❡t ❋✐❡❧❞ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ é✈♦q✉é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦rr♦♠♣✉❡s ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t
❜❧❛♥❝ ●❛✉ss✐❡♥ ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ ❙◆❘ é❣❛❧ à ✷✵ ❞❇✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦té ■▼✷ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t 75 × 75 ♣✐①❡❧s ♠✐①t❡s✱ ❛
été ❣é♥éré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t 5 s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡
❞❡s ❝♦♠♣♦sés ♣✉rs ♦♥t été ❣é♥éré❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❉❈✷
❞❛♥s ❬■♦r❞❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡r✲
r❛✐♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s 5 ♠❛tér✐❛✉①✳ ❉❡s ③♦♥❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✈❡❝
❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥❡tt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛rt❡s
❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡✱ ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❛ été ❣é♥éré ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐✲
♥é❛✐r❡ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① 5 s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❛ s❝è♥❡
❛ été ❝♦rr♦♠♣✉❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛❞❞✐t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙◆❘ ❞❡ 20 ❞❇✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♦♥t été t❡stés ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r
❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞✬❛❥♦✉t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❣✉✐s❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❈▲❙ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ✜①és à ♣❛rt✐r ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✈✐❛ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ❣r✐❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❝✐✲❛♣rès✳

✶✳ ▼ét❤♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❋❈▲❙ ❬❍❡✐♥③ ✫ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✶❪ ✿ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥ λ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {0.0001, 0.001, 0.01, 0.1} ♦♥t été t❡stés✳

✷✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ s❛♥s ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ℓ1 ✿ ▲❡ ♥♦②❛✉ ♣❛rt✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ γ = 0, 1 ❛ été r❡t❡♥✉✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ●❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r
❞❡ ❜❛♥❞❡ σ = 4✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛ été ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
✜①é à T = 200 ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ η à 10−3✳

✸✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ℓ1 ✿ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛✲



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡
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Real abundances

RMSE = 0.0454

RMSE = 0.0546

RMSE =  0.1426

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r ■▼✶✳ ❉❡ ❤❛✉t
❡♥ ❜❛s ✿ ❝❛rt❡s ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✱ ❋❈▲❙✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ s❛♥s ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳

♠ètr❡s q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ζ ❡t ν✱ ✐❧s ♦♥t été ✜①és ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❝✐✲❛♣rès✳

❆✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ■▼✶✱ ❧❡s t❡sts ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à λ = 0, 01 ♣♦✉r ❋❈▲❙✱ ❡t ζ = 1✱ ν = 0, 1

♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé✳ ❆✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ■▼✷✱ ❝❡s t❡sts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
♠❡♥é à λ = 0, 01 ♣♦✉r ❋❈▲❙✱ ζ = 20✱ ν = 0, 5 ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé✳

▲❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✺✲✺✳✻✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❈▲❙ ♥✬❛ ♣❛s ♠❡♥é à ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❛sq✉❡♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❛✲
t✐❛❧❡♠❡♥t ré❣✉❧❛r✐sé❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❝❛rt❡
❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛♣♣♦rt❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t
❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳



✺✳✻✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✵✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r ■▼✷✳ ❉❡ ❤❛✉t
❡♥ ❜❛s ✿ ❝❛rt❡s ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✱ ❋❈▲❙✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ s❛♥s ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❘▼❙❊ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ■▼✶ ❡t ■▼✷

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ■▼✶ ■▼✷
❋❈▲❙ ✵✳✶✹✷✻ ✵✳✵✾✻✷

Pré✲✐♠❛❣❡ s❛♥s ré❣✳ s♣❛t✐❛❧❡ ✵✳✵✺✹✻ ✵✳✵✼✷✹
Pré✲✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ré❣✳ s♣❛t✐❛❧❡ ✵✳✵✹✺✹ ✵✳✵✻✷✼



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
s✉✣s❛♥t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡st ❛♣t❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥❡
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✐♠❛❣❡s r❡❝♦♥str✉✐t❡s✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞✬✐♠❛❣❡✲
r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡ ❞é✜ ❞❡ ❞é♠✐①❛❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡
tâ❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ❧❡s ❛✈❛♥✲
t❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠✐①❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r
❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s s✉r ✉♥❡
✈❛r✐été ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ✲ ❧❡ ✓ ❙✇✐ssr♦❧❧ ✔✲ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠✐❡✉① ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❞❛♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✲
✈❡rt❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s à tr♦✉✈❡r✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐s❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tré❡s ❞❡s ♣✐①❡❧s ✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ✓ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✔ ❡st
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❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡s ✽✾✽✕
✾✶✵✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✺✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✶✱ ✷✸✱ ✸✻ ❡t ✸✼✳✮
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♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❙P■❊✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✹✼✼✱
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♠✐①✐♥❣ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♥t✐♠❛t❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❙P■❊✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✽✸✵✱ ✷✵✶✵✳
✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✸✳✮

❬◆❡✈✐❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪ ❘✳ ❆✳ ◆❡✈✐❧❧❡✱ ❑✳ ❙t❛❡♥③✱ ❚✳ ❙③❡r❡❞✐✱ ❏✳ ▲❡❢❡❜✈r❡ ❡t P✳ ❍❛✉✛✳
❆✉t♦♠❛t✐❝ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ♠✐♥❡r❛❧ ❡①♣❧♦✲

r❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✹t❤ ■♥t✳ ❆✐r❜♦r♥❡ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✳ ❈♦♥❢✳ ❛♥❞ ❊①❤✐❜✳✴✷✶st ❈❛♥✳
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❬❖✈❛r✐ ✷✵✵✵❪ ❩✳ ❖✈❛r✐✳ ❑❡r♥❡❧s✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✳ P❤❉
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✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❍②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ■♠❛❣❡ ❛♥❞
❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ ✭❲❍■❙P❊❘❙✮✱ ✷✵✶✵ ✷♥❞
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✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ▼✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧✱ ❍②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛❧✱ ❛♥❞ ❯❧tr❛s♣❡❝tr❛❧ ■♠❛❣❡r② ❳■✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙P■❊✒ ✈♦❧✳ ✺✽✵✻✱
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♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❜② ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊
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r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢

❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡
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