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Introduction génerale

Sommaire
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1.3 Contributionetplandumanuscrit . . . . . . . .. ... ..o 5

1.1 Contexte du travail : bref état de I'art sur les systemes non linéags

L'analyse ou la synthese de loi de commande pour un systeme dynamigde détstabilité, stabi-
lisation, rejet de perturbation, suivi de référence,...) suppose au geéatabconnaissance de son com-
portement, de I'évolution de ses composants au cours du temps (vieillissemems pdéfauts), de ses
interactions avec I'environnement extérieur (perturbations, entrées ineshainsi que des contraintes
gu’il subit (saturation de ses organes de contrdle et de mesure, detiériasu usure de certains com-
posants). Cette connaissance prend la forme d’'un ensemble d’équatitinégations mathématiques
appelé "modéle".

Modéliser judicieusement un systéme consiste a trouver une représentaide, €xploitable et suf-
fisamment précise pour décrire fidélement la réalité, mais peu complexe aferrdetpe la synthése
d’une loi de commande.

Nous distinguons ainsi les modéles linéaires et non linéaires. L'étude de la praratégorie se base
sur une théorie bien maitrisée. IIs peuvent approximer localement demsgstén linéaires, mais leur
utilisation ne garantit pas la stabilité du systéme dans tout I'espace d’état.dradseratégorie regroupe
les systémes qui présentent des comportements complexes qui ne pes\ént picrits par des équa-
tions différentielles linéaires a coefficients constants. Cette définition, ou paitétremarque, explique
la complexité et la diversité des systemes non linéaires. En effet, si le modeéle liresirigceptable
dans certains cas, le respect de certaines contraintes pratiquedi(eathystérésis, parametres variants
dans le temps,..) méne a des systémes bouclés non linéaires. Les travaux pobkéatfde plusieurs
classes de systemes non linéaires.

e Une des classes de systémes non linéaires la plus répandue est cellstélmesypolynomiaux.

lIs sont utilisés pour modéliser le comportement de nombreux processus (bigegilgermiques,

3



4 Chapitre 1. Introduction générale

chimigues, économiques,.... Cependant, le systéme associé a cette classdeepratiprésenter
un comportement chaotique et des trajectoires divergentes en temps finbéibept Allgbwer

[2006]). Dans ce cas, I'étude de la stabilité de tels systémes peut s'aétieate, le choix de
fonctions de Lyapunov utilisées pour cette étude se révélant difficile.

e Les systémes bilinéaires : ils représentent en particulier la classe des systantieéaires affines
par rapport a la commande (Chabetal. [1993], Banks [1986], Celikovsky [1993]). Cependant,
les résultats disponibles sur la stabilisation par exemple, sont adaptés a des plagiculiéres
(stabilisation par feedback de claggedes systémes plans dans (Bacciotti et Boieri [1991]) et de
systémes de dimension deux dans (Chalebait.[1993])).

e Les systémes a parametres variants dans le temps : les caractéristiques dynamice® sys-
temes évoluent au cours du temps en fonction de certains paramétres. dmgnabre d'ap-
proches ont été développées pour I'étude de la stabilité et la synthéseeteurs robustes pour
ces systémes LPV (Sename et Dugard [2012], Mohammadpour et 5[d@2]). Ces méthodes
dépendent bien évidement de la nature et du type d'incertitudes et/ou desdaas considérés.

e Les systemes présentés sous forme paramétrique pure : le systeme nondstdeagamenté en un
ensemble de sous-systémes imbriqués sous forme triangulaire stricte. ldétladstabilité de ces
systemes est généralement basée sur la théorie de Lyapunov en utdisaxeimple la technique
du backstepping. A chaque étape de cette technique séquentielle, Hardosis-systeme analysé
est augmenté et la partie non stabilisée lors de I'étape précédente est lsadémiere étape
correspondant au systéme global. L'inconvénient majeur de ces syséhidésn entendu la forme
restrictive imposée de leur structure.

Les lois de commande pour ces classes de systémes non linéaires sont sonsguites a partir des
concepts de géométrie différentielle. Cette approche a pour objectif la liaamisle la relation entrée-
sortie pour permettre I'utilisation de lois de commande linéaires pouvant étre ebtsaivant des cri-
teres de stabilité de Lyapunov. Cependant, la mise en oeuvre de ces métbdalgsn numérique reste
difficile, et de ce fait, ces méthodes sont plus particulierement adaptésssystémes d’ordre réduit.
L'étude des systemes non linéaires est ainsi basée sur des outils mathénptigudsborés que pour
le cas linéaire. Toutefois, la multitude de formes non linéaires existantes rendediffimise en place
d’une théorie unique, générale et systématique.

Cette constatation nous amene a introduire les modéles de Takagi-Sugen@€B-8jodeles, comme il
sera montré tout au long du manuscrit de these, permettent de représesystame non linéaire sous
forme d’une interpolation de sous-systémes linéaires, avec la possibilitédfétmnombreux concepts
théoriques de I'automatique linéaire au cas des systémes non linéaires.

1.2 Présentation des modeles T-S

Modéle T-S, modéle flou de Takagi-Sugeno (Takagi et Sugeno [1986}¢le linéaire polytopique
(PLM) (Angelis [2001]), multimodele (Murray-Smith et Johansen [1997T)noodéle affine par mor-
ceaux, sont autant de termes montrant que dans la littérature, plusieurstegieisa sensiblement équi-
valentes peuvent définir ce type de modeles. Néanmoins, I'idée princippfugasur I'utilisation d’'un
ensemble de sous-modeles de structures simples (fréquemment linéairejuisdgs-modéle contri-
bue de maniére variable dans le temps au comportement global du systéeme. lautiontde chaque
sous-modele au modéle global, qui est une combinaison convexe des staimesy est définie par une
fonction d’activation, en général non linéaire mais vérifiant la propriété aersnconvexe.

L'approche T-S permet ainsi de ré-écrire un systéme non linéaire dihameere plus facile a étudier
en le décomposant en unités plus simples et maitrisables. L'intérét de réalksdécomposition du
systeme en utilisant ce type de modéles est que, grace a la propriété de somme cbétude de



1.3. Contribution et plan du manuscrit 5

stabilité, la synthése de correcteurs et d’'observateurs qui ont éédrlang étudiés dans le cas linéaire
peuvent s’étendre au cas hon linéaire avec des outils similaires. On peuitaindanakeet al.[2003],
Tanakeet al. [2007], Tanaka et Wang [2001], Tuahal. [2001], Kruszewski [2006], Yoneyama [2006]
et Guerraet al.[2006]) ou I'étude de la stabilité est inspirée des outils utilisés pour les systaréaires.
On peut également citer (Akhenakal.[2007], Pattoret al. [1998] et Marxet al.[2007]) pour leur tra-
vaux portant sur la synthese d’observateurs et la détection de défauts.

Les fonctions d’activation dépendent des variables dites de décision puéddsse. Ces variables
peuvent étre mesurables (entrées/sortie du systéme) ou non mesugtdties (Systeme,..). Il est im-
portant de noter que la classe des modéles T-S a variables de décisianeswables est plus large que
celle a variables de décision mesurables. Ceci vient du fait que le modéstlebtenu généralement
par la transformation en secteurs non linéaires, qui dans la majorité desitapparaitre une partie
ou la totalité des variables d'état dans les fonctions d'activation. Ce poiagalment illustré dans les
travaux de (Yoneyama [2008], Bergsten et Palm [2000] et Icledlal. [2012]).

Les modéles T-S peuvent étre regroupés en deux familles distinctes : didriespmodéles T-S a états
couplés ou homogénes, dans le sens ou ils partagent la méme structure et le spéoeedéstat, et
d’autre part les modéles découplés ou hétérogénes, dans le sens stiideture et leur espace d'état
différent (les sous-modeéles possédent chacun un vecteur d’'étpeimdint).

Pour la premiére famille, la représentation d’'un systéme non linéaire sous fermmdeéle T-S est
obtenue par trois approches largement développées dans la littéradupeerniere est basée sur les
techniques d’identification. Elle est considérée dans le cas ou I'expmessalytique du modele non
linéaire n'est pas disponible et repose sur des techniques d'identifieatiatilisant des jeux de don-
nées entrées-sorties du systeme réel & identifier, la structure du modgle des fonctions d’activation
étant choisies a priori (Gasso [2000]). La seconde approche&eno la linéarisation du modéle non
linéaire autour de plusieurs points de fonctionnement. Elle est basée suclueis|ties d’optimisation
afin de minimiser I'erreur quadratique de sortie. Ainsi a chaque zone dédonement est affecté un
sous-modele (Akhenak [2004]). La troisieme, celle qui sera utilisée ddtestbese, est la méthode dite
detransformation en secteurs non linéairéette derniére a été initiée par (Kawametal. [1992]) et
étendue par (Tanaka et Wang [2001] et Morére [2001]). Elle estebdisectement sur la connaissance
analytigue du modele non linéaire et contrairement aux deux méthodes citésdgunéaent qui donnent
une approximation du modéle non linéaire, cette derniere méthode permet dequrope écriture sys-
tématique pour décrire les non-linéarités en tenant compte de I'objectif de I'éndlyge de stabilité
et synthese de contrbleur, d’observateur,...) et fournit un modéle pr8sentant de maniére exacte le
modéle non linéaire dans un compact de I'espace d’'état. Le principe utiliséerspioane transforma-
tion polytopigue convexe des termes non linéaires du systéme dynamique a. &hdigerécisément,
cette méthode consiste a trougret a, tels queaix(t) < f(x(t),u(t)) < axx(t) oux(t) = f(x(t),u(t))
représente un systéme non linéaire. Notons que I'approche par sewtauiséaires permet d’associer
une infinité de modeles T-S pour un systéme non linéaire suivant le décalgmgen-linéarités réalise.
La seconde famille de modéles T-S (modéles découplés) (Filev [1991], OfR@#€8]) introduit une
certaine flexibilité dans I'’étape de modélisation dans la mesure ou la dimension desseles (leur
nombre d’'états) peut étre adaptée a la complexité du systeme dans chagde famwtionnement. Cette
représentation s’adapte donc particulierement bien a la modélisation des systénpésxes présentant
des non-linéarités et des changements de structure engendrés par lewdenfodctionnement.

1.3 Contribution et plan du manuscrit

Bien que la structure T-S ait fait et fasse encore I'objet de nombreuauxaslans le domaine de
I'estimation, de la commande ou du diagnostic, il subsiste encore une multitude dienpestouverts
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concernant ces différents points.

Dans les travaux de thése présentés dans ce manuscrit, nous nossamegie la fagon de représenter
les systémes non linéaires et les non-linéarités qui leur sont associéeati@atet parametres variants
dans le temps) pour traiter aussi bien la commande (stabilisation et poursuite de ded&érence en
présence de contraintes) que I'estimation d’état et le diagnostic de fonatienteAinsi, la contribution
de cette these porte sur trois points essentiels : I'estimation et le diagnostidélmeysion linéaires a
parameétres variant dans le temps (pouvant étre considérés comme dééitifis @u multiplicatifs de
systeme, d’actionneurs et de capteurs) et la commande (synthése dedoimi@nde stabilisante en pré-
sence de saturation affectant les actionneurs et de commandes poursiaiteade référence, y compris
en présence de défauts de capteurs). Ces différents points satésbarse basant sur la structure T-S
et I'approche polytopique.

La premiére partie de la thése est consacrée a l'estimation d’état et austiagleofonctionnement.

e Le chapitre 2 de ce mémoire présente les principaux outils ainsi que les réladtaliss couramment
utilisés pour I'analyse des modeéles de Takagi-Sugeno. Leurs struchuseque la fagcon de les obtenir
par I'approche de type secteurs non linéaires sont également pré&sentée

e Le chapitre 3 traite du probléme d’estimation simultanée de I'état et des paramiésraystemes
non linéaires a paramétres variant dans le temps. Une nouvelle approchatutilisansformation en
secteurs non linéaires permet de ré-écrire le systéme sous forme polgt@piquenant en compte la
présence de paramétres variant dans le temps. Cette forme polytopigonsués etile pour la synthése
d’observateur assurant I'estimation simultanée de I'état et des paramésgstédme en transformant le
modéle original sous forme de modéle T-S a variables de décision non mesutaseyains d’obser-
vateur sont obtenus en résolvant un probleme d’optimisation sous cordrdiimégalités matricielles
linéaires (LMIs). Une application au diagnostic est également considéréengrarant les valeurs des
parametres estimés en ligne avec leurs valeurs nominales, en mode non d€&ilentce de pannes),
sSupposées connues.

Afin d'illustrer I'efficacité de I'approche proposée, des applications sumoadéle simplifié de station
d’épuration et sur des données issues du benchmark du programmeéenufoost 624 sont proposées.
La deuxieme partie de la these porte sur 'aspect commande saturée deesy3t&. En effet, des
contraintes physiques, technologiques ou imposées par des consiggeudté se traduisent générale-
ment par des limitations sur les entrées, les états ou les sorties du systéemésartnuhturellement a
prendre en compte les saturations de ces variables et I'analyse de leurdaflue

e Ainsi, le chapitre 4 traite de la commande sous contrainte de saturation, ceté&reétant représen-
tée sous forme de modéle T-S et intégrée au modéle du systéme. La synthéskidiencommande
assurant la stabilité du systéme bouclé, en prenant en compte les limites decsaéstaproposée. Plu-
sieurs lois de commande sont considérées, d’abord un retour d'étdegsystemes linéaires, puis une
extension aux systémes non linéaires et non linéaires incertains. La commamd®pade sortie est
également considérée avec I'approche descripteur pour relaxeniditicos a vérifier par les gains de la
loi de commande. Afin d'illustrer les résultats, un exemple de stabilisation d’uiotip@ndule soumis
a des saturations de commande est traité.

e Le chapitre 5 traite de la poursuite de modéle de référence. La contributiaipatande ce chapitre
est la mise en évidence des conditions structurelles de poursuite pour les snoaiglinéaires sous
forme T-S. En particulier, une généralisation des conditions d’Erzbergetenitgat établies dans le cas
linéaire est proposée. L'accent est mis sur les différents critéres deddoommande en fonction des
buts recherchés (poursuite parfaite, approchée, commande prédicsaturée).

e Enfin, le dernier chapitre résume les différents résultats obtenus tout@déocette thése en mettant
I'accent sur différentes suites possibles aux travaux présentéselamsmoire.
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2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la présentation de résultats fondamentaok suorta stabilité, I'estima-
tion et la commande des systémes T-S.
Dans la premiére partie de ce chapitre nous nous intéressons a la megiéser-S des systemes non
linéaires ainsi qu’a la transformation par secteurs non linéaires qui pernisg¢diode maniere systéma-
tigue un modéle T-S a partir d’un systéme non linéaire. Ensuite, nous rapped@rinigipaux résultats
portant sur la stabilité, la synthése d’observateurs (a variables dédénissurables et non mesurables)
ainsi que la commande PDC (Parallel Distributed Compensation) par retour statigue et de sortie
statique ou dynamique. Les avantages de I'approche descripteur stamhégamis en évidence.

9



10 Chapitre 2. Introduction a la modélisation, I'estimation et la commande des modéles T-S

2.2 Représentation T-S des systemes non linéaires

Comme il a été mentionné dans le chapitre précédent, les modeles T-S peuveetj@upés en
deux familles distinctes ayant les structures indiquées par les figures 221 et 2

Modéles T-S couplés Modéles T-S découplés
L'état globalx couple tous les états par le Chaque sous-modeéle posséde un espage
mélange des équations dynamiques des d’état propre dans lequel il évolue
sous-modeles indépendamment
: d Xi(t) =AXx(t)+Bju(t)
X(t) = Hi(&(t))(AX(t) +Biult))
5" | %) =Gt
t) = m(&()Cix(t ) =Y m&)yt
y(t) i;ul( (t))Cix(t) y(t) i;u.(f)y.()
l“l

Figure 2.2 — Modeéles T-S découplés
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Dans la suite du manuscrit, nous nous intéresserons a la forme T-S cagitédamille étant la plus
largement étudiée dans la communauté scientifique puisqu’elle est facileéaeritiedde maniere systé-
matigue, sans aucune perte d'information en utilisant la transformation par saubelméaires a partir
de I'expression analytique du systéme non linéaire dynamique.

Les modéles découplés, sont surtout intéressants pour l'identification dimessions différentes des
sous-modeles peuvent éviter une sur-parameétrisation dans certainedetregionnement (Orjuelet al.
[2013]). Néanmoins, les travaux présentés dans ce mémoire ne conqeandtidentification et, pour
la commande et I'estimation, un modéle découplé peut facilement s’écrire sausnia @’'un modeéle
couplé (en concaténant les états locgQix

2.3 Transformation par secteurs non linéaires

On détaille ici une méthode permettant de ré-écrire des non-linéarités baméxforme polytopique
et ainsi de transformer un grand nombre de systémes non linéaires en syseme

Soit le modéle non linéaire :
{3 = Ty 2.1)
y(t) g(x(t),u(t)) '
avecx(t) € R™ I'état du systémey(t) € R™ la commande ef(t) € R™ la sortie.
Par simple factorisation, le systéme (2.1) est ré-écrit sous la forme quesstiiante :

{1 = MOWO+sdOM 22)
y(t) = C(&(t))x(t)+D(&(t))ult) '
Soitk le nombre de fonctions non linéaires présentes dans le systéme (2.2). Gemfoapparaissent
dans les matrices d’ét&((.), B(.), C(.) etD(.); elles dépendent généralement de I'é&at de la com-
mandeu et sont notéeé;(t), i =1,...,k. Supposons qu'’il existe un compdttes variableg (t) ou les
non-linéarités sont bornées, dans ce cagjlegrifient :

&i(t) € [&i2,&ial,i=1,... .k (2.3)
Les non-linéarités; (t) peuvent se ré-écrire de la maniére suivante :
&) =FRa(&) &1+ FR2(&it) &2 (2.4)
ou
&i1 = mx.?}x{fi t)}
Gz = min{&(t)}
: _ &) —die (2.5)
FI71(EI (t)) - EEivl _EE'(;[Z)
: 61—
| Aaltl) = &1—&i2

Les fonctions d'activation; (& (t)) sont obtenues a partir des fonctidag(&i(t)) etF 2(&i(t)) par :

2k
pi(€ () = _[lFi,a; (&i(1) (2.6)

Le nombre de sous-modéles est égalf d 2s indiceso{(j =1,...,2¢eti = 1,...,k) sont égaux & 1 ou
a 2 etindiquent quelle partition du sous-modg(E; 1 ou F.,g_) est utilisée pour définir le sous-modégle
La relation entre le numéro du sous-modédt les indicess! est donnée par I'équation suivante :

i=2"1gt 42" 202 4. 4+ 200" — (21422 4. 4 2Y (2.7)
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Les matrices\, B, C; etD; sont obtenues en remplaca(t) pekﬂ.g} dansA(& (1)), B(&(t)),C(&(t)) et
D(&(t)) dans (2.2). On obtient ainsi le systeme T-S suivant :

Xt) = 5 m(EM) (Axt) +Bu))
i=1 (2.8)

YO = 3 H(E®)CX(O)+ D)
Remarque 1. Il est important de souligner que I'écriture polytopique issue d’'une repnéation LPV
peut généralement s’écrire de maniére équivalente, au moins suomapact de I'espace d’'état, sous
forme T-S. Inversement, un systeme T-S peut également étre ve cornsystéme LPV.
En effet, si les paramétres varient dans un ensemble compact, ilssbfgode maniére directe et systé-
matique (comme il est démontré dans le chapitre 3), de ré-écrire ceslesogbus forme T-S. Cette idée
est exploitée dans le chapitre 3 (estimation paramétrique) et y est largeldeillée.

2.4 Stabilité des systemes T-S

Considérons le systéme variant dans le temps
X(t) = A(t)x(t) (2.9)

ce systeme est asymptotiquement stable (stabilité quadratique), s'il existe une attigapunow’
symétrique positivé® = PT > 0 telle que la fonction de Lyapunov candidate

V(x(t)) =xT (t)Px(t) >0 (2.10)

est positive, nulle et = 0 et décroissante dans le temps. Le méme raisonnement est appliqué pour le
systeme non linéaire représenté par le modele T-S autonome suivant :

n
) = 3 HEAXO (2.11)
1=
avec les fonctions d’activatiog (& (t)) vérifiant la propriété de somme convexe (B.2) :

3 H(ED) -1
O<w(EM) <1, i=1.. .n

Lemme 1. (Tanaka et Wang [2001]) Le systeme (2.11) est quadratiquemerhe stdlexiste une matrice
P symétrique positive P PT > 0 € R™*™ telle que les conditions suivantes soient vérifiées petr i
1...,n:

ATP+PA <0 (2.12)

Démonstration. La démonstration s’appuie sur le choix d’'une fonction de Lyapunov catelda(t)) =
xT (1)Px(t) ol P=PT > 0 € R™*™, La propriété de somme convexe des fonctions d’activation permet
d’obtenir les n inégalités matricielles (LMIs) a résoudre simultanément.

Un enjeu scientifigue important a I’heure actuelle est la relaxation des comsdd@astabilité. Dif-
férentes approches sont possibles, on peut ainsi citer les travd®aldect Arino [2007]) ou plusieurs
termes dan¥ (x) sont fractionnés en utilisant la propriété de somme convexe ou bien utilisésries
tions de Lyapunov plus complexes comme dans (Taeaka [2003], Kruszewski [2006]), etc.
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2.5 Observabilité des modeles T-S

Etudier I'observabilité d’un systéeme consiste a établir les conditions soueleEsletat du systeme
peut étre reconstruit a partir des entrées et des sorties mesurées.
Pour les systemes non linéaires (2.1), le probléme d’observabilité, lié sauweoncept d’'indiscerna-
bilité, a largement été étudié et le lecteur intéressé pourra se référevauxtmésentés dans (Besancon
[2007], Fossard et Normand-Cyrot [1993] et Diop et Fliess [1ppaf exemple.
Pour les modéles T-S, une condition nécessaire d'observabilité peut &tréedpar la contrainte d’ob-
servabilité des modéles locaux, i.e. de chaque fa&«i) des sous-modéles du systéeme, ou au moins
leur détectabilité (Ichalal [2009], Kamidi [2000], Angelis [2001]).

Remarque 2. Une condition nécessaire de commandabilité des modeles T-S se dédaitideeduale
a la condition d’observabilité (i.e. commandabilité des des modeles locaux).

2.6 Synthése d’observateurs

Considérons le modéle T-S donné par I'équation suivante :

X(t) = _iUi(E(t))(Aix(t) +Biu(t)) (2.13)
y(t) = Cx(t)

L'observateur le plus commun pour ce type de systémes consiste en ungi@x{&S de |'observateur
de Luenberger (Luenberger [1971]). Il est défini par les égonatsnivantes :

i) = 5 w(E0) AL+ Bty + L) ~510) 014
§(t) = CK(t)

avecx(t) eté(t) qui représentent respectivement I'estimé de I'gttt et des variables de décisidtit).

Les gaind,; de I'observateur sont déterminés afin que I'estimé de Bétaténde asymptotiquement vers
I'état x(t). Il faut donc assurer la stabilité du systeme générant I'erreur d’estime(tip= x(t) — X(t).

On rappelle que les fonctions d’activatipn(& (t)) du modéle T-S (2.13) vérifient la propriété de somme
convexe et dépendent des variables dites de décision ou de prétiss€es variables peuvent étre
mesurables (entrées/sortie du systéme) ou non mesurables (état du systésst,important de noter
gue la classe des modéles T-S a variables de décisions non mesurabieslasge que celle a variables
de décision mesurables du fait qu’une partie ou la totalité des variablesap@i@rait dans les fonctions

L. Dans ce qui suit, les deux cas sont présentés pour la syntheserdatbsirs.

2.6.1 \Variables de décision mesurables (VDM)

Dans le cas de variables de décision mesurables, la synthése d'obsensgappuie sur la dispo-
nibilité des variables de décision. Par conséquent, le systeme et somabbgepartagent les mémes
fonctions d'activation. Ceci présente comme avantage la possibilité de factogis derniéres lors de
I'étude de la dynamique de I'erreur d’estimation d’état définiegigr= x(t) — X(t). Nous avons ainsi :

6) = 3 WED)A L)) (215)

Une simple analyse de stabilité du systéme (2.15) permet de trouver lesLgaawherchés, et qui
peuvent étre donnés, par exemple, par le théoréme suivant :
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Lemme 2. (Pattonet al.[1998]). L'erreur d’estimation d’état converge asymptotiqguement zérs s'il
existe une matrice P, R PT > 0 € R™*™ et des matrices & R™*™Mtelles que les conditions suivantes
soient satisfaites pours 1,...,n

PA+ATP-KC-C'K' <0 (2.16)
Les gains de I'observateur sont obtenus par I'équation suivante :
Li = PK; (2.17)
Dans le cas ou la sortie dépend d’'une seule ma@i¢2.13), Ies mémes relaxations qu’en analyse
de stabilité peuvent étre faites. Pour une sortie polytopig(ié¢ £ Zlu. )Cix(1)), le conservatisme

de I'étude de stabilité d’'un systéme défini par une double somme peut eume(r'ﬁdanet al. [2001]),
(Sala et Arino [2007]).

2.6.2 \Variables de décision non mesurables (VDNM)

L'étude des systémes a variables de décision non mesurables estupeplusoréaliste et fait I'objet
d’'un intérét grandissant de la part des chercheurs ces derniéressaCela peut s’expliquer du fait que
cette classe de modeles T-S est plus large que celle a variables de décisioabhessEn effet, le modéle
T-S obtenu par la transformation en secteurs non linéaires fait apparaitseladaajorité des cas, une
partie ou la totalité des variables d’état dans les fonctions d’activation saqiranes variables d’état ne
sont pas toutes accessibles. On peut ainsi citer les travaux suivaatstisor le sujet (Yoneyama [2008],
Bergsten et Palm [2000] et Ichalet al. [2012]).

La présence de variables de décision non mesurables empéche d'igcplkengent la dynamique de
I'erreur d'estimation d’'état. Une des solutions proposées consiste a ré-tcaysteme T-S a VDNM
sous forme d’'un systeme T-S incertain ou les incertitudes sont bornéegalres de I'observateur sont
alors déterminés de maniére a assurer la stabilité du systéme générantdiersdmation d'état, tout en
assurant une atténuatidl» du transfert de 'influence des incertitudes vers I'erreur d'estimationtd’éta
A cet effet, 'équation d’évolution de I'état est ré-écrite sous la forme :

n

()= 3 (HEO)AXO +Bu) + (1(E 1) - EO) (AXD +Buv)) 218

En utilisant les définitions (2.14) et (2.18), la dynamique de I'erreur d’estimdtitat est ainsi donnée
par :

21”' )(A — LiC)e(t) + AA()X(t) + AB(t)u(t) (2.19)

OUAA(t) etAB(t) jouent le role d'incertitudes et sont définies comme suit :

aAw) = 3 (lE0) - uEw) A

= “ZH‘ZA“)EA (2.20)
aB(t) = 3 (W(E®) - k(Ew))e

— Bg(t)Es

e A=A ... Ay ], Zalt) =diagdi(t)ln,,. .., o (t)ln,),
B=[B ... BnJ,zB(t):diag(al(t)lnm...,@(t)lnu), (2.21)

Ea=[ln - InJ Ez=[ln - InJ s 3(t) = ki(E() — (£ (1))
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Les gains de I'observateur sont ainsi donnés par le théoréme suivant

Théoreme 1. (Ichalal et al.[2010]) Le systéme (2.19) est stable et le gdindu transfert de la paire
u(t),x(t) vers l'erreur d’estimation est borné pay, s'il existe deux matrices symétriques et définies
positives P R™*™ et B € R™*™ des matrices Ke R™*™M et des scalaires positif;, A, ety tels que

les LMIs suivantes soient vérifiées pour+ 1,...,n

S(P]_Ai — KiC) + |nx 0 0 P A P.B
* S(PA)) +)\1E;EA P.B; 0 0
% * ~Vln, +A2EgEg 0 0 |ko (2.22)
* * * Al 0
* * * 0 Al

Les gains de I'observateur et le taux d’atténuatiodu transfert des incertitudes vers I'erreur d’estima-
tion sont donnés par :

Li = P K (2.23)

Y=+ (2.24)

2.7 Stabilisation des modeles T-S

La stratégie de commande la plus répandue pour la stabilisation des systenlggaioes sous
forme de modéles T-S est la commande PDC (Compensation Paralléle Distribuake}tPastributed
Compensation). Introduite dans (Waeigal. [1996] et Tanakat al.[1998]), cette loi de commande dé-
pend des mémes fonctions d’activation que celles utilisées dans le modéle T-Ep@nsadsynthése
peut se faire par retour d’état classique (a condition que tous les étais maisurables ou estimables),
par retour d’état a base d’observateurs, ou bien par retour de @atiigue ou dynamique). L'approche
descripteur est également considérée afin de réduire le nombre de candlisiatisfaire mais aussi pour
supprimer certains couplages entre les gains de commande et les matricggpdady, principales
sources de conservatisme.

2.7.1 Stabilisation par retour d’état
Stabilisation par retour d'état classique

Pour le modeéle T-S :

Zlu. t)+Biu(t)) (2.25)

la loi de commande PDC par retour d’'état est donnée par I'expressiamti:
n
— > Hi(E)Kjx(t) (2.26)
=1

Le systeme muni de sa commande se ré-écrit ainsi sous la forme suivante :

=}

=3, 3 WEOMEO) A -BK) XY @.27)
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En considérant la fonction de Lyapundyx(t)) = x' (t)Px(t), la stabilité du systéme (2.27) est assurée
s'il existe une matrice symétrique définie positRiec R™*™ et des matriceR € R™*™ telles que les
LMIs suivantes soient vérifiées poulj = 1,...,n (Tanaka et Wang [2001]) :

PAT +AP —RBl —BRj <0 i,j=1,...,n (2.28)
Les gainK; du contréleur sont alors donneés par :

Ki=P'R; avec P=P! (2.29)

Stabilisation de systemes T-S & VDM par retour d’état a base d'oleyvateurs

Dans le cas ou une partie ou la totalité des états du systeme (2.25) n’estmasldés une solution
consiste a considérer une commande a base d'observateur. Cette carastatbrs choisie pour les
systemes T-S a VDM sous la forme suivante :

Ut = — 3 1 (EDKR) (2.30)
J; j j
ou la dynamique de I'observateur s’explicite :
{ i) = 5 W(ED) AR+ B+ LY —5(0) o)
y(t) = CK(t)

En combinant I'équation de commande (2.30) et celle de I'observateur (B8ign définissant I'erreur
d’estimatione(t) = x(t) — X(t), les équations suivantes sont obtenues :

n n

KO =3 M(E@H(ED) (A - BK)XO+ BiKje()
i=1]=

nn (2.32)
&0 =3 5 WE)M(ED)(A-LC)el)
i=1]=1
Le systeme a état augmenté (2.33) est alors déduit :
W) = 3 3 HEOMED)G
R, n G+ G (2.33)
= 3 S HEOHEDIG +23 5 HEDMED) TS
i=1j= i=1]>1
avec - -
Xa(t) = ( 28 >,Gij = ( A 0 A —'L:c,- ) (2.34)

En considérant la fonction de Lyapundyxa(t)) = xJ (t)Pxa(t), la stabilité du systéme augmenté (2.33)
est assurée si les conditions suivantes sont vérifiées pjoarl, ..., n (Tanaka et Wang [2001]) :
Gi-li-P—l- PG; < 0

(<3J+GJ>TP+F,<GJ+GJ> <0 j>i (2.35)
2 2 ’

Les gainK; du contréleur et; de I'observateur sont alors donneés par les BMIs (inégalités matricielles
bilinéaires) (2.35). L'approche descripteur, présentée en 2.7.2, pdentieéariser ces BMIs.
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Stabilisation de systémes T-S a VDNM par retour d’état a base d'obervateurs

Dans le cas des systémes non linéaires sous forme de modéles T-S a VDNMpiarde PDC par
retour d’'état ainsi que la dynamique de I'observateur sont alors dsrpar les équations suivantes :

X(t) = ” 1 (& (1)) (AR() + Biu(t) + Li(y(t) — 9(1))) (2.36)

La dynamique de I'erreur d’estimation d’état est régie par I'équation :

et) = i;glk;ui(f(t))uj (&) (& (1)) (2.37)
(A = Aj = (Bi = Bj)Ki + Lj(Cc— Ci))X(t) + (Aj — LjCc+ (Bi — Bj)Ki)e(t))
Le systeme d'état augmenté (2.38) est alors déduit :
WO = 5SS MEOEOMED)G
I=1|=1K=
= | zlui<f<t)>uj(2(t>>u;<é<t>>emxa<t> (2.38)
i=1j=
123 3 w(E@)m E)mE0) K H )
i=1j<
avec @ A_BK. BK
[ OX(t o i —Bikg  BiKg
Xa(t) = ( et) >7G|]k = < 1jk szjk ) (2.39)

ik = (A—A)—(Bi—Bj)Kc+L;j(C—C)
2jk = Aj—- LjCk—l— (Bi — Bj)Kk
En considérant la fonction de Lyapungyx,(t)) = X! (t)Pxa(t), la stabilité du systéme augmenté (2.38)
est assurée si les conditions suivantes sont vérifiées pokr= 1, ..., n (Tanaka et Wang [2001]) :
GI-I]- P+ PG < 0

<ij+ij> p+p<Gu‘k+GikJ> < 0 i<k (2.40)
2 2 ) )

Les gainsKy du contrbleur et j de I'observateur sont alors obtenus en linéarisant les BMls (inégali-
tés matricielles bilinéaires) (2.40) par simple changement de variables et comptiEm®chur ou en
utilisant I'approche descripteur.

Stabilisation par retour d’état des systémes incertains

En pratique, il existe plusieurs sources d'incertitude affectant les systphyssques; celles-ci
doivent étre prises en compte lors de la modélisation. Ces incertitudes peuvehtei@ une connais-
sance imparfaite des valeurs numériques des parameétres du systémapardgsnations de modéli-
sation, & la présence de perturbations exogéenes ou endogénes, oéseteerde certains phénoménes
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dynamiques rapides négligés. Tous ces phénoménes induisent ure¢itastgonsidérable entre le com-
portement réel d’'un systéme et celui obtenu par simulation de son modeéle.'@fitedces écarts, ou
d’en minimiser les effets, des techniques de commande robuste ont été misesen(Henrion [1999],
Daafouz [1997], Zhoet al.[1996]). Nous nous intéressons dans ce qui suit a la stabilisation par reto
d’'état des systémes non linéaires incertains représentés sous forme die Tdde

Considérons le modéle suivant :

X(t) = iui(f(t))((Ai +OA))X() + (B +AB(H)u(t)) (2.41)

ou les incertitudeda(t), Ag(t) qui affectent les matrices d’état sont communes a tous les sous-systemes
et sont structurées sous la forme :

AA(t) = AZA(t)Ea (2.42)
AB(t) = BZp(t)Ep (2.43)
les variationga(t) etZg(t) étant inconnues mais bornées :

SA(DZA) <1, Vit (2.44)

SE(t)Zp(t) <I, Vit (2.45)

Considérons la loi de commande pour assurer le recalage a I'origingatediésysteme (2.41) :
n
ut) == 3 (E)KX() (2.46)
=1

ou les gaing; € R™*™ sont a déterminer.
En reportant (2.46) dans (2.41), nous obtenons :

n n

X(t) = Zl Zlui(f(t))uj (§()) (A = BiKj +AA() — AB(HK|)x(t) (2.47)
I=1]=

Afin d’analyser la stabilité de I'étaq(t), considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(x(t)) = xT (t)Px(t) (2.48)

ouP € R" est une matrice symétrique définie positive.
Pour assurer la stabilité de (2.47), les conditions a satisfaire sont leatsgiva

S(APL—BiR;) + AaAAT +2gBBT PE{ RIES
* Al 0 | <0, j=1...,n (2.49)
* * —AB|

avecP; = P~1, Aa, A des scalaires positifs 8(AP, — BiR;) = AP — BiRj + PLAT — RjTBiT. Les gains
du contréleuK; (2.46) sont donnés par :
Kj=RjP ! (2.50)

pouri, j=1,....n.
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2.7.2 Stabilisation par retour de sortie

Dans cette section, nous nous intéressons a la commande par retour dstatidie ou dyna-
mique. Un controleur dynamique permet notamment d’améliorer les performandasucle fermée
d’un systéme dynamique et a souvent été utilisé dans le cadre de la commianste (Liet al. [2000],
Yoneyameet al.[2001], Yoneyama [2006]). Un contrbleur statique s’avere particutfierd intéressant
dans le cadre d'applications nécessitant un faible co(t de calcul putsznteairement aux lois de com-
mande a base d'observateurs ou par retour de sortie dynamique,cepton ne nécessite pas la ré-
solution d’équations différentielles en ligne (Chaatlial. [2002], Huang et Nguang [2006]). Notons ce-
pendant qu’'une loi de commande par retour de sortie fait apparaitsesdarexpression de nombreux
termes croisées (couplage entrées-sorties) et conduit donc a dktsorsnde stabilisation LMI qui sont
assez conservatives (Bouarar [2009]).

Dans cette section, I'accent est également mis sur les modéles descriptelingaioes sous forme T-S.

En effet, cette représentation appliquée a la synthése de la commande contistduire une dyna-
mique virtuelle sur I'entrée et la sortie et se base sur une réécriture dungysteboucle fermée sous

la forme d’'un modéle descripteur facilitant le calcul de la dérivée de la fonctodidate de Lyapu-
nov. Cette approche permet non seulement de réduire le nombre de LE8sudre, mais également
de supprimer certains couplages entre les gains de commande et les matligapwhov, principales
sources de conservatisme (lghal.[1999], Taniguchiet al.[2001], Gueltoret al.[2009], Tanakaet al.
[2007] et Gueltoret al. [2009]). Ainsi, dans ce qui suit, nous proposons la formulation de conditions
de stabilisation de systémes non linéaires, sous forme de modeéles T-S, par eetoutial (statique et
dynamique) basée sur I'approche descripteur.

Stabilisation par retour de sortie statique

Soit le systeme T-S suivant :

Z“J t) +Biu(t))
21111 t) +Dju(t))

(2.51)

Afin d’assurer la stabilisation du systéme (2.51), considérons la commandet@a de sortie statique

donnée par :
u(t) = > k(& (t)Kjy(t) (2.52)
J; i j

En se basant sur I'approche descripteur et en introduisant une dyueawiityelle sur I'entrée et la sortie
du systéme, nous pouvons écrire :

o.u(t) = 21“' ))Kiy(t) —u(t)
oy(t) = 21“' (t) +Diu(t)) —y(t)

(2.53)

L'état augmentéa(t) = (X" (t) u'(t) y'(t) )T obtenu a partir des équations (2.51) et (2.53) est régi

par la dynamique :
n

Efalt) = 3 H(E (D) Aa() (2.54)
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l,, 0 O A B 0
E= 0 G, O |, A= 0 —lp, K (2.55)
0O 0 O, G D —In

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov

avec

V(t) = x;(t)ETan(t) (2.56)
avec la condition
ETP=P'E>0 (2.57)

Un des choix possibles pour la matriBeassurant la condition (2.57) est de la prendre sous forme
bloc diagonaleP = diag(Py, P>, P3) avecP, = P > 0 etP,,P; > 0. Dans ce ca¥/(t) est une fonction
quadratique en I'état du systéme, en efiétt) = x (t)Pix(t). La dérivée par rapport au temps de la
fonction de Lyapunov (2.56) s’explicite :

Zlh )((ADTP+PT A%)xq(t) (2.58)

Afin d’'assurer la stabilité du systéme (2.54), la condition a satisfaird @t 0. Ainsi tenant compte
de (2.55) et (2.58), les LMIs a résoudre par rappdit, &, P; etR;,i = 1,...,n sont les suivantes :

ATP+PA P C'Py
% -P,—P] R-+D/P 0 (2.59)
* * —P;— P;-
Les gains du retour de sortie sont ainsi donnés par :
Ki=(P) 'R (2.60)

Stabilisation par retour de sortie dynamique

Afin de stabiliser le systéme non linéaire T-S (2.51), considérons mainter@mfiaande par retour
de sortie dynamique suivante :

X(t) = Zlh xe(t) + Bfy(t))
ut) = Zlh(f(t))(c Xe(t) + Diy(t))

(2.61)

ou x°(t)R" est I'état du correcteur et ou les matricdsBf, C’ et Df du contréleur, de dimensions ap-
propriées, sont déterminées pour assurer la stabilité du systéme augéfenté-diessous.

Xa(t) = ( XT(t) xT(t) uT(@) y'))"

Comme précédemment, en utilisant I'approche descripteur, a partir deioégudu systeme (2.51) et
de celles du contréleur dynamique (2.61), nous avons :

E(t) = _ihi(f(t))flf’xa(t) (2.62)
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oUE et A% s’explicitent :

| 0 0O A0 B O
SIS SIFE EE
0 00O G 0 Db -l
Soit la fonction de Lyapunov suivante :
V(t) = x! (H)ETPxq(t) (2.64)
vérifiant les conditions de symétrie et de positivité :
ETP=P'E>0 (2.65)

En fonction des définitions (2.62) et des contraintes (2.65), la mdrést choisie sous la forme :

Pp O O O
0O P2 O O

P= 0 0 Py 0 (2.66)
Par Pi2 Paz Pag
avec
Piy =P, > 0, Py = PJ, > 0, Pasinversible (2.67)
La dérivée par rapport au temps de la fonction de Lyapunov est alorgdqar :
Zh )(AHTP 4 PTAY)xq (1) (2.68)

Pour assurer la stabilité de (2. 62) il sufflt de garantlr linégalité) < 0. Les LMIs a résoudre par
=¢C

rapport aP11, Poo, Ps3, Pa, - .. P44,A. B; ,Q etD. pouri =1,...,nsont les suivantes :

M CTP  PB +CTP43+P1D CTP44 P41

(A)T+A" (€T +PED, B P,
. . M3 o +D,TP44 o <0 (2.69)
* * * —Py,— PL
avec :
1= ATPy1 + PuA +CT Pag + PG
(2.70)
M33 = —Ps3— Pj;+ P}3Di + D Py3
pouri=1,...,n
Les gains du contréleur sont ainsi donnés par :
_1nC —15C
{ A = PyA . B = Py,Bi . 2.71)
C* = (P'G" Df = (Piy~'Di

Remarque 3. Relation entre la stabilisation par retour d’état a base d’observateurs etititaiion par
retour de sortie dynamique il est important de noter que la commande par retour d’état obserté es
un cas particulier de la commande par retour de sortie dynamique. En siffeon considere le premier



22 Chapitre 2. Introduction a la modélisation, I'estimation et la commande des modéles T-S

cas de figure, nous rappelons que I'observateur et la commanddgoas mono-modéle (linéaire) sont
donnés par les équations :

t) = CX(t) (2.72)

ce qui revient a écrire : .
{ X(t) = (A—BK—-LC)X(t) + Ly(t) (2.73)

u(t) = —KX(t)

ce qui correspond bien & I'équation du contrdleur par retour de sortieatlyique pour xt) = X(t),
A®=A—-BK-LC, B°=L, C°= —K et DF = 0. Cette remarque peut facilement étre transposée pour la
stabilisation non linéaire T-S.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, les concepts de base relatifs aux modéles T-S aingsqoenditions suffisantes
de stabilité ont été présentés. Ces derniéres se basent sur la théoyapdady et sont écrites sous la
forme de LMI afin d’étre résolues pas les outils classiques de I'optimisatioegenNous avons ensuite
présenté des méthodes de synthese d'observateurs pour les thft@®de figure (VDM et VDNM) ainsi
gue des contrbleurs assurant la stabilisation des systémes non linéairewiseude modéles T-S. Des
commandes statiques et dynamiques, par retour d’état et de sortie ortedtéaté L'accent a également
été mis sur le lien entre la stabilisation par retour d’état a base d’observetéaistabilisation par retour
de sortie dynamique.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche badéeécriture polytopique et la
transformation par secteurs non linéaires du comportement de parametressvdaias le temps. Le
but recherché est la synthése d’un observateur assurant I'estimatidiasée de I'état et des variations
paramétrigues du systéme en transformant le modeéle original a paramé&taes\wsous forme de modéle
de Takagi-Sugeno (T-S) a variables de décision non mesurablesainssdg |'observateur sont obtenus
en résolvant un probléme d’optimisation exprimé sous forme d’inégalités matisdiekaires.

23
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3.1.1 Défauts, pannes et diagnostic

Un systéme physique est souvent soumis a des perturbations, non dirdateeserables, qui ont
pour origine des phénomeénes extérieurs dds a I'environnement othéeerpenes internes liés a des
modifications du systéme (vieillissement des composants par exemple). Ces piertarbiat des effets
néfastes sur le comportement du systeme et peuvent étre a I'origine dgfonationnement. Pour
garantir, d’'une part, la sécurité d’un procédé et de son environreshetiautre part, le respect de la
mission qui lui a été confiée, il faut donc connaitre a chaque instant ktdgopecisément possible son
état de fonctionnement. En particulier, on doit étre capable de dire si lédonement est normal ou
si un dysfonctionnement est apparu. Aussi, il est intéressant daitenla nature de ce dysfonctionne-
ment (panne de capteurs, d’actionneurs, défauts de transmissiorrmiation, etc.) ; c’est I'objectif du
diagnostic.

Un défaut est un événement qui agit sur un systéme, il peut chaegerapriétés et modifier sa dy-
namigue conduisant a une dégradation des performances du prodédésen instabilité (Isermann
[1997]). Les défauts proviennent essentiellement des actionnedadléiee au niveau de la partie opé-
rative conduisant a la perte d’'une action de commande sur le systémejptesrs (I'information récu-
pérée ne correspond pas a la valeur de la grandeur physique a rjesudel procéde lui-méme (défauts
systéme qui refletent un changement dans les paramétres du systémiinciitjun changement du
comportement dynamique de ce dernier) (Staroswiecki et Gehin [20tk&et al.[2003]).

Les défauts sont également classés en défauts additifs et défauts multipliestifsemiers représentés
par des signaux externes et non par des changements dans les matsystethe sont plus faciles a
traiter, d’ou I'idée de transformer des défauts multiplicatifs sous forme addisvs la plupart des tra-
vaux sur le sujet (Nourat al.[2000], Rodrigues [2005]).

Les problemes associés a I'amélioration des performances des systémes, eficecité, fiabilité et
sécurité, nécessitent la mise en place de systémes de surveillance endstitiggerformants et précis.
Différents travaux sur le sujet peuvent étre cités comme référencek@aal.[2003], Maquin et Ragot
[2000], Chen et Patton [1999], Raggttal. [1990]). Deux catégories d'approches pour le diagnostic
peuvent étre répertoriées, celles basées sur les signaux et cefies basles modeles. Les premieres
détectent les défauts en testant des propriétés spécifiques (contetmalspar exemple) de différents
signaux de mesure des entrées-sorties du systeme. La secondeieatégproches est basée sur 'uti-
lisation d’'un modéle mathématique. Ces méthodes s’appuient sur la comparaisanphrteonent ob-
servé et du comportement attendu (prédit par un modéle) du systeme. Etlgéséralement constituées
de deux étapes : la génération des résidus et leur évaluation grace aamesge décision (Isermann
[2006], Chen et Patton [1999], Ichalet al. [2009b]). Le role de ce systéme de décision est de détermi-
ner si I'évolution des résidus est significative pour conclure de I'eetuwe d’'un défaut. Si la détection
de I'occurrence d'un défaut est en général assez aisée, archeydes taches de localisation (isolation)
et d’évaluation (amplitude et variation) sont beaucoup plus délicates.

La technique la plus répandue pour la localisation de défauts est celle batEetsmancs d'observateurs.
En effet, une analyse des résidus issus de ces observateurs Goupkééogique de décision (table des
signatures), connue sous le nomaumn matchingGertler [1988], Gertler [1991], Gertler [1998]),
permet de localiser les défauts (Ding [2008], Isermann [2006]). Paaluation des défauts, plusieurs
approches peuvent étre citées, dont celles basées sur les ohgsraatatrées-inconnues ou sur l'esti-
mation paramétrique.

Les observateurs a entrées inconnues sont largement utilisés poughestia de défauts systémes
en présence d’'incertitudes afin de rendre les résidus insensibles artitides considérées. Plusieurs
travaux sur le sujet peuvent étre cités (Hou et Muller [1992], Datoetal. [1994], Chang [1997],
de Oliveiraet al. [1999]). Une des approches ayant rencontré le plus de succédalétiérature est
celle qui se base sur le découplage. L'idée consiste a rendre I'et'estimation d’état indépendante
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des entrées inconnues (Els) (Basile et Marro [1969], Yang et Wilked]Jl Chang [1997], Chen et Chen
[2010], Hammouri et Tmar [2010]). Linconvénient majeur de cette méthatidaecondition de rang
sur certaines matrices du systéme, qui devient d’autant plus restricivéequombre d’entrées incon-
nues croit. L'autre approche consiste en |'estimation simultanée des Els &tais du systéme par
des observateurs PI (proportionel intégral). Des exemples peuventatvésrdans (Shumsky [2008],
Ichalalet al. [2009b] et Ichalakt al. [2009a]), cependant les développements proposés ne considérent
que le cas d’Els constantes. Des extensions ont été proposée§l, elaaaket al. [2010]) par exemple,
le cas d’Els sous forme polynomiale a été traité. Dans (Maed. [2007]), les auteurs proposent une
méthode pour I'estimation d’état et le diagnostic & base d’observateur @engssT-S sous forme des-
Cipteur.

Dans (Bezzaouchet al.[2011b]), un observateur pour des systemes linéaires discrets empeafen-
trées inconnues en relaxant les contraintes structurelles d'observadbdlitels a été proposé. Le principe
retenu consiste a caractériser la classe d’entrées inconnues poeltdldgldécouplage exact de l'er-
reur d'estimation d’'état par rapport a I'entrée inconnue, sans aucunition de rang, en explicitant de
facon analytique la famille des solutions de type exponentiel. Par la suite, cpprinété étendu en dé-
composant n'importe quelle entrée inconnue en deux termes. Le premiesaéryitorme d’une somme
d’exponentielles assurant les conditions du découplage exact deif'éfestimation d’état. L'effet du
terme restant sur I'estimation d’état est alors atténué par I'appréghene stratégie de placement de
pbles a également été appliquée afin d’améliorer les performances de\atesersynthétisé et illustré
par une application au diagnostic de défauts capteurs avec génératiciddis it banc d’observateurs
proposée dans (Bezzaoudttaal.[20114a]).

Pour 'estimation de pannes multiplicatives (défauts parameétres), une solutidirdsecansidérer des
méthodes d’'estimation par I'identification en ligne de systéme, ou par des obeesvadaptatifs. Le
diagnostic peut étre établi en comparant les valeurs de paramétres estimés evdigheurs valeurs
nominales, en mode non défaillant (absence de panne), supposéasxdridentification en ligne se
compligue dans le cas des systémes a variables d’'état non directement tessueablant I'estimation
en-ligne des paramétres beaucoup plus difficile.

Dans ce qui suit, une attention particuliére a été portée a I'estimation simultanéetdes étss para-
métres variants dans le temps (représentant des défauts non additifs systéon@eurs, ou capteurs)
aussi bien pour les systémes linéaires que non linéaires.

3.1.2 Estimation paramétrique : systémes variants dans le teps

Comme cela a été souligné dans la section précédente, les défauts les plusdiftiétecter, locali-
ser et estimer qu'ils soient additifs ou multiplicatifs, sont les défauts affectasyemes. Ces derniers
peuvent étre représentés comme des parameétres du modéle variants daps.le te
La prise en compte de ces paramétres dans le modele d’'un systeme a padimeffetenter le niveau
de complexité pour la synthése d’'observateurs. Dans ce cas, lesaibaes\wconventionnels développés
pour les systemes invariants ne peuvent étre appliqués et ce sonteesthss dits adaptatifs pour I'es-
timation simultanée des états et des paramétres qui doivent étre considérébs€rvateurs présentent
I'avantage de donner une estimation optimale au sens d’un critére prédéfinides parameétres, ce qui
allege considérablement le dispositif de diagnostic. En effet, dans cértast plus nécessaire de faire
appel aux bancs d’'observateurs. Cependant, le manque d'informatioles sariations des parametres
considérés rend difficile I'estimation de ces parametres.

Plusieurs méthodes ont été publiées a ce sujet, par exemple, le cas des slséaines a parameétres
constants ou faiblement variables a été traité danst(al. [2011], Zhang et Xu [2001], Zhang [2002],
Lubenova[1999], Rajamani et Hedrich [1995], Besancon [20DB}, et Rajamani [1997] et Kenret al.

[2008]). Pour des systémes comme les bioprocédés, I'estimation des étasspetrdmetres non mesu-
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rables est souvent conduite sur la base de filtres de Kalman étenduscteand’état est augmenté du
nombre de parametres a estimer et les paramétres cinétiques sont ainsirésrgidéne des états sup-
plémentaires. Cependant, le probléme de cette approche est I'absega@lie de convergence et de
stabilité, ainsi que la difficulté associée au réglage des parametres (ChanslfitB87], Dimitratot al.
[1991], Valdes-Gonzalez [2002]). Il existe aussi des observmhant les applications sont plus restric-
tives mais dont la convergence a été démontrée, tels que ceux utilisés darthddardite Recursive
Prediction Error (RPE). Cette méthode permet d’estimer simultanément |'étag patameétres d'un
procédé selon une procédure hiérarchique a deux niveaux. Estastimé par un filtre de Kalman
et I'estimation des paramétres est réalisée de maniére récursive en mininmisaiuination quadra-
tique de l'erreur de prédiction, par la méthode du gradient (Ljung [1978hd-et Sodestrom [1983],
Valdes-Gonzalez [2002]). Par contre, dans le cas ou les systémesosolinéaires, la synthese d’ob-
servateurs d'état est plus délicate et les approches envisageablesiuties algorithmes linéaires ap-
pliqués a une approximation des systemes non linéaires, ou des algorithmes noeslispéagaifiques,
ne servant qu’a la classe de systémes pour lesquels ils ont été cormnpiaifD[1986], Gauthiest al.
[1992], Alcorta Garcia et Frank [1997], Valdes-Gonzalez [20@2rlos-Hernandeet al. [2009]).

Une approche efficace ayant rencontré un grand succes césrdermnées est la ré-écriture du systéme
non linéaire sous une forme plus simple qui est celle d’'un modele T-S. Ce deshigbtenu, sans ap-
proximation, a partir du modéle non linéaire par la transformation en secteurs nareBn@&NT) (voir
section 2.3).

Dans le présent chapitre, cette ré-écriture en systéme T-S est exploitée pmthése d’'observateurs de
systémes a parameétres variants dans le temps. L'approche proposéetfjawd’étre systématique, sans
approximation, ni perte d'information et ne nécessite pas de connaissaadehbie du comportement
des parametres, hormis leurs bornes et sur condition d’identifiabilité dasptes.

3.1.3 Contribution du chapitre

La principale contribution de ce chapitre est de formaliser le probleme deéesgnttiobservateur
(pour des systéemes linéaires et non linéaires) a paramétres variants damssleLte principe a été intro-
duit dans (Bezzaouchat al. [2013h]), puis généralisé pour le cas non linéaire dans (Bezzaetetha
[2013q]) et par la suite appliqué a une station d’épuration d’eaux uséesdagedonnées issues du
Benchmark du programme européen Cost 624 dans (Bezzaetugh§2013c]). L'approche proposée
consiste en la ré-écriture sous forme polytopique convexe des non-liséduitgysteme ainsi que des
parameétres variant dans le temps. Cette derniére présente I'avantagaidjtejue, générale et systé-
matigue, sans aucune perte d'information ni approximation. Un observat&esfensuite proposé pour
I'estimation simultanée des états du systéme et des paramétres. Ses gains sldést ealpdsolvant un
probléme d’optimisation sous contraintes LMI.

La deuxiéme partie de ce chapitre porte sur la description polytopique du cement d'un parameétre
variant dans le temps. Un exemple introductif pour le cas linéaire avec un senlgtee est présenté avec
des conditions de convergence relaxées. La partie 3 porte sur I'extensicsystémes non linéaires, a
n parameétres avec l'application citée ci-dessus. Le cas de défauts dercapliplicatifs est également
considéré.

3.2 Systémes linéaires a parametres variants dans le temps
L'idée présentée dans cette section est de ré-écrire les paramétresiagisdes matrices d’'état et

d’entrée (ces paramétres peuvent étre considérés comme des dif¢atamble systéme ou ses action-
neurs sous forme multiplicative) sous forme polytopique afin de transformgsténse initial (linéaire
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a parameétres variants) en un systéme T-S a variables de décision noalvesur

3.2.1 Exemple introductif : cas d’'un seul paramétre

Considérons le cas d’'un systeme linéaire avec un seul parametre vananedemps, intervenant
dans les matrice& etB du systéme (3.1) :

xt) = ABM)X()+BOM)U)
{ya) ~ oxit) 3D

avec . _
{A(em) — Ao+ B()A, B(t) € [,D) 62
BO()) — Bo+O(t)B '

X(t) € R™ représente I'état du systémst) € R™ I'entrée de commande gt) € R™ la sortie.Ag, A, Bg
et B sont des matrices connues avec des dimensions approtiées.R est le paramétre variant dans
le temps, non mesurable, mais borné.

En se basant sur la transformation par secteurs non liné@itegeut étre ré-écrit comme suit :

(t) = 11(6(1))6+ 12(6()) (3.3)
avec _
pa(0) = 28 oy = 252 (3.4)

les fonctions poidgi1 (0(t)) et u2(6(t)) vérifiant la propriété de somme convexe (3.5) avec2 :
r
Elui(e(t))zl, O<m(6(t) <1, i=1..rw (3.5)
i=

En remplagant (3.3) et (3.2) dans I'équation (3.1), le systéme linéaire a temp# estiaé-écrit sous la

forme T-S suivante : ,

(D) = 3 w(8(0)) (AX(D) + Bult) (3.6)

avec :

{Al = Ab+68A B1=Bp+6B (3.7)

A = Ao-i—éﬂ, B, = Bo—l—ég
Remarque 4. Dans cette sous-section, le cas d’un seul paramétre a été considéré&rhe développe-
ment peut étre présenté pour le cas de plusieurs param@trasec les matricegA(0),B(0)) affines en
6, en décomposant chaque paramétre, puis en proposant une fe8raimpacte pour tout le vecteur
de paramétres (voir la section 3.3).

3.2.2 Synthése d'observateur

En se basant sur la représentation T-S (3.6) obtenue dans la sous-seftitepte, un observateur
simultané état-parametre est proposé. Une approche par atténfiagshégalement considérée afin de
minimiser le transfert du parameétBgt) sur les erreurs d’estimation d’état et de parameétre. L'observateur
suivant est proposeé :

. 2 A
X(t) = _leli (8(1)) (AX(t) +Biu(t)) + Li(y(t) — y(t))

A 72 ~ ~ .
010 = 5 w(B(0)(K (10 ~5(0) - aB0) 59)
y(t) = Cx(t

y(t
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olL; € R ™M K; € R ™M sont les gains d’observateuratdes scalaires positifs a déterminer de fagon
a ce que les estimés de I'état et du paramétte.et 6(t), convergent vers ceux det) et 6(t).

Il est important de noter que le probléme d’estimation n'est pas aisé puisgjdienigtions poids du
systéme (3.6) dépendent 8&) alors que celles de I'observateur (3.8) dépenderti(te

Soit I'erreur d’estimation d’étad,(t) définie comme suit :

&(t) = x(t) ~ X(t) (3.9)

En se basant sur la propriété de somme convexe des fonctions poidatibéaqdiétat (3.6) peut cepen-
dant se ré-écrire comme suit :

Zlu. t) + Biu(t)) + 21 i (6 (B(1)) (AX(t) +Biu(t)) (3.10)

Cette écriture permet une comparaison directe erftieet X(t) puisquep;(6(t)) apparait maintenant
dans les expressions des deux états.
Définissons les quantités jouant le role de perturbations ou d’incertitudes :

2

DAL) = _;(ui(e(t))—ui(é(t)))Ai
—  ASA(t)Ea
2

) (3.11)
AB(t) = _Zl(lli(e( ) — Hi(6(1)))B;
_ BIS(E
avec 51(t)|nx 0 .
A= A Az],ZA(t):( 0™ 5o >,EA_[InX In, |
(1)1, o . (3.12)
BB, Bz],ZB(t):< 0™ 5o ),EB_W In, |

Grace a la propriété (3.5), poue 1,2, nous avons :
a(t) = w(6() —m(6(), —-1<a(t) <1 (3.13)
ce qui implique grace a la définition (3.12)
SAMZAM) <1, ZE(H)Zp(t) < (3.14)
Le systeme (3.10) est alors écrit sous forme d’'un systeme incertain ganné

Zu. ((A +DA))X(t) + (Bi +AB(t))u(t)) (3.15)

A partir des équations (3.15), (3.8) et (3.9), la dynamique de I'erresticiation d’état s’explicite :

21“' (A =LiC)ex(t) + AA(L)x(t) +AB(t)u(t)) (3.16)

Définissons maintenant I'erreur d’estimation du paramgife) telle que :

eg(t) =0(t)— B(t) (3.17)
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Compte tenu de I'équation (3.8), la dynamique de cette erreur s’explicite :
2 .
&(t) = leli (8(1)) (8(t) —KiCex(t) + aiB(t) — aieq(t)) (3.18)
i=

Considérons maintenant les vecteurs augmentés suivants :

ea(t) = < :;((tt)) ) wt)=( xT(t) o) B(t) u(t))’ (3.19)
La dynamique du vecteur augmemiét) est donnée par :
2 N
€a(t) = _Zlﬂi (8(t)) (Piea(t) +Wi(t) (1)) (3.20)
e A-LC O AA(t) O 0O AB(t)
®i = < —Kicl: —Qj )’ Wilt) = < 0 a | 0 > (3.21)

Notre objectif est la synthése d’un observateur joint pour IX¥(gtet le paramétré(t) garantissant une
atténuationC; du transfert dew(t) verse,(t). La détermination des gains de I'observateur s’appuie sur
le théoréme suivant.

Théoréme 2. L'observateur (3.8) pour le systeme linéaire variant dans le temps (2uBngt que le
gain £, du transfert dew(t) vers g(t) est borné paiB, s'il existe des matricesoP= P > 0, ' =
(rYT, r3=(r3)" >0, kR, R, des scalaires positifs;PB, A1, A2, I3, [3, et solution du probléme
d’optimisation (3.22) sous les contraintes LMI (3.23) et (3.24) (payrli 2)

min B (3.22)
Po,PLR R, a1,A1,42,79,F 3,733

rk < Bl, pourk=0,1,2,3 (3.23)
ct -C'FT 0 0 0 0 PbA BB
x  —20;+1 0 [of P 0 0 0
* * 9+ MEXEA Ol 0 0 0 0
* * * -r; 0 0 0 0
* * * * 7|-% 0 0 0 <0 (3.24)
* * * * * —F%—&—AQEEEB 0 0
* * * * * * — Al 0
* * * * * 0 Al

avec G = PRA +ATR—RC—-C'R +1p,.
Les gains de I'observateur sont donnés par :

Li =Py 'R
Ki =P 'R (3.25)
ai = P{lai

Remarque 5. L'atténuationL, du transfert dew(t) vers g(t) n’est possible que sous la condition que
toutes les composantes du vecteyt) soient bornées et que les incertitudggt) ne déstabilisent pas
le systéeme.
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Démonstration.Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(ea(t)) = €] (t)Pex(t), P=PT >0 (3.26)

Sa dérivée est donnée par :
2
V(ea(t)) = _Zui(é(t))(el (t)(D] P+ P®y)ea(t) + € (HPWi(t) w(t) + T (1) W] (t)Pea(t))  (3.27)

Considérant I'équation (3.20), le but de la synthese est d’atténueatltaffvecteur de perturbatian(t)
surey(t). Ainsi, pour garantir la stabilité de (3.20) et la minimisation du transfertofte a ey(t), le
critére suivant est considéré :

V(ea(t)) + €l (Hea(t) — ' (HMw(t) <0 (3.28)
avec
M, =diagr¥), s < BI, pourk=0,1,2,3 (3.29)

tel que les constantd’éﬁ permettent d’atténuer le transfert de certaines composantegtglsur celles

deey(t).
Avec (3.27), (3.28) devient :

iiuﬂ@(t))( e;((g >T <( qaisziTrg;JEJrl PjJir(;) >> < e;g; > <0 (3.30)

La difficulté principale a résoudre est la satisfaction de (3.30) en prés#meermes dépendants du
temps. La solution considérée est alors d’isoler et de majorer ces termeseRgla matricd® est prise
sous forme bloc diagonale :

P= diag(Po, P]_) (331)

A partir de (3.17), (3.21), (3.29) et (3.31), (3.30) s’explicite sous tento:

__iui(é(t» @+ o)+ 7)) <0 (3.32)

avec :
QY Cck'T, 0 0O 0 O
* Q|22 0 Piai P 0
x M o o0 O
0

*
Q= 3.33
! % * * _r% 0 ( )
* * * * —r% 0
* * * * * —FS’
11— A +A TR —CTLTPy — RLiC+ In, Q%2 = —2Pyai + 1 (3.34)
En se basant sur (3.11) et (3.14), le terme dépendant du temps dans{@«Pphcite :
Qt)=(A™P 0 0 0 O O)TZA(t)( 0 0OEa O 0 O0) (3.35)

+(B™P] 0 000 0)'Zt)(0 000 0Eg)

L'objectif est de proposer un majorant pog(t) en se basant sur le lemme 3.
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Lemme 3. (Zhou et Khargonekar [1988]) Soient deux matrices X etY avedidesnsions appropriées,
une matriceA(t) fonction du temps et un scalaire postifAlors, la propriété suivante est vérifiée pour
AT(V)AL) <1 :

XTATOY +YTAD)X < eXTX 47Ty (3.36)

Compte tenu de I'expression (3.35), pour des scalaires pokitésA,, nous avons :

Q0 0 00 O
00 0 00 O
T 0 0 MEJEA 0 O O
AW+2"M<| 5 o 6 00 0 (3.37)
00 0 00 ©
0 0 0 0 0 AEIEs
avec :
Q1 = A R AAT R+ A, TRBBTRy (3.38)

De I'inégalité (3.37) et de la propriété de somme convexe des fonctionsvaati Li; (é(t)), la condition
(3.32) est vérifiée si la suivante I'est :

Q'+91 —CK'R, 0 0 O 0
s Q?2 0 Pai P 0
- * * —M9+MEIEA O 0 0
Qi= % * * —r% 0 0 (3.39)
* * * * —r% 0
* * * * * —F%+A2Eg Eg
Considérons le changement de variable :
R = PRl
R =PiK; (3.40)
ai = Pio;

En appliquant un complément de Schur sur le te@eles LMIs (3.39), équivalentes a (3.24), im-
pliquent (3.32) et donc l'atténuatiofy du transfert dev(t) ae,(t), ce qui achéve la preuve. O

Dans I'objectif d’améliorer les résultats précédents, les conditions (3.24gpeétre relaxées grace
a la propriété de somme convexe (3.5) des fonctions d’activagigdn (3.4). Ainsi, sachant que

Ho(t) = 1— p(t) (3.41)
(3.15) devient :

X(t) = ;umé(t)) (A +DA1)X() + (Bi +AB(1))u(t)) (3.42)

AA(t) = 3 (t) (AL —Ag)
AB(t) = &1(t)(BL—Bp) (3.43)

Si(t) = pa(6(t)) — pa(6(1))

En se basant sur les mémes développements que précédemment, le théwarhesiétabli :
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Théoreme 3. L'observateur (3.8) pour le systéme linéaire variant dans le temps (ZrBntjt que le
gain £, du transfert dew(t) vers g(t) est borné paiB, s'il existe des matricespP- POT >0,A\ = /\I,
No=N,T9= (YT, 3= (3T >0, F et R ainsi que des scalaires positifs,F 3, I3 et @ solution
du probleme d’optimisation (3.44) sous les contraintes LMI (3.45) et (3p@)r i=1,2)

min B (3.44)
Po.PLR,FL T AL AR T T3 TS TS
X < Bl pourk=0,1,2,3 (3.45)
ct -C'RT 0 0 0 0 P Py
x  —20i+1 0 [of P 0 0 0
* * ~9+A 0 O 0 0 0
* * * -ri o 0 0 0
% « X N —I'% 0 0 0 <0 (3.46)
* * * * * —rg +A\p 0 0
* * * * * * -\ O
* * * * * 0o N

ou
Cl =PA +ATR—RC—-CTRT + 1,
Aa= (A1 —Ao)T A1 (AL — Ao) (3.47)
Ag = (BL—Bp)TA2(BL—Bp)
Les gains d’observateur sont donnés par (3.25).
Démonstration.La preuve du théoréme 3 est basée exactement sur les mémes étapekequauce
théoréme 2. La différence entre les deux théorémes réside dans les\bleté\,. En effet, pour le
théoréme 2, les deux éléments étaient scalaires, alors que grace a iét@rdpisomme convexe, pour

le théoréme 3, les deux blocs sont a présent des matrices, ce qui pagaent relaxe les conditions a
satisfaire. O

3.2.3 Atténuation du bruit de mesure

Afin d'étendre I'approche proposée, considérons la présencetduit de mesure. Le systéme est
alors décrit par les équations suivantes :

A)X(t) + B(t)u(t)
Cx(t) + Gb(t) (3.48)

—N
< X
=
N—
[

A

oub(t) correspond au bruit de mesure. Les matris@s et B(t) ont déja été définies en (3.2).
L'observateur état-paramétre est défini de forme identique a (3.8).
Considérons les vecteurs augmerggs) et w(t)

eu(t) = ( 2:((?) > Cot)= (X)) 6T(t) 6T() uT) bT(t) )" (3.49)
ou w(t) prend en compte le bruitt). On en déduit :

2
€a(t) = _;Hi(é(t)) (Piga(t) + Wit w(t)) (3.50)
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avec

_(A-LC O o [ DA) 0 0 AB(t) -LG
cb.—< L KC m),%(t)—( 0 a | 0 _KiG> (3.51)

Le nouvel objectif est d’atténuer I'effet du paraméfi@) et du bruitb(t) sur les estimations d’état et de
parametre. Le calcul des gains de I'observateur est détaillé dans léngeuivant.

Théoreme 4. L'observateur robuste (3.8) pour le systeme linéaire variant dans leg¢fp8) soumis
au bruit de mesure (b) garantit que le gainC, du transfert dew(t) vers g(t) est borné paB (8 > 0)

s'il existe des matricesgP=PJ >0, A1 =A], Ao =N}, T9=(TNT, I3 =" >0,r3=(r$" >0,

F., R ainsi que des scalaires positifg,F3, '3 et@; solution du probléme d'optimisation (3.52) sous les
contraintes LMI (3.53) et (3.54)

min B (3.52)
Po.PLR R, @i, AL, T TS5 TS
rk < B pourk=0,1,2,3,4 (3.53)
Cﬂ —CTET 0 0 0 0 -RG R P
x —20i+1 0 of P, 0 -FG O 0
* * —F%+AA 0 0 0 0 0 0
* * * —r% 0 0 0 0 0
* * * x T3 0 0 0 0 <0 (3.54)
* * * * * —r§+AB 0 0 0
* * * * * * —rg 0 0
* * * * * * * AV 0
* * * * * * * 0o N

avec .
Cl=RPA +ATR—RC—-CTR +1p,
An=(Ar—A2)TA1(AL— Ao) (3.55)
N = (B1—By)TA2(B1 — By)

Les gains de I'observateur sont donnés par (3.25), peudi 2.

Démonstration.La preuve du théoréme 4 est similaire aux deux précédentes et estrdmac 0 [

3.2.4 Exemple numérique

L'approche proposée est illustrée par un exemple académique. Soit Imeysiéaire variant dans
le temps défini par :

X(t) = (Ao + O(t)A)X(t) + Bu(t) (3.56)
y(t) = Cx(t) + b(t '
03 -1 -03 0 -11 0 1 1 0\
A=| 01 -2 -05|,A=[0 o0 0 |,B=| o5],c=[00
01 0 -01 0O 0 -11 0.25 01

Le parameétred(t) varie dans lintervallg0,1]. Afin d'illustrer I'influence de8(t) sur I'évolution du
systéme (3.56), la figure 3.1 représente les &t#t$ du systéme nominal, i.&a(t) = AoXa(t) + Bu(t), et

les états du systéme variant dans le terjpsdonnés par (3.56). De la figure présentée, il est évident que
la déviation causée p#t) sur les états est conséquente, d’ou I'importance de I'estimation simultanée
et de la prise en compte dKt) dans la synthése de 'observateur d’état. L'entrée du systémest
représentée a la figure 3.2.
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Le bruit de mesuré(t) est défini par une distribution normale de moyenne nulle et de variance&gale
15% de I'amplitude de la sortie affectant le systéme (3.56) &vecl,. Les gains de I'observateur sont
calculés selon la procédure du théoréme 4. Les gtgtet le parametré(t) ainsi que leurs estimés sont
représentés respectivement par les figures 3.3 et 3.4. Le systemii@i&éravecxy = ( 2 1 2 )

I'observateur de I'état et du paramétre est initialiséxpae T 0 0 0) et 6o = (0).

10 \ \ \ \ \ \ \ \ \

5%”
apa(t) ef 24(t)

0 | | | | | | | | |
0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200

~>

I Toalt) et 2(t)

| | | | | | | | |
00 0 40 60 80 100 120 140 160 180 200

ay(t) et 23t)

| | | | | | | | |
G0 0 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure 3.1 — Systéme nominal (bleu) et systéme avec variation paramétrigge)ro

a

Commande u(t)

20 Zb 4‘0 éO Bb 160 12‘0 11‘10 160 1é0 200
Figure 3.2 — Entrée du systeme

Des figures obtenues, on peut conclure sur I'efficacité et la rotsgsths I'approche proposée, y
compris en présence de bruits de mesure.
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10 I I I I I I \ \ \
Sf\/w/
| Etat () et (t)
! ! ! ! ! ! ! ! !
00 200 40 60 8 100 120 140 160 180 200
2

IM
0¥ Etat ‘rg(t) et :f‘rg(t) )

| |
0 20 4 60 8 100 120 140 160 180 200

o

| | | |
0 20 40 60 8 200 120 140 160 180 200

Figure 3.3 — Etats du systéme et leurs valeurs estimées

1
Par. 0(t) et 6(t)
0.5 f i fLy Vi quw"y"v”\ bt ol
|
0 I AL | !
0% 50 100 150 200

Figure 3.4 — Paraméti@(t) et son estimé
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3.3 Systemes non linéaires a parametres variant dans le temps

Dans cette troisiéme partie du chapitre, nous nous intéressons aux systéntiagaires sous forme
de modeles T-S a parametres variant dans le temps. Soit le systeme suicanpasemetre®; (t)

{X(t) = iZiua(<$(t))(Pq(9(t))X(t)+Bi(9(t))U(t)) (3.57)
yt) =
avecO(t) =[ 61(t) ... 0Bx(t) | etles matricegy(6(t)) etB;(0(t)) affines end(t), telles que :
DA+ Z VA, B(6) =B+ Y 6,8, (3.59)
j=1 =1

Remarque 6. Dans cette présentation, on suppose que les matrigé§tA) et B (6(t)) dépendent des
mémes parametred;(t). Cependant, si une matricg fesp. B) ne dépend pas d’'un des parametres
B;(t), alorsAjj (resp.B;j) dans (3.58) est nulle.

Par exemple, si les matrices(Ba(t)) (resp. B(6(t))) dépendent dé, € R™ (resp 6, € R™), elles
peuvent alors étre définies comme en (3.58) &gL=[ 6 (t),6] (t) |T, n=na+ ny, Ajj = 0 pour
j=na+1,...,netBjj=0pour j=1,... N,

En se basant sur la transformation par secteurs non linéaires (SNTkélein&/ang [2001]), chaque
parametred; (t) est exprimé en fonction de ses bornes maximale et minimale, respectivemelste]i'otée
eto?:

6;(t) = [1}(6;(t)) 6] + B7(6;(1)) 67 (3.59)

ot les fonctiongi}(6;(t)) etﬁjz(ej (t)) définies par :

N 0;(t)— 67 _ 61 —6;(t)
1/n. _ ! I ~2(p. _ J
1 (6;(t) = oTe ;i (6;(t) = e (3.60)
satisfont la propriété de somme convexe :
HH(65(1) +E7(6(1) = 1,0 < Hj(6;(1) < 1, Wt (3.61)
En remplacant (3.59) dans (3.58), nous obtenons :
J— n 2 ~Kk K
AB() =A+ D > B (6(1)6fA;
S - (3.62)
Bi(6(t)) =Bi+ Z 1(6;(1)) 6KB;;
j=1k=1
Afin d’écrire les matrice#\(0(t)) etB;j(6(t)) sous forme polytopique, de (3.61), nous avons :
d .y s 1 1, 72 2\
> BiA; = (17 (6;(1) 6] + Hf (6;(1)) 67)A]
= - ) (3.63)

= [[(ﬁjl(ﬂj(t))91+u,(91( ))67)A] [ ﬁ

k=1k#jm=1

[
R
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Ainsi, les équations (3.62) se mettent sous la forme :

ZHJ AIJ7BI ZHJ BI] (3-64)
avec . n )
mie) = k|‘|1ﬁ£’j (6k(t))
f: n k__
Aj = A+ 6. A (3.65)
R
B” B| + Z ek B|k
k=1

Pourn paramétres, 2sous modéles sont obtenus. Il est important de noter que les mati€gs)) et
2n
Bi(6(t)) sont obtenues avec des fonctions poids convexéd(t)) vérifiant Zﬁj(e(t)) =1, oulesin-

dlceso (j=1,...,2" k=1,...,n), égaux soit & 1 soit a 2, indiquent quelle partitiorkd®i"® paramétre
(1t ou [Jk) est considérée dans jé™Me sous-modeéle.
La relation entrg et a}‘ est donnée par I'équation suivante :

j=2"tol+2" 202+ . + 2000 — (21 + 224+ 427 (3.66)
Finalement, en se basant sur (3.64), le systéme non linéaire variant danp$e(857) devient :
r 20
X(t) = i(EM i (0()) (Aiix(t) + Biju(t
(t) _;leu.( ()1 (8(1)) (Aijx(t) + Biju(t)) (3.67)

y(t) = Cx(t)

Un exemple illustratif est donné pour trois paramétres=(3), ot 6(t) = ( 6u(t) 6a(t) 6Ha(t) )T.
Puisque chaque paramétre est partitionné selon (3.59), les matrices plgsR(6(t)) (etB;i(0(t)))
sont définies par (3.64) aveé &rmes donnés par le tableau 3.1.

3.3.1 Synthése d’observateur

En se basant sur le modele T-S obtenu (3.67), ou les variables de préiftissent non mesurables,
puisqu’elles dépendent de I'état du systexfte et du vecteur de parametr@€ ), un observateur simul-
tané pour I'étak(t) et 6(t) peut étre synthétisé et implémenté. Une approche par atténuatamin de
minimiser I'effet des paramétres a temps variant sur les erreurs d’estimatiégadsiment considérée.
L'observateur simultané de I'état et des parametres du systeme (3.@risesius la forme suivante :

. r 2" R
A0 =35 W) (B0)) (A0 +Byu) + i () - 5(0)
A . ) (3.68)
6(t) = Zl[li(X(t))llj(e(t))(—aij9(t)+Kij(y(t)—y(t)))
= J:
y(t) = CX(t)

avecL; € R™*M Kj; e R™Metaj; € R """ sont les gains de I'observateur a déterminer pour assurer
la convergence des valeurs estimées de I'état et du vecteur de pasaveetra valeur dg(t) et 0(t).
Soit le vecteur d’erreur d’estimatiag(t) :

ex(t) = x(t) = X(t) (3.69)
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j: (af,0t,07) H;(6(t)) Aij

1:(1,1,1) | B(6u(t) x B3(62(1)) x [z (85(1)) | A+ 61 AL+ 03A2 + B3A

2:(1,1,2) | Bi(6u(1)) x H3(62(1)) x H5(65(1)) | A+ 6iA: + 63A + BZA

3:(1,21) | [Hp(6u(t) x A3 (02(t)) x [i3(65(t)) | A+ O1AL + 65A + B3

4:(1,2,2) | pi(6u(t) x A3(02(t)) x H5(65(t)) | A+ Of AL+ B5A + 05

5:(2,1,1) | F2(6u(t)) x I3 (6a(t)) x [3(65(t)) | A+ 02A1+ 03Ai+ O3A;3

6:(21,2) | p(6u(t)) x B3(6(1)) x [5(65(1)) | A+ B AL+ 03A + B5A

7:(221) | BE(6u(1)) x H5(6a(1)) x H3(65(1)) | A+ 6FAL + 65A + B3A

8:(222) | HE(6u(t)) x A5 (02(t)) x [5(65(t)) | A+ OFAL+ B5A + 05

Tableau 3.1 — Transformation par secteurs non linéaires : exemple a trois pasame

Comme pour le cas linéaire, la présence de variables de décision non nesoegiiermet pas de déduire
directement la dynamique des erreurs de reconstruction. La solution eseeme fois, la ré-écriture
sous la forme d’'un systeme incertain :

r 2"

KO= 35 (KOG (B0)(AX(0) +Byu)+
I=1]=

(ki (x(0)) B3 (8(1)) — ki (R() By (B(1))) (Aijx(t) + Bijut)))  (3.70)

En effet, cette forme permet une meilleure comparaison gftfretx(t), puisque le terme; (X(t)) f; (0(t))
apparait non seulement dans (3.68), mais également dans (3.70).:Soient

r 2" ~
M) = i;;[ui(x(t))m(e(t))—ui(i(t)wj'(@(t))]flu (3.71)
= AZA(t)Ea
r 2" A
AB(t) = i;;[,ui(x(t))u,-(e(t))—ui(><(t))uj(tF)(t))]IS’u (3.72)
— B3s(t)Ep
avec
A=[ A ... Ao | ZAt) = diag(dui(t)ln,, -, &2n(t)In,),
B=|Bu .. BrZ”J ,28(t) = diag(O11(t)In,; - - &rzn (t)ln,) (3.73)

Ea=[lIn - In] v Ee=[ln, - In ]
&j (1) = pi (x(1)) 1 (6(t)) — i (X(1)) 1 (6 (1))
Puisquep; (x(t)) et gj(6(t)) satisfont (3.5), de la définition (3.73), on déduit que les matripgs) et
>g(t) sont bornées et que :
SAMZAM) <1, ZE(t)Zp(t) < | (3.74)
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A partir de (3.71) et (3.72), le systéme (3.70) est alors écrit sous la fenmante :
r 2"
X(1) =3 > HX)H; (1) ((Aij +AAM))X(E) + (Bij +DAB(H))u(t)) (3.75)
=
Soiteg(t) le vecteur d’erreur d’estimation paramétrique :
eg(t) = B(t) — B(t) (3.76)

De (3.68), (3.75), (3.69) et (3.76) la dynamique des erreurs d'estimdétat ét des parametres s’expli-
cite :

r 2" R
:ZZ [,lJ (o(t )(qujea(t)—i-LPij(t)w(t)) (3.77)
avec
ealt) = < Sg((tt)) ) ot)=(XT) 6T() 67() uT) ) (3.78)
et
(R S e (082w

Compte tenu de (3.77), I'objectif a atteindre est la synthése d’un obseargataultané pour I'état et les
parametres minimisant le transfeli de w(t) aey(t). Le calcul des gains de I'observateqy, Lj; et ajj
est détaillé au théoréme 5 suivant.

Théoréme 5. L'observateur (3.68) pour un systeme T-S non linéaire variant dansrip4€¢3.57) géné-
rant I'erreur d’estimation g(t) (3.77) permet une atténuatiafy du transfert dew(t) vers g(t) bornée
par 3 (B > 0), si 'on peut résoudre le probleme d’optimisation (3.80) sous les coniga LMI (3.81) et
(3.82) pour des matrices symétriques définies positiyesi® ™, P, € R™", des matrice§3 € R™<",
3 e R™N 13 e R™N 13 c RN et des scalaires positif$, A1, A, > 0 (aveci=1,...,ret j=1,2")

min B (3.80)
Po.P1,Rj ,Fij Tij AL A2,

avec :

X < Bl pourk=0,1,2,3 (3.81)
Qﬁl —CTF”-T 0 0 0 0 PRA RB
* 7 0 @ P 0 0 0
* * Qﬁs 0 0 0 0 0
* * * _r% 0 0 0 0
* * * * —r% 0 0 0 <0 362
* * * * * i6]'6 0 0
* * * * * =Ml 0
et o —ar
PoAij + AfPo — RjC —CTR] + In,, QF = ~fij — a0 +1n (3.83)

33_ —M+MELEA, QFF=—T3+A:ESEs

Les gains de I’observateur sont alors donnés par :

Lij =Ry R
Kij = P °Fj (3.84)

—1=
aij = Py



40 Chapitre 3. Estimation et diagnostic de systémes non linéaires a paramétaa\vadans le temps

Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov :
V(ea(t)) = €] (t)Pey(t), P=PT >0 (3.85)

Compte tenu de (3.77), sa dérivée par rapport au temps est donnée pa

r 2" R
V(ea(t)) = Z > Hi(R())H;(B(1)) [€F (1) (P P+ P )eat)
i=1]

- (3.86)
+e] (DPW; (De(t) + @ (W] (t)Pes(t)]
L'atténuationL; du transfert dew(t) a e,(t) est bornée pap si la condition suivante est vérifiée :
V(ea(t)) + €] (tea(t) — ' ()M 2w(t) < O (3.87)
ou la matrice de pondératioh, est définie par :

M, =diagrk), rS<p1, fork=0,1,2,3 (3.88)

En utilisant (3.86), (3.87) devient :

L2 @ SO\ PIPEPO Fhan P ) (el
2 leu.(x(t»u;(e(t))(w(t)) ( j Wl (0P L >< ><o (3.89)

Pour simplifier la résolution de (3.89), la matrice de Lyapunov P est choisedfmonale :
P = diag(P,P1) (3.90)

De (3.76), (3.79), (3.88) et (3.90), (3.89) est vraie si

r 2n
Zl > HiR()H;(8(1) (Q +Q(t) + Q'(t)) <0 (3.91)
i=1j=1
avec les définitions :
ALt TT
Q; —CTKIP, o 0 0 0
*  —Puajj —aijP1+In 0 Puaaj P 0
. . -3 o o0 0
T 3.92
Qi * * * —r% 0 0 ( )
* * * * —r% 0
* * * * * _rg
Qij = PoAij + AT Py~ RoLijC—CTL] Ry + In, (3.93)
0 0 PAA) 0 0 RAB(Y)
OO0 0 OO0 0
00 0 0O 0
V=190 o 00 o0 (3.94)
00 0 0O 0
00 0 0O 0 0
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Avec (3.71) et (3.72), le terme dépendant du temps (3.94) se mdadouse :

RA 0\' /RB 0\
0 0 0 0
0 Ea 0 0
= 3.95
Q(t) o |20 g + o [BO| g (3.95)
0 0 0 0
0 0 0 Es
En utilisant le lemme 1 et la propriété (3.74), pour tous scalaires podititt A», on a :
Q(t) + Q' (t) < diag(Q*,0,A1EAEn,0,0,A\,EL Eg) (3.96)
avec:
Q' = A TR AATR + AR BBTR (3.97)

pouri=1,...,retj=1,...,2" A
De l'inégalité (3.96) et de la propriété de somme convexe des fongij¢k($)) et 11j(6(t)), la condition
(3.91) devient :

Q+at —CTKTP 0 0o 0 0
* —Puaij — ol P+ 0 Piaij P 0
Q= x * ~T3+AE{EA o 0 0 (3.98)
* * * -3 0 0
* * * * —r% 0
* * * * * frqu/\zEgEB

En considérant le changement de variables (3.84) et un complérae®tttur appliqué su@?, (3.98)
implique (3.82) et par conséquent, le gai de w(t) vers g(t) est borné parB, ce qui achéve la
démonstration.

3.3.2 Application a une station d’épuration d’eau
Description du procedé

Le traitement des eaux usées par le procédé a boues activéesmprésprocessus biochimique
complexe. Les variations du débit d’eaux usées et de leur composition, combirggedes réactions
variant dans le temps dans une culture mélangée de micro-organismes,g@at jgocessus a un com-
portement non linéaire. Afin de mettre en évidence les résultats d’estimation eigt@stic proposés
précédemment, une application sur des données issues du benchmargrdmpne européen Cost 624
sur une station d’épuration d’eaux usées est considérée. Pour celadéfe non linéaire réduit, inspiré
de (Weijers [2000]) a six variables d’état est utilisé. Le modéle se présensda forme d’'un ensemble
d’équations différentielles non linéaires obtenues a partir des équationsidyress de bilan du bioréac-
teur. L'écriture d’un bilan pour chague composé conduit au modele dugkocé
Les variables d'état sont : les concentrations des matiéres organiqeresides Chimigue en Oxygéne
DCO) Xpco, de I'oxygene dissouSo, de la matiére organiquésy, de 'ammoniacSyy, du nitrateSyo
et de la biomasse autotropKga. Le vecteur d'état est ainsi défini par :

X(t) = [Xoco(t) So(t) Xeu(t) Swn(t) Swolt) Xea(t)] (3.99)
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Les vecteurs réunissant les entrées et les sorties du processus sont

y(t) = Xoco(t), So(t), Swn(t), Swo(®)]" (3.100)
u(t) = [Xocoin(t), Ga(t), gin(t)]” (3.101)

ou les variableg)n(t) et ga(t) représentent respectivement les débits d’entrée et le débit d’ailelans
bioréacteur eKpco,n(t) la concentration de la matiére organique a I'entrée du récateur.
Les équations dynamiques décrivant le systéme sont les suivantes :

Xoco(t) = —[B1(t) +d2(t)] + (1 — fp)(Pa(t) + @5(t)) + Da(t)
St) = BEoa(t) + 272 ds(t) + Da(t)
Sn(t) = —ixold1(t) + 92(0)] — b0+ ] Balt)
+(ixo — fpixp)[pa(t) + ¢s(t)] + Ds(t) (3.102)
Swolt) = s Pa(t) + ¢ Pa(t) + Da(t)
Xeu(t) = @1(t)+d2(t) - Pa(t) + Ds(t)
Xealt) = ¢a(t)—@s(t) +De(t)

0U Ya, Yh, fp ixb, ixp SONt des coefficients constantsfett), - - - , ¢s(t) sont donnés par :

Xpcolt) St

¢1(t) = pn Kpco+Xpcol(t) K0H+S)(t)XBH U

_ Xocolt Svolt K,
(1) = uhnNOgKDcoDﬂS()éc)o(t) KNO+OS\122)<t) KOHfgj(t) Xen (1)

— Sun(t So(t 3.103
9s(t) = uaKNH,AiéN)H (t) KO‘A+(S>O<t) XA(t) ( )

94(t) = buXsn(t)

¢s(t) = baXsa(t)

En se basant sur les hypothéses simplificatrices proposées par (\j29jed3) et sur lebenchmark
considére (Alexet al. [1999]), la concentration de I'oxygene dissout a I'entrée du réac&yuk(t)) est
considérée comme nulle, air§jon(t) = 0 etXgain(t) = 0. Le bilan entrée/sortie est alors exprimé par
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le vecteuD(t) :
Di(t) = Din(t) [Xoco,n(t) —Xpco(t)]

D2(t) = Din(t)[~So(t)] +Kda(t) [Sosat— So(t)]
D3(t) = Din(t) [SuHin(t) — SuH(t)]
Da(t) = Din(t)[~Svo(t)]

Ds(t) = Din(t) :XBH,in(t) —XBH(I)—F%XBH('[)} (3.104)

De(t) = Dinlt) [-Xea®) + " Xea (0]

Ds(t) = Din(t) [Xerin(t) — 4 Xen (1)]

De(t) = Din(t) :*XBA(t)*fV?ETfj;)XBA(t)]

avecDjy(t) = q'”T(t) (V étant le volume du réacteur).

Représentation T-S polytopique

Puisque la ré-écriture du modéle non linéaire (3.102) sous forme d’'un modéléeesiPas I'objet
principal de ce travail, ne seront considérés que les points principadéwtloppement. Pour de plus
amples détails, le lecteur peut consulter les références suivantes :€Nalg2011], Nagyet al.[2010]).
L'examen des équations (3.102) avec les définitions (3.103) et (3.104g énconsidérer les variables
de prémisse suivantes :

= qu(t) ® (t)
_ Xpcolt Solt
Sa(t) = Kpco+Xpco(t) Kon+So(t) (3.105)
&(t) = Xoco(t) Svol(t) Kon .
3 Kboco+Xpco(t) Kno+Svo(t) Kon+So(t)

_ 1 SuH(t)
84(t) = korisom Kunarsnm Al
ce qui permet de ré-écrire le systéme (3.102) sous la forme quasi-LirAhsu;

X(t) = A(&)x(t) +B(&)u(t) (3.106)
ou les matriceé\(¢) etB(&) sont fonctions des variables de prémisse définies précédemment :
[ a11(&1) 0 0 0 a15(€2,&3) aig |
0 az2(&1,¢é4) 0 0 az5(&2) 0
AE) = 0 ag2(és) ag3(é1) 0 ags(€2,&3) age
0 as2(&4) 0 a4,4(&1) a45(&3) 0
0 0 0 0 as5(€1,82,83) 0
| 0 ag2(€4) 0 0 0 asp6(é1) |
[ b1a(é1) 0 ] (3:107)
0 K So sat
0 0
BE=| 0
0 0
L 0 U
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otayi(é1) = agz(é1) = aya(é1) = —bri(é1) = —é&a(t) et:

a15(€2,&3) = —%:fz(t) +(1—fp)by — %ﬁ'ogfs(t)

a176 = (1— fp) ba

ap2(€1,¢4) = —&(t)—Kda— %;Yalla&(t)

az5(&2) = B2 unéa(t)

ag2(éa) = —(ixp+ V];)Uaf4(t)

ag5(€2,&3) = (ixo— Tpixp)PH —ixp Un E2(t) — ixp Un NMNOGE3(T)
az 6 = (ixb_ fpixp) bA

as2(&4) = V];HAE4('[)

a45(&s) = 2 Hh Inog&3(t)

a5s(61,82.83) = Hn&a(t) —bu + &(0) [ B — 1] + pnogla(t)
as,2(¢4) = Hada(t)

ace(d) = &)L 1] b,

Les variables de prémissgg(t) (j = 1,...,4) sont ré-écrites grace a la transformation par secteurs non
linéaires :

&) = Fa&)&a+F2&)¢2 (3.108)
ou les scalaire§; », &; 1 et les fonctions; 1(&j), Fj 2(&;) sont définis par :
&a=max{&)}, &2=min{&®)} (3.109)
AN 3100 Rk E AN K B L\
Fia(&i(t) = 1 5 Fi2(&(t) = P (3.110)

Afin d’obtenir la structure T-S du systéeme quasi-LPV (3.106), chaquablag|(t) est décomposeée se-
4

lon (3.108) puis multipliée par ﬂ (Fj1+Fj2) = 1. Les fonctions poids obtenues sont données par :
k=1, k#]

Hi(E (1)) = Fy o1 (81(0)Fy 2 (€2(t) s g5 (E3(0) iy gt (Ea(1)) (3.111)

Les matriceg\(6(t)) etB;j(6(t)) sont obtenues en posajjtt) = EJ. o1 dansA(&) etB(&), ce qui conduit
au résultat suivant :

[ a11(&y 1) 0 0 0 215(85,02:83,0%) a6
0 a2’2(517q1,f4’q4) 0 0 3275(52@2) 0
A 0 a2(8400)  @3(&y01) 0 835(82,02:83.6%) age
- 0 a4.2(84,64) 0 a1.4(&y 51) a4,5(83,63) 0
0 0 0 0 3.5’5(51‘6%1, 527(427 Es_ois) 0
i 0 a6.,2(547q4) 0 0 0 aG,G(El,oil)_
bl,l(flvgil) 0
8 K S(O).sat
Bi = 0 0
0 0
0 0

(3.112)
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Ainsi, le systéme non linéaire (3.106) est de facon équivalente représrrsda forme T-S suivante :
16

KO = 3 w0 (AX(D) + Bu(t) (3.113a)
i=
y(t) = Cx(t) (3.113b)
avec la matrice de sortie :
1 00000
010000
C=loo0oo010o0 (3.114)
000O0OT10O0

Parameétre variant dans le temps pour le modeéle T-S de la station d’épation

Le modéle T-S (3.113) a été obtenu sous I'hypothése que la biomasse lgtéeast homogéne et
que le coefficient de mortalitd, est constant et égal a une valeur nomirgg= 0.3.
En réalité, a cause de changements dans les conditions de fonctionnemeeffideenbby est sujet a
des variations. Afin de prendre ces derniéres en considération, un per&n® variant dans le temps,
borné, est utilisé :
b (81(t)) = byn+0.2 64(t), B1(t) € [0,1] (3.115)

Ceci permet de considérer une variation maximale de 66% de la valeur nonRo&gqueby (64(t))
apparait dans; 5, ags et as s, les matricesd; sont maintenant variables au cours du temps et sont ré-
écrites sous la forma;(6(t)) = A + 61(t)Aip avec :

[0 O 02
0
02

0
0
0
0 0
0
O_

pd
I

(3.116)

O OO oo
O OO oOoOo

02
0

cNeoNeoNeNe
oNeoNeoNeNel

0

o

A est obtenu a partir d& (6(t)) pour 6 (t) = 0 (cas nominal).

L'évolution du coefficienby (t) est représentée dans la figure 3.7.

Afin d'illustrer I'effet du parametre variant dans le temps sur les états dumsgsta figure 3.5 représente
les états dans le cas nominal (av®c= 0.3 constant) et dans le cas d’'une variation du coeffidignt
La figure 3.5 montre bien que la variation bg a un effet significatif sur la plupart des variables du
systeme. A noter que dans le cas considéré, la régulation n’a pas palg bampenser I'effet de la
variation paramétrique.

Résultats et discussions

Afin de représenter un comportement robuste de la station d’épuration, leéedoaentrées/sorties
ont été générées par la simulation du modéle ASM1 complet a 13 variables d'étete¢t al. [1987]).
Bien que I'observateur soit synthétisé sur la base du modele T-S simplifiéq variables d’état) et que
les données soient issues du modele complet, les résultats d’estimation sonsaatssfa
En appliquant le théoréme 5, I'observateur simultané de I'état et du paraf@&8y est synthétisé en
calculant tous les gairs;j, Lij etaij.

Les comparaisons entre les états du systéme, le paradmpétjest leurs valeurs estimées respectives sont
représentées par les figures 3.6 et 3.7.
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Figure 3.7 — Biomasse hétérotrophe(t) = by, +0.26,(t) et son estimée
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Des résultats obtenus, on peut conclure sur l'efficacité de I'observateposé, puisque les six
variables d’état ainsi que le paraméig(t) sont correctement estimés. La Iégere imperfection d’estima-
tion en début de simulation est due a l'initialisation, le systéme et I'observateuré&gaespectivement
initialisés aux valeurs :

xo=(30 35 20 15 650 11)'
fo=(27 42 21 14 652 11)', 6=0

3.3.3 Diagnostic de défauts multiplicatifs de capteurs

Dans cette partie du chapitre, nous nous intéressons aux défauts multiplieatdptéurs. Comme
souligné en introduction, le cas de défauts de capteurs le plus répandladitgéésature existante est
celui des défauts additifs, dont I'étude est plus facile a mettre en odimdiagnostic dans ce cas se
fait principalement au moyen de bancs d'observateurs qui permettertéiection et une isolation des
défauts.

Dans ce qui suit, nous appliquons le principe de ré-écriture polytopiqueintrci-dessus pour la dé-
tection et I'estimation de défauts multiplicatifs de capteurs.
Considérons le systeme non linéaire T-S avec défauts multiplicatifs de capieéseré par (3.117)

Xt) = _;Ui(x(t))(AiX(t)"‘Biu(t)) (3.117)
yt) = Cltx()
avec
C(t) = (In+F(t))C (3.118)
ouF(t) € R™M est définie par :
F(t) = diag (1)) (3.119)

avec diagf(t)) une matrice diagonale d’élémenigt) (défauts de capteurdy.(t) peut également étre
mise sous la forme :

F =S f0OF 3.120
(t) JZlJ()J (3.120)

ou F; est une matrice de dimensiomx m dont toutes les composantes sont nulles sauf le t¢jnje

qui est égal a 1. Les termdg sont des parameétres inconnus, variants dans le temps et représestant de
défauts de capteur multiplicatifs. Chaque composante est inconnue, maistedegeef;(t) [sz, fjl],

ou les valeurs minimale et maximale sont connues. Alg($) peut se ré-écrire :

f(t) = FHCF (0) £+ B2(F (1) 12, £(t) € [£2, 1] (3.121)
avec
)= IO e - 400 @122
0 T
Hr(fi) +Ef(fi(0) =1, O<E(fit) <Lli=12 Wt (3.123)
Le report de (3.121) dans (3.120) permet d'écrire :
FO) =3 S EK(f () fF (3.124)

J=1k=1
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Comme précédemment, une forme polytopiqueCde est obtenue, ou la variable de décision est le
vecteur de fautd (t) non mesurable. Le systéme (3.117) s’écrit alors :

Xt) = i (x t) +Bju(t))

22& (3.125)
yit) = lelj(f(t))cjx(t)

=

avec _
Cj = C-i-ﬁ C

Synthese d’'observateur

Un observateur simultané de I'état et des défauts multiplicatifs de capteuopsespmpour le systeme
T-S obtenu. Une approche par atténuatibrest alors considérée.
L'observateur état-parameétres est choisi comme suit :

/ r

X(t) =3 Hi(X(1)) (AR(t) + Biu(t) + Li(9(t) — y(t)))

(1) =S mRO) K1) —91) - a f(1)) (3.127)

ouL; e R™M K; e R ™Meta; € R ™™ représentent les gains a calculer.
Soientey(t) etes(t) les erreurs d’estimation définies comme suit :

&(t) = x(t) — (1), er(t) = F(t) — (1) (3.128)

Comme précédemment, (3.125) se ré-écrit sous forme incertaine :

_ 2!“ (K1) ((A 4+ DA1))X(t) + (B + AB(t))u(t))

(3.129)
zu, ))(C; +AC(H))x(t)
avec ;
DALt) = _;[Ni(x(t)) Hi(X(t))] A (3.130)
= ZZA(t)EA
pB(H) — ZWX“” W(RO)B (3.131)

— B3g(t)Es
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Zm A ~
A5 = 3 (1)~ BFONG (3.132)
= Cc(t)Ec
et T
A=A ... A |, Zalt)=diaga(t),..., &), Ea= In, ... In ]T
B=[B1 ... ],ZB(t):dlag(cSl(t), &(t),Ee=[ln, - In | . (3.133)
C= [ C ... sz],ZC(t) diag(d:(t),.. ,62m(p)7 [ lom ... lom ]
& (t) = pi(x(t)) — pi(X(t)), 5y (t) = ki (f (1)) — B((t))
De la propriété (3.123), nous déduisons les inégalités :
—1<a(t) <1, 1<) <1 (3.134)
gui permettent de déduire de (3.133) :
SADZAM) <1, ZEM)Ist) <1, ZL(H)Zc(t) < | (3.135)
De (3.129), (3.127) et (3.128), la dynamique de I'erreur d’estimationtéétadonnée par :
&(t) = _2#« (X(t)) (Aiex(t) + AA)X(t) — Li(y(t) — y(t)) + AB(t)u(t)) (3.136)
L'erreur de sortigy(t) — y(t) s’explicite alors :
om _
y(t) —y(t) = Zlﬁj(f(t))(Cjex(t) +AC(t)x(t)) (3.137)
=

En remplacant (3.137) dans (3.136), la dynamique de I'erreur d’estimatioat @st alors donnée par :

r 2m

)= 3, 3 Wl () (& —LiCy)ex(t) + (AA®) — LAC(H)X(t) + ABMU() ) (3.138)

On déduit des équations (3.137) et (3.127) la dynamique de I'erretmda®n du défaut :

=3 S wEOE(FO)-KGadt) — aer®) + () ~KACHXD +af(®)  (3.139)
22

En définissant les vecteurs augmerggs) et w(t)

ea(t)—<2f((3>,w(t)—(xT(t) T T u) ) (3.140)
on déduit de (3.138), (3.139) et (3.140) :
r 2m
&b)=3 3 H RN (F(L)) (Bijealt) + Wi (1)) (3.141)
I=1]=
avec _
[ A-LC o [ DAM)—LAC() O 0 AB(t)
cb.,—( —Kiéjj _ai>,w.(t)—< CKACH)  a |0 > (3.142)

Compte tenu de (3.141), I'objectif est la synthése d’un observateur simpleamé état et le vecteur de
défauts capteur avec gay minimum du transfert deo(t) verse,(t). Les gains de I'observateur sont
donnés par le théoréme qui suit.
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Théoréme 6.L'observateur (3.127), pour le systéme non linéaire avec défauts multiplidetdapteurs
(3.117) garantit que le gairf, du transfert dew(t) vers g(t) est borné pa3 (8 > 0) s'il existe des
matrices R=P] >0, =P] > 0,11, 3, 4> 0, @, Kj, R ainsi que des scalairg8, A1, Aic >0,
Axc > 0 et Ag > 0 solutions du probléme d’optimisation (3.143) sous les contraintes LMIs (Beit44
(3.145) (avec = 1,...,ret j=1,...,2M

~ min B (3.143)
P1,P2,RiKi,Ti,A1,A10,A2¢,A8
Mk <Pl pourk=1,234 (3.144)
Qt CIKl 0 0 0 0 PA PB RC O
x Q@ 0 @ R 0 0O 0 0 KcC
s * Q® 0 0O 0 O 0 0 0
* * x —I2 O 0 0 0 0 0
* * * * -3 0 0 0 0 0
0 3.145
* * * * « Q° 0 0 0 0 < ( )
* * * * * x  —Aql 0 0 0
* * * * * * 0 —Agl 0 0
* * * * * * 0 0 —Acl 0
* * * * * * 0 0 0 —Axl
avec L
Q' = PA +ATPL—RCj ~C[R +1In,, QF =~ — 0] +Im
(3.146)
Q¥ = —T1+MELEA+AicELEc + AxcELEc, Q%= —T 4+ AsEgEs
Les gains de I'observateur sont donnés par
Li=P 'R
Ki = Py 1K; (3.147)
ai = P{lﬁi
Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov
V(ea(t)) = €l (t)Pey(t), P=PT >0 (3.148)
Utilisant (3.141), sa dérivée par rapport au temps est donnée par
. r 2m A
Viea(t)) =Y > mi(XO))R;(f (1)) [63 (1) ((Pi))TP+PPij)ea(t) + €} (H)PWi(t)(t) + w' (W] (t)Pex(t)]
i=1j=1
(3.149)

L'erreur e4(t) converge asymptotiquement vers zéro quaxid = 0 et le gainL; du transfert dew(t)
vers g(t) est borné pag si la condition suivante est vérifiée

V(ea(t)) +€l (t)ea(t) — ' () w(t) <0 (3.150)

avec
r=diaglk), N’k<pB 1, pourk=1234 (3.151)

Compte tenu de (3.149), (3.150) devient :

r 2m

conw (fen (@O PIPHPP +Inim PW(D) \ [ ealt)
iZJZI“'<X<t>>“J<f<t>><w<t>> < j wiT(tJ)p + - ><w(t)><o (3.152)
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La fonction de Lyapunov considérée est choisie avec :
P = diag(Py, P») (3.153)
Avec les définitions (3.128), (3.142), (3.151) et (3.153), (3.152) aist si

r 2m
> ) B (F(1) (Q + Q) +QT (1) <0 (3.154)
i=1j=1
avec : _
i —CIKP O 0 0 0
x —Pai—a'P+ln, 0O @@ P 0
W * -, 0 0 ©
Qij = N . r, 0 0 (3.155)
* * * * -3 0
* * * _r4
Qt =PA+ATPL—PILC —CILPL +1, (3.156)

Avec les définitions (3.130), (3.131) et (3.132), le terme variant danslestee (3.154) peut s’exprimer :

Qt)=( ATPf 0 0 0 0 0)'5A(t)(0 O Ex 0 0 0)
+(B™Pf 0000 0)t)(0 000 0Eg) (3.157)
+(C'LfP[ C'KP] 0 0 0 0)Z(t)(0 O —Ec 0 0 0)

En utilisant le lemme 1 et la propriété (3.134), pour tous scalaires pogiifag, A1c etAxc, ona:

ot 0 0 00 O

0 02 0 0 O 0
0 0 92 00 0
.
Q)+ QT (t) < 6 0 0 00 0 (3.158)
0 0 0 00O 0
0O 0O O 0 0 AgEEs
avec .
Q' = A/ TPLAATP + Ag tPIBBT Py + (A1) LPILICCTLT Py
(3.159)

Q2 = A PKiCCTKT P, Q3 = MEZEA+ (A1c +Axc)ELEC
pouri=1....retj=1,...,2M A
De l'inégalité (3.158), puisqug; (X(t)) et (f(t)) satisfont la propriété de somme convexe, la condition
(3.154) est vraie si la suivante est vérifiée :

Qi+ ot —CTK P, 0 0 o0 0
* —Pai — o' P+ I, + Q? 0 o P 0
% * Q%¥+0% 0 0 0
0 3.160
* * * - 0 0 < ( )
* * * —I3 0
* * * * * —F4+/\BEgEB

En considérant le changement de variables (3.147), ainsi qu’urpEament de Schur sup! et 92, la
condition (3.160) implique (3.145). Par conséquent, le gairdu transfert dew(t) vers g(t) est borné
par 3, ce qui achéve la démonstration.
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Exemple numérique

Dans cette section, la conception d’un observateur robuste est réaliséd&eafimer simultanément
I'état d’'un bioréacteur et un défaut multiplicatif sur un capteur. Le bioréactnsidéré est réduit & deux
équations d’'état non linéaires (Bezzaouehal.[2013f]) :

Xa(t) = LR —xq (H)u(t)

Ya(t) = — S 4 (d - (1) u(t)

(3.161)

oux, (t) représente la concentration en biomasse ¢} la concentration en substrat. La commange

est le taux de dilution. Les paraméti@sb et d sont connus. La sortie mesurée est la concentration en
biomassey(t) = x1(t)).

Considérons un défaut multiplicatif de capteur bofp@) qui affecte la sortig(t) tel que :

y(t) = (L+ fo(t)xa(t) (3.162)
Comme montré précédemmefif(t) peut s’écrire sous la forme suivante :
fu(t) = B (fo(®)) fL + BE(Fa(t) £, fu(t) € [fF, F) (3.163)

avec f? = 0.125 f1 = 0.625, i} (f1(t)) et Z(f1(t)) définis par (3.122). Les paramétrasc, d sont
respectivement égauxte= 0.07,c=0.7 etd = 2.5.
L'examen des non-linéarités du systéme (3.161), incite a considérer lelslearie prémisse suivantes :

B _ax(t)
z1(t) = —u(t), z(t) = %)+ b (3.164)
De (3.161) et (3.164), la forme quasi-LPV suivante est obtenue :
(1) = <Zlét) _CZZ(ZtZ)(tl . (t)> x(t)+< : )u(t) (3.165)

Un modéle T-S est obtenu sur un compact de I'espace d’'état en définissamelwalles de variation
dez(t) etz (t) parz(t) € [-1,-0.2] etz (t) € [0.004 15. Utilisant la transformation en secteurs non
linéaires, deux partitions pour chaque variable de prémisse sont corsstruite

t) =Fu(z1)Z+F 1
{ a(t) =Fu(z)zg + 12(21)21 (3.166)
2(t) = Fo1(2) % + Foa(22) 2
_ 1_
avec Fii(z1) = 721(10 22%, Fio(z1) = 7211 21(2'[)
h—4 L a-4a (3.167)
Fa(z) = 202 F22(22) = 0]
= 32
ou les scalaireg, 22, Z, et Z2 sont définis par :
z = maxz (t), zZ= minzy(t), z= maxzy(t), z = minzy(t) (3.168)

Les sous-modeles sont définis par les paifsB;) aveci = 1,...,4. Les variables de prémisse ont
été choisies de fagon & avoir toutes les matrigesgales 8" = [ 0 d |. Compte tenu de (3.164) et
(3.165), les matrice8; sont données par :

1 1 1
_( 4 %4 _( 4 z
M= ot ) 2= (G s )

N NERE
= (8 etz ) m= (8 ofiz)
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) j j j j j " |—avec défaut
—sans défaut
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Figure 3.8 — Sortie nominale (sans défaut) et sortie avec défetit
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Figure 3.9 — Entrée du systéeme

Le modele T-S du systeme avec les défauts multiplicatifs de capteur est obtentepaolation des
guatre sous-modeéles du systéme et des deux sous-modéles de la sortie :

N

X(t) =y pi(z(t)) (AX(t) +But))
> B (3.169)
y(t) = Hi(f1(t)Cix(t)

Co=(1+f} 0).

avecC, = (1+f2 0),
f(t)) sont calculées a partir de (3.122). Lg$z(t)) sont données par :

Les fonctions poidg; (

Ha(Z(t)) = Fra(z(t)) Faa(z2(1))
Ha(2(t)) = Fua(z(t)) Foa(z(1))
Ha(2l)) = Fia(za (1)) Fea(Za(1)) (3.170)
Ha(z(t)) = Fia(z(t)) Fo2(22(1))

Afin d'illustrer I'effet du défaut sur la sortie du systéme, la figure 3.8 éspnte la sortie avec et sans
défaut. L'entrée du systéme, les états et leurs valeurs estimées ainsidgfaleconsidéré et son es-
timé sont représentés respectivement par les figures 3.9, 3.10 et &ldonditions initiales sont fixées
ax(0)=( 01 15 ) pour le systtme et;(0) = ( 0.09 23 0 ) pour I'observateur des états et du
défaut. A noter qu'avec la méthode proposée, I'observateur syntlééigeobtenu avec un taux d'atté-
nuationB = 1.9810°2.
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Figure 3.10 — Etats du systeme et leurs valeurs estimées

0.7

2

Concentration en biomasse (m 9% IL)

o 50 100 150 200 250 300 350 400
temps (s)

Figure 3.11 — Défauf; (t) et son estimé

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé I'estimation d’état robuste (teadim d’état avec un certain
degré de précision malgré la présence d’erreurs de modélisation et/ou dts @&fionneurs/capteurs)
des systemes non linéaires sous forme de modéles T-S a variables de décigioesnoables ainsi que
le diagnostic (estimation des défauts).

Dans un premier temps, les systemes linéaires a parametres variants dans l@¢eraps gortie bruitée
ont été considérés en proposant des conditions de convergendeselax

Dans un second temps, I'approche a été généralisée aux systéemes noadieéag forme T-S avec
une premiére partie dédiée aux erreurs de modélisation, de défauts systélmegfeiuts d’actionneurs
et une seconde partie pour les défauts multiplicatifs de capteurs. Dans giatjee I'exemple d'un
bioréacteur ayant un comportement non linéaire a été considéré. Cetteleppréte structurée en trois
étapes :

e Ré-écriture des équations non linéaires du systéme en modele T-S par I'appedcesformation

en secteurs non linéaires

e Ré-écriture polytopique des défauts

e Synthése d’'observateur et diagnostic par estimation des défauts ou pasavaéiants.
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4.1 Introduction

Les contraintes de saturation affectant les variables d'un systémeaefadisprobablement les non-
linéarités les plus répandues en pratique. En effet, que ce soit poursessnahysiques, technologiques,
ou de sécurité, tout systeme physique est soumis a des limitations de fonctiohgensnmodélisent
par des contraintes d’amplitude sur les actionneurs et les capteurs. Engarélgesaturation de com-
mande, les performances d’'un contréleur synthétisé pour le cas nomiggthaetiire en I'absence de
saturation, peuvent se dégrader de maniere significative. Ces dégragatioment se manifester comme
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des dépassements, des oscillations de fortes amplitudes, des temps de répdeseaémimes tran-
sitoires assez longs, et méme dans certains cas conduire a une instabilitByRe@itnan [2005],
Kapasouris et Athans [1988], Walgama et Sternby [1993], Park et [1895], Kapooret al. [1998]).

Un exemple classique des effets catastrophiques pouvant étre erggemdiggligeant ces contraintes est
celui de la centrale nucléaire de Tchernobyl en 1986, mentionné dans[(&89]). Une des causes du
désastre fut attribuée aux limitations sur la vitesse a laquelle les barres ddepotivaient étre placées
et retirées du noyau du réacteur nucléaire. Quand la réaction s’agdéléri de commande essaya de
placer les barres dans le noyau aussi vite que possible pour ralentictaoré Cependant, a cause de la
limitation de vitesse sur le mouvement des barres de contrdle, I'action de la loi de colemafut pas
assez rapide, ce qui amena a une réaction en chaine incontrélée [H&0861. Il est maintenant lar-
gement admis que les saturations doivent étre prises en compte lors de lasyl@héis de commande.
De facon résumée, deux approches principales permettent d'alsettieproblématique :

1. la synthése de lois de commande dans le cas nominal, sans tenir compte deat@satcette
derniére est considérée a posteriori en rajoutant un bloc fonctiodéded d contrer son effet lors
de son apparition. Lexemple le plus illustratif est I'anti-windup (Syaichu-Rohmafiddleton
[2004], Zaccarian et Teel [2002], Muldet al. [2001], Grimmet al.[2003]). C’est une approche
en deux temps et qui consiste typiquement a ajouter au contréleur nominadryrecsateur basé
sur la différence entre les signaux de commande non saturés et satayssane (Syaichu-Rohman
[2005]). Une généralisation du probléme de synthése anti-windup ersaattsur une caractéri-
sation de la fonction saturation a I'aide d’'une condition de secteur a égalemebtoligt de
plusieurs travaux, dont (Gomes da Silva Jr et Tarbouriech [2008pef@dant, concernant les sys-
temes LPV saturés, la littérature n'est pas trés abondante a ce sujet, maisouvons notam-
ment citer (Scorletti et El Ghaoui [1998]), (Vi al. [2000]) et (Doet al.[2011]) ou la condition
de secteur modifiée introduite par (Gomes da Silva Jr et Tarbouriech [2088)généralisée aux
systemes LPV soumis & une saturation d’entrée et a des contraintes sur I'état.

2. la synthése de lois de commande en tenant compte de la saturation. Des métivades ent lar-
gement été traitées dans la littérature comme la construction d’ensembles invardiaot@il du
domaine d’attraction. L'idée fondamentale est de s’assurer qu'auclassi&ment de commande
n'apparaisse, ou plutot que le systéme n’atteigne jamais la saturation ehafitdecplus grand
ensemble de conditions initiales pour lesquelles la stabilité en boucle ferméeaadisgar que les
états restent invariants dans un certain sous-ensemble de I'ensemble difitsilzld qui prend
en compte des valeurs admissibles d’entrée. Toutefois, cet ensemble dsitfésemment grand
pour étre satisfaisant. L'un des critéres qui peuvent étre pris en coraptdgconception des
commandes est celui de danaximisations de la taille du sous-ensemble invariant. C’est un pro-
bléme fondamental, cependant particuliérement difficile, et qui rest@luréans le cas général
(Henrion et Tarbouriech [1999]). Plusieurs méthodes ont été péesgsour approximer ces en-
sembles invariants (Hu et Lin [2003], De Doetal.[1999], Gilbert et Tan [1991]).

La premiére approche est plus adaptée aux saturations qui reléveatagitimisation locale des perfor-
mances et ou les contraintes jouent un réle minime, contrairement a la seqprdehe plus appropriée
au cas ou l'effet des contraintes est critique (Blanchini et Miani [20@8] effet, en I'absence d’hypo-
thése de stabilité, il est bien connu qu’en présence de saturation, cettajeetoires du systéme peuvent
étre instables.

4.2 Motivations et position du probleme

Par opposition aux méthodes citées ci-dessus, généralement concuésitfgola saturation des ac-
tionneurs afin de préserver les performances en boucle fermée dmeyb&pproche proposée dans ce
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chapitre traite explicitement des saturations de commande. En effet, la réeésatie forme de modéle
T-S des saturations affectant les commandes du systeme permet d’ingsgrentraintes dans le modele
du systéme et de synthétiser les lois de commande en fonction des bornesisnposé

Un autre avantage de la méthode proposée est que la ré-écriture T-8uwraians permet non seule-
ment de traiter le cas des systémes linéaires, mais aussi celui des systemesaires lice qui n'est pas
le cas des méthodes citées précédemment qui traitent essentiellement lesyaseaeas linéaires.
Comme nous allons le voir par la suite, I'écriture générique et systématique derktisatpermet non
seulement la conception d’'une commande stabilisante des systémes (linéammetirgdaires), mais as-
sure également la robustesse par rapport aux incertitudes. Les casciaitésnent la commande par
retour d'état, par retour de sortie, l'utilisation de contrbleurs statique oundigu, en utilisant la mé-
thode de Lyapunov classique ainsi que I'approche descripteur pprgsenter le systeme a étudier.

La section 4.3 présente I'écriture T-S des saturations d’actionneurs. La séetiparte sur la synthése
de commande par retour d'état des systémes linéaires saturés (Bezzetoaicf2012]). Une extension
aux systemes non linéaires sous forme T-S est proposée a la section 4ZaaiBdwet al. [2013d]).
Un exemple de stabilisation d’un chariot-pendule soumis a des saturations de ateresatraité. Dans
I'exemple proposé, I'effet déstabilisant de la saturation est mis en évidensiegae I'apport de I'ap-
proche T-S.

Pour améliorer les résultats obtenus, nous nous sommes également intdaessés chapitre a la ré-
solution par approche descripteur. Cette derniére a été appliguée dasglie £gstémes non linéaires
incertains (Bezzaouclet al.[2013€]) ainsi que pour la commande par retour de sortie (Bezzaetiaha
[2013a]). A noter que les stratégies de commande par retour d’'étatggrep sont basées sur I'hypothése
que le vecteur d’état soit mesurable; cette condition n’étant pas forcé&atisfaite pour tous les sys-
témes, deux solutions peuvent étre envisagées : soit I'introduction d'wmatbsur, soit la synthése de
stratégies de commande avec retour de sortie. C'est cette derniere solitest tptenue et présentée
dans la section 4.6. Ce choix est motivé par la remarque 3 du chapitre 2 saleliddqg retour dyna-
mique de sortie inclut le cas du retour d’état observé par un multi-obserkeype Luenberger. Deux
cas de figure sont traités : la synthése d’'un contrdleur statique, puis’'cellexhtréleur dynamique. Afin
d'illustrer 'efficacité des approches proposeées, des exemples de simulatiodgalement présentés.

4.3 Représentation T-S de la saturation

Leffet de la saturation sur un systéme peut se modéliser de plusieurs nsanire possibilité
consiste a représenter le systéme saturé a I'aide d’'un modeéle polytopidqieerepeésentation est basée
sur la décomposition par secteurs non linéaires et aboutit a un modéle de tygeSagano. Pour cela,
nous proposons de ré-écrire chaque composante du vecteur d'soi@ne forme particuliere avec
trois sous-modéles.

La fonction non linéaire saturation pour un sigoél) est définie comme suit :

A Usat(t)
umnm
ut) si Umin < U(t) < Umax
Usat(t) := ¢ Umax Si U(t) > Umax
(41) === Umin
OU Umnax €t Umin Sont les limites de saturation.
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Considérons a présent le vecteur d’entréés € R™, tel que :

T
ut) = (u(t) ... up(t)) (4.2)
L'entrée de commande sous contrainte de saturation est définie comme :
T
Usat(t) = ( Usat1(t) ... Usatn,(t) ) (4.3)

Dans ce qui suit, nous établissons une relation antié) etu(t). Compte tenu de (4.1), chaque com-
posante du vecteur peut se ré-écrire sous la forme :

3

Usatj(t) = leli](uj ®) Au®)+y), T=1...n (4.4)
£
avec

M =0
A= (4.5)
Moo= o0
VJJ, = Umin,j
y, =0 (4.6)
V:é = Umaxj

et les fonctions d’activation suivantes :

ul(uj(t) = S te)
Ilzj_(Uj(t)) _ Slgr(-uj(t)—Umin‘j);Slgf(Uj(t)—umaxj) 4.7)
wujt)) = N0 tnag)

ou signdésigne la fonction signe et @khin j €tumaxj représentent respectivement les bornes inférieures
et supérieures de la commange

A partir de (4.3) et (4.4), on ré-écrit alors le vecteur d’entiéesc R™ soumis aux contraintes saturation
sous la forme

ZH. up (1)) (Atun(t) + 1)

Usar(t) = Zl’"‘ U (1)) (A ug(t) + ) (4.8)

zlu'nu Un, (£)) (A Un, (t) + ™)

Pour simplifier et alléger les notations, les fonctions d’activaﬂb(ru(t)) seront désormais notéﬂé(t)
En se basant sur la propriété de somme convexe des fonctions d’actigatipeut ré-écrire (4.8) afin de
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faire apparaitre des fonctions d’activation communes a toutes les composamtesalir d'entrées :

3 ng, 3
i;uil(t)()\ilul(t) + ) x <I!'szlu1k(t)>

3 ' ny 3
Usar(t) = zlui‘(uz(t))(m‘uzawwf) x <|‘| u}‘(t)> (4.9)
i= k=lk£¢ j=

ng—1

3 ' 3
_Zlui”“(t)()\i”“unu(t) +y) x ( > H}‘(U)

k=1 j=1

Ainsi, pourny entrées de commandée® 3ous-modeles sont obtenus. Il est aussi important de souligner
gue nous obtenons une expression analytique de la commande saiy(t¢eexprimée en fonction du

signal d’entréeu(t). Finalement, I'équation (4.9) peut s’exprimer sous la forme :

3w
Usar(t) = Zl HE() (Au(t) + 1) (4.10)

ou les fonctions d’activation global@s?(t) ainsi que les matrices; € R™*™ et les vecteurE; € RMWwx1

sont définis comme suit :
Ny .

pEt) = ﬂlﬂcj,_j(uj(t))
=1
(4.11)

A = diag(/\ol_il,...,)\giﬁu)

(= [ e ]

les indicesa!(i = 1,...,3% et j = 1,...,n,), égaux & 12 ou 3, indiquant quelle partition de [de™me

entrée (1], p3 ou u3) est considérée dansil€™® sous-modéle.
La relation entre l&'®™ sous-modéle et les indiceg est donnée par I'expression suivante :

i=3vwlgty3v2g? 4. +3% 0 - (3P4 3D
Inversement, on peut également retrouver les inddl;jeen fonction du numéro du sous-modéle, les

quantités (gt — 1),...,(c™ — 1)) correspondent & — 1) exprimé en base 3.
Un exemple illustratif est donné pour deux entrégs= 2), ou :

Usar(t) = ( Ula(t) UZg(t) )T

(4.12)

(4.13)

Puisque nous avons trois partitions pour chaque entrée, le modéle T-$ ppobas,(t) sSe compose

alors de 8 sous-modéles :
(4.14)

9
Uealt) = 5 L) (Au(t) +T)

avec les parametrgg™®, A; et I"; donnés par le tableau 1 dans lequel les quanﬂiéfst), ycjrj et)\;_.j

(O’ij =123 etj =1, 2) sont respectivement données par (4.7), (4.6) et (4.5).
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sous-modéle | (a,02) |  us(t) A r
1 (1Y) | phowd) | diagrla2) | [ K]
2 (12) | pOB) | diagrlAg) | [ 8]
3 (1.3) | phowdt) | diagrbA2) | [ B
4 1) | o) | dagria2) | [B ¢
5 (22) | OB | degrdA2) | [B B
6 (23) | BOBO) | diagrtAg) | [k BT
7 (31 | wOw) | dagrdA2) | [B ¢
8 (32) | O | diagrdA2) | [ ]
9 (33) | wtB) | diagrd.A) | [B B

Tableau 4.1 — Exemple a deux entrées

4.4 Commande saturée par retour d’état de systemes linéaires

4.4.1 Positionnement du probleme

Nous nous intéressons dans cette partie du chapitre a la synthése ddeedonmande par retour
d’état statique pour un systéme linéaire soumis a une contrainte de saturatlgactifest d’'assurer
la stabilité du systéeme bouclé malgré la contrainte de saturation, mais égalemenitvee feayain de
commande en fonction des bornes de saturation.

La solution proposée est le passage par la représentation T-S. En efietdidture de la saturation avec
des modéles de Takagi-Sugeno permet d’exprimer la contrainte de satwati®ma forme (4.10) en
fonction des bornes de saturation et d'utiliser I'écriture T-S globale (systesmntrbleur) par la suite
pour la synthése de la commande.

4.4.2 Représentation T-S du systeme
Soit le modeéle linéaire suivant :
X(t) = Ax(t) +Bu(t) (4.15)

Comme l'entrée de commandgt) est soumise a une contrainte de saturation, le systeme décrit par
(4.15) devient :
X(t) = AX(t) + BUP(t) (4.16)

A partir du résultat (4.10), le systéme (4.16) est équivalent a :

X(t) = guisat(t)(Ax(t) +B(Aju(t) +TH)) (4.17)
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4.4.3 Synthéese de la commande
On considére a présent la commande par retour d’état donnée par :
u(t) = —Kx(t) (4.18)

Le report de (4.18) dans le modéle T-S (4.17) conduit a :

?iusat (A—BAK)X(t) + Brj) (4.19)

La synthése de la loi de commande est obtenue en résolvant un probtstimation sous contraintes
LMI. Le calcul du gain de commandg¢ est précisé grace au théoréme suivant.

Théoréme 7. Il existe une commande par retour d'état pour le systeme linéaire saduté)(tel que
I'état du systéme converge vers une boule centrée a l'origine et domgdm est borné pag, s'il existe
des matrices P=P] > 0,R % =T > 0 solutions du probléme d’optimisation suivant :

PlrpFlznzB (4.20)
t.q.
Qi | : Ny
( - <0,i=1,...,3 (4.22)
avec T T ATRT
Q- ( PLA +AP1—RI’ A B" —BAR _Iz > (4.22)
et
r'B'=Br < (4.23)
pouri=1...,3N,
Le gain du contréleur est alors donné par :
K=RR*! (4.24)

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(x(t)) = xT (t)Px(t) (4.25)

avec Pe R™*™ matrice symétrique définie positive.
A partir des équations (4.19) et (4.25), la dérivée par rapport au terepg(g(t)) est donnée par :

zu,sat ((A—BAK)TP+P(A—BAK))X(t) + T BTPx(t) + X' (t)PBI)  (4.26)

En appliquant le lemme 5 du "Carré Matriciel", on utilise la majoration suivantecéve- 37 > 0:
FTBTPx(t) +x' (t)PBr; < [TBT=BIM + X' ()P~ Px(t) (4.27)

avecZ > 0, ceci conduit a borner (4.26) par :

3
) < Zl pS3(t) ((A—BAK)TP+P(A—BAK)+PZ 'P)x(t) +{BZBI)  (4.28)



64 Chapitre 4. Commande sous contrainte de saturation

Définissons maintenant :

Qi = (A—BAK)TP+P(A—BAK) +PZ 1P (4.29)
€= min Amin(—Qi) (4.30)
5= max '] BT3Bl (4.31)

i=1:3Wu

L'inégalité (4.28) se ré-écrit :

3

V(x(t) < _;ufa%t)(xT (H)Qix(t) + 3) (4.32)

PuisqueZ > 0, de I'équation (4.32) avec la propriété de somme convexe des fonctiatveteon (B.2)
ainsi gu’en se basant sur le lemme de congruence (lemmé&(t)) < —¢ || X(t) [|* +0. Il en découle
queV (x(t)) < 0 pour

Qi <0
i) 12 (433
Ceci implique, suivant la théorie de stabilité de Lyapunov, git¢ converge vers la boule centrée a
I'origine de rayon\/é.
En appliquant le principe de congruence (Lemme 2), un complémeghde Sinsi que les changements
de variables suivants : 5 _ pi
{ Rl _ xn (4.34)

l'inégalité Q; < 0 avecQ; définie en (4.29) est linéarisée et mise sous la forme de la LMI @Qavec Q
donnée par (4.22). La condition;@ 0 avec Q donnée par (4.22) assure la convergence de I'état vers

une boule centrée en zéro de rayg/rg.

L'objectif est a présent d’'optimiser le résultat obtenu en minimisant lerray® la boule\/g. Une

des solutions possibles consiste a minimiser d’'une paet d'autre part a maximisee. Pour cela,
introduisons un scalaire positB. Sif vérifie :

{ o0<p

eo1/8 (4.35)

o

alors le rayon de la boule'{/; est borné pag.

Les deux conditions (4.35) se traduisent comme suit :
1. Si(4.23) est vraie pour €& 1,...,3W), d'aprés (4.31), alord < .
2. Si(4.22) est vraie, un complément de Schur donne

~Qi>(1/B)1,i=1,...,3 (4.36)

alors toutes les valeurs propres d&; sont supérieures &/f3, en particuliere définie en (4.30).
Les conditions (4.33) sont donc impliquées par (4.21) et (4.23), ce havada démonstration.
Remarque 7. Il est important de noter qu’'a partir du théoréme 7 et de la définition deBices Q

(4.22), I'approche proposée stabilise le systéme saturé a condition gystése nominal (sans satura-
tion) soit initialement stable (valeurs propres de la matrice A négatives).
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En effet, il est évident a partir du blod, 1) de la matrice Q et de la définition des matrice;, que
lorsque/; = 0 si la quantité RPAT + AP, n’est pas définie négative, alors la condition de stabilit{é<@®
ne sera jamais assurée.

Pour résumer, I'approche proposée ne peut pas stabiliser un systémieal instable sous une contrainte
de saturation de commande, mais en revanche, assure parfaitemeriilaésties systémes initialement
stables mais déstabilisés par la saturation de commande.

4.5 Commande saturée par retour d’état de systemes non linéaires

4.5.1 Positionnement du probléme

Comme pour la section précédente, nous nous intéressons dans cette laastiathése d’'une loi
de commande par retour d’état assurant un recalage de I'état a I'omgaig cette fois-ci appliquée a
un systeme non linéaire sous forme de modéle T-S soumis & une contrainte désatliobjectif est
toujours d’'assurer la stabilité du systéme bouclé malgré la contrainte non limpaiseégalement de
trouver les gains de commande dépendants des bornes de la saturation.
L'intérét de I'approche proposée est qu’elle se généralise de mamigrédiate du cas linéaire au cas des
systemes non linéaires sous forme T-S, les non-linéarités du systéme etlas@&etant représentées
de maniére similaire.

4.5.2 Représentation T-S du systéeme soumis a une commandéusée

Considérons le modéle non linéaire (sous forme T-S) suivant :
n
X(t) = Zlﬂi(f(t))(AiX(t) +Bju(t)) (4.37)
i=

avecé (t) les variables de prémisse supposées connues et mesurables.
Comme I'entrée de commandé) est soumise & une contrainte de saturation, le systeme T-S décrit par
(4.37) devient alors :

X(t) = _;ui(f(t))(AiX(t) + BiUsai(t)) (4.38)

A partir du résultat (4.10) explicitant la commande saturée, le systéme nondiéa8) s'écrit aussi :
n 3w

X(t) = Zkz Hi(& (1) B2 (u(t)) (AX(t) + Bi(Aku(t) + i) (4.39)
i=1K=1

4.5.3 Commande de systemes non linéaires saturés

On considére a présent la commande de type FEa@a(lel Distributed Compensatigsuivante :

ut) =— Z Hj (€ (t))Kjx(t) (4.40)
=1
En reportant (4.40) dans le modele T-S (4.39), on obtient :
n n 3W
X(t) = Zl > kz Hi(& (1)) 13 (€ (1) KO (A = BIAKKX(t) + Bilk) (4.41)
i=1j=1k=1

Le réglage des gains de la loi de commande se raméne a résoudre un prdlaptimisation sous
contraintes LMI. Les gaink; sont donnés par le théoréme suivant.
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Théoreme 8. Il existe une commande par retour d’état pour le systéme non linéaireés@tiB8) telle
gue I'état du systéme converge vers une boule centrée a l'originelelgayon est borné paf, s'il
existe des matricesPPT >0, Rj, Sy =3} >0(pouri=1,...,n,j=1...,nk=1,...,3%), solutions
du probléme d’optimisation suivant :

Rrg;g ) B (4.42)

sous les contraintes :

Qijk |
< | _pi <0 (4.43)
reBl =Bl < B (4.44)
avec
S(AP — BiAR; |

Q= SAPEBAR) L) (4.45)

Les gains du contrdleur (4.40) sont donnés par
Kj=RjP? (4.46)

Démonstration. La preuve du théoréme 8 découle du méme raisonnement que celui pailisée
théoréme 7. En effet, considérons la méme fonction de Lyapunov quetitisiée précédemment :

V(x(t)) = xT (1) P~ Ix(t) (4.47)

avec Pe R™*™ matrice symétrique définie positive. A partir de (4.41), sa dérivée pgrad@u temps
est donnée par :

n n 3w

VO =3 5 5 HEDEOI (SOTOP BN KT OPHA - BAK X)) - (448
i=1j=1k=1

Du lemme 5 "Carré matriciel" aveE = X' > 0, nous déduisons :

. n n 3w
VOIS Y S S HEME M) (X OSPHA = BAK)) + P 5P )x(t) + MBI i)
i=1]=1k=1
| (4.49)
Notons :
Qij =S(PH(A ~ BIAK;)) + P2, P (4.50)
€= L TN Amin(— Qi) (4.51)
- TRTS. B
0=, max . TkB 2Bl (4.52)

L'inégalité (4.49) est ré-écrite sous la formiex(t)) < —¢ || x [|3 +3, ainsiV (x(t)) est négative pour :
s O
Qijk <0 and | x|5> . (4.53)

ce qui implique que (t) converge vers une boule centrée a l'origine dont le rayon est ég@@é
(Zhanget al.[2009]).
Analysons a présent la conditiadjx < 0, i.e.

S(P~H(A —BiAK))) +P 15 Pt <0 (4.54)
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De la propriété de congruence (6), I'inégalité (4.54) devient :
S((A —BiAK;)P) + 2.1 <0 (4.55)

Avec le changement de variables (4.46) et I'utilisation d’'un complémeBttar, les inégalités (4.55)
sont équivalentes au blgd, 1) de (4.43), i.e. x < 0. Comme les fonctions d’activation satisfont la
propriété de somme convexe (B.2) et corie O, si Qjx < Oest vérifiée pour+=1,...,n, j=1,...,n,
k=1,...,3vet|x|3> g, alors V(x(t)) < 0, implique que &) converge vers une boule centrée a
lorogine de rayon /2.
L'objectif a présent est de minimiser le rayQ/Zé. Ainsi, de (4.52) et des LMIs (4.44),est borné par

B. De (4.43), avec un complément de Schur, nous en déduisons que :
(1/B)|<*Qijka i,j:l,...,n,k:l,...,3”“ (4.56)

impliquant que toutes les valeurs propres(deQ;jx) sont supérieures &/fB. Par conséquent,/B < ¢
est vraie et finalement le rayon est borné ffar

Remarque 8. Afin d’améliorer le résultat du théoréme (8), les conditions de relaxation ptéss dans
(Tuanet al. [2001]) peuvent étre appliquées car les sommes sur i etj sont péesiar les mémes
fonctions d’activation. D’'aprés (Tuaet al.[2001] et (4.43)), le probléme d'optimisation relaxé devient :

errqulﬁr%kﬁ (4.57)
sous les contraintes
Qliik —IBI ><0,i:1,...,n;k:1,...,3nu
ZQik+ Qi+ Qi 1 (&) (4.58)
(TS Ry ) <ok 3
n-1

Remarque 9. Les résultats précédents sont basés sur le lemme 5 du "Carré Matri@efyiconduit a
I'apparition du termed ('} BT ZxBik) et de ce fait, la convergence vers une boule centrée a I'origine de
rayon inférieur ag.

Afin de réduire le conservatisme induit par le lemme 5 du "Carré matricie$' termesy et lel) une
solution consisterait a considérer le changement de variable suivant x 1 dans I'équation (4.48),
avecTjj = —(Eﬁk +Zijk) “IPIBiTk et =i = A — BiAK|. L'équation (4.48) devient alors :

n n 3w

V(x(t) = Zx Zlkzlhi (& (©)hy (& (0)) k(&) (X" (1) (S + Zig)X(1) = Te BT PHE ) +=ij) P Bil)
I=1]=1kK=

(4.59)
Pour chaque tripleti, j,k), il apparait dans I'expression dé(x(t)) une boule de centrgj et de rayon
MBI P L=, +=ijk) 1P 1Bilk
Amax( = +Zijk)
sont vraies (pour,ij=1,....,n et k=1,...,3W), le vecteur d’état converge vers la boule qui englobe
toutes les boules de caractéristiquies, rijk } -

lijk = . Ainsi, d’apres la théorie de Lyapunov, siles conditi6ﬁ§+5ijk <0

Exemple applicatif

Afin d'illustrer I'approche proposée, nous considérons I'exemple dhamiot-pendule représenté par
la figure 4.1.
Sur ce schéma apparaissent les grandeurs physiques dont letstormnésdans le tableau 4.2.
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—» M
@)

Figure 4.1 — Schéma de I'ensemble chariot-pendule

Z(t) Position horizontale du chariot (en m)

6(t) || Position angulaire du pendule (en rad)

F(t) || Force d’entrainement transmise par la courroie et due au moteur (en N)

Masse du chariot = 5 kg

M
m Masse du pendule = 1 kg
g

Accélération de la pesanteur 78ams 2

I Longueur du pendule = 0,1 m

I Moment d’inertie du pendule par rapport au centre de masség@std

f Coefficient de frottement visqueux entre le chariot et le rail et s’ogipiod I'actionF (t)
(f =100N/m/s)

Ks Coefficient de frottement sec du chariét = 0.00IN/m/s)

k Coefficient de frottement visqueux du pendule sur son(kxe0.045N /rad/s)

Tableau 4.2 — Parametres de I'ensemble chariot-pendule

Sous certaines hypotheses, le comportement dynamique de ce systéeme mandsiéhecrit par les
éguations suivantes :

(M-+M)Z(t) + fz(t) +ksz(t) —mlB(t)cog O(t)) + mléz(t)sin(e(t)) = F(t)
(4.60)
{ —mlz(t)cogB(t)) + (MI2+1)B(t) + kO(t) +mglsin B(t)) =0
Afin d’alléger le volume de calculs, nous ne considérons dans ce qujusile cas des petits angles. Le
modéle simplifié s’écrit alors :
(m+M)Z(t) + ksz(t) + f2(t) —mIB(t) + mléz(t)e(t) =F(t)
{ —miz(t) + (M2 +1)8(t) +kO(t) + mglf(t) = 0

Comme il sera montré ultérieurement, la saturation de la commande nominale a un stfietlidant
sur le systéme dynamique non linéaire. Afin de contrer cet effet, nousgmopd’appliquer 'approche

(4.61)
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proposée dans cette section, qui consiste en un premier temps a modélisemie sy@tdinéaire sous
forme d’'un modeéle T-S, puis a prendre en compte la saturation dans la synthéeenthande en la
représentant également sous forme T-S. Finalement, les gains de rétatiseront calculés a partir des
conditions relaxées du théoréme 8 sachant que la commande est satréefp@r < 3.

Passage du systéme non linéaire a sa représentation T-S

Considérons le vecteur d'éteft) et I'entrée de commandet) définis par :
X(t)=(z{t) 2t) 6(t) 6(t))", ut)=F(t) (4.62)
De (4.61) et (4.62), on en déduit les équations suivantes :

( Xl(t) = Xz(t)

So(t) = (M2 4 1)Xa(t) + kxa(t) + mghe(t)

X3(t) = Xa(t) m (4.63)
u(t) = — Tk (t) — ((m-+M)g-+mix(1))xa(t) — kexa(t) — fa(t) +u(t)

o T (mi2 1) —mi

La factorisation dex permet de déduire la forme quasi-LPV suivante :

X(t) = A(X(t))x(t) + Bu(t) (4.64)
avec :
0 1 0 0 0
| a a agt) a |
Ax(t)) = 0 0 0 1| B= 0 (4.65)
as as ar(t) ag b2
et ou les parametres etb; sont définis par :
1 biml
b]_ - m b2 - ﬁ—‘,—l al == —ksb]_ az - —fb]_ ag(t) - —b1m|(g—i—X£21(t))
ml2+1
~ bimlk ~agml _ agml _ ag(t)ml _agml—k
&= e =211 T e ar(t) = m2+1 9 %= mEL

(4.66)
L'examen de (4.65) et (4.66) suggére de choisir la non-linéz(tifé= x3(t) comme variable de prémisse.
Du fait des limitations d’angle et de vites2€,) est bornée et la transformation polytopique convexe est
appliquée, ce qui permet d'avoir :

Z(t) =hy(t)zz + ha(t)z (4.67)
avec
7 = maxz(t)
4y = minz(t)
) -2
hi(t) = = %%) (4.68)
2 — Z
ha(t) = T

ou hy(t) ethy(t) représentent les fonctions d’activation du modéle T-S défini par I'équation :

2
(O = 5 (0 (Ax(D) + Bu(D) (4.69)

Les matricesA; (i = 1,2) sont obtenues en remplacamit) respectivement paf—b;ml(g+z)) et
(—=biml(g+ 2)) dansA(x(t)) (4.65).
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Synthése de la commande

Comme mentionné précédemment trois lois de commande sont synthétisées et traiptemiere
utilise un retour d'état et est appliquée dans le cas nominal (sans satyritialeuxieme utilise le
méme correcteur nominal mais est saturée, la troisieme utilise également urdiétaumais prend en
compte la saturation lors de la synthese de la loi de commande sachant quedes e saturation
correspondent 8min = 0 etumax= 3 (Méthode T-S proposée). Les lois de commande considérées sont
ainsi données par :

2
un(t) = —_Zhi(t)KLNx(t)
Unsalt) = sat_guNm) (4.70)
urslt) = —_Zhi(t)KLTsx(t)

Le calcul de la commande nominalg(t) est basée sur le développement donné dans la section 2.7.1.
Quant a celui derrs(t), il est donné par le théoreme 8 avec les conditions relaxées de la rematesie 8
gains suivants ont été obtenus :

Kin=( 1153 —79.84 1434 648) Kyny=(9.95 —8217 1178 551) (4.71)
Kits=( 043 214 117 005), Kyrs=( 037 —-9.19 -0.10 053 ) (4.72)

Les commandes nominale, nominale saturée et T-S sont ainsi reprégartisegure 4.2.
Pour la condition initialeg = (0 0 151/180 0)T, la figure 4.3 représente I'évolution au cours du

Force (N)

0 O.‘5 1.‘5
temps (s)

Figure 4.2 — Commandes nominale, nominale saturée et T-S

temps de :
— Xn, I'état obtenu en appliquant la commande nominale (sans saturation), i.e.

2
) = Y (OB (0) +B(t)

— Xnsat, 'état pour la commande nominale saturée (saturation subie), i.e.

2

XN sat(t) = Zlhi (t) (AiXn sat(t) + Bun sat(t))

t.q. Un sat(t) = sat(un(t)).
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— etxsarTsl'état pour 'approche T-S proposeée, i.e.

XsatTs(t) = ihi (t)(AiXsarTs(t) +Burg(t))

2
avecurg(t) = _21 hi (1) Ki 7 sXsat T(t).

0.2 T T T T T T T T 04
x]n in
x]nszx ins it
~ X1satrs 0 — %psars
£
£ E
= E
o =
= o
®© =
< ®
(8] <
c @]
o ]
[0]
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o >
o ‘ ‘ ‘ ‘
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Figure 4.3 — Etats du systeme avec commande par retour d’état

L'examen de la figure obtenue montre bien la non convergence verseééal. Il apparait clairement
que I'approche T-S proposée assure la convergence de I'étainetsoule centrée a l'origine.

4.5.4 Commande de systémes non linéaires incertains satsré

En pratique, il existe plusieurs sources d’incertitudes affectant les sysfamgsiques et donc leurs
modeéles. Un cas d’étude intéressant consiste a prendre en compte simultafidoestitude des sys-
témes non linéaires et la saturation de la commande. En effet, dans ce cas¢semegiion utilisée
par modeéles T-S présente l'intérét d’apporter une écriture uniforme et coendes non-linéarités du
modéle du systéme et de celles affectant les entrées (saturation de commagdepeceet de facile-
ment transposer les techniques de commande robuste utilisées pour I'étusggstEmes linéaires aux
systemes non linéaires incertains.
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Restructuration du modele

La solution proposée est donc d’exprimer la saturation de la commande sowesde modéle T-S
et d'utiliser cette écriture pour la synthése d’'une loi de commande par ré'é&tat robuste pour les
systémes non linéaires incertains sous forme de modeles T-S. ConsidérgsigiieesT-S non linéaire
incertain avec entrée saturée suivant :

H0) = 5 W(E ) (A-+BAXY -+ (B B5() ) @73

ou les incertitudes affectant les matrices d'état sont communes a tous lesystaraes et sont structurées
sous la forme :
AA(t) = AZA(T)Ea (4.74)

AB(t) = BSg(t)Eg (4.75)

les variationga(t) etZg(t) étant inconnues mais bornées :
SA()ZA) <1, Vi (4.76)

TL()Z(t) <1, Wt (4.77)

La matrice identitd ainsi que les matrices connulsB, Ea et Eg sont de dimensions appropriées. A
partir de la définition (4.10) de la saturation, le systeme non linéaire incertain ge#8)écrit sous la

forme :
n 3w

X(t) = 'Zlkzlui (& (O)H () (A + BA))X(E) + (B +AB(L)) (Awu(t) + k) (4.78)

Synthése de la commande

Comme énoncé précédemment, I'objectif a présent est la synthése d’une rndenpaa retour d'état
(4.79) pour stabiliser le systeme T-S non linéaire incertain en présenceitaisa de commande (4.73).
La commande est choisie sous la forme suivante :

u(t) = - iuj(f(t))KjX(U (4.79)
2

ol les gainK; € R"*™ sont a déterminer.
En remplacant (4.79) dans (4.78), on obtient :

n n

3nu
X(t) = Zl 1kzlui (E(0) 1 (& (1) ) (A = BIAK )X(t) + (BA(t) — AB()AKK; )X (t) +Bil k+AB(E)k)
i=1j=1k=

(4.80)
Les gainK; du controleur sont donnés par le théoreme suivant.

Théoréme 9. 1l existe un contrbleur par retour d’état (4.79) pour un systeme T+Blimeaire incertain
en présence de saturation de commande (4.73) assurant la congerger’état du systeme vers une
boule centrée a I'origine dont le rayon est borné grs'il existe des matrices B PT > 0, R, Zx =

S} > 0 et des scalaires positifs, wi, wy solutions du probléme d’optimisation :

min 4.81
RRj«,zk-,O'kaQstsz ( )
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sous les contraintes

( QI”" —IBl ) <0 (4.82)

MBI LB+ okl fEREslk < B (4.83)

ou les matrices ¢k sont définies de la fagon suivante :

e B PEXL RIAGER
* =2 0 0 0
Qijk = * x —od 0 0 (4.84)
* * * —wl 0
* * * * — il
Ql = PAT + AP—RIA[BT — BAR; + wiAAT + o BBT (4.85)

pouri=1,...,n,j=1,...,netk=1,...,3",
Les gains du contréleur sont alors donnés par

Kj=RjP! (4.86)

Démonstration. On considére la méme fonction de Lyapunov que celle donnée en (4.4&yi&=e par
rapport au temps s’explicite :

n 3w

lex Z i (& YU () S(XT ()P BT+ X" (t)P1AB(t)Mk)
+XT(1)(PH(A — BIAK)) + P HAA(L) — AB(H)AK)))X(t))  (4.87)
A partir du Lemme 1, pouXy = ZI > 0, on utilise la majoration :
S(MEBIP2x(t)) < TEBI SkBilk+ X' (1) P Z, P~ Ix(t) (4.88)

A partir du lemme 7, de la définition (4.75) et de la contrainte (4.77), pourcatage positif gy, on
utilise la majoration :

S(X" (t)PTAB(t)I) < okl Eg Ealk + 0 X (t)P'BBTP~x(t) (4.89)

En considérant les majorations (4.88) et (4.89), la dérivée de la fonctiorydpunov (4.87) est elle-
méme majorée sous la forme :

<223

nu

=}
w

(E)p(t) (TRBI ZkBilk + okl E§ Eslk+ X' (1) QijkX(t)) (4.90)

HM

avec
Qijk = S(PHA — BIAK;) + P H(AA(t) — AB(t)AKK))) + 0 'P'BBTP t+ P i5 Pt (4.91)
Afin d’étudier le signe d¥ (x(t)) (4.90), définissons :

£= i:l:n,j:rrll:lrgkzl:snu/\mi”(_Q”k) (4.92)

5= max Me Bl ZBil + okl Eg EslMk (4.93)
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De (4.90), nous déduisons quéx(t)) < —¢ || x(t) || +6. Ceci conduit &/ (x(t)) < O si

Qijk <0
et (4.94)
() |[>> 2
Cela implique, suivant la théorie de stabilité de Lyapunov (Zhetrag. [2009]), que Xt) est borné et

converge vers la boule centrée a I'origine de rayg@.
En appliquant le principe de congruence (lemme 6) et les changemewisidbles :

R; =K;P (4.95)
et compte tenu de la définition (4.91), I'inégali@x < 0 devient :
S(AP - BiAKR; +AA(t)P - AB(H)AR)) + 0 'BBT +3, 1 < 0 (4.96)
Des relations (4.74-4.76), en appliquant le lemme 7, nous déduisons :
S(AA(t)P) < w; *PELEAP + wiAAT (4.97)

ainsi que :
S(—AB()AR)) < wy'RT AL Eg EsAR; + waBB' (4.98)

ou w; et wy sont des scalaires positifs.
En utilisant (4.97) et (4.98), (4.96) est satisfaite si :

S(AP—BIAR)) + 2t + 0y 'BBT + w; 'PELEAP + w1 AAT + wy 'R Af Eg EsAR) + wxBB' < 0
(4.99)
A partir du complément de Schur applique a (4.99), l'inéga¥g < 0 avecQ;jk définie en (4.91) est
impliquée par la LMI Qx < 0 avec Q donnée par (4.84).
La condition Qi < 0, avec Qx donnée par (4.84), assure la convergence de I'état du systeme non

linéaire incertain saturé (4.73) vers la boule centrée en zéro de rao/én Comme pour les cas précé-
dents, I'objectif est a présent d’optimiser le résultat obtenu en minimisaayta de la boule\/é.

Comme montré dans la démonstration du théoréme 8, le rg}@rest majoré paiB si les conditions
(4.82) et (4.83) sont satisfaites, ce qui acheve la démonstration.

455 Commande de systemes non linéaires incertains satar@pproche descripteur

Dans cette section, on utilise I'approche descripteur pour représenietéene en boucle fermée.
Cette représentation appliquée a la synthése de la commande consiste a intnoewymamique vir-
tuelle sur I'entrée et se base sur une ré-écriture matricielle du modéle dagcapteluisant a une ex-
pression de la dérivée de la fonction candidate de Lyapunov facile ésanaBette approche permet non
seulement de réduire le nombre de LMIs a résoudre, mais également demswpgartains couplages
entre les gains de retour d’état et les éléments de la matrice de Lyapunoessaoleé conservatisme
(Lin et al.[1999], Taniguchet al.[2001] et Gueltoret al.[2009]).

La dynamique virtuelle de la commande déduite de (4.79) est la suivante :

0.a(t) = —_iums(t)mx(t) ~ut) (4.100)
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Considérons le vecteur d'état augmexgtét) = ( X" (t) u'(t) )T,Ie regroupement des équations (4.80)
et (4.112) conduit a la forme descripteur :

n 3w
Bxa(t) = 3 3 H(EOIHEO LAK(OX(0) + Bu)] (4.101)

iI=1k=1

avec :

E = diag(l,0) (4.102)
Aw(t) = ( A —I—_?('Ib\(t) BiAk+_AIB(t)Ak ) (4.103)
Bi(t) = By + Bi(t) (4.104)
Bl - ( il ) Bt = ( ABT ) (4.105)

Théoréme 10.1l existe un contrdleur par retour d’état (4.79) pour un systéeme T+8lin@aire incertain,
en présence de saturation de commande (4.73), assurant la coneerde I'état du systeme vers une
boule centrée a I'origine dont le rayon est borné gy s'il existe des matrices;P= PlT >0, P>

0, R, £t = (£})T > 0 et des scalaires positits?, wy, w, solutions du probléme d’optimisation :

min B (4.106)
PLPsR 5L 02, 001,00

sous les contraintes
=k
< B ><0 (4.107)
MEZir+ 0P EgEglk < B (4.108)
avec=i définie par :

=} -R+PBAx PA PRB PB PRB

* =2 0 0 0 0
- * * -l 0 0 0
=ik = * * * —Gk2| 0 0 (4.109)
* * * * —Zﬁ 0
* * * * *  —pl
=1 _ AT , T
Zik =A Pi+PA + wEAEA (4.110)
=k = —Pu—PJ + @A(EgEp/ (4.111)
pouri=1,...,netk=1,...,3W,
Les gains K du controleur (4.112) sont donnés par :
Ki =P, IR (4.112)

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov :

V (Xa(t)) = X} (1) ETPxa(t) (4.113)
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avec la condition de symétrie ;" = PTE > 0.

Cette condition, compte tenu de la structure de la matrice E (4.102) et a&e{l% ? > se traduit
4
par :

.
(% 8):(%%)20 (4.114)

De ce fait, la forme de la matrice de Lyapunov (4.113) est donnée pafﬂlf >0 R =0 B et

P, étant des matrices de décision libres de choix. Nous choisissons ainsirRemaoc diagonale

P = diag(P1,Ps), avec R=P[ > 0.

Compte tenu de (4.101) et (4.113), la dérivée @e.\t)) par rapport au temps est donnée par I'expres-

sion suivante :

n 3w

V(xa(t)) = kz 1 (& (1) HEP () S (B (1) PXa(t) + X (t) AR (1) Pxa(t))) (4.115)
i=1k=1

ou les matricesdik(t) et Bi(t) sont définies en (4.103) et (4.104).
Pour étudier le signe d¥ (xa(t)), il convient de s’affranchir des variations temporelles inconnues mais
bornées des matricedix(t) et Bi(t). Pour cela, & partir de I'’équation (4.104), nous avons :

S((BE(OPxa(t)) = S((Bi) "Pxa(t) + (BX)" (1) Pxa(t)) (4.116)

Des lemmes 5 et 7, compte tenu des définitions (4.105) et de la structunméeilze P, ave&} matrice
symétrique positive eikz scalaire positif, on déduit les majorations :

S((Bk)"Pxa(t)) < TEZEMe+ X" (H)PBi(Zi) "B Pux(t) (4.117)

S((BR)T (H)Pxa(t)) < 0fTREgEslk + (0¢) X (t)PBBTPix(t) (4.118)

A partir de la définition des matricesli(t) en (4.103), la forme décomposée du terap(t)P +
PT Ai(t) est donnée par :

(4.119)

S(PA(D)) = ( S(PA +PLAA())  —KiT Py + PBiA + PLAB(t) Ay )

* —Py+ P
Pour majorer les termes variants dans le temps, du lemme 7, nous désipisor des scalaires positifs
w etap que :
S(XT (1)PLAAD)X()) < wnxT () EAEaX(t) 4wy X" () PLAATPix(t) (4.120)
S(XT (1)PLAB(H)AkU(t)) < wy X7 (1)PLBBT Pix(t) + wpu” (1)A] Eg Ep/Aku(t) (4.121)

En utilisant les majorations (4.117-4.118) et (4.120-4.121), la dérivée fbmtdion de Lyapunov (4.115)
est elle méme bornée par :

n 3

V(%a(t)) < Zl S Hi(E () () (X () MikXa(t) + TEZiT e+ 0FT{ Eg Eal) (4.122)
i=1k=1
avec 1 T
Mic = ( & —Py— P + WA EJEsi ) (4.123)

M =S(PLA) + W EAEA+w; *PLAATP + (02) 'PIBBTP +PiB(Z}) 'BTPi + w, 'PBBT Py (4.124)

En appliquant le complément de Schur & (4.123), la condition de sta{litdt)) < 0 est vraie SEj < 0
et x(t) ||I>> g. La matrice=j étant donnée par (4.109). La minimisation du majorant du rayon de la
boule de convergengé résulte du raisonnement utilisé dans les cas précédents.
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Exemple numérique

Afin d'illustrer 'approche proposée, nous considérons un exempletatgde de faible dimension.
Soit le systéeme T-S incertain, soumis a des saturations d’actionneurs, aveerdetes et deux états

mesurables :
-1 1 —0.80 002
A= ( 0 -075 ) Ao = ( 0.20 —1.40)
01 1 02 1
P (e ) w6 )
1 01)° 1 05
B _(22 g,_( 075 0 (4.125)
7 \2 2) 2=\ -05 075
0 01 01 01
B _<o.1 o>’ EB_<o.1 0.1)
Les incertitude&a(t) = Zg(t) = o(t)l sont représentées au cours du temps par la figure 4.4.
Le vecteur d’entrées est soumis aux saturations d’'actionneurs averde®datiquesiimax= Usmax= 2,

1

0.8

0.6

0.4r

O.ZJ

0O 5 10 15

Figure 4.4 — Incertitudes (t)

U1min = Ugmin = —2.
Les fonctions d’activation sont définies comme suit :

wx(t) = 1—tanr(x12(t)+xz(t)) @126
H2(X(t)) = 1—pa(x(t))

Afin d'illustrer I'efficacité de I'approche proposée ainsi que I'effetldsaturation sur I'état du systéme,
un contréleur nominal est tout d’abord synthétisé sans tenir compte de flateatule commande. Puis,
une comparaison est établie entre la réponse en boucle fermée du systerneraecteur nominal sans
saturation, celle du systéme en boucle fermée avec le correcteur nominal stfinalement celle
obtenue avec I'approche T-S proposée ou le gain du contréleur dégsrbornes de saturation.

Pour I'exemple numérique considéré, les gains nominaux sont calculés daikrenarésentée dans la
section 2.7.1 du chapitre 2.

110 111 164 164
Kna = ( 0.93 094 ) Knz = < 1.39 139) (4.127)

Les gainkK1, K> calculés grace au théoréme 9 sont les suivants :

973 897 9.73 897
K= < 1152 1072 ) Ke= ( 1152 1072> (4.128)
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Figure 4.5 — Etats du systeme incertain

Et finalement, les gains obtenus avec I'approche descripteur (10) sont

028 002 0.58 036
Kaa = ( 0.062 042 ) Kaa = ( 0.37 061 ) (4.129)

Les figures 4.5 et 4.6 représentent les états du systéme ainsi que les potreée cas nominal sans
saturation (respectivement not§s x,, U1 etu,), ceux du cas nominal avec saturation subie (respective-
ment NOtéX1sat, X2sat, Uisat €t Uzsar), ceux de I'approche T-S proposée en section 4.5.4 (respectivement
notésxiTs, Xors, UrTs €tuorg) et finalement ceux de la saturation T-S avec approche descriptepedres
tivement notéXitsp, X2t sp, U1Tsp €t Uz sp).

A partir des figures obtenues, on peut observer que la saturation de coeman effet déstabilisant
sur I'état du systéme si cette derniére n’est pas prise en considératietadaynthése de la commande.
En revanche, avec I'approche proposée, la convergence devétatine boule centrée a I'origine est
assuré malgré la présence d'incertitudes.

Concernant I'approche descripteur énoncée dans le théoréme bdnleende conditions a résoudre est
(nx 3" = 18), qui est moindre que le nombre de LMIs du théorém# & @™ = 36). On note également
gue la réponse obtenue est Iégerement meilleure. Le temps de descentsieseqt le méme (2s), mais
le rayon de la boule centrée a l'origine est égal204our la premiére approche et.28pour la seconde
(approche descripteur).
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0 01 02 03 04 05 0.6 07 038 09 1

0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1

Figure 4.6 — Entrées de commande

4.6 Commande par retour de sortie

Les méthodes de synthése auxquelles nous nous sommes intéressésjussgnt permettent de
générer un retour d’état (statique pour le cas linéaire et de type PDC poas laon linéaire). Des
conditions de stabilisation et de recalage a I'origine des états du systéme otahdiEséCependant,
ces résultats ne sont valables que dans le cas ou les états du systémesacaiblew Une solution pour
contrer cette restriction consiste en I'ajout d’'un observateur permettatitd&ion du vecteur d'état sur
la base des mesures des signaux d’entrée et de sortie. Une autre saltiece@nsidérer une commande
par retour de sortie comme cela est proposé dans différents travawarthdleur dynamique permet
notamment d’améliorer les performances en boucle fermée d’un systéme dyeah@souvent été uti-
lisé dans le cadre de la commande robuste{lal. [2000], Yoneyamaet al.[2001], Yoneyama [2006]).
Le contrdleur statique quant a lui s’avére particulierement intéressastléaadre d’'applications né-
cessitant un faible codt de calcul puisque, contrairement aux lois de cuthendabase d’'observateurs
ou par retour de sortie dynamique, sa conception ne nécessite pas ldisasdkquations différen-
tielles en ligne (Chadlket al. [2002], Huang et Nguang [2006]). Notons cependant que ce typaiside
commande par retour de sortie fait apparaitre de nombreux termes craispide entrées-sorties) et
conduit donc a des conditions de stabilisation LMI assez conservativesi@d2009]).

Comme citée dans la section précédente, I'approche descripteur présgététide non seulement ré-
duire le nombre de LMIs a résoudre, mais également d’éliminer certains gesptamtre les gains de
retour d'état et les matrices de Lyapunov, ces couplages pouvastitoen des sources importantes de
conservatisme (Tanala al. [2007] et Gueltoret al.[2009]). Dans la suite du chapitre, nous proposons
la formulation de conditions de stabilisation et de recalage a l'origine de systémdisdaires, sous
forme de modeles T-S, soumis a des saturations de commande, par retoufedetdmsées sur I'ap-
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proche descripteur.

4.6.1 Commande par retour de sortie statique

Cette section est dédiée a la synthese de commande par retour de sortie staiiqieparoche
descripteur, I'objectif étant de synthétiser une loi de commande fonctionivksux de saturation des
actionneurs.

Soit le systeme non linéaire T-S sous contrainte de saturation

- z X(t) + Bijlisa(®))

o (4.130)
ZUJ t) + DjUsa(t))

A partir du résultat donné par (4.10) explicitant la commande satugge), le systéme (4.130) s’écrit
comme :

3w n

)= Y #EOM (&) (AX(E) +Bj(Au(t) +Ti))
it (4.131)
ZIZ M) 1 (& (1) (Cix(t) +Dj(Aju(t) +T7i))

ou la commande par retour de sortie statique est donnée par :
n
=3 1)KV (4.132)
=1

En se basant sur I'approche descripteur et en introduisant une dyuewiituelle sur I'entrée et la sortie
du systéme, nous pouvons écrire :

=}

0.u(t) = Y p(&()Kjy(t) —u(t)
1 (4.133)
0y(t) = S Hi(&1)(Cix(t)+Dju(t)) —y(t)

=1

_
=N

Considérons le vecteur augmenté :
Xa(t) = ( XT(t) uT(t) y"(t))" (4.134)

Par simple agrégation de (4.130) et (4.133), le systéme saturé en bomeée fe'écrit sous la forme
descripteur suivante :

3 n
E%all) = 3 5 O (€(0) (A0 + B (4.135)
at
avec
Aj BiAi O Bili
= diag(ln,, On,+m), Aﬁ: 0 —ln, st , Bisj: 0 (4.136)
Ci DiAi —Inm Dl

Les gains du contrdleur assurant la stabilité du systéme (4.135) sordaimsis par le théoréme suivant.
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Théoréme 11.1l existe un contrdleur par retour de sortie statique (4.132) pour le systéondinéaire
saturé (4.130) tel que les états du systéme en boucle fermée conwengaime boule centrée a l'origine
d’un rayon borné pas, s'il existe des matricesiP- (P5)T > 0,P5 > 0, P§, P5,, PS5, RS, 2l = (Z9)T > 0,
=3 = (Z¥)T > 0, solutions du probléme d’optimisation suivant (poutL,...,3% et j=1,...,n)

min Bs (4.137)

PE. PS. Py P, Py, RS, % 230

sous les contraintes

Q2 cP,-R [ R PRI I, O 0
© Qf ReADIPS BTl 0 BLI 0, 0
% —P5— (PS)T o1 PST 0 0 Im
* % * —Zijs 0 0 0 0
« " N . —Zﬁs 0 0 0 <0 (4.138)
* * * * * _lenx 0 0
* * * * * * _lenu 0
* * * * * * * _lem
D] DI+ 1B 518 < Bs (4.139)
avec . .
Qi = S(PA +erP§1)
Qi? = PBjA+C[P5,+PDA (4.140)
QY = S(-P3+PgDjA)
Les gains du controleur sont obtenus pgrK ((P5)") 'R, j=1,...,n.
Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante :
V(Xa(t)) = X3 () (E%) T P%a(t) (4.141)
sous les conditions
(E3)TP° = (P5)TE®>0 (4.142)

Des définitions (4.136), pour respecter les contraintes (4.142), la mafi@sst choisie sous la forme
(4.143), avec P= (P})T > 0etB >0

PP 0 O
PP=( 0 P 0 (4.143)
P31 P, Ps
A partir des équations (4.135), la dérivée par rapport au temps de la fond#ohyapunov (4.141)
s’explicite :

3W n

V(xa(t) = Zl ZUisat(t))“j(E ()S0G (1) (P)T B + %3 (1) (AT PXa(t)) (4.144)
I=1]=
Du lemme 5, compte tenu des définitions (4.143) et (4.!7,{8;(0) est bornée par la quantité suivante :
3 n

Vi) < S Y B0 (&) (T B] =58 M + 1D 580 M+ (D Q5xa(t)  (4.145)
i=1j=1
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avec

= (A5)TP°+ (P)TAf + diag(PR(X{) 'P},0,0) +( Py PS5, P53 ) (ZF)(Psy PS P5)

(4.146)

Notons :
SS - i:l:m?r}:l:n)\min(_ 'SJ ) (4-147)
6= max (TVBJZFBiMi+ D) 2FD;M) (4.148)

i=1:3w j=1:n

Ainsi, de (4.145) avec la propriété de somme convexe B@)(t)) < —£% | Xa |3 +5° Il en découle
queV (Xa(t)) < 0 pour
Q5 <0 et ||x3>% (4.149)

impliquant, selon la théorie de Lyapunov (Zhastagl.[2009]), que x%(t) est borné et converge vers une

boule centrée a I'origine de rayov/g.
En appliquant la technique du complément de Schur a 'inégalité< 0 et avec le changement de
variables

R = (P)'K? (4.150)

il apparait que (4.138) impliqu¥ (t) < 0 pour || Xa ||3> gj.
L’objectif & présent est de minimiser le rayceﬁg De la définition (4.148) et de la condition (4.139),
0° est borné paiBs. Nous pouvons également montrer due® < fs. De (4.147), on déduit :

S > (1/Bs) 1, i=1,....,3%j=1...,n (4.151)

Toutes les valeurs propres de @f), incluante®, sont plus grandes qu/fs. Ainsi, 1/e° < fBs et le
rayon /% est borné pas.

Remarque 10. Comme pour le retour d’état, la remarque 7 concernant la stabilité des-smdéles est
également vraie pour le retour de sortie statique. Cependant, afin d’améisreésultats obtenus et de
relaxer cette contrainte de stabilité, un contrdleur par retour de sortie thigae est proposé dans la
section suivante.

Remarque 11. L'approche classique par Lyapunov peut également étre consigéréela synthése
du correcteur par retour de sortie statique. Cependant, en comparaigen I'approche descripteur, le
nombre de contraintes a satisfaire est plus élevé et leur linéarisation sous tehMI plus délicate.
En effet, en considérant le systéme non linéaire T-S sous contrainte datieetiguivant ;

3w n

X(t) = Zl Zlufat<t>uj (E(1))(AX(1) + Bj(Au(t) +T))
1=1]=

3w n

yt) =3 5 uE O (ED)CX()

i=1j=1

(4.152)

ou la commande par retour de sortie statique est donnée par :

n

u(t) = J;Ilj(f(t))KTy(t) (4.153)
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avec la fonction de Lyapunov(X(t)) = x" (t)Px(t), P=PT > 0. La dérivée de cette derniére est alors
bornée par la quantité :

3w n

<233 IIZMS“ JH(E (1) (8 (1)) (T B] =By (4.154)
xT (t )(AJTP—lj— PA| + CT KA\ BJTP+ PBjAIKLCI + P(Z]%) " tP)x(t))

Etant donné la triple somme, le nombre de contraintes LMI & satisfaire éeoluavec le nombre de
sous modeles. De plus, les termegREC sont difficiles a linéariser sans introduire un conservatisme
important. La conditiorV(t) < 0 est donc plus difficile & exploiter qu'avec I'approche descripteur ou
V(t) < 0 est bornée par la quantité (4.145), ce qui illustre bien I'avantage de I'agipe adoptée.

4.6.2 Commande par retour de sortie dynamique

L'objectif est de synthétiser un contrbleur stabilisant par retour de stytiamique malgré la pré-
sence de contraintes de saturation sur la commande. Comme précédemmentipla asstwbtenue en
représentant le systeme saturé sous forme T-S et en résolvant lenpeaboptimisation sous contraintes
LMI.

Considérons le contréleur par retour de sortie dynamique d’oxduéfini par les équations suivantes :

X(t) = Zu; ixe(t) + Biy(t))
(4.155)
uit) = Z“’ xe(t) + DSy(t))

Les matricesAJ@ € RMexNe, Bf € RMexm CjC € Ruxe gt DJc € R"w*M gont & déterminer. L'ordre. du
contrdleur peut étre adapté en fonction des objectifs de la commande etyataidue du systéme.
Considérons le vecteur d’état augmexyé) :

Xa(t) = ( xT(t) x[(t) u'(t) y'(t))T (4.156)

La concaténation des équations (4.130) et (4.155) conduit au systemipi@escr

3 n
E% () =3 5 uUu(E() (Afxa(t) + Bf) (4.157)
P
avec
Aj 0 BjAi 0 Bjri
_ 0 A 0 B¢ 0
EY = diag(ln +n.,Onom), AL = J J et Bl = 4.158
QHX-&-% nu+m) ] 0 C;’; _Inu D(J: i 0 ( )
Ci 0 DjA —Im Dl

La determination des gairy, B, C} et Df du correcteur (4.155) est détaillée dans le théoreme suivant.

Théoréme 12.1l existe un contrbleur par retour de sortie dynamique (4.155) pourdéesyge non linéaire
saturé (4.130) tel que I'état du systéme en boucle fermée convergeneboule centrée a I'origine dont
le rayon est borné pagy, s'il existe des matrices®= (P#)T > 0,P%, = (P$,)T > 0, P > 0, PE, PS,
PS, P, A, B, C;, D, =M = (Z}4)T > 0 et 52 = (ZZd) > 0, solutions du probléme d’optimisation
suivant (pour = 1 3”u et i= 1 ..,N)

(4.159)

min e d
PSP, PS; PS) . PS, PSL.PE,AS B .C D 21 52
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sous les contraintes

of  ClPh  QF CIPL-(PT| Ph (RRT| 1 O 0
o AEA)T QP B-RRT | 0 (RRT| o 0
Ce @ @ o @y o 0 1 o
* * «  —Pl—(F)T | O (PYT| O 0 0 |
* * * * —2 0 T
* * * * * —Zﬁd 0 0 0 0
* * * * * * — B4l 0 0 0
* * * * * * * — B4l 0 0
* * * * * * * * — B4l 0
* * * * * * * * * — Byl
(4.160)
MBJZ'Bili+ D] 25Dl < By (4.161)
avec
Qilj = AJ'T P} + PlLA +CjT P+ (P5)TC;
Qi = PYBIA+CTPL+ (PS)TDA;
QB = ([C)T+(PLTDIA
Q} = —P—(Py)T +(Piy) DA +AD]Pg;
Q#* = Dj—(PL)T+AD]F,
Les matrices définissant le contrbleur (4.155) sont données par
{A(j: :(sz)flz‘? Bf :(sz)AE? (4.162)
Cf :((Pg3)71>T6? D(j: :<(P393)71)TD%] .

Démonstration. La démonstration est similaire a la preuve du théoréme 11. La seule modification e
la structure de la fonction de Lyapunov adaptée au systeme descriptebiv(44L158). La fonction de
Lyapunov est :

V(%a(t)) = X5 () (ED) TPIxa(t) (4.163)
avec B! définie comme en (4.158) et les conditions
(EHTPI = (PHTEY >0 (4.164)
Compte tenu de (4.164), la matricé Bst choisie sous la forme :

P, 0 0 ©
0 P, 0 O
0 0 P, O
P Pl Pl Pl

pd — (4.165)

avec B, = (P9)T >0, P, = (P,)T >0etRs>0.
La suite de la démonstration est identique a celle du théoréme 11 et est dimgc om
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4.6.3 Exemple numérique

Considérons a nouveau I'exemple du chariot-pendule donné dans la sebt®at4eprésenté par le
modéle T-S (4.69). Les deux contrbleurs statique et dynamique sont syéghetiss leurs performances
comparées. Nous supposons gue seules les positions horizontalesletrasigont mesurées, donc les
matrices de sortie sont données par :

1000 0
CZ(o 0 1 0>,D:(O> (4.166)

La saturation de commande est définie par les limifgs= 0 etuUmnax= 3.
En résolvant le probleme d’optimisation LMI énoncé au théoréeme 11, les gaiosrdréleur statique
sont donnés par :

K;=( —0.002 —10.386 )

KS—( —0.002 —1113) (4.167)
Le théoréme 12 permet d'obtenir les gains du contrleur dynamique tsiivan
—-0.67 —0.13 -0.15 -0.15 —0.0194 -0.262
AC —-0.13 -080 -0.16 —-0.16 B _ —0.0194 -0.280
1 -0.15 -0.16 -075 -0.16 |’ ! —0.0194 -0.274
-0.15 -0.16 -0.16 -0.77 —0.0194 -0.279

-0.77 -0.15 -0.18 -0.17 —0.0035 —-0.283 (4.168)

AC -0.15 -0.79 -0.17 -0.17 BE — —0.0035 —0.240 '

2 -0.17 -0.17 -073 -0.16 | 2 —0.0035 -0.236
-0.17 -0.17 -0.16 -0.74 —0.0035 —0.236

C{=(041 -117 -010 -0.11),D=( —0.004 —0.25)
Cs=(046 —1.18 —0.09 —008),D5=( —0.004 —0.22)

La condition initiale eskp = ( 0 0 151/180 0)T. La figure 4.7 représente les variables suivantes :
— Xn, les états du systéme avec commande nominale non saturée (méme commande gEpliquée
le retour d’état de I'exemple précédent)
— XN sat, /€S €tats du systeme avec commande nominale saturée (méme commande appligjeée pou
retour d'état de I'exemple précédent)
— XsatTss l€s états du systéme pour 'approche T-S proposée avec le contriaiggue
— XsatTsq les états du systéme pour I'approche T-S proposée avec le contrgiemidjue.
L'effet de la saturation est bien mis en évidence sur les figures obtdhassclair qu'avec I'approche
T-S proposée, la convergence de I'état du systéme en boucle fermséenesboule centrée a I'origine
est assurée. |l apparait également que les résultats obtenus avaitdéeco dynamique sont légerement
meilleurs que ceux obtenus avec le contrdleur statique, puisque pour le pétatjda convergence est
assurée avec des amplitudes d’'oscillations plus faibles.
Afin de comparer les deux contrdleurs, leurs diagrammes de phasetifssges étatsc; et x; sont
tracés dans la figure 4.8 (rappelons que la valeur initialexdes) est(0,0)). On remarque que pour le
cas dynamique, I'état converge vers une boule centrée a I'origine da By= 1.5 x 102, quant & la
réponse pour le cas statique, le rayon calculéBést 4.9 x 103, valeur trés largement supérieure a la
précédente.
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Figure 4.7 — Etats du systéme par retour de sortie
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Figure 4.8 — Diagrammes de phase en BF avec correcteurs par retautidstmtique et dynamique

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, la stabilisation des systémes soumis a des contraintes at@sadercommande
a été abordée. Sur la base de la ré-écriture de la fonction non linéaire satscatioforme de modele
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T-S, plusieurs lois de commande ont été proposées. Le cas de systémieasliaéec une commande
par retour d’état statique a été traité, puis le cas des systemes non linéasgderamel T-S avec des
commandes de type PDC par retour d’état. Les résultats obtenus ont éiésédercas des systémes non
linéaires incertains sous forme T-S. Finalement, des lois de commande pardetsortie statique et
dynamique ont été mises au point.

Afin d'illustrer I'apport des méthodes proposeées, le cas d'un systemdiméaire chariot-pendule a
été traité. Pour cet exemple numérique, il a clairement été montré que la nomiprisempte de la
saturation entraine une instabilité du systéme, alors qu’avec la méthodeg®placstabilité du systéme
non linéaire est assurée et I'on notera que les gains de commande dépmiretdement des limites de
saturation.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de la pourso#ecdhsigne générée par un
modéle de référence pour un systéme non linéaire représenté par un modélageSiigeno. Tout

89
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au long du chapitre, I'accent est mis sur les difficultés rencontréesgssurer I'objectif de poursuite
ainsi que les solutions proposées. Nous étudions les propriétés desesydi&commande en matiére de
stabilité et de performance en poursuite ainsi que la dynamique des systmakerés (systéme et son
modéle de référence). Nous montrons également l'influence du choix dieatéecontréle relatif aux
objectifs et aux conditions structurelles.

Pour commencer, une étude bibliographique sur les méthodes de pourgtdates dans la littérature
pour les systémes linéaires et non linéaires est présentée. Nous nousdmepes la suite aux systémes
non linéaires représentés par les modeles T-S. Les conditions structureplesirdaite ainsi que des
stratégies de contréle sont proposées afin de mettre en évidence les treniobjectif de poursuite
désiré, le choix du critere de commande approprié et les conditions stilestuye en découlent.

Nous nous intéressons également a la commande tolérante aux défautptawisation de critére de
performance pour les modeéles T-S. Dans un premier temps, la commande optiomalespgystémes
continus affectés par des bruits de mesure, avec synthése d’obses\etteariables de décision non
mesurables est considérée. Puis, dans un second temps, nous étuslgystdmes discrets. Pour ce
dernier point, des algorithmes de calcul itératif sont proposés et mis ereogtigrace a des exemples
numeériques, I'effet d’anticipation et de compensation de la saturation est misdemés.

Remarque 12. A noter que le choix des systémes discrets est motivé par la nature des tmisichande
considérées (commandes prédictives). En effet, pour cette famille deel@isndmandes, le cas des
systemes discrets est plus facile a traiter que le cas des systémes continus.

5.2 Etude bibliographique

5.2.1 Poursuite de modéle de référence des systéemes linéair

Considérons le systéme linéaire représenté par le modéle :

{ X(t) = AX(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) 1)

oux € R™ ueRvetye R™.
Le modeéle de référence donnant la dynamique désirée est donné par :

% (t) = A (t) +Brur(t)
{wm=CMU 5.2)

avecy, (t) choisie en fonction de la dynamique de référence recherchée.

La synthese de la loi de commande consiste a détermiftigrassurant la poursuite entre le systeme
a commander et le modéle de référence désiré. L'objectif recherché &arel correspondre I'état du
systemex(t) (ou la sortiey(t)) avec celui du modéle de référengét) (ouy; (t)).

Trois approches peuvent étre distinguées, chacune ayant segagagitaes inconvénients pour le suivi
de modéle de référence.

La premiére approchd’'approche classique, a été introduite dans (Erzberger [1967]).a5bleur ob-
jectif d’assurer une erreur de poursuite nulle sous réserve de satefix conditions proposées par cet
auteur (Erzberger’s perfect model matching conditions). Cette apprtiibe une commande par retour
d’état assurant lefiatching entre le systéme et le modéle de référence, sous réserve qu’un ensemble d
conditions structurelles, pouvant s’avérer restrictives, soient \&sifi@es conditions imposent des simi-
litudes structurelles entre le systéme et le modéle de référence, par exemplewastreprésentations
sous forme canonique (G al. [2009]). A noter que I'un des problémes principaux de cette approche
est le choix de la structure du contrdleur. Sur ce point, nous distinguomspdecédures différentes.
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e Premiére procédure
La structure de la loi de commande est préalablement fixée et les conditiocisisties de poursuite
ainsi que les gains du contrdleur sont alors déduits. Dans (Curr@a][1®astry et Bodson [1989], Khalil
[1992] et Tao [2003]) par exemple, la commande par retour d’état esidosous la forme :

u(t) = Kx(t) + Kt (), K € R K, € RM*M (5.3)

ou K et K; sont des matrices constantes a déterminer pour que I'état du systenseive celui du
modéle de référence (t) donnés respectivement par (5.1) et (5.2). Pour cette commande, etanépo
(5.3) dans (5.1), nous obtenons :

{ X(t) = (A4 BK)X(t) + BKru (t)
y(t) =Cx(t)

En comparant ce systéme d’équations avec (5.2), on aboutit aux conditiomstclgingsuivantes pour
le régime permanent :

(5.4)

(A+BK)"1BK, = A1B, (5.5)
Le systeme (5.5) peut ainsi s’écrire :
B( K K) ( B Arl—lBr ) = AA 1B (5.6)
Dans ce cas, les gaiset K; sont donnés par :
(K K )=B"CoBj (5.7)
avec :
Co=AA 1B, By = ( _A:_lBr > (5.8)
et la condition :
BB CoB{ By = Co (5.9)
De la méme fagon, en régime dynamique, les conditiomaatehingsont :
{ gz B = g: (5.10)

Bien évidemment, les conditions (5.10) impliquent (5.5).

A noter que pour satisfaire les conditionsmatching(5.10), les matrices du systérAeet B, mais éga-
lement celles du modéle de référedgeet B, doivent étre sous une certaine forme canonigue restrictive.
Ainsi, si les conditions de rang

rang[B|Ar —A] = rang|B]
{rang[B\Br] = rang[B] (5.11)

sont vérifiées, alors les gaiset K, sont donnés par :

{ Kr — B+ Br

K — B*(A-A (5.12)

avecB™ la matrice pseudo-inverse de la matrige
Il est également important de souligner le fait que fixer la structure de l&loothmande n’assure pas
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I'existence d’'une solution. En effet, le choix d'une structure a priorit memduire au non-respect des
conditions de rang.

Le fait d'imposer des gains constants peut également étre sujet a critmurecdte raison, une forme
plus générale, avec des gains dynamidGg@s etK; (t) peut étre considérée (Geb al.[2009] et Yanget al.
[2006]). Dans (Joshat al.[2011]), la synthése d’'une loi de commande adaptative en présencerti-
tudes est considérée.

e Seconde procédure
Cette procédure tend a assurer une erreur de poursuite nulle sang atructure de commande pré-
requise. Dans (Nie et Patton [2011]), la loi de commande est déduite dmufete poursuite sur I'état
e(t) = X(t) — % (t). Compte tenu de (5.1) et (5.2) la dynamique de cette erreur s’explicite :

e(t) = Are(t) + (A—A)x(t) + Bu(t) — Bru(t) (5.13)

Afin de réduire cette équationedt) = Are(t) pour garantir la convergence de I'erreur vers zéro, le signal
de commande est choisi de fagon a rendre la quafAité A, )x(t) + Bu(t) — Bru, (t) nulle ou & défaut,
aussi petite que possible, ou/et avec une atténuation minimale sur la dynamltrecde

Une autre approche est basée sur la théorie de la commande optimale. Ceitpigsch I'inverse des
procédures classiques abordées ci-dessus, peut étre appligidparte quel systéme et assure toujours
I'existence d’'une commande minimisant une fonction (quadratique par exemplejréeli’de poursuite
entre le systéeme et son modéle de référence (Erzberger [1967], &sainf001], Tonget al.[2002]).

Bien que la commande optimale quadratique tende a proposer une procéudéralg pour la pour-
suite de modéle de référence, on trouve pour certaines combinaisons systdiie de référence une
erreur de suivi importante qui ne peut pas étre réduite au dela d’uteéneevaleur en jouant simple-
ment sur les matrices poids du critére d’optimisation choisi (Erzberger [L9aur cette approche, a
l'inverse de la premiére, au lieu de cherchemaatchingparfait, il est plus efficace de décrire I'objectif
de poursuite en terme de proximité du systeme et de son modéle de référence.

A cet effet, le critére de poursuite suivant peut étre considéeré :

[ e weenot<n? [0 u b (5.14)
0 0

ou Q est une matrice poids, définie positiverpte niveau d’atténuation considéré. La matr@eeut
étre choisie de facon a privilégier le suivi de certains états par rappbautres. Dans (5.14), la limite

supérieure de l'atténuatiofy; de u,(t) verse (t) notée\/}% quantifie I'effet de I'entrée de référence

sur I'erreur de poursuite. Il est évident que I'un des objectifs eshicddmiser 'atténuatiorn. Un autre
point de la commande optimale pouvant étre soumis aux critiques est le fait gaérissle la commande
sont constants pour tous les états.

Un point majeur a considérer dans cette approche est I'horizon de tempgmug étre infini ou fini et
glissant, ce dernier cas étant adapté a une optimisation en ligne. Cette deroé&dupe est fréquem-
ment appelée commande prédictive (ou Model Predictive Control MP&jtdtasée sur I'optimisation
dans un temps fini et glissant. Autrement dit, & chaque instant, un problénoendeatide optimale est
traité sur un horizon futur d pas. L'approche consiste a calculer une commande, a un instaHu-
rant un coQt minimal en terme de poursuite et d’énergie sur un horizorlldeNgMaciejowski et Jones
[2003], Kerrigan et Maciejowski [1999], Nikolaou [2001]) :

t+N-1 , )
o= 5 (X1 =i *Q+plluil?) (5.15)

1=t



5.2. Etude bibliographique 93

avecx = X(t) etx.t = X (t).

A chaque instant d’échantillonnage, on résout un probléme de commatichele sur horizon fini. Seul
le premier élément; de la séquence de commandes calculées sur cet horizon est appligetemesy
l'instant suivant, I'horizon d’optimisation est translaté d'un pas d’échantiéme et un nouveau critére
@, 1 est considéré. Le probléme de contréle optimal est a nouveau résallegawuvelles valeurs
d’état mesurées (Balandat [2010]).

Dans les deux précédentes stratégies de commande, la logdedthorizon de temps considéré peut
affecter le comportement du systeme en régime transitoire et, de ce fait, ce poiattmérattention par-
ticuliére. En effet, pour toutes les méthodes de poursduite listées ci-diessoisiportement asymptotique
est bien assuré et I'erreur de suivi tend vers zéro en régime permbimgooint intéressant pour amélio-
rer les performances du contrdleur serait de considérer aussi biginee permanent que le transitoire.
Dans (Stepanyaet al.[2009]), le contrbleur est basé non seulement sur I'erreur de pibeirmais égale-
ment sur son intégrale afin d’'améliorer les performances du systeme en tégasiwire. L'algorithme
de commande génére un filtre passe bas, ce qui permet de préveniillesiass en hautes fréquences
pour une classe de systémes incertains. Il est également importantideesogu’il existe des travaux
portant sur la commande prédictive dans le domaine fréquentiel comme rigdepst Krinshnakumar
[2010)).

L'approche par apprentissage itératif a base d’'un modéle de réféfemmeue également sous le
nom d’lterative Learning Control (ILC)) peut également étre consgieléCette approche est basée sur un
calcul itératif de la commande et peut étre résumée de la fagcon suivante.

A la k'®mejtération, la commandey(t) est appliquée au systéme :

%(t) = AX(t) + Buc(t), te[0,T] (5.16)
ou [0, T] est I'horizon d’optimisation. L'état qui en résulte est comparé a I'état du reatieréférence :

a(t) =% (t) —x(t) (5.17)

A litération suivante(k+ 1), la loi de commande est calculée a partir de I'erreur de ['itération précé-
dente :

s (1) = U(t) + Lé(t) (5.18)

La commande ILC mémorise donc les informations de commande précédentes eildésmxpour
calculer la prochaine commande afin d’améliorer les résultats. Par un chaiiejuddu gainL, les
résultats de la poursuite sont progressivement améliorés d'itération en itératio(ivu et al. [2002])
et les références associées pour plus de détails).

Malgré son efficacité, I'inconvenient de cette méthode en comparaisorceles listées ci-dessus,
est que la loi de commande se fait généralement off-line, sur un intervaiarges fini et en supposant
que tous les états sont disponibles. Cependant, quelques travauts iteceent de présenter une loi de
commande par ILC, prédictive, pouvant garantir une implémentation on-linea¢@id [2012]).

5.2.2 Poursuite d’'un modele de référence par un systéme noiméaire

Nous nous intéressons dans cette section aux stratégies de commande tépgidsies pour la
poursuite de modéle de référence des systémes non linéaires, en particliiégrigation exacte par
retour d’'état, les technigues de commande par modes glissants et le coragibgiad
Introduite pour I'étude des systémes non linéaires, la technique de linéarisatiatqur d’'état présente
un algorithme de contrble relativement compliqué. De plus, la stabilité du contrétsimpas assurée
pour les systemes a non minimum de phase et son application a des systémesires liegte complexe
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et fastidieuse (Cheet al.[1998]). Dans (Isidori et Byrnes [1990]), le probléme de régulatiesattie de
systemes non linéaires a été abordé, I'objectif étant la synthése d’unleangli§inamique stabilisant et
dont I'erreur de poursuite tend asymptotiquement vers zéro. Bien que letddsidori-Byrnes utilisée
soit efficace, elle requiert cependant pour la synthése du régylateésolution d’équations aux dérivées
partielles non linéaires, souvent plus difficiles a résoudre que les égudtldamilton-Jacobi-Bellman
(Shimizuet al.[2005]).

La commande par modes glissants présente I'avantage d’'étre robust@ant @ux incertitudes du
modéele (Wang et Lin [1999]). Dans (Yan et Xu [2004]) par exemple, emeaande par modes glissants
utilisant un retour de sortie pour la poursuite de systémes non linéaires insextété proposée. Cette
méthode est une extension du travail proposé dans€lyah[2003]), basée sur I'erreur de poursuite en
sortie. Dans (Yart al.[2003]) et (Yan et Xu [2004]) seuls les systémes de degré relatiffégalont été
considérés. Dans ce cas, malgré l'efficacité prouvée de la command®gas glissants, ce contrbleur
peut étre trop sensible au phénomeéneltEtering Une solution proposée est de considérer un ordre plus
élevé pour le contrdle des systémes non linéaires (Edwards et Spufi@Sat}, [Edward®t al. [2000],
Tan et Edwards [2003], Fridman et Levant [2002]), mais a cause danglexité engendrée et la non-
applicabilité de la méthode directe de Lyapunov, peu de résultats sont ithigsod ce sujet (Hset al.
[20086]).

La commande prédictive non linéaire (NMPC) est une extension de la comriinédie introduite
dans la section précédente. Elle est caractérisée par 'utilisation du modeéle raireldens la synthése
de la commande (Alamir [2006], Alessio et Bempord [2008]). A l'instar de la conttagprédictive
linéaire, la NMPC requiert la résolution itérative d’un probléme de commande detimaun intervalle
de prédiction fini. Ces problemes convexes dans le cas linéaire, ne le seulaplsile cas non linéaire
ce qui entraine certaines difficultés pour la stabilisation et la résolution nuragrdigéwer et Zhen
[2000], Findeiseret al.[2007]).

Il est également important de rappeler que la liste des approches ciéseépas exhaustive. Parmi une
littérature abondante, nous nous sommes seulement intéressés aux méthptlesrépandues.

5.2.3 Poursuite de modele de référence des systemes T-S :tdbation du chapitre

L'étude bibliographique présentée ci-dessus a pour objectif d’introtlupeint principal de ce cha-
pitre : la commande pour la poursuite de modele de référence des systéntiegaioes représentés par
des modéles de Takagi-Sugeno. Malgré une littérature abondante sue Ittud stabilité de ces mo-
deéles, peu de travaux se sont intéressés au probleme de poursuite de deaddérence. On peut citer
par exemple quelques travaux sur le retour d’'état ou de sortie avec la cammtarfTaniguchiet al.
[1999], Tseng et Chen [2001] et Mansoatial. [2009]). Dans ce cas, la solution du probléme de pour-
suite non linéaire est exprimée en termes d'inégalités matricielles linéaires etatarste commande
de type PDC (Mansougt al.[2009], Tsenget al.[2001]) par exemple). Cependant, dans ces références,
on se référe simplement a un choix "adéquat" pour justifier la structure dalende référence a suivre
mais sans toujours légitimer ce choix.

Cette derniere remarque a motivé le présent travail. En effet, que ce soitepcas linéaire ou non
linéaire, peu de travaux détaillent I'importance du choix du modéle de référaloce que la structure
de ce dernier et les valeurs numériques de ses parameétres conditioai@poml forte la faisabilité de
la poursuite. Dans (Nie et Patton [2011]) par exemple, les auteurs ont citéregions d’Erzberger
sans expliquer ou motiver ce choix. Pour cette raison, dans le préseil, tnaus nous intéressons non
seulement a la synthése de la loi de commande, mais également aux conditionssté@ (atching.
Comme il a été mentionné au début du chapitre, nous commencgons par alasgect’structurel et les
conditions a satisfaire pour assurer la poursuite du modéle de référandespsystémes non linéaires
représentés par des modeles T-S. Le point suivant concerne le choiikéte de poursuite en fonction
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des performances désirées (poursuite exacte ou issue d’'unectezh@ptimum). Puis, nous nous inté-
ressons a la commande prédictive et finalement a la commande tolérantdauts (gas continu avec
bruit de mesure, cas discret avec saturation de commande).

5.3 Conditions structurelles de poursuite

5.3.1 Modéele et objectif

Considérons le systéeme sous forme T-S suivaneR™ etu € Rv) :
Xict1 = Ak Xic+ Bi U (5.19)

avec :

A= ilui,kAi, Bk = illli,kBi (5.20)

ou les fonctions poids; x (Hik = Hi(&k) avecéy connu) verifient la propriété de somme convexe :
r
0< Hik<1, Zlui,k =1 (5.21)
i=

Le modéle de référence a suivre est défini par 'équation suivante R™ etu,, € Rv) :

Xrk+1 = ArXrk + Br Urk (5.22)

avec I'entrée de référencgy choisie pour avoir la dynamique désirée du modéle de référence.
L'objectif de poursuite idéale consiste a ajuster, a chaque inktdamtcommandel, de sorte que I'état
du systeme suive I'état du modele de référengg avec une erreur de poursuite nulle. Pour cela, deux
procédures peuvent étre considérées. La premiere tend a fixerdaustrde la loi de commande, puis
en fonction de cette derniére, trouver les conditions de poursuite et lessvdksigains de commande
qui lui sont attachées. La seconde stratégie n'utilise pas de structricgidipee de la loi de commande
mais, tend a trouver I'expression analytique de cette derniére a appligeatemoonditions structurelles
adéquates.

Dans les deux cas de figure, si les conditions structurelles assurantrfajpe s’avérent impossibles a
satisfaire, il faut alors faire des compromis comme restreindre la poursuite gautie des états (sorties)
seulement ou accepter une poursuite approchée des états.

5.3.2 Loi de commande prédéfinie
Dans le but de satisfaire I'objectif de poursuite, la loi de commande suieaht®nsidérée :
Uk = Ky Xk + Krk Urk (5.23)

ou les gaingy etK; x dépendent du temps.
En reportant (5.23) dans (5.19), le systéme devient :

X1 = (Ax+ Bi Ki) X+ Bx Kk Urk (5.24)
Les conditions dematchingen régime dynamique sont alors obtenues en comparant (5.24) et (5.22).
Elles sont données par :

{A'”LB"K" = A (5.25)

Bk Kr,k = Br
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Afin d’avoir une solution de (5.25) efy etK;, les conditions de rang suivantes doivent étre vérifiées :

rang[B] = rang[BylAr — Ay
{ rang[BE] = rangk[BkyBr] (5.26)

Compte tenu des définitions (5.20), ces conditions s’écrivent aussi :

rang —Zui,kBi— = rang [Zui,kBi | Zﬂi,k(Ar —Ai)]
rang —-2Ui,k8i— = rang [-iui’kBi ‘ Br]

Si les conditions (5.26) sont vérifiees, alors les g&ipstK;  sont donnés a chaque instant par :

{ K = BB
Ke = BJ(A—A

avecB, la pseudo-inverse de la matrice plein rang coloBget ou il faut rappeler que les matricAg
et By varient au cours du temps selon les expressions (5.20).

A noter que pour satisfaire les conditionsmdatching(5.26), puisque les matrices du systefpest Bx
sont fonctions du temps (5.20), une condition suffisante consiste a partitiesmaatrices\;, B et A,

B; sous la forme :
(P A (P
’*‘<A->’A“ <A,)

= ( Oneny _ ( Oneny
- (%) o= (52)

avecA est une matrice de dimension, — n,) x ny. A; et A, (des matrices de dimensiong x ny), b; et
b: (de dimensionsy x ny) sont des matrices quelconques (degrés de liberté). La structurei(Bz®e
donc les contraintes suivantes :

1. les(nx —ny) premieres lignes des matricés sont égales auxny — n,) premieres lignes de la
matriceA;

2. les(nx—ny) premieres lignes des matricBset B, sont nulles

ce qui permet de satisfaire les conditions de rang (5.26). Ces contramtasa@ montrent donc que la
poursuite parfaite exige un choix particulier du modéle de référence. Lélendd référence conserve
néanmoins quelques degrés de liberté apparaissanfdanis, dont les coefficients peuvent étre ajustés
en fonction de spécifications sur le modéle de référence.

Afin d'illustrer 'utilisation des conditions ci-dessus, considérons I'exemple&@mwéglie suivant :

(5.27)

(5.28)

(5.29)

02 05 0 0 02 05 0
A=| -02 099 —01 |, B=[ 0], A= —02 099 —01
0 0 02 1 0 0 o1
02 05 0 0 (5.30)
Bi=| 0 |, A= -02 099 —01 |, B,=| O
15 0 0 11 —05

avec comme fonctions d’activation :

2 —sin(Xy k) — tanhx
Pk = ( 1’k)4 i 2’k)7 Mok =1— a1k (5.31)
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En appliquant la loi de commande (5.23) avec les définitions (5.28) des gdmsa®mmande, les états
du systéme et ceux du modele de référence sont représentés a la figuespectivement notéset x
i=1,...,3). Les commandes  etuy sont représentées a la la figure 5.2.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 5.1 — Etats du systeme et du modéle de référence

20r —u
_20 |- -
(0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figure 5.2 — Commandesy et uy calculée

On constate sur les figures obtenues que la loi de commande propoS3e¢befficace, la poursuite
des trois états étant parfaite abstraction faite de I'influence des conditions fitiales réserve que les
conditions structurelles (5.27) soient vérifiées ce qui est le cas daesifB& présenté.
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0.8} | | |
0.6(\/ \
0.4 7
0 10 20 30 20 50 60 70 80 90

Figure 5.3 — Fonctions d’activatiqm i et Lk

5.3.3 Loi de commande a structure non prédéfinie

Dans cette section, la structure de la loi de commande, utilisée pour la poursuitmaodéle de
référence par un systéme non linéaire T-S, n'est pas prédéfinie.
Ainsi, a chaque instark, afin d’assurer la poursuite du modéle de référence a I'ingtart avec une
erreur de suivi nulle, c’est-a-dire :

Ak X + By Uk = X k1 (5.32)
la loi de commandei doit vérifier :
B Uk = Xr k1 — Ak Xk (5.33)
A noter que, dans ce cas de figure, la poursuite parfaite de I'étatélenée est assurée si les conditions
dematchingsuivantes sont vérifiées :
rang[By| = rang[By|Xr k+1 — AxXk] (5.34)

La loi de commande est alors déduite et donnée par les équations suivantes :

U = (BY Bi) B (X1 — Ak X) (5.35)

On retrouve donc une loi de commande qui dépend de I'état du systéraeceludl du modéle de réfé-
rence, avec ici un phénoméne d’anticipation sur I'état de référencesaradaire appel explicitement a
la commande du modéle de référence comme en (5.32).

Remarque 13. Si les variables de décision des fonctions d’activafiprsont fonction de la commande
Uy, les matrices Qet B (5.20) dépendent elles-mémes gelia loi de commande (5.35) sera alors sous
une forme implicite p= F(uy) :

+

r + r r
U = (_zilli,k(uk)Bi> (Ar __ZIIJi,k(Uk)Ai> Xic+ (_Zui,k(uk)Bi> Brur k (5.36)

La résolution de cette équation par rapport @ ne permet pas d’exhiber une forme explicite de la
commande. Pour contourner cette difficulté, un algorithme itératif est glaygosé :

ul(<j+l) = (B J'))TBI((J'))fl(B!((J'))T (Xnk-s-l—A;((j) X¢)
_ T i

(
k _ ‘
(B TBI) 1B (%1 — AV x) (5.37)
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. r . . r .
avec B = Zlui(ul((”)Bi, AV = Zlui(ul((”)Ai, j=0,...,N avec N le nombre d'itérations ef Uinitia-
= i

lisation de la commande qui peut étre prise egale japar exemple.

La convergence de cet algorithme peut étre démontrée localement, onatiseccela n’est pas I'objet de
notre étude, le lecteur peut se référer aux travaux (Allgower et Ged@§(llL Axelsson [1994], Kelley
[1995]) pour plus d’explications.

5.4 Choix du critere de poursuite

En fonction des objectifs de commande a assurer et de la tolérance aqueytda qualité de la
poursuite des états du systéme, deux criteres peuvent étre considéreés :

1. La poursuite exacte ou chaque composante du vecteur d’état du sysiiésewle une référence
donnée. Pour répondre a cet objectif, le systéme et le modele de ré&fémiment étre mis sous
une certaine forme canonique issue de conditions structurelles et de rangs

2. La poursuite optimale vis-a-vis d'un critére de distance entre I'état shemme et I'état du modéle
de référence. Cette distance peut étre traduite par la norme de I'eeqaoutsuite. Ce critére
concerne lacommande quadratique optimale comme introduction de la commandever &8t
pour les modéles non linéaires T-S.

Comme le premier critere a éteé traité dans la section précédente, seul le deusiBnsea développé
dans cette partie.

Comme indiqué précédemment, en raison du conservatisme imposé par les nergditicturelles né-
cessaires a la poursuite exacte de modéle de référence, nous nous sadmeeses a d’autres approches
pouvant relaxer ces conditions. La solution retenue est la commande tigiael@ptimale pour les mo-
déeles T-S. En effet, les conditions de poursuite exacte étant difficilesidegskest possible de considérer
le probléme de poursuite en minimisant I'erreur de poursuite entre le systéoembdéle de référence.
Cette approche admet toujours une solution, mais bien évidemment la qualité deslaifgone peut étre
imposée a priori.

5.4.1 Variables de décision indépendantes de la commande
L'objectif est alors de minimiser la fonction co(t pondérée suivante :

P =|| By Ui — Xrjer1 + A X 1y (5.38)
sachant la définition

Definition 1. Pour un signal a temps discret, on défini la norme pondérée par W comme :
v [f= 5 vk W (5.39)
K=0

ouW est une matrice poids définie positive choisie en fonction de spécificationg@er la poursuite
d’un état par rapport a un autre par exemple).
La loi de commande est alors donnée par :

U = (BEW Bo) T BEW (X1 — Ak X) (5.40)

ou les matricegy et By définies en (5.20) dépendent des variables de décigioannues.
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5.4.2 Variables de décision fonction de la commande

La remarque 8 est valable pour la loi de commande (5.40). En effet, daas leu les fonctions
d’activation dépendent de la commande, une solution itérative pour la cbehede la commande est a
considérer.

Dans ce cas, a I'étapp+ 1 de la procédure itérative, la fonction colt a minimiser est choisie sous la
forme : _
(0] (j+1) H B(J (H‘l) _Xr7k+1+A|((J) X ||\3V (541)

A = iui,k(uﬁj))pﬁ
= (5.42)

B0 — S B
“ i; Tk

et ou u( ) est la commande calculée a I'étapelLa solution est alors donnée par l'algorithme itératif

avec :

ud ™ = f(u) suivant (pourj =0,...,N):

uld ™ = (BUYTWE) 1BU)TW (X1 — AV %) (5.43)
Le test de convergence pour dé_cider de l'arrét des itérations a I'8tgpmit étre réalisé en analysant
ramplitude du résidw/ ™ — f (Ul ™).
5.4.3

Considérons a présent les exemples illustratifs suivants. Le modéle dencéf@tde systéme sont
donnés par :

02 05 0 -03 O 0 0.5 0
A=| -02 099 -01 |, B = 1 011 |, A;=| -02 119 -01
0 0 02 0 1 0 0 01
0.2 05 06 05 0 -0.8 -05
Bp=| 15 061 |, A,=| -02 109 -01 |, By= 05 -0.39
05 15 0 0 11 -05 05
(5.44)
On se place dans le cas ou les fonctions d'activation dépendent de la cometaamt données par :
Hik = Hﬂazlw, Mok = 1—p1k (5.45)

Les matrices définies en (5.44) ne vérifiant pas les conditions de poursadt €5.27), on applique
une commande quadratique optimale. Comme les fonctions d’activation dépendcbdemande, la
procédure itérative (5.43) est mise en oeuvre.

Dans un premier temps, I'objectif est d’assurer la poursuite pour lesxgtatss. La matrice de pondé-
ration est donc donnée péf = diag(0.01,1,1) de facon a favoriser la poursuite de ces deux états. Les
états du systéme et du modéle de référence respectivemenknetgs, i = 1,...,3 sont représentés a

la figure 5.4. Les commandeg, (commandes choisies) et (commandes calculées) sont représentées
a la figure 5.5.

A I'examen des figures, on constate bien que les &tatt x3 suivent de fagon optimale au sens du
critere (5.38) les états de référeneg et xz; bien que les conditions structurelles de poursuite ne soient
pas vérifiées.
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L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure 5.4 — Etats du systéme et du modéle de référencéfvediag(0.01,1,1)

1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 5.5 — Commandes et uy
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Afin d'illustrer I'influence de la fonction poidgV et son réle dans la poursuite des étdfsest mainte-

nant choisie égale a dig@01,0.1,1). Les états du systeme et du modéle de référence sont représentés a
la figure 5.6, les commandesy etuy a la figure 5.7.

On observe que la loi de commande proposée est efficace et que saipoest assurée. La poursuite

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure 5.6 — Etats du systéme et du modeéle de référencéNavediag(0.01,0.1,1)
pour les premier et troisiéme états a été améliorée, au détriment du deuxiéme gedoau&eau choix

deW.
Le tableau 5.1 quantifie ces constats. Nous avons calculé les quantités

N
= Z)Ixr,k,i —%il,i=1,2,3
k=

pour les deux situations proposées. L'indicksigne la €™ composante d’un vecteur Btest I'horizon
d’optimisation.

@ % ]

W =diag(0.01,1,1) | 18926 | 1323 | 1236

W = diag0.01,0.1,1) | 17618 | 12816 | 10.95

Tableau 5.1 — Influence du poiug

Lorsque les modéles du systéme a contrdler et de référence, non seutemérifient pas les conditions
dematchingparfait, mais sont de plus tres différents, la poursuite de trajectoire poile® états ne peut
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L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure 5.7 — Commandesg etu, avecW = diag(0.01,0.1,1)

étre précise. Relacher la qualité de cette poursuite (par le choix de la nvajrimar un (ou plusieurs)
état(s) peut permettre d’améliorer la poursuite des autres.

Une illustration de ce constat est donnée par I'exemple suivant. Le systemmetiéde de référence
sont donnés par :

08 04 0 01 04
A’:< —0.2 o.4>’ Bf:(o.z)’ Al:( -0.3 o.9>
0.1 04 04 0.2
B = ( 0.17)’ fo= ( 02 07 > B2 = < 0.23)
Les fonctions d’activation dépendent de I'entrée de commande et somée®par (5.45).
Dans un premier temps, les spécifications de poursuite sont les mémes powxiétade du systéme.
La matriceW est donc donnée pdW/ = diag(1,1). Les états du systeme et du modele de référence

(respectivement notésg et x;, i = 1,2) sont représentés a la figure 5.8. Les commangest ux sont
données a la figure 5.9.

(5.46)
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1
0 50 100 150

Figure 5.8 — Etats du systéme et du modéle de référencafavet,

L L
o 50 100 150

Figure 5.9 — Commandes etuy avecW = I
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On observe sur ces figures que la poursuite des deux états n'eskppstiormante (cela provient
du modele de référence assez éloigné du systeme a controler et dupeet s conditions derat-
ching").

Sachant que la poursuite des deux états est délicate, on considéta geurieme simulation une ma-
trice poidsW égale a diap.1,1), ce qui permet de favoriser a priori la poursuite du deuxieme état au
détriment de la poursuite du premier. Les états du systéme et du modéle deaéiaet alors représen-
tés a la figure 5.10 et les commandegetuy a la figure 5.11.

1
50 100 150

L L
o 50 100 150

Figure 5.11 — Commandesy et uy

On remargue que la poursuite a été sensiblement améliorée pour le deuxieraa éftdt, puisque
les conditions de poursuite ne sont pas verifiées, donc la commande érpaatalement efficace pour
les deux états avec la méme pondération. Par contre la poursuite est pnécjse l@xigence porte sur
un seul état.
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Afin de justifier cette constatation, considérons I'exemple d'un systéme T-8rdasionn, = 2 avec

une commande, = 1. Les matricedV et By sont choisies respectivement sous les formes suivantes
w O .

W= o 1 )¢ Bk = ( b ba )T. Nous rappelons que la commande est donnée par (5.43). En

remplacanWV et By par leurs expressions, nous avons :

1

U= -—5—"""5
> >
b W+ b3y

( buw b ) (Xekg1 — AXe) (5.47)
En reportant maintenant la commande obtenue dans le systeme d’'équatignil(5'&2suit :

1 b2 w b
Xier1 = A + ( u - budba

m babyw 3, )(Xr,k+1—Aka) (5.48)

La condition de poursuite a atteindre &st1 = X x+1, VK. Elle est satisfaite si

1 bng blkb2k 10
= 5.49
bikw+ bgk < bokbiw t%k 01 ( )

ce qui ne peut étre réalisé. Etant donné lyueet by varient dans le temps, une solution serait d’avoir
petit (w — 0), ce qui assurerait au moins la poursuite du deuxiéme état (comme naampdeiconstater
pour I'exemple précédent).

Remarque 14. La méthode d’optimisation quadratique proposée est basée sur la minimisation,
un horizon fini a chaque étape d’une procédure itérative, du criteteeda systeme et son modéle de
référence. L'erreur de poursuite est calculée et minimisée étape pae érase basant sur le résultat de
I'étape précédente. Une alternative serait de minimiser la norme de Uede poursuite sur un horizon
de temps infini (Bezzaouck&al.[2013b]) (voir la section suivante 5.6.1).

5.5 Commande prédictive non linéaire d’un systeme sous forme T-S

Comme pour les cas linéaire et non linéaire, la commande prédictive pour laipews modéle
de référence, tend a assurer une erreur de poursuite minimale surizontfori glissant. La procédure
proposée pour les modéles T-S est inspirée de la commande prédictivgugaastrement dit, en consi-
dérant un horizon d’optimisation fini de+ 1 pas[k,k+ p|. Les états du systeme au cours du temps
peuvent s'exprimer en fonction d’'un état initiglde la facon suivante :

Xer1 = At Bilk
Xctp+rl =  AktpXitp+ BrrpUkip

= <i|_£!]Ak+i>Xk+ii (jﬂ'f‘kﬂ) Bicti Ukt

(5.50)
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ou les matricegy, et By sont définies en (5.20).

Notons : ) )
Xk+1 A Uk
Ax1Ax

- Xe+2 ) -~ Uk+1

Xit-p = . ) Ak+p: : y  Uktp = .

. p .
Xi+p+1 I_LAkJr p—i Uk+p

— - |: = -
B 0 .0 (5.51)

A+1Bxk Bi+1 .. 0
Bevp = . . _ .

p—1 p—2
rLAk—l—p—in rLAk+p—in+1 S =
= -

Compte tenu de (5.50), I'état du systeme sur I'horizon considéré s’explititenetion de I'état initial
Xk et des commandes successives appliquées

Xk—i—p == .Ak+pXk + Bk+pUk+p> Xk-&-p S Rn<p+1) (552)

5.5.1 Variables de décision indépendantes de la commande

Pour assurer la poursuite du modéle de référence, la comnuagsteajustée afin de minimiser le
critére :

Py =] Krjer-p — Ak pXk — Bict-pUics p [y (5.53)
Xr k+1
Xr k2 . = . -
aveck k4+p = r . e R"PtD) ce qui conduit & I'expression explicite de la commande :
Xr k+p+1
n T —145T o
Ukrp = (Bi pWBkp) ™ By pW (Xr ket p — Ak pXi) (5.54)

Seule la premiére composaniedet est appliquée, ce qui génére I'état . Le processus d’optimisation
est ensuite repris sur I'horizdk+ 1,k + p+1].

5.5.2 Variables de décision fonction de la commande

Les matricesAy,p et Bkyp peuvent dépendre de la commangledans les fonctions d’activation,
I'équation (5.54) est donc implicite en la commande. Ceci implique de définir unithiger itératif de
calcul de la commande minimisant le critére :

U) x—BY gtz (5.55)

q)k+l :H Xr,k+p_“4k+p k+puk+p

ou les matriceatxkj et B(') sont données par (5.42) en fonction de la commauﬁﬁe
Définissons a I'étapg Ia quantitéF 1) dépendent de I'état initial sur I'horizaik,k+ p] et de la com-
mande calculée a I'étapge

FO = (B )TWBJ) )71 x (B ) TW (ke p — AL %) (5.56)

Sur I'horizon temporelk, k+ p], I'algorithme itératif considéré est ainsi décrit par les étapes suivantes :



108 Chapitre 5. Poursuite de consigne générée par un modéle de référence

1. Initialisation :j =0, définirUfQp (on peut choisir par exemple la commande calculée sur I'horizon
précédentk — 1, k+ p—1]).

2. Calculerd) etB) (5.57).

3. Mettre a jour la commande en utilisant l'algorithme a itération direﬁ&*pl) = F(J')uker

4. Test de convergence :
siflud™ —old) || > 5, j = j+1, aller a I'étape 2 sinon, fin de I'algorithme.

+p ~ “k+p
avec .
A ]
A
i +
AL = 5
DAl
i|1Ak+p_i
(i) R0} (0)
(i) AciaB Byi1 .0 57
Fer 5 5 .
I e ST .
L il:LAk+p—in iD)Aker_inH Bk+p_

AD - _iluiwwkm

By = 3 (el )

Aprés convergence de I'algorithme, la commande
ue=[1n, O ... O]Up (5.58)

est appliquée au systeme. Lors de I'étape suivante, I'horizon est @Bgalpas d’échantillonnage et le
critere®, 1 est optimisé pour obteni 1.

Exemples

Considérons a présent I'exemple décrit en (5.44) avec la matrice\Woiddiag(0.01,1,1). La com-
mande MPC est synthétisée pour trois pas (horizon prégictif2). L'algorithme itératif proposé est
implémenté et les résultats obtenus sont illustrés par les figures 5.12 et 5Sr18@gtvajectoires d'état et
les commandes respectivement.

Si I'on compare les résultats de la poursuite des états avec la commandetsangpradictive (fi-
gures 5.4 et 5.5), il est clair que I'objectif de poursuite a été amélioré.
Afin de quantifier cette amélioration pour chaque état, considérons l'indicaigant caractérisant I'er-
reur de poursuite :

N
a= z X ki — Xi.i
o
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1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

1 1 1 1 1
100 120 140 160 180 200

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure 5.12 — Etats du systéme obtenus par la commande prédictive et cenadédle de référence

1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

_ | | 11 | | | | | |
40 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure 5.13 — Commande du modeéle de référande) et commande MPQ(K)
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oui désigne le numéro de la composante d’un vecté@st I'norizon d’optimisation ex; I'état obtenu
avec la commande non prédictive (5.43). Le critgge est défini de maniére analogue a celui de la
commande MPC mais pour I'état obtenu par la commande prédictive. Finaleraaré|ibration relative
de l'erreur de poursuitg est définie par

T = 100L :n(»qp
Pour I'exemple considéré avgr= 2, nous obtenons grace a la commande prédictive, I'amélioration
suivante, pour chaque étaty: = 12.34%, T, = 31.24%, etr3 = 30.06%.

Afin de souligner l'influence de la taille de I'horizon d’optimisatii(N = p+ 1), les tauxt; d’amé-
lioration ou dégradation dds a la commande MPC, sont calculés @K 2,3,4,5} pour le méme
exemple et les résultats sont rassemblés dans le tableau 5.2.

On observe ainsi que, pour I'exemple considéré, la taille de I'hofizer est celle qui donne le meilleur

N=2 | N=3 | N=4 | N=5

71 | 10.22% | 12.34% | 11.51% | 12.53%

Ty | 27.44% | 31.24% | 27.37% | 28.51%

T3 | 25.40% | 30.06% | 25.42% | 27.55%

Tableau 5.2 — Influence de la taille de I'norizon

résultat. De ces observations, mais aussi des nombreux essais queansusfactués, il est important
de souligner l'influence importante de la taille de I'horizon sur la qualité de la comenprédictive
en terme de poursuite. Un horizon trop court, tout comme un horizon troppemgent ne pas donner
de bons résultats. Un compromis est alors nécessaire. Pour choisir la tdilerdgmn adapté pour le
systéme considéré, une étude comparative comme celle proposée cifgsslavérer utile et simple
a mettre en oeuvre.

Les différents essais effectués mais non rapportés ici, montrent égalqueetd choix de la taille de
I'horizon est lié a la dynamique des états de référence a suivre. Cetadire serait intéressante a
étudier dans des travaux futurs.

5.6 Poursuite de modele de référence tolérante aux défauts

Dans cette section, nous nous intéressons a la commande tolérante ats pigdiala poursuite de
modéle de référence. Deux cas de figure sont considérés selon la desutéfauts :

1. Défauts de capteurs additifs.
2. Commande saturée.
Le premier cas est présenté pour les systémes continus et le secondssystdenes discrets.

5.6.1 Poursuite de modele de référence tolérante aux défautle capteurs

Le calcul d'une loi de commande pour la poursuite de modéle de référersystdmes non linéaires
exprimés sous forme de modéle T-S est traité ici sous forme de probléme d’epiomisMI. Basé sur
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les structures T-S et PDC, avec un choix judicieux du modéle de réfénemeatténuatior, des va-
riables exogénes sur I'erreur de poursuite est considérée. Urvatee T-S a variables de décision non
mesurables est également synthétisé pour la minimisation de cette erreur.

La contribution majeure du travail proposé par rapport aux travaux axisést, d’'une part, la consi-
dération de VDNM, ce qui complique la synthése de I'observateur et du tewmtninais en étend la
portée (d’autres travaux considerent uniquement les VDM ou le retosodie (Mansourét al.[2009],
Tsenget al.[2001])) et, d’autre part, I'utilisation du formalisme descripteur qui pernegédiuire le colt
calculatoire et évite I'apparition de termes croisés entre les éléments de la mattigaplinov et les
gains (observateur et contrdleur) dans la formalisation des relations erptarsabilité des erreurs de
poursuite.

Dans un premier temps, on étudiera la poursuite de trajectoire d'état dasssiensadéfaut. On considé-
rera ensuite un défaut capteur et on cherchera une loi de commaudardde suivi de trajectoire malgré
la présence de défaut. La stratégie adoptée est de minimiser son influefesesreurs d’estimation et
de poursuite. Un exemple numérique est proposé pour illustrer les résutietsiob

Critére de poursuite

Pour la synthése de la commande de systémes non linéaires assurant légdiua modéle de
référence, une représentation T-S du systéme est considérée :

X(t) = Biu
0 Zu. X(t) + Bu(t)) (5.59)
y(t) =

ou x(t) € R™ représente I'état du systemet) € R™ I'entrée de commande gft) € R™ la sortie du

systéme. Dans la suite, nous considérons les modéles a VOV € RY dépendent de I'étaf(t)).
Compte tenu de cette dépendance, notons

Hi(E (1) = hi(x(t)) (5.60)

Ces fonctions d’activation satisfont, bien entendu, la propriété de sommexgonv

Zh (5.61)

0 < hy(x(t )) <1 i=1,...,n
Considérons a présent le modéle de référence stable suivant :
% (t) = A (t) + Brur (t) (5.62)

oux (t) est I'état de référence que doit suiw@) etu, (t) une entrée de référence bornée. Les matrices
A; etB; sont choisies de maniére a améliorer les performances du systéeme en bouéle faméliora-
tion du régime transitoire par exemple) et répondent aux conditions de suidémsodans les sections
précédentes.
L'objectif étant le suivi de I'état du systeme (5.62) par celui de (5.59rdadeur a réguler est I'erreur
de poursuites (t) :

& (1) =x(t) — X (1) (5.63)

L'état du systeme n’étant pas disponible, le correcteur PDC est citréstpartir de I'estimation de
I'erreur de poursuite. Les fonctions d’activation dépendent(tlenon mesurable, son estimée est alors
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utilisée. Le correcteur compte donc, outre le modéle de référence (5.6&)sarvateur d'état

Zh t) +Biu(t) +Li(y(t) —y(t))) (5.64)

y(t)

ouX(t) € R™ est I'état estimél; € R™*™ |es gains a déterminer. Le contréleur PDC est défini par la
commande

Zh. ))Ki (% (t) —R(t)) (5.65)

ouK; € R"v*™ sont les gains du controleur.
Sa structure est représentée a la figure 5.14. L'objectif est a prdsesynthétiser ce contréleur PDC,

/
modele de | U systeme non y
T4 y o 4 s é
référence i linéaire
i
observateur
d'état

Correcteur pour la poursuite de trajectoire

Figure 5.14 — Structure du contréleur

stabilisant le systéme non linéaire (5.59) et vérifiant le critere de perfoeman€lsenget al. [2001],
Chenet al.[1996], Tonget al.[2002]) :

/ "¢l (1)Qa (t)dt < n? / " T (ur (et (5.66)
0 0

ou Q est une matrice poids définie positive permettant de privilégier certaimgsasantes de I'erreur
de poursuiten est le niveau d’'atténuation désiré. Dans (5.66), la limite supérieure du garargfert
Ly deu(t) verse(t) notee/\( o) quantifie I'effet de I'entrée de référence sur I'erreur de pourstlite.
apparait clairement gu’un des objectifs de la poursuite est de minirmqiser

Synthése d’observateur

L'observateur choisi (5.64) est un multi-observateur proportionneliglassLa synthése proposée
peut également étre généralisée a des observateurs plus sophistiqyés piportionnel intégral ou
multi-intégral [Duanret al.[2001], Busawon et Kabore [2001], Maet al.[2003]].

Définissons I'erreur d’estimation d’étaf(t) :

ex(t) = x(t) —X(t) (5.67)

Sa dynamique ne peut pas étre calculée directement a partir de (5.6 )gdangs I'équation (5.59)
les fonctions d’activation dépendent des variables non mesuraftlest celles de I'équation (5.64)
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dépendent de leurs estimé€s).” Pour cette raison, en se basant sur la propriété de somme convexe des
fonctions d’activation, I'équation d’état (5.59) se ré-écrit sous la forme :

n

X(t) = Zl [hi (X(t)) (Ax(t) +Biu(t)) 4 (hi(x(t)) — i (X(t)) (Aix(t) + Biu(t))] (5.68)

i=
Cette forme permet une comparaison plus aisée gfttretX(t), puisqueh;(X(t)) apparait non seulement
dans (5.64), mais également dans (5.68). Définissons a présent :

n

AAlt) = Z[hi (X(t)) — hi(X(t)]A

& (5.69)
= .AZA(I)EA
et N
8B = 3 (V) ~ (OB 570
= BXg(t)Es
avec
A=[A ... Ay]B=[B1 ... By ],
Ea=[ln - In ] Es=[1ln - In |
(5.71)
SA(t) = diag(8y(t)ln,. ... &u(t)ln,), Za(t) = diag(&y(t)ln,. . . &r(t)ln,)
& (t) = hi(x(t)) —hi(X(t))
De (5.61) et (5.71), nous avons :
~1<3(t) <1 (5.72)
ce qui implique :
ZADZAM) <1, ZE(H)Za(t) < (5.73)

Se basant sur (5.69) et (5.70), le systéeme (5.68) est représenta Enuse du systéme incertain suivant :
n
X(t) = Zlhi (R(1)) (A +DA(L))X(t) + (B +AB(t))u(t)) (5.74)
=
Des équations (5.74), (5.67) et (5.64), la dynamique de I'erreur d’estimdititat est donnée par :

&(t) = _ihi (X(1) (A = LiC)ex(t) + AA()X(t) +AB(t)u(t)) (5.75)

Synthese de la commande PDC par retour d’état

L'objectif est a présent de trouver les gains du contréleyb.65) et ceux de I'observately (5.64)
assurant la stabilité asymptotique du modéle en boucle fermée (5.77) et garnitiesperformance de
poursuiteL, (5.66).

Pour cela, I'approche descripteur est considérée. La commandé €5t&8ors ré-écrite comme suit :

>

0.0(t) = — > hi(X(t))Ki(x: (t) = X(t)) —u(t) (5.76)
1

A l'aide des définitions (5.63), (5.75), (5.62) et (5.76), définissonsdeeue d’'état augmenté

t) el X u@)

2,

Xa(t) = (
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dont la dynamique s’écrit :

Exaa):_ihi(m»( (O%a(t) + Bu (1) (5.77)

avec
A +DA(t) 0 A —A +DA(t) Bi+AB(t)
A—| 240 A-LC AA(t) AB(t)
0 0 A 0
Ki —K; 0 —In,
b, 0 0 0 B (5.78)
o, oo o [ o
E=1 90 01, o|'B7| &
0 0 0O 0

A noter que pour le vecteur augmentgt), le critére de suivi (5.66) devient :
U T 2 (Uo7
| 0Quatdt<n? [Tl u et (5.79)

avecQ, = diag(Q,0,0,0). La solution du probléme de suivi (calcul des gaq®tL; sous la contrainte
(5.79)) est donnée par le théoréme suivant :

Théoreme 13.1l existe un contréleur PDC par retour d’état (5.65) et un observatéii64) pour le
systéme non linéaire décrit sous forme d’un modéle T-S & VDNM (5.58htssant la poursuite avec
I'atténuationL, (5.66) pour une valeur donnée gé, s'il existe des matrices;P- PlT >0,R= PzT >0,
Ps=PJ >0,P, >0, F, R, des scalaires positifdi, A}, A1, A2, A2 et A7 satisfaisant les LMIs (5.80)

pouri=1...,n,

M 0 P(A—-A) R +PB -PB PA PLA P.B 0 0 0
x  M? 0 —-R! 0 0 0 0 PA P.A PB
* % M3 0 PsB, 0 0 0 0 0 0
% * M4 0 0 0 0 0 0 0
* % * * —n?lp, 0 0 0 0 0 0
X % * * * —Adlnn, 0 0 0 0 0
x % * * * * —A3lnn, 0 0 0 0
* * * * * * * —/\jlnr\J 0 0 0
% * * * * * * * */\12|nrk 0 0
* * * * * * * * * —)\glnm 0
* * * * * * * * * * —Alzlnnj

(5.80)
avec

Ml =ATPL+PA +Q+ (Al + AZ)ELEa
M?=PRA +ATR,—C'FT—FC

M3 = ATPs+ PsA; + (A3 + A2)ELEa

M4 = —Py— P4T + ()\j‘—l—)\})EgEB

Les gains de I'observateur et du contréleur sont donnés par (peut,i...,n) :

Ki=(P}) 'R
L — P I, (5.81)

<0
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Remarque 15. La solution du probléme de poursuite proposée est basée sur une aibénda avec
une valeum? fixée. On peut également assurer la poursuite et rechercher la ptits paleur admissible
den en résolvant le probléme d’optimisation (5.82)

min n (5.82)
{Pi, B, B3P, B, R, AL A2, AL A2, A2, 023

telle que la condition (5.80) soit garantie avge= 2.
Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov :
V(xa(t)) = x5 (DETPxa(t) (5.83)

avec la condition :
ETP=P'E>0 (5.84)

Compte tenu de la structure de E (5.78) et de la contrainte (5.84), la matrest Phoisie sous forme
bloc diagonale P= diag(Py, P, P3,P4) avec :

PL=P >0,P,=P, >0,P3=P] >0
En utilisant (5.77), la dérivée par rapport au temps de)(t)) est donnée par :
V(%a(t) = X (ETPYa(t) +x] (t)PTEXa(t)
n

Al (t)P+PTA ()%a(t) + XL ()P Bu (t) + U (1)B' Pxa(t))

= Y REOOA (5.85)

Pour assurer la stabilité du systéme en boucle fermée (5.77) ainsi quenliatién £, (5.79), avec la
fonction de Lyapunov (5.83), la condition a vérifier est :

V (Xa(t)) +%g () QaXa(t) — nuf (t)ur(t) <O (5.86)
Gréce aux relations (5.85), (5.78) et (5.79), (5.86) se ré-écrit :
n Al TA TR
. i OP+P'A(t)+Qa P'B Xa(t)
hi(R(t) ( xX(t) ul(t A _ <0 5.87
PRUCONEHU r<>)< T S ) L (5.87)
qui est vérifiée si :
Al TR B
B P -n2l
Pour résoudre l'inégalité matricielle (5.88), une solution consiste a faire gdjre deux termes dis-
tincts : un terme constant et un terme dépendant du temps. De plus, €déramt les définitions (5.69)
et (5.70) avec la propriéte (5.73), le terme variant dans le temps va étretb

Des définitions (5.78) reportées dans (5.88) et compte tenu de la strudgule matrice P, la BMI
(inégalité matricielle bilinéaire) a résoudre par rapport a P, & F est donc :

A+Q1)+Q"(t) <0 (5.89)
avec les définitions :

Mi 0 P(A-A) RT+PB —PB

0 M? 0 —RT 0
A= « « [V 0 PsB; (5.90)
* ~P,—P] 0
* * * * —I’]2|nu
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M = ATPL+PA +Q
MZ = PA +ATP, —CTRT —FC

M} = ATPs + PsA, (5.91)
R = PJK
R =P,

PIAAL) O PAA(Y) PAB(t) O
PAAL) O PAA) PAB(t) 0
0
0

Q(t) = O 0 0 0 (5.92)
0o 0 0 0
O 0 0 o o

En utilisant la structure des termes variants dans le temps définie en (5.@Ry@e), Qt) se ré-écrit :

Q(t) = XaZa(t)YA +XaZs(t)Ya (5.93)
avec
PLA P EX 0
P,A P.B 0 0
Xa = 0 , Xg= 0 , Ya= E/I , Yg= 0
0 0 0 =
0 0 0 0

En appliquant le lemme 5 du "Carré matriciel", le term& R+ Q' (t) peut étre borné comme suit :

Q 0 0 0 O
0 Q 0 0 O

QH+Q"(t)<| 0 0 Q 0 O (5.94)
0 0 0 Q4 O
0 0 0 0 O

avec
Q = (Af + /\E)EX Ea+ ((/\11)_1 + (/\31)_1)P1A.AT P+ ()\41)_1P188T P
Q = ((AD) '+ (A3) HPRAATR+(A]) 'RBBTR
Qs = (AF+A2ELEA
Qs = (Al +APELEs
Ainsi, en remplacant (5.90) et (5.94) dans (5.89) et en appliquant mpEment de Schur, la condition
(5.86) assurant la poursuite avec une atténuatipret une estimation des états du systéme est impliquée
par la LMI (5.80), ce qui achéve la preuve.

Simulation numérique

La commande proposée ainsi que la synthese de I'observateur adauypanrsuite du modéle de
référence estillustrée par I'exemple d'un systéme non linéaire T-S (5.50have et

-1 1 o0 -1 1 o0
A= -6 -5 1|, A= -3 5 -1
3 0 -1 -1 -1 -2

0 O 0 0
Bi=| 04 01 |,B;=| -02 -1 |,C=(1 0 0)
0 02 1 05

(5.95)
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Les fonctions d’activation dépendent de I'état du systéme et sont dgfianies

() = 2SO =R,y x)) = 1 ) (5.9)

Le modeéle de référence (5.62) est défini par les matrices suivantes :

1 1 o0 00
A= -2 -8 -1 |, B=[11 (5.97)
-1 -2 -5 1 2

L'observateur et le contréleur sont respectivement définis par lestiégs (5.64) et (5.65), leurs gains
sont calculés en résolvant les LMIs (5.80). Les résultats obtenusesosivants :

Ko — 20.6280 —3813725 —47.2350 K, — 134233 —3208239 —8589901

1=\ 100786 —908162 -1373001 /)’ 2~ \ —569571 8635566 662848
Ly = ( —0.6914 —32299 31567)', L,=( —0.6954 —0.1777 —0.8158)"
(5.98)

Les figures 5.15 et 5.16 représentent les états du systéme et ceuxsgevaibur respectivement notés
etX, ainsi que les états du systéeme et ceux du modeéle de référence respectinetéx etx;. La figure

5.17 représente I'entrée du systéme et du modéle de référence rempectinotées;, etu.
Les trajectoires d'état ont été obtenues avec la condition initig@e= ( 0.1 01 0 )T pour le

Figure 5.15 — Etats du systéme et de |'observateur

systtmex(0) = ( 0.1 —-01 -1 )T pour 'observateur et;(0) = ( 0.2 0 0 )T pour le modéle
de référence. La poursuite est assurée en figaat1 0313 et en optimisant le niveau d’atténuatign.
Les figures obtenues montrent bien que la trajectoire d’'état du systémelluidiwc modéle de référence
avec une bonne précision bien que le systéme a contrdler soit & VDNM.
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Figure 5.16 — Etats du systéme et du modéle de référence

Figure 5.17 — Entrées du systéme et du modeéle de référence
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Présence de défauts capteur

Afin d'étendre les performances de I'approche proposée, nousdérons le méme systéme que
précédemment, mais en présence de défaut additif de capteur. Le systatoesalécrit par les équations

suivantes :
x(t) = Zh' )+ Bu(t)) (5.9

yt) = Cx(t)+Gf(t)

ou f(t) est le défaut de capteur, les matridgsB; etC sont les mémes que précédemment définies en
(5.59) et ot la matric& indique la direction d'influence des défauts.

Le modele de référence ainsi que I'observateur sont donnés pay € .&264). La commande avec une
structure dynamique virtuelle est toujours prise sous la forme :

n
Z )Ki (% () —X(t)) — u(t) (5.100)
Considérons a présent le vecteur augmeg(ts
T
a(t) = ( g (t) ex(t) x(t) u'(t)) (5.101)
et 'entrée augmentée(t), qui prend en compte le défabift)
wa®) = (uf ) T’ (5.102)
Se basant sur I'approche descripteur, nous avons :
Zh (X(1)) (A (t)Xa(t) +Biua(t)) (5.103)
avec
A +DA(L) 0 A —A +AA(t) Bi+AB(t)
A(t)= AAt) A -LC AA(t) AB(t)
N 0 0 A 0
Ki —K; 0 —In,
lhnh, 0 O O -B O (5.104)
| 0 I, 0 O = 0 -LG
E= 0 O Ip O Bi= B 0
0O 0 0 O 0 0

Ces équations généralisent celles obtenues en (5.78) afin de premndreme le présence de défauts de
capteurs. L'objectif est a présent de synthétiser une loi de commandantel@ux défauts et atténuant
leurs effets sur I'estimation d’état et la poursuite, telle que I'état du systeitraussi proche que possible
de I'état de référence. La synthése de I'observateur et du contédedonnée par le théoréme suivant.

Théoreme 14. 1l existe un contréleur de type PDC par retour d'état (5.100) muni daloservateur
non linéaire (5.64), appliqué a un systéme non linéaire représenté sous farmmddéle T-S a VDNM
(5.99) et affecté par un défaut de captelft)f garantissant une atténuatiofy, (5.66) de valeun?, s'il
existe des matricesP-P] >0, =P] >0, =P] >0, P, >0, F, R, des scalaires positif], A2,
A} A2 A2 etA? satisfaisant les LMIs (5.105) pouri 1,....n

ct|c
< T ) <0 (5.105)
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ou les matrice G: C, et G sont définies par :

M 0 P(A-A) RT+PB —PB 0
x M2 0 —RT 0 —-RG
G=1 ., . . M2 0 0 (5.106)
* * * * —r'[2|nu 0
* * * * * —r]2|ny
PA PLA PB O 0 0
0 0 0 PA PRA PB
0 0 0 0 0 0
=19 0o 0o 0 0 o (5.107)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
avec
M!=ATP +PA +Q+ (A +AZ)ELEa
MZ =PA +ATP, —CTRT —RC
M3 =ATPs+PA + (A +A2)ELEA
M4 = —Py—P] + (A} +A2)ELEs
Les gains du contrbleur et de I'observateur sont donnés par (peut,i...,n) :
Ki=(P})"'R
L =Py 'R (5.109)

Remarque 16. On peut formuler la méme remarque que pour le théoréme précédenpasde I'opti-

misation den?.

Démonstration. La comparaison des LMIs (5.80) et (5.105) met en évidence la facaneldéfaut
de capteur intervient. La différence avec le résultat précédent étantfiaitd# de la matriceB;. La
démonstration du théoréme 14, identique a celle du théoréme 13, est dizec om

Simulation numérique

Considérons a présent le méme exemple que précédemment, avec unajetfaurt @ruit de mesure
issu d’'une distribution normale & moyenne nulle et de variance de I'ordr@%ed2 I'amplitude de la
sortie) affectant le systéme (5.95) avee- 1.

En appliquant le théoréme 14, les gains d’observateur et du contrélgLoiemnés par :

K ( 6.5964 —6618742 —1534759) K <—31.6748 —61.0740 —133878)
l: 3 2:

50.6975 —1830979 —2364476

—414662 151911 2145846

Ly = ( —03159 —09728 12097)', Lp=( —03331 02301 —1.0032)"

(5.110)

Afin de montrer I'efficacité de la commande FTC proposée, les gains de Ra@tsar (5.64) et ceux du
contrdleur (5.65) ont été d'abord calculés sans prendre en comptealét dépteur (théoréme 13) alors
que le défaut intervient dans la mesy(e). Les résultats obtenus sont donnés a la figure 5.18.
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Figure 5.19 — Etats du systeme, de I'observateur et du modéle de référence
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Les états du systeme, de I'observateur et du modéle de référence obfimriawthéoréme 14 avec prise
en compte du défaut dans la procédure de synthése du contrble sésergps a la figure 5.19.

Il apparait donc clairement une amélioration de la poursuite et de I'estimatiotedsgond cas. En
effet, si le défaut n’est pas pris en compte dans la synthése du réguateul’observateur, cela affecte
clairement les performances de poursuite. Alors que dans le seconuii@ag si les mesures sont en
défaut, la poursuite et I'estimation des états sont tout a fait satisfaisantes.

Pour I'exemple considéré, afin de quantifier les améliorations constatées semrl’de poursuite, les
critéres suivants sont considérés :

=3 D) =% (5.111)
pour les états estimés obtenus du théoréme 14 (figure 5.19) et
Bi= 3 0 (0) = (V) (6.112)

pour les résultats représentés a la figure 5.18 et obtenus avec le thd&.éme
Le critére de comparaisam pour chaque état est alors défini par :

5= qﬁlOO% (5.113)

|
Pour I'exemple précédent, nous avons obtens 33.97%, T, = 58.05% et13 = 28.62% respectivement
pour chaque état.
Ainsi, compte tenu des résultats présentés, nous constatons I'efficacitéatart@ande proposée dans
cette section pour les systémes non linéaires représentés sous forme de m&dadssiffint la poursuite
de modéle de référence malgré la présence de défaut.

5.6.2 Poursuite de modéle de référence sous contrainte ddwwation : cas discret

Dans cette section, nous nous intéressons a I'établissement de lois de corastaméat la poursuite
de modele de référence en présence de saturation d’actionneurs. La seligiue est une extension de
la commande prédictive pour les modéles non linéaires T-S introduite précédemmen
Chaque entrée de commande présente une saturation (de baied umaxi). L'objectif est de montrer
gue l'aspect prédictif de la commande permet de mieux compenser I'effesdtulation. La prédiction
introduisant un effet d’anticipation, nous montrerons par des exemples gatitation est mieux prise
en compte, ce qui permet ainsi d’améliorer la poursuite de trajectoire.

La stratégie adoptée est la suivante :

1. Synthése sur un horizon de taillede la commande nominale assurant la poursuite sans tenir
compte des contraintes de saturation (équation (5.54) ou 'algorithme itératif shietfofts d’'ac-
tivation dépendent de I'entrée de commande)

2. Détection et localisation des composantes du vecteur de commande déleadgaites de satu-
ration au nombre degy pour la limite supérieure e, pour la limite inférieure. Construction des
matrices de contrainte notéEse RMu(P+1)xNem et F, ¢ RM(P+1)xNem [gcalisant les composantes &
saturer.

Ces derniéres sont définies comme suit (pedr,...,nyetj=0,...,p):

Fiolo — 1 si Ui ktj = Umaxi
Liting 0 sinon
(5.114)
Foivin = 1 si Uktj < Unin;
A+ 0 sinon
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3. Mise a jour de la commande compte tenu des contraiifesn, etF it jn,, l€ critere a minimiser
étant maintenant pris sous la forme :

@ =|| Xkt pr1— Akt pXk — Bit-pUkp [ +/\T(FTUk+p -U) (5.115)

ou les matricesAy p, Biyp €tk p Ont déja été deéfinies en (5.51),

F=[FRh R },U—[tjmé_’x ,
min

Umax € R"M*1 est |e vecteur dont chaque composante est égalg,a

Unmin € Rm*1 est e vecteur dont chaque composante est égalg a

W est une matrice de pondération

etA le vecteur des parametres de Lagrange associé aux contraintes.

4. Analyse de I'amplitude de la nouvelle commande et reprise a I'étape (3) sodewandes dé-
passent le niveau de saturation.

Comme précédemment, seule la premiére compospuity ., est appliquée au systeme et la procédure
d’optimisation est reprise apres translation d’'un pas de I'horizon d’optimisation.

Remarque 17. Le nombre de vérifications a faire sur 'amplitude de la commande dépenubjiadifs
de poursuite a atteindre, du systeme et du niveau de saturation considéré.

En deérivant®, I'équation d’optimalité poutic,, etA s’explicite :

BI+pW(B|(ipUk+p + AkerXk - Xr7k+p+]_) + F)\ =0 (5 116)
Fltgp,—U=0 '
dont la solution est :
Uktp = (BLpWBker)_l X ((BI+pW(Xr,k+p+l — Ak pX) —FA)
(5.117)
A= (FT(B-LpWBker)*lF)71(FT(BI+pWBk+p)71 X BI+pW<Xr7k+p+l — Ak+pXk) -U)
Rappelons qu’en I'absence de saturation, I'entrée de commande esedminé
URep = (B pW Bk p) Bt pW (X p 1 — Ak pXe) (5.118)
ce qui simplifie (5.117) sous la forme :
Uk+p == Uo - (BI+pWBk+p)_1F/\
(5.119)
A=(FT (BE+pWBk+p>71F)71(FTﬁI<)+p -U)
dont la solution explicite s’exprime :
Ukrp= (1 = QL F(FTQLF) FNW, ,+ QL F(FTQ,F) U
(5.120)

Qci-p = B, pWBiip

Remarque 18.Comme pour la commande prédictive, si les fonctions d’activation dépedel&antrée,
les matriceA et 5 dépendent également de I'entrée et la loi de commande (5.120) estaloulée de
maniere itérative.
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Exemple illustratif

Considérons I'exemple suivant :

08 04 0 08 04
A= 02 04 ) B=lo02) A“:(—ns 09)
(5.121)
B, _ 0 A 0.8 04 B, _ 0
1=\ o017 )>"™ 02 07 )" "2\ 023
Les fonctions d’activation dépendent de I'entrée et sont données par :
1+ 2taniu
Hik = Zr(k)7 Mok =1— 1k (5.122)

La saturation est caractérisée par les bomgs= —1 etunax= 0.5. Les simulations sont présentées
pour différentes tailles de I'horizon d'optimisation afin de souligner I'importadeee paramétre dans
la qualité de poursuite du modéle de référence.

Définissons les deux critéres de performance pour chaque compbdastétatgy; et ¢.; comme suit :

Bsi = Z X ki — Xskil
(5.123)
Psci = Z ‘Xr,kJ - Xsc,k7i|

Le critéregs; correspond au cas nominal saturé (sans prendre en compte la saturatida signthese

de la commande; ; est I'état du modele de reférencexgk; est I'état obtenu en appliquant la com-
mande prédictive (5.54) avec saturation subie (la saturation n’est paspriampte dans la synthése
de la commande). Le second critegg; concerne la loi de commande prenant en compte, dans son éla-
boration, la contrainte de saturation (i.e. I'approche proposee (5.124)) est I'état correspondant. Le
critere de comparaison des performances des deux types de commatet (gans prise en compte de

la saturation dans sa synthése) est donné par :

1 — 100% — i (5.124)

@si

Pour I'exemple considéré, les résultats obtenus sont donnés dans le @aBle@n observe que la taille
d’horizonN = 3 assure les meilleurs résultats en poursuite.
La figure 5.20 représente les états du systéme pour le cas nominal {sens saturatior,), le

N=2|N=3|N=4|N=5

71 | 28.8% | 36.4% | 29.5% | 24.6%

T | 16.8% | 21.2% | 16.0% | 13.7%

Tableau 5.3 — Comparaison des performances en poursuite pour dégteities d’horizon

cas nominal satung (commande calculée sans prendre en compte la saturation, la saturation étant en-
suite appliquée a cette commande) et ceux de I'approche proposée (coesyatitktisée en prenant en
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Figure 5.20 — Etats du systéme pour le cas nominal avec commande non,saioréal avec saturation
subie et saturation prise en compte dans le calcul de la commande
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Figure 5.21 — Commandes avec et sans prise en compte de la saturation
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compte la saturatiom.. La figure 5.21 représente les entrées de commande avec et sanga posgxée
de la saturation.

Les résultats obtenus montrent que I'objectif de poursuite est amélioré dractai de prédiction qui
joue un réle d’'anticipation avant I'apparition de la saturation et de compensaties @@% d’amélio-
ration pour le premier état et 21% pour le second).

5.6.3 Conclusion

Le travail présenté dans ce chapitre porte sur la commande assurantdaifgode modeéle de réfé-
rence pour les systémes non linéaires représentés par des modélesr@sSu\pref état de I'art sur les
méthodes utilisées dans les contextes linéaire et non linéaire, le cas de lastft8taété introduit. Une
généralisation des méthodes existantes a été proposée en mettant I'acleentsnditions structurelles
a respecter pour assurer une poursuite parfaite d'un modéle decfére
La commande prédictive sur un horizon de temps fini a été développéeoisapid’influence de la taille
de I'horizon d’optimisation sur la qualité de la poursuite du modéle de référence.

Finalement, la commande tolérante aux défauts a été développée dans deux cas

e les systémes continus soumis a des défauts de capteur avec commandeyetiaii€nde I'effet

des défauts de capteurs sur I'estimation d’état et la poursuite du modéle tenps,

e les systeémes discrets soumis a des contraintes de saturation de commande.

Pour chaque cas, des exemples ont été présentés pour illustrer 'appapproches proposées. Ces
dernieres se sont avérées efficaces en termes de performanee®ritpet simple d’'implémentation en
utilisant des algorithmes classiques d’optimisation LMI ou itératifs.
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6.1 Perspectives

A lissue de ce travail, méme si de nhombreux résultats ont été présentésstéss @stent ouvertes
et peuvent étre explorées afin d’améliorer les approches propoage£e manuscrit concernant I'es-
timation de défauts et la synthese de commandes tolérantes a ces défautse Qansuit, quelques
directions de recherche sont formalisées en matiére d'estimation paraméditanayse de saturation
de commande et de poursuite de modéle de référence.

6.1.1 Estimation paramétrique

Résumé. Une nouvelle approche basée sur la ré-écritre par secteurs non lirggaira décomposition
polytopique a été proposée pour assurer I'estimation d’état et de pdrasnde systémes non linéaires
variants dans le temps et représentés sous forme de modéles T-S.epedEentation s'est révélée

efficace pour la détection et I'estimation de défauts multiplicatifs affectant aussildigysteme, ses
actionneurs, que ses capteurs.

Dans la continuité du travail sur I'estimation paramétrique, nous cherchonseinpaéaméliorer les
résultats obtenus, notamment concernant le systeme non linéaire considéféetEdans I'approche
proposée, le systéme non linéaire est initialement considéré sous forme é& Ml a parametres
variants, ceci n'est bien évidemment pas le cas en réalité. En effet, coousd’avons constaté dans
I'exemple de la station d’épuration présentée, le modéle du systéme de dépagesagsous la forme

127
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d’équations d’état non linéaires; c'est a partir de cette représentationfajucitait considérer le pro-
bleme d’estimation.

Le but de I'extension envisagée est de présenter une généralisatiomééhiade proposée, en partant
d’'un systeme non linéaire de structure quelconque. Considérons deateleegysteme non linéaire a
parameétres variants dans le temps représenté par les équations suivantes :

{ X(t) = f(x(t),8(t),u(t)) (6.1)

ouXx(t) € R™ est I'état du systémey(t) € R™ I'entrée de commande gf{t) € R™ la sortie.0(t) € R"

sont les parameétres variant dans le tenfis(.), 6(.),u(.)) € R™ etg(x(.),u(.)) € R™ des fonctions non
linéaires.

Sous 'hypothese qui(x(t), O(t),u(t)) etg(x(t),u(t)) soient continues et bornées, le systeme (6.1) peut
étre représenté sous la forme quasi-LPV (6.2) :

[ X(t) ]: [ Al@(X(1), u(t)) + A (B (x(t),u(t), B(1)))  B(ep(x(t),u(t))) +Be(P(x(t), u(t), B(t))) } [ X(t) }
Clp(x(t), u(t))) D(e(x(t), u(t))) & 2)U(t)

avec :

A@(X(1), (1)), Ag(W(X(t), (1), B(1))) € R™™ B(@(x(t),u(t))), Bg(W(X(t),u(t), 0(t))) € R
Cl(x(1).u(t)) € R™™ et D(@(x(t),ult))) € R

ol @(x(t),u(t)) € CHRM™ M RMatNu) et (y(x(t),u(t)) € CLRM NN RMa+Nuin) avecnyg + Ny < Nk +
ny contiennent une partie ou la totalité des composantes des vecteurs d'&atreted

En supposant que les matrioks((x,u, 0)) etBg (Y (x,u, 8)) sont affines e, elles peuvent alors étre
mises sous la forme :

Ag(P(x,u,0)) 216‘ ,u(t), 8(t)))
Bo(W(x,u,0)) 219 VB (w(x(t), u(t), B(1)))

(6.3)

L'idée & développer serait de ré-écrire le systeme quasi-LPV (6.2)feoug T-S en appliquant une
succession de transformations polytopiques convexes grace a la SNil.ndins devrions étre capables
de mettre, de fagon systématique, le systéeme non linéaire a parametres vanants téaps sous la

forme suivante :
r

n 2
;Z Z 03 (1)) (AfX(t) + Bju(t)) (6.4)

en rejetant les parametr@gt) ainsi que les non-linéarités dans les fonctions d’activation a deéfinir.

6.1.2 Saturation T-S de la commande

Résumé. Une représentation de la saturation sous forme de modéle de Takagi-S(G& @ trois
sous-modeles affines et uest proposée. Cette nouvelle écriture permet d’'intégrer les contraimtes d
saturation d’un signal dans la synthése d’une loi de commande et dét,cd'dggsurer non seulement la
stabilité du systéme bouclé, mais également de calculer les gains du cangaéléonction des limites
de saturation.
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Dans la continuité du travail sur la synthése de commande sous contrainteiddica présenté
précédemment, nous cherchons a améliorer les résultats obtenus, notammeeniant le nombre de
conditions LMIs a résoudre, le recalage a zéro de I'état du systéme etvargence vers une boule
centrée a l'origine. Le but de I'amélioration envisagée est de diminuer le volatoelatoire pour les
systemes de grande dimension et d’assurer une convergence arooude zéro de I'état du systéme.
Pour cela, une modification de la précédente représentation T-S de la satueatiogirp envisagée.
Une premiére solution consisterait a choisir une représentation de la saturati@oe sous-modéles
au lieu de trois. Une deuxiéme solution consisterait a représenter la satugeimma une fonction
tangente hyperbolique ce qui éliminerait le terme constant de la représergati@mile. La nouvelle
forme obtenue peut étre ainsi utilisée pour la synthése de commande pard’état ou de sortie des
systemes non linéaires saturés.

Représentation T-S avec deux sous-modéles

Comme pour la représentation a trois sous-modeles, il est possible de propeseprésentation T-
S de la saturation mais cette fois-ci limitée a deux sous-modeles. Pour les compogantu vecteur
u(t), elle est donnée par I'équation suivante :

2 )
Usatj (t) = .ZlVi’(Uj(t)) o, i=1...n (6.5)
1=
avec _
wlj_ = Umin,j 6.6)
@) = Umax|
et les fonctions d’activation :
i u%qarmin Umaxj, Max uj(t), Umin
Vi) = S TR0, )
r min(u ) ma><(u-(t) u . .))_u . (67)
viuj(t)) = TRl TR ) e

Ainsi, plus généralement, le vecteur de commandég € R™ soumis aux contraintes de saturation est
modélisé sous la forme :

2 2 T
Usat(t) = ( ZlVil(Ul(t)) % .;Vinu(unu(t)) w™ ) (6.8)

En suivant les étapes établies pour le cas a trois sous-modéles et eardeshata propriété de somme
convexe, (6.8) se ré-écrit afin de faire apparaitre les mémes fonctiactvdtion pour les, compo-
santes du vecteur de commande conduisant a la génératidn sl®i2 modeles :

2N

Usat(t) = ZleaLi(t)Qi (6.9)

1=
Les fonctions d’activation globalega:i(t) ainsi que les vecteu®; € R™*1 sont définis comme suit :

Vsati t) = |_|Tu:1 VTjij (uj ()

Q = (@ wgnuu)T (6.10)
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ou lesindices; (i=1,...,2%etj=1,...,n,), égaux & 1 ou 2, indiquent quelle partitian u v,) de
la j '*™M€ entrée est considérée dans '™ sous-modele.
La relation liant le '*™M€ sous-modele et les indice$ est donnée par I'expression suivante :

=20 gt o=t 20 (21422 2T (6.11)

Inversement, on peut également retrouverTHeen fonction dui ®™e sous modéle, les quantitéar —
1),...,(t™ — 1)) correspondent a I'écriture de— 1) en base 2.

Remarque 19. Les deux représentations proposées pour la contrainte de saturatiox ¢ddtpis sous-
modeles) sont équivalentes et identiques a la définition initiale de la saturation.(€dla)témoigne de
I'intérét majeur des modéles T-S qui proposent une représentatiaieegas non-linéarités sans perte
d’information.

Cependant, entre les deux formules (4.10) et (6.9), deux différemceem étre soulignées, dont les
effets doivent étre soigneusement analysés.

1. laréduction du nombre de sous-modeéles : on passe airg8kgmur le cas a trois partitions 2™
pour le cas a deux partitions.

2. lintervention explicite de la commandé&udans I'équation du modéle : en effet, pour le cas a trois
3
sous-modele, la commande intervient explicitement dans le modgle) (& Zlusa“ t) (Aju(t) +

Ii)). Par contre, dans la seconde représentation (6.9), la commandejes¢ée dans les fonc-
tions d’activation, ce qui nous obligerait a considérer une dynamique Vietde I'entrée pour la
synthése de la commande (approche descripteur par exemple).

A noter également que les stratégies de commande proposée dans le dhagitvent étre déduites
pour le cas deux sous-modeéles.

Représentation de la saturation avec la fonction tangente hypedique

La fonction non linéaire saturation pour un sigoél) s’explicite :

ut) si Jut)|<
Usat(t) ;=< U  si u(t)>u (6.12)
U si ult)<-u

ou U est la limite de saturation.
Nous pouvons également considérer une autre forme de la fonctiontsatpmure > 0 et petit) :

Usat(t) = Ttanhu(t)) =T <<tan£§:)()) — s) u(t) + eu(t)> (6.13)
Soitz(t) la fonction non linéaire suivante :
~ tanh(u(t))
z(t) = —u € (6.14)
gue I'on exprime sous forme T-S :
zt) = A Zmin, g T2, (6.15)

Zmax— Zmin Zmax— Zmin
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aveCZmax= Max,y) 12(t)} = 1 — € etzmin = min,p {z(t)} = —¢.
Nous pouvons ainsi écrire la fonction de saturation sous la forme :

2
Usat(t) = _ZIIJi (u(t))(ai+ tju(t) (6.16)
avec . ¢ . ¢
pau) = ZE ) < Zec 2O (6.17)
a1 =UZmax, 02 = —UZmin (6.18)

La propriété de somme convexe des fonctions d’activation est bien vérifiée :
pa(U() + pe(u(t) =1, 0< p(u(t) <1,i=1,2 (6.19)

Ainsi, pourn, entrées de commandé® Zous modéles sont obtenus. Il est aussi important de souligner
gue nous obtenons une expression analytique de la commande saj(téeexprimée en fonction du
signal d’entréeu(t). L'équation (6.13) peut ainsi s’exprimer sous la forme :

2
Usat(t) = ZUsaLi (OAu(t) (6.20)

ou les fonctions d’activation globalgsai(t) ainsi que les matriced; € R™*" sont définies comme
suit :

psai®) =[]0, (0500)
Jll ' (6.21)

Ai = diagal, +¢,...,aM, +€0)

A partir de la nouvelle ré-écriture de la saturation proposée (6.20), comgpadeersion précédente, il
est important de noter qu’a présent, nous avons un nombre moindre dmedakes (2 contre 3v).
De plus, avec la nouvelle forme, le recalage a l'origine de I'état du systétmmossible, ce qui n’était
pas le cas précédemment (convergence vers une boule centrée enizfue I'expression polytopique
de la commande saturée ne fait plus apparaitre de terme cohgtadinconvénient de la seconde ré-
écriture est que les bornes de saturation doivent étre symétrieesdors que pour la premiére, elles
sont quelconques.

Relaxation des bornes

L'écriture proposée de la saturation avec la fonction tangente hyperbobiguedibornes de satura-
tion a+u. Si nous cherchons a avoir des bornes non symétrigiees, une solution serait d’ajouter une
translation et une homothétie 3. La nouvelle fonction de saturation est donnée par :

u_ (“;“tanr(u(t))Jr”?‘) ut)

u

Usar(t) = Ezgtanr(u(t)) + (6.22)

N+

u(t)
Ainsi, la représentation T-S dmt(u(t)) se ré-écrit :
2

Usar(t) = leli(u(t))aiu(t) (6.23)
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avec : ) )
Z(t) = u;u'[anlrl(::t(;)) : %g (6.24)
Z(t) — —Z(t
pa(u) = Z0E ) = 2O (6.25)
a1 =Zmax, 02 = Zmin (6.26)
La propriété de somme convexe des fonctions d’activation est bien vérifiée :
Ha(U(D) + pa(u(t)) = 1, 0 < pi(u(t)) <1,1=1,2 (6.27)
Pour un vecteur de commande de dimensigr(6.22) peut ainsi s’exprimer sous la forme :
onu
Usalt) = 3 pear (AL (6.28)

ou les fonctions d’activation globalgsz:i(t) ainsi que les matrice8; € R™*" sont définies comme
suit :

IJsaLi(t) = 3 H;j(uj(t))
JDi | (6.29)

1
O_il,..

A diag(a’s,...,a™,)

I
Ainsi, avec I'expression (6.28) nous réduirions non seulement le nonelsewds-modéles (dé«@a 2v),
mais nous serions également capables d'assurer la convergendaodu’'séysteme vers l'origine.

6.1.3 Poursuite de modele de référence

Résumé. Pour la poursuite de modele de référence, plusieurs points ont été éhandtamment les
conditions structurelles de suivi, le choix du critéere de commande ainsi geynthése de commande
(poursuite exacte, poursuite optimale et prédictive). La commandelarégat été considérée en pré-
sence de bruits de mesure et de saturation.

Dans la continuité du travail proposé, il serait intéressant d’approfbétlide sur les conditions de
poursuite pour les systémes non linéaires et tout particulierement pour léasdeS. En effet, comme
souligné dans le chapitre précédent, peu de travaux publiés traitent decprgcis. Une étude compa-
rative entre les différentes conditions de poursuite et les résultats olsedongju’elles sont vérifiées ou
non serait un bon point de départ.

Pour la commande tolérante aux fautes, il serait également intéressamitieeoles résultats des trois
chapitres, c’est-a-dire la synthése d’'une commande pour la pourstuitajelgtoire pour des systémes
non linéaires sous forme de modéles T-S a paramétres variants dans le tenypsieses contraintes

de saturation (elles mémes représentées sous forme T-S). En effetnantmreantage de la remarque
3 portant sur I'équivalence entre la stabilisation par retour d’état & babeedvateurs et la stabilisa-

tion par retour de sortie dynamique ainsi que la commande tolérante aux faopesdge en 5.6.1, la

combinaison de tous ces résultats est a envisager.
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6.2 Conclusions

Les résultats proposés a l'issue de la rédaction de ce mémoire de thése apparteontribution
aux problémes de représentation (modélisation) des non-linéarités, d’estimatain dbédiagnostic et
de commande tolérante aux défauts des systemes non linéaires représentésarme de modéles de
Takagi-Sugeno.

e Dans le contexte de la modélisation, I'approche T-S a été choisie pour les nxrawantages
gu’elle présente, notamment pour la simplicité d’utilisation de ce modéle pour I'érite da-
bilité et la synthése d’'observateurs/contréleurs. De ce fait, les syst@amdméaires considérés
ont tous été représentés sous forme T-S (station d'épuration d’eaus;, bsgracteur, chariot-
pendule). Cette représentation a également été appliquée a certaines nitédirgedes systéemes
a parameétres variants dans le temps (avec défauts affectant les systames;tienneurs et leurs
capteurs) et a la saturation de commande.

e Dans le contexte de I'estimation et de la détection de défauts, une nouvellel@paur I'esti-
mation simultanée de I'état et de parametres variants dans le temps a été prGptieégerniere
repose sur la décomposition polytopique de chaque paramétre, puis enase dasla trans-
formation par secteurs non linéaires, une représentation T-S du systemepestéar. De |a, en
appliquant des résultats connus sur la synthese d'observateursidesada décision non mesu-
rables, un observateur simultané de I'état et des parameétres est sgntbétie approche présente
également une application intéressante dans le domaine de la détection de défauts

e Dans le contexte de la commande, la stabilisation sous contrainte de saturationrdenze a
été développée. Cette approche nouvelle présente I'intérét d'intégaulation dans la synthese
de la commande. En effet, les gains calculés (pour différentes struckeidess de commande)
s’ajustent en fonction des limites de commande et assurent la stabilité des systénti@éaires,
méme incertains et pour lesquels la saturation de commande peut apporteedaims cas un
effet déstabilisant.

e Dans le contexte de la poursuite de modeéle de référence, la nouveautéamso I'intérét porté
aux conditions structurelles de poursuite. En effet, jusqu’a présendgdé@vaux s'y sont inté-
resseés, et tout particulierement pour les systemes non linéaires sousdemmedeles T-S. La
contribution de nos travaux de recherche portent sur la commande optin@ieteande prédic-
tive (en proposant un algorithme itératif simple et efficace) ainsi que la comarat&tante aux
défauts (prenant en compte des défauts de capteur et la saturation de cenmand
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Outils pour I'analyse des systemes T-S

L'objectif de cette annexe est de présenter quelques définitions et lemmesautisalyse des
modéles T-S.
Le lemme suivant permet de transformer certaines inégalités matricielles narenéa LMI. Ainsi :

Lemme 4. Complément de Schur (Golub et Van Loan [1983]).

Qx) S(x)
[ S'(x) R(x) } >0 (A1)
est équivalente a:
R(x) >0
{ Q(x) — SR (x)ST(x) >0 (A2)

Lemme 5. Carré matriciel (Zhou et Khargonekar [1988]). Soient X etY dewtrives de dimensions
appropriées, I'inégalité suivante est vérifiée pour toutes matricesXzdéfinies positives :

—XTEX YTy <XTY+YTX < XTGX+YTG 1Y (A.3)
Lemme 6. (Propriété de congruence). Soit X une matrice symétrique et Y unématin singuliere

de dimensions compatibles avec celle de X. Si X est définie positive @gspive) et si Y est de plein
rang colonne, alors le produit Y X'Yest défini positif (resp. défini négatif).

Lemme 7. (Zhou et Khargonekar [1988]). Soient deux matrices X etY de dilnes appropriées, une
matriceA(t) fonction du temps et un scalaire poséifLa propriété suivante est vraie :

XTAT)Y +YTA)X < eXTX 4+ YTY (A.4)
pour AT (DA(t) <.

Definition 2. Stabilité quadratique (Roteet al.[1993], Gérard [2008]). Considérons le systéme LTV
(linéaire a temps variant) décrit par
X(t) = A(t)x(t) (A.5)

ou Xt) € R™ est un vecteur d’'état. Le systéme est quadratiquement stable s'il eristmatrice P
symétrique positive P- PT > 0 ¢ R™*™ telle que, pour tout ft) # 0 :

PA(t) +AT(H)P < 0 (A.6)
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Definition 3. Norme H, (Francis [1987]) Considérons le systéme :

[ X(t) = Ax(t) +Bu(t)
G '—{ y(t) = Cx(t) + Du(t) (A7)

ou Xt) € R™ est le vecteur d’état,(y) € R™ le vecteur de sortie et(t) € R™ le vecteur d’entrée.
La norme H, du systéeme (A.7) est définie par :

1]l ([ 12
max . lullz 0 avee [lylz=( [y (Ot
|Glleo := = (A.8)

supweRAmaxWZ(jw)GT(—jw))

dans le cas ou le systeme (A.7) n'a pas de péle sur I'axe imaginaire.

Definition 4. Gain L, (Green et Limebeer [1995]) Si le systeme (A.7) est asymptotiquetablg, slors,
pour X(0) = 0, le gain£, du systéeme est donné par les définitions équivalentes suivantes :

sup M2y, 20
ullz

G2 := = " (A.9)
(1 /+ tr(G(jw)GT(—jw))dw>

2n) o

Le gainL, sert a mesurer la quantité d’énergie transmise par le systeme. Ainsi, la hotiamde
est utile pour quantifier la fagon dont le systeme rejette les perturbationaexter
Pour un systeme linéaire stable, la norkte de la fonction de transfert est la norme induilg de
I'opérateur d’entrée-sortie associé au systéme, c’est donc leCgaln systéme.
Le lemme borné réel, qui fournit une majoration du géientre I'entrée et la sortie d’'un systeme, peut
étre utilisé pour quantifier I'atténuation des perturbations sur le systéme.

Lemme 8. Lemme réel borné ou lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (Yakhpp®62], Popov [1962],
Kalman [1963]). Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

e la matrice A est stable eG||. < y.

e il existe pour une matrice % XT > 0 (Willems [1971]) :

R=y?l,, —D'D >0, (A.10)
ATX +XA+CTC+ (XB+C'D)RL(XB+C™D)T <0 '
e il existe pour une matrice X X' > 0 (Boydet al.[1994]) :
ATX+XA XxXB C
* —y?l,, DT | <O (A.11)
k * *Im

Dans le cas ou les matricé8, B,C,D) du systeme (A.7) dépendent du temps, nous ne pouvons pas
parler de normél,,, mais nous pouvons considérer le g&ininduit suivant :

3= sup, 2 ulz 0 (A12)
2

Le lemme borné réel pour ces systemes LTV (linéaires variants dans le temngigyete suivant :
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Lemme 9. (Lemme borné réel pour les systemes LTV) Sous I'hypotti@se-x0, le systéeme (A.7) avec
les matrice§ A, B,C, D) variant dans le temps Vvérified y dans le cas continu, avgc> 0 donné, s'il
existe une matrice symétrique définie posife= PT > 0) telle que I'inégalité suivante soit vérifiée :

P(t)+ AT (1)P(t) + P(t)A(t) P(t)B(t) CT(t)
( s —y?ln, DT(b) ) <0, vt

* * —Im

(A.13)
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Comparaison entre differentes structures non linéaires
et la représentation T-S

Considérons la formulation suivante des modeéles T-S :
n
X(t) = _ZM((E(I))(AX(U +Bju(t))
1=

n (B.1)
yt) = _;Hi (£ (1) (Cix(t) +Diu(t))

oux(t) € R™ est le vecteur d’étaty(t) € R™ I'entrée du systéeme g(t) € R™ sa sortie. Les parametres
& (t) e R9représentent les variables de décision qui peuvent étre mesuraliée @nsortie du systeme)
ou non mesurables (états du systeme). Les fonctions d’activat{éiit)) desn sous modéles satisfont
la propriété de somme convexe

{ i;“i@(t)):l’ " (B.2)
0<w(Et) <1, i=1...n

De nombreuses techniques de modélisation de systémes non linéaires partagerd Ennd&ure (B.1).
Il est donc possible de mettre en évidence des relations entre la reptiéseia et quelques autres.
En effet, nous illustrerons par le biais d’exemples simples que les modéles W&hpétre considérés
comme une représentation générale, englobant d’autres représentatione tes modéles ARX et les
systemes LPV.

B.1 Les modeles ARX

Il est possible d’établir une relation entre la représentation d’état d’'wéragsT-S et un modéle
ARX a parameétres variants (Auto Regressive model with eXternal Indensgffet, si nous considérons
le modéele ARX suivant :

y(t) +aa(t)y(t) +ao(t)y(t) = bu(t) (B.3)
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Poura (t) etag(t) bornés on peut trouver des constardgs ap, a11 etay ainsi que des fonctiongos,
Hoz, U1 €t Lyo Vérifiant (B.2) telles que :

2
ar(t) = mai(t)ay;
i; (B.4)

2
ao(t) = _;UOi (t)ao

La représentation T-S de ce systéme est donnée par :

< 228 ) - i_2 éuﬁ(t)uo] (t)< —210i —;11 > ( 223 >+< X >u(t) (B.5)

y(t) = (1 0)x(t)

pourxs(t) =y(t) etxa(t) = y(t).

Aprés quelques développements, il est possible de regrouper les fendtamtivation en une seule
somme de fonctions (aveé 8ous-modeles) vérifiant la propriété de somme convexe (B.2).

Ainsi, nous pouvons considérer que la représentation d’'état (B.5)jezssbus forme T-S (B.1) et que
les systémes a paramétres variants sous forme ARX peuvent étre traités unmfamille des modeéles
T-S (& condition bien évidement que les fonctions d’activatigft), Loi(t) et upi(t) soient convexes). Il
est important de noter que la transformation inverse, c-a-d, le passagaddéle T-S (B.1) a une forme
ARX n’est pas toujours possible, la structure T-S étant plus généralladarme ARX.

B.2 Les modeles LPV

La structure LPV peut étre utilisée pour représenter le comportement deyshisystémes dyna-
migues, mais également des défauts et des erreurs de modélisation. Un syRiépeut généralement
s’écrire de maniére équivalente, au moins sur un compact de I'espace st forme T-S. Inverse-
ment, un systéme T-S peut étre vu comme un systéme LPV. En effet, si l@sgbaaa varient dans un
ensemble compact, il est possible de maniére directe et systématique (comme ihestrdéans le
chapitre 3), de ré-écrire ces modeéles sous forme T-S. Cette idée estéexgkmns le chapitre 3 (estima-
tion paramétrique) et y est largement détaillée.

Considérons la matrice d'état d’un systéme sous la forme LPV suivante :

M(6(t)) = Mo+ 61(t)M1 + 62(t) My (B.6)

avecB(t) = ( 61(t) 6o(t) )T un vecteur de parametres bornédet M; etM; des matrices constantes.
Aprés quelques transformations élémentaires (voir chapitre 3), cette équeatieet sous la forme :

22
M(B1) = 3 (8 (0)F (B.7)

ou i (6 (t)) etM; s'obtiennent a partir dey j, F2 j, Mo, M1 etM.
L'équation (B.7) correspond bien a une écriture T-S. Ceci permet bienodérer le lien existant entre
les modeles LPV et les modeles T-S.
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B.3 Lesréseaux de fonctions a base radiale

Il a été montré que, sous certaines restrictions, les réseaux de fonctioses abiale (Radial basis
function networks) sont équivalents aux modéles T-S. (Jang et Su8][19antet al. [1996]). L'équi-
valence entre les modéles est assurée si les fonctions de pondération wiistéds type gaussien et si
chaque sous-modéle se réduit a une constantous-modéle d’'ordre 0). Ce type de modéle posséde en
outre la propriété d’approximation universelle, c’est-a-dire que n’impprét systéme non linéaire peut
étre représenté par cette structure. Cette approche présente néargengimecdnvénients principaux, a
savoir le nombre important de sous-modeéles nécessaires a I'obtention dhma&iamtion satisfaisante
du systéme non linéaire et I'exploitation délicate du modéle obtenu (Orjuela [2008])

B.4 Exemples illustratifs

Afin d'illustrer I'avantage (simplicité et généralité) du formalisme T-S pour le tnaetet des sys-
témes non linéaires, nous proposons de montrer a partir d'exemples simpldtedegizes basées sur
I'approche T-S pour la représentation et la synthése d’observateusten

B.4.1 Représentation des systemes

Dans cette section, nous montrons en nous basant sur un exemple physiquesanip®rmalisme
T-S est bien adapté au traitement des systemes incertains et peut éidérgoogmme une alternative
intéressante a la représentation LFT (Transformation Linéaire Fractionnaire).

Considérons I'exemple du mouvement d’'une massumise a une forcE(t) dont I'équation dyna-
migue est donnée par :
mX(t) + c(t)X(t) + k(t)x(t) = F(t) (B.8)

ouc(t) etk(t) correspondent respectivement aux frottement visqueux et sec deda swade support
de translation. Considérons le cas ou les coefficiert sont variants dans le temps, ce qui correspond
a un modele soumis & des incertitudes, c’est-a-dire :

c(t) =c(1+0.2(t)) et k(t)=k(1+0.1(t)) (B.9)

ouc etk sont des constantes et représentent les valeurs nominales desarusffit) etk(t), &(t) et
& (t) des incertitudes bornées telles que :

[&(t) <1 et |&() <1
= (B.10)
c(t) € [0.8c,1.2c] et K(t) € [0.9k,1.1K]

Représentation LFT

Nous proposons de représenter le systeme (B.8) affecté par les ineexr{iBidi0) en nous basant sur
la transformation LFT. Cette derniére permet de séparer les parties ceeaineertaines du modele en
écrivant le modeéle glob&b(s) comme un systeme certafis) bouclé par des incertitudégs) bornées.

Le systéme (B.8) est ainsi représenté par le diagramme bloc de la figuydéB<equel les variables
auxiliairesd,, e, dx ete vont permettre d’isoler les termes incertains dans la représentation du systéme
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Figure B.1 — Représentation linéaire fractionnaire haute des incertitudes
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Figure B.2 — Représentation LFT du systéme
Une représentation LFT du systeme est :

(35) = ) (3) ()0 (i o) (25

y(t)

I
—~

=

o
~—

(B.11)
(00)=(% %) (50) (20)-(R0E) e

Ainsi, les outils développés pour les systémes LFT peuvent maintenanpptigués pour I'analyse du
systéme non linéaire incertain (B.8) (Heratyal. [2001], Henry et Zolghari [2006]).

Représentation T-S

Nous cherchons a présent a représenter le systeme (B.8) sous lesntesitfB.10) sous la forme
d'un modéle T-S. En effet, a partir des équations (B.9) et (B.10) et de Isftramation par secteurs non
linéaires, les paramétreft) etk(t) se mettent sous la forme :

c(t) =Fea(c(t))om + Fea(c(t)) Cm
(1) = Foa k(1)) K -+ Fiz(k(t) 13
avec :

cm = max{c(t)} =1.2¢c, cn=min{c(t)} =0.8c B.14
{ kv = max{k(t)} =11k, kmn=min{k(t)} = 0.9k (B.14)

Fale) = V70 Fye) = 2
(B.15)

_ k(t) —km _ kv —k(t)

Falkt) = L0 Falk(t) = A —
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Cette décomposition nous permet d’'écrire, de maniére systématique, le systétmeaina incertain
(B.8)-(B.9) sous la forme T-S suivante :

. 0 1 0
X(t) = ( O] )X(t)+< 1/m>U(t)
0 1 0 1
= ( Rl Fuale)% )X“”( Rl Fealc) )X“)
+< Rea(k(t) —Fop(ct)) o )X“”( Fea(k(t) & —Fea(c(t)) S )X(”

(afm )10

= 3 HOAXO+BUY)

35

(B.16)
ou X(t) = ( x(t) x(t) )T est le vecteur d’état ai(t) = F(t) 'entrée de commande. Les fonctions
d’activationy (t) s’explicitent :

Ha(t) = Rea(t)Fea(t), pa(t) = Rea(t)Fea(t), Ha(t) = Rea(t)Fea(t), pa(t) = Rea(t)Fe2(t)  (B.17)

Les matrices constantdg sont données par

0 1

A1=< Km Cm >,A2=<
m m
0 1

A3:<_km _CM>7A4:<_
m m

La matriceB est définie paB=( 0 1/m ).

Les outils développés pour les systémes T-S peuvent maintenant étreiapjplayr I'analyse du systeme
non linéaire incertain (B.8). Ainsi, la représentation T-S peut constituer urreatite intéressante a la
transformation LFT pour le traitement des systémes incertains.

1
L)
m (B.18)

B.4.2 Synthese d’observateur

Nous nous limitons a la comparaison entre deux approches pour la syntbéserdateur d'état
des systémes bilinéaires. La premiére approche est la méthode du granth g&iconde consiste a
représenter le méme systéme (bilinéaire) sous forme T-S, puis a synthétiserVateur correspondant
en utilisant les outils présentés dans la section précédente. Considéron®le hilitkaire suivant :

{ X(t) = Aox(t) + _iﬁq Ui (t)x(t) +Ru(t) + Bw(t) (B.19)

y(t) = Cx(t) + Dw(t)
oux(t) € R™ est le vecteur d’étaty(t) € R™ le vecteur des entrées de commandgBte R™ le vecteur

des sorties mesurées. Le vectauft) € RY représente le vecteur des perturbations & énergie bornée et
valeur moyenne nulle. Sans perte de généralité, la commahdest supposée continue et bornée.
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Observateur a grand gain bilinéaire

Pour la classe des systémes bilinéaires soumis a des perturbations a énesge llmbservateur a
grand gain fait partie des approches les plus couramment utilisées patim#égon d’état. Cette classe
d’'observateurs et de systéme ne représentant pas le sujet prircgeahtémoire, nous nous contenterons
de présenter le cas le plus simple, qui est celui a un degré de liberté. Calstegmour un systéme donng,

a synthétiser I'observateur a partir du choix d'un réel positif généralenméo.

La stratégie adoptée a pour objectif d’assurer la stabilité exponentielle rdeured’estimation avec

un niveau d’atténuation au seds du gain entre les perturbations et cette erreur. Les conditions ainsi
obtenues sont données sous forme LMI.

L'observateur d'état pour le systéme (B.19) est ainsi défini par le lenfime 1

Lemme 10. (Gérard [2008], Deza et Gauthier [1991], Dez al.[1992]) Le systéme
X(t) = A(u)R X(t )+RU(t) SICT(CR(t) —y(1))

A(U) = Ao+ ZAU' (B.20)

est un observateur exponentiel pour le systéme (B.19) a#) S Q1S,(6)Q' ol la matriceS,(8) =
é,[(e) € R™*™ est solution de I'équation de Riccati :

—05,(6) —A'Su(0) —S.(0)A+CTC =0 (B.21)

0 h&—l
0O O
gement de base, = Qx) qui permet de mettre le systéme (B.19) sous une forme canonique.

avecA = € R™™ et 8 € R** suffisament grand. La matrice Q est une matrice de chan-

La procédure de synthése d'observateur consiste ainsi a trouysrameétre positib assurant si-
multanément la stabilité de I'erreur d’estimatieft) = x(t) — X(t) et une atténuation de perturation
inférieure a un scalairgdonné (ou a optimiser).

Une solution proposée raméne la synthése de I'observateur a une résdiutidtl en minimisanty
conjointement avec le calcul & (8) pour un paramétr@ donné. Le théoréme 11 résume la procédure.

Lemme 11. (Gérard [2008], Gérardet al.[2010]) Pour un paramétré donné, le systéme (B.20) est un
observateur quadratique pour le systéme (B.19) et présente une dtténda perturbation inférieure a
un réel donné s'il existe des matrices P- PT € R™*™ (pour i=0,...,n,) et une matrice Fe R™*",
tellesque pour Ei=1,...,2M

L'(,8) P(B)—F-+AL(6,B)FT FB(H)
* ~F—FT FB(6) | <0 (B.22)

* * '—Vzhx
P(B) >0 (B.23)

avec

ZLBPJFFA«,(G B)+AL(6,B)FT +1p,

%BP (B.24)
As(6,B) = ZOBA s.'c’c
B(6) =B—-S.;(6)C'D
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pour B € S etS I'ensemble défini par :

T .
S— {[3 =[o1 ... ax, ] €R?Vie[lny,a € {Umin, Uimax}

_ (B.25)
et Vie [ny+1,2n], ai € {Himin, Himax} }

OU Umin, Mimin » Uimax €t Limax COrrespondent respectivement aux bornes min et max des entréesnd
mande yt) et de leurs dérivéeg(t).

Des résultats présentés ci-dessus (10 et 11), nous constatons yothé&ss d’'un observateur pour
le systéme bilinéaire (B.19) reste assez complexe dans certains cas.

Observateur T-S

La procédure proposée consiste a ré-écrire le systeme (B.19) sous Te$, puis d’appliquer de
maniére systématique et simple les résultats disponibles pour les observa®gys@mes linéaires.
Ainsi, nous pouvons écrire le systéme (B.19) sous la forme quasi-LRsrgei:

X(t) = AU(®)x(t)+Rut) +Bwt)
{y(t) = Cx(t)+Dw(t) (B.26)

avecA(u(t)) = | Ao+ Zln“Ai ui(t) |. Afin d’obtenir les modéle T-S correspondant, il suffit d’appliquer la
i=

transformation par secteurs non linéaires détaillée plus haut. En effet, puiscprérées de commande
sont bornées, il est possible de les considérer comme variables degg@&mismues, leur nombre étant
égal au nombre de commandgs Le systéeme T-S a"2 sous-modeéles obtenu est sous la forme suivante

2"

X(t) = 3 m(ut) (AX(t) +Rut) + Budt) 5 27
i=1 ( ' )
y(t) = Cx(t) 4 Dw(t)
L'observateur assurant la convergence asymptotique de I'erredmnaéi®ne(t) = x(t) —X(t) ainsi que

I'atténuation; du transfert dev(t) verse(t) est donné sous la forme :

2"

XU =3 s(un) (AR +Rut) + Lily() Y1) 528
. i=1 . ( . )
yt) = CX(t)

Les gaind.; sont donnés par la solution du probléme d’optimisation LMI suivant :

A'P+PA —KiC—CTKi+In PB-KD\
* —Vlq

P=PT>0

(B.29)

avecl; =P 1K;,i=1,...,2"N,
Comme pour I'exemple précédent, nous constatons que I'approche T-8tpeabnsidérée comme une
alternative intéressante pour I'étude des systémes bilinéaires.
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Commande tolérante aux défauts de systémes non linéaires représentés par des modeles de
Takagi-Sugeno

Résumé : Cette these porte sur la représentation T-S des systémes non linéaires et les non-linéarités qui
leur sont associées (saturation et parametres variants dans le temps) pour la commande et le diagnostic.
Ainsi, une nouvelle approche utilisant la transformation par secteurs non linéaires permet de ré-écrire le
systeme sous forme polytopique en prenant en compte la présence de parametres variants dans le temps.
Cette forme polytopique est ensuite utile pour la syntheése d’observateurs assurant I’estimation simulta-
née de I’état et des parametres du systeme. Une application au diagnostic est également considérée en
comparant les valeurs des parametres estimés en ligne avec leurs valeurs nominales supposées connues
et représentatives du mode de fonctionnement non défaillant. Concernant la commande, la contrainte de
saturation est représentée sous forme de modele T-S et est intégrée au modele du systeme. La synthese
de plusieurs lois de commande assurant la stabilité du systeéme bouclé, en prenant en compte les limites
de saturation est proposée. La poursuite de modele de référence est également traitée avec la mise en évi-
dence des conditions structurelles de poursuite pour les modeles non linéaires sous forme T-S. L’accent
est mis sur les différents criteres de choix de commande en fonction des buts recherchés.

Mots-clés : Systemes non linéaires, modele de Takagi-Sugeno, estimation d’état et de parametres, diag-
nostic, saturation et commande tolérante aux défauts, poursuite de modele de référence.

Abstract:
Fault tolerant control for Takagi-Sugeno nonlinear systems

A first contribution of this thesis is to propose a systematic procedure to deal with the state and parameter
estimation for nonlinear time-varying systems. It consists in transforming the original system into a T-S
model with unmeasurable premise variables using the sector nonlinearity transformation. Then a joint
state and parameter observer is designed and the convergence conditions of the joint state and parameter
estimation errors are established. The second contribution of this thesis is the stabilization problem under
saturation constraints. In fact, we aim to present a new approach for the saturation nonlinearity study,
where the sector nonlinearity transformation is used to represent the nonlinear behaviour of a saturated
actuator under a T-S form. The T-S representation of the saturation is used to integrate the limitation
constraints into the control synthesis, such that the system stability is ensured and the controller gains
are calculated according to the saturation level. The model reference tracking control problem is also ad-
dressed. It aims to highlight the encoutered difficulties and the proposed solutions to achieve the tracking
objective. Through analytical studies, by presenting clear structural conditions and control strategies, we
try to point and answer some major interogations, that are : "how the model reference is to be chosen ?
" and "which tracking criterion to consider to achieve a certain objective ? ". The case of constrained
control input is also considered with a special focus on the anticipation for the saturated control.

Keywords: Nonlinear systems, Takagi-Sugeno model, joint state and parameter estimation, faults diag-
nosis, saturation and fault tolerant control, model reference tracking.
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