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Chapitre 1

Etat de Part

Comme il est d’usage pour commencer la présentation des travaux d’une thése, nous consacrons cette pre-
miere partie a I’état de 1’art. Ainsi, nous allons faire état des connaissances actuelles sur le sujet afin de
mieux cerner et situer 1’apport de cette these d’un point de vue scientifique.

A cet effet, nous ferons référence et expliciterons les travaux antérieurs ayant un lien plus ou moins direct
avec le travail accompli et expliquerons en quoi notre contribution, de par son originalité, vise a étendre la
théorie actuelle.

Ce travail bibliographique, auquel nous nous sommes majoritairement consacrés durant la premicre année
de recherche, s’est avéré particulierement utile pour la compréhension du sujet, I’identification des princi-
paux outils mathématiques a maitriser ainsi que la prise de conscience des enjeux sous-jacents.

En effet, il ne faut pas oublier que la statistique en général et 1’analyse des données en particulier ont vo-
cation a étre des sciences dites appliquées ; ainsi, retracer chronologiquement I’évolution de cette branche
des mathématiques permet de mettre en perspective les travaux de recherche publiés avec les connaissances
techniques et technologiques du moment. Aussi, nous nous efforcerons de justifier la pertinence de nos
travaux au vu du contexte global actuel.

Il faut d’ailleurs insister sur le fait que, et c’est d’autant plus vrai pour 1’analyse des données, la plupart
des modeles mathématiques développés pour répondre & une problématique concrete et visant a €tre utilisés
dans quelque domaine que ce soit, se doivent, de par leur essence mé€me, d’€étre exploitables !

Ainsi, nous verrons que 1’avénement de I’informatique a joué un rdle prépondérant dans le développement
de I’analyse des données et que, depuis une dizaine d’années, ce dernier explose, devenant méme aux dires
de certains un enjeu majeur de compétitivité pour I’ensemble des acteurs économiques. Compte tenu de ces
considérations, il nous est apparu essentiel de mettre en oeuvre informatiquement les algorithmes congus de
maniere théorique, afin de mesurer leur efficacité.

Ceci étant, nous pouvons désormais entrer dans le vif du sujet et présenter le contexte global dans lequel
s’inscrit cette these.

Le travail que nous présentons fait partie d’une théorie plus globale née de la rencontre heureuse d’un do-



maine de la statistique : I’analyse des données et de techniques d’optimisation stochastique : les méthodes
d’approximation stochastique (a.s.).

L’analyse des données au sens oll on I’entend, c’est a dire au sens moderne, trouve ses racines au début du
XX®™e giecle dans les travaux du mathématicien anglais Karl Pearson, fondateur, entre autres, du journal
Biometrika avec Walter Weldon et Raphael Gatson.

Ses contributions au développement de la statistique furent nombreuses mais c’est sans conteste le développe-
ment du test du (> qui marqua le plus les esprits et le rendit célébre, encore aujourd’hui.

Méme si ses idées de 1I’époque sur 1’eugénisme peuvent s’ avérer sujettes a polémiques de nos jours, Pearson
n’en fut pas moins un grand spécialiste du domaine biologique, étudiant plus spécifiquement la théorie de
I’évolution.

Il s’intéressa également largement a la physique et ses travaux sur la relativité furent méme repris par un
illustre scientifique... Albert Einstein.

C’est donc dans [56] que I’on peut percevoir les prémices de I’actuelle analyse en composantes principales.

Parallelement et de facon concurrentielle pour ne pas dire conflictuelle, le psychologue anglais Charles
Spearman développa la premiere version d’une analyse factorielle [65]], pour sa théorie de I’intelligence,
dans I’espoir de déterminer un facteur général de I’intelligence humaine : le facteur “G”.

Dans les années 30, Louis Thurstone, fondateur du journal Psychometrika, reprend les travaux initiés par
Spearman. Il propose pour sa part une approche multi-factorielle de I’intelligence basée sur sept aptitudes
primaires de référence : la compréhension orale, la fluidité du langage, le calcul numérique, la représentation
spatiale, la mémoire, la vitesse de perception et le raisonnement [[67]].

A cette époque, et dans un tout autre domaine, celui de 1’économie, I’américain Harold Hotelling se dis-
tingue par la publication de [28]], article dans lequel les bases de 1’analyse canonique sont posées.

La méme année et non sans lien, Ronald Fisher, sans conteste 1’un des plus importants statisticiens du X X*™m®
siecle, applique son modele d’analyse discriminante au désormais célebre jeu de données sur les fleurs d’iris
dans [18]].

Les premieres traces des équations de 1’analyse des correspondances apparaissent quant a elles dans [27]],
article de 1935 di au statisticen germano-américain Hirschfeld (ou Hartley).

Ces travaux furent ensuite repris par Louis Guttman [23]] et Cyril Burt [11]] dans les années 40, mais c’est
dans les années 50 et 60, respectivement sous 1’impulsion du japonais Chikio Hayashi [25[], [26] et du
francais Jean-Paul Benzécri [5], [4] que ces techniques exploratoires sont développées et appliquées de
maniere systématique et intensive.

Il est important de noter que 1’essor de 1’analyse des données a été nettement facilité par les progres de
I’informatique,comme I’ atteste cette phrase de Benzécri : “Avec I’Analyse des Données fondée sur l'usage
de l'ordinateur, c’est une nouvelle méthodologie que la statistique apporte a la science et notamment aux
sciences de ’homme”.

Ces années 60 — 70 amorcent un véritable tournant dans la facon de penser 1’analyse des données. En effet,
I’introduction du modele probabiliste, sous I’impulsion de 1’américain John Tukey [[69], [20], va apporter a

10



I’analyse exploratoire des données une nouvelle dimension inférentielle prometteuse. Sous ce nouvel angle,
les techniques descriptives s’enrichissent d’estimations, de convergences, voire de tests d’hypotheses.

Les méthodes d’a.s., quant a elles, ont été introduites en 1951 par Herbert Robbins et Sutton Monro dans
[S9]. Le contexte du probleme qui a motivé ce travail était celui d’expériences chimiques dans lesquelles
une certaine dose x d’une substance avait pour effet moyen M(x) ; le but était alors de trouver la solution
x =x* de I’équation M (x) = C, ou C était une constante donnée.

Nous présentons maintenant de maniere plus formelle le processus de Robbins-Monro :

Soit (Y (x)) p une famille de variables aléatoires réelles observables pour toute valeur du parametre réel
xe

x ; on suppose inconnue la fonction E[Y (x)] = M (x).
On cherche a estimer la solution x*, supposée unique, de 1’équation M(x) = 0.

Pour cela, on définit un processus stochastique (X,,) tel que :

Xnv1 = X — anly,

ou Y, est, pour n fixé, une v.a. réelle dont la loi de probabilité conditionnellement a (X; = xy,...,X, = x,)
oo oo
est la loi de Y (x,), et a, une suite de nombres réels positifs telle que Y. a, =, Y a,21 < oo,
n=1 n=1
Sous certaines hypotheses portant sur la famille <Y(x)) . le processus (X,) converge presque stirement
xe

(p-s.) vers x*.

L’année suivante, Jack Kiefer et son directeur de theése, Jacob Wolfovitz, mirent au point un algorithme
légerement différent de celui de Robbins-Monro, basé sur une forme aux différences finies, pour estimer le
maximum x*, supposé unique, de la fonction M (x) [32].

En 1965, le russe Gladyshev donne une preuve alternative a celle du théoreme fondateur de Robbins et
Monro [22], faisant intervenir la théorie des martingales, théorie alors a son apogée grace en particulier aux

travaux de I’américain Joseph Doob.

A ce propos, on fera référence a plusieurs reprises, dans le corps de la theése, a un lemme dii 2 Robbins et
Siegmund tiré de [[60]] dont voici I’énoncé :

Lemme 1.1.
Soit un espace probabilisé (Q, 4,P) et une suite non-décroissante T, de sous-tribus de Q.

Soit, pour tout n, a,, B, Yn, On des variables aléatoires réelles définies sur (Q,4,P), T,-mesurables, non
négatives et intégrables telles que :
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+oo +oo
E[an+l‘Tn] S an(l +Bn)+’Yn _6n> Z Bn < oo, ZYH < ©p.S.

n=1 n=1

—+oo
Alors, la suite (0,,) converge p.s. vers une variable aléatoire réelle o. finie et ona Y, 8, < p.s. m
n=1

A partir de 13, de nombreuses contributions ont permis d’étoffer les connaissances sur le sujet, notamment
les travaux de Kushner et ses coauteurs [36]], [37]], [35]], [38], [39], [40].

Polyak et Juditsky proposerent également un algorithme utilisant un procédé de moyennisation afin d’améliorer
la rapidité de convergence des algorithmes originels [[58]], [29]]. Cependant, de telles considérations apparais-
saient déja des 1978 dans les travaux de Nemirovski et Yudin [52].

Enfin, d’autres algorithmes de type Kiefer-Wolfowitz ont été proposés pour accélérer la convergence des
algorithmes, le dernier en date et le plus performant étant I’algorithme SPSA (Simultaneous Perturbation
Stochastic Approximation) introduit par Spall en 1992 dans [64].

Ceci étant, nous allons maintenant expliquer comment ces techniques ont pu étre utilisées pour résoudre des
problemes d’analyse des données.

11 suffit en fait de constater que la mise en oeuvre d’analyses factorielles nécessite I’extraction de valeurs et
de vecteurs propres d’une certaine matrice B.

Dans le cas ou B est connue, il existe différents processus numériques déterministes qui permettent d’estimer
ses éléments propres.

La méthode la plus ancienne est celle de la puissance itérée introduite en 1929 par von Mises et Pollaczek-
Geiringer dans [44] qui permet d’approcher le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre (v.p.)
de la matrice considérée.

La méthode de déflation de Wielandt permet ensuite le calcul des autres v.p. et des vecteurs propres associés.

De nombreuses autres méthodes itératives ont depuis vu le jour avec plus ou moins de succes. On pourra
citer par exemple les méthodes d’ Arnoldi basées sur les sous-espaces de Krylov [2] ou encore 1’algorithme

QR [19], [34] qui utilise une décomposition astucieuse de la matrice originale.

Malheureusement, dans le cas ou la matrice B est inconnue, les méthodes déterministes deviennent in-
opérantes et on se tourne alors vers des processus stochastiques.

Le premier a avoir publié en ce sens est Benzécri en 1969 dans [5]. On se propose de reformuler le résultat
obtenu :

Soit A une matrice aléatoire carrée. On se place dans le cas ou la matrice B = E[A] est inconnue, M-
symétrique avec M connue.
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On suppose qu’on dispose d’une suite de matrices aléatoires observables B,, de méme loi de probabilité que
A.

On définit alors le processus (X!, ...,X") dans (R”)" tel que, pour n > 1 :

= +aB)X, i=1,...,r
1 1
(Xn+l7’X}’:+l) — OrthM(Yn+l7..., nr+1)

ou / désigne la matrice identité d’ordre p et ou I’orthogonalisation par rapport a M est effectuée au sens de
Gram-Schmidt.

On établit alors, sous certaines hypotheses, la convergence p.s. en direction de ce processus vers r premiers
vecteurs propres de la matrice B associés aux r plus grandes v.p. Ap, ..., A,.

A noter que cette estimation simultanée des r premiers vecteurs propres est basée sur des résultats d’algebre
extérieure.

Un an plus tard et de maniere indépendante, Krasulina développe un algorithme d’a.s. basé sur le quotient
de Rayleigh pour déterminer un vecteur propre associé a la plus grande v.p. de I’espérance mathématique
d’une matrice aléatoire [33]].

Shimura et Imai en 1973 [63]], puis Oja et Karhunen en 1985 [54], proposent tour a tour des variantes de ces
algorithmes. Les deux derniers auteurs utilisent notamment des résultats de Kushner et Clark datant de 1978
[36] dans leurs démonstrations.

Une autre solution du probléeme est due a Monnez dans sa theése d’état de 1982 [40] :

On suppose cette fois ci qu’on dispose d’une suite de matrices aléatoires B,, qui converge p.s. vers B.

En définissant un processus similaire a celui de Benzécri, on établit, sous certaines hypotheses, la conver-

gence p.s. de ce processus vers un vecteur propre de la matrice B associé a la plus grande v.p.

Dans le cadre de I’estimation séquentielle des facteurs en analyse factorielle inférentielle, Bouamaine et
Monnez considerent dans [8] que M est inconnue mais supposent disposer d’une suite de matrices aléatoires
M,, qui converge p.s. vers M.

Le processus de type Benzécri (X!,...,X") dans (RP)" tel que, pour n > 1 :

=+ aB)X, i=1,..,r

1 1
(Xl’l+l7 ’X£+l) == Ortth(Yn+l,..., ;,{+1)

13



est alors défini et, sous certaines hypotheses, la convergence p.s. en direction de ce processus vers r premiers
vecteurs propres de la matrice B associés aux r plus grandes v.p. Ap, ..., A, est établie.

En 1994 ensuite, Monnez démontre dans [48] un résultat similaire en affaiblissant I’hypothese effectuée sur
la suite de matrices B,. Cette fois ci, on suppose seulement que E[B,|T,]| converge p.s. vers B, T,, étant une
suite non-décroissante de sous-tribus.

Dans [10], Bouamaine et Monnez introduisent un processus plus général de la forme :

=X a,(By— Fy(X)DX, i=1,....r

1 1
(Xn+1, ...,X;+1) = Ortth(Yn+1,...,Y,{+1)

ou F, désigne une fonction aléatoire de R” dans R.

Différents choix de cette fonction meénent a des processus étudiés indépendamment par les auteurs cités
précédemment, dans le cas oit M,, = M est supposée connue et E[B,| = B.

_ <an7x>Mn

Pour F,, = 0, on retrouve le processus de Benzécri et pour F,(x) = x|, > Onaun processus de type Kra-
My

sulina.

On rappelle ici le théoreme 4 de cet article relatif au processus de type Krasulina, auquel on fera référence
a de nombreuses reprises ultérieurement :

On note r le nombre de vecteurs propres a estimer.

Soit les hypotheses (avec les numérotations de 1’ article) :
~+oco

(H1) (a) ZlanH]E[Bn|Tn] —B|| < e p.s.
n=

too ‘
(c) ¥ arE[||B, —B||’|T,)] < eopour j=2,...,2r p.s.
n=1

~+oo
(H1”) Zl an||By — B|| < oo p.s.
n=
(H4’) (a) M,, est T,-mesurable
b)yM, — M p.s.

o0
(©) ZlanHMn_MH < oo Dp.s.
n=

+ +
(H5) a, >0, ¥ a, =00, ¥ a’ <o
1 1

n= n=

14



Avant d’énoncer le théoréme, définissons I’ensemble /E. Pour plus de détails concernant les résultats d’al-
gebre extérieure, on pourra consulter [49].

Soit (e, es,...,e,) une base de R”. On note "AR? la puissance extérieure d’ordre r de R”, engendrée par
les €, produits extérieurs e; A€, A ... 1€, , i| <ip <+ <li € {1,2,...,p}.

Soit M une métrique dans R”. On définit dans "ARP? le produit scalaire induit par la métrique M, égale-

ment noté (-, -)as : (€, A€, A ... A€, Ck ACIGA ... Nk IM = Y. (—1)5(6) (eirsea(k)))m - - - (i eo(k,) ) m> Gy étant
ceG,
I’ensemble des permutations G de {kj,...,k,} et s(G) le nombre d’inversions de G.

On suppose que les r plus grandes v.p. de I’endomorphisme B dans R” sont différentes : A; > --- > A,. On
définit pour j = 1,...,r, ’endomorphisme /'B dans /AR par :

) . J .
MB(x'A..oax)) = ¥ xlac  aBX A .ol X ERP T=1,...,.
h=1

J . .
Soit Aj; = Y. A; 1a plus grande v.p. de / !B . On note /S, le sous-espace propre correspondant a A j et
=1

(/S1)* son supplémentaire orthogonal.

Soit le processus ( /X,) dans JARP défini par /X, = X!a...AX;.
i i < ABix, ix> i i

On deﬁnlt h]( JX) = T)DMM’ JX (S J/\Rp.

On note :

Anj = 1—|—an(7\.1j—hj( an)) et

L T X —(an( ' B—h;(IX)I)) X,
0/ = x4 y el P U
n=1 HIAij

=

L'ensemble /E est {Q/ ¢ (/S1)*}.

Théoreme 1.2.

Sous (HI’), (H4°)(b),(c) et (HS), pour k =1,...,r, si l’'on suppose les r plus grandes v.p. de B distinctes, le
k

processus (X¥) converge p.s. dans (| JE vers un vecteur propre associé a la k' plus grande v.p. \; de B
Jj=1

too k yk
BXX XKy
et Y an|h — (B, Xy X H;> | < oop.s.
n=1 M

On obtient le méme résultat sous les hypotheses alternatives (HI )(a),(c), (H4’) et (H5). m

15



ko
Dans la suite, il sera toujours sous-entendu que la convergence p.s. de (X¥) est dans () /E.
j=1

L’analyse des données d’un vecteur aléatoire (v.a.), qui représente I’analyse des données sur toute une popu-
lation, et I’analyse des données observées sur des individus tirés de la population considérée seront définies
par la suite dans différents travaux d’estimation récursive en analyse des données.

Suivra alors une premiere série d’articles ou ces données, notées zy,...,2,,..., seront supposées étre des
observations indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) d’'un v.a. Z :

Dans [49], Monnez présente tout d’abord 1’analyse en composantes principales (ACP) d’un v.a. Z.

En découle alors I’analyse factorielle multiple (AFM) d’un v.a., en remarquant que I’ AFM est une ACP avec
un choix particulier de métrique. Enfin, les facteurs de I’AFM ainsi que les v.p. associées sont estimés par
a.s. en se basant sur I’article de 1998.

D’autre part, le méme type d’étude est réalisé pour 1’analyse canonique généralisée (ACG) dans [51].

On se propose de redonner les principaux résultats de cet article, sur lesquelles seront basées certaines études

du deuxieéme chapitre de ce manuscrit de these.

1. Approximation Stochastique d’une fonction de régression linéaire

Soit R un v.a. de R” et S un v.a. de R®.

On suppose que :

(H1) Il n’existe pas de relation affine entre les composantes de R.

On note Cov(R) la matrice de covariance de R et Cov(R,S) = E[(R—E[R])(S — EI[S])'].

Soit A une matrice de dimension (r,s) et D une matrice-colonne de dimension (s,1).

-1
(Cov(R)) Cov(R,S) est la solution en A du probleme de régression linéaire suivant : trouver (A,D) qui

rende minimale J(A,D) = E [| IR —A'S—D|[?|, || - || représentant la norme euclidienne usuelle.

Onnote A| = ( g, >, matrice de dimension (r+ 1,s) et R| = ( If >, v.a. de R7H!
Sous (H1), la matrice E[R; R}] est définie positive.

-1
La matrice (Cov(R)) Cov(R,S) peut alors étre obtenue de la maniére suivante.
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Théoréme 1.3.
A= (Cov(R))ACov(R,S) et D = E[S]| — A’E[R] forment une solution du systéme linéaire :

E[RR|]A; = E[R,S] n

On considére désormais un échantillon i.i.d. ((R,,, S,,)) de (R,S).

Pour tout n, on note Ry, = ( |

Ry ), v.a. de R™!

On définit le processus d’a.s. (A1,) de A; = (E[R{R}]) 71E[R1S’], dans I’ensemble des matrices de dimension
(r+1,s), tel que :
Al,n+l =A— an(RlanlnAln _RlnS;)a ap, > 0.

(A,), processus d’a.s. de A = (COV(R))_ICOV(R,S), est alors obtenu en enlevant la derniére ligne du pro-
cessus Ay, pour tout n.

On fait les nouvelles hypotheses :

(H2) (R,S) admet des moments d’ordre 4,
oo oo

(H3)a, >0, ¥ ay=oo, ¥ a’<-oo,
n=1 n=1

(H3’)(an:n%,a>0,%<oc<1)0u(an:%,a>m).

Théoréeme 1.4.

Sous (HI)-(H3),

—+oo —+oo
onaenoutre: Y, ay||A;, —Aj|| <ecet Y ay||A,—A|| < +oops. m
n=1 n=1

A1, —Ay|| et ||A, —Al| convergent vers O p.s. et dans L. Si (H3) est remplacée par (H3’),

2. Approximation stochastique des facteurs généraux

Soit Z un v.a. dans R?, décomposé en ¢ sous-vecteurs Z', ..., Z¢, de dimensions respectives m, . .. ,My, avec
q

Y mg = p.

k=1

Soit ((Z,%,. .. ,Z,’{)) un échantillon i.i.d. du v.a. Z = (Z',...,Z9) dans R”.

n>1

On note C la matrice de covariance de Z et C¥ la matrice de covariance de Z*, k =1,...,q.
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Pourn>1letk=1,...,q, on définit :

Tk — 1
Zn_n n .

Trs=

n
zt, M=\ £ 242l -2

M est un estimateur convergent de C*.

Pour n > 1, on définit la matrice diagonale par blocs carrée d’ordre p,

Cl
M, est un estimateur convergent de M~! =

C1
Dans la suite, on notera : C = Cov(Z!,Z7), i=1,...,q, j #i.

Les facteurs de I’ACG sont vecteurs propres de B =MC, que I’on peut décomposer en blocs B/ = (C')~1CV.
Pour les estimer, on définit les processus d’a.s. (B! ) dans I’ensemble des matrices de dimension (m; +1,m;),

(F’) dans I’ensemble des matrices de dimension (m j»1) et (By/) dans I’ensemble des matrices de dimension

(mivmj) :

Bll{n#»l:BllJn_an( in( in)/Blljn_ in(ZrJz.),)7

On définit alors dans I’ensemble des matrices carrées d’ordre p le processus d’a.s. (B,,) de B = MC tel que
le bloc (i, j) de By, soit By} :
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B Bt . .

En vue d’estimer r facteurs généraux de I’ACG, on définit, pour [ = 1,...,r, le processus d’a.s. (X,) =
((X.!,...,X7)), de type Krasulina, des facteurs généraux (6y,...,0,) dans RP* :

B, X! XD,
RX) = S
er—H = X'+a,B,—FX)DXx), 1=1,....r,
Xl’l-H = Ortth (Yn-H )

On suppose que (avec les hypotheses numérotées comme dans I’article) :

(H1’) Il n’existe pas de relation affine entre les composantes de Z,
(H2’) Z admet des moments d’ordre 4,

. 7t
2 _ 2 _ 1 _
(H3)(an—r?x,a>0,3<(x<l)0u(an—z,a>2rninxrnm(E[Zi-(zi),]),Z’1—< 1 ))

Théoreme 1.5.

Sous (H1’), (H2’) et (H3”), en supposant que les r plus grandes v.p. de B sont différentes, pour | =1,...,r,

X! converge p.s. vers un vecteur propre de B associé a sa [ plus grande v.p. m
n

Comme indiqué précédemment, on aura plusieurs fois recours a ce théoreme dans le deuxieéme chapitre de
la these. Celle-ci est consacrée a 1’étude de I’ ACP projetée dans le cas ol on observe des réalisations i.i.d.
d’un v.a. Z = (R,S) partitionné en deux sous-vecteurs.

Ensuite, le cas ou les données sont des réalisations d’un v.a. dont I’espérance varie dans le temps a été en-
visagé par Monnez dans [50].

On se propose de reprendre les parties principales de cet article, sur lesquelles seront basées certaines études
des troisieme et quatrieme chapitres de la these.

1. Modele

On considere un flux de données, représenté par une suite de vecteurs zj,...,Zzy,,... dans R?.
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On suppose alors que :
- pour tout n, 7, est la réalisation d’un v.a. Z,, d’espérance mathématique variable dans le temps ;
- les v.a. Z,, sont mutuellement indépendants ;

- pour tout n, on a la décomposition :
Zy =6, +Ry, )

0, = (6....8%)" étant un vecteur de R”, la loi du v.a. R, ne dépendant pas de n,

E[R,) =0, Cov(R,) =X.

On a alors E[Z,] = 6, Cov(Z,) =X; r, = z, — E[Z,] représente la donnée z, centrée ; les hypothéses faites
reviennent a supposer que les v.a. R, constituent un échantillon i.i.d. d’un v.a. R, d’espérance mathématique
nulle et de matrice de covariance X.

- pouri=1,...,p, il existe un vecteur B’ de R inconnu et, pour tout n, un vecteur U}, de R" connu au
temps n tels que :

0, = (8".U,).
(-,) désignant le produit scalaire euclidien usuel dans R".

Si I’on note Z, respectivement R, la i*™®

régression linéaire :

composante de Z,, respectivement R, on a alors le modele de

Zi= P UN+R, i=1,...,p.

On souhaite alors réaliser une ACP du v.a. R, aussi appelée ACP partielle, dans R” que I’on munit d’une
métrique M. On étudie ici I’estimation des facteurs de cette analyse.

2. Définition des processus

Soit M,, un estimateur de M au temps n et (a,),>1 une suite de nombres réels positifs.
Pouri=1,...,p, on définit le processus d’a.s. (B') de B tel que

1= By~ a,U(U)'B, ~ 23).
On définit alors :

e = (B U), 6 0,=©. 0,
Cp =M, (Z,Z, — ©,0,).
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Soit r le nombre de facteurs a estimer. Pour i = 1,...,r, on définit les processus (X!) d’estimation des
facteurs tels que :

; (CaXi . X3) 1
4 — My,
B = e
Yni+l = Xzi +a,(Cy — Fn(Xri)I)Xri7
Xot1 = OI'tth—l (Yn-i-l)
Xp+1 = orthy, 1 (Y1) signifie que X1 = (X!.,...,X,, ) est obtenu en orthogonalisant par rapport a M,,’!
au sens de Gram-Schmidt ¥, = (YL, |,..., Y ).
3. Hypotheses
(H2) (a) M,, T,-mesurable,
(b)M, = Mp.s.,
~+oo
(c) Z]anHMn — M|| < oo p.s.,
n=
(H6) (a) max sup||U || < e,
! n
(b) Pour i = 1,..., p, il existe un entier r;, un réel A; > 0, une suite croissante d’entiers (n;,l > 1) tels
que njy =1, njpp1 < nig+ri, 7\4min< Z} U}(U})') > Ai, avee Iy = {ni, ..., njgp1 — 1}
JEL

H3)ay,=%5,¢>0,F<a<l,

oo oo
(H3’)a, >0, Y mina;j=opouri=1,...,p, ¥ a%<oo.
n=1J€l n=1

4. Théoremes

Théoréeme 1.6.

Sous (H3’) et (H6), pouri=1,...,p, B, =B et ® —0 —0p.s. m

Théoréeme 1.7.
Sous (H3) et (H6), pouri=1,...,p:
1) pour (5 << ou(a=1, 2> 1)

Tim n®E B, — B|[2] < oo et Tim n®E[||©}, — 0}[2] < oo
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2) pour (=1, 2};—"‘ =1):
lim S E(||B;, — Bl[[?] < oo et lim i 5 E[]|©], — 6]]P] < eo;
3) pour (=1, 2 < 1) :

_ 2Me . A 2k . .
limn E[||Bl, —B||?] <ooetlimni E[||®, —6||*] <. m

Théoréeme 1.8.

Sous (H2), (H3) avec % < a <1 et(H6) sil’on suppose que R admet des moments d’ordre 4r et que les r
plus grandes v.p. de C = MX. sont distinctes, alors, pouri=1,...,r, X\ converge p.s. vers un vecteur propre
de C associé a sa i®™ plus grande v.p. m

On fera référence a ces théoremes dans les troisiéme et quatricme chapitres de la these, respectivement con-
sacrées a I’étude de I’ ACP partielle d’un flux de données dont I’espérance varie dans le temps puis a I’ACP
partielle d’un flux de données dont I’espérance et la matrice de covariance varient dans le temps.

Pour préciser les choses, 1’étude de I’ ACP partielle d’un flux de données dont I’espérance varie dans le
temps que nous proposons ici a pour objectif de généraliser 1’article de (Monnez, 2008) :

e en étudiant d’autres processus (Cy),
e en n’imposant pas de modele de réprésentation a priori pour I’espérance 6,
(Ie cas du modele de variation linéaire sera traité comme cas particulier).

Les trois derniers articles auxquels nous venons de faire référence s’inscrivent dans la nouvelle probléma-
tique actuelle des “Big Data”, ou le nombre de données récoltées est gigantesque, ces dernieres arrivant
souvent en temps réel.

Dans le contexte actuel, une prise de décision rapide est souvent indispensable : on doit donc étre capable
de fournir la meilleure réponse possible en un temps donné.

Actuellement, I’arrivée de ces données massives est, de maniere générale, considérée comme une contrainte.
De notre c6té, nous considérons les données comme des ressources, au méme titre que 1’espace de stockage
ou le temps dont on dispose pour I’analyse. Le fait de disposer d’un grand nombre de données est alors vu
comme une chance.

Cette différence de point de vue est ainsi répercutée dans la maniere d’envisager le traitement des données :
alors que dans la majorité des cas, on se ramene a 1’ere “pré-Big Data ” en échantillonnant les données puis
en appliquant des algorithmes sophistiqués mais lourds d’un point de vue informatique, nous privilégions
des algorithmes récursifs trés simples, moins précis mais qui permettent de prendre en compte et tirer profit
de plus voire de toutes les données disponibles.
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Nous donnons maintenant le plan adopté pour la présentation de ce travail. Comme nous I’avons déja men-
tionné, nous nous intéresserons a 1I’ACP projetée de données séquentielles dans le chapitre 2 de I’étude.
Ensuite, le troisieme (resp. quatriéme) chapitre sera consacrée a I’ACP d’un flux de données d’espérance
(resp. d’espérance et de matrice de covariance) variables(s) dans le temps. Enfin, nous donnerons des résul-
tats de simulation dans le cinquieéme chapitre avant de conclure sur 1’apport de cette étude.
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Chapitre 2

ACP projetée de données séquentielles
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2.1 Introduction

2.1.1 Cadre d’étude

On observe p caractéres quantitatifs r!,...,7” et ¢ caractéres quantitatifs s',...,s? sur des individus : on
obtient des vecteurs de données (r;,s;) dans RP™4. On se place dans le cas ou ces vecteurs de données ar-
rivent séquentiellement dans le temps : on observe (r,,s,) au temps 7 ; on a une suite de vecteurs de données

(r1,81) 5oy (FnySn),y - e e

On suppose que cette suite constitue un échantillon indépendant et identiquement distribué (i.i.d.) d’un
vecteur aléatoire (v.a.) (R,S) de dimension p + ¢ défini sur un espace probabilisé (Q, 4,P) : Q représente
une population d’ol on extrait un échantillon.

On étudie I’analyse en composantes principales (ACP) projetée de R par rapport a S, c’est-a-dire I’ACP du
régressé linéaire au sens des moindres carrés de R par rapport a S, qui représente 1’ ACP projetée effectuée
sur la population €, dont on va chercher a estimer au temps n les résultats a partir de I’échantillon dont on
dispose a ce temps.

Soit un résultat 8 de cette analyse, par exemple une valeur propre (v.p.), un facteur (on considere ici le cas
d’un facteur). Plut6t que d’effectuer au temps n une estimation de 0 en utilisant toutes les données du passé
disponibles, on va effectuer une estimation récursive de 0 : disposant d’une estimation 6,, obtenue a partir
des observations (ry,s1),...,(ry—1,5,—1), on introduit I’observation (r,,s,) et on définit une nouvelle esti-
mation 0, fonction de 6, et de (ry,sn) : Opr1 = fu(On; 7n,Sn)-

On définit pour cela un processus d’approximation stochastique (a.s.) comme dans [10].

L’ ACP projetée a pour cas particulier I’analyse canonique, 1’analyse factorielle discriminante ainsi que I’-
analyse factorielle des correspondances ; pour chacune de ces analyses, on définit des processus spécifiques
d’estimation des facteurs.

2.1.2 Présentation de I’ACP projetée
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Soit deux v.a. R = (R',...,R") de dimension p et S = (S',...,57) de dimension q.

Dans un premier temps, on effectue la régression linéaire au sens des moindres carrés de R par rapport a
S : on détermine la matrice A de dimension (g, p) et la matrice-colonne D de dimension (p,1) qui rendent

minimale J(A,D) =E|||[R—A'S—D| |2} . On appellera régressé de R par rapport a S le v.a. de dimension p
noté B[R|S] = A'S + D.

L’ ACP projetée de R par rapport a S est I’ ACP du régressé I@T[R]S] = A’S + D dans R” muni d’une métrique
M.

2.1.3 ACP d’un vecteur aléatoire

Soit Z un v.a. dans R?, rappelons alors le principe de I’ACP de Z : au /-ieéme pas, on cherche une combinai-
son linéaire (c.l.) des composantes centrées de Z, 0;(Z —E[Z]), de variance maximale sous les contraintes
de ne pas étre corrélée aux c.l. déterminées aux pas 1,...,/ — 1 et la contrainte d’étre M~ !-normée.

Autrement dit, on cherche 6; solution du systeme :

0,Cov(Z)8; max
8,Cov(2)6, =0, j=1,...,1—1 2.1
oMo, =1

Un facteur 6; solution de ce probleme est vecteur propre de MCov(Z) associé a la [-ieme plus grande v.p.
As. (On supposera ici et dans toute la suite que la 1-iéme v.p. A; n’est pas nulle.)

Lemme 1. Soit le probleme qui consiste a trouver ©; solution du probléme :

8/Cov(Z)0; max
oM '0;=0, j=1,...,1—1 (2.2)
oMo, =1

Toute solution 0; de (2.1) est solution de (2.2), et réciproquement. m
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Démonstration.

Montrons cette proposition par récurrence sur /.

Initialisation : Pour / = 1, on n’a pas la contrainte de non-corrélation : les problemes sont les mémes et,
d’apres un théoreme de maximisation sous contraintes d’une forme quadratique, la solution est 8, vecteur
propre de MCov(Z) associé a la plus grande v.p. A;.

Hérédité : Supposons la proposition vérifiée jusqu’au rang / — 1 et montrons qu’elle I’est au rang /.

Soit donc le probleme :

8,Cov(Z)8; max
0,Cov(2)0, =0, j=1,...,1—1
oMo, =1

Par hypothese de récurrence, on sait que : Vj = 1,...l — 1, chaque 6, est vecteur propre de MCov(Z) associé
ala j-ieme plus grande v.p. non nulle A ;.

On a donc :

Ainsi, le probleme peut se réécrire :

8,Cov(Z)8; max
OAM 0, =0, j=1,...,—1
oMo, =1

Comme A;j # 0, ceci équivaut a :

8,Cov(Z)8; max
oM 0, =0, j=1,...,—1
oMo, =1

0;, solution de ce probléme, est vecteur propre de MCov(Z) associé a la [-ieme plus grande v.p. non nulle
A
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Pour davantage de précisions concernant I’ ACP d’un v.a., on pourra consulter de maniere détaillée la partie
2.1 de [49].

2.1.4 Facteurs de I’ACP projetée

On déduit des deux sections précédentes que le [-ieme facteur 6; de I’ ACP projetée de R par rapport a S est

vecteur propre de B = MCov (IFE [R\S]) associé a la [-ieme plus grande v.p. A;.

2.2 Cas ou il n’y a pas de relation affine entre les composantes du vecteur
explicatif

Dans cette partie, on s’intéresse au cas ol il n’y a pas de relation affine entre les composantes de S. Cette hy-
pothese nous assure en particulier I’inversibilité de la matrice de covariance de S notée dans la suite Cov(S).

Tout d’abord, on revient a la régression linéaire de R par rapport a S : on cherche les matrices A et D.

—1
Proposition 2. Dans le cas ouw il n’y a pas de relation affine entre les composantes de S, A = (Cov(S )) Cov(S,R)

et D = E[R] — A'E[S] rendent minimale E[HR —A'S—D\ﬂ : B[R|S] = A'(S—E[S]) +E[R].

En outre, Cov(@[R|S]> =Cov(R,S) (COV(S)>_]COV(S,R). n

Démonstration.
Soit a minimiser : J(A,D) =E [\ [R—A'S—D| ]2} .
On a a résoudre le systeme :

Vp(J) = —2E[R—A'S—D] =0 2.3)
{ Va(J) = —2E [(R —A'S—-D)S'| =0 2.4)
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(2.3) & D=E[R]— A'E[S]
Alors, (2.4) & E[((R—E[R])—A’(S—E[S]))S/] ~0

& A= <IE [S(S—E[S])/}>_1E{S(R—E[R})’} - (COV(S))_ICOV(S,R).

A —1
En outre, Cov (E[R|S]) — A'Cov(S)A = Cov(R,S)A = Cov(R, S) COV(S)) Cov(S,R).

/—/

Proposition 3. Soit S| = < S > de dimension (q+1,1). Alors, A} = < g, > de dimension (q+ 1, p) est

1
solution du systéme en X : E[S|S{X —S|R'|=0. m

Démonstration.
Ss” S A E[SS'|A + E[S|D
/ _ . _
ElSiSilA _E<S’ 1> ( D ) ( ES1A+D )

Comme D' =E[R'|—E[S]A,

E[SSIA+E[S]D = Cov(S)A+E[SE[R] et E[SJA+D = E[R].
= Cov(S,R)+E[S|E[R]
— E[SR]
Ainsi, E[$;S]4; = @f’fﬂ) :E[< ) ) R] =E[SR]. 0

Proposition 4. Soit une c.l. des composantes de R, &'R.

Ona:K[O'R|S] = 0'E[R|S]. m
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Démonstration.

. -1 '
D’apres la proposition 2, E[6'R|S] = ((Cov(S)) Cov(S, 9’R)> (S—E[S]) +E[6'R].
Or, Cov(S,0'R) = E[(S—E[S])R'6] = E[(S — E[S])R']6 = Cov(S,R)6.

Done, BO'R[S] = 0/Cov(R.5)(Cov(s)) (S~ E[S) + O'E[R] = ORIRS]. 0

2.2.1 A.S. d’une fonction de régression linéaire

Comme A; = < 2, ) est solution du systeme E[S;5|X — S1R'] = 0, on définit le processus d’a.s. (Aj,) de
A tel que :

Al,n+l =A;,— an(SlnS/mAln - Slanq)
ot (Ry,S,) est un échantillon i.i.d. de (R, S) et S1, = < SI" )

On définit les hypotheses :

(H1) Il n’y a pas de relation affine entre les composantes de S,

(H2) (R,S) admet des moments d’ordre 4,
(H3)a, >0, ¥ an=-c0, } a, <oo,
n=1 n=1

(H3’)(an:n%,a>0,%<oc<l)ou(aHZ%,a>m).

On note A, la matrice de dimension (g, p) obtenue, pour tout n, en enlevant la derniére ligne de Ay,,.

Théoréeme 5. Sous (HI), (H2) et (H3), (A,) converge vers A presque siirement (p.s.) et dans L? et, si on

—+oo
remplace (H3) par (H3’), on a en outre : 'Y, ay||A, —A|| < cop.s. m
n=1
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Démonstration.

11 suffit d’appliquer le théoréeme 3 de [51]] (rappelé dans le chapitre 1 p.18) en permutant les roles de R et
S. O

2.2.2 A.S. des facteurs de ’ACP projetée

On effectue maintenant I’ACP du v.a. I@[R |S] dans R? muni de la métrique M ; le I-ieme facteur 6;, dans
(RP)*, est vecteur propre de B = MCov (I@[R |S}> = MCov(R,S)A associé a la [-ieme plus grande v.p. A;.

On suppose que 1’on dispose d’une suite d’estimateurs convergents p.s. (M,) et (N,,) de M et M~! respec-
tivement.

On note R, 1 et S, les moyennes d’ordre n — 1 des observations R; et S; respectivement.

On définit alors le processus d’a.s. (X,) = ((X},...,X})) des r premiers facteurs de 1’ ACP projetée de R par
rapport a S :

(

B, =M, (RnS;, —Tenflg;—l )An

n)»“n
<X}’IL ’ XI’IL>Nn

er+1 :Xri—l_an(Bn_Fn(Xri)I)Xr{v I=1,...r
Xoi1 = orthy, (Vi)

F(xh =

n

Xu+1 = orthy, (Y,41) signifie que, pour obtenir X,,; = (an +1>-+-,X, 1), on orthogonalise au sens de Gram-
Schmidt par rapport a N, le r-uplet ¥, = (Ynl+1 oo Y g).

Dans toute la suite, on supposera que les r plus grandes v.p. de B sont distinctes.

On définit les hypotheses :

(H2’) (R,S) admet des moments d’ordre 2r.

Soit 7, la tribu du passé au temps n, engendrée par Ry,...,R,—1,S1,...,5:—1, A11 et X1, alors :

(H4) Pour tout n, (a) M, est T,-mesurable,
(b) M,, converge vers M p.s.,

+o0
() ZlanHMn —M]|| < e p.s.,
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(H4’) Pour tout n, (a) N, est T,,-mesurable,
(b) N,, converge vers N p.s.,

—+oco
(c) ZlanHNn —N|| < oo p.s.
n=

Théoreme 6. Sous (HI), (H2’), (H3’), (H4) et (H4’), X,ﬁ converge p.s. vers un vecteur propre de B =
MCov(R,S)A associé a la l-iéme plus grande v.p. \;. m

Démonstration.

On souhaite appliquer le théoréme 4 de [[10], on vérifie alors que la premiere série d’ hypotheéses nécessaire
a son application est satisfaite.

Avant cela, rappelons ces hypotheses :
—+oo

(1)(a) Zl ay||E[By,|T,] — B|| < e p.s.,
n—

4o )
(©) Y aiE[||B, — B||’|T;)] < o p.s. pour j =2,3,...,2r,
1

n=

(4) Pour tout n, (a) N, est T,,-mesurable,
(b) N,, converge vers N p.s.,

o0
(© ZlanHNn _NH < oop.s.,
n=

oo o
5)a, >0, Y a,=c et ) a, <oo.
n=1

n=1

Montrons que (1)(a) est vérifiée :

Cp=R,S,—R,_1S, ,

On pose B, — B =M,C,A,, — MCA avec :
pose B e {C:E[RS’]—E[R]E[S’]

Dans la suite, on utilisera la décomposition :
B,—B=M,C(A,—A)+M,(C,—C)A,+ (M, —M)CA.
Comme M, et A, sont T,-mesurables respectivement sous (H4)(a) et par définition,

E[Bn’Tn] —-B= MnC(An _A) +Mn(E[Cn‘Tn] - C)An + (Mn _M)CA'
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a) M, tendant p.s. vers M sous (H4)(b) , il existe une variable aléatoire (v.a.) D positive, finie p.s. telle que :

oo

oo +

Y @,||[MyC(Ay —A)|| <D Y. ay||An—A|| < oo d’aprés le théoréme 5 sous (H1), (H2") ((Hz’) = (H2)) et
n=1 n=1

(H3").

oo oo

b) D’autre part, Y. a,||(M, —M)CA|| <||CA|| ¥ an||M, —M]|| < o sous (H4)(c).
n=1 n=1

¢) Commengons par un résultat dont on se servira a plusieurs reprises dans la suite :

Lemme 7. E[HE[R]—R,,IH} =0(L). m

Démonstration.

, 1
E [[ |E[R] — Ry—1] \} =E [( Z(E[R’] - ﬁ;,l)z) 2} en prenant la norme de Hilbert-Schmidt ~ (2.5)

P o
< <E { Y (B[R] - R;1)2}> par I’inégalité de Jensen (2.6)
i=1
. 1
< (Z Var[k;_lD * par linéarité de I’espérance (2.7)
i=1
Poo2 \} 5 .
< (Z — ) avec 62 = Var[R'] < oo sous (H2") 2.8)
i=1
1
= 0(—).
()
O
IE[Cy — C|T,)|| = [|E[R4S), — Ru-1S,,1|T,] — E[RS'] + E[R]E[S"]]|
. o . loi loi
Mais R, et S,, sont indépendants de 7,, tandis que R, = Ret S, = S donc:
|[E(C, — CIT]I| = |[E[RIE[S] — RumiS,, | (2.9)
< [|(E[R] = Ro-1)E[S||| + ||Ro-1 (B[S =S, 1) (2.10)

< cl[E[R] — Ru1|| + [[Rua ]| - [IE[S'] =5, || sous (H2).
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Pour le premier terme, on a :

_ o 1
Z ap [HIE Rn_1|]} < Z anO(T) d’apres le lemme précédent
-1 n

< oo sous (H3).

oo _
Donc : ZlanHE[R] —R,—1]| <oop.s. (1)
n=

De méme, pour le second terme, Z ay||E[S"] — 7”,1“ < oo p.s.
=

Comme R, | — E[R] p.s.,ona: Z an||Ruzt]] - ||E[S'] =5, || < oo p.s.

n=1

On déduit de ces deux résultats que : Z an||E[C, — C|T,]|| < oo p.s.
n=1

—+o0
Enfin, comme M,, - M p.s.et A, > Ap.s,ona: Y a,||M,||-||[E[C,—C|T,]||-||An]| <o p.s.
n=1

D’apres les conclusions de a), b), ¢), on obtient finalement que :
—+o0
Y a||E[B,|T,] — B|| < o p.s.
n=1

(1)(a) est vérifiée ; reste a montrer que (1)(c) I’est également.

Tout d’abord,

1By = BII < 37" (IIMAC(Ay — A) |7+ [Ma (G = C)A 1 + 1| (M — M)CAI| ).

(2.11)

Comme M,, — M p.s. (resp. A, — A p.s.) et M, (resp. A,) est T,-mesurable, il existe deux v.a. G et H posi-

tives et finies p.s. telles que :

z [HMnc(A A)|\J|T} <G Y a) <o ps. sous (H3') et
n—=1 n=1

Z [H(Mn —M)CAH”T,,} <H Y a} <o p.s.sous (H3).
n=1 n=1

D’autre part,

1o —ClY = [|RuS,, — E[RS'| + E[RE[S'] — R 1S,y ||/
= ||RuS., — E[RS') + (E[R] — Ro_1)E[S']| + R, 1 (E[S'] — 5, )|

< 37 (|IRuS, ~ E[RS IV +[|(E[R] ~ Ry 1JELS )| + |[Ro -1 (E[S') 5, )|,
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. .1 . loi loi
Pour le premier terme, comme R, et S, sont indépendants de 7, tandis que R, 2R et S, o S,ona:

+°° . . +°o . .
y a{lE[||R,,S,’1 —E[Rs’]||f\rn] = a{lE[HRS’ —E[Rs’mf} < oo p.s. d’aprés (H2") et (H3").

n=1 n=1
Pour le deuxiéme terme, comme R,_; est T,-mesurable et R,,_; — E[R] p.s.,ona:

foo _ ‘ foo _ S
Y a{lE[H(E[R] —R,_)ESIT,| = ¥ a)ll(E[R]—Ru_1)E[S]||/ car R,_; est T,-mesurable
n=1 n=1
oo _ .
< ¢ Y a)||(E[R]—R,—1)|| sous (H2") < oo d’apres (1).
n=1
En raisonnant de la méme maniere pour le troisi¢me terme, on obtient que :
Y a)E [HMH(CH —C)Au|/|T, | < oo p.s. etparsuite Y a)E[||B,—B|||T,] <o p.s.
n=1 n=1

ce qui signifie que (H1)(c) est vérifiée. ]

2.2.3 Variantes

On rappelle que B = MCov(R,S)A = M(E[RS'] — E[R]E[S'])A.

On peut définir des variantes du processus X,,, en utilisant au pas n, au lieu d’une seule observation (R,,S,),
plusieurs observations de (R,S) ou méme toutes les observations faites jusqu’a ce pas.

Dans ce dernier cas, on introduit (Ry,...,R,,...) (resp. (S1y.sSny o) ) échantillon i.i.d. de R (resp. S) et le

n — —
processus W,, = % Y. R;S! et on définit B, = M,(W,,_1 — Rn_lS;,l)An.
i=1

On définit alors le nouveau processus d’a.s. (X,,) = ((X,} . ¢4 )) des r premiers facteurs de I’ ACP projetée
de R par rapporta S :

Bn - Mn(Wn—l _Rn—1§:,71)An
(B, X!, X!\

n)»* n/iVn

(X1 XDN,

n“tn

er—O—l :Xri—’—an(Bn_Fﬂ(Xrlz)I)Xrln I= 1,...,1"

F(xh =

n

Xont+1 = OrthNn (YnJrl)
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Théoreme 8. Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3’), (H4’)(b),(c) et (H4)(b),(c), X,l, converge p.s. vers un
vecteur propre de B= MCov(R,S)A associé a la I-iéme plus grande v.p. \;. m

Démonstration.

On souhaite encore appliquer le théoreme 4 de [[10]], on vérifie cette fois-ci que la seconde série d”hypotheses
nécessaire a son application est satisfaite.

Avant cela, rappelons ces hypotheses :
9 e
(1) Zl ay||By — B|| < e p.s.,
ne

(4’) Pour tout n, (b) N, converge vers N p.s.,

oo

+
(© ZﬂanHAQ——AU|<:&>ps”

n=

oo e
S)a, >0, Y a, = et Y a; <oo.
n=1 n=1

Il reste donc a montrer que (1°) est vérifiée. Pour cela, on utilise la méme décomposition que dans la démon-
stration du théoreme 6 :

Cp1 =W,_1 —R,_1S,
By — B = M,C(Ay —A) +My(Cp_y — C)Ap+ (M, — M)CA avec:{ ' "nt—Tn-1onl
" nCln =4) + My(Coot = O)An + (M = M) {C:IE[RS’]—IE[R]E[S’]
On sait déja que :
o0
an||An —A|| < e p.s.sous (H1), (H2) et (H3)

n=1

d’apres le théoreme 5 et que :

o0
M, — M p.s. et Z an||M, — M|| < o p.s. sous (H4)(b),(c).

n=1
En outre,

= = =~
an||Woy —E[RS'][| + ), anl|(E[R] = Ru-1)E[S'][| + ) anl|Ra-1 (B[S =S, )]
1 1

n=1

~+oo
Z an||Co1 = CI| <
1

n= n= n=

D’apres le lemme 7, ces trois termes sont finis p.s.

Ainsi,

o0
Y a.||B,—BJ| <.

n=1
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2.2.4 Cas de I’Analyse Canonique de deux vecteurs aléatoires

Soit deux v.a. R et S définis sur un espace probabilisé (Q, 4,P).

L’analyse canonique (AC) consiste a déterminer au pas [, pour [ = 1,...,r, une c.l. des composantes centrées
de R,
U = 6)(R—E[R])

et une c.l. des composantes centrées de S,
Vi =mn(S—E[S])
telles que le coefficient de corrélation linéaire p(U;,V;) soit maximal, sous les contraintes :

Var(U;) =1, Var(V;) =1,
Cov(U,Uj) =0pour j=1,...,1—1, Cov(V;,Vj)=0pour j=1,...,[—1.

Les 6; (resp. 1n;) sont appelés facteurs canoniques en R (resp. en S).
Dans un premier temps, montrons que 1’analyse canonique peut étre vue comme un cas particulier de I’ACP

projetée.

Interprétation en tant qu’ACP projetée

On se place dans L?(Q,4,P) muni du produit scalaire (X,Y) = E[XY] et de la norme associée ||X|| =
1

<E[X2]) .

Ainsi, pour X et Y v.a. réelles centrées, (X,Y) = Cov(X,Y), ||X||> = Var(X) et donc,

o Cov(X,Y) .
p(Xay)_ \/‘T(X)\/im—COS(X7Y).

A U fixé, V; qui maximise p(U;, V;) est colinéaire a la projection de U; sur le sous espace vectoriel engendré
par les composantes centrées de S, c’est-a-dire colinéaire au régressé linéaire de U; par rapport aux com-
posantes centrées de S.
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Ainsi, on peut considérer V; de la forme MZI@[U[ IS], w € R.

1

Var (JE[U,|S]) '

Dans ce contexte, le probleme consiste a trouver 0;, /-ieme facteur canonique en R, tel que :

Pour que la contrainte Var(V;) = 1 soit vérifiée, on prend y =

p(U;, E[U;]S]) max
Cov(U,Uj) =0, j=1,...,1—-1
Var(U;) =1

p(U;, E[U;|S] max
& S Cov(BR,00R) =0, j=1,....1—1 (2.14)
Var(Q)R) =1

Or,
P2 (U, B[U|S]) = cos® (U, [U;|S]) (2.15)
[IE[w]S])12
— 2.16
1P @10
B Var(fE[U,\S])

= Var(K[U;|S]) car Var(U)) = 1.

Donc : Var(E[U;|S]) max < p2(U;, E[U;|S]) max.

Trouver la solution de (2.5) est donc équivalent a trouver celle de :

Var(6/E[R|S]) max
Cov(BR,0'R) =0, j=1,...,1—1
Var(QjR) =1

ou encore de :

6;C0v<IAE[R\S]>91 max
8,Cov(R)0,; =0, j=1,...,1—1
0,Cov(R)8, =1

R

(R)
(R)
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Or, d’apres la section 2.1.3 sur I’ACP d’un v.a., I’ ACP de IE[R]S] consiste, au l-ieéme pas, a chercher 0; solu-
tion du probleme :

8,Cov (I@[R|S])Gl max
oM 19, =0, j=1,...,[—1 (2.18)
oMo, =1
-1
En prenant M = (COV(R)) , (2.6) équivaut a (2.5).

N —1 -1
Ainsi, 0; est vecteur propre de MCov <E[R\S]> = (Cov(R)) Cov(R,S) (Cov(S)) Cov(S,R).
Montrons alors que V; vérifie la contrainte Cov(V;,V;) =0, j=1,...,1—1:

Cov(V,V;) = Cov(wE[U/S].1B[U;/5))
Comme, d’apres les propositions 2 et 4, &[6/,(R — E[R])|S] = &/,Cov(R,S) (Cov(S)) “(S—E[S]), ona:
Cov(Vi,V;) = m;8)Cov(R, S) (COV(S)) g [(S —E[S])(S — E[S] )'} (cOv(S)> “Con(S,R)8; (2.19)
= wu8]Cov(R, ) (Cov(s)) Cov(s,R)8;.

-1 -1
Or, <Cov(R)) Cov(R,S) (Cov(S)) Cov(S,R)0; =A;6;, donc :
Cov(V1,V}) = uipjA;8jCov(R);.
Or, 6;Cov(R)6; =0pour j=1,...,/— 1.

Par conséquent, Cov(V;,V;) = 0.

Ainsi, on a montré que U, solution de 1I’AC, est solution du probléme de I’ ACP projetée avec la métrique

M= (Cov(R)) , et réciproquement, la solution du probléme de 1’ AC étant colinéaire a [U; /S].

Dans cette prochaine section, on propose plusieurs méthodes d’estimation de ces facteurs pour I’AC.
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Application de la méthode générale

On se ramene a I’a.s. des facteurs de I’ ACP projetée.

Le processus d’a.s. de A| reste le méme :
Al,n-i—l =Ai,—ay (SlnsllnAln - SlnR:;)‘

On définit alors A,,, processus d’a.s. de A, en Otant pour tout n la derniere ligne de Ay,.

On définit ensuite deux processus récursifs (N,) et (M,) qui soient tels que les hypotheses (H4) et (H4")
ou (H4)(b),(c) et (H4’)(b),(c) (selon le processus (X,,) que 1’on souhaite mettre en oeuvre) soient vérifiées

-1
pour estimer respectivement N = Cov(R) et M = (Cov(R)) .

1) Estimation de N

a) Un choix simple et naturel de N, est la matrice de covariance empirique de I’échantillon :

1 n—1 , 1 n—1 n—1 ,
n—1 ZIRIRI_ (I’l—l)z ERiERi’
1= 1= =

que I’on peut facilement mettre a jour récursivement.

N, =

Soit I’ hypothese :
(H2”) R admet des moments d’ordre 4.

Sous les hypotheses (H2”) et (H3’) par exemple, la loi forte des grands nombres nous assure que N, tend
+o0
vers N = Cov(R) p.s. On a également : Y a,||N, — N|| < oo p.s par application du lemme 7.
1

n=

N

b) Une autre maniere d’estimer la matrice de covariance consiste, sachant que E[N — (R —E[R])R'| =0, a
utiliser une méthode d’a.s. en définissant le processus (N,) tel que :

Nn+l =N,—ay (Nn - (Rn _EH—I)RIIZ)'

Soit I’ hypothese :
(H3") (an = jz,a> 0,3 <o<1)ou(a,=4,a> 7).

oo

+
Théoreme 9. Sous (H2”) et (H3”), N, tend vers N = Cov(R) p.s. et Y, ay||N, —N|| <o p.s. m
1

n=
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Démonstration.

cf. chapitre 3, premiére partie de la démonstration du théoreme 2 avec 6, = E[R] et ®, = R, (p.89).
O

2) Estimation de M = N~!

a) On calcule M,, = (N,))~! pour tout n ou, pour éviter d’avoir a inverser la matrice de covariance empirique
N,,, manipulation qui prend beaucoup de temps de calcul en grande dimension, on calcule (N,)~! par le
processus récursif exact qu’on retrouve dans [53]] et dont on rappelle I’expression :

n+1 n+1

N S
n " nn+1+pu)

—1 / —1
ntl = N, 0nt10, 11N,

avec Qpt1 = Ryt _En et Pnt1 = ¢;+1N;1¢n+1 .
o0 -1
Comme N, tend vers N p.s. et Y. a,||N, —N|| < o p.s., il vient que M), tend vers M = (Cov(R)) p.s. et
=1
oo !
ZlanHM,,—MH < oo p.s.
n=

b) On peut également choisir d’estimer 1’inverse de la matrice de covariance en utilisant a2 nouveau une
méthode d’a.s. :

(Cov(R))
—E[R'] (Cov(R)) -

enX :ERR|]X =J = ( I(’)’ ) avec Ry = ( If )..

Proposition 10. M; = est solution du systéme linéaire

Démonstration.

<C0v(R))

ikl —E[R] (COV(R)) -

_ ( E[RR] E[R] > (COV<R))
E[R] 1 —E[R] (COV(R)>_1

42



E[RR] (cov(R))
E[R] <C0v(R))

On définit alors le processus (M,) dans I’ensemble des matrices (p+ 1, p) tel que :
My i1 = My — an(RinR) M1, — J).
M, est obtenu en enlevant, pour tout n, la derniére ligne de M.

Soit les deux hypotheses :

(H1’) Il n’y a pas de relation affine entre les composantes de R,

(H3(3)) (an:n%,a>0, % <o< 1) ou (an:%,a> m)
Théoreme 11. Sous (HI’), (H2”) et (H3), on a :

~+oo
||M, —M|| — 0p.s.; ZlanHMn—MH2 < oo p.s.

~+oo
En remplacant (H3) par (H3®)), on a en outre : Y. a,||M,, —M|| < o p.s. m
n=1

Démonstration.
Voir paragraphe 2.4.1 (p.65) : A.S. de I'inverse d’une matrice de covariance lorsque I’espérance ne varie pas

dans le temps en introduisant une seule donnée.
O

On pose B, = M, (R,S,, — Fn_lg;,l)An <resp. By =M,(Wy_1 — ﬁn_lg;,l)An) qu’on introduit dans la déf-
inition du processus (X, ) du paragraphe 2.2.2 (p.33) (resp. paragraphe 2.2.3 (p.37)).

Théoreme 12. Sous (H1), (H2’), (H3’), (H4) et (H4’) (resp. (HI), (H2), (H3’), (H4)(b),(c) et (H4’)(b),(c )),

1 .
X! converge p.s. vers un vecteur propre de B = (COV(R)) Cov (E[R|S]> associé a la l-iéme plus grande
v.p. 7\,[. [ ]

43



Démonstration.

Application directe du théoreme 6 (resp. du théoréme 8).

Méthode spécifique

-1 -1
Les facteurs canoniques en R, 6;, sont vecteurs propres de B = (Cov(R)) Cov(R,S) (Cov(S)) Cov(S,R)

associés a la [-ieme plus grande v.p. A;.

-1 -1
Rappelons que A = (Cov(S)) Cov(S,R) et posons G = <C0v(R)) Cov(R,S).

Les 0; sont ainsi vecteurs propres de B = GA associés a la [-iéme plus grande v.p. A;.

D’autre part, on a montré au début de la section (p.39) que V; =1} (S — E[S]) est colinéaire a E[U}|S].

Or,
E[U;|S] = E[6)(R —E[R])[S] (2.20)
= 0)E[R — E[R]|S] d’apres la proposition 4 (2.21)
= 0,A’(S —E[S]) d’apres la proposition 2 (2.22)
= (48,)'(S—E[S])

Donc, 1, est colinéaire a A9;.

De plus, comme 0; est vecteur propre de GA associé a la [-ieéme plus grande v.p. A;, on a : GAO; = \,;9;.
Donc : AGAO; = A, A0;.

Enfin, puisque 1; est colinéaire a A0;, on a : AGn; = Am;.

Toute v.p. de GA est v.p. de AG, et réciproquement.

Dong, les facteurs canoniques en S, 1;, sont vecteurs propres de AG associés a la [-ieme plus grande v.p. A;.

De la méme fagon qu’on a défini le processus (Aj,) pour estimer A, on définit le processus Gy, tel que :
G17n+1 =G —ay (RlanlnGln - RlnS;)

pour estimer G.

Le processus G, est alors obtenu en enlevant, pour tout n, la derniére ligne de Gy,
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A partir du théoreme 5, en permutant le role de R et S, on obtient le résultat suivant :

Théoreme 13. Sous (HI’), (H2) et (H3), G,, — G p.s. En remplacant (H3) par (H3<3)), on a en outre :
o0

ZlanHGn—GH <cop.s. m

n=

-1
Soit N, un estimateur de (COV(R)) .

On définit alors B, = G,A, puis le processus d’a.s. (X;,) des r premiers facteurs canoniques en R :

(B, = G,A,
(B, x! xlyy
F Xl — n? n n
") = T XD,

er—H :Xri—I_an(Bn_Fn(Xrll)I)Xliv l= 1,...,1"
Xoi1 = orthy, (Vi)

Soit la nouvelle hypothese :

1 )
2min (xmin (]E[S] S’l]),kmin (]E[RlRll]))

(H3(4))(an:n%,a>0,%<oc<1)ou(an:%,a>

Théoreme 14. Sous (HI), (HI’), (H2), (H3(4)) et (H4’)(b),(c), X,i converge p.s. vers un vecteur propre de
—1 .
B= (Cov(R)> Cov (E[R\S]) associé a la l-iéme plus grande v.p. A;. m

Démonstration.
Sous (H1), (H1"), (H2) et (H3*)), A, — A p.s. et G, — G p.s. donc G,A, — GA p.s.

On a également, sous ces mémes hypotheses :

+oo 400
Zlanl\Gn—Gll <ocops. et ZlanHAn—AH < oo p.s.
n= n—

Dautre part, ||B, — B = ||GyAn — GA[| < [[(Gn — G)An|| +[|G (A, — A)]|.

Puisque A, — A p.s., il existe une v.a. positive et finie p.s. D telle que :

Foo +oo
;lanH(Gn—G)AnH <D glanHGn—GH < o p.S.

oo oo
Comme Z]anHG(An —A)|| <|G|| Z] an||An —A|| < e p.s.,
n= n—=
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—+oo
finalement Y a,||B, —B|| < o p.s.
n=1

On applique des lors le théoréme 4 de [[10] avec la deuxieme série d’hypotheses pour terminer la preuve.
O

Interprétation en tant qu’ACG et estimation simultanée des facteurs en R et en S

Comme 0; est vecteur propre de GA et M; est vecteur propre de AG, on obtient les relations de transition
suivantes :

1
n = ——A0O; et 6, =
v

A I, G 0,
Onnote B= (7 t& = .
n note <A Iq)eé; (n:)

o A 0, +Gny 0
A , B = = 1 }\, - 1 7\/ .
insi, on remarque que BE, <A91+ﬂ1) (14+vVA) <m> (14+ VA&

1
—Gan;y.
Vol

€, est donc vecteur propre de B associé 2 la I-ieme plus grande v.p. (14 +v/A;).

Essayons maintenant d’établir un lien entre analyse canonique et analyse canonique généralisée (ACG).

Dans I’ACG du vecteur Z = (R, S) (c.f. chapitre 1 p.18), on observe que le /-iéme facteur général est vecteur
propre de la matrice B ou :

(Cl)fl 0 Cll CIZ (Cl)flcll (Cl)flch
B=MC= ( 0 (C2)1>'(C21 C22> = <(C2)1C21 (C2)1C22>

avec C! = C'"! = Cov(R), C?> = C* = Cov(S), C'> = Cov(R,S) et C*' = (C'?)'.

Ainsi B =

)

~1

I, (Cov(R)) Cov(R,S) <1p G) .

= =B
~1

(Cov(S)> Cov(S,R) 1, Ay

&, peut ainsi étre vu comme le [-iéme facteur général de I’ ACG en dimension 2.

cl o

SOlt Bl’l — (Ip Gl’l O Cz

et N, un estimateurde N =M 1=
A, I

> ; on définit alors un processus d’a.s.(X!)
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de & :

_ (I G
(1 )

<BnX}’ll ? X}’ll>Nn
<X}’ll ? Xl’ll>Nn

Ynl+1 :X,i—i—an(Bn—Fn(X,[l)l)X,l” I=1,....r
Xnv1 = orthy,(Y,11)

F(X!) =

n

X, 11 = orthy, (Y,+1) signifie que, pour obtenir (X!

SIRTRRY, G ), on orthogonalise au sens de Gram-Schmidt
par rapport a N, le r-uplet (Y, |,..., Y7, ).

L’intérét de cette méthode est que ’on estime de maniére simultanée, via I’estimation de &;, les facteurs
canoniques 6; en Retm; en S.

Théoreme 15. Sous (H1), (H1’), (H2), (H3(4)) et (H4’)(b),(c), X,i converge p.s. vers un vecteur propre de B
associé a la l-ieme plus grande v.p. (1++/A;). m

Démonstration.
o0
D’une part, N, — N p.s.et Y, a,||N, — N|| < e p.s.
n=1
oo oo
D’autre part, A, — A p.s., G, = G ps.et ¥ ay||A, —Al| <eops., ¥ a,||G,—Gl|| <eop.s.
n=1 n=1
. +°o
On en déduit que B, — B p.s.et Y. a||B, — B|| < e p.s.
n=1

On applique alors le théoreme 4 de [[10] avec la deuxieme série d’hypotheses.

2.3 Cas ou les composantes du vecteur explicatif sont les indicatrices des
modalités exclusives d’une variable aléatoire nominale

Dans cette deuxieme partie, on s’intéresse au cas ol les composantes de S sont les indicatrices des modalités
exclusives d’une v.a. nominale.
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Cette fois-ci, il existe une relation affine entre les composantes de S (Ia somme de ces dernicres vaut 1) et la
matrice Cov(S) n’est plus inversible.

On revient alors a la régression linéaire de R par rapport a S : on cherche les matrices A, et D, qui rendent
minimale J(A2,D;) = E [\ |[R—ALS — Ds| |2} . On appellera régressé de R par rapport a S le v.a. de dimension

p noté K[R|S].

” —1
Proposition 16. E[R|S] = E[R|S] = ALS avec A, = (E[ss’]) E[SR. m

Démonstration.
Comme les composantes S¥, k = 1,...,q, de S sont les indicatrices des modalités exclusives d’une variable
aléatoire nominale, pour toute composante R', i = 1,...,p, de R, il existe des nombres ay;,...,a, tels que

. q
E[RZ‘S] = Z akiSk.
k=1
Donc, il existe une matrice A, telle que E[R|S] = A}S et par conséquent E[R|S] = E[R|S] = A}S.
Ainsi, E[SR'|S] = SE[R'|S] = SS'A,.

On en déduit que : E[SR'] = E[SS']A; < A, = (E[SS']) " 'E[SR/].

O
En outre,
Proposition 17. Cov (E[R\S]) — Cov(R,S) (E[SS’]) BISR). -
Démonstration.
Cov (E[Rys]) —E {(E[R]S] E [E[Rys]]) (IE[R|S} E [E[R|S]])'] (2.23)

E[ (IR~ EIR)IS)) (E[(R—EIR))S))].

or, E[(R—E[R])|s] - E[(R—E[R])S'} (E[ss'])*ls d"apres (2.7).

Donc,
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Donc,

COV(E[R|S]) —E [(E[(R—E[R])S’] (E[ss’])‘ls) (S’(E[SS’})_IE[S(R—IE[R])’])]
_ E[Cov(R,S) (E[ss']) 'S (B[sS))~ ICOV(S,R)}
— Cov(R, S (IE Ss’) E[SS'] ( Ss’]) ' Cov(S,R)

1
E[

)(Eiss1)
)(Elss1) E[str-Ein)]
)(Eiss1)

1 -1
E| E[SR] — Cov(R,$) (E[ss']) E[S|E[R].

= Cov(R, Cov(S,R)

S
—CovRS

—CovRS

1

(IE[SS’])_IE[S}: q fois = u,.

Cov(R,S) (E[Ss’]) “R[SE[R] = E [(R - IE[R])S’} uE[R).

Or, S'u, = 1. Donc,

Cov(R,S) (E[ss’]) “BSER] = E [R . IE[R]} E[R]
~0.

et par suite,

Cov <E[R|S]> — Cov(R,S) <E[SS’]> TE[sR].

(2.24)
(2.25)
(2.26)
(2.27)

(2.28)

(2.29)

O]

On a ainsi montré que, dans le cas oll les composantes de S sont les indicatrices des modalités exclusives
d’une v.a. nominale,

{ E[R|S] = E[RS/] (E[SS’]) S = AyS avee Ay = (E[ss’]) TR

Cov (IE[R|S]> — Cov(R,S) (E[SS’]) “'B[SR] = Cov(R, S)A
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2.3.1 A.S. de la fonction de régression linéaire

Ay = (E[SS'])'E[SR'] est solution du systéme en X : E[SS'X — SR'] = 0.

lére méthode : processus d’a.s. avec pas déterministe

On définit alors le processus d’a.s. (Ay,) de A, dans I’ensemble des matrices de dimension (g, p), tel que :

A2,n+1 =Ay, —ay (SnS;lAZn - SnR:,)

Etant donné que les composantes du vecteur explicatif S sont les indicatrices des modalités exclusives d’une
v.a. nominale, on peut simplifier cette mise a jour de la maniere suivante.

Supposons que le n-ieme individu ait la modalité jde S (j € 1,...,q), alors,pouri=1,...,p,ona:
A2Jl+1 (]7 l) = Aoy (]7 l) —an (A2n (]7 l) - Riz)
A2Jl+1(k7 l) :A2ﬂ(k7 l)vk = 17 - s k 7& j)

c’est-a-dire que seule la ligne j de Ay, est modifiée.

Soit I hypothese :

H3®)) (an = 5, a> 0,3 <a<1)ou(a, =4, a> z—

1 _ 1 )
E[SS]) — kain[P’(Qk) :

oo

+
Théoreme 18. Sous (H2”) et (H3), Ay, — A p.s. En remplacant (H3) par (H3(5)), onaenoutre: Y. an||Az,—
1

n=

Ay|| <eops. m

Démonstration.

Application du théoréme 5 en remplagant S; par S (l’hypothése (H1) est vérifiée car il n’existe pas de

relation linéaire entre les composantes de S) .
O
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2eme méthode : processus d’a.s. avec pas aléatoire

Soit P, = (él sis) "

Cette matrice aléatoire va jouer le rdle du pas dans la définition du processus d’a.s. (Ay,) de A,, dans
I’ensemble des matrices de dimension (g, p) :

AZ,n-H = A2n - Pn (SnS;AZn - SnR;)

De fagon générale, pourk=1,...,geti=1,...,p:

. , 1 : i
Ao i1 (ky1) = Agp (ki) — ———(SkAg, (ki) — SERY) (2.30)
Y
=1
n—1
LS i
- N SR
=LAy (k, i)+ Sn
Y S Y S
=1 =1
n—1 .
L SiR;
Par récurrence, on peut montrer que : Ay, (k,i) = =5—, Az (k,i) =0.
X S

=1

15}

+
Théoreme 19. Sous (H2”) et (H30)), Az, — Ay p.s. et ¥ a,||Azy —Az|| <o p.s.m
1

n=

Démonstration.
D’apres la loi forte des grands nombres :

LS ki
i
n—1 IZISIRI

— BRI~ B[RI|SE = 1)) = As(k, ) ps.

A2n(k7 l) = E[S]

n—1

Ly gk

Donc, Ay, — Ay = (E[SS/])_IE[SR/] p-s.

D’autre part,
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1" ko
1 X SR
App(k,i) — A (ki) = =

_ 2.31
Lnilsk E[Sk] ( )

n—1 1

_ 1= (2.32)

Or, d’apres le lemme 7, sous (H2”),on a:

. n—1 . 1
E|ES'®] — 54 ¥ SiRil| = 0(7) e E[[EIS 71 ¥ sfl] = 0( ).

Ainsi, Z an [\E[SkRi} —-L
= -

cessus (X, ) d’a.s. des vecteurs propres)

Donc, ¥ a,|E[S'R]— L ¥ SkR’| < oo p.s. et Z a,[E[SH — L % Sﬂ < oo p.s.
n=1 =1 1:1

n—1 .
Enfin, ﬁ E] Sk — E[S¥] p.s. et E[SFR!] < oo sous (H2").

—+oo
Donc, Zlan|A2n(j,i) —A(j,i)] <oop.s.
n—=

Enfin,
oo oo q p 3
Y an||lAo—A2|| = % a,,( Y Y (Ax(j,0) —Az(j,i))z) en prenant la norme de Hilbert - Schmidt
n=1 =1 \j=li=1
+oo q p . . ..
< Yan( X X (i) - 4a(7.0)])
n= j=li=
q P +°° . . . .
< ¥ X (L anlAnlii) ~As00)])
j=li=1 \n=1
< oo
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2.3.2 A.S. des facteurs de I’ACP projetée

Soit I’hypothese :
(H2(3)) R admet des moments d’ordre 2r.
Soit M,, et N,, deux estimateurs respectifs de M et N.

Ceci étant, on pose B, = M,(R,S), —Rn_lg;,l)An (resp. B, =M, (W,_, —R,,_S;,l)An) qu’on introduit

dans la définition du processus (X,) du paragraphe 2.2.2 (p.33) (resp. paragraphe 2.2.3 (p.37)>. Les deux
processus que I’on vient de définir peuvent étre utilisés pour (A,).

On a le résultat suivant :

Théoreme 20. Sous (H20)), (H3)), (H4) et (H4’) (resp. (H2”), (H3)), (H4)(b),(c) et (H4’)(b),(c)>, X!

converge p.s. vers un vecteur propre de B= MCov(R,S)A, associé a la l-ieme plus grande v.p. \;. m

Démonstration.

La démarche est identique a celle du théoreme 6 (resp. théoreme 8) en remplagant A,, par Ay,,.

O
2.3.3 Cas particulier de I’Analyse Factorielle Discriminante
Lanalyse factorielle discriminante (AFD) consiste a déterminer, pour [ = 1,...,r, un facteur U; =
0/(R—E[R]) tel que :
r2(U;/S) max
Cov(U;,Uj) =0, j=1,...,1—1 (2.33)

Var(U;) = 1

ou r.(U;/S) est le rapport de corrélation de U; par rapport a S.
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En d’autres termes, au l-iéme pas, on cherche une c.l. des composantes centrées de R, la plus liée possi-
ble au caractere qualitatif S qui détermine les classes, et non corrélée aux c.l. déterminées antérieurement.

Tout d’abord, on montre que 1’analyse factorielle discriminante peut étre vue comme un cas particulier de
I’ ACP projetée.

Interprétation en tant qu’ACP projetée

Rappelons que, en s’appuyant sur le lemme 1, on peut écrire le probleme de I’ ACP de E[R|S] sous la forme :

Au [-ieéme pas, on cherche 6; tel que :

8;Cov (E[R\S])Gl max
oM 10, =0, j=1,...,[—1
oM, =1

Par définition du rapport de corrélation,

E
‘w max VQF(E [GQ(R—E[R]NS]) max
(2.8) = ar(U; - / o )
0,Cov(R)0; =0, j=1,...,1—1 gfgov(i)gj i), j=1,...,0—-1
e;COV(R)el =1 1 OV( ) 1 —
8)Cov (E[R| S]) 0, max
< 9;C0v(R)9] = 07 J= 1; ,l —1
8,Cov(R)8; = 1

Ce dernier critére n’est autre que celui de I’ACP de E[R|S] avec la métrique M = (Cov(R)) et ’AFD
peut bien étre vue comme un cas particulier d’ ACP projetée.

—1 . —1 -1
Le facteur 6; de I’ AFD est donc vecteur propre de B = (Cov(R)) Cov <E[R|S]> = (Cov(R)) Cov(R,S) (E[SS’ ]) E[SR']:

(Cov(R)) _lCov(R,S)Ag.

54



Application de la méthode générale

-1
Soit (M,,) un estimateur de M = (Cov(R)) et N, un estimateur de N = M~! = Cov(R).

On définit B, = M,,(R,,S,, —ﬁn,li_l VAo (resp. B, =M,(W,_1—R,_ 13;_1 )Az,,) et on applique le théoréme

20 pour établir la convergence p.s. de X! vers un vecteur propre de B = MCov(R,S)A, associé a la [-iéme
plus grande v.p. A;.

Méthode spécifique

On peut toutefois utiliser une méthode d’estimation plus spécifique a ce probleme particulier en remarquant
que :

B = GAz avec G = (Cov(R)) " Cov(R,S) et Ay = (Elss) T'E[sR).
On définit alors B,, = G,A5,, ou :
_ G, est le processus d’a.s. de G défini au paragraphe 2.2.4
_Apy est le processus d’a.s. de A, défini au paragraphe 2.3.1.

On considere également 1’hypothese suivante :

1
2min (kmin(E[SS/])77bmin(E[R1R,lD)

(H3(6))(an:n%,a>0,%<a<l)ou(an:%,a>

Soit N, un estimateur de N = M~! = Cov(R).

Théoréme 21. Sous (HI’), (H2”), (H3©)) et (H4’)(b),(c), X! converge p.s. vers un vecteur propre de la
-1 -1
matrice B = (COV(R)) Cov(R,S) (]E[SS’]) E[SR'| = GA; associé a la I-iéeme plus grande v.p. A;. m

Démonstration.

Identique a celle du théoréeme 14 en remplacant A,, par Ay,,.
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Interprétation en tant qu’Analyse Canonique

Soit @; (resp. 1j;) [-iéme facteur canonique en R (resp. en S) de I’AC formelle des v.a. R et S.

Nous allons montrer que 0; est colinéaire a 0.

U =6, (R—E[R])

Au l-ieme pas, I’ AC consiste a chercher -,
Vi=n/(S—E[S])

tels que le coefficient de corrélation linéaire p(U;,V;) soit maximal, sous les contraintes :
Var(U;) =1, Var(V)) =1,

Cov(U;,Uj) =0pour j=1,...,1—1, Cov(V,,Vj)=0pour j=1,...,1—1.
Vi qui maximise p(U;,V;) est colinéaire a E[U;|S].

D’aprés un résultat de la section 2.2.4 (p.41), on établit que 6; est vecteur propre de MCov(E[R|S]) =
-1 -1

<Cov(R)) Cov(R,S) (E[SS’ ]) E[SR’] (d’apres la proposition 17) associé a la [-ieéme plus grande v.p. A;

etque Cov(V;,V;) =0pour j=1,...,[— L

Comme 0; I’est aussi, on en déduit que ces deux vecteurs sont colinéaires.

Estimation simultanée des facteurs en R et en S

Pour estimer les facteurs de I’ AFD, on peut donc utiliser la méthode d’estimation simultanée précédemment
développée pour I’ AC.

Dans notre cas particulier, les relations de transition deviennent :

1
A0, et 0, =

1
=— —G
Ry VA

avec

As = (E[ss’]) TB[SR) et G = (cov(R)) “Cov(R.S).

Ainsi, on remarque que &; = < gl >, vecteur propre de B = (ip ?) est le l-iéme facteur général de
l 2 4
I’ACG de Z = (R,S).
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On utilise alors 2 nouveau les deux processus A, et G, pour définir B, = < Alp ?n)
2n q

. : _ Cov(R) 0
— |
Soit N, un estimateurde N =M~ = ( 0 E[SS’]> .

Théoreme 22. Sous les hypotheéses (HI’), (H2”), (H3 (6) ) et (H4’)(b),(c), X,ﬁ converge p.s. vers un vecteur
propre de la matrice B associé a la I-ieme plus grande v.p. (1 ++/A;). m

Démonstration.

La démarche est identique a celle du théoreme 15 en remplacant A,, par A,,.

2.3.4 Cas particulier de I’Analyse Factorielle des Correspondances

Les composantes des vecteurs R et S sont respectivement les indicatrices des modalités exclusives de deux
variables aléatoires nominales.

L’analyse factorielle des correspondances (AFC) consiste a rechercher pour / = 1,...,r =min(p—1,g— 1)
une c.l. V; = (S —E[S]) et une c.1. U; = 6;(R — E[R]) telles que :

2(V;|R) max r2(Uy]S) max
Cov(V;,V;) =0, j=1,...,1—-1 Cov(U,U;j) =0, j=1,...,1—-1
Var(V;) =1 Var(U;) =1

Interprétation en tant qu’ACP projetée

Nous allons désormais présenter I’ AFC sous un angle nouveau. En effet, cette analyse peut €tre interprétée
comme une ACP projetée munie d’une métrique M particuliere :

Vi =i (S—E[S]) =y (S —E[S]uyS) = (Iy — E[S]ug)S = 44S.
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Donc : V; = S, y; vérifiant (/E[S] = 0, car V; est centré.

Var(Vi) = E[(17S)?] = mE[SS' |-

La premiere partie de I’ AFC consiste a rechercher pour / = 1,...,r =min(p—1,¢— 1) une c.L. V; = uS telle
que :
r2(V;|R) max Var(E[V;|R]) max uCov(E[S|R])w; max
Cov(V;,V;) =0, j=1,...,1— 1@ E[‘/[Vj]zo,jzl,...,l—l@ WESS u; =0, j=1,....,01—1
Var(V;) =1 WE[SS | =1 WE[SS |y =
E[V]] =0 HE[S] =0 HE[S] =0

Donc, la premiere partie de I’AFC est I’ACP projetée de S par rapport a R en utilisant dans R? la métrique
1
(E[SS’ ]> , avec la contrainte 1/ E[S] = 0.

~1

Sans tenir compte de la derniére contrainte, y; est vecteur propre de la matrice <E[SS’ ]) Cov(E[S/R]) =
-1 -1

<E[SS’ ]) Cov(S,R) (E[RR’]) E[RS'] (proposition 17) associé a la [-ieme plus grande v.p. A;.

-1 1
Proposition 23. u, est vecteur propre de (E[SS’]) Cov(S,R) (E[RR’]) E[RS'] associé alav.p. 0. m

Démonstration.

-1 -1 -1 -1
On montre que u, est vecteur propre des matrices (E[SS’ ]) E[SR'] (E[RR’ ]) E[RS'] et (IE[SS’ ]) E[S|E[R'] (E [RR }) E|
associé a la v.p. 1.

D’une part,on a:

<IE[SS’]> R[sR] (]E[RR’]) E[RS|u, = (E[SS] ) E[SR/] (IE[R ’]) "' E[R] puisque S'u, = 1 (2.34)

-1

E[R] = u, (2.35)

(El

(IE Ss’ ) E[SR'Ju,, car (E[RR'])
(E [s5'] ) E[S] car Ry = 1 (2.36)
M
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D’autre part, on a :

(E[SS’]) T R[SE[R] (IE[RR’]) T ERS Ju, = (E[ss’]) TBSER] (E[RR’]) * E[R] puisque S'u, =€2137)
- (E[ss’]) T EISIER]u, (2.38)
- (IE[SS’])_ E[S] car Ru, = 1 (2.39)
— 4,

Ainsi, (E[SS’]) “Cov(s,R) (E[RR’}) T EIRS Ju, = ((E [ss/]) “R[sR] (E[RR’]) B[RS - <IE[SS’]> TBISER] (E[RR/])
ug—ug =0.

O]

-1 -1
w; et ug sont tous deux vecteurs propres de la matrice E[SS']-symétrique (IE [SS’ ]) Cov(S,R) (IE [RR' ]) E[RS'].
Donc, pour tout [, t)E[SS'u, = 0 < 1 E[S] = 0 puisque S'u, = 1.

u; vérifie donc la derniere contrainte 1/ E[S] = 0 et est donc solution du probleme de 1’ ACP projetée.

-1 -1
Proposition 24. y; est vecteur propre de la matrice <E[SS’ ]) E[SR'] (E [RR' ]) E[RS'] associé a la méme

vp. M. m
Démonstration.
Ona:
(E[SS']) 'E[SIE[R (E[RR]) 'E[RS |u = ugud, E[RS |y (2.40)
= u,E[S | (2.41)
=0 car gE[S] =0
Donc :
(EISS) 'EISR)(EIRR]) 'E[RSJu = (E[SS')) ' Cov($,R) (E[RR)) 'ERS|u  (242)
= Ay
O
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Cette matrice a aussi pour vecteur propre u, associ€ a la v.p. 1 (cf. démonstration de la proposition 23).

-1 1
Donc, g est vecteur propre de la matrice (E[SS’]) E[SR/] (]E[RR’ ]) E[RS'] associé a la [-ieme plus
grande v.p., en ne tenant pas compte de la v.p. 1.

On définit le processus (Ga,) d’a.s. de G> = (E[RR’ ])_1IE[RS’ ] tel que :
Gant1 = Gon — an(RuR, G2y — R,,S),) (pas déterministe)

ou

n
Gont1 = Gay — Qu(RuR,, G2y — R,S),) 00 Q,, = (Z’RIR;)*l (pas aléatoire).
=1

On peut ainsi estimer les facteurs grace a une méthode plus spécifique en approchant B = A,G, par B, =
A2, Ga,. Les deux processus (pas déterministe ou pas aléatoire) peuvent étre utilisés pour Ay, et Ga,.

Théoreme 25. Sous (H3(8)) et (H4) (b),(c), X,l, converge p.s. vers un vecteur propre de la marice B =
—1 -1
(E[SS’]) E[SR'] (E[RR’]) E[RS'] associé a la l-iéme plus grande v.p. \;. m

Démonstration.

La démarche est identique a celle du théoréeme 14 en remplacant A, par Ay, et G, par Gaj,.

De méme, 6; est vecteur propre de G,A; associé a la [-ieme plus grande v.p. A;.

Interprétation en tant qu’Analyse Canonique

Dans ce paragraphe, on montre que 0; (resp. 1);) est colinéaire au I-iéme facteur canonique en R, 0;, (resp.
en S, fj;) de I’analyse canonique des vecteurs R et S.

En reprenant la présentation de I’AC du paragraphe 2.2.4 (p.39), dans notre contexte, cette derniere con-
siste a chercher, pour [ =1,...,r:

U = é;R
Vi =18
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tels que le coefficient de corrélation linéaire p(U;,V;) soit maximal, sous les contraintes :

Var(Uy;) = Var(V;) =1,
Cov(Ul,U]) Opour j=1,...,1—1, Cov(Vl, i)=O0pour j=1,...,0—1,
O/E[R] =0 ME[S] =0

~ « . -1
Vi qui maximise p(U;,V;) est colinéaire a E[U;|S] = E[6;R|S] = 6;E[R|S] = 6;E[RS'] (E[SS’]) S.

Ainsi, p?(U;,V;) = r2(U,|S) et on établit que §; est vecteur propre de la matrice

-1 -1 -1
<E[RR’]) Cov(E[R|S]) = (E[RR’]) Cov(R,S) (E[SS’]) E[SR’] associé a la 1-ieme plus grande v.p. A
et vérifie O/E[R] = 0.
Il vient alors que fj;, colinéaire a (E[SS’ ]) E[SR']8; = ( E[SS] ) Cov(S,R);, est vecteur propre de la

—1 _

matrice E[SS']-symétrique (E[SS’ ]) Cov(S,R) ( E[RR'] ) E[RS'] associé a la 1-iéme plus grande v.p. A; et
vérifie ) E[S] = 0 et Cov(V},V;) = AJE[SS']R}; = 0.

Donc, effectuer 1’analyse canonique de R et S revient a affectuer ’AFC de R et S.

Estimation simultanée des facteurs en R et en S

Pour estimer les facteurs de I’ AFC, on peut ainsi utiliser la méthode d’estimation simultanée développée
précédemment pour I’ AC.

Dans notre cadre, on a les relations de transition :

- L _ 1 N _ , , _ , ,
M= \/EAzez et 0 \/Esz ol Aj (E[SS ]) E[SR'] et G, (E[RR ]) E[RS'].

. . I
On peut d’ailleurs montrer que &, = < gl >, vecteur propre de la matrice B = ( Ap (I;2> en ne tenant
I 2 q

pas compte de la v.p. 1, est colinéaire au /-ieéme facteur général de I'ACG de Z = (R, S).

Ay 1,

On pose alors B, = ( Iy G 0 [E[SS]

/
") et on définit N, estimateur de N = M~ ! = (E[RR ] 0 >

Une fois encore, les deux processus (pas déterministe ou pas aléatoire) peuvent &tre utilisés pour Ay, et Ga,.

Théoréme 26. Sous (H3 (8) )et (H4’)(b),(c), X,l, converge p.s. vers un vecteur propre de la matrice B associé
a la l-ieme plus grande v.p. (1+/;). m
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Démonstration.

La démarche est identique a celle du théoreme 15 en remplagant A, par Ay, et G, par Gy,.
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2.4 Annexes du chapitre 2

2.4.1 Démonstration du théoréme 10

A.S. de I’inverse d’une matrice de covariance lorsque I’espérance ne varie pas dans le temps en intro-
duisant une seule donnée.

Soit le processus (Mj,) dans I’ensemble des matrices (p+ 1, p) tel que :
Ml,nJrl =M, — an(Rlanlann - J)
M, est obtenu en enlevant, pour tout n, la derniere ligne de My,.

Sous les hypotheses :

(H1’) Il n’existe pas de relation affine entre les composantes de R,
(H2”’) R admet des moments d’ordre 4,

(H3)an>07 Zan:mv Zan<°°a
1 —

n= n=l1
ona: ||M,—M||—0p.s.

Si, en outre, ’hypothese suivante est vérifiée :

(H33)) (a, = ;5 aveca >0, %<O€< 1) ou (an:%eta>m),

~+oo
ona: Y a,||M,— M| <ep.s.
1

n=

Démonstration.
Comme E[R|R||M; =J,0na:

Mypo1—My = Mln*Ml*an(]E[RlRll](Mln*M1)+(R1nR’1,,*E[RIRH)MM)
- (I—anE[RlR’l])(Ml,,—Ml)—an<R1nR’1n—E[R1R’1])M1n.
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M1 =P = [[(1=a,EIRiR ) (M1, — 1) P
2a,{ (1= aEIRRY]) (M1 — My, (RuuR;, — EIR R} )My )+
2|1 (RunRl, — EIR1R] ) M1 .

En prenant I’espérance conditionnellement a 7;,, il vient que :

E (M1 =MIPIT] = [(1—aERRI] ) (M1, — M| P+
GZE ||| (RinR}, — EIRRY)) M ||,

= [|Mi,— M| +a}||E[R\R|] (M1, — M) |[*—
2a,{ My, — My, E[R\R,) (M), — M) )+
a;B|[|(RinR}, —E[RIR|]) M| |T, |-

Pour le dernier terme,

E[lIRuR;, ~ERRIIP/T,] = E|IRuR;, ~ERR|]
E|lIRiR; ~E[RR}]|

= E[[RiRy|P) - IER Y]
< B[IRR]|P).

et || M1nl > < 2|1, — M|+ 21 M1 ] 2.
Donc,
G [ ||(R1uR', —E[R R )Mua|PIT] < 262E[IR RG] (1M1 — M P+ My ).
Ainsi,
2 2 /112 2 2 /112 2
N n = n 1 n n 1
E[IMy i =MIPIT] < (14 362E][RiREP]) 1M1 — M|+ 262E[ IR R} |12] - ||
2a,( My, — My, E[R R (M1, — My) )

IN

(14 3aE[|[RiR} | ) [M1n — My | |* + 2a,E[||RyRY ]| |M1] |~
20, dmin(E[RIR, )| M1, — M |2 (%)-

Sous (H1’), (H2”) et (H3), on peut appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :
—+oo
||M1, — M, ||* converge p.s. et ¥ a,||M, — M;||> < o p.s.
n=1
~+oo
Comme Y a, =oo, ||M, —M;|| — 0p.s.

n=1

En prenant I’espérance dans (), on obtient que E[||My, — M;||*] — 0.
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Ainsi, il existe f > 0 tel que :

E[||Mipr1—Mi|P] < 1= 2a,hmin (E[RIRH)E[HMM —Mi|PP]+
GZE[||R R} | 2] (3 M, — My 2]+ 2101 |

IN

(1 — 2ap i (E[RlR’l])>IE[| M1, — M, |[2] + fa? sous (H2”),

Sous (H3(?)), le lemme 3 p.83 nous assure que : lim ainIEH \My,, — Mi||*] < oo.
Alors, a partir d’un certain rang, E[||M1, — M1||*] < ay.

Or, I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne :

L @M1~ M) < L an(E[I1,—2|]) "
n— n=
e foo 3
Ainsi, Y a,E[||M1, —M||]] < Y ai < e sous (H3O)).
n=l1 n=1

~+o0
Par suite, Y a,||M, —M,|| < oo p.s.
n=1

En enlevant la derniere ligne pour tout n, on a :

o0
||M,, —M|| = 0 p.s. et ):lanHMn—MH < oop.s.
e
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2.4.2 Hypotheses

(H1) Il n’y a pas de relation affine entre les composantes de S,
(H1’) I n’y a pas de relation affine entre les composantes de R,

(H2) (R,S) admet des moments d’ordre 4,
(H2’) (R,S) admet des moments d’ordre 2r,
(H2”) R admet des moments d’ordre 4,
(H2 ) R admet des moments d’ordre 2r,

(H3) a, > 0, Zan—w,Za < oo,

n—=

(H3)(an:% Cl>0,3<a<1)OU( m)
(H3”) (ap = 3, a>0,4<(x<1)ou( =2.a> )
GB”M%_wma>Q§<a<l)u@n ﬁﬁ@mmﬁ
H3() La>0,2 1 ‘ :
( ) (@n a>0,5<a<l)ou(a = 2min( min (E[S15]]), A mm(]E[RlR’l])))
(H3(5)) (dn: na,a>0, % <o < 1) ou (an: n,a> m)

(6) — 2
H3®) (ay = &, a>0,5<a<1)ou(a,= Zmin( i (EISS]) o (BIR L) )
(H3(7))(an:n%,a>0,%<(x<1) (an:n,a>m)

(8) = 2 = 1
(H3™) (a0 = jz, ¢ > 0, 5 <a<1)ou(a, = mm(m®w1mmmM%
Soit T, la tribu du passé au temps n, engendrée par Ry,...,R,_1,S1,...,5,—1,A11 et Xj, alors :

(H4) Pour tout n, (a) M, est T,-mesurable,
(b) M,, converge vers M p.s.,

~+oo
(C) Zl anHMn _MH < oo Dp.s.,
n=

(H4’) Pour tout n, (a) N, est T,,-mesurable,
(b) N, converge vers N p.s.,

—+oo
(©) Zlan”Nn —N|| < e p.s.,
n=

(/Pﬁ) Pour tout n, (a) M, est T,-mesurable,
(b) M,, converge vers M p.s.,

400 . .
(©) ZlanHM,, —M|| <oop.s.,
n=

—_~—

(H4’) Pour tout n, (a) N, est T,,-mesurable,
(b)N,, converge vers N p.s.,

doo
() ZlanHNn —N|| <eop.s.
n=
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Chapitre 3

ACP partielle d’un flux de données
d’espérance mathématique variable dans le
temps
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3.1 Cas général de ’ACP partielle

On observe p caracteres quantitatifs sur des individus : on obtient des vecteurs de données z; dans R”.

On se place ici dans le cas ou ces vecteurs arrivent séquentiellement dans le temps (données en ligne) : on
observe z, au temps 7 ; on a une suite de vecteurs de données z,...,2,,. ...

On suppose que, pour tout n > 1, z,, est la réalisation d’un vecteur aléatoire (v.a.) Z, dans R”, défini sur un
espace probabilisé (Q, 4,P), d’espérance mathématique 6,, variable dans le temps :

Zn = en +Zn7

les Z, constituant un échantillon indépendant et identiquement distribué (i.i.d.) d’un v.a. Z de R” d’espérance
nulle et de matrice de covariance C.

On a alors, pour toutn > 1,0, =E[Z,] et C =E[(Z, —6,)Z]].
On veut effectuer I’ACP de Z, appelée ACP partielle, dans R” muni de la métrique M.

Des vecteurs directeurs v; des axes principaux sont vecteurs propres de la matrice M-symétrique B = CM.
On pose le probleme d’estimer ces vecteurs v; pour [ =1,...,r.

On suppose que I’on dispose au temps n d’un estimateur M,, de M tel que M,, — M presque stirement (p.s.)

oo
et ZlanHMn — M|| < oop.s.

n=

Le processus (M,,) peut étre un processus d’approximation stochastique (a.s.), mis en ceuvre parallelement
au processus (X, ) dont la définition suit. On étudiera ultérieurement la définition de (M,,) selon la nature de
M.

On définit récursivement un processus d’a.s. (X;,) = ((X,},...,X,f)) de (vi,...,v,) par:
Bn == CnMn>
1 J— <BnX;i aX;{>Mn
Fl’l (Xn) - W)
Vo= Xita (B BDI)XL 1=1, 7
Xn+1 — Ortth (Yn+1)

X1 = orthy, (Y4 1) signifie que, pour obtenir X, ;1 = (X!

SRT
Schmidt par rapport a M,, le r-uplet Y,y = (YL |,..., Y ).

X, 1), on orthogonalise au sens de Gram-
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Dans la suite, on étudie trois définitions différentes du processsus (C,) en supposant que 1’on dispose au
temps n d’un estimateur ®,, de 0,,.

Dans le cas particulier ou I’espérance 0, peut étre représentée par un modele linéaire, on définit un estima-
teur ®, en utilisant un processus d’a.s. qui sera mis en ceuvre parallelement au processus (X,,).

On désigne par T, la tribu du passé au temps 7.

3.1.1 Cas général

Dans tout ce paragraphe, on ne définit pas de modele a priori pour 6,. On donne trois définitions différentes
du processus Cj,.

Premier cas : utilisation d’un paquet de données

Dans ce premier cas, on suppose qu’on fait au temps z une ou plusieurs observations ("paquet de données") ;
on utilise ces observations pour définir C,,.

On suppose que, au temps 7 :

- on dispose d’un bloc de r, nouvelles observations indépendantes Zg, ,+1,...,Zg,, avec Rp = 0 et
n
Rl’l = Z rj7
j=1
R =supr, <o,
n
- on dispose d’estimateurs (Og, ,+1,...,0Og,) de (Or, ,+1,...,0r,).
Onnote I, = {R,—1 +1,...,R,} I'ensemble des indices.

On définit C, = L ¥ (Z;— ©;)Z.

"iel,

Théoréeme 3.1.

Sous les hypotheéses :
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(HI1) (b) Z admet des moments d’ordre 4r,

(H2) sup||6;]| < e,
1N

teo
Y ay <o,
1

n=

—+oo
(H3) (a) a, >0, Y a, =,
n=1

(H4) (a) M,, est T,—mesurable,
(b) M, — M p.s.,

oo
(c) Zlan||Mn — M|| <oop.s.,
—

(HS5) (a) ®, est T,—mesurable,
(b) ||®, —8,|| = 0p.s.,

~+oco
(c) Zlan Y ||6;=0i]| <o p.s.,

= icl,

X! converge p.s., pour 1 = 1,...,r, vers un vecteur propre de B= CM associé a la I-iéme plus grande valeur
propre (v.p.) A m

Deuxieme cas : utilisation d’un processus d’A.S. de C

Dans ce deuxiéme cas, on définit un processus (C,) d’a.s. de C = Cov(Z).
Pour tout n, C est solution de I’équation en X, matrice carrée d’ordre p :

E X—(zn—e,,)z,;] ~0.

Par ailleurs, on suppose qu’au temps n, on dispose d’un estimateur ®, de 0,,.

On définit alors le processus (C,,) d’a.s. de C, de type Robbins-Monro, dans I’ensemble des matrices carrées
d’ordre p tel que :

Cn+1 =C,—ay (Cn - (Zn - G)H)Zl/’l) .
Soit les hypotheses :
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(H1) (c) Z admet des moments d’ordre 4,
(H3) (b) (a, = ;5 aveca >0, %<0c< Jou(au=1ie.a,=%eta>1),

(HS) (@) E [0, — 0| = 0(). v>2(1 - 0.

Théoreme 3.2.

+o0

Sous les hypothéses (HI)(c), (H2), (H3)(b) et (H5)(a),(b),(d), C, converge p.s. vers C et Y. a,||C,—C|| < oo
n=1

p.s.

Sous ces hypothéses et (H4)(b),(c), X! converge p.s., pour | = 1,....r, vers un vecteur propre de B = CM
associé a la l-iéme plus grande v.p. A;. m

Troisieme cas : utilisation d’un processus d’A.S. de C (cas particulier du précédent)

Dans ce troisieme cas, on se propose d’étudier le méme processus que précédemment, dans le cas particulier
1

Ol\lan:E.

On peut alors récrire le processus C, de la maniere suivante :

1 n—1

=0, G = (Zi—©)(Zi)'.
1

n—1 4
=

On définit les nouvelles hypotheses :
(H3) (c) an = y,

n

Yoo 1
H5) @ 1 (B0, ~0,]])" <=
Théoreme 3.3.

oo
Sous les hypotheses (HI)(c), (H2), (H3)(c) et (H5)(e), C, converpe p.s. vers C et Y. a,||C, —C|| < o p.s.
1

n=
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Sous ces hypothéses et (H4)(b),(c), X! converge p.s., pour | = 1,....r, vers un vecteur propre de B = CM
associé a la l-ieme plus grande v.p. A;. m

3.1.2 Cas particulier d’un modéle linéaire de variation de I’espérance

Dans ce paragraphe, pour tout 7, on choisit un modele linéaire pour représenter I’espérance 6, et on définit
un processus (@) d’a.s. de (6,).

Plus précisément, pour i = 1,..., p, on suppose qu’il existe un vecteur B/ inconnu de R" et, pour tout 7, un
vecteur U;, de R" connu au temps 7 tels que :

0, = (B'.Uy)-

On définit le processus d’a.s. (B.) de B’ tel que :

By = By~ aUy ((UL)BL ~ 7).

On définit alors comme estimateur de @/, la statistique ® = (B! U!) et comme estimateur de 8, la statis-
tique ®, = (®....0}).

On fait I’hypothese :

(H6) (a) max sup||Uy || < oo,
l n

(b) Pour i = 1,..., p, il existe un entier r;, un réel A; > 0, une suite croissante d’entiers (n;;,l > 1) tels
que njy =1, njpy1 <nig+ri, 7\4min< ZJ, U}(U})’> > Ai, avee Jy = {ny, ..., njp41 — 1}
JEJil

Théoréme 3.4.

On définit : a,, = n% avec a > 0. Alors, sous (H6)(a),(b) :

_ pour % < o< 1, les hypotheses concernant ®,, du théoreme 3.1 sont vérifiées ;
_ pour % < o< 1, les hypotheses concernant ®,, du théoreme 3.2 sont vérifiées ;

_pour 0. = 1, les hypothéses concernant ®,, du théoreme 3.3 sont vérifiées. m
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3.2 Cas particulier : ’ACG partielle

Comme dans [51]], on se place dans le cas ol le v.a. Z est partitionné en sous-vecteurs AONSWACIS

Pourk=1,...,q, 7Z®) est un v.a. dans R™, de composantes ZK!, ... Zkm

- .. q
On note également Z%) = {Z'ji € Ik}, card (J) =my, Y my = p.
k=1

On définit C* = E {Z(k) (z®y } , matrice de covariance de Z*),

On souhaite effectuer une ACP de Z dans laquelle les v.a. Z(¥) ajent un role équilibré : on veut éviter que les
premiers facteurs soient principalement déterminés 2 partir de certains vecteurs Z ),

L’analyse canonique généralisée du v.a. Z fournit une solution 2 ce probléme grice 4 un choix particulier de
métrique. L’ACG de Z est une ACP avec la métrique diagonale par blocs d’ordre p, M :

0
M=
0
(€~
Le v.a. Z, observé est partitionné en sous-vecteurs Z,(, ), ... ,Z,(f’), de dimensions respectives my,...,nyg, avec :

20— e 47,

0\X) étant le vecteur des 0/, i € J;, et les Z\X) constituant un échantillon i.i.d. de Z*).

n»

Soit ¥ Ie vecteur des ©

n’

i€ J.
Dans la suite, pour tout n et pour k = 1,...,¢, on étudie trois processus d’a.s. différents (M*) de (C¥)~!.

On définit alors comme estimateur de M au pas n la matrice diagonale par blocs M, qui a pour k-ieme bloc
diagonal M¥,

3.2.1 Premier cas : utilisation d’un paquet de données
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Pour tout n, pour k =1,... 4, (Ck)_1 est solution de I’équation en X, matrice carrée d’ordre my :

E [(z,(,") — oy (ZWyx — 1} —0

ou / est la matrice-identité d’ordre my.
Dans la suite, on remplace les (k) par des k (sans parenth&ses) pour simplifier les notations.
On définit :

M,y =M, —ay ((1 Y (Z - )z )M} _1>.

Tn icl,

Soit les hypotheses :
(H1) (a) Il n’existe pas de relation affine entre les composantes de Z,

(H3) (d) (an = % aveca > 0, %<0c<l)ou(azli.e.anzgeta>m).

Théoréeme 3.5.

Sous les hypotheses (HI)(a),(c), (H2), (H3)(d) et (H5)(a),(b),(d), les hypotheses concernant M,, du théoréme
1 sont vérifiées. m

3.2.2 Deuxiéme cas : utilisation d’un processus d’A.S. de C*

C* est solution de 1’équation en X, matrice carrée d’ordre my :

E [x —(Zk - eg)(z{;)’} —0.

On définit :
Chor = Ch—an(Ch— (2~ ©})(Z2Y ).

(CK)~! est solution de I’équation en X, matrice carrée d’ordre my : CKX — I = 0.

On définit :
My, = My —an(CiMy —1).
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Théoréeme 3.6.

Sous les hypotheses (HI )(a),(c), (H2), (H3)(b) et (H5)(a),(b),(d), les hypotheses concernant M,, des théoremes
3.2 et 3.3 sont vérifiées. m

3.2.3 Troisiéme cas : utilisation d’un processus d’A.S. de C* (cas particulier du précédent)

On considere le cas particulier du précédent ou a,, = %, avec C’f =0.
On a alors :
k U ok afy gk
G = IZ(Zi_G)i)(Zi)
n—1iz
et

n—1

LY (- eh@ym-1).

h=1i3

Mr]§+l :Mﬁ _an(

Théoreme 3.7.

Sous les hypotheses (HI)(a),(c), (H2), (H3)(c) et (H5)(e), les hypothéses concernant M,, des théoremes 3.2
et 3.3 sont vérifies. m
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3.3 Annexes du chapitre 3

3.3.1 Lemmes techniques

Lemme 3.8.

Soit G, = ;- ¥ (Zi— ©))Z].
+o0

Sous (H2) et (H5)(a),(c), ona Y, a,||E[C,|T,| —C|| <eop.s. m
n=1

Démonstration.

E[C,|T;] -C = ]E[}Z(Z,’—@,-)Z{\Tn}—c

"iel,
- iy E[(zi—(ai)z;\rn] —C
" iel,
- lyE (Z,-—9,-—1—9,-—@),-)(Zi—G,-+6i)’]Tn] e
" iel,
— rl Y <E[(Zi—6i)(Zi—ei)’\Tn} +E[(Z,-—9i)6ﬂTn} + (Gi—G)i)IE[ZZ{]Tn]) —C sous (H5)(a)
" iel,
= ri Y (IE[ZZ’]+O+(9,~—(~)1-)9;) —C carZ;, i € I,, ne dépend pas du passé
i€,
= LY (6;—0,8
n iel,
Ainsi,
IE[G.|T] —Cl| = Hi;(ei—&-)eél\
< ¢ Z Hei—G)iH sous (H2)
icl,
et

o0 oo
ZlanHE[Cann]—CH < o« Zlan L |6;— 6]
n=

n—= i€l,

< oo sous (H5)(c).

oo
Par conséquent, Y. a,||E[C,|T,] — C|| < e p.s.
n=1
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Lemme 3.9.

Soit Cy = + ¥ (Zi— ©,)Z].

icl,

Sous (HI)(b), (H2), (H3)(a) et (H5)(a),(b) ani;E[HCn —C|V|T)] < oo p.s. pour j=2,...,2r. m
n=1

Démonstration.

E[[|C, — C||T;,]

IN

IN

IN

IN

IA

B[ ¥ (Z-0)Z—C|l [T
1€,
2R [\ LY (Zi—0)Z]|| + HCHJ\T,[} par inégalité de convexité
"iel,
21 (321 £ @ - epziVin] +liclh)
n iel,
2/-1 (:,4 r'E { Y 1(Zi—©:)Z]] MTH} +|C]| ]f> par inégalité de convexité 2 nouveau

i€l,
2/-1 (rln ZI E[HZi —®i’\j\!Zi|\f\Tn} - HCHJ> par linéarité de 1’espérance
1€l

i€l,

2t ( 5 B[zl zlin] +1)

Ensuite, en décomposant Z; — ®;, on obtient :

E[||C. — CI/|T;]

IN

IN

2t ( 5 B[00, 0l 1)

i€l,

o £ (Bl1zi- oIV + (- 0 ZI115]) +1)

ey

Alors, en décomposant Z;, on trouve :

E[||Cy —CIVIT,]

IN

IN

IN

C2<_):I (E[Hzi—eiH"|\Zi—9i+9iHj’Tn} +E[Hei—®i\!j\|zi—9i+9iHj\TnD + 1)

n

C3< )y (E[HZz-—einflTn] +E[[1Z —6i| ] |6:] | T.] +116: — ©:| E [||Z; — 6] || T;,]

icl,

+16; —@iHJ'He,-HJ) + 1) sous (H5)(a)

(£ (0121 + EIZAVI04V] + 0~ OAVE[IZIV] +118: - @il Io11) +1)
1€l

Comme les Z; sont i.i.d., on peut écrire :
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EllIG,—CIVIT] < s<z (E[HZH”}+E[||Z||f||e,~|v]+|rei—®,~||fEU|Z||f}+|ei—®ir|f|ei||f)+1)
< 4<z (E[IZIP) +E[IZIV] +116; - OVE[IZI] + l6:— 0417 ) + 1) sous (H2)
< s ¥ (1+]/6; — ©]|/) sous (HI)(b)

i€l
< Cs(ranIl!ei—@iW)
1€l
< c6(1+ X ||6; —©;]}7) car sup r, = R < 0.
iel, n
donc,

Y aE[|C,—ClVIT] < & ¥ alte ¥l ¥ 8- 6]
n=1 n=1 n=1 iel,

< oo sous (H3)(a) et (HS)(b) .

80



Tout d’abord, on rappelle un lemme de [47] :

Lemme 3.10.

Soit (ay) et (gn) deux suites de réels positifs, (b,) et (y,) deux suites de réels non négatifs, A, u deux réels
positifs, W un réel inférieur a A, tels que :
1)Vn,b, 1 < (1 - xan)bn + ugn,

~+oo
2)ap=o0(1)et Y, a,=-os,

n=1

8n+1

—+oo

3) ¥, 2t <9 (1 4+ yiay + Wy + o(an) ),

Alors, lim . b, < Ty |

Lemme 3.11.

Soit (ay), (h,) deux suites de réels positifs, (b,) une suite de réels non négatifs , A, u deux réels positifs tels
que :

I’)Vn, b, 1 < (1 - }"an)bn + payhy,
2)hy =5 v>0,

3)(an="5% aveca>0,0<a<1)ou(a=1iea,=%eta>7)

Alors, lim ib” < oo m

Démonstration. On vérifie les hypotheses d’application du lemme 3.10 avec y,, =0 et g, = a,hy, :

_hy P
fn i1 (n+11)7
= (1+ 1y
_ Y 1
< 1+ yan(gr—) + olan).

Sia<1, anl%u < A a partir d’un certain rang sous la condition 3’).
Sia=1, g < A sous la condition 3) .

Dans les deux cas, on peut appliquer le lemme 3.10 ce qui donne le résultat.
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Lemme 3.12.
Soit une suite de matrices aléatoires i.i.d. (M,) de dimension (p,q) telle que M, Yy, E[M] = A.

Soit M,, =

S =

Y M,
=1

On suppose que pour toutk =1,...,p et pourtout | = 1,...,q, Var[M(k,l)] existe.

Alors, ona : E[||M, —Al|] = O(ﬁ) -

Démonstration.

__ P 49 s 2
E[||M, —A|?] = E[ Yy (Mn(k,l)fA(k,l)> } en utilisant la norme de Hilbert-Schmidt
k=11=1

p g
= ¥ Y Var[M,(k,1)]
k=11=1
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Lemme 3.13.

On définit une matrice carrée d’ordre p qu’on note H; = (Z;—E[Z;])E|Z]] d’éléments Hl-jk = (le — ]E[le] JE[ZF =

(z))6f.

Soit H, = %
4

Tt

H;.
oo _ oo

Sous (Hl)(c) et (H2), ona : Y, a,E[||H,|[] = O( ¥ %) u
n=1 n=1

Démonstration.

L @Bl < ¥ a(ElHIP)
n=1 n=1 1
g PP o] o . .
< Y a, E[ Y Y (Hn) } en utilisant la norme de Hilbert-Schmidt
n=1 J=lk=1
oo PP T :
< Yafr XE[H]
n=1 j=lk=1
+oo )4 1 n i i " %
< Yal L LE|(}EE#-EZ)EZ)
n=1 j=lk=1 i=1
1
oo p P Lo ; ’ Lo
< Yal L yrvar(ly (z{-xa[z{])x&[zﬂ carE|L ¥ (Z/ —E[Z/)E[Z}]| =0
n=1 j=lk=1 i=1 i=1
oo pp L i 2
< Ya L ¥ var(l L7
n=1 Jj=lk=1 i=1
too p P 1 n ~. kN2 % . =i ..
< Y an< Y X = XY Var[Z7](6)) ) puisque les Z; sont i.i.d.
n=1  Nj=1k=1"" i=1
+oo nopop <\ 3
< ay f(z ¥y Var[z./]) sous (H2)
n=1" \iZ1j=1k=1
to
< ¢ X (X ¢2)2 sous (HI)(c)
Z—:oga i=1
< X fevn

A
&

Iyl

SF
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Lemme 3.14.
Soit, pour tout n > 1, wy, une suite de nombres positifs ou nuls tels que :

Wni1 = (1 —an)wy + antty, w1 =0, u, >0,0<a, <1.

Si Y a,=cet Y ayu, <oo, alors Y, ayw, < o et w, — 0.
n=1 n=1 n=1

n
_ 1 _ 1 ,
On remarque que, pour a, =, Wyl = o, ; uj. m
Démonstration.

Pourn >1,w, >0 (ayu, >0, 1—a, >0).

—+oo
Alors, d’apres le lemme de Robbins-Siegmund, il existe w > 0:w, - wet Y a,w, < oo.
n=1
~+oo
Comme ), a, =o,0onaw=0.
n=1
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3.3.2 Démonstrations des théorémes

Démonstration du théoréme 3.1 :

On vérifie les hypotheses d’application du théoréme 1.2.

~+oo
1) Sous (H4), M,, est T,-mesurable, M,, - M p.s.et Y. a,||M, — M|| < oo p.s.
n=1

—+oo
2) On se propose maintenant de montrer que Y, a,||E[B,|T,] — B|| < e p.s.
n=1

On commence par écrire la décomposition :
B,—B=CM,—CM = (C,—C)M,+C(M,,—M)

dont on déduit que E[B,|T,] — B = (E[C,|T,] — C)M,, +C(M, — M), M,, étant T,,-mesurable,
) Foo Fo0 Foo
puis que ¥ an|[E[Ba|To] = Bl < X anl[EC,[T,] = Cl[ - [IMa]| +[|C]| E anl|My —M]].
n= n= n—=
Comme sous (H4)(b) M,, — M p.s., il existe une v.a. P positive et finie p.s. telle que :
o0 o0 oo

+
1an||E[Bn|Tn]_B|| SP( lanHE[Cn|Tn]_CH+ ZlanHMn_MH)-

n—= n= n=

Sous (H4)(c), le second terme du second membre est fini p.s.

D’apres le lemme 3.8, le premier terme I’est également sous (H2) et (H5)(a),(c).

~+oo
Ainsi, on peut conclure que Y, a,||E[B,|T,] — B|| < = p.s.

n=
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foo .
3) On montre enfin que, pour j =2,...,2r, ¥ aE[||B, — B||’|T,] < o p.s.
n=1

Tout d’abord,

1By — BI)Y (G — )My, + C (M — M)/

27 (IICh = CIP 1M + (I My — M)

IA I

Alors,

too . . foo . . oo .
L aiElB,~BIVIT] < i X alE(IC —~CIVIT]- Ml + 1€ X ailiM, — )
n—= n—= n=

puisque M, est T,-mesurable

et comme M, — M p.s., il existe une v.a. Q positive et finie p.s. telle que :

foo . foo . foo .
L @iEl[B,~ B[] < Q( X alE[ICy~CIVIT]+ ¥ abllvt, —M|V).

Or, I’hypothese (H4)(c) nous assure que le second terme du second membre est fini p.s. tandis que le lemme
3.9 nous donne que le premier 1’est également.

too .
On en déduit que, pour j=2,...,2r, ¥ aiE[||B, — B||/|T,] < = p.s.
n=1
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Démonstration du théoréeme 3.2 :

On vérifie les hypotheses d’application du theoréme 1.2.

1) Approximation stochastique de la matrice de covariance C :
a) Montrons en premier lieu que C,, — C p.s.
Tout d’abord,

Co1 —C = (c,,—C)—a,,((Cn—C)+C—((zn—en)+(en—®n))z;,)
= (l—ay)(Cy—C)—ayU,avec U, =C—(Z,—0,)Z, — (6, — ©,)Z],.

Ainsi,

|G = CIP? ||(1—an)(C —C) —ayUy|P?

(1 —a,)?||C, — C||> +a2||Uy| > — 2a,(1 — a,)(C, — C,U,,).

IA I

et par suite,

E[[|Cuy1 _CHZ‘TH] <(1 _an)zucn _CHz"“aﬁE[HUnHz‘Tn] —2a,(1 —a,){Cy — C,E[Up|T,]).

Or, si on étudie plus en détails le dernier terme du second membre, on remarque que :

E[Un|Tn] = E[C ( 9)2 (en_®n)ZII1|Tn]
= C-E[(Z,—6,)Z,] — (6, —0,)E|[Z;] sous (H5)(a)
= C-C—(8,—0,)0,
= —(6,—0,)8,.
Ainsi,

—2a,(1 —a,)(C, —C,E[U,|T,]) = —2a,(1—a,){C,—C,—(6,—0,)8,)
< 2an(1=an)||Co = C|| - [16, — O] - |[64]]
< ZanHCn_CH'Hen_GnH'||en”
< c1ay||Cy —C| - |61 — ©y]| sous (H2)
< clan(l+\|C,,—C||2)|\9,,—®nH.

De méme, pour le deuxieéme terme du second membre, on trouve que :
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E[[|Ua|PIT;]

E[[|C = (Zy—64)Z; — (8, — ©,)Z,|*|T,]

IN

E[2(1C~ (Z— 62)Z41 >+ 18, — @4l P112:| ) IT:]

IN

< (14|18, —©,]|?) sous (HI)(c), (H2) et (H5)(a) .

On déduit des deux derniers développements que :

]EH ’Cn—H - C| ’2|Tn] S
<

2a,||C, —C||*.

—+oo
On démontre maintenant que Y a,||6, — ©,|| < o p.s.
n—

—+co
Y a,E[|6, -6,/ = Z a,0(—) sous (H5)(d)
n=1

=
=) o(nOC —) sous (H3)(b).
n=1

Sous (H3)(b) et (H5)(d), aa+7>a+2(1—a) =2—oa > 1.

o0 oo
Ainsi, Y a,E[||0, — ©,]|] < oo et par suite, Y. a,[|0, —®,|| < o p.s.
n=1 n=1

On peut alors appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :

~+oo
1l existe une v.a. T > 0 telle que ||C, —C|| = T p.s.et ¥ a,||C, —C||*> < oo p.s.
n=1

Or, sous (H3)(b), Z a, =o0,donc T =0etC, — Cp.s.

n=

b) Montrons maintenant que ): an||C, —C|| < oo p.s.

n=1
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Tout d’abord, remarquons que sous (H5)(b), |6, — ©,|| — 0 p.s.
Ainsi, V8 >0, Ve >0, IN(3,€), Vn > N(8,€), P(sup||6x — Ok|| < 8) > 1—¢.
k>n

On fixe alors 8 et € on note Ny = N(J,¢€).

On pose :

F = {sup||6— 06 <3},
k>Ny

F, = { sup Hek—@ngS}.

No<k<n

On peut déja remarquer que P(F) > 1 —¢€ et que F;, est T,-mesurable.
Deplus,ona F = F, 1 = F,i.e. F CF,1 1 C Fyouencore 1p <1 A <1p <1.

Donc, pour n > Nj :

E[[|Cis1 —C|P1g, T < E[[|Cor1 —CIP1 T,

IN

E[||Cu1 —CIP|T] L,

De la majoration de E[||C,41 — C|[*|T,,] établie précédemment, on déduit que :

E[ch—s-l _CH2]1Fn+1 ‘Tn] < (1 +a,21—|—c1an|]9n _G)nH)HCn _CH2]1Fn+
c1a,|6n — O] + c2a2(1+ |0, — ©,|*)1 £, — 2a,||C, — C||*1F,.

Or, dans F;,, |6, —0©,|| <, donc :

10,18, — Ou| - [|Co — C||P1E, < €1a,8]|Cy —C||* 1.

On choisit d tel que ed < 1.

On peut alors écrire,

¢1n|[8n = ©y|| - [|Co — C|P1F, < anl|Cy —C|PP 1,
et par suite,

E[HCH-H_CHZ]anﬂ‘Tn] < (1+aﬁ)ch_CH2]an+C1an”9n_®nH+02(1+62)a;21_an|lcn_CHZ]an-
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En passant a I’espérance mathématique, on obtient :

EU |Cp1 —C] |2]an+1] < @ —l—aﬁ)EU |Cu—C]| ’2]an] +ClanE[Hen — Oy H +oo(1+8%)a; — anEU |G —C| ’21&] :

Sous (H3)(b) et (HS5)(d), on peut de nouveau appliquer le lemme de Robbins-Siegmund dont on déduit que :

~+oo
1l existe un réel # > 0 tel que E[||C, — C||*1f] — tet ¥ a,E[||C, —C||* 1] < oo.
1

n=

~+o0
Comme Y, a, =oo,t =0.
n=1

Ainsi, il existe u > 0 tel que :

E[HCnH _CHZHFHH] (1 _an)E[HCn _C||2]1Fn:| +angnavec g, = O(Gn +E[[|6, — ®n||]) = 0( 1 )

pmin(a.y)
(1—a,)E[||Cy — C||*1F,] + payhy, avec h, = = 1

<
< G

Sous les hypotheses (H3)(b) et (H5)(d), d’apres le lemme 3.10,0n a :

lim 3-E[[|C, — C|[*15,] < ee.

Alors, E[||C, — C|[*1f,] = O(h,) o E[||C, — C||1F,] = O(vVhy).

—+oo oo
On en déduit que sous (H3)(b) et (H5)(d), ¥, anE“ |C, —C| ]]an] <oopuis Y. a,||C,—C||Lg, <oop.s.
n=1 n=1

~+oo
Comme 1z < 1f,, on peut écrire que Y. a,||C, — C||1F < e p.s.
1

n—=

Ainsi, d’un point de vue logique,
~+oo
{F}={) a||C,—C|| <}
n=1

ce qui implique, d’un point de vue probabiliste, que :
—+oo
P(Y an||C,—Cl| <o) >P(F) > 1—¢
n=1

selon la remarque du début de partie.

~+oo
€ étant quelconque, on en déduit finalement que Y. a,||C, — C|| < e p.s.
n=1
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—+oo
2) Sous (H4), M,, — M p.s.et Y. a,||M, —M|| < e p.s.
n=1

~+oo
3) On montre finalement que Y. a,||B, —B|| < e p.s.
n=1

oo 400
ZlanHBn_BH = lanHCnMn—CMH
n—=

n=

IN

—+oo oo
L an||Gal|-[IMy —M||+ ¥ an||Cy —CJ| - [[M]].
n=1 n=1
Comme C, — C p.s., il existe une v.a. F’ positive et finie p.s. telle que :

ZlanHBn*BH < F( ZlanHA/In*]VI||Jr ZlanHCn*CH)
n= n—= n—=

< oo d’apres les conclusions des deux premicres parties de la démonstration.
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Démonstration du théoréeme 3.3 :

On vérifie les hypotheses d’application du theoréme 1.2.

On rappelle que dans toute la suite : a, = %

o0
1) Tout d’abord, on montre que Y, a,||C, —C|| < oo p.s.
n=1

On commence par écrire la décomposition suivante :

n

Co = %izl(zi—@i)zf
= L r:;l (Zi—6,)Z{ + n]ltgl(ei -0))Z
_ 11';1(2 e)(zl-—e,-)’+n%l':§(z 0,)6, %_g( 0,7
Ainsi,
Fali T @-002-cll < Falli 'L G-0) -a=ciie
¥ allily L @008+ ¥ anllit X (0-0)Z].

=1

a) Pour le premier terme du second membre, en passant a I’espérance mathématique, on obtient :

n—1 +oo n—1 _ _ Y~
Eallz'E @-0)z-0)—cl] = I B[l £ 22 ~E22)|

= Z an ( =) sous (H1)(c) d’apres le lemme 3.11

< oo sous (H3)(c) .

b) Pour le deuxieéme terme du second membre, on obtient de maniére similaire :

+o0 n—1 o0
B[ Yol s @-00]] < ¥ 5[l L ] avee = (z- 09
n— 1= n—=
~+oo
< ¥ aB[|[H ]
n=1
<

< oo sous (H3)(c) .
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¢) pour le dernier terme du second membre, avec la méme technique, on trouve que :

o0 1 n—1 , +oo n—1 ,
E| L allzty Ozl < E[ Lo T 16~ )7
n=1 i=1 n=1"
oo ay n—1
< L EIE[HG 0| - 11Zill]
+oo n—1 1
0 — O z|*])’
< Eln—u?ll( Il u])l( [1117]) |
T oa'y 2 5112 1m2)?
< ¥y (Ble-ed?])” (E[1ZIF] + lledR)
+oo n—1 %
< X ( (116 — @H]) sous (H1)(c) et (H2) .

=

Sous (H5)(e), on peut appliquer le lemme 3.13 avec u, = (IE (116, — By ]2}) )

D=

< oo, Par suite, Z n Z ( [Hei—

n=1

Ainsi, d’apres les conclusions de ce lemme, Z i ( [Hei—@inD

0i*))" <= puis B[ ¥ allyly E (01 i>z;r|]<

On obtient que Z ay||Cy — C|| < oo p.s. en regroupant a), b) et c).

n=1

~+oo
2) Sous (H4), M,, - M p.s.et Y, a,||M, —M|| < e p.s.
n=1

3) On montre finalement que Z ay||Bn — B|| < o p.s.

n=

~+oco
Y a,||B,—B|| = ZanHCM —CM||

n=1 n_

o0
< Z anl[Call - [[M = M|l + E anl|Co =l - [[M]]

= ZanH(C —C)+C||- M, MH+HMHZanHC —C|

n_

oo
ZlanllCn—CH-IIMn—M||+|ICH Zlanlan—M!|+||M!| L anl|Co—Cll.
n= n—= n—

IN

Comme M,, — M p.s., il existe une v.a. F' positive et finie p.s. telle que :
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ZlanHBn_BH < F( ZlanHCn_CH"’ ZlanHMn_MH)
n= n= n—
< oo d’apres les conclusions des deux premieres parties de la démonstration.
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Démonstration du théoréeme 3.4 :

On vérifie les hypotheses concernant ®,, des théorémes ad hoc :

Sous (H6)(a),(b) et pour a, = .g,a > 0,% < a < 1, les hypotheses d’application des théoremes 1.6 et 1.7
sont vérifiées. D’apres les conclusions de ces théoremes, (H5)(b) est vérifiée et, a partir d’un certain rang,
pouri=1,....,p,ona:

- pour (% <oa<lou(a=1, 27;—;“ > 1), E[||@) —6|]?] = 0(%),

noc

- pour (o0 =1, %ﬂ =1), E[H@Z _eZHQ] _ O(Irl(n))’

n

2ia < 1), EB[||©), — 6}]|*] = O(— ), 2 > 0.

T

- pour (o0 =1,

n i
On remarque que, pour & = 1, dans les trois cas :

36 >0, pouri=1,...,p, E[H@Z—%Hz} = O(n%)

—+oo
1) On vérifie I’hypothese (H5)(c) du théoreme 3.1 : lan g E[||®@; —8;]] < oo
n= WA
- pour % <a<l,ona:E[|@ -6 = O(H%), qui implique : E[||®, —8,|*] = O(H%)
Donc, ¥ E[|@;—6,]]<c ¥ & <c L, <R . <&
jel, jel, j? jel, Rna+1)2 7 (Ry+1)2 7 n2
oo oo
Ainsi, ¥ a, ¥ E[||®;—0,|[] <Rc ¥ iz <.
n=1  jel, n=1n?2

- pour o = 1, on a dans les trois cas :

38 >0, pour i = 1,..., p, E[||®} — 6}||*] = O(5), ce qui implique : 35 > 0 : pour i = 1,...,p, E[[|©, —
8./l = O(:5)-
n

Donc, ¥ E[[|©; -8, <c ¥ & <cy ——5 < —Fp<h
JEL JEL, J2 Jj€ly (Ru—1+1)2 (Ru—1+1)2 n2
o0 Foo

Ainsi, ¥ ay ¥ E[[|©;—6,|] <Rc ¥ L5 <
n=1  jecl, n—1nt2

Dans tous les cas, I’hypothese (H5)(c) du théoreme 3.1 est vérifiée.
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2) On vérifie I'hypothese (H5)(d) du théoreme 3.2 : E [Hen . @nu] =0(), y>2(1-w).

- pour 2 << 1,ona:E[||@,—6,[*] = 0(k).

Donc, E[[|®, —8,|[] = 0(’%%) =0(}) avecy=%.

Comme 2 <o, y=%>2(1—a).

- pour o = 1, on a dans les trois cas :

38 >0, pouri=1,...,p, E[H(an_e””z] - 0(11175)

)

Done, E[[|©, —8,][] = 0(-5) = O() avec y= 3.

L
H
n2

Ona:y:%>0:2(1—0c).

Dans tous les cas, I’hypothese (H5)(d) du théoréme 3.2 est vérifiée.

D=

—+oo

3) On vérifie I'hypothese (H5)(e) du théoreme 3.3: ¥ 1 (EH 16, — 0O, ]2]) < oo,
n=1

- pour o = 1, on a dans les trois cas :

38> 0, pouri=1,...,p, E[||®,—6,|*] = O(H%)

l oo

N |
Done ¥ a(E[|0,~6,])" < ¥ 0(-15) <o.

)
e

Dans tous les cas, I’hypothese (H5)(e) du théoreme 3.3 est vérifiée.
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Démonstration du théoréeme 3.5 :

On rappelle que les (k) sont remplacés par des k pour simplifier les notations.
Sous (H5)(a),(b) et (d), on a, pour toutk =1,...,¢q

1
O T,-mesurable ; ||@ —6%|| — 0 p.s.; E[||©F — 6% = O(E)’ v>2(1—a).

1) Montrons d’abord que M,, — M p.s.
Pour ce faire, on montre que pour k = 1,...,q, M* — (C*)~! p.s.
Pour simplifier, on supprime I’écriture des k.

Sous (H1)(a), on peut écrire :

My =€ = M= —a,(( X (Zi-©)Z)M, 1)

i€l,

— (Mn—C*I)—an(C(Mn—C”) (+ ¥ Bi—OM,+ (+ Z(Gi—G)i)Zf)Mn>

"iel, "iel,
avec B; = (Z; — 6,)Z]

_ (I—anC)(Mn—C’l)—an(( Y Bi—C)M, + (- Z(Bi—G)i)Z{)M,,).

"iel, "iel,
D’ou,
M1 —=CHP = [|(I=auC) (M~ C )| +a3]l (5 ZB O)My+ (5 2(6 ©:)Z{)Ma|*~
2a,{(I — anC)(M, —C™! ),(E_ZIB C)M +(rn.z(e ©)Z)M,).
icl, €l

puis, en prenant I’espérance mathématique conditionnellement a 7;,, tribu du passé au temps n, on obtient :

E[[|[Mps1 —CYPIT] = [|(I—ayC)(M,—C~ )|]2+a2E[|y( LB C)M,+ (5 lg(ei—@)i)z;)MnHZ\Tn}
~2a,{(1-a,C)(M, —C "), E[( L B=CMy+ (i T (0:-0)Z)M|T, ).

a) Pour le premier terme du second membre,

1= anC)(My—CDIP = |IMy—CV|PP =20, (M —C',C(My — C1)) +ap|C(M, — C )|

IN

(L+ a3l [CIP) 1My — CH[? = 20 hanin (C)|| M — C 2.
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b) Pour le troisieme et dernier terme du second membre,

—2an<(1—anC)(Mn—C’1) (LY Bi—OM,+ (L ¥ (6,~0)Z)M,

"iel, "iel,

)

- —2an<(l—anC)(Mn—C_1)( Y E[B|T,] — )Mn+($Z(Gi—®i)E[Z§ITn])Mn>

"iel, icl,

puisque M, et les ®;, sont 7, — mesurables

= 24, (1@ C) (M, ~C™). (. L EIB]-C)M, + (i, X (6~ ©)E[Z])m, )

i€l 161,1
puisque les B; et les Z;, i € I,, sont indépendants de T,

_ 72an<(1fanc)(Mn—C_‘)( ¥ (6, —©,)0)) n>puisqueE[Bi]:C

"icl,

< danH1 (9 @) 0| [1My — C~ 1] - | My
< ’an(ﬂj.g||9i—®i\|-Heill)(l\Mn—C’lllerl)
<

ea,||M, —C7'[|- Z] 16; — ©il| + ean ;- ZI |16; — ©;]| sous (H2).
1€l 1€ly

c¢) Enfin, pour le deuxi¢me terme du second membre,

GE[IG, % B~ CMy+ (1 T (0—0)Z) M7,
< GE[IGE L Bi—C+3} T (6= 0)ZIP|5] 1w
< 3aE[ll; L BIP+ICIP+ 15 T (6= @)ZIP 7] [
< 3a3(% L ENBIPIL]+IICIP+ 3% T 110i—iPE[IZIPIT] ) 1M
< 3a; (3 L BB+ ICIP 43, % 116~ OIPE[IZIP]) - Ml
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E[ZIP] = E[l6:+2ZlP]

IN

2(116 2 +E[11Z1 )

IN

2(suplloi P +E[||Z]1])

< oo sous (H1)(c) et (H2)

et
E[IBIF] = E[IZ-6)ZF]
= E[||(Zi—6:)(Zi—6:)) + (Zi — 6:)8]]|*]
< 2(E(12I1] +E[12I)suplloi*)
< oo sous (H1)(c) et (H2) .
Alors,

@CE[IG T Bi=OM+ (3, T (6~ ©)Z)) M,

'icl,

Tn]

IN

i (143 T 110i= 0P [M

< fa(1+ % 0= OP) 1M, —C P+ fa(14 1 X 16— 2).
1€l 1€y

De a), b) et ¢), on déduit que :

E|Myir —CUPIT| < (1+@EICIR) 1My — €Y P = 2a,Amin(C) 1M, — €|+
ea|My —C > X [18;— O] | +ea, X 116~ 4|+

icl, i€l
fa2(1+ X 1106l ) 1My —C P+ fa2 (1+ X I16i— &)
i€l, i€l
< (1+@IICIP+ean T 110i= 0|+ fai + fa; ¥ 116,04 ) 1M —C P+
lEI,,
cay . |10~ 0| +fa3 +fa, . |10~ O - i) 1, ~ 2
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oo o0
E[La xlloi-0l] = ¥a xE[6-0l
n=1 icl, n=1 i€l,
o0
< ZaanaxE[|\6i—®i|\}
n=1 i€l
oo '
< a, RO(-5) sous (H5)(d)
n=1
,+°° ay
< RY &

n=1

< oo sous (H3)(d) et (H5)(d).

—+oo
On en déduit que Y, a,
1

n—=

Z] ||91—®,|| < o a.s.

icl,

2 oo
Comme ). 16 — O;])* < ( Y ||9,~—®,'||) ,ona: Y a X |16; — ©;|? < oo a.s. ; on peut alors appliquer le

i€l, i€l, n=1 i€l,

lemme de Robbins-Siegmund :

—+oo
I existe une v.a. T > 0 telle que ||M,, —C~!|| = T p.s.et ¥ a,||M, —C7'||* < o p.s.
n=1

oo

+
Comme sous (H3)(d) ¥ a, = oo, T = 0 et, en réécrivant les k, M* — (C*)~! p.s.
1

n=

Ceci étant vrai pour tout k = 1,...,q et puisque M, a pour k-ieme bloc diagonal M~, ||M,, — M|| — 0 p.s.

—+oco
2) Montrons maintenant que Y. a,||M, — M|| < oo p.s.
n=1

o0
. _ k ky—1
Pour ce faire, on montre que pour k = 1,...,q, ¥, a,||My; —(C*)"|| <o p.s.
n=1
Dans la suite, on supprime a nouveau I’écriture des k.

Tout d’abord, remarquons que sous (H5)(b), m2}x| |6; — ®;]| — 0 p.s.
1€l
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Ainsi, V8 > 0, Ve > 0, IN(3,¢), Vn > N(,¢), (sup(maxHG —0|))<8) >1-=¢.

j>n €l

On fixe alors d et € on note Ny = N(9,€).

On pose :
F = {sup max||6 0l) <8},
j>Ny '€ 1
F, = { sup maxHG 0;]]) <8}.
No<j<n €l

On peut déja remarquer que P(F) > 1 —¢€ et que F;, est T,-mesurable.
Deplus,ona F = F, 1| = F,ie. F CF,; ;1 CF,ouencore 1r <1, <1 <1.
Donc, pour n > N :

B[ My —CIPLeIT] < E[IMa1 —C P T]

< E[IMai—CPIT 1

De la majoration de E [\ M1 —C7!| \2]Tn] établie précédemment, on déduit que :

E[Ms1 =€ PG| < (1+@ICIP + 7+ fa} % 11804 ) 1My —C |+
ea ¥ |16, - ®||+ean2||e O+ ||M — €115+

icl,

fa; +fa H9 ®H211F = 20y hanin (C)| M — C~ [P 1,

Or, dans F,, r_nz}XHB,- — 0| <4, donc :
1€l

ea, ¥ ||6; —Oyl|-||M, —C~[]P1p, < ean”}g}XH@i—@iH'||Mn—C_1\|2]1Fn

ely

AN

ea,rd||M, —C7||*1f,.

On choisit d tel que €78 < Ayin(C).

On peut alors écrire,
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eanZH@ Ol - [|My — CHPP1F, < aphumin(C)[[Ma —C P15,
et par suite,

E[IM1—C LT < (1+@ICIP+ £(1+r8)a ) (1M, — C'|PL, + eay ¥ 116, - O]+
i€l,
F(1+r8)a2 — ayhmin(C)||M, — C7 1| 1f,.

En passant a I’espérance mathématique, on obtient :

E([My1 —CP1g,, | < (1+@IICIP+ f(1+r8)a2 B[, —C '[Py, | +ea, ¥ E[|10—01|] +
i€l

2
n
F(1+78%)a2 — dyhanin E[|M _C 1|\2]1F}

Sous (H5)(d) et (H3)(d), on applique de nouveau le lemme de Robbins-Siegmund et on déduit que :

Ilex1steunreelt>OtelqueE[HM —C~ 1||2]lp} —tet Zan [HMn—C_le]an} < oo,

n=1

—+oo
Comme Y, a, =oo,t =0.
n=1

Ainsi, il existe u > 0 tel que :

E[|[Ma1=CPLs | < (1= ahan(©))E[ 1My = 7115 | +ang
avec g, = 0<an+r}ng[HGi—®iH] = O(=ma7)
< (1 —ankmin(C)>E{HMn _Clez]an} + payh, avec h, = m

Sous les hypotheses (H3)(d) et (H5)(d), d’apres le lemme 3.10,0n a :
lim LE[||M, — €|y, < e

Alors, E|||M, — C7Y|*15,] = O(h,) o E[||M,, —C!||15,] = O(Vhy).

+o0

On en déduit que sous (H3)(d) et (H5)(d), ¥ a,E[||[M,—C!||1f,] < oo puis ): an||M, — C|1f, < oo
n=1 n=1

p.s.
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oo
Comme 1 < 1, on peut écrire que Y. a,||M, —C~'||1r < oo p.s.
1

n=
Ainsi, d’un point de vue logique,
oo |
{F}={) a||M,—C || <}
n=1
ce qui implique, d’un point de vue probabiliste, que :

+o0
P(Y a,|M,—C || <o) >P(F) > 1 —¢

n=1

selon la remarque du début de partie.

o0
€ étant quelconque, on en déduit finalement, en réécrivant les k, que pourk = 1,...,q, ¥ a,||M*—(C*)7!|| <
n=1

oo p.S.

L’ensemble des valeurs propres de la matrice diagonale par blocs (M, — M) étant la réunion des ensembles
des valeurs propres des matrices (M’,ﬁ — (€N, k=1,....qona: [|M,— M| = m]?x||M,’§ —(cH) <

q
XM~ ()]

—+oo
On en déduit que Y. a,||M, —M]|| < e p.s.
n=1
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Démonstration du théoréme 3.6 (resp. 3.7) :

Tout d’abord, sous (H1)(a) et pour k =1,...,q, on peut écrire :

M= (€7 = M= () —a,(CiMs 1)
= (1-aC*) (M~ () 1) +anCiM - a, it
- (I—aan) (Mg— (ck)—l) —ay (cﬁ—c") (Mﬁ— (Ck)—l) —ay (c,’;—ck)(ck)—‘.
D’ou,
M, — (€Y < ([ = auCH||- ||ME — (C) || + @ |CE — || - ||ME = (C¥) Y| + au]|CE — C¥]] - || (CF)~1)|
< (1= Rain(C)an ) [1ME = (C) 1]+ anlICE — CH - |15 — (€)1 +
a,]|CE — CH||-[[(CH) 1]
< (1+anlICk— 41 IME = ()71 +anlick — 4 1€~

an}\fmin(ck) H ' HMrli - (Ck)il ‘ |
Ensuite, en reprenant la partie 1 de la démonstration du théoreme 3.2 (resp. 3.3), on montre que :

oo
aani _CkH < e p.S.

n=1

Des lors, on peut appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :

~+oo
Il existe une v.a. T > 0 telle que ||M* — (C*)7!|| = T p.s.et ¥ a,||M* —(C*)7!|| < oo p.s.
1

n=

—+oo
Comme Y, a, =oo, T =0et Mk — (C)~! p.s.
n=1
Ceci étant vrai pour tout k = 1,...,q et puisque M, a pour k-iéme bloc diagonal M¥, ||M, —M|| — 0 p.s.

En outre, ’ensemble des valeurs propres de la matrice diagonale par blocs (M,, — M) étant la réunion des
ensembles des valeurs propres des matrices (M,’i - (C")*l), k=1,....q,ona: ||M,— M| = m]?xHM,’g -

CORIESW IR

J’_
On en déduit que Y, a,||M, —M|| < e p.s.
1

n=
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3.3.3 Hypotheses

(H1) (a) Il n’existe pas de relation affine entre les composantes de Z,
(H1) (b) Z admet des moments d’ordre 4r,
(H1) (c) Z admet des moments d’ordre 4,

(H2) sup|[6;[ < e,
IeN

oo e
H3) (@ an, >0, Y ap=c0, )} a, <ee,
n=1 n=1
(H3) (b) (a, = ;5 aveca >0, %<oc< ou(au=1ie.a,=%eta>1),
(H3) (¢c) ay = %,

(H3) (d) (a, = ;5 aveca >0, %<Oc<l)ou(azli.e.an:%eta>m),

(H4) (a) M,, est T,—mesurable,
(H4) (b) M, — M p.s.,

~+o0
(H4) © L anl[My = M[| <= ps,
n=

(HS) (a) ®,, est T,,—mesurable,
(H5) (b) ||®, — 6,|| = 0 p.s.,

00

+
(H5) (¢) Zl ap Y |16 — 0y]| < e p.s.,

n= i€l

(HS) (@) E |18, — 0| = 0. v>2(1 - 0,

H5) @ 1. L (Bll6,~0,[])" <=
n=1

(H6) (a) max sup||Uy || < oo,
l n

(H6) (b) Pour i = 1,..., p, il existe un entier r;, un réel A; > 0, une suite croissante d’entiers (n;;,/ > 1) tels

que njy = 1, njp1 <nig+ri, kmin< ZJ, U}(U})’> > Mis avee Jy = {ni, ..., nj41 — 1}
JEJi
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Chapitre 4

ACP partielle d’un flux de données
d’espérance mathématique et de matrice de
covariance variables dans le temps
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4.1 Cas général de ’ACP partielle

On observe p caracteres quantitatifs sur des individus : on obtient des vecteurs de données z; dans R”.

On se place ici dans le cas ou ces vecteurs arrivent séquentiellement dans le temps (données en ligne) : on
observe z, au temps 7 ; on a une suite de vecteurs de données z,...,2,,. ...

On suppose que, pour tout n > 1, z, est la réalisation d’un vecteur aléatoire (v.a.) Z, dans R”, défini sur
un espace probabilisé (Q,4,P), d’espérance mathématique et de matrice de covariance variables dans le
temps, les v.a. Z, étant mutuellement indépendants.

On suppose que, pour tout #, on a la décomposition :

Z,=9, + A,R, ou:

0, = (8)...07) est un vecteur de R”,

5,
A, = . est une matrice diagonale d’ordre p d’éléments non nuls.

3,
_ laloi du v.a. R, ne dépend pas de n, E[R,] =0, Cov(R,) =C.

Ceci revient a supposer que les R, = A, ' (Z, — 6,,) constituent un échantillon indépendant et identiquement
distribué (i.i.d.) d’un v.a. R dans R” tel que E[R] = 0, Cov(R) = C.

On a alors :

E[Z,] = 6, et Cov(Z,) = A,CA,.

Pouri=1,...,p, si I’on note Z,i, respectivement Rﬁl, la i-eme composante de Z,, respectivement R,, on a
alors le modele :

Zi=0 + &R, i=1,..p

n-n

avec E[R!] = E[R'] = 0, les R}, constituant un échantillon i.i.d. de R'.
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Dans la suite, on suppose sans perte de généralité que Var(R') = Var(R') = 1.

On pose le probleme suivant : réaliser une analyse en composantes principales (ACP) du v.a. R dans R” que
I’on munit d’une métrique M. On étudie en particulier I’estimation de vecteurs directeurs des r premiers
axes principaux de cette analyse.

On est ainsi amené a chercher les r premiers vecteurs propres vy, ..., v, de la matrice M-symétrique B = CM

associés aux r plus grandes valeurs propres (v.p.) Aq,..., A,

Comme C = Cov(R) = Cov(R,) = Cov(An_l(Z,, - 9,,)) =A,; 1IE[(Z,, - Gn)Z;,}A_ !, on considére les

n

données A, '(Z, — 8,), sur lesquelles on effectue une ACP avec la métrique M.
Soit M, D, I et ®, trois estimateurs convergents respectivement de M, A leto,.

On définit alors B,, = C,M, =D, ! (Z, — ©,)Z.D," M, puis récursivement un processus d’approximation
stochastique (a.s.) (X;) = ((an yeen ,Xn’)) de (vi,...,v,) par:

B"X;gvxti n
£y (Xrl;) = %,
[1XlIhs,
Y, = X'+ &(B, - BX)DX}, 1=1,....n
Xo+1 = Ortth(Y,H_ 1).
Pour obtenir X,, ; 1, on effectue une orthogonalisation au sens de Gram-Schmidt par rapporta M,, de Y, ;| =
Y, LY ).

4.1.1 Cas général

Dans tout ce paragraphe, on ne définit pas de modele a priori pour 6, et pour A,,.

Théoreme 4.1.
Sous les hypotheses :

(HI) (b) R admet des moments d’ordre 4r,
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(H2) sup||6;|| < oo,
leN

(H2’) (a) sup max |§]| < o,
leN !

b) inf min|&!| > 0,
) jgf min i3l >

oo +oo 5
(H3) (a) ap >0, Y ap=rc0, } a, <eo,
n=1

n=1

(H4) (a) M,, est T,-mesurable,
(b) M,, — M presque siirement (p.s.),

~+oo
(c) Z] anHMn - MH < oo p.s.,
n=

(H5) (a) ©,, est T,-mesurable,
(b) ||8n — O,|| = 0 p.s.,

~+oo
(c) ;IanHGn — 0,]| <eop.s.,

(H5’) (a) D,, est T,,-mesurable,
(b) ||An — Dy|| — Op.s.,

+o0
(c) ZlanHAn — Dy|| < e p.s.,
n=

X! converge p.s., pour i =1,...,r, vers un vecteur propre de B = CM associé a la i - eme plus grande v.p.

Ai-m

4.1.2 Cas particulier d’un modéle linéaire de variation de I’espérance et de la variance

On définit un modele linéaire pour représenter I’espérance et la variance de Z,.
On note &, = (3} ...8})".

Pour i = 1,..., p, il existe un vecteur B’ (resp.y’) inconnu de R" (resp. R™) et, pour tout n, un vecteur U}

(resp. V) de R" (resp. R"™) connu au temps n tels que la jeme composante réelle de 0,, (resp. 9,) s’écrive :
P- Vau

o) = (8'.U3) (resp. = (07.v)" ).
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De facon générale, on note I1g 1’opérateur de projection sur un sous-espace E.

On définit le processus d’a.s. (B.) de B’ tel que :

B =T (8~ 0008, - 2,) )
avec K' = {x eR™, [|x]| < k;;} ol ki, = 0(n%), { > 0.
On définit comme estimateur de 8!, ®’ = (B, U!) et comme estimateur de 6,

0,=(8l..e.).

On définit le processus d’a.s. (C) de ; tel que :

G =Ty (€4~ ai (046, - @ - 011

avec L} = {xERmi, x| < l;,} ouli =0(nY), y> 0.

D,
S o \3
On définit enfin comme estimateur de 8!, D), = ((Cﬁl, V,j)) et comme estimateur de A,, D,, =
On fait également les nouvelles hypotheses :
(H1) (¢) R admet des moments d’ordre 4,
(H3) (b) (a4 = % aveca >0, 3 <a < 1),
(H6) (a) max sup||U, || < e,
l n
(a’) max sup|[Vj|| < o,
i n
(b)Pouri=1,...,p, il existe un entier r;, un réel A; > 0, une suite croissante d’entiers (n;;,/ > 1) tels que
njp =1, nij 41 <nj + ri, min <7»min( Z‘} Vf(V})’>;7»min< Z‘; U}(U})’>> > Ai, avec Iy = {ni,...,nig 41 —
JEL JELi

1},
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(H7) Pour % < o< 1, on suppose :
(@f<2a—1,
3
(H8) Pourau=1,pouri=1,...,p:
(a) si 2);—1’“ > 1, on suppose :
(i) <20 — 1,

() y<ia— 1,

(b) si 27;—’” < 1, on suppose :
: 1 Ai
< Qx + &,
(i) y < %=

Théoreme 4.2.

Sous (HI)(c), (H3)(b), (H6), (H7) et (HS), les hypothéses concernant ®,, et D, du théoréeme 4.1 sont véri-
fiées. m

Remarques : cas a0 = 1.

1) Si I’on impose a a la condition : a > maxﬁ, difficile a réaliser, alors 27;—’“ > 1 pour tout i et il suffit de
i 1 13

prendre { <20 — lety< %oc - 1L

2) D’apres la forme de I’hypothese (H6)(b), A; peut étre pris aussi petit que 1’on veut. Donc, on peut toujours
supposer que A; < 5= pour tout i < 2};—’” < 1 pour tout i. Mais la condition sur 7y : ¥ < ¥ pour tout i = 1
& Y < min Ma st alors difficile a réaliser.

l

i

4.2 Cas particulier : ’ACG partielle
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Comme dans [51]], on se place dans le cas ou le v.a. R est partitionné en g sous-vecteurs RW, ... R@,

Pourk=1,...,q, R™® est un v.a. dans R"™, de composantes R¥! ... Rk,

. q
On note également RX) = {R.i € J;}, card (J;) = my, Y. my = p.
k=1

On définit C* = E[R®) (R®)/], matrice de covariance de R,

On souhaite effectuer une ACP de R dans laquelle les v.a. R*) aient un role équilibré : on veut éviter que les
premiers facteurs soient principalement déterminés a partir de certains vecteurs RW.

L’analyse canonique généralisée (ACG) du v.a. R fournit une solution a ce probléme grace a un choix parti-
culier de métrique. L’ ACG de R est une ACP avec la métrique diagonale par blocs d’ordre p, M :

(chH!

(cn!
Le v.a. Z, observé est partitionné en sous-vecteurs Z,(,l) e ,Z,Sq), de dimensions respectives my,...,nygy, avec :
k k k
7Y =6 + ARV,

6,(1]() étant le vecteur des 0’ ,

ieJg,
AX étant la matrice diagonale d’ordre my, des &/,
les R,(f) constituant un échantillon i.i.d. de R®),

Pour tout i, pour k = 1,...,q, (C¥)~! est solution de 1’équation en X, matrice carrée d’ordre my :

E[(ak) 'z — o)z y b 1x —1] =0

ou / est la matrice-identité d’ordre my.

On suppose qu’on dispose d’estimateurs convergents ®,(1k) et DX respectivement de 9,(1]‘) et AX,
Comme dans le chapitre 3, on simplifie les notations dans la suite en remplagant les (k) par des k.
Pour estimer (C¥)~!, on définit récursivement le processus d’a.s. de (C¥)~!, (M%), par :

k k
Mn+1 =M

n

—a,((D4)™ (2 - ©4)(Z0) (D}) ' ME~1).
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On définit alors comme estimateur de M au pas # la matrice diagonale par blocs M, qui a pour k™ bloc
diagonal M¥,

Soit les hypotheses :

(H1) (a) Il n’existe pas de relation affine entre les composantes de R,

(H3) (¢) (an = ;& avec a >0, %<Oc<l)ou(azli.e.an:%eta>m),

(H5) (@) E[||6, — 0, = O(:5). 11 > 2(1 — ),

(H5") (@) E[[|A — Dall] = OGl), 12 > 2(1 — ).

Théoreme 4.3.

Sous les hypotheses (HI)(a),(b), (H2’)(a),(b), (H3)(c), (H5)(a),(b),(d), (H5’)(a),(b),(d) et (H6)(a), les hy-

potheses concernant My, du théoréme 4.1 sont vérifiées.

On peut alors appliquer directement le théoreme 4.1. @

Remarques :

1) Lhypothese (H5)(d) (resp. (H5' )(d)) implique, sous (H3)(c), I'hypothese (H5)(c) (resp. (H5’)(c)>.

2) Dans le cas linéaire, sous les hypotheéses du théoreme 4.2,

- (H5)(d) est vérifiée pour % <o<1car:

E[||6, — @] O(L%) ;2(1—a) < $ pour 2 << 1et
E[[|6, —©,]] = O(-), 8 > 0 pour o = 1,

n%2

N

- (H5°)(d) est vérifiée pour a0 =1 car :

E[||C;, —¥[] = O(;), 83 > 0 donc E[||A, — D,[[] = O(=; ), 83 > 0 pour o = 1.

114



4.3 Annexes du chapitre 4

4.3.1 Démonstrations des théorémes

Démonstration du théoréme 4.1 :

On vérifie les hypotheses d’application du théoréme 1.2.

+o0
1) Dans un premier temps, on montre que Y, a,||E[B,|T,] — B|| < e p.s.
1

n=

B, = C,M,,. On a la décomposition suivante de C,, —C :

i - C=D,; (77, - 0,2)0; " — A7 (EZ.Z,] - 6,6,)A, '

D’otl, en passant a I’espérance conditionnellement a 7;,,

E[C,|T;] — czD,;l(E[z,,z,g] - @ne;)D,;l — A7 1Cov(Z,)A; ! sous (HS)(a) et (H5)(@) . (4.1)

n

(4.2)
=D, ! (COV(Zn) + 0,0, — ®n9;>D,;1 — AT Cov(Z,)A; ! 4.3)
(4.4)

=D, 'Cov(Z,)D, ' — A 'Cov(Z,)A,; ' + D, (6, — ©,)0,D, ! (4.5)
(4.6)

=D, ' — A HCov(Z,)D, ' + A Cov(Z,)(D, Y — A7) + (4.7)
(Dn_l - An_ ])(en - ®n)e;1Dn_] =+ An_](en - ®n)e:1D;] (48)
(4.9)

=D, " = A NCov(Z,)(D, ' = A7) + (D = A DCov(Z)A T+ (4.10)
Ay 1Cov(Zy)(Dy = A7) + (D = A8y — ©,)0,(D, T — A ) H&1D)
(D, ' = A, )6, — ©)0,A, 1 + A0, —0,)8,(D, ' — A )+ (412)
A8, — ©,)8,A, "

n
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Alors,

E[G\|T,] — € <[ID, " = A, PlICov(Z)l| +21ID, 1 = A I [ICov(Za)l]- 1A, | +
1D, = A Pl18n = ©ull-[18all + 2[ID, " — A7 [ [16, — ©nll-164]| [, '(4.44)

Or,

18, P18, — ©4l[- 18]l

<D, = A (1D = Aoz || +2 [ICov(Z) 111, ] +
1D, = A 11118, — ©ul]-[18ul] + 2116, — ©l]-[18ul]- 1A, '11) +
18,1116, — ©41-1[641

ICov(Za)ll = [|ACA < [IC[ - [|An] P < IICHSl;P max(8})? < e sous (H2')(a),

1A =

—1— < oo sous (H2’)(b),

min|3, |
1

11841 < supl|4]] < oo sous (H2),
)

116, — O,|| = 0 p.s. sous (H5)(b),

A0 = A =1ID, (A = Da)A < A - IDy T (14w — Dl

Comme A, —D,, — 0 p.s.,pouri=1,...,p, D| =& — 0p.s.

Soit 0 < € < irllfmjn|55|,
4

1D, =

1

1 N . . .
minDl] < iIllfmlin\SHfS’ a partir d’un certain rang.
1 1

Comme, sous (H5’)(b), ||A, —D,|| = 0ps.,ona:||D; ! — A~ 1| = 0ps.

Ainsi, il existe deux v.a. P et Q positives et finies p.s. telles que :

HE[CH|TH] - CH SPHDn - AnH + QHGH - GHH-

+o0
puis sous (H5)(c) et (H5*)(c) : ¥ au||E[C,h|Ty] — C|| < oo p.s.
n=1
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D’autre part,

E[B,|T,] — B=E[C,|T,]M,, — CM sous (H4)(a) 4.18)
= (E[Cn’Tn] - C>Mn + C(Mn - M)

d’ou :
+oo Joo +oo
Y anl[E[Ba|T] — Bl < Y al[E[G)|T,] — CIl-[|Mu]| + ) anl|Cl|-[|M, — M| (4.19)
n=1 n=1 n=1
< oo sous (H4)(b),(c).

+ oo . .
2) On montre maintenant que, pour j =2,....2r, ¥ a, E [HB,, — B|)Y Tn} < oo p.s.
n=1

¢, — Cc=b, (2,7, - ©,Z,)D,' — C.
d’ou :
€y =l <27~ (1D, (Zz; — ©u2,)D, ' + l[cl)) (420)
<2~ (|Ip; P12z, — 7,11 + Ilcl))

puis, en passant a I’espérance conditionnellement a 7;, :

E[llc, - V|| <27~ "D, I E[Iz.2, - 0.z

5| + 2/ el @.21)

<27 (Ipy ! = A7 + 187 Y) 27 B |22, — @z, V|1 + 2/ cll,

Or,
12,2, — ©,Z|| = |(8, + AuR,) (0, + AuR,) — ©n(0, + AR,)|| (4.22)
=16,6), + A,R,0, + 0,R.A, + AR,R,A, — (4.23)
(©, — 6,)6), — 6,8, — (0, — 6,)R,A, — 6,R,A,|| (4.24)
< C(|[Rall + [|Rall> + 11©n — 64l + 1@ — 84]] - [|Ral])-
Ainsi,

E(l12.2, - @7,

7, Sc4f1(E[HRW} + E[IIRIP) + 110, — 0.l + 10, - enr-'E[rRrek].}a
<d (1 + 10, — enW) sous (H1)(b)
et finalement :

E[llc, - cli

L] <e(+ D, = a7 P+ 118, = 8ll7) + 27 il 426)
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Alors, sous (H2’)(b), (H5’)(b), (H5)(c) et (H5)(c), il existe une v.a. S positive et finie p.s. telle que :
+°° . .
Y @E[lc, -l
n=1

Tn} < oo,
En utilisant la décomposition : B, — B=C,M, — CM = (C, — C)M,, + C(M,, — M), on peut écrire :

1By = BIV <27~ (1ICy — CIVIM |V + [CI||M, — M) etalors

+°° . . . +°<’ . . . +°<’ . . .
¥ o[, - 8I1[n] <2 Laislic, - W[n]-1v1 + X alicllim, - ) sous aaaa
n=1 n=1 n=1

< oo sous (H4)(b),(c).
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Démonstration du théoréeme 4.2 :
1) On montre que sous (H3)(b) et (H6), |6, — ©,|| — 0 p.s.

a)Ona: Bl | =T <B;‘, . anU,;'<(U,;‘)'B;‘, - z;',))

B, — B = T (B - aUi(U)B, - 7)) - B

= Tk | B, — anU,’;((U,’;)’B; — Z;l) — Tlg; (B') & partir d’un certain rang car § > 0.

On enleve dans la suite 1’écriture de i.

|[Bn+1 — Bl 1B, — anUn(Ur,an - Zy) — Bl

<
< 1B~ B al (Ui(Br — B) — Bk, ).

puis, en posant ¥, = B, — B, on trouve :

Wil < P + @IUUYy = UdiR> = 20X Un (Ut = 8uR,))

< |IWl? + @|UUY, — UnduR,||? — 2a,(Y,, U UMY, + 2a,(Y,,Uy8,R,)

< ||Yn||2 + 2“;%‘|Un||4“Yn||2 + 2a; S%HUnHzR% - Zan<YnaUnUrIlYn> + 2,8, (Yn,UpRy).

n

En prenant I’espérance conditionnellement a 7;,, on obtient alors :

E[|¥os1 |

)< IGIP(1+ 2220)1¢) + 262 U PEIRY) — 2a, (Y, UnUsYa).

Sous les hypotheses (H6)(a) et (H3)(b), on peut applique le lemme de Robbins-Siegmund :
—+oo

3T > 0,||Yu||> = T ps.et ¥ a,(Y,,U,ULY,) < oo p.s.
n=1

b)Ona:

Yn+1 -Y, = Bn+1_Bn
= Mg (B, — a,U,(U'B, — Z,)) — B,

= Ik, (B: — aU,(U,By — Z,)) — k,(By) car B, € K, — 1 C K.

n
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Comme Z, = U,B+ R,

Yar1 = Yll < |l= aUn(UpY,) + anUySuR,||
< anHUnHzHyle + anl|Un| - [8n] - |Rn]-
Or,
=, 252 p2 =, 2 2 Wip2
E| L allUP8RY] = L at v 8 B
n= n=

< (H3)(b), (H6)(a) et (H6)(a’).
—+oo
Donc : ¥ a2 ||U,||* 82 R2 < oo p.s. et par suite a,||U,|| - |8,] - |R:| — 0 p.s.
n=1
D’autre part, comme ||Y,||> = T p.s., a||Up|[*||Ys|| — O p.s. sous (H3)(b) et (H6)(a).
On en déduit que : ||¥, +1 — Ya|| — O p.s.
¢) On raisonne a o fixé, appartenant a I’intersection des ensembles de convergence p.s. définis. Supposons
T(w) #0.
On supprime dans la suite 1’écriture de ®.
Comme ||Y,|| = VT p.s.,
30<e <1,3N(&): Vn>N(er), & < ||Vl < ¢
Donc, sous (H6)(b), a partir d’un certain rang L, on a :

(Y, g UjUY,,) > et
JEh

On en déduit qu’il existe un entier p; € I; tel que :

7\,82
Y, UpUb Yoy > "1 (D)

On considere la décomposition :
<YP17UP1U;/YP1> = <Y[)1 + Y"HUPIU]/)[(YPI - Yn1)> + <Yn17UP1U1/7,Yn1>' (2>

re?

Soite > 0 tel que € < ;745,

avec C = sup ||U,|| < oo sous (H6)(a).
n

A partir d’un certain rang : ||¥, 41 — Y,|| <€, donc: ||Y,, — Y, || <re;

120



'<Yp, + ¥ Up Uy, (%, —Yn,>>\ SRAERANARDA
2
< ac reé
Ae?
< 3

A. . 7\,8% / 7\,8%
insi, — 5t <((Yp + Y, Up U, (Y, — Yu)) < + 5+ (3)

On déduit de (1), (2) et (3) que :

re? re2

!
(Y, UpUpYp) >
Ae?
2r °

Sous (H3)(b), on a alors :

foo .
!
Elap/<YépUszp,sz> > 7,121%,

Or, sous (H3)(b), r]rgllll S r—T > e

o0
Donc: ) mina; =oo (car ot < 1).
1=1J€h

00
n—=

Par conséquent, T (®) = 0 et en réécrivant les i, on obtient : B, — B p.s.
Par suite, |8/ — @) — 0 p.s. etenfin [|8, — ©,|| — 0 p.s.

—+oo
2) On montre que sous (H3)(b) et (H6), ¥ a,||6, — ©,|| <o p.s.

n=1

On supprime & nouveau I’écriture des i et on pose ¥,, = B, — P.

a) D’apres 1I’étude de la convergence p.s. de (B;) (partie 1)a) de la démonstration ),

121
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+ oo
Zl an(Y,, U,UY,) > l; ap, (Yp,,Up Uy, Yp,) = oo il y a contradiction avec la conclusion de a).



E[¥ 1P| S E|IIP] (1 + 222014 + 262 8 ||Ul PEIRY] — 20, (¥, UpUny)]

oo

Done, sous (H3)(b), (H6)(a) et (H6)(a"), E[HY,,\H ity anE[(Yn,U,,U,gYn>] < oo,
1

n—=

b) Ainsi, il existe b > 0 tel que :

E|i 1P| < E[IGIP] + ba - 20,E[ (%, U,U;,)]

et

E[HYnH.HZ} < E[HY,,,HZ} +b EI a? — 2 .EE[(YJ-,UJ'U]’-YJ)} avec :rjngillll aj.
J€h jel

On décompose le dernier terme du second membre de la maniére suivante :

EI[EBYJ-,U,-U}Y»} —EIIE[<Y,,,,UJ-U;Y”,>} + jglﬂ«:[m FLUUE - )] @
Sous (HO)b), ¥ E[(1,, UUm,,)| > A8[II%, 0P (5)

JEL

On note C; = sup||U,||.
n

E[(Y; + %, Uuy%; = L)) | < L E[IY + Yl N0 PI1Y; = Yol

Y
JEL JEL 1
2 2
< a g (Bl + wir]) (s - i)
JEI
1
< G X (E[l]Y; — Yy|P])? car E[||Y,]]*] — 1.
JEL
i1
Or,Y; — Y, = Y (Yx41 — Yx), donc:
k=ny;
j—1
1Y = Yull < k): |(Bk+1 = B) — (B — B)|
iy
jo1
< k): || — axUUYe + arUiSRy||
iy
i1
< X (akcleYkH + akc3"Rk|) sous (H6)(a’).

=ny

j—1
Alors, [[Y; — Y, > <c' X (ag||yky|2 + a2 R,z) etE[HYJ- - Yn,HZ] <d maxf puisqueE[HYnnl} Sips.

k=ny;
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Donc, ¥ E{(Yj + Y, UUNY; — Yn,))” < fmaxa
JEL ’ kel
puis, avec (5), (4) devient : Y, E[(Yj,UjUJ’-Yﬁ} > ME[HY,”HZ} - fl‘]I(laIX a.
JEL €l

Par conséquent,

B[t [F] < (1= 20m)E[ || + brmaxa? + 2/ max ay
1

A

(1 = 204)E[[%, ] + g max a2.
kel

Or, sous (H3)(b) et (HO)(b), u; > +%5 et max a; = & < 5,
(Ir) kel, ny I

done : E[|[%,,IP] < (1 = 22 )E[I%, 1P| + .

¢) Dans le cas % < o < 1, on applique un lemme de Schemetterer (1969) [62] :
Tim I“E[HYMHZ] < oo,
Dans le cas oo = 1, on applique un lemme de Venter (1966) [70] :

- pour 224 > 1 Tim l]E[||Ym||2} < oo
. pour@zl,% ﬁE[HYn,HZ} < oo;

. pour@ < 1,% I¥E|:HY”[||21| < oo,

D’autre part, d’apres la partie 2)b) de la démonstration,

(I ilP] < E[I%IP] + ba - 2a.E |4, UU%)]

IN

B[|1%,112] + b2,
Donc, pour n € 1,
E{HYnHZ] < E{HYn,HZ} —i—brmaxa%
kel

EIIY|?] + -

IN

Alors,comme [ <n <l[r,ona:

-pour(%<0c<1)ou(oczlet¥>1),
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E|IGIP] < noE||In, ] +
< PPE||1 P + B
et Tim nO‘E[HYnHz] < oo
_ 2Ma __
- pour (o= let =4 =1),
PGP < R [IIR] + ek

l 2 Ir h
S FW]E HYan + ﬁﬁ
l 2 h
< repE |Vl + mg
et Tim ﬁE[HYnHZ} <o,
: pour(oczletz—i“"< 1),
2ha 2ha 2
WEE[IGIP] < A PE[IWIR] +ah
< PRI P] S
. 2ha
< r%z@E[HYmHZ} - avec2 — B>

e
et Tim n%a[uynuz} < oo,
d) ®n - 9n = <Bn7Un> - <BaUn> = <Yn7Un>-

Donc, (€, — 6,)* < ||%[[?|Unl > < C}|Ya] .

On a donc les mémes conclusions pour E [(@n - 9,,)2] .

Ensuite, +i°a,,E[yen _ ®n|] < ian (E[(en - @,,)ZDé.

n=1

Or, a partir d’un certain rang, on a :

-pour(%<0c<l)ou(oczlet¥>l):
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1

E[(@n - e,,)z} < < etdonc ¥ a <E[(en - ®")2D T2 ¥ 4 < oo sous (H3)(D) :

n=1 n=1n?2

- pour (ov=1et 24 —1):

E[(©, - 0.7] <

Pl

‘ o0
‘lr;(") etdonc ¥ a, <E[(6n — @n)2}> <

n=1

- pour (ov=1et 24 < 1):

E[(0, - 6,)?] <

r

oo oo
— etdonc ) an(E[(Gn — @,,)2]> <Y 4 <oo

nr n=1

oo

oo , , + ‘ ,
Dans tous les cas et en réécrivant les i, ona: Y a,E [\6;, - ®§,q < coetpar suite Y, a,|6), — @} < oo p.s.
n=1 1

n=

—+oo
Donc, ¥ a,||6, — ©,]|| < e p.s. et (H3)(a) est vérifiée.
n=1

3) On montre que sous (H3)(b) et (H6), ||D, ! — A, !|| = 0 p.s.

9 Ona:Cl, =TI, (c;; ~ avi(viye, - @ - @;)2))

Donc,

Ciwl B Yl

My (G = aVi(ViYCi = (7, - @) ) — ¥

I Cc — anV,f((V,f)’Cfl - (Zi - ®;)2) — II;; (') a partir d’un certain rang car y > 0.

On enleve dans la suite 1’écriture de i.

Gt =

IN

IN

1(Co = ¥) — anVu(VICy — (Z, — ®n)2)”

G = %) = @V (Vi(Co = ) + (B = (Zs = @)

1 = ¥) = aVa(Vi(Co = 1) + (Ba)* — (Zu — 62> — 2(Zs — 6,)(8, — ©,) —
(6, — @)l
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Alors, en posant W, =C,, — y,ona:

Wit < Wl + 4@ [Vl IWall? + 42 Va2 (8 = (Z — en>2)2+
16 a [Vl [*(Zn — 02)2(0n — ©,)* + 4.z [[Va|*(6s — ©n)* — 2 (Wi, ViV, Wo) —
20, (W, Vi) (8 = (o = 0a2) + 4an(Wi, Vi) (Zy — 8,)(8, — ©,) +
2an<Wn7Vn>(en - ®n>2~

Soit 7;, la tribu du passé au temp #.
Ona:
)
B[z, - 0.2T] = E[@ - 6]

- &

n

D’autre part,
2
Ime—@—m%m}:ﬂm%m—@—wﬂ@

= Va2 var((Z, ~ 6.%)
= [[Vall? 8, Var(R)

< (Vall* IW1* E[RY).

ii)
E[Vi(Zy — 0,)(6, — O] = ViE[(Z, — 6,)[T,] (6, — ©,)

= 0.

D’autre part,

E|IIVa(Zs = 88, — O)IPIT| = IValPE[(Z0 — 6,70, — ©,)?

HVnHZ 8% (en - ®n)2

A

[1Val P 1¥I] (8 — ©3).
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ii1)

IN

(WnaVrL)(en - ®n)2 HWnH : HVnH(en - ®n)2

IN

(L + [[Wal)IIVal[(8n — ©4)?.

Ainsi, sous (H6)(a’), il existe c¢,d et e > 0 tels que :
E(IWo 1 lPIT] < (14 4@Vall* + 2a,l[Vil (8, — ©,))|Wal> +
ca’ + da(8, — ©,)% + ea?(8, — ©,)* —

2a, (W, Vi VIW,) + 2a,|[V,||(6, — ©,)2.

oo +oo
Comme sous (H3)(b) et (H6), |8, — ©,| = Op.s.et ¥ a,|8, — ©,| <cop.s., alors, ¥ a,(6, — 0,)* <o
n=1 n=1

p-s. et on peut appliquer le lemme de Robbins—SiegmtInd :

oo

+
I existe une v.a. T > O telle que : |[W,||> — T p.s.et ¥ a, (W, V,VIW,) < oop.s.
1

n=

b)On a:
Wn+1 -W, = Cn+1_Cn
= 1L (C — aV, (v,{cn (2, — @n)z) —C,
= 10, (C — aV, (v,{cn — (Zy — @n)z) — 1L, (Cy) car Cy € Ly 1 C L.
Donc :
Wosr = Wall < 1| = aVa(ViGo — (20 — @)
! 2 2
< H - anVn (Van + 8n - ((Zn - 9,,) + (en - ®n)) )|
< anHVnHZHWn” + anHVnHS% + 2a,||Va|[(Zn — en)2 + 2a,|[Va|[(8, — G)n)z‘
Or,
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oo o0
Erz 2VillPZ, — 8] < a ¥ aﬁE[(zn - e,,)ﬂ sous (H6)(a’)
n=1 n=1
< ¢ ioa%E |:(8an)4:|
n=1

IN

o0
c2 Y a>E[R}] sous (H6)(a’)
n=1

< oo sous (H1)(c) .

+o0
Donc : Y, @2||[Vu|[*(Z, — 6,)* < oo p.s. et par suite a,||[V,||(Z, — 6,)> = 0 p.s.
n=1

D’autre part, comme (6, — ©,) — 0 p.s., a partir d’un certain rang :

anl[Val|(8r = ©,)% < a||Va|[[6, — ©y].
+o0
Or, ¥ a,|8, — ®,] <o p.s.donc a,8, — ©,| = 0p.s. et a,||V,|/(8, — ©,)> = 0p.s.
n=1
Enfin, sous (H6)(a’) et (H3)(b), comme |[W,|| — T p.s., au||Vu||?|[Wa|| — O p.s. et a,||V;,||32 — 0 p.s.

On en déduit que : ||W, 1 — W,|| = 0 p.s.

¢) On raisonne a o fixé, appartenant a I’intersection des ensembles de convergence p.s. définis. Supposons

T(m) #0.

On supprime dans la suite 1’écriture de ®.

Comme ||W,|| = VT p.s., 30<g; <1,IN(g;): Vn>N(gp), & < |[W,|| < é
Donc, sous (H6)(b), a partir d’un certain rang L, on a :

(W, g} ViViW,,) > Aet.
JEh

On en déduit qu’il existe un entier p; € I; tel que :
Aet

<Wn17VP1V1§an1> > = (D)

On considere la décomposition :
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<WP17VP1V;/11W > = <WP1 + Wnl,Vp,V;](W - Wn1)> + <Wn1’VPlV1;1W > (2)

Soite >0 tel que & < 7 avec C = sup ||Vi|| < oo sous (H6)(a’).

)2C2 ’

A partir d’un certain rang : ||W, 11 — W, || <&,

donc : ||W,, — W, || <re;

(W + W ViV Wy = W) < (IW L+ (Wl Wy, = Wa
2 M2
< ac ré
Ae?
< 2
Ainsi, — % < <W,,, + W, Vo, Vi (W, — W, )> <4 3)

On déduit de (1), (2) et (3) que :

, re? rigd
<WP17VP1Vp,W > > r 2r
re?
= 2r

Sous (H3)(b), on a alors :

—+oo
El ap (Wp,, Vi Vp, Wp,) =

+o0
Donc : Y a,(Wy,V,V,W,) =co; il y a contradiction avec la conclusion de la partie 3)a) de la démonstration.
n=1

Par conséquent, T (®) = 0 et, en réécrivant les i, C: — ¥ p.s.

Par suite, [D! — 8| —Op.s.et||D, ! — A7 || = 0p.s.

~+oo
4) On montre que sous (H3)(b), (H6), (H7) et (H8), ¥ a,||D, ! — A, || <o p.s.

n=

129



a) On reprend les notations de la partie 3 de la démonstration et on supprime 1’écriture des i.

D’apres 3)a)iii) ,on a:

E(IWeilPIT] < (1 + 4@ Vall* + 24y IVall (8 — @2 )Wl + ca? + d a2 (6, — ©,)% +
ea (0, — 0, + fa, (8, — ©,)% — 2a,(W,,V,V/W,)

< (1 + 42 ||Val)IWall? + gan (8n — ©,)* 12 + ca? + da (8, — ©,)> +
ha? (8, — ©,)2 k2 + fa, (8, — ©,)% — 2a,(W,,V,V!W,)
< (1 + 4“;21 HVnH4)HWnH2 + 81 an(en - ®n)2 l;% + Ca;21 + ea,21 (en - ®n)2 k% -

2a,(Wy, V,VIW,) car 1,,k, > 1 & partir d’un certain rang.

En passant a I’espérance mathématique, on obtient :

E[Woil?] < (1+ 4Vl E[IWIP] + g1 @ ZE[(0, — ©,02] + e} + e RE[(6, — )] -
2a,E [(W,,, VnVn’Wnﬁ .

D1 cas: (J<a<l)ou(o=1et 2 >1)

oo oo

Y a, 2 E[(en - @,,)2} < ¢ ¥ g < o0 sous (H3)(b),(HT)(b) et (H8)(a)(i).
n=1 n=1

oo oo
Y a2 k2 E[(en — @,,)2} <e Y iy < oo sous (H3)(b), (HT)(@) et (H8)(@)().
n=1 n=1

ij) 2 éme cas: (a=1let 24 =1):

Sous (H8)(a)(ii), 2 — 2y>1,donc 4 & >0,2 — 2y=1 + ¢;.

R i 2 n(n) fay
A1n51,ZanlnE[(6 ®)}<Can Zy_CZ 1+z—:1'
n=1

1

€ —+oo o0
Or, In(n) < n> (a partir d’un certain rang), donc, Z nlflf’g)l <y o <o
n=1 n=ln"72
Sous (H8)(a)(i),3 — 2{ > 1,doncd &, >0,3 — 2L =1 + &,.
Ainsi, nZa kIE[(G @)}<cz — zc ; 1+£z n§1n1+§22<oo.
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iii) 3 éme cas: (a=1let 24 < 1):

ann 1,2,1[«:[(9,, — e, } <cy k- < oo sous (HB)(b)(i.
n=1n

n—

T @RE[0, -0, <c X —F—

nln

X < oo sous (H8)(b)(1).

—+oo

Donc, dans tous les cas, 3 ¢ > 0, E[HW,ZHZ] —1; Y a,E {(Wn,VnVn’Wnﬂ <
n=1

b) On obtient alors les majorations :

IE[HW,,HHZ} < E[|\Wn||2} Vel + giap ng[(en ~0,) } + & sz{(e - @n)z} -
2a,E [(W,,, VnV,{W,)}

et

E|IWaP] < E[IWalP] + e £ @} + o1 £ 0 BE[0; - 07| + i T a}KE[0; - 0,7

JEL JEL

2u Y IE[(WJ,V VIW; )} avec y; = min a;.
JEl JEL

On décompose le dernier terme du second membre de la maniére suivante :

EI[E[(WJ,VV W, >} jg{E[(Wn,,vv Wn,>} n J)EZIIIERW + Wy, ViVI(W) — Wn,)ﬂ 4)
Sous (H6)(b), ¥ E [(WHHV V! W,,,>} > AE [HWn,HZ] (5)

JEL

On note C; = sup||V,||.
n

¥ [E[0 + W vV = W] | < X B W IV Wl
JEL JEL . )
2 2
< cix (s[w + wae)) (E[1w; - wie])
JEL
1
2
< Gy (- wP]) ki -
JEL
j—1
Or,W; — Wy, = ¥ (Wet1 — Wy), donc:
k=ny;
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j—1
W; = Wl < X |[Wesr — Wil

<
k=n,

< X (HakaVéWkH + NaViSEll + 2[|aVi(Zi — 6)?|| + 2[[axVi(Br — ®k)2|\>
=n;
ji—1

< Y (akC2||Wk|| + akCSI% + 2a;C(Z — ek)z + 2a;C (0 — @k)z).
k=n,

Alors,
W)= Wall? < e T (WP + i + iz - 0)* + o - o))
_n,
< o'y ( WP + aF + a(Z — 8" + aPh3(Ok — ©k)%)

_nl

car |ek_®k| = |<B_Bk7Uk>‘ S kkHUkH7

d’ol, en passant a I’espérance, on obtient :

IN

E[IW, - W] < oL (GE[IWIF] + i + aB[@ - 0] + atiE[(e - 007])

k=ny;

IN

&'y (a,zE[nwkuz} + @t + GSER}) + aHZE| (6 — @M])

_’ll

IN

i1
'Y (a,% + at B[ (0 — @k)z])

k=n;

IN

car (1?2134 a; + Iilax akk,%E[(Ok — Oy) })

puis, il vient que :

(E[HWJ' - Wn,’\zDé S%(T&j(ak + Taxakkk( [(ek - ®k)2Dé>-

Ainsi,

1

2
Yy E[(Wj + Wnl,VjVJ{(Wj - Wn;))” < c6<max ay + max ay ki (E |:(ek - ®k)2}> )
jEIl kel kel

Donc :
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E[|\Wn,+,||2} < E[HWH,Hz] + errmaxal + girmax a ng[(ek - @k)z] + hyrmax @ k,%E[(ek — @,ﬂ
kel kel kel
1
1
— 27»#1E[‘|Wn1”2] + 2cq ,ul(rnax a; + max ay ki <E [(ek — ®k)2}> )
kel kel
< (1 - 27Ly1)E{HWn,H2} + ¢7 max a; + g, max ai l,fE[(Gk - @k)z] +
kel kel
1
2
h2 max a% k]% E[(Gk - @k)z} + cg M max dg kk <E |:(9k — ®k)2}>
kel kel
< (1 - 2%1%)E[HW,”H2} + ¢7 max a,% + g» max ai l,%E[(Gk — ®k)2} +
kel kel

1
2

hy I]I(léﬂii ai k,%E[(Gk — @k)z} + cg I]Icléaii ay ki <E [(Gk — @k)2}> )
i)@:(%<a<l)ou(azlet2—i‘”>l).
Alors, E [(en - @,,,)2} = 0(h).
E|:|’Wfl1+l‘|2i| <(1- 2%1%)E“|Wm”2] + oo + S + M + Cm,%o%g
Soit § = min (o0 — 2y; 20 — 25 300 — §).
D’une part, & < o car Yy positif .
D’autre part, 8 > 0. En effet,
o—=2y>o0—-30+2=2-20>0,
200—20 > 20— (4o —2) =220 >0,
Bo—{>30—(20—-1)=1-%>0,
E[IIWo, 2] < (1 = 22 B[ [Wall2] + et

ha

_ 12
Notons que pour o0 = 1, <74 > 1> o > 6.

Ainsi, par application du lemme 3.10 avec a; = /5, Iy = 1%’ b=E [HW,Z, | ]2] , A (du lemme 3.10) = 2%, u=

c11, on obtient : %15E[’|Wm|’2} < oo,

Donc, a partir d’un certain rang, 3d > 0, E [\ |W,”H2} < %.
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Or, on a (c.f. partie 4)b) de la démonstration ) :

E[IWaiilP] < E[IWiP| + c1a + g1 an ZE[(8, — ©,%] + b a2 ZE|(6, — ©,)°] -
2a,E [<Wn, V,,Vn’Wn)}

< E[|WlP| + e1 @ + g1 BE[(6, — ©,2] + 1 G B E[(8, — ©,)]
[ 2] 1 1 1

S E HWn” + Clana + g4n20c—2y + h4n3a—2§

< E ||Wn|]2 + C13na+51 avec §; = min (a0 — 2y; 2a — 28) > 6.

Pour n € [;, on peut alors écrire :

E[IW?] < E[IWalP] + reis—cbs
m

< E[IWalP] + czels

Donc :

IN

W[ [Wil2] < n[[Wo|P] + nPeramis

< PBE|||W, | +rf">15c14lmi81
< PPE|[Wy|lP| + el
< P+ r5014l%.

et%nSE[HWnﬂ < oo,

dont on déduit que : E {HWnHZ} <49,

nd
e te
Ainsi, ngl anE[HWnH} <cis ngl T
Or, o0 + %5> 1. En effet, a0 + %Szmin(%“—y; 200—C; %‘x—%) et:
3y > 3¢ (1—32) =1 sous (H7)(b) ou (H8)(a)(ii),
20— C > 20— (1 —2a) = 1 sous (H7)(a) ou (H8)(a)(i),
Io L 5 10 g4 L sous (H7)(a) ou (H8)(a)(i)

4 2

— 3a
= 24

rol—

> 1 sous (H3)(b).
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o0
Donc: Y an]E[HWnH] < oo,
n=1

i) 2°M€ cas: (o= 1et 224 = 1),

Alors, E [(On - ®,,)2} = O(m(") ).

E|:|’Wnl+1”2:| < (1 - %)E[HWWHZ} + 6‘16%2 + gsllzn_(lz)y -+ h5lg{i2)§ —+ cﬂg%.
Soit & = min (1 — 2y;2 — 2¢; 3 — 0).
D’une part, &' < 1 car 7y positif .

D’autre part, & > 0 sous (H8)(a).

Alors, 3e: & >€>0,

In(l)
[+9

DE| Wy [[2| + 18

E[|W. P < (1=

1
< (1 - HE[|w,IP] + Clgﬁ (& partir d’un certain rang)
et 1> & —e¢, ce qui nous permet d’appliquer le lemme 3.10 avec a; = ¢, b = 15/%87 by=E [HanHz} A=
%7 H=cis.
On obtient : [im 15 ~¢ E [HWnl | |2} < oo

d
15'—8‘

Donc, a partir d’un certain rang, 3d > 0, E [\ |W,”H2} <

Or,on a (c.f. partie 4)b) de la démonstration ) :

E[[WaiilP] < E[WlP] +cia? + o100 BE[ (6, — 2] + + 1@ ZE|(8: — ©,7] -
20, [ (W, VaViWa) |

IN

E[IWiP| + c1@ + g1 ay ZE[(®, — @] + +hi a2 ZE[(8, — ©,)’]

In In(n)
2

E[|Wall?| + croh + go% + ho

IN

IN
t

lf("a),l avec 8] = min (1 — 2y;2 — 20) > 9.

n+

[[Wa| 2| + c20
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Pour n € I}, on peut alors écrire :

I _
E(IWalP] < E[|WlP] + e 2er=t)
n
< E[||Wn,\|2} + czzll?gg,f.
Donc :

n B[[WolP] < 0¥ R [[[W|P] + ¥ e )
< rslfels,fg]E[HWanz] + 02311+15n’1(+z)s’+a
< ralls,fsE{HWanz] + Cz4l]+5ﬁ
S rsld + Czs%

dont on déduit que : E [| |Wal ]2} < cr5—

7 .
nd —¢

& —¢
149

too oo
Ainsi, ) anE[HWnH} <eps Y —h— < oo care< ¥
n=1 n=1n

iii) 3 °MC cas: (= 1et 24 < 1),

Alors, E [(Gn - ®n)2:| = O0(—z)

+ h7 | + C27 Ald

2+ 2o P2+l

E[|Wa, [P] < (1 = 22 DE[IW0 ] + c26f + o172 -

Soit " = min (¢ — 2y; 1 + 24 _ 271 4 2 7,

2\a

s /! L]
D’une part, 8" < =74 < 1 car Y positif .

D’autre part, 8” > 0 sous (H8)(b).

E[|[Wo|] < (1= 22D [IWa|P] + casitr

2\a

r

-2

Comme §" < on peut appliquer le lemme 3.10 avec a; = ¢, by = 15%, b = E{HW,”HZ}, A=2 = co.

-
On obtient : /im I¥'E [\ |Wan2] < oo,
Dong, a partir d’un certain rang, 3 d > 0, E [‘ |an|‘2] < 15%

Or, on a (c.f. partie 4)b) de la démonstration ) :
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E[IWaiilP] < E[IWiP| + c1@ + g1 an ZE[(6, — ©,7] + +hi @2 ZE[(8, — ©,2] -
24, | (W, VaViWa) |

IN

E[WlI?] + e1 @ + &1 a,,lgE[(en e )} Yot a kZE{(e _ @n)l}

1 1
o+ 22 oy + h8n2+@72§

< E ||Wn||2 +029 + g8

< E_||Wn||2_ +c3oﬁ.
avec 8 = min(l;z—i‘“ —2y; 1 + @ —20) = mln( —2y; 1+ 27““ - 2C)car—<1

On a aussi : 8] > &".

Pour n € [}, on peut alors écrire :

E[IWllP] < E[IWal?] + reso—rly
L

< E|[IWl?] + eny

n

A

Donc :
SE[WP| < nSE[IWP] + n¥en Ly
< AEE[|w, ] + rSNZSHCMW
S 5// 8// ||Wnl||2 + r C3111+5+5//
< 9 d + o C31,

dont on déduit que : E [| Wl |2} < 032#.

~+oo
Ainsi, Y a, [HW H} <c3 Z NESr < oo puisque 8" > 0.
n=1

Donc, dans tous les cas, Z an|[W,|| < o p.s., ou en réécrivant les i, Z an||Cl — ¥|| < oo p.s.

n=1 n=1

¢) On raisonne a ® fixé.
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. +oo . . +oo . .
D’une part, Z an|(D)? — (8)?* = ¥ an|(Cl — ¥, V)| <C ¥ a,||Ci — ¥|| < o sous (H6)(a").
n=1 n=1

=1
D’autre part, d’apres la partie 3) de la démonstration, D!, — &/, — 0 p.s.
Soite: 0 < & < inf min &), = d.

n 4

A partir d’un certain rang, on a : D\, > d — €.

A1n51Za|D’—8’\ Zayi( Zwaw<oo
n - n Dz +51 .
. +oo 1 IDz 1 |D’ z‘
Ensuite, ngl an|D—; - | Z an 6, Z an's < oo
Enfin,
1
—1 —1 i Lo 112)? - -
Z al|lD, " — A || = Y an| X(5 — §)°) enprenantla norme de Hilbert - Schmidt
n=1 n=1 =1 " "
pay L 1
< X an( )y ‘ﬁ - 57|>
n=1  Ni=1 n n
Lot 1
i=1 “n=1
< oo
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Démonstration du théoréeme 4.3 :

1) Montrons d’abord que M,, — M p.s.
Pour ce faire, montrons que, pour k = 1,...,q, M — (CK)~! p.s.
Dans la suite, on supprime 1’écriture de k.

Sous (H1)(a), on peut écrire :

My —C' = M,—C'—a, (D;l(z,, —0,)Z.D;'M, —1)

n—n

= (M,—C ) —a, <C(Mn -CchH+ (D;l(zn -0,)Z.D,! —C)Mn)
= (I-a,C)(M,—C ") —a, <<Dn1(Zn -6,)Z,D," —C)Mn +D,'(6, - @n)z,gDnlM,Z).
D’ou,

M1 =CHP = |- anC) (M, —C)|P+

@2l|(D (2~ 80)Z,D;" = C) My + D, (8, — ©,)Z,D; My [P~

2an<(l— 4,C)(My —C1), (D,;l (Z,—0.)Z.D; ! — C)Mn +D1(6,— @,,)z;,D,;an>.
puis, en prenant 1’espérance mathématique conditionnellement a 7;,, tribu du passé au temps n, on obtient :

EIMys1 —CPIT| = 110 -aC) (M, —C )P+

a’E [H (D,;l (Z,—6,)Z:D; ' — C)Mn +D,(0,—0,)Z,D,'M,||?

al
2a,,<(1 — a,C)(My—C),E [(Dn‘] (Z,—6,)Z.D! — C)Mn+

)

D, '(8,-0,)Z.D,'M,

139



a) Pour le premier terme du second membre,

(=@, C) My = C NP = [[My—C [P =2a,( My~ C,C(M, ~C 1) ) + @Z|C(M, —C )]

IN

(1+G2ICIP) 1M, — €Y = 2a,Aain(C)| M — €2

b) Pour le troisieme terme du second membre,

—2a,,<(1— a,C)(M, —C"),E [(D;‘ (Z,—6,)Z,D; ! —C)Mn +D,'(6,—0,)Z,D,'M,

7 >

= —2an<(1—anC>(Mn —C ), (D, "E[(Z, — 64)Z,|T;|D, ! —C)M,,+ D, (8, —®n)E[Z;|Tn]D;1Mn>

sous (HS)(a) et (HS)(a)

= —2a, < (I-a,C)(M,—C™"), <D;‘E [(Zn — en)z,g} D' — C> M,+D;' (8, — @n)E[z,g]D;an>

_ —2an<(1—anC) (M, —C™1), (D;ICOV(Zn)Dfl — C)M,, + D16, — @n)(en)’D,,an>

n

IN

2a,||I = ayCl| - [|[M, — C || (IID,IICOV(Zn)D,I1 —CII+||D;1(9n—®n)(9n)’D;1H) (M.

Comme a, — 0 et C définie positive, a partir d’un certain rang, ||/ — a,C|| < 1; on continue la majoration :

< 20, My —C - (11D, Con(Z)D; = Cll+ 1D P+ 105 — @, 11164 ) - |11,

i) Or,

M = C ] [|My] My =] |(My —C ) +C7 |

< [[My =[] (IIMy—C 1+ liC )
< r(|IMy—CP+|IMy — 1))
< HM,,—C*le—i-l) puisque ||M, —C~ Y| < ||M, —C'||>+1.
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ii) D’autre part, on a la décomposition :

D, 'Cov(Z,)D,;' —C = D,'Cov(Z,)D,;' — A, 'Cov(Z,)A,!

= (D;'— A,,l)cov(z,,)A ' (D' = A N Cov(Z,)(D; — A+
A 'Cov(Z,) (D, — ALY
— A +CA(D - ALY

= (D' =AHACH (D —AHALCAL(D

en tenant compte du fait que Cov( n) = A CAn,

dont on déduit que :

|D, 'Cov(Z,)D, ! —C|| < |[(D,' = A )AC] + (D, = A HACA(D, — A +(|CA(D,

n

IN

20Dt = A - HAall- I+ 1D = AP - [Adl PlC]

IN

s (115" = 8,11+ 11D, = 4,17 sous (H2')(a)

ii1) Enfin,
D = 1Dy = A+
2(11D;" =4, 1P+ N4, )
¢ (||D,;1 AP+ l)sous (H2")(b).

IA

IN

De i), ii), iii), on déduit que :

2ay||My — C |- (|D5 ' Cov(Zu) Dyt = CI| + D7 [+ 118n — Ol |- [[8a]]) - | 1M

— ATl

n

)|

< csan (107" =8|+ 11D, =8 P+ 11D, = 811+ 116, = ©, |- 6] 1+
18— ©ul]-1164]]) - (1M, —C 1P +1)
< esan(|1D7" = [+ 11D, =8 P+ 11D, = 81118, = @1+ 118, = O] ) - (1M, — 1P +1)

sous (H6)(a).

¢) Enfin, pour le deuxieme terme du second membre,
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A2E [H (D;l (Zy—0,)Z.D;" — C) M,+D;'(8,—©,)Z.D;

2 Tn:|

< as|l(0,' @020, ~C) + D, "0, - 02,0, ]HMHZ

< 3@E 1D, (Zy— 607D, P+ IICIP + 11D, 8y — ©)Z,0; ||, | - 1M

< 3az(E[\|D;1< 6,070, || T3] + IICIP+EIID; (6, ~ ©,)Z,D, 2T4)-||Mn\|2.

< 3#(W%WﬁEUMa—ﬂaawﬂ+Hd2+ﬂDnWﬂwn—®A%EMZMﬂ)wmaw
D’une part,

ellz.—e)zF] - E|i@ 2,-8)+6,) IF]

— E[[|ARu(AuRs +e)\|2}

IN

IA

-

[
2<E AR+ |80 85| D
(

28 FE[I18,]1] + I Pl PE 12, 1P] )

IN

co (IE [HRH\ |4} +E [\ IR,| yZD sous (H6)(a) et (H2")(a)

= ¢6(E[||R||*] +E]||R|[?]) puisque les R, sont i.i.d.

IN

c7 sous (H1)(b)

et
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E[|Z:)P] = B|lI(Z— 6.+,

— E[llaR, +6,]7]

IN

2118, PE IR, 1P] + 10,17

IN

cs <IE [| anHZ} n 1) sous (H6)(a) et (H2")(a)

= g (E[HRHZ] + 1) puisque les R, sont i.i.d.

IN

C9.

D’autre part,

1D = 1Dy = A7) + AL
31105 = a1+ 118, 14)

clO(HD,;l A 1) sous (H2")(b)

IN

IN

et

M = [[(Ma—C1)+CP?
2(11M, — 7P+ llC )
en (M, =€ P+ 1),

IN

IN

Ainsi,

3a,%<||Dnl|4E[|<zn—en>z;||2} +|lcl?+ |Dn1|r4||en—®n||2E[||zn||2D M P

< a2 (1Dt = A 1 118, — Ol P+ (1D = A 14 +118, — @12+ 1) - (IIMy —C |12+ 1).
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De a), b), ¢), on déduit que :

E[|[Mys1 —C'|2

T,,}
< (1+al[CIP) M, -t P+
esan (1D = A 141103 = AP0, = A, 12118 — @4l 4118, — @) 1My — € P+
esan (11D = 8141103 = A P10 = A, 12118, — @4l 4116, — €4 ) +
122 My — 1P (110" = A7 141180 = @12+ 11D, = 8,114 4116, — @42+ 1) +
12l (1105 = A7 141180 — @l P+ 11D = A, 1[4 +118, — @[> +1)
20y Ain (C) || M, — C7 1|2
< (1+a,%|\cr|yz+<xn)\|Mn—C—1\|2+oc,,—zmmin(C)HMn—C‘IH2

avee o = csay (11D, = A [0 = A2+ 118, — @] |+ 1D, = A, 1218, — O] ) +craa (1105 -
A 116, — O, + 1D, ! —AﬁlH“Hen—@nHerl)-
Sous (H5)(b), (H5)(b), (H3)(c), (H5)(c) (impliquée par (H5)(d) sous (H3)(c)) et (H5")(c) (impliquée par

~+oo
(H5’)(d) sous (H3)(c)), Y o, <oop.s.
n=1
On peut alors appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :
—+oo
1 existe une v.a. T > 0 telle que ||M,, —C~'|| = T p.s.et ¥ a,||M, —C'||?> <o p.s.
n=1

~+oo
Comme sous (H3)(c) Y a, =, T =0 et, en reprenant |’écriture des k, Mﬁ — (C")*1 p.s.

n=1

Ceci étant vrai pour tout k = 1,...,q et puisque M, a pour k-iéme bloc diagonal M¥, ||M,, —M|| — 0 p.s.

—+oco
2) Montrons maintenant que Y. a,||M, —M|| < oo p.s.
n=1
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—+oo

Pour ce faire, on montre que, pour k= 1,...,q, ¥ a,||Mk —(C*)~1|| < o p.s.
n=1

Dans la suite, on supprime ’écriture des k.

Tout d’abord, remarquons que sous (H5)(b), |8, —®,|| — 0 p.s. et que sous (H2")(b) et (H5")(b), ||D, ! —
A — 0p.s. (c.f. partie 1) de la démonstration du théoréme 4.1 ).

Ainsi,
V8 >0, Ve >0, AN(8;,¢), Vn > N(8;,¢), IP’(sup||9j—®jH <91)>1-—c¢,
j>n

W8y >0, Ve > 0, IN(82,€), Vn > N(82.€), B(sup||D; ' —A7'[| < &) > 1 —e.

j>n

On fixe alors 81, &, puis on note Ny = max (N(31 , 8),N(52,8)>.

On pose :

Fo= {supllo; =65l <1, suplIp; !~ ]| <32},

J>No
P o= {mmH6—®H<&,sw|ml f”g&}
No<j<n No<j<n

On peut déja remarquer que P(F) > 1 — 2¢ et que F;, est T,-mesurable.

Deplus,ona F = F, | = F,ie. F CF, 1 CF,ouencore 1p <1 A <1p <1.

Donc : E[|My1 = C Pl 1] <E[|IMyi1 —C\P1EIT| < E[Msr —C 1 PIT; 1

Alors, pour n > Ny, de la majoration de E [\ M1 —C7Y| \2]7},] établie dans la partie 1) de la démonstration,
on déduit que :

E[IMu1 = C LT < (1+GIICIR + 00)] My — 1 PLs, + T, — 20 hmin ()] M — €11,

Dans F,, ||6, —®,|| <& et||D,! —A, || <8&,, on pose alors § = & =&, < min(1; }“'“i’;ic)).

Avec ce choix de 9, on trouve que :
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2esan(||D; " = A [ +1100 — ©4l[) +4crnay (1)
48csay, + 4cppa’ (2)

Oy

INIA

Ainsi, avec (1) et (2),ona:

E (M1 = C P, T < (14 (1IC3 +der2)al + desdan ) 1M, — VP, +2csan (11D, = 4,11+
116, — ©, H)np +de1na? — 2aphmin(C)|[My — C V|21 .

1Dt =AM = 11D, (A — D) A < (ID |- 1Aw — Dal] - 1A ]

Dans F,,

Dy || = 1A ]| < 1D =AM < 8.

Donc, ||D; ]| < |IA, ]| +8 < +39.

1nf m1n inf min &}

On en déduit que : ||D; ! — A Y| < c13]|Dn — A

D’autre part, comme 4¢58 < Amin(C), 4c58ay||M, — C~ 1> 1k, < anhmin(C)||M, — C|*1E,.

On a alors :

E (M1~ CPLg, T < (1+c14a)|\M — NP1, + c1san (|1Dn = Bl 41165 — ©4]] ) +
Cl6an_an Amin (C)||M, —C~ lHzﬂF

En passant a I’espérance mathématique, on obtient :

E[|IMyi1—C M PLg, | < (14 craad )E[IIMy — € PAg | + cisanB 1Dy — Al 4116, — @] +
1602 = anhmin (C)E | [M, — C [P, |

Sous (H3)(c), (H5)(d) et (H5’)(d), on peut de nouveau appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :
—+oo
Il existe un réel r > 0 tel que E [| M, —C™!| |2]an} —tet Y a,E [| M, —C~!| |2]lpn} < oo,
n=1

Comme sous (H3)(c) Z a, =oo, 1 =0.

n=1
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Ainsi, il existe cy7, 4 > 0 tels que :

E[|Me1=CPLg, | < (1= ahma(©))E| 1My = C!|PLp, | +crrangs
avee g, = a, +E||1D, = Al | +E[18, — ©ull] = Otz
< (1= anhin (C) [ | 1My — VP, | + panhy avee by = ks
Sous (H5)(d), (H5°)(d) et (H3)(c), d’apres le lemme 3.10, on a :
leiE[HM,,—C—IHZ]lEl} < oo,
Alors,E[||M,,—c—l|yz]1Fn} = O(hy) IOV E|||M, — C |15, | = O(v/hn).
[y -1 = T I
ZlanE[HMn—C H]an} = ¥ a:0(Vh) S ¢ L ity sous (H3)e)
n= n= n= n 12
Or, sous (H3)(c), (H5)(d) et (H5')(d), § > 1—a; 0 > 1—aet ¥ >1—0.
Ainsi, min($, %, %) >1-0: 38>0, min($, %2, %) =1-a+3.
. ~+oo +o0 1 o0 1 . ~+oo
Onen déduitque ¥ a,E|||M,—C |15 | =¥ e = L o5 <copuisque Y an||M, —C7 Y[, < oo
n=1 n=1 n=1 n=1

p-s.

+oo
Comme 17 < 1, on peut écrire que Y. a,||M, —C~'||1p < oo p.s.
1

n=

—+oco
Ainsi, d’un point de vue logique, {F} = { ¥ a,||M,, —C~'|| < %} ce qui implique, d’un point de vue prob-
n=1
—+oo
abiliste, que : P( ¥, a,||M, —C7!|| <) >P(F) > 1 —=¢.
n=1

€ étant quelconque, on en déduit finalement que, en réécrivant les k :

~+o0
X a5~ () ]| <= ps.
n=

L’ensemble des v.p. de la matrice diagonale par blocs (M, — M) étant la réunion des ensembles des v.p. des

q
matrices (Mﬁ—(Ck)*l),k: l,...,q,ona:||M,—M|| :mlfleMﬁ—(Ck)*lH < Y ||ME— (7).
k=1

—+oo
On en déduit que Y a,||M, —M|| < o p.s.
n=1
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4.3.2 Hypotheses

(H1)(a) Il n’existe pas de relation affine entre les composantes de R,
(H1)(b) R admet des moments d’ordre 4r,
(H1)(c) R admet des moments d’ordre 4,

(H2) sup||6;]| < oo,
1N .
(H2’)(a) sup max |8;| < oo,
leN ! )
(H2’)(b) inf min|§j| > 0,
leN i

(H3) (a) a, > 0, E,an:c’ov E«ar2l<°o’

n=1 n=1
(H3) (b) (an = % aveca >0, 3 <a < 1),

(H3) (¢) (an = ;& avec a >0, §<oc§l)ou(azli.e.an:%eta>m),
& min

(H4) (a) M,, est T,,-mesurable,
(H4) (b)M — M p.s.,
(H4) (c) ):anHM M|| < > p.s.,

n=1

(H5) (a) ®, est T,-mesurable,
(H5)(b)|\9 O,l| = 0p.s.,

(H5) (¢) Z an||0n — @[ <oopss.,
(H5)(d)E[H9 —0,/[1=0().n > 2(1 — o),

(HS5”) (a) D, est T,,-mesurable,
(H5%) (b) [|Ax — Dy|| = Op.s.,

Yoo
(H5’) (¢) ;lanHAn — DnH < o Dp.s.,
(H5%) (d) E[HAn_DnH] = (nvz) Y2 > 2(1 - )

(H6) (2) max sup||Uy|| < oe,
l n
(H6) (a”) max sup|[V,]| < e,
t n
(H6) (b) Pour i = 1,..., p, il existe un entier r;, un réel A; > 0, une suite croissante d’entiers (n;;,/ > 1) tels

queny =1, ni; 41 <nyg+r, min( mm( Y Vi(v ’)) mm( Y Ui(Uu ’))) > \i,avec Iy = {nis,...,njj+1 —
JEL JElu
1},
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(H7) Pour % < o< 1, on suppose :
(@ f<2a — 1,
3
b)y<so — 1,
(H8) Pourov=1,pouri=1,...,p:
(a) si 27;—’“ > 1, on suppose :
(i) <2 — 1,

(i) y<io — 1,

(b) si 27;—[’“ < 1, on suppose :
- 1 Ai
.. Ai
(i) y< T,a
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Chapitre 5

Mise en oeuvre informatique
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Cette derniere partie est consacrée aux simulations informatiques, réalisées avec le logiciel R.

L’objectif est de mettre en oeuvre les processus théoriques définis dans les parties précédentes et de com-
parer leurs performances face a d’autres méthodes d’estimation.

On a choisi de se concentrer, sans perte de généralité, sur des applications a I’ Analyse Canonique Général-
isée (ACQG).

Dans un premier temps, on considérera un cadre déterministe (population finie) puis on se placera dans un
cadre aléatoire ou les données arrivent sous forme de flux, c’est-a-dire en ligne et de maniere infinie.

5.1 Cadre déterministe

On dispose d’un tableau de données composé de n lignes, chaque ligne représentant un individu, et p
colonnes, chaque colonne représentant un caractere de 1’individu (variable quantitative).

Ainsi, en considérant ce tableau comme une matrice X, I’élément (i, j), i =1,...,n, j=1,..., p représen-
tera la mesure du caractere j sur I’individu i.

Comme on travaille dans le cadre de I’ACG, on consideére que ces p variables sont scindées en g sous-
groupes de variables.

On cherche a calculer les r premiers facteurs généraux de I’ACG de ce tableau de données.
(chH!
On note C la matrice de covariance de X et M =

(co)!

ot pour k = 1,...,q, C* est la matrice de covariance de la matrice X dont on ne conserve que les colonnes
du k-ieme sous-groupe de variables.

L’ensemble des observations étant fini, la valeur exacte de ces r facteurs correspond a la valeur des r vecteurs
propres de la matrice B = MC associés aux r plus grandes valeurs propres (v.p.) A1, ..., A
D’une part, on utilise la fonction eigen de R, qui fait appel a une routine Lapack implémentée en Fortran,

pour effectuer le calcul.

D’autre part, on utilise, pour [ = 1,...,r, le processus d’approximation stochastique (a.s.) (X!) de type
Krasulina [33]], défini dans [51]] et redonné dans 1’état de I’art, tel que :
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Fu(x!) = <BVer{ﬂXr{>Mn’

11X2[3,
er+1 = X'+a,(B,—F(X)DX., 1=1,....r,
Xus1 = orthy, (Yot1).

Dans ce cadre, M,, = M~! et B, = B sont connus, la procédure est uniquement itérative.
Dans ce premier exemple, on fixe » = 3, n = 10000 et on fait varier le nombre de colonnes p.

On construit alors un tableau avec des données simulées.

Apres quelques essais, le pas a, = (nf{%o)% du type (;;43) nous a paru satisfaisant pour obtenir des résul-

tats convaincants quant au probleme considéré.

Il faut noter qu’un choix approprié du pas a, est souvent déterminant pour obtenir de bonnes performances
des processus d’a.s.

Plus précisément, le coefficient a a une influence sur la vitesse asymptotique de I’algorithme : son effet
multiplicatif sur n peut plus ou moins accélérer la convergence ; le coefficient b permet de régler les prob-
Iémes dans la phase transitoire de I’algorithme : au cours des premieres itérations, si le terme n est petit
devant le terme additif b, le pas est sensiblement égal au ratio (%) ; ce rapport sert donc a déterminer un pas
“acceptable” en début d’algorithme : un pas trop petit pénalise la vitesse de convergence tandis qu’un pas
trop grand provoque des explosions numériques durant les premiéres itérations.

Il existe de nombreux articles décrivant des stratégies de mise a jour des pas. On pourra par exemple consul-

ter [L3]], [31], [57]. Cependant, la mise en oeuvre d’un algorithme d’a.s. nécessite souvent un certain nombre
d’expérimentations numériques avant de donner des résultats satisfaisants.

La fonction R donne la valeur exacte des 3 facteurs tandis que le processus d’a.s. nous en donne seulement
une estimation, estimation qui s’affine avec le nombre d’itérations de I’algorithme.

On choisit d’arréter 1’algorithme dés lors que la valeur absolue du cosinus de 1’angle formé par chacun des
facteurs théoriques avec les facteurs calculés associés est supérieure a 0.999 ce qui correspond a un angle
entre les deux vecteurs inférieur a 2, 6°.

On compare alors le temps mis en secondes par chacune des 2 méthodes pour effectuer les calculs.

On récapitule ici, sous la forme d’un tableau, les résultats obtenus pour différentes valeurs de p :
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TABLE 5.1: Temps de calcul des 2 méthodes

p temps 1 temps 2
100 1.207 3.509
500 2.500 17.879
1000 15.765 75.461

2000 | 108.402 | 279.749
3000 | 389.321 | 695.465
5000 | 1807.646 | 1951.847
7000 | 4811.364 | 3801.275
10000 | 13543.859 | 7794.836

On donne une représentation graphique de ces résultats :

FIGURE 5.1: Temps des 2 méthodes en fonction du nombre de colonnes p

" R Graphics: Device 2 (ACTIVE}

=
=
=
oo

(coefs[2]* z+coefs[1]"2
4000 6000

2000

0 2000 4000 G000 8000 10000
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On remarque que plus le nombre de colonnes du tableau est élevé, meilleure est la méthode utilisant le pro-
cessus d’a.s. en terme de temps de calcul relativement a 1’autre méthode.

On peut donc envisager d’avoir recours a ce type de méthode pour I’analyse de grands tableaux de données.

5.2 Cadre aléatoire

On considere maintenant le cas ou les données arrivent par flux c’est-a-dire en ligne, de maniere ininter-
rompue et infinie : a chaque instant n, on dispose d’une ou plusieurs observations d’un vecteur aléatoire
(v.a.) Z,, partitionné en g sous-vecteurs (Z} ..., Z!).

Dans toute la suite, les v.a. Z, sont supposés indépendants.

5.2.1 Casi.id.

Dans ce premier cas, on suppose que, pour tout n, les Z, sont identiquement distribués suivant la loi d’un
va. Z.

On souhaite pouvoir disposer, a tout instant, d’une estimation de vecteurs directeurs des r premiers axes
principaux de I’ACG de ce v.a. Z.

Voici les principales étapes du programme de test :

1) On fixe les parametres du programme en choisissant le temps durant lequel va tourner 1’algorithme (en
supposant que le flux de données est continu), la dimension du vecteur Z dont on observe des réalisations et
le nombre r de vecteurs a estimer.

2) Initialisation : on prend en compte un petit nombre d’observations afin de calculer une premiére estima-
tion de la matrice de covariance C, Cy, de la métrique M, My, et de vecteurs directeurs vl, ...,V des axes
principaux, v, ..., vj.

3) Pas n : On introduit un nouveau vecteur d’observations puis on met a jour la matrice de covariance em-
pirique C, et la métrique empirique M, a I’aide de formules récursives.

D’une part, on calcule grice a la fonction eigen de R les r premiers vecteurs propres de la matrice C,M,, qui
sont des estimations de vecteurs directeurs des axes principaux de I’ACG de Z.

D’autre part, on calcule grice a la fonction irlba de R, basée sur une méthode de type Lanczos, les r premiers

vecteurs propres de la matrice C,M,, qui sont des estimations de vecteurs directeurs des axes principaux de
I’ACG de Z.
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Enfin, on met en oeuvre, pour [ = 1,...,r, le processus (X!) tel que décrit dans le deuxiéme cas de la partie
3.1.1 (i.e. en utilisant un processus d’a.s. de C) :

B, = GM,,
FiX) = B,
Vi = Xita(Bi— BXDIXL 1=1,0r
Xpr1 = orthy, (Yog1)-
On choisit également d’utiliser, pour k =1,...,q, un processus d’a.s. de ck pour estimer M (c.f. partie 3.2.2).

n—1
Enfin, on prend ®,, = n%l Y Z; pour estimer 0,,.
i=1

=

Ainsi, on obtient, pour / = 1,...,r, une estimation d’un vecteur directeur du /-iéme axe principal de I’ACG
de Z.

4) Pour un méme temps d’exécution, on compare alors la précision des trois méthodes via la valeur du cos-
inus de I’angle formé par les vecteurs théoriques et calculés en fonction du nombre d’observations prises en
compte.

Voici par exemple les résultats obtenus pour I’estimation de vecteurs directeurs des trois premiers axes
principaux de I’ACG d’un vecteur Z de dimension 190 réparti en 6 sous-vecteurs de dimension respective
(25,25,37,33,38,32). Aprés quelques essais, on choisit d’utiliser le processus moyennisé (c.f. [58]) avec

un pas a, = (#—?0)0‘9999 et ce, pendant une durée de 800 secondes.

R Graphic=s: Dewice S {inactive)
Estimation d"'un vecteur directeur du premier axe principal

o 00 Foo 1200 1700 22200 2700 IZ200 IT0O0 4200 4700
| SN N N N N N N N I N I I N N N N I N N D S R R

10

s — 0.066 A

Y
\'\
\\l
\
\ ]
f
[I
\
%
§
e

9 T TTTTTTTTT TTT1T1
. P | -
o 500 1100 1800 2500 2200 3900 2B 00 5300 G000 BF00

noambre daobservations

156



R Graphics: Dewvice & (ACTIWE)

(0] 200 FOoo

Estimation d"'un wvecteur directeur du deuxieme axe principal

nombre dobsaernvations

" Graphic=:

Dewice & {ACTIWVE}

o 3200 Foo

1200 1700 2200 2700 2200 2F00 4200 4700
I T T T T O T T T T T T Y T O T
=
L _o.oas _______,_,_-1_———""_4-_
= = “—o0.207
= K
=]
s=0.87 .
1
oo " HHiode classiqlue
= | 1D OGnet EEES Ca nc2E6 00
=
4 a J
o 500 1100 1800 2500 2200 EBQUU 4600 53200 G000 600

Estimation d'un vecteur directeur du troisieme axe principal

[a] SO0 1100 1800 2500 3200 ZI900 4600

nombre dobsaervations

1200 1Fo0 2200 2700 2200 STF00 4200 4700
=
E— 0975
e
=
= I
= I
= /
= !
L method e clagsi
methode langzos
= 1 methoo e pay,
oo ooo oy
TTTTTTTTTTT TTTTTTrT T T

S300 SO00 5700

ler vecteur directeur : 2eme vecteur directeur :

cos; = 0.966
angle; = 15°
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cos; = 0.907
angle; =24.9°
cosy = 0.87
angle, = 29.5°
cos3 = 0.986
angle; = 9.6°
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3eme vecteur directeur :

cos; = 0.926
angle; =22.2°
cos, = 0.83
angle, = 33.9°
cosz = 0.975
angles = 12.8°



On remarque que 1’estimation de vecteurs directeurs des trois premiers axes principaux est plus précise avec
la méthode d’a.s. (méthode 3) pour un méme temps de calcul.

Cependant, ces résulats sont a nuancer dans la mesure oll on observe une certaine variabilité selon le jeu de
données considéré.

5.2.2 Cas ou I’espérance est variable dans le temps

On rappelle le modele correspondant :

Zn = en +Zn7

les Z, constituant un échantillon i.i.d. d’un v.a. Z de R? d’espérance nulle et de matrice de covariance C.
On choisit un modele linéaire pour représenter 1’espérance.

Plus précisément, on suppose que, pour i = 1,..., p, il existe un vecteur ' inconnu de R" et, pour tout n,

un vecteur U! de R" connu au temps 7 tels que la i composante réelle de 6, 6!, s’écrive sous la forme

(B".U).
On définit le processus d’a.s. (B',) de B’ tel que :

=B, i (W)B, - 2)).
On définit alors comme estimateur de 8!, ® = (B} U!) et comme estimateur de 8,, ®, = (0}...0%)".

Poursuite de I’espérance :

Soit p =5.

Pour simplifier, on choisit : Vi, n; = 1 ce qui signifie que les B’ et les U! sont unidimensionnels :

p2=0.5 U? = cos(nm/16)

=5 U? = 1+exp(—n/1000)

[32' =3.14 U} = rnorm(1,1,1) (réalisation d’une A(1, 1))
B =4

U? = runif(1,min = 0, max = 1) (réalisation d’une Up,11)
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0, = (B".U,) =p'"-U,

©;, = (B,,U})

Résultats :

=B -U.
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160



Les graphiques sont centrés en ordonnée sur la valeur des B’ (ligne noire) ; 1’évolution du processus B! au
cours du temps est représentée en rouge.
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L’évolution du processus déterministe de 1’espérance ©', est d’abord tracée en bleu puis, I’évolution du
processus aléatoire de poursuite de 1’espérance @, est représentée sur le méme graphique en rouge. On re-
marque que le trait rouge recouvre presque parfaitement le tracé bleu a la fin de la simulation (seules les
1000 dernieres itérations sont représentées ici) ; ceci témoigne de la bonne estimation de 1’espérance par le
processus d’a.s.

Remarque :

Voici une alternative a cette étape de poursuite de 1’espérance :

Matriciellement, on peut écrire le tableau de toutes les données observées jusqu’a I’instant n de la maniere
suivante.

Pouri=1,...,p,ona:
Zi (% N (B! Z
= +
z, (o N (A (B)" z,
qu’on récrit Z' = My - B! + Z' pour simplifier.
Pouri=1,..., p, on calcule une estimation des B’ au sens des moindres carrés :

Bi = (M My "' My, 7.

Cette estimation peut se faire de maniére récursive en remarquant que 1’on peut calculer de maniere récur-
sive (MyiM ,»)*1, on pourra consulter [533] a ce propos, et M/, Z' également de maniére récursive.

Pour tout n, on calcule alors une estimation des 0!, correspondants, 95'1.

Mise en oeuvre de I’ACG

Les étapes sont les mémes que dans le cas précédent (section 5.2.1).

On présente les résultats obtenus pour 1’estimation de vecteurs directeurs des trois premiers axes principaux
de ’ACG d’un vecteur Z de dimension 15 pendant une durée de 60 secondes.
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Résultats :
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FIGURE 5.4: Cosinus en fonction du temps

On remarque qu’on a bien convergence des vecteurs calculés vers les vecteurs théoriques. De plus, I’estima-
tion est satisfaisante a partir d’environ 6000 itérations pour les 2 premiers vecteurs tandis qu’il faut attendre
environ 8000 itérations pour avoir une bonnes estimation du dernier vecteur.

5.2.3 Cas ou ’espérance et la matrice de covariance sont variables dans le temps

On rappelle le modele correspondant :
On suppose que, pour tout #, on a la décomposition :

Z,=0, + AR, ou:

-8, =(0}...8) estun vecteur de R”,
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A, = : est une matrice diagonale d’ordre p d’éléments non nuls.

&
- laloi du v.a. R, ne dépend pas de n, E[R,] = 0,Cov(R,) =C.

On définit un modele linéaire pour représenter 1’espérance et la variance de Z,.

On note §, = (3} ...8})".

Pour i = 1,..., p, il existe un vecteur B’ (resp. 7) inconnu de R" (resp. R™) et, pour tout 7, un vecteur U!

séme

(resp. V) de R" (resp. R"™) connu au temps n tels que la i®™ composante réelle de 0, (resp. 8,) s’écrive :
P- Vi

o= (mn = (1100)')

De fagon générale, on note I1g 1’opérateur de projection sur un sous-espace E.

On définit le processus d’a.s. (B.) de B’ tel que :

=T (B - a8, - 2,) )

avec K = {xeR”f, ]| < k;;} ol ki = 0(nt), { > 0.

On définit comme estimateur de 8, ® = (B U!), et comme estimateur de 6,,, ®, = (@) ...0}).

n’ n
On définit le processus d’a.s. (C) de ¥ tel que :
G =Ty (€4 - ai(04)C, - @ - 1))
avec L, = {x eR™||x|| < l;l} ou Il = O(n"), y> 0.

1
On définit enfin comme estimateur de &', D, = ((Ci | )) *, puis comme estimateur de A, D,, =

n'n
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Poursuite de I’espérance :

Soit p = 5, on choisit les mémes B’ et U! que dans le paragraphe précédent.

Malgré I’ opération de projection supplémentaire, les résultats obtenus pour la poursuite de 1’espérance dans
ce nouveau contexte sont sensiblement identiques a ceux obtenus dans le paragraphe précédent.

Poursuite de la variance :

En remarquant que, pouri = 1,..., p, le processus ®', intervient dans la définition du processus C, on débute
le calcul récursif de ce dernier de maniere décalée dans le temps afin de disposer déja d’une estimation con-

venable de @

Pour simplifier, on choisit m; = 1 pour tout i, ce qui signifie que les Y et les V/ sont unidimensionnels :

3 = (1.v)" = V!

D, = ((ci.v))

Résultats :

vi=2
V? =4+ sin(nm/16)
V) =1+In(1+1)

VA =34 rexp(1,1) (3+ Z(l))
V3 =2+ rbinom(1,1,0.5) (2+ @(1,0.5))
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Comme pour 1’estimation des B/, les graphiques sont centrés en ordonnée sur la valeur des Y (ligne noire) ;
I’évolution du processus C, au cours du temps est représentée en bleu.
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L’évolution du processus déterministe de I’écart-type & est d’abord tracée en bleu puis, I’évolution du pro-
cessus aléatoire de poursuite D!, est représentée sur le méme graphique en rouge. On remarque que les tracés
rouge et bleu sont quasiment superposés a la fin de la simulation (seules les 500 dernieres itérations sont
représentées ici), ceci témoigne de la bonne estimation de I’écart-type par le processus d’a.s.

Mise en oeuvre de I’ACG

Les étapes 1, 2 et 4 du cas précédent sont les mémes.
On précise alors I’étape 3 :

3) Mise a jour au pas n :

On introduit tous les vecteurs d’observations depuis le pas précédent et on met en oeuvre, pour [ =1,...,r,
le processus (X!) décrit dans le chapitre 4 tel que :

B X,y Xy
Fx) = Sl
|12 31,
Y!., = X!+ &(B, — F(X)DX), 1=1,....,
Xn +1 = Ortth (Yn +1 )
Ainsi, on obtient, pour / = 1,...,r, une estimation de v;.

Voici les résultats obtenus pour I’estimation de vecteurs directeurs des trois premiers axes principaux de
I’ ACG d’un vecteur Z de dimension 15 pendant une durée de 60 secondes.

Résultats :
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On remarque qu’on a bien convergence des vecteurs calculés vers les vecteurs théoriques. De plus, 1’ estima-
tion est satisfaisante a partir d’environ 5000 itérations pour les 3 vecteurs.

5.3 Package R : factas

Un package R intitulé factas a également été€ congu pour permettre au plus grand nombre d’utiliser les
méthodes d’analyse de données en ligne basées sur 1’a.s. présentées dans ce travail de these. Celui-ci est
disponible sur le site internet du CRAN a I’adresse : http ://cran.r-project.org/web/packages/factas/index.html.

Le package permet la mise en oeuvre de la plupart des analyses factorielles : Analyse en Composantes
Principales, Analyse Factorielle Multiple, Analyse Canonique, Analyse Canonique Généralisée, Analyse
Factorielle Discriminante, Analyse Factorielle des Correspondances, Analyse Factorielle des Correspon-
dances Multiples sur un tableau de données (cadre déterministe) ou sur un flux de données simulé dans le
cas ou les observations sont supposées indépendantes et identiquement distribuées.

La documentation complete (en anglais) est disponible a I’adresse web suivante :
http ://cran.r-project.org/web/packages/factas/factas.pdf .
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Conclusion

L’étude menée durant cette these de doctorat a été largement motivée par les problématiques actuelles de
données massives (Big Data) et les enjeux qui en découlent. L’ objectif poursuivi tout au long de cette étude
a été de développer des méthodes visant a analyser des flux de données d’un point de vue théorique et in-
formatique. Plusieurs raisons nous ont poussés a utiliser des techniques d’approximation stochastique pour
traiter ce probleme :

- on ne dispose d’aucune indication sur la loi suivie par les données observées,
- on souhaite pouvoir disposer de résultats a tout instant,
- on veut prendre en compte le maximum de données possibles.

Ainsi, récursivité et simplicité des calculs ont été privilégiées pour répondre a ces contraintes.

Dans toute I’étude, nous avons considéré que ces données étaient des observations indépendantes d’un
vecteur aléatoire.

Dans un premier temps, on a supposé que ces dernieres étaient aussi identiquement distribuées. Dans ce con-
texte, on a étendu les travaux déja réalisés sur plusieurs analyses factorielles au cas de I’ ACP projetée. Plus
précisément, on a défini une méthode récursive d’estimation en temps réel des r premiers facteurs de cette
analyse. Ensuite, I’analyse canonique, 1’analyse discriminante et enfin 1’analyse factorielle des correspon-
dances ont été traitées comme cas particuliers d’ ACP projetée avec une métrique particuliere. Dans chacun
de ces cas, on a défini plusieurs processus spécifiques a 1’analyse envisagée dans I’optique d’optimiser la
mise en oeuvre informatique. Le chapitre 2, tres largement indépendant des autres, est consacré a cette étude.

Ensuite, dans les chapitres 3 et 4, on s’est intéressé au cas ou des éléments caractéristiques de la loi du
vecteur aléatoire dont on observe des réalisations varient dans le temps. D’autre part, I’objectif est désor-
mais d’estimer des vecteurs directeurs des r premiers axes principaus des analyses envisagées.

Tout d’abord, dans le chapitre 3, on a considéré I’ACP d’un flux de données dont I’espérance varie dans
le temps. Dans cette étude on a principalement généralisé des résultats de [50], d’une part en proposant
des processus alternatifs (en particulier des processus prenant en compte des paquets de données), d’autre
part en n’imposant aucun modele de réprésentation a priori pour I’espérance 0,,. Le cas de I’ACG a été traité
comme cas particulier en introduisant I’approximation stochastique de 1’inverse d’une matrice de covariance
pour I’estimation de la métrique.

Enfin, le chapitre 4 a été consacré a I’ACP d’un flux de données dont I’espérance et la matrice de covari-
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ance varient dans le temps. Cette démarche originale a abouti a la définition d’un processus d’estimation de
vecteurs directeurs des » premiers axes principaus de 1’ ACP, processus prenant en compte une nouvelle don-
née a chaque itération. Comme pour le chapitre précédent, le cas de I’ ACG a été traité comme cas particulier
en introduisant 1’approximation stochastique de I’inverse d’une matrice de covariance pour I’estimation de
la métrique.

On a dédié le chapitre 5 aux simulations informatiques, permettant ainsi de confirmer les résultats de conver-
gence obtenus et de comparer les processus définis avec d’autres issus de méthodes déja existantes. Enfin, on
fait référence dans ce chapitre au package R : factas développé pendant la these et disponible sur les dépdts
du CRAN, package qui permet de réaliser diverses analyses factorielles sur des flux de données i.i.d simulés.

Chacun des chapitres 2, 3 et 4 devrait donner lieu a une publication dans le courant de 1’année a venir.

Les perspectives de cette étude sont multiples. On pourrait par exemple :

- étendre a d’autres analyses factorielles les résultats des chapitres 3 et 4,

- adapter les processus définis dans le chapitre 2 au contexte du chapitre 4,

- considérer des modeles de variation de 1’espérance et/ou de la variance non linéaires,

- étendre le package factas au cas ou I’espérance et/ou la matrice de covariance varient dans le temps,
- appliquer les processus a des jeux de données réelles...

174



175



176



Bibliographie

[1] Albert A. and Gardner L. Stochastic Approximation and nonlinear Regression. 1967.

[2] J. Baglama and L. Reichel. Augmented implicitly restarted lanczos bidiagonalization methods. SIAM
J. Scientific Computing, 27(1) :19-42, 2005.

[3] A. Benveniste, M. Metivier, and Priouret P. Adaptive Algorithms and Stochastic Approximation.
Springer Verlag, 1990.

[4] J.P. Benzecri. L’analyse des données. 1973.

[5] J.P. Benzécri. Approximation stochastique dans une algebre normée non commutative. Bulletin de la
Société Mathématique de France, 97 :225-241, 1969.

[6] A. Bordes, L. Bottou, and P. Gallinari. Careful quasi- newton stochastic gradient descent. Journal of
Machine Learning Research, 10 :1737-1754, 2009.

[7] L. Bottou and Y. Lecun. On-line learning for very large datasets. Applied Stochastic Models in Business
and Industry, 21(2) :137-151, 2004.

[8] A.Bouamaine. Analyse factorielle sequentielle par approximation stochastique. PhD thesis, Université
de Nancy, 1986.

[9] A. Bouamaine. Méthodes d’approximation stochastique en analyse des données. These de doctorat
d’Etat es Sciences Appliquées, Université Mohammed V, EMI, Rabat, 1996.

[10] A. Bouamaine and J.M. Monnez. Stochastic approximation of eigenvectors and eigenvalues. (approx-
imation stochastique de vecteurs et valeurs propres.). Annales de I’1.S.U.P., 42(2-3) :15-38, 1998.

[11] C. Burt. The factorial analysis of qualitative data. British J. of Statist. psychol., 3(3) :166-185, 1950.

[12] J. Carroll. Generalization of canonical correlation to three or more sets of variables. Proc. Amer.
Psychological Assoc., pages 227-228, 1968.

[13] H.F. Chen, L. Guo, and A.J. Gao. Convergence and robustness of the Robbins-Monro algorithm trun-
cated at randomly varying bounds. Stoch. Proc. Appl., 27(2) :217-231, 1988.

[14] X. Doukopoulos and G. Moustakides. Fast and stable subspace tracking. IEEE Transactions on Signal
Processing, 56(4) :1452-1465, 2008.

[15] M. Duflo. Méthodes Récursives Aléatoires. Springer Verlag, 1990.
[16] M. Duflo. Algorithmes Stochastiques. Springer Verlag, 1996.
[17] B. Escofier and J. Pages. Analyses factorielles simples et multiples. 3e édition. 1998.

[18] R. A. Fisher. The use of multiple measurements in taxonomic problems. Annals of Eugenics, 7(2) :179—
188, 1936.

[19] J. Francis. The gr transformation, i. The Computer Journal, 4(3) :265-271, 1961.

177



[20] J. Friedman and J. Tukey. A projection pursuit algorithm for exploratory data analysis. IEEE Trans-
actions on Computers, C-23(9) :881-890, 1974.

[21] R. Gemulla, E. Nijkamp, P. Haas, and Y. Sismanis. Large-scale matrix factorization with distributed
stochastic gradient descent. In Proceedings of the 17th ACM SIGKDD international conference on
Knowledge discovery and data mining, KDD ’11, pages 69-77, New York, NY, USA, 2011. ACM.

[22] E. Gladyshev. On stochastic approximations. Theory of Probability and its Applications, 10 :275-278,
1965.

[23] L. Guttman. The quantification of a class of attributes : a theory and method of a scale construction.
SSCR New York, pages 321-348, 1941.

[24] P. Hall, D. Marshall, and R. Martin. Incremental eigenanalysis for classification. In in British Machine
Vision Conference, pages 286-295, 1998.

[25] C. Hayashi. Multidimensional quantification. II. Proc. Japan Acad., 30 :165-169, 1954.
[26] C. Hayashi. Quantification Method. 1972.

[27] H.O. Hirschfeld. A connection between correlation and contingency. Mathematical Proceedings of
the Cambridge Philosophical Society, 31(4) :520-524, 1935.

[28] H. Hotelling. Relations between two sets of variates. Biometrika, 28(3/4) :321-377, 1936.

[29] A. Juditsky. A stochastic estimation algorithm with observation averaging. IEEE Trans. Automatic
Control, 38 :794-798, 1993.

[30] H.Kargupta, R. Bhargava, K. Liu, Powers M., Blair P., S. Bushra, Sarkar K. Dull, J., M. Klein, M. Vasa,
and Handy D. Vedas : A mobile and distributed data stream mining system for real-time vehicle

monitoring. In Proceedings of the Fourth SIAM International Conference on Data Mining, KDD 11,
pages 300-311, 2004.

[31] H. Kesten. Accelerated stochastic approximation. Annals Math. Statist., 29 :41-59, 1958.

[32] J. Kiefer and J. Wolfowitz. Stochastic estimation of the maximum of a regression function. Annals of
Mathematical Statistics, 23(3) :462-466, 1952.

[33] T.P. Krasulina. A method of stochastic approximation for the determination of the least eigenvalue of
a symmetric matrix. U.S.S.R. Comput. Math. Math. Phys., 9(6) :189-195, 1969.

[34] V. Kublanovskaya. On some algorithms for the solution of the complete eigenvalue problem. USSR
Computational Mathematics and Mathematical Physics, 1(3) :555-570, 1961.

[35] H. Kushner. Approximation and Weak Convergence Methods for Random Processes with Applications
to Stochastic Systems Theory. 1984.

[36] H. Kushner and D. Clark. Stochastic Approximation for Constrained and Unconstrained Systems.
1978.

[37] H. Kushner and J. Tukey. Rates of convergence for stochastic approximation type algorithms. SIAM J.
Control Optim., 17 :607-617, 1979.

[38] H. Kushner and J. Yang. Stochastic approximation with averaging of the iterates : Optimal asymptotic
rates of convergence for general processes. SIAM J. Control Optim., 31 :1045-1062, 1993.

[39] H. Kushner and J. Yang. Analysis of adaptive step size sa algorithms for parameter tracking. [EEE
Trans. Automatic Control, AC-40 :1403-1410, 1995.

[40] H. Kushner and G. Yin. Stochastic Approximation and Recursive Algorithms and Applications.
Springer, 2003.

178



[41] L. Lebart. On the Benzécri’s method for finding eigenvectors by stochastic approximation. COMP-
STAT, Physica verlag, Vienne,, pages 202-211, 1974.

[42] L. Lebart, A. Morineau, and N. Tabard. Techniques de la description statistique. 1977.

[43] J. B. MacQueen. Some methods for classification and analysis of multivariate observations. In L. M. Le
Cam and J. Neyman, editors, Proc. of the fifth Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and
Probability, volume 1, pages 281-297. University of California Press, 1967.

[44] R. von Mises and H. Pollaczek-Geiringer. Praktische Verfahren der Gleichungsauflosung. Z. Angew.
Math. Mech., 9 :58-77, 1929.

[45] J.M. Monnez. Approximation stochastique : Le processus de Robbins-Monro. Mise a jour des résultats
et quelques compléments, These de Doctorat es Sciences Mathématiques. PhD thesis, Université de
Nancy I, 1975.

[46] J.M. Monnez. Etude d’un processus général multidimensionnel d’approximation stochastique sous
contraintes convexes. Applications a I’estimation statistique. These de Doctorat d’Etat és Sciences
Mathématiques, Université de Nancy I, 1982.

[47] J.M. Monnez. Etude d’un modele de corrélation en approximation stochastique. Statistique et analyse
des données, 16(3) :143—-181, 1992.

[48] J.M. Monnez. Convergence d’un processus d’approximation stochastique en analyse factorielle. Publ.
de I'ISUP, pages 37-56, 1994.

[49] J.M. Monnez. Approximation stochastique en analyse factorielle multiple. Publ. Inst. Stat. Univ. Paris,
50(3) :27-45, 2005.

[50] J.M. Monnez. Analyse en composantes principales d’un flux de données d’espérance variable dans le
temps. Revue des Nouvelles Technologies de I’ Information, (C-2) :43-56, 2008.

[51] J.M. Monnez. Stochastic approximation of the factors of a generalized canonical correlation analysis.
Statistics and Probability Letters, 78(14) :2210, 2009.

[52] A. Nemirovski and D. Yudin. On cezari’s convergence of the steepest descent method for approximat-
ing saddle point of convex-concave functions. Soviet Math. Dokl., 1978.

[53] T.M.N. Nguyen and J. Saracco. Recursive estimation for sliced inverse regression. Journal de la
Société Francaise de Statistique, 151(2) :19-46, 2010.

[54] E. Oja and J. Karhunen. On stochastic approximation of the eigenvectors and eigenvalues of the
expectation of a random matrix. J. Math. Anal. Appl., 106 :69-84, 1985.

[55] T. Oyama, S. Karungaru, S. Tsuge, Y. Mitsukura, and M. Fukumi. Incremental learning method of
simple-pca. In Ignac Lovrek, Robert J. Howlett, and Lakhmi C. Jain, editors, Knowledge-Based Intel-
ligent Information and Engineering Systems, 12th International Conference, KES 2008, Zagreb, Croa-
tia, September 3-5, 2008, Proceedings, Part II, volume 5178 of Lecture Notes in Computer Science,
pages 403—410. Springer, 2008.

[56] K. Pearson. On lines and planes of closest fit to systems of points in space. Philosophical Magazine,
2(6) :559-572, 1901.

[57] A.Plakhov and P. Cruz. A stochastic approximation algorithm with multiplicative step size adaptation.
arXiv, math.ST/0503434, 2005.

[58] B. Polyak and A. Juditsky. Acceleration of stochastic approximation by averaging. Journal of Machine
Learning Research, 30(4) :838-855, 1992.

179



[59] H. Robbins and S. Monro. A stochastic approximation method. Arnnals of Mathematical Statistics,
22 :400-407, 1951.

[60] H. Robbins and D. Siegmund. A convergence theorem for non negative almost super-martingales and
some applications. Optimizing Methods in Statistics, pages 233-256, 1971.

[61] Y. Saad. Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems, Second edition. STAM, 2011.

[62] L. Schmetterer. Multidimensional stochastic approximation. Multivariate Analysis II, pages 443460,
1969.

[63] M. Shimura and T. Imai. Nonsupervised classification using the principal component. Pattern Recog-
nition, 15 :353-363, 1973.

[64] J. Spall. Multivariate stochastic approximation using a simultaneous perturbation gradient approxima-
tion. IEEE Transactions on Automatic Control, 37 :332-341, 1992.

[65] C. Spearman. General intelligence, objectively determined and measured. Amer. Journal of Psychol-
ogy, 15:201-293, 1904.

[66] P. Teixeira and R. Milidid. Data stream anomaly detection through principal subspace tracking. In
Sung Y. Shin, Sascha Ossowski, Michael Schumacher, Mathew J. Palakal, and Chih-Cheng Hung,
editors, Proceedings of the 2010 ACM Symposium on Applied Computing (SAC), Sierre, Switzerland,
March 22-26, 2010, pages 1609-1616. ACM, 2010.

[67] L. Thurstone. The vectors of mind. Psychological Review, 41(1) :1-32, 1934,

[68] L. Thurstone. The principal components of scale analysis. Measurement and prediction, Princeton
University Press, 1947.

[69] J. Tukey. Exploratory Data Analysis. 1977.
[70] J.H. Venter. On Dvoretzky stochastic approximation theorems. Ann. Math. Stat., 37 :1534-1544, 1966.

180



181



Résumé. On suppose que des vecteurs de données de grande dimension arrivant en ligne sont des observations
indépendantes d’un vecteur aléatoire.
Dans le second chapitre, ce dernier, noté Z, est partitionné en deux vecteurs R et S et les observations sont supposées
identiquement distribuées. On définit alors une méthode récursive d’estimation séquentielle des r premiers facteurs
de I’ ACP projetée de R par rapport a S. On étudie ensuite le cas particulier de ’analyse canonique, puis de 1’analyse
factorielle discriminante et enfin de I’analyse factorielle des correspondances. Dans chacun de ces cas, on définit
plusieurs processus spécifiques a I’analyse envisagée.
Dans le troisieme chapitre, on suppose que I’espérance 0,, du vecteur aléatoire Z,, dont sont issues les observations
varie dans le temps. On note Z, = Z, — 0, et on suppose que les vecteurs Z, forment un échantillon indépendant et
identiquement distribué d’un vecteur aléatoire Z. On définit plusieurs processus d’approximation stochastique pour
estimer des vecteurs directeurs des axes principaux d’une analyse en composantes principales (ACP) partielle de Z.
On applique ensuite ce résultat au cas particulier de I’analyse canonique généralisée (ACG) partielle apres avoir défini
un processus d’approximation stochastique de type Robbins-Monro de I’inverse d’une matrice de covariance.
Dans le quatrieéme chapitre, on considere le cas ou a la fois I’espérance et la matrice de covariance de Z, varient dans
le temps.
On donne finalement des résultats de simulation dans le chapitre 5.

Mots-clés. Big Data, flux de données , Analyse en composantes principales (ACP), ACP projetée, analyse canon-
ique généralisée (ACG), approximation stochastique.

Abstract. High dimensional data are supposed to be independent on-line observations of a random vector.
In the second chapter, the latter is denoted by Z and sliced into two random vectors R et S and data are supposed to
be identically distributed. A recursive method of sequential estimation of the factors of the projected PCA of R with
respect to S is defined. Next, some particular cases are investigated : canonical correlation analysis, canonical dicrim-
inant analysis and canonical correspondence analysis ; in each case, several specific methods for the estimation of the
factors are proposed.
In the third chapter, data are observations of the random vector Z, whose expectation 6, varies with time. Let
Z, = Z, — 0, and suppose that the vectors Z, form an independent and identically distributed sample of a random
vector Z. Stochastic approximation processes are used to estimate on-line direction vectors of the principal axes of a
partial principal components analysis (PCA) of Z. This is applied next to the particular case of a partial generalized
canonical correlation analysis (gCCA) after defining a stochastic approximation process of the Robbins-Monro type
to estimate recursively the inverse of a covariance matrix.
In the fourth chapter, the case when both expectation and covariance matrix of Z, vary with time # is considered.
Finally, simulation results are given in chapter 5.

Keywords. Big data, data streams, Principal components analysis (PCA), projected PCA, generalized canonical
correlation analysis (gCCA), stochastic approximation.
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