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INTRODUCTION GENERALE

La premiére partie de notre travail, menée en collaboration étroi-
te avec V. BOUCHITTE et M. HABIB, porte sur 1'étude de quelques invariants
comme le nombre de sauts et la dimension sur les ensembles ordonnés finis.

Nous reproduisons ici intégralement les deux articles
N-free posets as generalizations of series-parallel posets
M. HABIB,R. JEGOU
Some results on the greedy dimension
V. BOUCHITTE, M. HABIB, R. JEGOU
d paraitre respectivement dans Discrete Applied Mathematics et dans Order.

Le nombre de sauts a fait 1'objet de nombreux travaux parmi les-
quels ceux de G. CHATY, M. CHEIN, 0. COGIS, U. FAIGLE, G. GIERZ, M. HABIB,
P. MARTIN, G. PETOLLA, W. POGUNTKE , W.R. PULLEYBLANK, I. RIVAL, M,M, SYSLO

.., et reste d'actualité comme en témoigne le congrés GRAPHS and ORDER
(Banff 1984).

Cette notion définie originellement sur les graphes sans circuit
comme étant le nombre minimum d'arcs d ajouter & un tel graphe pour obtenir
un graphe sans circuit ayant un chemin hamiltonien, est é&tudiée ici sur les
ordres sans N,

Nous mettons en évidence une construction récursive de ces ordres
en généralisant celle des ordres série paralléles(SP) introduits par
E.L. LAWLER et étudiés notamment par J. VALDES, R.E. TARJAN et E.L. LAWLER.

Les ordres sans N, ou quasi-série-paralléles(QSP), peuvent donc se
définir d 1'aide de deux opérations simples d partir de 1'ordre réduit & un
é1ément.

Cette construction permet en particulier d'obtenir un algorithme
linéaire (en fonction du nombre de sommets et du nombre d'arcs du graphe de
Hasse) de reconnaissance et de décomposition qui calcule le nombre de sauts.






La dimension d'un ordre partiel P définie en 1941 par B. DUSHNIK
et E.W. MILLER est le cardinal minimal d'ensemble d'ordres totaux supérieurs
ad P dont 1'intersection est P.

Cette définition est é&tendue au cas ou les ordres totaux supé-
rieurs & P sont gloutons (c'est & dire construits algorithmiquement a partir
d'un élément minimal en prenant un successeur accessible de 1'élément
courant, & défaut un élément minimal, dans le sous-ordre restant, in english
"climb as high as you can") obtenant ainsi la dimension gloutonne.

Nous montrons que cette nouvelle notion de dimension s'identifie &
1a dimension usuelle sur une large classe d'ordres contenant les ordres sans
N, les ordres de dimension 2 et les treillis distributifs.

La deuxiéme partie, qui trouve son origine dans une question posée
par M. CHEIN, & savoir le calcul du nombre maximal d'arcs d'un graphe de
Hasse d'ordre n (graphe simple orienté sans circuit et sans arc de transiti-
vité) est consacrée a 1'étude des nombres extrémaux (minimal et maximal)
d'arétes d'un joint de k stables suivant un graphe simple (sans boucle et
sans aréte multiple) d'ordre k.

Ce probiéme est équivalent & 1'optimisation d'une forme quadrati-
que sans carré d coefficients O ou 1 sur 1'ensemble des partitions d'un en-
tier n en k sommants.

Dans un premier temps, les k stables étant fixés, nous étudions
les permutations donnant les nombres extrémaux d'arétes du joint.
Reprenant le rapport
Sur quelques formes quadratiques associées a des partitions d'entiers
- R.JEGOU
(d paraftre dans la RAIRO, Recherche Opérationnelle),
nous donnons les solutions dans le cas d'une chaine é1émentaire d'ordre k.
La réponse a la question de M. CHEIN en est une conséquence
directe,
D'autres cas particuliers sont étudiés, comme par exemple les
graphes 4 seuil et les unions disjointes de cliques.






Nous étudions ensuite les partitions minimales et maximales.

Le probléme de minimisation est entiérement résolu et nous
montrons que 1le probléme de maximisation est NP-difficile car i1 est
équivalent, dans certains cas, 4 la recherche d'une clique maximale.

Ce résultat est une conséquence indirecte d'un théoréme de maximi-
sation du & T.S. MOTZKIN et E.G. STRAUSS dont nous donnons par ailleurs une
preuve plus rapide et plus combinatoire.

Enfin ces problémes sont généralisés d des polyndmes sans carré a
coefficients entiers par le biais de 1'opération de substitution dans les
hypergraphes. Le probléme de minimisation est 13 aussi entiérement résolu en
nombres entiers.

Pour terminer, nous présentons quelques exemples d'hypergraphes
pour Tlesquels les problémes de T.S. MOTZKIN et E.G. STRAUSS et de 1la
partition maximale ont une solution polyndmiale.

N.B. : les références bibliographiques correspondant aux personnes citées
ci-dessus, sont naturellement rassemblées en fin des chapitres
concernés.






GENERAL INTRODUCTION

The first part of this work has been done with the collaboration
of V. BOUCHITTE and M. HABIB:. It concerns the study of some invariants as
the jump number and the dimension of finite posets.

We expose two papers :

N-free posets as generalization of series-parallel posets, M.HABIB, R.JEGOU
Some results on the Greedy dimension, V. BOUCHITTE, M. HABIB, R. JEGOU
to appear respectively in Discrete Applied Mathematics and Order.

The Jump number has been studied by many authors, for example G
CHATTY, M. CHEIN, 0. COGIS, U. FAIGLE, G. GIERZ, M. HABIB, M. MARTIN, G.
PETOLLA, W. POGUNTKE, W.R. PULLEYBANK, I. RIVAL, M.M, SYSLO...

This notion was first defined on dags (directed acyclic graphs) to
be the minimum number of arcs that have to be added in order to obtain an
hamiltonian path. It is studied here on N-free posets.

A generalization of the definition of the series-parallel (SP) po-
sets, introduced by E.L. LAWLER and studied in particular by J. VALDES, R.E.
TARJAN, E.L. LAWLER, gives a recursive construction of the N-free posets,
then called also quasi-series-parallel posets (QSP). Thus they are defined
with only two simple operations starting with the one element poset.

So we obtain a linear algorithm (depending on the numbers of ver-
tices and edges of the Hasse diagramm) for recognize, decompose and calcula-
te the jump number of any N-free poset.

In 1941, B. DUSHNIK and E.W. MILLER defined the dimension of a po-
set P to be tne minimal cardinality of a set of linear extensions of P the
intersection of which is P.

We define the greedy dimension of a finite poset P by using greedy
linear extensions, that means linear extensions of P algorithmically
obtained with the simple rule "climb as high as you can".

Qur first results etablish the equality of this notion with the
usual dimension on a wide class of posets which contains N-free posets, 2-
dimensionnal posets and distributive lattices.






The second part has started with a question asked by M. CHEIN
which is the maximal number of arcs in a Hasse diagramm with n vertices ?

A specific answer to this question was obtained and exposed in the
paper : "Sur quelques formes quadratiques associées 3 des partitions d'en-
tiers" R. JEGOU, to appear in RAIRO, Recherche Opérationnelle.

In fact this second part is devoted to study the more general
problem to determine the optimal (minimal and maximal) numbers of edges of
the join of k stables with a k vertices graph.

This problem is equivalent to minimize and to maximize a
square-free and O0,l-coefficents quadratic form with the 1integer linear
contraints

]
=}

k
DES!
(C1) i=1
xj > 1

where the integers k,n verifies 2 < k <

3
.

At first, we fix the k stables and study the optimal permutations.

When the graph is an elementary chain we obtain the answer to the
question of M. CHEIN. Some other particular cases are studied, for example
the threshold graphs.

Then we study the general problem : determine the minimal and ma-
ximal partitions.

The minimal partition problem is completely solved and we show
that the maximal partition problem is NP-hard because the solution needs the
research of a maximal clique when G is a regular graph.

This precedent result is an indirect consequence of a maximisation
theorem due to T.S. MOTZKIN and E.G. STRAUSS, which 1is extended 1in the
multigraph and integer cases by a more combinatorial and simpler proof.

We end by a generalization to square-free polynoms with integer
coefficients using the substitution operation in hypergraphs.

The minimization problem is also completely solved and we expose
some examples on which the problem of T.S. MOTZKIN and E.G. STRAUSS and the
maximisation problem have a polynomial solution.
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On vous aura prévenu ...

" L'8tude des mathématiques, en comprimant la sensibilité et 1'imagination,

rend quelquefois 1'explosion des passions terrible".

Mgr Dupanloup, de la Haute Education
Intelectuelle, 1855.
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CHAPITRE I

N-FREE POSETS AS GENERALIZATIONS OF SERIES-PARALLEL POSETS






ABSTRACT

N-free posets seems to have recently taken some importance and

motivated many studies.

This class of posets introduced by GRILLET [8] and HEUCHENNE[11]
are very related to another important class of posets, namely the
series-parallel posets, introduced by LAWLER [12] and studied by
VALDES et al. [21].

In this paper, we show how N-free posets can be considered as
generalizations of series-parallel posets, by giving a recursive cons-
truction of N-free posets. Furthermore we propose a linear time algo-

rithm to recognize and decompose any N-free poset.

This yields some very naturel problems, namely: which are the
properties (such as linear time algorithm for some invariant) of

series-parallel posets that are kept for N-free posets?
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I - INTRODUCTION

Series-parallel graphs or digraphs are well known, since the
early work of DUFFIN [5] and others. There were defined as analogous
of electrical networks. In [12] LAWLER introduced a class of posets
named series-parallel which were studied also in [21] and [2].

In the following we introduce a generalization of the
series-parallel posets.. '

Throughout P = (E, <) denotes a finite and non empty (i.e.
having at least one vertex) partially ordered set or poset . Further-
more we denote by Max(P) (resp. Min(P)) the set of all maximal (resp.
minimal) elements of P.

We define a concatenation operation ( quasi-series composi-

tion ) on posets as follows:

Let Py, P, be two posets and let A = Max(P;) and B = Min(P,)
with A# @ and B # 0.
P=(Py, A) . (Po, B) is the poset obtained as follows :
if Py = (Ey, <1) and Py = (Ey, <2), with E; N Ex= @, then
P=(E; UE,, <) such that :
as<b if a, beEk; and a <1 b
or a, b ¢ E; and a <, b
or a € E;y, b € E2 and there exist a ¢ A, B £ B such that
a < ¢ and g gy b.

(When A = Max(P1) and B = Min(P2), we obtain the classical series com-
position as defined in LAWLER [12] or in VALDES et al. [21]).

This operation is a particular case of the graph operations
studied in [3] by CUNNINGHAM or more generally of combinatorial opera-
tions as studied in [4] by CUNNINGHAM and EDMONDS.



Let us recall the classical parallel composition on posets.

P =P + P2 is the poset obtained on E = E; U E2 from the disjoint
union of P; and P,.

Hence we can define the Quasi-Series-Parallel ( QSP for
short) class of posets, as the smallest class of posets that contains
Po and closed under quasi-series and parallel compositions.. (Where P
is the poset having only one element).

Decomposition trees for QSP

A QSP defined by a sequence of quasi-series and parallel
compositions can be represented in a natural way, by a binary tree as
shown in fig. 1.

This tree has been constructed by :

(i) associating the trivial tree having one node with the
trivial poset Pg.

(ii) using the rules of fig. 1 to build larger trees from
smaller ones as the process of building QSP posets by quasi-
series and parallel compositions progresses.



Let Ty i=1,2,3 be the binary tree associated with the
QSP poset P; then :

if P3 = Pl +P2 Tl T2
Tom iy
p
if P3= (Pls A) . (PZ: B)
T1 Ta
R W 4
QS(A,B)

T1g« 1

Notes:
I°) This decomposition tree is not unique.

) As we label the QS-nodes of a decomposition tree by the two as-
sociated sets A and B, then the tree provides a reconstruction of P.

For examples of QSP posets and associated decomposition-
tree, see figures 2 and 3 which show examples given by LECLERC and
MONTJARDET in [13].

In II, we study this class of posets and show that it has
some properties with respect to poset invariants such as the jump
number and the dimension.

We are wondering if some other poset invariants (such as
schedulding problems ) can be easily computed for QSP posets as shown
for series-parallel graphs by TAKAYAMA et al. in [20].



In III, we show the class of QSP posets is identical to the
well known class of N-free posets studied by many authors such as:
GRILLET [8], HEMMINGER and BEINEKE [10], HEUCHENNE [11], LECLERC
and MONTJARDET [13], RIVAL [17] and SYSLO [19]. Thus N-free posets can
be considered as extensions of series-parallel posets and it is very
natural to ask which properties are kept.

In IV we propose a kind of standard decomposition and its

associated decomposition tree and also a linear recognition algorithm
based on this tree.

II - JUMP NUMBER AND DIMENSION OF QSP POSETS.

A linear extension of a finite ordered set P is a total
ordering t of the elements of P in which a < b 1in v, whenever a < b
in P.

Let us denote by L (P) the set of all these 1linear
extensions.

A) JUMP NUMBER.

FOr T= X1, ..., Xn £ & (P)
a jump of © is a pair (xj, xj+1), 1<i<n such that xi £ xj+1 in
P

We define also the jump number of <, denoted by o(<,P) as-
the number of such couples.

Similarly we define o(P) = min o(<,P) as the jump number of

P. : T eX(P)

Racently the jump number has received some attention by
CHEIN, COGIS, GIERZ, HABIB, PULLEYBLANK, POGUNTKE, RIVAL, SYSLO in
references [1], [2], (7], [15], [16], [17] and [19].

In  particular, PULLEYBLANK in  [15] showed the
NP-completeness of the problem to determine o(P) and this explains our
interest in polynomially determining the jump number of restricted
classes of posets, such as QSP posets.



At last we use two classes of linear extensions :
Gr) = xed(p) | o(v,P) = o(P) }, the set of all optimal linear
extensions.
Q}(P), the set of all "greedy" linear extensjons.

This notion was first introduced in [2].

A greedy 1inear extension is obtained when using
systematically the following rule : "Climb as high as you can* .

More precisely, a linear extension can be seen as a sequence
of maximal subsequences of elements of P separated by the jumps.

(i.e. T = C1.C2..... .Ca(z,p)+1 €€ (P).)
We define Py =P - Cj
1<j<i

t is a greedy linear extension iff ¥ i, 1 < i < of<,P)
H y minimal in Pj, such that y
covers sup(C;) in P.

(For any subsequence C of t, we define two distinguished vertices,
which are resp. the least and the greatest element of C with respect
to the linear extension t. We denote these elements resp. by sup.(C)
and inf.(C). When there 1is no possible ambiguity, we simply denote
them by sup(C) and inf(C)).

Let us now consider P = (P1, A) . (P2, B) and = ¢ df(P). Let
a (resp. b) denotes the rightmost (resp. leftmost) element of A

(resp. B) in <. Thus we can decompose: T = T1a T2b7s
The subsequence <; is made up with maximal subsequences of

elements of Py and Py. Clearly these subsequences are separated by
jumps as their elements are necessarily incomparable in P. Thus we can

construct vy as follows :
vi = t'1t'y where ", consists of elements of P,

Tt'y consists of elements of P;

Similarly for T, and <3 we obtain :
f(t) = t"1t'y @ ©'27" be"3t'y € L (P), the canonical linear extension
associated with =. ,

Obviously, we have o(t,P) = o(f(<),P).



LEMMA 1 : If P = (P1, A) . (P2, B) then ofP) > o(P1) + o(P2)

Proof : Let us consider t ¢ ©&(P), and v = f(t) as above
v = t'17'1a t'2t"2bt"3c'; € &(P). This yields immediatly
vi=t'yp at'at's e L (P1)

v' =gt b '3 e £(P3)

' Since (sup(<"y), inf(<'y)), (sup(<'z), inf(z"3))
and (sup(t"3), inf(<'3)) are jumps of v, we have :
a(vsP) = o{v',Py) + o(v",Py) + the jump (sup(c';),inf(<"5))
And thus, including the case where <t'; and <" are empty,
a(P) 5 o(P1) + o(Py). -

LEMMA 2: Let P = (P1, A) . (P2, B) and &(P1) e O(P1), .
C@(Pz)s 6 (P3) then:  o(P) = o(Py) + o(P,) and Q(P)g @ (P).

Proof : Let 7t ¢ Q}(P), necessarily using the previous decomposition
t =7t1ab t3 (i.e. w2 is empty).
Thus, using the same transformations as in lemma 1, with

v = f(t), we have: o(v,P) = o(v', Py) + a(v", P3)
Furthermore, since t is a greedy linear extension, clearly
also v' and V" are greedy respectively in P; and P, and thus by

hypothesis, of(<', P1) = o(P)) and o(<", P3) = o(P,)

Hence o(t,P) = o(Py) + o(P2) = ofP)
and therefore (3( ye 6(P). =
Theorem 1 : For a QSP poset P, G? (p) = H(p)
Proof : The previous lemma 2 gives immediately a recursive proof of

Q(P)g O (P). Let us examine the equality.
' If there exists t € O(P) -4(pP), for P = (P1, A) . (P2, B),
then we apply on t the transformaticns of lemma 1.
As o(P) = o(Py) + o(Py) then:
a(t, P) = alv's Py) + o(v",P,).
By the induction hypothesis V' ¢ %(Pl) and V" ¢ @(Pz)
and this gives T ¢ C}(P), a contradiction. -



COROLLARY : oP) 1is exactly the nﬁmber of P-nodes in the
decomposition tree (i.e. the number of parallel compositions).

Proof: Since it is very easy to verify ofPy + Py) = o(Py) + oP,) + 1
for every posets P, and P2, and since by lemma 2 we have:

o((Py, A) . (Po, B)) = o(Py) + o(P,), when P, and P, are QSP posets,
thus we can polynomially compute o(P) by simply counting the P-nodes
of one of its binary decomposition trees. ' ]

B) DIMENSION.

Let us now consider the well known dimension of posets,
denoted by dim, as defined by DUSHNIK and MILLER in [6]. For a recent
survey on this subject, see ref. [14] by KELLY and TROTTER.

Unfortunately for this invariant the QSP class of posets
yields only the following partial result.

LEMMA 2 : dim(P1+ P2) = max(2, dim(Py), dim(P2)), and
dim((P1,A) . (Py,B)) < max(dim(P,), dim(P,)) + 1.

Proof : The first equality is well known and quite obvious, let us
consider the inequality.
When dim(Py) = dim(Py) = 1, then trivially dim((P;,A) . (P,,B)) =1
Let us now suppose dim(P;) = p, dim(P2) = q and P = (P1,A) . (P2,B)
with p < g and 2 < q.
Thus there exist aj € &L (Py), 1<i<p and gj e & (P2),
1<j<q, such that : Py = Naj , Pp = N3y .

1<i<p 1<j<q
We define :
0= (O (g n (O (apsj)
1<i<p p<j<q

Thus Q is the intersection of g linear extensions of P, and
P < Q (natural order induced by the inclusion of their associated
binary relations.)



We notice :
1) For x e Py :

(1 beBwithxdb) = (yeB, x¢y).
2) For xe Py :

(] acAwithad¢x) => (¥Fyeh, yix).

Thus we may define Ip (resp. Ig) the set of elements of
P2 (resp. P1) which are incomparable in P with the elements of A
(resp. B).

Let us recall an interesting theorem of RABINOVITCH 1973
(see KELLY and TROTTER [14] p. 191 ). For A,B, two disjoint subsets
of a poset P, there does not exist an extension E of P such that a < b
for each incomparable pair <a,b> with a € A and b ¢ B, iff there are
al,a2 € A, and bi,b2 € B with by < ai, b2 < az, by and a2, and bz and
a; are incomparable.

Hence there obviously exists R e & (P) such that: 4 x e Ip
¥y e Ig, ¥y < x in R. Then we can easily check that QnR = P and
thus we have obtained the desired inequality. ®

COMMENTS:

Although dim((P1,A) . (P2,B)) = max(2,dim(Py),dim(P3))
when A = max(P,;) and B = min(P,) (normal series composition), the
above inequality cannot be strengthened for the quasi-series
composition. (See figures 2 and 3 ).

Similarly series-parallel posets are 2-dimensional posets,
but since any poset P can be embedded in a QSP poset P, by adding
vertices on the edges of its Hasse diagram. Thus there exist QSP
posets of high dimension.

- 10 -



ITI- CHARACTERIZATIONS OF QSP POSETS.

Let us denote by an "N®™ the following poset on four elements
{a,b,c,d} such that a < b, ¢ < b and ¢ < d, and a and ¢, a and b,
b and d, are incomparable.

We say that a poset P is "N-free® if it contains no cover
preserving subset isomorphic to N.

With this definition we can now give some characterizations
of the QSP class of posets.

Theorem 2: The four following properties are equivalent:

(i) P is QSP.

(i1) P is an N-free poset.

(ii1) P is a C.A.C. Chain-Antichain Complete order (i.e. every
maximal chain intersects each maximal antichains).

(iv) The Hasse diagram of P is a line-digraph.

Therefore, this particular class of posets has been studied
several times, and was first introduced by GRILLET [8] who showed
equivalence (iii) <=> (ii). HEUCHENNE in [11] showed (iv) <=> (ii).
LECLERC and MONTJARDET studied this class in [13].

Recently  RIVAL [16] and SYSLO [19] studied them with
respect to the jump number.

Obviously, from the last statement (iv) we can associate
many other characterizations of QSP by transposing those developped
for line-digraphs by HEMMINGER and BEINEKE in [10], or by SYSLO in
[18].

Proof: - Hence to prove theorem-2, it only remains to show the
equivalence (i) <=> (ii).
(i) => (ii) : This part of the proof is nearly obvious, since Pg does

not contain any N, and our two fundamental operations (quasi-series
and parallel composition) cannot create any N.

- 11 -



(i) = (i):

Let P be a connected poset. For any x in P we denote by

r-(x) (resp. I'¥(x)) the set of predecessors (resp. successors) of
x in the Hasse diagram of P.

Since P is finite there exists x e P such that
T-(x) € Min(P). If P is N-free, we can write P = (A, A) . (P', B)
with A = T-(x), B = I"*(s) where s € A, and P'= P-B,

As it is very easy to see that the subraph of the Hasse
diagram of P induced by A U B is a complete bipartite graph. a

From this proof we obtain another recursive construction of
the QSP class, using the following restrictions of the parallel and
quasi-series composition:

-the Pg-parallel composition
P=Py+P; for any poset P,
-the source composition
P=2S; x (P, Sp) which is the poset P = (S;, S;).(P,, B) where

S1 is a stable set, Po a poset and B = min(P2)

Corollary : The QSP class is the smallest class of posets that
contains Po and closed under Pg-paraliel and source composition.

Using theorem 2, we notice that our theorem 1 is equivalent
to the main result of RIVAL in [16]. Furthermore the use of the above
corollary could even give a simpler proof.

= 12



IV A LINEAR RECOGNITION ALGORITHM.

We present here an algorithm in O(n + m) to recognize and to de-
compose a poset P when its Hasse diagram H = (X,U) is given, (where
X is the .vertex set and U the arc set, |x| = n and |U| =m ).

It is based essentially on the corollary of the Theorem 2 and runs
as follows:

begin

T«d

while H+ @ do
begin

X « source of H

if H={x}+ (H - {x}) then H <+« H - {x}
X
AN
T«T+ P
if H=5S5 x(H-S1,8) then H+« H - S
{with x € Sy} T(S1)

T T * ™ 05(5,,8)
else " P is not QSP "

end; {of the while}
end. {of the algorithm}

We expose now the algorithm with more details and prove its
correctness and determine its complexity.

- 13 -



A - Data structures and preprocessing

We suppose X = {1, 2, ..., n} and H represented by its
neighbourhood function (1lists):

P

T* g £ sy X)
e P¥(9) = {90y wuey ik}

the ordered successor set (1ist) je such that : i1 < i2 < ... < ig.

The algorihm uses the two well known functions on posets, the
rank and the tension respectively denoted by r and t and defined as
follows:

- ——

X ——p r{x) the Tength of the longest path from a minimal

element to x.

t 2l ———’IN
xy ——> t(xy) = r(y) - r(x)

These functions can be computed in O(n + m) with the above data
structures for H.

At last, with the same complexity we obtain the ordered lists I-

of the predecessor sets, the out-degree and the set (list) min(P),
which is the source-set of H.

- 14 -



B - The Algorithm

begin

T«4g

S « min(P)

X « first element of S
B « true

while (1 xeH-T) and ( B = true ) do
begin
X « first element in S not yet marked
if x is a sink
X
then T « T + \‘P

mark x

else y « first successor of x

if t(xy) =1
then Bipartite(r-(y), rt(x), B)
if B = true
then mark every element of I'~(y)

X1 le
Np
\n.

'\ /xk
p
AN
T«T+ QS

N\ rH(x)
{ T=(y)={x1, ...y Xk} }

S « S + I'*(x)
end; {of the while}

if B = true then "P is QSP"

X X
TeT-N+ 7

else "P 1is not QSP"
end. {of the algorithm}

- 15 =



Bipartite(r-(y), I*(x), B) is a procedure which checks that
the subgraph of H induced by T'-(y) U I't(x) is a complete bipartite
graph and answers B = true in this case.

We remark that in each QS-node it suffices to notice only r*(x)
because we have automatically I'"(y) by exploring its left son.

C - Proof and Complexity

THEQOREM 3: The above algorithm recognizes and decomposes a poset P in
O(n + m) when its Hasse diagram H is given by its neighbourhood

function.

Proof:

If P is QSP the corollary of the Theorem 2 proves that H can be
decomposed as

=
]

{x} + (H - {x}) with x € min(H)

b
"

or S1 x (H-S1, B) where S) < min(H)
B = mjn(H = Sl)

and so on with H - S;.

Else it contains necessarily a N which will be detected in the
procedure Bipartite.

Let us remark that when P is QSP and t(xy) » 2 in the algorithm
then x is not considered but there exists at least one z in r=(y)
such that t(zy) = 1. Therefore x will be placed in the tree T when a
vertex like z will be considered.

Let us determine now the complexity when P is QSP.

At the end of the algorithm we have ‘S] = n, each element is
considered at most two time then the use of S requires 0(n) elementary
operations.

- 16 -



To verify that the subgraph of H induced by T*(x)={y1, ..,y1}
and T=(y) = {x1, ..., xk} is complete bipartite we must test the
equalities

T+(xi) = T*(x1) i =2,k

T=(yj) =T=(y1) J = 2,1

This can be done in 0(|P+(x)| x |F-(y)|) with the ordered
lists and then in O(n + m) for the whole graph.

Obviously the decomposition-tree of P uses 0(n) time.
Finally the algorithm is in O(n + m) when P is QSP, else it stops

before. o

D - Standard decomposition-tree

The algorithm supplies a natural decomposition tree for any QSP.

Indeed the elements are placed in the tree with respect to the
rank function: at first the minimal elements, then the unit-rank ele-
ments and so on. '

The only difference between two algorithmic decomposition-trees
associated with the same N-free poset depends on the apparition order

of the elements with the same rank in S.

By .this way we can so define a class of standard decomposition-.
trees for every QSP.

E - An interesting problem

Although VALDES et al. in [21] proposed a linear algorithm which
recognizes every acircuit digraph whose transitive closure yields
series-parallel poset, it is not known  if there exists a linear
algorithm to recognize every acircuit digraph whose transitive closure
yields a QSP poset.
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ABSTRACT

This paper introduces a new concept of dimension for
partially ordered sets. DUSHNIK and MILLER in 1941 1introduced the
concept of dimension of a partial order P, as the minimum cardinality
of a realizer, (i.e. a set of 1linear extensions of P whose
intersection is P). Every poset has a greedy realizer (i.e. a realizer
consisting of greedy linear extensions). We begin the study of the
notion of greedy dimension of a poset and its relationship with the
usual Himension by proving that equality holds for a wide class of
posets including N-free posets, 2-dimensional posets and distributive
lattices.

RESUME-

Ce papier est principalement consacré d la définition d'une
nouvelle notion de dimension.

En effet, DUSHNIK et MILLER ont introduit en 1941 1la
dimension d'un ordre partiel comme le cardinal minimal d'une base,
(i.e. un ensemble d'ordres totaux supérieurs & P dont 1'intersection
est P).

Remarquant que tout ordre partiel admet une base constituée
uniquement d'ordres totaux gloutons, nous commengons 1'étude de Ta
dimension gloutonne et nous remarquons qu'il y a égalité entre les 2
notions de dimension sur une large classe d'ordres partiels comprenant
les ordres Quasi-Serie-Paralléles, ou ordres sans N.






I - INTRODUCTION

Throughout we consider only finite partially ordered sets
(also called posets ). If a poset is denoted by P, then its underlying
set will usually also be denoted by P and its order relation by <.
If for a, b € P, we have neither a ; b, nor b ; a, then the pairP

<a, b> is called noncomparable and we denote by I this binary symme-
tric relation on P. We say x covers y in P, if y é x and 1f there

exists no element between them (in other words [y,x], the interval in
P from y to x is an edge of the (Hasse) diagram of P). A linear exten-
sion © of P is a linear (total) order which contains P

(i.e. x ; y = X i'y). We denote by J(P) the set of all linear

extensions associated with P.

SZPILRAJN [13] showed in 1930 that any order relation can be
extended to a linear order. He also proved that any order relation is
the intersection of its linear extensions. If %?is a family of linear
extensions whose intersection is the order relation ; on P,

then ff is a realizer of ;. We also say that © realizes P. In 1941?

DUSHNIK and MILLER [2] defined the dimension dim(P) of a poset P, as
the minimum cardinality of a realizer of ;. Many authors since have

made significant contributions to the theory of dimension for posets.
For an excellent and recent survey on dimension, see KELLY and TROTTER
[9] on which we base most of our notation.

It is natural to look for generalizations of dimension by
considering particular classes of linear extensions. Here we study
greedy linear extensions and the associated greedy dimension, which we
denote by dimg. We show that these two notions of dimension are
identical over the class of N-free posets. We previously asked whether
dimg is a comparability invariant. Since TROTTER, and ourselves
independently have found two interesting counterexamples (see figure
1). These examples also disprove the monotonicity of dimg. There
still remain two important problems about the greedy dimension.



I°) Characterize the class of posets for which dim(P) = dimg(P).
2) Is the computation of dimg an NP-hard problem ?
(YANNAKAKIS in [15] proved that dimension itself is NP-hard).

dimg(Pl) = dimg(Pz) =4

dim(Pl) = dim(Pz) =3

dimg(P1d) = dimg(Ppd) = 3

dimg(Pl-{7}) = dimg(Pz-{7}) =2

A ~

dimg(P1)= dimg(Pz) =3
(where Pd denotes the dual of P and P a minimal N-free poset
containing P obtained by adding vertices on covering edges).

Figure 1

A poset P is called d-irreducible if it has dimension d > 2 and if the
removal of any element lowers its dimension. An irreducible poset is
d-irreducible for some d » 2. A linear extension T ¢ kﬂ(P), can be
written as aword on P, © = X| ... Xp, With n=|R|.

In this notation, we see immediately that there is a canonical
decomposition of <t 1into its maximal subsequences, chains of P
separated by incomparability arcs. Thus, = = Cy ... Ck.

Let us denote by inf(C) and sup(C), respectively, the first
and the last element of a sequence C. Therefore in this decomposition,
we have : sup(Ci) 1 inf(Cj4p) for 1 < i < k.

t=0C; ... C is called a greedy linear extension of P

i inf(C;) covers sup(Cj) in P => 3 xeP, x é inf(C;)
and x g& U Cy

<m<i



Algorithmically a greedy 1linear extension is one obtained by
systematically following this rule : "Climb as high as you can®. [t is
easy to compute a greedy linear extension.’

This concept was first introduced by COGIS and HABIB [1] in. work on
the jump number (nombre de sauts) of posets. More recently RIVAL [11],
and HABIB and JEGOU [6], and, FAIGLE and GIERZ [4] give some further
developments. Let us denote by‘g(P) the set of all greedy linear
extensions associated with a poset P. Obviously é}(P) c 2Z(p).

II - THE GREEDY DIMENSION

In [3] EL-ZAHAR and RIVAL prove for every pair a,b such that alb the
existence of a greedy linear extension t with a < b .This yields
T

immediately the existence of a greedy realizer ,and thus of the greedy
dimension . We have also obtained this result by producing
a]gorifhmica]]y such a greedy linear extension for every critical
pair . We now give another proof of a similar result interesting in
itself, which was communicated to us by COGIS.

As in [3], we adopt the following notation:
D(z)= {teP| téz } and I(2)= {tsP|tﬂz}.

z is accessible if D(z) is a chain in P. A chain C in P is a
greedy chain if sup(C) is a maximal accessible element.

Lemma 1: For every xeP, there exists 7= C;...Cp which 1is the
beginning of a greedy linear extension of P, such that:

i) Cj 1l<i<m is a greedy chain of P-(C,UC,...UC5.;) not con-
taining x

71) every greedy chain in P-(C,UC,...UCy) contains x

i1i) I(x)eCiUCy...UCy.

Proof. Clearly there exists v= C;....Cp which satisfies i) and ii).
We just have to prove that it implies iii).



If every greedy chain in a poset Q contains x then x is accessible
(trivial) and Ig(x)=g. (Indeed, let yeQ, if y is accessible then it
belongs to a greedy chain and hence x and y are comparable; if y is
not accessible then there exists z maximal accessible element with
z<y, thus we have x<y .

Q" Q

Therefore from ii) with Q=P-(CiUC2...UCy) . we have Ig(x)=e, and
thus Ip(x)<CiUCy...UCH.
[

Lemma 2. For every xeP,there exists a greedy linear extension =y

such that y < x for every yel(x).
TX
Proof. According to the lemma 1, we can complete <= C;...Ch with any

greedy linear extension of P-(CiUC3...UCp) and obtain =y

1}

T Vv

which is a greedy linear extension of P.
g

Proposition 1. For every poset P there exists a greedy realizer.

Proof. We just notice that () ty = P, and thus we have a greedy
xeP
realizer of P.
|

Definition. The greedy dimension of a poset P, denoted by dimg(P) ,
is the minimum cardinality of a greedy realizer.

For any poset P, we have obviously that dim(P)< dimg(P). Our main
result is that equality holds for a wide class of posets called
N-free. A poset is N-free if it has no "N" in its (Hasse) diagram.
(See RIVAL [11] or HABIB and JEGOU [6] for a study of this class of
posets.)



For brevity, we adopt the following notation.
For © = CiCa... Ck ¢ (P), we say that <t is not greedy in
sup(Ci) if there exists j, i<j<k with inf(Cj) covers sup(C;) in
P, and for each y such that y ; inf(Cj) we have y § sup(Cj).

Theorem. Let P be a N-free poset. Then dimg(P) = dim(P).

Proof. Let P be an N-free poset, and B = {v},...7dim(p)} be a
minimal realizer of P.

Suppose there exists tj € B which is not greedy. Let x be the first
element (i.e. the smallest “with respect to +tj) where =i is not
greedy. We can decompose tj in pjpopu3 with x = sup(p;), and where
y = inf(u;) satisfies (1) x ; ¥, (2) ppy is the beginning of a

greedy linear extension of P, and (3) y is the smallest element of
ti that satisfies (1) and (2).

As tj is not greedy in x then p, is not empty, x I inf(u,) and for
each t € py, t 1 y. Let 7'y = prypop's with p's = p3 - y. Consider
B'=B-ti+t';. We shall prove that B' is a realizer of P. Trivially
t'; ¢ Z(P). Furthermore, the only change from ©; to <'j is the
removal of y with respect to the elements of p,. We distinguish two
cases.

@) For each z € py, 2 I x.
Then, there must exist some 6 € B such that z é x and thus zgy,

Thus B' is still a realizer of P.

B) There exists a the smallest element of p, comparable with x.

As seen previously inf(p,)#a, and therefore, we necessarily have zep,
such that a covers z. If not then p;a would be the beginning of a
greedy linear extension which contradicts the previous condition (3).
But then we have a forbidden configuration namely an "N", {z,a,x,Y¥}.



Remarks
s ———t e

As il]ustreﬁgd in figure 1, to any poset P we can associate an
N-free poset P which contains P. Thus there exist N-free posets of
large greedy dimension. ’

Let us recall that for N-free posets every greedy linear extension
realizes the minimum number of jumps. For a proof of this result see
RIVAL {11], SYSLO [12], HABIB and JEGOU [6], or FAIGLE and GIERZ [4].
Therefore N-free posets seem to be very closely related with greedy
linear extensions.

It is not known wether the computation of dimension is still an
NP-hard problem over the class of N-free posets.

Proposition 2. If dim P=2 then every minimal realizer of P is greedy.

Proof. Let B = {t,,7,} be a minimal realizer of P, we can apply
exactly the same proof as above. Suppose t; is not greedy in x, then
we decompose t; into pjpous, as in Proposition 1. We have x<u, and

Tl
Ro<y. Necessarily we have y<u, and hence x<p,, which implies x<u,.
T1 T2 T2 P
This yields a contradiction as t was supposed to be not greedy in x.

This result is closely related to a characterization of planar
lattices. As a matter associated with any planar lattice, there are
two natural linear extensions: the left order which for a given planar
embedding selects elements along the "left boundary” and the right
order which does this on the "right boundary". These linear extensions
are actually greedy and their intersection is the order (cf. KELLY and
RIVAL [8] ).



Let us denote by w(P) the width of P, i.e. the cardinal of a maximum
antichain.

Proposition 3.  dimg(P) < w(P)

Proof. As an extension of the two previous lemmas, we now prove that
for every chain D=[a1,...,ak] in P there exist a greedy lower
extension (i.e. a greedy linear extension %, in which for avery

ajeD and for every zeI(aj), then z é a; ).

The proof goes by induction on §D|. If ‘D|=1, the result is direct
from the lemma 2. If |D| > 2, let us apply the lemma 1 for a; in P.
Thus there exists t(a;)= C;...Cq the beginning of a greedy linear
extension in P, which satisfies 1i),ii) and iii). Then using the
induction hypothesis there exists v a greedy lower extension for
D-{a;} in Q = P-(C1UC;...UCy). Therefore t= <(a;)v is a greedy lower
extension for D in P.

By the theorem of Dilworth there exist coverings of P by w(P) chains.
Let us take such a covering Dj,...,Dy(p). For every i, 1<i<w(P),

let ©; be a greedy lower extension of Dj, then {rj, 1<i<w(P)}

is a greedy realizer of P (since for every pair x,y in P with xly,

then xeDj and yeDj, with i#j,and x < y , y < x ).
Tj Tj
B

Comments on this result.

- This result was also obtained independently by TROTTER.

- HIRAGUCHI in 1951 [7] proved the same inequality for the usual
dimension, and thus this implies dimg(P)=dim(P) for posets such that
dim(P)=w(P).

- By an anologous remark SIMION proved for every poset P,
dimg(P) < w(Jdp), where Jp denotes the subposet of join-
irreducible elements. Since it is known that dim(L)= w(J)
for every distributive lattice L (see KELLY and TROTTER [9]) one can
easily deduce dimg(L)=dim(L).



- For a chain D in P, we can similarly study the notion of greedy
upper extension , but these extensions do not always exist. (See for
example the chain D={7} in poset P, of figure 1).
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Un probléme plus simple :

13 Big,

Est-ce un nombre pair ou impair 2"

R. QUENEAU.
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DEUXIEME PARTIE

DE L"UTILITE DES JOINTS
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CHAPITRE I

PRESENTATION - NOTATIONS






Dans toute la suite k et n seront deux entiers vérifiant 2 < k < n
et §(n,k) désignera 1'ensemble des partitions de n en k sommants que nous
définirons, & la numérotation prés, comme L. COMTET [5] par :

® k
J (n,k) ={ (n1, vvv 'y ng) ‘ l1<n <...<n, Lnj=n}

Nous utiliserons les notations suivantes :

[a,b] = {a, a+tl, ..., b} intervalle entier (a,b e, a < b)
L X J = partie entiére inférieure de x
[ X ] = partie entiére supérieure de x (x eR)

T = ensemble des permutations de [1,k]

Les termes ou notions employés concernant la théorie des graphes
sont empruntés a C. BERGE [1].

Tous les graphes ou multigraphes considérés seront non orientés et
nous écrirons ij = ji = {i,j} pour toute aréte.

Pour tout graphe simple G = (X,E), donc 'sans boucle et sans aréte
multiple, et tout sommet x de G, T'(x) sera 1'ensemble des voisins de x et
d(x) son degré. Par définition d(x) = |F(x)|, rappelons que

Y d(x) = 2m (1), oim= |E| est le nombre d'arétes de G.
xeX )

Si G est un multigraphe sans boucle E est une famille d'arétes et
le degré, d(x), d'un sommet x, le nombre d'arétes incidentes & ce sommet.
L'égalité (1) tient toujours.



Les problémes que nous allons étudier utilisent les opérations
classiques de joint suivant un graphe et de 'substitution dans un hyper-
graphe. Ces opérations interviennent en combinatoire et en optimisation
lorsque 1'on s'intéresse 3 des problémes de décomposition de structures com-
me par exemple les graphes, les hypergraphes, les fonctions booléennes. Dans
[10] le lecteur trouvera un apergu général du sujet ainsi que de ses nom-
breuses applications.

L'opération de joint [15] est définie de la fagon suivante: si G

et G' sont deux graphes simples quelconques et x un sommet de G, le joint de
Gi

G' par rapport a x suivant G, noté G y, est le graphe simple obtenu en
remplagant x par G' et en reliant tout sommet de G' 3 tout voisin de x dans
G.

Cette opération se définit de méme pour des multigraphes sans
boucles.

Soit G = ([1,k], E) un graphe simple d'ordre k.

A toute partition p = (ny, ... ,ng) € (?(n,k) nous pouvons asso-
cier une partition {S;, ... , Sk} de [l,n] od Sy = n; # i e [1,k] et
définir k graphes stables Gi = (Sj, 0).

Etant donnée une permutation o de %, nous noterons
G(p,o) = ([1,n], E(p,0)) le graphe simple d'ordre n défini par

Go(l) Gc(z) s Gg(k)
G(p,o) = G
1 2 < i k

obtenu en faisant le joint de Ga(1)» d'ordre Ng(i)» Par rapport au
sommet i, ¥ i ¢ [1,k].

Le nombre d'arétes de G(p,o) est alors:

L no(i)na(j)
ijeE

mg(p,o) = |E(p,0)|

L XixXj
ijekE

en posant xi = ngy(4) i e [1,k].

L'expression obtenue reste valable pour un multigraphe sans
boucle. ‘



Cette deuxiéme partie est principalement consacrée a 1'étude des
problémes suivants:

. Q " . : -
(PB1) Etant donnée p ¢ S(n,k), déterminer les permutations minimales,
om, et maximales, oy, optimisant mg(p,o) sur I, c'est-a-
dire vérifiant:

mg(p,om) < mg(p,o) < mg(p,om) % o & .
(PB2) Déterminer les partitions minimales, pp, et maximales, pw, op-
timisant mg(p,o) sur I. et qP(n,k), c'est-d-dire vérifiant:

mg(pm,cm) < mg(p,c) < mG(pM’GM)
*+pe (Sj(n,k) ¥+ o e Ik.

Nous noterons parfois (PBl)y (resp.(PBl)y) le probléme des
permutations minimales (resp. maximales). De méme pour les partitions en

remplagant 1 par 2.
I1 est clair que le probléme des partitions extrémales est équiva-
lent & la résolution, en nombres entiers, des problémes:

min  Q(X1s +evs Xk) et max O(Xys .. Xk)
(C1) (C1)

ol (Cy) représente les contraintes linéaires:

xij > 1

et Q est une forme quadratique quelconque sans carré 3 coéfficients 0 ou 1.

Le chapitre II est la reprise du rapport [9] sans modifications
fondamentales (hormis quelques fautes d'orthographe) puisqu'il comporte la
résolution du probléme & 1'origine de cette étude, & savoir le calcul du
nombre maximal d'arcs d'un graphe de Hasse, la question ayant été soulevée
par M. CHEIN [2] motivé par des considérations algorithmiques.

“ 3



La réponse est obtenue en étudiant les problémes précédents lors-
G est une chaine élémentaire. La méthode de résolution utilisée fournit de
plus les solutions dans le cas d'un cycle élémentaire.

Au chapitre III, le probléme des permutations extrémales est
étudié sur quelques cas particuliers, le but etant de mettre en évidence
différentes méthodes de résolution et de classer le probléme au niveau de sa
complexité algorithmique. Les techniques calculatoires d'échange déjd em-
ployées au chapitre II, et dont nous verrons une extension au chapitre V,
peuvent donner les solutions (cas de graphes simples d'ordre k de degré 1 ou
k-2) mais une connaissance plus fine de la partition est nécessaire dans
certains cas (union disjointe de deux étoiles). '

L'exemple des graphes 3 seuil, ol sont utilisées des méthodes plus
combinatoires directement liées a la structure du graphe, permet d'espérer
1'obtention des solutions pour certaines familles de graphes ayant un mode
de construction récursif.

Enfin, le dernier cas (lorsque chaque composante connexe de G est
une clique) nous fait conjecturer la NP-difficulté du probléme aénéral.

Nous montrons, au chapitre IV, que toute partition minimale peut
s'écrire sous la forme :

Pm = (1, ..., 1, n-k+1)

la valeur minimale de mg(p,o), m+&(n-k), étant obtenue quand Gy est
associé a un sommet de degré minimal &.

Ce résultat reste valable pour un multigraphe sans boucle et dans
le cas réel.

Pour tout graphe simple G = ([1,K], E), T.S. MOTZKIN et E.G.
STRAUSS [13] ont résolu le probléme suivant:

max LoXixj
ijek
k
z X'|=1
i=1
X120



Ils montrent que le maximum est atteint lorsque les valeurs non
nulles sont associées d une cligue maximale.

Nous donnons de ce résultat une preuve plus combinatoire, permet-
tant aussi d'avoir la solution en nombres entiers, sous les contraintes
linéaires générales:

od N & IN*.

Nous 1'étendons au cas d'un multigraphe sans boucle et 1'appli-
quons au probléme des partitions maximales lorsque G est un graphe simple
régulier (ie d(i) =d % i e [1,k]). Ceci nous permet alors de montrer que
(PB2)m est NP-difficile.

Le chapitre V est consacré a 1'étude d'une généralisation naturel-
le des problémes précédents aux hypergraphes. Rappelons d'abord quelques dé-
finitions.

, Un hypergraphe H = (X, &) est la donnée d'une famille de parties
& = (E15 «.., Ep) d'un ensemble X vérifiant:

(i) E#0 +je[l,m]
m
(i) UEj =X
g=1
Si aucune aréte n'est incluse dans une autre H sera dit simple, si

toutes les arétes sont distinctes (dans le sens ensembliste) i1 sera dit
sans aréte multiple.

L ‘hypergraphe partiel de H = (X, &) engendré par une famille
e est 1'hypergraphe (Y , ¥) ol :

Y = U F
F e¥



Le sous-hypergraphe de H = (X,€) engendré par A X est 1'hyper-
graphe (A, £p) ol
A < {EnA‘EnA?f@,Ee'&}.

L'opération de substitution, & propos de laquelle on peut consul-
ter [3], est définie de la fagon suivante: si H = (X, &) et H' = (X', &)
sont deux hypergraphes quelconques tels que X n X' = @, la substitution,
dans H, de x € X par H', est 1'hypergraphe

HI
H = (X-{x}Uux,8&")
X
od 4
" = (E-UE [xeEc®&,E'«2)D(E}x §E= &)

La substitution des sommets d'un hypergraphe H d'ordre k par k

stables Hy, ..., Hk, 1iés & une partition p ¢ @Nn,k), suivant une permu-
tation o € g¢, qui donne 1'hypergraphe

est décrite en détail au chapitre V.

Avec les notations déja employées dans le cas des graphes simples,
on obtient

my(p,o) = ) I x4
Ee'® ek

D'ol une généralisation de certains des résultats précédents & des
polyndmes quelconques sans carré (ie degré(xy) =1 + i e [1,k]) et &
coéfficients entiers. '

Les résultats du chapitre II concernant les permutations maximales
sont ainsi étendus aux cas de c-chaines et de c-cycles (hypergraphes uni-
formes généralisant les chaines et les cycles élémentaires).

Nous montrons d'autre part que toute partition minimale peut se
mettre sous la forme

Pm = (1, comy 1, n-k+l)

solution restant, 13 aussi, valable dans le cas réel.



Le théoréme de MOTZKIN et STRAUSS est é&tendu aux hypergraphes
quelconques, la configuration maximale est alors un hypergraphe partiel tel
que tout couple de sommets soient adjacents. Pour les partitions maximales
le nombre maximal d'arétes est obtenu lorsque les stables non unitaires sont
substitués & des sommets d'un sous-hypergraphe ayant la méme propriété
d'adjacence.

Ces problémes étant NP-difficiles nous étudions quelques cas pour
Tesquels la solution est polyndomiale.
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CHAPITRE II

CAS D'"UNE CHAINE ELEMENTATIRE
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II.1 - INTRODUCTION

Si G est une chaine élémentaire d'ordre k, que nous noterons
G = ([1,k], E) ou

E = { {1,2}’ {2,3}’ eees 9 {k—]-g k} }’

pour toute partition p ¢ @(n,k) et toute permutation o e I, le nombre
d'arétes du joint des k stables Gi = (Sj, @), i e [1,k], suivant G par
rapport d o est
k-1
ma(po) =L no(i)No(y) = 1 No(i)No(i+1)
ijek i=1

Avec les notations choisies, a savoir Xj = Ng({) bl [l,k],
nous écrirons
k-1
mG(psG) B Q(psc) = Q(le ves Xk) = ZX1'X1+1
i=1

C'est pourquoi nous é&tudions ici la forme quadratique en k
variables
k-1
Qlkge »oe s X) = ] ®i%gel
i=1

sur laquelle nous étudions les problémes de minimisation et de maximisation
en variables entiéres sous contraintes linéaires suivants:

k-1 k-1
min ) XiXi+] max ) XjXi+l
i=1 j=1
k k
z Xy =n z Xy =N
1=1 i=1
xj > 1 xi > 1

Nous montrons que les solutions de ces problémes peuvent s'obtenir
uniquement par des techniques simples de type analyse combinatoire.



Nous allons résoudre les problémes suivants:

(PB1) Etant donnée p ¢ ﬁP(n,k) déterminer les permutations extrémales
op et oy c'est & dire vérifiant

Q(pscm) < Q(p,O') < Q(p9UM) ¥ oe Zk‘

(PB2) Déterminer les partitions extrémales py et py c'est & dire vé-
rifiant

Qpmsom) < Q(p,o) < Qpmscw) ¥ p e F(n,k), # o e 5.

A priori, op et oy dépendent de 1la partition p considérée.

D'autre part, a toute permutation o correspond la permutation
"miroir" T définie par (i) = o(k + 1 - i) 41 ¢ [1,k], et qui vérifie
trivialement

LEMME II.1 Q(p,o) = 0(p,o0).

Nous déterminerons tout d'abord les permutations extrémales op
et oy puis nous en déduirons les formes exactes des partitions minimales
et maximales py et pu.

' = ([1,k], E') d'ordre k, comme
associée est

Pour un cycle élémentaire ’g
E' = EU {{k,1}} 1la forme quadratique Q

~

mg'(p,o) = Q(p,o) = Qlp,0) + xkxy

Les formes des permutations et partitions extrémales de 6’ sont
ainsi obtenues 3 partir de celles de Q.

Enfin nous montrons comment py permet le calcul du nombre
maximal d'arcs d'un graphe de Hasse d'ordre n et de rang k.



II.2 - FORMES GENERALES DES SOLUTIONS

A 1'aide du Lemme II.2.1 nous déterminons 1les permutations
extrémales op et oy et montrons qu'elles sont uniques dans un sens que
nous préciserons. Nous en déduisons les partitions minimales et maximales,
Pm et py & partir desquelles nous pouvons obtenir un encadrement précis
de Q(p,o) en fonction de k et n.

. Pour toute partition p ¢ ip(n,k) et toute permutation o e Ik
nous avons:

LEMME II.2.1 Si i,j ¢ [1,k] vérifient i+ 1 < j

- ST (%421 > xj+1) et (xq > xj) (1)
ou (xj-1 < xj+1) et (xj < Xj) (IT)
alors

Qe eny X-ls Ris Rgbls sese Xj=1s Xjs Xj+ls eel)
> Q(.., Xi-1, Xjs Xjals cees Xi+ls Xis Xj+1, i)

- ST (x§-1 < xj41) et (x§ > xj) (I1I)
ou (xy.1 > xj+1) et (x§ < xj) (IV)
alors

0(.ves Xi=ls Xi» Xi41s +evs Xj=1s Xjs Xj+ls o)
<Qlaes X§o1s X3y Xgols wees Xi4ls Xis Xj+1s

Preuve

Le résultat est immédiat car:

Q(.ces Xiuls Xis Xi+ls seep Xjls Xjs Xj+l, «:o)
= Qlevas X§ols Xjs Xj=ls =ees Xi+ls Xis Xj+1ls s

X{-1X{ * XjXj+1 = Xi-1Xj = XiXj+]

(xi-1 - x3+¢1) (x§ = xj). a

Remarquons que le Lemme II.2.1 est valable dans les cas extrémes
i =1, dans les cas (II) et (III) par exemple, ou i1 suffit de prendre
Xg = 0 et j = k, dans les cas (I) et (IV) en particulier, od i1 suffit de
prendre xk+1 = O.

Une partition p = (ny, nz, ..., ng) € G)(n,k) étant donnée,
partant d'une permutation quelconque o de I, par minorations et
majorations successives, utilisant 1le Lemme II.2.1, les deux Théorémes
suivants donnent les solutions de (PBl).

- 8§ =



D'aprés le Lemme II.1, quitte A remplacer o par @ nous supposerons
an(1) > ogu(k) et au(1) < aw(k),
ainsi pour Q(x1i, X2, ..., Xk) nous faisons 1les hypothéses xx # ng et
Xk * ny dans les Théorémes II.2.1 et II.2.2 respectivement.

THEOREME 11.2.1 Q(psop) = Q(NKsN1sNKk_25N3s «uvs NpyNko3sN2sNk-1)

Preuve

Le Lemme II.2.1 appliqué avec xi = x1 (donc xj.1 = xo = 0) et
Xj = ng puis avec xj = n.1 et x3 = x¢ (donc xj41 = Xy41 =0)
J i k-1 J k j+l k+1

qui vérifient respectivement les hypothéses (II) et (I) montrent que:

Q(D,Um) = Q(nks X29 ensy Xk=1> nkal)-

De la méme fagon, en utilisant le Lemme II.2.1 avec xj = x, et
Xj = ni, puis. xj = np et xj = xg.1 od (I) et (II) sont respective-
vement vérifiées, nous avons:

Q(pscm) = Q(nk’ Nis X35 seey Xk_2s No, nk—1)°

De sorte qu'en appliquant le Lemme II.2.1 sous les formes (I) et
(II) alternativement avec:

Xi = X3 et Xy = Ng-2 (11)
Xi = ng_3 et Xj = Xk-2

X{ = Xy et Xj = N3 I)
Xy = Ny et Xj = Xk-3 (II)

nous obtenons finalement

Q(pacm) = Q(nk, N1, Nk-2, N35 «eny Ny, NK_3, N2, nk-l)' L



THEOREME II.2.2 Q(p,som) = Q(ny, N3, N5, ...y Ng, Ny, N3).

Preuve

En appliquant le Lemme II.2.1 avec xj = xi(donc xy.1 = xo = 0)
et xj = n1 qui vérifie (III) puis avec xj n2 et xj = Xy (donc
Xj+1 = Xk+1 = 0) qui vérifie (IV) nous avons nécessairement

Q(p’GM) = Q(nla X2s ooy Xkolos n2)°

Supposons avoir montré
0(psom) = Q(ny, ..., N2g-1s Xg#lse-+s Xk-g» N2qs ++ > ny).
oi g > 1 et 2g+1 < k.
Alors nous obtenons
Q(psom) = Q(ny,.-3N2q-15N2g+lsXq+2s+« sXk-g-1sN2g+2sN2gs -+ 5N2)
de la méme fagon c'est d dire en appliquant le nouveau Lemme II.2.1 avec

X{ = Xg+#l et xj = nmpge1, cas (III), puis avec xi = npgep et
Xj = Xk-q» Cas (Iv).

Si bien que nécessairement

Q(psGM) = Q(nls N3, N5y veey Ngy Ny, n2)- ]

Remarquons que d'aprés les Théorémes précédents, compte tenu de la
notation utilisée pour toute partition p = (ny, nz, ..., nK) € ®(n,k) &
savoir n; < nyp < ... < ng, et d'aprés le Lemme II.1, il y a unicité des
permutations extrémales, a la permutation-miroir prés.



Résolvons maintenant (PB2).

LEMME 11.2.2  Q(p,o) > n-1  #pe $(n,k), ¥ o e 5.

Preuve
Pour tout couple de N* nous avons xy > x + y - 1,
Si bien que
k-1 k-1
Qpso) = L xi xq41 > L (X *+ x4 - 1),
i=1 i=1
Or
-1 k k-1
Do(xi + xq41 - 1) = I xq + Xy -k + 1,
i=1 i=1 i=2
k k
Donc, comme J xi = ) njy =n et xi >1 ie [1,k],
i=1 i=1

nous obtenons Q(p,o) >n + k - 2 -k + 1, c'est a dire Q(p,o) >n-1 . ®

THEOREME II.2.3 Toute partition minimale est de la forme
pm = (1, «ooy 1, Mgy, mk)  oU ngop =1 sik=2.

Preuve
Si k = 2 alors py = (1, n-1) d'aprés le Lemme I1I.2.2 car
Q(ppso) = n-1 et Q(p,o) = niny > np + np = n si p=(ny,ng) vérifie

2 <n1<n3.

Supposons donc k > 3 .
Comme ng + ng_1 =n -k + 2 nous avons:

Q(pmsom) = O(ngs 1, vovy 1, Mgoy1) = ng + k = 3+ ng1 = n-1.

Ainsi, d'aprés le Lemme II.2.2, toute partition de la forme
Pm = (1, «..p 1, ng_7, ng) est minimale.



Montrons pour établir le Théoréme que toute partition minimale est
nécessairement de cette forme, c'est a dire vérifie n; = ... = ng_p = 1.

501t p = (Niy suey NE) € ® (n,k), i1 nous suffit de travailler

avec la permutation minimale, c'est a dire a partir de

Q(pscm) = Q(nka N1y X335 «oey Xk=1» nk-l)-

Nous avons n; = 1 car en supposant n; > 2, comme ng + x3 > 2,
alors:

Q(nk9 N1, X35 <o) nk-l) > Q(nk + ny- 19 la X3s ceny nk)
<=> mgny + nixz > ng + np -1+ X3
<=> (np - 1) (ng + x3 - 1) > 0.
De méme xj = 1 ¥ i e [3,k-1] car en supposant xi > 2,
comme xj.1 + Xj+1 > 2, alors:
Oy Ls®asnns s®gnasalipa]) > QlnptRg=-1,1s%g50 0051500 0aMpat)
<=> o+ x{Xa1 + Xqe1) > e Xy -1 F X0 X4
<=> (x3 - 1) (xj.1 + xj+¢1 - 1) > 0. ) )
Remarquons que dés que k > 3 nk.1 et ng peuvent prendre des
valeurs quelconques, sous réserve que ng.1 + ng =n - k + 2.
Le Théoréme suivant donne la forme de toute partition maximale
pmy quand 4 < k < n et le Corollaire II.2 les expressions de Q(py,om)
en fonction de k et n.

Nous examinerons ensuite les cas particuliers k = 2 et k = 3.

THEOREME 11.2.4 Lorsque k et n vérifient 4 < k < n toute partition
maximale est de la forme

PM = (1, ooy 1, N2, g1, Ng)
avec n_o =1 sik =4,
Preuve
Nous établissons ce résultat par majorations successives a partir

d'une partition quelconque p = (ny, Nz, ..., Nk) € % (n,k) en utilisant la
permutation maximale.



Si k > 5, en notant {a,b} = {nk_2, ng.1}, nous avons:
QURT 1 5 0 w00 By OgDiy o s lialiE] € DLL N3 0y wn @8 DEFAIFN G2 Dy s v Mgyl )
<=> mn3 + n(a +b) + nynz <n3 + (a+b)ng + (a+b)(ny +ny-2) +ny
<=> (a+b=-n3) (np-1)+(a+b=-=ny) (ny-1)>0
car a > ny |
{ => a+b>ny >n3.
b > ny
Ainsi py vérifie nécessairement n; = ny = 1.
Supposons avoir montré n; = ... = nj.1 =1 o0 i est impair et

vérifie 3 < i < k-5 si k est pair et 3 <1 < k-4 si k est impair, alors
ni = nj+1 = 1. Nous avons en effet:

Blls covs s By cuny Bs Mhs Dy saus D9eds Lo wnay 1)
€ QlLsoanylolaligd yous B Npriitnie] =2 Dy cens M43y Ll ynnn ol )

<=> ni *ninj42 + (@ + b)ng + Njpzniel + Ni+l
<1l+njep+t(a+b)ng+ (a+b) (ng+mnjep -2) +njp3+1

<=> (a+b-njp2 = 1) (nj -1) +(a+b-njp3-1) (n441 -1) >0

car { a> nit+2 > 1 ; a+b-njp-1>0
>

b>nje3 21 a+b-nj43-120.

Nous obtenons ainsi pour k > 5:

P |
P
=]
=
L
Q
=
A
|
o
—
—
-
—
-

Nk-2s Nks» Nkals ls woes 1) k impair

e o
——
i)
=
w
Q
=
~—
1]
o
—
—t
»
-
—
-

Nk-3s Nk-1s Nks Nk-2» 1, ..., 1) sinon.

Si k est pair nous avons nécessairement ng.3 =1 car:

Q(la wue s L Nk-3s Nk-1s Nks Nk-2» 1§ wua l)
€ 1, suuy 1y 1 Mpuls D+ M3 = 15 Me9s 1y sun 1)

<=> (ng.3 - 1) (ngp - 1) > 0.



Enfin, si k =4 alors ny =ny =1 car

Q(n1, n3, n1, n2) < Q(1, n3+n2 -1, ny +ny -1, 1).
En conclusion, comme

QlpMsom) = (ng + 1) (ng_p + ngo1) +k =5 k>4

i1 est clair que nous avons obtenu la forme définitive de pp.

COROLLAIRE II.2 Pour k et n tels que 4 < k <n

L ((n-k+2)2 + 4n-8) si k et n sont
4 de méme parité

Q(pm,oM) =
L ((n-k+1)(n-k+3) + 4n-8) sinon.
L
Preuve

Nous avons démontré que

Q(pMsom) = (ng + 1) (ng_p + ng_q) + k - 5.

Si nous posons x = ng et y
de maximiser

Nk-2 + ng-1 i1 s'agit alors

Q(pMsoM) = Xy + y + k-5

sous les contraintes x+y+k-3=n
x > 1
y>2
Donc Q(pMsoMm) = - x2 + x(n -k +2) +n- 2.

Le maximum étant obtenu dans R pour £ (n - k + 2)
2

- sin et k sont de méme parité, n - k est pair, donc x =& (n - k + 2)
2

et y=2L(n-k+ 4)
g

- sinon n - k est impair donc x =y =« (n - k + 3).

O I

D' ol les expressions de 0(pm,oyM) - »

s U =



La proposition suivante calcule Q(py,oym) lorsque k = 2 ou 3.

PROPOSITION II.2 Si k =2 ou 3

Ln si n est pair
I

Q(pM,GM) =
Lin® = 1) sinon.
N

Preuve

Si k=2 Qlpyo) =nina  *#pe P(n2), ¥oe 5

Si k=3 Q(p,om) = Q(ny1,nz,n3) = n3(ny+ny) 4 p e 8(n,3).

De sorte qu'en posant x = ng nous avons dans les deux cas
Qlp,om) = x(n - x) = - x*+ mx.

Le maximum est donc obtenu pour x = %-n si n est pair et pour
X =-;- (n-1) ou x =%(n + 1) sinon, d'od les résultats anoncés. a

= 10 &



II.3 - EXTENSIONS

I1.3.1 - Au cas d'un cycle élémentaire

La forme quadratique obtenue dans ce cas est alors

Qpso) = Qng(1)s No(2)s +-+» No(k))

Q(p,0) + ng(k)no(1) = 0Q(x1, X2,.000y Xks X1)
ALY o
o p=(n1, nay vvuy ng) € F(n,k) et o e .
Les méthodes développées précédemment vont nous permettre de ré-

~ soudre (PBl) et (PB2) sur Q.

Si nous notons respectivement Gy, oy et Py, PM les permu-
tations et partitions extrémales, en supposant k > 4, nous avons

THEOREME II.3.1 Etant donnée p ¢ gP(n,k), alors:

Q(D,Gm) o Q(nksnl,nk-lsn3s LRI nqsnk-z,n23nk)

Q(p’UM) Q(n19 Nos Ny ceey Ngy N3, nl).

Preuve
Comme pour tout i e [1,k]

Q(X1s vvvs X§ols Xis X{41s eees Xks» X1)
= Q(Xqs Xj4ls eces Xk X1 sees Xi=1»> Xi)

nous pouvons supposer op(l) =k et &u(l) = 1, autrement dit:
(p;cm) ™ Q(nks X2a--°9 xka nk)

Q(Nys Xoseues Xks N1)e

—
o
-
Q
=
~—
I

IT suffit alors de reprendre les preuves des Théorémes II.2.1 et
I1.2.2 sur ces expressions. a

= 11 =



THEOREME II.3.2 Toute partition minimale est de la forme

B = 1, ..., 1, nfk 1s ssxg fg)s
A o]+ 10 e

Preuve ~ =)
Nous avons Q(p,o) > 2n -k 4 p e 3 (n,k), ¥*o e 5.
En effet
k-1
~
Q(p,9) = Q(X1s X2.04y Xk» X1) = ) X{Xj41 + XgX1 donc
i=1
iy k-1
Q(p,o) > ) (xi + Xi¢1 - 1) + xg + x5 - 1 d'ol
i=1
k k k
Qp,o) > 2 J %3 =k =2n -k car b xy = I ni =n.
=1 i=1 i=1
L'égalité
K k-1
Loxxqsl +oxxy = L (x4 F X441 = 1) 4 ox o xp - 1
i=1 i=1

n‘a Tieu que si pour chaque produit XiX{+]s XkX1 1'un des facteurs
au moins est unitaire. De sorte que, compte tenu de la remarque faite au
début de preuve du Théoréme II.3.1, i1 faut au moins nécessairement
X] = X3 = ... Xk1 = 1 si k est pair et x; = x3 = ... = x, =1 sinon.

Ainsi, toute partition minimale py a au moins fk] é1éments

unitaires, autrement dit, vérifie: 2

ng =ng = ,.,., = n[k] =1

~orn o ‘
et dans ce cas  Q(Ppp,op) = 2n - k. m

= 12 =



THEOREME 11.3.3 Toute partition maximale est de la forme

~
Pm = (1, ..., 1, Nk-2s Nk-1s Ne) .

Preuve
I1 suffit de reprendre la preuve du Théoreme II.2.4. avec

AP,8W = Qn1, N2,y My, wevy N5, N3, N1
pour une partition quelconque p = (ny, na, ...,.nk) £ ﬁ%n,k).
Ainsi, nous obtenons:
Q(pmsom) = Q(1, ...y 1, nko1s Nks Ng-2s 1, o0ey 1)

= (g + 1) (ngop + mep) + k- 4. . e

I1 nous est alors facile d'obtenir les valeurs exactes des entiers
Nk-2, Nk-1 et ng, d'ou :

COROLLAIRE II.3 Pour k et n tels que 4 <k <n

L ((n-k+2)2 + 4n - 4) si k et n sont
" de méme parité
N N A
Q(pMsoM) =
L ((n-k+1)(n-k+3) + 4n - 4) sinon.
u

I1 est cependant intéressant de remarquer que lorsque k = 3, les
résultats précédents ne s'appliquent plus pour les partitions maximales.
Nous avons en effet, d'une part:

Up,o) = Qp, o) #0,0' € I3, ¥pe P(n,3)

et d'éutre part:

« 13 =



PROPOSITION II.3.1 Les partitions maximisant ?{(p,c) sur @(n,3) sont:

(b, 0, n) sine3N*r
3 % 8

(=1, n-1, n+2) sine3mNr +1
3 3 3

(n=2, ntl  ntl) sine3m*+ 2,
3 3 g

Preuve
®
Soit (x,y,z) € 3 (n,3) alors

. ‘
¥o eIy Q(p,o) = Qx,y,2,X) = xy + yz + zx = % (n%2 - (x2 + y2 + 2%))

car x +y+ z=n,

~

Ainsi, maximiser Q(p,o) revient & minimiser x2

+ y2+ 22,

En remarquant que si a,b sont deux entiers non nuls
a-b»2 = a?+b2>(a-1)2%2+(b+1)2
. N Lng n T P «
toute partition maximale Py = (ni,n2,n3) € $ (n,3) doit nécessairement
vérifier
ny - ng| <1 ¥i,j e [1,3].

D'od les 3 formes possibles des partitions maximales. i

- 14 -



11.3.2 - Au calcul du nombre maximal d'arcs d'un graphe de Hasse

Lorsque 1'on veut faire 1'analyse en complexité d'algorithmes sur
des graphes, i1 est naturel de chercher a calculer la taille des données, en
1'occurence le nombre d'arétes des graphes considérés.

Ainsi, V. KOUBEK et V. RODL [10] se sont récemment intéressés au
dénombrements d'arcs d'un treillis distributif.

Les questions abordées précédemment permettent de résoudre un
probléme posé par M. CHEIN [2], & savoir le nombre maximal d'arcs d'un

graphe de Hasse.

Soit G=(X,U) un graphe simple orienté sans circuit tel que |X‘=n
et |U|=m. L'ensemble T(G) des graphes sur X ayant méme fermeture transitive
que G,est un treillis dont le plus petit éiément est par définition le gra-
phe de Hasse associé 3 G, Gn=(X,Un), obtenu par suppression de tous ses
arcs de transitivité.

Gt, la fermeture transitive de G, étant un ordre partiel fini,
sa fonction rang permet de partitionner X en p+l stables Xg, Xis ...» Xp
oi p € [1,n-1] est le rang de G, nous excluons le cas trivial ol p = O

auquel cas G=(X,0).

Remarquons enfin que cette décomposition est identique pour tout
é1ément de T(G), en particulier pour Gh. Le lecteur intéressé peut consul-
ter [14].

Nous noterons Gy = (Xo,X1s «-vs Xps UM) = Ky, x5, ..., xp
ol xi = |Xi|, 1 [0,0], le graphe multiparti complet construit a partir
de cette décomposition.

= 15 =



PROPOSITION II.3.2  Avec les notations précédentes |Up| < |Um|.

Preuve

Supposons Gh # Gp.
Le rang r d'un sommet et la tension t d'un arc sont respectivement
définis par :
r(x) =1 <=> x e Xj +1 ¢ [0,0]

t(x,y) = r(x) - r(y) -4 (x,y) € Up.

Si tous les arcs de Gn sont de tension 1, on augmente srictement
leur nombre en construisant Gy, dans ce cas |Un| < {um].

Sinon , soit (x,y) € Up tel que t(x,y) > 2 . Il existe alors au
moins un chemin de Tongueur r(y) joignant une source s & y. Soient x' et x"
les 2 sommets sur ce chemin tels que r(x') = r(x) et x" est le suivant de
x'. Alors :

x' #x , (x,x") ¢ Up sinon (x,y) serait de transitivité

(x,x") e Un 5 (x,9) ¢ Up.
Notons G'p = Gy - (X,y) + (x,x").

Nous obtenons ainsi par une suite d'échanges & partir de G un
graphe G'p = (X,U'y) dont tous les arcs sont & tension unitaire et qui
vérifie |U'z| = |Up| » U'h € Um.

Finalement  |Up| < |Um]|. .

Nous en déduisons une premiére majoration du nombre d'arcs my
d'un graphe de Hasse tenant compte explicitement de sa fonction rang

p-1
M €L X{X{+l.
i=0

Comme {xg, X1, ...5 Xp} est une partition de !Xl = n en p+tl som-
mants et

p-1
EX-iXi.}.l = Q(x09 X1y eeey Xp)
i=0

nous obtenons une majoration de mp en fonction de n et p, dés que p > 3,
en appliquant le Corollaire II.1 avec k = pt+l.

- 18 -



THEOREME II.3.4 Le nombre maximal d'arcs d'un graphe de Hasse d'ordre n et
de rang p tels que 3 < p < n est égal a

l-((n-p+1)2 + 4n - 8) si n et p sont de
# parité distincte
.%((n-p+2)(n-p) + 4n - 8) sinon.

Nous pouvons alors en déduire une majoration de mp ne dépendant
que de n.

THEOREME II.3.5 Tout graphe de Hasse Gp = (X,Up) tel que \x! = n et
|Un| = mp vérifie

mp < & n? si n est pair
4

mh € L (n? - 1) sinon.
L

Preuve

D'aprés la Proposition II.2 dans les cas p =1 et p = 2 nous avons

=2 si n est pair
L
mp <

& in® - 1) sinon.

L

I1 est alors facile de vérifier que si p > 3 les bornes données
dans le Théoréme II.3.4, pour n fixé, sont toujours strictement majorées par

& [ « 13 -
L

Ce dernier résultat peut s'obtenir directement a partir de 1la

majoration
p-1.
M < D XiX{j+]
i=0

découlant de la Proposition II.3.2.

I1 suffit en effet d'établir

n® - 4 ) Xixj4] >

p-1 0 sin est pair
B
i=0 {

1 sinon

= 17 =



Comme n = xg + X1 + ... + Xp » ON a

p-1 P p-1
N -4 3 xixjsep = Lxi2+2 XiXj = 4 ] XiXij+l
i=0 i=0 0<i<j<p i=0
o p-1 -2 p
=1 xi% -2 Txixier v 2 I xixg
i=0 i=0 =0 j=i+2
Or g
o
(x0 = x1 + oo * (<1)Pxg)2 = [ xi% + 2 ] (-1)T+ixixy
i=0 0<i<j<p
P p-1 p-3 2(p-i-1) p-2 =(p-1)
=1 xi% -2 Dxixger -2 D %) xixqepger 2 12T xixqupg
i=0 i=0 i=0 j=1 i=0 j=1
Si bien que
p p-3 X(p-i-1)
n? -4 ] XiXj+1 = (xg = Xy ... +(-1)Pxp)2 +4 7 2 XiX{42j+1
=0 i=0 j=1
Comme

0 sin est pair
(xg - X3 + ... + (-l)Pxp)2 > I et
l 1 sinon

-3 £(p-1-1)
R Y Xi+2j+1 > 0 , nous obtenons 1'égalité voulue.
i=0 j=1

Remarquons pour terminer que ces majorations sont les meilleures
possibles en fonction de n uniquement et qu'elles sont atteintes par les
graphes bipartis et tripartis complets suivants:

n et Kxg,n, X o Xxg+x =201 si n est pair
2 2 2

K n=1 , ntl et K xg, n=l, X, ol Xq + X, = D1 oy bien K xg, ntl, x»
2 2 2

ol xg + x5 = Nzl si n est impair.

= 18 =
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CHAPITRE III

PERMUTATIONS EXTREMALES
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IIT.1 INTRODUCTION

Rappelons rapidement le probléme (PB1) étudié ici.

Etant donnés un graphe simple G = ([1l,k], E) et une partition
p = (N1, «ovs NK) € ﬁ>(n,k), i1 s'agit de déterminer les permutations mi-
nimales, oy, et maximales, oy, minimisant et maximisant respectivement
1'expression

mg(p,a) = ) Xixj
ijeE

(o0 xi = ng(3) + 1 e [1,k]) sur %.
Ces permutations doivent donc vérifier

mg(p,om) < mg(p,o) < mg(p,om) ¥oe 3y

Autrement dit, nous cherchons d savoir comment répartir les sta-
bles Gy, ..., Gy sur les k sommets de G pour que le joint G(p,c) ainsi ob-
tenu posséde soit le minimum soit le maximum d'arétes.

Nous établissons en III.2 une équivalence entre les problémes de
minimisation et de maximisation via le graphe complémentaire. Devant le peu
de résultats obtenus dans le cas général, nous étudions des cas particuliers
sous deux approches différentes : 1'exploitation de propriétés fondamentales
du graphe considéré ou bien de la structure de la forme quadratique asso-
ciée.

La premiére est illustrée par le § III.3.1 qui considére les
graphes d seuil, les graphes simples ayant exactement deux sommets de méme
degré en sont un exemple.

La seconde est la continuation du chapitre II qui contient les so-
lutions lorsque G est une chafne ou un cycle élémentaire. I1 y est prouvé
que des techniques simples d'analyse combinatoire peuvent résoudre (PB1)
quand la forme quadratique associée a une structure particuliére. De plus,
les méthodes employées n'utilisent comme connaissance de la partition p que
1'ordonnancement de ses éléments. I1 est donc naturel de vouloir prolonger
ces techniques 3 d'autres cas.



Les graphes simples réguliers d'ordre k et de degré 1 ou k-2 sont
étudiés en III.3.2.

Nous obtenons d'autre part les permutations minimales pour une
union disjointe d'étoiles et les permutations maximales dans la cas de cli-
ques. Dans le premier, cas 1'étude des permutations maximales montre qu'une
connaissance plus précise de p est nécessaire et la recherche des permuta-
tions minimales dans le second cas, de conjecturer la NP-complétude du
probléme général.

Une étude reste a faire sur la structure des graphes dont la forme
quadratique associée est optimisable sur zy par des techniques calculatoi-
res du type échanges-réordonnancements que nous appliquons ici.

Enfin, s'i1 y a peu d'espoir d'obtenir une solution générale a
(PB1), une autre approche serait la recherche d'algorithmes polynomiaux pour
certaines classes de graphes.



I1I1.2 PROPRIETES ELEMENTAIRES

o Notons K = ([1,k], GPZ([l,k])) le graphe complet d'ordre k od
$ 2([1Ink]) est 1'ensemble des parties de [1,k] ayant exactement 2 éléments.

n)
Soient p = (ny, ..., ng) € J(n,k) et o e I, alors

m(pso) = 1 xjx§ = 1 nynj
1<i<j<k 1<i<j<k
L k k
= - (n?-7ni?% car Y njy=n
& i=1 i=1
IT est donc clair que mg(p,o) = mg(p,o') ¥ o,0' & I,

puisque 1'expression obtenue ne dépend plus que de p.

Le graphe simple G = (|1,k],E) complémentaire de G est défini par:
- Q)
E = 3,([1k]) - E

Pour toute permutation o de Iy on peut donc écrire

mg(p,o) + mg(p,o) = L Xixj *+ I XiXj
ijekE ijek
= 3 xixj = mg(p,o)
1<i<j<k

om €tant une permutation minimale de G on a
mg(p,om) < mg(p,o) . Yoex
<=> mg(p,om) - mg(p,om) < mg(p,o) - mg(p,o) ¥ o¢e 3
<=> mg(p,o) < mg(p,op) ¥ oe 3
Nous en déduisons
mé(p,qM) < mg(p,o) ¥ oe

ol oy est une permutation maximale de G.



THEOREME II1I.2.1 Toute permutation minimale (resp. maximale) de G est une
permutation maximale (resp. minimale) de G.

Ainsi, par exemple, les résultats du chapitre II permettent
d'obtenir les permutations extrémales de tout graphe simple dont le
complémentaire est soit une chaine élémentaire, soit un cycle élémentaire.

Nous exposons au paragraphe III.3.1. une illustration particuliére
de ce Theoréme et de la propriété suivante.

PROPOSITION III.2.1 Si G posséde s sommets isolés, toute permutation maxi-
imale (resp. minimale) associe ny, ..., ng (resp.
Nk-s+1s -+.» Nk) & ces sommets.

Preuve: triviale.
SIENYE



III.3. QUELQUES CAS PARTICULIERS

I11.3.1. Graphes a seuil

Ces graphes ont €té définis par V. CHVATAL et P.L. HAMMER en 1973
[4] afin d'étudier le nombre de stabilité. M.C. GOLUMBIC leur consacre tout
un chapitre dans [8].

Soit 6 = ([1,k], E) un graphe simple. Notons {&;, ..., &,} 1'en-
semble des degrés des sommets non isolés: '

O<6l<-c.<6p‘
et &g = 0, 6p+1 = k - 1.
Si, pour i ¢ [l,u], Di est 1'ensemble des sommets de degré &,

alors {Dgs Dis «ve» Dy} est une partition de [1,k], en remarquant que Dy
peut @tre vide.

THEOREME III.3.1 Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) G est un graphe 3 seuil

(1i) Pour 1 # j _
xy e E <= 1+j>u ¥ x eDj, ¥yeDj

(111) 8441 = 84 + |Du-i| ¥ 1 ¢ [0, tg.l-l]
8y = 8i+1 - |Du-i| %1 g [l§l+1, !
Preuve: voir [8].
(ii) montre que la structure du graphe est entiérement définie par

les indices de la partition {Dg, D1, ..., D,}.

Les sommets de Dg UDy U ... U DL%J forment un stable et les
sommets restants, une clique. 4

D' aprés (iii), les autres arétes sont telles que, pour i dans
Ly sews lﬁj, tout x de Dj est adjacent & tout y de Dj dés que i+j>u+l,
2



Schématiquement on a la structure suivante:

Do

stable clique

Dg, qui contient tous les sommets isolés de G peut &tre vide et
D[g] n‘existe que si p est impair.

PROPOSITION III.3.1 Tout sous-graphe d'un graphe & seuil est aussi a
seuil.




Une partition p = (ny, ..., ng) étant donnée, é&tudions les
permutations maximales oM.

D'aprés la proposition III.2.1, aux sommets isolés de Gy = G sont
associés ni, ..., "|D°|'

Considérons le graphe G' (X', E'), obtenu & partir de G par
suppression de Dg. C'est un graphe seuil tel que E' = E et (iii) montre
que D, contient les sommets dominants car:

s g

8y = S+l - |Dof

k—l-lDo|

|x'] -1

La proposition I[II.2.1 entraine qu'a ces sommets sont associés
Bles ssns N - lDu‘ + 1s

La détermination exactes de oy se fait en poursuivant le raison-
nement avec G;, obtenu a partir de G' par suppression des sommets de Du’
et la partition

P = (n|00|+1, vesy M |Dp|)
Nous obtenons, pour terminer, Gl%], graphe & seuil contenant
- soit uniquement le stable Dlg], si u est pair
2

- soit le stable Dl%l et la clique D{gq, si u est impair.
2

Aux sommets du stable sont associés les plus petits éléments de

"l
2

La détermination de de toute permutation maximale, oy, nécessite
donc uniquement la connaissance de Dg, ..., Dy.

La structure de toute permutation minimale s'obtient de méme en
utilisant le théoréme III.2.1 et la

PROPOSITION III.3.2 Le complémentaire d'un graphe & seuil est aussi un
graphe a seuil.




Remarque

Comme le note GOLUMBIC dans [8], la reconnaissance d'un graphe a
seuil se fait en 0(k) (k est le nombre de sommets) d partir de la séquence
des degrés en utilisant la propriété (iii). La complexité de la détermina-
tion des permutations extrémales ainsi que des calculs de mg(p,cy) et de
mg(p,om) est en O(k+m).

APPLICATION Cas des graphes ayant exactement deux sommets de méme degré

Le résultat précédent permet de résoudre 1le probléme des
permutations extrémales por les graphes simples ayant exactement deux
sommets de méme degré. Ceci résulte de la Proposition III.3.3.

Notons ¥ la famille des classes d'isomorphisme de ces graphes.

PROPOSITION III.3.3 Tout élément de F est & seuil.
Preuve

¥ contient au moins G(2) = .—. et 5(2) =, . qui sont &
seuil. L : 1 2

Soit G un élément d'odre k de F , alors l'ensemble de ses degrés
{8gsBLs vesn By} ost soit {0, 1, ..oy k-2} (1) sofE {1, 2, ..., k-1} (1D},

D'autre part, dés que k > 3, G a au plus un sommet isolé, cas (I),
ou un sommet dominant, cas (II). En effet, si G posséde deux sommets isolés
alors le graphe d'ordre k-2 obtenu par suppression de ces sommets devrait
avoir tous ses degrés différents.

La propriété évidente

Gs?<=>—G-s’3{

permet de conclure en ce qui concerne les sommets dominants.

I1 suffit d'étudier le cas (II) car, dans le premier cas le graphe
obtenu par suppression du sommet isolé est du deuxiéme type.

Notons i 1'indice des deux sommets de méme degré, alors i = [EJ.
2

Montrons cette propriété par induction sur k.



Elle est trivialement vraie sur G(2) et sur G(3) = (—oou.

Supposons-la vraie jusqu'a k-1 losque k > 4.

Onap=%k-1.

Considérons G', le graphe d'ordre k-1 obtenu a partir de G par
suppression du sommet dominant, alors

pl=p-2 et 85'=55-1 *je[lu]

et G", le graphe d'ordre k - 2 et du type (II) obtenu a partir de G' par
suppression du sommet isolé, donc

Bt o=yt et 6J.|| - ‘Sjl ¥ 3jce [l,l-)-"]
Par hypothése de récurrence, on a sur G" i" = {&f] , donc,
comme i" = i* = i - 1, on en déduit: ‘
1=1"+1=u-2]+ = [u
a2l + 1= [t

Finalement |Dm| =2 et |Dj] =1 4§ e [l,k-1] j#i

2
et comme &5 =J- #J ¢ [1,k-1], 11 est facile de vérifier la propriété
(i1i) du Théoréme III.3.1.

Conséquence

5‘ ne posséde que deux éléments distincts ayant k sommets: G(k)
et G(k). .
En effet, tout élément G(k), d'ordre k > 3, de 7 ayant un sommet
dominant est du type (II), donc unique d'aprés la démonstration précédente,
et 1'autre élément d'ordre k, ayant un sommet isolé, est nécéssairement
G(k).



I111.3.2 Graphes simples réguliers de degré.1l ou k-2

Un graphe simple G = ([1,k),E) régulier de degré 1 est une réunion
disjointe d'arétes, autrement dit :

E = {{1,2}, {3,4}, ..., {k-1,k}}

(k doit &tre pair: k = 2m = 2|E| )

)
6= ([1,k], S 5([1,k]) - E) est alors régulier de degré k-2.

Compte tenu du Théoréme II1I.2.1 qui fournit les permutations ex-
trémales de G & partir de celles de G, i1 suffit de résoudre (PBl) sur G.

Pour p = (ny, ..., ng) € ?(n,k), c e Ix et Xy = ng)
1€ [l,k] :

mg(P,o) = XypXg + XgXy + ... F Xgo1Xk

que nous noterons Qg(Xy, X2, «e.s Xg).

LEMME III.3.1 Si a; < ap < ag < a, alors

djay t azaz < ajaz + azay < aja, t+ aza,

Preuve : Evidente.

THEOREME III.3.2 mg(p,om) = Qg{nysNksNosNkals «c+s NmsNm+l)

mg(p,om) = Qg(ny, Nz, N3, Ny, ..., Nk-1, Nk)
Preuve :
0}
Fixons p = (ny, ..., Nk) € S (n,k).
Pour déterminer op nous procéderons par minorations successives

en utilisant le Lemme III.3.1 & partir de mg(p,o) ol o e I est quel-
conque.

= I =



Quitte & changer la numérotation, on peut supposer

{X1s K3y suep Xl ¥ = {N1s Moy wnns Oyt
Si x2 # ng, en appliquant le Lemme avec a; = x; = np,
{ag, a3} = {x2, xj} et ay, = ng, x; Etant Tle facteur associé & ny,
nous obtenons :
mg(p,0) > Qglnys Ngs X35 «ovy Xk)
Supposons
mg(Pso) > Qg(N1s Nks eves My Ngoq+ls Xi#ls -oes Xk)
pour 1 <1 <k - 5,
Alors, comme Xxj+] = Nj+1, ST X442 # ng-i, 1'application du
Lemme avec a; = Xj+1, {az, as} = {xj+2, xj} et ay = nm_y ol xj est
le facteur associé & ny_j, donne

mg(p,o) » Qg(ny, ng,

cos Mi4ls Nkois Xi435 «ens Nk)

D'ou la forme des permutations minimales.

Pour mettre en évidence oy, on procéde cette fois-ci par majora-
tions successives utilisant toujours le Lemme III.3.1 et en remarquant
qu'ici on peut supposer

{%19 Xgs wees X} = ANy N3y wens N1}

En effet, si x, # n,, 1'application du Lemme avec a; = x;, a; = N,
et {az,ay} = {xp, xj}, xj étant le facteur associé & nj, donne

mg(p,o) < Qglny, na, X3,

wiy El]

Comme précédemment, 11 est alors facile de montrer par récurrence
que

mg(p,o) < Qglny, nyy N3, ny,

ces Nko1s Nk) H o e I
qui fournit oy.

- 11 -



111.3.3 Chaque composante- connexe  est une- étoile

Rappelons qu'une étoile est un arbre ayant un sommet dominant.

Supposons G = ([1,k],E) union disjointe de s étoiles (s>2)
numérotées de 1 & s par ordre décroissant, 1'étoile i ayant ej > 1 sommets
pendants. On a donc el > ez > ... > eg

© & .
Une partition p = (ny, ..., ng) e §(n,k) étant donnée, pour
toute permutation o e Tk nous avons:

s ej
mg(p,o) = L xi 1 Xij
=1 j=l

(pour 1'étoile 1, xqy est donc 1'entier associé au centre et Xi s Xiys
.., les entiers associés aux ej sommets pendants).

Etant donnés X1, ..., Xg €t Y1, ..., yp deux suites de réels,
nous noterons x'y, ..., X'g et y'i, ..., y'g les mémes éléments réor-
donnés tels que

x'y < y'j *+ i e [l,a] ¥+ J e [1,{3]

1 - Permutations minimales

I1 est clair que toute permutation minimale doit vérifier

(1) X < X§j +3je[l,ey] i e[l,s]

LEMME III.3.2 Si a>B et y < x alors

N ™
<
[

(w4 [v4
xLxj + yly; » yla'y + x

1 J=1 i=1 j=1

- 12 -



Preuve

En posant x = y + z (z » 0), comme

i=1 j=1

o B
que 1'on a d'aprés x > y et ) Xy > Y y'j puisque les valeurs sont ré-
ordonnées et a > B. i=1 j=1 a

Remarque

Si dans le Lemme on rajoute les hypothéses x > xy # i ¢ [l,a],
y>y; ¥ j e [1,8], Ta transformation effectuée n'implique pas nécessai-
rement x > y'; 4 J e [1,8].

I1T est donc possible de minimiser encore 1'expression obtenue en
échangeant x et y'g = min {y';, ..., y'g}.

PROPOSION III.3.4 Toute permutation minimale vérifie

xi =ng ¥ie[l,s]
Preuve

En faisant varier i de 1 & s-1, si xj # nj on applique Te
Lemme III.3.2 &
xi I xij + ni 1 xuy
j=1 v=1

Nous obtenons nécessairement xj=nj ¥ i e [l,s] car la pro-
priété (I) nous assure que 1 i e [1,s] tel que xj = n; et aprés chaque
application du Lemme 1'inégalité xi < x45 % j e [1,ei], + i e [1,s]
est vérifiée, quitte & permuter x5 avec min {le, cens Xei} (voir
remarque précédente). -

- 13 =



LEMME ITI.3.3 Si x <y alors

B
X'{ + ¥y Ly
1 j=1

N o~ R

o B
X 2 Xy + y z Yj 2 X
= '=]_ i
Preuve

En posant y = x + z 1'inégalité est équivalente a

B B
2( Ly - 1y'y) » 0
j=1 J=1
B B
qui elle-méme résulte de z > 0 (car y » x) et yj > y y'j d'aprés le
réordonnancement. j=1 j=1 L

THEOREME III.3.3 Toute permutation minimale o, envoie n; et les e
. plus grandes valeurs, ng, ..., Ng_g +]» SUr la pre-
miére étoile, n, et les e, plus grandes valeurs restan-
tes sur la deuxiéme étoile, ..., et ng et ngy1, .ons
Ns+eg SUT la plus petite étoile, n;, ..., ng étant

associés aux sommets dominants.

Preuve

Nous avons déja établi xy = njy % i e [1,s]. Pour obtenir la
répartition sur les sommets pendants i1 suffit d'appliquer le Lemme III.3.3,
pour chaque valéur i de 1 & s-1, &

i €y

e
nil Xij *+ Nyl xyy Fue [i+l,s]
j=1 v=1

2 - Permutations maximales

Nous donnons seulement ici des propriétés que doivent vérifier
toute permutation maximale. Cet exemple a cependant 1'avantage de mettre en
évidence (voir le cas de deux étoiles) qu'une connaissance plus élaborée de
la partition considérée est nécessaire pour résoudre complétement (PBl)y,
et donc (PBl)y d'aprés le Théoréme III.2.1.

- 14 -



Remarquons tout d'abord que toute permutation maximale, oM, doit
vérifier
(I1) Xi > Xij +3eley] 1 e [l,s]

LEMME 111.3.4 Si a«>B et y > x alors

a g a g
xLxi + yly; > yIx'i + xly'j
=1 j=1 i=1 j=1

Preuve

En posant y = x + z, il suffit de vérifier

i=1 j=1
a B
inégalité résultant de z > 0 (car y > x) et de ¢ » .3 ¥; puisque
les valeurs sont réordonnées et a > B. i=1 j=1 a
Remarque
Si nous supposons de plus x > xj ¥ 1 e [l,a] et y > yj

¥ 3j e [1,8], V'expression majorante obtenue dans le Lemme vérifie alors

y > X
y > x'y > y'j +1ie[l,a] ¥je [1,8]
X ¥ ¥y

Mais on ne peut rien dire sur les comparaisons <x:x'j> en
général.

- 1B =



Nous pouvons alors montrer x; = ng.
En effet, la propriété (II) entraine que 3 i ¢ [1,s] tel que
Xi = ng. Donc si i # 1 on obtient le résultat en appliquant Tle Lemme
précédent a
e €4
x1'] x15 * gl oxip
j=1 h=1
puisque ng > x;.

En appliquant 3@ nouveau le Lemme III.3.4 pour chaque valeur de i

dans [2,s-1] avec x = xj et y = max  Xj nous obtenons de plus
X2 2 X3 P nee ? Xgo i<j<s

LEMME III.3.5 Si x > y alors

Preuve :
() » . )
En posant x = y + z il suffit de vérifier

a
ce qui est immédiat car z>0 et [ x'j >
-1 i

Il o~
>
-
a

S ey
Loxi Loxyj
=1 j=l

THEOREME 11I1.3.4 En posant mg(p,om)

i

les propriétés suivantes sont nécessairement vérifiées

(1) X] = Nk > X3 » ... > Xg.] > Xg
(11)  xi > X§j ¥je[l,ey] #1iell,s]
(111) xij > Xqy ¥ i,u e [1,s] (i <u)

¥ e [1,e]

*ve [I,Eu]

- 16 -



Preuve

(i) et (i1i) sont déja établies.

Pour obtenir (iii) i1 suffit d'appliquer le Lemme III.3.5 pour
chaque valeur de i dans [1,s-1] avec x = Xj et y = ¥js j variant de i+l
ds. L

Conséquence
-IT est facile de voir que
{xsl’ veey xses} = {n19 N2y couy nes}
i.e. aux sommets pendants de la plus petite étoile sont nécessairement atta-

chées les plus petites valeurs de la partition.

Considérons le cas de 2 étoiles.On a donc s = 2.
Notons e; = a et epg=b(ona a>b>1 et k=a+b+2).
En appliquant le Théoréme
a b
mg(PsoM) = Mg L Xgq + Xp ) nj
i=1 j=1
On peut montrer facilement que
Ng > N + ...+ Ny => Xy = Np41
Nk =N + ... +np => x, quelconque dans {np+1s ..., Nk-1}

ng <np + ... +np => Xg = Nk}

L'expression exacte de oy dépend ici de la comparaison d'un é1é-
ment de la partition avec une combinaison linéaire de certains autres.

I1 est tentant de conjecturer (et nous le faisons) que dans le cas

général
- ou bien X2 = Nk_1s X3 = N2, «eey Xg = Nik_g+]
- ou bien X2 = Nk-g1-1s X3 = NMk_gi-gp-2s +++5 Xg = Ng4]

- 17 -



I11.3.4 Chaque composante connexe est une clique

Notons Ky, Kz, ..., Ko les graphes complets composant G d'ordres
respectifs ki1, ..., ke tels que ki » ka > ... > k¢ > 2.

c
On a donc ) ki = k.
k=1

Soit p = (N1, ..., Nk) € <?(n,k), pour o € %k quelcongue, nous
avons :

c
mG(p9G) = Z mKi(p’c)

ou mKi(p,c) est la restriction de mg(p,o) & la composante Kjy.

LEMME III.3.6 Si ¢ = 2, toute permutation maximale, oM, associe les plus
grandes valeurs de p a la plus grande clique.

Preuve
Notons a et b ( 2 < a <b ) les ordres respectifs de deux cliques
Ka et Kp composant G.
Déterminer oy sur G équivaut, d ‘'aprés le Théoréme III.2.1. &

déterminer oy sur G = Ka,b (le graphe biparti complet) comme
permutation minimale.
Or
a k
mg(p,o) = (Ixi ) (Ixi)
i=1 i=atl

en notant {1,2, ..., a} et {a+tl, ..., k} ( a+ b =k ) les deux stables de
Ka’b.

Il suffit de montrer

a
mg(psom) = (2ny ) (Ing)

- 18 -



c'est a dire

a k a k
(Zxi ) CIxp) > (Ing ) (Ing) (D)
=1 i=a+l i=1 i=at+l
ou xy = No () ¥+iel,k] Hoc¢ Ik .
k a k a k
or n = JIni = Inj + Inj ="]xqi + 1 xj
i=1 i=1 i=atl i=1 i=atl
a a
Si nous notons N3 = Jny et Xz = 1} xi, alors
i=1 i=1

(I) <=> Xa(ﬂ"Xa)?Na(n-Na)

<=> (Xa-Ng)(n-(Xg+N3)) » 0

D' ol le résultat en constatant que X3 > Ny (car Ny est Ta
somme des a plus petits éléments de p) et n > X3 + N3 (puisque a<b
et a+b =k) L

Dans le cas général (c > 3), nous avons de méme

THEOREME III.3.5 Toute permutation maximale, oy, associe les k; plus
grandes valeurs de p a Ky, les ko, plus grandes valeurs
restantes & Ky, ... et les ke derniéres valeurs a
Ke, 1a plus petite clique.

Preuve

Elle découle directement du Lemme précédent puisqu'il suffit de
1'appliquer sur Ki et Kj, i variant de 1 ac -1let jdei+13aec. n

- 19 -



Etudions les permutations minimales.

c
mg(P,o) = I mg;(p,0)
i=1
£
= 3 I xuxy
i=1 uveKj
y L 2 2
i .X = (N° - _Z xj< )
i=1 JeXy
1 B 1k
= - 1 N2 - - Iy
2 =1 2 4=1
o0 Xy est 1'ensemble des sommets de K{ et Ny = J xj la somme des

JeXj
entiers que o associe & Ki, {X;, ..., Xc} est une partition de [1,k],
donc

o k
I % .= § ony?
i=1 jeXy i=1
k
La partition p = (ny, ..., ng) étant fixée, la somme } niz est
constante. i=1
c
Déterminer oy revient donc & minimiser § Nj2.
i=1

La solution entiére d'un tel probléme sous les uniques contraintes
&
Y Nj = n, est obtenue quand INi-Nj| <1 1,5 e [1,c]
i=1
(voir Lemme IV.3.1)
Mais ici, nous avons les contraintes supplémentaires:

4+ i€ [1,c], Nj est 1a somme de ki éléments de p = (ny, ..., ng)

Ni,Nj, 1,4 € [1,c], i#j, n'ont aucun é&lément en commun.

- 20 =



2

PROPOSITION III.3.5 N4 minimale <= Y N{Nj maximale

1 1<i<j<c

n o~ 0

i

<=> 1 |Nj-Nj| minimale

1<i<j<c
Preuve
La premiére équivalence résulte de 1'égalité
c
I oNg2 o= N+ o+ N )2 - 28 MmNy (ID)
i=1 1<i<j<c
c k
car 1 Nj = 1 nj = n
i=1 ' i=1

Compte tenu de 1'équivalence

I |Ni - Nj|  minimale <= ] (Nj - Nj)® minimale
1<i<j<ce 1<i<j<c

la seconde équivalence s'obtient a partir de

U~ 0

I (Nj - Np2 = (c-1)
J
1<i<j<c i

N 2= 20 N§Ng
1 1<i<j<c

= (c-1)n® - 2c ] NiN;

1<i<j<c
d'aprés (II)

- 21 -



CONJECTURE
Considérons le cas ¢ = 2.
Le probléme est donc le suivant: étant donnés p = (ny, ..., ng)

et ki1, ko tels que k; » ko » 2, k1 + ko =k > 5 i1 faut trouver une parti-
tion X1,Xz de [1,k] avec |Xi| = ki, |X2| = kz minimisant

|2 om = 1 g
1€X1 j€X2

Nous conjecturons la NP-difficulté de ce probléme.

Deux remarques sur cette question.
(1)  Si ko =1 ou k; = ky = 2 les solutions sont respectivement

X1 = [1,k-1], X, = {k} et X; = {1,4} X, = {2,3}

(ii) Le probléme de la partition
Données P = {ny, ..., ng}
Probléme Trouver I < [1,k] tel que

Lni o= ]nj
iel jel

est NP-difficile [7], méme lorsque 1'on impose |I| =

N A
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CHAPITRE IV

PARTITIONS EXTREMALES
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IV.1 INTRODUCTION

Nous étudions dans ce chapitre le probléme, (PB2) ,des partitions

extrémales, py et py, ainsi que des permutations associées, o et oy
définies sur un graphe simple G = ([1,k], E) et telles que

mg(Pm>om) < mg(p,o) < mg(pMsm)

¥ oe Ik ¥ pe q?(n,k)

Le Théoréme IV.2.2 résout complétement le probléme des partitions
minimales, les solutions restant valables dans le cas des multigraphes sans
boucle. Nous montrons ensuite comment ils permettent 1'optimisation de
certaines formes quadratiques en nombres entiers et réels.

Aprés avoir exposé une autre preuve plus combinatoire du Théoréme
de MOTZKIN et STRAUSS [13] nous 1'étendons(d'Achille) & des multigraphes
sans boucle. Le résultat, en nombres entiers, donne la solution de (PB2)p
pour les graphes réguliers.

Sans résoudre entiérement le probléme, nous donnons cependant
quelques résultats concernant les partitions maximales entiéres, nous les
prolongeons, dans R, au probléme de la maximisation d'une forme quadratique
sans carré et a coefficients 0 ou 1 sous les mémes contraintes.

Enfin, au § IV.4, nous analysons rapidement 1les résultats
précédents au niveau de leur complexité algorithmique et montrons que le
probléme des partitions maximales est NP-difficile.



Préliminaires

Sotent {xy, ..., xk}» {y1, ..., Yk} deux ensembles de réels
tels que

X1>1 'V‘iE[l,k]

0<y <y2 € .ov € ¥k

LEMME IV.1.1 Avec les hypothéses précédentes,
k k
Loxiyi > ownln - k) o+ Ty
i=1 i=1

Si xi »2 % i e [1,k], 1'égalité est réalisée si et
seulement si

Y1 - = Yk

Preuve
Pour tout i dans [1,k]
X1Y1 + oo T X{Yi oo > Xyt X3 -y + ooty oL

= (y3-y1)(xy-1) >0 car ¥Yi %N
D'ou

k
xi¥Yi > (n-k+ 1)y, + Yy
1 i=

N b x

i
qui donne 1'inégalité.
Quand xi > 2 ¥ i e [1,k], 1'inégalité est stricte dés qu'il
existe yi > y;. ]
Remarquons que si n > k, les y;i étant fixés
k

) xiyi = cte <
i=1

2 Y1 = Y2 = «o0 = YK



Soient p = (n1,..., ng) € q?(n,k) et o € %, avec la notation
X{ = Ng({) Hice [1,k], nous avons

mg(pso) = ] xjxj
ijeE
alors, en posant ) = 0 si T(i) =@ , on peut écrire
jer(i) :
k
2 mg(p,o) = L oxi L xj
i=1 jer(i)

car chaque aréte est prise en compte pour chacune de ses extrémités.

k
LEMME IV.1.2  mg(p,0) = -m + ] xid(i) + [ (xj-1)(xj-1)
i=1 ijeE
Preuve
k k
2mg(psa) = L x¢ L x5 o= ] xy (d(i)+ ] (x5-1) )
i=1 jer(i) i=1 jer(i)
k k
= ) oxqd(i) + ) xy ) (xj-1)
i=1 i=1  jer(i)
k k
= 1 oxd(1) + ] (x4-1) L xj
{=1 i=1 jer(i)

(car chaque aréte ij contribue pour Xi(Xj - 1),suivant i, et pour
xj(xy - 1), suivant j)

k k
= 1 oxd(i) + ] (x4-1) (d(i) + ¥ (x5-1) )
= i=1 jer(i)

k k k
= 2] xyd(i) - § d(i) + ] (x4-1) ] (x5-1)

1]
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Remarques

(1) Le Lemme précédent, prouvé avec un graphe simple, reste toujours
valable dans le cas d'un multigraphe sans boucle. I1 suffit en effet de
modifier T'(i) en répétant chaque voisin j de en autant (en emporte le vent)
de fois que la multiplicité de 1'aréte 1j.

(i1) Comme
k k
L oxqd(i) = I (x4-1)d(i) + om
i=1 i=1"

le Lemme précédent entraine

mg(p,o) = m +

Il e X

(xi-1)d(1) + T (xq-1) (xj-1)

i=1 ijeE

Soit f une application d k variables et & valeur dans R.

Pour un vecteur (X1s  vees  Xgk) de RK 1a notation
f( vevy Xy weus ¥, ... ) signifie que seules sont prises en considération
les valeurs de deux coordonnées quelconques distinctes, les autres restant
constantes. .

Pour tout entier N e IN*, soit

k
C o= { (x1s coos ) | Tx3 =0}

PROPOSITION IV.1 Si, pour tout vecteur de C, f vérifie
Fl veey Xy cees ¥y eoe ) < Fl vuuy XtEy veey Y=€y vew )
dés que y - x = 2¢ (e > 0), alors le maximum est atteint
par le vecteur

—_
1=
-
-
A1 =
—

Preuve _
’ Si, pour un vecteur maximal, deux valeurs ne sont pas égales,
alors 1'inégalité stricte entraine une contradiction. L



PROPOSITION IV.2

Preuve

Si, pour tout vecteur entier de C (i.e. xj )
f( ss 0y X, es e g y, co 0 ) < f( cs oy X+1, es e g y-l, °s 0 )
dés que y - x » 2, alors le maximum est atteint par le

vecteur
(ay veus @, a*l, ..., atl)

oi N=ak+b, 0 <b<k (division euclidienne)

I1 suffit de constater qu'ici nous obtenons

| xi - x5 | <1 +1,j ¢ [1,k] a

Des résultats analogues s'obtiennent par minimisation.



IV.2 PARTITIONS MINIMALES

Nous: noterons & le degré minimal de G.

THEOREME IV.2.1 Toute partition minimale peut se mettre sous la forme

pm = (1, ..., 1, n-k+l)

Preuve
Pour toute permutation o e Zx, si i est le sommet auquel est
associé le stable Gg = (Sk, 0), d'ordre n - k + 1, alors

(n -k +1)d(i) + ] 1
uveG-{i}

mG( Pm» o)

(n - k #1)d(i) + m - d(i)

n

m + d(i)(n - k)

Le nombre minimal d'arétes est donc obtenu quand i est de degré

minimal
mg(Ppsom) = m + 8(n-k)
IT suffit maintenant de montrer que
mg(p,o) > m + &(n - k) 4+ pe qP(n,k) ¥ o e I
D'aprés le Lemme IV.1.2
k
mg(p,o) = -m + § x3d(i) + [ (x3-1) (xj-1)
i=1 ijeE
Comme xi = ng(i) > 1 1 ¢ [1,k], on en déduit
k
mg(p,o) > - m + ) xjd(i)
i=1
et 1'application du Lemme IV.1.1 avec {yi, ..., Yk} = {d(i), ..., d(k)}
entraine



i=1 i=1
donc
k
L xjd(i) > 2m + &(n-k)
i=1
par conséquent
mg(p,o) > m + &(n-k) -

- Remarque

Une preuve directe de 1'inégalité

k

mg(p,o) > -m + ] xjd(i)
i=1
est obtenue en constatant que XiXj > xj +t x5 - 1 car x5 > 1
¥+ 1 e [1,k]. En effet
mg(p,o) = I xixj » § (xy + x5 -1)

ijek ijek

k
mg(p,o) > ) (x3 + Xj) -m = ) xid(i) - m
ijek i=

Nous avons donc mis en évidence une forme standard (indépendante
du graphe) pour toute partition minimale, en remarquant toutefois que pour
obtenir le nombre minimal d'arétes, m + &(n-k), les permutations minimales
assocides doivent placer le stable d'ordre n - k + 1 sur un sommet de degré
minimal. Cependant, il n'y a pas unicité et le Théoréme IV.2.2 résout
complétement ce probléme en indiquant la forme générale de toute partition
minimale pour un graphe quelconque.

Pour tout graphe G, on a trivialement
mg(p,o) > m ¥pe g%n,k) Yo e Iy
o Ce minimum est atteint d'une part dans le cas ou n = k puisque
Y(n,k) = {(1, ..., 1)} et d'autre part quand G a s sommets isolés (s > 1,
& = 0) par toute partition p = (1, ..., 1, ng_g+]) et toute permutation o
associant Gg.g+l, ..., Gk @ ces sommets isolés.
C'est pourquoi, dans la suite, nous faisons les hypothéses k < n
et 5§ > 1.



THEOREME 1V.2.2 Toute partition minimale est nécessairement de la

forme
Pm = (l: coey 19 Nkag+ls oo

ol s est le cardinal d'un stable, S, de G tel que

d(i) = 6 ¥*ies.

Le nombre minimal d'arétes du joint, m+&(n-k), est

alors obtenu pour toute permutation

Gk-s+1s «--s Gy aux sommets de S.

associant

partition

Preuve
Si oy est une telle permutation et S = {1,..., s} alors
s
mg(Pmsom) = L x4d(1) + mg_g(p,o)
i=1
= 8(ng-g+] * ..o M) + m - S8
= &(n-k+s) + m - s&
= m + &(n-k)
Etudions maintenant 1la forme générale d'une
minimale.

Soit p = (ny, ngy ..., Ng) € E?(n,k), alors

p minimale => n; =1

En effet, si nj 22 ¥ i ¢ [1,k], alors pour toute permu-

tation o de Iy

k
mg(pso) = I xixj > I (xq +xj) = ] xjd(i)
ijek ijeE i=

car X,y 2> 2 => xy>2x+y
Donc, en appliquant le Lemme IV.1.1 avec {d(i),
mg(pso) > 2m + &(n-k) > m + 8(n-k)

car 8>1 => m>0



Soient p=(1, n2, ..., nk} ¢ g%n,k) et o e .
Renumérotons les sommets de G 1, ..., s, s+l, ..., k de
telle sorte que:
Xy > 2 +1 e [1,s]

xj =1 ¥ 3je [s+tl,k]

Ainsi, nous pouvons décomposer G en deux sous-graphes, G' et
G", sur les sommets X' = {1, ..., s} et X" = {s+l, ..., k} respecti-
vement. X' et X" sont non vides puisque n; = 1 et k < n (donc
11ed2, ..., k} | nj >2).

Nous noterons G' = (X',E') et G" = (X",E")

G' G"
Alors
mg(p,o) = mgi(p,o) + mg gu(p,0) + mgn(p,o)
Or
S
mg(po) = Ixixg > L (xi+xg) o= 1 xiy
1‘\]'EE| ijSEI ‘i:l

puisque sur X' xj » 2, y; désignant le degré du sommet i dans G'.

xi(d(1) - yi)
1

mg:,gu(pso) =

W~ w;m

i

car chaque sommet i de X' posséde d(i) - yi voisins dans G" ou a
chaque sommet est associé un stable d'ordre 1.



S
mgu(p,o) = m - m' - ] (d(i) - yq)
i=1
S
ol m' = ‘E'] est le nombre d'arétes de G' 2 m' = Z yi
i=1
s
et ) (d(i) - yi) est le nombre d'arétes, dans G, reliant G' & G".
i=1
Donc
s S s
mgn(p,o) = m - m' - Jd(i) + Jyi = m + m' - Jd(i)
i=1 i=1 i=1
Finalement
S 3 S
mg(pso) > L xqyq + L xi (d(i) - yi) +m+m' - ] d(i)
i=1 i=1 i=1
S S
mg(poa) > m o+ m' o+ Txd(d) - T d(d)
i=1 i=1
Or, en appliquant le Lemme IV.1.1 avec {xl, cs o xs} et
{d(i), ..., d(s)}, en notant &' le degré minimal de G', nous obtenons
s S
L xid(1) > &'(n-k) + ] d(i) (1)
i=1 i=1
S
car Jaj = n-k+s puisque xj=1 ¥ joe X"
i=1
Donc

s S
mg(p,o) > m + m' + &'(n-k) + Jd(i) - ] d(i)
mg(p,e) > m + m '+ &'(n-k) ] -

Nous n‘avons m+ m' + &8'(n-k) = m + &(n-k) que si &' = &
et m"=0 car &' > 86 et n > k.

o 10 =



Par conséquent, en remarguant que xi » 2 - ¥ieX',
1'égalité (I) n'a lieu que si d(1) = d(2) = .... = d(x) = &' = &,
mg(p,o) n'est minimal, c'est a dire égal a m + &(n-k), que si o
associe les éléments non unitaires de p aux sommets d'un stable de G
(donc le graphe G' avec les notations précédentes) dont les sommets

sont de degré minimal dans G. o
Remarques
(1) Une partition minimale, pyp, ne donne le nombre minimal

d'arétes qu'associée a une permutation minimale.
En effet, en général, il n'est pas vrai que

mg(Pnso) < mg(p,o) 4+ p e @(n,k) ' ¥ o e Ik

Considérons G = ([1,k],E) une k-1-étoile,c'est a dire

E = {{1,2}, {1,3}3 Y {lak}}

Prenons n = 2k, p = (2,2, ..., 2) et une permutation o qui
associe le stable Gk, d'ordre ny, au sommet 1 de degré A = k-1.
On a pp=(1, ..., 1, k+l).

Alors
mg(pmso) = m + A(n-k) = (k-1) (k+1)
mg(pso) =  4m = 4(k-1)

Donc, si k > 4, mg(py,o) > mg(p,o)

(2) Les résultats précédents restent valables lorsque G est un
multigraphe sans boucle. Compte tenu de la remarque (i) du Lemme IV.1.2
i1 suffit de reprendre les preuves avec

d(i) =} mjj
jer(1)

od mij est la multiplicité de 1'aréte ij.

s 1] .=



Aplication a 1'optimisation (en nombres entiers et réels) de certaines
formes quadratiques i

De méme qu'a tout graphe simple nous avons associé une forme
quadratique, d toute forme quadratique Q du type

Q(X1s vees Xk) = Cij XiXj
ou les coéfficients sont -entiers et vérifient
cij = 0 *1i,j ¢ [1,k] | 1>

nous pouvons associer un multigraphe sans boucle Gq = ([1,k], E) dé-
fini par

m
"

B9 4 Badlis sn s Uyddey }
¢y ;#0

Considérons la forme quadratique
c k
R(X1s eeus Xg) = = ) x12  DUHgy sess X
2 =1
ou € = max Cij

Notons (C;) 1les contraintes linéaires

xi > 1

On notera & (resp. A) le degré minimal (resp. maximal) de
Gg et m = |E|.

Pour une numérotation fixée des sommets de Gg, xi sera la
valeur associée au sommet 1.

- 12 -



THEOREME 1V.2,3 Avec les notations précédentes nous avons

min  Q(X1s ... Xk) = m + 8(n-k)
(C1)
£ g
max R(Xl, ..., Xg) = =n?2 + m - - k(k-1)
(C1) . .
- (c(k=1) - A) (n-k)

Ces valeurs sont obtenues par tout vecteur

(s coes ls Xpgads «ovs ¥
od {k-s+l, ..., k} est

- un stable de Gy dont les sommets sont de degré
minimal, &, dans le premier cas

- une clique de Gg dont les sommets sont de degré
maximal, A, et les arétes de multiplicité maximale,
¢, dans le premier cas.

De plus ces ces résultats sont valables dans [R comme
dans IN.

Preuve

Le premier résultat, en nombres entiers, est 1'application
directe de la remarque concernant les multigraphes sans boucle qui suit
le Théoréme 1V.2.2.

IT reste vrai dans R, car étant donné un vecteur quelcongue
(X15 +.., Xk) Vérifiant les contraintes (C,), on a

k
Q(X1s «ves Xk) 2 ) x3d(i) - m
i=1
d'aprés la remarque qui suit le Théoréme IV.2.1, d'ou 1'on déduit

Q(X1s eoes Xk) > m + 8(n - k)

en utilisant le Lemme IV.1.1l. I1 est alors facile de vérifier que tout
vecteur ayant la forme annoncée atteint le mimnimum.

- 13 -



Pour R, considérons la forme quadratique

R(XLs wvvs Xk) = I €ij X{Xj

ou
€1j = C - Cyj 14
Eij = 0 i>J

qui définit ce que nous appe]]erons'EQ le multigraphe complémentaire
de Gq.
Alors

Cc
R{Xis wuny X} ® ; e w R{Kiy vess X)

I1T suffit donc de min1miser'§, qui est de la méme forme que
Q, sous les contraintes (Cj)
D'ol

max R(Xys «ves Xk)

(Cy)

n
N1 O
=)
nN
1
3
]
O
—
oo J
1
>
~

ol m' et &' sont respectivement le nombre d'arétes de Eb et son degré
minimal.

Le résultat définitif vient du fait qu'un stable de degré mi-
nimal, &', de Gg est une clique de degré maximal, A, de Gq, dont
les arétes sont de multiplicité maximale, c.

L'expression du maximum se calcule facilement en remarquant
que

m' k(k = 1) - m

[}
NEO

6.

clk -1) - A ™

= T4 &



IV.3 PARTITIONS MAXIMALES

IV.3.1 Quelques résultats préliminaires

Déterminons les partitions maximales réelles et entiéres dans
le cas ol G = K est le graphe complet d'ordre K.

Pour p = (N1, ..., ng) e @(n,k) et o e I

1 k
mk(p,o) = I miny = - (n? - Jny?)
1<i<j<k 2 i=

k
I1 s'agit donc de minimiser J ny?

LEMME IV.3.1 ' Pour tout entier q > 2,
minimum i

N~ X

n1q atteint son
1

n s
- dans R pour nj = - 1 e [1,k]
- dans N pour la partition (a, ..., a, atl, ..., atl)
oi n=ak+b, 0<b <k (division euclidienne).

Preuve
S y-x»>2e ol e> 0, il est facile de montrer que

¥+ ¥y > x+ )+ (y- o)l
Les propositions IV.1 et 1IV.2 permettent de conclure en

prenant y - x = 2e¢ dans le cas réel et y - x > 2 (e = 1) dans le
cas entier. o

L'application de cette propriété avec q = 2 donne

PROPOSITION IV.3.1 mg(p,o) <

N

(n2-(k-b)a’-b(a*1)2) < = (I - -)
2 k

ol n=ak+b, 0<b <k (division euclidienne).

- 15 -



LEMME 1V.3.2 Dans le cas entier

max mg(p,o) < max mg+(p',o')

ol K et K' sont des graphes complets d'ordres respec-
tifs k et k' tels que k < k', et p e Ga(n,k),
_ p' & P(n,k"), o ¢ Sk, o' € Iy

Preuve

I1 suffit, pour k' = k+1, de montrer que

k+1 k
min J ni?2 <  min ) m?

i=1 i=1
sous les contraintes respectives
k+1

Y ny =n
=1 i

my =n
1

N o~ X

L'inégalité est vraie dans (R car les partitions minimales,

( k n ) et (n n) specti B, d t
g — ..., —) respectivement, donnen
k+l K+ k k

n? n?
- < -
k+1 k
k
©
La partition de  S(n,k) minimisant J ni? est
i=1

(ay, +.., @, atl, ..., atl) ol n = ak + b, 0 <b <k vérifie

k n2
Tni2 = (k-b)aZ + bla+1)? < -
i=1 k
I1 est alors facile d'établir que
2
= < [(k=-=blaz + bla+1)2
k+1
qui démontre 1'inégalité demandée. -

= 1E =



IV.3.2 Le Théoéme de MOTZKIN et STRAUSS. Solution de (PB2)M pour un
graphe régulier -

Etant donné G = ([1,k], E) un graphe simple T.S. MOTZKIN et
E.G. STAUSS [13] ont résolu le probléme suivant

(1) max ] Xixj
ijek
sous les contraintes

k
Y %3 =1

i=1
Xi >0

Nous noterons Lxixy = QglXgps «es %)
ijekE

et M) (G) la solution de (I)

THOREME IV.3.1 (T.S. MOTZKIN, E.G. STRAUSS)

meE =t (-:)
2 q

1 1
obtenu avec (0, ..., 0, -, ..., -) en associant les
q q

valeurs non nulles aux sommets d'une cligque, K, de G,
d'ordre maximal, q.

Preuve (Principe de la...)

Les auteurs montrent la double inégalité en prouvant

1 1
Mife) € = {1~ -]
2 q

par induction sur k, 1'ordre de G.

I1s établissent, par différenciation, que si G n'est pas com-
plet, le maximum peut &tre obtenu par un vecteur ayant au moins une
composante nulle, soit xj. Ainsi M(G) = Mj(G') od G' est le sous-
graphe de G obtenu par suppression du sommet 1. o

- 17 =



Considérons maintenant le probléme

(1) max Qg(X1s «vvs Xk)
(Co)

ol (Cg) représente les contraintes

Xi >0

N etant un entier non nul.
Notons My(G) Ta solution de (II)

N2 1
COROLLAIRE IV.3.1 MN(G) = é (1 - a)
N N
obtenu par (0, ..., O, a, . a) sur une clique

d'ordre maximal, q, de G.
Preuve

I1 suffit de remarquer que si (Xxp, ..., xk) Vérifie les
contraintes (Cg) alors, en posant

X4

yi = = +ie [1,k]
(Y15 -ves Yk) Vérifie
k
) yi = 1 et yi > 0.
{=1
et '
QglXis «ees Xk} = N2 Qgl¥1s vess ¥k
On a donc
My(B) = N? My (G)

- 18



Si la solution de (II) est wune conséquence immédiate du

Théoréme IV.3.1, comme 1'établit le Corollaire précédent, nous en don-
nons une preuve directe, plus générale et n'utilisant plus le résultat
de MOTZKIN et STRAUSS. La méthode utilisée a d'autre part 1'avantage de
fournir la solution en nombres entiers et d'étre utilisable dans le cas

oi (x1,

cesy Xk) E qp(n,k) (voir § 1IV.3.3) aussi bien que pour les

hypergraphes (voir chapitre V).

THEOREME IV.3.2 Dans R 2 1

Preuve

N
My(6) = - (1 - -
N(G) 5 ( q)
N N
obtenu par (0,..., 0, =,..., =).
q q
Dans (N
1
MN(G) = E(NZ-(q-b)az-b(a+l)2)

obtenu par (0, ..., 0, a, ..., a, a+l, ..., atl)
ol N=ag+b, 0 <b< g (division euclidienne).

Dans les deux cas, g est 1'ordre d'une clique maxi-

male de G, aux sommets de laquelle sont affectées
les valeurs non nulles des vecteurs solutions.

Si G est complet (g = k) les solutions sont données par la

Proposition IV.3.1 et Lemme IV.3.2.

Supposons donc G non complet.
Soit (X1, +.., Xk) un vecteur réalisant le maximum

Qg (X1s ooy xg) = MN(G)

Pour tout sommet i e [1,k] nous noterons Jj = ] xj
jer(i)

S'il existe Xi,Xj & R* tels que ij ¢ E alors pour tout

e >0 vérifiant e < min(xy, xj) nous avons nécessairement

Qa(. ..

Qg(...

> Xis «ess Xjs vee) 2 Qgleees Xy-Ey oun, Xjte, eed)

s Xis sees Xj» cany B Oflusun XPCy snay Xj=€s eed)

i

Un calcul élémentaire nous donne alors  }j

XK

- 19 -



De la méme fagon, s'il existe xj, xj e I* tels que
ij 4 E, alors

Qgl<s vy Xjs wuws X§s spsy ¥ ‘Oglasss By=ls suaa x5+1, _

Bl enox Rjsosuns Xjs vig) @ Qglesvs Rytl, sesy Xj-l, s )

L3 aussi les calculs montrent que i = J;

Dans les deux cas, nous avons alors
MN(G) = Qg(...,xi,...,Xj,...) = 0g(cees0yeeusXitXys..s)

Le maximum peut donc &tre obtenu par un vecteur dont toutes
les composantes sont nulles sauf sur une clique. D'ou les résultats

d'aprés la Proposition IV.3.1 et le Lemme IV.3.2, ce dernier montrant
gue dans le cas entier la clique doit aussi @tre d'ordre maximal. a

Si G = ([1,k], E) est un multigraphe sans boucle alors

Qa(X1s.cves Xk) = L XiX5 = I Cij X{Xj
ijeE ijekE’

cij est-un entier égal a la multiplicité de 1'aréte 1ij ¢ E',
6' = ([1,k], E') représentant Te graphe simple sous-jacent & G.

Notons
o= L Gy
jer(i)

On a alors

PROPOSITION IV.3.2 Mp(G) est obtenu sur une clique de G'.

Ceci nous permet de donner une réponse définitive,en nombres
entiers et réels, dans les cas triviaux suivants:

(1) La multiplicité est constante, i.e. cij = c. Car dans ce cas
QG(Xls ceey Xk) = c QG'(Xls ey Xk)
le Théoréme IV.3.2 est donc applicable.

« 00 =



(i1) G' est une forét.
En effet, la clique maximale etant alors une aréte (q = 2),
i1 suffit d'en choisir une de multiplicité maximale car

N2
My(G) = C15 5 dans R

MN(G) = cyj ‘.gJ [g] dans (N

Le probléme général de caractériser exactement les cliques
solutions et les vecteurs optimaux correspondants, compte tenu de 1la
multiplicité des arétes, reste ouvert. On a cependant

PROPOSITION IV.3.3 Tout vecteur optimal réel sur une clique solution
‘ doit vérifier

2
o=l 5 M)

Preuve

En numérotant 1, 2, ..., g, les sommets d'une clique solu-
tion, K, nous avons
MN(G) = Q(Xls sees Xq’ 0, 0, ..., 0) = QK(xls R Xq)

= ) Cij XiXj
1<i<j<q

Considérons xj, xj et e tels que 0 < e < min(xy, Xj)
et notons

'y o= Li-cigy D'y o= 1 - cigx
Alors
MN(G) = cij x4x5 *+ X§ Ity + Xj Z'j + 0Qij

ot Qij, le reste de 1'expression, ne dépend ni de xj ni de X3
Comme (X{s sses X{5 saes Xjs ++es Xq) est un vecteur
maximal, on a
MN(B) > cijlxi-e)(xj+e) + (xi-€)1'y + (xj+e)]'s + Qij
MN(G) > cij(xite)(xj-€) + (xq+e)l'y + (xj-€)1'j + Qi3
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qui donnent

cij (x{ = x5) - 'y + I'y - cyje < O
ey (xy = x5) + I'y - I'j - cj3e < 0
D'od
| - By} ¢ ey

c'est & dire Ji = Zj puisque cyj > 0 et e est quelconque dans
1o, min (x4, x3)]

Finalement

q
2 My(G) = 2 Qg(Xys wees X)) = ) X{0i = N

- r 2
d'ot on déduit T = : MN(G)

en notant ] = Vi Viell,q]

- 92 =



Application au Probléme des partitions-maximales-dans- le cas des
graphes réquliers

I1 s'agit donc de maximiser

mg(pso) = I Ng(i)Na(j)
ijeE

oi o € Z, p = (N1, .c.y Ng) € @(n,k) et 6 = ([1,k], E) est un
graphe simple. ‘

La remarque (ii1) qui suit le Lemme IV.1.2. montre que

k

mg(p,o) = m + J(xj - 1)d(i) + ] (xq - 1(x5-1)
i=1 ijeE

donc, en notant yj =x3 -1 4 1ie [1,k], ona

k

mg(p,o) = m + J yjd(i) + ) yiyj
i=1 ijek

Si bien que le Probléme est équivalent a la résolution de

k
max Z Yid('i) + Z YiYj
(Cq) 1i=1 ijeE

car (y1, ..., Yx) Vérifie

avec N=n -k e\N*

D'aprés la remarque qui suit le Lemme IV.1.1, nous savons gque
K
Zyid(i) = cte <=> d(i) = d(2) = ... = d(k)
i=1
c'est & dire G est régulier i.e. d(i) =d i e [1,k]
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Dans ce cas

mg(ps0) = m + d(n-k) + ] yiyj
ijek

et 1'application du Théoréme IV.3.2 nous donne

THEOREME 1IV.3.3 La valeur maximale de mg(p,o):

d % Bln= ki ; ((n K)2 - (q b)a2 - b(a+1)?)

est obtenue par toute partition

My = (1, ..., 1, a+tl, ..., atl, a+2, ..., at+2)

oi n-k=a +b, 0<b<q, et toute permutation
oM associant atl, ..., at2 aux g sommets d'une
clique d'ordre maximal de G.

Remarquons que dans le cas réel

1 1
max ) xixj = m + d(n-k) + 5 (n = Bl = =)
(C1) ijeE §
. 1
est obtenu par (1, ..., 1, X, ..., X) ol x = a (n - k + q), dans les

mémes conditions.
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Application a 1a minimisation de‘certaineSﬂformés quadratiques

Avec les notations déjid utilisées, considérons les formes
quadratiques

' c
R(X1s +ves Xk) - L xi2 + 1 cij xix

i=1

R [%1s ssas Xic)

Lo xixj

Soient G et G les multigraphes engendrés.

Alors les résultats précédents permettent de résoudre, en
nombres entiers et réels, le probléme

min  R{Xps swss Kid
(Co)

dans les cas suivants:
- G est un graphe simple i.e. ¢ =1 (Théoréme III.3.2)
- G est de multiplicité constante
- G a une forét comme graphe simple sous-jacent
et le probléme
min R(Xy, ..., Xk)
(Cy1)

lorsque G est un graphe simple régulier.

[1 suffit en effet d'exploiter 1'égalité

c
min RiXyy weas X} 3 N2 - max R(X1, «v., Xg)
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IV.3.3 Etude générale des partitions maximales

Considérons le probléme, en nombres entiers et réels, dans le
cas ol G = ([1,k], E) est un multigraphe sans boucle. En notant Qg,la
forme guadratique associée, nous étudions ici

max  0g(X1s oy Xg) = max ) XiXj
(C1) (Cy) ijeE
THEOREME 1V.3.4 Tout vecteur maximal peut se mettre sous la forme

(1, ..os 1, Xk-q#ls ...» Xg) ol q est 1'ordre
d'une clique de G.
Preuve

Notons aussi Qg(x1, ..., Xk) la valeur du maximum et sup-
posons qu'il existe deux valeurs xy et Xj non unitaires telles que

ij & E.

Dans le cas réel, considérons e quelconque vérifiant
0 < e <min (x4-1, xj-l), alors

Ogleses Bjs wnns X sesy # Oglewssy Rf=B5 wsny Xj+e, —
Qlssos Xy swas X3 svsy » Qglocss Ryhey seus Xj=€s —

Un calcul simple montre que nécessairement Ji = [;

Dans le cas entier, par hypothése xj > 2 et xj > 2, il
suffit alors de reprendre le calcul précédent avec e = 1 pour obtenir
de méme Jj = Jj.

Finalement, dans les deux cas

Qelorss Xys a0rs Xjs os) = Qglenss Ls erss xj+xi-1, —

qui montre que le maximum peut Etre atteint par un vecteur ayant 1la
forme anoncée. p
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Soit K = {1, 2, ..., q}, une clique maximisant Qg.
En notant (1, <«ses Ly %15 sses xq) un vecteur optimal on a

q
g1, «oes 1, X5 wees Xg) = M+ J oygd(i) + ] ocq5 ¥iyj
i=1 1<i<i<q
o yj = xj -1 + i e [1,k] (voir remarque (ii) aprés le Lemme
IV.1:2},
Nous noterons Jj = ] ci5y; 4 ie[l,q]
jer(i)

PROPOSITION IV.3.4 Tout vecteur optimal réel doit vérifier

d(i) + Ji = d(J) + 13  +1,d ¢ [1.q]

Preuve
Pour toute aréte ij de K, soit ¢ dans ]| 0, min(yi, yj)].
Le vecteur considéré étant maximal, et en notant
I = It - Cijyg I's = 1Ij - Cignis

nous avons nécessairement
sd (1 + -d(j + s aVIVe o+ L "

yid(1) y;d(3) Cij¥iY; Yil'i 4 yil'y >

(yi + e)d(i) + (yj - €)d(3) + cijlyi + e)lyj - €) +

(yi +e)l'y + (yj- ¢l
les autres valeurs s'annulant, car indépendantes de yq et yj.
D'ol
d(i) + Ji - (d(d) +Jj) < e Cyj

De méme, avec yi - ¢ et yj + €, nous obtenons

d(j) + 15 - (d(i) + Iy ) < eCyj

Finalement
| d(1) + 53 - (d@) +35) | < ecyj

qui donne 1'égalité demandée car e est quelconque.
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Ces résultats peuvent s'affiner dans le cas d'un graphe
simple.

THEOREME 1V.3.5 Si G est un graphe simple, Qg atteint son maximum
sur une clique, K, d'ordre q tel que
q
L (d(i) -d(1)) < n-k
i=1
avec la notation
d(1) < d(2) < ... <d(q)
Le vecteur solution, (1, ..., 1, X1, -.., Xq), vé-
rifie alors

1 a
xi = =(n-k+q-74d(§) + d(i) 1 =1,
q 5e1
Preuve
q
Comme G est simple et J y; = n -k, on a
i=1
i = n-k-y; #ie[l,q]
ainsi

d(i) + I3 = d(3) + I <= d(3) -y = dd) - yj

L}
(=8
—_
[ O
~—
]
x
(SR

<=>  d(i) - x4
car yj =xj -1
En particulier xj = xj; + d(i) i e [1,q9], d'od
q q
n-k+aq = Ixi o= xp + ] (xg+di) -d(1))
i=1 i=2
q
= axy + )d(i) - qd(1)
donc i=1
1 q
x1 = -(n-k+q - Jd(i)) + d(1) d'od 1'on déduit
& i=1
1 q
SO (n-k+q - dd)) + di) +1ie[l.q]
j=1

Par hypothése, d(1) < d(2) < ... < d(q), donc x; = min xj.
1<i<q
or i1 faut x3 > 1 41 e [1,q]. I1 suffit de le vérifier
pour X1, on obtient ainsi la condition du Théoréme.
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Revenons a 1'étude des partitions maximales.
D'aprés le Théoréme IV.3.4 toute partition optimale est de la
forme

[Lpe sy da Fly snwy By o nj »>2 %ie(l,ql.

. Comme 2 ni = n -k+ q > 29, nous obtenons la condition
i=1
triviale (I) g <n <n - k.

En reprenant la preuve de la Proposition IV.3.4 pour un gra-
phe simple avec yjy, yj 2 2 et =1, on a

| ni -0y +d(d) -d() | < 1 i, e [L,q]
On peut donc écrire

-1 < np-np+d(2) -d(l) < 1
-1 < np-n3g+d(3) -d(1) < 1

-1 < np -ng+dig) -d(1l) < 1
nous obtenons

q q
-q+1 < gny - Jonj+)d(i)-qd(l) < q-1
i=1  i=1

L'hypothése nj > 2 + 1 e [1,9], nécessairement réalisée
par ny = min nj, nous donne

1<i<q
q
2¢ < gnp < n-k+qg-7] (di) d(1))+qg-1
soit i=1
q
(11) L (d(1) -d(1)) < n-k
i=1

De la méme fagon

q q
-q+1 < agng - Ing+Jd(i)-aqdlg) < q-1
donc i=1 i=1
q q
L (d(q) - d(i)) < ang-LInj+a-1
i=1 i=1
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q g-1
Ini = n-k+q = ng+ing > ng+ 2(g-1)
i=1 i=1
i.e ng < n- k -q+2
D'od
q
(111) ! (d(g) - d(1)) < (g-1)(n-k) - (g-1)%

i=1

En conclusion, toute clique solution doit donc vérifier les
trois conditions (I) (II) (III)

Le probléme d'en donner une caractérisation plus fine dans le
cas général reste ouvert. Mais le § suivant, consacré a 1'aspect
algorithmique des questions abordées, montre 1'intérét de 1'étude de
cas particuliers.
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IV.4 CONSIDERATIONS ALGORITHMIQUES

La donnée d'une forme quadratique sans carré a coéfficients
entiers est celle du multigraphe sans boucle associé G =: ([1,k],E).

Avec les notations déja utilisées, partant des données de G
et de n la question est donc: quelles sont les complexités algorith-
miques des calculs de

(i) min  Qg(X1, +oes Xk)
(C1)

(i1) max Qg(X1s «ves Xk)
(Co)

(i11) max Qg(xy, +..» Xk)
(C1)

en nombres entiers, et en nombres réels?

(i) s'obtient banalement en O(k+m) & partir de la représen-
tation usuelle (listes de successeurs) de G puisque

min  Qg(Xy, «..s Xk) = m+ 8(n-k)
(C1)

seul &, le degré minimal, est donc d déterminer.

Le probléme (ii) est NP-difficile dans le cas d'un graphe
simple car, d'aprés le Théoréme IV.3.2, i1 est équivalent 3 la recher-
che d'une clique maximale [7].

Le probléme (1ii) est aussi NP-difficile.

En effet, i1 est équivalent au probléme (ii) dans le cas des
graphes réguliers. Or d'aprés [7], le probléme du stable maximal est
NP-difficile dans le cas des graphes planaires cubiques. Donc, il en
est de méme du probléme de la clique maximale pour les graphes
complémentaires correspondants qui sont en particulier réguliers.

D'ol le résultat pour un graphe simple réqulier quelconque.
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CHAPITRE V

EXTENSIONS AUX HYPERGRAPHES






V.I INTRODUCTION

A toute partition p = (n1,..., ng) € (n,k), nous pouvons as-
socier une partition (Si,..., S¢) de [1,n] ol |Si| = ni # 1 e [1,k].

Notons Hi,..., Hg les k hypergraphes stables Hi = (Si,3j)
définis par

o= {0 | xesih ([84] = isi] = m) ¥4 e [k
Si H = ([1,k], & ) est un hypergraphe quelconque d'ordre k ol

g = {Eis 4esy Ep) | |Ej| >1 +j e [1,m] et o une permutation de
Tk, consirérons

Ho(1) Ho(2) Ho(k)
H(p,o) = H
1 2 k
1'hypergraphe obtenu par substitution des sommets 1, ..., Kk par

Hg(1)s ««+» Hg(k) respectivement.
Par définition H(p,o) = ([1,n], &(p,o)) ol
& (p,o) = (Ej-{i}U{u} | xeSe(i)s 1€ 4 e [L,m])
de sorte que chaque aréte E de H donne I No(i) arétes distinctes dans
H(p,o). ieE
Si bien qu'en notant my(p,o) le nombre d'arétes de H(p,o) et

Xi = Ng(i) Wi e [1,k] nous obtenons

my(p,o) = 1 T x4
Fe'$ ieE



Remarques

(1) Les hypergraphes considérés sont quelconques. I1s peuvent avoir des
arétes multiples mais ne contiennent pas d'arétes vides.

(2) Les hypergraphes Hy, ..., Hx étant des stables, 1'opération de subs-
titution dans un multigraphe sans boucle et sans sommet isolé correspond
exactement 3 1'opération de joint suivant les k stables donnés.

Les problémes que nous étudions ici sont les extensions aux hyper-
graphes de (PBl) et (PB2) définis au Chapitre I. I1 s'agit donc de détermi-
ner, dans un premier temps, les permutations optimales, o et oy,
minimisant et maximisant, respectivement, my(p,o) sur IZ,une partition p
de q’(n,k) étant fixée, puis les partitions minimales et maximales.

De méme qu'd tout hypergraphe H nous avons associé un unique
polynome a k variables

PH(X1s wees X)) = 7 I x4
Ee & iek

d tout polynOome a k variables

P(X1s oves xk) Pj(xls e xk)

1

I
n "3

J

ol chaque Pj(xl, .ess Xg) est un produit de Xy € {xl, AT xk} tel
que degré(xi) < 1 A1 € [l,k],_ correspond un unique hypergraphe
Ho = ([1,k], &) oi C= (E), ..., Eq) est défini par

Ej = {1 | xi figure dans Pj(xy, ..., xk)} 43 e [1,m]

Plusieurs Pj peuvent étre 1identiques, le coéfficient entier
correspondant représentera alors la multiplicité de 1'aréte commune asso-
ciée.

Ainsi (PB2) équivaut 4& résoudre, sur de tels polynomes les
problémes de minimisation et maximisation en nombres entiers suivants:

min P(X1, «ves Xgk) max P(x1, ..., Xg)
(C1) (C1)



Nous résolvons le probléme des permutations minimales dans des cas
particuliers (cas d'arétes disjointes deux a deux ; cas de c-chaines et
c-cycles qui généralisent les graphes simples étudiés au Chapitre II).

. (PB2)y est complétement résolu dans le cas général nous
permettant ainsi de minimiser tout polyndme de la famille précédente sous
les contraintes 1inéaires (C,).

Le Théoréme de MOTZKIN et STRAUSS est en partie généralisé d ces
polyndmes. Lorsque 1'hypergraphe associé a des propriétés particuliéres le
résultat est obtenu complétement.

En ce qui concerne (PB2)y une caractérisation générale des
partitions et permutations maximales correspondantes en est donnée en terme
d'hypergraphe partiel.

Nous montrons que cet hypergraphe partiel se réduit & une aréte
sous certaines conditions.

Enfin, nous appliquons ces résultats aux cas de chafnes et de
cycles particuliers.



V.2 PERMUTATIONS EXTREMALES - CAS PARTICULIERS

Nous appelerons r-clique d'ordre k 1'hypergraphe Ky défini par
ke = ([1,k], B o([1,k])), P r([1,k]) désignant 1'ensemble des par-
ties de [1,k] ayant r &léments.

Remarquons que si r = d, on parlera de d-clique (on dira que 1'on
met le d en 1'r).

LEMME Vv.2.1 mKr(p,c) = mKr(p,o') ¥pe (n,k) ¥ o,0' € 3

Preuve:triviale.
Ll SIS

Soit H un hypergraphe sans aréte multiple, si H contient une r-
clique, elle n'intervient pas dans la recherche des permutations extrémales.

Ainsi est-il1 naturel de définir H = ([1,k], € ), le complémentaire
de H, comme suit.

Notons {cy, ..., C3} o0 1 < ¢c; < ¢y < ... < cy 1'ensemble des
cardinaux des arétes de H, alors, par définition, & contiendra toutes les
arétes de

a
I
v Fey(l1kD)
i=1
ne figurant pas dans E .
De sorte que
a a
- @
HUH = ([Lk] U $e([Lk]) = v ke
i=]1 i=1

S'i1 existe des arétes multiples il y a, pour définir'ﬁ, deux
choix possibles:

(1) soit considérer M, la multiplicité maximale, alors une aréte de multi-
plicité mj dans % sera de multiplicité M - m; dans & , de telle sor-

te que ¢ U ¢ contienne M représentants pour chaque aréte de



(i1) soit considérer les multiplicités maximales, my, ..., ma, suivant les
cardinaux des arftes, dans ce cas toute aréte E_de multiplicité mj et de
cardinal ci sera de multiplicité my - mj dans &. 5 UZ& contiendra

alors mj représentants pour chaque aréte de Ci([l,k], pour tout i
dans [1,a].

Lorsque 1'aréte n'existe pas on pose mj = 0.
D'autre part, i1 va de soi, dans les deux cas, que 1'obtention de

H & partir de H nécessite la connaissance de my, ..., my et M = max my
1<ika

définis sur H et que 1'égalité H = H n'est vraie que par rapport & ces para-
métres. -

PROPOSITION V.2 Dans tous les cas, toute permutation minimale (resp. maxi-
male) de H est une permutation maximale (resp. minimale)

de H.
Preuve &
Une partition p € J'(n,k) étant donnée, nous avons
my(p,o) + mg(p,o) = cte *oe g
En effet, dans le premier cas
a
my(p,o) + mi(p,o) = M mg_ (p,0)
sinon i=1 !
a
mH(pad) + mﬁ(p,d) | z m"l mKC-i (pad)
i=1

S'il y a peu de chance d'obtenir une solution générale & (PB1)
dans le cas des graphes, comme nous 1'avons indiqué au Chapitre II, il en va
de. méme pour les hypergraphes. I1 est donc intéressant d'étudier quelques
cas particuliers pour lesquels les polynOmes correspondants ont une structu-
re exploitable.



V.2.1 Cas d'arétes disjointes 2 3 2

Supposons que H = ([1,k], &) vérifie EnF =0 +E, F s‘Z“ E#F.
Fixons p = (ny, ..., ng) ¢ @(n,k) et étudions d'abord le cas

k
LEMME V.2.2 Si |E1\ = a tel que 1 < a < lEJ, alors
my(psoM) = Ny .. Ng + Nzel ... Nk

Preuve

Montrons my(p,o) < np ... Nz + Ngel ... N ¥ o€ Iy

On peut écrire

my(p,0) = X1 ... Xz + Xg41 .-+ Xk = AB + C.D
ol A est le produit des ny, i e [l,a], figurant dans x; ... x5 et B le
produit restant, C est le produit des ny, j € [a+1,k], figurant dans
Xa+] +++ Xk €t D le produit restant.

Les trois constatations suivantes

(i) A.C = np ... na, B.D = nge1 oon Mg

(ii) A < D car tout facteur de A est inférieur a tout facteur de D et D
posséde au moins autant de termes que A.

(iii) C < D car C etB ont autant de facteurs et tout facteur de B est supé-
rieur 3 tout facteur de C.

entrainent que A.B+ C.D < A.C + B.D, c'est-d-dire 1'inégalité voulue. =

Dans le cas général nous avons

THEOREME V.2.1 En notant |Ej| = ej ¥ J e [1,m] tel que e) < ... <ep
pour toute partition p = (n;, ... , ng) € G)(n,k) nous
avons

mH(p,UM) = nl...nel + nel+l ° 0 n nel+e2

+ nk_em+1 se e nk



Preuve
et ‘ ¥ . a

oM peut prendre la forme anoncée, sinon en considérant deux mo-
nomes défectueux, 11 est toujours possible de majorer my(p,o) en
réordonnant leurs termes comme 1'indique le Lemme précédent. ]

Au lecteur curieux et avide d'exercices de ce style voici un
probléme non résolu: déterminer les permutations minimales. Pour rester
frangais et, surtout, pour ne pas concurrencer ERDUS, nous fixons la mise a
prix initiale a 10 F.



V.2.2 Cas d'une c-chaine et d'up c-cycle comme application du Chapitre II

Nous appellerons c-chaine tout hypergraphe H = ([1,k], E ) ayant
au moins deux arétes et tel qu'il existe un entier non nul c vérifiant

| E5 | = 2 ¥ je [1,m]

o si j = i+l

| EinE | = {

0  sinon ¥i,j e [1,m] 114

I1 est clair que k = (m+l)c

Nous écrirons Ej = {(j-1)c+l,...,(j*1)c} +j e [1,m]
de sorte que

m
my(p,o) = X X(j-1)c+l «-+ X(j+l)c
J=1
= xl...XCXC+1..-X2C + Xc+l...X2CX2C+1...X3C , PP
pour toute partition p = (n;, ... ng) « G’(n,k) et toute permutation

o€ T, avec xj = ng(i) ¥ 1 e [1,k].

Exemple: si c=2et m=4 alors k = 10 et
= ({1,2,3,4}, {3,4,5,6}, {5,6,7,8}, {7,8,9,10})
my(P,0) = X1XoX3Xy + X3XyXsXe + XsXgX7Xg + X7XgX9X1g
Le polyndme obtenu est une généralisation de la forme quadratique

Q rencontrée au Chapitre II puisque si ¢ = 1 H est une chaine élémentaire et
k-1 .
m(Pso) = I x5x5e1 = QUXps oo %)
J=1

Le maximum est atteint sur 3Ty avec Q(ny,n3, ... ny,ny)
Dans la suite nous supposerons ¢ > 2.

Une permutation o e Iy étant donnée posons

{Xps ves Xmer} = {Xqee1 «o0 X(i+1)c | 1 € [o,m]}



tels que X1 < X2 < ... < Xp+l

IT est clair que

mH(psG) < Q(xls x3a ey st X2)

Nous allons démontrer le Théoréme suivant.

THEOREME V.2.2 Une partition p = (n;, ..., nk) E @%n,k) étant donnée

mH(pscM) = Q(Xl’ K3y muny Xy XZ)

ol Xy = N(i-1)c+l .-+ Nic ¥ 1e [l, m+l]

La preuve utilise essentiellement 1'opération consistant i
(1) échanger deux termes élémentaires de p

(2) réorganiser les X5 suivant la permutation maximale de Q aprés chaque
échange.

Cette opération est possible en vertu du Lemme qui suit dans le-
quel A, Bx, C, D, Ey... désignent des produits Xj. Dans 1'écriture Bx la
minuscule x est élément, ny, de p et la majuscule est le produit (de c-1
termes) restant.

_Pour la 1isibi1ité, si, par exemple, Xj = Bx et Xj = C, nous
noterons XiXj = xB.C

Cette opération de base permet d'obtenir une permutation maximale
oM par majorations successives a partir de my(p,o) = Q(X;, X3,..,X3, X3)

LEMME V.2.3 Si x>y et Bx <Ey, C<D, AX<F,
alors, en échangeant x et y on a
AeBx + xBect+...+DeEy + yE+F < AeBy + yBeC+...+D*Ex + XxE<F
Preuve
L'inégalité est équivalente a

(x -y) (B(A+C) - E(D+F)) < 0

Elle est donc trivialement vérifiée compte tenu des hypothéses,
car de plus Bx < Ey < Ex => B < E.

#9 =



La propriété précédente sera notée P(A, Bx, C ; D, Ey, F)

Remarquons qu'elle est toujours vraie dans les cas suivants:

= N, on notera P(A, Bx, C, Ey, F)
=0,
=F=0,

C
A
A
C=Ey e D=0, on notera P(A, Bx, Ey, F) (dans ce dernier cas on a donc
A*Bx + xBeEy + yE-F).

Preuve du Théoréme.

A partir de my(p,o) = Q(X;, X3, «.., Xy, Xp) nous obtenons
X1 = n1 ... nc de la fagon suivante: pour chaque i, de 1 & c, si nj
ne figure pas dans X3, on applique P{O;, Bx, € ; D, Ey, F) ou
P(0, Bx, C, Ey, F) ou P(0, Bx, Ey, F), suivant les cas, avec toujours
BXx = X;, X = max {X1, ... » X¢} et y =n; (Ey est le produit contenant
ni), puis on réordonne Xy, ..., Xpse1 Suivant Q(Xy, X3, ..., Xy, Xo).

I1T est facile de vérifier les hypothéses du Lemme V.2.3 compte
tenu du réordonnancement aprés chaque échange, et de remarquer que X; reste
le minimum car X; = Bx > By.

Une méthode identique appliquée a Q(Xp, Xy, ..., X3, X), avec
A =0 et Bx = X; pour i variant de c+l a 2c fournit X5 = ng4p ... No¢
en remarquant que X; n'est modifié ni par les échanges ni par les réordon-
nancements, cela parce qu'il contient les ¢ plus petits él1éments de p.

I[1 suffit alors de répéter la méthode alternativement sur
Q(Xys X35 «evs Xy, Xp) et sur Q(Xa, Xy, ..., X3, Xj) avec Xj, j variant de
3 am . j étant fixé (donc X1, ... , Xj-1 sont d&ja déterminés) on fait
varier i de (j-1)c+l & jc en appliquant (si nj ne figure pas dans Xj)
suivant le cas P(Xj-2, Bx, C ; D, Ey, F) ou P(Xj.2, Bx, C, Ey, F) ou
P(Xj-2,» Bx, Ey, F) ol Bx = Xj, x = max [X(j-l)c+la — xjc} et
y = nj puis en réordonnant, suivant la permutation maximale de Q, les pro-
duits Xy, ..., Xp+1 aprés chaque échange.

I1 est clalr gue X1s sess Xj-l et Xj ne sont pas affectés pour
les réordonnancements: Xi ... , Xj_l ne spnt pas modifiés par les échanges
et sont déji triés, et, Xj étant le jieme &1ément aprés 1'obtention de
Xj_l, le reste, car sa valeur diminue & chaque échange.
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Nous obtenons ainsi une forme stable (sur laquelle le Lemme V.2.3
n'est plus applicable) majorant my(p,o) + o ¢ 3.
Fin de 1a(1'é)preuve.

Comme dans le Chapitre II nous pouvons étendre Jles résultats
précédents au cas d'un c-cycle.

H = ([1,k], & ) sera un tel hypergraphe s'il est une c-chafne
vérifiant de plus ’El nEx| = c et m>3. De la méme fagon, nous
noterons

Ej = {(3-De+l, ..oy (§¥)c} 4§ e [1,m-1]

et de plus En = {1,2,...,c,k-c+l, ..., k}.
Dans ce cas k = cm.

Exemple: Si c=2et m=4, alors k=8 et

= ({1,2,3,4), {3,4,556}, {556,7,8}, {7:8,1,2})

Ainsi, pour toute partition p = (ny, ..., ng) ¢ Sa(n,k) et
toute permutation o e Ik, nous avons

m-1
MY(P,0) = ] X(j-1)c+l - X(j+l)c *+ Xkec#l =+« XKXI -+ Xc

j=1

Si ¢ = 1, nous retrouvons un cycle élémentaire d'ordre k et son

polyndome associé. On supposera donc ¢ > 2.
Or, pour o € Ik, en posant

X5 coes Xmb = {x4e41 .-+ x(+1)c | T e [0om-1]}

avec X3 € X2 < ... € Xy, 11 existe une permutation © e I vérifiant

i
Fan]
Y T
>
|
—~
—
~—
-
-
><
a
~—
3
et
»
>
A
—
—
S
—r

my(p,o)

Donc, d'aprés le Chapitre II, on peut écrire

mH(psG) < Q(Xl, XZ, XH’ see 1y XS: X3, xl)

= 1 =



]

THEOREME V.2.3 Une partition p = (ny, ... ng) ¢ G%ruk) étant donnée

i

my(p,om) QU Xys Koy Ky enns X3 X1)
ol Xy = N(i-1)c+1l---Nic ¥ ie[1,m]
Preuve
' I1 faut montrer X; = np ... nc car le Lemme V.2.3 n'est plus
applicable, X; ayant ici une position privilégiée. Nous pourrons ensuite
conclure en reprenant la preuve du Théoréme V.2.2, le Lemme V.2.3 devenant
applicable dés la prise en compte de X,.

En posant X; = Ax, sur Q(Xy, Xz, ..., X3, Xi), nous avons la
propriété

(P) si x » y, alors, en échangeant x et y

XAeXo + ... + BeCy + yCeD + ... + X3°Ax
< YAeXy + ... + BeCx + xCeD + ... + XAy

En effet
(x -y ) (AXp+X3) - CB+D)) < 0

car Xo € B, X3 <D et Ax <Cy <Cx = A<
Cette propriété d'échange reste valable dans les cas limites

XAsCy + yCeD + ... + X3eAx et xAeX, + ... + BeCy + yC+Ax, de méme lorsque
B=X etlou D= Xj3.

La structure de X; s'obtient a partir de
mH(p,c) = Q(Xl, X2’ ceey X3, Xl)
par majorations successives de la fagon suivante: on fait varier i de 1l 3dc
de sorte qu'd chaque itération, si nj n'est pas dans X;, on applique (P)
(adaptée suivant le cas) avec x = max {Xy, ..., Xc} eE_,y = nj puis on
réorganise X2, ..., Xy suivant la permutation maximale de Q. [
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Le probléme des permutations minimales, c'est-d-dire de la déter-
mination de la structure des produits Xy associés, n'est pas résolu.

Mais nous proposons une généralisation du probléme des permuta-
tions d des polyndmes plus généraux.

Considérons la famille des polyndmes définis par

m
Proc(X1s ooy x¢) = ‘Elx(i-l)(r-c)+1 ver X(i-1)(r-c)+r
i=

c < r-1<k-1, k =r mod(r-c)

o
ot
3
"
“+
—
-
o
n

(par exemple

Pg,l(xl, suvy Kl RiXs ¥ Xokg ¥ esn = N({s scees Xi)

P4’3(Xl, Se Xk) X1 XoX3Xy + XoX3XyXg + X3XyXgXg t i

Pr,o(X1s «ovs Xk) X1X2 oo Xp + XpelXp42 ooo X2p + ...

Poc,c(X1s «evs Xk) X1 eos XoXcHl soe X2cX2c4] o+ X3e t ..o

Pi,c(X1s «vns Xk) %1%3 sxe X ¥ E ),

Nous pensons que les permutations maximales associées & ces
polyndmes ont une structure identique a celle d'une chaine élémentaire ou
d'une c-chafne, sinon sont au moins déterminables par des méthodes
d'échanges-réordonnancements du style de celles utilisées jusqu'd présent
sans connaissance supplémentaire sur p.
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V.3 PARTITIONS EXTREMALES

V.3.1 Partitions minimales

Soit H = ([1,k], € ) un hypergraphe quelconque. Pour tout sommet i
de H nous noterons d(i) le nombre d'arétes contenant i (d(i) est le degré
de 1 si H est un multigraphe), remarquons que d(i) > 1 car tout sommet
appartient au moins d une aréte . Posons & = min d(i).

1<i<k

k m
PROPOSITION V.3.1 ] d(i) = [ |Ej]
i=1 j=1
Preuve
Considérons la matrice d'incidence de 1'hypergraphe
Moo= ( M(1,]) | 1 <1<k, 1¢j<m)
définie par 1 si ieckEj
M(i,j) = j
0 sinon
m
Pour chaque sommet i YOM(i,3) = d(i)
j=1
k
Pour chaque aréte Ej Y oM(i,3) = |E5|
]:
D'ou
k kK m m
Jd() = I I Mig) = I .
i= =1

1 i=1 j=1 J

LEMME V.3.1 Etant donnée une suite de réels Xy, ..., Xp, ON Q
r r
(1) x4 >1 #ieflyr] = Txy » YIxj-r+1
i=1 i=1
r r
> Ixy > ZX-i
i=1 i=

(i1) xj »2 % i ¢ [1,r]

= 1A s



Preuve
T ' Montrons (i) et (ii) par induction sur r.
Sir=2

(1) (xp - 1) (x2 -1) >0 => x1Xg > X] + x9 =1

(i1) (x1 = 2)(x2 = 2) > 0 => x1x2 » X1 + %2

Les propriétés étant vraies jusgu'd r-1 (r>3)

g r-1
(i) Txi > (Ixjy-r+2))x
i=1 i=1
r-1
> 1 (X * % = 1) - (r - 2)xp
i=1
r
> T xi+ (r=2)xp =r+1-(r-2)x
i=1
r r-1 r-1
(1) Txi > (Ix§) % = I XiXp
i=1 i=1 i=1
r-1 r
> Y (x5 + %) = Lxg+ (r-2)xp
i=1 i=1
F
> )X
i=1 o

Les Théorémes suivants donnent les solutions du probléme des
partitions minimales pour un hypergraphe quelconque, c'est-d-dire du
prob1éme

min my(p,o)
pe (S’(n,k)
o g Ik

THEOREME V.3.1 La partition py = (1, ..., 1, n-k+l) est minimale.
Le nombre minimal d'arétes my(pg,om) = m + &(n-k)
est obtenu par toute permutation, o, substituant Hy
a tout sommet i vérifiant d(i) = 6.

w 15 =



Preuve
R —1
“Soit o e Iy quelconque.
Si i est le sommet de H auquel o substitue le stable Hy, d'ordre
n -k+1, alors

MH(Pp,o) = L (n-k+1) + m - d(i)
Ec&lieE
d(i)(n - k+ 1) + m - d(i)
m + d(i)(n-k)
Cette expression est minimale quand d(i) = 6.

Montrons my(p,o) > m + 8(n-k) ¥pe @(n,k) ¥ oe 3

Pour tout sommet i e [l,k], la substitution donne au moins
xid(i) arétes car & tout sommet j adjacent a i est substitué un hyper-
graphe Hy(j) d'ordre au moins égal a 1.

k
Or, dans 1'expression ) xjd(i) ainsi obtenue nous considérons
i=1
chaque aréte Ej de H pour chacun de ses é1éments de sorte que nous la
comptons exactement |Ej| fois. Donc
k m
mp.o) > Ixgd(i) - T (|| - 1)
i=1 j=1
D'aprés le Lemme IV.1.1 nous avons

d(i)
1

N~ 3

k
Loxyd(i) > 8(n-k) +
i=1 i

Par conséquent, en utilisant la Proposition V.3.1

m m
my(p,0) > ] |E5] + 8(n-k) - T (|gz| - 1)
J=4 j=1
mHy(p,o) > m + 8(n-k) n

COROLLAIRE V.3.1 Si P(%1s somnns , Xk) est un polyndme quelconque
sans carré 4a coefficients entiers et k variables
réelles alors

min PlXyy wsss Xi) P(1, ..., 1, n-k+1)

(C1)

m + &(n-k)
oi m,5 sont les caractéristiques de 1'hypergraphe
Hp associé a P.
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Preuve

I1 suffit de reprendre la preuve du Théoréme précédent sur
Hp = ([1,k], € ) en remarquant cependant que X, ..., Xk étant réels,
il faut utiliser le Lemme V.3.1, propriété (1).

P(X1y vevs Xk) = z I x4 > 2 ( ZX-i - ‘El + 1)
Ecé|ieE Ect|ieE
k
> ) xyd(i) - ¥ [E| + m
i=1 EeE
k m
>  &(n-k) + ¥ xyd(i) - ) |Ej| + m
=1 j=1

(Lemme IV.1.1)

D'ol P(Xys «..5 Xk) > m + 8(n-k), ce qui permet de conclure.

Le Théoréme V.3.2 met en évidence une forme standard (indépendante
de 1'hypergraphe considéré) sur 1'ensemble des partitions minimales. Le
Théoréme suivant résout complétement le probléme en précisant la nature
de toute partition minimale ainsi que des permutations minimales
associées.

THEOREME V.3.2 Toute partition minimale est nécessairement de la forme

Pm = (1, ceoy 1, nk_s+1, A § nk)

ol s est l'ordre d'un stable, S, de H vérifiant
d(i) = 8 i ¢S.
Le nombre minimal d'arétes, m + &(n-k), est obtenu par
toute permutation oy substituant Hyg_g+1, ..., Hg
aux sommets de S.
Preuve :
Sil, 2, ..., s sont les sommets de S

MH(Pmsom) = o Lo o RS
Eet|EqS=0 Ee€|E,S#0
S
= m - s& + ) ( Ixji)
i=1 Ee¥]ieE
= m - s& + O8(ng.gsl *t ... + Ng)
= m - s8& + 8(n-k+s)
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D'otd  my(pysom) = m + &(n-k)
Nous pouvons supposer k < n et Jj ¢ [l,m]l‘Ej| >2 car
; s «..» 1)}, donc, on a trivialement
p,o) = m = m+ 8(n-k) H¥oeZ H¥pe QP(n,k)
+ j e [1,m], alors
xid(i) = m + 8(n-k) si et seulement si xj = 1 pour
tout i tel que d(i) > &, d'ou le résultat dans ce cas particulier.
m ”»
Toute partition minimale py = (N1, ..., ng) € \ (n,k) vérifie

nécessairement nyp =1, car si ny > 2 ¥ i e [1,k] alors, pour toute
permutation o

my(ppso) = L HTxi > )} 7 xj
EeT ieE Eel ieE

d'aprés la propriété (ii) du Lemme V.3.1

Or

k k
YooY xy o=} P xy o= 1 xqd(i)
Eel icE i=1 Eel|ieE i=1

Donc, en utilisant le Lemme IV.1.1

k k
my(pm,o) > 2x1d(1') > ) d(i) + &(n-k)
=1 i=1

m
m(Pm>o) > L |Ej] + &(n-k) > m + &(n-k)

a © ,
Considérons p = (1, na, ..., ng) e S(n,k) et o e Iy.
Renumérotons 1, ..., s, s+l, ..., k les sommets de H de telle
sorte que

x{ »2 ¥ie[l,s]=x

xj =1 %#je [stl,k]=x"
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On peut alors décomposer H en deux hypergraphes H' = (X', &') et
H' = (X", &™) ( €' et & " étant, respectivement, les arétes de H
entiérement contenues dans X' et X"). Remarquons que X' et X" sont non
vides car n; =1 et k < n,

Hll

(H',H")

Notons  (H',H") = & - (&' U&") les arétes de H reliant H' et
H" et m(H‘,H") = | Z,' (Hl,H")|.
Cette décomposition permet d'écrire

my(psa) = mys(p,o) + myr pu(p,o) + my(p,o)

Or

w

myt(poo) = L, Txy > § 1 xy = ] x38(1)
Eet ieE Feb ieE i=1

en appliquant la propriété (ii) du Lemme V.3.1 car xi > 2 A i € X' od
8(i) représente le nombre d'arétes de &' contenant le sommet 1.

My H(p,o) = (o xi) =} (0 xj )
Ee G(H' ,H") ieE Ee &(H',H") ieEpX’

S
myr gu(p,o) > ] (1 x5 ) = Ixq(d(i) - &(i))
Ee G(H' ,H") ieE X' y=

car x1>2‘V'1'sX',xj=1 e x"
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Enfin  myu(p,0) = m" = | €| car xj=1 ¥j X"

Or, d'aprés le Lemme IV.1.1

S S
L xjd(i) > 8'(n-k) + ] d(i) (1)
i=1 i=1
car
S
1 X{ = n-k+s, et enposant &' = min d(i).
i=1 1<i<s
s
D'od  my(p,o) > m" + &8'(n-k) + ) d(i)
i=1
D'autre part
s
Fdfi} =« FEM + F.|E &
i=1 E'e® Ec G (H',H")

1]

mto+ T (JE] - 1) 4 m(HLHY) o+ ]
Ee‘z||E|>2 Eet(

¢
Finalement, en excluant le cas sans intérét ol g(H',H") =0,

my(p,0) > m 4+ &'(n-k) + T (|E| -1) + I (e
Eat,|5|>2 Ee&(H',H"

Cette derniére expression, compte tenu de &'>8 et que les deux
sommations sont positives (en effet, par définition toute aréte, E, de

G (H',H") vérifie En X' # @) n'est égale & m + 8(n-k) que si

(1) 8' =35

(2) . (lEl - 1) 0 autrement dit, H' ne posséde aucune aréte
Ee%"|E|>2 propre au moins un élément
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(3) ) ([E n X'| -1 =0 i.e. chaque aréte de H a au plus un
Ee €(H',H") é1ément dans H'.

En conclusion, remarquant d'autre part que (I) n'est une égalité
que si d(1) = ... = d(s) (on peut en effet appliquer le Lemme IV.l.1 car
x{ > 2 i X') les éléments de H' doivent former un stable S

vérifiant d(i) = 86 41 ¢ S.

I m

Remarque

Ce théoréme généralise les résultats obtenus au chapitre IV pour
un multigraphe sans boucle et permet de les retrouver s'il n'y a pas de
sommet isol1é (d(i) > 1 1 e [1,k] et |Ej] =2 ¥Je [1,m]).
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V.3.2 Partitions maximales

1 - Extension du Théoréme de MOTZKIN et STRAUSS & des polyndmes
quelconques sans carré

Soit P un tel polyndme, i1 s'agit de déterminer

max P(X1, .oy Xg)
(Co)

en nombres entiers et réels.
Notons Hp = ([1,k], & ) 1'hypergraphe associé 3 P.

THEOREME V.3.3 Le maximum est atteint par un vecteur du type
{0, Jenng D Xkagtls +oeos Xk )
les valeurs non nulles étant associées & un hyper-
graphe partiel K = ([1,9],XK ) de Hp dans 1lequel
deux sommets quelconques sont adjacents.

Preuve
' Si i et j sont deux sommets non adjacents de Hp, on peut
écrire

P(X1s vees Xk) = X§04 + Xij + P (Xys eens Xk)

od xj)i (resp. ijj) est la somme des mondmes oU apparait xj
(resp. Xj) et P'(xy, ..., Xk), le reste de 1'expression, ne dépend
ni de xj ni de Xxj.

Un calcul identique a celui fait dans le Théoréme IV.3.2 mon-
tre que }i = Zj, dans R et dans IN, lorsque, pour tout vecteur
maximal, xj et Xj ne sont pas nuls.

On vérifie facilement que

P( veesy Xis eees Xjs eee) = Pl aus 0y wuuy x4 4+ X§s -,

Cette égalité montre bien que le maximum peut &tre atteint
par un vecteur dont les coordonnées non nulles sont associées i des
sommets deux & deux adjacents dans Hp. Cet ensemble, (1, q], de

sommets ne peut &tre qu'un hypergraphe partiel, K, de Hp puisque dés
qu'il existe une valeur x nulle

) Ixi = O
Eed |xeE 1ieE

i.e. tout mondme contenant cette valeur est nécessairement nul. =

ol T o



Le probléme de déterminer un tel hypergraphe partiel dans
Hp n'est pas résolu dans le cas général. Nous avons vu au Chapitre
précédent que ce probléme est NP-difficile dans le cas des graphes
simples, nous limiterons donc nos prétentions d 1'examen de quelques
cas particiliers. Les r-cliques puis des familles d'hypergraphes pour
lesquels la clique maximale se réduit ad une aréte, rendant ainsi
polynomiale la recherche des solutions exactes.

Cas d'une r-clique Hp = ([1,k], qu([l,k])) (r > 2)

THEOREME V.3.4 Dans R, P atteint son maximum

r N N N
C - our g el =
(-) p ( ; : )

Dans N, P atteint son maximum

"
r- =
y C D e (at+l) y
a=0 k"b b

avec les conventions 0% = 1, et c? = 0 s p>n)
pour L
(ay ..., a, a*tl, ..., atl) o N = ak +b, 0 <b <k
Preuve
On a

P(X1s +0es Xk) = ) I x
Ee P ([1,k]) xeE

Alors, x et y étant deux variables quelconques on peut écrire
P(X1s woes Xk) = xy Ixy *+ (X +y) T + P'(x1, cuus Xg)
ou xnyy est la somme de tous les produits contenant xy, ) est la

somme de tous les produits de r-1 variables ne contenant ni x ni y et
P'(Xx1, ...s Xk) est le reste de 1'expression, indépendant de x et y.

- 23 -



Si y-x32c (g>0), alors
Pl Govy Ko moms Fs son) € Pl suey XF By wuiiy Y= € sna)
En effet
xy Ixy + (x+y) 1 < (x+e)y-e) lxy + (x+y) ]
<=> e < y-xX

Le résultat s'obtient alors en vertu des proposftions IV.1l et

Iv.2. 7
Conséquence
k
Posons O(N,k) = max I x4
(Co) 1i=1
Le Théoréme précédent appliqué avec r = k, donc pour
k
P(X]_, FIL Xk) = HXi
i=1
donne
" k
m(N,k) = (E) , dans R.
0 si N<k
L T
a (atl)  sinon, dans W

Cette derniére égalité s'obtient en constatant que si N < k
alors a = 0, d'une part, et que si N > k

C > 1 => x < k -0b

La seule valeur possible est donc a = k-b
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Exemples-ou K- est-une-aréte

Une conséquence immédiate du Théoréme V.3.3.

COROLLAIRE V.3.2 Si Hp est tel que tout couple d'arltes Ej, Ej
vérifie '
i x e B - Ej» 1 y € Ej - Ej non adjacents,
alors K se réduit a une aréte.

Preuve: triviale

Remarques

(1) La réciproque est fausse.

En effet, 1'existence d'un couple d'arétes Ej, Ej vérifiant
soit Ej = Ej» soit ¥ x ¢ Ej - Ej, Ty e Ej - Ej x et y
sont adjacents n'entraine pas toujours que K posséde au moins deux
arétes.

(2) Si K se réduit & une aréte de Hp, i1 est clair que

max P = max H(N,|E|)

(Co) Eed

La connaissance des cardinaux des arétes suffit donc pour Tle
calcul du maximum.

(3) Tout hypergraphe ayant ses arétes disjointes deux a deux vérifie
trivialement le Corollaire V.3.2.

Rappelons qu'une chaine de longueur q dans un hypergraphe [1]
est une séquence

i (.ils E1s 1‘23 Ezs wuns Eq9 .iq-l-]_)

ol
(1} ‘d1s «ues Vg € [1,k] sont tous différents
(2] Ers «oss Eq # &  sont toutes différentes
(3) i3, ij+41 € €5 ¥ e [1,q]

Un cycle est une chaine de longueur q > 1 telle que
'iq+l = 1;.
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Définition
- Nous appellerons cycle dégénéré tout cycle tel

11, seny .iq € Eln -o.nEq

N

- Un hypergraphe H = ([1,k], & ) sera dit chaine stricte si il existe
deux suites (e1, ..., ey) et (e'y, ..., e'y) telles que

l=e < ey < ... < ep

e’y € e'2 € see £ @'y = Kk
e'y > ej+
e'j > &j

et

Ej E'j+1

- H sera un cycle strict si c'est une chaine stricte ayant de plus
1'aréte

. Em+1 = {em+1, envy Kg lg mung e'm+1)
ou
e'mtl < emy]
e'm-1 < ep+1 € e'p = K
1 = e < e'm1 < &
m > 3

est une chaine stricte, (3, E,, 4, E5, 5, E3, 3) est un cyle dégénré,
et (2, Ep, 3, E3, 4, E;, 2) est un cycle non dégénéré de longueur 3.
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- Tout cycle de longueur g = 2 est dégénéré.

- Les hypergraphes associés aux polyndmes Ppr ¢ (c > 1) sont des
chafnes strictes. Tout c-cycle est un cycle strict dés qu'il a au moins
4 arétes.

PROPOSITION V.3.2 Si Hp est une chaine stricte ou un cycle strict,
P atteint son maximum sur une aréte et
max P = max H(N,|E|)
(Co) Eecé

Preuve

Dans le cas d'une chaine stricte, nous pouvons appliquer le
Corollaire V.3.2 car e e Ey - Ej et e'5 e Ej - Ej, pour
i,j € [l,m] i<j, ne sont pas adjacents puisqu'il n'existe pas d'aréte
Enh € {Eys ...s Eq} vérifiant ey < ej < e'j < e'p.

Pour un cycle strict nous avons la méme propriété pour Ej,
Ej tels que i,j ¢ [2, m-1]

De plus e'sj e Ej - Epsl et emel € Emel - Ej
pour j e [1,m-1] ne sont pas adjacents, de méme ey e Ey - Ep41
et el = l & Em+1 = Em.

La aussi le Corollaire V.3.2 est applicable. =
THEOREME V.3.5 Si Hp est simple tel que tout cycle est soit
dégénéré solt strict alors P atteint son maximum sur
une aréte
Donc max P = max H(N,|E|)
(Co) Eed

Preuve
Excluons le cas trivial ol les arétes de Hp sont disjointes

2 &4 2, et considérons K = ([1,q9], X ), un hypergraphe partiel de Hp
réalisant le maximum.
Supposons que K posséde au moins deux arétes E; et E,.

(1) Ey n Ep = 0

Soient x e E;, y € Ep, alors 4 E e J£| X,y € E

D'autre part, soit z e E, - E (non vide par hypothése),
alors il existe dans X une aréte, F, contenant x et z.

Donc (x, E, y, E2, z, F, x) est un cycle de Hp de longueur3.
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(2) ElnEz’#w

Soient x e E; - E, et y e Ey - E;.

Comme x et y sont adjacents dans K ] E ¢ 3(' ¥,¥ e E.

Alors, si z e E; Ep, (Xx,E;,2,E5,¥,E,x) est un cycle de lon-
gueur 3 de Hp.

Ainsi, dans les deux cas, nous avons construit un cycle non
dégénéré de longueur 3, ce qui est contraire a 1'hypothése car tout
cycle non dégénéré est strict donc de lonqueur au moins égale 3 4. a8
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Une propriété non triviale de II(N,k)

Si K est une aréte on a

max P = max H(N,'El)

(Co) Eeé
N étant fixé, i1 est donc intéressant d'étudier M(N,k) en

fonction de k, c'est & dire de déterminer les partitions entiéres
p=1(ny, ..., ng) de N maximisant le produit

k
I n4
i=1
N X
Le cas réel est banal, la fonction (-) atteint son maximum,
N X
. e N J -
maximum, e~ , pour x = - , les parties entiéres donnent les valeurs de
e

k correspondant au maximum.

Dans le cas entier i1 faut supposer k < n, sinon II(N,k) = O.
On peut alors montrer (de maniére fort laborieuse !) que le

N
maximum est atteint pour kg = ‘%1, donc pour les partitions

(2, 2, 3, «v.y 3) si N=3kg - 2, II(N,kg) = 4.3ko-2
(2, 3, , 3) si N=3kg -1, T(N,ko) = 2.3ko-1
(3, s 3) si N = 3ko, (N,kq) = 3Ko

Par conséquent, max P n'est pas nécessairement obtenu sur une
aréte de cardinal maximal et les solutions réelles et entiéres peuvent
concerner des arétes différentes, par exemple si N = 30, les maximums
sont obtenus pour k = 11 dans R et pour k = 10 dans N.

Cette distinction entre cas réel et entier est donc a prendre
en compte pour tout résultat du type max TI(a,B)

Bel

Une derniére remarque. Cette propriété a été découverte
"expérimentalement" en testant I(N,k) Jjusqu'a N = 92 par un petit
programme APL. Cette fagon de procéder, tout a fait classique,corrobore
les réflexions de H. COHEN [5] et 1égitime d'autre part son projet de
"cahier de brouillon informatisé" pour 1'étude des nombres (et de Teurs
bizarreries...).
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2 - Etude du Probléme des partitions maximales

Avec les notations définies en début de chapitre, il s'agit
de résoudre
max  my(p,o)

c.€ Ik
. p af?(n,k)

que nous étudierons en nombres entiers et réels sous la forme

max PH(X1, «aey Xgk)
(C1)

Nous savons, d'aprés le chapitre IV, que ce probléme est
NP-difficile. Nous donnons simplement 1ici une caractérisation des
vecteurs solutions dans le cas général puis étudierons des cas parti-
culiers pour lesquels la solution peut @tre polynomialement calculable.

Le résultat du Théoréme V.3.4, concernant les r-cligues
d'ordre k, reste valable sous les contraintes (C;) puisqu'en 1'appli-

N N
quant avec N = n nous avons bien " > 1 dans le cas réel et a = lEJ > 1

dans le cas entier, car par hypothése n > k.

Dans le cas général 1'adaptation de la preuve du Théoréme
V.3.3 aux contraintes (Cy) permet de montrer de méme, dans les cas
réels et entiers, que s'il existe, pour tout vecteur maximal
(X15.405 Xg), deux sommets 1i,j non adjacents dont les valeurs asso-
cides, xj et Xjs ne sont pas ‘minimales (i.e. xj > 1 et x5 > 1
dans le cas réel ; xqy > 2 et xj > 2 dans le cas entier) alors on a
"de méme )i = Jj, d'ol 1'on déduit

Pl wes Lo exy X4 # xj - 1, wnd. B Pl any By nun Xjs o)

THEOREME V.3.6 Tout vecteur maximal de Py peut se mettre sous la
forme

{15! vig la Biyg osnsg xq)
Le maximum est alors atteint en associant les valeurs
Xiy sesny X aux sommet d'un sous-hypergraphe,
K = ([1,q9], K ), de H, pour lequel deux sommets
quelconques sont adjacents.
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Par rapport aux contraintes (Cg) nous perdons 1'hypergraphe
partiel, une propriété comme celle du Corollaire V.3.2. n'est plus
démontrable. Mais nous avons cependant

THEOREME V.3.7 Si H est simple tel que tout cycle est soit dégénéré,
soit strict alors K est au plus engendré par tous les
€1éments d'une aréte de H.

Preuve

Nous pouvons reprendre la preuve du Théoréme V.3.5. car elle
n'utilise que les hypothéses faites sur H et la propriété d'adjacence
de K. D'ol le résultat sachant qu'ici K est un sous-hypergraphe. Hélas
1'expression donnant 1le maximum est inaplicable car 1les contraintes
(C1) imposent ici x3 > 1 + 1 e [1,k].

Sous les hypothéses précédentes notons E = {1, ..., q} 1'a-
aréte dans laquelle sont plongés les sommets de K. Tout vecteur maximal
est de la forme (1, ..., 1, X35 vuuy xq) avec

q
1x{ = n-k+gq
i=1

xj » 1

D'od le partitionnement &= {E} U €'U &
avec

G
"

{E' e ‘ EpE' #0 }

GY¥
n

{E" €| EpE" =0 }
et m=1+m' + m".
On peut alors écrire

PH(L, woos 1o7X1y weey Xq) =T x4 + ] 0xy+ ) X
ieE  E'e? ieE'  E"el ieE"

= X] eeeXg * L, I x{ + ] 1
E'e & icEnE’ Ee &"

= XL ... Xg v L, T oxy o +om
E'eé 1ieEnE’

I
Examinons quelques cas particuliers ol & est déterminable
facilement.

.



Cas d'arétes disjointes 2 3 2

ona £'=0 et £"=% - {E}, donc m" =m -1

PH(1s «ovs 1y X1s ooy Xq) X1 «oo Xg ¥ m -1

I(n - k+gq,q) + m-1

Compte tenu des remarques faites sur la fonction II nous
obtenons finalement, dans les cas entiers et réels respectivement

E-Db b

my(pMsom) = m 1 + max a (a+1)
Eect
ol n-k+q = a|E|+b,0<b<}E|
et
-k |E|

max Py(xi, ..., xx) = m-1 + max(n +|E‘ )
(c1) Eed |E|
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Cas d'une chaine stricte dont les arétes sont disjointes 3 & 3

Soit H une telle chatne, ou bien m ='2 ou bien
Ej Ej+1 =0 4je [1,m-2], 2 <1 <mj

L % Ey+i
Remarquons que par définition on a toujours |Ej| > 2 et
Ej Ej+¢1 # O, mais on peut avoir Ej - (Ej.1 U Ej+1) - 0.

L'ar8te solution Ej = {1, ..., q}, englobant K, intersecte
soit une aréte (Ex si j = 1 ou Ep.p si Jj = m) soit deux arétes
(Ej-1 et Ejep si § e [2,m-1]). L'expression du maximum est donc
nécessairement de 1'une des deux formes suivantes.

(I) X1 «ev Xg * X1 «uv XgXg4] eor Xg#p + M=2
avec a >l et B>1 (g=a+pB)
Nous 1'écrirons I, + Myllg + m-2;

(11} Rpuskg t X1 sus BgKgh]l =es Xa#B «+o XokBty
+ Xg+B+l == X“"'B""Y + m-3
avec a > y>let B3>0 (qg=oa+p+y).
Nous 1'écrirons Iy + M,IgM, + m, + m-3.

Nous allons montrer que tout vecteur maximal (entier ou réel)
vérifie
[xi-xj] <1 i e [1,q]

IT est facile de vérifier que dans (I),
X{ 2 x5 Vie [1,a], 4 j € [a+l, a+B]
dans (II) nous avons de méme,
Xi > Xj *1ie [1,&] U [a+B+l,a+B+y],1fj € [a+1,a+B+y]
et de plus, en utilisant le Lemme V.2.2. (a > ¥, My glly restant
constant pour un vecteur donné) on a :
Xi > x5 V ie [a,ﬁ], Vje [atptl,a+Bty]

Nous noterons P(0) cette propriété d'ordonnancement.

On peut remarquer que (I) s'obtient & partir de (II) en
prenant T, = 1 et B > 1. I1 suffit donc d'étudier (II).
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Nous écrirons @y = Ax, Mg = By, I, = Cz suivant Tes
besoins du calcul (x, y, z représentant 1'un des xj et A, B, C les
produits restants éventuellement égaux a 1).

Nous avons, (i) :
x=y > 2 => Ax + Ax.By.lly + II, < A(x-1) + A(x-l).B(y+1).HY + I,

car ABM, (x-y-1) - A > A(BHY -1)>0
( A1, B>1, Iyl )

de 1a méme fagon, (ii)

z-y > 2 => Iy + I;.By.Cz + 0z < My + Oy.B(y+1).C(z-1) + C(z-1)

et (iii) :

x-z > 2 => Ax + Ax.lg.Cz + Cz < A(x-1) + A(x-l).HB.C(z+1) + C(z+1)

Compte tenu de (PO), les trois propriétés (i), (ii) et (iii)
montrent :
+1¢e[l,a], ] e [atl,atpty]
0 < xj-x5 <2
M ie [atp+l, atpty], ¥ j e [a+l,a+B]

Cela entraine que, nécessairement, |xi-xi| < 2 +1i,j ¢ [1,q].
177

D'od le résultat dans le cas entier.

Dans le cas réel, on peut montrer les trois mémes propriétés
avec, cette fois-ci, (x-e, y+e), (z-e, ye), (x-g, z+e) quand
x-y = l+e, z-y = l+e ol e vérifie O< e <1, respectivement dans les cas

(1), (i), (iii).

Par exemple (i).
Supposons donc x-y = l+e, 0K ¢ <1, alors :
Ax + Ax + By.Il, + IL, < A(x-g) + A(x-e).B(y+s).nY + I,

En effet,

ABIL, (sx-ey-sz) - Ae = AE[BHY(X-y-e)-l]
= Ae[BIL,-1] > 0

Les deux nouvelles valeurs, x-t et y+e, vérifient bien

maintenant :

0 < x-g -~ (yte) = x-y=2e = 1l-e < 1
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Nous en déduisons de méme
|xi=xj] <1 % 1,j ¢ [1,q]

Nous savons d'autre part, d'aprés 1'étude de la fonction 1,
que le produit I, est maximal lorsque
xi = xj Ai,d e [1,a]
De méme pour Iig et T,

Pour résumer nous avons les deux propositions suivantes :

PROPOSITION V.3.3.

Les partitions maximisant my(p,o) sur une chaine stricte H
dont les arétes disjointes 3 a 3 sont de la forme :

Py = (1s vuwy 15 @5 wosy a*l, ..., arl) ol n-k+|E| = a|E|+b

D &h < ‘E| pour une aréte E de H.

Les permutations maximales oM associées sont données par
(PO) qui permet ainsi de calculer exactement mym(pm,op).

PROPOSITION V.3.4.

Tout vecteur maximal, solution de max Py(xy, ..., Xxg),
(C1)

peut se mettre sous la forme (1,...,1, M-v, ...,M-v ,Mtw,...,
M+w, M+u, ..., M+u) ol u,v,w sont des réels vérifiant

u,v € [0,1], we [-1,1]

0 < M-v < Mtw < M+u

0 <u-w<l
0 < utv <1
0 < whkv <1
au - Bv + yw = 0
et M= 1 (n-k+|E|)

B

pour une aréte E de H.

Le maximum s'écrit alors (M=u)® +  (M+u)%(M-v)B(Mtw)Y
+ (M+w)Y + m-3 avec la convention y = 0 dans le cas (I).

Remarquons que seul 1le maximum dans le cas entier est
facilement calculable puisqu'il suffit de passer en revue toutes Tles
arétes de H.

Les résultats précédents sont bien sur applicables dans le
cas d'un cycle strict ayant Tles mémes propriétés, un c-cycle par
exemple.

Dans le cas des polyndmes Py i1 faut supposer C<[r] pour

2que
1'hypergraphe associé aie ses arétes disjointes 3 d 3.
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Tout n'est qu'une question d'organisation ..

"Si on travaille un jour pendant deux heures et le lendemain pendant huit heures,

on n'a travaillé que quatre heures par jour."

L. FOREST, Le Matin, 28 Mars 1922.
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RESUME :
L'optimisation de certaines gformes quadratiques et de polyndmes
est obtenue en Ztudiant Les nombres extrémaux d'anétes d'un joint de k stables
sudvant un graphe d'ondre kR puis son extensdion aux hypergraphes via La sub-
stitution,
Une conmstruction récwisive des ondres sans N, généralisant celle
des ondres sénie-parnalleles, fournit un algorithme Linéaire de reconnaissance
et de décomposition calewlant Le nombre de sauts. \

On définit La dimension gloutonne d'un ordre partiel, on montre
qu'elle 8'identifie @ La dimension usuelle surn une Large classe d'orndres con-
tenant Les ondnes sans N.

MOTS-CLES :
Ondre sénde-parallele
Orndne sans N
Dimension (d'un ensemble ordonnié)
Joint
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