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Résumé 

Cette thèse est consacrée à la restauration et l'estimation des paramètres par filtrage,  
tout d'abord dans les modèles de chaîne de Markov cachée classique, puis couple et 
enfin triplet à sauts Markoviens. Nous proposons deux nouvelles méthodes 
d'approximation dans le cas des systèmes linéaires gaussiens à sauts Markoviens. La 
première est fondée sur l'utilisation des chaînes de Markov cachées par du bruit à 
mémoire longue, on obtient alors une méthode " partiellement non supervisée" dans la 
quelle certains paramètres, peuvent être estimés en utilisant une version adaptative de 
l'algorithme  EM ou ICE. La deuxième technique est basée sur l'exploration de l'arbre 
des réalisations de la chaîne des sauts, l'idée consiste à garder à chaque instant les 
trajectoires les plus probables sous des contraintes prédéfinies; on obtient là un 
algorithme rapide et les résultats sont encourageants. 

Nous proposons par la suite deux familles de  modèles à sauts qui sont originaux. Dans 
la première, conditionnellement aux sauts le processus couple composé du processus 
d'intérêt et celui des observations, est de Markov, on montre alors qu'une extension du 
filtrage particulaire est  possible. La deuxième, est une sous famille de la première le 
processus couple composé du processus d'observations et de la chaîne des sauts est 
Markovien, pour cette classe on peut faire du filtrage optimal exact avec une 
complexité linéaire dans le temps. L'utilisation de la deuxième famille en tant 
qu'approximation de la première est alors étudiée et les résultats exposés dans ce 
mémoire sont prometteurs.  

Mots clés : 

Chaînes de Markov cachées, Chaînes de Markov couples continue, System  gaussien  
avec saut  Markovien, Filtrage Kalman, Filtrage Particulaire, Algorithmes 
d�estimation adaptatif AEM et AICE  
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Remarque 3.1

On peut trouver dans la littérature des modèles plus complexes où : 

• Les coefficients tF  et W

tQ  peuvent dépendre de ( )tYYY ,..., ,  21 . 

• Les coefficients tG  et V

tQ  peuvent dépendre de ( )121 ,..., ,  −tYYY . 

3.1.3  Filtre de Kalman Bucy 

Le modèle défini dans les deux paragraphes précédents est donné sous forme Markovienne, 
d�autre part les matrices tF  et tH , qui définissent la représentation d�état Markovienne, 

dépendent du temps et le signal observé est une combinaison linéaire du signal caché. Le 
filtre de Kalman permet de calculer l�estimée optimale au sens de l�erreur quadratique 
moyenne.  

Dans la suite on va supposer, afin de simplifier les écritures, que ∈∀t *ℵ ,     ,, GGFF tt ==
VV

t

WW

t QQQQ ==      et . On a alors :            

         
�
�
�

++=

++= +++

tttt

tttt

VXGY

WXFmX
  

µ

111                                                 (3.3) 

Le filtre de Kalman Bucy [11] [12] [13] qu�on va décrire est un algorithme à deux étapes, 
dites « correction » et « prédiction ». Il est possible de commencer indifféremment par l�une 
ou l�autre ; il suffit de choisir la bonne convention pour l�état initial. 

Nous avons la propriété classique suivante : 

Proposition 3.1 

Soit ')  ,( YXZ =  un vecteur aléatoire gaussien avec la matrice des covariances 

]])[ ( ])[ [( 'YEYYEYEQYY −−= , inversible. Alors le vecteur aléatoire X  sachant Y est 
gaussien de moyenne et de matrice var-covariance 

])[ ( )( ][ ] [   1 YEYQQXEYXE YYXY −+= − , YXYYXYXYX
QQQQQ  )(   1−−=

Nous allons adopter les notations suivantes 

] )'�)(�[(   �             ][   � 00
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Tout l�ingrédient étant présent on peut passer directement à l�étape de filtrage. 

3.3.3  Filtre Particulaire 

Le filtre particulaire, que nous allons décrire dans le cadre du modèle (3.8), est une 
méthode de Monte-Carlo séquentielle qui vise à propager une approximation de la 

densité conditionnelle )( 1
t

t yxp , (les références [16] [11] [15] décrit de nombreuses 

applications de ce type de filtrage en particulier celui de poursuite de cible). 

Quel que soit le critère bayésien retenu, l�estimateur tm�  est calculable à partir de la 

densité conditionnelle )( 1
t

t yxp . 

 De manière générale nous avons ; 
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Alors par marginalisation on peut écrire : 
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Dans le cas d�un système à dynamique markovienne, comme c�est le cas du modèle 
(3.8), cette marginale se simplifie de la manière suivante : 
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3.4 Exemples de simulation 

3.4.1  Système linéaire 

On considère le système linéaire suivant : 

                                          
�
�
�

++=

++=
+++

  

  
  111

tttt
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VXGY
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µ

On conserve les mêmes hypothèses du paragraphe (3.2). Pour un jeu de paramètre on 
va donner la restauration par filtre de Kalman tx0�  u signal caché tx0  en observant ty0 .  

On va également définir deux types d�erreurs de restauration :  
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3.4.1.1 Exemple 1 (cas de bruit gaussien) 

Soit 0X ~ ),1 ,0(N tW ~ ), ,0( 2
τN tV ~ ) ,0( 2

σN . 

On considère que )cos(
T

t
am xxt

π
ω=  et )sin(

T

t
a yyt

π
ωµ = , on simule les deux 

trajectoires selon le système et on restaure par filtre de Kalman (filtre optimal). 

Cas  2et    5.0  ,1  ,5  ,10  0.25,  ,500  2
======== GFaaT yxyx ωωτ . 
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Figure 3.1 : Les courbes au-dessus représentent l�évolution de l�erreur de restauration 
du type 1Err   en bleu et du type 2Err  en vert  les deux en fonction de σ . 
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Finalement l�algorithme de l�estimation de l�état caché par la moyenne a posteriori 
dans le cas linéaire général des chaînes de Markov couples gaussiennes et 
stationnaires se déroule de la manière suivante. 

Algorithme 5.1: Filtrage optimale dans le modèle couple gaussien  
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t yYZ =+ ~ ( )11   , ++ Ξ ttMN  alors )  ( 1
1

1
11

++

+ = tt

t yYX ~ ( )11   , ++ ∆ ttmN .    

(Proposition 5.1) 

********************************* 

Recommencer à l'instant suivant les étapes  (1)-(2)-(3) pour 1+= tt . 
                                                                                                                                   Fin                                     
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Modèle de chaîne de Markov cachées avec bruit indépendant 

On montre dans ce paragraphe que le modèle de chaîne de Markov couple englobe le 
cas classique des chaînes de Markov cachées à bruit indépendants. On se place 
toujours dans le cas  stationnaire homogène et on considère les signaux cachés et 
observés centrés. 

On s�intéresse donc au système dynamique linéaire et gaussien classique, où les bruits 
sont mutuellement indépendants, qui s�écrit de la manière suivante. 

   
E
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Ψ+=
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φ

            (5.13)

Avec  
                '''''        &      ΨΨ+Γ=Σ+Γ=ΓΓ−Γ=ΦΦ=Σ ψψψψφφ xyxyxxx

On a ∈∀t *ℵ
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Posons  ∈∀t *ℵ '
111 ) ,(  +++ = ttt YXZ  le système (5.13) est équivalent au modèle couple 

donné par l�équation vectorielle suivante : 

                 ∈∀t *ℵ 11 ++ += ttt WSZFZ ,           (5.14) 

Où '
111 ),(  +++ = ttt VUW ~ ) ,( zz IoN , ��
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0
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0

0

ψφψ

φ
SF

Nous constatons en quoi le modèle couple est plus général que le modèle caché 
classique. La matrice F  est quelconque dans le cas général, alors qu�elle contient 
deux zéros dans le cas caché classique. De même, la matrice S  est générale dans le 
cas couple alors qu�elle contient un zéro dans la cas caché classique. 

Reformulons (5.5) sous la forme suivante 
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+
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+
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          (5.15) 
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Ainsi que nous l�avons mentionné plus haut, le couple ) ,( YXZ =  est de Markov, 
mais aucune des chaînes X et Y  n�est nécessairement de Markov. On peut voir 
rapidement des conditions suffisantes pour que X  ou Y  soit de Markov. En effet, si 

0=β  la chaîne X  est de Markov, et si 0=γ  la chaîne Y  est de Markov. On a donc 
deux cas particuliers « symétriques ». Le premier est une extension du cas classique 
(5.13), dans lequel on a en plus 0=δ , et le deuxième est un cas introduit très 
récemment, qui aura une grande importance dans l�étude des modèles à sauts dans la 
sous-section suivante. 

Exemples de simulations 

Dans ce paragraphe on considère le problème de restauration dans le cas 
monodimensionnel 1== yx nn . On se fixe également un horizon temps 200=T  pour 

les différentes courbes ainsi que pour le calcul de l�erreur de restauration. 

On va adopter des notations en minuscules pour les paramètres : 

 ,  ,  ,         '
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On va s�intéresser dans notre exemple aux chaînes couples telle que : 
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)1(
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τ
SSS [ ]1 ,0  avec ∈θ . 

On suppose que 0  222 ≠−= bωυϖ , on a alors: [ ] �
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−
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2
1 1

  
υ

ω

ϖ b

bz et l�ensemble 

des paramètres vérifie les contraintes suivantes : 
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1
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Dans la première la loi ),( 21 rrp  est fixée et donnée par 

4.0)1,1()0,0( 2121 ====== rrprrp , et 1.0)0,1()1,0( 2121 ====== rrprrp .  Alors 
nous considérons cinq cas correspondant à cinq modèles suivants. Dans tous les cas, 
nous avons  

3.0=b , 1.0)0( =a , 5.0)1( =a , 4.0)0( =c , 9.0)1( =c , 75.0)0( =e , 33.0)1( =e .  

Alors on choisit cinq couples ))1(),0(( ii dd , 4...,,1=i , tel que les covariances 

)1/()]()([)( 2brbcrdr nnn −−=γ  correspondantes vérifient : 

Cas 1 : 0.0)1()0( == γγ ;  

Cas 2 : 1.0)1()0( == γγ ;  

Cas 3 : 2.0)1()0( == γγ ; 

Cas 4 : 3.0)1()0( == γγ ; 

Cas 5 : 4.0)1()0( == γγ . 

Ainsi nous faisons croitre )1()0( γγγ == , ce qui a pour effet le fait que le modèle 
(5.20) selon lequel on simule les données est de plus en plus différent du modèle 
�approché� (5.21) qui est utilisé pour appliquer la méthode NM. En principe, cette 
croissance devrait implique la dégradation des résultats obtenus avec la NM et l�objet 
principal de l�expérimentation est d�étudier cette dégradation. Ainsi que nous nous 
allons le voir, le résultat intéressant est que cette dégradation n�est pas significative. 

Notons qu�il n�a pas été possible d�aller au-delà de 4.0=γ  car la matrice (5.29) n�est 
plus définie positive. 

Donc dans chaque cas nous simulons ),,( 11111
NNNNN yrxtT ==  selon le modèle (5.30) 

et ),( 11
NN rx  sont cherchés avec les trois méthodes MR (où Nr1  est donné), FP, et NM. 

La différence entre Nx1  et l�estmée Nx1�  est mesurée par �
=

−=

N

n

nnnn xx
N

xx
1

2)�(
1

)�,(ε , et 

la différence entre Nr1  et l�estmée Nr1�  est mesurée par le taux d�erreurs 

�
=

−=

N

n

nnnn rr
N

rr
1

�  
1

)�,(τ  (rappelons que les nr  valent 0 ou 1). 

La longueur des échantillons considérés est 200=N , et dans la méthode FP nous 
avons utilisé 500 particules.   

Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 5.1, et deux familles de 
trajectoires sont présentées sur les Figures 5.2 et 5.3. 
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 Case 1  Case 2 Case 3 Case 4 Case 5 
γ 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

Erreur �
=

−=
N

n

nnnn xx
N

xx
1

2)�(
1

)�,(ε

MR 0.0576 0.0574 0.0587 0.0584 0.0576 
FP 0.0605 0.0597 0.0610 0.0604 0.0609 
NM 0.0595 0.0593 0.0606 0.0600 0.0597 

Tau d�erreurs �
=

−=
N

n

nnnn rr
N

rr
1

�  
1

)�,(τ

MR   0.0 %  0.0 % 0.0 %   0.0 %     0.0 % 
FP 25.80% 25.00% 26.10% 27.45% 25.30% 
NM 25.15% 25.35% 25.70% 28.10% 25.65% 
 Temps de calculs 
MR     0.15     0.14     0.16     0.16     0.13 
FP 123.58 113.17 108.18 157.28 113.56 
NM     0.50     0.48     0.29     0.75     0.47 

Tab. 5.1. Les erreurs quadratiques et les taux d�erreurs obtenus avec les Méthodes 
MR, FP, et NM. 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figure 5.2 : Réalisation de NR1
, estimée de la loi ) 1( 1

t

t yrp =  par FP (en rouge, trais 

longs), et son calcul dans NM (en bleu, trais courts). 
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Figure 5.3. : Cinquante derniers points de la vraie trajectoire (en noir, trait plein), 
restauration par MR (en vert), restauration par FP en rouge (traits longs), et 
restauration par NM (en bleu, traits cours). 

Nous proposons les conclusions suivantes: 

1. On observe lorsque γ  croît, ce qui fait que le modèle (5.21) utilisé dans la méthode 
NM s�éloigne du modèle (5.20) utilisé pour simuler les données, les résultats obtenus 
avec la méthode NM ne se dégradent pas de manière significative. De plus, malgré le 
haut niveau de bruit les résultats obtenus avec les méthodes NM et FP sont proches 
des résultats « optimaux » obtenus avec la méthode MR. Cela est très encourageant 
car cela montre que le filtrage optimal est robuste par rapport au paramètre γ , au 
moins dans le contexte considéré. 

2. Le filtrage particulaire assure également de très bonnes performances, qui sont très 
proches de celles du filtre optimal (la méthode MR). Cependant, le temps d�exécution, 
environ deux cents fois plus cours dans la méthode NM, plaide en faveur de cette 
dernière. 

Dans la deuxième série d�expérimentions nous considérons le cas 4.0=γ , qui est 
donc le plus défavorable à la nouvelle méthode NM, et nous faisons varier ),( 21 rrp . 

Soit ),( 21 rrp  écrit sous la forme suivante )()(),( 12121 rrprprrp = . Dans tous les cas 

5.0)( 1 =rp , et qrrprrp ====== )11()00( 1212  varie. L�objectif de cette 

expérience est de regarder si la variation des paramètres de la chaîne des sauts modifie 
les conclusions ci-dessus.  

Les résultats sont présentés dans le Tableau 5.2.  
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9.0=q 8.0=q 7.0=q 6.0=q   5.0=q 4.0=q 3.0=q 2.0=q

Erreur �
=

−=
N

n

nnnn xx
N

xx
1

2)�(
1

)�,(ε

MR 0.0538 0.0508 0.0544 0.0589 0.0519 0.0513 0.0569 0.0505 

FP 0.0546 0.0522 0.0563 0.0619 0.0543 0.0548 0.0633 0.0531 
NM 0.0551 0.0514 0.0553 0.0609 0.0547 0.0535 0.0605 0.0530 

Tau d�erreurs �
=

−=
N

n

nnnn rr
N

rr
1

�  
1

)�,(τ

FP 20% 23% 21% 30% 26% 26% 28% 22% 
NM 24% 25% 22% 30% 25% 27% 27% 23% 

Tableau 2. Les erreurs quadratiques et les taux d�erreurs obtenus avec les méthodes 
MR, FP, et NM. Dans tous les cas 4.0=γ , et qrrprrp ====== )1 1()0 0( 1212 . 

Nous constatons que les conclusions générales restent vraies indépendamment des 
paramètres de la chaîne des sauts. 

Bien entendu, les expérimentations présentées sont très partielles et d�autres  

5.4 Conclusion 

Nous avons étendu le filtrage particulaire, utilisé dans les modèles classiques (5.19), à 
un modèle général (5.20) dans lequel le couple (chaîne cachée, chaîne observée) est 
markovien conditionnellement aux sauts. La nouveauté de ce modèle est que la chaîne 
cachée n�est plus nécessairement markovienne conditionnellement aux sauts. Ensuite, 
nous avons considéré un cas particulier de cette généralisation dans lequel le filtrage 
exact avec une complexité linéaire en temps est possible. Il s�agit d�une contribution 
originale, même si le modèle présenté peut également être vu comme appartenant à la 
famille « modèles cachés conditionnellement linéaires à sauts markoviens » proposée 
dans [9]. Nous avons présenté une étude des simulations pour comparer les deux 
méthodes (filtrage particulaire dans le modèle général et filtrage exact dans un modèle 
particulier, vu comme un modèle approché du modèle général). 
Les conclusions générales de notre étude sont les suivantes : 

(a) Le très bon comportement du filtrage particulaire, avéré dans les modèles 
classiques (5.19), est préservé dans le modèle général (5.20) ; 

(b) La qualité du filtrage, ainsi que celle de l�estimation des sauts, par la nouvelle 
méthode (5.21) mentionnée ci-dessus sont comparables à celles obtenues avec le 
filtrage particulaire, même dans les cas où dans le modèle général servant à générer 
les données les valeurs de )(λγ pour Ω∈λ sont très différentes de 0 (la méthode est 

robuste par rapport au paramètre γ ) ; 
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