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Résumé

Ce mémoire de these s’articule en deux parties.
La premiere partie s’intéresse a la robustesse du nombre de reproduction de base Ry
et du nombre de reproduction type 7, quisont des seuils pour des systemes épidé-
miques. Nous montrons que ces parametres seuils ne sont pas des jauges fiables pour
évaluer la distance qui sépare le Jacobien | du systeme, calculé au point d’équilibre
sans maladie a l'ensemble des matrices stables (8) si | est instable,
( respectivement a ’ensemble des matrices instables ( U) si Jest stable).
La deuxieme partie se penche sur I’étude d’'un modele déterministe (S V E I R),
ou S représente les susceptibles, V les vaccinés, E les latents, I les infectieux
et R les immuns.
Dans le dit modele, les vaccinés sont considérés comme des "susceptibles dans une
moindre mesure” du fait que le vaccin ne garantit pas une immunité totale.
Le nombre de reproduction de base Ry, qui assure 'existence et 'unicité de I'équi-
libre endémique est déterminé.
La globale stabilité de 1’équilibre endémique est établie en utilisant les techniques

de Lyapunov quand Ry, > 1. Ce résultat améliore un résultat de Gumel [42]
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Introduction Générale

«Seuls les marabouts et les devins gagnent leur vie assis;
pour les autres, ils doivent se lever de bonne heure chaque matin ;
aller travailler dur, pour gagner leur baton de manioc quotidien».

Léontine NKAMBA

Dans le contexte actuel ou nous vivons de graves crises sanitaires tant dans les
pays industrialisées que ceux qui le sont moins, un des champs disciplinaires de pré-
dilection qu’embrasse la modélisation mathématique est la santé publique.

Yves Cherruault [21] définit la modélisation mathématique comme un processus par
lequel un probleme du monde réel est interprété en termes de symboles abstraits. La
description abstraite faisant intervenir une formulation mathématique est appelée
modele mathématique associé au probleme de départ.

Le dit probleme issu du monde réel peut alors étre traité uniquement a 1’aide d’outils
mathématiques. La santé publique étant un vaste domaine, nous nous intéressons a
la propagation des maladies infectieuses (grippe, méningite, choléra) susceptibles de
provoquer des épidémies et nous nous servons des modeles mathématiques. Cette
combinaison des mathématiques et maladies infectieuses est appelée épidémiologie
mathématique tout simplement ; Les premieres contributions a I’épidémiologie ma-
thématique moderne sont due a P.D Enk’o entre 1873 et 1894.

L’épidémiologie est 1’étude de la distribution des maladies chez I’homme et des fac-
teurs qui les influencent, autrement dit c’est I’étude des épidémies et des facteurs
qui pourraient les causer. Elle vise a la compréhension des causes des maladies et a
I’amélioration de leurs traitements et moyens de prévention.

L’épidémiologie s’intéresse essentiellement a la variation du nombre de cas en fonc-
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tion du temps (et éventuellement de 'espace). Ceci implique que les modeles épidé-
miologiques sont fondamentalement des modeles dynamiques.

Les modeles qui apparaitront tout au long de ce document sont sous-tendus par
les équations différentielles, et les systemes dynamiques qui sont nécessaires pour la
bonne compréhension des études qui seront menées sur ces modeles.

Dans le cas des maladies microparasitaires, nous nous intéressons aux modeles qui
traitent de la dynamique inter-hote. C’est a dire la dynamique des états cliniques
des individus hotes. Pour ce faire, les modeles en compartiments sont parfaitement
adaptés; Ils consistent a diviser la population hote en autant de compartiments que
d’états cliniques et a connecter ces compartiments entre eux par des flux d’individus;
Les fondements de ’approche de I’épidémiologie basée sur les modeles compartimen-
taux ont été établis par les médecins de santé publique comme Sir Ronald Ross, W.H
Hamer, A.G MCKendrick and W.O Kernack entre les années 1900 et 1935.
L’analyse compartimentale est une technique de modélisation tres utilisée en biologie
(Anderson et May, 1991 ; Diekmann et Heesterbeek, 2000 ; Keeling et Rohani, 2007).
On trouve des applications en pharmacocinétique, en métabolisme, en épidémiologie
et en dynamique des populations. En fait dans tous les domaines ot on peut faire
des bilans de matieres.

Apres la mise sur pieds d’'un modele mathématiquement et épidemilogiquement bien
posé , il est toujours question par la suite d’étudier la stabilité des points d’équilibres
existants.

Pour un modele général compartimental de transmission d’'une maladie, il est sus-
ceptible d’exister un équilibre sans maladie ( Disease free equilibrium (DFE)) et
un ou plusieurs équilibres endémiques. Pour analyser la stabilité asymptotique de
ces différents équilibres, on dispose d’un outil comme le nombre de reproduction de
base Ry, qui peut s’'interpréter comme le nombre de cas secondaires qu'un indi-
vidu infectieux génere quand il est introduit dans une population donnée constituée
uniquement des susceptibles durant sa vie infectieuse. Le nombre de reproduction
type 7, quant a lui, est le nombre de cas secondaires qu’engendre un infectieux

quand on l'introduit dans une classe de susceptibles particuliere . Ry et 7 sont
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des parametres seuils de bifurcation des systemes épidémiques. Le point d’équilibre
sans maladie (DFE) est localement asymptotiquement stable si Ry < 1 et instable
si Ry > 1.

Rendu a ce niveau, une question que l'on pourrait se poser est : le nombre de re-
production de base Ry et le nombre de reproduction type 7 permettent-ils de
quantifier I’ "effort a fournir” pour faire basculer un systeme épidemique de la sta-
bilité & 'instabilité (respectivement de l'instabilité a la stabilité).

En d’autres termes Ry, et 7 sont ils des indicateurs seuils robustes 7

Répondre a cette question est I'une des contributions de cette these, et fera I'objet
de la premiere partie.

La deuxieme partie de la these procédera a I’analyse asymptotique des équilibres
sans maladie et endémique d'un modele a susceptibilité et infectivité différentielle
(SVEIR) dont I'un des compartiments des susceptibles comporte des individus
vaccinés.

La seconde contribution sera de montrer la globale stabilité de 1’équilibre endémique
en utilisant la méthode directe de Lyapunov.

En Annexe on retrouvera les calculs de distances a la stabilité (respectivement in-

stabilité), pour une famille de matrices de Metzler d’ordre 2
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Premiere partie

Robustesse et Seuils Epidémiques






Résumé

L’objectif de cet exposé est de voir si le taux de reproduction de base Ry est un indi-
cateur robuste relativement a la stabilité des systemes épidémiologiques déterministe
en dimension finie.

On sait que si Ry < 1 alors I’équilibre sans maladie est asymptotiquement stable et
si Ry > 1 alors celui-ci est instable.

Autrement dit si Ry est un seuil de bifurcation. La question qui se pose est : Ry
est il un indicateur de robustesse ? En d’autres termes si Ry est trés supérieur a 1
cela veut-il dire que le systeme considéré nécessite une importante modification des
parametres pour rendre le DFE asymptotiquement stable 7Réciproquement si Ry < 1

est «loin» de 1 ce systeme est-il robustement stable vis a vis des perturbations ?
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Chapitre 1

Robustesse

1.1 Introduction

Suivant la culture des gens, on trouve différentes notions qui ne sont pas sans
rapports : sensibilité aux variations des parametres, robustesse, conditionnement ...
Ce sont des mots employés par des communautés différentes qui recouvrent un méme
phénomene.

La notion de robustesse est devenue une problématique centrale dans de nombreux
domaines scientifiques allant de I'informatique a la biologie en passant par 1’écologie
ou la finance (Doyle, Low, Paganini et al., 2005 ; Bonabeau, Theraulaz, Deneubourg
et al., 1996 ) [12,96]

Il n’existe pas de définition unique de cette notion et ceci d’autant plus qu’elle inter-
fere avec les notions de résilience ou de stabilité. Selon les usages qu’on lui donne,

elle peut prendre des acceptions théoriques et épistémologiques tres différentes.

La robustesse d’un seuil en épidémiologie mathématique pourrait se traduire
comme sa capacité a ne pas étre modifié par une petite perturbation sur les don-
nées ou )dans les parametres du modele choisis pour le seuil.

En automatique, la robustesse d’un systeme se définit , par la relative invariance de
ses propriétés vis a vis d’une incertitude du modele.
Dans le domaine des statistiques, Huber (1981) [69] caractérise la robustesse comme

étant une insensibilité a toutes déviations par rapport aux hypotheses. Par exemple :

13



1.1. INTRODUCTION

Un test est robuste s’il reste valable alors que les hypotheses d’application ne sont
pas toutes réunies. Ce peut étre une taille d’échantillon un peu faible ou une loi
de probabilité (loi normale pour les tests paramétriques) qui n’est pas tres bien
vérifiée. D’un point de vue de la conception de produit, la notion de robustesse
fait référence a l'insensibilité relative des performances fonctionnelles d’un produit,
lorsque ses conditions de fabrication et d’utilisation dévient de leurs spécifications
(Kackar, 1985). [76]

En recherche opérationnelle et plus particulierement dans le contexte de l'aide a
la décision (RO-AD), Roy (1997) [107] propose le concept de conclusion robuste
qui vise a élaborer des éléments de réponse a un probleme auquel est confronté un
décideur, éléments de réponses qui sont obtenus en prenant en compte les incer-
titudes éventuelles sur les parametres du probleme. D’apres Davenport et Beck
(2000), [23] il n’existe pas de définition d’ordonnancement robuste mais plutot
une compréhension générale informelle de ce qu’est la robustesse (i.e., la capacité
d’un ordonnancement prédictif d’étre performant malgré des événements inatten-
dus). Dans la théorie de la décision, I’action la plus robuste est celle qui ne conduit
pas a une perte importante quelque soit I’événement qui va se produire (Pomerol,
2001). [99]

De maniere générale un indicateur est un outil d’évaluation et d’aide a la décision
(pilotage, ajustements et rétrocorrection) grace auquel on va pouvoir mesurer une
situation ou une tendance, de maniere relativement objective, a un instant donné,
ou dans le temps et/ou I'espace.

Un indicateur se veut étre une sorte de résumé d’informations complexes offrant la
possibilité a des acteurs différents (scientifiques, gestionnaires, politiques et citoyens)
de dialoguer entre eux.

L’indicateur (qualitatif ou quantitatif) décrit généralement un état, et/ou une ré-
ponse ne pouvant étre appréhendés directement ; Il doit exister une relation causale
entre le fait mesuré (indiqué) et I'indicateur.

Un indicateur est dit robuste s’il renseigne suffisamment sur «l’effort » a fournir

pour changer la réponse donnée par un systeme sur un fait mésuré.

14



CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

Il vient alors que pour évaluer la robustesse d’un indicateur , il faut a priori étre
capable de mésurer l'effort a fournir pour passer d’une réponse a une autre du sys-

teme. ce qui n’est pas toujours chose aisée.

Le conditionnement numérique (condition number) d’un probléeme mesure la sensi-
bilité des réponses a de petits changements dans les données [25]. Le probleme est
dit mal conditionné si son conditionnement numérique est infini.

Soit un probleme dont les données vivent dans un espace vectoriel R". La solution
de ce probléme (ou une des solutions sélectionnées) vit dans R™. Autrement dit on

a une application de I'espace des parametres dans I’espace des solutions :

X+ f(x)

Le probleme est d’avoir une majoration, une idée de la variation de la solution quand
les parametres initiaux varient .
Autrement dit on a envie d’avoir une estimation d’une quantité

( Ilf (x+0x)— I )
[l

(%)
Qui est tout simplement la variation relative de la solution divisée par la variation
relative des parametres.
Il est & peu pres clair que cette quantité, ou la meilleure majoration de cette quantité,
pour des ||0x|| petits, qui s’appellera le conditionnement du probleme est liée au
Jacobien de f au point x si f est dérivable.

On aura a considérer la quantité

I1Jac(f, )l llxll
1@l

ou Jac(f, x) est le Jacobien de f calculé en x.

On va préciser cette idée sur des exemples bien connus. On va également donner

un «folk theorem ». La notion de robustesse peut aussi se comprendre comme la

15



1.1. INTRODUCTION

distance au probleme mal posé. les exemples éclairciront ces généralités. Il est admis
dans les milieux de I'analyse numérique que 'inverse de la distance au probleme mal
posé est en rapport de grandeur avec le conditionnement.

1.1.1 Matrice inversible, conditionnement d’une matrice

On considere le probleme

Ax=b
ol A est une matrice réelle inversible n X n, b un vecteur de IR".

L’espace des parametres est R™ x R". La solution est donnée par la fonction

x+— A

a valeur dans IR".
Le conditionnement d’une matrice, en analyse numérique linéaire [26,40,68,116,122]

est défini par

K(A) = AILIATY
La distance au probleme «mal posé» est donnée par la distance de la matrice inver-

sible A a I’ensemble des matrices singulieres X :

d(A, X) =min||A - X||
XeXL
On a le théoréme bien connu

Théoréme 1 ( voir [40] theorem 2.5.2 sur rank deficiency and the SVD)
Si A est une matrice inversible la distance de A a l’ensemble des matrices singuliéres
est donnée par la plus petite valeur singuliere de A, pour la distance associée aux
normes matricielles euclidienne ou a la norme de Frobenius.

minl||A - X|, = min||A - X||p =0
min 14 - X, = min |4 - Xl = 0,

16



CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

Mais si 'on remarque que

1 _
— = lA™ Y
On
alors la distance relative
d(A,X) B 1 1
IAll2 IA=]2 1Al K(A)

Cela confirme notre «folk theoremx( [25] ).

Distance aux matrices singuliéres

Si A est une matrice inversible la distance a ’ensemble ¥ des matrices singulieres
est donnée par 0,,;;(A) que 'on mesure cette distance par la norme subordonnée a la
norme euclidienne ou par la norme de Frobenius. On peut démontrer un théoreme

plus général :

Théoreme 2 ( Gastinel) Si A est une matrice inversible, alors pour toute norme
matricielle subordonnée, la distance a [’ensemble X des matrices singulieres est don-

née par

) 1
d(A, L) = min [|AAll= AT
Le théoreme de distance a I'instabilité pour une norme subordonnée va combiner le
théoreme de Gastinel et la technique de démonstration de van Loan [131].
Pour cette raison nous allons donner la preuve de ce théoreme et par ailleurs nous

allons utiliser une technique analogue (utilisation de la norme duale) plus loin.

preuve 1 Soit || || une norme et sa norme matricielle associée
Ax
||A|| = max u
x20  ||x]|

Supposons ||0A|l < ||A7Y|™ . Alors la matrice [+A™10A est inversible car [|JAT'0A]| <

1. En écrivant
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1.1. INTRODUCTION

A +06A = A + A715A)
on obtient que A + A est inversible et donc d(A, L) < ||A7Y|7.

Réciproquement, pour montrer l’égalité choisissons x un vecteur unitaire ||x|| = 1 tel

que
A~ x| = A7
On pose
_lata
lA=1 x[[3

ce qui donne

(ylAx) = |A7 xl| = 1A

Si Uon considére y* comme la matrice de lapplication linéaire x — (x| y), et que
'on considére sa norme associée pour la norme || o ||, notée |ly*||P

On a

lly"|I° = max Iy = Kx [yl _ Iyll3

w0 x| w0 [l Iyl

(un produit scalaire (x| y) est mazimisé pour la valeur de x valant x = y)

On dit que cette expression ||yT||P est la norme duale.

D’apres les calculs précédents la norme duale pour cette expression de y

Ily™I° =1

On pose AA = —||A71| Tyt

IAAN = LATH I ey

18



CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

Mais

I ||2
Tll—maXle}/ z|| = ||x]] Il}z}|3>1<l<y|2>l=l<yl—>l wd

X
Iy i = Tl

finalement ||AA| = |A7Y|! et

A+AN)A T x=x+ANAA x
=x- ||A_1||_1xyT Alx
=x—lA7IT(y | A ) x
=x—-x=0

Cela finit la démonstration.

Remarque 1 La perturbation singularisante est de morme 1. La matrice AA =

AT x yT est une matrice de rang 1.

Remarque 2 Ce résultat est démontré dans [25] (1987). Il est aussi généralisé
dans [77] (1966) auz matrices structurées et dans ces deux références le résultat est

attribué o Gastinel.

1.2 Historique et motivation

Le résultat principal de la suite, en relation avec notre problématique, est d’étudier
la stabilité asymptotique globale d'un systeme de la forme
x=Ax + f(tx)

ol A est une matrice Hurwitz et la «perturbations» f(t,x) vérifie une inégalité du

type

I f(EX) I <y [lxl

uniformément en t sur I'ouvert ou ’on considérera 1’équation différentielle.
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1.2. HISTORIQUE ET MOTIVATION

Le probleme est donc, connaissant le spectre de A peut-on en déduire quelque chose

sur le comportement du systeme perturbé.

Le résultat est que si ¥ < B(A), ou B(A) est une constante dépendant de A dont
nous parlerons plus loin, alors le systeme est asymptotiquement stable.

— Si l'inégalité est vérifiée localement sur un ouvert contenant l'origine alors
I’asymptotique stabilité est locale et 'on pourra déterminer de maniere pra-
tique un ouvert contenu dans le bassin d’attraction.

— Si l'inégalité est vérifiée globalement sur IR”, alors le systéeme sera globalement

asymptotiquement stable.

Ce résultat est bien str un résultat de pertubation et a pour réminiscence le théo-
reme de Poincaré-Lyapounov. Le théoreme de Poincaré-Lyapounov, dans une de ses
formes, affirme que si f(t,x) = o(||x||) alors le systeme considéré est asymptotique-
ment stable. En effet avec cette hypothese la quantité y pourra étre rendue aussi
petite que l'on veut a condition de choisir un ouvert suffisamment petit.

Le résultat que nous présentons choisit un autre point de vue. Tout d’abord on
verra que dans un certain sens la quantité B(A) est la meilleure possible. Ensuite

B(A) étant fixé, on pourra chercher a déterminer I'ouvert le plus grand possible pour
que y < B(A).

La constante B(A) est tout simplement la distance de la matrice A a ’ensemble
des matrices complexes non asymptotiquement stables. La distance sur les matrices
étant celle correspondant a la norme matricielle induite par la norme euclidienne sur
R" ( Cela vaut aussi si ’'on prend la norme matricielle de Frobenius). Cette quantité
B(A) mesure donc la norme de la plus petite matrice E telle que A + E ne soit plus
asymptotiquement stable. Le résultat présenté est donc évident si la pertubation
f(t,x) = B.x ol est une matrice constante, il ne ’est déja plus si la pertubation est

linéaire non autonome f(t,x) = B(t).x vérifiant ||B(#)|l> < B(A).

Pour situer le résultat présenté nous allons le mettre en perpective par rapport a la

littérature.

La quantité B(A) a fait 'objet d'une étude systématique par deux communautés diffé-
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CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

rentes : les «numériciens » et les «controleurs». C’est C.F. Van Loan , numéricien
réputé (il est lauteur avec G. Golub du tres célebre livre Matrix Computations
[40]) qui a introduit cette distance en 1984 dans une conférence AMS-SIAM entre

numériciens et controleurs [131]. Il montre la relation

Ba(A) = min. o (iwl — A)

La notation f; signifie que I'on utilise la norme subordonnée a la norme euclidienne.
Pour les problemes de placement de poles robustes Kautsky-Nichols et Van Dooren
ont considéré cette quantité (A + BF) pour un feedback linéaire F rendant A + BF
Hurwitz. [81](1985).

La quantité B(A) est la bonne mesure pour la robustesse aux pertubations (constantes).
Van Loan fait remarquer que le nombre considéré comme mesure de stabilité par les

ingénieurs et les mathématiciens, « le module de stabilité» défini par

a(A) = max {Re(A)|A € Sp(A)},

est un mauvais indicateur de robustesse pour la stabilité.

Nous avons repris la notation de van Loan. Cette quantité n’a pas de notation
déterminée. Elle est aussi appelée borne spectrale (spectral bound) et noté s(A)
[66,119,120]. Elle est aussi appelée abscisse spectrale (notée p(A)) [113]. On trouve
abscisse spectrale avec la notation a(A) [123] ... La notation B(A) provient du choix
a par van Loan.

Le module de stabilité est la plus grande partie réelle des valeurs propres de A.
Or cette quantité est une mauvaise mesure de la distance a I'instabilité, donc de la
robustesse. On peut faire ’analogie avec déterminant qui est une mauvaise mesure
de la distance a la singularité.

De son coté la communauté du controle a commencé a s’intéresser a cette quantité
B(A). Hinrichsen (qui était présent a la conférence ou Van Loan a introduit f(A) )
et Pritchard ont publié a partir de 1986 une série de papiers sur le rayon de stabilité

des systemes linéaires [57-59, 63].
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1.2. HISTORIQUE ET MOTIVATION

Si cette quantité B(A) est significative, il faut un algorithme pour la calculer car
il s’agit clairement d’un probléme de minimisation non linéaire. Dans son papier
initial Van Loan n’a pu proposer que des estimations pratiques. Autrement dit un
algorithme basé sur une conjecture. Malheureusement J.W. Demmel [24] a montré

par des contre-exemples appropriés que cette conjecture était fausse.

Le premier a avoir proposé un algorithme efficace est un éleve de Van Loan, R.Byers,
la référence [18] soumise en décembre 1986, acceptée en septembre 1988!) . Son
algorithme utilise les propriétés des matrices Hamiltoniennes.

Il y a de fortes relations entre S(A) et la norme H, bien connue en théorie du
controle, de la fonction de transfert du systéme non pertubé G(s) = (sI — A)™!. En

fait il est évident que

1
p2(A) = GO

Ceci a été remarqué par S. Boyd, V. Balakrishnan et P. Kabamba [16] dans les années
1989. En fait cette remarque est contenue en germe dans les papiers de Hinrichsen
et Pritchard [57,58]. Que ces deux auteurs n’aient pas fait le lien avec le Hy, est
normal car on peut considérer que la notion de norme H,, a été éclaircie entre 1987
et 1990 ( voir les résumés [32,98] ). La relation entre Hy, et B(A) est reprise en 1990
par Hinrichsen et Pritchard [63].

Le résultat de Boyd et al , en 1989 [16], présente un algorithme par dichotomie
pour calculer la norme H, de C(sI — A)™'B + D. Leur démonstration généralise

celle de Byers. Ces auteurs proposent ensuite un algorithme convergeant de maniere

quadratique.

Aux notions précédentes on peut encore ajouter la notion de pseudo-spectre (pseu-

dospectrum ou e-pseudospectrum). On a la définition du e-pseudospectre

o.(A)={AeC |3, 1Al e Aea(A+AA) ],

ou la norme matricielle utilisée est une norme matricielle subordonnée. Cette notion
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CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

de pseudospectre est, avec la définition donnée ici, intimement liée a notre probleme.
En fait cette notion a été introduite de maniere indépendante au moins 6 fois dans
I'histoire : J. M. Varah (1967) [132], H. Landau (1975) [87], S. K. Godunov (1982),
L. N. Trefethen (1990), D. Hinrichsen and A. J. Pritchard (1992), and E. B. Da-
vies (1997). Landau a étudié le spectre asymptotique d’opérateurs intégraux, Varah
s'intéressait aux espaces invariants de matrices dans le contexte des problemes de
valeurs propres numériques dans le cas non-Hermitien, Godunov s’est intéressé aux

problemes de précision numérique des valeurs propres ...

C’est Trefethen [121]qui a considéré les pseudospectres dans le cadre des valeurs
propres instables des matrices obtenues dans le cadre des méthodes spectrales de
discrétisation. Le probleme qui a motivé cette communauté est que le spectre d’une
matrice qui est «éloignée» des matrices normales donne peu d’information sur le

comportement des semi-groupes e ou A”.

On se trouve ainsi en présence de trois communautés : les numériciens ( Van Loan,
Van Dooren, Byers, Trefethen, Demmel . .. ) les controleurs (Pritchard, Hinrichsen)
et les controleurs Hy, (Boyd, Bruinsma,. .. ) s’ignorant plus ou moins. Ils ont cepen-

dant tous en commun la considération de la résolvante et sa norme.

Il existe dans la littérature du controle un résultat de robustesse semblable a celui que
nous présentons. Il est démontré que si y < t(A), ot T(A) est une autre constante
dépendant de A, alors le systeme est asymptotiquement stable. Méme si ce résultat
n’est pas exposé sous la forme que nous lui donnons, méme s’il est démontré dans un
contexte différent, celui des observateurs, le résultat de convergence est contenu dans
un papier bien connu de F. E. Thau de 1973 [117] “observing the state of nonlinear

dynamical systems”.

Cet article, bien connu des spécialistes des observateurs est aussi abondamment cité
et utilisé par chercheurs sur les systemes incertains : [10] [22] [84] [102] [100] [138]
[139] [143]

Le résultat de Thau a été précisé par Patel et Toda [97] en 1980. Nous montrerons

que
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1.3. DISTANCE A L’INSTABILITE

©(A) < B(A)

Dans deux articles parus dans SIAM J. Control en 1988 et 1990, G. Hewer et C.

Kenney redécouvrent la constante de Thau [54,82]. IIs montrent que

T(A) = sepy(A, —AT)

ol on définit classiquement sep,(A, B) = g7, (BT @ [ -1 ® A).

A la différence du théoreme de Thau, leur résultat ne vaut que pour des pertuba-
tions matricielles constantes. Les démonstrations sont algébriques et longues. Nous
pensons que le cadre naturel est celui des systemes dynamiques et la stabilité se
prouve facilement avec les techniques de Lyapounov.

Les résultats précédents, pour la commodité du lecteur, seront démontrés et précisés.

1.3 Distance a I’'instabilité

Dans cette section nous faisons 1’état de I’art en ce qui concerne la distance a I'in-
stabilité pour les matrices.

Pour cela nous avons besoin de quelques préliminaires.

Tout d’abord on introduit la définition suivante

Définition 1.3.1 (module de stabilité) :

Pour une matrice A on définit le module de stabilité a(A), comme étant la plus

grande partie réelle des valeurs propres de la matrice A :

a(A) = AIEI;%) R(A)

On va maintenant introduire la distance a l'instabilité pour une matrice A stable
(i.e. a(A) < 0). C’est tout simplement la distance de A a 'ensemble des matrices

non stables, ol encore
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Définition 1.3.2 (distance a l’instabilité) :

B2(A) = in Il All>

On doit faire ici plusieurs remarques. Tout d’abord nous avons choisi la norme ma-

tricielle associée a la norme euclidienne de IR" :

I|A.x]|
lAll, = sup ——
x#0 |||

Si I'on désigne par p(A) le rayon spectral de la matrice A :

A) =
p(A) max | A

Il est bien connu que

A1 = (pATA)' = omax(4)

ol omgyx désigne la plus grande valeur singuliere de A

La deuxieme remarque est que en toute rigueur la définition devrait étre

pA) = inf | Al};

aA(A+A)20
Mais I'ensemble 7 des matrices vérifiant a(M) > 0 est un fermé. Cela provient du
fait que le spectre d’une matrice dépend contintiment des ccefficients de la matrice,
on en déduit que la fonction a est aussi continue. La distance entre le point A, qui
est un compact et le fermé J est donc atteinte a la frontiere de 7. Ce qui explique
le min et la relation a(A + A) = 0.
La derniere remarque est que méme si la matrice A est réelle, la «perturbation»

peut étre complexe.

La quantité a(A) est un mauvais indicateur de la robustesse de la stabilité. Dans [131]
van Loan donne un exemple avec matrice en dimension 10. Voici un exemple tres

simple : considérons la matrice
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-1 10"
A=
0 -2

Il est clair que le module de stabilité est —1 et pourtant la perturbation

0 0
AA =
2x10™ 0

rend instable la matrice A + AA et ||AA |, =2 x 107"
Par conséquent f(A) <2 x107".

Nous allons donner une autre expression, due a Van Loan pour f(A). Pour cela nous

rappelons un résultat classique sur la décomposition en valeurs singulieres. (par

exemple [26,40,122] )

Théoréme 3 :

Si A est une matrice réelle m X n alors il existe des matrices orthogonales U €

M(m,R) et Ve M(n, R telles que

U'.A.V = diag(os, ..., 0p)

ol 01 2 +++ 2 0p, p = min(m, n)

Les 0; sont des réels. Si la matrice A est carrée ce sont les racines carrées des
valeurs propres de la matrice symétrique positive AT.A et les o; s appellent les valeurs
singulieres de A.

On notera

Gmax(A) =01
et
Gmin(A) = 0p

Le résultat suivant est également classique :

26
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Théoréme 4 (distance a la singularité)
Soit A est une matrice réelle m X n. On note L [’ensemble des matrices de rang
strictement inférieur 4 min(m, n).

Alors on a la relation

b4, 5)) = min | A= min || A lle=dr(4, %)

La notation || ||[r désigne la norme de Frobenius
1
1Al = (Y 14,P) = (THAT « 4))’
ij

On trouvera ce résultat dans les livres classiques d’analyse numérique linéaire (par

Remarque 3 :

exemple [26, 0, 116, 122]). Pour la norme subordonnée a la norme euclidienne la
preuwve est en [40], pour la norme de Frobenius la preuve est en [116] .

La décomposition en valeurs singulieres a été découverte indépendamment Par Bel-
trami (1873) et Jordan (1874) et ensuite par Sylvester (1889). L’ extension aux
matrices complezes est due a Autonne (1912) et celle aux matrices rectangulaires a
Eckart et Young (1936). Le résultat d’Eckart et Young a d’importantes applications
aux statistiques, notamment les décompositions en composantes principales. La gé-
néralisation a la dimension infinie a été développée par Schmidt (1907, un éléve de
Hilbert, inventeur du célébre procédé d’orthogonalisation dit de Gram-Schmidt) et
Weyl.

En dépit de ces racines lointaines, la décomposition en valeurs singulieres ou SVD
(singular value decomposition) n’est devenue bien connue dans le domaine des ma-
thématiques appliquées qu’a partir des années 1960, quand Golub et Kahan ont pro-
posé un algorithme de calcul effectif. Méme apres cela, le monde mathématique a été
lent a reconnaitre la nature fondamentale de la SVD. Si maintenant la SVD est bien
présente dans la littérature des manuels anglo-saxons, elle est souvent ignorée en

France. Par exemple le classique «introduction a l’analyse numérique matricielle de
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P.G. Ciarlety lui consacre une demi-page, ce résultat est absent du livre d’analyse
numérique ( éditeur Hermann) de Sibony et Mardon.

La SVD est connue en analyse harmonique sour le nom de décomposition de Cartan.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer la proposition suivante :

Théoréme 5 [Van Loan/

Pour une matrice stable, on a la relation suivante :

Ba(A) = min 0y (il - A)

Nous donnerons une preuve d’un résultat plus général plus loin, qui contiendra celui
de van Loan. Ici la norme matricielle considérée est la norme subordonnée a la norme

euclidienne. La perturbation peut étre complexe. On remarque que

1 1
omax((iwl — A)™1) - liwl — A) )2

Oypipy (i@l = A) =

Remarque 4 :
On a ramené 'expression de po(A) a une distance a la singularité. L expression By(A)
signifie que l’on utilise la norme matricielle associée a la norme euclidienne. Si l’on

reprend la démonstration précédente on montre

Br(A) = min oy, (iw] = A)

Ce qui prouve par le théoréme (4) que

P2(A) = Br(A)

La quantité B(A) est liée a la norme H, de la matrice A. En effet on considere le

systeme stable

Xx=Ax
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La fonction de transfert est (sI —A)~'. La matrice (sI —A)™" est holomorphe en s sur
le demi-plan droit R(s) > 0, puisque A est stable. On considére la norme 2 de cette

matrice : || (sI — A)! ||;. La norme H,, de ce systéme est par définition

max || (51 = A o= max (o ((s1 - 4)"))

Il est classiquement connu dans la littérature H, que la quantité précédente est

égale a

max || (] =AY o= max (o (i1 = 4)”"))

Si 'on remarque que

_ . 1
O ax ((zwl - A) 1) = G (01 — A))

On a donc

1 1
min, || (iwl-A)lh  pa(A)

Ce qui prouve que la norme H, est l'inverse de 2(A)

max || (iwl—A)™" |p=

On va montrer plus loin un résultat analogue pour une norme matricielle subordon-

née.

1.3.1 Déstabilisation par des matrices de rang 1

Le précédent résultat est di a Van Loan [131] en 1985 . On va montrer, de la méme
maniere que la singularisation est obtenue par une matrice de rang 1, la déstabili-
sation peut s’obtenir par une matrice de rang 1. Le résultat est di a Hinrichsen et
Pritchard [57] en 1986.
On vu que

Ba2(A) = rarjleiﬂrzl Oiniwl —A)
et que le minimum était atteint. Soit wy ol le minimum est atteint. Parce que I'on

utilise la norme euclidienne
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BlA) = 0,ipliwel —A) = min [Gawol —A)z|

llzll=1
Soit un z qui réalise ce minimum, alors f(A) = ||(i wo I — A) zo|| et on va montrer que

la matrice de rang 1

A= (A - iC()()I)Z()ZB
est déstabilisante. En effet on considere la matrice i wg [-A—A. Elle est singuliere

car

| Gwol-A) - (A-iwD)z0z;| 20 =0

Ceci parce que zjzo = (Zo|zo) = 1
La matrice A + A a donc une valeur propre nulle, elle est dans le complémentaire

des matrices stables, par conséquent

B(A) < [IA]l.
Mais par ailleurs
I Al = max|| (A = iwoI) 2o zyzll = (A = iwo I) 2oll max Kzolz)| = p(A)
llzll=1 lIzll=1

1.4 Robustesse de la stabilité

On a vu que B(A) mesure la distance a l'instabilité d'une matrice stable. C’est
une mesure de bon conditionnement des problemes associés a la controlabilité, le

placement de poles etc. . .

Ba2(A) = rﬂr}el]lrg Omin (Iwl — A)
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Jusqu’a quel point peut-on perturber un systeme linéaire stable sans perdre la sta-
bilité ?
On connait déja la réponse quand la pertubation est linéaire :

X =Ax + Ax

sera encore stable pourvu que ||Allz < B(A). Peut-on dire plus dans le cas d’une

pertubation non linéaire ? La réponse est contenue dans [1,60].

Théoréme 6 (Stabilité et pertubation) :
On considere le systeme linéaire supposé asymptotiquement stable, défini sur un

voisinage ouvert Q de l’origine :

x=Ax

et le systeme pertubé

x=Ax+ f(t,x) (1.1)

ot la pertubation est uniformément Lipschitzienne sur €

IfE 0l <y lixll

St la constante de Lipschitz vérifie

y < B(A)

alors le systeme perturbé est asymptotiquement stable sur

Le théoreme classique de Poincaré-Lyapounov dit que si y est suffisamment petit le
résultat énoncé est vrai. Le théoreme proposé précise la grandeur admissible de la
pertubation.

Pour démontrer le théoreme et faire le lien avec les équations de Riccati, nous avons

besoin de la proposition suivante.

31



1.4. ROBUSTESSE DE LA STABILITE

Pro 1.4.1 :
On considere une matrice A stable. Soit y un réel positif, alors la matrice Hamilto-

nienne

A I
HV_[—V” -ATI

est hyperbolique si et seulement si

y < BA)

preuve 2 On considere les fonctions de variable complezxe

G(s) =sl-H,

et

D(s) = det(G(s))

On a en permutant les deux premieres colonnes blocs de sI — H,, :

-1 sI-A
sI+AT =21

Pour calculer le déterminant on peut utiliser le résultat sur le complément de Schur :

D) = (—1)" det(

st une matrice se décompose en blocs carrés A,B, C,D avec la matrice A inversible

alors :

det ([ ‘é [B) ]) = det(A) det(D — CA™'B)

note : ce résultat est classique en algebre linéaire,

D—-CA™'B

s’appelle le complément de Schur, il correspond a une transformation de Gauss par

blocs.
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On obtient alors

D(s) = (=1 = (sI + AT)(s - A))

Pour que iw soit une valeur propre de H,, il est nécessaire et suffisant que G(iw) = 0.

G(iw) = —y*I - (iw ] + AN (iw ] - A) = =1 + (iw] — A)'(iw ] — A)
St l'on note A(w) = (iwl — A)* (iwl — A) on a

Gliw) = Aw) — 21 (1.2)

La matrice A(w) est une matrice autoadjointe symétrique positive. En utilisant la

définition de B(A), la relation avec y on obtient les inégalités :

Oin (M@)) = min - g (AW)) = pAY > )2

Ceci implique immédiatement que si B(A) >y alors la matrice G(iw) est autoadjointe
définie positive. Elle n’est donc jamais singuliere et iw ne peut étre une valeur propre

de H,, qui est donc hyperbolique.

Réciproquement pour montrer que la condition y < P(A) est nécessaire on va rai-
sonner par contraposée. Supposons B(A) < y. On va montrer que H, a au moins
une valeur propre imaginaire pure.

La relation

Gin (M@)) = @ o-mm(l +£(A _ATy + %(ATA)) (1.3)

Implique immédiatement

wli)rpm [Umin (A(C()))] = +00 (14>

Comme de plus la fonction 0, (A(w)) est une fonction continue de w cela montre
que cette fonction atteint son minimum sur R. Par définition cette valeur mini-
mum est B(A)*. Comme on a supposé que B(A) < y, par le théoréme des valeurs

intermédiaires, il existe un wo pour lequel
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1.4. ROBUSTESSE DE LA STABILITE

Awo) =9*

Ce qui prouwve d’apres (1.2) que G(iwy) est singuliere et iwqy est une valeur propre

de H,. Ce qui démontre bien la nécessité de la condition sury.

On peut maintenant démontrer le théoréme (6).
On a par hypothése y < B(A). Choisissons € > 0 tel que l'on ait encore y*+€ < B(A)>.

La proposition(1.4.1) montre immédiatement que la matrice Hamiltonienne

A I
By=l _gree1 —ar

est hyperbolique. Par conséquent, d’apres le théoreme fondamental sur les équations
de Riccati, 'ARE

PA +A"TP+PP + (*+¢e)I = 0 (1.5)

admet une unique solution stabilisante P. En effet la paire (A,I) est évidemment
stabilisable et par hypothese la matrice Hamiltonienne associée est hyperbolique.

On peut réécrire celte équation (1.5) sous forme d’équation de Lyapounov

PA +A™P =-0

o

Q=PP + (*+e)l

La matrice symétrique vérifie Q > (y*+¢€) 1, elle est donc symétrique définie positive.
Cela implique que P > 0. On remarque que le fait que A soit stable sert a ce niveau.
Puisque P est une matrice symétrique définie positive, on peut considérer la fonction

de Lyapounov

V(x) =(Px|x)

On a alors le calcul
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CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

V(x) (Px|x)+(Px|x)
(PAx +PF(tx) | x) + (Px|Ax + f(t, %)) (1.6)

((PA+ATP)x|x) +2(Px]| f(t,x))

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, la relation de Lipschitz sur f et l'inégalité

sur le produit on a

2(Px|f(t, %)) < 2|yl IP x|l < IPxIP + »* |lxl* = (PPx|x) + y*(x|x)

Avec cette inégalité et le calcul (1.6), on obtient

((PA + ATP + PP +2I) x|x)

el (17)

<
<

La fonction de Lyapounov considérée est bien une fonction de Lyapounov stricte, ce

qui prouve la stabilité asymptotique sur 'ouvert de considération.

Remarque 5 :
Cette démonstration prouve que le résultat est vrai méme si les quantités considérées

sont complezes.

1.4.1 Un algorithme pour calculer 5(A)

L’algorithme de Byers [18] se programme facilement.
La proposition (1.4.1) permet de définir un algorithme par dichotomie pour calculer
B(A) pour une matrice stable.

Tout d’abord on a I'inégalité évidente.

0 < B(A) < llAll2

On choisit la moitié¢ de cet intervalle y = [|A]|z/2, on forme H, de la proposition
(1.4.1) :

— Si H, est hyperbolique alors y < B(A)

— Sinon f(A) < vy

On continue par dichotomie. Il est facile d’écrire le programme en Scilab :
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function d=beta(A,N)
//compute the distance of a matrix A}
//to the nearest unstable matrix.
// N is the number of iterations. By default N=10
//Check if A is stable
//vector of eigenvalues
Z=spec (A)
//check if an eigenvalue is in the right half plane
if or( real(Z >= 0))
error (A must_bea, stable matrix’)
end
ni=arg(2)
//parse input 1list
select ni
case 1 then N=10
end
a=0
b=norm (A)
//main loop bisection method
for i=1:N
gamma=(a+b) /2
//Hamiltonian
H=[A, eye(A);-gamma 2*xeye(A),-A"]
X=spec (H"2)
//test if the Hamiltonian is hyperbolic
nonhyp=or (imag (X)==0.%X<0)
if nonhyp==
a=gamma
else
b=gamma
end
end
d=gamma
endfunction

Remarque 6 Cet algorithme ne vaut que pour B,. En général trouver un minimum

1
global n’est pas facile, méme pour la fonction m L’avantage de [’algorithme

de Byers est qu’il modifie cette recherche.

Remarque 7 Dans [l’algorithme on recherche les valeurs propres d’une matrice Ha-
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miltonienne. Les codes pour cela ne sont pas largement accessibles (ni en Scilab, ni
en MATLAB). On peut se demander s’il est acceptable d’utiliser des routines stan-
dard de recherche de valeurs propres dans l’algorithme de Byers. En fait la réponse
est out, pour peu que l'on considere que les valeurs propres sont imaginaires si leur

valeur réelles calculée est inférieure a une certaine tolérance.

1.5 Rappel de quelques résultats classiques utili-
sés précédemment

1.5.1 Sur I’équation matricielle de Lyapunov

Pro 1.5.1 :

Dans l’équation de Lyapunov

PA+A'™P+Q=0 (1.8)

~ 8 Q = QT est symétrique et A stable (ou —A stable) alors la solution P unique
est symétrique

~ Si A est stable et Q = QT > 0 alors lunique solution P symétrique est semi-
définie positive i.e. P >0

~ Si A est stable et Q = CTC est telle que la paire (C,A) est observable alors
P>0

1.5.2 Sur I’équation algébrique de Riccati

On considere une équation matricielle algébrique de Riccati (ARE)

AP+ PA—-PBB'P+CI'C=0

On suppose qu’il existe une solution et que cette solution est «stabilisante», i.e.
que la matrice A — BBTP est stable (par stable il faut entendre, ici et par la suite,
asymptotiquement stable ).

On va énoncer le théoreme fondamental d’existence et d’unicité pour les solutions

stabilisantes .
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1.5. RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS CLASSIQUES UTILISES
PRECEDEMMENT

Théoréme 7 :

On considere

PA+ATP+PLP+Q=0

ou A,Q,L sont des matrices réelles, L est symétrique semi-définie positive ou semi-
définie négative et Q est symétrique.

On lui associe la matrice Hamiltonienne

A L
v % ]

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une unique solution symeé-
trique stabilisante est

— H est hyperbolique

— La paire (A, L) est stabilisable.

1.5.3 Sur ’équation de Sylvester

Théoréme 8 (solution de ’équation de Sylvester) :

L’équation de Sylvester

AX-XB=C (1.9)

a une unique solution si et seulement si Sp(A) () Sp(B) = 0

Ce résultat se démontre facilement

Démonstration du théoréme

Soit X une matrice de taille m X n, au lieu de ranger X en un tableau rectangulaire
on peut créer un grand vecteur colonne en empilant les colonnes de X de la gauche

vers la droite. Ce qui se traduit par

Définition 1.5.2 :

On associe a la matrice X le vecteur de R™ noté vec(X) défini par

38



CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

vec(X)(i + (j — 1)m) = X(i, j)

Remarque 8 :

Pour les heureux possesseurs de MATLAB ou SCILAB vec(X) = X(:)

Lemme 1.5.3 :

On a les formules

vec(AX) = (I, ® A).vec(X)

vec(XB)(= B” ® I,)).vec(X)

et

vec(AXB) = (BT ® A).vec(X)

Avec ces outils on a les équivalences

AX-XB=C
vec(AX) — vec(XB) = vec(C)
[I[,® A—-B'®1I,].vec(X) = C

11 suffit de constater que 'opération vec( ) est linéaire, puis d’appliquer les formules
précédentes. Cela ramene ’équation de Sylvester (1.9) a un systeme linéaire. On
constate que c’est une équation linéaire sur R™".

Les valeurs propres de [I, ® A — BT ® I,,] sont (A; — i) ou A; et u; décrivent respec-
tivement les spectres de A et BT (on a utilisé le fait bien connu Sp(B) = Sp(BT)).
La valeur 0 ne sera pas dans le spectre de [I, ® A — BT ® I,] si et seulement si

Sp(A) (N Sp(B) = 0. Ce qui démontre le théreme sur I’équation de Sylvester.
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1.6. DISTANCE A L’INSTABILITE POUR LES MATRICE DE METZLER
STABLES

1.6 Distance a l’instabilité pour les matrice de
Metzler stables

Les matrices de Mezler sont associées aux systemes dynamique positifs, i.e., qui
laissent invariant I’orthant positif.
En fait on montre qu’un systeme épidémiologique déterministe en dimension finie

peut s’écrire [80]

X =A(x)x + F(x)

Si ce systeme admet un DFE et sous certaines conditions génériques alors la Jaco-
bienne, calculée au DFE est une matrice de Metzler [80,127]. On voit que pour notre
probleme il est nécessaire de considérer la distance a l'instabilité pour les matrices
de Metzler stables.

Ce que Van Loan a noté f(A) est dénommé rayon de stabilité par Hinrichsen et Prit-
chard. On peut définir un rayon de stabilité pour différents types de perturbations :
complexes, réelles, réelles positives.

De maniere générale on a

Tc(A) < T’]R(A) < R, (A)
Dans la référence [113], Hinrichsen et Son proposent le théoréeme suivant
Théoréme 9 ( [113]) Si on considére une matrice de Metzler stable alors la dis-

tance a l'instabilité, calculée pour une norme matricielle, subordonnée a une norme

monotone sur R", est donnée par

1

re(A) = rr(A) = 1r.(A) = AT

Malheureusement, une lecture attentive de la démonstration proposée montre que ce

théoreme est démontré seulement pour la norme subordonnée a la norme euclidienne.
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Nous allons donner une preuve de ce résultat afin de montrer ou les auteurs de [113]
sont incorrects. De maniere rapide et avant de rentrer dans les détails, dans [113] on
utilise et on fait référence ades résultats de [57,58], ou il est clairement indiqué, dans
ces références, que la norme matricielle considérée est la norme euclidienne. A partir
du livre [62] de Hinrichsen et Pritchard on peut montrer ce théoreme ( exemple
5.3.22 page 301). Mais la démonstration nécessite de consulter le livre entier, ce qui
en fait une preuve compliquée. Nous allons donner une preuve élémentaire.

Si I'on considere le pseudo-spectre d’une matrice, il est clair que si A est une matrice

stable alors

rc(A) = min{ ¢ | 0.,(A) NiR # 0}

Tout d’abord donnons un premier résultat sur le pseudospectre [124,129]. On note

0(A) le spectre d’'une matrice.

Théoreme 10
On consideére une norme matricielle subordonnée || ||

Les définitions suivantes du pseudospectre sont équivalentes

1.
1
GS(A):{Seq:l mﬁg}
2.
G(A)={seC| AN, Al <e sea(A+A)
3.

0(A)={seC| FJuel |ull=1 [6I-A)ull<e

Si|l(sI —A)ul| < € et |lull =1 on dit que s est une e-pseudovaleur propre et u un

e-pseudo-vecteur propre.
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Par convention on note ||(sI—A)7!|| = oo si s € 6(A). Avec cette convention gy = 0(A)

et les trois définitions coincident. Il suffit de montrer le théoreme pour € > 0.

preuve 3 1 =3

Il existe u (non vecteur propre de A) avec ||ul]| =1 et

- _ 1
15T = A) " ull = IIsT =AYl = -

Si on pose v = (sl — A)~'u alors

IsI-A)ol| _ 1

[l loll —

0
On a bien 3 avec ﬂ qui est un e-pseudo-vecteur propre pour A.
v

3=2

Soit u avec ||u|| =1 et tel que ||(sSI — A)ul| <e. Posonsv = (sl —A)u et

u

lJull3
ot |||l2 est la norme hermitienne (respectivement euclidienne) de C* (respectivement
de R").
1

|lw||=—= etsu=Au—ov, dou

On aloll <e, (wlw ) =1, lwll} = TE
2

llull3’

su=Au—(wlwyv=Au-wuv=Au—-vwu=A-ovw)u

Soit s € 6((A —vw")).

1l reste a évaluer la norme de la matrice vw*

2
| vw 2| [wlz M ol Kwlw)|  lwll;
= — = ||7]| = lo]| < e

1zl =0 Izl [[zoll l[zoll

llow?

= maxX
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2=1

Soit u, |lull = 1 un vecteur propre de A + AA. Soit su = (A + AA)u, ou encore
(sI —A)u=AAu. Posonsv = (sl —A)u. Alors ||v|| = [|AAul| < ||AA]| [lu|| < e.

Maintenant

L= lull =1l 6I-A)" ol <l I=A) Rl < |l (ST-A) e

et finalement

lI(sI = A)~l

Remarque 9

La démonstration de 3 = 2 est complétement inspirée de la démonstration de Gas-
tinel (2). Elle utilise la norme duale. En effet on pourrait utiliser le théoréme de
Hahn-Banach pour justifier le fait qu’il existe une forme linéaire continue valant 1
en u, de norme 1 et se prolongeant sur K". Par le théoreme de Hilbert, cette forme
linéaire s’écrit {w | ®), et sa norme est précisément la norme duale de w, notée
lw*|P. On a vu que ||w*||° = 1. Dans le cas de dimension finie ce résultat s’établit

stmplement sans recours au théoréme de Hahn-Banach, ni au théoreme de Hilbert.
On peut maintenant montrer le théoreme suivant

Théoreme 11

On considére une norme matricielle subordonnée || || sur IR" ou C". Soit une matrice
A Hurwitz (asymptotiquement stable, que l’on raccourcira en stable). On désigne
par I le complémentaire des matrices Hurwitz. L’ensemble I est la fermeture de
l’ensemble des matrices instables.

Alors le rayon de stabilité rc(A) de la matrice est défini par

re(A) = min |IA]l.
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On a la propriété

1
A) = mi .
relA) = R TG A

Remarque 10

Ce théoreme contient celui de van Loan.

preuve 4 Comme A est une matrice stable, il existe une matrice A de norme mini-
male telle que A+ AA appartienne a la frontiére de 1. Par conséquent le module de
stabilité de A+ AA est nul. La matrice A+ AA admet une valeur propre imaginaire
iw. La matrice A+ AA —iwl est donc singuliére. La perturbation AA rend singuliére

la matrice iwl — A. Ce qui par le théoréme (2) entraine

1 1
i < <|| All= A
TR TGer-A0 = TGwr-a = 417
On a montré
| o
TR Tawi-a ='W

Réciproquement considérons la quantité

1 B 1
GGl 1l GwI—=A)7
Nous affirmons que cette fonction tend vers l'infini quand w tend vers oo,

En effet on a (iwl —A) = iw( — Z—A) Pour w suffisamment grand, on aura
w
1

|| — Al < 1. D’ou de manieére classique
iw

. _ 1 1 1 1 1
| Goil =A==l (- — A <= =
W' iw oIy~ L)~ Gel=14D

|wl

Ce qui montre que || (iwil — A)7Y| tend vers 0 quand w — +oo et prouve notre

affirmation.

44



CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

1
Comme de plus m est continue en w elle atteint donc son minimum sur R.
W

On peut donc légitimement écrire qu’il existe wy tel que

1 ) 1
———— = min —
IGGwo)ll o || Gwl—A)Tl

Ce qui, par le théoréme de Gastinel théoréme (2), entraine que la distance a la
singularité de la matrice (A —iwgI) est atteinte en une matrice de perturbation AA.
La matrice A —iwo I + AA est singuliere et donc a(A + AA) = 0. D’ou par définition

de rc

1
I Gwl—=A)T

rc(A) < ||AA|| = min

On note K un des deux corps de base R ou C.

Nous avons besoin de la définition suivante
Définition 1.6.1 (Norme absolue) [68]
Si x € K", on définit le vecteur |x| = [ |xi|]]. Une norme vectorielle sur K" est dite

Monotone Si|x| <|y| entraine ||x|| < ||yl pour tout (x,y).

Absolue Si|| x|| = |||x||| pour tout x € K"
On a le théoreme bien connu ( [68] 5.5.10)

Théoréme 12

Une norme sur K" est monotone si et seulement si elle est absolue.

Nous pouvons maintenant donner une preuve simple de I'affirmation de Son et Hin-

richsen [113].

Théoréme 13
On considere une norme absolue sur K". Soit A une matrice de Metzler Hurwitz.

Pour la norme matricielle subordonnée on a
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re(A) = ra(A) = rre(A) = ”Al—ln

preuve 5 Soit A une matrice de Metzler stable. Alors la matrice complere A — A1
est encore stable si R(A) > a(A). En effet a(A — A1) = a(A) — R(A).

La matrice A —R(A)I est encore une matrice de Metzler stable si R(A) > a(A). On
rappelle que, si une matrice de Metzler A est stable, alors 'opposé de son inverse
est positive —A™1 > 0.

1l est alors facile de voir, dans ce cas, que

+00
—(A-AD'= f et AAD gy
0

Par conséquent

+00
f et A-RWD dt) el e]->
0

—(A=RM)D7eilep)

|
([ 101 o]
g<

En d’autres termes

|-(A-AD"| < —(A-RW)D™

Par conséquent

IG(i w)| < Al = G(0)
Pour une norme absolue

46



CHAPITRE 1. ROBUSTESSE

IGG@)I < G©) = | A7l = max|| GGiw)

Ceci montre

L1
AT

On va reprendre la démonstration faite dans le théoréme (2) de Gastinel pour mon-
trer que la perturbation déstabilisante peut étre accomplie par une matrice de rang 1

. La matrice est donnée par

AA = —||AY|xy"

ou x est un vecteur de norme 1 tel que ||Ax|| = 1. Il est donc réel, puisque A est

une matrice réelle. Le vecteur y est donné par
-1
CSEP
A1 x]13
C’est encore un vecteur réel. Par conséquent AA est réelle. On a vu que A+ AA

est singuliére et que AA = ||A7Y|'. Ceci prouve que

rr(A) < [JAA]l = re(A)
1l existe donc une matrice réelle AA de rang 1, déstabilisante. Autrement dit a(A +
AA)=0
Soit A € 6(A + AA) et v un vecteur propre correspondant. Soit a un réel positif tel
que al + A > 0.

(RA)+a) o] <A +a)v| <[ (A+al)+AA] ol <(A+al+|A])]o]

Soit R(A) 0] < (A+]A|) |v] . La matrice A+|AA| est une matrice de Metzler, [v] > 0,
il est bien connu (voir l'appendice sur les matrices de Metzler, référence) que cela

implique a(A + |AA| > R(A).
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On a donc a(A + |A]) > a(A+A)=0.
On en déduit que a(A + |AA| ) = 0. La matrice positive est déstabilisante. Il faut

calculer la norme de |||AA||l. Mais il existe des vecteurs réels tel que

AA =uv"  |AA| = |ullo|"

10113 lIloll13
On a| AA| = ||u||”7”2 et || 1AAIl = Nl o 2 La norme étant absolue, ainsi que
la norme euclidienne on a || All =1 | Alll. La matrice |AA| est une matrice positive

déstabilisante et sa norme vaut rc(A).

On en déduit rr+(A) < rc(A). Ceci termine la démonstration.

Remarque 11 Ce théoréeme ne dit rien sur des mormes matricielles quelconques.
On donnera un exemple avec la norme de Frobenius ot [’on verra que ce n’est plus

vras.

1.7 Quelques considérations

Pour I'analyse de la robustesse on a donné des résultats pour des normes matricielles.
Pour le calcul explicite de la distance d'une matrice stable on dispose d'un algorithme
fiable pour la norme subordonnée a la norme euclidienne. Cela vaut aussi pour la
norme de Frobenius

Si la matrice est Metzler stable c¢’est encore plus simple. Tous les logiciels de
calculs numériques fournissant la norme d’un matrice pour les normes 1, 2 et oo.
Quand la matrice est Metzler instable on ne sait rien dire. Il s’agit d’un probléeme
d’optimisation sous contraintes. Il n’existe pas d’algorithme connu et ’on ne dispose
pas d’une formule & la van Loan (5). En dimension 2 nous avons choisi la norme
de Frobenius, qui a 'avantage d’étre simple a calculer. Elle est en outre convexe
et différentiable, ce qui permet de recourir aux technique des multiplicateurs de
Lagrange et d’obtenir dans certains cas des formules explicites. Toutes les normes
sont équivalentes mais il faut obtenir une estimation et la norme de Frobenius d’usage

courant en analyse numérique linéaire est un bon candidat.
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Chapitre 2

Robustesse et Nombre de
Reproduction de Base Ry

2.1 Introduction

L’abondante littérature consacrée au nombre de reproduction de base R, té-
moigne de son importance comme concept clé dans I’étude des systemes dynamiques
en épidémiologie mathématique, en écologie, et en demographie . [27,28,47,48, 73,
104, 114]

Il est bien connu en épidémiologie mathématique que le nombre de reproduction
de base Ry est une valeur seuil, qui apres introduction d’'une maladie infectieuse
dans une population, renseigne sur la possible extinction (Ry < 1), ou expansion
(Ro > 1), de 'infection dans la population donnée.

Certains auteurs prétent a Ry d’étre aussi une mesure d’évaluation d’effort a four-
nir pour éteindre une épidémie; en d’autres termes le cotit de 'effort a fournir pour
faire basculer un systeme endémique Ry > 1 en un systeme localement non endé-
mique.

Cette qualité allouée a Ry peut étre discutée a partir du moment ou la notion

d’effort devrait étre associée a une fonction cout.

Cependant, la distance euclidienne entre les parametres de deux systémes, en
choisissant un ou des parametres de controle, peut étre prise comme une fonction

cout particuliere.
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2.2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Il en ressort que le calcul de la distance entre le Jacobien d’un systeme pris au (DFE)

a la stabilité ( respectivement I'instabilité ) devient un outil pour tester la robustesse
de Ro.

On devrait toujours avoir les mémes conclusions sur le comportement du systeme
apres calcul du Ry et de la distance du Jacobien du systeme a la stabilité (instabi-
lité), pour garantir la robustesse de Ry, . Malheureusement ce n’est pas toujours le
cas.

En clair on va montrer que la distance de Ry a 1 qui est bien un indicateur de
la stabilité du Disease Free Equilibrium (DFE), (équilibre sans maladie) n’est pas
robuste.

Pour illustrer nos propos nous allons nous servir de deux modeles épidémiologiques ;
apres nous étre donné des parametres arbitraires, nous calculons le Ry correspondant
et la distance du Jacobien du modele a la stabilité (respectivement a I'instabilité)

selon que le nombre de reproduction de base est supérieur ou inférieur a 1.

2.2 Notations et definitions

Afin de mieux appréhender tout ce qui se dira dans ce chapitre, nous donnons
dans cette section quelques définitions et résultats nécessaires sur les matrices de

Metzler,

Définition 2.2.1 (Matrice de Metzler ) Une matrice de Metzler A est une ma-
trice telle que, A(i, j) = 0 pour tout indices i # j [0,74,95]. Ces matrices sont aussi
dites quasi-positives [111].

les matrices de Metzler sont les opposées des Z-matrices [0, 127]. Dans la suite
du document nous utiliserons les matrices de Metzler puisqu’elles apparaissent de

maniére naturelle dans les modeéles compartimentauz.

Définition 2.2.2 (Rayon spectral, Module de stabilté) Nous notons p(A) le

rayon spectral de la matrice A, lequel est défini si, Sp(A) représente le spectre de
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A, par

p(A) = max{|A| | A € Sp(A)}

et a(A) le module de stabilité
a(A) = max{RA | A € Sp(A)}

Ot RA denote la partie reelle de A.

la matrice A est stable ou encore Hurwitz si, a(A) < 0.

Définition 2.2.3 ( décomposition réguliere ) Soit une matrice de Metzler A.
On appelle décomposition réguliere A
toute décomposition de A de la forme A = F+V ou F >0 et V est une

matrice de Metzler- Hurwitz .

Lemme 2.2.4 (Varga,1962, theo 3.13, [134]) Soit une matrice de Metzler A
inversible. Pour toute décomposition régqulicre de A de la forme A = F+V, les

deuz assertions suivantes sont équivalentes :

A est une matrice de Metzler stable; 1. e
a(A) < 0.

p(-FV <1

2.3 Calcul de Ry : Méthode de van den Driessche
et Watmough

Dans cette technique de calcul |, Ry est définie comme le rayon spectral de « 1'opé-
rateur de la prochaine génération ». La détermination de 'opérateur implique la
répartition en deux compartiments; le compartiment des infectés (latents , infec-
tieux...) et le compartiment des individus non infectés.

Cette technique a été élaborée d’abord par Diekmann et Heesterbeek dans [29] et

puis reprise par Van den Driessche et Watmough dans [127] pour les systémes en
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2.3. CALCUL DE Ry : METHODE DE VAN DEN DRIESSCHE ET
WATMOUGH

dimension finie.

On considere un modele épidémiologique comportant n classes ou compartiments
homogenes. Le vecteur x représente I'état du systeme et x; est le nombre (ou la
concentration) d’individus dans le compartiment j. Les compartiments sont ordon-
nés de tel sorte que les derniers sont des infectés (latents, infectieux...). Les k premiers
compartiments sont les individus libres de I'infection (Susceptibles...).

Soit le vecteur x = x;, j =1,---,n, ol X; est le nombre (ou concentration) des indi-
vidus dans le compartiment j.

Soit F;(x) la vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment j. On note
par ‘VJ* la vitesse de transfert des individus dans le compartiment j par tout autre
moyen et "V]_ la vitesse de transfert hors du compartiment j. La dynamique définie

dans ce compartiment est :
%) = Fi(x) + Vi) - Vi)

On suppose que les fonctions sont au moins C'. Si on pose Vj(x) = (V]Jr(x) - (V]_(x)

le systeme précédent devient
Xj = 7:](3() + (Vj(X)

Un état du systeme xg est sans maladie, si les compartiments des « infectés » sont
vides. C’est le « Disease Free Equilibrium »(DFE), c’est a dire pour j > k, (xo); = 0.
Pour des raisons biologiques on a les propriétés suivantes :
L. x>0, Fi(x) 20, (V;r(x) > 0, ‘V]._(x) > 0 car les flots de matieres sont des
quantités positives.
Si un compartiment est vide, alors il n’y a pas de transfert d’individus hors du
compartiment par la mort, I'infection ou soit par tout autre moyen. Ainsi,
2. si x; = 0 alors ‘V]‘ = 0. En particulier si I'on pose X, = {x > 0; x; =0, i =
1,---,n} etsixeX,alors ‘V]_ = 0. En d’autres termes il ne peut rien sortir

d’un compartiment vide.

3. Si j < k alors Fj(x) = 0. Cela signifie par définition qu’il ne peut rentrer des

infectés dans les compartiments non infectés.
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4. Si xp est un état sans maladie alors F;(xp) = 0 et pour j > Kk, "V]Jf(xo) =0.

Quand il n’y a aucun infecté, il ne peut y avoir de maladie, donc on reste sans

infection.

Nous allons maintenant essayer de définir le nombre moyen de ré-infections produites
par un individu typique infecté dans un voisinage du DFE.
Considérons la dynamique du systeme linéarisé au voisinage du point d’équilibre

sans maladie, avec une infection bloquée
X = DV(xo)(x = x0) = DV (x0)(x — x0) = DV (x0)(x — xo).

Le résultat suivant précise la structure du systéme linéairisé DX(x) au voisinage de

I’équilibre sans maladie x;.

Lemme 2.3.1 Si xg est un DFE, alors les matrices DF (xo) et DV(xg) se décom-

posent en blocs

D¢<xo>=[g 2]

DYV (x,) = [ él {ﬁ ]
F >0 etV est une matrice de Metzler stable.

La preuve détaillée ce lemme se trouve dans [127].
La matrice —FV ™! est appelée la « matrice de seconde génération »( en Anglais

« next generation matrix »).

Définition 2.3.1 ( [29]) Le nombre de reproduction de base Ry est le rayon spectral

de la matrice de seconde génération : a savoir
Ro = p(~=FV)

L’interprétation suivante est donnée & la matrice —FV~! :
Considérons un individu infecté introduit dans un compartiment k > m d’une po-

pulation sans maladie. L’entrée (i,k) de la matrice —V~! est le temps moyen que
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I'individu passera dans le compartiment i au cours de sa vie, en supposant que 1'on
a bloqué la ré-infection. L’ entrée (j, i) de la matrice F est la vitesse a laquelle un
infecté dans le compartiment i produit des infections dans le compartiment j. Ainsi
'entrée (j, k) de —FV ™! est le nombre espéré de nouvelles infections dans le comparti-
ment j produit par un individu infecté introduit originellement dans le compartiment
k. Le rayon spectral de la matrice —FV~! est le nombre de reproduction de base. C’est

A dire Ry = p(-FV).

2.4  Une classe de modeles tests et leurs proprié-
tés

Nous prenons pour exemples deux modeles épidémiologiques a susceptibilité et
infectivité différentielles ( DIDS : Differential Susceptibility and Differentiel infecti-
vity epidemic model”); nous les appellerons dans la suite du document ( DIDSI)
pour le premier, et (DIDS2) pour le deuxiéme exemple. De tels modeles ont été
étudiés par Bonzi et al [14,71]. Le terme infectivité differentielle a été introduit par
Hyman et al en 1999 [72], par Jacquez et al, circa 1990s ;

Quant au terme susceptibilité différentielle, il a été introduit en 2006 dans [71] par
Hyman.

Pour bon nombre de maladies transmissibles, les facteurs d’infectivité et de suscep-
tibilité sont couplés .

Hyman et al [71] calculent le nombre de reproduction de base Ry et prouvent d’une
part la globale stabilité du DFE quand Ry < 1, pour le cas des incidences bilinéaires
et d’autre part I'existence d’un unique équilibre endémique lorsque Ry > 1.

Bonzi et al [14] prouvent les mémes résultats pour un modele DIDS plus général.
Cependant pour tous ces modeles la matrice de transmission Whom Acquire Infec-
tion From Whom(WAIFW) ( qui acquiert l'infection de qui?) est de rang 1, et la
stabilité de ’équilibre endémique est a chaque fois donnée par conjecture (Hyman
et al [72] ), ou prouvée pour un cas spécial par Bonzi et al [14].

Dans ce document nous prouvons entre autre que si Ry < 1, alors le DFE est globa-

lement asymptotiquement stable sur Porthant positif R% \ R x {(0,0)}.
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Dans les deux modeles nous avons deux types d’individus : les susceptibles S; divisés

en deux classes, et les infectieux [; eux aussi divisés en deux classes. Les deux
classes des susceptibles peuvent étre des non vaccinés et des vaccinés car générale-
ment 'immunité acquise grace a un vaccin n’est presque jamais parfaite. Les classes
peuvent aussi étre différenciées par le sexe des individus.

Le modele (DIDS1) est gouverné par le systeme d’équation différentielle 2.1, et

s’illustre par le schéma compartimental (2.1)

2.4.1 Modele DIDS1 et propriétés

FIGURE 2.1 — 51, 5, représentent les classes de susceptibles et I, I, représentent les
classes des infectieux.
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S1 =M1 — 1S —BuSili — BuSih + 1 L

Sy =Ny — 12 Sy — BuSaly — BuSala + 2 I

. 2.1
L = puSily + p1251, — (u1 + 1)L (2.1)

Iy =BuS:hi + PnSala — (2 + y2)L

Ou

— 1 S; est la classe des susceptibles i

2 I; est la classes des infectieux i

— 3 A dénote le taux de recrutement des susceptibles i

— 4 i le taux de mortalité des susceptibles i

— 5 Bij est la force avec laquelle les infectieuxi infectent les susceptibles j
— 6 y; représente la taux de guérison des infectieux i.

Et la matrice

_ | B P2
B= [521 ,Bzzl

résume les transmissions et est appelée who acquires infection from whom
( WAIFW ) (qui acquiere I'infection de qui)

Le calcul du Ry pour ce modele est donné par Brauer et al [17].
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Pro 2.4.1 Si Ry < 1 alors le DFE est globalement asymptotiquement stable, et si
Ro > 1, alors il existe un unique équilibre endémique qui est globalement asymptoti-

quement stable sur R*\ Dy, ou Dy = R2 x {(0,0)}

Preuve

Posons, Ny = 51 + I; et N, = S5 + I, nous réécrivons le systeme 2.1 et obtenons

le systeme suivant :

Nl = A - 1451 Ny
Nz =Ny — Ha N,
L =puN1— )L + Bro(Ny — L)L — (u + y1)h

Iy =Ba(Ny— L) + Baa(Na — L)l — (2 + y2)l

Pro 2.4.2 [’ensemble compact

K = lo,ﬁlxlo,&
251 U2

est positivement invariant et absorbant.

o)< ]
U1 Uz

Preuve

Pour cela nous allons nous servir du théoreme de la barriere , sur la frontiere ; A

la frontiere de K nous avons les implications suivantes.
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N1:O$N1>O

N2:O$N2>0

11 = Oﬁll :ﬁllelz >0
12 = Oﬁlz = ﬁ21NZI] >0
N1 = ﬁ = N1 =0
tH
A )
N, = =2 =N, =0
H2
A .
Il = = = Il <0
251
Ay
car ﬁll(Nl —11)11 <0 et ‘Blz(Nl — 11)12 <0 comme dans K, N1 < y_
1
A .
L="2=hL <0
Ua
Ay
car Bn(No =) <0 et fu(Na—DL), <0 comme dans K, N, < H_
2

Les implications précédentes prouvent que
Nl/ NZ/ Il/ 12
décroissent dans le temps et finissent par entrer respectivement dans les ensembles.

A A A A
NI <=, Np<=2, <=, L)<=
t H2 251 U2
et y demeurent. Ceci prouve que est K un ensemble compact absorbant et positive-

ment invariant.
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Théoréme 14 ( Vidyasagar [135], theorem 3.1) Soit le systéeme C', suivant dé-
fini sur RR" X R™

X = fx)

y=8(xy)
(2.3)

avec un point d’équilibre,(x", y"), i.e,

f(x)=0et gx,y)=0

Si x* est globalement asymptotiquement stable (GAS) dans R" pour le systéme
X = f(x), et siy* est (GAS) dans R™, pour le systéeme y = g(x*,y), alors (x*, y*)
est localement asymptotiquement stable pour (2.3).
En outre si toutes les trajectoires de (2.3) sont bornées , alors (x*,y*) est (GAS)

pour (2.3)
Muni de ce théoreme, il est suffisant d’étudier le systeme 2.2 sur

_ _ _ A _ A
Ky = [0,N]x [0,Ny] ot Ny = =%, et N, = =2
251 Uz

Il se réduit au systeme suivant :

L =BuWN1 L)L+ BNy — L)L — (w1 +y1) L

. _ _ 2.4
Iy =Pfu(No—DL)L1 + Boo(N2 =) I, — (2 + y2) I (24)
, I I .
Par un changement de coordonnées, ( x = YR ) le systeme (2.4) est
1 2
équivalent au systeme sur [0, 1] X [0, 1] suivant
¥ =fn(l-x)x+prl-x)y— (1 +y1)x

(2.5)

Y =B (l-yx+pul-y)y—(2+y2)y
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Les B;; sont modifiées pour satisfaire au nouvel ordre de grandeur des variables
xety

De maniere explicite , les nouveaux f;; sont :

B = BulNi
B2 = B12Na
Ba1 = PNy
B2 = PuN>

le modele (2.5) peut s’apparenter & une généralisation du modele de Ross [3,106].

L’ensemble [0,1) X [0,1) est positivement invariant, de plus dans cet ensemble
le systeme (2.5) est fortement monotone (voire appendice) et le Jacobien est stric-
tement antimonotone.

Nous pouvons donc appliquer le théoreme 6.1 de Hirsch [64]. Plus précisément si
Ro > 1, le point d’équilibre endémique est instable [28], donc toutes les trajectoires
ne tendent pas vers 'origine.

Aussi d’apres Hirsch [64], il existe un unique équilibre endémique p €]0, 1[x]0, 1]
tel que toutes les trajectoires de [0,1) X [0, 1] tendent vers p.

En examinant le champ de vecteurs a la frontiere, ceci prouve que le point d’équilibre

endémique est attractif sur ]0,1]x]0, 1].

2.4.2 Etude de la stabilité des équilibres du modele DIDS1

Stabilité locale de I’équilibre endémique

soit I’équilibre endémique p = (X, ), prenons le Jacobien en cet équilibre.

Br1(1—=%)— 11X — P2y — (1 +)1) P12 (1 —X)
Jac(EE) =

B (1-179) Bo(1=9) = Pui— P X — (U2 +72)
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Pour prouver la locale stabilité de 1’équilibre endémique, il suffit de prouver que

la trace de Jac(EE) est négative et le déterminant det(Jac(EE)) est positif.

L’équilibre endémique satisfait aux équations

Pul—-x0)x—(m+y)x= —prl-07

Bo(l=9 7= (2 +y2)7 = —Pa(1-9% (2.6)

[fri(1—=%) — (1 +71) —Prilx= —Pioy

[Bo(1=79) —(u2+72) —PuXlj = —Pu* (2.7)

En substituant les expressions (u1 +791) et (U2 +72) par leurs valeurs tirées des

relations du systeme (2.6) le Jacobien ci dessus devient :

—P12 % -pux  Pr(1l-%x
Jac(EE) = B
Pu(1-9%) —Pu % —Bni

Nous avons,

Tr(Jac(EE)) = 12 % — B X — P g —Bny<0

det(Jac(EE) = (B2 % + B11 %)(Bn g +Bny) —Pr2(1-%)p (1-7)

_2 2

= [P12f2 y} + B11fn % + B12fnX i + P12 X+ Pr2fu(l—x)y] > 0
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Tous les termes de det(Jac(EE) sont positifs puisque (%, i) €]0,1[x]0,1[, nous
avons

det(Jac(EE)) > 0

Ceci acheve de montrer la stabilité de Jac(EE) et la globale asymptotique

stabilité de I’équilibre endémique.

Stabilité de 1’équilibre sans maladie

A présent nous allons prouver la globale asymptotique stabilité de I’équilibre sans

maladie (DFE ) quand Ry < 1.

Nous savons que, pour Ry < 1, le DFE est localement stable, c’est a dire

det(Jac(DFE)) > 0 et Tr(Jac(DFE)) = 0

On considere la fonction de Lyapunov suivante sur [0,1] X [0,1] :

V(x,y) = —[Bn — (U2 + y2)] x + froy

Pour que ce soit une fonction de Lyapunov, c’est a dire définie positive sur
[0,1] x [0,1] il faut montrer que le terme —[Bxn — 2 +y2] est positif.

En effet la matrice Jacobienne a 'origine se réduit a

B — (p1 + 1) P12
Jac(DFE) =

P B2z — (2 +y2)

Puisque nous sommes dans le cas oi Ry < 1. son module de stabilité est tel

que a(]) <0,
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Ceci implique det(Jac(DFE)) > 0 et Tr(Jac(DFE)) = 0

En d’autre termes,

Ro < 1.

Tr(Jac(DFE)) = fi1 —(u1 +y1) + P2 — (U2 +92) <0

et

det(Jac(DFE)) = [B11 — (u1 + Y] [P — (42 +y2)] = P12far > 0

Des inégalités précédentes, il vient : 11 — (41 + 1), P — (U2 +7y2) sont de

meéme signe et leur somme est négative, donc le terme —[By — o + 2] est positif.

Donc quand Ry < 1. nous avons,

P11 < (u1+y1), et B < (U2 +72).

La dérivée de V(x,y) le long des trajectoires donne,
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V(x,y) =—[Bxn— (U2 + )%+ B2y

= —{f2 = (2 + ) (1= = (1 + 1)l

—[Ba2 — (U2 + y2)1 p12(1 = x) y

+B1222(1 = y) x + P12l fo2(1 — y) — (U2 + ¥2)1 y

< —[(Bo2 — (U2 + y2)(B11 — (1 + 1) — PPl x

B2 Y[— (B2 — (U2 +¥2) + (B2 — (U2 +72)]

= —[(B11 — (1 + 1)) Bz — (2 +72)) = P12 Paulx < 0

Ceci prouve que V < 0 donc I’équilibre est stable.

De plussi V =0 alors on a
—[(B11 = (u1 + 1)) (B2 — (U2 +y2)) = P12l x =0

comme [(B11 — (1 + Y1) (B2 — (2 + 72)) — P12 f21] > 0 ceci implique x = 0.
Par suite x =0, puis x = fpy=0 dou y =0

Ainsi le plus grand ensemble invariant contenu dans ’ensemble des couples (x, v)
qui annule V  est le singleton (0, 0)
On en conclut que  (0,0) est globalement asymptotiquement stable dans le

carré [0,1] X [0,1] d’apres le principe de LaSalle.

2.4.3 Modele DIDS2 et quelques propriétés

Notre deuxieme systéme épidémiologique est un cas particulier du modele (2.1)
et peut servir a décrire la dynamique de 'infection des maladies sexuellement trans-

missibles telle que la blennorragie, ou I'infection se contracte par contact avec le sexe
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OppOsé.
Nous avons alors le compartiment des femmes et celui des hommes.

Le modele est régi par le systeme d’équations différentielles 2.8 et illustré par la

figure 2.2.

Remarque 12 Les fleches rouges et en discontinues sur la figure 2.2 dénotent le fait
qu’il n” y a pas d’infections directe entre les infectés et les susceptibles d’un méme
type i. C’est le cas, des maladies sexuellement transmissibles. Quand [’hypothése

d’homosexualité n’est pas considéré dans la population étudiée.

FIGURE 2.2 - 51 et S, représentent les classes des susceptibles I1 I, représentent
les classes des infectieux
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S =N - p1S1—P1Si+y1 4
Sy =Ny — Uz Sy — B2Soli + 2 I
, 2.8
L =piS1 — (1 +y1)h (28)

L = B2Saly = (u2 + y2)a

Pour ce dernier modele, 2.8 le point d’équilibre sans maladie (DFE) est (S}, S, 0,0)".

Avec
A
5= 522

1451 Uz

Le Jacobien au DFE est donné par :
—(u1 +y1) 0 0  piS]
Jac(DFE) =V +F = +
0 —(u2+y2)| 1BS, O

0 BiS5]

Avec F = et V =

—(u1 +71) 0 ]

ﬁzsz 0 0 —(‘le + ')/2)

Connaissant FetV, le nombre de reproduction de base Ry est le rayon spectral

de la matrice A avec A =—-FV™!
On a donc Ry = p(-=FV~1) d’apres Diekmann et al [28,128)]

Nous avons,

p15]

) - (Hz +2)

p25;
(11 +y1)
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Le polynome caractéristique est

_ BBSS;
(1 +y1) (U2 +y2)

Pi(A) = A2

Il en découle que Ry = p(A), qui est la plus grande valeur propre de A en module

et nous avons

_ P1B255;
Ro = \/(Hl +71) (2 +72) (29)

Remarque 13 P. Van Den Driessche et al [128] donnent le Jacobien sous la
forme Jac(DFE) = F — V, avec une différence de signe sur V.

Dans ce document nous préférons la donner sous la forme Jac(DFE) = V +F, ducoup
V' apparait comme une matrice de Metzler stable, Cette préférence de signe vient du
fait que les matrices de Metzler apparaissent de maniéere naturelle dans les systemes
compartimentauzx. Le signe moins (-) dans la formule donnée ici du Ry di au faite

que les  Z-Matrices sont opposées aux matrices de Metzler.

2.5 Ry des modeles (2.1, 2.7) et distance du Ja-
cobien (Jac(DFE)) a l’instabilité et a la stabiité
selon les cas.

Cette section a pour but d’apprécier la robustesse de Rp.
Nous utilisons les modeles épidémiologiques décrits ci dessus (2.1), (2.8). Et a chaque
fois les parametres composantes du Jacobien donné, seront des valeurs arbitraires
choisies, mais qui garderont néanmoins les propriétés du systeme.
Ensuite nous calculons d’'une part le R, correspondant et d’autre part la distance

séparant le systeme a la stabilité ( instabilité).
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2.5. Ry DES MODELES (2.1, 2.7) ET DISTANCE DU JACOBIEN (JAC(DFE))
A L’INSTABILITE ET A LA STABIITE SELON LES CAS.

Le but est de montrer que ces deux indicateurs de stabilité sont indépendants.

Pro 2.5.1 Soit | = PDP™' une matrice 2 X 2 de Metzler symétrique stable.
D la matrice diagonale semblable a | par changement de base orthogonale P.

E la fermeture de ’ensemble des matrices stables S;

Nous avons,

d(J, S = d(D, S))r

Preuve

Nous avons d(],gt) = min g II] = sl

La norme de Frobenius est invariante par changement de base orthogonale.

11 vient donc,

IJ =slle =IPDP™" = slp = [ID — P~' s Pl

En outre s e E, et il existe une suite s, d’éléments de S; tel que s, — s

Tr(s,) < 0 et Det(s,) > 0.
Nous avons

(s, @ 8) «— (P's,P - P 'sP)

La trace et le déterminant sont invariant par changement de base, donc P~'s,P € S,
Et comme P~'s, P converge vers P~'sP, P7'sP est élément de E
Notons P7'sP =s’; quand s parcours S;, s’ aussi.
On obtient donc,

(], S;) = min ] - sllr = min||D - s'llp = d(D, Sy)

SESt s
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Cette derniere proposition 2.5.1 va nous simplifier les calculs sur la distance dans

les prochaines sections. Il suffira désormais de chercher la matrice diagonale sem-
blable a la Jacobienne (Jac(DFE)) supposée symétrique et d’appliquer directement
les résultats de I’ Annexe C sur le calcul des distances ( confere C.16 , C.19 ) pour

évaluer la distance du Jacobien (J(DFE)) a la stabilité ou a l'instabilité selon le cas.

2.5.1 Ry > 1, constant et distance de J(DFE) a la stabilité
tres petite

Considérons le systeme (2.8) avec les parametres suivant :

* * 2
B2S; = BiS; = n

1
(1 +y1) = (U2 +y2) = -

Calcul de Ry

Nous obtenons Ry = 2, a partir de I’expression ci-dessous

_ B1P2515;
Ro = \/(Ml +71) (U2 +72) (2.10)

Calcul de la distanced(], S)r

Avec les parametres choisis ci -dessus le Jacobien du systeme est :

Jac(DFE) =

69



2.5. Ry DES MODELES (2.1, 2.7) ET DISTANCE DU JACOBIEN (JAC(DFE))
A L’INSTABILITE ET A LA STABIITE SELON LES CAS.

Cette derniere matrice est symétrique donc diagonalisable et semblable a

1
- 0
n
D =
0 _3
n

d’apres la proposition (2.5.1) et le résultat (C.16) on a,

d(, S)e)r = d(D, S = %

Conclusion

Nous avons donc obtenu, un ensemble de modeles , pour lesquels Ry > 1 est
constant, mais la distance a la stabilité est arbitrairement petite. On peut donc
avoir un systeme instable indépendamment de la grandeur de n de (Jac(DFE)) ,

mais donc il suffit d'une petite perturbation pour la rendre stable.

2.5.2 Ry tres grand mais la distance de J(DFE) a la stabilité
tres petite

Prenons les valeurs suivantes pour les parametres,

* * * 1
p115] = P12S; = PS5, = B

P2S; = 5>

1 1
(U1 +y1) = 1+%, ([J2+7/2)=ﬁ
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Calcul de R,

En utilisant la notation de Van Den Driessche dans [128], nous avons :

1 1

— —= 1+L 0
Vi Vi Vi
J(DFE)=F -V = -
RIS I R
Vn 21 )
et
1
n\n
1+ +n Vi
—-FV =

—_
+
5

Apres calcul des valeurs propres de la matrice —F V!, nous obtenons

2
1[1 1 1 1 dn
Ro=p(-FVH=2|=+ +4/l5 - +
o =PV 2[2 1+ Vi \/(2 nvz) Vii+1
Quand 1 — 400, nous avons Ry ~ Vn
Reste a évaluer la distance d(J, S¢)r du jacobien (Jac(DFE)) a I’ensemble des ma-

trices stables.

Majoration de la distance d(], S;)r

Il est plus simple de majorer d(J,S;)r, que de calculer explicitement cette dis-

tance
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Nous rappelons que le Jacobien au (DFE) est

1 L
Vn
J]=F-V=
11
Vi 2n?
La matrice

1

-1 —

\Vn

7 =
11
\/ﬁ n

appartient a la frontiere (dS;) de 'ensemble des matrices stables car :

Tr(Z) < 0 et det(Z) = 0.

Comme la matrice Z € d8;, nous avons par conséquent :

1
2n?

S|

min||] —sllr = d(J, S)r < d(J, 2)r =

SE‘Sgk

(La distance calculée ici est celle de Frobenius.)

En d’autres termes, la distance de | a ’ensemble des matrices stables est plus

1
etite que — — —
P 4 n 2n?

Conclusion

Nous obtenons un ensemble de modeles pour lesquels avec un Ry arbitrairement
grand, mais donc la distance a la stabilité est arbitrairement petite.

Par exemple si nous prenons n = 100 nous avons Ry =~ 10.627 avec d < 0.01
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2.5.3 Ry proche de 1 par valeurs superieurs et la distance
de J(DFE) a la stabilité tres grande

Considérant le systeme (2.1) , nous choisissons les valeurs suivante pour les pa-

rametres :

,311 = ,322 = n?
P12 = P =n*+n

([~l1 +y1) = 2”2/ (Hz +7y2) = 2n*

Calcul de R,

De ces parametres, nous obtenons au DFE(1,1)

n? n?+n 2n> 0
F = et —V =
n’+n n? 0 2n?
ce qui nous conduit a
i 1.1
2 2 2n
—-FV™' =
1 N 1 1
2 2n’
1 1
et nous avons Ry = p(-FV™") = 1+ >
Calcul de la distance d(], S))r
Le Jacobien au DFE est
-n>  n’+n
J=F-V =
n+n —n?




2.5. Ry DES MODELES (2.1, 2.7) ET DISTANCE DU JACOBIEN (JAC(DFE))
A L’INSTABILITE ET A LA STABIITE SELON LES CAS.

La matrice | ci dessus est symétrique et est semblable par changement de base

orthogonale de la matrice P, a la matrice diagonale.

n 0

D=PJP! =
0 —2n*-n

} avec P71 = tP

La norme de Frobenuis étant invariante par changement de base orthogonale,
alors la distance de | a S; ensemble des matrices stables, est égale a la distance de
D = PJP' & S; ( confere proposition (2.5.1)) dans ces conditions la distance

de D & §; est donnée par la formule (C.16) et elle est égale a n.

conclusion

Nous obtenons une famille de modeles pour lesquels Ry > 1 tres proche de 1
par valeurs supérieurs mais avec une distance a la stabilité arbitrairement grande.
Par exemple si nous prenons n = 100 nous avons Ry = 1.005 avec d = 100
En d’autres termes , on peut avoir Ry ~ 1.005, bien qu'une tres forte modification
des parametres soit nécessaire pour rendre le (DFE) globalement asymptotiquement

stable.

2.5.4 Ryp< 1 et proche de 0 et distance de | a ’instabilité
tres petite

Dans cette section nous présentons une classe de systémes pour lesquels Ry
est trés loin de 1 par valeurs inférieures (précisément proche de 0), mais ayant une
distance arbitrairement petite a la I'instabilité.

En d’autre termes une petite perturbation fait basculer le systeme vers 'instabilité
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alors que Ry est plus petit que 1 et tres loin de 1. Nous considérons toujours le

systeme (2.8) avec les valeurs suivantes pour les parametres :
B:S; = BiS; = ~
292 = P1°9o1 — n

1
(‘U1+7/1):E (U2 +72) =1

Calcul de Ry

La formule o
2 ﬁ1525152

0

- (t1+71) (p2 +72) 29)

donne ici Ry = —-
n

Calcul de la distance d(J, U)r

Le Jacobien au DFE est donné par

Dans ce cas nous calculons la distance a l'instabilité avec une norme matricielle
différente de la norme de Frobenius.
Le Jacobien est une matrice de Metzler stable, nous pouvons utiliser alors le résultat
de Hinrichsen et al [56], énoncé dans le théoreme 5 de [56] et qui dit que, la distance

d’une matrice de Metzler stable A a ’ensemble des matrices instable est égale a,

1
d= ——
1A=
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ou la norme utilisée est une norme induite par une norme monotone ( voir défi-

nition) A.3.2 et A.3.1 sur R",

Nous avons l'inverse de ],

n-1 n2-1

Rappelons les définitions des normes infinie, et norme 1

Définition 2.5.2 ( Norme infinie et norme 1 d’une matrice ) Soit une ma-
trice A n X n, sa norme infinie (||.|l) (respectivement norme 1 (|.l1) ) se

définit comme suit :
n
IAlle = max Y las
1<i<n ry
]:

c’est la norme induite par la norme |||l sur R".

et
n
Al = max )" la|
1s]sni:1

c’est la norme induite par la norme ||| sur R".

Ces deux normes matricielles sont bien induites par des normes monotones sur
R?’l

Nous avons
n®+n
n? -1

7k = 1 e =

la formule de Hinrichsen s’applique, c’est a dire la distance | a l'instabilité est
donnée par

-1 1
= — ~ — quand n — o
nmw+n n

d(J, U)r)
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conclusion

M>(R) étant évidemment de dimension finie, toutes les normes sur R sont
équivalentes.
Nous en concluons que pour toute norme matricielle sur M>(IR) , nous pouvons

toujours avoir une distance arbitrairement petite a l'instabilité.

Remarque 14 Nous allons vérifier cette derniere affirmation en calculant la dis-
tance a linstabilité au moyen de la norme de Frobenius.

nous reprenons le Jacobien précedent.

| matrice de Metzler symétrique et semblable a la matrice diagonale,

Ay 0
D=Pjpl=
0 A

En utilisant la proposition 2.5.1, il nous revient que la distance a ['instabilité,
pour la norme de Frobenius, est égale a la distance de sa matrice diagonale semblable

a linstabilité.

Les valeurs propres de la matrice | sont :

1| n®+n n® —n\’ n
AM === + +4
T2l -1 \/(nZ—l) n2—1

et
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A L’INSTABILITE ET A LA STABIITE SELON LES CAS.

1| nP+n 3 —n\ n
=5 - +4
A2 21 n2-1 \/(nz—l) nz -1

Le résultat (C.19) , nous dit que la distance par la norme de Frobenuis de la

matrice

—-a 0

A= } aveca > 0,eth >0

0 -b
a l’ensemble des matrices instables U est, min(a, b)

1l vient donc

1| nP+n 3 —n\* n
A, We =511t \eo1) T4 e

A laide des développements limités, nous obtenons :

d(J, U)r =~ % quandn — oo

2.5.5 Ry < 1, et proche de 1 par valeurs inférieures , mais
avec distance de | a I'instabilité tres grande

Dans cette section nous présentons une famille de modeles pour lesquels Ry est

arbitrairement proche de 1 par valeurs inférieures , mais dont la distance a l'insta-

bilité est arbitrairement grande.
Nous reprenons le systeme (2.8) avec les valeurs suivantes pour les parametres.

BaS; = 1Sy = 1’

3

1 n
(H1+7/1):E (li2+7/2):n_1

78



CHAPITRE 2. ROBUSTESSE ET NOMBRE DE REPRODUCTION DE BASE
Ro

Calcul de R,

De I'équation (2.9),
o BESS;
O (i + 1) (g2 +02)

1

nous avons Ry = (1 — —)>2.
n

Calcul de la distance d(],dU)r

Le Jacobien est donné par,

n
2
— n
n—1
J= \
n? !
n-1
Nous obtenons apres calculs,

-1 -1 n-1
7 =1 oo = =5

De nouveau d’apres Hinrichsen, la distance a l'instabilité est :

di=de = 1~nquandn—>oo

conclusion

La distance a l'instabilité peut donc étre arbitrairement grande avec un R, au

voisinage de 1 et inférieur a 1.
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Chapitre 3

Robustesse et Nombre de
Reproduction-type 7

3.1 Introduction

Dans une série de publications [48,103] Heersterbeek et Roberts, introduisent un
nouveau nombre seuil épidemique 7 .
Ce seuil trouve sa raison d’étre quand il est question d’analyser les modeles ayant
plusieurs types d’hotes, différents par des caractéristiques épidémiologiques.
Si nous identifions n différents types de susceptibles dans une population donnée
(de susceptibles), notons K la matrice de la prochaine génération d’infectés ( la
next generation matrix) [28] donc les éléments sont les  Kj;.
Les éléments de K ont une signification similaire a celle de Rp.  Par exemple Kj;
est le nombre attendu d’infectés secondaires dans la population des susceptibles de
type i quand on introduit un infectieux de type j dans la population totale des
susceptibles.
Le concept du nombre de reproduction de base Ry apparait donc peu adapté
quand on s’intéresse a la dynamique de l'infection dans une population des suscep-
tibles quand l'infection arrive par un infectieux spécifique.
Pour illustrer nos propos, prenons le cas du paludisme dont la population des sus-
ceptible est constituée par les humains et les moustiques. Appelons les humains

hotes de type 1 et les moustiques hotes de type 2. Nous avons Ky = Ky = 0;
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Ce qui signifie qu'un humain n’infecte pas directement un humain, et un moustique
n’infecte pas directement un moustique.

K1, est le nombre de nouveaux humains infectés attendu quand un moustique
est introduit dan la population des susceptibles.

K51 est le nombre de nouveaux moustiques infectés quand un humain malade
est introduit dans la population des susceptibles.

Nous avons dans les deux cas, humains ou moustiques Ry = VKiK. Par
contre le nombre de cas secondaires d'une infection humain a humain arrive a la
deuxieme génération, ceci du fait de la présence du vecteur moustique. Dans ce cas,
le nombre de cas secondaires est Rg. (Heersterbeek et Roberts 2003 )

On pourrait donc définir le nombre de reproduction type 7  comme le nombre de
cas secondaires total attendu dans une population de susceptibles de type différents,
apres 'introduction dans la dite population, d'un infectieux de type spécifique du-
rant sa période infectieuse. 7 est considéré comme un seuil épidémique au méme
titre que Ry.

Dans la premiere section nous donnons la définition mathématique et I'implémenta-
tion de 7, suivra l'exposition de quelques propositions donnant des implications et
équivalences existantes entre 7 et le nombre de reproduction de base.

Dans la deuxieme section nous verrons si la distance de 7 a 1, permet d’évaluer 1’ef-
fort a fournir pour faire basculer un systeéme stable, respectivement(instable) vers
I'instabilité, respectivement (stabilité). En d’autres termes, nous testons la robus-
tesse de l'indicateur 7.

Pour ce faire nous nous servirons des systemes épidémiologiques (2.1), (2.8) puisque
ayant des compartiments des susceptibles différents par leur maniere de contracter

la maladie.

3.2 Nombre de reproduction-type 7

Nous rappelons la définition donnée dans le papier de Heesterbeek [48] :

Dans les n différents types d’hotes, on consideére un sous ensemble défini dans
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I’ensemble des indices I; C {1, ..., n}

La matrice P est la matrice de projection définie comme une matrice diagonale
satisfaisant P; = 1sii € I et P; = 0 sinon.

La matrice K est la "next generation matrice” nXxXn du model épidémiologique et

la matrice I est la matrice identité n X n.

Définition 3.2.1 ( [48]) Si p((I-P)K) < 1 le nombre de reproduction type T est
défini par
7 = pPM))

avec

M = K[I- (I~ P)K]""

3.2.1 Implémentation de la Matrice ( M )

M = (my,) est la matrice dont chaque élément est la somme totale a une géné-
ration donnée des infectés de type a quand on a introduit au départ un infectieux
de type b dans la population totale.

Le but de cette section ici est de retrouver I'expression de la matrice M donnée
dans la définition précédente 3.2.1

Soit donc K la matrice de la prochaine génération, e le vecteur unité dont le
premier élément est 1 et les autres zéro.

Quand nous introduisons un infectieux de type 1 par exemple, nous obtenons le
vecteur P Ke donc I’élément non nul est le nombre d’infectieux de type 1 obtenu a la
premiere génération. et ([ —P)Ke est le vecteur dont les éléments sont les nombres
d’infectés d’autres types obtenus a la premiere génération apres 'introduction d’un
infectieux de type 1. A la deuxieme génération, ayant mis de coté les infectieux de
type 1 de la premiere génération, on récolte les infectés obtenus de type 1 obtenu a
partir des infectés d’autres types. Donc , on applique PK au vecteur (I — P)Ke
et obtenons PK(I — P)Ke.

On reprend le méme procédé en écartant a chaque génération, le nombre d’infectieux

de type 1, pour ne compter que le nombre d’infectés de type 1 obtenu a la génération
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suivante par le biais des infectés d’autres types. Rendu a la i-éme génération , nous

obtenons PK[(I — P) K] e.

schéma récapitulatif du procédé d’obtention du nombre d’infectés de
type 1 a chaque génération

Nous avons ci dessous le schéma récapitulatif du procédé.
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Colone comptant le nombre Colone comptant le nombre
d’infectés de type 1, qu'on obtient d’infectés d’autres types a chaque
aprés chaque génération , avec au génération
départ un seul infectieux de type
L.

FI1GURE 3.1 — Schéma nombre d’infecticux du type 1 par génération
85



3.2. NOMBRE DE REPRODUCTION-TYPE T~

calcul de M

D’apres la figure 3.1 le nombre d’infectés obtenu de type 1 a la iéme génération

est :

' PK[I-P)K] e = " K[I-P)K]" e
care' P =e’.
Nous avons
M =Kz [(I-P)K]™
en faisant éclater cette somme , nous obtenons la série suivante.

M =K+K[(I-P)K]+K[I-P)KP2+K[I-P)KP+..K[I-P)K]" + ........

—K[I+[(I-P)K]+[(I-P)KP+[(I=P)KP + ...[([= P)K]"] + eoo...

Quand la série M converge nous avons;

M =KE2 [(I-P)K]™' = K[I - I-P)K]]™"

Remarque 15 Si p(I-P)K) < 1 alors la serie définissant M converge ( confere
A.8.2 ) etlona :

o

M=K Z[(I—P)K]f —K[[- (- P)K]™

j=0

La matrice [I — (I — P)K]™ existe et est positive si et seulement si

p(I-P)K) < 1.

Il peut arriver que [I — (I —P)K] soit inversible avec p((I — P)K) > 1. mais dans
ce cas l'inverse n’est plus positive
Avant d’examiner le comportement de T puis sa robustesse, nous aurons besoin de

quelques propriétés.
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Dans [48] Heesterbeek énonce ( propriete(i)) que si K est irréductible alors :

T >1= R >1

La preuve donnée dans []8] n'est pas facile a vérifier De plus, lirréductibilité de K

n’y est pas requise de maniere spéciale.

Dans la proposition qui va suivre, nous prouvons quelques relations entre 7 et Ry.
Pour ce faire nous avons besoin d’un lemme technique. Les résultats de ce lemme
peuvent étre déduits des résultats de [5] sur les matrices positives et étendus aux
matrices de Metzler. Cependant nous donnerons une preuve simple basée sur les

propriétés dynamiques des matrices de Metzler.

Lemme 3.2.2 Soit A une matrice de Metzler.
Premier cas : S’il existe v>0 tel que Av <0, alors a(A) < 0.

Deuxiéme cas : S’il existe v> 0 tel que Av <0 et A estirréductible alors

a(A) < 0.

Troisiéme cas : S’il existev > 0 tel que Av> 0, alors a(A) > 0.

Preuve

Les matrices de Metzler laissent invariant ’orthant positif IR.

Premier cas : v> 0 tel que Av <0

Considérons la fonction de Lyapunov V(x) = (x|[v) sur R} pour le systeme
linéaire x = A" x.

Nous avons par suite

(x|Av)y < 0

V(x) = (iloy = (AT xfv)
Par le théoreme de stabilité de Lyapunov ceci prouve que 0 est stable sur R’}.
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Montrons que si le systétme % = ATx est stable dans R, il 'est dans IR".

Soit x(0) € R", nous avons;
x(0) = x1(0) — x2(0) avec x1(0) € R} et x,(0)) € RY.
Par définition de la stabilité de 0 sur IR?} nous avons :
Ve>0 36> 0 tel que [|x(0)| <6= Yt>0, [|e""'x(0)|| < e

supposons [|x1(0)]] <0 et |[x2(0)]] <6 alors

led tx 0)| <€, Y E20
et
leA )| < e, Y t>0

De I'inégalité triangulaire, nous avons,
e x@)Il = lle*"x1(0) = e xa(O) < lle™ (O] + [l x2(O)| < 2, V£ 20
Nous avons la la définition de la stabilité de I'origine sur IR" et par suite

S(AY) = a(A) < 0.

Deuxiéme cas : A irréductible v > 0 tel que Av < 0.
Si A est irréductible, le principe d’invariance de Lasalle permet de conclure a la

stabilité asymptotique

D’apres le premier cas, (avec la méme fonction de Lyapunov V(x) = (x[v))
0 est stable et donc a(A) < 0; on applique le principe d’invariance de Lasalle ; donc

on cherche le plus grand ensemble invariant inclus dans

E ={x € R" tel que V(x) =0}

Puisque,

V(x) = (x]v) = (AT x|v) = (x|[Av) < 0
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Nous avons,

E = {xe]R’i tel que (x|]Av) } =0

= {x € RY tel que x; = 0, si (Av); # 0}
Soit I le plus grand ensemble invariant inclus dans E;
six €1, alors (¢''x); = 0, Vt > 0 Soit alors i tel que (Av); # 0 on a donc,
'x); =0 Vi>0
donc % = 0 (pour x = ATx)
or nous avons; X; = Y i.; a;x; =0 (du fait que x; = 0 et x = AT x)
Or A  est une matrice de Metzler, donc nous avons aj; > 0 et x; > 0 donc

xj=0,Vjtel que a;; # 0.

Dans le graphe dont A est la matrice d’incidence, tous les sommets j pour
lesquels il y a un arc partant de i et entrant dans j sont tels que x; = 0
Si on reprend le raisonnement ci-dessus, on voit que tous les sommets {k} qui sont
accessibles a partir du sommet {i} par un chemin orienté, vérifient x; = 0; comme
A est irréductible, tous les de sommets k sont reliés & i par un chemin orienté donc
Xe =0; Vk.Donc I={0}et 0 est globalement asymptotiquement stable sur RY;
et comme R} engendre R”. Nous avons la stabilité de 0 sur IR” (confere premier
cas) et par suite

s(A") = a(A) < 0.

Troisieme cas : v > 0 tel que Av > 0.
On considere la méme fonction ( qui n’est plus définie positive sur R” )
V(x) = {x[v)
Par conséquent nous avons :
V(x) = (x|v) = (AT x|v) = (x|[Av) > 0
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On considere 'hyperplan
H. = {x e R} tel que (v|x) =€} oue >0

Alors pour tout xy € au polyedre P = {x € R" tel que (v|x) > €}

v
(qui est non vide car W) € P et tel que 0 n’appartient pas a P)
v

La trajectoire x(t) issue de xp reste dans P ( puisque V/(x(t)) est croissante et
que R" est positivement invariant ) et donc x(f) ne peut tendre vers 0 quand ¢
tend vers oo. On dit que H, est une barriere.

En conclusion 0 n’est pas asymptotiquement stable sur R" nisur IR’ et finale-

ment  s(A") = a(A) > 0.

Pro 3.2.3 Nous avons les implications suivantes :

1. S51 K est irréductible
T <1= Ry < 1.

T >1—=>Ry > 1.

T =1 RO = 1.
2. Quand T est le nombre de reproduction-type correspondant a un seul type, et

que K est irréductible les implications précédentes sont équivalentes,

T <l—=R, <1
T>1—= Ry > 1.
T =1—=Ry, =1.
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CHAPITRE 3. ROBUSTESSE ET NOMBRE DE REPRODUCTION-TYPE T

Preuve de la proposition (3.2.3)
a ) Supposons p((I —P)K) < 1. Soit la matrice

M =K Z[(I—P)K]f = K[I-(I-P)K]™.

j=0
montrons que :
M(K-I) = (MP-I)K (3.1)

Nous avons
M = K|[I - (I—P)K]‘1

De I’égalité ci-dessus découlent les suivantes
M(EK-I) = K[I-(I-P)K]'[-(I-K)+ PK-PK]
MK -I) = K[I-(I-P)K]'[-(I - (- P)K) + PK]
M(K —-1) = [-K + MPK]

M(K = 1) = [MP - I]K.

b) K est une matrice positive et irréductible dont la plus grande valeur propre
est réelle et vaut Ry, donc, d’apres Perron-Frobenuis il existe v > 0 tel que
Kv=Ryv.

Montrons que
(MP -)HRyv=R-1)M v (3.2)

De la relation Kov = Ryv. on déduit successivement les égalités suivantes

Kv-v =Ry —-1v
(K-DHo=Ry—-1)v

MK-Dv=(Ry-1)Mo
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3.2. NOMBRE DE REPRODUCTION-TYPE T~

Alors d’apres  (3.1) nous obtenons :

(MP-D)Kv = (Ry— 1) M

(MP—I)R()U = (RQ_ 1)MU

c) Montrons maintenant (sous 'hypothese K irréductible) que Mv >0

Par hypothese, p((I — P)K) < 1 donc la série Z;;O[(I — P)K]/ converge et sa
somme est [[ — (I — P)K]™; de plus puisque nous avons K >0, I—-P >0 on
a[(I-P)K) >0 ie chaque terme de la série Z;O[(I — P)K ] est positif. et
finalement Z;'O:o[ (I-P)K) > 0 est limite d’une suite de matrice positives c’est a
dire [I-(I-P)K]™' >0.

Considérons le vecteur v >0 mis en évidence dans (b),
alors [I-(I-P)K]'v > 0;

En effet d'une part [ —(I-P)K]™' >0,etv >0, donc [[-(I-P)K]'v >0
d’autre part si ce produit avait une composante nulle la matrice [I — (I — P)K]™!

aurait une ligne nulle et ne serait pas donc inversible.

Enfin Mv = K [I-I-P)K]'v >0

En effet d'une part K> 0; [I — (I — P)K]™'v > 0 (confere ce qui précede).
donc le produit K[I - (I - P)K]™ v > 0.
D’autre part, de nouveau, si ce produit avait une composante nulle, alors K aurait

une ligne nulle et ne serait donc pas irréductible.

1. Venons-en a la démonstration proprement dite des trois cas de la proposition

3.2.3

Premier cas : Ry > 1
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Ro—1
On a (confere I’équation 3.2) : MP—-1)v = ( OR )Mv
0

Par ailleurs on av >0, Mwv> 0 (confere (c))et Ry>0
Ro—1
donc R )MU > 0. clest adire (MP—-1v >0, (MP—1) est donc une
0
matrice de Metzler pour laquelle 4 v > 0 tel que (MP —1)v > 0;

on en déduit, d’apres le lemme 3.2.2 (troisieme cas que) s(M P —1I) > 0.

Or stMP —1I) = s(MP)-1=p(MP)-1> 0, car (MP)>0 donc d’apres Perron-
Frobenius, s(M P) = p(M P))

finalement 7~ = p(MP) > 1.

On a donc obtenu Ry >1 = 7 >1, soit par contraposition : 7 <1 = Ry < 1.

Deuxiéme cas : Ry < 1

Par le méme raisonnement, on a: 3 v>0 tel que (MP-1)v <0;

d’ou, d’apres le lemme 3.2.2 ( premier cas) s(MP —1) = p(MP)-1< 0, ie

T = p(MP) < 1.

On a donc obtenu Ry <1 =7 <1,

soit par contraposition : 7 >1 = Ry > 1.

Troisiéme cas : Ry =1

On déduit des deux premiers cas que 7 =1 Ry =1.

2 Propriétés de 7 dans le cas d’un seul type de susceptible
Dans ce cas, P peut s’écrire P = ee*, ol e est un vecteur de la base canonique

de R" qui correspond au type d’hote choisi.
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3.2. NOMBRE DE REPRODUCTION-TYPE T~

Donc la matrice PM = ee* M est de rang 1.

En effet, si nous choisissons le type d’hote 1, nous avons :

0 0
O 0 o0 :
p= 0 0
0O O 0
O 0 0 o0
0 . ..« 0 0 O
mll le oo RS RS mln
Mno1
et la matrice M =
mnl oo oo .« oo ml’li’l

Quand on fait le produit de ces deux matrices nous avons :

0 O mll mlz oo .o PEEarY mln
0 0 0 --- .- 1
PM = 0 0 :
0 0 :
0O 0 O :
o - -~ 0 0 O M M
mll m12 oo oo RS mln
0 0
: 0
0 oo cee e e 0

On voit clairement que notre matrice est de rang 1 et aussi sa plus grande valeur

propre est mq; dans le cas ou on s’intéresse au premier type de susceptible.
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nous avons p(PM) =T = my

Dans le cas général, nous avons une formule explicite de 7~
T = (Mele) =m;; si e=e¢; (3.3)
Reprenons la formule 3.2
(1 -Ro)Mov =Ro(I- MP)v
multiplions a gauche par P, on a :
(1-Ro)PMov =Ry(P—- PMP)v
prenons le produit scalaire avec e il vient :
(I =R (P Mole) =Ro({ P vle —(PMPv le))

Or, Pv = (vle)e (projection orthogonale de v sur e), d’ou :

(1 =R (P Mole) = Ro(vle) —Ro(vle}P M ele)
Or, PMe = ee® Me = (Mele)e = Te, il vient :
(1= Ro)(PMole) = Ro(vle) — Ro(vle)T
= Ro(vle)(1 = T)

Finalement nous avons (1 — Ro){(P Muvle) = Ro{vle)(1 —T)
Dans cette derniere formule nous observons que (vle) > 0 car v > 0;
(PMuole) > 0 car PMov > 0 du fait que Mo > 0.

On en conclut de maniere évidente que :

T<l1l—=%R) <1.
T>1= R, > 1.

T =1—= %Ry, =1.
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3.3. CALCUL DU NOMBRE DE REPRODUCTION TYPE 7 POUR LE
MODELE (?7)

3.3 Calcul du nombre de reproduction type 7
pour le modele (2.1)

Nous calculons le nombre de reproduction type pour le cas du systeme (2.1)
nous rappelons la définition (3.2.1)

Si p((I = P)K) < 1 le nombre de reproduction type 7 est défini par

T = p(PK[I - (I-P)K]™).

A travers cette section nous introduisons par commodité les notations T =

(I-P)K) et M = K[I - T]".

3.3.1 calculs des matrices K, Pet T
Calcul de la matrice de la prochaine génération K

Pour le calcul de K et le Jacobien au DFE, il est nécessaire qu’on puisse “incor-
porer” les équilibres S7 et S7 dans les coefficients f;;.
(cestadire S;=1, S5=1)

Pour simplifier les notations nous substituons aussi p; a y; +y;

Avec ces conventions, nous obtenons le Jacobien | au DFE:

rll — H1 512 ]
] = .
P21 P2 — o

La matrice de la prochaine génération est alors :

B b
_ -1l |1 H2
K=-FV " = @ @
H1  H2
Avec
| pu P2
F_[ﬁm P22
et
_ | 0
V‘lo #z]
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La matrice de projection P

Il est a signaler que le nombre de reproduction type 7 se calcule ici pour un seul
type d’hote.

Si on veut calculer le nombre de reproduction type, dii a l'introduction d’un
infectieux dans la population des susceptibles de type 1 |

La matrice P de projection est :
10
#=lo 9

Calcul de la matrice conditionnelle T

0 O
T=(U-PK=|g g,
H 2

P

p(T) = p((I - P)K) = =
Uz

3.3.2 Nombre de reproduction type 7

Nous avons :

1 0

_1 _
-1 = Uz Poi U2

#1(#2 - ,322) Uz = ﬁzz

et

@ 4 P12 P P12
PKJ[I - T]—l |t Uitz — ,322 Uz — ﬁzz

0 0

Finalement si p(T) = p((I — P)K) = % <1, cestdirea py—pPxn >0
2
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MODELE (?7)

nous avons

pu N P12 P21

7 = o(PK[I -T]™) =
P( [ ) 1251 #1#2—522

que 'on peut exprimer aussi par :
P PBoPn L det()
pr o pr(p2 = Pa2) w2 — B2)

En utilisant 'équivalence Ry > 1 &= a(J) > 0 [79,127] il est facile avec cette

T (3.4)

formule de vérifier la proposition (3.2.3).

Si tp =P < 0 et det(J) > 0 en appliquant sans précaution la formule 3.4,
on obtient 7 >1 donc Ry > 1. Ce qui n’as pas de sens puisque 7 n’est défini

que si U2 —ﬁzz > 0.

3.4 Calcul du nombre de reproduction type 7
pour le modele (2.8)

Nous calculons le nombre de reproduction type pour le cas du systeme (2.8)

3.4.1 calculs des matrices K, P, et T

Calcul de la matrice de la prochaine generation K

Pour le calcul de K et le Jacobien au DFE, il est nécessaire qu’on puisse "incor-
porer” les équilibres S} et 57 dans les coefficients ;.
(cest adire Sy=1, 5,=1)

Pour simplifier les notations nous substituons aussi u; a p; + y;
Avec ces conventions,nous obtenons le Jacobien au point ( 1, 1).

le Jacobien | au DFE est :

—H1 ,32
J@, 1) = { ]

f1 —l2

98



CHAPITRE 3. ROBUSTESSE ET NOMBRE DE REPRODUCTION-TYPE T

La matrice de la prochaine generation qui est

o B
Uz
K = -FV! =
B2y
tHi
Avec )
0 B
F =
pr 0]
et
_ | 0
V =
v

La matrice de projection P

On calcule 7 pour un seul type de susceptible, ici S;

Donc la matrice P de projection est :

10
P= o)
Calcul de la matrice conditionnelle T

0 0

T=(-P)K-= ﬁ_z .
451

p(T) =p( — P)K) =0

3.4.2 Nombre de reproduction type 7

Nous avons :

1 0
_1_
[l -T]" = B2 :
1
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3.5. EXEMPLES

et
PrBa B1
PK[I -T]' = 12 2
0 0

Finalement si p(T) = p((I — P)K) = 0 et nous avons :

Bip

_ _ Tl =
T = p(PK[I -T]) 12

(3.5)

3.5 Exemples

Nous allons revisiter quelques exemples de la section( 2.5) et calculer 7.

3.5.1 Exemple de la section 2.5.1

Rappelons que dans la section 2.5.1 nous avons

Pour le systeme (2.8) avec les parametres suivant :
* * 2
P25y = P15 =~

1
(1 +y1) = (U2 +y2) = 7

1
Ro =2 et dp(], St) = E

Nous considérons le nombre de reproduction-type 1, c’est a dire que P est la
projection sur le premier axe .
On observe apres calcul que p(T) = 0. donc < 1 La formule (3.5) nous donne
p(PM) = 4.

Conclusion

Nous avons un 7~ = 4 plus grand que 1 et constant.
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et la distance a la stabilité qui peut étre prise arbitrairement petite.

3.5.2 Exemple de la section 2.3.2

Nous avons pour cet exemple

1 1
~ t d < --=—=
Ro Vet de(J, Si) < 1 2
1
Ici nous avons p(T) = 5 et T ~2n (quand n = +00 )

Conclusion

Pour n grand nous obtenons un 7 ~ 2n tres grand et une distance a la

stabilité arbitrairement petite.
3.5.3 Exemple de la section 2.5.3
Nous avons obtenu pour cet exemple,
R —1+i et de(], S;) =n
0 — mn F\J, ©t) —

Nous avons pour ce cas p(7) = > et T ~=1+ —t o

Conclusion
Nous obtenons 7 plus grand que 1 et arbitrairement proche del avec une

distance a la stabilité arbitrairement grande.

3.5.4 Exemples de la section 2.5.4

Considérons le systeme (2.8) avec les parametres suivant :

* * 1
B2S; = P15 = n
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1
(p+y)=— (p2+y2) =n
Lo .
Dans ce cas, Ry = 7 = — inférieur a 1 et proche de zéro,
n
: : s Ce 1 . .
mais avec une distance a l'instabilité équivalente a —, donc tres petite pour n
n

grand

3.5.5 Conclusion

Dans les quatre cas, on obtient des conclusions similaires a celles de la non

robustesse de Ry concernant la non robustesse de l'indicateur 7 .

102



Deuxieme partie

Fonctions de Lyapunov et analyse de la stabilité
asymptotique d’un Modele Epidémiologique SV EIR
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Résume 1

Cette deuxieme partie parle d’un modele déterministe SVEIR |, ou S représente
les susceptibles, V les vaccinés, E les latents, I les infectieuzr et R les immuns. Dans
ce modele les vaccinés sont considérés comme des susceptibles dans une moindre me-
sure du faite que le vaccin ne garanti pas une immunité totale.
Le nombre de reproduction de base Ry qui assure lexistence et l'unicité de ’équi-
libre endémique est déterminé.
Quand Ry > 1, la globale stabilité de ’équilibre endémique est établie en utilisant

les techniques de Lyapunow.
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Introduction

Les modeles épidémiologiques sont souvent illustrés par une série de comparti-
ments correspondants aux différents étapes de l'infection ou de la maladie. On note
le modele par une série de lettres majuscules caractérisant les différents comparti-
ments. [53].

Le modele SVEIR quant a lui prend en compte les individus suivant :

Les susceptibles (S), les vaccinés (V),les latents (E), infectieux (I), et les immuns
(R).

Le modele épidemiologique S VEIR est basé sur le modele (S E I R) standard.

Quelques modeles SVEIR ont déja été étudiés. Huiming Wei et al. [140] pro-
posent un modele épidemique S VEIR avec retard, et analysent le comportement
dynamique du modele sous une vaccination d’impulsion, cette stratégie de vacci-
nation qui consiste a vacciner les individus a répetiton en respectant un intervalle
de temps. En 2009 Yu Jiang et al. [75] étudient le méme modele en y incorporant
I'incidence de saturation, (qui voudrait que soit limité dans le temps le nombre d’in-
fections).

Pour évaluer a 'aide de la modélisation mathématique I'impact potentiel du vaccin
contre la pneumonie atypique maladie se caractérisant par un syndrome respiratoire
aigué sévere (SARS : severe acute respiratory syndrome), Gumel et al en 2006 [42]
se servent d’'un modele (SV EIR) et appliquent la méthode des ” compound ma-
trices 7 de Li - Muldowney pour montrer la globale stabilité de I’equilibre endémique.
Ils prouvent la globale stabilité de 1'équilibre endémique sous la condition que, la

période d’incubation de doit pas étre tres grande.

Nous étudions dans cette partie un modele épidemique (S VEIR) et prouvons 'exis-
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tence de 'équilibre endémique et la globale stabilité de I'équilibre endémique dans
le cas général.

Nous utilisons les techniques de LaSalle lesquelles nous permettront de généraliser
les résultats de Gumel [42].

Le modele ( SVEIR) que nous analysons pourrait servir a évaluer I'impact
potentiel du nouveau vaccin contre la méningite du serogroupe A (Menvacafric) ,
introduit en 2011 en Afrique subsaharienne via une vaccination de masse.

Comme la vaccination ne confere pas une immunité totale, le V-Compartiment des
individus vaccinés est considéré comme un compartiment des susceptibles, ainsi nous
tombons dans un systeme a susceptibilité et infectivité différentiel avec incidence bi-
linéaire comme celui de Hyman and Li (2005a) model [70]. Le modele étudié ici
prend non seulement en compte le flot entre les différents compartiment des suscep-
tibles , mais aussi la différence des taux de mortalité entre les différents comparti-
ments constituants le modele. Pour ce type de modeles a susceptibilité différentielle,
la stabilité de 1’équilibre sans maladie ( DFE : Disease Free equilibrium ) a déja été

montrer par B. Bonzi et al en 2010 [15].

La globale stabilité de quelques modeles SEIR a été prouvée par LI et al [94].
Nous utiliserons pour démontrer la globale stabilité de 1’équilibre endémique, la

méthode direct de Lyapunov en exhibant une fonction des fonction de la forme :

V(Y1, Y, ..Y,) = Z AY(H) = Y In Y(1)).

Oules A; sont des constantes bien choisies; Y; est la population du ieme com-
partiment et Y? Détat d’équilibre correspondant en I’équilibre endémique.

Les fonctions de Lyapunov de ce type ont été utilisées dans le cas des systemes proies
prédateurs de Lotka-Voltera. [4], et peuvent s’utiliser pour bon nombre de systémes

complexes compartimentals de modele épidemiques. comme dans [34, 118].

Le chapitre qui va suivre fait tout d’abord une revue de quelques modeles S VEI R

trouvés en littérature, suivra
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la présentation du modele SVEIR a étudier plus quelques propriétés, ensuite
viendra le chapitre qui va présenter le nombre de reproduction de base Ry et en
dernier recours surviendra le chapitre qui va s’étaler sur 'analyse asymptotique des

différents états d’équilibres.
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Chapitre 4

Présentation , Préliminaires et
Quelques Propriétés du Modele
SVEIR

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous reprenons un modele étudié par Gumel et al [42] le
généralisons tres légerement. Gumel et al prouvent la stabilité asymptotique globale
de ’équilibre endémique sous I'hypothese que le temps moyen d’incubation est est
inférieur a la durée de vie moyenne. Il utilise la technique de Li et Muldowney

[91,93]. Nous nous affranchissons d cette technique pour notre modele général.

4.2 Quelques modeles (SV EIR) existants

Nous présentons dans cette section successivement en soulevant leurs particula-
rités, le modele de Huiming Weil, le modele (SV EIR) de Yu Yiang, et le modele
(SVEIR) de Gumel.

4.2.1 Modeéle de Huiming Weil [140]

Le modele SVEIR de Huiming Weil incorpore la notion retard qui consiste
a admettre que les individus ne sauraient passer d’un compartiment a une autre

directement sans observer un certain temps (7) dit retard.
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4.2. QUELQUES MODELES (SV EIR) EXISTANTS

Ensuite le comportement dynamique du modele est étudié sous une stratégie de
vaccination dite ( Pulse vaccination) .Stratégie qui consiste a vacciner les individus
d’une certaine tranche d’ age, non pas une seule et unique fois, mais a plusieurs
reprises en séparant les doses d’un temps bien déterminé.

Sous des contraintes sur certains parametres du modele, il est montré d’une part
la globale attractivitée de la solution périodique du (DFE), et d’autre part, il est

montré avec une condition sur I la permanence du modele quand Rg > 1.

4.2.2 Modele de Yu Yiang [42]

Yu Yiang reprend le modele (S V E I R) de Huiming Weil et introduit la saturation
BSI

dans I'incidence, qui prend la forme en lieu et place de I'incidence bilinéaire
BSI. il reprend les démonstrations faites par Huiming [140]

Pour finir, par des simulations numériques ils arrivent a conclure que :

Un grand taux de vaccination, ou une petite période entre les doses de vaccination,

ou un longue période de latence est une condition suffisante pour éteindre la maladie.

4.2.3 Modele (SVEIR) de Gumel [42]

En 2006 pour évaluer 'impact potentiel du vaccin contre la pneumonie atypique,
Gumel et al mettent sur pied un modele (SV EIR) qui est représenté par le dia-
gramme des flots figure 4.1. Le diagramme montre la progression de l'infection
dans les différents compartiments a partir des susceptibles (S), des vaccinés (V), en

passant par les latents (E), les infectieux (V), et en fin les immuns R.
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CHAPITRE 4. PRESENTATION ., PRELIMINAIRES ET QUELQUES
PROPRIETES DU MODELE SVEIR

r

vV EI'T'

‘gs B(1—7)VI
S

f E
351 E - al

R
S l,u-E l(lu- +d)I l,u-R

FIGURE 4.1 — Schema compartimental (SV EIR) Gumel

Parametres du modele et description

Parametres Description
T Taux de recrutement des susceptibles
taux de mortalité
Taux de contact effectif provocant la transmission
Taux de la couverture vaccinale
Efficacité du vaccin
Taux de développements des symptomes cliniques
Taux de guérison des infectieux
Morbidité induite par la maladie

UK A M=

Dans ce modele, Gumel considere que le taux de mortalité u ne differe pas d'un

compartiment a ’autre, excepté pour la souspopulation des infectés ou il est associé
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une morbidité connexe a la maladie dont on étudie la dynamique.
Quant a I'analyse de la stabilité globale de I’equilibre endémique, Gumel utilise les
techniques de Li et Muldowney [91,93] basées sur une approche géométrique.

Le modele est régit par le systeme d’équations différentielle 4.1 suivant.

S =n—(E+wS—BSI
V =&S-uV-Q1-1)BVI
E =BIS+(1-1)V)—(u+a)E (4.1)

I =aE-(u+6+d)I

R =0I-uR

Le modele SV EIR qui va faire 'objet d’étude dans la prochaine section differe
de celui de Gumel et est plus general en ce sens que les mortalité sont différentes
d’un compartiment a un autre. En outre nous utiliserons les techniques de Lyapunov

pour montrer la globale stabilité asymptotique de I'équilibre endémique.

4.3 Présentation et préliminaires du modele a
étudier

Nous allons répartir la population entiere en cing sous groupes d’individus.
Chaque groupe ayant une signification épidémiologique différente, nous aurons donc
le compartiment des susceptibles, des vaccinés, des latents, des infectieux et enfin le
compartiment des guéris qui sont representés respectivement par la suite des lettres
S,V,E,I et R
Le compartiment des latents prend en compte le fait qu’il s’écoule un certain temps
entre le moment ou les susceptibles sont infectés et le moment ou ils deviennent

infectieux.
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Les susceptibles, les vaccinés, les latents , les infectieux et les guéris peuvent mourir

d’une mort autre que la maladie concernée par ’étude, avec des taux de mortalités
respectifs ds >0,dy >0,dg >0,d; > 0.

Comme en général le statut immunologique de la population de chaque comparti-
ment est différent, nous nous devons de prendre des taux de mortalité différents.
(A) est le taux de recrutement des susceptibles , ceci inclue les nouveaux nés qui
naissent susceptibles dans le type d’infection considéré. Le coefficient de transmis-
sion (B) est le nombre de contact faits par un individu infectieux par unité de
temps multiplié par la probabilité pour qu’'un contact avec un susceptible conduit a
une infection.

( €) est le taux avec lequel les individus deviennent infectieux apreés avoir passé un
certain temps dans le compartiment des latents.

(y ) est le taux avec lequel les infectieux recouvrent leur santé.

Nous considérons ici que la maladie a une transmission horizontale. l’infection se
transmet des individus infectieux aux individus susceptibles d’une part, et d’autre
part des individus infectieux aux vaccinés ceci di au fait que la vaccin ne confere
pas une immunité totale.

Les susceptibles deviennent infectés par la relation (BSI) et les vaccinés s'in-
fectent avec la relation (0pVI), ou O €[0,1].

Ceci dit 1 — 0 est l'efficacité du vaccin.

Le schéma compartimental de ce modele s’illustre par le diagramme donné par la

figure 4.2

115



4.3. PRESENTATION ET PRELIMINAIRES DU MODELE A ETUDIER

N
d, 0 d,
E -

FIGURE 4.2 — Schema compartimemtal

Les flots entre les différents compartiments sont représentés par le systeme d’équa-

tion différentiel suivant.4.2

S =A-(ds+p)S-BSI
V =pS—dyV-0pVI
E =BI(S+0V)-(de+¢)E (4.2)

I =eE-(d+y)]I

R ZVI—dRR

Comme R n’apparait pas dans les quatre premieéres équations, le systeme , (4.2)
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est triangulaire de la forme.
{ X = f(X) (4.3)

Y =g¢(X,Y)

Ot pour toute valeur constante de X le systeme Y = g(X, Y) est globalement asymp-
totiquement stable. Nous rappelons le théoreme de Vidyasagar qui nous permet de

restreindre notre étude au systeme (4.5) sans le compartiment R

Théoréme 15 ( Vidyasagar [135], theorem 3.1) Soit le systéme C', suivant dé-
fini sur R" X R™

X = fx)

y =28y

(4.4)
avec un point d’équilibre,(x*,y*), i.e,

fl)=0et gx',y)=0

Si x* est globalement asymptotiquement stable (GAS) dans R" pour le systéme
X = f(x), et siy* est (GAS) dans R™, pour le systéeme y = g(x*,y), alors (x*, y*)
est localement asymptotiquement stable pour (4.4).
En outre si toutes les trajectoires de (77) sont bornées , alors (x*,y*) est (GAS)

pour (4.4)

S =A—(ds+p)S—BSI
V =pS—-dyV-0BVI

E =BI(S+0V)—(dg+¢)E

[ =eE-d+y)]

Remarque 16 1[I s’agit du modeéle de Gumel et al o on a différentié les mortalités.

Le modéle est un tout petit peu général.
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4.4 Quelques propriétés

Le systéme (4.2) a un état d’état d’équilibre sans maladie P* = (S*, V*, E*, I'), tel

que
A _ pA

* *

, Vie——— E'=0, I'=0.
(ds +p) dv(ds +p)
Apart cet équilibre sans maladie, il peut exister aussi un état d’équilibre endémique
positif, P. Si ce dernier état d’équilibre existe et est stable, alors I'infection va per-
sister de maniere endémique. Si I’état d’équilibre sans maladie P* est stable, alors

la population va rester dans cette état sans maladie pendant longtemps.

4.4.1 Compact absorbant positivement invariant

Pour que le modele soit mathématiquement et épidemilogiquement bien posé,
pour tout (f) positif, toutes les trajectoires du systeme doivent restées dans 1'or-
thant positif quelque soit la solution de (4.5).

Clest adire VYt ¢ 0 S(t), V(t), E(t), I(t) > 0.

En considérant la remarque qui nous permet de remplacer le systeme (4.2) par
(4.5) les résultats suivant sont de mise.

L’orthant positif

R:={(S, V,E, 1) eR,S>0,V>0,E>0,1>0]

est positivement invariant.

En effet, Si S(f) =0, nous avons obtenons :

S(t) > 0, et avons des résultats similaires pour V(t), E(t) and I(t).

Nous allons montrer a présent qu’il existe un ensemble compact absorbant positive-
ment invariant K pour le systeme (4.5).

Ceci signifie d'une part que toute solution du systeme prenant ses conditions initiales
dans l'orthant positif R? finit par entrer dans K quand t tend vers infini, et

d’autre part que toute solution prenant ses conditions initiales dans K y demeure
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pour tout (t) positif.

Lemme 4.4.1
St on pose d =min(ds,dy,dg,d;, dr), il suit :

A
7(:{(S,V,E,I)G]R‘i:S+V+E+ISE,S ss*,VsV*}

est un ensemble compact attractif positivement invariant pour le modéle de trans-

mission de la maladie (4.5) avec des conditions initiales prises dans l’ensemble RY.

Preuve
Si nous additionons toutes les équations du systeme (4.5),

la population totale varie selon I’équation différentielle suivante.

N(t) = A — ds S(t) — dy V() — de E(t) — d; I(£) — dr R(),

ou

N(t) = S(t) + V(t) + E(t) + I(t) + R(t).

En substituant ds, dy, dg,d;, dg  respectivement par leur minimum

d = min(ds,dy,dg,d;, dg), nous obtenons I'inégalité suivante.

N(t) < A —dN(t) (4.6)

A
Par conséquent 'hyperplan définie par N = — fait office de barriere pour le

d

systeme (4.5). De ce fait N(t) décroit avec le temps et finit par entrer dans I'ensemble

A
N(t) < i et y demeure.

Une preuve analogue prouve que :
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5(t) <0 quand S(¢t) > S*
En effet,

S>5 = S(t) = A-(ds+p)S—BSI < A-(ds+p)S < 0

Dans le compact K;
Comme nous avons S(t) < §* dans K il vient si V > V*

V=pS—dyV-08VI < pS'—dy V" < 0

Ceci montre que si  S(t) > S* et V > V* alors les trajectoires rentrent dans
K | et a la limite plus précisément, I’ensemble w-limite de toute trajectoire est dans
K.
Ceci prouve que, K est un ensemble compact absorbant et positivement invariant
pour le systeme (4.5), et ceci acheve la preuve du lemme (4.4.1).
Des que K est un ensemble compact absorbant positivement invariant il sera suffisant

de considérer seule la dynamique générée par le systeme (4.5) dans K.

4.5 Calcul du taux de reproduction de base

Nous examinons examinons un modele épidemique qui a deux souspopulations
susceptibles(S, V), puisque 'immunité conférée par la vaccination n’est pas complete.
En s’inspirant de la méthode de Van den Driessche et Watmough ( dite prochaine
generation) [27,127], nous allons calculer le nombre de reproduction de base pour

le systeme (4.5) que nous notons par, Ry,

Le Jacobien | du systeme (4.5) au (DFE) est :

—(deg+¢) BS +0V)
J(DFE) =F + V =

€ —(dr+7y)

Nous avons :
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0 B(S +0V) +(d + €) 0

F = et — V=

0 0 —& +(d; +y)

eB(S* + OV)
pyi |Gt e+ y)

0 0

Comme Ry = p(—=FV1), nous obtenons :

eB(S* + OV7)

Roae = 4.7
@+ +7) 7
Substituant S* et V*par leur valeur dans (4.7), nous obtenons :
epA P)
Roac = 1+—|. 4.8
(@ + Pz + O +7) ( av 9
Quand il n’ya aucune vaccination, (p = 0), le systeme (4.2) revient au modele
standard SEIR donc le
Ro = Roro |, o= A
07 Pone =07 4o We + o)(d; + 7).
Nous avons,
Op ds
vac — 1+ —|l-—]. 4.
R RO( +dv)(ds+l9) (4.9)

Si 6 <ds < dy, alors
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Rone < Ro (4.10)
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Chapitre 5

Analyse asymptotique

Dans ce chapitre il est question de procéder a I'analyse proprement dite, de la
stabilité des différents états d’équilibre, a savoir 1’équilibre sans maladie et 1’équilibre
endémique. Pour I’équilibre endémique,son existence et son unicité seront prouvées

au préalable. Ensuite sera montré sa globale stabilité.

5.1 Globale stabilité de I’équilibre sans maladie
(DFE)

Dans cette section nous prouvons la globale stabilité de 1’équilibre sans maladie

en se servant de la méthode de LaSalle Lyapunov.

Théoréme 16 Le point d’équilibre sans maladie P* = (S, V*,E*,I"), est globale-

ment asymptotiquement stable sur RY  si Ry < 1.

Preuve :
Puisque K est un sous ensemble positivement invariant et absorbant, de IR, il est

suffisant de prouver le résultat dans %K.

Pour se faire nous allons considérer une fonction de Lyapunov au sens de La-
Salle [44,89]. En d’autre terme cette fonction n’est nécessairement pas définie posi-

tive, mais pouvons conclure a 'aide des résultats de LaSalle [89] seulement si nous
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sommes dans un compact positivement invariant.

Prenons la fonction de Lyapunov suivante dans K.

V(E,I) = ¢E + (¢ + dg)I (5.1)

Dérivons la fonction 5.1 le long des trajectoires du systeme (4.5).

YV = €IS+ 0V)—(dg + €)E) + (¢ + dp)(eE — (d; + )]
= epl(S+0V) —e(dg + €)E + e(dg + €)E — (dp + €)(dr + )1
= [ef(S+0OV) = (de + e)(d; + p)lI
) eB(S+0OV) (5:2)
= (dE+<‘3)(d[+')/) (dE+g)(dI+y) —1]I
ep(S +0 V)
< G i |G S )
< (e +&)dr+ )R — 1)1

Comme tous les parametres du modele sont positifs, il vient :

Nous clamons que le plus grand ensemble £ positivement invariant contenu dans

l'ensemble

E={SVER) €K : V(S V,EI)= 0}
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est le singleton équilibre sans maladie £ = {(S*, V*, 0, 0)}.

Pour le montrer nous nous devons de considérer les deux cas suivant.

Cas 1:S1 Ryse < 1 Alors nous avons :

e+ e)dr + )| LIV,

V(E D e+ e)dr +7) (5.3)

(dE + 8)(d[ + 7/) [ﬁwc - 111 <0

Cependant, V =0 & I = 0, en substituant I par 0 dans la derniere équation du
systéme (4.5) nous obtenons E = 0.
Donc le plus grand sous ensemble positivement invariant £ contenu dans & contient

les trajectoires du systeme suivant 5.4.

S =A-(ds+p)S
(5.4)
V =pS—dVV

Il est facile de voir que le systeme (5.4) est linéaire et globalement stable a I’équilibre
(S, V).

A part les points d’équilibre toutes les trajectoires quittent tout compact quand
t — 400. Alors le seul sous ensemble invariant contenu dans & est {(S*, V*, 0, 0)}.
Puisque %K est un ensemble compact positivement invariant et absorbant, nous ap-
pliquons le principe d’invariance et prouvons que (S*, V*, 0, 0) est globalement et

asymptotiquement stable dans K

Cas 2 : si Ryee =1 alors,

_ep(S+ov)
S de+e)dr+y)
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En exploitant de 1’égalité précédente (5.5) dans I’équation (5.3) nous obtenons :

eBS+0OV) ep(S* + 0V

V(S,V,E,I) = (dg + €)(d; +7) de+e)di+y) (de+e)d +7)

I (56)

Par la suite,

VS, V,E) =0 eB[(S+0V)— (S +0V)] I =0.

Il suit que,
VSVEND=0e(I=0 v (S-8)+0(V-V)=0)

Si I = 0, nous retournons au cas 1.
Sinon, (S - S)+ 0(V—-V*) =0, puisque dans K, nous avons S — §* < 0, et

V — V* <0, nous déduisons que,
V=V, and §=5
Comme S = S*, il vient S = 0 et la premiere équation du systeme (4.5) donne :

0=-BST=1=0.

De maniére similaire la derniere équation du systeme (4.5) donne E = 0.
Finalement,
Si Ruse = 1, le plus grand ensemble positivement invariant contenu dans
’ensemble {(S,V,E,I) | V(S, V, E, I,) = 0} estl'equilibre sans maladie {(S*, V*, 0, 0)}.
Le principe d’invariance de LaSalle nous permet de dire que I’équilibre sans maladie
(S, V*,0,0) est attractif, et devient globalement asymptotiquement stable. Ceci

acheve la preuve E
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5.2  Equilibre endémique : Existence et globale
stabilité

Existence de I’équilibre endémique

Nous rappelons la définition suivante.

Définition 5.2.1
Une matrice de Metzler

A est une matrice tel que A(i,j) > 0 pour tout i # j.

Dans la suite de ce document nous utiliserons les notations suivantes :

Si x est un vecteur de IR" alors diag(x) sera la matrice diagonale n X n, ou les
¢léments de la diagonale sont les composantes du vecteur x.

Nous noterons par | ) le produit intérieur usuel dans R”.

{e1,- -+, ey} la base canonique dans IR”.

Nous noterons par 1 le vecteur donné par 1 = (1,---,1)T =e; +---+e,, out T dénote

la transposition.

Nous utilisons la relation d’ordre dans IR" génerée par le cone IR’}
Nous ecrivons x <y, si y —x € R}
etx<ysix<yetx#y

et finalement x < y si x; < y; pour tout index 1.

Définition 5.2.2

Un équilibre pour le systéme (4.5) est dit fortement endémique si (E,I) > 0.

Ici nous allons prouver qu’il existe un unique équilibre fortement endémique pour le

modele (4.5) si et seulement si Ry, > 1.

Si P = (S,V,E,I) est un équilibre endémique pour le systéme (4.5), alors nous

devons avoir §, V, E, I > 0 plus les égalités suivantes.
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5.2.  EQUILIBRE ENDEMIQUE : EXISTENCE ET GLOBALE STABILITE

A—(ds+p)S—BSI =0

pS—dyV—-0BVI =0
(5.7)
BIS+6OV)—(dg+e)E = 0

ef—(d1+y)f = 0.

Réécrivons le systeme (5.7) sous une forme matricielle

Pour ce faire, nous écrivons sous forme de matrice les variables et parametres du
modele comme suit :

Su=6 W, Iu=(E DT, II=(A, 07 us=(ds, dy);

=g, d); =095 9=01,07 Q=g17

0 B -p 0 —& 0]
B = [ ; Ag = ; A= ; (5.8)
0 0p p O e 0]
—dp — ¢ 0
Al = —diag(yl + 7/[) + A= .
e —di—y]

Nous soulignons que A; est une matrice de Metzler stable, de ce fait et inversible et

donc l'inverse satisfait a I'inégalité.

1
0
_ dE + &
At = > 0.
£ 1

de+e)di+y) di+y
Muni de ces notations, le systeme (5.7) devient

IT- dlag(ys) SM + AS SM - dlag(B IM) SM

Il
o

(5.9)
Q dlag(B IM) Sm— dlag(‘bl[ + )/]) Iy+ALy = 0.

comime

g 17 diag(BIy) Su = (1 | diag(BIn) Sm) q = (BIu | Su)q,

128



CHAPITRE 5. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

le systeme (5.9) se décline en

I
o

IT- dlag([.ls) SM + AS SM - dlag(B IM) SM
) (5.10)
<BIM | SM>q +A[IM = 0.

Théoréme 17

1l existe un unique équilibre fortement endémique (g, V,E, T) dans ’orthant po-

sitif R pour le systeme (4.5) si et seulement si Ryge > 1.

Preuve :
Comme les systemes (5.7) et (5.10) sont équivalents, il est suffisant de résoudre le
systeme(5.10).
D’apres la définition 5.2.2, un équilibre du systeme (5.10) est fortement endémique
si Iy > 0.
Puisque A; est une matrice de Metzler stable, donc inversible, de la seconde équation

de (5.10) nous avons,

Iy = <B Tu | §M> (A g. (5.11)
En prenant le produit scalaire de g (i.e ||q||§ =(q1q)=1) et en 'appliquant

a la seconde équation du systeme  (5.10) nous obtenons,
<B TM | §M> = —<AITM | q> (512)

En substituant <B TM | §M> dans la relation 5.11 par sa valeur de la relation
5.12

nous obtenons,
TM = —<A[TM | q> (—Al_l) q. (513)
Pour calculer I il est suffisant de trouver —(AI In | q>. D’autre part en multipliant

—T
a gauche par B de part et d’autre , et a droite par S,; de part et d’autre de 1’égalité
In = <B In | §M> (—Al‘l) g, nous avons

<B Tu | §M> = <B Tu | §M> <B(—Afl)q | §M>-
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De ce qui précede,nous avons l’expression équivalente suivante :
(BIn | Sm)[1 - (B(-A;")q | Sm)]| = 0. (5.14)

Ainsi, si <B I | §M> = 0, comme A; est inversible, la seconde équation de (5.10)
implique que Iy = 0, et nous retrouvons Iéquilibre sans maladie du systeme (4.5)

calculé précédemment sur la section 4.4.

Par conséquent, pour avoir un équilibre endémique nous devons avoir
(BT | Su) #0.
Ainsi , si <B I | §M> # 0, 'équation (5.14) est equivalent a

(B(-A)q|Su) =1. (5.15)

De la premiere équation de (5.10) nous avons

Sur = | - diag (us + Bl ) + As| IL (5.16)

En effet —diag (ys + BTM) + Ag est une matrice de Metzler donc inversible.
et d’apres le théoreme de Perron-Frobenius 1 'opposée de son inverse est positive.

donc

—[ — dlag (‘Lls + BTM) + As]_l >0

Par suite, en multipliant (5.13) par B et en substituant Bly dans (5.16) nous

avons,
Sur = —[~diag (s + (—(AiTu | q) B(-A;")g) +As] I (5.17)

Posons,

M(x) = —diag (us + x B(-A;")q) + As.
Ol nous avons : x = —<A1 I | q>
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Apres calcul nous avons,

_(dE+e)(d5+p)+xGﬁ 0
dE+€
M(x) = .
_dv(dE+e)(d1+y)+x9ﬁe
P (e + &)(d; +7)

M(x) est clairement une matrice de Metzler stable ou les composantes dépendent
linéairement du nombre positif x.

Elle est de ce fait inversible avec :

[ao(x) 0 }
-M(x)! = >0
bo(x) co(x)

Ou _ dE + &
W) = T ods+ D)+ x0p
bo(x) = pag(x)co(x)
() (de + &)(dr +)

dv((}lE +8)(d[+)/)+x@‘88.
Substituant Sy dans la relation (6.15) par son expression donnée par (5.17), nous

avons
(B-Aq | -M™I) =1,
En d’autres termes —<A1 TM | q> est solution de I’équation

Hx) =1,

Ou nous avons

H(x) = (B(-A{")q| - M(x)"1I)

- A<B(—A,‘1)q ' (ﬂo(x), bo(x)>T>

T .
_ AOP ((1 ﬁ) [ (ao(x), b))

dE+€

iN: pe
= dE+ea0(x)(1+d1+7/CO(x))
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Finalement nous avons

H(x) =

AOP . pe(de +¢€)
s +e)ds +p) +x OB ( * dv(dE+e)(d1+7/)+x6,85)'

Nous affirmons que H(x) est une fonction strictement décroissante.

En effet , la dérivée de H est :

B A(OB)? (1 .\ pe(de+¢) )
[(dE+€)(ds+p)+x9ﬁ]2 dy(dg+e)(di+y)+x0pe¢

~ ABOB ( pOB(e)?(de +¢) )
(de+&)ds +p) +xO0B \[dy (g + €) (d; +7) + x O e

H'(x) =

I1 apparait clairement que la fonction H’(x) est négative (H'(x) < 0), et H(x)
est une fonction strictement décroissante.
La fonction H(x) satisfait lim H(x) = 0.
x—+00

On aura donc une unique solution positive si et seulement si H(0) > 1

Et comme H(0) = Ry > 1.

Nous avons prouver que
X = —<A[TM | q> >0
d’une part. D’autre part de la relation 5.13 nous avons
—A; est une matrice de Metzler donc 'opposée de son inverse est positive, nous

alors (A7) g > 0 avec ¢ > o.

Finalement —<Al I | q> >0 et (—Al‘l) g > 0 nous donne I>0
d] +

Par ailleurs nous avons E = Ty Iansil>0=E>0
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Finalement 1’équilibre endémique est fortement endémique [119],

cest a dire (E,I) > 0.
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Globale stabilité de 1’équilibre endémique avec la méthode directe de
Lyapunov

Nous rappelons ici que 1'unique équilibre fortement endémique P = (§, V,E, T)
pour le systeme 4.5 prouvé precédement est tel que S, V,E, 1> 0 et satisfait aux

égalités suivantes :

A—(ds+p)S—BSI =0

pS—dyV —0pVI =0

- B (5.18)

BIS+0V)—(dz+¢)E = 0

eE—(d;+ )] = 0.

A=dsS+dyV+BIS+0V) (5.19)
de+e)E=BIS+06V) (5.20)

e + g)e(dl ) B(S+06V) (5.21)
pS=dyV+0pVI (5.22)

Nous allons prouver la globale stabilite de (g, V, E, I) en se servant d’une fonction

de Lyapunov.

Théoreme 18
Le point d’equilibre endémique (§, V, E, T) est globalement asymptotiquement stable

dans R%.

Preuve

Considérons la fonction de Lyapunov suivante dans R%.

dE+€
&

VS, V,EI) = (5—§ln5)+(V—VznV)+(E—ElnE)+( )(I—Tznf) (5.23)

134



CHAPITRE 5. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

En dérivant V(S, V, E, I) le long des solutions de (4.5) nous avons :

VS, V, E, 1) =S'—§S'+V—KV+E—EE+(dE+€)(' ﬁ)

S \% E e

=A—(ds+p)S—BSI

S S S
—§A+§(d5 +P)S+§ﬁ51

%4 |74 v
+pS—de—9[3VI—VpS+VdVV+V9,BVI

+/31(S+9V)—(d,5+e)E—ﬁI(5+6V)%+(dE+e)E%

+(dE:€)(sE—(d1+y)I)

dE-l'S T dE-l'S T
—( c )EE}'F( c )(d]'i‘)/)[j

Développant & nouveau I’expression precédente de V(S, V, E, I) nous obtenons

VS, V, E, I :A—dSS—§A+d5§+p§+ﬁ§I

—dVV—pS%+dVV+9,BIV—ﬁI(S+9V)£+(dE+e)E

_(dE: 8)(511 + ) - (de + s)E% + (dE: 8)(111 + )L
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En exploitant les relations (5.19) et (5.22), V(S, V, E, I) devient :

—2

VS, V,E, I) =dsS—dsS— ds% +dsS

+dv‘_/— ngV+ dv‘_/

—2
—dVV+dVV+dVV—dVV7§ +BI(S + OV)
-2 —

—2
S - -5 V-
~5 I~ IOV +6BVI+BSI-0p 1

il n

+OBIV — BI(S + HV)g + B1(S + OV).

_(dE:E)(dI+)/)I—(dE+€)E§+(

Exploitant & present les relations (5.20) et (5.21), V(S, V,E,I) devient :

. - S S —(, S V VS
SSV,EJI) =dsS|2—=—-=|+dyV|3—-=—-=-—==
. : S(SS)+V(35VVS)
s ET E
+3pIS - S pI-pIS=7 ~pIST
o - Vs E - —EI
I I-0p—2—-pIoV=-pIovV=-
+3p10V +0VI-0p - =—pIOV £ ~pIOV =7
_5TGV§—(dE:e)(d1+y)I+ﬁI(§+GV).
De la relation (5.21) nous avons;
— — dE+€
BI(S + OV) — . (dr+ ) =0.
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Arrangeant correctement la derniere expression de V comme combinaison lineaire

de ds S, dyV, B 1S, et BT 0 V nous obtenons l'expression suivante :

: _ S S
=dsS,|2-=2-2
v 5( 5 J
— S V VS
dyV|[3-2-=--Z2
v @ 5T VQ
~ (5.24)
—— S E EI
+ﬁls(3_§_::E_Ej)
— % VE EI S
IV[(4-=-Z--—=_-=Z-_= .
0P V( vEEI S)
Nous remarquons que
554
[
SVVs_.
SYVs
~ (5.25)
SISEEI
—::—:—:1
ISEEI
VSIVEEIS __
VSIVEEIS

Et en utilisant I'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique

donnée par 'expression suivante,

ap +a; +az + ... a, > niay.a;.a;.......... a,, a,a,as,...,0, >0
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Nous pouvons conclure que,

2-2_5.9
s S
-2 Y _ Y5y
S v Vs
~ B i (5.26)
S
————————— <
3 S P = <0
g YOS IVE_EL 5
s IVE E

Les inégalités précedentes assurent que

¥V <0, Et en utilisant le théoreme de stabilité de Lyapunov, nous concluons que

P =(S, V,E, ) est stable.
Pour achever la preuve du précedent théoreme , il nous reste a prouver que P =
(S, V, E, I) est asymptotiquement stable.

pour ce faire il suffit de montrer que

que V s’ annule seulement au point P = (§, V, E, I) En effet :

s S S v Vg
- S ISE EI
IS[3-2--2=2_-=2- 5.27
+ﬁs(3 S ISE EI) (5:27)
% VE EI S
+6ﬁlv(4"“}ﬁ_ﬁf_§)

Posons
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A = 2-2_3
s S
S V VS
B =3-2-=--°2
TSV
S E EI
C =3"5713E 771

D =4--2_-2-2_2__2 .

De la relation (5.26) il est clair que;
(V=0 A=B=C=D=0)

o0 (A=B=C=D=0)e (=S, V=V, E=E I=1]))
Conclusion. la méthode de Lyapunov directe nous permet de dire que le point

d’équilibre endémique P = (§, V,E, I est globalement asymptotiquement stable.

139



5.2.  EQUILIBRE ENDEMIQUE : EXISTENCE ET GLOBALE STABILITE

140



Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

Dans ce travail de these il a été question dans un premier temps,
d’évaluer la distance séparant le jacobien | calculer au point d’équilibre sans
maladie (DFE) respectivement a la stabilité (instabilité) d’une matrice de Metzler

diagonale d’ordre 2, selon que | soit respectivement instable (instable).

Comme récapulatif nous avons eu, pour la norme de Frobenious

1. La distance a l'instabilité d’'une matrice diagonale

o[ 3

aveca > 0, b > 0 est dp(A, U) = min(a, b)

2. La distance a la stabilite d'une matrice diagonale

A= [% —Obl aveca > 0,b > 0

est,
a sib>a

dr(A, A) = (6.1)

V3a2 + 3b2 — 2ab
2

Par la suite nous nous sommes intéressé a la robustesse des seuils épidémiolo-

sia>Db

giques, nombre de reproduction de base Ry et nombre de reproduction type 7.
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Par la suite nous avons apprécier la robustesse de Ry, et de 7 utilisant deux mo-
deles épidémiologiques (4.2), (5.22), et a chaque fois les parametres composantes du
jacobien donné ont été des valeurs arbitraires choisies, mais qui gardaient néamoins
les propriétés du systeme
. Ensuite nous avons calculé d'une part le Ry correspondant et d’autre part calculé
la distance séparant le systeme a la stabilité (instabilité).

Et avons pu montrer que ces deux indicateurs de stabilité sont indépendants aux
moyens des quatre situations ci dessous.

— Ry > 1, constant et distance de J[(DFE) a la stabilité tres petite
— Ry tres grand mais la distance de J(DFE) a la stabilité tres petite

— Ry proche de 1 par valeurs positives et la distance de J(DFE) a la stabilité

tres petite

— Ron 1 et proche de 0 et distance de | a 'instabilité tres petite

Nous avons obtenus des résultats similaires pour le nombre de reproduction type
T

En dernier lieu nous avons partie parlé d'un modele déterministe SVEIR , ou S
représentait les susceptibles, V'les vaccinés, E les latents, I, les infectieux et R les
immuns. Dans ce modele les vaccinés sont considérés comme des susceptibles dans
une moindre mésure dii au fait que le vaccin ne garanti pas une immunité totale.
Le nombre de reproduction de base Ry, qui assure 'existence et 'unicité de I'équi-
libre endémique a été déterminée :

_ Op ds
YT o2

La globale stabilité de 1’équilibre endémique a été établie en utilisant les tech-
niques de Lyapunov quand Ry, > 1. Plus précisément la méthode directe de Lyapu-

nov a été utilisé celle qui consiste a exhiber une fonction de Lyapunov pour démontrer
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CHAPITRE 6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

la globale stabilité de 1’équilibre endémique.

Et pour ce faire nous avons considéré la fonction de Lyapunov suivante dans RR?.

V(S,V,E,I) = (S — SInS) + (V - VZnV)+(E—Ean)+(dE:e

)(I —Iinl) (6.3)
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Annexe A

Glossaire et rappels
mathématiques

A.1 glossaire

Nous donnons ici la signification abréviations et définissons les termes techniques
utilisés dans le document.

DFE : Desease Free Equilibrium qui se traduit par Point d’équilibre sans maladie

DIDS : Abbreviation de "Differential susceptibility and infectivity epidemic mo-
del” qui signifie Modele a susceptibilité et infectivité différentielle
WAIFW : Whom Acquire Infection From Whom qui se traduit par qui acquiert

Iinfection de qui?

Susceptibles : En épidémiologie une population des susceptibles est composes

des individus qui peuvent étre atteintes par une maladie donnée

Infectieux Les infectieux sont des individus infectés et qui peuvent transmettre

la maladie

Infectés : Personnes ayant été contaminées par une maladie et révélants des

signes cliniques
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A.2. RAPPELS MATHEMATIQUES

Latents : Individus ayant contractes une maladie mais qui ne révelent pas encore

des signes cliniques

Ry : Nombre de reproduction de base, qui se définit comme le nombre de cas
secondaire qu’un individu infectieux peut générer quand il est introduit dans une

population de susceptible donnée

7 : Nombre de reproduction type est un nombre seuil qui donne le nombre de
cas secondaires dans un type de susceptible donné quand on introduit un infectieux

dans une population de susceptibles compartimentés en plusieurs sous types.

A.2 Rappels mathématiques

L’analyse mathématique des systemes dynamiques résultant de la modélisation en
épidémiologique fait appel a des matrices d’un type bien particulier. Les systemes
différentielles étudiés dans cette these sont non linéaires, et parfois monotones. Nous
allons présenter la plupart des résultats qui ont été utilisés dans ce travail. Ces
résultats sont classiques. Ainsi les notions de systeme dynamique, de stabilité des
solutions d’un systeme dynamique, de matrice de Metzler, de matrice irréductible,
de matrice a diagonale dominante, de systéeme dynamique monotone, systeme trian-
gulaire seront revisitées. Enfin nous allons présenter la méthode de van den Driessche
et Watmough pour le calcul du nombre de reproduction de base Ry.

Dans suite nous aurons besoin des définitions et notations suivantes :

Définition A.2.1
Soit x = (x1,X2,-++ ,x,) € R" | A = (a;) € M,(R)
— On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A) est strictement positif,
et on note x > 0 (respectivement A >0 ), si pour touti, 1 < i <mn,x >0

(respectivement pour tout i, j, 1 <i <n,1<j<n a >0)
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— On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A) est positif, et on note
x > 0 (respectivement A > 0), si pour touti, 1 < i < n,x; > 0; et il existe
au moins un i tel que x; > 0 ( respectivement pour tout i, j, 1 < i,j < n,
a;j > 0 et pour au moins un couple (i, j), a;; > 0)

— On dit que le vecteur x, ( respectivement la matrice A ) est positif (largement)
et on note x > 0 (respectivement A > 0), six > 0 oux = 0 (respectivement

A>00uA =0).
A.3 Norme subordonnée, norme monotone, norme
de Frobenius d’une matrice

Définition A.3.1 ( Norme subordonnée) Si f est une application linéaire et

continue de (E,||.||le) — (E ||.|lr), on définit la norme subordonnée comme,

1]l = sup Il f (Ol

x#0 Il

||.llest une norme sur LC(E,F), subordonnée a, ||| et |||

Définition A.3.2 ( Norme monotone) Soit un corps K; une norme||.|| surK"
est dite monotone si elle satisfait a,
Vo, y e K" x| <yl = lIxll < llyll,

Ou l'on note par |x| le vecteur donc les composantes sont les |x;j|

Définition A.3.3 ( Norme de Frobenius d’une matrice ) Soit une matrice A

m X n, sa norme de Frobenius (||.|[r) se définit comme suit :

Ml = 4| Y Yl = IAIR = Tr(AT A)

i=1 i=1
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A.4 Généralités en systemes dynamiques

Définition A.4.1 (Systéme dynamique a temps continu)

On appelle systéme dynamique a temps continu sur un ensemble Q, une famille

d’applications {p;t € Ry}, paramétrée soit par l’ensemble R, des réels positifs ou

nuls, soit par l’ensemble R de tous les réels, et vérifiant les propriétés suivantes :
1. chaque application ¢y est définie sur une partie Uy de Q et a valeurs dans € ;

Uapplication ¢y définie sur Q tout entier est l'application identité sur (idq) ;

Si0<t; <t alors U, C Uy, ;

Soient t et s deux éléments de l’ensemble Ry (ou R) qui paramétre la famille
des applications considérées. Soit x € Us ; alors ¢s(x) est un élément de Uy si

et seulement si x est un élément de Uy et , lorsque c’est le cas, on a

(Pt((Ps (x)) = (Ps+t(x)

L’ensemble ) est appelé espace de phases du systeme dynamique.

A.4.1 Systemes autonomes

Soit ) un sous ensemble de IR”. Considérons 1’équation différentielle autonome dé-
finie par :

¥ = X(x) (A.1)

On suppose que X : Q € R" — IR” est continue et satisfait des conditions telles
qu'une solution du systéme (A.1) existe en tout point, est unique et dépend de
maniere continue des conditions initiales. Les états stationnaires ou points d’équilibre
du systeme (A.1) sont les points xy € Q satisfaisant X(xg) = 0. Pour chaque x € Q,
nous notons par Xy(x) la solution du systéme (A.1) satisfaisant Xo(x) = x. Nous

supposons que X satisfait des conditions telles que X;(x) est continue en (¢, x).

Définition A.4.2 (Trajectoire, orbite)
— On appelle trajectoire d’un point x de Q lapplication X, : t — Xy(x) ;
— on appelle orbite d’un point x de Q la partie y, = {Xi(x),t € R} de l'espace

des phases ;
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— Dorbite d’un point x de Q est dite périodique si x n’est pas un point d’équilibre
et s’il existe T € R, tel que Xr(x) = x. On dit alors que T est une période de

l’orbite périodique considérée.
Définition A.4.3 On appelle orbite positive y*(xg) issue de xy l’ensemble
{x(, x0); t = 0}

Définition A.4.4 (Ensembles limites)
Les hypotheéses et les notations sont celles de la définition précédente, nous supposons
que ) est un espace topologique séparé. soit x un point de (2 ;
soit I, = {X(x) est définie} ;
— on suppose que I, est borné a droite.
On appelle ensemble @ - limite de x et on note w(x) l’ensemble des valeurs
d’adhérence de la trajectoire t — X;(x) de x , lorsque t tend vers +o0
— on suppose que I, non borné a gauche. On appelle ensemble a-limaite de x et
on note a(x) l’ensemble des valeurs d’adhérence de la trajectoire t — X;(x)

de x, lorsque t tend vers —oo

Définition A.4.5 (Bassin d’attraction d’un point d’équilibre)
Soit xg € Q un point d’équilibre du systéme (A.1).
— On appelle bassin d’attraction du point xo € Q [’ensemble des éléments

x € Q tels que pour tout t € R, , Xi(x) soit défini et que

lim X;(x) = xo

t—+o0

— On appelle bassin de répulsion du point xo € Q ; l’ensemble des éléments

x € Q tels que pour tout t € R_, X;(x) soit défini et que
tlim Xi(x) = xo

Définition A.4.6 (Ensemble absorbant)
Supposons que le systéeme (A.1) est tel que X est de classe C' et que Q est un ouvert

de R". Supposons de plus que cette équation admet admet des solutions quel que
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soit t > 0. Un sous-ensemble D de Q est dit absorbant suivant A.1 si tout sous-
ensemble borné K de Q satisfait x(t, K) C D pour tout temps t suffisamment grand.
De méme, D est dit absorbant lorsque pour toute condition initiale xo, il existe t > 0

tel que Xi(xg) € D.

Définition A.4.7 (Ensemble invariant)

Un sous-ensemble K de Q) est dit positivement (resp. négativement) invariant
relativement a (A.1) si x(t,K) € K pour tout t > 0 (resp t <0), K est dit invariant
st x(t, K) = K pour tout t.

Les ensembles a — limite et w — limite sont des exemples d’ensembles invariants et

absorbants.

Théoréme 19

Soit le systeme défini sur R" par
x = A)x (A.2)

Si pour tout x € R", A(x) est une matrice de Metzler, alors le systéeme (A.2) laisse

positivement invariant [’orthant positif R'}.

Preuve :
Supposons que pour tout x € R” | A(x) soit une matrice de Metzler ( c’est a dire ,
a;i(x) > 0 pour tout i, j tel que i # j); soit i un indice quelconque tel que 1 < i < n;

soit I’ensemble

H; = {XEIRH,'XZ‘ = O}ﬂ]R)j_

Sur H;, on a
n

X = Zai]-(x) Xj

=1
n

= Z le']'(X)x]' >0

j=1,j#i
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Autrement dit, sur les ensembles H; qui sont en fait les diverses faces de la frontiere
de R, la restriction du systéme (A.2) a un champ de vecteurs qui pointe vers
I’extérieur de R’}. Donc par continuité du flot, aucune trajectoire de ce systeme qui
commence dans IR” n’en ressort. Ce qui démontre l'invariance positivité de I’orthant

positif. Ce qui acheve la preuve du théoreme.

Théoréme 20 (Théoréme de la barriére) [ ]
On considere une fonction H : R" — R. Soit Q un ouvert de R. On suppose qu’en

tout point x € Q tel que H(x) =0, on a
VH(x) #0 et (X(x) | VH(x)) <0

Alors aucune trajectoire de X issue d’un point tel que H(x) < 0 ne peut sortir par
l’ensemble

{xeQ|VH() =0}
On dit qu’en I'ensemble des points x ou (X(x) | VH(x)) < 0, le champ de vecteurs
est rentrant dans I’ensemble {x | VH(x) = 0}.

Ce théoreme est évident si le champ est strictement rentrant, le point délicat est
quand le champ est tangent. On a alors besoin que le champ soit de Lipschitzi pour
prouver qu’il ne traverse pas la barriere. (Cette condition est due a Quincampoix ,
Aubin, Vidyasagar [136] )

On en déduit le corollaire suivant qui est tres utilisé, par exemple pour montrer que

I'orthant positif est invariant.

Théoréme 21 ( Théoréme 2.1 : Tangent & un fermé [13]) Soit QO un ouvert
de R" et F un fermé de Q. Soit X(x) un champ de vecteurs lipschitzien dans
et tangent a F. Alors, toute courbe intégrale de X qui rencontre F en un point est

entierement contenue dans F

La notion de tangent a un fermé passe par la notion de vecteur normal.

Corollaire A.4.8
On considére un ensemble G fermé et dont la frontiére est constituée de morceaux de
surfaces hyperplanes. Alors si le champ est rentrant dans G en tout de sa frontiere,

l’ensemble G est positivement invariant par X.
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A.4.2 Notion de stabilité et point d’équilibre

Définition A.4.9 ( Stabilité d’un point d’équilibre)

Soit xg € Q un point d’équilibre du systeme (A.1).

On dit que xqy est un point d’équilibre stable pour (A.1) ou que le systéeme (A.1)
est stable en xo si pour tout € positif, il existe un nombre réel positif & tel que pour
tout x € Q avec ||x(0) — xol| < 6, la solution X;(x(0)) = x(t)

Si de plus il existe 6y tel que 0 < 6y < 0O et

1x(0) — xoll < 6o = tli{}l x(t) = xo

Xo est dit asymptotiquement stable.

Le systeme est dit instable en xy s’il n’est pas stable en xg.

Définition A.4.10 (Point d’équilibre attractif)

— Le point d’équilibre xq est dit attractif (on dira aussi que le systéme A.1 est
attractif en xo) s’il existe un voisinage D C Q de xqg tel que pour toute condition
initiale x débutant dans D, la solution correspondante Xy(x) du systéme (A.1)
est définie pour tout t > 0 et tend vers xy lorsque t tend vers l'infini. En
d’autres termes,

tlgg Xi(x) = xo
pour toute condition initiale x € D ;
— le point xo est dit globalement attractif si lim;_., X;(x) = xo pour toute

condition initiale x € Q

Définition A.4.11
Xo est un point asymptotiquement stable pour le systeme (A.1) s’il est stable et

attractif.

Définition A.4.12 (Equilibre globalement asymptotiquement stable)
Soit xg € Q un point d’équilibre du systéme (A.1).
Ce systéeme est dit globalement asymptotiquement stable en xy dans Q si il

est a la fois stable, attractif et son basin d’attraction est Q) tout entier.
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A.4.3 Systemes monotones

Définition A.4.13 [66]
Considérons le systéeme (A.1) avec X de classe C' et Q un ouvert de R".
— X est de type K dans Q si pour tout i; X;(a) < Xi(b) quel que soit a et b dans
Q vérifiant ay < by eta; = b;, ( #ketik =1,2,---,n);
— on dira que Q) est p-convezxe si tx + (1 —t)y € Q, pour tout t € [0, 1],
chaque fois que x,y € Q et x <y ;
— on dira que le systeme (A.1) est un systéme coopératif si Q est p-conveze
et

Xi .
o (x)ZO,zqt],er
8x]~

— On dira que le systéme (A.1) est un systéme compétitif si Q est p-convexe
et

XD 0, iz, xeq
8x]~

Définition A.4.14 ( Systéme dynamique monotone)
Soit un systéeme dynamique dont le flow est @y : x = Py(x).
Ce systeme dynamique est dit monotone s’il est défini sur un espace métrique

ordonné et s’il possede la propriété suivante :

t>0, x<y = P(x) < Pily)

1l est dit fortement monotone si

120, x<y = ¢:x) < Pi(y)

Il est dit anti-monotone si

t>0, x<y = DX(x) > DX(y)
Il est dit strictement anti-monotone si

t>0, x<y = DX(x) > DX(y)
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A.5 Systeme triangulaire

On considere un systeme triangulaire, plus précisément il s’agit d’un systeme sur

(32 h "

X2 = fo(x1,X2)

ou fi est une application de R" dans R" et f, de R"XIR" dans R™. On supposera que

R" X R™ ayant la forme

les conditions sont vérifiées pour I'existence et 1'unicité des solutions (par exemple,
fi et fo de classe C).

Les trajectoires ont toutes la méme projection sur IR” X {0}, ce sont celle du systeme.
On voit bien pourquoi on a donné le nom de triangulaire. En fait la jacobienne
du systeme est triangulaire inférieure par blocs. Ces systemes sont aussi appelés
systemes hiérarchiques. Nous allons démonter un résultat de stabilité du théoreme
de Vidyasagar [136]. La version que nous présentons ici est dans le cas des systemes
autonomes. Elle est beaucoup plus simple que celle donnée dans le cas général par

Vidyasagar.

Théoreme 22
On considére un systéme de classe C!

L Th A
tel lorigine de R" est globalement asymptotiquement stable (GAS) pour le systéme
X1 = fi(x1) sur R" et tel que lorigine de R™ est GAS pour X, = f,(0,x2) sur R",
alors lorigine de R" X R™ est asymptotiquement stable.

St de plus, toutes les trajectoires sont bornées alors l'origine est GAS sur R" X R™.

Preuve

On va prouver la stabilité. Soit le voisinage suivant de 1’origine

B0, &) = {(x1,x2) | | xall <&, || x2fl < ¢}

Puisque les équilibres des systemes isolés sont GAS, que les systémes sont de classe
C!, on peut appliquer la réciproque du théoreme de Lyapunov. Il existe des fonctions

de classe C! définies positives Vi(x1) et Va(x,) telles que
Vi=(VVi)l fi(a)) <0, Va=(VVa(x2)l £(0,%2)) <0
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Les fonctions V; et V, sont définies négatives sur B(0,¢) pour ¢ pris suffisamment
petit. Puisque f; et V; sont de classe C', posons

)
L= max i

X1, X
(x1,%2)€B(0,¢) 8x2( 1%2)

M= max VV,(xp)
(x1/x2)€B(0/S)
Comme V; est une fonction de Lyapunov, on peut choisir 6; < 5 suffisamment petit
tel que

max VV,(x;) < min VV;(xp)
llx2ll<64 5<lxoll<e

Va(xo) = <VV2(x2)|f2(x1,x2)> = <VV2(x2)|f2(0, X2)> + <VV2(x2)|f2(x1,x2) - £2(0, x2)>

En vertu de la formule de Taylor, on a la relation

1
0
fo(x1,x2) = £2(0, x2) =f0 a—ﬁ(xlfxz)xwit

Ainsi sur B(0,¢) on a

1 f2(x1, x2) = f2(0, x)II < []oxa |

et I'inégalité de Cauchy Schwarz donne
V() < (VVa(x2)l (0, %2)) + L M |l (A.5)
Comme la fonction <VV2(x2)| 12(0, x2)> est ngative, si I'on la fonction ¢ par

9 = min (~(VVa)l £(0,x2)))

c<|lxoll<e

Cette fonction @, définie sur R, est continue, croissante et tend vers 0 lorsque ¢ — 0.

Elle vérifie en plus ¢(c) > 0 pour tout ¢ > 0.

Puisque le systeme %7 = f1(x1) est asymptotiquement stable, on peut choisir o, < 04

tel que pour toute conditior(l )initiale vérifiant ||x1(0)|| < 6., alors pour tout ¢t > 0,
¢(c

on a l'inégalité ||x1(t)|| < M Par ailleurs, si 'on a [|x1]| < 6, et ||xp|| = 61, avec

I'inégalité (A.5), on en déduit la relation
(VVa@)l £2(0, 1)) + LM x| < 0 (A.6)
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Soit maintenant 0 < 83 < 0, tel que

max Vl(xl) < min Vl(xl)
llx111<65 6r<|lxy ll<e

Considérons 1'ouvert YU défini par
U = {(x1,x2) | X1l < 62, lIx2ll < 63}

Si x1(0) < 83, comme V7 est décroissante, I'inégalité précédente montre que |[x1 ()| <
0, (aucune trajectoire ne peut atteindre la sphere de rayon 6, sur R").

Soit x,(0) < 63. Comme

max V,(x2) < max Vo(x) < min Vj(xp).
llx2l1<63 llx2l|<61 5<lxall<e

La trajectoire issue de (x1(0), x2(0)) vérifiant ||x,(f)|| < 01 entraine

Va(xp) £ min  Vo(xy).
S1=Ixzll<e

On a vu ci-dessus que l'on a |[x1(f)|]| < 6,. Ceci entraine, des que [[x,(f)|]] = 61, en
vertu de l'inégalité (A.6) V, < 0.

Comme V), est décroissante sur les trajectoires contenues dans 'anneau ||x1]| < 0,,
&

Izl < 5, on en déduit qu'une trajectoire ne peut atteindre 1 sphere de rayon §

dans R™. Nous avons prouvé que |[x1(t)|| < 62 < € et |[xa(f)]| < 5. Ce qui acheve la

£
5.
démonstration de la stabilité.

On va maintenant, démontrer 'attractivité locale par le principe d’invariance de
Lasalle. Puisque 'origine est stable, il existe un voisinage compact U de cette origine
qui est positivement invariant. On va donc se restreindre a cet invariant U.

On considere la fonction V7. C’est une fonction de Lyapunov-Lasalle. Par hypothese

V= <VV1(x1)|f1(x1)> <0.
Soit
E={(a,x) e U | V=0

On considere dans I’ensemble E, le plus grand ensemble invariant. C’est évidemment
({0} x R™) N U. Par hypothese le systeme %, = f,(0, x2) est globalement asymptoti-

quement stable sur {0} xXIR™. Ceci implique que toute trajectoire négative du systeme
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de U \ {0} sort de U.

En effet, si cela n’est pas le cas, il existe une trajectoire complete y dans U. L’en-
semble des points a-limites de y est invariant. Par stabilité asymptotique et inva-
riance, cet ensemble contient I'origine. Cela signifie que la trajectoire part aussi pres
de l'origine que l'on veut pour y retourner. La fermeture ce cette trajectoire étant
compacte, cela contredit la stabilité. La propriété énoncée est donc vraie.

Cela signifie que le plus grand invariant contenu dans E est réduit a {0}. Ceci montre
Pattractivité dans U.

Si une trajectoire est relativement compacte, alors les points w-limites sont dans
{0} x R™.

En effet, pour t, — oo, on a x;(t,) — 0. Si toutes les trajectoires sont compactes,
alors I’ensemble des points w-limites sont dans {0} X R”. Par asymptotique stabi-
lité sur {0} X R™ D'origine est un point w-limite. Toute trajectoire s’approche aussi
pres que 'on veut de l'origine. Par stabilité elle est piégée dans 'ouvert U défini

ci-dessus. Elle tend donc vers l'origine par asymptotique stabilité.

A.6 Meéthodes de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov jouent un grand role dans I’étude de la stabilité des sys-
temes dynamiques. Cette section est consacrée a quelques résultats dus a Lyapunov.

Soit V: QQ ¢ R" — R une fonction continue;

Définition A.6.1
— La fonction V est dite définie positive si V(xg) = 0 et V(x) > 0 dans un
voisinage (g de xo pour tout x # xo dans ce voisinage ;
— La fonction V est dite définie négative si —V est définie positive ;
— La fonction V est dite semi-positive si V(xg) = 0 et V(x) > 0 dans un

voisinage Cy de xg

Définition A.6.2 (Fonction de Lyapunov) [90]
Une fonction V : Q — R est une fonction de Lyapunov pour le systéme (A.1)

si elle décroissante le long des trajectoires du systéme. Si V est de classe Ct, cela
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revient & dire que sa dérivée V par rapport au systeme (A.1) est négative sur Q,

c-a-d, V(x) <0 pour tout x € Q.

Théoréme 23 (Théoréme de Lyapunov)
— Si la fonction V est définie positive et V semi-définie négative sur Q, alors le
point d’équilibre xy est stable pour le systeme A.1.
— Si la fonction V est définie positive et V définie négative sur Q, alors xg est

un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme (A.1).

Ce théoreme affirme que pour montrer qu'un point d’équilibre xj est stable, il suffit de
trouver une fonction de Lyapunov en ce point. Par ailleurs, pour utiliser le théoreme
original de Lyapunov pour montrer la stabilité asymptotique d’'un systeme donné,
nous devons déterminer une fonction V définie positive dont la dérivée V est définie
négative. Dans le cas général, ceci n’est pas évident.La condition sur la dérivée V
peut étre allégée en utilisant le principe de LaSalle qui sera énoncé dans la section

suivante.

A.6.1 Le principe d’invariance de LaSalle

Théoréme 24 (Principe d’invariance de LaSalle [88, 90]
Soit Q un sous-ensemble de R" ; supposons que ) est un ouvert positivement inva-
riant pour le systéeme (A.1) en xo. Soit V : Q — R une fonction de classe C' pour

le systéme (A.1) en xq telle que :
1.V <0 surQ;

2. soient E={x € Q| V(x) = 0} et L le plus grand ensemble invariant par X et

contenu dans E.

Alors, toute solution bornée issue dans Q tend vers l’ensemble L lorsque le temps

tend vers 'infini.

Ce théoreme est un outils tres important pour I'analyse des systemes ; a la différence
de Lyapunov, il n’exige ni de la fonction V d’étre définie positive, ni de sa dérivée V

d’étre négative. Cependant, il fournit seulement des informations sur 'attractivité

172



ANNEXE A. GLOSSAIRE ET RAPPELS MATHEMATIQUES

du systeme considéré au point d’équilibre xy. Par exemple, il ne peut étre utilisé pour
prouver que les solutions tendent vers un point d’équilibre que lorsque ’ensemble L
est réduit a ce point d’équilibre. Il n’indique pas si ce point d’équilibre est stable ou
pas. Lorsqu’on veut établir la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre xy de Q,

on utilise le corollaire suivant qui est une conséquence du principe d’invariance de

LaSalle.

Corollaire A.6.3 ( Lasalle [88])

Supposons O C IR" est un ouvert connexe tel que xy € Q.

Soit V : U — R une fonction définie positive et de classe C' telle que V < 0 sur
U. Soit E={x €U | V(x) = 0}; supposons que le plus grand ensemble positivement
tnvariant contenu dans E est réduit au point x.

Alors xg est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéeme (A.1).

Si ces conditions sont satisfaites pour U = Q si de plus V' est propre sur Q, c’est a
dire si lim V(x) = +oo lorsque d(x, %Q) + |[x]| = 400, alors toutes les trajectoires
sont bornées pour tou t > 0 et xg est un point d’équilibre globalement stable pour le

systéme (A.1).

Corollaire A.6.4
Sous les hypotheses du théoréme précédent, si l'ensemble L est réduit au point xy €

Q, alors xg est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le

systéme (A.1) défini sur Q.

A.7 Quelques matrices particulieres

Définition A.7.1 (Module de stabilité, rayon spectrale)

Soit A une matrice carrée, si on désigne par spec(A) 'ensemble des valeurs prores
de A.
On appelle Module de stabilité de la matrice A, le nombre défini par :

a(A) = max{Re(A); A € Spec(A)}
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La matrice A est dite stable si a(A) <0.
On appelle rayon spectrale le nombre réel p(A) défini par

p(A) = \max, Al

On dit qu’une matrice A est stable si ses wvaleurs propres ont des parties réelles

strictement négatives. On dit aussi que la matrice est de Hurwitz.

Théoreme 25

Soit A € My(R). Le spectre de A est contenu dans la réunion des disques dont
les centres sont les coefficients diagonaux a; de la matrice A et dont les rayons
respectifs sont les sommes des valeurs absolues des coefficients extra-diagonaux des

lignes correspondantes.
n

En d’autres termes, pour tout indice i , 1 <i<n, si on pose r; = Z lai;| , alors
=1, j#i

Spec(A) C UL, B(aj;, 1:)

Lemme A.7.1

Soit A € M,(R) une matrice carrée.

Si A est une matrice singuliere, alors il existe un indice iy tel que

n

laiyi,| < Z |yl

j=1,j#i

En d’autres mots, le terme ajj, est dominé par la colonne iy.

Preuve du lemme

Soit n un entier naturel quelconque fixé; on va supposer que A est une matrice
singuliere. Par abus nous allons noter la matrice A et I’endomorphisme de IR" cor-
respondant par le méme symbole A. Puisque A est singuliere, Ker(A) # {0} ; soit

x = (x1,%,-++,%,)7 € Ker(A); soit iy I'indice de la composante de x telle que Xi,
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réalise la norme maximum de x (c’est a dire |x;,| = maxj<icy [Xi| = [|¥]le0)

Ax =0= (AX)Z'O = Zaiojxj =0
=1

n

= —jyiyXi, = E AiyjXj
=y

n

= lailll < ) lailly
j=1,j#i

n

< Pl Yl il

j=1,j#i

Puisque x;, # 0 , il vient que
n

|aiyi,| < Z |aiy;l

j=1,j#i
ce qui met fin a la preuve du lemme. La conséquence suivante mieux adaptée au

théoreme que le lemme précédent est la suivante

Corollaire A.7.2
Soit A € M,(IR) une matrice carrée.

S1 A est une matrice singuliére, alors il existe un indice iy tel que

n

|aii,| < Z |aiy;l
j=1,j#i

En d’autres termes, le terme général a;,;, est dominé par la colonne iy
La preuve de ce corollaire est identique a celle du lemme précédent; cependant
on remplace la matrice A par sa transposée AT qui a les propriétés de régularité
identiques que la matrice A.
Preuve du théoreme 25
Soit la A € M,,(R) ; alors pour tout A € Spec(A) , A — Al est une matrice singuliere.

Le lemme précédent implique que pour tout A € Spec(A), il existe iy € N, 1 <1y <n
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tel que
|2, | < Z i)
jZl,j?":l',\
Si on pose 1; = ). j=1,j#i, [4ijl; Vinégalité précédente est équivalente a : pour tout

A € Spec(A) , il existe iy € N, 1 < iy < n, tel que A € B(a;,;,, 1i,). Si on considere les
boules B(ajj, r;) pour tout i, 1 < i < n, il vient que tout A € Spec(A) est dans I'une
d’entre elles; on peut donc dire que A € U:‘:OB(aii, 7).

Ce qui met fin a la preuve du théoreme.

Corollaire A.7.3

Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée

Le spectre de la matrice A est contenu dans la réunion des disques dont les centres
sont les coefficients diagonauz a; de la matrice A et dont les rayons respectifs sont

les sommes des valeurs absolues des coefficients extra-diagonauz des colonnes cor-

n
respondantes. En d’autres termes, pour tout i, 1 <i < n, si on pose r; = Z lajil,
=1 i
alors

Spec(A) c UL B(ai, 1)

Preuve

Il s’agit d'une conséquence du théoreme 25 et du corollaire A.7.2.

En effet A est a diagonale dominante stricte, alors pour tout i tel que 1 < i < n,
on a la;| > r (r; = Z';:],]-ii laji|, si ce sont les colonnes qui sont concernées, ou
= Z?:l,j;ti |a;j| si ce sont les lignes qui sont concernées). Donc aucune des boules
B(a;;, r;) ne contient l'origine de C. Par conséquent aucune valeur propre de A ne

peut étre nulle.

Définition A.7.4 Matrice a diagonale dominante
~ Une matrice A = (a;;) € My(R) est a diagonale dominante colonne si pour
touti tel que 1 < i < n, ona

n

lai| = Z lail

j=1,j#i
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~ Une matrice A = (a;;) € M,(R) est a diagonale dominante ligne si pour tout

itel quel <1 < n,ona
n

laii| > Z |ai;|

j=1,j#i
— On parle de matrice a diagonale dominante stricte colonne (respectivement

stricte ligne) lorsque les inégalités dans les relations précédentes sont strictes.

Corollaire A.7.5

St une matrice A est a diagonale dominante stricte, alors elle est inversible.

C’est une conséquence immédiate du théoreme 25 (on pourra raisonner par 1'ab-

surde).

Définition A.7.6 (Matrice réductible, matrice irréductible)
Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée.
On dit que la matrice A est réductible , si il existe une matrice de permutation P tel

que

Ay A
T _ 11 12
a4

La matrice A est dite irréductible si et seulement si elle n’est pas réductible.

A.8 Suites et serie de matrices

Définition A.8.1 (Convergence d’une suite de matrices) On dit qu’une suite
de matrice (Ap)mso converge vers la matrice A si

Limy,, oo [|Am — A”p =0

Pro A.8.2 1. (a) lim,_.+0 A" =0 & p(A) <1
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2. (b) La serie Y, =A™ converge < p(A) <1

3. () My e LIS A" = (I — A)!

m

A.9 Les matrices de Metzler

Définition A.9.1
On appelle matrice de Metzler, toute matrice A = (a;) € M,(R) dont tous les
coefficients extra-diagonaux sont positifs. C’est-a-dire

ai; 2 0 pour tout les i et j avec i # j

Le théoreme suivant du a Perron-Frobenius sera tres utile dans I’étude de la stabilité

des modeles que nous allons étudier.

Théoréme 26 (Perron - Frobenius) [7]
Soit A € M,y une matrice positive ;
— alors le rayon spectrale p(A) de la matrice A est une valeur propre de A et il
existe un vecteur propre v > 0 qui lui est associé;
— st de plus la matrice A est irréductible, alors p(A) > 0 et v > 0; de plus,
p(A) est une valeur propre simple et si u > 0 est un autre vecteur propre de
A, il existes > 0 tel que u =sv ;
— st B est une matrice telle que B > A , alors p(B) > p(A)
- si A > 0, alors |A| < p(A) pour tout autre valeur propre A de A

Corollaire A.9.2
Soit A € Mg,y une matrice de Metzler.
— Le module de stabilité a(A) est une valeur propre de A et il existe un vecteur

v > 0 tel que Av = a(A)v. De plus Re(A) < a(A) pour tout A € Spec(A) —
{a(A)}.

— Si de plus A est irréductible, alors

1. a(A) est une valeur propre simple ;
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2. v > 0 et pour tout autre vecteur propre positif de A est un multiple de v ;
3. Si B est une matrice vérifiant B > A, alors a(B) > a(A);

4. sia(A) < 0, alors =A™ > 0

Preuve :

Il existe un C > 0 assez grand tel que A + CI > 0. par conséquent le théoreme
précédent de Perron-Frobenius peut s’appliquer a A + CI pour un tel C > 0 . En
particulier, le rayon spectral p(A + CI) > 0. On remarque que Spec(A + CI) =
C + Spec(A) ; ce qui implique

a(A + CI) = p(A + CI) = C + a(A)

et par conséquent, a(A) est une valeur propre de A. Si A est irréductible, A + CI
est aussi irréductible. Le théoreme de Perron-Frobenius appliqué a A + CI implique
les propriétés 1,2,3. Par ailleurs , comme —A~! = fooo et dt > 0 (4) est vérifié.

Le théoreme suivant est important pour ’étude la stabilité des points d’équilibres

et la construction de certaines fonctions de Lyapunov.

Théoreme 27 Matrice de Metzler stable
St A = (a;;) € My(R) est une matrice de Metzler, les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. La matrice de Metzler A est stable,
la matrice A est inversible et —A~' >0,
Sib> 0, alors l’équation Ax + b = 0 admet une solution x > 0,

il existe un vecteur ¢ > 0, tel que Ac < 0,

AT RN

il existe un vecteur ¢ > 0, tel que Ac < 0.

Nous donnons une preuve de ce théoreme qui est une adaptation d’une preuve simi-
laire trouvée dans [7].
Preuve :

1) = 2)
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La matrice A est stable, alors elle est inversible et

a(A) < 0; il existe un scalaire k tel que pour tout
X0 € Ry, [l xoll < Ke* x|

On en déduit que l'intégrale fooo e xodt est normalement convergente pour tout
point xg. par suite la matrice fooo e'Adt est absolument convergente :

En effet la fonction t € R, — €4 € M, (IR) est dans L'(0, o) et

B = f ehdt = A
0

Nous allons déterminer le signe de chacun des coefficients de la matrice B = (b;;);

pour cela considérons la base canonique (¢;) de IR” ; nous remarquons que :
bi]' = <Bej/€i> = (BEj)i =<£ etAdte]-, €i>

= fOoo <etAe]-, ei>dt
= [T (e ep)idt >0

d’ou la matrice —A' = B> 0.

2) = 3)
Soit b un vecteur tel que b > 0; soit x = —A~'b; alors x > 0 comme produit de
deux matrices strictement positives. D’ou Ax + b = 0

3) = 4)
Soit b > 0 un vecteur de R" ; soit ¢ = —A71b; il est clair que Ac = —=b < 0. On
peut donc conclure qu’il existe un vecteur ¢ > 0 tel que Ac < 0.

4) = 5)

11 suffit de perturber un peu la propriété 4. En effet soit e > 0 et ¢c; = c+¢ Z e; > 0.
i=1
n
Ainsi Ac; = Ac+ ¢ ZAel-. Par continuité, on peut choisir ¢ > 0 suffisamment petit

i=1
tel que Ac; < 0.
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5) = 1) Considérons dans I'orthant positif I’équation différentielle ¥ = ATx. On

choisit la fonction
V(x) ={c, x)

Comme par hypothese ¢ > 0, alors V est définie positive sur IR} et on a
V(x) ={c, Ax) = (ATc, x)

V(x) = 0 si et seulement si x = 0. Ce qui prouve, en vertu tu théoréme de Lyapunov
que la matrice AT est asymptotiquement stable et par suite que A est stable puisque
A et AT ont les mémes valeurs propres.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme.

Théoreme 28
Soit A € M, (R) une matrice de Metzler.

1. Le module de stabilité a(A) de A est une valeur propre de A a laquelle est
associé un vecteur propre positif; c’est a dire qu’il existe v € R’} tel que v # 0
et Av = a(A) v

2. Si de plus la matrice A est irréductible, alors a(A) est une valeur propre simple
de la matrice A a laquelle est associée un vecteur propre positif; ¢’est a dire

qu’il existe v € R’} tel quev > 0 et Av = a(A)v.

Preuve
Soit m = min{min;<;<,a;, 0}; alors A — mI > 0. En appliquant a la matrice

A — ml le théoreme de Perron-Frobenius, il vient que :*
il existev e R} ; (A —ml)v = p(A - ml)v
d’ou il existe v € R’} tel que
Av = (p(A —ml) + m)o

le vecteur v est donc un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre
p(A — ml) + m.

Il est a remarquer que pour une matrice carrée B donnée,
Spec(B + kI) = k + Spec(B)
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Or p(A — ml) = Aesgergax_ml) Re(A) d’ou

pA-mD +m =, e, Re) = max Reh) = atd)

Donc v est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
a(A) = p(A - ml) +m € R

La preuve de cet important théoreme peut étre trouvé dans [?]. Mais compte tenu

son important dans cette these, nous la redonnons intégralement ici.

Théoréme 29 (Caractérisation des matrices Metzler stables)

Soit M une matrice de Metzler se mettant sous la forme
A B
me(E )
M est stable si et seulement si A et D — CA™' B sont stables.

Preuve

Prouvons d’abord la condition nécessaire. Puisque que toute sous matrice principale
d’une matrice de Metzler stable est encore une matrice de Metzler stable (voir Varga
[?]), alors A et D sont Metzler stables. Comme M est Metzler stable, il existe un
vecteur ¢ = c1,¢; > 0, tel que Mc < 0 (condition Ig du théoreme 2.3 de [7]). Ce qui

signifie que
Ac; + Be, <0
Cci+Dc, <0

Comme A est Metzler stable, on —A™! > 0 et C est positive. Multiplions Ac;+Bc, < 0
par —CA™!, on obtient —Cc; — CA™'Bc, < 0 et par suite (D — CA™'B)c, < 0. Ce qui
prouve, en vertu de I que D — CA™'B) est Metzler stable. Ceci montre la nécessité.
Montrons enfin que la condition est suffisante.

Puisque A et D — CA™'B) sont Metzler stables, il existe un vecteur c, > 0 tel que
(D—-CA™'B)c, < 0

Soit maintenant ¢3 = —A~'Bc,, comme A est Metzler stable, on a —A~! > 0. Comme

B est positive et ¢, > 0, on en déduit que c3 > 0 et les inégalités

CC3 + Dcy, < 0, AC3 + Bc, < 0
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A étant Metzler stable, il existe un vecteur v > 0 tel que Av < 0 (voir théoreme

27). Maintenant, choisit ¢; = ¢35 + €v > 0, pour € > 0. On a
Cc1 + Dcy = Cez + Dey + eCo
On peut choisir € > 0 suffisamment petit pour que Cc; + Dc, < 0. A ce moment la,
Acy + Bcy; = Acs + Bey + eAv < 0

On a donc trouvé ¢ = (c1,c3) > 0 tel que Mc < 0, ce qui prouve que M est Metzler
stable (voir théoreme 27). Et la condition suffisante est prouvée.
dans le résultat qui suit nous allons montrer que le module de stabilité est une

fonction croissante sur les matrices de Metzler.
Théoréme 30 (Ordre et module de stable) [7/

1. 8l existe v > 0 tel que Av < Bo alors a(A) < B.

2. Si de plus A est irréductible alors v > 0 et Av < pv entrainent a(A) < . En

fait on a obligatoirement v > 0.
3. 87l existe v > 0 tel que sv < Av alors s < a(A).

4. Si de plus A est irréductible alors s < Av entraine s < a(A).

A.9.1 DMatrices de Metzler irréductibles

On va caractériser par une propriété dynamique l'irréductibilité des matrices de
Metzler.

Une matrice de Metzler laisse invariant positivement invariant 'orthan positif.

On va d’abord démontrer un premier résultat sur l'irréductibilité.

La définition de l'irréductibilité, pour les matrices de Metzler est équivalente a la

propriété suivante :

Pro A.9.3 (Matrices de Metzler irréductibles)
La matrice de Metzler A est irréductible si et si seulement si, pour tout vecteur x > 0

appartenant a une face F de R}, ou F est définie par :
F={x>0|3diel e |x)=0}
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il existe un indice i € I tel que {e; | x) =0 et {e; | Ax) > 0.

Preuve

D’apres le théoreme 77, I'irréductibilité d’'une matrice ne dépend que de ses termes
hors diagonaux. On peut toujours remplacer A par A+ Al pour A suffisamment grand.
La condition d’irréductibilité est équivalente, comme condition de la proposition. S’il
existe 1 tel que {(¢; | x) = 0 et {e; | Ax) > 0, alors c’est équivalent a {e; | x) = 0 et
(e; | (A + ADx) > 0.

On va donc supposer sans nuire a la généralité que A > 0.

La condition est suffisante.

En effet, supposons que pour tout i tel que {¢; | x) = 0, on ait {¢; | Ax) > 0. Soit
F, = R*[0,x] la face engendrée par x. Puisque A > 0, on a AF, = R*[0,Ax]. La
face F, est caractérisée par un ensemble d’indices I. On a F, = {x > 0] {e; | x) = O}.
Pour ces indices on a {e¢; | Ax) = 0. Par suite AF, C F, et la matrice A n’est pas
irréductible.

La condition est nécessaire.

Si A est réductible, il existe une face, notée par F,, telle que AF, C F,. Pour tout

indice tel que {e; | x) =0 on a donc (e; | Ax) = 0.

A.9.2 Décomposition réguliere d’'une matrice de Metzler

Nous allons démontrer un résultat di & Varga [?] donc l'utilité est avérée dans la

méthode de calcul du nombre de reproduction de base Ry.

Définition A.9.4
Soit une matrice de Metzler A inversible. On appelle décomposition réguliere de A,

toute décomposition de la forme
A=F+V
ou F >0 etV est une matrice de Metzler stable.

On a le théoreme suivant démontré par Varga dans [?]. Vu son importance, nous

donnerons cette preuve.
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Théoreme 31
Soit une matrice de Metzler A inversible. Pour toute décomposition régquliere de A
de la forme A = F +V, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1)- A est une matrice stable.

2- p(-FV7) <1.

Preuve
Supposons que A est une matrice stable, alors d’apres le théoreme 27, on a —A~! > 0.

Les matrices V = A — F et A étant inversibles, on peut écrire
~FV''=-FA-F)'=-FA'(I-FA™)!

On note G = —FA~!. C’est une matrice positive. Pour chercher son rayon spectrale,
d’apres Perron-Frpbenius, il suffit de se restreindre aux vecteurs propres positifs.
Soit donc v > 0 un vecteur propre de G correspondant a une valeur propre A > 0,

soit Gv = Av. On a
A

1+A
La matrice —FV™! est positive. Réciproquement soit u > 0 une valeur propre re-

~-FV'v=G(I-G) o= v

lativement & un vecteur propre v > 0. Alors G(I — G)™'v = pv. Les matrices G et

(I + G)™' commutent, on en déduit que Gv = (I + G)v. Cela entraine que nécessai-

rement y # 1 et v est un vecteur propre de G relativement a la valeur propre

1+u
La fonction de IR* dans [0, 1[, définie par x + est une bijection entre les va-
leurs propres de G = —FA™! sur celles de —=FV~!. C’est une fonction monotone. Par
conséquent on a
. p(G)
~FVv ) =——"-<1.

Réciproquement supposons p(—FV 1) < 1. Alors la matrice — — FV~! est inversible,
c’est en plus une matrice de Metzler. Puisque p(—-FV™!) <1, on a a(-I-FV™!) < 1.

(C’est donc une matrice de Metzler stable. Son inverse est positive et par conséquent
~A = (-I-FV ) v >0

Ce qui montre que A est une matrice de Metzler stable d’apres le théoreme 27. Cela

termine la démonstration.
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Annexe B

Le nombre de reproduction de
base

B.1 Introduction

Le nombre de reproduction de base couramment appelé Ry est une quantité
sans dimension qui, sous certaines conditions permet d’établir la stabilité des points
d’équilibres d'un systeme dynamique. est défini comme « le nombre moyen de
cas secondaires, produit par un individu infectieux typique au cours de
sa période d’infectivité, dans une population totalement constituée de
susceptibles. »

Ry est par conséquent, une mesure du potentiel de transmission, c¢’est a dire la ca-
pacité d'un agent infectieux a propager l'infection a travers une population donnée
immédiatement apres son introduction.

Le moyen de transmission peut étre direct ou indirect. Le nombre Ry a été défini
mathématiquement par O. Diekmann et al dans ( [29], [30]) en utilisant la décompo-
sition reguliere de la matrice de Metzler associée aux individus « infectieux ». C’est

A. Lokta (1913) qui introduit la notation Ry et reconnait la formule de Bockh

Rozj(; p(a)p(a)da

ou p(a) désigne la probabilité pour une femme de survivre a 'age a et B(a) le taux

de naissance des filles a ’age a.
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L’apparition de R, est relativement récente en épidémiologie et date des années 80.
Depuis une trentaine d’années Ry est de plus en plus utilisé dans les situations de
plus en plus réalistes et sur des modeles de plus en plus compliqués.

Le concept trouve sa base en démographie. Le directeur de bureau des statistiques
de Berlin, Richard Bockh introduit et calcule ce qu’il appelle « la propagation totale
de la population »(K.Dietz). Dans ce contexte Ry est le nombre moyen de naissances
de filles produit par une femme durant sa vie entiere.

Dans la littérature, il existe plusieurs techniques de calcul de Ry. Nous allons dans

la suite donner deux types d’algorithmes de calcul de Rp. A savoir :
1. lalgorithme de calcul du a J. M. Hefferman et al dans [52]

2. la technique élaborée par G. Sallet et J. C. Kamgang dans [79]. Il faut noter
que cette technique faite par ces deux auteurs est un raffinement du critere
de Routh-Hurwitz. Cette méthode ne calcule pas forcément Ry mais donne un

seuil équivalent.

B.2 Meéthode « de la prochaine génération »

Dans cette technique de calcul , Ry est définie comme le rayon spectral de « 'opé-

rateur de la prochaine génération ». La détermination de l'opérateur implique la
répartition en deux compartiments; le compartiment des infectés (latents , infec-
tieux...) et le compartiment des individus non infectés.
Cette technique a été élaborée d’abord par Diekmann et Heesterbeek dans [29] et
puis reprise par Van den Driessche et Watmough dans [127] pour les systemes en
dimension finie. Dans cette partie, nous allons appliquer cette méthode a quelques
modeles d’épidémiologie. Pour les détails de la formation de « I'opérateur de la pro-
chaine génération », se référer a 'article de Diekmann et Heesterbeek [30].

On considere un modele épidémiologique comportant 7 classes ou compartiments
homogenes. Le vecteur x représente 1'état du systeme et x; est le nombre (ou la
concentration) d’individus dans le compartiment j. Les compartiments sont ordonnés

de tel sorte que les derniers sont des infectés (latents, infectieux...). Les k premiers
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compartiments sont les individus libres de I'infection (Susceptibles...).

Soit le vecteur x = xj, j = 1,---,n, ol x; est le nombre (ou concentration) des
individus dans le compartiment j.
Soit Fj(x) la vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment j. On note
par (V]Jr la vitesse de transfert des individus dans le compartiment j par tout autre
moyen et (V]_ la vitesse de transfert hors du compartiment j. La dynamique définie

dans ce compartiment est :
X =Fi(x) + (V;r(x) - (Vj_(x)

On suppose que les fonctions sont au moins C'. Si on pose V;(x) = (V;(x) - (V]._(x)

le systeme précédent devient
J'C]' = 7:](X) + (V]’(X)

Un état du systeme xy est sans maladie, si les compartiments des « infectés » sont
vides. C’est le « Disease Free Equilibrium »(DFE), c’est a dire pour j > k, (xp); = 0.
Pour des raisons biologiques on a les propriétés suivantes :
Lx>0, Fi(x) 20, (V]Jr(x) > 0, (V]_(x) > 0 car les flots de matieres sont des
quantités positives.
Si un compartiment est vide, alors il n’y a pas de transfert d’individus hors du
compartiment par la mort, I'infection ou soit par tout autre moyen. Ainsi,
2. si x; = 0 alors (V]_ = 0. En particulier si I'on pose X, = {x > 0; x; =0, i =
1,---,n} etsixeX;alors (V]‘ = 0. En d’autres termes il ne peut rien sortir

d’un compartiment vide.

3. Si j 6 k alors Fj(x) = 0. Cela signifie par définition qu’il ne peut rentrer des
infectés dans les compartiments non infectés.

4. Si xp est un état sans maladie alors F;(xo) = 0 et pour j > k, (V]Jf(xo) =0.
Quand il n’y a aucun infecté, il ne peut y avoir de maladie, donc on reste sans

infection.

Nous allons maintenant essayer de définir le nombre moyen de ré-infections produites

par un individu typique infecté dans un voisinage du DFE.
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Considérons la dynamique du systeme linéarisé au voisinage du point d’équilibre
sans maladie, avec une infection bloquée

X = DV(xo)(x = x0) = DV (x0)(x — x0) = DV (x0)(x — xo).
Le lemme suivant précise la structure du systeme linéarisé DX(x)

Lemme B.2.1 [127] Si xy est un DFE, alors les matrices DF (xg) et DV (xo) se

décomposent en blocs

D?(xo):[g 2]

DV(w0) = [ bk ]

F > 0 et est une matrice de Metzler

Preuve : voir [127].

Par ailleurs si xp est un point d’équilibre sans maladie,

F e laFj(xo)l otV lan(xo)

8x1~ 8x1~

V est une matrice de Metzler.

]avecj,i=1,---,m

Si de plus V est stable, ceci implique —=V~! > 0 (voir théoreme 27).
Interprétation de la matrice —FV!

Considérons un individu infecté introduit dans un compartiment k > m d’une po-
pulation sans maladie. L’entrée (i,k) de la matrice —V~! est le temps moyen que
I'individu passera dans le compartiment i au cours de sa vie, en supposant que l'on
a bloqué la ré-infection. L’ entrée (j,i) de la matrice F est la vitesse a laquelle un
infecté dans le compartiment i produit des infections dans le compartiment j. Ainsi
'entrée (j, k) de =FV~! est le nombre espéré de nouvelles infections dans le comparti-
ment j produit par un individu infecté introduit originellement dans le compartiment
k. La matrice —FV~! est appelée la « next generation matrix ».

Le rayon spectral de la matrice —FV~! est le nombre de reproduction de base. C’est
a dire

Ro = p(-FV )

La matrice —FV~! > 0 d’apres le théoréme de Perron - Frobenius (voir appendice)
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B.3 Ry et les conditions de seuil

Cette méthode de calcul que nous allons proposer est un résultat tiré de [?] qui
est un raffinement du critere de Routh-Hurwitz. En général, la condition de seuil
est obtenue en calculant la matrice Jacobienne du systeme au DFE ( Disease Free
Equilibrium) et en appliquant le critere de Routh-Hurwitz. Pour les systemes de
dimension supérieure a quatre, le critere n’est plus applicable. Cependant le critere
de Routh-Hurwitz reste implicite et ne repose pas sur une formule explicite de la
condition de seuil.

Soit un modele épidémiologique pouvant se mettre sous la forme

{ 3?1 = f(xler) (Bl)

Xy = g(x1,x2)
ot x1 € R} et x; € R}? et ¢(x1,0) =0
Le vecteur x; représente la classe des susceptibles et d’autres classes des individus
infectés inactifs; le vecteur x, représente la classe des infectés actifs et celle des
infectieux. Les fonctions f et ¢ sont supposées étre au moins de classe C'. Nous allons

faire un certain nombre d’hypotheses biologiques raisonnables pour le modele :
1. On suppose que le systeme est défini sur un sous-ensemble () compact et
positivement invariant de orthant positif R” = R} X R}? avec n = nq + 1y ;

2. Papparition d’individus infectieux provient des différents compartiments d’in-
dividus infectés. En d’autres termes, si la condition initiale appartient a la
variété {x, = 0}, les trajectoires positives du systeme restent dans cette va-
riété. Ce qui signifie que nous pouvons identifier R} a R} x {0} dans R} X R'?
et R est positivement invariant par le systeme. Ceci implique que pour tout

x1 € QCR?, ¢(x1,0) = 0. Puisque g est de classe C!, on peut écrire
g(x1,x2) = Asz(x)x2,

ou As(x) est une matrice 1, X 1, continue et x = (x1, x2) ;

3. supposons qu’il existe un unique point d’équilibre non endémique encore appelé

« Disease Free Equilibrium »(DFE), (x},0) € Q C R} du systeme. Puisque f
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est de classe C!, on peut écrire
f(x1,x2) = A(x)(x1 — x7) + Az(x)x2

ou A; est une matrice carrée d’ordre n; et A, une matrice d’ordre n; X n,.

Considérons le systeme pseudo-triangulaire suivant :

{ X1 = Ar(x)(x1 — x7) + Ax(X)x2

Xp = As(x)xz (B2)

Puisque les modeles épidémiologiques sont des systémes compartimentaux particu-

liers, nous en déduisons que la matrice

( A1(x) Ax(x) )
0 As(x)

est une matrice de Metzler.
Ajoutons a présent une hypothese raisonnable : I’équilibre non endémique (DFE)
(x7,0) € Q, ot x} € R} est globalement et asymtotiquement stable sur (R} x{0})NQ.
Ceci implique que pour le systéme %1 = Aj(x)x; défini dans (R} x {0}) N Q, x] est
un point d’équilibre globalement et asymptotiquement stable.
En biologie, cette hypothese signifie qu’il existe un état d’équilibre positif, attractif
et stable ou il n’y a pas de maladie dans la population.

Nous allons maintenant présenter une méthode de calcul permettant de donner
une condition de seuil. Considérons le systeme (B.1) précédent.

Soit x* = (x},0) € R}"™™ le point d’équilibre sans maladie ou disease free eqili-

brium (DFE) du systeme (B.1) ; alors

f,0) =g(x7,0) = 0.

La matrice Jacobienne calculée au DFE peut se mettre sous la forme :

J= Ai(x]) Az(x{:)
0 A3 (xl )
et nous supposons que X; = A;(x)x; est globalement asymptotiquement stable en x7,

la matrice A;(x]) est stable, c’est a dire
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A(A1(x)) 60

La matrice | étant triangulaire, la stabilité locale de x7* est associée a la stabi-
lité de la matrice de Metzler A3(xT). La condition pour la stabilité locale est donc
a(A3(x}) < 0 et la condition d’instabilité locale est a(A3(x}) > 0. De cette condi-
tion de stabilité locale du DFE, on peut obtenir le taux de reproduction de base R,
en donnant une expression équivalente a a(As(x7) < 0 et se mettant sous la forme
Ro 6 1 voir [?].

De méme , lorsque la décomposition réguliere de la matrice A est de la forme
A =D+ M ou D est de Metzler stable et M > 0, cette condition de seuil associée a
Ro est d’apres [30] , [29]

Ry = p(-D'M)

Les deux sections précédente nous ont a permis de faire une analyse des quelques
méthodes de détermination du nombre de reproduction de base. Ce parametre sans
dimension est un outil tres important dans I’étude de la stabilité des points d’équi-

libre des modeles épidémiologiques.
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Annexe C

Distance d’une Matrice de Metzler
a la Stabilité puis a I'Instabilité

C.1 Introduction

Calculer la distance a l'instabilité d’une matrice stable pour des perturbations
réelles et complexes est un probleme d’optimisation difficile. Un algorithme solution
a été proposé pour calculer cette distance en 1988 par Byers [19], pour des pertur-
bations complexes. Cette distance, dite rayon de stabilité, a été introduite dans le

contexte de la théorie de controle par Hinrichsen et Pritchard [56]

Néanmoins cette tache difficile peut ’étre moins dans le cas d’une matrice de
Metzler [6,74,95]. Une matrice de Metzler est dite stable si les trois rayons de
stabilité définis pour des perturbations complexes, réelles et réelles positives sont

égaux et nous disposons d’une formule explicite ;

1
'R =7Cc = TR+ = =57
A=

[6,74,95]. ou ||.|| est une norme subordonnée induite par une norme vectorielle

monotone.( voire appendice A.3.2 )

Nous remarquons que pour les matrices de Metzler la distance a I'instabilité est

égale a la distance a la singularité.
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Dans la suite du document nous noterons S; I’ensemble des matrices stables; et U

I’ensemble des matrices instables.

C.2 Préliminaires

Pro C.2.1 (Frontiére de I'intersection de deux ouverts) Soit A et B deuz

ensembles ouverts et non vides A, dB leurs frontiéres respectives ;

nous avons,
JdANB)C (JANB)U(JAN dB) U (dBN A)
Preuve
On sait que A = A \ int(A) = A N A°
donc ,

dANB)=(ANB)\int(A N B)

A et B ouverts, nous avons,
JANB)=(ANB)\ (A N B)

En outre nous avons, pour toute paire d’ensembles, A et B

ANBC ANB

Ce qui conduit a l'inclusion suivante :

HANB)C(ANB\A N B)

On sait que A\ B=AN B et (AN B) = A°UB°

Notre inclusion devient,

dANB) c(ANB)N (ANB)F = (AN B)N(A° U BY)

196



ANNEXE C. DISTANCE D'UNE MATRICE DE METZLER A LA STABILITE
PUIS A L'INSTABILITE

Ensuite en utilisant les propriétés de distributivité de l'intersection et de la

réunion des ensembles, nous avons,
HANB) C(AANA)NBUB NBNA

Et comme

(A° N A)c (A°NA)=0A

d(A N B)c (@A N B) U (@B N A)

Notons aussi que, A = A U dA, nous avons I'égalité suivante,
(VA N B) U (0B N A) = (A N (B U 3B)) U ((dB N (A UJA))
De nouveau par distributivité nous avons,
(GANB)U (@B NA) = (@ANB)U(@AN IB) U (BN A)U (DA N IB)

Et finalement nous obtenons ’'inclusion suivante :

AANB)c GANB)U@AN IB) U (9B N A)

Remarque 17 Linclusion n’est pas vrai dans l'autre sens. En effet soit deuzr en-

sembles ouverts A et B illustrés par la figure C.1 Nous avons :

ANB= 0; donc d(ANB)=10
JANB= 0
dBNA= 0

JdAN dB= W nlest pas inclut dans d(ANB) =0

197
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DIAGONALE INSTABLE A L’ENSEMBLE St DES MATRICES STABLES

A et B sont deux ouverts o
@
il

FIGURE C.1 - (dANB)U(JAN dB) U (dBN A) # d(AN B))

C.3 Distance d’une matrice de Metzler A € M) (IR)
diagonale instable & I’ensemble S; des ma-
trices stables

Dans cette section il s’agit d’évaluer la distance ( de Frobenius) d'une matrice
de Metzler diagonale A instable a la stabilité. Pour Toute matrice de Metzler
symétrique, on peut toujours trouver une matrice diagonale qui est semblable a sa
matrice Jacobienne prise au point d’équilibre sans maladie ( DFE) De norme de
Frobenius est invariable par changement de base orthogonale, et elle est plus aisé a
manipuler. Pour qu'une matrice M d’ordre 2 soit stable, il faut et il suffit que sa

trace soit négative et son déterminant positif :

Tr(M) < 0 et Det(M) > 0.

a

0 —Obl aveca > 0,b >0

Soit donc une matrice diagonale instable, A = [

Nous allons calculer la distance de A a I’ensemble des matrices stables (S;) pour

la norme de Frobenius.
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Prenons A = [J; ;;/l dans dS;,

La distance séparant A a S; se définit comme suit :

AF(A,S) = d(4,3) = minllA - All = \J@ =02+ y2+ 22+ (b+ 1)
S
La distance dp(A,A) est la solution du probleme d’optimisation sous contrainte

suivant :

min dZ(A, A)
s.c (C.1)
A € aSt

Nous devons d’abord préciser ’ensemble d8; frontiere de 1’ensemble des matrices

stables d’ordre 2.

C.3.1 Frontiére de ’ensemble des matrices stables (dS;)

Pro C.3.1 soit :

S = {M [ det(M) > 0} N {M/Tr(M) < 0}
_ [(x Y _

X = {»z t],(x+t<0),xt—yz—0}
X Y]

Y = ,(xt—yz > 0), (x+t =0)
|z ¢t
x Y]

Z-= ,(xt—=zy=0), (x+t =0)
|zt

Nous avons, dS; = XUYUZZ
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Preuve

S; étant l'intersection de deux ouverts,
S = (M /dettM) > 0} N {M/Tr(M) < 0},

la proposition C.2.1 assure que, dS; c XUY U Z.
11 suffit & présent de montrer que XUY U ZZ C dS;
pour prouver que : d8; = XUYUZ

Pour ce faire, nous montrons que toute matrice M appartenant & X U Y U Z se

trouve a la frontiere dS; des matrices stables.

Premier cas : M € Y

Me Y alorson a, (xt—yz > 0)et (x+t = 0) & Tr(M) =0, et Det(M) > 0.

Le polynome caractéristique de M est
Py = A%2 = Tr(M)A + Det(M) = A% + Det(M)
Le discriminant de Py est, 6 = Tr?(M) — 4 Det(M) = —4 Det(M) < 0
Le discriminant étant négatif;
on a des valeurs propres complexes conjuguées, A = ¢ +id.
De plus les valeurs propres sont imaginaires pures, car Tr(M) = 0.

Donc, A = +id
0 -d
=T

On en déduit que, M est semblable a la matrice
.

0 —d

et il existe une matrice P inversible telle que, M = P Pt

d 0
- 0

, avec

Quand on ajoute a T une matrice de perturbation {
0 -e

1
€e=—,nelN*
n

200
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- —d
Nous obtenons une matrice pertubée T, =

, € >0, qui est stable.
d -—¢

La trace et le déterminant étant invariables par changement de base ;

- —d - —d

de la stabilité de [

‘, nous déduisons celle de P

d -—e

Quand n — oo nous avons € — 0 et nous avons,

- —d
Pl P Pl =M

d 0

M est de ce fait limite d'une suite d’éléments de S et donc appartient a 1’adhé-
rence de S;. et comme par construction, M n’appartient pas a S,

Conclusion, M € S, \'S; cest a dire M € dS;

Deuxiéme cas : M € X

M € X, nous avons
(x+t <0 et (xt—yz =0) = Tr(M) < 0, et Det(M) =0

Py = A2 — Tr(M)A et 6 = Tr*(M) donc nous avons un vecteur propre nulle et

I’autre négative.

0 O
Aussi, M est semblable a la matrice [ ] = T. Il existe alors une matrice
0 —d
P inversible tel que,
0 O




C.3. DISTANCE D’UNE MATRICE DE METZLER A € M;x2)(R)
DIAGONALE INSTABLE A L’ENSEMBLE St DES MATRICES STABLES

- 0

,€=—nelN*

En ajoutant la matrice de perturbation
n

0 0

a la matrice T, nous obtenons la matrice stable

Te =

- 0 1
, avece = — > 0.
0 —d "

La trace et le déterminant étant invariables par changement de base, nous déduisons
- 0

que la matrice P P71 est stable.

0 -d

Quand n — oo, nous avons € — 0. Il vient :

0 0

Pt p Pt =M.

0 —d

M est de ce fait limite d’une suite d’éléments de S; et comme par construction
de M n’appartient pas a &
Conclusion, M € S, \'S; clest a dire M € dS;

Troisiéeme cas : M e Z

M € Z, nous avons
(xt—=zy=0)et (x+t = 0) & Tr(M) = 0, et Det(M) = 0.

Py = A2, nous avons une valeur propre nulle d’ordre 2. Et comme M est non nulle,
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0 0
M est semblable a la matrice =T.
1 0
- 0

En ajoutant a T une perturbation {

avece = —,n €N
0 -e€ n
—-€ 0
Nous obtenons la matrice T, =
1 -

] qui est stable.

Comme la trace et le déterminant sont invariants par changement de base, la matrice

- 0
P P71 est stable.
1 -€
- 0 0 0
Quand n — oo, onae — 0.et P P11 p Pl =M.
1 -e 10

M est de ce fait limite d’une suite d’éléments de S et comme par construction
de M n’appartient pas & S,

Conclusion, M € S, \'S; clest a dire M € dS;
Ce troisieme cas acheve de montrer que X UY U Z C dS; et nous pouvons désor-
mais affirmer que XUY UZ = d8,.

C.3.2 Distance de A a X (dr(A,X), Distancede A a Y
(de(A,Y), et Distance de A & Z (dr(A, )

Dans cette section nous calculons la distance d’une matrice diagonale instable

A a la frontiere de I’ensemble des matrices stables dS;.

a 0
Posons A =

avec a >0 et b > 0.
0 -b

Il a été établi dans la section précédente que XUY UZ = dS;.
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De ce fait nous avons,

dF(A, 8St) = mln((dp(A, X), dF(A, y), dp(A, y))

Pour avoir la distance dr(A, dS;), il nous reste a calculer successivement les distances
suivantes : dr(A, X), dr(A,Y) et dr(A,Y).
Distance de A a X. (dr(A, X))

Soit A € X, calculer dp(A, X) revient a résoudre le probleme de minimisation

suivant :

min dZ(A, A)
(C.2)
sc AeX

Puisque,

mind*(A, A) = min[x — a)® + (t + b)* + y* + z°]
le probleme de minimisation ci-dessus se précise comme suit :
min[(x — a)? + (¢ + b)* + y* + 2°]
s.c

xt—yz =0

x+t <0

1. Premier cas : (x = 0, t<0)

(x=0,t<0)= (yz = 0),
Dans ce cas nous avons, d=(A, A) = min(a® + y* + 22 + (t + b)?).
on a nécessairement, y = z = 0, ceci nous donne d%(A, A) = min(a® + (t + b)?)

Le minimum est atteint quand
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0 0

t=-bie A= avec a >0 et b > 0.

0 -b

Finalement nous avons, d?(A,A) = a?

2. Deuxiéme cas : t = 0, x < 0

(t=0 x<0)=(yz=0)

nous avons, dz(A, A) = min((x — a)*> + y* + 2% + b?)

On a, y = z = 0, ceci nous donne d*(A,A) = min((x — a)® + b?), puisque
x < 0.d*(A,A) > a? , valeur obtenue au premier cas, le minimum n’est donc

pas atteint

3. Troisieme cas : (xt #0, yz # 0)

(xt#0,yz+# 0) = (xt = yz). Deplus, (xt = yz) = (z = x?t)

Nous avons, d2(A, X) = min((x —a)* + y* + 2 + b?).

xt
En substituant — a z,

y
(x)?

il vient, d2(A, X) = min((x — a)* + y* + W + (t+ b)?).

_ 2, 2, (X8 2
Posons f(x, y,t) = (x—a)*+y +7+(t+b)

Une condition nécessaire pour que le minimum soit atteint est que les dérivées

partielles de f s’annulent :
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of £

i 2(x—a)+2x?—0

of x?

§ —2(X+b)+2t?—0 (C4)
of 222

ay =@V =0

De la troisieme équation du systeme C.4, il vient :

af 2 2 2 _
8_y_2y_27 =0= Wy =xt ouy = —xt)

— Sous-cas 1: xt >0

Sixt > 0alors y*=xt
En substituant xt & y* dans la premiere équation du systéme C.4, on

obtient I'implication suivante :

d
—f =2x—a)+2t =0= x+t =a > 0.
ox
o daf .
Ce qui signifie que 5 ne s’annule pas et donc le minimum n’est pas at-

teint.

— Sous-cas 2 : xt <0

Si xt < 0 , nous avons y*> = —xt

De la premiere équation du systeme C.4 nous obtenons
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of £
a—Z(x—a)+2x?—O=>x—t+a (C.5)

Et de la deuxieme équation du systeme C.5 il vient,

f x?
5_2(x+h)+2t?_0=>x_t+b (C.6)

Des égalités C.5 et C.6 nous obtenons a = b

xt)?
Minimiser f(x,y,t) = (x—a)*+y*+ % +(t+b)? , revient donc & minimiser
(x—a)*+x*+2y?) puisque t+b = x et y*>=—xt.
En outre, y?> = —xt = —x(x — a) en vertu de 'égalité C.5.

Il vient donc (x—a)?>+x2+2 y> = (x—a)*+x*—2x(x—a) = a* et dr(A,X) =a

Les matrices A qui réalisent le minimum sont de la forme,

X V@—-x)x
—+@—x)x X—a

Sous la condition 0 6 x < a pour que la racine soit définie

A =

a
De plus, x+t < 0i.e 2x —a < 0, impose x < 5

Conclusion, dp(A,X) = a
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Distance de A a VY

Le minimum n’est pas atteint.

preuve.
min d2(A, A)

(C.7)
sc AelY

Puisque
mind?(A, A) = min((x — a)? + (t + b)* + y* + Z%)
le probleme de minimisation ci dessus se précise comme suit :
min[(x — a)® + (t + b)* + y* + 2]
s.c

(C.8)
xt—-yz >0

x+t =0

Si(x+t=0), xt—yt>0=1t=-x,xt > yt.
Nous avons d?(A, Y) = min((x — a)* + (—x + b)* + y* + z%)

Nécessairement y = z = 0 il vient, d*(A, Y) = min(x — a)*> + (—x + b)?
Posons
fi = (x—a)* + (—x + b)?
f1 atteint son minimum quand :

ofi a+b
g—Z(x—a)—Z(b—x)—O=>x =

Les matrices qui réalisent le minimun sont de la forme :

b
ﬂ;‘ 0
Al Latbl
2
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avec Det(A) < 0, mais nous avons A € S; ensemble des matrices stables, on
arrive a une contradiction et de ce fait il n’y a pas de solution, et le minimum n’est

pas atteint.

Distance de A a Z

Soit A € Z, calculer dp(A, Z) revient a résoudre le probleme de minimisation

suivant :
min[(x — a)2 +(t+ b)2 + yz + 2%]
S.C

(C.9)
xt—yz =20

x+t =20
En utilisant les multiplicateurs de Lagrange, nous introduisons les nouvelles va-
riables A1, A, appelé multiplicateurs de Lagrange, et étudions la fonction de La-

grange suivante :

L(x, y,z, A1, A) = (x—a) + (t+b)* + > + 22 — Aj(x + 1) = Ay(xt —zy).  (C.10)

Au minimum nous avons nécessairement.

JL
EZ 2(x—a)—/\1—/\2t = 0
JL
EZ 2(t+b)—/\1—/\2x =0
C.11
&_L_ 2y+ Az = 0 ( |
dy I B
JL
EI 22+A2y =0
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1. Cas1: A, =2
Ay = 2 donne y = —z

Les relations suivantes s’ ensuivent :

2x =2t = A1 +2a (C.12)
2x+2t = Ay —2b (C.13)

Les relations (C.12 et C.13) = (A, = b —a).

En substituant b—a a A; dans la relation C.12 nous obtenons,

+b
x—t=222 (C.14)
2
En outre comme A € Z, nous avons
x+t =20 (C.15)
, b+a b+a
Les relations (C.14, et C.15) = (x = 1 t = _T)
D’autre part, comme y = —z, nous avons
b+ b+
(xt = yz = —-y) > (y = = 4[1, z = ¢Ta). De ce qui précede nous

obtenons :

min((x —a)* + (f + b)> + y* + 2%)

o, b ai(b —a)
,, Bb+a)b-a)

Cest & dire d2(A, Z) = a 1

Les matrices qui réalisent le minimum sont A =
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22.Cas2: y=z=0

y=z=0,et A eR

(y=z=0et xt—zy =0 = (yz=0et xt =0)

De plus comme x+t = 0O nous avons x = t= 0donc A =0

Finalement, d*(A, Z) = a> + b?

3. Cas 3: A, = =2,

En substituant -2 a A, dans les deux premieres équations du systeme C.11
nous obtenons a = —b ce qui est une contradiction car a et b sont positifs.

Conclusion : Le minimum n’est pas atteint.

Finalement pour récapituler,

d’apres les calculs précédents ; nous avons :

a sib>a

dr(A, S = (C.16)

V3a2 + 3b2 — 2ab

ia>b
> sia >
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C.4 Distance d’une matrice de Metzler A € Mx2)(IR)
diagonale stable a ’ensemble U des matrices
instables

On aura besoin par la suite de mesurer la distance d’une matrice de Metzler
stable, a ’ensemble des matrices instables €. Un tel résultat du a Hinrichsen
et al [56] est connu. Cependant le dit résultat n’est valable que pour des normes
subordonnées ( voire appendice A.3.1 ) donc pas pour la norme de Frobenius, d’ou

la nécessité du calcul ci dessous.

Pro C.4.1 Soit la matrice de Metzler stable suivante

A= [—a _Ob] aveca >0, b >0

La distance dp(A, U) de la matrice A a l'ensemble U des matrices instables,

pour la norme de Frobenius est : dp(A, U) = min(a, b).

Preuve
La distance & U est egale a la distance a la frontiere JU
Nous avons :

dU=98=XuYyuZ

Soit A = l); i/l appartenant a dlL

Nous avons & minimiser

feo,y,zt) = d3AA) = (x+a)* + (t+ b+ y* +2°

sous la contrainte que A € dUL
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Puisque

U=98=XuYyuZ

Nous avons :

dF(A/ 8815) = min(dF(Ar X)I dF(A/ y)/ dF(A/ y)

Et le probleme de minimisation ci-dessous va se préciser selon qu’on prend A
dans X, dans Y oudans Z

Il nous reste a calculer successivement les distances suivantes :

dF(A/X)/ dF(A/ y) et dF(A/ y)

C.4.1 Distance de A a X (dr(A,X), Distance de A a
Y (dr(AY), et Distance de Aa Z (dr(A, Q)

Distance de A a4 X

ANeXe—=x+t<0,xt-yz=0
, calculer dp(A, X) revient a résoudre le probleme de minimisation suivant :
min[(x + a)? + (t + b)* + y* + 2°]
s.c

(C.17)
xt—yz =0

x+t <0

Au minimum on a nécessairement y= z=0
De la contrainte xt—yz = 0. nous avons xt =z = 0

Si x =—-a dela contrainte x +t < 0 nous avons f = 0
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Si t=-b dela contrainte x+t < 0 nous avons x = 0

et finalement au minimum nous avons.

x=-ay=z=t=0out=-bx=y=2z=0

0 0
0 -b

Dans ce cas la distance est donnée par

—-a 0

Soit A = ou A =

0 0

dr(A, U) = min(a, b)
A

Distance de A 4 VYV

Dans I'ensemble Y, Il se démontre facilement que la distance n’est pas atteinte

Preuve

AeY —x+t=0,xt—yz>0

, calculer dp(A, Y) revient a résoudre le probleme de minimisation suivant :

min[(x + a)? + (¢ + b)* + y? + 2°]

s.c
(C.18)
xt—yz >0
x+t =0

Au minimum nous avons y =z =0
La contrainte xt —yz > 0 nous donne x t > 0
D’autre part la contrainte x + + = 0 nous donne x = -t = xt = —t?

On aboutit a une contradiction, de ce fait le minimum n’est pas atteint.A
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Distance de A a Z

Nous trouvons apres calculs que

dr(A, 2 = ||A = Al2 = a* + %(Bb —-a)a+b) = b+ %(3&1 —b)(a+b)
Si a > b nous avons dr(A, Z)* = b* + i(?;a -b)a+Db) >

a? + i(Bb —a)(a+b) > a?

Si b > a nous avons dr(A, Z)?

Finalement,

dr(A, Z)? = min(a?, b?)

Nous venons de prouver que la distance pour la norme de Frobenius & I'instabilité

est min(a, b).

C.5 Conclusion

Comme récapulatif nous avons, pour la norme de Frobenius

1. La distance a l'instabilité d’'une matrice diagonale
—-a 0
a=[3 )
avec a > 0, b > 0 est dp(A, U) = min(a, b)

2. La distance a la stabilité d’une matrice diagonale

A= [% —Obl aveca > 0,b >0
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est,
a sib>a

dr(A, S) = (C.19)

V3a2 + 3b2 — 2ab

ia > b
5 sia

Remarque 18 Le théoreme de Hinrichsen- Pritchard n’est plus vrai pour la norme

de Frobenius ( qui n’est pas une norme subordonnée)

En effet on a calculé pour A = [_g _Ob] d(A,U) = min(a, b)

aveca > 0,b >0

En appliquant le résultat de Hinrichsen et Pritchard, nous avons ce qui suit :

1 1 _ab
A= I 1 1 Va2 + b2

a2+b2

dr(A, U) #
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