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(ρ̄ũj) = 0,
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�] �� �

�{ |��[,����(��* [,���|*+*W �W 	+,	{�W |,�[  V{ ���W��W
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∂xG(u(x, t)) =
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[,�|(�� � {	+�� 	+,|(�� �[{V{�+W |W [W� *�({��,�� {�W[ ∇uU(u)
 V{ V,� �[{V{�+W -
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��� |W� ) *[{���) W� |����	{���� ) ,|*V��*� 	{+ D(u)
|{�� VW ) ,|�VW [,) �

	 VW� �] �X� � {( �W�� ,� |W� ) *[{���) W� |�����[�� � [,) 	{��\ VW� {�W[ �] �X� � � [,�|(��W��
 �*VW[��,��W+ V{ ) �)W �,V(��,� [
, [ W��+,	 ��(W � zW��W {��W+��,� W�� �+{�W V,+��(W VW�
[
{)	 � �,�� �,(� �+{�) W�� �,� V��*{�+W� �	 ,(+ ��)	 V��W+� W� �,(� +W��,�,�� VW VW[�W(+
 Z{�W+) ,� �X�� 	 ,(+ VW� |*�{�V� �

� �� �o vlpeo cbc vbcnoe�ldf� � lqgf�h�d� pon uebphfdn
�,+��(W A(u)

�W [,2�[�|W 	{� {�W[ V{ ) {�+�[W � {[,\�W��W | �(�W [W+�{��W �,�[��,�
8(� � �V � �W�� 	 V(� 	 ,���\ VW |W |*���+ (���(W) W�� (�W �,V(��,� [
, [ � � ���

[{+{[�*+��W+
uR = uR(uL, σ)

� 	 ,(+
uL ∈ Ωu

W�
σ ∈ IR

|,��*� � 	{+ V{ ����� 
���/���/�
� |(
),|�VW |W 8(�|W 	{+�{�� -

∂tu +A(u)∂xu = 0, x ∈ IR, t > 0.
�] �XY�

�{ |�� [(V�* ��W�� |W [W �(W VW 	+,|(�� | �(�W ) W�(+W 	{+ (�W �,�[��,� |��[,����(W �W
�+,(�W 	{� |W �{VW(+ (���(W � {( �W�� [V{����(W |W� |���+�\(��,�� � �W 	+,|(�� A(u)∂xuW�� |�� {)\��( �
Z W �,+�W  {�[+W+ [W��W {� +) {��,� � �,(� �VV(��+,�� [W��W {)\��( 2�* W� [,���|*+{��
V �W�W)	 VW VW 	 V(� ��)	 VW |( 	+,|(�� |W V{ �,�[��,� |W  W{����|W

H(y)
� ���+,|(��W W�

�] �� � � 	{+ V{ ) W�(+W |W Z �+{[
δy=0

� �{+�,�� |W V ��|W����* �(��{��W -

H(y)α = H(y), α > 1,

	 ,(+ V{ |*+��*W �,+) WVVW) W�� �WV,� V{ �{+�{\VW
y

-

αH(y)α−1 ×H ′(y) ∝ H ′(y),

�^



� �� � ���� �� �� ���� ���� �� �� �� ��� ����� ����

,� VW ��)\ ,VW ∝ ��|��(W �(W VW ) W)\+W |W �{([
W |W�+{�� [,2�[�|W+ {�W[ V{ ) W)\+W
|W |+,��W � ¤� +{		 WV{�� �(W

H ′(y) = δy=0
� �,(� ,\�W�,�� V{ +WV{��,� -

αH(y)× δy=0 ∝ δy=0,

	(���(W |W �,(�W{(
Hα−1(y) = H(y)

� {�W[
α > 1

� �,�� W� |*������W -

H(y)× δy=0 ∝
1

α
δy=0,

�] �]^�
	 ,(+ �,(� +*WV

α > 1
� zW +*�(V�{� � � 3 ����� {\�(+|W � �� V �,� [,) 	+W�| VW ����W ∝[,))W VW ����W

=
� W�	+�) W �W(VW) W�� V ���|*�W+) ��{��,� |( 	+,|(��

H(y) × δy=0
{(

�W�� [V{����(W |W� |���+�\(��,�� � Z(+{�� VW� |W(� |W+���+W� |*[W���W� � 	 V(��W(+� �
*,+�W�
) {�
*) {���(W� ,�� *�* 	+,	 ,�*W� 	 ,(+ |,��W+ (� �W�� {( ��)\,VW ∝ � z��,�� V{ �
*,+�W
|W V{ �{) �VVW |W� [
W) ��� |(W  Z{V� {�, � �W�V, [
 W� �(+{� ���� ,( W�[,+W V{ �
*,+�W
|W� �,�[��,�� �*�*+{V��*W� |*�WV,		 *W 	{+ z,V,)\ W{( �X�� � ' ,(� �W VW� W�	 ,�,�� 	{�
�[� 	(���(W �,(� �W VW� (��V��W+,�� 	{� � ',(� �,(V���,�� ��)	 VW) W�� �(W [W� �
*,+�W�
,	 +W�� (� [{|+W {|+W��{�� �,(�W� VW� �{VW(+� 	 ,���\ VW� | �(� 	+,|(�� �,� [,��W+�{���
|( ��	 W A(u)∂xu

W� 	 W+) W��{�� | �W� 	+�� �V*��W+ �� ���
|*���+� (�W �{VW(+ 	{+��[(V��+W �

[
,���W � 3 ����� 	{+) � �,(�W� VW� {(�+W� � �V �{(� |,�[ 	+, [*|W+  (� [
,�� W� �,(�
�,(V���,�� �( ��V �W 	 W(� 	{� W� ��+W {(�+W) W�� � z �W�� V V{ +{��,� 	 ,(+ V{�(WVVW V{
[{+{[�*+��{��,� |W� �{) �VVW� |W �,V(��,�� [
,[ | �(� �����)W �,� [,��W+�{��� �W 	 W(�
��+W |*[�|*W 	{+ V{ �W(VW [,��{���{�[W |W� *�({��,�� |W 8(�|W 	{+�{�� � �V [,���W�� | �W�
+W�W��+ {( ) ,|�VW [,)	 VW� � |,�� VW� �,V(��,�� �,�� �(		 ,�*W� +*�(V��+W� � 	 ,(+ W�
 �\ W+
(�W �� �,+) {��,� � |{�� V{ V�) ��W

ǫ→ 0
� 	 W+) W��{�� |W 	+, [*|W+ {( [
,�� �

� �� � eb� j po vwbv � fn�hohs od nbjhdfbc vwbv
� W�V, [
 ���� W�� VW 	+W) �W+  {�,�+ 	+,	 ,�* |W |*���+ VW� �,V(��,�� [
,[ | �(� ����

��)W �,� [,��W+�{��� �] �XY� W� {�{V��{�� VW� 	+,� V� |W ���[,���* {��, [�*� {( ) ,|�VW
{�W[ 	 W+�(+\{��,�� ����(W(�W� �] �X� � zW��W {		+, [
W W�� \�W� ��+ �{�(+WVVW � ) {�� �V �) �
	 ,+�W |W �,(V���W+ � {	+�� �W�V,[
 ���� � �( ��V �{(� W�	+W��*) W�� ��W+ V{ |*�����,� |(
�W��W(+ D ),|*V��{�� VW� ) *[{���) W� |����	{���� � ¤� W	W� � V{ �,+) W 	+*[��W |W D ��8(W
W� �*�*+{V �(+ V{ |*�����,� |W� �,V(��,�� [
,[ � W� [W [,��+{�+W) W�� {( [{|+W [,��W+�
�{��� � z,���|*+W+ |W(� ) {�+�[W� |W |�	(��,� �,� 	+,	 ,+��,��WVVW� [,�|(�� W� �*�*+{V
 |W(� �{) �VVW� |W �,V(��,�� [
,[ |�����[�W� 	 ,(+ VW ) ,|�VW |W 8(�|W 	{+�{�� � Z {�� [W
	{+{�+{	
W � �,(� �,(� W	,+�,�� |W ) W��+W W� *��|W�[W [W��W 	+,	+�*�* |W |*	 W�|{�[W �
�� 	+,� V |W [
,[ ����(W(� [,++W�	 ,�|  (�W �,V(��,� 	{+��[(V��+W |( �����)W {�W[
	 W+�(+\{��,� ����(W(�W �] �X� � |��W �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W � �,(+ (� 	{+{) ��+W

ǫ > 0��* � �V � �{��� | �(�W �,V(��,� +*�(V��+W |W V{ �,+) W -
{

u
ǫ(x, t) = w

ǫ(x− σt) ≡ w
ǫ(ξ),

�] �] X�
lim

ξ→−∞
w

ǫ(ξ) = uL, lim
ξ→+∞

w
ǫ(ξ) = uR, lim

ξ→±∞
dξw

ǫ(ξ) = 0,

,�
σ ∈ IR |*����W V{ ���W��W |W 	+,	{�{��,� |W V �,�|W W�

uL
�
uR

|W(� *�{�� |{��
Ωu

�
��W �,V(��,� |W �] �X� � |W V{ �,+) W �] �] X� � |,�� |,�[ ��+W �,V(��,� |( �����)W |�	*+W���WV
,+|��{�+W -

(
A(wǫ)− σId

)
dξw

ǫ = ǫdξ

(
D(wǫ)dξw

ǫ
)
, ξ ∈ IR. �] �]]�

� X



���� ���� � � ��������� ������� ��� �� ��������� �� �� �� ������� �����

¤� ���+,|(��{�� V{ �,�[��,�
w : IR→ Ωu

|*���W 	{+ -

w

(
ξ

ǫ

)
= w

ǫ(ξ),
�] �]��

,� [,���{�W �(W
w

|,�� ��+W �,V(��,� |( �����)W |�	 *+W���WV �( ��{�� � V�\+W |( 	{+{) ��+W
ǫ
-

(
A(w)− σId

)
dξw = dξ

(
D(w)dξw

)
, ξ ∈ IR, �] �]� �

W� �*+��{�� VW� ) �)W� [,�|���,�� {��)	�,���(W� �(W [WVVW� �)	 ,�*W� W� �] �] X� -

lim
ξ→−∞

w(ξ) = uL, lim
ξ→+∞

w(ξ) = uR, lim
ξ→±∞

dξw(ξ) = 0.
�] �]��

¤� | �{(�+W� �W+) W� � �V W�� 	 ,���\ VW |W |*|(�+W |W V{ �,V(��,� |W �] �]� �� �] �]�� � V{ �,V(��,�
w

|W �] �]]� 	 ,(+ �,(�
ǫ > 0

|,��* 	{+ V �,	 *+{��,� |W +W) ��W  V �*[
WVVW �] �]�� �
Z W �,)\+W(� {(�W(+� ,�� *�{\V� |W� [,�|���,�� �(� �{��W� �(+ V{ ) {�+�[W |W ���[,���* D �
{��(+{�� V �W� ���W�[W {( 	+,\V�)W �] �]� �� �] �]�� |W �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W |W �{�\VW
{)	 V��(|W � ',(� +W��,�,�� {(� �+{�{(� |W � {�|{ � �W�, ��]� � {���� �( �{(� +*�*+W�[W�
[��*W� � ¨{		 ,+�,�� ��)	 VW) W�� �(W 	 ,(+ (�W ) {�+�[W |W |�	(��,� {|) ����\ VW � (� *�{�
uL ∈ Ωu

*�{�� ��* � V �W� ���W�[W | �(� *�{�
uR

�{�W[
uR

{( �,����{�W |W
uL

� W�� ,\�W�(W
 V{ [,�|���,� |W 	+W�[+�+W [,��W�{\VW) W�� V{ ���W��W |W 	+,	{�{��,�

σ
-

σ < λ1(uL).

�� *�{�
uL

*�{�� ��* |{�� �] �]�� W� (�W ���W��W [,��W�{\VW) W�� [
,���W |{�� �] �]� � �
�(		 ,�,�� V �W� ���W�[W | �(�W �,V(��,�

w
|W �] �]� � [,��W[�{�� (� *�{�

uR

 V ������ �
��(�	 *� |W [W��W �,V(��,� � �,(� 	 ,(�,�� |*���+ V{ �{) �VVW |W �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W
{wǫ}ǫ>0

� 	{+ V{ +W) ��W  V �*[
WVVW �] �]�� � �*+��{�� �,(�W� VW� [,�|���,�� {��)	�,���(W�
W�	+�) *W� W� �] �] X� � �V W�� 	 ,���\ VW |W �*+��W+ �(W [W��W �{) �VVW |W �,V(��,�� [,��W+�W �
V,+��(W

ǫ
�W�| �W+� �*+, � �W+� V{ �,�[��,� |��[,����(W -

u(x, t) = uL + (uR − uL)H(x− σt), x ∈ IR, t > 0.
�] �]_�

zW��W [,���+([��,� { [,�|(�� �W�V, [
 ����  	+,	 ,�W+ -
� -������ � �6 �� � �{ �,�[��,� |��[,����(W �] �]_� W�� |��W �,V(��,� [
, [ |( �����)W
|W 8(�|W 	{+�{�� �] �]� � [,)	{��\ VW {�W[ V{ ) {�+�[W |W ���[,���* D |{�� �] �X� �

�{ [,)	{��\ �V��* |W V{ �,V(��,� [
, [ {�W[ V{ ) {�+�[W |W ���[,���* D W�	+�) W �[� �(W
V �*�{�

uR
|*	 W�| �,� �W(VW) W�� |W V �*�{�

uL

W� |W V{ ���W��W
σ
� ) {�� *�{VW) W�� |W V{

�,+) W 	+*[��W |W D � �(�+W) W�� |�� � V{ |*�����,� |W� �,V(��,�� [
,[ 	 ,(+ (� �����)W
�,� [,��W+�{��� |*	 W�| ���+�����(W) W�� |W V{ +*�(V{+��{��,� ����(W(�W [
,���W � �� VW
�����)W [,���|*+* {�{�� *�* [,��W+�{��� � (�W �WVVW |*	 W�|{�[W � �{(+{�� 	{� *�* |W ) ��W �
¤� W	 W� � W� �,(� V �
�	 ,�
��W A(u) = ∇uG(u)

	 ,(+ (�W [W+�{��W �,�[��,� 8(� � VW
�����)W |�	*+W���WV |( �W[,�| ,+|+W �] �]� � {(+{�� 	( ��+W ���*�+* (�W 	+W) ��+W �,�� |W
−∞ 

ξ
� 	 ,(+ [,�|(�+W {( �����)W |��{) ��(W |( 	+W) �W+ ,+|+W -

D(w)dξw = −σ(w(ξ)− uL) + G(w(ξ)) −G(uL), ξ ∈ IR.
�W� [,�|���,�� {��)	�,���(W� �,+)(V*W� W� �] �]�� �)	 V��(W+{�W�� {V,+� � |{�� V{ V�) ��W
ξ → +∞ � V{ [,�|���,� |W [,)	{��\ �V��* �(��{��W W��+W

uR

W�
uL

�
σ

-

−σ(uR − uL) + G(uR)−G(uL) = 0,

�]



� �� � ������ � ������� ��� �� ��������� �� �� �� ������� �����

�(� �W �,�� {(�+W� �(W VW� [,�|���,�� |W ¨{�� ��W� (�,��,� [V{����(W� |,�� �,(� {�,��
|*�  |��[(�* � Z{�� VW [{� | �(� �����)W �,� [,��W+�{��� � �V W�� �)	 ,���\ VW | ����*�+W+ (�W
	+W) ��+W �,�� �] �]� � � ',(� �,))W� [,��+{���� |W [,���|*+W+ (� �����)W |��{) ��(W |(
	+W) �W+ ,+|+W *�W�|( � �,+)(V* |{��

IRn × Ωu

-



dξw = D−1(w)r,

�] �]��
dξr =

(
A(w)− σId

)
D−1(w)r,

,� � 	{+ ��)	 V�[��* � �,(� {�,�� �W)	 ,+{�+W) W�� �(		 ,�* D(w)
���W+��\ VW � �W� [,�|���,��

{��)	�,���(W� �] �]�� �W �+{��[+��W�� �WV,� -

lim
ξ→−∞

(r,w(ξ)) = (0,uL), lim
ξ→+∞

(r,w(ξ)) = (0,uR).
�] �]��

§+ �,(� [,(	 VW
(r,w) ∈ IRn × Ωu

|W V{ �,+) W
(0,u)

� {�W[
u

{+\��+{�+W) W�� [
,���
|{��

Ωu

{��(VW VW [
{)	 |W �W[�W(+ |( �����)W {(�,�,) W �] �]�� W� [,�����(W |,�[ (�
	 ,��� ��{��,��{�+W � ¤� [,��*�(W�[W |W V{ �
*,+�W [V{����(W |W� �����)W� |��{) ��(W�
{(�,�,) W� ��,�+ ��^�� � �,(� [,(	 VW |W V{ �,+) W

(0,u)
� {�W[

u ∈ Ωu

{+\��+{�+W � W��
[{�|�|{�  ��+W �,��� |{�� V{ V�) ��W

ξ → +∞ 	{+ VW� �,V(��,�� 
*�*+, [V��W� |W �] �]�� �
¤� | �{(�+W� �W+) W� � V �W� ���W�[W | �(�W �,V(��,� 
*�*+, [V��W |W �] �]�� 	 ,(+ (�W ���W��W
σ

[,��W�{\VW) W�� 	+W�[+��W � W� ���(W | �(� [,(	 VW
(0,uL)

|{�� VW 	{��* � � �� �
W� −∞ �

�W � �{[[,)	{��W | �{([(�W �� �,+) {��,� �(+ V{ �,+) W 	+*[��W |( [,(	 VW
(0,uR)

� ,���
|{�� VW �(�(+ � � ���

W�
+∞ � �W(VW (�W ���*�+{��,� �() *+��(W |W V{ �,V(��,� 
*�*+, [V��W

[,�[W+�*W �(+
IRξ

�,(� W���W+ � ) W�*W  	{+��+ |W V{ |,��*W
(0,uL)

|{�� VW 	{��* �
{(�,+��W V{ |*�W+) ��{��,� |( 	 ,��� ��{��,��{�+W +W[
W+[
*

(0,uR)
� �(���(W VW |*�{�V |W

V{ �,V(��,� 
*�*+, [V��W W�� {	 W[�* 	{+ V{ ) {�+�[W |W ���[,���* � �,(� |*|(��,�� �( �W�
�,(�W �*�*+{V��* �

uR
|*	 W�| |W

uL

W� |W
σ
� ) {�� *�{VW) W�� |W V{ �,+) W 	+*[��W |W D �

' ,(� �VV(��+W+,�� [W��W |*	 W�|{�[W {( [
{	 ��+W � � |{�� VW [{|+W |W� ) ,|�VW� ¨�� �

� �� abhujo p kocdebu fon od eojldfbcn po nlhd ��c�eljfn�on
�(		 ,�,�� �(W VW �����)W |W 8(�|W 	{+�{�� �,� [,��W+�{��� {|) W� (� [,(	 VW | �W��

�+,	 �W
(U ,F)

[,)	{��\ VW {�W[ V{ ) {�+�[W |W ���[,���* D {( �W�� |W V{ [,�|���,� �] �X� � �
¤�{) ��,�� {V,+� V ��� �,+) {��,� �( �{		 ,+�W [W [,(	 VW | �W��+,	 �W |{�� V{ [{+{[�*+��{��,�
|W� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W |( ) ,|�VW {�W[ 	 W+�(+\{��,�� ����(W(�W� � ��W �,V(�
��,�

w
ǫ |( �����)W |�	*+W���WV �] �]]� �*+��W V{ V,� | �*�,V(��,� �[{V{�+W �(		 V*) W��{�+W �

|*|(��W |W �] �X�� -

−σdξU(wǫ) + dξF(wǫ) =
�] �]Y�

ǫdξ

(
t∇uU(wǫ)D(wǫ)dξw

ǫ
)
− ǫ
(
dξw

ǫ,∇2
uuU(wǫ)D(wǫ)dξw

ǫ
)
,
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�{�{�� �(		 ,�W+ � �{�� +W��+�[��,� � V{ �,� �(VV��* |( �{(� |W �(+\(VW�[W V,����(|��{V �
',(� [,�[V(,�� [W [
{	 ��+W W� ��|��({�� �(W VW� V,�� �(		 V*) W��{�+W� |��	 ,��\VW� �W
[,�|(��W�� 	{� � W� �,(�W �*�*+{V��* �  (� [
{��W) W�� |W �{+�{\VW 	 W+) W��{�� |W +*W��
	+�) W+ VW ) ,|�VW ¨ �� �,(� V{ �,+) W | �(� �����)W 
�	 W+\ ,V��(W |W V,�� |W [,��W+�{��,�
W� 	+*�W�[W | �(�W +*�(V{+��{��,� ����(W(�W �,� [,��W+�{���W � ¤� {���[�	{�� VW� +*�(V�{��
 �W��+ � �,(� �,(V���,�� �( �(� �WV [
{��W) W�� |W �{+�{\VW |W��W�|+{ V�[��W |{�� VW [{�
|W� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W � zW��W 	+,	+�*�* {(�,+��W+{ |�� V,+� � V{ [{+{[�*+��{��,�
|W� ,�|W� |W [
, [ �+�[W  (� W��W)\VW [,) 	 VW� |W +WV{��,�� [��*���(W� �

� � �vefdheo ph qbprjo u bhe jon bcpon u jlcon

¤� (��V��{�� V ����{+�{�[W |( ) ,|�VW 	{+ +,�{��,� ��W |W� {�W� � �,(� �,+)(V,�� �{��
+W��+�[��,� VW� *�({��,�� �,(�W+�{�� VW� �,V(��,�� ,�|W� 	 V{�W� |{�� V{ |�+W[��,�

e1	+W) �W+ �W[�W(+ |W V{ \{�W [{+�*��W��W
(e1, e2)

-
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∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p+R11) = ∂x(µ∂xu),

∂t(ρv) + ∂x(ρuv +R12) = ∂x(ν∂xv),

∂t(ρE) + ∂x((ρE + p+R11)u+R12v) = ∂x(µu∂xu+ νv∂xv) + ∂x(κ∂xT ),

∂tR11 + ∂x(R11u) + 2R11∂xu = 0,
�� �X�

∂tR22 + ∂x(R22u) + 2R12∂xv = 0,

∂tR12 + ∂x(R12u) +R11∂xv +R12∂xu = 0,

∂tR33 + ∂x(R33u) = 0.
�[� �

u
W�
v
�,�� +W�	 W[���W) W�� V{ ���W��W {� �{VW W� V{ ���W��W �+{���W+�{VW � �W� ���[,���*�

|��{) ��(W� �,�� �WVVW� �(W
µ = 4

3ν
� ¤� [,��*�(W�[W � �,(� �,+)(V,�� V �
�	 ,�
��W |W

) ,|*V��{��,� �(��{��W -
0 < ν < µ.

�� �]�
zW��W 
�	 ,�
��W �,(� �W+{ (��VW V,+� |W V �*�(|W ,�|W 	+,�+W����W � �{ [,�|([�����* �
W+�
) ��(W �,�{VW

κ
W�� [
,���W [,���{��W � ',(� [,���|*+,�� V{ V,� |W� �{� 	{+�{��� � 	 ,(+

|*���+ V{ V,� |W 	+W���,� � �,�� -
p = ρrT,

�� ���
,�

r = (γ − 1)cv
W�� V{ [,���{��W 
{\��(WVVW |W� �{� 	{+�{��� W�

cv
W�� V{ [
{VW(+ �	 *[��

��(W  �,V() W [,���{�� � �W �{� 	{+�{�� �W+{ [,���|*+* 	 ,V��+,	 ��(W W� �,(� 	+W�|+,��
VW [, W� [�W�� {|�{\{���(W

γ > 1
[,���{�� |{�� �,(�W V{ �(��W � � �*�W+��W �,�{VW �+,(�W

{V,+� V{ |*�����,� �(��{��W -

ρE =
p

γ − 1
+ ρ

u2

2
+ ρ

v2

2
+
R11

2
+
R22

2
,

�� �� �

,� V �,� { �,(��+{�� V �*�({��,� �,(�W+�{�� R33
2

 V �*�({��,� | �*�,V(��,� |W V �*�W+��W
�,�{VW 	 W+) W��{�� {���� | �W�VW�W+ V{ [,��+�\(��,� |W [W��W �W���,� |W ¨W��,V|� |{�� V{
|*�����,� |W V �*�W+��W � ¨W) {+�(,�� W��(��W �(W V{ |W+���+W *�({��,� |( �����)W �� �X�
W�� |*[,(	 V*W |W� {(�+W� *�({��,�� � �V � �{��� �(��W | �(�W *�({��,� |W �+{��	 ,+� � �{��
{([(�W +W��+�[��,� � ,� 	 W(� �(		+�) W+ [W��W |W+���+W *�({��,� |W �,�+W �����)W �
Z,��,�� |��  	+*�W�� (�W �,+)(V{��,� [,�|W��*W |W� *�({��,�� � � [W��W �� � �,(�
���+,|(��,�� VW �W[�W(+ ��[,��(

u
|*��� 	{+ -

u = (ρ, ρu, ρv, ρE,R11 , R12, R22).
�� ���

�W �����)W *�(|�* � �*[+�� {V,+� � {�W[ |W� �,�{��,�� [V{�+W� � �,(� V{ �,+) W -

∂tu +A(u)∂xu = ∂x(D(u)∂xu).
�� �_�

� �W�	{[W |W� 	
{�W� �{�(+WVVW) W�� {��, [�*  �� �_� W�� VW �(��{�� -

Ωu = {u = (ρ, ρu, ρv, ρE,R11, R12, R22) ∈ IR7, ρ > 0, p(u) > 0,

(u, v) ∈ IR2, Rii ≥ 0, i = (1, 2), R11R22 −R2
12 ≥ 0}, �� ���

,�
p(u)

W�� |*|(�� |W V{ �W+) W�(+W �� �� � � �W� +W��+�[��,�� �)	 ,�*W� �(+ VW� �W���,��
|W ¨W��,V|� |{�� �� ��� [,++W�	 ,�|W�� {(� [,�|���,�� |W +*{V��{\�V��* |( ) ,|�VW ¨ ��

��
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|��[(�*W� |{�� VW [
{	 ��+W 	+*[*|W�� � ¨{		 WV,�� �(W VW �W��W(+ |W ¨W��,V|� |,�� ��+W
�W) ��|*��� 	 ,����� |W �,+�W �(W

R11 ≥ 0, R22 ≥ 0
W�
R2

12 ≤ R11R22
W� �W+�( |W V ���*�{�

V��* |W z{([
���[

{+� �
' ,�,�� �(W V{ ) {�+�[W A(u)

|{�� �� �_� �W [,2�[�|W 	{� {�W[ V{ ) {�+�[W ¢{[,\�W��W
| �(�W [W+�{��W �,�[��,� 8(� � ¤� | �{(�+W� �W+) W� � �� �_� � �*[+�� �{�(+WVVW) W�� �,(� �,+) W
�,� [,��W+�{���W �
�� {|�) W���,��W) W�� |W� *�({��,�� � |*�{�VV* |{�� VW [
{	 ��+W �(��{�� W� ) ,���* 	{+
V �*�(|W |W� ,�|W� 	 V{�W� W� �(+\(VW�[W 	 VW��W) W�� |*�WV,		 *W � �W+{ [V{�+W) W�� {	�
	{+{��+W V �W� ���W�[W | �(� 	 W��� 	{+{) ��+W

ǫ > 0
|{�� VW� *�({��,�� [,���|*+*W� � �[�

ǫ[,++W�	 ,�|  V ����W+�W | �(� �,)\+W |W ¨W��,V|� �(� W�� �+�� �+{�| |{�� VW� {		 V�[{�
��,�� W����{�*W� � � ���� W� W� {���[�	{�� � VW� �,V(��,�� *�(|�*W� �,�� +*��W� {	+�� +W) ��W
 V �*[
WVVW 	{+ VW� *�({��,�� �(��{��W� -

∂tu
ǫ +A(uǫ)∂xu

ǫ = ǫ∂x(D(uǫ)∂xu
ǫ).

�� ���
�,(� [W��W �,+) W � [W� *�({��,�� |,��W�� ��+W [,���|*+*W� [,))W (� �����)W �,� V��*{�+W
|( 	+W) �W+ ,+|+W W� 	+*�W�[W | �(�W 	 W+�(+\{��,� ����(W(�W �

� �� /muoeg bjfvfd� ph qbprjo po �hfpo ule�lfd
Z{�� [W��W �W[��,� � �,(� W�{) ��,�� VW� 	+,	+�*�*� |( ) ,|�VW |W 8(�|W 	{+�{��

|*|(�� |W �� �_� W� �*�V��W{�� �,+) WVVW) W�� VW� 	
*�,) ��W� |����	{���� -

∂tu +A(u)∂xu = 0.
�� �Y�

� W� 	+,	+�*�*� | �
�	 W+\ ,V�[��* |W �� �Y� +W	 ,�W�� {V,+� �(+ V{ 	+,	 ,����,� �(��{��W -
3	�4������ � �� �� � �� 9�9�yI � 64 3 ��I ��� ��6�� �� ��� �9� x�3 ������G4� 6��9 Ωu

��
�6I �� ��9 ����4�9 3 ��3 ��9 94������9 �

λ1(u) = u− c(u),

λ2(u) = u− a(u),

λ3(u) = λ4(u) = λ5(u) = u,
�� �X^�

λ6(u) = u+ a(u),

λ7(u) = u+ c(u).

���� �

c2(u) =
γp

ρ
+ 3

R11

ρ
, a2(u) =

R11

ρ
, a2(u) < c2(u),

�� �XX�
6� 9���� G4 � � �����6��I ��� 94����� � ���4 �

λ1(u) < λ2(u) ≤ λ3(u) = λ4(u) = λ5(u) ≤ λ6(u) < λ7(u).
�� �X]�

zW +*�(V�{� W�� *�{\V� |{�� �__� � �X�� 	{+ W�W)	 VW � ¨W) {+�(,�� {	+��  *+{+| ���� �(W
V �
�	 W+\ ,V�[��* |( �����)W W�� �,+�W) W�� V�*W  V{ +*{V��{\�V��* �{�\VW 	{+ V ����W+) *|�{�+W
|W V{ |*�����,� |W

Ωu

� ¤� W	 W� W� 	{+ W�W)	 VW �
a2(u)

|*����W (�W �({����* 	 ,�����W
�� W� �W(VW) W�� ��

R11 ≥ 0
� ¨ W) {+�(,�� *�{VW) W�� �(W V{ ���W��W |( �,�

c(u)
� |W�{��

|*����W+ (� �,)\+W +*WV � |*	 W�| [V{����(W) W�� |W V{ 	+W���,�
p

){�� {(��� |W V{

�Y
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�(+\(VW�[W {��{VW
R11

�
¤��(��W � �V W�� {��W�|( �(W

λ1(u)
W�
λ7(u)

�,�W�� |W �{�(+W {[,(����(W � �{ ���W��W
|( �,�

c(u)
[,++W�	 ,�|  V{ [*V*+��* |W� ,�|W� {[,(����(W� |{�� VW ) �V�W( �(+\(VW��

[,���|*+* 	 ,(+ V{ 	+W���,� �,�{VW
Π = p + R11

� 	+W���,� �(� {		{+{�� �{�(+WVVW) W��
|{�� V �*�({��,� |W �({����* |W ) ,(�W) W�� �(+

u
W� |{�� V �*�({��,� �(+ V �*�W+��W �,�{VW

E
� ¤� {���[�	{�� �(+ V{ �,+) W V{�+{���W��W �� �Y� |( �����)W �� �X� � � V �*�({��,� |(

�W[,�| ,+|+W �(+ V{ 	+W���,� �,�{VW
Π

� �*[+�� W� W	 W� -

∂2
ttΠ− c2l (ul)∂

2
mmΠ = 0,

,� [V{����(W) W�� � V{ ���W��W |( �,� V{�+{���W��W
cl(ul)

W�� V�*W  V{ � ��W��W |( �,� W(�
V*+�W��W

c(u)
	{+

cl(ul) = ρc(u)
W� ,�

m
+W	+*�W��W V{ �{+�{\VW V{�+{���W��W |W |*\��

) {����(W �
ul

W�� �[� V ���[,��(W V{�+{���W��W� �
z,��+{�+W) W��  V{ |��{) ��(W |W� �{� 
{\��(WVVW � |W(� �{VW(+� 	+,	+W� ���W+) *|�{�+W�
�,�� {		{+(W� �

λ2(u)
W�
λ6(u)

|�����[�W� |W V{ ���W��W
u

|�� �(W
R11 > 0

� zW� |W(�
�,(�WVVW� �{VW(+� 	+,	+W� �W+,�� �(W� ��+W  V �,+����W |W 	
*�,) ��W� �{��W���WV� �,�
�+�� �{(� |�� �(W

R12 6= 0
� �{ �,(�WVVW [*V*+��*

a(u)
� {��,[�*W  [W� |W(� �,(�WVVW� �{�

VW(+� 	+,	+W� � [,++W�	 ,�|  V{ ���W��W |W� 	
*�,) ��W� 	+,	{�{���� W�
v
W�
R12

{�{�� V�W(
|{�� (� ) {�*+�{( �(+\(VW�� 	 ,(+ VW�(WV VW� �{+�{\VW�

(ρ, u, p,R11)
�W+{�W�� [,���{��W� �

¤� {���[�	{��  �,(�W{( �(+ V{ �,+) W V{�+{���W��W �� �Y� |( �����)W �� �X� � � |W +{	 �|W�
) {��	(V{��,�� |W� *�({��,�� W��+{��W�� W� W	W� -
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∂2

ttv − a2
l (ul)∂

2
mmv = 0,

∂2
ttR12 − a2

l (ul)∂
2
mmR12 = 0.

¤�[,+W (�W �,�� � V{ ���W��W V{�+{���W��W
al(ul)

W�� V�*W  V{ � ��W��W W(V*+�W��W
a(u)

	{+
al(ul) = ρa(u)

�
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R11
� �(W

[
,���+ (�W |,��*W �����{VW 	 ,(+ VW 	+,\V�)W |W z{([
� |( �����)W �� �X� �WVVW �(W
R11(x, 0) = 0

	 ,(+ �,(�
x ∈ IR [,�|(��  |W� �,V(��,�� �WVVW� �(W

R11(x, t) = 0
	 ,(+

�,(� �W)	 � 	 ,����� � Z {�� [W [{� � [WV{ �)	 ,�W
R12(x, t) = 0

	 ,(+ �,(� �W)	 � {�� |W
+W�	 W[�W+ V{ [,�|���,� |W +*{V��{\�V��*

R11R22 − R2
12 ≥ 0

�,+)(V*W |{�� �� ��� � � ���� �
	 ,(+ (�W �WVVW |,��*W �����{VW � VW �����)W | �¤Z� �� �X� [,++W�	 ,�| {(� *�({��,�� |W
'{��W+���,�W� (�(WVVW� {�W[ (�W *�({��,� |W �+{��	 ,+� |*[,(	 V*W �(+ R22

ρ

� ��� |W
[,�[W��+W+ V �{�{V��W �(� �{ �(��+W �(+ VW [{� �)	 ,+�{��

R12 6= 0
� �,(� �(		 ,�W+,�� �(W

R11(x, 0) > 0
	 ,(+ �,(�

x ∈ IR
��{( � )W���,� W�	 V�[��W |( [,��+{�+W� |W ) {���+W 

[,���|*+W+ V �W�	{[W |W� 	
{�W� �(��{�� -

Ω+
u = {u ∈ Ωu \ R11 > 0} . �� �X��

z,))W �,(� VW �W++,�� |{�� V{ �(��W � VW� �,V(��,�� |W �� �X� |,�� V{ |,��*W �����{VW
W�� |{��

Ω+
u

� � +W��W�� 	 ,(+ �,(� �W)	 � 	 ,����� � zWV{ �{ �,(� 	 W+) W��+W |W |,��W+
|W� V,�� �(		 V*) W��{�+W� �,� �+���{VW� 	 ,(+ VW� �,V(��,�� +*�(V��+W� |W �� �X� {�W[ (�W
[,)	 ,�{��W �{��W���WVVW

R12(x, t) 6= 0
�

8 FI ��9������� � 6� �� 3 ��3�9����� �� �� ��� � ',(� 	+,	 ,�,�� |W ��+W+ 	+,� � | �(� +*�(V�{�
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�[� VW� [,,+|,��*W� V{�+{���W��W� [{+ V{ �,+) W �,�{\VW) W�� 	 V(� ��)	 VW |W� *�({��,��
	 W+) W� |W �*+��W+ �+�� �{[�VW) W�� 	 V(��W(+� 	+,	+�*�*� (��VW�  V{ [,) 	+*
W���,� |W V{
��+([�(+W |W� *�({��,�� - �{�(+W |W� [
{)	 � � [{+{[�*+��{��,� |W� ���{+�{��� W� |*�W+�
) ��{��,� |W� W��+,	 �W� ) {�
*) {���(W� �
Z {�� VW� [,,+|,��*W� V{�+{���W��W�

(t,m)
� �W)	 � W� |*\�� ) {����(W � VW �����)W �� �Y�

� �*[+�� 	 ,(+ V ���[,��(W V{�+{���W��W
ul = (τ, u, p,R11, v,R12, R22)

-





∂tτ − ∂mu = 0,

∂tu+ ∂m(p +R11) = 0,

∂tp+ (γρp)∂mu = 0,

∂tR11 + 3ρR11∂mu = 0,
�� �X� �

∂tv + ∂m(R12) = 0,

∂tR12 + ρR11∂mv + 2ρR12∂mu = 0,

∂tR22 + ρR22∂mu+ 2ρR12∂mv = 0.
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(τ, u, p,R11)
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	+W���,� �,�{VW W��

Π = p + R11
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{[,(����(W� W� [,,+|,��*W� V{�+{���W��W� W� {||���,��{�� V{ �+,����)W W� V{ �({�+��)W
*�({��,� -

cl(ul) = ρ

√
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ρ
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R11

ρ
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[,,+|,��*W� W(V*+�W��W�
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ρ
,
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�(+
(R22)

� ' ,(� �,))W� |,�[ [,� �+,��*�  (� �����)W �{�\VW) W�� [,(	 V* � �,(� [W��W
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-

R =
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c 0 0 0 0 0 c

2R12cτ
c2−a2 a 0 0 0 a 2R12cτ

c2−a2
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4R2
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c2−a2 1

1 2R12τ
c2−a2 0 1 0 2R12τ

c2−a2 1

0 0 0 0 a2 0 0
0 −1 0 0 −2R12τ −1 0
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(∇uλk(u) · rk(u)) = 0, ∀u ∈ Ωu.
�� �X��

�V W�� {V,+� [,��( �(W VW� [
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σ = u
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	+,|(��� �,� [,��W+�{���� �)	 V��(*� |{�� �� �Y� W� 	+*�W�[W |W� |��[,����(��*� {��, [�*W�
{(� |�	*+W��� [
{)	 � �

�]



� �� � ����� ��� �� ��� ��� � ���� ���� �� ��������� �� �� �� ��� �� ���

� �� �cpon �elfq ocd cbc jfc�lfeon od eojldfbcn po nlhd lq �
gf�h�n

�{ 	+*�W�[W |W [
{)	 � �+{�) W�� �,� V��*{�+W� �)	 V��(W �(W VW� �,V(��,�� |( ����
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∂tR11 + ∂xR11u

)
= −m

[
R11

ρ

]
δx−σt,
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∂t(ρs(u)) + ∂x(ρs(u)u) = 0.
�{ |W(���)W V,� |W [,��W+�{��,� �*�*+{VW W�� V�*W {( |*�W+) ��{�� D |( �W��W(+ |W

¨W��,V|� � �[� W�	+�) * W� |�) W���,�
2
� zW ) ��W(+ W�� |*��� 	{+ -

D(u) = (R11R22 −R2
12)τ

4.
�� �]��
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∂t(ρD(u)) + ∂x(ρD(u)u) = 0.
8 FI ��9������� �

zW��W *�({��,� � �,\��W�� �{[�VW) W�� W� [,)\��{�� VW� *�({��,�� �(+
VW� [,)	 ,�{��W� |( �W��W(+ |W ¨W��,V|� W� V �*�({��,� |W [,����(��* �

���� � �	�
���������
',(� {VV,�� |,��W+ �+,�� �,(�WVVW� V,�� |W [,��W+�{��,� |{�� VW [{� |( 8(�|W 	{+�{�� �

�{V{\VW� 	 ,(+ VW 	+,\V�)W �,+)(V* |{�� (�W |�+W[��,� 	+�� �V*��*W - V{ |�+W[��,� �,+) {VW 
(�W ,�|W 	 V{�W � zW� V,�� �W �W+,�� |,�[ �{V{\VW� �(W 	 ,(+ VW �����)W ),�,|�) W���,��WV
�� �X� ,� �,(� +{		 WV,�� �(W V{ |�+W[��,�

x
{ *�* [
,���W �{�� +W��+�[��,� � zW� V,��

[,�[W+�W�� (�W �,(�WVVW W��+,	 �W �,+) {VW I � (�W *�W+��W �,+) {VW
En

�
Ex

�[�� W� |W(�
*�W+��W� �{��W���WVVW�

Et
�
Ey

�[�� W� W |*���W� 	{+ -




I(u) = R11τ
3,

�� �]��

ρEn(u) =
p

γ − 1
+ ρ

u2

2
+
R11

2
,

�� �]Y�

ρEt(u) = ρ
v2

2
+

R2
12

2R11
,

�� ��^�

ρW(u) = R22 −
R2

12

R11
= ρ
D(u)

I(u)

� �� �� X�

��
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� �W��+,	 �W I W�� {��,[�*W  V{ 	+W���,� 	{+��WVVW
R11

�(� ��W�� � �{� ,(�W+  V{ 	+W���,�
�
W+) ,|��{) ��(W

p
|{�� VW �����)W �� �X� � �,� [, W� [�W�� | �{|�{\{��[��* [,++W�	 ,�|{��

W��
3
� �{ |*�����,� 	+*[��W |W V{ ���W��W |( �,�

c(u)
� �W� �+,(�W *[V{�+*W � 	(���(W V �,�

	 W(� *[+�+W -




∂p

∂ρ

∣∣∣∣
s(u)

=
γp

ρ
,

∂R11

∂ρ

∣∣∣∣
I(u)

=
3R11

ρ
,

∂Π

∂ρ

∣∣∣∣
s(u),I(u)

=
γp

ρ
+

3R11

ρ
= c2(u).

',(� {�,�� |*�  �( �( �W� [,,+|,��*W� V{�+{���W��W� � VW� �{+�{\VW�
(τ, u, p,R11)

*�{�W��
|*[,(	 V*W� |W� �{+�{\VW�

(v,R12)
� WVVW��) �)W� |*[,(	 V*W� |W V{ �{+�{\VW

R22
�
En

�({��
���W V �*�W+��W {��, [�*W {(� �{+�{\VW� ��,�+,	 W�

(τ, p)
W� {(� �{+�{\VW� �,+) {VW�

(u,R11)
�

{V,+� �(W
Et

W� W �({����W�� VW� *�W+��W� {��, [�*W� {(� {(�+W� �{+�{\VW�
(v,R12, R22)���+�����(W) W�� �{��W���WVVW� � zW� �,(�WVVW� V,�� |W [,��W+�{��,� �,�� |,��*W� 	{+ VW

VW)) W �(��{�� -
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∂t(ρI(u)) + ∂x(ρI(u)u) = 0,
�� ��]�

∂t(ρEn(u)) + ∂x([ρEn(u) + p+R11]u) = 0,
�� ����

∂t(ρEt(u)) + ∂x(ρEt(u)u+R12v) = 0,
�� ��� �

∂t(ρW(u)) + ∂x(ρW(u)u) = 0.
�� ����

¨W) {+�(,�� �(W V �*�({��,� �(+ V{ �({����*
ρW = ρD

I
� �(� 	 W(� �W |*|(�+W |W�

*�({��,�� �(+
ρD W�

ρI � W�� W� �{�� +W|,�|{��W � zW	 W�|{�� � |{�� V{ �(��W � �,(� 	+*�
�*+W+,�� (��V��W+

ρW 	 V(��� �(W
ρD [{+ [W��W �({����* �W [,��W+�W ) �)W W� 	+*�W�[W

|( 8(� |W ) {��W �(+\(VW�� |{�� VW� *�({��,�� � ��W ���W+	+*�{��,� 	
����(W |W [W�
�({����*� � �W�� 	{� {��*W � �{ �({����* I(u)

W�� {��, [�*W {( 	+W) �W+ ) ��W(+ |( �W��W(+
|W ¨W��,V|� � ¤ VVW [,++W�	 ,�|  V �W��+,	 �W � |W [, W� [�W�� | �{|{\�{��[��*

3
� |W V{ 	+W��

��,� 	{+��WVVW
R11

���W+�W�{�� |{�� V{ 	+W���,� �,�{VW
Π = p + R11

W� 	+*�W��W |{��
V �*�({��,� |W �({����* |W ) ,(�W) W�� �(+

u
W� V �*�({��,� �(+ V �*�W+��W �,�{VW

E
� �{

�({����* D(u)
W�� �({��  WVVW {��, [�*W {( |W(���)W ) ��W(+ � ¤� {���[�	{�� �(+ V{ �(��W

��,+)(VW� �� �Y� W� �� �X^� |( [
{	 ��+W �� � [W� |W(� �({����*� �,�� |W 	 V(� |W� ���{+�{���
|W ¨ �W) {�� 	 ,(+ VW� ,�|W�

1
W�

7
� �{ �({����* W(u)

W�� (�W [,)\��{��,� |W [W�
|W(� ) ��W(+� � � �*�W+��W �,+) {VW

En(u)
�W |*	 W�| �(W |W

(ρ, u, p,R11)
� z �W�� |,�[

(�W �,�[��,� | ����{+�{��� |W ¨ �W) {�� 	 ,(+ VW� ,�|W�
2

W�
6

��,�+ �,+)(VW� �� �]^� W�
�� �] X�� � ¤ VVW �({����W V �*�W+��W |{�� V{ |�+W[��,� �,+) {VW {(� ,�|W� 	 V{�W� � � �*�W+��W
Et(u)

� �(� �({����W (�W 	{+��W |W V �*�W+��W �{��W���WVVW � � ����W+	+��W [,))W *�{�� V{
[,��+�\(��,� *�W+�*���(W 	 W+) W��{�� |W [,) 	 V*�W+ V �*�W+��W �,�{VW �WV,� -

ρE = ρEn + ρ
W
2

+ ρEt.

�V W� ���W |,�[ {( �,�{V [��� V,�� | �*�,V(��,� �(		 V*) W��{�+W� ��|*	 W�|{��W�  �{�,�+
VW� *�({��,�� �(+

ρs, ρI, ρEn, ρEt
W�
ρW � �,(�W {(�+W V,� |W [,��W+�{��,� �W+{ (�W

[,)\��{��,� �V��*{�+W ,( �,� � |W [W� [��� *�({��,�� �

�_
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� �*�({��,� �� ��]� W�� ,\�W�(W �+�� �{[�VW) W�� W� [,)\��{�� V �*�({�

��,� |W [,����(��* W� V �*�({��,� �,(�W+�{��
R11

� ¨ {		 WV,�� �(W V �*�W+��W �,�{VW
E

�W
|*[,)	 ,�W [,))W �(�� -

ρE = ρEt + ρEn + ρ
W
2
.

����� � V �*�({��,� �� ���� �W |*|(�+{ �)) *|�{�W) W�� |W� *�({��,�� �(+ V �*�W+��W �,�{VW
W� |W� *�({��,�� �(+

Et
W� W � z,�[W��+,�� �,(� �(+ [W� |W(� �{+�{\VW� � �V W�� �{[�VW

| �,\�W��+ V �*�({��,� �(��{��W  	{+��+ |W� *�({��,�� �(+
R12

W�
R11

-

∂t

(
R2

12

2R11

)
+ ∂x

(
R2

12

2R11
u

)
+R12∂xv = 0.

�� ��_�

¤� )(V��	 V�{�� V �*�({��,� �(+
ρv

	{+
v

W� W� (��V��{�� V �*�({��,� |W [,����(��* � ,� { -

∂t

(
ρ
v2

2

)
+ ∂x

(
ρ
v2

2
u

)
+ v∂xR12 = 0.

¤� {||���,��{�� [W� |W(� |W+���+W� *�({��,�� � ,� ,\��W�� V �*�({��,� �� ��� � � � ��{VW�
) W�� � W� �,(��+{�{��  V �*�({��,� W�

R22
� VW |,(\VW |W V �*�({��,� �� ��_� � ,� ,\��W��

V �*�({��,� |W [,��W+�{��,� �� ���� �
�V +W��W  	+,(�W+ �( ��V � �W� W� ���W 	{� | �{(�+W � �,(+ [WV{ {���[�	 ,�� �(+ V{ �W[��,� �(��
�{��W W� �(		 ,�,�� �(W �,(� 	 ,(�,�� 	+W�|+W I W� D [,))W �,(�WVVW� �{+�{\VW� 	 ,(+
�,�+W �����)W �  V{ 	 V{[W |W

R11
W�
R22

� �+W�,�� V �W��+,	 �W 	
����(W
s

 V{ 	 V{[W |W
E

� [W [
{��W) W�� |W �{+�{\VW [V{����(W W�� {|) ����\ VW � ���*+W��,�� �,(� {V,+�  V �*�{�
v = (τ, u, v, s,I,D, R12)

W� [,,+|,��*W� V{�+{���W��W� � �W �����)W [,++W�	 ,�|{�� W��
VW �(��{�� -





∂tτ − ∂mu = 0,

∂tu+ ∂m(p +R11) = 0,

∂tv + ∂mR12 = 0,

∂ts = 0,

∂tI = 0,

∂tD = 0,

∂tR12 + ρR11∂mv + 2ρR12∂mu = 0,

�,(+ �+,(�W+ �,(�W� VW� V,�� | �*�,V(��,� �(		 V*) W��{�+W� {( �����)W �� �X� � �V W�� *�(��
�{VW�� |W [
W+[
W+ [WVVW� |( �����)W [��|W��(� � �,��

(U ,F) : Ωv −→ R
� (�W �,(�WVVW

W��+,	 �W ) {�
*) {���(W W� �,� 8(� {��, [�* � �+,(�W+ �,(�W� VW� V,�� | �*�,V(��,� �(		 V*�
) W��{�+W� +W��W��  +*�,(|+W VW �����)W | �*�({��,�� |�	 *+W���WVVW� ,+|��{�+W� �(��{��� -

t∇uF(v) = t∇uU(v)B(v),

,� B W�� V{ ) {�+�[W *�(��{VW��W  A � ) {�� 	 ,(+ VW �,(�W{( �����)W [��|W��(� W� [,,+�
|,��*W� V{�+{���W��W� � �{ ) {�+�[W B *�{�� �+�� [+W(�W � VW� [{V[(V� �,�� ��)	 V��*� � §�
�+,(�W {V,+� � [,)) W �W(VW 	 ,���\ �V��* � 
,+) �� |W� [,)\��{��,�� �,� V��*{�+W� W� I � DW�
s
|W� [,)\��{��,�� V��*{�+W� �(		 V*) W��{�+W� {�W[ VW� �({����*�

En
�
Et

�

��
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',(� {VV,�� +**[+�+W [
{[(�W |W� ��� *�({��,�� 	+*[*|W��W� W� 	+*�W�[W |W� 	
*�

�,) ��W� ����(W(� � ¨{		 WV,�� �(W VW� *�({��,�� �(+ V �W��+,	 �W 	
����(W
s

W� �(+ VW
) ��W(+ D �W+,�� �,(�,(+� �{V{\VW� 	 ,(+ VW �����)W )(V��|�) W���,��WV � ¤� +W�{�[
W �
VW� *�({��,�� W�
 �\ *W� 	 ,(+

(I, En, Et,W)
�W �W+,�� �{V{\VW� �(W |{�� (�W |�+W[��,�

	+�� �V*��*W � �[� V{ |�+W[��,�
x
� �{ V,� | �*�,V(��,� �(+ VW ) ��W(+ D �W+{ �+{��*W  	{+� [{+

WVVW W�� +W|,�|{��W {�W[ [WVVW �(+ W �
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∂t(ρI(u)) + ∂x(ρI(u)u) = 0,
�� ����

∂t(ρW(u)) + ∂x(ρW(u)u) = 0,
�� ����

∂t(ρEn(u)) + ∂x([ρEn(u) + p+R11]u) = ∂x (µu∂xu) + ν(∂xv)
2,

+∂x(κ∂xT ),
�� ��Y�

∂t(ρEt(u)) + ∂x(ρEt(u)u+R12v) = ∂x (νv∂xv)− ν(∂xv)
2 �� ��^�

∂t(ρs(u)) + ∂x(ρs(u)u) =
1

T

(
µ(∂xu)

2 + ν(∂xv)
2
) �� �� X�

+κ

(
∂xT

T

)2

+ ∂x

( κ
T
∂xT

)
.

',�,�� ��)	 VW) W�� �(W �� ���� � �� ��Y� W� �� �� X� �{VW�� |*�  |{�� VW [{� |W� *�({�
��,�� |W '{��W+���,�W�  |W(� 	+W���,�� V,+��( �{([(� ) *[{���) W |�	(��� �W � ,(W �(+
R11

��,�+ ��� W� �X� �� � � �,\�W���,� |W [W� V,�� W�� ��)	 VW W� V{���*W {( VW[�W(+ �

',�,�� �( �W� [,��*�(W�[W |W� V,�� �(+
ρI W�

ρW � V{ V,� | �*�,V(��,� �(+ V{ �({����*
ρD +W��W (�W V,� |W [,��W+�{��,� -

∂t(ρD(u)) + ∂x(ρD(u)u) = 0,
�� ��]�

zW VW)) W �,(� 	+,	 ,�W |W(� [{�|�|{�� �
ρI W�

ρW � 	 ,(+ (� [
{��W) W�� |W �{+�{\VW� �
�V W�� ��)	 VW |W �*+��W+ �(W [W [
{��W) W�� |W �{+�{\VW� W�� {|) ����\ VW �(+

Ωu

W� �,(�
	 W+) W� |W �W [,��W+�W+ � |{�� (� 	+W) �W+ �W)	 � � �( �(�W �W(VW �{+�{\VW �,� [,��W+�{���W �
R12

	{+ W�W)	 VW � �V W� �{ |�	 *+W)) W�� |W� �+,�� {(�+W� V,�� � �W(+ |*	 W�|{�[W {( [{++*
W�

R12
��|��(W �( ��V � �W� ���W 	{� |W [
{��W) W�� |W �{+�{\VW� 	 W+) W��{�� |W ) W��+W

VW �����)W |( 	+W) �W+ ,+|+W W��+{�� �,(� �,+) W �,�{VW) W�� [,��W+�{���W � VW 	+,|(��
�,� [,��W+�{��� [,�[W+�{�� W�[V(���W) W�� VW �W��W(+ ����(W(� � zW	 W�|{�� � |{�� VW
[,��W��W 	{+��[(V�W+ |W� ,�|W� 	 V{�W� � (�W 	+,	+�*�* |W �,� [
{��W) W�� |W ����W |W
R12

�{ +W�|+W [W� [
{��W) W��� |W �{+�{\VW� {|) ����\ VW� � z �W�� V �,\ � W� |( [
{	 ��+W
�(��{�� �
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{( �W�� |W� 	+,� V� |W ���[,���* �
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 �(+\(VW��
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(M > 2)
� ��W

) ,|*V��{��,� 	 V(� ��W � �W�{�� [,)	�W |W V{ �{�(+W [,) 	+W���\ VW |W V �*[,(VW) W�� � |W�
��W�� {V,+� �*[W��{�+W �
Z {�� (� 	+W) �W+ �W)	 � � �,(� [,���+(��,�� V{ �,+) W +*|(��W {|�) W���,��*W |( �����)W
|�	 *+W���WV �,(�W+�{�� VW� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W W� ���,+{�� �,(�W ) ,|*V��{��,�
�(		 V*) W��{�+W � 	 ,(+ [,���{�W+ �( ��V � �{��� | �(� �����)W |��{) ��(W |W �+{�|W �{�VVW
[,)	 ,�* |W �({�+W *�({��,�� �,+�W) W�� �,� V��*{�+W) W�� [,(	 V*W� �
Z W ) {���+W  �{�+W *) W+�W+ V{ �*[W����* | �(�W [,++W[��,� � �,(� 	+,	 ,�,�� |{�� (�
�W[,�| �W)	 � | �{|,	�W+ (�W 
�	 ,�
��W |W ) ,|*V��{��,� [,�����{��  �*�V��W+ VW� ) *�
[{���) W� ����(W(� �{��W���WV� 	 ,(+ �W �{+|W+ �(W VW� ) *[{���) W� ����(W(� V,����(�
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�	 ,�
��W

σ = 0
� {(�,�

+��*W 	{+ V ����{+�{�[W �{V�V*W��W |( ),|�VW � ',(� {�,�� 	+�� �V*��* [W��W 
�	 ,�
��W [{+
WVVW W�� {�+*{\VW  V{ �(��W |W V �W�	 ,�* �
¤� | �{(�+W� �W+) W� �

M
	 ,(++{ �{+�W+ |{�� �,(�W V{ �(��W W� ) ,|��{�� (���(W) W�� V{

|*�����,� |W V{ ���W��W
uL(σ)

|{�� (� *�{� |W +*�*+W�[W
u

ref
L

��* � �W� �,)\+W� +*|(���
α

W�
β

���+,|(��� |{�� VW �{\VW{( �� �]� �W � �W� �+,(�W�� 	{� {	 W[�*� � ',(� 	 ,(�,��
|,�[ +{��,��W+ 

(α, β)
��*� W� 

M
�{+�{\VW �

� ����{+�{�� �� �]�� �W 	 W(� 	{� ��+W �(V 	 ,(+ (�W ,�|W |W [
,[ 	(���(W ���,� V{
���W��W

u(ξ)
�W+{ �|W����(W) W�� �(VVW 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR � �V W�� {V,+� �{[�VW |W �*+��W+
�(W V �,�|W +W[
W+[
*W W�� | �{)	 V��(|W �(VVW �
¤� ���,�({�� |W �,(�W{( V ����{+�{�[W �{V�V*W��W |( ),|�VW � �V �(� � |W +W��+W��|+W
V �*�(|W {(� ,�|W� 	+,�+W����W� {��,[�*W� {( 	+W) �W+ [
{)	 [{+{[�*+�����(W 	 ,(+ VW�(WV
�V W�� [V{����(W �(W

m > 0
��,�+ �_]� 	{+ W�W)	 VW� � �V W�� [,��( �_]� �(W VW� ,�|W�

	+,�+W����W� +WVW�{�� |( |W+��W+ [
{)	 [{+{[�*+�����(W �����
{�W[

m < 0
� �W |*|(��W��

|W� 	+*[*|W��W� W� *[
{��W{�� VW +� VW |W� *�{��
uL

W�
uR

�,(� W� +W��W+�{�� VW ����W

_�



� �� � �� ������� � ����

|W� ���W��W� � §� 	 W(� {V,+� +**[+�+W VW �����)W 	+*[*|W�� �+�[W  V ����{+�{�� �� �]�� -




dξM = 0,
�� �]� �

Mdξu+ dξ(p + β2R11) = dξ (dξu) ,
�� �]��

Mdξv + dξ(β
2R12) = dξ

(
ν

µ
dξv

)
,

�� �]_�

MdξE + dξ

[
(p+ β2R11)u+ β2R12v

]
=

dξ

(
udξu+

ν

µ
vdξv +

1

Pr
dξT

)
,

�� �]��

MdξI = 0,
�� �]��

MdξD = 0,
�� �]Y�

Mdξ(R12η) +R11dξv +R12dξu = 0.
�� ��^�

�{ �,� �(VV��* |W
M

|,��W �)) *|�{�W) W�� V �W� ���W�[W |W |W(� �,(�W{(� ���{+�{���
{V�*\+��(W� -

I(ξ) = IL, D(ξ) = DL, ξ ∈ IR.
�� �� X�

� �*[+��(+W 	+,	 ,�*W [,�|(�� {( +*�(V�{� �+�� �)	 ,+�{�� �(��{�� -
����� 6 �� �� �

� D433�9��9 RL
12 = 0� ����9 4� � 9��4 ���� ��6� 3 ��5 ��99��� 6� �� ���� � �� ���� �9� ��� ��

G4 � R12(ξ) = 0 �� v(ξ) = vL
3�4� ��4� ξ ∈ IR �

� D433�9��9 RL
12 6= 0� ����9 R12(ξ)

5 ��6� �� I �I � 9�5� � G4� RL
12

3�4� ��4� ��I3 9
ξ

� �� �
8 FI ��9������� �

�V W�� {��* |W �*+��W+ �(W VW� �,�[��,��
R12(ξ) = 0, v(ξ) = vL

	 ,(+
ξ ∈ IR �,�� �,V(��,�� |W� *�({��,�� �� �]_� W� �� ��^� W� |,�[ |( �����)W |��{) ��(W �
Z �� V,+� W� |{�� (� 	+W) �W+ �W)	 � � W� 	+���V*��{�� (� *�{�

uL

{�W[
RL

12 = 0
� (�W �,V(�

��,� ,�|W 	+,�+W����W [,��W[�{�� |{�� VW 	{��*
uL

W� �*+��{��
R12(ξ) = 0

W�
v(ξ) = vL	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR [,���W�� �
Z {�� (� �W[,�| �W)	 � � �,(� |*|(��,�� �(W ��

RL
12

W�� [
,���W �,� �(VVW � {V,+�
R12(ξ)�{+|W �*[W��{�+W) W�� VW ) �)W ����W �(W

RL
12

	 ,(+ �,(� �W)	 �
ξ
��� |{�� (�W *�W��(WVVW

�,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W [,��W[�{�� V �*�{�
uL

[,�[W+�* � �V � �{��� | �(�W [,��*�(W�[W
| �(� +*�(V�{� [V{����(W |W� �����)W� |��{) ��(W� {(�,�,) W� ��,�+ �_Y�� W�	+�) {�� �(W
|W(� �,V(��,�� |�����[�W� �W 	 W(�W�� 	{� � ����W+�W[�W+ W� �W)	 � ��� � �(���(W V �
�	 W+�
	 V{� {R12 = 0} |{�� V �W�	{[W |W� *�{�� 	 W+) W� |W |*���+ �,(�W (�W �{) �VVW |W �,V(��,��
�WVVW

R12(ξ) = 0
	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR � (�W ,�|W 	+,�+W����W ���(W | �(� *�{�
uL

{�W[
RL

12�,� �(VVW � �W 	 W(� 	{� �,�+ �{ [,) 	 ,�{��W
R12

� �{��(VW+ W� (� �W)	 � ���
ξ0

� zW[�
[,�[V(� V{ 	+W(�W �

Z W 	 V(� � V �
�	 ,�
��W
RL

12 = 0
[,�|(��  V{ 	+,	+�*�*

R12(ξ) = 0
� W� |,�[  V{

[,���{�[W |W V{ ���W��W �{��W���WVVW
v(ξ)

 V{ �+{�W+�*W |W V �,�|W 	+,�+W����W  V �����{+
|W� *�({��,�� |W '{��W+���,�W� 
{\��(WVVW� � Z {�� �,(�W V{ �(��W �,(� [,���|*+,�� |W�
|,��*W�

uL ∈ Ω+
u

{�W[
RL

12 6= 0
[,�|(��{��  |W� 	
*�,) ��W� �{��W���WV� �,� �+���{(� �

�{�� +W��+�[��,� � �,(� {VV,�� �(		 ,�W+
RL

12 > 0
|W �,+�W �(W

R12(ξ)
+W��W 	 ,����� 	 ,(+

�,(� �W)	 � ��� � ¤� W	W� � VW [{�
RL

12 < 0
W� |,�[

R12(ξ) < 0
�W |*|(�� |( 	+*[*|W��

W� *[
{��W{�� VW� ����W� |W
R12

W� |W
v

|{�� VW �����)W | �¤Z§ �� �]� �� �� ��^� � �,(+
VW [,���{�W+ � �V �(� � |W )(V��	 V�W+ �� �]_� W� �� ��^� 	{+ −1

W� +W) {+�({�� �(W �� �]��

_�



���� ���� � � ���� ���� ������������� �� � �������� ���� �����������

+W��W ��[
{��*W �
Z W ) {���+W  |*[+�+W 	+*[��*) W�� V{ [,) 	 *����,� W��+W VW� 	
*�,) ��W� �{��W���WV�
W� �,+) {(� |{�� V �
�	 ,�
��W

RL
12 6= 0

� �,(� �(��*+,�� [,� �,+) *) W�� {( [
{	 ��+W
	+*[*|W�� | �{|�) W���,��W+

R12
	{+

RL
12

|W �,+�W  �{�+W {		{+{��+W VW [, W� [�W�� | �{���
�,�+,	 �W

α =
RL

12

RL
11

� �(���(W
RL

12 > 0
� [W �,)\+W �W+{ 	 ,����� |{�� �,(�W V{ �(��W � �{( �

)W���,� W�	 V�[��W |( [,��+{�+W �

� W �����)W | �¤Z§ �� �]� �� �� ��^� 	+W�| V{ �,+) W �(��{��W -




dξM = 0,
�� ��]�

Mdξu+ dξ(p + β2R11) = dξ (dξu) ,
�� ����

Mdξv + dξ(αβ
2R12) = dξ

(
ν

µ
dξv

)
,

�� ��� �

MdξE + dξ

[
(p+ β2R11)u+ αβ2R12v

]
=

dξ

(
udξu+

ν

µ
vdξv +

1

Pr
dξT

)
,

�� ����

MdξI = 0,
�� ��_�

MdξD = 0,
�� ����

Mdξ(R12η) +
1

α
R11dξv +MR12dξη = 0.

�� ����

',�,�� �(W VW� �{VW(+� {|�) W���,��*W� |W� ���{+�{��� {V�*\+��(W� I(ξ) W� D(ξ)
���+,�

|(��� |{�� �� �� X� �,�� +W�	 W[���W) W�� -

I(ξ) = IL = 1, D(ξ) = DL = ζ2 − α2,
�� ��Y�

{�W[ VW� �,�{��,�� |,��*W� |{�� VW �{\VW{( �� �]� � zW� |W(� �,(�W{(� ���{+�{��� �,(�
	 W+) W��W�� |W +*|(�+W VW �����)W |��{) ��(W 

4
*�({��,�� �,(� W� ��)	 V��{�� V �*�({�

��,� 	 ,+�{�� �(+ V �*�W+��W �,�{VW W� �W+�( |W V{ 	+,	 ,����,� �(��{��W -
3	�4������ 6 �� �� � �� 9�9�yI � ��� ��� F���� 6 ��8 � 5 �4������� ��9 9��4����9 ��6�9
3 ��5��99���9 6� �� ��� �6I �� ��9 ����9 ���������9 ��5 F���G4�9 94�����9 �





M(ξ) = (ρu) (ξ) =
uL

cL
,

I(ξ) =
(
R11η

3
)
(ξ) = 1,

D(ξ) =
(
(R11R22 − α2R2

12)η
4
)
(ξ) = ζ2 − α2,

9� ���� G4� �� 9�9�yI � 9� �F64�� � �





Mdξη = M2[η] + [p+ β2R11],

1

Pr
dξT = M [H(η, T, v,R12)],

�� ��^�
ν

µ
dξv = M [v] + αβ2[R12],

Mdξ(R12η) +
1

α
R11dξv +MR12dξη = 0,

__



� �� � �� ������� � ����

���� �� �������� [X] = X(ξ)−XL
�� �� � ��� � ��9 6F� ������9 94������9 �





H(η, T, v,R12) =
pη

γ − 1
+ h(η) − (v − v̄L)2

2
+
αβ2

M
(v − v̄L) +

α2β2

2
R2

12η
4,

h(η) =
β2

2
(η−2 − 1)−M2 (η − 1)2

2
+

1 + (γ − 3)β2

γ
(η − 1),

�� �� X�

v̄L =
vL

cL
.

¨W) {+�(,�� |,�[ �(W
H

�W [,)	 ,�W |W V �*�W+��W ���W+�W W� �{� 	{+�{�� 	 ,V��+,�
	 ��(W � | �(�W 	{+��W V,����(|��{VW

h(η)
W� | �(�W 	{+��W �{��W���WVVW �{��{�� ���W+�W��+

R12
W�
v
� �� [
{��W) W�� |W �{+�{\VW� 	 W+) W� |W |,��W+ (�W �,+) W �(� �W+{ �+�� (��VW

	{+ V{ �(��W � z �W�� V �,\ � W� |W V{ 	+,	 ,����,� �(��{��W -
3	�4������ 6 �� �6 � �� 6F� ��99�� � �� �x��5 �I ��� 6� ��������9 �6I �99���� 94����� �

(v,R12) −→ (Y+, Y−) :

{
Y+ = X + βR12η

2,
�� ��]�

Y− = X − βR12η
2,

���� X = 1
α
(v − v̄L) − β2

M
� ����9 �� 9�9�yI � 6 ��8 � 5 �4������ � ��9 9��4����9 ��6�9

3 ��5��99���9 9 �F���� �� ��������9 (η, T, Y+, Y−) �





Mdξη = (γ − 1)
T

η
+M2(η − 1) + β2η−3 − 1 + (γ − 3)β2

γη
,

1

Pr
dξT = M [H(η, T, (Y−Y+))],

�� ����
νM

µ
dξY+ =

Mη2 − β
2η4

(
(Mη2 + β)Y+ + (Mη2 − β)Y−)

)
,

νM

µ
dξY− =

Mη2 + β

2η4

(
(Mη2 + β)Y+ + (Mη2 − β)Y−)

)
.

���� ��49 ����9 �

H(η, T, (Y−Y+)) = T + h(η)− α2

2
Y+Y−,

���� h(η) 6F� ��� �� �� �� �� �

',(� |,��W+,�� VW� |*) ,���+{��,�� |W [W� |W(� 	+,	 ,����,��  V{ �� |W [W [
{	 ��+W �
¨ W) {+�(,�� �(W VW� �,(�WVVW� �{+�{\VW�

Y+
W�
Y−

,�� (�W ������[{��,� 	+*[��W � ¤�
*[+��(+W |�) W���,��*W � [W� �{+�{\VW� �,�� -





Y+ = v +
R12√
ρR11

−
(
vL +

RL
12

m

)
,

Y− = v − R12√
ρR11

−
(
vL +

RL
12

m

)
,

�(� |*����W�� |W(� ���{+�{��� |W ¨ �W) {�� +W�	 W[���W) W�� 	 ,(+ V{ ]�,�|W W� V{ _�
,�|W V��*{�+W) W�� |*�*�*+*W� � Z W 	 V(� � ,� ,\�W+�W �(W V ��)	 ,+�{�[W |( [
{��W) W��
|W �{+�{\VW� 	+,	 ,�* +W	 ,�W {(��� �(+ VW �{�� �(W -

Mη2 ± β = β(
Mη2

β
± 1) = β(Ma(ξ)± 1),

�� ��� �

_�



���� ���� � � ���� ���� ������������� �� � �������� ���� �����������

,�
Ma(ξ) = u(ξ)

a(ξ)

|*����W VW �,)\+W |W � {[
 +WV{��� [,���+(�� �(+ V{ |W(���)W ,�|W
[{+{[�*+�����(W �WV �(W |*��� W� �� ��� � � �W�	+W���,� 	+*[*|W��W �{�� {		{+{��+W V{ [,) �
	{+{��,� +WV{���W) W�� 

1
|W [W �,)\+W |W � {[
 � ��W �WVVW [,) 	{+{��,� �,(W+{ (�

+� VW [W��+{V |{�� V{ �(��W �
',(� [,�[V(,�� [W��W �W[��,� W� *�{\V���{�� VW� |W(� 	+,	 ,����,�� 	+*[*|W��W� �
8 FI ��9������� � 6� �� 3 ��3�9����� � �� �� � �W� *�({��,�� �(+

η
�
v

W�
R12

� �,\��W��W�� W�
���*�+{�� �� ���� W� �� ��� � W� W� +W) {+�({�� �(W V ����{+�{��

M
�)	 V��(W V �*�{V��* -

dξu = Mdξη.

�V �,(� +W��W  W�
 �\ W+ V{ �,+) W 	{+��[(V��+W �(W 	+W�| V �*�({��,� �(+ V �*�W+��W �
� �*�W+��W �,�{VW {|�) W���,��*W � �*[+�� -

E =
pη

γ − 1
+
u2

2
+
v2

2
+ β2R11η

2
+ β2R22η

2
.

���V��,�� VW� �{VW(+� |W� ���{+�{��� I W� D |,��*W� W� �� ��Y� 	 ,(+ � *V�) ��W+
R11

W�
R22

-
{
R11 = η−3,

R22 = αDLη
−1 + α2R2

12η
3.

�� \�W� �(W V �*�W+��W �,�{VW |W��W�� -

E =
pη

γ − 1
+
u2

2
+
v2

2
+
β2

2
η−2 +

α2β2

2
R2

12η
4 +

αβ2DL

2
.

zW[� �,(� 	 W+) W� | �,\�W��+ (�W W�	+W���,� 	 ,(+ V{ |*+��*W |W V �*�W+��W �,�{VW 	{+
+{		 ,+� 

ξ
-

MdξE = Mudξu+Mvdξv +Mdξχ
�� ����

{�W[ -
χ =

pη

γ − 1
+
β2

2
(η−2 − 1) +

α2β2

2
R2

12η
4.

�(V��	 V�,�� V �*�({��,� �� ���� �,(�W+�{��
u

	{+
u

W� V �*�({��,� �� ��� � �,(�W+�{��
v
	{+

v
-





Mudξu = dξ (udξu)− (dξu)
2 − udξ(p + β2R11),

�� ��_�

Mvdξv = dξ

(
ν

µ
vdξv

)
− ν

µ
(dξv)

2 − αβ2vdξR12.
�� ����

¨W)	 V{�,�� VW� W�	+W���,�� �� ��_� ��� ���� W� �� ���� |{�� V �*�({��,� �� ���� �,(�W+�{��
V �*�W+��W �,�{VW -

Mdξχ+K1dξu+K2dξv = dξ(
1

Pr
dξT ).

�� ����
{�W[ -




K1 = p+ β2R11 − dξu,

K2 = αβ2R12 −
ν

µ
dξv.

_�



� �� � �� ������� � ����

¤� ���*�+{�� VW� *�({��,�� �� ���� W� �� ��� � |W −∞ 
ξ

W� W� +W) {+�({�� �(W
dξu =

Mdξη
W� �(W 	 ,(+ (�W ,�|W 	+,�+W����W

(dξX)L = (dξX)(−∞) = 0
�
K1

W�
K2

�W
+**[+��W�� -




K1 = −M2(η − 1) +

1 + (γ − 3)β2

γ
,

K2 = αβ2 −M(v − v̄L).
§� { {V,+� � 	{+ (�W ��)	 VW ���*�+{��,� -





K1dξu = Mdξ

(
1 + (γ − 3)β2

γ
(η − 1)−M2 (η − 1)2

2

)
,

K2dξv = Mdξ

(
αβ2

M
(v − v̄L)− (v − v̄L)2

2

)
.

¤� +W)	 V{�{�� |{�� �� ���� � VW +*�(V�{� W�[,)	�* � �W� �(�� -

MdξH = Mdξχ+K1dξu+K2dξv = dξ(
1

Pr
dξT ).

{�W[ -
H =

pη

γ − 1
+ h(η)− (v − v̄L)2

2
+
αβ2

M
(v − v̄L) +

α2β2

2
R2

12η
4,

W� -
h(η) =

β2

2
(η−2 − 1)−M2 (η − 1)2

2
+

1 + (γ − 3)β2

γ
(η − 1).

8 FI ��9������� � 6� �� 3 ��3�9����� � �� �� � �{ |*) ,���+{��,� W�� [,�����(*W |W �+,�� 	 ,���� -
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',�+W ,\ � W[��� W�� | �*[V{�+W+ V{ +{��,� 	 ,(+ V{�(WVVW VW� 	+,� V� |W [
,[ �,�� �(�[W	�

��\ VW� | ���+W �(+[,)	+W����� |�� �(W VW �,)\+W |W � {[
 �(+\(VW��
β

W�� �(� �{)) W��
�+{�| � VW �,)\+W |W � {[
 +WV{���

M
*�{�� �(	 *+�W(+  |W(� � zW��W +{��,� ��W��  V{

�+,	 �,+�W {(�) W��{��,� |W V{ �W���,� |W ¨W��,V|�
R11

 V{ �+{�W+�*W |W� 	+,� V� |*[+���
	{+ VW ) ,|�VW ¨ �� {[�(WVVW) W�� +W�W�( �
��� |W ) W��+W W� *��|W�[W [W��W +{��,� � �,(� {|,	�,�� V �
�	 ,�
��W �,� 	
����(W
ν
µ

= 0
� �,(V���,�� �(W VW 	
*�,) ��W |W �(+[,) 	+W���,� �W+{ |W �,(�W{( W�
 �\ * 	 ,(+

V{ ) �)W +{��,� |{�� VW [{� 	
����(W µ
2ν

= 2
3

|{�� VW� [
{	 ��+W� �(��{��� ) {�� {( �W+) W
| �(�W {�{V��W [,���|*+{\VW) W�� 	 V(� |�� [�VW �
� �
�	 ,�
��W ν

µ
= 0

[,�|(��  (�W ���*�+{��,� W�	 V�[��W |W
Y+(ξ)

W�
Y−(ξ)

�{[�V��{��
|�� V,+� V �*�(|W |W V �*�,V(��,� |W

η(ξ)
|{�� VW 	+,� V W� |,�[ |( �,)\+W |W � {[


Ma(u(ξ)) = Mη2(ξ)
β

� ' ,�,�� �(W V{ [,�|���,�
Ma(u(ξ)) > 1

*�(��{(�  -

M2η4(ξ)− β2 > 0.
�� �_ X�

¤� +{		 WV{�� �(W
ηL = η(−∞) = 1

� V ���*�{V��*
M2 − β2 > 0

*�(��{(�  �� ���� W� W��
|,�[ �+{�W |�� �(W �� ���� W�� �{����{��W �
3	�4������ 6 �� �� � 8 ��9 �� ��9 ν

µ
= 0� 9433�9��9 �� ���� 9���9� ���� �

`��� G4 �Ma(u(ξ)) >
1� � ��� ���� G4� �� ���� �9� ������ ����9 Y+(ξ) �� Y−(ξ) 9��� 6���F9 3�� �





Y+(ξ) =
β

M

√
(Mη(ξ)2 − β)(M2 − β2)

Mη(ξ)2 + β
,

Y−(ξ) = − β

M

√
(Mη(ξ)2 + β)(M2 − β2)

Mη(ξ)2 − β .
�� �_]�

��
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8 FI ��9������� �
�,(V���,�� �(W V �,� �W 	 W(� 	{� +W	{+��+ |( �����)W �� ���� |{�� VW

[{� ν
µ

= 0
	(���(W �,(� {�,�� W( \ W�,�� |{�� V{ 	+W(�W |W V{ 	+,	 ,����,� �� �] �� �

|W )(V��	 V�W+ (�W *�({��,� 	{+ ν
µ

� ' ,(� W� +W�W�,�� |,�[  V �*�({��,� �(+
v

|{�� VW
�����)W �����{V �� ��^� 	 ,(+ *[+�+W V,+��(W ν

µ
= 0

-

M [v] + αβ2[R12] = 0.
zW��W *�({��,� |,��W �+���{VW) W�� -





v = v̄L −
αβ2

M
(R12 − 1),

�� �_��

dξv = −αβ
2

M
dξR12.

�� �_� �
�,(+

R12
� �,(� {�,�� \ W�,�� |W V �*�({��,� �� ��^� *�{\V�W |{�� V{ |*) ,���+{��,� |W V{

	+,	 ,����,� � �] �� � zW��W *�({��,� � �*[+�� -

Mαdξ(R12η
2) + η−2dξv = 0.

�(\����(,�� �� �_� � � |{�� V �*�({��,� [��|W��(� � {	+�� �(WV�(W� [{V[(V� ,� ,\��W�� �,(�
V{ [,�|���,� �� �_ X� �¨{		 WV,�� �(W V{ [,) 	 ,�{��W

R12
{ *�* �(		 ,�*W ��+�[�W) W��

	 ,�����W� -
dξR12

R12
= −1

2

dξ(M
2η4 − β2)

M2η4 − β2
,

�(W V �,� 	 W(� ���*�+W+ |W −∞ 
ξ
� ¤� �(\����({�� V �W�	+W���,� |W

R12
|{�� �� �_�� �

[WVVW |W
v

� �W� |*|(�� �)) *|�{�W) W�� � §� ,\��W�� {���� -




v(ξ) = v̄L −
αβ2

M

(√
M2 − β2

M2η4(ξ)− β2
− 1

)
, ∀ξ ∈ IR �� �_��

R12(ξ) =

√
M2 − β2

M2η4(ξ)− β2
, ∀ξ ∈ IR �� �__�

�W� W�	+W���,�� |W
Y+(ξ)

W�
Y−(ξ)

�W |*|(��W�� |W� W�	+W���,�� �� �_�� W� �� �__� �
� W� �,+)(VW� �� �_]� ��|��(W�� [V{�+W) W�� �(W V{ [,�|���,�

Ma(u(ξ)) > 1
� � ���

�{��
�(W �� �_ X� W�� �+{�W � W�� �*[W��{�+W 	 ,(+ |,��W+ (� �W�� 

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

� zW� �,+)(VW�
) ,��+W�� W��(��W |�+W[�W) W�� �(W VW 	+,|(��

Y+Y−(ξ)
W�� (� ���{+�{�� {V�*\+��(W |(

�����)W | �¤Z§ -
3	�4������ 6 �� �� � 8 ��9 �� ��9 ν

µ
= 0 �� ���� G4� �� ���� �9� ������ ��49 ����9 �

[(Y+Y−)] = (Y+Y−)(ξ)− (Y+Y−)L = 0.
�� �_��

�{ 	+,	+�*�* �� �_�� ��)	 V��W [,���|*+{\VW) W�� V �*�(|W |W V �*�,V(��,� |W
η(ξ)

W�
T (ξ)

|{�� (�W *�W��(WVVW �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W � ¤� W	W� � V{ �{V�|��* |W� ¤Z§
�,(�W+�{��

η
W�
T

|{�� VW �����)W �� ���� �W |*	 W�| 	{� |W V{ �{VW(+ |( +{		 ,+� ν
µ

�
zW� ¤Z§ � �*[+��W�� |,�[ [,)	�W �W�( |W V{ [,���{�[W |( 	+,|(��

Y+Y−(ξ)
-





Mdξη = (γ − 1)
T

η
+M2(η − 1) + β2η−3 − 1 + (γ − 3)β2

γη
,

1

Pr
dξT = M [T + h(η)],

�� �_��
�� �_Y�

��



���� ���� � � ���� ���� ������������� �� � �������� ���� �����������

{�W[ -

h(η) =
β2

2
(η−2 − 1)−M2 (η − 1)2

2
+

1 + (γ − 3)β2

γ
(η − 1).

�V � �{��� | �(� �����)W {(�,�,) W W�
η

W�
T

|,�� V �*�(|W |W� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W
	 W(� ��+W +*{V��*W ��|*	 W�|{))W�� |W V{ [,�|���,� �� �_ X� ���	(V{��

Ma(u(ξ)) > 1
�

' ,(� {VV,�� |,�[ ) W�W+ [W��W *�(|W {�� |W �W��W+ � 3 �9������� V{ �{V�|��* |W �� �_ X� �
�V W�� 	 ,���\ VW |W �*+��W+ �(W VW �����)W �� �_�� [,++W�	 ,�|  V{ �,+) W +*|(��W {|�) W��
��,��*W |( �����)W |��{) ��(W �(��{�� -





dξ (ρu) = 0,

dξ

(
ρu2 + p+R11

)
= dξ (µdξu) ,

dξ (ρE + p+R11)u = dξ (µudξu) + dξ (κdξT ) ,

dξ

(
ρR11τ

3u
)

= 0,

,�
ρE = p

γ−1 +ρu2

2 + R11
2

� ¤� | �{(�+W� �W+) W� � VW� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W |W �� �_��
[,++W�	 ,�|W�� {(� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W | �(� ) ,|�VW |W ' {��W+���,�W�  |W(�
V,�� |W 	+W���,� 	 ,V��+,	 ��(W�

p
W�
R11

� �V � �{��� | �(�W �W+��,� ��)	 V��*W |W �����)W�
*�(|�*� |{�� �X� � ,� V �W� ���W�[W W� V �(��[��* � (�W �+{��V{��,� 	+��� |W �,V(��,� ,�|W
	+,�+W����W �,�� *�{\V�W� �,(� V{ [,�|���,� �� ���� � ¨ {		 ,+�,�� |W 	 V(� �(W [W��W {�{V��W
*�{\V�� -

ξ → η(ξ)
W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W � 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR. �� ��^�
Z �� V,+� � �,(� V{ [,�|���,� �� ���� � VW� �+{�{(� �X� � �)	 V��(W�� �(W VW �����)W �� �_��
{|) W� (�W (���(W �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W |,�� V �*�{� |W �,+��W

(ηR, TR)
�*+��W -





(γ − 1)
TR

ηR
+M2(ηR − 1) + β2η−3

R −
1 + (γ − 3)β2

γηR
= 0,

TR + h(ηR) = TL. �� ��X�
ZW� ) {��	(V{��,�� {V�*\+��(W� ��)	 VW� ) ,��+W�� {V,+� �(W

ηR
|,�� ��+W V{ 	+W) ��+W

+{[��W �� �*+�W(+W 
ηL = 1

|W V{ �,�[��,� -

G(η) =
1− η
η2

(
γ + 1

γ − 1
M2η3 −

(
2

γ − 1
+M2 + 2

γ − 3

γ − 1
β2

)
η2 +

γ − 3

γ − 1
β2(η + 1)

)
.

�� ��]�

� �(|�,�� V{ �,�[��,� G(η) -

3	�4������ 6 �� �� � D�49 � �x�3 ��x y9� �� ���� � �� � ������� G(η) �9� ������ � �� �6I ��
6�4� ����� �9 �

G(ηR) = G(ηL = 1) = 0, ���� ηR < 1.

�_
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8 FI ��9������� �
zW��W |*) ,���+{��,� +W	 ,�W �(+ VW� 	+,	+�*�*� �(��{��W� [,�[W+�{��

V{ �,�[��,� G(η) -




G′′(η) = −(6
3 − γ
γ − 1

β2η−4 + 2
γ + 1

γ − 1
M2) < 0,

�� ����

lim
η→0
G′(η) = +∞; G′(1) =

2

γ − 1
(1−M2) < 0,

�� ��� �

lim
η→0
G(η) = −∞; G(1) = 0,

�� ����

�[� � V �
�	 ,�
��W |W [,)	+W���,� �� ���� W�� �*[W��{�+W  �� ��� � � ¤ VVW �{+{����
ηR < 1

�
¤� W	 W� � V{ 	+,	+�*�* �� ���� 	+,(�W V{ [,��W� ��* W� V{ ��+�[�W |*[+,���{�[W |W V{ |*+��*W
G′(η) � �{ |W(���)W 	+,	+�*�* 	+,(�W �(W V{ |*+��*W �W � �{��(VW �( �(�W �W(VW �,�� �
�{ �,�[��,� G W�� |,�[ [+,���{��W 	(�� |*[+,���{��W {	+�� {�,�+ {��W��� (� ) {��)()
{( 	 ,��� | �{��(V{��,�

ηmax
|W G′(η) � ¤��� V{ |W+���+W 	+,	+�*�* 	 W+) W� | �{� +) W+

�(W G � �{��(VW |W(� �,�� � W�
η = ηL = 1

W� W�
η = η0 < 1

� ¤� W	W� � G *�{��
��+�[�W) W�� [+,���{��W �(+ V ����W+�{VVW

[0, ηmax]
� [ �W�� (�W \�� W[��,� |W

[0, ηmax]
�(+

]−∞,G(ηmax) > 0]
� §� W� |*|(�� {V,+� VW +*�(V�{� �

� �{VV(+W ��	 ��(W |W G(η) W�� |,��*W �(+ V{ ��(+W �� �� � � ��{�� {���� [{+{[�*+��* VW

ηη
max L

η=η
0

η =1
R

0

(η)G

� ?¦ � � �� � �VV(+W ��	 ��(W |W V{ �,�[��,� G(η)
�{(� |W [,)	+W���,� W� �,+��W

ηR
{�W[ V{ 	+,	+�*�*

η(ξ) > ηR
� 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR ��,�+
� ��^� � �,(� �,))W� W� ) W�(+W |W �*+��W+ � 3�9������� V{ �{V�|��* |W V �
�	 ,�
��W �� �_ X�
W�	+�) {��

Ma(η(ξ)) > 1
	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR � �V � �{��� |,�[ | �{�{V��W+ V{ �{V�|��* |W -

Mη2(ξ)− β > 0, � �� � η(ξ) > ηc =

√
β

M
,
	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR. �� ��_�

��



���� ���� � � ���� ���� ������������� �� � �������� ���� �����������

�V � �{��� |,�[ |W �*+��W+ 	(���(W
η(ξ) > ηR

{�W[
limη(ξ)→∞ η(ξ) = ηR

-

ηR > ηc =

√
β

M
.

�� ����
§+ � V{ 	+,	 ,����,� �� �� ��� *�{\V�� �(W

ηR
W�
ηL

�,�� VW� |W(� �W(VW� +{[��W� |W G(η) = 0
�

�W �+{	
W |W G(η) ��(+* W� �� �� � ��|��(W {V,+� �(W G(η(ξ)) > 0
	 ,(+ �,(� VW� �{(� |W

[,)	+W���,�
η(ξ)

+W�[,��+*� W��+W
ηR

W�
ηL

� Z �� V,+� � V{ [,�|���,� �� ���� W�� �+{�W ��
W� �W(VW) W�� �� G(ηc) = G(

√
β
M

) < 0
�

� W� ��(+W� ��� ��� � { � \ W� [� +W	+*�W��W�� VW� +*��,�� |( 	 V{�
(M,β)

�(��{�� VW
����W |W G(

√
β
M

)
� §� +W) {+�(W �(W VW 	
*�,) ��W |W �(+[,) 	+W���,� �W 	+,|(�� |��

�(W
β

W�� �(� �{)) W�� �+{�| W� [W 	 ,(+ |W� �{VW(+� |W
M > 2

� §� +W) {+�(W �(W
	 ,(+

γ = 1.6
���(+W �� ��� � {� � VW 	
*�,) ��W �(+[,) 	+W���� � �{++��W �({��) W�� � {) {��

W� �(W 	 ,(+
γ = 1.2

�[{� |W� �{� [
{(|� � ��(+W �� ��� � [� � �V �(+��W�� 	 ,(+ |W� �{VW(+�
+{��,��{\VW� |W

β
�|W V �,+|+W |W

0.1
� � ' ,�,�� �(W 	 ,(+ VW [{� ���W+) *|�{�+W

γ = 1.4
�

V{ �(+[,)	+W���� ��* �(+��W�� 	 ,(+ |W� �{VW(+� |( � {[
 �(+\(VW�� �+�� �+{�|W� W� +{+W�
|{�� V{ 	+{���(W �
�,(+ [,�[V(+W [W 	{+{�+{	
W � �,�,�� �(W V,+��(W VW 	
*�,) ��W |W �(+[,) 	+W���,�
�(+��W�� � V �
�	 ,�
��W �,� 	
����(W ν

µ
= 0

[,�|(��  V �W�	 V,��,� |W
Y−

�{��(V{��,� |W
Y+

� V,+��(W 	 ,(+ (� [W+�{��
ξc

�
η(ξc)

[,2�[�|W {�W[
ηc

� ' ,(� �,(V���,�� �(W 	 ,(+ VW�
�{VW(+�

0 < ν < µ
� ��[V({�� |,�[ VW [{� 	
����(W � V �{�{V��W *�{\V�+{ V{ 	 W+����{�[W |(

	
*�,) ��W |W �(+[,)	+W���,� � �V �W �+{|(�+{ 	{+ VW |*�{(� | �(��[��* |W� �,V(��,�� ,�|W
	+,�+W����W -

uL
*�{�� ��* W�

σ
	+W�[+�� �WV,� �� ���� � �V W� ���W+{ (�W ������* | �*�{��

|W �,+��W
uR

\,+�*� 	 ,(�{�� ��+W [,��W[�*� 
uL

� zW��W )(V��	 V�[��* | �*�{�� |W �,+��W
� �W�� \�W� ��+ 	{� {|) ����\ VW �

� -
����- � 9��� 
�		�
��� �/�� ��� ������� � ��
',(� |,��,�� �[� (�W W�	 V�[{��,� �({V��{���W |W V �,+����W |( 	
*�,) ��W |W �(+[,) �

	+W���,� � zW 	
*�,) ��W �+,(�W �,� ,+����W |{�� VW �{�� �(W
R11

|W��W�� �+,	 �+{�|
|{�� VW 	+,� V |W [,)	+W���,� � ¨{		 WV,�� �(W � |{�� VW [{� |( X�[
,[ � V{ [{+{[�*+�����(W
{��,[�*W  V{ |W(� ��)W ,�|W  	 ,(+ 	 W��W -

λ2(uR) = uR −
√
RR

11τR.

����� � [W��W 	 W��W 	 W(� |W�W��+ �� �*+�W(+W 
σ
� V{ ���W��W |( [
,[ � ��

R11τR
|W��W��

�+,	 �+{�| 	 W�|{�� V{ [,)	+W���,� ��,�+ ��(+W �� �_�� � z �W�� [W �(� {++��W |{�� VW [{�
| �(� [
,[ �(+[,)	+W���� � �[� � I = R11τ

3 W�� (� ���{+�{�� |( �����)W W� 	+*�W�[W |W
���[,���* � � ���� � 	 ,(+ (�W ,�|W |W [
,[ � VW �{(� |W [,) 	+W���,� |�) ��({�� {�W[ VW
�,)\+W |W � {[
 � V{ [,��W+�{��,� |W I W��+{��W �(W

R11τR
{(�) W��W [,))W

τ−2 �zW 	+,\V�)W |W �(+[,)	+W���,� � �W� ���W 	{� 	 ,(+ VW� *�({��,�� |W '{��W+���,�W�
����{��{�*W� � zWV{ �(���+W �(W �,(� {�,�� ,(\V�* (�W �� �,+) {��,� |{�� V{ ) ,|*V��{��,�
|W� *�({��,�� �,(�W+�{�� VW� [,)	 ,�{��W� |( �W��W(+ |W ¨W��,V|� � �V W� ���W W� W	 W�
(�W [,++W[��,� |{�� V{ V���*+{�(+W � ¤ VVW [,++W�	 ,�|  V{ 	+��W W� [,) 	�W |( 8(� |W
) {��W �(+\(VW�� -

u′′i = −ρ
′u′i
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∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p+ β2R11) = ∂x
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∂xu
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Mdξη = A(η, T,I),
1

Pr
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√
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√
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A(η, T,I) = (γ − 1)
T
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[,���+(�� �(+ V �*�W+��W �{��W���WVVW

ρEt
� [,�|(��{��  (� W��W)\VW [,) 	 VW� |W +WV{��,��

|W ¨ {�� ��W� (�,��,� �*�*+{V��*W� 	 W+) W��{�� |W [{+{[�*+��W+ VW� �,V(��,�� [
,[� � zW�
+WV{��,�� |W ¨{�� ��W� (�,��,� �*�*+{V��*W� �,�� ���W+�W��+ |W(� �,�[��,�� [��*���(W� �
+W�	 W[���W) W�� �(+ V �*�W+��W �{��W���WVVW

ρEt
W� �(+ V �W��+,	 �W

ρI � ' ,(� �,(� {��{[
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 V{ [{+{[�*+��{��,� |W� �,V(��,�� [
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W�	 V��(,�� [,))W�� {\ ,+|W+ [W��W ���*�+{��,� |�� [�VW � �(	{+{�{�� � �V �{(� �*{�) ,���
��W+ (�W *[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� � ' ,(� ) ,��+,�� W� W	 W� �(W V �{)	 V��(|W |W
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WVVW |W �W)	 � { |W �,)\+W(�W� [,��*�(W�[W� �(+ VW� 	+,	+�*�*� 	
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	+,� V� � {���� �(W �(+ VW� 	+,	+�*�*� ) {�
*) {���(W� |W V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W
{��,[�*W � ',(� *�(|�,�� 	+*[��*) W�� VW� [,��*�(W�[W� |W [W��W {)	 V��(|W � {�� |W |*� �
� �+ �() *+��(W) W�� |W� [,(	 VW� |W �,�[��,�� [��*���(W� 	 ,��*|{�� |W� 	+,	+�*�*� 	
��
���(W� {[[W	�{\VW� � �{ ) ,���{��,� 	+W) ��+W |W [W��W *�(|W W�� |W 	{+�W��+  [,��+� VW+
VW� [,��*�(W�[W� |W [W��W {)	 V��(|W � �,(� W� +W�|{�� 	 ,���\ VW V{ |*�W+) ��{��,� |W�
�,�[��,�� [��*���(W� � �,(V���,�� �(W V �W��W)\VW |W� 	+,	+�*�*� ) ��W� W� {�{�� |{�� [W
[
{	 ��+W � ,(W+,�� (� +� VW [W��+{V |{�� V �{�{V��W  �W��+ |W V{ ��{\�V��* ��+([�(+WVVW � 	(��
)(V��|�) W���,��WVVW � |W� �,V(��,�� [
,[� �

� � �o nmndrqo p k2�� lpfqocnfbcc�
',(� |,��,�� �[� V{ �,+) W {|�) W���,��*W |( �����)W | �¤Z� �� ���� �,(� V �
�	 ,�

�
��W | �(�W V,� |W 	+W���,� ��,�
W+) W -

p = ρT0,

,�
T0

	+W�| W� [,)	�W V{ [,���{��W |W� �{� 	{+�{���
r
� � ���� �

p
� �*�{�� �,�[��,� �(W |W

ρ
� V �*�W+��W �,�{VW � �W�� 	 V(� (�W ��[,��(W � ) {�� |W��W�� �,�[��,� |W� {(�+W� �{+�{\VW�

W� �+,(�W V{ |*�����,� �(��{��W -

ρE(u) = −ρT0 ln τ + ρ
u2

2
+ ρ

v2

2
+
R11

2
+
R22

2
,

,� 	{+ [,)),|��* � VW �W[�W(+ |W� ��� ��[,��(W�
(ρ, ρu, ρv,R11, R22, R12)

�W+{ W�[,+W
�,�*

u
� ¤� +W) {+�({�� �(W V{ ���W��W |( �,� {��, [�*W {(� |W(� ,�|W� W��+�)W� � �*[+��

|{�� VW [{|+W ��,�
W+) W -
c2(u) = T0 + 3

R11

ρ
,

�,(� �,�,�� �(W V �{|�) W���,��W) W�� +W�W�( {( [
{	 ��+W 	+*[*|W�� [,�|(��  +W)	 V{[W+
T0

	{+ -
T0

c2L
= 1− 3β2.

§� �*+��W �(W VW� |W(� ,�|W� W��+�)W� �,�� �,(�,(+� �+{�) W�� �,� V��*{�+W� � �W ����
��)W �,(�W+�{�� V ���[,��(W

u
� �*[+�� -





∂tρ+ ∂xρu = 0,

∂tρu+ ∂x(ρu2 + β2R11 + ρ(1− 3β2)) = ∂x(
1

Re
∂xu),

∂tρv + ∂x(ρuv + β2R12) = ∂x(
ν

µ

1

Re
∂xv),

�� �X�

∂tR11 + ∂x(R11u) + 2R11∂xu = −2TrisR11(1− 3β2)

(
∂xρ

ρ

)2

,

∂tR22 + ∂x(R22u) + 2R12∂xv = 0,

∂tR12 + ∂x(R12u) +R11∂xv +R12∂xu = −TrisR12(1− 3β2)

(
∂xρ

ρ

)2

.
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� W� V,�� | �*�,V(��,� �� ��Y� W� �� ��^� 	 ,+�{�� +W�	 W[���W) W�� �(+ I(u)
W� D(u)

|W�
��W��W�� -





∂t(ρI(u)) + ∂x(ρI(u)u) = −2Tris(1− 3β2)ρI(u)

(
∂xρ

ρ

)2

,
�� �]�

∂t(ρD(u)) + ∂x(ρD(u)u) = −2Tris(1− 3β2)ρD(u)

(
∂xρ

ρ

)2

,
�� ���

{V,+� �(W V{ �({����* W(u)
�W [,��W+�W -

∂t(ρW(u)) + ∂x(ρW(u)u) = 0,
{�W[ W(u) =

D(u)

I(u)
.

�� �� �

¤��� � V �*�({��,� �� ��]� �,(�W+�{�� V �*�W+��W �{��W���WVVW
ρEt(u)

�{+|W V{ ) �)W �,+) W
|{�� VW [{|+W ��,�
W+) W -

∂t(ρEt(u)) + ∂x(ρEt(u)u+ β2R12v) = ∂x

(
1

Re

ν

µ
v∂xv

)
− 1

Re

ν

µ
(∂xv)

2.
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{( 	+W) �W+ [
{)	 � zW �����)W W�� *[+�� W� [
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uL

W� W� 	+W�[+��{��
(�W ���W��W |W 	+,	{�{��,�

σ
�{����{��{�� �� ���� � �[� �

uL

W�� [
,��� �WV �(W
RL

11 > 0
�

�{ +W) {+�(W �,+)(V*W {( [
{	 ��+W 	+*[*|W�� � [,�|(��{��  V{ �,V(��,�
R12(ξ) = 0

W�
v(ξ) = vL

cL

	 ,(+ �,(�
ξ ∈ IR |�� �(W

RL
12 = 0

� �{(� �,(�,(+� � ¤� W	W� � V �*[
WVVW |W �W)	 �
|W ¨ ���,+[WVV� W�� )(V��	 V�*W 	{+

R12
|{�� V �*�({��,� �,(�W+�{�� [W��W ��[,��(W ��,�+

VW �����)W �� �X�� � ',(� ) W�,�� |,�[ V �*�(|W {�W[
RL

12 6= 0
W� �{�� +W��+�[��,� {�W[

RL
12 > 0

��,�+ 	{+{�+{	
W �� �] �X�� � ',(� {|,	�,�� � �{�� VW� +{		 WVW+ � VW� 
�	 ,�
��W� W�
VW� �,�{��,�� ���+,|(��W� |{�� V{ �W[��,� �� �] �X� � �W 	+��[�	{V +*�(V�{� |W [W 	{+{�+{	
W
W�� VW �(��{�� -
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Mdξη = F(η,I),

MdξI = −2Tris
(1− 3β2)

M2

I
η3
F2(η,I), �� �_�

νM

µ
dξY+ =

Mη2 − β
√
I

2η4

(
(Mη2 + β

√
I)Y+ + (Mη2 − β

√
I)Y−)

)
,

νM

µ
dξY− =

Mη2 + β
√
I

2η4

(
(Mη2 + β

√
I)Y+ + (Mη2 − β

√
I)Y−)

)
,

���� �

F(η,I) = M2(η − 1) + (1− 3β2)

(
1

η
− 1

)
+ β2

( I
η3
− 1

)
.
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� W� |*�����,�� |W
(Y+, Y−)

�,�� �|W����(W�  [WVVW� 	+,	 ,�*W� W� �� ��]� � �,(V���,��
�(W VW� *�({��,�� �,(�W+�{�� [W� |W(� �+{�|W(+� �,�� �W)\V{\VW�  [WVVW� *�{\V�W� W�
�� ���� � ¤ VVW� �,�� �[� +W) {+�({\VW) W�� ��|*	 W�|{��W� |W V{ [,++W[��,� |W ¨ ���,+[WVV� �
zW��W |W+���+W �W ��(+W �(W |{�� V �*�({��,� ��{�� V �*�,V(��,� |W I W� |,�[ |W

R11
�

�V �)	 ,+�W |W �,�W+ �(W 	(���(W Tris

W�� �(		 ,�*W �W 	{� |*	 W�|+W |W
v

W�
R12

� VW�
*�({��,�� �,(�W+�{��

η
W� I �,�� ��|*	 W�|{��W� |W

Y+
W�
Y−

�
8 FI ��9������� �

�{ |*) ,���+{��,� W�� W� |W(� 	{+��W� -
� *�({��,�� W�

η
W� I -

� �*�({��,� W�
u
� {�W[

dξu = Mdξη
� |W��W�� -

M2dξη + dξ

(
β2 I
η3

+
1− 3β2

η

)
= Mdξ(dξη),

�(� ���*�+*W (�W �,�� |W −∞ 
ξ
|,��W �)) *|�{�W) W�� VW +*�(V�{� � �,(+ I � V{ �+{|([��,�

|W V �*�({��,� �(+
ρI W� ,�|W 	+,�+W����W |,��W -

MdξI = −2Tris(1− 3β2)I (dξη)
2

η3
,

�� ���

,� V �,� +W)	 V{[W
dξη

	{+ F(η,I)
M

�
� *�({��,�� W�

Y+
W�
Y−

-
�W� *�({��,�� | �*�,V(��,� �(+

v
W�
R12

�,�� |,��*W� 	{+ -




Mdξv + αβ2dξR12 = dξ

(
ν

µ
dξv

)
,

�� �Y�

Mdξ(R12η) +
1

α
R11dξv +MR12dξη = −Tris

1− 3β2

η2
R12(dξη)

2,
�� �X^�

§� �����+W �� �Y� W� ,� (��V��W V{ �,�{��,�
X = 1

α
(v − v̄L)− β2

M

	 ,(+ *[+�+W -

MX + β2R12 =
ν

µ
dξX.

�� �XX�

§� [
W+[
W W��(��W (�W *�({��,� �(+ 1√
I

 	{+��+ |W V �*�({��,� �� ��� �(W V �,� )(V��	 V�W
	{+ − 1

2I
3
2

� �,�� -

Mdξ

(
1√
I

)
= Tris

1− 3β2

η3
√
I

(dξη)
2.

�� �X]�
§� )(V��	 V�W V �*�({��,� �� �X^� 	{+

η
-

Mdξ(R12η
2) +R11ηdξX = −Tris

1− 3β2

η
R12(dξη)

2.
�� �X��

�(�� � ,� )(V��	 V�W �� �X�� 	{+ 1√
I

�(W V �,� {||���,��W  �� �X]� )(V��	 V�*W 	{+
R12η

2 ��,�� -
Mdξ

(
R12η

2

√
I

)
+
R11η√
I
dξX = 0.

�� �X� �
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ZW ) {���+W  ���+,|(�+W V �*�({��,� �� �XX� |{�� V �*�({��,� 	+*[*|W��W � )(V��	 V�,�� V{
	{+ ν

µ
β
� � �*�({��,� �� �X� � �W +**[+�� {V,+� -

ν

µ
Mdξ

(
β
R12η

2

√
I

)
+ β

R11η√
I

(MX + β2R12) = 0.
�� �X��

�� V �,� +W) {+�(W �(W -

R12 =

√
I
η2

R12η
2

√
I
,

{V,+� �� �XX� )(V��	 V�*W 	{+
M

W� �� �X�� |W��W��W�� -




ν

µ
Mdξ

(
β
R12η

2

√
I

)
= −β

√
I
η2

(
MX + β

√
I
η2

(
β
R12η

2

√
I

))
,

�� �X_�

ν

µ
MdξX = M2X +Mβ

√
I
η2

(
β
R12η

2

√
I

)
.

�� �X��
zW �����)W �(���+W | ����+,|(�+W |W �,(�W{( -





Y+ = X +
βR12η

2

√
I

,
�� �X��

Y− = X − βR12η
2

√
I

.

�,�� -




X =
1

2
(Y+ + Y−),

�� �XY�
βR12η

2

√
I

=
1

2
(Y+ − Y−),

�(� 	 W+) W� | �,\�W��+ � {	+�� �(WV�(W� +*{++{��W) W��� � VW� *�({��,�� W�
(Y+, Y−)

[
W+�
[
*W� �
���/	.�� � �� �� � � �*�{V({��,� |W

Y+
W�
Y−

[,�|(��  -




Y+(−∞) = Y+(uL) = β

(
1− β

M

)
,

�� �]^�

Y−(−∞) = Y−(uL) = −β
(

1 +
β

M

)
.

�� �] X�
����� W� �,(� V{ [,�|���,� �� ���� � � �� � M > 1

� �,(� �,))W� {��(+*� �(W -

Y+(−∞) > 0, Y−(−∞) < 0.
¤��(��W � �,�,�� �(W V{ �,+)(VW �� �XY� [,�|(��  |*���+ -

R12(ξ) =

√
I(ξ)

2βη2(ξ)
(Y+(ξ)− Y−(ξ)).

�� �]]�
Z �� V,+� � ��

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

�{+|W�� (� ����W [,���{�� VW V,�� |( 	+,� V �+W�	 W[���W) W��
Y+(ξ) > 0

W�
Y−(ξ) < 0

� � �,(� �,))W� {��(+*� �(W V{ �+{�|W(+ {|�) W���,��*W
R12(ξ)+W��W 	 ,�����W � ¤� [,��*�(W�[W � V{ �+{�|W(+ |�) W���,��*W

R12(ξ)
�{+|W VW ) �)W ����W

�(W
RL
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W � �,(� +{		 WV,�� (� +*�(V�{� ) {�
*) {���(W �)	 ,+�{�� [,�[W+�
�{�� VW [,)	 ,+�W) W�� |W� �,V(��,�� | �(� �����)W |�	 *+W���WV |W �{�VVW

n
�
n > 1

-

dξX = F(X), F : IRn → IRn,
�� �]��

{( �,����{�W | �(� 	 ,��� ��{��,��{�+W
Xs

|( [
{)	 |W �W[�W(+
F
� ����

�WV �(W -

F(Xs) = 0.

�W �����)W �� �]�� *�{�� {(�,�,) W � �V W�� [,��( ��^� �(W VW� �,V(��,�� [,���|*+*W� �W
	 W(�W�� {��W��|+W

Xs
�( �W� �W)	 � ����� � �,�� W� �W)	 � 	 ,����� � �,�� W� �W)	 � �*�{��� �

� �{�� |,��* (� 	 ,��� ��{��,��{�+W
Xs

|W
F
� VW �
*,+�)W |W V{ �{+�*�* [W��+{VW � ���+,|(��

[��|W��,(� � 	+*[��W �,(� �(WVVW� [,�|���,�� �V W� ���W |W� �,V(��,�� |W �� �]�� [,��W[�{��
Xs

W� �W)	 � 	 ,����� �|{�� VW �(�(+� W��,( W� �W)	 � �*�{��� �|{�� VW 	{��*� � �W� [,�|��
��,�� 	+,	 ,�*W� 	 ,+�W�� (���(W) W�� �(+ VW� 	+,	+�*�*� �	 W[�+{VW� |W V{ V��*{+��*W |W

FW�
Xs

|*���W� [,))W �(�� �
�(		 ,�,�� VW [
{)	 |W �W[�W(+

F
|W [V{��W Cr+1(IRn)

� �,��
Xs

(� 	 ,��� ��{��,��{�+W
|W

F
� z,���|*+,�� ∇XF(Xs)

� V{ V��*{+��*W |W
F

W�
Xs

W� |*�����,�� -
�
T s(Xs)

V �W�	{[W �W[�,+�WV W��W�|+* 	{+ VW� �W[�W(+� 	+,	+W� {��,[�*� {(� �{VW(+�
	+,	+W� |W 	{+��W +*WVVW ��+�[�W) W�� �*�{���W |W ∇XF (Xs)

�
�
T i(Xs)

V �W�	{[W �W[�,+�WV W��W�|+* 	{+ VW� �W[�W(+� 	+,	+W� {��, [�*� {(� �{VW(+�
	+,	+W� |W 	{+��W +*WVVW ��+�[�W) W�� 	 ,�����W |W ∇XF (Xs)

�
�
T c(Xs)

V �W�	{[W �W[�,+�WV W��W�|+* 	{+ VW� �W[�W(+� 	+,	+W� {��,[�*� {(� �{VW(+�
	+,	+W� |W 	{+��W +*WVVW �(VVW |W ∇XF (Xs)

�
�W� W�	{[W� ���+,|(��� [,++W�	 ,�|W�� +W�	 W[���W) W��  V �W�	{[W �{��W�� ��{\VW �  V �W��
	{[W �{��W�� ����{\VW W�  V �W�	{[W �{��W�� [W��+{V W�

Xs
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IRn = T s(Xs) ⊕

T i(Xs)⊕ T c(Xs)
�
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�� �� �9�� ����9 ����F�F9 W s(Xs)
� W i(Xs)

�� W c(Xs)
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G4 � �
� Xs ∈W s(Xs) ∩W i(Xs) ∩W c(Xs) �
� W s(Xs)

�9� ���5 �� �� �
T s(Xs)

� W i(Xs)
�9� ���5 �� �� �

T i(Xs)
�� W c(Xs)

�9�
���5 ���� �

T c(Xs) �
� 9� ∃ ξ ��� G4 � X(ξ) ∈W s(Xs)

� ����9 limξ→+∞X(ξ) = Xs �
� 9� ∃ ξ ��� G4 � X(ξ) ∈W i(Xs)

� ����9 limξ→−∞X(ξ) = Xs ��� ����F�F W s(Xs)
�9� �33 ��F� 9������ W i(Xs)

�9� �� ����F�F ��9����� �� W c(Xs)
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X(ξ)

|W �� �]�� �W 	 W(� {��W��|+W (� 	 ,��� ��{��,��
�{�+W

Xs
|{�� VW �(�(+ �

limξ→+∞X(ξ) = Xs
�+W�	 W[���W) W�� |{�� VW 	{��*

limξ→−∞X(ξ) =
Xs

� � �(W ��
W s(Xs)

W�� �,� ��|W  �{�,�+
T s(Xs) 6= ∅

�+W�	 W[���W) W��
W i(Xs)

�,�
��|W �

T i(Xs) 6= ∅
� � Z {�� [W [{� � V �W��W)\VW |W� �,V(��,�� {��W���{��
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|{�� VW �(�(+
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�+W�	 W[���W) W�� |{�� VW 	{��*� �,+) W�� (�W �{+�*�*
W s(Xs)

|,�� V{ |�) W���,� W�� [WVVW
|W

T s(Xs)
�+W�	 W[���W) W��

W i(Xs)
|W |�) W���,� *�{VW  [WVVW |W

T i(Xs)
� �

��,��,�� +{	 �|W) W�� VW� �)	 V�[{��,�� |( +*�(V�{� 	+*[*|W�� |{�� V �*�(|W |W V �W� ���
�W�[W |W� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W � �W �����)W |��{) ��(W +*|(�� �� �_� 	+W�| V{
�,+) W �� �]�� W� ���+,|(��{�� -

X = (η,I, Y+, Y−),

	(�� (�W |*�����,� �)) *|�{�W |W
F(X) : IR4 → IR4 � zW �����)W W�� [,���+(�� �(+ V{

|,��*W |W V �*�{�
XL = (1, 1, Y L

+ , Y
L
− )

�|*|(�� |W
uL

W� |W
σ

� �(� W�� 	{+ [,���+([��,�
(� 	 ,��� ��{��,��{�+W |W

F
�

�V � �{��� |,�[ |W [,)	+W�|+W �,(� �(WVVW� [,�|���,�� �(+
uL

W�
σ
� V{ �{+�*�*

W i(XL)W�� �,� ��|W W� [,�|(��  {��W��|+W (� 	 ,��� ��{��,��{�+W
XR

|{�� VW �(�(+ 	 ,(+ VW�(WV
�*[W��{�+W) W��

W s(XR)
W�� �,� ��|W �

+ �* �� � !M"�K !$") %L $� $#'&) �L 	N !$!M��) % �LM  N !M# $#�#!NMM� !K)
�� 	 ,��� ��{��,��{�+W

Xs = (ηs,Is, Y s
+, Y

s
−)

|( �����)W |��{) ��(W +*|(�� �� �_�
�*+��W 	{+ |*�����,� -

{ F(ηs,Is) = 0,

G(ηs,Is, Y s
+, Y

s
−) =

(
(Mη2

s + β
√
Is)Y s

+ + (Mη2
s − β

√
Is)Y s

−
)

= 0,

,� F(η,I) { *�* |*���W W� �� ��� �
' ,(� *�,��,�� �{�� |*) ,���+{��,� VW +*�(V�{� [{V[(V{�,�+W �(��{�� -
3	�4������ � �� �� � �� ��� F���9 F� 64 �x�I3 6� �����4� 64 9�9�yI � �� ��� �� 4� 3����
9����������� Xs

�6I �� ��9 ����4�9 3 ��3 ��9 �F�� ��9 94������9 �





λ1(Xs) =
M

M2
c (Xs)

(M2
c (Xs)− 1),

λ2(Xs) =
µ

ν

M

M2
a (Xs)

(M2
a (Xs)− 1),

�� �]� �

λ3(Xs) = 0, λ4(Xs) = 0,

�� ��9 ��I ���9 6� E ��x ������� 9 Mc(Xs)
�� Ma(Xs)

�F��� ��� �

M2
c (Xs) =

M2η2
s

1 + 3β2
(
Is

η2
s
− 1
) , Ma(Xs) =

Mη2
s

β
√Is

.

z,� �,+) *) W�� {( 	{+{�+{	
W 	+*[*|W�� � V{ [,��{���{�[W |W� �{VW(+� 	+,	+W� �� �]� �
	 W+) W� |W [{+{[�*+��W+ W�

Xs

V{ |�) W���,� |W� �{+�*�*� ��{\VW� � ����{\VW� W� [W��+{VW� �
z,�[W+�{�� |{�� (� 	+W) �W+ �W)	 � V �*�(|W |( 	 ,��� [+����(W

XL
|*|(�� |W V{ |,��*W

uL
� �,(� +*W�	+�) ,�� V{ [,�|���,� �� ���� �)	 ,�*W  V{ � ��W��W |W 	+,	{�{��,�

σ
-

M2
a (XL) > M2

c (XL) = M > 1,

Y X
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λ1(XL) =
1

M
(M2 − 1) > 0,

λ2(XL) =
µ

ν

β2

M
(M2

a (XL)− 1) =
µ

Mν
(M2 − β2) > 0.

¤� ���,�({�� V �
�	 ,�
��W |W ) ,|*V��{��,� �� �]� � µ
ν
> 1

� ,� �*+��W {V,+� �(W -

λ2(XL)− λ1(XL) >
1

M2
a (XL)M

(
M2

a (XL)−M2
)
> 0,

[ �W����|�+W
λ1(XL) 6= λ2(XL)

� �W� �{VW(+� 	+,	+W� �(VVW�
λ3(XL) = λ4(XL) = 0
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λ1(XL)
W�

λ2(XL)
-

r1(XL) =




ν

µ

Ma(XL)

β2
(λ2(XL)− λ1(XL))

0
Ma(XL)− 1
Ma(XL) + 1



, r2(XL) =




0
0

Ma(XL)− 1
Ma(XL) + 1
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W i(XL)W�� |W |�) W���,� |W(� � ',(� ) ,��+W+,�� |{�� VW 	{+{�+{	
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XR
�(�[W	��\ VW | ���+W {��W���

|{�� VW �(�(+ 	{+ (�W �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W ���(W |W
XL

� �� (� �WV 	 ,��� ��{��,��{�+W
W� ���W � �*[W��{�+W) W��

W s(XR) 6= 0
� ' ,(� �W++,�� {( 	{+{�+{	
W �(��{�� �(W �,(� V{

[,�|���,� �� ���� �
XR

W� ���W ����*) {���(W) W�� � {�W[
0 < Mc(XR) < 1

- ���� λ1(XR) <
0
� ¨ {		 WV,�� �(W

Ma(XR) > Mc(XR)
� Z W(� [{� |W ��(+W �,��  |������(W+ �WV,�

�(W
Ma(XR) > 1

����� λ2(XR) > 0
� ,(

Ma(XR) ≤ 1
�
λ2(XR) ≤ 0

� � ¤� �(		 ,�{��
Ma(XR) > 1

� {V,+� V �
�	 ,�
��W |W ) ,|*V��{��,� �� �]� �
0 < ν < µ

� �)	 V��(W -

λ2(XR)− λ1(XR) >
M

M2
a (XR)M2

c (XR)

(
M2

a (XR)−M2
c (XR)

)
> 0,

W� �V W� ���W (�W \{�W |W |�{�,�{V��{��,� 	 ,(+ V{ V��*{+��*W W�
XR

� ¤� �(		 ,�{��
Ma(XR) < 1

� ,� 	 W(� �*+��W+ �( �
,+) �� (� [{� W�[W	��,��WV � V{ \{�W |W |�{�,�{�
V��{��,� W����W �,(� ,(+� �
¤� [,�[V(��,� 	 ,(+ V �*�{� |+,�� � ,� +W��W�|+{ �(W |�� �(W V{ [,�|���,�

M > 1
W�� �+{�W �

XR
W����W ��,�+ 	+, [
{�� 	{+{�+{	
W� {�W[ -

{
dim (W s(XR)) = 1,

��
Ma(XR) > 1

�
dim (W s(XR)) = 2,

��
Ma(XR) < 1

�
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η

W� I �,��
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� �V W�� |,�[ 	 ,���\ VW | �*�(|�W+ |{�� (�
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Mdξη = F(η,I),

MdξI = −2Tris
1− 3β2

M2

I
η3
F(η,I)2, �� �]��

,� �,(� +{		 WV,�� �(W -

F(η,I) = M2(η − 1) + (1− 3β2)

(
1

η
− 1

)
+ β2

( I
η3
− 1

)
.

�� �]_�

Z �� �( ��V W� ���W (�W �,V(��,�
(η(ξ),I(ξ)) |W �� �]�� [,��W[�{�� VW 	 ,��� ��{��,��{�+W

(ηL,IL) = (1, 1)
|{�� VW 	{��* �  (� {(�+W 	 ,��� ��{��,��{�+W

(ηR,IR)
|{�� VW �(�

�(+ � �,(� �,))W� [,�|(���  {�{V��W+ VW� �,V(��,�� |( �����)W V��*{�+W W�
(Y+, Y−)


[, W� [�W��� �{+�{\VW� |,��*� 	{+

η(ξ)
W� I(ξ) -





νM

µ
dξY+ =

Mη2(ξ)− β
√
I(ξ)

2η4(ξ)

(
(Mη2(ξ) + β

√
I(ξ))Y+(ξ) + (Mη2(ξ)− β

√
I(ξ))Y−(ξ))

)
,

νM

µ
dξY− =

Mη2(ξ) + β
√
I(ξ)

2η4(ξ)

(
(Mη2(ξ) + β

√
I(ξ))Y+(ξ) + (Mη2(ξ)− β

√
I(ξ))Y−(ξ))

)
.
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lim
ξ→−∞

Y+(ξ) = Y L
+ = β

(
1− β

M

)
,

�� �]��

lim
ξ→−∞

Y−(ξ) = Y L
− = −β

(
1 +

β

M

)
.
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(1, 1)
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(ηR,IR)
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W� |W V{ |*�����,�
	+*[��W |W Tris

� ����
-

ηR = ηR(M,β;Tris), IR = IR(M,β;Tris).
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�
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�(� �{)) W��
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WVVW |W �W)	 �
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β
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M

��*� 	 ,(+ W��(��W �{�+W �{+�W+ [W�
�,)\+W� +*|(��� � �{�� �(W VW(+� �{VW(+� �,�� ��*W� � �,(� ,) W��+,�� VW 	 V(� �,(�W��
| �W�	 V�[��W+ V{ |*	 W�|{�[W |W |��W+�W� W�	+W���,�� +WV{���W) W�� 

M
W�
β

{�� |W ��) �
	 V��W+ VW� �,�{��,�� � �,+��(W [W� �,)\+W� �{+�W+,�� ��,�+ +W) {+�(W �� �] �X�� � �,(� +*�
�{\V�+,�� VW� |*	 W�|{�[W� +W�(��W� �
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(ηs,Is)
|( �,(�������)W

�� �]�� � �V� �,�� �WV� �(W -
F(ηs,Is) = 0,

[W �(� 	 W+) W� | �W�	 V�[��W+ Is W� �,�[��,� |W
ηs

� VW� �,)\+W�
β

W�
M

*�{�� ��*� -

Is = f(ηs) := η2
s
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M2 + 1− 2β2

β2
ηs −

M2

β2
η2

s −
1− 3β2

β2

)
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λ1(ηs,Is) =
M

M2
c (ηs,Is)

(M2
c (ηs,Is)− 1), λ2(ηs,Is) = 0.

�� ��^�
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f(η)���+,|(��W W� �� �]Y� W� |*[+��{�� |{�� VW 	 V{�
(η,I) VW V�W( |W �,(� VW� 	 ,���� ��{��,��

�{�+W� � zW �+{	
W �W |*|(�� |( +*�(V�{� �(��{�� *�{\V�  V{ �� |W [W 	{+{�+{	
W -
3	�4������ � �� �6 � � �� ��9 β 6��9 [0, 1√

3
[ �� M > 1� ����9 �� � ������� f(η) : IR+ −→

IR �6I �� 6�4� ����� �9 3�9�����9 �

f(η) = f(η) = 0, ���� η < η,

���9� G4� 6�4� �� ���I � �

f ′(ηmin) = f ′(ηmax) = 0 ���� ηmin < ηmax,

Y�



� �� � ������� � � ������� � ����

��6���F9 6� �� � ���� 94������ �

ηmin < η < ηmax < η.

� �{VV(+W |W V{ �,�[��,�
f(η)

W�� |,��*W �(+ V{ ��(+W �� �X� �

η

(η)

η
max

η_ η−min
η0 1

1

f

� ?¦ � � �X � �VV(+W ��	 ��(W |W V{ �,�[��,�
f(η)

�{ 	{+��W (��VW |W �,� �+{	
W [,++W�	 ,�|  V{ +*��,� -

D1 = {(η,I) ∈ IR+ × IR+, 0 < I ≤ IL = 1} . �� ��]�
�,(+ �,(�W �{VW(+ |W Tris ≥ 0

� �,(� {VV,�� W� W	 W� �*+��W+ �(W VW� |W(� �+{� W[�,�+W�
���(W� |W

(ηL,IL)
+W��W�� |{�� D1

	 ,(+ �,(� �W)	 � ��� �
�+W) ��+W) W�� � V{ 	+,	+�*�*

dξI ≤ 0
�)	 V��(W �(W I(ξ) �W 	 W(� �(W |*[+,��+W |{�� VW

�(�(+ W� |,�[ �W 	{� W�[*|W+ IL = 1
� ¤��(��W W� {�� | �*�{\V�+ �(W I(ξ) �W 	 W(� 	{�

� �{��(VW+ W� �W)	 � ��� � �,(� +W) {+�(,�� �(W �,(�W |,��*W �����{VW
(η(0),I(0)) {�W[

I(0) = 0
� [,�|(��  (�W �,V(��,�

(η(ξ),I(ξ)) {�W[ I(ξ) = 0
�(+ V ����W+�{VVW ) {��) {V

| �W� ���W�[W � §+ � 	 ,(+ (� �����)W {(�,�,) W � |W(� �,V(��,�� |�����[�W�  (� ����{��
|,��* �W 	 W(�W�� 	{� � ����W+�W[�W+ W� �W)	 � ��� � [W �(� |,��W V{ [,�[V(��,� �
¤� [,��*�(W�[W � VW� �W(V� 	 ,���� ��{��,��{�+W�

(ηR,IR)
{��W���{\VW� |{�� VW �(�(+ �*�

+��W�� -
0 ≤ IR = f(ηR) ≤ 1.

',�,�� �(W �� Tris = 0
� �*[W��{�+W) W�� IR = 1

� {V,+� �(W Tris > 0
�)	 V��(W IR < 1

� �
β

W�
M

��*� � �V �{(� � �{��W�|+W |W ) {���+W 
W(+�����(W  [W �(W IR |*[+,���W V,+��(W
Tris

{(�) W��W � zW��W ���(���,� �W+{ [,�� +) *W |{�� V{ �(��W �
¨ W�W�,�� {(� |W(� �+{� W[�,�+W� ���(W� |W

(ηL,IL)
|{�� VW 	{��* � �{ �+{� W[�,�+W |*) {+�

+{�� {�W[
η(ξ) > ηL = 1

W�� W�[V(W �+�[W  V{ 	+,	 ,����,� �(��{��W -

Y�



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

3	�4������ � �� �� � � �� ��9 β 6��9 [0, 1√
3
[ ��M > 1� �� � ��� �9�� 3 �9 6 ������� x F�F������ �

64 9�49�9�9�yI � �4����I � �� (η,I) 6��9 �� 6�I ��� � D1
��� �� G4� η > 1 �

�{ 	+W(�W W�� +W	 ,+�*W  V{ �� |W [W 	{+{�+{	
W � ',(� ) ,��+,�� W� �{�� �(W
V{ �+{� W[�,�+W *�(|�*W W��+{�� |{�� D1

{�W[
η > 1

W� �W)	 �
ξ

�(� �{)) W�� �*�{���
�W 	 W(� 	{� +W�W��+ 	 ,(+ |W� �W)	 � (V�*+�W(+� �(+ VW V�W( |W� 	 ,���� ��{��,��{�+W�
(ηs,Is) = f(ηs)

��[V(� |{�� D1
� � +{	
 ��(W) W�� � V ��)	 ,���\ �V��* +*�(V�W |W V{ 	+,	+�*�*

|( [
{)	 |W �W[�W(+� |W 	 ,���W+ 	{+�,(� �W+� V �W��*+�W(+ | �(� �,����{�W �)) *|�{� |W
[W V�W( �
z,���|*+,�� |*�,+) {�� V{ �+{� W[�,�+W ���(W |W

(ηL,IL)
{�W[

η(ξ) < ηL = 1
	 ,(+

ξ�(� �{)) W�� �*�{��� � zWVVW�[� +W��W V{ �W(VW �+{� W[�,�+W �(�[W	��\ VW |W [,��W[�W+ (�
	 ,��� ��{��,��{�+W |{�� VW �(�(+ � §� { {V,+� VW +*�(V�{� 	 ,����� �(��{�� -
3	�4������ � �� �1 � � �� ��9 β 6��9 [0, 1√

3
[ �� M > 1� ����9 3�4� ��4�� ����4� � ���

6� Tris ≥ 0� �� �� �9�� 4� � 4��G4 � 9��4���� ��6� 3 ��5��99�� � �� 4�� ����9������ 3 �y9�
�99���F� �4 9�49�9�9�yI � �� (η,I) 64 9�9�yI � �� ��� ��������� � (ηL,IL) = (1, 1) 6��9
�� 3�99 F �

(ηR,IR) 6��9 �� � 4�4� ���� ηR < 1 �� 0 < IR ≤ 1 �

�{ 	+W(�W � [,(+�W � W�� |,��*W �[� �

8 FI ��9������� �
¤� �W)	 � �(� �{)) W�� �*�{��� � V{ �+{� W[�,�+W

(η(ξ),I(ξ)) *�(|�*W W��
���(*W �,(� V{ [,(+\ W

f(η)
� Z �� V,+� W� 	 ,(+ �,(� VW� �W)	 � [,���|*+*� � �,(� {�,��

F(η(ξ),I(ξ)) < 0
|W �,+�W �(W

ξ → η(ξ)
|*[+,�� ��+�[�W) W�� � §+ � (� [
{��W) W�� |W

) ,�,�,��W W� (� �W)	 � ���
ξ0

(V�*+�W(+ W�� �)	 ,���\ VW [{+ �V W� ��W+{�� V �{��(V{��,� |W
F(η,I) � [ �W��  |�+W I(ξ0) = f(η(ξ0))

� �{ �+{� W[�,�+W {(+{�� |,�[ {��W��� VW V�W( |W�
	 ,���� ��{��,��{�+W� W� (� �W)	 � ��� � [W �(� W�� �)	 ,���\ VW |{�� VW [{|+W | �(� �����)W
{(�,�,) W ��,�+ ��^ �� � ¤��� � ,� 	 W(� ) ,��+W+ �(W IR > 0

��,�+ V �{+��[VW �� � |,��* |{��
W� {��W�W � �  V{ [,�|���,� |W �W [,���|*+W+ �(W |W� �{VW(+� ���W� |W Tris

�

�,(V���,�� |��  	+*�W�� �(W V{ 	+,	+�*�* -

ξ → η(ξ)
��+�[�W) W�� |*[+,���{��W 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR, �� ����
W�
 �\ *W |{�� V{ 	+W(�W 	+*[*|W��W � ,(W+{ (� +� VW �+�� �)	 ,+�{�� |{�� V{ �(��W �
�,(+ [,�[V(+W [W 	{+{�+{	
W � �,(� |,��,�� VW� 	+W(�W� {��W�|(W� � z,�[W+�{�� V{ 	+,�
	 ,����,� �� �� ��� -

8 FI ��9������� �
�(���(W V{ �W) ��,+\��W W�� �{��W��W 

rL
1

W�
(ηL,IL)

� VW �+{	
W |W V{
�,�[��,� I = f(η)

�)	 V��(W V �W� ���W�[W | �(� �W)	 �
L > 0

�(� �{)) W�� �+{�| �WV �(W
	 ,(+ �,(�

ξ < −L < 0
�
η(ξ) > ηL = 1

{�W[
0 < I(ξ) ≤ 1

� �(�+W) W�� |�� � F(η,I)	 W(� ��+W +W�|( 	 V(� �+{�| �(W
ǫ > 0

	 ,(+ �,(�
ǫ
�(� �{)) W�� 	 W��� |,��* ��,�+ V{

��(+W �� �X�� � �,(+ (� �WV
ǫ
� ,� ���+,|(�� |{�� VW 	 V{�

(η,I) V{ [,(+\ W Iǫ(ξ)
 	{+��+

|W F(η,Iǫ)
[,))W �+,����+W |( |,) {��W Dǫ

2 = {(η,I) ∈ D1; F(η,I) ≥ ǫ} � � +,(�,��
{V,+� �(W � 	 ,(+

ǫ > 0
�(� �{)) W�� 	 W��� � [W��W �+,����+W W�� (�W �+,����+W | �W��+*W -

VW �W) ��8,� 	 ,����� 	 ,���W �W+� Dǫ
2

� �{ 	+,	 ,����,� �� �� ��� � �W� �(�� 	(���(W VW� 	 ,����
[+����(W� |( �,(�������)W W�

(η,I) �,�� �WV� �(W F(η,I) = 0
� � [W��W �� � ,\�W+�,�� �(W

VW 	+,|(�� �[{V{�+W |( [
{)	 |W �W[�W(+
F (X)

|*��� 	{+
dξX = F (X)

W�
X = (η,I) �

Y_



� �� � ������� � � ������� � ����

{�W[ V{ �,+) {VW (���{�+W
n

|W V{ �+,����+W 	+*[*|W))W�� |*���W � �*[+�� -

F (X) · n = ǫ

((
M2 − 1− 3β2

η2
− 3β2

η4

)
− 2Tris

β2I(1− 3β2)

M2η6
ǫ

)
,

≥ ǫ

(
M2 − 1− 2Tris

β2(1− 3β2)

M2
ǫ

)
,

	(���(W
η > 1

W� I ≤ 1
� z,))W

M > 1
� �V W� ���W (�

ǫ0 > 0
�WV �(W

M2 − 1 ≥ ǫ0
� ¤�

[,��*�(W�[W � W� |�� �(W Tris > 0
� �V �(� � |W [
,���+

ǫ > 0
�WV �(W -

ǫ <
ǫ0

2Tris
β2(1−3β2)

M2

,

	 ,(+ ,\�W��+
F (X) · n > 0

� [W �(� [,�[V(� V{ |*) ,���+{��,� �
z,�[W+�{�� W��� V{ 	+,	 ,����,� �� �� �� � � ,� { V{ |*) ,���+{��,� �(��{��W -

8 FI ��9������� �
zW��W |*) ,���+{��,� +W	 ,�W �(+ VW� 	+,	+�*�*� �(��{��W� |W V{ �,�[��,�

f(η)
-




f ′(η) = η

(
−4M2

β2
η2 +

3

β2
(M2 + 1− 2β2)η − 2

β2
(1− 3β2)

)
,

�� ��� �

lim
η→+∞

f ′(η) = −∞; f ′(0) = 0,
�� ����

lim
η→+∞

f(η) = −∞; f(0) = 0; f(1) = 1 > 0.
�� ��_�

�WV,� �� ��� � � V{ |*+��*W
f ′(η)

{|) W� �+,�� +{[��W�
(0, ηmin, ηmax)

� W� W	 W� VW |��[+�) ��{��
∆f

{��, [�* {( 	 ,V���)W |( �W[,�| |W�+* W�
η

{��(V{��
f ′(η)

W�� ��+�[�W) W�� 	 ,�����
W� +{		 WV{�� �(W 	{+ 
�	 ,�
��W

M > 1
W� �(W V �,� {

β2 < 1√
3

-

∆f = 9(M2 + 1− 2β2)2 − 32M2(1− 3β2) > 0.

�����
f(η)

{|) W� | �{\ ,+| (� ) ���)() 	(�� (� ) {��)() 	(���(W V{ V�) ��W W�
+∞|W V{ |*+��*W W�� ��+�[�W) W�� �*�{���W � ¤�

η = 0
� V{ |*+��*W W�� �(VVW W� V �,� �W |�+��W

�W+� VW ) ���)() |W
f(η)

	{+ |W� �{VW(+� �*�{���W� |W
η
� §+ �V W� ���W {( ) ,��� (�

	 ,��� �WV �(W
f(η)

W�� 	 ,�����W � �V � �{��� |W
η = 1

{�W[
f(1) = 1

� Z ,�[
f(η)

|,��
�*[W��{�+W) W�� |W�W��+ 	 ,�����W 	 ,(+ {��W��|+W �,� ) {��)() W� |,�[

f(η)
{|) W�

|W(� +{[��W� 	 ,�����W� 	(���(W WVVW �W�| �W+� −∞ 	 ,(+
η

�W�|{�� �W+�
+∞ � Z W 	 V(� �

,� { -
f ′(1) =

1−M2

β2
< 0.

zWV{ �)	 V��(W {V,+� �(W
η = 1 > ηmax

� �W� �{+�{��,�� |W V{ �,�[��,�
f(η)

�)	 ,�W��
|,�[ V �,+|,��{�[W) W�� |W� +{[��W� W� |W� W��+W) { {��W�|(� �

+ �* �+ � � () %) Tris

%�M$ ()  �"MN&'M) %) �N& K)$$!NM
',(� *�{\V���,�� �[� �(W V �{)	 V��(|W |W V �*[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� � ,(W (�

+� VW |*[���� �(+ V{ �{�(+W [,)	+W����W ,( �(+[,) 	+W����W |W V �*�W��(WVVW �,V(��,� ,�|W
	+,�+W����W |( �����)W |��{) ��(W [,) 	 VW� �� �_� � �� (�W �WVVW �,V(��,� W� ���W � �W� [,) �
	 ,�{��W� W�

η
W� I [,2�[�|W�� �*[W��{�+W) W�� {�W[ V �(���(W �,V(��,� 
*�*+, [V��W |(

Y�



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

�,(�������)W �� �]�� � ¤�{) ��,�� V ���8(W�[W |W Tris
�(+

(ηR,IR = f(ηR))
�

�W� �{VW(+� |W
M

W�
β

�,(W+,�� (� +� VW � �,(� �,�W+,�� |,�[ VW �{(� |W [,) 	+W���,�
|W �,+��W

ηR = ηR(M,β;Tris)
�

�W [
,�� Tris = 0
[,�|(��  I(ξ) = 1

	 ,(+ �,(�
ξ

{V,+� �(W Tris > 0
�)	 V��(W [V{�+W�

) W�� I(ξ) < IL = 1
|{�� V{ �,V(��,� 
*�*+, [V��W |( �,(�������)W �� �]�� � � ���� � IR = 1	 ,(+ Tris = 0

W� IR < 1
	 ,(+ Tris > 0

� §+ � | �{	+�� VW �+{	
W |W
f(η)

[{+{[�*+��{�� VW�
	 ,���� ��{��,��{�+W� � VW� 	 ,����

(ηR,IR = f(ηR))
{��W���{\VW� |{�� VW �(�(+ �,�� ���(*�

�(+ V{ 	{+��W [+,���{��W |W
f(η)

� ¤� [,��*�(W�[W � �,(� {�,�� -

ηR(M,β,Tris) < ηR(M,β,Tris = 0).
�� ����

���*+W��,�� �,(� 	 V(� 	{+��[(V��+W) W�� {( [{� Tris = 0
� |W ) {���+W  W�
 �\ W+ (�W [,��*�

�(W�[W �)	 ,+�{��W |W V{ 	+,	 ,����,� �� �� �_� [,�[W+�{�� VW �����)W [,) 	 VW� � z,���|*�
+,�� VW �,)\+W |W � {[
 |*��� �(+ V{ |W(� ��)W ,�|W V,+��(W Tris = 0

� [ �W��  |�+W
�({�| I = 1

-

Ma =
Mη2

β
√
I

=
Mη2

β
.

§� W� |*|(�� �( ��V W� ���W (� (���(W
ηc(M,β) =

√
β
M

�WV �(W
Ma = 1

� ' ,�,�� �(W
ηc(M,β) < 1

� �,(+
β

|{��
[0, 1√

3
[
� *�(|�,�� {V,+� V �W� ���W�[W |W �,)\+W� |W � {[


M�WV� �(W
ηR(M,β; 0)

�,�W�� �� �*+�W(+� 
ηc(M,β)

[,�|(��{�� 
Ma(ηR(M,β; 0),IR =

1) < 1
�

§+ � | �{	+�� V{ 	+W(�W |W V{ 	+,	 ,����,� �� �� �_� � F(η,I) +W��W �*�{���W VW V,�� |W V{
�,V(��,� 
*�*+, [V��W W� �W � �{��(VW �( �W� VW� 	 ,���� ��{��,��{�+W� � Z �� V,+� � *�(|�W+
VW� �,)\+W� |W � {[


M
�WV� �(W

ηR(M,β, 0) < ηc(M,β)
+W��W��  *�(|�W+ VW� 	 ,����

(M,β)
�WV� �(W F(ηc(M,β), 1) < 0

� [ �W��  |�+W -

F(ηc, 1) = M2

(√
β

M
− 1

)
+(1−3β2)

(√
M

β
− 1

)
+β2

((
M

β

) 3
2

− 1

)
< 0.

�� ����

§+
limM→+∞F

(√
β
M
, 1

)
= −∞ 	 ,(+ �,(�

β ∈ [0, 1√
3
[
� |W �,+�W �(W

M
�(� �{) �

) W�� �+{�| [,���W�� � zW��W �,�[��,� 	 W(� ��+W �{[�VW) W�� *�(|�*W �() *+��(W) W�� � �{
��(+W �� �]� +W	+*�W��W W� �,�+ VW� �{VW(+� 	 ,�����W� |W [W��W �,�[��,� |{�� VW �({|+{��
	 ,�����

(β,M)
� �V W� ���W |,�[ (�W [,(+\ W +*�(V��+W

β → M∗(β)
�(� �*	{+W VW �({�

|+{�� 	 ,�����
(β,M)

W� |W(� +*��,�� - (�W 	+W) ��+W +*��,� {(β,M); 1 < M < M∗(β)}�WVVW �(W
Ma(β,M, 0) > 1

W� (�W |W(���)W +*��,� {(β,M); M >M∗(β)} �WVVW �(W
Ma(β,M, 0) < 1

� zW |W+��W+ |,) {��W +W	+*�W��W (�W +*��,� ,� VW 	
*�,) ��W |W �(+�
[,)	+W���,� {++��W � §� { |,�[ VW +*�(V�{� �(��{�� -
3	�4������ � �� �7 � ���9G4 � G4 � � ��� ���9�6y�� Tris = 0� ����9 3�4� ��4� β > 0� ��
�� �9 �� 4� ��I ��� 6� E ��x 94� 9�II ��� 5 ���6 � 3����� 64G4�� � �xF�F������ � 9��4 ���� 64
9�9�yI � 6���I �G4� ��I3 ���� 9� �� �� �� �9��� �����93��6 � 4� 3 ��� � 6� 94���I3 ��99��� �

����� |{�� VW [{� ,� Tris = 0
� ,� W�� ��+ | �,\�W��+ |W� 	+,� V� �(+[,) 	+W����� |��

�(W
M

W�� �+{�| 
β > 0

��* �
�+,(�,�� ) {���W�{�� �(W V �,� 	 W(� {V,+� [
,���+ Tris

�(� �{)) W�� �+{�|W 	 ,(+ �(W
V �*�{� |W �,+��W

(ηR(M,β;Tris),IR = f(ηR))
�,�� �WV �(W

Ma(ηR,IR) > 1
	 ,(+

β ∈

Y�



� �� � ������� � � ������� � ����

beta

M

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

2

3

4

5

6

7

8

9

10

overcompressive
domain

physical
domain

� ?¦ � � �] � �+{	
W |W F(ηc, 1) ≥ 0
|{�� VW �({|+{�� 	 ,�����

(β,M)

[0, 1√
3
[
W�
M > 1

��*� � zW��W 	+,	+�*�* 	 W+) W� {���� | �W����{�W+ V �W� ���W�[W | �(� 	+,� V
[,)	+W���� [V{����(W � �,(+ [WV{ � +W) {+�(,�� �(W | �{	+�� V{ 	+,	+�*�* �� ���� |W ��+�[�W
|*[+,���{�[W |W

η(ξ)
|{�� V{ �,V(��,� 
*�*+,[V��W � VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW

η → ξ(η)W�� {|) ����\ VW � �V W�� {���� 	 ,���\ VW |W [,) 	+W�|+W I(ξ) [,))W (�W �,�[��,� |W
η
� Z {��

V{ �{+�{\VW
η
� V �¤Z§ �,(�W+�{�� I � �*[+�� -

dηI = −2Tris
1− 3β2

M2

I
η3
F(η,I) ≥ 0,

�� ��Y�

{�W[ (�W ��*�{V��* ��+�[�W |�� �(W
η ∈]ηR, 1[

� ¤� W	 W� � +{		 WV,�� �(W F(η,I) < 0
W�

|W
,+� |W� 	 ,���� ��{��,��{�+W� � VW V,�� |W V{ �,V(��,� [,���|*+*W �
���*+W��,�� �,(� {V,+�  V ����W+�{VVW

[ηmax,
1+ηmax

2 ]
,�

dξη = 1
M
F < 0

� z,� �,+) *�
) W��  �,�+W ) ,���{��,� � �,(� [
,�����,�� �[� Tris(η,I(η))

��+�[�W) W�� 	 ,�����W � �,��
W� ���+,|(��{�� �{ \ ,+�W �� �*+�W(+W Tmin

-

0 < Tmin < Tris(η,I(η)), η ∈
[
ηmax,

1 + ηmax

2

]
.

�� ��^�

§� { {V,+� VW +*�(V�{� �(��{�� -
3	�4������ � �� �� � D����� β ∈ [0, 1√

3
[ �� M ��� G4 � 1 < M <∞� ����9 Tris

3 �4� ����
�x��9�� 94� 9�II ��� 5 ���6� 6��9 �� �� �� 6� ��� �� 9���� G4 � � �F��� 6� 9����� 9���9� �99�
� F��99����I �� � �

MR
a =

Mη2
R

β
√IR

> 1.

YY



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

�{ |*) ,���+{��,� *�{\V�+{ [V{�+W) W�� �(W �,(� VW� *�{��
(η(ξ),I(ξ)) VW V,�� |(

	+,� V |W [,)	+W���,� �*+��W��
Ma(ξ) > 1

�  V{ [,�|���,� |W [
,���+ Tris
�(� �{)) W��

�+{�|W �
8 FI ��9������� �

�(+ V ����W+�{VVW [,���|*+*
[ηmax,

1+ηmax

2 ]
� ,� 	 W(� *[+�+W -

−2
1− 3β2

M2

F(η,I)
η3

> L > 0.

¤� (��V��{�� V{ \ ,+�W �� �*+�W(+W Tmin
|W Tris

�(+ [W� ���W+�{VVW � V{ �,+)(VW �� ��Y� W�
V ���*�{V��* 	+*[*|W��W [,�|(��W��  V �W���) {��,� �(��{��W -

dηI ≥ TminLI, η ∈
[
ηmax,

1 + ηmax

2

]
.

¤� ���*�+{�� [W��W |W+���+W ��*�{V��* W��+W
ηmax

W� 1+ηmax

2

� ,� ,\��W�� -

I(ηmax) ≤ I
(

1 + ηmax

2

)
e−TminL

1−ηmax
2 ,

,� 1−ηmax

2 > 0
� ¤� [,��*�(W�[W � I(ηmax)

	 W(� ��+W +W�|( {(��� 	 W��� �(W V �,� �W(� W�
[
,�����{�� Tmin

�(� �{)) W�� �+{�|W � Z W 	 V(� � V,+��(W
η ∈ [ηR, ηmax]

� [,)) W
dηI ≥ 0�� ��Y� � ,� { �*[W��{�+W) W�� I(ηR) ≤ I(ηmax)

� | �,� VW +*�(V�{� +W[
W+[
* �

+ �* �� �� $#'&) (!M"� !K) � �N)� � !)M#$ 	�K !�� ()$  NLK
(Y+, Y−)

',(� *�(|�,�� |{�� [W 	{+{�+{	
W VW [,) 	 ,+�W) W�� W� �W)	 � �+{�| 	 ,����� |W�
�,V(��,��

Y+
W�
Y−

|( �����)W V��*{�+W  [, W� [�W��� �{+�{\VW� �� �]�� [,���+(�� �(+
V �(���(W �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W |( �,(�������)W {(�,�,) W �� �]�� � �W� �,V(��,��
(Y+, Y−)

*�(|�*W� �,�� {��+W���W�  V{ [,�|���,� {��)	�,���(W �� �]�� W�	+�) *W W� −∞ �
' ,(� ) ,��+,�� �(W |�� �(W

Ma(ηR,IR) < 1
� � ���

|{�� VW [{� | �(�W *[
WVVW |W �W)	 �
|W ¨ ���,+[WVV� 	+W�{�� |W� �{VW(+� �+,	 	 W���W� � V �W� ���W�[W | �(�W ������* |W �,V(��,��
Y+(ξ)

W�
Y−(ξ)

,\ *���{��  �� �]�� W� {��W���{�� |W� �{VW(+�
Y+(+∞)

W�
Y−(+∞)

�,(�W�
|�����[�W� �
¤� +W�{�[
W � V,+��(W Tris

W�� [
,���W �(� �{)) W�� �+{�|W |W �,+�W  �{����{�+W
Ma(ηR,IR) >

1
� �,(� *�{\V���,�� V �W� ���W�[W W� V �(��[��* |W V{ �,V(��,� � Z W 	 V(� �

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

�,��
) ,��+*� |{�� [W [{� �{+|W+ (� ����W [,���{�� �  �{�,�+ +W�	 W[���W) W�� 	 ,����� W� �*�{��� �
|W �,+�W �(W V{ �,+)(VW |W +W	+*�W��{��,� �� �XY� �{+{���� �(W V{ �+{�|W(+ |�) W���,��*W
R12(ξ)

�{+|W VW ) �)W ����W �(W
RL

12

VW V,�� |( 	+,� V �
' ,�,�� �(W �,(� W�[V(,�� |W V �{�{V��W VW [{� W�[W	��,��WV

Ma(ηR,IR) = 1
+*[V{) {��

|W� |*�WV,		 W) W��� �(		 V*) W��{�+W� |,�� V ����*+�� �,(� { �W)\V* {+���[�WV �

���:���� -
	��	�
',(� {VV,�� +**[+�+W VW �����)W

2 × 2
�(W |,�� �*+��W+ VW [,(	 VW

(Y+, Y−)
 V �{�|W

|( �,)\+W |W � {[
 W�	+�) * �(+ V{ |W(� ��)W ,�|W
Ma

� §� �(		 ,�W |,�[ �[� +*�,V(
W�

ξ
VW �,(�������)W W�

(η,I) �+�[W  V{ 	+,	 ,����,� �� �� �_� �(� {��(+W V �(��[��* | �(�W
�WVVW �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W 	 ,(+ [W� |W(� ��[,��(W� � Z �� V,+� � VW �,)\+W |W � {[


X^^



� �� � ������� � � ������� � ����

Ma
{��, [�*  V{ |W(� ��)W ,�|W 	 W(� ��+W [,���+(��  	{+��+ |W [W��W (���(W �,V(��,�

W� 	 ,�{�� -

Ma(ξ) =
Mη2(ξ)

β
√
I(ξ)

.
�� �� X�

§� +W[,��{�� V �W�	+W���,� |W
Ma(ξ)

|{�� VW �����)W �� �]�� -




dξY+ =
µM

2ν

Ma(ξ)− 1

M2
a (ξ)

((Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−) ,
�� ��]�

dξY− =
µM

2ν

Ma(ξ) + 1

M2
a (ξ)

((Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−) .

',�,�� �(W 	{+ [,���+([��,� ��,�+ V{ [,�|���,� �� ����� � �,(� {�,�� -

Ma(−∞) = lim
ξ→−∞

Ma(ξ) > 1,
�� ����

{V,+� �(W
Ma(+∞) = limξ→+∞Ma(ξ)

	 W(� ��+W �(	 *+�W(+ ,( �� �*+�W(+  (� � �WV,�
VW [
,�� |W V �*[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� � �{ +*�(V{+��* |W

η(ξ)
W� I(ξ) {��(+W V{

+*�(V{+��* |W V{ �,�[��,�
Ma(ξ)

� ��,��,�� (� +*�(V�{� |W ) ,�,�,��W |W V{ �,�[��,�
Ma(ξ)

	 ,(+
ξ

�(� �{)) W�� �+{�| -
����� � �� �; � ���9�6F���9 �� � �I �� �� 6� 9��4����9 ��6� 3 ��5��99��� 3���I F��F� 3��
Tris ∈ IR+

� � � �� �9 �� L(Tris) > 0 G4� 3 �4� ���� ���64 �499� 5 ���6 G4� � ��� ��4� ��
�x��9�99�� � Tris

94� 9�II ��� 5 ���6� ��� G4 � �

{
dξMa(η,I)(ξ) > 0, ∀|ξ| < L�

dξMa(η,I)(ξ) < 0, ∀|ξ| > L �

�{ 	+W(�W |W [W +*�(V�{� W�� |,��*W �[� �
8 FI ��9������� �

',(� +{		 WV,�� �(W �*[W��{�+W) W�� F(η,I) < 0
VW V,�� |W V{ �+{� W[�

�,�+W W�
(η,I) � �,(� W� � �{��(V{�� {(� |W(� 	 ,���� ��{��,��{�+W� � ¤� [,��*�(W�[W |W

V �*�({��,� �� ��Y� � V �*�({��,� W�	+�) *W W� �{+�{\VW ��|*	 W�|{��W
η
	 ,(+ VW � {[
 *�{V(*

�(+ V{ |W(���)W ,�|W
Ma(η,I(η))

W�� |,��*W 	{+ -

dηMa(η,I) = Ma(η,I)
(
Tris

1− 3β2

M2

F(η,I)
η3

+
2

η

)
.

¤� [,��*�(W�[W � �� Tris
W�� �(� �{)) W�� �+{�|W {V,+�

dηMa(η,I) < 0
	 ,(+

η
|�	*+W��

|W
ηR

,(
ηL = 1

� W�
dηMa(η,I) > 0

	 ,(+
η

�(� �{)) W�� 	+, [
W |W
ηR

,(
ηL

� �W
+*�(V�{� {��W�|( W�	+�) * W� V{ �{+�{\VW

ξ
� �W� |*|(�� W� +{		 WV{�� �(W

η → ξ(η)
W��

��+�[�W) W�� |*[+,���{��W �

3	�� ��	�� 4	�4	�--�
� W �����)W �� ��]� W�� (� �����)W V��*{�+W  [,W� [�W��� �{+�{\VW� �(W V �,� 	 W(�

*[+�+W �,(� V{ �,+) W [,�|W��*W -

dξY = A(ξ)Y, Y = t(Y+, Y−), ξ ∈ IR. �� ��� �

X^ X



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

�V W�� [V{����(W) W�� [,��( ��^ � �(W 	 ,(+ �,(�W |,��*W �����{VW 	+W�[+��W
(Y+(0), Y−(0)) V �����{��

t = 0
� V{ �,V(��,� | �(� �WV �����)W V��*{�+W W� ���W �V,\{VW) W�� W� �W)	 � W�

W�� (���(W � Z {�� �,�+W [{� � [ �W�� VW [,) 	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W W� �W)	 � �+{�| |W
[W� �,V(��,�� �(� �,(� ���*+W��W � ',(� {VV,�� ) {���W�{�� |,��W+ �(WV�(W� 	+,	+�*�*�
|( �����)W �� ��]� � ¨ W) {+�(,�� �(W VW� 	 ,���� ��{��,��{�+W� |W �� ��]� �,�� �WV� �(W -

(M s
a + 1)Y s

+ + (M s
a − 1)Y s

− = 0.
�� ����

¤� [,��*�(W�[W � ,� { VW VW)) W �(��{�� -
����� � �� ��� � ��9 3����9 9�����������9 64 9�9�yI � �� �� �� 9�� � ���9 G4� �� −∞ �

Y+Y−(−∞) < 0,

�� �� +∞ 6�4� ��9 9��� 3�99����9 �

{
Y+Y−(+∞) ≤ 0, 9� Ma(+∞) > 1� �� ��_�
Y−Y+(+∞) ≥ 0, 9���� �

8 FI ��9������� �
¤� −∞ � VW +*�(V�{� 	+,��W�� |W �� ���� � ¤�

+∞ � VW +*�(V�{� � �,\��W��
|W ) {���+W {�{V,�(W �(+ |W� [,���|*+{��,�� |W ����W |W

Ma(+∞)− 1
�

Z �{(�+W� 	+,	+�*�*� �)	 ,+�{��W� |{�� V{ �(��W [,�[W+�W�� VW 	+,|(��
Y+Y−

� VW +{	�
	 ,+� Y+

Y−

,( �,� ���W+�W �
����� � �� ��� � ��9 9��4 ����9 6� �� �� �� 9��� ��� ��9 G4 � �� 3 ��64�� (Y+Y−)(ξ) �����
���� ξ ∈ IR �

8 FI ��9������� �
�W +*�(V�{� � �,\��W�� W� +W) {+�({�� �(W V �*�({��,� �,(�W+�{��

Y+Y−(ξ)W�� V{ �(��{��W -

dξY+Y− =
µ

2ν

M

Ma(ξ)2

(
(Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−

)2
≥ 0, ξ ∈ IR. �� ����

�{ [,��*�(W�[W �)) *|�{�W |W [W VW)) W W� |( 	+*[*|W�� W�� �(W VW 	+,|(��
Y+Y−*�{�� �*�{��� W� −∞ � �V 	 W(� � �{��(VW+ {( 	 V(� (�W �,�� 	 ,(+ �{+|W+ W��(��W (� ����W

[,���{�� 	 ,����� � zW	 W�|{�� 	 ,(+ ,\�W��+ (� *�{� |W �,+��W �,� �(+[,) 	+W���� W�
+∞ �

�V |,�� �,(� ,(+� +W��W+ �*�{��� | �{	+�� �� ��_� � ¤� | �{(�+W� �W+) W� � �V W�� {��W�|( �(W
|{�� (� 	+,� V [,)	+W����

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

�{+|W�� (� ����W [,���{�� W� +{		 WV{�� �(W
Y+Y−(−∞) < 0

� ¤� +W�{�[
W � |{�� (� 	+,� V �(+[,) 	+W����
Y+(ξ)

,(
Y−(ξ)

[
{��W
�*[W��{�+W) W�� |W ����W � �(���(W �,(� {�,�� W�[V( VW [{� W�[W	��,��WV

Ma(+∞) = 1
�

,� �W 	 V{[W |{�� VW [{� -
|Ma(+∞)− 1| > ǫ0.

�� ����
	 ,(+ (� [W+�{�� 	{+{) ��+W

ǫ0 > 0
��* � �(� �{)) W�� 	 W��� � ',(� +{		 WV,�� |W 	 V(� V{

	+,	+�*�* *�{\V�W 	{+ VW VW)) W �� �� �Y� |W ) ,�,�,��W |W
Ma(ξ)

-

dξMa(ξ) < 0, ∀ξ > L,
�� ��Y�

	 ,(+ (�W [,���{��W
L

�(� �{)) W�� �+{�|W � �,�,�� ) {���W�{�� VW +{		 ,+� Y+

Y−

W� �,�
���W+�W �

X^]



� �� � ������� � � ������� � ����

����� � �� ��� � ��9 ��33���9 Y+

Y−

�� Y−

Y+

�F��� ��� ��9 FG4�����9 94������9 �





dξ

(
Y+

Y−

)
=

µ

2ν

M

M2
a (ξ)

(
(Ma(ξ)− 1)2 − (Ma(ξ) + 1)2

(
Y+

Y−

)2
)
,

dξ

(
Y−
Y+

)
=

µ

2ν

M

M2
a (ξ)

(
(Ma(ξ) + 1)2 − (Ma(ξ)− 1)2

(
Y−
Y+

)2
)
.

8 FI ��9������� �
�V � �{��� |W ��)	 VW� ) {��	(V{��,�� {V�*\+��(W� |W� *�({��,�� |( ����

��)W �� ��]� �
Z �� V,+� � [,���|*+,�� VW� [
{��W) W��� |W �{+�{\VW �(��{��� -





t(ξ) =

∫ ξ

0

µ

2ν

M(Ma(s) + 1)2

M2
a (s)

ds, ξ ∈ IR � �� ��^�

θ(ξ) =

∫ ξ

L

µ

2ν

M(Ma(s)− 1)2

M2
a (s)

ds, ξ > L
� �� �� X�

�W [
{��W) W�� |W �{+�{\VW �� �� X� � �W�� {|) ����\ VW �(W ��
Ma(ξ) 6= 1

� [ �W�� V{ +{��,� 	 ,(+
V{�(WVVW ,� �)	 ,�W �� ���� �WVVW �(W � �(���W  	+W�|+W (�W [,���{��W

L
*�W��(WVVW) W��

	 V(� �+{�|W �(W [WVVW ��(+{�� W� �� ��Y� � ,� {��(+W �(W
Ma(ξ) − 1

�{+|W (� ����W ��W
	 ,(+ �,(�

ξ > L
W� �W 	 W(� |,�[ 	{� � �{��(VW+ � §� { {V,+� VW VW)) W �(��{�� -

����� � �� ��� � D� � ��� ���9�6y�� ��9 �x��5 �I ���9 6� ��������9 �6I �99����9 �� ���� ��
�� ���� � ����9 ��9 ��33���9 r1 = Y+

Y−

�� r2 = Y−

Y+

9��� 5 �4���� F9 3�� ��9 6�4� FG4�����9
6� � ������ 94���� ��9 �





dtr1 = q2(t)− r21, ���� q(t) =
Ma(ξ(t))− 1

Ma(ξ(t)) + 1
, ξ ∈ IR� �� ��]�

dθr2 = p2(θ)− r22, ���� p(θ) =
Ma(ξ(θ)) + 1

Ma(ξ(θ))− 1
, ξ > L �

�� ����
�,(V���,�� |W �,(�W{( �(W

L
[
,��� �(� �{)) W�� �+{�| {��(+W �(W

Ma(ξ)− 1
�W

� �{��(VW 	{� 	 ,(+
ξ > L

� ¤� [,��*�(W�[W �
p(θ)

W�� \ ,+�*W � Z W 	 V(� � V{ +*�(V{+��* |W
Ma(ξ)

�)	 V��(W �(W VW� �,�[��,��
q(t)

W�
p(θ)

�,�� +*�(V��+W� �
�W� *�({��,�� W�

r1
W� W�

r2
�,(W+,�� (� +� VW |�����[� �WV,� �(W

Ma(+∞) > 1
,(

Ma(+∞) < 1
� �WV,� VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW W�

t
,( W�

θ
{���� +W�W�( � ,� |*|(�� (�W

*�({��,� �(� �,(� �W+{ 	{+��[(V��+W) W�� (��VW 	{+ V{ �(��W � �(+
Y−

	 ,(+ VW [
{��W) W��
|W �{+�{\VW W�

t
W� �(+

Y+
	 ,(+ VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW W�

θ
-

{
dtY− = (r1(t) + q(t))Y−, t ∈ IR � �� ��� �
dθY+ = (r2(θ) + p(θ))Y+, θ > θ(L)

� �� ����
{�W[

r1(t)
�+W�	 W[���W) W��

r2(θ)
� �,V(��,� |W �� ��]� �+W�	 W[���W) W�� �� ����� � zW� *�({�

��,�� �W+,�� �)	 ,+�{��W� 	 ,(+ V �*�(|W |( [,) 	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W W� �W)	 � |W
Y+W�

Y−
� �(���(W

r1(t)
�+W�	 W[���W) W��

r2(θ)
� 	 W(� ��+W *�(|�* ��|*	 W�|{))W�� |W

Y+
W�

Y−
� V{ [,��{���{�[W |( [,)	 ,+�W) W�� W� �W)	 � �+{�| |W

r1(t) + q(t)
�+W�	 W[���W) W��

r2(θ)+q(θ)
� �(���+W [V{�+W) W��  	{+��+ |W �� ��� � (�W W���) {��,� �(+ VW [,) 	 ,+�W) W��

W� �W)	 � �+{�| |W
Y−

	(�� |W
Y+ = r1Y−

�+W�	 W[���W) W�� |W
Y+

	(��
Y− = r2Y+

� �
�V �{(� |,�[ �,(� ���*+W��W+ {( [,)	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W W� �W)	 � | �(�W *�({��,�
|W ¨ �[[{�� |W V{ �,+) W �� ��]� ,( �� ���� �
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���4�	���� /�5�4��.�� �� �9-.�/��� �� � �

/�
',(� �,(� ���*+W��,�� �[� {( [,)	 ,+�W) W�� W� �W)	 � 	 ,����� |W� �,V(��,�� |W V �*�({�

��,� |W ¨�[[{�� �(��{��W -

r′ = q2(t)− r2, r(0) = r0 ∈ IR,
�� ��_�

,�
q(t)

W�� (�W �,�[��,� +*�(V��+W �{����{��{�� -

||q||L∞(IR+) < +∞, q(0) > 0, lim
t→+∞

|q(t)| > 0.
�� ����

',�,�� �( ��[�
q
+*��+W ��|*	 W�|{))W��  V{ �,�[��,� |( �W)	 � ���W+�W�{�� |{�� �� ��]�

,( �� ���� � ',(� �W++,�� �(W VW� [,�|���,�� W� ��*W� W� �� ���� �W+,�� �*+��*W� �WV,� �(W
V �,� �+{�{�VVW {�W[

Ma(+∞) > 1
,(

Ma(+∞) < 1
�

¨ W) {+�(,�� �( �W� [,��*�(W�[W |W �� ���� � �V W� ���W (�W [,���{��W
L

�(� �{)) W��
�+{�|W W� (� 	{+{) ��+W

ǫ(L) > 0
�(� �{)) W�� 	 W��� � �WV� �(W -

|q(t)| > ǫ(L), ∀t > L.
�� ����

',(� +{		 WV,�� �(W � [,� �,+) *) W��  V{ �W[��,� 	+*[*|W��W � �,(� W�[V(,�� VW [{� W��
[W	��,��WV

limt→+∞ q(t) = 0
�(� [,�����(W (� [{� 	 W( ���*+W��{�� � �,(+ *�(|�W+ VW

[,)	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W |W� �,V(��,�� |W �� ��_� � �,(� {�,�� \ W�,�� | �(�W 	+,�
	+�*�* �(		 V*) W��{�+W -

q2(t)
W�� ��+�[�W) W�� [+,���{��W W�

t, ∀t > T, T
�(� �{)) W�� �+{�|

.
�� ��Y�

z,� �,+) *) W��  �� ���� � �,(� [
,�����,��
T

�(� �{)) W�� �+{�| 	 ,(+ �(W V �,� {�� W�
	 V(�

q(t) > 0
� 	 ,(+ �,(�

t > T
� ',(� �W++,�� W� �W)	 � (��VW �(W V{ 	+,	+�*�* |W ) ,�,�

�,��W �� ��Y� W�� �{����{��W |{�� VW [,��W��W |W� *�({��,�� �� ��]� W� �� ���� � z,�[W+�{�� VW
[,)	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W |W� �,V(��,�� |W V �*�({��,� |W ¨�[[{�� �� ��_� � �,(� {�,��
VW +*�(V�{� W��W���WV �( ��{�� -
3	�4������ � �� ��6 � D�49 �� ���6����� �� �� �� � ��9 9��4����9 6� �� ���� 9� 9���6��� ��
����9 ���99�9 6�9 ��� ���9 �

��� 6�9 9��4 ����9 ����F�9 3�4� ��4� ��I3 9 � �� �� ��� ��9 G4 � r(t) > 0 3�4� ��4� t > t(r0)���� t(r0) 4� ��I3 9 � �� 6F3 ��6��� 6� �� 6��� F� �������� r0 �
���� 4�� 4��G4� 9��4 ���� rs(t) ����F� 3 �4� ��4� ��I3 9 � �� �� ��� �� G4� rs(t) < 0 3 �4�

��4� t ≥ 0�
����� 6�9 9��4 ����9 r(t) G4� ��3 ��9��� 3 �4� 4� ��I3 9 � �� t(r0)� ���� limt→t(r0)± r(t) =

±∞ �� r(t) > 0 3 �4� ��4� t > t(r0)
�

D� � ��� 9� 6���� 4�� 9��4 ���� 6� ���99 � ��� ���� 3�4� 6���F� �������� r0 �� 4�� 9��4����
6� ���99 � ����� ���� 3�4� 6��� F� �������� r0 � ����9 r0 < r0

�� �� 6���F� �������� rs(0)3�4� �� 9��4���� 6� ���99� ���� �33������ � �
[r0, r0]

� �� 5 ��3 x � 6� rs 9F3���� � ��9 5 ��3 x �9
6�9 9��4����9 6� ���99� ��� 6� ��4� 6�9 9��4 ����9 6� ���99� ����� �

D� � ��� 9433�9� �� 3 �49 �� ���� � ����9 ��9 9��4����9 6� ���99 � ��� �� ����� 9��� ��� ��9 G4 � �

0 < lim
t→+∞

r(t) = |q(+∞)| <∞, 0 < lim
t→+∞

∫ t

(|q(s)| − r(s)) ds <∞. �� �_^�
�� ������x �� � �4��G4 � 9��4 ���� rs(t) 6� �� ���99� ���� �F��� � �

lim
t→+∞

rs(t) = −|q(+∞)|, −∞ < lim
t→+∞

∫ t

(|q(s)|+ rs(s)) ds < 0.
�� �_ X�
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� W �+{	
W |W V{ �,V(��,�
rs W�� {		 WV* (�W �*	{+{�+�[W ��,�+ ����� � �{ 	+W(�W |W

[W��W 	+,	 ,����,� W�� |,��*W |{�� V �{+��[VW �� � |,��* W� {��W�W � � �,(V���,�� �(W VW�
W���) {��,�� �� �_^� W� �� �_ X� �,�� 	+*[��*) W�� ) ,���*W� 	{+ VW� �,+)(VW� |W +W	+*�W��{�
��,� �� ��� � W� �� ����
�{ 	+,	 ,����,� �� �� �X� � 	 W+) W� (�W [{+{[�*+��{��,� �*,) *�+��(W +W	+*�W��*W �(+ V{ � �
�(+W �� ��� � �{V{\VW 	 ,(+ |W� �W)	 �

t
�(� �{)) W�� �+{�|� |W �,+�W �(W �� ���� W� �� ��Y�

�,�W�� �{����{��W� � ���+,|(��,��  [W��W �� � |{�� VW 	 V{�
(r, t)

� VW� [,(+\ W� -

t

r
Γ

−Γ

D

+

D

D

D 4

3

2

1

T

� ?¦ � � �� � �V,� |W V �*�({��,� |W ¨ �[[{��

Γ−(t) = {t ≥ T ;−|q(t)|} , Γ+ = {t ≥ T ; +|q(t)|} , �� �_]�
+W�	 W[���W) W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W W� ��+�[�W) W�� [+,���{��W � �W(+� �+{	
W� {����
�(W V �{�W |W� �W)	 �

t
�*	{+W�� VW 	 V{�

(r, t)
W� �({�+W |,) {��W� {Di}1≤i≤4

��,�+ ��(+W
�� ���� � �W� 	+,	+�*�*� |W� �,V(��,�� |W �� ��_� �)	 V��(W�� VW� 	+,	+�*�*� �*,) *�+��(W�
�(��{��W� � �,(� | �{\ ,+|

Γ−
�+W�	 W[���W) W�� V �{�W

t
� W�� (�W [,�|���,� | �W��+*W 	 ,(+

D2�+W�	 W[���W) W�� (�W [,�|���,� |W �,+��W� 	 ,��*|{�� V{ 	+,	+�*�* �(W �,(�W �+{� W[�,�+W
|{�� [W |,) {��W +W��+W |{�� VW |,) {��W � W� �W)	 � ��� ��,V(��,� |W [V{��W ���� � Z W
	 V(� � (�W �+{� W[�,�+W |{��

D1
��,V(��,� |W [V{��W ������ �(���W [W |,) {��W W� �W)	 �

��� VW V,�� | �(�W {��)	�,�W �W+��[{VW 	 ,(+ �([[W����W) W�� +W��+W+ |{��
D4

VW V,��
|W [W��W ) �)W {��)	�,�W 	(�� |{��

D3
� � ��{VW) W�� � VW |,) {��W

D3
W�� 	 ,�����W) W��

���{+�{�� 	(���(W VW 8,� 	 ,���W  V ����*+�W(+ |W [W ) �)W |,) {��W
D3

- W� W	W� �
Γ+

,�
V{ 	 W��W |( 8,� |W��W�� �(VVW � W�� (�W �,�[��,� ��+�[�W) W�� [+,���{��W |W

t
� �(�+W) W��

|�� � *�{�� |,��*W (�W �,V(��,�
r

|W [V{��W ��� ,( ����� � �V W� ���W (� �W)	 � ���
t(r0) > 0�(� �{)) W�� �+{�| �WV �(W -

0 < r(t) < |q(t)|, r′(t) > 0, ∀t ≥ t(r0).
�W(VW V �(���(W �,V(��,�

rs |W [V{��W ���� � {�W[
rs(t) < 0

� �,\ *�� 	{�  V �{��W+��,� 	+*[*�
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|W��W � ) {�� �{����{�� -
rs(t) < −|q(t)| < 0, ∀t ≥ 0.

���,�
rs(t)

���+{�� �,(� ,(+� 	{+ W��+W+ |{�� VW |,) {��W
D3

W� +W��W+ 	 ,�����W � � +�[W  V{
	+,	 ,����,� W��W���WVVW �� �� �X� � � ,� �{ 	 ,(�,�+ �({V��W+ VW [,) 	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W
|W V{ |�	*+W�[W |W �,(�W �+{� W[�,�+W W�

Y+
,(
Y−

	{+ +{		 ,+�  (�W �,V(��,� |W +*�*+W�[W
Y ∗
±
�

���4�	���� /�5�4��.�� ��
Y±

Z{�� [W 	{+{�+{	
W � �,(� ,\�W�,�� VW +*�(V�{� {��W�|( �  �{�,�+ �(W �{�� �(W
Ma(+∞) > 1

� � ���
�{�� �(W VW� [,�|���,�� | �W��+WV{[W) W�� |W �{� �� ��Y� �,�� �{�

����{��W� �+�[W  (�W *[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� �(� �{)) W�� �+{�|W � {V,+� �V
W� ���W (�W (���(W �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W |( �����)W |��{) ��(W [,) 	 VW� �� �_� {�W[
Y+(ξ) > 0

W�
Y−(ξ) < 0

	 ,(+ �,(�
ξ ∈ IR �

¤� +W�{�[
W � |�� �(W
Ma(+∞) < 1

� ��� |{�� VW +*��) W �(+[,) 	+W���� � �,(� ,\�W�,��
(�W ������* |W �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W [,��W[�{�� |W� �{VW(+�

Y+(+∞)
W�
Y−(+∞)�,(�W� |�����[�W� �

¤� |W
,+� |W [W +*�(V�{� � �V �)	 ,+�W |W +W�W��+ �(W |{�� VW �W(V [{� | ����*+�� 	
��
���(W

Ma(+∞) > 1
� VW� �,V(��,��

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

|( �����)W V��*{�+W  [,W� [�W���
�{+�{\VW� �� �]�� W�	 V,�W�� ���� W� �W)	 � 	 ,����� �/� � ��� � 	+*[��*) W�� V{ �,V(��,�
�( ��V [,���W�� |W +W�W��+ 	 ,(+ |*���+ V �,�|W 	+,�+W����W +W[
W+[
*W � zW��W |�[
,�,) �W
|�[�W+{ V{ ��+{�*��W | ����*�+{��,� �() *+��(W |( �����)W V��*{�+W �� �]�� �( ��V �{(|+{
|*�WV,		 W+ {�� | �{		+, [
W+ VW� ��[,��(W�

Y+(+∞)
W�
Y−(+∞)

�
zW 	{+{�+{	
W { 	 ,(+ +*�(V�{� 	+��[�	{V VW �
*,+�)W �(��{�� -
��-�	��� � �� ��� �

� � D433�9��9 G4 � lim
ξ→+∞

Ma(+∞) > 1� ����9 �� �� �9 �� �� ����I ��� 4� � 9�4�� 9��4����
Y

s 4��� ��I FI ��� ����F� �� ��I3 9 �
����� 9��4���� 9���9� ��� Y s

+(ξ) > 0, Y s
−(ξ) <

0� 3�4� ��4� ξ ∈ IR �
8 � 3 �49� Y s

+(ξ)
���93 ������I ��� Y s

−(ξ)� ���6 ���9 4�� ��I ���
3�9����� Y s

+(+∞)
���93 ������I ��� 4�� ��I ��� � F5 ���� � Y s

−(+∞)� G4��6 ξ ���6
���9 +∞ �

��9 6�4� ��I ���9 F���� ��F�9 3 �� �

Y s
+(+∞) = −Ma(+∞)− 1

Ma(+∞) + 1
Y s
−(+∞).

� � D433�9��9 G4 � lim
ξ→+∞

Ma(+∞) < 1� ����9 ��4��9 ��9 9��4����9
Y

��9���� 4��� ���
IFI ��� ����F�9 �� ��I3 9 �

C ���� 6���F�
Y

� �� �� �9 �� 4� ��I3 9 � �� ξ(Y)� G4� �9�
4��G4 � �� ��� G4 � Y+(ξ)Y−(ξ) > 0 3�4� ��4� ξ > ξ(Y) �

8 � 3 �49� Y+(ξ)
���93 �����

��I ��� Y−(ξ)) ���6 ���9 4�� ��I ��� ��� �4� �� l+(Y)
���93 ����� �I ��� 4�� ��I ���

��� �4� �� l−(Y)� � G4��6 ξ ���6 ���9 +∞ � � �4� 6�4� 9��4 ����9 ��6F3 ��6����9
Y

1 ��
Y

2 � l+(Y1) 6= l+(Y2) �� l−(Y1) 6= l−(Y2) I��9 ��9 ��I ���9 9���9� ���
��4¡ �4�9 �

l+(Y1)

l−(Y1)
=
l+(Y2)

l−(Y2)
= −Ma(+∞)− 1

Ma(+∞) + 1
> 0.

�{ 	+W(�W [,)	 V��W |W [W �
*,+�)W �W �+,(�W |{�� V �{+��[VW �� � |,��* W� {��W�W � �
�V 	 W+) W� |W 	+,(�W+ �(W VW +W�	 W[� |W� [,�|���,�� | �W��+WV{[W) W�� |W �{� W�� W��W��
��WV 	 ,(+ �{+{���+ V �(��[��* |W V{ �,V(��,� |( �����)W [,) 	 VW� � Z {�� VW [{� [,��+{�+W
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,� ,\��W�� W� W	W� (�W ������* |W �,V(��,�� �,(�W� |�	 *+W��W� VW� (�W� |W� {(�+W�
[,��W[�{�� [
{[(�W |W� [,(	 VW�

(Y+(+∞), Y−(+∞))
|�����[�� � [W �(� W�� ��{[[W	�{\VW

	
����(W) W�� � ',(� {VV,�� |,��W+ �(WV�(W� *V*) W��� |W |*) ,���+{��,� |{�� V{ �(��W �
�{ |*) ,���+{��,� |W [W �
*,+�)W �*[W����W VW 	+W) �W+ +*�(V�{� �(��{�� -
3	�4������ � �� ��1 � � �4� ��4�� 9��4 ���� 6���F�

Y
� 9�4� �4 3 �49 4� �� �� �� �9�� 4�

��I3 9 � �� ξ(Y)� G4� �9� 4��G4 �� ��� G4 � Y+Y−(ξ) ≥ 0 3 �4� ��4� ξ ≥ ξ(Y) ���� 4��
9������ �� F5 ����F 6y9 G4� ξ > ξ(Y) �

Z,��,�� (�W [,��*�(W�[W �)	 ,+�{��W |W [W +*�(V�{� � �,(�W �,V(��,� |,��*W
Y

�
�{( � {( 	 V(� (�W � �{����{��

Y+Y−(+∞) > 0
� ¤� W	 W� � �WV,� V �*�({��,� �� ���� � VW 	+,|(��

Y+Y−(ξ)
W�� (�W �,�[��,� ��+�[�W) W�� [+,���{��W |W

ξ
� � ���� � [,)) W

Y+Y−(−∞) < 0
�

|�� �(W [WV( ��[� � �{��(VW W� (� �W)	 �
ξ(Y)

� �V +W��W 	 ,����� 	 ,(+ �,(�
ξ ≥ ξ(Y)

� §+ �
�WV,� �� ��_� � VW� 	 ,���� [+����(W� �,�� �WV� �(W

Y+Y−(+∞) < 0
	 ,(+

Ma(+∞) > 1�	{� | �{[[�|W�� |W �(+[,)	+W���,� �(� {��(+W V �(��[��* |W V{ �,V(��,� �WV,� VW �
*,+�)W
�� �� �X��� � � ���� � �({�|

Ma(+∞) > 1
� �V W� ���W {( 	 V(� (�W �,V(��,�

Y
	 W+) W��{�� |W

[,��W[�W+ VW 	 ,��� [+����(W
Y(−∞)

|{�� VW 	{��* {( 	 ,��� [+����(W |*��+*
Y(+∞)

|{��
VW �(�(+ {�W[ V{ 	+,	+�*�* �(W

Y+Y−(+∞) < 0
� ���W+�W) W�� � �({�|

Ma(+∞) < 1
� (�W

������* |W �,V(��,��
Y

	 W(�W�� W����W+ �
8 FI ��9������� �

�{ |*) ,���+{��,� �W \{�W �(+ V{ 	+,	 ,����,� �� �� �X� � |,��{�� VW [,) �
	 ,+�W) W�� |W� �,V(��,�� |W V �*�({��,� |W ¨�[[{�� W�

r = Y+

Y−

W� �(� {��(+W �( ��V W� ���W
�,(� ,(+� (� �W)	 � 	 ,(+ VW�(WV �,(�W� VW� �+{� W[�,�+W�

r = Y+

Y−

|W��W��W�� 	 ,�����W� �W�
|,�[ VW 	+,|(��� �{( � 	 ,(+ {( 	 V(� (�W �W(VW

rs �
�,(+ |*) ,��+W+ V{ 	+W) ��+W 	{+��W |( �
*,+�)W �� �� �X�� � �V W�� �(|�[�W(� | �*�(|�W+

V �*�,V(��,� W� �W)	 � |W V{ |�	*+W�[W W��+W |W(� �,V(��,�� {+\��+{�+W� � §� �W |,��W 
[W��W �� � � ��)	 ,+�W �(WVVW �+{� W[�,�+W |W +*�*+W�[W

Y
∗ � §� |*���� {V,+� � 	 ,(+ �,(�W

�,V(��,�
Y

-

∆{Y}(ξ) = t (∆+{Y}(ξ),∆−{Y}(ξ)) = Y −Y
∗, ξ ∈ IR.

ZW ) {���+W *��|W��W ,� {
lim

ξ→−∞
∆{Y} = 0

	 ,(+ �,(�W �,V(��,�
Y

|,��*W � Z W 	 V(� �
�+�[W {( �
*,+�)W |W V{ �{+�*�* [W��+{VW � ,� W�� [{	{\VW | �*�{V(W+ [,))W�� [,))W�[W
V{ �+{� W[�,�+W |W

∆±
� ¤� W	 W� � VW� �+{� W[�,�+W� W�

ξ = −∞ {		{+��W��W�� � 	 ,(+
ξ�(� �{)) W�� 	+,[
W |W −∞ � {( �,(��W�	{[W

T i W��W�|+* 	{+
rL
1

W�
rL
2

�{��W��  V{
�{+�*�* ����{\VW Wi � zW� �W[�W(+� ,�� *�* |,��*� 	{+ �� �]�� � §� W� |*|(�� � 	 ,(+ �,(�W
�,V(��,�

Y
-

{
Y+ = Y L

+ + ǫ(ML
a − 1) +O(ǫ2),

�� �_��
Y− = Y L

− + ǫ(ML
a + 1) +O(ǫ2),

�,�� � {	+�� (� |*�WV,		 W) W�� V�) ��* W�
ǫ
-

∆+{Y} =

(
ML

a − 1

ML
a + 1

+O (ǫ− ǫ∗)
)

∆−{Y},

�(� �{)) W�� 	+, [
W |( 	 ,��� [+����(W W�
ξ = −∞ � zW	 W�|{�� � [,)) W

Y
W�

Y
∗�,�� |W(� �,V(��,�� ��|*	 W�|{��W� |( �����)W V��*{�+W �� ��� � �
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∆−{Y}
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	 W(�W�� � �{��(VW+ W� ) �)W �W)	 � � ¤� [,��*�(W�[W � ,� W� |*|(�� �(W � 	 ,(+ �,(�W
�,V(��,�

Y
|�����[�W |W

Y
∗ � VW 	+,|(��

∆+{Y}∆−{Y}(ξ) > 0
	 ,(+ �,(�

ξ < −L(Y)
�

Z W ) {���+W  *�W�|+W [W +*�(V�{� 	 ,(+ �,(�
ξ
� +W) {+�(,�� �(W

∆Y
W�� �,V(��,� |(

�����)W V��*{�+W �(��{�� �A(ξ)
|*���W W� �� ��� �� -

dξ∆{Y} = A(ξ)∆{Y}, ξ ∈ IR.
	 ,(+ VW�(WV �,(� |*|(��,�� V ���*�{V��* �(��{��W �(+ VW 	+,|(��

∆+{Y}∆−{Y}(ξ)
� {�{�

V,�(W  [WVVW �+,(�*W 	 ,(+
Y+Y−(ξ)

-

dξ (∆+{Y}∆−{Y}) (ξ) ≥ 0.

',(� {�,�� {���� 	+,(�* VW VW)) W �(��{�� -
����� � �� ��7 � D��� 6�4� 9��4����9 ��6F3 ��6����9 Y 1 �� Y 2 6���F�9� ����9 (Y 2

+ −
Y 1

+)(ξ)(Y 2
− − Y 1

−)(ξ) > 0 3�4� ��4� ��I3 9 ξ ∈ IR �

¤� [,��*�(W�[W � ,� { VW +*�(V�{� �+�� �)	 ,+�{�� �(W
∆+{Y}(ξ)

W�
∆−{Y}(ξ)

�{+|W
VW ) �)W ����W [,���{�� 	 ,(+ �,(�

ξ
� �,�� 	 ,����� � �,�� �*�{��� � zW ����W *�{�� |,��*

	{+ V{ |,��*W �����{VW
Y(0)

W�
Y

∗(0)
W� �� �_�� � ',(� 	 ,(�,�� ) {���W�{�� *�,�[W+ (�

+*�(V�{� �(+ VW [,)	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W |W V{ |�	*+W�[W W��+W |W(� �,V(��,��  V{
\{�W |W V{ 	+W(�W |( �
*,+�)W �� �� �X�� �
3	�4������ � �� ��� �

� � D433�9��9 lim
ξ→+∞

Ma(ξ) > 1� ����9 3�4� ��4�� 9��4 ����
Y

� ��9 6�� F�����9 |∆+{Y}|
�� |∆−{Y}| ���6��� ��4��9 ��9 6�4� ���9 +∞ ���� ξ �

� � D433�9��9 lim
ξ→+∞

Ma(ξ) < 1� ����9 3�4� ��4�� 9��4 ����
Y

6���F�� �� 6�� F�����
|∆+{Y}|

���93 ������I ��� |∆+{Y}|� ���6 ���9 4�� ��I ��� � ��� 3�9����� |d+(Y)|���93 ����� �I ��� |d−(Y)|� G4��6 ξ ���6 ���9 +∞ �
8 � 3 �49� d±(Y1) 6= d±(Y2)3�4� ��4�� 3���� 6� 9��4 ����9 ��6F3 ��6����9 (Y1,Y2) �

8 ��9 ��9 6�4� ��9� ��49 ��9 ��33���9 |∆+{Y}|/|∆−{Y}| ���6��� ���9 �� I �I � ��I ���
� ��� �

lim
ξ→+∞

|∆+{Y}|
|∆−{Y}|

(ξ) =

∣∣∣∣
Ma(+∞)− 1

Ma(+∞) + 1

∣∣∣∣ > 0.

�{ |*) ,���+{��,� |W [W +*�(V�{� �W �+,(�W |{�� V �{+��[VW �� � |,��* W� {��W�W � �
� ��|*W W�� �[� | �(��V��W+ VW �
*,+�)W �(+ VW� �,V(��,�� |W V �*�({��,� |W ¨�[[{�� �� �� �X� �
{		 V��(* {(� +{		 ,+�� |∆+{Y}|/|∆−{Y}|

,( V ����W+�W � �WV,� VW VW)) W �� �� �X�� �(+
VW 	+,|(�� |W [W� |W(� �+{�|W(+� �(� W�� �,(� ,(+� 	 ,����� 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR � VW� |W(�
+{		 ,+�� �,�� {(��� �,(� ,(+� ��+�[�W) W�� 	 ,������ W� [,�����(W�� |W� �,V(��,�� |W [V{��W
��� |W� *�({��,�� |W ¨ �[[{�� �(� VW� �,(�W+�W�� �+W�	 W[���W) W�� VW� *�({��,�� �� ��]�
W� �� ����� �  [,�|���,� |W 	+,(�W+ �(W VW� �,�[��,��

q2(t)
W�
p2(θ)

�,�� ��+�[�W) W��
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VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW W�

t
�� ��^� W� V{ �,�[��,�
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|{�� VW [{� ,�

Ma(+∞) < 1
�

Z {�� VW [{� [,��+{�+W
Ma(+∞) > 1

� �V �{(� (��V��W+ VW +{		 ,+� |∆−{Y}|/|∆+{Y}|
{�W[

VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW W�
θ

�� �� X� W� V{ �,�[��,�
p2(θ)

� ¨ {		 WV,�� W� W	 W� �(W [W
[
{��W) W�� |W �{+�{\VW � �W�� �{V{\VW �(W 	 ,(+

ξ > L
� [W �(� W�� �(� �{�� [{+ �,(�

+W�{+|,�� VW [,)	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W W�
Ma(+∞) > 1

� �,��
Ma(ξ) > 1

	 ,(+
ξ
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V�) ��W W�	 V�[��W 	 ,(+

∆−{Y}
{�W[ VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW W�

t
�WV,� V �*�({��,�

�� ��� � W�
∆+{Y}

{�W[ VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW W�
θ

�WV,� V �*�({��,� �� ���� � §�
W� |*|(�� {V,+� VW� V�) ��W� |W� |�	 *+W�[W�

∆±{Y}
�({�|

ξ
�W�| �W+�

+∞ � ¤��� � VW
�{�� �(W VW� V�) ��W� �,�W�� �,(�W� |�	*+W��W� |{�� VW [{�

Ma(+∞) < 1
� �,\��W�� 	{+

[,��+{|�[��,� �+�[W {( VW)) W �� �� �X�� �
�� [,+,VV{�+W �W |*|(�� |W V{ 	+,	 ,����,� �� �� �X�� W� 	 W+) W� |W 	+,(�W+ V{ 	+W) ��+W
	{+��W |( �
*,+�)W �� �� �X�� �
��	���/ �	� � �� ��; � D433�9��9 G4 � Ma(+∞) > 1� ����9 ��9 9��4 ����9

Y
9� 9���6���

�� ����9 ���99�9 6�9 ������9 �
��� 6�9 9��4 ����9 ���� Y−(ξ) < 0 3�4� ��4� ξ ∈ IR �� Y+(ξ) < 0 3�4� ��4� ξ > ξ(Y)�

��� ��9 G4 � lim
ξ→+∞

Y+(ξ) = lim
ξ→+∞

Y−(ξ) = −∞�
���� 4�� 4��G4 � 9��4 ���� ���� Y s

+(ξ) > 0 �� Y s
−(ξ) < 0 3�4� ��4� ξ ∈ IR �� 3�99F6���

6�9 ��I ���9 � ���9 lim
ξ→+∞

Y s
±(ξ)�

����� 6�9 9��4 ����9 ���� Y+(ξ) > 0 3 �4� ��4� ξ ∈ IR �� Y−(ξ) > 0 3 �4� ξ > ξ(Y) ��
��� ��9 G4 � lim

ξ→+∞
Y+(ξ) = lim

ξ→+∞
Y−(ξ) = +∞ �

��9 ���99 �9 ��� �� ����� 9�� � ��� ��6�9 �

',(� +W��,�,�� W�[,+W  V �{+��[VW �� � � |,��* W� {��W�W � � 	 ,(+ (�W |*) ,���+{�
��,� |*�{�VV*W � ¤� �,�[� VW 	+��[�	 W � ¨W) {+�(,�� �(W � 	(���(W VW ����W |W

∆±{Y}
W��

[,���{�� W� 	 W(� ��+W �,�� 	 ,����� �,�� �*�{��� �VW)) W �� �� �X��� � V{ 	+,	 ,����,� �� �� �X��
�,(� 	 W+) W� | �{� +) W+ �(W VW� �,V(��,��

Y
�W �[��|W�� W� |W(� [V{��W� 	 ,(+ VW��(WVVW�

limξ→+∞ ∆± = +∞ W�
limξ→+∞ ∆± = −∞ � zW +*�(V�{� W�� �+{� 	 ,(+ �,(�W �,V(�

��,�
Y

∗ � �� V �,� [
,���� {V,+�
Y

s [,))W �,V(��,� |W +*�*+W�[W ��V W� W� ���W {( 	 V(�
(�W (���,+) *) W�� \ ,+�*W W� �W)	 �� � {V,+� [WV{ �)	 V��(W �*[W��{�+W) W�� �(W �,(�W
�,V(��,�

Y
|,��*W � �{( � {( 	 V(� (�W � W�	 V,�W W� �W)	 � {�W[ �,��

limξ→+∞ |Y+| =
+∞ ,(

limξ→+∞ |Y−| = +∞ � ¤� �{�� �
Y+(ξ)

W�
Y−(ξ)

W�	 V,�W�� �,(� ,(+� ��)(V�{�
�*) W�� W� {�W[ VW ) �)W ����W � ¤� W	W� � V �*�({��,� �� ���� �)	 V��(W �(W

Y+Y−(ξ) >
Y+Y−(−∞)

�(� W�� \ ,+�* W� �*�{��� � §� W� |*|(�� �(W [W 	+,|(�� �W 	 W(� 	{� �W�|+W
�W+� −∞ W� �(W � W� [,��*�(W�[W � ,� �W 	 W(� 	{� {�,�+ |W� V�) ��W� |W ����W� ,		 ,�
�*W� 	 ,(+

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

�({�|
ξ

�W�| �W+�
+∞ � ZW 	 V(� � V,+��(W

Ma(+∞) > 1
�

|(Ma(ξ) + 1)Y+(ξ) + (Ma(ξ)− 1)Y−(ξ)| �W�| �W+�
+∞ |�� �(W

Y+(ξ)
,(

Y−(ξ)
W��

	 V,�W W� �W)	 � � §+ � ,� +W�+,(�W [W �W+) W |{�� VW� |W(� *�({��,�� �� ��]� �(+
Y+

W�
Y−

� [W �(� �)	 V��(W �(W [W� |W(� �({����*� �W�|W�� �W+� V ������ W� ) �)W �W)	 � � �{
	+,	 ,����,� �� �� �X_� 	 W+) W� | �,\�W��+ VW� |W(� ����W� W� �(W VW� �,V(��,��

Y
� �{( � {(

	 V(� (�W � �W �[��|W�� W� |W(� [V{��W� ��� W� �� � �� � �,(+ V �(���(W �,V(��,�
Y

s � �V W��
�{[�VW |W 	+,(�W+ 	{+ [,��+{|�[��,� �(W �*[W��{�+W) W��

Y s
+(ξ) > 0

W�
Y s
−(ξ) < 0

�
¤� W	 W� � |{�� VW [{� [,��+{�+W � V{ 	+,	 ,����,� �� �� �X_� �)	 V��(W �( ��V W� ���W {V,+�
(� �W)	 � �WV �(W VW 	+,|(�� |W��W�� 	 ,����� W� |,�[ VW +{		 ,+� {(��� � �W +{		 ,+�
[,�����(W {V,+� (�W �,V(��,� |W [V{��W ��� |W V �*�({��,� |W ¨ �[[{�� � [W �(� 	+,(�W �(W
limξ→+∞ |Y s

+(ξ)| = limξ→+∞ |Y s
−(ξ)| = +∞ � 	(���(W {V,+� �V �(� � | �(��V��W+ VW [
{��W�

) W�� |W �{+�{\VW W�
θ

�� �� X� W� V �*�({��,� �� ���� �(+
Y+(θ)

[,++W�	 ,�|{��W � 	 ,(+ �,�+
�(W VW [,)	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W |,��* 	{+ V{ 	+,	 ,����,� �� �� �X� � �(+ V �*�({��,� |W
¨ �[[{�� {�W[ VW +{		 ,+� Y−
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�)	 V��(W [W +*�(V�{� � Z �,� V{ [,��+{|�[��,� � §� ),��+W �(W
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{(��� � �� V �,�
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{(��� 	(���(W VW +{		 ,+�
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−σdξρ+ dξ(ρu) = 0,

−σdξ(ρu) + dξ(ρu
2 + p(ρ) + β2R11) = dξ (dξu) ,

−σdξ(ρv) + dξ(ρuv + αβ2R12) = dξ
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µ
dξv
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�� �__�

−σdξ(ρI) + dξ(ρIu) = −2Tris(1− 3β2)ρI (dξη)
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κI(uL, σ) = − 1
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−σ[ρ] + [ρu] = 0,

−σ[ρu] + [ρu2 + p(ρ) + β2R11] = 0

−σ[ρv] + [ρuv + αβ2R12] = 0,
�� �_Y�

−σ[ρI] + [ρIu] = MκI(uL, σ),

−σ[ρW] + [ρWu] = 0,

−σ[ρEt] + [ρEtu+ αβ2R12v] = MκEt(uL, σ).
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3 V{ �+{�W+�*W | �(� 	+,� V |W [,)	+W���,� {�W[ (�W [,���{��W |W �W)	 � |�[�*W 	{+
Tris

� 
β

W�
M

��*� � ¨ {		 WV,�� �(W
η(ξ)

|*[+,�� ) {�� +W��W \ ,+�* �� �*+�W(+W) W�� 	{+
η(M,β) > 0


M

W�
β

��*� � � ���� � 	+W�|+W Tris
[+,���{��W �{�� |*[+,��+W IR = I(+∞)W� �,+��W |W 	+,� V �(��( � +*{V��W+ V{ |*[+,���{�[W |( �{(� |W �(+\(VW�[W V,����(|��{VW

RR
11 = R11(+∞) < RL

11 = 1
� §+ � �V W�� W�	 *+�) W��{VW) W�� *�{\V� ��]^� � �XY� � �_� � ��]� �

�]� � � �]�� ��Y� � ��^� � �,�+ *�{VW) W�� |W� [{V[(V� Z'� ��_� � ���� � ����� �(W VW �{(� |W �(+�
\(VW�[W V,����(|��{VW |,�� [+,��+W W� �,+��W |W 	+,� V |W [,) 	+W���,� � ¤� [,��*�(W�[W �
�V [,���W�� {�{�� �,(� |W �*+��W+ �,(� �(WVVW [,�|���,� �V W�� 	 ,���\ VW | �*���W+ V �{[[�|W��
|W �(+[,)	+W���,� � � ��� Ma(uR) > 1

� �,(� W� {(�,+��{�� V{ [+*{��,� |W �(+\(VW�[W V,��
���(|��{VW � ����

�,(� �,+) W {|�) W���,��*W
R11(uR) > 1

�
' ,(� *�(|�,�� |,�[ �[� V �W� ���W�[W | �*[
WVVW� |W �W)	 � Tris

�{+{�����{�� �( �(�W �,V(�
��,� ,�|W 	+,�+W����W ��{��,��{�+W �� �� �

{�W[ V �
�	 ,�
��W �,� +W��+�[���W
σ = 0

� ���(W
| �(� *�{�

uL
�*+��{��

M > 1
� �,��� (� *�{�

uR
�*+��{�� ��)(V�{�*) W�� � W� �,(� �,+) W

{|�) W���,��*W -




Ma(uR) =
uR

a(uR)
=

Mη2
R

β
√IR

> 1,
�� ��X�

R11(uR) =
IR
η3

R

> 1.
�� ��]�

',(� ) ,��+,�� �( ��V W�� 	 ,���\ VW |W [,�[�V�W+ [W� |W(� [,�|���,�� �{�� �(W
β < β∗ = 0.5W� [W 	 ,(+ �,(� �,)\+W |W � {[


M > 1
� ' ,�,�� �(W V{ �{VW(+

β∗ = 0.5
W�� �+�� 	+,[
W

|W V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W 1√
3

W� �( �WVVW �W �{(+{�� |,�[ [,�����(W+ (�W V�) ��{��,� |{�� V{
	+{���(W �
��� | �*�{\V�+ [W +*�(V�{� � �,(� [,))W��,�� 	{+ �,�W+ �(W VW� [,�|���,�� �� ��X� W�
�� ��]� �W |*	 W�|W�� �(W |W

ηR

W� IR � ¤ VVW� +W	 ,�W�� |,�[ �(+ V �*�(|W |( �,(�������)W
�� �]�� |,�� �,(� �{�,�� �(W VW� 	+,	+�*�*� �,�� [,�|���,��*W� 	{+ VW� �{VW(+� |W�
�,)\+W� +*|(���

M
W�
β
�

�[� � �,(� +{��,��,�� 
M

W�
β

��*� W� �,(� +W	+W�,�� VW� �,�{��,�� ���+,|(��W� {(
	{+{�+{	
W �� �� �� � � �(���(W

ηR

W� IR [,�����(W�� 	{+ |*�����,� (� 	 ,��� ��{��,��{�+W
|W �� �]�� � IR W�� V�* 

ηR

	{+ V{ +WV{��,� �� �]Y� -

IR = f(ηR) := η2
R

(
M2 + 1− 2β2

β2
ηR −

M2

β2
η2

R −
1− 3β2

β2

)
,

�� ����

{�W[
0 < f(ηR) < 1

�
�V W�� |,�[ 	 ,���\ VW |W +*W�	+�) W+ VW� [,�|���,�� �� ��X� W� �� ��]� (���(W) W�� W� �W+) W
|W

ηR
�  �{�,�+ -





Ma(ηR) =
Mη2

R

β
√
f(ηR)

> 1,
�� ��� �

R11(ηR) =
f(ηR)

η3
R

> 1.
�� ����
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¨{		 WV,�� �(W
ηR

|*	 W�| |W
(M,β)

W� |W Tris
�
ηR = ηR(M,β;Tris)

� {�W[ V{ 	+,	+�*�*
ηR(M,β;Tris) ∈ [η(M,β), ηR(M,β;Tris = 0)]

��,�+ V{ 	+,	 ,����,� �� �� �� � W� V ���*�{V��*
�� ����� � ' ,(� �,(� ���*+W��,�� W�[V(���W) W�� {( [{� |W 	{+{) ��+W�

(M,β)
�WV� �(W

ηR = ηR(M,β;Tris = 0) < ηc(M,β) =
√

β
M

	 ,(+ VW�(WV V �{[[�|W�� |W �(+[,) 	+W���,�
�(+��W�� �*[W��{�+W) W�� V,+��(W Tris = 0

�
�

(M,β)
��*� � �V �)	 ,+�W |W +W) {+�(W+ �( �(� [
,�� [,��W�{\VW |W Tris > 0

	 W+) W�
| �{��W��|+W �,(�W �{VW(+ |W

η0
[
,��� |{�� V ����W+�{VVW

]η(M,β), ηR(M,β;Tris = 0)]
�

¤� W	 W� � 	 ,(+
η0

��* � �V �(� � |W �{\+��(W+ ) {�
*) {���(W) W�� Tris = Tris(I)
{�W[ V{

	+,	+�*�* Tris(I) > 0
	 ,(+ I ∈]I0 = f(η0), 1]

W� Tris(I) = 0
	 ,(+ I ∈]0, f(η0)]

� �{
	+,	 ,����,� �� �� ��� ),��+W {V,+� �( �W� +*W�	+�) {�� I W� �,�[��,� |W

η
|{�� V{ �,V(��,�

,�|W 	+,�+W����W � �V W�� �,(�,(+� 	 ,���\ VW |W [
,���+ Tris(I) > 0
|W �,+�W  ,\�W��+

W�
η = ηmax

� I(ηmax) = f(η0)
� � ���� � Tris(I)

� �{��(V{�� W�
f(η0)

� �,(� {��(+,��
I(η) = f(η0)

	 ,(+ �,(�
η < ηmax

� zW��W [,���+([��,� �,(+��� (� 	 ,��� ��{��,��{�+W
(ηR,IR) = (η0, f(η0))

�(� W�� VW +*�(V�{� +W[
W+[
* �
¤� [,��*�(W�[W � 

M
W�
β
��*� � �{�+W �{+�W+ V �{)	 V��(|W |W Tris

+W��W��  �{�+W 	{+[,(+�+

ηR(M,β;Tris)

V ����W+�{VVW
]η(M,β), ηR(M,β;Tris = 0)]

�
zW��W [,���{�{��,� 	 W+) W� |W +{) W�W+ V �*�(|W |W V �W� ���W�[W | �*[
WVVW� |W �W)	 � Tris[,�[�V�{�� �� ��� � W� �� ����  V �W� ���W�[W |W �{VW(+� |W

η
|{��

]η(M,β), ηR(M,β;Tris =
0)]

�WVVW� �(W -




M2

β2
η4 − f(η) > 0,

�� ��_�

f(η)− η3 > 0.
�� ����

z,�[W+�{�� V{ [,�|���,� �� ��_� � �,(� *�,��,�� -
����� � �� �� � � �� ��9 M �� β 6� 9���� G4 � ηR(M,β;Tris = 0) < ηc(M,β) � H ���9�
�� �� �9 �� 4� � 4��G4 � 9��4 ���� ηMax(M,β) ∈]η(M,β), ηR(M,β;Tris = 0)[ 6� � �FG4�����
M2

β2 η
4 − f(η) = 0 �

8 � 3 �49� �� ���6����� �� ���� � � ��� Ma(uR) > 1� �9� 9���9� ���� 3 �4�
��4� η ∈]η(M,β), ηMax(M,β)[ �

�{ 	+W(�W |W [W +*�(V�{� W�� +W	 ,+�*W  V{ �� |( 	{+{�+{	
W � ',�,�� �( ��V W�	+�) W
|W ) {���+W 	 V(� 	+*[��W VW �{�� �( ��V W�� �,(�,(+� 	 ,���\ VW |W [
,���+ Tris

|W �,+�W 
{��(+W+

Ma(uR) > 1
{( �W�� ,� (� Tris

[,���{�� {��W���{��
ηMax(M,β)

[,�����(W V{
\ ,+�W �� �*+�W(+W ��+�[�W |W� *[
WVVW� |W �W)	 � [,���{��W� {|) ����\ VW� �
z,�[W+�{�� V{ [,�|���,� �� ���� � �,(� {�,�� -
����� � �� �� � � �� ��9 M �� β 6� 9���� G4 � ηR(M,β;Tris = 0) < ηc(M,β) � H ���9�
�� �� �9 �� 4�� 4��G4 � 9��4 ���� ηMin(M,β) ∈]η(M,β), ηR(M,β;Tris = 0)[ 6� � �FG4�����
f(η)− η3 = 0 �

8 � 3 �49� �� ���6����� �� ���� � � ��� R11(uR) > 1� �9� 9���9� ���� 3�4� ��4�
η ∈]ηMin(M,β), ηR(M,β;Tris = 0)[ �

�{ 	+W(�W W�� |,��*W  V{ �� |( 	{+{�+{	
W �
Z W �,(�W{( ��|��(,�� �(W [W +*�(V�{� W�	+�) W �(W VW [
,�� | �(� Tris

[,���{�� {��W��
��{��

ηMin(M,β) < ηMax(M,β)
[,�����(W V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W ��+�[�W |W� *[
WVVW� |W

�W)	 � [,���{��W� {|) ����\ VW� �
�W� VW)) W� �� �� �X� W� �� �� �]� [,�|(��W�� |,�[  �({V��W+ V �{)	 V��(|W |W V �*[
WVVW
|W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� 

M
W�

β
��*� � W� W� ��W{�� �(W VW �{(� |W [,) 	+W���,�
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ηR(M,β;Tris)
+*{V��* �*+��W -

ηR(M,β;Tris) ∈]ηMin(M,β), ηMax(M,β)[.
�� ����

�W +*�(V�{� �(��{�� ��|��(W �,(� �(WVVW [,�|���,� W�
(M,β)

� V ����W+�{VVW 	+*[*|W�� W��
�,� ��|W -
����� � �� �� � � �4� ��4� M > 1� ��49 ����9 ηMin(M,β) < ηMax(M,β) 9� �� 9 �4 ���
I ��� 9� β < 0.5 �

',(� [,�[V(,�� [W��W �W[��,� W� 	+,	 ,�{�� VW� 	+W(�W� |W� +*�(V�{�� 	+*�W��*� �
8 FI ��9������� � 64 ��II � �� �� ��� �� W �{(� |W [,)	+W���,� +W[
W+[
*

ηMax

W�� � 	{+ |*�����,� � �,V(��,� |W V �*�({��,�
M2

β2 η
4 − f(η) = 0

� �,�� � |W ) {���+W *�(��{VW��W � �,V(��,� |W
ϑ(η) = β2f(η)

M2η4 = 1
� �,�� -

ϑ(η) =
1

η

(
1− η +

1− 3β2

M2

(
1− 1

η

)
+

β2

M2

)
= 1.

�� ��Y�

� �(|�,�� V{ |*+��*W |W V{ �,�[��,�
ϑ(η)

{���� |*���W -

ϑ′(η) =
1

η2

(
2
1− 3β2

M2

1

η
− M2 + 1− 2β2

M2

)
.

z,))W
lim

η→0+
ϑ′ = +∞ � V{ �,�[��,�

ϑ(η)
{|) W� (� ) {��)() �(+

]0,+∞[
|*��� 	{+ -

ηloc =
2(1 − 3β2)

M2 + 1− 2β2
.

¤� +W) {+�({�� �(W -

lim
η→0+

ϑ(η) = −∞, lim
η→+∞

ϑ(η) = −1,

,� W� |*|(�� VW� �{+�{��,�� |W V{ �,�[��,�
ϑ(η)

�(+
]0,+∞[

� Z �� V,+� � �,�,�� �(W
ϑ(ηR(M,β;Tris = 0)) = η4

c

η4
R

(M,β;Tris=0)

	(���(W
f(ηR(M,β;Tris = 0) = I(ηR(M,β;Tris =

0) = 1
	{+ |*�����,� |W V{ �,�[��,�

f(η)
�(+ [W 	 ,��� ��{��,��{�+W 	{+��[(V�W+ � ¨{	�

	 WV,�� {V,+� �(W � 	{+ 
�	 ,�
��W � ,� {
ηR(M,β;Tris = 0) < ηc < 1

� [W �(� �)	 V��(W
�*[W��{�+W) W�� �(W

ϑ(ηR(M,β;Tris = 0)) > 1
� Z W 	 V(� � [,)) W

f(η) = 0
	{+ |*����

��,� |W
η
� ,� W� |*|(�� �(W

ϑ(η) = 0
� §+ � VW� �{+�{��,�� |W V{ �,�[��,�

ϑ(η)
W��+{��W

�( ��V W� ���W |W(� {��(V{��,�� |W [W��W �,�[��,� �(+
]0,+∞[

� Z �� V,+� �
η

�W 	 W(� [,++W��
	 ,�|+W �( � V{ 	+W) ��+W {��(V{��,� � ���,� � 	(���(W

η < ηR(M,β;Tris = 0)
� ,� {(+{��

ϑ(ηR(M,β;Tris = 0)) < 0
�

¤��� � VW� �{+�{��,�� |W V{ �,�[��,�
ϑ(η)

�)	 V��(W *�{VW) W�� �(W V{ �,�[��,�
ϑ(η) −

1
{|) W� |W(� {��(V{��,��

η1
W�

η2
�(+

]0,+∞[
� {�W[ �*[W��{�+W) W��

η < η1 <
ηR(M,β;Tris = 0) < η2

� 	(���(W W�[,+W (�W �,��
ϑ(ηR(M,β;Tris = 0)) > 1

� §�
W� |*|(�� �(W V{ �,�[��,�

ϑ(η) − 1
�W 	 W(� � �{��(VW+ �( �(�W W� (�W �W(VW �,�� W�

ηMax
�[,++W�	 ,�|{�� 

η1
� �(+ V ����W+�{VVW

]η, ηR(M,β;Tris = 0)[
� Z W 	 V(� � 	 ,(+ �,(�

η < ηMax
� ,� {

ϑ(η) < 1
��WV,� VW� �{+�{��,�� |W

ϑ(η)
� W� |,�[ M2

β2 η
4 − f(η) > 0

�(�
W�� V{ [,�|���,� �� ��_� +W[
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8 FI ��9������� � 64 ��II � �� �� ��� � �W �{(� |W [,) 	+W���,� +W[
W+[
*
ηMin

W�� �WV �(W
f(η) = η3 � �V W�� |,�[ �,V(��,� |W V �*�({��,� �(��{��W -

f(η)− η3 =
M2η2

β2

(
M2 + 1− 3β2

M2
η − η2 − 1− 3β2

M2

)
= 0.

�� ��^�

�W 	 ,V���)W |( �W[,�| |W�+* W��+W 	{+W��
��W� {|) W�
η = 1

[,))W +{[��W *��|W��W �
�V �W +**[+�� |,�[ -

(η − 1)

(
1− 3β2

M2
− η
)

= 0.

����� �(+ V ����W+�{VVW | �*�(|W
η ∈ [η, ηR(M,β;Tris = 0) < 1]

�
ηMin

W�� (���(W W� �{(� -

ηMin =
1− 3β2

M2
.

ZW 	 V(� � 	 ,(+ �,(�
η

�W ���({�� W��+W VW� |W(� +{[��W�
ηMin

W�
1

|( 	 ,V���)W |(
�W[,�| |W�+* |{�� �� ��^� � � ��� ηMin < η < 1

� [WV( ��[� W�� 	 ,����� �	(���(W |( ����W
,		 ,�*  �,� [, W� [�W�� |( �W+) W |W 	 V(� 
{(� |W�+*� � [W �(� �)	 V��(W � �WV,� �� ��^� �
�(W

f(η)− η3 > 0
� �(� W�� V{ [,�|���,� �� ���� +W[
W+[
*W �

8 FI ��9������� � 64 ��II � �� �� ��� �WV,� VW� |W(� |*) ,���+{��,�� 	+*[*|W��W� � 	 ,(+
+W�	 W[�W+ �� ��_� � �V �{(�

ηR(M,β;Tris) < ηMax(M,β)
W� 	 ,(+ +W�	 W[�W+ �� ���� � �V �{(�

ηR(M,β;Tris) > ηMin(M,β)
� ¤� |*������W � +W�	 W[�W+ [W� |W(� [,�|���,�� +W��W�� 

{�,�+
ηR(M,β;Tris)

|{��
[ηMin(M,β), ηMax(M,β)]

� zW	 W�|{�� � 	 ,(+ �(W [W� ���W+�
�{VVW W����W � �V �{(� � �{��(+W+ �(W

ηMin(M,β) < ηMax(M,β)
� � [W��W �� � +{		 WV,��

�(W � �WV,� V{ |*) ,���+{��,� |( VW)) W �� �� �X� -

η < ηMax ⇐⇒ ϑ(η) =
1

η

(
1− η + ηMin

(
1− 1

η

)
+ η4

c

)
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W� �W +{		 WV{�� �(W
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√
β
M
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ηMin
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> η4
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β2
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,
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Ma(uR) > 1
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� [ �W����|�+W

ηR(M,β;Tris) ∈]ηMin(M,β), ηMax(M,β)[.
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',�+W 	+��[�	{VW ) ,���{��,� W�� �[� | �{�{V��W+ V �W� ���W�[W | �*[
WVVW� |W �W)	 � �*+��{��
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	{+ {�VVW(+� (�W [,�|���,� �)	 ,�*W 	{+ V{ |*�W+) ��{��,� |W� �,�[��,�� [��*���(W�
κI

W�
κEt

� 
β

W�
M

��*� �
� ���� �(W �,(� V �{�,�� �,(V���* |{�� V{ �W[��,� �� �� � � VW [{V[(V |W

κI(M,β)
	 W(� ��+W

,\�W�( W� ���*�+{�� �() *+��(W) W�� VW �,(�������)W �� �]�� �,(�W+�{��
η

W� I � Tris*�{�� 	+W�[+��W � � �*�{V({��,� |W
κEt(M,β, α)

�W |*|(�� {V,+� |W V{ [,��{���{�[W |W
Ma(ξ) = Mη2(ξ)

β
√

I(ξ)

	{+ ���*�+{��,� �() *+��(W |( �����)W V��*{�+W  [,W� [�W��� �{+�{\VW�
�� �]�� 	 ,(+

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

� �
β

W�
M

��*� � V{ |*�W+) ��{��,� |W
Y+(+∞)

W�
Y−(+∞)|,��{��

κEt(M,β, α)
	{+ V{ +WV{��,� �� ��^� � � �{[[,) 	{��W | �(�W |�� [(V�* �() *+��(W

|W �,�| �
�W �
*,+�)W �� �� �X�� �,(� {		+W�| W� W	 W� �(W VW� �,V(��,��

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

|( ����
��)W �� �]�� W�	 V,�W�� �,(�W� W� �W)	 � ����� �{( � (�W � 	+*[��*) W�� [WVVW �(W �,(�
+W[
W+[
,�� � ¤� [,��*�(W�[W � �,(�W 	 W+�(+\{��,� W� �W)	 � 	 ,����� |W [W��W �,V(��,�
	{+��[(V��+W �W 	 W(� +*�(V�W+ �( �W� (�W ����{\�V��* �  �{�,�+

limξ→+∞ |Y±(ξ)| = +∞ �
' ,(� ) ,��+,�� |{�� V{ �(��W [,))W�� ) {��+��W+ [W��W |�� [(V�* W� {|,	�{�� (�W ��+{�
�*��W | ����*�+{��,� +*�+,�+{|W W� �W)	 � � \{�*W �(+ V{ 	+,	+�*�* |W |*[+,���{�[W |W
ξ → η(ξ)

��,�+ �� ��^�� � zW��W 	+,	+�*�* W�� {[�(��W ��|*	 W�|{))W�� |W V{ �,+) W 	+*�
[��W |W Tris

){�� WVVW �W �(� +{ 	{�  �,�+W 	+,	 ,� � ',(� {(+,�� \ W�,�� |W V{ 	+,	+�*�*
�(		 V*) W��{�+W -

ξ →Ma(ξ)
W�� |*[+,���{��W ��+�[�W) W�� 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR. �� ��]�
�{ �{V�|��* |W [W��W 	+,	+�*�* � 

β
W�
M

��*� � |*	 W�| |( [
,�� |W V �*[
WVVW |W �W)	 �
Tris

�
� �{�� |,��*W �,� �)	 ,+�{�[W � �,(� �)	 ,�,��  [W��W 	+,	+�*�* | ���+W �{����{��W � 3 �����W� �,� 	{� �*+��*W � 3 �9�������� ¤� W	 W� � �,(� {(+�,�� 	( � 

β
W�
M

��*� � [
,���+ Tris[,���{��W 	(�� ���*�+W+ VW �,(�������)W �� �]�� W�
(η,I) 	 ,(+ [,���{�W+ | �(�W 	{+� V{

�{V�|��* |W �� �� X� W� | �{(�+W 	{+� V{ 	+,	+�*�* |W |*[+,���{�[W W�	 *+*W � ',(� {�,��
W���) * �+,	 {V*{�,�+W (�W �WVVW {		+, [
W �
� ���� � �,(� 	+,	 ,�,�� |{�� VW� |W(� 	{+{�+{	
W� �(��{��� (�W �{) �VVW | �*[
WVVW� |W
�W)	 � �*+��{�� 	{+ [,���+([��,� V{ [,�|���,� �� �� X� {���� �(W V{ 	+,	+�*�* |W |*[+,���
�{�[W W���*W �� ��]� � �V +W��W+{ {V,+�  ��W+ VW� �{+�{��,�� | �{)	 V��(|W | �(�W *[
WVVW |W
�W)	 � 	{+��[(V��+W V,+��(W VW� �,)\+W�

M
W�
β

�{+�W�� � zW �W+{ V �,\ � W� |( |W(� ��)W
	{+{�+{	
W ,� �,(� �,(� W	,+[W+,�� |W �{+|W+ (� V�W� {�W[ V{ 	
����(W �

�� 
�/�0���� �� ���
��� ��
�����
',(� [
W+[
,�� �[�  �{�+W (� V�W� W��+W V{ �,+) W | �(�W *[
WVVW |W �W)	 � Tris

W�
V{ 	+,	+�*�* |W ) ,�,�,��W

ξ → Ma(ξ)
W�� |*[+,���{��W 

β
W�
M

��*� � � [W��W �� �
�,(� (��V��,�� V{ |*[+,���{�[W |W

ξ → η(ξ)
{(�,+��{�� V �(��V��{��,� |W

η
[,))W �{�

+�{\VW | �*�,V(��,� VW V,�� |( 	+,� V [,) 	+W���� � ',(� �+{|(��,�� |,�[ V{ 	+,	+�*�* |W
) ,�,�,��W +W[
W+[
*W 	{+ -

η →Ma(η) =
Mη2

β
√
I(η)

W�� [+,���{��W 	 ,(+ �,(�
η ∈]ηR(M,β,Tris), 1[.

�� ����
¨{		 WV,�� V �¤Z§ �{����{��W 	{+ I(η) -

dηI = −2Tris
1− 3β2

M2

I
η3
F(η,I), �� ��� �
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	 ,(+ ,\�W+�W+ �(W �� � \ �W� ��+ � V{ |,��*W |W Tris(η,I(η)) = Tris(η)
[,�|(��  |*���+

�)	 V�[��W) W�� I(η) � ���W+�W) W�� V{ |,��*W |W I(η) 	 W+) W� |W |*���+ Tris(η)
	{+ V{

+WV{��,� -
Tris(η) = − M2η3

2(1− 3β2)

1

F(η,I(η))
dηI(η)
I(η) .

�� ����
zW��W +W) {+�(W {(�,+��W (� V�W� W��+W (�W *[
WVVW |W �W)	 � Tris

W� V{ 	+,	+�*�* |W
) ,�,�,��W +W[
W+[
*W �� ���� �
�
β

W�
M

��*� � V ��|*W W�� |,�[ | �{�{V��W+ V �W� ���W�[W | �*[
WVVW� |W �W)	 � Tris(η)
�*�

+��{�� �� ���� W� �{��{�� �{+�W+ V �W��W)\VW |W� �,�[��,��
η ∈ [ηR(M,β), 1] → I(η) ∈

[I(ηR) = f(ηR(M,β)), 1]
{�W[

ηR(M,β)
[
,��� {+\��+{�+W) W�� |{�� V ����W+�{VVW

]ηMin(M,β), ηMax(M,β)[
|W �,+�W  �{+{���+

Ma(ηR(M,β)) > 1
W�
R11(ηR(M,β)) >

1
�

�V {		{+{�� �(|�[�W(� |W 	+,	 ,�W+ (� [
{��W) W�� |W �,�[��,� ��[,��(W � ,\�W�( W�
{|,	�{�� V{ �,+)(VW |W +W	+*�W��{��,� �(��{��W -

I(η) = exp (ln (f(ηR)Γ(η)),
�� ��_�

,� VW �{(� |W [,)	+W���,�
ηR

W�� |,��* |{��
]ηMin(M,β), ηMax(M,β)[

� 
M

W�
β��*� �

�[� � V{ �,�[��,� {(��V�{�+W
η ∈ [ηR, 1]→ Γ(η)

W�� �(		 ,�*W +*�(V��+W {�W[ VW� 	+,	+�*�*�
�(��{��W� -

Γ(ηR) = 1, Γ(1) = 1,
�� ����

|W �,+�W  �{+{���+ +W�	 W[���W) W�� I(ηR) = f(ηR)
W� I(1) = 1

� ',(� �)	 ,�,�� 
Γ(η)| ���+W |*[+,���{��W -

Γ′(η) ≥ 0,
	 ,(+

η ∈ [ηR, 1],
�� ����

{�W[ -
Γ′(ηR) = 0, Γ′(1) = 0.

�� ��Y�
¤� W	W� � �,�,�� �(W V{ |*+��*W V,�{+��
)��(W |W I(η) |*��� 	{+ �� ��_� [,�|(��  -

Γ′(η) =
dηI
I = −2Tris

1− 3β2

M2

1

η3
F(η,I) ≥ 0.

ZW �,+�W �(W �� ���� W�� �*[W��{�+W  Tris(η) ≥ 0
�¨{		 WV,�� �(W F(η,I(η)) < 0

�{��
�(W

η ∈]ηR, 1[
� � {V,+� �(W �� ��Y� �{+{���� �( �W�

η = 1
W�
η = ηR

� �,(� ,\�W�,�� \�W�
(� 	 ,��� ��{��,��{�+W -

dηI(ηR) = dηI(1) = 0.
���{VW) W�� � �,(� �*+��,�� [��|W��,(� �(W V �*[
WVVW |W �W)	 � Tris(η)

|,��*W 	{+ �� ����
+W��W \ ,+�*W W� VW� 	 ,���� ��{��,��{�+W�

ηR

W�
1

,� F(ηR,IR) = F(1, 1) = 0
�

8 FI ��9������� �
�,��

(ηs,Is)
(� 	 ,��� ��{��,��{�+W � ¨ {		 WV,�� �(W V �*[
WVVW |W �W)	 �

|W ¨ ���,+[WVV� W�� |,��*W 	{+ V{ �,+)(VW |W +W	+*�W��{��,� �� ���� +{		 WV*W �[� -

Tris(η) = − M2η3

2(1− 3β2)

1

F(η,I(η))
dηI(η)
I(η) ≡ −

M2

2(1− 3β2)

Num(η)

Deno(η)
,

{�W[ -



Num(η) = η3 dηI(η)

I(η) = η3Γ′(η),

Deno(η) = F(η,I(η)).
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§+ �
Γ′(ηs) = 0

W� F(ηs) = 0
� �� \ �W� �( ��V �{(� (��V��W+ V{ +��VW |W V � ,�	 ��{V 	 ,(+

*�{V(W+ Tris

{(� 	 ,���� ��{��,��{�+W� � � ���� � {(� 	 ,���� ��{��,��{�+W� � ,� { -

lim
η→ηs

Tris(η) = − M2

2(1− 3β2)
lim

η→ηs

dηNum(η)

dηDeno(η)
.

�� �Y^�

�,(+ �(W Tris
�,�� \�W� |*���W 	{+ [W��W �,+)(VW {(� 	 ,���� ��{��,��{�+W� � �V �(� � |,�[

|W �*+��W+ �(W -
lim

η→ηs

dηDeno(η) = lim
η→ηs

dηF(η,I(η)) 6= 0.

¨{		 WV,�� V{ |*�����,� |W F(η,I(η)) |,��*W 	{+ V{ �,+)(VW �� �]_� -

F(η,I(η)) = M2(η − 1) + (1− 3β2)

(
1

η
− 1

)
+ β2

(I(η)
η3
− 1

)
,

W� +W) {+�(,�� �(W -

lim
η→ηs

d

dη
F(η,I(η)) = lim

η→ηs

(
∂F(η,I(η))

∂η
+
∂F(η,I(η))

∂I
dI(η)
dη

)
,

= lim
η→ηs

∂

∂η
F(η,I(η)),

	(���(W
dηI(ηs) = 0

	{+ |*�����,� | �(� 	 ,��� ��{��,��{�+W � Z �� V,+� (� [{V[(V ��)	 VW
�,(� |,��W -

lim
η→ηs

d

dη
F(η,I(η)) =

1

η2
s

(
M2ηs −

(
(1− 3β2) + 3β2 Is

η2
s

))
.

§� +W) {+�(W {V,+� �(W V{ ���W��W |( �,� {|�) W���,��*W
c2(us)

W� VW �,)\+W |W � {[

+WV{���

M2
c (us)

�,�� |,��*� 	{+ -




c2(us) = (1− 3β2) + 3β2 Is
η2

s

,

M2
c (us) =

η2
sM

2

c2(us)
,

|W �,+�W �(W V{ V�) ��W �W +**[+�� -

lim
η→ηs

d

dη
F(η,I(η)) =

c2(us)

η2
s

(
M2

c (us)− 1
)
.

�(+ VW 	 ,��� ��{��,��{�+W
uL

� ,� {
M2

c (uL) = M2 > 1
	{+ 
�	 ,�
��W � �(+ VW 	 ,���

��{��,��{�+W
uR

� ,� { �*[W��{�+W) W�� �  [{(�W |( �
*,+�)W |W V{ �{+�*�* [W��+{VW �
M2

c (uR) < 1
� �� \ �W� �(W |{�� VW� |W(� [{� -

lim
η→ηs

d

dη
F(η,I(η)) 6= 0.

zW[� �{+{���� (�W *[
WVVW |W �W)	 � Tris
\,+�*W {(� 	 ,���� ��{��,��{�+W� W� |,��*W 	{+

V{ �,+)(VW �� �Y^� W� [W� 	 ,���� �

X]^
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��� �/� ���� 4/	�
����	� � 9-
����� �� ��4� Tris

',(� ) ,��+,�� |W ) {���+W W�	 V�[��W |{�� [W 	{+{�+{	
W �( ��V W� ���W |W� *[
WVVW� |W
�W)	 � Tris

+W	+*�W��*W� |W ) {���+W *�(��{VW��W 	{+ V{ +WV{��,� �� ���� ��{ V{ �,�[��,�
{(� �V�{�+W

Γ(η)
���+,|(��W |{�� �� ��_� �{+{�����{�� V{ ��+�[�W [+,���{�[W |W

η →Ma(η)	 ,(+ �,(�
η ∈ [ηR(M,β), 1]

� �[� � VW� �,)\+W� +*|(���
M

W�
β

�,�� |W �,(�W{( ��*� �
�W [
,�� VW 	 V(� ��)	 VW |{�� V{ [W+���[{��,� � 3 ����� |W V{ [+,���{�[W |W

η → Ma(η)
�

�(W �,(� {�,�� 	( W�
 �\ W+ � [,++W�	 ,�|  -

Γ(η) = − ln

(
η2

η3
R(M,β)

)
(ln η)2

(ln ηR(M,β))3
.

�� �Y X�
�V W�� 	 ,���\ VW |W �*+��W+ �(W [W [
,�� �{����{�� VW� [,�|���,�� �� ���� � �� ���� � �� ��Y� �
Z W� [{V[(V� |,��*�  V{ �� |W [W��W �W[��,� ) ,��+W�� �(W V{ 	+,	+�*�* |W ��+�[�W [+,���
�{�[W

η →Ma(η)
W�� �{+{���W 	 ,(+ (� �WV [
,�� �{�� �(W

ηR(M,β)
W�� [
,��� |{�� (�W

+W��+�[��,� |W V ����W+�{VVW {|) ����\ VW
]ηMin(M,β), ηMax(M,β)[

� zW��W +W��+�[��,� ���W
 �)	 ,�W+ {( 	 ,��� ��{��,��{�+W

(ηR,IR = f(ηR))
|W �{����{�+W -

η
8
3
R(M,β) < IR = f(ηR(M,β)).

�� �Y]�
',(� *�{\V���,�� �( ��V W� ���W (�W (���(W +{[��W

ηMono(M,β) > ηMin(M,β)
�  V �*�({�

��,�
f(η)−η 8

3 = 0
�WVVW �(W

f(η)−η 8
3 > 0

	 ,(+ �,(�
η ∈]ηMono(M,β), ηR(M,β,Tris =

0)]
�

Z �� V,+� �{�� �(W -
ηMono(M,β) < ηMax(M,β),

�� �Y��
�V W�� 	 ,���\ VW |W [
,���+

ηR
|{�� V ����W+�{VVW +W��+W���

]ηMono(M,β), ηMax(M,β)[
|W

�,+�W  �{+{���+ ��)(V�{�*) W��
Ma(ηR) > 1

�
R11(ηR) > 1

W� V{ 	+,	+�*�* |W [+,���{�[W
	 ,(+

η →Ma(η)
� ' ,(� {�,�� �*+��* �() *+��(W) W�� �(W V ���*�{V��* �� �Y�� W�� �{����{��W

	 ,(+ �,(�
M > 1

�{�� �(W VW �,)\+W |W � {[
 �(+\(VW��
β

+W��W �� �*+�W(+  V{ \ ,+�W
�(	 *+�W(+W

βsup = 0.36
�

zW��W \ ,+�W W�� �+�� �+{�|W |{�� VW� {		 V�[{��,�� W� �,(� �W V{ [,���|*+,�� 	{� [,))W
(�W +W��+�[��,� �
�W+) ��,�� [W 	{+{�+{	
W W� ) ,��+{�� �(W V �{		 V�[{��,�

η → Ma(η)
W�� ��+�[�W) W��

[+,���{��W �{�� �(W V ���*�{V��* �� �Y]� W�� �{����{��W �
8 FI ��9������� �

�,(+ �{�+W +W��,+��+ V{ [,�|���,� 	 W+) W��{�� V{ ��+�[�W [+,���{�[W |W
V �{		 V�[{��,�

η → Ma(η)
� �V �(� � | �*�(|�W+ �,(� �(WVVW [,�|���,� V{ |*+��*W V,�{+��
�

) ��(W |W V{ �,�[��,�
ϑ(η) = 1

M2
a(η)

|,��*W 	{+ -

dηϑ(η)

ϑ(η)
= ln (f(ηR))Γ′(η)− 4

η
,

W�� �*�{���W � �,(+ [WV{ �,(� {�,�� \ W�,�� |W V{ |*+��*W |W V{ �,�[��,�
Γ(η)

-

Γ(η)′ = − 6 ln η

η(ln ηR)3
ln

(
η

ηR

)
,

|W �,+�W �(W V{ |*+��*W V,�{+��
)��(W �W +**[+�� -

dηϑ(η)

ϑ(η)
= −4

η

(
1 +

3

2
ln(f(ηR))

ln η

(ln ηR)3
ln

(
η

ηR

))
≡ −4

η
ϕ(η).
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� �(|�,�� |,�[ V{ �,�[��,�
ϕ(η)

� ¨ W) {+�(,�� |{�� (� 	+W) �W+ �W)	 � �(W
ϕ(1) =

ϕ(ηR) = 1
	(�� *�(|�,�� VW ����W |W V{ |*+��*W |W

ϕ(η)
-

ϕ′(η) =
3

2

ln(f(ηR))

(ln ηR)3
ln

(
η2

ηR

)
.

�����
ϕ(η)

{|) W� (� (���(W W��+W)() W�
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���{VW) W�� � 	 ,(+ �(W V{ |*+��*W V,�{+��
)��(W |W V{ �,�[��,�
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V{ �,�[��,�
f
� ) ,��+W �(W

f
W�� [+,���{��W 	 ,(+ �,(� VW�
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V �{)	 V��(|W |W Tris

W�� �+{�|W � 	 V(� V{ �{VW(+ |W
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� �,(� 	+,	 ,�,�� |W 	 ,��(VW+ (�W V,� |W 	+,|([��,� |W �(+�
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ψ
|*�W+) ��W V{
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+
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ψ2(η)
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{���� �(W -

ξ →Ma(ξ)
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−σ[ρ] + [ρu] = 0,

−σ[ρu] + [ρu2 + p(ρ) + β2R11] = 0
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κI(β,M)

W� V�W( W� 	 V{[W
|W

κI(uL, σ)
� �{+ {�VVW(+� � 	(���(W 	{+ [,���+([��,� ��,�+ �,+)(VW � �X^�� -

Γ(ηR(β,M), ηR(β,M)) = 1,

�,(� ,\�W�,�� V{ �,+)(VW |*�����,� �)	 ,+�{��W |{�� V{ �(��W -

κI(β,M) = η3
R(β,M)ψ(ηR(β,M)) − 1.
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κEt�WV,� V{ 	+,	 ,����,� �� �� �� � � V{ �,�[��,� [��*���(W
κEt(uL, σ)

�W |*	 W�| *�{VW) W��
�(W |W� �,)\+W� �{�� |�) W���,�

(α, β,M)
W� �+,(�W V{ �,+)(VW |W +W	+*�W��{��,�

�(��{��W -
κEt(α, β,M) = − 1

M

∫

IR

ν

µ
(dξv)

2dξ = −α
2

2
[Y+Y−].
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�V W�� |,�[ �*[W��{�+W |W |*�W+) ��W+ �() *+��(W) W�� V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W � ¨{	�
	 WV,�� � W� W	W� � �(W �,(� V{ [,�|���,� �� �X]_� �)	 V��({�� V �{\�W�[W |W �(+[,) 	+W���,� �
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� �� � ������ ������� � ������ �� ��� ��������� ������� ���

VW �
*,+�)W �� �� �X�� W��+{��W �(W VW �����)W V��*{�+W �,(�W+�{��
(Y+(ξ), Y−(ξ))

{|) W�
(�W ������* |W �,V(��,�� �{����{��{�� VW� [,�|���,�� {��)	�,���(W� -

lim
ξ→−∞

Y+(ξ) = β

(
1− β

M

)
, lim

ξ→−∞
Y−(ξ) = −β

(
1 +

β

M

)
.

�(� W�	 V,�W�� �,(�W� W� �W)	 � ����� �{( � (�W (���(W �,V(��,�
(Y ∗

+(ξ), Y ∗
−(ξ))

�*+��{�� -

lim
ξ→+∞

Y ∗
+(ξ) = Y ∗

+(+∞;β,M) > 0, lim
ξ→+∞

Y ∗
−(ξ) = Y ∗

−(+∞;β,M) < 0.

zW� V�) ��W� 	+���V*��*W� |,��W�� ��+W [{V[(V*W� 	{+ ���*�+{��,� |W V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�
�+W����W � zW� V�) ��W� (�W �,�� |��	 ,��\VW� � V{ �,�[��,� [��*���(W

κEt

W�� �{\(V*W �+�[W 
V{ �,+)(VW �(��{��W -

κEt(α, β,M) = −α
2

2

(
Y ∗

+(+∞;β,M)Y ∗
−(+∞;β,M) + β2

(
1− β2

M2

))
.
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',(� +{		 WV,�� �[� V{ �,+) W |( �����)W |��{) ��(W �,(�W+�{�� VW� �,V(��,�� ,�|W
	+,�+W����W {	+�� V{ +W) ��W  V �*[
WVVW �(��{��W -

ξ −→ 2ν

µM
ξ′,

	 W+) W��{�� |W VW +**[+�+W [,)) W �(�� -




dξη =
2ν

µM2
F(η,I), �� �XX��

dξI = −4ν

µ
Tris

(1− 3β2)

M4

I
η3
F2(η,I), �� �XX��

dξY+ =

(
1− 1

Ma(ξ)

)((
1 +

1

Ma(ξ)

)
Y+ +

(
1− 1

Ma(ξ)

)
Y−

)
,

�� �XXY�

dξY− =

(
1 +

1

Ma(ξ)

)((
1 +

1

Ma(ξ)

)
Y+ +

(
1− 1

Ma(ξ)

)
Y−

)
,

�� �X]^�

,� VW� 	+�) W� ,�� *�* ,) �� 	{+ �,([� |W ��)	 V��[{��,� |W� *[+��(+W� � �{ �,�[��,� F(η,I)W�� |,��*W 	{+ -

F(η,I) = M2(η − 1) + (1− 3β2)

(
1

η
− 1

)
+ β2

( I
η3
− 1

)
.

¨{		 WV,�� �(W V �*[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� { *�* |*���W � [,� �,+) *) W��  V{ �W[�
��,� 	+*[*|W��W � 	{+ V{ |,��*W | �(�W {		 V�[{��,�

η → I(η) �(� W�� |,�[ [,��(W � ¤�
[,��*�(W�[W � VW �����)W | �¤Z§ �W |*[,(	 VW {V,+� W� (�W ¤Z§ �[{V{�+W �,(�W+�{��
η(ξ)

-
dξη =

2ν

µM2
F(η,I(η)), �� �X] X�

X� X
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W� (� �����)W V��*{�+W  [,W� [�W��� �{+�{\VW� �(+
(Y+(ξ), Y−(ξ))

-




dξY+ =

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)((
1 +

1

Ma(η(ξ))

)
Y+ +

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)
Y−

)
,

dξY− =

(
1 +

1

Ma(η(ξ))

)((
1 +

1

Ma(η(ξ))

)
Y+ +

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)
Y−

)
,

�� �X]]�
{�W[ -

Ma(η(ξ)) =
Mη2(ξ)

β
√
I(η(ξ))

, ξ ∈ IR,

,�
ξ → η(ξ)

W�� �,V(��,� |W �� �X] X� � ',(� �,(� ���*+W��,�� �[�  V{ �,V(��,� |W �� �X] X�
�*+��{�� V{ [,�|���,� {��)	�,���(W �(��{��W -

lim
η→−∞

η(ξ) = 1,
�� �X]��

W� {(� �,V(��,�� |W �� �X]]� �*+��{�� VW� [,�|���,�� {��)	�,���(W� -

lim
ξ→−∞

Y+(ξ) = β

(
1− β

M

)
, lim

ξ→−∞
Y−(ξ) = −β

(
1 +

β

M

)
.
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ξ →Ma(η(ξ))
W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W 	 ,(+ �,(�

ξ
|{��

IR,
�� �X]��

{�W[ -
lim

ξ→+∞
Ma(η(ξ)) = Ma(+∞) > 1.
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Ma(η(ξ)) > 1,
	 ,(+ �,(�

ξ
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IR.
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zW� 	+,	+�*�*� �W+,�� �+�� (��VW�  V{ �(��W �
�{ +*�,V(��,� �() *+��(W |( 	+,\V�)W �� �X] X�� �� �X]�� � \ �W� �(W 	 ,�* �(+

IR
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/�5�4��.��� �� �X]� � �(� ��4 ����� ���� �� ��4� ����� �{( � 	+*[��*) W��
(�W (���(W �,V(��,�

(Y ∗
+(ξ), Y ∗

−(ξ))
�*+��{�� -

lim
ξ→+∞

Y ∗
+(ξ) = Y ∗

+(+∞) > 0, lim
ξ→+∞

Y ∗
−(ξ) = Y ∗

−(+∞) < 0,
�� �X]��

{�W[ V{ 	+,	+�*�* -
(

1 +
1

Ma(+∞)

)
Y ∗

+(+∞) +

(
1− 1

Ma(+∞)

)
Y ∗
−(+∞) = 0.
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¨{		 WV,�� � �WV,� V{ �,+)(VW �� �XX_� � �(W [W� �({����*� ��[,��(W�
Y ∗

+(ξ)
W�
Y ∗
−(ξ)

�,��
	+*[��*) W�� +W[
W+[
*W� 	 ,(+ [{V[(VW+ VW �,�[��,� [��*���(W

κEt
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W+[
*W � �W)\VW +W�|+W [{|(�(W �,(�W �W��
�{���W | �{		+,��) {��,� �() *+��(W |�+W[�W |( 	+,\V�)W �� �X]]�� �� �X]� � �
�,(+ [,��,(+�W+ [W� |�� [(V�*� � �,(� �(��*+,�� �  V �{�|W | �(� [
{��W) W�� |W �,�[�
��,�� ��[,��(W� � |W +{) W�W+ VW 	+,\V�)W �(+ (� [,) 	{[� W� �W)	 �

[0,Hmax]
� {�W[

0 < Hmax < ∞
� 	 ,(+ (�W �,(�WVVW �{+�{\VW |W �W)	 �

H
� zW� |�	 *+W��W� �+{���,+) {�

��,�� �,�� {(�,+��*W� 	{+ VW� 	+,	+�*�*� �� �X]�� � �� �X]_� W� �� �X]�� ���(W� |( [
,�� |W
V �*[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� � [,� �,+) *) W��  V �{�{V��W |W V{ �W[��,� 	+*[*|W��W �
�W 	+,\V�)W W�� +W�,+)(V* |W ) {���+W +*�+,�+{|W {( �W�� ,�

H → 0
[,++W�	 ,�| 

ξ → +∞ � {V,+� �(W
H → Hmax

[,++W�	 ,�| 
ξ → −∞ � � �,\ � W[��� W�� |,�[ �[� |W

��W+ (�W |,��*W �����{VW W�
H = 0

�(� W�� ��[,��(W 	(���(W |W�{�� ��+W [,���+(��W
�(+

limξ→+∞ Y+(ξ) = Y ∗
+(+∞)

W�
limξ→+∞ Y−(ξ) = Y ∗

−(+∞)
� ',(� �,(V���,�� �[�

[,)) W�� W�	 V,��W+ VW� 	+,	+�*�*� [,��(W� �(+ [W� V�) ��W� � |W ) {���+W  VW�W+ VW� |���
�[(V�*� 	+*[*|W))W�� |��[(�*W� � zW� V�) ��W� �*+��W�� 	{+ [,���+([��,� V{ 	+,	+�*�*
| �/����/��� �� �X]Y� W� � �+�[W  �� �X]�� W� �� �X]_� � V{ 	+,	+�*�* |W ��� /����/���
�(��{��W -

(
1 +

1

Ma(+∞)

)
Y ∗

+(+∞)−
(

1− 1

Ma(+∞)

)
Y ∗
−(+∞) 6= 0.
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',(� 	+,	 ,�,�� |W ��+W+ 	{+��W |W [W� |W(� 	+,	+�*�*� W� ���+,|(��{�� (� [
{��W) W��
|W �,�[��,�� ��[,��(W�

(z+(ξ), z−(ξ))
|,��*  (� �{[�W(+ )(V��	 V�[{��� 	+�� 	{+ -

(
1 +

1

Ma(ξ)

)
Y+(ξ) +

(
1− 1

Ma(ξ)

)
Y−(ξ),

W� -
(

1 +
1

Ma(ξ)

)
Y+(ξ)−

(
1− 1

Ma(ξ)

)
Y−(ξ),

{�W[ VW� 	+,	+�*�*�
lim

ξ→+∞
z+(ξ) = 0, lim

ξ→+∞
z−(ξ) 6= 0.

�� �X� X�
Z{�� V{ �,(�WVVW �{+�{\VW |W �W)	 �

H ∈ [0,Hmax]
� VW� �,�[��,��

(z+(H), z−(H))
�W+,��

�,V(��,�� | �(� �����)W V��*{�+W |W V{ �,+) W -
{
dHz− = −z+,
dHz+ = −G(H)z+ − z−,

�� �X�]�
,�

G(H)
W�� (�W �,�[��,� 	 ,�����W � +*�(V��+W �(+

]0,Hmax[
{�W[ -

lim
H→0+

G(H) = +∞.

zW �����)W W�� �W+) * 	{+ V{ |,��*W �����{VW
z+(0)

W�
z−(0)

� Z �{	+�� �� �X� X� � �,(�
{�,�� -

z+(0) = 0, z−(0) 6= 0,
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z+(0)

� V{ �,� �(VV��*
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z−(0)
� {���� �(W V{ ���-/	�- |( �����)W 	+*[*|W�� 	 ,(+ ���+,|(�+W VW [
{��W) W��

| ���[,��(W� �(��{�� -

Z+(H) =
z+(H)

z−(0)
, Z−(H) =

z−(H)

z−(0)
,

�� �X�� �
�,V(��,�� |( �����)W -

{
dHZ− = −Z+,

dHZ+ = −G(H)Z+ − Z−,
�� �X���

{�W[ � 	{+ [,���+([��,� � V{ |,��*W �����{VW �(��{��W 	{+�{��W) W�� [,��(W -
Z+(0) = 0, Z−(0) = 1.
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ZW� |*�WV,		 W) W��� W� �*+�W |W �{(+W�� |W

Z+(H)
W�
Z−(H)

{( �,����{�W |W
H = 0	 W+) W��+,�� W��� | �*V�) ��W+ V{ ����(V{+��*  [W� W�|+,�� � ',(� 	 ,(++,�� {V,+� {		+,�

[
W+ V{ �,V(��,�
Z+(H)

W�
Z−(H)
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�
�� �X���� �� �X�_� W� ,\�W��+ (�W {		+,��) {��,� |W
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ξ

�W��
|{�� �W+� −∞ W� |,�[ {�W[ VW� [,�|���,�� {��)	�,���(W� �� �X]� � � ¤� | �{(�+W� �W+) W� �
z−(Hmax)

W�� [,��(W 	{+ V{ |,��*W |W �� �X]� � W� V{ �{VW(+ |W
Ma(−∞) = M

β

� �	+��
(�W W���) {��,� �() *+��(W |W

Z−(Hmax)
� V{ �{VW(+ |W

z−(0) = z−(Hmax)
Z−(Hmax)

	 W(� ��+W
|*�W+) ��*W �() *+��(W) W�� W� |,��W {V,+� {[[�� {(� �,�[��,��

z+(H)
W�
z−(H)

�+�[W
{(� |*�����,�� �� �X�� � �
�� 4	�� ��	 
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y+(ξ) =

(
1 +

1

Ma(η(ξ))

)
Y+(ξ) +

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)
Y−(ξ),

y−(ξ) =

(
1 +

1

Ma(η(ξ))

)
Y+(ξ)−

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)
Y−(ξ).
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	+,	+�*�* �� �X]�� � Z W �,+�W  ��)	 V��W+ VW� *[+��(+W� � �V W�� (��VW | ����+,|(�+W V{ �,�[��,�
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h(η(ξ)) =
1

Ma(η(ξ))
, ξ ∈ IR, �� �X���
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W�� ��+�[�W) W�� [+,���{��W 	 ,(+ �,(�
ξ

|{��
IR,

�� �X���
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0 < h(η(ξ)) < 1,
	 ,(+ �,(�

ξ
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dξy− =
dξh(η(ξ))

1− h2(η(ξ))
(y+ − h(η(ξ))y−),

dξy+ = 2(1− h2(η(ξ)))y+ +
dξh(η(ξ))

1− h2(η(ξ))
(y− − h(η(ξ))y+).
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|*�����,� | �*[
WVVW� |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� {|) ����\ VW� |{�� V{ �{����{[��,� |W� |W(�
	+,	+�*�*� +{		 ,+�*W� �

Z W ) {���+W  +{) W�W+ VW �����)W �� �X�^� *[+�� �(+
IRξ

�,(� W���W+  (� [,) 	{[� � �V
W�� �{�(+WV � |{�� (� 	+W) �W+ �W)	 � � | �(��V��W+ VW �{(� |W [,) 	+W���,� [,))W �,(�WVVW
�{+�{\VW |W �W)	 � �+{		 WV,�� �(W

ξ → η(ξ)
W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W �(+

IRξ


�{VW(+� |{��

[ηR(β,M), 1]
� � �,(V���,�� �(W [,� �,+) *) W��  V{ ��+{�*��W |W [
,�� |W

V{ [,++W[��,� |W ¨���,+[WVV� +*�() * {( 	{+{�+{	
W �� �� ��� � V �{		 V�[{��,�
η →Ma(η)

� W�
|,�[

η → h(η)
� W�� W�	 V�[��W) W�� [,��(W � {���� �(W VW �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W

ηR(β,M)
� �W� �,)\+W�

M
W�
β

*�{�� �)	 V�[��W) W�� ��*� � �,(� �,�W+,�� ��)	 VW) W��
[W �{(�

ηR
� �{ |�����,� |W� *�({��,�� |( �����)W �� �X�^� 	{+

dξη
),��+W �(W � |{�� V{

�{+�{\VW
η ∈ [ηR, 1]

� VW� ��[,��(W�
y+(η)

W�
y−(η)

|,��W�� ��+W �,V(��,�� |W -




dηy− =
dηh(η)

1− h2(η)
(y+ − h(η)y−),

dηy+ =
µM2

ν

(1− h2(η))

F(η, h(η))
y+ +

dηh(η)

1− h2(η)
(y− − h(η)y+),

,� [,� �,+) *) W��  V{ |*�����,� |W
dξη

��,�+ V �¤Z§ �� �X] X�� � �,(� {�,�� ���+,|(��
{�W[ (� V*�W+ {\(� |W �,�{��,�� -

F(η, h(η)) = M2(η − 1) + (1− 3β2)

(
1

η
− 1

)
+ β2

(
M2

β2
ηh2(η)− 1

)
.

',(� 	+,	 ,�,�� | �W	 W[�(W+ (� �W[,�| W� |W+��W+ [
{��W) W�� |W �{+�{\VW |W �W)	 �
) ,���*� 	{+ VW� 	+,	+�*�*� �� �X��� W� �� �X�Y� � |,�� V{ �+{��[+�	��,� W� �{+�{\VW

η
W�� -

η → h(η)
W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W � {�W[

0 < h(η) < 1,
	 ,(+ �,(�

η ∈ [ηR, 1],�� �X� X�
|W �,+�W �(W -

− dηh(η)

1− h2(η)
> 0, η ∈ [ηR, 1].

�� �X�]�
zW��W 	+,	+�*�* [,�|(�� {( [
{��W) W�� |W �{+�{\VW �)	 ,+�{�� �(��{�� -
3	�4������ � �1 �� � �� � ������� 3�9����� 6F� ��� 3�� �

H(η) = −
∫ η

ηR

dvh(v)

1− h2(v)
dv =

1

2
ln

(1 + h(ηR))(1 − h(η))
(1− h(ηR))(1 + h(η))

,
�� �X���

3�4� η ∈ [ηR, 1]
� �F���9� 4� �x��5 �I ��� 6� �������� 6� ��I3 9 �6I �99���� 6��� � ������9 �

6F� �� 6� [0,H(1)]
� ����4�9 6��9 [ηR, 1]

�9� 6���F 3�� �

η(H) = h−1

(
1− λe2H

1 + λe2H

)
, ���� λ =

1− h(ηR)

1 + h(ηR)
.

�� �X�� �

X��



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

8 ��9 �� ��4��� �� �������� 6� ��I3 9 H � ��9 ������4�9 y−(H) �� y+(H) 6����� � ����
9��4 ����9 64 9�9�yI � ��� F���� 94���� � �

{
dHy− = −(y+ − ϑ(H)y−),

dHy+ = −G(H)y+ − (y− − ϑ(H)y+),
�� �X���

�� ��49 ����9 94���99���I ��� 3�9F �

ϑ(H) =
1− λe2H

1 + λe2H
,

�� �X�_�

��
G(H) =

µM2

ν

(1− ϑ2(H))2

F(η(H), ϑ(H))

1

(dηh)(η(H))
,

�� �X���
����

F(η(H), ϑ(H)) = M2(η(H)−1)+(1−3β2)

(
1

η(H)
− 1

)
+β2

(
M2

β2
η(H)ϑ2(H)− 1

)
.

�� �X���
�V W�� (��VW |W �,�W+ VW� +WV{��,�� �(��{��W� W��+W V{ �,(�WVVW �{+�{\VW |W �W)	 �

HW� V �{�[�W��W
ξ

-
H → 0+ [,++W�	 ,�| 

ξ → +∞ � {V,+� �(W
H → H(1)

[,++W�	 ,�| 
ξ → −∞ � � ���� W� [,� �,+) *) W��  V{ �W[��,� 	+*[*|W��W |*[+��{�� �,� ) ,���{��,�� �
	+W�[+�+W (�W |,��*W �����{VW W�

H = 0
	 ,(+ VW �����)W �� �X��� [,�����W \�W�  �{�+W

+*�*+W�[W {(� �{VW(+� W�
ξ = +∞ |W

Y ∗
+(+∞)

W�
Y ∗
−(+∞)

{�W[ V{ 	+,	+�*�* -

y+(H = 0) = 0, y−(H = 0) 6= 0.
�� �X�Y�

��) *�+��(W) W�� � VW� �{VW(+� |W
y−

W�
y+

W�
H(1)

�,�� V�*W� {(� [,�|���,�� {��)	�,�
���(W� �� �X]� � W� −∞ � �,(+ ��)	 V��W+ VW� *[+��(+W� � �,(� �,�,��

Hmax = H(1)
� �{+

{�VVW(+� W� 	(���(W |W �,(�W{(
H = 0

W�
H = Hmax

[,++W�	 ,�|W�� |{�� VW� �{���  |W�
	 ,���� ��{��,��{�+W� |( �����)W |��{) ��(W �� �XX�� � �� �X]^� W� |,�[ |W V �¤Z§ �� �X] X�
�,(�W+�{��

η
� �,(� {�,�� �*[W��{�+W) W�� -

lim
H→0+

F(η(H), ϑ(H)) = lim
H→H−

max

F(η(H), ϑ(H)) = 0

�F(η, ϑ)
� �W�� {(�+W �(W

dξη
W�	+�) *W W� V{ �{+�{\VW

H
� � |W �,+�W �(W -

lim
H→0+

G(H) = lim
H→H−

max

G(H) = +∞.

¤��� W� 	(���(W F(η(H), ϑ(H)) < 0
	 ,(+ �,(�

H ∈ [0,Hmax]
��+�[W 

dξη < 0
	 ,(+

�,(�
ξ ∈ IR� W�

(dηh)(η(H)) < 0
	{+ �� �X� X� � �,(� {�,�� V{ 	+,	+�*�* -

H → G(H)
W�� (�W �,�[��,� 	 ,�����W +*�(V��+W �(+

]0,Hmax[.
�� �X�^�

� �	���	� 
�/�0����� �� ���
���� ��
������
� W �����)W V��*{�+W �� �X��� 	 W(� ��+W ��)	 V��* 	{+ V ����+,|([��,� |W V{ �,�[��,� -

Fint(H) = exp

(
−
∫ H

0
ϑ(t) dt

)
, H ∈ [0,Hmax],

�� �X� X�

X�_



� �� � ������ ������� � ������ �� ��� ��������� ������� ���

|,�� V{ �,+) W W�	 V�[��W W�� -

Fint(H) =
1

1 + λ
e−H(1 + λe2H), H ∈ [0,Hmax].

�� �X�]�
�	+�� )(V��	 V�[{��,� |W� *�({��,�� [,) 	 ,�{�� VW �����)W �� �X��� 	{+ V{ �,�[��,�
�� �X� X� � �V W�� 	 ,���\ VW |W �*+��W+ �(W VW� �,(�WVVW� �,�[��,�� ��[,��(W� -

z+(H) = Fint(H)y+(H), z−(H) = Fint(H)y−(H), H ∈ [0,Hmax],

|,��W�� ��+W �,V(��,�� |( �����)W V��*{�+W -
{
dHz− = −z+,

�� �X���
dHz+ = −G(H)z+ − z−,

,� V{ |*�����,� |W V{ �,�[��,�
G(H)

|,��*W |{�� V{ 	+,	 ,����,� �� �_ �]� +W��W ��[
{��*W �
',�,�� � �(��W  �� �X�Y� � �(W V{ |,��*W �����{VW W�

H = 0
� �{�(+WVVW) W�� {��,[�*W 

�� �X��� � �*+��W -

z+(H = 0) = y+(H = 0) = 0, z−(H = 0) = y−(H = 0) 6= 0,
�� �X�� �

,�
z−(H = 0)

W�� ��[,��(W � �,(V���,�� |W �,(�W{( �( � V �����{�� ��{V
Hmax

� [,++W��
	 ,�|{�� 

ξ = −∞ |{�� V{ �{+�{\VW ,+����WVVW � W� |,�[  V{ [,�|���,� {��)	�,���(W
�� �X]� � � ,� { -

Y L
+ = lim

ξ→−∞
Y+(ξ) = β

(
1− β

M

)
, Y L

− = lim
ξ→−∞

Y−(ξ) = −β
(

1 +
β

M

)
,

�� �X���

|W �,+�W �(W VW� �({����*�
z+(Hmax)

W�
z−(Hmax)

�,�� W�	 V�[��W) W�� |,��*W� 	{+ -




z+(Hmax) = 0,
�� �X�_�

z−(Hmax) = Fint(Hmax)
(
(1 + h(ηL))Y L

+ − (1− h(ηL))Y L
−
)

= 2βFint(Hmax)

(
1− β2

M2

)
6= 0.

[{+
h(ηL) = 1

Ma(−∞) = β
M

�
���/	.�� � �1 �� � �(���(W VW� �{VW(+� ��{VW�

z+(Hmax)
W�
z−(Hmax)

�,�� [,��(W� �
,� 	 ,(++{�� ��+W �W��* |W +W��W+�W+ VW ����W |( �W)	 � W� −H 	 ,(+ ���*�+W+ |W −Hmax{�W[ [W� |,��*W� �(��( � V �����{��

H = 0
� �,(�W�,�� � W� *[
{��W{��

H
W� −H � ,�

	{��W |W −G(H)

G(−H)

� Z �� V,+� � VW� 	+,	+�*�*� | ���4 ������ |W
G

4/	 :/���	�
4����:�� -

lim
H→0+

G(H) = lim
H→H−

max

G(H) = +∞,
� �,		 ,�W��  (�W �WVVW {		+, [
W � zW [,���{� W�� |�+W[�W) W�� V�*  V �W� ���W�[W | �(�W
������* |W �,V(��,�� 	 ,(+ VW 	+,\V�)W |�+W[� � W�	 V,�{�� �,(�W� W� �W)	 � �{( � (�W �

z,� �,+) *) W��  V{ 	+*�W��{��,� |W V{ ) *�
,|W � �,(� W�	 V,��,�� V{ [,�|���,� | �{��
�(V{��,� |W

z+(0)
W� V{ [,�|���,� |W �,� {��(V{��,� |W

z−(0)
W� ���+,|(��{�� (� |W+��W+

[
{��W) W�� |W �,�[��,�� ��[,��(W� -

Z+(H) =
z+(H)

z−(0)
, Z−(H) =

z−(H)

z−(0)
, H ∈ [0,Hmax].

�� �X���

X��



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

zW� �,�[��,�� ��[,��(W� |,��W�� ��+W �,V(��,�� |( �����)W V��*{�+W  [,W� [�W��� �{�
+�{\VW� -

{
dHZ− = −Z+,

�� �X���
dHZ+ = −G(H)Z+ − Z−,*�(�	 *W |W V{ |,��*W �����{VW -
{
Z+(H = 0) = 0,

�� �X�Y�
Z−(H = 0) = 1.

�V � �{��� |,�[ | ����*�+W+ �() *+��(W) W�� V{ �,V(��,� |W [W 	+,\V�)W �(+ V ����W+�{VVW
[0,Hmax]

|W ) {���+W  ,\�W��+ (�W {		+,� �) {��,� |W
Z−(Hmax)

� ¨ {		 WV,�� W� W	 W�
�(W �+�[W {(� �,+)(VW� |W +W	+*�W��{��,� �� �X�_� � �,(� [,��{���,�� V{ �{VW(+ W�{[�W
|W

Z−(Hmax)
�{V,+� �(W

Z+(Hmax) = 0
� -

Z−(Hmax) =
2βFint(Hmax)(1− β2

M2 )

z−(0)
.

�� �X_^�
zW��W +WV{��,� 	 W+) W� (�W W���) {��,� |W

z−(0)
W� |,�[ |W

y−(0)
� �,�� � W� [,��*�(W�[W �

|W� �{VW(+� +W[
W+[
*W�
Y ∗

+(+∞)
W�
Y ∗
−(+∞)

�*[W��{�+W�  V �*�{V({��,� �� �XX_� |W V{
�,�[��,� [��*���(W

κEt(β,M)
� zW[� [,�[V(� V{ 	+*�W��{��,� |( 	+,\V�)W  +*�,(|+W �

+ �� �* � (!& !M�#!NM %) (� $!M�L (�K !#" )M
H = 0

�{ ����(V{+��* |W V{ �,�[��,�
G(H)

W�
H = 0

���W+|�� |W 	 ,(�,�+ |*\(�W+ V{ +*�
�,V(��,� �() *+��(W |( 	+,\V�)W | �¤Z§ �� �X���� �� �X�Y�  	{+��+ |W V �����{��

H = 0
�

' ,(� �(��*+,�� | �{		+,[
W+ [W��W �,V(��,� W� +*�,V�{�� VW 	+,\V�)W �(��{�� � 	 ,�* �(+
(� ���W+�{VVW

[H0,Hmax]
�
H0 > 0

|,��* � �(� �{)) W�� 	 W��� -
{
dHZ− = −Z+,

�� �X_ X�
dHZ+ = −G(H)Z+ − Z−,*�(�	 *W | �(�W |,��*W �����{VW  V �����{��

H0
-
(Z+(H0), Z−(H0))

� ,�
Z+(H0)

W�
Z−(H0)�,�� W���) *�  	{+��+ | �(� |*�WV,		 W) W�� �,+) WV W� �*+�W W�

H = 0
|W V{ �,V(��,� |(

	+,\V�)W ,+����WV �� �X���� �� �X�Y� �
zW� |*�WV,		 W) W��� +W	 ,�W�� �(+ (� |*�WV,		 W) W�� W� �*+�W |W �{(+W�� |W V{ �,�[��,�
G(H)

� [,)) W V ���|��(W VW +*�(V�{� �(��{�� -
3	�4������ � �1 �6 � D433�9��9 G4� �� � ������� G(H) �6I ���� �� 6F����33 �I ��� ��
9F��� 6� ��4���� 94����� �� H = 0 �

G(H) =
G−1

H
+

∞∑

i=0

GiH
i,

����9 �� 9��4 ���� Z+(H) �� Z−(H) 64 3 ����yI � �� ����� � �� ����� �6I �� �� 6F����33 ��
I ��� � ��I �� �� 9F��� �� H = 0 94����� �





Z−(H) =
∞∑

i=0

ZiH
i,

Z+(H) =

∞∑

i=1

iZiH
i−1,

X��



� �� � ������ ������� � ������ �� ��� ��������� ������� ���

���� 3�4� ���� �����9 �





Z0 = 1,

Z1 = 0,

Zp+1 =
1

(p + 1)(p +G−1)

(
Zp−1 −

p−1∑

k=0

(p− k)Zp−kGk

)
, p > 1.

�� �X_]�
',�,�� �(W

Z+(0)
W�� �(V � {V,+� �(W

Z−(0) = Z0
�{(�

1
� �V � �{��� |W V{ |,��*W

�����{VW 	+W�[+��W W� �� �X�Y� � �{+ {�VVW(+� � W� +{		 WV{�� �(W
G(H)

W�� (�W �,�[��,�
�(� �W�| �W+�

+∞ W�
H = 0

� �,(� �,))W� {��(+*� |W V{ 	 ,����� ��* |( [,W� [�W��
G−1

|{�� VW |*�WV,		 W) W�� W� �*+�W |W �{(+W�� � ¤� [,��*�(W�[W � �,(� VW� �W+) W� |(
|*�WV,		 W) W�� W� �*+�W |W

Z+(H)
W�
Z−(H)

�,�� \�W� |*���� �
8 FI ��9������� �

�W |*�WV,		 W) W�� |W
Z+(H)

� �,\��W�� W� |*+��{�� [WV( � |W
Z−(H)

�
| �{	+�� V{ 	+W) ��+W *�({��,� |( �����)W �� �X��� � �,(+ �+,(�W+ VW |*�WV,		 W) W�� |W
Z−(H)

W�
H = 0

� +W) {+�(,�� �(W � | �{	+�� VW �����)W �� �X��� �
Z−(H)

|,�� ��+W �,V(�
��,� |W V �*�({��,� �[{V{�+W |( �W[,�| ,+|+W �(��{��W -

dHHZ− +G(H)dHZ− − Z− = 0,

{�W[ V{ |,��*W �����{VW -

Z−(0) = 1, dHZ−(0) = −Z+(0) = 0.

¤� +W)	 V{�{�� VW |*�WV,		 W) W�� |W
G(H)

|{�� [W��W *�({��,� W� W� V{ )(V��	 V�{��
	{+

H
� ,� ,\��W�� VW +*�(V�{� 	{+ �|W����[{��,� |W� [,W� [�W��� �

� +) *� |W [W� |*�WV,		 W) W��� � V{ |,��*W �����{VW
(Z+(H0), Z−(H0))

� 	 ,(+ VW ����
��)W �� �X��� 	 ,�* �(+ V ����W+�{VVW

[H0,Hmax]
� 	 W(� ��+W {		+, [
*W 	{+ VW� |*�WV,		 W�

) W��� �+,��(*� �(��{��� -




Z−(H0) = 1 +

N∑

i=1

ZiH
i
0 +O(HN+1),

�� �X_��

Z+(H0) = 0 +
N∑

i=1

iZiH
i−1
0 O(HN ),

,� |{�� VW� {		 V�[{��,�� �() *+��(W� �,(� {�,�� [
,���
N = 3

W�
H0 = 10−10 ��W� �,+)(VW� �� �X_�� �*[W����W�� V{ [,��{���{�[W |W� |W(� 	+W) �W+� [,W� [�W��� |(

|*�WV,		 W) W�� W� �*+�W |W �{(+W�� |W V{ �,�[��,�
G(H)

� |,��*� [��{	+�� -




G−1 =
G̃−1

X1
> 0,

G0 = G̃0 − G̃−1
X2

X2
1

,

X�Y



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

{�W[ VW� �,�{��,�� �(��{��W� -

X1 = − 4λ

ηR(1 + λ)2
1

h′(ηR)
,

�� �X_� �

X2 = − 4λ

(1 + λ)4
(h′(ηR))2(1− λ2) + 2λh′′(ηR)

ηR(h′(ηR))3
,

W� -




G̃−1 = −µ
ν

η2
R(1− h2(ηR))2

2h(ηR)(η2
R(1− 3h2(ηR))− a0)

6= 0,
�� �X_��

G̃0 =

(
8h2(ηR)

1− h2(ηR)
+
h′′(ηR)η2

R

2h(ηR)

)
G̃−1 + 2

ν

µ
G̃2

−1

(a0 + η4
Rh(ηR)h′′(ηR))h(ηR)

η2
R(1− h2(ηR))2

.

Z{�� �� �X_�� V{ [,���{��W
a0

W�� |,��*W 	{+ -

a0 =
1− 3β2

M2
,

W� VW� �,�{��,��
h(ηR)

�
h′(ηR)

W�
h′′(ηR)

|*����W�� �([[W����W) W�� V{ �{VW(+ |W V{ �,�[�
��,�

h(η) = 1
Ma(η)

W�
ηR

� 	(�� |W �{ |*+��*W W� |W �{ |*+��*W �W[,�|W �,(�,(+� {( ) �)W
	 ,��� �
',(� [,�[V(,�� [W��W �W[��,� W� |,��{�� VW� *V*) W��� 	 W+) W��{�� | �,\�W��+ VW |*�W�
V,		 W) W�� W� �*+�W |W �{(+W�� |W V{ �,�[��,�

G(H)
�

8 FI ��9������� �
��W[ VW� �,�{��,�� |W V{ 	+,	 ,����,� �� �_ �]� � �V � �{��� |W 	+,	 ,�W+ (�

|*�WV,		 W) W�� W� �*+�W |W �{(+W�� |W V{ �,�[��,� -

G(H) =
µM2

ν

(1− ϑ2(H))2

F(η(H), ϑ(H))

1

(dηh)(η(H))
,

�� �X__�

,�
ϑ

W� F �,�� +W�	 W[���W) W�� |*���W� W� �� �X�_� W� �� �X��� � ¤� +W) {+�({�� �(W �
	{+ [,���+([��,� �

ϑ(H) = h ◦ η(H)
� �,(� 	+,	 ,�,�� |W +**[+�+W

G(H)
�,(� V{ �,+) W

�(��{��W -

G(H) = G ◦ η(H) =
µM2

ν

(1− (h ◦ η(H))2(H))2

F(η(H), h ◦ η(H))

1

(dηh) ◦ η(H)
.

zW � W( | �*[+��(+W 	 W+) W� |W [V{�+W) W�� [,) 	+W�|+W V{ �,�[��,�
G(H)

[,))W V{ [,) �
	 ,�*W |W V{ �,�[��,�

G(η)
W� |W V{ �,�[��,�

η(H)
- V �,\�W���,� |( |*�WV,		 W) W�� W�

H = 0
|W

G(H)
	 W(� ��+W |�� V,+� |*|(�� |( |*�WV,		 W) W�� |W V{ �,�[��,�

G(η)
W�

ηR = η(H = 0)
� �( ��� |( |*�WV,		 W) W�� |W V{ �,�[��,�

η(H)
W�
H = 0

� �V �(� +{ {V,+�
|W 	+W�|+W V{ [,)	 ,�*W |W [W� |W(� |*�WV,		 W) W��� �
Z W ) {���+W  |*�WV,		 W+

G(η)
W�
η = ηR

� �,(� 	+,	 ,�,�� |W |*�WV,		 W+ W� V{ �{+�{\VW
x = η−ηR

ηR

� V{ �,�[��,� �(��{��W W�
x = 0

-

G(x) =
µ

ν

(1− h2(ηR(x+ 1)))2(
ηRx− a0

ηR

(
x

1+x

)
− ηR(h2(ηR)− (1 + x)h2(ηR(1 + x))

)
dxh(ηR(1 + x))

,

X�^
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,� �,(� {�,�� (��V��* V{ �,+)(V{��,� *�(��{VW��W |W F(η, h(η))
��,�+ �� �X���� 	+�� �V*�

��{�� VW �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W
ηR

W� �,� 	 V(� VW �{(� |W [,) 	+W���,� | �W��+*W
ηL = 1

-

1

M2
F(η, h(η)) = −(η − ηR)− 1− 3β2

M2

(
1

η
− 1

ηR

)
+ ηRh

2(ηR)− ηh2(η).

¤� [
W+[
{�� VW |*�WV,		 W) W�� W� �*+�W |W �{(+W�� |W V{ �,�[��,�
G(x)

{(�,(+ |W
x = 0

�,(� V{ �,+) W -

G(x) =

+∞∑

i=−1

G̃ix
i,

|W� [{V[(V� �{���|�W(� ) ,��+W�� �(W VW� |W(� 	+W) �W+� [, W� [�W��� �,�� |,��*� 	{+ VW�
�,+)(VW� �� �X_�� �
Z *�WV,		 ,�� ) {���W�{�� V{ �,�[��,�

x(H)
W�
H = 0

-

x(H) =
η(H)− ηR

ηR
=

1

ηR

(
h−1

(
1− λe2H

1 + λe2H

)
− ηR

)
,

,� V �,� +{		 WVVW �(W -

h ◦ η(H) =

(
1− λe2H

1 + λe2H

)
.

¤� [
W+[
{�� VW |*�WV,		 W) W�� |W V{ �,�[��,�
x(H)

�,(� V{ �,+) W �(��{��W -

x(H) =

+∞∑

i=0

XiH
i,

�,(� ,\�W�,�� �(W VW 	+W) �W+ [, W� [�W�� W�� �(V W� �(W VW� |W(� [, W� [�W��� �(��{���
�,�� |,��*� 	{+ VW� �,+)(VW� �� �X_� � � �W |*�WV,		 W) W�� [,) 	 ,�* |W

G(H) = G◦η(H)� �W� �(�� �

+ �� �� � !$) )M N)L	K)
����� � 9��� �� � �� 4	���
��� �� �	�����
� ���0�����/��

ψ
� ��4��
/���

��	 �/ 4 �/0� ��� ����	�� 	-����
�WV,� VW 	{+{�+{	
W |W ����
��W �� �� ��� |*�,V( {(� *[
WVVW� |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV�

{|) ����\ VW� � �V [,���W�� |W ��W+ (�W V,� |W 	+,|([��,� |W �(+\(VW�[W V,����(|��{VW � {��
|W |*���+ V �*[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� (��V��*W 	{+ V{ �,+)(VW |W +W	+*�W��{��,�
�� �X^�� � zW��W V,� |W 	+,|([��,�

ψ(η)
W�� {��+W���W  �*+��W+ VW� ��*�{V��*� �(��{��W� -

1

η
1
3

< ψ(η) < min

(
η

η4
c (β,M)

,
1

η3

)
,

�� �X_��

,�
ηc(β,M) =

√
β
M

� ¨ {		 WV,�� �(W V{ �{V�|��* |W [W� ��*�{V��*� � +W	 ,�{�� �(+ V{
�{����{[��,� |W -

1

η
1
3

< min

(
η

η4
c (β,M)

,
1

η3

)
, η < 1,

X� X



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

W�� [,�|���,��*W 	{+ VW� �{VW(+� |W� �,)\+W� +*|(���
β

W�
M

� ' ,(� {�,�� {���� �*+��*
�( �WVVW� *�{�W�� �{����{��W� 	 ,(+ �,(� �,)\+W |W � {[


M > 1
�  V{ [,�|���,� |W [
,���+

β ∈ [0, 0.36]
� Z {�� V{ 	+{���(W � �,(� �{��,�� [
,�� | �(�W V,� |W 	+,|([��,� |W V{ �,+) W

�(��{��W -
ψN (η) =

N

η
1
3

, N > 1,
�� �X_��

|W �,+�W  �{����{�+W VW \ ,+�W �� �*+�W(+W � ',(� {(+�,�� 	( �)	 ,�W+ � |{�� V{ |*�����,�
|W [W��W V,� � V{ �{����{[��,� |W V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W � W� 	+�� �V*��{�� V{ |*�����,� -

min

(
N

η
1
3

,
η

η4
c (β,M)

,
1

η3

)
, η < 1,

|*�����,� [,����(W W�
η
� ) {�� �,� |*+��{\VW � ',(� {�,�� 	+*�*+* �W 	{� (��V��W+ [W��W

|*�����,� �,� |�	*+W���{\VW 	(���(W �,(� {(+,�� \ W�,�� | �*�{V(W+ |W� |*+��*W� |W V{
V,� |W 	+,|([��,�

ψN (η)
(V�*+�W(+W) W�� � |{�� VW [
{	 ��+W� [,��{[+*�  V{ ��{\�V��*

��+([�(+WVVW W� )(V��|�) W���,��WVVW� |( [
, [ |+,�� � ¤� [,��*�(W�[W � W� 	 ,(+
N > 1��* |{�� �� �X_�� � �,(� |W�,�� V�) ��W+ V{ 	 V{�W |W� 	{+{) ��+W�

β
W�
M

� |W �,+�W 
�*+��W+ V ���*�{V��* -

ψN (η) < min

(
η

η4
c (β,M)

,
1

η3

)
=

η

η4
c (β,M)

,
�� �X_Y�

	 ,(+
η < ηc(β,M)

� [,�|���,� | �{		{+���,� |W V �{[[�|W�� |W �(+[,) 	+W���,� V,+��(W
Tris = 0

� ',(� [
,�����,�� ����*) {���(W) W�� VW �,)\+W |W � {[
 |{�� V ����W+�{VVW
[1, 10]

� �{ �{����{[��,� |W V ���*�{V��* 	+*[*|W��W 	 ,(+
η < ηc(β,M)

� �,(� [,�|(�� {V,+� 
+W��+W��|+W VW [
,�� |W

β
 (� ���W+�{VVW |W V{ �,+) W

[0, βlim(N)]
� ,� V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W

βlim(N) > 0
|*	 W�| |W V{ �{VW(+ |W

N
+W�W�(W |{�� V{ |*�����,� |W V{ V,� |W 	+,|([��,�

�� �X_�� � zV{�+W) W�� � 	 V(�
N

W�� �+{�| � 	 V(�
βlim(N)

W�� 	 W��� � �{ |*�W+) ��{��,� |W
[W��W \ ,+�W �(	 *+�W(+W W�� ) W�*W �() *+��(W) W�� � ',(� ,\�W�,�� {����

βlim(N =
1.01) = 0.35

� �{VW(+ 	+, [
W |W V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W
0.36

,\�W�(W 	 ,(+ VW� ��*�{V��*�
�� �X_�� � ',(� {�,�� [{V[(V*

βlim(N = 10) = 0.14
� Z {�� �,�+W {�{V��W |W ��{\�V��* |W�

�,V(��,�� [
,[� � �V W�� {		{+( 	 W+���W�� |W V�) ��W+ VW [
,�� |W
N

 V ����W+�{VVW
[1.01, 2]

�
{�W[ 	 ,(+ V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W

βlim(N = 2) = 0.28
� zW��W |W+���+W \ ,+�W �,(� W��

{		{+(W �(� �{)) W�� �+{�|W 	 ,(+ �W 	{� [,�����(W+ (�W +*WVVW V�) ��{��,� |{�� VW�
{		 V�[{��,�� � �{ ��(+W �� �_� 	 W+) W� | �,\�W��+ V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W

βlim(N)
W� �,�[��,�

|( 	{+{) ��+W
N

	 ,(+ V{ 	 V{�W |W � {[

M ∈ [1, 10]

� ¨ {		 WV,�� �(W V{ ��,V{��,�
|W V ���*�{V��* �� �X_Y� [,++W�	 ,�|  V �{		{+���,� |( 	
*�,) ��W |W �(+[,) 	+W���,� �(+
V �*�{� |W �,+��W

uR
� � �� � Ma(uR) = 1

�
MR

a

|*����W �(+ V{ ��(+W �� �_� V{ �{VW(+ |W
Ma(uR) = MR

a

� �
MR

a

� ¨ {		 WV,�� �(W VW �{�� |W �{+{���+ V{ ) ,�,�,��W |W V{ �,�[��,�
η → ϑ(η)+W��+W��� VW |,) {��W | �*�(|W W�

(M,β)
� ',(� {�,�� [
,��� |W �,(� ���*+W��W+  (�W

	 V{�W |W � {[
 +WV{���
M ∈ [1, 10]

� �{ ��(+W �� �_� +W	+*�W��W VW [{� V�) ��W ,�
MR

a = 1
�

|{�� VW 	 V{�
(M,β)

� §� +W) {+�(W {V,+� �(W 	 ,(+ V{ 	 V{�W |W � {[
 +W�W�(W � �V W� ���W
(�

βlim

� ,\�W�( 	 ,(+
M = 10

	 ,(+ VW�(WV ,� W�� ��+ �(W
MR

a > 1
	 ,(+ �,(�

β < βlimW� 	 ,(+ �,(�
M ∈ [1, 10]

� zW
βlim

|*	 W�| \�W� ��+ |W
N

� � V(�
N

W�� �+{�| � 	 V(�
βlimW�� 	 W��� � �{+ W�W)	 VW � 	 ,(+

N = 1.01
�
βlim ≃ 0.35

W� 	 ,(+
N = 10

�
βlim ≃ 0.14

� Z {��
V �{�{V��W |W ��{\�V��* )(V��|�) W���,��WVVW |W� [
, [� 	 V{�� � �,(� {�,�� V�) ��* V �{�{V��W
{(� [{� 	 W+���W���

N = 1.01
W�
N = 2

� �,(+ VW [
,��
N = 2

� �,(� ,\�W+�,�� V{ �{VW(+
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βlim = 0.28
�(+ V{ 	 V{�W

M ∈ [1, 10]
� zW��W \ ,+�W �(	 *+�W(+W �,(� W�� {		{+(W �+{�|W

|{�� VW� {		 V�[{��,�� �
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MaR  > 1

MaR  < 1

� ?¦ � � �_ � � �) ��W |W
β

W� �,�[��,� |( 	{+{) ��+W
N

[
,��� |{�� V{ �,�[��,�
ψN (η)

	 ,(+
V{ 	 V{�W |W � {[


M ∈ [1, 10]

N = 10
�

N = 5
�

N = 3
�

N = 2
�

N = 1.01

��-0	/��� ���-	�.�� �� �5���� ��
(Y+, Y−)

4��	 �/ /���/��� �� �/
���
��� 
��-�.��

κEt',(� [,))W��,�� 	{+ ��W+
N > 1

� 	(�� 
(β,M)

��*� |{��
[0, βlim(N)]× [1, 10]

�
�,(� [{V[(V,�� VW �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W

ηR(β,M)
[,))W V �(���(W +{[��W �

��+�[�W) W�� �� �*+�W(+W  V �(���* � |W V �*�({��,� -

φN (η,M, β) = (η − 1) +
1− 3β2

M2

(
1

η
− 1

)
+

β2

M2
(ψN (η)− 1) = 0.

�� �X�^�
�W [{V[(V W�� ) W�* 	{+ (�W ) *�
,|W |W 'W
 �,� � �{ [,��{���{�[W |W

ηR(β,M)
|,��W

{[[��  V{ �,�[��,� -
η → I(η) |*���W W� �� �X^_� 	(��  V{ �,�[��,�

η → h(η) =

1
Ma(η) =

β
√

I(η)

Mη2

� W� W���  V{ �,�[��,�
η → H(η)

|*���W W� �� �X��� � W� � 	{+ ���W+��,� �
 V{ �,�[��,�

H → η(H)
� |,��{�� VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW W� �W)	 � ���+,|(�� |{��

V{ 	+,	 ,����,� �� �_ �]� � zW��W �,�[��,�
H → η(H)

� �W�� 	{� [,��(W W�	 V�[��W) W�� � �V W��
|,�[ �*[W��{�+W |W V ����W+�W+ �() *+��(W) W�� � ��W ) *�
,|W |W 'W
 �,� � �� ���{V��*W W�
η = ηR(β,M)

� { �,(�,(+� |,��* �{����{[��,� � zW��W 	+, [*|(+W 	 W+) W� {V,+� | �*�{V(W+
V{ �,�[��,�

H → G(H)
���W+�W�{�� |{�� VW �����)W V��*{�+W �� �X��� � Z W ) {���+W 

+*�,(|+W VW 	+,\V�)W {		+, [
* -
{
dHZ− = −Z+,

�� �X�X�
dHZ+ = −G(H)Z+ − Z−,

X��



���� ���� � � ���������� �� �� ���������� �� ���������� � � ����� ���������

*�(�	 *W |W V{ |,��*W �����{VW -
{
Z+(H = 0) = 0,

�� �X�]�
Z−(H = 0) = 1,

�,(� (��V��,�� (�W ) *�
,|W |W ¨(��W��(��{  	{� {|{	�{���� |( [���(��)W ,+|+W
|*[+��W {( [
{	 ��+W

(15.2)
	{�W

607
|W V �,(�+{�W [V{����(W '() W+�[{V ¨W[�	 �W� � zW��W

) *�
,|W �*[W����W V{ |*�����,� | �(� [+���+W | �{++�� [,++W�	 ,�|{��  V �����{�� ,� V �,�
{��W���

Hmax
� W�	 V�[��W) W�� |,��* 	{+ -

Hmax =
1

2
ln

(1 + h(ηR))(1 − h(ηL))

(1− h(ηR))(1 + h(ηL))
,
{�W[

h(ηL) = η2
c (β,M).

§+ � V,+��(W
H

�W�| �W+�
Hmax

� V{ �,�[��,�
G(H)

W�	 V,�W 	{+ �{VW(+� 	 ,�����W� � §�
�W 	 W(� |,�[ 	{� ���*�+W+ �(��( �

Hmax
W� �,(� {�,�� \ W�,�� �[� | �(� [+���+W | �{++�� �

zWV(��[� W�� ,\�W�( W� +{		 WV{�� �(W
Z+(H)

�W�| �W+�
0

V,+��(W
H

�W�| �W+�
Hmax

�
W� �(W

Z−(H)
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σ
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	+W�[+��W � � �,(�W{( � V �*�{�

uL

W�� [
,��� �WV �(W
RL

11 > 0
W� �,(� +{		 WV,�� �(W V �*�(|W

W�� ) W�*W �[� {�W[
RL

12 6= 0
W� ) �)W �{�� +W��+�[��,�

RL
12 > 0

�WV,� VW VW)) W �� �] �]� �
�W� �,�{��,�� (��V��*W� �[� �,�� [WVVW� |W V{ �W[��,� �� �] �X� � �,(� �W VW� +{		 WVVW+,�� 	{�
�,(�W� �[� � ' ,�,�� ��)	 VW) W�� �(W V �{|�) W���,��W) W�� |( �����)W | �¤Z� |�	�+W |W
[WV( � |( �����)W | �¤Z§ 	{+ V �{|�) W���,��W) W�� |W V{ [,) 	 ,�{��W

R12
|( �W��W(+ |W

¨W��,V|� �(� � �W�� 	 V(�
ρLa

2
L

[,))W 	 ,(+ VW� {(�+W� [,) 	 ,�{��W� � ) {��
RL

12 > 0
� zW[�

{ 	 ,(+ \(� |W |*[+�+W 	+*[��*) W�� V{ [,) 	 *����,� W��+W VW� 	
*�,) ��W� �{��W���WV� W�
�,+) {(� |{�� V �
�	 ,�
��W

RL
12 6= 0

� zW �,(�WV {|�) W���,��W) W�� �{�� {		{+{��+W VW
[, W� [�W�� | �{���,�+,	 �W

α
|*��� 	{+ -

α =
RL

12

RL
11

.
�_ �X]�

¨{		 WV,�� {(��� �( ��V {		{+{��+{ 	 V(� �{+| |{�� V �*�(|W (� |W+��W+ �,)\+W {|�) W��
��,��WV

ζ
|*��� 	{+ -

ζ =

√
RL

22

RL
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,
�_ �X��

|W �,+�W �(W V{ �{VW(+ {|�) W���,��*W |( ) ��W(+ D(uL)
���+,|(�� W� �_ ��� � �*[+�� -

DL = D(uL) = ζ2 − α2.
�_ �X� �

�{ [,�|���,� |W +*{V��{\�V��* DL ≥ 0
��W |,�[ (�W [,��+{���W �{�(+WVVW W��+W

ζ2 W�
α2 �� �W��W)\VW |W� {|�) W���,��W) W��� � |,��*� |{�� VW �{\VW{( �� �]� |( [
{	 ��+W � W��

��{VW) W�� +{		 WV* �[� -

Mc(u) =
u− σ
c(u)

Ma(u) =
u− σ
a(u)

M = M(uL) Ma = Ma(uL)

β =
aL

cL
α =

RL
12

RL
11

ζ =

√
RL
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�(��� |W [W� �,�{��,�� � �,(� 	 ,(�,�� |�� V,+� *�,�[W+ VW +*�(V�{� �(��{�� -
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Mdξη =
(γ − 1)

2η

(
α2[Y+Y−]− G(η)

)
,

νM

µ
dξY+ =

Mη2 − β
2η4

(
(Mη2 + β)Y+ + (Mη2 − β)Y−)

)
,

�_ �X��

νM

µ
dξY− =

Mη2 + β

2η4

(
(Mη2 + β)Y+ + (Mη2 − β)Y−)

)
,

X��
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���� �

G(η) =
1− η
η2

×
(
γ + 1

γ − 1
M2η3 −

(
2

γ − 1
+M2 + 2

γ − 3

γ − 1
β2

)
η2 +

γ − 3

γ − 1
β2(η + 1)

)
= 0,

�_ �X_�
� W� |*�����,�� |W

(Y+, Y−)
�,�� �|W����(W�  [WVVW� |,��*W� W� �� ��]� �

8 FI ��9������� �
�W �����)W | �¤Z§ { *�* *�{\V� |{�� VW [
{	 ��+W � W� 	+*�W�[W |W

[,�|([��� ��* �
W+) ��(W � � ���� � �WV,� VW� 	+,	 ,����,�� �� �] ��� W� �� �] �� � � VW� *�({��,��
�,(�W+�{��

(Y+, Y−)
�,�� �,(� ,(+� �{V{\VW� �{�� [,�|([�����* �
W+) ��(W � �{ |�	 *+W�[W

W��W���WVVW � V,+��(W V �,� �(		 ,�W
Pr → +∞ � W�� �(W |*�,+) {�� H(η, Y+, Y−)

W�� (�
���{+�{�� |( �����)W �V{ �,�{��,� |W [W� ���{+�{�� � �,�*

H
|{�� VW� [
{	 ��+W� 	+*[*�

|W��� � { *�* �,V,��{�+W) W�� [
{��*W W� H 	 ,(+ *���W+ (� [,�8 �� |W �,�{��,� V,+� |W V{
+*�,V(��,� �() *+��(W |( �����)W | �¤Z§ {( 	{+{�+{	
W �_ �� �X�� � zW��W [,���{�{��,�
	 W+) W� |W +**[+�+W V{ 	+W���,�

p
W� �,�[��,� |W

(η, Y+, Y−)
�WV,� -

p(η, Y+, Y−) =
(γ − 1)α2

2η
[Y+Y−]− γ − 1

η
hH(η) +

1− 3β2

γη
,

,� V{ �,�[��,�
hH(η)

��,�*W
h(η)

|{�� VW� [
{	 ��+W� 	+*[*|W��� W� |,�� V{ �,�{��,� {
[
{��* �[� � �,(� ,(+� 	 ,(+ *���W+ (� [,�8 �� |W �,�{��,� V,+� |W V{ +*�,V(��,� �() *+��(W
|( �����)W | �¤Z§ {( 	{+{�+{	
W �_ �� �X�� W�� |,��*W 	{+ -

hH(η) =
β2

2

(
1

η2
− 1

)
− M2

2
(η − 1)2 +

1 + (γ − 3)β2

γ
(η − 1).

Z �� V,+� � W� +W)	 V{�{��
p = (γ − 1)T

η
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η
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η → G(η) �
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lim
ξ→−∞

η(ξ) = η(−∞) = η(uL) = ηL = 1,
�_ �X��

lim
ξ→−∞

Y+(ξ) = Y+(−∞) = Y+(uL) = Y L
+ = β

(
1− β

M

)
,

�_ �X��

lim
ξ→−∞

Y−(ξ) = Y−(−∞) = Y−(uL) = Y L
− = −β

(
1 +

β

M

)
.

�_ �XY�

����� � �,(� V{ [,�|���,� �� ���� � � �� � M > 1
� �,(� �,))W� {��(+*� �(W -

Y+(−∞) = Y L
+ > 0, Y−(−∞) = Y L

− < 0.
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R12(ξ) =
1

2βη2(ξ)
(Y+(ξ)− Y−(ξ)) ,
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Y+(ξ) > 0
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Y−(ξ) < 0
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ξ ∈ IR
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R12(ξ)
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��-�	��� 1 �� �� � D��� Xs
4� 3���� 9����������� 6� F �33 �������� � Cr+1(IRn) � H ���9

�� �� �9�� ����9 ����F�F9 W s(Xs)
� W i(Xs)

�� W c(Xs)
6� ���99� Cr+1 � Cr+1 �� Cr ��� ��9

G4 � �
� Xs ∈W s(Xs) ∩W i(Xs) ∩W c(Xs) �
� W s(Xs)
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T s(Xs)

� W i(Xs)
�9� ���5 �� �� �
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�9�
���5 ���� �

T c(Xs) �
� 9� ∃ ξ ��� G4 � X(ξ) ∈W s(Xs)

� ����9 limξ→+∞X(ξ) = Xs �
� 9� ∃ ξ ��� G4 � X(ξ) ∈W i(Xs)
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�9� �33 ��F� 9������ W i(Xs)

�9� �� ����F�F ��9����� �� W c(Xs)
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����F�F ��� ������
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σ
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α2
(
(Y+Y−)s − (Y+Y−)L

)
− G(ηs) = 0,

(Mη2
s + β)Y s

+ + (Mη2
s − β)Y s

− = 0,
�_ �]]�

,� G(η) { *�* |*���W W� �_ �X_� �
���/	.�� 1 �� �� ��:�	����� �� ��	 �/ �-4���/�
� ��� 4���� �/����/�	��
4/	 	/44�	 /�� ����	�� /� �������������� �{ 	+W) ��+W *�({��,� |W �_ �]]� �
{���� �(W V{ |*�����,� �_ �X_� |W V{ �,�[��,� G(η) � �(���+W�� [V{�+W) W�� V{ |*	 W�|{�[W
�(��{��W |( �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W ������ �� |W� �,)\+W� {|�) W���,��WV� -

�W �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W |*	 W�| |W
(α2, β2,M2) : ηR(α2, β2,M2).

�_ �]��
¤� +W�{�[
W � V{ |W(� ��)W *�({��,� |W �_ �]]� ),��+W 	 V(��� (�W |*	 W�|{�[W W�

(α, β,M)|W
(Y R

+ , Y
R
− )

� zW	 W�|{�� � +{		 WV,�� �(W
M > 0

�
β > 0

	{+ [,���+([��,� W� �(W V �,� {
�(		 ,�* �{�� +W��+�[��,�

RL
12 > 0

� �,��
α > 0

� � ���� 	 ,(+ |W� +{��,�� 
 ���,+��(W� V�*W�
 V{ �{\(V{��,� |W V �*�{� |W �,+��W

uR
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�
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λ1(Xs) =
M

M2
c (Xs)

(M2
c (Xs)− 1),

λ2(Xs) =
µ

ν

M

M2
a (Xs)

(M2
a (Xs)− 1),

�_ �]� �

λ3(Xs) = 0,
�� ��9 ��I ���9 6� E ��x ������� 9 Mc(Xs)

�� Ma(Xs)
�F��� ��� �

M2
c (Xs) =

M2ηs

1 + (3− γ)β2
(

1
η3 − 1

)
+ γM2(1− η)

, Ma(Xs) =
M

β
η2.

�_ �]��

X��



���� ���� � � ����� �����������

',(� |,��,�� �[� VW� *V*) W��� 	 ,(+ �+,(�W+ V{ �,+)(VW [,�[W+�{�� VW � {[
 +WV{���
Mc(XR)

W�	+�) * �(+ V �*�{� |W �,+��W [{+ [WV{ �,(� �W+{ (��VW 	{+ V{ �(��W �
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 +WV{��� W�	+�) * �(+ V �*�{� |W �,+��W
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c (XR) =

(
cL
cR
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M2η2
R,

{�W[ -




(
cR
cL

)2

=
pR

ρLc2L
γηR + 3

β2

η2
R

,

pR

ρLc2L
=

1− 3β2

γ
−M2(ηR − 1)− β2

(
1

η3
− 1

)
,

,� VW� |*	 W�|{�[W� W� VW� �,)\+W� +*|(��� ,�� *�* ,) ��W� 	{+ �,([� |W [V{+�* |{�� VW�
*[+��(+W� � ',�,�� �(W V{ |W+���+W W�	+W���,� [��|W��(� { *�* �+,(�*W �+�[W  V{ +WV{��,�
|W �{(� |W V �*�({��,� �(+

u
� §� W� |*|(�� {V,+� �(W -

(
M

Mc(XR)

)2

=
γ − 1

2ηR
(dηG) (ηR) +M2,

�_ �]_�

z �W�� [W��W |W+���+W W�	+W���,� �(� 	 W+) W� |W �+,(�W+ V{ �,+)(VW |W V{ 	+,	 ,����,�
	+*[*|W��W �
z,� �,+) *) W�� {( �
*,+�)W |W V{ �{+�*�* [W��+{VW �� �� �X� � VW� |�) W���,�� |W� �{+�*�*�
��{\VW� � ����{\VW� W� [W��+{VW� �W |*|(��W�� |W� �{VW(+� 	+,	+W� �_ �]� � �
z,�[W+�{�� VW 	 ,��� ��{��,��{�+W

XL
|*|(�� |W V{ |,��*W

uL
� V{ [,�|���,� �� ���� �(+

V{ ���W��W |W 	+,	{�{��,�
σ

�W +**[+�� [,)) W �(�� -

M2
a (XL) > M2

c (XL) = M > 1.

zW� ��*�{V��*� 	 W+) W��W�� |W |*|(�+W VW ����W |W� �{VW(+� 	+,	+W� �,� �(VVW� -




λ1(XL) =
1

M
(M2 − 1) > 0,

λ2(XL) =
µ

ν

β2

M
(M2

a (XL)− 1) =
µ

Mν
(M2 − β2) > 0.

¤��� � V �
�	 ,�
��W |W ) ,|*V��{��,� �� �]� � ���	(V{�� �(W µ
ν
> 1

� �)	 V��(W -

λ2(XL)− λ1(XL) >
1

M2
a (XL)M

(
M2

a (XL)−M2
)
> 0.

�W� �+,�� �{VW(+� 	+,	+W� *�{�� |�����[�W� � V{ V��*{+��*W |( [
{)	 |W �W[�W(+ W�
XL

W��
|�{�,�{V��{\VW W� VW� �W[�W(+� 	+,	+W�  |+,��W {��,[�*� {(� �{VW(+� 	+,	+W�

λ1(XL)
W�

λ2(XL)
�,�� |,��*� 	{+ -

r1(XL) =




ν

µ

Ma(XL)

β2
(λ2(XL)− λ1(XL))

Ma(XL)− 1
Ma(XL) + 1


 , r2(XL) =




0
Ma(XL)− 1
Ma(XL) + 1


 .

X��



� �� � ������� � � ������� � ����

���{VW) W�� � �,(� V{ [,�|���,� �� ���� � V{ �{+�*�* ����{\VW
W i(XL)

W�� |W |�) W���,�
|W(� �
z,�[W+�{�� VW 	 ,��� ��{��,��{�+W

XR
	 ,(�{�� ��+W {��W��� |{�� VW �(�(+ 	{+ (�W �,�

V(��,� ,�|W 	+,�+W����W ���(W |W
XL

� W� [,��+{�+W) W�� {( [{|+W ��,�
W+) W � �,(� �W
	 ,(++,�� W�
 �\ W+ |{�� [W [
{	 ��+W |W �
*,+�)W | �W� ���W�[W �W� | �(��[��*� | �(� �WV
*�{� � zW	 W�|{�� � �,(� ) ,��+W+,�� � 3�9������� W� �() *+��(W) W�� [W +*�(V�{� 	 ,(+
Ma(XR) > 1

� � �W� ���W�[W | �(� �WV 	 ,��� ��{��,��{�+W � �,(� V{ [,�|���,� �� ���� � �) �
	 V��(W {V,+�

0 < Mc(XR) < 1 : ���� λ1(XR) < 0
� �,(+ ) ,��+W+ [WV{ � +{		 WV,�� �(W

Ma(XR) > Mc(XR)
� z,))W W� ��,�
W+) W � ,� { {V,+� |W(� [{� |W ��(+W  |������(W+

�WV,� �(W
Ma(XR) > 1

�� �� � λ2(XR) > 0
� ,(

Ma(XR) ≤ 1
�
λ2(XR) ≤ 0

� �
Z {�� VW [{�

Ma(XR) > 1
�{\�W�[W |W �(+[,) 	+W���,� � � 	 ,(+ �(W

W s(XR)
�,�� �,�

��|W � ,� |,�� {�,�+
0 < Mc(XR) < 1 : ���� λ1(XR) < 0

� Z W 	 V(� � ��
Ma(XR) > 1

�
V �
�	 ,�
��W |W ) ,|*V��{��,� �� �]� � µ

ν
> 1

� �)	 V��(W

λ2(XR)− λ1(XR) >
M

M2
a (XR)M2

c (XR)

(
M2

a (XR)−M2
c (XR)

)
> 0,

W� �V W� ���W (�W \{�W |W |�{�,�{V��{��,� 	 ,(+ V{ V��*{+��*W W�
XR

� �� ) {���W�{�� ,�
�(		 ,�W

Ma(XR) < 1
�{[[�|W�� |W �(+[,) 	+W���,� � {V,+� �*[W��{�+W) W��

Mc(XR) < 1	(���(W
Ma(XR) > Mc(XR)

� §� 	 W(� W��(��W �*+��W+ � �( �
,+) �� (� [{� 	{+��[(V�W+ �
V{ \{�W |W |�{�,�{V��{��,� W� ���W �,(� ,(+� �
� ��{VW) W�� � [,�[W+�{�� V �*�{� |+,�� � �,(� V{ [,�|���,� �� ���� � � ��V W� ���W (� 	 ,��� ��{�
��,��{�+W

XR
� {V,+� �V �*+��W -

{
dim (W s(XR)) = 1,

��
Ma(XR) > 1

�
dim (W s(XR)) = 2,

��
Ma(XR) < 1

�
� �* �� �LK�N& K)$$!	 !#"

Z{�� [W 	{+{�+{	
W �,(� +{		 WV,�� �(W V �{[[�|W�� |W �(+[,) 	+W���,� 	 W(� �(+�W��+
W� V �{\�W�[W |W [,++W[��,� |W ¨ ���,+[WVV� � ' ,(� +{��,��,�� |{�� (� 	+W) �W+ �W)	 � 
(α, β,M)

��*� �
Z {�� VW [
{	 ��+W � � (� [{� 	{+��[(V�W+ � ν

µ
= 0

� { *�* *�(|�* � Z {�� [W [{� � VW� 	 ,����
��{��,��{�+W�

ηs
�,�� |,��*� 	{+ VW� +{[��W� |W G(η) � � [W ���+W V �*�(|W |W [W��W �,�[��,�

{ �{�� V �,\ � W� |W V{ 	+,	 ,����,� �� �� ��� �(W �,(� +{		 WV,�� �[� -
3	�4������ 1 �� �6 � D�49 � �x�3 ��x y9� �� ���� � �� � ������� G(η) �9� ������ � �� �6I ��
6�4� ����� �9 �

G(ηR(α2, β2,M2)) = G(ηL = 1) = 0, ���� ηR(α2, β2,M2) < 1.

',�,�� VW� 	+,	+�*�*� �(��{��W� [,�[W+�{�� V{ �,�[��,� G(η) �)	 ,+�{��W� 	 ,(+ V{
�(��W -





G′′(η) = −(6
3 − γ
γ − 1

β2η−4 + 2
γ + 1

γ − 1
M2) < 0,

�_ �]��

lim
η→0
G′(η) = +∞; G′(1) =

2

γ − 1
(1−M2) < 0,

�_ �]��

lim
η→0
G(η) = −∞; G(1) = 0.

�_ �]Y�

X�Y
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zW� 	+,	+�*�*� 	 W+) W��W�� |W |,��W+ V �{VV(+W |W V{ �,�[��,� G(η) �WV,� V{ ��(+W �� �� � �
Z {�� VW [{� 	{+��[(V�W+ ν

µ
= 0

��,�+ V{ �W[��,� �� �� �]� |( [
{	 ��+W � � � �V W�� [V{�+ �(W ��

G
(√

β
M

)
= G(ηc(β,M)) < 0

� {V,+� ,� { �*[W��{�+W) W��
ηR(β,M) > ηc(β,M)

�� �� �

MR
a > 1

� � 	(���(W
ηR

W�� V �(���(W +{[��W |�	 *+W��W |W V �(���* |W G(η) � W� V �{[[�|W�� |W
�(+[,)	+W���,� � �{ 	{� V�W( � ���W+�W) W�� � �� G(ηc(β,M)) > 0

� {V,+� ,� W�� [W+�{�� �(W
V �{[[�|W�� |W �(+[,)	+W���,� �(+��W�� �
Z {�� VW [{� �*�*+{V

0 < ν < µ
� V{ [,�|���,� G(ηc(β,M)) > 0

� ��)	 V��(W 	{� �*[W��
�{�+W) W�� V �{[[�|W�� |W �(+[,)	+W���,� � ¤� W	 W� � �,(� �W++,�� 	{+ V{ �(��W �(W 	 ,(+
�( ��V W� ���W (� 	 ,��� ��{��,��{�+W |{�� VW �(�(+

ηR(α2, β2,M2)
� �V �{(� �*[W��{�+W) W��

�(W G(ηR(α2, β2,M2)) > 0
� � ���� � VW �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W W�� �WV �(W -

η0(β,M) < ηR(α2, β2,M2) < ηL = 1,

,�
η0(β,M)

W�� V �(���(W +{[��W |W G(η) |�	 *+W��W |W V �(���* �,(� V{ [,�|���,� �� ���� � ¤�
+W�{�[
W � �� V �,� �(		 ,�W G(ηc(β,M)) < 0

� {V,+� VW �+{	
W |W V{ �,�[��,� G(η) �)	 V��(W
�*[W��{�+W) W�� �(W

ηc(β,M) < η0(β,M)
W� |,�[ �(W

ηR(α2, β2,M2) > ηc(β,M)
� V �{[�

[�|W�� |W �(+[,)	+W���,� � �{ 	{� V�W( �
¤� [,�[V(��,� |W [W 	{+{�+{	
W � �� V �,� �{�� |*�,+) {�� �{+�W+

(M,β)
� VW� ��(+W� ��� ��� �

{ � \ W� [� +W	+*�W��W�� W� �,�+ VW� +*��,�� |( 	 V{�
(M,β)

�WVVW� �(W G(ηc(β,M)) < 0�WV,� VW [,W� [�W�� {|�{\{���(W
γ

[
,��� � [ �W����|�+W VW� �,�W� ,� ,� W�� [W+�{�� �(W
VW 	
*�,) ��W |W �(+[,)	+W���,� �W �W 	+,|(�� 	{� � ¤� +W�{�[
W � ��W+

(M,β)
�
α��*� |{�� V{ �,�W +W	+*�W��*W W� \V{�[ � � ��)	 V��(W 	{� �*[W��{�+W) W�� V �{[[�|W�� |W

�(+[,)	+W���,� �{( ) ,��� {( �,����{�W |W V{ [,(+\ W �,�+W� � �V �{(� 	 ,(�,�+ *�{V(W+
	+*[��*) W��

ηR(α2, β2,M2)
	{+ +{		 ,+� 

ηc(β,M)
	 ,(+ 	 ,(�,�+ [,�[V(+W � W� �,�{) �

) W�� |,��W+ V ���8(W�[W |W
α

�	{+ V ����W+) *|�{�+W |( �W+) W
α2[Y+Y−]

|{�� V{ �,+)(VW
�_ �]]� |,��{�� VW V�W( |W� 	 ,���� ��{��,��{�+W� W�

η
� � ' ,(� �W++,�� � {	+�� {�,�+ +*�,V(

�() *+��(W) W�� VW �����)W | �¤Z§ � |{�� VW [
{	 ��+W [,��{[+*  V{ ��{\�V��* )(V��|��
) W���,��WVVW � �(W �{�� �(W

α < 1
� �(� W�� (�W V�) ��W |�� [�VW) W�� {��W���{\VW |{�� VW�

{		 V�[{��,�� � [W [, W� [�W�� | �{���,�+,	 �W { ��{VW) W�� 	 W( | ���8(W�[W �(+ V{ �,�W |W
�(+[,)	+W������* �WVVW �(W +W	+*�W��*W ��(+W ��� ��� � \ � � zWVVW�[� 	 W+) W� |,�[ \�W� |W
�{�+W V{ |�����[��,� W��+W |,) {��W 	
����(W W� |,) {��W �(+[,) 	+W���� 	 ,(+ �,(�

α
|{��

VW� V�) ��W� 	+W�[+��W� 	{+ V{ 	
����(W W� �,(� V{ |,��,��  �,(�W{( W� ��(+W �_ �X� �
Z {�� �,(�W V{ �(��W � �,(� �(		 ,�W+,�� �(W

(α,M, β)
�,�� ��*� |W �WVVW ) {���+W �(W

V �{[[�|W�� |W �(+[,)	+W���,� �W �(+��W�� � {) {�� � �,�� V �
�	 ,�
��W �,+�W �(��{��W -

(α,M, β)
�,�� [
,���� �WV� �(W

Ma(+∞) = MR
a > 1.

�_ ��^�
Z{�� V{ 	+{���(W � �V �(� � |W ��W+

(M,β)
�(� �{)) W�� 	 W��� �+�[W  V{ ��(+W ��� ��� �\ �

W� |W 	+W�|+W
α ∈ [0, 1]

�

� �* �* �  KN N$ %) (� �N& K)$$!	 !#" %)$ $N (L#!NM$ NM%)  KN�K)$$!	)
z,))W �,(� V �{�,�� �,(V���* |{�� VW� ) ,���{��,�� |W [W [
{	 ��+W � �,�+W \(� 	+��[��

	{V W�� �[� |W 	 ,(�,�+ [{V[(VW+ VW� +WV{��,�� |W ¨ {�� ��W� (�,��,� �*�*+{V��*W� � W� |,�[ V{
�,�[��,� [��*���(W �(+ V �*�W+��W �{��W���WVVW

ρEt
� ' �{�{�� 	{� |W +*�(V�{� | �W� ���W�[W W�

| �(��[��* |W V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W � �,(� {VV,�� |,��W+ VW� 	+,	+�*�*� �*[W��{�+W�
 V ����*�+{��,� �() *+��(W |W� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W 	 ,(+ �*+��W+ �() *+��(W) W��

X_^
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physical
domain

overcompressive
domain

� ?¦ � _ �X � ¨*��,�� |( 	 V{�
(M,β)

,� VW 	
*�,) ��W |W �(+[,) 	+W���,� ���W+��W�� 	 ,(+
γ = 1.4

W� � 3�9������� V �W� ���W�[W W� V �(��[��* |W V{ �,V(��,� � �{ 	+,	+�*�* W��W���WVVW |,�� �,(�
{�,�� \ W�,�� W�� V{ |*[+,���{�[W |( �{(� |W [,) 	+W���,� 	{+ +{		 ,+�  V{ �{+�{\VW

ξ
�

�� �+{�| �,)\+W |W 	+,	+�*�*� � �(W �,(� |,��W+,�� 	{+ V{ �(��W � |*	 W�|+,�� |W [W��W

�	 ,�
��W [W��+{VW � �{(�W |W �W)	 � � �,(� � �{�,�� 	( V{ |*) ,��+W+ �
*,+��(W) W�� �
',(� �(		 ,�W+,�� |,�[ � |{�� �,(�W V{ �(��W � V{ 	+,	+�*�* �(��{��W -

ξ → η(ξ)
W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR. �_ �� X�
¤� {���[�	{�� �(+ V{ +*�,V(��,� �() *+��(W 	+*�W��*W 	 V(� V,�� � �,(� ) ,��+,�� �(+ V{
��(+W �_ �]� �(W [W��W 
�	 ,�
��W �W+{ �*+��*W {	+�� ���*�+{��,� �() *+��(W |( �����)W
| �¤Z§ �_ �X�� �

� �* �� � KN K !"#"$ %L $� $#'&) )M
(Y+, Y−)

M"�)$$� !K)$ � ( �!M#"�K�#!NM
ML&"K !�L)

Z{�� [W 	{+{�+{	
W � �,(� |��[(�,�� \+���W) W�� [
{[(�W |W� 	+,	+�*�*� |,�� �,(�
{(+,�� \ W�,�� 	 ,(+ V ����*�+{��,� �() *+��(W |( �����)W | �¤Z§ �_ �X�� � ¨ {		 WV,�� �(W
VW� |W(� 
�	 ,�
��W� �_ ��^� W� �_ �� X� �,�� �[� W��W���WVVW� -
• V �*�{� |W �,+��W � �W�� 	{� �(+[,)	+W���� -

Ma(+∞) > 1
�

• VW �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W W�� (�W �,�[��,� |*[+,���{��W |W
ξ

-
dξη < 0, ∀ξ ∈

IR
�

� ���� � �,(� VW� 
�	 ,�
��W� |W �+{�{�V �_ ��^� W� �_ �� X� � V �W��W)\VW |W� 	+,	+�*�*� �*[W��
�{�+W� W�� VW �(��{�� -

• VW � {[
 [,���+(�� �(+ V{ |W(� ��)W ,�|W W�� �,(�,(+� �(	 *+�W(+  V �(���* -

Ma(ξ) > 1, ∀ξ ∈ IR, �_ ��]�

X_ X
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1

� ?¦ � _ �] � Z*[+,���{�[W |W
ξ → η(ξ)

	 ,(+
(M = 2, β = 0.1, α = 0.01)

�

• VW� �({����*�
Y+(ξ)

W�
(Y−(ξ)

�{+|W�� (� ����W [,���{�� -

Y+(ξ) > 0, Y−(ξ) < 0, ∀ξ ∈ IR, �_ ����

• V{ �+{� W[�,�+W
ξ → η(ξ)

*�{�� �(		 ,�*W (���(W � VW �,(�������)W W�
(Y+, Y−)

{|�
) W� (�W ������* |W �,V(��,�� �{����{��{�� VW� [,�|���,�� {��)	�,���(W� �_ �X�� W�
�_ �XY� �(� W�	 V,�W�� �,(�W� W� �W)	 � ����� �{( � 	+*[��*) W�� (�W (���(W �,V(��,�
(Y ∗

+(ξ), Y ∗
−(ξ))

�*+��{�� -

lim
ξ→+∞

Y ∗
+(ξ) = Y ∗

+(+∞) > 0, lim
ξ→+∞

Y ∗
−(ξ) = Y ∗

−(+∞) < 0,
�_ ��� �

{�W[ V{ 	+,	+�*�* -
(

1 +
1

Ma(+∞)

)
Y ∗

+(+∞) +

(
1− 1

Ma(+∞)

)
Y ∗
−(+∞) = 0.

�_ ����
zW� |�	 *+W��W� 	+,	+�*�*� �,�� ) {���W�{�� ��+W |��[(�*W� W� � �{		(�{�� �,+�W) W��
�(+ VW [
{	 ��+W [,��{[+* {( [{|+W ��,�
W+) W W� �,�{))W�� �(+ V{ �W[��,� �� �� �_� � zW�
	+,	+�*�*� �W+��+,��  �(����W+ VW� [
{��W) W��� |W �{+�{\VW� (��V��*� V,+� |W V ����*�+{��,�
�() *+��(W � {���� �(W VW(+ [
,�� � �{ |W+���+W 	+,	+�*�* �(+ VW [,) 	 ,+�W) W�� |W V{
�,V(��,� |( �,(�������)W W�

(Y+, Y−)
+W	 ,�W �(+ V �
�	 ,�
��W �,+�W |W V �W� ���W�[W W�

V �(��[��* | �(�W �+{� W[�,�+W W�
η(ξ)

� 
�	 ,�
��W �(W �,(� �W 	 ,(++,�� 	{� |*) ,��+W+ �
Z {�� (� 	+W) �W+ �W)	 � � W� [,� �,+) *) W��  V{ �W[��,� �� �� �_� � �,(� {VV,�� +**[+�+W VW
�,(�������)W W�

(Y+, Y−)
 V �{�|W |( �,)\+W |W � {[
 [,���+(�� �(+ V{ |W(� ��)W ,�|W

Ma(ξ)
� §� �(		 ,�W |,�[ V �W� ���W�[W W� V �(��[��* | �(�W �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W 	 ,(+

V ���[,��(W
η(ξ)

� �� \ �W� �(W VW �,(�������)W W�
(Y+, Y−)

|W �_ �X�� 	 W(� �W +**[+�+W -




νM

µ
dξY+ =

Mη2(ξ)− β
2η4(ξ)

(
(Mη2(ξ) + β)Y+ + (Mη2(ξ)− β)Y−)

)
,

�_ ��_�

νM

µ
dξY− =

Mη2(ξ) + β

2η4(ξ)

(
(Mη2(ξ) + β)Y+ + (Mη2(ξ)− β)Y−)

)
,

X_]



� �� � ������� � � ������� � ����

�W �,)\+W |W � {[
 {��,[�*  V{ |W(���)W ,�|W 	 W(� ��+W [,���+(��  	{+��+ |W [W��W
(���(W �,V(��,� �WV,� -

Ma(ξ) =
M

β
η2(ξ).

�_ ����
����� � ,� +W[,��{�� V �W�	+W���,� |W

Ma(ξ)
|{�� �_ ��_� -





dξY+ =
µM

2ν

Ma(ξ)− 1

M2
a (ξ)

((Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−) ,
�_ ����

dξY− =
µM

2ν

Ma(ξ) + 1

M2
a (ξ)

((Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−) .

z,��+{�+W) W��  V ���,�
W+) W � ,� { {V,+� |�+W[�W) W�� V{ ) ,�,�,��W |W V{ �,�[��,�
ξ →

Ma(ξ)
W� �,�[��,� |W V{ ) ,�,�,��W |W

ξ → η(ξ)
	(���(W �_ ���� �)	 V��(W -

dξMa(ξ) = 2
M

β
ηdξη < 0.

§� { |,�[ � �,(� V �
�	 ,�
��W �_ �� X� � VW +*�(V�{� �(��{�� -

ξ →Ma(ξ)
W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR. �_ ��Y�
¨{		 WV,�� {V,+� �(W

Ma(−∞) = Ma(uL) = M
β
> 1

� |W �,+�W �(W �,(� V �
�	 ,�
��W
�_ ��^� � V{ ��+�[�W |*[+,���{�[W |W

ξ → Ma(ξ)
�_ ��Y� �)	 V��(W V{ 	+,	+�*�* {��W�|(W

�_ ��]� �
z,�[W+�{�� V{ 	+,	+�*�* �_ ���� � +W) {+�(,�� �(W V �*�({��,� �,(�W+�{��

Y+Y−(ξ)
W�� V{

�(��{��W -

dξY+Y− =
µ

2ν

M

Ma(ξ)2
((Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−)2 ≥ 0, ξ ∈ IR. �_ ��^�

§+ � VW� 	 ,���� [+����(W�
(Y s

+, Y
s
−)

�,�� �WV� �(W ��,�+ �,+)(VW �_ �]]�� -

(M s
a + 1)Y s

+ + (M s
a − 1)Y s

− = 0,

�� \ �W� �(W V �
�	 ,�
��W �_ ��^� � {���� �(W VW� [,�|���,�� {��)	�,���(W� �_ �X�� W� �_ �XY� �
�)	 V��(W�� �*[W��{�+W) W�� -

Y+Y−(−∞) < 0, Y+Y−(+∞) ≤ 0.
�_ �� X�

zW��W [,���{�{��,� W��+{��W {V,+� VW +*�(V�{� �(��{�� -
�W 	+,|(��

ξ → (Y+Y−)(ξ)
W�� [+,���{�� W� �*�{��� 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR. �_ ��]�
�����

Y+(ξ)
W�
Y−(ξ)

�{+|W�� (� ����W [,���{�� 	 ,(+ �,(�
ξ ∈ IR � � V(� 	+*[��*) W�� �

VW� [,�|���,�� {��)	�,���(W� �_ �X�� W� �_ �XY� |,��W�� VW(+� ����W� W� �)	 V��(W�� V{
	+,	+�*�* �_ ���� +W[
W+[
*W �
z,�[W+�{�� W��� VW� 	+,	+�*�*� �_ ��� � W� �_ ���� � �,(� �W +{		 WVVW+,�� 	{� �[� �,(�W V{
|*) {+[
W �{��W W� ��,�
W+) W 	 ,(+ VW� ,\�W��+ � �,(V���,�� [W	 W�|{�� �(W |W ��)	 VW�
) {��	(V{��,�� {V�*\+��(W� |W� *�({��,�� |( �����)W �_ �_� � ��|(��W�� �(W VW +{		 ,+�
Y−

Y+

�*+��W �,(� ,(+� V �*�({��,� �(��{��W -

dξ

(
Y−
Y+

)
=

µ

2ν

M

M2
a (ξ)

(
(Ma(ξ) + 1)2 − (Ma(ξ)− 1)2

(
Y−
Y+

)2
)
.

�_ ����

X_�



���� ���� � � ����� �����������

�,(� VW� 
�	 ,�
��W� �_ ��^� W� �_ �� X� W��+{��{�� V{ 	+,	+�*�* �_ ��]� � VW [
{��W) W�� |W
�{+�{\VW �(��{�� W�� {V,+� {|) ����\ VW -

θ(ξ) =

∫ ξ

0

µ

2ν

M(Ma(s)− 1)2

M2
a (s)

ds, ξ ∈ IR, �_ ��� �

�� \ �W� �(W V �*�({��,� �_ ���� �W +**[+�� -

dθr = p2(θ)− r2, {�W[
r =

Y−
Y+

W�
p(θ) =

Ma(ξ(θ)) + 1

Ma(ξ(θ))− 1
, ξ ∈ IR. �_ ����

§� +W[,��{�� {V,+� (�W *�({��,� |W ¨ �[[{�� � |,�� V{ �,�[��,�
θ → p(θ)

	 ,���|W VW�
	+,	+�*�*� �(��{��W� �WV,� �_ ��]� -

||p||L∞(IR+) < +∞, q(0) > 0, lim
θ→+∞

|p(θ)| > 0.

� [W� 	+,	+�*�*� � �{�,(�W�� -

θ → p2(θ)
W�� ��+�[�W) W�� [+,���{��W W�

θ,∀θ ∈ IR,
	(���(W -

(p2(θ))′ = −4
Ma(ξ(θ)) + 1

(Ma(ξ(θ))− 1)3
dθMa(ξ(θ)),

W�
ξ → Ma(ξ)

|*[+,���{��W W�
ξ

W� |,�[ W�
θ

�WV,� �_ ��� � � ',(� +W�+,(�,�� {���� VW
[,)	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W |W

Y±(ξ)
|( [
{	 ��+W � � �W[��,� �� �� �_� � [,��{[+* {( [{|+W

��,�
W+) W � ¤�[,+W (�W �,�� � VW� 
�	 ,�
��W� �_ ��^� W� �_ �� X� � +W�	 W[���W) W�� �(+ V{ �,�
�(+[,)	+W���,� W� �,+��W W� V{ ��+�[�W |*[+,���{�[W |W

η → η(ξ)
� {���� �(W V �W� ���W�[W W�

V �(��[��* | �(�W �+{� W[�,�+W W�
η(ξ)

� �,�� W��W���WVVW� � ¤ VVW� 	 W+) W��W�� {V,+� | �,\�W��+
VW� 	+,	+�*�*� �_ ��� � W� �_ ���� |*��+*W� W� �(��{�� VW [
W) ��W) W�� |*�  |,��* |{�� VW
[{|+W ��,�
W+) W � ',�,�� �(W ��

Ma(−∞) < 1
� {V,+� ,� �W 	 W(� 	 V(� +�W� |�+W �

� �* �+ �� K)$$!NM %)$  N !M#$ $#�#!NMM� !K)$
',(� �W+) ��,�� [W��W �W[��,� W� |,��{�� VW� [,�|���,�� �*[W��{�+W�  V �,\�W��

��,� |W 	 ,���� ��{��,��{�+W� |{�� VW �(�(+ 	 ,(+ |W� �+{� W[�,�+W� ���(W� |W� [,�|��
��,�� {��)	�,���(W� �_ �X��� �_ �XY� � {���� �(W V �W�	+W���,� |W

(Y+(+∞), Y−(+∞)) =
(Y R

+ , Y
R
− )(α2, β2,M2)

W� �,�[��,� |W
ηR(α2, β2,M2)

� �W� [,�|���,�� {��)	�,���(W�
�_ �X��� �_ �XY� [,�|(��W��  V{ |,��*W �����{VW

XL = (1, Y L
+ , Y

L
− )

|*|(��W |W
uL

W� |W
σ�(� W�� 	{+ [,���+([��,� (� 	 ,��� ��{��,��{�+W � ',(� +{��,��,�� �[� 

(α, β,M)
��*�

�WV� �(W V �
�	 ,�
��W �_ ��^� W�� �*+��*W �
¨ {		 WV,�� �(W VW� 	 ,���� ��{��,��{�+W�

Xs = (ηs, Y
s
+, Y

s
−)

|( �����)W |��{) ��(W �_ �X��
�*+��W�� -

{
α2
(
(Y+Y−)s − (Y+Y−)L

)
− G(ηs) = 0,

�_ ��_�
(M s

a + 1)Y s
+ + (M s

a − 1)Y s
− = 0,

�_ ����
,� V{ �,�[��,�

η → G(η) W�� |,��*W 	{+ �_ �X_� � � �*�(|W |W [W��W �,�[��,� { �{�� V �,\ � W�
|W V{ 	+,	 ,����,� �_ �]�� [,�|(��{��  V{ +W	+*�W��{��,� �+{	
 ��(W �(W �,(� +{		 WV,��
�[� �(+ V{ ��(+W �_ ��� � �(+ [W��W ��(+W

η0(β,M)
W�� V �(���(W +{[��W |�	*+W��W |W V �(���*

X_�



� �� � ������� � � ������� � ����

ηη
max L0

η =10

(η)G

η

� ?¦ � _ �� � �VV(+W ��	 ��(W |W V{ �,�[��,� G(η)
W�
ηmax(β,M)

W�� VW V�W( |( ) {��)() |W V{ �,�[��,� G(η) � � �{VV(+W |W [W��W �,�[��,� �{
�,(� 	 W+) W��+W | �W�[{|+W+ VW �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W

ηR(α2, β2,M2)
� ¨ {		 WV,�� �

 [W ���+W � V{ 	+,	+�*�* �_ ��]� ���	(V{�� �(W VW 	+,|(��
(Y+Y−)(ξ)

W�� [+,���{�� 	 ,(+
�,(�

ξ ∈ IR � �� \ �W� �(W VW �{(�
[Y+Y−] = (Y+Y−(+∞)− (Y+Y−)L)

W�� 	 ,����� � �V � �W�
�(�� �(W 	 ,(+ �( �(� �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W

ηR(α2, β2,M2)
{��(V{�� �_ ��_�

W� ���W � {V,+� ,� { �*[W��{�+W) W�� -

G(ηR(α2, β2,M2)) ≥ 0.
�_ ����

zW[� �)	 V��(W W� 	{+��[(V�W+ VW 	+W) �W+ W�[{|+W) W�� �(��{�� -

η0(β,M) ≤ ηR(α2, β2,M2) ≤ ηL = 1.

ZW 	 V(� � �,(� {�,�� �( � V,+� |W V �*�(|W |W V{ V��*{+��*W |( �����)W �_ �X�� {(�,(+ |W�
	 ,���� ��{��,��{�+W� � �(W 	 ,(+ �( �(� 	 ,��� ��{��,��{�+W W����W �V �{(� �(W

W s(XR)
�,��

�,� ��|W � [W �(� |{�� VW [{�
Ma(XR) > 1

�)	 V��(W �(W
0 < Mc(XR) < 1

� � ���� � V{
�,+)(VW �_ �]_� |,��{�� V{ |*+��*W |W V{ �,�[��,� G(η) *�{V(*W W�

XR
-

γ − 1

2ηR(α2, β2,M2)
(dηG)(ηR(α2, β2,M2)) =

M2

M2
c (XR)

(
1−M2

c (XR))
)
> 0.

W��+{��W V �W�[{|+W) W�� 	 V(� 	+*[�� �(��{�� -

η0(β,M) ≤ ηR(α2, β2,M2) ≤ ηmax(β,M),
�_ ��Y�

¤��� � V{ 	+,	+�*�* �_ ��]� W��+{��W {(��� �(W VW 	+,|(��
(Y+Y−(ξ))

W�� �*�{��� 	 ,(+ �,(�
ξ ∈ IR � � ���� �_ ��_� �)	 V��(W V{ [,�|���,� �(��{��W -

−α2(Y+Y−)L(β2,M2)− G(ηR(α2, β2,M2)) > 0.
�_ ��^�

zW��W |W+���+W [,�|���,� �W+{ �)	 ,+�{��W 	 ,(+ V ����*�+{��,� �() *+��(W |( �����)W
| �¤Z§ �_ �X�� � � ���� � �� VW �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W W� ���W � �V +W�	 W[�W �*[W��{��
+W) W�� V �W�[{|+W) W�� �_ ��Y� W� V{ [,�|���,� �_ ��^� � Z {�� [W [{� � |W� ) {��	(V{��,��

X_�



���� ���� � � ����� �����������

{V�*\+��(W� *��|W��W� |W� *�({��,�� �_ ��_� W� �_ ���� [,�|(��W�� {(� �,+)(VW� �(��{��W�
[,�[W+�{�� VW� *�{�� |W �,+��W

Y±(+∞) = Y R
± (α2, β2,M2)

-




Y R
+ (α2, β2,M2) =

1

α

√
MR

a (α2, β2,M2)− 1

MR
a (α2, β2,M2) + 1

√
−α2(Y+Y−)L − G(ηR(α2, β2,M2)),

Y R
− (α2, β2,M2) = − 1

α

√
MR

a (α2, β2,M2) + 1

MR
a (α2, β2,M2)− 1

√
−α2(Y+Y−)L − G(ηR(α2, β2,M2)).

�_ �� X�
�W ����W |W [W� |W(� �({����*� *�{�� ,\�W�( �+�[W  V{ 	+,	+�*�* �_ ���� � zW� �,+)(VW�
�)	 V��(W�� |,�[ 	{+ [,���+([��,� -
(

1 +
1

MR
a (α2, β2,M2)

)
Y R

+ (α2, β2,M2)+

(
1− 1

MR
a (α2, β2,M2)

)
Y R
− (α2, β2,M2) = 0,

�_ ��]�
{���� �(W -

(
1 +

1

MR
a (α2, β2,M2)

)
Y R

+ (α2, β2,M2)−
(

1− 1

MR
a (α2, β2,M2)

)
Y R
− (α2, β2,M2)

= 2

√
(MR

a )2(α2, β2,M2)− 1

αMR
a (α2, β2,M2)

√
−α2(Y+Y−)L − G(ηR(α2, β2,M2)).

�_ ����
zW� |W(� |W+���+W� �,+)(VW� �W+,�� �+�� (��VW� V,+� |W V ����*�+{��,� �() *+��(W �

� �� tojldfbcn po nlhd ��c�eljfn�on od �bcvdfbc vfc�df�ho
§� �(		 ,�W |{�� [W��W �W[��,� V �W� ���W�[W | �(�W (���(W �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W

{��W���{�� (� *�{�
uR

|{�� VW �(�(+ � ���(W | �(� *�{�
uL

��* W� �W 	+,	{�W{��  (�W ���
�W��W

σ
	+W�[+��W �WV,� V{ [,�|���,� �� ���� � ����M > 1

� zW��W 
�	 ,�
��W W�� �,+�W 	(���(W
�,(� � �{�,�� {([(� +*�(V�{� |W [W ��	 W [,��+{�+W) W�� {( [{� ��,�
W+) W � zW	 W�|{�� �
�,(� 	+,(�W+,�� �() *+��(W) W�� V �W� ���W�[W W� V �(��[��* |W V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W
|{�� V{ �W[��,� �(��{��W � �,(+ [WV{ � |W(� 
�	 ,�
��W� �,�� �*[W��{�+W� � [,� �,+) *) W��
{(� 	{+{�+{	
W� 	+*[*|W��� � �V � �{��� |W V �
�	 ,�
��W �_ �� X� |W ��+�[�W |*[+,���{�[W |W
ξ → η(ξ)

W� |W V �
�	 ,�
��W �_ ��^� �)	 ,�{�� V{ �,� �(+[,) 	+W���� ��* |W V �*�{� |W �,+��W �
¨ {		 WV,�� �(W 	 ,(+ �{+{���+ �_ ��^� � �V �(� � |W ��W+

(α, β,M)
|{�� (�W 	 V{�W {|*�({�W

�+�[W  V{ ��(+W ��� ��� � \ � �
§� [
W+[
W {V,+�  [{+{[�*+��W+ VW� +WV{��,�� |W �{(� �*�*+{V��*W� �{����{��W� 	{+ V �*�{�
uR

� ,��� 	{+ [W��W (���(W ,�|W 	+,�+W����W � �{ [{+{[�*+��{��,� 	+,	 ,�*W � �{		(�W �(+
V{ |*�����,� |W �,�[��,�� [��*���(W� [,� �,+) *) W�� {( [
{	 ��+W ] � � �(��V��{��,� |W �,�[�
��,�� [��*���(W� |*|(��W� |W V �W� ���W�[W | �(� W��W)\VW �(� �{�� |W [,(	 VW� | �W��+,	 �W
W�� 	 ,���\ VW �+�[W {( VW)) W �(��{�� -
����� 1 �6 �� � D�����

uL

� � F �� σ 4� � ����99 � 3 ��9����� 9���� �� ���6����� �� ���� �
����9 � �4��G4 � 9��4���� ��6� 3 ��5��99��� 6� ����99� σ �994� 6�

uL
�� �����5���� 4� F���

uR
6��9 �� � 4�4� �9� ��� �� G4 � �

{ D� RL
12 6= 0, ����9 R12(ξ)R

L
12 > 0, ∀ξ ∈ IR � ���� RL

12R
R
12 > 0 �

�_ ��� �
D� RL

12 = 0, ����9 R12(ξ) = 0, ∀ξ ∈ IR �

X__



� �� � ��������� �� �� �� ������� ����� �� �������� ������� ��

�{ 	+,	+�*�*
RR

12 = 0
� |�� �(W

RL
12 = 0

� +*�(V�W |W [W �(W
R12(ξ) = 0

W�
v(ξ) = vL�,�� �,V(��,�� |( �����)W |��{) ��(W �_ �X�� � � ���*�{V��* �_ ��� � W�� (�W [,��*�(W�[W

|W V{ 	+,	+�*�* �_ ���� {��(+{�� �(W � �,(� V{ [,�|���,� �_ ��^� �� ��� Ma(+∞) > 1
� � VW�

�({����*�
Y+(ξ)

W�
Y−(ξ)

�{+|W�� (� ����W [,���{�� W� �,�� �WVVW� �(W
Y+(ξ) > 0

W�
Y−(ξ) < 0

	 ,(+ �,(�
ξ ∈ IR � � ���� � V{ �,+)(VW {|�) W���,��*W �_ �]^� -

R12(ξ) =
1

2βη2(ξ)
(Y+(ξ)− Y−(ξ)) ,

�{+{���� VW +*�(V�{� W�[,)	�* ��,�+ VW 	{+{�+{	
W �_ �]�� �
¨ {		 WV,�� �(W VW� ,�|W� 	+,�+W����W� �,�� {(��� �,V(��,�� | �(�W V,� | �*�,V(��,� �(	�
	 V*) W��{�+W �_ �_� �(+ V �*�W+��W �{��W���WVVW -

ρEt = ρ
v2

2
+ α2β2R

2
12

R11
.

�(�� |( VW)) W 	+*[*|W�� � ,� 	 W(� |�� V,+� {� +) W+ �(W V �{		 V�[{��,� �(��{��W -

u = (ρ, ρu, ρv, ρE, ρI, ρW, R12)→ v(u) = (ρ, ρu, ρv, ρE, ρI, ρW, ρEt),

[,�����(W (� [
{��W) W�� |W �{+�{\VW {|) ����\ VW |{�� V �*�(|W |W V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�
�+W����W � zWVVW�[� W�� {V,+� �,V(��,� |( �����)W �(��{�� W�	+�) *  V �{�|W |W V{ �,(�WVVW
�{+�{\VW

v(u)
-





−σdξρ+ dξ(ρu) = 0,

−σdξ(ρu) + dξ(ρu
2 + p+ β2R11) = dξ (dξu) ,

−σdξ(ρv) + dξ(ρuv + αβ2R12) = dξ

(
ν

µ
dξv

)
,

�_ ����

−σdξ(ρE) + dξ

(
(ρE + p+ β2R11)u+ αβ2R12v

)
= dξ

(
udξu+

ν

µ
vdξv

)
,

−σdξ(ρI) + dξ(ρIu) = 0,

−σdξ(ρW) + dξ(ρWu) = 0,

−σdξ(ρEt) + dξ

(
ρEtu+ αβ2R12v

)
= dξ

(
ν

µ
vdξv

)
− ν

µ
(dξv)

2.

�	+�� (�W ���*�+{��,� �(+
IR

�,(� W���W+ |W [W� *�({��,�� � �,(� [,(�W+� | �(��[��* |W V{
�,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W �(W �,(� |*) ,��+W+,�� �W(VW) W�� |W �{�,� �() *+��(W |{��
V{ 	+,[
{��W �W[��,� � �,(� W� |*|(��,�� (� W��W)\VW [,) 	 VW� |W +WV{��,�� |W �{(�
�*�*+{V��*W� -
3	�4������ 1 �6 �� � � 3����� 6� ��4�

uL

� � F� �� 6� ��4�� ����99� σ 3 ��9����� 9���� ��
���6����� �� ���� � � ��� M > 1� ��49 6F� ��99��9 �� � ������� ��� F��G4� �6�I ��9���� F�
94������9 �

κEt(uL, σ) = − 1

M

∫

IR

ν

µ
(dξv)

2 (u(ξ;uL, σ)) dξ
�_ ��_�

��
u(.;uL, σ) ��3 �F9 ���� � �4��G4 � 9��4 ���� ��6� 3 ��5��99��� �994� 6�

uL
�� 9� 3 ��3 �5 ��� �

� �� ����99� σ �� M = uL−σ
c(uL) > 1 �

H ���9� � �F���
uR

¡ ��� � 6��9 �� � 4�4� �F��� � �

uR − c(uR) < σ < uL − c(uL), σ < uR − a(uR),

X_�
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−σ[ρ] + [ρu] = 0,

−σ[ρu] + [ρu2 + p+ β2R11] = 0

−σ[ρv] + [ρuv + αβ2R12] = 0,
�_ ����

−σ[ρE] + [(ρE + p+ β2R11)u+ αβ2R12v] = 0,

−σ[ρI] + [ρIu] = 0,

−σ[ρW] + [ρWu] = 0,

−σ[ρEt] + [ρEtu+ αβ2R12v] = MκEt(uL, σ).

8 ��9 ��9 ��������9 6� 9�4�� �� � �4� �x��9�� RR
12

9�49 � ��I � 6�I ��9����F� ��� �� G4 �
RR

12R
L
12 > 0 9� RL

12 6= 0 �� RR
12 = 0 9���� �

¨W) {+�(,�� �( � V{ |�	*+W�[W |( [{|+W ��,�
W+) W � �,(� {�,�� \ W�,�� | �(�W (���(W
�,�[��,� [��*���(W 	 ,(+ �W+) W+ VW �����)W |W� +WV{��,�� |W �{(� �*�*+{V��*W� � 	(���(W
|*�,+) {��

ρI W�� �,(�W+�*W 	{+ (�W V,� |W [,��W+�{��,� �
�{ �,+)(VW �_ ��_� ),��+W �( ��V �{(� ���*�+W+ VW �����)W |��{) ��(W �_ �X�� �,(�W+�{��
V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W 	 ,(+ 	 ,(�,�+ |*�W+) ��W+ V{ �,�[��,� [��*���(W

κEt

� �W V�W�
W��+W VW� �({����*�

(η, Y+, Y−)
|( �����)W | �¤Z§ W� V{ �,�[��,� [��*���(W W�� |,��*

	{+ V{ 	+,	 ,����,� �(��{��W -
3	�4������ 1 �6 �� � �� ���5 6 �4�� 9��4���� ��6� 3 ��5��99��� 6� �� ���� � � ��6�����F 94��
����� � ���4 �

ν

µ
(dξv)

2 =
α2M

2
dξ(Y+Y−), ξ ∈ IR,

6� 9���� G4 � �

κEt(uL, σ) = − 1

M

∫

IR

ν

µ
(dξv)

2dξ = −α
2

2
[Y+Y−].

�_ ����

�{ 	+W(�W W�� {�{V,�(W  [WVVW |W V{ 	+,	 ,����,� �� �� �� � |,��*W |{�� VW [{|+W
��,�
W+) W � ¨{		 WV,�� �(W VW� 	 ,���� ��{��,��{�+W� |( �����)W |��{) ��(W �_ �X�� �,��
�WV� �(W ��,�+ V{ �,+)(VW �_ ��_�� -

−α2
(
(Y+Y−)R(α2, β2,M2)− (Y+Y−)L(α2, β2,M2)

)
= −G(ηR(α2, β2,M2)),

�� \ �W� �(W V{ �,+)(VW �_ ���� ),��+W �(W V{ �,�[��,� [��*���(W |*	 W�| |W� �,)\+W� {|��
) W���,��WV�

(α2, β2,M2)
��,�+ V{ +W) {+�(W �_ �� �]�� � ¤� 	+{���(W � V{ �,�[��,� [��*���(W

�W+{ �{\(V*W �+�[W  V{ �,+)(VW �(��{��W -

κEt(α
2, β2,M2) = −1

2
G(ηR(α2, β2,M2)).

�_ ��Y�

�,(+ [{V[(VW+ V{ �,�[��,� [��*���(W � �V �(� � |,�[ |W [,��{��+W VW �{(� |W [,) 	+W���,�
|W �,+��W

ηR(α2, β2,M2)
�

X_�



� �� � ������ ������� � ������ �� � � ������� � ���� �� �� �� �������� ������� ��

� �� �uuebs fqldfbc chq �ef�ho ph nmndrqo p k2�� od po
jl �bcvdfbc vfc�df�ho

Z{�� [W��W �W[��,� � �,(� |*[+��,�� V{ ) *�
,|W �() *+��(W 	 W+) W��{�� | �*�{V(W+ V{
�,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR � ¤� 	{+��[(V�W+ � [W��W ) *�
,|W 	 W+) W� |W
[{V[(VW+ V �*�{� |W �,+��W

uR
| �(� 	+,� V |W [,) 	+W���,� ���( | �(� *�{�

uL
|,��* � (�W

���W��W |W 	+,	{�{��,�
σ
*�{�� 	+W�[+��W � � �*�{� |W �,+��W *�{�� [,��( � V{ |*�W+) ��{��,�

|W V �(���(W �,�[��,� [��*���(W
κEt

|*���W 	{+ �_ ��_� 	 W+) W��{�� |W �W+) W+ VW� +WV{��,��
|W ¨{�� ��W� (�,��,� �*�*+{V��*W� �_ ���� � W�� {V,+� 	 ,���\ VW � ¤� 	+{���(W � [WVVW�[� �W+{
�{\(V*W W� �,�[��,� |W� �,)\+W� +*|(���

(α2, β2,M2)
�+�[W  V{ �,+)(VW �_ ��Y� �

zW��W *�(|W �() *+��(W +W	 ,�W �(+ VW� |W(� 
�	 ,�
��W� �,�|{) W��{VW� �_ �� X� |W ��+�[�W
|*[+,���{�[W |( �{(� |W [,)	+W���,�

ξ → η(ξ)
W� �_ ��^� |W �,� �(+[,) 	+W���� ��*

|W V �*�{� |W �,+��W � � ��� Ma(uR) = MR
a > 1

� zW� |W(� 
�	 ,�
��W� 	 W+) W��W�� |W
|*|(�+W VW� �({�+W 	+,	+�*�*� �_ ��]� � �_ ���� � �_ ��� � � �_ ���� ��,�+ VW 	{+{�+{	
W �_ �� �� ��
	 W+) W��{�� |W �(����W+ VW� |�	 *+W��� [
{��W) W��� |W �{+�{\VW +*{V��*� � {���� �(W VW�
[
,�� [,�[W+�{�� V ����*�+{��,� �(W �,(� |*�WV,		 ,�� |{�� V{ �(��W �
�{ ) *�
,|W �() *+��(W |*[+��W �[� �,(W (� +� VW W��W���WV |{�� VW [{|+W {���,�
W+) W
	(���( �WVVW 	 W+) W� |W 	+,(�W+ �() *+��(W) W�� � W� � 3�9�������� V �W� ���W�[W W� V �(��[��*
|W V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W �
',(� [,�[V(,�� [W��W �W[��,� W� �VV(��+{�� �() *+��(W) W�� V �,+|+W |W �+{�|W(+ |W V{
�,�[��,� [��*���(W � {���� �(W �,� [,) 	 ,+�W) W�� W� �,�[��,� |W� �,)\+W� +*|(���

α
�
βW�

M
� � �W� �(W V �,\ � W[��� 	+��[�	{V |W [W��W *�(|W �() *+��(W �,�� V{ |*�W+) ��{��,� |W

[W��W �,�[��,� [��*���(W � �,(� [,))W��,�� *�{VW) W�� V �{VV(+W W� VW [,) 	 ,+�W) W�� |W
V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W |{�� �,� W��W)\VW 	(���(W VW [{|+W {���,�
W+) W [,�����(W
(� [,��W��W 	
����(W +*{V���W �

� �+ �� � "$N (L#!NM %L $�$#'&) % ����

�{ ) *�
,|W �(W �,(� {VV,�� 	+*�W��W+ �[� W�� �+�� 	+,[
W |W [WVVW |*�WV,		 *W |{��
VW [{|+W ��,�
W+) W ��,�+ V{ �W[��,� �� �_ �]�� W� +W	 ,�W {(��� �(+ V{ +*�,V(��,� |( �,(��
�����)W W�

(Y+, Y−)
� zW	 W�|{�� � �V W� ���W |W(� |�	 *+W�[W� W��W���WVVW� W��+W {���,�

�
W+) W W� ��,�
W+) W �V�*W� {( �{�� |W [,���|*+W+ V �*�W+��W� � ¤� {���[�	{�� �(+ VW� 	+,�
[
{��� |*�WV,		 W) W��� � |��,�� �(W VW �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W

ηR(α2, β2,M2)
W��

|*�,+) {�� (�W ��[,��(W 	 ,(+ V{ +*�,V(��,� |( �,(�������)W W�
(Y+, Y−)

W� VW �����)W
 +*�,(|+W [,�[+��W) W�� �W�

(z+, z−)
� �,�+ �� �_ �]� 	 ,(+ VW� �,�{��,�� ,( VW� |*�WV,	�

	 W) W��� [��{	+��� � �W�� 	 V(� V��*{�+W � ',(� ) ,��+,�� �[� [,)) W�� �+{��W+ [W� |W(�
�,(�WVVW� |�� [(V�*� �
z,���|*+,�� V{ +W) ��W  V �*[
WVVW �(��{��W -

ξ −→ 2ν

µM
ξ′,

X_Y



���� ���� � � ����� �����������

W� +{		 WV,�� V{ �,+) W |( �����)W |��{) ��(W �,(�W+�{�� VW� �,V(��,�� ,�|W 	+,�+W����W
{�W[ [W��W +W) ��W  V �*[
WVVW -





dξη =
ν

µ

γ − 1

M2η

(
α2[Y+Y−]− G(η)

)
,

�_ �_^�

dξY+ =

(
1− 1

Ma(ξ)

)((
1 +

1

Ma(ξ)

)
Y+ +

(
1− 1

Ma(ξ)

)
Y−

)
,

�_ �_ X�

dξY− =

(
1 +

1

Ma(ξ)

)((
1 +

1

Ma(ξ)

)
Y+ +

(
1− 1

Ma(ξ)

)
Y−

)
,

�_ �_]�

,� VW� 	+�) W� ,�� *�* ,) �� 	{+ �,([� |W ��)	 V��[{��,� |W� *[+��(+W� � �{ �,�[��,� G(η)W�� |,��*W 	{+ -

G(η) =
1− η
η2

×
(
γ + 1

γ − 1
M2η3 −

(
2

γ − 1
+M2 + 2

γ − 3

γ − 1
β2

)
η2 +

γ − 3

γ − 1
β2(η + 1)

)
= 0,

�_ �_��
z,��+{�+W) W�� {( [{|+W ��,�
W+) W � ,� �W 	 W(� 	 V(� |*[,(	 VW+ VW �����)W W� (�W *�({�
��,� �(+

η(ξ)
W� (� �����)W V��*{�+W  [, W� [�W��� �{+�{\VW� �(+

(Y+, Y−)
� zW	 W�|{�� �

W� +W) {+�({�� �(W VW � {[
 [,���+(�� �(+ V{ |W(� ��)W ,�|W W�� (�W �,�[��,� |W
η(ξ)	(���(W -

Ma(η(ξ)) =
M

β
η2(ξ),

�,(� 	 ,(�,�� +*���W+	+*�W+ VW �,(�������)W W�
(Y+, Y−)

[,))W �(�� -




dξY+ =

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)((
1 +

1

Ma(η(ξ))

)
Y+ +

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)
Y−

)
,

dξY− =

(
1 +

1

Ma(η(ξ))

)((
1 +

1

Ma(η(ξ))

)
Y+ +

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)
Y−

)
,

�_ �_� �
�(		 ,�,�� {V,+� �( ��V W� ���W (�W �+{� W[�,�+W

ξ → η(ξ)
���(W |W V{ [,�|���,� {��)	�,�

���(W -
lim

ξ→−∞
η(ξ) = 1.

�_ �_��
',(� 	 ,(�,�� {���� [
W+[
W+ � |{�� (� 	+W) �W+ �W)	 � � VW� �,V(��,�� |( �,(�������)W
�_ �_� � +*���W+	+*�* W�

η(ξ)
W� �*+��{�� VW� [,�|���,�� {��)	�,���(W� �_ �X��� �_ �XY� �(��

�{��W� -
lim

ξ→−∞
Y+(ξ) = β

(
1− β

M

)
, lim

ξ→−∞
Y−(ξ) = −β

(
1 +

β

M

)
.

�_ �__�
� �(��V��{��,� |W V �
�	 ,�
��W �_ �� X� |W ��+�[�W |*[+,���{�[W |W

ξ → η(ξ)
W�� {V,+� [+([�{VW �

�,�{))W�� 	 ,(+ 	 ,(�,�+ W�	+�) W+ VW �,(�������)W W� �{+�{\VW
η
� ��W �,�� VW� �,V(��,��

W�
Y+(η)

W�
Y−(η)

[{V[(V*W� � ,� 	 ,(++{ +*���W+	+*�W+ V �*�({��,� W�
η(ξ)

[,))W �(�� -

dξη =
ν

µ

γ − 1

M2η

(
α2
(
Y+Y−(η) − (Y+Y−)L

)
− G(η)

)
,

�_ �_��
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	 ,(+ W� |*|(�+W
η(ξ)

� 	(��
(Y+(ξ), Y−(ξ))

� �V �{(� \�W� ��+ 	+*[��W+ V{ +*���W+	+*�{��,�
|( �,(�������)W W�

η(ξ)
� [W �(W �,(� �W+,�� (� 	 W( 	 V(� V,�� �

�,(+ [WV{ � V{ |W(���)W 
�	 ,�
��W �_ ��^� |W �,� �(+[,) 	+W���� ��* |W V �*�{� |W �,+��W �
� �� �Ma(+∞) > 1

W�� WVVW {(��� [W��+{VW � ¤� W	 W� � �,(� {�,�� �( {( 	{+{�+{	
W �_ �� �� � �
�( �{�W[ V �
�	 ,�
��W �_ �� X� � WVVW 	 W+) W��{�� |W |*) ,��+W+ VW� �({�+W 	+,	+�*�*� �_ ��Y� �
�_ ��]� � �_ ��� � W� �_ ���� �(W �,(� +{		 WV,�� �[� -





ξ →Ma(ξ)
W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR, �_ �_��
Ma(η(ξ)) > 1,

	 ,(+ �,(�
ξ ∈ IR, �_ �_Y�

lim
ξ→+∞

Y ∗
+(ξ) = Y ∗

+(+∞) > 0, lim
ξ→+∞

Y ∗
−(ξ) = Y ∗

−(+∞) < 0,
�_ ��^�

(
1 +

1

Ma(+∞)

)
Y ∗

+(+∞) +

(
1− 1

Ma(+∞)

)
Y ∗
−(+∞) = 0.

�_ ��X�

�{ |�� [(V�* 	+��[�	{VW [,�[W+�{�� V{ +*�,V(��,� |( �,(�������)W W�
(Y+, Y−)

� V{ �+{� W[�
�,�+W W�

η(ξ)
*�{�� �(		 ,�*W [,��(W � W�� �,(� ,(+� V{ ) �)W �( �W� ��,�
W+) W W� 	+,��W��

|( [���(��)W 	 ,��� |( 	{+{�+{	
W �_ �� �� � �(W �,(� +{		 WV,�� �[� -
�,(� V �
�	 ,�
��W �_ ��^� |W �,� �(+[,) 	+W���� ��* |W V �*�{� |W �,+��W W� V{ �+{� W[�,�+W
ξ → η(ξ)

*�{�� �(		 ,�*W (���(W � VW �,(�������)W W�
(Y+, Y−)

{|) W� (�W �����- |W
�,V(��,�� �/���/��/� ��� 
��� ����� /�5�4��.��� �_ �__� �(� ��4 ����� ����
�� ��4� ����� �{( � 	+*[��*) W�� (�W (���(W �,V(��,�

(Y ∗
+(ξ), Y ∗

−(ξ))
�*+��{�� �_ ��^� �

{�W[ V{ 	+,	+�*�* �_ ��X� �
�,(+ [,��,(+�W+ [W��W |�� [(V�* � �,(� 	+,	 ,�,�� |W �,(� ���	 �+W+ |W V{ ) *�
,|W �(�
) *+��(W 	+,	 ,�*W W� ��,�
W+) W {( 	{+{�+{	
W �� �_ �]� � ' ,(� �(��*+,�� {���� �  V �{�|W
| �(� [
{��W) W�� |W �,�[��,�� ��[,��(W� � |W +{) W�W+ VW 	+,\V�)W �(+ (� [,) 	{[� W�
�W)	 �

[0,Hmax]
� {�W[

0 < Hmax < ∞ � 	 ,(+ (�W �,(�WVVW �{+�{\VW |W �W)	 �
H

�(�
�W+{ V�*W 

η
[,� �,+) *) W�� {(� |��[(���,�� 	+*[*|W��W� � zW[� W�� 	 ,���\ VW �+�[W {(�

	+,	+�*�*� �_ ��^� � �_ �_�� W� �_ �_Y� � �W 	+,\V�)W W�� +W�,+)(V* |W ) {���+W +*�+,�+{|W {(
�W�� ,�

H → 0
[,++W�	 ,�| 

ξ → +∞ � {V,+� �(W
H → Hmax

[,++W�	 ,�| 
ξ → −∞ �

�V �{(� |,�[ ��W+ (�W |,��*W �����{VW W�
H = 0

�(� W�� ��[,��(W 	(���(W |W�{�� ��+W
[,���+(��W �(+

limξ→+∞ Y+ = Y ∗
+(+∞)

W�
limξ→+∞ Y− = Y ∗

−(+∞)
� �,(+ [WV{ � �V � �{���

| �W�	 V,��W+ VW� 	+,	+�*�*� [,��(W� �(+ [W� V�) ��W� � zW� V�) ��W� �*+��W�� 	{+ [,���+([�
��,� V{ 	+,	+�*�* | �/����/��� �_ ��X� W� � �+�[W  �_ ��^� W� �_ ��^� � V{ 	+,	+�*�* |W ���
/����/��� -

(
1 +

1

Ma(+∞)

)
Y ∗

+(+∞)−
(

1− 1

Ma(+∞)

)
Y ∗
−(+∞) 6= 0.

�_ ��]�

',(� 	+,	 ,�,�� {V,+� | �(��V��W+ [W� |W(� 	+,	+�*�*� W� ���+,|(��{�� (� [
{��W) W�� |W
�,�[��,�� ��[,��(W�

(z+(ξ), z−(ξ))
|,��*  (� �{[�W(+ )(V��	 V�[{��� 	+�� 	{+ -

(
1 +

1

Ma(ξ)

)
Y+(ξ) +

(
1− 1

Ma(ξ)

)
Y−(ξ),

�_ ����
W� -

(
1 +

1

Ma(ξ)

)
Y+(ξ)−

(
1− 1

Ma(ξ)

)
Y−(ξ),

�_ ��� �
{�W[ VW� 	+,	+�*�*�

lim
ξ→+∞

z+(ξ) = 0, lim
ξ→+∞

z−(ξ) 6= 0.
�_ ����

X�X



���� ���� � � ����� �����������

����� � |{�� V{ �,(�WVVW �{+�{\VW
H ∈ [0,Hmax]

� VW� �,�[��,��
(z+(H), z−(H))

�W+,��
�,V(��,�� | �(� �����)W ��� ���-/�	� |W V{ �,+) W -

{
dHz− = −z+,
dHz+ = −G(H, z+, z−)z+ − z−,

�_ ��_�
,�

G(H, z+, z−)
W�� (�W �,�[��,� 	 ,�����W � +*�(V��+W �(+

]0,Hmax[
� |*	 W�|{�� |W� ���

[,��(W�
(z+, z−)

�WV,� -

G(H, z+, z−) =
A(H)

z2
− − z2

+ −B(H)
,

{�W[ -
lim

H→0+
G(H, z+, z−) = +∞, �_ ����

){�� -
lim

H→0+
A(H) <∞, lim

H→0+
B(H) <∞.

zW �����)W W�� �W+) * 	{+ V{ |,��*W �����{VW
z+(0)

W�
z−(0)

� Z �{	+�� �_ ���� � �,(� {�,�� -

z+(0) = 0, z−(0) 6= 0,
�_ ����

{�W[
z−(0)

��[,��(W � ������,��  �,(�W{( �(+ VW �{�� �(W � [,��+{�+W) W��  V ���,�
W+) W �
VW �����)W �_ ��_� � �W�� 	 V(� V��*{�+W 	(���(W V{ �,�[��,�

G(H, z+, z−)
|*	 W�| |W V ����

[,��(W
(z+, z−)

� §� �W 	 W(� |,�[ 	 V(� W�	 V,��W+ V{ �,� �(VV��* |W
z−(0)

	 ,(+ +*{V��W+
V �{�{V,�(W |( [
{��W) W�� |W �{+�{\VW �� �X�� � 	+,	 ,�* |{�� VW [{|+W ��,�
W+) W � �V �{(�
|,�[ 	 ,(�,�+ W�	+�) W+

z−(0)
	 ,(+ 	 ,(�,�+ �� ���{V��W+ VW |*�WV,		 W) W�� W� �*+�W |W

�{(+W�� |W
z+

W�
z−

{( �,����{�W |W
H = 0

	 ,(+ VW�W+ V{ ����(V{+��* �_ ����  [W�
W�|+,�� � §+ � �WV,� �_ ��� � �

z−(0)
W�� 	+,	 ,+��,��WV  -

(
1 +

1

Ma(+∞)

)
Y ∗

+(+∞)−
(

1− 1

Ma(+∞)

)
Y ∗
−(+∞),

W�	+W���,� �(� { *�* |*�W+) ��*W W� �,�[��,� |W
ηR(α2, β2,M2)

� �WV,� V{ �,+)(VW �_ ����
|( 	{+{�+{	
W �_ �� ��� *�(|�{�� V �W�	+W���,� |W� 	 ,���� ��{��,��{�+W� � ',(� +{		 WV,��
�[� [W��W �,+)(VW W� ,) W��{�� VW� |*	 W�|{�[W� 	{+ +{		 ,+� {(� �,)\+W� +*|(��� 	 ,(+
{VV*�W+ VW� *[+��(+W� W� W� �W �,(�W�{�� �(W

MR
a = Ma(+∞)

W�
Y R
± = Y±(+∞)

-
(

1 +
1

MR
a

)
Y R

+ −
(

1− 1

MR
a

)
Y R
− = 2

√
(MR

a )2 − 1

αMR
a

√
−α2(Y+Y−)L − G(ηR).

�_ ��Y�

����� �
z−(0)

�W |*	 W�| �(W |W
ηR(α2, β2,M2)

�(� W�� ��[,��( � ¤� +*�() * � �� V �,�
[,��{�� VW �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W � |W� |*�WV,		 W) W��� W� �*+�W |W �{(+W�� |W
z+

W�
z−

{( �,����{�W |W
H = 0

	 W+) W��+,�� |W VW�W+ V{ ����(V{+��*  [W� W�|+,�� W� | ����
�*�+W+ �() *+��(W) W�� VW 	+,\V�)W |W z{([
� �_ ��_�� �_ ���� � �{ |�	*+W�[W 	+��[�	{VW
{�W[ V ���,�
W+) W W�� �(W |*�,+) {��

ηR(α2, β2,M2)
W�� ��[,��( � [W	 W�|{�� V ����*�+{�

��,� |W [W 	+,\V�)W |W z{([
� �W |*	 W�| �(W |W [W �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W �
',(� 	+,	 ,�,�� |,�[ � 

(α, β,M)
��*� � (�W ��+{�*��W | �W���) {��,� |W

ηR(α2, β2,M2)+W	 ,�{�� �(+ V �*�(|W |W� 	 ,���� [+����(W� �{��W {( 	{+{�+{	
W �_ �� ��� � ,� �,(� {�,�� �(
�(W VW �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W |,�� �*+��W+ V �W�[{|+W) W�� �_ ��Y� W� V{ [,�|���,�

X�]



� �� � ������ ������� � ������ �� � � ������� � ���� �� �� �� �������� ������� ��

�_ ��^� � �,(+ [
{�(W W���) *
ηes

R (α2, β2,M2)
� ,� �����+W VW 	+,\V�)W |W z{([
� �_ ��_��

�_ ���� � �� [W �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W 	{+��[(V�W+ � �W�� 	{� VW \ ,� � VW [+���+W |W
[,��W+�W�[W |W V ����*�+{��,� �W+{ {��W��� W� (� 	 ,���

Hfin 6= Hmax
��,(� �W++,��

�(W
Hmax

|*	 W�| V(� {(��� |( �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W� � Z {�� V{ �(��W |W [W
	{+{�+{	
W � �,(� {VV,�� |*�WV,		 W+ 	 V(� 	+*[��*) W�� V{ ��+{�*��W 	+,	 ,�*W �
�� 4	�� ��	 
�/�0���� � 9��
������ � �� :/	�/� �� �� ��4�

',(� �(��,�� �[� VW [
W) ��W) W�� |*�  	+*�W��* W� ��,�
W+) W  V{ �W[��,� �� �_ �]� �
z,))W �(��*+* {( 	{+{�+{	
W 	+*[*|W�� � ,� [,���|�+W VW [
{��W) W�� |W �,�[��,��
��[,��(W� �(��{�� -





y+(ξ) =

(
1 +

1

Ma(η(ξ))

)
Y+(ξ) +

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)
Y−(ξ),

y−(ξ) =

(
1 +

1

Ma(η(ξ))

)
Y+(ξ)−

(
1− 1

Ma(η(ξ))

)
Y−(ξ),

�_ ��^�

�(� W�� 	 ,���\ VW �+�[W  V{ 	+,	+�*�* �_ �_Y� � ',(� ���+,|(��,�� {V,+� V{ �,�[��,�
h(η(ξ))|*���W 	{+ -

h(η(ξ)) =
1

Ma(η(ξ))
=

β

Mη2(ξ)
, ξ ∈ IR, �_ �� X�

|W����*W  ��)	 V��W+ VW� *[+��(+W� W� �{����{��{�� VW� 	+,	+�*�*� �(��{��W� � |�+W[�W) W��

*+��*W� |W� 	+,	+�*�*� �_ �_�� � �_ �_Y� W� |W V �
�	 ,�
��W �_ ��^� -

ξ → h(ξ)
W�� ��+�[�W) W�� [+,���{��W 	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR, �_ ��]�
W� -

0 < h(η(ξ)) < 1,
	 ,(+ �,(�

ξ ∈ IR. �_ ����
ZW� [{V[(V� ��)	 VW� ) ,��+W�� �(W VW� �,(�WVVW� ��[,��(W�

y+(ξ)
W�
y−(ξ)

|,��W�� ��+W
�,V(��,�� |( �����)W  [, W� [�W��� �{+�{\VW� -





dξy− =
dξh(η(ξ))

1− h2(η(ξ))
(y+ − h(η(ξ))y−),

dξy+ = 2(1− h2(η(ξ)))y+ +
dξh(η(ξ))

1− h2(η(ξ))
(y− − h(η(ξ))y+).

�_ ��� �

�,(V���,�� W�[,+W (�W �,�� �(W V �
�	 ,�
��W �_ ��^� |W �,� �(+[,) 	+W���� ��* |W V �*�{� |W
�,+��W W� ��|�+W[�W) W�� V �
�	 ,�
��W �_ �� X� |W ��+�[�W |*[+,���{�[W |( �{(� |W [,) 	+W��
��,� W��+{��{�� V{ 	+,	+�*�* |W ��+�[�W |*[+,���{�[W |W

ξ →Ma(ξ)
� �,�� �[� W��W���WVVW�

	 ,(+ �(W VW �����)W �,(�W+�{��
y+(ξ)

W�
y−(ξ)

�,�� \�W� |*��� � ¤� W	 W� � WVVW� 	 W+�
) W��W�� |W |*) ,��+W+ V{ 	+,	+�*�* �_ ���� �{+{�����{�� V{ �,� {��(V{��,� |W V{ �,�[��,�
ξ → 1− h2(ξ)

� 	 ,(+ �,(�
ξ ∈ IR �

¨ W) {+�(,�� �(W VW �,(�W{( �����)W �_ ��� � �W |*	 W�| ��{VW) W�� �(W |W
η(ξ)

� �,�[�
��,� ��[,��(W |{�� VW [{|+W {���,�
W+) W � �V 	{+{�� |,�[ �{�(+WV | �(��V��W+ VW �{(� |W
[,)	+W���,� [,))W �,(�WVVW �{+�{\VW |W �W)	 � 	(���(W V �
�	 ,�
��W �_ �� X� �{+{���� V{
��+�[�W |*[+,���{�[W |W

ξ → η(ξ)
� ZW 	 V(� � [W [
{��W) W�� |W �{+�{\VW 	 W+) W� |W +{) W�

�W+ V ����*�+{��,� |W
IRξ

�,(� W���W+  (� [,) 	{[� 	(���(W
ξ → η(ξ)

W��  �{VW(+� |{��
[ηR(α2, β2,M2), 1]

� ¨ {		 WV,�� �(W VW �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W W�� 	 ,(+ V �����{��

X��



���� ���� � � ����� �����������

��[,��( � ',(� VW �,�W+,�� ��)	 VW) W��
ηR

|{�� V{ �(��W 	(���(W
(α, β,M)

�,�� �)	 V��
[��W) W�� ��*� � �{ |�����,� |W� *�({��,�� |( �����)W �_ ��� � 	{+

dξη
� ) ,��+W �(W |{��

V{ �{+�{\VW
η ∈ [ηR, 1]

� VW� ��[,��(W�
y+(η)

W�
y−(η)

|,��W�� ��+W �,V(��,�� |W -




dηy− =
dηh(η)

1− h2(η)
(y+ − h(η)y−),

dηy+ =
µM2η

(γ − 1)ν

2(1 − h2(η))

(α2(Y+Y−(η, y+, y−)− (Y+Y−)L)− G(η))y+ +
dηh(η)

1− h2(η)
(y− − h(η)y+),

,� �,(� {�,�� +W)	 V{[*
dξη

	{+ �,� *�({��,� �_ �_^� W� ,� V{ �,�[��,� G(η) { *�* |*���W
W� �_ �_�� � ' ,(� � �{�,�� 	{� W�	 V�[��*

Y+Y−(η, y+, y−)
	{+ �,([� |W ��)	 V��[{��,� |{��

V �*[+��(+W |( �����)W � zW	 W�|{�� � �,�,�� �(W �WV,� �_ ��^� � ,� { -




Y+(η, y+, y−) =
1

2

Ma(η)

Ma(η) + 1
(y+(η) + y−(η)),

Y+(η, y+, y−) =
1

2

Ma(η)

Ma(η)− 1
(y+(η)− y−(η)).

',(� 	+,	 ,�,�� {V,+� | �W	 W[�(W+ (� �W[,�| W� |W+��W+ [
{��W) W�� |W �{+�{\VW |W
�W)	 � � ) ,���*� 	{+ VW� 	+,	+�*�*� �_ ��]� W� �_ ���� � �(W �,(� +{		 WV,�� �[� W� �{+�{\VW
η

-

η → h(η)
W�� ��+�[�W) W�� |*[+,���{��W � {�W[

0 < h(η) < 1,
	 ,(+ �,(�

η ∈ [ηR, 1],�_ ����
|W �,+�W �(W -

− dηh(η)

1− h2(η)
> 0, η ∈ [ηR, 1].

�_ ��_�
zW��W 	+,	+�*�* [,�|(�� {( [
{��W) W�� |W �{+�{\VW �)	 ,+�{�� �(��{�� -
3	�4������ 1 �� �� � �� � ������� 3�9����� 6F� ��� 3�� �

H(η, ηR) = −
∫ η

ηR

dvh(v)

1− h2(v)
dv =

1

2
ln

(1 + h(ηR))(1 − h(η))
(1− h(ηR))(1 + h(η))

,
�_ ����

3�4� η ∈ [ηR, 1]
� �F���9� 4� �x��5 �I ��� 6� �������� 6� ��I3 9 �6I �99���� 6��� � ������9��

6F� �� 6� [0,H(1, ηR)]
� ����4�9 6��9 [ηR, 1]

� �9� 6��� F 3�� �

η(H) = ηc

(
1− λe2H

1 + λe2H

)
, ���� λ =

1− h(ηR)

1 + h(ηR)
�� ηc =

√
β

M
.

�_ ����

8 ��9 �� ��4��� �� �������� 6� ��I3 9 H � ��9 ������4�9 y−(H) �� y+(H) 6����� � ����
9��4 ����9 64 9�9�yI � ��� ��� F���� 94���� � �

{
dHy− = −(y+ − h(H)y−),

dHy+ = −G(H, y+, y−)y+ − (y− − h(H)y+),
�_ ��Y�

���� 9��9 �I ��54 ��F �

h(H) =
1− λe2H

1 + λe2H
,

�_ �Y^�

X��



� �� � ������ ������� � ������ �� � � ������� � ���� �� �� �� �������� ������� ��

�� �� ��49 ����9 3�9F �

G(H, y+, y−) = − µM2

(γ − 1)ν

(1− h2(H))2(
α2
(

y2
+−y2

−

4(1−h2(H))
− (Y+Y−)L

)
− G(η((H))

) η
4(H)

η2
c

,
�_ �Y X�

����

G(η(H)) =
1− η(H)

η2(H)

×
(
γ + 1

γ − 1
M2η3(H)−

(
2

γ − 1
+M2 + 2

γ − 3

γ − 1
β2

)
η2(H) +

γ − 3

γ − 1
β2(η(H) + 1)

)
= 0.

�_ �Y]�
�V(��W(+� +W) {+�(W� 	 W(�W�� ��+W �{��W�  V{ �(��W |W [W��W 	+,	 ,����,� � �,(�

| �{\ ,+| � V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W |W V ����W+�{VVW | ����*�+{��,�
H(1, ηR)

|*	 W�| W�	 V�[��W�
) W�� |( �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W �(� W�� �[� ��[,��( � [,��+{�+W) W�� {( [{|+W
��,�
W+) W � ¤��(��W � +{		 WV,�� �(W

H → 0+ [,++W�	 ,�| 
ξ → +∞ � {V,+� �(W

H →
H(1, ηR)

[,++W�	 ,�| 
ξ → −∞ � � ���� W� [,� �,+) *) W��  V{ �W[��,� 	+*[*|W��W |*[+��

�{�� �,� ) ,���{��,�� � 	+W�[+�+W (�W |,��*W �����{VW W�
H = 0

	 ,(+ VW �����)W �_ ��Y�
[,�����W \�W�  �{�+W +*�*+W�[W {(� �{VW(+� W�

ξ = +∞ |W
Y ∗

+(+∞)
W�
Y ∗
−(+∞)

{�W[ V{
	+,	+�*�* -

y+(H = 0) = 0, y−(H = 0) 6= 0.
�_ �Y��

ZW ) �)W � W�
H(1, ηR)

� VW� �{VW(+� |W
y+(H)

W�
y−(H)

�{����,�� {(� [,�|���,�� {��)	�
�,���(W� W�

ξ = −∞ +{		 WV*W� W� �_ �__� � �,(+ ��)	 V��W+ VW� *[+��(+W� � �,(� �,�W+,��
|*�,+) {��

H(1, ηR) = Hmax(ηR)
�

z,�[W+�{�� VW [,)	 ,+�W) W�� {��)	�,���(W |W V{ �,�[��,�
G(H, y+, y−)

� �,(� {�,�� -

lim
H→0+

G(H, y+, y−) = lim
H→H−

max(ηR)
G(H, y+, y−) = +∞. �_ �Y� �

¤� W	 W� �
H = 0

W�
H = Hmax(ηR)

[,++W�	 ,�|W��  |W� 	 ,���� ��{��,��{�+W� |( �����)W
|��{) ��(W �_ �_^�� �_ �_]� � W� |,�[ |W V �¤Z§ �_ �_^� �,(�W+�{��

η
� 	 ,(+ VW��(WV� -





lim
H→0+

(
α2
(
(Y+Y−)(η(H), y+, y−)− (Y+Y−)L

)
− G(η(H))

)
= 0,

lim
H→H−

max(ηR)

(
α2
(
(Y+Y)(η(H), y+, y−)− (Y+Y−)L

)
− G(η(H))

)
= 0.

¤��� � ,� { V{ 	+,	+�*�* �(��{��W -

H → G(H, y+, y−)
W�� (�W �,�[��,� 	 ,�����W +*�(V��+W �(+

]0,Hmax(ηR)[,
�_ �Y��

	(���(W
α2
(
(Y+Y−)(η(H), y+, y−)−(Y+Y−)L

)
−G(η(H)) = dξη < 0

�WV,� V �
�	 ,�
��W
�_ �� X� |W ��+�[�W |*[+,���{�[W |W

ξ → η(ξ)
�

� �	���	� 
�/�0����� �� ���
���� ��
������
� W �����)W �,� V��*{�+W �_ ��Y� 	 W(� W�[,+W ��+W ��)	 V��* W� ���+,|(��{�� V{ �,�[�

��,� -
Fint(H) = exp

(
−
∫ H

0
h(t) dt

)
, H ∈ [0,Hmax(ηR)],

�_ �Y_�

X��



���� ���� � � ����� �����������

|,�� V{ �,+) W W�	 V�[��W W�� -

Fint(H) =
1

1 + λ
e−H

(
1 + λe2H

)
, Fint(0) = 1, H ∈ [0,Hmax(ηR)].

�_ �Y��
�	+�� )(V��	 V�[{��,� |W� *�({��,�� [,) 	 ,�{�� VW �����)W �_ ��Y� 	{+ V{ �,�[��,� �_ �Y�� �
�V W�� 	 ,���\ VW |W �*+��W+ �(W VW� �,(�WVVW� �,�[��,�� ��[,��(W� -

z+(H) = Fint(H)y+(H), z−(H) = Fint(H)y−(H), H ∈ [0,Hmax(ηR)],

|,��W�� ��+W �,V(��,�� |( �����)W �,� V��*{�+W �(��{�� -
{
dHz− = −z+,

�_ �Y��
dHz+ = −G(H, z+, z−)z+ − z−,

,� {	+�� �(WV�(W� [{V[(V� � ,� ,\��W�� V{ |*�����,� |W V{ �,�[��,�
H → G(H, z+, z−)

-

G(z+, z−,H) =
G1(H)

z2
− − z2

+ −G2(H)
,

�_ �YY�
{�W[ -





G1(H) = C1
e4H

(1 + λe2H)2 (1− λe2H)2
,

G2(H) = C2

(
α2β2(1− η4

c )− G(η)
)
,

�_ �X^^�

C1 =
µ

ν

256M2

(γ − 1)α2

η2
cλ

3

(1 + λ)2
,

C2 =
16λ

α2(1 + λ)2
.

',(� |,��,�� �*{�) ,��� |W(� +W) {+�(W� [,�[W+�{�� [W� [{V[(V� � �V � �� { 	{� |W
�,�[��,� |*	 W�|{�� |W

H
|W�{��

z2
−

W�
z2
+

� zW[� 	+,��W�� |( �{�� �(W |{�� V{ �,+)(VW
�_ �Y X� VW [,W� [�W�� |W�{��

y2
+

W�
y2
−

W�� W� �{�� (�W [,���{��W -

α2

4(1 − h2(H))(Fint(H))2
=
α2(1 + λ)2

16λ
.

ZW 	 V(� � ,� { 	+�� V �,		 ,�* |( |*�,) ��{�W(+ |W
G(H, y+, y−)

	 ,(+ {\�,+\ W+ VW ����W �*�
�{��� |W�{�� V �W�	+W���,� |W V{ �,+)(VW �_ �Y X� � zW	 W�|{�� � V{ �,�[��,�

H → G(H, z+, z−)W�� �,(� ,(+� 	 ,�����W � [W �(� W�� (�W 	+,	+�*�* 	+�) ,+|�{VW �[� �
�,(V���,�� �(W | �{	+�� �_ �X^^� � ,� { VW� 	+,	+�*�*� �)	 ,+�{��W� �(��{��W� -

lim
H→0+

G1(H) <∞, lim
H→0+

G2(H) <∞. �_ �X^ X�
¤� 	+{���(W � VW� �{+�{\VW� +*�,V(W� �,�� W� +*{V��*

(z+, z−)
 (�W [,���{��W )(V��	 V��

[{���W 	+�� � ¤� {���[�	{�� �(+ V{ �(��W � �,(� �,(� �,))W� {	 W+�(� �(W V ����*�+{��,�
�() *+��(W *�{�� |�� [�VW 	 ,(+ VW�

α
	 W���� � ',(� �(��*+,�� |,�[ |W +W�,+) {V��W+ V{

�,V(��,� W� |W �+{�{�VVW+ {�W[ VW� ��[,��(W� -

z̄± =

√
(γ − 1)α2

512M2
z± = Cz±.

X�_



� �� � ������ ������� � ������ �� � � ������� � ���� �� �� �� �������� ������� ��

ZW ) {���+W *��|W��W � VW� �,(�WVVW� ��[,��(W� �,�� �,V(��,�� |( ) �)W �����)W �_ �Y��
,� V{ �,�[��,�

H → G(H, z̄+, z̄−)
	 ,���|W |W� [,���{��W� |�	 *+W��W� � ¤� (��V��{�� [W��W

+W�,+) {V��{��,� W� W� {\{�|,��{�� V{ �,�{��,� \{++W 	 ,(+ 	 V(� |W [V{+�* � ,� ,\��W�� -

G(z+, z−,H) =
A(H)

z2
− − z2

+ −B(H)
,

�_ �X^]�
{�W[ -





A(H) = CA
e4H

(1 + λe2H)
2
(1− λe2H)

2 ,

B(H) = CB

(
α2β2(1− η4

c )− G(η)
)
,

�_ �X^��

CA =
µ

2ν

η2
cλ

3

(1 + λ)2
,

CB =
γ − 1

32M2

λ

(1 + λ)2
.

�{ �,+) W |W V{ [,���{��W |W +W�,+) {V��{��,� W�� (�W [,��*�(W�[W |W [W [{V[(V W�
|W V{ �,V,��* | �W�VW�W+

α−2 |W V{ [,���{��W |( �() *+{�W(+
G1(H)

|W V{ �,�[��,�
G(H, z+, z−)

|,��*W W� �_ �YY�� �_ �X^^� � [W �(� VW +W�|{�� {+���[�WVVW) W�� �+{�| 	 ,(+ VW�
α

	 W���� � zW��W �,V,��* � �W�	 V��(W 	{+ VW [+���+W �(� �W+{ [
,��� [,)) W �� | ����*�+{��,�
|( �����)W W� �(� �W+{ \{�* �(+ VW �{�� �(W VW |*�,) ��{�W(+ |W

G(H, z+, z−)
|W��W��

�����) W�� �+{�| 	+�� | �(� 	 ,��� [+����(W 	(���(W
dξη = 0

W� [W 	 ,��� � ',�,�� �(W VW�
	+,	+�*�*� �_ �X^ X� �,�� �,(�,(+� �{V{\VW� -

lim
H→0+

A(H) <∞, lim
H→0+

B(H) <∞. �_ �X^� �

z,�[W+�{�� V{ |,��*W �����{VW �_ �Y�� W�
H = 0

� [WVVW�[� |W��W�� -

z+(H = 0) = y+(H = 0) = 0, z−(H = 0) = Cy−(H = 0) 6= 0,
�_ �X^��

	(���(W
Fint(0) = 1

| �{	+�� �_ �Y_� � �{ �({����*
z−(0)

W�� �,(�,(+� ��[,��(W �
�,(V���,�� |W �,(�W{( �( � V �����{�� ��{V

Hmax(ηR)
� [,++W�	 ,�|{�� 

ξ = −∞ |{��
V{ �{+�{\VW ,+����WVVW � W� |,�[  V{ [,�|���,� {��)	�,���(W �_ �__� � ,� { -

Y L
+ = lim

ξ→−∞
Y+(ξ) = β

(
1− β

M

)
, Y L

− = lim
ξ→−∞

Y−(ξ) = −β
(

1 +
β

M

)
,

�_ �X^_�

|W �,+�W �(W VW� �({����*�
z+(Hmax(ηR))

W�
z−(Hmax(ηR))

�,�� W�	 V�[��W) W�� |,��*W�
	{+ -





z+(Hmax(ηR)) = 0
� �_ �X^��

z−(Hmax(ηR)) = CFint(Hmax(ηR))
(
(1 + h(ηL))Y L

+ − (1− h(ηL))Y L
−
) �

= 2CβFint(Hmax(ηR))(1 − η4
c ) 6= 0

�
[{+

h(ηL) = 1
Ma(−∞) = β

M
= η2

c

�
���/	.�� 1 �� �� � �(���(W VW� �{VW(+� ��{VW�

z+(Hmax(ηR))
W�
z−(Hmax(ηR))

�,��
[,��(W� � ,� 	 ,(++{�� ��+W �W��* |W +W��W+�W+ VW ����W |( �W)	 � W� −H 	 ,(+ ���*�+W+ |W

X��



���� ���� � � ����� �����������

−Hmax(ηR)
{�W[ [W� |,��*W� �(��( � V �����{��

H = 0
� �,(�W�,�� � W� *[
{��W{��

H
W�

−H � ,� 	{��W |W −G(H, z+, z−)

G(−H, z+, z−)

� Z �� V,+� � VW� 	+,	+�*�*� | ���4 ������
|W

G
4/	 :/���	� 4����:�� -

lim
H→0+

G(H, z+, z−) = lim
H→Hmax(ηR)−

G(H, z+, z−) = +∞,

� �,		 ,�W��  (�W �WVVW {		+, [
W � zW [,���{� W�� |�+W[�W) W�� V�*  V �W� ���W�[W | �(�W
������* |W �,V(��,�� 	 ,(+ VW 	+,\V�)W |�+W[� � W�	 V,�{�� �,(�W� W� �W)	 � �{( � (�W �

z,��+{�+W) W�� {( [{|+W ��,�
W+) W � VW �����)W �_ �Y�� � �W�� 	{� V��*{�+W � §� �W 	 W(�
|,�[ 	{� W�	 V,��W+ V{ [,�|���,� |W �,� {��(V{��,� |W

z−(0)
	 ,(+ (��V��W+ (� �,(�W{(

[
{��W) W�� |W �,�[��,�� ��[,��(W� W� |����{��
(z+, z−)

	{+ [W��W �({����* W� {����
{�,�+ (�W [,�|���,� �����{VW [,��(W � �V �{(� �[� W�	+�) W+ W�	 V�[��W) W��

z−(0)
� �,(+ [WV{

+W) {+�(,�� �(W [W��W �({����* W�� |,��*W 	{+ -

z−(0) = Cy−(0) = C

((
1 +

1

MR
a

)
Y+R−

(
1− 1

MR
a

)
Y R
−

)
,

,� VW� |*	 W�|{�[W� 	{+ +{		 ,+� {(� �,)\+W� +*|(��� ,�� *�* [,��[�W)) W�� ,) ��W� W�
,�

MR
a = Ma(+∞)

W�
Y R
± = Y ∗

±(+∞)
� §+ � {( 	{+{�+{	
W �_ �� ��� *�(|�{�� VW� 	 ,����

��{��,��{�+W� � V �W�	+W���,� W��+W 	{+W��
��W� { |*�  *�* [{V[(V*W ��,�+ �,+)(VW �_ ����� �
[W �(� �,(� |,��W 	 ,(+

z−(0)
-

z−(0) = 2C

√
(MR

a )2 − 1

αMR
a

√
−α2(Y+Y−)L − G(ηR).

�_ �X^��

¨{		 WV,�� �(W V{ +{[��W [{++*W W�� \�W� |*���W W� �W+�( |W V ���*�{V��* �_ ��^� �)	 V��({��
�(W VW �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W W�� �WV �(W -

−α2(Y+Y−)L − G(ηR) > 0.

���/	.�� 1 �� �� � �� V�W� �+�� *�+,�� W� ���W W��+W V �W�	+W���,� |W
z−(0)

W� V �*�{V({��,�
|W V{ �,�[��,�

B(H)
W� �*+, � ��� | �W�
 �\ W+ [W V�W� � +W)	 V{�,�� V{ 	+W) ��+W *�({��,� |(

�����)W �_ �Y�� |,��{��
z+ = −dHz−

� |{�� V{ |W(���)W *�({��,� �(+
z+

� §� ,\��W��
{V,+� (�W *�({��,� |( �W[,�| |W�+* �,(�W+�{�� V ���[,��(W

z−
-

dHHz− +G(H, z+, z−)dHz− − z− = 0.

¤� +W)	 V{�{��
G(H, z+, z−)

	{+ �,� W�	+W���,� �_ �X^]� � [W��W *�({��,� �W +**[+�� -
(
z2
− + (dHz−)2 −B(H)

)
(dHHz− − z−) +A(H)dHz− = 0.

�_ �X^Y�
����� �+�[W {(� 	+,	+�*�*� �_ �X^� � W� W� �W +{		 WV{�� �(W

z+(0) = −dHz−(0) = 0
W�

z−(0) 6= 0
� (� 	{��{�W  V{ V�) ��W |{�� V �*�({��,� [��|W��(� �)	 V��(W -

z−(0) =
√
B(0).

�� V �,� *�{V(W √
B(0)

�+�[W {(� �,+)(VW �_ �X^�� |,��{��
B(H)

� ,� +*[(	 �+W W	 W[���W�
) W�� V �W�	+W���,� |W

z−(0)
|,��*W W� �_ �X^�� �

X��



� �� � ������ ������� � ������ �� � � ������� � ���� �� �� �� �������� ������� ��

���{VW) W�� � V{ �,+)(VW �_ �X^�� ),��+W �(W � 
(α, β,M)

��*� � V{ |,��*W �����{VW
z−(0)

�W |*	 W�| �(W |W
ηR(α2, β2,M2)

� � ���� � �� VW �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W W��
[,��( � �V � �{��� {V,+� | ����*�+W+ �() *+��(W) W�� V{ �,V(��,� |( 	+,\V�)W |W z{([
�
�(��{�� � �(+ V ����W+�{VVW

[0,Hmax(ηR)]
-

{
dHz− = −z+,
dHz− = −G(H, z+, z−)z+ − z−,

�_ �XX^�
*�(�	 *W |W V{ |,��*W �����{VW -





z+(0) = 0,

z−(0) = 2C

√
(MR

a )2 − 1

αMR
a

√
−α2(Y+Y−)L − G(ηR),

�_ �XXX�
{�W[ -





MR
a =

(
ηR

ηc

)2

,

(Y+Y−)L = −β2(1− η4
c ),

ηc =

√
β

M
.

�_ �XX]�

� �+ �� � (!& !M�#!NM %) (� $!M�L (�K !#" )M
H = 0

Z{�� [W 	{+{�+{	
W � ,� �(		 ,�W �(W VW �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W �,�*
ηR

��{��
+*�*+W�[W {(� �,)\+W� +*|(���

(α2, β2,M2)
�(� �,�� ��*�� W�� [,��( �

Z �� V,+� � V{ ����(V{+��* |W V{ �,�[��,�
G(H, z+, z−)

W�
H = 0

���W+|�� |W 	 ,(�,�+ |*\(�
�W+ V{ +*�,V(��,� �() *+��(W |( 	+,\V�)W | �¤Z§ �_ �XX^� ��_ �XXX�  	{+��+ |W V �����{��
H = 0

� ',(� �(��*+,�� | �{		+, [
W+ [W��W �,V(��,� W� +*�,V�{�� VW 	+,\V�)W �(��{�� �
	 ,�* �(+ (� ���W+�{VVW

[H0,Hmax(ηR)]
�
H0 > 0

|,��* � �(� �{)) W�� 	 W��� -
{
dHz− = −z+,

�_ �XX��
dHz+ = −G(H, z+, z−)z+ − z−,

*�(�	 * | �(�W |,��*W �����{VW  V �����{��
H0

-
(z+(H0), z−(H0))

� ,�
z+(H0)

W�
z−(H0)�,�� W���) *�  	{+��+ | �(� |*�WV,		 W) W�� �,+) WV W� �*+�W W�

H = 0
|W V{ �,V(��,� |(

	+,\V�)W ,+����WV �_ �XX^�� �_ �XXX� �
zW� |*�WV,		 W) W��� +W	 ,�W�� �(+ (� |*�WV,		 W) W�� W� �*+�W |W �{(+W�� |W� �,�[��,��
A(H)

W�
B(H)

� zW	 W�|{�� � VW� [{V[(V� *�{�� \ W{([,(	 	 V(� V,(+|� �(W |{�� V{ [{|+W
��,�
W+) W � �,(� � �{�,�� 	( |*) ,��+W+ |W +*�(V�{� �*�*+{V {�{V,�(W  V{ 	+,	 ,����,�
�� �_ �� � |( [
{	 ��+W � � ',(� |,��,�� ��)	 VW) W�� VW +*�(V�{� �+,��(* �(��{�� -
3	�4������ 1 �� �6 � D433�9��9 G4 � ��9 � �������9 A(H) �� B(H) �6I ������ ��9 6F���
��33 �I ���9 �� 9F��� 6� ��4���� 94�����9� �� H = 0� ��93 ����� �I ��� � � ���6�� ����9 ��
G4���� �





A(H) =
2∑

i=0

AiH
i +O(H3),

B(H) =

3∑

i=0

BiH
i +O(H4),

X�Y



���� ���� � � ����� �����������

����9 �� 9��4 ���� z+(H) �� z−(H) 64 3 ����yI � �� ����� � �� ����� �6I �� �� 6F����33 �I ���
�� 9F��� 6� ��4����� � � ���6�� ���G 3�4� z− �� G4���� 3�4� z+ � �� H = 0� 6��� F 3��
��9 � ��I4��9 94������9 �





z−(H) =
4∑

i=0

ziH
i +O(H5),

z+(H) =
4∑

i=1

iziH
i−1O(H4),

���� �





z0 =
√
B0,

z1 = 0,

z2 =
1

2

√
B0

φ0
,

z3 =
1

3

√
B0(φ0 − 1)

B1φ3
0(1 + φ0)

(
φ2

0(1− ψ0)B2 +B0(1− φ0)
)
,

z4 =

√
B0

24

z̄4
B2

1φ
5
0(φ0 + 2)(φ0 + 1)

,

���9� G4� �

z̄4 = 6B1φ
4
0(1 + φ0)(1− φ0)(χ0 − 1)B3 + 4B2

0(φ0 − 6)(φ0 − 1)3 + 3B2
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φ0 =
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,

ψ0 =
A1

(1− φ0)B2
,

χ0 =
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√
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� +) *� |W [W� |*�WV,		 W) W��� � V{ |,��*W �����{VW
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√
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ziH
i
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A0 = CA
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r4
,

A1 = CA
1
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,
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R

(
2cη4
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a =
γ − 3
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2
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c =
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a =
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b =
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(
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,

c =
γ + 1

γ − 1
M2,

d =
1

γ − 1
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√
β

M
.

Z �� V,+� � |*�WV,		 W+
B(H)

W�
H = 0

� +W� �W��  |*�WV,		 W+ G ◦ η(H)
W�

H = 0
� ¤�

+W)	 V{�{�� V �W�	+W���,� |W
η(H)

|{�� V{ �,+)(VW �_ �XX_� � ,� ,\��W�� (�W �,�[��,� |W
H

�(� �W 	 ,�W 	{� |W |�� [(V�* 	{+��[(V��+W �({��  �,� |*�WV,		 W) W�� W�
H = 0

� ��
V,��[�WV |W [{V[(V� �,+) WV� |,��W � W�[,+W (�W �,�� � VW +*�(V�{� W�[,)	�* �

X�]



� �� � ������ ������� � ������ �� � � ������� � ���� �� �� �� �������� ������� ��

� �+ �* � !$) )M N)L	K)
� ���/��� � �-��
��� �� /�� �� 
��4	������ �� ��	��

z,))W �,(� V �{�,�� �( |{�� V{ �W[��,� 	+*[*|W��W � V ����*�+{��,� �() *+��(W |(
	+,\V�)W |W z{([
� �_ �XX^�� �_ �XXX� �W 	 W(� ��+W +*{V��*W �(W �� VW �{(� |W [,) 	+W��
��,� |W �,+��W W�� [,��( � zWV(��[� 	 W+) W� |W |*�W+) ��W+ V{ [,�|���,� �����{VW

z−(0){���� �(W V{ \ ,+�W �(	 *+�W(+W |W V ����W+�{VVW | ����*�+{��,�
Hmax(ηR)

� ' ,(� 	+,	 ,�,��
|,�[ | �(��V��W+ VW� 	+,	+�*�*� |W� 	 ,���� ��{��,��{�+W� � W�	 ,�*W� {( 	{+{�+{	
W �_ �� ��� �
	 ,(+ W���) W+ (� ���W+�{VVW |��[+W� |W �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W {|) ����\ VW � 	(��
| ����*�+W+ VW �����)W 	 ,(+ [
{[(� | �W��+W W(� � ',(� �,�W+,�� VW �{(� |W [,) 	+W���,�
�,V(��,� �*+��{\VW |( �����)W 	{+

ηR
W� [
{[(� |W� �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W

W���) * 	{+
ηes

R

� �W [+���+W |W [,��W+�W�[W |W [
{�(W [{V[(V W�� \{�* �(+ V �*�{V({��,� |(
|*�,) ��{�W(+ |W V{ �,�[��,�

G(H, z+, z−)
� ¨ {		 WV,�� �(W [WV( ��[� [,++W�	 ,�| 

dξη
� ��

\ �W� �(W �({�|
H → Hmax(ηes

R )
� � �� � ξ → −∞ � ,� { {��W��� VW 	 ,��� ��{��,��{�+W [,+�

+W�	 ,�|{�� {(� [,�|���,�� {��)	�,���(W� �_ �_��� �_ �__� W� [W |*�,) ��{�W(+ �W�| �W+�
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V �W�[{|+W) W�� �(��{�� -

η0(β,M) < ηR(α2, β2,M2) < ηmax(β,M),
�_ �XX��

,�
η0(β,M)

W�� V �(���(W +{[��W |�	 *+W��W |W V �(���* |W V{ �,�[��,�
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φ(u) = exp

(
2

∫ τ c2(v)

c2(v)− a2(v)

dv

v

)
,
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, [ 	 W+�(+\ * W�� V, [{V��* �  [
{�(W ����{��
t̂
� W�

x̂ = 0
� �W� �,(�WVVW�

�,�[��,�� ��[,��(W� � +*�(V�{�� |W [W [
{��W) W�� |W �{+�{\VW� � � �*[+��W�� -
{

v̂
ǫ
L(x̂, t̂) = v

ǫ
L(x̂+ Φǫ(t̂), t̂),

v̂
ǫ
R(x̂, t̂) = v

ǫ
R(x̂+ Φǫ(t̂), t̂),

W� |,��W�� ��+W �,V(��,�� |( 	+,\V�)W [,(	 V*  �+,����+W ��W [,�����(*  �{([
W |W -
{
∂t̂v̂

ǫ
L + ∂x̂

(
F(v̂ǫ

L)− Φ
′ǫ(t̂)v̂ǫ

L

)
= 0,

��
x̂ < 0

�
t̂ > 0

� �� ���
v̂

ǫ
L(x̂, 0) = v

ǫ
0L(x̂),

{�W[
x̂ < 0

�
]]�



���� ���� � � ���� �� ��� ��� ��������� � � ���� �����

W�  |+,��W |W -
{
∂t̂v̂

ǫ
R + ∂x̂

(
F(v̂ǫ

R)− Φ
′ǫ(t̂)v̂ǫ

R

)
= 0,

��
x̂ > 0

�
t̂ > 0

� �� �Y�
v̂

ǫ
R(x̂, 0) = v

ǫ
0R(x̂),

{�W[
x̂ > 0

�
{�W[ 	 ,(+ [,�|���,� |W [,(	 V{�W |*|(��W �)) *|�{�W) W�� |W �� ��� -

−Φ
′ǫ(t̂)

(
v̂

ǫ
R(0+, t̂)− v̂

ǫ
L(0−, t̂)

)
+
(
F(v̂ǫ

R(0+, t̂))− F(v̂ǫ
L(0−, t̂))

)

=

C(v̂ǫ
L(0−, t̂),Φ

′ǫ(t̂)).
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{	 W{( �
 �� �� � !M"�K !$�#!NM )# �K !#'K) %) $#�� !(!#" $#KL�#LK)(()

� �{)	 V��(|W
ǫ
|W V{ 	 W+�(+\{��,� |{�� V{ |,��*W �����{VW 	 ,(�{�� ��+W [
,���W {+�

\��+{�+W) W�� 	 W���W � � {�|{ �(���+W | �*�(|�W+ V �W� ���W�[W | �(�W �,V(��,�  V{ �W+��,�
V��*{+��*W � W�

ǫ = 0
� |( 	+,\V�)W [,(	 V* �� �� �� �Y�� �� �X^� � � [W��W �� � �V ���+,|(�� VW

|*�WV,		 W) W�� �,+) WV �(��{�� �+{		 WV,�� �(W V{ �,�{��,� [
{	 W{( W�� ,) ��W� -




v
ǫ
L(x, t) = vL + ǫwL(x, t) + · · · ,

v
ǫ
R(x, t) = vR + ǫwR(x, t) + · · · ,

Φǫ(t) = σt+ ǫϕ(t) + · · · ,
	 ,(+ ,\�W��+ �( � V �,+|+W

0
W�

ǫ
� VW 	+,\V�)W |W [,(	 V{�W |*�*��+W �(+ V{ [,�|���,� -

−σ(vR − vL) + (F(vR)− F(vL)) = C(vL, σ),

�{����{��W 	{+ [,���+([��,� W� �� ��� �
�( 	+W) �W+ ,+|+W W�

ǫ
� VW� �,(�WVVW� ��[,��(W� �,��

wL(x, t)
�
wR(x, t)

W�
ϕ(t)

� zWVVW��[�
|,��W�� ��+W �,V(��,�� |( 	+,\V�)W |W [,(	 V{�W V��*{+��* � [,�����(*  �{([
W |W -

{
∂twL + (∇vF(vL)− σId) ∂xwL = 0,

��
x < 0

�
t > 0

� �� �XX�
wL(x, 0) = w

L
0 (x),

{�W[
x < 0

�
W�  |+,��W |W -

{
∂twR + (∇vF(vR)− σId) ∂xwR = 0,

��
x > 0

�
t > 0

� �� �X]�
wR(x, 0) = w

R
0 (x),

{�W[
x > 0

�
VW� �+{[W� W�

0
|W [W� �,V(��,�� *�{�� {��+W���W�  V{ [,�|���,� |W [,(	 V{�W �(��{��W -

(∇vF(vR)− σId)wR(0+, t)− (∇vF(vL)− σId)wL(0−, t)− ϕ′(t)(vR − vL)
=

∇vC(vL, σ)wL(0−, t) + ϕ′(t)∂sC(vL, σ), �� �X��
,� VW �W[,�| ) W)\+W +*�(V�W [V{�+W) W�� |( |*�WV,		 W) W�� �(��{�� -

C(vǫ
L(0−, t),Φ

′ǫ(t)) = C(vL, σ) + ǫ∇vC(vL, σ)wL(0−, t) + ǫϕ′(t)∂sC(vL, σ) + · · · .
�[� �∇vC(vL, σ)

|*����W (�W ) {�+�[W
n×n {V,+� �(W

∂sC(vL, σ)
[,++W�	 ,�|  (� �W[�W(+

[,V,��W |W
IRn � �	+�� � {�|{ � �,(� ���+,|(��,�� �[� -
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, [ �� �]�� �� ��� W�� |��W V��*{�+W) W�� ��+([�(+WVVW) W��
��{\VW �� W� �W(VW) W�� �� VW 	+,\V�)W |W [,(	 V{�W V��*{+��* �� �XX�� �X]�� �� �X�� {|) W� (�W
(���(W �,V(��,� +*�(V��+W

(wL(x, t),wR(x, t), ϕ(t))
�

� W 	+��[�	{V +*�(V�{� |W [W��W �W[��,� W�� -
��-�	��� � �� �� ��/� ���- �	�
�	���� �� �� 9��4 ���� 1��x�� �� ��� � �� ��� �9� ��� F���
��I ��� 9��4��4��� ��I �� � 9����� 9� �� 9�4��I ��� 9� �

�� ��9 ���6�����9 5 F�I F���G4�9 6� ��� 9��� 9���9� ����9 �

λ1(vR) < σ < λ1(vL), σ < λ2(vR),
�� �X� �

��� �� ���6����� 6� E �¡ 6� F���64� �9� �F��� F� �

∆ = Det((vR − vL) + ∂sC(vL, s)
∣∣∣
s=σ

, r2(vR), · · · , rn(vR)) 6= 0,
�� �X��

9��� 6� I ���y�� FG4������ �� �

(
l1(vR), (vR − vL) + ∂sC(vL, s)

∣∣∣
s=σ

)
6= 0,

�� �X_�

�� 6��9 �� 6F���I ���� � 3 �F�F6��� {ri(vR)}2≤i≤n
6F9�5� ��� ��9 �����4�9 3 ��3 ��9 �

6����� 6� ∇vF(vR)� �99���F9 �4� ����4�9 3 ��3 ��9 {λi(vR)}2≤i≤n
�
8 ��9 �� 3 ��64��

9������� �� ���� � l1(vR) 6F9�5� � �� �����4� 3 ��3 �� � 5 �4�x � 6� ����� I �I � I �������
�99���F � �� ����4� 3 ��3 �� λ1(vR) �

�,(V���,�� �(W VW� [,�|���,�� �� �X� � W� �� �X_� �,�� ��|*	 W�|{��W� � ¤� [W �W�� �
V{ �{����{[��,� |W� [,�|���,�� �*,) *�+��(W� |W �{� �W �(� � 	{� � �{ ��,V{��,� |W V{
[,�|���,� �� �X_� �W �+{|(�� 	{+ V{ �,� (��[��* |W V{ �,V(��,� |( 	+,\V�)W |W ¨�W) {�� W�
W�� V�*W {( 	
*�,) ��W |W |*[,)	 ,����,� �	 ,��{�*W |W V �,�|W |W [
,[ W� 	 V(��W(+� ,�|W�
| �{)	 V��(|W [,)	{+{\VW � ',(� +W��,�,�� VW VW[�W(+  �W++W �_]� 	 ,(+ [W��W �(W���,�
|{�� (� [{|+W {\��+{�� � {���� �( �{(� �+{�{(� |W �V,
 VW� �]�� W� � W���,	 �� V,
+ ��� �
|{�� VW [{� |W V{ |��{) ��(W |W� �{� �
���/	.�� � �� �� � Z{�� VW [{|+W | �(� �����)W 
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	 ,(+
VW�(WV C(vL, σ) = 0

� � � {�|{ ,\��W�� � ,(�+W V{ [,�|���,� �� �X� � � V{ [,�|���,� �(��{��W -

∆ = Det((vR − vL), r2(vR), · · · , rn(vR)) 6= 0.

� ����+,|([��,� |W� +WV{��,�� [��*���(W� � 	 ,(+ |*���+ VW� +WV{��,�� |W �{(� �*�*+{V��*W� �
,	 +W |,�[ (�W W��W���,� ��)	 VW W� �{�(+WVVW |{�� VW [{|+W �,� [,��W+�{��� �

' ,(� �W+) ��,�� [W��W �W[��,� W� *�{\V���{�� VW �
*,+�)W �� �X�]� � �{ 	+W(�W 	+,	 ,�*W
�(�� V �{+�() W��{��,� |*�WV,		 *W 	{+ � {�|{ �� X� �
Z {�� (� 	+W) �W+ �W)	 � � �V [,���W�� |W +W) {+�(W+ �(W VW� |W(� �����)W� V��*{�+W� �� �XX�
W� �� �X]� � �{��{�� V �,\ � W� |W V{ [,�|���,� |W [,(	 V{�W �� �X�� � 	 W(�W�� ��+W +W�,+)(V*� � ��{
(� [
{��W) W�� |W �,�[��,�� ��[,��(W� � W� |W(� �����)W� | �*�({��,�� |W �+{��	 ,+� � ¤�
W	 W� � 	{+ 
�	 ,�
��W � V{ ) {�+�[W ∇vF(vL)

�+W�	 W[���W) W�� ∇vF(vR)
� {|) W� (�W \{�W

|W �W[�W(+� 	+,	+W�  �{([
W {li(vL)}1≤i≤n
�+W�	 W[���W) W�� {li(vR)}1≤i≤n

� {��, [�*�
{( �	 W[�+W +*WV {λi(vL)}1≤i≤n

�+W�	 W[���W) W�� {λi(vR)}1≤i≤n
� � Z �� V,+� � VW 	+,|(��

�[{V{�+W |W �� �XX� 	{+ [
{[(� |W� �W[�W(+�
lj(vL)

�
1 ≤ j ≤ n

� [,�|(��  ���+,|(�+W VW�
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�{+�{\VW� [{+{[�*+�����(W�
αL

j (x, t) = (lj(vL),wL)(x, t)
�
1 ≤ j ≤ n

� 	 ,(+ +*W�	+�) W+
�� �XX� �,(� V{ �,+) W | �(� �����)W | �*�({��,�� |W �+{��	 ,+� |*[,(	 V*W� -

{
∂tα

L
j + (λj(vL)− σ)∂xα

L
j = 0,

��
x < 0

�
t > 0

� �� �X��
αL

j (x, 0) = (lj(vL),w0
L(x)),

	 ,(+
j ∈ {1, · · · , n} �

�{ ) �)W 	+,	+�*�* �{(� 	 ,(+ �� �X]� W� [,�|(��  -
{
∂tα

R
j + (λj(vR)− σ)∂xα

R
j = 0,

��
x > 0

�
t > 0

� �� �X��
αR

j (x, 0) = (lj(vR),w0
R(x)),

	 ,(+
j ∈ {1, · · · , n} �

' ,(� ��+,�� 	+,� � |W V{ �,+) W �+�� 	{+��[(V��+W |W �� �X�� �+W�	 W[���W) W�� �� �X��� 	 ,(+
+*�,(|+W VW 	+,\V�)W |W [,(	 V{�W V��*{+��* [,���|*+* �
� [W��W �� � �,(� {�,�� \ W�,�� |W� \+W�� +{		 WV� �(��{��� � |,��{�� {[[��  (�W �,+)(VW
|W +W	+*�W��{��,� (��VW �

������� � 9�� ��� ��4	�� ���� �� �/�
�5 4��	 ��� -.�/��� �� 	/��4�	
z,���|*+,�� VW 	+,\V�)W |W z{([
� �(��{�� � 	 ,�* |{�� VW |W) ��	 V{�

IRx>0
-

{
∂tα+ µ∂xα = 0,

��
x > 0

�
t > 0

� �� �XY�
α(x, 0) = α0(x),

,� V{ � ��W��W |W 	+,	{�{��,�
µ

W�� (� �,)\+W +*WV ��* �
� �{		 V�[{��,� |W V{ �
*,+�W |W� [{+{[�*+�����(W� � V�[��W 	 ,(+ �,(� �W)	 �

t > 0
|{��

[W [{|+W |W �+{��	 ,+� V��*{�+W � [,�|(�� �+�� [V{����(W) W�� {(� |W(� [,���(+{��,��
�*,) *�+��(W� +W	+*�W��*W� �(+ V{ ��(+W �� �X� � |�[�*W� 	{+ VW ����W |W V{ ���W��W

µ
� Z {��

µ < 0 µ > 0

t

0 x

t

x0

� ?¦ � � �X � �
*,+�W |W� [{+{[�*+�����(W� 	 ,(+ (�W *�({��,� |W �+{��	 ,+� V��*{�+W �
VW [{�

µ < 0
� {([(�W [,�|���,�  V{ V�) ��W �W |,�� ��+W �)	 ,�*W W�

x = 0
- V{ �{VW(+ |W

V{ �+{[W |W V{ �,V(��,� W�
x = 0

*�{�� |*�W+) ��*W  [
{�(W ����{��
t
	{+ V{ �,+)(VW |W
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α(x, t) = α0(x− µt).
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Z{�� VW [{�
µ > 0

� �V [,���W�� � [W��W �,�� � |W [,) 	 V*�W+ VW 	+,\V�)W �� �XY� 	{+ V{ |,��*W
| �(�W [,�|���,�  V{ V�) ��W W�

x = 0
|W V{ �,+) W -

α(0, t) = g(t),
�� �]^�

,�
g(t)

W�� (�W �,�[��,�  	+W�[+�+W � �W �,+)(VW |W +W	+*�W��{��,� |W V{ �,V(��,� W��
{V,+� [,�|���,��WVVW �WV,� �( � V �����{��

t > 0
[,���|*+* � V{ 	 ,����,�

x
�*+��W

µt−x < 0,(
µt− x ≥ 0

� Z {�� VW 	+W) �W+ [{� �
α(x, t)

W�� |�[�*W 	{+ V{ �{VW(+ |W V{ |,��*W |W V{
[,�|���,� �����{VW -

α(x, t) = α0(x− µt),
{V,+� �(W |{�� VW �W[,�| [{� � V{ [,�|���,�  V{ V�) ��W �� �]^� |,��W V{ �{VW(+ +W[
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α(x, t) = g

(
µt− x
µ

)
.
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� �� �X��
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∂tα

L
j + (λj(vL)− σ)∂xα

L
j = 0,
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x < 0
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t > 0
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j (x, 0) = α0,L
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σ < λ1(vL).

�(���(W
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|W V{ �{+�*�* [W��+{VW -
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*�(|�* � Z ������(,�� VW� |W(� [{� |W �,+�W  �{�+W *) W+�W+ V{ �*[W����* |W� [,�|���,��
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λ2(vR) < σ < λ3(vR) < · · · < λn(vR),
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��� | �W�	+�) W+ V �*�(��{VW�[W |W [W��W [,�|���,� {�W[ V{ �,� �(VV��* |( 	+,|(�� �[{V{�+W -
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Ã(uǫ

L)− Φ
′ǫ(t)Id

)
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Ã(uR)− σId)∂xwR
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L
j = 0,

��
x < 0

�
t > 0

�
αL

j (x, 0) = (l̃j(uL),wL
0 (x)),

	 ,(+
j ∈ {1, · · · , n} �
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� �,(� {�,�� |W �,(�W{( V �*�{�
V��*

(l̃1(uR), r̃j(uR)) = 0
	 ,(+

j ∈ {2, · · · , n} � |W �,+�W �(W V{ [,�|���,� �� ��_� W��
*�(��{VW��W  V{ �,� �(VV��* |( 	+,|(�� �[{V{�+W -

(
l̃1(uR),D−1

u v(uR) (vR − vL + ∂sC(vL, σ))
)
6= 0,

�(� � �W�� {(�+W �(W V{ [,�|���,� |W ��{\�V��* ��+([�(+WVVW {��W�|(W �� �]_�  (�W �+{���
	 ,����,� 	+�� |W V{ ) {�+�[W

D−1
u v(uR)

�

 �� �� �#�� !(!#" $#KL�#LK)(() )# & N%'() � ��

',(� �,(V���,�� W� �(,� V{ �
*,+�W 	+*[*|W))W�� |*�WV,		 *W � �{		 V��(W {(� ) ,�
|�VW� ¨�� *�(|�*� |{�� [W��W �
��W � zW��W �
*,+�W � \���W �(+ VW� �,�[��,�� [��*���(W� �
+W	 ,�W � 3 ����� �(+ V �W� ���W�[W | �(� [
{��W) W�� |W �{+�{\VW 	 W+) W��{�� |W +*W�	+�) W+
(� �����)W |( 	+W) �W+ ,+|+W �,� [,��W+�{��� �,(� V{ �,+) W �� �X� � §+ 	 ,(+ VW� ) ,|�VW�
¨ �� � (� �WV [
{��W) W�� |W �{+�{\VW �W �{(� �(W �� V{ [,) 	 ,�{��W

R12
|( �W��W(+

|W ¨W��,V|� �W [
{��W 	{� |W ����W |{�� V{ �,V(��,� � z �W�� 	+*[��*) W�� VW [{� | �(�W
�,V(��,� [
, [ � z,�[W+�{�� VW [{� | �(�W �,V(��,� [
,[ 	 W+�(+\ *W 	{+ VW [
,�� | �(� 	 W���
	{+{) ��+W

ǫ
|{�� V{ |,��*W �����{VW �� �� � � V{ �
*,+�W |W V{ ��{\�V��* ��+([�(+WVVW *�,�[W

|W� [,�|���,�� {��(+{�� �(W [W��W �,V(��,� 	 W+�(+\ *W 	 W(� ��+W +W�|(W {+\��+{�+W) W��
	+, [
W |W V{ �,V(��,� [
, [ W�{[�W � W� [
,�����{�� VW 	{+{) ��+W |W 	 W+�(+\{��,�

ǫ
{+\��

�+{�+W) W�� 	 W��� |{�� �� �� � � �W� �,+)(VW� |W +W	+*�W��{��,� |W� [,++W[��,�� |( 	+W) �W+
,+|+W

wL(x, t)
W�

wR(x, t)
� ,\�W�(W� {( ���+W | �(�W V��*{+��{��,� |( 	+,\V�)W W�

ǫ = 0
�

{��W��W�� |W V{ \ ,+���(|W |W [W� �,�[��,�� � {( |W) W(+{�� �+�� +*�(V��+W� � ¤� [W �W�� �
W� �(���W  [
,���+

ǫ
�(� �{)) W�� 	 W��� |{�� V{ |,��*W �����{VW �� �� � |W �,+�W  �{�

+{���+ �(W
(R12)

ǫ
0(x)

	 ,���|W VW ) �)W ����W �(W
RL

12

�W� |,�[ �(W
RR

12

� � �,(� �,))W�
{��(+*� �(W � �(���W  [
,���+

ǫ
W�[,+W 	 V(� 	 W��� ) {�� �,� �(V |{�� �� �� � � VW ����W |W

Rǫ
12(x, t)

+W��W+{ [,���{�� 	 ,(+ �,(� �W)	 � ��,(� {( ) ,��� {( ���+W |W V �{�{V��W V��*{�
+��*W� � � �{�{V��W |W V{ ��{\�V��* ��+([�(+WVVW |( [
,[ |+,�� 	 W(� |,�[ ��+W V*����) W) W��
{		 V��(*W {(� ) ,|�VW� ¨�� �

]��



� �� � ���� ������� � � ����� ��������� ���� ���������� �� ���������� �

� �� �uujfvldfbc lh vlpeo fnbdwoeqo l�ov vbeeovdfbc po
t fndbevojjf

',(� {�{V��,�� |{�� [W��W �W[��,� V{ ��{\�V��* ��+([�(+WVVW |W� �,V(��,��
1
�,�|W

|W [
,[ |( ) ,|�VW ¨ �� ��,�
W+) W {�W[ [,++W[��,� |W ¨���,+[WVV� � � �{)	 V��(|W |W
V �*[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� W�� [
,���W |W ) {���+W  �{����{�+W ��)(V�{�*) W��
VW� �({�+W 	+,	+�*�*� �� �X^^� � �� �X^ X� W� �� �X^]� )��W� W� {�{�� |{�� VW [
{	 ��+W �
[,��{[+* {( [{|+W ��,�
W+) W � �[� � |W(� |W [W� 	+,	+�*�*� � ,(W�� (� +� VW [W��+{V � Z {��
(� 	+W) �W+ �W)	 � � V �{\�W�[W |W �(+[,) 	+W���,� �	+W) ��+W ��*�{V��* |W V{ 	+,	+�*�*
�� �X^^�� |{�� VW� 	+,� V� � ���(W(� �{+{���� V{ �{����{[��,� |W� [,�|���,�� �*,) *�+��(W�
|W �{� � ��|��	 W��{\VW�  V{ ��{\�V��* ��+([�(+WVVW |W� �,V(��,�� [
, [� � �V �)	 ,+�W |,�[
| �W�{) ��W+ V{ �{V�|��* |W V{ �W[,�|W [,�|���,� �� �X_� |W �,� {��(V{��,� |( |*�W+) ��{��
|W � {�|{ �,( |W ) {���+W *�(��{VW��W �� �]_� |{�� (� � W( |W �{+�{\VW�  	+*[��W+� � �{
�{����{[��,� |W [W��W [,�|���,� �{�� � ,(W+ (� +� VW [+([�{V  V{ 	+,	+�*�* �� �X^]� |W
|*[+,���{�[W |( �{(� |W [,)	+W���,� |W �,+��W � +WV{���W) W�� {( �,)\+W |W � {[


M
�


β

��* �
 �� �� �NM%!#!NM %) $#�� !(!#" $#KL�#LK)(()

ZW ) {���+W  ��W+ VW� [
{��W) W��� |W �{+�{\VW� (��V��*� |{�� [W��W *�(|W � �,(�
+{		 WV,�� �(W VW� +WV{��,�� |W �{(� �*�*+{V��*W� ���+,|(��W� {( 	{+{�+{	
W �� �� � |(
[
{	 ��+W � � �W�	+�) W�� �{�(+WVVW) W�� |{�� V ���[,��(W -

v = (ρ, ρu, ρv, ρI, ρEt, ρW).

� �*�(|W |W� �W[�W(+� 	+,	+W� +W�(�� |{�� V �*[+��(+W *�(��{VW��W �� �X_� |( |*�W+) ��{��
|W � {�|{ � � �{��+W 	{+��[(V��+W) W�� {�+*{\VW {�W[ VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW �(��{�� -

u = (ρ, u, v,I,V,W) → v(u) = (ρ, ρu, ρv, ρI, ρEt, ρW),
�� ����

,� �,(� +{		 WV,�� VW� |*�����,�� �(��{��W� ��,�+ VW [
{	 ��+W �� -

V =
R12τ

2

√
I
, ρEt = ρ

v2 + V2

2
.

�� ����
�,(V���,�� �(W VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW ���W+�W

v→ u(v)
�*[W����W V{ |*�W+) ��{��,�

(���,�(W |W V  	{+��+ |W
ρ
�
ρv

W�
ρEt

� z,� �,+) *) W�� {( 	{+{�+{	
W 	+*[*|W�� � (�W
�WVVW |*�W+) ��{��,� W�� +W�|(W 	 ,���\ VW W� [,���|*+{�� |W� �,V(��,�� [
,[� 	 W+�(+\ *W�
	 ,(+ (� 	{+{) ��+W |W 	 W+�(+\{��,�

ǫ
[
,��� �(� �{)) W�� 	 W��� � |W �,+�W �(W VW ����W |W

R12(x, t)
W� |,�[ [WV( � |W V(x, t)

	{+ V{ �,+)(VW �� ���� � [,2�[�|W {�W[ [WV( � |W V{ �W���,�
|W ¨W��,V|�

RL
12

|{�� VW [
,[ �,� 	 W+�(+\ * � �,(+ ��W+ VW� �|*W� � W� �{�� +W��+�[��,�
��,�+ VW VW)) W �� �� �X� |( [
{	 ��+W �� � �,(� �(		 ,�,��

RL
12 > 0

� |W �,+�W �(W V(v)�+,(�W V{ �,+)(VW �(��{��W -

V(v) = +
√

2Et − v2.
�� ��Y�

��W[ VW [
,�� |( [
{��W) W�� |W �{+�{\VW �� ���� � �,(� |W�,�� � [,� �,+) *) W��  V{ �
*,�
+�W |*�WV,		 *W |{�� [W [
{	 ��+W � *�(|�W+ VW� [,�|���,�� |W �,� {��(V{��,� |( 	+,|(��
�[{V{�+W �(��{�� -

∆1D =
(

t

(D−1
u v)(uR) l̃1(uR),vR − vL + ∂sC(vL, s)

∣∣∣
s=σ

)
.

�� ��^�

]��



���� ���� � � ���� �� ��� ��� ��������� � � ���� �����

� ���|�[W
1D

�W+� �[�  |�	 *+W�[�W+ VW 	+,|(�� �[{V{�+W [��|W��(� � ,\�W�( 	 ,(+ V{ ��{\�V��*
��+([�(+WVVW � {�W[ [WV( � �(W �,(� *�(|�W+,�� |{�� VW 	+, [
{�� [
{	 ��+W [,�[W+�{�� V{
��{\�V��* )(V��|�) W���,��WVVW � ��� | �W�	 V�[��W+ VW� W�	+W���,�� [,) 	 ,�{�� [W 	+,|(��
�[{V{�+W � �,(� +{		 WV,�� �( �(� *�{�

vL

W� (�W ���W��W |W 	+,	{�{��,�
σ

*�{�� ��*�
[,��W�{\VW) W�� � �V W� ���W (�W (���(W �,V(��,�

1
�,�|W |W [
, [ |W����*W  ��+W 	 W+�(+\ *W -

v(x, t) = vL + (vR − vL)H(x− σt),
,� V �*�{�

vR

W�� 	{+ [,���+([��,� �,V(��,� |W� +WV{��,�� |W ¨{�� ��W� (�,��,� �*�*+{�
V��*W� �(��{��W� -




−σ(ρR − ρL) + ((ρu)R − (ρu)L) = 0,

−σ((ρu)R − (ρu)L) + ((ρu2 + ρT0 + ρ3I)R − (ρu2 + ρT0 + ρ3I)L) = 0,

−σ((ρv)R − (ρv)L) + ((ρuv + ρ2
√
IV)R − (ρuv + ρ2

√
IV)L) = 0,

�� �� X�
−σ((ρI)R − (ρI)L) + ((ρuI)R − (ρuI)L) = CI(vL, σ),

−σ((ρEt)R − (ρEt)L) + ((ρuEt + ρ2
√
IVv)R − (ρuEt + ρ2

√
IVv)L) = CEt(vL, σ),

−σ((ρW)R − (ρW)L) + ((ρuW)R − (ρuW)L) = 0.

�{+ [,��W�{�[W |{�� VW� [{V[(V�  �W��+ � W� [,��+{�+W) W�� {( 	{+{�+{	
W �� �� � |(
[
{	 ��+W � � [W� +WV{��,�� �,�� *[+��W� �[� �,(� �,+) W |�) W���,��*W � �{ +WV{��,� 	+*[��W
W��+W VW� |*�����,�� |W� �,�[��,�� [��*���(W� |�) W���,��*W� CI(vL, σ)

� CEt(vL, σ)
W�

VW(+� 
,) ,V,�(W� {|�) W���,��*W�
κI(β,M)

W�
κEt(α, β,M)

�WVVW� �(W 	+,	 ,�*W� {(
[
{	 ��+W � ��,�+ �,+)(VW �� �XX� � W� �� �XX_�� � �W+{ 	+*[��*W W� �W)	 � (��VW �
�W �W[�W(+ |W

IRn �
∂sC(vL, s)

∣∣∣
s=σ

� +W��+{�� |{�� VW 	+,|(�� �[{V{�+W �� ��^� � �+,(�W |,�[
V{ |*�����,� �,+) WVVW �(��{��W -

∂sC(vL, s)
∣∣∣
s=σ

= (0, 0, 0, ∂sCI(vL, s)
∣∣∣
s=σ

, ∂sCEt(vL, s)
∣∣∣
s=σ

, 0).
�� ��]�

§+ � |W� [{V[(V� 	+,	 ,�*�  V{ �� |W [W 	{+{�+{	
W [,�|(��W��  V �*�{V({��,� |�) W��
��,��*W �(��{��W |( �W[�W(+ t

(D−1
u v)(uR)l̃1(uR)

-

t

(D−1
u v)(uR)l̃1(uR) =




c2
R

ρ3
R

+ cRuR

ρ3
R

− IR

ρR

− cR

ρ3
R

0
1

ρR

0
0




.
�� ����

����� � W� |W ) {���+W +W) {+�({\VW � �W(VW V{ |*+��*W W�
σ

|W V{ �,�[��,� [��*���(W
CI(vL, σ)

� � �� �
-
∂sCI(vL, s)

∣∣∣
s=σ

� [,��+�\(W {( 	+,|(�� �[{V{�+W �� ��^� � �+) *� |W [W��W
[,���{�{��,� � �,(� �,))W� W� ) W�(+W |W 	+,	 ,�W+ (�W �,+)(V{��,� |�) W���,��*W |(
	+,|(�� �[{V{�+W �� ��^� �
� [W��W �� � {��,[�,��  V �*�{�

vL

W�  V{ � ��W��W
σ

	+W�[+��W � VW� �,)\+W� {|�) W���,��WV�
(�(WV� -

M = Mc(vL) =
uL − σ
cL

, β =
aL

cL
,

]�_



� �� � ���� ������� � � ����� ��������� ���� ���������� �� ���������� �

+W�	 W[���W) W�� �,)\+W |W � {[
 W� �,)\+W |W � {[
 �(+\(VW�� � ',(� {(+,�� *�{VW) W��
\ W�,�� |W �{�+W +*�*+W�[W {( �,)\+W |W � {[
 MR

� *�{V(* �(+ V �*�{� |W �,+��W
vR

-

MR = Mc(vR) =
uR − σ
cR

, 0 <MR < 1.
�� ��� �

�{ |��[(���,� 	+,	 ,�*W {( 	{+{�+{	
W �� �_ �X� |( [
{	 ��+W � � ) ,��+W �(W V{ �,+) W
{|�) W���,��*W

κI
|W V{ �,�[��,� [��*���(W CI �W |*	 W�| �(W |W [W� |W(� �,)\+W� � W�

�,(� {�,�� V{ +WV{��,� -
CI(vL, σ) = mτ2

La
2
LκI(β,M),

�� ����
,�
m = ρL(uL−σ)

� ¨ {		 WV,�� {V,+� �(W � �WV,� V{ �,+)(VW �� �XX� � � V{ �,�[��,� [��*���(W
κI(β,M)

�+,(�W V{ |*�����,� �(��{��W -

κI(β,M) = (η3
R(β,M)ψ(ηR(β,M)) − 1.

�� ��_�
�[� �

ηR(β,M)
|*����W VW �{(� |W [,) 	+W���,� W� �,+��W |( 	+,� V |,�� �,(� +{		 WV,��

�( ��V �{����{�� �*[W��{�+W) W��  -

0 < ηR(β,M) < 1,
�� ����

	 ,(+ �,(� VW�
β

W�
M

[,���|*+*� � ¤��(��W |{�� �� ��_� � V{ �,�[��,�
ψ

|*����W V{ V,� |W
	+,|([��,� |W �(+\(VW�[W V,����(|��{VW 	+*��|{�� {( [
,�� |W V �{)	 V��(|W |W V �*[
WVVW
|W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� �(� � 	 ,(+ ��+W {|) ����\ VW � W� ��W V{ �{����{[��,� |W� [,�|���,�� -

1

η
1
3

< ψ(η) < min

(
η

η4
c (β,M)

,
1

η3

)
.

�� ����

',(� +W��,�,�� VW VW[�W(+ {( 	{+{�+{	
W |W ����
��W �� �� ��� |( [
{	 ��+W � � ¤� {+�({��
|W� �|W����*�

∂σm = −ρL
W�
∂σM = − 1

cL

� �,(� ,\�W�,�� V �W�	+W���,� |W V{ |*+��*W
+W�(��W -

∂sCI(vL, s)
∣∣∣
s=σ

= −τ2
La

2
L

(
κI(β,M) +M

∂κI
∂M

(β,M)

)
,

,� W� ���,�({�� �� ��_� � �,(� {�,�� -

∂κI

∂M
(β,M) = η2

R(β,M)
(
3ψ(ηR(β,M)) + ηR(β,M)ψ′(ηR(β,M))

)∂ηR

∂M
(β,M).

��(�	 *� |W [W� +WV{��,�� � �,(� *�,��,�� -
3	�4������ � �� �� � �� � ��I � �6�I ��9����F� ∆1D

64 3 ��64�� 9������� ∆1D
�� ���64��

�� �� �� �� � 9 �F���� �

∆1D(β,M) =
∆1D

τLc2L
= η4

R(1− ηR) M2

M2
R

(1 +MR)

− η3
Rβ

2M
(
3ψ(ηR) + ηRψ

′(ηR)
)

∂ηR

∂M
,

�� ��Y�

�� �� 6F3 ��6���� 6� ηR(β,M) 3�� ��33��� �4� ��I ���9 �F64��9 � F�F �I �9��

�{ |*) ,���+{��,� |W [W��W �|W����* W�� +W	 ,+�*W  V{ �� |W [W 	{+{�+{	
W � �W
	+��[�	{V +*�(V�{� |W [W 	{+{�+{	
W W�� {V,+� -

]��



���� ���� � � ���� �� ��� ��� ��������� � � ���� �����

��-�	��� � �� �� � D433�9��9 G4 � �� ��� 6� 3 ��64����� 6� �4��4����� ���5 ��46����� ψ�F��� � � ��� F5 ����F 6�� F������� �� �

3ψ(ηR(β,M)) + ηR(β,M)ψ′(ηR(β,M)) ≥ 0,
�� ��^�

3�4� ��49 ��9 ��4� 6� ��I3 ��99��� ηR(β,M) ������� F9 � D433 �9��9� 6� 3 �49� G4� � �F�x �� ��
6� ��I3 9 6� � �9������ ��� �F94 ����� 6� �� ��� ψ � ��64�9 � �� ���6����� 6� I �������� �

M → ηR(β,M) �9� 6F����99���� �
β

� � F. �� �� X�
H ���9 ��9 9��4����9 1���6� 6� �x�� 64 I �6y�� �9��x ��I �� � ��I F 3�� ��9 ����������9 6�
� �9������ ��� 9��� 9��4��4��� ��I ��� 9�����9 �

�,(� VW� 
�	 ,�
��W� �� ��^� W� �� �� X� � V�*W� {( [
,�� |W V �*[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+�
[WVV� ��{ V{ V,� |W 	+,|([��,�

ψ
� [W �
*,+�)W +*�(V�W |�+W[�W) W�� |W V{ �,+)(VW �� ��Y�

�+�[W {(� 	+,	+�*�*� �*�*+��(W� �� ���� W� �� ��� � � 	(���(W �,(� |*|(��,�� {��*) W�� -

∆1D(β,M) > 0,

	 ,(+ �,(� VW�
β

W�
M

[,�[W+�*� �  �{�,�+ 	 ,(+ �,(� VW� [,(	 VW� | �*�{� � � ��W��W |W
	+,	{�{��,�

(vL, σ)
� [,�|(��{��  (�W

1
�,�|W |W [
,[ �

',�,�� �(W V �
�	 ,�
��W �� ��^� +*[V{) {��
3ψ(ηR) + ηRψ

′(ηR) ≥ 0
	 ,(+ �,(� VW�

ηR[,�[W+�*� � �)	 V��(W VW� ��*�{V��*� -

η3
Rψ(ηR) ≤ 1,

�,�� IR = I(ηR) = η3
RR

R
11 = η3

Rψ(ηR) ≤ 1,

,� VW� |*	 W�|{�[W� 	{+ +{		 ,+� {(� �,)\+W� +*|(���
(β,M)

,�� *�* ,) ��W� � ¨{		 WV,��
�(W VW [
,�� | �(�W *[
WVVW |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� Tris ≥ 0

�{�� �	 ,��{�*) W�� |*[+,��+W
I(η) VW V,�� |( 	+,� V |W [,)	+W���,� � |W �,+�W  {��(+W+ IR ≤ IL = 1

�,(� �,+) W
{|�) W���,��*W � ¤� [W �W�� � V �
�	 ,�
��W �� ��^� �{��W �(+

ψ
W�� �{�(+WVVW �

�,(V���,�� �(W VW [
,�� |W� V,�� |W 	+,|([��,�
ψN (η) = N

η
1
3
, N > 1

[,�|(��  -

3ψN (η) + ηψ′
N (η) =

8

3

N

η
1
3

> 0,

W� �*+��W |,�[ V �
�	 ,�
��W �� ��^� 	 ,(+ �,(� VW� �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W
ηR(β,M){�W[

β
W�
M

[
,���� |{��
[0, βlim(N)] × [1, 10]

[,� �,+) *) W�� {( 	{+{�+{	
W �� �_ �� � �
Z {�� VW� |*�WV,		 W) W���  �W��+ � V �
�	 ,�
��W �� ��^� W�� |,�[ �{����{��W 	{+ [,���+([�
��,� 	 ,(+ VW� *[
WVVW� |W �W)	 � |W ¨ ���,+[WVV� �(W �,(� [,���|*+,�� |{�� [W �+{�{�V �
�V +*�(V�W |W V{ �{����{[��,� � 	{+ [,���+([��,� � |W V �
�	 ,�
��W �� ��^� �(W V{ 	+,	+�*�*
[W��+{VW  V{ �{V�|��* |W V{ ��{\�V��* ��+([�(+WVVW W�� \�W� V{ |*[+,���{�[W |( �{(� |W
[,)	+W���,� |W �,+��W

ηR(β,M)
+WV{���W) W�� {( �,)\+W |W � {[
 � � 

β
��* � ��W

�+,	 �+{�|W |*��{��,�  [W��W 	+,	+�*�* |W ) ,�,�,��W +*�(V�W+{�� W� (� 	
*�,) ��W
| �����{\�V��* ��+([�(+WVVW � z,))W �,(� V �{�,�� |*�  +{		 ,+�* � (�W �WVVW ����{\�V��* �W
�+{|(�+{�� 	{+ (� |*�{(� | �(��[��* |{�� V{ �,V(��,� |( 	+,\V�)W |W ¨ �W) {�� 	 ,(+ VW
) ,|�VW ¨ �� ��,�
W+) W [,���|*+* � �V � �W�� |,�[ 	{� *�,��{�� |W +W�+,(�W+ |W ) {���+W
[W��+{VW V ��)	 ,+�{�[W |W [W��W 	+,	+�*�* |W |*[+,���{�[W |{�� V �*�(|W |( 	+,\V�)W |W
¨ �W) {�� �WV �(W 	+,	 ,�*W |{�� V �{+��[VW ��� 	 ,+�* W� {��W�W �
�{ �� |W [W 	{+{�+{	
W W�� [,��{[+*  V �W�	 ,�* |W� ) {��	(V{��,�� {V�*\+��(W� [,�|(��
�{��  V{ �,+) W {|�) W���,��*W

∆1D(β,M)
W� �� ��Y� �

]��



� �� � ���� ������� � � ����� ��������� ���� ���������� �� ���������� �

�/	�
� �� 4/��/0�
',(� |,��,�� �[� V �W�	+W���,� |W V{ ) {�+�[W t

(D−1
u v)(uR)

+W��+{�� |{�� VW 	+,|(��
�[{V{�+W �� ��^� � �{ ) {�+�[W � {[,\�W��W {��,[�*W {( [
{��W) W�� |W �{+�{\VW -

u = (ρ, u, v,I,V,W) −→ v(u) = (ρ, ρu, ρv, ρI, ρEt, ρW) ,

� �*[+�� *�{V(*W W� V �*�{�
uR

-

Duv(uR) =




1 0 0 0 0 0
uR ρR 0 0 0 0
vR 0 ρR 0 0 0
IR 0 0 ρR 0 0

v2
R

+V2
R

2 0 ρRvR 0 ρRVR 0
WR 0 0 0 0 ρR




.

¨W) {+�(,�� �(W VW |*�W+) ��{�� |W [W��W � {[,\�W��W �{(�
Det(Duv(uR)) = ρ5

RVR
�(�

W�� |�	*+W�� |W �*+, 	(���(W
RR

12

� W� |,�[ VR

	{+ V{ �,+)(VW �� ���� � W�� |( ����W |W
RL

12 > 0
��,�+ 	{+{�+{	
W �� �X�� �� � �{ �+{��	 ,�*W |W V ����W+�W |W [W��W ) {�+�[W �+,(�W

{V,+� V �W�	+W���,� �(��{��W -

t

(D−1
u v)(uR) =




1 −uR

ρR
− vR

ρR
−IR

ρR

v2
R−V2

R

2ρRVR
−WR

ρR

0 1
ρR

0 0 0 0

0 0 1
ρR

0 − vR

ρRVR
0

0 0 0 1
ρR

0 0

0 0 0 0 1
ρRVR

0

0 0 0 0 0 1
ρR




.

��
��	 4	�4	� � 0/�
��
l̃1(uR)

� W �����)W |( 	+W) �W+ ,+|+W W��+{�� {��,[�*  V ���[,��(W
u

W�� VW �(��{�� -




∂tρ+ u∂xρ+ ρ∂xu = 0,

∂tu+ u∂xu+
T0

ρ
∂xρ+ ρ2∂xI + 3ρI∂xρ = 0,

∂tv + u∂xv + 2V
√
I∂xρ+

ρV
2
√
I
∂xI + ρ

√
I∂xV = 0,

∂tI + u∂xI = 0,

∂tV + u∂xV + ρ
√
I∂xv = 0,

∂tW + u∂xW = 0.
§� W� |*|(�� �)) *|�{�W) W�� V{ ) {�+�[W +W[
W+[
*W -

B(u) = D−1
u v(u) A(v(u))Duv(u) =




u ρ 0 0 0 0
T0
ρ

+ 3ρI u 0 ρ2 0 0

2V
√
I 0 u ρV

2
√
I ρ

√
I 0

0 0 0 u 0 0

0 0 ρ
√
I 0 u 0

0 0 0 0 0 u




.

]�Y



���� ���� � � ���� �� ��� ��� ��������� � � ���� �����

�W �	 W[�+W |W [W��W ) {�+�[W W�� \�W� [WV( � {��W�|( -

Sp(B) =
{
u± c = u±

√
T0 + 3ρ2I, u± a = u± ρ

√
I, u, u

}
.

§� ,\��W�� {V,+� VW �W[�W(+ 	+,	+W  �{([
W {��, [�*  V{ �{VW(+ 	+,	+W
uR − cR

-

l̃1(uR) =




c2
R

ρ3
R

− cR

ρ2
R

0
1
0
0




.

�W� W�	+W���,�� |W t
(D−1

u v)(uR)
W� |W

l̃1(uR)
	 W+) W��W�� |W [{V[(VW+ V{ �,+)(VW �� ���� �

�:/��/��� �� 4	���� �
/�/ �	�
∆1D

',(� {�,�� �,(� VW� *V*) W��� 	 ,(+ [{V[(VW+ V{ �{VW(+ |( 	+,|(�� �[{V{�+W �� ��^�
|*[�|{�� |W V{ [,�|���,� |W ��{\�V��* ��+([�(+WVVW � ',(� {VV,�� |*[,) 	 ,�W+ VW [{V[(V |W
∆1D

W� |W(� 	{+��W� -
∆1D = ∆1 + ∆2

� ,�
∆1

|*����W V{ 	{+��W �{�� [,��+�\(��,� |W
V{ �,�[��,� [��*���(W W�

∆2
[WVVW {�W[ [W��W [,��+�\(��,� � �,�� -





∆1 =
(

t

(D−1
u v)l̃1(uR),vR − vL

)
,

∆2 =
(

t

(D−1
u v)l̃1(uR), ∂sC(vL, s)

∣∣∣
s=σ

)
.

z{V[(V,��
∆1

� �V � �{��� |W )(V��	 V�W+ VW �W[�W(+ �� ���� 	{+ VW �{(� |W
v
� ¨ W) {+�(,��

�(W V �,� { (���(W) W�� \ W�,�� |W
[ρ], [ρu]

W�
[ρI] 	(���(W VW� {(�+W� [, W� [�W��� W�

+W�{+| |{�� �� ���� �,�� �(V� � �W 	+,|(�� W�� |,�[ {��W� ��)	 VW � �,(� [{V[(V� �{��� � �,(�
,\�W�,�� -

∆1 = τLc
2
L

(
(1− ηR)

M2

M2
R

η4
R(1 +MR) + β2ηR(IR − 1)

)
.

�� ��]�

�,(+
∆2

�,(� ,\�W�,�� -

∆2 = −τLc2LηRβ
2

(
κI +M

∂κI
∂M

)
.

�� ����

¨{		 WV,�� {V,+� �(W
κI = IR − 1

� �� \ �W� �(W V{ [,�|���,� |W ��{\�V��* ��+([�(+WVVW
∆1D = ∆1 + ∆2

|{�� VW [{|+W ��,�
W+) W {�W[ V{ [,++W[��,� |W ¨ ���,+[WVV� � �*[+�� -

∆1D = τLc
2
L

(
(1− ηR)

M2

M2
R

η4
R(1 +MR)− ηRβ

2M
∂κI
∂M

)
.

�� ��� �

zW[� �(� �  *�{\V�+ V{ 	+,	 ,����,� �� �] �X� W� [,�[V(� [W��W �W[��,� �

]�^



� �� � ���� ������� � � ����� ����������� ���� ���������� �� ���������� �

� �� �uujfvldfbc lh vlpeo lcfnbdwoeqo nlcn vbeeovdfbc po
t fndbevojjf

 �* �� �NM%!#!NM %) $#�� !(!#" $#KL�#LK)(()
� W� +WV{��,�� |W ¨{�� ��W� (�,��,� ���+,|(��W� {( [
{	 ��+W _ � 	{+{�+{	
W �_ �� � �

� �W�	+�) W�� �{�(+WVVW) W�� |{�� V{ �{+�{\VW -

v = (ρ, ρu, ρv, ρE, ρI, ρEt, ρW).

¨{		 WV,�� [W	 W�|{�� �( �W� (�W |�) W���,� | �W�	{[W � V{ �({����*
ρW �W [,��W+�W � ��

\ �W� �( ��V W�� �,�{VW) W�� *�(��{VW�� |W �+{�{�VVW+ {�W[ V ���[,��(W
ρξ = ρE − ρW

2

�
���+,|(��W W� �_ �XX� {( [
{	 ��+W _ � [W �(� ��)	 V��W+{ VW� [{V[(V� �[W��W *�W+��W W��
�,(�W+�*W 	{+ V{ ) �)W V,� | �*�,V(��,� �(W V �*�W+��W �,�{VW [V{����(W� � §� 	 ,�W |,�[
|{�� [W [
{	 ��+W � �{�� [
{��W+ VW� �,�{��,�� -

v = (ρ, ρu, ρv, ρξ, ρI, ρEt, ρW).

�,(+ |*�W+) ��W+ VW� *V*) W��� 	+,	+W� |( �����)W �*[W��{�+W�  V �*�{V({��,� |W V �*[+��(+W
�� �X_� *�(��{VW��W |( |*�W+) ��{�� |W � {�|{ � �V W�� 	 V(� {��* |W �+{�{�VVW+ {�W[ VW
[
{��W) W�� |W �{+�{\VW �(��{�� -

u = (ρ, u, v, p,I,V,W) → v(u) = (ρ, ρu, ρv, ρξ, ρI, ρEt, ρW),
�� ����

,� V �,� +{		 WVVW VW� |*�����,�� �(��{��W� -

V =
R12τ

2

√
I
, ρEt = ρ

v2 + V2

2
.

�� ��_�

�,(V���,�� �(W VW [
{��W) W�� |W �{+�{\VW ���W+�W
v→ u(v)

�*[W����W V{ |*�W+) ��{��,�
(���,�(W |W V  	{+��+ |W

ρ
�
ρv

W�
ρEt

� z,� �,+) *) W�� {( 	{+{�+{	
W 	+*[*|W�� � (�W
�WVVW |*�W+) ��{��,� W�� +W�|(W 	 ,���\ VW W� [,���|*+{�� |W� �,V(��,�� [
,[� 	 W+�(+\ *W�
	 ,(+ (� 	{+{) ��+W |W 	 W+�(+\{��,�

ǫ
[
,��� �(� �{)) W�� 	 W��� � |W �,+�W �(W VW ����W |W

R12(x, t)
W� |,�[ [WV( � |W V(x, t)

	{+ V{ �,+)(VW �� ��_� � [,2�[�|W {�W[ [WV( � |W V{ �W���,�
|W ¨W��,V|�

RL
12

|{�� VW [
,[ �,� 	 W+�(+\ * � �,(+ ��W+ VW� �|*W� � W� �{�� +W��+�[��,�
��,�+ VW VW)) W �_ �� �X� |( [
{	 ��+W _� � �,(� �(		 ,�,��

RL
12 > 0

� |W �,+�W �(W V(v)�+,(�W V{ �,+)(VW �(��{��W -

V(v) = +
√

2Et − v2.
�� ����

�(�� |( [
{��W) W�� |W �{+�{\VW �� ���� � W� [,� �,+) *) W��  V{ �
*,+�W |*�WV,		 *W 	+*�
[*|W))W�� � �,(� |W�,�� *�(|�W+ VW� [,�|���,�� |W �,� {��(V{��,� |( 	+,|(�� �[{V{�+W
�(��{�� -

∆1D =
(

t

(D−1
u v)(uR) l̃1(uR),vR − vL + ∂sC(vL, s)

∣∣∣
s=σ

)
.

�� ����
� ���|�[W

1D
�W+� �[�  |�	*+W�[�W+ VW |*�W+) ��{�� [��|W��(� �{V{\VW W� ��{\�V��* ��+([�(�

+WVVW � {�W[ [WV( � �(W �,(� ,\��W�|+,�� V,+� |W V �*�(|W |W V{ ��{\�V��* )(V��|�) W���,��WVVW
{( [
{	 ��+W �(��{�� � ',(� {VV,�� |,�[ W�	 V�[��W+ VW� W�	+W���,�� [,) 	 ,�{�� [W 	+,|(��
�[{V{�+W � ¨{		 WV,�� �[� �(W V{ |*�W+) ��{��,� �() *+��(W |W V{ �,V(��,� ,�|W 	+,�+W����W
|( [
{	 ��+W _ � �,(� {��(+W �( �(� *�{�

vL
*�{�� ��* � W� (�W ���W��W |W 	+,	{�{��,�

σ

]� X



���� ���� � � ���� �� ��� ��� ��������� � � ���� �����

	+W�[+��W � �V W� ���W (� (���(W *�{�
vR

� �,V(��,�
1−,�|W |W [
,[ |W����*W  ��+W 	 W+�(+�

\ *W -
v = vL + (vR − vL)H(x− σt). �� ��Y�

� �
�	 ,�
��W �_ ��^� � � �� � MR
a > 1

� W�� W�[,+W (�W �,�� [+([�{VW �[� 	(���( �WVVW W�� *�(��{�
VW��W  V{ [,�|���,� �� |( �
*,+�)W �� �X�]� � ¤ VVW W�� {��(+*W W� [
,�����{�� VW� �,)\+W�
+*|(���

(α, β,M)
�WV,� V{ ��(+W ��� ��� � \ � 	 ,(+

γ = 1.4
� � �*�{� |W �,+��W

vR
|{�� V{

�,+)(VW 	+*[*|W��W W�� �,V(��,� |W� +WV{��,�� |W ¨ {�� ��W� (�,��,� �*�*+{V��*W� �(��
�{��W� -




−σ(ρR − ρL) + ((ρu)R − (ρu)L) = 0,

−σ((ρu)R − (ρu)L) + ((ρu2 + p+ ρ3I)R − (ρu2 + p+ ρ3I)L) = 0,
�� �_^�

−σ((ρv)R − (ρv)L) + ((ρuv + ρ2
√
IV)R − (ρuv + ρ2

√
IV)L) = 0,

−σ((ρξ)R − (ρξ)L) + (((p + ρ3I)u+ ρ2
√
IVv)R − ((p+ ρ3I)u+ ρ2

√
IVv)L) = 0,

−σ((ρI)R − (ρI)L) + ((ρuI)R − (ρuI)L) = 0,

−σ((ρEt)R − (ρEt)L) + ((ρuEt + ρ2
√
IVv)R − (ρuEt + ρ2

√
IVv)L) = CEt(vL, σ),

−σ((ρW)R − (ρW)L) + ((ρuW)R − (ρuW)L) = 0.

zW� +WV{��,�� �,�� �[� |,��*W� �,(� �,+) W |�) W���,��*W [,��+{�+W) W�� {( [
{	 ��+W _ �
	{+{�+{	
W �_ �� � � [W[� 	 ,(+ ��)	 V��W+ VW� [{V[(V�  �W��+ � ',(� 	+*[��W+,�� |{�� V{ �(��W
VW V�W� 	+*[�� W��+W CEt(vL, σ)

W� �{ �W+��,� {|�) W���,��*W
κEt(α

2, β2,M2)
|,��*W 	{+

V{ �,+)(VW �_ ��Y� {( [
{	 ��+W _ �
�W �W[�W(+ |W

IRn �
∂sC(vL, s)

∣∣∣
s=σ

|( 	+,|(�� �[{V{�+W �� ���� � �+,(�W |,�[ V{ |*�����,�
�,+) WVVW �(��{��W -

∂sC(vL, s)
∣∣∣
s=σ

= (0, 0, 0, 0, 0, ∂sCEt(vL, s)
∣∣∣
s=σ

, 0).

ZW� [{V[(V� |,��*�  V{ �� |W [W [
{	 ��+W ) ,��+W+,�� �(W -

t

(D−1
u v)(uR)l̃1(uR) =




uRcR + (γ − 1)
u2

R

2 + (3− γ)ρ2
RI

−(cR + (γ − 1)uR)
0

γ − 1
3−γ

2 ρ2
R

−(γ − 1)
0




,
�� �_ X�

,� �{�� {)\��( 2�* �,(� {�,�� �,�* I = IR = IL
	(���(W I W�� (� ���{+�{�� |(

�����)W � ',�,�� �(W � [,��+{�+W) W�� {( [{|+W ��,�
W+) W � V{ |*+��*W W�
σ

|W V{ �,�[��,�
[��*���(W {��,[�*W  V �*�W+��W �{��W���WVVW

ρEt
[,��+�\(W {( 	+,|(�� �[{V{�+W � ¤�	+�) ,��

|,�[ V{ �W+��,� {|�) W���,��*W |W [W��W |*+��*W � � [W��W �� � �,(� +{		 WV,�� VW� �,)\+W�
{|�) W���,��WV� 
{\��(WV� � 	 ,(+

vL
��* W�

σ
	+W�[+��W -

M = Mc(vL) =
uL − σ
cL

, β =
aL

cL
, α =

RL
12

RL
11

,
�� �_]�

+W�	 W[���W) W�� �,)\+W |W � {[
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κEt(α
2, β2,M2) = −1

2
G(ηR(α2, β2,M2)),
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∂σm = −ρL
W�
∂σM

2 = −M
cL

� �,(� ,\�W�,�� -

∂sCEt(vL, s)
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s=σ

= −ρLc
2
L

(
κEt(α

2, β2,M2) + 2M2 ∂κEt

∂M2
(α2, β2,M2)

)
,

�� �_��
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L

2
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∂G
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)
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R
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R

ηR(1− ηR)

(
MR +
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2
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R
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R
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� � V{ �{VW(+ |W
∆1D

�{+�W �+�� 	 W( �
¤ VVW |*	 W�| �+�� �{�\VW) W�� |W

α
� zW��W *�(|W �() *+��(W �,(� 	 W+) W� |W [,�[V(+W

 V{ �,� {��(V{��,� |( |*�W+) ��{�� |W � {�|{ �{�� �(W [WV( ��[� 	 W(� ��+W |*��� � � �� ��{�� �(W VW� [,�|���,�� |W �{� �,�� �+{�W� � � V{ �(��W |W [W��W *�(|W �() *+��(W � �,(�
*�,��,�� VW +*�(V�{� ��() *+��(W� �(��{�� -

3	�4������ ���-	�.�� � �� �� � ��9 9��4 ����9 1−��6� 6� �x�� 64 I �6y�� ���9��
�x ��I � 9�� � ��4I F��G4 �I ���� 9��4��4��� ��I ��� 9�����9 ���� G4� ��9 ���6�����9 5 F�I F�
���G4�9 6� ��� 9�� � �F��� F�9 �

�{ ��(+W �� �]� ),��+W �(W VW 	+,|(�� �[{V{�+W
∆1D

W�� ) ,�,�,�W [+,���{�� 	{+
+{		 ,+� {( �,)\+W |W � {[


M


(α, β)
��*� � ',(� �(�	 W[�,�� |,�[ � W�[,+W (�W �,�� �

�(W V{ 	+,	+�*�* |W |*[+,���{�[W |( �{(� |W [,) 	+W���,� |W �,+��W +WV{���W) W�� {(
�,)\+W |W � {[
 {( [{++*

M2 �  (α, β)
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Duv(uR) =
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∂tρ+ u∂xρ+ ρ∂xu = 0,
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1

ρ
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+
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V{ ��{\�V��* )(V��|�) W���,��WVVW � zW	 W�|{�� � WVVW ) W���,��W V{ ��{\�V��* ��+([�(+WVVW
	(���(W [WVVW�[� W�� (� 	+*+W�(�� �*[W��{�+W  V �*�(|W |W V{ ��{\�V��* )(V��|�) W���,��WVVW �
[,)) W �,(� VW �W++,�� |{�� VW [
{	 ��+W �(��{�� � �� |W� �+{�{(� 	+*[(+�W(+� |{�� VW
|,) {��W |W V{ ��{\�V��* )(V��|�) W���,��WVVW W�� |�  Z ��{�,� �]]� W� �(� +W	+�� W�
�+{|(�� 	{+ �V,
 VW� �]�� � �WV,� Z ��{�,� � (� [
, [ |W �{� W�� ��,VW)) W�� ����{\VW �� -

j2
∂τ

∂p

∣∣∣∣
H

− 1− 2MR > 0.
�� ����

{�W[
j2 = m2 W�

j2 ∂τ
∂p

∣∣∣
H

V ����W+�W |W V{ |*+��*W |W V{ [,(+\ W |W  (�,��,�
p = H(τ)

�
+W	{+{) *�+*W 	{+

τ
� ¤+	 W�\ W[� �]�� ��]_� W� ¢W���W� W� ���� ���� W�	+�) W�� V{ [,�|���,�

�,(� V{ �,+) W -
k − 1 +MR < 0,

�� ����
{�W[

k
�+,(�{�� V{ |*�����,� �(��{��W -

k = 2− 1

T

∂p

∂s

∣∣∣∣
τ

(τL − τR)M2
R,

�� ��Y�

= 2− ΓM2
R

1− ηR

ηR
.

,� V �,� { (��V��* VW � +(�
W2�W� -

Γ =
τR
T

∂p

∂s

∣∣∣∣
τ

,
�� ��^�

= τR
∂p

∂e

∣∣∣∣
τ

,
�� �� X�

�[� �
e

+W	+*�W��W V �*�W+��W ���W+�W W�
T

V{ �W)	 *+{�(+W � �,��
Γ = γ − 1

	 ,(+ (� �{�
	{+�{�� 	 ,V��+,	 ��(W � [W �(� 	 W+) W� |W +**[+�+W � |{�� [W [{� 	{+��[(V�W+ �(� �,(�
���*+W��W �[� -

k = 2 + (γ − 1)M2
R

ηR − 1

ηR
,

�� ��]�
§� 	 W(� {V,+� +WV�W+ �� ����  �� ���� 	{+ (� [{V[(V �+�� ��)	 VW -

j2
∂τ

∂p

∣∣∣∣
H

− 1− 2MR = −1 +MR

2k
(k − 1 +MR) > 0,

�� ����

[W �(� 	+,(�W V �*�(��{VW�[W |W� |W(� �,+)(V{��,�� � ¤+	 W�\ W[� �]_� (��V��W �� ��^� W�
�+,(�W [,))W [+���+W | �����{\�V��* V{ �,�[��,�

Fs
|*���W 	{+ -

Fs = k − 1 +MR < 0.
�� ��� �

¢W���W� W� ���� ��� � �+,(�W�� W�{[�W) W�� V{ ) �)W W�	+W���,� � �W++W (��V��W 	 V(���
�� �� X� W� �+,(�W (� [+���+W | �����{\�V��* *�(��{VW�� 	 ,(+ (� ��[
,[ |W �{� � [W �(� �
+W�+{|(�� 	 ,(+ (� X�[
,[ � |,��W -

1 +MR + pe

[
1

ρ

]
M2

R = 1 +MR + (γ − 1)M2
R

ηR − 1

ηR
< 0.

�� ����

]��
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¤��� � {�|{ �� X� �+,(�W V(� {(��� VW ) �)W [+���+W | �����{\�V��* -

1 +MR − Γ(µ− 1)M2
R = 1 +MR + (γ − 1)M2

R

ηR − 1

ηR
< 0,

�� ��_�
{�W[ -

µ =
1

ηR
=
ρR

ρL
> 1.

�,(�W� [W� [,�|���,�� �,�� |,�[ *�(��{VW��W� � zW	 W�|{�� � �,(� [
,�����,�� |W [,) 	{+W+
�,�+W +*�(V�{�  [WV( � |W �W++W � [{+ V{ �W[
���(W | �,\�W���,� |( |*�W+) ��{�� W�� V{
) �)W � � ���� � �W++W �+,(�W -

∆s = ρLc
2
R

1− ηR

ηR
∆s = ρLc

2
R

1− ηR

ηR

(
1 +MR + (γ − 1)M2

R

ηR − 1

ηR

)
.

�� ����

�,(+
β = α = 0

� �� ��]� |W��W�� -

∆1 = ρLc
2
R

1− ηR

ηR
∆1 = ρLc

2
R

1− ηR

ηR

(
MR +

M2
R

ηR
+
γ − 1

2
M2

R

ηR − 1

ηR

)
.

�� ����

¨W) {+�(,�� {V,+� �(W -




MR

M
=
cL
cR
ηR,

�� ��Y�
(
cR
cL

)2

=
pR

pL
ηR,

�� �Y^�
pR

pL
= −γM2(ηR − 1) + 1.

�� �Y X�

§� { {���� -

∆1 −∆s =

(
cL
cR

)2 ηR

2

(
(γ + 1)M2ηR − (2 + (γ − 1)M2)

)
.

�� �Y]�

§� +W[,��{�� {V,+� VW �{(� |W [,)	+W���,� ¤(VW+ W� �{� 	{+�{�� 	 ,V��+,	 ��(W � [W �(�
	 W+) W� | �{� +) W+ �(W �� �Y]� W�� �(VVW W� |W [,�[V(+W �(+ V �*�(��{VW�[W W��+W �,�+W
W�	+W���,� W� V �W�	+W���,� �*�*+{VW) W�� �+,(�*W � �W +*�(V�{� �(��{�� �(� ��W�� |W

[p] =
−m2[τ ]

-

(γ − 1)M2
R

ηR − 1

ηR
=
γ − 1

γ

(
pL

pR
− 1

)
,

�,(� 	 W+) W� {V,+� |W [,�[V(+W -

∆s =
1

γ
+
pL

pR

(
1− 1

γ

)
+MR >

1

γ
+MR > 0.

[{+
pR ∈ [pL,+∞]

W�
γ > 1

	 ,(+ (� X�[
, [ |W �{� � � ���� � VW� [
, [� |W �{� ¤(VW+ 	 ,(+
VW� �{� 	{+�{��� 	 ,V��+,	 ��(W� �,�� �,(� ,(+� ��+([�(+WVVW) W�� �,( V,����(|��{VW) W���
��{\VW� �
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�,(+

α = 0
� [ �W��  |�+W

R12 = 0
� VW �����)W [,++W�	 ,�| {(� *�({��,�� |W '{��W+

��,�W�  |W(� V,�� |W 	+W���,� ��� � �{ 	+W���,�
p2 = R11

� ,({�� �[� VW +� VW |W V{
|W(� ��)W 	+W���,� {��, [�*W  V �W��+,	 �W

s2 = p2

ργ2

� {�W[
γ2 = 3

� Z {�� [W [{� � �WV,�
V �¤Z§ �,(�W+�{��

η
��,�+ VW �����)W �_ �X�� 	 ,(+

α = 0
� � VW �{(� |W [,) 	+W���,� W��

�WV �(W G(ηR) = 0
� �,�� -

G(ηR) =
2M2(1− ηR)

(γ − 1)

(
γ + 1

2
ηR −

(
1

M2
+
γ − 1

2

)
+

3− γ
2η2

R

β2

M2

(
2η2

R − ηR − 1
))

= 0.

¨W) {+�(,�� �(W ��
β = 0

|{�� [W��W |W+���+W W�	+W���,� � ,� +W�+,(�W VW �{(� |W
[,)	+W���,� ¤(VW+ 	 ,(+ (� �{� 	{+�{�� 	 ,V��+,	 ��(W � � �*�{V��* �(��{��W �)	 V��(W -

3− γ
2η4

R

β2M2
R

M2

(
2η2

R − ηR − 1
)

=

(
1

M2
+
γ − 1

2

)M2
R

η2
R

− γ + 1

2

M2
R

ηR
,

�(W V �,� (��V��W 	 ,(+ +**[+�+W �� �_Y� -

∆α=0 = ρLc
2
R

1− ηR

ηR

(
θ(ηR) + 3

3− γ
2

β2

η4
R

M2
R

M2

(
1− η2

R

))
,

�� �Y��
{�W[ -




θ(ηR) =

(
γ − 1

2
+

1

M2

)M2
R

η2
+

− (γ − 1)
M2

R

ηR
+MR

(
1 +

γ − 1

2
MR

)
,

θ′(ηR) =
(γ − 1)M2

R

η3
R

(
ηR −

(
1 +

2

(γ − 1)M2

))
=

(γ − 1)M2
R

η3
R

(ηR − η0) < 0,

θ(1) =MR +
M2

R

M2
> 0,

{�W[
η0 = 1 + 2

(γ−1)M2 > 1
� � V,+� ,� +W) {+�(W �(W ∀η ∈]0, 1[

� ,� {
θ′(η) < 0

� � ���� �
V{ �,�[��,�

η → θ(η)
W�� |*[+,���{��W �(+ V ����W+�{VVW

[0, 1]
� |,�[

θ(ηR) > θ(1) > 0
�

§� W� |*|(�� |,�[ �(W ∀ηR ∈]0, 1[
�
θ(ηR)

W�� ��+�[�W) W�� 	 ,�����W � � ���� � VW� [
, [�
|W �{� 	 ,(+ VW� *�({��,�� |W '{��W+���,�W�  |W(� V,�� |W 	+W���,� W� �{� 	{+�{���
	 ,V��+,	 ��(W� �,�� �,(� ,(+� ��+([�(+WVVW) W�� �V,����(|��{VW) W��� ��{\VW� �
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 ���� 		�	 ����� ��� �
�	�� �� �������� �����	� �������� �������
����� ��� ��������� �
� � 	 ��� 	 ��	 �� ������� 
�	 �	� ������ ���� ��	� � ��� �����	���
���� � ���� � ���	��� ��� �� ��	� ����� � ��� ��������� ��������� ����	��� 
 �� ������� 

��� ��������� ����	���� ��� ���������� �� �������� ������ ���� �� ���	� �����	����� �
����� �
�	�� �����	� � � ���	������ 	�	 �	� ��� ��� ���� �� � ������ ��� � ���� ���
����� ��������� ���� �� �������� ��� �������� � �����	 
 ���� ������ ���� �� ��	����
��� �����	�  ��� ����!� �� "�� �	� ������� #�	��� ��	 $ �% �� �& '� 
 �� ���� ��� ���
��� ����	��� ��#� � ( ���� �� �� � ���������� �����	� ��� ���� �	�� ����� 
 � ���� � �� ���
���� �� ��� ��� �"� �� ����� ������� ��� �"���� ���	)� �� 
 ��	 ����� �� ��������� � (�
�"�	�� ������� ��������� ��� ��������� ����	���� ��� ���������� ����� �� (��������� 

���������� �� ��	�������	 �� 	��� ��� ��� ���������� #�� �	����� �� (�� 
 � ��� #����
� ��� �� ��������� �� �������� ��	����	���� �� �"� � �	��� �
� � � ���!	�  � �����	 ��������	 ����� �"�	�� ��� � ��!��� *+$ �� �������	� ��� ���
����� � ������� 
 ���� �� � ������ ��� ,��	� � �"�� ��"!�� �� � ��� ������� � ��� �"��#�� ���
�� ��	����� � �	� ������ �� 	���	�� �	 
 �� � ���!	� �������� ����������� 
 �� � ��!�� ��
8���� ��	,��� ���� �� ,�	� � � ��� ����!� � �� ���� �� �����	������ �� �	����� � ���
��	� � ���	�� � ���	� �������	 ��	 ��� �"� �� � ����� �	��	�� ��� �	��� � ��	 ��� � ��
�!��� �� ��	������� ����	�� � ��� �����	����,� ����� ���� ��� �	����� �� -�	�"�� �.�
�� �� �"����� �'/ � 
 � ��� ��� ,����� ��� ���� �� ��� �� �� ��	������� ������	�� � �
(�� � ��!��� ��� ���� ������� �	������ �� ,�	� � � ��� ����!� � "�� �	� ������ �����	�
����, �� �	����� �� � �	��	������� ���������� ��� �����	������� 
 ������ ��� �� � ���!	�
��	����������� 
  �����	 ���� ���	 ,�	�������� �����

1
� ��� ��	���� �� ���������� ����

#��������
R12

#�	�� �� ��#�� ��������� � � ��� � ���	��� �����,��� ��� ����� �	��	��
��	����������� ���%�#��  �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� ��� �������� 
 � �	� ��
� ��������	 �� �������� ��� ��������� �"�� ���� ���� � ������� �� � �	��	������� ��������
� ������������ � ����� ������� 	�� ��� ��	 � ����� ��� �������� #����	���� �� ����"�
����	�� �� �	�0 � �� �"� � � �	��	�  �� � ������� ��	 ��� �	����� 	����� ���  1�!� ��
� ������ � �2/ � � 3�� ���������� ����	����� �� ���	� ������� �� �� ����"� ����	�� ���
��� ��� ,�������� ��������� 
 �0���� ���� �� ��	���	������� ��� ��������� �"�� ����
��� � �	��	� �� 
 � ������ )�	� �������� �� � ���� � ��	 �� �	��	 � �������� ��� � �	��	���
����� �������� ������������ �� ��� ��������� � ���� ���������� �� �"�	�� �	�� ��� ���
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 �	����
�����		� � � ���� �	�

���!��� * +$ ���� ��� ���	�� ����"�	� � �� ������"�	� � �
� ��� �� ���	� ����"�	� � 
 ���� ������	��� ��� ��		������� �� * ����	����� #�	���������
�� �������� ��	����	���� �� �"� � �	��� � ���� � ���	��� ��� � ���������� �� � ��"���� ��
����� �������  ��� ��		������� 
 ���� )�	� �"����� ���� #	���� ��� ����� #�	���������
�� �������� ��	����	���� 
 �0� � �����	 � �����	����� � ������������ �������� ������������
��������� �
� ��� �� ���	� ������"�	� � 
 �� ������ ��		������ �� *����	����� � ���� ������� 
 ����
� ���	��� ��� ��� ����������� �������� ������������ ��������� � ������ ����	���	� ����
�� ��� �� ��� ���������� �� �������� ��	����	���� ���� �����,����� 
 � ��� ����� ����� ������
���� ��� ���������� #�� �	����� �� (�� �

� � �� �������� �� � �� � �!" � ��#��� $ �# %! �&"$!�&%!#&�"
' ()() *+,-./012 � 345643 72 840892 6352+32 :40+ 03 8948 :1-3 343

:2+50+/,
���� 	��� ����� ���� ����� ������� �� ������� �� ����"� ����	�� �� �"� � 
 �����  

� �������� �� �� �������� �������� ����������� ��� �"��� ����� � (� �"�	�� �� �� ��������
�������� ����������� ��� ���� ���	�������� 
 ��� ������� � � ��	 �� ����!� � "�� �	� ��
����� ��� �����	����,  ���� ��	������ � ������� 
 ���� � ��	���	� ����	���� ��� ;

∂tu +A1(u)∂xu +A2(u)∂yu = 0, <= �'>
�� � ���������

u ∈ Ωu ⊂ IRn, n > 1
� ?�� A1(u)

�� A2(u)
�� ��@������� ��� �������	��

� ��� ���� ��� � ��	���� % ���������� �
A�����  �B�����	 �� �"��#�� ��� �� 	�� !	� ������ 
 ���� ��������� ��� � ���� ���

x��������� �� ��	������ ��	� ��� �� �"�� ���� ������	 
 �� ��	�� ��� �� �"� � ���� ���
��� ,������� �� �� ,�	� � ��	������!	� �������� ;

u(t, x, y) =

{
uL,

��
x < σt



y ∈ IR 


t > 0



uR,
��
x > σt

� <= ��>
3�� ����� ,������� ����������� ���� )�	� �������� 
 �� �� ����  �	����	 
 �� �	���!� �
�� ����"� <= �'> � ��	 �� ����� �������� ;

u0(x, y) =

{
uL,

��
x < 0



y ∈ IR 


uR,
��
x > 0



y ∈ IR � <= �2>

(� �������� ��� ���	� ���������� ��� �� ��	���	���	 � ����  �	����
uR

���� �� ,�������
<= ��> ���� ����� � ����  #���"�

uL

 ����� ��� �� ������� �� �	���#�����

σ

 �� ��	��

 �� ��� <= ��> ���� �������� �� <= �'>� <= �2> �(� ������ �� ����"� ����	�� �� �"� � �B 	� ��� 	� ���� �	!� �	����  ����� �������� 

�� ������� 
 �� ��	�������	 
 �� ����  �� ,������� <= ��> ��

x = σt

 � ��� �� ���� �� ,	���

�� �"� � 
 �!� ��� �� ����!� � <= �'> � ��� )�	� ������	 ����� �� ��� ��� �� C���� ��	,���
� ��� � ��!�� ���� � �	��	������ ��������� �� �� ,�	� � ;

∂tu
θ +A1(u

θ)∂xu
θ +A2(u

θ)∂yu
θ = θ

(
∂x

(
D1(u

θ)∂xu
θ
)

+∂y

(
D2(u

θ)∂yu
θ
))

, <= �/ >
�&�



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�� ��� � ��	���� �� �������� D1(u)
�� D2(u)

���� 0��� ��� ,��� � ��	 ����� � ��	 ����� ��
��������� ���� ��� �	���	�� 
 ���� ����� �� �� ��� �	���� �	����� �� ������	 ���������, 

����� ��� ����� ����	������� ��� �����	������  � ��� 	����	 �� ������ �	�	� � ?� �� � ��#��
��� � ���� �	������ 	���	������  ���	� �	�� �� �
���	
���  ����� ����	��	�� ��� ��� ���	�� �"����	�� 
 �� � ���� ��	�� !�	�

θ

 ������  

����	� ��	� �	� 
 ���#�� � ���������� �� �� � �	��	������ ��������� � (� � ���� ��	�� !�	�
ǫ

��� 	��	� � ��	 ��	�	� � ���������� ��� � �	��	������� ���	���	�� � ��� �"� � ����
���� �� ��� ���

θ → 0+ �
� � � ���!	�  ���	����	� �� ������ �� ����"� ����	�� 
 �� ��� ������� 
 �� ����������

��� ������� �� ���� � ��� �����	!� 
 �� �	����	 �� �"��#�� ��� �� ��	������ ������� ;




t̂ = t,

x̂ = x− σt, <= �&>
ŷ = y,

�� ��	�� ��� �� ���	� ������� �� �"�� ���� 
 ���	� ��� ����������	� ���� �� ����!� �
�� ��	������ 
 ��������  	��"�	�"�	 ��� �������� �� ����!� � ;

∂t̂û + (A1(û)− σId) ∂x̂û +A2(û)∂ŷû = 0, <= ��>
�� �� ,�	� � ��	������!	� ;

û(t̂, x̂, ŷ) =

{
uL,

��
x̂ < 0



ŷ ∈ IR 


t̂ > 0



uR,
��
x̂ > 0


 <= �.>
����� �������� ��	������!	� �� <= ��> ���� �������  �� ����� �������� ;

û0(x̂, ŷ) =

{
uL, ŷ ∈ IR 


x̂ < 0



uR, ŷ ∈ IR 

x̂ > 0

� <= ��>
����	�� ��� 
 �� �������� 	��"�	�"� <= �.> �� �� ��� ��� �� ����� �� ��	�� �� �����
��@����� ���� �� ����� �������� <= ��> �
���	
���  ���� � (� ������	 � ��		� )�	� ��	�	�� �� ���	� �����������  ������	 #�	��	
ŷ
����� ��	����� �� �	���!� � <= ��>� <= ��> 
 ���	� ��� �� ����� <= ��> �� ���� �� ��������

�������� <= �.> �� ,��� ����	����	
ŷ

�� ��� ���� ��� ��	�� !�	� ���� � ���� �	,	���
#�	��	 ��� �� �� ������� ��

ŷ
���������� ��� 
 �� � ���!	�  ,�������	 �� �����	� ���

,�	�����  ����	 �
������ ��� ���� <= �&> �� <= ��> 
 �� � ������

σ
��� 0�� 
 ���	� ��� ���� <= ��> 
 �� ����

<= �.> 
 � ���� uL
��� ���������� ��� �	���	�� ; �� � ��#�� 
 �!� ��	� 
 � ���"�� �	 �� ���

uR
��

��	�� ��� �� �	���!� � �� ����"� <= ��>� <= ��> ��� ���� �� ,������� <= �.> � ��	 �������� �
� ���� ��� ���� � ������ �%  ������	 <���	 �"����	� / 
 0#�	� </ ��> 
 � 
 � �� �> 
 �� 	� ����  
����� �������� � ���� ��� ������ ���� �� ���	� � ��� ����!� � ��� �����	����, � ?� ��������
�� ,��	� ���������� ��� 	,	���� ��� � ������ �"�����

θ
�� ���!�� ���� � �	��	�������

���������� � (� ������ �� ����"� ����	�� �� �"� � 	����� ��	����� ��� �� � �������� ��
��� � ������ �"����� � +�� ��% ����, ��� �� �0��	 0��� ��� �� �������� <= �.> �� �	������
������� ����	���	� ��� ����� �������� ��

x̂ = 0

 � ��	 ����

ŷ ∈ IR �

�&2



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

���������  ���� � +��� ����� ��� �� �	���!� � ��B 	������ ;
{

(A1(ω)− σId) dẑω = dẑ(D1(ω)dẑω), <= �=>
lim

ẑ→−∞
ω(ẑ) = uL, lim

ẑ→+∞
ω(ẑ) = uR, lim

ẑ→±∞
dẑω(ẑ) = 0, <= �'	>

��� ���� ��� ������ ��������
ω(ẑ)

�
� 0������� �� ,������� ;

û∗(ẑ, ŷ) = ω(ẑ),
���	 ����

ẑ ∈ IR ��
ŷ ∈ IR. <= �''>

� ��	�
û∗

��� ���� ����"� ����	�� �� �"� � ���� ����������	� ;

û(x̂, ŷ) =

{
uL, x̂ < 0



ŷ ∈ IR 


uR, x̂ > 0


ŷ ∈ IR 
 <= �'�>

�� �	�0� ��� ���������� ������������� ��������� ;




lim
x̂→0−

û(x̂, ŷ) = lim
ẑ→−∞

û∗(ẑ, ŷ),
���	 ����

ŷ ∈ IR 


lim
x̂→0+

û(x̂, ŷ) = lim
ẑ→+∞

û∗(ẑ, ŷ),
���	 ����

ŷ ∈ IR � <= �'2>

 �� �����	� �� <= �'2> 
 �� ,��� ����	���	� ���� ��� ,�	����� <= �=> 
 <= �'	> 
 <= �''> 
 ����	�����

ẑ
����� ��� ��	����� 	����� ��� � �	� �� �� ���#�	� �� #	��"� �� �� ��������

���� �	�#	������
ω

��
x̂ = 0


 � ��	 ����
ŷ ∈ IR �

?� ��� �����  � �������� �� �� �������� �������� ����������� �� �"� � ���� 
 �� 	���	�� �	
�� �0������ <= �''> �� �� ����"� ����	�� �� �"� � ���� <= �'�> �� ������ �� ��� �"�� ����
�������� �� <= �'> 
 �� ���������� ���� ��� � ������ �"����� ��B������ ��	���� ���� <= �/ > 
��� 
 ���� �� �"��#�� ��� �� ��	����� <= �&> ;

 ��� �������� ��������� �� <= ��> #���  
uL

���	
x̂ < 0

��
ŷ ∈ IR 


 ��� �������� ��������� �� <= ��> #���  
uR

���	
x̂ > 0

��
ŷ ∈ IR 


 ��� �������� ���	����� ��
x̂ = 0


 �� � ��	
ŷ ∈ IR 
 ��� ���������� �� 	����	��� ���

������������� <= �'2> ���� �� ����"� ����	��
û∗

�0��� �� <= �''> ������ �� �����	 ��� �� ���� ����������  � ����	�������� �� �� �0������ <= �'�2> 
 ����� �	�� �� ,��	� �� ���� ���	� �� ����"� ����	�� � ��� �"� � ���� �� � ��� ������� � ���
�������� ������� �� 	�������� �� ���� #�	������ � �	� ������ �� ��	���	���	 �� �"� �
����  � ����� �� ,�������� ��������� � � ���� � ���% �� �� ���� � ������� ;
�����  ���� � ���� ����� �� ��� �� ���� �� ����� �� ���  � !�"��#��

ω → v(ω)$ ��� �� �� �
�� � ��"��� A1(ω)

 � �%��&� �  �� '"������ () �)*  �!���� � ��� #��#�� + �� � ���"��� , ���-
#���� � ∇vF1(v)

 ��� � ��"���� � . ������� / ��
F1

� 0 ��"�$ �� . ������� ����� � ����"� �  �
����

û∗(ẑ, ŷ)$
 '1 � �� �� () �22* $ ��� �������� ���" ����

ŷ ∈ IR  ��� �%��&� �  �3 '"������
�� !�"��#��

v
 � �� . �"� � 4

{
dẑ (F1(v)− σv) = R

(
v, dẑv, d

2
ẑẑv
)
, <= �'/ >

lim
ẑ→−∞

v(ẑ) = v(uL), lim
ẑ→+∞

v(ẑ) = v(uR), <= �'&>
 � ��"�� �� ��� "&� ���'� "�����  � () �25* ��"

IRẑ $
���� �#������ ��� "��������  � ����

� '� '"����'�� �� �!����� !���#��� ���" ����
ŷ ∈ IR 4

[
F1(v(û∗(ẑ, ŷ)))− σv(û∗(ẑ, ŷ))

]ẑ=+∞

ẑ=−∞
=

∫

IRẑ

R(v, dẑv, d
2
ẑẑv)(ω(ẑ))dẑ, <= �'�>

�&/



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

����$ � "��� + () �2�* �� ��� ��� ������  � "����" �� ��� ��%�� ������ � () �2�* 4

−σ
(
v(uR)− v(uL)

)
+ F1(v(uR))− F1(v(uL)) = C(uL, σ), <= �'.>

�� �� . ������� ���'���� � !����"��� �� C(uL, σ)
���  '1 � �� ��" 4

C(uL, σ) =

∫

IRẑ

R(v, dẑv, d
2
ẑẑv)(ω(ẑ))dẑ.

���� ��������� �� ��	�#	��"� �� �	������� ���������� ��� ��� ������� �� ����
����������  �� �0������ <= �'�2> � (� ������	 ��� � �	�� ������������ �� �"����	� �
� ��� ���� ���� ��	����� ��� �����	  �� ������� �������� �
���� �� ������ 
 ��	 ����� �� ��������� ��� �	���	�� 
 �� �������� �"�� ��� ���� �����
�� 0� �� �� ��	�#	��"� � ?� � ��#�� ��� �� �0��	 ��� ��������� �"�� ���� �� ����!� �
"�� �	� ������ <= �'> ����� ��� ��� �� C���� ��	,��� <���� ���� �� ��� ���

θ = 0
> ���

��������� ���� �	�#	������ �� � ��!�� ���� � �	��	������� ���������� <= �/ > � � ��� ��
�"��#�� ��� �� ��	������ <= �&> ����������  ��� ��������� �"�� ���� ����������	�� 

���� ���������� ��	 0��	 <�	���	��	�� ���> � ���������� �� �� � �	��	������ ���������
 
θ = 1


 � ��	 �"�	�"�	 ��� �������� ����������	�
u∗(x, y)

�� ����!� � ;
∂tu + (A1(u)− σId) ∂xu +A2(u)∂yu = ∂x (D1(u)∂xu) + ∂y (D2(u)∂yu) , <= �'�>

�	�0 ��� ��� ���������� ������������� ;




lim
x→−∞

u∗(x, y) = uL, lim
x→+∞

u∗(x, y) = uR,
���	 ����

y ∈ IR
lim

x→−∞
∂xu∗(x, y) = 0, lim

x→+∞
∂xu∗(x, y) = 0,

���	 ����
y ∈ IR � <= �'=>

(�� ���������� <= �'=> ���� ���� �������� ��
y

 �� 	�������� �� �� �	���!� � ��������

���� ����	�� ���  ��"�� �	 ��� ,�������
ω

�� �� ��	�����
x

����� 
 �������� �� �	���!� �
��B 	������ ;

{
(A1(ω)− σId) dxω = dx (D1(ω)dxω) , <= ��	>
lim

x→−∞
ω(x) = uL, lim

x→+∞
ω(x) = uR, lim

x→±∞
dxω(x) = 0, <= �� '>

� ��	 ������� �� ����	� ;
u∗(x, y) = ω(x),

� ��	 ����
y ∈ IR. <= ���>

+��� ����� ��	������ �� � 
uL

0� ���� <= �� '> ��  
σ <����������� ���> �	���	�� ����

<= ��	> 
 �� �� ���� ��� ������ ��������
ω(x)

�� �	���!� � ��B 	������ �	����� �� ����
�� ������ ���

uR
����

uR = limx→+∞ ω(x)
�

����� � �� �� �������� ����������	� <= ���> �� �	���!� � <= �'�>� <= �'=> 
 ���� �0�������
�� ,�� ���� �� ,�������� ��������� � ��	 ����

θ > 0
;

u
θ
∗(x, y) = u∗

(x
θ
, y
)

= ω
(x
θ

)
, x ∈ IR, y ∈ IR, <= ��2>

�� ��	�� �� � 
θ > 0

0� 
 �� ,�������
u

θ
∗
��� �������� ����������	� �� ;

∂tu
θ+
(
A1(u

θ)− σId
)
∂xu

θ+A2(u
θ)∂yu

θ = θ
(
∂x(D1(u

θ)∂xu
θ) + ∂y(D2(u

θ)∂yu
θ)
)
,

<= ��/ >
�&&



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�����,������ ��� ���������� ������������� ;
lim

x→−∞
u

θ(x, y) = uL lim
x→+∞

u
θ(x, y) = uR,

� ��	 ����
y ∈ IR. <= ��&>

?� ��� � ����� �� �� �	�0�	 ��� �� ,�� ���� �� ,�������� {uθ
∗}θ>0

�����	#� ,�	��� ��� ����
L1

loc

���� �� ��� ���
θ → 0+ ��	� �� ,������� ����������� ;

u(x, y) =

{
uL, x < 0



y ∈ IR 


uR, x > 0


y ∈ IR 
 <= ���>

��� 
 ��	 �0������ ��� �� �������� �"�� ���� <= �.> �� <= ��> <�������� �"� � ���� ����������
���� ��� � ��	���� �� �������� D1(u)

�� D2(u)
0��� ���� �� � ��!�� ���� � �	��	�������

���������� <= �/ >>� 	� � �� ����� �����	������ �� �� �������� �"�� <= ���> 
 ���� ������ �� � ���	� � ����
�	����	� �� ������ �� ����"� �� �"�� ���,�	� � ���  �� �0������ <= �'�2> � �� � ���!	�
"��	������� 
 � ��B�� �� �� 	�� ���  � ��"���� <= ��2> � ��	

θ > 0
���� �� �� �����#�  ��

��� ���
θ → 0+ 
 ��� �� ���#�	� �� #	��"� ��

ω
(

x
θ

) �� ���� ���� � ��
u∗
(

x
θ
, y
) ��

x = 0



� ��	 ����
y ∈ IR � � � � ���!	� ���� �	���� 
 �� �������� 
 ���� ��� �0������� <= ��2> 
 ��	�������	 
 ��	� �� �����#�  �� ��� ���

θ → 0+ 
 �� ��	����� 	���	� ����� x
θ


 ����
x ∈ IR 


��	 ��� ��	����� 	�����
z ∈ IR <� ��� z = x

θ

> 
 �� ��	��  �������	 �� �0������ �� �"� �
���� <= ���> ��	 ;





lim
x→0−

u(x, y) = lim
z→−∞

u∗(z, y),
� ��	 ����

y ∈ IR
lim

x→0+
u(x, y) = lim

z→+∞
u∗(z, y),

� ��	 ����
y ∈ IR <= ��.>

�� 
 ��	 �����	������ 

u∗(z, y)

��� �������� �� �	���!� � ��B	������ ;
{

(A1(u∗)− σId) dzu∗ = dz (D1(u∗)dzu∗) , <= ���>
lim

z→−∞
u∗(z, y) = uL, lim

z→+∞
u∗(z, y) = uR,

���	 ����
y ∈ IR � <= ��=>

��	 �0������ 
 ����� ��������
u∗(z, y)


 ����
z ∈ IR ��

y ∈ IR 
 ��� ���� ����"� ����	��
�� �"�� ���� <= ���> �
' ()(� *2+50+/-5643 7 �03 8948 : 1-3 � 345-5643� 25 :+2. 6�+2� 7,�36�

5643� 72 1- �5-/6165,
���� ��	����� ���� �� ��	�#	��"� ��� � �	��	������� � ��� �"� � ���� ���� ����

�	�� ����� � ������	 �� �������� �� ���� � ���� �	�� �!	� �0������ ��� ���� ���	�����
���� �
��	 ���������� 
 ���� 	��� ����� �������� ��������� �� �� ������� �	������ � ����
������	��� ��� ��������� �"� � ���� �� ����!� � <= �'> 
 � ��	 ���������� ��� ����"�� ���
��	��� �������� ���� �������� �����,��	�  � �"�� ��"!�� �� ���� � <= �'�/ > � �� � ����	��
��	� �� 
 ��  ��� 	������� �	!� ��� ���� 
 �� �"�� ���� ���#�� ��� ��� ,�������

u(t, x, y)�� �� ,�	� � ��	������!	� ;
u(t, x, y) = uL + (uR − uL)H(x− σt), t > 0, (x, y) ∈ IR2, <= �2	>

�������� �� �	���!� � �� ����"� <= �'> � ��	 �� ����� �������� ;

u0(x, y) =

{
uL, x < 0



y ∈ IR 


uR, x > 0


y ∈ IR 
 <= �2 '>

�&�



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�� ���	
uL

0� ���� <= �2 '> ��
σ

����������� ��� �	���	��� ���� <= �2	> 
 � ���� uR
���

��	 �����	������ �������� ��� 	�������� �� ���� #�	������ <= �'.> ;

−σ
(
v(uR)− v(uL)

)
+ F1(v(uR))− F1(v(uL)) = C(uL, σ), <= �2�>

� ��	 �� �"��#�� ��� �� ��	�����
u → v(u)

������	 �� ���� � <= �'�/ > � (� ��������
<= �2	> �� �	���!� � <= �'>� <= �2 '> ����� �0��� 
 ��� ���� �������� �� 	,	���� ���� ��
����� �
���	� � ��������� ��� ��� � ����� ���	 ��� ��������� �� ����!� � ����� ��������� <= �'>	������� � ���� � �	��	������ ��0������ ��� �� �� ����� �������� <= �2 '> 
 �� �� ,�	� � ;

u
ǫ
0(x, y) =

{
u

ǫ
0L(x, y) = uL + ǫw0L(x, y), x < 0



y ∈ IR 


u
ǫ
0R(x, y) = uR + ǫw0R(x, y), x > 0



y ∈ IR 
 <= �22>

�� ��� ,��������
w0L

��
w0R

���� �"������ ���0��� ��� �	������� � +����#���� ��� ��
����� �������� � �	��	� � �� ��� ��� �� �� ��	����� ��	� ���

x
����� ��� �� �� ��	�����

���#��������
y
� ( ����������

ǫ > 0
�� �� � �	��	������ ���� <= �22> � ��� )�	� �"����� �����

� ����� ��� ���"���� ���� � ��������  ����	 �
(� ��������

u
ǫ(t, x, y)

�� �	���!� � �� ����"� <= �'> � ��	 �� ����� �������� � �	��	� �
<= �22> ��� ���� ������ ��� ��������� �� �� �������� �� 	,	���� <= �2	> � 
 � ������	 ��
�"����	� � ������  �� �������� ��	����	���� �� �"� � �	��� 
 �� �������� �"�� ���� ��� ����
������ �� �� ��������

u
ǫ(t, x, y)

�� �	���!� � <= �'>� <= �22> � ��� )�	� 	����� �	���	��	�� ���
�	� �"� �� �� �������� �� 	,	���� <= �2	> �� �"��������� � ����������

ǫ
�� �� � �	��	������

���� <= �22> �	���	��	�� ��� � ����� � $ ����� ��	 ��� �	����� �� $ �% �� �& '� 
 �� ��������
� ��� ��	 ����� �	�� �!	� ������ �� �������� ����� �� �0������ �������� ;
���������  ���� � 3� �"�� ���� ��� ��� ������� ��� �������� �� ��� � �	��	������ � ��� �
�������

ǫ > 0
�	���	��	�� ��� � ����� 
 � ��� ��� ����� 
 ���� <= �22> �������  ��� ��������

�� <= �'> �	������� ��� ����������� ��� ���� �� ����� � �� �"� � ��� ��� ����	���� ��� ������
�� �� �������� � �	��	� � 	���� � �	�� �� ����� ���� � ��� �	��	 � ��0� 
 �� ��� ��� ������
�� � ���������� �� �� � �	��	������ ��	��� �� ����� �

���� 	��	����	��� ��� ������������ ���	���	�� ��� ���� � �������� � � ��� � �"�� ��"!��
�� �� �"�� ���� ���� � ���!	� )�	� ������ �� ���� �� �� �0������ �	�� ��� 
 �� ���
�#���� � �� 	��"�	�"�	 �� �������� � �	��	� �

u
ǫ(t, x, y)

���� �� ,�	� � � ���� ,�������
�	!� 	#���!	� <�� � ���� �� ����� ��� �� �����> �� ��"�	� � ���� ����� ������������
�� ������ �� ���# �� �� ��	,��� ;

Σǫ =
{

(t, x, y) ∈ IR+ × IR2, x = φǫ(t, y)
}
, <= �2/ >

�� ���� 	��� ����� ���
x

��� �� ��	����� ��	� ��� �� �"� � ���� 
 ���	� ���
y

���#��
�� ��	����� �	�����	�� � ?��

φǫ(t, y)
	��	����� �� �,�	� ����� �� �� ��	,��� �� �"� �

���� ���  �� � �	��	������ � ����������
ǫ > 0

���� �� ����� <= �22> �� ���� �	�0�	
limt→0+ φǫ(t, y) = 0

���	 ����
y ∈ IR �

� ���� 

u

ǫ(t, x, y)
��� 	��"�	�"� ���� �� ,�	� � ;

u
ǫ(t, x, y) =

{
u

ǫ
L(t, x, y), t > 0



y ∈ IR 


x < φǫ(t, y)



u
ǫ
R(t, x, y), t > 0



y ∈ IR 


x > φǫ(t, y)

 <= �2&>

�&.



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

����
u

ǫ
L

��
u

ǫ
R

�	!� 	#���!	�� 
 	��� ������� ��� ��������� �� ;
{
∂tu

ǫ
L +A1(u

ǫ
L)∂xu

ǫ
L +A2(u

ǫ
L)∂yu

ǫ
L = 0, t > 0



y ∈ IR 


x < φǫ(t, y)



lim
t→0+

u
ǫ
L(t, x, y) = u

ǫ
0L(x, y), y ∈ IR 


x < 0

 <= �2�>

�� ;
{
∂tu

ǫ
R +A1(u

ǫ
R)∂xu

ǫ
R +A2(u

ǫ
R)∂yu

ǫ
R = 0, t > 0



y ∈ IR 


x > φǫ(t, y)



lim
t→0+

u
ǫ
R(t, x, y) = u

ǫ
0R(x, y), y ∈ IR 


x > 0

 <= �2.>

��� ���� ��������� ������ )�	� ���	������  ��� ���������� �� ������#�  �� �	���	��
�� �� ��	,���

Σǫ 
 ���������� �� ������#� �� ��� ���� ,��� ,�	����	 � � ���� � ���% �� ��
��	�#	��"� ������� �

' ()(� �40892 6352+32 :40+ 03 8948 : 1-3 :2+50+/,
���� �	�� ����� � ��	�	� ��� ���������� �� ������#� ������ ���	 ��� �	���!� �� <= �2�>�� <= �2.>  �� �	���	�� �� �� ��	,��� �� �"� � � �	��	� 

Σǫ 
 �� ��"����� �� �	���!� �
��B 	������ #����	���� �� ����"� ����	�� �� ���� �� ,	��� �� �"�� � �	��	�  
  �����	
��

x = φǫ(t, y)
�

� ��� ��##	��� ���� �� 	�����	  �� ����	������ 0�� ��� � ������ �"����� �������� ��	
�� ����!� � ���� � �	��	������� ���������� <= �/ > 
 ���� ��� �B ��� ���� �������	� ���� ��
����"� ����	�� ��	!� �����#�  �� ��� ��� �� ��� � C���� ��	,��� �
- ��� ��	 
 �� �	�������� � ��������� � ��	 	�����	 �� ����!� � 	#���	�� <= �/ > ��� ���
���� ��������� 
 �� � ���� ,�	� ����� ��� 
 �� �� ��������

u
θ,ǫ(t, x, y)

�� �	���!� � ��
����"� 	#���	�� <= �/ >� <= �22> � �)�	� ��� ,������� 
��� ���
� � ��	 ��� ��������� ��
	#���	�������

θ > 0

 ���� ��������� �� � ���������� �� �� � �	��	������

ǫ > 0
����

<= �22> � �� 	������� �� �	���!� � �������� ����
θ > 0


 ���� ������ ���� 
 � ���� ��	� 

� �����	  ,�	����	 �� �	���!� �  ��	,��� ���	� �� ���� ��� ���������� �� ������#�  
����� � )� � ��	,��� ���	� 
 �� 
 � ����	� ��	� 
 ���� ��� 	��� ����	� ��� ���������� ��
������#� ����	����� ���� �� ��� ��� �� C���� ��	,���

θ → 0
�� �	#���� �� �� ��� ���

,�	� ���� ;
lim

θ→0+
u

θ,ǫ(t, x, y) = u
ǫ(t, x, y)

�	����� ��	���� ��
(t, x, y). <= �2�>

(� ������� �� ����"� ����	�� 	� ��� �	���� ���  ���	� ������� �
(�� � ������ �� �������� � ��	

θ > 0
��������� ��� 	#���	������� �� �� ��	,��� ��

�"��
Σǫ �0��� �� <= �2/ > � (�� �	����� �� 1�!� �� � ������ � �2/ � ����	��� �� ��� ���

� ����� �� �� ��	�	� �� � ������� � ����� �� ����� ��	,��� 	#���	���  �"���� �������
��	 ��� ,������� 	#���!	�

ψθ,ǫ(t, y)
� ������� �� �	��	�� ;

lim
θ→0+

ψθ,ǫ(t, y) = φǫ(t, y), t > 0, y ∈ IR. <= �2=>
������� ���	� � ��������� ��� �� �	� ���	 �� �����#�  �� ��� ��� �� C���� ��	,���
θ → 0+ � ��	 ��� ���������

ǫ
�� � �	��	������ 0�� ���� �� ����� <= �22> 
 ����

�� ������ 
 �� ���� ������� 
 �� �� ������� ��
ǫ

���� �� ��	�#	��"� � ��	 ���#�	 ���
��������� �
������� �� � ������� � �����

ψθ(t, y)
�� �� 	#���	������� �� ,	��� �� �"�� � �	��	� 

�&�



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

<= �2/ > ��� �������� 
 ���� �� 	�� ����� 
 ���� � �� ��� � ����#� 
 ��	 ��� � ������� 0��
#	��� �� �"��#�� ��� �� ��	������ ������� ;





t̂ = t,

x̂ = x− ψθ(t, y), <= �/	>
ŷ = y.

(� �	���!� � �� ����"� �����,��� ��	 �� �������� � �	��	� � 	#���	��� ;

û
θ(t̂, x̂, ŷ) = u

θ(t̂, x̂+ ψ̂θ(t̂, ŷ), ŷ),

����
ψ̂θ(t̂, ŷ) = ψθ(t̂, ŷ)


 � ��	�� ���	� 
 � ��	
θ > 0

;

∂tû
θ +

(
A1(û

θ)− ∂t̂ψ̂
θId− ∂ŷψ̂

θA2(û
θ)
)
∂x̂û

θ +A2(û
θ)∂ŷû

θ = <= �/ '>
θ
(
∂x̂

((
D1(û

θ)− ∂ŷψ̂
θD2(û

θ)
)
∂x̂û

θ
)

+ ∂ŷ

(
D2(û

θ)∂ŷû
θ
))

, t̂ > 0, (x̂, ŷ) ∈ IR2,

���� ;
lim

t̂→0+
û

θ(t̂, x̂, ŷ) = u
ǫ
0(x̂, ŷ), (x̂, ŷ) ∈ IR2, <= �/�>

��
u

ǫ
0

��� �� ����� �������� � �	��	� � <= �22> � ����	���� ��� � ��	 �� �"��#�� ��� ��
��	������ <= �/	> 
 x̂ = 0

��		��� ��� 
  �"���� �������
t̂ > 0

�� � ��	 ����
ŷ ∈ IR



 �� � ������� <������> �� �� 	#���	������� �� ,	��� �� �"�� � �	��	�  � ���� ����
��������� ����  ���	 � �	#�	 ��� ����"� ����	�� �� �	�0 � �� �"�� � �	��	�  ���� ��
��� ��� �� C���� ��	,���

θ → 0+ 
 �	���� ��� ��
x̂ = 0


  ����� ����
t̂ > 0

�� � ��	 ����
ŷ ∈ IR �
� � � ���!	�  ��#�	 ��

x̂ = 0
� ��B�� ��� � ������ �"����� ��	�� ��	 <= �/ '>� <= �/�>���� �� ��� ���

θ → 0+ 
 ���� �������� � ����	� �"� ������� � ��	 1�!� �� � ������ �
<���	 $ ��� ��	 �22� ���	 ��� �	��������� ������0� �� �2/ � � ��	 ��� �	���������
	�#��	����> � ������� ���������� ��� �� �	�0 � �� �������� � ��� �"� � ���� � �	��	�  � ���
)�	� ���	� �" 
  � �����	�� ���� �	�	�

θ

 ��	 �� ������� �� ��� �� �� ,�	� � ;

û
θ(t̂, x̂, ŷ) = û0

(
t̂,
x̂

θ
, ŷ

)
+ θû1(t̂,

x̂

θ
, ŷ) + · · · , <= �/2>

���� �� ���	��"��� �� ,	��� �������� ����� ;

ψ̂θ(t̂, ŷ) = φ(t̂, ŷ) + θψ1(t̂, ŷ) + · · · , <= �// >
��

φ(t̂, ŷ)
	��	����� �� ��� ��� �� C���� ��	,��� <= �2=> ��

ψ̂θ(t̂, ŷ)
� ������� ����� ����

��� �	�� �� ����	������ �� �� ��� ��� �� C���� ��	,���
θ → 0+ 
 ���� � �������#���� ���

��� �������� #����	���� �� ��	� � ��� �����
û0

(
t̂, x̂

θ
, ŷ
) ���� <= �/2> � ��� ��������

���� �������� �� ��% ������ �� ��	� � 
  
θ > 0

0� 
 ���� �� ����!� � ���� � �	��	�������
���������� <= �/ '> 
 � ��	 ������	 ���

û0

(
t̂, x̂

θ
, ŷ
) ���� )�	� �������� �� ;

∂t̂û0 +
1

θ

(
A1(û0)− ∂t̂φ(t̂, ŷ)Id− ∂ŷφ(t̂, ŷ)A2(û0)

)
∂ẑû0 <= �/&>

+A2(û0)∂ŷû0 =
1

θ
∂ẑ

((
D1(û0)− ∂ŷφ(t̂, ŷ)D2(û0)

)
∂ẑû0

)
+ θ∂ŷ

(
D2(û0)∂ŷû0

)
,

�&=



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�� ���� ����� ���	����� �� ��	����� 	�����
ẑ = x̂

θ

� ��	!� ������ �������� ��	
θ

�� 	�	�
	��#�� ���� 
 ���� ����� ;
(
A1(û0)− ∂t̂φ(t̂, ŷ)Id− ∂ŷφ(t̂, ŷ)A2(û0)

)
∂ẑû0 <= �/�>

−∂ẑ

((
D1(û0)− ∂ŷφ(t̂, ŷ)D2(û0)

)
∂ẑû0

)
= θ
(
θ∂ŷ

(
D2(û0)∂ŷû0

)
−A2(û0)∂ŷû0 − ∂t̂û0

)
.

�!� ��	� 
 ���� �� ��� ���
θ → 0+ 
 �� ,�������

û0(t̂, ẑ, ŷ)
���� )�	� �������� �� ����!� �

��B 	������ �� �� ��	����� 	�����
ẑ

������� 
 ��
t̂ > 0

��
ŷ ∈ IR

% ����� �� 	� �� ��
��	�� !�	�� ;
(
A1(û0)−∂t̂φ(t̂, ŷ)Id−∂ŷφ(t̂, ŷ)A2(û0)

)
dẑû0 = dẑ

((
D1(û0)−∂ŷφ(t̂, ŷ)D2(û0)

)
dẑû0

)
.

<= �/.>������ �� � 
t̂ > 0

��
ŷ ∈ IR

����� 

û0(t̂, ẑ, ŷ)

���� )�	� �������� �� <= �/.> ��	
IRẑ���� �����	 � ?� �������� ���� ���	� ��� �� �	����	 
 ���% ��	�  

t̂ > 0
��
ŷ ∈ IR ����� 


�� ���� �	��� ��� ������������ ��� ��0��� � � � � ���!	�  ������	 ��� ��� ���� 	�������
��

ẑ = −∞ ��
ẑ = +∞ 
 ���� ����	���� ��� ���� � ������� <= �/2> 
 ���� ����� 
 � ��	

������ �����	� � �������� �� �� ��	�����
ẑ

;
û0(t̂, ẑ, ŷ) = lim

θ→0+
û

θ(t̂, θẑ, ŷ) = û(t̂, 0+, ŷ), <= �/�>
��

û(t̂, 0+, ŷ)
� ���� ���	� ��� �� �	��� ��

0+ �� �� ��� ��� �� C���� ��	,��� <= �2�> ��
û

θ �
������� <= �/�> ���� �����	 � ��	 ����

ẑ > 0

 ���� �������� �� ��� ��� �������� � ��	

�"����
t̂ > 0

��
ŷ ∈ IR ;

lim
ẑ→+∞

û0(t̂, ẑ, ŷ) = û(t̂, 0+, ŷ). <= �/=>
��	 �� 	�������� ��� ��������� 
 � ��� ����� ,��� � ��	 ��� �����	� �#������ �� �� ��	�����
	�����

ẑ

 ���� �������� ;

lim
ẑ→−∞

û0(t̂, ẑ, ŷ) = û(t̂, 0−, ŷ). <= �&	>

' ()(� �2 :+4/1�.2 72 840:1-�2 � 6- 032 840892 6352+32 :2+50+/,2
���� 	��� ��� �� ,�	�������� ��� �������� �� C���� ��	,��� #����	���� �� �"� �

���� � �	��	�  
 ������ ��� ���� ��� ����� �������� �� ���	� ��� ���� ��	�#	��"�� �	�
������ �
3� �"� � ���� � �	��	�  ��� ������ �� ���� ��� �������� �� �	���!� � �� ����"� <= �'>� ��	 �� ����� �������� � �	��	� � <= �22> � ����� �������� ��� 	��"�	�"� ���� �� ,�	� �
<= �2&> 
 � ����� ���	� ���� �� �"��#�� ��� �� ��	������ <= �/	> 	��	������ �� ,	��� �� �"� �
� �	��	�  ��

x̂ = 0
;

û
ǫ(t̂, x̂, ŷ) =

{
û

ǫ
L(t̂, x̂, ŷ), t̂ > 0



x̂ < 0



ŷ ∈ IR 


û
ǫ
R(t̂, x̂, ŷ), t̂ > 0



x̂ > 0



ŷ ∈ IR � <= �& '>

(�� ,��������
u

ǫ
L

��
u

ǫ
R


 ���� ���� 	#���!	�� 
 ������� )�	� 	��� ������� ��� ���������
��� �	���!� �� �� ����"� �������� ;





∂t̂û
ǫ
L +

(
A1(û

ǫ
L)− ∂t̂φ̂

ǫ(t̂, ŷ)Id− ∂ŷφ
ǫ(t̂, ŷ)A2(û

ǫ
L)
)
∂x̂û

ǫ
L

+A2(û
ǫ
L)∂ŷû

ǫ
L = 0, t̂ > 0, x̂ < 0, ŷ ∈ IR,

lim
t̂→0+

û
ǫ
L(t̂, x̂, ŷ) = û

ǫ
0L(x̂, ŷ),

<= �&�>

��	



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�� ;




∂t̂û
ǫ
R +

(
A1(û

ǫ
R)− ∂t̂φ̂

ǫ(t̂, ŷ)Id− ∂ŷφ
ǫ(t̂, ŷ)A2(û

ǫ
R)
)
∂x̂û

ǫ
R

+A2(û
ǫ
R)∂ŷû

ǫ
R = 0, t̂ > 0, x̂ > 0, ŷ ∈ IR,

lim
t̂→0+

û
ǫ
R(t̂, x̂, ŷ) = û

ǫ
0R(x̂, ŷ),

<= �&2>

��� ��������� ���� ���	������ ��� ���������� �� ������#� ��������� 
 ,�	����� ��
x̂ = 0



� ��	 �"���� ������

(t̂, ŷ)
0� 
 ����

t̂ > 0
��
ŷ ∈ IR ;

�� �� ���� ��� �������� "�	������
ωǫ(ẑ)

�� ����!� � ��B	������ ;
(
A1(ω)− ∂t̂φ̂

ǫ(t̂, ŷ)Id− ∂ŷφ̂
ǫ(t̂, ŷ)A2(ω)

)
dẑω = <= �&/ >

dẑ

((
D1(ω)− ∂ŷφ̂

ǫ(t̂, ŷ)D2(ω)
)
dẑω

)
,

% ��#���� 	��� ������� ���
û

ǫ
L(t̂, 0−, ŷ)

���� �� ���� ��
û

ǫ
R(t̂, 0+, ŷ)

���� �� ,���	 ;
lim

ẑ→−∞
ω(ẑ) = û

ǫ
L(t̂, 0−, ŷ), lim

ẑ→+∞
ω(ẑ) = û

ǫ
R(t̂, 0+, ŷ). <= �&&>

�0� � ����#�	 ��� ��������� 
 ���� ����� �� �� �� �� ������� ��
t̂
��
ŷ
���� � �"�	� �����

ωǫ ������� �� �����
t̂ > 0

�� �� ��	�����
ŷ

� �����	�������� �� ��� ���	� �� ��	�� !�	��
����� ���� �� �	���!� � <= �&/ >� <= �&&> �
' ()(� �2 :+4/1�.2 72 840:1-�2 � 6- 72� +21-5643� 863,56�02�

(� �	�������� � ��������� �� �� �"����	� ��� � ������	 ��� ���������� � �	� ������
� �����	�	 �� �������� �����	� ��� ��������� �"� � ���� � ?� ��� �	�� ���� �� � ���	 ��
����	������� �� �	���!� � �� ������#� �� �������#� � ���� ��������� �� � �	��	������

ǫ����� � � 	 
 �� ,�	�������� �� �	���!� � �� ������#� <= �&�>� <= �&2>� <= �&/ >� <= �&&> 	�����	�
� ����	�������� ��

x̂ = 0

 �� � ��	 �"���� ������

(t̂, ŷ)

 � ��� �	���!� � ��B	������ 	����

���� �� ������#� �� � ���!	� ������������ 
 � ��� ��� ��0��� ���� �� ��	����� 	�����
ẑ
� ?�

��	��� ���� �#	���� �� ���� ���	 � ���� ��������� ��#�	���� 
 �� ��� ���� ��B	�������� 

����� ��	����� ��� ��

x̂ = 0
��� �	����

û
ǫ
L(t̂, 0−, ŷ)

 
û

ǫ
R(t̂, 0+, ŷ)

� �� � ����	�� ��	� �� 
 ��
������ ���	������ � ����#	�	 �� ����!� � ��B	������ <= �&/ > ��	

IRẑ

���� �����	 
 � �����
� ����	�������� � ��� �"��#�� ��� �� ��	����� ���	������ � ���	�� ��� ��� 
 ��  �� �����	�
�� ���� � <= �'�/ > ������  �� ����"� ����	�� �� �"�� ���� ��� � �	��	�  
 �� ��������
� ��	�	� �� �������� ������� �� 	�������� �� ���� #�	������ �����

û
ǫ
L(t̂, 0−, ŷ)

 
û

ǫ
R(t̂, 0+, ŷ)

��	 � �����	� ����	� � ���� ,������� ��������  �����	 �����	����� �
���� � ���	��� ���� �� ��	�#	��"� ��� �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� 
 ����
��� ��	������ 0�� �� � ������� 
 ��� � ��!��� �� �� �"������ 
 � �	� �� �� 	����	�	 ���
	�������� �� ���� #�	������ �����,����� ��	 ��� ��������� ����� ������ �� � ��!�� �����
� ��������� � �!� ��� ��� 	�������� ���� ���� ������� �� ����	� ��� ���� 
 ���� � ������
���������	 ��� 	�������� ��#�	����� �� �	���!� � �� ������#� ��B	������ <= �&/ >� <= �&&> �� ���� ���� ������ ��� �� ��� ��� � ��!��� * +$ ����� ���� �� � �����	�� � +����#����
�� ��� � ���� ��� �������	� �� 	�������	 �� ��������� 	�������� ��������� ; ��� �����������
���� ������� �� ���	� ��� ��������� ���� ����� ���� ����������� �� � ���� � (� �	��	��
� �����	����� ��	 	������� % ��� ���� ��� �� 	� �� ��������� ���� � �������� �
?� ��� �����,��� ����	����, �� � ���	 ��� ���� 
 ��	��� ����� ���� 
 � ���������� ��� ��
�	��	�� � �����	����� ��	 	������� � ���� ����� ���	� � ����� �� ���� ���	 �� ��� �� ����

�� '



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�� �"��#�� ��� �� ��	����� � �	� ������ �� 	���	� ��������� ��� ���������� ��� � ��
�	���� A1(ω)

�� A2(ω)

 ���� <= �&/ > 
  ���� � ��	���� % ���������� � �� � ���� ��� �� ���

��� � ��!��� *+$ 
 � ��� � ��� 	����� �� ����	������� ��� ���� ���� ������ �� � �	� ��
� ��� 	�	 �� ���� ��� ���� ���� �� �"�	�� ��	�� ��� �����	������ �

�	� A1
�� A2

���� �	� ��� � ���� �	�
 ���� � 	��� ������

���� ��������� ��� �� ��� �� ���� �� �"��#�� ��� �� ��	�����
u → v(u)

��� ��� ��
����!� � ���� � �	��	������ ��������� <= �/ > � ��	��� 
 ��	!� ������ �������� ��	

Duv(u)



���� �� ,�	� � �������� ;

∂tv(uθ) + ∂xF1(v(uθ)) + ∂yF2(v(uθ)) = <= �&�>
θDuv(uθ)

(
∂x

(
D1(u

θ)∂x(uθ)
)

+ ∂y

(
D2(u

θ)∂yu
θ
))
.

�� � ����	�� ��	� �� 
 ���� ���� ����� ��� ��� � ��	����
Duv(u)A1(u)D−1

u v(u)
��

Duv(u)A2(u)D−1
u v(u)

��@������� ���� ��� � ��	���� % ���������� �� ���� ,�������� C��
F1(v(u))

��
F2(v(u))

� +����#���� ��� �� � ���	� �� �	���� �� <= �&�> 
 ����	��	�� ���
�� � ���	� �� #���"� 
 � �� ������ 	����� �� �	����	 ��� ,�	�������� �����	������ �
���� ��� ��������� �� �	����� ��	�#	��"� 
 �� � ��#�� �!� ��	� � ��������	 �� �"� � ����
� �	��	�  
 �� ������� � ��	 �� ����� �������� <= �22> 
 ��� �	��	��� ���� �	����� ��
�	��� ,��������

û
ǫ
L(t̂, x̂, ŷ)



û

ǫ
R(t̂, x̂, ŷ)

��
φ̂ǫ(t̂, ŷ)

������ )�	� ��������� �� �	���!� � ��
������#�  ,	����!	� 0�� ;





∂t̂v(ûǫ
L) + ∂x̂

(
F1(v(ûǫ

L))− ∂t̂φ̂
ǫ(t̂, ŷ)v(ûǫ

L)− ∂ŷφ
ǫ(t̂, ŷ)F2(v(ûǫ

L))
)

+∂ŷF2(v(ûǫ
L)) = 0, t̂ > 0, x̂ < 0, ŷ ∈ IR,

lim
t̂→0+

v(ûǫ
L(t̂, x̂, ŷ)) = v(ûǫ

0L(x̂, ŷ)),

<= �&.>

�� ;




∂t̂v(ûǫ
R) + ∂x̂

(
F1(v(ûǫ

R))− ∂t̂φ̂
ǫ(t̂, ŷ)v(ûǫ

R)− ∂ŷφ
ǫ(t̂, ŷ)F2(v(ûǫ

R))
)

+∂ŷF2(v(ûǫ
R)) = 0, t̂ > 0, x̂ > 0, ŷ ∈ IR,

lim
t̂→0+

v(ûǫ
R(t̂, x̂, ŷ)) = v(ûǫ

0R(x̂, ŷ)),

<= �&�>

��� �	����  #���"� ��  �	���� ��
x̂ = 0

�� ��� ���� ��������� ���� ����  �� �,�	� �
φ̂ǫ(t̂, ŷ)

�� �"�� ���� ��	 �� ��������� �� ������#� ;

lim
ẑ→−∞

v(ω(ẑ)) = v(ûǫ
L(t̂, 0−, ŷ)), lim

ẑ→+∞
v(ω(ẑ)) = v(ûǫ

R(t̂, 0+, ŷ)), t̂ > 0, ŷ ∈ IR,
<= �&=>��

ω(ẑ)

  

t̂ > 0
��
ŷ ∈ IR 0�� 
 ���� �	�0�	 �� ����!� � ��B 	������ ;

−∂t̂φ̂
ǫ(t̂, ŷ)dẑω+

dẑ

(
F1(v(ω)) − ∂ŷφ̂

ǫ(t̂, ŷ)F2(v(ω))
)

= Duv(ω)dẑ

((
D1(ω)− ∂ŷφ̂

ǫ(t̂, ŷ)D2(ω)
)
dẑω

)
.

<= ��	>
���



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�� � ���!	�  ���#�	 ��� �	���	�� 
 ���� �� ������ ��� ��������� �"�� ���� �� ����
	�,�	������ ���� ��� ��������� ����	�� 
 �� �	���!� � �� ������#� <= �&.>� <= �&�>� <= �&=>��	����� ��� �� � ���������

v
� ?� � ��#�� �� �	����	

v
ǫ
L



v

ǫ
R

��
φǫ ��������� �� ;





∂tv
ǫ
L + ∂x

(
F1(v

ǫ
L)− ∂tφ

ǫ(t, y)vǫ
L − ∂yφ

ǫ(t, y)F2(v
ǫ
L)
)

+∂yF2(v
ǫ
L) = 0, t > 0, x < 0, y ∈ IR,

lim
t→0+

v
ǫ
L(t, x, y) = v

ǫ
0L(x, y) = v(uǫ

0L(x, y)),

<= �� '>

�� ;




∂tv
ǫ
R + ∂x

(
F1(v

ǫ
R)− ∂tφ

ǫ(t, y)vǫ
R − ∂yφ

ǫ(t, y)F2(v
ǫ
R)
)

+∂yF2(v
ǫ
R) = 0, t > 0, x > 0, y ∈ IR,

lim
t→0+

v
ǫ
R(t, x, y) = v

ǫ
0R(x, y) = v(uǫ

0R(x, y)),

<= ���>

���� �� ��������� �� ������#� �����
v

ǫ
L(t, 0−, y)



v

ǫ
R(t, 0+, y)

 
φǫ(t, y)

;
lim

z→−∞
ω(z) = v

ǫ
L(t, 0−, y), lim

z→+∞
ω(z) = v

ǫ
R(t, 0+, y), t > 0, y ∈ IR, <= ��2>

��  
t > 0

��
y ∈ IR 0�� 


ω(z)
���� )�	� �������� �� ����!� � ��B	������ ;

−∂tφ
ǫ(t, y)dzω + dz

(
F1(ω)− ∂yφ

ǫ(t, y)F2(ω)
)

= R(ω, dzω, d
2
zzω, ∂yφ

ǫ(t, y)). <= ��/ >
���� <= ��/ > 
 ���� ����� � �� ;

R(ω, dzω, d
2
zzω, ∂yφ

ǫ(t, y)) = Duv(ω)dz

((
D1(ω)− ∂yφ

ǫ(t, y)D2(ω)
)
dzω

)
, <= ��&>

�� ��	��  �����#��	 ��� �� ��	� � �������� �� � ��	�� ��� ���� ,�	� � �����	������ � (�
�������� ������� �� <= ��&> ������� ��� � ��� 	����	 �� 	#���	������� R �� �� ��� ���
��	�� !�	��

t
��
y

�� ��� �	���	� �� �� �	��� ��
y

�� � ���������
φǫ ; � ���

∂yφ
ǫ(t, y)

�


t > 0

��
y ∈ IR 0�� 
 	����	�	���� �� ����!� � ��B 	������ <= ��2>� <= ��/ > �� 	�� �	�

����� ���
∂tφ

ǫ(t, y)
��� "�� �#!��  ��� ������� �� �	���#����� ;  

v
ǫ
L(t, 0−, y)

��
∂tφ

ǫ(t, y)
����� 


ω
���� )�	� ��� �������� ���� �	�#	������ �� ����!� � ;

∂tv + ∂x

(
F1(v)− ∂yφ

ǫ(t, y)F2(v)
)

= R(v, ∂xv, ∂
2
xxv, ∂yφ

ǫ(t, y)), <= ���>
�� �	���#����  �� �������

∂tφ
ǫ(t, y)


 ���������� � ����
v

ǫ
L(t, 0−, y)

���� �� ���� ��
������ % ����	� ���� �� ,���	 � ����

v
ǫ
R(t, 0+, y)

�
+��� ����� �� ���� ����� �������� ���� �	�#	������

ω
������ � ��	 �"����

t > 0
��
y ∈ IR0�� � 3�� ���#	����� ��	

IRz
���� �����	 �� ����!� � ��B	������ <= ��/ > ������� ���	� 


������ ���� ��� ���������� ������������� <= ��2> 
  ;

−∂tφ
ǫ(t, y)

(
v

ǫ
R(t, 0+, y)− v

ǫ
L(t, 0−, y)

)
+(

F1 − ∂yφ
ǫ(t, y)F2

)(
v

ǫ
R(t, 0+, y)

)
−
(
F1 − ∂yφ

ǫ(t, y)F2

)(
v

ǫ
L(t, 0−, y)

)

= C̃
(
v

ǫ
L(t, 0−, y), ∂tφ

ǫ(t, y), ∂yφ
ǫ(t, y)

)
, t > 0, y ∈ IR,

<= ��.>�� ���� ����� � �� ;

C̃
(
v

ǫ
L(t, 0−, y), ∂tφ

ǫ(t, y), ∂yφ
ǫ(t, y)

)
=

∫

IRz

R(ω, dzω, d
2
zzω, ∂yφ

ǫ(t, y))dz. <= ���>

��2



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

(� ����!� � � �������� ��#�	���� <= ��.> �	��� ���� �� ,�	� � � ��� �������� �������
�� 	�������� �� ���� #�	������ � �	� ������ �� ��	���	���	 � ����

v
ǫ
R(t, 0+, y)

� ��	
�� ���

v
ǫ
L(t, 0−, y)

0� �� ��� ������� �� �	���#�����
∂tφ

ǫ(t, y)
�	���	��� � (� ,�������

��������  �����	 �����	����� C̃ ;
(v, s1, s2) ∈ Ωv × IR × IR → IRn �0��� �� <= ���> 
�� ��� ���� ����	����� ��� �� ��� ���� ��	��!	�� ������ � ��� #���� ��� ��

∂yφ
ǫ(t, y)�� �	���	� �� �� �� ������� �� ��	� � �������� <= ��&> �� �� � )� � ������� �

�� 	���  
 � �������� � ��� �"�� ���� � �	��	�  �������� 
 � ��	 ��� ������ �� �������
v

ǫ
0L��

v
ǫ
0R

�	���	���� 
  �����	 �� �����	��� ��� �� ����� �� �	��� ,��������
v

ǫ
L



v

ǫ
R

��
φǫ 


����
v

ǫ
L

�������� �� �	���!� � ��� �	���� ��	������� <= �� '> 
 vǫ
R

�������� �� �	���!� �
<= ���> 
 ��� �	���� �� ��� ���� ,�������� ��

x = 0
���� ����  � ���������

φǫ 
 � ��	 �"����
t > 0

��
y ∈ IR 0�� 
 ��� ���������� �� ������#� ���	�� �� ��	 ��� 	�������� �� ����

#�	������ <= ��.> � � ����� � ��	 ������	� �� ��� ����� #�	���� 
 �� ,������� ��������
�����	����� <= ���> C̃ : Ωv × IR × IR → IRn 
 ���� ��� �� ����!� � <= ���> 
 � ����	������ ��
���� ��	��� ���� �� ,������� �������� C : Ωv × IR → IRn �0������� �� �"�� ���� ���
� �	��	�  ��	 <= �2�> ��� ��	����

∂yφ
ǫ(t, y)

��� ���������� ��� ����� ;
C̃(v, s, 0) = C(v, s) ���	 ����

v ∈ Ωv, s ∈ IR, <= ��=>
�� ��� � ���� ������ ��� ��� �� ��� � ���� � �	��	������ �������� ����������� � ��� �"� �
���� �

�	� � ��� ������� ���	
 �	�� �	
 
��	����

���� � ���	��� ���� �� ��	�#	��"� ��� �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� ���
����!� �� �� �� �"������ � �	� �� ����� ������� ��� �� 	�� ���	 �� �0������ �� �� 	��
������ �������� C̃ : Ωv × IR × IR → IRn  �� ������������ �� �� 	������� ��������
C : Ωv× IR→ IRn ������� �� ���	� �� � �������� ����� � ������ ����������� 
  �� ������
���� �� ��� �� ���� �� �"��#�� ��� �� ��	�����

u → v(u)
�� ������ �� �� � ��	��� A1



��� ��� �� � ��	���

Duv(u)A1(u)D−1
u v(u)

��� ���������  �� � ��	��� % ��������� � ����
,������� C��

F1(v(u))
� � ���� ��� ���� � ������ ����� ��� �"����	�� & �� � 
 ����� �	��

�	�� ��� �	��� � ��	 ��� � ��!��� * +$ ����� ���� ����� �"!�� � +����#���� ���� ���
���� � ��� �#���� ��� 
 ����	��	�� ��� �� ��	�#	��"� �	����� ��� � ��	 �� � )� � �"���
#�� ��� �� ��	����� 
 �� � ��	���

Duv(u)A2(u)D−1
u v(u)

���� ��������� ��� ���������
 �� � ��	��� % ��������� � ���� ,������� C��

F2(v(u))
� ����� ���#���� ������ �����	�

��� � �������	� ,����� � ��	 ��� � ��!��� *+$ �
(�� ����!� �� ��� ���� ������� ���� ����� �	�� �!	� ��	��� ���� ����	���� 
 ���� �����
� ����� � ����	����	� ��� ��������� � �	� ������ � ����	�� �	 �� �	��	�� � �����	����� ��	
	������� ��� �������� �

�"����"�� ����  � �� � "�� "�'�'  ���!�"����� � �" "�������  �� '��������  ��� �� �� "�
�#��"���

*���	���� ��� �������� #����	���� ��� ��������
u

���� �� 	�� !	� �	�"���	� 
�	�� ��#�

(e1, e2)
������ ��� ���	������ � �������

(x, y)
;

∂tu +A1(u)∂xu +A2(u)∂yu = ∂x

(
D1(u)∂xu

)
+ ∂y

(
D2(u)∂yu

)
. <= �.	>

?��	�������� �� ������	 ������	� 0��
n ∈ S2 
 S2 ���#���� �� ��"!	� ���� ��

IR2 ;
n = n1e1 + n2e2, n

2
1 + n2

2 = 1, <= �. '>
��/



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

����� ���
n⊥


 �� ������	 ������	� �	�"�#����  
n

 ���� � ����	������ ���� �� ����

(e1, e2)��� ;
n⊥ = −n2e1 + n1e2. <= �.�>

������	��� ���	� �� 	������� ����������  �� ���	 	��� ������� ���
e1

��	
n

��
e2

��	
n⊥

���� ���� �����  �� �������� ����
(n,n⊥)

�� ����!� � �� ���	������ ;
ζ = X · n, τ = X · n⊥,

����
X = t (x, y). <= �.2>

(� �"��#�� ��� ����	�� �� ���	������
x(ζ, τ)



y(ζ, τ)

�� ����� ���� ��� �� <= �. '> 

<= �.�> �� <= �.2> � +��� u(x, y)

��� �������� �� ����!� � <= �.	> 
 ���	� �� ,������� �0���
��	 ;

u(ζ, τ) = u(x(ζ, τ), y(ζ, τ)), <= �./ >
��� �������� �� ����!� � ������� ;

∂tu +
(
n1A1(u) + n2A2(u)

)
∂ζu +

(
− n2A1(u) + n1A2(u)

)
∂τu = <= �.&>

∂ζ

((
n1D1(u) + n2D2(u)

)
∂ζu

)
+ ∂τ

((
− n2D1(u) + n1D2(u)

)
∂τu

)
.

(� �	��	�� � �����	����� ��� �������� <= �.	> ���	�� � � ��� ������� � ���� ����������� ;
ũ : (u,n) ∈ Ωu × S2 → ũ(u,n) ∈ Ωu, <= �.�>

����� ��� �!� ���
u(ζ, τ)

��� �������� �� <= �.&> 
 ���	� �� ,������� ;
ũ(ζ, τ) = ũ(u(ζ, τ),n), <= �..>

��� �������� �� ����!� � ;

∂tũ +A1(ũ)∂ζ ũ +A2(ũ)∂τ ũ = dζ

(
D1(ũ)∂ζ ũ

)
+ ∂τ

(
D2(ũ)∂τ ũ

)
, <= �.�>

��
(A1,A2)

��
(D1,D2)

��@������� ���� ��� � ��	���� ���	������� ���� <= �.	> �
���	
���  ���� � (� �� ������� ��

u
��

n
	������ � ��	 ���	�� �	 � ������������

<= �.�> 	�� ��� ��	 �� �	��	�� ��� �� ������	 ������	�
n⊥


 �	�"�#����  
n

 �� ����� ���

���� ������� ��
n

�� <= �. '> ��	 �� ,�	���� <= �.�> ; � ���
n⊥ = n⊥(n)

� ?� ��� ���� ������
�� �� ������	�	 ���

u
��

n
� 3� ��� �"��� ������0�	� #	����� ��� ��� �������  ����	 �

?� ������ ��� ���� 
 ���	 ��� ����� �� 
 �� �� ��0�	 ���� ����� �� �0������ �� � �������
������ <= �.�> ���� �� ��� #�	�� � ���� ��������

u

 ���� ��� ���� ������� � ������

)�	� �� ����	� �����	����� ; ������	 � ��	�	�
1 <������	> 
 ������	 � ��	�	�

2 <���	���> 
 ��
�����"� � ���� �	,	��� �� 	����	  � ��� ������� �� � ������������ <= �.�> � �	� ������ 
 ���
�� �"��#�� ��� �� ���	������ <= �.2> 
 �� ������	 ���"��#� �� ,�	� � ��� �������� �
�����,��� 
 �� ��� �����  �� ����� �� � ���� �� �� �	����	 ����� ����������� ���� �� ��� ��
� ��!�� *+$ ������"�	� � �

�� ��� ��  � � � &�� ���

������	��� 
 ���� �� 	�� !	� �	�� ��#�
(e1, e2)


 �� ������	
u

�� ���� ������� ;
u = (ρ, u, v,E,R11, R12, R22), <= �.=>

��&



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

��
(u, v)

���#���� ��� ����������� �� ������	 ������� U ∈ IR2 
 ���	� ���
(R11, R12, R22)��		��� ������ ��� ���� ������� �� �� � ��	��� ��� �	���� ��� �������� �� *�������

R ∈M(IR2)
���	�� � ���� �� 	�� !	�

(e1, e2)
� ?��	�������� ���	� ��� �������� ������	��

 � ����� ��� ������	�
n

��
n⊥

;
un = (U ,n), vn = (U ,n⊥),

Rnn = (n,Rn), Rnτ (n⊥,Rn), Rττ = (n⊥,Rn⊥),
<= ��	>

� ��	 �0��	 ���������� ��� � ������������ <= �.�> ���� ��� �� � ��!�� *+$ ������"�	� � ;

ũ(u,n) = (ρ, un, vn, E,Rnn, Rnτ , Rττ ). <= �� '>
���,�	� � ���  �� 	�� �	��� <= �'��> 
 �� ,��� ����	���	�

n⊥
����� ��� ,������� ��

n
��� ��� 	�������� <= �. '> 
 <= �.�> �

��	� ����� �� ��	�#	��"� �� ������ ��� �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� ���
�������� ��� ���� ������ ��� ���� ������� � ��� �"��#�� ��� � ���������

u→ v(u)
�

� ���� 
 �� <= �.	> � ��	�� ���� �� �������� ��������
v(x, t) = v(u(x, t))

����
u(x, t)�������� �� <= �.	> ;

∂tv + B1(v)∂xv + B2(v)∂yv = R(v, ∂xv, ∂yv, ∂
2
xxv, ∂

2
yyv), <= ���>

���� ;

R(v, ∂xv, ∂yv, ∂
2
xxv, ∂

2
yyv) = Duv(u)

(
∂x

(
D1(u)∂xu

)
+ ∂y

(
D2(u)∂y(u)

))
, <= ��2>

���	� �� �� ���� ��� ����������� ;

ṽ : (v,n) ∈ Ωv × S2 → ṽ(v,n) ∈ Ωv, <= ��/ >
������ �� <= �.�> �� � ����� ;

ṽ(v(ζ, τ),n) = v
(
ũ(u(ζ, τ),n)

)
,

����� ���
ṽ(ζ, τ) = ṽ(v(ζ, τ),n)

��� �������� �� ;

∂tṽ + B1(ṽ)∂ζ ṽ + B2(ṽ)∂τ ṽ = R(ṽ, ∂ζ ṽ, ∂τ ṽ, ∂
2
ζζ ṽ, ∂

2
ττ ṽ). <= ��&>

?�� 
 B1

 B2

�� R ���� ��� � )� �� ��% ��� ��� ���� ���	������ �� <= ���> 
 <= ��2> �
� ���"�� ����  � �� ����� � ����"� � �� ��!�"����� ��" "�������
���� �	������ ��� 
 ���� ��� ��������	 �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� ���

�������� �� ��	��  ������	 ��� ,�	�������� ���������� �	!� ����� �� �� ��������� ��
������#� <= �&/ > 
 ���	� ��� �	���!� �� <= �&�> �� <= �&2> � 
 ��� #�	� 
 ���� �����#���� ���
��� ���� �	���!� �� � ��������� <= �&�> �� <= �&2> 	������ ,�	���� ���� �� 	�� !	� �	�� ��#�
(e1, e2)


 ����
e1

��	� �� �� �"� � ��� � �	��	�  
 � ��� ���� �� ����!� � �� ���	������
(x, y)


 �0� � ��� �	�� ���	 ���	���	�� ��� ��� ����	������� ������ �� �������#� � ����
��������� �� � �	��	������ �����

ǫ = 0
� (�� ����������� �� � �����	����� ��	 	�������

�� ���� ��������� ��� ��� � ��	 �� ����!� � ��B 	������ <= �&/ > #����	���� ��
x = 0

���



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�� ����"� ����	�� �� �"�� ���� � �	��	�  ���� ���� 	��� ����� ��� 
 ��	 ���������� 

� ����	������ ;
−∂tφ

ǫ(t, y)dzω+
(
A1(ω)−∂yφ

ǫ(t, y)A2(ω)
)
dzω = dz

((
D1(ω)−∂yφ

ǫ(t, y)D2(ω)
)
dzω

)
,

<= ���>����
t > 0

��
y ∈ IR

0�� � ������ ���� 
 �� ������� 
 ��� �� ����!� � ��B	������
<= ���> ��� �	�� ���� �� 	�� !	�

(e1, e2)
; �� ��	����� 	�����

z

 ��	���	���

IR

 	����� ���

���������� �� �� ��	����� �����
x

 ��

x = 0

 ���	� ��� �� ��	����� ���#�������� �����

y� �����	����� �� ��� ���� ��� ��	�� !�	� 0� 
  �"���� ����
t > 0

�


ǫ > 0

���� ��  
t > 0

��
y ∈ IR 0�� 
 ���� �0������� �� ������	 ������	�

n
ǫ(y, t) ∈

S2 
 �!� ��	� �� � � )� � 0�� 
 �� �� � ���!	� �������� � ( ������� � ���� � �	��	������ ��	
�� �"� � ���� � ��������� �� ,	��� �� ������������ ��	 �� ��	,��� �� � ������� �����

Σǫ 

���	������ �� <= �2/ > � ����� ��	,���

Σǫ ����!�� ��� ��	� ��� �������	� �� ������	 �0��
����

IRt × IR2
xy

� ��	 �"����
t > 0

��
y ∈ IR ��	 ;

1√
1 + |∂yφǫ(t, y)|2





−∂tφ
ǫ(t, y)

1 <= ��.>
−∂yφ

ǫ(t, y).

(� �	�% ������ 
  �"���� �������
t > 0


 �� �� ������	 ���� �� ����
IR2

xy

�������  �0��	
�� ��
�	 �� ����	 �
� �� �	�0 � �� �"� � � �	��	�  �� ����� ��

x = 0
;

n
ǫ(t, y) = (nǫ

1(t, y), n
ǫ
2(t, y)) ≡

1√
1 + |∂yφǫ(t, y)|2





1 <= ���>

t > 0



y ∈ IR �

−∂yφ
ǫ(t, y)

����� ��	� ��� �� ������ � �	� �� �� �0��	 ���� ��������� ��	������� �	����#��� � ��	
�"����

t > 0
��
y ∈ IR 0�� ;  �����	 �� ��	������ ��	� ��� �� ���� �� �"� � � �	��	� 

�0��� ��	
n

ǫ(t, y)
�� �� ��	������ ���#�������� �� ���� ����� ��	

n
ǫ
⊥(t, y)


 ������	 ����
���	� �	�"�#����  

n
ǫ(t, y)

� $���� �� ����� �0������ 
 �������� ��� �������� �� ����!� �
��B 	������ <= ���> ��	 �� ������� √

1 + |∂yφǫ(t, y)|2 ���� ������� �� �� ��	����� 	�����
z

 � ��	 ������	 ;

− ∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2
dzω+ <= ��=>

(
nǫ

1(y, t)A1(ω) + nǫ
2(t, y)A2(ω)

)
dzω = dz

((
nǫ

1(t, y)D1(ω) + nǫ
2(t, y)D2(ω)

)
dzω

)
,

��
nǫ

1(y, t)
��
nǫ

2(y, t)
���� ��� ����������� �� �� ��	� ��� ������	� ���	������ �� <= ���> �?� �������� � ��������� �� 	���	� �"�	 � ����	������ �� ����!� � ��B	������ <= ��=> �	��

 
t > 0

��
y ∈ IR 0�� 
 ��� �������� <= �.&> ����� 	������ ��� �������� <= �.	> ��	

��� 	������� �� ����� �� ������	
e1

��	 �� ������	 0�� <= ���> � � !� ��	� 
 �� �	��	��
� �����	����� ��	 	������� ��� �������� ������	�� �������  �	#��	 �� � ������������
ũ : Ωu × S2 → Ωu

���	������ �� <= �.�> 
 � ��	 	�	�	� <= ��=> �� � ���!	� ����������
���� �� ,�	� � ;

− ∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2
dzũ(ω,nǫ(y, t))+ <= �=	>

A1(ũ(ω,nǫ(y, t)))dz ũ(ω,nǫ(t, y)) = dz

(
D1(ũ(ω,nǫ(t, y)))dzũ(ω,nǫ(t, y))

)
.

��.



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�� � ���!	�  ���#�	 ��� ��������� 
 ���� 	�,�	������ ��� �������� �� ���	��������  
t > 0

��
y ∈ IR 0�� 
 �� ,�������

ω̃
�� �� ����� ��	����� 	�����

z

 �� � ����� ;

ω̃(z) = ũ(ω(z),nǫ(t, y)), t > 0, y ∈ IR 0��
. <= �= '>

*��� ����� ��� � ��	 � �������� 
 � ����������
ǫ > 0

�� �� � �	��	������ ��� 0�� � � ���� ��
�	���!� � ��B	������ ������� ;




− ∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2
dzω̃ +A1(ω̃)dzω̃ = dz

(
D1(ω̃)dzω̃

)
, t > 0



y ∈ IR 0�� 


<= �=�>
lim

z→−∞
ω̃(z) = ũ(uǫ

L(t, 0−, y),nǫ(t, y)),

lim
z→+∞

ω̃(z) = ũ(uǫ
R(t, 0+, y),nǫ(t, y)). <= �=2>

?� ��� �	�� �� 	�� �	���	 ��� �	����	
ω̃(z)

�������� �� <= �=�>� <= �=2> 
 �������� 
 � ��	
t > 0

��
y ∈ IR

0��  ��"�� �	 ��� �������� ���� �	�#	������ �� ����!� � �����
� ������ ��������� ������� ;

∂tu +A1(u)∂xu = ∂x

(
D1(u)∂xu

)
, <= �=/ >

�������� ���� �	�#	������ �� �	���#����  �� ������� ;

− ∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2
, <= �=&>

���������� ���� �� ���� � ���� �	���	�� ;
lim

z→−∞
ω̃(z) = ũ(uǫ

L(t, 0−, y),nǫ(t, y)), <= �=�>
�� ������ % ����	� ���� �� ,���	 � ���� ;

lim
z→+∞

ω̃(z) = ũ(uǫ
R(t, 0+, y),nǫ(t, y)). <= �=.>

���,�	� � ��� �� ���� � <= �'�/ > ���� ��  �� ����	������ �� �"� � ���� ��� � �	��	�  

���� ���� ����� � ��� ������� � ��� �"��#�� ��� �� ��	�����

u→ v(u)
	������ �� � ��	���

A1(u)
���������  �� � ��	��� % ��������� � ���� ��	����� ,������� C��

F1(v(u))
� +���

� ������� � ��� ��� �"��#�� ��� �� ��	����� 
 <= �=�> ������� ;

− ∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2
dzv(ω̃) + dzF1(v(ω̃)) =

R(ω̃, dzω̃, d
2
zzω̃) ≡ Duv(ω̃)dz

(
D1(ω̃)dzω̃

)
,
� ��	

t > 0, y ∈ IR 0��
.

<= �=�>

� ���� 
 �� �!� ��� �� �������� ���� �	�#	������
ω̃ <= �=&>� <= �=�>� <= �=.> �� ����!� � <= �=/ >�� ���� 
 ��� ���#	����� ��	

IRz

���� �����	 ��� �������� <= �=�> ������� �� ����!� �
��#�	���� ������� ;

− ∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2
(
ṽ(vǫ

R(t, 0+, y),nǫ(t, y)) − ṽ(vǫ
L(t, 0−, y),nǫ(t, y))

)

+F1(ṽ(vǫ
R(t, 0+, y),nǫ(t, y))) − F1(ṽ(vǫ

L(t, 0−, y),nǫ(t, y))) =

C
(

ũ(uǫ
L(t, 0−, y),nǫ(t, y)),

∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2

)
.

<= �==>

���



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

���� <= �==> 
 ���� ����� � �� ;
v

ǫ
L(t, 0−, y) = v(uǫ

L(t, 0−, y)), v
ǫ
R(t, 0+, y) = v(uǫ

R(t, 0+, y)),

���	� ��� � ������������
ṽ : Ωv × S2 → Ωv

� ���� ���	� ��� � ������#�� �0��� �� <= ��/ >�� � ������������
ũ

���	������ �� <= �.�> 
 � ��	 �� �"��#�� ��� �� ��	�����
u → v(u)

�
��0� 
 �� ,������� ��������  �����	 �����	����� C : Ωu × IR → IRn ���� <= �==> 
 ���
�0��� ��	 ;

C
(

ũ(uǫ
L(t, 0−, y),nǫ(t, y)),

∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2

)
=

∫ +∞

−∞
Duv(ω̃)dz

(
D1(ω̃)dzω̃)

)
dz.

<= �'		>��	 �����	������ 
 ����� ,������� �������� ��� ���� ���  �� ��	���� ����� � ������ ���
��������� <= �=/ > �� ����!� �  ���� ��	������ � ������� � �� � ����	�� ��	� �� 
 ����� ,����
���� �������� � ���� ���	� ��� �� ,������� �������� ����	����� �� �0������ ��� 	��������
�� ���� #�	������ <= �'.> ���	 ��� �"� �� ����� ��� � �	��	� � � �� � ���� ��� �	�����
���� ��� ������������  ����	 �
�� 	���  
 � �����	����� ��	 	������� ��� �������� � ��� ����!� � ���	 ������ A1(u)
<� ��	 0��	 ��� ����> ��� ���������  �� � ��	��� % ��������� � ���� ��	����� ,�������
C��

F1(v(u))
� �	� �� �� ,�	����	 �� �	���!� � �� �������� � ��� �"� � ���� � �	��	�  ��

��������� 
 � ��	 �� ����� �������� � �	��	� � <= �22> 
 �� �����	��� ��� �����	���� ��
�	��� ,��������

u
ǫ
L(t, x, y)



u

ǫ
R(t, x, y)

��
φǫ(t, y)


 ��
u

ǫ
L

���� )�	� �������� �� �	���!� �
<= �&�> 
 uǫ

R

�������� �� �	���!� � <= �&2> 
 ��� �	���� ��
x = 0

�� ��� ���� ��������� ����
����  

φǫ(t, y)
��	 ��� 	�������� �� ���� #�	������ <= �==> �

' ()(� � 63,-+6�-5643 70 :+4/ 1�.2 72 840: 1-�2

 � ������	 �� �"����	� � �����  � �������� �� �� �������� ��	����	���� �� �"� � �	��� 


���� �	�� ����� �� ,�	����	 �� �	��!	� �� �������� �� �"� � ���� � �	��	�  �� ���������
�� ��	���� ����	�� �� �	���!� � �� ������#� <= �&�>� <= �&2>� <= �&/ >� <= �&&> �� �������#�
� ���� ��������� �����

ǫ
�� �� � �	��	������ ���� �� ����� �������� <= �22> � � ��� �	� ��

����  �� ����	������� �� �� �	���!� � ���� ��� ���� 	#�� �� � �"�� ��"!��� �	�� ����
���� �� ������� �	������ �� � ���!	�  � �0���	 �� � ������ ,������� ��������  �����	
�����	����� �

�	� A1
�� A2

���� �	� ��� � ���� �	�
 ���� � 	��� ������
���� ���� ����� ��� � ��� ������� � ��� �"��#�� ��� �� ��	�����

u→ v(u)
� �	� ������

�� 	�,�	����	 �� �	���!� � �� ������#�  � ����� ��� �	��� ,��������
v

ǫ
L(t, x, y)



v

ǫ
R(t, x, y)��

φǫ(t, y)
������ )�	� ��������� �� <= �� '>� <= ���>� <= ��.> � �0� �� �	����	  �� ����	��

������ 	������ 
 ��� �	��� ,�������� 	�������� ��� ������� �� ���� ,�	� ��� �������� ;




v
ǫ
L = vL + ǫwL(t, x, y) + · · · ,

v
ǫ
R = vR + ǫwR(t, x, y) + · · · , <= �'	 '>
φǫ(t, y) = σt+ ǫϕ(t, y) + · · · ,

����
vL = v(uL)

��
vR = v(uR)

� 
 � ��	�	� �	� ��
ǫ

 �� �	���!� � �� ������#� �#�!	�

����	�� ��� ��	 �� ��������� ;
−σ(vR − vL) + (F1(vR)− F1(vL)) = C̃(vL, σ, 0), <= �'	�>

��=



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�� C̃ : Ωv×IR×IR→ IRn ���#�� �� ,������� �������� �����	����� �0��� �� <= ���> � (�
	������� �� ����������� <= ��=> ���� �� ,������� �������� C : Ωv×IR→ IRn ���	������ ��
<= �'�> ����	� ��� <= �'	�> ��@����� 
 ���� � ������� 
 ���� �� 	������� �� ���� #�	�����
<= �2�> �����,���� ��	 �0������ ��	 �� �������� �"� � ���� ��� � �	��	�  <= �2	> ����	�� ��� ���	� 
 �� �	�� ��	 �	�	� ��

ǫ

 �� �	���!� � �� ������#� <= �� '>� <= ���>� <= ��.> �+���� �� ������� �� ��� �	�� �� �� <= �'	 '> 
 ��� ��������� ��������� ����

wL(t, x, y)



wR(t, x, y)
��
ϕ(t, y)

� (� ,�������
wL

���� )�	� �������� �� �	���!� � ;



∂twL +

(
∇vF1(vL)− σId

)
∂xwL +∇vF2(vL)∂ywL = 0, t > 0



x < 0



y ∈ IR 


lim
t→0+

wL(t, x, y) = v(w0L(x, y)), <= �'	2>

��
w0L(x, y)

��� �� � �	��	������ �� �� ����� �������� <= �22> ���	
x < 0

� +�� ����	�� ��� 

wR

���� )�	� �������� �� ;



∂twR +

(
∇vF1(vR)− σId

)
∂xwR +∇vF2(vR)∂ywR = 0, t > 0



x > 0



y ∈ IR 


lim
t→0+

wR(t, x, y) = v(w0R(x, y)). <= �'	/ >
(� ��������� �� ������#� ������ ���	 
  �"���� �������

t > 0
�� � ��	 �"����

y ∈ IR 

��� �	����

wL(t, 0−, y)
��

wR(t, 0+, y)
 � ���������

ϕ(t, y)

 � �������� �� ����������

�� ,������� �������� �����	����� C̃ : (v, s1, s2) ∈ Ωv × IR × IR → C̃(v, s1, s2) ∈ IRn

�������� ���� ��� 	�������� �� ���� #�	������ <= ��.> ����� ;

C̃(vǫ
L(t, 0−, y), ∂tφ

ǫ(t, y), ∂yφ
ǫ(t, y)) = C̃(vL, σ, 0) + ǫ∇vC̃(vL, σ, 0)wL(t, 0−, y)

+ ǫ∂tϕ∂s1 C̃(vL, σ, 0)

+ ǫ∂yϕ∂s2 C̃(vL, σ, 0) +O(ǫ2), <= �'	&>
�� ∇vC̃

���#�� ��� � ��	��� ��		� ��
IRn 
 ��

∂s1 C̃


∂s2 C̃

���� ������	� ��
IRn � � !�

��	� 
 �� ����	������� �� �	�� ��	 �	�	� ��� 	�������� �� ���� #�	������ <= ��.> � ��	��
� ��	 �"����

t > 0
��
y ∈ IR ;

−∂tϕ(t, y)
(
vR − vL

)
+
(
∇vF1(vR)− σId

)
wR(t, 0+, y)

−
(
∇vF1(vL)− σId

)
wL(t, 0−, y)− ∂yϕ(t, y)

(
F2(vR)− F2(vL)

)

=

∇vC̃(vL, σ, 0)wL(t, 0−, y) + ∂tϕ∂s1 C̃(vL, σ, 0) + ∂yϕ∂s2 C̃(vL, σ, 0),

��������� �� ������#� � ��	
(wL,wR, ϕ)

��� ���� 	���	�� ��� 
 � ��	 ��� 	������  
����	 
 ���� �� ,�	� � ;

(
∇vF1(vR)− σId

)
wR(t, 0+, y)− ∂tϕ(t, y)

(
vR − vL + ∂s1 C̃(vL, σ, 0)

)

−∂yϕ(t, y)
(
F2(vR)− F2(vL) + ∂s2 C̃(vL, σ, 0)

)

=(
∇vF1(vL)− σId+∇vC̃(vL, σ, 0)

)
wL(t, 0−, y),

<= �'	�>

�.	



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�	� � ��� ������� ���	
 �	�� �	
 
��	����

�� � ���!	�  ����	���	 �� �	���!� � �� ������#� ���� ,�������� ��������� <= �&�>�
<= �&2>� <= �==> 
 ���	�������� �� ������� �� ��� ��

ǫ
������� ;





u
ǫ
L = uL + ǫwL(t, x, y) + · · · ,

u
ǫ
R = uR + ǫwR(t, x, y) + · · · , <= �'	.>
φǫ(t, y) = σt+ ǫϕ(t, y) + · · · ,

�� ���� �� �#�	 ���� �� ���#�#� 

wL

��
wR

���������� �� ���#��	 ��� ��		�����	�
�� �	�� ��	 �	�	� � 
 � ��	�	� �	� ��

ǫ

 �� ����� ��������� ��� �	�� ����  �����,��	� ���

������ �� <= �==> ���	�� � ��
ǫ = 0

;

−σ
(
ṽ(v(uR),nǫ=0(t, y)) − ṽ(v(uL),nǫ=0(t, y))

)
+ <= �'	�>

+F1(ṽ(v(uR),nǫ=0(t, y))) − F1(ṽ(v(uL),nǫ=0(t, y))) = C(ũ(uL,n
ǫ=0), σ),

�� � ��	 �� ,�	���� �0������ <= ���> 
 ���� ����� ;

n
ǫ=0(t, y) =

{
1, <= �'	=>
0.

*����	�	���� ���	� �� �������
ṽ(v(uR), (1, 0))

; �� ������	 � ���� 
 ���	��  ���� ��
	�� !	�

(nǫ=0(t, y),nǫ=0
⊥ (t, y))


 	����� �� � ����
v(uR)

���	��  ���� �� 	�� !	�
(e1, e2)��	!� 	������� �� �����

e1
��	

n
ǫ=0(t, y)

� � 	 
 ��	 <= �'	=> 
 n
ǫ=0(t, y) = e1

�� ��	��
��� ;

ṽ(v(uR), (1, 0)) = v(uR), <= �''	>
�� � ��	 �� � )� � 	����� ;

ṽ(v(uL), (1, 0)) = v(uL), ũ(uL, (1, 0)) = uL. <= �'''>
� ���� 
 ��� ���������� ��#�	����� <= �'	�> ��@������� ���� ��� 	�������� �� ���� #�	��
����� <= �2�> ;

−σ
(
v(uR)− v(uL)

)
+ F1(v(uR))− F1(v(uR)) = C(uL, σ),

���������� �	�0�� ��	 �����	������ ��	 �� �������� �"�� ���� �� 	,	���� <= �2	> ����	�� ��� ���	� �� �	���!� � �� ������#� ����	�� �� �	�� ��	 �	�	� ��
ǫ

 ���� ���

�	��� ���������
wL(t, x, y)



wR(t, x, y)

��
ϕ(t, y)

���	������� �� <= �'	.> ������� )�	�
��������� � (� ,�������

wL
���� �����,��	� ;




∂twL +

(
A1(uL)− σId

)
∂xwL +A2(uL)∂ywL = 0, t > 0



x < 0



y ∈ IR 


lim
t→0+

wL(t, x, y) = w0L(x, y), <= �''�>
��

w0L(x, y)
���#�� �� � �	��	������ �� �� ����� �������� <= �22> � ��	

x < 0
� +�� �����

	�� ���
wR

���� )�	� �������� �� ;



∂twR +

(
A1(uR)− σId

)
∂xwR +A2(uR)∂ywR = 0, t > 0



x > 0



y ∈ IR 


lim
t→0+

wR(t, x, y) = w0R(x, y). <= �''2>

�.'



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

(� ��������� �� ������#� ������ ���	 
  �"���� �������
t > 0

�� � ��	 �"����
y ∈ IR 


��� �	����
wL(t, 0−, y)

��
wR(t, 0+, y)

 � ���������
ϕ(t, y)


 � �������� �� ����	����� ���
	�������� �� ���� #�	������ <= �==> � ���	 ���� 
 �� ��� �������	� �� ����	���	 �� ,�������
�������� C : (u, s) ∈ Ωu × IR → IRn �0��� �� <= �'�> � ?� � ��#�� ���� 
 ���� �� �	��
� ��	 ����� 
 �� ������� �	 �� �	�� ��	 �	�	� ��

ǫ
�� ,�������

ũ(uǫ
L(t, 0−, y),nǫ(t, y))



�� � ������������

ũ : (u, e) ∈ Ωu × IRn → ũ(u, e) ∈ Ωu

� � ���	������ �� <= �.�> �� � � ���!	�  �	�� ���	 �� ������� �� ��� 	����� 
 ���� 0#���� ���� � ��� �	� � ���� � �	�
��	� 

u
ǫ
L(t, 0−, y)


 � ��	 ������� �	
ũ(uǫ

L,n
ǫ)

�����	 �� ������	 ��	� ��
e1 = (1, 0) =

n
ǫ=0(t, y) <���	 �� ,�	���� <= �'	=>> ;

ũ(uǫ
L,n

ǫ) = ũ(uǫ
L, e1) +∇eũ(uǫ

L, e1)(n
ǫ − e1) + · · · , <= �''/ >

�� ���� �� ������ �� �� ������� ��
(t, y)


 ��� ���������� ��� 0�� � ��	 �� 	�������� ���
���������  ���� � ����� �������  � �������� <= �'''> 
 ���� ����� �� 	������� �������� 

�	��� � ��	 ����

ǫ
;

ũ(uǫ
L, e1) = u

ǫ
L. <= �''&>

�� 	�� �	����� ���
n

ǫ = e1 + O(ǫ)

 �� ������� �� ��� �� �	�� ��	 �	�	� ��

ǫ
��

������	 ∇eũ(uǫ
L, e1)(n

ǫ − e1)
������� �������	�� ���  ;

∇eũ(uǫ
L, e1)(n

ǫ − e1) = ∇eũ(uǫ=0
L , e1)(n

ǫ − e1) +O(ǫ2), <= �''�>
�� ��	�� ��� ��	 <= �''&>� <= �''�> 
 � ����	������ <= �''/ > � ��	�� 
 � ��	 �� ��� � �	��	� 

u
ǫ
L���% ��	� 0# ���� � ���� ���� ;

ũ(uǫ
L,n

ǫ) = u
ǫ
L +∇eũ(uL, e1)(n

ǫ − e1) +O(ǫ2). <= �''.>
� 	� � �� ����� 	������� 
 ���� ������ �� � ���	� �� �������	 �� ������� �� ��� 	�����
��

ǫ
;

ũ(uǫ
L(t, 0−, y),nǫ(t, y)) = uL + ǫwL(t, 0−, y) + ǫ∇eũ(uL, e1)

∣∣∣∣
0

−∂yϕ(t, y)
+O(ǫ2),

<= �''�>�� ���� ����� ������ �� �0������ <= ���> �� �� ��	� ��� � �	��	� �
n

ǫ(t, y)

 � ��	

�	�� ���	 �� ������� �� ��� �� �	�� ��	 �	�	� ��
ǫ
������� ;

n
ǫ(t, y) =

∣∣∣∣
1
0

+ ǫ

∣∣∣∣
0

−∂yϕ(t, y)
+O(ǫ2). <= �''=>

������ ��� ∇eũ(uL, e1)
���#�� ��� � ��	��� 	�����#����	� �� ������

IRn×2 � (� ����
���� �� ��� ��

ǫ
�� �� ,������� �������� C : (u, s) ∈ Ωu× IR→ IRn �������� ���� ���

	�������� �� ���� #�	������ <= �==> �	���� �� ���������� �� ,�	� � �������� ;

C
(

ũ(uǫ
L(t, 0−, y),nǫ(t, y)),

∂tφ
ǫ(t, y)√

1 + |∂yφǫ(t, y)|2

)
= C(uL, σ) + ǫ∇uC(uL, σ)wL(t, 0−, y)

+ ǫ∂tϕ(t, y)∂sC(uL, σ)

+ ǫ∇uC(uL, σ)∇eũ(uL, e1)
(
0,−∂yϕ(t, y)

)

+ O(ǫ2), <= �'�	>
�.�



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�� 	�� �	����� ��� �� ������� �� �	���#����� �������� �� ����	��� ����� ;
∂tφ

ǫ(t, y)√
1 + |∂yφǫ(t, y)|2

= σ + ǫ∂tϕ(t, y) +O(ǫ2). <= �'� '>
��	 �� 	�������� ��� �� ���� � ���� ���������  ���� � ��� ���� ������ �� �	�� ���	 

�� ��� � ����� �� �� �	�0�	 ��� �� ������� �� ��� �� �	�� ��	 �	�	� ��

ǫ
�� �� ,�������

ṽ(vǫ
L(t, 0−, y),nǫ(t, y))

	����� ���� �� ����	������� �� <= �==> � ��	�� ;
ṽ(vǫ

L(t, 0−, y),nǫ(t, y)) = v(uL) + ǫDuv(uL)wL(t, 0−, y) <= �'��>
+ ǫ∇eṽ(v(uL), e1)

(
0,−∂yϕ(t, y)

)
+O(ǫ2).

?� ��� �  ����� 0� �� 	�� �	���	 ��� � ������#�� �� �� ,�	���� <= �''.> ��� ��� ;
ṽ(v(uǫ

L),nǫ) = v(uǫ
L) +∇eṽ(v(uL), e1)(n

ǫ − e1) +O(ǫ2).

3� ������� �� ��� �����#�� ���� � ��	
ṽ(vǫ

R(t, 0+, y),nǫ(t, y))
� (� ,�	�������� �� ��

��������� �� ������#� � ��	 �� �	���!� � ����	�� �� ����� ���	� ��� ������� �� ����
<= �'�	> �� <= �'��> � 
 �"���� �������

t > 0
�� � ��	 �"����

y ∈ IR 
 ��� �	����
wL(t, 0−, y)��

wR(t, 0+, y)
��� ��������� ��� �	���!� �� <= �''�> �� <= �''2> ���� ����  � ���������

ϕ(t, y)
��	 ;

−σ
(
Duv(uR)wR(t, 0+, y)−Duv(uL)wL(t, 0−, y)

)

−∂tϕ(t, y)
(
v(uR)− v(uL)

)

−σ∇eṽ(v(uR), e1)(0, ∂yϕ(t, y)) + σ∇eṽ(v(uL), e1)(0, ∂yϕ(t, y))
+∇vF1(v(uR))Duv(uR)wR(t, 0+, y)
−∇vF1(v(uL))Duv(uL)wR(t, 0−, y)

+∇vF1(v(uR))∇eṽ(v(uR), e1)(0, ∂yϕ(t, y))
−∇vF1(v(uL))∇eṽ(v(uL), e1)(0, ∂yϕ(t, y))

=
∇uC(uL, σ)wL(t, 0−, y)
+∂tϕ(t, y)∂sC(uL, σ)

+∇uC(uL, σ)∇eũ(uL, e1)(0, ∂yϕ(t, y))

���� 	�	����� ����� ������� 
 ��	!� ������ �������� ��	
D−1

u (v(uR))
����� ;

(
A1(uR)− σId

)
wR(t, 0+, y)

−∂tϕ(t, y)D−1
u v(uR)

(
v(uR)− v(uL) + ∂sC(uL, σ)

)

−∂yϕ(t, y)D−1
u v(uR)B(uL,uR)

=

D−1
u v(uR)

((
∇vF1(v(uL))− σId

)
Duv(uL) +∇uC(uL, σ))

)
wL(t, 0−, y),

<= �'�2>

�� ���� ����� ���	����� B : Ωu × Ωu → IRn 
 �0��� ��	 ;
B(uL,uR) =

((
∇vF1(v(uR))− σId

)
∇eṽ(v(uR), e1)

−
(
∇vF1(v(uL))− σId

)
∇eṽ(v(uL), e1)

− ∇uC(uL, σ)∇eũ(uL, e1)
)
(0, 1). <= �'�/ >

�.2



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

���� �� ���� �� ���� �	�� � ���� � ��
��� ���� �� ���� �� ���� �	�� � ���� �

���	 ������	� ����� ������� 
 �����#���� ��� � ����� �������� �
+�	 �� ���� �"�	���� 
 �� ��	����	� ��#�	���� �� �� ��������� �� ������#� ����	���
<= �'�2> ����� ��� �	����

wL(t, 0−, y)
��

wR(t, 0−, y)
��� �	���� ��

ϕ(t, y)
��� �����

�����  ��� "�� ���#�� ���� <= �'	�> � � ���� ���� ���� ���� �	!� ��B 	����� �� ��	��� ��
��� ��	 ��� "�� ��"!��� � ��"� ������� �B ������ ��	 �� ����!� � <= �'> 
 ���	� ��B 	�����
� ��� 	� ��� ������ ��� ��	 �� ���� ��� ������������ � �� �B �� 
 �� � ����	������ � ��	�������
���������� �� �	��� ��

y
��
ϕ

 ����

∂yϕ(t, y)

 ���� <= �'�2> ��	��� �� �	�� � �� �	� ����

�������� ��� ���� <= �'	�> 
 �� ��� 	��	�� ������� �� �� ,�	�������� <= �'�2> 	���� ����
� ������������ �� �� ,������� �������� C : Ωu × IR → IRn �%  ������ �� ������ ��
���	� �� � �������� ��� ��������� �"� � �� �� ,�	� � ����� � ������ ����������� �� ����!� �
<= �'> � ����� �	��	�� � ���� ���  �� ,������� �������� C̃ : Ωu× IR× IR→ IRn �	�����
���� <= �'	�> ��	 ��� #	������ 
 ���� �� �� ������� ,������������ #�	�� �� � ���	� ��
�� � �	��	������ �������� ����������� �� �	���	� �� ��� �	����!� � �	#�� ��� � ?� ,���	���
������	 ����� �������� ,������� �������� �� ��� ��� ������������ 
 �� ��� ���� ��� ,����
��� 	���� ������� ��	 �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� ��� �������� � ���� �	�� ��
�#���� ���� 
 ���� ���� ��� ��� 
 �� ��������� �� ������#� <= �'�2> 
 � ������� ��� � ����
�� ����� ��� 
 ���� �� ���	� �� �� �	���� � �����	�� 
 ��		��� ���� ��� �	��	��� ���
� ��!��� * +$ ����� �
�� ���	� ��� ������������  ����	 
 �����#���� ��� � ���������� ��� #	������� �� ��� �
∇eũ(uL, e)


 ���	��� ���� �� ��������� �� ������#� <= �'�2> 
 ��	� � ��� �� �	���
�
�
�� � ��� �� �� �������� � ���� ��	 � ���� ��� ������� �	����� �� � ���!	�� ����	�����  
� �� ������� ��� ,�	����� <= �''/ > �� <= �'�	> ;  �����	 0#�	 ��� �	�� ��	� �	#�� ���� 0#��
	��� ���� ������ ��� ������������

ṽ(·,nǫ)
��

ũ(·,nǫ)
��������� � ��������� ��� 	��������

�� ���� #�	������ <= �==> ���	 ������� �	 ��
ǫ
	�������� ��� �� ������ �	#�� ���

n
ǫ 


���� ������� �	 ��
ǫ
	�������� ��� �� �	�� ��	 �	#�� ��� 
 ����� � ������#�� �� �� ,�	����

<= �''.> � ( � ����	������� �� �� ��������� �� ������#� <= �==> � ��� �	����	� ��	������!	��
� ��� ������0� �
���� ����� %�# ����� 
  �� ������ �� � ���� �� 
 � �������	�	 ��� ������	������ �"��
	����� �� �	� ����� ��	 � �������� � (� ������	 � ��� ���� ���� 
 ���� ���� �#� 
 �#��	�	
���� ��� �	�� �!	� �����	� �� ������� �������� � ��	 � 	�����	 ��� ,��� ����� �� ���
������������ �� �� �"�	�� �

' ()(� ��2.:12 72 1- 163,-+6�-5643 72� +21-5643� 72 �-05 �,3,+-16�,2�
7-3� 12 8-7+2 6�4592+.2 -�28 84++285643 72 � 6�54+82116

���� ������	��� 
 ���� �� ��	�#	��"� 
 �� ������ �� � ������������ B(uL,uR)

 �0���

�� <= �'�/ > ����	������ ���� �� ��������� �� ������#� ����	��� <= �'�2> 
 � ��	 �� � ��!��
* +$ ����"�	� � ���� ��		������ �� * ����	����� � 
 ����� 0� 
 ���� ,�	������ 
 ���� ��
�	�� ��	 ����� 
 ��� 	�������� �� ���� #�	������ � ��	 ��� �������� �"� � �� ��������
���� ��� ��	������ ��	� ���

n

 ���� �� 	�� !	� �� 	,	����

(e1, e2)

 � ��	 
 ���� �� ������

����� 
 �	� ���	 �� ������� �� ��� ��
ǫ
��� 	�������� �� ���� #�	������ 
 ���� �� ���

� ���� ��	� ���
n

ǫ ������� ��
e1

�
� ��� �� 	�� !	� ��	����� �� 	,	����

(e1, e2)
������  �� �������� �"� � ���� ���

� �	��	�  <= �2	> 
 ��� 	�������� �� ���� #�	������ 
 ,�	����� ���� �� ��	������ ��	� ���
e1

 �� ������������ � ��	����� 
 �� ��	�� �� �� ������� <& �/ > �� �"����	� & 
 #	��� ��

�./



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�"��#�� ��� �� ��	����� ������� ;
u→ v(u) = (ρ, ρu, ρv, ρI, ρEt, ρW), <= �'�&>

��
u

��� �� ������	 � ���������� �0�� �� <= �.=> � � ��� 	��� ����� 
 ��	 ���������� � ��	
�� ������	 
 ��� �0������� ��������� ;

I = R11τ
3, V =

R12τ
2

√
I
, ρEt = ρ

v2 + V2

2
, ρW = R22 −

R2
12

R11
. <= �'��>

�� ,������ �"��� � ��� ������	 ������	�
n

������  0��	 ��� �������� ��	������ ��	�
� ��� �	����#�� ��	!� 	������� �� ������	

e1

 ��� ,�	����� <= ��	>� <= �� '> �0�������

� ������������
ũ(u,n)

���������� ����	�� ���  ��� �����#��
ṽ(v,n)


 �� ������	��� ;
vn = ṽ(v,n) = (ρ, ρun, ρvn, ρIn, ρEn

t , ρWn), <= �'�.>
���� ��� ��������� �0������� 
 ������� �� <= �'��> ;

In = Rnnτ
3, Vn =

Rnττ
2

√In
, ρEn

t = ρ
v2
n + V2

n

2
, ρWn = Rττ −

R2
nτ

Rnn
, <= �'��>

�� ���� ����������� ��� �������� ������	�� ���	������� �� <= �'��> �� ,������� ��� ��� �
� �������

(n1, n2)
�� �� ��	� ���

n
;

un = n1u+ n2v,

vn = −n2u+ n1v,

Rnn = n2
1R11 + n2

2R22 + 2n1n2R12, <= �'�=>
Rnτ = (n2

1 − n2
2)R12 + n1n2(R22 −R11),

Rττ = n2
2R11 + n2

1R22 − 2n1n2R12.
���� ��� ��������� 
 ��� ,������� �����������

v(t, x, y)
���	��� ���� ����

vL
��

vR�� ���� � � ���� �������
s

 �0��� ���� �� 	�� !	�

(e1, e2)
����� ;

v(t, x, y) = vL +
(
vR − vL

)
H(xn1 + yn2 − st), t > 0, (x, y) ∈ IR2, <= �'2	>

���#�� ��� �������� �"�� ���� �� �	���#���� ���� �� ��	������ ��	� ���
n

�� �� ������
� ��� �� 
 �� ���	�������� #	���  � ������������ <= �'�.> ;

vn,L = ṽ(vL,n), vn,R = ṽ(vR,n), <= �'2 '>
� ����

vn,R
��� �������� ��� 	�������� �� * ���������#����� #�	������ ��������� ;





−s
(
ρR − ρL

)
+
(
(ρun)R − (ρun)L

)
= 0,

−s
(
(ρun)R − (ρun)L

)
+
(
(ρu2

n + p(ρ) + ρ3In)R − (ρu2
n + p(ρ) + ρ3In)L

)
= 0,

−s
(
(ρvn)R − (ρvn)L

)
+
(
(ρunvn + ρ2

√
InVn)R − (ρunvn + ρ2

√
InVn)L

)
= 0,

−s
(
(ρIn)R − (ρIn)L

)
+
(
(ρInun)R − (ρInun)L

)
= CI(vn,L, s), <= �'2�>

−s
(
(ρEn

t )R − (ρEn
t )L

)

+
(
(ρEn

t un + ρ2
√
InVnvn)R − (ρEn

t un + ρ2
√
InVnvn)L

)
= CEt(vn,L, s)

−s
(
(ρWn)R − (ρWn)L

)
+
(
(ρWnun)R − (ρWnun)L

)
= 0.

�.&



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

��� 	�������� �	����� ��� ,�	� � ��������� ��� ���������� �� ���� <& ��=> 
 �	�� �������
<& �/ ��> 
 	�C!���� ������� ��� � �����	����� ��	 	������� ��� �������� � �	� ������ ��
�����	 ��� �������� <= ���> ���� �� 	�� !	�

(e1, e2)

  ���	 ,�	�������� <= ��&> ���� ��

	�� !	�
(n,n⊥)

�
?�� 
 �� ��	 ���������� � ��	 � ��������  ����	 
 ��� 	�������� �� ���� #�	������ <= �'2�>���� ������ ���� ,�	� � ��� �������� � (� ���� ���	� ��� ,�������� ��������� CI 
 CEt�� ���	� "�� ���#��� ���� ���������

κI


κEt <���	 �� ������� <& �/ > 
 �"����	� &> 	�����	�

� ����	�������� �� ����	� �� $ ��" ��	� �� ;
Mn = Mc(vn,L) =

un,L − s
cn,L

, cn,L = c(vn,L), <= �'22>
�� ����	� �� $ ��" ��	������ ��	� �� ;

βn = β(vn,L) =
an,L

cn,L
, an,L = a(vn,L), <= �'2/ >

�� �� �� �� ����� � �������	���� ��	� �� ;

αn = α(vn,L) =
RL

nτ

RL
nn

, <= �'2&>
�� ��� �0������� ��� ��������

c(v)
��
a(v)

���	������  �� �	�� ������� <2 �� �'> �� �"����	�
2 
 	������ ���"��#�� 
 � ��� ;

an = a(vn) =

√
Rnn

ρ
, cn = c(vn) =

√
T0 + 3a2

n. <= �'2�>
� 	� � �� ��� ��������� 
 ���� ����� ;

CI(vn,L, s) = mnτ
2
La

2
n,LκI(βn,Mn), mn = ρ(un − s), <= �'2.>

�� ��	 �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� ��� �������� 
 �� ,������� �������� ����
� ��������

(β,M)→ κI(β,M)
�	���� ������ ��� �� � )� � �0������ �� ��� <& �''/ > 
������� <& ��> �� �"����	� & � � � � )� � 
 ���� ����� ;

CEt(vn,L, s) = mnc
2
n,LκEt(αn, βn,Mn), <= �'2�>

���� ��� �0������ ��������� �� �� ,������� ��������
(α, β,M) → κEt(α, β,M)

�����
��� ������� �� <& �''�> 
 ������� <& ��> �� 	� � �� ��� 	�������� 
 ���� � ������ �	� ���	  �� ����	������� ��� 	�������� �� ����
#�	������ <= �==> � ���	 ����

t > 0
��
y ∈ IR


 ��� 	�������� �� ���� ��	���	�����
��� �������� �"� � ��� 
 ����	��� ���� �� 	�� !	� �� 	,	����

(e1, e2)

 �� �	���#� ����

�� ��	������ ��	� ���
n

ǫ(t, y)

 �0��� �� <= ���> 
 �� ���	��� ��� �	����

u
ǫ
L(t, 0−, y)

��
u

ǫ
R(t, 0+, y)

��� ��������� � �	��	� ��
u

ǫ
L

��
u

ǫ
R

� � � � ���!	�  ���#�	 ��� ��������� 
 ����
���#���� ��	

u
ǫ 
 � ���� ���������� �� ��� �	���� 
 �� ��	

u
�� ������� ��� � �	��	� � 


���� ��	
n

ǫ �� ��	������ ��	� ��� �� �	���#����� � * ��� ����� �� ������� �� ��� ��
�	�� ��	 �	�	� ��

ǫ
��

n
ǫ 
 ���� �� <= �''=> ;

n
ǫ = e1 + ǫ

∣∣∣∣
0
−∂yϕ

+O(ǫ2). <= �'2=>
���,�	� � ���  �� �� �	�"� �	�� ��� �� �	����� ��	�#	��"� 
 ���� ������� ��
����	������� ��	 ;

�.�



� ��� 	� ����	�
� � � ���� �	� �������� �� �� 	����������

�����  ���� � �� ��� '�"������� ��"���� �� �� � "�� ��" �" "� ��
ǫ
����� �� ����� �"��-

� ���
n

ǫ  � !�����"  �'���
v

ǫ
nǫ = ṽ(uǫ,nǫ)$  ���'� � �" 4

ṽ(uǫ,nǫ) = v(uǫ) + ǫ∇eṽ(u, e1)(0,−∂yϕ(t, y)), <= �'/	>
��  ' � ��  �� . �"����� () �2�)* ����� 4





uǫ
nǫ = uǫ − ǫv∂yϕ+O(ǫ2),

vǫ
nǫ = vǫ + ǫu∂yϕ+O(ǫ2),

Rǫ
nǫnǫ = Rǫ

11 − 2ǫR12∂yϕ+O(ǫ2), <= �'/ '>
Rǫ

nǫτǫ = Rǫ
12 + ǫ

(
R11 −R22

)
∂yϕ+O(ǫ2),

Rǫ
τǫτǫ = Rǫ

22 + 2ǫR12∂yϕ+O(ǫ2).

���� �� ������ ����� 
 �� ����	������� <= �'�	> ��� ,�������� ��������� CI(ũ(uǫ,nǫ), sǫ)�� CEt(ũ(uǫ,nǫ), sǫ)
����

sǫ =
∂tφ

ǫ

√
1 + |∂yφǫ|2

= σ + ǫ∂tϕ+O(ǫ2),

	�����	� 
 � �� ��� ,�	����� <= �'2.> �� <= �'2�> 
 ��� 	������� �������� ;
�����  ���� � �� ���'�"������� ��"���� �� ��

ǫ
 �

n
ǫ �� !��� ���� �  �

n
ǫ=0 = e1 $

 ��
!������� () �2��* � �'�"�� 4

aǫ
nǫ = a(ũ(uǫ,nǫ)) = a(uǫ)− ǫa(u)

R12

R11
∂yϕ+O(ǫ2),

(
cǫnǫ

)2
= c2(ũ(uǫ,nǫ)) = c2(uǫ)− 6ǫR12τ∂yϕ+O(ǫ2).

<= �'/�>

�� ���'�"������� ��"���� ��  �
M2

c (ũ(uǫ,nǫ))$ β2(ũ(uǫ,nǫ))
��
α2(ũ(uǫ,nǫ))

��� ���"� 4

(
M ǫ

nǫ

)2
= M2

c (ũ(uǫ,nǫ)) = M2
c (uǫ)− 2ǫ

u− σ
c2(u)

∂tϕ

+2ǫ
(
3M2

c (u)
R12τ

c2(u)
− u− σ
c2(u)

v
)
∂yϕ+O(ǫ2),

(
βǫ

nǫ

)2
= β2(ũ(uǫ,nǫ)) = β2(uǫ)− 2ǫ

R12τ

c2(u)

(
1− 3β2(u)

)
∂yϕ+O(ǫ2),

(
αǫ

nǫ

)2
= α2(ũ(uǫ,nǫ)) = α2(uǫ) + 2ǫα2(u)

(
R11 −R22

R12
− 2α(u)

)
∂yϕ+O(ǫ2).

<= �'/2>
��� ���'�"�������� ��"���� ���  �

Mc(ũ(uǫ,nǫ))$ β(ũ(uǫ,nǫ))
��
α(ũ(uǫ,nǫ))

��  ' � �����
���'� ��� � �" ������ ����� �!�� �� . ������� "���� � ��""'��

(� ������� <= �'> �	�� ��� �� ����	������� ��	������ ��� 	�������� �� ���� #�	������ �
+�� �	���	� ������� ��� ��������� ��������� ;

[X] = XR −XL, [Xǫ] = Xǫ(t, 0+, y)−Xǫ(t, 0−, y), <= �'// >
��

X
���#�� ��� ��	����� ���������� � (� ����	������� �����!�� 
  �����	 �� �����

������� �� �� ,�	� �
[Xǫ] <= �'// > 
 ��� ������ �� ������	 � 3� ���� ��������� ��� �� �����

����	������� �����!�� ��� �	�� �� ���	���	�� ��� �

�..



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

���	 ������	� 
 ���� ������ �	�!��� ��� �� ,�	� � ��� ����	���� �������� � (�� �	���
�	�� �!	�� 	�������� ���� ���� ����  ��� ���� �� �����	������ �������� ������������ �
� ���� ��@������� ����	�� ��� ���� ��� ���	������� ��� ��	����� � �������� �� ����	��
���� ��	����� ��� ��� ���� �� �����	������ 
 ���� �������	 � �����	����� ��	 	������� ���
�������� � (�� �	��� ��	��!	�� 	�������� ���� �� 	�����"� ���� ����  ��� ���	����� ��	���
���������� � (�� ����	�������� �� �	����� �� �� �	���

∂yϕ

 �� ��� 	�������� 
 ����������

��� ,�������� ��������� �� �� ���	� #	������� 
 ���� �������� �� ������	 B(uL,uR)
��

IRn �0�� �� <= �'�/ > �





−σ[ρǫ] + [ρǫuǫ]− ǫ∂tϕ[ρ] − ǫ∂yϕ[ρv] = 0,

−σ[ρǫuǫ] + [ρǫ(uǫ)2 + T0ρ
ǫ +Rǫ

11]− ǫ∂tϕ[ρu]− ǫ∂yϕ[ρuv +R12] = 0,

−σ[ρǫvǫ] + [ρǫvǫuǫ +Rǫ
12]− ǫ∂tϕ[ρv] − ǫ∂yϕ[ρv2 + T0ρ+R22] = 0,

−σ[ρǫIǫ] + [ρǫIǫuǫ]−ma2
Lτ

2
LκI(β,M) − ǫ∂tϕ[ρI] = ǫ∂yϕ[ρIv + 2mR12τ

3]

−ǫ∂tϕβ
2

(
κI +M

∂κI
∂M

)
− ǫ∂yϕm

RL
12τ

2
L

c2L

(
2κI + 3Mβ2 ∂κI

∂M

)

−ǫ∂yϕm
RL

12τ
2
L

c2L
β
∂κI
∂β

,

−σ[ρǫEǫ
t ] + [ρǫEǫ

tu
ǫ +Rǫ

12v
ǫ]−mc2LκEt(α, β,M) − ǫ∂tϕ[ρEt] = ǫ∂yϕ[ρEtv]

+ǫ∂yϕ[−muv −R12(2u− σ)] + ǫ∂yϕ[(R22 −R11)v]

+ǫ∂yϕ

[
mR12τ

R2
11

(R11R22 −R2
12)

]
− ǫ∂tϕρLc

2
L

(
κEt +M

∂κEt

∂M

)

−3ǫ∂yϕmR
L
12τL

(
2κEt −M

∂κEt

∂M

)
+ ǫ∂yϕ

(
RL

11 −RL
22

RL
12

− 2α

)
mc2Lα

∂κEt

∂α

− ǫ
β
∂yϕmR

L
12τL(1− 3β2)

∂κEt

∂β
,

−σ[ρǫWǫ] + [ρǫWǫuǫ]− ǫ∂tϕ[ρW] = ǫ∂yϕ[ρWv] − 2ǫ∂yϕ

[
mR12τ

R2
11

(R11R22 −R2
12)

]
.

��� � = �'  (���	������� ��	������ ��� 	�������� �� *���������#����� #�	������ ����
�� ���	� ����"�	� � ���� ��		������ �� * ����	�����

' ()(� � 623 -�28 12 :+4/ 1�.2 72 1- �5-/6165, �5+0850+2112 70 8948 7+465
���� � ������ �� ������� ��� �� ���� ������ 
 � ��� ��� �	���� ���� � ��������  ����	 


���	� �� �	��	�� �� �������� ��	����	���� �� �"�� �	��� �� �� �������� �������� �������
����� �� �"�� ���� � �� ��	�������	 
 �� �	�� �!	� �	��	�� ��� ��� ���������	 �� �		�����

�.�



� �� � ������� �� 	������� � � ������� �� ������� ������ ���

 �� ������� �� �� ������� �
�0� � ��� 	�	 �� ���� ������� 
 �� ��� � �� ������	�	 ��� ������ �� ������� � �	��	� ��
<= �22> �� �� ,�	� � ��	������!	� �������� ;

u
ǫ
0(x, y) =

{
uL + ǫw0L(x), x < 0



y ∈ IR 


uR + ǫw0R(x), x > 0


y ∈ IR 
 <= �'/&>

 �����	 ���� �������� �� �� ��	����� �	�����	��
y
� ?� ��� ���� ������� ��� �� ��������

�"�� ���� � �	��	� 
u

ǫ(t, x, y)
�� �	���!� � �� ����"� <= �'> � ��	 ��� ����� �������� ��

��� � <= �'/&> ���� #���� ��� ���� ������� ��
y
� 3�� ����� �������� ��� ���� 	��"�	�"�

���� �� ,�	� � ;

u
ǫ(t, x, y) =

{
uL + ǫwL(t, x), t > 0



x < φǫ(t)



y ∈ IR 


uR + ǫwR(t, x), t > 0


x > φǫ(t)



y ∈ IR 


��
φǫ(t)

���#�� �� � ������� �� �"� � � �	��	�  � �� � ����	�� ��	� �� 
 ���� �� 	�������  ��
� ������� �� �	���!� � �� �������� ��	����	���� �� �"�� �	��� � ������ 
  ��� #�	� 
 ��� ��
��������� �� ������#� ����	��� <= �'	�> 
 ���� ∂yϕ(t, y) = 0


 ��@����� ���� �� ���������
<� �'2> �� �"����	� � 
 �� ��� ��� "�� ���#�� <= �'�2> 
 ���% ��	� ����

∂yϕ(t, y) = 0



��		��� ��� ����  �� ��������� �� ������#� ����	��� <� �2/ > ������� �� ���	� � ���
�"��#�� ��� � ��������� �� ��	�#	��"� <� �'�2> �� �"����	� � �

� �� ��"�&#&�" �� ���!#&"%� & �" ��$%�"�� �� 	�"�#&�"% �&

"$#&���%

���� ����� ������� 
 ���� ���	�������� ��� ���������� �������	�� �� ��� ������  
�� �������� �����	� ��� ��������� �"� � ���� � ��� ����!� � "�� �	� ������ ��� �����	���
��, 
 ���� � ������� �� � �	��	������� �������� ����������� � ��	 "�� ��"!�� 
 ��� ����!� ��
� ��������� ������	� � ���!���� �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� 
 ���	 ,�	�����
���� ����� � ������ ����������� ���� ��� ��	������ 0�� � ������� ���� ���������� 
 ���
�� �"��#�� ��� �� ��	����� ������ 
  ����� � ��� ����!� � �����	����,

1
� 
 ���� ,�������

��������  �����	 � ���	� �����	����� �������	� ��	 ��� ��������� �"� �� � ������ ���
���� �� ,������ ��� � �"�� ��"!�� �� � ��	���� {Ai(u)}i=1,2

��������� ��� ����������  
��� � ��	���� % ���������� �� ,�������� C�� � (� �"�	�� ��� ���� ������� ��� 	� ���
���� ��� �	��	��� ��� � ��!��� *+$ ����� ���� �� � �����	�� �
(� �"�	�� �	�� ��� 	�� ��� 
 �� ������� 
 �� � ���!	� ����	��� ��	 � ��� ������� �� ,����
����� ��������� � �	� ������ �� ,�	����	 �� �������� ������� �� 	�������� �� ���� #�
�	������ � � ��� ���� 
 �� � ���!	� ����	���� 
 ��� ���������� ���	������� ��	 �	� ��� ���
���� �� � ������ ���� ���� ��� ����� &	 �� ������ ������� �� ��	 �� ����	��� �����	� �
��� ���������� ���#��� 
 � ���� ��	� �� �����,������ ��� ���������� #�� �	����� �� (�� 

�� � ����	� ��	� �� ��� ���������� � ���� ��	���� �������� ����������� �� ���	� ����� ��
$ �%�� ����� <� �'&> ���	������ �� �"����	� � � ����� ��	���� �������� ����������� ��	�
	��� ���  ��� ��������� ����	���� �� ���	� ����� ��� �� (��������� <���	 ��	 �������
$ �%�� �& '� 
 +�		� ���� �� ��� 	,	����� ����� ���� �� ���	� �����	����, > �
��	 ����� �� ��������� 
 � �������� ��� � ��� � ��	 ��� �"��� ����� ���� ��� ��� �����
���	)� �� 
 �� ��	������	����� 
 ���� 	���	������ 
 �� �	�� �!	� ,�� ���� � ������ �

�.=



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

' (� () � 21-5643 72 76�:2+�643
?� � ��#�� �� ,�	����	 ��� ���������� #�	��������� ��� ��� ���������

wL


wR



ϕ

��
�	���!� � �� ������#� ����	�� <= �''�>� <= �''2>� <= �'�2> ������ ������� �� ���� �� �� ��
0������ <= �'�&> ; �� � ����	�� ��	� �� 
 � ���������� ��� � �	��	������� ���� ��	���	� ��
����� � ( �����	����� ��	 �	��������� ��

y
�� ��

t
�� �	���!� � 
 ������� ���������� ���

 �	�� ���	 ��� �	���,�	� ����� �� (������ �� �����
t

 �� �� ���	��	 ��

y

 ��� ���

���� ����� <= �''�> �� <= �''2> � � ��� 	�������� �� ������	  � ��	����� �� ����"!�� ��
� �#��� �2.� � ��	 ��� ������ ���"������ 
 �� ��	�������	 ��	 �� � ���!	� ���� �� ��������
�� ����	���	� ��� ������ �� �������

w0L
��

w0R
���� ��� ���� �	���!� �� �� ����"�

<= �''�> �� <= �''2> � � ��� � ��	��� ��� ���� ����� ���� ��� ������	������ ��	 �� �� �	����
�� ��� �	� �� ���	� ����� �� (��������� <��������� � ����������� �� �"� � ���� > ��	�
	��� ���  �� ���� �� �� ,�	� �

eωt+iky � ��	 �� ����	� � �����
k

	�� �� ��� ���������
ω

�������� �� ��	��� 	���� � ������� � �� �� ���� 
 � �������� ��	 � ���� ��	� ��� ��� �
 ���	� �	�� �� �
3�� ������������ �� � ���� ��	� ��� ��

wL


wR



ϕ

 ��������� �� �	���!� � �� ����

���#� ����	�� 
 ��������  ���� ���	 ��� ��������� ��	������!	�� ��� �������� <= �''�> 

<= �''2> ���	������  �� ��������� �� ������#� <= �'�2> 
 �� �� ,�	� � ;





wL(t, x, y) = wL(x)e(ωt+iky), t > 0


x < 0



y ∈ IR 
 <= �'/�>

wR(t, x, y) = wR(x)e(ωt+iky), t > 0


x > 0



y ∈ IR 
 <= �'/.>

ϕ(t, y) = ϕ0e
(ωt+iky), t > 0



y ∈ IR 
 <= �'/�>

����
k ∈ IR

��
ω ∈ C


 Re(ω) > 0

 ����� � (�� ��������� ��������� ���� ���� ���

���� ,��������
wL

��
wR

�� �� ��	����� ��	� ���
x

��
ϕ0

�� ����	� �������� � ����
�� �#���� ��� ,�������� ����������

wL
��

wR
� �)�	� � �	��� 
 	��� ������� ��� ��	

IR−��
IR+

���� ;
lim

x→−∞
wL(x) = 0, lim

x→+∞
wR(x) = 0. <= �'/=>

���� ��		��� ��� � ��� �#���� �� � �	������ ��� ���������� ��������	� �� �����	��� ���
������������ <= �'/=> � +� � ��	 �� ����	� � �����

k ∈ IR 0� 
 �� �� ���� ��� ���������
ω ∈

C

 ���� Re(ω) > 0


 ����������  �� �	�� ���
(wL,wR, ϕ0)

��������� �� <= �''�>� <= �''2>�
<= �'�2> 
 ��������� �!� ��	� ��� ����������� ��� ���� �� ����� 
 �� �"� � ���� � �	��	�  ���
��� � ������ ��� �������� �� ����	� ,�	��� ��� �������� � +� �� ��	��� 	���� �� �� ���������
��� ����� 
 ���� Re(ω) = 0


 �� �"� � ���� ��� ��� ����	���� ��� ������ 
 ���,�	� � ���  ��
�0������ <= �'�&> �
���	
���  �� ��� +� ��� ����� �� �����	�� <= �'/�> 
 <= �'/.> 
 <= �'/�> ���� ���������
�� �	���!� � ����� <= �''�>� <= �''2>� <= �'�2> 
 �� ��� ,����� �� �	�0�	 ��� ��� ,�������� ;





wα,L(t, x, y) = wL(αx)e(αωt+iαky),

wα,R(t, x, y) = wR(αx)e(αωt+iαky),

ϕα(t, y) = ϕ0e
(αωt+iαky),

���� ����	� ��������� �� �	���!� � <= �''�>� <= �''2>� <= �'�2> � ��	 ����
α > 0

� � !� ��	�
�� �� ���������

ω
��� ����� ��� Re(ω) > 0


 �� �	�� ��� ��������
(wα,L,wα,R, ϕα)

�������
��� ����������� ��� ���� �� ����� 
 ���� �� ���� �	���	��	� 
 ���� �� ��� ���

α → +∞ �
� ���� �� 	����� � ��	 �������� �� �"�� ���� ��� ��� � ������ ��� �������� � � ��� �� �	��
����� 
 �� ��� �"� � � ���� ��� ����	����� � (� ��� � ���� ���������

ω

 ���� Re(ω) = 0




��	



� �� � ������� �� 	������� � � ������� �� ������� ������ ���

��		��� ���  ��� ����� �� ��	,��� �� �������� ���#��������� ��� �� �	�0 � �� �"�� � �	�
��	�  � 3� ������� ������� ��� ,��	�� ��	 � �������� ��� ����� �� � ����� ��"�� �#!�� 

�� ��		��� ��� ��� �	������ ���� �� ��		� <���	 +�		� �� '� � ��	 ��� �	��������� > �

��	����	 ��� ���������� #�	��������� �� �������� 	������  ��"�� �	 ��� ����������
����	��� ��� �� �	���!� � <= �''�>� <= �''2>� <= �'�2> � ���� �� ��� �� ��������� �� �� ,�	� �
<= �'/�>� <= �'/.>� <= �'/�> �	�0 ��� <= �'/=> � ��	

k
����

IR
��
ω

����
C

 ���� Re(ω) ≥ 0

�
( �������� �� ������ ��������� ��� �	������ ��� ��	 ��� ��������� �� ��� ���������� ��
���	� ����� ��� �� (���������

∆(k, ω)

 ���� �� ����	� � �����

k
��	���	���

IR
�� ���

���������
ω

��	���	���
C

 ���� Re(ω) ≥ 0


 ��� ��� �0�� ���� �� �	������� 	������ ��
����� ������� �
� 
�� �� �� ���  �� �� ���	� ����� �� ���� ����� ����� ��� � � ���� � '"��� �� �%��&� � �%-
� �"#����� � () �2*  �'�������� ��!�"������ ��" "������� �� '�� �!�����$  ��� ����� �  �-
"������ 1 � �  ������� ���" �� ����� �� ���  � !�"��#��

u → v(u)$ + �� �%��&� �
1
�

�����"!���. �!�� . ������� ���'���� � + !����" !����"��� �� � ���"�� �� ���� � ��� () ���* $������' + �� � "�� �&"� . �� �� ��  ��� ��$ ��� ���'��"�� ��� ���#�� ���� � �������  � � �"��"-
#������ ����� �� ��� ���� �� ���$ �� �� ������ ��� �� 4
�* ��� ��� ������ � '�� '�"�����  � ��� ���� �����. ����� 4

λ1(uR) < σ < λ1(uL), σ < λ2(uR), <= �'&	>
�� {λi(uR)}1≤i≤n

 '���� ��� ��� !����"� � "�� "��  � �� � ��"��� A1(uR)$��* ���" ���� ��� #"�  ��� �
k ∈ IR 1 � '$ ��  '��"� �����  � ��������� � '��� �$ ∆(k, ω)$ '1 � � ��- ������$ � �� � �� ����� � "���� �

ω
 ��� ��  �� �-� ��� ���� ��� �

C+ ={
ω ∈ C / Re(ω) ≥ 0

} 4

∆(k, ω) = Det

(
D−1

u (v(uR))
(
ω
(
v(uR)− v(uL) + ∂sC(uL, s)

∣∣∣
s=σ

)

+ ikB(uL,uR)
)
, r−2 (uR, k, ω), r−3 (uR, k, ω), · · · , r−n (uR, k, ω)

)
6= 0,

<= �'& '>
�� � ���� �������� B : Ωu × Ωu → IRn � '�'  '1 � �� �� () �2�5* � � ��� () �2�2* $�� � ��"

(k, ω) ∈ IR × C+ 1 � '�$ ��� !�����"�
r−i (uR, k, ω)$ �!��

i ∈ {2, · · · , n}$��""����� ��� ���
(n− 1)

!�����"� � "�� "�� +  "���� ������'� ���
(n− 1)

!����"�
� "�� "��

µi(uR, k, ω)
 � ��"��� "'�� �� �'� ���!�$ ���� Re(µi(uR, k, ω)) < 0$ �!��

i ∈ {2, · · · , n}$  � �� � ��"��� 4

A(uR, k, ω) = −
(
ωId+ ikA2(uR)

)(
A1(uR)− σId

)−1
. <= �'&�>

�� ��� �����  � ��� ����������  �  '��"� �����  � ��������� � () �2�2* $ '�� �!���
+ �� ��� �����  � ��� ����������  � � "� � �� ������"� ( ���

Cn* �� �!��� 4

(
tD−1

u v(uR)Λ1(uR, k, ω), ω
(
v(uR)− v(uL) + ∂sC(uL, s)

∣∣∣
s=σ

)
+ ikB(uL,uR)

)
,

<= �'&2>
�� '



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

��
Λ1(uR, k, ω)

 '���� � �� !�����" � "�� "� + � ���� �  � �� � ��"��� () �2��* $ ������'�+ � ��� ��� � !����" � "�� "�
µ1(uR, k, ω)

 � � �"��� "'�� �� ��� ���!�$ ����

Re(µ1(uR, k, ω)) > 0. <= �'&/ >
�� ���������� �� ����� �	�� ������� ���� ����� ;

��
� ��	 �
�  �� �� � � �$ � ��" k ∈ IR$ �� �� ���� �� � � ��������
ω ∈ C+ ��� �� �� � 4� Re(ω) > 0

��
∆(k, ω) = 0$ ���"� ��

1
-���� ���  �� . �"��� ��� �����#��$� Re(ω) = 0

��
∆(k, ω) = 0$ ���"� ��

1
-���� ���  �� � ���"���� ��� ���#��$

� ��� ��� ��� ����"��"�� ��
1−���� ��� ���#���

?� �������� �� �	� ���	  �������	� 	�� �	���� � �	� ������ � �����	�	 ��� ����������
�� �������� �����	� � ���� �� ����� ���� �� �	�� ������� <= �� ��> �� ����� 
 ���� �� �	�� ��	 ����� 
 ��� ��� ���������� #�� �	����� �� (�� <= �'&	> ,�	���
��� ���� � �"�� ��"!�� �* ����������

λi(uR)− σ 6= 0
� ��	 ����

i ∈ {1, · · · , n} 
 �� ��	��
��� �� � ��	��� A1(uR)− σId ��� ����	��� �� � �� ���������� 
 �� � ��	��� ���	������ ��
<= �'&�> ��� ���� �0��� � (�� ���������� �� ��#�� ��	 �� ��	��� 	���� ��� �����	� �	��	��
�� <= �'&�> ��	��� �������  �� 0� �� �� ��	�#	��"� <���	 �� ���� � �� � �	�" �� ��	!�> �
+����#���� ��� �� ������� ��� ���������� #�� �	����� �� (�� ��� 
 �� ������� 
 ������
������ ��� �	��	��� 	������� �� ��� ������ �������  � ��	���	� <= �'& '> �� ���	� �����
�� (��������� 
 �� �� �� ,�	�������� ���������� <= �'&2> �� ��� �� ������ ����� 
 ���� �	�� ����� �� ���� ���	� �� ���	� ����� �� (���������
<= �'& '> �� �� ���	� ����� �� $ �% �� <� �'&> � 
 ����� 0� 
 ������ ��� �� ����	� � �����
k

 ���	��� ���� �� �0������ �� �� ������������ �� � ���� ��	� ��� <= �'/�>� <= �'/.>�

<= �'/�> 
 ��� ����	�� ��� ������ ��� ����	�������� ���#��������� � ���� � �	��	������ � � !�
��	� 
 �	�� ��#��	

k = 0

 �������  �� ������	�	 ��� ��� � �	��	������� ���#���������� ��

�"�� ���� �� ���� 
 ���,�	� � ��� �� ��	�#	��"� <= �'��> 
  �� 	�����	  � ����� �� ��
�������� ��	����	���� �� �"� � � ���	

k = 0

 �� ���	� ����� �� (��������� � ��	�� 
 #	���

��� 	!#��� ���������� � ��� ���	� ����� ;

ωDet

(
D−1

u (v(uR))
(
v(uR)− v(uL) + ∂sC(uL, s)

∣∣∣
s=σ

)
, r−2 , · · · , r−n

)
, <= �'&&>

����
r−i

������	� �	��	��  �	���� ���� ���  ��� �����	 �	��	� �#����� �� �� � ��	���
	���� −

(
A1(uR)− σId

)−1 
 � ��� ���� ��� ��� �����	� �	��	�� ;

− 1

λj(uR)− σ < 0, j ≥ 2, <= �'&�>

���� ��� ���������� #�� �	����� �� (�� <= �'&	> � ���	
i = {2, · · · , n} 
 ��� r−i

���� ����
�������	�� ��� ������	� �	��	��  �	���� �� �� � ��	���

+
(
A1(uR) − σId

) 
 �������
��� �����	� �	��	�� 	�����

λj(uR) − σ > 0
� � ���� � ��	 ��� ��������� ��� ����� ����

<= �'&&> 
 �� ��������� �� ��� ���������� �� ���	� ����� �� (��������� �������� ��
��������� �� ��� ���������� �� ���	� ����� �� $ �% �� <� �'&> � � ��� 	��	������ ���� 

����� �� ��	�#	��"� <= �'��> 
 ��� �� �������� ��	����	���� �� �"� � �	��� ��������� ��
�		�����  �� �������� �������� ����������� �� �"�� ���� �

���



� �� � ������� �� 	������� � � ������� �� ������� ������ ���

�B ������� ��� ��	��!	� 	�� �	��� �����	���� �� ���	� ����� �� (��������� � ��� ����
�!� � "�� �	� ������ ��� �����	����, 
 �� � ���!	�  ,��	� �� ���� ���� �� ,�	�������� �� ��
���	� ����� ���� �� ���	� ��	�� ��� �����	����, � +� ����	��	�� ��� ��� "�� ��"!��� ,�	�
����� ���� �� �	�� ������� <= �� ��> 
 ���� ������ ���� �� � ��� ������� � ��� �"��#�� ���
�� ��	�����

u→ v(u)
� �	� ������ �� 	���	� A1(u)

�� A2(u)
��������� ��� ����������

��� � ��	���� % ���������� �� ���� ,�������� C��
F1(v(u))

��
F2(v(u))


 ���� ��	����
�� ����  �� ��	���� �������� �� ���	� ����� �� (��������� ;

∆̃(k, ω) = Det

(
D−1

u (v(uR))

(
ω
(
v(uR)− v(uL) + ∂s1 C̃(uL, σ, 0)

)

+ ik
(
F2(v(uR))− F2(v(uL)) + ∂s2 C̃(uL, σ, 0)

))
, r−2 , · · · , r−n

)
,

<= �'&.>
���� C̃ : Ωu × IR× IR→ IRn 
 �� ,������� �������� ���	������ �� <= ���> � � ��� <= �'&.> 
���

(n− 1)
������	� {r−i }2≤i≤n

���#���� ������� ��� ��� � )� �� ������	� �	��	�� ���
���� �0��� ���� �� �	�� ������� <= �� ��> � � ��� �������� �� �	�0������ �� ����� ����	����
�� ������	 � ?� ��� � ���	� � �������	 ,�	� ����� ��� ��� �	���� �� �� ,������� ��������
���� <= �'&.> ���	 ������	 ;

∆̃(k, ω) = Det

(
D−1

u (v(uR))

(
ω
(
v(uR)− v(uL)

)

+ ik
(
F2(v(uR))− F2(v(uL))

))
, r−2 , · · · , r−n

)
,

<= �'&�>
,�	���� ��@�������  � ���������� ���� �� �0������ �� ���	� ����� �� (��������� ����
�� ���	� ��	�� ��� �����	����, <���	 ��	 ������� $ �%�� �& '� 
 +�		� ���� 
 �� '� �� ���
	,	����� �����> � �� �� ���� 
 <= �'&.> 
 �� ���� �� �0������ <= �'& '> ������� �� ���	�
� �"�� ��"!��� ���� ,��� ��� ��	 �� ����!� � ��� �����	����, <= �'> 
 ����������� ���� ���
��������� ����	���� �� �� ��������� �� �������� �� �"� � ���� �� �"�	�� �����	������ �
���� ��������� ����� ������� �� ������� �� �	���� �� �� �	�� ������� <= �� ��> �� ��� ���� ����� ��� ���������� #�� �	����� �� (�� �����,����� 
 ������� ��������� ���
� ������� �������	��  �� �������� ��	����	���� �� �"� � �	��� <���	 �"����	� �> 
 �����
�	��	�� �� �������� ���� �� �		�����  �� �������� �������� ����������� �� �"� �
���� 
 ���� � ���� ������ �� �� �������	 �
( ����� �� �����	�

wL(x)e(ωt+iky) ��� �������� �� ����!� � � ���� <= �''�> �� �� ������
� ��� �� �� ,������� ���������

wL

�	�0� ;
(
ωId+ ikA2(uL)

)
wL(x) +

(
A1(uL)− σId

) d
dx

wL(x) = 0, x < 0. <= �'&=>
������� A1(uL) − σId

��� ����	��� �� �� ��	�� ��� ���������� #�� �	����� �� (��
<= �'&	> 
 � ����������

wL
���� )�	� �������� �� ����!� � ��B	������ �	�����	� ;

d

dx
wL(x) = −

(
A1(uL)− σId

)−1(
ωId+ ikA2(uL)

)
wL(x), x < 0,

= M(uL, ω, k)wL(x). <= �'�	>
��2



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

(� �"�	�� �� �����	� ��� �������� ��B	��������� �����	�� ���� �����#�� ��� <= �'�	>��� ��
n

��������� �����	�� ��� ���� ��������
ψi(x)


 ����
i ∈ {1, · · · , n} 
 � �	� ������

� ���#���	�	 ������ ��� ��������� �� <= �'�	> � (�� ���������
ψi

� ������ )�	� �"������ ����
�� ,�	� �

eµx
s

 ��

µ
���#�� ��� �����	 �	��	� �� M(uL, ω, k)

��
s
�� ������	 �	��	�

 �	���� ��		��� ������ 
 �� ���� �� ,�	� �
eµxP(x)

 ���� ������  �����	 �����	����� 

��	����

µ
��� �������  �� ��� � �� ��	��� � ��� ���������

ψi
��������� ���� ��� ���

	������ ��� ���������� ��
x

 ��	������ 0�� ��	 �� ��#�� �� �� ��	��� 	���� �� �� �����	

�	��	�
µ

������	� � ������� ���� �� �#���� ��	 <= �'/=> ��� �� ,������� ���������
wL(x)

����� ��	� �	� ��	����
x → −∞ 
 ��� ��������� ��� ����� ��� �� <= �'�	> � ����

�������� ��	 ����������� �����	� ���
ψi

���� ��� ������� ���  ��� �����	� �	��	��
�� M(uL, ω, k)

�� ��	��� 	���� � ������� � (� 	������ ������� ��  � �	�" �2� � <���	#���� ��� � 	���� �// �> 0�� ���	 ����	� ;
�����  �� �� �� �
�� � � ��������� Re(ω) > 0$ ���"� �� � ��"��� M(u, ω, k) =

−
(
A1(u)− σId

)−1(
ωId+ ikA2(u)

)
$ � ��" u ∈ Ωu

1 � '$ � � ��
l
!����"� � "�� "��

µ
 �

��"��� "'�� �� � �����!� ��
n − l !����"� � "�� "��  � � �"��� "'�� �� �'� ���!�$ ��

l
 '���� � ��

��� #"�  � !����"� � "�� "�� (� '������"�� ��� "'�� ���* � '� ���!��  � A1(u)− σId �
���� 	��� ����� ��� �� �	���� �� �� ���� � ������� ��� �	#�� �������� ���� ��	�

����� ���� ��� ������������ �
� '� ����"����� � ������ � ��� �	� �� ��� � ��� ���� ��� �� �����	 �	��	� ��M(u, ω, k)

�� ��
#����	� ��	 �!� ��� Re(ω) > 0

� +�
µ = iκ



κ ∈ IR 
 ���� �����	 �	��	� ���	� ;

iκs = −
(
A1(u)− σId

)−1(
ωId+ ikA2(u)

)
s

� ��	 �� ������	
s
��� ��� 
 ���� ���� ;

(
iκ
(
A1(u)− σId

)
− ikA2(u)

)
s = ωs.

����� ������� �������� ���
ω

��	��� �� �#����	� ��	 ����	��	�� ���  � �"�� ��"!�� Re(ω) >

0

 ������� �� ����!� � ��� "�� �	� ������ ; �� � ��	���

κ
(
A1(u)− σId

)
− kA2(u)

���#��
������ ����

IR
����� ��� ������

(κ, k) ∈ IR2 �
� �	����� ���	�

ω = η + iξ

 ���� Re(ω) = η > 0

� ���� ���� ���	������ ��� ��#���
��� ��	���� 	����� ��� �����	� �	��	�� �� M(u, ω, k)

��	 �� ��� ����
η > 0



ξ ∈ IR



k ∈ IR 
 � ����

u
���� 0� � * ��� ����� ��� ��� �����	� �	��	�� <	������ �� �������� ���

	���	�������> �� ������ ����������� ��
η


ξ

��
k

 �� ��	�� ��� �"���� �����	 �	��	�

µ(η, ξ, k)
���� #�	��	 ��� ��	��� 	���� �� ��#�� �������� ��	 �� �	����� ��� ����

������� ����� �� �� ����	��� ��� ��	���� �� �� ��� ���� ��	 ���������� Re(µ(η, ξ, k)) = 0



�� ��� ����	���	���
η = Re(ω) > 0

����� ��� ���� � ������ ����� � � ��� � ������ ����
�����	 �� ��#�� �� �� ��	��� 	���� � ���� �����	 �	��	� �� �� � ����

(η, ξ, k)
�"����  

���	� ���������� � � 	����#���� ���� ;
η = 1, ξ = 0, k = 0,

�� ��	��  ������	 M(u, ω = 1, k = 0) = −
(
A1(u) − σId

)−1 
 �� ��� � ���	� ���
M(u, 1, 0)

���#������� ����
IR

�� ��� ������ � ��	 �����	� �	��	�� 
 � ���� �� �� � �����	��
��� �����	� �	��	�� �� A1(u)− σId � ���� ������� �� �	���� �

��/



� �� � ������� �� 	������� � � ������� �� ������� ������ ���

� 	� � �� �� 	������ 
 	������� �� ����!� � ��B	������ <= �'�	> ���	 ��������	
��� ���� ��� ���������� #�� �	����� �� (�� <= �'&	> 
M(uL, ω, k)

��� �� ��� �����	�
�	��	�� ������ �� ��	��� 	���� �#����� ������� A1(u) − σId

� ���!�� ��� �����	�
�	��	�� 	����� ���������� ��� � �������� � �� � ����	�� ��	� �� 
 �� �� � ���!	�  �����,��	�
�� ��������� ������������ <= �'/=> 
 � ����������

wL(x)
���� )�	� �"����� ���������� ���

����� ���� <= �'/�> 
 �!� ��� Re(ω) > 0

 ���� ;

wL(x) = 0, x < 0. <= �'� '>
��	 �� 	�������� ��� �� ���� � ���� ��������� 
 �� ,������� ���������

wR(x)
�� � �����

�� �����	� <= �'/.> 
 ���� )�	� �������� �� ����!� � ��B 	������ ;
d

dx
wR(x) =M(uR, ω, k)wR(x), x > 0,

����
limx→+∞ wR(x) = 0

� ����� ��������� ���� ���� )�	� ���������� ��� �����������
��� ��������� �� �����	��

ψj(x)
�������� ��� �����	� �	��	�� �� ��	��� 	���� �#�����

�� M(uR, ω, k)
� �� ��������� �� ���� � �� � �	�" 
 ����� � ��	��� ��� �� ������� ���

(n − 1)
�����	� �	��	�� �� ��	��� 	���� �#����� 
 ������� ���� ��� ���������� #�� �

�	����� �� (�� <= �'&	> 
 A1(uR) − σId
� ���!����

(n − 1)
�����	� �	��	�� � �������� �

�� ���������� 
 � ����������
wR(x)

���� � ����� <= �'/.> ��� �"�	�"� ���� �� ,�	� �
�������� 
 ����

(ω, k) ∈ C+ × IR �� Re(ω) > 0
;

wR(x) =
n∑

j=2

αjψj(x), x > 0, <= �'��>

�� ���
αj

���#����
(n − 1)

����	�� ���������  �0��	 �
�� ���������� �� <= �'� '> 
 <= �'��> 
 �� �	�� ��� <= �'/�>� <= �'/.>� <= �'/�> 
 ���� Re(ω) > 0



��� �������� ��	������!	� �� �	���!� � �� ������#� ����	�� <= �''�>� <= �''2>� <= �'�2> 
 ��
�� ������ ��� �� �� �� ����

n
����	�� ��������� {αj}2≤j≤n

���� <= �'��> 
 ��
ϕ0

����
<= �'/�> 
 � �	� ������ �� �����,��	� �� ��������� �� ������#� <= �'�2> 
 � ��� ;

n∑

j=2

αj

(
A1(uR)− σId

)
ψj(0) <= �'�2>

−D−1
u v(uR)

(
ωϕ0

(
v(uR)− v(uL) + ∂sC(uL, σ)

)
+ ikϕ0B(uL,uR)

)
= 0.

3�� ��������� �������	� �� ��� ����� � ��	 �� ��� �� ���� ��� �������� ��� �	�� ���� <� ���
αj 6= 0



j ∈ {2, · · · , n} ��

ϕ0 6= 0
>  �� ����!� � ��#�	���� ��

n
�������� 
 ��� ��� ��

���	� ����� ������ ���� ��� 
 � ��� ;

Det

(
D−1

u v(uR)

(
ω
(
v(uR)− v(uL) + ∂sC(uL, σ)

) <= �'�/ >

+ikB(uL,uR)

)
,
(
A1(uR)− σId

)
ψ2(0), · · · ,

(
A1(uR)− σId

)
ψn(0)

)
= 0.

+� ����� ��������� ��� �����,���� ���� Re(ω) > 0

 �� � � ���	� ���������� ,�	�� � (��

ψj(0)



j ∈ {2, · · · , n} ���� ������	� �	��	��  �	���� ���� ��� ���
(n− 1)

�����	� �	��	�� ��

��&



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

��	��� 	���� �#����� �� �� � ��	��� −
(
A1(uR)−σId

)−1(
ωId+ikA2(uR)

) 
 ��� ������	�

r−j (uR, k, ω) =
(
A1(uR) − σId

)
ψj(0)


 ����
j ∈ {2, · · · , n} 
 ,�	� ��� ��	 �����	������

(n − 1)
������	� �	��	�� ���� ���  ��� �����	� �	��	�� �� ��	��� 	���� �#����� �� ��

� ��	��� A(uR, k, ω) = −
(
ωId+ ikA2(uR)

)(
A1(uR)− σId

)−1 �0��� �� <= �'&�> � ��
���������� 
 ��� ��������� �������	� �� ��� ����� � ��	 �� ��� � �� ��� ��� ����������
,�	�� ��� ;

∆(k, ω) = Det

(
D−1

u v(uR)

(
ω
(
v(uR)− v(uL) + ∂sC(uL, σ)

) <= �'�&>

+ikB(uL,uR)

)
, r−2 (uR, k, ω), · · · , r−n (uR, k, ω)

)
6= 0, (k, ω) ∈ IR× C+, Re(ω) > 0.

3�� ����� ��������� ��� �������� ��� ���� ��������� �� (��������� � (� ,�	��������
<= �'& '> �� �#���� ��

(k, ω) ∈ IR × C+ �� �� ��� )�	� 	������ ��
∆(k, ω)


 � ����	��
� ��	 Re(ω) = 0


 ��� ���� ��������� �� (��������� ���,�	� � � ���� 	��������  +�		�
�� '� ��  $ �% �� �& '� � ��	 ��� 	������ �� ����� ��	� �����#�� � ���� ��������	���  ����
#��	 <= �'& '> ���� �� �� ����� �� ��������� �� (��������� �
� � � ���!	�  �����	 �� ��������� ���������� <= �'&2> 
 	��� ����� ��� 
 ���� ��� ������
����� #�� �	����� �� (�� <= �'&	> 
 �� � ��	��� −

(
A1(uR)−σId

)−1(
ωId+ikA2(uR)

) 

�� ���� A(uR, k, ω)


 ��� �� ��� ������ �����	 �	��	� �� ��	��� 	���� � ������� 
 �� ��	��
�� ���� � �� � �	�" � ���� ������

µ1(uR, k, ω)
����� �����	 �	��	� 
 ��

Λ1(uR, k, ω)
��

������	 �	��	� ��		��� ������ � ��	 �� � ��	��� A(uR, k, ω)
� �������

µ1(uR, k, ω)
��� ��

����� �����	 �	��	� �� ��	��� 	���� � ������� 
 ���� ����� �������	�� ��� ;
(
Λ1(uR, k, ω), r−j (uR, k, ω)

)
= 0, j = {2, · · · , n},

�� ��	�� �� ��� �#�	 <= �'�&> �������  ��� ���	 �� ������	
D−1

u v(uR)

(
ω
(
v(uR) −

v(uL) + ∂sC(uL, σ)
)

+ ikB(uL,uR)

) �� �� ��� )�	� �	�"�#����  
Λ1(uR, k, ω)

� ����
������� �� �	���� �� �� �	�� ������� <= �� ��> �
' (� (� ��-10-5643 72� ,1,.235� �:285+-0� 7-3� 12 7,52+. 63-35 72 �4�

:-563�� 6
(�� ���������� #�� �	����� �� (�� <= �'&	> ���� �����,����� ��	 "�� ��"!�� �� ��	

�����	������ ���� ��� ������������  ����	 
 � �������� �� �������� �������� �����������
��� �"� �� ����� 
 ���� ���  �� �	�� �!	� ,�� ���� � ������ 
 	�� ��� ��	 � ���������� ��
�	����� ������	� <= �'&2> � ���	

(k, ω) ∈ IR × C+ 0�� 
 ��� ����� ��������� 	�����	�
�� ���	� ������� �� � ������� �����	 �	��	�

µ1(uR, k, ω)
�� ��	��� 	���� � ������� �� ��

� ��	��� ;
A(uR, k, ω) = −

(
ωId+ ikA2(uR)

)(
A1(uR)− σId

)−1
,

���� �� �� ����� � ��� ������	 �	��	�  #���"� ������
Λ1(uR, k, ω)

� (� ��	���	�������
��� �� ���� �� ���	��� 	����� ��� 	���� 	�"������	� ��	 �� �0������ �� A(uR, k, ω)

���



� �� � ������� �� 	������� � � ������� �� ������� ������ ���

�� ���� ��� �	����� � ���� � ��	��� ��	 � �����	�� � ���� ���	� � ����� ��������� ��#�
�	���� ��� �%  �� � ��� ���� �� ���	� ��	�� ��� �����	����, �� ���� 	��� ����� 
 ����
����� ������� 
 �� �� �	�"� ��������� � �	� ������ � ���������� ��

µ1(uR, k, ω)

 ���� ��

Λ1(uR, k, ω)

 ���� �	� ���	  �� �����	������ ��������� �� A(uR, k, ω)

� � ��� 	�������� 

��	 ������� 
 �� ������	  ������� �� (��# �/2 � ���� �� �������� ��� �������� � �����	
�������� �
��	 ���������� 
 ���� �� ������ ���� �������� ���	�������  ����	 
 �� �� ������� ��
k

��
ω
� ?� �������� � �����	��	 ���

Λ1

 ������	 �	��	�  #���"� �� A � ��	 � �������

�����	 �	��	�
µ1

�� ��	��� 	���� � ������� 
 ���� �	�0�	 ;

tAΛ1 = −
t(
A1(uR)− σId

)−1(
ωId+ iktA2(uR)

)
Λ1

= µ1Λ1,

���� ���� 
 ��	!� ������ �������� ��	 t
(
A1(uR)− σId

) �� 	�		��#�� ���� ;

tD(uR, µ1, k)Λ1 ≡
t
(
µ1

(
A1(uR)− σId

)
+ ikA2(uR)

)
Λ1

= −ωΛ1. <= �'��>
�� � ����	�� ��	� �� 


Λ1
��� �������	�� ��� ������	 �	��	�  #���"� �� �� � ��	���

D(uR, µ1, k)
�������  �� �����	 �	��	� −ω � ����� �	��	�� �������� 
 �� 	����	 
 ���

�������	�� ��� ;
Det

(
D(uR, µ1, k) + ωId

)
= 0. <= �'�.>

���� ���������� ��� ���������� �� ���	���� <= �'�.> �� <= �'��> �� ���� ����� �
� ��� �� �	�� ��	 ����� 
 ���� ������ �� ��� ���������� ��� ����� �� ���� � �� � �	�" 

�� �� ���� ��� ������ ��������

µ1(k, ω)
����

C

 �� ��	��� 	���� � �������  � ��������

<= �'�.> 
 � ��	 �"����
(k, ω) ∈ IR× C+ 
 ���� Re(ω) > 0

� � ���� 
 �	�� ���������� ;
�	�� �!	� ��� � ; �	����	 � ������� 	�����

µ1 ∈ C
���� Re(µ1) > 0

�� � �������
��
µ1 (9.167), (k, ω) ∈ IR× C+ 0��

.
<= �'��>���� �� ������ ����� 
 ��� ,��� ���	� ��� � ������� �����	 �	��	�

µ1(k, ω)

 ����

Re(µ1(k, ω)) > 0
�� A(k, ω)

��	 <= �'��> 
 �� 	��"�	�"� � ��� ������	 �	��	� ��		���
� ������

Λ1(k, ω)
��� � ��� ��� ��� 
 � ��� ��	 
 �� ��	���	����� �� ����������� �	��	�

�����	� �� A(k, ω)
; ���� ;
�	����	

Λ1
��� ���

tA(k, ω)Λ1 = µ1(k, ω)Λ1, <= �'�=>
���� �� 	������� 
 � ���	!� <= �'��> ;

�	����	
Λ1

��� ���
tD(µ1, k)Λ1 = −ω(µ1, k)Λ1. <= �'.	>

(� ,�	���� <= �'.	> ����� ���	� ;

������� ��� � ; ����	��	 � ������������
(k, ω)→ µ1(k, ω)

��
ω,

� ��	 �0��	
(µ1, k)→ ω(µ1, k), <= �'. '>

��.



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

���� ������� ;
�	����!� � ��� � ; �	����	 �� ������	 �	��	�

Λ1(µ1, k)
�������� ��

(9.170). <= �'.�>
���� ��������� ���	� 
 � ���	!� <= �'�=> 
 ��	 ;

����	�!� � ��� � ; 3� ������	 �	��	�  #���"� ���� ��  �� �����	 �	��	�
µ1(k, ω), Re(µ1(k, ω)) > 0,

�� A(k, ω)
��� ���� ��	

Λ1(µ1(k, ω), k)
����

Λ1(µ1, k)
������ ��

(9.172).
<= �'.2>���� ������� �� � ��� �� 	����	� ��� ���� ����	��� ���� ��� ������������ �� �� �"�	��

��� � ��!��� *+$ �

� �� ����&�!#&�" !� �!��� &%�# ���� !��� ������#&�" ��
� &%#������&

���� ��������� ���� ����� ������� � ���C����� �� �� ��		������ �� * ����	����� ��	
�� �������� �������� ����������� ��� ��������� �"�� ���� �� ���!�� * +$ ����"�	� � �
( ���������� �� � ��"���� �� ����� �� *����	����� ��� �"����� �� ��	��  #�	����	 ��
�������� ��	����	���� �� �"� � �	��� 
 �		�����  �� �������� �������� ����������� � (��
����	� �	��	��� <& �'		> 
 <& �'	 '> �� <& �'	�> 
 � ���� �� ����� �� �"����	� & 
 ����� ��� ��
��������� <� �&	> ,�	���� ���� �� �"�	!� � <� �� ��> 
 ���� �� ���������� ��������� ���
�����,����� �
(� �	������� 	������ �� ����� ������� ��� ��� � ���������� �� � ��"���� �� ����� ��
* ����	����� ���� )�	� �"����� ���� #	���� ��� ����� 	������ � ��	 � �������� �� �"��� !��
�� ��	����	������ 
 �� � ���!	�  ����	 � ����������� ,�	�� ��� ��������� �"� � ���� 
 � ��	
��� ����	�� �� $ ��" ��	������

β
�� ��� ����	�� �� $ ��" 	�����,

M
���� ���� ��

���#�
(β,M) ∈ [0, βlim(N)] × [1, 10]


 ��
βlim(N)

� � �0�� ���� �� ������� <& �� �/ > �� �� ����� �� �������� ����	� � �	������� ���� ���� �
(� �����	������ �� �	����� ������	� <= �'&2> 
 ��������� �� ���	� ����� �� (���������
<= �'& '> 
 	�����	� ��� � ������������ ��#�	����� ,����������� ���� ���� ����� �"����
� ���	#��	 �� ������	 �� ����� � +����#���� ��� ������ ��� ��� �� �� ������� ��� �
� ���������� ��� �	�0�� �� ������� � +����� ��� ��� �� ���,� ���� ��	���� ��� � ( ��	���	�
������� � �� �� �	����� ������	� 	���� �	��� �������	� ��#�� 
 �� ���������� ����
�	�� ����� �� ,�	� � ������� ��� ���� ������	� ���� ����� �� �	����� ������	� 
 ����
�	� ���	 �� �	����� �	��	�� ��� ��� ;  �����	 �� ������	

tD−1
u v(uR)Λ1(uR, k, ω)

�� ��
������	 ���� �� ����	������� ��� 	�������� �� ���� #�	������ �
(� 	��"�	�"� �� �	�� ��������

ω
���� �� ��� ������ ��������

C+ 
  �� ����	�
� �����

k
0� 
 	�� ��� ��	 �� �	��	�� � ��������� �� � �"�� �#��� �� ���	� ����� ��

(��������� � � ��� ��� � ��� ��� 	����� ��� �� ,������ ��� �� �� �	����� � �� � ��	#�� ���
��� ���� 	��� ����	��� �� ����� ����� 
 �� ���������� �� � ���!	� ���������� �� �	��	��
�� �������� ��	����	���� ������� ��	 �����	������ �

' (� () �� �5�.2� 7 �63843302� 25 345-5643�

���� 	��� ����� 
 ��	 ���������� 
 ��� �	�������� % ��� � ���������� ���	��� ���� ��
�	����� ����������� � (�� �������� � ��������� #����	���� �� �"�� ���� � �	��	�  ����

���



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

��� 	#���� �� 	#���	�� 
  �����	 �� ��"�	� �� �� ��	,��� �� ������������ �� ������ ��
x = 0


 ���� ,�	����� �� � ���������
u

 ���� ��� �� 	�� !	� �� 	,	����

(e1, e2)
;

u =
(
ρ, u, v,R11, R12, R22

)
. <= �'./ >

(� ,�	� � ������� � ��� �������� ��� ���� ,�	� � ��� �������� ;




∂tρ+ u∂xρ+ ρ∂xu+ v∂yρ+ ρ∂yv = 0,

∂tu+ u∂xu+
T0

ρ
∂xρ+

1

ρ
∂xR11 + v∂yu+

1

ρ
∂yR12 = 0,

∂tv + u∂xv +
1

ρ
∂xR12 + v∂yv +

T0

ρ
∂yρ+

1

ρ
∂yR22 = 0, <= �'.&>

∂tR11 + u∂xR11 + 3R11∂xu+ v∂yR11 + 2R12∂yu+R11∂yv = 0,

∂tR12 + u∂xR12 + 2R12∂xu+R11∂xv + v∂yR12 + 2R12∂yv +R22∂yu = 0,

∂tR22 + u∂xR22 + 2R12∂xv +R22∂xu+ v∂yR22 + 3R22∂yv = 0.

(�� � ��	���� A1(u)
�� A2(u)

���� ���� ���� ���� ����	�� ��� ������ ��	 ;

A1(u) =




u ρ 0 0 0 0
T0
ρ

u 0 1
ρ

0 0

0 0 u 0 1
ρ

0

0 3R11 0 u 0 0
0 2R12 R11 0 u 0
0 R22 2R12 0 0 u




. <= �'.�>

A2(u) =




v 0 ρ 0 0 0
0 v 0 0 1

ρ
0

T0
ρ

0 v 0 0 1
ρ

0 2R12 R11 v 0 0
0 R22 2R12 0 v 0
0 0 3R22 0 0 v




. <= �'..>

(�� 	�������� �� ���� #�	������ #����	���� �� ��	,��� �� �"� � � �	��	� � 
 �� ������ ��
x = 0


 ��� � ��	���� �� <= �'2�> 
 �� ��	�#	��"� <= �'�.> � � ���� 	�� ����� ��	 � ��������� ;

v =
(
ρ, ρu, ρv, ρI, ρEt, ρW

)
, <= �'.�>

�	���� 	�������� ��� �� 	�� !	� �� 	,	����
(e1, e2)

�
� � � ���!	�  ������0�	 ��� �������  ����	 
 ���� ���������� � �����	����� #�������� ���
�������� �� �	��������� �� ������� ��	� ���

u
�� �� �������� �"�� ��� � �	��	� � �� −σ�� �� ������� ���#��������

v
�� −vL

� �� � ����	�� ��	� �� 
 ���� ���� ����� ���� ����� ��
����� 
 �� ���� 	���	������ ;

σ = 0, vL = 0. <= �'.=>
������ ��� �� ������� ���#��������

vR
�� � ���� �� ��	���

uR
�� �"�� ���� ��� � �	��	� 

��� ��������� ��
vL


 �� ��� �!� ��	� ��� ����� �!� ��� �� ���� ������
RL

12

�� ������	 ��
*������� ��� �"����� ��� ����� � ���,�	� � ��� �� ��	�#	��"� </ �� �'> 
 ���� ���� �����
���� 	���	������ ;

RL
12 > 0,

���� �!� ��	�
RR

12 > 0, <= �'�	>
��=



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

���, � ������ ��������� �� ����	��	� 
 � ���
RL

12 < 0

 ����� ���� �� �����  � �����	�	������

��� 	������� �
?� �������� 
 ��	 ������	� 
 �� 	��� ���	 ��� �� ������� ��	� ���

uR
�� � ���� �� ��	���

uR



���� �� �������� �"� � ���� ��� � �	��	�  
 �	�0� �������	�� ��� ;

uR > 0. <= �'� '>
�� �B�� 
 �� �"����	� / � � �	� �� � ������	 � �����	����� �� ���� 	�����,

m(ξ) = ρ(ξ)(u(ξ)−
σ) <���� ���

σ = 0
> �� ���# �� �	�0 � �� ����	������ 
 ���� �� �	��	��

m = ρLuL > 0� ��	 ��� �������� ���� ����	������ �������  �� �	�� �!	� ,�� ���� � ����� �
���	 ������	� �� ��	�#	��"� 
 0���� �������� ��������� �������� ���� �� ����� � ���	
���#�	 ��� �	���	�� 
 ���� ��	���  ������	�	 �� �������� ���������

ω̃
�0��� ��	 ;

ω̃ =
ω + ikvR

uR
, <= �'��>

�� ��	 �� �	��	�� �� � ������ �� <= �'� '> 
 ��� ��#��� �� Re(ω̃)
�� Re(ω)

���� ���������� �
��	 ������	� 
 �� ��	� �#	���� 
 ��	� �� � ����� ��������� ��� ��� ,�	����� 
 � ����	����	� ��
������ ��� ��� ����	�� 	�����

(α, β,M)

 ��� �������� ���� ��� ������ ;

r =
RR

12

RL
12

, ζ2 =
RL

22

RL
11

. <= �'�2>

*��� ����� � ���	!� �� ,�	���� ���� �������� <& ���> ������ �� �"����	� & 
 ��� �� ����	�
r

�	���� �� �0������ �������� ;

r =

√IR
2βη2

R

(
Y R

+ − Y R
−
)
, <= �'�/ >

�� ��	�� ��� �� ����	� ���� ��� ������ 
 ���� ��	 � ����
uR


 �� �� ��� ��� �� � ����
uL

�� ��
σ

 �� ��� ���� ,������� ��� ����	�� 	�����

(α, β, ζ,M)
�

' (� (� � ,52+. 63-5643 70 �28520+ tD−1
u

v(uR)Λ1(uR, k, ω)
( ��������� ��� ������� ��� � �� ���� �� �	�� ��	 ����� ���� ,�	� � ��� �������� 


��� ��	���� ���� �������� ��� ������� �	�� ��� �
(� ���	� ������� �� ������	 �	��	�

Λ1(uR, k, ω)
��� � ��� �� �������� �� � ���

�� 	����	� ������ �� ��	�#	��"� <= �� ��> �
�	 ��� � ��

µ1(uR, k, ω)

(� �	������� 	������ ��� ;
�����  �� ��� ���� �� � � ��������

ω ∈ C+ �!�� Re(ω) > 0
� � ��� ���� !����" � "�� "�

µ1(uR, k, ω)
 � ��"��� "'�� �� ��� ���!�  � �� � ��"��� −(ωId + ikA2(uR)

)(
A1(uR)

)−1

� �'�"�� 4

µ1(uR, kω) =
−(ω + ikvR)uR + 3ikRR

12τR
u2

R − c2R
−
√

Ξ(uR, k, ω)

u2
R − c2R

, <= �'�&>

�=	



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

�� ���� �!��� ���' 4

Ξ(uR, k, ω) = <= �'��>
(ω + ikvR)2c2R − 6ikRR

12τR(ω + ikvR)uR − k2
(
9(RR

12)
2τ2

R + (u2
R − c2R)(T0 + 3RR

22τR)
)
.

� ��� () �2��* $ �� ���� �"�  � �� . ������� ���� ��� � "���� � ��""'� ��� ����� �� ������ �"
�!��

IR− $ � ��� �  �� "'��� � '� ���. �  ��� �� � ��� ���� ��� �
C

�
� ��" �� ����� $ �� . ������� ���� ��� �

(k, ω)→ µ1(uR, k, ω)
��� ����%�����  ���

IR×C+

�!�� Re(ω) > 0$  &� �� � ��� ��� ������  � "'�����#����' ��" �� ������"  � � �%��� � ����
�����. ����� �
0!�� ��� ��������� () �2��* �� () �2��* $ �� . �"� � � �� ������� '�  � �� !����" � "�� "�
 '1 � �� �� () �2��* ���  ���'� ��" 4

µ1(uR, k, ω̃) =
MR
M2

R − 1
<= �'�.>

×
(
−ω̃MR + 3ikMR

αβ2

M2ηR
r −

√(
ω̃ − ikρ+(uR)

)(
ω̃ − ikρ−(uR)

))
,

�� ��� ��� #"�� "'���
ρ±(uR)

����  '1 � �� ��" 4

ρ±(uR) = 3
αβ2

M2ηR
M2

Rr <= �'��>

±
√

1−M2
R

M2
R

(
1 + 3

M2
R

M2
β2

((
ζ2 − α2

) 1

IRη2
R

+
α2r2η2

R

IR
− IR
η4

R

)
− 9

α2β4r2

M4η2
R

M4
R

)
.

�� . ������� () �2� �* $ (k, ω̃) → µ1(uR, k, ω̃)
���  '1 � ��  ���

IR × C+ �� ��� ����%���� �
���" Re(ω̃) > 0

�
(� �	��	�� � ��������� 	��� �	�� ���� �� 	������ ��� �������� ���� �� �"�	��

#�	��� �� ���	� ����� �� (��������� � ��	 �� ����!� � "�� �	� ������ <�����	����, > �� ��� �� �����#���� ��� �� ,������ �� ���� ���� ��� ���������� �� 	���������� �� ������	
�� *������� 
 ��� ���� ����� ���� �� �"����	� 2  �� �	��	�� � �"�� �	� ������ ���
� ��!��� *+$ � ����� �	��	�� ��

µ1(uR, k, ω)
#�	����� 
 ���� �� ����� 
 � ��������� ��

�	����� ������	� <= �'&2> ����
IR×C+ 
 ���� Re(ω̃) > 0

� ����� �	��	�� % ���	� �� 	� ��
��� �	���� ���� �� 	��"�	�"� ��� �	�� ��������

ω <���� �� � ���!	� ����������
ω̃

��
<= �'��>> ���� �� ��� ������

C+ �
� ��� ��������� �� ��	�#	��"� �� ������� �� �	���� �� ���� � <= �2 �'> �
� '� ����"����� � ?� � ��#�� � ���"�� �	 � ������� 	�����

µ1 ∈ C

 ���� Re(µ1) > 0


 �� � ����
���� ��

µ
;

P(k,ω)(µ) = Det
(
µA1(uR) + ikA1(uR) + ωId

)
= 0, Re(ω) > 0. <= �'�=>

�� �� ������ 
 ���� 	����� �� ���,����� 
 � �������
R

,������ 	,	����  � ����
uR


 ��
� ������� �� ,����	��� ����� ���� ;

P(k,ω)(µ) =
(
µu+ ω + ikv

)2 <= �'=	>

×
((

µu+ ω + ikv
)2
−
(
µ2c2 − k2(c2 − 3a2 + 3R22τ) + 6ikµR12τ

))

×
((

µu+ ω + ikv
)2
−
(
µ2a2 −R22τk

2 + 2ikµR12τ
))

.

�= '



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

?� ��� ���	� � ����� �� � ������	 ���������� ��� ��� ��� 	������ ��������� 

µi(k, ω)



1 ≤ i ≤

6

 �� �� � ������� � ( ���% ����, ��� � ������	 �� ��#�� �� �� ��	��� 	���� �� �"����� ��

��� 	������ � ��	 � ��� 	�����	 ��� ����� �� ��	��� 	���� � ������� � (� �� ����	����� ��
���� � �� � �	�" <= �� �/ > ����	� ��� ��� ��#��� �� �� ��	��� 	���� ��� �����	� �	��	��
���� ��������� ��	 �� ��� ����

(k, ω) ∈ IR × C+ 
 ���� Re(ω) > 0

 �� �� ���� � ������ 


�!� ��	� 
 )�	� ��	���	��� ��	 �� ������������ �� ��#�� ��� 	������ 	�����
µi(0, 1)

��
� �������

P(0,1)(µ)
� �� �	��	���� � ��	�	� �� �"���� ��� ,�����	� ���� ����� <= �'=	> 
���� ����� ;

P(0,1)(µ) =
(
µuR + 1

)2 ((
µuR + 1

)2 − µ2a2
R

)((
µuR + 1

)2 − µ2c2R

)
. <= �'= '>

(�� ���������� #�� �	����� �� (�� <= �'&	> ���� �����,����� 
 �� ��� ��� �� ��������	 ���
�� ����� 	����� �� ��	��� 	���� � ������� ����

P(0,1)(µ)
��� 	����� �� �	����!� � ,�����	

((
µuR + 1

)2 − µ2c2R

) 
 � ��� ;

µ1(0, 1) = − 1

uR − cR
> 0. <= �'=�>

*��� ����� �� �B �� ��� ���� ����� ������ 
 ���� 	���	������ 

σ = 0

�� <= �'.=> � ����
����� ����	������ 
 ��� ���� 	������ �� �	����!� � ,�����	 �� � �������

P(k,ω)(µ)
��

<= �'=	> ���� ���������� ��� ������ ��	 ;

µ±(k, ω) =
−(ω + ikv)u+ 3ikR12τ

u2 − c2 <= �'=2>

±
√

(ω + ikv)2c2 − 6ikR12τ(ω + ikv)u − k2(9R2
12τ

2 + (u2 − c2)(T0 + 3R22τ)

u2 − c2 .

?� ��� � ���	� �� ��������	 ��� ����� �� 	�����
µ−(k, ω)

����
(k, ω) = (0, 1)

��@�����
���� <= �'=�> 
 �� ��	�� ��� �� �	��	�� � ����	��� �� ��#�� �� �� ��	��� 	���� ��

µ1(k, ω)������� �� 	������ ������� ;
µ1(k, ω) = µ−(k, ω).

�� � ���!	�  0��	 ��� �	��	��� � ��������� �� �� ,������� ��������
(k, ω)→ µ1(k, ω)����

IR×C+ 
 ���� �	�� ����� � ������	 ���� ������� ���������� �� �������
Ξ(uR, k, ω)�0��� �� <= �'��> 
 �� ����	������ ���� �� 	����� ��		� �� <= �'=2> 
 ��@����� ���� ��

����	� 	�� �#���, � * ��� ����� �� �B�� ��� �� �����	� �� �� ,������� �������� 	�����
��		� ��� 	����� ��	

IR− � ����� ,������� ���� ���	� ���������� ��	
C \ IR− � ?�

��� �#	���� �� � ���	 � ����� �� � ���������
ω̃ = ω+ikvR

uR

� (� �������� ��� ���� ��
��	���	���	 ���

(k, ω̃) ∈ IR× C+ 
 � ��	 �������� �� �� ����
χ ∈ IR ���� ;

Ξ(uR, k, ω̃) = −χ2c2R(< 0), <= �'=/ >
� ��� ��	!� ��� ����� ��	

c2R
;

u2
Rω̃

2− 6ikRR
12τRu

2
R

c2R
ω̃− k

2

c2R

(
9(RR

12)
2τ2

R +
(
u2

R−c2R
)(
T0 +3RR

22τR
))

+χ2 = 0. <= �'=&>
(� ����	�� ����� 	���� �� ����� ������� �� ������ ��#	 ���� ;

k2

c2R

(
1− u2

R

c2R

)(
9
(
(RR

12)
2 −RR

11R
R
22

)
− T 2

0 − 3T0

(
RR

11 +RR
22

))
− χ2. <= �'=�>

�=�



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

�� 	��� ����� ��� uR

cR
< 1


 �� ����	�� ����� ��� �#���, � ��	 ����
χ

����
IR


  ��
��������� ��� �� ������	 �� *������� �	�0� �� �	��	�� �� 	���������� � ����� �	��	��
��� �����,���� ��	 �����	������ ���� ��� � ��!��� *+$ ����� ���� �� � �����	�� <���	�"����	� / > � ������� <= �'=�> ��� ����� ������� ��� �#���, 
 � �������� �� ������ ��#	
��
ω̃ <= �'=&> ��� �� ���% ��	� ���� 	������ �� �#����	�� ��	� 
 �� ��� �������� ��� ���

ω̃	������� <= �'=/ > ���� ����� ��	 � ����
iIR

�� ����
C
� �� ����������

(k, ω̃)→ µ1(k, ω̃)��� ���������� ��	
IR× C+ 
 ���� Re(ω̃) > 0

� ������� Re(ω) = uRRe(ω̃)
��	 <= �'� '> 
���� �����

(k, ω) → µ1(uR, k, ω)
���������� ��	

IR × C+ 
 ���� Re(ω) > 0
� ��0� 


��� ���	������� ��� ����	�� 	���
ρ+(uR)

��
ρ−(uR)

�� <= �'�.> �� �������� ��� ����
	������ �� �#����	�� ��	� �� <= �'=�> ���	

χ = 0
� ���� ������� �� �	���� �

�	 ��� � ��
Λ1(uR, k, ω)

���,�	� � ���  �� ������� ��� � �	�� ��� �� ��	�#	��"� <= �� ��> 
 �� �������� � ����
��	��	 ��

ω
�� ,�������

(k, ω) → µ1(uR, k, ω)

 � ��	 �0��	 
  

uR
0� 


(k, µ1) →
ω(k, µ1)

� 3� ������ ��������� ����� ;

ω(k, µ1) = −(µ1uR + ikvR) +
√
µ2

1c
2
R + 6ikµ1RR

12τR − k2(T0 + 3RR
22τR). <= �'=.>

( ������	� ������� �� ��#�� ������ �� 	����� ��		� �� <= �'=.> ��� ���� �� ��������
k



�� �� �	#���� �� Re(ω(k, µ1)) > 0
�

(� ������	 �	��	�  #���"�
Λ1(uR, k, ω)

��� ���	� ����� ��� ��� ��
3
��

4
�� �� �������

<= �� ��> 
 �� � ��	�� �� ��	�����
(k, ω̃) ∈ IR× C+ ;

Λ1(uR, k, ω) =




0

−µ1(uR, k, ω̃)ρRuR

(
µ1(uR, k, ω̃) + ω̃

)

−ikρRuR

(
µ1(uR, k, ω̃) + ω̃

)

µ2
1(uR, k, ω̃)

2ikµ1(uR, k, ω̃)
−k2




, <= �'=�>

����
µ1(uR, k, ω̃)

�0��� �� <= �'�.> 
 <= �'��> �

�	 ��� � �� tD−1
u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃)

(� % ��������� �� �� �	���,�	� �����
u→ v(u)


 ����� ��
uR


 � ��	�� ;

Duv(uR) =




1 0 0 0 0 0
uR ρR 0 0 0 0
vR 0 ρR 0 0 0
−2IR 0 0 1

ρ2
R

0 0

v2
R

2 0 ρRvR −1
2

(
RR

12

RR
11

)2
RR

12

RR
11

0

0 0 0
(

RR
12

RR
11

)2
−2

RR
12

RR
11

1




.

�=2



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

(� �	���� ��� �� � �����	�� �� ����� � ��	��� ��� ;

t

(D−1
u v(uR)) =




1 −uR

ρR
− vR

ρR
2ρ2

RIR
RR

11

2RR
12
v2
R +

RR
12

ρR
v2
R

0 1
ρR

0 0 0 0

0 0 1
ρR

0 −vR
RR

11

RR
12

−2vR

0 0 0 ρ2
R

ρ2
R

RR
12

2RR
11

0

0 0 0 0
RR

11

RR
12

2

0 0 0 0 0 1




.

���� �������� ���	� �� � ����	������ <= �'=�> ���	�� ��� �� ������	 �	��	�  #���"�
Λ1(uR, k, ω)


 �� ������	
tD−1

u v(uR)Λ1(uR, k, ω)
	��"�	�" ;

tD−1
u v(uR)Λ1(uR, k, ω) =




µ2
1(k, ω̃)(c2R − a2

R)− k2(c2R − 3a2
R)

+(µ1(k, ω̃)uR + ikvR)
(
µ1(k, ω̃) + ω̃

)
uR

−k2v2
R + 2ikµ1(k, ω̃)

(
RR

11

2RR
12
v2
R +

RR
12

ρR

)

−µ1(k, ω̃)
(
µ1(k, ω̃) + ω̃

)
uR

−ik
(
µ1(k, ω̃) + ω̃

)
uR − 2ikµ1(k, ω̃)vR

RR
11

RR
12

+ 2k2vR

ρ2
Rµ1(k, ω̃)

(
µ1(k, ω̃) + ik

RR
12

RR
11

)

2ikµ1(k, ω̃)
RR

11

RR
12
− 2k2

−k2




,

<= �'==>
���	
���  �� �� � �� #������� ,�	� ����� ���

k
 �	� ���� <= �'==> 
 ���� 	��	������

�� ������	
tD−1

u v(uR)l̃1(uR)
�0�� �� <� �/2>  � �� ������� �� � ����� �� �� ��������

��	����	���� �� �"� � �	��� 
  �� ,�����	 ������ ������, �	!� 
 ���� ��	
ρ3

Rµ
2
1(0, ω̃)

� �����
�	�0������ ��� � ��� �� 	��� ����� ���

µ1(0, ω̃) = − ω̃
uR−cR

�

( � ,�	���� ��	������� ��� ���� �������� �� ������	 <= �'==> ��� ����� ���� ��
������� <= ��> �

' (� (� � 63,-+6�-5643 72� +21-5643� 72 �-05 �,3,+-16�,2�
(� ������� <= �2> ����� �� ����	��� �����!�� ��� 	�������� �� ���� #�	������ 


���� ���� ��������� ��� ��	���� � � ��� 	�������� �� ������	 �� ��	�#	��"� <= �'�.> � ��	
�� �	� ���	� �� ����	������� � �	� ������ � ��� ����	 ��� ,�	����� �	�� ���� �

�=/



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

tD−1
u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃) =





c2L

{
(µ1(uR, k, ω̃)ω̃M2η2

R

+µ2
1(uR, k, ω̃)

(
(1 +M2

R)
M2η2

R

M2
R

− β2IR
η2

R

)

−ikω̃αβ2ηR(r − 1)

+ikµ1(uR, k, ω̃)αβ2

(
(1 + r)ηR +

β2IR(1− r)2
M2η3

Rr

)

−k2

(
α2β4

M2
(1− r)2 +

M2η2
R

M2
R

− 3β2IR
η2

R

)}

−µ1(uR, k, ω̃)cR(µ1(uR, k, ω̃) + ω̃)MR

cRk

{
− iω̃MR + 2k

αβ2MR

M2ηR
(1− r)

−iµ1(uR, k, ω̃)MR

(
1 + 2

β2IR(1− r)
M2η4

Rr

)}

ρ2
L

{
µ2

1(uR, k, ω̃)

η2
R

+ ikµ1(uR, k, ω̃)α
rηR

IR

}

−2k2 + 2ikµ1(uR, k, ω̃)
IR
αη3

Rr

−k2

��� � = ��  ���	������ �� tD−1
u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃)

���� �� ���	� ����"�	� � ���� ��	�
	������ �� *����	�����

�=&



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

MR

ηR





ρLcR

{
ω̃(1− ηR) + ik

αβ2

M2
(1− r)

}
.

0.

ρLc
2
LηR

MR

{
ω̃αβ2(1− r) + ik

(
(1− 3β2)

(
1− 1

ηR

)

+
β2

ηR
(ζ2(1− ηR)− α2) +

α2β2r2η3
R

IR

)}
.

τLc
2
LcR

{
ω̃β2

(
(IR − ηR)− ηR

(
κI +M

∂κI
∂M

))

+ikαβ2

(
β2

M2
(1− r) + 2(rη3

R − 1) +
β2

M2
(1− r)

(
κI +M

∂κI
∂M

)

−
(

2κI + 3Mβ2 ∂κI
∂M

− β∂κI
∂β

))}
.

ρLc
2
LcR

{
ω̃

(
α2β2

2

(
β2

M2
(1− r)2 + ηR

(
r2η3

R

IR
− 1

))

− ηR

(
κEt +M

∂κEt

∂M

))

+ikαβ2

(
(ζ2 − α2)

(
rη3

R

IR
− 1

)
− 2(rηR − 1)

+
(r − 1)

M2

(
M2ηR + β2 IR

η3
R

− β2

ηR
(ζ2 − α2)− α2β2r2η3

R

IR
− α2β2

2

)

+
(1− r)
M2

(
κEt +M

∂κEt

∂M

)
− 3

(
2κEt −M

∂κEt

∂M

)

+
1

αβ2

(
(1− ζ2)− 2α2

) ∂κEt

∂α
− 1

β
(1− 3β2)

∂κEt

∂β

)}
.

ρLc
2
LcRβ

2(ζ2 − α2)

{
ω̃(1− ηR) + ikα

(
β2

M2
(1− r) + 2

(
1− rη3

R

IR

))}
.

��� � = �2  (���	��� ��� 	�������� �� ���� #�	������ ���� ���� ��������� ��� ����
�� ���	� ����"�	� � ���� ��		������ �� * ����	�����

�=�



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

' (� (� � :+4:4� 72� +21-5643� 72 1- �4+.2 -76.23�6433,2 70 7,52+. 6�
3-35 72 �4:-563�� 6

(� ���	� ����� �� (��������� <= �'&2> 	����� �� �	����� ������	� ��� ���� ������	�
	��� ������� ��� ������� ���� ��� �������� <= ��> �� <= �2> � ?� �	���� �� ,�	� � �������� ;

∆(uR, k, ω̃) = ρLc
2
L∆2D(k, ω̃),

��
∆2D(k, ω̃)

��� ���� ��� ������ � (� ���	� �����
∆2D(k, ω̃)

�� ��� ��� ����	� ����	��
���� ��������

(α, β, ζ,M)
� * ��� ����� �� �B �� ��� �� ����	� ���� ��� ������

r
����

��	 �� ,�	���� <= �'�/ > 
 �� �� ��� ��� �� ��� ����	� �������� �
( ����� �� ��� �������� <= ��> �� <= �2> � �	� �� �� 	�� �	���	 ��� �� ����	� � �����

k����	����� ��	 �� ��������� �	�� �!	� �� ��� ��		 � +� ��������� �	�� �!	� ����	�����
����� ������� ��� �� �	����� 
 �� �� 	��� �	� 
 ���� �� ����	�

α

 ���� �"��#�	 �� ��#��

��
k

��������  	����	��	 �� ��#�� ��
RL

12

� (� �0������ ��
ω

 ��	��	 ��
ω̃

;
ω = uRω̃ − ikvR,

������� ���	�  �"��#�	 �� ��#�� �� �� ������� ���#��������
vR

� ������#�	 �� ����	�
� ����� ���#������

k > 0

 ��

k < 0

 �������� ����  �"��#�	 �� ��#�� ��

v
��
R12

����
�� �������� �"� � ���� ������	� � ����� ����	������ ���� )�	� 	���	��"� �� ,��� ��� 

�	�� ��#��	 ��� ���� �� �"�� ����

RL
12 < 0


 �� ����� �� ���
RL

12 > 0

 �� �"��#���� ���

������� ��� ��� ��#��� ��
R12

�� ��
v

 ���,�	� � ���  � ����� �� ����!� � ����� ����

�	�� ��� �� ��	�#	��"� </ �� �'> � �� ���������� ��� 	�������  ����	 
 ���� 	��� �	����
��� ��� ����� � ����������� ,�	�� �� �� �������� ����	� 
 ���� ���� �������� �� ��#��
��

k
� �� � ����	�� ��	� �� 
 �"��#�	 �� ��#�� ��

R12
��
v

���� ��� �������� �"�� ����
� ��B ���� ��� ��� �	��	��� �� �������� �������� ����������� �
?� ,��� � ��������� �������	 ��� � ����� ��� ����������� ��

∆2D(k, ω̃)
���	 ��� ���������

ω̃
�� ��	��� 	���� � ������� � � ���� ����� �� ��������� ��#�	���� �� ���	� ����� 


����� ���� ��� � ��� ��� 	����� ��� #	��� �� �	����� � �� � ��	#�� ��� ��� ���� 	���
� ����� �����	!� �

' (� (� *+6386: 2 72 1 �-+�0.235
( �������� �������� �	�� ��� �� ����� �������� � �	� ������ �� �����	�	 ��� �	��

�������� � ���� ,������� �������� ���� �� ��� ���� ��
C
� ?� � ��#�� �� �	����� � ��

� ��	#�� ��� � ( ��	#�� ��� � ��� ����	� ��������
z
��� �� ��#������ � ���#���� �� �"���

θ
�� �� ����	� �������� �	�� ���� ,�	� � � ����	�

z = ρeiθ
�

� � � ���!	�  �����	 �� �	����� � 
 ���� 	��� ����� �� �� ���� ��� ,������� � 	�� �	�"� �
���������  �� �� ��������� � �
�� �
��� � � �� ��� ���� ,������� � 	�� �	�"� ����
�� ����	� ������� D 
 ��� ,�������

f(z)
�0��� �� ���������� ���� �� ����	� D′ ������

�� �������� �� D �� �������� �� � ����� ����� 
 ���� �"���� ��� �� � � �� � ��	
f(z)

�
� ��� ����� ���	� <���	 �&=� ���	 ��� �� ����	����� > ;

����
���  �� �� �� 
 ��� �� � �� � �	
������ � � ����
f(z)

�� � . ������� � '"�� �"� � �
��� ���������  ��� �� ��!�"� D � ����

Γ
�� #�" �"����'  ��� �������

K
�������  ���

D ��� ��� �� . ������� ���� ��� �
f

� ���� � �  � � � ���$ � �  � "���� �� ��"
Γ
� 0 ��"� � �� �����'

�� �!���� � ���� 4
1

2iΠ

∫

Γ

f ′(z)
f(z)

dz = Z − P, <= ��		>

�=.



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

��
Z

 '� ��� � �� ���� �  �� �" "��  � ������ �����'  �� "���� ��  � � �'������� 4

f(z) = 0,

������� ��  ���
K $ �� ��

P
 '���� � �� ���� �  �� �" "��  � ������ �����'  �� �� ���  �

f
��������  ���

K
�

� � � ��� ��
γ : t ∈ [a, b] → γ(t)

 '� ��� � �� � ��"�� '�"�������  � �� ���"#� . �"� '�
�"����'�

Γ
(� ��� �� ����  �

γ(a)
+
γ(b) = γ(a)

* $ ���"� � ��"��� ���
θ(t)

 � �� . �������
f(z)

!�"��  �
γ(a)

+
γ(b)

����� 4

1

2Π
(θ(b)− θ(a)) = Z − P. <= ��	 '>

���� ��� ������������  ����	 
 ��� ,�������� ��������� ������ ���� �����������
���� � �����	� D �� ���� �����	�� ���	� 	������ ���������� ; ���� ����� � ���� ������
��� �� � � ��� ���� D �� ��	�� ��� �� ��	������ � ��	#�� ��� 
 �� ����	� �� �"��� 
 � ���	�
�� ���# �� �� ���	� � ,�	� � �	�����

Γ
��@����� ��	 <= ��	 '> ���� ;

1

2Π
(θ(b)− θ(a)) = Z. <= ��	�>

�!� ��	� 
 �!� ��� ����� ��	������ � ��	#�� ��� �� ���# ��
Γ

��� ����� 
 �� � �� � ��� ��
	�����  

f(z) = 0
���� �� ��� ����

K
�� � �	�

Γ
� �� 	�����"� 
 ��� ��	������ ��� �����

�	�"�� � ��� ������� � ��� � ���� ��� 	����� ����
K

�
(� �	����� � �� � ��	#�� ��� ��� #���� ��� ��� �� �"�	!� � �� ����	� �� ���	� � ���	
���	"����	 ����� ��	� �����#�� 
 �� �������� �� ��������	 ��� �� ����	� �� ,��� ���
� ��	#�� ���

θ ◦ γ(t) ��	���	� �� ��	��� �	�#���� �	���� 
 ���� �� ���� �	�#���� �	����
� ��	 0��	 � ��	��������� 
 ��	����

γ(t)
�� ��

γ(a)
 
γ(b)


 ��		��� ��� �� ����	� �� ���	�
�����	 �� � ��	�#���

O
�� ��B ����� �� #	��"� ��

f ◦γ(t) ���� �� ����
(Re(f ◦γ(t)),Im(f ◦

γ(t))
� ?� �������� �� �	���	� #�	��  �� ���������������� ��#�� �� �� ����	� �� ���	�

� �	� ������ �� % ����	�
f ◦ γ(a)  

f ◦ γ(b) � � ���� ����� �	��	�� #�� �	���� ��� ����
�������	��� ���� �� ����� �
* �������  � ����� �� �"�	!� � <= �2 �/ > � ��	 ��������	 ��� ��� �	�� �������� � ����
,������� ���������� ��	

Γ
������� )�	� ���� � (� 0#�	� <= �'> ����� � �������� �������

� ���� ,������� � ������� ���� 	������ �� �#����	�� ��	� �� � ���� ,	����!	� �	�����
Γ��������� �� ���� �	�� �� ��	��� � �	� ������ �� ��� ������	��	 <��� �	�� � ����� �!�

��	� ��� ������������ ����
K

> � +����#���� ��� 
 ���% ��	� � ���	!� �� �"�	!� � <= �2 �/ > 
�� � �	�
Γ

���� )�	� �"���� �� ��	��  ����	�	 ��� �� ,�������
f

� ���� ���������� � ��
���� ����� ��� � ��	 �� 0#�	� <= �'> 
 �� ,������� ����� ��� ���������� ��	

C+ 
 ����
Re(z) > 0


 ���	� �� �������� �� ����	���	� <= �'> �� �	#���� ��� �� � �	�
Γ

��� �"����
�	���	��	�� ��� �	� �"� ��	 �� �	���� 
 � ��� �������� 
 �� � ���� �� �#����	� ��	 Re(z) = 0

�
��0� 
 �� � ��� ���"���� ���� ���	 � ��� ������� �� �	� ��	 �� ��� ������

C+ �����	 
 ���	
�����	�� ��� � ��� )�	� ������ �� ������	��� �� ������	

Γ
�� 0#�	� <= �'> ���� ��

	����
R0

������� ��	� � ���0�� �
���� ��������� ����� ������� �� �	�� ����� �� ������� ������	��� �	!� ������� ��� ��
� ���!	� ���� ���� �������	��� �� �	����� � �� � ��	#�� ��� ���� ��� ��������  ����	 �
������	��� �� ,������� ���������� ��	

C

 �0��� ��	 ;

f(z) = z2 − 1, <= ��	2>
�=�



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

Re (ω)

Im (ω)

−R0

+R0

2

1

��� � = �'  � ���	� ������� � ��� ������	
Γ

� ��	 �� ��� ������ Re(ω̃) ≥ 0

��� ������ ��� ���� 	������ <	�����> z+ = 1
��
z− = −1

� ���������� �� �	����� � ��
� ��	#�� ��� � ��	 ������������	 ��� 	������ �� <= ��	2> ����

C+ = {z ∈ C, Re(z) ≥ 0} �
 ����� 0� 
 ������	��� �� � �	�
Γ

�	���� ���� �� ���� �	�#���� �	���� �� ��	�� �	
��	

γ(θ,R) = Reiθ

 ����

θ ∈ [−Π
2 ,

Π
2 ]

��
R > 0

������� ��	� � ���0�� � ���� ����� ��
��	������ � ��	#�� ��� �� �� ,������� <= ��	2> ��	����

θ
��	���	�

] − Π
2 ,

Π
2 [


 ��� � �	���
���� ������� � ����� ��	������ � ��	#�� ��� �������  �� ��	������ � ��	#�� ��� ��

R2e2iθ

�� ���� ����
2Π

� ?� ���� ,��� ���	� ����� �	 �� ��	������ � ��	#�� ��� �� ���# �� � ����
�� �#����	� ��	 � (�	����

θ = Π
2


 ��
θ = −Π

2


 ���� ������ �����	
f(±iR) = −R2 − 1



� ��	

R ∈ [0,+∞[

 ����	� 	�� ���% ��	� �#���, ���� �� �"��� ��� ���� ��	 ��������� ;

�� � �� � ���� ��� �� ��	������ �� �"��� �� ���# �� � ���� �� �#����	� ��	 � (� ��	������
� ��	#�� ��� �� ���# ��

Γ
��� ���� ��

2Π

 �� ��� ����� � ��� ������� � ���� ����� 	�����

� ��	 �� ,������� <= ��	2> ����
C+ 
 ���� � ������� �

� 	�� ����� ��� � ���!	� ��B	���� � ������	 �� ����	� �� 	������ �� �� ,������� <= ��	2>�� ������	��� ;
g(z) =

f(z)

P(z)
, <= ��	/ >

�� �� � �������
P(z)

��� �����	��� �� ��	��  �� ��� ��� ��	� � �� ���� "��� ��#	
��@����� ���� ���� � ��

f(z)
�� �� ��	��  �� ��� ��� ���	� �� 	����� ��	

C+ � (� �"���
P(z) = (z + 1)2

�������� � (� ,������� ;

g(z) =
z2 − 1

(z + 1)2
, <= ��	&>

��� ���������� ��	
C+ 
 ��� � � ��� ���� ��	 �����	������ ����

C− �� ��� �	�� ��
g(z)����

C+ ���� ��� � )� �� ��� ���� ��
f(z)

� ( ����	)� � �����	 �"����
P(z)

���� �� ��	� �
�� ���� "��� ��#	 ���������  ���� � ��

f(z)
����� �� ,��� ��� 
 ���� � ���������� �� ��

��	������ � ��	#�� ��� ��
g(z)

��	����
θ

��	���	�
] − Π

2 ,
Π
2 [

���� �� 	#�� �
R → +∞ 


�==



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

���� ����� ;
lim

R→+∞
g(Reiθ) = +1,

���	
θ ∈

]
−Π

2
,
Π

2

[
, <= ��	�>

�� ��	�� ��� 
 ����	��	�� ���  
f

�� <= ��	2> 
 �� �"��� �� ��	�� ��� � (� ��	������ � ��	#��
� ��� ��

g
� ���� ����  �����	 ��� ��	 � ���� �� �#����	� ��	

iIR
��
g
	���� � �	�� � �����

�	��	�� �� � �	������ ��� �	!� �#	���� �!� ��� � ��� ���"���� �	����	  ��� ���������
��� 	���� �� ����	� �� ���	 �� ��B����� �� #	��"� ��

g
���� �� ����

(Re(g),Im(g))��	����
iIR

��� ��	���	� �� % ��#���� �� ����	�
g(−i∞) = 1

 
g(+i∞) = 1

� � ����
����� ��	��#�� ��� ���� �������� ���� �� 	��"�	�"� �� �	� ������� �� ���	� �����
�� (��������� �

' (� (� *+4:+6,5, 7 �94.4�,3,65, 70 7,52+. 63-35 72 �4:-563�� 6 25 -:�
:168-5643�

���� �	��	��� � ��"� ������� �� ���	� ����� �� (��������� ,��������� � ���������
���� �� �	����� � �� � ��	#�� ��� �� �����	�� ��� �� 	������

ω̃
�� ��	��� 	���� � �������

�� ����� ; Re(ω̃) ≥ 0
� ��� ���� �	��	��� ���� �	���� ���� ��������� �� �� ����	�

�����	������ �� ��� �����	������ �� ����!� � <= �'> �� ���� 	�������� �� ������	  � ����
�	�#� �� +�		� �� '� � ��	 ��� �� ����	����� ���� �� ���	� ����	��� �
(� �	�� �!	� �	��	�� ��� � ��������� �� � ������������

(k, ω̃) ∈ IR×C+\iIR→ ∆2D(k, ω̃)



��� � ��� )�	� ������ ��� 
 �� �� �� ������� ���������� �� �� �����	 �	��	�
µ1(k, ω̃)


 ��
(k, ω̃) ∈ IR×C+ 
Re(ω̃) > 0


 ����� �� ������� �� ���� � <= �2 �'> � ����� �	��	�� � �	� ��
�� 	��"�	�"� ��� �	�� ��������

ω̃
����

C+ ��	 �� �	����� � �� � ��	#�� ��� 
 �� ,������
�"��� � ��� ������	 ,�	�  �	����

Γ

 ���� � �����	� ������� ��� ����� ��	 �� 0#�	� <= �'> 
����

R0 → +∞ 

Γ

���� ��� ������ ��� ��% ����� ��	 �� �	����  � ���� ��� �� �#����	��
��	� �
�� ���	� �� �� ������� �	��	�� 
 � ������������

(k, ω̃)→ ∆2D(k, ω̃)
��� �������	�� ���

� �������� ��� "�� �#!�� �� ��#	
p

 � ��	 �� ��	���� ����	�

p ∈ IR 
  �����	 ;
∀(k, ω̃) ∈ IR× C+, ∀t > 0,∆2D(tk, tω̃) = tp∆2D(k, ω̃). <= ��	.>

(� �"�	�� �� ���	� ����� �� (��������� � ���	� �� ��� ��� � ����� �� �� �"����	 ��� ����
���	� �	��	��  �	���� {r−i (uR, k, ω̃)}1≤i≤n

� �������� ��� "�� �#!��� �� ��#	 �	� <���	����> � �� ���������� 
 �� ���	� ����� �� (��������� ��� "�� �#!�� �� ��#	 �� � (� ���
���	 �	���� �� ��#	 � �"�� �#��� �� ��� �� �"��� �� �� ,�� ���� �� ������	� �	��	�� �
���� ����������  �� 0� �� ����� ������� ��� ���� ���	� ��� �� ��#	 ���� �	��� �
�� ���������� �� �� �	��	�� <= ��	.> 
 ���� ����� ;

∆2D(k, ω̃) = |k|p∆2D

(
k

|k| ,
ω̃

|k|

)
, ω̃ ∈ C+, k 6= 0, <= ��	�>

�� ��	�� �� ���� ���������
ω̃(k)


 ���� Re(ω̃(k)) ≥ 0

 	����� ��

∆2D(k, ω̃) = 0

 ����

k 6= 0

 ��� ����� ��� ;

∆2D

(
1,
ω̃

|k|

)
= 0,

���	
k > 0, ∆2D

(
−1,

ω̃

|k|

)
= 0,

���	
k < 0. <= ��	=>

� 	� � �� ����� ����	������ 
 �� ��� � ���� �� �����	�	 ��� �	�� ��������
ω̃

 ����

Re(ω̃) ≥ 0

 ��

∆2D(k, ω̃)
�� ,������ 	��� ������� ��� �"��� ��

k = 1
��
k = −1


 � ��� ;
�����	�	 ��� ����������

ω̃, Re(ω̃) ≥ 0,
������ ���

∆2D(1, ω̃) = 0
��

∆2D(−1, ω̃) = 0.
<= �� '	>

2		



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

*��� ����� �� �������#�	
k = −1

�� ���� ��
k = 1


 ��������  �"��#�	 �� ��#�� ��
α

 � ���

 �	�� ��#��	 ��� ���� �� �"� � ����
RL

12 < 0
�

( ��� ������� �� ����������
ω̃

����
C+ 
 ��������� �� <= �� '	> 
 ��� ����� �� 	��"�	�"���

���� ,�������� ��������	��
ϕ+(ω̃)

��
ϕ−(ω̃)


 ����������� ��	
C+\{iIR} 
 ��	��#���� 	���

� ������� ��� 
 ��	 �����	������ 
 ��� � )� �� 	������ ���
∆2D(1, ω̃)

��
∆2D(−1, ω̃)


 ����
�� �	��	�� <���	 �� ��	�#	��"� �	�����> ;

lim
R→+∞

ϕ+(Reiθ) = lim
R→−∞

ϕ−(Reiθ) = 1, θ ∈
]
−Π

2
,
Π

2

[
. <= �� ''>

?� � ��#�� ���� �� 	���	� �����	
∆2D(1, ω̃) <	��� ������� ���

∆2D(−1, ω̃)
> ��	 �� � ����

���� ��
ω̃

 � ���� ������ ��� �� 	����� ��	

C+ 
 �� � ������� �� � )� � ��������� ��
ω̃ = Reiθ

���� �� ��� ���
R→∞ �

3�� ����� 	���	� ��������� ��� ��� 	����� � ����� �� ��	 �� �	��	�� �� �������� ��	�����
	���� �� �"� � �	��� 
 #�	��������� ��� ��� ��� ����

limR→+∞ ϕ+(Reiθ)
��

limR→−∞ ϕ−(Reiθ)�� � ������ )�	� ������ � 3�� ,���� �� � ��� ��������	� ��� �� 	��� ���	 ��� � ��	 ��
����	� � �����

k = 0

 �� ���	� ����� �� (���������

∆2D(0, ω̃) <= �'&&> 
 ��@����� ����
�� ���	� ����� �� $ �% �� ��� ���� ������ )�	� � �����, � ��	 ��� �"����� �� �����
�� * ����	����� ������	�� ���� ����� ���� � ���� 	�������� �� ������	 �� �"�	!� �
<� �� ��> � � !� ��	� 
 �� �	��	�� � �"�� �#��� <= ��	�> �������� ��� �� ��� ����������
��

∆2D(k, ω̃)

 ���� �� ��� ���

k → 0

 �� �#� �� ��� ���������� ��

∆2D

(
1, ω̃

k

) 

k > 0


 ��
∆2D

(
−1, ω̃

k

) 
 ����
k < 0


 ���� �� ��� ��� |k| → 0


ω̃ ∈ C+ ���� 0� � �� ��� � ���� ���	�

��� �� 	������ ������� �
(� 	������ ������� �	���� � ���������� 	��"�	�" ;
� 
�� �� �� ���  �� �� � � �'�� �!�����  �

∆2D(1, Reiθ)
("��� ����!�� ���

∆2D(−1, Reiθ)
*

���"
R→ +∞$ �!��

θ ∈]− Π
2 ,

Π
2 [$ � �'�"��

P∞(β,M)R3e3iθ $ �!�� 4

P∞(β,M) =
M3

R

(1−MR)2η3
R

∆1D(β,M) > 0, <= �� '�>

��
∆1D(β,M)

 '� ��� � �� !�"���� � �� ������� '�$ ���"� � ��� �� (� �5 )* $  �  '��"� �����
 � � �,  � (� �5 �* �

� 	� � �� ��� ��������� 
 ���� �	�� ����� � ������	 � ��� ������� �� ����������
ω̃



Re(ω̃) ≥ 0

 ��������� ��

∆2D(1, ω̃) = 0
��

∆2D(−1, ω̃) = 0

 �� �����	��� ��� 	������

ω̃
��� ,�������� ;

ϕ+(ω̃) =
∆2D(1, ω̃)

P∞(β,M)(ω̃ + 1)3
, ϕ−(ω̃) =

∆2D(−1, ω̃)

P∞(β,M)(ω̃ + 1)3
. <= �� '2>

������� �� �	���� �� �� �	�� ������� <= �2 �&> �
� '� ����"����� � *�� �	����� 
 ���� �� �	�� ��	 ����� 
 ���

∆2D(k, ω̃)
� ��� �� ���� �

� ���	 ����� ���� ;

∆2D(k, ω̃) = f
(
µ2

1(uR, k, ω̃)ω̃, µ1(uR, k, ω̃)ω̃2
) <= �� '/ >

+g
(
ikω̃2, ik (µ1(uR, k, ω̃))2 , ikµ1(uR, k, ω̃)ω̃, k2ω̃, µ1(uR, k, ω̃)k2, ik3

)
.

2	 '



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�� ���� 
 ������������� ��� ��
ω̃

���� �� 	������� <= �'�.> 
 �� � ;




µ1(uR, k, ω̃) ≃ − MR

MR − 1
ω̃; ω̃ → +∞, <= �� '&>

µ2
1(uR, k, ω̃) ≃ M2

R

(MR − 1)2
ω̃2; ω̃ → +∞,

�� � ��� ��� ������������� ��� 
 �� ��������� �� �������� ��� ����������  �� � ����
���� ��

ω̃3 ���� �� ���� ����� �	������ �� �� ���� � ��� �� �� ������ �� �� ,�������
f
(
µ2

1(uR, k, ω̃)ω̃, µ1(uR, k, ω̃)ω̃2
) � ��������� ����� ,������� ;

f
(
µ2

1(uR, k, ω̃)ω̃, µ1(uR, k, ω̃)ω̃2
)

= µ1(uR, k, ω̃)ω̃2
(
M2ηRMR(1− ηR)

)

+ µ2
1(uR, k, ω̃)ω̃

(
(1 +M2

R)
M2ηR

MR
(1− ηR)

+
β2MR

η2
R

(
(IR − 1)− κI −M

∂κI
∂M

))
.

<= �� '�>
�!� ��	� 
 �� �� ����� 
 #	��� ��� ���������� <= �� '&> �� �� �� �����

P∞
��

ω̃3 �� ��
��������� �� �������� ;

P∞(β,M) =
M3

R

(1−MR)2η3
R

(
(1− ηR)

M2η4
R

M2
R

(1 +MR)

− β2ηR

(
M
∂κI
∂M

))
,

=
M3

R

(1−MR)2η3
R

∆1D(β,M). <= �� '.>

���� ����� �	��� ��� �� ��������� �� �������� ��	����	���� ���� ��	����� ��� � �������
�� ��	�#	��"� <� �� �'> 
 �� ��� ��	� ��� �� �� ����	����� �

���� ��������� �� ��	�#	��"� �� �	�0 ��� ��� �� ���	� ����� �� (��������� ���
"�� �#!�� �� ��#	 �	��� ���� �� ,�	�������� ���������� <= �'&2> � ��	 �� �"��� ��
������	 �	��	�  #���"�

Λ1(uR, k, ω̃)
��� ��� ���� � ������ �	�� �� �

� '� ����"����� � ���� ����� �� ����	������� ��� 	�������� �� * ���������#����� #��
	������ 	��	����� ��	 �� ������� <= �2> � �� 	�� �	��� ��� �������� �� ��� �����	�� ���
��

ω̃
�� ��

k
� �� � ��� ���� �	�	� ����� ����	������� ���� �� ,�	� � ;

aω̃ + ikb, (a,b) ∈ C6, <= �� '�>
����	�� ��� "�� �#!�� �� ��#	 �� � ��	 ������	� 
 �� ������� <= ��> ������� �� ������	
tD−1

u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃)
� �	� �� � ��	�	� �� ��	���	 ���� �� ,�	� � ;

aµ1(k, ω̃)ω̃ + b(µ1(k, ω̃))2 + ckω̃ + dkµ1(k, ω̃) + ek2, (a,b, c,d) ∈ C6. <= �� '=>
2	�



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

+���� � ����	������ <= �'�.> �������
µ1(k, ω̃)


 �� � �� � ���!	� ������� ;




δ = k2

(
ω̃

|k| − iρ+(uR)

)(
ω̃

|k| − iρ−(uR)

)
≡ k2δ

(
ω̃

|k|

)
,

µ1(k, ω̃) =
MR

M2
R − 1

|k|
(
− ω̃

|k|MR + 3i
αβ2

M2ηR
rMR −

√
δ

(
ω̃

|k|

))
= |k|µR

1

(
ω̃

|k|

)
.

(� ������	
tD−1

u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃)
��� ���� "�� �#!�� �� ��#	 ���� � ���	!� <= �� '=> �� ���� 
 �� �	����� ������	� <= �'&2> ��� � �������� ��� "�� �#!�� �� ��#	 �	��� 
 �� ���

������� �� �	���� �

' (� (� �32 .,59472 30.,+6�02 /-�,2 �0+ 12 :+6386: 2 72 1 �-+�0.235
���� �	����� 
 ���� ����� ������� 
 ��� ��	��#�� ������ � ���������� ��� 	����

�� ����	� �� �	�� ��� ,��������
ϕ+(ω̃)

��
ϕ−(ω̃)

���� �� ��� ������ ��������
C+ �

(� �	��	�� � ��������� �� ��� ,�������� � ��	
ω̃ ∈ C+ 
 Re(ω̃) > 0


 � �	� �� � �������
������ �� �	����� � �� � ��	#�� ��� �� ,������ �"��� � ��� ������	 ,�	�  
 �	����

Γ
���

��� �	�� �� ��	 �� 0#�	� <= �'> 
 ��� ������ ��� ��% �����  � ���� ��� �� �#����	�� ��	� 

� ��� ������ ������	��	 ��	 �� �	���� ��� �	�� �� �#����	�� ��	� �������� � ���	 ���#�	
��� ��������� 
 ���� ���#���� ��	

ϕ
���� ���������

ϕ+
��

ϕ−
� ������� #	��� ���

��� ���� <= �� ''> 
 �� ��	������ �� � ��	#�� ��� ��
ϕ(ω̃)

��� ���������� ��� ����� ���� ��
��	�� �	�������

θ
��	���	���

]− Π
2 ,

Π
2 [


 ��	����
R → +∞ 
 �� ��� � �� � ������	 �����

��	������ � ��	#�� ��� ��� �� ���# �� � ����
iIR

� ( ����� ��� � ��� 
 �� � ���!	� ����
������� 
 �� �������� �� ����	� �� ���	� �����	 �� � ��	�#��� �� ��B ����� �� #	��"� ��
ϕ ◦ γ(r) 
 ���� γ = ir


 ���� �� ����
(Re(ϕ),Im(ϕ))

�� �	�� � ���� 	���	�� �	�������
�� ���� 
 ��	���� �� 	��

r
��	���	�

IR

 �� ������	���� ���� ��� �	�� �� �#����	�� ��	�

��
ϕ(ir)

� ���% ��	� �� ��	�� ��� ��� ���� <= �� ''> 
 �� #	��"� 	����� �� ������	 ,�	� 
% ��#���� �� � ����

(1, 0) = limr→−∞ ϕ(ir)

 �� � )� � � ����

(1, 0) = limr→+∞ ϕ(ir)
� (�

���� �� ��	������ ��
r

��� �"���� �� ��	��  �� �		�	 ��
(1, 0)

���� �� ���� �	�#���� �
�	���� <� ��	 � 	�����	 ���� �� � )� � ����> � ���	 0��	 ��� ���� 


r
��� ���� �� �	���	� �

� ���� 
 �����	�	 ��� ���	� �� ��B �����
ϕ ◦ γ(r) �����	 �� � ��	�#��� 
 ��	����

r
��	���	�

IR

 �������  ����������	 �� ����	� �� ,��� ���

ϕ ◦ γ(r) ,	���"� � ���� ��� 	��� ��
#���,� 
 ���� �� ���� �	�#���� �	���� 
 �� �����	����� �� 	������ �� ����	� �� ,��� ���
ϕ ◦ γ(r) �	���	�� �� � )� � ��� ���� �� ���� ��� �� �
?� � ��#�� ���� � ���"�� �	 ������ ��� �����	�

r ∈ IR

 ������ ���

ϕ(ir)
��		��� ���� ����

�� ����	� 	�� �#���, � �� � ����	�� ��	� �� 
 �� ���� ,��� �������	 ������ ��� ���������
	�����

r−
�� ;

Im(ϕ(ir)) = 0,
���� Re(ϕ(ir)) < 0. <= ���	>

���	 ��� ����� �����	
r−


 �� ���� �� ,	���"����� ��� �� ��� �����
IR−

��	
ϕ ◦ γ(r) ���

��	���	�� �� ������� Im(ϕ(i(r− + ǫ0)))
�� Im(ϕ(i(r− − ǫ0)))


 ����
ǫ0 > 0

����
��� ���� ��� � ���� � �� ���� ����� 
 � ��	 0��	 ��� ���� 
 ��� �� ��	�� !�	�

r
��	�� ��

� ���!	� �	�������� 
 ���	� �� ��B 	���� �� ��#�� ;
Im(ϕ(i(r− + ǫ0)))− Im(ϕ(i(r− − ǫ0))) < 0, <= ��� '>

��		��� ���  ��� �	���	�� ��
IR−

���� �� ���� �	�#���� �	���� 
 ���	� �� ���� ��B 	����
�� ��#�� ����� ;

Im(ϕ(i(r− + ǫ0)))− Im(ϕ(i(r− − ǫ0))) > 0, <= ����>
2	2



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

��		��� ���  ��� �	���	�� ���� �� ���� ����	�� �
��0� 
 ��	����

r
��	���	�

IR

 �� ,��� �	���	� #�	��  ������	��	 ������ ��� 	������

�� �#����	�� ��	� ��
ϕ(ir)


  �����	 �����	� �� �� ��	�� �	������� �� �������#� ��
r0



�������� �� ;

Im(ϕ(ir0)) = 0, Re(ϕ(ir0)) = 0, <= ���2>
� ��	 	���	�� �	�	 �� ����� ��� ��	 �� �	� �� ��	��� �� 	���� ���� 
 ��� ���� ��� � ��
��� 
 ������	���� � ��� �#����	� ��	

ir0

 ��	 �� �	���� 
 ���� � ���� � �������� �� �� 0#�	�

<= �'> �� ��� ��������� ����� ������� �� 	��� ��� 
 �� � ���!	� ��#�	��"� ���� 
 ��� �	�������
������	������ <= ���	> 
 <= ��� '> 
 <= ����> 
 <= ���2> 
 � �	���� ��	 ��� ��	���� 	����� �� �� ��
#����	�� ��

ϕ(ir)

 ��	����

r
��	���	�

IR
�

'� �������	 ��� �����	�
r ∈ IR 
 ��������� �� ;

Im(ϕ(ir)) = 0. <= ���/ >
� � �����	� ��	 <= ���2> 
 ��� ���������

r0

 �� <= ���/ > 
 �������� �� ���� ;

Re(ϕ(ir0)) = 0, <= ���&>
���	 �	�� ���	 ��� 	���	�� �	������� �� ����  � ����� � ��� �	� �� ��	��� ������	�
���� �� 	�����

ir0
� ?��	� ����	 �� �� �����	

+1

 �� �������	 �� ������	��� ��� �

2 � �����	��	 ������� ��� ��� ��������� �� <= ���/ > �	�0 ��� ;
Re(ϕ(ir)) < 0. <= ����>

/ � ���	 �� ������ ���������
r−


 ���	� ����	 �� �������	 �� ,	���"����� ��� �� ��
�����	

+1

 �!� ��� ;

Im(ϕ(i(r− + ǫ0))) − Im(ϕ(i(r− − ǫ0))) < 0, <= ���.>
�� ���� �� ��� � ��� ��#�� ��� �� 
 ��	� ����	 �� � )� � �������	 �� �� �����	
−1

�
& � 3�� ,��� % ���� �� � ����

(1, 0)

 �� �����	 �� �������	 �� ,	���"����� ��� �����

�� ���� � ��� �	�	�� �� ������ ����� ��� 	������ ��
ϕ(ω̃) = 0


 ���� Re(ω̃) > 0
�

+� �� ����	� ��� ��� ��� 
 �� �"� � ���� ���� ��� ������� ��� �������� � +� ��
����	� ��� ��� 
 �� �"� � ��� ������ 
  �� ��������� ��� �� �����	 �� �������	 ��
������	��� ��� ���� ����� � ���� �� �#����� 
 �� �"�� ��� ���	� ����	���� ��� ������ �
������ ��� ��� �������	� �� ,	���"����� ��� �� �� ������	��� ��� � ������ )�	�
��������� ��� ��� ���� 
 �� �"�� ��� ���	� ������ ��� ������� ��� �������� �

' (� (� �-+52� 72 �5-/6165,
*��� ����� ��� �� ���	� ����� �� (���������

∆2D
�� ��� ��� ����	� ����	�� ����

� ��������
(α, β,M, ζ)

� ( ����� �� � ����������� �� �� ���	� ����� ��� ���� ����
�� 0��	 ��� ��	�� !�	�� ���� ��� ��	����� ���#� ��� ���� �	������ �����	!� � ���,�	�
� � ���  �� � �"��� ��� 	���� ��	��� ���� �� �	����� ��	�#	��"� 
 � ����� ��
� ����������� ��

∆2D
	������  �����	 �� ����	� �� �	�� ���� �� ��� ������ ��������

C+ 
 ��� ,��������
ϕ+(ω̃)

��
ϕ−(ω̃)

������ �� <= �� '2> � ?� ��� � � ��	 ���� �� ������	

2	/



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

�� ����	� �� ���	� �� ��B����� �� #	��"� ��
ϕ◦γ(r) <ϕ 	��	������� ���� ���������

ϕ+
��

ϕ−
> �����	 �� � ��	�#��� ���� �� ����

(Re(ϕ),Im(ϕ))

 �� �� ������	

γ(r) = ir���	������ � ���� ��� �� �#����	�� ��	� � 3�� 	���	�� �	������� �� ���� < � ����� � ��� �	�
�� ��	���> ���� )�	� 	����� 
 ��	����

r
��	���	�

IR

 � ��	 ������	��	 ��� �������� �	��

�� �#����	�� ��	� ��
ϕ(ir)

�
� ��� �� �	�� ��	 ����� 
 ���� ������ ������	�	 ����� � �"��� �� 	��	������� �� #	��"�
��

ϕ ◦ γ ���� �� ����
(Re(ϕ),Im(ϕ))

� ��	 ��	������ �����	� 	��	���������� ���
����	�� 	�����

(α, β,M, ζ)

 ���� ���� ,�	��� ��	���	�	  ��� ����	�� ����� ���	 ���#�

�� �0������ �0� �� 	�����	 ��� ��	��� �� �������� �

����� �� �	 � �	�� ��� ����
�� 
��� ���

�� � ���!	�  #�	����	 �� �������� ��	����	���� �� �"� � �	��� 
 �		����� �������	�
 ����� ���� �� �������� �������� ����������� �� �"� � ���� 
 ���� �"��������� 
 � ���
������ ��� 


(β,M) ∈ [0, βlim(N)] × [1, 10]

 ��

βlim(N)
� � �0�� �� ��	�#	��"�

<& �� �/ > ������	���� �� ����	� 	����
ζ

 ���� �� �"��������� 
 ���� ����� �� ����� 
 ��� ���

ζ2 =
RL

22

RL
11

= 1
� ?� � � ���� 	������ �	���������  �� �"��� � ���� � ��� �	� 
 �� � ��#�� ��

������0�	 �� �	�� �� � 3�� ����  ����	� ��	�� !�	�� ������� 	������ ��� �	�� ���	�� �
(� �����!� � 	����� ��� � ��	�	� �"������ � �� �B �� 
 ���� ��� �"��� �� ��	� � ���� ��
�	��������,�	� ����� <���� 	��	���� ��	 �� � ��!�� �� *���� �&�� ��	 �������> % ���
�� 	� �� ����	���� �� ����  ����	�����	 ��� �������� �� *������� � ?� �� 	����� ��� � ���
� ��� 	����������� ��� � ����	 ���

RL
22

��	� �� � ��	�	� ��
RL

11

����� �� �"�� <�� � ��������
�� ��	���> �
� ��� �� � )� � �	�	� � ���� 
 �� �����	���� �� ���� ����� � �������	����

α

 ���� ���	����

����� ���� ���	
RL

12

�	!� � ���� 
 � ����� ���	�
α

�	� �"� �� �	� � ��� ������ 
 � �������� ����
�	�#	������ � � ���	 � ���� �	����� ��� �B ��� ���#������� �� ���� ������	�	��� ����
α ∈ [0, 1]


 ���� �� ���"��� ��� ��� �����	� ��� �	������ �� �� �� ����� � �������	����
�� ���� ��	������ ��� ��� �	!� ����������� �"������� ��� � �� ���� 
 �� 	��� ��� �� ��
� ������ �� ���	� �����  ���� ��� ������� �� ������	 �� *������� ��	 � ���� #���"�
<��������� �� 	����������> ��� ��� ����	����� ���

α ∈ [0, 1]
�����

ζ = 1
;

RL
11R

L
22 − (RL

12)
2 = ρ2

La
4
L(ζ2 − α2) ≥ 0 =⇒ α ≤ 1. <= ����>

� ������ ��� 
 ��� ����	� ����	�� 	����� ���� �"����� ����� ;

(α, β,M, ζ)
���� ���� ���

(α, β,M) ∈ [0, 1] × [0, βlim(N)]× [1, 10]
��
ζ = 1. <= ���=>

� ���� �� � ��������� ��
(α, β,M)

��
 �	 ��	� ����� �	�� ��

������ �� � ����
�
�� ���

*��� ����� 
 ���� � ��� �	� 
 ��� ���� ��		������ �� *����	����� 
 ���� ������ 	������
� ��� ��� ��� ���� �� �"��� ��� ����	�� 	�����

(β,M)
��	 � ��������� �� ��	����	������

����� �� � ���	� �� 0#�	� <& ��> �� ��� ������ ���� ���	����	  ����	� ��� �0� � ������	 � ���C����� ����������� ���
�	��� ��	�� !�	��

(α, β,M)
� ���� ��	���� � ��� �"� � 	�������� ��� ,��� �� 
 � ��	 ������

M = 1.5

 ��������� ��� ��	������� 	����������

β = 0.1

 � ��	 ���� ���	 � ���C����� ��

α

 ���� ���� ��#� ������ 
 ���� �� �	�� ��	 ����� 


β = 0.3
���	

M = 1.5
�� ���� ��

2	&



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

������ �����
M = 2

� ��	
β = 0.1

� ��� �	��� ��� ���� ������� � ��0� 
 �� ��#� ����
��������� ���

M = 2
��
β = 0.3


 ���� �� �"�� ,�	� ��������� ��� ��	������� �	!�
��� �	����� 
 � ��	 ���	 ��� �� �"�� ��� ������� ��� �������� ���� ��� ��	����	����� ���
������ �

���
1

4
(M = 1.5, β = 0.1)

��/ �����  �
α

+�	 �� 0#�	� <= ��> 
 �� 	��	����� ���� �� #	��"� ��
ϕ◦γ ���� �� ����

(Re(ϕ),Im(ϕ))� ��	 �� ����	� �� $ ��"
M = 1.5

�� �� $ ��" ��	������
β = 0.1

�� �� � ��	 ����	� ���
���	� �� �� �� ����� � �������	����

α = (0.01, 0.1, 0.5, 1)
� * �� �	����� ���� � ��� �	� ���

�� ,������� ����� �� 0��� ��
1

���,�	� � ���  �� �	��	�� <= �� ''> �� �� ,�������
ϕ��� ���� � � �	� �� �� 	���	����	� � �����  � ���� ��� �� �#����	�� ��	� � ���� 	�� �	�����

����� ��	 ����� � )� � 0#�	� ��� ��� ���	� �� � ��	
k = 1

��
k = −1

���� ��� ��� �	�����
� ���� �� � ����	� ��	 	��� �	�  � ���� ��� 	��� � ���� ����� �	�0 ��� 	����� ��� ���
� ����� ���% ��	� �� ��� � *��� ����� ��� �"����	 �� ��#�� ��

k
	������  �"����	 �� ��#�� ��

RL
12

� ��	 �� �"�� ���� ���� � (� ��� �	�� �������� ��� ������ ���� ����	���� ��	 ���
���� �� ��	��� �� �"� �� ������� ���� ��� ���� ���������� �� ������� ��� ���� ���� �����
��� �	����� � +� �� � �������� � ��	

k = 1 <���� RL
12 > 0

> 
 �� � �� � � � "��"� ������ 	���
��� � ��	 ��� �� ���

k = −1 <���� RL
12 < 0

> �������� �������� � ��0� 
 ���� �� ���� �����
� �������	���� ��� #	��� 
 ���� ��� ���	� �� � ��	

k = 1
��
k = −1

���� ���������� � ���� ��
� ����	� � ���	 ��� ,��� �� �����	 �� �� �� ����� � �������	���� <α = 0.01

> 
 ��� ���� ���	� ��
���� �	������� ��� ��� �	� ���� � � ��� �� �� �� ����� ��#� ���� �� ���� ����� �� ���	���
�� � ������ �� ������� �� ��� �	�� ��	 	��� �	�  � ���� ��� 	��� � * �� �	����� ���
�� ���

α = 1
� ���� ��� �	!� 	��	�������, ��	 �� 	��	����� ��� ������	���� �� ������	

�� *������� ��	������ ��� �	�� ���� � ?� ��� �	!� 	�	� ��� 	�� ������� ��� � �������	
��� ��	������� ����� ���

RL
12 = RL
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����� ��� ���� �� �"� � <� ������� ���� ��� ��
��	� � ���� �� �	��������,�	� ����� ����  ����	�����	 �� ��	�������> � ��� ������ 
 ��
��� � �	� �� �� ���� � ���	� �� ������� �� ��� �	�� � ��	 �� $ ��" ,����� ��

1.5
� (��

����	� ��� �� �� 0#�	� <= ��> ���� ������� � ( ��	�#��� ���� 	��	����� ��	 �� � ����
���	 ��	 �� 0#�	� 
 �� 	�� �	��� ��� �� ���	� � �� ,��� ����� ���	 �����	 �� � ��	�#��� �
�� ���������� 
 �� � �� � ������ ���������� ,�	�� � ?� � �� � ��� ��� ���� �� 	������ ��
ϕ

��	 �� ������	 	��	���� ��	 � ���� ��� �� �#����	�� ��	� 
 �� ��� ��#��0� �� ��� � �� �
��� ��� ���� � ����������� ,��� �� � ��� 	����� ��� 
 ���� � ������ ��� �	��� � ��������
�� �������� ,��� �� <�� � ���� ��� 	����� ��

ϕ
��	 �� ������	> ���� �� ��� ����"�	� �

���� ��		������ �� *����	����� � ���� �� ��������� �� ����� ��� ��� �	���� � ��� ������
� ���	�	 ��� �� �������� ,��� �� ��� �� ���� ��� ������������ ���� �� ��� �

���
2

4
(M = 1.5, β = 0.3)

��/ �����  �
β

+�	 �� 0#�	� <= �2> 
 �� ����	� �� $ ��" ��	������ � � ��#� ���
(β = 0.3)

� ����	�
��� ,��� 
 � ��� �� �� �� ����� � �������	���� ��� #	��� 
 ���� �� ��� �	�� ��� ���	� �� ��
k = 1

��
k = −1

������� ������� � A���� �� $ ��" ��	������ ��� ���� #	��� 
 ����� ���
� �	�� ��� ����	� ���� ����	����� � ( ���������� ��� ���	� �� ��� ����� �#!	�� ��� ����
��� �	����� � � � ���� 
 �� �� 	���	��"� �� � ����������� ,�	�� ��	 ��� ���	� �� ���� �	��"��
�� � ��	�#��� 	��	����� ��	 �� � ���� ���	 � (� ,��� � ���#� ����	 �� $ ��" ��	������ � ���
����������	 �� �"� � ����� ���� �� ��		��� ���� ���� �
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α

 ���

2
;
(M = 1.5
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β = 0.3)

k = 1



k = −1
�
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4
(M = 2, β = 0.1)

��/ �����  �
M

+�	 ��� 0#�	�� ��������� <= �/ > 
 � ���� �� ����	� �� $ ��"
M

��� � � ��#� ��� ��	
	��� �	� ��� 0#�	�� <= ��> � �� �� ���� ��� �� ��B 	���� � �% ��	� �� �� � ���� �� ,��� ���
�� ��� �	�� ��� � ������� ���� ������� � ��	 �� $ ��" ���� #	��� � ?� ,���	��� ��#� ���
��	 �� $ ��" �� � ���!	� ���� ����	����� � ��	 ���	 ��� ����� ��B	���� �� ������ ��
� ���������� ��� ���	� �� � ��� ������ 
 ���� ������ ��� ��� �� $ ��" 	�����,

M
 
β

0�
�� ����"�	� � ���� ��		������ �� * ����	����� ��	 � ��������� �� ��	����	������ ����� ��
0#�	� <& ��> �

���
4

4
(M = 2, β = 0.3)

�� � �����#����' . �"��
��#� ������ � ��������� �� ����	� �� $ ��" ��	������

β
��

0.1
 

0.3
���% ��	�

� ��	
M = 2

� ���� ��� 	��	���� ��	 ��� 0#�	�� <= �&> � �� 	�� �	��� ��� ������ ���
��� ��� ���� ��� ���� ��������� ,�	��� ��� ������� ��� ���	� �� ,��� �� ���	 �����	 ��
� ��	�#��� � �� ����"�	� � ���� ��		������ �� * ����	����� 
 �� ������� �	!� ���� �������� � ��	
��� $ ��" ��	������� ����	����� � )� � �� �� ����	� �� $ ��" ��� 	�������� ��� ,��� �� �

�������� �� �	 ��

������ �� � ����
�� ��� ��
 �	 ��	� ����� �� ���� ����� ����� ���

*��� ����� ��� � ��"���� �� ����� �� * ����	����� ��� �0��� ��	 � �����	� ����	� � ����
��� �� �	�������� �� ��	������� ���#��������� 
 ���	�����  �	�0�	 � ���#���� ;

1

η
1
3

< ψ(ηR) < min

(
η

η4
c (β,M)

,
1

η3

)
, η < 1. <= ��2	>

2	�



� �� � ���	������ � � ����� �������
� ���� ��������� �� ��������		�

Rephi

Im
ph

i

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Rephi

Im
ph

i

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

���
α = 0.01

Rephi

Im
ph

i

0 0.25 0.5 0.75 1

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Rephi

Im
ph

i

0 0.25 0.5 0.75 1

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

�� �
α = 1

��� � = �/  ���#	���� �� �������� ����"�	� � ���� ��		������ �� * ����	����� ���� ��
����

(Re(ϕ),Im(ϕ))
���	 ��B	����� �����	� ��

α

 ���

3
;
(M = 2

��
β = 0.1)

k = 1



k = −1
�

Rephi

Im
ph

i

0 0.25 0.5 0.75 1

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Rephi

Im
ph

i

0 0.25 0.5 0.75 1

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

���
α = 0.01

Rephi

Im
ph

i

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

-1

-0.5

0

0.5

1

Rephi

Im
ph

i

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

-1

-0.5

0

0.5

1

�� �
α = 1

��� � = �&  ���#	���� �� �������� ����"�	� � ���� ��		������ �� * ����	����� ���� ��
����

(Re(ϕ),Im(ϕ))
���	 ��B	����� �����	� ��

α

 ���

4
;
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���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

���,�	� � ��� �� ��	�#	��"� <& �� �/ > 
 ���� ����� �"���� ���� ��� ������������ ;

ψ(η) =
N

η
1
3

, N > 1. <= ��2 '>

��� �����,��� ����� ������� ��� �� � �	�� ��,	���	� �� <= ��2	> � ���	
M ∈ [1, 10]


 �� 	���
� ��� �� �� � �	�� ��� 	���	� ���� � �������  	���	����	� �� �"��� ��

β
 �� ����	�����

�� �� ,�	� �
[0, βlim(N)]


 ��
βlim(N)

�� ��� �� �� �����	
N

	������ ���� �� ��� <= ��2 '> �� ���
N

��� #	��� 
 ����
βlim(N)

��� � ���� <���	 �� 0#�	� <& ��>> � � � ���� 
 �"����	
N1 < N2� ��	 �0��	

ψN1 < ψN2
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M
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WEAK STABILITY

���
N = 2 �β = 0.25

��� � = �'	  ��	�� �� �������� ���� �� ����
(M,α)

 
β = 0.3

0�

�� ���������� 
 �� ��		������ �� *����	����� � �	� �� � ���� ���	 � ��������� �� ��	��� �
�	������ �� � ���#� ����	 ������	����� ��� �� ���#� �� ��	�� !�	��

(M,β, α
> �� �������

�� � ��!�� �� 	�� ������� �� ���� � ����������� ,�	�� � ��	 ��� $ ��" 	�����,� �� ��� $ ��"
��	������� ���� ���� � �� ����	���	��� ��� ����� �� �������� ,��� �� � ������ ����	���	�
<0#�	�� <= �'	 
 � �� �>> ����	��	�� ��� �� ��� ����"�	� � ���� ��		������ �� * ����	�����
<0#�	� <= �'	 
 � >> �

2 '&



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

� �� ����&�!#&�" !� �!��� !"&%�# ���� %!"% ������#&�" ��
� &%#������&

���� ���� ���� ���	������ ���� ����� �������  � ����� �� �� �������� �������� ���
��������� ��� ��������� �"�� ���� �� ���!�� *+$ ������"�	� � � *��� ����� ��� 
 � ��	 ��
� ��!�� 
 �� �� ������!	� ���� �� ��		������ �� *����	����� � ?� �������� ���� �� �"����	 ���
��	�� !�	��

(α, β,M)
�� ��	�� ��� � ��������� �� ��	����	������ �� ��	������ % �� ��� �

� ��� �� �	������ 
 �� ��� � � ��	 ���� �� �"����	
(M,β)

��� ���� ��� � ���� #	���  ��
0#�	� </ �& 
 � > 
 � ��	 γ = 1.4


 ��
α ∈ [0, 1] <���	 �� ��	�#	��"� <� �2 ��> �� �"����	� �> �

�� ���������� 
 �� ����� �� ��	�#	��"� <� �2> �� �"����	� � 
 �� �������� ��	����	���� ��
�"�� �	��� ��� #�	����� �
(� �	������� 	������ �� ����� ������� ��� ��� ��� ����������� �������� ������������ ����
������ � ������ ����	���	� 
 ���� �� ��� �� ��� ���������� �� �������� ��	����	����� ����
�����,����� �
(� �����	������ �� �	����� ������	� <= �'&2> ��� ����� ����� ,���������� ��� ���� ��
���	� ����"�	� � � ���� ����� ���� �"���� � ��� ��	#��	 �� ����� �� ������	 
 � ��� ���
������ ��� ��� �� �� ������� ����� � ���#������ ��� �	�0�� �� ������� � ���� �� ��
�	�	��� ��� ��� ��� ��� �� ���,� � ����	� ��� ,��� 
 �� 	����� �� �� ������ ��� ������ �� ��
�	����� ������	� 
 ���� �	�� ����� �� ,�	� � ������� ��� ���� ������	� �� ��������� 

���� �	� ���	 �� �	����� �	��	�� ��� ��� ;  �����	 �� ������	

tD−1
u v(uR)Λ1(uR, k, ω)�� �� ������	 ���� �� �� ����	������� ��� 	�������� �� ���� #�	������ �

(� 	��"�	�"� �� �	�� ��������
ω

���� �� ��� ������ ��������
C+ 
  �� ����	� � �����

k
0� 
 	�� ��� ��	 ��� �	��	��� � ��������� �� � �"�� �#��� �� ���	� ����� �� (��

�������� � � ��� ��� � ��� ��� 	����� ��� �� ,������ ��� �� �� �	����� � �� � ��	#�� ��� 

�� �� ���������� �� � ���!	� ���������� �� �	��	�� �� �������� ��	����	���� �������
��	 �����	������ � ����� � �"��� ��� �� ���� � ���� ���������  ����� �	�� ��� ���� ��
���	� ����"�	� � �� ��	�#	��"� <= �2 �.> �
' (� () �� �5�.2� 7 �63843302� 25 345-5643�

(�� �������� � ��������� �� �"� � ���� � �	��	�  ���� ��� 	#���� �� 	#���	�� 
  
�����	 �� ��"�	� �� �� ��	,��� �� ������������ ��

x = 0

 ���� ,�	����� �� � ���������

u

 ���� ��� �� 	�� !	� �� 	,	����

(e1, e2)
;

u = (ρ, u, v, p,R11, R12, R22). <= ��2�>
(� ,�	� � ������� � ��� �������� ��� ���� �� ,�	� � ��� �������� ;




∂tρ+ u∂xρ+ ρ∂xu+ v∂yρ+ ρ∂yv = 0,

∂tu+ u∂xu+
1

ρ
∂xp+

1

ρ
∂xR11 + v∂yu+

1

ρ
∂yR12 = 0,

∂tv + u∂xv +
1

ρ
∂xR12 + v∂yv +

1

ρ
∂yp+

1

ρ
∂yR22 = 0, <= ��22>

∂tp+ u∂xp+ γp∂xu+ v∂yp+ γp∂yv = 0,

∂tR11 + u∂xR11 + 3R11∂xu+ v∂yR11 + 2R12∂yu+R11∂yv = 0,

∂tR12 + u∂xR12 + 2R12∂xu+R11∂xv + v∂yR12 + 2R12∂yv +R22∂yu = 0,

∂tR22 + u∂xR22 + 2R12∂xv +R22∂xu+ v∂yR22 + 3R22∂yv = 0.

2 '�



� �� � ���	������ � � ����� ��������
� ��� ��������� �� ��������		�

(�� � ��	���� A1(u)
�� A2(u)

���� ���� ����	�� ��� ������ ��	 ;

A1(u) =




u ρ 0 0 0 0 0
0 u 0 1

ρ
1
ρ

0 0

0 0 u 0 0 1
ρ

0

0 γp 0 u 0 0 0
0 3R11 0 0 u 0 0
0 2R12 R11 0 0 u 0
0 R22 2R12 0 0 0 u




. <= ��2/ >

A2(u) =




v 0 ρ 0 0 0 0
0 v 0 0 0 1

ρ
0

0 0 v 1
ρ

0 0 1
ρ

0 0 γp v 0 0 0
0 2R12 R11 0 v 0 0
0 R22 2R12 0 0 v 0
0 0 3R22 0 0 0 v




. <= ��2&>

(�� 	�������� �� ���� #�	������ #����	���� �� ��	,��� �� �"� � � �	��	� � 
 �� ������
��

x = 0

 	�� ����� 
 �����  ����� 
 ��	 � ��������� ;

v = (ρ, ρu, ρv, ρE, ρI, ρEt, ρW), <= ��2�>
�� ���� �	���� 	�������� ��� �� 	�� !	� �� 	,	����

(e1, e2)
�

� � � ���!	�  ������0�	 ��� �������  ����	 
 ���� ���������� 
 ���� ����� �� ����"�	� � 

� �����	����� #�������� ��� �������� �� �	��������� �� ������� ��	� ���

u
�� �� ��������

�"�� ��� � �	��	� � �� −σ �� �� ������� ���#��������
v

�� −vL
� �� � ����	�� ��	� �� 


���� ��������� ���� ����� �� ����� 
 �� ���� 	���	������ ;
σ = 0, vL = 0. <= ��2.>

������ ��� �� ������� ���#��������
vR

�� � ���� �� ��	���
uR

�� �"�� ���� ��� � �	��	� 
��� ��������� ��

vL

 �� ��� �!� ��	� ��� ����� �!� ��� �� ���� ������

RL
12

�� ������	 ��
*������� ��� �"����� ��� ����� � ���,�	� � ��� �� ��	�#	��"� </ �� �'> 
 ���� ���� �����
���� 	���	������ ;

RL
12 > 0,

���� �!� ��	�
RR

12 > 0, <= ��2�>
���, � ������ ��������� �� ����	��	� 
 � ���

RL
12 < 0


 ����� ���� �� �����  � �����	�	������
��� 	������� �
?� �������� 
 ��	 ������	� 
 �� 	��� ���	 ��� �� ������� ��	� ���

uR
�� � ���� �� ��	���

uR



���� �� �������� �"� � ���� ��� � �	��	�  
 �	�0� �������	�� ��� ;
uR > 0. <= ��2=>

�� �B�� 
 �� �"����	� / � � �	� �� � ������	 � �����	����� �� ���� 	�����,
m(ξ) = ρ(ξ)(u(ξ)−

σ) <���� ���
σ = 0

> �� ���# �� �	�0 � �� ����	������ 
 ���� �� �	��	��
m = ρLuL > 0� ��	 ��� �������� ���� ����	������ �������  �� �	�� �!	� ,�� ���� � ����� �

���	 ������	� �� ��	�#	��"� 
 0���� �������� ��������� �������� ���� �� ����� � ���	
���#�	 ��� �	���	�� 
 ���� ��	���  ������	�	 �� �������� ���������

ω̃
�0��� ��	 ;

ω̃ =
ω + ikvR

uR
, <= ��/	>

2 '.



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�� ��	 �� �	��	�� �� � ������ �� <= ��2=> 
 ��� ��#��� �� Re(ω̃)
�� Re(ω)

���� ���������� �
��	 ������	� 
 �� ��	� �#	���� 
 ��	� �� � ����� ��������� ��� ��� ,�	����� 
 � ����	����	� ��
������ ��� ��� ����	�� 	�����

(α, β,M)

 ��� �������� ���� ��� ������ ;

r =
RR

12

RL
12

, ζ2 =
RL

22

RL
11

. <= ��/ '>
*��� ����� � ���	!� �� ,�	���� ���� �������� <� ��	> ������ �� �"����	� � 
 ��� �� ����	�
r

�	���� �� �0������ �������� ;
r =

1

2βη2
R

(
Y R

+ − Y R
−
)
, <= ��/�>

�� ��	�� ��� �� ����	� ���� ��� ������ 
 ���� ��	 � ����
uR


 �� �� ��� ��� �� � ����
uL

�� ��
σ

 �� ��� ���� ,������� ��� ����	�� 	�����

(α, β, ζ,M)
�

' (� (� � ,52+. 63-5643 70 �28520+ tD−1
u

v(uR)Λ1(uR, k, ω)
( ��������� ��� ������� ��� � �� ���� �� �	�� ��	 ����� ���� ,�	� � ��� �������� 


��� ��	���� ���� �������� ��� ������� �	�� ��� �
(� ���	� ������� �� ������	 �	��	�

Λ1(uR, k, ω)
��� � ��� �� �������� �� � ���

�� 	����	� ������ �� ��	�#	��"� <= �� ��> �
�	 ��� � ��

µ1(uR, k, ω)
(� �	������� 	������ ��� ;

�����  �� ��� ���� �� � � ��������
ω ∈ C+ �!�� Re(ω) > 0

� � ��� ���� !����" � "�� "�
µ1(uR, k, ω)

 � ��"��� "'�� �� ��� ���!�  � �� � ��"��� −(ωId + ikA2(uR)
)(
A1(uR)

)−1

� �'�"�� 4

µ1(uR, kω) =
−(ω + ikvR)uR + 3ikRR

12τR
u2

R − c2R
−
√

Ξ(uR, k, ω)

u2
R − c2R

, <= ��/2>
�� ���� �!��� ���' 4

Ξ(uR, k, ω) = <= ��// >
(ω + ikvR)2c2R − 6ikRR

12τR(ω + ikvR)uR − k2
(
9(RR

12)
2τ2

R + (u2
R − c2R)(γpRτR + 3RR

22τR)
)
.

� ��� () ��5 �* $ �� ���� �"�  � �� . ������� ���� ��� � "���� � ��""'� ��� ����� �� ������ �"
�!��

IR− $ � ��� �  �� "'��� � '� ���. �  ��� �� � ��� ���� ��� �
C
�

� ��" �� ����� $ �� . ������� ���� ��� �
(k, ω)→ µ1(uR, k, ω)

��� ����%�����  ���
IR×C+

�!�� Re(ω) > 0$  &� �� � ��� ��� ������  � "'�����#����' ��" �� ������"  � � �%��� � ����
�����. ����� �
0!�� ��� ��������� () ��5 �* �� () ��5 2* $ �� . �"� � � �� ������� '�  � �� !����" � "�� "�
 '1 � �� �� () ��5 �* ���  ���'� ��" 4

µ1(uR, k, ω̃) =
MR
M2

R − 1
<= ��/&>

×
(
−ω̃MR + 3ikMR

αβ2

M2ηR
r −

√(
ω̃ − ikρ+(uR)

)(
ω̃ − ikρ−(uR)

))
,

2 '�



� �� � ���	������ � � ����� ��������
� ��� ��������� �� ��������		�

�� ��� ��� #"�� "'���
ρ±(uR)

����  '1 � �� ��" 4

ρ±(uR) = 3
αβ2

M2ηR
M2

Rr <= ��/�>

±
√

1−M2
R

M2
R

(
1 + 3

M2
R

M2
β2

((
ζ2 − α2

) 1

η2
R

+ α2r2η2
R −

1

η4
R

)
− 9

α2β4r2

M4η2
R

M4
R

)
.

�� . ������� () ��5 �* $ (k, ω̃) → µ1(uR, k, ω̃)
���  '1 � ��  ���

IR × C+ �� ��� ����%���� �
���" Re(ω̃) > 0

�
(� �	��	�� � ��������� 	��� �	�� ���� �� 	������ ��� �������� ���� �� �"�	��

#�	��� �� ���	� ����� �� (��������� � ��	 �� ����!� � "�� �	� ������ <�����	����, > �� ��� �� �����#���� ��� �� ,������ �� ���� ���� ��� ���������� �� 	���������� �� ������	
�� *������� 
 ��� ���� ����� ���� �� �"����	� 2  �� �	��	�� � �"�� �	� ������ ���
� ��!��� *+$ � ����� �	��	�� ��

µ1(uR, k, ω)
#�	����� 
 ���� �� ����� 
 � ��������� ��

�	����� ������	� <= �'&2> ����
IR×C+ 
 ���� Re(ω̃) > 0

� ����� �	��	�� % ���	� �� 	� ��
��� �	���� ���� �� 	��"�	�"� ��� �	�� ��������

ω <���� �� � ���!	� ����������
ω̃

��
<= ��/	>> ���� �� ��� ������

C+ �
� ��� ��������� �� ��	�#	��"� �� ������� �� �� ����	����� �� ���� � <= �/ �'> �
� '� ����"����� � ?� � ��#�� � ���"�� �	 � ������� 	�����

µ1 ∈ C

 ���� Re(µ1) > 0


 �� � ����
���� ��

µ
;

P(k,ω)(µ) = Det
(
µA1(uR) + ikA1(uR) + ωId

)
= 0, Re(ω) > 0. <= ��/.>

�� �� ������ 
 ���� 	����� �� ���,����� 
 � �������
R

,������ 	,	����  � ����
uR


 ��
� ������� �� ,����	��� ����� ���� ;

P(k,ω)(µ) =
(
µu+ ω + ikv

)3 <= ��/�>

×
((

µu+ ω + ikv
)2
−
(
µ2c2 − k2(c2 − 3a2 + 3R22τ) + 6ikµR12τ

))

×
((

µu+ ω + ikv
)2
−
(
µ2a2 −R22τk

2 + 2ikµR12τ
))

.

�� 	�� �	��� ���	� ��� �� � ������� ��� ��������� 
  �� ,�����	 ������ ������,
µu+ω+ikv�	!� 
  ���� � ������  �� ������� <= �2 ��> �����	���� �� ���	� ����"�	� � � ?� ��� � ����

�� ����	� � ���� ��	 � ���� �� �� ����	����� ��		��� ������� 
 �� 	���������
T0

��	
γpτ�� �������	� 
 � ��	 �� ����	 ��� ��B 	���� 	������� �� ���� � <= �/ �'> � ���� 	��������

���� �� ������	  �� �� ����	����� �B����� ���� �� ���	� ����"�	� � � ���� �����#����
������ ��� ��� ��� � ��	 ������	 �� ,�	� � ���� ��������

µ1(uR, k, ω̃)

 �� ,��� ���� ��	

������	�	 ���	� ��� ��� I = IR = IL = 1
��� �� ����	���� �� ����!� � �� 	�������	

RR
11

��	 ;
RR

11 =
1

η3
R

. <= ��/=>
���� 	������ �����  	�������	 ,�	� ����� ��� IR = 1

���� ��� ,�	����� �� � �����"�	� � �
���� ������� �� �	���� �

2 '=



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�	 ��� � ��
Λ1(uR, k, ω)

���,�	� � ���  �� ������� ��� � �	�� ��� �� ��	�#	��"� <= �� ��> 
 �� �������� � ����
��	��	 ��

ω
�� ,�������

(k, ω) → µ1(uR, k, ω)

 � ��	 �0��	 
  

uR
0� 


(k, µ1) →
ω(k, µ1)

� 3� ������ ��������� ����� ;

ω(k, µ1) = −(µ1uR + ikvR) +
√
µ2

1c
2
R + 6ikµ1RR

12τR − k2(γpRτR + 3RR
22τR). <= ��&	>

( ������	� ������� �� ��#�� ������ �� 	����� ��		� �� <= ��&	> ��� ���� �� ��������
k



�� �� �	#���� �� Re(ω(k, µ1)) > 0
�

(� ������	 �	��	�  #���"�
Λ1(uR, k, ω)

��� ���	� ����� ��� ��� ��
3
��

4
�� �� �������

<= �� ��> 
 �� � ��	�� �� ��	�����
(k, ω̃) ∈ IR× C+ ;

Λ1(uR, k, ω) =




0

−µ1(uR, k, ω̃)ρRuR

(
µ1(uR, k, ω̃) + ω̃

)

−ikρRuR

(
µ1(uR, k, ω̃) + ω̃

)

µ2
1(uR, k, ω̃)− k2

µ2
1(uR, k, ω̃)

2ikµ1(uR, k, ω̃)
−k2




, <= ��& '>

����
µ1(uR, k, ω̃)

�0��� �� <= ��/&> 
 <= ��/�> �
�	 ��� � �� tD−1

u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃)
(� % ��������� �� �� �	���,�	� �����

u→ v(u)

 ����� ��

uR

 � ��	�� ;

Duv(uR) =




1 0 0 0 0 0 0
uR ρR 0 0 0 0 0
vR 0 ρR 0 0 0 0

u2
R

+v2
R

2 ρRuR ρRvR
1

γ−1
1
2 0 1

2

−2I 0 0 0 1
ρ2

R

0 0

v2
R

2 0 ρRvR 0 −1
2

(
RR

12

RR
11

)2
RR

12

RR
11

0

0 0 0 0
(

RR
12

RR
11

)2
−2

RR
12

RR
11

1




.

���� ����� ���	������ ���� ����� ������ ��� #�	� I = IL = IR = 1
� (� �	���� ���

�� � �����	�� �� ����� � ��	��� ��� ;

tD−1
u v(uR) =




1 −uR

ρR
− vR

ρR
(γ − 1)

(
u2

R

2 − ρ2
RI
)

2ρ2
RI

RR
11

2RR
12
v2
R +

RR
12

ρR
v2
R

0 1
ρR

0 −(γ − 1)uR 0 0 0

0 0 1
ρR

0 0 −vR
RR

11

RR
12

−2vR

0 0 0 γ − 1 0 0 0

0 0 0 −(γ − 1)
ρ2

R

2 ρ2
R

ρ2
RRR

12

2RR
11

0

0 0 0 −(γ − 1) 0
RR

11

RR
12

2

0 0 0 −γ−1
2 0 0 1




.

2�	



� �� � ���	������ � � ����� ��������
� ��� ��������� �� ��������		�

���� �������� ���	� �� � ����	������ <= ��& '> ���	�� ��� �� ������	 �	��	�  #���"�
Λ1(uR, k, ω)


 �� ������	
tD−1

u v(uR)Λ1(uR)
	��"�	�" ;

tD−1
u v(uR)Λ1(uR) =




µ2
1(k, ω̃)

(
(γ − 1)

u2
R

2 − (γ − 3)a2
R

)
− k2(γ − 1)

(
u2

R

2 − a2
R

)

+
(
µ1(k, ω̃)uR + ikvR

)(
µ1(k, ω̃) + ω̃

)
uR

−k2v2
R + 2ikµ1(k, ω̃)

(
RR

11

2RR
12
v2
R +

RR
12

ρR

)

−µ1(k, ω̃)
(
µ1(k, ω̃) + ω̃

)
uR −

(
µ2

1(k, ω̃)− k2
)
(γ − 1)uR

−ik
(
µ1(k, ω̃) + ω̃

)
uR − 2ikµ1(k, ω̃)

RR
11

RR
12
vR + 2k2vR

(γ − 1)
(
µ2

1(k, ω̃)− k2
)

−(γ − 1)
ρ2

R

2

(
µ2

1(k, ω̃)− k2
)

+ ρ2
Rµ

2
1(k, ω̃) + ikµ1(k, ω̃)ρ2

R
RR

12

RR
11

−(γ − 1)
(
µ2

1(k, ω̃)− k2
)

+ 2ikµ1(k, ω̃)
RR

11

RR
12
− 2k2

−γ−1
2 µ2

1(k, ω̃)− γ−3
2 k2




,

<= ��&�>
���	
���  �� �� � �� #������� ,�	� ����� ���

k
 �	� ���� <= ��&�> 
 ���� 	��	������

�� ������	
tD−1

u v(uR)l̃1(uR)
�0�� �� <� �� '>  � �� ������� �� � ����� �� �� ��������

��	����	���� �� �"� � �	��� 
  �� ,�����	 ������ ������, �	!� 
 ���� ��	
ρ3

Rµ
2
1(0, ω̃)

� �����
�	�0������ ��� � ��� �� 	��� ����� ���

µ1(0, ω̃) = − ω̃
uR−cR

�

( � ,�	���� ��	������� ��� ���� �������� �� ������	 <= ��&�> ��� ����� ���� ��
������� <= �/ > �

' (� (� � 63,-+6�-5643 72� +21-5643� 72 �-05 �,3,+-16�,2�
���� �� ��	�#	��"� 
 ���� 	��	����� � ���� ��	 � ���� �� � �"��� �	�� ��� ����

�� ��	�#	��"� <= �'�.> � ��	 �� ���	� ����"�	� � � ?� � ��#�� ���� �� �������	 � ������������
B(uL,uR)


 �0��� �� <= �'�/ > ����	������ ���� �� ��������� �� ������#� ����	���
<= �'�2> 
 � ��	 �� � ��!�� * +$ ������"�	� � <���� ��		������ �� * ����	�����> � 
 ����� 0� 

	��� ����� ��� ���� ,�	������ 
 ���� �� �	�� ��	 ����� 
 ��� 	�������� �� ���� #�	������
� ��	 ��� �������� �"�� �� �������� ���� ��� ��	������ ��	� ���

n

 ���� �� 	�� !	� ��

	,	����
(e1, e2)


 � ��	 
 ���� �� ������ ����� 
 �	� ���	 �� ������� �� ��� ��
ǫ
���

	�������� �� ���� #�	������ 
 ���� �� ��� � ���� ��	� ���
n

ǫ ������� ��
e1

�
� ��� �� 	�� !	� ��	����� �� 	,	����

(e1, e2)
������  �� �������� �"� � ���� ���

� �	��	�  <= �2	> 
 ��� 	�������� �� ����� #�	������ ,�	����� ���� �� ��	������ ��	� ���
e1

 �� ������������ � ��	����� 
 �� ��	�� �� �� ������� <� �/ > �� �"����	� � 
 #	��� ��
�"��#�� ��� �� ��	����� ������� ;

u→ v(u) = (ρ, ρu, ρv, ρE, ρI, ρEt, ρW), <= ��&/ >
2� '



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

tD−1
u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃) =





c2L

{
µ1(uR, k, ω̃)ω̃M2η2

R

+µ2
1(uR, k, ω̃)

(
γ + 1

2
M2η2

R + (3− γ)β
2

η2
R

)
− ikω̃αβ2ηR(r − 1)

+ikµ1(uR, k, ω̃)αβ2

(
(1 + r)ηR +

β2(1− r)2
M2η3

Rr

)

+k2

(
(γ − 1)

β2

η2
R

− α2β4

M2
(1− r)2 − γ − 1

2
M2η2

R

)}
.

cR

{
− µ1(uR, k, ω̃)

(
γµ1(uR, k, ω̃) + ω̃

)
MR + k2(γ − 1)MR

}

cRk

{
− iω̃MR + 2k

αβ2MR

M2ηR
(1− r)

−iµ1(uR, k, ω̃)MR

(
1 + 2

β2(1− r)
M2η4

Rr

)}
.

(γ − 1)

{
µ2

1(uR, k, ω̃)− k2

}
. <= ��&2>

ρ2
L

{
3− γ

2

µ2
1(uR, k, ω̃)

η2
R

+
γ − 1

2

k2

η2
R

+ ikµ1(uR, k, ω̃)αrηR

}
.

−(γ − 1)µ2
1(uR, k, ω̃)− (3− γ)k2 + 2ikµ1(uR, k, ω̃)

1

αη3
Rr
.

−γ − 1

2
µ2

1(uR, k, ω̃)− 3− γ
2

k2.

��� � = �/  ���	������ �� tD−1
u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃)

���� �� ���	� ������"�	� �

2��



� �� � ���	������ � � ����� ��������
� ��� ��������� �� ��������		�

��
u

��� �� ������	 ������� �0�� �� <= ��2�> � � ��� 	��� ����� 
 ��	 ���������� � ��	 ��
������	 
 ��� �0������� ��������� ;

I = R11τ
3, V =

R12τ
2

√
I
, ρEt = ρ

v2 + V2

2
, ρW = R22 −

R2
12

R11
. <= ��&&>

�� ,������ �"��� � ��� ������	 ������	�
n

������  0��	 ��� �������� ��	������ ��	�
� ��� �	����#�� ��	!� 	������� �� ������	

e1

 ��� ,�	����� <= ��	>� <= �� '> �0�������

� ������������
ũ(u,n)

���������� ����	�� ���  ��� �����#��
ṽ(v,n)


 �� ������	��� ;
vn = ṽ(v,n) = (ρ, ρun, ρvn, ρE, ρIn, ρEn

t , ρWn), <= ��&�>
���� ��� ��������� �0������� 
 ������� �� <= ��&&> ;

In = Rnnτ
3, Vn =

Rnττ
2

√
In

, ρEn
t = ρ

v2
n + V2

n

2
, ρWn = Rττ −

R2
nτ

Rnn
, <= ��&.>

�� ���� ����������� ��� �������� ������	�� ���	������� �� <= ��&.> �� ,������� ��� ��� �
� �������

(n1, n2)
�� �� ��	� ���

n
;

un = n1u+ n2v,

vn = −n2u+ n1v,

Rnn = n2
1R11 + n2

2R22 + 2n1n2R12, <= ��&�>
Rnτ = (n2

1 − n2
2)R12 + n1n2(R22 −R11),

Rττ = n2
2R11 + n2

1R22 − 2n1n2R12.

���� ��� ��������� 
 ��� ,������� �����������
v(t, x, y)

���	��� ���� ����
vL

��
vR�� ���� � � ���� �������

s

 �0��� ���� �� 	�� !	�

(e1, e2)
����� ;

v(t, x, y) = vL +
(
vR − vL

)
H(xn1 + yn2 − st), t > 0, (x, y) ∈ IR2, <= ��&=>

���#�� ��� �������� �"�� ���� �� �	���#���� ���� �� ��	������ ��	� ���
n

�� �� ������
� ��� �� 
 �� ���	�������� #	���  � ������������ <= ��&�> ;

vn,L = ṽ(vL,n), vn,R = ṽ(vR,n), <= ���	>
� ����

vn,R
��� �������� ��� 	�������� �� * ���������#����� #�	������ ��������� ;





−s
(
ρR − ρL

)
+
(
(ρun)R − (ρun)L

)
= 0,

−s
(
(ρun)R − (ρun)L

)
+
(
(ρu2

n + p+ ρ3In)R − (ρu2
n + p+ ρ3In)L

)
= 0,

−s
(
(ρvn)R − (ρvn)L

)
+
(
(ρunvn + ρ2

√
InVn)R − (ρunvn + ρ2

√
InVn)L

)
= 0,

−s
(
(ρE)R − (ρE)L

)
+
((

(ρE + p+ ρ3In)un

)
R
−
(
(ρE + p+ ρ3In)un

)
L

)
= 0,

−s
(
(ρIn)R − (ρIn)L

)
+
(
(ρInun)R − (ρInun)L

)
= 0, <= ��� '>

−s
(
(ρEn

t )R − (ρEn
t )L

)

+
(
(ρEn

t un + ρ2
√
InVnvn)R − (ρEn

t un + ρ2
√
InVnvn)L

)
= CEt(vn,L, s)

−s
(
(ρWn)R − (ρWn)L

)
+
(
(ρWnun)R − (ρWnun)L

)
= 0.

2�2



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

��� 	�������� �	����� ��� ,�	� � ��������� ��� ���������� �� ���� <� �&.> 
 �	�� �������
<� �/ ��> 
 	�C!���� ������� ��� � �����	����� ��	 	������� ��� �������� � �	� ������ ��
�����	 ��� �������� <= ���> ���� �� 	�� !	�

(e1, e2)

  ���	 ,�	�������� <= ��&> ���� ��

	�� !	�
(n,n⊥)

�
?�� 
 �� ��	 ���������� � ��	 � ��������  ����	 
 ��� 	�������� �� ���� #�	������ <= ��� '>���� ������ ���� ,�	� � ��� �������� � (� ���� ���	� �� ,������� �������� CEt

�� ���
"�� ���#�� ���� ��������

κEt <���	 �� ������� <� �/ > 
 �"����	� �> 	�����	� � ����	��������
�� ��		 �� ����	� �� $ ��" ��	� �� ;

M2
n = M2

c (vn,L) =

(
un,L − s
cn,L

)2

, cn,L = c(vn,L), <= ����>
�� ��		 �� ����	� �� $ ��" ��	������ ��	� �� ;

β2
n = β2(vn,L) =

(
an,L

cn,L

)2

, an,L = a(vn,L), <= ���2>
�� �� ��		 �� ���� ����� � �������	���� ��	� �� ;

α2
n = α2(vn,L) =

(
RL

nτ

RL
nn

)2

, <= ���/ >
�� ��� �0������� ��� ��������

c(v)
��
a(v)

���	������  �� �	�� ������� <2 �� �'> �� �"����	�
2 
 	������ ���"��#�� 
 � ��� ;

an = a(vn) =

√
Rnn

ρ
, cn = c(vn) =

√
γpτ + 3a2

n. <= ���&>

� 	� � �� ��� ��������� 
 ���� ����� ;

CEt(vn,L, s) = mnc
2
n,LκEt(α

2
n, β

2
n,M

2
n), mn = ρ(un − s), <= ����>

�� ��	 �� �	��	�� � �����	����� ��	 	������� ��� �������� 
 �� ,������� �������� ����
� ��������

(β,M) → κEt(α
2, β2,M2)

�	���� ������ ��� �� � )� � �0������ �� ���
<� �&=> 
 ������� <� �/ > �� �"����	� � �
� 	� � �� ��� 	�������� 
 ���� � ������ �	� ���	  �� ����	������� ��� 	�������� �� ����
#�	������ <= �==> � ���	 ����

t > 0
��
y ∈ IR


 ��� 	�������� �� ���� ��	���	�����
��� �������� �"� � ��� 
 ����	��� ���� �� 	�� !	� �� 	,	����

(e1, e2)

 �� �	���#� ����

�� ��	������ ��	� ���
n

ǫ(t, y)

 �0��� �� <= ���> 
 �� ���	��� ��� �	����

u
ǫ
L(t, 0−, y)

��
u

ǫ
R(t, 0+, y)

��� ��������� � �	��	� ��
u

ǫ
L

��
u

ǫ
R

� � � � ���!	�  ���#�	 ��� ��������� 

���� ���#���� ��	

u
ǫ 
 � ���� ���������� �� ��� �	���� 
 �� ��	

u
�� ������� ��� � �	�

��	� � 
 ���� ��	
n

ǫ �� ��	������ ��	� ��� �� �	���#����� � * ��� ����� �� ������� �� ���
�� �	�� ��	 �	�	� ��

ǫ
��

nǫ 
 ���� �� <= �''=> ;

n
ǫ = e1 + ǫ

∣∣∣∣
0
−∂yϕ

+O(ǫ2). <= ���.>
���,�	� � ���  �� �� �	�"� �	�� ��� �� �	����� ��	�#	��"� 
 ���� ������� ��
����	������� ��	 ;

2�/



� �� � ���	������ � � ����� ��������
� ��� ��������� �� ��������		�

�����  �� �� � �� ��� '�"������� ��"���� �� �� � "�� ��" �" "� ��
ǫ
����� �� ����� �"��-

� ���
n

ǫ  � !�����"  �'���
v

ǫ
nǫ = ṽ(uǫ,nǫ)$  ���'� � �" 4

ṽ(uǫ,nǫ) = v(uǫ) + ǫ∇eṽ(u, e1)(0,−∂yϕ(t, y)), <= ����>
��  ' � ��  �� . �"����� () ����* ����� 4





uǫ
nǫ = uǫ − ǫv∂yϕ+O(ǫ2),

vǫ
nǫ = vǫ + ǫu∂yϕ+O(ǫ2),

Rǫ
nǫnǫ = Rǫ

11 − 2ǫR12∂yϕ+O(ǫ2), <= ���=>
Rǫ

nǫτǫ = Rǫ
12 + ǫ

(
R11 −R22

)
∂yϕ+O(ǫ2),

Rǫ
τǫτǫ = Rǫ

22 + 2ǫR12∂yϕ+O(ǫ2).

���� �� ������ ����� 
 �� ����	������� <= �'�	> �� �� ,������� �������� CEt(ũ(uǫ,nǫ), sǫ)����
sǫ =

∂tφ
ǫ

√
1 + |∂yφǫ|2

= σ + ǫ∂tϕ+O(ǫ2),

	�����	� 
 � �� �� ,�	���� <= ����> 
 ��� 	������� �������� ;
�����  �� �� � �� ���'�"������� ��"���� �� ��

ǫ
 �

n
ǫ �� !��� ���� �  �

n
ǫ=0 = e1 $

 ��
!������� () ����* � �'�"�� 4

aǫ
nǫ = a(ũ(uǫ,nǫ)) = a(uǫ)− ǫa(u)

R12

R11
∂yϕ+O(ǫ2),

(
cǫnǫ

)2
= c2(ũ(uǫ,nǫ)) = c2(uǫ)− 6ǫR12τ∂yϕ+O(ǫ2).

<= ��.	>

�� ���'�"������� ��"���� ��  �
M2

c (ũ(uǫ,nǫ))$ β2(ũ(uǫ,nǫ))
��
α2(ũ(uǫ,nǫ))

��� ���"� 4

(
M ǫ

nǫ

)2
= M2

c (ũ(uǫ,nǫ)) = M2
c (uǫ)− 2ǫ

u− σ
c2(u)

∂tϕ

+2ǫ
(
3M2

c (u)
R12τ

c2(u)
− u− σ
c2(u)

v
)
∂yϕ+O(ǫ2),

(
βǫ

nǫ

)2
= β2(ũ(uǫ,nǫ)) = β2(uǫ)− 2ǫ

R12τ

c2(u)

(
1− 3β2(u)

)
∂yϕ+O(ǫ2),

(
αǫ

nǫ

)2
= α2(ũ(uǫ,nǫ)) = α2(uǫ) + 2ǫα2(u)

(
R11 −R22

R12
− 2α(u)

)
∂yϕ+O(ǫ2).

<= ��. '>
��� ���'�"�������� ��"���� ���  �

Mc(ũ(uǫ,nǫ))$ β(ũ(uǫ,nǫ))
��
α(ũ(uǫ,nǫ))

��  ' � �����
���'� ��� � �" ������ ����� �!�� �� . ������� "���� � ��""'��

(� ������� <= �&> �	�� ��� �� ����	������� ��	������ ��� 	�������� �� ���� #�	������ �
+�� �	���	� ������� ��� ��������� ��������� ;

[X] = XR −XL, [Xǫ] = Xǫ(t, 0+, y)−Xǫ(t, 0−, y), <= ��.�>
��

X
���#�� ��� ��	����� ���������� � (� ����	������� �����!�� 
  �����	 �� �����

������� �� �� ,�	� �
[Xǫ] <= ��.�> 
 ��� ������ �� ������	 � 3� ���� ��������� ��� �� �����

����	������� �����!�� ��� �	�� �� ���� �� ������� <= ��> ����������� �	�!��� ��� �� ,�	� � ��� ����	���� �������� � (�� ����	� �	�� �!	�� 	����
����� ���� ���� ����  ��� ���� �� �����	������ �������� ������������ � � ���� ��@�������

2�&



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�





−σ[ρǫ] + [ρǫuǫ]− ǫ∂tϕ[ρ] − ǫ∂yϕ[ρv] = 0,

−σ[ρǫuǫ] + [ρǫ(uǫ)2 + pǫ +Rǫ
11]− ǫ∂tϕ[ρu]− ǫ∂yϕ[ρuv +R12] = 0,

−σ[ρǫvǫ] + [ρǫvǫuǫ +Rǫ
12]− ǫ∂tϕ[ρv] − ǫ∂yϕ[ρv2 + p+R22] = 0,

−σ[ρǫEǫ] + [(ρǫEǫ + pǫ +Rǫ
11)u

ǫ +Rǫ
12v

ǫ]− ǫ∂tϕ[ρE]

−ǫ∂yϕ[(ρE + p+R22)v +R12u] = 0,

−σ[ρǫIǫ] + [ρǫIǫuǫ]− ǫ∂tϕ[ρI] = ǫ∂yϕ[ρIv + 2mR12τ
3],

−σ[ρǫEǫ
t ] + [ρǫEǫ

tu
ǫ +Rǫ

12v
ǫ]−mc2LκEt(α

2, β2,M2)− ǫ∂tϕ[ρEt] = ǫ∂yϕ[ρEtv]

+ǫ∂yϕ[−muv −R12(2u− σ)] + ǫ∂yϕ[(R22 −R11)v]

+ǫ∂yϕ

[
mR12τ

R2
11

(R11R22 −R2
12)

]
− ǫ∂tϕρLc

2
L

(
κEt + 2M2 ∂κEt

∂M2

)

−6ǫ∂yϕmR
L
12τL

(
κEt −M2 ∂κEt

∂M2

)
+ 2ǫ∂yϕ

(
RL

11 −RL
22

RL
12

− 2α

)
mc2Lα

2∂κEt

∂α2

−2ǫ∂yϕmR
L
12τL(1− 3β2)

∂κEt

∂β2
,

−σ[ρǫWǫ] + [ρǫWǫuǫ]− ǫ∂tϕ[ρW] = ǫ∂yϕ[ρWv] − 2ǫ∂yϕ

[
mR12τ

R2
11

(R11R22 −R2
12)

]
.

��� � = �&  (���	������� ��	������ ��� 	�������� �� *���������#����� #�	������ ����
�� ���	� ������"�	� �

����	�� ��� ���� ��� ���	������� ��� ��	����� � �������� �� ����	����� ��	����� ���
��� ���� �� �����	������ 
 ���� �������	 � �����	����� ��	 	������� ��� �������� � (��
�	��� ��	��!	�� 	�������� ���� �� 	�����"� ��������  ��� ���	����� ��	������������ � (��
����	�������� �� �	����� �� �� �	���

∂yϕ

 �� ��� 	�������� 
 ���������� ��� ,��������

��������� �� �� ���	 #	������ 
 ���� �������� �� ������	 B(uL,uR)
��

IRn �0�� ��
<= �'�/ > �
' (� (� � :+4:4� 72� +21-5643� 72 1- �4+.2 -76.23�6433,2 70 7,52+. 6�

3-35 72 �4:-563�� 6
(� ���	� ����� �� (��������� <= �'&2> 	����� �� �	����� ������	� ��� ���� ������	�

	��� ������� ��� ������� ���� ��� �������� <= �/ > �� <= ��> � ?� �	���� �� ,�	� � �������� ;

∆(uR, k, ω̃) = ρLc
2
LcR∆2D(k, ω̃),

��
∆2D(k, ω̃)

��� ���� ��� ������ � (� ���	� �����
∆2D(k, ω̃)

�� ��� ��� ����	� ����	��
���� ��������

(α, β, ζ,M)
� * ��� ����� �� �B �� ��� �� ����	� ���� ��� ������

r
����

2��



� �� � ���	������ � � ����� ��������
� ��� ��������� �� ��������		�

MR

ηR





ρLcR

{
ω̃(1− ηR) + ik

αβ2

M2
(1− r)

}
.

0.

ρLc
2
LηR

MR

{
ω̃αβ2(1− r) + ik

(
M2(1− ηR) + β2

(
1− 1

η3
R

)

+
β2

ηR
(ζ2(1− ηR)− α2) + α2β2r2η3

R

)}
.

ρLc
2
LcRηR

{
ω̃

(
γ − 3

2(γ − 1)

(
M2(ηR − 1) + β2

(
1

η3
R

− 1

))
+

α2β4

2M2ηR
(1− r)2

+
α2β2r2

2
η3

R +
β2

2ηR

(
ζ2(1− ηR)− α2

))
− ik

((
2 + 3β2(γ − 3 + (γ − 1)ζ2)

2(γ − 1)

+
M2(3− 2ηR)

2
− β2

η3
R

+
β2

ηR

(
ζ2(1− ηR)− α2

)
+ α2β2r2η3

R

)
αβ2

M2ηR
(r − 1)

+
αβ2

ηR
(1− ηRr)

)}
.

τLc
2
LcR

{
ω̃β2(1− ηR) + ikαβ2

(
β2

M2
(1− r) + 2(rη3

R − 1)

)}
.

ρLc
2
LcR

{
ω̃

(
α2β2

2

(
β2

M2
(1− r)2 + ηR

(
r2η3

R − 1
))

− ηR

(
κEt + 2M2 ∂κEt

∂M2

))
+ ikαβ2

(
(ζ2 − α2)

(
rη3

R − 1
)
− 2(rηR − 1)

+
(r − 1)

M2

(
M2ηR + β2 1

η3
R

− β2

ηR
(ζ2 − α2)− α2β2r2η3

R −
α2β2

2

)

+
(1− r)
M2

(
κEt + 2M2 ∂κEt

∂M2

)
− 6

(
κEt −M2 ∂κEt

∂M2

)

+
2

β2

(
(1− ζ2)− 2α2

) ∂κEt

∂α2
− 2(1 − 3β2)

∂κEt

∂β2

)}
.

ρLc
2
LcRβ

2(ζ2 − α2)

{
ω̃(1− ηR) + ikα

(
β2

M2
(1− r) + 2

(
1− rη3

R

))
}
.

��� � = ��  (���	��� ��� 	�������� �� ���� #�	������ ���� �� ���	� ������"�	� �

2�.



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

��	 �� ,�	���� <= ��/�> 
 �� �� ��� ��� �� ��� ����	� �������� �
( ����� �� ��� �������� <= �/ > �� <= ��> � �	� �� �� 	�� �	���	 ��� �� ����	� � �����

k����	����� ��	 �� ��������� �	�� �!	� �� ��� ��		 � +� ��������� �	�� �!	� ����	�����
����� ������� ��� �� �	����� 
 �� �� 	��� �	� 
 ���� �� ����	�

α

 ���� �"��#�	 �� ��#��

��
k

��������  	����	��	 �� ��#�� ��
RL

12

� (� �0������ ��
ω

 ��	��	 ��
ω̃

;

ω = uRω̃ − ikvR,

������� ���	�  �"��#�	 �� ��#�� �� �� ������� ���#��������
vR

� ������#�	 �� ����	�
� ����� ���#������

k > 0

 ��

k < 0

 �������� ����  �"��#�	 �� ��#�� ��

v
��
R12

����
�� �������� �"� � ���� ������	� � ����� ����	������ ���� )�	� 	���	��"� �� ,��� ��� 

�	�� ��#��	 ��� ���� �� �"�� ����

RL
12 < 0


 �� ����� �� ���
RL

12 > 0

 �� �"��#���� ���

������� ��� ��� ��#��� ��
R12

�� ��
v

 ���,�	� � ���  � ����� �� ����!� � ����� ����

�	�� ��� �� ��	�#	��"� </ �� �'> � �� ���������� ��� 	�������  ����	 
 ���� 	��� �	����
��� ��� ����� � ����������� ,�	�� �� �� �������� ����	� 
 ���� ���� �������� �� ��#��
��

k
� �� � ����	�� ��	� �� 
 �"��#�	 �� ��#�� ��

R12
��
v

���� ��� �������� �"�� ����
� ��B ���� ��� ��� �	��	��� �� �������� �������� ����������� �
?� ,��� � ��������� �������	 ��� � ����� ��� ����������� ��

∆2D(k, ω̃)
���	 ��� ���������

ω̃
�� ��	��� 	���� � ������� � � ���� ����� �� ��������� ��#�	���� �� ���	� ����� 


����� ���� ��� � ��� ��� 	����� ��� #	��� �� �	����� � �� � ��	#�� ��� � �� �	����� � �
� 	��� �� ���� �� ���	� ����"�	� � �� ���� 	�������� �� ������	  �� ������� <= �2 �&>� ��	 ��� ���� 
 ����� ��� � ��	 �� ,���� ���� ���� ���� ��� ������ � (� � �"��� ��� �
	���� ������� ���� �� ����� ��� �� ���� � ���� ���������  ����� �	����� ���� �� ���	�
����"�	� �  �� ������� <= �2 �.> � ���� ����	��� ����  ������� ��� ���� ��� �� �	�� ����
 �� 0� �� ����� ������� 
 � ��	 �����	 ��� ���������� ����������� �� �� ��������� ��
(���������

∆2D(k, ω̃)
�

' (� (� *+4:+6,5, 7 �94.4�,3,65, 70 7,52+. 63-35 72 �4:-563�� 6 25 -:�
:168-5643�

����� ���� �� ���	� ����"�	� � <���	 ������� = �2 ��> 
 ���� �	��	��� � ��"� ��
������ �� ���	� ����� �� (��������� ,��������� � ������������ �� �	����� � �� � ��	#�� ���
� ��	 �����	�	 ��� 	������

ω̃
�� ��	��� 	���� � ������� �� ����� ; Re(ω̃) ≥ 0

�
(� �	�� �!	� �	��	�� ��� � ��������� �� � ������������

(k, ω) ∈ IR×C+\iIR→ ∆2D(k, ω̃)��� � ��� )�	� ������ �� �� �� ������� ���������� �� �� �����	 �	��	�
µ1(k, ω̃)

��
(k, ω̃) ∈ IR×C+ 
 Re(ω̃) > 0


 ����� �� ������� �� ���� � <= �/ �'> � ����	� ��� ,��� 
 �����
�	��	�� � �	� �� �� 	��"�	�"� �� �	�� ��������

ω̃
����

C+ ��	 �� �	����� � �� � ��	�
#�� ��� 
  � ����� � ��� ������	 ,�	�  �	����

Γ

 ���� � �����	� ������� ��� ���� ��	 ��

0#�	� <= �'> 
 ����
R0 → +∞ 


Γ
���� ��� ������ ��� ��% ����� ��	 �� �	����  � ����

��� �� �#����	�� ��	� �
(� ������� �	��	�� ���� �����#�� ��� � ������������

(k, ω̃)→ ∆2D(k, ω̃)
��� � ��������

� ��� "�� �#!�� �� ��#	
3

;

∀(k, ω̃) ∈ IR× C+, ∀t > 0,∆2D(tk, tω̃) = t3∆2D(k, ω̃). <= ��.2>
*��� ����� �� ��� ��� ���% ��	� � ����� �� �� 	���	� �� ���	� ����� �� (��������� "�� �#!��
�� ��#	 �� 
 �� �"��������� ��� ������	� �	��	��  �	���� {r−i (uR, k, ω̃)}1≤i≤n

� ��������
� ��� "�� �#!��� �� ��#	 �	� <���	 ��� �> � ����� �	��	�� ���� � �	� �� �� 	���	����	�

2��



� �� � ���	������ � � ����� ��������
� ��� ��������� �� ��������		�

� ����� �� �� � ���!	� �������� <���	 ������� = �2 ��> ;
�����	�	 ��� ����������

ω̃, Re(ω̃) ≥ 0,
������ ���

∆2D(1, ω̃) = 0
��

∆2D(−1, ω̃) = 0.
<= ��./ >*��� ����� �� �������#�	

k = −1
�� ���� ��

k = 1

 ��������  �"��#�	 �� ��#�� ��

α

 � ���

 �	�� ��#��	 ��� ���� �� �"� � ����
RL

12 < 0
�

( ��� ������� �� ����������
ω̃

����
C+ 
 ��������� �� <= ��./ > 
 ��� ����� �� 	��"�	�"���

���� ,�������� ��������	��
ϕ+(ω̃)

��
ϕ−(ω̃)


 ����������� ��	
C+\{iIR} 
 ��	��#���� 	���

� ������� ��� 
 ��	 �����	������ 
 ��� � )� �� 	������ ���
∆2D(1, ω̃)

��
∆2D(−1, ω̃)


 ����
�� �	��	�� <���	 �� ��	�#	��"� <= �2 �&>> ;

lim
R→+∞

ϕ+(Reiθ) = lim
R→−∞

ϕ−(Reiθ) = 1, θ ∈
]
−Π

2
,
Π

2

[
. <= ��.&>

?� � ��#�� ���� �� 	���	� �����	
∆2D(1, ω̃) <	��� ������� ���

∆2D(−1, ω̃)
> ��	 �� � ����

���� ��
ω̃

 � ���� ������ ��� �� 	����� ��	

C+ 
 �� � ������� �� � )� � ��������� ��
ω̃ = Reiθ

���� �� ��� ���
R→∞ �

3�� ����� 	���	� ��������� ��� ��� 	����� � ����� �� ��	 �� �	��	�� �� �������� ��	�����
	���� �� �"� � �	��� 
 #�	��������� ��� ��� ��� ����

limR→+∞ ϕ+(Reiθ)
��

limR→−∞ ϕ−(Reiθ)�� � ������ )�	� ������ � 3�� ,���� �� � ��� ��������	� ��� �� 	��� ���	 ��� � ��	 ��
����	� � �����

k = 0

 �� ���	� ����� �� (���������

∆2D(0, ω̃) <= �'&&> 
 ��@����� ����
�� ���	� ����� �� $ �%�� ��� ���� ������ )�	� � �����, ���� ��� ��� ���������� #�� �
�	����� ���� �����,����� 
 �� ��� ���� ����� ���� �� <���	 �� ������� <� �2>> �� !� ��	� 
 �� �	��	�� � �"�� �#��� <= ��.2> �������� ��� �� ��� ���������� ��

∆2D(k, ω̃)



���� �� ��� ���
k → 0


 �� �#� �� ��� ���������� ��
∆2D

(
1, ω̃

k

) 

k > 0


 ��
∆2D

(
−1, ω̃

k

) 

����

k < 0

 ���� �� ��� ��� |k| → 0



ω̃ ∈ C+ ���� 0� � �� ��� � ���� ���	� ��� �� 	������

������� �
(� 	������ ������� �	���� � ���������� 	��"�	�" ;
� 
�� �� �� ���  �� �� � � �'�� �!�����  �

∆2D(1, Reiθ)
("��� ����!�� ���

∆2D(−1, Reiθ)
*

���"
R→ +∞$ �!��

θ ∈]− Π
2 ,

Π
2 [$ � �'�"��

P∞(β,M)R3e3iθ $ �!�� 4

P∞(α2, β2,M2) =
M3

R

(1−MR)2
∆

0
1D(α2, β2,M2) > 0, <= ��.�>

��
∆

0
1D(α2, β2,M2)

 '� ��� � �� !�"���� � �� ��� ����'�$ ���"� � ��� �� (� ���* $  �  '��"-
� �����  � � �,  � (� �5 �* �

� 	� � �� ��� ��������� 
 ���� �	�� ����� � ������	 � ��� ������� �� ����������
ω̃



Re(ω̃) ≥ 0

 ��������� ��

∆2D(1, ω̃) = 0
��

∆2D(−1, ω̃) = 0

 �� �����	��� ��� 	������

ω̃
��� ,�������� ;

ϕ+(ω̃) =
∆2D(1, ω̃)

P∞(α2, β2,M2)(ω̃ + 1)3
, ϕ−(ω̃) =

∆2D(−1, ω̃)

P∞(α2, β2,M2)(ω̃ + 1)3
. <= ��..>

������� �� �	���� �� �� �	�� ������� <= �/ �&> �
� '� ����"����� � (� �� ����	����� ��� ��� �	���� ������� �� ���	� ������"�	� � �� �����
�� �� �	�� ������� <= �2 �&> ����� ���� �� ���	� ����"�	� � �

2�=



���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

*�� �	����� ���� �� �	�� ��	 ����� ���
∆2D(k, ω̃)

� ��� �� ����� ���	 ����� ���� ;

∆2D(k, ω̃) = f
(
µ2

1(uR, k, ω̃)ω̃, µ1(uR, k, ω̃)ω̃2
) <= ��.�>

+g
(
ikω̃2, ik (µ1(uR, k, ω̃))2 , ikµ1(uR, k, ω̃)ω̃, k2ω̃, µ1(uR, k, ω̃)k2, ik3

)
.

�� ���� 
 ������������� ��� ��
ω̃

���� �� 	������� <= ��/&> 
 �� � ;




µ1(uR, k, ω̃) ≃ − MR

MR − 1
ω̃; ω̃ → +∞, <= ��.=>

µ2
1(uR, k, ω̃) ≃ M2

R

(MR − 1)2
ω̃2; ω̃ → +∞,

�� � ��� ��� ������������� ��� 
 �� ��������� �� �������� ��� ����������  �� � ����
���� ��

ω̃3 ���� �� ���� ����� �	������ �� �� ���� � ��� �� �� ������ �� �� ,�������
f
(
µ2

1(uR, k, ω̃)ω̃, µ1(uR, k, ω̃)ω̃2
) � ��������� ����� ,������� ;

f
(
µ2

1(uR, k, ω̃)ω̃, µ1(uR, k, ω̃)ω̃2
)

= µ1(uR, k, ω̃)ω̃2M2MRηR(1− ηR) <= ���	>

+µ2
1(uR, k, ω̃)ω̃

M2ηR

MR
(1− ηR)

(
− (3− γ)β2M2

R

M2η2
R

(
1 +

1

ηR
− 2

η2
R

)

+

(
γ + 1

2
+

3− γ
2ηR

)
M2

R

)
+ µ2

1(uR, k, ω̃)ω̃MR(γ − 1)

(
κEt + 2M2 ∂κEt

∂M2

)
.

�!� ��	� 
 �� �� ����� 
 #	��� ��� ���������� <= ��.=> �� �� �� �����
P∞

��
ω̃3 �� ��

��������� �� �������� ;

P∞(α2, β2,M2) =
M3

R

(1−MR)2

(
M2ηR

M2
R

(1− ηR)∆1(α
2, β2,M2)

+ (γ − 1)

(
κEt + 2M2 ∂κEt

∂M2

))

=
M3

R

(1−MR)2
∆

0
1D(α2, β2,M2), <= ��� '>

��
∆1(α

2, β2,M2)
��		��� ���  �� ��	��� ���� �������� �� �� ,�	���� <� �.�> �� �"��

���	� � ��	 �� �������� ��	����	���� �� �"�� �	��� 
 ��
∆

0
1D

��� ����� ��	 �� ,�	����
<� �.	> �� � )� � �"����	� �
���� ����� �� ��� 	����� ��� �� ��	�#	��"� <� �2> ��� �� ��������� �� �������� ��	���
��	���� <� �.	> ���� ��	����� ��� � ������� ���� ��� ��� ���������� �� (�� ������ ������
,����� 
 �� ��� ���� ���� ����� � ���� ��	� ��� �� �� ����	����� �

���� ��������� �� ��	�#	��"� �� �	�0 ��� ��� �� ���	� ����� �� (��������� ���
"�� �#!�� �� ��#	 �	��� ���� �� ,�	�������� ���������� <= �'&2> � ��	 �� �"��� ��
������	 �	��	�  #���"�

Λ1(uR, k, ω̃)
��� ��� ���� � ������ �	�� �� �

� '� ����"����� � ����� �� ����	����� ��� ���������  ����� �	�� ��� ���� �� ���	� ����
�"�	� � �� ��	�#	��"� <= �2 ��> � ���� � ��������� ��� �� ���	� ������"�	� � � ���� �����
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� �� � ���	������ � � ����� ��������
� ��� ��������� �� ��������		�

�� ����	������� ��� 	�������� �� *���������#����� #�	������ 	��	����� ��	 �� ���
����� <= ��> � �� 	�� �	��� ��� �������� �� ��� �����	�� ��� ��

ω̃
�� ��

k
� �� � ��� ����

�	�	� ����� ����	������� ���� �� ,�	� � ;

aω̃ + ikb, (a,b) ∈ C7, <= ����>
����	�� ��� "�� �#!�� �� ��#	 �� � ��	 ������	� 
 �� ������� <= �/ > ������� �� ������	
tD−1

u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃)
� �	� �� � ��	�	� �� ��	���	 ���� �� ,�	� � ;

aµ1(k, ω̃)ω̃ + b(µ1(k, ω̃))2 + ckω̃ + dkµ1(k, ω̃) + ek2, (a,b, c,d) ∈ C7. <= ���2>
+���� � ����	������ <= ��/&> �������

µ1(k, ω̃)

 �� � �� � ���!	� ������� ;





δ = k2

(
ω̃

|k| − iρ+(uR)

)(
ω̃

|k| − iρ−(uR)

)
≡ k2δ

(
ω̃

|k|

)
,

µ1(k, ω̃) =
MR

M2
R − 1

|k|
(
− ω̃

|k|MR + 3i
αβ2

M2ηR
rMR −

√
δ

(
ω̃

|k|

))
= |k|µR

1

(
ω̃

|k|

)
.

(� ������	
tD−1

u v(uR)Λ1(uR, k, ω̃)
��� ���� "�� �#!�� �� ��#	 ���� � ���	!� <= ���2> �� ���� 
 �� �	����� ������	� <= �'&2> ��� � �������� ��� "�� �#!�� �� ��#	 �	��� 
 �� ���

������� �� �	���� �

' (� (� �43765643 72 �5-/6165, :40+ 12� ,�0-5643� 7 ��012+
���� ����� ������� 
 �� �� ������!	� ��� ��� �� �������� ��

(uR, k, ω̃)
�� �� �����	

�	��	�
µ1(uR, k, ω̃)


 �� �� �	�	� ���� ����#� @� ;
µ1

� �� �� ������!	� ��� ��� ���� ���
�� �������� ��

(α2, β2,M2)
��
ηR(α2, β2,M2)

� (� 	��� �� ��� ��������� ��� ��B	����
�	������ �����	���� �� ��������� �� (��������� � ��	 ��� �������� � �����	 ��� ����
������� ��� 
 ��� ���� ������ ��� ��������� �� �� � �����	�� �� �� ���� ��� � ��	 �����
������� � ���� � �	� �� ��� �����	� ���� ���� ��� �	������ �������� ���� 	�������� �
?� ��� �#���� � �� �� ��� ����	 � ��� ��� � ����� �� �� 	��� 	�	 �� ��������� �� �������� ����
����� ����������� � ��	 ��� �������� � �����	 ����� �� ����� � � ������� ��	 �	� ��� ���
���� � * ��� ����� ��� ������� �� (��# �/2� ���������� �� � )� � ���	������ �� ��	� ��� ���
�� ������

µ1 = −β 

ηR = r

�� �� ��������� �� ,�������
k < �� ��� ���,���	� ���� ��

����	� � �����> 
 �� ��	� ��� ��� �����
l

 �%  �0��� �� �������� ��	����	���� <� �.=> �

� ��� ��� ���� � � ���	 ��� � ����	������ ������� ��	 � ������ ���� ���� ����������  
����� � ��	� ��� ��� � ���� ������ ���� �����	�	 ���	� 	������  ���� � � ��	� ��� ��� � ��	
�	�0�	 �� ���	� ��������� �#�!	� ���� ��	� � ����	������ �����	������ ��� 	������� ��	
���� ��� �����	� � +����#���� 
 ���� �� �	�� ��	 ����� 
 ��� � ��	 ���� �#�	�	 ��	� ��
��� ����	 
 � ����  ��	�

(α, β) → 0

 �� ���� ,��� ���� ���	 α

β

��	� ����
∆2D(k, ω̃)

� ��
	��� �	� ����	����� �� �B �� ���� ���	� ��������� �� �������� � ��	 ��� ��	� �� ,������
����	����	 �� ,������� ��������

κEt

� ���� ����� �� ,��� ��� � ��	 ��� �	�	 ����� ���	�
�"�	�� 
 �� � ���� �� ���

R11 > 0
�

� ��� �� �	�� ��	 ����� 
 �� � ����	����  �� �����	 �	��	�
µ1

������� �� <= ��/2>� <= ��// >���� �������� �� ��������� ,�	� ����� ���
R11 = R12 = R22 = 0

;

µ1 =
1

M2
R − 1

(
−ω̃M2

R −
√
ω̃2M2

R + (1−M2
R)k2

)
<= ���/ >
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���� ���� � � �����	��� 
 �	����
�����		� � � ���� �	�

�� ���	� ���MR = uR√
γpRτR

� ( ����	������ <= ���/ > ��		��� ���  ����� ��
µ1

�	�� �� ��	
�	� ��� ��� ���� �� ������� �� (��# �/2� ��� ��������� ����� ���� ��� �	���,�	� ����� ��
(������ �� ����� <������� �� (��# ��� �"���� �� �	�������	 ����

β = −µ1
> � �� 	��	����

����� � ����	������ �	�� ��� ��	 � ������ ���� �� � ��� ��� ����  ��������� � ��������	 

���� � ��� 
 ��� � ���� ��	� ��� ���� ��� �	���,�	� � �� ���	��	 �� ����� � ���	 ���� 

�� ��� � � �#�����	 ,�	� ����� ���

ω = −iω �� ��	!� ����	 � �� −i �� ,�����	 
 �� 	��	����
� ����	������ �� ������ ���� ω−kv

uR

�� ���� �� ����� ��
ω̃

 �� �� ��#�� � �����, ������ �� 	�����

��		� ��� ��		��� ��� ���� �� ��#�� �#���, � ��	 ���� � ������ ��� ���� ��� �����	�
�	��������� ���� ��� �"�	� ������ ���� ���������� �� ��� �� #�� ��	,��� � ����	������ 

� ��� �� ��� ��#���� �� 	��	����	 �� � )� � ���	������ �� ��������� �� ��������

c
� ��	 ��

������� �� ��� ���� �� �0��	 �	���� ��� �
* ��� ����� ���	� ��� �� ��������� �� ��������

∆2D(k, ω̃)
� ��� �� ��������	 �� ����

,��������
f

��
g

����� <= ��.�> � (� ,�������
f

����� � ������� ��	� �� � ����������
��

P∞(α2, β2,M2)
��	 �� ,�	���� <= ���	> � � ��� �� ��� ��

(α, β) → 0

 ����� ,�������

������� ;

f(µ2
1ω̃, µ1ω̃

2) = M2MR(1− ηR)

(
µ1ω̃

2ηR + µ2
1ω̃

(
γ + 1

2
ηR +

3− γ
2

))
.

(� ,�������
g

��� ����� 
 �����  ���� 
 ��	 ;

g(k2ω̃, µ1k
2) = M2MR(1− ηR)k2

(
µ1 + ω̃

γ − 1

2
(1− ηR)

)
.

����� �� �����	 ��� ���� ���	������� 
 	�� �	����� ��� � ��	
(α, β) → 0


 �� ,�	����
<= ��&	> �������

ω(k, µ1)
� ��� �� 	�	�	� ;

M2
R(µ1 + ω̃)2 = µ2

1 − k2.

�� ��������� ����� ���	������ ���� �� ���� � ��
f

��
g

 �� � ;

∆euler
2D =MRM

2(1− ηR)δeuler,

���� ;

δeuler = (µ1 + ω̃)2ω̃ηR
γ − 1

2

(
1− 1

ηR

)
M2

R + µ1ω̃ηR(µ1 + ω̃) + µ2
1ω̃ + k2µ1.

�� 	�������� ���	� ���� ����� ���	������ �� ,�������
k

�� ������� �� (��# <� �.=> � ���	
�� ��� ���,���	� ����� ,������� ���� �� ����	� � �����

k

 ���� �������	��� �� ��������

l
������� ��	 �	� ��� ��� � * ��� ����� �� ��� #�� ��	,��� � ����	������ 
 ����� ,�������

�	���� �� �0������ �������� <���	 �� ,�	���� <� ���> �� �"����	� �> ;

l = 2 + (γ − 1)

(
1− 1

ηR

)
M2

R.

3�������� ����� ���	������ � ��	 	�	�	�
δeuler

;

δeuler = (µ1 + ω̃)

(
ω̃ηR

l

2
(µ1 + ω̃) + (k2 − ω̃2ηR) +M2

Rω̃(µ1 + ω̃)

)
.

22�



� �� � ������ �� �����	���

��0� 
 ���� �� ���
(α, β)→ 0



µ1

��		��� ���  �� ,�	���� <= ���/ > �� �� 	�	�� ;

µ1 + ω̃ =
1

1−M2
R

(ω̃ + s(ω̃)) ,

���� ;
s(ω̃) =

√
M2

Rω̃
2 + (1−M2

R)k2.

(� ,�������
s(ω̃)

����� �0��� ��� ����� ������� ��	 �	� ��� ��� � ������ ��� � ��	 �������
�� (��# 
 �� ��������

s(ω̃)
��		��� ���  

ω̃ + s(ω̃)
� � ������ ��� 
 �� ������� ;

δeuler =

(
V (ω̃, µ1, k

2)

1−M2
R

+ (µ1 + ω̃)ω̃ηR

(M2
R

ηR
− l

2

))
(µ1 + ω̃) .

�� ;
V (ω̃, µ1, k

2) = ηRlω̃(µ1 + ω̃) + (k2 − ω̃2ηR)(1 −M2
R),

��		��� ���  �� ,�������
V (ω̃, µ1, k

2)
�� �	� ��� ��� ���� � ?� 	����  �	����	 ��� � ����

�	������  �	���� �� ����� ,������� ��� ����� � * �� �	����� ���	� ��� ;
l

2
− M

2
R

ηR
= 1 +

γ − 1

2

(
1− 1

ηR

)
M2

R −
M2

R

ηR
,

= ∆s −∆1

= 0,

�� �� ��B	����
∆s

��
∆1

�0��� ���� �� ��	�#	��"� <� �2 ��> ��� ���� ����� ����� <� �=�> �
� ������ ��� 
 � ��	

(α, β)→ 0

 ���	� ��������� �#�!	� �� ;

∆euler
2D = ρLc

2
LcRM

2MR(1− ηR)
µ1 + ω̃

1−M2
R

(
ηRlω̃(ω̃ + s(ω̃)) + (1−M2

R)(k2 − ω̃2ηR)
)
,

= ρLc
2
LcRM

2MR(1− ηR)
µ1 + ω̃

1−M2
R

V (ω̃, µ, k2),

��� ��		��� ��� ����  � ����	������ �	���� ��	 �	� ��� ���  �� ,�����	 ������ ������,
�	!� � *�� �	����� ��� �� � ��� �	��

µ1 + ω̃ =

√
µ2

1−k2

MR

���� �� ��������� ��������� 

�� ������� ������� ��� �� � )� � �� �� ����� ������ �������	 ��� �� ���� �!� � � �"���
������� ��	 ������� �� (��# �/2� <��� ��� �� � )� � ��� �� � �"��� ������� ���>  ��
,�����	 √

µ2
1 − k2

�	!� ��	 ���� � ������ ��� ��	� ����
Λ1(uR, k, ω̃)

����	��	�� ���  
��� �����	� �
(�� 	������� �� ����� ������� � �	� ������ ����� �� �	�0�	 ��	������� ��� ��� ������� ��
�� ��������� �� (���������

∆2D(k, ω̃)
� ��	 �� � ��!�� *+$ �

� �� �!�#�% �� %#!� &�&#$
*��� ����� ��� �� ���	� ����� �� (���������

∆2D
�� ��� ��� ����	� ����	�� ����

� ��������
(α, β,M, ζ)

� ( ����� �� � ����������� �� �� ���	� ����� ��� ���� ���� ��
0��	 ��� ��	�� !�	�� ���� ��� ��	����� ���#� ��� ���� �	������ �����	!� � ���,�	� �
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ϕ−(ω̃)
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IR

 � ��	 ������	��	 ��� �������� �	��

�� �#����	�� ��	� ��
ϕ(ir)

�
� ��� �� �	�� ��	 ����� 
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��

ϕ ◦ γ ���� �� ����
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γ = 1.4
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M ∈ [1, 10]

 �� ����	� �� $ ��" ��	������ ��� �"���� ����� �����

0#�	� �0� ��� ��� ���������� #�� �	����� �� (�� ������ ���% ��	� �����,����� �
�����	���� �� ����	� 	����

ζ

 ���� �� �"��������� 
 ���� ����� �� ����� 
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ζ2 =
RL
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= 1
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<���� 	��	���� ��	 �� ��	� � �� *���� �&��> % ��� �� 	� �� ��� �	���� �� ����  ����	�����	
��� �������� �� *������� � � ���� 
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� ��� �� � )� � �	�	� � ���� 
 �� �����	���� �� ���� ����� � �������	����

α

 ���� ���	����
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RL
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 � ����� ���	�
α

�	��"� �� �	� � ��� ������ 
 � �������� ����
�	�#	������ � � ���	 � ���� �	����� �� �� ��	�� !�	� � ���� �	���	��� ����

α ∈ [0, 1]
�

�� �"��� ���� � �����	����� ��
α

�	������ �� ���	� ����� �� ������	 �� *������� ����
��	 � ���� #���"�  ���� ��� ������� � ������� � �������� ��� ���% ��	� � �����, � ��	 ����	�	
�� 	���������� ,�	�� �� ����!� � � ���� ���� ����� ;

RL
11R

L
22 − (RL

12)
2 = ρ2

La
4
L(ζ2 − α2) ≥ 0 =⇒ α ≤ 1.

�� ���� 

α = 1

���� ������ )�	� ��� � ���� �����	 ��� ��� 
 ���� ��#��0� ���
RL
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����� �� �"�� 
 �� ��� ��� �	!� 	�	� �� �	������ �
� ������ ��� 
 ��� ����	� ����	�� 	����� ���� �"����� ����� ;

���	
M ∈ [1, 10], β

��� �"���� ����� �� 0#�	�
(4.5, b)

����
α ∈ [0, 1],

��
ζ = 1.
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(α, β,M)
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��� 2 4
(M = 2, β = 0.1)
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β = 0.1

�� �� � ��	
����	� �����	� �� �� �� ����� � �������	����
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ϕ
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α = 1

�
����� ,��� 
 � ��	 �� $ ��" ��	������ 
 �� ��� �	�� ���	� ��� ���	� �� ��

k = 1
��

k = −1
������� ���� ����	����� �����

α
��#� ���� � *�� �	����� ��� � ��	 �����

�����	 �� $ ��" ��	������ 
 �� �� 	���	� �"� �� ���� �� ���� �� � ����������� ,�	�� ��	
��� ���	� �� �� ���� 	���	� �"�� �� � ��	�#��� � ��� ������ 
 ��� ��� ���� ����	� ������� �
����� ���� �� ��		��� ���� ���� 
 ��#� ����	 �� $ ��" ��	������ � ��� ����������	 ��
�"�� �� ���� �� ,��	� ��	����	 � ��������� �� ��	����	������ �

��� � 4
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�� $ ��" ��	������ ��#� ����  

M
0� 
 ���� ��� �� �������� ��	����	���� �� �"� � �	���

���� ����	� �

�	
��� �� ��	� �����

(�� ��� ����� �	�������� � ������ �� ������� ��� ��� �	��� ��	�� !�	��
(M,β, α)��� ��� ��C����� ��	 �� �������� ,�	�� �� ����	� �� �"�� � ���� ������ ���� �	�����	

�������� ��	��� ���� ��� �����
(M,β)

��
(M,α)

���	 ����"����	 ��� ��B 	���� 	�������
������� �	�������� �

��"��  � ���#����'  ��� �� � ���
(M,β)

���"
α = 0.1

1 � '

+�	 �� 0#�	� <= �'�> 
 �� 	��	����� ��� ����� �� �������� 
 � ����������� ,�	�� �� ��
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�� �
α = 1

��� � = �'&  ���#	���� �� �������� �������� ����������� ������"�	� � ���� ��		������
�� *����	����� ���� �� ����

(Re(ϕ),Im(ϕ))
� ��	 ��B 	����� �����	� ��

α

 ���

4
;
(M = 4��

β = 0.3)

k = 1



k = −1
�

��	����	������� ���� �� ����
(M,β)

 
α = 0.1

0� � �� 	��	���� ��	 ����� ��	�� ��
��� ���� �� ��	����	����� �� ������0 ��	 �� 0#�	� </ �& 
 � > � 3�� ���� � �����������
,�	�� �� ���# �� ��� ���� �� ��	����	������� ��� ����	�� � +� � ��� �� 	���	� �"� �	�� ��
� ��������� �� ��	����	������ 
 �� ��� �� $ ��" ���� ��  �� �����!� � ����

MR
a

�������
�	�� �	� �"� �� '
 �� � ���������� �������� ����������� ,�	�� �� �"� � ���� � ?� �� ���� ����
�� � )� � ��� ��	#� ���#� �� $ ��" ��	������ <β ≤ 0.18

��� ��� ��� �����	 ���� ��
�	������ � ��	 �� $ ��" ��	������> � ��	 �������� 
 � ��	 ���� ����	� �� $ ��"

M

 ��

�"�� ���� ��� ���% ��	� �������� ������������ ��� ������ ,�	��� ��� �

��"��  � ���#����'  ��� �� � ���
(M,α)

���"
β = 0.3

1 � '

+�	 �� �����!� � ��	�� 
 ���� �� ����
(M,α) < β = 0.3

0� � ��	 )�	� ��	 � �����	
��� ���� �� ��	����	������ > 
 �� 	�� �	��� ��� �� ���� �� ��	����	����� �� ��� ����
� ������� ��

α
���	 ����

α ∈ [0, 1]
�� 	���� ���� �� � )� � ��� ��	 �� ��	�� <= �'�> ��� 	�����"� 
 ����

α
��#� ���� 
 � ��� �� ���� � ����������� ,�	�� ��#� ���� �� ����"�� ��

���� �� �������� � (�� �"��� !��� ���#������� ������������ �� �"� � ���� ����� �����
�� ���������� �	�� ��� �	����� � +� �� $ ��" ��	������

β
��� ��� ����� ��	 �� ��	��

<= �'.> ���	 ��������
β = 0.3


 �� ���� �� �������� ��� �	!� 	���	����� � � !� ��� �� $ ��"
M ≥ 2.4

����	�� 
 �� �"� � ���� ��� ������� ��� �������� 
 �� ��� ��� ��� ,�	��� ��� � �����
�������� �� ���!�� *+$ ������"�	� � � ����� ,�	�� ��� ������� ����� ��	�� ��� �� ,���
��� ���� � ������ ��� �	�� �� ������ �� ��		������ �� * ����	����� � ��0� 
 ����� ����
�� ���	� ����"�	� � ���� ��		������ �� *����	����� 
 	�� �	����� �� ��� � �� � ������ ����
�� �������� ����	� �

22=
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��� � = �'�  ��	�� �� �������� �������� ����������� �� ������"�	� � ���� �� ����
(M,β) 

α = 0.1
0�

�� ���������� 
 �� 	�� �	��� �� ��� ������"�	� � 
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(M,α) 

β = 0.3
0�

��	����� ������ ��� % �� ��� �� �	������ ������� �� ���#� �� ����	�� 	����� ���� ���
��� �������#����� ���� �� �	������ � �� 	�����"� 
 ��� ����������� �������� ������������
��������� � ������ �		���	 � ��	 ��� �����	� ��� ����	�� ���� �������� �������� ��
��	������ ������������ �	���������� 
 �� �� ���� ��� �� �������� ��	����	���� �� �"� �
�	��� ���� #�	����� �
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�� ��� ��� 
 ���	

������� �����	�� ����
� ��� �����	�� �����
��
�	��� 	� ������ ����� �
��
��� ���
���

� � �������� � ��� � � � !��"#

$ % � &'( � )�* �
)() *+2-./12

�+� ��% �, �+ �" �!��, #�!�,!�#+ �" ���,��� ' ?� - !"� ���!���&�" �+� % ��+�% ���&��
,!�% ���!. �� �"� �� �+� ,����� ��, �� +����� � - !"� �!��! "/ "��% � ��+ "��,���!  �"&��"# �!��!������ �, �+� ,�!% ;

∂tu
ǫ +A(uǫ)∂xu

ǫ = ǫB(uǫ, ∂xu
ǫ, ∂xxu

ǫ), x ∈ IR, t > 0, <0>
?� ��!� 1 �+� #!�"�������� �, �+� #!�# �"�� "�����, ��#����" �+� #!�# �!���" �� "��. ,�!� % ���� ,!�% �+� �+/ "�&" �, &�%#��� &�%#!�""�� �� ,�"�" '

?� <0> 1 �+� ��.����
u

ǫ � ����," �� "�% � �# �� &�� �� "��"�� Ωu ∈ IRn ' �+� "% ���+%��!�� 2 ����� ,��&���� A : Ωu → IRn×n �" "�## �"�� �� � � IR2���,���������� ,�! ���
"����"

u ∈ Ωu

�+ ��� �+�  �"&��" !�,���!������� B : Ωu × IRn × IRn → IRn �" �".�� ��
�+ �" "��,� �� "���",/

ǫB(u, ǫ−1∂xu, ǫ
−2∂xxu) = ǫ−1B(u, ∂xu, ∂xxu)

,�! ���
ǫ > 0

� ��+
B(u, 0, 0) = 0

,�! ��/ , � ��
u ∈ Ωu

' ��! "�%#��&��/ �� �+� ��"&�""��� 1 ��� �+� -���" ��
�+� ����!�/ ��, +/# �!� ���& % ���� <3454 �������� ,�!% ���/ �+�� "�����,

ǫ = 0
�� <0>> �!���%# �!�!��/ �""�% �� �� � � ,�������/ ��������! ' � �!� 1 �+� &���!�� �""�%#���� �" �+��

����+�! A &���&���" � ��+ �+� ��&����� % ��!�� �, "�% � , � �� C�� ,��&���� ��! B "����"
�� &��"�! ����� ,�!% ' ?� ��+�! ��!�" 1 �+� ��������! �67 %���� <0> ��+ �� ��" � ��+ - !"�
�!��! ��� "�&��� �!��! ,������ ��� &��"�! ��� � #!���&�" ' � " � &��"�(���&� 1 �+�
&��""�&�� �+��!/ �, ��"�!�������" &����� �##�/ �� ����!"���� <0> �� �+� ��% ��

ǫ → 0+�� �+� �"��� ���. "��"� ' 8�� � ���. "��"� �" ������ "��&� �� ,���!�� 1 �+� ����!�/ ��,��������! +/# �!� ���& "/"��% �� <0> 1 3 454 �������� �+�� ,�!% ���/ "�����,
ǫ = 0

1 ���" �����% �� "% ���+ "�������" ; #!�#�,����, "+�&. �� �" �## ��!" �� -���� ��% � ,!�% "% ���+�� ����� ���� ' 89 ,��&����" �!� ��# �&��� �� �!��, � "������� ,!�% ���!. ,�! "���/ ��,�+� "��,���! ��% �� ����! &��"���!����� ' � ,��! �+� &��""�&�� !�"���" �/ ����!�! �):� 1 89
,��&����" &�� � � % ���#������ �" �, �+�/ ��!� #��&�� �"� ; �#"&+ ��� &��������" ,��&����" '
��! "�%#��&��/ ��� � ��+��� "�,��-&��� ��"" �, ,���!����/1 �� !�"�!�&� ��������� �� �+ �"
&��"" �, ,��&����" '?� �+� "�����, �, �  �"&��" !�,���!������� �� ,��� &��"�! ����� ,�!% 1 3 454 �+�� <0>����!���/ � !���" ;

∂tu
ǫ +A(uǫ)∂xu

ǫ = ǫ∂x(D(uǫ)∂xu
ǫ), x ∈ IR, t > 0. <)>

,�! "�% � "������� % ��!�� 2 ����� ,��&���� D <"�� < �� �� 1 ��,� �=)�> 1 ;�� �� &+ �>� � �" �+�
- !"� �� #!�# �"� �� ��-�� "+� &. "�������" �� �+� ��% �� "/ "��% �" �+� ��% �� �, �!� ����,

?@ AB AC AD AE A
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JIPII QRS��MM��
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�� � "�������" �, �)� �"
ǫ
,� �" �� ��!� ' � �&��� �+�� �!� ����, �� �" �!� !�&� �!�� ,!�%"% ���+ "�������" �, �:� � ��+

ǫ = 1
1 �, �+� ,�!% �

u(x, t) = w(x− σt) = w(ξ),
limξ→±∞ w(ξ) = u±, limξ→±∞ dξw(ξ) = 0,

�s�

�+�!�
σ ∈ IR ������" �+� "# ��� �, �+� �� � ���

u−
1
u+

�!� ��� "����" ��
Ωu

' �+��
,�! -��� ǫ > 0

1 �+� !�"&���� ,��&����
wǫ(ξ) = w(ξ/ǫ)

�" ���+ ��, ��+�! �+�� � �!� ����,
�� � "������� �, �)� � ��+ �+� "�% � �"/%#����&" limξ→±∞ wǫ(ξ) = u±

' ���""�&�� �!,�2%���" �+�� #!� � �+�� ||dξwǫ||L1(IR) = ||dξw||L1(IR) <∞
"� �+�� �+� "�(���&� {wǫ}ǫ>0&�� �!,�" "�!��, �/ ��

L1
loc(IR)

�"
ǫ
,��" �� ��!� �� �+� ,����� ��, "��# ,��&���� �

u(x, t) = u− + (u+ − u−)H(x− σt), �> �
� ,��! ;�� �� &+ 1 �> � �" !�,�!!�� �" �� � "+�&. "������� �, �+� ��% �� "/"��% �� �)� ' �+ �"
"+� &. "������� �" ��"��/ "��� �� �� �/ �+� ,����� ��, ,���!������ � �%# !�������" �

−σ(u+ − u−) +

∫

IR

A(w(ξ))dξ = 0.
�=�

� ,��! �>�� 1 �� ����!���� �+�� �+ �" "+� &. "������� �" �� ,���!�� ��� �" ��# �&��� !�2
,���!������� ��# ������ ' �+ �" +�" �+�� % ��� ���� ;�� �� &+ �>�� 1 6 �� < �"� 1 ;�� �� &+ 1< �!�� �=s� ��� ;�� �� &+ 1 ��� �!�" �>�� �� ���!���&� ,���!�� ��-������" �, - !"� �!��!��� &��"�! ��� � #!���&�" �� �+� 89 ,!�% ���!. �+�� �!� �,��� "����� ����! ���.&�� �!,��&� '

�+� "�����, �,  �"&��" !�,���!�������" �� ,������ ��� &��"�! ����� ,�!% +�" � ���&��"���!�� !�&����/ �/ 8 �!�+�� 1 ��(��� 1 ;�� �� &+ �0	� ' �+� ,!�% ���!. �+�/ #!�# �"� �"
% ��� ���� �/ �+� ,����� ��, #!�# �!�/1 %�� �/ "� �!�� % ����" ,!�% �+� �+/ "�&" � ��% ��/1
�+�!� �� �"�" � "% ���+ &+��,� �, ��.����

u ∈ Ωu → v(u) ∈ Ωv

"� �+�� �+� "% ���+"�������" �, �0� �� �/ �+� ,����� ��, �(�� ����� ,�!% �

∂tv(uǫ) + ∂xF(v(uǫ)) = ǫR(v(uǫ), ∂xv(uǫ), ∂xxv(uǫ)), x ∈ IR, t > 0,
���

�+ �&+ �" � !����� ,�! "+�!� �

∂tv
ǫ + ∂xF(vǫ) = ǫR(vǫ, ∂xv

ǫ, ∂xxv
ǫ), x ∈ IR, t > 0.

�:�
�� &���!�"� � ��+ �)� 1 �+�  �"&��" # �!��!������ �� �:� � !���" �� ���&��"�! ����� ,�!% ����+� ����!�/ ��, - !"� �!��! "/"��% ��� "����" �� &��"�! ����� ,�!% ' �� "+��� &�%% ���
� ���� �� �+� % �����, �, "�&+ � &+��,� �,  �!�����" ' ��&. ���, �+� ,�!% �� ��% ��

ǫ→ 0+�� �:� ��� #!� ���� �+�� "������� �"��% ���" �� �+� "�(���&�
v

ǫ
��� ��" ��!� ��� �"

�!� "���"-�� 1 �+� ���&��"�! ��� � ��!%
ǫR(vǫ, ∂xv

ǫ, ∂xxv
ǫ)

&����� � � ��# �&��� ��&�� �!,� �� ��!� �� �+� "��"� �, %��"�!�" �"
ǫ
,� �" �� ��!� 1 ��� ��"���� �� �  �&��!2 ����� � ������ 8�!�� % ��"�!� µv

&��&���!���� �� �+� "+� &. ��"&����������" �, �+�
��% �� ,��&����

v
' ��&+ � % ��"�!�  ���"+�" �� �+� !�, ��� �, &��������/ �,

v
��� +�"

� ��� �!� ��� % �"" ����, ��/ &�! � �, ��"&��������/ �,
v
' ;�� �" �,��� ���!�"" �+�

��-������ �, "+�&. "�������" �, �:� �+��. " �� �!� ����, �� � "�������" ' � ���, �+� ����"
�, �+� #!� ���" ��!� ����� 1 �+� "�(���&� {vǫ}ǫ>0

����� �+�� !�"&����, � �!� ����, �� �
"�������

ṽ
�, �:� � ��+

ǫ = 1
���

limξ→±∞ ṽ(ξ) = v±
�" "��� �� &�� �!,� "�!��, �/ ��

L1
loc(IR)

�� �+� ��% ��
ǫ→ 0+ �� �+� ,����� ��, ��"&��������" ,��&���� �

v(x, t) = v− + (v+ − v−)H(x− σt), x ∈ IR, t > 0.
���

s>>



� � �� 	�� � ����

�+� ����!�"� �� �+� ��!� ����� �, �+ �" "+� &. "������� "��% " ,!�% ��" &+�!�&��!�������
�/ �+� ,����� ��, "�� �, ,���!������ � ��. ���2��,����� � �%# &��������" �

−σ(v+ − v−) + (F(v+)−F(v−)) = K(v−, σ).
���

�+�!� �+� "�2&����� . �����& ,��&���� K : Ωu × IR → IR
�" ��-��� �+��. " �� �+� ����

�������/  ���� ,�! ���
ǫ > 0

��� ��!� �� ,!�% �:� �

K(v−, σ) =

∫

ξ∈IR

R(ṽ, ṽ′, ṽ′′)dξ = ǫ

∫

ξ∈IR

R(vǫ,v
′
ǫ,v

′′
ǫ )dξ.

�0	�

�� ��+�! ��!�" 1 K(v−, σ)
�" ���+ ��, ��+�! �+�� �+� % �"" �, �+� 8�!�� % ��"�!� µv&��&���!���� �� �+� "+� &. "������� ��� ' �+� #!�# �"�� ,!�% ���!. +�" � ��� �"�� ���� �%#�!���� &��"" �, %����" ��&�%#�""��, "� �!�� ��!�����&� �" ���� �" %��������% ������," ' �� !�,�! �� �:� ,�! �+� "�2&����� (k, ε)

%���� ���  �!����" �, �� ��� �� �0> �,�! �+� %����2"&��� ��!�����&� �##!��&+ ' �+� ����!�"� �� �+� 6 �-������ 0 '0 !�% ���" ��
�+�� �� ����� " � % ��+�% ���&�� ,!�% ���!. �+ �&+ ��!�" �� � � !����/ �!�&����� ,!�% �+�
��% �!�&�� "����# ���� �"�� �:� 1 �0> � ,�! ��"���&�� '

; �� �" ��� &�%%��� �� �+� !���" �, �+� �(�� ����� ,�!% �:� ' �� �+�� ��% 1 ��
��"�! � �+�� ,�!% ���/ "�����,

ǫ = 0
�� ��� , � �" �� ��!% " �, &�%#�����" �

∂tvi(u) + ∂xGi(u) = 0, Gi(u) = Fi(v(u)), i ∈ {1, ..., n}, �00�
"� �+�� �/ ��-������ 1 �+� "&���! ,��&����" vi,Gi

#��/ �+� !��� �, �� ���!�#/ #��! ��!� ���
�! ��� �!� ���� ,�! "% ���+ "�������" �, �+� ����!�/ ��, +/# �!� ���& "/ "��% �� �0� ' � ��&� 1
�+�

i
�+ &�%# ����� �, �+� ��� &��"�! ��� � "�&��� �!��! ��!% R �� ��� �" ���+ ��, ����+� �""�&����� ���!�#/ !��� �, #!���&���� ' � �#+!�� ��, �+ �" ��"�! ����� 1 �+� �� �"���&�

�, � &+��,� �, ��.����
u → v(u)

�� ��� �+�" !�(��!�" �+� ���"���&� �, �" % ��/
����������� ���!�#/ #��!" � ��+ ����# ������ ,!������" ,�! �0� �+�� �+�!� �� �"� "&���!
�(������" �� �� ��, - !"� �!��! ��� &��"�! ��� � #!���&�" �� �0� ' �+ �" !�(��!�% ��� �"
% �� �/ �+� &��"" �, �67 %����" "������ �� �:� 1 �0> � ' ���&�!���, �+� "/ "��% �� � � �����
� ��+ +�!��,��! 1 �� ��+ �� �� ����# ������ ���!�#/ #��!" �� � "�� &���� ��%� �! ��� � ��+
�+� �� ���/ �+�� �+�/ �� ��� ����� �� ���,�!% �/  ���� &+��,� �, ��.����" �� �+� �+���#+�"� "#�&�

Ωu

' ������ 1 �+� "�,� �, ��� �, �+� ��.����" &����� � � !�&� �!�� ,!�%�+� � ������� ���!�#/ #��!" ' � � �!�+���"" 1 �+� �!� ����, �� � ����/ "�" #!� �" �+�� �+ �"
��.���� .��#" � &��"���� "�,� �� �+�  �"&��" "+�&. #!�- ��" ' � ��&� 1 � ��,� "����

v(u−)� ���, , � �� ��� �  ��� &��/ σ � ���, "������/ #!�"&!�� �� 1 �� �!� "���� �� � # �"����� ��"�� � ,�!
v+

� ,��� "�� �, ,���!������ � ��. ���2��,����� � �%# &��������" �, �+� ,�!% ���
�+ ��� !�&� �!��,

u+
,!�% �+� .��� ���,� �, �+� "�,� �, �+� ��&!�% ������ &�%# ����� ��

u−
' � ��&� ��� % ��� ���� �/ �0	� 1 �� ���!���&� �+� ,����� ��, ������ �, ���. "�������"

��"�� �� � . �����& ,��&���� KB
����� ,!�% � #!�"&!�� �� B �� �0� �

� �������� 0 '0 ' �5� #5  51 � 5 � �� ���� � 3� 5�3� . ����3�� KB
. "�� � � "5��"3#5 B 3�(2* 4 0 � 35�5� 3�5 � 3� ��� 3�� �����3�� u = u(x, t) 3� ��� �5 �

� 5�� ���� �3�� �. �� 5 ���
����5"!��3!5 �3� 3� �%��5� 3� (2* 33 3� 5��� "5� 3�� �. ����3�� 3�%$ u ���!5� 3� �� 5 �����3����5��5 4

∂tu +A(u)∂xu = 0,
�0)�

�
� 3�5 �� ��3��� �. , ��� $ 3� �#5%� �� 5 � 5� 5"��3� 5 ���� 3� 5-� �� �� 3�� ��� 3�3��� 4

−σ(v(u+)− v(u−)) + (F(v(u+))−F(v(u−))) = KB(u−, σ).
�0s�

s>=



������ � � �������	��

��� ���
 �
 ���	��

��� 
��� 
�� �����
 �� 
�����
����� � ��� ����� ���
 ���


�&�����/1 � ��!�&� �����"��� �, �+ �" ������ �, ���. "�������" �" �"�� �� �+� ,����2
� ��, ' ������ 1 �� +� � "� ,�! �""�% �� �+�� ��� �+� -���" �� �+� ����!�/ ��, +/# �!� ���&"/ "��% �� �0> � ��!� ,�������/ ��������! ' �+� �67 "/ "��% �� � � ����� � ��+ +�!��,2
��! ��% ��" ,�������/ ��������! ��� ��"� �����!�/ ��,���!��� -���" ' � " � &��"�(���&� 1
� ��+ "+� &. ��� &����&� ��"&����������" �� &� ���"� �� �+� ��% �� "/"��% ' �� "+��� #!� ��+�� ��� �+� &����&� ��"&����������" �!�"��, �� �+� ��% ��

ǫ → 0+ �� �! !�(��!� �� %��2��# �/ � ��"&��������" ,��&���� � ��+ � 6 �!�& % ��"�!� �� �0)� ' �� ��+�! ��!�" 1 �+�"�&����&� ��"&����������" "�� � �0)� �� �+� �"��� "��"� �, �+� ��"�!�������" ' ��"��&� �,
�%��,�����" ,�! �+�"� ����!�� ��"&��������" "�������" �" �%#�!���� "��&� �/ ����2.����
&��"���!�����" �� 0� 1 �+�/ &����� � � !��&+�� �/ �!� ����, �� � "�������" �, �0� '
��� ����������	� 	 � �
� ��� �	��

� �!� 1 �� ���!���&� �+� - !"� �!��! "/ "��% � ��+ "��,���!  �"&��" # �!��!������ �,
����!�"� �� �+ �" #�# �! ' � ,��! � �!��, ��"&�""��� �, ��" #+/ "�&�� "�,��-&��&� 1 �+� !�(��!��&��"�!� �(������" �!� "����� ' �+� �67 "/"��% �� � � ��"&�""�� !���" �





∂tρ
ǫ + ∂x(ρu)ǫ = 0,

∂t(ρu)
ǫ + ∂x(ρu2 + p(ρ) +R11)

ǫ = ǫ∂x (µ∂xu
ǫ) ,

∂t(ρv)
ǫ + ∂x(ρuv +R12)

ǫ = ǫ∂x (ν∂xv
ǫ) ,

∂tR
ǫ
11 + ∂x(R11u)

ǫ + 2Rǫ
11∂xu

ǫ = −2ǫTris
Rǫ

11
(ρǫ)2

∂xρ
ǫ × ∂xp(ρ

ǫ),

∂tR
ǫ
22 + ∂x(R22u)

ǫ + 2Rǫ
12∂xv

ǫ = 0,

∂tR
ǫ
12 + ∂x(R12u)

ǫ +Rǫ
11∂xv

ǫ +Rǫ
12∂xu

ǫ = −ǫTris
Rǫ

12
(ρǫ)2

∂xρ
ǫ × ∂xp(ρ

ǫ),

�0> �

��� �� �&�����/ ���!�"" �0> � �� �+� !�, �% � �, �  ���"+ ��, !�"&����, #�!�% ���!
ǫ →

0+ ' � �!� 1
ǫ
%�/ � � �+��,+� �" �+� �� �!"� �, � � �/����" ��%� �! ' �+ �" "/"��% ,���"

� ��+ �� �+� ,!�% � �, �+� "�2&����� "�&��� �!��! &��"�!� % ����" ,!�% �+� �+/ "�&" �,
&�%#!�""�� �� ��!������ ��� " ' �� ,� �!�" #���� �� � "�������" �, � �67 %���� �� ���"#�&� ��% ��"���" "���",/ ��, �+� #!��&�# �� �, %���!��� ,!�% � ������!��&� ' �� !�,�! �+�
!����! �� �+� � ��. �/ < �+�%% ��� � �!������ �==� ,!�% �+� % ��+�% ���&�� ����!���!���� �� �+� ��� �/ �� ,�! � #!�"�������� ,!�% �+� �+/"�&" ' 8 �"���" �+� !�(��!�� &��"�!��(������" 1 �� �" ��!�+ �� �!���/ # ���� ��� �� �+ �" "��,� �+� #+/"�&�� % �����, �, �+�
��.����" ����!��, �0> � �� ��"��,/ �+� ����!�� #+�"� "#�&� �

Ωu =
{
u = (ρ, ρu, ρv, R11, R12, R22)

T ∈ IR6/ ρ > 0, (u, v) ∈ IR2,

Rii ≥ 0, i = 1, 2, R11R22 −R2
12 ≥ 0

}
.

�0=�

�+� !�"�!�&����" �%# �"�� �� �+� ��.����"
Rij, 1 ≤ i, j ≤ 2

�!� �+� "�2&����� !������2
�����/ &��������" �, �%# �!���&� �� �+� ,����� ��, ' � ��� �+�� �+� "�,� �,

R12
%�/  �!/

�� &���!�"� � ��+
Rii, i = 1, 2

' �+� �67 %���� ����! &��"���!����� �" ����&�� ,!�%"������� � �!�, ��, #!�&���!�" �� �+� � � ��!2���.�" �(������" � ��+ ��� "#�&�  �!�����"�������� �� - ���! ��&�������" �� �+� ��� ��. ��, #��&� �� � ��� -�� "&��� ' �� �0> � 1 u���
v
�!� �+� &�%#�����" �,

< U >= ρU/ρ
1 � ���"��/2���,+��� � �!�,� �, �+� ��"���2

������"  ��� &��/ -���
U
' �+�/ !�"# �&�� ��/ ������ �+� ��!% ��  ��� &��/ ��� ���,������

 ��� &��/ �� �+� #���� �� � "�������" ����! &��"���!����� ' � ��� 1
Rij , 1 ≤ i, j ≤ 2

1 �!�
�+� &�%# �����" �, �+� "�2&����� "/%%��!�& � �/����" "�!�"" ���"�! < U ′⊗U ′ >

�+�!�
U ′ "����" ,�! �+� ��#�!��!� �,

U
,!�% < U >

' �� �" �+�!�,�!� ����!�� �� !�"# �&�� ��/

s>�



� � �� 	�� � ����

!�(��!� Rii =< U ′2
i >≥ 0

���
R12

2 =< U ′
1U

′
2 >2≤< U ′2

1 >< U ′2
1 >

��  ��� �, �
���&+/2�&+��!�� ���(�����/'; �� �" �+�� "���� �+� !�(��!�� &��"�!� �(������" �� �0> � ' �� �""�% � �� �"��+�!% ��
#!�""�!� ��� �

p(ρ) = T0ρ, T0 > 0.
�0��

�+ �" �""�%#���� ���(���/ ������" �� ,�&������� �+� ,�!�+&�% ��, ��,��!��& &��"���!�2����" "��&� �� ����� " ��� ��,!�� # ��/��% ��� ��#!�""���" ' �� &���% �+�� % �"� �, ��� ���
�, �+� ���� !�"���" ������ �� �+� "�����, �, � ,���!�� #!�""�!� ���

p(τ)
��#!�""�� �� �+�

"# �&�-&  ���% �
τ = 1/ρ

1 � ��+ �+� "�����!� �""�%#����" �+��
p′(τ) < 0

���
p′′(τ) > 0

'
� ��� �+�  �"&�"��/ &��� &����"

µ
���

ν
�!� ��� , � �� # �"��� � &��"����" "���",/ ��, �

0 < ν < µ.
�0:�

�&&�!���, �� �+� �+/ "�&" 1 �+� !���� µ/ν �" &�%%���/ , � �� �+�  ���� 4/3
' �+� !�(��!�2%���

µ/ν > 1
�" �&�����/ � �����,���!�&/ &�������� �� �+� ,�!�+&�% ��, �##��&����� �,

�+� �����! < ���,��� �+��!�% ' ;�� �" ��� &�%%��� �� �+� "�&��� �!��! ���&��"�! �2�� � #!���&� ∂xρ×∂xp(ρ)
�� �0> � ' �� ��"�&���/ -��" ��" !� �� �� �+� &�%#!�""�� �� ����!�

�, �+� ��� %���� ����! &��"���!����� ' ���!���&�� �/ � �"��!&���� �=:� 1 �+ �" ��!% ��!�&��/
"��% " ,!�% �+� ��-������ �, �+� ���"��/2���,+��� � �!�, ��, �# �!���! �� ���� �� �+�
&�%#!�""�� �� � � ��!2���.�" �(������" �"�� �=:� ,�! �+� ������"� ' �� �" �"����/ &��"���!���" � &�!!�&���� ��!% �,!�% �+� &�%%�� ��&�%#!�""�� �� "����# ����� ��� %�"� �, �+�
��% � 1 �� �" ��, ��&��� �� �+� �##��&�����" ' �� �+� #!�"��� ��!. 1 �+ �" "�2&����� � �"��!&����&�!!�&���� �" "��� �� #��/ � % �� �! !��� �� �+�  �"&��" "+� &. "�������" �, �0> � ' �+��""�&����� !��������� #�!�% ���! Tris

�" �""�% �� �� � � � ��� ��,��� � "% ���+ ,��&����
Tris : (ρ, ∂xu) ∈ IR+ × IR → Tris(ρ, ∂xu) ∈ IR+

' �� �=:� 1 Tris

���" ��# ��� �� ∂xu
���

� �"���" ρ %�/ ��"� ��# ��� �� �+� ��.����
u

��� "����/ �� ��!% " �, Rii, i = 1, 2
���

R11R22 − R12
2 ,�! ,!�% � �� �!���&� !��"��" ' �+ �" ���������� ��# �����&� �" ��, ��&2

��� ,�! "�%#��&��/' �� �+� ,����� ��, 1 �+ �" !��������� #�!�% ���! �" �""�% �� ���+�! �� � �������&���/ ��!� �! �� "���",/ ,�! ��/ , � ��
ρ > 0

�

Tris(ρ, y) > 0, |y| > 0, Tris(ρ, 0) = 0.
�0��

�+� ��&+��&�� �""�%#���� �+�� Tris

 ���"+�" � ��+
∂xu

, � �" % �����, +�!��,��! ������!�� ��"&��������" "�������" #!�#�,����, �� &��"���� "# ���
u

�� �+� ��% �� "/ "��%
�0> � ' �� &��&���� �+� #!�"�������� �, �+� �67 "/"��% �0> � 1 ��� �" ��"�! � ,!�% �+�
,� �!���, �(������ ,�! R11

�+�� &+��"��, �� ����� ���� ,�! �+� ���&+/ #!����% �0> �
� ��+

R11(x, 0) = 0
,�!% ���/ ����" �� "�������" � ��+

R11(x, t) = 0
,�! ��� # �"��� ���% �" ' �+ �" �� ��!� �� ,�!&�" R12(x, t) = 0

�� +��� ,�! ��� ��% �" ,!�% �+� !�����������/&�������� R11R22 −R2
12 ≥ 0

�� �0=� ' �� �%#+�"��� �+�� �+ �" !�����������/ &�������� �"
������ "���"-�� �/ �+� "�������" �, �0> � �"�� � ���� � ' � ��&� 1 ,�! "�&+ �� ����� ���� 1 �+�
�67 %���� �0> � !���&�" �� �+� �"��� � � ��!2���.�" �(������" �# �� "�% � ��&��#����!��"# �!� �(������ ,�! R22/ρ

' �+ �" "�������� �" "�% �+�� �!� ��� ��� �� ��,+� �# �+�
����/ "�" � ��+��� "�,��-&��� ��"" �, ,���!����/1 �� ��&���/ �""�% � ,!�% ��� �� �������
���� � ��+

R11(x, 0) > 0
"� �" �� ,� &�"� �� �+� "�!��,�+����  �!"��� �, �+� #+�"�

"#�&� �

Ω+
u =

{
u ∈ Ωu/ R11 > 0

}
.

�0��
��������" �, �0> � � ��+ �� ����� ���� ��

Ω+
u

�!� "��� +�!��,��! �� "��/ �� �+ �" #+�"� "#�&�
,�! ��� -���� # �"��� � ��% �" ' �+ �" � ��� ����� �%# �!���� ����!� ��� ����������� ��� " ,�!

s>:
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�+� "% ���+ "�������" �, �0> � � ��+ � ��� ��!� ���,������ � �/����" "�!�""
R12(x, t) 6= 0�, &���!�� ����!�"� +�!� '

��� ����� ��	� ������ 	 � �
� ��� �	��

�� �+ �" "�&���� 1 �� ��% �� ���% ��� �+� ��# �&��� "�!�&��!� �, �+� ��% �� "/ "��%
��+�!���� ,!�% �0> � �� �+� ��% ��

ǫ→ 0+ ' � , "# �&�-& &��&�!� +�!� �!� �+� # �""�� �� �% 2
��,���" ���&��"�! ��� � #!���&�" �!�"��, �� "�&+ � ��% �� ' �+� ,����� ��, - !"� "����% ���
�""�!�" �+�� �+� �67 %���� �0> � �" � +/# �!� ���& "/ "��% � ��+  �"&��" # �!��!������" �

����� ��� � �� 5 �� 5"�% 3�� 1 "�� �" 5" �%��5� 3� (25* $ 3454 �#��3� 5 . �"� �� �% �5��3��
ǫ = 0$ 3� �%� 5"#��3� �!5" Ωu 4 	�" ��% � 3!5� ����5 u ∈ Ωu $ 3� � � 3�� �� 5 . �� ��

� 3��
53� 5�!���5� 4

u− c(u), u− a(u), u, u+ a(u), u+ c(u)
�)	�

�
� 5"5 u 3� �. �" 5" �. ����3� �3�3�% 2 4 �� 5 �� 55 � �. � "���� ��3�� a(u)

�� 
c(u)

�"5 � 3!5�. "�� 4

0 ≤ a2(u) =
R11

ρ
< c2(u) = T0 + 3a2(u),

�) 0�
�� ����$ � 3�� ��5�" �����3���$ 53� 5�!���5� ��� #5 3��"5�� 3�� �% �""��� 5 ����" 3�� �� 4

λ1(u) < λ2(u) ≤ λ3(u) = λ4(u) ≤ λ5(u) < λ6(u)
�))�

�� 5 �
�
� 5� �"5� 5 1 5� � �"5 � 5�� 3� 5�% ����3� 5�" �� 3�5 �� � �� 5 ��� 5" 3��5"� 5 3��5 1 5� ��"5 �3� 5�"�%  5� 5� 5"��54

��! "����"
u ∈ Ωu

� ��+
R11 = 0

1 3 45 � ��+
a(u) = 0

1 ��� �+� ����!% ������ ��,�� ����"&����#"� ��� �� "�!�"" �+�� � ��"�" �, !�,+� ��,�� �&��!" # �!"�"�" ' �� ,�� ,�!�+�! ,!�"#
���� �+� "�!�&��!� �, �+� �67 %���� �0> � 1 �� �" &�� ������ �� !���#!�"" �� �� ;�,!��, ���
&��!������" �"�� ��,��! ���� ,�! ��"���&�� �+�� ,�!% ���/ "�����, - !"�

ǫ
�� ��!� ' �+ �"

��� ���/ "+��" ��,+� �� ��"&!�#��&��" � ��+ �+� �"��� "�����, ,�! ,�" �/��% �&" ����� ��"� #!� ���" � &�� ������ ���� �� &+�&. �+� "����% ���" �� �+� #!�"��� ��� ����
"�&����" 1 �, �+ �&+ #!��," �!� % �"��/ ��,� �� �+� !����! ' �� �+ �" ��� 1 �� !�,�! �+� !����!
�� �+� �(�� ����&� �, �+� ;�,!��, ��� ��� 7���!��� ,!�% ���!. " ��� �� ��,��! ���� ' ��
�+� ��.����

(τ, u, R11, v, R12, R22)
1 �+� ;�,!��, ��� �(������" ����! &��"���!�����&�� � � "��� �� !��� �





∂tτ − ∂yu = 0,
∂tu+ ∂y(T0ρ+R11) = 0,
∂tR11 + 3ρR11∂yu = 0,
∂tv + ∂yR12 = 0,
∂tR12 + ρR11∂yv + 2ρR12∂yu = 0,
∂tR22 + ρR22∂yu+ 2ρR12∂yv = 0,

�)s�

�+�!� &��""�&���/
τ = 1/ρ

' �� �)s� 1 ��# �&���
∂tRijτ

1
1 ≤ i, j ≤ 2

1 +� � � ��� ��#�����
,�! &�� �����&� ��� �+�� %����# ���� �/ ρ ' �+� - !"� �+!�� �(������" 1 ��&��#��� ,!�%�+� ��+�!" 1 ��.� �+� ,�!% �, � ;�,!��, ��� "/ "��% ,�! ,�" �/��% �&" � ��+ ����� #!�""�!�
T0ρ+R11

� �+�/ �!� &���!�/ !�"# ��"�� �� ,�! �+� ��� ���!�% � 
�; -���" �� ;�%% � 0 ')��� &���!����� �� ��� ��,�� ���� u ' �+� ���� ��� �(������" �� �)s� 1 ��&��#��� ,!�%�+� ��"� ��� 1 , � � ��!�+ �� ��� �����!�/ ��,���!��� -���" � ��+ "/%%��!�& ��,�� ����"

s>�



� � �� 	�� � ����

−ρa(u)
���

+ρa(u)
�� ��!�&� &�!!�"# �����&� � ��+ !�"# �&�� ��/

u−a(u)
���

u+a(u)�� ;�%% � 0 ') �"�� ����� ' �+�/ ����� � ��� �!� ��� ��% � � �+� ��! �, �+� ���,������
��.����"

v
���

R12
1 �� "+�!# &���!�"� � ��+ �+� �"��� ;�,!��, ��� "�����, �+�!�

v
���"��� ��# ��� �� ��% � ' �+�/ �&�����/ "��/ �� �+� &�!� �, �+� !�# �!��� � �!&�%#!�""���#+���% ���� ' �+� ��"� �(������ �� �)s� ����" �� �� ���������� ��,�� ���� u �� ;�%% �

0 ') '
�+� ���"���&� �, ,�������/ ��������! -���" �� �)s� ����� " ��"&����������" �� �� ���#�� -���� ��% � ,!�% "% ���+ �� ����� ���� ' �&&!�"" �+�"� "�2&����� "+�&. �� �" 1

τ
1
u

���
R11

�!� ,� �!��� �/ � &��""�&�� "/ "��% ,�! ,�" �/��% �&" ��� �+�" �!� .���� �� �&+ �� �
��� �!� ��� � �%#" ' �� ��!� 1 ����+�! v ��! R12

&�� "��/ &��������" �" "��� �"
R12 6= 0

1
"��&� ��+�!� �"� �+� - ,�+ �(������ �� �)s� ����� !�(��!� ρR12∂yu = 0

�� +��� �� �+�
"��"� �, %��"�!�" ��� +��&� � &���!���&���� ' � �� �+� ���&��"�! ��� � #!���&�" �� �)s�
�+�" ��+ �� �� �%��,�����" ����, "+�&. �� �" ' �+ �" ��"�! ����� �� ���"�/ �(����/ �##���"
�� �+� "+�&. �� �" �, �+� 7���!��� ,�!%������� �, �)s� ' �+�  �"&��" !�,���!��������� �+� ,��� % ���� �0> � �" #!� �� +�!��,��! �� !�"��!� ���(����"" �� �+� ��-������ �,
�+�"� ���&��"�! ��� � #!���&�" �� �+� ��% ��

ǫ → 0+ #!� ���� �+�� �+� � �"��!&����!��������� ��!% �0�� �" &+�"�� "�� &�����/ ��!,� � ��+ �� �+�  �"&��" "+�&. #!�- ��" ' �+�
���&��"�! ��� � #!���&� ǫ∂xρ∂xp(ρ)

�+�� , � �" !�"� �� �+� ��% ��
ǫ→ 0+ �� � � ������# �"��� � 8�!�� % ��"�!� &��&���!���� �� �+� "+� &. "�������" �, �+� ��% �� "/ "��% '

� ��� &��"���!��, ����"��� �� �" �, �0> � �""� &����� � ��+ ����!% ������ ��,���!���
-���" ��� #!�#�,����, �� &��"���� "# ��� ���+�!

u± a(u) �! u 1 �� - !"� &���% �+�� �+�
#!���&� Tris(ρ

ǫ, ∂xu
ǫ)∂xρ

ǫ∂xp(ρ
ǫ)
� ��+ Tris

"���",/ ��, �0�� ������&���/  ���"+�" ,�! ��/
, � ��

ǫ > 0
' �+ �" ,����� " ,!�% �+� ���� "����% ��� �

����� ��� � �5� #5 � 3!5� u ∈ Ω+
u 4 �� 5� �� 5 u-� 35���� 3�!�"3���� "5� 4

u, p(ρ) +R11, v, R12,
�)> �

�
� 3�5 �� 5 (u− a(u))

-� 35���� ("5�� 5��3!5�% (u+ a(u))
-� 35����* 3�!�"3���� �

"3�5 4

ρ, u, R11, v +
R12√
ρR11

(
"5�� 4 v − R12√

ρR11
).

�)=�

�� ����!���� �+�� �+� "����"
u

����! &��"���!����� �!� &+�"�� � ��+
R11 > 0

��#!� ��� �+� &����#"� �, �+� �+!�� ����!% ������ &����&� ��"&����������" ' �+� ,����� ��,
��"&�""��� �" ��"��/ "��� �� �##�/ ,�! "����"

u ∈ Ωu

' �+� � ��% ��� �� �!����" �� �)> �
�)=� �!� ��"��/ !�&� �!�� ,!�% �+� ;�,!��, ��� ,�!% �)s� �, �+� ����!�/ ��, +/# �!� ���&"/ "��% �� �0> � ' ���&�!���, ����"��� �� �" #!�#�,����, �� &��"���� "# ���

(u− a(u))�!�"# �&�� ��/
(u+ a(u))

� 1 �+�"� �� +� � �� &����&� "����"
u−

���
u+

� ��+
ρ− = ρ+

1
u− = u+

���
R11− = R11+

��  ��� �, �)=� ' �!�% �+� - !"� 1 "�&��� ��� ,��!�+ �(������"�� �0> � 1 ρǫ(x, t) = ρ−
1
uǫ(x, t) = u−

���
R11

ǫ(x, t) = R11−
�!� "��� �� � � "�������" '

�� ��+�! ��!�" 1 �+� ����"��� �� �" ����! &��"���!����� �!� ,!�� ,!�% �+� � �"��!&����&�!!�&���� ' � ��� 1 �+� �""�%#���� Tris(ρ, 0) = 0
�� �0�� ��"�!�" �+�� �+� � �"��!&����&�!!�&���� ������&���/  ���"+�" �� ����"��� �� �" #!�#�,����, �� &��"���� "# ���

u
'

�+�!�,�!� 1 �+� ��"&��������" "�������" �""� &����� � ��+ ��� �+� ����!% ������ ��,���!���
-���" �� �+� ��% ��

ǫ→ 0+ %�"� "�� � �+� �� �"&�� #�!� �, �0> � 1 3 454 �� &�����"�� ,�!% �

∂tu +A(u)∂xu = 0.
�)��

s>�
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� " � &��"�(���&� 1 �� ��� +� � ��  �!�,/ �+�� �+� ��"&��������" "�������" ����! &��"�2��!����� �� �! !�(��!� �� %����# �/ � ��"&��������" ,��&���� � ��+ � 6 �!�& % ��"�!� '
�!�% ����2.���� &��"���!�����" �s)� 1 �� 1 &����&� ��"&����������" �� � , � �� ;6 -��� &��
� � ��-��� ,!�% �+� �""�&����� "�� �, � ��% ��� �� �!����" ' �+�" �� �. ��, �,��� ;�%% �
0 's 1 �� - !"� ���% ��� ��"&��������" "�������" #!�#�,����, �� "# ���

u
' �!�% �)> � 1 � ��+�+� ��!% �� ��� ���,������  ��� &����" "��/ &��������" "� �+�� �+� ���&��"�! ��� � #!�2��&�" 1 �� �� ��, ���+�!

∂xu
�! ∂xv

1 "��/ ,!�� ,!�% �%��,�����" ' � ��� ��� &��"���!��, �
��"&��������" "������� � ��+ "# ��� �, #!�#�,����� u− a(u)

1 �+� � ��% ��� �� �!����" ��
�)=� !�����/ , � � �+�� � ��+ ,� �!���, �(������" ,�! R11

���
R12

�!� �,��� ,!�� ,!�%�%��,�����" ��� �� &��&���� 1 �� "�� &�" �� ��"�! � �+�� �

∂tR22 + ∂x(R22u) + 2(R12 + v
√
ρR11)∂xv −

√
ρR11∂xv

2 = 0,
�):�

�+�!�
R12 + v

√
ρR11

��� √
ρR11

�!� &��������" ' �+� &�"� �, � ��"&��������/ � ��+
 ��� &��/ u + a(u)

�" "�% ���! ' �� "�%% �!��� 1 ���/ �+� "+�&. "�������" &�% ��, � ��+
�+� ���!�% � 
�; -���" �� �+� ��% �� "/"��% , � � !�"� �� �%��,���" ���&��"�! ��� �#!���&�" '
��� ����	�� ����� ��� ��� ������ �	��� ���	��

�� �+ �" #�!�,!�#+ 1 �� ��+ �� �� ��� �+� ��� �!� ��� ���!�#/ #��!" �, �0> � � ��% ��/
#��!" �, "% ���+ ,��&����" (η, q) : Ω2

u → IR2 ,�! �+ �&+ "% ���+ "�������" �, �0� �� �/�+� ���������� ��� �

∂tη(u
ǫ) + ∂xq(u

ǫ) = ǫ∇uη(u
ǫ) · B(uǫ, ∂xu

ǫ, ∂xxu
ǫ).

�)
�
�

� " ����!����� �� �+� #!��%��� 1 "�&+ ��� " �+�!� �+� ��,� +��� "��� "����" �� &��"�! �2���� ,�!% �!� .���� �� #��/ � &���!�� !��� �� �+� ��-������ �, &�� ������ ,���!������
� �%# &��������" ' ;�� �" - !"� "���� �

� ��� �� �� ��� ��� � ������ ���� �3��� u : IR × IR+ → Ωu

�. (25* ���3�. % �� 5 . �� ��
� 3��#���� �5 5����3�� 4

∂t{ρE}(uǫ) + ∂x({ρE}(uǫ)uǫ + (p(ρǫ) +R11
ǫ)uǫ +R12

ǫvǫ) =

ǫ∂x(µuǫ∂xu
ǫ + νvǫ∂xv

ǫ)− ǫµ(∂xu
ǫ)2 − ǫν(∂xv

ǫ)2 − 2ǫTris
T0Rǫ

11
(ρǫ)2

(∂xρ
ǫ)2,

�)��

�
� 5"5 �� 5 ����� 5� 5"�% ρE 3�  51 � 5 #% 4

{ρE}(u) = ρ
u2 + v2

2
+ ρT0ln

(1
ρ

)
+
R11 +R22

2
.

�s	�


� �����3�� D(u) = (R11R22 −R12
2)τ4 � �� 5� ��5� 3� ���3�3�� 4

∂t{ρD}(uǫ) + ∂x{ρD}(uǫ)uǫ = −2ǫTrisT0
D(uǫ)

ρǫ
(∂xρ

ǫ)2.
�s 0�

�+�"� ��� " &�� � � "��� �� ������ �� �+� �67 %���� �0> � � ��+ "� �!�� "#�&�  �2
!�����" �"�� ����� �!� �s�� ' 8/ &���!�"� 1 �+� ���� ���������� ��� " "����/ +��� ,�! #����
�� � "�������" �, �+� %����2��% ��"����� ,�!% �, �0> � ��� ��!� �� � � �, #!�% �!/ �%# �!2���&� �� �+� "���/ �, �+�"� #�!��&���! "�������" ' ��  ��� �, �+� !��������� �� �!���&�

s=	



� � �� 	�� � ����

�, �+� �67 %���� ����! &��"���!����� 1 �� "�!�"" �+�� �+� ��� " �� � � ����� � ��+ �!�
 ���� �� ��/ , � �� -��� ��!�&���� ��� � ��+ #!�# �! ��-������" �, �+� ��!% ��  ��� &��/ u�� �+� �� � ��� �+� ��!% �� � �/����" ���"��� R11

��,��+�! � ��+ #!�# �! ��-������" �,
�+� ���� ���,������ (��������" �

v
1
R12

���
R22

'
� ��� �� �� ��� ��� � �� ���� �� ���3��� u : IR→ IR+ → Ω+

u

�. �25* �53. � 4

∂t{ρEn}(uǫ) + ∂x({ρEn}(uǫ)uǫ + (p(ρǫ) +R11
ǫ)uǫ) = ǫ∂x(µuǫ∂xu

ǫ)

−ǫµ(∂xu
ǫ)2 − 2ǫTris

T0Rǫ
11

(ρǫ)2
(∂xρ

ǫ)2,

�s)�

�
� 55 �� 5 ��� � � 5� 5� � ρEn

5��� 4

{ρEn}(u) = ρ
u2

2
+ ρT0ln

(1
ρ

)
+
R11

2
,

�ss�

��� � ��� �� 5 ���� �� 3�� ��
�

4

∂t{ρEt}(uǫ) + ∂x({ρEt}(uǫ)uǫ +R12
ǫvǫ) = ǫ∂x(νvǫ∂xv

ǫ)− ǫν(∂xv
ǫ)2

�s> �

�
� 5� �51 � 3�� �� 5 ���� 5��3� � 5� 5�� ρEt

�
�

4

{ρEt}(u) = ρ
v2

2
+
R12

2

2R11
.

�s=�


� ���3�3��� �� 5�5 �� ���� �� ���3��� ��5� 4

∂t{ρW}(uǫ) + ∂x{ρW}(uǫ)uǫ = 0, {ρW}(u) = R22 −
R12

2

R11
,

�s��

��� 5�� 5 � 3�� 4

∂t{ρI}(uǫ) + ∂x{ρI}(uǫ)uǫ = −2ǫTrisT0
I(uǫ)

ρǫ
(∂xρ

ǫ)2, I(u) = R11τ
3.

�s:�

; �� �" &�%%��� �� �+� ���������� ��� " �� +� � #�� ,�!��!� ' � �!"� ��� � ��+ !�"# �&�
�� �+� ��-������ �, �+� #+�"� "#�&�

Ω+
u

1 ����&� �+�� �s:� !�� !���" ����/ ,!�%  �&��% � �

∂tI(uǫ) + uǫ∂xI(uǫ) = 2ǫTrisT0(
∂xρ

ǫ

ρǫ
)2 × (0− I(uǫ)),

�s��

3 454 �s�� �" ���+ ��, ��+�! �+�� � �!��"# �!� �(������ � ��+ !��������� ' ���""�&�� �!2
,�% ���" ��"�!� �+�� ,�! "% ���+ "�������" �3 454 � ��+ � � ������ !��������� #�!�% �2
��!� 1

R11 = ρ3I(u)
.��#" # �"��� �  ���� ,�! ��� -���� ��% �" �, ��.�� # �"��� � �� �+�

�� ����� ���� ' �+� "�% � ��"�! ����� �##���" �� �s 0� �� ,�� �+� "�% � # �"��� ��/ #!�2# �!�/ ,�! R11R22 − R12
2 ' �� �+�" % �.�" "��"� �� &��"���! �+� ���������� ��� " �s> �

��� �s�� ,�! "�������" �, �0> � � ��+ �� ����� ���� ��
Ω+

u

' ��"�! � ,!�% �+� �������/
W(u) = D(u)/I(u)

�+�� W(u)
��"� �&+ �� �" # �"��� �  ����" ' � ���&� �/ �+� ��/ �+��

{ρE}(u) = {ρEn}(u) + {ρEt}(u) + 1
2{ρW}(u)

� �+� #!�# �"�� ��&�%# �"����� �, �+�
����� ���!,/ ���� ��!% �� ��� ���,������ ���!, ��" �" �, #!�% �!/ �%#�!���&� �� �+ �"
"���/'

� ��� 1 �� ����!���� �+�� �� ��+��"�� � ����/ "�" �, �+� ���������� &��"�! ����� ��� "
,�! "% ���+ "�������" �, �+� ����!�/ ��, +/# �!� ���& "/ "��% �� �0> � 1 3454 "�����, ,�!% ���/

s= 0



������ � � �������	��

��� ���
 �
 ���	��

��� 
��� 
�� �����
 �� 
�����
����� � ��� ����� ���
 ���


ǫ = 0
1 �" &�� �������/ # �!,�!% �� �� ;�,!��, ��� &��!������" ' �+� "/"��% �)s� �" "��� ��

���/ / ���� �+� !�# �!��� 7���!��� #��!"
(η, q) � �"���" "�% � �"���"" ��������! �!��",�!% "

�� I(u)
1W(u)

��� D(u)
' �+� ���������� ��� �s�� �+ �&+ ,� �!�" {ρW}(u)

�" �&�����/�+� ���/ ��� �� ��.� � ,��� &��"�! ����� ,�!% ����"" Tris

�" ����# �&����/ &+�"�� �� � �������&���/ ��!� ' �� ��+�! ��!�" 1 �+� �67 %���� �0> � �" �� ,������ ��� &��"�! �����
,�!% ' �� ��&. �� �+ �" ��� &���/1 �� �" �"�,�� �� #!�% ��� �+� ,����� ��, ����2��-��� &+��,�
�, ��.����

u ∈ Ω+
u → v(u) ∈ Ω+

v

1
v = v(u) = {ρ, ρu, ρI, ρv, R12, ρW}

"� �" ��!���#!�"" �(�� ������/ �0> � ����! �+� ,�!% �




∂tρ
ǫ + ∂x(ρu)ǫ = 0,

∂t(ρu)
ǫ + ∂x(ρu2 + p(ρ) +R11)

ǫ = ǫ∂x (µ∂xu
ǫ) ,

∂t(ρI)ǫ + ∂x(ρIu)ǫ = −2ǫTrisT0
Iǫ

ρǫ (∂xρ
ǫ)2,

∂t(ρv)
ǫ + ∂x(ρuv +R12)

ǫ = ǫ∂x (ν∂xv
ǫ) ,

∂tR
ǫ
12 + ∂x(R12u)

ǫ +Rǫ
11∂xv

ǫ +Rǫ
12∂xu

ǫ = −ǫTrisT0
Rǫ

12
(ρǫ)2

(∂xρ
ǫ)2,

∂t(ρW)ǫ + ∂x(ρWu)ǫ = 0.

�s��

;�� �" "�!�"" �+�� "��&� �+� "�,� �,
R12

%�/  �!/ �� �+� "�������" �, �0> � 1 �+� ���,������
���!,/ ��� �s=� &����� #!� ��� �" 1 �� ,��� ,���!����/1 � ��+ � !��� ��� &+��,� �,  �!����� '
�� �!� �+�" ,�!&�� �� .��#

R12
�" �� ����# ������  �!����� �� �+� "���/ �, �+� "�������"

�, �s�� ' � � �!�+���"" ��� ,� &�"��, �� �+� "# �&��� &��"" �, �!� ����, �� � "�������" �,
�s�� 1 �+� ���� "�&���� #!� �" �+�� �+� ���,������ � �/����" ���"��� R12

.��#" � &��"����"�,� ����, �+�  �"&��" #!�- ��" ' �+� �67 �s> � !����, �+� ���,������ ���!,/ ��� � ���
�+�� #��/ � % �� �! !��� �� �+� ��!� ����� �, � ,���!������ ��%# &�������� '

� %���* ���� ���* ��������

�+� ,�!�+&�% ��, "�&����" �!� �� ���� �� �+� "���/ �, �+� �!� ����, �� � "�������"�""�&����� �� �+� ��� ,�������/ ��������! ���!�% � -���" �, �s�� �+�� &+��"��, ǫ = µ >
0
� ��+��� !�"�!�&���� ' �!�% 
������� �� �!���&� 1 �� "�� &�" �� &��"���! �+� - !"� -��� '

�� #!� � �+� �� �"���&� �, "�������" �""���, ,!�% �� �!���!�!/ #!�"&!�� �� "����
u− ∈ Ω+

u�� �+� #�"� ��� #!�#�,����, �� ��/ , � ��  ��� &��/ σ �� �/ ��, �+� &��""�&�� &��������
λ1(u−) > σ

' 7� �"���&� �" �&+ �� �� �+��� �! �+� #�!��&���! "+�# � �, �+� � �"��!&����!��������� #�!�% ���! Tris ≥ 0
�" ' 8�� �""�% ��, �� ������&���/ ��!� Tris

��� �" "��� �"
R12− 6= 0

1 �� #!� � �+�� &+��"��, �+� < �&+ ��%� �! Mc(u−) ≡ (u−−σ)/c(u−)
��!,�

����,+ 1 3454 &��"���!��, �!� ����, �� �" �, "�� &�����/ ��!,� "�!��,�+ 1 "/"��% ���&���/
!�"���" �� �+� �� �"���&� �, ��-�����/ %��/ ��"���&� "����"

u+ ∈ Ω+
u

�+ �&+ &�� � �&����&��� �� �+� ,���!� �/ �!� ����, �� � "�������" � ��+ "# ���
σ

��� �""���, ,!�%
u−

'
�� &���!�"� 1 �� "+�� �+�� ���(����"" &�� � � ����/" !�&� �!�� #!� ���� �+�� Tris

��
�0�� �&+ �� �" "�� &�����/ ��!,� # �"��� �  ����" �� � #!�&�"� "��"� ' ��� "% ���  ����" �,
Tris

���� � �!&�%#!�""� �  �"&��" "+�& #!�- ��" �+�� Mc(u−)
�" ��!,� ����,+ �

λ1(u+) < σ < λ1(u−), λ2(u+) < σ,
�>	�

�+ ��� "�� &�����/ ��!,�  ����" �, Tris

!�"��!� �+� ;�� &��������" �

λ1(u+) < σ < λ1(u−), σ < λ2(u+).
�> 0�

������ ��� ��  ��� �, �(������ �s�� 1 !��� ��� � �"��!&���� &�!!�&����" #!� ���
a2(u) =

Iρ2 ,!�% �&+ �� ��, ��� ��!,�  ����" �� �+� &�%#!�""��� #!�- ��" "� �" �� ����% ����/

s=)



� � ��������� ���� �����
�


.��#
σ < u+ − a(u+)

' � ��� ��� � ��+ !�"# �&� �� �+� ��,��� � �""�� �>	� 1 ���� �+�� ��
��&���� ,!�% �+� ����/"�" �� ��&�#������  ���� �, �+� < �&+ ��%� �! Mc(u−)

, � ��,
��!�+ �� �� ��� "����

u+
� ��+ �

λ2(u+) = σ, i .e Ma(u+) =
u+ − σ
a(u+)

= 1.
�>)�

��" "���/ !�(��!�" &��"���!���� ����������� % ���!��� �, �!��-&��� ����!�"� �� ��! % ���
#�!# �"� '

� �� �
� ����� ��� �� ����

�� �+ �" "�&���� 1 �� ��!� � �+� #!�&�"� ,�!% �, �+� �/��% �&�� "/ "��% �+ �&+ ,� �!�"�+� �!� ����, �� � "�������" �� "���/ ,�! ���"���&� ' ��%#�� ��� �"�,�� ,��% ��!�&��
#!�# �!���" ����&�� �/ �+� �""� &�����  �&��! -��� �!� #�� ,�!��!� '

6�� �� 
 ������� �� �!���&� 1 �� "�� &�" �� &��"���! �+� &�"� �, � ���� ��!% ��  ��� &��/
σ
1 �+� ���,������  ��� &��/ v− � ���, "������/ #!�"&!�� �� ����! �� ' �+� "�������" ����!����!�"� "+���� �+�� "�� � �





dξ(ρu) = 0,
dξ(ρu

2 + p+R11) = dξ (dξu) ,

dξ(ρuv +R12) = dξ

(
ν

µ
dξv

)
,

dξ(ρIu) = −2TrisρI
dξp dξρ

ρ2
,

dξ(R12u) +R11dξv +R12dξu = −TrisR12
dξp dξρ

ρ2
,

dξ(ρWu) = 0.

�>s�

� �!� �+� � �"��!&���� !��������� #�!�% ���! Tris
+�" � ��� !�"&���� �/ µ > 0 ��� �" "����

, � �� �+� "�% � �������� ' ��" ��# �����&� �� ρ
���

∂xu
�" �% ����� % �"� �, �+� ��% �

�� �+� ,����� ��, ��&�#� �+�� #!�&�"��/ !�(��!�� �� �+� ����/ "�" ' �+� - !"� �(������ ��
�>s� �%#���" �+�� �+� !����� � % �"" ��� ρu +�" � &��"����  ���� ������� �/ m ���
�" �� �" ����2.���� 1 �� &����� � � ��!� ,�! �+� "�������" ����! &��"���!����� ' � !,���,�,��� �� ��� �+� 
������� �� �!���&� ����� " �" �� "����/ ���!�""  �"&��" #!�- ��" ,�!"+� &. "�������" �""� &����� � ��+ �+� - !"� 
�; -��� ' �� ��+�! ��!�" ��� ,!�% ��� �� 1
�� �""�% � � ��+��� ��"" �, ,���!����/ �+�� �

m > 0.
�>> �

8/ ����2.���� &��"���!�����" 1 �!� ����, �� � "�������" ,�! �+� ��+�! ���!�% � -��� 1
3 454 � ��+

m < 0
1 �!� !�&� �!�� �+�� !� �!"��, �+� "�,� �,

ξ
���

u
��� ��&+��, ��, �+�

!��� �, �+� ���# ����"
u−

���
u+

' ;�� �" ,�!�+�! ����&� ,!�% �>s� �+�� �� "�� &�" ��!�"�!�&� ��!"�� �" �� ���# ����"
u−

� ��+
(R12)− ≥ 0

"��&� �+� &�"� �, �� �## �"��� "�,�
�" !�&� �!�� �+�� %����# �/ ��, �+� �+ �!� ��� - ,�+ �(������" �/ −1

'
; �� �" ��� !�&�"� �>s� ����! �+� ,�!% �, � - !"� �!��! 76� "/ "��% ' �!�% �>> � 1

�+� ��"� �(������ �� �>s� ����" �� �+� ��,��!��& �� �!���� W(ξ) =W−
�+ �&+ �� ���,�!#��/" � !��� �� �+� ����/"�" ' � ��� 1 ����,!����, ��&� �+� "�&��� ��� �+ �!� �(������ ��

s=s



������ � � �������	��

��� ���
 �
 ���	��

��� 
��� 
�� �����
 �� 
�����
����� � ��� ����� ���
 ���


�>s� , � �" � ��+
τ = m u

,!�% �>> � �





mdξτ = m2(τ − τ−) + T0(
1

τ
− 1

τ−
) + (

I
τ3
− I−
τ3
−

),

mdξI = −2TrisT0
I
τ3

(dξτ)
2,

ν

µ
dξv = m v +R12,

mdξR12 +
I
τ4
dξv + 2m

R12

τ
dξτ = −TrisT0

R12

τ3
(dξτ)

2,

�>=�

�+�!� ��  ��� �, 
������� �� �!���&� 1 �� +� � #!�"&!�� �� v− = −R−
12/m

� ��+���!�"�!�&���� ' � " ��!���/ ��"�! �� �� �+� �67 �� �� �� �s�� 1 �!���" �% ������, ,!�%������� ���� � ��+ I(0) = 0
�3454 � ��+

R11(0) = 0
� �!� "�&+ �+�� I(ξ) "��/" ������&���/

��!� ' �� �������� ��� ,�! �� ����� ���� � ��+
R12(0) = 0

1
R12(ξ) = 0

���
v(ξ) = 0

�!�
��"��/ "��� �� "�� � �+� ��"� ��� �(������" �� �>=� ' �� ��+�! ��!�" ��� "��&� �!���"&����� &!�"" �� -���� ��% �" 1 �!���" � ��+

R12(ξ0) 6= 0
1 "�/

R12(ξ0) > 0
1 �� � , � �� ��% �

ξ0
�!� "�&+ �+��

R12(ξ)
���" ���  ���"+ ,�! ��� -���� ��% �" ��� �+�" .��#" � # �"��� �"�,� ' �� "+��� "�� �+�� "�&+ � #!�# �!�/ ������" �� �+� ��% ��

ξ → +∞ ' �+ �" "�%#��
��"�! ����� � ��� # ��/ � &���!�� !��� �� �+� ��-������ �, ,���!������ � �%# &��������"
+�!��,��! ' �� +� � �+�" #!� �� �

����� ���� �� 5 ��� �3�� {(τ, I, v, R12)
T ∈ IR4, I > 0} ��� {(τ, I, v, R12)

T ∈
IR4, R12 > 0} �5 ���3�3�5�� 3���3��� �

�
�� 5 / �

� 4
�!�% ��� �� 1 �� ,� &�"� ��!"�� �" �� �!���" �� �+�"� ��� �� �!����" ��% ���" 1 3 454�� #!�"&!�� �� ���"����

u−
� ��+

R11− > 0
���

R12− > 0
' �+� &�"� �, ���"����" � ��+

R12− = 0
��� �+�" v− = 0

1 3454 "� �+��
R12 = v ≡ 0

1 �" ��"/ ��� �, ������ ����!�"� ' ��"+�� ,�!�+�! ��,+� �� �+� �/��% �&�� "/"��% �>=� 1 �� �" �%#�!���� �� !���#!�"" �� �� �
��� ��.���� �������� �+�� ��-���, �

Y+ = v +
R12τ

2

√
I
, Y− = v − R12τ

2

√
I
,

�>��

"� �" �� "���� �

����� ��� � ���5�3�� � ��5 �� ���3��� �. �25� ���� �� �� ��5 3� �� 5 �����
�
�

(τ,I, Y+, Y−)�� 5 � 5� � 4× 4
-�

�
��� 3�� � �

�
� �5� � � 5 �5���5 �

� Σ4 4





mdξτ = m2(τ − τ−) + T0(
1

τ
− 1

τ−
) + (

I
τ3
− I−
τ3
−

),

mdξI = −2TrisT0
I
τ3

(dξτ)
2,

dξY+ =
µ

2ν

m

M2
a(τ,I)

(Ma(τ,I)− 1)
(
(Ma(τ,I) + 1)Y+ + (Ma(τ,I)− 1)Y−

)
,

dξY− =
µ

2ν

m

M2
a(τ,I)

(Ma(τ,I) + 1)
(
(Ma(τ,I) + 1)Y+ + (Ma(τ,I)− 1)Y−

)
,
�>:�

�
� 55 � 5 ���5 �5� 4

Ma(τ,I) =
mτ2

√
I
≡ u√

R11τ
> 0.

�>
�
�

s=>



� � ��������� ���� �����
�


� ��� � � � ����� ) ')
�+� "�&��� ��� ,��!�+ �(������" �� �>=� &���!�/ / ���� �+� ���� �������/ ����&����/

,!�� ,!�% �+� � �"��!&���� &�!!�&���� �

mdξln

(
R12√
I

)
+mdξln(τ2) +

I
τ4R12

dξv = 0.
�>��

"� �+�� ,!�% �+� �+ �!� �(������ 1 �� ,�� �

mν

µ
dξ(v ±

R12τ
2

√
I

) = (m∓
√
I
τ2

)× (m v +R12).
�=	�

�+�� 1 �+� ,�!%���� �

v =
1

2
(Y+ + Y−), R12 =

√
I

2τ2
(Y+ − Y−),

�= 0�

, � � �+� !�(��!�� &��&��"��� �,��! "�% � !��!!��,�% ���" �� �+� ��!% " '
; �� �" &�%%��� �� �+� ��-������ �>�� � ����&� ,!�% Y± = v ± R12/

√
ρR11

���
;�%% � 0 's �+��

Y+
�!�"# �&�� ��/

Y−
� �" ���+ ��, ��� � � ��% ��� �� �!���� �)=� ,�! �+�

�����!�/ ��,���!���
2
2�� � #!�#�,����, �� "# ���

u− a(u)
� ��+

a(u) =
√
R11/ρ

, � ��
�� �) 0� �!�"# '

6
2�� � � ��+ "# ���

u+a(u)
� ' �����&����" � ��+ �+�"� ����!% ������ �� �"

�!� ,�!�+�! � �"��-�� �+�� ��"�! ��, �+�� �+� ,��&���� Ma(τ,I)
, � �� �� �>

�
� �&�����/&���&���" � ��+ �+� !���� (u − σ)/a(u)

�+�!� 1
σ = 0 �/ &�� ������ � ' �� ��+�! ��!�" 1

�>
�
� � �"� !���" �" � !����� � < �&+ ��%��! ��� ��#!�""�� ,�! �+�

2
2�� � ' ;�� �" "�!�""

�+�� �+� ����/ "�" �" �&�����/ &��&�!��� � ��+ �+� - !"� �� � ,�! �+ �&+ �+� !����� � < �&+
��%� �! !���"

(u − σ)/c(u)
' � " ,�! �" �+� ���,+� Ma(τ,I) − 1

�� �>:� �" &��&�!��� 1��� �" �+�� .��# �� % ��� �+�� �

Ma(τ,I) > 1⇔ u− a(u) > σ,
�+ ��� Ma(τ,I) < 1⇔ u− a(u) < σ.

�=)�

�+ �" ��"�! ����� �" ��!�&��/ ���.�� �� �+� #!�# �!���" �, �+� �/��% �&�� "/ "��% �>:� ��
�(�����!��% # ����" �� � � ��"&�""�� �� �+� ���� "�&���� '

��! &�� �����&� �� �+� ����/"�" 1 �>=� �" , � �� � ��% ��"�����"" ,�!% ��"�� �� �+�
#!�"&!�� �� "����

u−
�+�� !�"&����, !�"# �&�� ��/

τ �/ τ− 1 �+�  ��� &����" u ���
v �/ �+�

"���� "# ���
c−

1 �+� � �/����" "�!�""
R11

�/ (ρa2)−
� ��+

a2
− > 0

, � �� �� �) 0� ���
R12

�/ R12− > 0
' ��% ��, � ��+ �+� #!�# �"�� !�"&����, �!� �+� ���� ��� ��% ��"�����""��%� �!" � �+� < �&+ ��%��! M = u−/c−

��� �+� "�2&����� ��!������ < �&+ ��%� �!
β = a−/c−

' ��"�! � ,!�% �>> � �+��
M > 0

�+ ���
β ∈ (0, 1/3)

,!�% �) 0� '� ��+ &�%%�����"� �� �+� ��������" ��� ,�! "�%#��&��/ �� �+� ��"&�""��� 1 �+� ��% ��"�����""  �!�����"�!� +�!��,��! "���� ������� !�"# �&�� ��/ �/ τ 1 I 1 Y+
���

Y−
1 � ��+ �+� #!�# �!�/ �+��

τ− = 1
1 I− = (R11τ

3)− = 1
��� �

Y±(−∞) = ±β(1∓ β

M
).

�=s�

s==



������ � � �������	��

��� ���
 �
 ���	��

��� 
��� 
�� �����
 �� 
�����
����� � ��� ����� ���
 ���


�+� ��% ��"�����"" ,�!% �,
Σ4 �+�� !���" �





dξτ =
G(τ,I)
M

≡ 1

M

(
M2(τ − 1) + (1− 3β2)(

1

τ
− 1) + β2(

I
τ3
− 1)

)
,

dξI = −2Tris
1− 3β2

M2

I
τ3
G2(τ,I),

dξY+ =
µ

2ν

M

M2
a(τ,I)

(Ma(τ,I)− 1)
(
(Ma(τ,I) + 1)Y+ + (Ma(τ,I)− 1)Y−

)
,

dξY− =
µ

2ν

M

M2
a(τ,I)

(Ma(τ,I) + 1)
(
(Ma(τ,I) + 1)Y+ + (Ma(τ,I)− 1)Y−

)
,
�=> �

�+�!� �

Ma(τ,I) =
Mτ2

β
√
I
> 0.

�==�

� �!� Tris

������" � ��% ��"�����""  �!"��� �, �+� � �"��!&���� !��������� #�!�% ���! �+��
%����# ���� �/ c− ' ����!�/1 �+�  �&��! -��� �� �=> � �" �� ���"� &��������"�/ ����!��������
� �! �+� ,����� ��, ����!�� #+�"� "#�&� �

Ω =
{
ω = (τ, I, Y+, Y−)T ∈ IR4; τ > 0, I > 0, (Y+, Y−) ∈ IR2

}
,

�=��

"� �+�� �=> � ����!" �+� &��""�&�� � �&�!�2; �#"&+ ��� �+��!/' �+� ���� "�&���� "�����" �+�
�(�����!��% "����" �, �=> � '

� �� �� ����� ��	� ������ 	 �
Σ4 �� ��� ������� �	����

� �!� 1 �� ��+ �� �� "�% � �%# �!���� #!�# �!���" �, �+� �����!������� LX(ωe)
�, �+�

 �&��! -���
X

�� �=> � �� �(�����!��% # ����" ωe

1 3 454 �� "����" "���",/ ��, G(τ,I)(ωe) = 0���
((Ma(τ,I)+1)Y+ +(Ma(τ,I)−1)Y−)(ωe) = 0

' �� �,!��% ��� � ��+ �>)� 1 �� ,� &�"
�� �(�����!��% "����" "���",/ ��, �

Ma(ωe) 6= 1.
�=:�

�+� ��&�#������ &�"� {u/a}(ωe) = 1
�" "��� � ���� �� &���&��� � ��+ � ��,���!��� &�"�

���(���/ &��&�!��� � ��+ �(�����!��% "����" �� �+� ,���!� ' � ��� ���!���&��, Mc(ωe) =
{u/c}(ωe)

1 3454 �+� < �&+ ��%� �! � ������� �� �+� - !"� �� � 1
LX(ωe)

�" "��� �� ��% ��
�+� ,����� ��, ��,�� ����" �

κ1(ωe) = M
M2

c(ωe)(M2
c(ωe)− 1), κ2(ωe) = µ

ν
M

M2
a(ωe)

(M2
a(ωe)− 1),

�=
�
�

���
0
�" � "�% �"�%#�� ��,�� ���� �, %����# ��&��/ 2 ����! �+� "�����!� �����,���!�&/&�������� �

Mc(ωe) 6= 1.
�=��

;�� �" ���� ��"�! � ,!�% a(ωe) < c(ωe)
�� �) 0� �+�� �

Ma(ωe) >Mc(ωe).
��	�

�� �+� ���� "�&���� 1 �� #!� � �+�� +���!�&��� �& �!���" �,
Σ4 ���"� ���/ �,

M =Mc(ω−) >
1
� ��+ �" � �/ #!���&�Mc(ω+) < 1

' � ��&� ��&�""�!��/ Ma(u−) > 1
�+ ��� �+� "�,� �,

s=�



� � ��������� ���� �����
�


Ma(u−)−1
�" ��,� ������!% ���� �� �+ �" "��,� ' �,��� ,!�% ��	� 1 �""�% ��,Ma(ωe) > 1�%#���"

κ2(ωe) > M/M2
a(ωe)(M2

a(ωe)− 1)
"��&�

µ/ν > 1
��  ��� �, �0:� 1 "� �+�� �

κ2(ωe)− κ1(ωe) >
M

M2
a(ωe)M2

c(ωe)
(M2

a(ωe)−M2
c(ωe)) > 0.

�� 0�

��� �!"��/1 �""�% ��, Ma(ωe) < 1
�%#���"

κ2(ωe) 6= κ1(ωe)
��&�#� ,�! �� ��&�#������"����

ωe

�� �+� ,���!� �� �+ �&+
LX(ωe)

���" ��� ���,������� ' �%�����, �+ �" ��,���2
!��� &�"� 1 �(�����!��% "����" "���",/ ��, �=:�� �=�� �!� "��� �� � � ���+/# �!� ���& # ����"
,�! �+ �&+ �+� "#�&�

IR4 � !���" �" �+� ��!�&� "�% �, �+� ��,��"#�&�" �""� &����� � ��+
LX(ωe)

'
7(��## �� � ��+ �+�"� #!�# �!���" �,

LX(ωe)
1 �� �!� �� � # �"����� �� �##�/ �+�

�����! < ���,��� �+��!�% �� (����,/ # �""�� �� +���!� &��� �& �!��� �,
Σ4 �+ �&+ &����&�"��# ���������/ ,�"� �+� #!�"&!�� �� �(�����!��% "����

ω−
�� �+� #�"� �

ω− =

(
1, 1, β(1 − β

M
), −β(1 +

β

M
)

)
,

��)�
��� � ���" ��# ���������/ ,�"� �� �+� ,���!� "�% � �(�����!��% "����

ω+
' 8/ ����2.����

&��"���!�����" 1 �+� �������/ �, "�&+ +���!�&��� �& �!���" ���" �� �+� ����!"�&���� �, �+�
��"����� % ���,��� Wu(ω−)

��� �+� "����� % ���,��� Ws(ω+)
'

� " ��!���/ &���% �� 1 +���!�&��� �& �!���" �,
Σ4 ���"� ���/ �,

M =Mc(ω−) > 1
� ��+

Mc(ω+) < 1
' ���&�

κ2(ω−) > κ1(ω−) > 0
,!�% �� 0� 1 �+� �����! < ���,��� �+��!�%�""�!�" �+�� �+� ��% ��"��� �, Wu(ω−)

�" ) ' ��� �!"��/ ��� ��  ��� �, �=
�
� 1 �+� ��% ��2

"��� �, Ws(ω+)
&���!�/ ��# ���" �� �+� "�,� �,Ma(ω+)−1

� ��% ��/
dim(Ws(ω+)) = 1#!� ���� �+�� Ma(ω+) > 1

�+ ���
dim(Ws(ω+)) = 2

�+�� Ma(ω+) < 1
���&�#� ,�!�� ��&�#������ ω+

� ' � �#+!�� ��, �+ �" &���% 1 � # �""�� �� +���!� &��� �& �!��� �,
Σ4 "���"-�"

�+� &��""�&�� ;�� &��������" #!� ���� �+��
dim(Ws(ω+)) = 1

�

u+ − c(ω+) < σ < u− − c(ω−), σ < u+ − a(ω+),
��s�

�+ ��� ��  ������" �+�"� ;�� 2&��������" �+��
dim(Ws(ω+)) = 2

�

u+ − c(ω+) < σ < u− − c(ω−), u+ − a(ω+) < σ,
��> �

�� �+� ���� "�&���� 1 �� �"�����"+ �+��  �"&��" "+� &. #!�- ��" �,
Σ4 �, "�� &�����/ ��!,�

"�!��,�+ 1 3454 � ��+
M

"�� &�����/ ��!,� 1 �!� ��&�""�!��/ � �!&�%#!�""� � �+�� �+� � �"2
��!&���� &�!!�&���� ���" ��� �&+ �� � ��!,� ����,+ # �"��� �  ����" '

�+� ����/ "�" �, �+� +���!� &��� �& �!���" �,
Σ4 +�� ��/ !����" �� �+� #!�# �!�/ �+��

�+� - !"� ��� �(������" �� �=> � �!� ��&��#��� ,!�% Y+
���

Y−
� ������ �+� � �"��!&����!��������� ��!% Tris

"����/ ��# ���" �� τ ��� I ' ����/ ��, +���!� &��� �& "�������" �,
Σ4�+�!�,�!� �% ����" �� ����/�� - !"� �!���" �, �+� !���&�� �/��% �&�� "/"��% 1 �������

�/ Σ2 �





dξτ =
G(τ,I)
M

≡ 1

M

(
M2(τ − 1) + (1 − 3β2)(

1

τ
− 1) + β2(

I
τ3
− 1)

)
,

dξI = −2Tris(τ,I)
1− 3β2

M2

I
τ3
G2(τ,I),

��=�

� ��� ��, �+� #!�"&!�� ��  ����" (τ−,I−) = (1, 1)
�� �+� #�"� �� �+�� ���% ��� �+� � �2

+� ��! �� ��% � �, �+� "�������" �, �+� ���� +�% �,�����" �����! "/"��% � ��+  �!�����

s=:



������ � � �������	��

��� ���
 �
 ���	��

��� 
��� 
�� �����
 �� 
�����
����� � ��� ����� ���
 ���


&� �� &����" 1 �� ������ ΣY
�





dξY+ =
µ

2ν

M

Ma(ξ)2
(Ma(ξ)− 1)

(
(Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−

)
,

dξY− =
µ

2ν

M

Ma(ξ)2
(Ma(ξ) + 1)

(
(Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−

)
,

����

�+�!� �+� "% ���+ &� �� &���� �

Ma(ξ) =Ma(τ,I)(ξ)
,�! ���

ξ ∈ IR, ��:�
�" ����� ,!�% �+� +���!� &��� �& �!��� �"� �, ��=� ' ��������" (Y+(ξ), Y−(ξ)) �, ����!�"� %�"�"���",/ �+� !�(��!�� �"/%#����& &�������� limξ→−∞±Y±(ξ) = ±Y±(−∞) = β(1 ∓
β/M) > 0

' �+� � �+� ��! �, !��� ��� #��!" �, "�������" ,�! "�� &�����/ ��!,� ��,��� �
 ����" �,

ξ
&�� � � ,�!�+�! �""�""�� �+��. " �� �+� &+�!�&��!������� �, �+� ��"�����% ���,��� Wu(ω−)

' ������ 1 �+� �����! < ���,��� �+��!�% ��"�!�" �+�� Wu(ω−)
�"

���,��� �� �+� ��� ��% ��"����� "#�&�
T u(u−)

"#����� �/ �+� ��,�� �&��! �""� &�����
� ��+

κ1(ω−)
�

(
ν

2µβ2
Ma(ω−)(κ1(ω−)− κ2(ω−)), 0, Ma(ω−)− 1, Ma(ω−) + 1

)T

,
��
�
�

��� �+� ��,�� �&��! ,�! κ2(ω−)
, � �� �/ �

(0, 0, Ma(ω−)− 1, Ma(ω−) + 1)T .
����

� ��&� 1 ��"���&� #��!"
(Y+(−L), Y−(−L))

�� Wu(u−)
�� � , � �� "�� &�����/ ��,��� �

��% � −L &�� � � #�!�% ��!���� �&&�!���, �� �

Y ǫ
+(−L) = Y+(−∞) + ǫ(Ma(ω−)− 1) +O(ǫ2),
Y ǫ
−(−L) = Y−(−∞) + ǫ(Ma(ω−) + 1) +O(ǫ2),

�:	�

,�! ǫ ∈ (−ǫ(−L), ǫ(−L))
� ��+

ǫ(−L) > 0
"% ��� ����,+ ' �� �+�" ����&� �+�� �+�

��� �!��&� � ������ ��� ��"���&� �!���" 1 "�/ &�% ��, � ��+
ǫ1

���
ǫ2

1  �!�-�" �� �+� ��% �
����! &��"���!����� �

Y 2
+ − Y 1

+ =

(Ma(ω−)− 1

Ma(ω−) + 1
+O(ǫ2 − ǫ1)

)
(Y 2

− − Y 1
−),

�:0�

�+�!� Ma(ω−) > 1
' �+ �" ��"�! ����� �" �, �%#�!���&� �� �+� ,����� ��, ' ��� �!"��/1�� �" ��"� ��!�+ �� ��"�! � ,!�% ���� �+�� � ������ �(�����!��% "����" �� �+� ,���!�

Y±(+∞) = limξ→+∞ Y±(ξ)
1 3454 "�������" �,

(Ma(+∞)+1)Y+(+∞) = −(Ma(+∞)−
1)Y+(+∞)

1 ��&�""�!��/ �� �/ �

Y+Y−(+∞) ≤ 0,
�, Ma(+∞) = limξ→+∞Ma(ξ) > 1,

Y+Y−(+∞) ≥ 0, ��+�!� �"� ' �:)�

� �� � ����	 � �� �� �	���	�� 	 � �
� ������� ����� ��� �� ����
Σ2

�+� % ��� !�"��� �, �+ �" "�&���� �" �

s=�



� � ��������� ���� �����
�


� ��� �� �� ��� � �� � �5� �5 � 5��3�5� u− ∈ Ω+
u

��� � � 3�5� σ ∈ IR 4 �� 5� �� 5 5���5��
�
��� 3�� � ��� �5� Σ2 ��� 3�� � �� 3�� 5 ���5�3�� � ��5 �� ���3�� ��� �� ��� 5 �������3���

3��� 3�� . ��
(τ−,I−)

��� �3� 3�� �� ��� 5 ��3 (τ+,I+) 3� 4

M =Mc(u−) =
u−
c(u−)

> 1.
�:s�

�� "�!�"" �+�� �+ �" !�"��� �� �" ��� ��# ��� �� �+� #!�&�"� ,�!% �, �+� � �"��!&����!��������� ��!% Tris(ρ, ∂xu)
��

Σ2 ' � ��� �! 1 �� #!� � � ���� �+�� �+� # �""�� �� +�2
��!� &��� �& "�������" �,

Σ4 &���&��� � ��+ &��""�&�� &�%#!�""� �  �"&��" #!�- ��" ���/ �,
Tris(ρ, ∂xu)

�&+ �� �" "�� &�����/ ��!,� # �"��� �  ����" �� � #!�&�"� "��"� '
�� "��!� � ��+ 1 �� ��"�! � �+�� �+� �����!����  �&��! -��� ��

Σ2 �� �� �(�����!��%# ���� ϑe = (τe,Ie)
1 3 454 �� "����" � ��+ G(τ,I)(ϑe) = 0

1 ��% ��" �" ��,�� ����" κ1(ϑe) =
M

M2
c(ϑe)

(M2
c(ϑe)−1)

, � �� �� �=
�
� ���

0
' ����! �+� �����,���!�&/ &��������Mc(ϑe) 6=

1
�=�� 1 �+� &�!!�"# �����, ��,��"#�&�" �!� !�"# �&�� ��/ "#����� �/ e1 = (1, 0)

���
e2 = (0, 1)

' ���&� �� �!��� &����&�" �+� #!�"&!�� �� "����
ϑ− = (1, 1)

�� �+� #�"�
�� "�% � �(�����!��% # ���� ϑ+

�� �+� ,���!� ��
γ ⊂ Wu(ϑ−) ∩ Ws(ϑ+)

1 �� �� ���"!�(��!�% ��� ,�! �+� �� �"���&� �, "�&+ �� +���!�&��� �& �!��� �" �

κ1(ϑ−) > 0, namely M ≡Mc(ϑ−) > 1,
�:> �

��� "�&+ �� ���(�����/ �" #!�&�"��/ �+� % ����! �, �+� &�������� �:s� "����� �� � !�2# �"����� ) 's ' ��� �!"��/1 �� � ������ &����&���, # ���� ϑ+
�� �+� ,���!� ��&�""�!��/

 �!�-�" Mc(ϑ+) < 1
' ��� ��� "��&� �+� ��"����� % ���,��� ��

ϑ−
�" ��� ��% ��"����� 1�+�!� ���"� �� &���/ ���&��/ ��� "�������" �,

Σ2 �+ �&+ �##!��&+ ϑ− �"
ξ → −∞ ' ���&�

�+ �" ��"����� % ���,��� �" ���,��� �� e1 1 �+� ��% �"� +�!������� ��� ��,��� � "�% ��!���"�+�" �##!��&+ ϑ−
,!�% �+� ��� �## �"��� ��!�&����" τ > τ−

���
τ < τ−

' � ��+ &���!
��������" 1 γ>(ϑ−)

�!�"# �&�� ��/
γ<(ϑ−)

������" �+� - !"� �!�"# ' �+� "�&��� � ��,��� �
"�% ��!��� '

����! �+� ��&�""�!/ &�������� �:s� 1 �� ��� "���/ �+� "�� �, �(�����!��% #����"
ϑe

1 ��% ��/ #��!"
(τe,Ie)

"�&+ �+�� �

Ie ≡ I(τe) =
τ2
e

β2
((M2 + 1− 2β2)τe −M2τ2

e + (3β2 − 1)).
�:=�

�+� ,!�#+ �, I(τe) ��"#��/�� �� -,�!� �0� ��"��/ ,����� " ,!�% �+� &�������� �:> � ��� �+�
�"��% ���

β2 < 1/3
' � �% ��/1 �+!�� ��� ��,��� � !���" �!� �� �!��! 1 0, τ(β,M), τ(β,M)��,��+�! � ��+ ��� �� &�� ���!�% � 1 � ��,��� � % ���%�% ��

τmin(β,M)
��� � # �"��� �% ���%�% ��

τmax(β,M)
�+ �&+ �!� ����!��&�� �&&�!���, �� �

0 < τmin(β,M) < τ(β,M) < τmax(β,M) < τ− = 1 < τ(β,M).
�:��

�+� ��# �����&� �� �+� #�!�% ���!"
(β,M)

�" �!�## �� +�!��,��! % �"� �, �+� ��% � '
���&� "�% ��!���" �,

Σ2 � ��+ �� ����� ���� I(0) = 0 �� �/ I(ξ) = 0
,�! ��� -���� ��% �"

� ��+ �+� �� ���" �"��% ���
dξI ≤ 0

��  ��� �, Tris ≥ 0
1 �� &���!�/ +� � �

����� ��� � �� 5 ��� �3� D1 = {ϑ ∈ IR2
+; 0 < I ≤ I− = 1} 3� ���3�3�5�� 3���3���4

� " � &��"�(���&� � ��+ #�"��� � "�% ��!���" γ<(ϑ−)
���

γ>(ϑ−)
�% ������, ,!�% ϑ−�!� �!�## �� �� D1

' 7(��## �� � ��+ �+ �" 1 �+� ,����� ��, �""�!���� ��"&�!�" �+� "�% ��!���
γ>(ϑ−)

�

s=�
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max_ −
min0 1

1

τ

(τ)

τ τ τ τ

I

��� � 0 � �/#�&�� "+�# � �, �+� ,��&���� I(τ)
� ��� �� �� ��� � �� � �� 55 3� �� � 5�5���3� 3� ��3� ��

Σ2 3� �� 5 ��� �3� {ϑ ∈ D1, τ >
τ−} 4

���"�(�����/1 "����/ γ<(ϑ−)
&�� , � � !�"� �� � +���!�&��� �& �!��� '

� ��� � � � � ����� �� ��� ) '=
���&� �+� "�% ��!��� γ>(ϑ−)

�" ���,��� �� e1 ��
ϑ−

1 �� &���!�/ ,�� ,!�% �+� ,!�#+
�, I(ϑe)

�+� �� �"���&� �, � ��% �
L > 0

"�� &�����/ ��!,� 1 "�&+ �+�� ,�! ���
ξ < −L < 0

1
τ(ξ) > τ− = 1

� ��+ �, &��!"� 0 < I(ξ) ≤ 1
' �� ��+�! ��!�" 1 G(τ,I)(ξ) &�� � � % ���

��!,�! �+��
ǫ > 0

,�! ��/ , � ��
ǫ
"% ��� ����,+ �"�� -,�!� �0�� ' ��! � , � �� "�&+ ǫ 1 ����" ���!���&� �� �+� #����

(τ,I) �+� ���� ��-��� &�! � Iǫ(τ)
,!�% G(τ,Iǫ(τ)) = ǫ

��"�! � �" � � �����!/ �, �+� ��% ��� Dǫ
2 = {ϑ ∈ D1; G(τ,I) ≥ ǫ} ' ;�� �" #!� � �+��

,�! ǫ > 0
"% ��� ����,+ 1 �+ �" � �����!/ �" �&�����/ �� ���!��&� � �����!/ � �+� # �"��� �"�% ���� # ����" ���� Dǫ

2

' ;�%% � ) '= �+�� ,����� " "��&� �+� �(�����!��% #����" �,
Σ2 ���

"���",/ G(τ,I) = 0
' �� �+ �" ��� 1 ��� �" ��"�! � �+�� �+� "&���! #!���&� �, �+�  �&��!-���

X(ϑ)
��

Σ2 � ��+ �+� ���� ����!� ��!% �� �� �+� � �����!/ ����! &��"���!�����!���" �

X(ϑǫ) · n(ϑǫ) = ǫ
(
(M2 − 1−3β2

τ2 − 3β2

τ4 )− 2Tris
β2(1−3β2)I

M2τ6 ǫ
)
,

≥ ǫ
(
M2 − 1− 2Tris

β2(1−3β2)
M2 ǫ

)
,

�::�

"��&�
τ > 1

��� I ≤ 1
' 8�� ,!�% �+� ��&�""�!/ &�������� �:> � 1 �+�!� ���"�" "�% �

ǫ0 > 0"�&+ �+��
M2− 1 ≥ ǫ0

' � " �" &��"�(���&� ��� �+�� Tris > 0
�� �,!��% ��� � ��+ �0�� 1�� "�� &�" �� &+��"� ǫ > 0

� ��+ �

ǫ <
ǫ0

2Tris
β2(1−3β2)

M2

,
�:
�
�

�� ,��
X(ϑǫ) · n(ϑǫ) > 0

' �+ �" &��&����" �+� #!��, '
; �� �" ��� #!� � �+�� �

s�	
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� ��� �� �� ��� � �� � ���5 �� 5 ����3�3�� ��5� � �� 5 � ��3�3�5 �5� 3��3� γ<(ϑ−)
���� 5����� �� 5�� 3�3�3�� ��3�� ϑ+ 3� �� 5 � ���54 � �5 � 5�3�5��� ���� 3�53�� �� 5 ��� �3� D3 =

{ϑ ∈ D1, G(τ,I) < 0} ��� 3�� ������
�

4

C+ = {ϑ ∈ D3, τ < τ < τmax, G(τ,I) = 0} �:��
�� 5� ϑ+ ∈ C+ 4 
� ���3�3��� � ���5� ϑ(ξ)

� ����
γ<(ϑ−)

�5 ���� ����
τ(ξ)

�5�� 5��3�5��
I(ξ)� � �3��� �5�5��5� �5�� 4 �5�5��5� 3� �� 5 ��� 5� � � � � �

ξ ∈ IR 4
���"�(�����/1 �+�!� �� �"�" ���&��/ ��� +���!�&��� �& �!��� �,

Σ2 &����&���, �+� #!�"2
&!�� �� "����

ϑ−
�� "�% �

ϑ+
�� C+ ' � ��� ,!�% �+� ����!� ���� τ < τ+

�� �:�� �+��
I+ > 0

�"�� �,��� -,�!� �0�� '
� ��� � � � � ����� �� ��� ) '�
�+� "�% ��!��� ����! &��"���!����� &���!�/ �% �����" ,!�% ϑ−

� ��+ "����"
ϑ �� �/ ��,

G(τ,I) < 0
�"�� �,��� -,�!� �0�� ' �+�!�,�!� �" ���, �" �+�"� "����" "��/ �� �+� ��% ���

D3
�+��

τ(ξ)
��� I(ξ) %��� �+� !�# �!��� % ������/ #!�# �!���" ' 8�� �+� � �����!/

C+
�� �:�� �" ���(���/ %��� �, �(�����!��% #����" ,�! Σ2 ' ����2.���� &��"���!�����"�+�� �%#�/ �+�� C+ &����� � � !��&+�� �� -���� ��% � "� �+��

γ<(ϑ−)
�" �!�## �� ��

D3
,�! ��� -���� ��% � ' 8�� τ(ξ) "�!�&��/ ��&!��"�" �� �+ �" ��% ��� � ��&�""�!��/ �+�!�

�� �"�" �� �(�����!��% "����
ϑ+

�� C+ �+ �&+ �" !��&+�� �� �+� ��% ��
ξ → +∞ ' ��&��&���� �+� #!��, 1 �� +� � �� &+�&. �+��

limξ→∞ I(ξ) > 0
��� +��&� �+� !�(��!��&��&��"��� �

ϑ+ ∈ C+
' �� �+ �" ��� 1 ���� - !"� ,!�% �+� "% ���+��"" #!�# �!�/ �, �+�

,��&���� Tris(ϑ) ≡ Tris(ρ, dξu)
�� �0�� �+��

supϑ∈C+
|Tris(ϑ)| <∞ ' �+�� ��"�! � �+��

"��&�
τ(ξ)

�� �+� +���!� &��� �& �!��� γ<(ϑ−)
"�!�&��/ ��&!��"�" 1 �+� ,� �!���, �(������

,�! I &�� � � !���#!�""�� �� �+� ��� ����# ������  �!����� τ � ��+
τ : [τ+, τ−]→ ξ(τ) ∈

(+∞,−∞)
�

dτI = 2
1− 3β2

M2

Tris(τ,I)
τ3

I × (−G(τ,I)). �
�	

�

�+� ,��&���� I(τ) 1 �+ �&+ �� ��!���/ .��� �� ���"� � ��+
0 ≤ I(τ) ≤ 1

1 �" �+�" � -���
# ���� �,

i0 → i = H(i0)
�+�!�

i
�" �+� "������� �, �+� �������!/ 76� #!����% �

{
dτ i = N (τ, i0(τ)) i× (q(τ)− r(τ) i), τ ≤ τ ≤ τ−,
i(τ−) = 1,

�
� 0�

����� ,!�% �
�	

� �+�� &��"���!��, �� #��&� �, I �� Tris(τ,I)
� , � �� "% ���+ ,��&����

i0(τ)
� ��+

0 ≤ i0(τ) ≤ 1, τ ∈ [τ , τ−]
' �� �

� 0� 1 �� �+�" +� � "�� �

N (τ, i0(τ)) = 21−3β2

M2
Tris(τ,i0(τ))

τ3 ,
q(τ) = M2(1− τ) + (1− 3β2)(1− 1

τ
) + β2,

r(τ) = β2

τ3 .

�
�
)�

� ��� 1 �
� 0� �" ���+ ��, ��� � 8 �!������� �(������ ��� +��&� �+� -��� #���� I = H(I)

� ��+
0 ≤ I(η) ≤ 1 �� �/" �+� ,����� ��, !�#!�"�������� ,�!%��� �

I(τ) =
e−Q(τ)

1−
∫ 1
τ
N (v,I(v))r(v)e−Q(v)dv

, Q(τ) =

∫ 1

τ

N (v,I(v))q(v)dv. �
�s�

��� +��&� �+� !�(��!�� &��&��"��� 1 I+ = I(τ+) > 0
"��&�

supτ≤τ≤1 |Q(τ)| <∞ '

s� 0
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8 �"���" �+� #�!�% ���!"
M

���
β
1 �+� �(�����!��% # ���� ϑ+ ∈ C+(β,M)

!��&+�� ��
�+� ,���!� �� ���"�/ ��"� ��# ���" �� �+� #!�&�"� ��-������ �, �+� � �"��!&���� &�!!�&����
Tris

��
Σ2 � ��% ��/

ϑ+ = ϑ+(β,M ;Tris)
' ������ �""�% ��, �� ������&���/ ��!� Tris

1
�+��

ϑ+(β,M ; 0) �� ���"�/ &�% �" � ��+ I+(β,M ; 0) = 1
��� "�% �

τ+(β,M ; 0) < τmax
�+ ��� �+�� &��"���!��, Tris > 0

1 �� +� � I+(β,M ;Tris) < I+(β,M ; 0)
��� +��&�

τ+(β,M ;Tris) < τ+(β,M ; 0) < τmax
'

; �� �" ,�!�+�! ����/�� �+� "�����, Tris ≡ 0
�� #�� ,�!��!� � % �� �! &��"�(���&� �,

� !�# �"����� ) '� �� �+� # �""�� �� �!� ����, �� � "�������" �, �+� ,��� �/��% �&�� "/ "��%
�=> � ' �� �+�� ��% 1 ��� �" &��"���! �+� < �&+ ��%� �! � ������� �� �+� "�&��� �� �
Ma(τ,I) = Mτ2/(β

√
I) , � �� �� �==� "� �" �� ��-�� �+� ���(�� "������� τc(β,M) �,

Ma(τ,I) = 1
�+�� I = 1

�

τc(β,M) =

√
β

M
.

�
�
> �

�+��
β > 0 � ���, -��� 1 ��� �" "���/ ,�! �+� �� �"���&� �, < �&+ ��%� �!" M "�&+�+��
τ+(β,M ; 0) < τc(β,M)

� ��% ��/ ���� "����
ϑ+(β,M ; 0)

� ��+ �+� #!�# �!�/ �+��
Ma(ϑ+(β,M ; 0)) < 1

' �!�% �+� #!��, �, ;�%% � ) '� 1 �&+ �� ��, �+� �"��% ���
τ+(β,M ; 0) <

τc(β,M)
�" &���!�/ �(�� ����� �� �". ,�! G(τc(β,M), 1) < 0

1 3 454 �

M2(

√
β

M
− 1) + (1− 3β2)(

√
M

β
− 1) + β2(

(M
β

)
) 3

2 − 1) < 0.
�
�
=�

���&�
limM→+∞ G(τc(β,M), 1)/M2 = −1

1 ��!,� ����,+ < �&+ ��%� �!" , � � �+� !�2
(��!�� ���(�����/ ,�! ��/ , � ��

β > 0
' �+� -,�!� �)� ����&���" �+�� �+�!� �&�����/�� �"�" � "% ���+ ,��&���� β → Mc(β) �, �+ �&+ �+� ,!�#+ "�#�!���" �+� # �"��� �

(���!��� (β,M)
���� ��� ��% ���" � � - !"� ��% ��� {(β,M); 1 < M < Mc(β)}

�+�!� Ma(ϑ+(β,M ; 0)) > 1
��� � "�&��� ��% ��� {(β,M); M > Mc(β)} � ��+

Ma(ϑ+(β,M ; 0)) < 1
' ������" &��&�������" ��� !�# �!��� +�!� &��- !% �+ �" ��"�!2 ����� ' �+� ,����� ��, "����% ��� "�%% �!���" �+� �� � � #!�# �!���" �

����� ��� � � ���� 5 �� 3�5��3�� � �� � 5� Tris 3� Σ2 4 �� 5� � � ��
�
� 3�5� β ∈ (0, 1/

√
3)�

5�5���� � � 5�5���3� 3� �� ���3��� �� �� 5 � � � � �
�
��� 3�� � ��� �5� Σ4 ��� �� �

� � 35�� ��5��� �
� 5��3�5 �3����� ����� � �1 �5� �

� 5� �� 5 � ��� ��� �5 M 3� ��� 5 5����� 4
�� &���!�"� � ��+ �+ �" ��,��� � �""�� 1 ��� �" ��� #!� � �+�� �+� � �"��!&���� &�!!�&������
Σ2 &�� ����/ " � � &+��"�� "�� &�����/ ��!,� "� �+�� �+� ���� "����

ϑ+(β,M ;Tris)"���"-�" Ma(ϑ+(β,M ;Tris)) > 1
' �� �+�� ��% 1 ��� �" �,��� �� �.� �+� 76� �

�	
� ,�!,� �!���, I(τ) �� �+� ����# ������  �!����� τ ∈ (τ+, 1)

� ��+
τ+ < τmax

,!�% �:�� '
�+�� ,�&�"��, �� �+� "������! �� [τmax, (1 + τmax)/2]

�+�!�
dξu = Mdξτ < 0

"� �+��
Tris(τ,I(τ))

&�� � � &+�"�� "�!�&��/ # �"��� � �&&�!���, �� �+� �""�%#���� �0�� ' ;�� �"�+�� ���!���&� �+� ,����� ��, ����!� ���� �

0 < Tmin < Tris(τ,I(τ)), τ ∈ [τmax, (1 + τmax)/2].
�
�
��

7(��## �� � ��+ �+ �" �������� 1 �� "���� �
����� � �� � �5� �5 � 3�5� β ∈ (0, 1/

√
3)

���
M � 1 < M < ∞ 4 �� 5� Tmin

��� �5����5� ��� �35���� ��� 5 3� ���� �� ���� �� 5 5�� 3�3�3�� ����5 ϑ+ ∈ C+
� 5�5���3�����3�1 5� 4

Ma(ϑ+) =
M

β

τ2
+

I+
> 1.

�
�
:�

s�)
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2
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overcompressive
domain

physical
domain

��� � ) � 
 !�#+ �, G(τc(β,M), 1) ≥ 0
�� �+� # �"��� � (���!��� (β,M)

�� ��+�! ��!�" ��� #!� ���� �+�� �+� � �"��!&���� &�!!�&���� �" ��!,� ����,+ � ��+ ��
�+� #!�- �� 1 �� � ������ +���!� &��� �& "������� �,

Σ4 &�� ���/ &���&��� � ��+ � &��""�&��
&�%#!�""� �  �"&��" "+� &. "������� '

� ��� � � � ����� ) '
�

�� ��"�! � �+�� � ��+ �� �+� "������! �� [τmax, (1 + τmax)/2]
1 �+� # �"��� � (������/

(1 − 3β2)/M2 × (−G(τ,I))/τ3 &�� � � ����!� ������ �/ "�% � &��"���� L > 0
' � ��&�

��� ,!�% �+� ����!� ���� �
�
�� %�� �/ Tris

�� �+ �" "������! �� 1 �� �� ,�! ,!�% �+� 76�
�
�	

� �+� ���(�����/ �

dτI ≥ TminLI, τmax ≤ τ ≤
1 + τmax

2
,

�
��

�

"� �+�� ����,!����, ,!�% τmax

�� (1 + τmax)/2
1 �� ,�� �

I(τmax) ≤ I(1 + τmax

2
)e−TminL 1−τmax

2 ≤ e−TminL 1−τmax
2 ,

�
�
��

�+�!�
(1 − τmax)/2 > 0

' �+�!�,�!� 1 I(τmax)
&�� � � % ��� �" "% ��� �" !�(��!�� �+��

&+��"��, Tmin

"�� &�����/ ��!,� ' 8�� ,�! τ ∈ (τ+, τmax)
1 �+� �"��% ���

dτI ≥ 0
����&��

,!�% �
�	

� ��"�!�" �+�� I(τ+) ≤ I(τmax)
��� +��&� �+� !�(��!�� &��&��"��� "��&�

τ+ > 0
,!�% τ+ > τ

'
; �� �" &��"� �+ �" "�&���� � ��+ �+� ,����� ��, "����% ��� �

����� ��� � �� 55 5� 3� �� � 1 � 3�5 �3� 5 L > 0�
��� �35���� ��� 5� ���� ����

dξMa(ξ) < 0,
� � � � � 1 � 3�5 �3� 5 ξ, ξ ≥ L. ��	�

�+� ��% � ��&!��"��, #!�# �!�/ �, Ma(τ,I)(ξ)
%�� ,�! ��!,�

ξ
#��/ " � &���!�� !����� �+� ��% � �"/%#����& ����/"�" �, �+� "�������" �, �����! "/ "��% ��)� �� ���!�"" ��

�+� ���� "�&���� '
� ��� � � � ����� ) '�

s�s
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; �� �" - !"� � ������ �+�
τ
2��!� ��� � Ma(τ,I(τ))

,!�% �+� 76� �
�	

� ,� �!���,
I(τ) �

dτMa(τ,I) =Ma(τ,I)
(
(
1− 3β2

M2τ3
)× Tris(τ,I(τ))G(τ,I) +

2

τ

)
,

�� 0�
�+�!� G(τ,I) ≤ 0

' 8�� "��&� G(ϑ+) = 0
1 �� &���!�/ +� �

dτMa(τ,I) > 0
,�! ���

τ&��"� ����,+ �� τ+ ' �!��",�!��, �+ �" #!�# �!�/ �� �+�
ξ
 �!����� � ��+

dξτ < 0
, � �" �+�

&��&��"��� '

� � *�*�) � ��� �� )�� ��� ) 	 ��* �)� )�*�*)�� ���*�� ����*�

ΣY

�� �+ �" "�&���� 1 �� "���/ �+� � �+� ��! �� ��!,� # �"��� � ��% �" �, �+� "�������"
(Y+, Y−) �, �+� +�% �,�����" �����! "/"��%

ΣY
�� !�� !��� ,�! &�� �����&� ,�! �+�

!����! �





dξY+ =
µ

2ν

M

Ma(ξ)2
(Ma(ξ)− 1)

(
(Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−

)
,

dξY− =
µ

2ν

M

Ma(ξ)2
(Ma(ξ) + 1)

(
(Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−

)
,

��)�

�+�!� �+�  �!����� &� �� &���� �

Ma(ξ) =
Mτ2(ξ)

β
√
I(ξ)

> 0,
,�! ���

ξ ∈ IR, ��s�

�" ����� ,!�% �+� ���(�� +���!�&��� �& �!��� γ<(ϑ−) �,
Σ2 , � �� �� � !�# �"����� ) 's ' ��"+�!��� �+� ��������" 1 ��)� �" , � �� �+� &���! &�����"�� ,�!% �

dξY = A(ξ)Y, Y = (Y+, Y−)T , ξ ∈ IR. ��> �
�+� #!�# �!���" �,

γ<(ϑ−)
"����� �� � !�# �"����� ) '� ��"�!�" "% ���+��"" �� �+� ,��&����

ξ → Ma(ξ) > 0, ξ ∈ IR
' ����2.���� &��"���!�����" �+�� , � � �+�� �+� "������� �,

��)� � ��+ �!���!�!/ #!�"&!�� �� ������� ����
(Y+(0), Y−(0))

, ������/ �� �"�" �� ��% � ���
�" ���(�� ' ������� ���� �, ����!�"� +�!� �!� #!�"&!�� �� �&&�!���, �� �+� !�#!�"��������
,�!%��� �:	� ����&�� ,!�% �+� ��-������ �, �+� ��"����� % ���,��� Wu(ω−)

' �+�"�
�!� �+�" #!�"&!�� �� �� � "�� &�����/ ��,��� � ��% � 1 "�/ −L < 0

1 �+ �&+ &�� � � &+�"��# �""�� �/ ,�!�+�! ��,��� � "� �+��Ma(−L) > 1
��  ��� �,

limξ→−∞Ma(ξ) = M/β > 1
'

���&� � �!� ����, �� � "������� �" ��-��� �# �� "�% � �!��"������ 1 �� &+��"� �+ �" ��% �
�� � � ��!� � ��+��� !�"�!�&���� ��� � ��+ �+� �%# �!���� #!�# �!�/ �+�� �

Ma(0) > 1.
��=�

;�����, �+� �� ����� ����
Y(0) = (Y+(0), Y−(0))

!�� �� �+� "��% ���,��� �, "����"
{ω(0) ∈ Wu(ω−)} ,���!���" � ,�% ��/ �, "�������" �, ��> � �� ������ �/ F(Y)

' �+� ��% �
�"/%#����& � �+� ��! �, �+ �" ,�% ��/ �, "�������" �" �+�� , � �� �/ �+� % ��� "����% ���
�� �+ �" "�&���� �

������� � ���

s�>



� � � ���������� �����
 �� �� �� ������ �
 ������ 
�
���
ΣY

� � ���� 5 ����
lim

ξ→+∞
Ma(ξ) =Ma(+∞) > 1 4 �� 5� �� 55 5� 3��� 5� ����� �� 5 �� 3�

� �� �
�

�����5� 3� �3� 5 �� ���3�� Y
s ∈ F(Y) 4 �� 3� �� ���3�� ���3�� 5� Y s

+(ξ) >
0, Y s

−(ξ) < 0
� � � � �

ξ ∈ IR 4 
� ���3�3��� Y s
+(ξ)

�5�� 5��3�5�� Y s
−(ξ)

� �5��� ��
� ���3�3�5 �3� 3� Y s

+(+∞)
�5�� 4 � � 5� ��3�5 �3� 3� Y s

−(+∞)
�
�
� 5� ξ � �5� ��

+∞�3��5� ������ �� 5 3�5��3�� �

Y s
+(+∞) = −Ma(+∞)− 1

Ma(+∞) + 1
× Y s

−(+∞).
����

� � ���� 5 ����
lim

ξ→+∞
Ma(ξ) =Ma(+∞) < 1 4 �� 5� � � � �� 5 �� ���3��� Y ∈ F(Y)

� ��
�
�� 3� �� �

�
�����5� 3� �3� 54 �5� �5 � 3�5� Y ∈ F(Y)�

�� 55 5� 3� �� � � � 3�5 �3� 5
ξ(Y)� �

� 3�� 3� �� 3�� 5� ���� ����
Y+(ξ)×Y−(ξ) > 0

� � � � �
ξ > ξ(Y) 4 
� ���3�3���

Y+(ξ)
�5�� 5��3�5�� Y−(ξ)

� � �5� �� � ���� 5� �3� 3� l+(Y)
�5�� 4 � ���� 5� �3� 3�

l−(Y)
�
�
� 5� ξ

� �5� ��
+∞ 4 	� �

�
� 3��5� 5��5�� �� ���3��� 3� F(Y)�

��
� Y

1

���
Y

2 � l+(Y1) 6= l+(Y2)
���

l−(Y1) 6= l−(Y2)
��� � �

�
�
�
� ���3�� � �

l+(Y1)

l−(Y1)
=
l+(Y2)

l−(Y2)
= −Ma(+∞)− 1

Ma(+∞) + 1
> 0.

��:�

�+� #!��, �, �+� �� � � "����% ��� !����" �� "� �!�� ��&+��&�� !�"���" % ��� ����
�/ ��% � #!�# �!���" �, �+� #!���&� {Y+Y−}(ξ)

��� �+� !���� {Y+/Y−}(ξ)
"���"-�� �/� "�������

Y
�, ��> � ' ������ ��� &��"���!��, �� - !"� �+� #!���&� 1 �� ��"�! � �+��

Y+Y−(ξ)
��&!��"�" � ��+

ξ
��  ��� �, �+� ��"/ �"��% ��� �

dξY+Y− =
µ

2ν

M

Ma(ξ)2

(
(Ma(ξ) + 1)Y+ + (Ma(ξ)− 1)Y−

)2
≥ 0, ξ ∈ IR. ��

�
�

���&�
Y+Y−(−∞) < 0

,!�% �=s� 1
Y+Y−(ξ)

%�/  ���"+ �� % �"� ��&� �� �+�� .��# �
# �"��� � "�,� ' �+� ��&�""�!/ &�������� �� � ������ �(�����!��% "����"

ω+
"����� �� �:)�

�+�� ��#!�""�" �+��
Y+Y−(ξ)

%�"� �&�����/  ���"+ �" "��� �" Ma(+∞) < 1
��� �+ �"

�� �,!��% ��� � ��+ ��:� ' � ��� 1 �+� !���� Y+(ξ)/Y−(ξ)
�" ��"��/ "��� �� "�� � �

dξ
Y+

Y−
=

µ

2ν

M

Ma(ξ)2

(
(Ma(ξ)− 1)2 − (Ma(ξ) + 1)2

(Y+

Y−

)2)
.

����

���"���! �+� "�!�&��/ ��&!��"��, ,��&���� t : ξ ∈ (−∞,+∞) → t(ξ) ∈ (−∞,+∞)��-��� �/ �

t(ξ) =

∫ ξ

0

µ

2ν

M(Ma(s) + 1)2

Ma(s)2
ds, ξ ∈ IR, �0		�

� ��+ �� �!"�
ξ(t)

' �+�� �� �+� ��� ����# ������  �!����� t ≡ t(ξ)
1 �+� ����!������

�(������ ���� �!��",�!% " ���� � � �&���� �(������ ,�! r(t) = {Y+/Y−}(ξ(t))
�

r′ = q2(t)− r2, q(t) =
Ma(ξ(t))− 1

Ma(ξ(t)) + 1
, r′ = dtr.

�0	 0�

� �!� 1
q(t)

�" &���!�/ � "% ���+ ,��&���� 1 ���,�!% �/ ������� �� ��% � �+ �&+ &��  ���"+
���/ �� �"������ ��% �" ' � ��+ �+ �" !�"# �&� 1 ��"�! � ,!�% Ma(0) > 1

�� ��=� �+�� ��
��% �

t(0) = 0
1
q(0)

�" "�!�&��/ # �"��� � ' �+� � �+� ��! ,�! ��!,� # �"��� � ��% �"
t �, �+�

"�������" �, �+� � �&���� �(������ �0	 0� #��/ " � % �� �! !��� �� �+� ����/"�" ��� �" �+�
% ����! �, �+� ���� #�!�,!�#+ '

s�=
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� �� � �� � ������	���� �	� � � ��� 	 � � ������ ������	��

� �!� 1 �� �� �"��,��� �+� � �+� ��! �� # �"��� � ��% � �, �+� "�������" �, � � �&����
�(������ �, �+� ,�!% �

r′ = q2(t)− r2, r(0) = r0 ∈ IR,
�0	)�

�+�!�
q(t)

�" � "% ���+ ,��&���� "���",/ ��, �

||q||L∞(IR+) < +∞, q(0) > 0, limt→+∞ |q(t)| > 0
�0	s�

� ��� ,!�% �0	s� �+�� q(t) ����% ����/ ��.�" � &��"���� "�,� � ��% ��/ �+�!� ���"�"
T > 0"�� &�����/ ��!,� ��� "�% �

ǫ(T ) > 0
"% ��� ����,+ "�&+ �+�� �

|q(t)| > ǫ(T ),
,�! ���

t > T.
�0	> �

� �!� ��� �� �,!��% ��� � ��+ �=:� 1 �+� ��&�#������ &�"� limt→+∞ q(t) = 0
�" ��&�����

,!�% �+� ����/ "�" "��&� �,��� �� �" �, �!��-&��� ����!�"� ,�! ��! % ��� #�!# �"� ' �� "���/�+� ��% � �"/%#����&" �, �+� "�������" �, �0	)� 1 �� �""�% � �� �������� �+�� �

q2(t)
"�!�&��/ ��&!��"�" � ��+

t,
,�! ���

t > T, T
"�� &�����/ ��!,�

.
�0	=�

�+ �" +/# ��+�"�" �" ���/ &��&�!��� � ��+ �+� � �+� ��! �� ��!,� ��% �"
t
� �� ��&���/ &+��"�

T
��!,� ����,+ "� �+�� �� �������� �0	> � �"  ���� ,�! ���

t > T
' � ""�%#����" �0	s���0	=� � ��� � � % �� �� �+� "���/ �, ���+�! �+� !���� Y+/Y−(ξ(t))

� ��+
t
��-��� �� �0		� �!�+� �� �!"� !���� ��#!�""�� �� "�% � ��+�! &�� ������ ����# ������  �!����� ' �+� % ���

!�"��� �, �+ �" #�!�,!�#+ �" �+�� �

� ��� �� �� ��� � �� � ���5 �� 5 ������ �3�� ����� � �� 5 �� ���3��� �� ����� �5� ���5 3�����55 � ���� � �
� 5� � ���3�5 �����5� �

�3� �� ���3��� �� 3�� �5 �����5� � � � � � � � 3�5 �3� 5 � 3�� r(t) > 0
� � � � �

t > t(r0)
� �

��� 5 � � 3�5 �3� 5 t(r0) �5� 5��3�� �� �� 5 3� 3�3� � ����
r0

�
�33� � �� 3�� 5 �� ���3�� rs(t)

�����5� � � � � � � � 3�5 �3� 5� � 3�� rs(t) < 0
� � � � �

t ≥ 0�
�333� �� ���3��� r(t) �

� 3�� ���
�

�� �� � � � 3�5 �3� 5 t(r0) � 3�� lim
t→t(r0)±

r(t) = ±∞ ���

r(t) > 0
� � � � �

t > t(r0) 4
� 53�� � 3�5� � �� ���3�� 3� �����

(i) � 3�� 3� 3�3� � ����
r0

��� � �� ���3�� 3� � ����
(iii)

� 3�� 3� 3�3� � ����
r0

�� 5� r0 < r0
��� �� 5 3� 3�3� � ����

rs(0)
� � �� 5 �� ���3�� 3� �����

(ii)
�5����� ��

]r0, r0[ 4 �� 5 � �� � ��
rs �5����5� �� ��5 �� �����

(i)
� �� ����5 �� �����

(iii) 4� ���� 5 3� ���3�3�� ����� 4 �� 5� �� ���3��� 3� �����
(i)

���
(iii)

��5� �

0 < lim
t→+∞

r(t) = |q(+∞)| <∞, 0 < lim
t→+∞

∫ t (
|q(s)| − r(s)

)
ds <∞. �0	��


� ������ �� �� 5 �� 3�� 5 �� ���3�� rs 3� �����
(ii)

���3�� 5�

lim
t→+∞

rs(t) = −|q(+∞)|, −∞ < lim
t→+∞

∫ t (
|q(s)|+ rs(s)

)
ds < 0.

�0	:�

s��



� � � ���������� �����
 �� �� �� ������ �
 ������ 
�
���
ΣY

�+� ,!�#+ �, �+� "������� rs
�� &��""

(ii)
�" &����� � �5����3� �"�� �:	� ,�! � ,���!��

��-������ � ' �� �s�� �## 0:0� 0:�� 1 � ����� , � �" � #!��, �, �+� �"/%#����& #!�# �!���"
�0	��� �0	:� ,�! ��� ���"+ ��, ��&!��"��, ,��&����" q2(t) ��� ����! �+� % �!� ,���!��
�""�%#���� √tq(t) 6∈ L2(IR+)

�+�� �+� ���,�!% � ��������"" &�������� ��#!�""�� ��
�0	s� ' �,��� 1 �+ �" "�!��,�! +/#��+�"�" "�� &�" �� ��! #�!# �"� � ��+ �+� � ���- � �+��
�� ����� " � �!��, #!��, � ��+ �� �+� ,!�% � �, ,��&����" q(t) �+ �&+ ����% ����/ �&+ �� � �
&��"���� "�,� ' �+ �" #!��, �" , � �� +�!��,��! ,�! "��,2&����������"" �� �+� #!�"��� #�# �! '
�� +�� ��/ !����" �� �+� #!�# �!�/ �+�� �,

r(t)
"�� �" �0	)� �+��

y(t) = exp(
∫ t
r(s)ds)

�"
� ��� ���"+ ��, "������� �, �+� ���� "�&��� �!��! �����! �(������ �

y′′ = q2(t)y, t ∈ IR. �0	��
;�� �" ���!�"" �+� % ��� #!�# �!���" �, �+� ��� ������&���/ ��!� "�������" �, �0	�� ��
�+� ��% � ����! ��

[0,∞)
"� �" �� �!��",�! �+�% �� �+� "���/ �, �+� "�������" r(t) =

y′(t)/y(t) �, �+� � �&���� �(������ �0	)� ' �# �� "�% � "������� !���!% ��������� 1 �� "�� &�"
�� &��"���! "�������" �, �0	�� � ��+ �� ����� ���� �

y(0) = 1, y′(0) = y′0, y
′
0 ∈ IR.

�0	��
� ��� �� �� ��� � �� � ���5 �� 5 ������ �3�� ����� � �� 5 �� ���3��� �� �� 5 ��� � ���5������

� 3�� 3� 3�3� � ���� ����� 5�� 3�3� �� 5 � � � ��
� 3�� �3������ � �

��� ���3�3�5 �� ���3��� � 3�� �� � �� � � � 3� 3� �� ��� ���� ����
lim

t→+∞
y(t) = +∞�

��� � �� 3�� 5 ��� 3�3�5 ��� � �3���� �5�5��3�� �� ���3��� �5���5� �
� ys � � 3�� lim

t→+∞
ys(t) = 0�

��� � �3���� �5�5��3�� �� ���3��� � 3�� � �3�� �5 � 5� ��� ���� ����
lim

t→+∞
y(t) = −∞ 4

� 53�� � 3�5� � �� ���3�� 3� �����
(1) � 3�� 3� 3�3� � ���� y′0 ��� � �� ���3�� 3� � ����

(3) � 3��
3� 3�3� � ����

y′
0

�� 5� y′
0
< y′0

���
ys(0) ∈]y′

0
, y′0[ 4 �� 5 � �� � �� �� 5 �� ���3�� 3� �����

(2)�5����5� �� ��5 �� ����� ��� � �� ����5 �� � ���� ��� 4
	+� #!��, �, �+ �" "����% ��� �" # �"�# ���� �� �+� ��� �, �+� #!�"��� "�&���� ���

�&�����/ ��"��!" #!����% "
�
� 0) #!�# �"�� ## 0:	 �� 
s�� ����! �+� �""�%#���� �,

� ��� ���"+ ��, q(t)
' � !�# �"����� s 's #!� ���" � ���# ��"�,+� ���� �+� ,��% ��!/ �,

�+� ��� �""�&����� � ��+ �+� � �&���� �(������ �0	)� ' �� #�!��&���! 1 �� � ��� ����� �+�
&+�!�&��!������� �, �� �%#�!���� # �"��� ��/ �� �!���� ��% ��� ����! �+� % ������/�""�%#���� �0	=� ' ��! �+�� #�!# �"� 1 ��� �" �� ,�! ,!�% �+� �+!�� &��""�" �, "�������" �,
�0	�� 1 �+� ��# �&��� �+!�� &��""�" �, "�������" �, �+� � �&���� �(������ �0	)� "����� ��
� !�# �"����� s ') ' � �&��� �+�� "�������" �, �0	)� �!� !�&� �!�� ,!�% ��� ������&���/ ��!�"�������" �, �0	�� �/ �+� ,�!%��� r(t) = y′(t)/y(t), t > 0

' � �!"� 1 � "�!�&��/ ��&!��"��,
"������� y

�� &��""
(1)

����" �� � # �"��� � "������� �, �0	)� ,�! ��� ��% �
t ≥ 0

�+ ���
�&+ �� ��, � ���(�� % ���%�% 1 "�/ �� ��% �

t0 > 0
1 , � �"

r(t) < 0, 0 ≤ t < t0
���

r(t) > 0, t > t0
' � ��� 1 �+� ���(�� "������� ys

�� &��""
(2)

, � �" ��!�+ �� � ���(��"������� �, �0	)� �� &��""
(ii)

1 ������� �/ rs 1 � ��+ �+� #!�# �!�/ �+��
rs(t) < 0

,�! ���
t > 0

' �� ��"� 1 � ��&!��"��, "������� y
�� &��""

(3)
��% ��" � "��, �� ��!� 1 "�/ �� ��% �

t0 > 0
1 "� �+�� �+� �""� &����� � �&���� "������� ���� " �# !�"# �&�� ��/ �� −∞ �"

t→ t−0
� ��+

r(t) < 0, t > t0
�!�"# ' �� +∞ �"

t → t+0
� ��+

r(t) > 0, t > t0
' 7(��## �� � ��+

�R� �L�R��� � ��R �� �R��� ������ �����M ��� �������� �L� �� �R�V �R �� ��������� �L���� �R���V � M����� �� �R �� ����

s�:
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�+ �" &�!!�"# �����&� 1 �� ��� ����/�� �+� ��!,� ��% � � �+� ��! �, �+� "�������" �, �0	)�,�! ��% �"
t > T

� ��+
T

��-��� �� �0	=� "� �+��
q2(t) > 0

"�!�&��/ ��&!��"�" ,�! ��� �+�
��% �" ����! &��"���!����� ' 	+ �" ����� " �� ���!���&� �� �+� #����

(t, r)
�+� &�! �" �

Γ−(t) = {t ≥ 0; −|q(t)|}, Γ+(t) = {t ≥ 0; +|q(t)|}, �00	�
!�"# �&�� ��/ "�!�&��/ ��&!��"��, ��� "�!�&��/ ��&!��"��, ' 	+��! ,!�#+ " ��� �+� # �"��� �
t
2���" "#��� �+� #����

(t, r)
���� ,��! ��% ���" {Di}1≤i≤4

�"�� -,�!� �s�� ' 	+� #!�# �!���"
�, �+� "�������" �, �0	�� �%#�/ �+� ���� ,��% ��!�&�� #!�# �!���" �� �+� ��� �, �0	)� '� �!"� 1

Γ−(t)
�!�"# �&�� ��/ �+�

t
2���"� �" �� ���!��&� � �����!/ ,�! D2

�!�"# ' �� �� ��
� �����!/ � � ��+ �+� #!�# �!�/ �+�� ��/ , � �� �!�� �&��!/ �� �+ �" ��% ��� ����!"

D3�� -���� ��% � ' < �!�� �! 1 � �!�� �&��!/ ��
D1

��� �" �� �� -���� ��% � ����, �  �!��&��
�"/%#���� �� "�&&�""� ��/ ����!

D4
����, �+� "�% � �"/%#���� ��� �+��

D3
' �� ��"� 1

��"�! � �+�� �+� ��% ���
D3

�" # �"��� ��/ �� �!���� "��&� �+� ��� # ����" �� �+� ����!��!
�,
D3

� ������ ��� �/ �""�%#���� Γ+(t)
�+�!� �+� "��# � �, �+� ���  ���"+�" 1 "�!�&��/

��&!��"�" � ��+
t
' �� ��+�! ��!�" 1 � ���, , � �� � "������� r �, �0	)� �� &��""

(i) �! (iii)
1

�+�!� �� �"�" � -���� # �"��� � ��% �
t0(r) > 0

1 "�� &�����/ ��!,� 1 � ��+ �+� #!�# �!�/ �+�� �

0 < r(t) < |q(t)|, r′(t) > 0,
,�! ���

t ≥ t0(r).
�000�

�����/ �+� "������� rs
�� &��""

(ii)
1 � ��+

rs(t) < 0, t > 0
1 ���" ��� �� �/ �000� ���"���"-�" �

rs(t) < −|q(t)| < 0,
,�! ���

t ≥ 0.
�00)�

"��&� ��+�!� �"�
rs

����� ����% ����/ ����!
D3

�� �+�� � � # �"��� � ' 	+ �" ��"���&�� �
#!�# �!�/ � ��� # ��/ � % �� �! !��� �� �+� #!��, �, �0	��� �0	:� �� � !�# �"����� s ') '

t

r
Γ

−Γ

D

+

D

D

D 4

3

2

1

T

��� � s � � ��� �, �+� � �&&��� �(������
� ��� � � � � ��	�
 �� ��� s 's 	� "��!� � ��+ 1 ��� �" %����# �/ �0	�� �/ y �� ,�� 1 �,��!

s��



� � � ���������� �����
 �� �� �� ������ �
 ������ 
�
���
ΣY

�� ����,!����� �� �+� ��% � ����! ��
[t0, t]

� ��+
0 ≤ t0 < t

1 �+� �������/ �

y(t)y′(t)− y(t0)y′(t0) =

∫ t

t0

{y′(s)}2ds+

∫ t

t0

{q(s)y(s)}2ds. �00s�

	� ,� ,�!�+�! 1 ��� �" ��"�! � ,!�% �0	�� � ��+
q2(0) ≥ ǫ

,�! "�% � "% ��� ����,+ ǫ > 0�+�� ,�! ��/ , � �� -���
y′0 ∈ IR

�� �+� �� ����� ���� �0	�� 1 �+�!� ���"�" � # �"��� ���% �
t(y′0)

"% ��� ����,+ ���# �����, ��"� �� ǫ� "�&+ �+��
y(t) > 0

���
q2(t) > 0

� ��+
t ∈ [0, t(y′0)[

� +��&� 1
y′(t)

"�!�&��/ ��&!��"�" �� �+ �" ��% � ����! �� ��� �+�!� ���"�"
ǫ0 > 0"�&+ �+��

y′(t(y′0)) ≥ y′0 + ǫ0
'

��&�"��, �� ���� � ��+
y′0 ≥ 0

1 �00s� � ��+
t0 = 0

&���!�/ , � �" �+� �"��% ���
y(t)y′(t) ≥

∫ t(y′
0)

0 {y′}2(s)ds > 0
,�! t > t(y′0)

,!�% �+ �&+ ���(�������" y(t) > 0
���

�+�" ,!�% �0	�� y′(t) ≥ ǫ0
������ �� ���

t > t(y′0)
' �� ��!� ���� �+� !�-��� �"��% ���

y(t) > 1
,�! t > 0

' �� �+�" �� ,�! �+� - !"� !��,+ �"��% ���
y(t) ≥ ǫ0(t− t(y′0))+ 1 > ǫ1t,�! ���

t ≥ t(y′0)
� ��+

ǫ1 > 0
# �""�� �/ "% ����! �+��

ǫ0
' � ��&�

limt→∞ y(t) = ∞ ' ����2����" �, �0	�� � ��+
y′0 ≥ 0

�+�" � ����, �� &��""
(1)

� ��+ �+� #!�# �!�/ �, � ���, "�!�&��/
��&!��"��, '

���"���!��, ��� y′0 < 0
1 ���+�!

y(t) �! y′(t) %�"�  ���"+ �� � -���� ��% � 1 "�/
t0

1
"��&� ��+�!� �"� �+� ,� �!���, �(������ �0	�� ��"��/ !�"�" � &���!���&���� ��  ��� �, �+�
�"��% ��� �0	> � �

q2(t)
�&+ �� �" # �"��� �  ����" ,�! ���

t > T
1 ��!,� ����,+ T > 0

' � ���&��+�� �+�/ &�����  ���"+ "�%��������"�/ "��&� ��+�!� �"�
u1(t) = y′(t), u2(t) = y(t)����� � � 1 �/ ����2.���� &��"���!�����" �"�� 
:	� ,�! ��"���&�� 1 �� ������&���/ ��!�"������� �, �+� - !"� �!��! 2× 2

"/"��% �

u′1 = u2, u′2 = q2(t)u1.
�00> �

� ��� 1 �+� �������/ �00s� !�����/ �%#���" �+��
y(t)y′(t)

 ���"+�" �� % �"� ��&� ��
[0,∞)

'
� ��&� ,�! �� ����� ���� �0	�� � ��+

y′0 < 0
1 ���+�!

y(t) �! y′(t) %�"�  ���"+ ��� ���/ ��&���
[0,∞)

' �+��"��, y′0 < 0
&��"� ����,+ �� ��!� ��"�!�" � ��+ �+� #!�# �!�/ �+��

y′(t)"�!�&��/ ��&!��"�" � ��+
t
��

[0, t(y′0)[
�+��

y′(t)
 ���"+�" ��&� �� �+ �" ��% � ����! �� �+ ���

��&�""�!��/
y(t) > 0, t > 0

' 	+� # �"��� ���"" �,
y(t)

�� ��!� �%#���" ,!�% �0	�� �+��
�+�!� �� �"�" "�% �

ǫ0 > 0
��� � ��% �

t(ǫ0)
� ��+

y′(t) > ǫ0
,�! ���

t > t(ǫ0)
' �� "�� &�" ��&+��"� �+� ��% �

t(ǫ0)
��!,�! �+��

T
�� �0	> � ' 	+�!�,�!� limt→+∞ y(t) = +∞ ��� �+ �"

#!� �" �+�� "�������" �, �0	�� � ��+
y′0 < 0

&��"� ����,+ �� 0 � ����, �� &��""
(1) ��� � ��+

�+� #!�# �!�/ �, � ���(�� # �"��� � % ���%�% ' � �� &+��"��, y′0 < 0
"�� &�����/ ��,��� �

&���!�/ ����" �� y(t) ��  ���"+ �� � -���� ��% �
t0
�+ ��� �+�� ��&�""�!��/

y′(t) < 0, t > 0
'

�� ��+�! ��!�" 1 y(t) "��/ " ��,��� � ,�! ��� ��% �"
t > t0

' ��% ���! �!,�% ���" ���,� �� �+�
!����!� �" �+�"� ��!���/ �� ���## �� �+�� #!� � �+��

limt→∞ y(t) = −∞ ' ��������" �,
�0	�� � ��+

y′0
"�� &�����/ ��,��� � �+�" � ����, �� &��""

(3)
'

; �� �" ��� #!� � �+� �� �"���&� �, � "������� �� &��""
(2)

' ��! �+�� #�!# �"� 1 ��&��"���! �+� �� ����� ���� �0	�� � ��+
y′0 = 0

�� , � � !�"� �� �� ��&!��"��, "������� y0(t)�, �0	�� �� &��""
(1)

,�! �+ �&+ �� ��!���/ .��� �+�� �+� !��,+ �"��% ���
y0(t) > ǫ0t

�"
% �� ,�! "�% �

ǫ0 > 0
,�! ���

t > t(ǫ0)
' �� �+�" �� ,�!

(y0)′′(t) > ǫ0q
2(t)t

��
(t(ǫ0),∞)"� �" �� ,�� �+� !�-��� �"��% ��� �

(y0)′(t) > (y0)′(t(ǫ0)) + ǫ0

∫ t

t(ǫ0)
s q2(s)ds,

,�! ���
t > t(ǫ0).

�00=�

s��
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�!�% �"��% ���" �0	> � ��� �00=� 1 �� ����&� �

lim
t→∞

(y0)′(t) = +∞, lim
t→∞

y0(t)

t2
= +∞. �00��

� ��� �+�� �" � &��"�(���&� 1/(y0) � ����," �� L2(IR+)
' 7(��## �� � ��+ �+ �" ��"� !�"��� 1

��� ���!���&�" �+� ,����� ��, ���� ��-��� ,��&���� �"�� � ���� 
s��� �

ys(t) = y0(t)

∫ ∞

t

ds

(y0)2(s)
, t > 0,

�00:�

�+ �&+ �" "��� ,!�% ��!�&� &��&�������" �� � � � # �"��� � "������� �, �0	�� ' � +�� "������/��!% ������ 1 �� ����!" �+� "�� �, �� ����� ���� �0	�� ' ��"�! � �+�� �

(ys)′(t) = (y0)′(t)
∫ ∞

t

ds

(y0)2(s)
− 1

y0(t)
,

<

∫ ∞

t

(y0)′(s)ds
(y0)2(s)

− 1

y0(t)
= 0,

�00��

��  ��� �,
(y0)′(t) < (y0)′(s), s > t

������� ����&� ,!�% �0	�� �
(y0)′′(t) > 0, t ≥ 0

� '
	+ �" �%#���" �+��

ys(t)
"�!�&��/ ��&!��"�" � ��+ ��% � �� � �����,��� � ��% �� �"

t
,��" ��

+∞ ' 8�� ��  ��� �,
y0(t) < y0(s), s > t

1 �� +� �
ys(t) <

∫∞
t

ds
(y0)(s)

' 	+�� ��"�! ��,
�+�� �00�� �%#���" �+�� �"/%#����&���/ y0(t) > ct2

,�! "�% �
c > 0

1 �� ,�� �

0 ≤ ys(t) <

∫ ∞

t

ds

(y0)(s)
→ 0, t→∞, �00��

�+ �&+ �" �+� !�(��!�� ��% �� ' ;�� �" �+�� &+�&. �+� ���(����"" �, � "������� �, �0	�� ��
�+� &��""

(2)
' 	� !�"� � &���!���&���� 1 �""�% � � ��"���&� "������� 1 "�/ ỹs(t)

�� �+ �" &��"" '
	+��

(u1, u2) ≡ ((ys)′, ys)
���

(ũ1, ũ2) ≡ ((ỹs)′, ỹs)
����� #!� ��� ��� ����# ������

��� ���,�!% �/ ������� �� ��% � "�������" �, �+� - !"� �!��! "/ "��% �00> � "� �" �� !�"��!�
�/ �����! &�%�������� ��� �, ��" "�������" ,!�% ����2.���� &��"���!�����" �"�� 
:	� ,�!��"���&�� ' � ��&� �+� &���!���&���� "��&� "�������" �, �0	�� ��� �+�" �00> � ,���!�&���/
���� " �# � ��+ ��% � ' ;�� �" "+�� �+�� �+� ,!�#+ �, �+� ���(�� "������� ys

�� &��""
(2)"�#�!���" �+�"� �� &��""

(1)
,!�% �+�"� �� &��""

(3)
' ��! �+�� #�!# �"� 1 �� "�� &�" �� ����&��+�� �� �+�

(u1, u2)
#���� 1 �� ��� ,!�#+ " &�� ����!"�&� "��&� �, ��+�!� �"� �+�!� �� �"�"

� ��% �
t0 > 0

� ��+
ui(t0) − ũi(t0) = 0

1
i = 1, 2

�+�� ����2.���� &��"���!�����" �%#�/
{ui − ũi}(t) = 0

,�! ��� ��% �" ' �!�% �+� �� � � &��"�!�&���� 1 �� �" &���! �+�� "�������"�� &��""
(1)

�&+ �� � ��!,�! �� ����� ���� �+�� �+�"� �� &��""
(3)

' � " � &��"�(���&� 1 � ���,, � �� � "������� ��
(1)

� ��+ �� ����� ����
y′0

��� � "������� ��
(3)

� ��+ �� ����� ����
y′

0

, � �"
y′

0
< y′0

��� ��&�""�!��/ ,!�% �+� "�#�!��!�� #!�# �!�/ �
ys(0) ∈]y′

0
, y′0[

' 	+ �"
&��&����" �+� #!��, '

	� ��� �+ �" #�!�,!�#+ 1 �� "����/ +� � �� #!� � �+� �"/%#����& #!�# �!���" �0	����� �0	:� '
� ��� � � � � ��	�
 �� ��� s ')
���!���, � ��+ � , � �� "������� ���+�! �� &��""

(i) �! �� &��""
(iii)

1 �� � ������ �+�
��% � � �+� ��! �,

∆(t) = |q(t)|− r(t) ' 	+� #!�# �!�/ �000� , � �" �+� �� �"���&� �, � ��!,�
����,+ ��� -���� ��% �

t(r0)
"�&+ �+��

0 < r(t) < |q(t)| �+ ���
r′(t) > 0

,�! ���
t > t(r0)

'
�� �+�!�,�!� ,�� �

r′ = q2(t)− r2 = ∆(t)(|q(t)| + r) > 2∆(t)× r, t > t(r0),
�0)	�

s:	



� � � ���������� �����
 �� �� �� ������ �
 ������ 
�
���
ΣY

"� �+�� �� ����&� �

0 <

∫ t

t(r0)
∆(s)ds <

1

2
log
( r(t)
r(t0)

)
<

1

2
log(|q(t)|) − 1

2
log(r(t0)).

�0) 0�

	+� ���,�!% ���������"" �, �+� ,��&���� q(t) �""�% �� �� �0	s� �+�� ��"�!�" �+� !�2
(��!�� ����,!������/ #!�# �!�/' � ��� 1

r(t)
"�!�&��/ ��&!��"�" � ��+

t
��� �" �## �!� ������

�/ |q(t)| ' � " � &��"�(���&� 1 r(t) ����" �� � -���� ��% ��
l
�"
t
,� �" �� +∞ ���

l
��&�"2

"�!��/ &���&���" � ��+ |q(+∞)| ��  ��� �, �+� �"��% ��� ∫∞
∆(s)ds < ∞ ' ���"���!��,�+� ���(�� "������� rs �� &��""

(ii)
1 �+ �" ��� "���"-�" �00)� � ��% ��/

rs(t) < −|q(t)| ,�!���
t ≥ 0

' ������ ��, � ���� 
s�� 1 �� ����&� ,!�% �+� ��&!��"��, #!�# �!�/ �,
rs(t)

�+�� �

0 <
1

rs(t)
− 1

rs(0)
= −

∫ t

0

(rs)′(s)
(rs)2(s)

ds =

∫ t

0

(
1− q2(s)

(rs)2(s)

)
ds,

�0))�
��� "��&�

rs(t) < 0
1 �� ,�� �+�� ,�! ��� ��% �"

t ≥ 0
�

0 <

∫ t

0

(
1− q2(s)

(rs)2(s)

)
ds < − 1

rs(0)
.

�0)s�

	+ �" #!� �" �+��
(1 − q2(t)/(rs)2(t)) ∈ L1(IR+)

' 8�� ,!�% �00)� 1 �� ,��
1 < 1 +

|q(t)|/|rs(t)|, t ≥ 0
��� �+�" ��&�""�!��/ (1−|q(t)|/|rs(t)|) ∈ L1(IR+)

' 	+ �" #!� �" �+��
rs(t)

�&+ �� �" � -���� ��% �� �"
t→∞ � ��+ �+�� ��&�""�!��/

limt→+∞ rs(t) = −|q(+∞)| '	+ �" , � �" �� ��!� �+� �""�!��� #!�# �!�/ (|q(t)|+ rs(t)) ∈ L1(IR+)
' 	+ �" &��&����" �+�

#!��, '
� �� � �� � ������	���� �	�

Y±
7(��## �� � ��+ � !�# �"����� s ') 1 �� , � � �+� #!��, �, 	+��!�% s '0 ' �� �+�� ��% 1 ���

�" - !"� "���� �

� ��	 �
 �� ��� � �� � 	� ��
�
� 3�5� �� ���3�� Y ∈ F(Y)� 5� �5� � �� � ��� �� 5� �� 55 5� 3� ��� � � 3�5 �3� 5 ξ(Y)� �

� 3�� 3� �� 3�� 5� ���� ���� {Y+Y−}(ξ) ≥ 0
� � � � �

ξ ≥ ξ(Y) � 3��� �3�� 3� 5��� �3�� �� ���� ��
ξ > ξ(Y) 4

	+� #!��, �, �+ �" !�"��� �" # �"�# ���� �� �+� ��� �, �+� #!�"��� "�&���� ' ;�� �" "�!�""
� &��"�(���&� �, �+ �" !�"��� ' �!�% �+� �"��% ��� ��

�
� 1 �" "� �� �" {Y+Y−}(ξ)

 ���"+�"
�� � -���� ��% �

ξ(Y)
�+�� {Y+Y−}(ξ) > 0

,�! ���
ξ > ξ(Y)

' �� ��+�! ��!�" 1 ��/
, � �� "�������

Y ∈ F(Y)
1 ��&�#� �� % �"� ��� 1 ����% ����/ "���"-�" {Y+Y−}(+∞) > 0

'
8�� # �""�� �� ��� "����"

Y(+∞)
�� ���,�!% �/ � ������ �� ��% � "�������

Y ∈ F(Y)%�"� �� �/ {Y+Y−}(+∞) ≤ 0
�+�� Ma(+∞) > 1

�"�� ������ �:)�� ' � ��&� ��� �+��
Ma(+∞) > 1

1 �+�!� �� �"�" �� % �"� ��� "�������
Y ∈ F(Y)

&����&���, �+� #!�"&!�� �� ����
Y(−∞)

�� �+� #�"� ��� � � ������  ����
Y(+∞)

�� �+� ,���!� � ��+ �+� !�(��!��#!�# �!�/ �+��
Y+(+∞)Y−(+∞) ≤ 0

'
	� ,�!�+�! �""�"" �+� ��% � �"/%#����& �,

Y ∈ F(Y)
1 �� �" �"�,�� �� ����/�� �+�

��% � � ������� �, �+� ��� �!��&� � ������ ��� �!���!�!/ "�������" �� F(Y)
' 8���, , � ��

� !�,�!��&� "������� ������� �/
Y

⋆
1 �!���!�!��/ &+�"�� �� F(Y)

1 �� ��-�� ,�! ��/
, � �� ��+�! "�������

Y
�

∆{Y}(ξ) = (∆+{Y}(ξ),∆−{Y}(ξ))T = Y(ξ)−Y
⋆(ξ), ξ ∈ IR. �0)> �

s:0



������ � � �������	��

��� ���
 �
 ���	��

��� 
��� 
�� �����
 �� 
�����
����� � ��� ����� ���
 ���


�� �� ���"�/ +� �
lim

ξ→−∞
∆{Y}(ξ) = 0

,�! ��/ , � ��
Y ∈ F(Y)

' � ��� 1�� ��"�! �
,!�% �+� ��-������ �, �+� ���,��� "#�&�

T u(ω−)
"#����� �/ ��

�
�� ���� �� �+� ��"2����� % ���,��� Wu(ω−)

�+��
∆+{Y} = (q(0) +O(ǫ))∆−{Y}

1
q(0) > 0

1 &��"� ����,+�� �+� �(�����!��% "����
ω−

' 8�� "��&�
Y

���
Y

⋆
�!� ����# ������ "�������" �, �+�

�����! �67 "/ "��% ��> � 1
∆+{Y}(ξ)

���
∆−{Y}(ξ)

&�����  ���"+ "�%��������"�/'
� " � &��"�(���&� ��� ,�! ��/ , � ��

Y ∈ F(Y)
��"���&� ,!�%

Y
⋆ 1 �� ����&� �+��

∆+{Y}(ξ)∆−{Y}(ξ) > 0
,�! ���

ξ < −L(Y)
1
L(Y)

��!,� ����,+ ' 	� ������ �+ �"
#!�# �!�/ �� ��� ��% �

ξ
1 �� ����&� �+��

∆{Y} � �����/ "�� �" �

dξ∆{Y} = A(ξ)∆{Y}, ξ ∈ IR, �0)=�
,!�% �+ �&+ �� �� ,�! �+� �����,��" �"��% ��� �� ��

�
� �

dξ∆+{Y}∆−{Y}(ξ) ≥ 0
' 	+�

�"��% ���
∆+{Y}(ξ)∆−{Y}(ξ) > 0

,����� " ,�! ���
ξ ∈ IR ' �� +� � �+�" #!� �� �

����� � �� � �5� �5 � 3�5� �
�
� 3��5� 5��5�� �� ���3��� Y

1 ���
Y

2 3� F(Y) 4 �� 5�
(Y 2

+ − Y 1
+)(ξ)× (Y 2

− − Y 1
−)(ξ) > 0

� � � � � �3� 5 ξ ∈ IR 4
� ��&�

∆+{Y}(ξ)
���

∆−{Y}(ξ)
.��# �+� "�% � &��"���� "�,� ,�! ���

ξ
1 ���+�!

# �"��� � �! ��,��� � 1 �+� "�,� � ���, !�&� �!�� ,!�% �+� �� ����� ����
Y(0)

���
Y

⋆(0)�� �:	� ' 	+� ��!,� ��% � � �+� ��! �, �+� ��� �!��&� � ������ ��� "�������" �� F(Y)
�"

, � �� �/ �+� ���� "����% ��� �

� ��	 �
 �� ��� � �� �
� 4 � ���� 5 lim

ξ→∞
Ma(ξ) > 1 4 �� 5� � � � � �

Y ∈ F(Y)�
���� |∆+{Y}(ξ)|

��� |∆−{Y}(ξ)|
� � ��

+∞ � 3�� ξ 4� 4 � ���� 5 lim
ξ→∞

Ma(ξ) < 1 4 �� 5� � � ��
�

� 3�5� Y ∈ F(Y)� |∆+{Y}(ξ)|
�5�� 5��

�3�5�� |∆−{Y}(ξ)|
� �5��� �� � � � 3�5 ���� 5� �3� 3� |d+(Y)| �5�� 4 |d−(Y)|� ��

ξ
� �5� �� ∞ 4 
� ���3�3��� d±(Y1) 6= d±(Y2)

� � ��
�

� 3�5� ��3 (Y1,Y2)
��

3��5� 5��5�� �� ���3��� 3� F(Y) 4

� ���� ���5�� � � � �� 5 ��3�� ∆+{Y}/∆−{Y}(ξ)

�5�� �� �� 5 ��� 5 � � 3�5 �3� 3� �

lim
ξ→∞

∆+{Y}
∆−{Y}

(ξ) = |Ma(+∞)− 1

Ma(+∞) + 1
| > 0.

�0)��
; �� �" ��� #!� � �+�"� #!�# �"�� "����% ���" '
� ��� � � � � ��	�
 �� ��� s '>
�� - !"� !�&��� �+�� ,�! ��/ , � ��

Y ∈ F(Y)
1 �+� !���� Y+/Y−

��.�" ��,��� �
 ����" ,�! ξ < −L 1

L
��!,� ����,+ 1 �+ ��� �� "�� �" �+� � �&���� �(������ ���� ' ;�� �"

����!"���� �+ �" !���� �� �+� ����# ������  �!����� t ���!���&�� �� �0		� "� �" �� "���/��" � ������� ��
t
�+!��,+ �+� �������/

y′(t)/y(t) = Y+/Y−(ξ(t))
�+�!�

y(t)
�" � "�������

�, �+� "�&��� �!��! �(������ �0	�� ' 	+�� 1 �+� !�(��!�� !�"��� ,����� " ,!�% � !�# �"�����
s 's � ��% ��/1 �+�!� �" � ���(�� "������� ys

�� &��""
(ii)

"�&+ �+��
(ys)′(t)/ys(t) < 0,�! ��� -���� ��% � �+ ��� ,�! ��/ ��+�! "������� y

1 �+�!� ���"�" � - !"� ��% �
t(y)

� ��+
y′(t)/y(t) > 0

,�! ���
t > t(y)

' 	+ �" &��&����" �+� #!��, '
� ��� � � � � ��	�
 �� ��� s '�
; �� � � , � ��

Y
�� F(Y)

' �� ���� �+�� �+� !���� ∆+{Y}/∆−{Y}(ξ)
����/ " "��/ "

# �"��� � ��� � ������ ,�! ��� -���� ��% �" "��&� ,�! "�&+ ��% �" 1 ���+ ∆+{Y}(ξ)
���

s:)



� � � ���������� �����
 �� �� �� ������ �
 ������ 
�
���
ΣY

∆−{Y}(ξ)
�!� � ������ � ��+ ,�! "�% �

ǫ0 > 0
1
∆+{Y}(ξ) × ∆−{Y}(ξ) ≥ ǫ0

,�! ���
ξ ≥ ξ(ǫ0)

' ;�� �" ���% ��� �+� �"/%#����& � �+� ��! �, �+ �" !���� ��# �����, �� �+�
 ���� �,

limξ→∞Ma(ξ) =Ma(+∞)
'

���!���, � ��+ Ma(+∞) = 1 − ǫ0
,�! "�% �

ǫ0 > 0
1 �� ��"�! � �+�� Ma(ξ) < 1,�! ���

ξ > L
� ��+

L > 0
"�� &�����/ ��!,� ' ��  ��� �, �+� ��&!��"��, #!�# �!�/ ��	� �,

Ma(ξ)
1 &+��"��, L # �""�� �/ ��!,�! 1 �� +� � �� �������� �+��

(Ma(ξ)−1)dξMa(ξ) > 0,�! ��� �+�
ξ ����! &��"���!����� ' � �#+!���� �� ��!% �, �+� ����# ������  �!����� t���!���&�� �� �0		� 1 �+� !���� r{Y}(t) = ∆+{Y}/∆−{Y}(ξ(t))

�" �+�� ���+ ��, ��� �
"�!�&��/ # �"��� � "������� �, �+� � �&���� �(������ �0	 0� 1 � ��+ �+� #!�# �!�/ �+�� �

2q(t)q′(t) = 4
(Ma(ξ(t))− 1)× dξMa(ξ)

(Ma(ξ(t)) + 1)3
× ξ′(t) > 0,

,�! ���
t > t(L).

�0):�
	+� �""�%#����" �, � !�# �"����� s ') �!� �+�!�,�!� "���"-�� ' �� �� ,�! �+�� �+� "�!�&��/
# �"��� � "������� r{Y}(t) �, �0	 0� � ����," �� &��""

(i)
��� �+�" �&+ �� �" limt→∞ r{Y}(t) =

|(Ma(+∞)−1)/Ma(+∞)+1)| > 0
��,��+�! � ��+

0 < limt→+∞
∫ t

t(L)(|q(s)|−r{Y}(s))ds <
+∞ ' 7(��## �� � ��+ �+�"� #!�# �!���" 1 �� ��"�! � �+��

∆−{Y}(t) = ∆−{Y}(ξ(t))"�� �" �+� ���� �67 �

∆−{Y}′ = (r{Y}(t)− |q(t)|)∆−{Y}, t > t(L),
�0)��

"� �+�� �+� ���� ��% �� �" % �� �

lim
t→+∞

∆−{Y}(t) = d−(Y),
�0)��

� ��+ � -����
d−(Y)

, � �� �&&�!���, �� �

|d−(Y)| = |∆−(Y(L))| limt→∞ e

(
−� t

t(L)(|q(s)|−r(s))ds

)
< +∞.

�0s	�

�!�% ;�%% � s '= 1 �� +� � |∆−(Y(L))| > 0
��� +��&�

d−(Y) 6= 0
' ���"�(�����/1 ��,�� �� ��!� limt→+∞ ∆+{Y}(t) = d+(Y)

� ��+ �

0 < |d+(Y)| = limt→+∞ |q(t)∆−{Y}(t)|
= |Ma(+∞)−1

Ma(+∞)+1 | × |d−(Y)| < +∞.
�0s 0�

	� &��&���� 1 ��� �" #!� � �+�� ��� ����# ������ "�������"
Y

1 ���
Y

2 �� F(Y)
��&�"2

"�!��/ �� �/ d±(Y1) 6= d±(Y2)
' � ""�% � � ��+��� !�"�!�&���� �+��

d+(Y1) = d+(Y2)
1 ��!�"� � &���!���&���� ' ����&� �+�� �

∆+{Y1}(ξ)−∆+{Y2}(ξ) = Y 1
+(ξ)− Y 2

+(ξ),
�0s)�

"� �+�� ��&�""�!��/
limξ→+∞(Y 1

+(ξ) − Y 2
+(ξ)) = d+(Y1) − d+(Y2) = 0

' 8�� #!�"&!�2
���,

Y
⋆ = Y

2 �� �0)> � 1 �� ����� ��� �# � ��+
limξ→+∞ |∆+{Y1; Y

⋆ = Y
2}(ξ)| =

limξ→+∞ |Y 1
+(ξ)− Y 2

+(ξ)| > 0
�&&�!���, �� �0s 0� 1 +��&� �+� &���!���&���� '; �� �" ��� &��"���! �+� &�"�Ma(+∞) = 1+ǫ0

,�! "�% �
ǫ0 > 0

' ;�� �" � !��� "�,��/
∆+

�!�"# �&�� ��/
∆−

� �� #��&� �,
∆+{Y}

�!�"# '
∆−{Y}

� ' 	+� ��!,� ��% � � �+� ��!"
�,

∆+(ξ)
���

∆−(ξ)
�!� �� �"��,���� �+��. " �� �+� ��% � �"/%#����& �, �+� ��� �!"��

!���� ∆−(ξ)/∆+(ξ)
1 �+ �&+ �" � "�!�&��/ # �"��� � "������� �, �

dξ
∆−
∆+

=
µ

2ν

M

Ma(ξ)2

(
(Ma(ξ) + 1)2 − (Ma(ξ)− 1)2

(∆−
∆+

)2)
.

�0ss�

s:s
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 �� 
�����
����� � ��� ����� ���
 ���


��  ��� �, ��	� ��� &+��"��, L > 0
��!,� ����,+ 1 �� +� � "�&&�""� ��/ ,�! ���

ξ > L
1

dξMa(ξ) < 0
"� �+�� Ma(ξ) > 1

��� +��&�
(Ma(ξ)− 1)dξMa(ξ) < 0

' 	+ �" ����� " �����!���&� �+� "�!�&��/ ��&!��"��, ,��&���� θ : ξ ∈ [L,∞) → θ(ξ) ∈ [θ(L),∞)
��-���

�/ �

θ(ξ) =

∫ ξ

L

µ

2ν

M(Ma(s)− 1)2

Ma(s)2
ds, ξ > L,

�0s> �
"� �" �� !�&�"� �0ss� ���� �+� ���� � �&���� �(������ �, �+� ��� ����# ������  �!�����
θ

�

r′ = p2(θ)− r2, p(θ) =
Ma(ξ(θ)) + 1

Ma(ξ(θ))− 1
, θ ≥ θ(L).

�0s=�
� �� p2(θ)

"�!�&��/ ��&!��"�" � ��+
θ
1
θ ≥ θ(L)

1 ��  ��� �, �

(p(θ)2)′ = 4
Ma(ξ(θ)) + 1

(Ma(ξ(θ))− 1)3
× ξ′(θ)× {−dξMa(ξ)} > 0,

,�! ���
θ ≥ θ(−L).

�0s��

� !�# �"����� s ') �##���" ��� % ���" �+�� �+� "�!�&��/ #�"��� � "������� r(θ) = ∆−(ξ(θ))
∆+(ξ(θ))�, �0s=� � ����," �� &��""

(i)
��� �&+ �� �"

limθ→+∞ r(θ) = limθ→+∞ p(θ) > 0
��� �+�"&���!�/

limθ→+∞
∫ θ

θ(L)(p(s) + r(s))ds = +∞ ' ;�� �" ����&� �+��
∆+(θ) = ∆+(ξ(θ))"���"-�" �

∆′
+ = (p(θ) + r(θ))∆+(θ), θ ≥ θ(L),

�0s:�
�� ,�� �+� !�(��!�� ��% �� �� ��+ |∆+(θ(L))| > 0

,!�% ;�%% � s '=� �

lim
θ→+∞

|∆+(θ)|
|∆+(θ(L))| = lim

θ→+∞
exp
(∫ θ

θ(L)
(p(s) + r(s))ds

)
= +∞. �0s��

�� &��&���� �+�� �

lim
θ→+∞

|∆−(θ)| = (Ma(+∞) + 1)/Ma(+∞)− 1)× lim
θ→+∞

|∆+(θ)| = +∞. �0s��

�� ��� ��!� #!� ��, �+� - !"� #�!� �, 	+��!�% s '0 � ��% ��/ �""�% ��, �+��Ma(+∞) >
1
' 	� �+ �" ��� 1 �� #!� � �+� ,����� ��, &��"�(���&� �, � !�# �"����� s '� �

���� ����� � �� � � ���� 5 ���� Ma(+∞) > 1 4 �� 5� � 3�� �� 5 �����3��� �� � ����3�3��� 4� � �� 5 �� ���3��� Y ∈ F(Y)
�5����5 3��� ��55 � ���� � �

� 5� � ���3�5 �����5� �
�
� �� ���3��� � 3�� Y−(ξ) < 0

� � � � �
ξ ∈ IR ���

Y+(ξ) < 0
� �

ξ > ξ(Y)�
���� ����

lim
ξ→+∞

Y+(ξ) = lim
ξ→+∞

Y−(ξ) = −∞�

�

� �� � �� � �� 5 �� ���3�� � 3�� Y+(ξ) > 0
���

Y−(ξ) < 0
� � � � �

ξ ∈ IR ���
� 3�� � � 3�5�3� 3�� lim

ξ→+∞
Y±(ξ)�

�


� �� ���3��� � 3�� Y+(ξ) > 0
� � � � �

ξ ∈ IR ���
Y−(ξ) > 0

� �
ξ > ξ(Y)�

���� ����

lim
ξ→+∞

Y+(ξ) = lim
ξ→+∞

Y−(ξ) = +∞ 4
� ��� �����5� �
� ��� �


� �5 ��� 5�� �

� 4
	+� ���"���&� �, "�������"

Y ∈ F(Y)
�� � ��+ &��""�"

(I)
���

(III)
����� " �� ��-��

,��&����" θ → r(θ) = Y−/Y+(ξ(θ))
�� �+� ����# ������  �!����� θ �0s> � 1 "�������" �,

�+� � �&���� �(������ �0s=� 1 � ��+ �+� ,����� ��, ��"���&�� � #!�# �!���" �

s:>



� � � ���������� �����
 �� �� �� ������ �
 ������ 
�
���
ΣY

��������" �� &��""
(I)

 �!�,/
lim

θ→θ(Y)±
r(θ) = 0±

1
��������" �� &��""

(III)
 �!�,/

lim
θ→θ(Y)±

r(θ) = ±∞ 1
�+�!� ,�! "�%#��&��/1 �� +� � "��

θ(Y) = θ(ξ(Y))
' �!�% � !�# �"����� s ') 1 "�������"

Y ∈ F(Y)
�� &��""

(I)
��� ,���!��� � �&���� "�������" r �� &��""

(i)
�+ ��� "�������"

Y
�� &��""

(III)
, � � ��!�+ �� "�������" r �� &��""

(iii)
' ;�� �" �+�� ��-��

r(0) =
maxY∈(I) Y−/Y+(0)

���
r(0) = minY∈(III) Y−/Y+(0)

� ��+
r(0) < r(0)

"� �" �� &��"�2��! �+� ����! ��
[r(0), r(0)]

' �,��� ,!�% � !�# �"����� s ') 1 �+�!� ���"�" � ���(��  ����
rs(0) ∈ [r(0), r(0)]

�+ �&+ , � �" !�"� �� �+� "�#�!��!�� � �&���� "������� rs(θ)
' �� ��+�!

��!�" 1 �+�!� �� �"�" �� ���"� ��� "�������
Y

s ∈ F(Y)
"�&+ �+�� �

(Y s
+)′ = (p(θ) + rs(θ))Y s

+, θ > θ(0),
�0>	�

� ��+
0 <

∫∞
(p(θ)+rs(θ))dθ <∞ ' � ��&�

limθ→+∞ |Y s
+(θ)| <∞ ��� �+��

limθ→+∞ |Y s
−(θ)| =

p(+∞)|Y s
+(+∞)| < ∞ '

Y
s
�" �+�� ���,�!% �/ � ������ �� ��% � ��� � ����," �� &��""

(II)
' ��!����!/ s ': ��"�!�" �+�� "�&+ � "������� �" ���(�� ' 	+ �" &��&����" �+� #!��, �,

�+� - !"� #�!� �, 	+��!�% s '0 '; �� �" ��� #!� � �+� "�&��� #�!� �, 	+��!�% s '0 � ��% ��/ ���!�""��, �+� &�"�
Ma(+∞) < 1

' ;�� �" - !"� &+�&. �+�� ��� �+� "�������"
Y ∈ F(Y)

�!� ���,�!% �/ � ���2��� �� ��% � ' ��"�! � ,!�% � !�# �"����� s '� �+�� �, �+�!� ���"�" �� ���"� ��� ���,�!% �/
� ������ �� ��% � "������� �� F(Y)

�+�� ��&�""�!��/ ��� ��+�!" �!� ��"� ���,�!% �/ � ���2��� ' � !�# �"����� s '> ��"�!�" �+�� ,�! ��/ , � �� "�������
Y ∈ F(Y)

1 ��&�#� �� % �"�
��� 1 �+�!� ���"�" � -���� ��% �

ξ(Y)
"�&+ �+�� �+� !���� Y+/Y−(ξ)

"��/ " # �"��� � ,�! ���
ξ > ξ(Y)

' 	+ �" !���� r(t) ����!"���� �� �+� ��% �  �!����� t �0		� �" �+�� � # �"��� �"������� �, �+� � �&���� �(������ �0	 0� ,�! t > t(Y)
' ������ ��, �+� "��#" �, �+� - !"�

#�!� �, �+� #!��, �, � !�# �"����� s '� 1 �� �" ��� !������ ��!. �� #!� � �+�� �

(Y−)′ = −(|q(t)| − r(t))Y−, t > t(0),
�0> 0�

, � �" !�"� �� � "������� Y− � ��+
limt→+∞ |Y−(t)| <∞ "� �� �+�� ����&� �+��

limt→+∞ |Y+(t)| <
∞ ' � ��&� ��� �+� "�������

Y ∈ F(Y)
�!� ���,�!% �/ � ������ �� ��% � ' 	+� #!�# �!�/

d±(Y1) 6= d±(Y2)
"����� ,�! ��/ , � �� #��! �, ����# ������ "�������"

Y
1 ���

Y
2 ��

� !�# �"����� s '� �%#���" �+� &�%#����� #!�# �!�/ l±(Y1) 6= l±(Y2)
�� 	+��!�% =s '

	+ �" &��&����" �+� #!��, �, �+ �" 	+��!�% '
� ��� � � � ���� ����� s ': ���&�

∆±{Y}(ξ)
.��#" � &��"���� "�,� ��� &�� � � % ���

���+�! # �"��� � �! ��,��� � ��# �����, �� �+� �� ����� ����
Y(0)

���
Y

⋆(0)
�� �:	� 1 � !�2# �"����� s '� ��"�!�" �+�� �+�!� ���"� "�������"

Y ∈ F(Y)
� ��+ �+� ,����� ��, ��"���&�� �

#!�# �!���" �
�0� "�������" � ��+

limξ→+∞ ∆±{Y}(ξ) = +∞ 1
�)� "�������" � ��+

limξ→+∞ ∆±{Y}(ξ) = −∞ '
;�� �" "�!�"" �+�� �+�"� ��% � �"/%#����& #!�# �!���" +��� �!�� ,�! ��/ , � �� ����2
# ������ "�������"

Y
���

Y
⋆
� 3 454 � ��+

Y
⋆
�!���!�!��/ #!�"&!�� �� �� F(Y)

' � " � ��!�&�
&��"�(���&� 1 �+�!� �� ��" �� % �"� ��� ���,�!% �/ � ������ �� ��% � "������� �� F(Y)

1
�+ �&+ �� ������

Y
s ' �� ��+�! ��!�" 1 ��/ , � �� "�������

Y ∈ F(Y)
1 ��&�#� �� % �"�

��� 1 ���� " �# � ��+ ��% � � ��+ ���+�!
limξ→+∞ |Y+(ξ)| = +∞ �! limξ→+∞ |Y−(ξ)| =

+∞ ' ;�� �" &+�&. �+�� �&�����/ Y+(ξ)
���

Y−(ξ)
&�� ���� �# �� ��% � ��� ��2

&�""�!��/ ��,��+�! ��� � ��+ �+� "�% � ��-���� ��% �� ' �� �+� - !"� +��� 1 �+� �"��% ���

s:=



������ � � �������	��

��� ���
 �
 ���	��

��� 
��� 
�� �����
 �� 
�����
����� � ��� ����� ���
 ���


Y+(ξ)Y−(ξ) > Y+(−∞)Y−(−∞)
����&�� ,!�% ��

�
� ��"&�!�" ��-���� ��% ��" ,�! Y+(ξ)���

Y−(ξ)
� ��+ �## �"��� "�,� �"

ξ
,��" �� ∞ ' 	+�!�,�!� ��� ��  ��� �, Ma(+∞) > 1

1
(Ma(ξ) + 1)Y+(ξ) + (Ma(ξ)− 1)Y−(ξ) ���� " �# � ��+ ��% � �" "��� �" ���+�!

Y+(ξ) �!
Y−(ξ)

���" ' 	+ �" ���&��/ "�/ " �+�� �� "�&+ � &�"� 1 ���+ dξY+
���

dξY−
�� ���� �# ��

��% � ' � ��&� �+� !�(��!�� &��&��"��� � �+� "�������"
Y ∈ F(Y) �� �/1 �# �� �� ��&�#2

������� "������� 1 ���+�! limξ→+∞ Y+(ξ) = limξ→+∞ Y−(ξ) = +∞ �! limξ→+∞ Y+(ξ) =
limξ→+∞ Y−(ξ) = −∞ ' ;�� �" ����!���� �+�� �+� &��� �"���&� �, &��""�"

(1)
���

(2)&���!�/ ����� " � ��+ "�,�" ' � !�# �"����� s '> �+�� �%#���" �+�� �+� "�������"
Y ∈ F(Y)

1
��&�#� �� % �"� ��� 1 &�� � � "#��� ���� �+� &��""�"

(I)
���

(III)
���!���&�� �� �+� ��2!����!/ s ': '

;�� �" �""�% � �+� �� �"���&� �� ��&�#������ ���,�!% �/ ������� �� ��% � "�������
Y

s�� #!� � �+�� ��&�""�!��/
Y+(ξ) > 0

���
Y−(ξ) < 0

,�! ��� ��% � ' ��! �+�� #�!# �"� 1��� �" "�## �"� �+��
Y s

+Y
s
−(ξ)

 ���"+�" �� � -���� ��% � 1 "�/
ξ(Ys)

1 �� !�"� � &���!�2��&���� ' ������ 1 � !�# �"����� s '> �+�� �%#���" �+�� �+� !���� Y s
−/Y

s
+(ξ)

"��/ " "�!�&��/
# �"��� � ,�! ��� ��% �

ξ > ξ(Ys)
' ����!"�� �� �� �+� ����# ������ ��% �  �!����� θ ���!�2��&�� �� �0s> � 1 �+ �" !���� �" ���+ ��, ��� � # �"��� � "������� �, �+� � �&���� �(������

�0s=� � ��+
p2(θ)

"�!�&��/ ��&!��"��, ,�! θ ��!,� ����,+ ' ������&�� "��#" �� �+�"� ��2
 ���## �� �� �+� "�&��� #�!� �, �+� #!��, �, � !�# �"����� s '� �##�/ �� ,�� ��&�""�!��/
limθ→∞ |Y s

+(ξ(θ))| = limθ→∞ |Y s
−(ξ(θ))| = +∞ ' � ��&� �+� &���!���&���� '

� %�* ������)� �� ����*� ��� ��* � �*� ��� ��)� �*�
	+!��,+��� �+� ,�!�+&�% ��, "�&����" 1 �� ����/" �""�% � �+�� �+� � �"��!&���� !�2

��� ����� ��!% Tris(ρ, ∂xu)
�� �0�� �&+ �� �" "�� &�����/ ��!,� # �"��� �  ����" � ��+ �� �+�

 �"&��" "+� &. #!�- ��" �� �+� "��"� �, ;�%% � ) '
�
"� �" �� ��"�!� �

lim
ξ→+∞

Ma(ξ) > 1.
�0>)�

	+�" ��� ,!�% ��� �� 1 �+� � �"��!&���� &�!!�&���� �� �0> � "/"��% ���&���/ #!� ���"  �"2
&��" "+�&. #!�- ��" ,!�% � �!&�%#!�""� ��/' �� ��!� 1 ���"���&� ��� ���(����"" �, �+�
�!� ����, �� � "�������" �, �0> � �� ,�!!�� ,!�% � !�# �"����� ) '� ��� 	+��!�% s '0 ������ #!�# �! +������, �, �+� �"/%#����& !�, �% � �, �  ���"+ ��, #�!�% ���!

ǫ
�� �0> � �� �+�

"��"� �, 6 �-������ 0 '0 ' 	+� � ��% ��� #!����% ,�! �+� ��% �� "/"��% �" �+�� "������ '
� �� �
	 �� �	���	��

������ ��, �+� ����" �, �+� #!��%��� 1 ,�! ��/ , � �� "����
u− ∈ Ω+

u

�� &��"���! �
"# ��� �, #!�#�,����� σ

#!�"&!�� �� �&&�!���, �� �:s� "� �" �� , � � !�"� �� � ���(���!� ����, �� � "�������
u(ξ) �, �0> � � ��+

ǫ = 1
&����&���, "�% � "����

u+ ∈ Ω+
u

�� �+�
,���!� ' ;�� �" �� ,�! �� ��"/ ��� �%# �!���� &��"�(���&� �, 	+��!�% s '0 �

� ��	 �
 �� ��� � ��� �5� �5 � 3�5� u− ∈ Ω+
u � 3�� R12− 6= 0

��� � �� 55� σ ���3�� � 3�� ���� 4
�� 5� � ���5� u(ξ) ∈ Ω+

u 3� �� 5 �����3��5� �� 3��5 � 5�5���3� 3� ��3� ��5� R12−R12(ξ) > 0
� � � � �

ξ ∈ IR � 3�� limξ→+∞R12−R12(ξ) > 0 4 	� � ����5 u− � 3�� R12− = 0�
�� 5���� 5��3� � � 5��� ��� � �5�� R12(ξ)

� ��
�
� 3�5��3�� � �� � 5� � � � � � �3� 54

� �&��� ,!�% �+� ,�!% �, �+� ,� �!��, 76� "/"��% �>s� �+�� �� "�� &�" �� &��"���!"����"
u− ∈ Ω+

u

� ��+
R12− > 0

1 �+� &�"� �, �� �##�"��� "�,� � ���, ����&�� �+��

s:�



� � �� �
��	����� 
�
��� ��� �� ������� 	������

%����# �/ ��, ���+ R12
���

v �/ −1
��� �+�" ��"� Y+

���
Y−

,!�% �+��! ��-������ �>�� '
	+�" ,�&�"��, �� "����"

u−
� ��+

Y+(−∞) > 0
���

Y−(−∞) < 0
�"�� ������ ��)�� 1

�+� �� � � "����% ��� �" � ��!�&� &��"�(���&� �, �+� !�#!�"�������� ,�!%��� �

R12(ξ) =

√
I(ξ)

2τ2(ξ)
(Y s

+(ξ)− Y s
−(ξ)), ξ ∈ IR, �0>s�

�+�!�
Y s

+(ξ)
�!�"# �&�� ��/

Y s
−(ξ)

� .��#" "�!�&��/ #�"��� � �!�"# ' ��,��� ��  ����" ����,�+� #!�- �� 1 ��&�����, �� ��-���/1 �" "����� �� 	+��!�% s '0 �+�� Ma(+∞) > 1
' 	+��

�+� ,�% ��/ �, !�"&���� �!� ����, �� � "�������" {uǫ}ǫ>0
����� " �� ��-�� �� �+� ��% ��

ǫ→ 0+ � ;��
1
2"+� &. "������� �, �+� ��% �� "/ "��% �

u(x, t) = u− + (u+ − u−)H(x− σt), �0>> �
� ��+ �+� #!�# �!�/ �+��

R12−R12+ > 0
� "��� �"

R12− 6= 0
�+ ���

R12+ = 0
�+��

R12− = 0
' ���&� � "����

u− ∈ Ω+
u

����" ��
u+ ∈ Ω+

u

1 �+� ���,������ ���!,/ {ρEt}(u+)�� �s=� �" ����2��-��� ��� �+ �" % ��� ���" �+� ,����� ��, &+�!�&��!������� �, �+� ,�% ��/
�, ;��

1
2"+� &. "�������" �, �+� ��% �� "/ "��% �

� ��	 �
 �� ��� � �� � 	�� ��
�

� 3�5� u− ∈ Ω+
u

��� �5���3�� σ � 5��3�5� �����3�� ��
���� � �5� �� �5� � 5 �� 5 � � � ��

� 3�� � 3� 5�3� � ����3��� �

KI(u−, σ) = −
∫
IR

{
2TrisρI dξp dξρ

ρ2

}
(u(ξ,u−, σ))dξ,

KEt(u−, σ) = −
∫
IR
ν
{
dξv
}2

(u(ξ,u−, σ))dξ ,

�0>=�

�
� 55 u(.,u−, σ)

�5���5� �� 5 ���5�3�� �
��5 �� ���3�� � 3�� �� 55� σ ��� 3��� 3�� � ��

u− 4 �� 5� �� 5 � ���5 u+ ∈ Ω+
u 3� �� 5 1

������ �� ���3�� �����
� 3�� �

u+ − c(u+) < σ < u− − c(u−), σ < u+ − a(u+),
�0>��

3� �� 5 �� 3�� 5 �� ���3�� �� �� 5 � � � ��
� 3�� � 5� 5� �3� 5� ���� 3� 5�� �� �� 3�� ����3�3��� �

−σ[ρ] + [ρu] = 0,
−σ[ρu] + [ρu2 + p(ρ) +R11] = 0,
−σ[ρI] + [ρIu] = KI(u−, σ),
−σ[ρv] + [ρvu+R12] = 0,

−σ[ρv2

2 + R12
2

2R11
] + [(ρv2

2 + R12
2

2R11
)u+R12v] = KEt(u−, σ),

−σ[ρW] + [ρWu] = 0,

�0>:�

�
� 55 � � �5� � 3�5� 5�� R12−R12+ > 0 3� R12− 6= 0

���
R12+ = 0

��� 5� 3�54 �� 5
1
������ �� ���3�� ����� ��5�� 3� ���3�3�� �� 5 � 5� � 5���� � �3� 5 3� 5��� �3�� � � �� 5 ���� �

5� 5� � ����
�

−σ[{ρE}(u)] + [({ρE}(u) + p(ρ) +R11)u+R12v] < 0.
�0>��

	+ �" "����% ��� "�%#�/ ,����� " �+� �(�� ����� ,�!% �s�� �, "/"��% �0> � �+�� �� �2. ��, �+� ,� �!���, �(������ �s> � ,�! �+� ���,������ ���!,/
ρEt

�� #��&� �, �+� �67
,�! !����, R12

' �!�% &��""�&�� &��"���!�����" 1 �+� &+�!�&��!������� �, �+� ,�% ��/ �, ;��
"+� &.2"�������" ,�! �+� ��+�! ���!�% � -��� &�� � � ����&�� ,!�% �+� �� � � !�"��� '

s::
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; �� �" "�!�"" �� �%#�!���� ���������� #!�# �!�/ �� � � % �� �/ �+� � �"��!&���� &�!!�&2���� �0> � �� �+� ��-������ �, !��� ��� "+� &.2"�������" ' 	+� �""�&����� !��������� ��!%
Tris

+�" � ��� "� ,�! �""�% �� �� �&+ �� � ��!,� ����,+ # �"��� �  ����" ��"��� �+�  �"&��"#!�- ��" "� �" �� #!� ��� �+�% ,!�% � �!&�%#!�""� ��/' 8�� "�&+ � !�(��!�% ��� �� �"��� #!�&���� �� ��!� �+� !�"�����, ;�� "+�&. "�������" ,!�% ��"���������" ��!���/ �� ���"#�&�  �!����� � ��% ��/ �+�� &��"���!��, ���, �������� # �!��!������" ' �� �+� "�����, �,
+/# �!� ���& "/"��% " �� &��"�! ����� ,�!% 1 �� !�,�! �+� !����! �� �+� #������!��, ��!.
�/ 8 ��+� 
0)� ��� �� �+� � ��. " �/ ��!!� 
� 0� ,�! � % ���!� #!�"�������� ' 7����"��� ��
+/# �!� ���& "/ "��% " �� ��� &��"�! ����� ,�!% �" ���!�""�� �� � &�%#����� #�# �! 
s��+�!� �+� "�� �, ,���!������ � �%# &��������" �0>:� ��"�� �� �+� . �����& ,��&����" �0>=�#��/" � % �� �! !��� ' �� �+ �" ��!. 1 �+� ��-������ �, !��� ��� � �"��!&���� #�!�% ���!" Tris�" ,�!�+�! !�"�!�&��� "� �" �� ,�!&� �+� ,�% ��/ �, ;��

1
2"+�&. "�������" �� �� �/ �+� ����

�%# �!���� % ������/ #!�# �!�/ ,�! �+� ��% ��"�����"" ,��&���� (M,β) → τ+(M,β)
1

�+�!�
τ+(M,β)

������" �+� "# �&�-&  ���% � ��-��� �� � !�# �"����� ) '� �

∂

∂M
τ+(M,β) < 0, M > 1, β ∈ (0,

1√
3
).

�0>��

� ��� ,!�% � !�# �"����� ) '� �+��
τ+(M,β) < τ+(1, β) = τ−

,�! ���
M > 1

"� �+��
� ��+

M
&��"� ����,+ �� 1

1 �+� ,��&���� τ+(M,β)
����!���/ - !"� "�!�&��/ ��&!��"�" �"

M
��&!��"�" ' 	+� &�������� �0>�� � �"� ��#!�""�" �+�� �+ �" "�!�&� % ������/ #!�# �!�/������" �� ���

M > 1
' � +��

τ+(M,β)
��#�!�" �� � %�&+ ,!�% �0>�� �� � - !"� , � ��

Mc > 1
�+�� �+� ;��

1
2"+� &. "�������" &+�!�&��!���� �� � !�# �"����� > ') �!� ��� "�����

� ��+ !�"# �&� �� ���, �������� # �!��!������" ' 	+� !����! �" !�,�!�� �� 
s� ,�! � �!��� &��""
�, � �"��!&���� #�!�% ���!" �� ,�!&��, �0>�� ,�!  ������/ ��� ��"� ,�! �+� ����/ "�" �, �+�
�����! "�������/ �, ;�� "+�&.2"�������" �� ��� "#�&�  �!�����" ' �� �+� #!�"��� #�# �! 1 �+�
% ������/ #!�# �!�/ �0>�� �" � "�� &���� ��� ,���!���/ "# ��. ��, ��&�""�!/ &��������
,�! ���(����"" �, � "������� �, �+� � ��% ��� #!����% ,�! �+� ��% �� "/ "��% �� �����"&�"" ' � �������"+ �#" � ������ "�������/ �, ;�� "+� &. " ��� ���(����"" �, "�������" ��
�+� � ��% ��� #!����% &�� � � ,���� �� ��!!� 
�)� ��� < ���.�� 1 � ��+! 
=> � ,�! ��"���&� '
� �� �
� � ������ ��	� ��

�� �+ �" "�&���� 1 �� "���/ �+� � ��% ��� #!����% ,�! �+� - !"� �!��! ��% �� "/ "��%
� ��+ �� �+� ����!�� ,!�% � �, 6 �-������ 0 '0 '�� #!� � �+� �� �"���&� �, � ��% ��� "�������"
,�! �!���!�!/ "����"

uL

���
uR

��
Ω+

u

' ���(����"" �� �+� � ��% ��� "������� �" ��"�!��
�/ �+� % ������/ #!�# �!�/ �0>�� ' ��"��&� �,  �&��% �" ��� �� �+� ,�&� �+�� �+� �����#!�""�!� π = T0ρ + R11

!�&�� �" �� �"��+�!% �� &���!������� ' � " ��# �&��� ,!�% �+�
��,��"�!�&��!� �, �+� ����!�/ ��, +/# �!� ���& "/ "��% �� �0> � ��"&�""�� �� ;�%% � 0 ') 1�+� ,���!�� �� �" #����!� �" ������ % ��� �, �� % �"� - � "�%#�� �� �" "�#�!����, "��
&��"���� "����" ' ��% �""�� �� "+�&. "�������" �� �+� ���!�% � �� �" �!� &+�!�&��!����
,!�% � !�# �"����� > ') �+ ��� ��� ����!% ������ �����!�/ ��,���!��� �� �" "/"��% ���&���/
&���&��� � ��+ &����&� ��"&����������" �+ �&+ "�� � � ��+��� �%��,���/ �

∂tu +A(u)∂xu = 0, x ∈ IR, t > 0,
�0=	�

�� �+� ��,+� �, "�&���� 0 's ' � ��� ,!�% � !�# �"����� ) '� �+�� &+��"��, �� ����� ���� � ��+
uL���

uR

��
Ω+

u

#!� ���" �+� &����#"� �, �+� ����!% ������ &����&� ��"&����������" ' � ��&��,
��,��+�! �+� ���% ����!/ �� �" &����&���, �!���!�!/

uL

���
uR

��
Ω+

u

�" ,!����/ ��"��

s:�



� � �� �
��	����� 
�
��� ��� �� ������� 	������

�/ �+� #!�# �!�/ �+�� �+� ,� �!���, �(������" ,�! ρ 1 ρu ���
ρI �� �+� ��% �� "/ "��%

�!� ��&��#��� ,!�% �+� !�% �����, ��.����"
ρv, R12, ρW

' ��&+ � ��&��#���, - !"�
����" �" �� "���/ �+� #!�� �&���� �, �+� ,�% ����" �, �� � &�! �" �� �+� "��% ���,��� �,
Ω+

u

��-��� �/ {ρ > 0, u ∈ IR, I > 0} ' 	+�!� 1 �+� �� �" &����&���� #!����% % �2
!��/ ,���" � ��+ �� �+� ,!�% � �, � &��""�&�� ,�" �/��% �&" #!����% ��� � ��+ ,���!������
� ��. ���2��,����� &��������" ' �� ,���!�&���/ �� �� �" ,��! &��"���� "����" "�#�!���� �/�+!�� �� �" !�"# �&�� ��/ �""� &����� �� ��� ���!�% � ,�������/ ��������! -���" ��� �
&����&� ��"&��������/ #!�#�,����, �� &��"���� "# ���

u
�&!�"" �+ �&+ �+� ����� #!�""�!�

π = p(ρ) +R11
�" &��������" ' �� �" &�! �" �!� �+�" ,�!�+�! #!�� �&��� ���� �+� �����#!�""�!�2 ��� &��/ #���� "� �" �� "���/ �+��! ����!"�&���� ' 	+� � ������ % ������/ #!�2# �!�/ �, �+�"� #!�� �&����" �" ����!��/ ��&����� �/ �+� "�,� �,

∂Mτ
+(M,β)

� � ���,�!%��,��� � "�,� !�"���" �� ���(����"" �+ ��� ��+�!� �"� 1 ���(����"" �" ��"� �� ,���!�� '
� �� �
	 �� ������

��! ��/ , � �� "����
uL ∈ Ω+

u

1 ��� �" - !"� ��-�� �+�
1
2"+� &. &�! � ����&+�� �� �+�

��,� "����
uL

�

S1(uL) = {u ∈ Ω+
u , uL 02"+� &. u}, �0= 0�

�" �+� "��"�� �,
Ω+

u

%��� �, �+� �������/ �, "����"
u
�+ �&+ &�� � � &����&��� �� �+�

!�,+� ��
uL

�/ �
1
2"+�&. "������� ' ��! � , � �� "����

uR ∈ Ω+
u

1 �� �+�� ���!���&� �+�
"+� &. &�! � ����&+�� �� !�,+� "����

uR
,�! �+� ��+�! ���!�% � 
�; -��� �

S5(uR) = {u ∈ Ω+
u , u

=2"+�&.
uR},

�0=)�
%��� �/ ��-������ �, �+� "����"

u
�+ �&+ &�� � � &����&��� �� �+� ��,� ��

uR
�/ �

"+� &.2"������� �� �+� ��"� ���!�% � -��� '
� !�# �"����� ) '� ����� " �� ���!���&� �+� ,�% ��/ �,

1
2"+�&. "�������" � ��+

uL

�" �
��,� "���� 1 �+�!� �+� < �&+ ��%��! M > 1

"�! �" �" � ����!�� #�!�% ���! �

����� � �� � � � ���� 5 �� 5 � ������
�
� �� 5�� ��� �� �� 5� �� 5 �5���3�� u �5�� 5���3�5�� �� 5 ���� � � 5���5 π = p(ρ) +R11
� 3� � �� ���� ��3���� �5�5�� 3�� � ����3���� �� 5 � ��� ��� �5 M �

� 3�� � �� �
[1,+∞)

����
(−∞, uL]

�5�� 4 � �3���� 3� ��5��3�� � ����3�� � 3�� ��� 5 [πL,+∞)
� 4� �� 5� �� 5 ����3�3�� ��� �� 3� �3� ���5�� ���� � ����3��� u(M)

���
π(M)

� �3� � ��� 35�5�� 5 5���5� ��
�
�� ���3� �5���3�� ��� � ������

�
� �� 5�35� �5 ���� � 5� 5� � ���� 5�� 3�� 4

� ��� � ' 	+�  ��� &��/ ��� �+� ����� #!�""�!� �� �/ �/ &��"�!�&���� ����, S1(uL)
�

u(M) = uL − ρLcLM
(
(1− τ(M)

τL

)
,

π(M) = πL + ρLc
2
LM

2
(
1− τ(M)

τL

)
,

�0=s�

�+�!� �+� ,��&���� τ(M)
�" ��-��� ,!�% [1,+∞)

�� (0, τL]
��  ��� �, � !�# �"����� ) '� '

	+� !�(��!�� &��&��"���" �+�� ��"��/ ,����� '
; �� �" "�!�"" �+�� �+��� �! �+� ,��&���� τ+(M)

��#�!�" �� %�&+ ,!�% �+� ��&!��2
"��, #!�# �!�/ �0>�� �� � - !"�

Mc > 1
�� � "��"� ��!���/ ��"&�""�� 1 �+� #!�� �&���� �,

�+� "+�&. &�! � S1(uL)
�� �+� +��, #����

(π, u)
&�� ���/ !�"��� �� ���"� �� &���/ �� �

s:�
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%���� ����� &�! � ' �� "�&+ � &�"� 1 �� �" ����2.���� �+�� ���(����"" �, "�������" �, �+�
� ��% ��� #!����% ,�! &��""�&�� ,�" �/��% �&" �" ��"� ,�! �� ����� ���� &�� �������/ �����
,!�%

uL
' �� !�,�! �+� !����! �� �%��+ 
�s � ��� �� < ���.�� 1 � ��+! 
=> � ,�! ��"���&� '

�� ���"�/1 �+ �" ��,��� � !�"��� �%% �������/ �!��",�!" �� �+� #!�"��� "�����, ��  ��� �,
�+� !�# �!��� ��&��#���, #!�# �!�/'

�!�% ��� �� 1 �� �""�% � �0>�� ,�!  ������/ ��� #!� � �� �"���&� ��� ���(����""
�, �+� � ��% ��� "�������" ' ����! �0>�� 1 ;�%% � > 's ��"�!�" �+�� �+� ����� #!�""�!� π"����" ,�! � !��� ��� ��% �""�� �� #�!�% ���! �� &+�!�&��!��� �+� #!�� �&���� �, S1(uL)��� S5(uR) ���� �+�

(π, u)
#���� �

� ��	 �
 �� ��� � �� � � 4 �5� �5 � 3�5� uL ∈ Ω+
u 4 ����5� u � ���� S1(uL)

�5 � 3�5� ��
�� ���� � ����3�� u1(π)� π ∈ [πL,+∞)� � 3�� �� 5 � �� 5�� ���� �� 5 �5���3�� u1(π)
3� � � �3���� �5�5��3�� � ����3�� � 3�� ��� 5 (−∞, uL] 4� 4 	� ��

�
� 3�5� uR ∈ Ω+

u
� ����5� u

� ���� S5(uR)
�5 ���� ����

ue(π)
��3����

3��5��5� � 3�� π ��� � �� �
[πR,+∞)

����
[uR,+∞) 4

� ��� � ' �� ���/ ���% ��� �+� #!�� �&���� �, �+� &�! � S1(uL)
' �� ��"�! � ,!�%

;�%% � > 's ��� �+� &�������� �0>�� �+�� �+� ,��&���� τ1(π)
�" � "�!�&��/ ��&!��"��,

,��&���� �,
π
� ��+ !��,�

(0, τL]
' ���""�&�� % ���#�������" �"�� 
s)�� ������ �� , � � �

(u1(π)− uL)2 = (π − πL)(τL − τ1(π)), π ≥ πL.
�0=> �

8�� "��&�
u1(π) − uL = M(τ1(π) − τL)

� ��+
M > 1

1
τ1(π) < τL

,�! ���
π > πL

1 ��
,��

u1(π) < uL

��� �+� ,��&���� u1(π)
�" !�&� �!�� ,!�% �0=> � ' 	+� &��&��"��� ��"��/

,����� " ,!�% �+� #!�# �!�/ �, �+� ,��&���� τ1(π)
'

� �� � ��������	� ������

	+� ,����� ��, "����% ��� ��-��" �+� ��� ,�% ����" �, !�!�,�&���� &�! �" R1(uL)
���

R5(uR)
!�"# �&�� ��/ �""�&����� � ��+ �+� - !"� ��� ��"� -���" ' 	+�"� "��"��" �,

Ω+
u

�!�
, � �� &���! ��-������" �� &�!!�"# �����&� � ��+ �+�"� �, S1(uL)

��� S5(uR)
' 	+�/ �!�

&+�!�&��!���� �/ �

����� � �� � 	� ��
�
� 3�5� � ���5 uL ∈ Ω+

u
� �� 5 1

��5� ���3�� ���5 R1(uL)
������ 5��� �� 5 �5� � � ���5 uL 3� � ��5 �� � ���5� u ∈ Ω+

u � 3�� �� 5 � � � ��
� 3�� � �� 5�35� �

u− c(u) > uL − cL,
�� ���� ��

u 6= uL,
�0==�

� 3��
I = IL, u = uL +

∫ τ

τL
c(v)dv

v
,

W =WL, φ(u) = φ(uL), v + θ(u) = vL + θ(uL).

�0=��

�
�
�� 5�3�� � ��� � ���5� u ∈ R5(uR)

���3�� � �

u+ c(u) < uR + cR,
�� ���� ��

u 6= uR,
�0=:�

� 3��
I = IR, u = uR −

∫ τ

τR
c(v)dv

v
,

W =WR, φ(u) = φ(uR), v − θ(u) = vR − θ(uR).

�0=��

s�	
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�5� � 3�3�� �

φ(u) = exp
(
2

∫ τ c2(v)

T0 + 2R11(v)

dv

v2

)
, θ(u) = −2

∫ τ c(v)R12(v)

T0 + 2R11(v)

dv

v
,

�0=��

� 3�� c2(τ) = T0 + 3Iτ−2 4
	+� #!��, �, �+ �" "����% ��� &�� � � ,���� �� ����� �!� 
s� ��� �+ �% ��� 
��� ' 	+�

#!�� �&����" �, �+�"� ��� ,�% ����" �, !�!�,�&���� &�! �" ���� �+� ����� #!�""�!�2 ��� &��/#���� �!� �+� % ����! �, �+� ���� "����% ��� �

� ��	 �
 �� ��� � �� � 	� ��
�

� 3�5� � ���5 uL ∈ Ω+
u
� �� 5 ���� � � 5���5 π �5�5� �� �

����� � ���� 5�5 � ���� R1(uL) �
� 5� �5� � 3�� 5��� � ���5 u ∈ R1(uL)

� �� � �� ����
� ����3�� u1(π)

��
π 3� (0, πL] �

� 55 �� 5 �5���3�� u1 3� � ��3���� �5�5�� 3�� � ����3��� ��� 3�� (0, πL]
����

[uL, umax(uL)) � 3�� umax(uL)
� 3�5� �

� �

umax(uL) = uL + lim
τ→+∞

∫ τ

τL

c(v)

v
dv = +∞. �0�	�

�
�
�� 5�3�� � �� ��� � � ��

�
� 3�5� uR ∈ Ω+

u
� ����5� u

� ���� R5(uR)
�5 � 3�5� �� �

�� ���� � ����3�� u5(π)
��
π ∈ (0, πR]�

�� 5 �5���3�� u5(π)
�53�� � � �3���� 3��5��3��

� ����3�� �
� 3�� � �� �

(0, πR]
����

(umin(uR), uR] � 3�� umin(uR)
�5� � 5� �

� �

umin(uR) = uR − lim
τ→+∞

∫ τ

τR

c(v)

v
dv = −∞. �0� 0�

	+� #!��, �, �+ �" "����% ��� ��!�&��/ ,����� " ,!�% �+� ��-������ �,
c(τ)

�� ;�%% �
> '= ��� �+� ��"/ #!�# �!���" �, �+� ,��&���� τ(π)

��-��� ,!�% �+� �������/
π = T0τ

−1+
Iτ−3 1 I � ���, , � �� '
� �� �� ������� ��� ����������

���"���!��, �� �!���!�!/ -��� ������� ����
(uL,uR)

�+!��,+��� �+ �" #�!�,!�#+ 1 ��
��-�� �+� ,����� ��, ��� &�! �" �, ����!�"� C1(uL) = S1(uL) ∪ R1(uL)

��� C5(uR) =
S5(uR)∪R5(uR)

' 	+��! #!�� �&����" ���� �+�
(π, u)

#���� +� � �+� ,����� ��, ��"���&�� �
#!�# �!���" �

� ��	 �
 �� ��� � �� � � ���� �� 5 ���5 C1(uL)�
�� 5 �5���3�� u1 3� � �� ���� ��3���� �5�5��� 3�� � ����3�� �� �� 5 ���� � � 5���5 π � ��� 3�� (0,+∞)

����
(−∞,+∞) �

� 3�5 � ����
�� 5 ���5 C5(uR)�

�� 5 �5���3�� u5
�� ���� �

�
��3���� 3��5��5� � 3�� π ���

� 3�� ��� 5
(−∞,+∞) 4

� !� ��, �+�� �+� &�!!�"# �����, "+� &. ��� !�!�,�&����" &�! �" �&+ �� � � "% ���+&����&���� �" � &��""�&�� % ����! ��,� �� �+� !����! �"�� 
s)� ,�! ��"���&�� ' � " � ��!�&�
&��"�(���&� �, �+� !�# �!��� ��"���&� % ������/ #!�# �!���" �, �+�  ��� &��/ ,��&����"
u1(π)

���
u5(π)

��� �+��! �"/%#����& � �+� ��! 1 �+� !�"# �&�� � #!�� �&����" �, �+� &�! �"
C1(uL)

��� C5(uR)
%�"� ����/ " ����!"�&� �� � , � �� #��!

(π⋆, u⋆)
�+��� �! �!�

uL

���
uR

' 8�� �+� "�!�&� % ������/ #!�# �!���" �, �+�  ��� &��/ ,��&����" ����! &��"���!������%#�/ �+�� �+� #��!
(π⋆, u⋆)

�" ��&�""�!��/ ���(�� ' 	+�� ���(����"" �� �+� ��-������ �,
�+� ����!% ������ "����" "�#�!���� �/ �+� �+!�� ��"���&� &����&� ��"&����������" �!�&���
�+��

uL

���
uR

� ����, �� Ω+
u

� �" ��"��/ !�&� �!�� ,!�% �+� � ��% ��� �� �!����" ��"���
�� ; �%% � 0 's ' �� +� � �+�!�,�!� #!� �� �

s� 0
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������� � �� � �� 5 � 35� ��� � ���5� � 3�� 3� 3�3� � ���� 3� (uL,uR) 3� Ω+
u

��� 3�� �
�� 3��5 �� ���3�� 4
�� ����!���� �+�� �+� &�"� �, �� ����� ���� � ��+

uL
�!

uR

��
Ωu

����" �� �+� "�% �
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�C� 8 � � �$9 ������� 3 � �  �  ���������� 3 ��� : � ; � <�$�� �� � =��"���� �� >?@ABCD BEF GHIJ
J KA BJJ LHGJMA BJ NGA LGOP ABJJQ RHB S GTJ U = ����� �# V �$��� W XX YZ[ \] ^Z^_] `XZW XZZZ U

abc d U e MIBRBA KU f������$���� g � h������� ��� 9 ��i��� �$j �������� �� D BEF GHIJ
P GMA H kQF KBA?LKQGF Ll G L KMA RMHBF LB U mln Kl BJQJ W oFQ@BAJQ Kp mQBAA B BK q ?AQB rMAQB
m?AQJ st W >A?F LBW ] uu^U vGAw QF P AGxA BJJ U

ayc d U e MIBRBA K ?F I > U rGzMBH U rGOP ABJJQ @B @BAJ MJ G@BA LGOP ABJJQ @B NGA F GF LGFJBAC
@? KQ @B lEP BA RGHQL JE J KBO J U tF P ABP ?A? KQGF U

a{c d U e MIBRBA K ?F I > U rGzMBH U |A?@BHHQFx T?@B ?F?HE JQJ NGA ? LH?JJ GN D BEF GHIJ
J KA BJJ O GIBHJ U tF P ABP ?A? KQGF U

a ĉ } U d ?AA BW n U e HBO W ?F I ~ U mU d GFF BKU ��P BAQO BF K?H J KMIE GN ? F GAO ?H
Jl GLw�l GO Gx BF BGMJ KMA RMHBF LB QF KBA?LKQGF U � ��� � �$���� W by \Z^�_Z `y W XZZ^U

a c̀ r U d BA Kl GF U f������$���� g � h������� �$9 ����$� ��� ��$������ �� � ?@QBAC} KGwBJ
LGOP ABJJQ RHBJ � IBM� BF KAGP QBJ JP pLQ� zMBJ U ePP HQL? KQGFJ � H? KMA RMHBF LB LGO C
P ABJJQ RHB U mln Kl BJQJ W oFQ@BAJQ Kp mQBAA B BK q ?AQB rMAQB m?AQJ st W >A?F LBW ~?FM?AE
XZZZ U

a�c r U d BA Kl GF ?F I > U rGzMBH U � GFHQF B?A P AG� BLKQGF JLl BO B KG JGH@B JE J KBO J QF
F GF LGFJBA @? KQGF NGAO U ���������� � �� ��� �� f�9!$�������� V ��� :���9 ��� W
] uuuU

aZc r U d BA Kl GF W > U rGzMBH W ~ U q U � pA?AIW ?F I q U olHO ?FF U eF ?PP AG�QO ? KB JGHMKQGF
GN Kl B D QBO ?FF P AGRHBO NGA ? A B?HQJ? RHB JBLGF I O GO BF K KMA RMHBF K LHGJ MA B U � � ��
����� W XX Yy[ \]y{_] ^ZW ] uu] U

aXuc r U d BA Kl GF W > U rGzMBH W ?F I mU � U � B>HG Ll U �F KAGPE IQJJQP ? KQGF O B?JMAB ?F I
wQF BKQL A BH? KQGF ?JJGLQ? KBI TQ Kl F GF LGFJBA @? KQ@B lEP BA RGHQL JE J KBO J U tF P ABP ?A?C
KQGF U

aXXc n U d BJ KQGF W ~ U > U n BRQ�@BW ?F I ~ U mU n MJJ?Mx B U |GGCA?P QI IQJ KGAJQGFJ QF JMP BAJGFQL
S GTJ \ |MA RMHBF LBCJl GLw T?@B ?F I KMA RMHBF LBCB�P ?FJQGF U } KA MLKMA B GN LGOP HB�
KMA RMHBF K Jl B?A S GTJ U tF D U n MO ?J ?F I � U >MH?LlQBA W BIQ KGAJ W ��<�� ��9!���$9 W
P ?x BJ ]�Z_]Z�W q ?AJBQHHBW >A?F LBW XZ�] U }P AQFx BA U

aX]c � U e U d BKl B U |l B Kl BGAE GN Jl GLw T?@B NGA ?F ?A RQ KA?AE BzM? KQGF GN J K? KB U D BP GA K
{y{W �� LB }LQ U D BJ U � n B@UW XZy] U

aXbc � U dA MF W ~ U q U � pA?AIW n U ~B?F IBH W ?F I q U olHO ?FF U eF ?PP AG� QO ? KB D GBC KEP B
D QBO ?FF JGH@BA NGA ? LH?JJ GN A B?HQ�? RHB JBLGF I GAIBA LHGJMA BJ U ��fV: W Xb \]]b_
]yZW ] uuuU
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aXyc r U rl?HGFJ U ; ����� � h�����!�� �������� ���� � h�!!��j �9 ����� �$9 ����$� ��� � � ��
��� �������$�� � ePP HQL? KQGF ?M� pzM? KQGFJ IB � ?@QBAC} KGwBJ O MH KQCP A BJJQGF ]n BK
� zMBHzMBJ JE J K�O BJ @QJLGCL?P QHH?QA BJ U mln Kl BJQJ W � LGHB mGHE KBLlFQzMBW >A?F LBW
� G@BO RBA ] uu] U

aX{c r U rl?HGFJ ?F I > U rGzMBH U � ?@QBAC} KGwBJ BzM? KQGFJ TQ Kl J B@BA?H QF IBP BF C
I?F K P ABJJ MA B H?TJ ?F I B�P HQLQ K P A BIQLKGACLGAA BLKGA JLl BO BJ U �$9 ����� � �� �W
XuX Yb[ \y{X_y `�W ] uu{ U

aX ĉ r U rl?HGFJ ?F I > U rGzMBH U |l B DQBO ?FF P AGRHBO NGA Kl B O MH KQCP A BJJMA B � MHBA
JE J KBO U ��$���� �# ��! ��� ���� : ���������� ��$������ W ] Yb[ \`y{_ `�] W ] uu{ U

aX c̀ ~ U > U rGHGO RB?M U � �� ����������� V$������� ��� �$���! �������� �# � � : ������
�$���� U � GA Kl � GHH?F IW XZ�b U

aX�c r U n ?NBAO GJ U ��! ��� ���� f����������� ��� � �� f�����$$9 = ����� U � BQIBH RBAx U
}P AQFx BA sBAH?x W ] uu{ U

aXZc ~ U > U n BRQ�@BW � U �GMQF W ?F I ~ U �?@Qx HQG U q GO BF KMO ?FI KBOP BA? KMA B S M� BJ
QF ? Jl G Lw T?@B KMA RMHBF LB QF KBA?LKQGF U tF =��������"� �# � � �f��< ���<��
��9!���$9 �� � � ���$��$�� �# <$��$����� ��� � ��� ��� � ��� <����#�� � :$ �
������� 3 	$"������� W P ?x BJ X_] uW v?JlQFx KGF W n rW XZ�XU � BO QJPl BA B m MRHQJlQFx
rG U

a] uc ~ U > U n BRQ�@BW � U �GMQF W ?F I ~ U �?@Qx HQG U � @GHMKQGF GN Kl B A BEF GHIJ J KA BJJ KBFJGA
QF ? Jl GLw T?@B KMA RMHBF LB QF KBA?LKQGF U ������ ��$���� �# <�� ����"� W ] u \Zu_Z `W
XZ�] U

a] Xc ~ U mU n MJJ?Mx B ?F I ~ U �?@Qx HQG U |l B A?P QI B�P ?FJQGF GN ? J MP BAJGFQL KMA RMHBF K
S GT \ D GHB GN RMHw IQH? K? KQGF U ��$���� �# V �$�� � �� ����� W X `y \�X_ XX] W XZ� `U

a]]c } U n kE?wG@ U �F Kl B J K? RQHQ KE GN S MQI S GT ?FI JEJ KBO J GN LGFJBA @? KQGF H?TJ QF
J B@BA?H JP ?LB @?AQ? RHBJ U ��$���� �# �j! ���9 ����� ��� < ��������� = ����� 
��
$����� � W ] ` \]��_]Z{W XZ{y U

a]bc ~ U q U n pHBAEU ��P BAQO BF K?H QF @BJ KQx ? KQGF GN KMA RMHBF LB P AGP BA KQBJ QF KA?FJGFQL
Jl GLw� RGMF I?AE CH?E BA QF KBA?LKQGFJ U � ��� ��$���� W ] X Y][ \X�u_ X�{W XZ�b U

a]yc ~ U q U n pHBAE ?F I � U r?O RQBA U � KMIBJ B�P pAQO BF K?HBJ BK Kl pGAQzMBJ IB H kQF KBA?LKQGF
GF IB IB Ll GLCLGMLl B HQO Q KB BF KA?FJJGFQzMB BK P AGRH�O BJ HQpJ � H? O GIpHQJ? KQGF
IB H? KMA RMHBF LB U | UP U XZ�{C{y W ���De W XZ�{ U

a]{c ~ U ~ U �AP BF RBLw U } K? RQHQ KE GN J KB?IE CJ K? KB BzMQHQ RAQMO IBKGF? KQGFJ U = ����� �#
V �$��� W { Y{[ \^uy_ ^Xy W XZ^XU

a] ĉ ~ U ~ U �AP BF RBLw U } K? RQHQ KE GN J KBP Jl GLwJ U = ����� �# V �$��� W { YXu[ \XX�X_ XX� `W
XZ^] U

a] c̀ � U >BIBA BA U ���9 ����� � ���$�� < ���� U }P AQFx BAC sBAH?x W XZ^Z U
a]�c � U D U >HGTHBJ ?F I � U v U }T?F U }l G Lw T?@B J K? RQHQ KE U = ����� �# V�$��� W X� YX[ \]�_

b{W XZ `{ U
a] Zc D U >AQBIAQLl U q GIBHHQFx GN KMA RMHBF LB QF LGOP ABJJQ RHB S GTJ U tF e U � ?FQ� W mU � U

e HNA BIJJGF W e U sU ~Gl?FJJGF W ?F I n U } U � BFFQFxJGF W BIQ KGAJ W <��������� 3 <$��$�
����� ��� f�9�$����� � �������" W Ll?P KBA {W P ?x BJ ]yb_by� U � H MTBA eL?IBO QLW
~ MF B XZZ� U

¾À4



�	��	������	�

abuc � U >M� QT?A? W � U q ? KJ MGW ?F I rU eA?w?T? U e KMA RMHBF LB O GIBH NGA Kl B P ABJJMA BC
J KA?QF LGAA BH? KQGF KBAO ?LLGMF KQFx NGA LGOP ABJJQ RQHQ KE B� BLKJ U ������������� ��$��
��� �# � ��� ��� V�$�� V��� W ] X \b{y_b{�W ] uuuU

abXc ~ U �?@Qx HQGW ~ U mU n MJJ?Mx BW ~ U > U n BRQB@BW ?F I e U >?@AB U d Bl?@QGMA GN ? KMAC
RMHBF K S GTW J KAGFxHE GMK GN BzMQHQ RAQMO W ? K J MP BAJGFQL JP BBIJ U = ���� �# V �$��� W
] u YXu[ \} X `Z_} XZ] W P ?A K t t W XZ ``U

ab]c � U �GIHBTJwQ ?F I mU e U D ?@Q?A KU �$9 ������ �!!��j�9 ����� �# ��! ��� ���� �����9 �
�# f����������� ��� � W @GHMO B XX� GN �!!���� � �� �9 ������ ������� U }P AQFx BAC
sBAH?x W XZZ^U

abbc � U �M�J W � U q pKQ@QBA W q U vQHHQ?O J W ?F I � U �MO RAMF U } K? RQHQ Kp IBJ P AG�HJ IB
Ll GLJ O MH KQIQO BFJQGFF BHJ U �j! ��� ���#������ � �99 �9 �� W A B@U ~?F@@QBA ] uu{ U

abyc � U �M�J ?F I q U vQHHQ?O J U rMA @BI Jl GLwJ ?J @QJ LGMJ HQO Q KJ \ ? RGMF I?AE H?E BA
?PP AG?Ll U ������� ���� � � �� � � �W {X \y] X_y{uW ] uu] U

ab{c ~ U q U � pA?AI U eF?HE JQJ GN JGO B JBLGF I O GO BF K LHGJMA BJ U P ?A K Q \ tF LGOP ABJC
JQ RHB QJGKl BAO ?H KMA RMHBF K S GTJ U < ��������� ��� f�9!$�������� V �$�� :���9 ��� W
^ Yy[ \] Xb_]bbW XZZy U

ab ĉ D U � BAJl U q Q� BI P AGRHBO J QF J B@BA?H @?AQ? RHBJ U ��$���� �# � �� �9 ����� ���
� �� ����� W X] Yb[ \bX `_bby W XZ^b U

ab c̀ D U � U � Qx IGF U tFQ KQ?HCRGMF I?AE @?HMB P AGRHBO J NGA HQF B?A lEP BA RGHQL JE J KBO J U
���� ����� W ]� Y][ \X ``_] X `W XZ�^U

ab�c � U � QHHB U � ������� : ���������� ��$������ �� � � f�9!��j :�9 ��� U vQHBE C
tF KBAJ LQBF LB }BAQBJ QF m MAB ?F I ePP HQBI q ?Kl BO ?KQLJ U ~GlF vQHBE � }GFJ W XZ `^U

abZc e U � GFw?F ?F I ~ U eFIABGP GMHGJ U ��P BAQO BF KJ QF ? Jl GLw T?@B�l GO Gx BF BGMJ
KMA RMHBF LB QF KBA?LKQGF U tF � ��� C ²�� V �$�� :���9 ��� 3 = ���9 � :���9 ��� ���
������ f��#������ W e tee P ?P BA ZuCX^y `W }B? KKHBW ve W ~MF B X�C] u XZZuU

ay uc e U � GFw?F W r U d U v?KwQFJ W ?F I ~ U eFIABGP GMHGJ U ��P BAQO BF K?H J KMIE GN QF KBA?LC
KQGFJ GN Jl G Lw T?@B TQ Kl NA BBCJ KA B?O KMA RMHBF LB U ��$���� �# V �$��� ��"�������" W
XX^ \`^b_ `^ZW XZZy U

ay Xc ~ U q U � pA?AI U q GI�HBJ ?M JBLGF I GAIAB A p?HQJ? RHBJ F GF Ipx pF pA pJ P GMA HBJ pLGMC
HBO BF KJ KMA RMHBF KJ QF LGOP ABJJQ RHBJ U f�9!�� ����$ �� � h�����9 �� ��� ��������
=���� W b]] Ytt R[ \b `X_b ``W XZZ^U

ay]c � U ~?LzMQF W � U d HQF W ?F I mU �B� AGEU eF B�P BAQO BF K GF NA BB KMA RMHBF LB�Jl G Lw
T?@B QF KBA?LKQGF U tF <$��$���� � ��� V��� ¿ W P ?x B ]]Z U }P AQFx BAC sBAH?x W d BAHQF W
XZZb U

aybc � U � U ~BFJJBF ?F I � U �EFx U � @?HM? KQGF GN Kl B � GP ? KQFJwQ IBKBAO QF?F K NGA Kl B
O MH KQCIQO BFJQGF?H � MHBA BzM? KQGFJ U tF } U >AQBIH?F IBA ?F I n U }BAA BW BIQ KGAJ W ����
������ �# ���"���9!���$�� � ��� ����� �# ��9!������ �� � ?@QBAC} KGwBJ � zM? KQGFJ W
@GHMO B ttt GN � ������� �# � �� �9 ������ V �$�� :���9 ��� W Ll?P KBA ePP BF IQ� KG
� U �MO RAMF U � HJB@QBA W � GA Kl C� GHH?F IW eO J KBAI?O W ] uuy U

ayyc � UC� U � A BQJJ U tF Q KQ?H RGMF I?AE @?HMB P AGRHBO J NGA lEP BA RGHQL JE J KBO J U f�99$�
��������� #�� =$�� ��� �!!���� � �� �9 ����� W ]b \] ``_]Z�W XZ `uU

ay{c } U � BBW } U � U � BHBW ?F I mU q GQF U n QA BLK FMO BAQL?H JQO MH? KQGF GN QJGKAGP QL KMA RMC
HBF LB QF KBA?LKQFx TQ Kl ? TB?w Jl G Lw T?@B U ��$���� �# V �$�� � �� ����� W ]{X \{bb_
{^] W XZZb U
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ay ĉ } U � BBW } U� U � BHBW ?F I mU q GQF U n QA BLK FMO BAQL?H JQO MH? KQGF ?F I ?F?HE JQJ GN
Jl GLw KMA RMHBF LB QF KBA?LKQGF U tF CÀ� �����!��� �������� � �����" W e tee m?P BA
ZXCu{]bW ~?FM?AE `CXu XZZXU

ay c̀ } U � BBW } U� U � BHBW ?F I mU q GQF U tF KBA?LKQGF GN QJGKAGP QL KMA RMHBF LB TQ Kl ? J KAGFx
Jl GLw T?@B U tF ¾C�� �����!��� �������� � �����" � �j ���� W e tee m?P BA ZyCubXXW
~?FM?AE XuCXb XZZy U

ay�c mU � U � B>HGLl U �F KAGP QL TB?w JGHMKQGFJ KG F GFHQF B?A lEP BA RGHQL JE J KBO J QF F GF C
LGFJBA @? KQ@B NGAO U f�99 � =���$�� : �� �������� ��$������ W Xb \^^Z_ `] `W XZ�� U

ayZc mU � U � B>HGLl ?F I e U� U |�?@?A?J U D BP ABJ BF K? KQGF GN TB?w HQO Q KJ ?F I IB�FQ KQGF
GN F GF CLGFJBA @? KQ@B P AGIMLKJ U ���� � � � �� � ���� �W bu \XbuZ_ Xby] W XZZZ U

a{uc ~ U � U � MO HBEU rGOP MK? KQGF?H O GIBHQFx GN KMA RMHBF K S GTJ U �������� �� �!!����
9 �� ����� W X� \X]b_ X `^W XZ `� U

a{Xc e U q ?� I? U f�9!������ �� V �$�� V��� ��� �����9 � �# f����������� ��� � �� �������
�!��� 8�������� W @GHMO B {b GN �!!���� � �� �9 ������ �������� U }P AQFx BAC sBAH?x W
XZ�y U

a{]c e U q ?� I? ?F I D U mBx G U } K? RHB @QJ LGJQ KE O ? KAQLBJ NGA JE J KBO J GN LGFJBA @? KQGF H?TJ U
��$���� �# : �� �������� ��$������ W {^ \]]Z_] ^] W XZ�{ U

a{bc n ?H q ?JGW mU � U � B>HGLl W ?F I > U q MA? KU n B�FQ KQGF ?F I TB?w J K? RQHQ KE GN F GF C
LGFJBA @? KQ@B P AGIMLKJ U � � � �� � =$��� �!!� �W `y \y�b_{y�W XZZ{ U

a{yc D U q BFQwG� ?F I d U ~ U m HGlA U |l B DQBO ?FF P AGRHBO NGA S MQI S GT GN A B?H O ? KBAQ?H U
 ����� � �# � ����� = ����� W ^X YX[ \`{_ X] `W XZ�Z U

a{{c d U q Gl?OO ?IQ ?F I � U mQAGFF B?M U �������� �# � � � ��!����� ����� U q ?JJGF W
XZZy U

a{ ĉ q U sU q GAwG@QF U �� BLKJ GN LGOP ABJJQ RQHQ KE GF KMA RMHBF K S GTJ U tF f�����$��
������������$j �$ f �� � �� �W Xu�W P ?x BJ b^ `_b�uW m?AQJ W >A?F LBW XZ^] U

a{ c̀ ~ U D U D QJ KGA LBHHQ U e ABP ABJBF K? KQGF NGA Kl B KMA RMHBF K O ?JJ S M� LGF KAQ RMKQGF KG
D BEF GHIJCJ KA BJJ ?F I KTGCBzM? KQGF LHGJMA BJ NGA LGOP ABJJQ RHB KMA RMHBF LB U t L?JB
KBLlFQL?H A BP GA K ZbC��W �e}e W XZZb U

a{�c ~ U D GKK? U } K? KQJ KQJ Ll B Kl BGAQB FQLl Kl GO Gx BF BA KMA RMHBF� U ������ ��#� #�� = ���� W
X]Z \{y `_{ `] W XZ{XU

a{Zc v U D MIQF U ��� ��� f�9!��j �������� � < ��� ������� U � Qxl BA q ?Kl BO ?KQLJ U
q L�A?TC�QHH W XZ� `U

a^uc oU }LlMO ?FF U D B?HQ�? RQHQ KE GN D BEF GHIJ J KA BJJ KMA RMHBF LB O GIBHJ U = ����� �#
�$��� W ] u Y{[ \`] X_ `]{W XZ ``U

a^Xc n U }BAA B U ����i9 �� �� ���� �� ������������ � �� � � � e A K BK }LQBF LBJ U n QIBAGK
� IQ KBMA W XZZ^U

a^]c n U }BAA B U �? KA?FJQ KQGF @BAJ H kQFJ K? RQHQ Kp P GMA HBJ GF IBJ IB Ll GL O MH KQ IQO BFJQGF C
F BHHBJ U <����������� �# � � �9 ������ � �� �9 ������ �� ����� W b{b YX][ \{u `X_{uZbW
] uuXU

a^bc D U � U }O Q Kl U |l B D QBO ?FF P AGRHBO QF x?J IEF?O QLJ U <���������� �# � � �9 ������
� �� �9 ������ �� ����� W ]yZ YX[ \X_{uW XZ `Z U

a^yc r U � U }P B�Q?HB U tF @?AQ?F LB GN KMA RMHBF LB LHGJMA BJ A B@QJQ KBI U = ����� �# �$��� W
]] Y^[ \Xubb_ Xub `W XZ `Z U
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a^{c � U |A MJwQF G@JwEU � QFwJ @BAJMJ Jl G LwJ U tF D U >GJIQLw � U }HBO AGI ?F I � U n MFF W
BIQ KGAJ W � � �� ���$��� <���������� ��� = ��� ���$��$��� �� ������� � ���� W @GC
HMO B {] GN ��� 8�� � � �� � �!!� � }P AQFx BA sBAH?x W XZZb U

a^ ĉ q ?Aw MJ olHO ?FF U � �$�� �� 9 ��i��� �� #��9 ��$�� �$ ������ ����� �� �������$����
g �� �����$���� �$9 ����$� ��� ���$��9 ���� �$��$����� ��9!������ ��� U mln Kl BJQJ W
� LGHB rBF KA?HB IB �EGF W >A?F LBW ?P AQH XZZ `U

a^ c̀ D U n M s?Ll? KU D B?HQ�? RQHQ KE QF BzM?HQ KQBJ MF KMA RMHBF K S GTJ U = ����� �# �$��� W
] u Yy[ \{{X_{{^W XZ ``U

a^�c n U s?F IAGOO BU |MA RMHBF LB O GIBHHQFx NGA LGOP ABJJQ RHB S GTJ ?F I QOP HBO BF K?C
KQGF QF �?@QBAC} KGwBJ JGH@BAJ U tF ����$�� ������ U s?F � ?AO ?F tFJ KQ KMKB NGA > HMQI
nEF?O QLJ W XZZXU

a^Zc n U � U v?xF BA U � zMQ@?HBF LB GN Kl B � MHBA ?F I �?xA?FxQ?F BzM? KQGFJ GN x ?J IEF?C
O QLJ NGA TB?w JGHMKQGFJ U ��$���� �# : �� �������� ��$������ W ^� \XX�_ Xb^W XZ� `U

a `uc v U v?H KBA U � ������� :�� �������� ��$������ U �A?IM? KB |B� KJ QF q ?Kl BO ?KQLJ U
}P AQFx BAC sBAH?x W XZZ� U

a `Xc e U n U �GMFx U |l B BzM? KQGFJ GN O GKQGF ?F I BF BAxE ?F I Kl B @BHG LQ KE P AG�HB GN
? KMA RMHBF K RGMF I?AE H?E BA QF ? LGOP ABJJQ RHB S MQI U D BP GA K y] W |l B rGHHBx B GN
e BAGF?MKQLJ W XZ{XU
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������ � f� ������� �� 9 ������$� �������� �� �$��$����� ��9!������ �� ��������! � ��
����������� ���� $�� ���� �� � � � ! �$� ��� 9 ��i��� �$j �������� �� ������� 
�$
9 ��i��� �� � � : h�!�i� �� ! ����$� 3 �� 9 ������ �� V���� 3 ���� g �� ���$�� ��9!����
��� �� �� � h���$��9 ��� 3 �9! ��� �� !���� �� ��9!�� �$ �$j �� 9 ���� �$��$���� 3 ���9 �
��$���� ��"��"� �� !�����$� � � �� !�����!�$j ���$����� ����������� �$ h$�� ���� �� � � �
! �$� ������� �����99 ��� �������� ���� � h$�� ����������� ���� �� �$��$����� 3 �i� �$� ��
���9 � ��� ��"��"� �$ 9 �� 9 ������� � =�$� �$������� �� ��������� ���$��$����� !$�� 9$��
����9 ����������� �$ � �� 3 ��$� 9 ������� �$ h�� ��� ���������� �� ������ $�� �� ����
�� ��9!� ���� ���� ���� � h�9!���$�� ���� ���� �$� ��99 ��� "����� �� ��� ����������
� h�9!���$�� ��������9 ��� ������� � �� ��������� �$ �$j �� 9 ���� �$��$���� ��! ���
�$� �� 9 ����������� �� ���������� 3 ���$����9 ��� �� ��$�� g ���� ���������� 3 ��� ������
�� g ��������������� �����!��$� � f�� !��!������ ��$� ! ��9 ������ � h$������� �� �����!�
������ �� ��������� �������$�� ! �$� �� ��������� ��� ���$����� � ��� ���� �� ����� ���
����������# � �� !�����$���� 3 ��$� 9 ������� ��99��� "���������� 3 "���� g �� �����!� 3 ���
���������� �� � �� �� �� �� ��!������� ! �$� � h��$�� �� �� ��������� 9 �����9 �����������
�� 9$�����9 ����������� ��� ���$����� � ��� ���� �� ����� ��� ����������# �
	
�� ��� � ����������� � � � �$��$����� 3 9 ��i��� �$j �������� �� ������� 3 �$j ��
9 ���� �$��$���� 3 !��� �� �� � �� ����$�$j 3 ���������� �� ��$� "����������� 3 #��������
�������$�� 3 ��������� ���$��$����� �� 9$�����9 ����������� 3 �����9 ����� �� � ���� �� ���
!������� �
� ����� ��� � �������$� �
� ������������ �� ��� ��� ! "�" �# $�!�� %" &���"" '�%� " #�� "���(

����� ���� �����������

)*��+,�� � < �� ���� �� 9 �� ����� ����� � �� ��9!������ �� ��������!�� �$��$�����
����������" � �� � � � �� ���� #��  ������� ������ � ����� � = ��������3 � � �$��$����
9 ��� �$j � �$�� � � ����� ���� ����$�� � ���$�� �# � � V���� �����"� ������ �� � �
��9!������ �� � � ����$� �# � � ��� � � ������ 3 � �� ���9 �� 9 ����� ��"������ � < � 9 ���
���$��� �# � �� ���� ����� � �� � � � �� ���� ����������" � �� �$��$����� 9 �� � ���9 �
�����"�� $������� �� ���� �� � �� ���9 �� ��� ���������� �� ! ����� 9 ������� � <� ���
�$�� ���$��$��� ��� � �� 9$�����9 �������� ��������� �# � � � � �� 3 �� !���� � �� �� ��
��������� �� ����� � ������� ��9 � ����� � �� �$� �������  �" 9 �"���$�� ��� ���������
������ 9 �"���$�� ���������� � < � �$��$���� 9 ��� �$j �� ������ � ���� ��  ����������
9 �������" 3 $���� ��� � � ���� ��� �� � � ���������� 3 ��� ������ ��� � �� �����!�� � ��
������������� � � �� � ��� !��! ������ 3 �� $�� � � ������ �����!� �# ������� ��������� ��
����� � � �� ���$����� �� � ��� ������������ #��9 ����� � � �� � �� �����!� 3 �� � ��
 �� �� "��������� � � � ���� ��� � � ��!������� ���������� �� ��$�� ������9 ��������
��� 9$�����9 �������� ��������� �# � ��� ���$����� �� � ��� ������������ #��9 ����� �
-�. /
+0� � ������� ������ � ����� 3 � � �� �$��$����� ����������� 3 �$��$���� 9 ���
�$j 3 �����$� � � �� !��� ��� 3 "���������� �$9! ���������� 3 ������� #$������� 3 ���$��$���
��� 9$�����9 �������� ���������3 � �� �� ��� ��!������� �����9 ����� �


