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Table des matières

Introduction 19

I Planification de trajectoires 23

1 Planification de trajectoires 25

1.1 Planification de trajectoires : domaines d’application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.1.1 Robotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.1.2 Intelligence artificielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.1.2.1 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.1.3 Biologie et chimie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.2 L’espace d’état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.3 Exemples de planificateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.3.1 Cas discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.3.1.1 Algorithme de Dijkstra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.3.1.2 Algorithme A* . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.3.2 Cas continu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.3.2.1 Extension des algorithmes de recherche discrète . . . . . . . . . . . . 34
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Notations

Valeurs ponctuelles

x : scalaire

x : vecteur colonne

X : matrice

I : matrice identité

Ensembles

∅ : ensemble vide

N : ensemble des nombres entiers naturels

Z : ensemble des nombres entiers

R : ensemble des nombres réels

X : espace d’état

Xfree : sous-ensemble de l’espace d’état où l’état du système peut se trouver

Xobs = X \ Xfree : sous-ensemble de l’espace d’état où l’état du système ne peut pas se trouver

Intervalles

[x] = [x, x] : intervalle

[x] = [x,x] : vecteur d’intervalles

[X] =
[

X,X
]

: matrice d’intervalles

lb([x]) : borne inférieure x de [x]

ub([x]) : borne supérieure x de [x]

mid([x]) : centre de l’intervalle [x]

w([x]) : longueur de l’intervalle [x]

Structures de données

G : graphe

S : ensemble des sommets d’un graphe

A : ensemble des arêtes d’un graphe

V : ensemble des nœuds déjà visités d’un graphe

Vor(.) : région de Voronöı

V(.) : diagramme de Voronöı

Algorithmes

Les algorithmes sont écrits en pseudo-code. Les arguments des fonctions sont précédés de in : si

ce sont des paramètres nécessaires à l’exécution de l’algorithme. Ils sont précédés de inout : si ce



sont des arguments dont la valeur sera modifiée par l’algorithme. Ils sont précédés de out : si ce sont

des arguments dont la valeur est retournée par l’algorithme.
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2.7 Trajectoire générée à l’aide du planificateur avec capteurs de contact [29] . . . . . . . 57
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Introduction

Un système physique peut être décrit de façon univoque par un ensemble de variables minimal.

Ces variables sont associées à des grandeurs physiques qui caractérisent l’état de ce système à un

moment donné. Elles peuvent être regroupées dans un vecteur d’état dont la dimension correspond

au nombre de degrés de liberté du système.

Pour se rendre d’un état initial à un autre état, le système doit en général passer par des états

intermédiaires. La recherche de ces états intermédiaires permettant de faire passer un système d’un

état initial à l’état voulu s’appelle la planification de trajectoires. La trajectoire est ici comprise

comme la succession d’états du système permettant de rejoindre l’état cible. Le passage d’un état à

un autre le long de cette trajectoire est possible en utilisant la suite ordonnée d’actions à effectuer

contenue dans le plan.

Le plan renvoyé par le planificateur doit prendre en compte différentes contraintes. Certaines sont

liées au modèle régissant les changements d’état du système. Le passage d’un état à un autre peut

s’avérer impossible pour un système du fait de sa construction (bras articulé ne pouvant dépasser un

certain angle). D’autres contraintes sont liées à l’environnement dans lequel le système évolue, qui peut

rendre impossible certains mouvements en principe autorisés (objet encombrant l’environnement) ou

à des contraintes de sécurité (température de fonctionnement trop élevée, vitesse de rotation trop

importante).

Ces contraintes permettent un partitionnement de l’espace d’état contenant l’ensemble des états

que pourraient prendre le système s’il n’était soumis à aucune contrainte. L’espace d’état est ainsi di-

visé en deux sous-ensembles : les états autorisés par les contraintes, et les états interdits. La trajectoire

doit donc être générée de telle façon qu’elle ne contienne aucun état interdit.

De nombreux outils existent pour résoudre ces problèmes de planification sous contraintes. On

peut les regrouper en deux classes principales. Les plus anciens planificateurs utilisent une discrétisa-

tion préalable de l’espace d’état. Les plus récents, les planificateurs à échantillonnage, permettent une

exploration plus efficace. Ces planificateurs sont utilisés dans de nombreux domaines d’application,

comme la chimie, la biologie, la robotique, l’automatique ou encore l’intelligence artificielle.

Notons que l’état du système à modifier n’est pas forcément parfaitement connu. Outre le fait

que le modèle du système puisse être défini de façon imparfaite, on doit parfois utiliser des ob-

servations pour estimer l’état probable du système. Ces informations obtenues à l’aide de capteurs

(thermomètre, centrale inertielle, photodiode...) engendrent une connaissance imparfaite de l’état

du système. L’accumulation de ces imprécisions peut, même si le système suit à la lettre un plan

prédéfini, entrâıner le système dans des états inattendus qui peuvent lui être interdits avec des consé-

quences éventuellement désastreuses. Le planificateur doit donc prendre en compte ces imperfections



lors de la génération de la trajectoire afin que ces situations soient anticipées. On parle alors de pla-

nification sous incertitudes. Des planificateurs sous incertitude existent mais utilisent fréquemment

des techniques supposant une discrétisation de l’environnement ou des représentations irréalistes de

l’incertitude sur l’état du système.

La contribution majeure de nos travaux sera d’apporter une réponse au problème de planifica-

tion de trajectoires en présence d’incertitudes en associant une technique de planification moderne,

permettant une exploration rapide de l’espace d’état à des méthodes de localisation permettant de

caractériser l’incertitude sur l’état du système à un instant donné.

Les exemples d’application que nous traiterons sont inspirées de la robotique mobile et plus

particulièrement de la planification de trajectoires pour un véhicule de type voiture, mais nous avons

tenu à commencer par une présentation aussi générale que possible car les techniques dont nous

parlerons ne sont pas limitées à ce seul contexte.

On peut distinguer trois étapes lorsque l’on souhaite déplacer un système d’un état à un autre.

Tout d’abord, le système doit connâıtre, au moins partiellement, son environnement. Cette phase de

cartographie est nécessaire afin de pouvoir situer les zones interdites. Dans le cas de la robotique,

ces zones sont liées à la présence d’obstacles, de murs, de piétons ou bien d’autres véhicules à éviter

par exemple. Une fois l’environnement immédiat connu, la phase de planification de trajectoire va

définir les changements d’états successifs à opérer afin que le système puisse se rendre dans l’état

souhaité. Cette phase doit prendre en compte les contraintes liées à la dynamique du système ainsi

que les informations sur les obstacles identifiable sur la carte de l’environnement. La troisième partie

consiste à suivre la trajectoire en appliquant les commandes successives du plan au système muni des

asservissements appropriés.

Ces trois parties ne sont pas nécessairement indépendantes les unes des autres. Il est en effet

courant que la cartographie se fasse au fur et à mesure des déplacements. Il est aussi possible dans

un environnement inconnu que la cartographie nécessite de faire bouger le système : les trois étapes

sont alors concurrentes.

Nous nous sommes efforcés de décrire, dans une première partie allant du chapitre 1 à 4, le

problème de planification sous incertitudes ainsi que les solutions que nous proposons dans un cadre

le plus général possible. La seconde partie, du chapitre 5 au chapitre 7, est quant à elle dédiée aux

applications de cette méthodologie en robotique.

Le chapitre 1 exposera le problème générique de la planification de trajectoires. Nous verrons

différents problèmes qui peuvent se poser en fonction du contexte considéré, et présenterons divers

planificateurs permettant de résoudre ces problèmes.

Le chapitre 2 sera consacré à la présentation et à la formalisation du problème de planification

de trajectoires en présence d’incertitudes. Nous y dresserons un bref état de l’art.

Une première technique de planification tenant compte de l’incertitude pour un système quel-

conque sera présentée dans le chapitre 3. Ce planificateur, nommé Kalman-RRT utilise l’algorithme

de planification RRT pour explorer l’espace d’état étendu. Cet espace d’état étendu représente de

façon probabiliste, à l’aide de fonctions gaussiennes, la probabilité que le système a de se trouver

dans un état donné. L’évolution des incertitudes se calcule en utilisant la phase de prédiction d’un

filtre de Kalman étendu. La phase de correction de ce filtre est également utilisée afin de réduire

l’incertitude sur l’état du système lorsque cela est possible.



Le chapitre 4 proposera une nouvelle approche radicalement différente de la résolution de ce

problème. Les problèmes induits par l’utilisation d’un modèle probabiliste pour représenter les états

seront en partie résolus grâce à l’utilisation d’ensembles pour représenter tous les états que peut

prendre le système à un instant donné. L’algorithme résultant, toujours fondé sur le RRT, sera décliné

en deux versions : la première nommée Set-RRT se veut la plus générale possible dans le choix de

l’ensemble de référence. La seconde version, nommée Box-RRT, est une mise en œuvre pratique du

Set-RRT pour les vecteurs d’intervalles.

Le chapitre 5 est une introduction au problème de planification de trajectoires dans le contexte

de la robotique. Nous y verrons les contraintes spécifiques aux véhicules et notamment la contrainte

de non-holonomie.

Les chapitres 6 et 7 proposeront une mise en œuvre des algorithmes de planification Kalman-RRT

et Box-RRT présentés respectivement dans les chapitres 3 et 4 dans le cadre de la robotique. Nous

montrerons ainsi les capacités de nos planificateurs à résoudre des problèmes concrets de recherche

de trajectoires permettant d’éviter les collisions en présence d’incertitudes.

Ces travaux ont donné lieu à :

– Cinq articles dans des conférences avec comité de lecture :

– R. Pepy et A. Lambert. Safe path planning in an uncertain-configuration space using RRT.

In Proc. IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots and Systems, pages 5376–

5381, Beijing, China, 2006,

– R. Pepy, A. Lambert, et H. Mounier. Path planning using dynamic vehicle model. In Proc.

IEEE International Conference on Information and Communication Technologies : from

Theory to Applications, pages 781–786, Damascus, Syria, 2006,

– R. Pepy, A. Lambert, et H. Mounier. Reducing navigation errors by planning with realistic

vehicle model. In Proc. IEEE Intelligent Vehicle Symposium, pages 300–307, Tokyo, Japan,

2006,

– R. Pepy. Collision test in a Gaussian-configuration space : a geometrical point of view. In

Proc. IEEE International Conference on Advanced Robotics, pages 1063–1068, Jeju, Korea,

2007,

– R. Pepy, M. Kieffer et E. Walter. Reliable Robust Path Planner. In Proc. IEEE/RSJ In-

ternational Conference on Intelligent Robots and Systems, pages 1655–1660, Nice, France,

2008.

– Un article de revue :

– R. Pepy, M. Kieffer, et E. Walter. Reliable Robust Path Planning. International Journal of

Applied Mathematics and Computer Science, à parâıtre en 2009.
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1.3.6 Marche aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.3.7 Rapidly-exploring Random Trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47



26 Planification de trajectoires

Cette partie introduit tout d’abord le concept de planification de trajectoires. Elle présente diffé-

rentes façons de résoudre ces problèmes de recherche de trajectoires en fonction de leurs caractéris-

tiques et dresse ainsi un état de l’art des planificateurs existants.

1.1 Planification de trajectoires : domaines d’application

Planifier, c’est dans notre contexte trouver une suite de commandes à appliquer à un système

pour qu’il arrive à l’état final désiré. Ainsi, partant d’un état initial fixé, on cherche à le faire évoluer

jusqu’à l’état désiré en respectant les contraintes qui rendent la solution acceptable. Bien que les

types de problèmes soient les mêmes, le vocabulaire dépend des domaines d’application considérés

et les méthodes de résolution utilisées diffèrent elles aussi suivant le contexte. Il sera intéresssant de

voir dans quelle mesure les méthodes classiques dans un domaine sont transposables à d’autres.

Les paragraphes qui suivent n’épuisent bien sûr pas la liste des domaines dans lesquels la planifi-

cation de trajectoire joue un rôle important.

1.1.1 Robotique

Dans le cadre de la robotique, et plus particulièrement des systèmes autonomes, on a affaire à un

système mécanique pourvu de capteurs que l’on souhaite faire changer d’état. On dispose pour ce faire

d’un certain nombre d’entrées, les commandes, qui permettent d’agir sur sa configuration actuelle.

Le planification doit, dans ce contexte, trouver une suite de commandes réalisables à appliquer afin

que le robot arrive à l’état final désiré.

Rappelons que l’état est un vecteur dont chaque composante est associée à un degré de liberté du

système. Il renferme toutes les informations permettant de calculer l’évolution du système en fonction

des entrées qui lui seront appliquées.

La planification de trajectoires pour un véhicule relève de ce domaine d’application. On cherche

alors à déplacer le véhicule partant d’une position et d’une orientation initiales connues vers un autre

état se situant dans une place de parking par exemple. Le vecteur d’état permettra d’identifier par

exemple la position du véhicule dans un plan cartésien ainsi que son orientation. Le problème est

alors de trouver les commandes à appliquer au véhicule (accélération, freinage, orientation du volant)

afin de rejoindre la place de parking sans heurt.

Les problèmes en robotique peuvent revêtir un caractère beaucoup plus industriel. C’est le cas,

par exemple, des bras articulés dans les châınes de montage. Ces bras, qui peuvent s’articuler dans

de nombreuses directions, doivent enchâıner des mouvements compliqués sans heurter leur environ-

nement qui peut être également fort complexe.

1.1.2 Intelligence artificielle

En intelligence artificielle, planifier peut s’apparenter à la résolution de puzzles. On essaie par

exemple, dans un jeu vidéo, de déplacer un personnage d’un endroit A de la carte vers un endroit

B, choisi par l’utilisateur. Cette fonctionnalité, appeĺee PathFinding, est souvent critiquée par les

utilisateurs de jeux de stratégie : les personnages ayant souvent tendance à faire des tours et des

détours pour traverser la carte. Les valeurs stockées dans le vecteur d’état ne sont plus continues

comme pouvait l’être l’angle du volant dans un véhicule ; ce sont ici des valeurs discrètes identifiant

la case où se trouve le personnage. Sur la figure 1.1, un chemin est planifié afin qu’un personnage

situé sur la case D1 puisse se déplacer sans heurter l’environnement (cases noires) en A2.

Les puzzles tels le cube de Rubik ou des casses-têtes chinois en trois dimensions pourraient être

appréhendés dans un espace d’état continu, mais c’est tout naturellement que l’on arrive à discrétiser

les différents états du système considéré. Ainsi, l’angle de rotation de chacune des faces du cube de
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1 2 3 4 5

A
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C

D départ

arrivée

Fig. 1.1 – Recherche d’un chemin entre les cases D1 et A2

Rubik pourrait faire office de variable d’état. Mais les seules positions qui font sens sont celles où

l’objet prend la forme d’un cube, l’ensemble des angles que peut prendre une face ne contient donc

que quatre éléments. Il en est de même pour les jeux vidéos. Les positions de chacun des personnages

sont discrètes même si les nouveaux jeux tendent à avoir des pas de discrétisation très faibles afin de

laisser une plus grande liberté aux joueurs. Dans ce cadre, le terme robot est souvent remplacé par

le terme agent. Les plans sont donc dans ces cas précis une suite de cases contiguës sur lesquelles le

personnage peut se déplacer, ou une suite de configurations accessibles par des rotations du cube de

Rubik.

1.1.2.1 Exemple

La résolution d’un cube de Rubik se fait en général couche après couche. Une fois la première

couche réalisée ainsi qu’une partie de la seconde, supposons la configuration du cube illustrée par la

figure 1.2(a). Afin de finir la deuxième couche et d’arriver dans la configuration de la figure 1.2(b), il

suffit d’exécuter le plan suivant :

D′R′DRDFD′F ′,

où chaque lettre correspond à une face du cube (Down, Right, Front) à faire tourner d’un quart de

tour dans le sens des aiguilles d’une montre (ou dans le sens inverse si cette lettre est suivie d’une

apostrophe).

1.1.3 Biologie et chimie

Les algorithmes de planification sont également utilisés dans de multiples domaines de l’ingénierie

et notamment en biologie et en chimie pour la synthèse de médicaments [1–3]. Les molécules telles que

la caféine et l’ibuprofène sont petites et flexibles et se logent dans les cavités de protéines nettement

plus grosses. L’ancrage des médicaments dans leurs protéines cibles est important puisque cette

capacité à se loger dans la protéine influencera sur leurs performances. Des tests doivent donc être
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(a) Etat initial du cube (b) Etat final du cube

Fig. 1.2 – Trouver une suite de rotations élémentaires pour passer le cube de Rubik de l’état décrit
par la figure de gauche à celui décrit par la figure de droite, c’est planifier une trajectoire.

réalisés afin de savoir si un médicament nouvellement synthétisé va pouvoir pénétrer facilement la

protéine qu’il doit cibler.

Une fois que des modèles géométriques sont appliqués aux molécules, la résolution se rapproche

de problèmes d’assemblage tels que l’insertion d’une pièce mécanique dans un moteur sur une châıne

de montage.

1.2 L’espace d’état

Nous avons vu dans les exemples précédents que le vecteur x identifiant l’état d’un système

varie en fonction du problème à résoudre. Sa taille est égale au nombre de degrés de liberté du sys-

tème considéré. Les composantes du vecteur peuvent différer par leur caractère dénombrable ou non.

L’espace des états (aussi appelé espace des configurations) est un ensemble X contenant l’ensemble

des x respectant les contraintes définies par ou pour le système.

Reprenons l’exemple du jeu vidéo où le personnage se déplace sur une grille de dimension 100×100.

L’espace d’état sera l’ensemble discret

X = {{1, 2, . . . , 100} × {1, 2, . . . , 100}} . (1.1)

Outre l’aspect discret ou continu que revêt l’espace d’état, il peut contenir des états interdits

(existence d’obstacles par exemple). L’espace X doit donc prendre en compte les contraintes dues à

l’environnement du système. On parle alors d’états atteignables par le système, compte-tenu de son

environnement.

L’ensemble X est ainsi partitionné en deux sous-ensembles :

– Xfree contient l’ensemble des états atteignables par le système compte-tenu des contraintes

extérieures.

– Xobs contient l’ensemble des états qui ne sont pas atteignables à cause des contraintes extérieurs.

Les relations X = Xfree ∪ Xobs et Xfree = X \Xobs sont ainsi toujours vérifiées.

L’existence de Xobs complique nettement la recherche de solutions puisque prendre en compte le

modèle du système ne suffit plus. Il devient nécessaire de se soucier aussi de l’environnement dans
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A

B

C
f g

Fig. 1.3 – Exemple d’arbre de changement d’état

lequel le système évolue. Deux approches sont classiquement utilisées pour chercher des solutions dans

Xfree et non plus dans X. La première consiste à calculer a priori, avant la phase de résolution du

problème, l’ensemble des configurations atteignables Xfree. Une fois cet ensemble défini, l’algorithme

de planification restreindra ses recherches aux états lui appartenant. La seconde approche utilise un

test de collision en ligne durant la phase de résolution du problème. Ce test permet de dire si un état

x de X appartient au sous-ensemble atteignable Xfree ou au contraire à Xobs. L’utilisation de l’une

ou l’autre de ces approches dépendra du problème à résoudre et du type de planificateur utilisé.

1.3 Exemples de planificateurs

On distingue deux grandes familles de planificateurs, suivant que l’espace d’état est discret ou

continu.

1.3.1 Cas discret

La résolution d’un problème de planification discret comporte deux étapes.

Dans la première, on construit un graphe représentant les différents états possibles de l’objet.

Chaque état correspond à un nœud du graphe. Si un état B peut être atteint à partir d’un autre état

A à la suite d’un déplacement élémentaire, alors ces deux états sont reliés par une arête orientée de

A à B. Ainsi, si le mouvement élémentaire f permet de passer de l’état A à l’état B et si g permet

de passer de B à C, on aura l’arbre de changement d’état représenté sur la figure 1.3.

Dans la seconde étape, on parcourt ce graphe afin de trouver une méthode de passage de l’état

initial vers l’état à rejoindre qui soit optimale en un sens à définir.

Si la liste des commandes pour passer de A à C est évidente dans l’exemple trivial de la figure 1.3,

la planification peut bien sûr devenir beaucoup plus difficile si le graphe se complexifie. Il est donc

nécessaire d’utiliser des algorithmes de parcours de graphe efficaces.

Ainsi, la planification dans un espace discret se résume à la construction d’un graphe puis à la

recherche d’un chemin optimal dans celui-ci. Le critère d’optimalité peut être la longueur du chemin

par exemple. Les algorithmes trouvant ce genre de chemin ne manquent pas et sont utilisés dans de

nombreux domaines comme les réseaux de télécommunications lorsqu’il faut par exemple acheminer

des données entre deux nœuds.

Voyons maintenant quelques exemples d’algorithmes de recherche dans un graphe.

1.3.1.1 Algorithme de Dijkstra

Cet algorithme [4,5] permet de trouver un chemin optimal en coût dans un arbre connexe (c’est-

à-dire un graphe où il existe un chemin entre chaque paire de nœuds), et où le poids associé à

chacune des arêtes est positif ou nul. Il est utilisé dans de nombreux domaines tels que les réseaux

informatiques où il est connu dans l’algorithme de routage OSPF (Open Shortest Path First).
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Algorithme 1 DijkstraInit(in : G, xinit)

1: PourTout x ∈ S faire

2: d(x)←∞
3: antécédent[x]←indéfini
4: FinPour

5: d(xinit)← 0

Le principe de cet algorithme est de parcourir l’ensemble des nœuds de l’arbre en partant du

nœud de départ ninit et en associant initialement une distance infinie entre chacun des autres nœuds

du graphe et ninit. Au cours du parcours, qui se fait en explorant successivement tous les nœuds

voisins du nœud étudié, si le coût réel à partir de ninit est inférieur au coût actuellement enregistré,

ce coût est modifié et ninit devient le père de ce nœud voisin.

Notations La recherche de chemins s’effectue dans le graphe G = (S, A), où S représente l’ensemble

des sommets du graphe et A l’ensemble des arêtes de ce graphe. Si l’on adapte cet algorithme au

problème de planification :

– S représente l’ensemble des états possibles de l’objet, un sommet est donc équivalent à une

valeur de l’état.

– Chaque arête ai ∈ A contient à la fois le coût du lien (à définir en fonction du critère à optimiser)

ainsi que le déplacement (ou la commande) qui permet de passer de l’état situé à l’origine de

l’arête vers l’état situé à sa destination.

L’état initial est noté xinit, l’état que l’on veut rejoindre est xgoal. On définit un ensemble Q qui va

contenir les sommets du graphe qui restent à visiter. La fonction Coût(xi1,xi2) renvoie le coût pour

suivre l’arête de xi1 à xi2. La fonction d(xi) renvoie le coût pour aller de xinit à xi.

Initialisation Avant même de pouvoir rechercher un chemin dans le graphe G, il faut initialiser

chacun des coûts associés aux arêtes de G. C’est le rôle de l’algorithme 1. À chacun des sommets du

graphe, il associe un coût infini et un prédécesseur indéfini car on ne connâıt pour le moment aucun

chemin entre un sommet quelconque x et le sommet initial xinit. On affecte un coût nul pour rester

en xinit.

Fonction principale Une fois accomplie l’initialisation de l’ensemble des coûts, la recherche du

chemin de moindre coût peut commencer (algorithme 2). L’ensemble des sommets restant à visiter

Q est initialisé à S \ {xinit}, puisqu’il faut visiter tous les nœuds sauf le nœud de départ.

Tous les sommets contenus dans Q sont à parcourir (ligne 3 de l’algorithme 2). L’algorithme ne se

terminera que lorsque tous les sommets ont été visités. On choisit alors à la ligne 4 de l’algorithme 2,

grâce à la fonction DijkstraMin (algorithme 3), le nœud de Q le plus proche de xinit, noté x1. Une

fois ce nœud choisi, on l’enlève de Q puisqu’il va être visité. On teste alors, pour chaque voisin x2

(ligne 6) de x1 si le coût de xinit à x1 auquel on ajoute celui de l’arête (x1, x2) est plus faible que le

coût d(x2) déjà enregistré de xinit à x2. Si c’est le cas, on en conclut qu’il est avantageux de passer

par x1 pour rejoindre x2 et l’on met à jour les enregistrements de coût (ligne 8) et d’antécédent

(ligne 9) pour x2.

La fonction principale Dijkstra renvoie le tableau des antécédents pour chacun des nœuds de S. Il

ne reste plus qu’à les parcourir grâce à la fonction DijkstraReturnPath (algorithme 4) en partant du

nœud de destination (ligne 1 de l’algorithme 4) et en remontant d’antécédent en antécédent jusqu’à

arriver au nœud de départ, le seul n’ayant pas d’antécédent défini (lignes 2 à 5 de l’algorithme 4).
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Algorithme 2 Dijkstra(in : G, xinit, xgoal, out : chemin[])

1: DijkstraInit(G, xinit)
2: Q = S \ {xinit}
3: TantQue Q 6= ∅ faire

4: x1 ← DijkstraMin(Q)
5: Q← Q \ {x1}
6: PourTout Voisin x2 de x1 faire

7: Si d(x1)+Coût(x1, x2)<d(x2) alors

8: d(x2) ← d(x1)+Coût(x1, x2)
9: antécédent[x2]← x1

10: FinSi

11: FinPour

12: FinTantQue

13: Retourner DijkstraReturnPath(xgoal, antécédent[])

Algorithme 3 DijkstraMin(in : Q, out : x)

1: dmin ←∞
2: x← 0
3: PourTout xi ∈ Q faire

4: Si d(xi)< dmin alors

5: x← xi

6: dmin ← d(xi)
7: FinSi

8: FinPour

9: Retourner x

Algorithme 4 DijkstraReturnPath(in : xgoal, antécédent[],out : chemin[]

1: chemin[].vider()
2: cible ← xgoal

3: TantQue antécédent[cible] est défini faire

4: Insérer cible au début de chemin[]
5: cible ← antécédent[cible]
6: FinTantQue

7: Retourner chemin[]
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1.3.1.2 Algorithme A*

La principale différence entre l’algorithme A* et l’algorithme de Dijkstra est l’utilisation d’une

heuristique visant une obtention rapide d’un résultat acceptable. Cet algorithme est donc à privilégier

dans les applications privilégiant un temps de calcul faible par rapport à la garantie de l’optimalité.

Ces caractéristiques en font l’algorithme privilégié en recherche de chemin dans le domaine de

l’intelligence artificielle, et notamment celui majoritairement utilisé dans les jeux vidéo.

L’algorithme A* utilise une heuristique à définir pour estimer le coût à payer pour rejoindre l’état

final désiré à partir d’un nœud quelconque du graphe. Cette estimation permet d’explorer le graphe

en commençant par les nœuds les plus prometteurs.

Notations Nous utilisons la notation suivante :

– V est l’ensemble des nœuds déjà visités.

– La fonction g(xi) renvoie le coût réel du nœud de départ xinit à un nœud quelconque xi du

graphe.

– La fonction h(xi) renvoie une estimée du coût d’un nœud quelconque xi du graphe au nœud

d’arrivée xgoal.

– La fonction f(xi) = g(xi) + h(xi) estime donc le coût de xinit à xgoal lorsque l’on passe par xi.

Initialisation L’initialisation de l’algorithme A* (algorithme 5) s’effectue aux lignes 1 et 2. L’en-

semble des nœuds déjà visités est vide et l’ensemble des nœuds à visiter contient uniquement le nœud

initial xinit.

Fonction principale L’algorithme 5 s’exécute tant que la liste Q des nœuds à visiter n’est pas

vide (ligne 3) ou bien lorsqu’un chemin est trouvé (ligne 7).

Le parcours des nœuds à visiter se fait dans l’ordre inverse des coûts estimés du chemin. Cette

fonction A*ShortestPath est appelée à la ligne 4 de l’algorithme 5 et est décrite par l’algorithme 6.

Elle parcourt l’ensemble des nœuds contenus dans Q et renvoie celui qui génère le coût estimé par la

fonction f le plus faible.

Aux lignes 5 et 6 de l’algorithme 5, le nœud choisi est inséré dans V puisqu’il va être visité et

retiré de l’ensemble à visiter Q.

Si ce nœud est le nœud d’arrivée xgoal, on peut arrêter l’exécution de l’algorithme puisqu’un

chemin a été trouvé. Il suffit alors de parcourir les nœuds d’antécédent en antécédent en partant de

xgoal pour obtenir le chemin.

Si au contraire ce nœud n’est pas xgoal, on met à jour les coûts pour chacun de ses successeurs au

sein du graphe. Ces successeurs sont contenus dans l’ensemble T (ligne 15). Si la distance permettant

de rejoindre un des successeurs t ∈ T en passant x est plus faible que la distance déjà stockée (ligne

17), alors ces distances sont mises à jour (lignes 18 et 19) et l’antécédent de t devient x (ligne 20).

De plus, si le nœud t ne fait pas encore partie de l’ensemble des nœuds à visiter Q (ligne 21), il y est

ajouté (ligne 22).

L’algorithme continue ainsi jusqu’à ce qu’un chemin soit trouvé ou que Q ne contienne plus de

nœud à visiter. Dans ce cas l’algorithme indique qu’aucune solution n’a été trouvée (ligne 27).

1.3.2 Cas continu

Nous avons présenté dans la partie précédente des planificateurs permettant de résoudre des pro-

blèmes de planification discrets. Une fois l’arbre représentant les états construit, il suffit de parcourir

cet arbre pour obtenir des chemins.
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Algorithme 5 A*(in : G, xinit, xinit, out : chemin[])

1: V← ∅
2: Q← xinit

3: TantQue Q 6= ∅ faire

4: x← A*ShortestPath(Q)
5: V← Q ∪ {x}
6: Q← V \ {x}
7: Si x = xgoal alors

8: cible ← xgoal

9: TantQue Antécédent(cible) est défini faire

10: Insérer cible au début de chemin[]
11: cible ← Antécédent(cible)
12: FinTantQue

13: Retourner chemin[]
14: FinSi

15: T← (Successeurs(x) /∈ R)
16: PourTout t ∈ T faire

17: Si t /∈ Q ou g(t) > g(x)+Coût(x,t) alors

18: g(t) ← g(x)+Coût(x,t)
19: f(t) ← g(t)+h(t)
20: Antécédent(t) ← x

21: Si t /∈ Q alors

22: Q← Q ∪ {t}
23: FinSi

24: FinSi

25: FinPour

26: FinTantQue

27: Retourner NoSolution

Algorithme 6 A*ShortestPath(in : Q, out : x)

1: dmin ←∞
2: x← 0
3: PourTout xi ∈ Q faire

4: Si f(xi)< dmin alors

5: x← xi

6: dmin ← f(xi)
7: FinSi

8: FinPour

9: Retourner x
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Ce type de planificateur ne peut résoudre les problèmes liés à un espace d’état continu, pour

lesquels la difficulté vient autant de la construction de l’arbre des états que de son parcours.

1.3.2.1 Extension des algorithmes de recherche discrète

La première idée qui vient à l’esprit est de procéder par extension des algorithmes de recherche

de chemins que nous venons de présenter pour le cas discret. La phase de parcours de l’arbre ne varie

pas, c’est la phase de construction du graphe qui évolue.

Utilisation d’une grille régulière La première façon de discrétiser l’espace est d’utiliser une

grille régulière que l’on pose en quelque sorte sur l’environnement de départ. Le principe de ce genre

de planificateur est simple. Il se décompose en quatre phases :

– Dans une première étape, illustrée par la figure 1.4(a), l’espace des états est discrétisé en

utilisant une grille. Chaque point de croisement de la grille représente une valeur prise par

l’état.

– Dans une deuxième étape, illustrée par la figure 1.4(b), les états xinit et xgoal sont chacun reliés

par une arête à l’un des nœuds de l’arbre les plus proches.

– Dans une troisième étape, illustrée par la figure 1.4(c), les nœuds et arêtes du graphe interdits

par les contraintes, c’est-à-dire ceux appartenant à Xobs sont supprimés.

– Dans une quatrième et dernière étape, illustrée par la figure 1.4(d), un algorithme de recherche

de chemins discret, comme ceux que nous avons présentés précédemment, est utilisé afin de

trouver un chemin entre xinit et xgoal dans ce graphe.

Dans ce genre de planificateur, le nombre de voisins est au maximum de quatre pour une planifi-

cation dans le plan. Le nombre des chemins possibles est alors très réduit et dépend fortement de la

résolution de la grille. Le choix de cette résolution peut d’ailleurs s’avérer délicat. Si la résolution est

trop faible (grille trop grossière), des chemins qui existent dans l’espace des configurations continu

ne seront pas trouvés. Ainsi, le passage d’une porte par un robot peut s’avérer impossible comme

illustré sur la figure 1.5.

Sur la figure 1.5(d), on arrive à une configuration où le graphe n’est plus connecté, et la recherche

du chemin entre xinit et xgoal devient impossible.

Pour résoudre ce problème de façon partielle, on peut diminuer le pas de la grille chaque fois

que la taille de grille actuelle ne permet pas de trouver un chemin. L’algorithme bouclera infiniment

si aucun chemin n’existe. Il faut donc spécifier un pas minimum au dessous duquel on considère

qu’aucun chemin ne peut être trouvé.

1.3.2.2 Probabilistic Roadmap Planner

Le Probabilistic Roadmap Planner [6–10], ou PRM, est une extension naturelle du planificateur

à grille régulière qui permet de dépasser les problèmes dûs à la rigidité de la grille et à sa résolution.

Le principe et les étapes sont identiques à ceux du planificateur utilisant une grille régulière. La

différence fondamentale vient de la forme de la grille qui perd son côté rigide et est construite de

façon incrémentale :

– Un point est choisi aléatoirement dans l’environnement.

– On utilise un planificateur local afin de joindre ce point avec l’un des nœuds du graphe existant.

– Une fois que xinit et xgoal appartiennent au graphe, la phase de recherche de chemin peut

commencer.
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Fig. 1.4 – Les étapes d’un planificateur de type grille

1.3.3 Champs de potentiels

Les méthodes utilisant les champs de potentiels [11,12] sont historiquement les premières à avoir

cherché à résoudre les problèmes de planification en s’éloignant des techniques de résolution discrètes.

Cette méthode utilise cependant une grille à haute résolution qui servira à placer les nœuds du chemin.

Le principe s’inspire du mouvement d’une particule chargée attirée par le point d’arrivée et

repoussée par les obstacles. Il faut donc définir une fonction de potentiel p qui dépend du problème à

résoudre. Cette fonction peut être considérée comme une pseudo-métrique qui caractérise la distance

entre un état quelconque et l’état d’arrivée. La plupart du temps, cette fonction se décompose en

deux termes :

– un terme d’attractivité qui caractérise la distance entre un état et l’arrivée,

– un terme de répulsivité qui caractérise la distance entre cet état et les obstacles de l’environ-

nement.

La construction d’une telle fonction de potentiel est difficile et largement heuristique [13].

La construction du chemin comporte deux phases à chaque itération.

– On choisit comme origine de la nouvelle arête le dernier nœud ajouté au chemin.
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Fig. 1.5 – Une résolution trop faible peut empêcher la découverte d’un chemin, qui pourtant existe,
par un planificateur de type grille

– On choisit ensuite la destination de cette arête afin que celle-ci minimise la fonction de potentiel

p. La destination de cette arête doit se situer sur la grille de discrétisation à proximité de son

nœud d’origine (la valeur du pas de discrétisation est ajoutée ou enlevée de chacune de ses

coordonnées).

Ainsi, à chaque étape, le chemin s’allonge en tentant de minimiser la fonction de potentiel. La distance

entre le point courant et l’arrivée se réduit à chaque étape tout en assurant que ce point reste éloigné

des obstacles de l’environnement.

Il arrive parfois que la fonction p ne puisse plus être réduite à cause de l’existence d’un minimum

local. Dans ce cas, une direction de déplacement est choisie au hasard pendant un nombre d’itérations

spécifié (cette période de choix de la direction au hasard est appelée une marche aléatoire) ou jusqu’à

ce que g soit réduite. Il n’y a bien sûr aucune garantie que cette démarche permette de trouver un

chemin globalement optimal au sens de la fonction de potentiel choisie.

La méthode des champs de potentiel s’avère ingénieuse et permet de résoudre des problèmes

dans des espaces d’état de grande dimension. Cependant, l’utilisation d’une marche aléatoire peut

rendre la recherche longue et générer des chemins inutilement longs et biscornus pas toujours adaptés
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aux problèmes à résoudre. De plus, définir la fonction de potentiel implique de régler de nombreux

paramètres afin de rendre les heuristiques efficaces. L’algorithme s’avère donc très difficile à mettre

en œuvre.

1.3.4 Fil d’Ariane

L’algorithme du fil d’Ariane [14, 15] cherche à étendre un arbre G dans X pour explorer le plus

de territoire possible à chaque itération. Il enchâıne des phases d’exploration et de recherche :

– En phase d’exploration, l’algorithme n’a pas pour ambition de rejoindre l’arrivée : un nouveau

nœud xnew est choisi aléatoirement pour étendre l’arbre à partir d’un nœud x. Ce nouveau

nœud est choisi de façon à ce qu’il puisse être facilement connecté à x et qu’il soit le plus loin

possible de tous les autres nœuds de G.

– En phase de recherche, l’algorithme cherche ensuite à rejoindre l’arrivée en étendant l’arbre

depuis xnew.

Contrairement à la méthode utilisant les champs de potentiel qui s’efforçait uniquement de s’ap-

procher de l’arrivée à chaque itération, on cherche ici également à explorer l’espace d’état. Ainsi, le

problème des minima locaux ne se pose plus (ou en tout cas pas avec la même acuité).

Chaque phase d’exploration implique la résolution d’un problème d’optimisation. On cherche en

effet à trouver un nœud qui puisse à la fois se connecter rapidement et être le plus éloigné possible

des autres nœuds de l’arbre. Un algorithme génétique est utilisé pour résoudre ce problème dans [15]

mais s’avère difficile à mettre en œuvre à cause des nombreux paramètres à définir. Rien ne garanti,

là aussi, que la solution trouvée sera optimale.

1.3.5 Planificateur à expansion

Ce planificateur [16, 17] adopte la même philosophie que le fil d’Ariane, en essayant de générer

des nœuds qui explorent l’espace d’état. Le planificateur choisit un nœud x comme origine d’une

extension avec une probabilité inversement proportionnelle au nombre de nœuds de G se situant

dans son voisinage. Ainsi, les nœuds les plus isolés sont privilégiés. Dans une deuxième phase, un

nœud xnew est créé au hasard dans le voisinage de x. L’algorithme choisit alors d’insérer xnew dans

le graphe G avec une probabilité inversement proportionnelle au nombre de nœuds situés dans son

voisinage.

Ce planificateur permet de résoudre de nombreux problèmes pour peu que la façon de qualifier

le voisinage d’un nœud soit adaptée au problème. Les performances se dégradent dans des environ-

nements sinueux ou en forme de labyrinthe.

1.3.6 Marche aléatoire

Il est également possible de trouver un chemin en utilisant uniquement une marche aléatoire [18].

A chaque itération, le nœud choisi comme origine de l’expansion de l’arbre est le dernier ajouté. La

commande, en terme de direction et d’amplitude est choisie suivant une loi normale multidimension-

nelle paramétrée par le nombre de succès consécutifs des dernières tentatives : plus le nombre de

succès est important et plus l’amplitude du mouvement le sera. Dans [19], la marche aléatoire est

utilisée conjointement à la méthode des potentiels.

Cette méthode s’avère traverser difficilement les longs couloirs étroits.

1.3.7 Rapidly-exploring Random Trees

Le Rapidly-exploring Random Trees [20–25], ou RRT, est une méthode incrémentale de construc-

tion d’arbre qui a pour but d’explorer rapidement et uniformément l’espace d’état. Cet arbre peut
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Algorithme 7 RRT(in : K ∈ N, xinit ∈ Xfree, Xgoal ⊂ Xfree, ∆t ∈ R+, out : G)

1: G.init(xinit)
2: i = 0
3: Répéter

4: xrand ← RandomState(Xfree)
5: xnew ← RRTExtend(G, xrand)
6: Jusqu’à i++> K ou (xnew 6=null et xnew ∈ Xgoal)
7: Retourner G

Algorithme 8 RRTExtend(in : G, xrand, out : xnew )

1: xnear ← NearestNeighbor(G, xrand)
2: u← SelectInput(xrand, xnear)
3: xnew ← NewState(xnear, u, ∆t)
4: Si CollisionFreePath(xnear, xnew, u, ∆t) alors

5: G.AddNode(xnew)
6: G.AddEdge(xnear, xnew, u)
7: Retourner xnew

8: FinSi

9: Retourner null

être utilisé comme planificateur lorsque le nœud racine est associé à l’état de départ xinit. L’état d’ar-

rivée xgoal est alors atteint si un des nœuds de l’arbre lui correspond. Ce planificateur est à classer

dans les planificateurs dits incrémentaux ou à diffusion.

La génération d’un arbre de type RRT suit un principe de génération de points aléatoires et de

tentatives successives de rapprochement des feuilles de l’arbre de ce point. Le but n’est pas d’aller

en ce point mais de s’en rapprocher. On évite ainsi l’utilisation d’un planificateur local au sein

même du planificateur global pour trouver une trajectoire entre deux états successifs. Le point tiré

aléatoirement est donc là uniquement pour fournir une orientation à l’agrandissement du graphe et

ne sera pas inclus directement dans l’arbre.

Comme nous l’avons vu précédemment, planifier une trajectoire peut être vu comme la recherche

dans un espace X d’une trajectoire continue entre xinit et xgoal. Cette trajectoire devra être conte-

nue dans Xfree, l’ensemble des configurations admissibles compte-tenu des contraintes imposées par

l’environnement. On doit donc nécessairement avoir xinit ∈ Xfree et xgoal ∈ Xfree dès l’initialisation

de l’algorithme.

Une équation d’état de la forme ẋ = f(x,u) est également utilisée afin de relier les évolutions de

l’état aux choix faits pour la commande du système u. Le vecteur u est sélectionné parmi un ensemble

U d’entrées possibles. Ainsi, en intégrant f sur un intervalle de temps ∆t donné à u constant, le nouvel

état xnew peut être obtenu.

Par exemple, pour un mobile holonome pouvant se diriger dans toutes les directions du plan sans

contrainte on prendra :

f(x,u) = u, (1.2)

avec x ∈ R2 et u ∈ R2.

1.3.7.1 Algorithme

Observons maintenant plus en détail l’algorithme RRT [20] de construction de cet arbre (algo-

rithmes 7 et 8) afin de mieux en comprendre le fonctionnement et ainsi d’identifier quelques propriétés

intéressantes.
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L’algorithme de génération de l’arbre RRT (algorithme 7) prend cinq paramètres en entrée :

– K représente le nombre de nœuds à ajouter au graphe G après la création du point initial xinit.

– xinit est le point de départ de l’expansion de l’arbre G. Il sera utilisé comme racine de cet arbre

et doit appartenir à Xfree.

– Xgoal l’ensemble d’arrivée, qui doit être un sous-ensemble de Xfree. Xgoal est défini comme un

ensemble englobant xgoal puisque la probabilité de rejoindre xgoal exactement est nulle.

– ∆t est l’intervalle de temps sur lequel sera intégrée la fonction de changement d’état f (avec

une entrée u fixée).

L’algorithme 7 doit également connâıtre l’environnement afin de savoir grâce à un test de collision si

un état appartient à Xfree ou à Xobs. Il commence par l’ajout de l’état initial xinit à l’arbre G. Il sera

donc la racine de cet arbre. A la ligne 3, démarre la boucle d’ajout des nœuds dans l’arbre. Cette

boucle ne s’arrêtera à la ligne 6 que si le nombre de nœuds générés atteint K ou bien si l’un des

nœuds générés a atteint la zone d’arrivée Xgoal. Dans cette boucle, un état aléatoire est tout d’abord

choisi dans l’ensemble Xfree à la ligne 4. C’est le rôle de la fonction RandomState. Ensuite, la fonction

RRTExtend est exécutée, c’est elle qui va générer de nouveaux nœuds et éventuellement les ajouter à

l’arbre G.

La fonction RRTExtend (Algorithme 8) prend deux paramètres en entrée : le graphe G et le nœud

xrand tiré aléatoirement. Elle renvoie le nœud nouvellement généré.

– À la ligne 1, l’état xnear appartenant à G et étant le plus proche de xrand est renvoyé par la

fonction NearestNeighbor. Cette fonction est à définir en fonction du problème à résoudre.

– À la ligne 2, la fonction SelectInput renvoie la commande u qui sera appliquée à xnear. Le

choix de cette commande peut être aléatoire ou bien correspondre au minimum d’un critère

donné. Par exemple, on pourrait choisir la commande u qui, une fois appliquée à l’objet situé

en xnear pendant ∆t lui permettrait de s’approcher au plus près de xrand.

– À la ligne 3, la fonction NewState utilise l’état choisi xnear ainsi que la commande choisie u

afin d’intégrer l’équation d’état sur l’intervalle de temps ∆t.

– On regarde à la ligne 4 si la trajectoire élémentaire entre les deux états xnear et xnew est entière-

ment contenue dans l’ensemble Xfree. C’est ce qui est fait dans la fonction CollisionFreePath.

– Si cette trajectoire est sûre, le nœud xnew ainsi que l’arête contenant la commande u sont

ajoutés au graphe G.

– Finalement, à la ligne 8, le nouveau nœud généré est renvoyé.

La figure 1.6 illustre le fonctionnement du RRT dans un environnement en 2D. L’arbre explore

de façon uniforme l’espace d’état jusqu’à ce qu’il rejoigne un état contenu dans Xgoal.

Examinons maintenant les principales propriétés du RRT.

L’arbre s’étend vers les zones inexplorées de Xfree Considérons le cas où Xfree est borné

et convexe et réalisons plusieurs itérations de l’algorithme dans le cas d’un objet se déplaçant sur un

plan.

La figure 1.7 montre que l’arbre se developpe suivant quatre branches principales, chacune se

dirigeant vers l’un des coins. Au bout de 100 générations de nœuds, les quatre branches commencent

à s’étendre. On les voit nettement mieux sur le deuxième schéma où elles se sont bien différenciées

et explorent chacune un coin de Xfree. Finalement, avec 6000 nœuds générés, il est très difficile de

distinguer les branches tant l’arbre devient dense. L’exploration de l’espace des configurations en est

alors à un stade très avancé.

Comme il a été dit précédemment, la façon dont xrand est généré va influencer les directions

d’expansion des branches de l’arbre. On peut également considérer cette expansion en regardant les

diagrammes de Voronöı [21] associés à chaque nœud du graphe.

Définition Diagramme de Voronöı.
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xinit

Xgoal

Fig. 1.6 – Trajectoire planifiée par un RRT

Soit S un ensemble de n points (ou sites) de l’espace euclidien en dimension d. Pour chaque

point s de S, la région de Voronöı Vor(s) de s est l’ensemble des points de l’espace qui sont

plus proches de s que de tous les autres points de S. Le diagramme de Voronöı V (S) est la

décomposition de l’espace formée par les régions de Voronöı des points de S (figure 1.8).

Si S est l’ensemble des nœuds de l’arbre générés par RRT, on s’aperçoit que les régions de Voronöı

de taille importante se situent à la périphérie de l’arbre. Or, le tirage des points fait que les nœuds

à la périphérie de l’arbre sont plus souvent choisis en tant que xnear pour l’expansion. Ces nœuds

correspondant à ceux ayant une grande région de Voronöı, on en conclut qu’un RRT est construit en

cassant les grandes régions de Voronöı à chaque étape. Cette remarque n’implique bien sûr pas que

la région la plus grande soit cassée à chaque itération. C’est en effet un constat fait en moyenne lors

de la construction de l’arbre.

Il est éclairant de voir comment réagit un RRT lorsqu’il se déploie sur un disque (figure 1.9).

Les résultats sont conformes aux attentes. On voit ainsi les branches de l’arbre se développer sans

direction préférentielle vers les bords du disque.

Le graphe généré par RRT est toujours connecté puisque chaque nouveau nœud est

connecté au graphe pré-existant. Le fait que les coordonnées du nouveau nœud soient calculées en

prenant en compte l’état xnear et une entrée u ∈ U implique que xnew sera connecté à xnear (lui-même

faisant partie de l’arbre) par l’intermédiaire de u, et donc à l’ensemble du graphe.
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(a) 100 noeuds (b) 1000 noeuds (c) 6000 noeuds

Fig. 1.7 – Génération d’un arbre aléatoire

Fig. 1.8 – Exemple de régions de Voronöı

L’algorithme est complet probabilistiquement Kuffner a prouvé [23] que la probabilité

de trouver une trajectoire tend vers 1 quand le nombre de nœuds tend vers l’infini si l’ensemble des

trajectoires résolvant le problème est de mesure non nulle.

Depuis sa création en 1998, le RRT a connu de nombreuses évolutions qui permettent dans

certains cas d’améliorer ses performances dans la recherche de trajectoires. Nous présentons ici une

liste non-exhaustive d’améliorations.

Dual-RRT Le Dual-RRT utilise deux arbres aléatoires pour accélérer l’exploration. Un des

arbres a comme racine le point de départ, l’autre le point d’arrivée. On considère qu’une trajectoire

est trouvée lorsque les deux arbres se rejoignent ou, de façon plus réaliste, quand ils atteignent des

états très proches.

RRT-Goalbias Comme RRT parcourt aléatoirement tout X il va se retrouver à un moment ou

à un autre (si les contraintes au niveau de l’environnement le permettent) près de Xgoal. Toutefois,
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(a) 100 noeuds (b) 1000 noeuds (c) 6000 noeuds

Fig. 1.9 – Déploiement d’un RRT sur un disque

le temps mis pour trouver une trajectoire peut s’avérer relativement long si l’on n’influence pas le

planificateur afin qu’il se dirige vers l’arrivée.

Ceci suggère que les performances pourraient être améliorées si l’on arrivait à diriger les branches

de l’arbre vers la destination. Pour cela, LaValle et Kuffner proposent une variante du RRT nommée

RRT-Goalbias [21]. La modification se situe au niveau de la fonction de tirage du point aléatoire xrand.

Au lieu de tirer des points sur tout l’espace, la fonction va renvoyer Xgoal avec une probabilité p et

tirer des points ailleurs avec une probabilité de (1− p). Même avec p faible (≈ 0.05), RRT-Goalbias

converge fréquemment vers la destination plus rapidement que le RRT classique. Cependant, si p est

trop grand, le planificateur aura tendance à se diriger, quelqu’en soit le coût, vers Xgoal et ainsi rester

bloqué. Mentionnons ici encore que rien ne peut être prouvé quant au comportement en temps fini

sur un problème donné.

Les figures 1.10 et 1.11 illustrent le fonctionnement de RRT-Goalbias pour deux probabilités p

différentes. Sur la figure 1.10, p = 0.1. Le gain en temps de calcul et en nombre de nœuds générés

est important par rapport au RRT classique. Lorsque p = 0.5, le planificateur tend à aller en ligne

droite malgré la présence du mur. Il n’a donc d’autre choix que de le longer. Durant cette phase,

le planificateur tente toujours de rejoindre Xgoal en ligne droite malgré le mur. Ainsi de nombreux

nœuds générés sont supprimés puisqu’ils ne peuvent passer le test de collision. Les performances en

terme de nombres de nœuds générés pour trouver la trajectoire sont donc moins bonnes que lorsque

p = 0.1.

RRT-Goalzoom RRT-Goalzoom [21] est une variante de RRT-Goalbias permettant de rajouter

de la souplesse dans la sélection de la commande. Au lieu de choisir xrand ∈ Xgoal avec une probabilité

p, RRT-Goalzoom va tirer les points dans un disque circulaire contenant Xgoal et inclus dans X avec

une probabilité p et dans le reste de X avec une probabilité (1 − p). Le disque est construit de la

façon suivante :

– son centre est celui de Xgoal, noté xgoal,

– son rayon est mini d(xi,xgoal) (c’est-à-dire la distance qui sépare xgoal du nœud du graphe qui

lui est le plus proche).

Au fur et à mesure de l’avancement de l’algorithme, le rayon du cercle dans lequel sont tirés les points

va donc diminuer, le disque tendant finalement vers xgoal.

Les figures 1.12 et 1.13 illustrent le fonctionnement de RRT-Goalzoom pour p = 0.1 pour la figure

1.12 et p = 0.5 pour la figure 1.13.

La trajectoire générée par RRT-Goalzoom se révèle moins directe que celle générée par RRT-

Goalbias mais ceci peut faciliter la rechercher d’une solution, notamment dans des environnements
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xinit

Xgoal

Fig. 1.10 – Trajectoire planifiée par un RRT-Goalbias avec p = 0.1
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xinit

Xgoal

Fig. 1.11 – Trajectoire planifiée par un RRT-Goalbias avec p = 0.5
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xinit

Xgoal

Fig. 1.12 – Trajectoire planifiée par un RRT-Goalzoom avec p = 0.1
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xinit

Xgoal

Fig. 1.13 – Trajectoire planifiée par un RRT-Goalzoom avec p = 0.5
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contenants de nombreux obstacles, là encore sans aucune garantie.

Connect La primitive Connect peut remplacer la primitive Extend utilisée dans le RRT. Rap-

pelons que lorsque Extend est utilisée, on calcule un nouvel état xnew avec NewState et si la trajectoire

élémentaire entre xnear et xnew appartient à Xfree, xnew est ajouté à l’arbre. Une fois ce nœud ajouté,

l’algorithme reprend depuis le début.

La primitive Connect itère au contraire la primitive Extend jusqu’à ce que le nœud créé ne fasse

plus partie de Xfree ou que le temps imparti à cette commande soit dépassé (on peut par exemple

imposer de ne pas appliquer la commande pendant plus de 10 ∆t). Ainsi, la commande choisie par

la fonction SelectInput est appliquée au système jusqu’à ce qu’il rencontre un obstacle ou l’arrivée.

Un exemple du fonctionnement du RRT utilisant la primitive Connect est visible sur la figure 1.14.

Sur cet exemple, nous voyons que les segments de droite sont plus longs, et l’arrivée dans Xgoal plus

rapide.

Cette primitive permet une résolution plus rapide des problèmes de planification puisque les

étapes les plus coûteuses de l’algorithme, qui sont les étapes de recherche du plus proche voisin ainsi

que la recherche de la commande, ne sont plus exécutées à la création de chaque nouveau nœud.

Cette amélioration est tout de même à relativiser. Le gain est certes important pour les systèmes

holonomes, dans ce cas, le mouvement se fait en ligne droite. Ainsi, en utilisant Connect, on va tenter

de se rapprocher du point d’arrivée en ligne droite jusqu’à ce qu’un obstacle empêche le passage. Ainsi,

si aucun obstacle ne gêne le passage et qu’il existe une ligne droite entre xnear et xgoal, la trajectoire

est trouvée en une seule itération de Connect.

Au contraire, pour les systèmes non-holonomes, le gain peut être nul. Par exemple, si nous nous

plaçons dans le cadre de la robotique et que la commande unique est l’angle de courbure, il n’est pas

rare de voir le planificateur faire parcourir au véhicule un cercle. Ce cercle est bien sûr utile puisqu’il

permet d’explorer l’espace d’état, cependant, l’efficacité en terme de temps de calcul est nettement

plus discutable. Ainsi, on ajoute un grand nombre de points sans avoir à calculer le plus proche voisin

ni la commande à appliquer. Les nœuds correspondants seront ajoutés à l’arbre ce qui fait que le

calcul du prochain plus proche voisin deviendra nettement plus coûteux. De plus, le déplacement en

arc de cercles ne favorise pas forcément l’exploration de grandes zones.

La primitive Connect peut être couplée aux modifications du tirage d’état aléatoire comme Goal-

bias. Sur les figures 1.15 et 1.16 sont générées des trajectoires utilisant la primitive Connect avec

p = 0.1 et p = 0.5 respectivement dans Goalbias. Ces trajectoires ont l’avantage d’être rapides à

générer (peu de nœuds générés) et courtes grâce au changement de la primitive de tirage aléatoire.

1.4 Conclusion

Ce chapitre a présenté de façon générique le problème de planification ainsi que quelques méthodes

de résolution de ce problème. Toutes ces méthodes considèrent un modèle déterministe du système et

de son environnement. Les différentes incertitudes de modèle ainsi que celles liées à l’environnement

ne sont pas prises en compte.

Nous présenterons dans les chapitres suivants la problématique de la planification de trajectoires

en présence d’incertitudes ainsi que nos contributions dans ce contexte.
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xinit

Xgoal

Fig. 1.14 – Trajectoire planifiée par un RRT utilisant la primitive Connect
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xinit

Xgoal

Fig. 1.15 – Trajectoire planifiée par un RRT-Goalbias de probabilité p = 0.1 utilisant la primitive
Connect
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xinit

Xgoal

Fig. 1.16 – Trajectoire planifiée par un RRT-Goalbias de probabilité p = 0.5 utilisant la primitive
Connect
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Le chapitre précédent a présenté le problème de planification de trajectoires dans un contexte

où les incertitudes n’avaient pas leurs places. Les problèmes présentés et les méthodes de résolution

proposées considéraient en effet un ensemble de modèles déterministes, que ce soit pour le système

lui-même, pour la façon de le contrôler ou bien pour l’environnement dans lequel il évolue.

Cette approche permet de résoudre bon nombre de problèmes mais ne garantit pas que la solution

retournée soit adaptée au système à déplacer. Ce système a en effet toujours des défauts intrinsèques,

par exemple du jeu dans des engrenages ou des glissements au niveau d’une courroie. Le système n’est

d’ailleurs pas seul en cause : un écart de température, une légère brise ou un plan légèrement incliné

peut modifier les valeurs retournées par les capteurs du système. La description de l’environnement

est nécessairement approximative.

Les commandes retournées par le planificateur peuvent, une fois appliquées au système, ne pas

résoudre du tout le problème à cause de ces imperfections. Les conséquences peuvent être diverses ;

le système peut sortir de Xfree et se détériorer suite au heurt d’un obstacle. Il se peut également

que dans le cadre d’un système totalement autonome, par exemple un drone d’exploration spatial, le

système se perde et devienne ainsi inutilisable.

Pour pallier ce problème, il faut donc estimer l’influence de ces imperfections sur la réaction

du système et prendre en compte ces imperfections durant la phase de planification. Le but est de

s’assurer que, malgré ces erreurs, la solution retournée est fiable et permet des changements d’états

sûrs.

Nous présentons dans ce chapitre plusieurs méthodes permettant la planification de trajectoires en

tenant compte des incertitudes. Une première méthode basique est présentée dans le paragraphe 2.1.

Dans le paragraphe 2.2, une méthode de planification en robotique et utilisant les capteurs du robot

est présentée. Dans le paragraphe 2.3, certains états sont privilégiés, ceux situés dans des zones

permettant une relocalisation. Finalement, le paragraphe 2.4 présente des techniques où les méthodes

de planification traditionnelles sont utilisées dans un espace d’état étendu.

2.1 Châınage inverse

Une première méthode très rustre pour tenir compte des incertitudes procède par châınage inverse.

Le principe est de partir de l’état d’arrivée et de déterminer quels sont les états à partir desquels

on peut rejoindre cet état en propageant l’évolution de l’incertitude à l’envers. On doit donc trouver

une suite d’actions en boucle ouverte f1, f2, . . . , fn qui permet de rejoindre l’état d’arrivée désiré et

qui vérifie

fn (. . . f2 (f1 (xinit)) . . . ) ∈ Xgoal. (2.1)

Cette méthode a été utilisée en robotique dans [26] et [27]. On considère que la zone d’arrivée est

sûre et circulaire. Une zone sûre est une zone dans laquelle l’incertitude est considérée par la méthode

comme annulée.

La méthode fait l’hypothèse que l’incertitude peut être caractérisée par des disques dont le rayon

croit linéairement avec la distance au point d’arrivée. Comme les zones sûres sont des disques, ceci

se traduit par des cônes (figure 2.1). On considère que n’importe quel point du cône peut rejoindre

la zone sûre qui lui a donné naissance.

Le principe est donc de partir de la zone d’arrivée qui est sûre et de passer de zone sûre en zone

sûre jusqu’à rejoindre le point de départ. Ainsi, le passage d’une zone sûre A à une autre zone sûre

B est possible si le cône généré à partir de A a un point d’intersection avec B. Le cône sert donc

uniquement à estimer la distance que peut faire le robot entre deux zones sûres. Le processus est

itéré jusqu’à ce que l’on puisse rejoindre la zone de départ. Un exemple de trajectoire planifiée est

visible sur la figure 2.2. Sur cette figure, le point de départ du système est I. L’arrivée est notée go,
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Fig. 2.1 – Exemple issu de [26] illustrant la projection inverse en présence d’obstacles (en noir)

Fig. 2.2 – Figure issue de [26] illustrant les trajectoires générées en utilisant le châınage inverse en
présence d’obstacles (en noir)
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il se trouve dans la zone N . Les zones sûres sont illustrées par des cercles blancs, les obstacles par

des noirs.

Un problème majeure de cet algorithme réside bien évidemment dans la définition des zones

de sûreté. Il est en effet impossible de concevoir dans le monde réel des zones dans lesquelles la

localisation serait parfaite. De plus, ces amers doivent être placés avant le déplacement du système,

ce qui implique qu’il n’est pas autonome. Enfin l’hypothèse sur l’évolution linéaire des incertitudes

est difficile à justifier et suppose des réglages de paramètres délicats.

2.2 Planification avec capteurs de contact

La planification avec capteurs de contact [28,29] est également une technique utilisée en robotique.

Elle comporte deux phases. Dans la première, une trajectoire est cherchée dans un espace discrétisé

en prenant en compte les incertitudes. Le planificateur parcourt l’ensemble des nœuds de la grille en

utilisant un front d’onde et attribue une incertitude pour chacun de ces nœuds.

L’incertitude est représentée par le rayon du cercle (plus généralement de la boule) situé autour

d’un état. Ce rayon est supposé augmenter linéairement lorsque le système se déplace dans un espace

libre (loin d’un objet grâce auquel il pourrait se relocaliser) et s’annule lorsque le système passe dans

une zone de relocalisation (figure 2.3). Le rayon représentant la quantité d’incertitude ne diminue

pas mais la boule se déforme au contact des obstacles (figure 2.4).

Afin de trouver une trajectoire, l’espace est discrétisé et une fonction de potentiel y est propagée.

Une fois la trajectoire trouvée, on associe à chacun de ses nœuds une étiquette qui sera utilisée pour

générer le plan en terme de mouvements élémentaires utilisant les capteurs (figure 2.5). Par exemple,

si la trajectoire passe par un état proche d’un mur, le mouvement élémentaire sera � continuer tout

droit jusqu’à arriver à un obstacle �. Si ensuite cette trajectoire continue le long du mur, le mouvement

sera � longer le mur �. Les mouvements élémentaires présentés sur la figure 2.5 sont � suivre un mur �,� suivre un mur jusqu’à atteindre un coin � et � passer de l’autre côté du mur �.
Un exemple de trajectoire complète est disponible sur la figure 2.6. Les cercles représentent

l’incertitude qui grossie de façon linéaire dans les zones libres. Au contraire, dès que le système

atteint un mur ou un objet permettant d’utiliser ses capteurs de contact, l’incertitude sur sa position

s’annule jusqu’à ce qu’il ne soit plus en contact avec cet objet. Sur la figure 2.7 n’apparâıt que la

trajectoire issue de cette planification.

Tout comme pour le châınage inverse, l’utilisation de zones de relocalisation rend cette méthode

difficilement utilisable dans un environnement réel et l’hypothèse sur la propagation des incertitudes

reste difficile à justifier.

2.3 Sensory uncertainty fields

Cette méthode, développée elle aussi dans le contexte de la robotique dans [30–32], ne considère

pas la propagation de l’erreur le long de la trajectoire. Le principe est, une fois l’espace discrétisé par

une grille standard, de calculer une localisabilité en chacun des points de cette grille.

La localisabilité est calculée en amont de la phase de planification. Ce processus hors-ligne permet

donc de définir si le système, situé en un état donné, arrivera à s’y localiser aisément ou pas. La carte

qui permet de connâıtre la localisabilité du système est appelée Sensory Uncertainty Field (SUF).

La construction de cette carte est complexe : elle s’appuie sur des mesures capteurs simulées ou

bien sur des mesures réelles faites en toutes configurations du système. Des détails de construction de

SUF, et notamment lors de la simulation de capteurs à ultrasons sont donnés dans [31,33]. D’autres

détails de construction lors de l’utilisation de caméras sont donnés dans [34].
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landmark

robot
robot +

final uncertainty

Fig. 2.3 – Annulation de l’incertitude lors de l’entrée dans une zone de relocalisation [29]

Move

ε

d

robot

position
nominal robot

Move to Wall

Fig. 2.4 – Déformation de la boule d’incertitude au contact d’un obstacle [29]

Follow Follow to Corner Switch Wall

Fig. 2.5 – Mouvements élémentaires possibles [29]
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Fig. 2.6 – Trajectoire générée à l’aide du planificateur avec capteurs de contact, l’incertitude est
représentée le long de cette trajectoire [29]
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Fig. 2.7 – Trajectoire générée à l’aide du planificateur avec capteurs de contact [29]

(a) (b)

Fig. 2.8 – Trajectoires générées à l’aide d’un planificateur classique cherchant la trajectoire la plus
courte [32]
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(a) (b)

Fig. 2.9 – Zones en gris dans lesquelles une relocalisation est possible [32]

(a) (b)

Fig. 2.10 – Trajectoires générées à l’aide d’un planificateur cherchant à maximiser la localisabilité
tout en gardant une trajectoire courte [32]



2.3 Sensory uncertainty fields 59

La localisabilité n’est pas forcement caractérisée par une valeur numérique. Elle peut aussi être

un booléen indiquant si une relocalisation est possible pour un état donné.

Le but de l’algorithme est de minimiser la longueur de la trajectoire tout en passant par les états

permettant la meilleure localisation. Il n’y a donc ici aucune propagation de l’erreur. La trajectoire

générée est la meilleure en terme de localisabilité mais ne garantie pas que le système reste dans

Xfree. La trajectoire générée est donc celle permettant uniquement d’utiliser au mieux les capteurs

extéroceptifs.

Sur la figure 2.8, les trajectoires sont planifiées afin de minimiser leurs longueurs et sans se soucier

d’une quelconque capacité à se localiser. La figure 2.9 représente la carte de l’environnement où la

relocalisation est possible. Elle a été construite expérimentalement à l’aide d’un robot parcourant

l’environnement. Les zones où la relocalisation est possible sont indiquées en gris foncé. Finalement,

la figure 2.10 prend en compte ces zones et renvoie une trajectoire qui tente de passer par ces zones

tout en minimisant sa longueur totale.
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2.4 Recherche dans un espace d’état étendu

Ces méthodes utilisent des algorithmes de planification traditionnels tels que A* après discréti-

sation de l’espace d’état ou bien des algorithmes à échantillonnage comme le RRT.

Le but est de faire fonctionner ces algorithmes dans un espace d’état étendu. Cet espace d’état est

souvent composé de l’état et de la matrice de covariance correspondante qui caractérise l’incertitude

sur cet état.

Dans [35,36], un filtre de Kalman est utilisé afin d’estimer l’état du système. Les deux étapes de

prédiction et d’estimation utilisent un simulateur de capteur. La planification est effectuée en utilisant

un algorithme de type A* sur un graphe issu de la discrétisation de l’espace d’état. La figure 2.11

montre le type de trajectoire planifiée avec cette méthode. En chaque point de discrétisation de

l’environnement par lequel passe la trajectoire, une ellipse (plus généralement un ellipsöıde) déduite

de la matrice de covariance calculée par le filtre de Kalman représente l’incertitude sur la position.

En chacun de ces points, un test de collision est utilisé afin de vérifier que la position est sûre.

L’idée d’associer à chaque état une mesure de son incertitude est reprise dans [37] où un filtre

particulaire est utilisé en complément d’un planificateur de type RRT dénommé Particle RRT. L’état

du système est ainsi représenté par un ensemble discret d’états. La précision de l’estimation est

fonction du nombre de particules utilisées dans le filtre. La figure 2.12 illustre une trajectoire renvoyée

par le planificateur. On voit autour de chaque nœud de l’arbre un nuage de point représentant les

différents états que peut prendre le système lorsqu’il est situé en ce nœud. Le nœud est sur cette

figure positionné à la moyenne des états composant le nuage associé.

Dans [38,39], le processus de planification est mis en œuvre sur un robot réel. En considérant que

l’erreur sur l’orientation est bornée, les auteurs montrent par la pratique que l’utilisation d’un cercle

d’incertitude autour du véhicule qui grossit de façon linéaire avec la distance parcourue permet au

véhicule de se déplacer de façon sûre. Ils utilisent un algorithme A* afin de planifier la trajectoire et

font le choix d’utiliser des zones de relocalisation dans leur environnement. L’exemple de la figure 2.13

montre une trajectoire générée en utilisant cette méthode. Les différents obstacles sont représentés

par des lignes de niveaux. Aucune zone de relocalisation n’est utilisée sur cette figure.

2.5 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre présenté divers planificateurs permettant de planifier des trajectoires

en considérant les incertitudes liées au déplacement du système.

Les deux nouveaux planificateurs que nous présentons dans les chapitres suivants appartiennent

à cette catégorie de planificateurs sous incertitude et plus particulièrement à la catégorie des planifi-

cateurs recherchant une trajectoire dans un espace d’état étendu à cause de l’incertitude. Le premier,

basé sur l’algorithme RRT, recherche des trajectoires dans l’espace d’état étendu (état, matrice de

covariance de cet état). La représentation de l’incertitude utilisée par le second n’est plus probabiliste,

l’état étendu étant représenté plus généralement par un ensemble comprenant tous les états possibles

du système.



2.5 Conclusion 61

Fig. 2.11 – Exemple de trajectoire planifiée en utilisant les méthodes de [35]

Fig. 2.12 – Exemple issu de [37] illustrant la trajectoire générée par le Particle RRT
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Fig. 2.13 – Exemple issu de [38] illustrant la trajectoire générée par le planificateur
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Nous proposons dans ce chapitre une nouvelle méthode de planification dans la famille des plani-

ficateurs travaillant dans un espace d’état étendu (paragraphe 2.4).

Nous utilisons ici un modèle probabiliste pour représenter les différents états possibles du système.

L’état du système est représenté par un vecteur aléatoire gaussien, dont la moyenne et la matrice de

covariance sont évaluées au cours du temps et précisent la probabilité que le système soit dans cet

état.

Nous ferons l’hypothèse que les changements d’état du système sont décrits par la dynamique

linéaire

xk+1 = Akxk + Bkuk + vk. (3.1)

Par ailleurs, des mesures bruitées de l’état sont supposées disponibles

zk = Hkxk + wk. (3.2)

On note

– xk le vecteur d’état du système à l’instant k, de dimension n,

– Ak la matrice d’évolution du système, de dimension n× n,

– uk le vecteur commande, de dimension o,

– Bk la matrice de commande, permettant le passage de l’espace des commandes à l’espace d’état,

de dimension n× o,

– vk le vecteur de bruit d’état de dimension n, gaussien, indépendant de xk, de moyenne nulle et

de matrice de covariance connue notée Vk,

– zk le vecteur d’observation à l’instant k, de dimension m,

– Hk la matrice d’observation, permettant le passage de l’espace d’état vers l’espace des obser-

vations, de dimension m× n,

– wk le vecteur de bruit de mesure de dimension m supposé gaussien, indépendant des vecteurs

d’observation passés z0:k, de moyenne nulle et de matrice de covariance connue notée Wk.

Les bruits d’état vk et de mesure wk sont supposés indépendants de sorte que

E(vkwk
T) = 0. (3.3)

Le vecteur aléatoire gaussien représentant l’état à l’instant initial est centré en x̂init et a pour

matrice de covariance Pinit. On cherche à atteindre un ensemble Xgoal. On considérera que le problème

est résolu lorsque l’état final appartient à Xgoal avec une certaine probabilité, cette probabilité étant

à définir en fonction du problème à résoudre.

Pour résoudre ce problème, nous présenterons au paragraphe 3.4 un planificateur fondé sur l’algo-

rithme RRT qui permettra d’explorer l’espace d’état en prenant en compte l’incertitude du système.

Il utilisera pour cela un filtre de Kalman que nous commencerons donc par présenter.

3.1 Rappels sur le filtre de Kalman

Le filtre de Kalman [40] est utilisé dans de nombreux domaines tels que les télécommunications,

la détection radar ou la vision. Nous nous bornerons à présenter ici sa version à temps discret.

Le but du filtre est d’estimer au mieux l’état x d’un système à un instant k + 1 donné à partir de

la connaissance de l’équation d’état et de l’ensemble des entrées et sorties observées z0:k+1 jusqu’à

l’instant k + 1 tels qu’ils sont définis par (3.1) et (3.2).

Le filtre calcule la loi conditionnelle du vecteur xk+1 sachant z0:k+1. Puisque, dans le cas d’une

équation d’état linéaire et d’une distribution initiale gaussienne, cette loi est une gaussienne, il suffit
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de trouver la moyenne et la matrice de covariance de cette loi

x̂k+1|k+1 =E (xk+1|z0:k+1) , (3.4)

Pk+1|k+1 =E
(

(xk+1 − x̂k+1|k+1)(xk+1 − x̂k+1|k+1)
T|z0:k+1

)

. (3.5)

En utilisant les même notations, on a

x̂k+1|k =E (xk+1|z0:k) , (3.6)

Pk+1|k =E
(

(xk − x̂k+1|k)(xk − x̂k+1|k)
T|z0:k

)

, (3.7)

qui sont les estimées de la moyenne de la variance de x à l’instant k+1 lorsque seules les observations

jusqu’à l’instant k sont disponibles.

Le filtre de Kalman fonctionne de façon récursive alternant prédiction et correction. En supposant

connus x̂k|k et Pk|k, il effectue d’abord une étape de prédiction afin de déterminer x̂k+1|k et Pk+1|k.

Il effectue ensuite une étape de correction en tenant compte de la nouvelle mesure zk+1 qui permet

de calculer x̂k+1|k+1 et Pk+1|k+1.

3.1.1 Prédiction

L’étape de prédiction permet donc de calculer la loi de xk+1 sachant z0:k. Les valeurs de x̂k+1|k

et Pk+1|k sont appelées valeurs a priori. Il vient

x̂k+1|k = E
(

xk+1|k|z0:k

)

, (3.8)

= E (Akxk + Bkuk + vk|z0:k) , (3.9)

= Akx̂k|k + Bkuk, (3.10)

puisque la moyenne de vt est nulle.

Ainsi, la prédiction correspond à l’évolution naturelle du système en l’absence de bruit. L’erreur

sur cette prédiction est

x̃k+1|k = xk+1 − x̂k+1|k = Ak

(

xk − x̂k|k

)

+ vk = Akx̃k|k + vk. (3.11)

La matrice de covariance de xk+1|k qui correspond donc à la covariance de l’erreur sur la prédiction

x̃k+1|k est donnée par

Pk+1|k = E
(

x̃k+1|kx̃
T
k+1|k

)

, (3.12)

= E
(

(

Akx̃k|k + vk

)

(

x̃T
k|kA

T
k + vT

k

))

, (3.13)

= AkE
(

x̃k|kx̃
T
k|k

)

AT
k + E(vkv

T
k ), (3.14)

= AkPk|kA
T
k + Vk, (3.15)

le passage de (3.13) à (3.14) est possible puisque xk et vk sont indépendants.

3.1.2 Correction

L’étape de correction utilise l’observation zk+1 afin de corriger l’estimée précédente. On passe

ainsi de x̂k+1|k et Pk+1|k à x̂k+1|k+1 et Pk+1|k+1. Ce sont les valeurs dites a posteriori.

La prédiction du vecteur des sorties à l’instant k +1 à partir des informations disponibles jusqu’à
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l’instant k est donnée par

ẑk+1 = E (zk+1|z0:k) , (3.16)

= E (Hk+1xk+1 + wk+1|z0:k) , (3.17)

= Hk+1x̂k+1|k. (3.18)

En effet E (wk+1|z0:k) = 0 puisque le bruit présent est indépendant des sorties passées.

L’écart entre la vraie valeur du vecteur des sorties à l’instant k + 1 et sa prédiction

z̃k+1 = zk+1 −Hk+1x̂k+1|k (3.19)

est appelé innovation. Son espérance est nulle et sa matrice de covariance est

Sk+1 = Wt+1 + Ht+1Pk+1|kH
T
t+1. (3.20)

Cette matrice de covariance intervient dans le calcul du gain du filtre Kk+1, appelé gain de

Kalman

Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1S

−1
k+1 (3.21)

et utilisé pour calculer la nouvelle estimée x̂k+1|k+1 :

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + Kk+1z̃k+1. (3.22)

La matrice de covariance modifiée par la nouvelle information devient

Pk+1|k+1 = (I−Kk+1Hk+1)Pk+1|k. (3.23)

On peut montrer que [41]

Pk+1|k+1 6 Pk+1|k, (3.24)

ce qui implique que le processus de correction ne peut que diminuer l’incertitude sur l’état.

3.1.3 Résumé

Les deux étapes de prédiction et de correction peuvent être résumées par les équations suivantes :

Prédiction : (3.25)

x̂k+1|k = Akxk + Bkuk, (3.26)

Pk+1|k = AkPk|kA
T
k + Vk, (3.27)

Correction : (3.28)

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + Kk+1z̃k+1, (3.29)

Pk+1|k+1 = (I−Kk+1Hk+1)Pk+1|k, (3.30)

avec

Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1S

−1
k+1, (3.31)

Sk+1 = Wt+1 + Ht+1Pk+1|kH
T
t+1, (3.32)

z̃k+1 = zk+1 −Hk+1x̂k+1|k, (3.33)

qui définissent le filtre de Kalman.
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Fig. 3.1 – Représentation de l’incertitude sur l’état de dimension 2 du système

3.1.4 Filtre de Kalman étendu

Le filtre de Kalman étendu (EKF) permet d’utiliser le filtre de Kalman dans le cas d’une dyna-

mique et d’une équation d’observation non-linéaires.

Considérons le système non-linéaire à temps discret suivant :

xk+1 = fk(xk,uk) + vk, (3.34)

zk = hk(xk) + wk. (3.35)

Le filtre de Kalman étendu linéarise les fonctions f et h en utilisant leurs jacobiennes évaluées

avec les états estimés courants. Ainsi, fk est linéarisé autour de x̂k|k et hk+1 autour de x̂k+1|k.

Le filtre de Kalman étendu est défini par les équations suivantes :

x̂k+1|k = fk(x̂k|k,uk), (3.36)

Pk+1|k = AkPk|kA
T
k + Vk, (3.37)

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + Kk+1z̃k+1, (3.38)

Pk+1|k+1 = (I−Kk+1Hk+1)Pk+1|k, (3.39)

avec

Ak =
∂fk

∂x x̂k|k,uk

, (3.40)

Hk+1 =
∂hk+1

∂x x̂k+1|k

, (3.41)

Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1S

−1
k+1, (3.42)

Sk+1 = Wt+1 + Ht+1Pk+1|kH
T
t+1, (3.43)

z̃k+1 = zk+1 − hk+1(x̂k+1|k). (3.44)

3.2 Représentation de l’incertitude

L’incertitude sur l’état est caractérisée dans le filtre de Kalman par la matrice de covariance P.

La densité de probabilité d’un vecteur gaussien x de dimension n, de moyenne x̂ et de matrice de

covariance P est

p(x) =
1

(
√

2π)n
√

detP
e−

1
2((x−x̂)TP

−1(x−x̂)). (3.45)

La gaussienne est ainsi centrée en l’estimée x̂.

Cette représentation probabiliste n’est pas toujours pratique. Elle permet de calculer la probabilité
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Fig. 3.2 – Trajectoire sûre pour un niveau de confiance donné

que l’état appartienne à Xobs qui s’avère très délicate à évaluer (figure 3.1(a)). C’est pourquoi nous

lui préférons l’utilisation de l’ellipsöıde contenant le système pour un niveau de confiance donné [42]

(figure 3.1(b)). Voir l’annexe A pour le détail des calculs. On peut parler alors d’ellipsöıde d’état

puisque cet ellipsöıde contient, avec une probabilité donnée, l’ensemble des états du système à un

instant donné. L’ensemble des approximations ayant conduit au calcul de x̂ et P oblige bien sûr à

prendre cette affirmation avec une certaine méfiance.

3.3 Test de collision

Le test de collision doit s’assurer de deux choses. Tout d’abord, avant d’exécuter l’algorithme, il

faut s’assurer que l’état initial (x̂,P)init du véhicule appartient à Xfree pour un niveau de confiance

donné. Il faut donc vérifier que l’ellipsöıde d’état obtenu appartient entièrement à Xfree.

Dans une seconde étape, il faut vérifier que la trajectoire entre les deux état incertains successifs

(x̂,P)near à l’instant t et (x̂,P)new à l’instant t + ∆t est garantie pour le même niveau de confiance a

chaque insertion d’un nouveau nœud dans l’arbre. Pour faire cela, nous allons utiliser un ellipsöıde,

notée Enear,new, qui englobe les deux ellipsöıdes d’état Enear et Enew. Nous prenons comme hypothèse

que tous les ellipsöıdes obtenues à l’instant τ, (t 6 τ 6 t + ∆t) sont contenus à l’intérieur de cet

ellipsöıde englobant.

Afin de ne pas ajouter trop de pessimisme, nous cherchons le plus petite ellipsöıde au sens

du volume qui contient Enear et Enew. C’est un problème de maximisation d’un déterminant sous

contraintes d’inégalités de matrices linéaires (LMI). L’ellipsöıde résultant est appelée ellipsöıde de

Lowner-John [43–45]. Pour résoudre un tel problème, on utilise la solution proposée par [46] et plus

précisément le logiciel Maxdet1 qui permet de maximiser le déterminant d’une matrice sujette à des

contraintes LMI. En utilisant Maxdet, on détermine l’ellipsöıde englobant. Sur la figure 3.2, on peut

voir un exemple en dimension deux représentant la plus petite ellipse contenant deux autres ellipses.

Une fois Enear,new obtenu, il faut vérifier que cet ellipsöıde englobant est contenu dans Xfree.

3.4 Présentation du planificateur

Nous présentons dans cette section le planificateur Kalman-RRT [47] et notamment l’exploitation

qu’il fait des informations fournies par les capteurs.

1http://www.stanford.edu/~boyd/old_software/MAXDET.html
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3.4.1 Intégration des mesures capteurs et de leurs erreurs

Le filtre de Kalman, éventuellement étendu, a besoin d’informations retournées par des capteurs

pour en déduire l’ellipsöıde contenant l’état avec une probabilité donnée. Ces capteurs sont de deux

types :

– les capteurs proprioceptifs qui prennent des informations sur le système lui-même et permettent

une localisation relative à l’estimée de l’état précédente,

– Les capteurs extéroceptifs qui prennent les informations sur l’environnement entourant le sys-

tème et permettent une localisation absolue.

Les capteurs proprioceptifs sont utilisés pendant l’étape de prédiction de l’algorithme de locali-

sation. Ainsi, grâce à l’état estimé à l’instant k et à l’équation de changement d’état, on va pouvoir

estimer l’état à l’instant k + 1. Les erreurs liées au système, à son contrôle, aux glissements, aux

jeux, sont définis dans le vecteur de bruit vk. Les caractéristiques statistiques de ce bruit doivent être

obtenues expérimentalement.

Les capteurs extéroceptifs sont quant à eux utilisés pendant l’étape de correction du filtre. Ils

apportent une information sur l’état du système par rapport à son environnement. L’incertitude

liée à l’environnement doit donc être spécifiée dans le vecteur de bruit de mesure wk, dont les

caractéristiques statistiques doivent également être obtenues expérimentalement.

La simulation des capteurs extéroceptifs peut poser problème : afin de pouvoir simuler les mesures

capteurs, il faut savoir où se situe le système. Deux solutions sont alors possibles : il est possible de

simuler les mesures capteurs en considérant que le système se trouve dans l’état qui possède la plus

forte densité de probabilité, c’est-à-dire la moyenne du vecteur Gaussien. Cette solution simplifie

le problème d’estimation mais ajoute de l’optimisme. Si l’on devait simuler les mesures capteurs

pour tous les états probables du système, le processus d’estimation ne permettrait pas de réduire

l’incertitude. L’autre possibilité est donc de n’utiliser qu’une phase de prédiction dans le processus

de planification.

Le planificateur doit également tenir compte de la fréquence d’échantillonnage de ces capteurs.

Dans le contexte de la robotique, pour des capteurs proprioceptifs, les données sont généralement

disponibles à tout instant. Chaque fois que l’on a besoin d’une mesure, il suffit de lire la valeur

des différents compteurs afin de l’obtenir. Au contraire, les capteurs extéroceptifs peuvent avoir une

fréquence d’échantillonnage assez faible. Si l’on prend l’exemple d’un GPS, il n’est pas rare que les

données soient disponibles avec une période de deux à trois secondes, ce qui est souvent bien supérieur

à l’intervalle de temps ∆t nécessaire pour parcourir la trajectoire reliant deux nœuds de l’arbre.

Ainsi, au contraire de l’étape de prédiction qui est réalisée à chaque génération de nœud dans

l’arbre, l’étape de correction ne peut être utilisée que de temps en temps. Le planificateur doit donc

prendre en compte la fréquence de rafrâıchissement des données provenant des capteurs extéroceptifs

et ne lancer la phase de correction que lorsque de nouvelles données sont disponibles.

Pour simuler ceci, il faut connâıtre la période de rafrâıchissement Tc des capteurs extéroceptifs

ainsi que le temps que va mettre le mobile à parcourir la trajectoire générée pour arriver au nœud

courant. Cette valeur peut être obtenue si chaque nœud connâıt sa profondeur p au sein de l’arbre.

Le temps mis par le véhicule pour parcourir l’arbre depuis xinit jusqu’à un nœud à la profondeur p

est alors

tp = p ·∆t. (3.46)

En utilisant le même principe, il est également possible d’obtenir la longueur des trajectoires générées.

En notant la vitesse sur le i-ème segment de la trajectoire vi, on obtient comme distance entre le
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nœud de départ et un nœud à la profondeur p

p
∑

i=0

vi ·∆t. (3.47)

Ainsi, lorsque tp atteint une valeur multiple de Tc, on procède à une étape de correction du filtre de

Kalman. Si cette valeur est atteinte au cours d’un intervalle de temps ∆t, cet intervalle sera découpé

en trois parties :

– une prédiction est utilisée sur l’intervalle de temps avant que tp ne soit un multiple de Tc,

– la correction est exécutée lorsque les mesures seront disponibles,

– une prédiction est de nouveau utilisée pour finir l’intervalle de temps ∆t.

3.4.2 Schéma fonctionnel

Notre planificateur permettant la recherche de solutions dans un espace d’état incertain associe

trois composantes :

– le planificateur à échantillonnage RRT,

– un algorithme de localisation (le filtre de Kalman étendu),

– un test de collision qui fait le lien entre l’algorithme de localisation et le planificateur.

Le test de collision dépend fortement du problème à résoudre mais est indispensable afin de

déterminer si un état incertain appartient à Xfree. C’est ce test qui décide si malgré l’incertitude, cet

état peut être considéré comme admissible.

Nous montrons un exemple de test de collision dans la partie plus particulièrement consacrée à

la robotique de ce mémoire (paragraphe 6.3 page 123).

Le schéma fonctionnel du planificateur que nous avons dénommé Kalman-RRT [47] est présenté

à la figure 3.3.

Ce schéma montre bien l’importance de chacun des composants précédents. Le composant central

dans un planificateur à échantillonnage n’est plus l’algorithme de planification mais le test de collision

nécessaire à chacune des tentatives d’ajout de nœud dans l’arbre.

Trois composants interdépendants peuvent donc être considérés :
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Algorithme 9 KalmanRRT(in : K ∈ N, xinit ∈ Xfree, ∆t ∈ R, out : G)

1: G.Init(x̂,P)init)
2: Pour i = 0 à K faire

3: xrand ← RandomConfig((Xfree)
4: KalmanRRTExtend(G, xrand)
5: FinPour

6: Retourner G

Algorithme 10 KalmanRRTExtend(in : xrand, inout : G)

1: (x̂,P)near ← NearestNeighbor(G, xrand )
2: u← SelectInput(xrand, x̂near)
3: (x̂,P)new ← Prediction((x̂,P)near, u, ∆t)
4: Si CollisionFreePath((x̂,P)near,(x̂,P)new) alors

5: Si mesures sont disponibles alors

6: (x̂,P)new ← Estimation((x̂,P)new)
7: FinSi

8: G.AddNode((x̂,P)new)
9: G.AddEdge(x̂new, x̂new, u)

10: FinSi

– L’algorithme de localisation utilise le planificateur puisqu’il lui faut l’ancienne incertitude ainsi

que la commande à appliquer. En retour, il renvoie une incertitude qui sera analysée par le test

de collision.

– Le planificateur utilise le résultat du test de collision ainsi que la valeur de l’incertitude pour

décider s’il convient d’ajouter un état incertain dans l’arbre.

– Le test de collision utilise l’incertitude retournée par l’algorithme de localisation et, en fonction

du type d’algorithme utilisé, renvoie une valeur indiquant qu’il y a ou non collision avec une

probabilité donnée.

3.4.3 Algorithme

L’algorithme Kalman-RRT (algorithme 9) est très proche de celui du RRT traditionnel. La dif-

férence principale réside dans l’utilisation permanente du couple composé de l’état estimé x̂ et de la

matrice de covariance associée P afin de définir les nœuds de l’arbre.

Insistons sur le fait que xrand n’est pas incertain. Le but de notre planificateur est en effet de se

rendre en un état donné malgré les incertitudes, il n’est nullement question de se rendre en un état

incertain donné. On ne souhaite pas que l’incertitude sur l’état du système ait une valeur particulière,

nous voulons seulement que cette incertitude soit inférieure à une valeur qui pourrait entrâıner une

collision.

La sous-fonction KalmanRRTExtend (algorithme 10) diffère de la fonction RRTExtend (algorithme 8)

puisqu’un algorithme de localisation est utilisé à la place de la fonction NewState. L’algorithme choisi

tout d’abord (algorithme 10 ligne 1) le nœud de l’arbre (nœud qui contient l’état étendu (x̂,P)near)

le plus proche de celui du nœud choisi aléatoirement (x̂,P)rand.

Comme pour le RRT classique, une commande est alors choisie (ligne 2). Cet état étendu ainsi

que la commande sont alors envoyées à la fonction Prediction qui va retourner le nouvel état

étendu (x̂,P)new (ligne 3). Cette fonction est responsable de la partie prédiction de l’algorithme de

localisation.

La ligne suivante utilise un test de collision (fonction CollisionFreePath à la ligne 4) afin

de tester si la trajectoire élémentaire entre les deux états étendus successifs (x̂,P)near et (x̂,P)new
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appartient à Xfree pour un niveau de confiance donné (paragraphe 3.3).

A la ligne 5, si des données issues du simulateur de capteurs extéroceptifs sont disponibles, alors

l’algorithme exécute la phase de correction du filtre de Kalman (fonction Estimation à la ligne

6). Tout comme la fonction Prediction, la fonction Estimation renvoie la valeur mise à jour de

(x̂,P)new.

Une fois ces différentes phases du filtre réalisées, l’arbre est modifié (lignes 8 et 9) afin de

faire apparâıtre le nouveau nœud relié à l’arbre par la nouvelle branche. L’exécution de la fonction

KalmanRRTExtend est itérée autant de fois que spécifié par le paramètre K de la fonction KalmanRRT.

Des exemples de trajectoires planifiées en utilisant Kalman-RRT dans le contexte de la robotique

sont disponibles au chapitre 6.

3.4.4 Propriétés

Comme nous venons de le voir, les algorithmes du RRT et Kalman-RRT, sa version avec incerti-

tudes sont très proches.

La complexité de l’algorithme suite à l’ajout des incertitudes ne change pas par rapport au RRT

traditionnel. La complexité maximale correspond toujours à la recherche du plus proche voisin suite

au tirage d’une configuration aléatoire. L’utilisation d’un algorithme de localisation modifie ainsi la

constante multiplicative mais pas l’ordre de la complexité globale de l’algorithme. Les performances

en terme de temps de calcul s’avèrent donc très proches de celles du RRT.

3.5 Conclusion

L’algorithme que nous venons de présenter permet la planification de trajectoires en considérant

les incertitudes. Cet algorithme repose sur le RRT pour la planification et sur le filtre de Kalman

pour l’estimation de l’état dans lequel se trouve le système.

Cet algorithme vise à résoudre des problèmes de planification en réduisant les risques de collision

dus à l’incertitude sur l’état du système. La sûreté de la trajectoire n’est cependant pas garantie.

En effet, outre le fait que les calculs effectués sont approximatifs et reposent sur une linéarisation de

l’équation d’état, l’utilisation d’une représentation probabiliste de l’état incertain ne permet pas de

garantir à 100% que l’état du système se trouve dans une zone donnée. Il est nécessaire de considérer

un certain niveau de confiance, notamment dans le test de collision. De plus comme nous l’expliquions

dans le paragraphe 3.4, l’utilisation de la phase de correction, et notamment la simulation des capteurs

extéroceptifs, induit de nouvelles imprécisions. Nous verrons au chapitre suivant une approche qui

ne présente pas ces inconvénients.
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Fig. 4.1 – Prédiction ensembliste

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un planificateur intégrant une estimation par

filtrage de Kalman. Comme nous l’avons vu en conclusion, l’utilisation de cette méthode, et notam-

ment sa phase de correction induit un nombre important d’approximations, dues à la simulation des

capteurs extéroceptifs, qui ne garantissent pas que les trajectoires générées n’intersectent pas Xobs.

Nous présentons ici une modification du RRT afin de travailler avec des états incertains, les

incertitudes étant représentées par des ensembles. Ainsi, un ensemble Xi contient toutes les valeurs

possibles d’un état à un instant i donné, compte tenu de toutes les incertitudes du modèle.

Travailler et surtout représenter des ensembles de formes quelconques s’avère très délicat voire

impossible. Nous les enveloppons dans des ensembles aux formes plus simples (par exemple des

ellipsöıdes [48], des zonotopes [49], des vecteurs d’intervalles [50] ou encore des unions de vecteurs

d’intervalles [51, 52]). L’utilisation de tels ensembles plus simples à manipuler que des ensembles

quelconques engendrera un pessimisme qui ne fera pas perdre à nos résultats leur caractère garanti

mais qui pourra rendre la recherche de plans sûrs plus délicate.

Nous considérons que les équations régissant l’évolution du système sont incertaines. L’équation

d’état non-linéaire s’écrit

ẋ(t) = f(x(t),u(t),v(t)) (4.1)

où x(t) ⊂ X, u(t) ∈ U est la commande appliquée au système et où v(t) représente les perturbations

agissant sur le système à l’instant t. Nous considérons que ces perturbations sont bornées, v(t) ∈ V

pour tout t.

Nous supposerons que le système (4.1) admet une solution partant de xi ∈ Xi. On connâıt Xi à

l’instant t, on suppose que sur [t, t + ∆t] ui est constant et pour tout v : [t, t + ∆t]→ V. La solution

de (4.1) définit alors la trajectoire sur l’intervalle de temps [t, t + ∆t] entre xi et xi+1

xi+1 = φ(xi,ui,vi). (4.2)

Ainsi, le nouvel ensemble Xi+1 obtenu à partir de Xi en utilisant une commande ui donnée s’écrit

Xi+1 = φ(Xi,ui, V). (4.3)

Cet ensemble contient bien sûr l’ensemble φ(Xi,ui,vi) obtenu lorsque la réalisation du vecteur de

perturbations v prend une valeur particulière (figure 4.1).

Le problème que l’on cherche dans un premier temps à résoudre est un problème de planification

classique. L’état initial du système est incertain et l’incertitude sur cet état est bornée. On note xinit ∈
Xinit l’état initial du système. L’état du système xgoal que l’on cherche à atteindre appartient lui-même
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Algorithme 11 SetRRT(in : K ∈ N, Xinit ⊂ Xfree, Xgoal ⊂ Xfree, ∆t ∈ R+, out : G)

1: G.Init(Xinit)
2: i← 0
3: Répéter

4: Xrand ← RandomSet(Xfree)
5: Xnew ← SetRRTExtend(G, Xrand)
6: Jusqu’à i++> K or (Xnew 6= ∅ et Xnew ⊆ Xgoal)
7: Retourner G

Algorithme 12 SrtRRTExtend(in : G, Xrand, out : Xnew)

1: Xnear ← NearestNeighbor(G, Xrand)
2: u← SelectInput(Xrand, Xnear)
3: Xnew ← Prediction(Xnear, u, ∆t)
4: Si CollisionFreePath(Xnear,Xnew,u,∆t) alors

5: G.AddGuaranteedNode(Xnew)
6: G.AddGuaranteedEdge(Xnear, Xnew, u)
7: Retourner Xnew

8: FinSi

9: Retourner ∅

à un ensemble Xgoal. On ne cherchera pas à rejoindre un état précis xgoal mais plus modestement un

ensemble d’états Xgoal. La condition d’arrivée est donc vérifiée lorsqu’il existe un ensemble d’états

Xi entièrement inclus dans Xgoal.

Partant de n’importe quel état xinit appartenant à l’ensemble initial Xinit, on recherche une suite

de commandes unique ui, i = 1 . . . m telle que l’on rejoigne l’arrivée quelle que soit la réalisation du

bruit v ∈ V :

φ(φ(. . . φ(Xinit,um, V) . . . ),u2, V),u1, V) ⊂ Xgoal. (4.4)

4.1 Set-RRT

Afin de résoudre ce problème, nous présentons le planificateur Set-RRT [53] inspiré du RRT et

qui permet de travailler avec des ensembles contenant les différents états possibles du système en

présence d’incertitude.

L’algorithme Set-RRT (algorithme 11) décrit le fonctionnement de ce planificateur. Les arguments

d’entrée en sont :

– l’ensemble initial Xinit qui doit être inclus dans Xfree,

– l’ensemble d’arrivée Xgoal qui doit être inclus dans Xfree,

– le nombre de nouveaux nœuds à générer dans l’arbre K,

– l’intervalle de temps ∆t sur lequel le système va être intégré à chaque étape.

L’arbre G est créé à la ligne 1 avec comme racine l’ensemble initial Xinit. On rentre ensuite dans la

boucle de création des nœuds, qui sont maintenant associés à des ensembles et non plus à des vecteurs

ponctuels (ligne 3).

La création d’un nœud se fait en deux étapes. On choisit tout d’abord un ensemble aléatoire. Il

faut noter que cet ensemble peut parfaitement être ponctuel. Cependant, utiliser un ensemble non

ponctuel permet de remplacer Xrand par Xgoal ce qui peut être intéressant pour les variantes ensem-

blistes de RRT-Goalbias et RRT-Goalzoom. Une fois cet ensemble créé, la fonction SetRRTExtend

(algorithme 12) est appelée. Son fonctionnement est identique à celui de la fonction RRTExtend du

RRT mais dans une version ensembliste. A la ligne 1, la fonction NearestNeighbor renvoie Xnear,
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le nœud de G le plus proche de Xrand. Il faut donc définir une métrique permettant de mesurer la

distance entre deux ensembles. Cette métrique dépend bien sûr du type d’ensemble utilisé. Une com-

mande est ensuite choisie à la ligne 2. A la ligne 3, la fonction prediction est utilisée. Cette fonction,

tout comme la fonction NewState du RRT calcule le nouvel état ensembliste Xnew en fonction de l’état

actuel et de la commande. Finalement, un test de collision est effectué, qui doit garantir qu’aucun

état ensembliste entre Xnear et Xnew ne soit situé dans Xobs. Si aucune collision n’est détectée, l’état

ensembliste est ajouté à l’arbre.

Cette fonction est itérée jusqu’à ce que K nœuds soient générés ou bien qu’un des nouveaux états

Xnew soit un sous-ensemble de Xgoal

Cet algorithme ressemble donc au RRT traditionnel, cependant plusieurs parties diffèrent et

doivent être définies en fonction du type d’ensemble utilisé : la (pseudo-)métrique utilisée dans les

fonctions NearestNeighbor et SelectInput, la fonction de prédiction ainsi que le test de collision.

Nous spécialisons maintenant ces considérations au cas où Xi est enveloppé dans un vecteur d’inter-

valles ou pavé qui sont plus simples à manipuler que des ensembles quelconques.

4.2 Box-RRT

Afin d’illustrer l’algorithme Set-RRT présenté précédemment, nous prenons comme exemple d’en-

semble les vecteurs d’intervalles. Nous avons appelé Box-RRT [53] cette mise en œuvre du Set-RRT

avec des vecteurs d’intervalles. L’état du système est donc représenté par un vecteur d’intervalles

aussi appelé pavé [x] ∈ IRn, où n est la dimension de l’état du système.

Comme nous l’avons vu dans l’algorithme Set-RRT, les trois parties à définir sont la métrique,

l’étape de prédiction ainsi que le test de collision.

4.2.1 Métrique

De nombreuses (pseudo-)métriques peuvent être utilisées afin de calculer la distance entre deux

pavés. Par exemple, il est possible d’utiliser la borne supérieure de la distance euclidienne entre des

éléments de deux pavés :

d([x] , [y]) = ub

(

n
∑

i=1

([xi]− [yi])
2

)

. (4.5)

La figure 4.2 illustre cette pseudo distance entre deux boites de dimensions 2. Il s’agit bien d’une

pseudo distance puisque la fonction ne renvoie pas une valeur nulle lorsque les deux boites sont

identiques.

Il est également possible d’utiliser la distance de Hausdorff [54] qui quantifie la dilatation qu’il

faut faire subir à un pavé pour qu’il contienne l’autre.

La distance de Haussdorf entre deux vecteurs d’intervalles [a] et [b] est donnée par

h∞([a] , [b]) = max{h0
∞([a] , [b]), h0

∞([b] , [a])}, (4.6)

avec

h0
∞([a] , [b]) = inf{r ∈ R+| [A] ⊂ [B] + r [U]} (4.7)

et

[U] = [−1, 1]×n. (4.8)

A la différence de la pseudo-métrique précédente, la distance d’Hausdorff est une véritable mé-
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d1([x1] , [x2])

x

y

[x1]

[x2]

Fig. 4.2 – Borne supérieure de la distance euclidienne entre des éléments de deux pavés de dimension
2

trique puisque les trois propriétés suivants sont satisfaites :

h∞([a] , [b]) = 0→ [a] = [b] (séparation) (4.9)

h∞([a] , [b]) = h∞([b] , [a]) (symétrie) (4.10)

h∞([a] , [c]) 6 h∞([a] , [b]) + h∞([b] , [c]) (inégalité triangulaire) (4.11)

Un exemple pour des vecteurs d’intervalles de dimension 2 est donné sur la figure 4.3.

4.2.2 Étape de prédiction

L’étape de prédiction doit être réalisée en utilisant une méthode d’intégration numérique garantie

[55, 56] à l’instant t + ∆t de (4.1) pour calculer [xnew]. Ainsi, partant de [xnear] à l’instant t et

appliquant la commande u ∈ U (considérée comme constante sur l’intervalle de temps ∆t), on

obtient un pavé [xnew] contenant le nouvel état de façon garantie à nos hypothèses de modélisation

des incertitudes sont satisfaites.

L’intégration numérique garantie [55,56] permet également de vérifier qu’aucune collision n’inter-

vient durant l’intervalle de temps [t, t + ∆t]. Pour cela, nous essayons de trouver une approximation

extérieure [x̃1] ⊂ IRn telle que

[x0] + [0,∆t]f([x̃1],u, V) ⊂ [x̃1]. (4.12)

Ceci permet de garantir [55] que :

∀x ∈ [x0] , ∀v ∈ V, ∀t ∈ [t0, t0 + ∆t] x(t) ∈ [x̃1]. (4.13)

Pour trouver [x̃1], nous commençons par [x̃1] = [xnear] ⊔ [xnew] le pavé qui enveloppe [xnear] et

[xnew]. Nous augmentons ensuite sa taille si nécessaire jusqu’à ce que (4.12) soit vérifiée. L’algo-
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[a]

[b]

h0
∞([a] , [b])

(a) h0
∞([a] , [b])

[a]

[b]h0
∞([b] , [a])

(b) h0
∞([b] , [a])

Fig. 4.3 – Distance de Hausdorff entre deux pavés de dimension 2

Algorithme 13 ApproximationExterne(in : [xnear], [xnew], u, ∆t, out : [x̃1]])

1: [x̃1] = [xnear] ⊔ [xnew]
2: TantQue [xnear] + [0,∆t]f([x̃1],u, V) 6⊂ [x̃1] faire

3: [x̃1]← [x̃1] + ǫ [−1, 1]×n

4: FinTantQue

rithme 13 décrit l’obtention de cette approximation externe [x̃1].

Il serait possible une fois cette approximation trouvée de l’affiner pour diminuer le pessimisme,

notamment lorsque cette forme est utilisée dans le test de collision.

Une fois que l’on a une approximation externe de l’ensemble des états contenant la trajectoire du

système, il reste à vérifier que cette approximation appartient à Xfree.

4.2.3 Test de collision

Avant d’ajouter un nœud au graphe G, nous devons déterminer si ce nœud est sûr, c’est-à-dire

s’assurer que les états contenus dans un pavé d’états sont tous contenus dans Xfree. C’est le rôle du

test de collision. Il faut dans un premier temps garantir que les pavés d’états de départ [xinit] et

d’arrivée [xgoal] sont sûrs.

Il faut aussi vérifier que la trajectoire entre deux pavés consécutifs est sûre. Si c’est le cas, le nœud

peut être ajouté. Ce test est utilisé dans la fonction CollisionFreePath. Si nous utilisons une simple

enveloppe convexe dans ce cas, il est tout à fait possible que l’un des états du système appartienne

à Xobs sans qu’on puisse le détecter. On voit ainsi sur la figure 4.4 que l’enveloppe convexe de [x]i et

[x]i+1 est entièrement contenue dans Xfree alors que si l’on regarde la trajectoire réelle du système,

certains états appartiennent à Xobs. Cette trajectoire ne peut donc être ajoutée à notre arbre. Pour

pouvoir ajouter cette trajectoire, une fois l’approximation extérieure [x̃1] trouvée, il faut vérifier

qu’aucun des états de [x̃1] n’appartienne à Xobs. L’utilisation d’une méthode d’intégration garantie
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enveloppe convexe de [xi] et [xi+1]

ensemble des trajectoires

Xobs

Fig. 4.4 – Différence entre l’ensemble des trajectoires entre [xi] et [xi+1] et l’enveloppe convexe de
[xi] et [xi+1]

Algorithme 14 BoxRRT(in : K ∈ N, [xinit] ⊂ Xfree, [xgoal] ⊂ Xfree, ∆t ∈ R+, out : G)

1: G.Init([xinit])
2: i← 0
3: Répéter

4: [xrand]← RandomBox(Xfree)
5: [xnew]← BoxRRTExtend(G, [xrand])
6: Jusqu’à i++> K ou ([xnew] 6= ∅ et [xnew] ⊆ [xgoal])
7: Retourner G

ajoutera du pessimisme mais permettra de garantir qu’aucun état n’appartienne à Xobs.

4.2.4 Algorithme

L’algorithme Box-RRT (algorithme 14) ainsi que la fonction BoxRRTExtend utilisée (algorithme

15) sont directement adaptés de la version ensembliste Set-RRT.

4.2.5 Exemples de trajectoires planifiées

Nous présentons dans cette section des exemples de trajectoires obtenues pour un objet ponctuel

à deux degrés de liberté et ayant un vecteur commande de dimension 2. La figure 4.5 représente une

trajectoire planifiée pour ce système dans un environnement comportant peu d’obstacles. L’erreur

maximale sur le déplacement est de 2% sur x et y et de 1% sur θ. Le système régissant les mouvements

de ce mobile est le suivant :

ẋ =
1

1− v
u (4.14)

avec v ∈ [−verr, verr] où verr représente l’erreur maximale sur le déplacement, ici verr = 0.02
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 4.5 – Exemple de trajectoire planifiée avec Box-RRT
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Algorithme 15 BoxRRTExtend(in : G, Xrand, out : [xnew])

1: [xnear]← NearestNeighbor(G, [xrand])
2: u← SelectInput([xrand], [xnear])
3: [xnew]← Prediction([xnear], u, ∆t)
4: Si CollisionFreePath([xnear],[xnew], u, ∆t) alors

5: G.AddGuaranteedNode([xnew])
6: G.AddGuaranteedEdge([xnear], [xnew], u)
7: Retourner [xnew]
8: FinSi

9: Retourner ∅

Algorithme 16 RéductionBoite(in : [xnear], [xnew])

1: [xreduit]← [xnew]
2: [xnear]j ← Découpage([xnear] , j)
3: Répéter

4: PourTout [xnear]j ∈ [xnear] faire

5: estreduit ← RechercheCommande([xnear]j, [xreduit])
6: Si (estreduit == FAUX) alors

7: Retourner [xreduit]
8: FinSi

9: FinPour

10: [xreduit]← Réduire([xreduit])
11: Jusqu’à VRAI

La figure 4.6 illustre le fait que l’extension Goalbias du RRT peut s’appliquer aisément au Set-

RRT. La probabilité utilisée pour le tirage des points de Goalbias est ici p = 0.1. Nous utilisons ici

un [xrand] ponctuel.

Le planificateur que nous venons de présenter permet de générer des trajectoires garantissant

qu’à aucun moment l’état ne rentre dans Xobs à condition que les hypothèses sur le bruit d’état

soient satisfaites. Ainsi, contrairement à la représentation probabiliste utilisée dans le planificateur

Kalman-RRT, l’incertitude détermine ici l’ensemble des états que peut prendre le système. Tous les

états possibles du système sont connus et pris en compte à chaque instant de la planification. De

plus, seule une phase de prédiction est ici utilisée. Il n’existe donc aucune approximation due à la

simulation des mesures capteurs lors de la planification.

L’algorithme de planification proposé permet donc de garantir la sûreté de la trajectoire proposée.

Cependant, la seule utilisation d’une phase de prédiction ne permet pas de résoudre certains pro-

blèmes puisque l’incertitude augmente à cause des perturbations d’état à chaque pas d’intégration

du système.

4.3 Planification à commandes différenciées

L’algorithme recherche une suite de commandes unique qui permet au système partant d’un état

quelconque contenu dans [xinit] de rejoindre [xgoal] et cela quelque soit les réalisations des pertur-

bations d’état. Nous allons relaxer cette exigence et essayer maintenant non plus de trouver une

commande unique quel que soit l’état initial incertain mais de trouver pour chaque état initial, une

suite de commandes permettant d’atteindre Xgoal quelles que soient les réalisations des perturbations

d’état.

Précédemment, nous utilisions une commande unique notée u afin de faire passer du pavé [xnear]
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 4.6 – Exemple de trajectoire planifiée avec la modification Goalbias de Box-RRT
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Algorithme 17 RechercheCommande(in : [xnear], [xreduit])

1: A← [u]
2: TantQue A 6= ∅ faire

3: [c]← Pop(A)

4: Si φ
(

[xnear]j,mid([c]), [v]
)

⊂ [xreduit] alors

5: Retourner SUCCES
6: Sinon

7: Si w([c])< ǫ alors

8: Retourner ECHEC
9: Sinon

10: {[cleft] , [cright]} ← Bissection([c])
11: A+ = [cleft]
12: A+ = [cright]
13: FinSi

14: FinSi

15: FinTantQue

au pavé [xnew] (figure 4.7) en utilisant (4.1).

Nous allons maintenant, pour un état incertain contenu dans un pavé [xnear], chercher un ensemble

de commandes γj permettant à chacun des états contenu dans [xnear] de rejoindre un pavé entièrement

contenu [xnew].

Utiliser une commande différenciée permettra ainsi d’obtenir des vecteurs d’intervalles plus petits

et ainsi de trouver des trajectoires qui n’appartenaient pas à Xfree précédemment.

Nous allons procéder en deux étapes. Tout d’abord, nous étendrons l’arbre comme nous le faisions

avec une commande unique u. Après avoir obtenu l’état [xnew], nous tenterons de le réduire dans une

seconde phase.

Pour cela, nous choisissons tout d’abord un pavé [xreduit] ⊂ [xnew], une réduction de [xnew] qui

caractérisera l’ensemble des états à tenter de rejoindre (figure 4.8). Nous partitionnerons ensuite le

pavé de départ [xnear] en sous-pavés, que nous appellerons [xnear]j où j représente le j-ème sous-pavé

ainsi produit. Pour chacun de ces sous-pavés [xnear]j , nous cherchons une commande γi qui permette

de rejoindre [xreduit] (figure 4.9).

Pour cela, nous prenons l’intervalle [u] comme point de départ de notre recherche de la commande

[c]j . Nous allons tester si la commande située au milieu de cet intervalle [c]j que nous notons mid([c]j)

permet, une fois appliquée à [xnear]j, de rejoindre [xreduit] malgré la perturbation vj ∈ [v]. Ainsi, nous

voulons tester si

φ
(

[xnear]j,mid([c]j), [v]
)

⊂ [xreduit] . (4.15)

Si (4.15) est vérifiée, nous avons prouvé que pour chaque état contenu dans [xnear]j , la commande

γj = mid([c]j) permet de rejoindre un pavé entièrement contenu dans [xreduit], c’est-à-dire que

∀x ∈ [xnear]j, φ
(

x,mid([c]j), [v]
)

⊂ [xreduit] . (4.16)

Si ce n’est pas le cas, nous bissectons [c]j en sous-pavés afin de tester si d’autres commandes le

permettent (figure 4.10). La bissection s’arrêtera lorsqu’une commande est trouvée, c’est à dire que

∀x ∈ [xnear]j ,∃[c]j ⊂ [u] , φ
(

x,mid([c]j), [v]
)

⊂ [xreduit] (4.17)

ou bien lorsque la taille des pavés issus de la bissection devient trop petite.
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[U]

[xnear] [xnew]

u

φ([xnear],u, [v])

Fig. 4.7 – Le RRT applique la commande unique u à [xnear] afin d’aller dans [xnew]

[u]

[xnear]

[xnew]

[xreduit]

φ([xnear], ?, [v])

?

Fig. 4.8 – Le but est de trouver une commande qui permette à [xnear] de rejoindre [xreduit] ⊂ [xnew]

Nous devons maintenant trouver une telle commande pour tous les sous-pavés [xnear]j contenus

dans [xnear]. Nous prouverons ainsi qu’il existe une commande pour chacun de ses sous-pavés qui

permet de rejoindre des vecteurs d’intervalles entièrement contenus dans [xreduit] :

∀[xnear]j ⊂ [xnear] ,∀x ∈ [xnear]j ,∃ [c]j ⊂ [u] , φ
(

x,mid([c]j), [v]
)

⊂ [xreduit] . (4.18)

Lorsqu’une commande est trouvée pour chaque [xnear]j , nous pouvons réduire [xreduit] plus signifi-

cativement et réitérer le processus afin de voir si l’on peut toujours rejoindre [xreduit]. Cette réduction

de [xreduit] continuera tant qu’une commande existera pour chaque [xnear]j .

Dans le plan retourné par le planificateur, il se sera plus question d’une suite de commandes

à appliquer afin de passer de l’état [xinit] à l’état [xgoal]. En effet, le planificateur retourne ici un

ensemble de commandes, chacune permettant de faire passer le système d’un état appartenant à

[xnear]i à un état appartenant à [xreduit]. Dans la pratique, il sera possible de déduire dans quelle

partie de [xnear] se situe le système en utilisant par exemple des amers ou des zones de relocalisation.

On pourra ainsi décider de la commande à utiliser.

Cette réduction de la taille de [xnew] permet de trouver un nombre plus important de trajectoires

appartenant à Xfree et ainsi de trouver des trajectoires pour des problèmes qui étaient insolubles

précédemment.
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[xnear]1 [xnear]2

[xnear]3 [xnear]4

φ([xnear]1, γ1, [v])

φ([xnear]2, γ2, [v])

φ([xnear]3, γ3, [v])

φ([xnear]4, γ4, [v])

[xnew]

[xreduit]

Fig. 4.9 – On bissecte [xnear] et pour chaque sous-intervalle [xnear]j on cherche une commande γj

telle que φ([xnear]j , γj ,vj) ⊂ [xreduit]

[xnear]4

[u]

[c]4

φ ([xnear]4,mid ([c]4) , [v])

[xnew]

[xreduit]

Fig. 4.10 – On bissecte le vecteur d’intervalle [c]4 jusqu’à trouver [c]4 tel que
φ ([xnear]4,mid ([c]4) , [v]) ⊂ [xreduit]
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4.4 Conclusion

L’algorithme présenté permet de planifier des trajectoires qui garantissent qu’il n’y aura pas colli-

sion durant la phase de navigation. Cette garantie est due à l’utilisation d’ensembles pour représenter

tous les états que peut prendre le système à un instant donné et à l’utilisation d’outils d’intégration

numérique garantie qui permettent d’enfermer toutes les solutions d’un système d’équations différen-

tielles incertaines. De plus, afin d’éviter les problèmes dûs à la simulation des capteurs extéroceptifs,

seule une étape de prédiction est utilisée.

Dans un deuxième temps, nous avons relaxé la contrainte sur la commande afin de trouver plu-

sieurs commandes pour un même ensemble d’états. L’utilisation d’une telle méthode permet de

réduire la taille de l’incertitude pour un état donné. Il en suit que de nombreuses trajectoires qu’on

ne peut détecter lorsque l’on cherche une commande unique pour tous les cas peuvent être utilisées

maintenant.
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Ce chapitre présente ce que sont les contraintes différentielles et comment les intégrer à un pla-

nificateur de trajectoires. Nous nous focaliserons sur les problème de planification en robotique, et

plus particulièrement sur la planification pour un véhicule de type voiture.

Les modèles différentiels s’expriment sous la forme d’un système différentiel d’état

ẋ = f(x,u). (5.1)

Cette équation différentielle, déjà utilisée notamment dans la présentation du planificateur RRT,

décrit comment l’état va évoluer en fonction de sa valeur actuelle et des commandes à appliquer.

Dans le paragraphe 5.1, nous présenterons les différentes contraintes rencontrées en robotique et

un modèle simple de véhicule. Puis, nous intégrerons ce modèle dans un planificateur à échantillonnage

de type RRT dans le paragraphe 5.3. Nous ne détaillerons pas l’intégration de modèles dans d’autres

types de planificateurs. Dans le paragraphe 5.4, nous présenterons des modèles de véhicules plus

évolués et nous résoudrons des problèmes de planification les intégrant.

5.1 Contraintes en robotique

Dans la première partie, nous avons considéré des problèmes de planification génériques. Dans

cette seconde partie, le domaine d’application est la robotique et les techniques présentées précédem-

ment doivent être mises en œuvre pour un véhicule ce qui impose la prise en compte de contraintes

spécifiques.

5.1.1 Non-holonomie

Les système robotiques (ou robots) doivent en général faire face à une contrainte forte appelée

non-holonomie. Cette contrainte s’explique par un nombre de commandes inférieur au nombre de

degrés de liberté du système et implique que certaines directions ne sont pas autorisées pour les

changements d’état.

Prenons l’exemple d’une voiture. Nous savons bien qu’il est impossible de réaliser un mouvement

de translation latérale et que cela nécessite un créneau. Ceci est dû aux roues arrières qui devraient

glisser au lieu de rouler pour réaliser un tel mouvement. Si les roues arrières étaient elles aussi

orientables, la manœuvre pour garer une voiture serait plus simple. On dit que la voiture est un

système non-holonome. Le cas d’une voiture est assez explicite, le nombre de variables de configuration

étant de trois (les coordonnées du point de référence de la voiture (x, y) et son orientation θ) alors

que le conducteur ne peut activer que deux commandes : les pédales d’accélérateur/frein et le volant.

5.1.2 Robot et voiture

En environnement intérieur, les robots ne se déplacent en général pas comme des voitures. le type

de robot utilisé est souvent un modèle à deux roues équipé d’un différentiel permettant à chacune des

roues d’évoluer indépendamment de l’autre (figure 5.1). Le vecteur de commande u est alors composé

des vitesses angulaires de chacune des roues : ur pour la roue droite, ul pour la gauche. Si les deux

vitesses angulaires sont égales et non nulles, alors le véhicule se déplace en ligne droite. De même, si

ul = −ur alors le robot tournera sur lui-même.
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r

L

Fig. 5.1 – Modèle de robot à un essieu

Le système différentiel régissant les mouvements de ce robot est le suivant :

ẋ =
r(ur + ul)

2
cos θ, (5.2)

ẏ =
r(ur + ul)

2
sin θ, (5.3)

θ̇ =
r(ur − ul)

L
, (5.4)

avec r le rayon des roues et L la distance entre les deux roues.

Ce modèle rentre dans la catégorie des système non-holonomes puisque le nombre de commandes,

ici 2, est inférieur à la dimension du vecteur d’état, 3. Cependant, en utilisant un tel modèle, il est

possible de planifier comme nous le faisions dans les chapitres précédents en utilisant une suite de

segments de droite. Bien qu’un robot de ce type ne soit pas capable d’effectuer un mouvement de

translation latéral, il peut très bien compenser ceci grâce à sa capacité à tourner sur lui-même. En

effet, le passage entre deux états quelconque x1 = (x1, y1, θ1) et x2 = (x2, y2, θ2), en imaginant que

Xobs = ∅, peut se faire en trois étapes :

– Le robot, dont l’état est x1 va tourner sur lui même afin de pourvoir se diriger vers (x2, y2).

Son état passe ainsi de x1 à
(

x1, y1, tan

(

y2 − y1

x2 − x1

))

. (5.5)

– Le robot se déplace alors en ligne droite afin de rejoindre l’état

(

x2, y2, tan

(

y2 − y1

x2 − x1

))

. (5.6)

– Il tourne finalement sur lui-même pour atteindre x2.

Ainsi, dans le cadre d’un problème de planification, la contrainte de non-holonomie s’appliquant

au système pour ce modèle précis de robot ne pose pas de difficulté. Il suffit de rechercher une suite

de segments de droites permettant d’atteindre l’état désiré.

Pour une voiture, cette solution n’existe pas puisqu’elle ne peut tourner sur elle-même.

Dans la suite de ce manuscrit, nous ne nous intéresserons qu’au cas des véhicules de type voiture,

et le terme de véhicule ne sera d’ailleurs utilisé que pour désigner les systèmes non-holonomes de

type voiture.
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Fig. 5.2 – Voiture simple

5.1.3 Voiture simple

Le modèle de type voiture présenté sur la figure 5.2 appelé voiture simple [57] est un modèle

cinématique de véhicule intégrant la contrainte de non-holonomie.

A la différence du robot présenté dans le paragraphe 5.1.2, la voiture simple ne peut pas tourner

sur elle-même et enchâıner des segments de droites en guise de trajectoires.

Sur la figure 5.2, v représente la vitesse du véhicule, θ son orientation par rapport au repère de

référence, (x, y) les coordonnées de son point de référence dans le repère de référence, δ est l’angle de

braquage, c’est à dire l’angle entre l’orientation des roues et l’orientation du véhicule. ρ est le rayon

de braquage.

Dans un petit intervalle de temps ∆t, le mouvement de la voiture peut être approximé dans la

direction des roues avant. Si l’intervalle de temps ∆t tend vers 0, cela implique que [25]

dy

dx
= tan θ. (5.7)

L’équation (5.7) peut être récrite comme

− ẋ sin θ + ẏ cos θ = 0. (5.8)

Cette contrainte est vérifiée si ẋ = cos θ et ẏ = sin θ. Ces valeurs peuvent être multipliées par

n’importe quel scalaire et toujours vérifier la contrainte. Ce scalaire correspond directement à la
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vitesse du véhicule v. Ainsi, les deux premières composantes du système différentiel sont

ẋ = v cos θ, (5.9)

ẏ = v sin θ. (5.10)

Afin de trouver la dernière composante qui spécifie θ̇, nous devons considérer la distance parcourue

par le véhicule que l’on note w. Ainsi, dw = ρdθ. De plus par trigonométrie on a ρ = L
tan δ

. On obtient

dθ =
tan δ

L
dw. (5.11)

En divisant les deux cotés de l’équation par dt et en utilisant le fait que ẇ = v, on obtient la troisième

composante de l’équation d’état

θ̇ =
v

L
tan δ. (5.12)

La voiture simple est dont régie par l’équation d’état suivante :

ẋ = v cos θ,

ẏ = v sin θ, (5.13)

θ̇ =
v

L
tan δ.

Ce modèle n’est bien sûr pas complet si l’on ne spécifie pas l’ensemble des commandes u = (v, θ)

utilisables. On part du principe que la voiture simple se déplace lentement afin de pouvoir négliger

sa dynamique. Il faut noter que si l’on prend une vitesse positive ou nulle dans ce type de modèle, le

véhicule ne pourra se déplacer qu’en marche avant. Ainsi, une configuration dans laquelle un véhicule

fait face au mur ne pourra plus être utilisée si la marche arrière est impossible. La commande au

niveau de l’angle de braquage doit également être bornée afin de refléter la situation d’une voiture.

En plus d’être problématique pour l’intégration de notre système différentiel, un angle de braquage

de π/2 ou de −π/2 n’est pas admissible par une voiture. Ainsi, l’angle de braquage maximal δmax

devra respecter la contrainte |δmax| < π
2 .

Il existe plusieurs versions de ce modèle [25] en fonction des contraintes appliquées sur les com-

mandes :

– la voiture simple que nous venons de présenter lorsque v ∈ [−1; 1] et θ ∈ [−δmax; δmax] avec

|δmax| < π
2 ,

– la voiture de Reeds-Sheep [58] limite la vitesse à v = {−1, 0, 1},
– la voiture de Dubins [59] est identique à la voiture de Reeds-Sheep mais n’autorise pas la marche

arrière. C’est ce modèle qui sera utilisé dans la suite du manuscrit.

Géométriquement, les trajectoires générées sont des clothöıdes, c’est à dire qu’elles sont composées

de segments de droites et d’arcs de cercles donc le rayon minimal dépend de l’angle de braquage

maximum δmax.

5.2 Problème de planification pour véhicule

Le problème de planification à résoudre consiste toujours en la recherche d’une trajectoire entre

l’état initial xinit et un sous ensemble Xgoal de l’espace d’état X.

La principale différence entre les problèmes génériques de planification, que nous présentions dans

la première partie, et les problèmes de planification en robotique se situe au niveau du système à

déplacer. Comme nous l’avons vu pour le modèle de la voiture simple, ce système intègre la non-

holonomie dans le système différentiel régissant son changement d’état. Cet état est au minimum de
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dimension 3 pour un véhicule non-holonome puisqu’en plus de la position du robot sur le plan {x, y},
il faut considérer son orientation par rapport à ce plan. Ainsi, si l’on note V le repère du véhicule

et W le repère lié à l’environnement, les trois composantes obligatoires de l’espace d’état seront la

position de V dans W et l’orientation de V par rapport à W.

Le sous-ensemble Xobs ⊂ X est, dans le cadre de la robotique, directement lié aux obstacles que

contient l’environnement. Ce sous-ensemble est donc composé de l’ensemble des états pour lesquels

le véhicule rentre en collision avec un obstacle.

Un obstacle peut être défini comme une partie du monde occupée en permanence. Ce peut être,

par exemple, une maison ou un mur sur les cartes de l’environnement empêchant le passage du

véhicule. Les obstacles peuvent être représentés de nombreuses façons. La manière la plus commune

est l’utilisation de polygones qui peuvent être convexes ou non. Un polygone convexe est défini par

l’intersection de demi-plans. La représentation informatique d’une telle forme géométrique peut se

faire par la définition des coordonnées de ses sommets ou bien par les arêtes entre deux sommets

consécutifs. Un polygone non convexe est en général défini par la combinaison de plusieurs polygones

convexes. Ainsi, un polygone non convexe P peut être défini par

P = P1 ∪ P2 . . . (5.14)

où les Pi sont des polygones convexes.

D’autres représentations sont possibles telles que les polygônes à trou, les pyramides à base

triangulaire qui sont fréquemment utilisées en informatique ou bien les bitmaps. Dans le cas d’un

bitmap, chaque pixel correspond à un carré de coté donné. Dans le cas d’une image en niveau de gris,

l’intensité du pixel correspond à une probabilité que l’obstacle soit situé à l’emplacement indiqué par

le pixel. Ce qui revient à parler de difficulté à traverser certaines zones de l’environnement.

Définir l’ensemble Xobs pour un véhicule et un environnement donné est difficile. Dans le cas d’un

système ponctuel, l’ensemble contenant les obstacles est confondu avec l’ensemble Xobs. Ainsi, si la

configuration du système ponctuel est sur un obstacle, alors le système est en collision avec l’obstacle

et son état appartient donc à Xobs.

En robotique, un véhicule n’est pas un système ponctuel. La solution la plus simple réside donc

souvent dans l’utilisation d’un test de collision qui indique si un véhicule, situé en une position donnée,

rentre en collision avec un obstacle.

5.3 Intégration au planificateur de type RRT

Dans cette partie, nous allons intégrer le modèle de voiture simple au planificateur de type RRT

en ne considérant pas, pour le moment, les incertitudes liées au système.

L’intégration d’un modèle quel qu’il soit dans le RRT ne pose pas de problème puisque c’est la

fonction NewState qui se charge de calculer le nouvel état du véhicule en fonction de son état actuel

et de la commande à lui appliquer. Ainsi, tout système régit par une équation de la forme

ẋ = f(x,u) (5.15)

peut être pris en charge par le planificateur.

L’intégration de (5.15) peut parfois se faire analytiquement, par exemple lorsque la commande

est considérée comme constante pendant l’intervalle de temps sur lequel on intègre le système. Elle

peut également se faire par des méthodes numériques telles que la méthode d’Euler ou la méthode

de Runge Kutta à l’ordre 4, par exemple.

L’ensemble des améliorations (RRT-Goalbias, RRT-Goalzoom, RRT-Connect) présentées dans le

premier chapitre restent ici d’actualité. Il faut cependant noter que le Dual-RRT (paragraphe 1.3.7.1
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page 41) n’est ici plus possible. Il est en effet très peu probable, pour ne pas dire impossible, que les

deux arbres se rejoignent et que le point de jonction respecte les contraintes différentielles. Il faudrait

en effet que les deux arbres aient en commun un nœud. La possibilité que cela arrive est d’autant

plus faible que la dimension de l’espace d’état est grand. On utilisera donc dans la suite un seul arbre

afin de planifier la trajectoire.

5.3.1 Mise en œuvre et optimisation du RRT

La mise en œuvre du RRT respecte strictement l’algorithme présenté dans le chapitre 1. Cepen-

dant, afin d’optimiser la vitesse de planification et de profiter pleinement des capacités des processeurs

modernes, le RRT a été parallélisé.

La façon la plus simple de procéder à cette parallélisation est d’utiliser plusieurs arbres comme

expliqué précédemment avec les Dual-RRT. Les processus légers ont ainsi chacun leur propre arbre

dans lequel ils ajoutent leurs nœuds, il n’y a donc pas, a priori, besoin de partager une zone mémoire.

Cependant, si l’on veut trouver une trajectoire qui utilise plusieurs de ces arbres, il est nécessaire

d’avoir au moins un processus contenant l’ensemble de ces arbres afin de voir si le nœud ajouté est

très proche voire confondu avec un nœud d’un des autres arbres. Si ce nœud existe, on a trouvé la

trajectoire entre les racines des deux arbres.

Cette solution est loin d’être idéale. Le processus qui scrute les différents arbres a une utilisation

importante du processeur puisque les calculs qu’il doit réaliser sont lourds. De plus, comme nous

venons de le voir, le Dual-RRT s’applique très mal aux systèmes dont le nombre de degrés de liberté

est important.

L’idéal est donc de paralléliser le RRT simple. On garde ainsi une des propriété principale du

RRT, qui faisait défaut avec les deux arbres : l’arbre est toujours connecté. La mise en place d’un

parallélisme sur le RRT reste relativement simple. Chaque processus va travailler sur le même arbre.

Pendant la lecture de l’arbre afin de trouver le plus proche voisin, tous les processus vont lire le même

espace mémoire. Lorsqu’un d’entre eux a fini et veut ajouter un nouveau nœud à l’arbre, il prend

le sémaphore, ajoute son nœud et le rend aussitôt. La procédure d’ajout d’un nœud dans l’arbre se

résumant à la création d’un objet par son constructeur, le temps pendant lequel les autres processus

sont en attente est faible.

Il se peut cependant qu’un des processus soit en train de lire l’arbre pendant qu’un autre ajoute un

nœud. Dans ce cas, suivant la structure de données utilisée et le sens de parcours de cette structure

(par exemple, si l’on prend une structure de type arbre, elle peut être parcourue en largeur, en

profondeur ou bien encore de façon chaotique), il se peut que le nouveau nœud ne soit pas pris en

compte dans la recherche du plus proche voisin. Ce problème n’en est pas vraiment un puisque l’arbre

s’étend tout de même. Cependant, si l’on veut avoir strictement le même fonctionnement que pour

un RRT classique, il suffit d’utiliser une structure de données particulière. En effet, si les nœuds de

l’arbre sont stockés dans une file (FIFO), le processus examinant les nœuds devra passer par le dernier

nœud, celui qui vient d’être ajouté. Cette structure permet d’augmenter les chances que les nœuds

nouvellement créés soient pris en compte mais ne le garantit tout de même pas (puisque lorsque le

constructeur est exécuté, le processus continu de parcourir l’arbre et peut très bien finir ce parcours

avant la fin du constructeur), surtout lorsque l’arbre ne contient que peu de nœuds.

Les exclusions mutuelles doivent être placées juste avant l’accès en écriture dans la structure

arbre. Autrement dit, lorsqu’un nœud est ajouté dans l’arbre par un processus, il faut qu’aucun

autre processus ne soit déjà en train d’écrire dedans. Il en résulterait qu’un des nœuds ne serait

finalement pas dans l’arbre à la fin. Les mutex sont placés juste avant l’ajout d’un nouveau nœud

comme indiqué sur l’algorithme 18. Les primitives de prise (P pour prendre) et de libération (V pour

vendre) de la variable d’exclusion mutuelle sont fidèles à celles définies par Dijkstra.

Les tests portent sur la génération de 40 000 nœuds dans un environnement clos contenant deux
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Algorithme 18 Parallelisation du Rrt

1: Mutex ← 0
2: ...
3: Pour i = 0 à K faire

4: xrand ← RandomState() ;
5: xnear ← NearestNeighbor(G, xrand )
6: u← SelectInput(xrand, xnear )
7: xnew ← NewState(xnear, u, ∆t )
8: P(Mutex)
9: G.AddNode(xnew)

10: G.AddEdge(xnear, xnew, u)
11: V(Mutex)
12: FinPour

13: ...

temps de calcul nombre de processus temps de calcul/nombre de processus rendement

207.4 1 207

211.5 2 105.8 0.98

217.9 4 54.5 0.95

Tab. 5.1 – Temps de calcul de 40 000 nœuds en fonction du nombre de processeurs

obstacles placés en T au milieu de la carte. Ces résultats sont des moyennes sur 100 calculs et ont

été obtenus sur une lame JS21 comportant quatre processeurs Power PC. Les résultats obtenus dans

la table 5.1 sont très bons puisqu’ils montrent que le temps perdu à cause des exclusions mutuelles

est très faible, le rendement étant très proche de l’unité.

5.3.2 Test de collision

Lors de la présentation du RRT pour un système quelconque, il a été dit qu’un état était ajouté

à l’arbre G s’il appartenait à l’ensemble Xfree. Là où ce test était évident pour un système ponctuel

puisque, dans ce cas, l’ensemble des obstacles de l’environnement est confondu avec l’ensemble Xobs,

il doit être redéfini dans le cas de notre véhicule.

Comme celui-ci n’est pas ponctuel, le fait de tester si son état actuel x ne prend pas des valeurs

qui le placent sur un obstacle ne suffit pas à garantir qu’il n’y ait pas de collision entre le véhicule et

un mur de l’environnement.

La composante en x et en y du vecteur d’état x représente en effet la position géométrique du

point de référence du véhicule dans le repère de référence W de l’environnement.

Si le véhicule est représenté par un polygone Pv, il faut, après avoir calculé les coordonnées de ce

polygone dans W tester qu’aucun des segments de ce polygone n’ait de point d’intersection avec un

des segments des polygones représentant les obstacles de l’environnement. Il faut également tester

qu’aucun des segments de l’environnement ne soit entièrement contenu dans Pv. En effet, le saut dû

à l’intégration du système différentiel sur un intervalle de temps ∆t peut faire qu’un obstacle soit

entièrement contenu dans le polygone représentant le véhicule sans qu’il n’ait de point d’intersection.

5.3.3 Pseudo-métrique

Une pseudo-métrique est nécessaire afin calculer quel nœud est associé à un état qui est le plus

proche de xrand. De nombreuses options sont possibles.
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Si l’on utilise une distance euclidienne dans R3, le principal problème vient du fait que l’angle est

alors considéré au même titre que la position sur le plan {x, y}.
Nous préférerons retenir la pseudo-métrique formée par la somme de la distance euclidienne entre

les composantes x et y des vecteurs d’état afin de représenter la distance entre les deux points

de référence des deux véhicules et de la longueur de l’arc de cercle permettant de passer d’une

orientation à l’autre qui n’est autre que la longueur L du véhicule multipliée par la valeur absolue de

la différence entre les orientations. Ainsi, l’une des pseudo-métriques utilisables pour notre modèle

de Voiture simple afin de calculer la distance entre x1 = (x1, y1, θ1)
T et x2 = (x2, y2, θ2)

T est

d(x1,x2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + L|θ1 − θ2| (5.16)

5.3.4 Choix de la commande

Comme pour tout système à déplacer, la commande dans la fonction SelectInput de l’algo-

rithme 8 page 38 doit être définie afin que les branches de l’arbre s’étendent correctement et rapide-

ment au sein de l’environnement. Comme pour le cas holonome, il est tout à fait possible d’utiliser

une des commandes disponibles au hasard (figure 5.3). Dans ce cas, les branches de l’arbre s’étendent

rapidement dans des directions mais ne sont pas très étoffées.

Dans la suite de ce manuscrit, sauf indication contraire, nous préférerons ici minimiser la distance

(5.16) entre xnear et xrand afin de nous rapprocher le plus possible de l’état aléatoire choisi. Comme

nous pouvons le voir sur la figure 5.4, l’arbre s’étoffe rapidement ce qui permet de couvrir plus

uniformément l’environnement, Xgoal tendra donc à être atteint plus rapidement.

5.3.5 Exemple de trajectoires planifiées

Nous présentons dans cette section des résultats issus de la planification de trajectoire en utilisant

le RRT et le modèle de voiture simple.

5.3.5.1 Environnement avec peu d’obstacles

Regardons tout d’abord le cas d’un véhicule dans un environnement avec peu d’obstacles afin de

bien voir la progression des différentes branches de l’arbre.

Les figures 5.5 à 5.8 montrent la progression d’un arbre partant du point indiqué par le véhicule

et s’étendant sur tout le plan. La figure 5.5 représente l’arbre après l’ajout de 150 nœuds, la figure 5.6

après l’ajout de 1000 nœuds, la figure 5.7 après l’ajout de 2000 nœuds et finalement une fois que

4000 nœuds ont été ajoutés, on obtient la figure 5.8.

Comme le RRT mis en œuvre est ici la version de base, aucune aide n’est donnée au graphe afin

qu’il rejoigne l’arrivée. L’algorithme finit lorsque le hasard fait qu’un des nœuds est créé dans Xgoal.

Il faut aussi noter que l’entrée u de ce mobile l’empêche d’aller en marche arrière et que son rayon de

braquage est relativement faible par rapport à sa taille. On peut d’ailleurs voir à plusieurs endroits

du graphe apparâıtre le rayon de courbure maximal (celui correspondant au δmax défini par U).

Lors des tests réalisés en utilisant cette méthode, on remarque que la vitesse à laquelle le graphe

se rapproche de Xgoal dépend très fortement de l’environnement, des contraintes que l’on donne au

mobile au niveau de U ainsi que de la position de xinit et Xgoal. Le temps pour rejoindre l’arrivée

(exprimé en nombre de nœuds du graphe) n’est pas du tout constant, même pour deux situations

identiques, du fait de l’influence du germe initial de la fonction de génération de nombres aléatoires.

Toutes les branches de l’arbre, même celles qui ne sont pas utilisées dans la trajectoire finale, ont

été laissées pour permettre une meilleur compréhension du fonctionnement de l’algorithme.
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xinit

Xgoal

Fig. 5.3 – Génération de l’arbre pour une voiture simple non ponctuelle après ajout de 1000 nœuds
et choix de la commande aléatoire

xinit

Xgoal

Fig. 5.4 – Génération de l’arbre pour une voiture simple non ponctuelle après ajout de 1000 nœuds
et choix de la commande minimisant la distance entre xnear et xrand
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xinit

Xgoal

Fig. 5.5 – Génération de l’arbre pour une voiture simple non ponctuelle après ajout de 150 nœuds

xinit

Xgoal

Fig. 5.6 – Génération de l’arbre pour une voiture simple non ponctuelle après ajout de 1000 nœuds
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xinit

Xgoal

Fig. 5.7 – Génération de l’arbre pour une voiture simple non ponctuelle après ajout de 2000 nœuds

xinit

Xgoal

Fig. 5.8 – Génération de l’arbre pour une voiture simple non ponctuelle après ajout de 4000 nœuds
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xinit

Xgoal

Fig. 5.9 – Rrt de base connecté pour une voiture simple non ponctuelle
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Sur la figure 5.9, la construction de cette trajectoire a nécessité la création de plus de 3000 nœuds.

Le temps de calcul est de l’ordre de la seconde. Bien que le temps ne soit pas la priorité principale

lors d’une étape de planification (la phase de planification précédant le démarrage du véhicule), il

arrive que le temps nécessaire à la recherche d’une trajectoire pour un problème donné varie d’un

facteur trois entre deux exécutions du planificateur. L’utilisation des primitives Goalbias et Goalzoom

peut donc s’avérer utile pour diminuer le nombre de nœuds nécessaires et donc le temps de calcul

(table 5.2). La figure 5.10 montre le type de résultat obtenu lors de l’utilisation du Goalbias avec une

probabilité de 0.1 de choisir xgoal comme xrand.

5.3.5.2 Environnement avec de nombreux obstacles

Afin d’illustrer le cas où l’environnement comporte de nombreux obstacles, prenons une carte

ressemblant à un labyrinthe (figure 5.11).

La pertinence des résultats et surtout leur vitesse de génération ne penche plus dans le sens du

RRT-Goalbias dans ce cas. L’explication vient du fait que lorsque xinit et Xgoal sont séparés par un

mur, l’algorithme RRT-Goalbias a tendance à trouver la distance minimale en un point qui se trouve

de l’autre coté du mur. La création du point est alors annuĺee puisque celui-ci ne respecte pas les

contraintes de l’environnement : le véhicule heurterait le mur. On voit alors un amas de points sur

chacun des murs, du coté opposé à celui où se trouve Xgoal. Plus la probabilité p sera élevée et plus

le graphe aura tendance à stagner derrière le mur. Même avec p = 0.1, soit une valeur relativement

faible, les résultats ne sont pas probant (figure 5.12), le graphe ayant énormément de mal à rejoindre

sa destination. Le nombre de nœuds qu’il a fallu générer pour atteindre Xgoal est en moyenne d’environ

10 610.

Au contraire, dans ce type d’environnement, le caractère totalement aléatoire du RRT fait que

la façon qu’il a de se déployer sans prendre en compte l’arrivée le rend insensible au fait qu’un mur

sépare deux états. La trajectoire souhaitée est alors plus rapide à obtenir qu’avec Goalbias. On peut

ainsi voir sur la figure 5.13 le résultat obtenu pour le même environnement que précédemment. En

comparant les figures 5.12 et 5.13, on remarque que le deuxième schéma est nettement moins chargé

en points que le premier, surtout au niveau des murs séparant le départ de l’arrivée. Il ne faut en

effet en moyenne qu’environ 6720 nœuds pour générer une trajectoire avec l’algorithme RRT dans

un tel environnement.

La mise en œuvre du RRT-Goalzoom a nécessité plusieurs modifications afin de donner les résultats

escomptés. En effet, la méthode décrite par J. Kuffner ne permettait pas, telle quelle, d’améliorer

de façon significative les performances du RRT. On se rend vite compte que, même en dirigeant les

branches de l’arbre, la durée du calcul peut être très longue à cause de l’orientation du mobile. Le

graphe se rend en effet rapidement sur le lieu d’arrivée mais pas forcement avec l’orientation désirée.

Le temps gagné sur la vitesse de déplacement vers Xgoal pourrait être perdu si le mobile n’a pas un

θ qui appartient à Xgoal.

Pour réduire l’impact de ce phénomène, le point tiré aléatoirement dans le cercle de centre xgoal

et de rayon mini d(xi,xgoal) prendra pour θ une valeur proche de l’orientation de xgoal. On peut ainsi

tirer le θ aléatoirement dans l’intervalle [θ − ǫ, θ + ǫ], où ǫ peut être choisi en fonction de la largeur

de l’intervalle [θ] de Xgoal par exemple.

Une autre solution aurait été de tirer les points aléatoirement dans un cône de rayon mini d(xi,xgoal)

et d’ouverture ǫ, en orientant le cône avec le θ de xgoal. Cette solution aurait permis de diriger cor-

rectement les branches de l’arbre, mais les performances auraient été similaires à celles obtenues avec

le RRT-Goalbias, ce qui n’est nullement notre but.

Le RRT-Goalzoom nous permet d’obtenir des résultats qui sont proches de ceux du RRT-Goalbias

avec une certaine souplesse qui manque au RRT-Goalbias lorsque l’environnement contient de nom-
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xinit

Xgoal

Fig. 5.10 – Rrt-Goalbias
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xinit

Xgoal

Fig. 5.11 – Environnement en forme de labyrinthe pour une voiture simple non ponctuelle
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xinit

Xgoal

Fig. 5.12 – Rrt-Goalbias en environnement contenant de nombreux obstacles pour une voiture simple
non ponctuelle
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xinit

Xgoal

Fig. 5.13 – Rrt en environnement contenant de nombreux obstacles pour une voiture simple non
ponctuelle
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breux obstacles (voir la figure 5.14). La génération de trajectoires dans ce type d’environnement

prend un peu moins de temps qu’avec Goalbias puisqu’il ne faut en moyenne plus que 6150 nœuds

pour trouver une trajectoire.

Nous pouvons ainsi récapituler le nombre de nœuds nécessaires à la construction d’une trajectoire

dans divers environnements (tableau 5.2). Les tests ont été effectués sur un ensemble de 100 tentatives.

Deux types d’environnement ont été considérés, un environnement vide et l’environnement en forme

de labyrinthe.

Environnement
Vide Labyrinthe

Rrt 3480 (687) 6720 (1067)

Rrt-Goalbias (p = 0.1) 1170 (198) 10610 (1817)

Rrt-Goalzoom (p = 0.1) 1910 (207) 6150 (612)

Tab. 5.2 – Nombres moyen (entre parenthèse l’écart type) de nœuds à générer lors de l’utilisation
des différents RRT dans deux environnements différents

5.4 Modèles plus complexes

Nous allons maintenant présenter ici des modèles cinématiques un peu plus complexes que voiture

simple et qui respectent mieux les contraintes sur le déplacement d’un véhicule engendrées par sa

mécanique. Nous présenterons également un modèle dynamique que nous avons intégré au planifica-

teur.

5.4.1 Modèle à angle de braquage continu

Dans voiture simple, l’orientation du véhicule θ varie de manière continue mais ce n’est nullement

le cas de l’angle de braquage. Ainsi, dans ce genre de modèle, on considère que l’angle de braquage

peut varier instantanément, ce qui n’est pas le cas dans la réalité.

Voiture simple peut être facilement amélioré en faisant varier non plus l’angle de braquage θ mais

la dérivée de l’angle de braquage θ̇, c’est-à-dire la vitesse de braquage. On obtient alors un modèle [60]

dans un espace d’état à quatre dimensions

ẋ = cos θ (5.17)

ẏ = sin θ (5.18)

θ̇ =
v

l
tan δ (5.19)

δ̇ = ω (5.20)

La commande n’est dès lors plus l’angle de braquage θ mais la vitesse angulaire de braquage ω. Un

ensemble de trajectoires générées en utilisant ce modèle est représenté sur la figure 5.15.

5.4.2 Modèle à vitesse de braquage continue

Un modèle encore plus réaliste consiste à considérer une fonction décrivant l’évolution de l’angle

de braquage de classe C1 en fonction du temps. La commande ne sera donc plus la vitesse angulaire
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xinit

Xgoal

Fig. 5.14 – Rrt-Goalzoom en environnement contenant de nombreux obstacles
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xinit

Xgoal

Fig. 5.15 – Modèle à angle de braquage continu
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xinit

Xgoal

Fig. 5.16 – Modèle à vitesse de braquage continue
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Fig. 5.17 – Picar

de braquage ω mais l’accélération angulaire de braquage α. Le modèle est dès lors le suivant :

ẋ = cos θ

ẏ = sin θ

θ̇ =
v

l
tan δ (5.21)

δ̇ = ω

ω̇ = α

l’espace d’état étant maintenant de dimension 5. On obtient un ensemble de trajectoires représentées

sur la figure 5.16 encore plus lisses que celles de la figure 5.15.

5.4.3 Modèle avec deux trains orientables

Pour générer des trajectoires un peu plus précises qui pourraient être utilisées sur la plate-forme

expérimentale de l’Institut d’Électronique Fondamentale, nous allons présenter le modèle cinématique

de la plate-forme Picar. Le modèle que nous utilisons est celui décrit dans le rapport technique sur

la plate-forme expérimentale Cycab de L’INRIA [61]. La différence majeure entre ce type de modèle

et le modèle de type voiture est la présence de deux paires de roues directrices.

Picar [62] est une plate-forme expérimentale pour les applications routières. Ce véhicule est équipé

de capteurs proprioceptifs et extéroceptifs. Ses roues arrières sont, tout comme ses roues avants,

directrices. L’angle de braquage arrière est lié à l’angle de braquage avant par l’intermédiaire d’un

coefficient k. Ainsi, si l’angle de braquage des roues avant est δav, celui des roues arrières sera δar =

kδav.

La valeur de k, qui peut être considérée comme constante, est déterminée expérimentalement.
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δav

δar

Y

X

F

L

H

R
G

θ

x

Fig. 5.18 – Picar kinematic model

Nous reprenons ici la même valeur que dans [61]

k = 0.69 (5.22)

lorsque l’on considère que δav appartient à l’intervalle [−0.4; 0.4] radian.

Le modèle voiture simple peut être adapté au cas où les deux trains de roues sont directeurs

(figure 5.18). Pour le simplifier, nous allons projeter les roues avant et arrière sur une roue virtuelles

située au milieu de chacun des essieux. On note G l’intersection des deux droites perpendiculaires

à la direction des roues et passant par leurs centres. On note H la projection orthogonale de G sur

l’axe longitudinal de la voiture.

La longueur GH est définie par

GH =
RH

|tan(kδav)|
=

HF

|tan(δav)|
(5.23)

Ainsi, on obtient

RH = HF ∗ tan(kδav)

tan(δav)
. (5.24)

Comme

L = RH + HF, (5.25)



5.4 Modèles plus complexes 113

on a










RH = L

1+ tan(δav)
tan(kδav)

= L cos(δav) sin(kδav)
sin(δav+kδav)

HF = L

1+
tan(kδav)
tan(δav)

= L cos(kδav) sin(δav)
sin(δav+kδav) .

(5.26)

Les rayons de braquage avant ρav et ρar sont

{

ρr = RH
|sin(kδav)| = L cos(δav)

|sin(δav+kδav)|

ρf = HF
|sin(δav)| = L cos(kδav)

|sin(δav+kδav)| .
(5.27)

La vitesse de rotation θ̇ est

θ̇ =
var

ρar
=

vav

ρav
(5.28)

En utilisant (5.27) et (5.28), on obtient

var = vav
ρar

ρav
= vav

cos δav

cos kδav
. (5.29)

Ainsi, les équations du mouvement de R, obtenues géométriquement, sont















ẋar = var. cos(θ + kδav)

ẏar = var. sin(θ + kδav)

θ̇ar = var
sin(δav+kδav)

L cos δav

(5.30)

et celles du mouvement de F sont














ẋav = vav. cos(θ + δav)

ẏav = vav. sin(θ + δav)

θ̇av = vav
sin(δav+kδav)

L cos δav

(5.31)

Ce modèle décrit le mouvement du véhicule lorsque nous considérons uniquement un aspect géo-

métrique. Bien qu’il soit plus adapté à Picar que le précédent, il n’est pas encore vraiment satisfaisant

puisqu’il prend comme principe le mouvement sans glissement du véhicule. Ainsi, ce type de modèle

ne peut être utilisé que lorsque l’on peut s’assurer que le véhicule se déplace à une vitesse faible. En

effet, lorsque les vitesses deviennent plus élevées, il faut prendre en compte la dynamique du véhicule.

Ainsi, utiliser ce type de modèle au sein du planificateur va générer un nombre important d’ap-

proximations. Le véhicule ne pourra pas suivre la trajectoire planifiée et même s’il y arrivait par

l’utilisation d’une loi de commande adaptée, il n’est pas garanti que les zones qu’il visite afin de

rejoindre la trajectoire planifiée soient sans obstacle. L’utilisation d’un tel modèle de véhicule peut

donc générer un nombre important de collisions durant la navigation.

Afin de réduire le risque de collision et également de diminuer la correction nécessaire durant la

navigation, nous devons utiliser un modèle qui tient compte de la dynamique du véhicule.

5.4.4 Modèle dynamique

Nous présentons maintenant un modèle dynamique de Picar à cinq degrés de liberté. Comme pour

le modèle cinématique présenté auparavant, nous utilisons un modèle de type bicyclette (figure 5.19).

Ce modèle à cinq degrés de liberté est inspiré de [63]. L’état du véhicule est défini par le vecteur

x = (xg, yg, θ, vy, r)
T ; xg et yg représentent les coordonnées du centre de gravité du robot, θ est

toujours l’orientation du véhicule, vy est sa vitesse latérale et r est le taux de lacet.
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y

CG

δav

δar

Lav

Lar

Fy,av

Fx,av

Fy,ar

Fx,ar

Y

X

θ

x

Fig. 5.19 – Simplified dynamic model
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En utilisant la seconde loi de Newton et le principe fondamental de la dynamique, nous obtenons :

m(v̇x − vyr) = −Fx,av cos δav + Fy,av sin δav − Fx,ar cos δar − Fy,ar sin δar

m(v̇y + vxr) = Fy,av cos δav + Fx,av sin δav + Fy,ar cos δar + Fx,ar sin δar (5.32)

Iz ṙ = Lav (Fy,av cos δav − Fx,av sin δav)− Lar (Fy,ar cos δar − Fx,ar sin δar)

où vx et vy sont respectivement les vitesses longitudinales et latérales. m est la masse du véhicule, r

est la vitesse de lacet, Iz le moment d’inertie, Fx,av et Fx,ar sont les forces latérales et Fy,av et Fy,ar

sont les forces longitudinales qui s’appliquent sur les roues avant et arrière. δar et δav sont les deux

angles de braquage.

Nous considérons une vitesse vx longitudinale constante. De plus, comme la résistance aérodyna-

mique est négligée, les forces Fx,av et Fx,ar s’annulent. On obtient ainsi

v̇y =
Fy,av

m
cos δav +

Fy,ar

m
sin δar − vxr, (5.33)

ṙ =
Lav

Iz

Fy,av cos δav −
Lar

Iz

Fy,ar cos δar. (5.34)

En considérant que que l’on se trouve dans la partie linéaire de la courbe donnant la force latérale

en fonction de l’angle de dérive [64], on peut écrire

Fy,av = Cavαav, (5.35)

Fy,ar = Carαar, (5.36)

où Cav et Car sont les raideurs d’envirage des pneus avant et arrière. Les variables αav et αar sont

respectivement les angles de dérive (slip angle en anglais) des roues avant et arrière. Les valeurs de

ces angles sont [65]

αav = δav − arctan

(

vy + Lavr

vx

)

, (5.37)

αar = δar − arctan

(

vy − Larr

vx

)

, (5.38)

où Lav et Lar sont la distance entre le centre de gravité du véhicule et les roues avant et arrière.

Les coordonnées du centre de gravité ainsi que l’orientation du véhicule sont

ẋg = vx cos(θ)− vy sin(θ),

ẏg = vx sin(θ) + vy cos(θ), (5.39)

θ̇ = r.

Nous avons maintenant un modèle non-linéaire à cinq degrés de liberté régi par les équations

(5.33), (5.34) et (5.39). Cette équation de changement d’état peut être utilisée dans notre RRT afin

de calculer x(t + ∆t) en connaissant x(t) et la commande u.

Nous avons utilisé ce modèle dans [66, 67] et des exemples de résultats obtenus avec ce type de

modèle sont présentés sur les figures 5.20 et 5.21. Sur ces figures, le véhicule non ponctuel se déplace

à une vitesse constante de 80km.h−1.

Sur la figure 5.20, dans un environnement contenant peu d’obstacles, une moyenne de 12 000

nœuds est nécessaire pour construire la trajectoire. Sur la figure 5.21, dans un environnement conte-

nant plus d’obstacles, le nombre moyen de nœuds nécessaires pour trouver une trajectoire est d’en-

viron 15 000.



116 Planification sous contraintes en robotique

xinit

Xgoal

Fig. 5.20 – Trajectoire planifiée par RRT avec le modèle dynamique présenté dans le paragraphe 5.4.4
pour un véhicule non ponctuel dans un environnement contenant peu d’obstacles
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xinit

Xgoal

Fig. 5.21 – Trajectoire planifiée avec le modèle dynamique présenté dans le paragraphe 5.4.4 pour
un véhicule non ponctuel dans un environnement en forme de labyrinthe
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5.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les contraintes liées à la planification de trajectoires dans

le contexte de la robotique, différents modèles de véhicules cinématiques ainsi qu’un modèle simplifié

tenant compte de la dynamique.

L’utilisation d’un modèle dynamique permet une meilleur modélisation des mouvements du vé-

hicule et réduit ainsi la correction nécessaire lors de la phase de navigation. Il ne va pas pour autant

assurer une sûreté quelconque puisque ce modèle dynamique ne tient pas compte des incertitudes de

certains paramètres. Nous avons ici présenté un modèle dynamique simple de type bicyclette avec

cinq degrés de liberté. Ce modèle simplifié n’est bien évidemment pas assez complet pour pouvoir

modéliser l’ensemble du véhicule. L’état du véhicule devrait en effet être représenté par un plus grand

nombre de degrés de liberté pour que les trajectoires simulées se rapprochent mieux des trajectoires

réelles du véhicule.

Une approche par utilisation de modèles dynamiques excessivement réalistes n’est pourtant pas

une solution pour s’assurer que les trajectoires générées par le planificateur soient sûres. Il semble

irréaliste, par exemple, de modéliser le jeu dans les commandes dû à l’usure naturelle des pièces ou

l’influence du revêtement du sol. . .

Que le modèle soit cinématique ou dynamique, excepté pour des manœuvres de courtes durées

avec des conditions optimales, les trajectoires générées par un planificateur déterministe ne peuvent

être utilisées pour espérer naviguer en toute sécurité.

Afin de pouvoir planifier des trajectoires sûres, c’est-à-dire des trajectoires qui pourront être

suivies avec un très faible risque de collision, il est nécessaire de prendre en compte les incertitudes

liées au modèle dès la phase de planification. Les algorithmes présentés aux chapitres 3 et 4 montrent

que cela est possible. Ces algorithmes sont détaillés dans le cadre d’une utilisation en robotique dans

les deux chapitres qui suivent.
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Nous présentons dans ce chapitre un cas concret de mise en œuvre du planificateur Kalman-RRT

décrit dans le chapitre 3. Le problème à résoudre est le même que dans l’introduction du chapitre 3. Le

système à déplacer est un véhicule dont le modèle est la voiture simple présentée au paragraphe 5.1.3

page 92.

Ce véhicule est supposé équipé d’odomètres placés sur ses roues arrières et de capteurs à ultrasons.

L’odomètres est un capteur proprioceptif qui permet de connâıtre la distance parcourue par la roue

sur laquelle il est placé entre deux instants. Le fait d’avoir disposé un odomètre sur chacune des

roues arrières permet ainsi d’estimer le mouvement longitudinal ainsi que le mouvement de rotation

du véhicule.

Afin de pouvoir se localiser plus précisément, et notamment de réduire les erreurs qui peuvent

s’être accumulées par l’utilisation exclusive des odomètres, nous avons décidé d’utiliser aussi des

capteurs télémétriques à ultrasons (capteurs extéroceptifs). Les modèles de fonctionnement des odo-

mètres et d’obtention de mesures télémétriques adaptées à notre problème seront détaillés au para-

graphe 6.1.1. Dans le chapitre 3, nous discutions de la difficulté d’intégrer les mesures de capteurs

extéroceptifs à cause de l’optimisme que cela peut engendrer dans la recherche de trajectoires. Nous

considérons ici que le véhicule se trouve sur la position la plus probable, la moyenne du vecteur gaus-

sien, lors de la simulation des capteurs extéroceptifs. Nous utiliserons dans ce chapitre une ceinture

de capteurs à ultrasons disposés autour du véhicule. Cette partie sera détaillée au paragraphe 6.1.2.

Après cette présentation des capteurs et de leurs interactions avec notre algorithme de planifi-

cation Kalman-RRT, nous présenterons un test de collision simplifié (paragraphe 6.3) qui nous per-

mettra de résoudre des problèmes de planification. Les trajectoires ainsi planifiées seront présentées

et discutées au paragraphe 6.4.

6.1 Intégrations des capteurs

Dans cette partie, nous présentons les capteurs utilisés et une approche premettant d’intégrer les

mesures qu’ils fournissent à notre planificateur.

6.1.1 Capteurs proprioceptifs et prédiction

Nous utilisons ici comme capteurs proprioceptifs des codeurs incrémentaux sur les roues. Ces

capteurs, appelés odomètres, retournent le nombre de quantièmes de tours fait par la roue à laquelle

ils sont liés. Ces données seront utilisées dans la phase de prédiction du filtre de Kalman (para-

graphe 3.1.1 page 65). Installés sur chacune des roues motrices, ils permettent de savoir quels sont

les déplacements effectués par le véhicule.

Ainsi, à un instant k, nous sommes en mesure de calculer la distance parcourue pendant l’intervalle

de temps [0; k], d’où se déduit simplement la distance parcourue entre les instants k et k + 1. Nous

noterons par la suite ∆odog et ∆odod les mesures de distances renvoyées par les odomètres pour les

roues gauche et droite.

Connaissant ces deux distances ainsi que la distance entre les deux roues, notée e, nous pouvons

en déduire les déplacements longitudinaux ainsi que la rotation entre deux positions du véhicule :

∆s =
∆odog + ∆odod

2
(6.1)

∆θ =
∆odog −∆odod

e
(6.2)

Ces deux mesures composent ce que nous considèrerons comme le vecteur de commande appliqué au
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véhicule entre les instants k et k + 1

uk =

[

∆s

∆θ

]

. (6.3)

Soit le modèle d’état

xk+1 = fk(xk,uk) + vk, (6.4)

où x = [x y θ]T est l’état du système, uk est sa commande et vk rassemble les effets de l’ensemble

des sources d’erreur sur la mesure du déplacement.

Comme le vecteur de commande du modèle de véhicule pris par le planificateur (5.13) diffère de

celui utilisé ici, il nous faut transformer la commande composée de la vitesse et de l’angle de braquage

en un vecteur exprimant un déplacement longitudinal ∆s et une rotation ∆θ. Pour le modèle de type

voiture simple, on pourra utiliser

∆s = v ·∆t (6.5)

∆θ =
v

L
tan δ ·∆t. (6.6)

Pour calculer la prédiction xk+1|k de l’état à un pas, on utilise la partie déterministe du modèle

(6.4)

xk+1|k = fk(xk|k,uk). (6.7)

La matrice de covariance de l’erreur de prédiction est approximée par

Pk+1|k = AkPk|kA
T
k + Vk, (6.8)

où Ak s’obtient en linéarisant l’équation de changement d’état autour de x̂k|k

Ak =

(

∂f

∂xk

)

xk=x̂k|k

=









1 0 −∆s · sin
(

θ̂k|k + ∆θ
2

)

0 1 ∆s · cos
(

θ̂k|k + ∆θ
2

)

0 0 1









, (6.9)

et où Vk, la matrice de covariance de vk est obtenue en utilisant le même modèle que dans [68].

Selon le modèle expérimentale utilisé dans [68], les incertitudes engendrées par vk sont propor-

tionnelles au déplacement. Les variances sur x, y et θ sont ainsi majorées proportionnellement au

déplacement du système en introduisant deux coefficients : kss, facteur de dérive en translation, lors

d’un déplacement en translation (en %) et kθθ, facteur de dérive en rotation, lors d’un déplacement

en rotation (en %). L’expression utilisée dans [68] est

σ2
x(majoré) = (σx + kss|∆s cos θk|)2 ,

σ2
y(majoré) = (σy + kss|∆s sin θk|)2 , (6.10)

σ2
θ(majoré) = (σθ + kθθ|∆θ|)2 .

La matrice de covariance Vk de vk s’écrit donc

Vk =





2σxkss|∆s cos θk|+ k2
ss∆s2 cos2 θk 0 0

0 2σykss|∆s sin θk|+ k2
ss∆s2 sin2 θk 0

0 0 2σθkθθ|∆θ|+ k2
ss∆θk

2



 ,

(6.11)

et dans la suite, nous prendrons comme [68] kss = 2% et kθθ = 3%.

Nous sommes ainsi en mesure d’utiliser les odomètres situés sur les roues du véhicule pour prédire
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son état. L’utilisation de cette seule étape de prédiction augmenterait sans cesse l’incertitude sur l’état

du système. Il est donc nécessaire de lui adjoindre une étape de correction pour tenter de la réduire.

6.1.2 Capteurs extéroceptifs et correction

La phase de correction du filtre de Kalman (paragraphe 3.1.2 page 65) exploite des observations

zk+1 pour affiner le positionnement du robot. Ces observations sont obtenues à partir de données

issues de capteurs exteroceptifs. Deux types de capteurs peuvent être utilisés : ceux fournissant une

mesure de positionnement globale comme le GPS ou Galileo, qui peuvent être utilisés à l’extérieur,

et ceux fournissant une mesure locale, c’est-à-dire faisant référence aux obstacles de l’environnement.

C’est le cas d’une ceinture de capteurs à ultrasons ou d’un télémètre laser pour les robots d’intérieur

ou d’extérieur.

Lors de l’utilisation d’un système de positionnement global, la simulation est aisée. Il n’y a aucun

mécanisme de mise en relation de données capteurs avec les données sur l’environnement à simuler.

Une des difficultés liées à l’utilisation d’un tel capteur est l’obtention de l’orientation. Elle peut être

déduite de la trajectoire ou en couplant ce système de positionnement à une boussole. La mise en

œuvre d’un tel couple de capteurs avec un filtre de Kalman est aisée puisque les erreurs sur les

capteurs portent directement sur la position et l’orientation du robot. L’information nouvelle ẑk+1

issue des capteurs est donc la différence entre les coordonnées renvoyées par le couple GPS/boussole

et les coordonnées calculées par la prédiction. Le bruit de mesure wk+1 est alors directement lié à la

précision des capteurs en terme de distance et d’orientation.

L’utilisation de capteurs à ultrasons s’applique particulièrement à la robotique mobile en environ-

nement d’intérieur. Le fonctionnement du simulateur utilisé est décrit dans [69]. Chacun des capteurs

va renvoyer une mesure de distance, par rapport à l’obstacle le plus proche. Cette mesure sera utilisée

dans un premier temps dans un processus de mise en correspondance afin de trouver quel obstacle de

l’environnement a renvoyé l’onde émise par le capteur, et plus précisément les coordonnées du point

de l’obstacle ayant renvoyé l’onde. Ces coordonnées sont alors utilisées dans l’étape de correction du

filtre afin de corriger l’incertitude sur l’état du véhicule.

Lors de la simulation de ces capteurs, il faut également prendre en compte le temps nécessaire

à l’obtention d’une nouvelle mesure. Ainsi, la phase de relocalisation ne pourra être utilisée que de

temps en temps afin d’affiner la position.

Nous avons décidé dans la suite de simuler les mesures issues d’une ceinture de capteurs à ultrasons

fournissant des informations toutes les secondes. La simulation est faite en considérant que le véhicule

se trouve dans l’état qui possède la plus forte densité de probabilité (paragraphe 3.4.1). Le modèle

des capteurs ainsi que le code utilisé pour les simuler sont issus de [69].

6.2 Représentation de l’incertitude

Nous avons vu précédemment dans la section 3.2 page 67 que l’incertitude sur l’état du système

est représentée par une densité de probabilité gaussienne multidimensionnelle. Dans le cas du modèle

de voiture simple, la gaussienne a trois dimensions qui correspondent à chacune des composantes de

l’état, x, y et θ.

En utilisant les calculs fournis dans l’annexe A, nous sommes capable d’afficher l’incertitude sous

la forme d’une ellipse Ex,y qui représente l’incertitude sur la position du point de référence du véhicule

pour un niveau de confiance donné.

Cette ellipse Ex,y est utilisée dans le test de collision.
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Fig. 6.1 – Surface balayée par l’approximation circulaire du robot lorsqu’il se situe dans une ellipse
d’état obtenue pour un niveau de confiance donné
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Fig. 6.2 – Vérification de la sûreté de l’état du véhicule pour un niveau de confiance donné

6.3 Test de collision

Le test de collision est identique à celui présenté dans le paragraphe 3.3 page 68. Les ellipses

utilisées sont celles obtenues par la suppression de la composante en θ de l’ellipsôıde d’incertitude

sur l’état (Annexe A) et qui sont notées Ex,y.

Il n’est pas suffisant de tester si l’ellipse Ex,y rentre en collision avec l’environnement puisqu’il

faut également tenir compte du caractère non ponctuel du véhicule.

Pour simplifier ce problème, nous englobons le véhicule dans un cercle de rayon rv. La forme

obtenue lorsque le cercle englobant le véhicule parcourt l’ellipse (figure 6.1) est la somme de Minkowski

de l’ellipse et du cercle. Nous l’approximons par une ellipse EVx,y dont les valeurs des demis axes sont

égales à celles de Ex,y auxquelles ont été ajoutées rv. L’orientation et le centre de EVx,y restent les

mêmes que ceux de Ex,y.

Pour vérifier que le robot ne rentre pas en collision pour un niveau de confiance donné, il faut

vérifier que l’ellipse Ev
x,y, qui représente la surface balayée par le robot malgré l’incertitude sur son état

pour un niveau de confiance donné, ne rentre pas en collision avec un des obstacles de l’environnement

(figure 6.2). Nous utilisons pour cela l’algorithme présenté dans l’annexe B.

De la même façon, une fois calculée l’ellipse Enear,newx,y
englobant Enearx,y et Enewx,y en utilisant

Maxdet (paragraphe 3.3 page 68), nous augmentons les demi-axes de Enear,newx,y
avec le rayon de

l’approximation circulaire du robot rv afin d’obtenir la surface balayée par le robot entre les états



124 Planification avec estimation par filtrage de Kalman en robotique

������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������

90%

90% obstacle

Enearx,y

Enewx,y

Enear,newx,y

EVnear,newx,y

Fig. 6.3 – Vérification de la sûreté de la trajectoire du véhicule pour un niveau de confiance donné

(x,P)near et (x,P)new (figure 6.3). Pour cette nouvelle ellipse, notée EVnear,newx,y
, nous utilisons égale-

ment l’algorithme de l’annexe B pour vérifier qu’elle ne rentre en collision avec aucun des segments

qui composent l’environnement.

6.4 Résultats obtenus

Nous présentons ici les résultats de planification obtenus avec l’algorithme Kalman-RRT en uti-

lisant le modèle voiture simple. Ces résultats sont issus de [47]. Sur l’ensemble des figures de cette

section, nous ne dessinons que les ellipses qui font suite à une étape de correction (nous dessinons

donc une ellipse toutes les secondes compte tenu de la fréquence de rafrâıchissement des mesures

issues des capteurs que nous considérons) pour un niveau de confiance donné.

L’incertitude initiale est d’un mètre pour x et y et de 3° pour θ. Quand aucune valeur n’est

spécifiée, les coefficients kss et kθθ ont respectivement pour valeurs 2% et 3%. Les obstacles dessinés

avec une ligne pleine sont détectables par les capteurs à ultrasons. Ceux dessinés avec une ligne en

pointillés ne le sont pas.

Il est intéressant tout d’abord de reprendre les exemples d’environnements utilisés par LaValle et

d’ajouter les incertitudes au mouvement du véhicule. La figure 6.4 représente une trajectoire générée

dans cet environnement pour un véhicule de type voiture simple. Sur la figure 6.5, le véhicule ne peut

tourner que dans un sens.

Sur les figures 6.6 et 6.7, nous montrons la nécessité d’utiliser Kalman-RRT plutôt que le RRT

traditionnel afin de pouvoir rentrer dans une place de parking sans risquer d’heurter un obstacle.

Sur la figure 6.6, nous avons dessiné la trajectoire trouvée par un planificateur RRT traditionnel.

Nous avons ensuite ajouté les incertitudes sur chacun des états composant la trajectoire trouvée. Le

RRT trouve une trajectoire qui permet de rentrer dans la place. Cependant, lorsque nous regardons

la taille de l’ellipse à l’arrivée près de la place de parking, nous voyons qu’il est impossible que le

véhicule rentre dans cette place sans risquer une collision.

Sur la figure 6.7, nous utilisons le planificateur Kalman-RRT pour résoudre le même problème.

Afin de pouvoir rejoindre la place de parking sans risque de collision à son arrivée, le véhicule doit

longer le mur situé à sa droite. Il pourra ainsi se localiser et donc réduire l’incertitude sur son

positionnement. A son arrivée à proximité de la place de parking, l’incertitude sur sa position est

faible, il peut donc rejoindre cette place sans risque.

La figure 6.8 illustre une trajectoire générée dans un environnement en forme de labyrinthe. Sur

cette figure, les coefficients kss et kθθ ont pour valeur respective 3% et 5%. Avec de telles valeurs, le

véhicule doit passer au milieu des couloirs afin de pouvoir rejoindre l’arrivée sans risque de collision.
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xinit

Xgoal

Fig. 6.4 – Trajectoire planifiée pour un véhicule de type voiture simple
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xinit

Xgoal

Fig. 6.5 – Trajectoire planifiée pour un véhicule ne pouvant tourner que dans un sens
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Fig. 6.6 – Le véhicule ne peut rejoindre la place de parking
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xinit

Xgoal

Fig. 6.7 – Le véhicule peut rejoindre la place de parking s’il longe le mur
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Fig. 6.8 – Planification avec le Kalman-RRT dans un environnement en forme de labyrinthe
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en œuvre le planificateur Kalman-RRT avec un modèle de

véhicule de type voiture simple. L’algorithme prend en compte les incertitudes sur le positionnement

du véhicule et cela permet de planifier des trajectoires en diminuant les risques de collision lors de son

suivi pendant la phase de navigation. Cependant, l’utilisation d’une représentation probabiliste de

l’incertitude, le fait de simuler les mesures capteurs en considérant que le véhicule se trouve dans l’état

qui possède la plus forte densité de probabilité pendant les phases de correction du filtre de Kalman

et l’approximation faite durant le test de collision ne peuvent garantir la sûreté de la trajectoire.

Cet algorithme est donc une première étape dans la prise en compte des incertitudes. Il permet de

minimiser les risques mais ne garantit pas que le véhicule ne rentrera pas en collision avec un des

obstacles de l’environnement.

Malgré ces imperfections, cet algorithme permet de générer des trajectoires qui donnent une idée

pertinente des zones de l’espace à explorer afin de profiter de mesures qui favoriseront la relocalisation

lors de la phase de navigation. La figure 6.7 illustre parfaitement cette capacité puisque le planificateur

préconise de faire passer le véhicule près du mur afin de s’en servir comme point de repère pour sa

localisation.

Dans le chapitre suivant, nous utiliserons le Set-RRT que nous avons présenté au chapitre 4 afin

de dépasser ces problèmes et de générer des trajectoires où le risque de collision est nul, à condition

que des hypothèses explicites de bornes sur les quantités incertaines soient vérifiées.
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Dans ce chapitre, nous présentons une mise en œuvre de l’algorithme Set-RRT présenté au cha-

pitre 4 et plus particulièrement de sa spécialisation aux vecteurs d’intervalles, le Box-RRT dans

le cadre d’une planification de trajectoires en robotique. Nous utiliserons le modèle voiture simple

présenté au paragraphe 5.1.3 page 92 et définirons dans ce cas un planificateur permettant une

planification sûre dans un environnement à deux dimensions.

Le véhicule dont nous planifions la trajectoire est équipé de deux odomètres qui le renseignent sur

le déplacement des roues arrières. Contrairement au chapitre 6, où nous planifiions des trajectoires

avec l’algorithme Kalman-RRT, aucun capteur extéroceptif ne sera considéré afin d’éviter le problème

lié à la simulation de ces capteurs (paragraphe 3.4 page 68).

Comme dans le chapitre précédent, il nous faut définir la métrique ainsi que le test de collision

utilisé. L’étape de prédiction est, quant à elle, identique à celle présentée dans au paragraphe 4.2.2

page 77.

7.1 Metrique

Nous utilisons la (pseudo) métrique présentée dans le paragraphe 5.3.3 page 96 pour calculer la

distance entre deux vecteurs d’intervalles. Elle est définie ici comme suit :

d([x1] , [x2]) = d1([x1] , [x2]) + d2([x1] , [x2]), (7.1)

où les fonctions d1 et d2 sont définies par :

d1([x1] , [x2]) = ub

(

√

([x1]− [x2])
2 + ([y1]− [y2])

2

)

,

d2([x1] , [x2]) = L · ub (|[θ1]− [θ2]|) .

Géométriquement, d1([x1] , [x2]) peut être interprété comme la distance maximale entre les som-

mets des pavés associés aux deux première composantes des vecteurs d’intervalles représentant l’état

[x1] et [x2] (figure 7.1(a)). Quant à d2([x1] , [x2]), il correspond à la longueur maximale de l’arc de

cercle que suivrait le véhicule s’il pouvait effectuer une rotation de [θ1] à [θ2] en tournant sur lui-même

autour de l’origine de son repère V (Figure 7.1(b)).

Comme pour le RRT, le choix de cette pseudo métrique n’est pas primordial. Elle n’est là que

pour donner une idée de la distance entre deux états. Il n’est ainsi absolument pas nécessaire d’utiliser

une véritable distance pour voir l’arbre s’étendre rapidement dans les parties inexplorées du plan.

C’est pourquoi nous n’utilisons donc pas une distance d’Haussdorf (section 4.2.1 page 76), car celle-ci

est plus difficile à évaluer.

7.2 Prise en compte des mesures issues des capteurs

Les odomètres renvoient la distance parcourue par chacune des roues. Ces mesures sont utilisées

pour calculer le mouvement longitudinal ∆s et le mouvement de rotation ∆θ.

Les erreurs de mesures résultent en partie de l’erreur de quantification due à la résolution r des

odomètres. Ainsi, quand un odomètre renvoie une valeur entière p, nous devons considérer le résultat

sous forme d’intervalle [p] = [p, p + 1].

Les mouvements longitudinaux et de rotation doivent donc appartenir respectivement aux inter-
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Fig. 7.1 – Les deux composants de la pseudo métrique
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valles :

[∆s] = [R].
[π] ([pl] + [pr])

r
, (7.2)

[∆θ] = [R].
[π] ([pl]− [pr])

[e].r
, (7.3)

ou [R] est l’intervalle contenant le rayon de la roue, r est la résolution de l’odomètre, [π] est un

intervalle dont les bornes sont des nombres représentables en machine et qui contient π, [e] est un

intervalle contenant la distance entre les roues avants et arrières et [pr] et [pl] sont les intervalles

associés aux positions retournées respectivement par les odomètres droit et gauche.

Les erreurs dues aux glissements doivent également être prises en compte et ajoutées à [∆s]

et [∆θ]. Ces erreurs doivent être ajoutées aux valeurs renvoyées par le simulateur de capteurs en

fonction des conditions dans lesquelles évolue le véhicule. Elles correspondent au bruit v défini lors

de la présentation de l’algorithme de résolution Box-RRT. L’intervalle [v] auquel appartient la mesure

v du bruit doit donc être ajouté aux valeurs de [∆s] et [∆θ].

7.3 Test de collision

Avant d’exécuter l’algorithme Box-RRT, nous devons vérifier que les états contenus dans les

intervalles de départ [xinit] et d’arrivée [xgoal] appartiennent à Xfree. De plus, avant d’ajouter un

nœud au graphe G, nous devons déterminer si ce nœud est sûr et si la trajectoire entre deux boites

consécutives l’est également. Ce n’est que dans ce cas que ce nœud peut être ajouté. Ce test est

contenu dans la fonction CollisionFreePath décrite dans ce qui suit.

7.3.1 État sûr

La forme du véhicule est approximée dans ce test de collision par un polygone convexe. On consi-

dère deux référentiels, le référentiel de l’environnementW et celui lié au système V. Chaque sommet

ci, i = 1 . . . nv, du polytope a des coordonnées connues (xV
i , yVi ) dans le référentiel V. Nous devons

calculer ces coordonnées dans le référentiel de l’environnement en considérant que les coordonnées

du système dans W sont imprécises et spécifiées par le vecteur d’intervalles [x] = ([x], [y], [θ])T. Les

coordonnées du sommet ([xW
i ], [yWi ]) dans le référentiel de l’environnement sont calculées grâce à

(

[xW
i ]

[yWi ]

)

=

(

[x]

[y]

)

+

(

cos[θ] − sin[θ]

sin[θ] cos[θ]

)(

xV
i

yVi

)

. (7.4)

On obtient ainsi nv pavés (
[

xW
i

]

,
[

yWi
]

), i = 1 . . . nv. Il ne suffit pas de tester si ces pavés entrent

en collision avec l’environnement. Nous devons les réunir comme ils le sont dans V pour représenter

l’approximation extérieure polygonale du véhicule. Ainsi, nous calculons l’enveloppe convexe de ces

nv pavés en utilisant la méthode Graham scan [70]. Cet algorithme (algorithme 19) trouve l’enveloppe

convexe d’un ensemble fini de points avec une complexité en temps de O(n log n).

Parmi les quatre sommets de chaque pavé (
[

xW
i

]

,
[

yWi
]

), i = 1 . . . nv, l’algorithme Graham scan

va d’abord chercher (ligne 1) le sommet appelé pivot Q1, qui est le sommet avec la plus petite

coordonnée y (si deux sommets ont la même coordonnée en y, il prendra celui avec la plus petite

coordonnée en x). À la ligne 2, les sommets sont triés en fonction de l’angle que la droite passant

par eux et Q1 fait avec l’axe des x. A la ligne 6, l’algorithme teste si un sommet Qi fait partie de

l’enveloppe en calculant le produit vectoriel des deux vecteurs (Pile.second, Pile.top) et (Pile.top,

Qi). Finalement, l’algorithme retourne la pile qui contient les sommets de l’enveloppe convexe.

Cette enveloppe convexe est une approximation extérieure de la surface balayée par le véhicule
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Algorithme 19 CalculeEnveloppeConvexe(in : Points P1 . . . PN ,out : Pile)

1: Trouver le pivot Q1 in {P1 . . . PN} ;
2: Trier les points dans {P1 . . . PN} \ {Q1} par angle croissant pour avoir {Q2 . . . QN}
3: Pile.push(Q1) ;
4: Pile.push(Q2) ;
5: Pour i = 3 à N faire

6: TantQue ProduitVecoriel(Pile.second, Pile.top, Qi) < 0 et Pile.size() ≥ 2 faire

7: Pile.pop() ;
8: FinTantQue

9: Pile.push(Qi) ;
10: FinPour

11: Retourner Pile

dont la configuration appartient à un vecteur d’intervalles donné. Nous pouvons donc tester si le

véhicule est situé en un état sûr. Il y a en effet collision entre le véhicule et l’environnement s’il existe

un segment de la frontière de l’enveloppe convexe qui intersecte un segment de l’environnement ou

bien si l’un des segments de l’environnement en contenu dans cette enveloppe.

Il est important de vérifier, avant d’exécuter l’algorithme de planification, que [xinit] et [xgoal]

sont sûrs. Ce test n’est par contre pas suffisant pour ajouter un nouveau nœud dans l’arbre. En effet,

lorsque l’on calcule [xnew], l’équation d’état doit être intégrée sur un intervalle de temps ∆t. Ainsi, il

est tout a fait possible qu’une collision intervienne durant cet intervalle de temps bien que [xnear] et

[xnew] soient sûrs.

7.3.2 Test de collision pour une trajectoire entre deux nœuds consécutifs

Après avoir calculé [xnew], nous devons vérifier qu’aucune collision n’intervient sur la trajectoire

entre [xnear] et [xnew] afin d’assurer qu’il peut être ajouté au graphe. C’est le but de la fonction

CollisionFreePath.

Au paragraphe 4.2.2 page 77, nous présentions une étape de prédiction qui garantissait que tous

les états qui composent la trajectoire étaient contenus dans un ensemble [x̃1]. Nous allons utiliser ici

la même technique d’intégration garantie afin d’obtenir cette approximation externe [x̃1].

Pour trouver [x̃1], nous utilisons la même méthode que dans l’algorithme 13 page 78. Une fois

[x̃1] calculé, nous testons s’il est sûr avec la même méthode que pour [xinit] et [xgoal] (décrite dans la

section 7.3.1) : il faut prendre en compte la forme du véhicule et effectuer les changements de repère

nécessaires afin de s’assurer que le véhicule n’entre pas en collision avec l’environnement quel que soit

son état dans la trajectoire entre [xnear] et [xnew]. Si ce test s’avère concluant, nous pourrons garantir

qu’aucune collision n’intervient durant le déplacement entre les pavés d’états [xnear] et [xnew].

L’algorithme 20 décrit le fonctionnement complet de ce test de collision. La fonction CollisionFreeState

correspond à la méthode décrite dans le paragraphe 7.3.1.

Maintenant que nous pouvons prouver qu’aucune collision n’intervient entre deux nœuds consé-

cutifs du graphe, nous pouvons en déduire par récurrence que la trajectoire entre [xinit] et [xgoal] est,

si elle existe, sûre.

7.4 Résultats obtenus avec Box-RRT en robotique

Ce paragraphe présente des trajectoires planifiées en utilisant l’algorithme Box-RRT couplé au

modèle de voiture simple. Ces résultats ont été obtenus pour ∆t = 100 ms et une résolution des

odomètres r = 1024. Sur toutes ces figures, bien que l’espace d’état soit de dimension trois, nous ne

dessinons que les pavés [x]× [y] afin de faciliter la visualisation des résultats.



136 Planificateur ensembliste en robotique

Algorithme 20 CollisionFreePath(in : [xnear], [xnew], u, ∆t)

1: [x̃1] = [xnear] ⊔ [xnew]
2: TantQue [xnear] + [0,∆t]f([x̃1],u) 6⊂ [x̃1] faire

3: [x̃1]← [x̃1] + ǫ [−1, 1]×3

4: FinTantQue

5: Si CollisionFreeState([x̃1], u, ∆t) alors

6: Retourner VRAI
7: Sinon

8: Retourner FAUX
9: FinSi

7.4.1 Succès

Dans cette section, nous montrons tout d’abord des résultats obtenus à une faible vitesse (1 m.s−1),

nous considérons les glissements comme nuls.

La figure 7.2 illustre la résolution d’un problème de planification simple. L’erreur initiale sur la

localisation est ±10 cm sur x et y. Elle est de ±3 degrés sur l’orientation θ de la voiture. La zone

d’arrivée [xgoal] est un carré de 10 m×10 m. L’orientation d’arrivée n’a pas d’importance. La distance

euclidienne entre [xinit] and [xgoal] est d’environ 100 mètres. Ce problème a été résolu après génération

en moyenne de 30 000 nœuds.

Sur la figure 7.3, nous considérons le même problème mais avec une zone d’arrivée [xgoal] réduite

à un carré de 5 m×5 m, l’orientation n’ayant toujours pas d’importance. Le problème s’avère plus

difficile à résoudre pour le planificateur du fait de la réduction de la zone d’arrivée. Afin de trouver

une trajectoire permettant de rejoindre [xgoal], le planificateur doit générer en moyenne 100 000

nœuds (figure 7.2).

Ces problèmes utilisent le modèle de voiture simple, d’autres types de modèles auraient pu être

utilisés. Dans la figure 7.4, la trajectoire a été planifiée en utilisant un modèle de voiture ne pouvant

tourner que du coté droit comme cela avait été fait avec le Kalman-RRT [47].On pourrait envi-

sager d’utiliser d’autres modèles cinématiques, des modèles dynamiques [67] ou même des châınes

cinématiques [71] comme un bras articulé ou un camion avec plusieurs remorques.

Le planificateur Box-RRT peut résoudre des problèmes plus difficiles, dans des environnements

contenant plus d’obstacles que ceux des figures 7.2 à 7.4. Dans la figure 7.5, nous utilisons un envi-

ronnement en forme de labyrinthe. Dans cet exemple, le Box-RRT trouve une trajectoire sûre malgré

un nombre important d’obstacles.

7.4.2 Difficultés rencontrées

Au paragraphe précédent, et notamment lors du passage de la figure 7.2 à la figure 7.3, la taille de

[xgoal] a été réduite. Le problème de planification est devenu plus difficile à résoudre comme l’illustre

le nombre de nœuds nécessaires qui passe de 30 000 à 100 000. Si on continue à réduire cette zone

d’arrivée, aucune trajectoire ne pourra être trouvée. Ainsi, sur la figure 7.6, le planificateur ne peut

trouver de trajectoire bien qu’il en existe peut-être toujours une. Comme nous n’utilisons qu’une

phase de prédiction, la taille du pavé contenant les états possibles du système ne cesse de grandir

avec le temps.

Le même problème apparâıt lorsque la distance entre les pavés d’états de départ [xinit] et d’ar-

rivée [xgoal] devient trop importante ou lorsque la borne sur l’erreur due aux glissements devient

trop grande. La figure 7.7 illustre ce problème. Sur cette figure, l’erreur due aux glissements est au

maximum de 5% sur pl et pr. L’incertitude devient dans ce cas trop importante et nous ne pouvons

plus garantir que le véhicule passe dans les couloirs du labyrinthe. Ce problème ne peut donc être
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 7.2 – Trajectoire sûre dans un environnement avec peu d’obstacles et une grande zone d’arrivée
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 7.3 – Trajectoire sûre dans un environnement avec peu d’obstacles et une petite zone d’arrivée
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 7.4 – Trajectoire sûre pour une voiture qui ne peut tourner qu’à droite
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 7.5 – Trajectoire sûre un environnement en forme de labyrinthe
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 7.6 – Aucune trajectoire sûre ne peut être trouvée car la zone d’arrivée est trop petite
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 7.7 – Aucune trajectoire sûre ne peut être trouvée avec une commande indifférenciée car l’erreur
de glissement sur les odomètres est trop importante
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résolu en utilisant la version de notre algorithme que nous venons de décrire.

Afin de résoudre ce type de problème, nous allons utiliser la méthode de planification a commandes

différenciées présentée dans le paragraphe 4.3 page 81 et ainsi relaxer la contrainte nous imposant

une commande unique pour tous les états x ∈ [x] entre t et t + ∆t.

7.5 Planification à commandes différenciées

Le but est de réduire le pavé d’arrivée [xnew] et de découvrir des trajectoires inaccessibles avec

une commande indifférenciée. On découpe pour cela le pavé d’état [xnear], afin de pouvoir attribuer

une commande différente pour chacun de ces sous-pavés.

7.5.1 Mise en œuvre

La mise en œuvre de la planification à commandes différenciées, pour un problème de robotique

utilisant un modèle de véhicule, peut se faire en utilisant directement les algorithmes 16 et 17.

Cependant, il est possible d’améliorer le procédé de réduction du pavé (algorithme 16 page 81) et

notamment de l’accélérer. Pour un modèle de voiture simple, avant d’exécuter la fonction de recherche

de commandes (algorithme 17 page 83) qui découpe l’ensemble des commandes admissibles, il est

possible de supprimer certaines commandes sans intérêt, comme nous allons le voir.

Une fois intégré sur un intervalle de temps ∆t, la composante θ du modèle voiture simple décrit

dans la section 5.1.3 page 92 peut s’écrire :

[θk+1] = [θk] +

(

[vk]

L
tan [δk]

)

∆t (7.5)

avec [θk+1] l’intervalle contenant l’orientation du véhicule une fois le système intégré. On peut donc

en déduire les deux équations suivantes :

[vk] =
([θk+1]− [θk])L

tan [δk] ·∆t
, (7.6)

[δk] = arctan
([θk+1]− [θk])L

[vk] ·∆t
. (7.7)

De même, les composantes x et y du modèle voiture simple permettent de déduire

[vk] =
√

([xk+1]− [xk])2 + ([yk+1]− [yk])2. (7.8)

Soit [v] et [δ] les intervalles contenant les ensembles des vitesses et angles de braquage admissibles

pour le véhicule. L’algorithme 21 permet de réduire ces intervalles et donc de débuter le découpage

de l’algorithme 17 avec des intervalles plus petits.

Les deux premières lignes de l’algorithme 21 servent à initialiser les intervalles [vréduit] et [δréduit]

qui prendront comme valeurs respectivement [v] et [δ]. Une fois cette initialisation effectuée, nous

utiliserons (7.6), (7.7) et (7.8) successivement afin de réduire [vréduit] et [δréduit]. Cette phase est itérée

jusqu’à ce qu’aucun des deux intervalles ne puisse plus être réduit. Les deux intervalles [vréduit] et

[δréduit] sont alors retournés. Le nouveau pavé [uréduit] = [vréduit]× [δréduit] est utilisé comme point de

départ de l’algorithme de recherche de commandes (algorithme 17).

7.5.2 Résultats

L’utilisation de commandes différenciées dans le cas de la robotique et d’un modèle de voiture

simple permet de réduire significativement la taille du pavé [xnew] à chaque exécution. La réduction
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Algorithme 21 RéductionCommande(in : [xnear], [xnew], [v], [δ], out : [vréduit], [δréduit])

1: [vréduit]← [v]
2: [δréduit]← [δ]
3: Répéter

4: estRéduit ← FAUX
5: [vtemp]← ([θk+1]−[θk])L

tan[δréduit].∆t

6: Si [vréduit] ∩ [vtemp] 6= ∅ alors

7: Si [vréduit] 6= [vréduit] ∩ [vtemp] alors

8: [vréduit]← [vréduit] ∩ [vtemp]
9: estRéduit ← VRAI

10: FinSi

11: FinSi

12: [vtemp]←
√

([xk+1]− [xk])2 + ([yk+1]− [yk])2

13: Si [vréduit] ∩ [vtemp] 6= ∅ alors

14: Si [vréduit] 6= [vréduit] ∩ [vtemp] alors

15: [vréduit]← [vréduit] ∩ [vtemp]
16: estRéduit ← VRAI
17: FinSi

18: FinSi

19: [δtemp]← arctan
([θk+1]−[θk])L

[vréduit].∆t

20: Si [δréduit] ∩ [δtemp] 6= ∅ alors

21: Si [δréduit] 6= [δréduit] ∩ [δtemp] alors

22: [δréduit]← [δréduit] ∩ [δtemp]
23: estRéduit ← VRAI
24: FinSi

25: FinSi

26: Jusqu’à estRéduit = FAUX
27: Retourner [vréduit], [δréduit]

du pavé est en moyenne de 17% sur chacun des intervalles qui le compose.

Pour arriver à de tels taux de réduction, il faut découper [xnear] en au moins 64 sous-pavés. Pour

chaque nouveau test de réduction du pavé [xnew], il faut en moyenne 20 secondes afin de trouver un

ensemble de commandes permettant de le rejoindre. Ce test ralentit donc le processus de planification

et ne peut être utilisé pour chaque ajout de nœuds dans l’arbre. On peut par exemple imaginer réduire

la taille de l’intervalle toutes les secondes sur une trajectoire.

Les résultats illustrés sur les figures 7.8 et 7.9 montrent comment l’utilisation des commandes

différenciées permet de réduire les pavés et ainsi prouver que des solutions sûres existent pour le

problème illustré sur la figure 7.7. Sur les deux figures 7.8 et 7.9, le tirage aléatoire est celui du

RRTGoalbias avec p = 0.1. Sur la figure 7.8, des commandes différenciées sont utilisées toutes les

secondes. Le planificateur arrive à trouver une trajectoire en générant environ 10 000 nœuds. De la

même façon, une trajectoire est trouvée sur la figure 7.9 avec l’utilisation de commandes différenciées

toutes les 2 secondes. Le nombre de nœuds générés est alors plus important (18 000).

Bien que cette méthode permette de prouver l’existence d’une trajectoire sûre, les trajectoires

générées ne peuvent être utilisées durant la navigation du véhicule. En effet, afin de pouvoir choisir

la commande réelle à appliquer au véhicule, il faut connâıtre précisément son état ou au moins dans

quel sous-ensemble de [xnear] se situe cet état.
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 7.8 – Trajectoire sûre trouvée pour le problème de la figure 7.7 en utilisant des commandes
différenciées toutes les secondes
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[xinit]

[xgoal]

Fig. 7.9 – Trajectoire sûre trouvée pour le problème de la figure 7.7 en utilisant des commandes
différenciées toutes les 2 secondes
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7.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une application à la robotique de l’algorithme de plani-

fication ensembliste Box-RRT introduit au chapitre 4. Cet algorithme permet dans ce contexte de

trouver des trajectoires qui garantissent la sûreté du véhicule. Ceci est possible notamment grâce

à l’utilisation d’une phase de prédiction (sans phase de correction) et d’une méthode d’intégration

garantie.

Le fait d’utiliser uniquement une phase de prédiction induit une constante augmentation de

l’incertitude. Certains problèmes ne peuvent donc pas être résolus : par exemple ceux où la distance

entre [xinit] et [xgoal] est importante, ceux où la zone d’arrivée est de taille trop faible ou ceux pour

lesquels les erreurs induites par les capteurs proprioceptifs sont trop importantes.

Une solution à ce problème a été trouvée en relaxant l’exigence d’une suite de commandes iden-

tique pour chacun des états contenus dans le pavé d’états initial. L’utilisation de plusieurs commandes

pour des valeurs de l’état appartenant à un même pavé permet de réduire considérablement l’incer-

titude sur la phase de prédiction. Ceci rend soluble de nombreux problèmes qui ne l’étaient pas.





Conclusions et perspectives

Nous avons traité dans ce mémoire du problème de planification de trajectoires, en concentrant

notre attention sur le cas où l’état du système à déplacer n’est connu que de façon imprécise. La

gestion de cette imprécision durant la phase de planification permet ainsi d’anticiper les problèmes

éventuels qui pourraient survenir lorsque le système suit le plan.

Dans les deux nouveaux planificateurs que nous proposons, nous avons fait le choix d’utiliser un

algorithme de planification moderne, le RRT, qui permet une exploration rapide et efficace de l’espace

d’état sans recourir à une discrétisation préalable.

Deux approches ont été suivies. Dans la première, la planificateur utilise une représentation pro-

babiliste de l’état du système à un instant donné, par une densité de probabilité gaussienne. La

propagation des erreurs est effectuée en utilisant un filtre de Kalman étendu. Le planificateur résul-

tant, que nous avons appelé Kalman-RRT, utilise également une phase de correction afin de diminuer

l’incertitude sur l’état du système en utilisant d’éventuelles mesures issues de capteurs extéroceptifs.

Nous avons décidé de simuler les capteurs depuis l’espérance de l’état pour nous permettre de réduire

les incertitudes lors de cette étape de correction. La diminution des incertitudes grâce à l’utilisation

de mesures permet de rejoindre des états qui n’étaient pas atteignables en enchâınant uniquement

des étapes de prédiction.

L’utilisation d’un modèle probabiliste gaussien afin de représenter l’incertitude ne permet pas de

garantir la sûreté du système le long de la trajectoire puiqu’aucune position n’est impossible. Le test

de collision utilise en effet un niveau de confiance que l’on doit choisir au préalable et qui est calculé

à l’aide d’approximations discutables.

Les trajectoires générées en utilisant Kalman-RRT ne peuvent donc pas être considérées comme

totalement sûres mais elles suggèrent cependant des zones de l’environnement à explorer et d’autres

à éviter.

La deuxième approche que nous privilégions avec les algorithmes Set-RRT et Box-RRT est très

différente. Dans le cas du Set-RRT, nous englobons les états que peut prendre le système à un instant

donné compte tenu de bornes sur les erreurs commises dans un ensemble calculable. Contrairement

à l’approche probabiliste précédente, cette approche permet de fournir une garantie sur la sûreté du

système à condition bien sûr que les hypothèses sur les bruits d’états qui la fondent soient satisfaites.

L’algorithme Box-RRT est une mise en œuvre de cet algorithme utilisant l’analyse par intervalles et

approximant les ensembles d’états par des pavés (ou vecteurs d’intervalles).

La sûreté de la trajectoire est assurée par l’utilisation d’une méthode garantie pour intégrer

l’équation d’état incertaine et prédire ainsi les états futurs. Conjointement à cette intégration garantie,

un pavé englobant est utilisé pour assurer que la trajectoire entre deux états consécutifs ne comporte



aucun risque.

Pour ne pas commettre d’approximations lors de la simulation des capteurs extéroceptifs, seules

une phase de prédiction est utilisée par le planificateur. Il en résulte une augmentation continuelle

de la taille des pavés contenant l’état du système, à cause des accumulations d’erreurs successives.

Ainsi, certains problèmes ne peuvent pas être résolus, notamment lorsque l’erreur sur les capteurs

proprioceptifs est importante où lorsque le système doit effectuer un grand nombre de changements

d’état.

Afin de dépasser partiellement cette limitation, une des contraintes du problème a été relaxée. Au

lieu de chercher une suite unique de commandes permettant à tous les états contenus dans l’ensemble

de départ de rejoindre l’arrivée, nous avons décidé d’autoriser des suites de commandes différentes

pour chacun de ces états. Cela a permis de réduire la taille des ensembles contenant les états et ainsi

de trouver des solutions admissibles à certains problèmes de planification autrement insolubles.

Ces deux techniques de planification ont été mises en œuvres dans le contexte de la robotique

mobile et plus précisément pour résoudre des problèmes de planification de trajectoire pour un

véhicule de type voiture circulant dans un environnement contenant des obstacles à éviter.

Lors de leur utilisation en robotique, ces algorithmes doivent être adaptés afin de pouvoir gérer

un système non ponctuel. Ainsi, la zone de l’espace où l’état ne peut être situé est définie en fonction

du positionnement des obstacles qui composent l’environnement mais également en fonction de la

forme du véhicule. La définition d’un tel ensemble s’avère déjà ardue lorsque les incertitudes ne sont

pas prises en compte. L’ajout des incertitudes rend cette phase extrêmement délicate. Pour résoudre

ce problème, nous avons défini un test de collision pour le véhicule, que ce soit lors de l’utilisation

du Kalman-RRT ou du Box-RRT.

Les résultats obtenus illustrent la capacité des deux algorithmes à trouver des trajectoires dans

des environnements variés malgré la contrainte de non-holonomie et l’incertitude sur la position du

véhicule.

Perspectives

Plusieurs extensions des planificateurs présentés sont envisageables à court ou moyen termes.

Le principal problème se situe dans le découplage actuel entre les techniques de planification et de

localisation, notamment dans le choix de la commande à utiliser. Que ce soit dans Kalman-RRT

ou dans Box-RRT, les informations sur l’état actuel du système ne sont pas utilisées dans le choix

de la commande. Ces informations pourraient cependant s’avérer utiles afin de privilégier certaines

trajectoires par rapport à d’autres en fonction de la valeur de l’incertitude.

Dans l’algorithme Box-RRT, lorsque nous résolvons le problème de planification classique, l’uti-

lisation d’une phase de prédiction seule implique que l’ensemble contenant les états du système ne

cesse de grandir. Il serait donc possible de comparer la taille de cet ensemble à la taille de l’ensemble

d’arrivée afin d’élaguer les branches de l’arbre du RRT. Ainsi, si un ensemble d’états est de taille

supérieure à la taille de l’ensemble d’arrivée, le nœud ne sera d’aucune utilité pour résoudre le pro-

blème. Il serait alors possible de supprimer la branche de l’arbre contenant ce nœud pour qu’il ne

soit plus pris en compte dans la recherche du plus proche voisin. Cela aurait pour conséquence de

réduire le temps de calcul nécessaire à la résolution du problème ainsi que l’empreinte mémoire du



planificateur.

Dans la modification du problème de planification que nous proposons afin de réduire l’incerti-

tude avec Box-RRT les fonctions de sélection de la commande et de réduction des ensembles sont

complètement indépendantes. Une troisième perspective serait de les utiliser conjointement afin de

choisir une commande qui permettrait d’augmenter le facteur de réduction.

A plus long terme, il serait intéressant de coupler ces méthodes à des techniques de planification

dans des environnements dynamiques. Les travaux actuels simulent des déplacements dans des en-

vironnements où certaines parties sont en mouvements sans prendre en compte les incertitudes à la

fois sur le véhicule à déplacer ni sur les trajectoires des obstacles mouvants.

Remarquons enfin que les nombreuses implémentations d’algorithmes de planification au sein de

véhicules réels (par exemple ceux utilisés lors de l’Urban Challenge organisé par le DARPA) utilisent

très souvent les valeurs retournées par les capteurs sans considérer le bruit sur ces mesures. Les

algorithmes utilisés étant très souvent à base de RRT, il serait possible d’y adjoindre notre gestion

de l’incertitude afin de générer des trajectoires et ainsi vérifier expérimentalement la sûreté des

trajectoires retournées par nos planificateurs.
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Annexe A

Obtention de l’ellipsöıde représentant

l’incertitude sur l’état du système

La forme générale d’une densité de probabilité gaussienne en dimension n est la suivante :

P (x) =
1

(
√

2π)n
√

detP
e−

1
2
(x−x̂)TP

−1(x−x̂), (A.1)

où x̂ est la moyenne et P la matrice de covariance.

Dans certains cas, notamment pour pouvoir prendre des décisions sur la sûreté de l’état, il est

nécessaire d’utiliser des lignes de niveau de cette densité (qui sont des ellipsöıdes). À chaque ellipsöıde

est associé une probabilité que x soit contenu dedans. Chaque ellipsöıde a pour équation

(x− x̂)TP−1(x− x̂) = k2, (A.2)

où k est une constante définie par le niveau de confiance choisi. La relation entre k et la probabilité

p que l’état soit contenu dans l’ellipsöıde est [42]

n = 1; p = − 1√
2π

+ 2erf(k) (A.3)

n = 2; p = 1− e−
k2

2 (A.4)

n = 3; p = − 1√
2π

+ 2erf(k)−
√

2

k
ke−

k2

2 (A.5)

où n est la dimension du vecteur d’état et erf est la fonction d’erreur de Gauss.

Cas particulier du modèle de voiture simple

Afin d’évaluer l’incertitude sur les coordonnées du point de référence du véhicule dans le plan {x,

y}, on utilise la procédure décrite dans [42]. On extrait de la matrice de covariance en trois dimensions

la sous-matrice 2×2 associée à x et y. On obtient ainsi la matrice d’incertitude sur la position

P2×2 =

[

σ2
x ρσxσy

ρσxσy σ2
y

]

, (A.6)

où ρ est le coefficient de corrélation de x et y.
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Cela correspond a une ellipse dont l’équation, donnée par (A.2), peut encore s’écrire

Ax2 + Bxy + Cy2 = k2 (A.7)

avec

A =
1

(1− ρ2)σ2
x

(A.8)

B =
1

(1− ρ2)σxσy

(A.9)

C =
1

(1− ρ2)σ2
y

. (A.10)

Le coefficient k est obtenu en utilisant (A.4) en fonction de la probabilité p choisie comme niveau

de confiance

k =
√

−2 ln(1− p). (A.11)

Par exemple, pour un niveau de confiance de 90%, on prend k = 2.146.

Afin de pouvoir afficher et utiliser cette ellipse, on utilise ses paramètres de demi grand axe a, de

demi petit axe b, ainsi que son orientation ϕ

a =

√

2k2

A + C −
√

A2 + C2 − 2AC + B2
, (A.12)

b =

√

2k2

A + C +
√

A2 + C2 − 2AC + B2
, (A.13)

ϕ =
1

2
arctan

(

B

A−C

)

. (A.14)



Annexe B

Test de collision entre une ellipse et

l’environnement

Une collision entre un segment

p = p0 + tv, 0 6 t 6 1

et une ellipse

(x− x̂)TM(x− x̂) = 1,

existe lorsqu’il y a un ou plusieurs points d’intersection entre eux ou bien lorsque le segment est

inclus dans l’ellipse.

Pour déterminer s’il y a des points d’intersection, il suffit de résoudre en t

((p0 + tv)− x̂)T M ((p0 + tv)− x̂) = 1, (B.1)

qu’on peut écrire sous la forme

at2 + ct + c = 1 (B.2)

Il y a un point d’intersection entre l’ellipse et l’environnement si et seulement si il existe une solution

réelle de (B.1) telle que t ∈ R et 0 6 t 6 1.

Nous devons également regarder si les deux extrémités du segment sont dans l’ellipse, c’est à dire

(p0 − x̂)TM(p0 − x̂) 6 1 (B.3)

et

((p0 + v)− x̂)T M ((p0 + v)− x̂) 6 1 (B.4)

Ce test de collision peut être résumé par les algorithmes 22 et 23. L’algorithme 22 a pour but

de tester s’il y a collision entre une ellipse et un segment. Il utilise (B.1) pour tester si le segment

et l’ellipse ont un point d’intersection, et fait référence à (B.3) et (B.4) pour tester si un segment

est contenu dans l’ellipse. L’algorithme 23 utilise une boucle afin de tester si une ellipse ne rentre en

collision avec aucun des segments qui composent l’environnement.
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Algorithme 22 CollisionEllipseSegment(in : Ellipse Ev = {x : (x− x̂)TM(x− x̂) = k2
v , Segment S)

1: Résoudre
(

((p0 + tv)− x̂)T M((p0 + tv)− x̂) = k2
v , t
)

2: Si t ∈ [0, 1] alors

3: Retourner VRAI {Il y a un point d’intersection}
4: FinSi

5: Si (p0 − x̂)TPv(p0 − x̂) 6 k2
v and ((p0 + v)− x̂)T Pv ((p0 + v)− x̂) 6 k2

v alors

6: Retourner VRAI {Le segment est dans l’ellipse}
7: FinSi

8: Retourner FAUX {Il n’y a pas de collision}

Algorithme 23 CollisionEllipseEnvironnement(in : Ellipse E , Environment E)

1: PourTout Segment Si ∈ E faire

2: Si CollisionEllipseSegment(E , Si) = VRAI alors

3: Retourner VRAI
4: FinSi

5: FinPour

6: Retourner FAUX


