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m’apporter pendant ces longues années. Je dirai simplement pour conclure
que j’ai éprouvé de la joie à côtoyer un tel milieu scientifique.



ii Remerciements



Avant-propos

On étudie quelques opérateurs qui interviennent lors du couplage d’un
système dynamique ouvert et d’un environnement, habituellement appelé
«réservoir» .
Si S désigne le petit système et R le réservoir, la question naturelle est de
connâıtre l’évolution d’une observable A de S , donnée par la dynamique du
système complet S +R. Les phénomènes de mémoire ou de retard inter-
viennent.

Historiquement, les physiciens, théoriciens et expérimentateurs, se sont
toujours intéressés à ce problème d’interaction comme en témoignent les
ouvrages pédagogiques de Dirac [DIR], de Landau [LL1] [LL2] et plus ré-
cemment les travaux de Cohen-Tannoudji, Dupont-Roc et Grynberg résumés
dans [CDG]. L’équation mâıtresse tient un rôle important dans la théorie de
la décohérence décrite et interprétée dans l’ouvrage de Omnès [OM].

Le modèle mathématique est parfaitement connu et amène de façon iné-
luctable à l’équation « intégro-différentielle » de Volterra, appelée souvent
équation mâıtresse généralisée. Lorsque le terme de couplage est faible et
tend vers zéro, quel est le comportement de cette équation ?
On arrive aux résultats conjecturés par Van Hove ([VH1] )[VH2]) et à l’opé-
rateur associé au noyau de l’opérateur intégral de Volterra que nous avons
introduit au premier chapitre. La preuve rigoureuse de la dynamique asymp-
totiquement markovienne fut donnée par Davies dans une série d’articles
[D1], [D2]. Il découvre un nouvel opérateur, appelé dans la suite générateur
de Davies, car c’est en fait un « bon candidat » à une évolution markovienne
comme il l’a démontré lorsque le réservoir est un espace de Fock fermionique.
On reprend dans le premier chapitre les résultats de Davies en insistant sur
le lien entre la méthode des projections NPRZ et l’équation de Volterra. On
propose une méthode de calcul formel de ces opérateurs et on note que le
générateur de Davies n’est pas nécessairement complètement positif. Ce der-
nier point est souvent acquis automatiquement dans les modèles physiques
où l’on dispose d’un état qui demeure invariant par la dynamique.
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La récente théorie mathématique des systèmes dynamiques quantiques,
résumée par Pillet [P3], donne une solide formulation générale de l’étude d’un
système dynamique quantique ouvert, en y introduisant les algèbres de von
Neumann où les différentes topologies apportent de nouveaux concepts ; en
particulier la notion de «Liouvillien» . Les algèbres de von Neumann considé-
rées dans la suite admettent un état normal et fidèle de sorte que l’on puisse
appliquer la théorie de Tomita-Takesaki [T] pour définir les opérateurs liou-
villiens.
Lorsque l’on se préoccupe des propriétés d’ergodicité, on doit étudier, selon le
critère de von Neumann [P3], la simplicité de la valeur propre 0 du liouvillien.
Ce qui explique une manipulation assez constante des différents liouvilliens
dans le chapitre trois afin de découvrir des propriétés spectrales. On retrouve
quelques résultats spectraux, dont certains ont été établis de façon plus abs-
traite par Derezinski et Jacksic [DJ3]. Mais notre méthode est complètement
différente et fait plus appel aux calculs des fonctions à deux points. Le lien
établi entre le noyau de Volterra et la fonction self-énergie (opérateur de dé-
placement pour les physiciens) est un résultat intéressant car il conduit à une
décomposition en somme directe du générateur de Davies où interviennent
les valeurs spectrales du liouvillien du système.

On se limite cependant à quelques restrictions. Dans presque tous les cas,
le système S est représenté par un espace de Hilbert de dimension finie.

Un cas de dimension infinie est traité dans le chapitre 2, S représente une
famille finie d’oscillateurs harmoniques quantiques tandis que la conception
du réservoir est assimilée à un espace de Fock bosonique. On prouve le re-
tour à l’équilibre lorsque toutes les températures des oscillateurs sont égales.
On aurait pu appliquer une version générale du théorème de Frigerio due
à Fagnola-Rebolledo [FR1], mais notre méthode montre que l’on obtient la
relaxation exponentielle selon la forme de la condition initiale de l’équation
mâıtresse. Notre démarche consiste à transformer l’équation mâıtresse du
physicien (agissant sur les matrices de densité) en une équation aux dérivées
partielles du premier ordre que l’on résout par la méthode des systèmes ca-
ractérisques. Des estimations asymptotiques permettent le passage à la limite
et précisent la vitesse de convergence.

A température non nulle, on utilise la représentation d’Araki-Woods dans
laquelle le calcul des fonctions à deux points produit les expressions de l’opé-
rateur de Van Hove et du générateur de Davies. Différentes comparaisons
sont effectuées selon la nature des liouvilliens utilisés. Lorsqu’il y a qu’un
seul réservoir alors le générateur de Davies associé au liouvillien standard et
celui associé au C -liouvilliens ont le même spectre que celui construit par
l’approche hamiltonienne. Résultat qui n’est plus vrai s’il y a au moins deux
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réservoirs à températures distinctes.

Dans le dernier chapitre, on aboutit à une évolution markovienne d’une
matrice de densité du système lorsque le réservoir à température nulle est
l’espace Fock symétrique construit sur L2(R) et lorsque le terme d’interaction
du réservoir est un champ de Segal φ(h) où h est une fonction rationnelle de
L

2(R). On explicite une représentation d’une algèbre de von Neumann com-
mutative qui interprète la dynamique de l’environnement φ(h) comme un
processus gaussien stationnaire. La caractérisation de Hida ([HI1], [HH]) des
processus gaussiens stationnaires et multiplement markoviens est liée à la ra-
tionalité de la fonction h. Ce qui nous montre comment le retournement d’un
processus de Markov fournit une dynamique markovienne pour la matrice de
densité. Le modèle physique simple auquel s’appliquent ces résultats est celui
de l’équation de Langevin. C’est en définitive un résultat très mathématique.
Pour l’appliquer à d’autres modèles physiques, il faut étudier l’existence d’une
mesure invariante d’un processus de Markov. Rechercher cette mesure, parmi
les mesures absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue sur
R

4N
, revient à résoudre la difficile équation de Fokker-Planck stationnaire.

Notre approche conduit en fait à un problème de filtrage qu’on doit pouvoir
expérimenter par des simulations numériques. C’est l’avantage de ce point
de vue par rapport à d’autres comme la théorie des probabilités quantiques
[MEY],[PA] ou le calcul dit de Malliavin.
A température non nulle, la méthode peut s’appliquer mais alors le réservoir
ne doit pas être à température d’équilibre si on veut conserver une réalité
physique. La construction initiale des algèbres est mathématiquement acces-
sible grâce à la représentation d’Araki-Woods et la démarche stochastique
est totalement similaire.
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B.4 Ergodicité : preuve du théorème 2.4 . . . . . . . . . . . . . . . . 171

C Annexe du chapitre 3 177
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(ξ,ψ) produit scalaire des éléments ξ et ψ d’un espace de Hilbert
Γs(H) espace Fock bosonique (ou symétrique)

construit sur l’espace de Hilbert H
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IV Notations

K opérateur de Van Hove
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Chapitre 1

Systèmes dynamiques
quantiques à couplage faible

Dans ce chapitre, on précise les outils mathématiques nécessaires à la
compréhension des problèmes abordés. En particulier, on rappelle le lien
entre l’opérateur modulaire et le Ω-liouvillien d’un système dynamique quan-
tique KMS. L’équation mâıtresse, via la méthode des projections NPRZ, est
formulée de façon générale à l’aide des algèbres de von Neumann qui nous
donnent certaines souplesses pour la suite. Cependant toutes les algèbres de
von Neumann considérées, issues de la physique, seront σ-finies, admettant
donc un état fidèle et normal. Ainsi, la théorie modulaire de Tomita-Takesaki
([BR1],[T]) s’y applique. En particulier la notion de Ω-liouvillien 1([DJP])
cöıncide avec celle de liouvillien standard lorsque Ω est un vecteur cyclique
et séparateur.
On présente alors de façon formelle les différents opérateurs « liouvilliens »

des systèmes perturbés :

LV = L+V − JVJ;

Lp = L+V − J∆
1
2−

1
p V∆

−( 1
2−

1
p )

J, p ≥ 1;

qui seront utilisés par la suite.
Quelques commentaires sur les groupes positifs montrent qu’en général un
opérateur de type Davies K♯,

K
♯

= lim
T→∞

{ 1

2T

∫T

−T
d t αt Kα−t

}
,

et intervenant dans les couplages « Système-Réservoir », ne définit pas né-
cessairement un groupe complètement positif. Il faut étudier le signe de la

1. On peut rencontrer l’orthographe Liouvillien ; on a suivi la tradition qui tolère les
miniscules comme gaussien, hamiltonien, markovien, ...
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transformée de Fourier de la fonction « à deux points ».
Lorsqu’on obtient réellement un opérateur de Lindblad (caractéristique de la
complète positivité), K♯ se décompose sous la forme suivante

K♯(A) = i [H, A]+ 1

2

∑
α

(
[Vα, A]V∗

α +Vα [A,V∗
α ]

)
.

Et on peut s’intéresser au « retour » à l’équilibre. Les résultats de Frigerio et
ses extensions, dues à Chebotarev Fagnola et Rebolledo sur le comportement
asymptotique des groupes complètement positifs, pourront alors s’appliquer
sous certaines conditions, précisées à la fin de ce chapitre.

1.1 Introduction

L’une des principales raisons de l’utilisation de l’équation mâıtresse de la
Mécanique Quantique par les Physiciens est la simplification obtenue lorsque
les effets de mémoire sont négligeables. Les résultats de limite faible, conjec-
turés par Van Hove ([VH1],[VH2]), ont été prouvés, de façon rigoureuse, par
Davies pour certains systèmes.

Dans l’article [D1], il considérait un système en dimension finie couplé à
un réservoir de chaleur à une infinité de degré de liberté ; la dynamique du
système ouvert devenait markovienne lorsque le couplage était «faible» .
Quelques restrictions, dues aux conditions techniques, étaient nécessaires :
d’une part l’hamiltonien du système de spectre discret et celui du réservoir,
selon la modélisation des espaces Fock fermioniques, satisfaisaient les rela-
tions d’anticommutation (CAR) et d’autre part l’échelle des temps prenait
la forme τ= λ2t en restant constant avec le terme de force du couplage λց 0

et t →∞ (limite de Van Hove).
Comme première application, il démontre le retour à l’équilibre de Gibbs
pour un système de dimension finie faiblement couplé à un réservoir à la
température non nulle.

La généralisation à des réservoirs bosoniques avec des couplages physique-
ment réalistes (minimal, dipolaire,. . . ) reste un problème largement ouvert
qui ne sera pas abordé dans cette thèse.

Dans l’article [D2], Davies aboutissait à une généralisation, très concise,
vers une limite faible des solutions de certaines équations d’évolution de Vol-
terra que l’on rappelle .
Soit P une projection de norme 1 sur un espace de Banach B =B0⊕B1, avec
B0 = PB et B1 = (1−P)B.

Dans l’interprétation usuelle «Système-Réservoir» , l’espace B est une
C∗-algèbre représentant les observables du système couplé, l’espace B0 est
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l’algèbre des observables du système alors que B1 décrit les observables de
son environnement (réservoir).
Dans la représentation d’interaction, la dynamique du système couplé est
décrite par le problème de Cauchy :

(S )

{
f ′(t ) = λA(t ) f (t ) , t ≥ 0;

f (0) = f0 ∈B0;

où (A(t ))≥0 est une famille fortement continue d’opérateurs bornés sur B.
Sans restriction de généralité, on peut admettre :

∀t ≥ 0 , PA(t )P = 0 .

Pour décrire l’évolution du système, on pose :

xλ(τ) = P f (τ/λ2) , τ≥ 0,

où f est solution de (S ) avec la condition initiale f0 ∈B0.
La limite de Van Hove de la dynamique (dite aussi limite faible) du système
est alors donnée par la fonction :

x(τ) ≡ lim
λց0

xλ(τ).

Transformant (S ) en une équation intégrale et en appliquant la projection
P, on obtient l’équation satisfaite par la fonction xλ :

xλ(τ) = f (0)+ (K̃λxλ)(τ), (1.1)

où K̃λ est un opérateur intégral de Volterra de noyau Kλ(τ,σ) qui est donné
par :

(K̃λg )(τ) =
∫τ

0
dσ Kλ(τ,σ)g (σ);

et

Kλ(τ,σ) =
∫τλ−2

σλ−2
d s PA(s)Vλ(s,σλ−2)(1−P)A(σλ−2)P.

L’opérateur Vλ, agissant sur B, est caractérisé par le système :





∂

∂t

(
Vλ(t , s)

)
= λ (1−P) A(t ) (1−P)Vλ(t , s) , 0 ≤ s ≤ t ;

Vλ(s, s) = 1.

Ce qui permet d’obtenir des conditions suffisantes (H 1) et (H 2) ci-dessous
pour l’existence de la limite de Van Hove.
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Théorème 1.1 (Davies [D2])
Soit τ0 > 0 et X =

(
C0([0,τ0];B0),‖·‖

)
l’espace de Banach des fonctions conti-

nues sur [0,τ0] à valeurs dans B0.
On suppose :
(H 1) il existe C > 0 tel que pour tout |λ| ≤ 1, et tout 0 ≤σ≤ τ≤ τ0

‖Kλ(τ,σ)‖ ≤ C;

(H 2) l’opérateur K̃λ converge fortement sur X vers l’opérateur de Volterra
K̃0 sur X de noyau constant K0, opérateur borné sur B0.
Alors :

lim
λ→0

(
Sup

0≤τ≤τ0

∥∥xλ(τ)−eτK0 f0

∥∥
)
= 0.

On propose dans l’annexe A (page 133) une preuve différente, basée essen-
tiellement sur le lemme de Gronwall (lemme A.1).

1.2 Systèmes quantiques

1.2.1 Quelques définitions

Les méthodes récentes (selon [BR1], [JP3], [P3], [RU]) construisent l’al-
gèbre des observables d’un système dynamique à l’aide des algèbres de von
Neumann.

Dans tout ce qui suit, M désigne une algèbre de von Neumann agissant
sur un espace de Hilbert H.
Les éléments de M sont associés aux observables d’un système mécanique
quantique. L’évolution dans le temps des observables est décrite par un
groupe (τt )t .
Les états physiques du système sont représentés par les états de M.
Un état ω de M est une forme linéaire de M à valeurs dans C telle que ω est
positive :

∀A ∈M , ω(A∗A) ≥ 0,

et

ω(I) = 1.

Ce qui équivaut à la continuité de ω (prop 2.3.11 dans [BR1]) et

‖ω‖ = sup
{
|ω(A)|;‖A‖ = 1

}
= 1.
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Définition 1.1
Un état ω de M est dit normal s’il existe une matrice de densité ρ de B(H)

( ρ∗ = ρ, ρ≥ 0 et tr(ρ) = 1) telle que :

∀A ∈M , ω(A) = tr(ρA).

Un état ω de M est dit fidèle si,

∀A ∈M : ω(A∗A) = 0 ⇐⇒ A = 0.

Définition 1.2
Un W∗−système dynamique est un couple (M,τ) où M est une algèbre de
von Neumann agissant sur un espace de Hilbert H et R ∋ t 7→ τt est un groupe
faiblement continu de W∗-automorphismes de M ; c’est-à-dire que, pour tout
état ω de M et tout élément A de M, l’application t 7−→ω(τt (A)) est continue
sur R.

Définition 1.3
Un système dynamique quantique est un triplet (M,τ,ω) où (M,τ) est un
W∗-système dynamique, ω est un état fidèle normal et τ-invariant :

∀A ∈M ∀t ∈R , ω
(
τt (A)

)
=ω(A).

Parmi les diverses représentations des algèbres de von Neumann, on utilisera
essentiellement la représentation canonique cyclique (la construction GNS
Gelfand, Naimark et Segal) :
si M est une algèbre de von Neumann, à tout état normal ω, on peut lui
associer :

– un espace de Hilbert Hω ;
– une représentation normale πω : M 7−→B(Hω) ;
– un vecteur cyclique Ω ∈ Hω, l’ensemble MΩ est dense dans Hω et tel
que :

∀A ∈M , ω(A) = (Ω,πω(A)Ω).

Si ω est de plus fidèle alors πω est injective ce qui permet d’identifier M et
πω(M).
Le vecteur Ω de Hω est dit séparant si l’assertion suivante est satisfaite :

∀A ∈M , πω(A)Ω= 0 =⇒ A = 0.

Cette notion assure alors que πω est injective ; de plus on a l’équivalence entre
les deux assertions suivantes :

(c) Ω est cyclique pour πω(M) ;

(s) Ω est séparant pour πω(M)′.



6 Systèmes dynamiques quantiques à couplage faible

Le résultat suivant peut être trouvé dans [BR1].

Théorème 1.2
Soit (M,τ,ω) un système dynamique quantique et (H,π,Ω) la représentation
canonique cyclique de M associée à ω.
Alors il existe un et un seul opérateur L de H tel que :

(i ) L∗ = L,

(i i ) ∀t , ∀A ∈M : π(τt (A)) = e i tLπ(A)e−i tL,

(i i i ) LΩ = 0.

On dit que L est le Ω-liouvillien de τ (ou l’hamiltonien d’équilibre) du sys-
tème.

1.2.2 Théorie modulaire

• Résultats de Tomita-Takesaki

Lorsqu’une algèbre de von Neumann M est munie d’un état normal et
fidèle ω, elle peut être identifiée, par sa représentation GNS (Hω,πω,Ω), à
l’algèbre de von Neumann de N=πω(M) dans B(Hω).
Dans la suite, on considère les algèbres de von Neumann contenues dans B(H)

où H est un espace de Hilbert.
Soit N une algèbre de von Neumann sur un espace de Hilbert H et Ψ ∈H

un vecteur cyclique et séparant. L’opérateur AΨ 7→ A∗Ψ définit un opérateur
anti-linéaire, non borné de domaine dense dans H et fermable, il admet un
prolongement S sur H de décomposition polaire

S = J∆1/2,

où la phase J est l’opérateur anti-linéaire appelé la conjugaison modulaire et
le module ∆ est appelé l’opérateur modulaire, associés au couple (N,Ψ).

Le résultat principal de la théorie modulaire de Tomita-Takesaki ([BR1],
[T]) est :

JNJ = N′,

∀t ∈R , ∆i tN∆−i t = N.

De plus, les relations suivantes,

JΨ=Ψ , J = J∗ , J2 = 1;

∀t ∈R , ∆i tΨ=Ψ , ∆−1/2 = J∆1/2J;

∀(A,B) ∈N2 , (∆1/2AΨ,∆1/2BΨ) = (JA∗Ψ, JB∗Ψ)

= (B∗Ψ, A∗Ψ),
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seront souvent utilisées.
La théorie modulaire associe le cône naturel positif H+, c’est-à-dire la ferme-
ture de {A (A)Ψ : A ∈N} dans H où (A) = JAJ.
H+ engendre H et il est auto-polaire :

H+ = {η : η ∈H/∀ξ ∈H+ ; (ξ,η) ≥ 0}.

Soit ξ ∈H+ alors ξ est cyclique pour N si et seulement si ξ est séparant pour
N.
La propriété intrinsèque du cône naturel positif s’utilise sous la forme sui-
vante :
soit ξ ∈ H+ cyclique, on peut associer au couple (N,ξ) la conjugaison mo-
dulaire J

ξ
et le cône naturel positif H+

ξ
, la fermeture de {A 

ξ
(A)Ψ : A ∈N},

alors :
J
ξ
= J , H+

ξ
=H+.

Le second résultat important est la caractérisation des états normaux de N :
pour tout état ω normal de N, il existe un et un seul ξ ∈H+ tel que :

∀A ∈N , ω(A) = (ξ, Aξ).

• Etats KMS

Exemple 1.1
Le modèle de la mécanique statistique quantique des systèmes finis à la tempé-
rature T et d’hamiltonien H est défini par les données suivantes :

M = L (Cn);

β = 1

kT
, k constante de Boltzmann;

τt (A) = e i tHAe−i tH;

ω(A) = tr(Ae−βH)

tr(e−βH)
, état d’équilibre de Gibbs.

Soient A et B deux éléments de M, la fonction z 7−→ τz(B) est un polynôme de
la variable complexe z et à valeurs dans M et la fonction, définie par

FA,B (z) =ω(Aτz(B)),

est un polynôme en z et à valeurs complexes.
De plus, grâce à la propriété de cyclicité de la trace (tr(ABC) = tr(CAB) =
tr(BCA)), on a aisément :

(⋆) ∀z ∈C , ω(Aτz(B)) =ω(τz−iβ(B)A),



8 Systèmes dynamiques quantiques à couplage faible

en particulier, les conditions dites aux bords :

(CB)

{
∀t ∈R , FA,B (t ) = ω(Aτt (B));

FA,B (t + iβ) = ω(τt (B)A).

Et pour z = iβ dans (⋆), il vient :

ω(BA) =ω(Aτiβ(B)).

Lorsque que le système n’est pas fini et que l’hamiltonien H vérifie

tr(e−βH) <∞,

la démarche précédente montre que la fonction FA,B est analyique dans l’ouvert
Dβ = {z/0 < Im(z) < β} et vérifie :

∀t ∈R , ω
(
Aτt+iβ(B)

)
=ω

(
τt (B)A

)
;

et elle satisfait les conditons (CB) aux bords de Dβ.

Ce qui conduit à la définition suivante.

Définition 1.4
Soit (M,τ) un W∗-système dynamique. Soit β un réel.
Un état normal ω est un (β,τ)-KMS état si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(1) pour tout (A,B) ∈ M2, il existe une fonction FA,B analytique dans l’en-
semble ouvert Dβ, où :

Dβ =





{z : z ∈C/0 < Im(z) < β} , siβ> 0;

{z : z ∈C/β< Im(z) < 0} , siβ< 0;

R siβ= 0;

et telle que :

(2) FA,B est continue et bornée sur Dβ ;

(3) pour tout réel t :

FA,B (t ) = ω
(
Aτt (B)

)
;

FA,B (t + iβ) = ω
(
τt (B)A

)
.
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En pratique, on peut se limiter à A et B appartenant à une sous C∗-algèbre
invariante par τ et dense dans M.
On montre que si ω est un état (β,τ)-KMS alors il est τ-invariant et vérifie
en particulier

ω(BA) =ω
(
Aτiβ(B)

)
=ω

(
τ−iβ/2(A)τiβ/2(B)

)
.

Il est important de noter ([BR2] prop 5.3.3) que chacune de ces dernières
égalités réalise une condition suffisante à l’obtention de la propriété KMS.
Si β= 0 alors ω est un état dit état de trace ( ω(AB) =ω(BA)).
De sorte que, lorsque β 6= 0, la propriété KMS peut être considérée comme
une mesure par τ du défaut de trace de l’état ω.
Pour β = −1, on dit simplement que ω est τ-état KMS. Dans ce cas si
(Hω,πω,Ωω) est la représentation canonique cyclique de (M,τ,ω) alors Ωω

est séparant pour πω(M)′′.

• Relation entre le Ω-liouvillien et l’opérateur modulaire

Soit (M,τ, ω) un système dynamique quantique, on lui associe sa repré-
sentation canonique cyclique (Hω,πω,Ωω), on désigne par ∆ω et Jω l’opérateur
modulaire et la conjugaison modulaire, les opérateurs modulaires associés au
couple (πω(M),Ωω) et σω

t le groupe modulaire :

∀A ∈M , σω
t (A) =π−1

ω

(
∆i t
ωπω(A)∆−i t

ω

)
.

La propriété KMS et le groupe d’automorphismes modulaires sont liés par
le théorème de Takesaki-Winnink ([T], [BR2] Thm 5.3.10) : le groupe d’au-
tomorphismes modulaires (σω

t )t est l’unique groupe à un paramètre d’auto-
morphismes de M qui vérifie la condition KMS pour β=−1.
Les propriétés de ∆ω et de J donnent :

∀(A,B) ∈M2 , ω(BA) =
(
Ωω,πω(B)πω(A)Ωω

)

=
(
πω(B)∗Ωω,πω(A)Ωω

)

=
(
J∆1/2

ω πω(B)Ωω, J∆1/2
ω πω(A)∗Ωω

)

=
(
∆1/2
ω πω(A)∗Ωω,∆1/2

ω πω(B)Ωω

)

=
(
Ωω,πω(A)∆ωπω(B)Ωω

)

= ω(Aσ−i (B)),

donc ω est un σ-KMS état.
Le lien entre le groupe modulaire et la dynamique définie par le Ωω-liouvillien,

τt (A) =π−1
ω (e i tLωπω(A)e−i tLω),
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est donné par le fait que si ω est un (β,τ)-KMS état, alors :

∀(A,B) ∈M2 , ω(BA) = ω(Aτiβ(B))

=
(
Ωω,πω(A)πω(τiβ(B))Ωω

)

=
(
Ωω,πω(A)e−βLωπω(B)Ωω

)
.

D’où :
∆ω = e−βLω . (1.2)

En particulier, il en résulte :
τt =σω

−βt .

1.2.3 Résultats de Dereziński-Jakšić-Pillet

• Notion de liouvillien standard

Nous utiliserons les résultats de [DJP] de la théorie de perturbation des
systèmes W∗-dynamiques.
Soit H un espace de Hilbert, M⊂B(H) une algèbre de von Neumann.
On dit que le quadruplet (M,H, J,H+) est une forme standard de M si les six
conditions suivantes sont réalisées.

(s1) J est une involution anti-unitaire ( anti-linéaire, J2 = J, J∗ = J).

(s2) H+ est un cône positif auto-polaire :

H+ =
{
η : η ∈H/∀ξ ∈H+ : (ξ,η) ≥ 0

}
.

(s3) JMJ =M′.

(s4) JAJ = A∗, pour tout A appartenant au centre M∩M′ de M.

(s5) JΨ=Ψ, pour tout Ψ ∈H+.

(s6) AJAJH+ ⊂H+, pour tout A ∈M.

Exemple 1.2
L’exemple fondamental sera le suivant :
soit N une algèbre de von Neumann munie d’un état fidèle et normal ω, de
représentation GNS (Hω,πω,Ω) alors (πω(N),Hω, J,H+

ω) est une forme standard
de πω(N), où J est la conjugaison modulaire et H+

ω le cône naturel positif, ces
éléments sont issus de la théorie modulaire. On dira alors que (πω,Hω, J,H+

ω) est
la représentation standard de N.

L’un des résultats importants de [DJP] est que si (τt ) est un groupe à un
paramètre, simplement σ-faiblement continu (τs(A) → τt (A) lorsque s → t

pour la topologie faible des opérateurs, A ∈M) de C∗-automorphismes de M
alors il existe un unique opérateur L auto-adjoint de H tel que :
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(L1) τt (A) = e i tLAe−i tL, pour tout A ∈M et pour tout t ∈R ;

(L2) e i tLH+ ⊂H+, pour tout t ∈R.

On dit que L est le liouvillien standard de τ.
Le noyau de cet opérateur permet de caractériser les états τ-invariants.
Par exemple :

(1) dim KerL = 0 si et seulement s’il n’existe pas d’états normaux τ-invariants.

(2) dim KerL = 1 si et seulement s’il existe un et un seul état normal τ-
invariant.

De plus, nous avons la comparaison entre les liouvilliens.
Soit (M,τ,ω) un système dynamique quantique et (H,Ω) sa représentation
canonique cyclique de M associée à ω, (ω(A) = (Ω, AΩ)).
Soit L un opérateur auto-adjoint de H tel que :

τt (A) = e i tLAe−i tL,

alors L est le Ω-liouvillien de τ (LΩ= 0) si et seulement si L est son liouvillien
standard.
Les notions de Ω-liouvillien et de liouvillien standard de τ cöıncident.

Dans le cas des perturbations de la dynamique τ, la question est de
connâıtre le liouvillien standard associé.
On suppose (M,H, J,H+) est une forme standard deM sur H et L un opérateur
auto-adjoint sur H tel que

∀t ∈R , ∀A ∈M : τt (A) = e i tLAe−i tL.

Soit V un opérateur affilié à M (e i tV ∈M), c’est-à-dire que V vérifie :

(1) V est un opérateur sur H de domaine D(V) dense dans H ;

(2) A′D(V) ⊂ D(V), pour tout A′ ∈M′ ;

(3) A′V = VA′ sur D(V), pour tout A′ ∈M′.

La formule du produit de Trotter permet de définir la dynamique

∀t ∈R , ∀A ∈M : τt
V(A) = e i t (L+V)Ae−i t (L+V),

dès que L+V est essentiellement auto-adjoint sur D(L)∩D(V).
Soit

LV ≡ L+V − JVJ, (1.3)

si LV est essentiellement auto-adjoint sur D(L)∩D(V)∩D(JVJ) alors LV est le
liouvillien standard de τV, c’est-à-dire :

(L1) τt
V

(A) = e i tLV Ae−i tLV , pour tout A ∈M et pour tout t ∈R ;

(L2) e i tLVH+ ⊂H+, pour tout t ∈R.
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• Notion de C -liouvillien

Cette notion selon [JP5] a été utilisée dans le cadre du couple « Système-
Réservoirs », les réservoirs étant des systèmes fermioniques.

Soit M⊂B(H) un algèbre de von Neumann. Soit Ω un vecteur cyclique
pour M, on associe la forme standard (M,H, J,H+) de sorte que J et ∆ soient
la conjugaison modulaire et l’opérateur modulaire associés au couple (M,Ω).
L’espace C ,

C =MΩ=
{

AΩ : A ∈M
}
,

est dense dans H et considérons l’isomorphisme canonique d’espaces de Ba-
nach Ψ :

M −→ C

A −→ Ψ(A) = AΩ;

‖AΩ‖∞ ≡ ‖A‖.

Lorsque τ est un semi-groupe sur M, on définit sur C

Tt (AΩ) = τt (A)Ω.

La question est de savoir si T admet un générateur sur H dès que τ possède
un générateur de la forme L+V.
• Cas borné

Soit V = V∗ ∈ M définissant un opérateur borné sur H, typiquement V est
l’interaction de la forme

V = Q⊗ϕ(α),

où ϕ(α) décrit un champ fermionique.
Le semi-groupe (Tt

V
),

Tt
V AΩ= τt

V(A)Ω,

est un groupe d’isométries de C avec

Tt
V AT−t

V = τt
V(A) , Tt

VΩ=Ω.

Son générateur, noté L∞ est appelé le C -liouvillien, que l’on calcule formel-
lement (voir [JP5]) en différentiant l’égalité

e i tL∞AΩ= e i t (L+V)Ae−i t (L+V)Ω.

Et tenant compte de

LΩ= 0 , J∆1/2AΩ= A∗Ω ,
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alors on obtient :
L∞AΩ= (L+V)AΩ− (VA∗)∗Ω.

D’où :

L∞ = L+V − J∆1/2VJ∆1/2. (1.4)

Remarque 1.1
Cette égalité nécessite au moins quelques remarques.
D’une part, supposons que

∆= e−βL,

en tenant compte que J et i L commutent, alors une équivalence entre le
liouvillien de τ, LV donné par (1.3) et le C -liouvillien L∞ de (1.4) ,

L∞ = e−β(L+V)/2LVeβ(L+V)/2,

est vraie sur D(eβ(L+V)/2)∩D(e−β(L+V)/2).
D’autre part, L est le générateur (en pratique un Ω-liouvillien) d’une repré-
sentation issue d’une dynamique sur une algèbre de von Neumann possèdant
un état fidèle et normal, lorsque cette dernière est perturbée par une dériva-
tion [V, · ], de sorte que

M ∋ A 7−→ LA+VA−AV ∈M

soit un opérateur bien défini. Alors son image par l’isomorphisme Ψ donne
naturellement

∀A ∈M , Ψ(LA+ [V, A]) = L∞Ψ(A) .

Enfin, on verra pour les systèmes bosoniques que les opérateurs, de la forme

a♯(α)− J∆1/2a♯(α)J∆1/2,

se calculent aisément lorsque a♯(α) désigne soit l’opérateur de création a(α)

soit l’opérateur a∗(α) d’annihilation et ∆= e−βdΓ(ω).
Ces deux opérateurs LV et L∞ interviendront dans la suite dans le calcul

des opérateurs de type Davies.

• Cas non borné

On rencontrera dans la suite (chapitre 2) des systèmes (finis dans le cas
Spin-Boson, infinis dans le cas des oscillateurs harmoniques,. . . ) couplés à un
champ bosonique où interviendront naturellement des opérateurs non bor-
nés a∗ et a de création et d’annihilation. Les observables du système sont
représentées par

Ms =B(Hs),
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tandis que celles du réservoir sont représentées par une algèbre de von Neu-
mannMr , contenue dans B(Γs(Hr )) où Γs(Hr ) est l’espace de Fock symétrique
construit sur l’espace de Hilbert Hr du réservoir.
On suppose queM=Ms⊗Mr caractérise les observables du couplage « Système-
Réservoir » et qu’il existe un état ω normal et fidèle de sorte que la théorie
modulaire s’applique. La dynamique libre, en l’absence d’interaction, est dé-
finie par un groupe (τt )t∈R,

τt (A) = e i tLAe−i tL,

où L est un opérateur auto-adjoint sur H=Hs ⊗Hr et qu’il existe un vecteur
cyclique pour M, Ω ∈H tel que :

ω(A) = (Ω, AΩ) , LΩ= 0.

On suppose que le terme d’interaction est de la forme V = Q⊗Φ où Q ∈Ms

(donc borné), Φ est un opérateur non borné de Mr et tel que V soit affilié à
M et la dynamique pour ce couplage est donnée par :

τt
V

(A) = e i t (L+V)Ae−i t (L+V).

Le groupe (Tt
V

)t∈R est bien défini sur C . La recherche de son générateur reste
un problème ouvert sauf dans des cas particuliers qui dépendent essentielle-
ment du choix de Φ car le terme Q est un opérateur borné qui ne pose pas
de réelles difficultés.
Ce qui explique le choix qui suit.
On suppose ici que M=B(Γs

(
H)

)
pour simplifier.

On pose L = dΓ(s) et τt
0 la dynamique définie sur M par

τt
0(W(α)) = W(e i t sα) , α ∈H.

Soit V = a♯( f ), f ∈H, est un opérateur non borné affilié à M.
D(V) = D(

p
N) où N est l’opérateur nombre sur Γs(H) :

ψ= (ψ(n))n≥0 , Nψ= (nψ(n))n≥0 , D(N) =
{

(ψ(n))n≥0

/∑
n2‖ψ(n)‖2 <∞

}

et D(N) est dense dans Γs(H), contenu dans D(
p

N) et M′ =C · 1.

Proposition 1.1
Le semi-groupe (Tt

V
)t≥0 admet comme générateur

L∞ = L+a♯(α)− J∆1/2a♯(α)J∆1/2.

La preuve 2, donnée en annexe (A.2, page 134), s’appuie sur des estimations
usuelles sur les termes des méthodes perturbatives d’Araki-Dyson, fournis-
sant des moyens analytiques pour la dérivation.

2. C’est un résultat nouveau
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1.2.4 Semi-groupes quantiques

• Applications positives des C∗-algèbres

Soient A et B deux C∗-algèbres avec un élément identité, une application
linéaire ϕ de A dans B est positive si :

ϕ(A+) ⊂B+.

Lorsque ϕ(1) = 1, la positivité de l’application linéaire ϕ équivaut à ‖ϕ‖ = 1

(par le corollaire 3.2.6 de [BR1]).
Il est bien connu, selon [BR1] (corol 3.2.12), que si t 7−→ αt est un groupe à
un paramètre, continu fortement de A dans A alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) αt est un ∗-automorphisme de A , pour tout réel t ;

(2) αt (A+) ⊂A+, pour tout réel t ;

(3) ‖αt‖ ≤ 1.

Dans le cadre des algèbres de von Neumann M, les équivalences sont
vraies, dès queM est un facteurM∩M′ =C·1 ouM est commutative, pour les
groupes à un paramètre σ-faiblement continus qui sont des ∗-automporphismes
et sont donc toutes des applications positives. Cette notion devient alors peu
utile. Cependant cette notion devient importante pour décrire la dynamique
réduite à un sous système.

Remarque 1.2
On rappelle quelques points historiques sur les applications positives, définies
sur une C∗-algèbre possédant un élément identité.
Le point départ de la théorie a été la preuve de l’inégalité de type Schwarz
par Stinespring :
si ϕ : A 7→B est linéaire, positive et telle que ϕ(1) = 1 alors

∀A ∈A , A∗A = AA∗ =⇒ϕ(A∗A) ≥ϕ(A)∗ϕ(A).

Et sa généralisation fut donnée par Evans :
soit δ une application linéaire définie sur une C∗-algèbre U telle que :

∀A ∈U , δ(A∗) = δ(A)∗.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) ∀t ∈R+∀A ∈U , e tδ(A∗A) ≥ e tδ(A∗)e tδ(A) ;
(2) ∀A ∈U , δ(A∗A) ≥ δ(A∗)A+A∗δ(A).
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Stinespring construisait une représentation (une généralisation de la construc-
tion GNS proposition 3.2.4 dans [BR1]) π de A telle que :

ϕ(A) = V∗π(A)V.

Dans l’étude des semi-groupes, la notion d’applications complètement posi-
tives, introduite et caractérisée par Stinespring, a une place prépondérante.

• Applications complètement positives des C∗-algèbres

Définition 1.5
Soit n un entier. Soient U et V deux C∗-algèbres.
On désigne par Un l’ensemble des matrices carrées d’ordre n dont les coeffi-
cients sont des éléments de U.
Étant donnée une application linéaire φ : U 7→ V, on définit l’application
φn :Un 7→Vn par :

∀(i , j ) ∈ {1, . . . ,n} ∀Ai , j ∈U , φn

(
(Ai , j )1≤i , j≤n)

)
=

(
φ(Ai , j )

)
1≤i , j≤n .

L’application φ est dite n-positive si φn est positive.
L’application φ est dite complètement positive si φ est n-positive, pour tout
entier naturel n non nul.

Il est immédiat que la somme d’applications complètement positives et la
composée d’applications complètement positives sont des applications com-
plètement positives.
On peut utiliser l’un des critères suivants pour établir la complète positivité.

Lemme 1.1
L’application φ est dite complètement positive si et seulement si pour tout
entier naturel N, A1, . . . , AN éléments de U, et pour B1, . . .BN éléments de V,
on a : ∑

1≤,i , j≤N

B∗
i φ(A∗

i A j )B j ≥ 0.

Il en résulte que tout ∗-homomorphisme de C∗-algèbres est une application
complètement positive.

Lemme 1.2
Soit M une algèbre de von Neumann sur un espace de Hilbert H. Une appli-
cation ϕ de M dans M , linéaire, normale et telle que

∀A ∈M , ϕ(A∗) =ϕ(A)∗,
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est complètement positive si et seulement s’il existe une famille {Vα} de B(H)

telle que

∀A ∈M , ϕ(A) =
∑
α

V∗
αAVα,

la convergence ayant lieu pour la topologie faible des opérateurs.
La famille est dénombrable (resp.finie) dès que H est séparable (resp. de
dimension finie).

Exemple 1.3
Soit H un espace de Hilbert. Soient H = H∗, R = R∗ et V trois éléments de B(H).
Posons

γ1(A) = i [H, A] , γ2(A) = AR+RA, γ3(A) = V∗AV.

Alors les applications linéaires, définies pour chaque t ≥ 0 par

e tγ1 (A) = e i tHAe−i tH;

e tγ2 (A) = e−tRAe−tR;

e tγ3 (A) =
∑

n≥0

t n

n!
γn

3 (A);

sont complètement positives. La composition d’applications complètement posi-
tives et la formule de Trotter montrent que l’application,

B(H) ∋ A 7−→ e t (γ1+γ2+γ3)(A) ,

est complètement positive.

Le résultat suivant, dû à Christensen et Evans (voir [BR2]), donne la forme
générale des générateurs des semi-groupes complètement positifs.

Théorème 1.3
Soit (e tδ)t≥0 un semi-groupe continu en norme d’applications linéaires com-
plètement positives, défini sur une C∗-algèbre U agissant sur un espace de
Hilbert H.
Alors il existe une application complètement positive φ de U sur la fermeture
faible U et il existe un élément auto-adjoint H = H∗ de U tels que :

δ(A) = i [H, A]− {R, A}/2+φ(A),

où {·, ·} dénote l’anticommutateur.
Notons que R =φ(1)−δ(1).
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• Semi-groupes dynamiques quantiques

Définition 1.6
Soit M une algèbre de von Neumann sur un espace de Hilbert H. Une famille
d’opérateurs linéaires (Tt )t≥0 est un semi-groupe dynamique quantique si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) T0 = 1, Ts+t = TsTt , pour tout (s, t ) ∈R
2
+ ;

(2) Tt est σ-faiblement continu ;

(3) Tt est normale, pour tout t ≥ 0 ;

(4) Tt est une application complètement positive, pour tout t ≥ 0 ;

(5) Tt (1) = 1, pour tout t ≥ 0.

Lindblad ([LI]) avait résumé les résultats des semi-groupes dynamiques quan-
tiques complètement positifs sur une algèbre de von Neumann.

Corollaire 1.1 (Lindblad)
Soit (e tδ)t≥0 un semi-groupe d’applications linéaires σ-faiblement continu dé-
fini sur une algèbre de von Neumann M agissant sur un espace de Hilbert H
tel que : e tδ(1) = 1.
(e tδ)t≥0 est complètement positif si et seulement si :
(1) il existe une famille d’opérateurs {Vα} de B(H) tel que l’opérateur

R =
∑
α

V∗
αVα

est un opérateur borné de M et

∀A ∈M ,
∑
α

V∗
αAVα ∈M;

(2) il existe un opérateur auto-adjoint H = H∗ ∈M tel que :

∀A ∈M , δ(A) = i [H, A]− {R, A}/2+
∑
α

V∗
αAVα

= i [H, A]+ 1

2

∑
α

(
[V∗

α , A]Vα+V∗
α [A,Vα]

)
.

Il existe des extensions dans le cas des opérateurs de Lindblad non bornés
([CF], [D3], [RE2]) en considérant les opérateurs non bornés de la forme

∀A ∈B(H) , δ(A) = GA+AG∗+
∑
α

V∗
αAVα,

où G est le générateur d’un semi-groupe fortement continu de contractions
dans H, le domaine des opérateurs Vα contenant le domaine D(G) de G, la
condition δ(1) = 0 se traduisant par :

∀(u, v) ∈ D(G)2 , (v,Gu)+ (Gv,u)+
∑
α

(Vαv,Vαu) = 0.
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Pour tout A ∈ B(H), on définit au sens faible une forme sesquilinéaire δ(A)

sur H par :

∀(u, v) ∈ D(G)2 , (v,δ(A)u) = (v, AGu)+ (Gv, Au)+
∑
α

(Vαv, AVαu).

On prouvera dans le chapitre 2, qu’il est possible de construire, à l’aide d’une
méthode itérative de Picard ([CF],[FR1]), un semi-groupe (Tt )t≥0 par :

∀(u, v) ∈ D(G)2 ,
(
v,Tt (A)u

)
=

(
v, Au

)
+

∫t

0
d s

(
v,δ(Ts(A))u

)
.

Selon les travaux cités, il n’y a pas unicité. Cependant il existe un seul semi-
groupe dynamique dit minimal (Tt

m)t≥0 : c’est-à-dire pour toute famille d’ap-
plications positives (Tt )t≥0 σ-faiblement continues satisfaisant l’équation ci-
dessus, on a :

∀A ∈B+(H) , Tt
m(A) ≤ Tt (A).

• Principe quantique du bilan détaillé

Exemple 1.4 (Exemple classique (selon [CDG]))
Soit (S ) un système de dimension deux, décrit par un hamiltonien Hs ayant
deux niveaux d’énergie E1 < E2 correspondant aux états |1> et |2>, l’algèbre des
observables est Ms =M2(C) , il est couplé à un réservoir (R) à la température
1/β dont l’hamiltonien Hr est discret non dégénéré de niveaux Eµ,Eν, . . . d’états
propres |µ>, |ν>, . . ., on le supposera de plus dans un état stationnaire à l’équilibre
thermodynamique.
Le couplage est caractérisé par un opérateur V qui vérifie :

∀(µ,ν) , | <1,µ|V|2,ν> | = | <2,ν|V|1,µ> |.

L’étude du couplage faible (limite de Van Hove) amène à la considération des
opérateurs suivants :

∀A ∈Ms , K(A) = i [H, A]+
Γ1→2

2

(
2|1><2|A|2><1|−

{
A, |1><1|

})

+
Γ2→1

2

(
2|2><1|A|1><2|−

{
A, |2><2|

})
;

L(ρ) = −i [H,ρ]+
Γ1→2

2

(
2|2><1|ρ|1><2|−

{
ρ, |1><1|

})

+
Γ2→1

2

(
2|1><2|ρ|2><1|−

{
ρ, |2><2|

})
;

où ρ désigne une matrice de densité du système, ces deux opérateurs sont reliés
par l’égalité

tr
(
ρK(A)

)
= tr

(
L(ρ)A

)
.
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La quantité Γ1→2 est la probabilité pour que le système effectue une transition du
niveau E1 vers le niveau E2 et vaut :

Γ1→2 = 2π
∑
µ,ν

ν−µ=E2−E1

p(ν)| <2,ν|V|1,µ> |2,

avec
p(µ) = e−βEµ/Z, Z = tr(e−βHr ).

Autrement dit, p(µ) est la probabilité pour que le réservoir soit dans l’état |µ>.
De même pour Γ2→1 . Tandis que H commute avec Hs donc H possède la forme
diagonale a1|1><1|+a2|2><2|, a1 et a2 réels.
On démontre la relation fondamentale :

Γ1→2 = e−β(E2−E1)Γ2→1 .

Écrite sous la forme,
e−βE1Γ1→2 = e−βE2Γ2→1 ,

cette relation, dite du «bilan détaillé» , exprime physiquement que le nombre de
transitions de |1 > vers |2 > compense celui de |2 > vers |1 >.
En effectuant un simple calcul matriciel, on obtient l’équivalence :

L(ρ) = 0 ⇐⇒ ρ= ρe ≡ e−βHs /tr
(
e−βHs

)

il en résulte que Ms ∋ A 7−→ ω(A) = tr(ρe A) est un état normal, fidèle et Λt -
invariant où Λ est le semi-groupe de générateur K.
En posant :

Ka = i [H, ·] , Ks = K−Ka ;

Ωs = ρ1/2
e , (A,B) = tr(A∗B);

alors ω(A) = (Ωs , AΩs).
Et pour le produit scalaire suivant :

< A,B >ρe≡< AΩs ,BΩs >= tr(ρe A∗B) =ω(A∗B);

on obtient :
K∗

s = Ks , K∗
a =−Ka .

Notons puisque que le commutant de {|1><2|, |2><1|} est égal à C · 1 alors le
théorème 1.8 de Frigerio montre que le système (S ) «parvient» également à un
équilibre thermodynamique à la même température.
Autrement dit :

∀η ∈Ms∗∀(A,B) ∈M
2
s , lim

t→∞
η(BΛt (A)) = tr(ρe A)η(B).

On en déduit, pour toute matrice de densité ρ, que :

lim
t→∞

e tL∗
ρ= ρe .
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• Formulation abstraite

On adopte le cadre abstrait donné dans [FGKV].
Soit M une algèbre de von Neumann et (Λt )t≥0 un semi-groupe dynamique
quantique. Soit ω un état normal et fidèle de M , Λt -invariant. On désigne
par (Hω,πω,Ωω) la représentation canonique GNS de M associée à ω. On
peut définir (Λ̂t ) le semi-groupe de B(Hω),

∀A ∈M , Λ̂tπω(A)Ωω =πω(Λt (A))Ωω.

On note L̂ le générateur du semi-groupe (Λ̂t )t fortement continu de contrac-
tions sur Hω.

Définition 1.7
On dit que (Λ̂t )t≥0 sastisfait «le principe du bilan détaillé» relativement à ω

s’il existe deux opérateurs L̂s et L̂a tels que :

L̂ = L̂s + L̂a ,

sur un sous espace dense de Hω, avec :
(i) πω(αt (A))Ωω = e L̂a t (π(A))Ωω tel que (αt )t soit un groupe σ-faiblement
continu d’automorphismes de M ;
(ii) πω(Γt (A))Ωω = e L̂s t (π(A))Ωω tel que (Γt )t soit un semi-groupe dynamique
quantique de M .
On dit que (αt ) est la partie hamiltonienne de (Λt ) et que (Γt ) en est la partie
dissipative.

On démontre que si une telle décomposition existe avec

L̂s = L̂
∗
s , L̂a =−L̂

∗
a ,

alors elle est unique.
L’état ω est invariant par (αt ) et par (Γt ), de plus ces derniers commutent
avec le groupe modulaire σω

t associé au couple (πω(M ),Ωω).

Exemple 1.5
L’exemple usuel,utilisé dans [LS], considère M = B(H) où H est un espace de
Hilbert séparable.
Soit ρ0 ∈L 1(H), une matrice de densité, invariante par un semi-groupe (e tL)t≥0

(L(ρ0) = 0), on peut définir sur B(H) le produit scalaire :

∀(A,B) ∈B(H)2 , < A,B >ρ
0
≡ tr(A∗Bρ0 ).

Le semi-groupe (e tL)t≥0 satisfait au «principe du bilan détaillé» relativement à ρ0

si L∗ se décompose sous la forme :

L∗ = L∗
a +L∗

s
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avec La = i [H, · ], H = H∗ et [H,ρ0] = 0 et

∀(A,B) ∈B(H)2 , < L∗
a(A),B >ρ0=−< A,L∗

a(B) >ρ0

et L∗
s est symétrique :

∀(A,B) ∈B(H)2 , < L∗
s (A),B >ρ0=< A,L∗

s (B) >ρ0 .

Les auteurs [LS] ont précisé les liens entre ces différentes notions (le principe du
bilan détaillé, la limite de Van Hove et la condition KMS) que l’on schématise
sous la forme :
le principe du bilan détaillé + la limite Van Hove −→ la condition KMS.

1.3 Résultats de Davies

Les objectifs sont d’illustrer les techniques vues dans l’introduction, en
particulier aboutir rapidement à l’équation de Volterra. Le théorème 1.1 nous
permet de définir deux opérateurs K et K♯. Une formulation abstraite garan-
tit que ces opérateurs existent sous la seule hypothèse d’intégrabilité d’une

«fonction à deux points» . Afin d’étudier le semi-groupe (e tK♯
)t≥0, en parti-

culier la complète positivité, on constate que K♯ admet une décomposition
«semblable» à celle de Lindblad, et on donne des conditions suffisantes pour
que K♯ soit complètement positive.

1.3.1 Équation NPRZ

L’étude classique de l’interaction entre deux systèmes amène de manière
inéluctable aux produits tensoriels d’algèbres des observables.
Soit M = Ms ⊗Mr une algèbre de von Neumann sur l’espace de Hilbert
H =H s ⊗Hr .
Ms représente l’algèbre des observables du système alors que celle du réservoir
est Mr .
Soit (αt

0)t un groupe σ-faiblement continu de M de générateur δ0 avec

αt
0(1) = 1.

Autrement dit :
∀M ∈M , αt

0(M) = e tδ0 (M).

On considère δI un opérateur borné de M . Alors δ= δ0+δI est le générateur
d’un groupe à un paramètre σ-faiblement continu αt = e tδ de M .
On s’intéresse à l’évolution dans le couplage de l’élément X⊗ 1r du système.
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Cet élément sera systématiquement identifié à X ∈Ms .
Soit alors P une projection de M sur Ms ⊗ 1r telle que :

(H1) P δ0 = δ0P.

On pose

Q = 1−P,

nous désignons par ᾱt le groupe à un paramètre de générateur

δ̄= PδP+QδQ.

δ̄ représente les parties diagonales de δ, de sorte que :

[P, δ̄ ] = 0.

La méthode des projections de Zwanzig (détaillée par exemple dans [AG])
permet d’obtenir directement l’équation d’évolution du groupe projeté (Pαt P).
En effet, les égalités :

(1) αt = αt
0 +

∫t

0
du αt−u

0 δIα
u ;

(2) αt = ᾱt +
∫t

0
du ᾱt−u

(
PδI Q+QδI P

)
αu ;

impliquent :

Pαt P = Pαt
0P+

∫t

0
du Pαt−u

0 δI Pα
uP

+
∫t

0
du Pαt−u

0 δI QαuP;

QαuP =
∫u

0
d s Qᾱu−sQδI Pα

sP.

D’où :

Pαt P = Pαt
0P+

∫t

0
du

(
Pαt−u

0 P
)
(PδI P)

(
PαuP

)

+
∫t

0
du

∫u

0
d s Pαt−u

0 P
(
PδI Qᾱu−sQδI P

)
PαsP,

et finalement on aboutit à la proposition suivante.
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Proposition 1.2
En posant

∀(i , j ) ∈ {0,1}2 , δi , j
I

≡
(
i Q+ (1− i )P

)
δI

(
j (Q+ (1− j )P

)
,

XI (t ) ≡ (Pαt P)(X⊗1) , X ∈Ms ,

KI (t ) ≡ δ0,1
I

ᾱt δ1,0
I

,

alors on obtient l’équation intégro-différentielle généralisée NPRZ (Nakajima-
Prigogine-Résibois-Zwanzig) :

XI (t ) = (Pαt
0P)(A⊗ 1)+

∫t

0
du

(
Pαt−u

0 P
)
(δ0,0

I
)XI (u)

+
∫t

0
du

∫u

0
d s (Pαt−u

0 P)KI (u − s)XI (s). (1.5)

Ou encore par dérivation, elle s’écrit :

d

d t

(
XI (t )

)
= (δ0 +δ0,0

I
)(XI (t ))+

∫t

0
d s KI (t − s)XI (s). (1.6)

Remarque 1.3
1) Il est d’usage d’appeler les équations (1.5) et (1.6), les équations mâıtresses
généralisées.
Parfois les équations approchées de ces dernières sont également appelées
équations mâıtresses ou équations pilotes (selon [CDG]).
2) Le noyau intégral KI du membre de droite de l’équation (1.6) décrit la
mémoire du système et conduit généralement à une dynamique non marko-
vienne du système.
3) L’hypothèse (H1) n’est pas superflue puisqu’en l’absence d’interaction, on
a bien :

(Pαt
0P)(X⊗ 1r ) = αt

0(X⊗ 1r ).

1.3.2 Couplage faible

Afin d’appliquer le théorème 1.1, on doit obtenir l’équation intégrale de
Volterra qui correspond à l’interaction de la forme

δI = λδ′ , λ> 0.

Afin de simplifier l’expression de l’équation mâıtresse (1.5), on supposera

(H2) Pδ′P = 0 .
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Les hypothèses (H1) et (H2) montrent que le générateur de ᾱ est

δ̄= δ0 +λQδ′Q.

Pour A ∈Ms , on pose :

Aλ(t ) = (Pα−t
0 αt P)(A⊗ 1r ) , Aλ(0) = A⊗ 1r ,

dans l’intégrale double de l’équation mâıtresse (1.5), on intervertit l’ordre et
on obtient aisément, pour tout t > 0 :

Aλ(t ) = A⊗ 1+
∫t

0
d s

(
α−s

0

{∫t−s

0
dr Pα−r

0 KI (r )
}
αs

0

)
Aλ(s),

KI (r ) = λ2Pδ′Qᾱr Qδ′P.

Soit
xλ(τ) = Aλ(τ/λ2),

alors xλ satisfait l’équation de Volterra :

xλ(τ) = A⊗ 1+
∫τ

0
duKλ(τ−u,u)xλ(u),

Kλ(t ,u) ≡ α−uλ−2

0

(∫tλ−2

0
d s Pα−s

0 Pδ′QᾱsQδ′P
)
αuλ−2

0 .

Sous les hypothèses du théorème 1.1, on en déduit que l’application (limite
de Van Hove) τ 7→ x(τ) = lim

λց0
xλ(τ) suit l’équation markovienne :

x(τ) = x(0)+
∫τ

0
du K♯x(u) , x(0) = A⊗ 1r ;

d

dτ

(
x(τ)

)
= K♯x(τ), (1.7)

où l’opérateur K♯ agissant sur Ms est défini par la formule

K♯ = lim
T→∞

1

2T

∫T

−T
d s

(
Pαs

0P
)

K
(
Pα−s

0 P
)
, (1.8)

K =
∫+∞

0
d s Pα−s

0 Pδ′ Qαs
0 Qδ′ P. (1.9)

Ainsi, pour tout a > 0, pour tout A ∈Ms :

lim
λց0

(
xλ(τλ−2

)
= eτK♯

(A⊗ 1r ) = x(t ), (1.10)

pour la convergence forte dans Ms et uniformément sur [0, a].
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Exemple 1.6 (Exemple de Davies [D1], [D2], [LS])
Dans ce qui suit, soit

δI = i λ [Q⊗Φ, ] et λ> 0,

où Q ∈Ms et Φ est un champ fermionique.
Soit ωr un état de Mr .
On suppose :

Q = Q∗ , Φ∗ =Φ;

ωr (Φ) = 0 , ωr (1r ) = 1.

La projection P sur M est définie par la «trace partielle» par rapport au réservoir :

∀A ∈Ms , ∀B ∈Mr : P[A⊗B] = (A⊗ 1r ) ωr (B),

qui satisfait à
P δI P = 0,

et à la propriété classique des espérances conditionnelles :
pour tout (A1, A2) ∈M

2
s et tout M ∈M ,

P
[
(A1 ⊗ I)M(A2 ⊗ 1r )

]
= (A1 ⊗ I)P[M](A2 ⊗ 1r ).

De plus P n’intervient pas dans l’évolution du système, libre de l’interaction :

∀t ∈R , Pαt
0 = αt

0P,

ce qui implique que αs ≡ Pαt
0 est un ∗-automorphisme de Ms (identifiée à Ms⊗1r )

et t 7→ αt
s est un groupe à un paramètre faiblement continu sur Ms .

δs ≡ Pδ0, le générateur infinitésimal de ce groupe, est une dérivation de la forme :

δs = i [Hs , ·].

La dynamique libre en l’absence d’interaction se représente sous la forme :

αt
0(A⊗B) = αt

s(A)⊗αt
r (B).

On supposera que (Mr ,αr ) est un W∗-système dynamique.
On considère les opérateurs qui interviennent dans la décomposition en série de
ᾱ

K0(t ) = −Pα−t
0 [Q⊗Φ, ·]αt

0[Q⊗Φ, ·]P;

Kn(t ) = −P

∫t

0
d t1 · · ·

∫tn−1

0
d tn α

−t
0 [Q⊗Φ, ·]αt

0V(t1) . . .V(tn)[Q⊗Φ, ·]P;

V(u) := α−u
0

(
(1−P)[Q⊗ I, · ](1−P)

)
αu

0 .



1.3 Résultats de Davies 27

Si les conditions suivantes (trouvées dans [D1] et [LS]),

(D1)

∫∞

0
d t ‖K0(t )‖ <∞;

(D2) limsup
n

{(
Sup
t≥0

[
‖Kn(t )‖t−n/2

])1/n}
= 0;

(D3) ∀ε> 0 , Sup
t≥0

[
‖Kn(t )‖tε−n/2

]
<∞;

(D4) le spectre de δs est discret ;

sont satsifaites alors le théorème 1.1 s’applique et l’opérateur K♯ se calcule ex-
plicitement par :

K♯ = lim
T→∞

1

2T

∫T

−T
d s

(
Pαs

0P
)

K
(
Pα−s

0 P
)

=
∑

µ∈σ(δs )

ΠµKΠµ

Πµ projecteur spectral de Hs associé à la valeur propre µ ,

où K = −
∫∞

0
d s Pα−s

0 P[Q⊗Φ, ·]αs
0[Q⊗Φ, ·]P.

Remarque 1.4
On obtient : [K♯,δs] = 0.

Si [K,δs] = 0 alors K♯ = K.
Ce qui suggère que K♯ est en quelle que sorte la projection de K sur l’ensemble
des opérateurs de Ms commutant avec δs .

• Opérateurs de Van Hove et générateur de Davies

Soit M une algèbre de von Neumann, α0 un groupe faiblement continu
de générateur δ0 et P une projection, δ un opérateur de M tel que

∀λ≥ 0 , D(δ0 +λδ) = D(δ0).

Définition 1.8
On appellera l’opérateur de Van Hove associé au triplet (α0,δ,P), l’opérateur
K défini dans M par :

K =
∫+∞

0
d t Pα−t

0 PδQαt
0 QδP , (1.11)
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de domaine

D(K) =
{

M : M ∈M
/ ∫+∞

0
d t ‖(Pα−t

0 PδQαt
0 QδP)(M)‖ <∞

}
.

Le générateur de Davies K♯, associé à K, est donné selon un procédé ergo-
dique :

K♯ = lim
T→∞

1

2T

(∫T

−T
d t Pα−t

0 P KPαt
0 P

)
. (1.12)

• Expression formelle de K♯ et opérateur de Lindblad associé

Précisons le modèle Système(S )-Réservoir(R) choisi en s’inspirant de
l’exemple 1.6.
L’algèbre de von Neumann des observables M =Ms⊗Mr dont la dynamique,
définie par un groupe faiblement continu (αt

0)t∈R, est libre en l’absence d’in-
teraction :

∀A ∈Ms ∀B ∈Mr , αt
0(A⊗B) = αt

s(A)⊗αt
r (B).

L’interaction entre (S ) et (R) est donnée par :

δI = iλ[Q⊗Φ, · ] ,λ> 0.

Soit ωr un état de Mr et :

Q = Q∗ ∈Ms , Φ∗ =Φ ∈Mr ; (1.13)

ωr (Φ) = 0 , ωr (1r ) = 1. (1.14)

La projection sur le système est définie par une «trace partielle» par rapport
au réservoir :

∀A ∈Ms , ∀B ∈Mr : P[A⊗B] = (A⊗ 1r ) ωr (B).

On a : P δI P = 0.
L’hypothèse

∀t ∈R , Pαt
0 = αt

0P,

assure que t 7→ αs ≡ Pαt
0 est un groupe à un paramètre faiblement continu sur

Ms d’automorphismes de Ms de générateur infinitésimal δs avec :

δs = i [Hs , ·].

Nous donnons la forme générale du générateur de Davies K♯ utilisée dans la
suite.
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Proposition 1.3
Sous l’hypothèse supplémentaire d’intégrabilité de la fonction à deux points :

(I)




∀u ∈R , Φαu

r (Φ) ∈Mr ;∫

R

du
∣∣ωr (Φαu

r (Φ))
∣∣<∞;

on définit les éléments de Ms :

Q1 ≡
∫∞

0
du α−u

s (Q)ωr (Φαu
r (Φ)),

(
=

∫∞

0
du e−i uHs Qe i uHsωr (Φαu

r (Φ))
)
;

Q2 ≡
∫∞

0
du α−u

s (Q)ωr (αu
r (Φ)Φ).

Alors, on a :

(1) Q2 = Q∗
1 ;

(2) l’opérateur de Van Hove (1.11),

K =−
∫+∞

0
d s Pα−s

0 [Q⊗Φ, ·]αs
0[Q⊗Φ, ·]P,

est caractérisé par :

∀A ∈Ms , K(A) = [Q, A]Q∗
1 −Q1[Q, A]

= QAQ∗
1 +Q1AQ−Q1QA−AQQ∗

1 .

Démonstration
Les propriétés Φ∗ =Φ, Q∗ = Q et ωr ≥ 0 donnent :

∀Br ∈Mr , ωr (Br ) = ωr (B∗
r );

Q∗
1 =

∫∞

0
du α−u

s (Q∗)ωr (Φαu
r (Φ))

=
∫∞

0
du α−u

s (Q)ωr (αu
r (Φ∗)Φ∗)

=
∫∞

0
du α−u

s (Q)ωr (αu
r (Φ)Φ)

= Q2.

L’égalité suivante, vraie pour tout A ∈Ms ,

Pα−u
0 P [Q⊗Φ, · ] αu

0 [Q⊗Φ, · ] P (A) = α−u
s (Q)[Q, A]ωr (Φαu

r (Φ))

−[Q, A]α−u
s (Q)ωr (αu

s (Φ)Φ).
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établit le second point. ä
Ce qui fournit une formulation abstraite mais simple de l’expression (1.12)
du générateur K♯.

Théorème 1.4 (Décomposition de K♯)
Soient les opérateurs L, R et H définis sur Ms à valeurs dans Ms par :

L(A) ≡ lim
T→∞

( 1

2T
·
∫T

−T
du αu

s (Q1)A αu
s (Q)

)
; (1.15)

R ≡ L(1)+L∗(1); (1.16)

H ≡ 1

2i
·
(
L∗(1)−L(1)

)
; (1.17)

{
R, A

}
≡ AR+RA.

Alors :

∀A ∈Ms , L∗(A) =
(
L(A∗)

)∗
;

et K♯(A) = L(A)+L∗(A)−
(
AL(Is)+L∗(Is)A

)

= i [H, A]+
(
L(A)+L∗(A)−

{
R, A

}
/2

)
. (1.18)

Démonstration
Il suffit de noter que le calcul de αu

s Kα−u
s A donne grâce à l’expression de K

αu
s Kα−u

s A = αu
s

(
[Q,α−u

s (A)]Q∗
1

)
−αu

s

(
Q1[Q,α−u

s (A)]
)

= [αu
s (Q), A](αu

s (Q1))∗−αu
s (Q1)[αu

s (Q), A]

= αu
s (Q1)Aαu

s (Q)+αu
s (Q)A(αu

s (Q∗
1 )

− αu
s (Q1)αu

s (Q)A−Aαu
s (Q)αu

s (Q∗
1 ).

D’où le résultat. ä

Remarque 1.5
A priori, il n’est pas clair que l’expression fournie par (1.18) assure que le

semi-groupe e tK♯
soit complétement positif.

• Cas du spectre discret

On revient au cas général de l’expression (1.18) et on cherche des condi-

tions pour que le semi-groupe e tK♯
soit complètement positif.
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S’inspirant de l’exemple fondamental (Exemple 1.3), il suffit que l’application
φ, définie sur Ms par :

φ(A) = L(A)+L∗(A),

soit complètement positive.
Nous allons utiliser la décomposition spectrale de Hs pour préciser ces diffé-
rents opérateurs et donner des conditions suffisantes afi d’obtenir la complète
positivité.
On suppose que Hs a un spectre discret :

σ(Hs) = {E0 < E1 < ·· · < En < ·· · },

avec

Hs =
∑

n≥0

EnPn ,

Pn =
g (n)∑

i=1

|ni >< ni | , g (n) ≥ 1,

|ni >< ni ||m j >< m j | = δi jδmn .

On désigne par Λ le spectre de [Hs , · ] :

Λ=
{
Em −En/(m,n) ∈N

2
}
.

On pose :

∀α ∈Λ : c(α) =
∫+∞

0
d t e−i tα ωr

(
Φαt

r (Φ)
)
, (1.19)

Pα(A) =
∑
i , f

Ei −E f =α

Pi AP f . (1.20)

Nous avons :

Pα(A)∗ = P−α(A∗) , [Hs , · ] =
∑

α∈Λ
αPα.

En particulier, il en résulte :

∀α ∈Λ , P∗
α(Q) = P−α(Q); (1.21)

∀u ∈R , αu
s (Pα(Q)) = e i uαPα(Q). (1.22)

On suppose

(H1) Λ est un ensemble fini.
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Alors, il vient :

Q1 =
∑

α∈Λ
c(α) Pα(Q),

L(A) =
∑

α∈Λ
c(α) Pα(Q)AP∗

α(Q), (1.23)

H =
∑

α∈Λ
s(α) Pα(Q)P∗

α(Q) , s(α) ≡−Im
(
c(α)

)
,

R =
∑

α∈Λ
2Re(c(α)) Pα(Q)P∗

α(Q).

On suppose
(H2) ∀α ∈Λ : Re

(
c(α)

)
≥ 0.

Soit
γ(α) =

√
2Re(c(α)).

Alors, pour tout A ∈Ms :

φ(A) =
∑

α∈Λ
γ2(α)Pα(Q) A P∗

α(Q),

et le critère de complète positivité du lemme 1.2 prouve que φ est une appli-
cation complètement positive.
D’où la décomposition de Lindblad.

Théorème 1.5 (Décomposition de Lindblad)
Si les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites alors on pose, pour tout α ∈Λ :

Qα ≡ Pα(Q); (1.24)

Vα ≡ γ(α)Qα , γ(α) =
√

2Re
(
c(α)

)
; (1.25)

puis

R =
∑

α∈Λ
VαV∗

α ;

H =
∑

α∈Λ
s(α)QαQ∗

α , s(α) =−Im
(
c(α)

)
;

G = −i H− 1

2

∑
α

VαV∗
α .

Alors, on obtient :

∀A ∈Ms , K♯(A) = i · [H, A]− {R, A}/2+
∑
α

VαAV∗
α

= i · [H, A]+ 1

2

∑
α

(
[Vα, A]V∗

α +Vα[A,V∗
α ]

)

=
∑
α

VαAV∗
α +G∗A+AG ,
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et le semi-groupe
(
e tK♯)

t≥0 est un semi-groupe dynamique quantique.

Maintenant, on ne suppose plus que l’hypothèse (H2) est vraie.
D’après l’expression discrète (1.23), on a, pour N ≥ 1, A1, . . . , AN et B1, . . . ,BN

des éléments de Ms , l’égalité suivante :

∑

1≤i , j≤N

B∗
i φ(A∗

i A j)B∗
j =

∑

α∈Λ
2Re

(
c(α)

)( N∑

i=1

Ai Pα(Q)Bi

)∗( N∑

i=1

Ai Pα(Q)Bi

)
. (1.26)

Considérons l’hypothèse

(H3)

{
∀α ∈Λ

/
Re

(
c(α)

)
6= 0, on a :

∀(i , f )/ Ei −E f = α , Pi QP f 6= 0.

Remarque 1.6
1) Notons que cette hypothèse n’est pas artificielle ; elle est réalisée, prati-
quement, dans tous les cas connus [D1], [LS], [CDG]. En pratique, souvent
c(0) = 0.
Retenons que

Q =
∑

i , j

Pi QP j =
∑

i

Pi QPi +
∑

i 6= j

Pi QP j

Il n’y a pas de condition sur les termes diagonaux Pi QPi .
La condition de (H3) signifie, dans le cas d’un spectre discret ,

< Pi |Q|P f >6= 0.

Autrement dit, les transitions de l’état Ei à l’état E f se font avec une proba-
bilité non nulle.
2) Utilisant le vocabulaire probabiliste markovien, cette condition signifie
que les états (qui sont en nombre fini d’après (H1)) communiquent, la châıne
de Markov définie par la matrice de transition ((Pi QP j )i , j est récurrente et
irréductible et il existe une distribution stationnaire (théorème de Chacon-
Ornstein).
3) La proposition suivante établit une équivalence entre la complète positivité
de φ et l’hypothèse (H2).

Proposition 1.4
Sous les hypothèses (H1) et (H3), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) φ est complètement positive ;

(ii) ∀α ∈Λ , Re
(
c(α)

)
≥ 0.

La preuve est dans l’annexe A (page 137).
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• Cas où ωr est αr -invariant

Si ωr est αr -invariant alors

ωr

(
αt

r (Φ)Φ
)
=ωr

(
Φα−t

r (Φ)
)
,

d’où

c(α) =
∫0

−∞
d t e−i tαωr

(
Φαt

r (Φ)
)
,

donc

∀α ∈Λ , γ2(α) = 2Re
(
c(α)

)
=

∫

R

d t e−i tαωr

(
Φαt

r (Φ)
)
.

Il est usuel de poser :

∀α ∈Λ , ĥ(α) ≡
∫

R

d t e−i tαωr

(
Φαt

r (Φ)
)
. (1.27)

La fonction t 7−→ ωr (Φαt
r (Φ)) est de type positif, le théorème de Bochner

(selon [HI2] ou [DM]) montre le résultat suivant sur la positivité de ĥ.

Proposition 1.5
Si ωr est αr -invariant alors :

∀α ∈Λ : ĥ(α) ≥ 0.

• Cas où ωr est (αr ,β)-KMS état

Dans ce cas, ωr est αr -invariant et donc l’hypothèse (H2) est satisfaite.
De plus, on a l’importante relation, parfois dite également «KMS» .

Proposition 1.6
Si ωr est (αr ,β)-KMS état de Mr alors

∀α ∈Λ : ĥ(−α) = e−βαĥ(α). (1.28)

Démonstration
En effet, la relation KMS au bord donne

ωr

(
Φαt

r (Φ)
)

= ωr

(
αt

r (Φ)α
iβ
r (Φ)

)

= ωr

(
αt−iβ(Φ)Φ

)
.
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Soit pour β ≥ Im(z) > 0, f (z) = e iαz , la fonction z 7−→ f (z)ωr (αz
r (Φ)Φ) est

analytique. La formule de Cauchy permet d’obtenir :

ĥ(−α) =
∫

R

d t f (t )ωr

(
Φαt

r (Φ)
)

=
∫

R

d t f (t )ωr

(
α

t−iβ
r (Φ)Φ

)

=
∫

R

d t f (t + iβ)ωr

(
αt

r (Φ)Φ
)

= e−βα
∫

R

e i tαω
(
Φα−t

r (Φ)
)

= e−βαĥ(α).

ä

Exemple 1.7
Donnons un exemple classique, selon [LS], d’un couplage avec un réservoir à la

température 1
β
, on utilisera le résultat de la remarque suivante.

Remarque 1.7 (Expressions duales avec les matrices de densité)
Soit Ms∗ le prédual de Ms . Il est bien connu que Ms = (Ms∗)∗ par la dualité
suivante :

∀A ∈Ms , ∀ω ∈Ms∗ : <ω, A >=ω(A).

Soit L 1(Hs) l’ensemble des opérateurs à trace de Hs alors on considère l’opé-
rateur L appliquant L 1(Hs) sur lui-même :

∀A ∈Ms , ∀ρ= ρ∗ ∈L
1(Hs) : tr

(
ρK♯(A)

)
= tr

(
L(ρ)A

)
.

ainsi de la propriété usuelle de la trace (tr(AB) = tr(BA)), on obtient la forme
classique de l’opérateur de Lindblad agissant sur les matrices de densité :

∀ρ ∈L
1

1,+(Hs) : L(ρ) =−i · [H,ρ]+ 1

2

∑
α

(
[V∗

αρ,Vα]+ [V∗
α ,ρVα]

)
. (1.29)

Considérons la matrice de densité ρ0 = Z−1e−βHs , Z = tr(e−βHs ).
Soient

K
♯
a(A) = i · [H, A];

K
♯
s(A) = 1

2

∑
α

(
[V∗

α , A]Vα+V∗
α [A,Vα]

)
;

La(ρ) = −i · [H,ρ];

Ls(ρ) = 1

2

∑
α

(
[Vαρ,V∗

α ]+ [Vα,ρV∗
α ]

)
.
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Proposition 1.7
Nous avons pour tout A,

(i) La(ρ0) = 0,

(ii) Ls(Aρ0) = K
♯
s(A)ρ0.

Par suite le semi-groupe (e tL)t≥0 satisfait le principe du bilan détaillé relati-
vement à ρ0.

La preuve est donnée dans l’annexe A (page 137).

Remarque 1.8
Dans la théorie des systèmes quantiques ouverts, les physiciens considèrent
souvent l’équation mâıtresse sous la forme préduale dans l’ensemble des ma-
trices de densité. Ils l’écrivent, de façon formelle :

ρt = e tL(ρ),

soit

∂t ρt = Lρt , (1.30)

ρ0 = ρ étant une matrice de densité.

1.4 Retour à l’équilibre

1.4.1 Théorèmes de Frigerio

Soit M une algèbre de von Neumann dans un espace de Hilbert H. Soit
(Tt )t≥0 un semi-groupe dynamique quantique, on désigne par M (T) l’ensemble
des points fixes par T :

M (T) ≡
{

A : A ∈M /∀t ≥ 0 , Tt (A) = A
}

.

Théorème 1.6 (Frigerio[F2])
On suppose qu’il existe un état normal, fidèle et T-invariant.
Alors, il existe une unique espérance conditonnelle T∞, normale T-invariante
de M sur M (T) donnée par :

∀A ∈M , T∞(A) = w∗− lim
λ→0

λ

∫∞

0
d t e−λt Tt (A).
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Ce qui permet d’obtenir les conséquences suivantes :

1) toute fonctionnelle normale ϕ sur M est T-invariante si et seulement si
elle est de la forme

ϕ=ϕ↾M (T) ◦T∞;

2) il existe un et un seul état T-invariant dans M∗ si et seulement si :

M (T) =C · 1.

On désigne par Dt la fonction de dissipation définie sur M ×M à valeurs
dans M :

∀t ≥ 0 ∀(A,B) ∈M ×M : Dt (A,B) ≡ Tt (A∗B)−Tt (A∗)Tt (B),

et par N (T) son noyau :

N (T) ≡
{

A : A ∈M / ∀t ≥ 0 Dt (A, A) = 0
}

.

Théorème 1.7 (Frigerio[F2])
On suppose qu’il existe un état normal, fidèle et T-invariant.
Si N (T) =M (T) alors :

∀A ∈M , w∗− lim
t→∞

Tt (A) = T∞(A).

Autrement dit :

∀η ∈M∗∀(A,B) ∈M
2 , lim

t→∞
η(BTt (A)) = η(B)T∞(A).

• Cas particulier important

On choisit M =B(H) où H est un espace de Hilbert séparable et

Tt = e tK♯

,

K♯ ayant la décomposition de Lindblad du théorème 1.5.
On dira que le sous espace vect {Vα : α ∈ Λ} engendré par les Vα est auto-
adjoint s’il est stable pour l’adjonction :

∀M ∈ vect {Vα} =⇒ M∗ ∈ vect {Vα}.

Soit
S = {Vα, α ∈Λ} , S

′ = {A : A ∈B(H)/ ∀α ∈Λ , [A,Vα] = 0}.
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Théorème 1.8 (Frigerio[F2])
Les hypothèses (F1), (F2) et (F3) :

(F1) il existe un état ωe normal et T-invariant;

(F2) vect {Vα : α ∈Λ} est auto-adjoint;

(F3) S
′ =C · 1;

impliquent :

(i) ωe est fidèle ;

(ii) M (T) =C · 1 ;
Donc, pour tout A ∈B(H) et pour toute matrice de densité ρ, on a :

lim
t→∞

tr(ρTt (A)) =ωe (A).

1.4.2 Résultat de Fagnola-Rebolledo

Ces résultats de Frigerio peuvent être prolongés lorsque les opérateurs ne
sont pas bornés ( par exemple les travaux de Fagnola-Rebolledo [FR1], [FR2]
fournissent des exemples physiques, et des conditions suffisantes données dans
[CF]).
On résume les résultats.
On pose

G =−i H−
∑
α

V∗
αVα,

on considère les formes sesquilinéaires L et L̃ (cette dernière consiste à
remplacer G par G∗) :

∀X ∈L (H) , L (X) = G∗X+XG+
∑
α

V∗
αXVα ,

∀(h,k) ∈ D(G)2 , (h,L (X)k) = (Gh,Xk)+ (h,XGk)+
∑
α

(Vαh,XVαk) .

On suppose que les hypothèses ci-dessous (1) à (5) sont satisfaites.

(1) G est le générateur d’un semi-groupe fortement continu de contractions.

(2) Il existe un ensemble D dense dans H contenu dans D(G) et dans D(G∗)

qui soit un domaine essentiel pour G et pour G∗, c’est-à-dire :

G|D = G , G∗|D = G∗ .

(3) Vα et V∗
α sont fermés et D(G) ⊂ D(Vα) et D(G∗) ⊂ D(V∗

α ) de plus les res-
trictions ont des fermetures égales respectivement à Vα et V∗

α .
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(4) L (1) = 0 = L̃ (1) au sens faible (des formes sesquilinéaires)

(5) Pour tout u ∈ D, (n −G)−1u ∈ D(G∗) et (nG∗(n −G)−1u)n≥1 converge for-
tement G∗u.

On peut définir les semi-groupes T et T̃ associés aux générateurs respective-
ment L et L̃ .

Théorème 1.9 (Fagnola-Rebolledo)
On suppose que T possède un état stationnaire invariant et fidèle

B(H) ∋ X 7−→ tr(ρX),

où ρ est une matrice de densité sur H.
Si le commutant généralisé de la famille des opérateurs (Vα,V∗

α ) est égal à C·1
alors :

w∗− lim
t→∞

Tt (X) = tr(ρX)) · 1.
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Chapitre 2

Exemples

2.1 Oscillateurs harmoniques

On montre dans cet exemple que les opérateurs de Van Hove K et de
Davies K♯ sont égaux lorsque le système est constitué d’un seul oscillateur
harmonique. Ce résultat tombe lorsqu’il y a au moins deux oscillateurs.
Dans le premier cas, le système (S ) n’est pas de dimension finie puisque assi-
milé à un oscillateur harmonique quantique de fréquence ω0. La construction
du réservoir (R) par une famille finie d’oscillateurs à l’aide de moyennes
de Riemann peut être considérée comme une approximation de l’espace Fock
symétrique Γs(L2(R+,dω).
On établit que l’opérateur L = (K♯)∗ est toujours un opérateur non borné de
Lindblad, défini au sens faible des formes sesquilinéaires et que son noyau
est de dimension supérieure ou égale à 1.
L’équation mâıtresse,

∂tρt = Lρt , ρ0 = ρ,

admet une et une seule solution.
De plus, on obtient le retour exponentiellement rapide à l’équilibre dès que
la condition initiale ρ a toutes ses diagonales nulles à partir d’une certaine
distance par rapport à la diagonale principale.
Physiquement, lorsque le nombre n(ω0) de photons à la fréquence ω0 est
suffisamment grand, alors la température Tequ d’équilibre vérifie :

kTequ ≈ ω0 n(ω0),

où k est la constante de Boltzmann.
Dans le deuxième cas, les opérateurs de Van Hove et de Davies sont diffé-
rents. Cependant, ils se décomposent en une somme directe d’opérateurs de la
forme du premier cas. Ces opérateurs commutent de sorte que les techniques
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utilisées pour un système formé d’un seul oscillateur s’appliquent grâce à une
sommation finie. Le système retourne à l’équilibre si et seulement si toutes
les températures sont égales.

Le principal intérêt des oscillateurs harmoniques est de pouvoir calculer
complètement l’évolution de leur ensemble et d’obtenir une équation mâı-
tresse lorsque l’environnement est initialement dans un état d’équilibre ther-
mique.

De nombreux modèles physiques s’appuient sur l’exemple suivant : le sys-
tème est une charge élastiquement liée à l’origine et le réservoir représente
les divers modes du rayonnement, on s’intéresse alors à l’amortissement de la
charge par l’émission spontanée, l’absorption et l’émission induite du rayon-
nement. Une description complète peut être trouvée dans l’ouvrage de [CDG].
On a suivi également l’ouvrage de [OM] où l’étude de l’équation mâıtresse
est mise en relation étroite avec la théorie de la décohérence.

2.1.1 Système d’un seul oscillateur harmonique

1. Description du modèle

Le système (S ) est assimilé à un oscillateur harmonique à une dimension
à la fréquence ω0 soit a∗ et a les opérateurs de création et d’annihilation
associés, l’hamiltonien sera noté Hs

1 :

Hs =ω0a∗a , σ(Hs) =
{
nω0 : n ∈N

}
;

Hs |n>= nω0|n> ;

D(a) = D(a∗) =
{∑

n

hn |n> ,
∑

n|hn |2 <∞
}

;

D(a∗a) =
{∑

n

hn |n> ,
∑

n2|hn |2 <∞
}

;

a∗|n>=
p

n +1 |n +1> , a|n>=
p

n |n −1> , a|0>= 0|> ;

[a, a∗] = 1 ;

et (|n>)n∈N est une b.o.n. de Hs .

L’espace de Hilbert Hs peut être identifié à ℓ2(N).
Le sous espace

D ≡ D(a∗a)

1. L’expression physique usuelle étant Hs =ω0(a∗a + 1
2

), mais par commodité calcula-

toire, on a supprimé systématiquement le terme ω0
1
2
.
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est contenu et dense dans Hs .
L’algèbre des observables et la dynamique sont données par :

Ms = B(Hs);

∀A ∈Ms , αt
s(A) = e i tHs Ae−i tHs ;

=
∑
n,m

e i tω0(n−m) <n|A|m> |n><m|;

Ls = [Hs , ·] , σ(Ls) =
{
(n −m)ω0/(n,m) ∈N

}
.

Le réservoir (R) est constitué d’une famille finie de N oscillateurs harmo-
niques à une dimension dont les fréquences appartiennent à Ω où :

Ω= {ω1, . . . ,ωN} , ω j = j
κ

N
où κ> 0.

Dans la suite, on va faire tendre N →∞ pour obtenir un spectre continu de
fréquences puis κ→∞ pour obtenir un spectre remplissant R

+.
Soient a∗

ω et aω les opérateurs de création et d’annihilation associés à l’oscil-
lateur de fréquence ω dont les vecteurs propres associés à a∗

ωaω seront notés
|nω>, et qui constituent une b.o.n. de l’espace de Hilbert Hω.
On choisit l’algèbre des observables

Mr =B(Hr ) , Hr = ⊗
ω∈Ω

Hω .

L’hamiltonien est fourni par une moyenne de «Riemann» ,

Hr =
1

N

∑

ω∈Ω
ωa∗

ωaω .

Pour tout ñ = (nω1 ,nω2 , . . . ,nωN ) ∈N
N, on pose :

|ñ>= ⊗
ω∈Ω

|nω> ≡ |nω1 >⊗|nω2 >⊗·· ·⊗ |nωN >; (2.1)

<ñ| = ⊗
ω∈Ω

<nω|;

<ñ|m̃> =
∏

ω∈Ω
δnω,mω . (2.2)

Ainsi :

a∗
ω|nω1 , . . . ,nωN > =

√
nω+1 |nω1 , . . . ,nω+1, . . . ,nωN >,

aω|nω1 , . . . ,nωN > = p
nω |nω1 , . . . ,nω−1, . . . ,nωN >,

et l’energie de l’état |ñ> est :

Eñ = 1

N

∑
ω

ωnω .
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Cette définition est justifiée par l’égalité

Hr |ñ> = Eñ |ñ> . (2.3)

La dynamique du réservoir est définie par :

∀B ∈Mr , αt
r (B) = e i tHr Be−i tHr

=
∑
ñ,m̃

e i t (Eñ−Em̃ ) <ñ|B|m̃> |ñ><m̃| .

Le couplage du «Système-Réservoir» est entièrement déterminé par

M = Ms ⊗Mr =B(Hs ⊗Hr );

H0 = Hs ⊗ I+ I⊗Hr ;

et ∀(A,B) ∈Ms ×Mr , αt
0(A⊗B) = αt

s(A)⊗αt
r (B) .

L’ hamiltonien d’interaction prend la forme suivante :

HI = a ⊗φ++a∗⊗φ−

avec φ− = 1
p

N

∑

ω∈Ω
λ(ω)aω ; φ+ = (φ−)∗ .

Il est usuel dans ce type de modèle de ne pas tenir compte des termes d’anti-
résonnance du type a ⊗aω et a∗⊗a∗

ω.
• La projection P

Soit la densité de rayonnement ρr :

ρr =
∑
ñ

p(ñ)|ñ><ñ|;

p(ñ) ≥ 0 ,
∑
ñ

p(ñ) = 1;

∀B ∈Mr , ωr (B) = tr(ρr B)

=
∑
ñ

p(ñ) <ñ|B|ñ>

≡ < B >r .

Et P la trace partielle par rapport au réservoir :

∀(A,B) ∈Ms ×Mr , P(A⊗B) = (A⊗ I) < B >r . (2.4)

Comme < ñ|φ♯|ñ >= 0, pour tout ♯ ∈ {−,+}, alors :

ωr (φ♯) = 0.
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Il en résulte que l’on a :

PδI P = 0 , δI = i [HI , · ] .

L’égalité

<ñ|αt
r (B)|ñ> =

∑

k̃,l̃

<k̃|B|l̃ > e i t (Ek̃−El̃ ) <ñ|k̃>< l̃ |ñ>

= <ñ|B|ñ> ,

montre que ωr est αr -invariant.
• Les fonctions à deux points. Limites N →∞ puis κ→∞.
La détermination des fonctions à deux points non nulles s’obtient aisément
en utilisant les propriétés des opérateurs aω et a∗

ω, en particulier :

<ñ|a∗
ωaω′ |ñ>= nωδ(ω−ω′) , <ñ|aωa∗

ω′ |ñ>= (nω+1)δ(ω−ω′) .

Soit n(ω) le nombre moyen de photons ayant la fréquence ω :

n(ω) =
∑
ñ

nω p(ñ) . (2.5)

Remarque 2.1
On peut considérer que p définit une mesure de probabilités sur NΩ. Pour ω
fixé dans Ω, la variable aléatoire Xω, donnée par

Xω(ñ) = nω ,

peut être vue comme la ω-ième coordonnée de ñ = (nω1 , . . . ,nωN ). Par suite

E(Xω) = n(ω) .

Ce qui suffit à justifier cette terminologie.

On obtient de la décomposition spectrale de Hr et des propriétés de aω,

φ−(t ) ≡ e i tHr φ−e−i tHr = 1
p

N

∑

ω∈Ω
e−i tωλ(ω) aω,

d’où :

<φ+(t )φ−>r = 1

N

∑
ω

|λ(ω)|2n(ω)e i tω

= <φ+φ−(t )>r ;

<φ−φ+(t )>r = 1

N

∑
ω

|λ(ω)|2(n(ω)+1)e i tω

= <φ−(t )φ+>r .
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On suppose que lorsque N →∞ et κ→∞ que ñ 7→ nωp(ñ) est sommable sur
les multiples entiers ñ = (n1,n2, . . . ,nk , . . .) de sorte que la fonction

ω 7−→ n(ω)

soit bien définie.
On suppose que les fonctions

ω 7−→ λ(ω) , ω 7−→ n(ω)

vérifient les conditions d’intégrabilité suivantes :

ω 7−→ λ(ω)
√

n(ω) ∈ L
2(R+,dω) et ω 7−→ λ(ω) ∈ L

2(R+,dω) .

Soient les fonctions de type positif :

h1(t ) ≡ lim
κ→∞

lim
N→∞

<φ−φ+(t )>r =
∫+∞

0
dω |λ(ω)|2(n(ω)+1)e i tω;

h0(t ) ≡ lim
κ→∞

lim
N→∞

<φ+(t )φ−>r =
∫+∞

0
dω |λ(ω)|2n(ω)e i tω.

Les égalités suivantes,

<φ+(t )φ−>r=<φ+φ−(t )>r , <φ−φ+(t )>r=<φ−(t )φ+>r ,

montrent que l’on a
∀t ∈R , h j (−t ) = h j (t ).

On suppose que les fonctions h j et p j vérifient

h j ∈ L
1(R,d t ) , lim

|t |ր∞
|h j (t )|ց 0 , j ∈ {0,1};

p j : ω 7−→ |λ(ω)|2(n(ω)+ j ) est continue sur R
+.

La distribution suivante
∫+∞

0
d t e−i t x = lim

εց0

∫+∞

0
e i t (x+iε) =πδ(x)+ iVP

( 1

x

)

et la continuité des p j donnent :

∫+∞

0
d t e−i tωh j (t ) = Γ j (ω)+ i S j (ω) , j ∈ {0,1};

où :

Γ j (ω) = π |λ(ω)|2
(
n(ω)+ j

)
;

S j (ω) = VP
(∫+∞

0
du

|λ(u)|2
(
n(u)+ j

)

u −ω

)
.
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On peut remarquer que les réels Γ1(ω)−Γ0(ω) et S1(ω)−S0(ω) ne dépendent
pas du nombre de photons n(ω) alors que

Γ1(ω)/Γ0(ω) = 1+ 1

n(ω)

est une fonction de n(ω) uniquement.

2. Construction d’un semi-groupe de générateur K♯

• Expression de l’opérateur de Van Hove K

Les propriétés obtenues précédemment permettent de calculer

K =
∫+∞

0
d t

(
lim
κ→∞

lim
N→∞

Pα−t
s δIα

t
0δI P

)
.

Les justifications calculatoires sont données en annexe B(page 141).
Posons :

Γ j ≡ Γ j (ω0) > 0 , S j ≡ S j (ω0) , j ∈ {0,1} .

Pour tout A ∈Ms , il vient :

K(A) =
(
Γ0 − i S0

)
a[A, a∗]+

(
Γ1 + i S1

)
a∗[A, a]

−(Γ0 + i S0)[A, a]a∗−
(
Γ1 − i S1

)
[A, a∗]a .

K est défini au sens faible des formes sesquilinéaires, c’est-à-dire :

∀(u, v) ∈ D2 , (u;K(A)v) = (u, AGv)+ (Gu, Av)+
1∑

j=0

(L j u, AL j v) ,

où on a posé :

G = −Γ0 aa∗−Γ1 a∗a + i S a∗a;

L0 =
√

2Γ0 a∗;

L1 =
√

2Γ1 a;

S = S1 −S0 .

L’égalité aa∗ = a∗a +1 montre que les opérateurs A 7→ aAa∗, a 7→ a∗Aa, A 7→
aa∗A, A 7→ a∗aA, A 7→ Aaa∗, A 7→ Aa∗a, commutent avec le «liouvillien» Ls :

A 7→ [a∗a, A].
Ainsi on a :

K♯ = K.
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Et

∀A ∈Ms , K(A) = Γ0

(
2aAa∗− {aa∗, A}

)
+Γ1

(
2a∗Aa − {a∗a, A}

)

+ i (S1 −S0)
[
A, a∗a

]
.

On précise la construction d’un unique semi-groupe quantique minimal

(Tt )≥0 ≡ (e tK)t≥0,

sur B(Hs), associé au triplet (G,L0,L1).
Toutes les preuves sont données en annexe B (pages 142-146) ; elles s’appuient
sur la méthode de Chebotarev-Fagnola-Rebolledo ([CF],[F] et [RE1]).
On commence par vérifier les propriétés décrites ci-dessous.

Lemme 2.1
Nous avons.

(i) G est le générateur infnitésimal d’un semi-groupe (Pt )t≥0 fortement continu
de contractions sur Hs.

(ii) Les opérateurs L j , ( j = 0,1), sont tels que dom(G) = D ⊂ dom(L j ).

(iii) K(1) = 0 au sens faible des formes sesquilinéaires :

∀(u, v) ∈ D2 , (u,Gv)+ (Gu, v)+
1∑

j=0

(L j u,L j v) = 0.

L’idée qui suit est en quelque sorte une représentation intégrale des opérateurs
de type Lindblad.
Considérons les deux équations d’évolution, pour tout X ∈B(Hs),

∀(u, v) ∈ D2 :
(
u,Tt (X)v

)
=

(
u,Xv

)
+

∫t

0
d s (u,K

(
Ts(X))v

)
, (2.6)

et

(
u,Tt (X)v

)
=

(
Pt u,XPt v

)

+
1∑

j=0

∫t

0
d s

(
L j Pt−su, (Ts(X)

)
Pt−sL j v

)
. (2.7)

Lemme 2.2
Soit (Xt )t≥0 une famille d’éléments de B(Hs) qui est w∗-continue et

∀t ≥ 0 , ‖Xt‖ ≤ ‖X‖.

Alors, on a les équivalences des assertions suivantes :
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(i) (Xt )t≥0 vérifie l’équation (2.6) ;

(ii) (Xt )t≥0 vérifie l’équation (2.7).

Une solution de l’équation (2.7) est construite par la méthode itérative de
Picard, précisée dans ce qui suit.
Soit X ∈B(Hs), X ≥ 0, on définit par récurrence la suite (T(n)

t (X))n∈N par :





∀(u, v) ∈ D2 , ∀t ≥ 0;

(u,T(0)
t (X)v) = (Pt u,XPt v);

(u,T(n+1)
t (X)v = (Pt u,XPt v)+

1∑
j=0

∫t
0 d s (L j Pt−su,T(n)

s (X)L j Pt−s v).

(2.8)

On démontre aisément par récurrence les propriétés de cette suite.

Lemme 2.3
Nous avons.

(1) T(n)
t (X) ≥ 0, pour tout t ≥ 0 et tout entier n.

(2) (T(n)
t (X))n∈N est croissante,

(3) 0 ≤ T(n)
t (X) ≤ ‖X‖ · 1, pour tout t ≥ 0 et tout entier n.

On définit
Tt (X) ≡ sup

n∈N
T(n)

t (X). (2.9)

La question de l’unicité, qui justifie le qualificatif «minimal» , est réglée par
la proposition suivante dont le point essentiel est l’inégalité :

∀λ, 0 < λ≤ 1,∀u ∈ D : (u,Gu)+ (Gu,u)+λ2
1∑

j=0

‖L j u‖2 ≤ 0.

Proposition 2.1
Soit X ∈B(Hs) avec X ≥ 0.

(a) Soit une famille w∗- continue (Xt )t≥0 qui vérifie l’équation (2.7) alors

∀t ≥ 0, Tt (X) ≤ Xt .

(b) Soit 0 < λ≤ 1, il existe un et un seul semi-groupe ( (λ)Tt (X))t≥0, dit associé
au triplet (G,λL0,λL1) qui satisfait l’équation :

(u, (λ)Tt (X)v) = (Pt u,XPt v)+λ2
∑

j

∫t

0
d s (L j Pt−su, (λ)Ts(X)L j Pt−s v),

(2.10)
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pour tout (u, v) ∈ D2 et tout t ≥ 0.
De plus,

Tt (X) = sup
0<λ≤1

(λ)Tt (X).

Comme tout élément de B(Hs) est une combinaison linéaire de quatre élé-
ments positifs de B(Hs), on a ainsi construit un et un seul semi-groupe associé
au triplet (G,L0,L1) qui est complètement positif tel que Tt (1) = 1. Il vérifie
les propriétés de continuité suivantes.

(f) Soit {Xn : n ∈N} ⊂B(Hs) une suite qui converge faiblement vers X ∈B(Hs)

alors la suite (Tt (Xn))n converge faiblement vers Tt (X).

(w∗c) Tt est w∗-continue, c’est-à-dire :

∀X ∈B(Hs) , ∀ρ ∈L
1 ; lim

tց0
tr(ρTt (X)) = tr (ρX).

Son générateur infinitésimal est donné par :

K = w∗− lim
t→0

Tt − 1

t
.

On peut lui associer, le semi-groupe (e tL)t≥0, défini sur l’espace des opérateurs
à trace L 1(Hs) par l’égalité,

∀A ∈Ms ∀ρ ∈L
1(Hs) , tr

(
ρK(A)

)
= tr

(
L(ρ)A

)
.

Il est positif, conserve la trace, continue en norme ‖·‖1 et contractant au sens

∀t ≥ 0, ∀ρ ∈L
1(Hs) : ‖e tLρ‖1 ≤ ‖ρ‖1.

Enfin, L possède la forme non bornée de Lindblad :

L(ρ) = Γ1

([
aρ, a∗]

+
[
a,ρa∗])

+ Γ0

(
[a∗ρ, a

]
+

[
a∗,ρa]

)

+ i S
[
a∗a,ρ

]
, S = S1 −S0. (2.11)

3. Retour à l’équilibre. Relaxation exponentielle

Énonçons le principal résultat de ce paragraphe.
On considère l’équation mâıtresse

∂tρt = Lρt . (2.12)
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Théorème 2.1
Pour toute matrice de densité ρ d’énergie finie, c’est-à-dire :

tr(ρHs) =
∑
n

nρn <∞,

il existe une et seule solution de l’équation(2.12) avec la condition initiale
ρ0 = ρ et qui satisfait au retour à l’équilibre ,

lim
t→∞

tr(ρt A) = tr(ρequ A),

pour tout A ∈B(H).
L’état d’équilibre ρequ étant donné par :

ρequ =
∞∑

n=0

θ−1

θn+1
|n><n| et θ= Γ1

Γ0
. (2.13)

La preuve est détaillée dans l’annexe B (pages 146-160.)
Cependant, on donne quelques commentaires.
Ce résultat peut être démontré en vérifiant les conditions du théorème de
Fagnola-Rebolledo (théorème 1.9) mais nous avons choisi une autre méthode
afin de préciser la vitesse de convergence pour des choix particuliers de A et
de ρ.
A cette fin, soit

∀A ≡ (Ak,l )k;l ∈B(Hs) , d(A) ≡ sup{|k − l |/Ak,l 6= 0}.

On a les propriétés suivantes, quels que soient les éléments considérés de
B(Hs) :

d(A+B) ≤ d(A)+dB);

d(AB) ≤ d(A)+d(B);

d(A∗) = d(A).

Ainsi,
A ≡ {A : A ∈B(Hs)/d(A) <∞},

est une sous C∗-algèbre de B(Hs) mais qui n’est pas dense dans B(Hs).
Par contre,

Lemme 2.4

D ≡ {ρ : ρ ∈L
1(Hs)/d(ρ) <∞},

est dense dans L 1.
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On établit, au cours de la preuve, la relaxation exponentielle.

Proposition 2.2
Pour tout ρ ∈D ∩L 1

1,+(Hs), il existe une constante C(d(ρ)) > 0 telle que :

∀t ≥ 0, ‖ρt −ρequ‖1 ≤ C(d(ρ))×e−2 t (Γ1−Γ0). (2.14)

Par une démarche similaire, on a aussi.

Proposition 2.3
Pour tout A ∈A , il existe une constante C(d(A)) > 0 telle que :

∀t ≥ 0,
∣∣tr

(
ρt A)− tr

(
ρequ A

)∣∣≤ C(d(A))×e−2 t (Γ1−Γ0). (2.15)

Précisons les principales idées des étapes de la preuve du théorème.
L’idée est d’obtenir à partir de l’équation mâıtresse (2.12) un système infini
d’équations indépendantes qui nous conduira à une équation aux dérivées
partielles du premier ordre que l’on résout par la méthode des systèmes ca-
ractéristiques. On obtient des estimations de la solution à l’aide d’une série
de lemmes techniques (lemme B.2, lemme B.3, lemme B.4).
D’abord, pour tout ρ ∈L 1(Hs), on a :

∀(k, l ), (Lρ)k,l = Γ0

(
2
p

kl ρk−1,l−1 − (2+k + l )ρk,l

)

+ Γ1

(
2
√

(k +1)(l +1)ρk+1,l+1 − (k + l )ρk,l

)
(2.16)

+ i S (k − l )ρk,l .

On se restreint aux éléments auto-adjoints ρ= ρ∗.
On pose :

f (D)
k

= ρk,k+D , (k,D) ∈N
2.

Ainsi, on a la décomposition

ρk,l =
{

f (l−k)
k

si l ≥ k;

f (k−l )
l

si k ≥ l ;
(2.17)

puis celle de ρ

ρ=
∑

k

f (0)
k

|k><k|+
∑

D>0,k∈N
f (D)

k
|k><k +D|+

∑

D>0,k∈N
f (D)

k
|k +D><k|.

On introduit la norme suivante pour les suites bornées f ≡ ( fk )k∈N,

‖ f ‖1,n =
∞∑

k=0

(k +1)n | fk | où n ∈N.
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Identifions la suite f à la fonction analytique,

f (z) ≡
∞∑

k=0

fk zk ,

on a :

sup
|z|≤1

|∂n
z f (z)| ≤ ‖ f ‖1,0 .

De plus, si fk ≥ 0, pour tout entier k, alors d’après le théorème d’Abel, il
vient :

‖ f ‖1,0 = f (1) = lim
z→1

f (z).

Les relations entre ces normes et l’espace de Banach L 1(Hs) sont fournies
par les deux points suivants.

Lemme 2.5
(i) Si ρ ∈L 1(Hs), ρ= ρ∗ tel que

ρ(Hn
s ) ≡ tr(ρHn

s ) <∞,

alors f (D) = ( f (D)
k

)k définie par (2.17) vérifie, pour tout entier D :

‖ f (D)‖1,n ≤ ρ(Hn
s ).

(ii) Si f (D) = ( f (D)
k

)k , donnée pour tout entier D telle que

∑

D∈N
‖ f (D)‖1,0 <∞,

alors ρ défini par (2.17) vérifie :

ρ= ρ∗ et tr(|ρ|) ≤ 2
∑

d∈N
‖ f (D)‖1,0 .

L’équation mâıtresse (2.12) donne alors un système infini de problèmes de
Cauchy indépendants

∂t f (D)
t = L(D) f (D)

t , (2.18)

où les opérateurs L(D) sont calculés explicitement par :

∀k, (L(D) f )k = Γ0

(
2
√

k(k +D) fk−1 − (2+2k +D) fk

)

+ Γ1

(
2
√

(k +1)(k +D+1) fk+1 − (2k +D) fk

)
(2.19)

+ i S D fk .
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On commence par éliminer les radicaux, en considérant l’opérateur de mul-
tiplication

g ≡ eF f , g (D)
k

= eF(D)
k f (D)

k
,

où :

F(D)
k

≡ 1

2
log

(
k +D

D

)
.

L’équation (2.18) montre que g (D)
t satisfait l’équation

∂t g (D)
t =L

(D)g (D)
t , (2.20)

avec L (D) ≡ eF(D)
L(D)e−F(D)

.
Un calcul simple établit :

∀k, (L (D)g )k = Γ0

(
2(k +D) gk−1 − (2+2k +D)gk

)

+ Γ1

(
2(k +1) gk+1 − (2k +D)gk

)
(2.21)

+ i S D gk .

Ce qui permet de montrer que la série entière,

g (D)
t (z) =

∑

k

(g t )(D)
k

zk ,

est analytique dans le disque ouvert unité et satisfait à l’équation aux dérivées
partielles du premier ordre :

∂t g (D)
t (z) = 2Γ0

(
(1− z)

(
(θ− z)∂z − (D+1)

)
−Dξ

)
g (D)

t (z) (2.22)

où θ= Γ1

Γ0
, ξ= θ−1

2
+ i

S

2Γ0
.

La méthode des systèmes caractéristiques permet la résolution de l’équation
(2.22), en posant :





g (D)
t (w) = α× g (D)

0 (z);

w ≡ w(t , z) , w(0, z) = z;

α ≡ α(t , z) , α(0, z) = 1;

Le système permettant le calcul des intégrales premières est donc :

d t =− d w

2Γ0(1−w)(θ−w)
=− dα

2Γ0

(
(D+1)(1−w)+Dξ

)
α

.
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Ou encore d’équation caractéristique

∂t w =−2Γ0(1−w)(θ−w);

et l’équation dite de transport :

∂tα=−2Γ0

(
(D+1)(1−w)+Dξ

)
α.

Ce qui permet d’obtenir en définitive :

g (D)
t (w) = εD/2e−i SDt

(θ−1

1−ε

)D+1
(w0 −w)−D−1g (D)

0

(
λ

w1 −w

w0 −w

)
, (2.23)

avec

ε= e−2t (Γ1−Γ0) , λ= 1−εθ

1−ε
, w0 =

θ−ε

1−ε
, w1 =

θ(1−ε)

1−εθ
.

Les trois inégalités (lemme B.2, lemme B.3, lemme B.4) permettent d’obtenir
les comportements asymptotiques de f (D)

t pour la diagonale principale D = 0

et pour les autres diagonales D > 0.
Donnons un commentaire physique sur ce retour à l’équilibre thermody-

namique.
D’une part, on peut reformuler ce résultat de la façon suivante.
En posant

eβequω0 ≡ θ= 1+ 1

n(ω0)
soit βequ = 1

ω0
log

(
1+ 1

n(ω0)

)
,

alors l’état ωequ, défini sur B(Hs) par

ωequ(A) = tr(ρequ A),

où on note que

ρequ = e−βequ Hs

tr(e−βequ Hs )
,

est un état normal, fidèle et Tt -invariant.
Alors le retour à l’équilibre se traduit par :

∀(A,B) ∈B(Hs)2 , ∀η ∈B(Hs)∗ : lim
t→∞

η(BTt (A)) = η(B)ωequ(A).

D’autre part, supposons que n(ω0) soit très grand alors la température d’équi-
libre,

kTequ ≡ 1

βequ
,
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où k est la constante de Boltzmann, est le produit du nombre de photons à
la fréquence ω0 par cette fréquence,

kTequ ≈ n(ω0)ω0.

Supposons maintenant que le réservoir soit à l’équilibre thermodynamique à
la température kTequ, c’est-à-dire :

p(ñ) = Z−1e−βequ
∑

nωω.

Alors on obtient aisément

n(ω) = 1

eβequω−1
. (2.24)

D’où :
Γ1

Γ0
= eβequω0 et kTequ = n(ω0)ω0.

Autrement dit la température d’équilibre du système est celle du réservoir.

2.1.2 Système formé de d oscillateurs harmoniques

La modélisation du réservoir n’est pas modifiée.
Le système est constitué de d oscillateurs harmoniques de fréquences respec-
tives ω1, . . . ,ωd .
Soit

Hs =
{∑

ρn1,...,nd
|n1, . . . ,nd >

/ ∑
|ρn1,...,nd

|2 <∞
}

;

Hs =
d∑

k=1

ωk a∗
k ak ;

a∗
k |n1, . . . ,nd > =

√
nk +1 |n1, . . . ,nk−1,nk +1,nk+1, . . . ,nd >;

ak |n1, . . . ,nd > = p
nk |n1, . . . ,nk−1,nk −1,nk+1, . . . ,nd > .

On suppose que l’application,

(n1, . . . ,nd ) 7−→
∑

n jω j ,

est une injection de Nd dans R de sorte que le spectre de Hs n’est pas dégénéré.
Comme dans le cas d = 1, le couplage est défini sans termes résonnants du
type aak et a∗a∗

k
:

HI =
d∑

k=1

ak ⊗φ+
k +a∗

k ⊗φ−
k ;

φ−
k = 1

p
N

∑

ω∈Ω
λk (ω)aω , φ+

k = (φ−
k )∗.



2.1 Oscillateurs harmoniques 57

L’opérateur de Van Hove (voir annexe B page 141) est :

K(A) =
∑

k,l

(∫+∞

0
d t e i tωk lim

N,κ
<φ+

k φ
−
l (t )>r

)
(ak Aa∗

l −ak a∗
l A)

+
∑

k,l

(∫+∞

0
d t e−i tωk lim

N,κ
<φ−

k φ
+
l (t )>r

)
(a∗

k Aal −a∗
k al A)

−
∑

k,l

(∫+∞

0
d t e−i tωk lim

N,κ
<φ+

l (t )φ−
k >r

)
(Aal a∗

k −al Aa∗
k )

−
∑

k,l

(∫+∞

0
d t e i tωk lim

N,κ
<φ−

l (t )φ+
k >r

)
(Aa∗

l ak −a∗
l Aak ).

On calcule facilement l’expression de

K♯(A) = lim
T→∞

1

2T

∫T

−T
e i tHs K(e−i tHs Ae i tHs )e−i tHs .

Par exemple pour le premier terme de l’égalité ; on tient compte de

a∗
k (t ) ≡ e i tHs ak e−i tHs = e i tωk a∗

k ,

alors, il vient :

e i tHs ak e−i tHs Ae i tHs a∗
l e−i tHs = e i t (ωl−ωk )ak Aa∗

l .

Il en résulte que, dans la sommation, il ne reste que les termes k = l . Les
autres expressions se traitent de la même façon.
En définitive, on trouve que K♯ est une somme directe d’opérateurs corres-
pondant à chaque fréquence ωk .

K♯(A) =
d∑

k=1

K
♯

k
(A);

K
♯

k
(A) = Γ0(ωk )

(
2ak Aa∗

k − {ak a∗
k , A}

)
+Γ1(ωk )

(
2a∗

k Aak − {a∗
k ak , A}

)
;

+ i (S1(ωk )−S0(ωk ))
[
A, a∗

k ak

]
;

où :

j ∈ {0,1} , Γ j (ωk ) = π |λk

(
ωk )|2(n(ωk )+ j

)
;

S j (ωk ) = VP
(∫+∞

0
du

|λk (u)|2(n(u)+ j )

u −ωk

)
.

De même, on a

L(ρ) =
d∑

k=1

Lk (ρ);

Lk (ρ) = Γ1(ωk )
([

akρ, a∗
k

]
+

[
ak ,ρa∗

k

])
+ Γ0(ωk )

(
[a∗

kρ, ak

]
+

[
a∗

k ,ρak ]
)

+ i
[
(S1(ωk )−S0(ωk )) a∗

k ak ,ρ
]
.
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Proposition 2.4
On a
(i) Pour tout (k; l ) ∈ {1, . . . ,d}2, [Lk ,Ll ] = 0.
(ii) Dim Ker(L) ≥ 1.
(iii) Soit β> 0.
La matrice de densité ρ= Z−1e−βHs appartient au noyau de L si et seulement
si :

∀k ∈ {1, . . . ,d} , β1,equ = ·· · = βd ,equ = β,

où

eβk,equωk = Γ1(ωk )

Γ0(ωk )
= 1+ 1

n(ωk )
.

Remarquons que la dernière égalité équivaut à

∀k ∈ {1, . . . ,d} , n(ωk ) = 1

eβωk −1
,

ceci est réalisé, d’après (2.24), que si le réservoir est à l’équilibre à la tempé-
rature 1/β.
Démonstration
Le premier point est clair puisque les opérateurs a

♯

k
et a

♯′

l
commutent où

(♯,♯′) ∈ { ,∗}2 pour k 6= l .
Définissons pour chaque k,

βk,equ = 1

ωk

ln
(
1+ 1

n(ωk )

)
,

et considérons la matrice de densité ρe où Z est la constante de normalisation :

Zρe = e−∑
βk,equωk a∗

k
ak =

∑
n1,...,nd

e−β1,equω1n1−···−βd ,equωd nd |n1, . . . ,nd ><n1, . . . ,nd |.

L’égalité

Lk (ρ1 · · ·ρd ) = Lk (ρk )ρ1 · · ·ρk−1ρk+1 · · ·ρd ,

où ρ j ≡
∑
n j

ρn j
|n j ><n j |, j = 1, . . . ,d ,

montre que L(ρe ) = 0.
Ce qui établit (ii).
Si β1 = . . . = βd ≡ β alors on trouve l’équilibre thermodynamique de Gibbs
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ρe = Z−1e−βHs , Z =∏
k

(1−e−βωk ).

Inversement, supposons que ρ= e−βHs vérifie L(ρ) = 0. Comme

L(ρ) =
∑

n1,...,nd

( d∑

k=1

2Γ0(ωk )e−βωk nkαk (nk )
)
|n1, . . . ,nd ><n1, . . . ,nd |

αk (n) ≡ (n +1)
(
e(βk−β)ωk −1

)
)+n

(
eβωk −eβkωk

)

on doit avoir :

∀(n1, . . . ,nd ) ∈N
d , Γ0(ω1)e−βω1n1α1(n1)+·· ·+Γ0(ωd )e−βωd ndαd (nd ) = 0.

Fixons l’un des entiers n j et faisant tendre les autres vers l’infini alors, il
vient :

∀k, 1 ≤ k ≤ d , ∀n ∈N , αk (n) = 0.

D’où βk = β pour tout k, 1 ≤ k ≤ d .
Ce qui établit le point (iii). ä

On remarque que la «température» kTk,equ = 1/βk,equ de chaque oscilla-
teur vérifie pour tout k,

ωk n(ωk ) ≤ kTk,equ .

De plus si tous les n(ωk ) sont assez grands,

kTk,equ ≈ωk n(ωk ).

Cependant pour atteindre l’équilibre thermodynamique (toutes les tempéra-
tures Tk,equ sont égales), il suffit d’avoir

ω1 n(ω1) = . . . =ωd n(ωd ).

Physiquement ceci signifie qu’un système harmonique couplé à un réservoir de
densité d’énergie n(ω) n’atteint l’équilibre thermodynamique que si la densité
n(ω) prend la même valeur en toutes les fréquences propres du système.

On convient de quelques notations sur les multi-indices

ñ = (n1, . . . ,nd ) ∈N
d ;

ñk ±1 = (n1, . . . ,nk−1,nk ±1,nk+1, . . . ,nd );

m̃ − ñ ≥ 0 ⇐⇒ mk −nk ≥ 0, ∀k = 1, . . . ,d ;

|m̃ − ñ| = max
1≤k≤d

|mk −nk |;

S(ωk ) = S1(ωk )−S0(ωk ).
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Pour ρ ∈L 1(Hs), on pose

d(ρ) = sup{|ñ −m̃| : (ñ,m̃ ∈ (Nd )2/ρñ,m̃ 6= 0}.

Le sous espace vectoriel de L 1(Hs),

D ≡ {ρ : ρ ∈L
1(Hs)/d(ρ) <∞},

est dense dans L 1(Hs).
Par une démarche similaire que l’on ne détaillera pas, on aboutit au ré-

sultat suivant.

Théorème 2.2
On suppose

β1,equ = ·· · = βd ,equ = β ,

et soit

ρequ = e−βHs

tr(e−βHs )
.

Alors, pour tout ρ ∈L 1
1,+(Hs) d’énergie finie,

tr(ρHs) <∞,

l’équation mâıtresse,
∂tρt = Lρt , ρ0 = ρ,

admet une et une seule solution.
Et

∀A ∈B(Hs) , lim
t→∞

tr(ρt A) = tr(ρequ A).

De plus, si ρ ∈D alors il existe une constante C(d(ρ)) > 0 telle que :

‖ρt −ρequ‖1 ≤ C(d(ρ))×e−αt ,

avec
α= 2 min

1≤k≤d

(
Γ1(ωk )−Γ0(ωk )

)
> 0.

On indique seulement comment on peut se ramener aux techniques utili-
sées dans le cas d’un seul oscillateur.

Le point de départ est le calcul suivant

(Lk(ρ))ñ,m̃ = Γ0(ωk )
(
2
p

nk mkρñk−1,m̃k−1 − (2+nk +mk )ρñ,m̃

)

+Γ1(ωk )
(
2
√

(nk +1)(mk +1)ρñk+1,m̃k+1 − (nk +mk )ρñ,m̃

)

+i S(ωk )(nk −mk )ρñ,m̃ .
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Soit ρ ∈L 1(Hs), ρ= ρ∗, on lui associe la suite f ≡ ( f (D̃)
ñ )ñ,D̃∈Nd définie par :

ρñ,m̃ =
{

f (m̃−ñ)
ñ si m̃ − ñ ≥ 0;

f (ñ−m̃)
m̃ si ñ −m̃ ≥ 0.

Ainsi,

ρ=
∑

ñ∈Nd

f (0̃)
ñ |ñ><ñ|+

∑

D̃>0̃,ñ∈Nd

f (D̃)
ñ |ñ><ñ + D̃|+

∑

D̃>0̃,ñ∈Nd

f (D̃)
ñ |ñ + D̃><ñ|.

Pour D̃ ∈N
d , on définit les opérateurs L(D̃), eF(D̃)

et L (D̃) :

(L(D̃) f )ñ =
d∑

k=1

Γ0(ωk )
(
2
√

nk (nk +Dk ) fñk−1 − (2+2nk +Dk ) fñ

)

+
d∑

k=1

Γ1(ωk )
(
2
√

(nk +1)(nk +Dk +1) fñk+1 − (2nk +Dk ) fñ

)

−i
d∑

k=1

Dk S(ωk ) fñ ;

g ≡ eF f / g (D̃)
ñ = eF(D̃)

ñ f (D̃)
ñ ;

F(D̃)
ñ = 1

2
log

{(
D1 +n1

D1

)
· · ·

(
Dd +nd

Dd

)}
;

(L (D̃)g )ñ =
d∑

k=1

Γ0(ωk )
(
2(nk +Dk )gñk−1 − (2+2nk +Dk )gñ

)

+
d∑

k=1

Γ1(ωk )
(
2(nk +1)gñk+1 − (2nk +Dk )gñ

)

−i
d∑

k=1

Dk S(ωk )gñ .

Identifiant g (D̃) à la fonction analytique de d variables complexes z̃ = (z1, . . . , zd ),

g (D̃)(z̃) =
∑

ñ=(n1,...,nd )∈Nd

g (D̃)
ñ z

n1

1 · · ·z
nd

d
.

L’équation mâıtresse, pour D̃ fixé dans N
d ,

∂t g (D̃)
t =L

(D̃)g (D̃)
t ,
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conduit à l’équation aux dérivées partielles du premier ordre,

∂t g (D̃)
t (z̃) =

d∑

k=1

2Γ0(ωk )
(
(1− zk )

(
(θk − zk )∂zk

− (Dk +1)
)
−Dkξk

)
g (D̃)

t (z̃)

où :

θk = Γ1(ωk )

Γ0(ωk )
, ξk = θk −1

2
+ i

S(ωk )

2Γ0(ωk )
.

On détermine la solution par la méthode des systèmes caractéristiques puis
des estimations techniques permettent d’étudier le comportement asympto-
tique des parties diagonales (D̃ = 0̃, D̃ > 0̃).

2.2 Système Spin-Boson

On calcule ici explicitement les opérateurs K, K♯ pour un système fini et
on montre que K♯ est la projection orthogonale de K sur le commutant de Ls.

2.2.1 Description du modèle

• Le système est décrit par un espace de Hilbert de dimension finie

Hs =C
2.

Soient σ0, σx , σy et σz les matrices de Pauli

σ0 =
(
1 0

0 1

)
, σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
.

On a :
∀(a,b,c) ∈ {x, y, z}3 , [σa ,σb] = 2i ǫabc σc .

L’algèbre des observables est l’algèbre de von Neumann Ms = L (C2) de di-
mension 4, engendrée par σ0, σx , σy et σz .
On note

S0 =σ0 , Sx = 1

2
σx , Sy =

1

2
σy , Sz =

1

2
σz ,

de sorte que :
∀(a,b,c) ∈ {x, y, z}3 , [Sa ,Sb] = i ǫabc Sc .

La dynamique est définie par

Hs = Sz , σ(Hs) = {−1

2
,

1

2
} , |+>=

(
1

0

)
, |−>=

(
0

1

)

∀A ∈Ms , αt
s(A) = e i tSz Ae−tSz .
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Il en résulte :

σ([Hs , ·]
)

= {−1,0,1};

Ker
(
[Hs , ·]

)
= < S0,Sz >;

Ker
(
[Hs , ·]−1

)
= <−i Sx +Sy >;

Ker
(
[Hs , ·]+1

)
= < i Sx +Sy > .

• Le réservoir est construit sur l’espace de Fock

Γs

(
L

2(R3)
)
≡Hr ,

les opérateurs a et a∗ d’annihilation et de création vérifient les relations CCR

[a(k), a∗(k ′)] = δ(k −k ′).

Les opérateurs e iφ( f ) du champ de Weyl correspondant sont donnés par :

φ( f ) = 1
p

2

∫

R3
d 3k

(
a(k) f̄ (k)+a∗(k) f (k)

)
.

On désigne par ωr l’état défini la fonction caractéristique :

∀ f ∈ L
2(R3) , s( f ) =ωr (e iφ( f )) = e−‖ f ‖2/4.

Les propriétés suivantes de cet état, obtenues par dérivation de la fonction
caractéristique, seront utilisées :

∀ f ∈ L
2(R3) , ωr (φ( f )) = 0 , ωr (1) = 1;

∀( f , g ) ∈ L
2(R3)2 , ωr

(
φ( f )φ(g )

)
= 1

2

(
f , g

)
.

L’algèbre des observables du réservoir Mr est l’algèbre de von Neumann en-
gendrée par les opérateurs e iφ( f ), f ∈ L

2(R3) selon la méthode des CCR-algèbre
et du théorème d’Araki-Segal (voir annexe B page 163 et théorème B.1) ,
donc :

Mr =B(Hr ).

Soit k 7−→ω(k) = |k| la fonction d’énergie telle que l’hamiltonien Hr , obtenue
par la seconde quantification Hr = dΓ(ω), satisfait donc les relations

[Hr , a(k)] = −ω(k)a(k);

i [Hr ,φ( f )] = φ(iω f );

αt
r : e iφ( f )) 7−→ e i tHr e iφ( f )e−i tHr = e iφ(ei tω f ).
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Sur l’espace de Hilbert H = Hs ⊗Hr , la dynamique du système couplé est
définie par l’hamiltonien

Hλ = Hs ⊗ 1+ 1⊗Hr +λSx ⊗φ(ρ) , λ> 0,

et

M ∈Ms ⊗Mr , αt
λ(M) = e i tHλMe−i tHλ .

La projection P est la trace partielle par rapport au réservoir d’état ωr :

∀(A,B) ∈Ms ×Mr , P(A⊗B) = (A⊗ 1r )ωr (B).

La fonction à deux points du réservoir est

h(t ) ≡ ωr

(
φ(ρ)e i tHr φ(ρ)e−i tHr

)
=ωr

(
φ(ρ)φ(ρe i tω)

)

= 1

2

∫

R3
d 3k |ρ(k)|2 e i tω(k).

Sous les hypothèses suivantes :

(I) k 7−→ |ρ(k)|
|k|

=O(|k|−α) , α< 1 au voisinage de 0;

(II) h : t 7−→ h(t ) ∈ L
1(R);

(III) l’application s 7−→ s2
∫

S2 dσ(k̂) |ρ(|s|k̂)|2

est continue sur R.

On montre que :

ĥ(α) =





0 , ∀α≤ 0;

2πα2

∫

S2
dσ(k̂) |ρ(αk̂)|2 , α> 0;

(voir l’annexe B, page 161).
Soit

s(α) = 1

2π
VP

(∫

R

du
ĥ(α)

u −α

)
,

ainsi par la transformée de Hilbert, on a

∫∞

0
d t h(t )e−i tα = 1

2
ĥ(α)− i s(α).
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2.2.2 Calculs de K, K♯

Nous allons préciser les opérateurs K, K♯ et Ls = [Hs , · ] .
Avec les notations du chapitre 1, on obtient les expressions matricielles de ces
opérateurs d’après les calculs matriciels effectués dans l’annexe B (page 162).
Soient les nombres réels suivants

a =− ĥ(1)

8
, b = s(1)− s(−1)

4
,

alors, relativement à la base (S0,Sx ,Sy ,Sz) de L (C2), on trouve :

K =




0 0 0 a

0 0 2b 0

0 0 2a 0

0 0 0 2a


 , K♯ =




0 0 0 a

0 a b 0

0 −b a 0

0 0 0 2a


 , Ls =




0 0 0 0

0 0 −i 0

0 i 0 0

0 0 0 0


 .

2.2.3 Conséquences

En particulier, on notera que

σ(K♯) = {0,2a, a + i b, a − i b}.

En désignant par Ei , j la matrice carrée d’ordre 4 dont le seul terme non nul
est celui de la ligne i et de la colonne j qui vaut 1, le commutant {Ls}′ de Ls

est

{Ls}′ =
{(

α 0 0 β

0 γ δ 0

0 −δ γ 0

ǫ 0 0 ζ

)/
(α,β,γ,δ,ǫ,ζ) ∈C

6

}
.

C’est un sous espace vectoriel de L (L (C2)) de dimension 6 dont une base
est

b= (E1,1,E1,4,E2,2 +E3,3,−E3,2 +E2,3,E4,1,E4,4.

Munissant L (L (C2)) du produit scalaire

< X,Y >= tr(X∗Y),

alors l’égalité

K−K♯ =




0 0 0 0

0 −a b 0

0 b a 0

0 0 0 0


 ,

montre aisément que tout élément E de la base b vérifie

< E,K−K♯ >= 0.
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Donc K♯ est la projection orthogonale de K sur {Ls}′.
On peut noter que si a = 0 alors

K♯ =−i bLs

et la valeur propre 0 n’est pas simple.
Si a 6= 0 donc a < 0 et Ker(K♯) = {tS0/ t ∈C}.
On choisit le produit scalaire sur L (C2),

∀(U,V) ∈ (L (C2))2, < U,V >= tr(U∗V),

dont (S0,Sx ,Sy ,Sz) est une base orthogonale.
On désigne par ‖ · ‖ la norme associée et par ‖| · ‖| la norme subordonnée
associée aux opérateurs. On a :

‖αS0 +xSx + ySy + zSz‖ =
√

2|α|2 + 1

2
(|x|2 +|y |2 +|z|2).

La proposition suivante montre que le système dynamique quantique est mé-
langeant d’où ergodique.

Proposition 2.5
Sous l’hypothèse

a < 0 ,

la projection P∞, avec

P∞ =




1 0 0 −1/2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


 ,

vérifie :

∀t ≥ 0, ‖|e tK♯

−P∞‖| ≤ C×eat ,

où C est une constante strictement positive.

Démonstration
Un calcul élémentaire sur la diagonalisation donne :

T−1K♯T = di ag (0, a + i b, a − i b,2a), T =




1 0 0 1

0 1 i 0

0 i 1 0

0 0 0 2


 .
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Par suite, on trouve

e tK♯

= T di ag (1,e t (a+i b),e t (a−i b),e2at )T−1.

D’où :

lim
t→∞

e tK♯

= T di ag (1,0,0,0)T−1 ≡ P∞.

De plus

‖|e tK♯

−P∞‖| ≤ ‖|T‖|×‖|di ag (0,e t (a+i b),e t (a−i b),e2at )‖|×‖|T−1‖|.

L’égalité,

‖di ag (0,e t (a+i b),e t (a−i b),e2at )(αS0+xSx+ySy+zSz)‖2 = e2at
(1

2
(|x|2+|y |2)+e2at

2
|z|2

)
,

montre que

‖|di ag (0,e t (a+i b),e t (a−i b),e2at )‖| = eat .

En définitive, il vient :

∀t ≥ 0, ‖|e tK♯

−P∞‖| ≤
(
‖|T‖|×‖|T−1‖|

)
×eat .

ä

Remarque 2.2
• L’équation du mouvement de M ∈Ms ⊗Mr est donnée par les équations de
Heisenberg

∂t

(
αt
λ(M)

)
= i [Hλ,αt

λ(M)]

= e i tHλi [Hλ,M]e−i tHλ

On rappelle ici la complexité du mouvement du vecteur spin




Sx

Sy

Sz


.
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En utilisant la table algébrique

M i [Hλ,M]

Sx −Sy

Sy Sx −λSz ⊗φ(ρ)

Sz λSy ⊗φ(ρ)

a(k) −iω(k)a(k)− iλ2−1/2ρ(k)Sx

a∗(k) iω(k)a∗(k)+ iλ2−1/2ρ̄(k)Sx

l’évolution du champ est dirigée par

αt
λ(φ( f )) =φ(e i tω f )−λ

∫t

0
d s αs

λ(Sx)Im(ρ,e i (t−s)ω f ).

En particulier, pour f = ρ, il vient :

ρλ(t ) ≡ αt
λ(φ(ρ)) =φ(e i tωρ)−λ

∫t

0
d s D(t − s)αs

λ(Sx),

où D désigne le noyau (dit de mémoire),

D(t ) = Im(ρ,e i tωρ) =
∫

d 3k |ρ(k)|2 sin(ω(k)t ).

L’équation du mouvement du vecteur spin est donnée par

St
λ = e i tHλ




Sx

Sy

Sz


e−i tHλ , ez =




0

0

1


 , ex =




1

0

0


 ,

soit
d

d t

(
St
λ

)
= ez ∧St

λ+λ (ex ∧St
λ) ρλ(t ). (2.25)
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En reprenant les méthodes du premier chapitre, on peut interpréter ces ré-
sultats de la façon suivante.
Posons

xλ(t ) = (Pα−t
0 αt

λP)(A⊗ 1),

où A =




0

1

1

1


 représente le vecteur spin initial




Sx

Sy

Sz


.

La limite de Van Hove s’écrit :

∀τ≥ 0, lim
λց0

xλ(τλ−2) = eτK♯

(A).

Ce qui conduit à poser

xλ(t ) = e tλ2K♯

(A)+o(λ).

Tenant compte de Pαt
0 = αt

s = e i t [Hs ,·], alors :

xλ(t ) = e−i t [Hs ,·]St
λ.

Et du fait que K♯ commute avec [Hs , ·], on a formellement :

St
λ ≈ e i t [Hs ,·]+tλ2K♯

(A),

ce qui permet d’obtenir une approximation de l’équation (2.25) du mouve-
ment sous la forme, parfois appelée «approximation de Pauli-Born» (λ petit
et t grand),

d

d t

(
St
λ

)
≈ i [Hs ,St

λ]+λ2K♯St
λ, S0

λ = A.

2.3 Représentation d’Araki-Woods

Physiquement le postulat de symétrisation (principe de Pauli) de la mé-
canique quantique (selon [LL2], [CDL] vol I), conduit mathématiquement
([BR2] par exemple), aux espaces de Fock symétriques. Historiquement, ils
ont été utilisés pour décrire un système de particules identiques (un gaz par-
fait composé de bosons) telles que les fonctions d’ondes soient symétriques et
dont le nombre d’occupation des états quantiques n’est pas limité.
La distribution moment d’équilibre des bosons parmi les différents états quan-
tiques d’impulsion ħk et d’énergie ε=ħω(k) à température inverse β est don-
née par la loi de Planck :

̺(k) = 1

eħβω(k) −1
(2.26)
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Il est d’usage, dans le contexte mathématique, de prendre ħ= 1.
Dans tout ce qui suit, on envisage une fonction ̺ plus générale.
̺ est une fonction mesurable et positive définie sur R

3, dépendant seulement
de |k| (̺(k) = ̺(|k|)) et on note :

D̺ =
{

f : f ∈ L
2(R3)

/
(1+2̺)1/2 f ∈ L

2(R3)
}

.

Pour la modélisation du réservoir, la représentation d’Araki-Woods fournit
la représentation régulière et cyclique de la CCR(D̺) (selon [BR2], [P3]),qui
correspond à la modélisation d’un gaz idéal de Bose, associée à la fonction
génératrice s̺, avec :

∀ f ∈D̺ , s̺( f ) = e− 1
4‖(1+2̺) f ‖2

.

On présente dans la suite le calcul des opérateurs K et K♯ du premier chapitre
dans un cadre assez général.
Les objectifs sont triples.
On compare ces opérateurs entre la formulation hamiltonniene de Davies et
la formulation liouvillienne.

Soit K
♯
le générateur de Davies associé aux observables Ms par la dynamique

correspondant à l’hamiltonien,

Hλ = Hs +Hr +λQ⊗φ(α).

On a :

∀A ∈B(Hs), K
♯

(A) = i [H, A]+
∑

µ∈σ(Ls )

[Vµ, A]V∗
µ+Vµ[A,V∗

µ];

Vµ =
√

ĥ(µ) Qµ , H =
∑

µ∈σ(Ls )

s(µ) QµQ∗
µ ;

s(µ) = 1

2π
VP

(∫

R

d t
ĥ(t )

t −µ

)
.

Si (H s ,πs ,Ωs) est la représentation GNS associée à (Ms ,ωs), on considère

K
♯

1 l’opérateur de Davies correspondant au liouvillien

Lλ = λ0 +λV −λJVJ.

Alors, on a le diagramme commutatif :

Ms
πs−−−→ πs(Ms)

K
♯

y
yK

♯

1

Ms
πs−−−→ πs(Ms),

(2.27)
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c’est-à-dire :

∀A ∈Ms , πs(K
♯

(A)) = K
♯

1
(πs(A)).

Ensuite, on compare ces opérateurs de Davies pour les liouvilliens standard

et C -liouvillien L∞ dans le cas thermique que l’on résume par le diagramme

commutatif suivant :

π(M )
Ψ−−−→ C

j−−−→ H

P

y
yP

C

yP
H

πs(Ms)
Ψs−−−→ Cs

js−−−→ H s

K
♯

1

y
yΣ

♯

C

yL∞

πs(Ms)
Ψs−−−→ Cs

js−−−→ H s .

(2.28)

Enfin, on obtient un théorème d’ergodicité de la dynamique markovienne sous
des hypothèses assez simples à vérifier :

(H1) [Hs ,Q] 6= 0;

(H2) ∃N ∈N
∗/∀n 6= m =⇒< n|QN|m >6= 0;

(H3) Hs admet un spectre discret non dégénéré.

Alors :

∀A ∈Ms , w∗− lim
t→∞

e tK
♯

(A) =Λ∞(A),

où :

Λ∞(A) = tr(ρe A), ρe ≡ e−βHs /tr(e−βHs ).

2.3.1 Description du modèle «Système-Réservoir»

• Système

Le système est représenté par un espace de Hilbert Hs de dimension finie.
On suppose que l’hamiltonien Hs admet la décomposition spectrale suivante :

Hs =
∑

n≥0

EnPn , Pn =
gn∑

i=1

|ni >< ni | , gn ∈N
∗;

E0 < E1 < . . . < En < . . . ,
∑

gn = di m(Hs).
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La famille (|ni >)n,1≤i≤gn , satisfaisant

< ni |m j >= δn,mδi , j ,

est une base orthonormée de Hs .
Ms =B(Hs) désigne l’algèbre des observables. Ms∗ est le prédual de l’algèbre
de von Neumann Ms .
Pour ρ, matrice de densité inversible exprimée comme une fonction de Hs :

ρ=
∑

n≥0

ρ̄(En)Pn , ρ̄(En) > 0 ,
∑
n

ρ̄(En)gn = 1;

on définit l’état ωs par :

∀A ∈Ms , ωs(A) = tr(ρA).

Puisque ρ inversible et Hs séparable alors ωs est un état normal fidèle sur
Ms .
La dynamique sur Ms est définie par le groupe

τt
s : A 7−→ e i tHs Ae−i tHs .

Soit (H s ,πs ,Ωs) la représentation cyclique canonique GNS associée à (Ms ,ωs),
elle est explicitée par :

H s =L
2(Hs) , Ωs = ρ1/2

où H s est muni du produit scalaire

∀(X,Y) ∈H
2
s , (X,Y)s = tr(X∗Y).

La représentation πs est la multiplication à gauche

∀A ∈Ms , πs(A) :

{
H s 7→H s

X 7→ AX.

Ωs est de plus séparant, la théorie modulaire appliquée au système donne le
liouvillien Ls et ses principales propriétés :

∀A ∈Ms , πs(e i tHs Ae−i tHs ) = e i tLsπs(A)e−i tLs ;

Ls = [Hs , · ];

LsΩs = 0;

ωs(A) = (Ωs ,πs(A)Ωs).
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On a :
σ(Ls) =

{
Ek −El / k et l ∈N

∗}
.

L’opérateur modulaire et la conjugaison modulaire sont donnés par :

∀X ∈H s , ∆sX = ρXρ−1;

JsX = X∗.

Le groupe modulaire étant alors

∀A ∈Ms , σt
s(A) = ρi tπs(A)ρ−i t .

La représentation duale est donnée par l’application anti-linéaire π
♯
s :

∀A ∈Ms ∀X ∈H s , π
♯
s(A)(X) = Jsπs(A)Js = XA∗.

En particulier, nous utiliserons les propriétés suivantes :

∀t ∈R , LsJs =−JsLs , Jse i tLs = e i tLs Js ;

∀A ∈Ms , π
♯
s(e i tHs Ae−i tHs ) = e i tLsπ

♯
s(A)e−i tLs ;

ωs(A) = (Ωs ,π
♯
s(A)Ωs).

• Réservoir

On utilise ici les résultats sur les CCR algèbres (rappelés dans l’an-
nexe B.3.1) et le théorème B.1 d’Araki-Segal.
L’espace de Hilbert du réservoir est l’espace de Fock symétrique construit sur
L

2(R3),
Hr = Γs(L2(R3)),

dont le vecteur vide est noté Ωr .
La dynamique est définie par un groupe unitaire fortement continu

e i Hr t = Γ(e iωt ),

où ω(k) est une fonction seulement de |k| (physiquement l’énergie d’un boson
de moment |k|).
Si a∗(k) et a(k) désignent les opérateurs de création et d’annihilation, alors :

Hr = dΓ(ω) =
∫

R3
d 3k ω(k)a∗(k)a(k).

Soit A̺ la sous ∗-algèbre de B(Hr ), ensemble des combinaisons linéaires finies
des opérateurs de Weyl W( f ), f ∈D̺ .
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On désigne alors par CCR(D̺) la fermeture de A̺ qui est une C∗-algèbre de
B(Hr ).
On définit l’état ωr sur CCR(D̺) par sa fonction génératrice s̺ :

∀ f ∈D̺ , s̺( f ) = exp
{
− 1

4

∫

R3
d 3k (1+2̺(k))| f (k)|2

}
.

Il est clair que cette application satisfait les conditions du théorème d’Araki-
Segal (théorème B.1) et donc ωr est un état régulier sur CCR(D̺).
La représentation d’Araki-Woods 2 3 établit que le triplet (Hr ,πAW ,ΩA ) est
une représentation régulière et cyclique de la C∗-algèbre CCR(D̺) avec :

Hr = L
2(Hr );

ΩA = |Ωr ><Ωr |.

Le produit scalaire sur Hr (espace des opérateurs Hilbert-Schmidt sur Hr )
est

∀(X,Y) ∈H
2
r : (X,Y)r = tr(X∗Y),

dont le champ de Segal provient de

πAW (W( f )) : X 7−→ W(
√

1+̺ f )XW(
p
̺ f ) , X ∈Hr .

Et on a :

(ΩA ,πAW (W( f ))ΩA )r = exp
{
− 1

4

∫

R3
d 3k (1+2̺(k))| f (k)|2

}
.

Un calcul explicite d’Araki-Woods donne

πAW (W( f )) = e iΦ
A

( f );

avec φA ( f )X = φ(
√

1+̺ f )X+Xφ(
p
̺ f ) , X ∈Hr .

Nous choisissons l’algèbre des observables du réservoir Mr par :

Mr ≡ πAW

(
Ar

)′′ =πAW

(
CCr (D̺)

)′′
;

∀A ∈Ar , πAW (e i tHr Ae−i tHr ) = e i tLr πAW (A)e−i tLr ;

où Lr est le ΩA-liouvillien, obtenu grâce à l’égalité

πAW (e i tHr W( f )e−i tHr )ΩA = e i tLr πAW (W( f ))ΩA ,

2. Systématiquement utilisée pour un réservoir à température non nulle.
3. On s’inspire ici de l’article précurseur [AW], puis de l’article de synthèse plus abstrait

de [CH] et on a été guidé par les méthodes récentes de [JP3] et [P3].
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et satisfait les deux conditions suivantes :

Lr = [dΓ(ω), ·]; (2.29)

LrΩA = 0. (2.30)

On identifiera systématiquement Mr à πr (Mr ) où (Hr ,πr ) est la représenta-
tion à gauche de Mr (πr (M)(X) = MX, M ∈Mr et X ∈Hr ).
Soit Jr la conjugaison modulaire et ∆r l’opérateur modulaire associés à (Mr ,ΩA).
En particulier, on a :

Jr∆
1/2
r πAW (W( f ))ΩA =πAW (W( f ))∗ΩA

la représentation duale est donnée par :

π
♯
r (M) = Jrπr (M)Jr .

Dans le cas de la loi de Planck,

ω(|k|) = |k| et ̺(|k|) = 1

eβ|k|−1
,

on obtient par un calcul explicite :

Jr (X) = X∗ , ∆r = e−βLr .

• Couplage «Système-Réservoir»

La structure modulaire du couplage «Système-Réservoir» en l’absence
d’interaction a un état sur M =Ms ⊗Mr donné par :

∀(A,B) ∈Ms ⊗Mr , ω0(A⊗B) =ωs(A) ωr (B).

Il existe une représentation cyclique canonique (H ,π,Ψ) de M associée à
ω0 :

H = H s ⊗Hr ;

π = πs ⊗πr , π♯ =π
♯
s ⊗π

♯
r ;

ψ = Ωs ⊗ΩA .

Le ψ-liouvillien libre correspondant en l’absence du couplage est

L0 = Ls ⊗ 1r + 1s ⊗Lr . (2.31)

L’interaction est donnée par :

V =πs(Q)⊗ΦA (α), où Q = Q∗ ∈Ms , α ∈D̺.
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La dynamique du couple «Système-Réservoir» est

∀M ∈M , αt
λ(π(M)) = e i tLλπ(M)e−i tLλ ,

où
Lλ = L0 +λV −λJVJ, λ≥ 0. (2.32)

Exemple 2.1
Dans l’aricle [JP3], les auteurs établissent que le liouvillien du système couplé
«Système-Réservoir» pour le modèle Spin-Boson, est :

Lλ = L0 +λLI , λ≥ 0;

LI = πs(Q)⊗ΦA (α)−π
♯
s(Q)⊗Φ♯

A
(α);

Φ♯
A

(α)(X) = Φ(
p
̺α)X+XΦ(

√
1+̺α) , X ∈Hr .

Introduisons les opérateurs issus de ces représentations :

∀ f ∈D̺, ∀X ∈Hr , aA ( f )X = a(
√

1+̺ f )X+Xa(
p
̺ f );

a∗
A

( f )X = a∗(
√

1+̺ f )X+Xa∗(
p
̺ f );

a♯
A

( f ) = Jr aA ( f )Jr (linéaire);

a∗♯
A

( f ) = Jr a∗
A

( f )Jr (anti-linéaire).

de sorte que l’on ait :

ΦA ( f ) = 2−1/2(aA ( f )+a∗
A

( f )) , Φ♯
A

( f ) = 2−1/2(a♯
A

( f )+a∗♯
A

( f )).

Utilisant les relations CCR de a et a∗, on donne dans l’annexe B, les pro-
priétés de ces opérateurs.
En particulier, les deux représentations donnent des champs de Weyl indé-
pendants, grâce aux relations

[aA ( f ), a♯
A

(g )] = 0 = [aA ( f ), a∗♯
A

(g )] , [ΦA ( f ),Φ♯
A

(g )] = 0.

Pour les interactions entre le système et le réservoir, on a besoin des expres-
sions des huits fonctions à deux points non nulles, pour tout (i , j ) ∈ {,∗,♯,∗♯}2,
f et g éléments de D̺

< ai
A

( f )a j
A

(g ) >≡ (ΩA , ai
A

( f )a j
A

(g )ΩA )r = tr
(
(ΩA )∗ai

A
( f )a j

A
(g )ΩA

)
. (2.33)

Ces calculs sont donnés en annexe B (page 169).
Ils utilisent les relations CCR de a et de a∗ et les propriétés de la théorie
modulaire (la conjugaison modulaire J est anti-unitaire, ∆zΩ=Ω, JΩ=Ω) ce
qui permet d’obtenir.
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Proposition 2.6
Pour tous les éléments f et g de D̺ et pour tout (i , j ) ∈ { ,∗,♯,∗♯}2, alors :

ai
A

( f )ΩA et ai
A

( f )a j
A

(g )ΩA

sont des éléments de Hr .
De plus, on a :

< aA ( f )a∗
A

(g ) >= ((1+̺) f , g ) , < a∗
A

( f )aA (g ) >= (̺g , f );

< a♯
A

( f )a∗♯
A

(g ) >= ((1+̺)g , f ) , < a∗♯
A

( f )a♯
A

(g ) >= (̺ f , g );

< aA ( f )a♯
A

(g ) >= (
p
̺ f ,

√
1+̺g ) , < a∗

A
( f )a∗♯

A
(g ) >= (

√
1+̺g ,

p
̺ f );

< a♯
A

( f )aA (g ) >= (
p
̺g ,

√
1+̺ f ) , < a∗♯

A
( f )a∗

A
(g ) >= (

√
1+̺ f ,

p
̺g ).

Tous les autres calculs sont nuls.

2.3.2 Calculs de générateurs K♯

Lorsque l’on s’intéresse aux observables du couple «Système-Réservoir» ,
on calcule les expressions théoriques, vues au premier chapitre, des opéra-
teurs K et de K♯ agissant sur l’algèbre de von Neumann πs(Ms) lorsque la
perturbation est U j , j = 1,2 pour les deux cas suivants :

U1(π(M)) = [V,π(M)] ;

U2(π(M)) = Vπ(M)−π(M)V′;

V = πs(Q)⊗ΦA (α) ;

V′ = πs(Q′)⊗ΦA (α′) ;

Q∗ = Q, Q
′∗
= Q′ , (α, α′) ∈D2

̺.

dont les calculs se feront uniquement pour U2 puisque le cas V′ = V donne
U1 = U2.
L’idée est que l’on disposera alors d’une famille d’opérateurs L0+λU qui, sous
les hypothèses (H1) et (H2) ci-dessous, donne le même générateur de Davies
K♯.
En effet puisque,

e i tλJWJ = Je i tλWJ ∈π(M )′, W ∈π(M )

nous obtenons, grâce à la formule de Trotter, la même dynamique :

αt
λ(π(M) = e i t (L0+λV)π(M)e−i t (L0+λV)

= e i t (L0+λV−λJWJ)π(M)e−i t (L0+λV−λJWJ).
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L’application

π(M ) =πs(Ms)⊗πr (Mr ) 7−→π(M )

P :

A⊗B 7−→ (A⊗ Ir ) < B >

< B >≡ (ΩA,BΩA) =<Ω|B|Ω>

est un projecteur de π(M ), Q ≡ 1−P et :

PU j P = 0 et PU j Q = PU j , j ∈ {1,2}.

La considération des groupes sur π(M ) :

αt

L
j
λ

(π(M)) = e i tL
j

λπ(M)e−i tL
j

λ

= αt
λ(π(M));

Ut

L
j
λ

= Pα
L

j
λ

(t )P , L
j

λ
= L0 +λU j ;

et qui vérifient

∀t ∈R , [P,U
L

j
λ

(t )] = 0,

conduit, selon le chapitre 1, à calculer les opérateurs

K j =−
∫∞

0
dr U0(−r )PU j Qα0(r )QU j P , j ∈ {1,2},

et

K
♯
j
= lim

T→∞

1

2T

∫T

−T
d te i tLs K j e−i tLs .

Considérons les hypothèses suivantes :

(H1)∀µ ∈σ(Ls)\{0} ,
(
α(|µ|·);α′(|µ|·)

)
S2 =

(
α′(|µ|·);α(|µ|·)

)
S2

= ‖α(|µ|·)‖2
S2

= ‖α′(|µ|·)‖S2

et

(H2) ∀µ ∈σ(Ls)\{0} , Qµ = Q
′
µ;
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où

∀(ϕ,ψ) ∈ L
2(S2) , (ϕ;ψ)S2 =

∫

S2
dσ(k̂)ϕ(k̂)ψ(k̂);

∀M ∈Ms , Mµ =
∑

i , f
Ei −E f =µ

Pi MP f ;

=
∑

k,l
Ek−El =µ

g (k)∑

i=1

g (l )∑

j=1

< k i |M|l j > |k i >< l j |.

On a :

h(t ) ≡ 〈ΦA (α)ΦA (e i tωα′)〉

= 1

2

∫ (
(1+̺)e i tωᾱα′+̺e−i tωᾱ′α

)
;

〈ΦA (e i tωα)ΦA (α′)〉 = h(−t );

c(t ) ≡ 〈ΦA (α)ΦA (e i tω〉 = 1

2

∫
|α|2

(
(1+̺)e i tω+̺e−i tω

)
;

c ′(t ) ≡ 〈ΦA (e i tωα′)ΦA (α′)〉 = 1

2

∫
|α′|2

(
(1+̺)e−i tω+̺e i tω

)
.

On utilise, dans les calculs, la transformation de Hilbert qui s’écrit :
∫+∞

0
d t c(t )e−i tµ = 1

2
ĉ(µ)− i sc (µ);

sc (µ) = 1

2π
VP

(∫
d t

ĉ(t )

t −µ

)
.

On obient la forme générale suivante.

Théorème 2.3
Pour tout A ∈Ms , on a :

K
♯
2(πs(A)) =

∑

µ∈σ(Ls )

ĥ(µ)πs

(
Qµ

)
πs(A)πs

(
Q

′∗
µ

)

− 1

2

∑

µ∈σ(Ls )

ĉ(µ)πs

(
QµQ∗

µ

)
πs(A)

− 1

2

∑

µ∈σ(Ls )

ĉ ′(−µ)πs(A)πs

(
Q′

µQ
′∗
µ

)
(2.34)

+ i
∑

µ∈σ(Ls )

sc (µ)πs

(
QµQ∗

µ

)
πs(A)

+ i
∑

µ∈σ(Ls )

sc ′(−µ)πs(A)πs

(
Q′

µQ
′∗
µ

)
∗ .
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La preuve est fournie dans l’annexe B (page 170 ).
Comme cas particulier important, il vient :

Corollaire 2.1
Soient les opérateurs définis sur πs(Ms) :

∀µ ∈σ(Ls) , Vµ =
√

ĥ(µ) πs(Qµ);

H =
∑

µ∈σ(Ls )

s(µ)πs(QµQ∗
µ) .

Sous les hypothèses (H1) et (H2), pour tout A ∈Ms , on obtient la décompo-
sition de Lindblad :

K
♯

1(πs(A)) = K
♯

2(πs(A));

K
♯

1(πs(A)) = i [H,πs(A)]+
∑

µ∈σ(Ls )

[
Vµ,πs(A)

]
V∗
µ+Vµ[πs(A),V∗

µ]. (2.35)

Démonstartion du corollaire
Elle résulte essentiellement des identités suivantes.

Lemme 2.6
Sous les hypothèses (H1) et (H2), pour tout µ ∈σ(Ls), il vient :

ĉ(µ) = ĥ(µ);

ĉ ′(−µ) = ĉ(µ);

sc ′(−µ) = −sc (µ).

En effet, l’hypothèse (H1) donne

ĥ(µ) = π

∫

R

s2d s
(
(1+̺(|s|))δ(ω(|s|)−µ)(α(|s|·);α′(|s|·)S2

+̺(|s|)δ(ω(|s|)+µ)(α′(|s|·);α(|s|·))S2

)

= π

∫

R

s2d s
(
(1+̺(|s|))δ(ω(|s|)−µ)+̺(|s|)δ(ω(|s|)+µ)

)
‖α(|s|·)‖S2

= ĉ(µ).

La seconde identité résulte de (H1) et des égalités suivantes :

c ′(t ) = c(−t ) = c(t ).

La dernière est une conséquence de la seconde par simple changement de
variable dans la valeur principale de Cauchy. ä
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Exemple 2.2 (Cas de la loi de Planck)
Dans ce cas

ω(|s|) = |s| et ̺(|s|) = 1

eβ|s|−1
,

d’où, pour tout µ ∈R
∗,

ĥ(µ) =





πµ2

2

eβµ/2

|sinh(βµ/2)|
(
α(|µ|·),α′(|µ|·)

)2

S2 , µ> 0;

πµ2

2

eβµ/2

|sinh(βµ/2)|
(
α′(|µ|·),α(|µ|·)

)2

S2 , µ< 0;

(
α(|µ|·),α′(|µ|·)

)
S2 ≡

∫

S2
dσ(k̂)α(|µ|k̂)α′(|µ|k̂);

et

ĉ(µ) = πµ2

2

eβµ/2

|sinh(βµ/2)|
‖α(|µ|·)‖2

S2 ;

ĉ ′(µ) = πµ2

2

eβµ/2

|sinh(βµ/2)|
‖α′(|µ|·)‖2

S2 .

Finalement, on a le résultat énoncé.

Proposition 2.7
Soit K

♯

D le générateur de Davies associé aux observables Ms par la dynamique
correspondant à l’hamiltonien :

H = Hs +Hr +λQ⊗φ(α), λ≥ 0.

Pour tout A ∈Ms , on a :

K
♯

D(A) = i [HD , A]+
∑

µ∈σ(Ls )

[
VD,µ , A

]
V∗

D,µ
+VD,µ[A,V∗

D,µ
], (2.36)

avec :

VD,µ =
√

ĥ(µ) Qµ;

HD =
∑

µ∈σ(Ls )

s(µ)
[
QµQ∗

µ, ·
]
.

Le diagramme

Ms
πs−−−→ πs(Ms)

K
♯

D

y
yK

♯

1

Ms
πs−−−→ πs(Ms)
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est commutatif :
∀A ∈Ms , πs(K

♯

D(A)) = K
♯

1
(πs(A)).

• Comparaison entre le liouvillien standard et le C -liouvillien

Soit Ψ l’isomorphisme canonique entre les espaces de Banach (π(M ),‖‖)

et (C = {Aψ : A ∈π(M )},‖‖∞) avec :

π(M )
Ψ−−−→ C

A −−−→ Aψ

‖Aψ‖∞ = ‖A‖.

(2.37)

On a , pour tout A ∈π(M ) :
(
L0A+π(V)A−Aπ(V′)

)
ψ=

(
L0 +π(V)− J∆1/2π(V′)J∆1/2

)
Aψ.

En particulier, lorsque V = V′, on obtient le C -liouvillien (1.4) :

L∞ = L0 +π(V)− J∆1/2π(V)J∆1/2.

On considère les opérateurs

Σ
♯

C
= Ψs ◦K

♯

1
◦Ψ−1

s ;

P
C

= Ψ◦P ◦Ψ−1.

L’image de P
C
est l’espace de Banach Cs = {πs(A)Ωs : A ∈ Ms} isomorphe à

πs(Ms) et de fermeture faible égale à H s .

j et js désignent les injections canoniques.

π(M )
Ψ−−−→ C

j−−−→ H

P

y
yP

C

yP
H

πs(Ms)
Ψs−−−→ Cs

js−−−→ H s

K
♯

1

y
yΣ

♯

C

yL∞

πs(Ms)
Ψs−−−→ Cs

js−−−→ H s

Les résultats suivants, obtenus par définition de l’opérateur modulaire ∆s ,

∆1/2
s πs(Qµ)∆−1/2

s = ρ1/2πs(Qµ)ρ−1/2;

∆1/2
s πs(QµQ∗

µ)∆−1/2
s = πs(QµQ∗

µ);

établissent la proposition qui suit.
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Proposition 2.8

Σ♯
C

=
∑

µ∈σ(Ls )

ĥ(µ)πs

(
Qµ

)
Js∆

1/2
s πs

(
Qµ

)
Js∆

1/2
s

− ĥ(µ)

2

(
πs

(
QµQ∗

µ

)
+ Jsπs

(
QµQ∗

µ

)
Js

)
(2.38)

+ i
∑

µ∈σ(Ls )

s(µ)
(
πs

(
QµQ∗

µ

)
− Jsπs

(
QµQ∗

µ

)
Js

)
.

Le prolongement L∞ à H s sera étudié dans le chapitre suivant par une mé-
thode différente (méthode de Feshbach).
Cependant, pour tout X ∈H s , le résultat (2.38) montre que l’on a :

L∞(X) =
∑

µ∈σ(Ls )

ĥ(µ)QµXρ−1/2Q∗
µρ

1/2

− ĥ(µ)

2

(
QµQ∗

µX+XQµQ∗
µ

)
(2.39)

+ i
∑

µ∈σ(Ls )

s(µ)
[
QµQ∗

µ, X
]
.

En particulier, on a :
L∞(ρ1/2) = 0.

2.3.3 Résultat d’ergodicité

On note (Λt )t≥0 = (e tK♯
)t≥0 le semi-groupe dynamique quantique à un pa-

ramètre défini sur B(Hs), avec :

∀A ∈B(Hs), K
♯

(A) = i [H, A]+
∑

µ∈σ(Ls )

[Vµ, A]V∗
µ+Vµ[A,V∗

µ] ;

Vµ =
√

ĥ(µ)Qµ ;

H =
∑

µ∈σ(Ls )

s(µ)QµQ∗
µ ;

s(µ) = 1

2π
VP

(∫

R

d t
ĥ(t )

t −µ

)
.

On rappelle que les valeurs propres de Hs sont E0 < E1 < ·· · < Ek < ·· ·
et Pi est le projecteur spectral associé à Ei de sorte que :

Qµ =
∑
i , f

Ei −E f =µ

Pi QP f .
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L’ensemble Ms(Λ) des points fixes par Λ est une sous algèbre de von Neumann
de B(Hs).
On note

S =
{
Qµ : µ ∈σ(Ls) \ {0}

}
.

Puisque Q∗
µ = Q−µ pour tout µ, alors S ∗ =S : donc S ′ est une sous algèbre

de von Neumann de B(Hs).
Afin d’appliquer le théorème 1.8 de Frigerio, nous commençons par construire
explicitement un état ωe Λ-invariant, fidèle et normal .

Mais l’égalité, Vµ =
√

ĥ(µ)Qµ où ĥ(µ) > 0, pour tout µ ∈ σ(Ls) \ {0}, montre
que : {

Vµ : µ ∈σ(Ls) \ {0}
}′ =S

′.

Remarquons que si Hs et Q commutent alors il vient Qµ = 0, pour tout µ ∈
σ(Ls) \ {0} ( Q0 = Q).
Il est donc nécessaire que l’hypothèse

[Hs ,Q] 6= 0

soit réalisée.
On pose :

ρe = Z−1e−βHs /2 , Z = tr(e−βHs /2).

Nous avons.

Proposition 2.9
L’état normal ωe défini par

∀A ∈B(Hs) , ωe (A) = tr(ρe A),

est Λ-invariant, normal et fidèle.

Nous obtenons la propriété ergodique suivante.

Théorème 2.4
Sous les hypothèses (H1),(H2) et (H3) :

(H1) [Hs ,Q] 6= 0;

(H2) ∃N ∈N
∗/∀n 6= m =⇒< n|QN|m >6= 0;

(H3) Hs admet un spectre discret non dégénéré;

on obtient :

∀A ∈B(Hs),∀ρ ∈L
1

1,+(Hs) : lim
t→∞

tr(ρe tK♯

(A) = tr(ρe A).

La preuve (donnée dans l’annexe B, pages 171-176) consiste à satisfaire les
conditions d’applications du théorème 1.8 de Frigerio.



Chapitre 3

Théorie spectrale des
opérateurs de Lindblad

La méthode de Feshbach est intervenue dans des travaux assez récents (
[DJ1], [DJ2], [DJ3], [BFS1] et [BFS2]) pour étudier la théorie perturbative
des opérateurs, dits de Pauli-Fierz, que l’on rencontre en couplant un «pe-
tit» système d’hamiltonien Hs (Hs = H∗

s ∈ B(H s)) à un réservoir bosonique
Γs(Hr ).
Si ω désigne l’énergie d’une particule, l’hamiltonien H de Pauli-Fierz est par
définition

H ≡ Hs ⊗ 1+ 1⊗dΓ(ω)+λV,

où V =ϕ(α) est un champ d’opérateurs avec α ∈B(H s ,H s ⊗Hr ).
Dans ce qui suit, on se base sur les mêmes techniques.
On montre que la résolvante projetée du système-réservoir est la somme di-
recte des fonctions de résonances, définies par le spectre de l’hamiltonien libre
projeté. Ce résultat nous permet de faire le lien avec la théorie du couplage
faible de Davies.
Ayant obtenu une formule explicite, on compare en travaillant dans la repré-
sentation d’Araki-Woods, les générateurs de Davies du liouvillien standard et
du C -liouvillien. En particulier, à l’équilibre thermodynamique, on a l’éga-
lité.
Nos résultats sont similaires à ceux de [DJ3] (règle d’or de Fermi, formula-
tion plus abstraite), mais on les a obtenu par le calcul directement. De plus,
on établit une relation entre le noyau de Volterra de l’équation NPRZ et la
fonction de self-énergie.
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3.1 Méthode des projections

3.1.1 Formule de Feshbach

Soit H un espace de Hilbert décomposé en somme directe :

H =H
v ⊕H

v̄ .

Les projections sur H
v et H

v̄ sont notées 1v et 1v .
Utilisant cette décomposition, on considère les opérateurs écrits sous la

forme matricielle :

H =
(
Hv v Hv v̄

Hv̄ v Hv v

)
, 1v =

(
1v v 0v v̄

0v̄ v 0v v

)
, 1v̄ =

(
0v v 0v v̄

0v̄ v 1v v

)
.

On convient de noter ⊕ une décomposition diagonale :

∀A ∈B(H v ) ∀B ∈B(H v ) , A⊕B =
(

A 0v v̄

0v̄ v B

)
. (3.1)

Ainsi, nous avons :

Hv v = 1v H1v , Hv v = 1v̄ H1v̄ .

On suppose que Hv v et Hv v sont des opérateurs fermés sur H
v et sur H

v̄

respectivement et les opérateurs,

Hv̄ v : H v 7−→H
v ,

Hv v̄ : H v̄ 7−→H
v ,

sont des opérateurs supposés être bornés.
Ainsi H est fermé et son domaine satisfait

D(H) =D(Hv v )⊕D(Hv v ).

Pour tout z 6∈ σ(Hv v ), on définit l’énergie propre 1 Wv (z) et la fonction de
résonance Gv (z) par les formules suivantes :

Wv (z) = Hv v̄ (z1v v −Hv v )−1Hv̄ v ;

Gv (z) = z1v v −Hv v −Wv (z).

On peut résumer, dans ce qui suit, les principales propriétés de la fonction
énergie propre.

1. self-energy en anglais
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Proposition 3.1
La fonction énergie z 7→ Wv (z) est un opérateur analytique sur C\σ(Hv v ).

Si Hv v et Hv v sont auto-adjoints et (Hv v )∗ = Hv v alors H est auto-adjoint et
nous avons Wv (z)∗ = Wv (z̄).
De plus i Wv (z) est dissipatif si Im(z) ≥ 0 ; c’est-à-dire :

∀h ∈H , Re(h; i Wv (z)h) ≤ 0.

En particulier le semi-groupe,

0 ≤ t 7−→ e i tWv (z),

est de contractions.

Démonstration
Les premiers points sont clairs, en particulier l’analycité provient de l’impli-
cation suivante :

∀w/ |z −w | < ‖(z −Hv v )−1‖ =⇒ (w −Hv v )−1 =
∑

n≥0

(z −w)n(z −Hv v )−n−1.

Établissons la dissipativité.
Notons d’abord que l’égalité

Re(h, i Wv (z)h) =−(h,ImWv (z)h)

montre que la dissipativité est équivalente à :

∀h ∈H , (h,Im(Wv (z))h) ≥ 0.

De
(z −Hv v )− (z̄ −Hv v ) = 2i Im(z) I,

il vient donc :

(z̄ −Hv v )−1 − (z −Hv v )−1 = 2i Im(z) (z̄ −Hv v )−1(z −Hv v )−1.

D’où :
Im(Wv (z)) = Im(z)

(
(z −Hv v )−1Hv̄ v

)∗(
(z −Hv v )−1Hv̄ v

)
.

Il en résulte :

∀h ∈ D(Wv (z)) , (h,Im(Wv (z))h) = Im(z)
∥∥(z −Hv v )−1Hv̄ v h

∥∥2
.

La fonction t 7−→ ‖e i tWv (z)h‖2 décrôıt sur R
+ car

∀t ≥ 0 , f ′(t ) = 2Re(e i tWv (z)h, i Wv (z)e i tWv (z)h)

= −2Im(z)
∥∥(z −Hv v )−1Hv̄ v e i tWv (z)h

∥∥2 ≤ 0,

donc : f (t ) ≤ f (0) = ‖h‖2, pour tout t ≥ 0. ä

Nous rappelons le résultat bien connu (voir [DJ1], [HO]).
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Proposition 3.2 (Formule de Feshbach)
Si z 6∈σ(Hv v ) alors :
(i ) z ∈σ(H) ⇐⇒ 0 ∈σ(Gv (z)) ;
(i i ) Si 0 6∈σ(Gv (z)) alors :

(z −H)−1 = B(z)(G−1
v (z)⊕ (z1v v −Hv v )−1)A (z).

Où A (z) et B(z) sont des éléments inversibles de B(H ) donnés par :

A (z) =
(
1v v Hv v̄ (z1v v −Hv v )−1

0v̄ v 1v v

)
,

B(z) =
(

1v v 0v v̄

(z1v v −Hv v )−1Hv̄ v 1v v

)
.

Ce qui donne les quatre éléments matriciels de la résolvante (z −H)−1 de H :

(
(z −H)−1

)v v = G−1
v (z), (3.2)

(
(z −H)−1

)v v̄ = G−1
v (z)Hv v̄ (z1v v −Hv v )−1,

(
(z −H)−1

)v̄ v = (z1v v −Hv v )−1Hv̄ v G−1
v (z),

(
z −H)−1

)v v = (z1v v −Hv v )−1Hv̄ v G−1
v (z)Hv v̄ (z1v v −Hv v )−1

+ (z1v v −Hv v )−1.

On écrit, suivant la convention (3.1), ces formules sous la forme condensée :

(z −H)−1 =
(
1v v + (z1v v −Hv v )−1Hv̄ v

)
G−1

v (z)
(
1v v +Hv v̄ (z1v v −Hv v )−1

)

+
(
z1v v −Hv v

)−1
. (3.3)

Démonstration
Pour z 6∈ σ(Hv v ) alors A (z) et B(z) sont des éléments inversibles de B(H )

et on obtient :

A (z)(z −H)B(z) =
(
Gv (z) 0v v̄

0v̄ v z1v v −Hv v

)
.

Ce qui établit, d’une part, l’équivalence (i).
D’autre part, il vient donc :

(z −H)−1 =B(z)
(
G−1

v (z)⊕ (z1v v −Hv v )−1
)
A (z).

Le calcul matriciel par blocs donne les résultats énoncés. ä
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Remarque 3.1
1. La formule (3.2) s’écrit aussi sous la forme

(
(z −H)−1

)v v = (z1v v −ℓ(z))−1 , ℓ(z) = z1v v −Gv (z)

ℓ(z) est un opérateur borné de H
v , dit la matrice de Livsic [HO].

2. Décomposant H sous la forme H = H0 +V, avec

H0 =
(
Hv v 0v v̄

0v̄ v Hv v

)
, V =

(
0v v Hv v̄

Hv̄ v 0v v

)

alors on obtient :

Gv (z) = 1v

(
z −H0 −

{
V +V1v̄ (z −Hv v )−11v̄ V

})
1v .

L’opérateur D(z),

D(z) ≡ V +V1v̄ (z −Hv v )−11v̄ V

est appelé l’opérateur de déplacement selon l’interprétation physique
de [CDG].
1v D(z)1v peut être considéré, physiquement, comme un «hamiltonien» qui
s’ajoutant à 1v H01v permet de préciser les déplacements des niveaux
perturbés par rapport aux niveaux non perturbés.

3. Une seconde preuve du théorème s’appuie sur la méthode des projec-
tions de Golberger-Watson [GW], [AG].
En notant R(z) = (z −H)−1 , on multiplie chaque membre de l’égalité,

(z −H)R(z) = 1,

une première fois à gauche par 1v et à droite par 1v puis une seconde
fois à gauche par 1v̄ et à droite par 1v .
On obtient ainsi un système qui permet d’isoler 1v R(z)1v et 1v̄ R(z)1v .
On retrouve ainsi les fomules ci-dessus.

3.1.2 Cas particulier

On suppose que H
v se décompose en une somme directe finie :

H
v = ⊕

µ∈Λ
H

v
µ , Λ fini.

Ainsi le projecteur 1v se décompose en une somme directe de projecteurs :

1v = ⊕
µ∈Λ

1µ.
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Ces projecteurs 1µ satisfont les relations algébriques suivantes ; pour tout
(µ,ν) ∈Λ2 :

1µ1ν = δµ,ν1µ;

1µ̄ = 1−1µ , 1µ̄1ν = (1−δµ,ν)1ν;

1v̄ 1µ = 0.

Soient L0 et LI des opérateurs auto-adjoints agissant sur H tels que :

L0 =
(
Lv v

0
0v v̄

0v̄ v Lv v
0

)
=

(3.1)
Lv v

0
⊕Lv v

0
;

∀µ ∈Λ , [1µ,L0 ] = 0;

∀(µ,ν) ∈Λ2 , 1µLI 1ν = 0.

Posons

L = L0 +LI =
(
Lv v

0
Lv v̄

I

Lv̄ v
I

Lv v
0

+Lv v
I

)
.

L’objectif est de déterminer une décomposition de la résolvante projetée :

1v (z −L)−11v .

Remarque 3.2
Considérons le cas d’une seule projection 1µ la formule de Feshbach donne
simplement

1µ(z −L)−11µ = G−1
µ (z)

où :
Gµ(z) ≡ z1µµ−Lµµ

0
−Lµµ̄

I
(z1µµ−Lµµ

0
−Lµµ

I
)−1Lµ̄µ

I
.

Par applications des formules bien connues

A−1 = B−1 +B−1(B−A)A−1 (droite),

A−1 = B−1 +A−1(B−A)B−1 (gauche),

A−1 = B−1 +B−1
∑

n≥1

(
(B−A)B−1

)n
,

et en choisissant

A = z1µµ−Lµµ
0

−Lµµ
I

et B = z1µµ−Lµµ
0

,

il vient :
(
z1µµ−Lµµ

0
−Lµµ

I

)−1
=

(
z1µµ−Lµµ

0

)−1

+
(
z1µµ−Lµµ

0

)−1 ∑
n≥1

(
Lµµ

I
(z1µµ−Lµµ

0
)−1

)n
.
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On peut présenter Gµ(z) sous la forme d’une sommation :

Gµ(z) = G0
µ(z)−Lµµ

I

∑
n≥1

(
Lµµ

I
(z1µµ−Lµµ

0
)−1

)n
Lµµ

I
.

où
G0
µ(z) = z1µµ−Lµµ

0
−Lµµ̄

I
(z1µµ−Lµµ

0
)−1Lµ̄µ

I
.

L’intérêt est que l’on a immédiatement si LI =O(λ), λ> 0 alors :

Gµ(z) = z1µµ−Lµµ
0

+O(λ2).

Cependant, ce sont des formules peu maniables.
Grâce à la formule de Feshbach, on propose, en utilisant des formules exactes,
une décomposition en somme directe de la résolvante projetée qui nous parâıt
plus simple.

3.1.3 Expression de la résolvante

On suppose que
Λ=σ(L

v v

0
)

de sorte que
1v L0 = L0 1v = Lv v

0
=

∑

µ∈σ(Lv v
0

)

µ1µ.

La méthode de Feshbach, appliquée à l’opérateur H = i L, fournit les opéra-
teurs :

Gµ(z) ≡ z1µµ− iµ1µµ−Wµ
I

(z); (3.4)

Wµ

I
(z) ≡ −Lµµ

I

(
z1µµ− i (Lµµ

0
+Lµµ

I
)
)−1

Lµµ
I

. (3.5)

L’essentiel de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant.

Théorème 3.1
Soit z un nombre complexe qui vérifie :

z 6∈σ(Lµµ
0

+Lµµ
I

) avec Im(z) < 0.

On suppose que
∀µ ∈σ(L

v v

0
) , 0 6∈σ(Gµ(i z)).

Alors :

1v (z −L)−11v = i
∑

µ∈σ(L
v v

0
)

(
Gµ(i z)

)−1

=
∑

µ∈σ(L
v v

0
)

(
z1µµ−µ1µµ− Lµµ

I

(
z1µµ−Lµµ

0
−Lµµ

I

)−1
Lµµ

I

)−1
.
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Démonstration
On pose

Xv (t ) = 1v e i tL 1v

et on considère le noyau de mémoire K
µ
I qui intervient dans les équations

intégro-différentielles de type Volterra ;

Kµ
I

(t ) = −
∫t

0
du 1µ e−i uL

0 1µ LI 1µ̄ e i u(L
0
+L

µµ
I

) 1µ̄ LI 1µ

=
par(3.1)

−
∫t

0
du e−i uL

0 Lµµ̄
I

e i u(L
µµ
0 +L

µµ
I

) Lµ̄µ
I

.

La méthode des projections NPRZ, vue au premier chapitre, permet d’obtenir
facilement.

Proposition 3.3
Nous avons

Xv (t ) =
∑

µ∈Λ
Xµ(t )+

∑

(µ,ν)∈Λ2

µ6=ν

Xµ,ν(t ), (3.6)

avec :

Xµ(t ) ≡ 1µ Xv (t )1µ = 1µ e i tL 1µ;

Xµ,ν(t ) ≡ 1µ Xv (t )1ν = 1µ e i tL 1ν.

Xµ et Xµ,ν vérifient les équations intégrales :

Xµ(t ) = e i tL
0 1µ+

∫t

0
d s 1µ e i (t−s)L

0 Kµ
I

(t − s)Xµ(s)

et

Xµ,ν(t ) =
∫t

0
d s 1µ e i (t−s)L

0 Kµ
I

(t − s)Xµ,ν(s).

La transformée de Laplace de Xv existe , puisque ‖Xv (t )‖ ≤ 1, pour tout réel
t :

∀z ∈C , Re(z) > 0 : X̂v (z) =
∫+∞

0
d t Xv (t )e−t z .

Alors, on obtient.

Proposition 3.4
Pour tout z 6∈σ(i (L

µµ
0 +L

µµ
I )), pour tout µ ∈σ(L

v v

0
), nous obtenons l’équivalence

z 6∈σ(i L) ⇐⇒ 0 6∈σ(Gµ(z)).
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Soit z 6∈σ(i (L
µµ
0 +L

µµ
I )), tel que 0 6∈σ(Gµ(z).

Pour tout µ ∈σ(L
v v

0
) avec Re(z) > 0, il vient :

zK̂
µ
I (z) = Wµ

I
(z + iµ). (3.7)

Par suite, on a :

X̂µ(z) =
(
Gµ(z)

)−1
; (3.8)

X̂µ,ν(z) = 0. (3.9)

D’où :

X̂v (z) =
∑

µ∈σ(L
v v

0
)

(
Gµ(z)

)−1
.

En conclusion, substituant z par i z, on obtient l’égalité désirée du théo-
rème 3.1. ä
On peut retenir que la relation (3.7) est intéressante, puiqu’elle relie la fonc-
tion d’énergie propre W

µ
I et le noyau K

µ
I par sa transformée de Laplace.

3.1.4 Lien avec le résultat de Davies

Dans le cas de «couplage faible» , on utilisera la proposition.

Proposition 3.5
Soit U un opérateur agissant sur H . On suppose :

LI = λU , λ> 0,

avec
∀(µ,ν) ∈σ(L

v v

0
)2 , 1µ U 1ν = 0.

On pose
Yv (t ) = 1v e−i tL

0 e i tL 1v = e−i tL
0 Xv (t ),

alors :
Ŷv (z) =

∑

µ∈σ(L
v v

0
)

X̂µ(z + iµ) +
∑

µ,ν∈σ(L
v v
0

)2

µ6=ν

X̂µ,ν(z + iµ).

De plus, pour tout z tel que

λ2z + iµ 6∈σ
(
i (Lµµ

0
+λUµµ)

)
, 0 6∈σ(Gµ(λ2z + iµ))

et pour tout µ ∈σ(L
v v

0
), on a :

λ2Ŷv (λ2z) =
∑

µ∈σ(L
v v

0
)

(
z1µµ− i Uµµ

(
(µ− iλ2z)1µµ−Lµµ

0
−λUµµ

)−1
Uµµ

)−1
1µ.
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Ce qui nous permet de préciser les résultats de Davies du chapitre 1. En

particulier le générateur de Davies K
♯

v est une somme directe des générateurs
de Davies réduits aux sous espaces propres.

Théorème 3.2
Soit K

♯

v un opérateur agissant sur H
v tel que

lim
λց0

Yv (tλ−2) = 1v e tK
♯
v 1v =

(
e tK

♯
v 0v v̄

0v̄ v 0v v

)

=
par(3.1)

e tK
♯
v . (3.10)

Pour tout µ ∈σ(Lv v
0

), on suppose :

Uµµ̄
(
(µ− i 0)1µµ−Lµµ

0

)−1
Uµ̄µ = lim

ε↓0
Uµµ̄

(
(µ− iε)1µµ−Lµµ

0

)−1
Uµ̄µ

existe.
Alors

lim
λց0

λ2Ŷv (λ2z) =
∑

µ∈σ(Lv v
0

)

(
z1µµ− i Uµµ̄

(
(µ− i 0)1µµ−Lµµ

0

)−1
Uµ̄µ

)−1

= (z1v v −K
♯

v )−1.

De plus, on a :

K
♯

v =
∑

µ∈σ(Lv v
0

)

K
♯µ
v ; (3.11)

K
♯µ

v = i Uµµ̄
(
(µ− i 0)1µµ−Lµµ

0

)−1
Uµ̄µ

=
∫+∞

0
d t e−t0 Uµ(t ) (3.12)

≡ lim
εց0

∫+∞

0
d t e−tε Uµ(t );

où Uµ(t ) ≡ −e−i tµ 1µ U 1µ̄ e i tL
0 1µ̄ U 1µ

= −e−i tµ 1µ U e i tL
0 U 1µ. (3.13)

Ainsi, il en résulte une propriété sur le spectre de K
♯

v :

σ(K
♯

v ) =σ
(

⊕
µ∈σ(L

v v

0
)
K

♯µ
v

)
.
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Remarque 3.3
On note que si L = L0 +λ(U +W) où W est un opérateur qui commute avec

Lv v
0
, donc [1µ,W] = 0, pour tout µ ∈σ(L

v v

0
) alors

1µ̄ (U+W)1µ = 1µ̄ U 1µ , 1µ (U+W)1µ̄ = 1µ U 1µ̄

et l’expression de K
♯

v est inchangée.

On retrouve aussi que K
♯

v commute avec Lv v
0

puisque

1µK
♯

v = K
♯

v 1µ = K
µ
v .

3.2 Étude du système couplé à une famille de

réservoirs

3.2.1 Représentation du système

Le système est représenté par un espace de Hilbert Hs de dimension fi-
nie. On suppose que l’hamiltonien Hs du système admet la décomposition
spectrale :

Hs =
∑

n≥0

EnPn , Pn =
gn∑

i=1

|ni >< ni | , gn ∈N
∗;

E0 < E1 < . . . < En < . . .

Nous avons < ni |m j >= δn,mδi , j , (|ni >)n,1≤i≤gn est une base orthonormée de
Hs , Ms =B(Hs) désigne naturellement l’algèbre des observables. Ms∗ est le
prédual de l’algèbre de von Neumann Ms .
Soit ρ une matrice de densité inversible, fonction de Hs :

ρ= ρ̄(Hs) =
∑
n

ρ̄(En)Pn , ρ̄(En) > 0,
∑

g (n)ρ̄(En) = 1.

Soit l’état ωs normal et fidèle défini par

∀A ∈Ms , ωs(A) = tr(ρA).

La dynamique sur Ms est définie par le groupe

τt
s : A 7−→ e i tHs Ae−i tHs .

Soit (H s ,πs ,Ωs) la représentation cyclique canonique associée à (Ms ,ωs), ob-
tenue par multiplication à gauche, avec :

H s =L2(Hs) , Ωs = ρ1/2,
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où H s est muni du produit scalaire :

∀(X,Y) ∈H
2
s , (X,Y) = tr(X∗Y).

Ωs est de plus séparant, la théorie modulaire appliquée au système donne le
liouvillien Ls .
Ainsi :

∀A ∈Ms ∀t ∈R , πs(e i tHs Ae−i tHs ) = e i tLsπs(A)e−i tLs );

LsΩs = 0;

Ls = [Hs , · ] =
∑

µ∈σ(Ls )

µ1s
µ;

1s
µ(X) =

∑
n,m

En−Em=µ

PnXPm .

L’opérateur modulaire et l’opérateur de conjugaison modulaire sont donnés
par :

∀X ∈H s , ∆sX = ρXρ−1;

JsX = X∗.

Le groupe modulaire étant alors

∀A ∈Ms , σt
s(A) = ρi tπs(A)ρ−i t .

La représentation duale est définie par l’application anti-linéaire π
♯
s :

∀A ∈Ms ∀X ∈H s , π
♯
s(A)(X) = Jsπs(A)JsX = XA∗.

Puisque les |ni >< m j |, 1 ≤ i ≤ g (n), 1 ≤ j ≤ g (m), (n,m) ∈N forment une base
de H s , on note que :

∀X ∈H s , X = ⊕
µ∈σ(Ls )

1s
µ(X) , 1s

µ(X) ∈ Ker (µ−Ls).

Donc :
H s = ⊕

µ∈σ(Ls )
Ker (µ−Ls).

3.2.2 Construction d’Araki Woods avec plusieurs ré-
servoirs

On considère une famille (Rα)α∈Λ ( où Λ est une partie finie de N
∗) de

réservoirs bosoniques dont chaque Rα suit le modèle décrit dans 2.3, (69)
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L’espace de Hilbert du réservoir est l’espace de Fock symétrique construit
sur L2(R3), Hα

r = Γs(L2(R3)) dont le vecteur vide est noté Ω. La dynamique est
définie par un groupe unitaire fortement continu

e i tHα
r = Γ(e iωαt ),

où ωα(k) est l’énergie d’un boson de moment k.
Si a∗

α(k) et aα(k) désignent les opérateurs de création et d’annihilation, alors :

Hα
r = dΓ(ωα) =

∫

R3
d 3k ωα(k)a∗

α(k)aα(k).

L’algèbre des observables A
α

r produit la CCR(Dα) engendrée par le champ
d’opérateurs de Weyl {W( fα), fα ∈Dα} :

Dα =
{

f : f ∈ L
2(R3)/ (ωα)1/2 f ∈ L

2(R3), (ωα)−1/2 f ∈ L
2(R3)

}
;

φ( fα) = 1
p

2

∫

R3
d 3k

(
a∗
α(k) fα(k)+aα(k) f̄α(k)

)
;

W( fα) = e iφ( fα), fα ∈Dα.

La distribution moment d’équilibre des bosons à température inverse βα est
donnée par la loi de Planck :

̺α(k) = 1

eβαωα(k) −1
.

Nous avons :

(Ωα
r ;W( fα)Ωα

r ) = exp−1

4

∫

R3
d 3k | fα(k)|2;

Hα
r Ω

α
r = 0;

e i tHα
r W( fα)e−i tHα

r = W(e i tωα

fα).

La dynamique sur A
α

r est définie par le groupe

ταr (t ) : A 7−→ e i tHα
r Ae−i tHα

r .

On note ωα
r l’état normal de A

α
r∗ donné par :

A ∈A
α

r , ωα
r (A) =<Ω|A|Ω> .

Posons :

Hr = ⊕
α∈Λ

Hα
r , Ωr = ⊕

α∈Λ
Ω;

D =
{

⊕
α∈Λ

fα
/

fα ∈Dα ,
( ∑

α∈Λ
coth(βαω

α/2)| fα|2
)1/2

∈ L
2(R3)

}
.
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Il existe une représentation régulière et cyclique (Hr ,πA ,ΩA ) de la CCR(D),
enveloppante de la C∗-algèbre Ar engendrée par les combinaisons linéaires
finies des éléments de {W( ⊕

α∈Λ
fα)/ ⊕

α∈Λ
fα ∈D} et associée à la fonction généra-

trice

s( ⊕
α∈Λ

fα) = exp
{
− 1

4

∑

α∈Λ

∫

R3
d 3k coth(βαω

α(k)/2)| fα(k)|2
}

.

On a

Hr =L2(Hr ) , ΩA = |Ωr ><Ωr |;
<ΩA |πA

(
W( ⊕

α∈Λ
fα)

)
|ΩA > = s( ⊕

α∈Λ
fα).

On pose :

πA

(
W( ⊕

α∈Λ
fα)

)
= e

iφ
A

( ⊕
α∈Λ

fα)
;

Mr = πA (Ar )′′,

avec

∀Xα ∈L2(Hα
r ) , φA ( ⊕

α∈Λ
fα)( ⊕

α∈Λ
Xα) = ⊕

α∈Λ

(
φ((1+̺α)1/2 fα)Xα+Xαφ(̺1/2

α fα)
)

︸ ︷︷ ︸
‖

Φα
A

( fα)(Xα)

.

Soit

Hr = ⊕
α∈Λ

Hα
r , Hα

r = 1⊗·· ·⊗1⊗dΓ(ωα)︸ ︷︷ ︸
α

⊗1⊗·· ·

On désigne par Lr = [Hr , · ] le liouvillien du système dynamique quantique
(CCR(D),ωr ,τr ), où :

ωr = ⊗
α∈Λ

ωα
r , τr = ⊗

α∈Λ
ταr .

Ainsi :

∀A ∈Ar , πA

(
e i tHr Ae−i tHr

)
= e i tLr πA (A)e−i tLr ;

LrΩA = 0;

Lr = ⊕
α∈Λ

Lα
r , Lα

r = [Hα
r , · ].

La représentation cyclique de la famille (Rα)α∈Λ de réservoirs est (Hr ,πr ,ΩA ),
où :

∀M ∈Mr , πr (M) = M (πr est la multiplication à gauche).
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On peut considérer l’opérateur modulaire ∆r et l’opérateur de conjugaison
modulaire Jr du couple (πr (Mr ),ΩA ) :

∆r = ⊗
α∈Λ

e−βαLr ;

∀X ∈Hr , Jr (X) = X∗;

∀M ∈Mr , π
♯
r (M) = Jrπr (M)Jr .

Le résultat de la théorie de Tomita-Takesaki s’écrit

JrΩA =ΩA , π
♯
r (Mr ) =πr (Mr )′;

∆i t
r ΩA =ΩA , ∆i t

r πr (Mr )∆−i t
r =πr (Mr ).

Dans la suite, on ne distinguera plus πr (Mr ) et Mr , ainsi que πr (Mr )′ et M
′
r .

3.2.3 Décomposition selon la méthode de Feshbach

Le couplage «Système-Réservoirs» sera défini par :

H = H s ⊗Hr =H
v ⊕H

v̄ ;

H
v = ⊕

µ∈σ(Ls )

(
Ker (µ−Ls)⊗C ·ΩA

)
;

H
v̄ = H s ⊗

(
Hr \C ·ΩA

)
;

1v = ⊕
µ∈σ(Ls )

1µ;

1µ(X⊗Y) = (1s
µ(X)⊗ΩA ) <Ωr |Y|Ωr > .

La théorie modulaire fournit les éléments correspondants :

∆ = ∆s ⊗∆r ;

J = Js ⊗ Jr ;

Ω = Ωs ⊗ 1r ;

π = πs ⊗πr .

Soit les opérateurs qui agissent sur H :

L0 = Ls ⊗1+1⊗Lr , L = L0 +λU.

On se propose de calculer le générateur de Davies Kv (théorème 3.2) pour les
deux cas suivants :

U1 = π(V)−π♯(V) , U2 =π(V)−∆−1/2π♯(V)∆1/2;

V =
∑

α∈Λ
Qα⊗φα( f ) , f = ⊕

α∈Λ
fα;

φα( f ) ≡ 1⊗·· ·⊗1⊗φα
A

( fα)⊗1⊗·· · .
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3.2.4 Cas d’un seul réservoir

On effectue d’abord les calculs dans le cas d’un seul réservoir, l’indice α

étant systématiquement supprimé.
On supposera de plus

U = 1
p

2
πs(Q)⊗

(
aA ( f )+a∗

A
(g )

)
− 1
p

2
π
♯
s(Q′)⊗

(
a

♯

A
(h)+a

∗♯

A
(k)

)
.

Puisque

∀ j ∈ { ,∗,♯,∗♯} , ∀l ∈ { f , g ,h,k} , <Ωr

∣∣a j

A
(l )|Ωr ><Ωr |

∣∣Ωr >= 0,

il en résulte que pour tout (µ,ν) ∈σ(Ls)

1µ U 1ν = 0.

On utilisera les égalités suivantes.

Lemme 3.1

Js ∆
1/2
s πs(Q)Js ∆

1/2
s = π

♯
s(ρ1/2 Qρ−1/2),

Jr∆
1/2
r a∗

A( f ) Jr ∆
1/2
r = a

∗♯
A

(e−βω/2 f ).

Les cas considérés s’écrivent :

U1 = U,

avec f = g = h = k , Q′ = Q;

U2 = U,

avec f = g , h = eβω/2 f , k = e−βω/2 f , Q′ = ρ1/2Qρ−1/2.

Conservant les notations des chapitres précédents, on rappelle que :

Qµ ≡ 1s
µ(Q) =

∑
i , f

Ei −E f =µ

Pi XP f . (3.14)
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Théorème 3.3
Nous obtenons :

K1
v =

∑
ν

ĉ(ν)e−βν/2πs(Qν)π
♯
s(Qν)

− 1

2

∑
ν

ĉ(ν)
(
πs(Qν Q∗

ν)+π
♯
s(Qν Q∗

ν)
)

+ i
∑
ν

sc (ν)
(
π
♯
s(Qν Q∗

ν)−πs(Qν Q∗
ν)

)
;

K2
v =

∑
ν

ĉ(ν)πs(Qν)π
♯
s(ρ1/2Qνρ

−1/2)

− 1

2

∑
ν

ĉ(ν)
(
πs(Qν Q∗

ν)+π
♯
s(QνQ∗

ν)
)

+ i
∑
ν

sc (ν)
(
π
♯
s(QνQ∗

ν)−πs(Qν Q∗
ν)

)
.

Avec :

ĉ(ν) = πν2

2

eβν/2

|sinh(βν/2)|
‖ f (|ν|·)‖2

S2 ;

sc (µ) = 1

2π
VP

(∫

R

d t
ĉ(t )

t −µ

)
;

‖ f (|ν|·)‖2
S2 =

∫

S2
dσ(k̂) | f (|ν|k̂)|2.

La preuve est donnée dans l’annexe C (page 177).

3.2.5 Relations entre ces différents opérateurs

Considérons l’opérateur de Lindblad défini sur B(Hs) :

LD (X) =
∑
ν

ĉ(ν)Qν X Q∗
ν−

1

2

{
RD ,X

}
− i

[
HD ,X

]
;

RD =
∑
ν

ĉ(ν)Qν Q∗
ν ;

HD =
∑
ν

sc (ν)Qν Q∗
ν .

Puisque l’on a :

eγHs Qνe−γHs = eγνQν,

on obtient aisément les résultats suivants.
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Théorème 3.4
Notons γβ l’application linéaire inversible définie dans B(Hs) à valeurs dans
L 2(Hs) :

∀X ∈B(Hs), γβ(X) = e−βHs /2X,

alors le diagramme

B(Hs)
γβ−−−−→ L 2(Hs)

LD

y
y K1

v

B(Hs)
γβ−−−−→ L 2(Hs) ,

est commutatif.
D’où la relation fondamentale :

γ−1
β ◦K1

v ◦γβ = LD. (3.15)

De plus, pour tout X ∈H s :

e−βHs /4 LD

(
eβHs /4 X eβHs /4

)
e−βHs /4 = K1

v (X); (3.16)

LD

(
Xρ−1/2

)
ρ1/2 = K2

v (X). (3.17)

Rappelons, puisque Hs est de dimension finie que l’on a :

B(Hs) =L
2(Hs).

La relation (3.15) peut être établie dans le cas de la dimension infinie, par
des hypothèses supplémentaires qui justifieront la sommabilité des séries.
Il en résulte que les relations (3.15) et (3.17) montrent que les opérateurs K1

v ,
LD et K2

v ont le même spectre.
Comme cas particulier, on trouve.

Proposition 3.6
À l’équilibre thermodynamique,

ρ= ρe ≡
e−βHs

tr(e−βHs )
,

nous avons :
K1

v = K2
v .

On précise la relation entre ces opérateurs dans le cas général grâce à l’isomor-
phisme canonique Ψs entre les espaces de Banach πs(Ms) et Bs =πs(Ms)Ωs :

πs(Ms)
Ψs−−−→ Bs

K
♯

1

y
y K2

v↾Bs

πs(Ms)
Ψs−−−→ Bs

alors on retrouve la commutativité de ce diagramme.
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Théorème 3.5
On a :

K
♯

1
=Ψ−1

s ◦K2
v↾Bs

◦Ψs .

Autrement dit pour tout A ∈Ms , on a :

K2
v

(
πs(A)ρ1/2

)
= K

♯

1

(
πs(A)

)
ρ1/2.

En particulier, il vient
K2

v

(
ρ1/2

)
= 0.

3.2.6 Cas général

Lorsque l’on considère la famille de réservoirs, soient les notations adap-
tées à chaue réservoir

Lα
D

(X) =
∑
ν

ĉα(ν)Qν X Q∗
ν−

1

2

{
Rα

D
,X

}
− i

[
Hα

D
,X

]
;

Rα
D

=
∑
ν

ĉα(ν)Qν Q∗
ν ;

Hα
D

=
∑
ν

scα(ν)Qν Q∗
ν .

De même pour K1,α
v .

L’indépendance des réservoirs donne immédiatement.

Théorème 3.6
Pour tout X ∈H s , nous avons :

K1
v (X) =

∑

α∈Λ
e−βαHs /4 Lα

D

(
eβαHs /4 X eβαHs /4

)
e−βαHs /4; (3.18)

K2
v (X) =

∑

α∈Λ
Lα

D

(
Xρ−1/2

)
ρ1/2. (3.19)

Remarque 3.4
Posons

∀ν ∈σ(Ls) , ĉΛ(ν) ≡
∑
α

ĉα(ν) , sΛ(ν) ≡
∑
α

scα(ν);

et

LΛ
D

(X) =
∑
ν

ĉΛ(ν)Qν X Q∗
ν−

1

2

{
RΛ

D
,X

}
− i

[
HΛ

D
,X

]
;

RΛ
D

=
∑
ν

ĉΛ(ν)Qν Q∗
ν ;

HΛ
D

=
∑
ν

scΛ(ν)Qν Q∗
ν .
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La question intéressante et ouverte jusqu’à la publication de [JP5] était d’étu-
dier l’existence d’un opérateur γ inversible de B(Hs) dans L 2(Hs) tel que :

γ−1 ◦K1
v ◦γ= LΛ

D. (3.20)

Si un tel opérateur existait sous la forme γ(X) = ΓX alors la relation fonda-
mentale (3.20) s’écrit :

K1
v (ΓX) = ΓLΛ

D(X),

qui implique une condition de la «balance détaillée» comme il a été démontré
pour un seul réservoir par Derezinski et Jakšić dans [DJ3].
Cependant Jakšić et Pillet ont établi dans [JP5] que si un système est couplé
à des réservoirs fermioniques (au moins deux) alors le liouvillien standard n’a
pas de résonance 0 alors que le C -liouvillien en admet une. D’une part, il en
résulte que la relation (3.20) n’est pas vraie et d’autre part l’étude spectrale
du C -liouvillien présente un intérêt certain.



Chapitre 4

Systèmes dynamiques
quantiques à couplage fort

On s’intéresse ici au couplage «Système-Réservoir» à température nulle
où ce dernier est représenté par un espace de Fock symétrique construit sur
L

2(R). Le terme d’interaction de cet environnement est de la forme φ(h) =
(a∗(h)+a(h))/

p
2.

On montre, sous les hypothèses de symétries et de rationalité portant unique-
ment sur le module de la fonction h et non sur sa phase, que l’on obtient une
évolution markovienne de la dynamique d’une matrice de densité du système.
Une telle étude avait déjà été faite dans [P1],[P2] où l’hamiltonien dépendait
aléatoirement du temps, de la forme

H(t ) = H0 +V(ξt ),

et (ξt )t∈R est un processus de Markov homogène.
De tels systèmes étaient utilisés pour décrire la propagation d’électrons dans
un milieu désordonné. On y admettait la forme du générateur que nous ob-
tenons.
L’idée est de se ramener à la théorie des équations différentielles stochas-
tiques linéaires ; on y parvient en construisant un processus gaussien station-
naire et multiplement markovien grâce à la rationalité de la fonction h. On
représente l’environnement qui intervient dans l’évolution des matrices de
densité dans l’espace L

2(S ′), (S étant l’espace de Schwartz). L’un des in-
térêts est que l’évolution dans le temps de l’image de φ(h) est une fonction
linéaire d’un processus gaussien stationnaire et à valeurs réelles.
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4.1 Modèle abstrait

4.1.1 Couplage Système-Réservoir

• Le système est représenté par l’algèbre de ses observables

Ms =B(Hs),

où Hs est un espace de Hilbert séparable.
On désigne par Hs(t ) l’hamiltonien dépendant du temps du système et la

dynamique est définie par les propagateurs (αt ,t ′
s ) de Ms :

∀A ∈Ms , αt ,t ′
s (A) = Us(t , t ′)AU∗

s (t , t ′).

Les opérateurs unitaires Us(t , t ′) satisfont les relations (voir [MES],[CDL])
que nous appelerons les conditions habituelles (4.1) :





Us(t , t ′) = 1− i
∫t

t ′ dr Hs(r )Us(r, t ′);

U∗
s (t , t ′) = 1+ i

∫t
t ′ dr U∗

s (r, t ′)Hs(r );

∂

∂t
Us(t , t ′) = −i Hs(t )Us(t , t ′);

∂

∂t
U∗

s (t , t ′) = i U∗
s (t , t ′)Hs(t );

U∗
s (t , t ′) = Us(t ′, t ), Us(t , t") = Us(t , t ′)Us(t , t"), Us(t , t ) = I.

(4.1)

Par exemple, dans le cas stationnaire, Hs(t ) = Hs est indépendant du temps
et on a :

∀(t , t ′) ∈R
2 , Us(t , t ′) = e−i (t−t ′)Hs .

• L’algèbre Mr des observables du réservoir est construit sur l’espace Fock
symétrique Hr = Γs(L2(R)) de vecteur vide noté Ω ;

Mr =B(Hr ).

Les opérateurs de création et d’annihilation a∗ et a sont définis (voir par
exemple [BR2], [JP3] ) par, pour tout f ∈ L

2(R) :

a∗( f ) =
∫

R

dω f (ω)a∗(ω) , a( f ) =
∫

R

dω f (ω)a(ω), (4.2)
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où les opérateurs a∗(ω) et a(ω) vérifient les relations CCR :

[a(ω′), a∗(ω)] = δ(ω′−ω) · I , [a(ω′), a(ω)] = [a∗(ω′), a∗(ω)] = 0. (4.3)

L’hamiltonien Hr = dΓ(ω) est caractérisé par son action sur les opérateurs a∗

et a par :

[Hr , a(ω)] =−ωa(ω) , [Hr , a∗(ω)] =ωa∗(ω)]. (4.4)

La dynamique est définie par un groupe unitaire fortement continu :

∀ f ∈ L
2(R) , αt

r (a∗( f )) = e i tHr a∗( f )e−i tHr = a∗(e i tω f ). (4.5)

La famille (Ur (t , t ′)) de propagateurs, associée à cette dynamique, est alors
stationnaire et explicitée par :

Ur (t , t ′) = e−i (t−t ′)Hr .

Les opérateurs de Weyl seront notés W( f ) avec :

φ( f ) = 1
p

2
· (a∗( f )+a( f ));

W( f ) = exp{iΦ( f )};

W( f )W(g ) = e−iIm( f ,g )/2W( f + g ).

Soit ωr l’état défini sur Mr par sa fonction génératrice

ωr (W( f )) ≡ s( f ) ≡<Ω|W( f )|Ω>= exp−‖ f ‖2

4
.

• L’algèbre des observables du système couplé est Ms ⊗Mr , d’espace de
Hilbert séparable H=Hs ⊗Hr et l’hamiltonien est :

H(t ) = Hs(t )⊗ 1r + 1s ⊗Hr +HI;

HI = Q⊗φ(h);

H0(t ) = Hs(t )⊗ 1r + 1s ⊗Hr ; (hamiltonien libre)

Q ∈Ms , h ∈ L
2(R).

L’évolution du couplage «Système-Réservoir» est donnée par :

∀M ∈Ms ⊗Mr , αt ,t ′(M) = U(t , t ′)MU∗(t , t ′),

où la famille de (U(t , t ′)) vérifie les conditions habituelles (4.1.)
Soit ρ une matrice de densité de L 1

1,+(Hs), on pose :

σ(t , t ′) ≡ U(t , t ′)(σ⊗ 1r )U∗(t , t ′); (4.6)

ρ(t , t ′) ≡ U∗
0 (t , t ′)σ(t , t ′)U0(t , t ′); (4.7)

z(t , t ′) ≡ U∗
r (t , t ′)σ(t , t ′)Ur (t , t ′). (4.8)

Alors, on obtient aisément, grâce aux conditions habituelles (4.1), les évolu-
tions de ces matrices de densité.
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Lemme 4.1
Pour tout t ′ ∈R, nous avons :

i
∂

∂t

(
σ(t , t ′)

)
=

[
H(t ) , σ(t , t ′)

]
; (4.9)

i
∂

∂t

(
ρ(t , t ′)

)
=

[
Qt ,t ′φt−t ′ , ρ(t , t ′)

]
; (4.10)

où Qt ,t ′ ≡ U∗
s (t , t ′)QUs(t , t ′)⊗ 1r ;

et φt ≡ 1s ⊗e i tHr φ(h)e−i tHr = 1s ⊗φ(e i tωh);

i
∂

∂t

(
z(t , t ′)

)
=

[
Hs(t )+Qφt−t ′ , z(t , t ′)

]
. (4.11)

La proposition suivante, prouvée dans l’annexe D (page 181), établit des
propriétés de commutativité avec la famille (φt ).

Proposition 4.1
Pour tout couple (s, t ) de nombres réels, nous avons :

[ρ(t ),φs] = 0 , [z(t ),φs] = 0.

Remarque 4.1
On peut interpréter ces résultats de la façon suivante.

– L’équation (4.9) est l’équation générale de Heisenberg et n’apporte au-
cune simplification pour rechercher une dynamique markoviennne.

– L’équation (4.10) fait disparâıtre les effets des dynamiques libres du
système et du réservoir. On pourrait ainsi l’appeler l’équation de σ⊗
1r en pure interaction car seule l’évolution de l’interaction Q ⊗φ(h)

intervient et φt−t ′ joue le rôle d’un paramètre.
– Enfin, l’équation (4.11) montre que l’évolution de la matrice de densité
du système ρ⊗ 1r ne dépend essentiellement par son interaction avec
le réservoir que de la dynamique du champ φ(h), dépendant elle-même
que par la durée t ′− t de son action. La stationarité du propagateur Ur

tient un rôle essentiel dans cette conception.
Par exemple, dans le cas stationnaire, Hs(t ) = Hs , t ′ = 0 et en supposant
que φt est constant alors le processus (z(t ))t est markovien de la forme
z(t ) = e tLz(0) où L est l’opérateur égal à −i [Hs +Qφ, ·].

On justifie l’écriture («physique-mathématique» ) φ(e i tωh) en général de la
façon suivante .
Soit χt la fonction définie sur R par :

∀ω ∈R, χt (ω) = e i tω.
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On considère St l’opérateur unitaire de L
2(R) donné par la multiplication par

χt :
∀ω ∈R, (St f )(ω) = e i tω f (ω).

Ainsi :

∀t ∈R, φ(e i tωh) ≡φ(St h). (4.12)

4.1.2 Propriétés de la famille (eiφt)t∈R

On suppose dans tout ce qui suit :

(H1) ∀ω ∈R , |h(−ω)| = |h(ω)|;

(H2)

∫+∞

−∞
dω

ln(|h(ω)|)
1+ω2

>−∞.

Notons que

∫+∞

−∞
dω

ln(|h(ω)|)
1+ω2

≤ 1

2

∫+∞

−∞
dω

|h(ω)|2

1+ω2
<∞.

Par application à la mesure de probabilité d(ω)/‖h‖2 du théorème de Bochner
([HH]), on obtient une fonction de covariance.

Lemme 4.2
Sous l’hypothèse (H1) l’égalité suivante,

∀t ∈R ,
[
a(e i sωh), a∗(e i tωh)

]
= (e i sωh,e i tωh)

=
∫

R

dω |h(ω)|2e i (t−s)ω,

montre que la fonction Γ définie par

Γ : R ∋ u 7−→ Γ(u) =
∫

R

dω |h(ω)|2e i uω,

est une fonction de covariance.
De plus, Γ est paire.

On arrive à un premier résultat qui est un fil conducteur pour la suite.

Proposition 4.2
La famille (φt )t∈R,

φt ≡φ(e i tωh),
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est une famille commutante d’opérateurs auto-adjoints et non bornés de Hr :

∀t ∈R , φ∗
t =φt ;

∀(s, t ) ∈R
2 ,

[
φs ,φt

]
= 0.

Démonstration
Ce qui résulte de la parité de Γ et des égalités :

[
φs ,φt

]
= 1

2

([
a(e i sωh), a∗(e i tωh)

]
+

[
a∗(e i sωh), a(e i tωh)

])

= 1

2

(
Γ(t − s)−Γ(s − t )

)
= 0.

ä
La commutativité permet de calculer les «fonctions caractéristiques» .

Corollaire 4.1
Quels que soient les n-uplets (u1, . . . ,un) et (t1, . . . , tn) de nombres réels, on a :

ωr

(
exp

{
i

n∑

k=1

ukφtk

})
= exp

{
− 1

4

n∑

k=1

uk ulΓ(tk − tl )
}

. (4.13)

En particulier, il vient :

ωr (φt ) = 0;

ωr (φtφs) = 1

2
Γ(t − s).

Et plus généralement, on obtient les formules connues pour ce type de fonc-
tions caractéristiques :

ωr (φ2n+1
t ) = 0 , ωr (φ2n

t ) = γ(0)n (2n)!

2nn!
;

ωr

(
(φt −φs)2n

)
= (Γ(0)−Γ(t − s))n

2nn!
;

pour tout couple (s, t ) de nombres réels et pour tout entier n.

L’idée directrice, suggérée par ces égalités, est de construire un processus
gaussien stationnaire associé à Γ.
Pour cela, on construit par application du théorème de Minlos-Bochner (an-
nexe D, théorème D.1 page 182) une mesure de probabilité gaussienne atta-
chée à une «fonction caractéristique» de forme quadratique Γ/2.
Ensuite on explicite une représentation π d’une algèbre de von Neumann
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commutatitve telle que «π(φt ) = ϕt » , de façon plus précise π(e iφt ) = e iϕt ,
puisque e iφt est borné.

On désigne par S l’espace des fonctions définies sur R, indéfiniment déri-
vables au sens usuel, et décroissant, ainsi que chacune de leurs dérivées, pour
|x| → ∞, plus rapidement que tout inverse de polynôme, c’est-à-dire telles
que :

lim
|x|→∞

|xkξ(p)(x)| = 0,

pour tout entier p et pour tout entier k ≥ 0.
Notons que la transformée de Fourier d’une telle fonction possède la même
propriété de décroissance à l’infini (car t n ξ̂(m)(t ) ≈ A

∫
dωωmξ(n)(ω)e−i tω où

A est une constante).
L’espace S ([HI2], [GV],[DL] chap. VIII), est un espace métrisable et com-
plet, muni de la famille de normes (||| · |||n)n∈N, où :

∀n ∈N∀ξ ∈S , |||ξ|||n ≡ max
0≤k≤n

sup
x∈R

|(1+x2)n |ξ(k)(x)|.

S est dénombrablement hilbertien lorsqu’on lui associe la famille de normes
hilbertiennes (|| · ||n)n∈N avec :

∀n ∈N∀ξ ∈S , ||ξ||2n ≡
n∑

k=0

∫

R

d x (1+x2)n |ξ(k)(x)|.

De plus, on démontre que pour tout n ≥ 1, il existe des constantes réelles
positives Cn et Dn telles que :

∀ξ ∈S , Cn ×|||ξ|||n−1 ≤ ||ξ||n ≤ Dn ×|||ξ|||n+1 .

Alors ces deux familles de normes confèrent à S la même topologie d’espace
loclalement convexe. On prouve en outre que S est un espace nucléaire.
On commence par appliquer le théorème D.1 de Minlos-Bochner à la fonction
caractéristique C définie par :

∀ f ∈S , C( f ) = e− 1
2 ( f ,Q f ),

où Q est la forme quadratique donnée par :

∀ f ∈S , ( f ,Q f ) = 1

2

Ï
d t d s f̂ (t ) f̂ (s)Γ(s − t )

=
∫

dω | f (ω)|2d p(ω),

où d p(ω) ≡ 2π2|h(ω)|2dω.
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Le triplet de Gelfand considéré sera :

S ⊂ L
2
(
R;dω) ⊂S

′.

Les injections sont continues et d’images denses.
Alors il existe une unique mesure de probabilité µ sur (S ′,B) telle que :

∀ f ∈S ,

∫

S ′
dµ(ϕ)e iϕ( f ) = e− 1

2 ( f ,Q f ).

On dit que µ est la mesure gaussienne centrée et de covariance Q.
On retiendra le fait important :

∀ f ∈S , ∀ϕ ∈S
′ =⇒ϕ( f ) ∈R.

On utilisera les notations probabilistes :

X f (ϕ) =ϕ( f ) (4.14)

pour signaler que l’on considère le processus B-mesurable

ϕ ∈S
′ 7−→ X f (ϕ).

Et Eµ l’espérance conditionnelle associée à l’espace probabilisé (S ′,B,µ).
De plus, si : e iϕ( f ) : désigne le produit de Wick ordonné,

: e iϕ( f ) :≡ e
1
2 ( f ,Q f )e iϕ( f ),

alors pour tout f1, . . . , fn de S , on a :

∫

S ′
dµ(ϕ)

[ n∏

j=1

: e iϕ( f j ) :
]
= exp

{
−

∑

1≤i< j≤n

( fi ,Q f j )
}

.

On peut prolonger aux éléments de L
2(R,d p), en particulier, on a :

∀ f ∈ L
2
(
R;d p

)
, Eµ[X2

f ] =
∫

| f (ω)|2d p(ω) <∞,

donc |X f | <∞, µ-p.s.
Ce qui s’applique aussi pour f = χt (χt (ω) = e i tω).
Enfin, on convient de noter

ϕ 7−→ϕt ≡ Xχt (ϕ) =ϕ(χt ). (4.15)

On obtient.
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Théorème 4.1
Le processus (ϕt )t∈R est un processus gaussien réel, centré et stationnaire de

covariance γ≡ 1
2
·Γ.

De plus, on a les égalités bien connues :

Eµ[ϕ2n+1
t ] = 0 , Eµ[ϕ2n

t ] = γ(0)n (2n)!

2nn!
;

Eµ

[
(ϕt −ϕs)2n

]
= (Γ(0)−Γ(t − s))n

2nn!
.

En particulier, le processus stochastique (ϕt )t∈R est continu en moyenne d’ordre
deux.

Démonstration
Soient u1,u2, . . . ,un et t1, t2, . . . , tn des nombres réels, on a :

Eµ

[
exp

{
i

n∑

k=1

ukϕtk

}]
= ωr

(
e iφ(

∑n
k=1

uk ei tkωh)
)

= exp
{
− 1

4

∥∥∥
n∑

k=1

uk e i tkωh
∥∥∥

2}

= exp
{
− 1

4

n∑

k,l=1

uk ulΓ(tk − tl )
}

.

Ce qui établit que la variable aléatoire réelle
n∑

k=1
ukϕtk

est une variable aléa-

toire gaussienne centrée et de covariance 1
2
Γ.

Cette dernière égalité assure que (ϕt1
, . . . ,ϕtn

) et (ϕt1+s , . . . ,ϕtn+s ) ont la même
loi ce qui implique la stationarité du processus.
En particulier, on a :

Eµ[ϕt ] = 0, Eµ[ϕtϕs ] = γ(t − s).

On peut noter que des propriétés de régularité de la fonction γ impliquent
des propriétés pour (ϕt ).
En particulier, la continuité provient des égalités

Eµ[(ϕt −ϕs)2] = 2(γ(0)−γ(t − s)) = 2

∫
dω (1−e i (t−s)ω)|h(ω)|2,

et dont on peut appliquer le théorème de la convergence dominée à la der-
nière puisque h ∈ L

2(R). ä

Soit Φ l’algèbre de von Neumann dans Hr , engendrée par la famille (e iφt )t∈R
alors Φ est commutative.
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Remarque 4.2
On peut démontrer, sous l’hypothèse (H2), que Ω est cylique pour Φ, il en
résulte (Lemma 4.3.15 de [BR1]) que Φ est maximale, c’est-à-dire

Φ′ =Φ.

En fait, la méthode que nous avons suivie n’utilisera pas ce résultat bien que
la propriété de maximalité (selon [DL]) soit importante pour la diagonalisa-
tion simultanée d’une famille d’opérateurs dans un cadre abstrait. On propose
dans l’annexe D (pages 183-185) une méthode différente dont le point de dé-
part est l’existence d’une mesure spectrale basique bornée d’une C∗-algèbre
commutative.

La méthode utilisée permet de construire explicitement une représentation π

de Φ,
π : Φ 7−→B

(
L

2(S ′,dµ)
)
,

de la façon suivante.
Soit

Ch =
{

f : R 7→R/ω 7−→
(∫

d te i tω f (t )
)
h(ω) ∈ L

2(R)
}

.

On pose

∀ f ∈Ch , φ( f ) ≡
∫

d t f (t )φt ,

de sorte que l’algèbre de von Neumann engendrée par les e iφ( f ), f ∈Ch soit
égale à Φ.
On définit :

∀ f ∈Ch :
(
π(e iφ( f ))Y

)
(ϕ),

en multipliant à gauche par e i
∫

d t f (t )ϕt soit :

∀Y ∈ L
2(S ′,dµ),∀ϕ ∈S

′ :
(
π(e iφ( f ))Y

)
(ϕ) = e i

∫
d t f (t )ϕt Y(ϕ);

ce qui a un sens puisque

ϕ 7−→ e i
∫

d t f (t )ϕt ∈ L
∞(S ′, µ).

On obtient aisément :

∀( f , g ) ∈C
2

h , π(e iφ( f )e iφ(g )) =π(e iφ( f ))π(e iφ(g )).

Par suite π est une représentation de Φ dans L
2(S ′,µ).

La dynamique se détermine de la façon suivante.
Pour s ∈R, on note Ts l’application définie sur Ch par :

(Ts f )(t ) = f (t − s).
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Alors, grâce à la méthode des sommes de Riemann, il vient :

∀s ∈R, ∀ f ∈Ch , π
(
e i sHr e iφ( f )e−i sHr

)
= π

(
e iφ(Ts f )

)

= e i
∫

du f (u−s)ϕu .

Remarque 4.3
1) Notons Ωπ, l’élément unité de L

2(S ′,µ), (Ωπ(ϕ) = 1, ϕ ∈S ′). On peut dé-
finir le liouvillien standard Lπ de cette représentation satisfaisant les relations
fondamentales :

∀s ∈R, ∀ f ∈Ch , π
(
e i sHr e iφ( f )e−i sHr

)
Ωπ = e i sLπ

(
π(e iφ( f ))Ωπ

)
;

LπΩπ = 0.

D’ailleurs, on peut trouver de façon formelle (par dérivation) que :

Lπ

(
π(e iφ( f ))Ωπ

)
=−

(∫
du f ′(u)ϕu

)
π(e iφ( f ))Ωπ.

2) Les opérateurs St et Ts vérifient les relations CCR dans L
2(R),

∀(s, t ) ∈R
2 , TsSt = e i st St Ts ,

qui interviennent dans l’étude ([HE]) des sous-espaces invariants de L
2(R).

4.1.3 Décomposition d’un processus gaussien station-
naire

On applique la théorie générale de la décomposition canonique des pro-
cessus gaussiens stationnaires complexes, commencée par P. Lévy [LV] et
aboutissant à la forme donnée par Hida (voir [HI1], [HI2], [HH], [KN]).
On rappelle que l’hypothèse (H2),

(H2)

∫+∞

−∞
dλ

ln(|h(λ)|)
1+λ2

>−∞,

est satisfaite.
L’espace probabilisé est (S ′,B,µ) dans lequel on désigne par Eµ l’espérance
associée.
On se limite au processus X = (Xt )t de covariance γ qui est la forme complexi-
fiée du processus ϕ= (ϕt )t , soit :

Xt (z) = 1
p

2

(
ϕt (z)+ iψt (z)

)
.
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où ψ = (ψt )t est un processus gaussien réel stationnaire de même loi que ϕ

et indépendant de ϕ.
Il existe une fonction G (appelé noyau canonique) et un «mouvement brow-
nien complexe» B = (Bt )t∈R vérifiant :

Xt =
∫t

−∞
G(t −u)dBu ,

où

Bt (z) = 1
p

2

(
B1

t (z)+ i B2
t (z)

)
.

Les processus B1 et B2 sont des processus browniens de Lévy sur R (processus
gaussiens indépendants et de même loi, centrés avec E [(B1

t −B1
s )2] = |t − s|).

La fonction G est obtenue de la façon suivante.
X admet la représentation spectrale suivante dans laquelle (Zλ)λ est un pro-
cessus gaussien complexe à accroissements indépendants :

Xt =
∫

R

e i tλdZλ;

E (|dZλ|2) ≡ f (λ)dλ;∫+∞

−∞
dλ

ln( f (λ))

1+λ2
> −∞.

Alors, on montre que :

G(u) = 1

2π

∫

R

e i uλc(λ)dλ;

c(λ) ≡ lim
b↑0

(c(λ+ i b);

c ∈ H2(C−) , c(z) =
p

2πexp
{
− 1

2πi

∫+∞

−∞
dλ

1+λz

λ− z

ln( f (λ))

1+λ2

}
. (4.16)

En outre, il vient :

G(u) = 0 si u < 0;

E [Xt+sXs] = γ(t ) =
∫

dλe i tλ f (λ);

|Ĝ(λ)|2

2π
= f (λ) = 1

2
|h(λ)|2

= 1

2π
|c(λ)|2.

On note par σt (X) la tribu engendrée par les variables aléatoires Xs , s ≤ t

et σt+(X) =∩u>tσu(X), σt−(X) =∨u<tσu(X) la plus petite tribu contenant les



4.1 Modèle abstrait 117

σu(X) avec u < t .
La terminologie «représentation canonique» vient des égalités importantes
pour les questions de prédiction :

σt (X) = σt (B);

σt+(X) = σt+(B);

σt−(X) = σt−(B).

On dit que B est un processus d’innovation associé à X.
On note par H(X) le sous espace de L

2(S ′, µ) engendré par les Xt , t ∈R.

Remarque 4.4
1 ) En général, un processus gaussien en temps continu et non stationnaire
n’admet pas nécessairement de décomposition canonique unique (voir [HH],
chapitre 4 ). La stationarité dans notre cas est fondamentale.
2 ) Considérons le processus gaussien

X(t ) = f (t )

∫t

−∞
g (u)dB(u) , g (u) 6= 0,

f continue et g continue de L
2(R) alors on a σt (B) = σt (X) pour tout t . Ce

qui entrâıne la propriété de Markov de X :

E
(
X(t )|σs(X)

)
= E

(
X(t )|X(s)

)
, s ≤ t .

4.1.4 Propriété N-Markovienne

• Note historique

Lorsque l’on connâıt les valeurs d’un processus de Markov M à l’instant
présent t alors les valeurs de ce processus avant et après t sont conditionnel-
lement indépendantes.
Autrement dit, soient les tribus σt (M) et σt (M) engendrées par {M(u) : u ≤ t }

et {M(u) : u ≥ t } respectivement, on a :

∀A ∈σt (M)∀B ∈σt (M) , P
(
A∩B|M(t )

)
=P

(
A|M(t )

)
×P

(
B|M(t )

)
.

Ce qui implique

∀B ∈σt (M) , P
(
B|σt (M)

)
=P

(
B|M(t )

)
.

Lorsqu’il y a dépendance, la question était de définir une notion assez proche
de celle d’un processus de Markov. Intuitivement, une première réponse



118 Systèmes dynamiques quantiques à couplage fort

consistait à affirmer que c’était un processus tel que les valeurs du passé
et celles du futur de l’instant t étaient conditionnellement indépendantes dès
que les valeurs de ce processus étaient connues dans un voisinage de t .

Pour un processus gaussien X, X sera dit markovien d’ordre de mulptlicité
égal à N, entier non nul, s’il existe un vecteur X̂ de dimension N, fonction
seulement de X, qui soit markovien. Il était assez naturel de noter que si X

est (N−1) fois «différentiable» alors

X̂(t ) = (X(t ),X′(t ), . . . ,X(N−1)(t ))

était le bon candidat.
A l’aide de ces idées, Doob [DO] puis Lévy [LV] proposèrent les définitions
suivantes.

Définition 4.1 (Doob, 1944)
Soit X un processus gaussien réel stationnaire.
Si X est (N−1)-fois différentiable en moyenne quadratique et s’il satisfait une
équation différentielle :

N∑

k=0

ak X(N−k)(t ) = Ḃ(t ),

alors X est dit processus gaussien de Markov d’ordre de multplicité N.
B est un mouvement brownien et les dérivées X( j ) et Ḃ (bruit blanc) sont
prises au sens des distributions.

Pour N = 1, on retrouve exactement l’équation de Langevin

a0X′(t )+a1X(t ) = Ḃ(t ) , a1 > 0.

Définition 4.2 (Lévy, 1956)
Soit X un processus gaussien .
Si X est (N−1)-fois différentiable et si

E
(
X(t )|σs(X)

)
, s ≤ t

est une fonction seulement de
(
X(s),X′(s), . . . ,X(N−1)(s)

)
alors X est dit proces-

sus gaussien de Markov d’ordre de multiplicité N au sens faible.
Le caractère gaussien implique que E

(
X(t )|σs(X)

)
est une combinaison linéaire

des variables X(s),X′(s), . . . ,X(N−1)(s).
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Dans le cas stationnaire ces deux notions cöıncident.
Voulant éviter la notion de différentiabilité, Hida note que ces notions dé-
pendent essentiellement que de la structure linéaire définie par un processus
gaussien.
En particulier, il remarque que si

X(t ) =
N∑

k=1

fk (t )Mk (t ) , Mk (t ) =
∫t

gk (u)dB(u),

alors

E
(
X(t )|σs(X)

)
=

N∑

k=1

fk (t )Mk (s) , s ≤ t

est une combinaison linéaire des Mk (s), indépendamment de toute notion de
différentiabilité.
Dans la suite, on adopte la terminologie processus N-markovien pour proces-
sus de Markov d’ordre de multiplicité égal à N.

• Représentation d’un processus gaussien stationaire N-markovien

Soit N un entier naturel non nul.

Définition 4.3 (Hida)
Un processus gaussien X est dit N-markovien si les assertions (i) et (ii)
suivantes sont réalisées.

(i) Pour tout t0 ≤ t1 < ·· · < tN, les variables aléatoires E [X(ti )|σt0 (X)] sont
linéairement indépendantes dans H(X).

(ii) Pour tout t0 ≤ t1 < ·· · < tN+1, les variables aléatoires E [X(ti )|σt0 (X)] sont
linéairement dépendantes dans H(X).

On notera ici que H(X) est l’espace gaussien engendré par X.
On utilisera la caractérisation ([HH], Théorème 5.1.)

Théorème 4.2
Pour qu’un processus gaussien X, de représentation canonique

Xt =
∫t

−∞
F(t ,u)dBu ,

soit N-markovien il faut et il suffit que son noyau F(t ,u) soit un noyau de
Goursat d’ordre N, c’est-à-dire ayant la forme suivante :

F(t ,u) =
N∑

i=1

fi (t )gi (u) , u ≤ t (4.17)

avec :
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(i) pour tout N-uplet (t1, . . . , tN) de nombres réels, la matrice à coefficients
complexes fi (t j ) vérifie :

det ( fi (t j )) 6= 0;

et

(ii) les fonctions g1, . . . , gN sont linéairement indépendantes dans l’espace de
Hilbert L

2
t ) où :

L
2
t ) =

{
f ;

∫

u≤t
f 2(u)E(dB2

t ) <∞
}

.

Utilisant une caractérisation des noyaux de Goursat d’ordre N, fonction de
t −u, on aboutit au résultat fondamental suivant.

Théorème 4.3
Pour qu’un processus gaussien complexe et stationnaire X de représentation
canonique,

Xt =
∫t

−∞
G(t −u)dBu ,

soit N-markovien il faut et il suffit que son noyau G(t −u) soit de la forme :

G(t −u) =
r∑

l=1

nl∑

k=0

ak,l (t −u)k e−zl (t−u) , u ≤ t , (4.18)

où les nombres complexes ak et zl sont tels que : Re(zl ) > 0 .
Les entiers nl et r vérifient :

r∑

l=1

(nl +1) = N.

De plus,

c(λ) = 1
p

2π

∫+∞

0
du e−i uλG(u) = P(iλ)

Q(iλ)

est une fonction rationnelle en iλ, où les polynômes P(z) et Q(z) n’ont pas
de racines dans C

− et d(P) < d(Q) = N.

On a explicitement

c(λ) =
r∑

l=1

nl∑

k=0

k !ak,l

(zl + iλ)k+1
.

Et plus généralement pour tout z tel que Im(z) < 0 :

c(z) =
r∑

l=1

nl∑

k=0

k !ak,l

(zl + i z)k+1
= N(z)

r∏
l=1

(zl + i z)nl+1

.
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On supposera dans la suite

(H3) ∀λ ∈R ,
|N(λ)|
|N(−λ)|

=
r∏

l=1

∣∣∣zl + iλ

zl − iλ

∣∣∣
nl+1

;

zl = λl + iµl , 0 < λ1 < λ2 < ·· · < λr , µl ∈R.

Ainsi, l’égalité
1

π
|c(λ)|2 = |h(λ)|2,

assure que l’hypothèse (H1) est satisfaite. De plus les pôles de h appartiennent
à C

+.
L’essentiel de ce paragraphe consiste à établir le résultat suivant.

Théorème 4.4
Sous l’hypothèse (H3), il existe un processus markovien (Yt ) de dimension 4N

et une matrice uniligne B de M4N,1 qui vérifie

ϕt = B×Yt .

La preuve est donnée dans l’annexe D (pages 186-190). Après une lecture
de celle-ci, on constatera que l’on ne propose pas une forme optimale ; dans
certains cas (µl = 0), il existe des simplifications.

Nous aurons besoin d’utiliser le retournement du temps (selon [DM] par
exemple) d’un processus Markov homogène, sous la forme simplifiée suivante.

Lemme 4.3
On suppose que le processus de Markov (Yt )t admet une mesure invariante

µ0 sur R
4N
.

On désigne par L le générateur du processus Y et par L∗ l’adjoint de L par
rapport à la mesure µ0.

Pour tout f ∈ L
2(R

4N
;µ0(d x)), on a :

∀(s, t ) ∈R
2

, s ≤ t =⇒ E
[

f (Ys)|Yt

]
=

(
e(t−s)L∗

f
)
(Yt ). (4.19)

Démonstration
On peut se limiter aux fonctions f et g µ0-mesurables, bornées (ou positives)
et à valeurs réelles.
On utilise les égalités bien connues sur les espérances conditionnelles (règle
des projections orthogonales)

E
[
g (Yt ) f (Ys)

]
= E

[
E[g (Yt )|Ys] f (Ys)

]

= E
[
E[ f (Ys)|Yt ]g (Yt )

]
.
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La première égalité donne :

E
[
E[g (Yt )|Ys] f (Ys)

]
= E

[
(e(t−s)Lg )(Ys) f (Ys)

]

= ( f ;e(t−s)Lg )µ0

= (e(t−s)L∗
f ; g )µ0

=
∫

µ0(d x)e(t−s)L∗
f̄ (x) g (x)

=
∫

µ0(d x) (e(t−s)L∗
f )(x) g (x).

La seconde s’écrit sous la forme

E
[
g (Yt ) f (Ys)

]
= E

[
E[ f (Ys)|Yt ]g (Yt )

]

=
∫

µ0(d x)E[ f (Ys)|Yt = x] g (x).

Ainsi, µ0-presque sûrement, il vient :

E[ f (Ys)|Yt = x] = (e(t−s)L∗
f )(x).

D’où le résultat désiré. ä

4.2 Équations d’interaction de ρ et de z

Afin d’exploiter les propriétés markoviennes du processus (ϕt )t∈R, on trans-
porte les équations d’évolution des matrices de densité ρt et zt à l’aide de la
représentation πs⊗π où πs est l’application identique de B(Hs) sur lui-même,
on la notera simplement π.
Autrement dit

∀A ∈B(Hs),∀ f ∈Ch ; π(A⊗e iφ( f )) ≡ A⊗π(e iφ( f )).

4.2.1 Équations et estimations de ρ et de z

Nous nous intéressons aux équations des matrices de densité (4.10) et
(4.11), le terme t ′ sera systématiquement omis en prenant t ′ = 0, on peut les
réécrire sous la forme

i ∂t ρt = φt

[
Qt , ρt

]
; (4.20)

Qt ≡ U∗
s (t )Q Us(t )⊗ 1r ;

i ∂t zt =
[

Hs(t )+Qφt , zt

]
. (4.21)
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Contrairement aux méthodes du couplage faible, on ne projette pas directe-
ment sur le système Ms ce qui évite une équation «intégro-différentielle» du
type NPRZ mais on ne peut pas affirmer que ρt ∈B(Hs), pour tout réel t .
Il n’est pas possible de transporter directement ces équations à l’aide de la
représentation π puisque φt n’est pas borné.
On commence par déterminer des équations approchées à l’aide d’approxi-
mations de φt par les opérateurs bornés et auto-adjoints (φε

t )ε>0 où :

φε
t = 1

2ε

(
(εφt + i )−1 + (εφt − i )−1

)

= φt (1+ε2φ2
t )−1. (4.22)

Le résultat fondamental suivant ([DL],[GS]) est utilisé lorsqu’on considère
des opérateurs auto-adjoints et non bornés.

Théorème 4.5
Soit A un opérateur auto-adjoint non borné de domaine dense d’un espace de
Hilbert H, alors, pour tout nombre complexe z tel que Im(z) 6= 0, l’opérateur
A− z1 a un inverse borné dans H et qui satisfait à

‖(A− z1)−1‖ ≤ |Im(z)|−1.

Il en résulte que l’on a :

‖(εφt ± i )−1‖ ≤ 1 et ‖φε
t‖ ≤

1

ε
. (4.23)

Le résultat suivant permet de déterminer exactement la représentation de
l’équation d’évolution de ρt (preuve dans l’annexe D page 190).

Lemme 4.4
Pour tout réel t et tout ε> 0, on a :

π(φε
t ) =ϕε

t ,

où ϕε
t =ϕt (1+ε2ϕ2

t )−1.

On considère uniquement l’approximation de l’équation (4.20), la démarche
est similaire pour l’équation (4.21 ).
Soit le problème de Cauchy :





∂tρ
ε
t =φε

t Lt (ρεt );

ρε0 = ρ , ρ ∈L 1
1,+(Hs);

où Lt =−i [Qt , ·] .

(4.24)
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Posons ρεπ(t ) ≡π(ρεt ), alors la matrice de densité ρεπ est un processus stochas-
tique, solution du problème de Cauchy écrit sous la forme intégrale :

ρεπ(t ) = ρ+
∫t

0
d sϕε

s Ls

(
ρεπ(s)

)
.

L’estimation, enoncée ci-après et prouvée dans l’annexe D(page 191) per-
met le passage à la limite lorsque ε tend vers zéro.

Lemme 4.5
Pour τ> 0 et R > 0, on pose :

ΩR,τ =
{
ϕ : ϕ ∈S

′/sup
[0,τ]

|ϕs | ≤ R
}

.

Alors ΩR,τ ↑S ′ lorsque R ↑∞ et il existe C(R,τ) > 0 et une fonction positive
∆τ(ε,ε′) telle que, pour tout 0 ≤ t ≤ τ, on a :

E

[
χΩR,τ

‖ρεπ(t )−ρε
′
π (t )‖1

]
≤ C(R,τ)∆τ(ε,ε′).

Et
lim
ε→0
ε′→0

∆τ(ε,ε′) = 0.

On obtient aisément les équations satisfaites par ρπ(t ) et zπ(t ) qui sont des
limites définies µ presque partout.

Proposition 4.3
Les processus (ρπ(t )) et (zπ(t )) vérifient µ-presque sûrement :

i∂tρπ(t ) = ϕt [Qt ,ρπ(t )]; (4.25)

i∂t zπ(t ) = [Hs(t )+Qϕt , zπ(t )]

= [Hs(t ), zπ(t )]+ [Q, zπ(t )]ϕt . (4.26)

Dans ces équations, on peut concevoir ϕt comme un paramètre réel aléatoire.

4.2.2 Évolution markovienne de ρπ et de zπ

On utilise les propriétés stochastiques de (ϕt ) fournies par le processus de
Markov (Yt )t∈R,

ϕt = BYt .
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On convient de quelques notations.
Soit ϕ ∈S ′ 7−→ ρ(ϕ) une matrice de densité du système telle que :

ρ ∈ L
1(S ′;L 1

1,+(Hs)) , ρ(ϕ) =
∑
n,m

ρn,m(ϕ)|n><m|.

Si F est une sous tribu de B alors l’espérance conditionnelle de ρ par rapport
à F est :

E[ρ|F ] ≡
∑
n,m

E[ρn,m |F ]|n><m|.

En particulier, on peut considérer la fonction :

x ∈R
4N 7−→ E[ρ|Yt=x].

Et si A est un opérateur agissant sur des fonctions définies dans R4N, on pose

A(ρ)(x) ≡
∑
n,m

(Aρn,m)(x)|n><m|,

dès que x 7−→ ρn,m(x) est une fonction bien définie.
On pose :

ρπ(t ) = E[ρπ(t )|Yt ] , zπ(t ) = E[zπ(t )|Yt ];

ρπ(0) ≡ ρ0 (Y0);

∀x ∈R
4N

, ρπ(t )(x) = E[ρπ(t )|Yt=x] , zπ(t )(x) = E[zπ(t )|Yt=x];

zπ(0) ≡ z0 (Y0).

Intuitivement, on peut voir ρπ(t )(x) comme la matrice de densité d’évolution
donnée par l’équation (4.25) et pour laquelle la valeur du paramètre ϕt est
égale au nombre réel Bx.

Théorème 4.6
On suppose que le processus de Markov Y admet une mesure invariante µ0

sur R
4N
.

Le processus (ρπ(t ))t≥0 satisfait l’équation :

du

d t
= Lρ(t )(u); (4.27)

Lρ(t )(u) ≡ −i [Qt ,Ψ(u)]+L∗(u). (4.28)

Et le processus (zπ(t ))t≥0 satisfait l’équation :

du

d t
= Lz(t )(u); (4.29)

Lz(t )u ≡ −i [Hs(t )+Q,Ψ(u)]+L∗(u). (4.30)
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Où Ψ est l’opérateur linéaire défini par :

(Ψu)(x) ≡ Bx ×u(x),

pour toute fonction u,

x ∈R
4N 7−→ u(x) ∈L

1
1,+(Hs).

Démonstration
Les deux preuves sont similaires. On se limite à la première.
De l’équation(4.25) et de la propriété de projection des espérances condition-
nelles, il vient :

ρπ(t ) = ρ0 − i

∫t

0
d s [QsBYs ,ρπ(s)];

ρπ(t ) = E{ρ0 (Y0)|Yt }− i

∫t

0
d s E

{
[Qs ,ρπ(s)]BYs |Yt

}

= E{ρ0 (Y0)|Yt }− i

∫t

0
d s E

{
E
{
[Qs ,ρπ(s)]|Ys

}
BYs

∣∣
Yt

}
.

Tenant compte de la propriété retournée (lemme 4.3) du processus de Markov
(Yt ) de mesure invariante µ0, on a :

E

{
E
{
[Qs ,ρπ(s)]|Ys

}
BYs

∣∣
Yt

}
= E

{
[Qs ,E{ρπ(s)|Ys }]BYs

∣∣
Yt

}

= e(t−s)L∗
[Qs ,E{ρπ(s)|Yt }]BYt

= e(t−s)L∗
[Qs ,ρπ(s)(Yt )]BYt

E{ρ0 (Y0)|Yt } = e tL∗
ρ0 (Yt ).

D’où, pour tout x ∈R
4N
, on obtient :

ρπ(t )(x) = e tL∗
ρ0 (x)− i

∫t

0
d s e(t−s)L∗

[Qs ,ρπ(s)(x)]Bx.

Par différentiation, il vient :

dρπ(t )(x)

d t
= L∗

(
e tL∗

ρ0 (x)− i

∫t

0
d s e(t−s)L∗

[Qs ,ρπ(s)(x)]Bx
)

− i [Qt ,ρπ(t )(x)]Bx.

Soit, puique Bx est un nombre réel :

dρπ(t )(x)

d t
= L∗

(
ρπ(t )

)
(x)− i

[
Qt ,ρπ(t )(x)

]
Bx

= L∗
(
ρπ(t )

)
(x)− i

[
Qt ,Ψ

(
ρπ(t )

)
(x)

]
.
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ä

Remarque 4.5
La démarche suivie peut s’apparenter à la théorie du filtrage ([ARN],[O]). En
présentant le problème sous la forme :

(système) dρπ(t ) =−i [Qt ,ρπ(t )]BYt d t +L∗(ρπ(t ))d t ;

(observation) dYt =∆Yt d t +ΓdWt .

Il est connu alors que des schémas de simulation numérique sont possibles.
Ce qui peut présenter un intérêt pour ces méthodes dites classiques.

• Application à l’observation du système

Dans le cas stationnaire,

Hs(t ) = Hs ,

on note

Lzu =−i [Hs +Q,Ψ(u)]+L∗(u).

Alors, on a immédiatement :

zπ(t ) = e tLz zπ(0).

D’où l’évolution markovienne de la moyenne de zπ(t ) :

E[zπ(t )] = E[zπ(t )] ≡ e tLzE[zπ(0)].

Et l’opérateur Lz est donné par :

Lz

(
E[zπ(0)]

)
=

∫
dµ0(x) (Lz z0)(x).

4.3 Exemple. Equation de Langevin

Ce cas est très particulier car ϕt est un processus réel de Markov,

ϕt = BYt , B = 1.

Considérons le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck où

ϕt =
∫t

−∞
e−ω0(t−u)dBu ;
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ce qui correspond à |h(ω)|2 = 1/(ω2 +ω2
0), ω0 > 0.

Ce processus satisfait l’équation de Langevin

dϕt =−ω0ϕt d t +dBt .

Alors, on a :

L = −ω0 x
d

d x
+ 1

2

d 2

d x2
;

LT = ω0
d

d x
(x · )+ 1

2

d 2

d x2
;

p =
√
ω0/πe−ω0x2

;

L∗ = p−1 ◦LT ◦p = L,

où (p f )(x) = p(x)× f (x).
Dans le modèle du spin-boson (chapitre 2 section 2), on a :

Hs =C
2, Hs = Sz =

1

2

(
1 0

0 −1

)
, Q = Sx = 1

2

(
0 1

1 0

)
.

Déterminons Lz(u),

Lz(u) =−i [Hs ,u]− i [Q,Ψu]+L∗u,

où u est une matrice de densité de la forme

u(x) =
(

a(x) b(x)

b(x) 1−a(x)

)
,

avec :

0 ≤ a(x) ≤ 1,
(
a(x)− 1

2

)2
+|b(x)|2 ≤ 1

4
.

On trouve après tout calcul

(Lzu)(x) =
(
−ω0xa′+ 1

2
a′′− i x b̄−b

2
; −ω0xb′+ 1

2
b′′− i

2
(x(1−2a)+2b)

−ω0xb̄′+ 1
2

b̄′′+ i
2

(x(1−2a)+2b̄) ; ω0xa′− 1
2

a′′+ i x b̄−b
2

)
.

En particulier, il vient : tr
[
(Lzu)(x)

]
= 0.

Notons ust at la matrice de densité qui correspond à a = 1/2 et b = 0 c’est-à-
dire ust at (x) = 1

2
· 1, alors, on a aisément :

Lzust at = 0.

L’équation Lzu = 0 conduit au système :

(S )

{
−ω0xa′+ 1

2
a′′ = i x b̄−b

2
;

−ω0xb′+ 1
2

b′′ = i
2

(
x(1−2a)+2b

)
.
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Lemme 4.6
Le système (S ) n’admet, parmi les matrices de densité, que la solution

u = ust at .

Démonstration
Considérons le modèle de l’oscillateur à une dimension à la fréquence ω0, (voir
[CDL] vol I, avec ici les simplicités mathématiques habituelles : la masse m

est égale à 1 et ħ= 1).
Soit l’opérateur nombre Nos ,

Nos =ω0a∗a =−1

2

d 2

d x2
+ 1

2
ω2

0x2I− 1

2
ω0I,

où a∗ et a sont les opérateurs de création et d’annihilation :

a∗ = 1
p

2

(p
ω0x − 1

p
ω0

d

d x

)
, a = 1

p
2

(p
ω0x + 1

p
ω0

d

d x

)
.

L’espace L
2(R)⊗M2 est muni du produit :

∀ f ∈ L
2(R)∀u =

(
a b

c d

)
∈M2 , f u ≡

(
f a f b

f c f d

)
.

Ainsi, on convient de noter N =Nos ⊗ I, c’est-à-dire :

∀ f ∈ L
2(R)∀x 7→ u(x) =

(
a b

c d

)
∈M2 , N ( f u) ≡

(
Nos( f a) Nos( f b)

Nos( f c) Nos( f d)

)
.

Un calcul élémentaire montre que l’on a :

p−1/2
N (p1/2u) =−L∗u. (4.31)

N est un opérateur positif. De plus les propriétés spectrales de Nos im-
pliquent que :

N ( f u) = 0 ⇐⇒ f u = p1/2C où C est une matrice constante deM2.

On munit l’espace L
2(R)⊗M2 du produit scalaire :

< f u, g v >≡
∫

R

d x f (x)g (x)tr
[
u∗(x)v(x)

]
,

pourvu que les fonctions x 7→ f (x), x 7→ g (x) soient dans l’espace L
2(R) et la

matrice x 7→ u∗(x)v(x) soit telle que l’application

x 7−→ f (x)g (x)tr
[
u∗(x)v(x)

]
,
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soit intégrable sur R.
Soit x 7→ u(x) ∈M2 auto-adjoint et bornée. Tenant compte de

tr
[
[Hs ,u]

]
= 0, tr

[
[Q,ψu]

]
= 0,

alors on a
tr

[
uLzu

]
=−tr

[
uL∗u

]
.

La relation (4.31) donne

∫

R

d x p tr
[
uLzu

]
= −

∫

R

d x tr
[
(p1/2u)N (p1/2u)

]

= −< p1/2u,N (p1/2u) >≤ 0.

Soit u =
(

a b

b̄ 1−a

)
une matrice de densité qui vérifie Lzu = 0.

Alors, il vient :
< p1/2u,N (p1/2u) >= 0.

Donc : N (p1/2u) >= 0, par suite p1/2u = p1/2C où C est une matrice constante
de M2, soit u = C.
La seconde équation de (S ) donne immédiatement a = 1/2 et b = 0. ä
Notons que on ne peut pas traiter d’autres cas pour N = 1, car on doit conser-
ver l’hypothèse de symétrie de h (|h(−ω)| = |h(ω)|).



Perspectives

A l’issue de ces quelques travaux d’apprentissage, on peut envisager d’éla-
borer une théorie de la relaxation exponentielle pour l’équation mâıtresse

∂tρt = Lρt , ρ0 = ρ ∈L
1

1,+, (4.32)

dirigée par un opérateur de Lindblad L non-borné. Physiquement, on peut
d’abord penser à étudier l’équation mâıtresse de l’optique quantique du mo-
dèle de Jaynes-Cummings décrit dans [FR1], puis au modèle laser 1 multi-
mode. Le modèle quantique d’absorption et d’émission de Gisin et Percival
([FR1]) présente plus de difficultés car il y a dans l’expression de L des termes
résonnants (a∗a)2.
On aura alors une famille de modèles à laquelle la méthode, suivie à propos
des oscillateurs harmoniques, doit s’étendre si elle conduit effectivement à une
équation aux dérivées partielles du premier ordre ou du second ordre (qui se
ramène au premier). En particulier elle doit être résoluble par la méthode
des caractéristiques pour déterminer des estimations. Le retour à l’équilibre
est acquis par le théorème de Fagnola-Rebolledo (thèorème 1.9), sous des
hypothèses difficiles à appliquer.

Une seconde perspective est d’étudier la limite de Van Hove, pour un
couple «Système-Réservoir» , modèlisé globalement par des oscillateurs har-
moniques (comme dans le chapitre 2). La relation, obtenue entre le noyau
de Volterra et la fonction self-énergie, doit devenir un outil des méthodes
analytiques pour effectuer le passage à la «limite faible» . Autrement dit on
justifierait directement l’expression du générateur de Davies sans approxima-
tion.

Enfin, une dernière voie est l’étude du couplage fort lorsque le réservoir
est à l’équilibre thermique à la température 1/β et le champ de Segal φ(h)

conduit à l’état défini par sa fonction génératrice :

s̺(h) = e− 1
4 ||(1+2̺)h‖2

. (4.33)

1. Dicke laser ou maser
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Pour garder un sens physique, on suppose que ̺ n’est pas une fonction de la
température d’équilibre. On travaille avec la représentation régulière d’Araki-
Woods. On peut montrer que sous les hypothèses de symétrie de la fonction
(1+2̺)h et de rationalité de cette fonction, qu’il existe une évolution marko-
vienne de la dynamique de l’opérateur de densité réduit dès que le processus
de Markov possède une mesure invariante.

Il nous semble que l’approche de la théorie des probabilités quantiques
peut être une autre investigation intéressante pour obtenir un caractère mar-
kovien. L’idée «näıve» est que l’on puisse contrôler les coefficients d’une équa-
tion différentielle stochastique quantique de type lindbladienne [MEY] et
[PA](chapitre 3, section 26).



Annexe A

Annexe du chapitre 1

A.1 Preuve du théorème 1.1

On rappelle le lemme

Lemme A.1 (Lemme de Gronwall)
Soit ϕ une fonction mesurable localement intégrable sur R telle qu’il existe
une fonction α R-intégrable et un réel β> 0 tels que :

∀t , 0 ≤ T : 0 ≤ϕ(t ) ≤ α(t )+β

∫t

0
d s ϕ(s).

Alors

∀t , 0 ≤ t ≤ T : 0 ≤ϕ(t ) ≤ α(t )+β

∫t

0
d s α(s)eβ(t−s).

En particulier, si α(t ) = α≥ 0 est une constante alors :

∀t , 0 ≤ t ≤ T : 0 ≤ϕ(t ) ≤ αeβt .

L’hypothèse (H1) et l’équation (1.1) permettent d’obtenir :

‖xλ(t )‖ ≤ ‖ f0‖+C

∫t

0
d s ‖xλ(s)‖.

Le lemme de Gronwall, appliqué aux fonctions ϕ(t ) = ‖xλ(t )‖, α(t ) = ‖ f0‖ et
β= C, donne :

∀λ> 0 , ∀t , 0 ≤ t ≤ τ0 : ‖xλ(t )‖ ≤ ‖ f0‖eβt ≤ ‖ f0‖eβτ0 ≡ M.

Soit x ∈ X défini par x(t ) = eK0t f0, alors :

x(t ) = f0 + (K̃0x)(t ) , (K̃0x)(t ) =
∫t

0
d s K0x(s),
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il vient :

xλ(τ)−x(τ) = (K̃λ− K̃0)(xλ)(t )+
∫t

0
d s K0(xλ−x)(s),

Sup
0≤τ≤t

‖(xλ−x)(τ)‖ ≤ M×‖K̃λ− K̃0‖+
∫t

0
d s ‖K0‖ Sup

0≤τ≤s
‖(xλ−x)(τ)‖.

Donc :

∀λ> 0 , Sup
0≤τ≤τ0

‖(xλ−x)(τ)‖ ≤ M×‖K̃λ− K̃0‖e‖K0‖τ0 .

D’où le résultat. ä

A.2 Preuve de la proposition 1.1

Le semi-groupe (Tt
V

)t≥0 admet comme générateur

L∞ = L+a♯(α)− J∆1/2a♯(α)J∆1/2.

Le semi-groupe Tt
V
s’écrit

Tt
V(AΩ) = St

V(τt
0(A))Ω , St

V(A)Ω≡ Ut AU∗
t Ω,

avec :

Ut = e i t (L+V)e−i tL.

Comme ∂t Ut = i Ut V(t ) et ∂t U∗
t =−i V(t )U∗

t , où

V(t ) = e i tLa♯( f )e−i tL = a♯(e i t f ).

Alors

Ut =
∑
n

i n

∫

0≤tn≤···≤t1≤t
d t1 . . .d tnV(tn) . . .V(t1),

U∗
t =

∑
m

(−1)mi m

∫

0≤sm≤···≤s1≤t
d s1 . . .d smV(s1) . . .V(sm).

Nous avons, pour A = a♯(ϕ1) · · ·a♯(ϕk ), ‖ϕ j‖ = 1, l’inégalité suivante :

‖V(tn) . . .V(t1)AV(sm) . . .V(s1)Ω‖ ≤
√

(n +m +k +1)!‖ f ‖n+m .
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Soit J = n +m, il vient :
Ï

0≤tn≤···≤t1≤t
0≤sm≤···≤s1≤t

d t1 . . .d tnd s1 . . .d sm‖V(tn) . . .V(t1)AV(s1) . . .V(sm)‖

≤ (‖ f ‖t )J
p

(J+k)!

n!m!
.

Ainsi Ut AU∗
t Ω=∑

n,m σ(n,m) où

σ(n,m) = (−1)mi n+m
Î

0≤tn≤···≤t1≤t
0≤sm≤···≤s1≤t

d t1 . . .d tnd s1 . . .d sm

V(tn) . . .V(t1)AV(s1) . . .V(sm).

Mais

∑

J≥0

∑
n,m

n+m=J

‖σ(n,m)‖ ≤
∑

J≥0

(‖ f ‖t )J
p

(J+k +1)!

J!

∑
n,m

n+m=J

J!

n!m!

≤
∑

J≥0

(2‖ f ‖t )J

p
(J+k +1)!

J!
<∞.

La dernière inégalité résulte de la formule de Stirling et du fait que la série
entière zJ/

p
J! a un rayon de convergence infini.

Ainsi t 7−→ Ut AU∗
t Ω est analytique. Il en résulte que :

∂t St
V(A) = i St

V([V(t ), A])Ω.

Puisque l’expression de Tt
V

(AΩ) donne :

∂t Tt
V(AΩ) = i St

V([V(t ),τt
0(A)])Ω+St

V(∂tτ
t
0(A))Ω.

Alors, on a :

∂t Tt
V(AΩ)|t=0 = i [V, A]Ω+ i [L, A]Ω.

On conclut comme dans le cas borné.
On obtient le résultat par linéarité pour A =φ(ϕ) = 1p

2
(a( f )+a∗(ϕ) puis par

intégration pour A = e iφ(ϕ) et en définitive pour tout A ∈M. ä

A.3 Calculs

• Diverses interprétations du résultat universel NPRZ

Pour tout A ∈ Ms , on peut définir, en représentation d’interaction par
rapport à δ0 :

AI (t ) = (Pα−t
0 αt P)(A⊗1) = α−t

0 XI (t )
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et nous obtenons de l’équation mâıtresse (1.5), l’équation exacte :

AI (t ) = A(0)+
∫t

0
du

(
Pα−u

0 P
)(
δ0,0

I

)(
Pαu

0 P
)

AI (u)

+
∫t

0
du

(
Pα−u

0 P
)∫u

0
d s KI (u − s)

(
Pαs

0P
)

AI (s),

et par inversion dans l’intégrale double, il vient :

AI (t ) = A(0)+
∫t

0
du

(
Pα−u

0 P
)(
δ0,0

I

)(
Pαu

0 P
)

AI (u)

+
∫t

0
d s

(
Pα−s

0 P
)[∫t−s

0
dr α−r

0 KI (r )
](

Pαs
0P

)
AI (s).

Ce qui donne l’équation mâıtresse exacte, sous la forme dérivée, pour AI (t ) :

d

d t

(
AI (t )

)
=

(
Pα−t

0 P
)(
δ0,0

I

)(
Pαt

0P
)

AI (t )

+
∫t

0
d s

(
Pα−t

0 P
)

KI (t − s)
(
Pαs

0P
)

AI (s). (A.1)

Toutes ces équations sont du type «équation intégro-différentielle» , les ap-
proximations peuvent se faire à partir de l’égalité suivante

(3) βt = αt
0 +

∫t

0
d t1 α

t−t1

0

(
δ0,0

I
+δ1,1

I

)
βt1 ,

qui établit une décomposition en série de β.

Lemme A.2

βt = αt
0 +

∑
n≥1

αt
0Bn(t ),

avec

Bn(t ) =
∫

!t≥t1≥···≥tn≥0
d t1d t2 . . .d tn B(t1)B(t2) . . .B(tn);

B(u) = α−u
0

(
δ0,0

I
+δ1,1

I

)
αu

0 .

Ainsi
KI (t ) = δ0,1

I
αt

0δ
1,0
I

+
∑

n≥1

δ0,1
I

αt
0Bn(t )δ1,0

I
.

Cependant on ne conserve souvent dans les applications numériques que le
terme du second ordre en δI .
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A.3.1 Couplage faible

• Quelques propriétés des Pα

La définition
Pα(A) =

∑
i , f

Ei −E f =α

Pi AP f ,

donne :
∀(k, l ) Pk Pα(A)Pl = δ(Ek −El −α)Pk APl .

En particulier, il vient :

PαPβ = δ(α−β)Pα , P2
α = Pα ,

∑
α

Pα = 1.

• Preuve de la proposition 1.4
Il est clair que la condition est suffisante.
Pour la nécessité. Soit α ∈Λ tel que Re

(
c(α)

)
6= 0. On fixe k et l deux entiers

tels que El −Ek = α. En choisissant N = 1, A1 = Pk et B1 = Pl , on obtient :

Plφ(P∗
k Pk )Pl =

∑
µ

2Re
(
c(µ)

)(
Pk Pµ(Q)Pl

)∗(
Pk Pµ(Q)Pl

)

=
∑
µ

2Re
(
c(µ)

)
δ(El −Ek −µ)

(
Pk QPl

)∗(
Pk QPl

)

= 2Re
(
c(α)

)(
Pk QPl

)∗(
Pk QPl

)
≥ 0.

Mais
(
Pk QPl

)∗(
Pk QPl

)
> 0 d’où :

Re
(
c(α)

)
≥ 0.

ä

• Preuve de la proposition 1.7.

Nous obtenons :
Q∗

αQα =
∑
k,l

Ek−El =α

Pk QPl QPk ,

de sorte que cet opérateur commute avec tout opérateur diagonal c’est-à-dire
de la forme

∑
ai Pi ; ce qui établit (i).

Et, il vient

2K
♯
s(A)ρ0 =

∑
α

h(α)
(
2Q∗

αAQαρ0 −AQ∗
αQαρ0 −Q∗

αQαAρ0

)
,

2Ls(Aρ0) =
∑
α

h(α)
(
2Q∗

αAρ0Qα−AQ∗
αQαρ0 −Q∗

αQαAρ0

)
.
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Mais la relation KMS donne :

h(Em −En)e−βEm = h(En −Em)e−βEn .

Ce qui permet d’obtenir :

h(α)Q∗
αAρ0Qα =

∑
k,l ;m,n

Ek−El =En−Em=α

h(α)e−βEm Pk QPl APmQPn

=
∑

k,l ;m,n
Ek−El =En−Em=α

h(−α)e−βEn Pk QPl APmQPn

=
∑

k,l ;m,n
Ek−El =En−Em=α

h(−α)Pk QPl APmQPn

(
Pne−βEn

)

=
∑

k,l ;m,n
Ek−El =En−Em=α

h(−α)Pk QPl APmQPn ρ0.

D’où :
∑

α∈Λ
h(α)Q∗

αAρ0Qα =
∑
α

∑
k,l ;m,n

Ek−El =En−Em=−α

h(−α)Pk QPl APmQPn ρ0

(−α=α′)=
∑

α′∈Λ
h(α′)Q∗

α′AQα′ρ0.

Ce qui montre (ii).
Alors, en tenant compte de K

♯
s(M∗) =

(
K
♯
s(M)

)∗
), il vient :

< K
♯
s(A),B >0 = tr(K

♯
s(A)B∗ρ0)

= tr(ALs(B∗ρ0))

= tr(AK
♯
s(B∗)ρ0) = tr(A(K

♯
s(B))∗ρ0)

= < A,K
♯
s(B) >0 .

Ce qui suffit à établir le principe du bilan détaillé (page 21). ä

A.3.2 Propriétés algébriques de K♯

On identifiera systématiquement L2(H) et H⊗H.
(|ni >)n∈N,1≤i≤g (n) est une base orthonormée de H, formée des vecteurs propres
de H, σ(H) = {En ;n = 0,1,2 . . .} ainsi (|ni >< m j |)n,m∈N,1≤i≤g (n),1≤ j≤g (m) est une
base orthonormée de H et

(|ni >< m j |; |kr >< l s |)HS = tr
(
(|ni >< m j |)∗(|kr >< l s |)

)
= δnkδmlδi rδ j s.
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On pose Pn =
g (n)∑
i=1

|ni >< ni | et soit Pn,m l’opérateur défini sur H par

∀X ∈H , Pn,m(X) = PnXPm .

On a :
(1) Pk,l Pn,m = δknδlmPn,m ;

(2) P2
n,m = Pn,m = P∗

n,m ;

(3)
∑

n,m
Pn,m = I;

(4) L = ∑
n,m

(En −Em)Pn,m = ∑
λ∈σ(L)

λPλ(L);

Pλ(L) = ∑
n,m

En−Em=λ

Pn,m .

On en déduit les propriétés de la famille spectrale (Pλ(L))

(5) ∀λ ∈σ(L) Pn,mPλ(L) = Pλ(L)Pn,m = Pn,mδ(En−Em−λ);

(6) ∀λ,µ ∈σ(L) λ 6=µ=⇒ Pλ(L)Pµ(L) = 0;

(7) ∀λ ∈σ(L) P2
λ

(L) = Pλ(L) = P∗
λ

(L);

(8)
∑

λ∈σ(L)
Pλ(L) = I;

(9) A ∈ {L}
′ ⇐⇒∀λ ∈σ(L) , APλ(L) = Pλ(L)A.

Proposition A.1
Soit PL l’opérateur défini sur l’ensemble des opérateurs de H sur lui même
par :

∀K ∈H , PL(K) =
∑

λ∈σ(L)

Pλ(L)KPλ(L).

Alors :

1) PL est un projecteur orthogonal de H ;

2) PL(A) est la projection orthogonale de A sur {L}
′
dans H ;

3) ∀A ∈H , A♮ = PL(A) avec

A♮ = lim
T→∞

1

2T

∫T

−T
d t e i tLAe−i tL.
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Annexe B

Annexe du chapitre 2

B.1 Oscillateur harmonique

B.1.1 Justifications du calcul de l’opérateur de Van
Hove

On traite le cas à d oscillateurs.
Soit D le sous espace vectoriel de Hs défini par :

D =
{
ρ=

∑
n1,...nd

ρn1,...,nd
|n1, . . . ,nd >

/ ∑
n1,...nd

n2
1 · · ·n2

d |ρn1,...,nd
|2 <∞

}
.

Il est clair que l’on a

∀l ∈ {1, . . . ,d} , D ⊂ D(a∗
l al ) ⊂ D(al ),

et D est contenu dans tous les domaines D(ak a∗
l

) et D(a∗
k

al ). De plus D est

dense dans Hs (en effet, pour ρ ∈Hs , l’élément ρ(k), où

ρ(k) =
∑

n1,...nd

(1−e
− k

(n1+1)···(nd+1) )ρn1,...,nd
|n1, . . . ,nd >,

vérifie ρ(k) ∈ D et lim(ρ−ρ(k)) = 0 par convergence dominée).
L’opérateur de Van Hove est défini au sens faible des formes sesquilinéaires :

∀(u, v) ∈ D2 , (u,K(A)v) = lim
κ→∞

lim
N→∞

∫+∞

0
d t (u,Kt

κ,N(A)v),

pour tout A ∈Ms (systématiquement A est confondu à A⊗ 1) et

Kt
κ,N(A) = Pα−t

s δIα
t
0δI P(A).
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En posant :

φ−
k (t ) = αt

r (φ−) = 1
p

N

∑
ω

λk (ω)e−i tωaω,

et en tenant compte que les seules fonctions à deux points non nulles sont les
<φ±

l
φ∓

k
(t ) >r , alors on obtient :

(u,Kt
κ,N(A)v) =

∑

k,l

(
e i tωk <φ+

k φ
−
l (t ) >r

)(
(a∗

k u, Aa∗
l v)− (al a∗

k u, Av)
)

+
∑

k,l

(
e−i tωk <φ−

k φ
+
l (t ) >r

)(
(ak u, Aa∗

l v)− (a∗
l ak u, Av)

)

−
∑

k,l

(
e−i tωk <φ+

l (t )φ−
k (t ) >r

)(
(u, Aal a∗

k v)− (a∗
l u, Aa∗

k v)
)

−
∑

k,l

(
e i tωk <φ−

l (t )φ+
k (t ) >r

)(
(u, Aa∗

l ak v)− (al u, Aak v)
)

on obtient le résultat énoncé par application du théorème de la convergence
dominée.

B.1.2 Construction du semi-groupe e tK

Preuve du lemme 2.1

Soit h =∑
n hn |n> un élément de Hs , on a aisément

‖Pt h‖2 = e−2Γ0

∞∑
n=0

e−2nt (Γ1+Γ0)|hn |2 ≤ e−2tΓ0‖h‖2,

ce qui donne ‖Pt‖ = e−tΓ0 d’où (i).
Le second point (ii) est clair d’après les définitions des opérateurs L j .
Le dernier point (iii) résulte des calculs suivants, pour tout (u, v) ∈ D2 :

(u,Gv) =
∑
n

(−(n +1)Γ0 −nΓ1 + i nS)un vn ;

(Gu, v) =
∑
n

(−(n +1)Γ0 −nΓ1 − i nS)un vn ;

(L0u,L0v) = 2Γ0(u, aa∗v) = 2Γ0

∑
n

(n +1)un vn ;

(L1u,L1v) = 2Γ1(u, a∗av) = 2Γ1

∑
n

nun vn .

ä
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Preuve du lemme 2.2

(i ) implique (i i ). Soit (u, v) ∈ D2, on a :

d

d s
(Pt−su,XsPt−s v) = −(GPt−su,XsPt−s v)− (GPt−su,XsGPt−s v)

+(Pt−su,K(Xs)Pt−s v)

=
1∑

j=0

(L j Pt−su,XsPt−s v).

Cette dernière résulte de la définition de K au sens des formes sesquilinéaires.
On obtient alors (i i ) en intégrant par rapport à s sur [0, t ].

(i i ) implique (i ). En dérivant chaque membre de (2.7), on a :

d

d t
(u,Xt v) = (GPt u,XPt v)+ (Pt u,XGPt v)+

1∑

j=0

(L j u,Xt L j v)

+
1∑

j=0

∫t

0
d s (L j Pt−sGu,XsL j Pt−s v)

+
1∑

j=0

∫t

0
d s (L j Pt−su,XsL j Pt−sGv).

Mais, par définition de K, il vient ,

(u,K(Xt )v) = (u,Xt Gv)+ (Gu,Xt v)+
1∑

j=0

(L j u,Xt L j v),

on applique (2.7) aux deux premiers termes de cette dernière égalité, d’où :

d

d t
(u,Xt v) = (u,K(Xt )v).

(i ) s’obtient par intégration sur [0, t ]. ä

Preuve du lemme 2.3

Pour (1) et (3), on raisonne par récurrence sur l’entier n.
Soit u ∈ D. On a :

0 ≤ (u,T(0)
t (X)u) = (Pt u,XPt u) ≤ ‖X‖‖Pt u‖2 ≤ ‖X‖‖u‖2.
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Supposons que 0 ≤ T(n)
t (X) ≤ ‖X‖ · 1, alors on a immédiatement :

0 ≤ (u,T(n+1)
t (X)u) ≤ ‖X‖

(
‖Pt u‖2 +

1∑

j=0

∫t

0
d s‖L j Pt−su‖2

)
.

Nous obtenons :

‖Pt u‖2 +
1∑

j=0

∫t

0
d s‖L j Pt−su‖2 =

e−2tΓ0
∑
n

e−2nt (Γ0+Γ1)|un |2

+2Γ0

∑
n

∫t

0
d se−2(t−s)(Γ0+n(Γ0+Γ1))(n +1)|un |2

+2Γ1

∑
n

∫t

0
d se−2(t−s)(Γ0+n(Γ0+Γ1))n|un |2

=
e−2tΓ0

∑
n

e−2nt (Γ0+Γ1)|un |2

+
∑
n

(n +1)Γ0

Γ0 +n(Γ0 +Γ1)

(
1−e−2t (Γ0+n(Γ0+Γ1)

)
|un |2

+
∑
n

nΓ1

Γ0 +n(Γ0 +Γ1)

(
1−e−2t (Γ0+n(Γ0+Γ1)

)
|un |2

= ‖u‖2.

D’où :

0 ≤ (u,T(n+1)
t (X)u) ≤ ‖X‖‖u‖2.

ä

Preuve de la proposition 2.1

Preuve de (a). Elle résulte de l’inégalité établie facilement par récurrence,

∀n ∈N, ∀t ≥ 0, T(n)
t ≤ Xt .

Preuve de (b).
On remarque que, pour tout λ ∈]0,1] et tout u ∈ D, on a :

(u,Gu)+ (Gu,u)+λ2
∑

j

‖L j u‖2 ≤ (u,Gu)+ (Gu,u)+
∑

j

‖L j u‖2 = 0.
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On peut alors construire la suite ((λ)T(n)
t (X))n de la méthode itérative de Picard

(2.8), associée au triplet (G,λL0,λL1).
D’où :

(λ)Tt (X) = sup
n

(λ)T(n)
t (X).

On montre aisément par récurrence sur l’entier n,

(λ)T(n)
t (X) ≤ T(n)

t (X),

pour tout λ ∈]0,1], d’où :

sup
λ∈]0,1]

(λ)Tt (X) ≤ Tt (X).

Si 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ 1 alors, pour tout entier n, on obtient (par récurrence)

(λ1)T(n)
t (X) ≤(λ2) T(n)

t (X).

Par suite,
Xt ≡ sup

λ∈]0,1]

(λ)Tt (X)

vérifie l’équation (2.7) donc d’après (a), il vient Tt (X) ≤ Xt et en définitive
l’égalité désirée.
Reste l’unicité pour l’équation (2.10).
Soit (St )t≥0 un semi-groupe dynamique quantique satisfaisant cette équation.
Un raisonnement par récurrence sur n donne :

∀λ ∈]0,1] , (λ)T(n)
t (X) ≤ St (X),

donc (λ)Tt (X) ≤ St (X).
Posons

∆t = St (X)−(λ)Tt (X),

pour tout u ∈ D et 0 ≤ s ≤ t . En tenant compte de
∫s

0
dr ‖L j Ps−r u‖2 ≤ ‖u‖2,

on a :

(u,∆su) = λ2
1∑

j=0

∫s

0
dr (L j Ps−r u,∆r L j Ps−r u)

≤ λ2 sup
0≤s≤t

‖∆s‖
∫s

0
dr ‖L j Ps−r u‖2

≤ λ2 sup
0≤s≤t

‖∆s‖‖u‖2.
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D’où :

sup
0≤s≤t

‖∆s‖ ≤ λ2 sup
0≤s≤t

‖∆s‖.

Donc ∆t = 0, pour tout t . ä

B.1.3 Preuve du théorème 2.1

Preuve du lemme 2.4

On considère la dualité entre les espaces de Banach L 1 et B(Hs),

L
1(Hs)×B(Hs) −→ C

(ρ, A) 7−→ tr(ρA),

de sorte que L 1(Hs)∗ =B(Hs).
Nous avons :

D
⊥ =

{
A : A ∈B(Hs)/∀ρ ∈D , tr(ρA) = 0

}
=

{
0
}
.

En effet, soit A ∈D⊥, on définit ρ par

ρk,l = δk, jδi ,l ,

alors ρ ∈L 1(Hs) et 0 = tr(ρA) = Ai , j .
Ainsi (D⊥)⊥ =L 1(Hs).
Comme D ⊂ (D⊥)⊥, il reste à établir l’inclusion inverse.
Supposons par l’absurde qu’il existe ρ0 ∈ L 1(Hs) et ρ0 6∈ D alors le théo-
rème de Hahn-Banach donne l’existence de A ∈B(Hs) et celle d’un réel α qui
vérifient :

∀ρ ∈D , tr(ρA) < α< tr(ρ0A).

Comme D est un sous espace vectoriel, il en résulte que :

∀ρ ∈D , tr(ρA) = 0.

Donc A ∈D⊥.
Mais ρ0 ∈L 1(Hs) = (D⊥)⊥, on aboutit à tr(ρ0A) = 0 ce qui est contradictoire.
Donc D =L 1(Hs). ä
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Preuve du lemme 2.5

Preuve de (i ). On considère les opérateurs bornés sur Hs ,

Mg (h) =
∑

k

gk hk |k>,

S(h) =
∑

k

hk |k +1>,

où g = (gk )k∈N ∈ ℓ∞(N).
Nous obtenons, pour ρ ∈L 1(Hs),

<k|Mg Hn/2
s ρHn/2

s SD|k>= gkρk,k+Dkn/2(k +D)n/2.

On peut choisir gk tel que :

gkρk,k+D = |ρk,k+D|×
( k

k +D

)n/2
.

Alors, on a :

∑

k

kn | f (D)
k

| = tr(Mg Hn/2
s ρHn/2

s SD)

≤ ‖Mg‖‖S‖Dtr(Hn/2
s ρHn/2

s )

= 1×1× tr(ρHn
s ),

d’où (i ).
Preuve de (i i ). On a :

tr(|ρ|) = sup
A∈B(Hs )
‖A‖=1

|tr(ρA)|.

De plus, tr(ρA) =∑
ρk,l Al ,k et |Al ,k | = | < l |A|k > | ≤ 1, donc :

tr(|ρ|) ≤
∑

k,l

|ρk,l |

=
∑

k

|ρk,k |+
∑

D>0

∑

k

|ρk,k+D|+
∑

D>0

∑

k

|ρk+D,k |

=
∑

k

| f (0)
k

|+2
∑

D>0

∑

k

| f (D)
k

|

≤ 2
∑

D∈N
‖ f (D)‖1,0 .

ä



148 Annexe du chapitre 2

Preuve de (2.22)

On remarque que si ‖ f (D)‖1,0 <∞ alors la série entière

g (D)(z) =
∑

k

g (D)
k

zk ,

a un rayon de convergence supérieur ou égal à 1.
En effet :

eF(D)
k ∼

k→∞

1
p

D!
kD/2 =⇒ |g (D)

k
| ∼

k→∞

1
p

D!
kD/2| f (D)

k
|,

et ( 1
p

D!
kD/2| f (D)

k
|
)1/k

≤
( 1
p

D!
kD/2‖ f (D)‖1,0

)1/k

cette dernière suite tend vers 1. La formule de Cauchy du rayon de conver-
gence montre que :

1

R
≡ limsup

k→∞
|g (D)

k
|1/k ≤ 1 vérifie : R ≥ 1.

On pose

g (D)
t (z) =

∞∑

k=0

(g t )(D)
k

zk où ∂t g (D)
t =L

(D)g (D)
t .

Donc, on a :

∂t (g t )(D)
k

= Γ0

(
2(k +D)(g t )(D)

k−1
− (2+2k +D)(g t )(D)

k

)

+Γ1

(
2(k +1)(g t )(D)

k+1
− (2k +D)(g t )(D)

k

)

−i SD(g t )(D)
k

,

que l’on multiplie par zk , puis on somme de k = 1 à k =∞.
On utilise les égalités suivantes :

∞∑

k=1

k(g t )(D)
k−1

zk = z2(g (D)
t )′(z)+ zg (D)

t (z);

∞∑

k=1

(g t )(D)
k−1

zk = zg (D)
t (z);

∞∑

k=1

(k +1)(g t )(D)
k+1

zk = (g (D)
t )′(z)− (g t )(D)

1 ;

∞∑

k=1

(2k +D)(g t )(D)
k+1

zk = 2z(g (D)
t )′(z)+D((g t )(D)(z)− (g t )(D)

0 );

∞∑

k=1

(g t )(D)
k

zk = g (D)
t (z)− (g t )(D)

0 .
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Mais, pour k = 0, on a :

∂t (g t )(D)
0 =−Γ0(2+D)(g t )(D)

0 +Γ1

(
2(g t )(D)

1 −D(g t )(D)
0

)
− i SD(g t )(D)

0 ,

ce qui donne, après toutes les simplifications, l’équation (2.22). ä

Preuve de (2.23)

Soit le système caractéristique,




g (D)
t (w) = α× g (D)

0 (z);

w ≡ w(t , z) , w(0, z) = z;

α ≡ α(t , z) , α(0, z) = 1.

avec l’équation caractéristique

∂t w =−2Γ0(1−w)(θ−w), (B.1)

dont la solution est expriméee sous la forme

θ−w

1−w
= ε× θ− z

1− z
, (B.2)

ou encore
z = λ× w1 −w

w0 −w
.

Notons que
w1 > w0 > θ , λ< 1,

et que λ> 0 dès que t > t0 ≡ 1
2Γ0

log(θ)

θ−1
.

L’équation de transport :

∂tα=−2Γ0

(
(D+1)(1−w)+Dξ

)
α, (B.3)

s’écrit sous la forme

∂t log(α) =−2Γ0Dξ− (D+1)∂t log(θ−w),

ce qui donne

α= e−Dt (Γ1−Γ0+i S)
( θ− z

θ−w

)D+1
.

D’où le résultat (2.23). ä
Faisons quelques remarques sur la transformation (B.2), dite de Möbius.
Ainsi z ≡ h(w) (h est une transformation homographique),

z = λ+ λ(w0 −w1)

w −w0
.
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A l’aide des identités,

1

ρe iϕ−w0

= w0

ρ2 −w 2
0

+ ρ

ρ2 −w 2
0

· ρ−w0e iϕ

ρe iϕ−w0

(ρ 6= w0),

1

e iϕ−1
= −1

2
− i

2
cot(ϕ/2) (ϕ 6= 0[2π]),

on en déduit, pour ρ 6= w0,

|z −̟(ρ)| = R(ρ) , ̟(ρ) = λ+ λ(w1 −w0)w0

w 2
0 −ρ2

, R(ρ) = λ(w1 −w0)ρ

w 2
0 −ρ2

,

et pour ρ= w0,

z = λ · w0 +w1

2w0
− i

λ(w0 −w1)

2w0
cot(ϕ/2).

Il en résulte (voir figure B.1) que l’image du disque unité est le disque de
centre ̟(1) de rayon R(1), contenu dans le disque unité et tangent en z = 1 ;
l’image du cercle centré à l’origine de rayon w0, privé de w0 est la droite
d’équation Re(z) = λ · w0+w1

2w0
.

Pour étudier le comportement asymptotique, on utilisera les résultats sui-
vants.

Lemme B.1
Pour tout entier D et tout entier k, on a :

|F(D)
k

− D

2
log(k +1)| ≤ 1

2
log(D!) ≡ cD (B.4)

Démonstration
Soit

u(k) = D

2
log(k +1)−F(D)

k
= 1

2
log(x(k)) , x(k) ≡ D!

D∏

j=2

k +1

k + j
.

La suite (x(k))k crôıt puisque

x(k +1)

x(k)
=

D∏

j=2

k2 + ( j +2)k +2 j

k2 + ( j +2)k +1+ j
≥ 1,

et x(k) ∼
k→∞

D!, donc :

sup
k∈N

∣∣F(D)
k

− D

2
log(k +1)

∣∣= 1

2
log(D!).

ä
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Figure B.1 – Transformation w ←→ z
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Lemme B.2
Pour g ∈ ℓ1(N), on définit l’opérateur sur ℓ1(N) par

(g f )(w) = g (w) f (w).

Alors, pour tout entier D, l’opérateur e−F(D)
g eF(D)

est borné et

‖e−F(D)

g eF(D)

‖1,0 ≤ ‖g‖1,0 .

Démonstration
On a

(g eF(D)

f )(w) =
∑

k,l

gl fk eF(D)
k w k+l ,

d’où
(e−F(D)

g eF(D)

f )(w) =
∑

k,l

gl fk eF(D)
k

−F(D)
k+l w k+l ,

la croissance de (eFk (D))k donne eF(D)
k

−F(D)
k+l ≤ 1.

Par suite,

‖e−F(D)

g eF(D)

f ‖1,0 ≤
∑

k,l

|gl || fk |eF(D)
k

−F(D)
k+l

≤ ‖g‖1,0‖ f ‖1,0

ä

Lemme B.3
Pour tout entier D et tout R > 1, il existe une constante CD,R telle que, pour
toute fonction g ,

g (w) =
∑

k≥ j

gk w k ,

analytique dans le disque {|w | < R} et tout r , 1 < r < R, on a :

‖eF(D)

g‖1,0 ≤
CD,R

(r −1)1+D/2
sup
|w |=r

|g (w)| e
F(D)

j r− j .

Démonstration
Par les estimations de Cauchy, on a

gk =
∮

|w |=r

g (w)

w k+1

d w

2πi
, |gk | ≤ r−k sup

|w |=r
|g (w)|,

d’où :
‖eF(D)

g‖1,0 =
∑

k≥ j

eF(D)
k |gk | ≤ sup

|w |=r
|g (w)|

∑

k≥ j

eF(D)
k r−k .
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Mais de la majoration (B.4), on tire :

F(D)
k

≤ cD + D

2
log(k +1).

Par suite, il vient :

‖eF(D)

g‖1,0 ≤ sup
|w |=r

|g (w)|ecD
∑

k≥ j

(k +1)D/2r−k .

On pose µ= D/2 et
S j =

∑

k≥ j

kµr−k ,

de sorte que l’on ait :

‖eF(D)

g‖1,0 ≤ sup
|w |=r

|g (w)| ecD r S j+1.

Soit β (précisé plus loin) tel que 0 < β< log(r ), on a :

S j =
∑

k≥ j

(
kµe−βk

)(
eβr−1

)k
≤ sup

t≥0
tµe−βt · eβ j r− j

1−eβr−1
.

De plus,
sup
t≥0

tµe−βt =µµβ−µe−µ.

L’étude de la fonction ϕ : t 7−→µ+t−µr e−t , qui est concave et dont la tangente
en 0 coupe l’axe réel en α0 = r −1/(r +µ−1), montre qu’il existe un unique réel
α∗ tel que :

α0 < α∗ < log(r ) , µ+α∗ =µr e−α∗
. (B.5)

On choisit β= α∗/ j ≤ α∗, alors, on obtient :

1−eβr−1 ≥ 1−eα∗
r−1 = α∗

µ+α∗ ≥ r −1

(r +µ−1)(µ+α∗)
,

et

S j ≤ µµβ−µe−µ eα∗
r− j (µ+α∗)(r +µ−1)

r −1

= µµe−µ jµ(α∗)−µ
r− j

r −1
(r +µ−1)µr.

Tenant compte de (B.5), on aboutit à

S j ≤µµ+1e−µ(R+µ−1)µ+1 jµr−( j−1)(r −1)−µ−1,
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puis, grâce à (B.4),

( j +1)µ ≤ ecD e
F(D)

j ,

on en déduit :

‖eF(D)

g‖1,0 ≤ e2cDµµ+1e−µ(R+µ−1)µ+1R(r −1)−µ−1 sup
|w |=r

|g (w)| e
F(D)

j r− j .

ä

Lemme B.4
Pour tout µ ≥ 1, il existe une constante Cµ telle que, pour tout δ ∈]0,1] et
tout entier k, on a :

k∑

j=0

(
k

j

)
(1+k)µ−1

(1+ j )µ
(1−δ)k− jδ j ≤ Cµδ

−µ+1.

Démonstration
Cas µ= 1. La formule du binôme donne :

k∑

j=0

(
k

j

)
1

j +1
(1−δ)k− jδ j ≤

k∑

j=0

(
k

j

)
(1−δ)k− jδ j = 1.

Cas µ> 1. Soit 0 < κ< 1 (précisé plus loin), on décompose la somme en trois
termes :

A j ≡
(

k

j

)
(k +1)µ−1

j +1
(1−δ)k− jδ j ,

k∑

j=0

A j = A0 +
∑

1≤ j≤κδk

A j +
∑

κδk< j≤k

A j .

• Pour le premier terme,

A0 = (1+k)µ−1(1−δ)k ≤ sup
t≥0

(1+ t )µ−1(1−δ)t .

La fonction ϕ : t 7−→ (µ−1)log(1+ t )+ t log(1−δ) admet un maximum pour

t = t0 =
µ−1+ log(1−δ)

− log(1−δ)
.

Si µ−1+ log(1−δ) ≤ 0 alors :

∀t ≥ 0, ϕ(t ) ≤ϕ(0) = 0,

d’où :
A0 ≤ 1 ≤ δ−µ+1.
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Si µ−1+ log(1−δ) > 0 alors, pour tout t ≥ 0,

ϕ(t ) ≤ ϕ(t0) = (µ−1)log
( µ−1

− log(1−δ)

)
−

(
µ−1+ log(1−δ)

)
︸ ︷︷ ︸

≤ 0

eϕ(t ) ≤ (µ−1)µ−1 · 1

(− log(1−δ))µ−1
.

Mais − log(1−δ) ≥ δ d’où :

A0 ≤ (µ−1)µ−1 ·δ−µ+1.

En posant Cµ,0 =max(1, (µ−1)µ−1), il vient :

A0 ≤ Cµ,0δ
−µ+1.

• Pour le second terme,
S1 =

∑

1≤k≤κδk

A j ,

on utilise l’identité (
k

j

)
=

∮

|ξ|=r

(1+ξ)k

ξ j+1

dξ

2πi
, r > 0.

De (1+ j )−µ ≤ 1, il vient :

S1 ≤ (1+k)µ−1(1−δ)k

∮

|ξ|=r
(1+ξ)k

∑

1≤ j≤κδk

( δ

ξ(1−δ)

) j dξ

2πi
.

Soit r = κδ/(1−κδ) alors δ/(r (1−δ) > 1 ce qui donne

S1 ≤ κδk(1+k)µ−1
(
(1−δ)(1+ r )

)k
( δ

r (1−δ)

)κδk
.

Mais

(1−δ)(1+ r ) =
(
κ · δ

r (1−δ)

)−1
= 1−δ

1−κδ
≤ 1− (1−κ)δ,

conduit à
S1 ≤ κδ(1+k)µe−kα,

avec

−α= (1−κδ) log(1− (1−κ)δ)−κδ log(κ) ≤−(1−κδ)(1−κ)δ−κδ log(κ).

L’inégalité (1−κδ)(1−κ) ≥ (1−κ)2 implique

−α≤−
(
(1−κ)2 +κ log(κ)

)
δ≡−a(κ)δ.
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La continuité de la fonction a sur [0,1] et lim
κ↓0

a(κ) = 1 et lim
κ↑1

a(κ) = 0 montrent

qu’il existe κ tel que
0 < κ< 1 et a(κ) = 1/2.

Par suite, on a :
S1 ≤ κδsup

t≥0
(1+ t )µe−tδ/2.

La fonction t 7−→ µ log(1+ t )−δt/2 atteint son maximum sur R
+ pour t =

2µ/δ−1 qui vaut µ log(2µ/δ)−µ+δ/2.
Soit

Cµ,1 = κ(2µ)µe−µ+1/2,

alors
S1 ≤ Cµ,1δ

−µ+1.

• Pour le troisième terme ,

S2 =
∑

κδk< j≤k

A j ≤
∑

κδk< j≤k

(
k

j

)
(1+k)µ−1

(1+κδk)µ
(1−δ)k− jδ j .

On considère la fonction ψ : t 7−→ (µ−1)log(1+ t )−µ log(1+κδt ), on a :

ψ′(t ) = µ−1−µκδ−κδt

(1+ t )(1+κδt )
, ψ′(0) =µ−1−µκδ.

Si ψ′(0) ≤ 0 alors ψ(t ) ≤ψ(0) = 0, pour tout t ≥ 0 et donc :

sup
t≥0

(1+ t )µ−1

(1+κδt )µ
≤ 1 d’où S2 ≤ 1 ≤ δ−µ+1.

Si ψ′(0) > 0 alors

ψ(t ) ≤ψ(
µ−1−µκδ

κδ
) =

(µ−1

µκ

)µ−1
· 1

µ
· 1

1−κδ
δ−µ+1.

Mais 1−κδ≥ 1−κ, en posant

Cµ,2 =max
(
1,

(µ−1

µκ

)µ−1
· 1

µ(1−κ)

)
,

on obtient :
S2 ≤ Cµ,2δ

−µ+1.

En définitive, la constante Cµ = Cµ,0 +Cµ,1 +Cµ,2 convient. ä
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Comportement asymptotique de la partie diagonale principale

On rappelle que ρ ≥ 0 est la condition initiale de l’équation mâıtresse
∂tρt = Lρt tandis que f et g désignent celles de ft et g t .
Pour étudier le comportement asymptotique de la solution ft = e−Fg t , on écrit
z(t , w) sous la forme

z(t , w) = 1−δ+ s(w) , δ= ε · θ−1

θ−ε
= s(1) ≤ ε;

s(w) =
∑

l≥1

sl w l .

Puisque F(0)
k

= 0, on a f (0)
t = g (0)

t , ainsi (2.23) permet d’obtenir

f (0)
t (w) = θ−1

1−ε
· 1

w0 −w
·
(

f (0)(1−δ)+ rt (w)
)
≡ f̃t (w)+ r̃t (w),

où

rt (w) = f (0)(1−δ+ s(w))− f (0)(1−δ),

f̃t (w) = θ−1

1−ε
· 1

w0 −w
· f (0)(1−δ),

r̃t (w) = θ−1

1−ε
· 1

w0 −w
· rt (w).

Puisque w0 = θ+O (ε), on a :

lim
t→∞

f̃t (w) = θ−1

θ−w
f (0)(1) =

∑

k

θ−1

θk+1
×

∑
n

f (0)
n

≡ fequ(w)× tr(ρ).

De façon plus précise, en tenant compte de 0 ≤ δ≤ ε, il vient :

| f (0)(1)− f (0)(1−δ)| ≤
∑

k

ρk,k (1− (1−δ)k )

≤
∑

k

kρk,kδ≤ εtr(ρHs).

Comme θ< w0, on a facilement

θ−1

1−ε

1

w0 −w
− θ−1

θ−w
=

∑

k

(θ−1)
( 1

w k+1
0

1

1−ε
− 1

θk+1

)
w k

=
∑

k

(w0 −1)
( 1

w k+1
0

− 1

θk+1

)
w k +

∑

k

(w0 −θ)
( 1

θk+1

)
w k

d’où :
∥∥∥θ−1

1−ε

1

w0 −·
− θ−1

θ−·

∥∥∥
1,0

≤
(
(θ−1)(

1

1−ε
−1)+ w0 −θ

θ−1

)∑

k

1

θk+1
= 2ε

1−ε
.
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De plus, ∥∥∥θ−1

1−ε

1

w0 −·

∥∥∥
1,0

= θ−1

1−ε

∑

k

1

w k+1
0

= 1,

car w0 −1 = (θ−1)/(1−ε).
Ainsi, on a :

‖ f̃t − fequtr(ρ)‖1,0 ≤ | f (0)(1)− f (0)(1−δ)|×
∥∥∥θ−1

1−ε

1

w0 −·

∥∥∥
1,0

+| f (0)(1)|×
∥∥∥θ−1

1−ε

1

w0 −·
− θ−1

θ−·

∥∥∥
1,0

.

D’où :

‖ f̃t − tr(ρ)× fequ‖1,0 ≤ ε×
(
tr(ρ)+ tr(ρHs)

1−ε

)
. (B.6)

Comme r̃t (w) = θ−1

1−ε

1

w0 −w
rt (w), il vient

‖r̃t‖1,0 ≤
∥∥∥θ−1

1−ε

1

w0 −·

∥∥∥
1,0

×‖rt‖1,0 = ‖rt‖1,0 .

Puisque s est analytique dans le disque |w | < w0 et s’annule en 0 et sl ≥ 0,
alors on tire de

rt (w) =
∞∑

k=1

f (0)
k

k∑

j=1

(
k

j

)
(1−δ)k− j

∑

l1,...,l j≥1

sl1
· · · sl j

w l1+···+l j ,

l’inégalité suivante

‖rt‖1,0 ≤
∞∑

k=1

| f (0)
k

|
k∑

j=1

(
k

j

)
(1−δ)k− j

∑

l1,...,l j≥1

sl1
· · · sl j

=
∞∑

k=1

| f (0)
k

|
(
(1−δ+ s(1))k − (1−δ)k

)
︸ ︷︷ ︸

(1−(1−δ)k )≤kδ≤kε

.

D’où :
‖rt‖1,0 ≤ ε× tr(ρHs). (B.7)

En définitive, l’inégalité triangulaire,

‖ ft − tr(ρ)× fequ‖1,0 ≤ ‖ f̃t − tr(ρ)× fequ‖1,0 +‖rt‖1,0 ,

et les estimations (B.6) et (B.7) donnent :

‖ ft − tr(ρ)× fequ‖1,0 ≤ ε×
(
2tr(ρHs)+ tr(ρ)

1−ε

)
(B.8)
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Comportement asymptotique des autres parties diagonales

Pour D ≥ 1, on réécrit la solution (2.23) comme

f (D)
t = e−F(D)

g (D)
t = εD/2e i SDt e−F(D)

GD+1Ut g (D),

où G est l’opérateur de multiplication par la fonction

G(w) ≡ θ−1

1−ε

1

w0 −w
, (‖G‖1,0 = 1),

et Ut est l’opérateur de composition avec z(t , w),

(Ut f )(w) ≡ f (1−δ+ s(w)).

Par le lemme B.2, il vient :

‖ f (D)
t ‖1,0 ≤ εD/2

∥∥e−F(D)

GD+1eF(D)∥∥
1,0
‖h(D)

t ‖1,0 ,

où

h(D)
t = e−F(D)

Ut eF(D)

f (D).

On a

h(D)
t (w) =

∞∑

k=1

f (D)
k

eF(D)
k

k∑

j=1

(
k

j

)
(1−δ)k− j

∑

l1,...,l j≥1

e
−F(D)

l1+···+l j sl1
· · · sl j

w l1+···+l j ,

tous les sl j
≥ 0, on en déduit que :

‖h(D)
t ‖1,0 ≤

∞∑

k=1

| f (D)
k

|
k∑

j=1

(
k

j

)
(1−δ)k− j

∑

l1,...,l j≥1

e
F(D)

k
−F(D)

l1+···+l j sl1
· · · sl j

.

Comme l1 +·· ·+ l j ≥ j et en utilisant la majoration (B.4), on obtient :

∑

l1,...,l j≥1

e
F(D)

k
−F(D)

l1+···+l j sl1
· · · sl j

≤ e2cD
(k +1)D/2

( j +1)D/2

(∑

l

sl

) j

,

mais
∑

l sl = s(1) = δ et par le lemme B.4, on aboutit à

‖h(D)
t ‖1,0 ≤ e2cD

∞∑

k=1

| f (D)
k

|(1+k)
k∑

j=0

(
k

j

)
(1+k)D/2−1

(1+ j )D/2
(1−δ)k− jδ j

≤ C"
D ‖ f (D)‖1,1δ

−D/2+1.
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Donc

‖ f (D)
t ‖1,0 ≤ C"

D‖ f (D)‖1,1

( ε
δ

)D/2

δ.

Mais

1 ≤ ε

δ
= θ−ε

θ−1
≤ θ

θ−1
,

soit C(D) ≡ C"
D(θ/(θ− 1))D/2. Mais ‖ f (D)‖1,1 ≤ tr(ρHs)+ tr(ρ), finalement on

trouve :

‖ f (D)
t ‖1,0 ≤ C(D)tr

(
(ρ+1)Hs

)
×ε.

Fin de la preuve du théorème

• On suppose d’abord que ρ ∈L 1
+ (Hs)∩D .

Comme Lρequ = 0 alors e tLρequ = ρequ d’où :

∆t ≡ ρt −ρequ = e tL(ρ−ρequ).

D’après de ce qui précède, il vient l’existence d’une constante M(d(ρ)) telle
que :

‖∆t‖1,0 =
∞∑

k=0

|(ρt −ρequ)(0)
k
|+2

d(ρ)∑

D=1

∞∑

k=0

|(ρt )(D)
k

|

≤ M(d(ρ))×ε.

Ainsi, pour tout A ∈B(Hs), on a :

|tr(∆t A)| ≤ M(d(ρ))×‖A‖×ε.

• Dans le cas général, soit ρ ∈ L 1
+ (Hs). Soit η > 0, il existe ρ(η) ∈ D tel que

‖ρ−ρ(η)‖1,0 ≤ η.
En utilisant la propriété de contraction de e tL, il vient :

|tr(∆t A)| ≤ |tr(e tL(ρ(η)−ρequ)|+‖ρ−ρ(η)‖1,0‖A‖.

D’où :

limsup
t→∞

|tr(∆t A)| ≤ η‖A‖, ∀η> 0.

ä
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B.2 Système Spin-Boson

• Propriétés des fonctions à deux points

On rappelle que ω(k) = |k| et les hypothèses suivantes

k 7−→ |ρ(k)|
|k|

=O(|k|−α , α< 1 au voisinage de 0;

t 7−→ h(t ) ∈ L
1(R).

En particulier, on a :

k 7−→ |ρ(k)|
|k|

∈ L
2(R3).

La transformation de Hilbert donne :
∫+∞

0
d t e−i tαh(t ) = ĥ(α)

2
− i s(α),

où ĥ(α) =
∫

R

d t e−i tαh(t )

et s(α) = 1

2π
VP

(∫

R

du
ĥ(α)

u −α

)
.

Par convergence dominée, on peut calculer ĥ(α) grâce à

ĥ(α) = lim
ε↓0

∫+∞

0
d t e−i t (α−iε)h(t )+ lim

ε↓0

∫0

−∞
d t e−i t (α+iε)h(t ).

Puis le Théorème de Fubini permet d’obtenir

ĥ(α) = 2lim
ε↓0

∫

R3
dk |ρ−k|2 ε

(α−|k|)2 +ε2
.

Au sens des distributions, on sait que

lim
ε↓0

ε

(α−|k|)2 +ε2
=πδ(α−|k|).

On suppose enfin que

s 7−→ s2

∫

S2
dσ(k̂) |ρ(|s|k̂)|2

est continue sur R, alors il vient :

ĥ(α) =
{

0 , ∀α≤ 0,

2πα2
∫

S2 dσ(k̂) |ρ(αk̂)|2 , α> 0.
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• Quelques représentations matricielles

L’opérateur de Van Hove a pour expression selon le chapitre 1,

K(A) = [Q, A]Q∗
1 −Q1[Q, A]

où

Q1 ≡
∫+∞

0
d t e−i tHs Qe i tHs h(t ) Q ≡ Sx , Hs ≡ Sz .

Le calcul matriciel élémentaire fournit

Q1 = 1

2

∫+∞

0
d t e i t h(t ) (Sx − i Sy )+ 1

2

∫+∞

0
d t e−i t h(t ) (Sx + i Sy )

=
( ĥ(1)

4
− i

(s(1)+ s(−1))

2

)
Sx +

( (s(1)− s(−1)

2
+ i

ĥ(1)

4

)
Sy .

En tenant compte des relations entre [Sa ,Sb] et le fait que {Sa ,Sb} = 0 pour
a 6= b et non nuls, alors il vient :

K(S0) = 0 = K(Sx),

K(Sy ) = − ĥ(1)

4
Sy +

(
s(1)− s(−1)

2
Sx

K(Sz) = − ĥ(1)

8
S0 −

ĥ(1)

4
Sz .

Le générateur de Davies K♯ s’obtient avec les mêmes arguments, on a :

K♯(A) = i [H, A]+ 1

2

(
[V1, A]V∗

1 +V1[A,V∗
1 ],

H = s(1)P1(Sx)P∗
1 (Sx)+ s(−1)P∗

1 (Sx)P1(Sx),

= s(1)

8
(S0 +2Sz)+ s(−1)

8
(S0 −Sz),

P1(Sx) = 1

2
(Sx + i Sy ).

Ce qui donne :

K♯(A) = i
s(1)− s(−1)

4
[Sz , A]

+ s(1)P1(Sx)P∗
1 (Sx)+ s(−1)P∗

1 (Sx)P1(Sx)

= ĥ(1)

8

(
[Sx + i Sy , A](Sx − i Sy )+ (Sx + i Sy )[A,Sx − i Sy ],
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puis les mêmes relations ci-dessus permettent d’obtenir :

K♯(S0) = 0,

K♯(Sx) = − ĥ(1)

8
Sx −

s(1)− s(−1)

4
Sy ,

K♯(Sy ) = s(1)− s(−1)

4
Sx −

ĥ(1)

8
Sy ,

K♯(Sz) = − ĥ(1)

8
S0 −

ĥ(1)

4
Sz .

B.3 Représentation de Araki-Woods

B.3.1 CCR-algèbre et le théorème d’Araki-Segal

Soit H un espace de Hilbert et Γs(H) l’espace de Fock bosonique corres-
pondant. On désigne par W( f ) = e iΦ( f ) l’opérateur de Weyl où f ∈H. On a,
pour tout ( f , g ) ∈H2, les relations :

W( f )∗ = W(− f );

W( f )W(g ) = e−iIm( f ,g )/2W( f + g ).

A tout opérateur auto-adjoint ̟ 6= 0 sur H, on lui associe un groupe unitaire
fortement continu Ut = Γ(e i t̟) sur Γs(H) tel que :

∀ f ∈H, ∀t ∈R : Ut W( f )Ut∗ = W(e i t̟ f ).

On a :

{W( f ), f ∈H}′′ =B
(
Γs(H)

)
,

et muni du groupe

τt (A) = Ut AUt∗,

on obtient un W∗-système dynamique (voir [P3]). D’une part τt n’est pas
fortement continu sur B(H) (car dΓ(̟) est non borné) et d’autre part cette
algèbre de von Neumann est trop grosse pour décrire un gaz idéal de Bose.
Soit D⊂H un sous espace tel que :

∀t ∈R , e i t̟D ⊂D.

On désigne par AD la sous ∗-algèbre de Γs(H) formée des combinaisons li-
néaires finies d’éléments de {W( f ), f ∈D} et dont τt (W( f )) définit un groupe
d’automorphismes sur AD, mais ce n’est pas une C∗-algèbre (voir [BR2],[P3]).
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On désigne par CCR(D) la CCR algèbre (voir [BR2]) sur D comme la ferme-
ture en norme de A .
Un état ω sur CCR(D) est entièrement déterminé par sa fonction génératrice

D ∋ f 7−→ sω( f ) ≡ω(W( f )).

Une représentation (H ,π) de la CCR(D) est dite régulière si l’application,

R ∋ t 7−→π
(
W(t f )

)
,

est fortement continue pour tout f ∈D.
Alors par le théorème de Stone, il existe un opérateur auto-adjoint Φπ( f ) sur
H tel que :

∀t ∈R , π
(
W(t f )

)
= e i tΦπ( f ).

On dit que Φπ( f ) est l’opérateur du champ de Segal dans la représentation
π, ce qui permet de définir les opérateurs de création a∗

π et d’annihilation aπ

par les formules suivantes :

a∗
π( f ) = 1

p
2

(
Φπ( f )− iΦπ(i f );

aπ( f ) = 1
p

2

(
Φπ( f )+ iΦπ(i f ).

Un état ω sur CCR(D) est régulier si CCR(D) admet une représentation ré-
gulière et cyclique.
En particulier, c’est le cas lorsque la fonctin génératrice sω vérifie la propriété
de continuité : la fonction t 7−→ sω(t f ) est continue sur R.
Les fonctions génératrices d’états réguliers sur CCR(D) ont été caractérisées
par Araki-Segal.

Théorème B.1 (Araki-Segal)
Une application s : D 7−→ C est la fonction génératice d’un état régulier sur
CCR(D) si et seulement si les trois conditions suivantes sont statisfaites.
(i) s(0) = 1.
(ii) La fonction R ∋ t 7−→ s(t f ) est continue pour tout f ∈D.
(iii) Pour tout { f1, . . . , fn} ⊂D et tout {z1, . . . , zn} ⊂C, on a :

n∑

k,l=1

s( fk − fl )e−iIm( fk , fl )/2z̄k zl ≥ 0.
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B.3.2 Isomorphisme entre L
2(H) et H⊗ H̄

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et (|n>)n une b.o.n. de
H . Soit γ une conjugaison sur H ( γ est anti-linéaire et γ2 = i d ), on désigne
par H̄ = γ(H) l’espace de Hilbert conjugué de H. En tant qu’ensemble on a
H= H̄.
Selon les notations de Landau, si

|u>=
∑

< n|u > |n>,

alors on note
|ū>=

∑
< u|n > |n> .

Les opérations sur H̄ sont définies par :

ū + v̄ = u + v ,

λ ·̄ ū = λ̄ ·u.

On a :

(u, v)H =
∑

< u|n >< n|v >=< u|v >;

(ū, v̄)H̄ =
∑

< v |n >< u|v >=< v |u >
= (v,u)H.

L’isomorphisme naturel τ de L
2(H) sur H⊗ H̄ est défini par

τ
(
|u><v |

)
= u ⊗ v̄ .

De plus, τ réalise une identification entre (L 2(H), (· , · )L 2(H)) et (H⊗H̄, (· , · )H⊗H̄).
(
|u><v |, (|u′><v ′|

)
L 2(H) = tr

[
(|u><v |)∗(|u′><v ′|)

]
=< u|u′ >< v |v ′ >,

(
u ⊗ v̄ ,u′⊗ v̄ ′)

H⊗H̄ = (u,u′)H(v̄ , v̄ ′)H̄ =< u|u′ >< v |v ′ > .

Pour tout opérateur A ∈B(H) et tout opérateur B ∈B(H), nous avons :

B̄v̄ ≡ Bv ⇒ B̄ ∈L (H̄);

τ
(
A|u >< v |B∗)

= Au ⊗ B̄v̄ ;

τ∗ = τ−1.

B.3.3 Construction de Chaiken & Araki-Woods

Si B est un opérateur auto-adjoint tel que B ≥ I sur H de domaine dense
D.
On pose

A = 1

2
(B2 − I),
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et on suppose que A commute avec la conjugaison γ.
Selon la construction donnée par Chaiken ( [AW], [CH], [LP]) , soit H′ la
fermeture de l’image de A1/2 dans H et soit H = Γs(H) l’espace de Fock
symétrique construit sur H de vide Ω et H

′ = Γs(H′).
Pour tout f ∈D alors (I+A)1/2 f et A1/2 f̄ sont bien définis, on peut définir
l’opérateur W̃AW sur H ⊗H

′ par

W̃AW ( f ) = W((I+A)1/2 f )⊗W(A1/2 f̄ ).

De plus

∀ f ∈D , (Ω⊗Ω,W̃AW ( f )Ω⊗Ω) = e− 1
4‖B f ‖2

.

On considère dans B(Γs(H)), la sous C∗-algèbre A formée des combi-
naisons linéaires finies d’éléments de {W( f ) : f ∈D}, on note par CCR(D) la
fermeture de A .
Soit ω l’état défini sur CCR(D) par sa fonction génératrice

∀ f ∈D , s( f ) =ω(W( f )) = e− 1
4‖B f ‖2

Selon la représentation d’Araki-Woods, il existe une représentation régulière
et cyclique (HAW ,πAW ,ΩAW ) de l’algèbre A des observables de Weyl engendrée
par {W( f ), f ∈D} telle que :

πAW (W( f )) : X 7−→ W((I+A)1/2 f )XW(A1/2 f ) , X ∈HAW ; (B.9)

∀ f ∈D , (ΩAW ,WAW ( f )ΩAW ) = e− 1
4‖B f ‖2

; (B.10)

où on a posé
πAW (W( f )) ≡ WAW ( f ) ≡ e iφ

AW
( f ),

et
φAW ( f )X =φ((I+A)1/2 f )X+Xφ(A1/2 f ).

La dynamique est définie en termes de la seconde quantification dΓ(̟) de
l’hamiltonien ̟ d’une particule sur H qui satisfait

∀t ∈R , e i t̟D⊂D.

Ainsi :
e i tHW( f )e−i tH = W(e i t̟ f ).

De plus le liouvillien L satisfait les conditions habituelles

πAW (e i tHMe−i tH) = e i tLπAW (M)e−i tL,

LΩAW = 0.
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On considère l’algèbre des observables

M =πAW (A )′′.

On désigne par ∆ et J l’opérateur modulaire et la conjugaison modulaire
associées à (M ,ΩAW ) et par π♯ la représentation anti-linéaire de M sur le
commutant M

′ définie par

π♯(A) = Jπ(A)J.

Nous avons d’abord.

Proposition B.1
Pour tout ( f , g ) ∈D2, nous avons :

WAW ( f )WAW (g ) = e−iIm( f ,g )/2WAW ( f + g );

(ΩAW ,WAW ( f )ΩAW ) = e− 1
4‖B f ‖2

;

[φAW ( f ),φAW (g )] = i Im( f , g )I;

WAW ( f )φAW (g )WAW ( f )∗ = φAW (g )− Im( f , g ) · 1.

La fonction à deux points satisfait

(ΩAW ,φAW ( f )φAW (g )ΩAW ) = 1

2

{(
(1+A) f , g

)
+

(
Ag , f )

}
. (B.11)

Démonstration
Nous avons

WAW (g )(X) = W((I+A)1/2g )XW(A1/2g )

WAW ( f )WAW (g )(X) = W((I+A)1/2 f )W((I+A)1/2g )X

W(A1/2g )W(A1/2 f )

= e−iIm
(

(I+A)1/2 f ,(I+A)1/2g )/2

W((I+A)1/2( f + g )
)
X

e−iIm
(

(A1/2 f ,A1/2g )/2W(A1/2( f + g )
)

= e−iIm
(

(I+A) f ,g )+(g ,A f )
)

/2W((I+A)1/2( f + g ))

XW(A1/2( f + g )
)
.

Mais

Im
(
(I+A) f , g )+(g , A f )

)
= 1

2i

(
(I+A) f , g )−(g , (I+A) f )+(g , A f )−(A f , g )

)

= 1

2i

(
( f , g )− (g , f )

)

= Im
(
( f , g )

)
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d’où :

WAW ( f )WAW (g )(X) = e−iIm(( f ,g ))/2WAW (( f + g ))(X).

ä

B.3.4 Relations CCR-AW. Fonctions à deux points

Introduisons quelques notations

aA ( f )X = a(
p

I+A f )X+Xa(
p

A f );

a∗
A

( f )X = a∗(
p

I+A f )X+Xa∗(
p

A f );

a♯
A

( f ) = JaA ( f )J (linéaire);

a∗♯
A

( f ) = Ja∗
A

( f )J (anti-linéaire).

De sorte que l’on ait classiquement

ΦA ( f ) = 2−1/2(aA ( f )+a∗
A

( f )) , Φ♯
A

( f ) = 2−1/2(a♯
A

( f )+a∗♯
A

( f )).

Utilisant les relations CCR de a et a∗, on obtient aisément les relations dites
CCR-AW pour aA et a∗

A
:

[aA ( f ), aA (g )] = 0 = [a∗
A

( f ), a∗
A

(g )];

[aA ( f ), a∗
A

(g )] = ( f , g )1;

[ΦA ( f ),ΦA (g )] = i Im( f , g )1;

e i tLa∗
A

( f )e−i tL = a∗
A

(e i t̟ f );

et les relations CCR-AW duales

[a♯
A

( f ), a♯
A

(g )] = 0 = [a∗♯
A

( f ), a∗♯
A

(g )];

[a♯
A

( f ), a∗♯
A

(g )] = ( f , g )1;

[Φ♯
A

( f ),Φ♯
A

(g )] = −i Im( f , g )1;

e i tLa∗♯
A

( f )e−i tL = a∗
A

(e i t̟ f ).

La dernière égalité résulte du fait que les opérateurs J et i L commutent.
Les deux représentations donnent des champs de Weyl indépendants grâce
aux relations

[aA ( f ), a♯
A

(g )] = 0 = [aA ( f ), a∗♯
A

(g )] , [ΦA ( f ),Φ♯
A

(g )] = 0.
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Les calculs des huits fonctions à deux points non nulles,

< ai
A

( f )a j
A

(g ) >= (ΩA , ai
A

( f )a j
A

(g )ΩA ) = Tr
(
(ΩA )∗ai

A
( f )a j

A
(g )ΩA

)
,

sont donnés pour tout (i , j ) ∈ {,∗,♯,∗♯}2 dans la proposition suivante. Ils uti-
lisent les propriétés de la théorie modulaire (la conjugaison modulaire J est
anti-unitaire, ∆zΩ=Ω, JΩ=Ω) ce qui permet d’obtenir.

Proposition B.2
Pour tous les éléments f et g de D et pour tout (i , j ) ∈ {,∗,♯,∗♯}2, alors

ai
A

( f )a j
A

(g )ΩAW

sont des éléments de Hr .
De plus, on a :

< aA ( f )a∗
A

(g ) >= ((I+A) f , g ) ; < a∗
A

( f )aA (g ) >= (Ag , f );

< a♯
A

( f )a∗♯
A

(g ) >= ((I+A)g , f ) ; < a∗♯
A

( f )a♯
A

(g ) >= (A f , g );

< aA ( f )a♯
A

(g ) >= (
p

A f ,
p

I+Ag ) ; < a∗
A

( f )a∗♯
A

(g ) >= (
p

I+Ag ,
p

A f );

< a♯
A

( f )aA (g ) >= (
p

Ag ,
p

I+A f ) ; < a∗♯
A

( f )a∗
A

(g ) >= (
p

I+A f ,
p

Ag ).

Tous les autres calculs sont nuls.

Démonstration
Puisque ΩAW = |Ω><Ω| , grâce à a(h)|Ω>= 0 nous avons, par exemple

aA (g )ΩAW = |Ω><Ω|a(
p

Ag )

puis tenant compte de [a(h), a∗(k)] = (h,k) · I, il vient en particulier

a(h)a∗(k)Ω= (h,k)Ω.

D’où :

a∗
A

( f )aA (g )ΩAW = a∗(
p

I+A f )|Ω><Ω|a(
p

Ag )

+ |Ω><Ω|a(
p

Ag )a∗(
p

A f )

= a∗(
p

I+A f )|Ω><Ω|a(
p

Ag )

+ |Ω>
(
|a(

p
A f )a∗(

p
Ag )Ω>

)∗

= a∗(
p

I+A f )|Ω><Ω|a(
p

Ag )

+ |Ω>
(
(
p

A f ,
p

Ag )|Ω>
)∗

= a∗(
p

I+A f )|Ω><Ω|a(
p

Ag )

+ (
p

Ag ,
p

A f )|Ω><Ω|.
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Ce qui donne le premier point et la seconde égalité

<a∗
A

( f )aA (g )>= (
p

Ag ,
p

A f ) = (Ag , f ).

Les autres égalités se traitent de la même façon. ä

B.3.5 Démonstration du théorème 2.3

En tenant compte de

e i tLr ΦA (α)e−i tLr =ΦA (e i tωα) , {Jr ,Lr } = 0, [Jr , i Lr ] = 0

et identifiant πs(A) à πs(A)⊗ I, il vient :

K2(πs(A)) =
∫∞

0
d t πs

(
τ−t

s (Q)
)
πs(A)πs(Q′)〈ΦA (α)ΦA (e i tωα′)〉

+
∫∞

0
d t πs(Q)πs(A)πs(τ−t

s (Q′))〈ΦA (e i tωα)ΦA (α′)〉

−
∫∞

0
d t πs

(
τ−t

s (Q)
)
πs

(
Q

)
)πs(A)〈ΦA (α)ΦA (e i tωα)〉

−
∫∞

0
d t πs(A)πs(Q′)πs(τ−t

s (Q′))〈ΦA (e i tωα′)ΦA (α′)〉.

Mais, pour tout M ∈Ms et pour tout µ ∈σ(Ls), on a :

M−µ = M∗
µ;

τt
s(M) =

∑

µ∈σ(Ls )

e i tµMµ.

Donc :

K2(πs(A)) =
∑
µ

(∫∞

0
d t h(t )e−i tµ

)
πs(Qµ)πs(A)πs(Q′)

+
∑
µ

(∫∞

0
d t h(−t )e i tµ

)
πs(Q)πs(A)πs(Q′

−µ)

−
∑
µ

(∫∞

0
d tc(t )e−i tµ

)
πs(Qµ)πs(Q)πs(A)

− πs(A)
∑
µ

(∫∞

0
d t c ′(t )e i tµ

)
πs(Q′)πs(Q′

−µ),

et pour tout (M,N) ∈M
2
s , on a :

e i tLsπs(M)πs(N)e−i tLs = πs(τt
s(M))πs(τt

s(N));

e−i tLsπs(A) = πs(τ−t
s (A))e−i tLs .
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Ainsi :
e i tLsK2e−i tLsπs(A) = e i tLsK2πs(τ−t

s (A))πs(A)e−i tLs ,

il en résulte, en estimant le premier terme de K
♯
2, que :

e i tLsπs(Qµ)πs(τ−t
s (A))πs(Q′)e−i tLs = πs(τt

s(Qµ))πs(A)πs(τt
s(Q′))

=
∑
ν

e i t (µ+ν)πs(Qµ)πs(A)πs(Q′
ν),

soit

lim
T→∞

1

2T

∫T

−T
d t e i tLsπs(Qµ)πs(τ−t

s (A))πs(Q′)e−i tLs =πs(Qµ)πs(A)πs(Q′
−µ).

Les trois autres termes de K
♯
2 se traitent de la même façon, ce qui permet

d’obtenir la décomposition désirée. ä

B.4 Ergodicité : preuve du théorème 2.4

Nous avons le résultat immédiat suivant.

Lemme B.5
Pour tout µ ∈σ(Ls), on a :

Q∗
µQµ =

∑
i , f

E f −Ei =µ

P f QPi QP f ;

QµQ∗
µ =

∑
i , f

E f −Ei =µ

Pi QP f QPi .

Il en résulte que H commute avec toute matrice de densité exprimée comme
une fonction de Hs .
La relation KMS donne

∀µ ∈σ(Ls) , e−βµ/2Q∗
µρe Qµ = ρe Q∗

µQµ.

Donc
L(ρe ) = 0,

où L = K
♯∗
.

Ainsi l’existence d’un état normal et Λ-invariant est obtenue. Ce qui prouve
la proposition 2.9.
Le début de la démonstration consiste à une série de résultats préliminaires.
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Les égalités remarquables suivantes :

∀µ ∈σ(Ls) , Qµ = lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

d t e−i tµ τt
s(Q);

∀t ∈R , τt
s(Q) = ∑

µ∈σ(Ls )
e i tµPµ(Q);

permettent d’obtenir.

Proposition B.3
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A ∈S ′ ;

(ii) ∀t ∈R : [A,τt
s(Q)] = [A,Q].

Donnons quelques résultats utilisés dans la suite.

Corollaire B.1
La famille (Tn)n≥1 d’opérateurs auto-adjoints définie par,

T1 = i [Hs ,Q] , Tn+1 = i [Hs ,Tn],

vérifie, pour tout A ∈S ′ :

(iii) ∀t ∈R ∀n ≥ 1 : [A,τt
s(Tn)] = 0 ;

(iv) ∀n ≥ 1 : [A,Tn] = 0.

Démonstration
On raisonne par récurrence sur n.
En dérivant (ii), on obtient [A,τt

s(T1)] = 0. Puis t = 0 donne donc [A,T1] = 0.
La relation,

[A,τt
s(Tn+1)] = d

d t

(
[A,τt

s(Tn)]
)
,

achève la preuve. ä

Corollaire B.2
La restriction de τs à S ′ est un C∗-automorphisme de S ′.
En particulier, on en déduit que les assertions suivantes :

(v) ∀A ∈S ′ ∀t ∈R ∀n ≥ 1 : [A,τt
s(Tn)] = 0 ;

(vi) ∀A ∈S ′ ∀n ≥ 1 : [A,Tn] = 0 ;

sont équivalentes.
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Démonstration
Seule la stabilité est à établir.
Soit A ∈S ′, en utilisant (ii), on a, pour tout (u, t ) ∈R

2 :

[τu
s (A),τt

s(Q)] = τu
s

(
[A,τt−u

s (Q)]
)

= τu
s

(
[A,Q]

)

= τu
s

(
[A,τ−u

s (Q)]
)

= [τu
s (A),Q)],

donc τu
s (A) ∈S ′.

Le second point résulte alors de l’identité :

∀A ∈S
′ ∀t ∈R ∀n ≥ 1 : [A,τt

s(Tn)] = τt
s

(
[τ−t

s (A),Tn].

ä

Lemme B.6
Sous l’hypothèse (H) ∀n ∃λn ∈R / PnQPn = λnPn, on a :

{Hs}′∩ {Q}′ = {Hs}′∩ {T1}′.

Démonstration
Il est clair que si A commute avec Hs et Q alors A commute avec toute fonction
de Hs et de Q, en particulier avec T1.
Inversement soit A commutant avec Hs et T1. L’identité de Jacobi,

[A, [Hs ,Q]]+ [Hs , [Q, A]]+ [Q,[A,Hs]] = 0,

donne [Hs , [Q, A]] = 0. Mais toute observable M qui commute avec Hs est de
la forme

M =
∑
n

PnMPn ,

puisque Pn[M,Hs]Pm = (Em −En)PnMPm alors :

A =
∑
n

Pn APn , [A,Q] =
∑
n

Pn[A,Q]Pn .

L’hypothèse (H) montre que Pn[A,Q]Pn = [A,PnQPn] = λn[A,Pn] = 0, d’où
[A,Q] = 0. ä
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Lemme B.7
Les hypothèses (H2) et (H3) impliquent :

{Hs}′∩ {QN}′ =C · 1

En particulier
{Hs}′∩ {Q}′ =C · 1

Démonstration
On a g (n) = 1, Pn = |n >< n|, pour tout n.
Soit A qui commute avec Hs et QN :

A =< 0|A|0 > |0 >< 0| +
∑

n≥1

< n|A|n > |n >< n|.

L’hypothèse (H2) donne, pour tout n 6= m, < n|A|n >=< m|A|m > car :

0 =< n|[A,QN]|m > = (< n|A|n >−< m|A|m >) < n|QN|m > .

D’où : A =< 0|A|0 > ·1.
L’inclusion,

{Hs}′∩ {Q}′ ⊂ {Hs}′∩ {QN},

établit le second point. ä
Remarquons que (H3) implique que (H) est satisfaite.
La fin de la démonstration du théorème 2.4 comporte les 6 étapes suivantes.
Étape 1. Soit A ∈S ′ alors A ∈C · 1, où :

A = lim
t→∞

1

2t

∫t

−t
dr τr

s (A) =
∑
n

< n|A|n > |n >< n|.

Comme τr
s (A) ∈S ′, le corollaire B.1 montre que [A,T1] = 0 de plus [A,Hs] = 0,

les lemmes précédents donnent le résultat annoncé.
Étape 2. ∀A ∈S ′ ∀n ∈N < n|A|n >=< 0|A|0 >.
En effet, pour tout n, < n|A|n >=< n|A|n >=< 0|A|0 >=< 0|A|0 >.
Étape 3. ∀A ∈S ′ ∀ρs = f (Hs), matrice de densité, on a

ωρs (A) =< 0|A|0 >,

où
ωρs (M) = tr(ρsM) =

∑
f (En) < n|M|n > .

En effet :

ωρs (A) =
∑

f (En) < n|A|n >=
(∑

f (En)
)
< 0|A|0 >= 1×< 0|A|0 > .
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Étape 4. Soient A et B deux éléments de S ′, pour tout γ> 0 et pour tout
entier n, il vient :

∑

k

e−γ(Ek−En ) < n|A|k >< k|B|n >=< n|BA|n > . (B.12)

Soit ωγ l’état défini par

ωγ(M) = Z−1
γ tr(e−γHs M) , Zγ = tr(e−γHs ),

c’est un (τs ,γ)-KMS état, alors on sait (voir par exemple[BR2]) qu’il existe
une fonction FA,B à valeurs complexes, analytique dans

Dγ = {z : z ∈C : 0 < Im(z) < γ},

bornée et continue dans Dγ et vérifie :

∀t ∈R , FA,B(t ) = ωγ(Aτt
s(B));

FA,B(t + iγ) = ωγ(τt
s(B)A).

En particulier, la condition aux bords s’écrit :

FA,B(iγ) =ωγ(Aτ
iγ
s (B)) =ωγ(BA).

De l’étape 3), il en résulte que cette égalité donne pour tout entier n :

< n|Aτiγ
s (B)|n >=< n|BA|n >,

soit ∑

k

e−γ(Ek−En ) < n|A|k >< k|B|n >=< n|BA|n > .

Étape 5. ∀A ∈S ′ , ∀k ≥ 1 =⇒ < 0|A|k >= 0.
L’égalité (B.12) donne en choisissant n = 0 :

< 0|A|0 >< 0|B|0 >+
∑

k≥1

e−γ(Ek−E0) < 0|A|k >< k|B|0 >=< 0|BA|0 > .

De Ek −E0 ≥ E1 −E0 > 0, pour tout k ≥ 1, il vient par l’inégalité de Cauchy-
Schwarz :∣∣∣ ∑

k≥1
e−γ(Ek−E0) <0|A|k><k|B|0>

∣∣∣
2
≤ e−2γ(E1−E0)

( ∑
k≥1

| <0|A|k> |2
)

×
( ∑

k≥1
| < k|B|0 > |2

)

≤ e−2γ(E1−E0) <0|AA∗|0><0|BB∗|0> .
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En faisant tendre γ vers +∞, on obtient :

< 0|A|0 >< 0|B|0 >=< 0|BA|0 > .

Donc de l’étape 2), il en résulte :

∀n ∈N , < n|A|n >< n|B|n >=< n|BA|n > .

En choisissant B = A∗, | < 0|A|0 > |2 =< 0|A∗A|0 >, il vient :
∑

k≥1

e−γEk | < 0|A|k > |2 = 0.

D’où : < 0|A|k >= 0, pour tout entier k ≥ 1.
Étape 6. ∀A ∈S ′ , ∀(k,n),k 6= n =⇒< n|A|k >= 0.
Soit B = A∗, | < n|A|n > |2 =< n|A∗A|n >.
La relation (B.12) donne

∑

k≥1

e−γ(Ek−En )| < n|A|k > |2 = | < n|A|n > |2

soit
∑

k≥1,k 6=n
e−γ(Ek−En )| < n|A|k > |2 = 0.

D’où :
∀(k,n), k 6= n =⇒ < n|A|k >= 0.

Ainsi :

A =
∑

n,k

< n|A|k > |n >< k|

=
∑
n

< n|A|n > |n >< n|

= < 0|A|0 >
∑
n

|n >< n| =< 0|A|0 > ·1.

ä



Annexe C

Annexe du chapitre 3

C.1 Preuve du théorème 3.3

Elle comporte plusieurs étapes.
On effectue le calcul de Kv avec l’expression ci-dessus de U.
avec l’hypothèse,

f̄ g = h̄k,

qui est réalisée pour les deux cas particuliers considérés de sorte que l’on ait :

d(t ) = c(t ).

Les fonctions à deux points non nulles intervenant dans le calcul de αt
µ(U)

sont obtenues grâce à la proposition B.2 :

a(t ) = <Ωr |aA ( f )a
♯
A

(e i tωh)+a∗
A

(g )a∗♯
A

(e i tωk)|Ωr >

= 1

2

∫√
̺(1+̺)

(
f̄ h e i tω+ k̄g e−i tω

)
;

b(t ) = <Ωr |a♯
A

(h)aA(e i tω f )+a∗♯
A

(k)a∗
A

(e i tωg )|Ωr >
= a(−t );

c(t ) = <Ωr |aA ( f )a∗
A(e i tωg )+a∗

A
(g )aA (e i tω f )|Ωr >

= 1

2

∫
f̄ g

(
(1+̺)e i tω+̺e−i tω

)
;

d(t ) = <Ωr |a♯
A

(h)a
∗♯
A

(e i tωk)+a∗♯
A

(k)a♯
A

(e i tωh)|Ωr >

= 1

2

∫
k̄h

(
(1+̺)e−i tω+̺e i tω

)
.

L’hypothèse
f̄ g = h̄k,
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fournit alors une première décomposition de K
µ
v , soit :

K
µ
v =

∑
ν

(∫+∞

0
d t e−t0 a(t )e−i t (µ−ν)

)
1s
µπs(Q)1s

νπ
♯
s(Q′)1s

µ

+
∑
ν

(∫+∞

0
d t e−t0 a(−t )e−i t (µ−ν)

)
1s
µπ

♯
s(Q′)1s

νπs(Q)1s
µ

−
∑
ν

(∫+∞

0
d t e−t0 c(t )e−i t (µ−ν)

)
1s
µπs(Q)1s

νπs(Q)1s
µ

−
∑
ν

(∫+∞

0
d t e−t0 d(t )e−i t (µ−ν)

)
1s
µπ

♯
s(Q′)1s

νπ
♯
s(Q′)1s

µ.

Une seconde façon d’exprimer cet opérateur est d’utiliser les propriétés spec-
trales de Ls , d’où :

1s
µ e−i tLs πs(Q)e i tLs π

♯
s(Q′)1s

µ = 1s
µπs(e−i tHs Qe i tHs )π

♯
s(Q′)1s

µ

=
∑
ν

e−i tν1s
µπs(Qν)π

♯
s(Q′)1s

µ;

Qν =
∑
n,m

En−Em=ν

PnQPm

et

1s
µπs(Qν)π

♯
s(Q′)1s

µ = 1s
µ

{
lim

T→∞

1

2T

∫T

−T
d t e i tLsπs(Qν)π

♯
s(Q′)e−i tLs

}
1s
µ

= 1s
µ

{
lim

T→∞

1

2T

∫T

−T
d t πs(e i tHs Qνe−i tHs )

π
♯
s(e i tHs Q′e−i Hs )

}
1s
µ

= 1s
µ

{
πs(Qν)π

♯
s(Q′

ν)
}

1s
µ.

On a utilisé les égalités suivantes :

e i tHs Aνe−i tHs = e i tνAν , π♯(λB) = λ̄π♯(B)

et de même, mais en utilisant que la linéarité de π :

1s
µπs(Qν)πs(Q)1s

µ = 1s
µ

{
lim

T→∞

1

2T

∫T

−T
d t e i tLsπs(Qν)πs(Q)e−i tLs

}
1s
µ

= 1s
µ

{
πs(Qν)πs(Q−ν)

}
1s
µ.
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D’où le calcul de K
µ
v est :

K
µ
v = 1s

µ

{∑
ν

(∫+∞

0
d t e−t0 a(t )e−i tν

)
πs(Qν)π

♯
s(Q′

ν)
}

1s
µ

1s
µ

{∑
ν

(∫+∞

0
d t e−t0 a(−t )e i tν

)
π
♯
s(Q′

ν)πs(Qν)
}

1s
µ

−1s
µ

(∑
ν

(∫+∞

0
d t e−t0 c(t )e−i tν

)
πs(Qν)πs(Q−ν)1s

µ

−1s
µ

(∑
ν

(∫+∞

0
d t e−t0 d(t )e i tν

)
π
♯
s(Q′

ν)π
♯
s(Q′

−ν)1s
µ.

Utilisant la relation

lim
ε↓0

1

x ± iε
=VP(x−1)∓ iπδ(x),

et par la transformation de Hilbert, il vient :

∫+∞

0
d t c(t )e−i tν = 1

2
ĉ(ν)− i sc (ν)

et ∫+∞

0
d t d(t )e i tν = 1

2
ĉ(ν)+ i sc (ν),

où

ĉ(ν) = πν2

2

eβν/2

|sinh(βν/2)|
‖ f (|ν|·)‖2

S2

‖ f (|ν|·)‖2
S2 =

∫

S2
dσ(k̂) | f (|ν|k̂)|2.

Alors, on obtient :

â(ν) =
{

ĉ(ν) , cas 2 ;

e−νβ/2ĉ(ν) , cas 1 .

Ce qui donne :

K
µ
v = 1s

µ

{∑
ν

â(ν)πs(Qν)π
♯
s(Q′

ν))
}

1s
µ

−1s
µ

{1

2

∑
ν

ĉ(ν)
(
πs(Qν)πs(Q−ν)+π

♯
s(Q′

ν)π
♯
s(Q′

−ν)
}

1s
µ

+i 1s
µ

{∑
ν

sc (ν)
(
π
♯
s(Q′

ν)π
♯
s(Q′

−ν)−πs(Qν)πs(Q−ν)
)}

1s
µ.
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Comme ρ commute avec Hs alors :

Q′
νQ′

−ν = QνQ−ν.

En effet, on a :

QνQ−ν =
∑

k,l ;k′,l ′
Ek−El =ν=E

k′ −E
l ′

Pk QPl Pl ′QPk ′

=
∑
k,l

Ek−El =ν

Pk QPl QPk .

Ainsi ces résultats permettent d’obtenir les opérateurs K
j
v , j = 1,2, pour les

deux cas considérés :

K1
v =

∑
ν

ĉ(ν)e−βν/2πs(Qν)π
♯
s(Qν)

− 1

2

∑
ν

ĉ(ν)
(
πs(Qν Q∗

ν)+π
♯
s(Qν Q∗

ν)
)

+ i
∑
ν

sc (ν)
(
π
♯
s(Qν Q∗

ν)−πs(Qν Q∗
ν)

)
;

K2
v =

∑
ν

ĉ(ν)πs(Qν)π
♯
s(ρ1/2Qνρ

−1/2)

− 1

2

∑
ν

ĉ(ν)
(
πs(Qν Q∗

ν)+π
♯
s(QνQ∗

ν)
)

+ i
∑
ν

sc (ν)
(
π
♯
s(QνQ∗

ν)−πs(Qν Q∗
ν)

)
.

D’où le résultat. ä



Annexe D

Annexe du chapitre 4

D.1 Algèbre de von Neumann Φ

• Preuve de la proposition 4.1

Soit Vt = U∗(t )U0(t ) et Wt = U∗(t )Ur (t ), ainsi

ρ(t ) = V∗
t ρ(0)Vt , z(t ) = W∗

t z(0)Wt

nous obtenons à l’aide des conditions habituelles (4.1)

∂

∂t
Vt = i Vtφt Qt ,

∂

∂t
Wt = i Wt (Hs(t )+Qφt )

On utilise le lemme suivant.

Lemme D.1
Soit (Pt )t ) un propagateur unitaire tel que :

∂

∂t
Pt = i Pt Ft (φt ),

avec
∀(s, t ) , [Ft (φt ),φs] = 0.

Alors, nous avons
∀(s, t ) , [Pt ,φs] = 0.

Démonstration du lemme
On a

Pt = I+
∑

n≥1

P(n)
t ,

avec

P(n)
t = i n

∫

t>tn>···>t1>0
d tn . . . t1Ftn (φtn ) . . .Ft1 (φt1 ).
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L’hypothèse [Fu(φu),φs)] = 0 implique [P(n)
t ,φs] = 0, pour tout (s, t ) d’où

[Pt ,φs] = 0. ä
Ainsi, il vient :

∀(s, t ) , [Vt ,φs] = 0, [Wt ,φs] = 0;

puisque z(0) = ρ(0) = ρ⊗ 1r commute avec φs , il en résulte

[ρ(t ),φs] = 0, [z(t ),φs] = 0.

ä

• Théorème de Minlos-Bochner

(On précise la forme que l’on utilise dont les références peuvent être les
livres [HI2] et [GV].)

Théorème D.1 (Minlos-Bochner)
Soit E un espace dénombrablement hilbertien nucléaire de dual E′ tel qu’il
existe un espace hilbertien H vérifiant :

E ⊂ H ⊂ E′,

où les injections sont continues et d’images denses.
La famille des normes hilbertiennes associées à E est notée (|| · ||n)n∈N et la
dualité entre E et E′ est notée ϕ( f ) pour f ∈ E et ϕ ∈ E′.
Soit une application caractérisique C : E 7−→ C qui satisfait les conditions
suivantes ;

– f 7−→ C( f ) est continue en norme || · ||n, pour tout n ;
– C est définie positive : pour tout f , . . . , fn de E et z1, . . . , zn de C, on a

∑

k,l

z̄k zl C( fk − fl ) ≥ 0;

– C(0) = 1.
Alors il existe une unique mesure de probabilité µ sur (E′,B) telle que :

∀ f ∈ E , C( f ) =
∫

E′
dµ(ϕ)e iϕ( f ).

Rappelons une description de la tribu B.
Etant donné un borélien de B de R

n, pour f1, . . . , fn des éléments de E, on
note C( f1, . . . , fn ;B) l’ensemble cylindrique :

C( f1, . . . , fn ;B) ≡
{
ϕ ∈ E′/(ϕ( f1), . . . ,ϕ( fn)

)
∈ B

}
.
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La collection des ensembles cylindriques basés sur un sous espace vectoriel
de dimension finie F de E (les f j ∈ F) forme une tribu notée UF.
U , leur union

U ≡
⋃
F⊂E

di m(F)<∞

UF,

est une algèbre de parties de E′ et B est la plus petite tribu contenant U .

• Décomposition spectrale simultanée

(On propose dans ce paragraphe une autre méthode, plus théorique, pour
obtenir un processus gaussien stationnaire associé à la famille (e iφt )t∈R.)

Le résultat de Dixmier (prop.4 page 116 [DIX1]ou [DL] Spectre des opé-
rateurs, volume 5 ), portant sur l’existence d’une mesure spectrale basique
bornée d’une C∗-algèbre commutative, s’applique à toute C∗-algèbre conte-
nue dans B(H) puisque H est séparable.
On rappelle dans ce qui suit une telle construction.
On désigne par A la C∗-algèbre commutative engendrée par la famille d’opé-
rateurs bornés et normaux (e iφt )t∈R.
De plus A contient l’identité I ( car e iφt (e iφt )∗ = I).
Alors son spectre Z (ensemble des caractères χ non identiquement nuls,
χ(I) = 1), c’est un compact pour la topologie faible ∗ et C0(Z) est une C∗-
algèbre commutative.
On sait alors que l’application,

Z ∋ χ 7−→ (χ(e iφt ))t∈R ∈C
R,

est un homéomorphisme de Z sur son image, appelée le spectre simultané de
la famille Φ.
La transformation de Gelfand

G :

{
A 7−→ C0(Z)

A 7−→G A ,
(
G A)(λ) = λ(A) ,∀λ ∈ Z

)
,

est un isomorphisme de la C∗-algèbre commutative A sur la C∗-algèbre com-
mutative C0(Z).
On note T =G

−1.
Pour x et y dans H, l’application f ∈ C0(Z) 7−→ (x,T f y) ∈ C est une forme
linéaire continue, il existe une et une seule famille de mesures bornées νx,y

telle que :

(x,T f y) =
∫

f (λ)dνx,y (λ) ≡ νx,y ( f ).
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Une mesure positive ν sur Z est basique pour A si elle vérifie :
toute partie de Z est localement ν-négligeable si et seulement si elle est νx,x-
négligeable pour tout x de H.
Comme A ⊂L (H) et H séparable alors il existe une mesure bornée et basique
pour A , notée désormais ν. Elle domine νx,x et par polarisation, on en déduit
qu’il existe (x, y) 7→ a(λ; x, y) la forme sesquilinéaire hermitienne définie sur H
telle que :

∀ f ∈ C0(Z) , (x,T f y) =
∫

Z
f (λ)a(λ; x, y)ν(dλ).

On sait alors que T se prolonge en un morphisme isométrique de C∗-algèbres
commutatives de L

∞
C

(Z;ν) dans B(H) qui est continu lorsque L
∞
C

(Z;ν) est muni
de la topologie faible ∗ et B(H) est muni de la topologie faible des opérateurs
et satisfaisant :

∀ f ∈ L
∞
C

(Z;ν) , ∀(x, y) ∈L(H)2 , (x,T f y) =
∫

Z
f (λ)a(λ; x, y)ν(dλ).

De plus, puisque I ∈A alors {Ax, A ∈A , x ∈H} est dense dans H, l’image de
T, notée a, est l’algèbre de von Neumann commutative engendrée par A .
Ainsi T réalise un isomorphisme isométrique de L

∞
C

(Z;ν) sur a.
Pour A ∈ B(Z), ( tribu borélienne de Z), on note E(A) = Tχ

A
∈ a ⊂ L(H), χA

étant la fonction indicatrice de l’ensemble A, on a :

∀(A,B) ∈B(Z)2 , A ⊂ B ⇐⇒ E(A)E(B) = E(A),

A∩B =; ⇐⇒ E(A)E(B) = 0,

∀(x, y) ∈L(H)2∀(A,B) ∈B(Z)2 , (x,E(A)y) =
∫

A
a(λ; x, y)ν(dλ).

Ainsi :

E(dλ)E(dλ′) = δ(λ−λ′)E(dλ),

∀A ∈B(Z) , E(A) =
∫

A
E(dλ).

Proposition D.1
Il existe un processus unique (ϕt ) tel que :

ϕt ∈ C0(Z) , Teiϕt = e iφt ;

et

ϕt (λ) ∈ R (carφ∗
t =φt ),

φt =
∫

ϕt (λ)E(dλ), (D.1)

e iφt =
∫

e iϕt (λ)E(dλ).
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On dira que (D.1) est la décomposition spectrale de φt .

La preuve utilise essentiellement les propriétés de T et de G .
On obtient.

Théorème D.2
La mesure µ(dλ), définie par

µ(dλ) ≡ωr (E(dλ)) = a(λ;Ω,Ω)ν(dλ) ,

est une mesure de probabilité sur Z.
Le processus (ϕt )t∈R est un processus gaussien centré, stationnaire de cova-
riance γ= 1

2
·Γ

Démonstration
µ est en effet une mesure positive sur Z et puisque T1 = I, on a :

µ(Z) =
∫

Z
a(λ;Ω,Ω)ν(dλ) =<Ω|Ω>= 1.

Soient u1,u2, . . . ,un et t1, t2, . . . , tn des nombres réels, les propriétés de mor-
phisme de T donnent

T n∑
k=1

ukϕtk

=
n∑

k=1

ukφtk

= φ
( n∑

k=1

uk e i tkωh
)
.

D’où :

Eµ

[
exp

{
i

n∑

k=1

ukϕtk

}]
= <Ω|e iφ(

∑n
k=1

uk ei tkωh)|Ω>

= exp
{
− 1

4

∥∥∥
n∑

k=1

uk e i tkωh
∥∥∥

2}

= exp
{
− 1

4

n∑

k,l=1

uk ulΓ(tk − tl )
}

.

Ce qui établit que la variable aléatoire
n∑

k=1
ukϕtk

est une variable aléatoire

gaussienne centrée et de covariance 1
2
Γ.

De plus, cette dernière égalité assure que (ϕt1
, . . . ,ϕtn

) et (ϕt1+s , . . . ,ϕtn+s ) ont
la même loi d’où la stationarité du processus.
En particulier, on a :

Eµ[ϕt ] = 0, Eµ[ϕtϕs ] = γ(t − s).

ä
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D.2 Preuve du théorème 4.4

Ainsi

Xt =
r∑

l=1

nl∑

k=0

ak,l

∫t

−∞
(t −u)k e−zl (t−u)dBu

puis prenant la partie réelle de
p

2Xt , on obtient une première décomposition
matricielle de ϕt :

ϕt =
r∑

l=1

nl∑

k=0

uk,l ×Mt (k, l )

= A×Mt (D.2)

où les processus matriciels uk,l et Mt (k, l ) sont donnés par

σl (t ) ≡
(
cos(µl t ) sin(µl t )

sin(µl t ) −cos(µl t )

)

Wt ≡
(
B1

t

B2
t

)

Mt (k, l ) ≡
∫t

−∞
(t −u)k e−λl (t−u)σl (t −u)dWt , 0 ≤ k ≤ nl

uk,l ≡
(
Re(ak,l ),Im(ak,l )

)
.

Et, pour chaque l , 1 ≤ l ≤ r :

A(l ) =
(
Re(a0, l ),Im(a0,l ), . . . ,Re(anl ,l ),Im(anl ,l )

)
∈M1,2nl+2 ,

A =
(
A(1), . . . , A(r )

)
∈M1,2N, car

r∑

l=1

(2nl +2) = 2N

Mt (l ) =




Mt (0, l )
...

Mt (nl , l )


 ∈M2nl+2,1 ,

Mt =




Mt (1)
...

Mt (r )


 ∈M2N,1.

On ne peut pas vérifier directement que (Mt ) satisfait à une équation diffé-
rentielle stochastique à cause de la dérivation des termes σl .
Considérons donc les processus qui interviennent lors de la dérivation de M

ρl (t ) =
(
−sin(µl t ) cos(µl t )

cos(µl t ) sin(µl t )

)
,

Nt (k, l ) =
∫t

−∞
(t −u)k e−λl (t−u)ρl (t −u)dWt , 0 ≤ k ≤ nl ,
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et

Nt (l ) =




Nt (0, l )
...

Nt (nl , l )


 ∈M2nl+2,1

Nt =




Nt (1)
...

Nt (r )


 ∈M2N,1.

On pose

Yt (l ) =




Mt (0, l )

Nt (0, l )
...

Mt (nl , l )

Nt (nl , l )



∈M4nl+4,1 , Yt =




Yt (1)
...

Yt (r )


 ∈M4N,1.

Ainsi, l’élément B(l ) de M1,4nl+4,

B(l ) =
(
Re(a0,l ),Im(a0,l ),0,0,Re(a1,l ),Im(a1,l ), . . . ,Re(anl ,l ),Im(anl ,l ),0,0

)
,

vérifie, pour tout l ,
B(l )×Yt (l ) = A(l )×Mt (l ).

Par suite, l’élément
B =

(
B(1), . . . ,B(r )

)
∈M1,4N

permet d’obtenir une seconde décompositon matricielle de ϕt :

ϕt = B×Yt . (D.3)

On montre dans la suite que (Yt )t satisfait une équation différentielle stochas-
tique en utilisant la propriété suivante :
si (x, y) 7−→ f (x, y) est une fonction L

2(R2) déterministe alors

d
(∫t

−∞
f (t , s)dWs

)
=

(∫t

−∞

∂ f

∂x
(t , s)dWs

)
d t + f (t , t )dWt .

Ainsi, il vient :





dMt (k, l ) = −λl Mt (k, l )d t +kMt (k −1, l )d t

+µl Nt (k, l )d t +0kσl (0)dWt ,

dNt (k, l ) = −λl Nt (k, l )d t +kNt (k −1, l )d t

−µl Mt (k, l )d t +0kρl (0)dWt .
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Considérons les matrices définies par blocs ;

∆l =
(
−λl I2 µl I2

−µl I2 −λl I2

)
, I2 =

(
1 0

0 1

)
, J =




1 0

0 −1

0 1

1 0


 ,

et aussi

∆̃l =




∆l 0

I4 ∆l

2I4 ∆l

(
0
)

. . . . . . . . .(
0
) . . . . . . . . .

nl I4 ∆l




∈M4nl+4

et

J̃l =
(

J

0

)
∈M4nl+4,2 ,

et les matrices constituées par blocs

∆=




∆̃1 0

0 ∆̃2

. . . . . .
(
0
)

(
0
) . . . . . .

0 ∆̃r



∈M4N , Γ=




J̃1

J̃2
...

J̃r



∈M4N,2.

Alors, selon la théorie classique (voir par exemple [ARN]) des équations dif-
férentielles stochastiques, on obtient :

dYt =∆Yt d t +ΓdWt .

En outre, on peut conclure grâce à la proposition suivante.

Proposition D.2
Le processus (Yt )t ,

ϕ ∈S
′ 7−→ Yt (ϕ) ∈R

4N,

vérifie l’équation différentielle stochasique :

dYt =∆Yt d t +ΓdWt . (D.4)
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(Yt )t∈R est un processus de Markov de générateur L donné explicitement par :

L =
4N∑

k=1

(∆x)
k

∂

∂xk

+ 1

2

4N∑

i , j=1

(ΓΓT)
i , j

∂2

∂xi∂x j
; (D.5)

et le groupe Tt = e tL vérifie en particulier :

E [ f (Yt )|Ys] = Tt−s f (Ys).

Par suite, si µt désigne la loi de Yt , alors la propriété markovienne implique

∀(s, t ) , s ≤ t : µsTt−s =µt .

Soit LT l’adjoint de L par rapport à la mesure de Lebesgue sur R
4N
, alors on

a :

LT =−
4N∑

k=1

∂

∂xk

(
(∆x)

k
·
)
+ 1

2

4N∑

i , j=1

(ΓΓT)
i , j

∂2

∂xi∂x j
.

Si le processus de Markov (Yt )t admet une mesure de probabilité invariante
µ0 (d x) sur R

4N
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur

R
4N

alors la densité p est solution de l’équation Fokker-Planck stationnaire :

LTp = 0.

Ainsi :

∀t , µ0Tt = µ0;(
(1;Tt f )µ0 = (1; f )µ0

)
.

Si L∗ désigne l’adjoint de L par rapport à la mesure µ0 (d x) alors, on a :

L∗ = p−1LTp (D.6)
(
(L∗ f )(x) = p−1(x)LT(p × f )(x))

)
.

Ce qui achève la preuve. ä
Commentaire sur l’existence d’une mesure invariante.
Si les conditions (I.1) et (I.2) suivantes sont satisfaites alors Y admet une
mesure inavriante µ0,

µ0(d x) = p(x)d x , LTp = 0.

(I.1) Il existe une fonction x 7−→ f (x) de classe C2 telle que

lim
Rր+∞

(
sup
‖x‖>R

(L f )(x)
)
=−∞.

On dit que la solution Y n’explose pas.
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(I.2) Il existe une fonction (x, t ) 7−→ g (x, t ), de classe C2 en x et de classe C1

en t et il existe α> 0 tel que

∀(x, t ) , ∂t g (x, t )+ (Lg )(x, t ) ≤ αg (x, t ).

Et

lim
Rր+∞

(
inf
‖x‖>R

t>0

g (x, t )
)
= 0.

D.3 Équation de ρt

• Démonstration du lemme 4.4

Soit t > 0. On a, par la transformation de Fourier :

x

x2 + t 2
=

∫

R

d p

2π
Ft (p)e i px ,

où la transformée de Fourier de x 7→ x
x2+t 2 se calcule par la méthode des

résidus et on trouve :

Ft (p) =πe−|p|t .

Posons :

Nε(p) = 1

2πε2
F 1

ε
(p).

Alors, il vient :

φε
t =

∫

R

d p Nε(p)e i pφt ; (D.7)

et

ϕε
t =

∫

R

d p Nε(p)e i pϕt .

Comme π est continue alors c’est un ∗-homomorphisme d’algèbres de von
Neumann de Φ dans B(L2(S ′)), donc π est σ-faiblement continue (théorème
2-4-23 de [BR1]). L’intégrale (D.7) peut être considérée comme une limite
σ-faible d’une somme de Riemann, ce qui permet d’obtenir finalement :

π(φε
t ) =ϕε

t .

ä



D.3 Équation de ρt 191

Remarque D.1
Sous la forme intégrale, le problème de Cauchy (4.24) s’écrit :

∀t ≥ 0, ρεt = ρ0 +
∫t

0
d sφε

s Ls(ρεs ).

Puisque ‖Qt‖ ≤ ‖Q‖ alors ‖Lt‖ ≤ 2‖Q‖ ≡ C.
De plus Q∗

t = Qt implique L ∗
t (ρ) =Lt (ρ∗) ce qui montre que (ρεt )∗ est solution

du problème de Cauchy (4.24).
L’égalité ρ0 = ρ∗0 et l’unicité de la solution donnent (ρεt )∗ = ρεt , pour tout t ≥ 0.
En fait, on peut montrer directement que ρεt est une matrice de densité dans
Hs ⊗Hr en remarquant que :

ρεt = U∗
0 (t )Uε(t )(ρ⊗ 1r )(Uε)∗(t )U0(t );

où (Uε(t ))t∈R est la famille de propagateurs qui correspond à l’hamiltonien
Hε(t ) :

Hε(t ) = Hs(t )+Hr +Q⊗φε(h), φε(h) ≡φ(h)(1+ε2φ2(h))−1.

• Démonstration du lemme 4.5

Le premier point provient de la théorie des probabilités , car le processus
(ϕt )t admet des moments à tout ordre ; en particulier l’inégalité de Chebycheff
suffit ici.
On a l’égalité, valable pour tout t ≥ 0 ;

ρεπ(t )−ρε
′
π (t ) =

∫t

0
d s (ϕε

s −ϕε′
s )Ls(ρεπ(s))+

∫t

0
d sϕε′

s Ls(ρεπ(s)−ρε
′
π (s)).

Mais, nous avons :

‖Ls(ρεπ(s))‖1 ≤ ‖Ls‖‖ρεπ(s))‖1 ≤ 2‖Q‖, |ϕε′
s | ≤ |ϕs |.

On rappelle que ϕ ∈S ′ 7−→ϕs ∈R.
Donc, on obtient, pour tout 0 ≤ t < τ :

E
[
χΩ

R,τ
‖ρεπ(t ))−ρε

′
π (t ))‖1

]
≤ 2‖Q‖×‖ϕε−ϕε′‖L1([0,t ]⊗S ′,d s⊗dµ)

+R

∫t

0
d s E

[
χΩ

R,τ
‖ρεπ(s))−ρε

′
π (s))‖1

]
.

Le lemme de Gronwall donne :

E
[
χΩ

R,τ
‖ρεπ(t ))−ρε

′
π (t ))‖1

]
≤ 2‖Q‖‖ϕε−ϕε′‖L1([0,τ]⊗S ′,d s⊗dµ) ×eRτ.
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De
|ϕε

s −ϕε′
s | ≤ 2|ϕs |, |ϕs | ∈ L

1([0,τ]⊗S
′,d s ⊗dµ),

et |ϕε
s −ϕε′

s | tend vers zéro evec ε et ε′ µ-presque sûrement car lim
ε→0

ϕε
s = ϕs ,

alors le théorème de la convergence dominée donne :

lim
ε→0
ε′→0

‖ϕε−ϕε′‖L1([0,τ]⊗S ′,d s⊗dµ) = 0.

Il en résulte que la quantité ∆τ(ε,ε′),

∆τ(ε,ε′) ≡ ‖ϕε−ϕε′‖L1([0,τ]⊗S ′,d s⊗dµ),

vérifie
lim
ε→0
ε′→0

∆τ(ε,ε′) = 0.

ä
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tems, 16 juin-4 juillet 2003.

[FR2] FAGNOLA F. et REBOLLEDO R., A view on stochastic differen-
tial equations derived quantum optics, Aportaciones Matematicas, Soc.
Mat. Mexicana, 14, p. 193-214, 1998.

[F1] FRIGERIO A., Stationary states of quantum dynamical semigroups,
Comm. Math. Phys., 63, p. 269-276, 1978.

[F2] FRIGERIO A., Quantum dynamical semigroups and approch to equili-
brium, Lett. Math. Phys. 2, p. 79-87, 1977.

[FGKV] FRIGERIO A., GORINI V., KOSSAKOWSKI A. et VERRI M.,
Quantum detailed balance and KMS condition, Comm. Math. Phys.,
57, p. 97-110, 1977.

[HI1] HIDA T., Canonical representations of Gaussian processes and their
applications, Memoirs of the College of Science, University of Kyoto,
Series A, 33, p. 105-155, 1960.

[HO] HOWLAND J.S., The Livsic matrix in perturbation theory, Jour. Math.
Anal. and Appl., 50, p. 415-437, 1975.
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Ann. Inst. H.P., Phys. Théor., 67, n°4, p. 425-445, 1997.
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rique, Masson , Vol. 1 à Vol. 9, 1988.
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[MES] MESSIAH A., Mécanique quantique, Dunod, Vol. 2, New Edition
1995.

[MEY] MEYER P.-A., Quantum probability for probabilists, Lect. Notes in
Math., 1538, Spinger-Verlag Berlin Heidelberg New York, Second Edi-
tion , 1995.

[NEU] Von NEUMANN J., Les fondements mathématiques de la mécanique
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Spin-Boson, 65
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théorème de - sur le couplage faible,

4

Equation

-NPRZ, 24
Equilibre

retour à l’-, 36
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RÉSUMÉ
Quelques systèmes quantiques ouverts sont étudiés par la récente théorie des
systèmes dynamiques. Un système est couplé à un réservoir, une équation
de Volterra dirige son évolution. La limite faible conduit aux résultats mar-
koviens de Davies introduisant les opérateurs de Davies et de Van Hove,
calculés formellement. Le semi-groupe de générateur de Davies agit sur les
observables du système. On précise des conditions à la complète positivité
satisfaites par les modèles connus. Une méthode explicite résout l’équation
mâıtresse pour un système, formé d’oscillateurs harmoniques, et donne le
retour rapide vers l’équilibre. La formule de Feshbach relie la résolvante pro-
jetée du liouvillien au générateur de Davies. Des hypothèses spécifiques d’un
champ bosonique génèrent des processus gaussiens stationnaires représentés
à l’aide d’un mouvement brownien complexe. L’existence d’une mesure inva-
riante prouve l’évolution markovienne de la matrice de densité du système.
ABSTRACT
Some open quantum systems are studied with the recent dynamical systems
theory. Volterra equation drives the dynamics of a system interacting with a
reservoir. Davies had proven markovian results in the weak limit. Davies ge-
nerator and Van Hove operator are strictly defined and computed for classical
models. A completely positive semigroup acting on the observables of the sys-
tem is given by its generator-Davies generator. We give conditions to obtain
the complete positivity which are satisfied by the standard models. A direct
method solves the master equation for a system of harmonic oscillators. We
establish relaxation to a steady state which turns out to be an equilibrium
state. Feshbach formula links up the resolvent of the liouvillean and Davies
generator of the system. Under specific assumptions on the bosonic field, we
build a stationary Gaussian process. The dynamics of the density matrices
of the system can turned out Markovian if an invariant measure exists.

OPEN QUANTUM DYNAMICAL SYSTEMS

MOTS-CLES
Algèbres de von Neumann. Liouvilliens. Processus gaussiens stationnaires.
Systèmes quantiques ouverts. Mécanique statistique. Retour à l’équilibre et
états stationnaires. Décomposition spectrale.

KEY WORDS
Von Neumann algebras. Liouvilleans. Stationary Gaussian Processes. Open
quantum systems. Equilibrium states. Spectral decomposition. Statistical me-
chanics.
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