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Chapitre 1.

Introduction

La thématique de cette thése est ’étude de méthodes stochastiques en dynamique mo-
léculaire. La dynamique moléculaire, et plus généralement la modélisation moléculaire,
sont des domaines en pleine expansion faisant apparaitre de grandes difficultés ma-
thématiques : grandes dimensions et fortes différences d’échelles de temps notamment.
Nous avons traité plus particuliérement dans cette thése deux questions : I'interprétation
probabiliste de I’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire qui décrit le potentiel élec-
trostatique d’un systéme moléculaire, et la question de la détection des variables lentes
et rapides d’une dynamique moléculaire (par exemple de repliement de protéines).

L’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire [BBC06| se présente sous la forme d’une
équation aux dérivées partielles elliptique semi-linéaire [Eval0|. Cette équation fait inter-
venir un opérateur du second ordre sous forme divergence a coefficient discontinu. Nous
démontrons dans cette theése un résultat d’existence, d’unicité et de régularité dans
un espace fonctionnel bien choisi de la solution de 1’équation de Poisson-Boltzmann
non-linéaire nous permettant de montrer que cette unique solution admet une repré-
sentation probabiliste en termes d’équations différentielles stochastiques rétrogrades
[PP92, Par99, BDH"03|. Cette représentation s’effectue grace a une étude des équa-
tions différentielles stochastiques rétrogrades a temps final aléatoire et a coefficient non
strictement monotone.

Dans ce chapitre introductif, nous présentons dans un premier temps la modélisa-
tion et la simulation moléculaire. Nous décrivons les réponses que doivent apporter la
modélisation moléculaire et son pendant numérique : la simulation moléculaire, mais
aussi les questions qu’elles induisent. Enfin, dans un deuxiéme temps, nous décrivons le
contenu des chapitres qui constituent cette thése, en énoncant les principaux résultats
et en donnant les idées fortes de leurs démonstrations.

1.1. Introduction a la modélisation et a la dynamique
moléculaire

Nous effectuons ici un tour d’horizon de la modélisation et de la simulation moléculaire
(et renvoyons a [Lea0l, LSR10] pour plus de détails).

Commengons par définir ce que sont la modélisation et la simulation moléculaire.
Une molécule est un assemblage chimique de plusieurs atomes (par exemple une mo-
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FIGURE 1.2.: Portion de molécule de

FIGURE 1.1.: Molécule de dihydrogéne. cellulose.

Crédit et source de I'image : Crédit et source de I'image

Wikipedia - CC by SA Wikipedia - CC by SA

lécule d’eau composée de deux atomes d’hydrogéne et d’un atome d’oxygéne ou une
molécule d’aspirine composée de neuf atomes de carbone, huit atomes d’hydrogéne et
quatre atomes d’oxygeéne). Le nombre d’atomes constituant une molécule peut varier de
quelques atomes - comme dans le cas du dihydrogéne H, - figure 1.1, de 'eau H,O ou du
gaz carbonique COy - a plusieurs dizaines de milliers d’atomes - molécules de cellulose
(CeH1005),, par exemple figure 1.2 - ou des protéines.

Un systéme moléculaire est un ensemble de plusieurs molécules interagissant entre
elles (une ou plusieurs protéines dans un solvant composé de molécules d’eau et d’ions
Nat et C1™ par exemple).

La modélisation moléculaire est la description physique et mathématique de molé-
cules ou de systémes moléculaires. Cette description doit faciliter la connaissance du
comportement du systéme. Elle doit permettre de mieux comprendre des concepts aussi
variés que le repliement des protéines et 'impact des conformations (c’est-a-dire des
dispositions géométriques de la molécule) sur les propriétés chimiques ou biologiques des
protéines (protein folding) - figure 1.3 - ou encore l'interaction de systémes moléculaires
complexes comprenant plusieurs molécules (molecular docking) - figure 1.4. Mais elle doit
aussi faciliter le calcul de quantités macroscopiques (c’est-a-dire des quantités mesurables
a grande échelle, en particulier & échelle humaine) de systémes moléculaires comme la
pression, la température ou I’énergie libre (free energy). Ses applications théoriques ou
pratiques sont larges et variées : chimie, pharmacologie ou agrochimie notamment.

Treés souvent la taille des systémes, c¢’est-a-dire le nombre de molécules impliquées dans
les systémes modélisés rend impossible toute résolution explicite du modeéle. 1l est alors
nécessaire de s’aider d’un ordinateur pour simuler numériquement le comportement du
systéme. La simulation moléculaire est I’étude numérique des molécules ou des systémes
moléculaires.

1.1.1. Modélisation d’un systéme moléculaire
Le modéle quantique

Considérons une molécule ou un ensemble de molécules. Les modéles moléculaires les
plus précis sont les modéles quantiques. Ces modéles prennent en compte les effets quan-
tiques du systéme étudié, c’est-a-dire qu’ils se placent a 1’échelle des constituants des
atomes : les électrons et nucléons, pour décrire leur comportement. Ainsi, le mouvement
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FIGURE 1.4.: Petite molécule
interagissant avec une
protéine.
FIGURE 1.3.: Repliement de protéines Crédit et source de I'image :
Crédit et source de 'image : Chaos - Wikipedia - CC by SA

Wikipedia - CC by SA

d’une particule (électron ou nucléon) est décrit par la solution de I’équation de Schro-
dinger [Sch26| reliant la masse m et I’énergie E de la particule, la constante de Planck
et le potentiel V engendrant le champ de forces dans lequel est plongée la particule.

Le champ gravitationnel engendre par exemple des forces d’attraction entre deux ob-
jets ayant une masse (a I’échelle atomique - bien que non significatives devant les autres
forces en jeu, humaine ou stellaire) : la pomme de Newton et la Terre sont ainsi attirées
I'une vers I'autre. Un autre exemple, significatif au niveau moléculaire, est celui d’une
particule électriquement chargée placée dans un systéme de particules chargées. Cette
particule est alors soumise a un champ de forces engendré par le systéme appelé champ
électrique. Des particules de charges de signes opposés seront attirées I'une vers ’autre,
tandis que des particules de charges de mémes signes se repousseront mutuellement. Si le
systéme de particules électriquement chargées est au repos, c’est a dire que les particules
sont immobiles, ce champ de forces est appelé champ électrostatique - figures 1.5 et 1.6.

Du fait du trés grand nombre d’atomes constituant les molécules, et donc du trés
grand nombre de leurs constituants, I’équation de Schrodinger [Sch26| n’est cependant
résoluble explicitement que pour un nombre réduit de systémes ne comprenant que
quelques particules, aussi est-il intéressant de chercher & simplifier le modéle en un
modéle permettant une résolution numérique plus simple.

L’approximation de Born-Oppenheimer [BO27| est 'une des premiéres tentatives dans
ce sens. Cette approximation, initialement introduite pour traiter le cas de la molécule
Hj, tire parti du fait que les masses des électrons sont trés petites devant celles des
nucléons. On peut alors supposer que les électrons réagissent instantanément aux mou-
vements des atomes, autrement dit la fonction d’onde des électrons ne dépend que des
positions des nucléons et non de leurs moments. On peut exprimer la fonction d’onde
de la molécule sous la forme du produit de la fonction d’onde des nucléons et de celle
des électrons tandis que I’énergie du systéme peut s’écrire comme la somme de ’énergie
nucléaire (autrement dit I’énergie des nucléons) et de 'énergie électronique (c’est-a-dire
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FIGURE 1.5.: Champ électrostatique de deux particules de charges opposées.
Crédit et source de 'image : Geek3 - Wikipedia - CC by SA

FIGURE 1.6.: Champ électrostatique de deux particules de charges de méme signe.
Crédit et source de 'image : Geek3 - Wikipedia - CC by SA
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I’énergie des électrons)

L’approximation de Born-Oppenheimer [BO27| consiste in fine a calculer pour chaque
arrangement de nucléons la fonction d’onde des électrons a position des nucléons fixée.
Elle permet donc de décomposer en deux étapes la résolution de ’équation de Schrodin-
ger [Sch26|. Malgré I'approximation de Born-Oppenheimer [BO27], le nombre d’électrons
et de nucléons rendent impossible le calcul dés que 1'on considére une molécule de plus
de quelques atomes. Il est nécessaire de considérer un modeéle classique (en opposition
au modéle quantique), c¢’est-a-dire un modéle ne décrivant plus des particules a 1’échelle
quantique, mais des particules & ’échelle atomique : les atomes, que ’on suppose soumis
a I'influence de divers potentiels.

Modélisation du potentiel

Considérons maintenant un systéme atomique, et discutons des différentes manieres
de modéliser les potentiels auxquels dans lesquels sont plongés les atomes du systéme.

La modélisation de I’énergie potentielle qui doit reproduire les interactions atomiques
du systéme peut s’effectuer de diverses maniéres. Détaillons les deux principales modé-
lisations des potentiels impliqués dans un systéme moléculaire : les potentiels ab initio
d’interactions et les potentiels empiriques d’interactions. Le lecteur pourra se reporter
au chapitre d'introduction de [LSR10| ou aux chapitres trois et quatre de [Lea0l] pour
une description conséquente du sujet.

Potentiels ab initio d’interactions La premiére classe de potentiels est celle des po-
tentiels dits ab initio. Ces potentiels d’interactions du systéme atomique sont dé-
rivés directement des propriétés du systéme noyaux-électrons. Se plagant dans
I'approximation de Born-Oppenheimer [BO27| qui consiste a calculer I’énergie du
systéme en ayant fixé la position X; des atomes de charge ();. Le potentiel V appa-
rait alors comme la somme de I’énergie dérivant des interactions de Coulomb (de
type électrostatique) et de 1’énergie électronique (énergie des électrons) a 'état
fondamental. L’état fondamental correspond & un état des électrons dans lequel
leur énergie est la plus faible.

Les simulations numériques des potentiels ab initio ont un cotit numérique trop
important pour pouvoir étre utilisées pour d’autres systémes que des systémes de
petite taille. Il est donc nécessaire d’avoir une autre modélisation des potentiels
d’interactions.

Potentiels empiriques d’interactions Les potentiels empiriques d’interactions sont
des familles paramétrées de potentiels que 1’on calibre en approchant les potentiels
ab initio de petits systémes atomiques afin de les utiliser sur de grands systémes.
Pour une premiére modélisation, on peut distinguer quatre grandes familles de
forces d’interactions :

1. les forces d’étirement des liaisons (bond stretching). La liaison est la modé-
lisation du partage d’un ou plusieurs électrons par deux atomes, on parle de
liaison simple, double ou triple. Les liaisons sont modélisées par des traits
pleins dans les schémas suivant.
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*¢—>0

forces d’étirement de liaison

2. les forces de courbure des angles (angle bending)

v

forces de courbure d’angle

3. les forces de torsion (bond rotation),

N5/

forces de torsion

4. les forces d’interactions hors liaisons (non-bonded interactions) comprenant

a) les forces électrostatiques

\‘ \\\ 5+

forces électrostatiques pour des atomes de charges §_ et §.

et,

b) les forces de van der Waals

forces de van der Waals

Pour un systéme composé de N atomes de positions représentées par un objet
mathématique " (comprenant les distances [; entre atomes liés, les angles 6; formés
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par les liaisons et les distances r;; entre atomes), I’énergie potentielle associée peut
étre exprimée de la maniére suivante

V(I‘N) = Z E(ZZ — li70>2 + Z 5(91 — 91'70)2 + Z 5 (1 -+ cos (niwi — '71))

liaison angles torsions
12 6
4i4; Oij Oij
4 E 2 e 4 _ (=
1] .
i dmegri; Tij Tij

1. Le premier terme modélise les interactions entre deux atomes liés. Ainsi les
incréments d’énergie obtenus lorsque la distance [; entre deux atomes liés par
une liaison de raideur k; s’écarte de la distance de référence [; o sont modélisés
ici par un potentiel harmonique (suivant en cela la loi de Hooke [Lea01]).

2. Le deuxiéme terme modélise les interactions d’angle entre trois atomes par
un potentiel harmonique dépendant de I’écart & un angle de référence 6, ; de
I’angle 6; et de la raideur k; de la liaison.

3. Le troisieme terme modélise le potentiel de torsion. La constante ; est le
facteur de phase modélisant la valeur minimale de I’angle de torsion w;. Pour
une liaison de multiplicité n;, la constante V,,, est la barriere d’énergie.

4. Le quatriéme terme regroupe

a) les potentiels d’interactions hors liaisons ou les interactions de van der
Waals sont modélisées par un potentiel de Lennard-Jones et

b) les interactions électrostatiques modélisées par un potentiel de Coulomb.

La modélisation a I'aide de I’équation de Poisson-Boltzmann [BBC06| est I'une des
modélisations du potentiel empirique d’interactions électrostatiques. Cette modéli-
sation fait partie de la sous-famille des modélisations avec solvant implicite. C’est-
a-dire que l'interaction des molécules du solvant avec les molécules du soluté n’est
plus modélisée explicitement a ’aide de la loi de Coulomb en faisant intervenir cha-
cune des molécules du solvant. Dans ce type de modéle, I'interaction est modélisée
de maniére globale : le potentiel électrostatique contient ainsi une partie prove-
nant des charges des atomes de la molécule et un terme de contribution globale du
solvant.

1.1.2. Simulation et dynamique moléculaire

Maintenant que nous avons introduit la modélisation moléculaire, présentons les ob-
jectifs et la mise en ceuvre de la simulation moléculaire. La dynamique moléculaire a
pour objectif de simuler numériquement des phases condensées de systémes moléculaires
(c’est-a-dire des systémes liquides ou solides en solution, en opposition aux phases ga-
zeuses). Ces simulations numériques ont pour but de comprendre, prédire et calculer des
propriétés du systéme étudié, mais aussi d’appréhender des processus temporels comme
le repliement d’une protéine (figure 1.3) ou I’absorption de molécules par une surface ou
un solide (figure 1.4).
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On peut donc diviser les objectifs en trois catégories principales : analyse conforma-
tionnelle, calculs de quantités macroscopiques et simulation de trajectoires. L’analyse
conformationnelle s'intéresse a la conformation (ou structure géométrique) d’une molé-
cule. Le calcul de quantités macroscopiques a pour but de prédire les valeurs de quantité
comme la température ou la pression du systéme. La simulation de trajectoires per-
met d’avoir un apercu numérique de I’évolution de la géométrie d’une molécule ou d’'un
systéme moléculaire au cours du temps.

Analyse conformationnelle L’un des enjeux de la dynamique moléculaire est 1’analyse

conformationnelle de molécules. La géométrie d’'une molécule, en tant que struc-
ture tridimensionnelle, peut déterminer ses propriétés physiques, chimiques mais
aussi biologiques. L’analyse conformationnelle est I’étude de la structure des mo-
lécules et de son influence sur les propriétés précitées. Cette analyse nécessite la
recherche des conformations qui correspondent a des minima d’énergie (notons
cependant qu’une conformation active ne correspond pas nécessairement a un mi-
nimum d’énergie). La recherche de telles conformations s’effectue en deux étapes :
le choix de la position initiale, puis la recherche du plus proche point de minimi-
sation d’énergie. Le choix de la structure initiale est donc une part importante de
I’analyse conformationnelle.
La géométrie de la surface d’énergie rend trés difficile I’étude de ses minima. Enu-
mérons quelques méthodes de recherches utilisées : algorithmes de recherche sys-
tématique, approches probabilistes, études géométrique des distances, dyna-
mique moléculaire et jeu internet de résolution de puzzle (www.foldt.it /portal) !
Nous renvoyons aux chapitres 9 et 10 de [Lea0Ol| pour une présentation détaillée
de ces méthodes.

Calcul de quantités macroscopiques L’objectif est de calculer des quantités macro-
scopiques ou thermodynamiques d’un systéme moléculaire. Une quantité macrosco-
pique A (ou observable) liée au systéme telle que la pression, la chaleur est mesurée
expérimentalement comme une moyenne temporelle des valeurs instantanées. Il est
possible de simuler de deux maniéres différentes cette quantité.

La premiére en considérant une dynamique moléculaire : partant d’une distribu-
tion initiale et des équations de mouvement, on calcule I’espérance de 1'observable
& un instant £. La simulation se fait par le biais de simulations numériques de
trajectoires du systéme moléculaire. La quantité simulée s’obtient alors en prenant
la moyenne temporelle de la quantité considérée.

La seconde se fait par échantillonnage : se donnant les probabilités pour dif-
férents états TV (représentant 1'espace des phases des N atomes, c’est-a-dire le
couple position-vitesse, habituellement R®*") sous forme d'une distribution p, on
calcule I'espérance de 'observable. En ajoutant une hypothése d’ergodicité, il est
alors possible de conclure que cette moyenne statistique est égale a la moyenne
temporelle. Sous des hypothéses de constance du nombre N de particules, du vo-
lume V' et de la température 7', on peut choisir pour densité p la distribution de
Boltzmann

i (T) = exp (~E(TY) ks T)/Q (1.1)
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fqisqnt intervenir 1’énergie F du systéme et une constante de renormalisation @),
appelée fonction de partition.

A partir de la fonction de partition, on peut définir une quantité macroscopique
importante en thermodynamique et biochimie : ’énergie libre [LSR10|, définie
comme le logarithme de la fonction de partition. L’énergie libre permet de comparer
la vraisemblance de divers états macroscopiques paramétrés ou satisfaisants une
contrainte macroscopique par exemple.

Simulation de trajectoires On s’intéresse ici a la simulation numérique de trajectoires

du systéme moléculaire, ceci dans le but de calculer la «vraie» dynamique du sys-
téme. Ceci est par exemple utile dans I’étude du repliement de protéines (figure 1.3)
ou de la modélisation de I'interaction entre plusieurs molécules (figure 1.4).
Cette dynamique est déterministe et simulée a ’aide d’un schéma numérique : par
exemple en effectuant une discrétisation temporelle, et en calculant & chaque pas
de temps les forces inter-atomiques s’exergant sur les atomes du systéme (voir par
exemple [Jed05| pour une introduction aux schémas numériques de simulation de
solutions d’équations aux dérivées partielles).

1.1.3. Méthodes de simulation moléculaire

Enumérons quelques méthodes utilisées en simulation moléculaire. On peut classer ces
méthodes en trois groupes : les méthodes de dynamique moléculaire, les méthodes de
Monte-Carlo [MU49] ou méthode d’échantillonnage (chapitre 2 et suivants de [LL10]) et
les méthodes probabilistes de recherche de conformation.

La mise en ceuvre d’une simulation par dynamique moléculaire ou méthodes de Monte-
Carlo suit la méme trame :

1. choix d’une configuration initiale,
2. phase de recherche d’équilibre,
3. phase de calcul des propriétés.

Selon l'objectif de la simulation, I'une ou l'autre de ces méthodes doit étre choisie.
Ainsi si 'objectif est de calculer des quantités physiques ou chimiques dépendant du
temps, il est préférable de mettre en oeuvre une méthode de dynamique moléculaire
donnant I’évolution temporelle du systéme. D'un autre coté, si I'objectif est de calcu-
ler des quantités a température ou pression constante par exemple, c’est le calcul par
méthode de Monte-Carlo [MU49| qui est privilégié.

Dynamique moléculaire

La méthode de dynamique moléculaire a pour but de simuler une trajectoire du sys-
téme. Une fois donnée une position initiale, les étapes de la dynamique sont données en
intégrant les lois de mouvement de Newton :

1. le principe d’inertie,

2. le principe fondamental de la dynamique de translation,
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3. le principe des actions réciproques.

La trajectoire est alors obtenue en résolvant les équations différentielles données par
la seconde loi de Newton et se résumant pour une particule z de masse m soumise & une
force F' (dérivant par exemple du potentiel V) par ’équation :

d*x

Mmooy = F=—gradV (1.2)

Soulignons qu’au dela du choix du modéle (par exemple modéle basique des boules de
billard ot I'on suppose que les atomes sont des sphéres parfaites se déplacant a vitesses
constantes entre deux collisions ou encore atomes soumis & des potentiels continus de la
forme de ceux présentés dans la section 1.1.1 par exemple), le pas de temps d’intégration
numérique est un élément important (et son choix une premiére difficulté) : trop petit,
il rend impossible la simulation dans une échelle de temps correspondant au phénomeéne
que I’on souhaite observer, trop grand, il ne permet pas de détecter certains phénomeénes
et I'algorithme doit faire face a des sauts importants d’énergie entre deux positions. Le
choix du pas de temps doit donc étre calibré sur 1’échelle de temps la plus courte des
mouvements mis en oeuvre dans la dynamique.

La deuxiéme difficulté est provoquée par le nombre trés important d’atomes interve-
nant dans un systéme moléculaire composé d'une ou plusieurs molécules plongées dans
un solvant par exemple. On se tourne alors vers des modéles ot les effets du solvant
apparaissent par le biais d’un potentiel ou d’un terme stochastique.

L’équation de Langevin [Lan08| est ainsi un exemple de modéle stochastique incorpo-
rant deux effets physiques du solvant : les collisions aléatoires du solvant avec le soluté, et
les frictions du soluté dans le solvant. Ce modéle nécessite I'introduction d’un coefficient
de friction 7 et d’'un mouvement brownien B associé a un coefficient de diffusion o. Ces
deux coefficients v et ¢ sont liés par une relation dite de fluctuation-dissipation

* Y
-9
oo T

N

ceci afin de garantir que la mesure canonique p - équation (1.1) avec E = V - a la
température T' considérée est bien échantillonnée.
La justification de '’équation de Langevin [Lan08| a été étudiée dans une série d’articles

(citons par exemple [JKRHO1, GKS04, KS04, Akk06|) basés sur l’approche de Mori-
Zwanzig [Mor65, Zwa73| que nous présentons dans 1’annexe B.

Méthodes probabilistes pour la recherche de conformation

Décrivons quelques méthodes probabilistes pour la recherche de conformation. La
méthode «naive» consiste a déplacer tous les atomes de la molécule en ajoutant de
I’aléa sur les coordonnées spatiales de chaque atome. Bien qu’elle soit trés simple a
mettre en ocuvre, son principal inconvénient est qu’il est difficile de minimiser I’énergie
car elle fournit souvent des structures éloignées de la réalité.

Une maniére simple de réduire le nombre de degrés de liberté est de faire tourner
aléatoirement les liaisons de rotation en gardant fixes longueur et angles des liaisons.

10
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Cette méthode a l'avantage par rapport a la précédente de fournir des conformations
plus réalistes.

Le choix de la condition initiale & chaque étape peut se faire de trois facons :

1. en utilisant le résultat des méthodes précitées,

2. en tirant aléatoirement une configuration apres pondération parmi les configura-
tions déja sélectionnées.

3. en ne sélectionnant que des conformations de basse énergie et en ne s’autorisant
que les structures dont ’énergie est plus basse que celle du résultat de l'itération
précédente, ou en effectuant le choix par un algorithme de Métropolis Monte Carlo
par exemple (on tire une loi uniforme sur le segment [0, 1], et on ne s’autorise
que des structures dont le facteur de Boltzmann de la différence d’énergie est plus
grande que le tirage).

L’algorithme s’arréte quand il ne génére plus de conformations significativement diffé-
rentes des précédentes.

1.2. Partie | : équation de Poisson-Boltzmann

Cette thése est décomposée en deux parties inégales. La premiére partie - la plus com-
pléte - traite des équations de Poisson-Boltzmann linéaire et non-linéaire. Nous donnons
dans cette partie un résultat établissant une interprétation probabiliste de la solution
de I'équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire [BBC06| a I’aide de la solution d'une
équation différentielle stochastique rétrograde (initialement énoncée dans [Per12]). La
seconde partie - plus courte et nettement plus prospective - traite du probléme de la ré-
duction du nombre de variables d’une dynamique moléculaire. Elle établit les bases d’une
étude d’un estimateur proposé par Paul Malliavin lors de communications personnelles
[Mal06| & Denis Talay.

Dans la premiére partie, nous proposons une étude d’algorithmes probabilistes simu-
lant les solutions d’équations paraboliques de Poisson-Boltzmann linéaire. Nous donnons
de plus une nouvelle interprétation probabiliste de I’équation de Poisson-Boltzmann non-
linéaire [BBC06|. Cette équation est une équation aux dérivées partielles elliptique semi-
linéaire d’ordre deux |Eval(|, c’est-a-dire une équation dont le terme principal est un
opérateur linéaire d’ordre deux (ici sous forme divergence) et qui contient des termes
d’ordres zéro non linéaires. Elle modélise le potentiel électrostatique d’une molécule plon-
gée dans un solvant. Sa résolution doit permettre de calculer les forces électrostatiques
agissant sur les atomes de la molécule et ainsi d’appliquer la seconde loi de Newton -
équation (1.2). Elle fait partie de la catégorie des modeéles & solvant implicite, c’est-a-
dire que la contribution du solvant sur le potentiel électrostatique ne se fait pas par le
biais de chaque composant chargé du solvant mais par le biais d’une contribution géné-
rale. La nouvelle interprétation probabiliste que nous proposons fait appel aux équations
différentielles stochastiques rétrogrades [PP92, Par99, BDH103].

11
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1.2.1. Chapitre 2 : préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous posons le cadre géométrique dans lequel nous allons
nous placer dans cette partie. Puis nous présentons la modélisation biologique justifiant
de 'équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire [BBCO06|. Nous présentons ensuite une
interprétation probabiliste de la classe d’opérateurs sous forme divergence apparaissant
dans I’équation de Poisson-Boltzmann [BCMT10|, et donnons la formule de Feynman-
Kac adaptée aux solutions de ces équations [BCMT10]. Enfin nous concluons cette partie
en introduisant la théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades [Par99,
BDH™'03] qui nous est utile dans le chapitre portant sur l'interprétation probabiliste de
I'équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire [BBC06].

Cadre géométrique

Nous présentons le cadre géométrique utilisé pour modéliser la molécule dans son
solvant. La molécule est modélisée par un ouvert connexe borné Qi de R3. Le solvant
est modélisé par le domaine Qe formé par le complémentaire i, dans R3. L’interface
entre la molécule et le solvant est notée I' (figure 1.7).

Nous supposons que la surface I' est réguliére (sous-variété compacte de classe C™)
et qu’il est possible de construire une famille de redressements locaux de classe C*>
(lemme 2.1.1) vérifiant certaines propriétés. Cette famille de redressements locaux est
utilisée dans les démonstrations des théorémes 3.1.2 et 4.3.2. Notons N un voisinage de
la surface I', et définissons 7 la projection sur le bord I', 77 le vecteur normal a I" orienté
vers 'extérieur (figure 1.7) et p une extension réguliére de la distance signée au bord I'
positive a l'extérieur et négative a l'intérieur.

Equations de Poisson-Boltzmann

En justifiant la forme des équations linéaire et non-linéaire de Poisson-Boltzmann en
dynamique moléculaire [BBCO06], nous introduisons une fonction € strictement positive
et constante par morceaux (figure 1.7) de la forme suivante

{eint > 07 S Qint;
e(z) =

€ext > 07 S Qextv

modélisant la permittivité du systéme moléculaire composé de la molécule et du solvant.
Définissons aussi une fonction x constante par morceaux (figure 1.7) de la forme

() = {0’ T € ing, (1.3)

k>0, € Q.
Nous donnons en (2.11) le générateur £ associé aux équations de Poisson-Boltmann
L=V-(eV). (1.4)

Les différents problémes de Poisson-Boltzmann étudiés dans cette thése sont les sui-
vants :

12
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X

k>0

Qint

intérieur de la molécule €ext > 0

Qext solvant

FIGURE 1.7.: Modélisation géométrique du systéme moléculaire

— le probléme parabolique linéaire localisé dans un ouvert D contenant strictement
Qi et & bord régulier énoncé en (2.12)

Owu(t,x) — Lu(t,r) + k*(x)u(t,x) = g(z) sur ]0,T[xD,
u(0,x) = h(x) sur D, (1.5)
u(t,z) =0 sur [0,7] x 0D,

pour deux fonctions g et h. Ce probléme est traité dans le chapitre 3. Nous y

étudions principalement un algorithme probabiliste de simulation de la solution et
donnons une estimation de ’erreur associée ;

— le probléme elliptique non-linéaire énoncé en (2.13)
— Lu(z) + k*(x) sinhu(z) = g(x), r € R3 (1.6)

pour un terme source g sous forme de combinaison linéaire de mesures de Dirac

9(w) = > 4 (2),

avec ¢; charge de l'atome ¢ et J,, mesure de Dirac en la position de I'atome et
N le nombre d’atomes de la molécule. Nous donnons dans le chapitre 4 une nou-
velle interprétation probabiliste de ce probléme a 'aide d’équations différentielles
stochastiques rétrogrades [PP92].

13
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Interprétation probabiliste d’'une classe d’opérateurs sous forme divergence

Rappelons tout d’abord qu’afin d’assouplir les hypothéses pour une équation différen-
tielle stochastique, il est intéressant d’introduire la notion de solution faible d’équation
différentielle stochastique. La solution faible n’est pas construite sur un espace de proba-
bilité donné mais comprend intrinséquement dans sa solution la construction de ’espace
de probabilité et du mouvement brownien. En particulier, 'unicité n’est plus trajecto-
rielle mais en loi. Un probléme de martingale [SV69| est une interprétation de la notion
de solution faible oil la référence & un mouvement brownien a en particulier disparu.

Nous rappelons dans cette section l'interprétation probabiliste des opérateurs sous
forme divergence (1.4) qui a été faite dans [BCMT10]. Cette interprétation probabiliste
nécessite la résolution d’'une probléme de martingale donné dans la définition 2.3.2. Le
théoréme 2.3.3 donne l'existence et I'unicité de la solution de ce probléme de martin-
gale sous la forme de la solution faible de I’équation différentielle stochastique suivante
(équation (2.14))

t o ¢
Xt =T + / \/ 2€(Xs>st + M/ ﬁ(‘XS)dLg(D)’

0 2€ext 0 <17)
Dt = p(Xt)7

oll B est un mouvement brownien standard de dimension d, 7 le vecteur normal au bord
I dirigé vers I'extérieur (figure 1.7), (LY(D))>o est le processus de temps local en zéro
[RY99] de la semi-martingale continue D* et p la distance signée au bord T'.

Le temps local d’un processus réel Y en un point y, peut étre vu comme la limite
normalisée du temps de séjour du processus autour du point vy :

17
L?(Y) = lim — (1{y<Ys+5} - 1{y<Ys}) (Ys+e - Yts) ds,
0

e—0 €

ol 1¢4y est la fonction indicatrice de I'événement A.

Formules probabilistes adaptées aux équations de Poisson-Boltzmann

La forme avec temps local de I’équation différentielle stochastique (1.7) et la ré-
gularité des solutions des équations de type Poisson-Boltzmann (1.5) et (1.6) néces-
sitent des formules d’It6 et de Feynman-Kac adaptées (théorémes 2.3.4 et 2.3.5 établis
dans [BCMT10]).

Théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades

L’un des outils probabilistes utilisés pour donner une interprétation probabiliste des
solutions d’équations aux dérivées partielles semi-linéaires est la théorie des équations
différentielles stochastiques rétrogrades [PP92, Par99, BDH*03].

Une équation différentielle stochastique rétrograde est un probléme stochastique en
temps rétrograde caractérisé par la donnée d’un horizon T, d’une condition terminale
vectorielle aléatoire &, et d’'une fonction aléatoire dépendant du temps ¢ et de deux
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vecteurs y et z appelée générateur. La solution se présente sous la forme d’un couple de
vecteurs (Y, Z) de processus vérifiant

dY; = —f(t,Y;, Z)dt + Z,dB,,  t € 0,7,
Yy = €.

Ces équations peuvent étre a horizon T fini ou aléatoire. Nous en donnons les dé-
finitions en 2.4.1 et 2.4.3 respectivement. Nous donnons aussi dans cette section des
théorémes d’existence et d'unicité des solutions a ces deux catégories d’équations (théo-
rémes 2.4.2 et 2.4.4). Enfin, nous donnons le lien trés fort existant entre solutions d’équa-
tions aux dérivées partielles et d’équations différentielles stochastiques rétrogrades (théo-
réme 2.4.5).

Soit L un opérateur différentiel du second ordre de la forme

1 k

L= > (00%)ii(t,2)0i; +b(t,x)V,  (t,x) € [0,T] x R

1,7=1

Sous les hypothéses classiques [KS91| sur la matrice o et le vecteur b, il existe une
solution forte X associée a L et solution de I’équation différentielle stochastique

Xt =g +/ b(u, X2*)du +/ o(u, X2")dB,, t>s, reR
t t

Dans le cas des équations différentielles stochastiques rétrogrades associées & une équa-
tion aux dérivées partielles, le générateur de I’équation dépend du temps et des aléas
par le biais du processus X associé a 'opérateur L.

De plus, a ’équation elliptique

Lu(x) + f(z,u(z), Vuo(z)) =0, x¢€R% (1.8)

on peut associer I’équation différentielle stochastique rétrograde de générateur f, d’ho-
rizon infini et de condition terminale nulle, s’écrivant pour tous réels t et T tels que
0 <t < T et pour toute condition initiale x du processus X?*

T T
ve—vis [ gy zna- [ ziab. (1.9)
t t

Sous des hypothéses de régularité sur le générateur f énoncées en (h1) de la section 2.4,
nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme 5.1 [Par99|). Supposons que ’équation (1.8) admette une
solution C*(R?%; R¥) telle que, pour une constante X liée a la constante de monotonie du
générateur f (hypothése (hl) de la section 2.4),

E U M (Vuo) (X2 |2dt| < oo. (1.10)
0
Alors, pour x dans R, le couple (u(X}),(Vuo)(X})),s, est la solution de Iéquation

différentielle stochastique rétrograde (1.9). En particulier, on a lidentité u(x) = Yy
pour = dans RY.
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Remarque. Soulignons que ’hypothése (1.10) est trés contraignante et impose trés sou-
vent que A soit strictement négatif. Aussi pour utiliser cette théorie dans le cas de
'équation non-linéaire de Poisson-Boltzmann (1.6) il a été nécessaire de démontrer des
généralisations des théorémes usuels [Par99, BDHT03]; c’est Pobjet de la section 4.2.1.

Remarque. 1l existe aussi un lien entre les solutions d’équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades et les solutions de viscosité de 1’équation aux dérivées partielles asso-
ciées (voir |[Par99|).

1.2.2. Chapitre 3 : erreur faible d’'un schéma d’approximation
numérique du processus X

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la simulation des solutions d’une version
parabolique de 1’équation de Poisson-Boltzmann linéaire (1.5). Cette approximation se
base sur un schéma de discrétisation pour (1.7) pour lequel nous analysons l'erreur
faible. Nous commencons par donner un résultat de résolution par technique d’analyse
des équations aux dérivées partielles de ’équation suivi de I'interprétation probabiliste
des solutions. Puis nous présentons divers algorithmes d’approximation numérique de
ces solutions avant d’étudier leur erreur faible.

Résolution de I'équation de Poisson-Boltzmann linéaire parabolique

Apreés avoir posé le probléme que 1’on cherche a résoudre - équation (1.5), nous donnons
un résultat d’existence d’unicité et de régularité de la solution :

Théoréme (Théoréme 3.1.1). Le probléme parabolique (1.5) a une unique solution u
dans Uintersection des espaces L*(0,T; Hy(D)) et C([0,T]; L*(D)). Cette solution ap-
partient de plus a lespace C2([0, T] x D) NCY2([0,T] X Qg ) NCH2([0, T X Qer). Il existe
une fonction r de CY2([0,T] x D) telle que dans un voisinage N* de U (défini dans la
section (2.1)),

€ext

r(t,x) = (eim - 1) Vintu(t, w(2)) - fi(r(z)), = €N

La fonction 4 définie sur R par
alt, ) = u(t,z) —r(t,2)[p(x)]s, = €R?

appartient alors a Uintersection des espaces L? (0, T; Wi (R)) et €42 ([0, T] x RAT).

loc

Les principales étapes de la démonstration sont les suivantes.
— Nous commencons par donner 'existence et I'unicité de la solution faible.

— Puis nous montrons que cette solution vérifie les conditions de bord en étudiant la
régularité de la trace de la solution sur la surface I' de discontinuité. Pour ce faire,
nous redressons localement la surface I' et montrons la régularité de la fonction
redressée a 'aide d’estimations d’énergie.
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1.2. Partie I : équation de Poisson-Boltzmann

— Nous concluons enfin en montrant la régularité souhaitée a ’aide de deux sous-
problémes sur 2;,; et Qe de bord I'.

Ce plan de démonstration est similaire a celui que nous utilisons dans le chapitre por-
tant sur I’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire et a celui utilis¢ dans [BCMT10].

Interprétation probabiliste, algorithmes et analyse d’erreur faible.

Nous donnons ensuite une interprétation probabiliste de la solution. Introduisons ug
la solution de

Opug(t, ©) — emAug(t, v) = g(x), (t,z) €]0,T] x R3,
U[)(O,I) = 0, S Qint-

Fixons h réel strictement positif, et définissons Q7. 1’ensemble des points de Qi situés

a une distance d(z,I") de I' plus grande que h. Soit 7yp le temps d’atteinte du bord 9D
par le processus X (1.7)
Top = inf {t > 0| X, € 0D},

et pour k entier plus grand qu’un, les suites de temps d’atteinte par ce méme processus
X de QF et T

’7']2 1|Xt S Qh

int J

avec la convention que 7} = 0.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme 3.2.1). Soient P, la loi de la solution faible X de l’équa-
tion (1.7) avec condition initiale Xo = x dans R® et u la solution au probleme parabo-
lique (1.5). Alors, pour tout x dans R? et tout t dans le segment [0, T],

oo

u(t,x) = Z (E:r [Uo(t — T, X7, ) €Xp (— /Om Hz(Xs)dS) 1{Tk<t/\7'8D}:|

st ([ ]
{E. [h(XWaD> exp (— / ffP(Xs)dsﬂ -

Afin de construire un algorithme de simulation de la solution, nous présentons 1’algo-
rithme (3.1) de marche sur les sphéres arrétée «SwWOs» (Stopped Walk On Sphere).

Cet algorithme est une version arrétée a un instant ¢ fixé de ’algorithme de marche sur
les sphéres [Sim08| dont le principe est le suivant (figure 1.8) : partant d’un point yy d'un
domaine D (par exemple Qi ou eyt ), et étant donné un critére d’arrét e strictement
positif, la position a ’étape suivante de ’algorithme est simulée comme suit :

On calcule le rayon r( de la plus grande sphére de centre y, incluse dans le domaine D,
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1. sirg > €, on simule la position de sortie de la sphére en tirant une loi uniforme
sur la sphére et on passe a I’étape suivante,

2. sinon, on arréte 'algorithme et ’on projette sur I'.

Cet algorithme a l'intérét d’accélérer les trajectoires dans les régions de peu d’intérét
(régions loin du bord 0D) et d’affiner la trajectoire lorsqu’elle s’approche du bord.

Qext

FIGURE 1.8.: Algorithme de marche sur les sphéres

Tirant parti du fait que la loi du temps de sortie d’une boule par un mouvement
brownien est indépendante de la loi de la position de sortie de la boule, et que la loi de
la position a t fixé conditionnellement au fait que ¢ soit plus petit que le temps de sortie
de la sphére est connue [BS02|, nous proposons une version arrétée de cet algorithme
(algorithme 3.1). Partant d’un point yy du domaine D, la position suivante est simulée
ainsi :

1. on calcule le rayon rq de la plus grande sphére de centre yq incluse dans le domaine

D

2. si rg > €, on simule le temps de sortie 7y de cette sphére.

?

a) si 7o est inférieur a ¢, on simule de maniére indépendante et uniforme la
position de sortie de la sphére et on passe a ’étape suivante,

b) sinon, on simule la position en ¢ en tirant de maniére uniforme un point sur
la sphére de rayon donnée par une variable aléatoire r suivant la loi d'un
processus de Bessel de dimension 3 au temps t conditionnellement au fait
que ce processus n’a pas atteint ry avant l'instant ¢ (lemme 3.3.2), on arréte
I’algorithme et on projette sur le bord I.

3. si rg < €, on arréte 'algorithme.

Afin de rendre compte d’un terme linéaire d’ordre 0 dans I’équation aux dérivées
partielles (1.5) et de réduire la taille des trajectoires améliorant ainsi lefficacité de
I’algorithme de simulation, il est intéressant de tuer la diffusion lors de ses passages
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1.2. Partie I : équation de Poisson-Boltzmann

Algorithme 1.1 Algorithme générique

Soit g € Qint; teRT.
k < 0, score < 0
loop
if z;, € Oy then
(11, sortie(xy)) = SWOS(t — )
score < score — uy(t — 1}, sortie(xy)),
if 7, =t then
return ¢, score
end if
else
test, ty, sortie(zy) = SWOS(R?/2€ext, t — 1)

Soit (Ag, Bx) une variable aléatoire indépendante de toutes les précédentes

distribuée comme (Agortic(ay), Bsortie(ar))-
if B;, then
return t;, score
else if ¢, =t then
score <— score + h(sortie(xy))
return ¢, score
end if
end if
Ty < sortie(Xy) + Ag
if xp1 € Qi then
Trt1 < tk
score < score + ug(t — Try1, Thr1)
end if
k< k+1
end loop
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dans le domaine 2. de la maniére suivante ; ceci peut étre intégré a l'algorithme de la
maniére suivante.

Introduisons une variable aléatoire Y de loi exponentielle de paramétre un, indé-
pendante du mouvement brownien B sous-jacent. Définissons I'instant de mort 6 par
I'expression dépendant de &2 (voir équations (1.3) et (1.5)) :

Ozinf{tZO;EQt/\mZY}.

L’interprétation donnée dans le théoréme 1.2.2 permet la construction d’un algorithme
(algorithme 3.2) de simulation de la solution de 'équation (1.5) basé sur 'algorithme de
marche sur les sphéres arrétée pour simuler les trajectoires de X dans Qi et Qe (avec
éventuellement deux taux de mort différents).

Soit (A, By)zer une famille de variables aléatoires ot A, est a valeurs dans R? et
B, dans {0, 1}. L’indice z représente la position de X sur I', le vecteur aléatoire A,
représente la position ou la particule est repoussée pour simuler la sortie de la bande
et B, = 0 si et seulement si la particule est tuée avant ce replacement. On note dans
I'algorithme sortie(z) la position de sortie résultant de I'algorithme de marche sur les
sphéres arrétée.

Nous effectuons enfin une analyse de l’erreur faible commise en approchant la solution
u par la simulation ﬂzlgo obtenue par I'algorithme 1.1. Cette erreur faible dépend de la
distance h a laquelle on repousse la diffusion aprés qu’elle ait atteint la surface I' et de
la distance € d’arrét de I'algorithme de marche sur les spheres arrétée.

Théoréme (Théoréme 3.4.2). Supposons que
E [HAZHﬂ = O(h2)7 P{Bm,t = O} = O(h2)7

Vintu(x) : Ax1{$+Az€Qint} + VeXtu(x) ' Axl{x“l’AzeQext} = O(hQ) (111)

et que ’on peut choisir n petit tel que pour tout x sur la surface I', et pour une constante
0 strictement positive, on ait

P {lp(x+ As)| € [nh,n h]} > 0.
Alors Uerreur faible de Ualgorithme de simulation générique est en O(h +¢/h) :

sup |2 (s, 0) — (u — uo)(s, zo)| = O(h + €¢/h).

20E€Qint,€[0,t]

1.2.3. Chapitre 4 : interprétation probabiliste de I'équation
non-linéaire de Poisson-Boltzmann

Dans ce chapitre, nous donnons les résultats principaux de la thése : I’énoncé d'un
résultat d’existence, d'unicité et de régularité de la solution de 1"équation de Poisson-
Boltzmann non-linéaire [BBCO6]

~V. (e(z)Vu(z)) + x*(x) sinh u(r) = g(x), (1.12)
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1.2. Partie I : équation de Poisson-Boltzmann

ot le terme source g est une somme de mesure de Dirac 0.

N
g(IL‘) - Z%(le(l’), YIS RB)
i=1

et son interprétation probabiliste a ’aide d’équations différentielles stochastiques rétro-
grades [PP92, Par99, BDH'03] a temps final aléatoire et a coefficient non strictement
monotone

L’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire (1.12) est a terme source constitué
d’une combinaison linéaire de mesure de Dirac en les centres des atomes, donc sin-
gulier. La premiére étape pour l'interprétation probabiliste est de traiter la singularité
en décomposant la solution de I’équation comme la somme d’une fonction connue singu-
liére et de la solution d’une équation de Poisson-Boltzmann a terme source régulier et
support compact. C’est cette équation qui nous servira de base a notre étude.

La deuxiéme étape est de généraliser le théoréme 1.2.1 afin de pouvoir interpréter
I’équation non-linéaire de Poisson-Boltzmann a terme source régulier a ’aide d’une équa-
tion différentielle stochastique rétrograde. Une fois cette étape effectuée, nous montrons
I'existence, I'unicité et la régularité de la solution a 1’équation de Poisson-Boltzmann
non-linéaire a terme source régulier. Nous avons placé dans une derniére section la dé-
monstration de lemmes techniques.

Singularité du terme source

La contribution des charges des atomes de la molécule au potentiel électrostatique est
modélisée par une combinaison linéaire de mesures de Dirac positionnées en les centres
des atomes. Pour traiter la singularité du terme source, nous écrivons la solution de
I'équation (1.12) comme la somme d’une fonction singuliére connue (impliquant des
fonctions de Green) et de la solution d’'une équation de Poisson-Boltzmann avec terme
source régulier et & support compact dans ;.

Soient x une fonction C* a support compact inclus dans €, vérifiant y(x) = 1 au
voisinage des points {z1,...,2xn} et soit ug =), G; ou

qi 1

 Ameny |z — x4

Gi(z) : r €R? (1.13)

qui vérifie dans R?
—V.(EintVGi) = %5@

La fonction G; est la fonction de Green associée a la masse de Dirac positionnée en x;.
Définissons la fonction § de régularité C*> sur R? par

§(w) = € (uo(z)Ax(7) + Vue(x).Vx(z)), z € R3.

Dans la suite du chapitre, nous traitons de l'interprétation probabiliste de ’équation de
Poisson-Boltzmann non-linéaire avec terme source régulier g satisfaite par v = u — yuyg

—V(e(z)Vo(x)) + K*(z) sinh(v(x)) = §(z), z € R (1.14)
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Interprétation probabiliste en terme d’EDSR

L’équation non-linéaire de Poisson-Boltzmann (1.14) a la particularité d’avoir son
terme non-linéaire (x2(-)sinhu(-)) identiquement nul sur 'ouvert ,; d’intérieur non
vide, et donc non strictement monotone.. Ceci entraine l'impossibilité d’appliquer le
théoréme 1.2.1 & I’équation différentielle stochastique rétrograde associée :

T T
YE=YE +/ (9(X7) — k*(XT)sinh Y7)ds — / Z*dB,, 0<t<T (1.15)
t t

de générateur (t,x,y) — f(X7,y) := §(XF) — k*(X¥) sinhy défini pour ¢ > 0, z € R?,
y € R et o X7 est la solution faible de I'équation (1.7). Il a donc été nécessaire de
généraliser ces résultats aux cas d’équations différentielles stochastiques rétrogrades a
générateur (fonction correspondant a la partie non linéaire de I’équation aux dérivées
partielles) non strictement monotone, c’est-a-dire vérifiant l'existence d’une constante
(4 non nécessairement strictement négative telle que pour pour tout ¢, y, 3/, z on ait
presque stirement,

<y - yla f(t7y> Z) - f(t>y/7 Z)> g M|y - y/|2'

Cette généralisation est donnée dans le théoréme 4.2.3 dont les principales hypothéses
sont les suivantes : étant donné un temps d’arrét 7 sur un espace de probabilité muni
d’une filtration F et d’'un mouvement brownien B vectoriel, un générateur f et une
condition terminale &, supposons que

(h1) le génerateur f vérifie les propriétés suivantes :

a) Lipschitz : pour tout t, y, ¢ presque stirement,

|f(t7y72) - f(t7y> Z/)’ < K(t)”'z - Z/H

avec K processus progressivement mesurable borné majoré par une constante
K

b) monotonie : pour tout ¢, y, ¢, z presque siirement,

Y

(y—y, flt,y,z) — f(t,y,2)) < p@®)|y — |
avec j, processus progressivement mesurable borné majoré par une constante
i, et

c) intégrabilité : pour un processus A progressivement mesurable vérifiant
2u(t) + K2(t) < A(t)

pour tout ¢ dans R,

E[ / eJo M)ds| £(4.0,0))2dt| < 0o
0
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1.2. Partie I : équation de Poisson-Boltzmann

(h2) la condition finale £ est une variable aléatoire F,-mesurable vérifiant les deux
inégalités
E [efOT/\(s)ds|€|2] < 00

et
E |:/ efg )\(s)ds’f(t’ 6—1/2f(;5 :\(s)dsét’ 6—1/2f(;5 :\(S)dsﬁt)Ith < 00,
0

ot M) := 2u(t) — K2(t), € = elo Moddsg & — [€|F:] et 77 processus prévisible
vérifiant
E=E[g)+ [ ndb.
0

E [/ Wdt] < oo.
0

Théoréme 1.2.3 (Théoréme 4.2.3). Sous les hypothéses précédentes, il existe une unique
solution (Y, Z) a l’équation différentielle stochastique rétrograde de paramétres (7,&, f)
qui, pour tout processus \ progressivement mesurable satisfaisant \(-) — 2u(-) — K?(-) >
A > 0, vérifie Uinégalité suivante,

(Y. Z)[15, < CE [efom“sﬂswsru / elo X £(2.0,0)2dt | < oo.

La démonstration de ce théoréme adopte le plan de démonstration usuel [Par99.
Notre généralisation a la particularité de permettre aux constantes de Lipschitz K et de
monotonie u de dépendre du temps et des aléas sous forme de processus progressivement
mesurables. En particulier, il est maintenant nécessaire de montrer une estimation fine du
temps d’occupation des domaines €2, et ey par la solution faible X de I’équation (1.7).
La démonstration de ce point est située dans la section 4.4.3.

La deuxiéme particularité de ’équation de Poisson-Boltzmann, & savoir 'opérateur
sous forme divergence & coefficient discontinu, nécessite aussi une soigneuse attention.
L’apparition d’'un terme de temps local dans I’équation différentielle stochastique (1.7)
associée ne permet plus 'utilisation du théoréme de représentation des martingales brow-
niennes [KS91] soutenant la théorie des équations différentielles stochastiques. Cepen-
dant, la propriété d’unicité en loi [BCMT10| de la diffusion (1.7) autorise 'application
d’un théoréme plus général de représentation des martingales donné dans [JS03]. Ce
théoréme permet la construction de solutions d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades dont le générateur dépend d’une unique solution faible d’équations différen-
tielles stochastiques.

Remarque. Notons qu’en montrant le théoréme 4.2.3 nous sommes allés au dela des hy-
pothéses nécessaires pour I'équation de Poisson-Boltzmann en autorisant la constante
de Lipschitz a dépendre du temps et des aléas sous la forme d’un processus progressi-
vement mesurable, en considérant des équations différentielles stochastiques rétrogrades
vectorielles, mais aussi en démontrant la partie existence du théoréme 4.2.3.
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Application a I'équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire

Nous donnons ensuite un résultat d’existence, d’unicité et de régularité de la solu-
tion de I’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire avec terme source régulier (1.14).
Introduisons le sous-espace M de l'espace de Hilbert séparable H!(R3) défini comme
suit

M :={v e H'(R®)|cosh®’v—1¢€ L'(R*)}.

Théoréme 1.2.4 (Théoréme 4.3.2). L’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire avec
terme source régularisé (1.14) admet une unique solution faible v dans M C H'(R3).
Cette solution appartient a Uintersection CP(R?) N CHR3\Qine) N CHR3\Qeyt), et sa
trace v est dans C*(T). Il existe de plus une fonction r dans C*(R?) telle que dans un
voisinage N de T

€ext

r(z) = (E'mt - 1) Virty(r(z)) - il (z),  Va €N,

et vérifiant que application définie par
o(x) == v(z) —r(@)[p(x)ly, TER’

est dans C2(R3\T') N W2, Enfin, le gradient Vv est dans L=(R?).

loc

Eléments de démonstration du théoréme 1.2.4. L’existence et I'unicité de la solution
a 'équation (1.14) sont montrés a I’aide d’une méthode de minimisation d’énergie. Nous
définissons I'énergie sur H'(R?) de la maniére suivante

sz | [ (CL00P ) cost (00 = 1) = 3000t0) ) . v b

+OO7 U¢M

Nous montrons que 1’énergie & est semi-continue inférieurement, convexe et coercive
sur Pespace réflexif H'(R?). Soulignons que la justification de la coercivité demande un
traitement soigneux dii au fait que la fonction x s’annule sur 'ouvert d’intérieur non
vide Qint-

Détaillons maintenant les étapes de la démonstration de la régularité. Nous mon-
trons dans le lemme 4.3.10 que la solution v est dans L (Qex¢). Puis nous montrons la
régularité de la trace de v au bord I'; a I’aide d'un redressement local du bord. Nous mon-
trons a l'aide de controle sur la norme L2 (V) que la solution redressée est localement
réguliére dans les directions tangentielles a la surface I' : la solution redressée v est de
classe H%**(V) sur les voisinages V de I donnés dans le lemme 2.1.1. La démonstration
de ces propriétés utilise a plusieurs reprises une inégalité de type Sobolev.

Lemme 1.2.5 (Type Sobolev). Donnons-nous un compact K de R? et u dans W'P?(K)
vérifiant dyu dans L™V (K), alors u est dans L™(K), ot m = Y1 n,.
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1.2. Partie I : équation de Poisson-Boltzmann

Ce lemme permet d’obtenir des informations sur la régularité d’une fonction dont
les dérivées partielles ont différents niveaux de régularité, c’est le cas de la solution a
I’équation de Poisson-Boltzmann dont la régularité prés de la surface I' est différente
dans les directions normales et tangentielles a la surface.

La régularité C*™ (0 < o < 1) obtenue, nous concluons en traitant la régularité des
deux sous-problémes sur i, et Qey & 'aide de résultats provenant de [GTO01]. ]

Ce résultat est suivi du théoréme principal de la thése (théoréme 4.3.3) qui établit I'in-
terprétation probabiliste de 1’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire sous la forme
de la somme d’une fonction connue singuliére et de la solution de ’équation différentielle
stochastique rétrograde (1.15).

Théoréme 1.2.6 (Théoréme 4.3.3). L’équation de Poisson-Boltzmann (1.12) admet
linterprétation probabiliste suivante

u(@) = x(@)uo(z) +Yy,  zeR’
ou Y est la solution (Y*,Z%) de l’équation différentielle stochastique rétrograde (1.15)
et la fonction ug est donnée par la combinaison de noyaux de Green

qi 1 3
= : € R3.
U0($> . 47T6int |Z‘ — $l| o

avec q; et x; les charge et position de l’atome d’indice i.

Eléments de démonstration du théoréme 1.2.6. Nous énoncons un théoréme d’existence,
d’unicité et de régularité de la solution v dans H'(R?) a I’équation de Poisson-Boltzmann
régularisée (théoréme 1.2.4). Cette solution vérifie les conditions du théoréme 4.2.8 (co-
rollaire du théoréme 1.2.3) liant solutions d’équation aux dérivées partielles et solutions
d’équation différentielle stochastique rétrograde.

Le générateur (z,y) — g(x) — x%(z) sinh(y) vérifiant les hypothéses de ce théoréme, il
s’applique donc a cette solution v et permet de conclure. L’une de ces hypothéses est une
hypothése d’intégrabilité exponentielle de la fonction A(-) définie dans le théoréme 1.2.3.
La preuve de cette condition repose sur le lemme suivant 1.2.7 (dont la démonstration
est donnée dans la section 4.4). O

Lemme 1.2.7 (Lemme 4.3.4). Soit X la solution faible de I’équation (1.7) pour x dans
R3 associée a lopérateur L := V(eV). Il existe un choiz de réels p > 0 et ¢ > 0, tel que

E, UOOO exp{/ot)\(Xs)ds} |f(Xt,())]2dt] < 0 (1.16)

01\// )\(XS) - pleeQint - quSGQeXt'

Avant de donner des éléments de démonstration du lemme 1.2.7, nous donnons deux
résultats tres utiles sur la transformée de Laplace du temps de sortie d’un intervalle par
un mouvement brownien et un processus de Bessel [RY99] pour des valeurs « positives.
Ces deux lemmes vont ainsi permettre de trouver le paramétre p strictement positif du
lemme 1.2.7.
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Lemme 1.2.8 (Lemme 4.4.1). Soient B un mouvement brownien réel partant de x
dans |0, R] T le temps d’atteinte de {—R, R} par ce brownien, et un réel o vérifiant

0 <a< g, alors

cosv2azx

cos vV2aR

Lemme 1.2.9 (Lemme 4.4.2). Soient | B| un processus de Bessel de dimension 3 partant
de |z| € [0 R], T le temps d’atteinte de R par ce processus de Bessel, et un réel o vérifiant
0<a< alors

E, [¢*7] = (1.17)

Rz;

B, o] = Snev2alz] (1.18)
= sincv2aR’

ou l'on a défini

] sin:z:’ = R*,
sinc(z) :=<¢ *
1, xz=0.

Eléments de démonstration du lemme 1.2.7. Détaillons les principaux arguments utili-
sés

1. le processus X solution faible de 1’équation (1.7) vérifie la propriété de Markov
forte,

2. les processus (Xy/a¢,, )t=0 €t (Xi/2e.. )e=0 Ont une trajectoire brownienne tant qu'’ils
restent respectivement dans Qi et Qo

3. la distance du processus X a la frontiére I' a un comportement de mouvement
brownien biaisé¢ (Skew Brownian Motion) [Lej06] sur une bande W autour de la
frontiére I'. Ce dernier point est vrai a une transformation de Girsanov prés.

Nous introduisons deux suites de temps d’arrét : la suite (), des temps de sortie de la
bande W et la suite (73 ) des temps d’atteinte de la frontiére I'. Puis nous décomposons,
a 'aide de ces deux suites, I'intégrale de 'exponentielle dans la fonctionnelle (1.16) :

00 t t
/ exp {p/ ]_Xsegimds — q/ ]-XSEQextdS}dt
0 0 0
T1 t t
:1Tl<00 / eXp {p/ 1Xs€Qintds - q/ ]'XsEQextdS}dt
0 0 0
0 (% t t
> 17'k<oo/ exp {p/ 1x.e,ds — 61/ 1Xseﬂextd5}dt
k=1 Tk 0 0

Thk+1 t t
+ ]‘Tk<OO / eXp {p/ 1X5€Qintd8 - Q/ 1Xs€QextdS}dt
05 0 0

Z (Ax + Bi)lr <o (1.19)
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ou l'on a posé

0x t t
A = / exp {p/ 1x.c0,,ds — q/ lxsegextdS}dt
Th Th T
Th41 t t
By, ::/ exp {p/ 1x.cq, ds — q/ ].XseQextdS}dt
0 0 0
Tk Tk
Ck = eXp {p/ ]‘XSEQintdS - q/ 1X5€Qextd8}
0 0

Les lemmes 1.2.8 et 1.2.9 permettent alors de traiter chacun des termes et montrer que
la série (1.19) est convergente en espérance. O

1.3. Partie |l : estimateur de Malliavin

Au vu de la taille et du caractére prospectif de cette partie, nous n’entrons que peu
dans les détails comparativement & la premiére partie. Nous résumons ici la question &
laquelle nous avons tenté de répondre, les interrogations et difficultés que nous avons
rencontrées, et les pistes que nous voyons pour résoudre ces difficultés

1.3.1. Objectif

Nous nous intéressons dans cette partie a la réduction du nombre de variables d’un
systéme dynamique. Les systémes moléculaires (molécules étudiées - soluté - plongées
dans un solvant constitué de molécules) contiennent un trés grand nombre de variables.
La trés grande taille des systémes pose d’importantes difficultés numériques lorsque ’'on
souhaite les simuler; aussi la question de la réduction du nombre de variables est un
élément clef de la modélisation et des simulations moléculaires. La maniére naturelle de
contourner ces difficultés numériques est d’approcher le systéme étudié par un systéme
de plus petite taille et donc plus aisément simulable. La question principale est donc
d’arriver & modéliser un systéme de plus petite dimension approchant le systéme molé-
culaire. Le choix des variables d’intérét apparait en filigrane de cette question, et c’est
sur ’étude d’une méthode de séparation des variables que porte ce chapitre.

1.3.2. Préliminaires

Dans un premiére temps, nous présentons les systémes dynamiques & composantes
lentes et rapides [FW98, KP03, BG06]. Nous posons les notations et présentons des
exemples illustrant la variété de comportements de ces systémes.

Puis dans un deuxiéme temps, nous présentons la théorie spectrale des processus sta-
tionnaires [GS80| a la base de l'estimateur proposé par Paul Malliavin. Un processus
stationnaire au sens large est un processus dont ’espérance chaque instant est indépen-
dante du temps, et dont la covariance avec retard s & chaque instant est une fonction
ne dépendant que du retard s. A un processus stationnaire au sens large, il est possible
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d’associer une fonction appelée densité spectrale du processus. La densité spectrale est
la transformée de Fourier de la fonction de covariance avec retard. C’est un outil trés
utilisé en théorie du signal. Il associe & un processus la distribution de ses fréquences et
permet ainsi d’obtenir des informations sur ce processus.

Systémes dynamiques

Nous présentons dans cette section les systémes dynamiques a deux échelles de temps
en rappelant les notations usuelles et en présentant des exemples classiques illustrant la
richesse des comportements de ce type de systéme. Pour cette présentation, nous avons
choisi de suivre le chapitre d’introduction de [BG06|. Nous renvoyons a [FW98, KP03,
BGO6] pour une présentation des nombreux résultats mathématiques portant sur ces
systémes.

Systémes dynamiques déterministes 8 composantes lentes et rapides

Notations Soit e petit le paramétre de séparation d’échelle. Un systéme dynamique
déterministe & composantes vectorielles lentes x et rapides y peut s’écrire de la maniére
suivante

dx

e F(ft yt)

dt ) )

a1 (1.20)
. Zf(ft, yt)'

On appelle variables lentes du systéme les variables x et variables rapides les variables y.
Le méme systéme considéré sur ’échelle de temps rapide, c’est-a-dire en ayant effectué
le changement de temps s = te s’écrit de maniére équivalente :

dis = eF sy Ys
dcllt € (.Z' Y )7 (121)
d_ss = f(xsays)'

Remarque. On garde tout au long de cette sous-section la convention que ¢ représente
un temps & ’échelle lente, et s un temps a 1’échelle rapide.

Les systémes & deux échelles de temps peuvent avoir différents comportements dépen-

dant essentiellement des propriétés du systéme lentement perturbé par un parameétre A

dys
ds

= f(\ys)- (1.22)

Afin d’illustrer la richesse de comportements, nous donnons dans le paragraphe suivant
quelques exemples de systéme dynamique.

Divers comportements Le premier cas de figure est celui ou la dynamique rapide
décrite par I’équation (1.22) admet un point asymptotique d’équilibre ¢(\) pour tout
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paramétre \. La sous-variété décrite par ¢ est appelée sous-variété lente. Le comporte-
ment limite en € petit de la composante lente est alors donné par la dynamique autonome
suivante [BGOG6|

La composante rapide y trouve quant-a-elle instantanément a chaque instant sa position
d’équilibre fonction de x. On obtient ainsi dans ce cas de figure pour la variable lente x
une dynamique autonome, et 'on a réduit la taille du systéme.

Dans le cas ou le systéme lentement perturbé (1.22) admet un point d’équilibre dé-
pendant réguliérement du paramétre A, la dynamique autonome est obtenue par un
procédé d’homogénéisation de la dynamique lente par rapport & la mesure invariante du
systéme (1.22). Si par contre le systéme lentement perturbé admet des points de bifurca-
tion, d’autres cas de figures peuvent apparaitre comme : des sauts entre diverses parties
de sous-variétés lentes, des oscillations de relaxation pendant lesquelles alternent des
phases lentes et rapides (exemple du vase de Tantale se remplissant doucement jusqu’a
enclenchement d’un siphon vidant le vase rapidement - figure 1.9), des cycles d’hystérésis
(figure 1.10) lors desquels le systéme suit avec retard 1’évolution périodique du paramétre
A ou des retards de bifurcation par exemple pour lesquels le systéme continue pendant
un certain temps sur une branche instable aprés qu’une bifurcation ait eu lieu.

Systémes dynamiques stochastiques a composantes lentes et rapides En ajou-
tant du bruit a un systéme d’équations différentielles ordinaires & composantes lentes et
rapides on obtient une équation différentielle stochastique a composantes lentes-rapides.
Dans le cas stochastique s’ajoutent de nouveaux temps caractéristiques (par exemple
temps de Kramer [BG06]). On peut considérer que trois cas de figure apparaissent :

— le cas ot le temps de Kramer est largement supérieur aux échelles de temps détermi-
nistes, auquel cas le systéeme suit I'évolution déterministe sur de grands intervalles
de temps avec de rares transitions entre sous-variétés d’équilibres ;

— le cas ot le temps de Kramer est largement inférieur aux échelles de temps détermi-
nistes auquel cas le comportement du systéme est donné par sa mesure invariante ;

— le cas ou le temps de Kramer est compris entre les échelles de temps détermi-
nistes lentes et rapides, auquel cas les transitions entre différents états d’équilibre
de la composante lente sont fréquentes alors que la composante rapide n’est que
peu affectée par les perturbations stochastiques. Dans ce cas, des phénoménes de
résonnance stochastique peuvent aussi apparaitre.

Processus stationnaire et analyse spectrale

Nous rappelons tout d’abord quelques notions sur les processus stationnaires au sens
large [GS80] avant d’aborder I'analyse spectrale de cette catégorie de processus.

Processus stationnaires au sens large
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Pobinet Pobinet

Miveau haut Niveau haut

—o...Nueau bas ... Miveay bas

Siphon

Siphon

Le vase vide se remplit lentement. Le vase continue de se remplir.

Pobinet Pobinet

_ Mueau haut Niveau haut

. Nueaubas

. Mweau bas

Lorsque le liquide arrive au niveau haut, Le siphon vide le vase jusqu’a ce qu’il se
le siphon s’amorce et aspire le liquide désamorce en atteignant le niveau bas.
du vase plus vite qu’il ne se remplit. Le cycle recommence

FIGURE 1.9.: Vase de Tantale
Crédits et source des images et légendes : LLM - Wikipedia - CC by SA
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1.8

B(T)

1.2 A

0.6

-0.6

-1.2 A

H (A/m)
'18 T T T T T
-150 -100 -50 0 a0 100 150

FIGURE 1.10.: Cycles d’hystérésis de I'aimantation d’un matériau ferromagnétique
(acier électrique standard & grain orienté). By est le champ rémanent
(aimantation rémanente) et Ho est le champ coercitif (le champ

nécessaire pour désaimanter).
Crédits et source des image et légende : Zureks - Wikipedia - CC by SA

Définition 1.3.1. Un processus aléatoire (£(2))ier = (€1(t), -+, £4(t))ser & valeurs dans
R? est dit stationnaire au sens large (ou du second ordre) si

E[ét)?] <oo, teR

et s’il existe une constante m et une fonction matricielle continue R(-) telles que

{E €(0)] = m, teR
E [(£(t) — m)(E(s) — m)] = R(t — s), s<teR.

La fonction R s’appelle fonction de corrélation du processus &.

Analyse spectrale de processus stationnaire au sens large Dans cette section, nous
nous placons sous des hypothéses de stationnarité des processus. Notons que dans le cas
de la dynamique moléculaire, I'irréversibilité des dynamiques (du fait de la convergence
du systéme vers un point d’équilibre) invalide cette hypothése. Cependant, les simula-
tions de dynamique n’étant effectuées que sur des intervalles de temps trés petits devant
I’échelle de temps de la dynamique compléte, I’hypothése de stationnarité peut peut-étre
se justifier ; cela reste une question ouverte.

Introduisons maintenant les notions d’énergie, de puissance et de densité spectrale
pour les processus stationnaires au sens large.

Définition 1.3.2. — On appelle énergie transférée par le processus aléatoire & pen-
dant l'intervalle de temps |t1, to[ la quantité

/ €[ ()
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et énergie totale transférée par le processus € l'intégrale

/ ” E2(t)dt

si elle existe.

— On appelle puissance moyenne d’un processus aléatoire £ la limite

Théoréme 1.3.3 (théoréme de Khintchine [GS80]). Pour qu’une fonction matricielle
continue R soit fonction matricielle de corrélation d’un processus stationnaire au sens
large il est nécessaire et suffisant qu’elle admette la représentation

R(t) = /_ h e dF (u) (1.23)

ot I est une fonction matricielle telle que
1. quels que soient uy et uy, uy < us, la matrice AF(u) = F(ug) — F(uy) est définie
positive ;
2. les limites F'(00) = limy o0 F'(u) et F(—00) = lim, o F(u) existent et vérifient
Tr {F(00) — F(—00)} < 00 .
Remarque. Les deux hypotheéses 1 et 2 garantissent que la représentation intégrale (1.23)
a un sens.

Définition 1.3.4. On appelle la fonction F' définie & une constante prés la fonction
spectrale du processus associé a R. Si de plus, la fonction matricielle F' est absolument
continue, on peut alors 1’écrire sous la forme

Py = [ fejas

ou la fonction f est dite densité spectrale du processus.

Remarque. Dans ce cas la, on a la relation suivante entre covariance avec retard et densité
spectrale

o

ut
R(t) = / e™ f(u)du,

—0o0
c’est-a-dire que la densité spectrale du processus s’obtient par transformée de Fourier
inverse de la fonction de corrélation du processus

fmzjfemEmu+@—m&@—mmﬁ

o0

La proposition de Paul Malliavin est la suivante : a partir de I’estimation du processus
de covariance avec retard, il doit étre possible de séparer les composantes lentes des com-
posantes rapides en sélectionnant les composantes contribuant le plus aux mouvements
de basses fréquences.
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1.3.3. Présentation de la méthode

Paul Malliavin lors de communications personnelles a Denis Talay a proposé une
méthode de séparation des variables lentes et rapides d’un systéme. Elle est basée sur
des méthodes d’analyse de Fourier issue de la théorie du signal. Donnons-en briévement
le principe.

Supposons que l'on ait une trajectoire de dynamique moléculaire d’une durée petite
devant 1’échelle de temps de la dynamique compléte. Par trajectoire de dynamique mo-
léculaire, nous entendons ’ensemble des N trajectoires tri-dimensionnelles de chacun
des atomes s constituant le systéme moléculaire. Aprés avoir recentré temporellement
et spatialement les trajectoires, nous pouvons calculer les matrices de covariance avec
retard de la dynamique (notée }A%L]l pour les dimensions ¢ et j de deux atomes d’indices
k et [). Puis nous prenons la moyenne sur les retards avec pondération temporelle (selon
un noyau V; privilégiant les petits retards - 7 est la taille maximale des retards que nous
autorisons). La matrice S, obtenue est notre matrice d’estimation de Malliavin (insis-
tons ici sur le fait qu’elle n’a aucun rapport avec les matrices de covariance apparaissant
dans la théorie - bien connue des probabilistes - du calcul de Malliavin).

Paul Malliavin indique ensuite de conserver les n plus grandes valeurs propres qui
doivent donc intuitivement correspondre aux mouvements lents de la molécule. Puis pour
sélectionner les variables lentes ou d’intéréts, il propose de calculer le poids de chaque
atome a dans chacun des vecteurs propres normalisés (f;);—1.... , conservés. Chaque coor-
donnée f{* du vecteur f; représente le poids de I'atome a dans le vecteur propre d’indice
7. On définit alors la norme lente pour un atome a, comme

n

lal* =" (f)*.

i=1

Cette norme lente doit permettre de mesurer la contribution de ’atome a aux mouve-
ments lents. Ainsi une grande norme doit correspondre & un atome participant de maniére
importante aux mouvements lents de la protéine. La détection des variables lentes du
systéme moléculaire est ensuite complétée par 1’élaboration d’une dynamique réduite ne
faisant intervenir que les variables lentes présélectionnées. La méthode de réduction de
la dynamique proposée par Paul Malliavin est celle de Mori-Zwanzig [Mor65, Zwa73]
dont nous donnons un apergu dans I’annexe B.

1.3.4. Questions que la méthode pose

Le principe de la méthode introduit, nous allons voir tout au long de ce chapitre qu’elle
pose de nombreuses questions auxquelles nous n’avons pas toujours pu répondre. Nous
pouvons d’ores et déja en énoncer quelques-unes.

La premiére question naturelle est la suivante : que cherchons nous a détecter ? Ce qui
conduit & se poser de nombreuses questions : quelle serait la définition mathématique de
ces variables lentes ou d’intérét : est-ce des atomes, des groupes d’atomes ou des centres
de masse d’atomes? Et en quels sens sont-ils lents : est-ce au sens usuel des systémes
dynamiques a plusieurs échelles ou dans un autre sens a déterminer ?
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D’autres questions sont plus techniques et ont trait aux hypothéses mathématiques
qu’il nous est nécessaire d’énoncer : peut-on et doit-on supposer la stationnarité des
processus impliqués ? Quelle est 1’échelle de temps des variables que nous détectons,
sont-elles petites devant la taille de la trajectoire ou de I'ordre de la trajectoire utilisée ?

1.3.5. Tentatives de réponses

Nous présentons dans ce chapitre quelques raisonnements dont le but est de préciser
ces questions et les hypothéses sous lesquelles il sera nécessaire de travailler.

Etude du cas linéaire

Nous avons dans un premier temps étudié un modele se présentant sous la forme
d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck multi-dimensionnel. Aprés avoir mené les calculs
le plus loin possible dans le cas général, nous tirons parti de 'existence d’une formule
explicite de I'exponentielle de matrice carrée de taille deux pour aller plus loin dans
les calculs. Nous montrons ainsi que la méthode permet effectivement de séparer deux
valeurs propres d’ordre différent. A partir du cas linéaire, nous proposons une premiére
tentative de généralisation au cas non-linéaire. Cette généralisation s’effectuerait a I'aide
d’une semi-homogénisation du systéme, au sens ou nous approchons le systéme initial
par un systéme constitué de la version homogénéisée et donc autonome des variables
lentes et des équations rapides dépendante du paramétre e de séparation d’échelle.

Perspectives

Modeéles étudiés Afin de tenter de généraliser au cas non-linéaire nous avons étudié
formellement deux catégories de modéle stochastique & deux échelles de temps. Les deux
modéles différent par la dépendance en € le paramétre de séparation d’échelle. Le systéme
considéré est le suivant

dXf = F(X{, Y5, t)dt + S(Xf, Y)dBY,
R Bl€) e vre
dY;f = ;f(Xt 3 Y;E 7t>dt =+ Wa(xt ) Y;f )dBtY’

ot X et Y sont a valeurs vectorielles respectivement dans R? et R*. Le premier modéle
est décrit dans [KPO3| et suppose que 3(€) = o(e). Le second modéle consiste a supposer
que f(e) = O(1) et on peut en trouver une description dans [BG06|.

(1.24)

Etude formelle du premier modéle L’étude formelle du premier modéle semble in-
diquer qu’il est nécessaire d’avoir une relation linéaire entre les variables lentes et ra-
pides a I’équilibre. Insistons sur le fait que cela n’'impose pas une hypothése de linéarité
du systéme, mais seulement que le point de départ de la dynamique est dans un bas-
sin d’attraction de la position d’équilibre donnée par une fonction ¢ linéaire vérifiant

f(z, o(z)) = 0.
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Soulignons aussi que ce raisonnement s’applique a la matrice de covariance sans retard,
et que nous n’utilisons absolument pas les informations données par les matrices de
covariance avec retard.

Etude formelle du second modéle L’étude formelle du second modéle semble quant
a elle indiquer qu’il est nécessaire d’ajouter une hypothése de réversibilité en temps des
processus, au moins pour les composantes rapides & composante lente fixée. De plus cette
perspective nécessite des propriétés de mélange et utilise les matrices de covariance avec
retard.

35






Premiere partie .

Equations de type
Poisson-Boltzmann

37






Chapitre 2.
Préliminaires

Dans cette partie, nous nous placons dans le cadre moléculaire suivant : étant don-
née une molécule plongée dans un solvant, nous cherchons & donner une interprétation
probabiliste du potentiel électrostatique auquel est soumis cette molécule. Ce potentiel
est solution de 1’équation de Poisson-Boltzmann [BBCO06|. L’interprétation probabiliste
de cette équation, c¢’est-a-dire la modélisation équivalente par des processus de diffusion
doit permettre d’utiliser I'efficacité numérique des méthodes stochastiques (méthode de
type Monte-Carlo [MU49| par exemple) pour la simulation des équations de Poisson-
Boltzmann.

La molécule plongée dans un solvant peut étre modélisée par une forme géométrique
Qe connexe et compact dans un espace de dimension trois €. représentant le solvant.
Nous commencons par introduire ce cadre géométrique dans lequel nous nous plagons
dans la suite et les notations associées. Nous décrivons les hypothéses géométriques
permettant d’interpréter en terme de processus de diffusion la solution de I’équation de
Poisson-Boltzmann.

Ensuite nous présentons les équations de Poisson-Boltzmann en dynamique molécu-
laire [BBCO06|. Ces équations permettent de modéliser le potentiel électrostatique d'un
systéme moléculaire composé d’une molécule plongé dans un solvant. Nous détaillons le
raisonnement biologique permettant d’aboutir aux équations de Poisson-Boltzmann. Ces
équations faisant intervenir des opérateurs sous forme divergence, nous donnons ensuite
leur interprétation probabiliste initialement introduite dans [BCMT10].

Nous concluons enfin ce chapitre en présentant la théorie des équations différentielles
stochastiques rétrogrades [PP92, Par99, BDHT 03] et le lien qu’ont ces équations avec
les équations aux dérivées partielles semi-linéaires.

2.1. Notations et géométrie sous-jacente aux
équations de Poisson-Boltzmann

Définitions et notations

Soit un entier d supérieur ou égal & un représentant la dimension de I'espace. Consi-
dérons un domaine €2;,; borné, simplement connexe, de frontiére I' := 0€2;,;. On suppose
notamment que I' est une sous-variété compacte de classe C* (hypothése éventuelle-
ment affaiblie dans certaines sections), vérifiant une condition de sphére intérieure et
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extérieure. Définissons ey comme le complémentaire de i UT dans RY. Soient D un
domaine ouvert borné de R? contenant strictement i, UT et dont le bord est supposé
régulier (vérifiant une condition de sphére extérieure).

La régularité du bord I" permet de construire sur un voisinage N de I" une projection
7 : N — T de classe C? telle que,

|z — m(x)| = d(x,T), reN (2.1)

avec d(-,I") la distance au bord I". Pour z sur I', notons 7i(x) le vecteur unité normal a
la surface I' au point x et pointant vers I’extérieur.

Qext

FIGURE 2.1.: Décomposition de R% en deux sous-domaines Qi et Qext.

Définissons maintenant p une extension de classe CZ(R?%; R) de la distance signée a T’

définie sur N par
p(z) = (z — w(x)) - fi(n(x)), reN. (2.2)

Le gradient de p est donné par
Vo(z) =i (m(x)), reN (2.3)
et Pon définit V™ et Ve, pour une application u définie sur RY, respectivement par

lim Vu(x), yeTl,

Vitty(y) = { oy (2.4)
Vau(y), y&r,
et
lim Vu(z), yel,
V*u(y) = < st (2.5)
Vau(y), ygrl.
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Lemmes techniques

Enoncons enfin un lemme classique dont la démonstration est donnée par exemple
dans [BCMT10] (Proposition 2.1) qui nous est utile dans la suite de cette thése car il
nous permet de localiser certaines démonstrations au voisinage de I' (¢f. démonstrations
du lemme 3.1.2 et du théoréme 4.3.2).

Lemme 2.1.1. Il existe un recouvrement de I' par une famille d’ouverts bornésUy, - -+ ,Uns
et une famille iy, - -+ 1y de redressements locaux C*° de T, telles que pour tout indice i
dans {1,--- , M}, la fonction ; soit un C} difféomorphisme de U; dans 1;(U;) admettant
un prolongement de classe C2 sur U; et satisfaisant pour tout x dans U;

i (x) = pl),
U (sfa) = 7 (r(a)
3x1 ‘ '
Supposons fixé un indice i de {1,---, M}, et notons ¢ = ¢;, U = U; et V = p(U).

Posons pour tout y dans V, o(y) = v(¢"(y), &y) = (7'(v)), 9y) = 9(v " (v)),
#(y) = k(¥ y)) et M(y) = J(v " (y)). Nous avons le lemme suivant dont la démons-
tration peut-étre trouvée dans [BCMT10).

Lemme 2.1.2 (Lemme A.1 de [BCMT10]|). Pour tout indicei de {1,--- ,d}, nous avons
la relation suivante sur le voisinage V ,

8k(Mlk det J¢_1) =0.

=~
Il S8
—

2.2. Equations de Poisson-Boltzmann

2.2.1. Introduction a lI'équation de Poisson-Boltzmann en
dynamique moléculaire

Le potentiel électrostatique d’un systéme moléculaire de permittivité € et de distribu-
tion de charge p. est donné, pour x dans R?, par I'équation de Poisson

—V. (e(z)Vu(x)) = 4mp.(z).

Considérons le cas d’une molécule plongée dans un solvant aqueux. La distribution de
charge p. peut étre décomposée comme la somme de la contribution p,, de la molécule
et de p, du solvant.

La molécule est modélisée sous la forme d’un systéme fini de charges centrées en la
position des NV atomes de la molécule, et sa distribution de charge p,, est donnée par

pml@) =D _aidu(a), T ER, (2.6)
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ol ¢; dans R et x; dans R? sont les charge et position de I’atome i et ol , est la mesure
de Dirac au point x dans R3. La contribution p, du solvant est modélisée par le champ
de distribution des m différents types d’ions du solvant :

ps(x) = ecz njzjexp{—eczju(x) /KT — Vj(x) KT}, r € R
j=1

ou n; est le nombre d’ions du type j, z; est la valence des ions de type j, e. est la charge
¢lémentaire, V; modélise I'effet stérique entre les ions de type j et la molécule.

Dans le cas d’un électrolyte tel que NaCl o1 ¢; = 1 et g = —1, ’équation de Poisson
se simplifie et s’écrit, pour x dans R3,

—V. (e(x)Vu(z)) + 8meneV @O/ M sinh {e.u(z)/kT} = 47 Z qi0s,; ().

i=1

Considérons le domaine ¢, de frontiére I' := 0, réguliére et définissons 2. comme
le complémentaire de Qi UT dans R? présentées dans la section 2.1. Les ouverts Qi et
Qext modélisent respectivement l'intérieur de la molécule et le solvant (cf. figure 2.2).

k>0

Qint

intérieur de la molécule €ext > 0

Qext solvant

FIGURE 2.2.: Modélisation géométrique de la molécule

La permittivité diélectrique € est représentée par une fonction discontinue prenant
deux valeurs selon que l'on se place a l'intérieur de la molécule Qi (permittivité du
vide) ou a extérieur Qey (permittivité du solvant) :

int > 07 Qin 3
e(x) = § T (2.7)
€oxt > O, x € Qext-
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Dans la suite, on étudiera 1’équation de Poisson-Boltzmann non linéaire
—V. (e(z)Vu(z)) + k*(z) sinh {u(z)} = g(z), r € R (2.8)

V()/kT 87rezl
kT

k(z) = {0’ T € (2.9)

E>0, € Q.

ou I'on a approché la fonction e~ avec I = £ 3 7,22 par la fonction modifice

de Debye-Hiickel

Cette interprétation probabiliste nécessite le traitement des trois difficultés suivantes :
1. discontinuité dans le coefficient de I'opérateur sous forme divergence (section 2.3) ;
2. terme source singulier (section 4.1);

3. non linéarité de I’équation (chapitre 4).

Remarque. Notons qu’en supposant le terme e.u(-) petit devant k7T et en approchant
sinh par le premier terme de son développement de Taylor, il est possible d’obtenir, pour
x dans R3, une version linéaire de I’équation de Poisson-Botzmann

—V. (e(x)Vu(z)) + k*(z)u(r) = g(x), (2.10)

dont I'interprétation probabiliste est traitée dans [BCMT10] est en partie présentée dans
la sous-section 2.3.

2.2.2. Equations parabolique et elliptique de type
Poisson-Boltzmann

Problemes paraboliques et elliptiques

Nous appelons, dans la suite de ce manuscrit, équation de Poisson-Boltzmann toute
équation parabolique ou elliptique engendré par le générateur £ défini par

L=V-(eV), (2.11)

ot € est la fonction définie en (2.7) constante par morceaux de R? dans ]0, oo[ dont la
surface de discontinuité est la surface I'. Nous traitons plus particulierement des deux
problémes suivants :

Probleme parabolique linéaire Dans le chapitre 3 , nous considérons le probléme
parabolique homogéne en temps suivant :
owu(t,z) — Lu(t,z) + k(z)u(t,z) = g(x) sur]0,T[xD,
u(0,x) = h(x) sur D, (2.12)
u(t,z) =0 sur [0,7] x 0D,

pour trois fonctions k, g et h. Puis nous considérons le cas particulier ou k = x? (définie
en (2.9)), g = py, (définie en (2.6)).
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Probléme elliptique non-linéaire Dans le chapitre 4 , nous étudions le probléme
elliptique non-linéaire :

— Lu(z) + k*(x) sinhu(z) = g(x), r € R, (2.13)

pour le terme source g = p,, (défini en (2.6)).

2.3. Interprétation probabiliste d'une classe
d’'opérateurs sous forme divergence

2.3.1. Notion de solution faible

Pour traiter le cas des équations différentielles stochastiques sous des conditions af-
faiblies ne permettant pas de de montrer 'existence d’une solution forte, il est usuel
d’introduire la notion de solution faible. La solution n’est alors plus construite dans
un espace de probabilité donné, mais la construction de la solution faible comprend la
construction d’un espace de probabilité et d'un mouvement brownien. L’unicité n’est
alors plus trajectorielle mais en loi.

Définition 2.3.1. Pour une condition initiale z dans R¢, on appelle solution faible d'une
équation différentielle stochastique un sextuplet

(2, F" (F7)i0, Pay (B) 120 » (X1) 120

ou (9, F*, (Ff¥)i=0,P,) est un espace de probabilité, B est un mouvement brownien
standard de dimension d par rapport a la filtration (F});>0, et X est une solution de
I'équation différentielle stochastique adaptée par rapport a la filtration (F});>o et véri-
fiant P, {Xo =} = 1.

Stroock et Varadhan [SV69| interprétent la notion de solution faible a 'aide d'un
probléme de martingale (ou la référence & un mouvement brownien a en particulier
disparu).

2.3.2. Probléme de martingale associé a I'opérateur sous forme
divergence

Une interprétation probabiliste des opérateurs sous forme divergence £ défini en (2.11)
est donnée dans [BCMT10]. Citons aussi les travaux de [MT06|, [LMO06] en dimension
un, [LM10] en dimension supérieure & 1 ou encore de [FOT11] au sujet des processus
Markov associés & une forme de Dirichlet. Cette interprétation permet d’interpréter des
équations aux dérivées partielles de type elliptique ou parabolique engendré par L. Elle
est liée au probléme de martingale suivant :

Définition 2.3.2. 1. Soit (C, B) 'ensemble C°([0, 00), R?) des fonctions continues w
de [0, 00) dans R? muni de la tribu borélienne B et de la filtration canonique (By),-.
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Une famille de mesures de probabilité P, sur (C,B) est solution du probléme de
martingale pour lopérateur L si, pour tout = dans R?, on a

P, {w € Clw(0) =z} =1,
et, pour tout ¢ vérifiant

b € CYRY NCARAD),
eV - ii(n) € CHN),

ou N est le voisinage de T" défini en (2.1), le processus

My (w) = p(w(t)) — d(w(0)) —/0 L(w(s))ds

est une martingale par rapport a (B;)¢o sous la loi P,.

2. Le probléme de martingale est bien posé si il existe une unique famille de probabilité
(P,),erae solution du probléme de martingale pour 'opérateur L.

Il est démontré dans [BCMT10] que I'unique solution de ce probléme de martingale
est la loi P, de toute solution faible

(Q7 an (th)t%)’ va (Bt)t>0 ) (Xt)t>o)

de I'équation différentielle stochastique

{Xt =+ [y \/2e(X,)dB, + ==t [17(X,)dLI(D), (214

Dt —,O(Xt),

ol B est un mouvement brownien standard de dimension d par rapport a la filtration
(Fi)iz0, (LY(D)) s est le processus de temps local en zéro [RY99] de la semimartingale
continue D et p est 'extension de la distance au bord définie en (2.2). Le temps local
d’un processus réel Y en un point y peut étre vu comme la limite normalisée du temps
de séjour du processus autour du point y :
1 t
L}(Y) =lim— [ (Lyeviy — L) Yore — Yo) ds.
=0 € Jy
Résumons les théorémes 2.4, 2.10 et 2.14 de [BCMT10] donnant 'existence et l'unicité
de la solution faible & I’équation (2.14).

Théoréme 2.3.3 (Théorémes 2.4, 2.10 et 2.14 de [BCMTI10]). Il existe une unique
solution faible a 'équation (2.14) au sens des lois de probabilités. Pour tout x dans R,
la loi P, du processus X associé a la solution faible de I’équation (2.14) partant du point
x est solution du probléeme de martingale énoncé dans la définition 1.

Cette unique solution faible est utilisée dans la nouvelle interprétation probabiliste
que nous proposons dans le chapitre 4.
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2.3.3. Interprétation probabiliste de solutions réguliéres aux
équations de Poisson-Boltzmann : formule de
Feynman-Kac

Formule d’'Itd généralisée

Commengons par donner une généralisation aux fonctions dépendantes du temps du
théoréme 2.8 de [BCMT10).

Théoréme 2.3.4. Supposons que I soit une sous-variété compacte de R%. Soit u une
fonction de R? telle qu’il existe une fonction r dans Uintersection de L* (0, T I/Vlifo(Rd))
et de C1? ([O,T] X Rd\F) vérifiant que la fonction

a(t, ) == ult, x) —r(t, x)p(r)];

soit elle aussi dans L? (0, T; Wi (RY)) N CH2 ([0, 7] x RAT).

loc
Alors pour toute solution faible X de l’équation (2.14), on a presque sirement que

pour tout t vérifiant 0 <t < T,

u(t, X) = u(0, Xo) + /w XV u(s, X,)dB,
t

—|—/ (atU<37Xs)+£u(SvXS)) 1{X5¢F}d5
0

1 t — € .
w3 [ (x4 S X)) ) dED)
0

€ext

ou Dt = P(Xt)

Formule de Feynman-Kac

Sous I'hypothése que les coefficients de I’équation (2.12) permettent d’obtenir ’exis-
tence d’une solution u vérifiant les hypothéses du lemme d’It6 généralisé (théoréme
2.3.4), nous avons linterprétation probabiliste suivante du probléme parabolique (3.1)
(et généralisation du théoréme 2.18 de [BCMT10] au cas parabolique) :

Théoréme 2.3.5. Pour tout x dans R?, soit P, la loi de la solution faible X avec
condition initiale Xog = x de l’équation (2.14). Alors, pour tout t dans le segment [0,T],

t
ult, z) = E, U LA OGP A TG OLING
0

Démonstration. Application de la formule d’Ité généralisée (théoréme 2.3.4). []
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2.4. Théorie des équations différentielles
stochastiques rétrogrades

Une des méthodes probabilistes pour traiter des équations aux dérivées partielles
semi-linéaires est 1'utilisation d’équations différentielles stochastiques rétrogrades [PP92,
Par99, BDHT03].

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades furent initialement introduites
dans [Bis73] sous des hypothéses de linéaritée. C’est dans [PP92] que furent donnés les
premiers résultats d’existence et d’unicité pour le cas d’équations non-linéaires. Ces ré-
sultats furent notamment généralisés par la suite dans [EPQ97, Par99, BDH*03, BPS05].
Parmi les principaux champs d’application hors équations aux dérivées partielles semi-
linéaires, citons la finance [EKPQ97| ou le controle stochastique [Pen93].

Il existe de nombreuses méthodes de simulation des solutions basées par exemple sur
les méthodes de Monte-Carlo et le calcul de Malliavin [BT04, BET09], de quantifica-
tion [BP03, BPP05, DMO06]| ou plus récemment une méthode basée sur 'utilisation de
chaos de Wiener [BL12|

Nous donnons dans cette section des rappels de la théorie des équations différentielles
stochastiques rétrogrades et renvoyons aux articles cités précédemment pour les démons-
trations. Dans un premier temps, nous donnons des résultats portant sur les équations
différentielles stochastiques rétrogrades a horizon fini et aléatoire. Puis nous détaillons
les liens entre ces équations et les équations aux dérivées partielles semi-linéaires.

2.4.1. Introduction

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité complet, et B un mouvement brownien de
dimension d sur cet espace engendrant la filtration complétée (F;);>o. Soit un réel stric-
tement positif 7' et £ une variable aléatoire mesurable par rapport & Fr a valeurs dans
R¥. Le réel T et la variable aléatoire ¢ sont respectivement ’horizon et la condition
terminale de notre probléme.

Posons-nous la question suivante : étant donnée une variable aléatoire ¢ mesurable
par rapport a Fr, est-il possible de trouver un processus Y adapté a la filtration (F})i0
tel que Y = £ et vérifiant une équation différentielle du type

dY;

BT fYy), tel0,1)7

Prenons 'exemple de la fonction f identiquement nulle car il permet de comprendre
le point essentiel qui soutient la résolution des EDSR : le théoréme de représentation
des martingales browniennes [KS91|. L’hypothése que le processus Y soit adapté a la
filtration (F;)¢>0 implique que le processus constant Y; = £ pour tout ¢ dans le segment
[0,7] n’est pas solution. La meilleure approximation adaptée a la filtration (F3);>q est
la martingale Y; = E [{|F;]. Dans le cas ou la filtration (F;);>o est celle d’'un mouvement
brownien B le théoréme de représentation des martingales browniennes [KS91| donne
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'existence d’un processus Z de carré intégrable et adapté a la filtration (F;);>¢ vérifiant :

t
Y, —E [¢|F)] = E [ + / Z.dB,,

ce qui peut se réécrire sous la forme intégrale suivante

T
Y, :g—/ Z.dB,,
t

ou en forme différentielle

dY; — _thBt7 t S [O,TL
Yy = €.

Intégrons cette nouvelle variable Z dans 1’équation de départ pour obtenir une équation
générale de la forme

dY, = —f(t,Y;, Z,)dt + Z,dB,,  t€[0,T],
Yy = €.

Le processus Z a pour role principal de rendre le processus Y adapté a la filtration
(Fi)i=0- Nous détaillons dans la suite de cette section les principaux résultats d’exis-
tence et d’unicité des solutions de ces équations, ainsi qu’un résultat liant équations dif-
férentielles stochastiques rétrogrades et équations aux dérivées partielles semi-linéaires
et ellipitiques.

2.4.2. EDSR a horizon fini

Soit f une application aléatoire de [0, T] x © x RF x R¥*? 3§ valeurs dans R¥. Supposons
de plus que le processus (f(t,y, 2))oct<r est progressivement mesurable pour tout y et
tout z dans R* et R¥*? respectivement. La fonction f est appelée le générateur de
I’équation. Par commodité, nous n’écrivons pas la dépendance en w de la fonction f.

Considérons dans cette sous-section, 1’équation différentielle stochastique rétrograde
de générateur f et de condition terminale &, définie pour tout réel ¢ vérifiant 0 <t < T :

T T
Yt=£+/ f(r,Yr,Zr)dr—/ Z,dB,. (2.15)
t t

Définition 2.4.1. Une solution de 'équation (2.15) est un couple de processus (Y, Z)
vérifiant les trois propriétés

1. les processus Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement
dans R* et R¥*4,

2. la quantité fOT (1f(r, Y, Z)| + || Z-]]?) dr est presque stirement finie,

3. I'équation (2.15) est vérifiée presque stirement.
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On a un résultat d’existence et d’unicité (théoréme 4.2 de [BDHT03]) sous les hypo-
theses suivantes :

(H1) le génerateur f vérifie les hypothéses suivantes

a) continuité : pour tout (¢, z) dans [0, T] x R¥*? la fonction y — f(¢,vy, 2) est
continue presque stirement,

b) lipschitzianité : |f(t,y,2) — f(t,y,2")| < K|z — 2/|| presque stirement pour
tout (¢,y,y’) dans [0,7] x R* x R* avec K constante positive,

¢) monotonie : pour tout (¢,y,%/, 2) dans [0, 7] x R* x R¥ x R¥*? on a presque
stirement,
<y - y,7 f(t7 Y, Z) - f(ta yla Z)) < ,Uly - y/|2

avec [ constante réelle, et

E [(/OT|f(t,O,O)|dt)2] <

sup | £(t,5,0) — f(£,0,0)| € L'(]0, T[xQ,dt ® P),

lyl<r

d) intégrabilité :
e) pour tout réel r > 0,

(H2) la condition finale £ est une variable aléatoire mesurable par rapport & Fr vérifiant
E [|¢%] < oo.

Théoréme 2.4.2 (Théoréme 4.2 de [BDH103|). Sous les hypotheéses (H1) et (H2),
Iéquation différentielle stochastique rétrograde (2.15) a une unique solution vérifiant

T
E [sup \Yt\g—l—/ HZSHth] < 00.
0

0<t<T

Eléments de démonstration. On montre le théoréme en ajoutant une hypothése de Lip-
schitz uniformément en y du générateur f. Pour cela, on considére 'application qui & un
couple de processus (U, V') associe le couple (Y, Z) ou le processus Y est défini comme
I’espérance conditionnelle

T
Yi—E [f+/ f(S,US,Vs)dS\E], 0<i<T,
t

et le processus Z est donné par le théoréme de représentation des martingales brow-
niennes [KS91| appliqué a la variable aléatoire

T
= /O F(s, U, Vo) ds.
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En appliquant une méthode de point fixe & cette application, on obtient une unique
solution a I’équation (2.15) sous des hypothéses de lipchitziannité en y du générateur.
Ensuite, on construit une suite de générateurs bornés et Lipschitz uniformément en y et
de conditions terminales bornées approchant respectivement le générateur et la condition
terminale. Pour chacune des équations différentielles stochastiques rétrogrades associée,
on construit une solution vérifiant certaines inégalités a l'aide de ’étape précédente .
On montre enfin que la suite ainsi construite est de Cauchy et que la limite est la
solution de I’équation (2.15). O

2.4.3. EDSR a horizon aléatoire

Supposons maintenant que I’horizon du probléme est donné par un temps d’arrét 7
(éventuellement infini) pour la filtration (F;);>o. Les équations différentielles sotchas-
tiques rétrogrades & horizon aléatoire ont comme application principale I'interprétation
probabiliste de probléme elliptique semi-linéaire sur un domaine D (horizon aléatoire
donné par le temps d’atteinte du bord 9D par un processus) ou sur R? tout entier
(horizon infini).

Définition 2.4.3. Un couple (Y, Z) de processus progressivement mesurables dans R* x
R**? est solution de I'équation différentielle stochastique rétrograde de paramétres (€, f)
a horizon aléatoire 7 si sur I'ensemble {t > 7}, V; = £ et Z; = 0 presque strement, et si

1. la quantité [;° (|f(r,Yr, Z:)|1y<ry + | Z,]]?) dr est presque strement finie,
2. et pour tous réels t, T tels que 0 <t < T, presque stirement,

TAT TAT

Yirne = Yo, + f(T, K"a ZT)dT - / Z,dB,. (216)

tAT AT

Il existe pour I’équation (2.16) une unique solution sous des hypothéses légérement
différentes (théoréme 5.2 de [BDH'03]) :

(h1) le générateur f vérifie
a) I'hypothése de continuité (H1) - a),
) T'hypothése de lipschitzinanité (H1) - b),
¢) I'hypothése de monotonie (H1) - ¢),
) une hypothése d’intégrabilité : il existe un réel A vérifiant A > v := 2u + K?

et tel que
- 2
(/ e”|f(t,0,0)|2dt) ] <o,
0

e) pour tout réel r > 0 et tout entier n

E

sup | f(t,y,0) = f(t,0,0)| € L'(J0,n[xQ, dt @ P),

lyl<r
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(h2) la condition finale £ est une variable aléatoire F,-mesurable vérifiant
E [e*|¢?] < oo
et
E [/T M F(t, eV, eVt ) 2t
0

o =e"¢ 6 =E [E \]:t] et 77 processus prévisible vérifiant

< 00, (2.17)

E—E[f] +/ 7dB,.

E [/ |o7t|2dt] < 00,
0

Théoréme 2.4.4 (Théoréme 5.2 de [BDHT03]). Sous les hypothéses (hl) et (h2),
Iéquation différentielle stochastique rétrograde (2.16) a une unique solution vérifiant

[e'S)
0

[ sup i+ [ nE 1z < CE i+ [ s 0.0l
0 0

o<t<r
avec une constante C' dépendant de K et p.

Eléments de démonstration. On construit une suite de solutions en se ramenant a un
probléme a horizon borné pour lequel on peut appliquer le théoréme 2.4.2. On conclut
en montrant que cette suite est une suite de Cauchy dont la limite est solution de
I'équation (2.16). O

Remarque. La condition d’intégrabilité (h1)-d) impose en pratique un choix de A stric-
tement négatif c’est-a-dire des conditions de stricte monotonie (choix de p strictement
négatif). Nous donnons dans la section 4.2.1 une généralisation de ce théoréme o I'on
autorise les constantes u, K et A a dépendre du temps et des aléas. Cette générali-
sation nous permet d’assouplir I’hypothése d’intégrabilité (hl)-d) en permettant a la
constante \ d’étre un processus prenant des valeurs strictement positives. L’hypothése
de stricte monotonie peut ainsi étre assouplie et nous pouvons appliquer a I’équation de
Poisson-Boltzmann la théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades.

2.4.4. Liens entre EDSR et EDP

Présentons maintenant les liens entre équations différentielles stochastiques rétro-
grades & horizon aléatoire et équations aux dérivées partielles elliptiques sur R? tout en-
tier d’autre part. Par souci de concision nous ne présentons ni l’application aux problémes
paraboliques semi-linéaires ni ’application aux problémes elliptiques semi-linéaires sur
un domaine D et renvoyons a [Par99] pour ces résultats.

Soit L un opérateur différentiel du second ordre de la forme

1 &
L= 3 Z (00%);(t,2)0;; + b(t,x)V. (2.18)

1,7=1
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Sous les hypotheéses usuelles sur la matrice o et le vecteur b [Par99), il existe un processus
X associé & L et solution de I’équation différentielle stochastique pour tout temps t réel
positif

¢ ¢
X =x+ / b(u, X7)du +/ o(u, X3)dB,. (2.19)
0 0

Dans le cas des équations différentielles stochastiques rétrogrades associées & un probléme
elliptique semi-linéaire, le générateur de I’équation différentielle stochastique rétrograde
dépend du temps et des aléas par le biais du processus X associé a L.

A I'équation elliptique

Lu(x) + f(t,z,u(z), Vuo(z)) =0, xR (2.20)

on peut associer I’équation différentielle stochastique rétrograde de générateur f, d’ho-
rizon infini et de condition terminale nulle, s’écrivant pour tous réels ¢t et T tels que
0<tLT

T T
ve=vis [ fwxevizid- [ ziab. (2.21)
t t

Supposons que le générateur f(X?, -, -) vérifie les hypothéses (h1), alors le lien entre so-
lutions de 'équation différentielle stochastique rétrograde (2.21) et le probléme elliptique
semi-linéaire (2.20) est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.5. Supposons que le probleme elliptique (2.20) admette une solution
C?(R% R¥) telle que pour la constante \ apparaissant dans [’hypotheése (hl),

E UOOO M| (Vo) (X2)|2dt| < oo

Alors, pour tout x dans R?, le couple (u(X}), (Vuo)(X})),, est la solution de ’équation
différentielle stochastique rétrograde (2.21). En particulier, on a Uidentité u(x) = Y§
pour = dans RY.

Eléments de démonstration. Application de la formule d’It6 & la fonction u et au pro-
cessus X/. ]

Remarque. En introduisant le temps d’atteinte du bord d’un domaine D, les équations
différentielles stochastiques rétrogrades donnnent une interprétation probabiliste des so-
lutions & un probléme elliptique sur D avec condition de Dirichlet au bord. Nous placant
dans cette theése sur R? tout entier, nous n’abordons pas ce sujet.

52



Chapitre 3.

Analyse et approximation numérique
de I'équation de Poisson-Boltzmann
linéaire parabolique

Dans cette partie, nous adaptons au cas parabolique les méthodes de simulation et
analyses d’erreur présentées dans le cas elliptique dans [BCMT10]. Ce chapitre a trois
principaux intéréts. Le premier est qu’il permet d’introduire des objets et méthodes
largement utilisés dans le chapitre principal 4. Ainsi, nous retrouvons le méme type de
démonstration de la régularité des solutions aux problémes paraboliques (2.12) et ellip-
tiques (2.13). Le second est d’initier un travail nécessaire vers la simulation numérique
des solutions de I’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire elliptique a 'aide d’équa-
tions différentielles stochastiques rétrogrades : le passage au parabolique. Le troisiéme
est la construction d’un schéma de discrétisation de la solution X de I’équation (2.14)
et I'analyse de son erreur faible.

3.1. Résolution de I'équation de Poisson-Boltzmann
linéaire parabolique

Nous considérons dans ce chapitre, pour trois fonctions k, g et h, le probléme linéaire
parabolique homogéne en temps sur un domaine D de R? comprenant strictement Qi :

Owu(t,z) — Lu(t,z) + k(z)u(t,z) = g(z), (t,z) €]0,T[xD,
u(0, ) = h(z), r €D, (3.1)
u(t,z) =0, (t,x) € [0,T] x 0D,

avec u vérifiant les conditions de transmission
it V™ u(t, 1) - 71(2) = €e V™'u(t, ) - fi(x), (t,x) € [0,T] x T. (3.2)

Nous pouvons donner un résultat d’existence, d’unicité et de régularité de la solution u
sous les hypothéses suivantes :

1. la frontiére 0D satisfait la condition de sphére extérieure en tout point,
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2. les fonctions h et h := g + L h — kh sont dans L*(D) N C*(D) pour « dans |0, 1],
et vérifient les conditions de transmission (3.2),

3. la fonction g est a support compact dans R? et de classe Cf° sur Qi U T et
(DN Qeyt) UT,

4. la fonction k est de classe C;° sur Qine €t D N Qo

Théoréme 3.1.1. Le probléme parabolique (3.1) a une unique solution u dans l’espace
L*(0,T; Hy(D))NC([0,T); L*(D)). Cette solution appartient de plus a l'espace CJ([0, T x
D)YNC ([0, T], Qine) NCH2 ([0, T], Qext N D). Il existe une fonction r de C+*([0,T] x D)
telle que, pour x € N,

r(t,x) = (Ei‘“ - 1) Virtu(t, m(x)) - f(n(2)).

€ext

La fonction 0 définie pour  dans R? par

ﬁ<t7$) = U’(t?w) o r(t,x)[p(x)]+

appartient de plus a Uintersection de L* (0, T; W2Z(R?)) et C2 ([0, T] x RAT).

loc

Remarque. Notons que nous n’avons pu trouver dans la littérature de résultat donnant
directement la régularité souhaitée de la solution. Dans [LSUG7|, les résultats ne sont
pas suffisants, le livre renvoie cependant a [LRU66| rédigé en russe pour des résultats de
régularité. Aussi avons nous choisi de démontrer le théoréme 3.1.1 sous des hypothéses
adaptées aux équations de Poisson-Boltzmann.

Démonstration de la régularité de . Supposons l'existence d’une solution u dans 1'es-
pace Cy ([0,T] x D) N C*2 ([0, T], Qine) NCH2 ([0, T], Qext N D) et vérifiant les conditions
de transmission (3.2). Vérifions que la fonction 4 appartient a l'intersection des espaces
L2 (0, T; Wi (RY)) et €12 ([0, T] x RAT).

loc

Les fonctions r et p étant de classe C?(Qy) et C?(Qext), il en est de méme de la fonction
@. On a sur la frontiére I' I’égalité suivante

VRt z) = V™u(t, 1), rxel.

—

Sur la surface I" nous avons p(z) = 0 et Vp(x) = 7i (7(z)) (cf. équations (2.2) et (2.3)),
aussi, pour z sur I', nous avons que

Vo (V™ u(t, z) - it(x)p(x))
= (V™u(t,2) - Vo) (p(a)ii(z)) + Vol 2) x (Vo (pla)i(2)))
= (V™u(t, ) - fl(x)) i) + V™ ult, ) (Vm( (x)7i(x)))
= V™u(t,z) + V™u(t,z) x (V*p(z (z) + p(z)Vii(z))
= V™ u(t, z)
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ou l'on a noté «x» le produit vectoriel. Nous avons donc pour x sur I'

Vet x) = V*u(t, x) — (Eint — 1) vext (thu(t, T) - ﬁ(x)p(x))

€ext

= V™u(t,x) — <€int - 1) Viu(t, z)
€ext
= V™i(t, ),

par 'hypotheése (3.2) vérifiée par u. La fonction @ est donc de classe C! sur le domaine
D.

Nous pouvons alors conclure que @ est dans I'espace Wfofo (D) (en vérifiant que pour
toute fonction test ¢, et toute dérivée seconde on a ||10;;¢||L~ < C|¢||L1 pour une

loc

constante C'). ]

Remarque. La régularité de 4 nous permet par la suite d’appliquer le lemme d’It6 géné-
ralisé (théoréme 2.3.4).

Démonstration. Les théorémes 13.1 et 10.1 de [LSU67| impliquent 'existence et 1'unicité
d’une solution au sens faible dans L*(0,T; Hy(D)) N C(]0,T]; L*(D)) qui est de plus
dans I'espace C*/%%([0,T] x D), et qui vérifie les conditions de transmission (3.2) en
I'. De plus, la restriction de cette solution est de régularité C'*+*/22+ sur les domaines
10, T] X Qins et ]0,T] X Qeye N D et de régularité C1H1* sur les domaines 0, T'] X Qi
et ]0,T] x Qe N D. Vérifions maintenant que cette solution u est dans C12 ([0, T], Qint)
et €12 (0, 7], Quxe 1 D).

Commengons par montrer la régularité en temps. La dérivée en temps u; de la solution
u vérifie le probléme suivant

Oyw(t,x) — Lw(t,x) + k(x)w(t,x) =0, (t,x) €]0,T[xD,
w(0,z) = g(z) + L h(x) — k(z)h(z) =: h(x), =€ D,
w(t,x) =0, (t,x) € [0,T] x 0D.

Ce probléme par les théoréemes 13.1 et 10.1 de |[LSU67| admet une unique solution
holderienne en temps sur [0,77]. Sa primitive en temps vérifie le probléme (3.1) et par
unicité de la solution nous pouvons conclure quant au caractére C'** sur [0,7] de la
solution wu.

Afin d’obtenir la régularité en espace sur les deux sous-domaines Qi D et Qeye N D,
montrons maintenant que la trace sur la surface I' de la solution v admet une régularité
de classe C™.

Lemme 3.1.2. Les traces ur et Quur au bord I' de u et Oyu respectivement sont C>°(I').

Démonstration du lemme 3.1.2. Considérons la famille ¢, --- , 1, de redressements lo-
caux de I' donnée dans le lemme 2.1.1 et de classe C*°, définis sur des voisinages
Uy, - Uy de T' . Fixons un indice ¢ de {1,--- , M}, et notons

U=UND,p=1v;etV=1U).
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Chapitre 3. Analyse de I’équation de Poisson-Boltzmann linéaire parabolique

Définissons maintenant pour ¢ dans le segment [0, 7 et y dans le voisinage V,

De la propriété de C*>*-difféomorphisme de U dans V de 9, nous pouvons déduire que
v appartient a l'espace L?(0,T; HL.(V)). L’équation parabolique vérifiée par v est la

loc
sulvante :

(3.3)

{&v(t, y) = V- [ey)M(y)Vo(t, y)] + k(y)o(t,y) = g(y) sur [0,T] x V,
v(0,y) = h(y) sur V.

Montrons que pour tout indice [ de {2,---,d}, le gradient V(Jv) est dans l'espace
L?(0,T; L3 .(V)). Du fait que € et k sont constants dans les directions {2, -- ,d}, nous

loc
obtenons que Jjv vérifie I’équation suivante :

d
0:0v — Z M0, M50, jv + ko

i,5,k=1
d d
=g+ > My0p(€0M;;00) + > G Mudp(EMy;0,0).

i,5,k=1 1,5,k=1

Choisissons une fonction y € C°(U) et posons w = xd;v. La fonction w vérifie I’équa-
tion

d
8158[’[0 — Z leﬁkéMmajw -+ ];?ZU

i,5,k=1

d d
:X81§+ Z XMikﬁk(éﬁlMijOjv)+ Z X@Mik@k(éMijajv)

i,5,k=1 ,5,k=1

d d
- Z Mzkﬁk (&Mijﬁjxﬁlv) - Z EMikMijakx&jv.

1,7,k=1 i,j,k=1

Multiplions maintenant ’équation précédente par w det Jip~!, intégrons sur V, effectuons
une intégration par partie pour chaque terme faisant intervenir des dérivées partielles
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3.1. Résolution de I'équation de Poisson-Boltzmann linéaire parabolique

de € et utilisons le lemme 2.1.2 pour obtenir

o / (1, y) det Jitdy + / (y) M2 () V(. )Py
% Yy
+//;:(y)w2(t,y) det J¢_1dy
y

- /v ) (w)w(t, y) det Ty dy

d
—/ Z €0, M,;;0;v0, (x Mixw(t,y) det Jw_l)dy
V.

i,5,k=1

—/éMijajvak(XalMikw(t,y) det J@D‘l)dy
v

d
—I—/ Z EM,;;0;x0v(t,y)O0k (Mikw(t,y) det J@/J_l)dy
%

i,5,k=1

d
—/ Z EMi My O xOu0(t, y)w(t, y) det Ty~ dy.
V.

i,5,k=1

Ainsi nous avons l'inégalité

at/supp(x) w(t, y)[Pdy + /V E(y)| M (y)Vu(t, y)*dy
x C w(t, 2 w(t, d
col [, et

s [ (Ve Vult)] + (Vo et v)) dy).
Supp (x)

A T’aide de I'égalité sur le voisinage V et pour ¢ dans le segment [0, 7]
Vo = 0w (Vw — Vxow),

nous pouvons obtenir la majoration suivante

/ Vot it yldy < C (IVo(t, ) - Vuolt,y)| + [Volt,)P) dy.
Supp (x

Supp (x)

et ainsi obtenir a l'aide de ’égalité de Young,

o / ot y) [Py + / Valt, y)dy
Supp (x) v

<C[ (P + Vet p)P)dy. (34
Supp (x)
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Chapitre 3. Analyse de I’équation de Poisson-Boltzmann linéaire parabolique

L’inégalité de Gronwall donne une majoration de la norme L?(Supp (x)) de la fonction
w :

t
ot )M xsupmonn < € (1000, )2 + € / 1905, ) 2 supp 0y 5 )

et nous avons ainsi la majoration suivante

T
max [w(t, MLz (supp () < eCT<“w(O’ ML supp ) T C/O [Vots, ')HQLQ(SUP’P(X”dS)

D’ou en intégrant l'inégalité (3.4) entre 0 et T,

T
[ 19wttt < € ma Fott ) sumo

t€[0,T
T
2 2
(e s+ 1700 s un) )
Nous avons donc montré que, pour tout indice [ dans {2,--- ,d}, le gradient V(9,v) est

dans l'espace L% (0,T; L3 .(V)).
Montrons maintenant par récurrence que, pour tout entier n positif, et pour tous
indices ky, -+, k, dans {2,--- ,d},

V (O, 1v) € L?(0,T; L (V)

Supposons 'hypothése vérifiee pour n — 1 positif. Fixons ky,--- |k, dans {2,--- ,d},
choisissons x dans C°(V) et notons w la fonction X0, ... x,v. Comme dans 1'étape pré-
cédente, nous commengons par dériver I’équation (3.3) par rapport a yx,, -+ , Y,, puis
nous écrivons I’équation vérifiée par w, que nous multiplions par le terme w det Jo~!.
Intégrons alors sur V' I’équation obtenue en effectuant des intégrations par partie des
termes contenant une dérivée partielle de €, nous obtenons, pour tout ¢ dans le segment
[0, 77, I'inégalité

81‘/Hw(t7 ')H%P(Supp(x)) + va(ti )H%Q(V)

<c / (|w<t,y>| 4 w(t, )
Supp (x)

+ |w(t, y)| Z D 1Ok, v(Y)]

7=0 1< < <5<

+ (lw(t, y)| + [Vw(t, y)|) Z > VO, kvt )]

7=0 1< < <i5<n

+ |w(t, y)V Oy ... g, 0(1, y)l>dy
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En utilisant la relation

w(t, Y) VO e g 0(t,Y) = Oy e g v(t,y) (Vw(t,y) — VX(Y)Oky o e, 0(E, 1))

valable pour tout ¢ dans le segment [0, 7] et tout y dans V, nous obtenons l'inégalité

/ ot y) VB 0(t, )y
Supp (x)

< / 19k, e 0t )V (b, y)| + Ok, i, v(E,y) ) dy,
Supp (x)

et ainsi

at“w(t )H%Q(Supp(x) + HVU)( )H%Q(V)

(”w( SIS DI DR S SU

§=0 1<i1 <<i;<n

n—1
+ Z Z ||vaki1,~--7k¢jv(ta ')H%Z(Supp(x))

j=0 1<i1 <-<ij<n

+ || Oy g0 (, ')||2L2(Supp (X)))'

Remarquons que la deuxiéme somme ne fait intervenir que des dérivées partielles de v
d’ordre inférieur & n bornées en norme LIOC(V) par hypotheése de récurrence. Le lemme
de Gronwall pour la fonction ¢ — ||w(t, -)||2. (Supp (y)) donne linégalité

Hw@’ ')H%z(Supp(x))

< et <||w(0, M Z2upp (0)

* C/ (Z Z Hakilf",kijv(sv ')H%Q(Supp(x))

j=0 1<i1 <-<i;<n

+ Z Z ||vaki1,~--,kijv(s7 ')H%?(Supp(x))

§=0 1<i1 <--<ij<n

+ [|Oky - V(85 ')H%%Supp (X))) ds) ’
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et ainsi que

T
/0 IV(t, )22yt

2
< C(trer%&%c] l|lw(t, ')HLQ(SUDP(X))

T
+/0 <Hw(t7')’|%2(Supp(X))+va(t?.)H%Q(Supp()O)

+ Z Z ||aki1y"'akijv<s’ ')HQLZ(SUPP(X))

j=0 1<i1 <-<ij<n

+ Z ”Vfakil,w,kijv(tv ')H%Q(Supp(x))

1<i1 < <ij<n
+ ||8k17...,knv(t7 ')||2L2(Supp (X)))dt> '

Le gradient V(, ... ,v) est donc dans L? (0,7 L .(V)). Ainsi nous avons montré que

loc

v est dans 'espace L? (O, T: Hﬁ):ooo(D)) Puis en appliquant pour tout ¢ fixé dans [0, T,
un lemme de trace [Bre83| aux fonctions v(¢,-) (rappelons que la solution u étant définie
au sens classique ainsi que sa dérivée en temps, la fonction v 'est aussi), nous pouvons
alors conclure quant au caractére C*° de la restriction a la surface YV N T de la fonction
v. Le caractére C*°-difféomorphisme de 1) permet de conclure quant a la régularité de la
solution u sur la surface I'.

Le méme travail appliqué a la trace sur I' de la dérivée en temps de la solution u

permet d’obtenir le caractére C*°(I") de la trace de la dérivée partielle 0 u. ]

L’utilisation du lemme 5.1.1 de [Lun95| permet alors de conclure que la trace u- est
dans I'ensemble C'*Te/22+([0,T] x I'). Nous pouvons maintenant décomposer le pro-
bléme (3.1) en deux sous-problémes portant sur les domaines ( (rappelons que Qi
est strictement inclus dans le domaine D) et Qe N D :

Oping (t, ) — L (t, ) + k() uins (t, ) = g(x), (t,x) €]0, T[XQint

uing (0, ) = h(z), T € Qing (3.5)
Uing (t, ) = wr(t, z), (t,z) €]0,T[xT
et
Oplext (t, ) — Lttt (t, ) + k(T)uext (8, 2) = g(z), (t,2) €]0,T[X (Qext N D)
Uext (0, ) = h(z), 2 € Qext N D (3.6)
Uexe (t, ) = wyr(t, x), (t,xz) €]0, T[xT
Uext (t, ) = 0, (t,x) €]0,T[x0D

L’application du théoréme 5.1.15 de [L9n95] a ces deux sous problémes permet alors
d’obtenir la régularité C1+/22([0, T x Qin;) (respectivement C1/22+([0, T] x Qext))
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de uiy (respectivement wuey) pour a strictement compris entre 0 et 1, ce qui conclut la

démonstration du théoréme.
O

3.2. Interprétation probabiliste

Nous tirons partie dans cette section du fait que le terme source g = p,, (équa-
tion (2.6)), dans le cas de I’équation de Poisson-Boltzmann

Owu(t,x) — Lu(t,z) + x*(x)u(t,x) = g(x), (t,z) €]0,T[xD,
u(0,z) = h(x), r €D, (3.7)
u(t,z) =0, (t,x) € [0,T] x 0D,

est une combinaison linéaire de mesures de Dirac & support dans ;.

Remarque. Soulignons que la suite de ce chapitre s’applique dans le cas de toute fonction
k positive constante dans i et . Dans le cas plus général ol k est strictement
positive dans ), il est alors nécessaire de considérer une diffusion tuée dans le domaine
intérieur (cf. section 3.3.1).

Signalons aussi le fait que le théoréme 3.2.1 est valable pour toute fonction s continue
par morceaux et bornée.

Introduisons ug la solution de

atu()(ta .I’) - 6in‘cAUO(t: ZL’) = g(l’), (t7 ':C) 6}07 T} X Rd? (3 8)
up(0,2) =0, € Qe ‘
Cette solution s’exprime a ’aide de la fonction de Green
1 2
G(t,x) :—exp(—M), (t,x) € R% x RY

VATE Rt déinst

de la maniére suivante
N t
uo(t, z) = Zqi/ G(t — 1,0 — z;)dr.
i=1 0

Fixons h strictement positif, et définissons Q2 'ensemble des points de Qi situés & une

distance d(z,I") de I plus grande que h. Soit 75p le temps d’atteinte du bord 9D
Top := inf {t > 0|X; € 9D},
et pour k entier plus grand que un, les suites de temps d’atteinte

Ty = inf {t = T]:;_llXt € Qgt}’
Tllc = inf {t = Tk|Xt € F}7

avec la convention que 7} = 0.
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Théoréme 3.2.1. Soient P, la loi de la solution faible X de l’équation (2.14) avec
condition initiale Xo = x dans R? et u la solution au probleme parabolique (3.7). Alors,
pour tout x dans R? et tout t dans le segment [0, T],

o0

u(t,z) =Y (Ex {uo(t — Tk, X7 ) €XP (— /OTk HQ(Xs)dS) 1{rk<mrap}}

e ()]
s [0 e (- | i)

Démonstration. Des équations (3.7), (3.8) et du fait que x est nul sur le domaine €y, et
€ constant égal & €;,;, nous déduisons que la fonction v = u — ug vérifie sur le domaine

Qe 'équation
(9#} — eintAU =0.

En appliquant la formule d’Itd, pour x dans le domaine Q! et ¢ dans le segment [0, T,

ult,z) = E, |

u(t — 11, Xp) —Uo(t—TpXTl)l{T <MTaD}]

+E, [u (=t A To, Xines) = tolt = A Tan, Xincy)1 >mmﬂ +uo(t, 2)
[u(t 1, X)) — ug(t — 7-17XT{)1{T{<t/\T3D}:|

E, [h Xinrop) 1{T/>tATaD}} + uo(t, T)

De plus, pour x dans le domaine R\Q" et ¢ dans le segment [0, T, la formule de
Feynman-Kac donnée dans le théoréme 2.3.5 donne ’égalité suivante,

u(t,z) = E, [u(t — 7, X )e” Iet “Q(Xs)dsl{TKMTaD}]

tA
ToD ,{2 (Xs

+E, [h(Xt/\TaD)€7 Jo )d81{712t/\73D}] J
d’o,

u(t —t, Xy) =E,

1

tAToD
W Xinr,p) €XP —// K (X,)ds 1{7{<MT6D<72}

T2
= Er |:u(t — T2, X )exp ( / ’%Z(X8>d5) 1{7'2<t/\7'6D}:|
0
tAToD
+ Ex |:h(Xt/\7'8D) exp <_ /0 /{2(X8)d5> 1{T{<t/\TaD<TQ}:|

T2
u(t — 19, X,,) exp <—/ KQ(Xs)dS> 1{7‘2<t/\7’3p}]

+Ez
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car la fonction HIQQM(') est identiquement nulle.

Ainsi, en combinant les deux expressions précédentes, nous obtenons que

U(t, 517) = Uo(t, Z’) + Ew [U(t - 7—{; XT{) - Uo(t - T{’ XT{)]'{’T{<t/\T3D}:|

+E,

_h(Xt/\TaD ) 1 {7—{ >tATopD }:|

= uo(t, $) - E, [Uo(t - Ti’ XT{)1{7{<t/\TaD}:|

+E,

+E,

+E,

T2
'U,(t — To, XTQ) exp (_ / 52<Xs)ds) ]-{T2<t/\TaD}:|
0
tAToD
h(Xt/\TaD) eXp (_ /0 %Q(Xs)d8> ]‘{T{<t/\TaD<TQ}:|

_h(Xt/\TBD ) 1 {’7’{ >tATaD }i|

= UO(t, JJ) - E, [UO(t - Ti’ XT{)]'{T{<t/\TaD}}

+E,

+E,

+E,

+E,

et finalement,

(u —up)(t —

| (_ /0 b KQ(XS)ds)l{TéamaD}}

- 72
uo(t — 72, Xr,) €Xp (— / "02<Xs)d3) 1{Tz<tATaD}]
0

- tAToD
2
A K (Xs)ds)l{T2<t/\7'3D§Té}:|

h<Xt/\TaD> exXp (_

tAToD
h<Xt/\T8D) €xp (_/ KZ(XS)dS) 1{t/\7'6D<7'2}:| )
0

u(t,x) = uo(t,x) — E, [Uo(t -, XT{>1{7-1’<t/\T@D}}

+E,

- E,

+E,

+E,

T2
UO(t — T2, X‘r2) exXp (_ / KQ(‘XS)dS) 1{T2<t/\78D}:|
0
T2
UO(t - Tév XTé) exXp (_ / RQ(XS)d‘g) 1{7‘£<t/\TaD}:|
0
T2
u(t - Té, XTé) exXp (_ /0 H2<X5)ds) 1{Té<t/\’r,3p}:|

tAToD )
h<Xt/\TaD>eXp (_A K (Xs)ds) 1{t/\T6D§Té}:| '

Par la proposition 2.15 de [BCMT10], on sait que |X;| tend vers l'infini presque si-
rement lorsque t tend vers l'infini. Le processus étant continu cela implique que nous
avons presque stirement, pour m assez grand 7, = +o0o d’une part et 75p fini d’autre
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part. Nous concluons alors par récurrence pour obtenir 1’égalité espérée

U(t, 37) = UJO(t7 33) - Ex |:u0(t - T{a XT{)]'{T{<t/\TaD}i|
o0 Tk

+ Z (Ex {uo(t — Ty X7, ) €XP (—/ HQ(XS)dS) 1{7'k<t/\7'6D}:|
. 0

=2

E, [uo(t — 1, X.y) exp (— /0 " KQ(Xst) 1 {WMM}D
+E, [h(XWaD) exp (— /0 e ﬁg(Xs)ds)} |
UJ

3.3. Différents algorithmes probabilistes de
simulation et d'approximation

Rappelons tout d’abord que la particule suivant la dynamique donnée par 1’équa-
tion différentielle stochastique (2.14) a des trajectoires browniennes dans les deux sous-
domaines Qi et Qe de R3. Afin de mettre en oeuvre des algorithmes de simulation de
trajectoire de cette particule, il nous est nécessaire de rappeler différentes probabilités
et lois associées & un mouvement brownien de dimension 3 [BS02]. Soit | B| un processus
de Bessel de dimension 3 (soit la norme d’un mouvement brownien B de dimension 3)
partant de 0, et pour y positif soit 7, le temps d’atteinte de y par ce processus de Bessel.
Soit F la fonction de répartition de la loi normale AV(0,1).

Lemme 3.3.1 (Formule 1.1.4 de [BS02]). La probabilité Py (7, €]0,t]) est donnée par

24 er?s? 2 12k + 1]2))
Po(r €0 ) =2 S e 2 (o p(EETHEYY)
o €D =2 2., 7 |2k;+1|z< ( T,

k=—o00

Lemme 3.3.2 (Formule 1.1.8 de [BS02|). La densité de probabilité Py (t < 7,, Ry € dz),
est donnée par

z—|—2/<:y

Py (t < 7, R, € dz) —(et 2kt g

=Y
de fonction de répartition

5= 3 P (22

k=—o00

F (@) _ B (eH2ky)?/2
\/E \ 27t
Lemme 3.3.3 (Formule 2.0.1 de [BS02|). Pour A positif, la transformée de Laplace du

temps de sortie de la boule de rayon y vérifie :
YV 2

Eq [exp (=A7)] = Sinb (5v/2Y)
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3.3.1. Algorithme de marche sur les sphéres arrétée

L’algorithme de marche sur les sphéres (« Walk On Spheres algorithms» [ST95, Sim08)
est un algorithme efficace de simulation de trajectoires browniennes dans un domaine
D (figure 3.1). Nous présentons ici une version arrétée de cet algorithme. Partant d’un
point yo du domaine D, la position suivante est simulée de la maniére suivante :

1. on calcule le rayon rg de la plus grande sphére de centre 1, incluse dans le domaine
D,

2. on simule le temps de sortie 7y de cette sphére dont la transformée de Laplace de
la loi est rappelée dans le lemme 3.3.3.

3. a) si 79 est inférieur & ¢, on simule de maniére indépendante et uniforme la
position de sortie de la sphére et on recommence,

b) sinon, on simule la position en ¢ en tirant de maniére uniforme un point sur
la sphére de rayon donné par une variable aléatoire r dont la loi est donnée
dans le lemme 3.3.2 et 'on arréte I'algorithme.

Qext

FIGURE 3.1.: Algorithme de marche sur les spheéres

Afin de réduire la taille des trajectoires et ainsi d’améliorer I'efficacité de ’algorithme
de simulation et de rendre compte du terme linéaire d’ordre zéro dans I’équation, il
est intéressant de tuer la diffusion de la maniére suivante. Introduisons une variable
aléatoire Y de loi exponentielle de paramétre un, indépendante du mouvement brownien
B sous-jacent. Définissons 'instant de mort 6 par I’expression :

9:inf{t20;/@2(t/\7'0)2Y},

et notons B le mouvement brownien tué & l'instant #. Alors, pour toute fonction u

solution de
Ou=1Au—r*u, (t,z) €[0,T] x D,
u(0,-) =h r €D,
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la formule de Feynman-Kac donne

u(t, yo) [u t—t/\TO,y1>eXp(—/€2t/\T0):|

o [u t —t ATy, Bipry) P {Y > k2 (t A 7o) |BH

(
(

Y0 [u(t —t Ao, Bt/\To)l{Y>n2(t/\ro)}]
(

=K,
E
E
E

"o [u t—t AT, Bt/\rg)] .

Prenons compte de ces différentes considérations, pour obtenir ’algorithme suivant de
marche arrétée sur les sphéres . Cet algorithme retourne une variable booléenne (notée
test) modélisant le fait que la diffusion simulée a été tuée ou non, le temps a la sortie
de lalgorithme tyi0 et la position a la sortie de I’algorithme sortie notée sortie(-).

Algorithme 3.1 Algorithme de marche sur les sphéres arrétée «SWOS»

Soient yy € D et t € RT,
k < 0 et test < faux
loop
Sk = S(yk, rx) la plus grande sphére centrée en vy, incluse dans D,
s, =1inf {t > 75, |-+ } le temps d’atteinte de la sphére Sy.
On simule 7g, (lemme 3.3.3).
test < vrai avec probabilité exp —(k? (t A Ts, )
if test then
return test
end if
if {t < 7g,} then
On simule la position en ¢ qu’on note sortie(yy) (lemme 3.3.2).
temps sortie <t
return test, temps_ sortie, sortie(yo)
else
On simule 1 uniformément sur la sphére S.
end if
if d(yx+1,0D) < € then
sortie(yy) < projection de yy1 sur le bord 0D.
temps__sortie < Tg,
return test, temps_ sortie, sortie(yo)
else
k—k+1
end if
end loop

Remarque. Du fait que la fonction 2 est nulle sur le domaine 2, et constante et stricte-
ment positive dans le domaine 2. N D, la particule admet des trajectoires browniennes
dans le domaine €;,; et browniennes tuées dans le domaine ey.
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3.3. Différents algorithmes probabilistes de simulation et d’approximation

Notons N, le nombre aléatoire d’étapes dans ’algorithme, Sy I’événement «la particule
est vivante a [’étape k de l’algorithme de marche sur les sphéres», 7; le temps d’atteinte
de la sphére S(y;,r;) a létape i, t; = temps_sortie = 7y_, sortie(yy) la position de
sortie de I'algorithme et yy, le dernier point de I’algorithme avant projection sur le bord
I" on a alors le lemme suivant.

Lemme 3.3.4. Pour yo dans le domaine ey, on a
u(t,yo) = E [1{5N6}u(t — 11, sortie(yo)] + O(e).
Démonstration du lemme 3.3.4. En effet, pour tout k£ > 1,

u(t,yo) = E [Lsgult — m,m)] =+ = E [1{s,n u(t = Toane, Yran.)]

d’out par convergence dominée,

u(t,yo) = E [1{5N€}u(t —tNtn,, yNE)]
=E [I{SNE} (u(t —t ANty yn.) —u(t —t ANin,, sortie(yo)))}
+E [1{5N6}u(t —tNtn,, SO?”tZ'e(y()))} ,

or
lu(t —t ANtn.,yn.) —u(t —t Aty,, sortie(yo))| < €|‘VUHL00([Q¢]XV€(F)),

ou V.(I') est le voisinage de I" de taille e. On peut alors conclure grace aux bornes du
théoréme 3.1.1 et & la compacité de la surface T. ]

3.3.2. Algorithme de simulation de la solution u

Nous donnons dans cette partie un exemple d’algorithme simulant la solution u de
I'équation (3.7). Cet algorithme générique copie l'interprétation probabiliste du théo-
réeme 3.2.1. Nous introduisons une bande de largeur 7 entourant la frontiere, et nous
approchons la position de sortie de cette bande en repoussant hors de la bande la
particule & une position aléatoire. L’algorithme & sauts symétriques normaux donné
dans [BCMT10] repousse par exemple la particule & une distance fixe dans la direction
normale & la surface aléatoirement dans 2, ou . Nous présentons dans la section
suivante ces algorithmes et renvoyons a [MS04, Sim08, BCMT10, LM10| pour des dis-
cussions approfondies sur les maniéres de simuler la position de sortie de la bande et
I'ordre d’erreur des simulations obtenues.

Soit (Ag, By)zer une famille de variables aléatoires on A, est a valeurs dans R? et
B, dans {0, 1}. L’indice z représente la position de X sur I, le vecteur aléatoire A,
représente la position ou la particule est repoussée pour simuler la sortie de la bande
et B, = 0 si et seulement si la particule est tuée avant ce replacement. On note dans
I'algorithme sortie(z) la position de sortie résultant de I’algorithme de marche sur les
spheéres arrétée.
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Algorithme 3.2 Algorithme générique

Soit zg € Qiye, t € RT.
k < 0, score < 0
loop
if z;, € Qi then
(11, sortie(xy)) = SWOS(t — 7%)
score < score — uy(t — 7}, sortie(xy)),
if 7, =t then
return ¢, score
end if
else
test, ty., sortie(zy) = SWOS(K?/2€cx, t — T1)
if test then
return {;, score
end if
Soit (Ag, By) une variable aléatoire indépendante de toutes les précédentes
distribuée comme (Agortie(ay), Bsortie(ar))-
if B; then
return ¢, score
else if t;, =t then
score < score + h(sortie(xy))
return ¢, score
end if
end if
Tpy1 < sortie(Xg) + Ay
if ;1 € Qi then
Tr+1 < i
score <— score + ug(t — Tri1, Tri1)
end if
k+—Fk+1
end loop

Dans la suite de ce chapitre, nous adoptons les notations suivantes. Nous écrivons dans
les résultats suivants % pour désigner la variable score et X le processus constant par
morceaux défini par la suite alternée des positions xy, et sortie(zy) de 'algorithme 1.1. Le
résultat @ est une solution approchée de I’équation aux dérivées partielles (3.7) obtenue a
I'aide du processus discrétisé X approchant le processus X solution de 'équation (2.14).
Nous étudions dans la suite 'erreur faible commise par la discrétisation du processus.

3.4. Analyse de l'erreur faible

Notons Ly, pour k supérieur ou égal a un, I’événement «la particule est vivante a l’état
TE».
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Lemme 3.4.1. On a l"inégalité
sup (@ —u+up)(s,2)
2€Qint,s€[0,¢]
. B [Byu(s,z + Ay)] — u(t, )| + eVl
= serseod L — E [Bolpoia,eamurt] + E [BolsaseaniE [Liymo = 7+ 4,]]

On a de plus le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.2. Supposons
E [|A.?] = O(h*) . P{B,; =0} =0(h*, (3.9)

E [V™u(z) - Alipiasenn) + V(@) - Aolizia,cony] = O(R?) (3.10)

et que l’on peut choisir n petit tel que pour tout x sur la surface I', et pour une constante
0 strictement positive, on ait

P{lo(e + A,)| € [nh, 'K} > 6 (3.11)
Alors Uerreur faible de U'algorithme de simulation générique est en O(h + ¢/h) :

sup |t(s, z0) — (u—ug)(s,x0)| = O(h + €/h)

20€Qint ,SE[O,t]

Remarque. Soulignons aussi que 1'on peut prendre B = 1 presque siirement dans la
démonstration, mais que cela peut étre important dans le cas on ’on souhaite obtenir
un algorithme d’ordre supérieur. Les conditions de transmission (3.2) se retranscrivent
quant a elles sous la forme de I’équation (3.10).

Les hypothéses portant sur les moments des variables aléatoires A et B sont vérifiées
dans le cas des algorithmes de type «SNJ», «ANJ», «UANJ» ou «NTJ» que nous
présentons brievement [BCMT10].

SNJ Dans l'algorithme & saut normal symétrique (Symmetric Normal Jump SNJ), la
particule est repoussée de la maniére suivante

€ext

x + hii(x)  avec probabilité
A = €int T €ext
T+ T = .. €int
x — hii(x)  avec probabilité

I

€int + €ext

L’algorithme «SNJ» peut s’étendre des maniéres suivantes.

ANJ Une premiére extension est I’algorithme & saut normal asymétrique (Asymmetric
Normal Jump ANJ) de paramétre « pris strictement positif

€ex
x + ahii(x)  avec probabilité et
A, = iyt + €ext
T+ T 5 o1. int
x — hii(x) avec probabilité .
Ol€int + €ext
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Le choix des probabilités est donné par le développement suivant de la solution u
(équation (3.10))

(€ext + i) U(T) = €eptt(x + ahii(x)) + aepg(x — hii(x)) + O(hz).

En choisissant le paramétre « strictement plus grand que 1, cet algorithme a I’avan-
tage de repousser plus loin dans le domaine extérieur la particule et ainsi d’aug-
menter les chances de mort. Le gain numérique se fait cependant au détriment du
biais de I’algorithme.

UANJ Une deuxiéme extension est I’algorithme a saut normal asymétrique non-biaisé.
Cet algorithme tire parti de la géométrie de la molécule qui se présente sous forme
d’une réunion de sphéres. Il est congu afin de supprimer tout le biais (hors biais in-
duit par le parameétre €) de I'algorithme dans le cas d’une molécule constituée d’une
seule sphére. Nous le présentons dans ce cas particulier et renvoyons a [BCMT10)]
pour le cas général. Supposons donc que le domaine intérieur €2;,; soit une boule
B(0, R) de rayon R strictement positif. Fixons un point = de la surface I'. Notons
Th,a le temps de sortie défini par

The = 1inf{t > 0||X;| = R — h ou | X;| = R+ ah}

ext

o 1
et notons 757, la quantité de temps que le processus X a passé a l'extérieur

Th,«a
ext ,__
Th,a _/ 1{Xt€Qext}dt'
0

La distribution jointe du couple (|X, | exp(—#?72%)) est indépendante de la

position de départ et connue [BCMT10|. L’étape de projection hors de la bande
N se fait de la maniére suivante :

— Avec probabilité P, {|X,, .| = R — h}, on pose z + A, = x — hii(z) et on tue
|=R— h] :
— Sinon, on pose x + A, = x + ahii(x) et on tue la particule avec probabilité
1 —E, [exp(—~*17%)[| X, .| = R+ ah].
Ce qui permet de retrouver & nouveau les conditions données dans les équa-
tions (3.9) et (3.10).
NTJ La derniére catégorie d’algorithme proposée dans [BCMT10] utilise des sauts non
plus uniquement dans la direction normale & la surface I' mais aussi dans des direc-

tions plus latérales. Nous renvoyons & [BCMT10] pour une présentation compléte
de ces algorithmes.

la particule avec probabilité 1 — E, [exp(—R*753)[| X

Th,«a

Nous donnons en corollaire immédiat du théoréme 3.4.2 le résultat principal de ce
chapitre. Ce corollaire donne une estimation de ’erreur faible de 'approximation du
processus X par le processus simulé X obtenu par le biais de I’algorithme 1.1. Ce ré-
sultat est une premiére étape (cas linéaire) dans I’étude des simulations des solutions
de I’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire a ’aide de 'interprétation probabiliste
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par équations stochastiques différentielles rétrogrades. En effet une solution d’équation
différentielle stochastique rétrograde a horizon infini est approchée par une solution de
I'équation a horizon fini (autrement dit, on approche la solution d’un probléme elliptique
par la solution d’un probléme parabolique a temps long).

Corollaire 3.4.3. Soit f une fonction vérifiant l’hypothese 2 du théoreme 3.1.1. Nous
avons l'estimation suivante de l’erreur faible

sup  [E, [f(Xy) = f(X,)]| = O(h+¢/h),

IoEQint,SE[O,t]
ot X, est la loi de la variable aléatoire obtenue par le biais de l'algorithme SWOS.

Démonstration du corollaire 3.4.3. Application du théoréme 3.4.2 avec ug et k pris iden-
tiquement nul et en utilisant que dans ce cas la fonction u solution de I’équation
est donnée par u(t,x) = E,[f(X;)] (formule de Feynman-Kac donnée dans le théo-
réme 2.3.5). O

Démonstration du lemme 3.4.1. Soit un réel h strictement positif et petit. Soit @(t, z¢)
I'espérance de la variable score obtenue par 'algorithme partant de xq. Soit un point
xo € Qing tel que 0 < h < d(zo, "), par construction de l'algorithme, nous avons

a(t, xo)
=E [~uo(t — t1, sortie(xy))]

+E

> " 110 Lmpeon (to(t — te, 1) — uo(t =ty sortz'e(xk)»] .
k=1

De méme, si 29 € Qe st tel que 0 < h < d(z, ') nous avons

ﬂ(t7 l'o)
=E Z 10 1 aennmy (Uo(t — ti, 2r) — uo(t — trgr, sortie(xy,)))
k=1

] (3.12)

Enfin, si x est sur la frontiére I', 'expression de @ est donnée par

u(t, x)
= —ug(t,x)

+E

Z 1{Lk}1{l’k€§21m} (UQ(t — tk, $k) — Ug(t — tk+1, SO?“tZE(%’k)))]
k=1

= —ug(t, x)

+E [1{L1}1{x1691m}u0(t — tl, l‘l)} —E [1{L1}]—{x1691m}u0<t - tg, SOTtiB(JJl))]

+E

> 1 L (ot — te, 1) — uo(t — trs, sortz'e<xk>>>]
k=2

= —uo(t, .CL') + E [1{L1}1{Ilegim}uO(t — tl, 33'1)] + E [1{L1}ﬂ(t — tl, $1)}
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par expression (3.12) sur le domaine extérieur.
Ainsi nous obtenons pour un point x sur la frontiére I,

u(t, ) — (u— up)(t,x)
=E [1{L1}1{$1€Qint}u0(t — tl, xl)} + E [1{L1}ﬂ(t — tl, 1’1)} — U(t, .T)

en exprimant x; sous la forme x + A,, nous obtenons,

a(t, ) — (u— uo)(t, )

=E [1{L1}1{x+AzeQimur}Uo(t —t1,x+ Am)}
+E [l{Ll}l{r-FAerintur}ﬂ(t — 1,z + AI)]
+ E [12) L ara,can 0t — t,x + Ay)] — ult, z)

=E [Bwl{erAerimur} (@ —u+up) (t—t,x+ Ax)]
+E [B:rl{a:JrAerimur}U(t —t,r+ AI)]
+E [Bg;l{gH-AzeQCxt}ﬂ(t —ty, T+ Ax)} — u(t, z)

=E [By1{ssa,e0umuryE [(T — u+ uo) (t — t1, sortie(zo))|zg = & + A,]]
+E [Bxl{HAzeQimur}u(t —t,x+ Ax)]
+E [Bol{pra,e0n0(t — ti,z + Ay)] — u(t, z).

Or nous avons pour un point y € Qeyy,

u(t,y) =E !Z 1o comy Liney (uo(t — tr, xr) — uo(t — trgr, sortie(:vk)))]
k=1

et comme le point sortie(y) est situé sur I' nous pouvons écrire

u(s, sortie(y))
— E [—uo(s, sortie(y))

+E

Z 1oeamy 1iney (uo(s — tr, 2) — uo(s — trgr, sortie(:z:k)))]
k=1

d’otu la relation suivante pour y € ey,
u(t,y) = E[u(t — tq, sortie(y)) + uo(t — ti, sortie(y))] .
Ainsi nous obtenons en remplagant y par x + A, que

E [Bfﬂl{erAzGQexc}a(t — tl, xr + Am)}
=E [Bo1{sta,cau E [(@ + wo)(t — t1, sortie(zg))|zo = = + A,]] .
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Finalement, nous pouvons écrire que pour z € I’

a(t,x) — (u—up)(t,x)

=E [By1{zsa,e0murtE (T — u+ uo) (¢t — t1, sortie(zo)) |z = z + A,]]
+E [Bi1{psa,comuryult —t,z + Ay)]
+ E [Bol{psa,ennt(t — t1,x + Ay)]
—u(t, )

= E [Bo1{psa,canuriE [(@ — u+ uo) (t — t1, sortie(zo))|zo = = + A,]]
+E [Bx]-{x+Az€QintUF}u(t —ty,x+ Am)}
+ E [Bol{zta,e000E [Liry (@ + uo)(t — t1, sortie(zo))|zo = x + Ay] |
—u(t, )

=E [By1l{zsa,e0murE (T — u+ ug) (¢ — tq, sortie(zo))|zo = z + A,]]
+E [Bol{zra,e000E [Liny (@ — w+ ug)(t — t1, sortie(wo))|zo = = + Ay ]
+ E [Bol{gsa,eqmuryu(t — t1,z + Ay)]
+E [Bol{zra,e00E [Lingu(t — t1, sortie(xo))|zo = = + A]]
—u(t, ).

Le lemme 3.3.4 nous permet alors d’écrire que

u(t,z) — (u—up)(t,x)

= E [Bil{sra,e0,urE [(T — u+ o) (t — t1, sortie(xo))|zo = = + A,
+E [le{erAIEQext}E [l{Ll}(ﬂ —u+ up)(t — t1, sortie(zo))|zo =  + Azﬂ
+E [B:cl{erAzeQimuF}U(t — 1, + A:c)]
+E [Bolpra,ennu(t — ti,x + Ay)] — ult, z) + €| V| =

= E [Bil{pa,c0nunyE [(T — u+ o) (t — t1, sortie(xo))|zo = x + A,
+E [Bol{zsa,e000E [Lin3 (@ — u+ ug)(t — t1, sortie(wo))|zo = = + Ay]]
+ E [Bou(t — t1,x + Ap)] — u(t, z) + €||Vul|

< sup (@ —u+ug) (s,2) (E [Bilipsa,coumury)

2€Qint,s€[0,¢]
+E [Brl{x+Ag:GQexc}E [1{L1}‘$0 =+ AIH )

+ E [Byu(t — t1,x + Ap)] — ult, z) + €| Vul| oo,
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et ainsi nous obtenons l'inégalité

sup (@ —u+up)(s,2)
ZeQintyse[Ovt]

< sup (ﬂ —u—+ UO) (3, Z) (E [Bxl{m—AzeQmuF}]
2€Qnt,s€[0,¢]

+E [Ba:]-{:r+Aerext}E [1{L1}|$0 =+ AIH )
+ E[Byu(t — t1,x + Ap)] — u(t, z) + €| Vul| .
Cette inégalité s’écrit
sup (@ —u+up)(s,2)
2€Qint,s€[0,t]
E [Byu(t —t1,x + Ay)] — u(t, z) + €||Vul| p
1 —E [Bolpra,eamury] + E [Boliora,conE [ ylzo = 2 + A, ]

~X

et donc
sup (@ —u+up)(s,2)
2€Qint,s€[0,t]
< sup |E [Byu(s,x + Ay)] — u(t, z)| + €||Vu|| L=

velsel0d] 1 — B [Bolgasa,comury] + E [Bolpra,eonn B [Ling|zo = o + As]]

Ce qui conclut la démonstration

Démonstration du théoreme 3.4.2. Pour tout x sur la surface I',
u(s,x + Ag) —u(t, x)
= V™u(z) - Aeliara,enny + Vu(@) - Aslppra ey + O( A1)
De plus,

1 —E [Bolpra,eamury] + E [Boliora,contE 11z y|zo = 2 + 4,] ]
= E [Bel{ota,c0m}] T E [Bel{asa,comnE [z} = 2 + A, ]
=E [B:rl{erAIeQext}]P) {Lilxo =T+ Ax}}

Finalement, du fait que la norme || V|| (r3) est bornée, et grace aux hypothéses (3.9)
sur les variables aléatoires A et B, nous obtenons alors que

sup (@ —u+up)(s,2)

2€Qnt,s€[0,¢]
< sup E [V™u(@) - Aclossenin) + Vo u(@) - Acliora,e00,y] + O + )
T sersefod E [1{z4a,e000 P { Lm0 = 2 + A, }] + O(h?)
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Minorons maintenant la probabilité conditionnelle P{L{|xy = x + A,}. La propriété
de sphére extérieure de la surface I' nous donne 'existence d’un réel r strictement po-
sitif tel que, pour tout point x placé sur la surface I', la sphére extérieure tangente a
I" au point x et de rayon r n’ait comme unique point d’intersection avec I' que le point x.

cht

Soit un point x dans le domaine extérieur a une distance d(x,I") de la surface I'
comprise entre € et r. Rappelons que I'algorithme SWOS fait intervenir un mouvement
brownien de dimension 3 que 'on note B. Introduisons le temps de sortie 7, de ce
Brownien B de la boule Sr(,), défini par

7, =inf {t > 0|z + B; ¢ Sp(}-

Pour T positif, la probabilité que I’événement L, se produise, c¢’est-a-dire que la
particule brownienne ne soit pas tuée avant I'infimum de 7" et de I'instant d’atteinte de
la surface I" est majorée par la probabilité que la particule brownienne sorte de la boule
Sr(z) avant d’étre tuée. Ainsi

P{L{|lzo =2+ Az} 21 =P {1, <0}

ou # est une variable aléatoire indépendante de B suivant une loi exponentielle de para-
metre 2iit'

En utilisant la formule 1.1.2 de [BS02| qui donne la probabilité quun Bessel de di-
mension 3 partant de r — d(x,I"), tué selon une loi exponentielle sorte d’une boule de

rayon r — € avant son instant de mort, nous obtenons que

P{Li|lzo = «}
2 1_P{Tm < 9}

L (r — ) sinh ((r — d(z,T))R//€ext)
(r —d(z,I)) sinh ((r — G)R/@)
_ rsinh ((r —d(z,1))R/\/€xt)
- (r —d(z,T)) sinh (r&//€ext)
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Chapitre 3. Analyse de I’équation de Poisson-Boltzmann linéaire parabolique

En utilisant 'hypothése (3.11) et en reportant dans ’expression de

E |:1{x+AzeQext}]P) {Li|x0 = + Ai}:| ]
nous obtenons pour une constante C' strictement positive

E |:1{I+AxEQext}]P> {L‘{|x0 =x + Az}}
2 E Lo+ anieinn-myP {Lilzo = = + Au}]
ro (sinh (rR/y/ext) sinh((r—n_lh))ﬁ/@)
sinh (r&/y/€xt) T r—nth
> Ch.

\%

On déduit alors de I'expression précédente et de 'hypothése (3.10) que

E [vintu(x) . Arl{x+A$€Qint} + VeXtu($) : Aml{x+A$€Qext}]

=O(h+¢/h
E [LerncnnP (Lil7o = 2 + A]] + O(2) (hore/h)

et donc que

E [supa(zo) — (u—up)(zo) | = O(h +€/h),

ce qui conclut la démonstration.
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Chapitre 4.

Interprétation probabiliste de
I'équation de Poisson-Boltzmann
non-linéaire elliptique

Nous établissons dans ce chapitre un résultat d’existence, d’unicité et de régularité de
la solution de I’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire [BBC06| nous permettant
de montrer que cette unique solution admet une représentation probabiliste en terme
d’équations différentielles stochastiques rétrogrades [PP92| a temps final aléatoire et a
coefficient non strictement monotone.

L’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire est utile en simulation moléculaire. Elle
modélise le comportement du potentiel électrostatique d’un systéme moléculaire com-
posé d’une molécule plongée dans un solvant. Elle fait partie de la catégorie des modéles
& solvant implicite, c’est-a-dire que la contribution du solvant au potentiel électrosta-
tique se fait a I’aide d’une contribution générale (section 2.2.1). L’équation de Poisson-
Boltzmann (2.8)

—V. (e(x)Vu(z)) + k*(z) sinh {u(x)} = g(x), z € R? (4.1)

regroupe trois points de difficultés mathématiques : la discontinuité des coefficients de
I’équation en particulier du terme sous forme divergence, la singularité de son terme
source g = pp(cf. (2.6)) s’exprimant sous la forme d’une combinaison linéaire de mesures
de Dirac et sa non-linéarité en sinh.

La difficulté inhérente & la discontinuité des coefficients de 1’équation de Poisson-
Boltzmann non-linéaire a en partie été traitée dans [BCMT10]. Les auteurs y fournissent
une interprétation probabiliste des opérateurs sous forme divergence a coefficient dis-
continus (2.11). Les principaux résultats de cet article sont en partie énoncés dans la
section 2.3. Rappelons ici que 'interprétation probabiliste proposée de I'opérateur L se
fait a I’aide de la solution faible X* de la diffusion (2.14) faisant intervenir un terme de
temps local.

La singularité du terme source se présentant comme une combinaison linéaire de me-
sures de Dirac se traite de maniére classique dans la section 4.1. Nous exprimons la
solution de I’équation de Poisson-Boltzmann (4.1) comme la somme d’une fonction sin-
guliere explicite et de la solution d’une équation de Poisson-Boltzmann a terme source
régularisé (4.3). Nous nous attachons dans la suite & donner une interprétation probabi-
liste sous forme d’équations différentielles stochastiques rétrogrades de cette équation.
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Chapitre 4. Interprétation probabiliste de I'éq. de Poisson-Boltzmann non-linéaire

La nouvelle interprétation probabiliste que nous proposons nécessite d’élargir des ré-
sultats d’unicité portant sur les solutions d’équations différentielles stochastiques rétro-
grades [Par99, BDH'03]. Aussi, aprés avoir introduit une équation de Poisson-Boltzmann
a terme source régulier (4.3), nous entamons ce chapitre en montrant un résultat d’exis-
tence et d’unicité pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades de généra-
teur non strictement monotone (section 4.2). Soulignons ici que seule la partie unicité
de ce résultat est utile dans la démonstration de notre résultat principal.

Cette interprétation probabiliste pourrait permettre le développement de nouvelles
méthodes numériques probabilistes pour la simulation des solutions de I’équation de
Poisson-Boltzmann non-linéaire (4.1). Les méthodes numériques actuelles sont basées
sur des méthodes d’éléments finis [CHX07| dont la complexité croit avec la dimension.
Les méthodes probabilistes deviennent compétitives face aux méthodes numériques pour
les équations aux dérivées partielles a partir de la dimension trois. Il restera cependant a
adapter les méthodes numériques de simulation d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades [Che97, BPP05, DM06, BET09, GL10, BL12] au cas de I’équation de Poisson-
Boltzmann (4.1) et vérifier leur réelle efficacité. Notons aussi que l'analyse stochastique
des solutions de ’équation de Poisson-Boltzmann non-linéaire (4.1) peut aussi permettre
d’obtenir des estimations a priori.

4.1. Traitement de la singularité du terme source

La singularité du terme source se traite en décomposant la solution comme la somme
d’une fonction connue singuliére et de la solution d’une équation a terme source régulier.
La régularisation suivante est proposée dans [BCMT10).

Soient x une fonction C* a support compact inclus dans €, vérifiant y(z) = 1 au
voisinage des points {z1,...,zx} et la fonction vy =), G; o les fonctions G;

= eR3
AT € |2 — ] o

GZ(SL')

vérifient la relation suivante dans R?
—v.(EintVGi) = Qzéz

La fonction G; est la fonction de Green associée a la masse de Dirac positionnée en z;.
Définissons la fonction C* a support compact inclus dans 2,

§(x) = €t (uo(x)Ax(x) + Vue(z).Vx(x)), z € R3. (4.2)

On étudie alors, pour z dans R3, v(z) = u(x) — x(x)ug(z), solution de 1’équation que
I’on appellera dans la suite équation de Poisson-Boltzmann a terme source réqularisé

—V.(e(x)Vuv(z)) + £*(x) sinh(v(z)) = §(x), z € R (4.3)
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4.2. Existence et unicité des solutions d’EDSR & temps final aléatoire monotones

4.2. Existence et unicité des solutions d’EDSR a
temps final aléatoire monotones

Nous donnons dans la section 4.2.1, un résultat général d’existence et d’unicité de so-
lution d’équations différentielles stochastiques rétrogrades monotones (théoréme 4.2.3),
que nous appliquons dans la section 4.2.3 pour obtenir une interprétation probabiliste
de la solution a l'équation de Poisson-Boltzmann régularisée (4.3).

Tout au long de cette section, considérons un mouvement brownien B de dimension
d défini sur un espace de probabilité filtré (2, F, (F})i=0, P), ot (Ft)i=o est la filtration
naturelle augmentée de B.

4.2.1. EDSR monotones

Soient 7 un temps d’arrét mesurable par rapport a (F;);>o(éventuellement infini), £ une
variable aléatoire mesurable par rapport a F, et f une application de 2 x Rt x R¥ x RF*4
dans R* progressivement mesurable.

Définition 4.2.1. Une solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde de
paramétres (7,&, f) est un couple de processus progressivement mesurables (Y, Z) a
valeurs dans R¥ x R4**  vérifiant

1. appartenance des applications ¢ — 1<y f(8,Y3,Z,) et t — Zy & Ly (0, 00) et

loc
L% (0, 00) respectivement,

2. la relation Yo, = Y7ar + fiﬁT f(s,Ys, Zg)ds — tiiT Z,dB, pour tous temps t et T'

t
tels que 0 <t < T,

3. les égalités V; = € et Z; = 0 sur I'événement {t > 7}.

On appelle I'application f le générateur de I’équation.

Définition 4.2.2. Pour \(-) processus progressivement mesurable, la solution (Y, Z) est
dite dans Li(_) si

Supposons que
(h1) le générateur f vérifie les propriétés suivantes :
a) continuité : I'application y € R¥ — f(t,vy, 2) est continue presque stirement
pour tout (¢,2) € [0,T] x RF*¢;
b) Lipschitz : pour tout (¢,z,2') € [0,T] x R¥*? x R¥*4  pour tout y € RF
presque stirement,

[f(ty,2) = f(ty, 2) S K@)z — 2|

avec K processus progressivement mesurable borné, majoré par une constante
K;

79



Chapitre 4. Interprétation probabiliste de I'éq. de Poisson-Boltzmann non-linéaire

¢) monotonie : pour tout (t,y,1/,2) € [0, T]x RF x R* x R**? presque stirement,

<y - y/» f(ta Y, Z) - f(tu yla Z)> < M(t>|y - y/’2
avec /4 processus progressivement mesurable borné, majoré par une constante
B
d) intégrabilité :
E {/ eJo M| £(¢.0,0))2dt| < o0,

0

pour un processus A progressivement mesurable vérifiant
At) = 2u(t) — K2(t) > X > 0, t > 0;
e) pour tout réel r > 0 et tout entier n € N*,

sup | £(t,y,0) = f(t,0,0)| € L'(J0,n[xQ, dt @ P);

ly|<r

(h2) la condition finale £ est une variable aléatoire F,-mesurable vérifiant les deux
inégalités
E |:€f07)\(s)ds’£|2:| < 00

E {/ efg )\(s)ds‘f(t’6—1/2f55\(s)ds§t’6—1/2f;5\(s)dsﬁt)‘2dt < 0, (4.4)
0

ot A(t) == 2u(t) — K2(t), £ = el Mo)dsg ¢, = R (€| 7] et 77 processus prévisible
vérifiant
E=E[Q]+ [ ndb.
0

0

Remarque. Pour plus de commodité, nous notons dans la suite «-» le produit scalaire
«(, ).

Nous nous proposons dans la suite d’établir le résultat suivant :

Théoréme 4.2.3. Sous les hypothéses (hl) et (h2), il existe une unique solution (Y, Z)
a Uéquation différentielle stochastique rétrograde de paramétres (7,&, f) vérifiant l'inéga-
lité survante,

1Y, 2)I3) < CE {efo”“)dﬂér% /0 eh XB| £(2,0,0)2dt | . (4.5)
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4.2. Existence et unicité des solutions d’EDSR & temps final aléatoire monotones

Remarque. Dans [BDH'03], P. Briand, B. Delyon, Y. Hu, E. Pardoux et L. Stoica dé-
montrent un résultat d’existence et d’unicité des solutions LP d’une équation différen-
tielle stochastique rétrograde a temps terminal aléatoire basé sur la démonstration du
théoréme 4.1 de [Par99]. Ce résultat est vérifié sous des hypothéses de constance des
processus u, K et \.

Cependant ce résultat ne s’applique pas en 1’état dans le cas de I’équation de Poisson-
Boltzmann régularisée (4.3), dont I’équation différentielle stochastique rétrograde asso-
ciée est donnée par

T T
Y=Y/ —|—/ (9(X?) — k*(XT) sinh Y )ds — / Z7dB;,
t ¢

pour tous temps ¢, T’ vérifiant 0 < ¢ < 7', et pour X* solution faible de I’équation (2.14),
du fait d’une part des discontinuités de € (que nous traitons dans la section 4.2.3) et
d’autre part des hypothéses de monotonie et d’intégrabilité du théoréme 4.1 de |[Par99|
qui demandent essentiellement a la constante p d’étre strictement positive. Or, comme
la fonction  est nulle sur €2, le meilleur choix de p est nul dans le cas de I’équation
de Poisson-Boltzmann régularisée (4.3), ce qui ne permet pas de vérifier 'hypothése
d’intégrabilité.

Cependant, le générateur z,y — g(x) — ?(x) sinhy est monotone (non strictement)
puisque la fonction x est strictement positive hors de 'ouvert borné d’intérieur non
vide Q. Ainsi, la transience du processus X* défini en (2.14) (processus «forward» de
I'équation différentielle stochastique rétrograde) nous a incité a affaiblir les hypothéses en
permettant a la constante de monotonie de dépendre du temps, et plus particuliérement

dans le cas de Poisson-Boltzmann, & dépendre de la position du processus X* solution
faible de (2.14).

Notre démonstration est proche de celles de Pardoux et Briand et al. [Par99, BDH*03],
la principale différence résidant dans le traitement de la dépendance en temps des
constantes.

Nous utilisons & plusieurs reprises le lemme suivant démontré a la fin de cette sous-
section.

Lemme 4.2.4. Soit un couple (Y, Z) tel que le processus <f5\ATT elo NSdsy . ZrdBr)

soit une martingale et tel que

0>0

R OL Lt / el X% (NY,[? + pl| Z,||?) dr

tAT
< JNOBep 4 o / elo | f |2 dr — 2 / el XY, - Z,dB, (4.6)
tAT t

AT

avec (fs)s un processus progressivement mesurable par rapport & (Fi)e=o0, A et p stricte-
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ment positifs. Alors il existe une constante C' positive telle que

B SupefoTAT)\(S)dS’}/;/\T’2+/ efOT)\(S)ds (‘Y;‘Q—F”ZTHQ)dT}
t

t<r AT

< CE |:ef07)\(s)ds|§|2 _|_/ eforA(s)ds|fr|2dT:| )
t

AT

Démonstration de l'unicité dans le Théoréeme 4.2.3. Prenons deux solutions (Y, Z)

et (Y',Z') de l'équation différentielle stochastique rétrograde de paramétres (7,&, f)
vérifiant I'inégalité (4.5), et posons (AY,AZ) = (Y —Y',Z — Z'). La formule d’It6
appliquée a elo As)ds|AY;|? entre t et T, et 'inégalité

AY, - (f(r,Ye, Zo) = f(r, Y], 2)) < p(r)|AY P + KA [|AZ, ], r>0

permettent de montrer que pour tous réels t et T tels que 0 <t < T

TAT
el XIS AV, + [AZ, %) dr

T

efOtAT )\(s)dslAY't/\T‘Z 4 /

tAT

AT )
< el TN Yy, P~ o / el NI AY, . AZ,dB,

tAT

TNAT
+2 / elo XS (L ()| AY P + K ()| AY, || AZ, ) dr.
t

AT

L’inégalité de Young
2K (r)|AY,[[[AZ, || < K*(r)|AY, [ + [ AZ,|?,

et Phypothése A(-) > 2u(-) + K?(-) permettent de déduire que, pour ¢ plus petit que T,
E |:€f0MT A(S)dS’A}/t/\T’ﬂ < E |:€fOTAT )\(S)ds‘AYT/\q—’2:| . (47)

La méme inégalité avec un processus X’ satisfaisant 2/u(-) + K2(-) < X'(-) et () = A(+) <
A < 0 permet d’obtenir

E [efJAT )\/(s)ds|AY2/\T|2:| < E |:ef0T/\T )\’(s)dslAYT/\T|2:|
A

< BB [T Ay, 7).

L’inégalité (4.5) et 'hypothése d’intégrabilité (h1ld) entrainent que I'espérance dans le
terme de droite reste bornée lorsque 7" tend vers I'infini, tandis que I'exponentielle tend
vers zéro. Il est ainsi possible de conclure quant a I'unicité. ]

Démonstration de l’existence dans le théoreme 4.2.3. Le plan de démonstration est le
suivant :

Etape 1 : Construction d’une suite de solutions de problémes & horizon fini.
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Etape 2 :
Etape 3:
Etape 4 :

4.2. Existence et unicité des solutions d’EDSR & temps final aléatoire monotones

La suite est uniformément bornée pour la norme ||-||x.).
La suite est de Cauchy pour la norme ||-||x.).

Sa limite est solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde de para-
métres (7,&, f).

Effectuons le changement de variable Y, = elo ;\(S)dSY; afin de se ramener au cas de la
condition terminale dans L?(IP). Par souci de simplicité notons

Etape 1:

Etape 2 :

f(t, y,z)=f <t, e~ Il S\(S)dsy’ e I X(s)dsz> '

Construction d’une suite (Y™, Z™).

Pour n € N, considérons I’équation & horizon fini n
=B [ER] + [ iy 20— [ 02248,
t t

Le théoréme d’existence et d’unicité a horizon n fini pour les équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades monotones de constante i (théoréme 2.4.2) donne
I'existence et 'unicité d’une solution (Y™, Z") pour t inférieur & n. Prolongeons
cette solution pour ¢ supérieur a n par Y," = &, Z" = 1 définis dans ’hypo-
theése (h2).

La suite (Y™, Z™) est uniformément bornée pour la norme ||| x.).

Pour p et € réels strictement positifs, nous avons I'inégalité :

K2(t 1
2 £(t.:2) < (200 + S ) 4 ol 4 HACOOR (09
L’inégalité précédente et la formule d’It6 appliquée a elo ’\(S)d5|Y;”|2 donnent

R CL L / eI (|2 4 pl| 272 )

tAT

r L " g 7
< 6‘[0 A(s)ds‘g’Q + _/ efo A(s)ds’f(,’n’ O7 0)|2dr
€

tAT

_ 2/ elo Xdsyn . znq B,
tAT

oll nous avons choisi les constantes p et € de telle sorte que A(+) —2u(-) —p  K2(+) —

€e> et p = 1 — p soient strictement positifs.

En appliquant le lemme 4.2.4 avec f. = f(+,0,0), nous obtenons l'existence d’une

constante C positive telle que

E SupeIOMT)\(S)dS‘KT/l\TF +/ efOTA(s)ds (|an|2 + HZ;?HQ)dT]
t

tsr AT

< OB [ AORgE 1 [ e 0 0)ar
t

AT
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En particulier, nous avons l'inégalité :

1077 2715 < CE {efo NP / el X f(r,0,0)dr |
Etape 3 : La suite (Y™, Z") est de Cauchy pour ||‘H/\(<)-
Choisissons un entier m strictement plus grand que n et posons AY, = Y™ —Y}"

ot AZ, = Zm — 7.

Pour t compris entre n et m, nous avons

MmAT mAT
AY, = / f(s, Y™ ZM)ds — AZ,dB,. (4.9)
t

AT tAT

La formule d’Ité6 pour un tel ¢ donne

el TN AY 2 / el X (RAY2 4 Az )dr

AT

mAT mAT
<C / elo A £y & ) [dr — 2 / el AEAY, - AZ,dB,,
AT

tAT

ott A(-) — 2u(") — p7'K?(:) —€ > XA > 0 et p = 1 — p strictement positif.
L’application du lemme 4.2.4 pour le processus f. = f(-,£.,n.) et £ = 0 permet
d’obtenir :

AT

mAT
E [ sup elo ”WIAYMT!M/ efou(s)ds(|AYT\2+I|AZTH2)dr}
n<t<m n
< CE { / efg’\(s)ds\f(r,@,nr)\zdr}. (4.10)
nAT

ou le terme de droite tend vers zéro par hypothése d’intégrabilité.

Pour ¢ inférieur ou égal a n, nous avons

nAT nAT
AY, = AY,, +/ (f(g,ysm7 ZM = f(s, Y, Zf))ds — / AZdB,.
AT tAT
(4.11)
La formule d’Ito6 permet d’obtenir 'inégalité
iAr nAT -
el A IAY, | / el XAV + | AZ, ) dr
tAT

n

AT
< el ADB|AY,, P 2 / elo X\OBAY, - AZ,dB,

AT

nAT
+2 / elo XS ()| AY P + K ()| AY, || AZ, ) dr.
t

AT
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Puis I'inégalité de Young pour un réel p tel que 0 < p < 1,

K2(r
2K (M|AY||AZ, ] < %mw INAS

permet d’obtenir 'inégalité

n

AT
efo T)\(S)dS‘A}/;AT‘Q _|_/ efOTA(s)ds(MA}/T‘Q + ﬁ”AZr”Q)dT
tAT

AT
<eﬁT“ﬂﬂAKm4”—?/ els UAY, . AZ,dB,,

tAT

ot les réels p = 1 — p et A sont strictement positifs. Le lemme 4.2.4 avec
f =0,& =AY, s, et I'inégalité (4.10) entrainent alors que

nAT
E | sup el AO4|AY,, P+ / ef“““%MAm?+ﬁ||AZT||2>d7"}
t

t<r<n AT

<E [e AT A(8)do) AYnATﬂ
<cm{/ MV@%R&&ﬁM“%-
nAT

et en particulier que, pour t = 0

nAT
E wpﬁg“@ﬂAKMF+/i Jﬁwﬁumnﬁ+wAawmﬂ
0

o<r<n

< CE { [t g, ér,nr>|2dr} .

AT

Conclusion Ainsi, lorsque les entiers n et m tels que n < m tendent vers 'infini

I8Y,a2)y < CE| [ el 200 1, &) Par | -0
nAT

car ¢ vérifie la condition d’intégrabilité (4.4). La suite (Y, Z,) est donc de

Cauchy pour [|-||x(.), elle converge donc vers une limite (Y, Z) de norme ||-[|x(,

finie.

Remarque. Notons que la conclusion précédente nous permet d’obtenir une estima-
tion de I'erreur commise en approchant la solution du probléme a horizon aléatoire
par la solution du probléme & horizon fini grand.

Etape 4 : La limite (Y, Z) est solution de V’EDSR de paramétres (1,6, f).
Pour tout entier n dans N, et tout réels 0 et t fixés tels que 0 < t < n, le couple
(Y™ Z™) veérifie

tAT _ tAT
Vi =Vi+ [ Fevrza- [ 2B,

ONT ONT
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En faisant tendre 'entier n vers U'infini dans I'équation, nous souhaitons montrer
que le couple limite (Y, Z) vérifie 'équation différentielle stochastique rétrograde

B 5 tAT N 5 B tAT 5
Vo = Vor b [ F(r. Y0 Z)dr / 7,48,

ONT ONT

Les calculs précédents donnent les convergences de
~ Y™ vers Y dans L?(P)
— et [," ZMdB, vers [, Z,dB, dans L*(P).

AT AT
Il reste donc a vérifier que le terme suivant tend vers zéro lorsque U'entier n tend

vers 'infini :
tAT tAT _

flr, Y™, ZMdr — f(r,Y,, Z.)dr.

ONT ONT
Pour cela montrons que :
a) la suite fetAATT f(r, Y™ ZM)dr est convergente dans L' (P);
b) il existe une sous-suite convergeant presque stirement vers f;//\\: f (r,Y,, Z,)dr.
Etape a : La suite (f;/w f(s, Y Z™)ds), converge dans L*(P) pour tous réels 0 et t fixés
tels que 0 < t.
Montrons que la suite ( T f (7, Y[‘,Zf)dr) est de Cauchy dans L'(P).

ONT
Soient deux entiers n et m vérifiant n < m, utilisons 1'égalité (4.11) :

tAT

(Fervm 2 = fr Yy, 20 )ds

tAT
- / AZ,dB,
0

AT

AYb/\’r = A}/;5/\7' + /

ONT

pour obtenir que

?|

tAT
f(T, an7 Zf) - f(?“, Yrm> Z;n>d7'

ONT

<EnAnMu+EnAnMH+E[

|

tAT
/ AZ,.dB,
0

AT

|

eAtHAZT ||2dr}

tAT

<EnAnMu+EnAnMu+eME[/
0

AT
tAT

AT

<E[|AYorr|] + E[|AYinr ]| + e U eforA(S)dSHAZTIIQdT}
0

— 0, lorsque n — oc.

La suite < ;AATT fryn, Z}})dr) est donc convergente dans L*(P).
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Etape b : Il existe une sous-suite de ( ;AA: f(r, Yyr, Zf)dr) convergeant presque stre-
ment vers la quantité f;:: f(r,f/r, Z,)dr.
Quitte & prendre une sous-suite, la convergence en probabilité de

sup [V — ¥,

o<r<r

vers 0 et le fait que les quantités elo A#)45|| Z7||2 et efo A5)ds|| Z7||2 soient ma-
jorées par un processus dans L'(P ® dt) permettent d’écrire que, pour une
constante C' positive et un processus (C.),, dans L'(0,+00), il existe un
entier ng tel que pour tout entier n supérieur a ng, on ait presque stirement

sup |Y,'| < C et elo X)) 712 <

o<r<t

Ainsi nous pouvons écrire que,

£ (s,Ye, Z3) = [ (.Y, Z0)]
<|f (5, Va0 Zs) = f(s, Y, 0) + [ £ (5, Y5,0) = £(5,0,0)|
*_|f(37070)__Qf(87};n70)|*_|f(3’};n70)__,f(37)2?’£z?>

SE(IZ) +11Z21) + 2|S‘u%|f(5,y,0) — f(s,0,0)]
IS

<K(C, + eﬂs) +2 sup |f(s,y,0) — f(s,0,0)]

ly|<C

Le théoréme de convergence dominée par rapport & la mesure de Lebesgue
t A
permet alors de conclure que fe f(s, Y, Z")ds converge presque sirement

vers la quantité f;f(s,f/.s, Z,)ds.

Ainsi, la suite (f; f(s, Y ZQ)ds) converge dans L'(P) vers [, f(s, Ys, Z)ds pour
tous réels 6 et t fixés tels que 6 <77L5.

]

Démonstration du lemme 4.2.4. En prenant 'espérance dans I'inégalité (4.6), nous ob-
tenons

B |:/ efor)\(S)ds (‘Y;|2+ HZTH2)d7']
t

AT
<C (E [eIOT A<8>G‘S|§|2] +E { / elo X&) £ 0,0)|2er C(4.12)
t

AT

L’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy [KS91| appliquée a 'intégrale stochastique

ONT .
2 / elo Ay L 7 4B,
t

AT
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donne
o
E [sup |2 / elo A)dsy, ZTdBT]]
t

t<O<T
i T N 1/2
< 2CE (/ erM(s)dS!m?rer\Pdr) ]
tAT

T 1/2
< 20E | sup efo Me)/2ds)y| ( / elo A<s>d8||ZT||2dT> ] (4.13)
t

t<r<r AT

1 . T
(QE {sup edo ’\(s)ds|YT|2] +CE [/ elo ’\(s)dsHZ,«szr}) ,
t

tSr<T AT

N

Ainsi les inégalités (4.6), (4.12) et (4.13) entrainent l'existence d’une constante C' positive
telle que

E |supe AT )\(s)d3|YTAT|2 +/ efor A(s)ds (|Y;|2 + |’Zr||2)d7”:|
t

t<r AT

< CE {f M)ds g2 4 / i X8| £, 0, 0) 2dr
t

AT

Ce qui conclut la démonstration du lemme 4.2.4. ]

4.2.2. Lien entre EDSR et probléme elliptique sur R

Rappelons maintenant le lien existant entre équations différentielles stochastiques ré-
trogrades et problémes elliptiques semi-linéaires sur R? tout entier. Le générateur est ici
une fonction dépendante du temps et des aléas par le bais d’un processus X dirigeant
I’équation différentielle stochastique rétrograde.

Soit X7 la solution de la diffusion

t t
Xy :x—i—/ b(Xf)ds—l—/ o(X7)dB;
0 0
de générateur infinitésimal

L._EZ " )8_2+Zb,( )Q
.—Qijazjmaiaj i Zx(%

ou a = oo* et b vérifient les conditions usuelles [Par99|.
Soit un générateur f de R? x R* x R¥*4 dans R* vérifiant les hypothéses suivantes
(H1) mesurabilité : I'application f(-,y, z) est mesurable pour tout (y, 2) € RF x R¥*¢;

(H2) continuité : 'application f(z,,2) est continue pour tout (x,z) € R? x RF*4;
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(H3) Lipschitz: |f(z,y, z)—f(z,y,2")] < K(z)||z—2'|| pour tout (z, z, 2’) € R*xR**¥x
RE*4 pour tout y € R¥ avec K fonction mesurable majorée par une constante K,
(H4) monotonie : pour tout (z,y,y,2) € R? x R* x RF x RF*d

=y fle,y,2) = fla,y,2) < pla)ly -y

avec p fonction mesurable majorée par une constante i, et

(H5) intégrabilité :
E [/ elo MXDds| ¢ xr 0 0)2dt| < oo
0

otl la fonction A mesurable vérifie 2u(z) + K2(x) < A(x) pour tout x dans R?,

(H6) pour tout réel r > 0 et tout entier n € N*
up [£(X7.9.0) = F(XF,0,0)] € L]0, n[x 2 dt & P).

ly|<r

Considérons pour x dans R?, 1’équation différentielle stochastique rétrograde vérifiant
pour tous réels ¢, T tels que 0 <t < T

T T
ve—vis [ poeviznds- [z, (4.14)
t t
et I'équation aux dérivées partielles elliptique semi-linéaire associée

Lu(x) + f(z,u(x), (Vuo)(z)) = 0. (4.15)

A des fins de simple illustration, nous allons démontrer le résultat de vérification
suivant, sans chercher de généralisation aux solutions de viscosité qui demanderaient
d’amples développements spécifiques.

Théoréme 4.2.5. Soit u une solution de classe C* de ’équation (4.15) vérifiant pour
r € RY,
E [/ elo A(XZ'E)dSH(Vua)(Xf)szt < 0. (4.16)
0

Alors, pour tout x € R%, le couple (u(X¥), (Vuo)(XF))o est une solution de ’équation
différentielle stochastique rétrograde (4.14). En particulier u(x) = Y.

Le lemme suivant que nous prouvons ultérieurement nous est utile dans la démons-
tration du théoréme.

Lemme 4.2.6. Soit (Y, Z) une solution de ’équation différentielle stochastique rétro-
grade (4.14) vérifiant
E U efot’\(s)dsHZtHth] < o0,
0
alors

E {supefg’\(s)ds|Y}|2+/ efg’\(s)ds|Y}|2dt < 00.

0<t 0
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Démonstration du théoréeme 4.2.5. Vérifions que le couple
(Y, ZF) = (w(XY), (Vuo)(XY))eo

est solution de 1'équation différentielle stochastique rétrograde (4.14). Remarquons tout
d’abord que le caractére borné de la solution u et ’hypothése (4.16) nous permettent de
vérifier trés facilement que le couple (Y, Z) vérifie la partie (1) de la définition 4.2.1 :

t = (X7, u(XF), (Vuo)(XP)) € Lige(0, 00)
et
t — (Vuo)(X7) € L} (0, 00).
En effet, pour tout point y tel que |y| < r,

|f($,y,2)‘ < ’f(fl:,y,z) - f(x7y70)| + ‘f(ﬁl?,y,()) - f(*%vovo)‘ + ’f(:l"vO?O)‘
< K|jz[| + sup [ f(z,y,0) = f(z,0,0)] + [f(2,0,0)].

ly|<r

En choisissant r = sup,cpa |u(z)| < 0o, on trouve grace a l'inégalité de Young que,
pour tous temps 0 < t; < 15 < 00,

to b t ]
E |:/ ’f(Xir>}/tz7th)‘dt:| < K/E |:/ effo A(Xs)dsdt:|

t1 t1

LR / efotA(Xf)dSH(VuU)(Xf)Hth}

0

+E /QSup|f(th,y,O)—f(th,O70)|dt]

t1 |yl<r

+E / elo MXDds| £(xw O)|2dt} .

LJ O

La premiére espérance est finie car le processus A est borné, les trois autres espérances
sont bornées par hypotheses sur f et sur Vuo.
Appliquons au processus (u(X7))¢=o la formule d’Ito

w(XF) — u(XY) :/o Lu(X;f”)ds%—/0 (Vuo)(X7)dB,

:—/0 f(Xf,u(Xf),(Vua)(Xf))ds—F/() (Vuo)(X7)dBs.

ce qui nous permet de vérifier le point (2) de la définition 4.2.1.
Enfin le lemme 4.2.6 nous permet de vérifier que la solution proposée est bien dans

Li(‘), ce qui nous permet d’appliquer la partie unicité du théoréme 4.2.3 et de conclure.
]
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Démontrons maintenant le lemme 4.2.6 pour finir la preuve du théoréme.

Démonstration du lemme 4.2.6. La formule d’It6 entre t et T" donne

T T
SN2 [ elNOZ2r g ) [ e

t t
T T
—elo s | yz)? + 2/ elo sy L f (Y, Z,)dr — 2/ elo Xdsy L 7 4B,
t t
T T T T T
<€f0 A(s)dleT|2 + 2#/ €f0 /\(s)ds|Y*T|2d,r, + 2/ efo )\(s)dsY’T . f(’f’, O7 O)d?“
i t

T
—2 / elo Xy . 7 4B,
t
d’ou
t T T T T
Oy g [ ez a0 = (e Oy
t t

T T
R G / el XY, f(r, Y, Z,)dr 2 / el X1y, . 7, dB,

. t
T
<€foT’\(S)dS\YT\2+2 sup {ejo )\(s)ds‘}/t‘}/ efou(s)ds‘f(no,o)]dr
0<t<T t

T
_ 2/ elo X&dsy 7 4B,
t

T 2
gefoT’\(s)dﬂYT‘Q + 20 sup {ef(f /\(5)d5|Y;|2} + 1/5 (/ efOTA(s)/2d5|f(7ﬂv 0,0)|d’l”>
0

0<t<T

T
_ 2/ elo Adsy L 7 4B,
t

T
<(26 +1) sup {efo A<S>dsmy?} +1/6 / elo X9 £ (0, 0))2dr
0

o<t<T
T
—2 / elo Xy L 7 4B,
t

L’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy [KS91] appliquée a la martingale locale
< fot elo Als)dsy . ZTdBr> et I'inégalité de Young permettent d’obtenir

t=0

t
E { sup / elo AM)dsyr . 7 dB, ]
0<t<T |Jo
t 1/2
< CE (/ e’ o A<3>0‘3!Yr|||Zrlldr) ]
0
5 2 T
< —-E { sup el ’\(s)ds|Y;|2} + C—E {/ elo A 71 12dt | .
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Ainsi en combinant les deux inégalités et I’hypothése d’intégrabilité sur Z, nous obtenons

T 0
E |:Sup €f0 )\(s)dsD/t’2 +/ efo A(s)dleHth] <E |:/ efo )\(s)dsHZtHth:| ,
0 0

0<t<T

et ainsi -
E {sup elo Al)ds|y; )2 4 / elo ’\(s)ds|Yt|2dt} < 00.
0

0<t

OJ

Remarque. 11 est aisé de généraliser les résultats précédents au cas d'un probléme el-
liptique avec condition au bord donnée par une fonction g, en introduisant un horizon
aléatoire sous forme de temps d’arrét et une condition terminale aléatoire de la forme

9(X5).

4.2.3. EDSR monotones associées a |'opérateur £

Rappelons la définition de 'opérateur £ défini en (2.11) par :
L=V (eV),

ou la fonction € est définie en (2.7). Soit (Q, F*, (F*)iz0, Ps, {Bi;t = 0}, {X75t > 0})
une solution faible de I’équation (2.14)

{Xf = o+ [ \/2e(XT)dB, + =t [17i(X7)LI(D"),

Dy = p(X}).

Remarque. Afin d’insister sur la dépendance de la loi de la solution faible X et donc
de la solution (Y, Z) de I’équation différentielle stochastique rétrograde en la condition
initiale x, nous notons dans cette section X? la solution faible de I’équation (2.14) et
(Y*, Z*) la solution de I'équation différentielle stochastique rétrograde associée.

Traitons maintenant le cas des équations différentielles stochastiques rétrogrades as-
sociées & l'opérateur L. La particularité de ces résultats est que le théoréme de base
dans la construction des solutions d’équations différentielles stochastiques rétrogrades a
horizon fini n’est plus le théoréme de représentation des martingales browniennes (cf.
sous-section 2.4.1) du fait de 'existence d'un terme de temps local dans la diffusion X*
associée a 'opérateur L.

Considérons 'équation différentielle stochastique rétrograde de parameétres (oo, 0, f),
pour tous temps ¢, T tels que 0 <t < T,

T T
VP =Y+ / F(XEYE Z5)ds — / Z7dB,. (4.17)
t t

Supposons que le générateur f vérifie les hypothéses (H1-HG6). Le théoréme suivant est
un corollaire du théoréme 4.2.3 avec 7 = oo et £ = 0.
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Théoréme 4.2.7. L’équation différentielle stochastique rétrograde (4.17) a une unique
solution au sens de la définition 4.2.1, vérifiant

e i AR (i \rzzﬂu?)dt]

0<t 0
o0
< CE U elo MXds| £ (X2 0, 0)[2dt| .
0
Démonstration. La démonstration repose sur les points clefs suivants :

— D'unicité faible de la solution (€2, (F*)i=0, Py, {Bi;t = 0}, {X[;t > 0}) de I'équation
différentielle stochastique rétrograde (2.14) permet d’invoquer le théoréme 4.29
du Chap.III de [JS03]. Celui-ci donne 'existence, pour chaque martingale locale
de (0, F*, (F*)1=0, P;), d’un processus (Z¥), permettant d’écrire cette martingale
locale sous la forme d’une intégrale stochastique par rapport a fo V2e(X7)dBs. 1
est donc possible de reprendre la démonstration constructive donnée dans [Par99]
de la solution au probléme & horizon fini et de suivre la démonstration donnée dans
la section 4.2.1 en se basant sur la construction précédente,

— Dellipticité uniforme de I'opérateur £ permet ensuite de poser de maniére unique
ZF = ZF\/2¢(X}) et ainsi d’obtenir le second membre de la solution de 1'équation
différentielle stochastique rétrograde (4.17).

]

L’équation (4.17) donne une interprétation probabiliste des équations elliptiques semi-
linéaires associées au générateur £ de la forme

— Lu(z) + f(z,u(x), V(uv2e)(z)) =0, z€R? (4.18)
Le théoréme suivant est quant a lui une extension du théoréme 4.2.5

Théoréme 4.2.8. Soit u dans C2(R\T) une solution de (4.18) vérifiant, pour x dans

R,
IE[ / eJo MXDs |7y (X7 /26(X2)|2dt| < oo,
0

et telle que @ appartienne o C?(RAL) N W22 (RY), o

W) = u(z) = r(z)p()l,

avec v fonction C?, vérifiant au voisinage N de T

r(z) = (E”“E - 1) Virtu(n(z)) - i (@)

€ext

Alors, pour tout x dans R?, le couple {u(Xf), Vu(X}) 26(Xf)} est solution de l’équa-
tion rétrograde (4.17) ; en particulier u(z) = Y.

Démonstration. La démonstration suit les étapes de la démonstration du Théoréme 4.2.5
et en utilisant dés que nécessaire la formule généralisée d’It6 énoncée dans le théo-
reme 2.3.4. [
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4.3. Existence, unicité, représentation probabiliste de
la solution de I’équation de Poisson-Boltzmann
non-linéaire elliptique

4.3.1. Résultat d’existence, unicité et régularité d'une solution a
I’équation de Poisson-Boltzmann

Introduisons le sous-espace M de I'espace de Hilbert séparable H!(R?),
M = {v e H'(R®)|cosh®>v —1€ L'(R*)}.

Remarque. Notons tout d’abord que les propriétés trigonométriques des fonctions cosh
et sinh donnent les inclusions suivantes

{ve H'(R*)|cosh?(v) — 1 € L'(R?*)} = {v € H'(R?)|sinh(v) € L*(R?)}
C {v e H'(R?)|sinh (v/2) € L*(R*)} = {v € H'(R*)|cosh(v) — 1 € L'(R?)} .
Rappelons que dans la partie 2.3.2, nous avons défini le voisinage N de I' et les

applications 7 (), 7i(-) et p(-) (figure 2.1) dont les restrictions & N sont respectivement
les projection, normale et distance signée a I'.

Définition 4.3.1. Nous appelons solution faible de ’équation aux dérivées partielles de
Poisson-Boltzmann & terme source régulier (4.3) toute application v dans

M = {v e H'(R®)|cosh’v —1 € L'(R?)}

sous-espace de P'espace de Hilbert séparable H'(R?), vérifiant

Eolv, &) + / ¥2(y) sinh (v(y)) $(y)dy — / iy =0,  de H'(RY)  (4.19)

avec & (v, 9) = (eVv, Vo) = [ e(y)Vo(y)Ve(y)dy et ou g est définie en (4.2).

Avant de donner 'interprétation probabiliste de la solution de I’équation de Poisson-
Boltzmann (4.1), nous donnons le théoréme suivant d’existence, d’unicité et de régularité
de la solution de (4.3) dont la démonstration s’effectue dans les sections 4.3.3 et 4.3.4.

Théoréme 4.3.2. L’équation de Poisson-Boltzmann a terme source régularisé (4.3) ad-
met une unique solution faible v dans M C H'(R®). Cette solution appartient a l'inter-
section CP(R*)NC?*(R3\T), et sa trace vyr est dans C*(T). Il existe de plus une fonction
r dans C*(R?) telle que

r(z) = (Gmt - 1) Vitty(n(z)) - A(n(z)),  xEN. ()

€ext

et vérifiant que 'application

o(z) =v(z) —r(@)p(x)ly, TR’ (**)
soit dans C2(R¥\D') N W22(R3). Enfin, le gradient Vv est dans L®(R?).

loc
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Remarque. Ces propriétés, notamment les conditions de raccordement exprimées par
(*) et (**), nous permettent d’appliquer la formule d'It6 généralisée rappelée dans le
théoréme 2.3.4.

4.3.2. Interprétation probabiliste de I'équation de
Poisson-Boltzmann

L’existence, I'unicité et la régularité de la solution énoncées, il est alors possible de don-
ner I'interprétation probabiliste de ’équation de Poisson-Boltzmann sous forme d’équa-
tions différentielles stochastiques rétrogrades.

A I'équation de Poisson-Boltzmann (4.3), pour d = 3, nous associons 1'équation diffé-
rentielle stochastique rétrograde de générateur z,y — f(x,y) = g(x) — x*(z) sinh y,

T T
Y =YE+ / (9(X2) — k*(XT) sinh Y )ds — / Z*dB;, (4.20)
t t

pour tous temps ¢, T" vérifiant 0 < ¢t < T et ou X%est la solution faible de I'équa-
tion (2.14).

Théoréme 4.3.3. L’équation de Poisson-Boltzmann (2.8) admet l'interprétation pro-
babiliste suivante
u(z) = x(x)up(x) + Yy, reR?

ou Yy est la solution (Y*,Z%) de léquation (4.20), x et ug sont définis en début de
section 4.1.

Remarque. Dans le cas de ’équation de Poisson-Boltzmann, ’hypothése d’intégrabilité
(H5) est vérifiee pour la dimension d = 3 dans I'appendice 4.4.3 pour un générateur
f(-,0,0) borné dont le processus liant processus de monotonie et processus de Lipschitz
2u + K est positif sur un compact et strictement négatif hors de ce compact.

La démonstration du lemme suivant permettant de vérifier I'hypothése d’'intégrabilité
(H5) est donnée dans la section 4.4.

Lemme 4.3.4. Soit X solution faible de ’équation (2.14) associée a l'opérateur L =
V(eV). Il existe un choix de réels p > 0 et k* > q > 0, tel que

E, UOOO exp{/ot)\(Xs)ds} |f(Xt,0)]2dt} < 00

ot N Xs) = plx.ca,, — (lx.cq., pour tout temps s positif.

Démonstration du théoreme 4.3.3. Nous avons énoncé un théoréme d’existence, d’uni-
cité et de régularité de la solution v dans H'(R3) a l’équation de Poisson-Boltzmann
régularisée (théoréme 4.3.2). Cette solution vérifie les conditions du théoréme 4.2.8 liant
solutions d’équations aux dérivées partielles elliptiques semi-linéaires et solutions d’équa-
tions différentielles stochastiques rétrogrades.
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Le générateur (z,y) — —r*(z) sinh(y) + g(z) vérifiant les hypotheses (H1-H6) de ce
théoréme, il s’applique donc & cette solution v et permet de conclure. La démonstration
du lemme 4.3.4 permettant de vérifier I'hypothése d’intégrabilité (H5) est donnée dans
la section 4.4. [

Nous donnons dans la suite de cette section la démonstration du théoréme 4.3.2 scindée
en plusieurs points.

4.3.3. Début de la démonstration du théoreme 4.3.2 : existence
et unicité de la solution faible

Théoréme 4.3.5. I existe un unique v dans le sous-ensemble M de H'(R3) vérifiant
Uéquation (4.19).

Pour montrer Pexistence et 1'unicité de la solution a 'équation (4.3) dans H'(R?),
nous utilisons une méthode de minimisation d’un probléme d’énergie (cf. [CHX07| pour
le cas de Poisson-Boltzmann sur un domaine borné). Définissons I'énergie sur H!(R?) de
la maniére suivante

sy [ (ST + om0 = 1) = 30000 v

+o0, v ¢ M.

Grace au lemme suivant, il nous suffit, pour trouver une solution de I’équation de Poisson-
Boltzmann & terme source régularisé, de trouver Pargmin de I'énergie & sur H*(RR?).

Lemme 4.3.6. Si v vérifie
&)= inf &
(v)=_ in - (w),
alors v est solution de la forme faible de l’équation de Poisson-Boltzmann a terme source
régularisé (4.3).
Proposition 4.3.7. Il existe un unique v € M C HY(R?) tel que

&)= inf &(w).

weH(R3)
Démonstration du théoréme 4.3.5. Application des lemme 4.3.6 et proposition 4.3.7 [

Démonstration de la proposition 4.3.7. Nous montrons la semi-continuité inférieure de
I’énergie &, puis nous en déduisons 'existence d’un point ou I’énergie atteint son mini-
mum.

Semi-continuité inférieure de & Les hypothéses suivantes étant vérifiées :
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1. Dénergie & est différentiable au sens de Gateaux sur H'(R?) et sa différentielle
est donnée par

(/Dgwxwxwm;
=&mm+/ﬁwmmw@mw@—/mwmm%

ot & (v, w) = [ e(y)(VoVw)(y)dy.
2. I'ensemble H'(R?) est convexe,

3. I'énergie & est a valeurs dans | — 0o, 00|, convexe sur H'(R3), strictement
convexe et finie sur M,

nous pouvons conclure que la fonctionnelle & est semi-continue inférieurement sur
I'ensemble H'(R3) par le lemme suivant.

Lemme 4.3.8. [Bre83] Soient un espace de Banach (E,||-||), A un sous-ensemble
de E et ¢ une application définie sur E. Si ¢ est une application convexe sur
un ensemble convexe A et si ¢ est différentiable au sens de Gateaux, alors ¢ est
semi-continue inférieurement sur A.

Existence de I'argmin de I'énergie & Le lemme suivant permet de donner 'existence
d’un argmin de ’énergie.
Lemme 4.3.9. [Bre83] Soit (E,||-||) un espace de Banach réflexif. Soient A C E
un convexe fermé, non vide, et ¢ : A =] — 00, 4+00] une fonction convexe, semi-
continue inférieurement, ¢ % +oo telle que

lim ) = +o00.
xEA,HxH%oogb( )

Alors ¢ atteint son minimum sur A.

Montrons que la limite limj, , o0 &' (v) = oo afin d’appliquer le lemme précédent

et conclure.
1/p
ot = ([ 1)
Qint

L’inégalité de Young pour un réel § > 0 choisi ultérieurement donne,

Notons

int + 5||U||gvﬂint7

. . 1.
[ 5wy < 3l lvllan, < 313130

d’otu, pour un réel A\ > 0 suffisamment petit, fixé ultérieurement,

. L.
/ (£ () (cosho(y) — 1) = G(y)o(y)) dy = Mlvliza., = dllvlza,, = 519l50..

car k est a support dans q.
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L’inégalité de Sobolev nous donne 'existence d'une constante C'g telle que
lells < Csl[Vella, ¢ € H'(R?)

L’inégalité d’Holder sur le domaine borné €2, :

1013 .04, < 1210113 0, < 1?1015 < CF1 e[ V013

int

Ainsi, pour un réel 3 > 0 choisi tel que sup,cgs €(z) =: C. > BCs| Q| />

1.
&) 2 ClIVoll; + Allvlzan, — dllvlza,, — 51913

1.
2 Mol + (Ce = NIVl = (0 + Vllvllz g, — 5119113
> M[olFn + (Ce = X = BCs| Q)| V013

L.
+(B=0=Nvlzg,, — 59l

Finalement, en choisissant les réels § et A tels que C. — A — BCg|Qine|[?® > 0 et
B —6—X>0, on obtient

L.
() 2 Mol — llal*

Unicité de I'argmin de I'énergie & Elle s’obtient par stricte convexité de & sur M.
O

4.3.4. Fin de la démonstration du théoreme 4.3.2 : régularité de
la solution

Régularité de v

En reprenant la démonstration du théoréme 2.17 et les notations de [BCMT10], en
observant que v et sinh v sont dans L*(R3) (en effet la solution v est dans I’ensemble M)
et en utilisant les propriétés de sinh, nous montrons les propriétés de régularité énoncées
dans le théoréme 4.3.2.

Avant de commencer la démonstration proprement dite du théoréme, donnons deux
lemmes utiles dont les démonstrations sont reportées en section 4.4.

Lemme 4.3.10. Soit v une solution de la formulation faible (4.19) dans H*(R®) vérifiant
v € L(T"). Alors v est dans L™ ($ext)-

Nous avons aussi besoin du lemme suivant a plusieurs reprises.

Lemme 4.3.11 (Type Sobolev). Soit un réel p > 1 et un entier d > 2. Donnons-nous
un compact K de R et u dans WYP(K) vérifiant pour tout indice i compris entre 1 et
d dyu dans L™ V(K) avec n;(d — 1) > 1, alors u est dans L™(K), ot m = S0 n,.

98



4.3. Existence, unicité, représentation probabiliste de la solution de I’équation de Poisson-Boltzmann non-lin.

Ce lemme permet de donner des informations sur la régularité d’une fonction dont le
gradient a différentes régularités selon les directions. Il est particuliérement utile dans le
cas de la solution de I’équation de Poisson-Boltzmann qui a une régularité importante
tangentiellement & la surface I' et a une régularité plus faible normalement a cette surface.
Grace a ce lemme, nous obtenons que la régularité plus importante dans les directions
tangentielles compensent la régularité moindre dans la direction normale.

Adaptons maintenant la démonstration de I’annexe A de [BCMT10] & la non-linéarité
sous forme de sinh de I'équation de Poisson-Boltzmann (4.3).

Démonstration des résultats de régularité théoréme 4.3.2. Afin de montrer la régularité
de v jusqu’au bord I', nous commencons par montrer que la trace au bord I" de v est
C*e avec a compris strictement entre zéro et un, puis nous appliquons des résultats de
régularité sur chacun des sous-domaines délimités par I

Redressement local Soient 1y, --- 1), des redressements C* locaux de I' définis sur
des voisinages ouverts Uy, - -+ Uy de I' (donnés dans le lemme 2.1.1). Supposons
fixé un indice i de {1,--- , M}, et notons dans la suite ©» = 1;, U = U; et V = p(U).
Posons pour tout y dans V, 5(y) = v(¥(y)), &(y) = e (y), 3(y) = 9 (v),
7(y) = k(¥ y)) et M(y) = J(¢p " (y)). Remarquons que les fonctions € et & sont
constantes sur les demi-espaces engendrés par les directions redressées tangentielles
a la surface I'. Comme 1) est un difféomorphisme de classe C*, v est dans H._ (V)
et ’équation vérifiée par v peut s’écrire sous la forme

=V (€ (2)) M (¥(2)) V() + & (¢ (x)) sinh o (¢(x)) = §((2)), © € U.
Le changement de variable y = (), permet d’obtenir I’équation suivante sur V

d
— > My0p(eM;jO;0) + R*sinh & = g. (4.21)

i k=1

. o . 1,4,4
Régularité locale du redressement Montrons que o est dans l'espace H,J."()) avant
de conclure en utilisant les deux arguments suivants :

Théorie des traces l'opérateur trace est défini de H'(V) dans L*({z; =0} NV)
(avec {z1 = 0} NV sous-ensemble de R?),

Sobolev, Gagliardo, Nirenberg, Morrey pour tout domaine D de R2, on a l'in-
clusion de l'espace H*(D) dans C*™*(D) avec o compris strictement entre
zéro et un (cf. partie II du théoréeme 4.12 de [AF03]).

II nous faut donc montrer que pour tout indice ¢ dans {0,---,4}, le gradient
VO, .. ;00 dérivé a T'ordre 7, pour tout indice k; dans {2,3} est dans 'espace
Li, (V).

Nous montrons successivement que

1. le gradient Vo est dans L2 (),
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2. le gradient VO, v est dans LZ (V) puis, par inégalité de Sobolev dans R?, que

la dérivée Ok, v est dans L (V),

3. le gradient Vo, x,0 est dans L (V) en utilisant le fait que Oy, 0 est dans
L} (V) puis, par inégalité de Sobolev dans R?, que O, 4,0 est dans LS (V)

et, par lemme 4.3.11, que 0, ¥ est dans L] _(V),

4. le gradient Vo, j, k,0 est dans L (V) en utilisant le fait que les fonctions
O, U et Oy, 1,0 sont respectivement dans LS (V) et L (V) puis, par inégalité
de Sobolev dans R?, que Oy, k, ;0 est dans LY

8.(V) et, par lemme 4.3.11, que
Ok .k U €t O, U sont respectivement dans LT

loc(V) et ngoc(v>
5. le gradient VO, k, ks.x,0 st dans L2 (V), en utilisant le fait que 9, v est dans
I8

8 .(V), et O, 1,0 €t Ok, ky.1s0 sont dans Li (V).
Détaillons maintenant ces étapes.

1. Déduisons de l’appartenance de v a L2 (V) que son gradient Vo
est lui aussi dans L2 (V). Bien que ce point soit déja connu par le théo-

réme 4.3.5, nous le démontrons & nouveau car il permet de comprendre le
mécanisme utilisé par la suite.

Soit une fonction y dans C°(V) et posons w = x0. La fonction w vérifie

d d
,7,k=1 1,7,k=1
d
4,5,k=1

En multipliant ’équation précédente par wdet Ji~!, en intégrant sur V, et
en intégrant par parties les termes comprenant des dérivées partielles de €
nous obtenons

/ ()| M () V() det T () dy
y)det Ju~ (y)Vx(y)" M(y)" M (y) Vw(y)dy
(y) sinh (0(y)) det Jy~' (y)dy

_ /v ()3 ()w(y) det T (y)dy

+

<\<\

s / My My det Ji O (00 — 10;%) ) (y)dy.

1,5,k=1

Du fait que les fonctions €, 5\, g, M, x, Vx soient bornées sur le support de y
et que les fonctions €, det Ji)~! soient minorées par une constante strictement
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positive, nous avons I'existence de deux constantes positives c et C telles que

/v M(y)Ve(y)Pdy + c / 5(y) sinth (3(y))dy

Supp (x)
<C (loW)|IVw(y)| + [w(y)] + |5(y)?) dy.
Supp (x)

De la positivité de © sinh © nous pouvons alors obtenir 1'inégalité suivante

[rvubtyay<c [ (@vul+ ol + (6) dy
1% Supp (x)
Soit S? la sphére unité de R3. La fonction (s,y) — |M(y)s|? est strictement
positive et continue sur le compact St x Supp (). Ainsi
C = inf M(y)s|* > 0.
(syy)ESd*XSupp(x)‘ )

L’inégalité de Young pour une constante n vérifiant 0 < n < 1/(4CC"), permet
alors d’obtenir pour une constante C” positive

IVel2 < € (I1012(sump oy + 181 32(5ump 0 ) < o0

Ceci étant vrai pour toute fonction x dans C2°(V), nous pouvons conclure que
Vo est dans L2 (V).

loc

2. Montrons maintenant que V(9y0) est dans L (V). Calculons la dérivée

partielle par rapport a la seconde coordonnée de © dans V de I’équation (4.21) :

d
— ) M0y (EM;;05,;) + K040 cosh © + Oy sinh
ik j=1

d d
=g+ > MyOp(e0uM;jo;0) + | 0 MyOp(eM;;0;0). (4.23)
i,,k=1 ij,k=1

La fonction & étant constante par morceau avec discontinuité dans la direction
x1 sa dérivée partielle 0y par rapport & la seconde coordonnée s’annule. Fixons
une fonction x dans C°(V) et posons w = x0e0. Alors, w vérifie

d
- Z M;1,0,(EM;;0;w) + k2w cosh = Y04

ik,j=1

d d
+ Z XMzkE)k(gﬁgM”é?]@)%— Z X82Mzk8k(€MU8]f;)

,5,k=1 i,5,k=1
d d
— E Mlkak(éMwé?angﬁ) - E €MZkMZJ8an2J6
,5,k=1 i,5,k=1
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En multipliant I’équation précédente par w det J~!, intégrant sur V), inté-
grant par partie chaque terme comprenant des dérivées partielles de € et en
utilisant le lemme 2.1.2 dés que nécessaire, nous obtenons

/ |MVw|?(y)dy + / (det J~'w*w? cosh 0) (y)dy
v Supp(x)
<C (\w[ + (lw| + |[Vwl]) Vo] + \wvam) (y)dy.
Supp(x)
Remarquons que l'intégrale du terme en cosh est positive. De plus, grace a la
relation

wV@Z@ = 8217 (V’w - VX821~)) y

et a 'inégalité de Young pour une constante 7 strictement positive bien choisie
afin de majorer le terme |Vw||V7|, nous obtenons que

supp 00) + 1 22_supp () + 1V 22_(supp (1)) < 0

loc loc

lwllz2y < C(llwll e

loc

Nous avons donc montré que V(9y0) est dans L2 (V). De méme le gradient

V(950) est dans L (V). Ainsi, 0,0 est dans L2 (V) (car © dans H'(V)), 0q0
et 030 sont dans H} (V), et donc ¥ est dans H"??(V). Par les inégalités de
Sobolev nous obtenons que 9y et d30 sont dans LY (V). Enfin, comme o est
dans H“>2(V), nous avons que la trace ¥|(,,—oyny est dans H*?({z; = 0}NV)
inclus dans C°({z; = 0} N'V) (rappelons que {z; = 0} NV est une partie de
R?). Ainsi v est dans L°°(T") et 'on peut appliquer le lemme 4.3.10 pour

obtenir que v est dans L (Qext)-

. En suivant le méme raisonnement, montrons maintenant pour tout entier n de

{2,3,4} que, pour tous indices ki, - , k, de {2,3}, le gradient V (0, ... )0
est dans L (V). Supposons la propriété vraie au rang n— 1, fixons des indices
ki, ,k, de {2,3}, choisissons une fonction y dans C*(V) et définissons
w = X@kl...kn’f}.

Prenons la dérivée d’ordre n de la relation (4.21), écrivons V'EDP vérifiée par
w, multiplions le résultat par w det J¢— !, intégrons sur V.

En effectuant les intégrations par partie pour chaque terme comprenant une

dérivée de €, on obtient comme précédemment

/ | MYV w|?(y)dy +/ (det Jy~'&*w? cosh 0) (y)dy
% %

<C {|w|(y) + (wf-@Q (XOky, - ki, (sinh @) — wcoshﬁ)) (y)

Supp (x)

1) [ (V0 i)

7=0 1< < <5<

[0 (5) Vo, 1, 8y by



4.3. Existence, unicité, représentation probabiliste de la solution de I’équation de Poisson-Boltzmann non-lin.

Nous traitons différemment le terme w cosh ¢ apparaissant dans la dérivée
XOky . &, Sinh(0) car son produit par det Jy~'w est positif.
La relation

WV Oy e ko0 = Oy oo o0 (VW — VXOhy ... 5, D)

et I'inégalité de Young permettent d’obtenir

IVl < c(uw|r%2(supp<x)) T,

n—1
> D, IV il s o)

§=0 iy {20 d}

+C wrk? (X(?kh... ky (sinh ©) — w cosh ?7) (y)dy)

Supp (x)
< 00,

Comme dans les étapes précédentes, seules les dérivations du terme x?sinh o
difféerent de la démonstration de [BCMT10|. Ces dérivées sont de la forme
suivante :

a) Les dérivées secondes de sinh ¢ s’écrivent

Oky ko SINh 0 — Oy, 1, U cosh © = O, V0, v sinh v.

2 (V) de Ok, 00,0 (i.e. vérifier que

(V)). De I'étape précédente, nous
(V).

Cette étape permet in fine de montrer que la dérivée partielle Oy, 1,0
est dans HL _(V), et donc par inégalité de Sobolev que O, 4,0 est dans
L¢ (V). L’application du lemme 4.3.11 avec d = 3, ny = 1, ng = 3 et

n3 = 3 permet alors d’obtenir 'appartenance de 9,0 a L (V).

Il s’agit donc de controler la norme L
la dérivée partielle Oy, v est dans L;

loc

déduisons que la dérivée Oy, 0 est dans LY (V) et donc dans Lj},

b) Les dérivées troisiémes de sinh ¢ s’écrivent

8,91,,92,;93 sinh v — 8}61J€2,k‘36 cosh v
= (8k1,k2278k36 + 6;627;63176&17 -+ 8k3,k1178k217) sinh ©
+ Ok, 00k, U0k, 0 cosh v
loc IOC(V) de
Ok, 00k, 00k, 0 (i.e. vérifier que les dérivées partielles Ok, 0 et O, x,0 sont

respectivement dans LY (V) et Li (V). Cette propriété est vérifiée par
I’étape précédente.

Il s’agit ici de controler les normes L2 (V) de Ok, 4,00k, 0, €t Li

Ainsi la dérivée partielle O, k, £, 0 est dans HL (V), et donc dans L (V).
L’application du lemme 4.3.11 & O, y,0 avec d = 3, n; = 1, ny = 3 et
n3 = 3 permet alors d’obtenir que O, 4,0 est dans LT (V).

L’application du lemme 4.3.11 & 0,0 avec d = 3, ny = 1, ng = 3,5 et

n3 = 3,5 permet alors d’obtenir que 9,0 est dans L{ (V).
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c) Les dérivées quatriémes de sinh ¢ s’écrivent

Ok o kg ey SN O — Oy ey kg ey 0 COSh O

- Z (O, iy iy VO, U) Sinh 0
Kiy Kig Kig iy

+ (Oky ks U0ky ka0 + Oy ks D0y oy © + Oy oy U0y 1o, ) SINh 0
+ (Oky sy D0k 00, D + Oy oy DOk, DO, D

+ aks,k1 U0k, 00k, U + ak1,k41~)ak22~)ak3’l~) + 8k27k4178,€1 @ak?’qj
+ Oy iy D0k, V0, 0) cosh ©

+ O, D0k, 0Ok, 0O, U sinh 0.

Il ’agit donc ici de controler les normes L2 (V) des termes Oy, 90k, ks k40,

8k17k21§8k3,k417, 8k1178k2178k37k46, 8k1173k2178k3178k417 (7,6 vérifier que 3k1’l~} est
dans Vespace L} (V), Ok, 1,0 dans Li (V), et Ok, k1,0 dans Li (V)) ce

que l'on a fait dans les étapes précédentes.

3 o o ) . 1,44
Régularité de la trace Nous avons ainsi montré que la fonction ¢ est dans H, " (V),

loc

ce qui signifie que v et d,,0 sont de régularité H. (V) par rapport aux variables zo
et x3. Les résultats classiques de trace |Bre83| chapitre IX permettent de déduire
que ¥y, =0} admet comme fonction de (yo,ys) pris dans (U N T), des dérivées
partielles jusqu’a l'ordre quatre dans L (¥ (U NT)). Ainsi la restriction 7y, —o
est dans Uespace C?T*(¢»(UNT)) (¢f. partie IT du théoréme 4.12 de [AF03]). Comme
Y et I' sont C*°, nous obtenons que la trace vr est de classe C?>** sur I’ pour «
compris strictement entre zéro et un.

Remarque. Notons que le raisonnement précédent peut se simplifier pour donner
le caractére C3 de la restriction de la solution v & toute frontiére suffisamment
réguliére strictement incluse dans ey (par exemple 0B(0, R) pour R suffisamment

grand).

Régularité de la solution Nous étudions deux sous-problémes en nous restreignant au
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domaine intérieur et a tout domaine borné du domaine extérieur.

Sur Qi Soit @iy le prolongement C? () de vjr obtenu a l'aide du Lemme 6.38
de [GTO01]. Etudions le probléme restreint & €, avec valeur au bord I' égale a la
solution @y :

_eintAUint(‘r) = g('r)a MRS Qinty
Vint () = Ping (), zel.
Le Théoréme 6.13 de [GT01] donne 'existence d’une unique solution au probléme

précédent. Cette solution est C2T¢ sur tout compact de Qe pour un réel a tel que
0 < a < 1. Cette solution est de plus dans C?(Q;,;) par le Lemme 6.18 de [GTO1].

Sur Q. Définissons un domaine D de ) délimité par le bord I' et le bord
d’une boule de rayon R suffisamment grand pour inclure strictement I'. Soit ¢ey le
prolongement dans C*(D) de vjruap(o,ry obtenu a I'aide du Lemme 6.38 de [GT01].
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Le Théoréme 15.12 de [GTO01] appliqué au probléme

Lv+ k*sinhv(z) =0, pour x € D
() = Pext (), pour x € 9D

donne I'existence d'une solution de classe C? sur D. L'unicité de la solution permet
de conclure.

En particulier, la solution v de P'équation (4.3) est dans lintersection C°(R3) N
C3(R3\I'). De I'égalité vérifice pour tout y sur la surface T’

eintVUim(y) : ﬁ(y) = Gextvvext<y) ' ﬁ(y>7

nous pouvons déduire que 9 est dans C'(R3) (cf. démonstration du théoréme 3.1.1).
[

Caractére borné de Vv

Il est maintenant possible de montrer que Vo est dans LOO(]R?’). En effet, nous avons
montré ci-dessus que la solution u est dans C?(,) et dans C?(Qey), et donc en parti-
culier Vv est L (R3).

loc
De plus, sur ., la fonction v est solution de

—€ext Av(z) + K2 sinhv(z) = 0, Vo € Qe
v(z) = vr(z), Ve el

Ainsi, pour tout k, 1 < k < d, la dérivée partielle Oyv vérifie

€ Vo,wVo + RQ/ cosh (V)pved =0, ¢ € Hy(Qexr)-

cht cht

Reprenons la méthode que suit H.Brezis [Bre83| dans la démonstration du théoréme
IX.27, en utilisant le fait que &2 cosh > &% > 0.
Soit une fonction G € C*(R) telle que

1. 0< G'(s) < C, pour s € R,
2. G est strictement croissante sur |0, ool,
3. G(s) =0, pour s < 0.

Soit K = max {supp dyu, 0}. Fixons K’ > K, et posons w = G(dyv — K'). La fonction
w est dans H'(Qey) (proposition IX.5 de [Bre83]), dans C'(Qext), et w = 0 sur T'. Ainsi
w € Hi(Qext) et vérifie

e/ |VoRv|°G(9pv — K') + R2/ cosh (v) G (v — K') = 0.
Qext Q

ext

D’autre part puisque la dérivée de G est croissante et bornée, nous avons

0<’LU<C’8}{U|
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et, sur 'ensemble {Oyv > K'}, on a

K// |(9k1)‘ </ ’ak’U|2 < 00
{816’[)2](/} Qext

ce qui permet de montrer le caractére L'(R?) de w. Ainsi

/ &% cosh (v)(Opv — K')G(Opv — K') < / * cosh (v)(—K")G(Ow — K') <0,
Qext Qext

et donc Opv < K p.p. sur Qey.
En raisonnant de la méme maniére pour —d,v, nous obtenons l'inégalité —oyv <
max {0, supp —0kvr}, et donc que min {0, infpr pvr} < v.

4.4. Démonstrations de trois lemmes techniques

4.4.1. Démonstration du lemme 4.3.11 de type Sobolev

Démonstration du lemme 4.3.11. La démonstration de ce lemme suit la démonstration
des inégalités de Sobolev donnée dans [Bre83| chapitre IX.

Soit u dans C}(K), notons, pour un indice i dans {1,---,d}, le (d — 1)-uplet z; :=
(X1, ,Ti—1, i1, -, Tq). Nous avons

ng

)TLL:‘/ aiu(xh...’y,...,xd>dy

|u(xq, -+, x4

o d
Ainsi, avec m = )¢ n;

d
D" <[] £
i=1

d’ou

Lm(K) X ||H fi(@) o)

et I'on peut déduire du lemme IX.4 de [Bre83] que

lull7:

d
||U||7an(K) H | fi(Zi)| a- L(KNRA-1)

- (d=1)n; 1/(d-1)
= Dy, -y m)ld
([ (o))

d
=1
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ot la constante C'(K') ne dépend que du compact K.
Nous avons ainsi montré qu’il existe une constante C'(K') ne dépendant que du compact
K, telle que pour tout u dans C}(K),

d
ey < OO TT 191y
Nous pouvons alors conclure par densité de C(K) dans H'(K). O

4.4.2. Démonstration du lemme 4.3.10 : caractére borné de la
solution v

Démonstration du lemme 4.3.10. Nous utilisons la méthode des troncatures de Stam-

pacchia comme elle est présentée dans la section IX.7 de [Bre83| afin de montrer que u

est dans L™ (Qext).
Soit G une fonction C*(R) vérifiant :

1. 0<G'(s) < M, seR,
2. G est strictement croissante sur |0, +00|,
3. G(s) =0Vs <0.

Soit v une solution faible de (4.3). Posons K = max{0,suppvr} < oo et fixons
K’ > K. Alors la fonction G(v — K') est dans H}(Qey) par proposition IX.5 de [Bre83],
et nous pouvons écrire

/ €|VU|2G/(U—K/>+/ 7*sinhvG(v — K') = 0.
Qext Qext

Par les hypotheéses de caracteére borné de la dérivée de G et de croissance de GG, nous en

déduisons
0<Gv—-K)—-G(-K")=Gwv—-K")< M|,

et sur 'ensemble {v > K’} nous avons

K’/ lv| < /’UQ,
{v>K"}

ce qui permet de montrer que G(v — K') est dans L'(R9).
Ainsi, nous pouvons déduire pour tout K’ > K que

/€2/ (sinhv —sinh K")G(v — K') < —/{2/ sinh K'G(v — K') <0,
Qext Qext
donc que sinhv — sinh K’ > 0 p.p. sur Qg pour tout K’ > K et ainsi que v < K p.p.
sur Qexe.

En raisonnant de la méme maniére pour —v nous obtenons 'inégalité suivante —v <
max {0, supp —v|r}, et donc que min {0, infr v} < v. O
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4.4.3. Démonstration du lemme 4.3.4 : hypothése d’intégrabilité

Nous détaillons dans cette partie la démonstration de I'hypothése d’intégrabilité (H5)
énoncée dans le lemme 4.3.4.

Remarque. Du fait que la fonction f(-,0) est bornée, il nous suffit de vérifier I’existence
de p et ¢ strictement positif tels que

E [/OOO exp{/ot)\(X;”)ds}dt} < 00

avec A(-) = plyo,..} — ¢1fa..) pour démontrer le lemme et I’hypothése d’intégrabilité.

Nous présentons dans un premier temps des résultats utiles, suivis de la démonstration
du lemme dans le cas ot le processus X* est un mouvement brownien de dimension trois
et ou le domaine intérieur est une sphére. Enfin nous donnons la démonstration du cas
général de la diffusion (2.14) de solution X? associée a L :=V - (eV).

Résultats utiles dans cette section

Avant d’entamer la démonstration du lemme, nous donnons quelques résultats sur la
transformée de Laplace du temps de sortie d’un intervalle pour un mouvement brownien
et un processus de Bessel [RY99].

Lemme 4.4.1. Soient B® un mouvement brownien unidimensionnel partant de x dans
[0, R], T le temps d’atteinte de {—R, R} par ce brownien, et un réel a vérifiant 0 < o <
%, alors
cos vV 2ax
]Ez [eaT] _

" cos V2aR

Démonstration. Considérons la martingale locale positive

M = cos { V2aBy, . } eI,

(4.24)

Soit (7,,), la suite de temps d’arrét 7 A n, le théoréme d’arrét appliqué a la suite M.,
entraine que

E, [M,,] = cos V2,

et le lemme de Fatou entraine que
E, [M.] < cos V2au.

c’est-a-dire

cos vV 2ox
E,[e"] < ———. 4.25
€] cosvV2aR ( )

Nous pouvons alors conclure en invoquant le théoréme de convergence dominée aprés
avoir remarqué que
n aT
M < e,
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Lemme 4.4.2. Soient p® un processus de Bessel de dimension 3 partant de x € [0, R],

7 le temps d’atteinte de R par ce processus de Bessel, et un réel a vérifiant 0 < o < g,
alors

sinc v 2ax

E, "] = —————, 4.26
] sinc v2aR ( )

ot l'on a défini

) SNz pour x € R¥,
sinc(z) :=<¢ “
0 pour x = 0.

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme précédent. ]

Nous avons de plus besoin des transformées de Laplace du temps d’atteinte 7z d’un in-
tervalle [0, R] par un processus de Bessel de dimension 3 partant de x > R (formules 2.0.1
de [BS02])

R
E, [e™™|mp < o0] = — (@ R)v2a, (4.27)
T

et par un processus de Bessel de dimension 3 partant de 0

Rv2q

Eq [e_QTR|7'R < oo} = m (4.28)

Cas du mouvement brownien en dimension 3
Nous démontrons le résultat voulu en nous restreignant dans un premier temps au cas

d’un mouvement brownien de dimension trois (cas ol €4 = €ext)-

Cas ou le domaine €;,, est une boule

Lemme 4.4.3. Soit |B| un processus de Bessel partant de |z| associé & un mouvement
brownien B de dimension 3 défini sur un espace de probabilité muni de la filtration
associée a B. Il existe p et q strictement positifs tels que

o0 t t
Bl {/ exp {p/ 1Bs|<rdS_Q/ 1Bs;Td$}dt} < 0.
0 0 0

Démonstration. Soit 1 un réel strictement positif. Définissons les suites de temps d’arrét
(k) et (7)r comme les temps d’atteinte successifs des boules de rayon 7 et r + 7
respectivement

mo=inf {t>7_, |B|=r}, (4.29)
7, = inf {t > 7, |B:| =1 +n}, (4.30)

en ayant posé¢ 7 := 0. Du fait de la transience du mouvement brownien en dimension 3,
il existe presque stirement un entier k fini tel que 7, = oo.
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Décomposons l'intégrale a I'aide de ces deux suites de temps d’arrét :

[e'e] t t
/ €xp {p/ 1|BS|<TdS_Q/ 1|BS|2rdS}dt
0 0 0
T1 t t
/ exp {p/ 1Bs<rd5_Q/ 1BS>¢dS}dt
0 0 0

00 T, t t
+ Z |:1{Tk<00}/ exp {P/O 1B, |<rds — C]/O 1|Bs|>rd8}dt
=1

Tk

Tk+1 t t
+ 1{7_,<Oo} expqp 1‘35|<Td5 —q 1|Bs|>rd8 dt] .
i ™ 0 0

Placons nous sur I'événement 1y, <o) (=1 (= <Oo}) pour un entier k£ dans N* et étudions
k

le terme général de la série précédente. En mettant en facteur la quantité

Tk Tk
Cr :=exp {p/ 1p,|<rds — q/ 1|BS|>rds}.
0 0

et en remarquant qu’entre les instants 7] et 7,4 le brownien est hors de la boule de
rayon 7, il reste

T t t
/ exp {p/ 1|Bs<rd5—q/ 1|BS>Tds}dt
Tk Tk Tk
T, 7—1;
+ exp p/ 1BS|<rds—q/ 1p,>rds
Tk Tk
Thk+1 t t
X/ exp p/ 1BS<Td5—q/ 1p,>rds pdt
s 7, ™
T, t t
2/ exp {P/ ]-|Bs|<1“d5_Q/ 1|Bkg|>rd8}dt
Tk Tk Tk
T Tk 1 — e~ 4(Tk1—7)
+ exp p/ 1|BS|<Tds—q/ 1p,>,ds .

T st 1 — e~ 2(Tht1—73)
< / PR At + exp {p/ 1|BS|<Td3} ¢
Tk Tk q

ep(T],C*Tk) — 1

1 — e~ 4(Tht1—73)
77’1«)

— + ep("'llﬁ
p q
D’aprés le lemme 4.4.2, pour un réel p < % cette derniére quantité est d’espérance
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conditionnelle & F, égale a

ep(T;c—’Tk) _ 1 o 1 _ e—q(’rk+1—7']’c)
Chgn = Ey {(T + eP(T=) ) 1{Tk<oo}:|

q
sincr+/2p . 2
_ sme(rn)vip 1 sincry/2p 1 — e —V2
D sinc (r + n)v/2p q ’

Etudions maintenant de la méme maniére le terme C}, :

Tk Tk
exp {p/ 1p,|<rds — Q/ 1|Bs>rds}
0 0

T1 T1
= exp {p/O 1p,|<rds — Q/O 1Bs>rd5}
Hexp {p/ 15, |<rds — Q/ 1|Bs>rd5}
1=1 i i
Tit+1 Ti+1
exp {p /, 1p,|<rds — Q// 1|Bs|>rd3}
T1 T k—1 Ti/
<exp {p/ 1p,|<rds — q/ lBS%ds} H e—(Tiy1—7)) exp {p/ 1|BS|<rd5}
0 0 i=1 Ti
1 1 k—1
< exp {p/ 1|BS|<rd5 — q/ 1382Td3} H e~ 4(Tit1=7) oP(T{—=Ti)
0 0

i=1

2 . .
27, exprimons I'espérance du terme

T1 T1
exp {p/ 1|BS|<Tds—q/ 1BS|>Tds}
0 0

Soit p réel strictement inférieur a

selon la position de x :

T1
C(x) = Eyy {exp {p/o 1B, |<rds — 1|B |>Tds}\7'1 < oo]
B[] = 50 é%f sio <
Epp e |m < o] = Lem@ V2 i g >

En prenant I’espérance de chacun de ces termes, par propriété de Markov forte du
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mouvement brownien, et par formule (4.27) nous obtenons

Ey

T1 T1 k—1
exp {p/ 1\Bs\<rd5 — q/ 1|le>rd5} H e_q(n+1—n)ep(n—n)1{Tk<oo}]
0 0

i=1

k—1
@) [[Bren [p90
=1

: k1
—C’(:U)( 7 sincry/2p )

B r+n sinc (1 +1)v/2p

Tig1 < oo} E, [ep(Ti/_”) T < oo]

De plus comme

P{Tk < OO} =P {Tk < OO|7']€71 < OO}P{T]C,1 < OO}
=P {r < oo} P{r < c0}""

k—1
T T
- (1{1’@"} + 1{"”27“}5) (r + 77) ’

nous obtenons

0 i t
E. {/ exp {P/ 1B, |<rds — (J/ 1Bs>rd3}dt]
0 0 0

. ) ‘ k—1
. r B sincr+/2p
<0x<1xr 1xr_) 1+C nv2q

te<ry T ez ) | 4 M’";((Mrn) o sie(r bV

Il ne reste alors plus qu’a choisir p et ¢ de telle sorte que la quantité

sinc (74/2 2
sine (rv2p) ") v (4.31)
sine ((r +n)yv/2p) \r+1
soit strictement plus petite que 1 pour conclure. ]

Cas d’un domaine général 1l est aisé de généraliser & un domaine borné quelconque
Qi en remarquant que

t t
eXp {p/ 1BseQintdS - Q/ 1BseQextdS}
0 0
t t
< exp {p/ 1p,eBo,r)ds — q/ 1BSGBC(O,R)d5}
0 0

ot le rayon R est choisi de sorte que la boule B(0, R) contienne 2.

112



4.4. Démonstrations de trois lemmes techniques

Cas de la diffusion (2.14) engendrée par |'opérateur sous forme divergence et a
coefficients discontinus (2.11)

Montrons maintenant le résultat dans le cas général. Détaillons les principaux argu-
ments utilisés :

1. le processus X* vérifie la propriété de Markov forte (ce qui découle du fait que le
probléme de martingale de la définition 2.3.2 est bien posé),

2. les processus X f/zﬁ, et X f/QEe . ont une trajectoire brownienne tant qu'’ils restent
m X
respectivement dans ¢ et Qeyt,

3. la distance du processus X* a la frontiére I' a un comportement de mouvement
brownien biaisé («Skew Brownian Motion» |Lej06]) sur une bande autour de la
frontiére I' & un changement de probabilité prés.

Notations Rappelons tout d’abord que I' est I'interface entre les domaines Q¢ et Qg
et N est un voisinage de I' défini dans la section 2.1. Fixons 7 strictement positif de
telle maniére que la bande

W = {x eRY:  —vy 2611 < p(7) < v QEme}

soit contenue dans N et notons I'™" et I'*" les bords intérieur et extérieur respectivement
de cette bande. Soient (7%)i>1 et (Ox)k>o0 les suites de temps d’atteinte définies de la
maniére suivante, pour k > 1

T c=1inf {t > 0,1, X €T}, (4.32)
Oy, := inf {t > 7, XP el murty, (4.33)

avec la convention 6y := 0.
Introduisons les quantités suivantes :

v:=supP, {m < oo},
zel

Vps = SUp E, [exp {p(01 — 71)}],
xre

Vpr = sup E,[exp {p(ra — 01)}],

zel' =1
Vgr = sup E, [exp{—q(r2 — 01)}].

zel'+n

Remarquons tout d’abord que la quantité v vérifie 0 < v < 1 du fait de la transience
de X* (IBCMT10)).

Loi des temps d’'arréts Les trajectoires de Xy o, et Xy /o, sont des trajectoires brow-
niennes tant qu’elles restent respectivement dans ;¢ et Qey. Ainsi, grace au lemme 4.4.2
et a la formule (4.28), les majorations suivantes sont vérifiées avec un réel R choisi de
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r+n

=" \ Qext

o 7:=inf{t>0,_;X;el}

—
® g =inf{t>n;X, el "urtn} ‘
Qint I
A—17 X"

FIGURE 4.1.: Suites des temps d’arrét pour le processus X
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telle maniére que pour tout point z dans I'"", nous avons le domaine €2;,; contenu dans
la boule B(z, R) et un réel p suffisamment petit

R\/p/fi

vpr < E|exp{pTr}] = ———F—, 4.34

P, [ p{p R}] sinR\/g% ( )
nv2q

sinh n/2q’

ou T et 7, sont les temps d’atteinte pour un Bessel partant de 0 des boules de rayons

R et \/2€.n.

Etudions maintenant le comportement du processus X dans la bande W. Soit Xy = x
dans la bande W et D; = p(X;) pour t dans [0, 6;]. Pour tout temps t vérifiant 0 < ¢ < 6,
on a

Vo < E[exp{—g7;}] = (4.35)

dD; = \/2e(D,)dW; + %dL?(D) + &(Dy)Ap(Xy)dt,
ext

ou le processus W est défini par

¢
W, ::/ Vp(Xs)dBs.
0

Ce processus est un mouvement brownien par théoréme de caractérisation de P. Lévy
(théoréme 3.6 de [RY99]) et relation (2.3). Définissons la probabilité P par

AP
— =M t>0,
dP b vE=0

ol

M, := exp {—% /0 IV Ap(X)AV, i /O te(i@)(Ap(Xs»?ds}. (4.36)

Par le corollaire 5.2 du théoréme de Girsanov dans [KS91] (le critére de Novikov [KS91]
étant satisfait car Ap et e sont bornés), le processus Wy := W + f(f VE(Dy)/2Ap(X;)ds

pour ¢ dans [0, 6] est un mouvement brownien sous P et nous pouvons écrire

dD; = dWW; + de?(D).
€ext

Introduisons la fonction de normalisation

Fw(.’L'):{\/2;int7 xgo’
e x>0,
et posons S; = F(D;). Notons que les événements {S; = 0} et {D; = 0} sont identiques
et que

b DI

St = =+
| t| 261nt 26ext
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ol nous avons noté D~ et DT les parties négative et positive de D. Rappelons les
formules d’'It6-Tanaka pour une semi-martingale Y

t
Yil = [ signe(va, + L),
0

t
1
Vil = [ oo+ 5200,
0
t 1
Wi = = [ Lpseod?s + 5L

Appliquons les formules de d’It6-Tanaka |S;|, S; = S;” — S; et |F(Dy)| = F(D,)"
F(D;)~ pour obtenir d’'une part que

1 1 1 1
ds = dD} = ——1 dD; + - dL%(D
T VB D e 0Dt 5 e D)
11
=1 dW, 4+ = dL%(D
{D:>0} ¢+ 9 \/Text t( )7
1 1 1 1
dS; = ———=dD; = ——=——=1(p,<ydD; + = —=—=dL(D)
V2€int 261nt = 2 V 2€int

1 €ext — €int 0 1
dLy(D) + =
V 2€int 2Eext ( ) 2 V 26int

L Ve qro(py
\/_ €ext

= —L{p,<oydW; —

1{Dt<0}th +

et donc que

1 ex m
dS, = AW, + —= Yt = VEint g ro )

\/§ €ext

1 EeX + 6m
d[Si| = (1p, 0y — 1{p,<0p)dW; + \/_' tE V2 ALY(D)
ext

et d’autre part que
d|S;| = signe(S,)dS; + dL2(S).
Ainsi, en combinant les expressions, nous obtenons
VZeerdLY(S) = dLY(D)

et
EeX Eln
dS, = dW, + Y=LV M qr0(9)
2\/ €ext
Ainsi le processus S est un mouvement brownien biaisé («Skew Brownian Motion» voir
par exemple [MR578, IM74, LejO6]) de paramétre 3 strictement compris entre 0 et 1 :

\/ €ext — \V €int
vV €ext + vV Elnt

P — p.s.

b=r—"—
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et 0 est exactement le temps d’atteinte de {—mn, n} par le processus S. Or la loi du temps
de sortie de [—7,n] par un mouvement brownien biaisé est celle du temps de sortie de
[—7, ] par un mouvement brownien standard [Lej06]. De plus I’événement {Sp = n} est
indépendant de 6 et a une probabilité (1 + 3)/2,

™

P{X, €7} =

+ o
=

X 1
P{X, eT*} =

l\D ‘

Le terme v, ¢ s’exprime en majorant E [ My *eP] sous la probabilité P ot M. est définie
par P'équation (4.36) et ou 6 := (6. — 7.). Or nous pouvons écrire M~ comme le produit
de la racine carrée d’'une martingale exponentielle N2

N2 = exp {% / VIV Ap(X)AW, — / | é(}@)(Ap(Xs»?ds},

et du terme

exp {?1 / em)(Ame))st}. (437)

0

La loi sous P du temps de sortie de la bande W par un mouvement brownien biaisé
partant du bord I' est la loi du temps de sortie de l'intervalle [—n, 7| d’'un mouvement
brownien partant de 0. Il est alors possible de majorer I'espérance sous P de My, Lerf et
d’utiliser le lemme 4.4.2 pour obtenir

B ye) < B8 [oxp {2 [ arapopashen]
1

< B [e(@rt2n0 12 _
cos'/2ny/2(C,, + 2p)

ot la constante C,, est choisie de telle maniére que |é(y)(Ap(x))?| < 2C,/3 pour z dans
la bande W, et y = p(x). Le paramétre n doit de plus étre choisi de maniére a vérifier
I’hypothése du lemme 4.4.1 :

2

™

Démonstration du lemme 4.3.4

Démonstration. Revenons maintenant & la démonstration de I'hypothése d’intégrabilité.
Décomposons l'intégrale suivante a l'aide des suites de temps d’arrét introduites précé-
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demment :

o] t t

/ eXp {p/ 1X5€Qintd8 - q/ ]‘XSGQextds}dt

0 0 0

T t t
:]'Tl<00 / eXp {p/ 1Xs€Qintd8 - q/ 1Xs€chtdS}dt
0 0 0

oo O t t
Z 1Tk<00 / eXp {p/ 1Xs€QintdS - Q/ ]‘XSGQextds}dt
k=1 Tk 0 0

Tk+1 t t
+ ]‘Tk<00 / eXp {p/ 1Xs€QintdS - q/ ]‘XSEQextds}dt
0 0 0

Z (Ap + Bi)lscoo (4.38)

k=1

0 t t
A = / exp {p/ 1x,c0,,ds — q/ lxsegmds}dt
Tk Tk Tk
Thk+1 t t
By, ::/ exp {p/ 1x.cq, ds — q/ ].XSGQextds}dt
0, 05 0,
Tk Tk
Ck = eXp {p/ 1X5€Q'mtds - q/ ]'XseQextdS}
0 0

Plagons-nous sur I'événement {7, < oo} de probabilité majorée par v* pour traiter
séparément chacun des trois termes précédents.

ou 'on a posé

1. Le terme A correspond a une partie de trajectoire dans la bande W :
0 0, —
Ap = / k ePt=Tk) 4t — —ep( i 1.
Tk p
Son espérance conditionnelle & I’événement {7, < oo} est majorée par
Vpo — 1
P

2. Le terme By, correspond & une partie de trajectoire hors de la bande VW. Aussi nous
I’explicitons en distinguant le cas ou la trajectoire est dans le domaine intérieur

Qint
/Tk+1 eP(t=0k) ¢ — —ep(mﬂ_gk) -1
0 p

dont l'espérance conditionnelle a 'événement {7, < 0o, Xy, € Qiye} est & nouveau
majorée par

)

I/pﬂ —1
p

)
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du cas ot elle se situe dans le domaine extérieur Qe :

/Tk+1 e—(I(t—Gk)dt _ 1 — e-‘](ﬂmtl—%)7
0y, q

dont l'espérance conditionnelle & I'événement {7, < 0o, Xy, € Qext} est majorée
par é.
La somme A + Bj est indépendante de k et finie. Il reste donc & vérifier que

(E [Cr1;<o00))k>1 est le terme général d’une série convergente.

3. Allégeons les notations en posant p(-) := plx cq,, €t q(-) := ¢lx cq.,,. Pour traiter
le terme CY, nous utilisons a nouveau les suites de temps d’arrét 7. et 6. :

exp {/Om p(s)ds — /Om Q(S)dS}

T k-1 0; Tit1
<exp{ [ p(6) ~ atspas oy {Z [ v —asass [ a) - q(s)ds}
T1 k-1 Ti4+1
—exo{ [ 066~ atas | TLeo e { [ pt6) = s
0 i=1 0
. k-1
=exp {/ p(S) _ q(5>d5} H ep(ei—n) <6P(Ti+1—0i)1X0ieth + e_q(7i+l_6i)1X9iEQext>’
0 i=1

Le processus X vérifiant la propriété de Markov forte, les produits ci-dessus sont
des produits de termes indépendants. Ainsi I'espérance du dernier membre de
I'équation conditionnellement a 'événement {7, < oo, X;, = '} est majorée par

Sine \/p/ €t 1 N p(x)y/2q 1
2E€Qnt : TEQext
sinc \/p/émt R © sinh p(z)y/2¢ ¢
1_ 1 k—1
SRl (VW f Y, + 5)

pf 2 2

sup
zel

ol la constante [ est définie par

1— .
Tﬁ =E |:1X«91-€Qint:| :

Choix de 7, p et ¢ En utilisant les relations (4.34) et (4.35), nous devons donc choisir
1, p et q de sorte que la quantité

v ( R\/p/€; 1—6+ /2q 1+B>

cos'/2ny/2(C, + 2p) \ sin R\/p/e; 2 sinhny/2q 2

soit strictement inférieure a 1 afin de rendre la série (4.38) convergente.
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Le paramétre 7 est choisi suffisamment petit de sorte que pour tout point = dans la

bande W de largeur 2n

7T2

1202’

() (Ap(2))?] <

et
v

T
cosl/2n W+ 2p

avec C, tel que |e(z)(Ap(x))?| < 2C,/3 pour x dans la bande W.
On choisit ¢ strictement positif, puis p strictement positif suffisamment petit pour que

Ry/p/ei_1-8 /24 148
(sinR e 2 sinhny/2q 2 <L u
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Deuxieme partie .

Détection des variables lentes en
dynamique moléculaire
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Chapitre 5.

Estimateur de Malliavin

Cette partie reprend des travaux initiés par Paul Malliavin [Mal06].

5.1. Introduction

5.1.1. Présentation

Dans cette deuxiéme partie extrémement prospective, nous nous intéressons a la pro-
blématique de la réduction du nombre de variables d'un systéme dynamique & plusieurs
échelles de temps. L’échelle de temps d'une composante d’'un systéme dynamique peut
étre caractérisée par un temps de relaxation a 1’équilibre, la période d’'un mouvement
périodique ou quasi-périodique ou encore le temps de Lyapunov (lié a I'ordre de grandeur
du temps auquel un systéme chaotique devient proche de son attracteur). Un systeme
dynamique & plusteurs échelles de temps est un systéme dont les composantes ont des
échelles de temps d’ordres bien séparées. La dynamique moléculaire, I’évolution de I’at-
mosphére de la Terre soumise & des changements périodiques des radiations solaires ou
encore I'évolution d’un portefeuille financier comprenant un trés grand nombre de lignes
sont des exemples de telles dynamiques.

Dans le cas de la dynamique moléculaire, ot le nombre de variables dans le systéme
est trés grand et ou les différences d’échelles de temps sont trés marquées, réduire la
dimension du systéme afin de faciliter sa simulation est un enjeu trés important. L’une
des maniéres est de détecter les variables lentes ou les variables significatives (en un
sens & déterminer) et construire une dynamique projetée, c’est-a-dire une dynamique
autonome vérifiée par ces variables.

La problématique de réduction des variables pour un systéme dynamique donne lieu
a un foisonnement d’articles. Citons en particulier le résumé des questions ouvertes en
dynamique moléculaire présenté dans [BHPT11] et 1’état de 'art des méthodes ma-
thématiques de réduction de variables appliquées a la dynamique moléculaire effectué
dans [GKSO04].

5.1.2. Plan du chapitre

Dans une premiére section (section 5.2), nous présentons un estimateur de séparation
des variables lentes et rapides. Cet estimateur a été proposé par Paul Malliavin lors
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de communications personnelles & Denis Talay et présenté a I'équipe TOSCA lors de
séminaires. Tel qu’il a été présenté, I'estimateur n’était associé & aucun modéle de dy-
namique, et de nombreuses hypothéses restent toujours a déterminer. Le principe est le
suivant : étant donné une trajectoire de processus, on estime les matrices de covariance
avec retard. Puis en moyennant ces matrices de maniére a privilégier les petits retards
associés par transformée de Fourier aux fréquences basses de la matrice de densité spec-
trale, Paul Malliavin pensait qu’il était possible de détecter les composantes lentes du
systéme en étudiant les vecteurs propres associés aux grandes valeurs propres de cette
matrice.

Cette méthode pose plusieurs questions : quel est précisément le phénomeéne mathé-
matique que 'on cherche & détecter, et quelle est la justification mathématique de cette
détection 7 Autrement dit : qu’entend-on par composantes lentes ? Est-ce les combinai-
sons linéaires représentées par les vecteurs propres de grandes valeurs propres, ou est-ce
les coordonnées significatives de ces vecteurs propres ? Paul Malliavin dans ses différentes
notes semble avoir évolué de la premiére possibilité vers la seconde.

Une deuxiéme problématique est le choix de 'ordre de temps sur lequel on va effectuer
la moyenne le long de la trajectoire observée. Dans le cas de la dynamique moléculaire
pour lequel 'estimateur a été imaginé, du fait de la limitation des techniques numériques
actuelles et de la complexité des systémes étudiés, la durée des trajectoires actuellement
simulable est petite devant ’échelle de temps de la dynamique. Aussi 'ordre de temps sur
lequel effectuer la moyenne doit-il étre d’ordre o(e), O(€) ou d’ordre O(1) avec € l'ordre
de grandeur du temps de relaxation des composantes rapides du systéme ? Autrement dit
en appliquant la méthode pour une trajectoire de taille 27" va-t-on détecter des variables
rapides d’ordre petit devant 27" ou d’ordre 277

Une troisiéme question est la suivante : doit-on supposer que le systéme étudié a
atteint un mode globalement stationnaire, ou bien peut-on se contenter de supposer que
seules les variables rapides ont atteint leur mode stationnaire ?

Dans un premier temps, nous avons étudié I’estimateur dans le cas d’un systéme dyna-
mique stochastique linéaire a deux échelles de temps ayant atteint son mode stationnaire.
Les résultats tant théoriques que numériques semblaient prometteurs. Nous explicitons
les calculs et le comportement de la matrice de détection en fonction du paramétre
d’échelle dans le cas d’un systéme linéaire du type processus d’Orstein-Uhlenbeck dans
son mode stationnaire (section 5.3).

Puis nous avons cherché a généraliser les résultats au cas non-linéaire en utilisant la
théorie de I’homogénéisation. La théorie de I’homogénéisation est basée sur le principe
que les variables rapides du systéme sont suffisamment rapides pour que l'on puisse
approcher leur comportement par celui d’un systéme dans lequel on aurait fixé ou gelé
les variables lentes. Les calculs méme formels sont mitigés et ne permettent pas de
donner avec certitude de résultat sur la validité de ’estimateur de Malliavin. Les modéles
d’homogénéisation hors cas particuliers se rapprochant du cas linéaire ne semblent pas
adaptés a la méthode de Malliavin, et il faudra certainement se tourner vers d’autres
pistes & 'avenir : théorie du signal et processus gaussiens par exemple.

Afin de mieux comprendre ce que nous cherchions & détecter et comment nous de-
vions le détecter, nous avons par la suite travaillé sur la méthode de Mori-Zwanzig
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[Mor65, Zwa73]. En effet, Paul Malliavin aprés avoir séparé les variables lentes des va-
riables rapides propose d’utiliser cette méthode pour construire une dynamique projetée
approchant la dynamique des variables lentes. En comprenant la facon dont nous al-
lions utiliser les variables lentes détectées, nous espérions mieux comprendre comment
les détecter. La méthode de Mori-Zwanzig [Mor65, Zwa73| peut étre vue comme une
justification formelle (sous réserve de deux hypothéses non mathématiquement justifiées
a notre connaissance) de I’équation de Langevin [Lan08].

Notons qu’une utilisation des méthodes de Fourier & ’estimation de matrice de volati-
lité en finance a été étudiée dans [MMO02, MR05, MMRO7, MM09, CG11|. Malliavin et
Mancino proposent une méthode d’estimation non-paramétrique de la volatilité (c’est-
a-dire que 'estimation ne se fait pas par calibration d’un modéle paramétrique supposé
suivi par la volatilité) consistant a calculer les coefficients de Fourier du processus de
prix S grace aux données haute-fréquence de la trajectoire.

5.2. Proposition d’estimateur

Nous présentons dans cette partie I’estimateur de détection de variables lentes tel qu’il
a été proposé par Paul Malliavin.

5.2.1. Notations et contexte

Supposons donnée une trajectoire de dynamique moléculaire sur un intervalle de temps
petit devant 1’échelle de temps de la dynamique. Insistons ici sur le fait que selon notre
compréhension de la méthode, la trajectoire que nous devons utiliser est une trajectoire
réaliste - autrement dit une trajectoire obtenue en simulant de la maniére la plus réaliste
possible le systéme moléculaire, et non pas une trajectoire obtenue a I'aide d’un modéle
de Langevin par exemple. On souhaite détecter dans cette trajectoire quels sont les
atomes contribuant ou participant de maniére importante au mouvement lent de la
molécule.

La trajectoire de dynamique moléculaire se présente sous la forme d’une suite de
positions en trois dimensions des différents atomes composant le systéme moléculaire
(protéine dans un solvant par exemple) prises a chaque pas de temps de la simulation.

Notons A I’ensemble des atomes impliqués dans la dynamique moléculaire considérée,
et N le cardinal de A. Pour chaque atome d’indice k dans A, on note a(t) la position
de la i-iéme coordonnée de I'atome a l'instant ot ou & est le pas de temps et ¢ est un
entier entre 0 et 27" (durée de la simulation).

Pour chaque trajectoire de la coordonnée ¢ de ’atome k, on calcule la trajectoire
centrée en espace et en temps, notée ¢§€ :

i ai(T+1t) — ﬁ iio ai(s) te[-T,T]
(1) = {0 ST

Il est maintenant possible d’estimer la covariance croisée avec retard s dans | — T, T|
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entre les trajectoires des coordonnées i et j pour des atomes k et [ :

f%zjl(s) := cov(oy), gb]

t+s )i (t).

t—foo

Ainsi pour deux atomes d’indice k et [ fixés, on obtient une fonction & valeur matricielle
symétrique de dimension 3 x 3 du retard s. Nous considérons dans la suite des quantités
ne dépendant que de la trace de cette matrice carrée de taille 3. Introduisons donc la
trace my,(t) de la matrice de covariance avec retard pour deux atomes k et [ (insistons
sur le fait que la trace est prise afin de résumer I'information des trois coordonnées de
chaque atome en une seule quantité). Nous notons R la matrice carrée de taille N (non
symétrique en général), la matrice de coordonnée my,. A partir de cette matrice, nous
définissons, pour un entier 7 de ordre de 7'/2 (a justifier et a interpréter), l'estimateur
de la matrice de réduction S, comme

T

=13 (1 @)qmt),

t=—7

pour ¢ pris égal & 1 ou 2 (& choisir numériquement). La matrice de réduction S, est
symétrique. Cette matrice est un estimateur de la matrice S,

s =1 / (1— ’“) R(t)dt,
T Jie T

si 'on suppose que 'on peut appliquer des résultats d’ergodicité a la trajectoire. Dans
la suite nous étudions la matrice S;.

5.2.2. Interprétation de |'estimateur de Malliavin

On constate que la matrice de réduction de Malliavin définie par

mt (1)

peut s’interpréter a l'aide de la transformée de Fourier comme

S, = %/_: (1 — Lﬂ)qR(s)ds
_ %/_( - @)q/_:ewv(u)duds
_ /Z%/ (1 _ @)qeiw(ﬂsf(u)du

ou f est la densité spectrale associée a R. Or

()
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et ainsi la matrice S, s’écrit comme

[ sin® (uT/2) O
So= [ S S

o0
La matrice S, s’interpréte donc comme une moyenne pondérée (privilégiant les fré-
quences basses) de la densité spectrale du processus. Ainsi, on peut penser que les
vecteurs propres associés aux grandes valeurs propres de la matrice S, correspondent a
des mouvements lents ou que les atomes-coordonnées significatifs de ces vecteurs propres
peuvent étre considérés comme des atomes & mouvements lents.

5.2.3. Deétection des variables lentes

Calculons les valeurs propres de la matrice S, et sélectionnons les n valeurs propres les
plus grandes. En pratique le choix de ce paramétre est délicat et est relié au nombre de
composantes lentes du systéme - difficile & définir et estimer. Soit f; les vecteurs propres
normalisés associés. Chaque coordonnée f?* du vecteur f; représente le poids de I'atome
a dans le vecteur propre. On définit alors la norme lente pour un atome a, permettant
de mesurer la contribution de I'atome aux mouvements lents comme

n

lall* = (F)*.

i=1

Ainsi une grande norme correspond a un atome participant de maniére importante aux
mouvements lents de la protéine. Le choix des atomes proposé par Paul Malliavin s’effec-
tue de la maniére suivante : n’est conservé qu’un atome ayant une norme lente se situant
au dessus d'un seuil a fixer. La détection des variables lentes d’un systéme moléculaire
est ensuite complétée par I’élaboration d’une dynamique réduite ne faisant intervenir que
les variables lentes. La méthode proposée par Paul Malliavin est celle de Mori-Zwanzig
[Mor65, Zwa73| dont nous donnons un apergu dans l’appendice B.

5.3. Application au cas linéaire et tentative
d’'extension par linéarisation

Dans cette section, nous étudions a 'aide de I'estimateur de Malliavin un processus
vectoriel X de type Ornstein-Ulhenbeck de dimension d dans son mode stationnaire.

5.3.1. Calculs généraux

Processus étudié Soient b et o des matrices carrées de taille d. Afin de garantir I'exis-
tence d’une mesure invariante nous supposons de plus que les valeurs propres de la
matrice b sont strictement positives. Soit Xy un vecteur aléatoire de dimension d. Défi-
nissons le processus X de type Ornstein-Uhlenbeck associé & un mouvement brownien
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standard B de dimension d. Ce processus
t

X;=e "Xy + / e =)dB,, >0,
0

est solution de I’équation différentielle stochastique

dXt == —bXtdt + O'dBt, t 2 0
XU = X07

< — . .« . L, . _ —u)"pn
oil e~ est I’exponentielle matricielle définie par e = b0 ( “), .
- n:

Caractéristiques du processus Rappelons, pour t positif, quelques caractéristiques
de la loi de X; et de la loi stationnaire du processus X. L’espérance de X; est donnée
par

E[X,] =e"R[X,], t=0,

dont la limite lorsque t tend vers I'infini est nulle. L’espérance du processus stationnaire
est donc nulle. La covariance est donnée par

t
Cov [Xi] = ™" Cov [Xo] ™" +/ e ggre T dy,
0

Nous notons Cov [X] et Cov [X, Y] les matrices de covariance de respectivement un et
deux vecteur aléatoire X et Y. Ces matrices vérifient Cov [X] = Cov [X, X] et ont pour
coordonnées les coefficients (Cov [X;,Y;])i; = (E[X;Y;] — E [X;] E [Y}]); ;. Notons C' la
matrice de covariance du processus stationnaire, sa limite lorsque ¢ tend vers l'infini, qui

est donc égale a
C= / o*e " du.

Covariance avec retard du processus La covariance avec retard vaut quant a elle

Cov [ Xy, Xiys] = E[(X; — E[X4]) (Xips — B [Xips])7]
—TF [efthOXavefb*O%Fs) _ efbt]E [XOXS] efb*(H»s)}

t t+s *
+E K / e‘b(t_“)adBu) ( / e‘b(Hs_”)adBv) ]
0 0

min (¢,t+s
= e ""Cov [Xo] e ) / e M ggre I dy e
0

] eCov [Xips], s<0
| Cov[X)] e*b*s, 5§20

. bs fo * —b* udu 5 < 0
¢
el fo voore U due S, s> 0
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Et ainsi la fonction de covariance stationnaire avec retard est égale a

et t<0
R(t) = T
®) {C’e_b tot>0.

Densité spectrale La covariance avec retard stationnaire calculée, nous pouvons main-
tenant donner ’expression de la densité spectrale du processus, stationnaire :

Lemme 5.3.1. La densité spectrale du processus stationnaire associé a l'équation (5.1)
est donnée par ’expression suivante

0

Ix(\) = /_Z Cov [ Xy, Xips) e ds = /

—0o0

o0
i e
ebs Z)\SdSO—FC/ ebs z/\sds
0
ot expression de C' est donnée par
o0
— —_h*
C = / e Poote " du.
0
Démonstration. La démonstration tient dans le calcul immédiat suivant :

fx(N) :/ Cov [ X1, Xips] e ds

0 00 00 00
. _ _h* _ _h* _h*e_g
:/ ebs z/\s/ e buo_o_*e b“duds—f—/ / e buo_o_*e budue b*s z/\sds
—00 0 0 0

0 00
:/ 6bsfi)\sdscv +C/ efb*sfi)\sds_
0

—00

]

Densité spectrale lorsque la matrice b est diagonalisable Sous I’hypothése que b est
diagonalisable et en diagonalisant b = ADA™! avec D = Diag(A1,...,Aq) o (X})j=1.4
sont les valeurs propres de b, la densité spectrale matricielle du processus stationnaire
s’écrit

0 00
fx(\) = A/ M TS ATIC + CA/ e NS A AT
o 0

1 1
_ A AC+ oA A
(Aj—u) * (Aj+z'A)j

J

Expression de la matrice de réduction dans le cas b diagonalisable et noyau V
pair Supposant que le noyau V; est pair, on peut obtenir ’expression générale suivante
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de la matrice de réduction

&z/V)hU

. 1
-1 —1
A( A _MdA)jA C+CA (/IRX/T(A)AJ+i)\dA)jA

:/V COV XtXt+S]d
0 *
:/ V(s b8d30+c/ e "5ds
= / Vi(s)e " dsC + C / Je "*ds
0

([ )

ou l'on a posé pour deux matrices M et N {M,N} = MN* + M N*.

5.3.2. Cas linéaire en dimension deux

Nous donnons dans 'annexe A les calculs menant & une expression approchée de
la moyenne pondérée des matrices de covariance avec retard dans le cas d’un systéme
linéaire de dimension deux. Ces calculs tirent parti de ’expression exacte de ’exponen-
tielle d’'une matrice carrée de taille deux. Cette expression fait intervenir la matrice, sa
comatrice, sa trace et son déterminant. Utilisant cette expression et le logiciel Maple,
il nous est possible de donner 'expression de la matrice de covariance stationnaire du
systéme stochastique. De la méme maniére nous calculons les expressions des matrices
de covariance avec retard avant d’effectuer la moyenne contre un noyau d’intégration de
la forme V,(s) = 1/7(1 — s/7)" pour s réel.

Systéme étudié Considérons le systéme linéaire a deux échelles de temps

Xe) X
d(n> _—Me(yt)dt—kadBt (5.2)

ol la matrice de tendance M, est de la forme

= (e dre) 53)

et la matrice de diffusion o est diagonale de la forme

= (7 o) (5.4

avec 09 dépendant arbitrairement de e.

130



5.3. Application au cas linéaire et tentative d’extension par linéarisation

Résultat On a alors le résultat suivant. Notons 7T et D les trace et déterminant de la
matrice M,. Sous 'hypothése que 'on ait

T+ VT2 —4D > 0,
T >T%— 4D,

les déterminant et trace de la matrice S, admettent les développements suivants :

det {S;} = (14 a3(€)) Ofe)

7 d? aive_ d® — d*7(ad — be)
2 — =T
Tr{S:} = oa(e) <§ (ad — bc)?’T26 T (ad — be)372 )
7 dc? _aabe (d—T(ad — be))c?
+ot (§ (ad — bc)3T26 T (ad — be)32 ) + (72(e) + 1))

Ainsi, I’étude précédente de la trace et du déterminant de la matrice d’estimation de
Malliavin S(7) permet d’observer que dans le cas d’'un modéle linéaire de dimension
deux, les valeurs propres de la matrice S(7) ont effectivement une séparation d’échelle
quelle que soit la dépendance en € de o9 : 'une des valeurs propres est d’ordre 1+ o3 (e)
tandis que I'autre est d’ordre € (1 + o3 (e)).

5.3.3. Premiére tentative de généralisation : linéarisation et
semi-homogénisation

Nous étudions maintenant un systéme (de dimension deux afin de simplifier les calculs)
non strictement linéaire de la forme suivante

dX¢ = F(Xf,Y)dt + 2dBY,

1 o
dYe = = (X, V)dt + —dB) .
t Ef( tr*t ) + \/E t

On suppose ici la fonction f linéaire f(z,y) = cx — dy. Considérons 1'équation de la
composante rapide sur I’échelle de temps rapide s. On peut alors supposer que la com-
posante lente X ne bouge que trés peu sur cette échelle de temps. On considére donc la
dynamique rapide a composante lente fixée

(5.5)

dY?® = f(x,Y")ds + cdBY

Cette dynamique admet une solution de loi invariante p*(dy) suivant une loi normale

2 . L . cis Tse s . .
N (fl:ﬁ, %) On suppose de plus que la fonction F' vérifie la propriété d’intégration sui-
vante pour a réel :

/ Pz, y)u*(dy) = —ax. (5.6)

Nous donnons deux catégorie de fonctions vérifiant une telle propriété :

1. F(x,y) =y + ®(y — ) + B ou la fonction @ est impaire;
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2. F(z,y) = 2¥(y — $z) ot la fonction ¥ vérifie [ W(z)e */2dz = 1.

Sous I'hypothése (non vérifiée) que ’on peut approcher le systéme (5.5) par le systéme

suivant - -
dX, = —aX,dt + XdB;*,

_ 1 - - o
€ Y
(n/tE = _f(Xtv}/t )dt + dBt )
€ Ve
ol 'on a approché X€ par sa version homogénéisée X et Y€ par une version semi-
homogénéisée Y alors on peut mener les mémes calculs que dans le cas linéaire et
détecter ainsi une séparation d’échelle.

5.4. Perspectives et calculs formels

Aprés avoir présenté un exemple linéaire pour lequel la méthode de Malliavin fonc-
tionne et une premiére tentative de généralisation, nous présentons maintenant quelques
perspectives de généralisation. Nous étudions deux catégories modeéles a deux échelles
de temps et effectuons des calculs formels d’homogénisation. Ceci afin de nous forger
une intuition quant a la possibilité que la méthode de Malliavin soit effectivement en
mesure de séparer les variables lentes des variables rapides dans des modéles d’équations
différentielles stochastiques & composantes lentes et rapides.

5.4.1. Notations

Introduisons quelques notations pour un systéme dynamique (z,y) a deux échelles de
temps. Notons

— p(dx,dy) la loi du systéme dynamique a Uinstant ¢ et u(dz,dy) la mesure inva-
riante de la dynamique;

— 1*(dy) la mesure invariante de la dynamique rapide y o les composantes lentes z
sont fixées ;

— ii(dx) la mesure de la dynamique lente Z homogénéisée, c’est-a-dire la loi associée
a la dynamique o I'on a intégré par rapport a la mesure p*(dy) la partie dérive
de I’équation .

5.4.2. Premiére perspective

Le systéme considéré par Kabanov et Pergamenshikov dans (H5) est le suivant

€ 1 € € /B(E) € €
Yy = — (X3, Y, )de + Wa(xt,yt )dB;,
ot X et Y sont & valeurs vectorielles respectivement dans R% et R*. Nous allons supposer
ici B(€) = O(€7) avec 7y strictement positif et nous étudions dans la sous-section 5.4.3 le

cas ot B(e) = O(1).

(5.7)
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On définit les deux normes suivantes pour un processus X et deux temps positifs Tj
et T tels que Ty < T :

[ Xl = sup [Xi
0<t<T
et

X700 = sup Xy,

To<t<T
Hypotheses 5.4.1. 1. Les fonctions F', f et ¥ sont localement Lipschitz et localement
a croissance linéaire.

2. L’équation f(x,y,t) =0 a une solution y = ¢(z,t) localement Lipschitz et locale-
ment a croissance linéaire.

3. La valeur initiale y pour la composante rapide (Y;);>o appartient au domaine
d’influence du systéme associé
dy, _
= f(z,9,,0
ar f(x, 9, 0)
Yo =Y,

(5.8)

c’est-a-dire que pour la condition initiale y on a la convergence suivante :
r—>00
On pose
of
Y

et \;i(z,t) les valeurs propres de la matrice symétrique A(z,t) + A*(z,1t).

4. Pour tout réel M strictement positif, il existe une constante «j; strictement positive
telle que
Xi(z,t) < —kpy (5.10)

pour tout vecteur y tel que |y| < M et tout réel ¢ tel que 0 <t < T
5. Il existe une constante +y strictement positive telle que 5(e) = O(€7).

Sous ces hypothéses, on a la convergence en probabilité de X¢ vers X solution de
dXt = F(Xb S0<Xt7 t)v t>dt + E<Xt7 SO(Xta t>7 t)dBtX (5]‘1>
et de Y© vers o(X¢,t).

Théoréme 5.4.1 (Kabanov et Pergamenshchikov [KP03|). Supposons vérifiées les hy-
pothéses 5.4.1 pour le systéme (5.7). Alors nous avons les convergences en probabilité
susvantes pour Ty < T :

lim || X€ — X||7,r =0,
e—0
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Chapitre 5. Estimateur de Malliavin

et
lim [[Y* = ¥ |l - = 0,
ot X est la solution de I’équation différentielle stochastique
dXt - F<Xt7 (p(Xh t)? t) dt =+ E(Xta SD<X7§7 t)? t) dBt)(
et Yy = p(Xy,t).

La matrice de covariance avec retard converge donc lorsque le paramétre ¢ de sépara-
tion d’échelle tend vers zéro :

<(Cov (X5, X5,,] Cov [Y;E,X;FS]) . ( Cov _[Xt,)?_ws} Cov [¢(Xy), Xiss] )
Cov [Xfaytis} Cov [}/;,Y;is] Cov [Xt,(P(XtJrs)} Cov [(p(Xt)a (Xt+s)] '

Nous pouvons observer dans un premier temps que la matrice a tous ses coefficients
d’ordre O(1) pour € petit. De plus cette matrice et sa moyenne contre le noyau V; n’a de
valeurs propres nulles que dans le cas ot ¢ est affine. Cette constatation semble indiquer
que l'utilisation de la méthode de Malliavin pour la séparation de variables dans un
modeéle vérifiant les hypothéses (5.4.1) ne peut s’effectuer que dans le cas ou la fonction
(x,y) — f(z,y) s’annule pour y fonction affine de z ou du moins que la condition initiale
de la composante rapide se trouve dans le bassin d’attraction d’un tel point d’équilibre.
Cependant, soulignons le fait que la convergence en probabilité de Y vers Y ne s’ef-
fectue que sur un intervalle de temps [Ty, T'] pour tous temps strictement positifs Tj et
T. Le résultat ne donne pas d’information quant a la convergence au voisinage de 0. Ce
constat laisse une ouverture quant a l’efficacité de la méthode pour des retards petits.

5.4.3. Deuxiéme perspective

Considérons le systéme

1 v (5.13)
dY; = - f( Xy, Yy)dt + o(e)dB;
€
Hypothése 5.4.1. Supposons qu’il existe une fonction ¢ telle que f(x, p(z)) = 0.
Posons g(x, €) la solution stationnaire de 1’équation différentielle stochastique
1
dg, = — f(z,5,)dt + o(e)dB) (5.14)

et définissons 67 =Y; — (X, €).

Hypothése 5.4.2. Supposons que y(z,€) = ¢(x) + O(e).
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5.4. Perspectives et calculs formels

La formule d’'Tt6 appliquée a 6) donne
dsY = dY; — dg(Xy,€)
1
= —f(X.,Y))dt + o(e)dBY
€

1
S0 ( X, €)d(Xy)

— 0,5(X1 )4, -

[f(X0,Ys) — e/ (Xo)F(Xy, ;) — F(Xy, Y2)eO(e) — €/2¢" (X,)X?] dt
(o(e)dB) — ¢'(X,)TdB;")

F(Xip(X0) +6) + 0(e)) — e (X)F (X, 0(Xy) + 6+ O(e))

(‘hIH"—mID—‘

— F(X,,0(X,) + 8 + 0(e))eO(e) — e/zgp”(xt)zﬂ dt
+ (o(e)dB) — ¢/ (X;)SdBY)

Dans quelle mesure peut-on approcher le processus 6* par la solution §* de
dé¥ = %f(Xt, o(X;) +60)dt + odBY ? (5.15)
Hypothése 5.4.3. Supposons les relations suivantes
2 f(a,2) < = (x)]2]* + Ci(2)

et

2 [, 0(@) + 2) < —pa(@)]2]* + Ca(2)
garantissant la convergence exponentielle vers leur mesure invariante des solutions des
équations (5.14) et (5.15).

Notons mx et my les moyennes de X et Y respectivement. Etudions maintenant les
termes de covariance croisée avec retard

E [XeYirs — mxmy] = E [Xo(E, [V, — my])]
= E [XE; [Ys — §s(Xe, ©)]] + E [XeE [95(Xe, €) — 50(Xe, €)]]
+ E [XeEy [0(Xe, €) — my]]
=E [X;E; [6) (X¢.€) — msv]] + E [XeEq [55(Xe, €) — my (Xe, €)]]
=E [XE; [0} (X¢,€) — 6) (Xi,€) — mgy + mgr] ]
+E [ XK, [67 (X, €) — mav ]| + B [XEq [§5(Xe, €) — my (Xy, €)]]
Ainsi, grace aux hypotheses précédentes de convergence exponentielle des processus
7 et 6¥ vers leur mesure invariante, et a la validité (supposée) de 'approximation de §

par 67, on obtient que chacun des termes est petit en e. Le raisonnement est identique
pour le terme E [Y;Y; s — mymy].
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Chapitre 5. Estimateur de Malliavin

Par contre le terme E [Y; X, s — mymx] pose probléme. En effet, il semble que le terme
E; [Xs — mx] est d’ordre O(1). Nous pensons cependant qu’il est possible de contourner
la difficulté en ajoutant une hypothése supplémentaire : la réversibilité en temps du
systéme. Si 'on suppose la réversibilité en temps des variables rapides (par exemple
dans le cas d'un terme de dérive sous forme de gradient d’un potentiel), alors il est
possible de considérer le processus a temps renversé et d’appliquer le calcul précédent
pour conclure que le terme E [Y; X — mymx] est petit en e.

Insistons sur le fait que ces remarques ne sont que prospectives et n’ont pas valeur de
preuves.

5.4.4. Conclusion

Une méthode en réponse a des enjeux importants

Les enjeux de la séparation des variables lentes et rapides d'un systéme dynamique
et de la construction d’une dynamique autonome projetée sont cruciaux tant en dyna-
mique moléculaire et en biologie, qu’en sciences environnementales ou en finance. Paul
Malliavin a proposé lors de communications et séminaires une méthode de séparation
des variables lentes et rapides d’une dynamique moléculaire. Nous avons commencé a
étudier cette méthode inspirée par des outils de théorie du signal (densité spectrale de
puissance, transformée de Fourier, étude de spectre de processus) Si les résultats sem-
blaient prometteurs dans le premier modéle linéaire, les études - formelles - que nous
avons effectué dans des cas plus généraux ne permettent pas de conclure dans le cas gé-
néral de maniére définitive quant a l'efficacité de la méthode de séparation des variables
de Paul Malliavin.

Des résultats mitigés

La premiére tentative que nous avons présenté est une tentative de se ramener au
cas linéaire en introduisant un concept de semi-homogénéisation. Nous pensons pouvoir
approcher le systéme a deux échelles de temps par un systéme ol les composantes lentes
suivraient une dynamique homogénéisée autonome et oil les composantes rapides seraient
couplées a cette dynamique lente homogénéisée par I’équation initiale. Cette perspective
nécessite une hypothése de linéarité des composantes rapides et certaines hypothéses sur
la dynamique lente.

Dans une premiére catégorie de modéles [KP03|, I'étude semble indiquer que la mé-
thode ne peut fonctionner que dans des cas s’approchant du cas linéaire : plus précisé-
ment dans des cas ou la variable lente peut suivre un modéle non linéaire, mais ou la
variable rapide doit vérifier un modéle presque linéaire, au sens ol la relation d’attraction
limite doit s’exprimer linéairement en la composante lente homogénéisée (c’est-a-dire que
la fonction ¢ doit étre linéaire).

La deuxiéme catégorie de modele [BGO6| ne permettrait d’espérer des résultats positifs
qu’avec une hypothése de réversibilité temporelle du processus - en plus d’hypothéses
d’ergodicité ou de convergence vers une mesure invariante des processus impliqués.
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Des axes de recherche

Résumons ici ce que nous avons compris de la méthode de Malliavin et présentons
les axes de recherche que nous conjecturons comme pouvant permettre de répondre aux
questions que nous nous sommes posés tout au long de cette partie.

Les systémes étudiés Dans ce travail, nous avons fait le choix de chercher a appliquer
la méthode de Malliavin a des systémes dynamiques stochastiques. Si ce choix se défend,
il est bon de rappeler qu’elle a été concue pour s’appliquer & d’autres systémes. En
effet, la méthode doit s’appliquer & une trajectoire de dynamique moléculaire réaliste.
Hors ces trajectoires sont obtenues a ’aide de la simulation d’équations du mouvement
déterministe.

Il serait sans nul doute intéressant de reprendre ’étude de la méthode de Malliavin
en adoptant le paradigme suivant : étant donné un systéme déterministe, la méthode
de Malliavin permet-elle de construire un systéme stochastique sous formes d’équations
différentielles stochastiques approchant le systéme déterministe initial. C’est-a-dire qu’au
lieu de se focaliser sur la détection des variables lentes d’un systéme stochastique & deux
échelles de temps, peut-étre serait-il intéressant de construire un systéme dynamique a
partir des variables sélectionnées par la méthode de Malliavin, et de déterminer si ce
nouveau systéme approche le systéme initial.

Dans la fin de cette sous-section, nous reprenons notre paradigme de séparation des
variables d’un systéme stochastique et donnons les axes de recherche que nous avons pu
établir lors de ce travail.

Définition des variables lentes? Au vu de la méthode employée et des outils sur
lesquels elle est basée, il nous semble qu’elle doit permettre de séparer les variables lentes
des variables rapides ot I’on a définit variables rapides comme des variables convergeant
rapidement vers une position ou une mesure d’équilibre. A contrario, il nous semble qu’il
ne devrait pas étre nécessaire d’'imposer une convergence quelconque des variables lentes
(cf. remarque suivante sur les échelles de temps).

Définition des échelles de temps? Quelles sont les échelles de temps impliquées
dans la méthode 7 Il nous semble qu’il faille les séparer en quatre catégories. L’échelle de
temps des variables rapides (en O(¢)), I’échelle de temps de I’échantillon utilisé par la
méthode (O(y/€) par exemple), ’échelle de temps des variables lentes (en O(1)) et enfin
I'échelle de temps de la dynamique (en O(1/¢)).

De cette maniére, il doit étre possible de supposer que les variables lentes n’ont que
trés peu bougé pendant le laps de temps qu’a duré la simulation, alors que les variables
rapides ont pu atteindre leurs mesures invariantes. Ce qui devrait permettre d’assouplir
les hypothéses sur la dynamique des variables lentes et ne conserver des hypotheéses fortes
que sur l'ensemble des variables rapides.

Hypothéses sur les dynamiques impliquées ? Le travail que nous avons mené semble
indiquer qu’il est nécessaire que la dynamique satisfasse la série d’hypothéses suivantes :
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Chapitre 5. Estimateur de Malliavin

1. La dynamique rapide & composante lente fixée doit vérifier une hypothése de ré-
versibilité temporelle.

2. La dynamique rapide & composante lente fixée doit vérifier une hypothése de
convergence vers sa mesure invariante..

3. L’erreur d’approximation de la composante rapide par la composante limite doit
aussi vérifier une hypothése de convergence vers sa mesure invariante.
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Annexe A.

Calculs dans le cas linéaire

Cas de la dimension deux

Poussons plus loin les calculs dans le cas d'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de
dimension deux en profitant d’une expression explicite de 'exponentielle de matrice
carrée de taille deux. Nous cherchons dans cette sous-section a étudier le comportement
des valeurs propres de la matrice d’estimation de Malliavin. Pour cela nous allons donner
le comportement en € petit de la trace et du déterminant de la matrice.

Systéme étudié Considérons le systéme linéaire a deux échelles de temps

X\ X,
d(YJ _—ME<Yt>dt+adBt (A1)

ou la matrice de tendance M, est de la forme

= e a1

et la matrice de diffusion o est diagonale de la forme

7 (CS 02?6)) '

Nous allons dans un premier temps mener le calcul de la matrice d’estimation de Mal-
liavin jusqu’au bout, avant d’étudier le résultat pour différents comportements en la
variable ¢ de os.

Notations Notons T et D les trace et déterminant de la matrice M, dont les expressions
sont les suivantes

et
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Calcul de la matrice de covariance stationnaire Afin de calculer le terme de cova-
riance stationnaire du processus (A.1), donnons 'expression de ’exponentielle de matrice
e~ Mev pour u réel :

e Mew — o= (cosh <\/T2 - 4D%> Id, + sinh (\/T2 - 4D§)Ne) (A2)

ol la matrice N, est donnée par ’expression suivante :

N 1 dle—a  —2b
/T2 4D \ —2c/e —dje+a)’

Nous pouvons remarquer que la matrice N, s’exprime en fonction de la matrice M, et

de sa comatrice ainsi )
N,= ———— (Com{M.}* —M,).
o (Com{M.}" ~M)
Remarquons dés & présent que la matrice N, est inversible, d’inverse égale a elle méme.

Ainsi, sous réserve que 1" et D vérifient les inégalités suivantes
T+VT?—4D > 0,
T>VT?—4D

nous obtenons I'expression suivante pour la matrice de covariance stationnaire

1
C=—— ((T2 +4D)oo* + TVT? — 4D(00*N* + N.oo*) + (T? — 4D)N600*N6*>

8DT
(A.3)
_ %aa* n SDLT (T Idy +VT7% — 4DNE> oo (T Idy +VT?% — 4DN;) (A.4)

Calcul de I'estimateur de Malliavin du processus A l'aide de 'expression de la
matrice de covariance stationnaire, nous pouvons poursuivre le calcul de la matrice d’es-

timation de Malliavin. Calculons le terme C'e™¢*+e~M3C' 3 I’aide des expressions (A.2)
et (A.3)

CeMes 4 e~Mes
= 68_;3;2 (2(T2 + 4D) cosh (\/mg)mf* + (T? 4 4D) sinh (\/mg)aa*]\f:
+2TVT? — 4D cosh (M%) (00*NF 4+ N.oo™)

+ TVT? — 4D sinh <mg> (00*N}? + N.oo*N})

+2(T? — 4D) cosh (x/mg)Neaa*N: + (T? — 4D)sinh (mg>N€oa*N:2
4 (T? +4D)sinh (mg) N.oo*

+ T/T? — 4D sinh (\/mg) (Neoo™ NI + Nfaa*)

(T? — 4D)sinh (mg>Nfo—a*N:) (A.5)
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Or la matrice N est d’inverse égale a elle-méme, ainsi nous avons les relations suivantes :

N?oo* = oo™, o00*N? = g0*,

N?00*N* = 00" N} et N.oo*N*? = N.oo*.

€

En les reportant dans (A.5), nous obtenons que

Ce Més 4 e=Mes
—Ts/2
_ K(T2 +4D) cosh (\/T2 - 4D§> +TVT? — 4D sinh (\/T2 - 4D§)> oo

4DT 2

(VT = 4D cosh (VT2 = 4D§) + T2sinh (VT? - 4D§>) (00" N* + N.oo*)

((T2 — 4D) cosh (mg) TVT? — 4D sinh (m%)) NEJU*N:} .
(A.6)

En intégrant entre zéro et 7 contre V,(s) = 1/7(1 — s/7)* ce dernier terme, il vient

B /T (1 — f) (CG_M:S + e_M‘SC’) ds
T Jo T
= 320—1%2 [{ (T(T2 — 4D)*? + (3T +8DT)VT? — 4D
+4(T* — 4D? — DT?)) 3 WVT?=1D-1)
+ (—T(T2 —4D)*? — T(37% — 8D)VT? — 4D + A(T" — 4D* — DT2)> ¢~ 5(VT?=AD+T)
+ 8 (rDT? + DT* +4D* - T*)} o0*
+ {<T(T2 —AD)*? + 37°V/T? — 4D + 4T" — 12DT2) ¢ (VI7=1D-T)
+ (T(T? = 4D)** 4 3TVT? — 4D — AT* 4 12DT? ) ¢~ 3/TADHD)
— 8TVT? — 4D (T° - D — TTD)} (00*N} + N.oo™)
+ { (T(T2 —4AD)*? + (3T% — 8T D)v/T? — 4D + 4T"* — 20DT* + 16D2> e3(VT?=D-T)
+ (-T(T2 — 4D)*? — (3T + 8T D)VT? — 4D + 4T* — 20DT? + 16D2) ¢~ 5(VTT=AD+T)
+ —8(T* —4D)(T? — D — 7TD)} N.oo*N}] . (A7)

Le développement en € petit
T e dr
—§<T+ T2—4D> ~e—0 —?,

et '’hypothése que d est strictement positif nous permettent de négliger les termes ex-
ponentiellement petits e~2(VT*=4D+T) ot d’obtenir que

S, = l /OT (1 - f) (C’e_M:S + e_MGSC) ds

T T

= Ai(e)oc™ + As(€) (00" N + N.oo*) + Az(e)Neoo™NF + O (e*dT/e) , (A.8)
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ol nous avons posé :
1 -
= —— | (T(T? = 4D)** + (3T + 8DT)WT? — 4D
320972 ( ( )"+ (37" + 8DT)

FAT' — ADT? = 16D%) 5101 _ 872 (12 — D — £TD) + 3217
— 1 [
© 3203772 |

+8DT <\/T2 4D + T) - 16D2> ¢5(VTT=1D-T)

—8T* (T* — D — 7TD) + 32D?]

1 =
Asl€) = soimms | (T(T? = 4D)Y? + 8T*VT? = 4D + 41" — 12DT?) 50 T=0T)

~STVT? = 4D (T* ~ D — 7TD)|

A (€)

(T(T2 — 4D)*? 4 3T°/T? — 4D + 4T* — 12DT>

1
= w5 | (T = 4D)" + (3T — 8TD)VT? = 4D

AT~ 20DT? + 16D?) 3VT7=1D-T) _ (T2 _ 4D)(T* — D — TTD)}

1
= 5T KT(T2 _ADY/? 1+ 3T3/T? — 4D + 4T* — 12DT?
-

~8DT (\/TQ “iD + T) v 16D2) ¢5(VT?=1D-T)
—8(T* —4D)(T* — D — 7TD)] .

A3(€)

En introduisant

vV T2 — 4D T2 _
A/(G) = 20D ((TQ _ 4D) + 3724+ 37TVT2 — 4D + m) eg(JW—T)’

de développement en € petit

7 d? r
A/ - = —Z (ad—bc)
(€ 32 (ad — bc)37'26 ’

1 7rbc(ad — be) + d(d + 24c¢b — 3da)
32 (ad — be)>7?

e~ a@d=b)e L O(e),

nous obtenons les expressions suivantes pour les termes A; Ay et Az :

(T~ D —+TD) ,

Ai(€) = A'e) —

4D3T 72
1 o 1
_— (pr (\/TQ 1D T> _ 2D2) FWTPAD-T) 4y _ -
DT < + e T DT
(T2 — D — 7TD)
AQ(E) = Al<6) — 4D3TT2 T\/ T2 —4D
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et

(I* — D —7TD)

A3(6) = A/(E) - AD3T 72 (T2 - 4D>
1 2 Z(WT?-4D-T
~ 57 (DT (VIP=4D +T) - 2D%) i ).

La matrice S, a donc pour développement en € petit

S, = A'(e) Idy +N.) oo™ (Ida +N7)

T?> - D—TD 1
- ’ (T Idy +vVT? — 4DN> oo* (T1d2 1/T2? — 4DN€*) + oo™
AD*Tr DI7?
%(m T) 9
T AD2T 72 <T+ VT2_4D) (00" = Neoo*NZ) + O(e). (A.9)
T

A partir de cette expression, nous allons donner des développements de la trace et du
déterminant de la matrice carrée S, de taille deux. Ces développements nous permettront
d’avoir une estimation de la taille des deux valeurs propres de cette matrice.

Etude de la trace de la matrice S.. Afin de donner un équivalent de la trace de

la matrice S, commencgons par donner les expressions de la trace des matrices oo™,
Neoo* +o00*NZF, et Neoo*N} :

Tr {o0*} = o} + 03 (e),
Tr {Neoo* + 00" N}} = 2n41(€) (o7 — 03(€)) ,

et
Tr {NeUU*N:} = (nfl(ﬁ) + ngl(ﬁ)) U% + (”%1(5) + ”%2(5)) U%(G)a

ou, rappelons-le, les coefficients de la matrice N, sont donnés par :

—d + ae  —dfe+a

nii(e) = = A.10
u(e) VA2 +26e(2bc — ad) + a2e2 VT? — ( )
—2be —2b
nia(e) = = A1l
12(€) VB + 2e(2bc — ad) + a2 VT — (A-11)
et
—2c —2c/e
ngl(ﬁ) = = / <A12>

V@2 + 2€e(2bc — ad) + a€? VT —
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Ainsi, la trace de la matrice S, s’exprime

Tr {S;}

= A'(e) (Tr {oo™} + Tr {N.oo* + 00*N?} + Tr {N.oo*N})

T? - D —TDr
— — 5 T { (Tl +VT? —4DN, ) 00" (T1d; +v/I? = 4DN; ) |
1 ¢35 (VT?—=4D-T) 2

+ Tr {maa*} + DT Tr { (T + m> (oo™ — NGGU*N:)}
= A'(€) [o7 (1 + nu(e))® + n3y(e)) + o3(e) (1 = n11(€))* + niy(e)) ]

T2 - D —TDr
— i |0} (@ + VI = 4D () + (12 = 4D}y (¢))

o2 (e) ((T VT2~ 4Dnn(e)? + (T? - 4D)n%2(e)>}

1 2 2
+ m (O’l + 0'2(6))
e3(VT?—4D-T) 2 2 2 2 2 2
+ T DiTsz [01(1 —niy(€) — nyy(€)) + o3(e)(1 —niy(€) — n12(€>)] (A.13)

A T’aide des expressions (A.10), (A.11) et (A.12) donnons maintenant les développements
de chacun des coefficients apparaissant dans I'expression (A.13) de la trace

ad—bc

T dccem @ T
A/(E) ((1 + n11)2 + 71%1) = SW + O(E)
7 d?’e_ ad;bc,r
! 2 2 _
O (=) = L o
1 2
o7~ 9l
o5 (VT?=2D-T) ) , ,
D272 —(1 = njy —ny) = O(€)
o3 (VI?=2D-T) ) ) \
D2T72 —(1 = nij; —niy) = O(")
T>—-D—-TDt (d — 7(ad — be))c?
7 2 2 2| _
e ((T VT2 —4Dny)? + (T 4D)n21) el —t 00
T>—-D—TDr d® — d*7(ad — be)
_ 7 2 2 2\ _
i (T = VI? =4Dn)* + (1% = 4D)n}, ) i b tO©
Ainsi le développement de la trace est de la forme
7 d3 ad—bc dS (ld bC
_ 2 —ET
Tr{S;} = oa(e) (§ (ad — bC)3T2€ v ad be)3 )
7 dc? aa—be_ (d—T1(ad — bc
2(- = 0 —F=ET 2 2
+ oy (8 (ad bc)?’T?e a (ad — bo)r > + (03(€) + 07)O(e€).

C’est-a-dire que la trace est du méme ordre en € que 3.
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Etude du déterminant de la matrice S;. Donnons un développement limité de cha-
cun des termes apparaissant dans ’expression de S; :

1

_ 2
prr ~ O
03 (VT?=4D-T) 9
- T2 _ _
iprr (L +VIP=1D) =0l
T>—-D—-TDr 2:1d3—7(ad—bc)d2+0<6>,
AD3TT2 4 (ad — be)372
T>—-D—-TDr 1d® — 7(ad — be)d?
TVT? —4D = -
ADST72 1 (ad—boirz 1O
T>-D—-TDr 1d® — 7(ad — be)d?
T? —4D) = - .
DT A )

La matrice §; admet donc le développement

5 _ ( T & caip L0 = 7(ad — be)d?

29 Ids + N, *(Idy + N7
32(ad—bc)37-2€ 4 (ad — bc)372 )( 2 +Ne) oo* (Id2 +N7)

+O0(e) (A.14)

Or nous avons le développement de la matrice NV,

-1 0 2be _9b
Ne = (_2_6 1) + (QC(szlcQ—ad) o) e+ O0(€),
d a3

—=

ce qui nous permet donc d’obtenir le développement suivant de la matrice S,

S = 7 d’ o~ Glad=be) _ d® — 7(ad — be)d? 0 0 00" 0 3
! 8 (ad — be)372 (ad — bc)372 -5 1 0 1

+ (1 + U%(G)) O(e)

et celui de son déterminant

det {S-} = (14 a3(¢)) O(e).
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Annexe B.

Méthode de Mori-Zwanzig

Nous présentons dans cette annexe, quelques notes bibliographiques sur la méthode
de Mori-Zwanzig [Mor65, ZwaT3].

Une fois les variables lentes du systeme détectées, Paul Malliavin veut construire la
dynamique réduite de ces variables [Mal06|. Pour cela il propose d’utiliser la méthode
de Mori-Zwanzig présentée initialement dans [Mor65, Zwa73]. Cette méthode doit per-
mettre de justifier le passage de ’équation de Liouville a une équation de Langevin pour
les variables lentes. Elle propose notamment une justification heuristique du passage
d’une dynamique déterministe & une dynamique stochastique. Elle repose néanmoins es-
sentiellement sur deux hypothéses fortes d’approximation non justifiées rigoureusement
a notre connaissance. Il existe une littérature importante traitant de cette méthode et
de son utilisation, notamment en dynamique moléculaire.

On peut distinguer deux maniéres de présenter la méthode de Mori-Zwanzig. Le pre-
mier point de vue est celui de I’équation de Chapman-Kolmogorov (voir par exemple
les travaux de Chorin, Givon, Hald, Kupferman, Stinis, Stuart [KS04, GKS04, CHKO06,
CS06, Sti06]) Le deuxiéme point de vue, qui est celui adopté par Baba, Just, Kantz,
Riegert [JKRHO1, JGBT03, BJKR06, RJBKO7|, est de considérer la méthode de Mori-
Zwanzig par le biais de I’équation de Fokker-Planck.

Notons aussi qu’il est possible de trouver un treés bon résumé et état de l'art des
différents modeles et algorithmes de systémes a deux échelles de temps dans [GKS04]. La
méthode de Mori-Zwanzig y est notamment introduite. Avant de passer a I'introduction

de cette méthode, il convient de souligner que son champ d’application est remis en
question dans [NLOKOS|.

B.1. Présentation de la méthode

Nous présentons dans cette section la méthode de Mori-Zwanzig selon le point de vue
de 'équation Fokker-Planck tel qu’il est adopté dans Just et al. ([JKRHO1, JGB103,
BJKRO06, RJIBKO7]).
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Annexe B. Méthode de Mori-Zwanzig

B.1.1. Présentation du modéle

Considérons un systéeme déterministe a deux échelles de temps dont les variables lentes
x sont couplées aux variables rapides y par le biais de deux fonctions F' et f :

dx

_F

; 1(x,y), B1)
Y_-z T

dt - Ef( ’y)7

Notons p;(dx,dy) la densité du systéme a Uinstant ¢ positif. le paramétre strictement
positif €, petit devant 1, représentant la séparation d’échelle. L’équation de mouvement
correspondant au systéme dynamique (B.1) s’écrit alors :

dpy
P

ou le générateur infinitésimal £ du systéme peut se décomposer en la somme de deux
générateurs associés aux variables lentes et rapides

L= 2ot La = 10, ((2,0)) + s (Fla,)).

La méthode de Mori-Zwanzig est une méthode cherchant & obtenir une équation auto-
nome pour la densité réduite :

o) = [ .y = Ty ).

Dynamique réduite

Notons p.q(y|z) la densité stationnaire des variables rapides y ou les variables lentes x
sont supposées fixes (ce que nous notions p”(dy) dans la partie précédente). Remarquons
que par définition :

Lopaa(yle) = 0. (B.2)
Introduisons maintenant 'opérateur P de projection défini par
Ppe(,y) = paa(ylz)Try{pe} = paa(ylz)pe(z).

L’équation (B.2) permet d’écrire la relation suivante vérifiée par 'opérateur P

PLy = LoP = 0. (B.3)

Pour une fonction h de z et y, nous notons (h),q la moyenne de cette fonction selon
la densité stationnaire des variables rapides & variables lentes fixés

(Waa(@) = [ B p)omalyloddy = Jim £ [ hane/e.plo)at
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B.1. Présentation de la méthode

ou 'on a noté n(t,y|x) la solution de

dn(t, ylz)

dt :g(ifaﬁ(t>y|$))

de condition initiale 7(0,y|z) = y. La solution n correspond a ’évolution des variables
rapides les variables lentes ayant été fixées. Introduisons de plus la notation

Gadh(2,y) = h(x,y) = (h)aa ().

L’argument clef de la méthode de Mori-Zwanzig est donné par la formule de Duhamel
ou Dyson rappelée dans le lemme suivant.

Lemme B.1.1. (Formule de Duhamel ou de Dyson) Le semi-groupe engendré par L
vérifie

t
et[l* — etQﬁ* _J’_/ e(t—s)ﬁ*n])ﬁ*esgﬁ* ds
0

ou en version Fokker-Planck
t
e Et = 9kt +/ e P Le =8 g,
0
ot l’on a défini la projection Q@ comme Q =71 — P.
La théorie classique de Mori-Zwanzig permet alors d’écrire

(B.4)

{87;—5” = —PLPp +PL fot exp (—QLs)QLPe L= pds — PLe~ 2 Qp
Pt=0 = pP.

Le terme Le~2*Qp est de projection P nulle, et en utilisant 1’équation (B.3), nous
obtenons

ap _ ! _
pad§ = —pad Try {Lpaa(y|z)p:} + Pﬁl/ exp (—QLs) QL1 paa(y|z)pr—s(x)ds.  (B.5)
0 0
Premiére approximation : L’étape suivante nécessite de justifier de [’approximation

e~ 9Lt oQLot/e (B.6)

ou du moins de l’approximation suivante

t t
PL, / exp (— QL) QL1 paa(yle)Prs(z)ds ~ PLy / QL QL o (y]2)prs ().
0

0

Remarque. 11 n’existe pas & notre connaissance de justification mathématique de cette
approximation.
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Admettant cette approximation, nous pouvons alors écrire :

atﬁt<x) = _am(<f>ad(x)/5t(x)) + ag[Q@? €, .CU) - axh(E,t, :C)

avec

L(et, x) ::/0 Try {0aaf (2, 0(( = 8)/ €, yl2))0aa f (2, y) paa(y|2) } s (x)ds

L(et,z) = / Tty {0, (aa f (2, 1((t — 5) /e, 51))) F (2, 9)paa (912)} () ds.

Deuxiéme approximation : Si l'on suppose que la dynamique rapide a une vitesse
exponentielle de mélange, les fonctions de corrélation temporelle décroissent rapidement.
On peut alors approcher les précédentes intégrales et obtenir

Oupe(w) = —0: D1(2)pr(x) + 07 Da(w) pe() (B.7)

avec

Dy(z) = / " Gaaf @ n((t — 5)/6,y12))Faaf (. 9)aadls

Dy(x) = (f)aa + /000 (0 (0aaf (x, n((t = s) /€, ylx))) f (£, y))aads.

Heuristique pour la justification de la premiére approximation : ¢=@%t ~ ¢~ @Fot/e

Formule de Trotter-Kato Le terme e~ 9% peut s’écrire comme la limite lorsque n tend
vers l'infini de (e~ @f1t/ne=QFot/(M))n De plus, rappelons que PLy = 0 et donc que

QLy = Ly.
Approximation pour un petit incrément de temps Utilisons le développement sui-
vant e-@f1t/n = T — %Qﬁl + (%)2 (Q£1)2 — .-+ pour écrire que

/@(aﬁ, y) (e”QErt/me Lot/ (1, y)dy
=/¢($,y)6‘°t/e‘1’(x,y)dy
t n
-~ / O(x,y)e I QLy e FM W (2, y)dy
n k=0
()
_|_ —
n

Pour un indice k tel que 1 < k < n, séparons

2 n
> / O(z,y)e CTIDNQLie I QL e M W (x, y)dy+ - -

1,7=0

/ B, y)e Lo Q LM/ (1 y)dy
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B.1. Présentation de la méthode

en deux termes grace au développement de Q =7 — P
/ d(x, y)e*LO("*k)t/eQﬁle*&’kt/ﬁ\IJ(w, y)dy
= /q)(m,y)e“("k)t/fﬁleﬁokt/E\I/(x,y)dy
- / O, y)e LoPIep L e FOR g (1 ) dy
Le premier terme est de la forme :
/ Oz, y)e Lo f(x, y)e LR W (2, y)dy
_o, ( [ @ e e, y>dy)
= [ 0 (@ g)e 0 fa e I )y
tandis que le second s’écrit :
/Cb(x,y)e&)("k)t/fpad(y|x)/llleLOkt/G\Il(a:,y')dy'dy
= / (x, y)e 0 g (ylz)dy / Lie” MW (2, y)dy

- / B (i, y)e Lot (yla)dy , ( / f(ay)e—“o’“f/ewx,wdy)

Supposons que la dynamique des variables rapides vérifient des propriétés de mé-
lange de vitesse de mélange v. Les termes

[ Bl 0 e R )y
/ 0, (D, y)e L0 f(, y)e LMW (1, y)dy
[ e S w gy
peuvent alors s’exprimer comme
[ e sy [ gy o (kt)
/&; (D(x, y)e olmhe) f(w,y)dy/\lf(w,y)dy +v (kz)

[ sty [waaseo (i)
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Or rappelons que
\If(l’, y) = (I - P)ax [f(l’, y)pad(y|x)ﬁt—s($)]
= a:r [f(fL‘, y)/)ad(mx)ﬁt—s(x)] - pad(y‘x) /856 [f(fL‘, y)Pad(y|$)ﬁt—s<fE)] dy

= 0, @bl 0] = puslyl10, | [ S ppatoloitvp (o)
et done, nous obtenons que
[ vy =o.| [ e ppatioim. o)
= [ patolorso | [ s ipatsien.o) =0
Ainsi
/ O(z,y) (e Ert/me Lot/ () (2, y)dy

Z/q’(x,y)e“t/e\lf(x,y)dy

qu’il reste a intégrer en temps entre 0 et .
Que dire du comportement de la quantité :

%;/Otsy(k§>ds?

Deuxiéme approximation

Il s’agit de justifier ici sous quelles conditions sur ¢ et @ I'approximation suivante est

vérifice /Otl/f <t ; 8) o(s)ds ~ /OOO (0 (g) dsi(t).

Dans le cas de Mori-Zwanzig ¢(s) = p.(z) et ¥(s) ~ v(s) ot v représente la vitesse de
convergence des variables rapides vers leur mesure invariante.

B.1.2. Application a une dynamique hamiltonienne a deux
échelles de temps

Nous illustrons 'utilisation de la méthode de Mori-Zwanzig [Mor65, Zwa73| a 'aide
d’un exemple classique de systéme dynamique hamiltonien [JKRHO01, JGBT03, BJKR06,
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B.1. Présentation de la méthode

RJBKO07]. Considérons donc un systéme dynamique hamiltonien a deux échelles de temps
rapide (p, q) et lente (P, Q) engendré par 'opérateur hamiltonien suivant :

2 2

HP Q0 = ¢ (o +V7(0)) + V@) + s + Q. (B

Cet opérateur hamiltonien est composé d’un potentiel V, régissant les composantes ra-
pides, un potentiel V; régissant les composantes lentes et un potentiel V. de couplage. La
dynamique associée a cet opérateur hamiltonien est donnée par le systéme dynamique
suivant

P = _0o(Vi(Q) +Vi(@Q,9) = fr(Q,q),

Y= =: fo(P), (B.9)
b — 19 (Vilg) + eVa(Q,q) = 6,(Q,q),
g=12 =: gq(p).

Nous pouvons d’ores et déja donner les expressions de d,q fp

5adfP(Q7q) = _anad‘/;<Q7Q>v (BlO)

et de 0,4 f0
SaafalP) = 0. (B.11)

Ainsi la matrice Dy(P, Q) a pour composantes

DQ,QQ = 07
DQ,QP = 0 = DQ’PQy (B12)
Dy pp = fooo <8Q5ad‘/c(Q7 77q<t/67 (I’Q))acz(sadvc(@ q))aadt,

et la matrice Dq(P, Q)

Dig =1r (B.13)
D p= _0Q<‘/c>ad(Q) + Pfooo <5adaé)VC(Qv nq(t/€> q|Q))aadt.

Selon la théorie de Mori-Zwanzig [Mor65, Zwa73|, I’équation réduite de mouvement
vérifiée par les variables lentes de la dynamique est donnée par I’équation de Langevin
suivante

0Q = %
oP= - (8Q(Vc> a(@Q —|—Pf000 ad82 (@, my(s/e, q\Q)>addt) ds (B.14)
+ [ (00aaVe(Q, nq(5/€,4|Q))0q0aaVe(Q, ¢)) aadsd W,

Sous deux approximations & justifier, la méthode de Mori-Zwanzig permet donc de

justifier du modéle de Langevin. Les coefficients de friction et de diffusion peuvent étre
estimés & partir de la dynamique des variables rapides.
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B.2. Equation de Langevin pour les coordonnées
généralisées

Nous proposons ici une note bibliographique présentant une application [Akk06] de la
méthode de Mori-Zwanzig [Mor65, Zwa73| a la dynamique moléculaire.

B.2.1. Introduction

Partant du principe que les variables d’intérét sont celles du soluté et que les autres
contribuent au bain de chaleur, 'auteur utilise le formalisme des travaux de Mori et
Zwanzig [Mor65, Zwa73| pour réduire le nombre de variables du systéme et en déduire
les équations vérifiées les variables d’intérét. Il montre que les variables généralisées
obtenues ont le méme comportement qu'un systéme soluté/bain de chaleur modélisée
par une équation de Langevin généralisée. Nous présentons rapidement le contenu de
[AkkO6] afin d’illustrer comment le formalisme de Mori-Zwanzig [Mor65, Zwa73| peut
permettre de justifier ’équation de Langevin généralisée.

Dans un premier temps, 'auteur sépare les variables en deux ensembles : les variables
du soluté (lettres en grandes capitales) et les variables du solvant (lettres en petites ca-
pitales). Il décompose l'opérateur de Liouville associé au systéme en deux contributions
et introduit un opérateur de projection de type Mori-Zwanzig. Sous réserve des approxi-
mations classiques de ce formalisme, 'auteur calcule les équations du mouvement que
vérifient la dynamique projetée.

B.2.2. Coordonnées généralisées

Considérons un systéme particulaire de positions ¢, de moments conjugués p, de ma-
trice de masses M se déplagant dans un champ d’énergie de potentiel V(). L’opérateur
hamiltonien du systéme est donné par

Lo I
A =V(G,p) + 5p"M 'p,

et les équations du mouvement sont modélisées par

815(} — 8;3(%” — M_lﬁ,
Of = —0; H = —0;V

L’auteur décompose de 'opérateur de Liouville en deux contributions : la contribution
du soluté Lop et la contribution du bain de chaleur £,,.

B.2.3. Equation de Langevin généralisée

L’auteur introduit 'opérateur de projection suivant :

Pf=(f)= / FePH=)dgdp
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B.2. Equation de Langevin pour les coordonnées généralisées

ou dgdp = dgdp/h™, avec h la constante de Planck, n le nombre de variables du bain de
chaleur, et § température du bain de chaleur. La fonction H donnée par

H= —%m (/ e—Wdeﬁ)

agit comme un Hamiltonien sur le soluté, au sens o

(&R) — apH
(O,P) = —8oH

A laide de la formule de Duhamel, on écrit I'opérateur d’évolution sous la forme

t
eﬁt _ eﬁtp + e(I—P)L‘t(I o 7)) + / eﬁ(t—r)Pﬁe(I—P)Lr(z . P)dT
0

L’auteur effectue ensuite les approximations suivantes :

1. il suppose que les composantes du terme de dérive peuvent étre obtenues par
commutation des opérateurs de projection et d’évolution ;

2. il suppose de plus que les dérivées partielles des fonctions de corrélation peuvent
étre négligées devant les termes restants;

3. il suppose enfin que les fonctions de corrélation sont stationnaires.

Sous ces hypotheéses, il montre alors que les équations de mouvement sont données par
I’équation de Langevin généralisée suivante :

R = 0pH + 0 Ry — 3 [ (0:Ry(7)0:R5)OrH (t — 7) + (0: R (1)0, P})Op H (t — 7)dr,
OyP = —0rH + 0,P; + B [ (0P ()0 R})OrH (t — T) + (0,Py(T)0,P})0p H (t — T)dT

En ajoutant I’hypothése que les fonctions de corrélation décroissent sur une échelle
de temps sur laquelle O H et OpH restent stable, on obtient les équations de Langevin
(sans effets de mémoire) :

0Q =0pH +0,Q — B fooo <8tQ(T)8tQ*>dTaQH + 3 fooo <atQ(T)atP*>dTaPH7
@P = —3QH + 8tP + 6‘[000 <atP(T)3tQ*>d7'3QH +ﬁfooo <8tP(T)atP*>d7'apH

B.2.4. Conclusions

Dans la forme originale de I’équation de Langevin, les effets du bain de chaleur per-
sistent uniquement & travers le coefficient de friction et la force aléatoire. Le formalisme
avec opérateur de projection montre qu’en partant d’'une structure hamiltonienne il est
possible de se ramener & des équations de mouvement pour le soluté de type bain de
chaleur. Ceci permet d’expliquer pourquoi I’équation de Langevin ordinaire a une struc-
ture asymétrique ol positions et moments sont traités différemment : les moments sont
soumis a un bruit aléatoire alors que les positions ne le sont pas.
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De plus, il doit étre possible d’obtenir des équations de Langevin pour d’autres coor-
données que les coordonnées cartésiennes (par exemple angles dihédraux). Pour analyser
les vélocités aléatoires, une option peut étre d’approcher ces vélocités par leur moyenne
en temps sur les simulations de dynamiques contraintes. La corrélation en temps des
fluctuations peut alors donner des informations sur la matrice de friction de I’équation
de Langevin.
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Résumeé

Cette thése présente deux sujets de recherche indépendants concernant ’application
de méthodes stochastiques a des problémes issus de la dynamique moléculaire. Dans la
premiére partie, nous présentons des travaux liés & 'interprétation probabiliste de I’équa-
tion de Poisson-Boltzmann qui intervient dans la description du potentiel électrostatique
d’un systéme moléculaire. Aprés avoir introduit I’équation de Poisson-Boltzmann et les
principaux outils mathématiques utilisés, nous nous intéressons a 1’équation linéaire pa-
rabolique de Poisson-Boltzmann. Avant d’énoncer le résultat principal de la these, nous
étendons des résultats d’existence et unicité des équations différentielles stochastiques
rétrogrades. Nous donnons ensuite une interprétation probabiliste de 1’équation non-
linéaire de Poisson-Boltzmann sous la forme de la solution d’une équation différentielle
stochastique rétrograde. Enfin, dans une seconde partie prospective, nous commencgons
I’étude d’'une méthode proposée par Paul Malliavin de détection des variables lentes et
rapides d’une dynamique moléculaire.

Abstract

This thesis presents two independent research topics. Both are related to the appli-
cation of stochastic problems to molecular dynamics. In the first part, we present a
work related to the probabilistic interpretation of the Poisson-Boltzmann equation. This
equation describes the electrostatic potential of a molecular system. After an introduc-
tion to the Poisson-Boltzmann equation, we focus on the parabolic and linear equation.
After extending an existence and uniqueness result for backward stochastic differential
equations, we establish a probabilistic interpretation of the nonlinear Poisson-Boltzmann
equation with backward stochastic differential equations. Finally, in a more prospective
second part, we initiate a study of a slow and fast variables detection method due to
Paul Malliavin.

Mots-clefs

Dynamique moléculaire - Equation de Poisson-Boltzmann - Equations différentielles
stochastiques rétrogrades - Opérateur sous forme divergence.

Key words

Molecular Dynamic - Poisson-Boltzmann equation - Backward Stochastic Differential
Equations - Divergence Form Operator.



