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imaginer?), aux-choses-a-remplir-que-j’y-comprends-

1 La suite de cette partie est particulitrement
ésotérique et chargée de violence. Nous prions le
lecteur sensible de passer au chapitre suivant et, en
tout cas, d’éloigner les enfants.

rien et aux petits soins, Franck-aux-trois-cing-cents
(“Y’a pas quelqu’un qui pourrait me filer 500 Mégas,
500 jours de calcul non-stop et 500 Kilo-Francs, c’est
pour LE film?”), Genevigve au langage évolué et a la
recherche de publis plus vite que son ombre, Zhi-Gang
aux baguettes déformées librement, Ghassan au cédre
taciturne, Christine aux platres grecs, Christian B. au
systéme expert, Christian dB. au PostScript et au
débogueur de debugger avec bugs et bunnies, Pierre
O.K. et sous la pression d’Archimede, Paul A ‘les
normes x400' (enfin, j’suis pas allé voir...),
/bin/mail/Bernard/Kaddour au sfooler pou, You aux
boites partagées sans compter, Jacqueline au lancer de
rayon aux p’tits misés, Didier a I’interface humaine et
aux petits plats divins, Antoine au serveur complice,
Clément au schtroumph Pascalien parce qu’il n’aime
pas le C, Jori au compilateur... d’histoires, Ehoud 2
I’hélicon (ma mére...) et au fluent Unix, Yolande aux
calculs algébriques, Roland aux graphes repétables (?),
Dominique au zozotement parenthésé et aux ‘mph, ¢a
doit pas étre difficile’ (“il vaut mieux que tu me
répetes dans R2, au cazol j’aurais pas tout compris
dans R"”), Annie aux transputers, aux architectures
pleine de machines et au kleenex les jours de grandes
marées, et last but not least, J.J-1a-science-f(r)iction
1a répartie qui tue (enfin, trois heures aprés, quand on
I’a comprise, avant, on fait juste semblant d'étre
mort).

Un merci, encore plus spécial, 3 Michel (B),
pour m’avoir montré la voie RS232 un jour de
désespoir A ne pas sortir un maitre-auxilaire de son
Alma Maternelle et pour le million et demi de
réponses a des questions dont je n’irnaginais méme pas
I’existence, & Jean-Marie pour avoir mis des panneaux
indicateurs au cas ol je n’aurais pas vu la sortie
d’urgence, A Michel (J) pour m’avoir fait retourner sur
le premier coefficient de forme qui passait, 2 Michel
(R), Bésicovitch, Blachke et N.S. 1500 pour avoir
tramé hexagonalement mon changement de destinée, et
a I’Education Nationale pour m’avoir tellement aidé a
ne pas résister.

Merci a Ritchie et Kernighan, 3 Van Newman,
a Boole, 2 Ada Byron, a Berkeley System V et 2 mon
Mac favori. Merci & Fred et Coramine pour quand
I’hypo glycémait... Merci & Murphy pour “if you're
feeling good, dont worry; you’ll get over it”.
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Merci aussi & Marie-José & Jean-Jacques, Ray-
mond, Jean de Guyane, Pierrot & Colette, Jacqueline
(S), Michele & Anais, Christiane & Frater, Georges
& Nina, Rafaéle et Gilles, Adriana & Mario, Jean-
Christophe et Claude, Guy, René et Marguerite, Chris
& Mary, Sally, Patrick, Marcel & Jean, pour le
bonheur de leur amitié et pour avoir réprimé leurs
baillements quand j’étais lancé dans de si
‘passionnantes’ envolées.

Merci a toute ma famille pour avoir accepté que
je sois perdu pour ’humanité pendant quatre ans, a
Prisca pour ces longues promenades ol tu m’as racon-
té ta vie de chien, Titou pour les coups de pattes a la
souris.

Malheureusement, les mercis ne suffisent pas a
se faire pardonner les soirées, les journées, les week-
ends, les fétes, les ponts, les congés et parfois les
vacances, passés romantiquement a écouter le clapotis

toujours recommencé... des touches sur un clavier.
Rassure-toi Alice, toi aussi petite grande Hélene et toi,
Gilles: votre enfer est fini; il n’y a plus de Thése
d’Etat, juste des tas de theéses...

Merci, enfin, 2 G. Mahler, K. Ferrier, Ludwig
Van B., B. Dylan, The Beatles, The Police, Euryth-
mics, M. Knopfler, J. Clegg, Sting, Ry Cooder, R.
Newman, G. Brassens, Renaud, W. Allen, M. Cimi-
no, Spike Lee, le numéro 6, Tony, Angela, Samantha,
Jonathan & Mona, P. Desproges, Coluche, Monty
Python, Andy Capp, Asimov (I’humoriste), The
Newcastle Brown Ale et le Jurangon pour avoir fait
tant de bien 12 ou ¢a fait:

$ cd/
$ rm *

Oops
$ Oops not found
$ not found not found

krouik...
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Cette theése est organisée en deux parties complétement
disjointes. La premiére partie est constituée du chapitre I,
consacré a la présentation du travail qui a servi de support
d’implantation aux idées développées. On y trouvera une
description générale du travail de base effectué en deux ans
sur une application de modélisation hiérarchisée de terrain
pour un simulateur de vol.

La seconde partie couvre les chapitres IT & VI et présente les
concepts théoriques qui se sont dégagés de 1’étude pratique
précédente. 11 faut y voir une tentative de formalisation des
probleémes que I’on rencontre dans la structuration de don-
nées abstraites, comme un graphe hiérarchique.

Le chapitre II, L’art de couper les segments en quatre,
présente, comme premier contact avec les difficultés liées
aux calculs exacts, une méthodologie permettant d’optimi-
ser de maniere notoire les procédures d’intersection de
segments dans le plan. Il n’y a derri¢re cette opération
aucune difficulté théorique, mais on constate vite que la
méthode traditionnelle est loin d’€étre optimale. C’est a partir
de cette procédure qu’a pu germer la notion d’‘arithmétique
réticente’.

Le chapitre III, Imprécisions arbitraires, traite des difficul-
tés inhérentes a I’emploi de calculs de précision finie en
géométrie algorithmique. On y trouve les principales
sources d’échec et une présentation des solutions couram-
ment adoptées pour pallier ce probléme.
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Le chapitre IV, Précision Arbitraire, introduit une méthode
mixte de résolution des problémes d’imprécision en
suggérant que 1’on fasse les calculs & deux niveaux: tant
que la précision de la machine est suffisante, on effectue les
calculs en précision résidente et de¢s que celle-ci devient
incapable de permettre les décisions, on passe aux calculs
en arithmétique exacte.

Ceci permet, si I’on prend la précaution de toujours créer
les objets a I’aide de I’arithmétique exacte, de garder une
cohérence totale dans la topologie des données tout en
limitant de manié¢re trés conséquente le volume de calculs en
arithmétique exacte.

Le chapitre V, Contraintes, Dépendances, Hiérarchies et
Priorités dans un Graphe, présente les opérations néces-
saires a la gestion de graphes hiérarchisés et dotés d’une
relation d’ordre sur les objets.

Le chapitre VI, Facétisation avec contraintes, donne une
description d’une technique incrémentale de triangulation de
Delaunay contrainte de complexité optimale. L’accent est
mis sur les différentes définitions que I’on peut donner de
cette opération et la solution apportée représente une simpli-
fication de la célebre méthode ‘diviser pour résoudre’.



Research is what I am doing when

I don’t know

what I am doing...

Wernher von Braun

PeerAce

En informatique, on rencontre deux types de problémes:
ceux qui conduisent & des solutions simples et ceux qui
conduisent & des solutions complexes. L’algorithmique, a
mon sens, est ce chainon qui doit ceuvrer pour rendre toute
solution complexe, simple. La géométrie algorithmique se
doit encore plus de répondre a cette attente, car son
domaine d’application est souvent notre environnement
physique quotidien, dans lequel il n’est pas facile de se
contenter de solutions qui ne soient pas de ‘bon sens’.

1l paraissait, par exemple, dur d’accepter qu’il n’existe pas
d’algorithme simple pour construire 1’enveloppe convexe
d’un polygone. La géométrie algorithmique a franchi des
barriéres virtuellement insurmontables, il y a dix ans, et
c’est souvent parce que des chercheurs ont réussi a
simplifier certains concepts au maximum, dés qu’ils les
maitrisaient mieux, afin que d’autres concepts plus
complexes puissent, a leur tour, en bénéficier. La simplicité
n’est, en fait, jamais synonyme de facilité!

Il y a une sorte de ‘loi de la mati¢re’ informatique: toute
question simple devrait obtenir la réponse la plus simple
possible. Tant que la réponse parait plus compliquée que la
question, il faut remettre 1’ouvrage sur le métier et de nou-
veau chercher plus simple.

Certains parmi nous ont pour vocation de prouver qu’un
probléme réputé difficile admet une solution. Ceux-1a per-
mettent des miracles. D’autres ont la vocation de dégager
tous les éléments qu’ils peuvent pour faire progresser la
solution trouvée sur la pente de plus forte simplicité.

J’ai toujours cru en cette méthodologie et je pense que cette
thése en est une manifestation. Elle contient, parmi les
résultats présentés, certains dont on peut penser qu’ils sont
des affinements de solution déja publiées.
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A ce titre, le dernier chapitre, qui présente aussi des
solutions nouvelles & un probléme ancien, est une tentative
d’unification de trois solutions autour d’une méthode
incrémentale, comme il existait déja une unification de ces
trois solutions autour de la célebre méthode ‘diviser pour
résoudre’.

Les responsables du projet sous-tendant cette thése ont
donné beaucoup de leurs idées d’hommes de terrain pour
permettre au chercheur que je suis de trouver des solutions
pratiques. Ceci a été fait dans un premier temps, sous
forme d’une application opérationnelle et validée en
grandeur réelle. La tdche qui m’incombait était ensuite de
généraliser les résultats obtenus par des méthodes plus
universelles, en bref, de prendre du recul par rapport aux
algorithmes trouvés.

Il y a naturellement deux raisons a cela: la premiére est liée
a la confidentialité des méthodes utilisées. Le projet a des
concurrents et il serait un peu dangereux de trop laisser
transparaitre des techniques mises au point. Je tiens
d’ailleurs a rendre hommage ici a la compréhension qu’ont
montré les cadres de la SOGITEC concernant la publication
de cette these!

La deuxiéme raison est que le contenu d’une thése ne peut
pas étre limité & un codage d’algorithmes, mais nécessite
une réflexion plus générale, qui permette & chacun de
percevoir les modeles de conception sous-jacents.

L’effort a donc porté sur une formalisation des concepts qui
se sont présentés dans 1’approche initiale, le ‘premier jet’.
La plupart des algorithmes formels présentés dans cette
thése ont eu une origine plus pragmatique, parfois non
optimale, ou sont des prolongements de méthodes que
I’expérience a montré trop limitatives. Certaines réflexions
permettent d’envisager une refonte totale des techniques
appliquées jusqu’ici et une généralisation d’assez grande
envergure.

Que les contingences matérielles et industrielles permettent
ou non de faire évoluer 1’existant vers le suggéré dépasse le
cadre de réflexion qui est celui de cette thése. Il m’a semblé
que les idées auxquelles celle-ci aboutit méritaient d’étre
mises en valeur pour elles-mémes et c’est dans cet esprit
qu’elles ont été décrites.
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Ce premier chapitre a pour but de décrire le cadre de travail
qui a inspiré le reste de la présente thése. Les algorithmes
proposés et les méthodologies que 1’on trouvera au cours
des chapitres 4 venir, sont tous nés des réflexions qu’a
inspirées le travail décrit ici. Deux années de travail sont
entrées dans le processus et ont permis d’apporter le
chainon manquant a une chaine de simulation de vol.

Toutes les idées de cette thése ont d’abord été codées afin
d’obtenir une solution le plus rapidement possible, dans un
contexte industriel, a3 des problemes assez volumineux.
Seulement apres a-t-il été possible de commencer A tirer les
enseignements naturels des problémes rencontrés. Tous les
chapitres qui suivent celui-ci ont résolument pour principe
de tenter de généraliser les notions abordées ‘sur le terrain’
et d’apporter des éléments de réponse théorique aux
problémes rencontrés. Il existe une certaine distance entre
les algorithmes qui ont été implantés et les solutions
beaucoup plus générales et souvent mieux adaptées que
proposent les chapitres 2 a 6...

On trouvera dans le chapitre présent quelques illustrations
qui sont de simples témoins du travail accompli. Elles
permettront peut-étre au lecteur le moins gagné a la
géométrie algorithmique de voir que ce domaine permet de
réaliser des applications grandeur nature et qui marchent
(ou devrais-je dire volent ?) ...
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I.A.

I.B.

I.B.1

LA CHAINE DE SIMULATION

DONNEES

Le travail qui sous-tend cette theése est parti d’un contrat entre 1’Ecole
Nationale Supérieure des Mines de Saint-Etienne et la société d’électro-
nique SOGITEC (Rennes et Boulogne Billancourt), dans le cadre du
projet SINDBAD, qui vise & créer les bases de données d'images de
synthése nécessaires aux simulateurs.

SOGITEC ayant développé depuis plus de dix ans une machine de
visualisation extrémement sophistiquée, la G.I. 10 000, permettant 1’af-
fichage par tampon de profondeur (z-buffer) de 10 000 polygones tri-
dimensionnels en un cycle, les besoins se sont fait sentir de disposer
d’un gestionnaire de terrains perfectionné.

Les données proviennent de différentes sources (géographiques,
fichiers D.M.A,, etc...) et de différents modules, comme, par exemple
le modeleur 3D qui permet la réalisation de volumes (maisons, bati-
ments, etc) et le modeleur de terrain qui permet la ‘fabrication’ de
I’apparence de la zone représentée (relief, textures, paysages).

La cohérence de ces données est ensuite vérifiée et, si tout se passe
bien, celles-ci sont transmises au module de facétisation qui doit tout
rendre sous forme de triangles.

Un module d’édition de facettes permet d’éventuelles rectifications
de détail afin d’obtenir le résultat le plus proche de ce que désire 1’uti-
lisateur. Toutes les opérations qui viennent d’étre décrites se passent en
dehors de la simulation et ne doivent pas, heureusement, &tre exécutées
en temps réel... Celles-ci sont effectuées sur des Iris 4D (Silicon Gra-
phics) et le module de facétisation a été congu sur une station Sun 3115.

Le simulateur est composé d’une cabine sphérique sur les parois de
laquelle les images projetées par la G.1. défilent en temps réel. Ceci
veut dire que 1’on doit étre capable d’extraire les informations extréme-
ment rapidement des bases de données afin de rester en phase avec la
vitesse de déplacement simulée de 1’avion. Chaque fois qu’il est
nécessaire, on doit aller chercher, en temps réel, un bloc d’ extraction
dans la base de données afin de permettre la visualisation de la zone au-
dessus de laquelle parvient I’avion.

L’application peut aussi bien servir & des simulations au sol
(conduite automobile, déplacements dans une zone urbaine, etc),
comme le montrent certaines des illustrations de ce chapitre.

Domaines

Comme les bases de données utilisées sont immenses (certaines
couvrent plusieurs dizaines de milliers de km?), il est nécessaire de
segmenter les zones 2 traiter en ‘domaines’.

Fondamentalement, un domaine est un rectangle destiné a contenir
toutes les données que le module de facétisation (qui sera naturellement
privilégi€ ici) devra traiter.
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Aucune donnée ne peut, a I’heure actuelle, étre autorisée a sortir
d’un domaine. L’origine de chaque domaine se trouve dans le coin
inférieur gauche.

Les domaines sont en général bordés par huit domaines voisins, sauf
les domaines ‘du bout du monde’. Toute donnée qui serait partagée par
la frontiére de deux domaines adjacents doit étre vérifiée de part et
d’autre, dans une phase de post-traitement de la facétisation.

Altimétries

Sur I’ensemble des domaines est plaquée une grille altimétrique rectan-
gulaire qui les recouvre tous, et est structurée en tableau de cellules de
taille fixe. Chaque carreau qu’elle contient porte une altitude aux quatre
coins. Ces altitudes proviennent de relevés divers et traduisent le plus
fidelement possible le relief sous-jacent.

Pour connaitre 1’altitude de tout point, il suffit de localiser le carreau
de grille dans lequel il se trouve et d’interpoler son altitude sur les
quatre connues autour de lui (sauf sur les lignes de la maille ou l'inter-
polation se fait sur un c6té seulement et aux sommets de maille ou le
calcul est direct). La figure 1.1 donne un exemple de ce principe.
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Figure I.1. Interpolation bi-linéaire d’altitude.

Sur cette figure, le plan de référence est indiqué comme ayant I’altitude
zéro. C’est le plan qui sera toujours noté P dans la suite de cette these,
et qui contient la projection bi-dimensionnelle de tous les objets
contenus dans un domaine. On trouve un carreau de grille altimétrique a
la croisée des chemins de quatre génératrices de la grille. Chaque coin
du carreau a une altitude propre ce qui permet de visualiser un carreau
de surface ‘altimétrique’ dans 1’espace. Les cOtés de ce carreau de
surface sont des segments de droite et chaque point d’un c6té a une
altitude interpol€e sur celles des deux coins de carreau que le c6té relie.
L’altitude de tout point situé a I’intérieur d’un carreau de surface
altimétrique est interpolé sur les deux directions génératrices. Cette
opération porte le nom d’interpolation bi-linéaire.

Le c6té du domaine le plus proche de 1’observateur sur la figure 1.1
portera en général I’axe des abscisses et le second 1’axe des ordonnées.

Filtres et extrema

Afin de ne pas avoir trop de données, il est nécessaire de ‘filtrer’ les
altimétries: pour prendre un exemple simple, si les données proviennent
de relevés aériens, on risque d’avoir un échantillonnage d’altitude treés
régulier, disons tous les soixante meétres. Si la zone représentée est
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montagneuse, ceci est 2 la limite sous-échantillonné, mais si elle
représente une plaine ou un lac, il y a de grandes chances pour que les
informations soient vraiment redondantes.

Un module de filtrage permet donc de réduire 1’échantillonnage des
altimétries, lorsqu’il est besoin.

Les premicres données, les plus simples aussi, sont constituées par
les extrema altimétriques. Ce sont des points isolés ou qui se trouvent
sur la frontiere d’autres objets. Ils correspondent donc a des points
remarquables du relief, ou servent & marquer ou a ‘forcer’ certains traits
de relief car leur altitude peut, en pratique, étre altérée par I’utilisateur.

I.B.3  Les lignes de relief

Lorsqu’on désire, pour des raisons géographiques ou liées a la
représentation des terrains (pour établir, par exemple, des frontiéres
franches entre deux faces de terrain), forcer le relief naturel a suivre
d’autres pentes, on peut recourir aux lignes de relief.

Un tel objet est constitué d’un ensemble de segments consécutifs;
chaque segment a deux extrémités qui sont, en fait, des extrema
altimétriques. L’altitude de tout point a la verticale d’un segment de
relief est interpolée sur ce segment. Pour prendre un exemple simple, la
figure 1.2 montre comment une ligne de relief permet de ‘raboter’ ou de
‘relever’ le terrain sur son passage.

Figure L.2. Influence d’une ligne de relief.

Sur le haut de 1a figure on trouve une ligne de relief constituée de trois
segments consécutifs le long de 1’axe des x, perpendiculairement a I’axe
des ordonnées. On a aussi représenté un ‘carreau de terrain’, symbolisé
par un section pratiquement plane. A la verticale du passage de cette
ligne de relief, 1’altitude des points du carreau de terrain est abaissée ou
relevée, suivant les circonstances, alors que les autres bords du terrain
restent inchangés.
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A partir de maintenant, le terme ‘a la verticale’ doit se comprendre
comme ‘paralleélement A la direction de projection sur le plan de
référence’; cette direction est celle des cotes (altitudes), ou axe des z.

Chaque chaine de relief (qui peut étre réduite & un segment, mais
reste toujours connexe) permet de réaliser des travaux de gros-ceuvre
(aplanissement de terrain, vallées en U, remblais, déblais, etc).

I1.B. 4. Cadastre

Aspect et forme

Champs

La modélisation de paysages exige que 1’on puisse représenter les
terrains a la fois du point de vue de leur géométrie et d’autre part du
point de vue de leur aspect physique.

Chaque objet qui va €tre présenté a partir de maintenant aura une
texture propre. Cette texture permet d’identifier le type d’objet modélisé
(champs, foréts, routes, étendues d’eau, riviéres, batiments). Lorsqu’il
n’y a rien quelque part (1), le domaine sous-jacent est apparent et sa
texture correspond a ce que 1’on appellera la friche. Cette texture est la
seule qui soit définie par défaut. Elle dépend évidemment du contexte:
la friche autour d’une ile a vraisemblablement la texture d’une étendue
d’eau, alors que la friche autour d’une oasis a plutdt 1a texture d’un sol
désertique, etc.

Les textures sont connues de 1’application sous forme de ‘biblio-
théques’ et il est essentiel que les faces obtenues a la fin de la facé-
tisation réferent toujours exactement a 1’élément de bibliothéque auquel
référait initialement 1’objet donné en entrée.

Tout domaine, en plus des extrema et des chaines de relief, contient
une série d’objets polygonaux simples pour matérialiser les formes les
plus générales des €léments constituant un paysage.

Les objets polygonaux ne constituent pas forcément un pavage du
domaine courant, car ils ont le droit de se chevaucher afin de permettre
une interface plus conviviale. Malgré tout, le domaine contient tous les
objets polygonaux, et le complémentaire de 1’union de ceux-ci est
simplement la friche.

Les lois qui régissent I’intersection des objets polygonaux seront
présentées un peu plus loin.

Les champs (ce terme désigne en fait un polygone fermé et simple
autorisé a contenir d’autres éléments) constituent la majeure partie des
zones non urbanisées. Un champ est représenté par un polygone tri-
dimensionnel, que 1’on désignera par le nom de f-polygone (flexible
polygons). Chaque sommet de la fronti¢re d’un f~-polygone est un point
fixe, dont ’altitude est calculée sur la grille altimétrique.

La texture de chaque f-polygone permet de refléter le type d’activité
qui I’accompagne (culture, végétation, place publique, mer, etc).
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Bdtiments

Les constructions humaines (maisons, batiments, ensembles d habita-
tion ou zones d’activité) sont créées a 1’aide du modeleur 3D. En ce qui
concerne le module de facétisation, ces objets sont des polygones, que
nous appelerons h-polygones (hard polygons), dotés de propriétés tres
particuliéres et restrictives.

En premier lieu, ils ont, comme les f~polygones, des sommets de
frontiere fixes. Mais il se comportent comme des trous: les faces qui
sont attachées aux objets de cette classe, proviennent toutes du mode-
leur 3D et ne sont pas manipulées par le module de facétisation.
L’intérieur d’un A-polygone est donc résolument vide: il ne peut rien
contenir. Sa frontiére ne doit pas étre remise en cause par d’autres
objets car les facettes volumiques délivrées par le modeleur 3D ne
peuvent pas prévoir d’autres points sur la base que ceux qui ont été
calculés a la construction, bien avant la facétisation d’un domaine.

Ceci est li€ au fait qu’un méme objet ‘dur’ peut servir a plusieurs
endroits dans un ou plusieurs domaines. Si I’on accepte des intersec-
tions entre ces objets et d’autres d’un domaine, on s’expose a 1’appar-
ition de T dans le voisinage des points d’intersection indésirables: un tel
T provoque des incohérences entre les sommets de facettes prévus (en
sortie du modeleur terrain) et ceux ‘livrés’ par le module de facétisation.

L’altitude des A-polygones ne se calcule pas comme celles des f-
polygones. Pour comprendre pourquoi, examinons la figure 1.3.

Figure 1.3. La maison dans la montagne...

On désire implanter (c’est le mot) un batiment sur un pan de colline.
Les régles habituelles de la magonnerie imposent que les plans définis-
sant le volume du batiment utilisent les trois directions principales de la
base de I’espace, alors que les lois qui régissent la géologie de la colline
n’ont que faire du fil & plomb! Une solution consiste a ‘enfoncer’ la
maison suffisamment profondément pour étre certain que les quatre
sommets les plus bas du batiment de la figure soient bien tous en-
dessous du point localement le plus haut de la colline.

Une autre solution, qui est celle retenue ici, est de considérer un
point spécifique, dit point de pose, qui soit cohérent avec I’altitude
moyenne au voisinage du batiment, et qui impose son altitude a tous les
sommets définissants la frontie¢re du h-polygone de base. Ainsi, le
terrain sous-jacent (la colline) se ‘moule’ sur le contour du polygone de
base du batiment.
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Arbres

11 existe des h-polygones spéciaux qui n’ont pas de socle polygonal,
mais seulement un point de pose. Les arbres en sont un exemple. Mais
il est aussi possible qu’un méme objet soit considéré avec ou sans son
socle polygonal: quand une scéne est vue de trés loin, le niveau de
détail qui I’accompagne est assez grossier, et il suffit que les maisons,
par exemple, soient symbolisées uniquement par leur point de pose.

En tout état de cause, les h-polygones sans socle se rangent
résolument dans leur classe mere, mais leur influence sur la géographie
du domaine est identique & celle des extrema altimétriques. Les facettes
relatives a ces objets, si elles existent, proviennent du modeleur 3D, ce
qui explique leur classification parmi les 4-polygones.

Routes, rivieres, elc...

Pour représenter les routes et les riviéres, en général les objets de
largeur presque invariante et de trés grande longueur, il a été choisi
d’utiliser un dernier type de polygones, d’une gestion particuli¢rement
délicate: ce sont les s-polygones (snake polygons). Ces objets sont
définis par des segments de contrdle dont les extrémités ont des
altitudes calculées sur la grille altimétrique et par une largeur fixe (s).
On ‘expanse’ ensuite ces segments de fagon a obtenir un polygone
(quand la construction est possible) de largeur constante 2s. On obtient
ainsi une bande polygonale de points qui, en projection sur le plan de
référence, sont tous situés exactement a la distance s d’un point au
moins du segment de définition auquel il est attaché.

Si I’on tire une perpendiculaire en un point d’un segment de
définition de s-polygone hors d'un virage, on trouve deux points a
égale distance, dont 1’altitude est celle du point choisi. Les arétes
constituant la frontiére de ces objets s'appellent des génératrices. La
figure 1.4 montre un exemple de s-polygone.

Figure 1.4. s-polygone et projections d’un point sur les génératrices.

La figure suggére que pour résoudre les probléemes posés par les ‘vira-
ges’, on fasse appel a des paliers horizontaux; ceux-ci nécessitent que
I’on modifie quelque peu I’altitude des s-polygones autour des points
de rotation et de tronquer les arcs de cercle représentant les points a
distance s de ceux-ci en figures ‘vectorisées’. Il est important de se
rappeler que les s-polygones ont des sections droites de trés grande
longueur (entre 50 et 1000 metres pour donner un ordre de grandeur),
sont tres fins (quelques meétres seulement) et donc que les modifications
suggérées par la figure sont assez peu visibles.
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Les virages des s-polygones sont problématiques, mais leur intersec-
tion avec d’autres objets est encore plus complexe, comme on le verra
sur certaines figures plus loin.

I1.B.5. Priorités

Pour que tous ces objets, dont on a déja dit qu’ils provenaient de source
a priori déconnectées, puissent coexister en harmonie, il est nécessaire
d’établir entre eux des priorités. On associe donc a chaque objet un
vecteur numérique dont la premiére composante est la classe de 1’objet.
Par dela I’ordre dans lequel ces classes sont rangées, leur priorité
relative dépend de I’opération en cours. Ceci sera explicité plus loin.

La deuxiéme composante du vecteur de priorité est le rang dans la
classe. Deux objets d’une méme classe ont des priorités différentes. Par
exemple, une route est forcément moins prioritaire qu’une voie ferrée,
une route nationale qu’une autoroute, etc.

Pour le cas ou plusieurs objets de méme classe et de méme rang se
couperaient (ceci est parfois dii au fait que 1’utilisateur a laissé ce détail
dans I’ombre), un autre champ, qui contient le numéro d’ordre dans la
liste des données, permet de lever toute ambiguité et d’affirmer que
deux objets de la base ne peuvent jamais avoir le méme vecteur de
priorité. Ainsi, on a une relation d’ordre strict totale sur 1’ensemble des
objets d’un domaine, et donc sur les ensembles de segments ou de
sommets qui les composent. Par conséquent, si deux segments
s’intersectent et ont le méme vecteur de priorité, ils proviennent de la
méme frontiere polygonale, ce qui normalement interdit.

Ceci permet aussi de codifier les autorisations et les interdictions
relatives aux objets: on pourra interdire que telle classe d’objet (ou tel
objet de tel rang dans une classe) chevauche, soit adjacent ou occulte tel
autre objet. On aura ainsi un code complet des opérations licites, génan-
tes ou inhibantes.

Toute opération inhibante est signalée a I’utilisateur afin qu’il y
remédie apres 1’arrét forcé de 1’exécution. Les opérations génantes
(illicites, mais pas inhibantes) sont aussi signalées afin que 1’utilisateur
statue sur leurs cas, mais 1’exécution n’est pas interrompue.

'I.B.6. Sémantique des objets

Ce terme désigne le fait que, suivant leurs classes, les objets d’un
domaine interagissent de maniére contr6lée par un ensemble de regles
lies au sens de 1’opération visée pour les deux objets.

Par exemple, si une route rencontre le bord du domaine et si cette
éventualité coincide avec une extrémité finale de chaine de définition,
alors il faut prolonger le profil de la route jusqu’a épouser parfaitement
le bord de domaine correspondant. En revanche, si la méme route
rencontre le bord du domaine en un point constituant un virage, alors il
peut étre nécessaire de vérifier si le domaine voisin peut accepter ce
phénomeéne et de terminer la route de maniére différente.
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De méme, si une extrémité de route se termine en plein milieu de la
friche ou d’un champ, on arréte le s-polygone perpendiculairement au
dernier segment de définition, alors qu’en revanche, on peut désirer
’arréter différemment si le dernier point de définition de la route
coincide avec un point de définition d’un contour polygonal.

Il y énormément de cas a considérer, et il n’est pas question de les
lister ici. On peut se permettre de parler de sémantique parce que
I’analyse de chaque cas est faite en fonction du sens que revét chaque
opération, selon des régles qui varient elles aussi en fonction des
circonstances dans lesquelles elles sont appliquées.

Prenons, par exemple, le cas de I’intersection d’une ligne de relief et
d’un s-polygone: si I’intersection a lieu avant 1’expansion de ce demnier,
la ligne de relief plaque son altimétrie sur le segment de définition du s-
polygone qu’elle intersecte. En revanche, si une telle intersection est
constatée apres que les s-polygones ont été expansés, les lignes de
relief ne doivent plus (pour des raisons qui seront explicitées plus loin)
rencontrer les fronti¢res de ces objets: on doit inhiber 1’opération et la
déclarer génante.

De méme, I’adjacence de deux objets, I’inclusion d’un objet dans un
autre, peuvent étre parfois licites, parfois illicites, suivant le contexte
dans lequel celles-ci ont lieu.

I.C. RESTRUCTURATION DES DONNEES

Le premier travail A effectuer est de retrouver une organisation logique
dans cet ensemble non structuré de données. On doit procéder dans
I’ordre suivant:

| organiser les données polygonales et les données de
relief par listes de sommets et d'arétes;

2 ranger chaque liste parmi les éléments de sa classe, & la
place indiquée par son rang;

3 intersecter les segments de définition des s-polygones et
les lignes de relief;

N

expanser les s-polygones;

S découvrir toute intersection entre deux segments ou un
segment et un sommet Isolé, toutes catégories confondues;

6 reconstruire les faces de maniére cohérente en interdisant
tout chevauchement;

7 retrouver toutes les inclusions entre les objets du domaine,
celui étant, en principe, I'objet maximal au sens de
linclusion.

8 calculer les altitudes définitives.

Donnons quelques explications concernant certaines de ces étapes.
L’étape 3 est liée au fait que I’influence d’une ligne de relief pourrait
avoir des conséquences fiacheuses sur le profil d’un s-polygone.
Prenons le cas de la figure 1.5.
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Figure L.5. Intersection d’une ligne de relief et d’un s-polygone expansé.

Autant I’'influence des deux points d’intersection entre le segment de
définition central du s-polygone et de la chaine de relief parait
cohérente, autant le premier et le dernier segments de la chaine risquent
de faire perdre la planéité des trongons de s-polygone qu’ils
rencontrent. On décide donc, pour €éliminer tous les probléemes, de
procéder a une pré-intersection entre chaines de relief et segments de
définition de s-polygones seulement, de projeter un point sur chaque
génératrice correspondante afin de lui faire partager 1’altitude interpolée
du méme point d’intersection, et d’ignorer, aprés expansion des s-
polygones, toute intersection entre les chaines de relief et les segments
de fronticre expansée des s-polygones. Ainsi, le role des lignes de relief
est limité & un voisinage local de ces intersections et les résultats obte-
nus sont bien plus contrdlables que dans une situation plus laxiste.

L’étape 5 est primordiale, car c’est elle qui permet de retrouver
entieérement toutes les arétes utiles du domaine. L’utilisateur a le droit
légitime de faire chevaucher des surfaces destinées a étre seulement
adjacentes, de maniere a €tre sir qu’elles partageront réellement des
arétes, quelle que soit la complexité des objets. Par exemple, puisqu’il
ne contrdle pas vraiment le profil expansé des s-polygones dont il ne
peut, d’ailleurs, donner que les segments de définition et la largeur, il
est naturel, pour lui, d’attacher les fronti¢res de champs qui bordent une
route aux sommets de définition des s-polygones. Ceci provoque
naturellement, apreés expansion de ces derniers, des intersections non
prévisibles et des chevauchements de surfaces polygonales qu’il faut
déméler en appliquant des reégles précises.

Ceci est I’objet de 1’étape 6. La priorité qui accompagne les objets est
naturellement un facteur de décision primordial dans cette opération.
D’une maniére générique, un objet n’a pas le droit de franchir la
frontiére d’un objet plus prioritaire et sa frontiere doit étre détournée au
point d’intersection de mani¢re a épouser la frontieére de 1’objet plus
prioritaire (s’il en a jamais été A ’extérieur!) jusqu’a retrouver un
second point d’intersection, donc de sortie du polygone plus prioritaire.

La septi¢me étape consiste a entériner toute inclusion d’un objet dans
un autre et  construire une structure modé€lisant la hiérarchie compléte
des objets d’un domaine. Cette étape permet de distribuer
définitivement les attributs propres a chaque face (bibliothéques de
textures en particulier) selon la nouvelle ‘géométrie’ de chacune.



Restructuration des données 11

La huitieme étape peut surprendre, pourtant elle est vitale, comme va
le montrer la figure L6.

Figure 1.6. Réseau de dépendances altimétriques.

Sur cette figure, on trouve un f-polygone ABCD et trois segments de
relief [E,F], [G,H], [1,J], par ordre croissant de priorité. Les points
d’intersection découverts pendant 1’étape 2 sur la frontiére de ABCD
dépendent, en altitude, de [E,F] qui est plus prioritaire qu'un f-
polygone.

Ces points peuvent étre interpolés sur E mais pas F, car Q’ dépend
de Q” qui dépend, a son tour, du segment plus prioritaire [G,H]; de
méme ”, peut étre interpolé sur G, mais pas sur F car 1’altitude de Q”
dépend, sur le coté droit, de Q’”, qui est lui-méme interpolé sur [LJ]:
on trouve un réseau de dépendance altimétrique, qui, en I’occurrence,
se résout uniquement si 1’altitude de Q’” est calculée, puis celle de Q” et
enfin celles de Q’ et Q.

On pourrait croire qu’une telle situation est trés rare, mais il n’en est
rien car les objets manipulés (en particulier les routes qui créent de
longues chaines de dépendances) sont trés souples et provoquent
énormément de situations bien plus inextricables que la précédente.

La figure 1.7 illustre 1I’évolution de quelques données pendant les
étapes précédentes. En haut a gauche, on trouve un f~polygone ABCD,
deux s-polygones EBCF et DCEF, et enfin un segment de relief HI.

A droite, on teste ’intersection de ce demier avec les segments de
définition des s-polygones. En-dessous, & gauche, on expanse les s-
polygones et le segment de relief est considéré comme ‘mort’.

Chaque sommet de définition d’un s-polygone donne naissance a
deux projections A une distance s; les virages se traitent, en premiére
approximation, par prolongement et rencontre des deux génératrices de
deux trongons consécutifs.

A droite, on en est i 1’étape d’intersection. On découvre un grand
nombre de points de rencontre entre les objets (tous ne sont pas
indiqués sur la figure).



12

I. Travail de base et base de travail

Figure 1.7. Evolution de quelques données.

Sur le dernier graphique, on entérine les priorités entre les objets: on
voit que le s-polygone en un seul tenant est le plus prioritaire, puis vient
I’autre et enfin le f~polygone qui est réduit et est maintenant adjacent
aux deux s-polygones sur deux arétes.

Cette opération de reconstruction prioritaire des faces est violente: le
s-polygone le moins prioritaire se voit scindé en deux composantes
connexes totalement disjointes, dont il ne faudra pas oublier, au
moment de la triangulation, qu’elles partagent la méme bibliothéque
d’attributs.

L’étape 7, de construction de la hiérarchie, n’est pas représentée ici,
car la hiérarchie est trés simple: tous les objets sont inclus dans le
domaine au méme niveau.

L’étape 8 nécessite ici un grand soin, car beaucoup de points sont en
dépendance €loignée de sommets originaux et constituent des chaines
de dépendance qu’il faut résoudre de maniére rigoureuse, sans jamais
‘tourner en rond’.

Toutes ces opérations sont analysées sous un mode théorique plus
général dans les chapitres qui suivent celui-ci.
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I.D. FACETISATION

Apres que les données ont été rendues cohérentes et organisées en
structure hiérarchique, il faut encore effectuer 1’opération la plus délica-
te de toutes: la décomposition de toutes les faces du terrain représenté
en triangles licites.

En effet, ce qui fait I’efficacité d’une machine de visualisation est sa
capacité 4 remplir vite les faces polygonales avec les textures appro-
priées, mais aussi a les afficher de maniére a représenter fid¢lement la
perspective recherchée: puisque tous les polygones manipulés jusqu’ici
sont tri-dimensionnels, il faut allumer chaque pixel de 1’écran avec la
couleur correspondant au polygone tri-dimensionnel vu en cet endroit,
c’est-a-dire avec.la couleur propre au point de texture correspondant du
polygone le plus proche de 1’observateur, pour 1’angle de visée choisi.

Il est bien connu que ces deux problemes sont d’autant plus
facilement résolus que les polygones 2 afficher sont simples: des
convexes au minimum, des triangles dans le cas idéal.

L’idée est donc de trianguler chaque polygone du terrain afin de
faciliter la tiche de visualisation. Mais la difficulté réside dans le fait
que les triangles doivent remplir deux conditions: ne pas étre trop
grands ni trop petits et surtout correspondre a des éléments cohérents
du terrain représenté.

Pour prendre un exemple simple: un triangle dont les trois sommets
seraient sur trois champs différents est inacceptable, de méme qu’un
triangle dont une aréte traverserait la route plus prioritaire de f-1.7 pour
joindre deux sommets de la moins prioritaire situés de part et d’autre.

En un mot comme en quinze, on interdit tout triangle qui coupe une
frontiére quelconque ou une chaine de relief, ou qui soit partagé par
plusieurs faces.

Comme on demande aussi que les triangles soient les plus ‘ramas-
sés’ possible pour des raisons propres aux algorithmes de rendu et
d’antialiassage, on est amené a choisir un type de triangulation particu-
liere, appelée triangulation de Delaunay, dont une des propriétés, et non
des moindres, est de rendre aussi grand que possible le plus petit de
tous les angles de tous les triangles qu’elle contient: de proche en
proche, ceci étant vrai de toute sous-triangulation de la triangulation de
Delaunay, on s’apercgoit qu’une triangulation de ce type est unique et
permet de choisir les triangles les plus équi-angulaires qu’il soit
possible de former parmi tous les triangles potentiels.

Le couplage des deux contraintes (maximisation d’angle minimum et
interdiction de franchir des segments spécifiés a 1’avance) porte le nom
de triangulation de Delaunay contrainte (par les segments spécifiés).

Comme 1’ensemble des données a été hiérarchisé, la triangulation
contrainte demandée doit, en plus, discerner la face dans laquelle un
triangle est localisé. La figure 1.8 illustre la triangulation des données de
f-1.7 relativement au domaine rectangulaire dans lequel elles sont
incluses.
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Figure 1.8. Triangulation 2 partir des éléments de f-1.7.

On constate I’apparition, malgré toutes ces précautions, de trés petites
facettes au voisinage du virage de la route la moins prioritaire, et des
facettes a I’intérieur de la seconde route, toutes liées a des intersections
détectées, mais par forcément désirables. De nombreux problémes de ce
genre se présentent dans une triangulation automatique. Certains
éléments de réponse a ces questions seront apportés dans les dévelop-
pements de cette thése.

ILLUSTRATIONS

Quatre photographies permettront d’illustrer le travail présenté ici et qui
a sous-tendu les développements 2 venir. Je voudrais, a cette occasion,
remercier chaleureusement Jean-Louis Beau, de SOGITEC-Boulogne,
pour avoir fort gentiment pensé & mettre de c6té et 2 m’adresser ces
clichés. IIs sont extraits d’une pré-étude de base de données urbaine.

Le lecteur qui serait habitué & des images de synthése beaucoup plus
‘réalistes’ doit simplement se rappeler que la vitesse d’affichage de ces
images correspond a du temps réel et qu’un simulateur de vol ou de
conduite en ville n’a guere le temps d’attendre que les calculs relatifs
aux algorithmes de rendu sophistiqués soient terminés: 1’avion serait
déja en vrille, et la voiture aussi, autour d’un platane, bien que réaliste a
s'y méprendre et joliment antialiassé... Les post-traitements apportés
aux images sont déja remarquables, vu le peu de temps disponible: je le
dis d’autant plus objectivement que je n’y suis pour rien...

La premiere photographie est une vue aérienne du site. On remarque
la gestion des priorités entre les différents objets: autoroute, route
nationale et chemin de terre. Le réseau routier est géré par des priorités
propres et celles-ci permettent d'attribuer des textures spécifiques
(bandes centrales) ou de déterminer des priorités comme on les entend
couramment pour des voies de communication.

On remarque aussi, sur la gauche, plusieurs niveaux d’imbrication
d’inclusion (berge > champ > eau) et, sur la droite, certains endroits ou
les triangles choisis dans la triangulation sont assez visibles.
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Cliché 1. Vue aérienne.

Cliché 2. Vue rapprochée de la scéne précédente.
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Cliché 3. Le village.

Cliché 4. Une rue. Bonjour chez vous...
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Sur la deuxiéme photographie, on s’est rapproché sensiblement de
la jonction la plus a droite du cliché précédent. On distingue mieux la
différence entre les textures du chemin de terre, des routes secondaires,
de I’autoroute, de la friche et des talus.

Les arbres sont des #-polygones sans socle avec point de pose et les
maisons des A-polygones avec socle et point de pose. Les lignes de re-
lief sont aussi évidentes dans l'apparence des talus au premier plan.

Un troisiéme niveau de détail est montré sur la reproduction sui-
vante, qui représente une scéne du village dont on distingue la place
centrale sur la premiére vue. La texture des voies devient plus visible.
On voit nettement que les maisons sont ‘posées’ sur le sol.

On trouve pratiquement tous les types d’objets sur cette vue, sauf
peut-étre les chaines de relief... On voit notamment que I’application
gere bien les adjacences d’objets dont on sait, par ce qui précede, qu'ils
sont définis par chevauchement. La petite place giratoire est un exemple
d’objets avec point de pose (les panonceaux) a I’'intérieur d’un f-
polygone bordant un s-polygone en anneau sur lequel débouche au
moins deux s-polygones de largeur différente.

La derni¢re photographie montre un gros plan d’une rue de la ville
avec des véhicules.

L.F. QUELQUES DIFFICULTES

L’une des premiéres difficultés rencontrées dans ce travail a été la
résolution des problemes de précision. Pratiquement, le premier essai a
abouti a un échec, di a I'imprécision des machines.

Comme la dynamique des données va du millimetre a la dizaine de
kilometres, il est vite devenu important de trouver une solution fiable,
garantissant une cohérence totale avec la topologie globale des données,
et efficace, c’est-a-dire donnant des temps d’exécution acceptables.

Pour donner un ordre de grandeur, la facétisation au niveau de détail
le plus fin d’une base de données comme celle de la premiére vue s’ac-
compagnait d’un temps de calcul allant jusqu’a plusieurs dizaines de
minutes en arithmétique exacte; les techniques suggérées dans cette
thése ont permis de faire redescendre le temps d’exécution en-dessous
de cinq minutes.

A titre d’indication plus précise, on peut donner deux temps d’exé-
cution assez typiques, sur Iris 4D20. Les deux domaines a facétiser ont
une superficie de 1km?. Le premier contient 22 f-polygones (186 som-
mets), 6 s-polygones (27 sommets), 19 h-polygones (35 sommets) et 2
lignes de relief (29 sommets); sa facétisation a pris 43 secondes, pour
I’obtention de 334 facettes triangulaires.

Le second domaine présente une densité d’objets plus forte: il
contient 49 f-polygones (400 sommets), 17 s-polygones (92 sommets),
40 h-polygones (215 sommets) et 0 lignes de relief; sa facétisation a
pris 6’43”, pour I’obtention de 1120 facettes triangulaires.
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Le deuxieme probléeme délicat a résoudre est la gestion des priorités
et des dépendances entre les données. 1l fallait arriver a travailler sur
des classes d’objets et des sous-ensembles de ces classes. Les fonc-
tions sont notamment écrites de manieére a travailler sur des sous-
ensembles d’objets qu’elles traitent différemment suivant leurs
particularités sémantiques et les circonstances.

Pour donner un exemple précis, le module d’intersection est capable
de gérer plusieurs phases (intersection avant expansion des s-polygo-
nes, intersection apres expansion, etc) et, dans chaque phase, ‘réagit’
différemment suivant les types d’objets qui s’intersectent.

La priorité des objets est une notion variable dans le temps: la
frontiere du domaine est infranchissable lors de I’intersection, mais doit
completement céder le terrain a tout polygone rencontré lors de la
reconstruction des faces.

Ainsi, un segment de relief est plus prioritaire qu’un segment de
définition de s-polygone dans la premieére phase d’intersection, mais
c’est le contraire dans la deuxiéme.

Chaque objet est susceptible d’avoir des comportements évolutifs:
alors qu’il semblait interdit, au départ d’avoir des objets inclus dans
I’intérieur des s-polygones, la présence d’ilots, de signalisations ou ...
de véhicules, demande 1’évolution de cette régle. D’une maniére
générale, les modules de gestion des priorités et des dépendances ont
di étre congus de maniére a permettre les évolutions et 1a relaxation des
contraintes.

La principale difficulté, dans ce domaine, est certainement venue du
fait qu’il n’était pas possible, pour des raisons matérielles diverses,
d’utiliser une méthodologie d’intelligence artificielle pure. Le lecteur
avisé reconnaitra certainement, ici et 13, des éléments de solution qui ne
sont pas loin d’appartenir a ce champ d’étude. Je suis personnellement
persuadé qu’au stade d’évolution ol I’on est arrivé, seules des techni-
ques propres a ’intelligence artificielle permettront de faire encore pro-
gresser les compétences acquises.

En demier lieu, la Grande Difficulté est venue de la compréhension
du comportement des s-polygones. Dans la version actuelle, ceux-ci
sont encore soumis a des contraintes prophylactiques séveres: on empé-
che qu’ils débordent du domaine car la gestion de domaines multiples
est encore impossible. Les virages sont encore traités de maniere
rudimentaire et le redécoupage des trongons trop longs permettant, en
principe, d’éviter les facettes trop effilées, n’est pas vraiment adaptatif,
car on éprouve les plus grandes difficultés a controler de maniere
efficace la taille des facettes résultantes, avant facétisation.

Certaines solutions proposées dans cette thése correspondent a des
réflexions sur les problémes constatés avec 1’expérience. Le volume du
travail qui était demandé nécessitait de régler un nombre assez important
de problémes en priorité. J’ ai maintenant la conviction que 1’on ne fait
qu’entrer dans le vif du sujet!...
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I.G. PROSPECTIVE

Le projet SINDBAD, dans son entier, est opérationnel dans plusieurs
sites, notamment aux Etats-Unis. I1 dépasse certes, par son envergure,
le simple domaine d’étude présenté ici. Malgré tout, le module de
facétisation est un organe vital de I’ensemble, comme le sont d’ailleurs
tous les autres: le projet n’aurait jamais vu le jour si la G.I., le modeleur
3D, I’éditeur de faces, etc... n’existaient pas!

L’évolution naturelle du projet semble pouvoir prendre deux direc-
tions principales: d’une part, il devient nécessaire de pouvoir conférer
plus de sémantique aux objets et d’autre part, le besoin de rendre plus
locale I’action de la facétisation devient impérieux.

SINDBAD est, sauf erreur de ma part, le seul outil de création de
bases de données d’images capable d’accepter la définition des objets
qu’il manipule par un systéme de régles évoluées. Les autres applica-
tions permettent seulement la description figée des objets définitifs.

Ceci leur donne un ‘avantage’ que n’a pas SINDBAD: si une facette
doit étre retouchée pour une raison quelconque, elle peut 1’étre dans une
application concurrente sans risquer de perturber la logique de I’en-
semble, & condition de modifier ‘a la main’ le voisinage perturbé par les
modifications apportées. Ici, toute modification, pour étre entérinée,
doit étre validée au niveau sémantique le plus bas, afin que les
dépendances soient mises A jour automatiquement et que 1’ensemble
retrouve toute la cohérence nécessaire. Le terme ‘avantage’ est placé
entre guillemets, car il devrait étre évident apreés les explications
données plus haut, que c’est la sophistication méme de SINDBAD qui,
pour l’instant, 1’empéche de disposer des moyens plus rudimentaires
d’un créateur de bases de données pour terrains dépourvu de séman-
tique!

11 devient alors impératif de permettre une refonte d’une partie des
données sans avoir a reconstruire les zones qui, de toute évidence, ne
doivent pas étre remaniées. Ceci nécessite le développement de
techniques de triangulations contraintes limitées 2 des zones spéci-
fiques, abordées dans la derniére section de cette theése, et de méthodes
plus fines de modélisation hiérarchisée. Ces points sont primordiaux et
sont, sans doute aucun, des axes de recherche trés prometteurs.
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I. Travail de base et base de travail
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La détermination de l'intersection de deux segments est un
phénomene beaucoup plus complexe que le calcul du point
de rencontre de deux droites infinies dans le plan. La
principale raison est que les positions relatives de deux
segments sont en bien plus grand nombre que celles de
leurs supports.

On dénombre six classes principales de situations:

* les deux segments sont totalement disjoints,
« ils s'intersectent en un point distinct de leurs
quatre extrémités,
 ils se coupent en un point confondu avec
une de leurs extrémités,
» ils sont exactement superposables,
» ils se chevauchent partiellement,
* T'un des deux est entierement inclus dans
'autre.
La reconstruction d'un graphe planaire a partir d'un ensem-
ble de points, de segments et éventuellement de polygones
nécessite de déterminer sans ambiguité la position relative
de chaque couple de segments donnés initialement.

I1 est indispensable que la procédure de détection d’inter-
section soit la plus économe possible, du point de vue du
nombre d’opérations et notamment de multiplications, et ce
d’autant plus que les problémes de précision imposent le
recours a une arithmétique exacte, fort coliteuse.

Bien qu’élémentaire, I’analyse des techniques d'intersection
de deux segments mérite qu’on lui consacre un chapitre, ne
serait-ce que pour rendre encore plus pertinents les choix
opérés dans le traitement des problémes de précision.
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II.A. INTERSECTION DE DEUX DROITES COPLANAIRES

@-1)

[-2)

Les positions relatives que sont susceptibles d'occuper deux droites
d'un méme plan sont au nombre de trois: elles peuvent étre strictement
paralléles, sécantes, ou confondues.

Si y est le cardinal de ’ensemble DD’ des points communs aux
deux droites, on peut caractériser la position relative des deux droites
coplanaires! en utilisant 1’algorithme élémentaire suivant:

sl (x=00)
D et D’ sont strictement paralléles;
sinon
sl (x»1)
D et D’ sont confondues;
sinon
D et D’ sont sécantes;

La logique élémentaire de cet algorithme induit celle de 1’algorithme
communément accepté pour la détermination de 1’intersection de deux
segments. Malheureusement, cette logique ne permet pas de trouver
I’algorithme le plus économique.

Les coordonnées (x,y) d'un point quelconque de la droite D passant
par deux points distincts A et B de coordonnées respectives (x,y ) €t
(xB,yB), vérifient le systéme:

X =xp + p(xp - xa)
{y =ya + u(yB - ya)
H € R = ]'°° ’+°°[

Si l'on élimine z entre les deux premiéres équations, on trouve
I'équation paramétrique bien connue de la droite D:
(xB - Xo)y - (VB -Ya)X + XaYB - XBYA = 0.

Pour deux droites Dj et D7 coplanaires, passant respectivement par les
couples de points (A1,B1) et (Az,B3), on trouve deux ensembles de
relations de type @-1):

X = xAl + “l(xB1'xA1) X =Xpa, + uz(x32'xA2)
y=ya t+ #l(yBl'yAl) Y=Ya, t /Jz(ny)’Az)
nre R poe R

qui se ramenent, apres substitution, & un systéme de deux équations
linéaires a deux inconnues réelles y; et u,:

11 (XB XA )-H2(XBy-XA,) = XAs-XA,
#1()’31'YA1)'1120'B2'}’A2) =Yar YA,
K1, Hae R

1 Ce terme sera implicite dans I'ensemble du chapitre et ne sera pas forcément répété.
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(I-3)

W-4)

Pour déterminer la position relative des deux droites, on calcule alors
les quantité€s A (déterminant principal du systéme) et Ay, A, (détermi-
nants secondaires), définies par les relations:

XB -xAl .xAz'sz }
A = ! = (xg,-X YB,) - (Xa,-X .
YB1-Ya1 YAz YBa (xB1-Xa) YAz YBY) - (Xa,-XBy) VB, Yar)
XA XA1 XA2XB3
Apy = 2 = (Xp,X -YB,) - (Xo,~X -
Y yAz'yAl yAz’sz ( A2 Al)(yAZ sz) ( A2 Bz)(YAz yA])
XB1 %A1 XA %A

Yo Vir VagVa I B XA VAz VA1) - KayXa)OBYAy)

Ay, =

Les deux cas suivants se présentent:

A est nul Les deux droites ont la méme direction (pente) et
sont donc strictement paralléles ou confondues.
Si Ay, Ap, sont tous deux nuls, chaque équation
s'obtient en multipliant 1'autre par un réel; autre-
ment dit les deux droites sont confondues.
Si, au contraire, 1'une de ces deux quantités n’est
pas nulle les droites sont strictement paralleles.

A n'est pas nul. Les deux droites se coupent en un point unique
Q(xq,yq)- Le systéme (11-2) admet comme solution
unique le couple de réels

Au
gy = T‘-et Uy = -& tels que

XA1 ¥ ul(xBl N xAl) = xAz + uQ(sz 5 xAz) =Xq

At ul(yB] i yAl) =Yar t uQ(sz - yAz) =Ya
Au vu de ces résultats, dés lors que A est non nul, les coordonnées de
Q peuvent étre obtenues par le simple calcul de Ay;. 11 est donc inutile
d'évaluer Ay, pour déterminer la position relative de deux droites et/ou

les coordonnées de leur point d'intersection éventuel, ceci quelles que
soient les droites choisies.

II.LA.1 Le coiit du calcul d'intersection de deux droites

Les calculs précédents font exclusivement intervenir des opérations
élémentaires sur I'ensemble des nombres pseudo-réels des machines
(additions, soustractions, multiplications, divisions et tests condi-
tionnels).

11 est intéressant de chiffrer le coiit d'un algorithme en fonction du
nombre moyen d'opérations nécessaires a son exécution. Les calculs du
module précédent peuvent se récrire sous une forme plus compacte,
faisant apparaitre d'une part les opérations requises et leur nombre, et
d'autre part les répétitions éventuelles dans les calculs; ces répétitions
seront entérinées dans une implantation par 1’utilisation de variables
pour valeurs intermédiaires qui permettent de ne calculer qu’une seule
fois des expressions ou valeurs rencontrées a plusieurs endroits!



Intersection de deux droites coplanaires 25

Dans la modélisation suivante, les symboles ¢ représentent les co-
ordonnées initiales des points; chaque opération arithmétique est repré-
sentée par son initiale (S=soustraction, A=addition, M=multiplication,
D=division), est accompagnée d’un numéro d'ordre dans sa propre
classe et est exprimée sous forme polonaise inverse: la deuxi¢me opéra-
tion du genre xa,+x,, Serait représentée par . Enfin, le résultat
d’une opération déja effectuée est représenté par I’identificateur corres-
pondant, cette-fois-ci débarrassé de ses opérandes, présents dans sa
définition originelle. Ainsi, les calculs deviennent:

A = [|[+-81] .52 M1
Ay = ||| +S6|S2M3| |83 |+.57| M4| S8

«e83| [++54| M2|S5

gy = |Aw, ADI
Xa = |+ |u, S1M5[ AL
Ya = | *|r, S4 M6| A2

A titre d’exemple, le calcul de x, implique la multiplication n°S dont les
opérandes sont le résultat ., de la division D1 et celui de S1 (effectuée

lors du calcul de A).
On peut résumer ces considérations dans le tableau suivant ol sont

comptabilisés tous les cofits impliqués dans le calcul des coordonnées
du point Q lorsqu’il existe, par classes d’opérations:

§ =N

Calcul de A 0,5,2
A=0? 1,0,0
Calcul de Ay, 0,32
Calcul de g 0,0,1
Calcul de xq 0. 1,1
Calcul de yq 01,1
Total: 1,10, 7

11 va s’avérer utile de trouver une mesure commune aux algorithmes
proposés. Cette mesure se trouve facilement dans le décompte moyen
du nombre d’additions (ou soustractions), multiplications (ou divi-
sions) et de tests.

Une telle classification est naturellement dictée par la complexité
intrinséque des opérations [A/H/U 74, KII] et par le fait que les tests
sont, parmi toutes les opérations, celles qui permettent entre autres de
‘baliser’ les algorithmes et d’effectuer des études comparatives.

Afin de ‘noter’ les algorithmes étudiés, il est pratique d’utiliser un
modele simplifi€ d’arbre de décision [A/H/U 74]. 11 s’agit, tout au
moins pour les besoins présents, d’un arbre binaire dans lequel les
conventions suivantes sont adoptées:
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 tout nceud terminal (feuille) porte un numéro distinct; il contient
aussi le résultat de 1’algorithme a cet endroit: un échec (il n’y a
pas d’intersection) se traduit par le symbole {}, un succes se
traduit par la lettre symbolisant le point d’intersection trouvé;

Dans le cas de deux droites infinies, quand elle existe, I’inter-
section est notée € et est dite normale; dans le cas de deux
segments [A,B] et [C,D], ’intersection est encore dite normale et
notée Q2 si le point de rencontre est distinct des quatre extrémités;
mais dans le cas contraire elle est symbolisée par la lettre
représentant I’extrémité ou se rencontrent les deux segments, et
est qualifiée de remarquable.

* tout nceud non terminal indique un choix, exprimé par une condi-
tion logique; en outre, un tel nceud posséde exactement deux fils:
le fils gauche indique toujours une réponse positive et le fils droit,
une réponse négative au test contenu dans le nceud.

» chaque opération élémentaire est supposée porter sur des réels (ou
de maniére mixte sur des entiers et des réels) et se voit attribuer
une unité de cotit (udc) maximale: on considére donc que la
machine travaille toujours aussi ‘lentement’ et 1’utilisation d’en-
tiers ne sera pas considérée comme une optimisation.

» chaque nceud synthétise le coiit total des opérations impliquées
depuis le test précédent (sauf pour la racine) jusqu’a 1’expression
du test qui lui est relatif. Par exemple, la notation

<exprl> = <expr2> .. T, AM

exprime le fait que le test courant fait intervenir les expressions
exprl et expr2 et que les calculs se montent a un total (y compris
le test) de T udc pour les tests, A udc pour les additions et de M
udc pour les multiplications.

Bien évidemment, si exprl et expr2 font intervenir d’autres
expressions calculées, ces coiits sont aussi comptabilisés dans la
valeur relative au nceud.

¢ chaque feuille synthétise le coiit opératoire cumulé depuis la raci-
ne de I’arbre jusqu’a elle. En général, chaque apparition du
symbole Y, permet de connaitre le cofit opératoire impliqué dans le
trajet depuis la racine jusqu’au nceud o il se trouve.

* tout test est considéré sous I’angle du ‘pire des cas’: le coiit de
son échec et de son succes sont identiques, mé€me s’il est possible
dans certaines circonstances d’optimiser un test en le morcellant
en plusieurs sous-tests dont certains ne sont pas toujours exécu-
tés. Ce qui est souhaitable n’est pas I’optimisation liée au
langage? ou 2 une astuce ponctuelle, mais bien 1’optimalité d’une
méthode en regard des autres, quels que soient les langages,
circonstances ou autres considérations non structurelles.

2 11 est bien connu que le langage C permet de ne pas faire effectuer tous les tests
d’une condition multiple comme if (condl Il cond2) ..., alors que le Pascal effectue
tous les tests, quelle que soit la situation.
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« deux critéres de comparaison sont retenus:

le colit moyen pour chaque opération élémentaire; ce dernier se
calcule tout naturellement en faisant la somme, pour une opé-
ration donnée, des cofits relatifs a chaque feuille de I’arbre puis
en divisant cette valeur par le nombre de feuilles.

le colit normal (opération par opération) de la branche condui-
sant 2 la solution dite normale.

Comme exemple, 1’arbre binaire relatif & 1’algorithme pour la résolution
du probléme de I'intersection de deux droites infinies est présenté a la
figure I1.1, accompagné des colits moyens et du coiit normal; ces résul-
tats serviront de point de repére par la suite.

: (): =284 || D= Dz ==2.84
’7/ /
2 3
COUTS MOYENS COUT NORMAL
(142+2)/3 = 1,667 TESTS 1
(10+8+8)/3 = 8,667 ADDITIONS 10
(7+4+4)/3 =5 MULTIPLICATIONS 7

Figure IL.1. Arbre de décision et coits relatifs a I’intersection de 2 droites.

Le lecteur se pose peut-étre la question: quelles seront les performan-
ces d’un algorithme de détection d’intersection pour deux segments,
comparées a ces résultats? Etonnement, sauf en ce qui concerne les
tests, 1’algorithme final aura d’assez bonnes performances normales, et
... de bien meilleures performances moyennes!

L’algorithme analysé jusqu’ici est bien sir construit sur une vérité
digne de Monsieur de La Palisse: si I’on sait que deux droites copla-
naires ne sont pas paralléles, elles se coupent nécessairement!

Si I’on applique naivement ce précepte, il parait donc naturel de
tester, avant toute chose, si deux segments coplanaires sont parall¢les,
puis d’analyser les conséquences de la réponse...

Le probléme est que la relation entre le parallélisme des deux
segments et leur capacité & s’intersecter normalement (en un point
intérieur aux deux segments) est assez faible et relativement cofiteuse a
exploiter.
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II.B. INTERSECTIONS DE DEUX SEGMENTS

Etant donné un segment [A,B] dans le plan, on appelle support de ce
segment la droite infinie, notée (AB), qui le porte. Les positions
relatives que peuvent occuper deux segments coplanaires sont malheu-
reusement plus complexes a qualifier qu’auparavant: que leurs supports
soient confondus ou sécants, les deux segments peuvent encore n’avoir
aucun point en commun.

II.B.1 Un peu d’ordre

-5)

(H-6)

On peut instaurer une relation d’ordre total, appelé ordre lexi-
cographique sur I’ensemble des points et des segments du plan. L’idée
est semblable & celle utilisée pour la classification de noms dans un
dictionnaire, d’ol le terme ‘lexicographique’.

Soient A(xa,ya) €t C(xc,yc) deux points du plan. On note A <, Cet
’on dit que A est (strictement) @ gauche lexicographiquement de C si
les coordonnées de A et C vérifient:

A<, Coe (xp<xcv (Xxpa=xc AYA <YO))»

ou “<” symbolise la relation d’ordre (strict) naturelle sur 1’ensemble des
réels. On définit d’une maniére identique la relation ‘a droite lexicogra-
phiquement’. Si I’on souhaite inclure 1’égalité entre les deux points on
utilise la relation ‘<’ sur les réels et 1’on dit que ‘A est a gauche
lexicographiquement de C au sens large’.

On peut étendre la définition précédente a deux segments [A,B] et
[C,D] en posant:
[AB]<L[CD]l= (A< Cv(A=CAaB<. D))
On vérifie aisément que ces relations sont des relations d’ordre total.
Dire qu’un couple (U,V), ou U et V sont tous deux des points ou des

segments du plan, est donné dans I’ ordre lexicographique signifie que
U < V, la relation ayant un sens non ambigu dans chaque cas.

I1.B.2 Parameétres contre puissances

Soient deux segments [A,B] et [C,D] du méme plan. On suppose que
A < B, C < D d’une part, et [A,B] <t [C,D] de I’autre. Dans ce qui
suit, tout segment est supposé non dégénéré, c’est-a-dire que ses extré-
mités sont distinctes.

L’ordre imposé aux segments permet de limiter de maniére signifi-
cative le nombre de configurations possibles sans en supprimer; par
exemple, sur la figure II.2, les situations de gauche sont interdites car
relatives a des points (et/ou des segments) ne vérifiant pas la relation
d’ordre lexicographique imposée, mais sont traitées sous la forme
qu’elles revétent dans la colonne de droite.

Un autre bénéfice de ces contraintes est présenté a la figure I1.3, ot
I’on constate que, quand B=C, le point D ne peut se situer & gauche
lexicographiquement de la droite verticale passant par B et C et donc
que les deux segments n’ont que cette extrémité en commun.
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C
/A< /Z
B C
D A D
A B c D
C 7 i
D A
B. D
C B
Az C
D A

Figure I1.2. L’ordre lexicographique réduit le nombre de configurations.

A\C/D

B

Figure I1.3. L’ordre lexicographique élimine certain cas d’intersection.

......
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Figure I1.4. L’ordre lexicographique simplifie certains cas: les deux points
d’intersection pourront étre traités indépendamment.

Ces restrictions ont enfin pour effet de simplifier le traitement du cas
ol I’'un des deux segments est entierement inclus dans 1’autre (figure
I1.4). Le segment original [A,B] est décomposé en [A,A’] et [A’,B]
(A’=C); ce découpage respecte 1’ordre lexicographique et le second
point d’intersection est traité lorsque [C,D] et [A’,B] sont confrontés.

Un point commun

Les deux algorithmes décrits dans la fin ce chapitre partagent un méme
souci: puisque certaines solutions remarquables existent et font interve-
nir les extrémités, et puisque I’on peut aisément faire le tour de ces cas
particuliers en n’utilisant que des tests, mieux vaut se débarrasser de
cette tiche en premier.
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A-052 _ A-052 _, .
e (p,,.-. 052 = “’D ( 2052 "I'OD
D 5
N / L N S (): 23,00
c

D
BelC,D[: 2=3,5,2|| {}: =352 CelAB[: 263.5,2 {}: £=3,5,2 /
1 B_~D B _D c_~B B C
A/ A/ / L
C C A C 6
2 3 4 5

Figure IL5. Base commune de I’arbre de décision.

C’est pourquoi les deux algorithmes présentés ont la méme base d’arbre
de décision, représenté sur la figure ci-dessus: le nceud en grisé
représente le point d’embranchement de la suite de 1’algorithme et il est
bien vrai que, pour parvenir 2 cet endroit, 3 tests sont nécessaires, a
I’exclusion de toute autre opération. A part deux d’entre eux, tous les
autres nceuds internes de cet arbre portent sur des cas de coincidence
entre extrémités. Cet arbre partiel matérialise graphiquement le début
d’algorithme suivant:

sl (A=C)
sl (B=D)
pas d'intersection, [A,B] et [C,D] sont confondus;
sinon
8l (B est sur la droite (CD))
on a: [C,D] = [C,B] v[B,D] et A=C;
sinon
pas d'intersection;
sinon
si (B=D)
sl (C est sur la droite (AB))
on a: [A,B] = [A,C] u [C,B] st B=D;
sinon
pas d'intersection;
sinon
sl (B=C)
pas d'intersection;
sinon

Aux lignes ‘st (X est sur la droite (YZ))’ de 1’algorithme correspondent deux
nceuds semblables dans 1’arbre f-I1.5. Les tests relatifs 4 ces nceuds
expriment de deux fagons différentes, qui seront explicitées un peu plus
loin, les deux conditions d’appartenance 4 un support présentes dans
I’algorithme. Le cofit des deux tests est (1;5;2).

Les points de suspension de 1’algorithme coincident avec le nceud
grisé du graphique et c’est 12 o I’étude va maintenant reprendre.
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La pente fatale

1T-7)

L’algorithme présenté en premier portera le nom d’algorithme de la
pente (ou éventuellement méthode paramétrique) car il s’inspire directe-
ment de la logique de 1’algorithme précédent.

Les parametres p; et u, utilisés dans la modélisation paramétrique de
I’intersection de deux segments [A1,B1]=[A,B] et [A3,B2]=[C,D] sont
des réels de I’intervalle [0,1], liés par le systéme:

1 (XB XA )Mo (XBy"XAg) = XAy XA,
{ﬂl()’Bl')’Al)'ﬂ2()’Bz')’A2) =YarYA;
Ky, up € [0,1]

Les déterminants principaux et secondaires — A, Au; et Ay, —de ce
systeme sont définis comme en (1-3).

Revenons a la figure IL.5: les deux tests laissés dans 1’ombre font
intervenir le déterminant principal. Le fait qu’il soit nul exprime bien
dans un cas que le point B appartient a la droite (CD) et dans I’autre que
le point D appartient a la droite (AB). Les cofits mentionnés correspon-
dent bien aux évaluations déja faites précédemment.

~ Lorsque I’algorithme nécessite, une fois 1’évaluation du déterminant
principal faite, le calcul des deux déterminants mineurs, on doit effec-
tuer 3 additions et 2 multiplications pour le premier et enfin 1 addition et
1 multiplication pour le dernier.

Notons a 1I’avance que, si A # 0, 1a condition nécessaire et suffisante
d’existence d’une solution (i.e. 0 < y; <1 A 0 < py < 1) peut se traduire

plus économiquement (car sans division!) par la condition
(0< 1Aw| <A A 0= 1Awy| <A)

qui elle-méme est traitée de maniére optimale par la séquence suivante

sl(A>0)
sl ((0<Au; SA)A(0<SAuy<A))... sinon ...
sinon
si(A<Ay <0)A(A<SAwy<0)) ... sinon ...
ot I’on dénombre cinq tests, ‘dans le pire des cas’. On considérera tou-
jours cette éventualité, de sorte que les deux algorithmes aient le
nombre minimal de feuilles et que tous les cas soient envisagés.

Le lecteur intéressé pourra vérifier que le fait de scinder la condition
initiale en deux nceuds en cascade (comme pourrait le suggérer le et
logique) entrainerait nécessairement un accroissement des cofits. Quoi
qu’il en soit, les coiits relatifs a la réalisation de cette condition se
montent & (5;4;4).

L’arbre de la figure II.6 représente ’analyse que 1’on peut entre-
prendre pour classifier toutes les situations rencontrées, en aval de celui
de f-IL.5. On peut dénombrer 8 feuilles, parmi lesquelles les quatre
feuilles 7, 10, 11 et 12 correspondent & des configurations remarqua-
bles. Ces situations sont des éléments clés dans la caractérisation
géométrique du probléme et constituent autant de points stables de
comparaison d’une méthode a 1’autre.
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La logique de 1’algorithme peut se décomposer en deux grandes
directions, comme le confirment les commentaires suivants:

» Si A est nul, les deux segments peuvent étre strictement paralléles ou partager
le méme support;
si Au, est nul, les deux segments partagent le méme support: on sait déja que
C est A droite lexicographiquement de A; pour qu’il appartienne au segment
ouvert JA,B[ il faut et suffit que le point C soit strictement a gauche de B;
quant a D, si jamais il se trouve aussi a I’intérieur de ]A,B[, on sait que son
cas sera traité ultérieurement.

e Si A est différent de 0, on calcule immédiatement les deux déterminants mi-
neurs et 1’on passe aux tests éliminatoires relatifs aux valeurs absolues de 4,

et u,. Seule la branche gauche apporte une chance de succes.
11 reste les trois solutions remarquables & détecter: celle ou B est inclus dans
1C,D[ (=1 & Au,=A), celle ot C est inclus dans ]A,B[ (i1,=0 <> Aw,=0) et
celle ou D est inclus dans JA,B[ (=1 < Auy=A).
Quand tous les cas particuliers ont été éliminés, on obtient la solution
normale, correspondant 2 la feuille 13. A I’entrée de cette feuille, les cofits
sont (12;9;6). Il reste alors (cf (II-4)) les calculs de y, (1 division), xq et yg (1
addition et 1 multiplication chacun). Ceci conduit bien au coiit total de
(12;11;9) qui accompagne cette feuille.
Quelques commentaires...
D’une maniére évidente, 1’algorithme proposé ici a un coiit normal
optimal si I’on excepte le coiit relatif aux tests: il est vrai que I’on
utiliserait moins de tests si 1’on calculait tout de suite les trois déter-
minants, u, et les coordonnées de L2, quand ce point existe: on
obtiendrait alors un cofiit normal de (4,11,9).

Mais inversement, imputer aux six feuilles de 1’arbre de base un coiit
obligatoire de (4,11,9) serait pour le moins maladroit et se répercuterait
lourdement sur le coiit moyen! Comme de toute fagon les deux algo-
rithmes considérés devront adopter ce compromis, il vaut bien mieux
faire comme si ces quatre tests de base faisaient partie de la famille!

Somme toute, le cofit moyen de cet algorithme ne fait pas mauvaise
figure quand on le compare a celui de 1’algorithme d’intersection de
deux droites. Il s’agit certainement de 1’algorithme le plus employé pour
résoudre le probléme considéré, sous cette forme ou sous une autre.

On se souvient que la logique de cet algorithme provient de celle qui
gouvernait la détection de I’intersection de deux droites: si elles ont des
pentes différentes (A=0), elles sont sécantes! Or la complexité des cas
susceptibles de se présenter et leur noinbre, que les deux segments
soient ou ne soient pas paralleéles (A=0 ou non) affaiblissent,
statistiquement, 1’espoir d’information décisive en retour du test sur
la valeur de A.

Qui plus est, quoi de plus inefficace, du point de vue de la précision,
que de se poser des questions sur le parallélisme de deux segments
lorsque ceux-ci sont éventuellement ‘séparés’ par une distante suffi-
sante pour leur interdire de pouvoir se couper de toute fagon? N’est-ce
pas 13, au contraire, le meilleur moyen pour rajouter des problemes de
précision?
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COUTS MOYENS COUT NORMAL

90/14 = 6,428 TESTS 12

91/14 = 6,5 ADDITIONS 11

53/14 = 3,785  MULTIPLICATIONS 9

Figure I1.6. Arbre de décision et coiits de I’algorithme ‘de la pente’.

Il sera déja assez difficile d’obtenir une précision satisfaisante dans la
caractérisation du point d’intersection pour se permettre de rajouter des
imprécisions relatives a des quantités dont I’influence directe sur la
solution n’est, statistiquement, que bien relative.

11 est d’autre part manifeste que les feuilles 7 et 11 reflétent une
certaine redondance: dans les deux cas, le point C est inclus dans le
segment ouvert JA,B[. N’est-il pas possible de les regrouper, puisque,
méme si D est inclus dans le segment ouvert, ce cas n’est pas traité ici?

11 serait utile d’exploiter 1’information concernant 1’influence de
chaque extrémité sur la configuration générale. Pour prendre un exem-
ple simple, il semblerait bien plus décisif de découvrir qu’un segment
est entierement inclus dans 1’un des deux demi-plans que détermine le
support du second (ceci éliminant toute possibilité d’intersection), que
d’apprendre que les deux segments ne sont pas paralleles!

C’est cette tiche qui sera confiée 2 1’algorithme suivant, dans
’espoir que, en repoussant le plus loin possible les calculs liés jusqu’ici
au parallélisme, voire en les inhibant, les nceuds lourds (en calculs)
vont descendre vers les feuilles de 1’arbre, un mouvement susceptible
d’alléger sensiblement le colit moyen.
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Distance et puissance d’un point par rapport G une droite

1-8)

Soient A <, B deux points distincts du plan, de coordonnées (x4,y,) et
(xg,yp). L’équation de la droite passant par A et B étant

(0-ya)(xp-xa) - (x-xA)(¥p-ya) =0,
posons

PmyaB) = OM-YA)(xg-xa) - (XM-XA)(YB-YA)-
La distance du point M 2 la droite (AB) est égale a

IPpmyas)!
d(M,(AB)) = = KaB-IPyyan)
\ (xp-x4)2+(yp-ya)? v
ou Kap est une constante liée au segment [A,B]. On appelle puissance
du point M(xy,ym) par rapport a la droite (AB) la quantité py, /(ABY

La droite (AB) définit trois régions: un demi-plan formé de tous les
points de puissance positive, un second demi-plan formé de tous les
points de puissance négative et la droite elle-méme, dont tous les points
ont une puissance nulle. Gréce a la condition A <, B, on peut décider
sans aucune ambiguité que tous les points ayant une puissance positive
(négative, nulle) sont ‘a4 gauche de’ (‘a droite de’, ‘sur’) la droite
orientée (AB).

Si M et N sont deux points du plan de la droite D, on dira que M et
N sont de part et d’ autre de D si et seulement si les puissances pyp et
Py sont non nulles et de signes contraires.

Selon cette terminologie, les deux segments [A,B] et [C,D] se cou-
pent en un point Q distinct de leur quatre extrémités si et seulement si
A, B sont situés de part et d’autre de la droite (CD) et si C, D sont
situés de part et d’autre de la droite (AB).

Chaque cas particulier ol une extrémité au moins constitue le point
de rencontre des deux segments se caractérise par une valeur nulle
d’une des puissances relatives aux extrémités A, B, C et D.

Figure IL7. Utilisation de la puissance d’un point par rapport a une droite
pour le calcul de I'intersection de deux segments.
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Détermination du point d'intersection

(11-8)

Marchandages..

Soit Q le point de rencontre unique des segments [A,B] et [C,D].
Convenons de noter respectivement p, pg les puissances de A, B par

rapport & (CD) et p¢, pp celles de C, D par rapport a (AB).

Supposons que ces quantités aient été évaluées et que ’on désire
déterminer le paramétre u = u,, permettant de localiser €2 sur le segment
[C,D] (voir figure I1.7). Si C’ et D’ sont les projections de C et D surla
droite (AB) et si CC’ et DD’ représentent les longueurs des segments
[C,C’] et [D,D’], on peut écrire:

u _ l-u 1 cC Ipcl

CC’ DD’ ~ CC+DD’ ©# = CC+DD’ ~ Ipc+pp|

u =p%% € [0,1]; u=0 & pc=0; u=1 opp=0
puisque, pour qu’il y ait intersection en un point, pc €t pp ne peuvent
étre nulles en méme temps ni avoir le méme signe. Des expressions
similaires lient p;, p, €t pp.

Les formules suivantes font apparaitre les répétitions que 1’on peut met-
tre & profit dans le calcul des quatre puissances et les coiits successifs:

pc = (xg-xa)Vc-yYa) - Xc-xa)YB-YA) (0;5;2)
pp = [X5-Xa| 0D-YA) - ip%a)[YB VA 0;3:2)
pa = (px0)|yaye| - [Xa-Xc|OpYc) (0;3;2)

pp = [x0xc|08-Y0) - Cpx0)yp¥c] (0:32)
Le coiit global est (0;14;8)! En fait, pg peut s’obtenir plus simplement:

pp=pa-Pp*pPC (0;2;0)
mais on constate que le calcul des trois premiéres puissances présente
déja un coiit trop important. Il pourrait s’avérer ‘payant’ de ne pas cher-
cher 2 calculer directement celles-ci, mais de les obtenir par le biais de
combinaisons linéaires. Il a déja été dit que I’on pouvait obtenir le
second parametre, u, & partir des seules deux premiéres puissances, pc
et pp. Ceci conduit a imaginer les calculs suivants:

pc = (gxa)0cya) - c-xa)Vp-Ya) (0;5;2)

pPcPD = ()’c-)’D) g (xc-xD) (0;3;2)

Le coiit de ces opérations est (0;8;4). On remarque que les tests pc=0
et pp=0 se déduisent sans nouveaux calculs. De mé€me, si p¢ et pp sont
non nulles, deux tests suffisent pour comparer leurs signes:

sl (pc>0)
8l (pc>(pc-pp)) PD>0 = pc et pp ont le méme signe;
slnon pc et ppy sont de signes contraires;

sinon
sl (pc<(Pc-PD)) PD<0 = pc et pp ont le méme signe;
sinon pc et ppy sont de signes contraires;

On calcule maintenant I’opposé de p, pour un cofit trés modique:
PA = |*cXal||YcYp|-|Xc¥p||Yc YAl (0;1;2)
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Le cofit total des opérations a ce stade est (0;9;6), c’est-a-dire exacte-
ment le méme que celui nécessaire au calcul des trois déterminants.

11 a déja été observé que la quatrieéme puissance pouvait se calculer a
partir des trois premieres. Cette relation permet de tester si pg est nulle,

sans évaluer cette quantité:

(b =Pa-PD+PC) = (g =0 [-pa] =[pcrp)  (1;0,0)

De méme, deux tests suffisent pour comparer les signes de p, et pg,
dans le cas ou p, # 0. Le probleme équivaut 2 comparer les signes de
(-pp) et (-pg) et donc ceux de (-py) et (-p, - pc +pp)- 11 suffit alors de
raisonner sur le signe de (-p,):

sl (-pp>0)
8l (-pA>(pc-Pp)): pA ot pg ont le méme signe;
sinon: pp et pg sont de signes contraires;
sinon
sl (-pA<(pc-Pp)): P ot pg ont le méme signe;
sinon: py et pg sont de signes contraires;

Presentation générale de 'algorithme

Dans I’algorithme présent, les deux nceuds centraux de I’arbre f-I1.5
contiennent des tests relatifs a la puissance de B par rapport a (CD) et a
celle de C par rapport a (AB), de coiit (1;5;2) chacun.

Dans le premier cas, A=C et B#D et la condition pour que B soit le
point de rencontre des deux segments est pg = 0: [A,B] et [C,D] sont
alors colinéaires et B ne peut se situer hors du segment [C,D] sans que
I’ordre lexicographique imposé soit violé. Dans le second cas, on a
A#C et B=D et un raisonnement ‘symétrique’ peut étre mené.

La figure II.8 représente 1’arbre de décision de 1’algorithme utilisant
la notion de puissance et les lignes suivantes sont destinées a apporter
quelques commentaires pour son interprétation:

* si pc=0, les deux segments ne peuvent se couper en C que si ce point est
situé a I'intérieur du segment ouvert JA,B[, d’ol les deux tests; les arcs de
cercle représentés aux feuilles 7 et 8 symbolisent le fait que D peut occuper
toute position dans laquelle il se situe & droite lexicographiquement de C. Il
peut en particulier &tre sur le support de [A,B]; dans ce cas, soit il est
extérieur A ]A,B[ et B doit aussi étre inséré dans ]JC,D[, soit il est & 1’intérieur
et D doit &tre inséré dans [A,B]: les deux cas sont traités a une autre occasion.

* sinon, si pp=0, les deux segments ne peuvent se couper en D que si ce point
est situé a I'intérieur du segment ouvert JA,B[, d’oii les deux tests.

Sur 1a branche 1a plus 2 droite, on est maintenant sfir que C et D ne sont pas
sur le support de [A,B]; on teste si C et D sont de part et d’autre de [A,B] en
observant si pc et pp sont de méme signe; seule la réponse positive est
susceptible de rapporter une intersection.

Si pg=0, comme il a été prouvé que A et B sont de part et d’autre de (CD), B
ne peut étre qu’a I'intérieur de [A,B]!

Sinon, on teste si A et B sont de part et d’autre de [C,D]. Dans le cas positif
(feuille n°13), il ne peut y avoir d’intersection; dans le cas négatif, on obtient
la solution normale dans la feuille n® 14, Les calculs relatifs 2 cette feuille

impliquent une division pour i = P—CE-QPB , puis trois additions et trois multi-

plications pour le calcul des coordonnées de Q.
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83/14 = 5,928 ADDITIONS 11

45/14 = 3,214 MULTIPLICATIONS 9

Figure IL.8. Arbre de décision et table de cofts relatifs & I’algorithme utili-
sant la notion de puissance.

Analyse de |'algorithme

Les efforts se montrent payants: les coiits moyens obtenus sont tous
nettement inférieurs a ceux de 1’algorithme de la pente, le coiit normal
est aussi bon — pour les additions et les multiplications — que son homo-
logue précédent et le nombre de tests qu’il révele est méme inférieur!

Un des points forts du dernier algorithme est qu’il exploite au mieux
le potentiel d’information contenu dans les extrémités: ainsi, les cas ol
C est inclus dans ]A,B[ sont bien réunis dans la seule feuille numéro 7.

Comptons le nombre de feuilles relatives & une solution remarqua-
ble, celles relatives a une solution vide dans chaque arbre et comparons
les coiits moyens respectifs:

paramétres puissances

] 4 feuilles 3 feui_lles
soi. remarg.  (10; 8,75; 5,5)  (7:7.3; 4)

d / 3 fegilles_ 4 feuilles
pas ae soi..  (7.873. 48 (1.5;7,5; 4)

Les résultats sont clairs: I’arbre relatif aux puissances révele un échange
entre feuilles, qui se traduit explicitement par une diminution de tous les
colits sauf un! Ceci incite a4 se demander si les décisions du premier
arbre ne sont pas bonnes ... mais prises aux mauvais endroits!
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La méthode paramétrique revue et corrigée

Si I’on analyse les quantités manipulées dans la deuxieme méthode du
point de vue de la premiére, on constate que
Apy = (xg-xa)VcYa) - (XcXa)B-YA) = Pc

Apy ne mesure donc pas autre chose que la puissance du point C par
rapport a la droite (AB)! De méme,

A = (xg-x5)(Yc-yp) - (Gic-*p)(YB-YA) =PC - PD
D’une certaine fagon, A est la ‘puissance du segment’ [C,D] par rapport
a la droite (AB), autre maniére d’interpréter le parallélisme des deux
supports. Symétriquement, comme pc - pp = pg - Pa»

A=pg-pa

A est aussi la ‘puissance du segment’ [A,B] par rapport a la droite
(CD). Enfin

Apy = (xc-xa)'c-Yp) - (Xc-Xp)Vc-YA) = -pa
Toutes ces relations corroborent les résultats déja trouvés pour y; et uy:

y ___Al»ll —_PA u =AH2 —_Pc
A "pp-pa " A “pc-pp

11 n’est donc plus surprenant de trouver les mémes coiits en additions et
multiplications dans les calculs de solution normale! Plus intriguante est

la signification que revét chaque test du deuxieéme algorithme, du point
de vue paramétrique.

11 est clair, compte tenu des relations précédentes, que les deux
premiers tests de 1’arbre f-II.8 peuvent s’écrire Apy=0 (pc=0) et Auy=A
(pp=0): plutdt que de tester si les deux segments sont paralleles, on
regarde si les points C ou D appartiennent & (AB); dans ces deux cas,
on prouve ’intersection en vérifiant simplement que les coordonnées du
point considéré sont bien celles d’un point de ]A,B[.

Les deux tests sur les puissances ayant échoué, si 1’on prouve que
pc €t pp, qui ne peuvent plus étre nulles, ont des signes contraires, donc
si C et D sont de part et d’autre de (AB), il est clair que A = pc-pp n’est
pas nul: les segments ne peuvent implicitement plus étre paralleles et la
division par A sera toujours possible. De plus, toutes les conditions
vérifiées jusqu’ici imposent O<u,<1 & partir de ce niveau.

Le prochain test consiste a vérifier si pg=0: ceci se traduit par
Apy=A, ou py=1, i.e. B inclus dans JC,D[;

11 ne reste plus, enfin, a vérifier que A et B sont situés de part et
d’autre de (CD): c’est cette condition qui contraint de maniére implicite
a ne considérer que les valeurs entre O et 1 du paramétre u;.

Ce qui est satisfaisant dans cette démarche est qu’elle prouve la faible
corrélation entre la pente des segments et leur capacité a s’intersecter: a
aucun moment la méthode paramétrique modifiée ‘sémantiquement’ par
la méthode des puissances n’a-t-elle besoin de vérifier si les supports
des deux segments sont paralleles, donc si ‘le déterminant est nul’. Un
comble, pour une méthode fondée sur la résolution d’un systeme!
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Une question s’impose maintenant: que sont devenus, dans 1’arbre
f-1L.8, les cas de segments parall¢les? Les segments strictement paralle-
les sont traités dans I’ensemble des cas de la feuille 11, les segments
disjoints et de méme support le sont dans celui de la feuille 8; enfin les
segments ‘a cheval’ sont trait€s dans 1’ensemble des cas de la feuille 7.

Justification a posteriori

-9)

Que dire des gains ainsi opérés et de la pertinence de 1’algorithme
suggéré? Et avant tout, en quoi est-il si important de pouvoir détecter
les configurations remarquables?

Si I’on travaille avec une précision arbitraire, on évite au maximum,
pour des raisons évidentes, la duplication des objets que 1’on manipule.
Si Q est le point d’intersection de deux segments, il est primordial de
détecter que ce point pourrait €tre une extrémité de segment et non de le
vérifier a posteriori!

La technique consistant & calculer les trois déterminants, Q quand
cela est possible, puis de vérifier que Q est une des extrémités serait
stupide. Ceci explique le soin que 1’on peut souhaiter mettre dans la
recherche des solutions remarquables.

Pour ce qui est de I’efficacité, il est clair que si le type de tiche
demandée est I’intersection de quelques segments épars, il n’est pas
vraiment utile de se poser beaucoup de questions d’optimisation.

En revanche, si la tache consiste a intersecter beaucoup de segments
dont les extrémités se trouvent uniformément distribuées dans une
section de plan, les optimisations proposées vont commencer 2 étre
bénéfiques. Si I’on travaille sur un ensemble structuré et constitué de
beaucoup d’arétes utilisant des points fixes comme extrémités, comme
c’est le cas dans la construction d’un terrain polygonal plaqué sur une
grille altimétrique, les bénéfices vont devenir trés sensibles.

Pour prendre un exemple simple et plutdt minimisant, uniquement
destiné a permettre de donner un ordre de grandeur, considérons 1’inter-
section d’un ensemble de n segments du plan traitée par un algorithme
de balayage comme celui de [B/OT 79]. On sait qu’une telle méthode
nécessite, lorsque le nombre d’intersections est assez faible, un nombre
de tests d’intersection entre segments de 1’ordre de O(nlogn). Suppo-
sons enfin que toutes les configurations possibles soient équiprobables.
Pour n=1000, si I’on note 89=6/7, §,=4/7 et 8x=4/7 les gains moyens
entre les deux méthodes, le nombre moyen de tests, d’additions et de
multiplications économisés par le second algorithme est

nlogan(87;54;6+) = (8 542;5 694;5 694).

Quelle économie en temps ces résultats représentent-ils? On peut
légitimement considérer qu’une arithmétique 2 précision arbitraire
requiert au moins 10 fois plus de temps de calcul qu’une arithmétique
flottante3.

3n n’y a pas que les opérations élémentaires qui entrent en ligne de compte: il faut
aussi allouer et désallouer de la mémoire, ce qui prend un temps non négligeable.
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Bien qu’il soit trés délicat de chiffrer de maniere figée les performan-
ces d’une implantation particulieére d’arithmétique rationnelle sur un
systeme donné, on peut considérer une table de projection a deux
dimensions comme celle de la figure I1.9. Dans celle-ci le paramétre
horizontal est le nombre de segments, le parametre vertical est le temps
d’exécution d’une instruction (addition ou multiplication) et chaque
cellule contient le résultat de @-9) pour un type d’opération, correspon-
dant au gain de temps entre les deux algorithmes en micro-secondes,
millisecondes, secondes, minutes ou heures, suivant le cas.

+ ou * 10 100 1000 10000
1s| 18982s 6' 20" 1h 30' 21h
1/10 s 1,898 s| 37.965s 9' 29" 2h 06'

1/100 s 0,190 s 3,796s| 56,947 s 12' 40"
1/1000 s| 18,982 ms 0,380 s 5,695 s 1'15"
1/10000 s| 1,898 ms 0,038 s 0,569 s 7,593 s
1/100000s| 0,190 ms| 3,796 ms 0,057 s 0,759 s
1/1000000 s| 18,982 us| 0,380 ms| 5,695 ms 0,076 s

Figure I1.9. Table de projection des gains en temps de calcul pour 10, 100,
1000, etc. segments.

Pour revenir sur le cas présenté plus haut, sur un systéme ou une addi-
tion en arithmétique rationnelle prend un centi¢me de seconde, 1’ordre
de grandeur du gain de temps pour mille segments est la minute.

Une telle table permet de rapporter les gains a 1’échelle du systéme
sur lequel on travaille et de juger si les effets des optimisations propo-
sées ont un quelconque sens.

L’heureux utilisateur d’un syst¢éme comme celui de la derniére ligne
de la table f-I1.9 n’a que faire de ces optimisations, méme pour dix
mille segments: sur son systéme, 1’exécution de 1031og103 opérations
ne prendrait pas plus de 0,13 secondes de toute fagon!

II1.B.3 Ou U'on reparle de précision...

Les idées développées dans ce chapitre ne doivent pas étre prises en
dehors du contexte de travail dans lequel elles ont émergé. 1l s’agissait
de trouver les solutions les moins coiiteuses a des problemes ou I’on ne
pouvait tolérer d’imprécision.

Force est de constater que la méthode des puissances part d’un
principe élémentaire: toute extrémité a une influence sur le probléme, il
suffit de savoir exploiter cette information a bon escient. On est en droit
de se poser plusieurs questions: quelle fiabilité peut-on espérer d’une
telle méthode? En quoi serait-elle plus fiable que la méthode paramétri-
que? En quoi serait-elle plus ‘orientée précision’ qu’une autre?

Du point de vue de la précision, il n’y a aucune raison a priori de
penser qu’une méthode soit supérieure a 1’autre. La méthode paramétri-
que pose fondamentalement les méme problemes de précision que la
méthode des puissances: on a pu constater que les objets manipulés par
les deux méthodes étaient parfaitement identiques.
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La seule grande différence est I’angle sous lequel ces objets sont
considérés. Tous les tests de 1’arbre f-II.8 peuvent s’exprimer en
termes de distance ou de distance signée: la distance de M a la droite D
est-elle nulle? La puissance de M par rapport a la droite D a-t-elle le
méme signe que celle de N par rapport 2 D? On verra que les techniques
d’optimisation suggérées sont recommandées pour une classe de calcul
incluant distances et puissances. L’élaboration de ces techniques s’est
faite pour beaucoup a partir de I’expérience des puissances.

Bien siir, les mémes techniques d’optimisation peuvent étre appli-
quées 2 la méthode paramétrique. Globalement, c’est 1’arbre f-11.8 (et
sa base f-II.5) qui correspond le mieux 2 1’esprit dans lequel les proble-
mes de précision sont traités. Mais rien n’interdit qu’on utilise les
mémes heuristiques dans des contextes différents.
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II. De l'art de couper les segments en quatre




Il IMppeasIOns ARBITRARES

Les probléemes de précision et donc d’imprécision sont
parmi les plus tenaces qui soient; il est méme pratiquement
impossible de s’en débarrasser complétement.

Ce chapitre présente une analyse des phénomenes d’impré-
cision dans le cadre de la géométrie algorithmique en
relation avec la représentation des nombres et les modes de
calculs en machine. Le support logistique est fréquemment
I’intersection de segments dans le plan car c’est celui qui est
employé par beaucoup d’auteurs.

En derniére partie on trouvera un tour d’horizon des
méthodes récemment publiées pour tenter de résoudre les
problemes de cohérence et de précision et une préparation a
la nouvelle méthode proposée au chapitre suivant.

Au cours de la présentation d’exemples, un certain nombre
de résultats seront obtenus qui, en dehors de leur relation
au sujet du présent chapitre, permettront de justifier les
techniques proposées au suivant. Ceci explique pourquoi
certaines listes de résultats sont parfois plus fournies que ne
serait nécessaire pour les simples besoin des explications et
pourquoi certaines formules ou certains calculs sont réper-
tori€s en marge des explications données, bien que cette
numérotation ne soit pas explicitement utilisée pour
I’instant. Toutes ces informations seront importantes dans
le chapitre IV.
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II1.A. ... PRECISIONS

IIILA.1 Genése

Optique

Quelle que soit la méthode de géométrie algorithmique que I’on décide
d’implanter, la premiére situation a laquelle on la confronte risque fort
de faire apparaitre un probléme de précision... C’est un état de fait qui,
bien qu’imputable aux machines elles-mémes, conduit beaucoup de
gens a penser, un peu hativement, que cette discipline est le lieu
géométrique des idées les plus éloignées de la technique qu’ils vont
finir par adopter pour leur probléme!. Heureusement, grice & une
longue série de recherches dans cette direction, cette croyance
commence a reculer. La méthode proposée dans cette theése a été validée
sur une application en grandeur réelle ou la moindre imprécision
risquait de mettre en danger la cohérence de 1’ensemble des données.

Le chapitre III se décompose en trois parties, dont celle-ci qui
présente les outils de réflexions élémentaires de la représentation des
nombres en machine; la deuxi¢me section présente quelques manifes-
tations ponctuelles de I’imprécision en géométrie algorithmique. La
troisieéme section tente de faire un tour d’horizon des méthodes propo-
sées jusqu’ici pour résoudre les problémes évoqués au début. II est
indispensable de faire un tour d’horizon de toutes ces méthodes pour
essayer de dégager une impression générale et surtout pour entrebdiller
la porte vers la méthode décrite dans le prochain chapitre.

Aucune méthode ne peut prétendre étre sortie du néant, et celle qui
est proposée ici encore moins. Des raisons matérielles font que la
technique suggérée par 1’auteur a été accouchée au terme d’un long
travail d’ermite, loin des réflexions qui se menaient, notamment aux
Etats-Unis, sur le méme sujet, au méme moment.

La lecture des articles cités dans la troisi¢me section a évidemment
inspiré une nouvelle lecture/écriture des résultats présentés ici, mais,
coincidence heureuse, son essence la place en regard — comme a mi-
chemin — des autres, toutes se complétant harmonieusement.

Il est aussi réconfortant de voir que le probléme attire tant de
réflexions diverses et que chacune apporte une vision différente.

Les problémes liés a 1’imprécision des machines sont des plus banals
qui soient, mais leur analyse nécessite souvent beaucoup de connais-
sances en analyse numérique. Il serait déplacé de vouloir récrire ici ce
que d’autres ouvrages exposent bien mieux.

Le plus simple, alors, est de présenter le minimum d’explications
dans un minimum d’espace afin que le lecteur puisse apprécier les
différentes analyses décrites plus loin. L’optique la plus naturelle est la
‘découverte’ des propriétés voulues par le truchement d’exemples ou de
contre-exemples successifs.

1 Rappelons, a ce propos, le célebre fortunixme: “To err Is human, but to really foul
things up, you need a computer”.
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Choix

I1 fallait un support pour présenter les idées les plus importantes
relatives aux problémes de précision: quoi de plus naturel que de
donner des exemples in situ de comportements indésirables dus a la
précision limitée des machines? Comment faire, d’autre part, pour que
les exemples donnés ne soient ni des cas d’école, ni trop simplistes, et
surtout, qu’ils soient révélateurs de 1’essence des problémes rencontrés
sans étre de savantes constructions érigées dans le but de faire échouer
tel ou tel calcul ou prouver tel ou tel fait?

Beaucoup d’entre nous avons ’intuition de la facilité avec laquelle
les imprécisions entachent 1’exactitude d’une cascade de calculs au sein
d’un ensemble complexe, et de la. difficulté a4 en simuler de
suffisamment révélatrices. L’optique prise dans la premiére section est
de se donner les moyens de cette analyse: tous les exemples se veulent
reproductibles et facilement analysables. Tous sont exprimés dans le
contexte d’une précision double ‘ordinaire’ (type double de C sur 8
octets), sauf les deux premiers qui le sont avec une double précision
‘étendue’ (type double étendu de C sur 10 octets).

Le choix de la double précision dans les exemples présentés au début
et dans I’analyse de la solution proposée a été imposé par la dynamique
des données relatives aux problémes traités; quant aux deux exemples
isolés (traités en double précision étendue), il est vraisemblable qu’avec
un peu plus de perspicacité la faille recherchée eiit été trouvée griace a
des exemples plus fouillés en double précision ordinaire, mais que ces
derniers  eussent été bien plus ‘tirés par les cheveux’ que les deux
calculs présentés en (1II-1) et (I1-2).

Aucun des exemples choisis ne nécessite le recours a des grands
nombres, contrairement & la croyance qui veut que ceux-ci sont les
seuls pour lesquels des problémes de précision se présentent. En aucun
cas leur choix ne doit laisser & penser qu’il s’agit-1a d’exceptions raris-
simes: il suffit de constater leur banalité pour s’apercevoir qu’aucune
démarche ne peut prétendre en tre exempte.

Plusieurs machines ont servi de support matériel aux idées
présentées dans ce chapitre. Le lecteur peut étre assuré que chaque
exemple donné a été simulé. Il se peut qu’il essaie ces exemples sur ‘sa
machine’ et qu’ils ‘réussissent’ (i.e. qu’ils échouent!) ou non: la seule
chose fondamentale est que, dans 1’absolu, les explications fournies en
regard des exemples donnent une explication satisfaisante de 1’échec
éventuel de calculs de méme type sur une machine, sous une forme plus
ou moins cachée, un jour ou I’autre.

Maintenant que ceci est dit, les machines sur lesquelles le travail a été
congu et/ou implanté sont des stations de travail Sun 3115 et (Silicon
Graphics) Iris 3130 ou 4D. Les dynamiques et les caractéristiques de
taille fournies sont & prendre en référence aux stations Sun, car ce sont
les machines qui ont servi de souche. Les exemples d’imprécision de ce
chapitre ont tous été testés sur Macintosh et les résultats sont de simples
copies de sorties d’algorithmes en C.
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Notations

Pour éviter toute confusion, convenons a partir d’ici que le préfixe
pseudo- désignera toujours une entité numérique machine (entier na-
turel ou relatif, décimal, rationnel, réel) qui sera toujours notée en
ombré (A, B, ...) a laquelle correspond un élément d’un ensemble
numérique réel -N, Z, D, @, R — noté normalement (A,B, ...). Pour
pousser le raisonnement jusqu’au bout, un pseudo-réel est un pseudo-
décimal et ces deux termes seront indifféremment utilisés pour ce que
I’on nomme habituellement les ‘réels-machine’. Enfin, tout opérateur
arithmétique sur la machine sera aussi représenté en ombré:

(+-*1<S=2>2=211).

III1.A.2 Représentation des pseudo-réels et précision

Les quelques éléments rassemblés dans cette section pour permettre une
meilleur compréhension des problémes de précision, peuvent se retrou-
ver, sous une forme infiniment plus détaillée dans [KII], mieux connu
des intimes sous le nom de ‘The Volume 2’. Une autre précieuse source
de renseignements est [BRO 77].

On considérera par la suite deux types de pseudo-réels: les flottants
et les doubles. Ces termes sont a interpréter comme des raccourcis pour
‘pseudo-réels en simple et double précision’. Les doubles sont les
pseudo-réels de choix pour les calculs en haute précision.

Expansion binaire

Comment la donnée 14.625 est-elle représentée en machine? On
commence par séparer sa partie entiére de sa partie décimale. La partie
entiere est décomposée en puissances croissantes et positives de 2 (ici
1410 = 123 + 122 + 121 = 11107). Appelons partie fractionnaire le
nombre obtenu en soustrayant 4 un décimal sa partie entiére. Cette
partie fractionnaire est décomposée en puissances décroissantes stricte-
ment négatives de 2 selon le schéma suivant:

0.625*2 = [1].250 —»  1-2°1
0.250%2=[0].5 - 022
0.5*2 =[1]0 - 123
Le processus s’arréte ici, car la derniére partie fractionnaire calculée est

nulle. En définitive, 14.62519 = 1110.1012. Comme 1’algorithme
révele un décimal pur, la précision relative & ce nombre est maximale.

On constate aisément que c’est toujours le cas pour les nombres
décimaux possédant une expression rationnelle irréductible dont le
dénominateur est égal & une puissance de 2, sous réserve que le codage
des pseudo-réels permette de pousser la précision jusque 1a. En effet, si
le processus s’arréte, disons a la puissance 2-J, il existe une suite de
chiffres binaires ax € {0,1} et un entier A telle que la partie décimale

obtenue peut s’écrire
tak2'k = -‘%
k=0 2
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Déphasages

I-1)

(III-2)

U-v

U-v
ury

A contrario, d¢s que le dénominateur de la représentation rationnelle
irréductible de la partie fractionnaire considérée contient un facteur
premier différent de 2, le processus d’expansion binaire décrit plus haut
ne peut s’arréter. Si 1’on prend I’exemple de 7.8, I’expansion donne

0.8*2 =[1.6 - 121
0.622 =[1]2 - 122
02*2 =[0l4 - 023
04*2 =[0].8 - 024

On constate I’apparition d’une période (1100), analogue a celle obtenue
dans I’algorithme d’expansion décimale d’un rationnel irréductible non
décimal. Le processus est donc infini périodique dans ce cas.

11 faut trouver un moyen d’arréter 1’algorithme de maniére siire et
uniforme. Une premiére réflexion que 1’on peut faire est que, si le
nombre & coder provient d’autres calculs, la partie fractionnaire rési-
duelle va peut-étre devenir nulle au sens de la machine au bout d’un
certain rang. Il s’agit 1a de phénomenes liés a la précision interne des
calculs, et dont la genese deviendra claire dans quelques paragraphes.

Supposons, au contraire, que le test de nullité soit infaillible et que le
nombre 2 coder soit tel que 1’algorithme ne puisse s’arréter par la seule
vertu de cet test. Chaque type de données a une taille fixe et les pseudo-
réels doubles n’échappent pas a la régle: un bit est réservé pour le
signe, e bits sont réservés a 1’exposant et m bits a la mantisse, m+e+1
étant égal 2 8 fois la taille du type en octets. Le nombre de bits réservés
a la mantisse donne une condition de terminaison naturelle et universelle
du processus d’expansion binaire, lorsque le test relatif a la nullité de la
partie fractionnaire résiduelle ne suffit pas.

Les choses se compliquent lorsque 1’on constate que les algorithmes
relatifs aux opérations arithmétiques ne sont pas nécessairement ‘en
phase’ avec le précédent. Ceci peut étre mis en évidence en comparant,
sur une méme machine, les expansions binaires de U=7.8, V=78.0/10.0
(U =V, bien siir), et U-V=78.0/10.0-7.8 = 0.0:

111.1100110011001100110011001100110011001100110011001100120011001
111.,110011001100110011001100110011001100110011001100110011001101
0.0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000001

Le test d’égalité entre les quantités des deux premieres lignes prend la
valeur FAUX sur la machine, alors qu’une demande d’affichage de la
différence entre elles donnera apparemment 0.0: la tolérance d’erreur
n’est pas la méme pour une opération d’affichage et un test logique.

De méme, si ’on prend U=(5.5+4.7), V=10.2, on devrait trouver U=V,
UV=1letU-Vv=0:
10.0011001100110011001100110011001100110011001100110011001101
10.001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011
0.000000000000000000000000000000000000000000000000000000000001
1.000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000001
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Clairement, les tests (U=v¥), (U/V=1.0) ct (T=V=0.0) sont
faux en machine, contre toute attente! De tels exemples ne sont pas des
exceptions: le fait que le codage des pseudo-réels soit fini implique que
les termes les moins significatifs ne soient pratiquement jamais cadrés,
d’une évaluation 2 une autre. Notons aussi qu’en double précision
ordinaire les calculs (IlI-1) et (I1I-2) n’ont provoqué aucune anomalie sur
la machine de référence, ce qui ne signifie pas qu’aucune ne pourrait se
produire...

Précision et nombre de bits

1I-3)

Peut-on faire un lien entre la précision et le nombre de chiffres exacts
d’un résultat? Ainsi formulée, la question n’a pas grand sens. Le nom-
bre de chiffres exacts d’un résultat peut étre totalement déconnecté du
probleéme de précision: par exemple, 0.999999 est une valeur approchée
de 1.000000 bien plus ‘serrée’ (1-10-6) — bien que n’ayant ‘aucun
chiffre commun’ avec 1.0 — que 1.000345 (3.45-104) — qui en a 4!

En fait, ce que I’on souhaite savoir c’est s’il existe une relation entre
la précision binaire et la précision décimale. Plus formellement, soit &
un entier naturel tel que 10-k est la précision décimale souhaitée, on
cherche les entiers naturels # tels que:

2n < 10*
& -nln2 < -kInl0
& nln2 > kInl0 s
=3 n > klogy10
ou inversement k < nlogio2

De (m1-3) on déduit que la précision décimale devient supérieure a 10k
dés que n 2[klogs107. Par exemple, et en dehors d’autres considéra-
tions 2 venir, pour obtenir une précision supérieure 2 10-8, 1a taille de la
mantisse des pseudo-réels doit étre supérieure A [8-loga101=27 bits.

Précision et taille des nombres

I1 est maintenant nécessaire de se pencher sur la perte de précision
die a la variation de taille des nombres représentés. Pour simplifier,
admettons que les pseudo-réels traités soient positifs ou nuls et que les
exposants de la notation flottante soient traités de maniére identiques,
qu’ils soient positifs ou nuls2. Cette derniere convention revient 2 dire
que I’on dispose d’un bit magique permettant de savoir si 1’exposant est
positif ou négatif (dans la réalité, I’intervalle des exposants est simple-
ment partagé en deux: une moitié pour les exposants négatifs et 1’autre
pour les positifs). On suppose aussi pour simplifier que les pseudo-
réels sont normalisés, c’est-a-dire que ’on choisit, parmi toutes les
représentations en virgule flottante celle dans laquelle le premier chiffre
de la mantisse est forcément non nul; ainsi 0.0001115 et 10.11 sont
normalisés respectivement en 1.11-24 et 1.011-101. On admet enfin
que, quelle que soit la taille du type choisi, le bit de plus fort poids de la
mantisse doit toujours étre non nul.

2 Le raisonnement pour les pseudo-réels signés differe 16gérement, mais ces détails
n’ont aucun intérét ici.
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Sil’on considére maintenant que les pseudo-réels sont codés sur un
octet, un nombre typique est de la forme [1[10]11111 |: le bit de
poids fort représente le signe, les deux bits suivants représentent
I’exposant exprimé en binaire et les 5 derniers bits sont pour la
mantisse. Si I’exposant est positif, le nombre de cet exemple vaut donc
11111-22=1111100;, soit 124.0,¢. Si ce codage est exactement celui
d’un entier, la précision binaire relative a ce nombre est maximale. Dans
le cas contraire, autrement dit si I’expansion binaire a di €tre tronquée
par manque de place, la précision binaire ne peut étre meilleure que 22.
Si I’exposant est négatif, le nombre représenté est 11111-2-2=111.115,
soit 7.751¢. Si le nombre originel était décimal, la précision est encore
maximale, sinon la précision binaire est de 1’ordre de 2-2 et la précision
décimale de 1’ordre de 2-10g;02=0.6.

On constate donc que la précision est d’autant plus grande que la
valeur absolue du nombre est petite, ou plutot, que plus 1’exposant est
grand et plus la place réservée aux chiffres significatifs de la partie
fractionnaire — et donc la précision binaire — est réduite.

En guise de synthése provisoire, on peut dire que tout calcul
n’incluant pas spécifiquement des entiers est a priori entaché d’erreur,
et que le seul élément d’information stable que 1’on puisse mettre en
exergue d’un calcul réel de résultat x est qu’il existe un intervalle réel
minimal [x-2-X, x+2-K[ contenant le pseudo-réel x, représentant x en
machine. L’amplitude de cet intervalle dépend de la taille du type choisi
et permet de trouver I’ordre de grandeur de la précision décimale
relative aux opérations d’une machine, pour un pseudo-réel référence,
sachant que cette précision décroit globalement avec la valeur absolue
d’un tel nombre.

II1.B. IMPRECISION EN GEOMETRIE ALGORITHMIQUE

III.B.1 Ou lUon

Avant de se lancer dans 1’analyse des problemes de précision et dans
I’étude de leurs solutions, il est préférable d’en observer quelques
manifestations dans le cadre de la géométrie algorithmique. Ces exem-
ples permettront aussi, chemin faisant, d’accumuler des informations
sur les caractéristiques de codage des pseudo-réels et la précision
numérique qui leur est liée.

reparle d’intersections...

On se rappelle que le calcul de ’intersection de deux segments fait
intervenir, d’une maniére directe ou non, le calcul du rapport de deux
déterminants. Le cas ou le point d’intersection coincide avec une et une
seule extrémité de segment peut Etre caractérisé par le fait que le déter-
minant principal du systéme est non nul et I’un des deux paramétres,
lui-méme rapport de deux déterminants, est nul ou égal a 1.0.

Le calcul (m-2) ol une quantité réellement égale 4 1.0 ne 1’était pas en
machine devrait suffire & prouver que toute séquence du genre
sl (y; = 1.0)
{..}
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est susceptible de ne jamais étre exécutée. Pour dissiper le doute que
pourrait inspirer la présence de calculs en double précision étendue dans
cet exemple, considérons le cas de figure trivial suivant, en double
précision ordinaire: les extrémités des deux segments a tester sont

A(2.0, 4.0), B(4.0, 6.0), C(3.0, 5.0) et D(6.0, 4.0)

Un calcul rapide (dans R, de grace!) montre que C est a la fois le le
point d’intersection des deux segments et le milieu du segment [A,B].
Tous les résultats obtenus en simulation sur la machine de référence en
double précision confirment d’ailleurs pleinement ces affirmations:

Valeur affichée u:0.308000 Hy: R.0000Q0

Test B = 8.5 Uom 0.0

Expansion binaire  f1): 8.15 (30.5;5) /! 0.85 (=0.044)

Malgré tout, notons que toutes les données sont des entiers déguisés!
Que se passe-t-il si I’on divise systématiquement toutes les abscisses
par 10? Les coordonnées des points deviennent:

A(0.2, 4.0), B(0.4, 6.0), C(0.3, 5.0) et D(0.6, 4.0)
Le point C matérialise donc encore I’'intersection des deux segments et
le milieu géométrique de [A,B]. Cette fois-ci, les résultats de la simula-
tion menée sur la méme machine sont incohérents:
Valeur affichée Hi: 0.850008008 u,:0.0008600C
Test By » 6.5 Bow 0.0

En premiére réflexion, on voit que le réflexe de faire afficher la valeur
d’un parametre n’est pas de grande utilité, amére remarque que plus
d’un programmeur s’est déja faite. Les tests étant négatifs, il faut se
pencher sur les expansions binaires des deux parametres pour interpré-
ter le phénomene:

K4q 0.01111111131131111111111111121111111311131111111111111111
Hy 0.00000000000000000000000000000000000000000000000000000101

L’expansion de u, montre que ce parametre est trés proche mais diffé-
rent de 0.0. Qu’en est-il de p;? Un résultat bien connu d’algebre veut
que, si (up), n € N, est une suite géométrique de premier terme ug et de
raison g#1, on a

i=n n+l :
- I l'g . lim _ Yo
Sn —Eou; =g et, silgi<l, . sp= Tug

up=1etq=1/s = sp -1 = #1243+ = 1_11/2 =2

n—o0

ce qui signifie que I’expansion binaire infinie 0.1, est égale a 1, et
donc 0.01,, qui vaut la moitié, est égal a 0.5.

Ainsi, u, et y, sont extrémement proches de leurs valeurs réelles,
mais par suite d’imprécision paramétrique, C n’est ni le milieu de
[A,B], ni le point de rencontre des deux segments. L’erreur commise
sur uy aurait pu étre en excés de 1.0 et la détection de I’intersection

aurait ét€ mise en échec.
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A

Figure IIL.1. Intersection simple.

II1.B.2 Déplacements et dépendances

Admettons, malgré les problemes de précision, qu’on souhaite quand
méme calculer les intersections d’un ensemble de segments. On se place
maintenant dans le cas de données entiéres — donc de représentations
parfaitement exactes — et d’une solution normale (voir chapitre II et se
référer a la figure II1.1). Les coordonnées de € sont a priori le résultat
de divisions, de sorte que, dans le plan euclidien, elles sont rationnelles
et ont fort peu de chances d’étre décimales: dans tous les cas, les coor-
données de Q2 en machine sont des pseudo-réels approchant au mieux
ces rationnels.

Si cette opération est la seule que subissent les deux segments
originaux, il est vraisemblable que les choses en resteront 1a: [A,B] et
[C,D] sont transformés en quatre nouveaux segments [A,Q], [Q,B],
[C,] et [@,D] ou Q est le point du plan de coordonnées €gales aux
pseudo-réels calculés par 1’algorithme d’intersection.

Dans certains cas, statistiquement assez rares, les coordonnées de Q
représentent en machine les mémes valeurs que les coordonnées réelles
de Q et les deux points n’en font qu’un.

Pour comprendre ce qui se passe dans la majorité des cas ou Q=Q
essayons d’imaginer une représentation géométrique du phénomeéne de

précision raisonnablement proche de la réalité. Quel que soit le pseudo-
réel x que 1’on supposera fixé, il existe un ensemble fini de pseudo-

réels z strictement positifs tels que:

X+zZmX
L’existence de ces pseudo-réels et leur multiplicité sont dues a la
précision limitée inhérente aux machines, et leur nombre est fini comme
I’est de toute fagon celui des pseudo-réels. De par 1’existence de cet
ensemble, il est possible de déduire qu’il existe un plus petit pseudo-
réel, noté &, tel que

x+3*#x, soit 8" = min {z, z>0, x+z2x}
Cette quantité, déja dépendante de x, n’est pas la méme en simple et en
double précision, car elle est tributaire de la taille de la mantisse. Par

exemple, sur le systéme utilisé dans le développement du facétiseur, si
I’on prend x=1.0, on trouve en simple et double précision:

Sflottants doubles
min {z, 1.0+z21.0} 5.9046-10-08 1.11022-10-16

Un raisonnement analogue permet de définir & pour le méme x par

& =min {z, z>0, x-z#x}
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(II-4)

- avia vl - a+
x-9 : x L X4d

Figure IIL.2. Pseudo-réel et ses deux plus proches voisins.

Sur le méme systéme et dans les mémes conditions, on trouve en sim-
ple et double précision:

doubles
2.22045-10-16,

flottants
min {z, 1.0-z#1.0} 1.1921-10-07
SiI’on pose
§=38"+4%
8 permet de connaitre, pour tout pseudo-réel x, les deux pseudo-réels

qui lui sont les plus proches, comme le montre la figure III.2. Si I’on
connait 3, la valeur décimale de 8, quel que soit le point P(x,y) du plan

il existe un quadruplet unique (Pog, Po1, P10, P11) de point décimaux,
c’est-a-dire de points a coordonnées décimales, tel que
Vije [0,1], 0<d(P, P;) <3
ol d représente la distance euclidienne dans le plan.
En fait, les deux & calculés pour x et y, coordonnées du point P, ne
sont a priori pas les mémes: leurs valeurs dépendent en réalité de la

taille des valeurs absolues de x et de y. On peut se donner une d’idée de
leurs variations en observant les valeurs de 8* et 5~ obtenues pour une

série ‘échantillonnée’ irrégulierement de puissances de 2:

i 2i & st
0 1 1.11022-10-16  2.22045-10-16
1 2 2.22045-10-16  4.44089-10-16
2 4 4.44089-10-16  8.88178-10-16
10 1024 1.13687-10-13  2.27374-10-13
20 1048576 1.16415-10-10  2.32831-10-10
30 1.07374-109 1.19209-10-7 2.38419-10-7
40 1.09951-1012  0.0001220703  0.0002441406
50 1.1259-1015 0.125 0.25
51 2.2518-1015 0.25 0.5
52 4.5036-1015 0.5 1.0
53 9.0072-1015 1.0 2.0
54 1.80144-1016 2.0 4.0
60 1.15292-1018 128 256
80 1.20893.1024 1.34218-108 2.68435-108

100

1.26765-1030

1.40737-1014

2.81475-1014
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m-5)

On constate que, si x = 2,
X s
— — 5 - _ 1i-53
253 Teod=2
X o
= st + — 2i-52
5 St 8t =2
Plus formellement, si p est le nombre de bits utilisés dans la mantisse,
si x est un pseudo-réel et i est I’'unique entier tel que 2i< x <2+l un
minorant de I’écart maximum relatif autour de x est donné par,
5t-8~ B 2i-p+12i+p
28 21
L’écart relatif entre. deux pseudo-réels est donc toujours supérieur i la
quantité 21-P, appelé ulp en anglais (unit of last place). Cette quantité
joue un rdle trés important dans I’estimation des erreurs.

=2-p+142-p>2.2-p = 21-p

Comme tous les pseudo-réels de méme exposant sont réguliérement
espacés sur une échelle absolue, on voit que 1’écart relatif entre ces
nombres décroit lorsque leur valeur absolue croit. A 1’inverse, la taille
de I'intervalle d’arrondi autour d’un pseudo-réel est, par (I11-5), directe-
ment proportionnelle a sa valeur absolue. On obtient ainsi une grille
composée de quatre quadrants, dans lesquels chaque carreau, hormis le
plus petit, a des dimensions égales au double de celles du carreau qui le
précédait sur chaque axe. La figure IIL.3. représente une partie du
premier quadrant de cette grille.

Pour revenir au cas qui nous intéresse, le point d’intersection Q des
deux segments mentionnés plus haut se trouve a 1’intérieur d’un carreau
de la grille dont les quatre sommets sont constitués des points pseudo-
décimaux les plus proches. La figure III.4 matérialise cette propriété, en
premicre approximation graphique. D’une maniére ou d’une autre, la
machine associe a Q un des quatre sommets, noté Q@ sur la figure, et lui
substitue celui-ci. On emploie souvent le terme d’arrondi pour désigner
ce phénomene, par analogie avec 1’arrondi effectué sur les deux
coordonnées de Q.

Dans le cas ou #Q et o1 I’on accepte 1’approximation implicite faite
par la machine, la seule relation que les quatre nouveaux segments
[A,Q], [B,], [C.] et [D,Q] peuvent prétendre avoir avec les deux
segments originaux [A,B] et [C,D] est qu’ils possédent tous une et une
seule des quatre extrémités A, B, C et D initiales. Leurs pentes et celles
des segments initiaux sont différentes, comme le sont les coefficients
des équations paramétriques de leurs supports. Tout test d’appartenance
concernant les segments originaux est nécessairement entaché d’erreur
s’il est traité relativement aux nouveaux et vice versa.

Dans une application géométrique, 1’utilisateur est souvent amené a
construire des objets polygonaux faisant explicitement référence a
d’autres objets. Prenons un exemple simple mais significatif, car
extrémement fréquent. Soit [A,B] un segment et C un point supposé
étre le milieu de [A,B] (Figure II1.5).
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G

Figure III.4. Q est “arrondi” en Q.

oaa

F

Figure IIL5. Conflit de dépendance.

Si le segment [A,B] rencontre un autre segment [E,F], avant C, le point
réel Q est approché par le pseudo-point Q, et le segment résultant
[Q,B] a trés peu de chances de contenir C, pour les raisons évoquées
au-dessus, en tout cas si la résolution des dépendances se fait en amont
de la détection des intersections!

Enfin, la substitution de Q 4 Q peut provoquer des intersections qui
n’existeraient pas sinon. On peut facilement imaginer, sur la figure
précédente, que le segment [Q,B] rencontre un dernier segment que ne
coupe pas [2,B]!
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III.B.3 La deuxiéme génération

Revenons au cas initial oit deux segments [A,B] et [C,D] se coupent en
un point Q, approché par Q. Si maintenant 1’'un des quatre nouveaux
segments, [Q,D], est coupé par un cinquieme segment [A’,B’] (Figure
II1.6), les choses se compliquent... Le nouveau point d’intersection, Q°
n’a pas la méme provenance que les extrémités initiales, ni que Q: les
extrémités initiales sont de la génération O (on peut penser que pour de
tels points, en général, la précision de la machine est optimale), @ est
de la génération 1 (car issu d’une paire {(0,0);(0,0)}), Q® est de la
génération 11/4 (car issu d’une paire {(0,1);(0,0)}) et I’on trouve des
éléments de génération 11/, 13/, et 14/4=2: ces derniers proviennent
d’une paire {(1,1);(1,1)}. En régle générale, 1’intersection normale de
deux segments dont les extrémités sont toutes de la génération entiére m
définit un point de la génération entiére m+1.

Chaque génération s’accompagne d’une perte de précision par rap-
port a la précédente et ce phénomene est une des manifestations de ce
qu’il est convenu d’appeler la ‘propagation d’erreur’.

II1.B.4 Incobérences

[MIC 87] étudie différents problémes d’incohérence liés a 1’impré-
cision, et notamment I’influence des erreurs de calcul sur un algorithme
de type ‘balayage’, comme celui présenté dans [B/OT 79]. Dans cet
algorithme, on dispose d’un ensemble de segments du plan dont les
extrémités sont données dans 1’ordre lexicographique (cf. chapitre II) et
qui sont eux-mémes rangés suivant 1’ordre lexicographique. La figure
II1.7 montre un tel ensemble de segments. Les lettres désignant les
extrémités indiquent I’ordre qui régne sur celles-ci.

Pour chaque segment, I’extrémité la plus a gauche lexicographique-
ment est appelée origine et ’autre fin. Soit Ex 1’ensemble constitué
initialement des abscisses des extrémités de segments, rangées par
ordre croissant. Les éléments de cet ensemble sont appelés événements.
La droite de balayage est une structure évolutive, représentée graphi-
quement par une droite verticale se déplagant paralleélement a elle-méme
d’événement en événement. La figure III.8 montre deux états rappro-
chés de cette structure.

A la verticale de A, la droite de balayage ne coupe que le segment
[A,H], qui est alors le seul segment actif. La droite est translatée
jusqu’en B: a ce stade, [BG] devient le deuxiéme segment actif, on lui
reconnait un voisin immédiatement inférieur, a savoir le segment actif
[A,H], et comme les deux se coupent, leur point d’intersection Quy gg
est calculé et son abscisse est insérée a la place adéquate dans Ey: si
celle-ci n’était pas déja dans cet ensemble, elle constitue un nouvel
événement qui sera traité ultérieurement.

Les segments [A,H] et [B,G] sont décomposés en quatre sous-
segments dont deux restent actifs ([A,Qay pgls [B.R@an pcl) et deux
sont inactifs car ils ne coupent pas la droite de balayage.
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Figure III.6. Probl¢mes de précision a la deuxieéme génération.
F

D

Figure II1.7. Segments pour I’algorithme de Bentley-Ottman.

SR IR

D

Figure IT1.8. Deux états rapprochés de la structure de balayage.

L’algorithme tire partie de la cohérence entre 1’ordre global sur les seg-
ments et 1’ordre local 2 la verticale d’une abscisse donnée en exploitant
un invariant et deux types d’action complémentaires:

* INVARIANT: Sur la droite de balayage, deux segments ne peuvent se couper
que s’ils sont adjacents selon 1’ordre vertical.

« ACTION 1: Lorsque ’on arrive 2 la verticale d’une origine on ins€re une aréte
dans la structure de balayage et I’on teste les intersections éventuelles de
I’aréte insérée avec ses deux voisins immédiats au-dessus et au-dessous, quand
ils existent.

» ACTION 2: Lorsque I’on parvient 2 la verticale d'une fin on supprime I’aréte
correspondante de la barre de balayage. L’aréte supprimée ([C,E] pour la
deuxiéme droite de balayage de f-II1.8) rend éventuellement adjacentes les deux
arétes qui étaient jusqu’alors ses deux voisins immédiats dans I’ordre vertical,
s’ils existent ([Qpp 4p.F] et [B,G] sur la méme figure): il suffit alors de de

tester leur éventuelle intersection.
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Figure II.9. Imprécision et incohérence topologique.

Si, 2 un moment quelconque, la précision devient insuffisante pour
déterminer correctement I’ordre vertical sur la barre de balayage, la logi-
que séquentielle de traitement des segments ou la logique d’intersection
de ceux-ci peut étre invalidée.

Pour illustrer ce type de comportement, analysons la figure II1.9 ou
les droites en pointillés symbolisent la grille de précision évoquée
précédemment. A ’intérieur du carreau central de coté §, les événe-
ments sont traités, a cause de I’imprécision des calculs, de maniere
‘aveugle’, du point de vue topologique: il est impossible de savoir
stirement si les segments [C,E] et [D,F] s’intersectent; d’ailleurs ceci
n’a plus beaucoup de sens dans ce contexte. Il serait encore moins
possible d’ordonner de maniére cohérente les différents points d’inter-
section éventuellement trouvés a I’intérieur du carreau central.

En résumé toute cohérence topologique concernant les segments a
Iintérieur de cette région disparait. Ainsi, les positions relatives des
segments [A,H], [D,F] et [B,G] risquent d’étre incohérentes a 1’inté-
rieur du carreau central, et ceci a de grandes chances de provoquer une
incohérence majeure lorsque la barre de balayage ressort de cette zone.

En fait, le probléme est méme plus grave: I’existence d’un seuil de
précision laisse & penser que si des événements sont séparés par des
distances sur 1’axe des abscisses inférieures a ce seuil, ils seront néces-
sairement confondus et donc vraisemblablement traités dans un ordre
incohérent avec la topologie globale.

III.C. TOUR D’HORIZON DES SOLUTIONS CONNUES

Certains auteurs ont déja préconisé des solutions aux problémes d’im-
précision. On trouvera dans cette section une description des principales
méthodes recensées a ce jour. Comme 1’étude du sujet connait une
croissance quasi-exponentielle depuis quelques années, une synthése
exhaustive de tous les articles publiés serait fastidieuse. De méme, une
analyse comparative de ces méthodes est délicate a mener, souvent a
cause de leur spécificité (telle méthode est congue en fonction de tel
phénomene), des différences de niveaux d’approche (solutions théori-
ques complexes contre méthodologies simples mais non générales) ou
de la complexité des techniques impliquées.
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A la place, il a été choisi de présenter les idées directrices de chaque
méthode, afin de donner un apergu des différents angles sous lesquels
le méme phénomene peut étre étudié. Le lecteur intéressé trouvera en
regard de chaque méthode les références bibliographiques de 1’article
original ou de la thése dont elle provient.

Heureusement, une analyse critique comparative n’est pas nécessaire
ici: la nouvelle méthode proposée dans le prochain chapitre procede
d’une démarche suffisamment différente de toutes celles décrites dans
cette section pour que les points de repere qui y auront €té placés
puissent servir a 1’en différencier naturellement.

III.C.1 Epsilons

Epsilon brut

Dans toutes les méthodes de cette classe, on considére qu’il existe un
seuil numérique ou epsilon en-dessous duquel aucune décision-machine
n’est plus fiable et doit étre remplacée par une décision empirique,
justifiée par des motivations diverses. L’epsilon choisi dépend souvent
des caractéristiques de la machine ou du probléme rencontré.

De toutes les solutions connues, celle-ci est a la fois la plus simple et la
moins efficace. Elle a une origine ‘populaire’ dans le sens ou elle vient
a D’esprit trés rapidement, en fait dés que 1’on rencontre la premiére
situation aberrante due & une imprécision.

Pour revenir 2 une problématique de géométrie algorithmique,
supposons que deux points A et B soient si proches que leur pseudo-
distance (la distance euclidienne d(A,B) évaluée sur la machine) est
inférieure A une valeur seuil. Alors A et B sont déclarés confondus et
sont, a partir de cette décision, traités indifféremment.

Cette premiére mouture est un peu brutale: on peut souhaiter rendre
la loi plus ‘physique’, en faisant intervenir ce que ’on a déja vu sur la
relation entre la précision et la taille de A lui-méme (ou de B, mais les
deux points sont supposés étre trés proches). On propose alors la
version suivante: si |A-Bl représente la distance entre A et B, |Al repré-
sente le module du point A (i.e. sa distance a I’origine); on accepte de
dire que A et B sont confondus dés lors que

1A-BI < e*lAl

Si cette approche est possible dans certains cas, elle devient
hasardeuse dés que 1’on fait référence 2 des notions de cohérence
topologique: on est trés vite amené a ranger dans la méme ‘classe
d’imprécision’ des nuages de points entiers alors que 1’ordre dans
lequel ils sont réellement situés les uns par rapport aux autres a une
influence sur la cohérence globale.

L’introduction d’un epsilon a ceci de dangereux qu’il n’est jamais
possible de prévoir quelles en sont les conséquences: celles-ci sont
souvent plus graves, car structurelles et ‘contagieuses’, que les erreurs
de calcul pour lesquelles I’epsilon a €té introduit, qui ne sont, elles, que
factuelles et par essence trés ponctuelles.



III. Imprécisions arbitraires

Taille d’attributs minimum [S/S 85]

L’idée proposée par M. Segal et H. Séquin est de se donner une zone
de ‘no man’s land’ autour de tout objet (segment, face, ...), de sorte
que les calculs relatifs a cette zone privilégient les attributs de 1’objet de
référence a défaut de tout autre.

A titre d’exemple, soient un segment s = [A,B] du plan P et D(z,p)
le disque de rayon p centré en un point z de P. Soit enfin
se={ze PID(ze) ns #0)
I’ensemble, représenté a la figure I11.10, constitué de tous les points du
plan qui sont le centre d’un disque de rayon ¢ contenant au moins un
point de s. (Cet ensemble porte parfois le nom d’e-dilaté de s).

Si un point (ici 'extrémité C du segment [C,D]) se trouve a 1’inté-
rieur de cette zone, il est considéré comme appartenant a [A,B] et ses
coordonnées sont ‘recalées’ de maniére adéquate; sinon il sera toujours
traité comme s’il était séparé de [A,B] par une distance supérieure a une
valeur y, quelle que soit la transformation appliquée aux deux objets. ¢
et u sont des parametres calculés en fonction des caractéristiques de
I’application et de la machine.

Cette approche permet de créer ce que les auteurs appellent une
consolidation de la scéne étudiée. Son principal avantage est de
permettre des opérations mathématiques constructives (comme celles
propres & un modeleur) en s’assurant de garder une cohérence totale
avec la topologie propre des objets initiaux. On reconnait dans cette
méthode une amélioration sur la méthode précédente: on gagne en
cohérence, mais on ne peut toujours pas assurer que 1’on ne créera pas
de situations parasites, absentes de la topologie des données originales.
On constate aussi que I’existence d’une région tampon autour de chaque
attribut d’objet se traduit par des opérations de composition ensembliste
de ces zones lorsque deux éléments s’intersectent et donc que la taille
des intervalles élémentaires propres aux €léments originaux est
susceptible de croitre de génération en génération.

epsilon-convexité [M/L 89]

L’idée maitresse de Milenkovic et Li est de s’attacher & ce que certaines
propriétés ‘vitales’ d’un objet soumis a 1’action d’un ensemble prédéfini
d’opérations primitives, soient constamment préservées.

Prenons 1’exemple de 1’enveloppe convexe d’un nuage de n points
du plan P. La propriété principale de cet ensemble est qu’il s’agit du
plus petit convexe du plan contenant ces n points. Les auteurs exposent
un algorithme en O(nlogn) permettant de construire un ensemble
convexe formé de points initiaux tel que, si I’un quelconque de ces
points est déplacé dans n’importe quelle direction d’une distance
inférieure ou égale 2 ¢, I’ensemble obtenu reste convexe.

Ce genre de technique représente certainement une évolution positive
sur les méthodes d’epsilon naives, mais elle nécessite une adaptation a
chaque cas de propriété que 1’on souhaite conserver. De plus, un grand
effort doit €tre mis dans la construction d’une solution pour chaque cas
et dans la preuve formelle de sa validité.
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C = 2%
A B

Figure III1.10. Taille d’attribut minimum pour le segment [A,B].

Géoméirie ‘G-epsilon-preés’ [G/S/S 89]
Guibas, Salesin et Stolfi proposent une analyse fine des conditions
mathématiques & imposer pour qu’une géométrie ‘a epsilon pres’ soit
cohérente, quelles que soient les opérations effectuées et les objets
manipulés. La tiche est vaste et 1’article cité en référence donne quel-
ques directions fortement liées a 1’analyse d’erreur.

On suppose que I’on est dans un espace E muni de la métrique [I-,Il.
Si P est un prédicat défini sur 1’espace et X € E, P(X) prend une valeur
parmi {vrai, faux}. On définit alors:

e-P(X): P(X’) est vrai pour un X’ € E tel que IX,X’ll <e.
Intuitivement cette définition implique que X est alors “au plus éloigné
de ¢ de satisfaire P(X)”. L’ensemble de vérité de e-P(X) est celui de
P(X) ‘dilaté’ (voir plus haut) par une boule de rayon &, et 0-P(X) est
identique a P(X).

En dimension 1, la procédure implantant P(X) retourne en fait une
partition de la droite décrite par ¢ en trois intervalles F, 1, V tels que le
prédicat e-P(X) est faux siee F, vrai sie € V et incertainsiee 1
Puisque les pseudo-réels sont en nombre fini, cette partition peut étre
représentée par une paire de pseudo-réels 1 = (Imin, Imax) tels que e-
P(X) est faux si e<lmin, vrai si e2Imax et incertain si Imin<e<lmax.

Les intervalles précédents sont alors calculés via la précision de
I’arithmétique de la machine et chaque opération combine un ensemble
minimum de prédicats élémentaires. Par exemple, pour savoir si deux
points p et q sont superposés, on construit le prédicat e-Identiques(p,q)
qui sera vrai si et seulement si e21/5llp,qll. La procédure /dentiques
correspondante sera chargée de calculer la distance lIp,gll et de retourner
une paire (lmin, Imax) telle que lmin < 1/5llp,qll <Imax.

L’intérét de cette idée est double: 1’article fournit une formalisation
de la notion d’epsilon et le moyen de calculer les intervalles de fiabilité
de primitives classiques en géométrie (co-linéarité de vecteurs, orienta-
tion d’un triangle, inclusion dans un objet, etc.) en fonction de calculs
d’erreur bien connus. Bien que beaucoup de solutions antérieures aient
exploité certaines de ces techniques, les auteurs sont les premiers a
formaliser de maniére si claire les phénomenes impliqués.

Notons en dernier que 1’analyse proposée autorise une ‘gestion’
cohérente des imprécisions, mais ne permet pas plus que les
précédentes d’éviter les déviances topologiques consécutives a
I’'imprécision.
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II1.C.2 Géométries robustes

Plusieurs auteurs ont travaillé sur ce sujet. L’idée maitresse de ces
méthodes est que la topologie propre des objets (qui est indépendante
de la précision) est le seul motif de décision, lorsque la précision vient a
manquer, qui permette de conserver une cohérence globale en fin
d’opération, méme si la cohérence locale a dii en souffrir.

Résolution finie [G/Y 8G]

L’idée principale ici est de travailler sur une grille discréte de valeurs
des coordonnées et de mettre en place une ‘interface’ robuste entre le
domaine continu de définition des objets et cette grille discréte.

Greene et Yao proposent, dans le cas de ’intersection de segments
(mais leur idée peut étre généralisée), de déformer les segments par le
biais de ‘crochets’. Sur la figure III.11, un segment présente un tel
crochet a proximité de son intersection avec un autre segment, passant
par le point de la grille pour simplifier le dessin.

En quelque sorte, le segment déformé est ‘accroché’ a un point de la
grille discréte sous P’action d’un autre segment, et I’action se prolonge
sur un voisinage de ce point d’accrochage jusqu’a ce que ’on retombe
sur le segment original d’extrémités fixes.

Si un segment est traversé par plusieurs autres, il regoit autant de
crochets que nécessaire, chaque crochet étant lui-méme susceptible
d’étre ‘accroché’ par d’autres segments et/ou crochets. L’idée est que
1’objet final, résultant du segment original et de ses crochets, est donné
par le chemin le plus court reliant les deux extrémités initiales du
segment et respectant les contraintes imposées par les crochets: il suffit
de voir les crochets comme autant de plots de contournement position-
nés a des points de la grille.

Si le segment a une longueur de / unités de grille, chaque crochet
ajoute O(logl) sommets de grille au ‘segment’ et il sera nécessaire de
recourir a un algorithme exact pour déterminer les points de la grille les
plus proches aprés déformation par un crochet.

Les auteurs montrent que si k£ est le nombre de crochets sur un
segment de longueur /, il est possible de construire le segment déformé
en O(klogl) et que si I’on s’en tient & un nombre limité de régles de
création des crochets, la cohérence globale des segments et leur topolo-
gie sont préservées dans I’ensemble de segments déformés obtenus. 11
est seulement nécessaire de recourir a des algorithmes spécifiques de
construction des crochets et de reconstitution des objets finaux.

Un des grands avantages de cette méthode est de montrer qu’un
probléme aussi complexe que celui de I’intersection cohérente d’un
ensemble de segments peut €tre résolu en utilisant une précision limitée.
Un de ses grands désavantages est que, bien que les points d’inter-
section soient tous in fine sur la grille, les calculs intermédiaires doivent
étre traités par le biais d’une arithmétique exacte. Demier point impor-
tant, si la création des crochets permet de résoudre les problémes de
cohérence topologique, elle n’en introduit pas moins, et encore plus que
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Figure II1.11. Crochet sur un segment.

d’autres méthodes, des intersections parasites, absentes des données
initiales, puisque les segments originaux ne sont pas subdivisés en
sous-segments de méme- support, mais deviennent des collections
continues de segments a supports de pentes variables.

Déterminisme et bistorique [MIL 88], [MIL 89aj, [MIL 89b]

L’auteur a consacré une thése et de nombreux articles a ce sujet. Parmi
toutes celles qu’il présente, on peut dégager 1’idée unificatrice de cohé-
rence chronologique, qui préside a I’essentiel.

Sil’on se place dans une situation ol I’on s’en remet a la précision
finie d’une machine (calculs sur NV bits), tout algorithme traditionnel va
se mesurer a des décisions qui sont parfois erronées, parfois exactes et
parfois incertaines. L’important est de définir le probléme suffisamment
clairement pour que toute décision prise, & un moment quelconque,
puisse étre en accord avec I’ensemble des décisions prises auparavant
et conduire a une solution cohérente. Ce faisant, on n’écarte pas les
décisions éventuellement erronées, mais on s’assure que 1’ensemble des
décisions prises ne pourra jamais violer un ensemble figé de propriétés
logiques, topologiques ou géométriques.

Par exemple si, dans le processus de détection de 1’intersection d’un
ensemble de segments, on est amené a privilégier, a juste titre ou non,
une relation d’ordre particuliere entre deux segments, cette décision est
irrévocable par la suite et tout sera fait pour 1’entériner de maniere que la
topologie globale des segments soit cohérente, & défaut d’étre la répli-
que exacte de la topologie réelle de ceux-ci.

Milenkovic remplace la notion de segment par celle d’objet pseudo-
linéaire ou courbe cachée et présente une approche dans laquelle, un
peu comme dans la méthode de résolution finie, les segments vont
s’incurver au gré des intersections. Un point important est que 1’on peut
parvenir A faire en sorte que la ‘courbe’ obtenue en incurvant les
segments autour de points de la grille enti¢re sous-jacente, approche
toujours les segments originaux avec la précision de N bits disponible.

Pour reprendre un exemple de I’auteur, si P(xp, yp) a été reconnu
en-dessous du segment [A,B] et Q(xq.yq) est tel que xg 2 xp, yq < ¥p,
le choix opéré pour P induit celui a faire pour Q: ce point doit nécessai-
rement €tre en-dessous de [A,B].
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La limitation de précision peut éventuellement avoir occasionné une
erreur de choix pour P, mais P et Q auront des positions cohérentes
relativement a [A,B]; I’auteur montre qu’il existe une courbe théorique
relativement a laquelle P et Q occupent réellement les mémes positions
que celles ‘choisies’ vis a vis du segment [A,B]; de plus, cette courbe
théorique cachée ne s’écarte jamais de plus d’une quantité o (caractéris-
tique de la précision disponible) du segment [A,B].

Pour préserver la cohérence topologique colite que colite, 1’auteur
utilise une ‘base de données’ relative aux propriétés de chaque segment
traité dont le but est de garder un historique explicite des choix qui ont
été effectués a son sujet ou des positions relatives d’autres segments ou
extrémités qui ont pu lui étre comparés (e.g. C est a gauche de A et a
droite de B, D est sur [A,B], ...). Toutes ces informatiens (qui sont
nécessairement en nombre fini) sont ‘vraies’ modulo la précision dispo-
nible et sont établies par des relations de majoration ou de minoration
lies a des calculs d’erreurs maximum a ’intérieur de cette précision.
Tout nouveau choix concernant un segment déja ‘fiché’ doit prendre en
compte d’éventuelles informations contenues dans son historique.

La logique employée est trés simple, une fois que les propriétés
topologiques (ou logiques ou géométriques) qui doivent étre respectées
sont explicitées. Cette méthode infléchit les segments constituants les
objets de fagon a les faire passer par les points représentables en
machine les plus proches, lorsqu’il est besoin. Comme toutes les
précédentes, cette méthode implique des solutions parasites, mais cette
fois-ci ces solutions sont explicitement considérées comme des
consolidations locales d’une cohérence topologique globale.

Valence et cobhérence [KAR 88/, [H/H/K 88/

Karasick consacre lui aussi une thése a la construction robuste de
solides. En astreignant le degré des sommets de chaque solide a étre
€gal a trois (i.e. chaque sommet est le point de rencontre de trois faces)
et en contraignant la topologie des éléments constitutifs de ceux-ci,
’auteur montre que I’on peut construire un modele géométrique dans
lequel tous les objets sont cohérents sous I’influence d’un ensemble
d’opérations bien définies.

Karasick utilise la représentation des solides par leurs fronti¢res et
propose des méthodes de résolution de conflits li€s a 1’imprécision par
le biais d’un certain nombre de régles d’incidence d’inspiration empiri-
que, permettant d’assurer une parfaite cohésion des solides construits
par le modele. La validation de ce demier sur toutes les opérations
géométriques (translations, rotations, etc) représentables en machine
semble particuli¢rement positive: seules les rotations d’angle trés petits
(entre 10-5 ¢t 10-10 degrés seulement!) sont signalées comme
introduisant des solutions topologiquement incorrectes.

La technique préconisée ici est sous-tendue par I’expérience, 1’auteur
présentant des résultats au-dela de 1’espérance de beaucoup de mode-
leurs réputés performants. La grande difficulté A laquelle se heurte sa
technique reste, malgré tout, la justification théorique des hypotheses
faites et le passage de 1’expérience a la formalisation systématique.
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III.C.3 Stabilité numérique et perturbations

Les méthodes de cette section relévent toutes du domaine de 1’analyse
numérique. Elles permettent de trouver des réponses théoriques aux
problémes consécutifs a 1’imprécision, mais leur complexité et le coiit
de leur implantation les rendent difficilement exploitables. Néanmoins,
ce sont de telles méthodes, et bien plus souvent qu’on ne le croit, qui
permettent de faire avancer le domaine de maniére significative.

Simulation de simplicité [E/M 88], ([YAP 87], [YAP 88

L’idée d’Edelsbrunner et Miicke est trés simple: pour circonvenir les
cas de dégénérescence dans les algorithmes de géométrie, on impose
une perturbation aux données de sorte qu’elles ne puissent jamais ame-
ner a un cas dégénéré. Cette technique porte le nom de ‘simulation de
simplicité’, le terme simplicité signifiant ‘non-dégénérescence’ en réfé-
rence 2 la célebre méthode du simplexe.

S’inspirant de méthodes d’analyse numérique, les auteurs proposent
de définir comme domaine de dégénérescence, pour chaque probléme
traité, un ensemble d’éléments pour lesquels la solution générale du
probléme inclut un cas particulier. A titre d’exemple simple, la phrase
‘soit un triangle non-aplati du plan’ impose que les trois sommets
définissant le triangle ne soient pas alignés (ou confondus, mais ceci est
un cas particulier de la contrainte). Les dégénérescences, dans ce cas,
sont représentées par toutes les situations ou les trois sommets sont sur
une méme droite. Un ensemble d’objets est dit ‘en position générale’
s’il ne contient pas de dégénérescence.

Dans le modele décrit par les auteurs, si T est une primitive topologi-
que, elle prend en entrée un ensemble de points, retourne la valeur O si
I’ensemble de données est dégénéré et retourne -1 ou 1 pour permettre
de discriminer les cas de non-dégénérescence. Ainsi, n-1(0) représente
I’ensemble des dégénérescences de la primitive w. Si cette primitive
porte sur d=21 objets, une perturbation sera une opération sur les d
objets, considérés en position non-générale, qui leur interdit de contenir
une quelconque dégénérescence.

Pour poursuivre I’analogie avec le triangle non-aplati, une idée serait
de fixer les deux premiers sommets, de faire en sorte qu’ils soient bien
a une distance minimum epsilon I’un de 1’autre et définissent ainsi une
droite A, et de contraindre le troisi¢me 2 se situer dans un des deux
demi-plans définis par A. Ces contraintes doivent €tre imposées par le
calcul: si par exemple, la primitive  considérée a pour but de détermi-
ner si un point est situé a 1’intérieur d’un triangle, les coordonnées du
triangle subissent une perturbation semblable & celle décrite précédem-
ment, de facon a ce que le cas particulier d’un triangle aplati ne puisse
jamais étre rencontré par la machine: cette perturbation consiste elle-
méme 2 ce que toute distance calculée soit égale a la distance classique
plus un ou plusieurs termes algébriques dont chacun traduit I’influence
"d’un point particulier.

Ces perturbations ne peuvent étre faites qu’en fonction de chaque
primitive considérée et de maniére adaptative: I’ensemble e-perturbé doit
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tendre vers 1’ensemble original lorsque ¢ tend vers 0, et posséder toutes
les propriétés topologiques de ce dernier: on imagine mal une perturba-
tion qui modifierait les relations métriques a ’intérieur d’un triangle.
Enfin, les perturbations provoquées volontairement doivent étre ‘trans-
parentes’ a I’utilisateur, dans le sens o il est préférable qu’elles soient
pré-définies sur un ensemble recensé de primitives bien connues, afin
d’affranchir I’utilisateur des considérations mathématiques sous-tendant
la solution proposée.

Un exemple convaincant cité par les auteurs est le cas de la détermi-
nation de non-alignement de trois points par le test du signe d’un
déterminant: soient P = {p;, py, ..., p,} n points d’un méme plan. Il y
a dégénérescence si trois points p;(x;,y;), pi(X;,y;) et Pr(xy.y) sont
alignés et donc si un déterminant du type

I 11
D=|Xx; X i Xk
YiYi Yk
est nul. Si chaque point est repéré par un indice distinct, on peut
effectuer la perturbation:

2i-1 2i-1
Vi (x,- Yi ) - Vf'(xi +82 3 yi+82

)

D devient alors un polynéme en &, D(g), qui s’écrit, par puissances
décroissantes d’exposants (avec i>j>k):
p22|1 1|, 52111 +822j-2| 11

Xj Xk YiYk

11 apparait clairement que si € est nul, D(e) devient égal a D. La simula-
tion de simplicité consiste alors a évaluer 1’un aprés 1’autre les coeffi-
cients du polynéme D(e) jusqu’a en trouver un non nul: le signe affecté
a celui-ci donnera le signe de D puisque les termes consécutifs sont
nécessairement d’ordre inférieur.

+

D()=D-¢ xix |t

On peut apporter plusieurs critiques a la méthode: elle nécessite un
volume de calculs imposant, une analyse trés poussée de chaque
contexte de calcul et est tributaire de 1’existence sur la machine de
référence d’une arithmétique exacte, voire d’un module de précision
infinie pour I’évaluation de formules algébriques engendrées par la
simulation.

Enfin, elle ne peut pas d’étre d’un grand secours lorsque 1’on doit
accepter (et reconnaitre) les dégénérescences aussi bien que les
situations générales, ce qui est malheureusement le cas la plupart du
temps. Néanmoins une telle technique permet de regarder le phénomene
de I’'imprécision sous un autre angle, fort instructif.

Le lecteur intéressé pourra trouver dans les deux références
bibliographiques citées entre parenthéses une généralisation des
techniques précédentes ainsi qu’une preuve de cohérence: Chee-Keng
Yap propose le recours a une ‘boite magique’ pour 1’évaluation des
polynémes décrits précédemment qui, en plus de donner une valeur
d’évaluation, retourne un signe (+ ou -) et inhibe donc les situations de
décision par valeur nulle.



Tour d’horizon des solutions connues 67

Stabilité numérique [O/T/U 87]

T. Ottman, G. Thiemt et C. Ullrich ont proposé une technique permet-
tant des évaluations exactes pour un certain nombre d’opérations.

Soit un opérateur arithmétique réel L € {+,-,*,/}, L I’opérateur équi-
valent sur une machine de précision finie, et [J 1’opération d’arrondi

sur celle-ci. Si ’on peut affirmer que, quels que soient les pseudo-réels
x et y représentant en machine les réels x et y, I’hypothese

xly=0®x1y)

peut étre faite, et si de plus il existe un module (extérieur ou non)
permettant de calculer exactement le produit scalaire de deux vecteurs de
longueur fixée de tels pseudo-réels, les auteurs montrent que toute
expression arithmétique simple (faisant intervenir les opérateurs
arithmétiques +,-,*,/) peut étre évaluée exactement par le biais du
produit scalaire.

En fait, il suffit de démontrer que toute expression arithmétique
‘représentable en machine’ peut se décomposer en sous-expressions
elles-mémes calculables 2 1’aide du produit scalaire et portant sur des
pseudo-réels (i.e. représentables en machine).

Encore une fois, un exemple donné par les auteurs permet de mieux
comprendre cette idée. Soient x et y deux pseudo-réels représentant
exactement en machine les réels x et y. On pose

E=0@x*yety=x*y-§
Alors, x * y=§& + y et ’on peut montrer que & et y sont des pseudo-
réels (représentables en machine) qui peuvent étre calculés a I’aide du
produit scalaire. Pour montrer ce dernier point, les auteurs font remar-
quer que I’on peut écrire d’une part
§=U@x*y)=x*y

et d’autre part

v=0w=06-y-0=0() ({)= )

ou - dénote le produit scalaire.

L’intérét de ce genre d’approche est de montrer que 1’on peut obtenir
une arithmétique exacte a partir d’un seul type d’évaluation en précision
arbitraire.

Le revers de la médaille est la complexité inhérente & ce type
d’évaluation: d’une part, le module d’évaluation du produit scalaire sera
relativement complexe a intégrer (on pense au calcul formel) et d’autre
part, les transformations des expressions arithmétiques nécessiteront un
phénomene de ‘transcodage’ assez cofiteux. Mais il existe des environ-
nements dans lesquels cette solution est tout a fait envisageable.

Dernier point, cette technique ne peut pas facilement s’adapter aux
cas ou les calculs font intervenir des expressions algébriques plus
complexes, mais ceci est aussi le lot pratiquement de toutes les
méthodes existantes!
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III.C.4 Solutions structurelles

Les deux principales méthodes de cette classe ont été congues explicite-
ment pour répondre a des besoins spécifiques, en 1’occurrence aider a la
résolution d’un probléme recensé. Il se trouve que les deux articles
choisis traitent de deux problémes bien connus pour étre ‘duals’ I’'un de
I’autre, mais il n’y a 1a aucune malice: il s’agit certainement de deux
problémes centraux de la théorie de la géométrie algorithmique. Les
deux méthodes prouvent que 1’on peut fort bien arriver a implanter des
solutions réputées sensibles aux erreurs de calcul en adaptant les
techniques d’évaluation a la structure de la solution.

Les deux probleémes utilisés comme support de travail seront
présentés, ainsi que leurs solution, avec plus de détail dans le chapitre
sur la facétisation. Le lecteur intéressé peut aussi consulter [P/S 85],
[EDE 87] ou [PER 88].

Notons au passage que les deux idées présentées ici sont certaine-
ment celles qui ont donné, & ma connaissance et jusqu’ici, une des
confirmations les plus ‘tangibles’ de I’intérét des recherches présentées
dans cette section.

Diagramme de Voronoi [S/I 89a), [S/I 89b], (S/I 89c])

K. Sugihara et M. Iri ont étudié en détail une implantation robuste du
diagramme de Voronoi de n points du plan. Leur technique les a
conduit a présenter un algorithme permettant le tracé d’un tel diagramme
pour un million de germes!

Le principe directeur de leurs travaux est de considérer que si, lors
de la construction incrémentale d’un diagramme de Voronoi, la
précision finie d’une machine peut parfois interdire la préservation de
propriétés non topologiques (les polygones de Voronoi sont convexes,
deux arétes de Voronoi ne peuvent se couper qu’en leurs extrémités),
elle permet toujours de préserver les propriétés topologiques

Pl Un diagramme de Voronoi est un graphe planaire,

P2 Tout sommet de Voronoi est normalement de degré trois,

P3  Deux polygones de Voronoi ont au plus une aréte en commun,

P4 |l y a autant de polygones de Voronoi que de germes.

La principale tiche constructive a accomplir consiste donc a s’assurer,
lorsqu’un i+1-i¢me germe est introduit dans le diagramme de Voronoi
de i points déja construit, que les propriétés P! 4 P4 soient toutes
respectées. La construction obtenue n’est peut-étre pas unique, mais les
calculs effectués peuvent servir a déterminer quelle solution est la plus
proche du diagramme de Voronoi réel.

Du point de vue de la destruction, on sait que I’insertion d’un germe
a ’intérieur d’un des polygones bornés (i.e. correspondant & un germe
situé dans I’intérieur de I’enveloppe convexe) de Voronoi du diagram-
me relatif aux i premiers points provoque 1’apparition d’un cycle
‘autour du nouveau germe’ (voir figure I1.12, ou le diagramme en
pointillés déja construit pour A, B, C et D est transformé par I’ajout du
nouveau point P).
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Figure II1.12. Transformation incrémentale d’un diagramme de Voronoi.

Consécutivement a 1’ajout du point P sur le diagramme f-II1.12, les
médiatrices de [A,B], [A,D] et [B,D] sont transformées par 1’introduc-
tion des médiatrices de [A,P], [P,D] et [P,B]. Le cycle ainsi formé
enferme en son intérieur une structure correspondant a la partie de 1’an-
cien diagramme de Voronoi qui doit étre détruite. On peut démontrer
que cette structure est toujours un arbre.

Une des approches possibles consiste alors a ‘vérifier’ que 1’algo-
rithme construit effectivement un cycle et détruit dans le diagramme
précédent une structure isomorphe a un tel arbre, dans les cas ot la pré-
cision ne semble pas permettre de choisir entre plusieurs éventualités.

Une des conséquences intéressantes de cette méthodologie est
qu’elle permet de simuler I’'imprécision: les auteurs ont réussi a intro-
duire une perturbation dans les données en sortie de leur algorithme, de
sorte qu’ils ont pu simuler divers degrés d’imprécision et mesurer de
maniére pertinente la robustesse de leur algorithme.

Les travaux de ces deux auteurs débouchent sur une étude plus
globale de la construction de modeleurs exempts de probléemes
d’incohérences (référence entre parenthéses).

Triangulation de Delaunay [K/L/N 89]

Karasick, Lieber et Nackman proposent une méthode de construction
d’une triangulation de Delaunay a partir d’une arithmétique rationnelle.
L’idée est de rendre les évaluations les moins coiiteuses possible en
travaillant a la fois sur une optimisation de 1’évaluation des expressions
symboliques (expansion de déterminants 3+3 ou 4«4 par cofacteurs
exploitant les particularités numériques des calculs impliqués), en uti-
lisant une analyse adaptative du signe des déterminants considérés et en
développant une arithmétique rationnelle modulaire (fondée sur une
implantation en C++).

Les auteurs ont commencé par implanter 1’algorithme de [G/S 85],
lui-méme reprenant les termes d’un algorithme en diviser pour résoudre
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dd A [L/S 8013, en double précision et en utilisant une arithmétique
rationnelle. Les différences de temps de calcul se sont révélées tellement
importantes (de 0.1 & 1200 secondes pour le méme échantillon de 10
points aléatoires!) que ces chercheurs ont ressenti le besoin d’analyser
les raisons de telles contre-performances.

De maniére schématique, 1’algorithme utilisé fait intervenir deux tests
dont I’écriture symbolique revient a 1’évaluation du signe de détermi-
nants 3+3 ou 4+4. Leur idée est alors de réduire les coiits de calcul en
rendant entiers les déterminants, dont les éléments sont a priori des
rationnels, puis en examinant le comportement opératoire de plusieurs
techniques d’expansions par cofacteurs.

Une seconde idée, originale et puissante dans ce contexte, est de
remplacer, dans les calculs de déterminants, les éléments par des
intervalles entiers (de taille arbitraire) et d’utiliser une arithmétique
exacte pour entiers de longueur quelconque. Si le déterminant n’est pas
nul, on parvient assez rapidement a encadrer sa valeur par un intervalle
ne contenant pas z€ro, ce qui permet de déterminer son signe!

Cette analyse par intervalles se montre trés payante, et par le biais
d’autres améliorations liées au codage propre de leur solution, les
auteurs parviennent 2 abaisser les temps de calcul jusqu’a 3 secondes!4

Notons, et ce point sera trés important par la suite, que seuls les
déterminants ‘dégénérés’ (de valeur nulle) ou_trés proches de zéro
semblent poser des problémes cruciaux dans la solution proposée ici: si
la valeur du déterminant est trés proche de zéro, il faut pousser
I’encadrement trés loin, et donc éventuellement manipuler des interval-
les provenant de rationnels de dénominateurs et numérateurs de trés
grande taille! On verra dans le prochain chapitre que c’est justement ce
point qu’il faut approfondir si I’on souhaite améliorer encore les
performances.

L’article cité en référence est trés explicite sur les méthodes a appli-
quer pour parvenir a de telles fins. On le lit avec d’autant plus d’intérét
qu’il contient, en quelque sorte, la réponse du berger a la bergere: c’est
en analysant les raisons de la présence de valeurs intermédiaires
extrémement grandes que ces trois chercheurs ont pu découvrir une
condition superflue dans les algorithmes théoriques originaux!

L’un des points forts de leur travail est de montrer qu’il existe des
techniques particuli¢rement bien adaptées a I’implantation de solutions
théoriques dont on connait par ailleurs 1’optimalité. De toutes-celles pré-
sentées jusqu’ici, les idées de Karasick, Lieber et Nackman sont les
plus en phase avec celles qui seront développées dans le prochain
chapitre. Il apparaitra alors clairement que cette communion de pensée
permet d’envisager une fusion des deux méthodes pour d’encore
meilleurs résultats.

3 Le lecteur trouvera une synthése de cet algorithme dans le chapitre VI, consacré a
la facétisation.

4 Remarquons 2 cette occasion qu’il est peu réaliste d’imaginer une arithmétique
rationnelle qui ‘descende’ en-dessous de 30 fois les performances de I'arithmétique des
doubles de la machine!
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III.C.5 Solutions exactes

On peut effectivement se demander a ce stade pourquoi ne pas opter
pour une solution dans laquelle les calculs sont effectués a I’aide d’une
arithmétique ‘exacte’. Le cas d’une solution rationnelle est traité€ a part
dans le chapitre IV, car elle sert de toile de fond a la solution sous-
tendant le présent travail. Malgré tout, on sait par expérience que le
choix d’une arithmétique exacte impose des temps de calcul prohibitifs
et que la complexité des algorithmes mis en ceuvre dans ce contexte est
trop souvent dominée par celle des primitives élémentaires.

Les trois auteurs précédents signalent que, lors de leur premiere
tentative d’implantation en rationnels, certaines valeurs intermédiaires
obtenues pendant 1’exécution de 1’algorithme de triangulation appliqué
a dix points pris au hasard dans le disque unité, comportaient jusqu’a
81 chiffres en base 216!

On comprend aisément que de telles statistiques découragent les
meilleures volontés. Néanmoins, il existe des moyens de réduire consi-
dérablement le coiit de telles entreprises comme en témoigne le dernier
exemple de solution de cette section.

Recalage sur une grille entiére [MIC 87]

D. Michelucci se place dans le cas ol les données sont supposées
appartenir (ou avoir été ‘recalées’ sur) une grille entiére de taille
suffisamment grande. Tous les calculs impliqués dans la détection de
I’intersection de deux segments concernent alors des pseudo-rationnels
bornés: si la taille de la grille est bien choisie, les numérateurs et
dénominateurs des rationnels issus des calculs des trois déterminants et
des deux parameétres ne seront jamais supérieurs au plus grand entier
représentable en machine.

En effet si G est la taille de la grille, les coefficients de 1’équation
paramétrique du support de tout segment de droite dont les extrémités
sont des points de cette grille, sont des entiers A, B et C, liés par une
relation du type:

Ax+By+C=0
Comme les points définissant les segments sont forcément a 1’intérieur
de la grille, on est assuré que

lAl, IBI € G et IC1<2G2 (cf ILA.)

De méme, les quantités A, Ay, et Ay, sont nécessairement inférieures a
2G?2 en valeur absolue (cf. (1I-3)). 1 suffit donc de choisir G tel que 2G2
soit inférieur ou égal au plus grand entier représentable en machine. Si
les entiers sont codés sur n bits, ce nombre est N = 27-1, et ’on doit

choisir G de sorte que
A / a1l
G<J/ 28 5

n=32 & G < 32768

Ce majorant n’est lui-méme valable que pour les intersections entre
segments originaux: il doit &tre révisé a la baisse dés qu’un segment de
génération nulle est comparé 2 un segment d’une autre génération.
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La solution proposée par D. Michelucci est en fait une technique qui
permet de se ramener a des calculs sur des pseudo-entiers uniquement.
Elle contient donc sa propre critique: si la dynamique des données est
trop grande, elle ne sera plus applicable. Malgré tout, lorsqu’elle est
applicable, la méthode du recalage est moins délicate a utiliser qu’une
solution faisant intervenir une arithmétique de précision infinie, car la
taille des quantités manipulées permet de profiter, dans les algorithmes
de base, des opérations naturelles relatives aux pseudo-entiers.

Notons enfin que Michelucci prolonge son étude a la modélisation
d’objets par leurs frontiéres, propose une nouvelle structure de données
unifiante et minimale pour décrire un solide et fait une analyse détaillée
des conditions dans lesquelles une telle représentation pourrait étre
effectivement (a défaut d’efficacement, pour 1’instant) implantée,
moyennant I’existence d’une arithmétique algébrique. Ce domaine est
encore a 1’état de la recherche pure, mais il est presque inévitable que
les solutions préconisées dans la these citée ici seront largement envisa-
geables asymptotiquement d’ici quelques générations: le tout est de
savoir si ce terme doit étre appliqué aux machines ou aux humains!



IV Pecasion ApbieARE

Presque toutes les solutions présentées dans le chapitre
précédent partent du méme principe: 1’arithmétique exacte
étant trés pénalisante, essayons de nous contenter d’une
arithmétique a précision finie en conservant le maximum de
cohérence avec la solution exacte.

On a pu voir que ce présupposé conduit malheureusement
introduire dans les problémes des solutions parasites ou a
entériner des déviances locales de la topologie originale
allant parfois jusqu’a fausser complétement celle de la
solution globale, dans les situations les plus délicates.

On a pu constater aussi que les solutions proposées achop-
pent pratiquement toujours sur la levée d’indéterminations
relatives a des tests autour de valeurs de dégénérescence: il
se trouve que ce sont les évaluations les plus instables sur
lesquelles reposent }es poids de décision les plus forts.

N’est-il pas possible d’envisager une solution dans laquelle
toutes les décisions sont prises sur la foi d’une premiére
évaluation logique en précision finie et sur celle d’une
précision infinie (arbitraire) si et seulement si 1’issue semble
incertaine selon un critére ‘universel’ de référence?

Est-il en d’autres termes possible de définir une mesure de
fiabilité globale qui soit éventuellement remise en cause
localement, mais qui assure que tous les tests intermédiaires
sont 2 la fois fiables du point de vue de la précision absolue
et du point de vue de la précision disponible?

Ce chapitre apportera des réponses a toutes ces questions
en proposant I’analyse d’une solution a précision adaptative
et de son coft.
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Le but de ce chapitre est d’apporter une solution novatrice au probléme
de I’imprécision, dont la philosophie se situe & mi-chemin entre celles
des solutions de type ‘epsilon’ et celles des solutions exactes. Une
solution de cette derniere catégorie considére que les données sont aussi
précises que possible et fournit des résultats pour lesquels la précision
est absolue: ceci restreint donc ces méthodes a des problémes dans
lesquels les calculs ne font pas explicitement intervenir des expressions
irrationnelles, ou, si c’est le cas, de manicre telle que leur représentation
puisse étre manipulée sans ambiguité (représentation des racines d’une
équation du second degré par fractions continues, par exemple).

Un type de solution qui sera particuliérement utile par la suite est
fondée sur I’existence d’un module d’arithmétique rationnelle. L’écri-
ture d’une telle ‘biblioth¢que’ nécessite quelque soin, tant en ce qui
concerne la représentation des objets manipulés que la conception
d’algorithmes efficaces pour ces manipulations: la premiére section de
ce chapitre est consacrée a ce sujet. La section suivante analyse le
spécificités de la solution adaptative présentée en détail dans la troisi¢me
et derniere section de ce chapitre.

IV.A. CARACTERISTIQUES D’UNE ARITHMETIQUE RATIONNELLE

Un certain nombre de résultats utilisés dans cette section sont présentés
en détail dans [K II] et dans [A/H/U 74]. Les programmeurs émérites
connaissent tous 1’ouvrage de D.E. Knuth ‘The Art of Computer Pro-
gramming’. Le tome 2 ([K II]) contient tout ce qu’il faut savoir sur les
algorithmes numériques et fournit notamment une base de travail tres
documentée sur la réalisation de modules de calcul en arithmétique
enti¢re et rationnelle. Les informations contenues dans ces chapitres
sont tellement rigoureuses que 1’auteur a lancé depuis longtemps le défi
amical de renvoyer $10 a tout lecteur qui y reléverait une erreur.

Devant un ouvrage d’une telle envergure, on se sent plutdt tenté de
passer son chemin, en profitant des lecons prodiguées par le ‘Maitre’.
Et puis, on s’apergoit que s’il ne contient pas d’erreurs a $10, ’ouvrage
présente une version des faits qui, parce qu’elle est tournée vers I’archi-
tecture d’une machine idéale mais figée, est quelque peu déphasée par
rapport aux langages évolués disponibles maintenant. Ceci n’est pas
une tare rédhibitoire, dans le sens ou le contenu des explications (le
‘fond’) est souvent totalement indépendant de ce genre de considéra-
tions (‘la forme’).

En revanche, il peut s’avérer relativement agréable a la personne
intéressée par ces problémes, de trouver une présentation différente,
plus orientée vers 1’algorithmique que vers la machine. La présente
section voudrait étre ce trait d’union, sans vouloir faire oublier au lec-
teur que les bases de ce qu’il cherche se trouvent toujours et avec autant
d’actualité dans le travail gigantesque et incontournable de Knuth.

L’optique qui sera souvent prise ici consistera a ‘reconduire’ les
analyses de D.E. Knuth en profitant de 1’occasion pour proposer des
méthodes parfois différentes des siennes, en tout cas plus directement
adaptées 2 la représentation des nombres par listes chainées.
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IV.A.1 Représentation des rationnels

Type et Base

-1

A partir de cette section, certains nombres seront assimilables a leur
représentation en machine: ainsi un entier quelconque (relatif ou naturel)
sera représentable en machine quelle que soit sa taille (dans la limite de
la mémoire vive de la machine, bien entendu!...). Pour distinguer les

toutes relatives a des entités représentées en machine. Les variables ou
nombres correspondants auront la méme apparence typographique.

Pour travailler en rationnel, il est indispensable de choisir une base et
un type pour représenter les chiffres de celles-ci. On choisira ici le type
‘entier non signé’ de la machine car il permet la meilleure rentabilisation
de I’espace mémoire. La taille de ce type détermine la base dans laquelle
s’effectuent les calculs.

Soit B cette base. Les chiffres a représenter couvrent donc 1’in-
tervalle [0, B-1] et tout naturel n peut s’exprimer, en base B, sous
forme d’une somme

m
n=i+AB+AB2+. . +1,Bn=) %81
i=0

ou les A; sont des chiffres en base B. Par commodité, ce nombre, dont
on dira qu’il est de longueur m+1, sera aussi noté:

(MAps A1y -oo0 A2y A1, M)
ou plus simplement: (Aps Ao eoes Ay Ag, Ag)

comme la base sera supposée fixe dans tout ce chapitre. Cette notation
recouvre exactement la représentation décimale habituelle.

Par la suite, il sera toujours considéré, sans que cela soit répété, que le
chiffre le plus significatif de tout nombre (donc ici A,,) est obligatoire-

ment différent de 0.

La détermination de la base nécessite une petite réflexion: il faut a la
fois la choisir suffisamment grande pour minimiser le nombre de
chiffres dans la représentation des données mais pas grande au point
d’imposer la vérification permanente que tous les calculs se font bien
dans la dynamique impartie au type leur servant de support. On verra
lors de I’étude des opérations arithmétiques que c’est la multiplication
qui provoque le calcul de retenue le plus élevé, sous la forme u*v+w+r,
ou u, v, w et ry sont des chiffres (cf. (IV-2)). Si ns est le nombre de bits
d’un entier non signé, le plus grand entier de ce type représentable en
machine est 275 - 1. On doit alors respecter I’inégalité

(B-1)2 + 2(B-1) £ 275 - 1
o B2-1<2ns -1
= B= 2|_ns/2_|

Si le nombre de bits d’un entier non signé est de ns = 32, la base peut
étre prise comme étant égale 4 B = 216 = 65536.
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Représentation

I1 est aussi important de connaitre a I’avance la taille moyenne des
nombres que ’on va étre amené a manipuler. On peut se faire une idée
de ’ordre de grandeur des entiers représentés par quelques chiffres
dans la base B = 65536:

1l chiffre: 0 - 65 536
2 chiffres: 65 537 — 4294967296
3 chiffres: 4294967297 — = 2.8147-10%4

Pour donner un élément de comparaison, des données dont la taille
varie du millimeétre (unité principale) a la centaine de kilometres (1 109
millimetres) sont représentées sur 2 chiffres dans la base considérée.
Les résultats intermédiaires peuvent bien siir étre remarquablement plus
volumineux.

des rationnels

Un rationnel, qui est composé d’un numérateur entier et d’un
dénominateur entier non nul, dont on suppose qu’ils sont premiers
entre eux, est représenté par une structure de données composée d’un
signe (sur un bit si cela a un sens sur la machine héte) et de deux listes
chainées de chiffres en base B choisie:

signe: (1) ou [ Ky || Kka |

rationnel: | n:[ cg |>| cg |—>..

i [ cg |-| e |—o.. d

Figure IV.1, Représentation d’un rationnel.

Bien que ceci ne soit en rien obligatoire, il s’avere trés profitable de
considérer que les numérateurs et les dénominateurs des rationnels ne
pourront pas avoir plus qu’un certain nombre de chiffres, assez élevé
comme on le verra. Cette restriction permet d’améliorer considérable-
ment 1’exécution des algorithmes de comparaison entre entiers et, a
fortiori, entre rationnels. Si I’on opte pour cette contrainte, on considere
que le champ réservé au signe du rationnel est en fait subdivisé en deux
sous-champs de méme taille, par exemple de la moitié de la taille d’un
entier non-signé.

Le sous-champ correspondant aux bits de poids faibles (x4 sur la
figure IV.1) est le codage sur "/, bits du nombre de chiffres du
dénominateur, dont on sait qu’on peut s’arranger pour qu’il soit tou-
jours strictement positif. Le sous-champ correspondant aux bits de
‘poids fort (x, sur la figure) représente le codage sur "5/, bits du nombre
signé de chiffres du numérateur: si ce nombre est positif, le rationnel est
supérieur a 0, si ce nombre est négatif, le rationnel est strictement
négatif et si ce nombre vaut 0, le rationnel est nul. Comme ceé nombre
est signé et codé sur 5/ bits, le plus grand nombre de chiffres que peut
contenir le numérateur d’un rationnel est:
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ns
-—-1
227 4
soit 215 - 1 = 32767 chiffres si ns = 32 bits.

On peut mesurer 1’ordre de grandeur de tels nombres de la fagon
suivante: le nombre constitué de k fois le chiffre (B-1) en base B est
égal a Bk - 1. Si B = 216, I’entier maximal recherché est égal 2
(216)32767 _ 1, Pour exprimer 1’ordre de grandeur de ce nombre en
base 10, on doit trouver le nombre x tel que

(216)32767 = 10% = x = 16:32767-log102 = 157821.

On voit que cette restriction laisse une certaine marge de manceuvre,
bien que certaines applications, vraisemblablement liées a des données
de taille gigantesque, puissent effectivement donner lieu a la création de
valeurs intermédiaires de cet ordre. Par sécurité, on peut inclure dans la
biblioth¢que rationnelle, une routine de contrdle de débordement de
nombre de chiffres.

D’un autre cdté, si cette restriction semble injustifiée, on peut
toujours utiliser un gntier pour garder trace de 1’information concernant
le nombre de chiffres du numérateur et du dénominateur des rationnels,
car si 1’application doit se mesurer a de telles quantités, il vaut mieux
optimiser coiite que cotlite les algorithmes de comparaisons entre
entiers.

Quoi qu’il en soit, si I’on accepte la ‘restriction’ proposée, il ne
colite plus beaucoup, dans une optique d’uniformisation des algo-
rithmes a venir, de considérer que chacun des deux sous-champs
précédents est la représentation sur ”$/, bits d’un entier relatif: ceci
autorise le méme traitement pour les deux sous-champs et ‘aligne’ les
nombres de chiffres du numérateur et du dénominateur.

L’hypothése implicite faite dans la représentation décrite ci-dessus
est que les entiers n’ont pas de signe: on considére en fait que tout
entier relatif est un rationnel de dénominateur égal 2 1. Comme ce
rationnel s’accompagne, lui, d’un signe, 1’entier naturel sous-jacent
redevient par ce biais relatif. Si les besoins particuliers d’une applica-
tion nécessitent que 1’on représente, de maniére autonome, des entiers
relatifs, il suffit d'adjoindre a leur représentation propre un bit de signe.

Cette hypothése permet surtout de simplifier le mode de représenta-
tion des entiers: comme son signe se trouve représenté a part, il est
possible de coder tout entier sans ambiguité dans le sens croissant de
ses exposants. Pour prendre un exemple simple en base 10, le nombre

12340 sera codé @ -|4| -3 > (2| > , alors que si le signe était

porté, comme cela se fait dans certaines représentations, par le chiffre
en téte de liste, le nombre -12340 aurait la méme représentation que son
opposé et il faudrait recourir au sens inverse de chainage! Le codage
des nombres ‘des unités vers les puissances supérieures’ permet avant
tout d’améliorer de maniere trés significative la performance des
opérations arithmétiques élémentaires, qui nécessitent un ‘renverse-
ment’ systématique des opérandes quand 1’ordre de chainage est
inversé.
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‘Débordements

On peut se demander s’il ne serait pas possible de choisir une base qui
soit exactement le plus grand entier non signé représentable en machine:
apres tout, I’avantage de ce choix serait de permettre de diviser par deux
le nombre moyen de chiffres manipulés. Mais ceci se ferait au prix
d’une attention bien trop grevante.

11 est tout a fait possible de considérer la somme de deux entiers non
signés, tous deux inclus dans I’intervalle [0, M=275-1]. Le résultat, a
priori composé d’un ou deux chiffres du méme intervalle, entraine donc
une éventuelle ‘retenue’. Mais, sur une machine, le résultat sera donné
modulo M. Par exemple, sur un octet, le plus grand nombre repré-
sentable est 28-1 = 255. Si on tente d’additionner 255 et 1 sur un octet,
on trouve un résultat égal a 0. Dans un ordre d’idée parallele, la
différence 0-1 donne 255.

Plus formellement, si a et b sont deux entiers quelconques, il existe
un entier Ca4p € [0, 275-1] tel que a + b = ca4p mod (275 ). Ainsi, dans
les deux cas précédents:

255+1 =256 =0 mod (28), et
0-1=-1=-1mod (28 ) =255 mod (28)

Appelons les deux types de comportement précédents des déborde-
ments. On dira aussi qu’un résultat est représentable s’il ne donne lieu a
aucun débordement, dans le contexte décrit plus haut. Ceci revient donc
a dire que ca4p et a+b sont les mémes nombres. Sinon, a+b déborde et
on trouve une retenue égale a 1; on peut convenir que les deux cas
précédents se notent: ‘

a+b<2M = a+b = (ca4p= a+b, 0)
a+b=2" = a+b = (ca4p, 1)

Pour circonvenir les débordements, il est nécessaire de se livrer a la
petite gymnastique calculatoire suivante: soient a et b les deux nombres
a additionner; si b est nul, le résultat est trivial. Sinon, posons

a’=(2m-1)-a;b’=b-1.
Dans I’ensemble des relatifs, on peut toujours écrire
a+b=b’-a’ +2n

Si(a’=b’),a+bdonne (0, 1). Si (a’ <b’), la quantité (b’ - a’) est
positive, il y a retenue et donc a + b donne (b’ - a’, 1). Si, en dernier
lieu, (a’ > b’), la quantité (b’ - a’) est négative et la somme a + b peut
étre calculée sous la forme directe ou sous la forme (b’ - a’), en utilisant
le mécanisme d’underflow naturel sur la machine.

L’algorithme relatif au contrdle du débordement dans la somme de
deux chiffres en base B est assez lourd, celui relatif aux débordements
dans la multiplication de deux chiffres est beaucoup plus délicat. Ces
deux opérations sont centrales dans I’arithmétique des entiers et leur
lourdeur se répercute sur la performance des opérations élémentaires: ce
genre de technique n’est conseillé que lorsque 1’espace mémoire est
tellement compté que les baisses de performances sont peu importantes.
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Gestion de la mémoire

L’un des facteurs les plus importants dans 1’implantation d’une
arithmétique rationnelle est la gestion de la place nécessaire a son fonc-
tionnement. Les opérations élémentaires seront décrites succinctement
plus loin, mais on peut déja deviner que chacune nécessite la réserva-
tion de la place requise pour deux opérandes, les créations/destructions
de rangées de chiffres pour les résultats intermédiair