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PLAn 

Cette thèse est organisée en deux parties complètement 
disjointes. La première partie est constituée du chapitre 1, 
consacré à la présentation du travail qui a servi de support 
d'implantation aux idées développées. On y trouvera une 
description générale du travail de base effectué en deux ans 
sur une application de modélisation hiérarchisée de terrain 
pour un simulateur de vol. 

La seconde partie couvre les chapitres ll à VI et présente les 
concepts théoriques qui se sont dégagés de 1 'étude pratique 
précédente. n faut y voir une tentative de formalisation des 
problèmes que l'on rencontre dans la structuration de don­
nées abstraites, comme un graphe hiérarchique. 

Le chapitre ll, L'art de couper les segments en quatre, 
présente, comme premier contact avec les difficultés liées 
aux calculs exacts, une méthodologie permettant d' optimi­
ser de manière notoire les procédures d'intersection de 
segments dans le plan. Il n'y a derrière cette opération 
aucune difficulté théorique, mais on constate vite que la 
méthode traditionnelle est loin d'être optimale. C'est à partir 
de cette procédure qu'a pu germer la notion d"arithmétique 
réticente'. 

Le chapitre III, Imprécisions arbitraires, traite des difficul­
tés inhérentes à 1' emploi de calculs de précision finie en 
géométrie algorithmique. On y trouve les principales 
sources d'échec et une présentation des solutions couram­
ment adoptées pour pallier ce problème. 
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Le chapitre IV, Précision Arbitraire, introduit une méthode 
mixte de résolution des problèmes d'imprécision en 
suggérant que 1' on fasse les calculs à deux niveaux: tant 
que la précision de la machine est suffisante, on effectue les 
calculs en précision résidente et dès que celle-ci devient 
incapable de permettre les décisions, on passe aux calculs 
en arithmétique exacte. 

Ceci permet, si 1' on prend la précaution de toujours créer 
les objets à 1' aide de l'arithmétique exacte, de garder une 
cohérence totale dans la topologie des données tout en 
limitant de manière très conséquente le volume de calculs en 
arithmétique exacte. 

Le chapitre V, Contraintes, Dépendances, Hiérarchies et 
Priorités dans un Graphe, présente les opérations néces­
saires à la gestion de graphes hiérarchisés et dotés d'une 
relation d'ordre sur les objets. 

Le chapitre VI, Facétisation avec contraintes, donne une 
description d'une technique incrémentale de triangulation de 
Delaunay contrainte de complexité optimale. L'accent est 
mis sur les différentes définitions que 1 'on peut donner de 
cette opération et la solution apportée représente une simpli­
fication de la célèbre méthode 'diviser pour résoudre'. 

-~-

Plan 



Research is what 1 am doing when 
1 don 't Jmow wh at 1 am doing. .. 

PRErAcE 

En informatique, on rencontre deux types de problèmes: 
ceux qui conduisent à des solutions simples et ceux qui 
conduisent à des solutions complexes. L'algorithmique, à 
mon sens, est ce chaînon qui doit œuvrer pour rendre toute 
solution complexe, simple. La géométrie algorithmique se 
doit encore plus de répondre à cette attente, car son 
domaine d'application est souvent notre environnement 
physique quotidien, dans lequel il n'est pas facile de se 
contenter de solutions qui ne soient pas de 'bon sens'. 

n paraissait, par exemple, dur d'accepter qu'il n'existe pas 
d'algorithme simple pour construire 1' enveloppe convexe 
d'un polygone. La géométrie algorithmique a franchi des 
barrières virtuellement insurmontables, il y a dix ans, et 
c'est souvent parce que des chercheurs ont réussi à 
simplifier certains concepts au maximum, dès qu'ils les 
maîtrisaient mieux, afin que d'autres concepts plus 
complexes puissent, à leur tour, en bénéficier. La simplicité 
n'est, en fait, jamais synonyme de facilité! 

ll y a une sorte de 'loi de la matière' informatique: toute 
question simple devrait obtenir la réponse la plus simple 
possible. Tant que la réponse paraît plus compliquée que la 
question, il faut remettre 1' ouvrage sur le métier et de nou­
veau chercher plus simple. 

Certains parmi nous ont pour vocation de prouver qu'un 
problème réputé difficile admet une solution. Ceux-là per­
mettent des miracles. D'autres ont la vocation de dégager 
tous les éléments qu'ils peuvent pour faire progresser la 
solution trouvée sur la pente de plus forte simplicité. 

J'ai toujours cru en cette méthodologie et je pense que cette 
thèse en est une manifestation. Elle contient, parmi les 
résultats présentés, certains dont on peut penser qu'ils sont 
des affinements de solution déjà publiées. 

Wernher von Braun 
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A ce titre, le dernier chapitre, qui présente aussi des 
solutions nouvelles à un problème ancien, est une tentative 
d'unification de trois solutions autour d'une méthode 
incrémentale, comme il existait déjà une unification de ces 
trois solutions autour de la célèbre méthode 'diviser pour 
résoudre'. 

Les responsables du projet sous-tendant cette thèse ont 
donné beaucoup de leurs idées d'hommes de terrain pour 
permettre au chercheur que je suis de trouver des solutions 
pratiques. Ceci a été fait dans un premier temps, sous 
forme d'une application opérationnelle et validée en 
grandeur réelle. La tâche qui m'incombait était ensuite de 
généraliser les résultats obtenus par des méthodes plus 
universelles, en bref, de prendre du recul par rapport aux 
algorithmes trouvés. 

ll y a naturellement deux raisons à cela: la première est liée 
à la confidentialité des méthodes utilisées. Le projet a des 
concurrents et il serait un peu dangereux de trop laisser 
transparaître des techniques mises au point. Je tiens 
d'ailleurs à rendre hommage ici à la compréhension qu'ont 
montré les cadres de la SOGITEC concernant la publication 
de cette thèse! 

La deuxième raison est que le contenu d'une thèse ne peut 
pas être limité à un codage d'algorithmes, mais nécessite 
une réflexion plus générale, qui permette à chacun de 
percevoir les modèles de conception sous-jacents. 

L'effort a donc porté sur une formalisation des concepts qui 
se sont présentés dans l'approche initiale, le 'premier jet'. 
La plupart des algorithmes formels présentés dans cette 
thèse ont eu une origine plus pragmatique, parfois non 
optimale, ou sont des prolongements de méthodes que 
1' expérience a montré trop limitatives. Certaines réflexions 
permettent d'envisager une refonte totale des techniques 
appliquées jusqu'ici et une généralisation d'assez grande 
envergure. 

Que les contingences matérielles et industrielles permettent 
ou non de faire évoluer l'existant vers le suggéré dépasse le 
cadre de réflexion qui est celui de cette thèse. Il rn' a semblé 
que les idées auxquelles celle-ci aboutit méritaient d'être 
mises en valeur pour elles-mêmes et c'est dans cet esprit 
qu'elles ont été décrites. 

-~-

Préface 



/. TRAVAIL DE !JASE ET !JASE DE TRAVAIL 

Ce premier chapitre a pour but de décrire le cadre de travail 
qui a inspiré le reste de la présente thèse. Les algorithmes 
proposés et les méthodologies que 1 'on trouvera au cours 
des chapitres à venir, sont tous nés des réflexions qu'a 
inspirées le travail décrit ici. Deux années de travail sont 
entrées dans le processus et ont permis d'apporter le 
chaînon manquant à une chaîne de simulation de vol. 

Toutes les idées de cette thèse ont d'abord été codées afin 
d'obtenir une solution le plus rapidement possible, dans un 
contexte industriel, à des problèmes assez volumineux. 
Seulement après a-t-il été possible de commencer à tirer les 
enseignements naturels des problèmes rencontrés. Tous les 
chapitres qui suivent celui-ci ont résolument pour principe 
de tenter de généraliser les notions abordées 'sur le terrain' 
et d'apporter des éléments de réponse théorique aux 
problèmes rencontrés. ll existe une certaine distance entre 
les algorithmes qui ont été implantés et les solutions 
beaucoup plus générales et souvent mieux adaptées que 
proposent les chapitres 2 à 6 ... 

On trouvera dans le chapitre présent quelques illustrations 
qui sont de simples témoins du travail accompli. Elles 
permettront peut-être au lecteur le moins gagné à la 
géométrie algorithmique de voir que ce domaine permet de 
réaliser des applications grandeur nature et qui marchent 
(ou devrais-je dire volent?) ... 



2 I. Travail de base et base de travail 

I.A. LA CHAINE DE SIMULATION 

I.B. DONNEES 

Le travail qui sous-tend cette thèse est parti d'un contrat entre l'Ecole 
Nationale Supérieure des Mines de Saint-Etienne et la société d'électro­
nique SOGITEC (Rennes et Boulogne Billancourt), dans le cadre du 
projet SINDBAD, qui vise à créer les bases de données d'images de 
synthèse nécessaires aux simulateurs. 

SOGITEC ayant développé depuis plus de dix ans une machine de 
visualisation extrêmement sophistiquée, la G.I. 10 000, permettant l'af­
fichage par tampon de profondeur (z-buffer) de 10 000 polygones tri­
dimensionnels en un cycle, les besoins se sont fait sentir de disposer 
d'un gestionnaire de terrains perfectionné. 

Les données proviennent de différentes sources (géographiques, 
fichiers D.M.A., etc ... ) et de différents modules, comme, par exemple 
le modeleur 3D qui permet la réalisation de volumes (maisons, bâti­
ments, etc) et le modeleur de terrain qui permet la 'fabrication' de 
l'apparence de la zone représentée (relief, textures, paysages). 

La cohérence de ces données est ensuite vérifiée et, si tout se passe 
bien, celles-ci sont transmises au module de facétisation qui doit tout 
rendre sous forme de triangles. 

Un module d'édition de facettes permet d'éventuelles rectifications 
de détail aïm d'obtenir le résultat le plus proche de ce que désire l'uti­
lisateur. Toutes les opérations qui viennent d'être décrites se passent en 
dehors de la simulation et ne doivent pas, heureusement, être exécutées 
en temps réel. .. Celles-ci sont effectuées sur des Iris 4D (Silicon Gra­
phies) et le module de facétisation a été conçu sur une station Sun 3115. 

Le simulateur est composé d'une cabine sphérique sur les parois de 
laquelle les images projetées par la G.I. défilent en temps réel. Ceci 
veut dire que l'on doit être capable d'extraire les informations extrême­
ment rapidement des bases de données afin de rester en phase avec la 
vitesse de déplacement simulée de l'avion. Chaque fois qu'il est 
nécessaire, on doit aller chercher, en temps réel, un bloc d'extraction 
dans la base de données aïm de permettre la visualisation de la zone au­
dessus de laquelle parvient l'avion. 

L'application peut aussi bien servir à des simulations au sol 
(conduite automobile, déplacements dans une zone urbaine, etc), 
comme le montrent certaines des illustrations de ce chapitre. 

J.B.l Domaines 

Comme les bases de données utilisées sont immenses (certaines 
couvrent plusieurs dizaines de milliers de km2), il est nécessaire de 
segmenter les zones à traiter en 'domaines'. 

Fondamentalement, un domaine est un rectangle destiné à contenir 
toutes les données que le module de facétisation (qui sera naturellement 
privilégié ici) devra traiter. 



Données 3 

Aucune donnée ne peut, à l'heure actuelle, être autorisée à sortir 
d'un domaine. L'origine de chaque domaine se trouve dans le coin 
inférieur gauche. 

Les domaines sont en général bordés par huit domaines voisins, sauf 
les domaines 'du bout du monde'. Toute donnée qui serait partagée par 
la frontière de deux domaines adjacents doit être vérifiée de part et 
d'autre, dans une phase de post-traitement de la facétisation. 

1.B.2. Altimétries 

Sur 1' ensemble des domaines est plaquée une grille altimétrique rectan­
gulaire qui les recouvre tous, et est structurée en tableau de cellules de 
taille fixe. Chaque carreau qu'elle contient potte une altitude aux quatre 
coins. Ces altitudes proviennent de relevés divers et traduisent le plus 
fidèlement possible le relief sous-jacent. 

Pour connaître l'altitude de tout point, il suffit de localiser le carreau 
de grille dans lequel il se trouve et d'interpoler son altitude sur les 
quatre connues autour de lui (sauf sur les lignes de la maille où l'inter­
polation se fait sur un côté seulement et aux sommets de maille où le 
calcul est direct). La figure 1.1 donne un exemple de ce principe. 

Figure 1.1. Interpolation bi-linéaire d'altitude. 

Sur cette figure, le plan de référence est indiqué comme ayant l'altitude 
zéro. C'est le plan qui sera toujours noté P dans la suite de cette thèse, 
et qui contient la projection bi-dimensionnelle de tous les objets 
contenus dans un domaine. On trouve un carreau de grille altimétrique à 
la croisée des chemins de quatre génératrices de la grille. Chaque coin 
du carreau a une altitude propre ce qui permet de visualiser un carreau 
de surface 'altimétrique' dans l'espace. Les côtés de ce carreau de 
surface sont des segments de droite et chaque point d'un côté a une 
altitude interpolée sur celles des deux coins de carreau que le côté relie. 
L'altitude de tout point situé à l'intérieur d'un carreau de surface 
altimétrique est interpolé sur les deux directions génératrices. Cette 
opération porte le nom d'interpolation bi-linéaire. 

Le côté du domaine le plus proche de 1' observateur sur la figure 1.1 
portera en général!' axe des abscisses et le second 1 'axe des ordonnées. 

Filtres et extrema 

Afin de ne pas avoir trop de données, il est nécessaire de 'filtrer' les 
altimétries: pour prendre un exemple simple, si les données proviennent 
de relevés aériens, on risque d'avoir un échantillonnage d'altitude très 
régulier, disons tous les soixante mètres. Si la zone représentée est 
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I.B.3 

1. Travail de base et base de travail 

montagneuse, ceci est à la limite sous-échantillonné, mais si elle 
représente une plaine ou un lac, il y a de grandes chances pour que les 
informations soient vraiment redondantes. 

Un module de filtrage permet donc de réduire l'échantillonnage des 
altimétries, lorsqu 'il est besoin. 

Les premières données, les plus simples aussi, sont constituées par 
les extrema altimétriques. Ce sont des points isolés ou qui se trouvent 
sur la frontière d'autres objets. lls correspondent donc à des points 
remarquables du relief, ou servent à marquer ou à 'forcer' certains traits 
de relief car leur altitude peut, en pratique, être altérée par l'utilisateur. 

Les lignes de relief 

Lorsqu'on désire, pour des raisons géographiques ou liées à la 
représentation des terrains (pour établir, par exemple, des frontières 
franches entre deux faces de terrain), forcer le relief naturel à suivre 
d'autres pentes, on peut recourir aux lignes de relief. 

Un tel objet est constitué d'un ensemble de segments consécutifs; 
chaque segment a deux extrémités qui sont, en fait, des extrema 
altimétriques. L'altitude de tout point à la verticale d'un segment de 
relief est interpolée sur ce segment. Pour prendre un exemple simple, la 
figure 1.2 montre comment une ligne de relief permet de 'raboter' ou de 
'relever' le terrain sur son passage. 

Figure 1.2. Influence d'une ligne de relief. 

Sur le haut de la figure on trouve une ligne de relief constituée de trois 
segments consécutifs le long de l'axe des x, perpendiculairement à l'axe 
des ordonnées. On a aussi représenté un 'carreau de terrain', symbolisé 
par un section pratiquement plane. A la verticale du passage de cette 
ligne de relief, l'altitude des points du carreau de terrain est abaissée ou 
relevée, suivant les circonstances, alors que les autres bords du terrain 
restent inchangés. 
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A partir de maintenant, le terme 'à la verticale' doit se comprendre 
comme 'parallèlement à la direction de projection sur le plan de 
référence': cette direction est celle des cotes (altitudes), ou axe des z. 

Chaque chaîne de relief (qui peut être réduite à un segment, mais 
reste toujours connexe) permet de réaliser des travaux de gros-œuvre 
(aplanissement de terrain, vallées en U, remblais, déblais, etc). 

I.B. 4. Cadastre 

Aspect et forme 

Champs 

La modélisation de paysages exige que l'on puisse représenter les 
terrains à la fois du point de vue de leur géométrie et d'autre part du 
point de vue de leur aspect physique. 

Chaque objet qui va être présenté à partir de maintenant aura une 
texture propre. Cette texture permet d'identifier le type d'objet modélisé 
(champs, forêts, routes, étendues d'eau, rivières, bâtiments). Lorsqu'il 
n'y a rien quelque part(!), le domaine sous-jacent est apparent et sa 
texture correspond à ce que l'on appellera la friche. Cette texture est la 
seule qui soit définie par défaut. Elle dépend évidemment du contexte: 
la friche autour d'une île a vraisemblablement la texture d'une étendue 
d'eau, alors que la friche autour d'une oasis a plutôt la texture d'un sol 
désertique, etc. 

Les textures sont connues de l'application sous forme de 'biblio­
thèques' et il est essentiel que les faces obtenues à la fin de la facé­
tisation réfèrent toujours exactement à l'élément de bibliothèque auquel 
référait initialement 1 'objet donné en entrée. 

Tout domaine, en plus des extrema et des chaînes de relief, contient 
une série d'objets polygonaux simples pour matérialiser les formes les 
plus générales des éléments constituant un paysage. 

Les objets polygonaux ne constituent pas forcément un pavage du 
domaine courant, car ils ont le droit de se chevaucher afin de permettre 
une interface plus conviviale. Malgré tout, le domaine contient tous les 
objets polygonaux, et le complémentaire de l'union de ceux-ci est 
simplement la friche. 

Les lois qui régissent l'intersection des objets polygonaux seront 
présentées un peu plus loin. 

Les champs (ce terme désigne en fait un polygone fermé et simple 
autorisé à contenir d'autres éléments) constituent la majeure partie des 
zones non urbanisées. Un champ est représenté par un polygone tri­
dimensionnel, que l'on désignera par le nom def-polygone iflexible 
polygons). Chaque sommet de la frontière d'unf-polygone est un point 
fixe, dont 1 'altitude est calculée sur la grille altimétrique. 

La texture de chaquef-polygone permet de refléter le type d'activité 
qui l'accompagne (culture, végétation, place publique, mer, etc). 
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Bâtiments 

1. Travail de base et base de travail 

Les constructions humaines (maisons, bâtiments, ensembles d'habita­
tion ou zones d'activité) sont créées à l'aide du modeleur 3D. En ce qui 
concerne le module de facétisation, ces objets sont des polygones, que 
nous appelerons h-polygones (hard polygons), dotés de propriétés très 
particulières et restrictives. 

En premier lieu, ils ont, comme les /-polygones, des sommets de 
frontière fixes. Mais il se comportent comme des trous: les faces qui 
sont attachées aux objets de cette classe, proviennent toutes du mode­
leur 3D et ne sont pas manipulées par le module de facéti sation. 
L'intérieur d'un h-polygone est donc résolument vide: il ne peut rien 
contenir. Sa frontière ne doit pas être remise en cause par d'autres 
objets car les facettes volumiques délivrées par le modeleur 3D ne 
peuvent pas prévoir d'autres points sur la base que ceux qui ont été 
èalculés à la construction, bien avant la facétisation d'un domaine. 

Ceci est lié au fait qu'un même objet 'dur' peut servir à plusieurs 
endroits dans un ou plusieurs domaines. Si 1 'on accepte des intersec­
tions entre ces objets et d'autres d'un domaine, on s'expose à l'appar­
ition de T dans le voisinage des points d'intersection indésirables: un tel 
T provoque des incohérences entre les sommets de facettes prévus (en 
sortie du modeleur terrain) et ceux 'livrés' par le module de facétisation. 

L'altitude des h-polygones ne se calcule pas comme celles desf­
polygones. Pour comprendre pourquoi, examinons la figure 1.3. 

Figure 1.3. La maison dans la montagne ... 

On désire implanter (c'est le mot) un bâtiment sur un pan de colline. 
Les règles habituelles de la maçonnerie imposent que les plans définis­
sant le volume du bâtiment utilisent les trois directions principales de la 
base de l'espace, alors que les lois qui régissent la géologie de la colline 
n'ont que faire du fil à plomb! Une solution consiste à 'enfoncer' la 
maison suffisamment profondément pour être certain que les quatre 
sommets les plus bas du bâtiment de la figure soient bien tous en­
dessous du point localement le plus haut de la colline. 

Une autre solution, qui est celle retenue ici, est de considérer un 
point spécifique, dit point de pose, qui soit cohérent avec l'altitude 
moyenne au voisinage du bâtiment, et qui impose son altitude à tous les 
sommets définissants la frontière du h-polygone de base. Ainsi, le 
terrain sous-jacent (la colline) se 'moule' sur le contour du polygone de 
base du bâtiment. 
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Arbres 
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TI existe des h-polygones spéciaux qui n'ont pas de socle polygonal, 
mais seulement un point de pose. Les arbres en sont un exemple. Mais 
il est aussi possible qu'un même objet soit considéré avec ou sans son 
socle polygonal: quand une scène est vue de très loin, le niveau de 
détail qui l'accompagne est assez grossier, et il suffit que les maisons, 
par exemple, soient symbolisées uniquement par leur point de pose. 

En tout état de cause, les h-polygones sans socle se rangent 
résolument dans leur classe mère, mais leur influence sur la géographie 
du domaine est identique à celle des extrema altimétriques. Les facettes 
relatives à ces objets, si elles existent, proviennent du modeleur 3D, ce 
qui explique leur classification parmi les h-polygones. 

Routes, rivières, etc .. . 

Pour représenter les routes et les rivières, en général les objets de 
largeur presque invariante et de très grande longueur, il a été choisi 
d'utiliser un dernier type de polygones, d'une gestion particulièrement 
délicate: ce sont les s-polygones (snake polygons). Ces objets sont 
définis par des segments de contrôle dont les extrémités ont des 
altitudes calculées sur la grille altimétrique et par une largeur fixe (s ). 
On 'expanse' ensuite ces segments de façon à obtenir un polygone 
(quand la construction est possible) de largeur constante 2s. On obtient 
ainsi une bande polygonale de points qui, en projection sur le plan de 
référence, sont tous situés exactement à la distances d'un point au 
moins du segment de défmition auquel il est attaché. 

Si l'on tire une perpendiculaire en un point d'un segment de 
définition de s-polygone hors d'un virage, on trouve deux points à 
égale distance, dont l'altitude est celle du point choisi. Les arêtes 
constituant la frontière de ces objets s'appellent des génératrices. La 
figure 1.4 montre un exemple de s-polygone. 

Figure 1.4. s-polygone et projections d'un point sur les génératrices. 

La figure suggère que pour résoudre les problèmes posés par les 'vira­
ges', on fasse appel à des paliers horizontaux; ceux-ci nécessitent que 
l'on modifie quelque peu l'altitude des s-polygones autour des points 
de rotation et de tronquer les arcs de cercle représentant les points à 
distance s de ceux-ci en figures 'vectorisées'. Il est important de se 
rappeler que les s-polygones ont des sections droites de très grande 
longueur (entre 50 et 1000 mètres pour donner un ordre de grandeur), 
sont très fms (quelques mètres seulement) et donc que les modifications 
suggérées par la figure sont assez peu visibles. 
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Les virages des s-polygones sont problématiques, mais leur intersec­
tion avec d'autres objets est encore plus complexe, comme on le verra 
sur certaines figures plus loin. 

I.B.5. Priorités 

·l.B.6. 

Pour que tous ces objets, dont on a déjà dit qu'ils provenaient de source 
a priori déconnectées, puissent coexister en harmonie, il est nécessaire 
d'établir entre eux des priorités. On associe donc à chaque objet un 
vecteur numérique dont la première composante est la classe de 1 'objet. 
Par delà l'ordre dans lequel ces classes sont rangées, leur priorité 
relative dépend de l'opération en cours. Ceci sera explicité plus loin. 

La deuxième composante du vecteur de priorité est le rang dans la 
classe. Deux objets d'une même classe ont des priorités différentes. Par 
exemple, une route est forcément moins prioritaire qu'une voie ferrée, 
une route nationale qu'une autoroute, etc. 

Pour le cas où plusieurs objets de même classe et de même rang se 
couperaient (ceci est parfois dû au fait que l'utilisateur a laissé ce détail 
dans l'ombre), un autre champ, qui contient le numéro d'ordre dans la 
liste des données, permet de lever toute ambiguïté et d'affmner que 
deux objets de la base ne peuvent jamais avoir le même vecteur de 
priorité. Ainsi, on a une relation d'ordre strict totale sur l'ensemble des 
objets d'un domaine, et donc sur les ensembles de segments ou de 
sommets qui les composent. Par conséquent, si deux segments 
s'intersectent et ont le même vecteur de priorité, ils proviennent de la 
même frontière polygonale, ce qui normalement interdit. 

Ceci permet aussi de codifier les autorisations et les interdictions 
relatives aux objets: on pourra interdire que telle classe d'objet (ou tel 
objet de tel rang dans une classe) chevauche, soit adjacent ou occulte tel 
autre objet. On aura ainsi un code complet des opérations licites, gênan­
tes ou inhibantes. 

Toute opération inhibante est signalée à l'utilisateur afin qu'il y 
remédie après l'arrêt forcé de l'exécution. Les opérations gênantes 
(illicites, mais pas inhibantes) sont aussi signalées afin que l'utilisateur 
statue sur leurs cas, mais l'exécution n'est pas interrompue. 

Sémantique des objets 

Ce terme désigne le fait que, suivant leurs classes, les objets d'un 
domaine interagissent de manière contrôlée par un ensemble de règles 
liées au sens de 1' opération visée pour les deux objets. 

Par exemple, si une route rencontre le bord du domaine et si cette 
éventualité coïncide avec une extrémité finale de chaîne de définition, 
alors il faut prolonger le profll de la route jusqu'à épouser parfaitement 
le bord de domaine correspondant. En revanche, si la même route 
rencontre le bord du domaine en un point constituant un virage, alors il 
peut être nécessaire de vérifier si le domaine voisin peut accepter ce 
phénomène et de terminer la route de manière différente. 
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De même, si une extrémité de route se termine en plein milieu de la 
friche ou d'un champ, on arrête les-polygone perpendiculairement au 
dernier segment de définition, alors qu'en revanche, on peut désirer 
1' arrêter différemment si le dernier point de définition de la route 
coïncide avec un point de défmition d'un contour polygonal. 

TI y énormément de cas à considérer, et il n'est pas question de les 
lister ici. On peut se permettre de parler de sémantique parce que 
l'analyse de chaque cas est faite en fonction du sens que revêt chaque 
opération, selon des règles qui varient elles aussi en fonction des 
circonstances dans lesquelles elles sont appliquées. 

Prenons, par exemple, le cas de 1 'intersection d'une ligne de relief et 
d'uns-polygone: si l'intersection a lieu avant l'expansion de ce dernier, 
la ligne de relief plaque son altimétrie sur le segment de définition du s­
polygone qu'elle intersecte. En revanche, si une telle intersection est 
constatée après que les s-polygones ont été expansés, les lignes de 
relief ne doivent plus (pour des raisons qui seront explicitées plus loin) 
rencontrer les frontières de ces objets: on doit inhiber 1' opération et la 
déclarer gênante. 

De même, l'adjacence de deux objets, l'inclusion d'un objet dans un 
autre, peuvent être parfois licites, parfois illicites, suivant le contexte 
dans lequel celles-ci ont lieu. 

I.C. RESTRUCTURATION DES DONNEES 

Le premier travail à effectuer est de retrouver une organisation logique 
dans cet ensemble non structuré de données. On doit procéder dans 
1 'ordre suivant: 

organiser les données polygonales et les données de 
relief par listes de sommets et d'arêtes; 

2 ranger chaque liste parmi les éléments de sa classe, 0 la 
place indiquée par son rang; 

3 intersecter les segments de définition des s-polygones et 
les lignes de relief; 

4 expanser les s-polygones; 

5 découvrir toute Intersection entre deux segments ou un 
segment et un sommet Isolé, toutes catégories confondues; 

6 reconstruire les faces de manière cohérente en interdisant 
tout chevauchement; 

7 retrouver toutes les inclusions entre les objets du domaine, 
celui étant, en principe, l'objet maximal au sens de 
l'inclusion. 

8 calculer les altitudes définitives. 

Donnons quelques explications concernant certaines de ces étapes. 
L'étape 3 est liée au fait que l'influence d'une ligne de relief pourrait 
avoir des conséquences fâcheuses sur le profil d'un s-polygone. 
Prenons le cas de la figure 15. 



·10 I. Travail de base et base de travail 

Figure I.S. Intersection d'une ligne de relief et d'uns-polygone expansé. 

Autant l'influence des deux points d'intersection entre le segment de 
définition central du s-polygone et de la chaîne de relief paraît 
cohérente, autant le premier et le dernier segments de la chaîne risquent 
de faire perdre la planéité des tronçons de s-polygone qu'ils 
rencontrent. On décide donc, pour éliminer tous les problèmes, de 
procéder à une pré-intersection entre chaînes de relief et segments de 
définition de s-polygones seulement, de projeter un point sur chaque 
génératrice correspondante afm de lui faire partager l'altitude interpolée 
du même point d'intersection, et d'ignorer, après expansion des s­
polygones, toute intersection entre les chaînes de relief et les segments 
de frontière expansée des s-polygones. Ainsi, le rôle des lignes de relief 
est limité à un voisinage local de ces intersections et les résultats obte­
nus sont bien plus contrôlables que dans une situation plus laxiste. 

L'étape 5 est primordiale, car c'est elle qui permet de retrouver 
entièrement toutes les arêtes utiles du domaine. L'utilisateur a le droit 
légitime de faire chevaucher des surfaces destinées à être seulement 
adjacentes, de manière à être sûr qu'elles partageront réellement des 
arêtes, quelle que soit la complexité des objets. Par exemple, puisqu'il 
ne contrôle pas vraiment le profil expansé des s-polygones dont il ne 
peut, d'ailleurs, donner que les segments de définition et la largeur, il 
est naturel, pour lui, d'attacher les frontières de champs qui bordent une 
route aux sommets de définition des s-polygones. Ceci provoque 
naturellement, après expansion de ces derniers, des intersections non 
prévisibles et des chevauchements de surfaces polygonales qu'il faut 
démêler en appliquant des règles précises. 

Ceci est l'objet de l'étape 6. La priorité qui accompagne les objets est 
naturellement un facteur de décision primordial dans cette opération. 
D'une manière générique, un objet n'a pas le droit de franchir la 
frontière d'un objet plus prioritaire et sa frontière doit être détournée au 
point d'interseètion de manière à épouser la frontière de l'objet plus 
prioritaire (s'il en a jamais été à l'extérieur!) jusqu'à retrouver un 
second point d'intersection, donc de sortie du polygone plus prioritaire. 

La septième étape consiste à entériner toute inclusion d'un objet dans 
un autre et à construire une structure modélisant la hiérarchie complète 
des objets d'un domaine. Cette étape permet de distribuer 
définitivement les attributs propres à chaque face (bibliothèques de 
textures en particulier) selon la nouvelle 'géométrie' de chacune. 
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La huitième étape peut surprendre, pourtant elle est vitale, comme va 
le montrer la figure 1.6. 

I 
A 

H 

J 

Figure 1.6. Réseau de dépendances altimétriques. 

Sur cette figure, on trouve un /-polygone ABCD et trois segments de 
relief [E,F], [G,H], [I,J], par ordre croissant de priorité. Les points 
d'intersection découverts pendant rétape 2 sur la frontière de ABCD 
dépendent, en altitude, de [E,F] qui est plus prioritaire qu'un/­
polygone. 

Ces points peuvent être interpolés surE mais pas F, car Q ' dépend 
de Q" qui dépend, à son tour, du segment plus prioritaire [G,H]; de 
même Q", peut être interpolé sur G, mais pas surF car l'altitude de Q" 

dépend, sur le côté droit, de 0"', qui est lui-même interpolé sur [T,J]: 
on trouve un réseau de dépendance altimétrique, qui, en 1 'occurrence, 
se résout uniquement si l'altitude de Q'" est calculée, puis celle de Q" et 
enfin celles de n' et n. 

On pourrait croire qu'une telle situation est très rare, mais il n'en est 
rien car les objets manipulés (en particulier les routes qui créent de 
longues chaînes de dépendances) sont très souples et provoquent 
énormément de situations bien plus inextricables que la précédente. 

La figure 1.7 illustre l'évolution de quelques données pendant les 
étapes précédentes. En haut à gauche, on trouve unf-polygone ABCD, 
deux s-polygones EBCF et DCF, et enfin un segment de relief HI. 

A droite, on teste l'intersection de ce dernier avec les segments de 
définition des s-polygones. En-dessous, à gauche, on expanse les s­
polygones et le segment de relief est considéré comme 'mort'. 

Chaque sommet de définition d'uns-polygone donne naissance à 
deux projections à une distances; les virages se traitent, en première 
approximation, par prolongement et rencontre des deux génératrices de 
deux tronçons consécutifs. 

A droite, on en est à 1' étape d'intersection. On découvre un grand 
nombre de points de rencontre entre les objets (tous ne sont pas 
indiqués sur la figure). 
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Figure 1.7. Evolution de quelques données. 

Sur le dernier graphique, on entérine les priorités entre les objets: on 
voit que le s-polygone en un seul tenant est le plus prioritaire, puis vient 
l'autre et enfin lef-polygone qui est réduit et est maintenant adjacent 
aux deux s-polygones sur deux arêtes. 

Cette opération de reconstruction prioritaire des faces est violente: le 
s-polygone le moins prioritaire se voit scindé en deux composantes 
connexes totalement disjointes, dont il ne faudra pas oublier, au 
moment de la triangulation, qu'elles partagent la même bibliothèque 
d'attributs. 

L'étape 7, de construction de la hiérarchie, n'est pas représentée ici, 
car la hiérarchie est très simple: tous les objets sont inclus dans le 
domaine au même niveau. 

L'étape 8 nécessite ici un grand soin, car beaucoup de points sont en 
dépendance éloignée de sommets originaux et constituent des chaînes 
de dépendance qu'il faut résoudre de manière rigoureuse, sans jamais 
'tourner en rond'. 

Toutes ces opérations sont analysées sous un mode théorique plus 
général dans les chapitres qui suivent celui-ci. 
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I.D. FACETISATION 

Après que les données ont été rendues cohérentes et organisées en 
structure hiérarchique, il faut encore effectuer l'opération la plus délica­
te de toutes: la décomposition de toutes les faces du terrain représenté 
en triangles licites. 

En effet, ce qui fait l'efficacité d'une machine de visualisation est sa 
capacité à remplir vite les faces polygonales avec les textures appro­
priées, mais aussi à les afficher de manière à représenter fidèlement la 
perspective recherchée: puisque tous les polygones manipulés jusqu'ici 
sont tri-dimensionnels, il faut allumer chaque pixel de l'écran avec la 
couleur correspondant au polygone tri-dimensionnel vu en cet enclroit, 
c'est-à-dire avec.la couleur propre au point de texture correspondant du 
polygone le plus proche de l'observateur, pour l'angle de visée choisi. 

Il est bien connu que ces deux problèmes sont d'autant plus 
facilement résolus que les polygones à afficher sont simples: des 
convexes au minimum, des triangles dans le cas idéal. 

L'idée est donc de trianguler chaque polygone du terrain afin de 
faciliter la tâche de visualisation. Mais la difficulté réside dans le fait 
que les triangles doivent remplir deux conditions: ne pas être trop 
grands ni trop petits et surtout correspondre à des éléments cohérents 
du terrain représenté. 

Pour prendre un exemple simple: un triangle dont les trois sommets 
seraient sur trois champs différents est inacceptable, de même qu'un 
triangle dont une arête traverserait la route plus prioritaire de f -1.7 pour 
joindre deux sommets de la moins prioritaire situés de part et d'autre. 

En un mot comme en quinze, on interdit tout triangle qui coupe une 
frontière quelconque ou une chaîne de relief, ou qui soit partagé par 
plusieurs faces. 

Comme on demande aussi que les triangles soient les plus 'ramas­
sés' possible pour des raisons propres aux algorithmes de rendu et 
d'antialiassage, on est amené à choisir un type de triangulation particu­
lière, appelée triangulation de Delaunay, dont une des propriétés, et non 
des moindres, est de rendre aussi grand que possible le plus petit de 
tous les angles de tous les triangles qu'elle contient: de proche en 
proche, ceci étant vrai de toute sous-triangulation de la triangulation de 
Delaunay, on s'aperçoit qu'une triangulation de ce type est unique et 
permet de choisir les triangles les plus équi-angulaires qu'il soit 
possible de former parmi tous les triangles potentiels. 

Le couplage des deux contraintes (maximisation d'angle minimum et 
interdiction de franchir des segments spécifiés à 1' avance) porte le nom 
de triangulation de Delaunay contrainte (par les segments spécifiés). 

Comme 1 'ensemble des données a été hiérarchisé, la triangulation 
contrainte demandée doit, en plus, discerner la face dans laquelle un 
triangle est localisé. La figure 1.8 illustre la triangulation des données de 
f-1.7 relativement au domaine rectangulaire dans lequel elles sont 
incluses. 
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Figure 1.8. Triangulation à partir des éléments de f-1.7 . 

On constate l'apparition, malgré toutes ces précautions, de très petites 
facettes au voisinage du virage de la route la moins prioritaire, et des 
facettes à l'intérieur de la seconde route, toutes liées à des intersections 
détectées, mais par forcément désirables. De nombreux problèmes de ce 
genre se présentent dans une triangulation automatique. Certains 
éléments de réponse à ces questions seront apportés dans les dévelop­
pements de cette thèse. 

I.E . QUELQUES ILLUSTRATIONS 

Quatre photographies permettront d'illustrer le travail présenté ici et qui 
a sous-tendu les développements à venir. Je voudrais, à cette occasion, 
remercier chaleureusement Jean-Louis Beau, de SOGITEC-Boulogne, 
pour avoir fort gentiment pensé à mettre de côté et à m'adresser ces 
clichés. lls sont extraits d'une pré-étude de base de données urbaine. 

Le lecteur qui serait habitué à des images de synthèse beaucoup plus 
'réalistes' doit simplement se rappeler que la vitesse d'affichage de ces 
images correspond à du temps réel et qu'un simulateur de vol ou de 
conduite en ville n'a guère le temps d'attendre que les calculs relatifs 
aux algorithmes de rendu sophistiqués soient terminés: l'avion serait 
déjà en vrille, et la voiture aussi, autour d'un platane, bien que réaliste à 
s'y méprendre et joliment antialiassé ... Les post-traitements apportés 
aux images sont déjà remarquables, vu le peu de temps disponible: je le 
dis d'autant plus objectivement que je n'y suis pour rien .. . 

La première photographie est une vue aérienne du site. On remarque 
la gestion des priorités entre les différents objets: autoroute, route 
nationale et chemin de terre. Le réseau routier est géré par des priorités 
propres et celles-ci permettent d'attribuer des textures spécifiques 
(bandes centrales) ou de déterminer des priorités comme on les entend 
couramment pour des voies de communication. 

On remarque aussi, sur la gauche, plusieurs niveaux d'imbrication 
d'inclusion (berge=> champ=> eau) et, sur la droite, certains endroits ou 
les triangles choisis dans la triangulation sont assez visibles. 
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Cliché 1. Vue aérienne. 

'-;:n 

Cliché 2. Vue rapprochée de la scène précédente. 
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Cliché 3. Le village. 

Cliché 4. Une rue. Bonjour chez vous ... 
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Sur la deuxième photographie, on s'est rapproché sensiblement de 
la jonction la plus à droite du cliché précédent. On distingue mieux la 
différence entre les textures du chemin de terre, des routes secondaires, 
de l'autoroute, de la friche et des talus. 

Les arbres sont des h-polygones sans socle avec point de pose et les 
maisons des h-polygones avec socle et point de pose. Les lignes de re­
lief sont aussi évidentes dans l'apparence des talus au premier plan. 

Un troisième niveau de détail est montré sur la reproduction sui­
vante, qui représente une scène du village dont on distingue la place 
centrale sur la première vue. La texture des voies devient plus visible. 
On voit nettement que les maisons sont 'posées' sur le sol. 

On trouve pratiquement tous les types d'objets sur cette vue sauf 
peut-être les chaînes de relief ... On voit notamment que l'application 
gère bien les adjacences d'objets dont on sait, par ce qui précède, qu ' ils 
sont définis par chevauchement. La petite place giratoire est un exemple 
d'objets avec point de pose (les panonceaux) à l'intérieur d'un/­
polygone bordant un s-polygone en anneau sur lequel débouche au 
moins deux s-polygones de largeur différente. 

La dernière photographie montre un gros plan d'une rue de la ville 
avec des véhicules. 

I.F. QUELQUES DIFFICULTES 

L'une des premières difficultés rencontrées dans ce travail a été la 
résolution des problèmes de précision. Pratiquement, le premier essai a 
abouti à un échec, dû à l'imprécision des machines. 

Comme la dynamique des données va du millimètre à la dizaine de 
kilomètres, il est vite devenu important de trouver une solution fiable, 
garantissant une cohérence totale avec la topologie globale des données, 
et efficace, c'est-à-dire donnant des temps d'exécution acceptables. 

Pour donner un ordre de grandeur, la facétisation au niveau de détail 
le plus fin d'une base de données comme celle de la première vue s' ac­
compagnait d'un temps de calcul allant jusqu'à plusieurs dizaines de 
minutes en arithmétique exacte; les techniques suggérées dans cette 
thèse ont permis de faire redescendre le temps d'exécution en-dessous 
de cinq minutes. 

A titre d'indication plus précise, on peut donner deux temps d'exé­
cution assez typiques, sur Iris 4020. Les deux domaines à facétiser ont 
une superficie de Ikm2. Le premier contient 22/-polygones (186 som­
mets), 6 s-polygones (27 sommets), 19 h-polygones (35 sommets) et 2 
lignes de relief (29 sommets); sa facétisation a pris 43 secondes, pour 
l'obtention de 334 facettes triangulaires. 

Le second domaine présente une densité d'objets plus forte: il 
contient 49 /-polygones (400 sommets), 17 s-polygones (92 sommets), 
40 h-polygones (215 sommets) et 0 lignes de relief; sa facétisation a 
pris 6'43", pour l'obtention de 1120 facettes triangulaires. 
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Le deuxième problème délicat à résoudre est la gestion des priorités 
et des dépendances entre les données. Il fallait arriver à travailler sur 
des classes d'objets et des sous-ensembles de ces classes. Les fonc­
tions sont notamment écrites de manière à travailler sur des sous­
ensembles d'objets qu'elles traitent différemment suivant leurs 
particularités sémantiques et les circonstances. 

Pour donner un exemple précis, le module d'intersection est capable 
de gérer plusieurs phases (intersection avant expansion des s-polygo­
nes, intersection après expansion, etc) et, dans chaque phase, 'réagit' 
différemment suivant les types d'objets qui s'intersectent. 

La priorité des objets est une notion variable dans le temps: la 
frontière du domaine est infranchissable lors de l'intersection, mais doit 
complètement céder le terrain à tout polygone rencontré lors de la 
reconstruction des faces. 

Ainsi, un segment de relief est plus prioritaire qu'un segment de 
définition des-polygone dans la première phase d'intersection, mais 
c'est le contraire dans la deuxième. 

Chaque objet est susceptible d'avoir des comportements évolutifs: 
alors qu'il semblait interdit, au départ d'avoir des objets inclus dans 
l'intérieur des s-polygones, la présence d'îlots, de signalisations ou ... 
de véhicules, demande l'évolution de cette règle. D'une manière 
générale, les modules de gestion des priorités et des dépendances ont 
dû être conçus de manière à permettre les évolutions et la relaxation des 
contraintes. 

La principale difficulté, dans ce domaine, est certainement venue du 
fait qu'il n'était pas possible, pour des raisons matérielles diverses, 
d'utiliser une méthodologie d'intelligence artificielle pure. Le lecteur 
avisé reconnaîtra certainement, ici et là, des éléments de solution qui ne 
sont pas loin d'appartenir à ce champ d'étude. Je suis personnellement 
persuadé qu'au stade d'évolution où l'on est arrivé, seules des techni­
ques propres à 1 'intelligence artificielle permettront de faire encore pro­
gresser les compétences acquises. 

En dernier lieu, la Grande Difficulté est venue de la compréhension 
du comportement des s-polygones. Dans la version actuelle, ceux-ci 
sont encore soumis à des contraintes prophylactiques sévères: on empê­
che qu'ils débordent du domaine car la gestion de domaines multiples 
est encore impossible. Les virages sont encore traités de manière 
rudimentaire et le redécoupage des tronçons trop longs permettant, en 
principe, d'éviter les facettes trop effilées, n'est pas vraiment adaptatif, 
car on éprouve les plus grandes difficultés à contrôler de manière 
efficace la taille des facettes résultantes, avant facétisation. 

Certaines solutions proposées dans cette thèse correspondent à des 
réflexions sur les problèmes constatés avec l'expérience. Le volume du 
travail qui était demandé nécessitait de régler un nombre assez important 
de problèmes en priorité. J'ai maintenant la conviction que l'on ne fait 
qu'entrer dans le vif du sujet! ... 
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I.G. PROSPECTIVE 

Le projet SINDBAD, dans son entier, est opérationnel dans plusieurs 
sites, notamment aux Etats-Unis. TI dépasse certes, par son envergure, 
le simple domaine d'étude présenté ici. Malgré tout, le module de 
facétisation est un organe vital de 1 'ensemble, comme le sont d'ailleurs 
tous les autres: le projet n'auraitjamais vu le jour si la G.I., le modeleur 
3D, l'éditeurde faces, etc ... n'existaient pas! 

L'évolution naturelle du projet semble pouvoir prendre deux direc­
tions principales: d'une part, il devient nécessaire de pouvoir conférer 
plus de sémantique aux objets et d'autre part, le besoin de rendre plus 
locale 1' action de la facétisation devient impérieux. 

SINDBAD est, sauf erreur de ma part, le seul outil de création de 
bases de données d'images capable d'accepter la définition des objets 
qu'il manipule par un système de règles évoluées. Les autres applica­
tions permettent seulement la description figée des objets définitifs. 

Ceci leur donne un 'avantage' que n'a pas SIND BAD: si une facette 
doit être retouchée pour une raison quelconque, elle peut l'être dans une 
application concurrente sans risquer de perturber la logique de l'en­
semble, à condition de modifier 'à la main' le voisinage perturbé par les 
modifications apportées. Ici, toute modification, pour être entérinée, 
doit être validée au niveau sémantique le plus bas, afin que les 
dépendances soient mises à jour automatiquement et que l'ensemble 
retrouve toute la cohérence nécessaire. Le terme 'avantage' est placé 
entre guillemets, car il devrait être évident après les explications 
données plus haut, que c'est la sophistication même de SINDBAD qui, 
pour l'instant, l'empêche de disposer des moyens plus rudimentaires 
d'un créateur de bases de données pour terrains dépourvu de séman­
tique! 

n devient alors impératif de permettre une refonte d'une partie des 
données sans avoir à reconstruire les zones qui, de toute évidence, ne 
doivent pas être remaniées. Ceci nécessite le développement de 
techniques de triangulations contraintes limitées à des zones spéci­
fiques, abordées dans la dernière section de cette thèse, et de méthodes 
plus fines de modélisation hiérarchisée. Ces points sont primordiaux et 
sont, sans doute aucun, des axes de recherche très prometteurs. 

-~-
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La détermination de l'intersection de deux segments est un 
phénomène beaucoup plus complexe que le calcul du point 
de rencontre de deux droites infinies dans le plan. La 
principale raison est que les positions relatives de deux 
segments sont en bien plus grand nombre que celles de 
leurs supports. 

On dénombre six classes principales de situations: 

• les deux segments sont totalement disjoints, 
• ils s'intersectent en un point distinct de leurs 

quatre extrémités, 
• ils se coupent en un point confondu avec 

une de leurs extrémités, 
• ils sont exactement superposables, 
• ils se chevauchent partiellement, 
• l'un des deux est entièrement inclus dans 

l'autre. 
La reconstruction d'un graphe planaire à partir d'un ensem­
ble de points, de segments et éventuellement de polygones 
nécessite de déterminer sans ambiguïté la position relative 
de chaque couple de segments donnés initialement. 

Il est indispensable que la procédure de détection d'inter­
section soit la plus économe possible, du point de vue du 
nombre d'opérations et notamment de multiplications, et ce 
d'autant plus que les problèmes de précision imposent le 
recours à une arithmétique exacte, fort coûteuse. 

Bien qu'élémentaire, 1' analyse des techniques d'intersection 
de deux segments mérite qu'on lui consacre un chapitre, ne 
serait-ce que pour rendre encore plus pertinents les choix 
opérés dans le traitement des problèmes de précision. 
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II.A. INTERSECTION DE DEUX DROITES COPLANAIRES 

(ll-1) 

(ll-2) 

Les positions relatives que sont susceptibles d'occuper deux droites 
d'un même plan sont au nombre de trois: elles peuvent être strictement 
parallèles, sécantes, ou confondues. 

Si X est le cardinal de l'ensemble DnD' des points communs aux 
deux droites, on peut caractériser la position relative des deux droites 
coplanaires1 en utilisant l'algorithme élémentaire suivant: 

si (x=0) 
D et D' sont strictement parallèles; 

sinon 
si (x~1) 

D et D' sont confondues; 
sinon 

D et D'sont sécantes; 

La logique élémentaire de cet algorithme induit celle de l'algorithme 
communément accepté pour la détermination de 1 'intersection de deux 
segments. Malheureusement, cette logique ne permet pas de trouver 
l'algorithme le plus économique. 

Les coordonnées (x,y) d'un point quelconque de la droite D passant 
par deux points distincts A et B de coordonnées respectives (xA,y A ) et 
(XB,JB), vérifient le système: 

{ 

X = XA + J.L(XB - XA) 
Y = YA + J.L(YB - YA) 
J.L e R = ]-oo ,+oo [ 

Si l'on élimine J.L entre les deux premières équations, on trouve 
l'équation paramétrique bien connue de la droite D: 

(XB- XA)Y- (}'a -YA)x + XAJB- XBYA = 0. 

Pour deux droites Dt et D2 coplanaires, passant respectivement par les 
couples de points (A1.B1) et (A2,B2), on trouve deux ensembles de 
relations de type (ll-1): 

qui se ramènent, après substitution, à un système de deux équations 
linéaires à deux inconnues réelles J.L1 et J.ltl: 

{ 

Jl1(XBt-XAI)-J.L2(XBz-XAz) = XAz-XAl 

J.L1 <YBt-YAt)-J.L2<YBz-YAz) =Y Az-Y At 

J.L 1 ' Jl2 e IR 

1 Ce tenne sera implicite dans l'ensemble du chapitre et ne sera pas forcément répété. 
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(II-3) 

Il. De l'art de couper les segments en quatre 

Pour déterminer la position relative des deux droites, on calcule alors 
les quantités .1. (déterminant principal du système) et .1.tt1, .1.112 (détermi-
nants secondaires), définies par les relations: 

.1. = 
XBt-XAI XAz-XBz 

1 = (XBt-XAt)(y Az-Yih)- (XAz-XBz)(yBt-YAt) 
YBt-YAt YAz-YBz 

.1.ttt= 
XAz-XAl XAz-XBz 

1 = (XAz-XA1)(y Az-YBz) - (XAz-XBz)(y Az-Y At) Y Az-Y At YAz-YBz 

.1.J12 = 
XBt-XAl XAz-XAl 

1 = (XBCXAl)(y Az-Y At)- (xAz-XAt)(yBt-YAt) 
YBt-YAt Y Az-Y At 

Les deux cas suivants se présentent: 

L\ est nuL Les deux droites ont la même direction (pente) et 
sont donc strictement parallèles ou confondues. 

Si .1.tt1 • .1.112 sont tous deux nuls, chaque équation 
s'obtient en multipliant l'autre par un réel; autre­
ment dit les deux droites sont confondues. 

Si, au contraire, l'une de ces deux quantités n'est 
pas nulle les droites sont strictement parallèles. 

L\ n'est pas nuL Les deux droites se coupent en un point unique 

.O(x0 ,yn). Le système (II-2) admet comme solution 
unique le couple de réels 

.1.J.Lt ~ 
J.Lt = .1. et J.L2 = .1. tels que 

(II-4) XA1 + J.lt (XBt -X Al) = XAz + J12(XBz- XAz) = Xa 

Y At + J.Lt <JB1 -Y At) = YAz + 112<YBz- YAz) =Y a 

Au vu de ces résultats, dès lors que .1. est non nul, les coordonnées de 
.Q peuvent être obtenues par le simple calcul de .1.J.Lt· n est donc inutile 
d'évaluer !lp.2 pour déterminer la position relative de deux droites et/ou 
les coordonnées de leur point d'intersection éventuel, ceci quelles que 
soient les droites choisies. 

II.A.l Le coût du calcul d'intersection de deux droites 

Les calculs précédents font exclusivement intervenir des opérations 
élémentaires sur l'ensemble des nombres pseudo-réels des machines 
(additions, soustractions, multiplications, divisions et tests condi­
tionnels). 

Il est intéressant de chiffrer le coût d'un algorithme en fonction du 
nombre moyen d'opérations nécessaires à son exécution. Les calculs du 
module précédent peuvent se récrire sous une forme plus compacte, 
faisant apparaître d'une part les opérations requises et leur nombre, et 
d'autre part les répétitions éventuelles dans les calculs; ces répétitions 
seront entérinées dans une implantation par l'utilisation de variables 
pour valeurs intermédiaires qui permettent de ne calculer qu'une seule 
fois des expressions ou valeurs rencontrées à plusieurs endroits! 
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Dans la modélisation suivante, les symboles • représentent les co­
ordonnées initiales des points; chaque opération arithmétique est repré­
sentée par son initiale (S=soustraction, A=addition, M=multiplication, 
D=division), est accompagnée d'un numéro d'ordre dans sa propre 
classe et est exprimée sous forme polonaise inverse: la deuxième opéra­
tion du genre xA1+xA2 serait représentée par 1 • • A21. Enfin, le résultat 
d'une opération déjà effectuée est représenté par l'identificateur corres­
pondant, cette-fois-ci débarrassé de ses opérandes, présents dans sa 
définition originelle. Ainsi, les calculs deviennent: 

ô = ll1··Slii·•S2jMllli··S3j i··S4IM21ssl 

ÔJ.Ll = JI .. s 61 s2 M3JJ S3 1 • • s 71 M4 j s sj 

Ill = ~J.I.1 ~Dl' 

Xc = ·IJ.I.l Sl M51 Ali 

Yc = • IJ.I.l S4 M61 A21 

A titre d'exemple, le calcul de Xc implique la multiplication n°5 dont les 
opé~andes sont le résultat Ill de la division Dl et celui de Sl (effectuée 
lors du calcul de A). 

On peut résumer ces considérations dans le tableau suivant où sont 
comptabilisés tous les coûts impliqués dans le calcul des coordonnées 
du point n lorsqu'il existe, par classes d'opérations: 

- ----- ----- j, +- */ 
Calcul de A 
A=0? 
Calcul de Att1 
Calcul de J.L1 
Calcul de xc 
Calculdeyc 

0, 5, 2 
1, 0, 0 
0, 3, 2 
0, 0, 1 
0, 1, 1 
0, 1, 1 

--- - - - --Total: 1,10, 7 

D va s'avérer utile de trouver une mesure commune aux algorithmes 
proposés. Cette mesure se trouve facilement dans le décompte moyen 
du nombre d'additions (ou soustractions), multiplications (ou divi­
sions) et de tests. 

Une telle classification est naturellement dictée par la complexité 
intrinsèque des opérations (A/H/U 74, KIT] et par le fait que les tests 
sont, parmi toutes les opérations, celles qui permettent entre autres de 
'baliser' les algorithmes et d'effectuer des études comparatives. 

Afin de 'noter' les algorithmes étudiés, il est pratique d'utiliser un 
modèle simplifié d'arbre de décision [A/H/U 74]. Il s'agit, tout au 
moins pour les besoins présents, d'un arbre binaire dans lequel les 
conventions suivantes sont adoptées: 
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• tout nœud tenninal (feuille) porte un numéro distinct; il contient 
aussi le résultat de l'algorithme à cet endroit: un échec (il n'y a 
pas d'intersection) se traduit par le symbole {}, un succès se 
traduit par la lettre symbolisant le point d'intersection trouvé; 

Dans le cas de deux droites infinies, quand elle existe, l'inter­
section est notée Q et est dite normale; dans le cas de deux 
segments [A,B] et [C,D], l'intersection est encore dite normale et 
notée Q si le point de rencontre est distinct des quatre extrémités; 
mais dans le cas contraire elle est symbolisée par la lettre 
représentant l'extrémité où se rencontrent les deux segments, et 
est qualifiée de remarquable. 

• tout nœud non terminal indique un choix, exprimé par une condi­
tion logique; en outre, un tel nœud possède exactement deux fils: 
le fils gauche indique toujours une réponse positive et le fils droit, 
une réponse négative au test contenu dans le nœud. 

• chaque opération élémentaire est supposée porter sur des réels (ou 
de manière mixte sur des entiers et des réels) et se voit attribuer 
une unité de coût (udc) maximale: on considère donc que la 
machine travaille toujours aussi 'lentement' et l'utilisation d'en­
tiers ne sera pas considérée comme une optimisation. 

• chaque nœud synthétise le coût total des opérations impliquées 
depuis le test précédent (sauf pour la racine) jusqu'à l'expression 
du test qui lui est relatif. Par exemple, la notation 

<exprl> = <expr2> :. T,A,M 

exprime le fait que le test courant fait intervenir les expressions 
exprl et expr2 et que les calculs se montent à un total (y compris 
le test) de T udc pour les tests, A udc pour les additions et de M 
udc pour les multiplications. 

Bien évidemment, si exprl et expr2 font intervenir d'autres 
expressions calculées, ces coûts sont aussi comptabilisés dans la 
valeur relative au nœud. 

• chaque feuille synthétise le coût opératoire cumulé depuis la raci­
ne de 1' arbre jusqu'à elle. En général, chaque apparition du 
symbole .r, permet de connaître le coût opératoire impliqué dans le 
trajet depuis la racine jusqu'au nœud où il se trouve. 

• tout test est considéré sous l'angle du 'pire des cas': le coût de 
son échec et de son succès sont identiques, même s'il est possible 
dans certaines circonstances d'optimiser un test en le morcellant 
en plusieurs sous-tests dont certains ne sont pas toujours exécu­
tés. Ce qui est souhaitable n'est pas 1' optimisation liée au 
langage2 ou à une astuce ponctuelle, mais bien l'optimalité d'une 
méthode en regard des autres, quels que soient les langages, 
circonstances ou autres considérations non structurelles. 

2 D est bien connu que le langage C pennet de ne pas faire effectuer tous les tests 
d'une condition multiple comme if (condl Il cond2) ... ,alors que le Pascal effectue 

tous les tests, quelle que soit la situation. 
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• deux critères de comparaison sont retenus: 

le coût moyen pour chaque opération élémentaire; ce dernier se 
calcule tout naturellement en faisant la somme, pour une opé­
ration donnée, des coûts relatifs à chaque feuille de l'arbre puis 
en divisant cette valeur par le nombre de feuilles. 
le coût normal (opération par opération) de la branche condui­
sant à la solution dite normale. 

Comme exemple, l'arbre binaire relatif à l'algorithme pour la résolution 
du problème de 1 'intersection de deux droites infinies est présenté à la 
figure Ill, accompagné des coûts moyens et du coût normal; ces résul­
tats serviront de point de repère par la suite. 

COUTS MOYENS 

(1+2+2)/3 = 1,667 
(10+8+8)/3 = 8,667 

(7+4+4)/3 = 5 

TESTS 

ADDITIONS 
MULTIPLICATIONS 

COUT NORMAL 

1 
10 
7 

Figure 11.1. Arbre de décision et coûts relatifs à l'intersection de 2 droites. 

Le lecteur se pose peut-être la question: quelles seront les performan­
ces d'un algorithme de détection d'intersection pour deux segments, 
comparées à ces résultats? Etonnement, sauf en ce qui concerne les 
tests, l'algorithme final aura d'assez bonnes performances normales, et 
... de bien meilleures performances moyennes! 

L'algorithme analysé jusqu'ici est bien sûr construit sur une vérité 
digne de Monsieur de La Palisse: si l'on sait que deux droites copla­
naires ne sont pas parallèles, elles se coupent nécessairement! 

Si l'on applique naïvement ce précepte, il paraît donc naturel de 
tester, avant toute chose, si deux segments coplanaires sont parallèles, 
puis d'analyser les conséquences de la réponse... · 

Le problème est que la relation entre le parallélisme des deux 
segments et leur capacité à s'intersecter normalement (en un point 
intérieur aux deux segments) est assez faible et relativement coûteuse à 
exploiter. 
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II.B. INTERSECTIONS DE DEUX SEGMENTS 

Etant donné un segment [A,B] dans le plan, on appelle support de ce 
segment la droite infinie, notée (AB), qui le porte. Les positions 
relatives que peuvent occuper deux segments coplanaires sont malheu­
reusement plus complexes à qualifier qu'auparavant: que leurs supports 
soient confondus ou sécants, les deux segments peuvent encore n'avoir 
aucun point en commun. 

Il.B.l Un peu d'ordre 

(II-5) 

(II-6) 

On peut instaurer une relation d'ordre total, appelé ordre lexi­
cographique sur l'ensemble des points et des segments du plan. L'idée 
est semblable à celle utilisée pour la classification de noms dans un 
dictionnaire, d'où le terme 'lexicographique'. 

Soient A(xA,y A) et C(Xc,Yc) deux points du plan. On note A <L C et 
l'on dit que A est (strictement) à gauche lexicographiquement de C si 
les coordonnées de A et C vérifient: 

A <L C <=>(x A< xc v (xA=xc "YA < yc)), 

où"<" symbolise la relation d'ordre (strict) naturelle sur l'ensemble des 
réels. On définit d'une manière identique la relation 'à droite lexicogra­
phiquement'. Si l'on souhaite inclure l'égalité entre les deux points on 
utilise la relation ·~· sur les réels et l'on dit que 'A est à gauche 
lexicographiquement de C au sens large'. 

On peut étendre la défmition précédente à deux segments [A,B] et 
[C,D] en posant: 

[A,B] <L [C,D] ~ (A <L c v (A = c A B <L D)) 

On vérifie aisément que ces relations sont des relations d'ordre total. 
Dire qu'un couple (U,V), où U et V sont tous deux des points ou des 
segments du plan, est donné dans l'ordre lexicographique signifie que 
U <L V, la relation ayant un sens non ambigu dans chaque cas. 

II.B.2 Paramètres contre puissances 

Soient deux segments [A,B] et [C,D] du même plan. On suppose que 
A <LB, C <L D d'une part, et [A,B] <L [C,D] de l'autre. Dans ce qui 
suit, tout segment est supposé non dégénéré, c'est-à-dire que ses extré­
mités sont distinctes. 

L'ordre imposé aux segments permet de limiter de manière signifi­
cative le nombre de configurations possibles sans en supprimer; par 
exemple, sur la figure 11.2, les situations de gauche sont interdites car 
relatives à des points (et/ou des segments) ne vérifiant pas la relation 
d'ordre lexicographique imposée, mais sont traitées sous la forme 
qu'elles revêtent dans la colonne de droite. 

Un autre bénéfice de ces contraintes est présenté à la figure II.3, où 
1' on constate que, quand B=C, le point D ne peut se situer à gauche 
lexicographiquement de la droite verticale passant par B et C et donc 
que les deux segments n'ont que cette extrémité en commun. 
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,;<: /D 
D A 
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A 

B. D 
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Figure 11.2. L'ordre lexicographique réduit le nombre de configurations. 

A 
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D 

Figure 11.3. L'ordre lexicographique élimine certain cas d'intersection. 

Figure 11.4. L'ordre lexicographique simplifie certains cas: les deux points 
d'intersection pourront être traités indépendamment 
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Ces restrictions ont enfin pour effet de simplifier le traitement du cas 
où l'un des deux segments est entièrement inclus dans l'autre (figure 
II.4). Le segment original [A,B] est décomposé en [A,A'] et [A' ,B] 
(A'=C); ce découpage respecte l'ordre lexicographique et le second 
point d'intersection est traité lorsque [C,D] et [A' ,B] sont confrontés. 

Un point commun 

Les deux algorithmes décrits dans la fin ce chapitre partagent un même 
souci: puisque certaines solutions remarquables existent et font interve­
nir les extrémités, et puisque 1' on peut aisément faire le tour de ces cas 
particuliers en n'utilisant que des tests, mieux vaut se débarrasser de 
cette tâche en premier. 
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Figure 11.5. Base commune de l'arbre de décision. 

C'est pourquoi les deux algorithmes présentés ont la même base d'arbre 
de décision, représenté sur la figure ci-dessus: le nœud en grisé 
représente le point d'embranchement de la suite de 1' algorithme et il est 
bien vrai que, pour parvenir à cet endroit, 3 tests sont nécessaires, à 
l'exclusion de toute autre opération. A part deux d'entre eux, tous les 
autres nœuds internes de cet arbre portent sur des cas de coïncidence 
entre extrémités. Cet arbre partiel matérialise graphiquement le début 
d'algorithme suivant: 

si (A=C) 
si (B=D) 

pas d'intersection, [A,B] et [C,D] sont confondus; 
sinon 
si (B est sur la droite (CD)) 

on a: [C,D] .. [C,B] v [B,D] et A-C; 
sinon 

pas d'intersection; 
sinon 

si (B=D) 
si (C est sur la droite (AB)) 

on a: [A,B] • [A,C] v [C,B] et e ... o; 
sinon 

pas d'intersection; 
sinon 
si (B=C) 

pas d'intersection; 
sinon 

Aux lignes 'si (X est sur la droite (VZ))' de l'algorithme correspondent deux 
nœuds semblables dans l'arbre f-II.5 . Les tests relatifs à ces nœuds 
expriment de deux façons différentes, qui seront explicitées un peu plus 
loin, les deux conditions d'appartenance à un support présentes dans 
l'algorithme. Le coût des deux tests est (1;5;2). 

Les points de suspension de l'algorithme coïncident avec le nœud 
grisé du graphique et c'est là où l'étude va maintenant reprendre. 
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La pente fatale 

(II-7) 

L'algorithme présenté en premier portera le nom d'algorithme de la 
pente (ou éventuellement méthode paramétrique) car il s'inspire directe­
ment de la logique de 1 'algorithme précédent. 

Les paramètres J.l.l et 112 utilisés dans la modélisation paramétrique de 
l'intersection de deux segments [Al,Bl]=[A,B] et [A2,B2J=[C,D] sont 
des réels de l'intervalle [0,1], liés par le système: 

{

J.l.l (XBcXAl)-J.L2(XB2-XA2) : XA2-XA1 

J.l.l (yBI-YAl)-J.1.2(yB2-YA2) - YA2-YA1 
J.l.l, J.1.2 E (0,1) 

Les déterminants principaux et secondaires- ô, ÔJ.L1 et !l.J.L2 - de ce 
système sont définis comme en (ll-3). 

Revenons à la figure IT.5: les deux tests laissés dans l'ombre font 
intervenir le déterminant principal. Le fait qu'il soit nul exprime bien 
dans un cas que le point B appartient à la droite (CD) et dans l'autre que 
le point D appartient à la droite (AB). Les coûts mentionnés correspon­
dent bien aux évaluations déjà faites précédemment 

. Lorsque l'algorithme nécessite, une fois l'évaluation du déterminant 
principal faite, le calcul des deux déterminants mineurs, on doit effec­
tuer 3 additions et 2 multiplications pour le premier et enfin 1 addition et 
1 multiplication pour le dernier. 

Notons à l'avance que, si ô:#: 0, la condition nécessaire et suffisante 
d'existence d'une solution (i.e. 0 S J.l.l S l" 0 S J.l.2 S 1) peut se traduire 
plus économiquement (car sans division!) par la condition 

(OS IÔJ.Lll S!l.A OS 1~1 Sô) 

qui elle-même est traitée de manière optimale par la séquence suivante 
si (Ô> 0) 

si ((0 S ÔJ.L1 S ô) 1\ (0 S ÔJ.1.2 S Ô)) ... sinon ... 
sinon 

si ((Ô S ~1 S 0) " (tl. S ~ S 0)) ... sinon ... 

où l'on dénombre cinq tests, 'dans le pire des cas'. On considérera tou­
jours cette éventualité, de sorte que les deux algorithmes aient le 
nombre minimal de fèuilles et que tous les cas soient envisagés. 

Le lecteur intéressé pourra vérifier que le fait de scinder la condition 
initiale en deux nœuds en cascade (comme pourrait le suggérer le et 
logique) entraînerait nécessairement un accroissement des coûts. Quoi 
qu'il en soit, les coûts relatifs à la réalisation de cette condition se 
montent à (5;4;4). 

L'arbre de la figure IT.6 représente l'analyse que l'on peut entre­
prendre pour classifier toutes les situations rencontrées, en aval de celui 
de f-11.5. On peut dénombrer 8 feuilles, parmi lesquelles les quatre 
feuilles 7, 10, 11 et 12 correspondent à des configurations remarqua­
bles. Ces situations sont des éléments clés dans la caractérisation 
géométrique du problème et constituent autant de points stables de 
comparaison d'une méthode à l'autre. 
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La logique de l'algorithme peut se décomposer en deux grandes 
directions, comme le confirment les commentaires suivants: 

• Si L1 est nul, les deux segments peuvent être strictement parallèles ou partager 
le même support; 
si L1,ut est nul, les deux segments partagent le même support: on sait déjà que 

C est à droite lexicographiquement de A; pour qu'il appartienne au segment 
ouvert ]A,B[ il faut et suffit que le point C soit strictement à gauche de B; 
quant à D, si jamais il se trouve aussi à l'intérieur de ]A,B[, on sait que son 
cas sera traité ultérieurement 

• Si L1 est différent de 0, on calcule immédiatement les deux déterminants mi­
neurs et l'on passe aux tests éliminatoires relatifs aux valeurs absolues de .Ut 

et J.Lz· Seule la branche gauche apporte une chance de succès. 

Quelques commentaires-

ll reste les trois solutions remarquables à détecter: celle où B est inclus dans 
]C,D[ (J.tt=1 <=> L1,ut=L1), celle où C est inclus dans ]A,B[ (J.t,=O <=> dJ.Lz=O) et 

celle où D est inclus dans ]A,B[ ~=1 <=> ~L1). 
Quand tous les cas particuliers ont été éliminés, on obtient la solution 
normale, correspondant à la feuille 13. A l'entrée de cette feuille, les coûts 
sont (12;9;6). Il reste alors (cf (11-4)) les calculs de .Ut (1 division), x0 et y0 (1 

addition et 1 multiplication chacun). Ceci conduit bien au coût total de 
(12;11;9) qui accompagne cette feuille. 

D'une manière évidente, l'algorithme proposé ici a un coût normal 
optimal si 1 'on excepte le coût relatif aux tests: il est vrai que 1 'on 
utiliserait moins de tests si 1' on calculait tout de suite les trois déter­
minants, /J.t et les coordonnées de Q, quand ce point existe: on 
obtiendrait alors un coût normal de ( 4, 11 ,9). 

Mais inversement, imputer aux six feuilles de 1 'arbre de base un coût 
obligatoire de (4,11,9) serait pour le moins maladroit et se répercuterait 
lourdement sur le coût moyen! Comme de toute façon les deux algo­

. rithmes considérés devront adopter ce compromis, il vaut bien mieux 
faire comme si ces quatre tests de base faisaient partie de la famille! 

Somme toute, le coût moyen de cet algorithme ne fait pas mauvaise 
figure quand on le compare à celui de l'algorithme d'intersection de 
deux droites. Il s'agit certainement de l'algorithme le plus employé pour 
résoudre le problème considéré, sous cette forme ou sous une autre. 

On se souvient que la logique de cet algorithme provient de celle qui 
gouvernait la détection de l'intersection de deux droites: si elles ont des 
pentes différentes (~=0), elles sont sécantes! Or la complexité des cas 
susceptibles de se présenter et leur notnbre, que les deux segments 
soient ou ne soient pas parallèles (~=0 ou non) affaiblissent, 
statistiquement, l'espoir d'information décisive en retour du test sur 
la valeur de ~. 

Qui plus est, quoi de plus inefficace, du point de vue de la précision, 
que de se poser des questions sur le parallélisme de deux segments 
lorsque ceux-ci sont éventuellement 'séparés' par une distante suffi­
sante pour leur interdire de pouvoir se couper de toute façon? N'est-ce 
pas là, au contraire, le meilleur moyen pour rajouter des problèmes de 
précision? 
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Figure ll.6. Arbre de décision et coûts de l'algorithme 'de la pente'. 

~: 

ll sera déjà assez difficile d'obtenir une précision satisfaisante dans la 
caractérisation du point d'intersection pour se permettre de rajouter des 
imprécisions relatives à des quantités dont l'influence directe sur la 
solution n'est, statistiquement, que bien relative. 

Il est d'autre part manifeste que les feuilles 7 et 11 reflètent une 
certaine redondance: dans les deux cas, le point C est inclus dans le 
segment ouvert ]A,B[. N'est-il pas possible de les regrouper, puisque, 
même si D est inclus dans le segment ouvert, ce cas n'est pas traité ici? 

Il serait utile d'exploiter l'information concernant l'influence de 
chaque extrémité sur la configuration générale. Pour prendre un exem­
ple simple, il semblerait bien plus décisif de découvrir qu'un segment 
est entièrement inclus dans l'un des deux demi-plans que détermine le 
support du second (ceci éliminant toute possibilité d'intersection), que 
d'apprendre que les deux segments ne sont pas parallèles! 

C'est cette tâche qui sera confiée à l'algorithme suivant, dans 
l'espoir que, en repoussant le plus loin possible les calculs liés jusqu'ici 
au parallélisme, voire en les inhibant, les nœuds lourds (en calculs) 
vont descendre vers les feuilles de l'arbre, un mouvement susceptible 
d'alléger sensiblement le coût moyen. 
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Distance et puissance d'un point par rapport à une droite 

(ll-8) 

Soient A <LB deux points distincts du plan, de coordonnées (xA,y A) et 
<xa.Ya). L'équation de la droite passant par A et B étant 

(y-yA)(Xa-XA) - (X-XA)(ya-YA) = 0, 

posons 

IPM/(AB) = <YM-YA)(xa-xA) - (xM-xA)(ya-YA)· 

La distance du point M à la droite (AB) est égale à 
lp 1 

d(M,(AB)) = MI<ABl KAB.IPM/(AB)I 
~(x a-x A)2+<Ya-Y A)2 

où KAB est une constante liée au segment [A,B]. On appelle puissance 
du point M(xM,YM) par rappon à la droite (AB) la quantité PMt(AB)' 

La droite (AB) définit trois régions: un demi-plan formé de tous les 
points de puissance positive, un second demi-plan formé de tous les 
points de puissance négative et la droite elle-même, dont tous les points 
ont une puissance nulle. Grâce à la condition A <LB, on peut décider 
sans aucune ambiguïté que tous les points ayant une puissance positive 
(négative, nulle) sont 'à gauche de' ('à droite de', 'sur') la droite 
orientée (AB). 

Si M et N sont deux points du plan de la droite D, on dira que M et 
N sont de part et d'autre de D si et seulement si les puissances PM!D et 
PN!D sont non nulles et de signes contraires. 

Selon cette tenninologie, les deux segments [A,B] et [C,D] se cou­
pent en un point Q distinct de leur quatre extrémités si et seulement si 
A, B sont situés de part et d'autre de la droite (CD) et si C, D sont 
situés de part et d'autre de la droite (AB). 

Chaque cas particulier où une extrémité au moins constitue le point 
de rencontre des deux segments se caractérise par une valeur nulle 
d'une des puissances relatives aux extrémités A, B, Cet D. 

B 

A 

c 

Figure 11.7. Utilisation de la puissance d'un point par rapport à une droite 
pour le calcul de l'intersection de deux segments. 
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Détermination du point d'Intersection 

(II-8) 

Marchandages .• 

Soit il le point de rencontre unique des segments [A,B] et [C,D]. 
Convenons de noter respectivement p A• PB les puissances de A, B par 
rapport à (CD) et Pc. Po celles de C, D par rapport à (AB). 

Supposons que ces quantités aient été évaluées et que l'on désire 
déterminer le paramètre J.l. = 112· permettant de localiser n sur le segment 
[C,D] (voir figure II. 7). SiC' et D' sont les projections de Cet D sur la 
droite (AB) et si CC' et DD' représentent les longueurs des segments 
[C,C'] et [D,D'], on peut écrire: 

--'L 1-JJ. 1 CC' lpcl 
CC'= DD' = CC'+DD' Ç:> JJ. = CC'+DD' = lpcl+lpDI 

JJ. =pPcp e [0,1]; JJ. = 0 Ç:) Pc=O; JJ. =1 Ç;>PD=O 
c-o 

puisque, pour qu'il y ait intersection en un point, Pc et pD ne peuvent 
être nulles en même temps ni avoir le même signe. Des expressions 
similaires lient JJ.1, pA et PB· 

Les formules suivantes font apparaître les répétitions que l'on peut met­
tre à profit dans le calcul des quatre puissances et les coûts successifs: 

Pc = (XB-xA)(Jc-YA) - (Xc-XA)(yB-YA) (0;5;2) 

Po= lxa-xAJ<Yo-YA)- (xo-xA)jyB-YAI (0;3;2) 

PA= (xD-xc)jyA-Ycl-lxA-xci<Yo-Yc) (0;3;2) 

PB= JxD-xci<YB-Yc)- (xB-xc)jyD-Ycl (0;3;2) 

Le coût global est (0;14;8)! En fait, PB peut s'obtenir plus simplement: 

PB= PA- PD+ Pc (0;2;0) 

mais on constate que le calcul des trois premières puissances présente 
déjà un coût trop important. Il pourrait s'avérer 'payant' de ne pas cher­
cher à calculer directement celles-ci, mais de les obtenir par le biais de 
combinaisons linéaires. Il a déjà été dit que 1' on pouvait obtenir le 
second paramètre, J12, à partir des seules deux premières puissances, Pc 
et PD· Ceci conduit à imaginer les calculs suivants: 

Pc = (xB-XA)(.Yc-YA) - (Xc-XA)(yB-YA) (0;5;2) 

Pc-PD = JxB-xAJ<Yc-YD)- (xc-xD)jyB-YAJ (0;3;2) 

Le coût de ces opérations est (0;8;4). On remarque que les tests Pc=O 
et PD=Û se déduisent sans nouveaux calculs. De même, si Pc et PD sont 
non nulles, deux tests suffisent pour comparer leurs signes: 

si (pc>O) 

si (pc>(pc·PD)) PJJ>O =>Pc et PD ont le même signe; 
sinon Pc et PD sont de signes contraires; 

sinon 
si (pc<(pc-Po)) PQ<.O =>Pc et PD ont le même signe; 

sinon Pc et PD sont de signes contraires; 

On calcule maintenant l'opposé de PA pour un coût très modique: 

-PA = Jxc-xAIIYc-YDJ-Jxc-xDJIYc-YAJ (0;1;2) 
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Le coût total des· opérations à ce stade est (0;9;6), c'est-à-dire exacte­
ment le même que celui nécessaire au calcul des trois déterminants. 

n a déjà été observé que la quatrième puissance pouvait se calculer à 
partir des trois premières. Cette relation permet de tester si PB est nulle, 
sans évaluer cette quantité: 

(PB= PA- Po+ pc)~ (PB= 0 ~ 1-PAI = !Pc-Pol) (1;0;0) 

De même, deux tests suffisent pour comparer les signes de PA et PB• 

dans le cas où PA -:~: O. Le problème équivaut à comparer les signes de 
(-pA) et ( -ps) et donc ceux de (-pA) et (-pA- Pc+ p 0 ). Il suffit alors de 
raisonner sur le signe de (-pA): 

si (-pA>O) 

si (-PA>(pc-Po»=PA et PB ont le même signe; 
sinon: pA et PB sont de signes contraires; 

sinon 
si (-PA<(pc-Po»=PA et PB ont le même signe; 
sinon: pA et PB sont de signes contraires; 

Présentation générale de l'algorithme 

Dans l'algorithme présent, les deux nœuds centraux de l'arbre f-11.5 
contiennent des tests relatifs à la puissance de B par rapport à (CD) et à 
celle de C par rapport à (AB), de coût (1;5;2) chacun. 

Dans le premier cas, A=C et B-:~:D et la condition pour que B soit le 
point de rencontre des deux segments est PB= 0: [A,B] et [C,D] sont 
alors colinéaires et B ne peut se situer hors du segment [C,D] sans que 
l'ordre lexicographique imposé soit violé. Dans le second cas, on a 
A::F;C et B=D et un raisonnement 'symétrique' peut être mené. 

La figure II.8 représente l'arbre de décision de l'algorithme utilisant 
la notion de puissance et les lignes suivantes sont destinées à apporter 
quelques commentaires pour son interprétation: 

• si Pc=O, les deux segments ne peuvent se couper en C que si ce point est 

situé à l'intérieur du segment ouvert ]A,B[, d'où les deux tests; les arcs de 
cercle représentés aux feuilles 7 et 8 symbolisent le fait que D peut occuper 
toute position dans laquelle il se situe à droite lexicographiquement de C. Il 
peut en particulier être sur le support de [A,B]; dans ce cas, soit il est 
extérieur à ]A,B[ et B doit aussi être inséré dans ]C,D[. soit il est à l'intérieur 
et D doit être inséré dans [A,B]: les deux cas sont traités à une autre occasion. 

• sinon, si Po=O, les deux segments ne peuvent se couper en D que si ce point 

est situé à l'intérieur du segment ouvert ]A,B[, d'où les deux tests. 
Sur la branche la plus à droite, on est maintenant sûr que C et D ne sont pas 
sur le support de [A,B]; on teste siC et D sont de part et d'autre de [A,B] en 
observant si PC et PD sont de même signe; seule la réponse positive est 

susceptible de rapporter une intersection. 
Si PB=Ü, comme il a été prouvé que A et B sont de part et d'autre de (CD), B 

ne peut être qu'à 1' intérieur de [A,B] 1 
Sinon, on teste si A et B sont de part et d'autre de [C,D]. Dans le cas positif 
(feuille n°13), il ne peut y avoir d'intersection; dans le cas négatif, on obtient 
la solution normale dans la feuille n° 14. Les calculs relatifs à cette feuille 

impliquent une division pour J.1. = ~ , puis trois additions et trois multi-
PC·PD 

plications pour le calcul des coordonnées de O. 
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Figure n.s. Arbre de décision et table de coûts relatifs à l'algorithme utili­
sant la notion de puissance. 

Analyse de l'algorithme 

Les efforts se montrent payants: les coûts moyens obtenus sont tous 
nettement inférieurs à ceux de l'algorithme de la pente, le coût normal 
est aussi bon - pour les additions et les multiplications - que son homo­
logue précédent et le nombre de tests qu'il révèle est même inférieur! 

Un des points forts du dernier algorithme est qu'il exploite au mieux 
le potentiel d'information contenu dans les extrémités: ainsi, les cas où 
C est inclus dans ]A,B[ sont bien réunis dans la seule feuille numéro 7. 

Comptons le nombre de feuilles relatives à une solution remarqua­
ble, celles relatives à une solution vide dans chaque arbre et comparons 
les coûts moyens respectifs: 

sol. remarq. 

pas de sol. 

paramètres 

4 feuilles 
(10; 8,75; 5,5) 

3 feuilles 
(7; 8,3; 4,6) 

puissances 
3 feuilles 

(7; 7,3; 4) 

4 feuilles 
(7,5; 7,5; 4) 

Les résultats sont clairs: 1' arbre relatif aux puissances révèle un échange 
entre feuilles, qui se traduit explicitement par une diminution de tous les 
coûts sauf un! Ceci incite à se demander si les décisions du premier 
arbre ne sont pas bonnes ... mais prises aux mauvais endroits! 
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La méthode paramétrique revue et corrigée 

Si l'on analyse les quantités manipulées dans la deuxième méthode du 
point de vue de la première, on constate que 

D.p.z = (XB-XA)(yc-YA) - (Xc-XA)(yB-Y A) =Pc 

D.p.2 ne mesure donc pas autre chose que la puissance du point C par 
rapport à la droite (AB)! De même, 

D. = (xB-XA)(yc-YD) - (Xc-XD)(yB-Y A) =Pc -PD 

D'une certaine façon, D. est la 'puissance du segment' [C,D] par rapport 
à la droite (AB), autre manière d'interpréter le parallélisme des deux 
supports. Symétriquement, comme Pc -PD =PB - PA• 

D. =PB- PA 

D. est aussi la 'puissance du segment' [A,B] par rapport à la droite 
(CD). Enfin 

I!J.p.l = (Xc-XA)(yc-YD)- (Xc-XD)(yc-YA) =-pA 

Toutes ces relations corroborent les résultats déjà trouvés pour p.1 et p.2: 

P. _ D.p.1 _ -pA P. _ D.p.z _ Pc 
1- D. -PB - PA z- D. -Pc - PD 

ll n'est donc plus surprenant de trouver les mêmes coûts en additions et 
multiplications dans les calculs de solution normale! Plus intriguante est 
la signification que revêt chaque test du deuxième algorithme, du point 
de vue paramétrique. 

ll est clair, compte tenu des relations précédentes, que les deux 
premiers tests de l'arbre f-11.8 peuvent s'écrire D.p.z=O (pc=O) et D.p.2=D. 
(pD=O): plutôt que de tester si les deux segments sont parallèles, on 
regarde si les points CouD appartiennent à (AB); dans ces deux cas, 
on prouve l'intersection en vérifiant simplement que les coordonnées du 
point considéré sont bien celles d'un point de ]A,B[. 

Les deux tests sur les puissances ayant échoué, si l'on prouve que 
Pc et PD• qui ne peuvent plus être nulles, ont des signes contraires, donc 
si C et D sont de part et d'autre de (AB), il est clair que D. = Pc-PD n'est 
pas nul: les segments ne peuvent implicitement plus être parallèles et la 
division par D. sera toujours possible. De plus, toutes les conditions 
vérifiées jusqu 'ici imposent O<p.z<l à partir de ce niveau. 

Le prochain test consiste à vérifier si PB =0: ceci se traduit par 
D.p.1=D., ou p.1=1, i.e. B inclus dans ]C,D[; 

ll ne reste plus, enfin, à vérifier que A et B sont situés de part et 
d'autre de (CD): c'est cette condition qui contraint de manière implicite 
à ne considérer que les valeurs entre 0 et 1 du paramètre p.1• 

Ce qui est satisfaisant dans cette démarche est qu'elle prouve la faible 
corrélation entre la pente des segments et leur capacité à s'intersecter: à 
aucun moment la méthode paramétrique modifiée 'sémantiquement' par 
la méthode des puissances n'a-t-elle besoin de vérifier si les supports 
des deux segments sont parallèles, donc si 'le déterminant est nul'. Un 
comble, pour une méthode fondée sur la résolution d'un système! 
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Une question s'impose maintenant: que sont devenus, dans l'arbre 
f-TI.8, les cas de segments parallèles? Les segments strictement parallè­
les sont traités dans l'ensemble des cas de la feuille 11, les segments 
disjoints et de même support le sont dans celui de la feuille 8; enfin les 
segments 'à cheval' sont traités dans 1 'ensemble des cas de la feuille 7. 

justification a posteriori 

(II-9) 

Que dire des gains ainsi opérés et de la pertinence de l'algorithme 
suggéré? Et avant tout, en quoi est-il si important de pouvoir détecter 
les configurations remarquables? 

Si 1' on travaille avec une précision arbitraire, on évite au maximum, 
pour des raisons évidentes, la duplication des objets que 1 'on manipule. 
Si .Q est le point d'intersection de deux segments, il est primordial de 
détecter que ce point pourrait être une extrémité de segment et non de le 
vérifier a posteriori! 

La technique consistant à calculer les trois déterminants, .Q quand 
cela est possible, puis de vérifier que .Q est une des extrémités serait 
stupide. Ceci explique le soin que 1' on peut souhaiter mettre dans la 
recherche des solutions remarquables. 

Pour ce qui est de 1 'efficacité, il est clair que si le type de tâche 
demandée est 1 'intersection de quelques segments épars, il n'est pas 
vraiment utile de se poser beaucoup de questions d'optimisation. 

En revanche, si la tâche consiste à intersecter beaucoup de segments 
dont les extrémités se trouvent uniformément distribuées dans une 
section de plan, les optimisations proposées vont commencer à être 
bénéfiques. Si l'on travaille sur un ensemble structuré et constitué de 
beaucoup d'arêtes utilisant des points fixes comme extrémités, comme 
c'est le cas dans la construction d'un terrain polygonal plaqué sur une 
grille altimétrique, les bénéfices vont devenir très sensibles. 

Pour prendre un exemple simple et plutôt minimisant, uniquement 
destiné à permettre de donner un ordre de grandeur, considérons l'inter­
section d'un ensemble den segments du plan traitée par un algorithme 
de balayage comme celui de [BIOT 79]. On sait qu'une telle méthode 
nécessite, lorsque le nombre d'intersections est assez faible, un nombre 
de tests d'intersection entre segments de l'ordre de O(nlogn). Suppo­
sons enfm que toutes les configurations possibles soient équiprobables. 
Pour n=lOOO, si l'on note fJ?=6n, S+=4n et fJ•=4n les gains moyens 
entre les deux méthodes, le nombre moyen de tests, d'additions et de 
multiplications économisés par le second algorithme e~t 

nlog2n(fJ7;S+;fJ•) = (8 542;5 694;5 694). 

Quelle économie en temps ces résultats représentent-ils? On peut 
légitimement considérer qu'une arithmétique à précision arbitraire 
requiert au moins 10 fois plus de temps de calcul qu'une arithmétique 
flottante3. 

3 Il n'y a pas que les opérations élémentaires qui entrent en ligne de compte: il faut 

aussi allouer et désallouer de la mémoire, ce qui prend un temps non négligeable. 
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Bien qu'il soit très délicat de chiffrer de manière figée les performan­
ces d'une implantation particulière d'arithmétique rationnelle sur un 
système donné, on peut considérer une table de projection à deux 
dimensions comme celle de la figure 11.9. Dans celle-ci le paramètre 
horizontal est le nombre de segments, le paramètre vertical est le temps 
d'exécution d'une instn.Iction (addition ou multiplication) et chaque 
cellule contient le résultat de (ll-9) pour un type d'opération, correspon­
dant au gain de temps entre les deux algorithmes en micro-secondes, 
millisecondes, secondes, minutes ou heures, suivant le cas. 

+ ou ... 10 1 ()() 1 000 1 ()()()() 

1-----=-1 =o~s ..... )~~~-~~.§ ............ §.~~t. ........... J~)Q' ................. -~~-~ 
l--~~l/~10~s::t ....... .J,.~~~--~ ..... ~.?..t9.§.?. .. ~ .... .. ...... 2.' .. ~9.:: ...... .... J~J~: 

1/100 s .... .... .9.\!~9 .. ~ ....... J.\7.~§ .. ~ ...... ?§.,~1-~ ..... .... Jf:'.A~t 
111000 s . .J~ .• 2.~f: .~§ ........ J>.~~-~9..§ .......... :?.,§.9..?..§ ............ X.J?..'.'. 

1/10000 s .... J..~.9.~ .~§ .......... Q,Q~~-~- ......... Q,:?.§9..§ .......... 1,?.2}.~. 
l/100000 s .... P.,J2.Q .. ~.~ ..... ~1.7.9.§ .. ~.~ ........ .9.\9:?.:?. .~ ......... 9.\.?.?.9..~ 

1/1000000 s 18 982 us 0 380 ms 5 695 ms 0 076 s 

Figure ll.9. Table de projection des gains en temps de calcul pour 10, 100, 
1000, etc. segments. 

Pour revenir sur le cas présenté plus haut, sur un système où une addi­
tion en arithmétique rationnelle prend un centième de seconde, 1 'ordre 
de grandeur du gain de temps pour mille segments est la minute. 

Une telle table permet de rapporter les gains à l'échelle du système 
sur lequel on travaille et de juger si les effets des optimisations propo­
sées ont un quelconque sens. 

L'heureux utilisateur d'un système comme celui de la dernière ligne 
de la table f-11.9 n'a que faire de ces optimisations, même pour dix 
mille segments: sur son système, 1' exécution de 1 03log2J ()3 opérations 
ne prendrait pas plus de 0,13 secondes de toute façon! 

11. B.3 Où l'on reparle de précislotL .. 

Les idées développées dans ce chapitre ne doivent pas être prises en 
dehors du contexte de travail dans lequel elles ont émergé. Il s'agissait 
de trouver les solutions les moins coûteuses à des problèmes où l'on ne 
pouvait tolérer d'imprécision. 

Force est de constater que la méthode des puissances part d'un 
principe élémentaire: toute extrémité a une influence sur le problème, il 
suffit de savoir exploiter cette information à bon escient On est en droit 
de se poser plusieurs questions: quelle fiabilité peut-on espérer d'une 
telle méthode? En quoi serait-elle plus fiable que la méthode paramétri­
que? En quoi serait-elle plus 'orientée précision' qu'une autre? 

Du point de vue de la précision, il n'y a aucune raison a priori de 
penser qu'une méthode soit supérieure à l'autre. La méthode paramétri­
que pose fondamentalement les même problèmes de précision que la 
méthode des puissances: on a pu constater que les objets manipulés par 
les deux méthodes étaient parfaitement identiques. 
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La seule grande différence est l'angle sous lequel ces objets sont 
considérés. Tous les tests de l'arbre f-ILS peuvent s'exprimer en 
termes de distance ou de distance signée: la distance de M à la droite D 
est-elle nulle? La puissance de M par rapport à la droite D a-t-elle le 
même signe que celle de N par rapport à D? On verra que les techniques 
d'optimisation suggérées sont recommandées pour une classe de calcul 
incluant distances et puissances. L'élaboration de ces techniques s'est 
faite pour beaucoup à partir de l'expérience des puissances. 

Bien sûr, les mêmes techniques d'optimisation peuvent être appli­
quées à la méthode paramétrique. Globalement, c'est l'arbre f-II.8 (et 
sa base f-II.5) qui correspond le mieux à l'esprit dans lequel les problè­
mes de précision sont traités. Mais rien n'interdit qu'on utilise les 
mêmes heuristiques dans des contextes différents. 

-~-
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Ill V1PRECLS!ons ARtJITRAIRE5 

Les problèmes de précision et donc d'imprécision sont 
panni les plus tenaces qui soient; il est même pratiquement 
impossible de s'en débarrasser complètement. 

Ce chapitre présente une analyse des phénomènes d'impré­
cision dans le cadre de la géométrie algorithmique en 
relation avec la représentation des nombres et les modes de 
calculs en machine. Le support logistique est fréquemment 
l'intersection de segments dans le plan car c'est celui qui est 
employé par beaucoup d'auteurs. 

En dernière partie on trouvera un tour d'horizon des 
méthodes récemment publiées pour tenter de résoudre les 
problèmes de cohérence et de précision et une préparation à 
la nouvelle méthode proposée au chapitre suivant. 

Au cours de la présentation d'exemples, un certain nombre 
de résultats seront obtenus qui, en dehors de leur relation 
au sujet du présent chapitre, permettront de justifier les 
techniques proposées au suivant. Ceci explique pourquoi 
certaines listes de résultats sont parfois plus fournies que ne 
serait nécessaire pour les simples besoin des explications et 
pourquoi certaines formules ou certains calculs sont réper­
toriés en marge des explications données, bien que cette 
numérotation ne soit pas explicitement utilisée pour 
l'instant. Toutes ces informations seront importantes dans 
le chapitre IV. 
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III.A. . . . PRECISIONS 

III.A.l Genèse 

Optique 

Quelle q_ue soit la méthode de géométrie algorithmique que l'on décide 
d'implanter, la première situation à laquelle on la confronte risque fon 
de faire apparaître un problème de précision ... C'est un état de fait qui, 
bien qu'imputable aux machines elles-mêmes, conduit beaucoup de 
gens à penser, un peu hâtivement, que cette discipline est le lieu 
géométrique des idées les plus éloignées de la technique qu'ils vont 
finir par adopter pour leur problème!. Heureusement, grâce à une 
longue série de recherches dans cette direction, cette croyance 
commence à reculer. La méthode proposée dans cette thèse a été val idée 
sur une application en grandeur réelle où la moindre imprécision 
risquait de mettre en danger la cohérence de l'ensemble des données. 

Le chapitre III se décompose en trois parties, dont celle-ci qui 
présente les outils de réflexions élémentaires de la représentation des 
nombres en machine; la deuxième section présente quelques manifes­
tations ponctuelles de l'imprécision en géométrie algorithmique. La 
troisième section tente de faire un tour d'horizon des méthodes propo­
sées jusqu'ici pour résoudre les problèmes évoqués au début. Il est 
indispensable de faire un tour d'horizon de toutes ces méthodes pour 
essayer de dégager une impression générale et sunout pour entrebâiller 
la porte vers la méthode décrite dans le prochain chapitre. 

Aucune méthode ne peut prétendre être sortie du néant, et celle qui 
est proposée ici encore moins. Des raisons matérielles font que la 
technique suggérée par l'auteur a été accouchée au terme d'un long 
travail d'ermite, loin des réflexions qui se menaient, notamment aux 
Etats-Unis, sur le même sujet, au même moment. 

La lecture des articles cités dans la troisième section a évidemment 
inspiré une nouvelle lecture/écriture des résultats présentés ici, mais, 
coïncidence heureuse, son essence la place en regard- comme à mi­
chemin - des autres, toutes se complétant harmonieusement. 

Il est aussi réconfortant de voir que le problème attire tant de 
réflexions diverses et que chacune apporte une vision différente. 

Les problèmes liés à 1 'imprécision des machines sont des plus banals 
qui soient, mais leur analyse nécessite souvent beaucoup de connais­
sances en analyse numérique. ll serait déplacé de vouloir récrire ici ce 
que d'autres ouvrages exposent bien mieux. 

Le plus simple, alors, est de présenter le minimum d'explications 
dans un minimum d'espace afin que le lecteur puisse apprécier les 
différentes analyses décrites plus loin. L'optique la plus naturelle est la 
'découverte' des propriétés voulues par le truchement d'exemples ou de 
contre-exemples successifs. 

1 Rappelons, à ce propos, le célèbre fortunixme: "To err ls human, but to really foui 
thlngs up, you need a computer". 
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Choix 

III. Imprécisions arbitraires 

Il fallait un support pour présenter les idées les plus importantes 
relatives aux problèmes de précision: quoi de plus naturel que de 
donner des exemples in situ de comportements indésirables dus à la 
précision limitée des machines? Comment faire, d'autre part, pour que 
les exemples donnés ne soient ni des cas d'école, ni trop simplistes, et 
surtout, qu'ils soient révélateurs de l'essence des problèmes rencontrés 
sans être de savantes constructions érigées dans le but de faire échouer 
tel ou tel calcul ou prouver tel ou tel fait? 

Beaucoup d'entre nous avons l'intuition de la facilité avec laquelle 
les imprécisions entachent l'exactitude d'une cascade de calculs au sein 
d'un ensemble complexe, et de la. difficulté à en simuler de 
suffisamment révélatrices. L'optique prise dans la première section est 
de se donner les moyens de cette analyse: tous les exemples se veulent 
reproductibles et facilement analysables. Tous sont exprimés dans le 
contexte d'une précision double 'ordinaire' (type double de C sur 8 
octets), sauf les deux premiers qui le sont avec une double précision 
'étendue' (type double étendu de C sur 10 octets). 

Le choix de la double précision dans les exemples présentés au début 
et dans l'analyse de la solution proposée a été imposé par la dynamique 
des données relatives aux problèmes traités; quant aux deux exemples 
isolés (traités en double précision étendue), il est vraisemblable qu'avec 
un peu plus de perspicacité la faille recherchée eût été trouvée grâce à 
des exemples plus fouillés en double précision ordinaire, mais que ces 
derniers· eussent été bien plus 'tirés par les cheveux' que les deux 
calculs présentés en (III-1) et (III-2). 

Aucun des exemples choisis ne nécessite le recours à des grands 
nombres, contrairement à la croyance qui veut que ceux-ci sont les 
seuls pour lesquels des problèmes de précision se présentent. En aucun 
cas leur choix ne doit laisser à penser qu'il s'agit-là d'exceptions raris­
simes: il suffit de constater leur banalité pour s'apercevoir qu'aucune 
démarche ne peut prétendre en être exempte. 

Plusieurs machines ont servi de support matériel aux idées 
présentées dans ce chapitre. Le lecteur peut être assuré que chaque 
exemple donné a été simulé. Il se peut qu'il essaie ces exemples sur 'sa 
machine' et qu'ils 'réussissent' (i.e. qu'ils échouent!) ou non: la seule 
chose fondamentale est que, dans 1' absolu, les explications fournies en 
regard des exemples donnent une explication satisfaisante de l'échec 
éventuel de calculs de même type sur une machine, sous une forme plus 
ou moins cachée, un jour ou 1' autre. 

Maintenant que ceci est dit, les machines sur lesquelles le travail a été 
conçu et/ou implanté sont des stations de travail Sun 3115 et (Silicon 
Graphies) Iris 3130 ou 4D. Les dynamiques et les caractéristiques de 
taille fournies sont à prendre en référence aux stations Sun, car ce sont 
les machines qui ont servi de souche. Les exemples d'imprécision de ce 
chapitre ont tous été testés sur Macintosh et les résultats sont de simples 
copies de sorties d'algorithmes en C. 
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Pour éviter toute confusion, convenons à partir d'ici que le préfixe 
pseudo- désignera toujours une entité numérique machine (entier na­
turel ou relatif, décimal, rationnel, réel) qui sera toujours notée en 
ombré (A, lB, ... ) à laquelle correspond un élément d'un ensemble 
numérique réei-N, Z, D, Q, R- noté normalement (A,B, ... ). Pour 
pousser le raisonnement jusqu'au bout, un pseudo-réel est un pseudo­
décimal et ces deux termes seront indifféremment utilisés pour ce que 
l'on nomme habituellement les 'réels-machine'. Enfin, tout opérateur 
arithmétique sur la machine sera aussi représenté en ombré: 

( + - * 1 < S =- > ~ #. H). 

III.A.2 Représentation des pseudo-réels et précision 

Les quelques éléments rassemblés dans cette section pour permettre une 
meilleur compréhension des problèmes de précision, peuvent se retrou­
ver, sous une forme infiniment plus détaillée dans [Kil], mieux connu 
des intimes sous le nom de 'The Volume 2'. Une autre précieuse source 
de renseignements est [BRO 77]. 

On considérera par la suite deux types de pseudo-réels: les flottants 
et les doubles. Ces termes sont à interpréter comme des raccourcis pour 
'pseudo-réels en simple et double précision'. Les doubles sont les 
pseudo-réels de choix pour les calculs en haute précision. 

Expansion binaire 

Comment la donnée 14.625 est-elle représentée en machine? On 
commence par séparer sa partie entière de sa partie décimale. La partie 
entière est décomposée en puissances croissantes et positives de 2 (ici 
1410 = 1·23 + 1·22 + 1·21 = 111<>2). Appelons partie fractionnaire le 
nombre obtenu en soustrayant à un décimal sa partie entière. Cette 
partie fractionnaire est décomposée en puissances décroissantes stricte­
ment négatives de 2 selon le schéma suivant: 

0.625*2 = [].250 ~ 1·2-1 

0.250*2 = @].5 ~ 0·2-2 

o.5*2 = [].o ~ 1·2-3 

Le processus s • arrête ici, car la dernière partie fractionnaire calculée est 
nulle. En définitive, 14.62510 = 1110.1012. Comme l'algorithme 
révèle un décimal pur, la précision relative à ce nombre est maximale. 

On constate aisément que c • est toujours le cas pour les nombres 
décimaux possédant une expression rationnelle irréductible dont le 
dénominateur est égal à une puissance de 2, sous réserve que le codage 
des pseudo-réels permette de pousser la précision jusque là. En effet, si 
le processus s'arrête, disons à la puissance 2-j, il existe une suite de 
chiffres binaires ak e { 0,1 } et un entier A telle que la partie décimale 
obtenue peut s • éciire 
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Déphasages 
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A contrario, dès que le dénominateur de la représentation rationnelle 
irréductible de la partie fractionnaire considérée contient un facteur 
premier différent de 2, le processus d'expansion binaire décrit plus haut 
ne peut s'arrêter. Si l'on prend l'exemple de 7.8, l'expansion donne 

0.8*2 = [].6 ~ 1·2-1 

0.6*2 = [].2 ~ 1·2-2 

0.2*2 = @].4 ~ 0·2-3 

0.4*2 = @].8 ~ 0·2-4 

On constate l'apparition d'une période (1100), analogue à celle obtenue 
dans l'algorithme d'expansion décimale d'un rationnel irréductible non 
décimal. Le processus est donc infini périodique dans ce cas. 

Il faut trouver un moyen d'arrêter l'algorithme de manière sûre et 
uniforme. Une première réflexion que l'on peut faire est que, si le 
nombre à coder provient d'autres calculs, la partie fractionnaire rési­
duelle va peut-être devenir nulle au sens de la machine au bout d'un 
certain rang. Il s'agit là de phénomènes liés à la précision interne des 
calculs, et dont la genèse deviendra claire dans quelques paragraphes. 

Supposons, au contraire, que le test de nullité soit infaillible et que le 
nombre à coder soit tel que l'algorithme ne puisse s'arrêter par la seule 
vertu de cet test. Chaque type de données a une taille fixe et les pseudo­
réels doubles n'échappent pas à la règle: un bit est réservé pour le 
signe, e bits sont réservés à 1 'exposant et m bits à la mantisse, m+e+ 1 
étant égal à 8 fois la taille du type en octets. Le nombre de bits réservés 
à la mantisse donne une condition de terminaison naturelle et universelle 
du processus d'expansion binaire, lorsque le test relatif à la nullité de la 
partie fractionnaire résiduelle ne suffit pas. 

Les choses se compliquent lorsque 1 'on constate que les algorithmes 
relatifs aux opérations arithmétiques ne sont pas nécessairement 'en 
phase' avec le précédent. Ceci peut être mis en évidence en comparant, 
sur une même machine, les expansions binaires de U=7.8, V=78.0/10.0 
(U =v, bien sûr), et U-V=78.0/l0.0-7.8 = 0.0: 

u 111.1100110011001100110011001100110011001100110011001100110011001 

v 111.110011001100110011001100110011001100110011001100110011001101 

(ill-1) U-V 0.0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000001 

Le test d'égalité entre les quantités des deux premières lignes prend la 
valeur FAUX sur la machine, alors qu'une demande d'affichage de la 
différence entre elles donnera apparemment 0.0: la tolérance d'erreur 
n'est pas la même pour une opération d'affichage et un test logique. 

De même, si l'on prend U=(5.5+4.7), V=10.2, on devrait trouver u =v, 
UN= 1 et U-V= 0: 

u 10.0011001100110011001100110011001100110011001100110011001101 

v 10.001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011 

U-V 

(ill-2) U/V 

0.000000000000000000000000000000000000000000000000000000000001 

1.000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000001 
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Clairement, les tests ('O'•V», «U/V•l Q O» et «u~v-o Q O» sont 
faux en machine, contre toute attente! De tels exemples ne sont pas des 
exceptions: le fait que le codage des pseudo-réels soit fini implique que 
les termes les moins significatifs ne soient pratiquement jamais cadrés, 
d'une évaluation à une autre. Notons aussi qu'en double précision 
ordinaire les calculs (III-1) et (III-2) n'ont provoqué aucune anomalie sur 
la machine de référence, ce qui ne signifie pas qu'aucune ne pourrait se 
produire ... 

Précision et nombre de bits 

Peut-on faire un lien entre la précision et le nombre de chiffres exacts 
d'un résultat? Ainsi formulée, la question n'a pas grand sens. Le nom­
bre de chiffres exacts d'un résultat peut être totalement déconnecté du 
problème de précision: par exemple, 0.999999 est une valeur approchée 
de 1.000000 bien plus 'serrée' (1·10-6)- bien que n'ayant 'aucun 
chiffre commun' avec 1.0- que 1.000345 (3.45·10-4) -qui en a 4! 

En fait, ce que l'on souhaite savoir c'est s'il existe une relation entre 
la précision binaire et la précision décimale. Plus formellement, soit k 
un entier naturel tel que 1Q·k est la précision décimale souhaitée, on 
cherche les entiers naturels n tels que: 

2-n < w-k 
~ -n·ln2 < -k·ln10 
~ n·ln2 > k·ln10 

(ill-3) ~ n > k·log210 
ou inversement k < n·log102 

De (ill-3) on déduit que la précision décimale devient supérieure à 1 Q·k 

dès que n ~ rklog2IOl. Par exemple, et en dehors d'autres considéra­
tions à venir, pour obtenir une précision supérieure à 1 o-8, la taille de la 
mantisse des pseudo-réels doit être supérieure à f8·log210l=27 bits. 

Précision et taille des nombres 

Il est maintenant nécessaire de se pencher sur la perte de précision 
dûe à la variation de taille des nombres représentés. Pour simplifier, 
admettons que les pseudo-réels traités soient positifs ou nuls et que les 
exposants de la notation flottante soient traités de manière identiques, 
qu'ils soient positifs ou nuls2. Cette dernière convention revient à dire 
que l'on dispose d'un bit magique permettant de savoir si l'exposant est 
positif ou négatif (dans la réalité, l'intervalle des exposants est simple­
ment partagé en deux: une moitié pour les exposants négatifs et l'autre 
pour les positifs). On suppose aussi pour simplifier que les pseudo­
réels sont normalisés, c'est-à-dire que l'on choisit, parmi toutes les 
représentations en virgule flottante celle dans laquelle le premier chiffre 
de la mantisse est forcément non nul; ainsi 0.0001112 et 10.11 sont 
normalisés respectivement en 1.11·2-4 et 1.011·101. On admet enfin 
que, quelle que soit la taille du type choisi, le bit de plus fort poids de la 
mantisse doit toujours être non nul. 

2 Le raisonnement pour les pseudo-réels signés diffère légèrement, mais ces détails 
n'ont aucun intérêt ici. 
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III. B. 

III. Imprécisions arbitraires 

Si 1' on considère maintenant que les pseudo-réels sont codés sur un 
octet, un nombre typique est de la forme II II o I I I I I I 1: le bit de 
poids fort représente le signe, les deux bits suivants représentent 
1' exposant exprimé en binaire et les 5 derniers bits sont pour la 
mantisse. Si l'exposant est positif, le nombre de cet exemple vaut donc 
11111· 22= 11111002, soit 124.010. Si ce codage est exactement celui 
d'un entier, la précision binaire relative à ce nombre est maximale. Dans 
le cas contraire, autrement dit si 1' expansion binaire a dû être tronquée 
par manque de place, la précision binaire ne peut être meilleure que 22. 
Si l'exposant est négatif, le nombre représenté est 11111·2-2=111.112, 
soit 7.7510. Si le nombre originel était décimal, la précision est encore 
maximale, sinon la précision binaire est de l'ordre de 2-2 et la précision 
décimale de l'ordre de 2·log102=0.6. 

On constate donc que la précision est d'autant plus grande que la 
valeur absolue du nombre est petite, ou plutôt, que plus l'exposant est 
grand et plus la place réservée aux chiffres significatifs de la partie 
fractionnaire- et donc la précision binaire- est réduite. 

En guise de synthèse provisoire, on peut dire que tout calcul 
n'incluant pas spécifiquement des entiers est a priori entaché d'erreur, 
et que le seul élément d'information stable que l'on puisse mettre en 
exergue d'un calcul réel de résultat x est qu'il existe un intervalle réel 
minimal [x-2-k, x+2-k[ contenant le pseudo-réel x, représentant x en 
machine. L'amplitude de cet intervalle dépend de la taille du type choisi 
et permet de trouver 1 'ordre de grandeur de la précision décimale 
relative aux opérations d'une machine, pour un pseudo-réel référence, 
sachant que cette précision décroît globalement avec la valeur absolue 
d'un tel nombre. 

IMPRECISION EN GEOMETRIE ALGORITHMIQUE 

Avant de se lancer dans l'analyse des problèmes de précision et dans 
l'étude de leurs solutions, il est préférable d'en observer quelques 
manifestations dans le cadre de la géométrie algorithmique. Ces exem­
ples permettront aussi, ch~min faisant, d'accumuler des informations 
sur les caractéristiques de codage des pseudo-réels et la précision 
numérique qui leur est liée. 

III.B.l Où l,on reparle d,intersections ... 

On se rappelle que le calcul de l'intersection de deux segments fait 
intervenir, d'une manière directe ou non, le calcul du rapport de deux 
déterminants. Le cas où le point d'intersection coïncide avec une et une 
seule extrémité de segment peut être caractérisé par le fait que le déter­
minant principal du système est non nul et 1 'un des deux paramètres, 
lui-même rapport de deux déterminants, est nul ou égal à 1.0. 

Le calcul (III-2) où une quantité réellement égale à 1.0 ne l'était pas en 
machine devrait suffire à prouver que toute séquence du genre 

si (J.L1 = 1.0) 
{ ... } 
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est susceptible de ne jamais être exécutée. Pour dissiper le doute que 
pourrait inspirer la présence de calculs en double précision étendue dans 
cet exemple, considérons le cas de figure trivial suivant, en double 
précision ordinaire: les extrémités des deux segments à tester sont 

A(2.0, 4.0), B(4.0, 6.0), C(3.0, 5.0) et D(6.0, 4.0) 

Un calcul rapide (dans R, de grâce!) montre que C est à la fois le le 
point d'intersection des deux segments et le milieu du segment [A,B]. 
Tous les résultats obtenus en simulation sur la machine de référence en 
double précision confirment d'ailleurs pleinement ces affirmations: 

Valeur affichée J.lt: (Il) • 1 (Il) o ru1 a J.l2: a • o (Il) (Il) o lU 
Test .U 1 • C a 5 .U2 • @ a C 

Expansion binaire J.lt: Ca l!J (.0.511) J.l2: Ca c 1 (•OJ)u) 

Malgré tout, notons que toutes les données sont des entiers déguisés! 
Que se passe-t-il si l'on divise systématiquement toutes les abscisses 
par 1 0? Les coordonnées des points deviennent: 

A(0.2, 4.0), B(0.4, 6.0), C(0.3, 5.0) et D(0.6, 4.0) 

Le point C matérialise donc encore 1 'intersection des deux segments et 
le milieu géométrique de [A,B]. Cette fois-ci, les résultats de la simula­
tion menée sur la même machine sont incohérents: 

Valeuraffichée J.lt: a.aoacoc J.l2: GaCC(IJ)CIU 

Test .« 1 .. a • 5 .«2 .. c • o 

En première réflexion, on voit que le réflexe de faire afficher la valeur 
d'un paramètre n'est pas de grande utilité, amère remarque que plus 
d'un programmeur s'est déjà faite. Les tests étant négatifs, il faut se 
pencher sur les expansions binaires des deux paramètres pour interpré­
ter le phénomène: 

J.lt 0.011111111111111111111111111111111111111111111111111111 

J.l2 o.ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooolol 

L'expansion de J.l2 montre que ce paramètre est très proche mais diffé­
rent de 0.0. Qu'en est-il de J.lt? Un résultat bien connu d'algèbre veut 
que, si (un), ne N, est une suite géométrique de premier terme uo et de 
raison q* 1, on a 

i=n 1-gn+ 1 . lim uo 
Sn =i~Ui = uo 1_q et, stlqk1, n~oo Sn- 1_q 

lim 1 
uo=1 et q=1h => Sn -1 = 1h+1h2+1h3+ ... = -1 11 = 2 

n~oo - 2 

ce qui signifie que 1' expansion binaire infinie 0.12 est égale à 110, et 
donc 0.012, qui vaut la moitié, est égal à 0.5. 

Ainsi, J.lt et J.l2 sont extrêmement proches de leurs valeurs réelles, 
mais par suite d'imprécision paramétrique, C n'est ni le milieu de 
[A,B], ni le point de rencontre des deux segments. L'erreur commise 
sur J.l2 aurait pu être en excès de 1.0 et la détection de l'intersection 
aurait été mise en échec. 
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A 
D 

Figure 111.1. Intersection simple. 

III.B.2 Déplacements et dépendances 

Admettons, malgré les problèmes de précision, qu'on souhaite quand 
même calculer les intersections d'un ensemble de segments. On se place 
maintenant dans le cas de données entières- donc de représentations 
parfaitement exactes- et d'une solution normale (voir chapitre II et se 
référer à la figure III.l). Les coordonnées den sont a priori le résultat 
de divisions, de sorte que, dans le plan euclidien, elles sont rationnelles 
et ont fort peu de chances d'être décimales: dans tous les cas, les coor­
données de n en machine sont des pseudo-réels approchant au mieux 
ces rationnels. 

Si cette opération est la seule que subissent les deux segments 
originaux, il est vraisemblable que les choses en resteront là: [A,B] et 
[C,D] sont transformés en quatre nouveaux segments [A,O], [Q,B], 
[C,O] et [O,D] où 0 est le point du plan de coordonnées égales aux 
pseudo-réels calculés par l'algorithme d'intersection. 

Dans certains cas, statistiquement assez rares, les coordonnées de Q 

représentent en machine les mêmes valeurs que les coordonnées réelles 
den et les deux points n'en font qu'un. 

Pour comprendre ce qui se passe dans la majorité des cas où Q:;I!:Q 

essayons d'imaginer une représentation géométrique du phénomène de 
précision raisonnablement proche de la réalité. Quel que soit le pseudo­
réel x que 1 'on supposera fixé, il existe un ensemble fini de pseudo-
réels z strictement positifs tels que: 

x+z•x 

L'existence de ces pseudo-réels et leur multiplicité sont dues à la 
précision limitée inhérente aux machines, et leur nombre est fini comme 
1' est de toute façon celui des pseudo-réels. De par 1 'existence de cet 
ensemble, il est possible de déduire qu'il existe un plus petit pseudo­
réel, noté a+, tel que 

x+i+#x, soit i+ = miœ { z, z>O, x+z#x} 

Cette quantité, déjà dépendante de x, n'est pas la même en simple et en 
double précision, car elle est tributaire de la taille de la mantisse. Par 
exemple, sur le système utilisé dans le développement du facétiseur, si 
l'on prend x=ll.O, on trouve en simple et double précision: 

flottants doubles 
miœ {z, ll.O+z#D..O} 5.9046·10-08 1.11022·10-16 

Un raisonnement analogue permet <;le définir o pour le même x par 

a-= mm.li.œ {z, z>O, x-z#x} 
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a· a+ a· a+ a· a+ 
x ..a x x+o 

:• a 
)loo' ' 

Figure m.2. Pseudo-réel et ses deux plus proches voisins. 

Sur le même système et dans les mêmes conditions, on trouve en sim­
ple et double précision: 

flottants 
lllllllÏIDI {z, 1.0-z#l.O} 1.1921·10·07 

Si l'onpose 

a= a• +a-

doubles 
2.22045·1Q-16. 

s permet de connaître, pour tout pseudo-réel li:, les deux pseudo-réels 

qui lui sont les plus proches, comme le montre la figure III.2. Si 1 'on 
connaît ô, la valeur décimale de&, quel que soit le point P(x,y) du plan 

il existe un quadruplet unique (Poo, Pot. Pw, Pu) de point décimaux, 
c'est-à-dire de points à coordonnées décimales, tel que 

'V i,j e [0,1], 0 S d(P, Pïj) < ô 

où d représente la distance euclidienne dans le plan. 

En fait, les deux ô calculés pour x et y, coordonnées du point P, ne 
sont a priori pas les mêmes: leurs valeurs dépendent en réalité de la 
taille des valeurs absolues de x et de y. On peut se donner une d'idée de 
leurs variations en observant les valeurs de a+ et ô obtenues pour une 
série 'échantillonnée' irrégulièrement de puissances de 2: 

i 2i a- a+ 
0 1 1.11022·10·16 2.22045·10-16 
1 2 2.22045·10·16 4.44089·10-16 
2 4 4.44089·10·16 8.88178·10·16 
10 1024 1.13687·10·13 2.27374·10·13 
20 1048576 1.16415·10-10 2.32831 ·10-10 

(lll-4) 30 1.0737 4·1 o9 1.19209·1 o-7 2.38419·1 o-7 
40 1.09951·1012 0.0001220703 0.0002441406 
50 1.1259·1015 0.125 0.25 
51 2.2518·1015 0.25 0.5 
52 4.5036·1015 0.5 1.0 
53 9.0072·1015 1.0 2.0 
54 1.80144·1016 2.0 4.0 
60 1.15292·1018 128 256 
80 1.20893·1024 1.34218·108 2.68435·108 
100 1.26765·1030 1.40737·1014 2.81475·1014 
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(ITI-5) 

III. Imprécisions arbitra~res 

On constate que, si x = 2i, 

2~3 = a- <=> a- = 2i-53 

2~2 =&+<=>a+= 2i-52 

Plus formellement, si p est le nombre de bits utilisés dans la mantisse, 
si x est un pseudo-réel et i est l'unique entier tel que 2i~ x <2i+l, un 
minorant de l'écart maximum relatif autour de x est donné par, 

a+-a- 2i-p+1+2i+p 
- .- = . = 2-p+I+2-P ~ 2·2-P = 21-p 

2' 2' 
L'écart relatif entre-deux pseudo-réels est donc toujours supérieur à la 
quantité 21-p, appelé ~lp en anglais (unit of last place). Cette quantité 
joue un rôle très important dans 1' estimation des erreurs. 

Comme tous les pseudo-réels de même exposant sont régulièrement 
espacés sur une échelle absolue, on voit que 1 'écart relatif entre ces 
nombres décroît lorsque leur valeur absolue croît. A l'inverse, la taille 
de l'intervalle d'a"ondi autour d'un pseudo-réel est, par (III-5), directe­
ment proportionnelle à sa valeur absolue. On obtient ainsi une grille 
composée de quatre quadrants, dans lesquels chaque carreau, hormis le 
plus petit, a des dimensions égales au double de celles du carreau qui le 
précédait sur chaque axe. La figure 111.3. représente une partie du 
premier quadrant de cette grille. 

Pour revenir au cas qui nous intéresse, le point d'intersection n des 
deux segments mentionnés plus haut se trouve à 1 'intérieur d'un carreau 
de la grille dont les quatre sommets sont constitués des points pseudo­
décimaux les plus proches. La figure III.4 matérialise cette propriété, en 
première approximation graphique. D'une manière ou d'une autre, la 
machine associe à n un des quatre sommets, noté Q sur la figure, et lui 
substitue celui-ci. On emploie souvent le terme d'arrondi pour désigner 
ce phénomène, par analogie avec l'arrondi effectué sur les deux 
coordonnées de n. 

Dans le cas où Q:;tO et où l'on accepte l'approximation implicite faite 
par la machine, la seule relation que les quatre nouveaux segments 
[A,Q], [B,O], [C,Q] et [D,Q] peuvent prétendre avoir avec les deux 
segments originaux [A,B] et [C,D] est qu'ils possèdent tous une et une 
seule des quatre extrémités A, B, C et D initiales. Leurs pentes et celles 
des segments initiaux sont différentes, comme le sont les coefficients 
des équations paramétriques de leurs supports. Tout test d'appartenance 
concernant les segments originaux est nécessairement entaché d'erreur 
s'il est traité relativement aux nouveaux et vice versa. 

Dans une application géométrique, l'utilisateur est souvent amené à 
construire des objets polygonaux faisant explicitement référence à 
d'autres objets. Prenons un exemple simple mais significatif, car 
extrêmement fréquent. Soit [A,B] un segment etC un point supposé 
être le milieu de [A,B] (Figure III.5). 
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Figure lll.3. Grille d'espacement des pseudo-réels. 

ID 

: ~-1::1~:r:r~r: 
Figure 111.4. Q est "arrondi" en Q. 

B 

Figure 111.5. Conflit de dépendance. 

Si le segment [A,B] rencontre un autre segment [E,F], avant C, le point 
réel n est approché par le pseudo-point 0, et le segment résultant 
[O,B] a très peu de chances de contenir C, pour les raisons évoquées 
au-dessus, en tout cas si la résolution des dépendances se fait en amont 
de la détection des intersections! 

Enfin, la substitution de n à Q peut provoquer des intersections qui 
n'existeraient pas sinon. On peut facilement imaginer, sur la figure 
précédente, que le segment [Q,B] rencontre un dernier segment que ne 
coupe pas [Q,B]! 
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1 II.B.3 La deuxième génération 

Revenons au cas initial où deux segments [A,B] et [C,D] se coupent en 
un point .Q, approché par~. Si maintenant l'un des quatre nouveaux 
segments, [Q,D], est coupé par un cinquième segment [A',B'] (Figure 
ill.6), les choses se compliquent. .. Le nouveau point d'intersection, G' 
n'a pas la même provenance que les extrémités initiales, ni que Q: les 
extrémités initiales sont de la génération 0 (on peut penser que pour de 
tels points, en général, la précision de la machine est optimale), Q est 
de la génération 1 (car issu d'une paire { (0,0);(0,0) }), Q' est de la 
génération 1114 (car issu d'une paire { (0,1);(0,0)}) et l'on trouve des 
éléments de génération Ph, P/4 et 14/4=2: ces derniers proviennent 
d'une paire { (1,1);(1,1) }. En règle générale, l'intersection nonnale de 
deux segments dont les extrémités sont toutes de la génération entière m 
défmit un point de la génération entière m+ 1. 

Chaque génération s'accompagne d'une perte de précision par rap­
port à la précédente et ce phénomène est une des manifestations de ce 
qu'il est convenu d'appeler la 'propagation d'erreur'. 

III.B.4 Incohérences 

[MIC 87] étudie différents problèmes d'incohérence liés à l'impré­
cision, et notamment l'influence des erreurs de calcul sur un algorithme 
de type 'balayage', comme celui présenté dans [B/OT 79]. Dans cet 
algorithme, on dispose d'un ensemble de segments du plan dont les 
extrémités sont données dans l'ordre lexicographique (cf. chapitre Il) et 
qui sont eux-mêmes rangés suivant l'ordre lexicographique. La figure 
ill.7 montre un tel ensemble de segments. Les lettres désignant les 
extrémités indiquent l'ordre qui règne sur celles-ci. 

Pour chaque segment, l'extrémité la plus à gauche lexicographique­
ment est appelée origine et l'autre/in. Soit Ex l'ensemble constitué 
initialement des abscisses des extrémités de segments, rangées par 
ordre croissant. Les éléments de cet ensemble sont appelés événements. 
La droite de balayage est une structure évolutive, représentée graphi­
quement par une droite verticale se déplaçant parallèlement à elle-même 
d'événement en événement. La figure III.8 montre deux états rappro­
chés de cette structure. 

A la verticale de A, la droite de balayage ne coupe que le segment 
[A,H], qui est alors le seul segment actif. La droite est translatée 
jusqu'en B: à ce stade, [BG] devient le deuxième segment actif, on lui 
reconnaît un voisin immédiatement inférieur, à savoir le segment actif 
[A,H], et comme les deux se coupent, leur point d'intersection QAH,BG 

est calculé et son abscisse est insérée à la place adéquate dans Ex: si 
celle-ci n'était pas déjà dans cet ensemble, elle constitue un nouvel 
événement qui sera traité ultérieurement 

Les segments [A,H] et [B,G] sont décomposés en quatre sous­
segments dont deux restent actifs ([A,.QAH,Bo], [B,OAH,BoD et deux 
sont inactifs car ils ne coupent pas la droite de balayage. 
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D 

Figure Ill.6. Problèmes de précision à la deuxième génération. 

F 

D 

Figure lll.7. Segments pour l'algorithme de Bentley-Ottman. 

F 

Figure Ill.8. Deux états rapprochés de la structure de balayage. 

L'algorithme tire partie de la cohérence entre l'ordre global sur les seg­
ments et l'ordre local à la verticale d'une abscisse donnée en exploitant 
un invariant et deux types d'action complémentaires: 

• INVARIANT: Sur la droite de balayage, deux segments ne peuvent se couper 
que s'ils sont adjacents selon l'ordre vertical. 

• ACTION 1: Lorsque l 'on arrive à la verticale d'une origine on insère une arête 
dans la structure de balayage et l'on teste les intersections éventuelles de 
l'arête insérée avec ses deux voisins immédiats au-dessus et au-dessous, quand 
ils existent 

• ACTION 2: Lorsque l'on parvient à la verticale d'une fin on supprime l'arête 
correspondante de la barre de balayage. L'arête supprimée ([C,EJ pour la 
deuxième droite de balayage de f-ill.8) rend éventuellement adjacentes les deux 
arêtes qui étaient jusqu'alors ses deux voisins immédiats dans l'ordre vcnical, 
s'ils existent ([00 F.AH•FJ et [B,G] sur la même figure): il suffît alors de de 
tester leur éventuelle intersection. 
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Figure III.9. Imprécision et incohérence topologique. 

Si, à un moment quelconque, la précision devient insuffisante pour 
déterminer correctement l'ordre vertical sur la barre de balayage, la logi­
que séquentielle de traitement des segments ou la logique d'intersection 
de ceux-ci peut être invalidée. 

Pour illustrer ce type de comportement, analysons la figure III.9 où 
les droites en pointillés symbolisent la grille de précision évoquée 
précédemment. A l'intérieur du carreau central de côté a, les événe­
ments sont traités, à cause de l'imprécision des calculs, de manière 
'aveugle', du point de vue topologique: il est impossible de savoir 
sûrement si les segments [C,E] et [D,F] s'intersectent; d'ailleurs ceci 
n'a plus beaucoup de sens dans ce contexte. Il serait encore moins 
possible d'ordonner de manière cohérente les différents points d'inter­
section éventuellement trouvés à l'intérieur du carreau central. 

En résumé toute cohérence topologique concernant les segments à 
l'intérieur de cette région disparaît. Ainsi, les positions relatives des 
segments [A,H], [D,F] et [B,G] risquent d'être incohérentes à l'inté­
rieur du carreau central, et ceci a de grandes chances de provoquer une 
incohérence majeure lorsque la barre de balayage ressort de cette zone. 

En fait, le problème est même plus grave: l'existence d'un seuil de 
précision laisse à penser que si des événements sont séparés par des 
distances sur 1' axe des abscisses inférieures à ce seuil, ils seront néces­
sairement confondus et donc vraisemblablement traités dans un ordre 
incohérent avec la topologie globale. 

III.C. TOUR D'HORIZON DES SOLUTIONS CONNUES 

Certains auteurs ont déjà préconisé des solutions aux problèmes d'im­
précision. On trouvera dans cette section une description des principales 
méthodes recensées à ce jour. Comme 1 'étude du sujet connaît une 
croissance quasi-exponentielle depuis quelques années, une synthèse 
exhaustive de tous les articles publiés serait fastidieuse. De même, une 
analyse comparative de ces méthodes est délicate à mener, souvent à 
cause de leur spécificité (telle méthode est conçue en fonction de tel 
phénomène), des différences de niveaux d'approche (solutions théori­
ques complexes contre méthodologies simples mais non générales) ou 
de la complexité des techniques impliquées. 
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A la place, il a été choisi de présenter les idées directrices de chaque 
méthode, afin de donner un aperçu des différents angles sous lesquels 
le même phénomène peut être étudié. Le lecteur intéressé trouvera en 
regard de chaque méthode les références bibliographiques de l'article 
original ou de la thèse dont elle provient. 

Heureusement, une analyse critique comparative n'est pas nécessaire 
ici: la nouvelle méthode proposée dans le prochain chapitre procède 
d'une démarche suffisamment différente de toutes celles décrites dans 
cette section pour que les points de repère qui y auront été placés 
puissent servir à 1' en différencier naturellement. 

III.C.l Epsilons 

Epsilon brut 

Dans toutes les méthodes de cette classe, on considère qu'il existe un 
seuil numérique ou epsilon en-dessous duquel aucune décision-machine 
n'est plus fiable et doit être remplacée par une décision empirique, 
justifiée par des motivations diverses. L'epsilon choisi dépend souvent 
des caractéristiques de la machine ou du problème rencontré. 

De toutes les solutions connues, celle-ci est à la fois la plus simple et la 
moins efficace. Elle a une origine 'populaire' dans le sens où elle vient 
à l'esprit très rapidement, en fait dès que l'on rencontre la première 
situation aberrante due à une imprécision. 

Pour revenir à une problématique de géométrie algorithmique, 
supposons que deux points A et B soient si proches que leur pseudo­
distance (la distance euclidienne d(A,B) évaluée sur la machine) est 
inférieure à une valeur seuil. Alors A et B sont déclarés confondus et 
sont, à partir de cette décision, traités indifféremment. 

Cette première mouture est un peu brutale: on peut souhaiter rendre 
la loi plus 'physique', en faisant intervenir ce que 1 'on a déjà vu sur la 
relation entre la précision et la taille de A lui-même (ou de B, mais les 
deux points sont supposés être très proches). On propose alors la 
version suivante: si lA-BI représente la distance entre A et B, lAI repré­
sente le module du point A (i.e. sa distance à l'origine); on accepte de 
dire que A et B sont confondus dès lors que 

lA-BI ~ s•IAI 

Si cette approche est possible dans certains cas, elle devient 
hasardeuse dès que 1 'on fait référence à des notions de cohérence 
topologique: on est très vite amené à ranger dans la même 'classe 
d'imprécision' des nuages de points entiers alors que l'ordre dans 
lequel ils sont réellement sitùés les uns par rapport aux autres a une 
influence sur la cohérence globale. 

L'introduction d'un epsilon a ceci de dangereux qu'il n'est jamais 
possible de prévoir quelles en sont les conséquences: celles-ci sont 
souvent plus graves, car structurelles et 'contagieuses', que les erreurs 
de calcul pour lesquelles l'epsilon a été introduit, qui ne sont, elles, que 
factuelles et par essence très ponctuelles. 
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Taille d'attributs minimum [SIS 85] 

L'idée proposée par M. Segal etH. Séquin est de se donner une zone 
de 'no man's land' autour de tout objet (segment, face, ... ), de sorte 
que les calculs relatifs à cette zone privilégient les attributs de 1 'objet de 
référence à défaut de tout autre. 

A titre d'exemple, soient un segments= [A,B] du plan Pet D(z,p) 
le disque de rayon p centré en un point z de P. Soit enfin 

sE= {z e Pl D(z,e) rt s :F. 0} 
l'ensemble, représenté à la figure III.lO, constitué de tous les points du 
plan qui sont le centre d'un disque de rayon e contenant au moins un 
point de s. (Cet ensemble porte parfois le nom d'e-dilaté des). 

Si un point (ici l'extrémité C du segment [C,D]) se trouve à l'inté­
rieur de cette zone, il est considéré comme appartenant à [A,B] et ses 
coordonnées sont 'recalées' de manière adéquate; sinon il sera toujours 
traité comme s'il était séparé de [A,B] par une distance supérieure à une 
valeur J.L, quelle que soit la transformation appliquée aux deux objets. e 
et J.L sont des paramètres calculés en fonction des caractéristiques de 
l'application et de la machine. 

Cette approche permet de créer ce que les auteurs appellent une 
consolidation de la scène étudiée. Son principal avantage est de 
permettre des opérations mathématiques constructives (comme celles 
propres à un modeleur) en s'assurant de garder une cohérence totale 
avec la topologie propre des objets initiaux. On reconnaît dans cette 
méthode une amélioration sur la méthode précédente: on gagne en 
cohérence, mais on ne peut toujours pas assurer que 1' on ne créera pas 
de situations parasites, absentes de la topologie des données originales. 
On constate aussi que l'existence d'une région tampon autour de chaque 
attribut d'objet se traduit par des opérations de composition ensembliste 
de ces zones lorsque deux éléments s'intersectent et donc que la taille 
des intervalles élémentaires propres aux éléments originaux est 
susceptible de croître de génération en génération. 

epsilon-convexité [MIL 89] 

L'idée maîtresse de Milenkovic et Li est de s'attacher à ce que certaines 
propriétés 'vitales' d'un objet soumis à l'action d'un ensemble prédéfini 
d'opérations primitives, soient constamment préservées. 

Prenons l'exemple de l'enveloppe convexe d'un nuage den points 
du plan P. La propriété principale de cet ensemble est qu'il s'agit du 
plus petit convexe du plan contenant ces n points. Les auteurs exposent 
un algorithme en O(nlogn) permettant de construire un ensemble 
convexe formé de points initiaux tel que, si 1 'un quelconque de ces 
points est déplacé dans n'importe quelle direction d'une distance 
inférieure ou égale à e, l'ensemble obtenu reste convexe. 

Ce genre de technique représente certainement une évolution positive 
sur les méthodes d'epsilon naïves, mais elle nécessite une adaptation à 
chaque cas de propriété que l'on souhaite conserver. De plus, un grand 
effort doit être mis dans la construction d'une solution pour chaque cas 
et dans la preuve formelle de sa validité. 
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Figure Ill.lO. Taille d'attribut minimum pour le segment [A,B]. 

Géométrie 'à-epsilon-près' [G/SIS 89} 

Guibas, Salesin et Stolfi proposent une analyse fine des conditions 
mathématiques à imposer pour qu'une géométrie 'à epsilon près' soit 
cohérente, quelles que soient les opérations effectuées et les objets 
manipulés. La tâche est vaste et l'article cité en référence donne quel­
ques directions fortement liées à l'analyse d'erreur. 

On suppose que l'on est dans un espaceE muni de la métrique 11·;11. 
Si P est un prédicat défini sur 1 'espace et X e E, P(X) prend une valeur 
parmi {vrai, faux}. On définit alors: 

t:-P(X): P(X') est vrai pour un X' e E tel que IIX,X'II S t:. 
Intuitivement cette définition implique que X est alors "au plus éloigné 
de e de satisfaire P(X)". L'ensemble de vérité de t:-P(X) est celui de 
P(X) 'dilaté' (voir plus haut) par une boule de rayon t:, et 0-P(X) est 
identique à P(X). 

En dimension 1, la procédure implantant P(X) retourne en fait une 
partition de la droite décrite pare en trois intervalles F, I, V tels que le 
prédicat e-P(X) est faux si e e F, vrai si e e V et incertain si e e I. 
Puisque les pseudo-réels sont en nombre fini, cette partition peut être 
représentée par une paire de pseudo-réels 1 = (lmin, lmax) tels que e­
P(X) est faux si e<lmin, vrai si ~max et incertain si lminSe<lmax. 

Les intervalles précédents sont alors calculés via la précision de 
l'arithmétique de la machine et chaque opération combine un ensemble 
minimum de prédicats élémentaires. Par exemple, pour savoir si deux 
points pet q sont superposés, on construit le prédicat e-Identiques(p,q) 
qui sera vrai si et seulement si e2:lhllp,qll. La procédure Identiques 
correspondante sera chargée de calculer la distance llp,qll et de retourner 
une paire (lmin, lmax) telle que lmin S lhllp,qll S lmax. 

L'intérêt de cette idée est double: l'article fournit une formalisation 
de la notion d'epsilon et le moyen de calculer les intervalles de fiabilité 
de primitives classiques en géométrie (co-linéarité de vecteurs, orienta­
tion d'un triangle, inclusion dans un objet, etc.) en fonction de calculs 
d'erreur bien connus. Bien que beaucoup de solutions antérieures aient 
exploité certaines de ces techniques, les auteurs sont les premiers à 
formaliser de manière si claire les phénomènes impliqués. 

Notons en dernier que l'analyse proposée autorise une 'gestion' 
cohérente des imprécisions, mais ne permet pas plus que les 
précédentes d'éviter les déviances topologiques consécutives à 
l'imprécision. 
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III. C.2 Géométries robustes 

Plusieurs auteurs ont travaillé sur ce sujet. L'idée maîtresse de ces 
méthodes est que la topologie propre des objets (qui est indépendante 
de la précision) est le seul motif de décision, lorsque la précision vient à 
manquer, qui permette de conserver une cohérence globale en fin 
d'opération, même si la cohérence locale a dû en souffrir. 

Résolution finie [GIY 86] 

L'idée principale ici est de travailler sur une grille discrète de valeurs 
des coordonnées et de mettre en place une 'interface' robuste entre le 
domaine continu de définition des objets et cette grille discrète. 

Greene et Yao proposent, dans le cas de 1 'intersection de segments 
(mais leur idée peut être généralisée), de déformer les segments par le 
biais de 'crochets'. Sur la figure III.ll, un segment présente un tel 
crochet à proximité de son intersection avec un autre segment, passant 
par le point de la grille pour simplifier le dessin. 

En quelque sorte, le segment déformé est 'accroché' à un point de la 
grille discrète sous l'action d'un autre segment, et l'action se prolonge 
sur un voisinage de ce point d'accrochage jusqu'à ce que l'on retombe 
sur le segment original d'extrémités fixes. 

Si un segment est traversé par plusieurs autres, il reçoit autant de 
crochets que nécessaire, chaque crochet étant lui-même susceptible 
d'être 'accroché' par d'autres segments et/ou crochets. L'idée est que 
l'objet fmal, résultant du segment original et de ses crochets, est donné 
par le chemin le plus court reliant les deux extrémités initiales du 
segment et respectant les contraintes imposées par les crochets: il suffit 
de voir les crochets comme autant de plots de contournement position­
nés à des points de la grille. 

Si le segment a une longueur de l unités de grille, chaque crochet 
ajoute O(logl) sommets de grille au 'segment' et il sera nécessaire de 
recourir à un algorithme exact pour déterminer les points de la grille les 
plus proches après déformation par un crochet. 

Les auteurs montrent que si k est le nombre de crochets sur un 
segment de longueur 1, il est possible de construire le segment déformé 
en O(klogl) et que si l'on s'en tient à un nombre limité de règles de 
création des crochets, la cohérence globale des segments et leur topolo­
gie sont préservées dans l'ensemble de segments déformés obtenus. TI 
est seulement nécessaire de recourir à des algorithmes spécifiques de 
construction des crochets et de reconstitution des objets fmaux. 

Un des grands avantages de cette méthode est de montrer qu'un 
problème aussi complexe que celui de l'intersection cohérente d'un 
ensemble de segments peut être résolu en utilisant une précision limitée. 
Un de ses grands désavantages est que, bien que les points d'inter­
section soient tous in fine sur la grille, les calculs intermédiaires doivent 
être traités par le biais d'une arithmétique exacte. Dernier point impor­
tant, si la création des crochets permet de résoudre les problèmes de 
cohérence topologique, elle n'en introduit pas moins, et encore plus que 
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Figure 111.11. Crochet sur un segment. 

d'autres méthodes, des intersections parasites, absentes des données 
initiales, puisque les segments originaux ne sont pas subdivisés en 
sous-segments de même · support, mais deviennent des collections 
continues de segments à supports de pentes variables. 

Déterminisme et historique [MIL 88], [MIL 89al, [MIL 89bl 

L'auteur a consacré une thèse et de nombreux articles à ce sujet. Parmi 
toutes celles qu'il présente, on peut dégager 1 'idée unificatrice de cohé­
rence chronologique, qui préside à l'essentiel. 

Si l'on se place dans une situation où l'on s'en remet à la précision 
finie d'une machine (calculs sur N bits), tout algorithme traditionnel va 
se mesurer à des décisions qui sont parfois erronées, parfois exactes et 
parfois incertaines. L'important est de définir le problème suffisamment 
clairement pour que toute décision prise, à un moment quelconque, 
puisse être en accord avec 1 'ensemble des décisions prises auparavant 
et conduire à une solution cohérente. Ce faisant, on n'écarte pas les 
décisions éventuellement erronées, mais on s'assure que 1' ensemble des 
décisions prises ne pourra jamais violer un ensemble figé de propriétés 
logiques, topologiques ou géométriques. 

Par exemple si, dans le processus de détection de l'intersection d'un 
ensemble de segments, on est amené à privilégier, à juste titre ou non, 
une relation d'ordre particulière entre deux segments, cette décision est 
irrévocable par la suite et tout sera fait pour l'entériner de manière que la 
topologie globale des segments soit cohérente, à défaut d'être la répli­
que exacte de la topologie réelle de ceux-ci. 

Milenkovic remplace la notion de segment par celle d'objet pseudo­
linéaire ou courbe cachée et présente une approche dans laquelle, un 
peu comme dans la méthode de résolution finie, les segments vont 
s'incurver au gré des intersections. Un point important est que l'on peut 
parvenir à faire en sorte que la 'courbe' obtenue en incurvant les 
segments autour de points de la grille entière sous-jacente, approche 
toujours les segments originaux avec la précision de N bits disponible. 

Pour reprendre un exemple de l'auteur, si P(xp, yp) a été reconnu 
en-dessous du segment [A,B] et Q(xQ,yQ) est tel que xQ ~ Xp, YQ ~ yp, 

le choix opéré pour P induit celui à faire pour Q: ce point doit nécessai­
rement être en-dessous de [A,B]. 
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La limitation de précision peut évent\lellement avoir occasionné une 
erreur de choix pour P, mais Pet Q auront des positions cohérentes 
relativement à [A,B]; l'auteur montre qu'il existe une courbe théorique 
relativement à laquelle Pet Q occupent réellement les mêmes positions 
que celles 'choisies' vis à vis du segment [A,B]; de plus, cette courbe 
théorique cachée ne s'écarte jamais de plus d'une quantité a (caractéris­
tique de la précision disponible) du segment [A,B]. 

Pour préserver la cohérence topologique coûte que coûte, l'auteur 
utilise une 'base de données' relative aux propriétés de chaque segment 
traité dont le but est de garder un historique explicite des choix qui ont 
été effectués à son sujet ou des positions relatives d'autres segments ou 
extrémités qui ont pu lui être comparés (e.g. C est à gauche de A et à 
droite de B, D est sur [A,B], ... ). Toutes ces informati6ns (q~i sont 
nécessairement en nombre fini) sont 'vraies' modulo la précision dispo­
nible et sont établies par des relations de majoration ou de minoration 
liées à des calculs d'erreurs maximum à l'intérieur de cette précision. 
Tout nouveau choix concernant un segment déjà 'fiché' doit prendre en 
compte d'éventuelles informations contenues dans son historique. 

La logique employée est très simple, une fois que les propriétés 
topologiques (ou logiques ou géométriques) qui doivent être respectées 
sont explicitées. Cette méthode infléchit les segments constituants les 
objets de façon à les faire passer par les points représentables en 
machine les plus proches, lorsqu'il est besoin. Comme toutes les 
précédentes, cette méthode implique des solutions parasites, mais cette 
fois-ci ces solutions sont explicitement considérées comme des 
consolidations locales d'une cohérence topologique globale. 

Valence et cohérence [KAR 88}, {H/H/K 88} 

Karasick consacre lui aussi une thèse à la construction robuste de 
solides. En astreignant le degré des sommets de chaque solide à être 
égal à trois (i.e. chaque sommet est le point de rencontre de trois faces) 
et en contraignant la topologie des éléments constitutifs de ceux-ci, 
1' auteur montre que 1' on peut construire un modèle géométrique dans 
lequel tous les objets sont cohérents sous l'influence d'un ensemble 
d'opérations bien définies. 

Karasick utilise la représentation des solides par leurs frontières et 
propose des méthodes de résolution de conflits liés à l'imprécision par 
le biais d'un certain nombre de règles d'incidence d'inspiration empiri­
que, permettant d'assurer une parfaite cohésion des solides construits 
par le modèle. La validation de ce dernier sur toutes les opérations 
géométriques (translations, rotations, etc) représentables en machine 
semble particulièrement positive: seules les rotations d'angle très petits 
(entre lQ-5 et lQ-10 degrés seulement!) sont signalées comme 
introduisant des solutions topologiquement incorrectes. 

La technique préconisée ici est sous-tendue par l'expérience, l'auteur 
présentant des résultats au-delà de l'espérance de beaucoup de mode­
leurs réputés performants. La grande difficulté à laquelle se heurte sa 
technique reste, malgré tout, la justification théorique des hypothèses 
faites et le passage de l'expérience à la formalisation systématique. 
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III. C.3 Stabil-ité numérique et perturbations 

Les méthodes de cette section relèvent toutes du domaine de 1 'analyse 
numérique. Elles permettent de trouver des réponses théoriques aux 
problèmes consécutifs à l'imprécision, mais leur complexité et le coût 
de leur implantation les rendent difficilement exploitables. Néanmoins, 
ce sont de telles méthodes, et bien plus souvent qu'on ne le croît, qui 
permettent de faire avancer le domaine de manière significative. 

Simulation de simplicité [F/M 88}, ([YAP 87}, [YAP 88}) 

L'idée d'Edelsbrunner et Mücke est très simple: pour circonvenir les 
cas de dégénérescence dans les algorithmes de géométrie, on impose 
une perturbation aux données de sorte qu'elles ne puissent jamais ame­
ner à un cas dégénéré. Cette technique porte le nom de 'simulation de 
simplicité', le terme simplicité signifiant 'non-dégénérescence' en réfé­
rence à la célèbre méthode du simplexe. 

S'inspirant de méthodes d'analyse numérique, les auteurs proposent 
de définir comme domaine de dégénérescence, pour chaque problème 
traité, un ensemble d'éléments pour lesquels la solution générale du 
problème inclut un cas particulier. A titre d'exemple simple, la phrase 
'soit un triangle non-aplati du plan' impose que les trois sommets 
définissant le triangle ne soient pas alignés (ou confondus, mais ceci est 
un cas particulier de la contrainte). Les dégénérescences, dans ce cas, 
sont représentées par toutes les situations où les trois sommets sont sur 
une même droite. Un ensemble d'objets est dit 'en position générale' 
s'il ne contient pas de dégénérescence. 

Dans le modèle décrit par les auteurs, si 1t est une primitive topologi­
que, elle prend en entrée un ensemble de points, retourne la valeur 0 si 
1' ensemble de données est dégénéré et retourne -1 ou 1 pour permettre 
de discriminer les cas de non-dégénérescence. Ainsi, x-l(O) représente 
l'ensemble des dégénérescences de la primitive 1t. Si cette primitive 
porte sur lP-1 objets, une perturbation sera une opération sur les d 
objets, considérés en position non-générale, qui leur interdit de contenir 
une quelconque dégénérescence. 

Pour poursuivre 1' analogie avec le triangle non-aplati, une idée serait 
de fixer les deux premiers sommets, defaire en sorte qu'ils soient bien 
à une distance minimum epsilon l'un de l'autre et définissent ainsi une 
droite L\, et de contraindre le troisième à se situer dans un des deux 
demi-plans définis par ô. Ces contraintes doivent être imposées par le 
calcul: si par exemple, la primitive 1t considérée a pour but de détermi­
ner si un point est situé à l'intérieur d'un triangle, les coordonnées du 
triangle subissent une perturbation semblable à celle décrite précédem­
ment, de façon à ce que le cas particulier d'un triangle aplati ne puisse 
jamais être rencontré par la machine: cette perturbation consiste elle­
même à ce que toute distance calculée soit égale à la distance classique 
plus un ou plusieurs termes algébriques dont chacun traduit l'influence 

·d'un point particulier. 

Ces perturbations ne peuvent être faites qu'en fonction de chaque 
primitive considérée et de manière adaptative: l'ensemble E-perturbé doit 
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tendre vers 1 'ensemble original lorsque e tend vers 0, et posséder toutes 
les propriétés topologiques de ce dernier: on imagine mal une perturba­
tion qui modifierait les relations métriques à l'intérieur d'un triangle. 
Enfin, les perturbations provoquées volontairement doivent être 'trans­
parentes' à l'utilisateur, dans le sens où il est préférable qu'elles soient 
pré-définies sur un ensemble recensé de primitives bien connues, afin 
d'affranchir l'utilisateur des considérations mathématiques sous-tendant 
la solution proposée. 

Un exemple convaincant cité par les auteurs est le cas de la détermi­
nation de non-alignement de trois points par le test du signe d'un 
déterminant: soient P = {p1, p2, ... , Pnl n points d'un même plan. Il y 
a dégénérescence si trois points Pï(Xï.Yi), Pj(Xj.Yj} et Pk(Xk>Yk) sont 
alignés et donc si un déterminant du type 

1 1 1 
D = xi xi xk 

Yi Yj Yk 
est nul. Si chaque point est repéré par un indice distinct, on peut 
effectuer la perturbation: 

e 22ï-l 22i-l 
Vi (xi ,yi)~ 'Y; (xi +e , Yi+e ) 

D devient alors un polynôme en e, D(e), qui s'écrit, par puissances 
décroissantes d'exposants (avec i>j>k): 

D( ) = D- 22i-21l 1 1 22i-1 Il 1 1 22j-211 1 1 
e e xjxk +e YjYk +e X;Xk + ... 

TI apparaît clairement que sie est nul, D(e) devient égal à D. La simula­
tion de simplicité consiste alors à évaluer l'un après l'autre les coeffi­
cients du polynôme D(e) jusqu'à en trouver un non nul: le signe affecté 
à celui-ci donnera le signe de D puisque les termes consécutifs sont 
nécessairement d'ordre inférieur. 

On peut apporter plusieurs critiques à la méthode: elle nécessite un 
volume de calculs imposant, une analyse très poussée de chaque 
contexte de calcul et est tributaire de l'existence sur la machine de 
référence d'une arithmétique exacte, voire d'un module de précision 
infinie pour l'évaluation de formules algébriques engendrées par la 
simulation. 

Enfin, elle ne peut pas d'être d'un grand secours lorsque l'on doit 
accepter (et reconnaître) les dégénérescences aussi bien que les 
situations générales, ce qui est malheureusement le cas la plupart du 
temps. Néanmoins une telle technique permet de regarder le phénomène 
de 1 'imprécision sous un autre angle, fort instructif. 

Le lecteur intéressé pourra trouver dans les deux références 
bibliographiques citées entre parenthèses une généralisation des 
techniques précédentes ainsi qu'une preuve de cohérence: Chee-Keng 
Yap propose le recours à une 'boîte magique' pour l'évaluation des 
polynômes décrits précédemment qui, en plus de donner une valeur 
d'évaluation, retourne un signe ( + ou -) et inhibe donc les situations de 
décision par valeur nulle. 
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Stabilité numérique [0/ T/U 87] 

T. Ottman, G. Thiemt etC. Ullrich ont proposé une technique permet­
tant des évaluations exactes pour un certain nombre d'opérations. 

Soit un opérateur arithmétique réel..L e { +,-,•j}, ..ll'opérateur équi­
valent sur une machine de précision finie, et 0 1' opération d'arrondi 
sur celle-ci. Si l'on peut affirmer que, quels que soient les pseudo-réels 
x et y représentant en machine les réels x et y, l'hypothèse 

x ..l y = 0 (x ..L y) 

peut être faite, et si de plus il existe un module (extérieur ou non) 
permettant de calculer exactement le produit scalaire de deux vecteurs de 
longueur fixée de tels pseudo-réels, les auteurs montrent que toute 
expression arithmétique simple (faisant intervenir les opérateurs 
arithmétiques +,-,•,/) peut être évaluée exactement par le biais du 
produit scalaire. 

En fait, il suffit de démontrer que toute expression arithmétique 
'représentable en machine' peut se décomposer en sous-expressions 
elles-mêmes calculables à 1 'aide du produit scalaire et portant sur des 
pseudo-réels (i.e. représentables en machine). 

Encore une fois, un exemple donné par les auteurs permet de mieux 
comprendre cette idée. Soient x et y deux pseudo-réels représentant 
exactement en machine les réels x et y. On pose 

Ç = 0 (x • y) et"'= x • y - Ç 

Alors, x • y= Ç +"' et l'on peut montrer que Ç et"' sont des pseudo­
réels (représentables en machine) qui peuvent être calculés à l'aide du 
produit scalaire. Pour montrer ce dernier point, les auteurs font remar­
quer que 1 'on peut écrire d'une part 

~ = 0 (x • y) =x • "1 

et d'autre part 

• = o <"') = o <x. y-;)= o <~).(-roy=(~}(~) 
ou · dénote le produit scalaire. 

L'intérêt de ce genre d'approche est de montrer que l'on peut obtenir 
une arithmétique exacte à partir d'un seul type d'évaluation en précision 
arbitraire. 

Le revers de la médaille est la complexité inhérente à ce type 
d'évaluation: d'une part, le module d'évaluation du produit scalaire sera 
relativement complexe à intégrer (on pense au calcul formel) et d'autre 
part, les transformations des expressions arithmétiques nécessiteront un 
phénomène de 'transcodage' assez coûteux. Mais il existe des environ­
nements dans lesquels cette solution est tout à fait envisageable. 

Dernier point, cette technique ne peut pas facilement s'adapter aux 
cas où les calculs font intervenir des expressions algébriques plus 
complexes, mais ceci est aussi le lot pratiquement de toutes les 
méthodes existantes! 
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III. C. 4 Solutions structurelles 

Les deux principales méthodes de cette classe ont été conçues explicite­
ment pour répondre à des besoins spécifiques, en 1' occurrence aider à la 
résolution d'un problème recensé. Il se trouve que les deux articles 
choisis traitent de deux problèmes bien connus pour être 'duals' l'un de 
l'autre, mais il n'y a là aucune malice: il s'agit certainement de deux 
problèmes centraux de la théorie de la géométrie algorithmique. Les 
deux méthodes prouvent que 1 'on peut fort bien arriver à implanter des 
solutions réputées sensibles aux erreurs de calcul en adaptant les 
techniques d'évaluation à la structure de la solution. 

Les deux problèmes utilisés comme support de travail seront 
présentés, ainsi que leurs solution, avec plus de détail dans le chapitre 
sur la facétisation. Le lecteur intéressé peut aussi consulter [P/S 85], 
[EDE 87] ou [PER 88]. 

Notons au passage que les deux idées présentées ici sont certaine­
ment celles qui ont donné, à ma connaissance et jusqu 'ici, une des 
confirmations les plus 'tangibles' de l'intérêt des recherches présentées 
dans cette section. 

Diagramme de Voronoi [SI! 89a}, [SI! 89bl, ([SI! 89c}) 

K. Sugihara et M. Iri ont étudié en détail une implantation robuste du 
diagramme de Voronoi de n points du plan. Leur technique les a 
conduit à présenter un algorithme permettant le tracé d'un tel diagramme 
pour un million de germes! 

Le principe directeur de leurs travaux est de considérer que si, lors 
de la construction incrémentale d'un diagramme de Voronoi, la 
précision finie d'une machine peut parfois interdire la préservation de 
propriétés non topologiques (les polygones de Voronoi sont convexes, 
deux arêtes de Voronoi ne peuvent se couper qu'en leurs extrémités), 
elle permet toujours de préserver les propriétés topologiques 

Pl Un diagramme de Voronoi est un graphe planaire, 
P2 Tout sommet de Voronoi est normalement de degré trois, 
P3 Deux polygones de Voronoi ont au plus une arête en commun, 
P4 Il y a autant de polygones de Voronoi que de germes. 

La principale tâche constructive à accomplir consiste donc à s'assurer, 
lorsqu'un i+l-ième germe est introduit dans le diagramme de Voronoi 
de i points déjà construit, que les propriétés Pl à P4 soient toutes 
respectées. La construction obtenue n'est peut-être pas unique, mais les 
calculs effectués peuvent servir à déterminer quelle solution est la plus 
proche du diagramme de Voronoi réel. 

Du point de vue de la destruction, on sait que l'insertion d'un germe 
à l'intérieur d'un des polygones bornés (i.e. correspondant à un germe 
situé dans l'intérieur de l'enveloppe convexe) de Voronoi du diagram­
me relatif aux i premiers points provoque l'apparition d'un cycle 
'autour du nouveau germe' (voir figure 11.12, où le diagramme en 
pointillés déjà construit pour A, B, Cet D est transformé par l'ajout du 
nouveau point P). 
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Figure lll.12. Transfonnation incrémentale d'un diagramme de Voronoi. 

Consécutivement à l'ajout du point P sur le diagramme f-III.12, les 
médiatrices de [A,B], [A,D] et [B,D] sont transformées par l'introduc­
tion des médiatrices de [A,P], [P,D] et [P,B]. Le cycle ainsi formé 
enferme en son intérieur une structure correspondant à la partie de l'an­
cien diagramme de Voronoi qui doit être détruite. On peut démontrer 
que cette structure est toujours un arbre. 

Une des approches possibles consiste alors à 'vérifier' que l'algo­
rithme construit effectivement un cycle et détruit dans le diagramme 
précédent une structure isomorphe à un tel arbre, dans les cas où la pré­
cision ne semble pas permettre de choisir entre plusieurs éventualités. 

Une des conséquences intéressantes de cette méthodologie est 
qu'elle permet de simuler l'imprécision: les auteurs ont réussi à intro­
duire une perturbation dans les données en sortie de leur algorithme, de 
sorte qu'ils ont pu simuler divers degrés d'imprécision et mesurer de 
manière pertinente la robustesse de leur algorithme. 

Les travaux de ces deux auteurs débouchent sur une étude plus 
globale de la construction de modeleurs exempts de problèmes 
d'incohérences (référence entre parenthèses). 

Triangulation de Delaunay [KII/N 89} 

Karasick, Lieber et Nackman proposent une méthode de construction 
d'une triangulation de Delaunay à partir d'une arithmétique rationnelle. 
L'idée est de rendre les évaluations les moins coûteuses possible en 
travaillant à la fois sur une optimisation de l'évaluation des expressions 
symboliques (expansion de déterminants 3•3 ou 4•4 par cofacteurs 
exploitant les particularités numériques des calculs impliqués), en uti­
lisant une analyse adaptative du signe des déterminants considérés et en 
développant une arithmétique rationnelle modulaire (fondée sur une 
implantation en C++ ). 

Les auteurs ont commencé par implanter l'algorithme de [G/S 85], 
lui-même reprenant les termes d'un algorithme en diviser pour résoudre 
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dû à [L/S 80]3, en double précision et en utilisant une arithmétique 
rationnelle. Les différences de temps de calcul se sont révélées tellement 
importantes (de 0.1 à 1200 secondes pour le même échantillon de 10 
points aléatoires!) que ces chercheurs ont ressenti le besoin d'analyser 
les raisons de telles contre-performances. 

De manière schématique, 1' algorithme utilisé fait intervenir deux tests 
dont l'écriture symbolique revient à l'évaluation du signe de détermi­
nants 3*3 ou 4*4. Leur idée est alors de réduire les coûts de calcul en 
rendant entiers les déterminants, dont les éléments sont a priori des 
rationnels, puis en examinant le comportement opératoire de plusieurs 
techniques d'expansions par cofacteurs. 

Une seconde idée, originale et puissante dans ce contexte, est de 
remplacer, dans les calculs de déterminants, les éléments par des 
intervalles entiers (de taille arbitraire) et d'utiliser une arithmétique 
exacte pour entiers de longueur quelconque. Si le déterminant n'est pas 
nul, on parvient assez rapidement à encadrer sa valeur par un intervalle 
ne contenant pas zéro, ce qui permet de déterminer son signe! 

Cette analyse par intervalles se montre très payante, et par le biais 
d'autres améliorations liées au codage propre de leur solution, les 
auteurs parviennent à abaisser les temps de calcul jusqu'à 3 secondes!4 

Notons, et ce point sera très important par la suite, que seuls les 
déterminants 'dégénérés' (de valeur nulle) ou_très proches de zéro 
semblent poser des problèmes cruciaux dans la solution proposée ici: si 
la valeur du déterminant est très proche de zéro, il faut pousser 
l'encadrement très loin, et donc éventuellement manipuler des interval­
les provenant de rationnels de dénominateurs et numérateurs de très 
grande taille! On verra dans le prochain chapitre que c'est justement ce 
point qu'il faut approfondir si 1 'on souhaite améliorer encore les 
performances. 

L'article cité en référence est très explicite sur les méthodes à appli­
quer pour parvenir à de telles fins. On le lit avec d'autant plus d'intérêt 
qu'il contient, en quelque sorte, la réponse du berger à la bergère: c'est 
en analysant les raisons de la présence de valeurs intermédiaires 
extrêmement grandes que ces trois chercheurs ont pu découvrir une 
condition superflue dans les algorithmes théoriques originaux! 

L'un des points forts de leur travail est de montrer qu'il existe des 
techniques particulièrement bien adaptées à l'implantation de solutions 
théoriques dont on connaît par ailleurs l'optimalité. De toutes·celles pré­
sentées jusqu'ici, les idées de Karasick, Lieber et Nackman sont les 
plus en phase avec celles qui seront développées dans le prochain 
chapitre. Il apparaîtra alors clairement que cette communion de pensée 
permet d'.envisager une fusion des deux méthodes pour d'encore 
meilleurs résultats. 

3 Le lecteur trouvera une synthèse de cet algorithme dans le chapitre VI, consacré à 
la facétisation. 
4 Remarquons à cette occasion qu'il est peu réaliste d'imaginer une arithmétique 
rationnelle qui 'descende' en-dessous de 30 fois les performances de l'arithmétique des 
doubles de la machine! 
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III. C.5 Solutions exactes 

On peut effectivement se demander à ce stade pourquoi ne pas opter 
pour une solution dans laquelle les calculs sont effectués à l'aide d'une 
arithmétique 'exacte'. Le cas d'une solution rationnelle est traité à part 
dans le chapitre IV, car elle sert de toile de fond à la solution sous­
tendant le présent travail. Malgré tout, on sait par expérience que le 
choix d'une arithmétique exacte impose des temps de calcul prohibitifs 
et que la complexité des algorithmes mis en œuvre dans ce contexte est 
trop souvent dominée par celle des primitives élémentaires. 

Les trois auteurs précédents signalent que, lors de leur première 
tentative d'implantation en rationnels, certaines valeurs intermédiaires 
obtenues pendant l'exécution de l'algorithme de triangulation appliqué 
à dix points pris au hasard dans le disque unité, comportaient jusqu'à 
81 chiffres en base 216! 

On comprend aisément que de telles statistiques découragent les 
meilleures volontés. Néanmoins, il existe des moyens de réduire consi­
dérablement le coût de telles entreprises comme en témoigne le dernier 
exemple de solution de cette section. 

Recalage sur une grille entière [MIC 87] 

(III-6) 

D. Michelucci se place dans le cas où les données sont supposées 
appartenir (ou avoir été 'recalées' sur) une grille entière de taille 
suffisamment grande. Tous les calculs impliqués dans la détection de 
l'intersection de deux segments concernent alors des pseudo-rationnels 
bornés: si la taille de la grille est bien choisie, les numérateurs et 
dénominateurs des rationnels issus des calculs des trois déterminants et 
des deux paramètres ne seront jamais supérieurs au plus grand entier 
représentable en machine. 

En effet si G est la taille de la grille, les coefficients de 1' équation 
paramétrique du support de tout segment de droite dont les extrémités 
sont des points de cette grille, sont des entiers A, B et C, liés par une 
relation du type: 

Ax+By+C=O 
Comme les points définissant les segments sont forcément à 1 'intérieur 
de la grille, on est assuré que 

lAI, IBI S G et ICIS2G2 (cf II.A.) 

De même, les quantités ~. ~J.lt et ~2 sont nécessairement inférieures à 
202 en valeur absolue (cf. (II-3)). n suffit donc de choisir G tel que 202 
soit inférieur ou égal au plus grand entier représentable en machine. Si 
les entiers sont codés sur n bits, ce nombre est N = 2n-1, et l'on doit 
choisir G de sorte que 

GS~ 2n-L! 

n = 32 ~ G < 32768 

Ce majorant n'est lui-même valable que pour les intersections entre 
segments originaux: il doit être révisé à la baisse dès qu'un segment de 
génération nulle est comparé à un segment d'une autre génération. 
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La solution proposée par D. Michelucci est en fait une technique qui 
permet de se ramener à des calculs sur des pseudo-entiers uniquement. 
Elle contient donc sa propre critique: si la dynamique des données est 
trop grande, elle ne sera plus applicable. Malgré tout, lorsqu'elle est 
applicable, la méthode du recalage est moins délicate à utiliser qu'une 
solution faisant intervenir une arithmétique de précision infinie, car la 
taille des quantités manipulées permet de profiter, dans les algorithmes 
de base, des opérations naturelles relatives aux pseudo-entiers. 

Notons enfin que Michelucci prolonge son étude à la modélisation 
d'objets par leurs frontières, propose une nouvelle structure de données 
unifiante et minimale pour décrire un solide et fait une analyse détaillée 
des conditions dans lesquelles une telle représentation pourrait être 
effectivement (à défaut d'efficacement, pour 1 'instant) implantée, 
moyennant l'existence d'une arithmétique algébrique. Ce domaine est 
encore à 1' état de la recherche pure, mais il est presque inévitable que 
les solutions préconisées dans la thèse citée ici seront largement envisa­
geables asymptotiquement d'ici quelques générations: le tout est de 
savoir si ce terme doit être appliqué aux machines ou aux humains! 

-~-
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Presque toutes les solutions présentées dans le chapitre 
précédent partent du même principe: l'arithmétique exacte 
étant très pénalisante, essayons de nous contenter d'une 
arithmétique à précision finie en consetvant le maximum de 
cohérence avec la solution exacte. 

On a pu voir que ce présupposé conduit malheureusement à 
introduire dans les problèmes des solutions parasites ou à 
entériner des déviances locales de la topologie originale 
allant parfois jusqu'à fausser complètement celle de la 
solution globale, dans les situations les plus délicates. 

On a pu constater aussi que les solutions proposées achop­
pent pratiquement toujours sur la levée d'indéterminations 
relatives à des tests autour de valeurs de dégénérescence: il 
se trouve que ce sont les évaluations les plus instables sur 
lesquelles reposent .les poids de décision les plus forts. 

N'est-il pas possible d'envisager une solution dans laquelle 
toutes les décisions sont prises sur la foi d'une première 
évaluation logique en précision finie et sur celle d'une 
précision infinie (arbitraire) si et seulement si l'issue semble 
incertaine selon un critère 'universel' de référence? 

Est-il en d'autres termes possible de définir une mesure de 
fiabilité globale qui soit éventuellement remise en cause 
localement, mais qui assure que tous les tests intermédiaires 
sont à la fois fiables du point de vue de la précision absolue 
et du point de vue de la précision disponible? 

Ce chapitre apportera des réponses à toutes ces questions 
en proposant l'analyse d'une solution à précision adaptative 
et de son coût. 
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Le but de ce chapitre est d'apporter une solution novatrice au problème 
de 1 'imprécision, dont la philosophie se situe à mi-chemin entre celles 
des solutions de type 'epsilon' et celles des solutions exactes. Une 
solution de cette dernière catégorie considère que les données sont aussi 
précises que possible et fournit des résultats pour lesquels la précision 
est absolue: ceci restreint donc ces méthodes à des problèmes dans 
lesquels les calculs ne font pas explicitement intervenir des expressions 
irrationnelles, ou, si c'est le cas, de manière telle que leur représentation 
puisse être manipulée sans ambiguïté (représentation des racines d'une 
équation du second degré par fractions continues, par exemple). 

Un type de solution qui sera particulièrement utile par la suite est 
fondée sur l'existence d'un module d'arithmétique rationnelle. L'écri­
ture d'une telle 'bibliothèque' nécessite quelque soin, tant en ce qui 
concerne la représentation des objets manipulés que la conception 
d'algorithmes efficaces pour ces manipulations: la première section de 
ce chapitre est consacrée à ce sujet. La section suivante analyse le 
spécificités de la solution adaptative présentée en détail dans la troisième 
et dernière section de ce chapitre. 

IV.A. CARACTERISTIQUES D'UNE ARITHMETIQUE RATIONNELLE 

Un certain nombre de résultats utilisés dans cette section sont présentés 
en détail dans [K II] et dans [A/H/U 74]. Les programmeurs émérites 
connaissent tous l'ouvrage de D.E. Knuth 'The Art of Computer Pro­
gramming'. Le tome 2 ([K II]) contient tout ce qu'il faut savoir sur les 
algorithmes numériques et fournit notamment une base de travail très 
documentée sur la réalisation de modules de calcul en arithmétique 
entière et rationnelle. Les informations contenues dans ces chapitres 
sont tellement rigoureuses que l'auteur a lancé depuis longtemps le défi 
amical de renvoyer $10 à tout lecteur qui y relèverait une erreur. 

Devant un ouvrage d'une telle envergure, on se sent plutôt tenté de 
passer son chemin, en profitant des leçons prodiguées par le 'Maître'. 
Et puis, on s'aperçoit que s'il ne contient pas d'erreurs à $10, l'ouvrage 
présente une version des faits qui, parce qu'elle est tournée vers l'archi­
tecture d'une machine idéale mais figée, est quelque peu déphasée par 
rapport aux langages évolués disponibles maintenant. Ceci n'est pas 
une tare rédhibitoire, dans le sens où le contenu des explications (le 
'fond') est souvent totalement indépendant de ce genre de considéra­
tions ('la forme'). 

En revanche, il peut s'avérer relativement agréable à la personne 
intéressée par ces problèmes, de trouver une présentation différente, 
plus orientée vers l'algorithmique que vers la machine. La présente 
section voudrait être ce trait d'union, sans vouloir faire oublier au lec­
teur que les bases de ce qu'il cherche se trouvent toujours et avec autant 
d'actualité dans le travail gigantesque et incontournable de Knuth. 

L'optique qui sera souvent prise ici consistera à 'reconduire' les 
analyses de D.E. Knuth en profitant de l'occasion pour proposer des 
méthodes parfois différentes des siennes, en tout cas plus directement 
adaptées à la représentation des nombres par listes chaînées. 
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IV.A.J Représentation des ratiQ'tltlel$_ 

Type et Base 

(IV-1) 

A partir de cette section, certains nombres seront assimilables à leur 
représentation en machine: ainsi un entier quelconque (relatif ou naturel) 
sera représentable en machine quelle que soit sa taille (dans la limite de 
la mémoire vive de la machine, bien entendu!. .. ). Pour distinguer les 
deux entités, on conviendra que les notations entier, rationnel sont 
toutes relatives à des entités représentées en machine. Les variables ou 
nombres correspondants auront la même apparence typographique. 

Pour travailler en rationnel, il est indispensable de choisir une base et 
un type pour représenter les chiffres de celles-ci. On choisira ici le type 
'entier non signé' de la machine car il permet la meilleure rentabilisation 
de l'espace mémoire. La taille de ce type détermine la base dans laquelle 
s'effectuent les calculs. 

Soit B cette base. Les chiffres à représenter couvrent donc l'in­
tervalle [0, B-1] et tout naturel n peut s'exprimer, en base B, sous 
forme d'une somme 

m 
n = Â.o + Â.1 B + Â.2B2 + ... + Â.mBm = L Â.~·Bi 

i=() ' 

où les Â.i sont des chiffres en base B. Par commodité •. ce nombre, dont 
on dira qu'il est de longueur m+ 1, sera aussi noté: 

( Â.m, Â.m-1• ... , Â.2, Â.1, Ào)B 
ou plus simplement: ( Â.m, Â.m-1• ••• , Â.2, Â.1, Â.o) 

comme la base sera supposée fixe dans tout ce chapitre. Cette notation 
recouvre exactement la représentation décimale habituelle. 

Par la suite, il sera toujours considéré, sans que cela soit répété, que le 
chiffre le plus significatif de tout nombre (donc ici Â.m> est obligatoire­
ment différent de O. 

La détermination de la base nécessite une petite réflexion: il faut à la 
fois la choisir suffisamment grande pour minimiser le nombre de 
chiffres dans la représentation des données mais pas grande au point 
d'imposer la vérification permanente que tous les calculs se font bien 
dans la dynamique impartie au type leur servant de support. On verra 
lors de l'étude des opérations arithmétiques que c'est la multiplication 
qui provoque le calcul de retenue le plus élevé, sous la forme u*v+w+ru 
où u, v, w et ru sont des chiffres (cf. (IV-2)). Si ns est le nombre de bits 
d'un entier non signé, le plus grand entier de ce type représentable en 
machine est 2ns- 1. On doit alors respecter l'inégalité 

(B-1)2 + 2(B-1) ~ 2ns- 1 
B2- 1 ~ 2ns -1 

B = 2L nshJ 

Si le nombre de bits d'un entier non signé est de ns = 32, la base peut 
être prise comme étant égale à B = 216 = 65536. 
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Il est aussi important de connaître à 1' avance la taille moyenne des 
nombres que l'on va être amené à manipuler. On peut se faire une idée 
de l'ordre de grandeur des entiers représentés par quelques chiffres 
dans la base B = 65536: 

1 chiffre: 0 65 536 
2 chiffres: 65 537 4 294 967 296 
3 chiffres: 4294967297 ~ = 2.8147·101 4 

Pour donner un élément de comparaison, des données dont la taille 
varie du millimètre (unité principale) à la centaine de kilomètres (1·109 
millimètres) sont représentées sur 2 chiffres dans la base considérée. 
Les résultats intermédiaires peuvent bien sûr être remarquablement plus 
volumineux. 

Représentation des rationnels 

Un ratiQnnel, qui est composé d'un numérateur entier et d'un 
dénominateur entier non nul, dont on suppose qu'ils sont premiers 
entre eux, est représenté par une structure de données composée d'un 
signe (sur un bit si cela a un sens sur la machine hôte) et de deux listes 
chaînées de chiffres en base B choisie: 

signe: [IJ ou 1 lCn Il Kd 

rationnel· n: 1 CB , -~, ca 1~ ... 
d: 1 ca 1~1 ca 1~ ... 

Figure IV.l. Représentation d'un ml!Qnnçl. 

Bien que ceci ne soit en rien obligatoire, il s'avère très profitable de 
considérer que les numérateurs et les dénominateurs des rationnels ne 
pourront pas avoir plus qu'un certain nombre de chiffres, assez élevé 
comme on le verra. Cette restriction permet d'améliorer considérable­
ment l'exécution des algorithmes de comparaison entre entiers et, a 
fortiori, entre rationnels. Si l'on opte pour cette contrainte, on considère 
que le champ réservé au signe du rationnel est en fait subdivisé en deux 
sous-champs de même taille, par exemple de la moitié de la taille d'un 
entier non-signé. 

Le sous-champ correspondant aux bits de poids faibles (~ed sur la 
figure IV.l) est le codage sur nsh bits du nombre de chiffres du 
dénominateur, dont on sait qu'on peut s'arranger pour qu'il soit tou­
jours strictement positif. Le sous-champ correspondant aux bits de 
·poids fort (xn sur la figure) représente le codage sur nsh bits du nombre 
signé de chiffres du numérateur: si ce nombre est positif, le rationnel est 
supérieur à 0, si ce nombre est négatif, le rationnel est strictement 
négatif et si ce nombre vaut 0, le rationnel est nul. Comme ce nombre 
est signé et codé sur nsh bits, le plus grand nombre de chiffres que peut 
contenir le numérateur d'un rationnel est: 
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ns _ 
1 

2 2 -1 

soit 215- 1 = 32767 chiffres si ns = 32 bits. 

On peut mesurer 1 'ordre de grandeur de tels nombres de la façon 
suivante: le nombre constitué de k fois le chiffre (B-1) en base B est 
égal à Bk- 1. Si B = 216, l'enti~r maximal recherché est égal à 
(216)32767 - 1. Pour exprimer l'ordre de grandeur de ce nombre en 
base 10, on doit trouver le nombre x tel que 

(216)32767 = 10x:::) x= 16·32767·log102 = 157821. 

On voit que cette restriction laisse une certaine marge de manœuvre, 
bien que certaines applications, vraisemblablement liées à des données 
de taille gigantesque, puissent effectivement donner lieu à la création de 
valeurs intermédiaires de cet ordre. Par sécurité, on peut inclure dans la 
bibliothèque rationnelle, une routine de contrôle de débordement de 
nombre de chiffres. 

D'un autre côté, si cette restriction semble injustifiée, on peut 
toujours utiliser un ~ntier pour garder trace de l'information concernant 
le nombre de chiffres du numérateur et du dénominateur des rationnels, 
car si l'application doit se mesurer à de telles quantités, il vaut mieux 
optimiser coûte que coûte les algorithmes de comparaisons entre 
entiers. 

Quoi qu'il en soit, si l'on accepte la 'restriction' proposée, il ne 
coûte plus beaucoup, dans une optique d'uniformisation des algo­
rithmes à venir, de considérer que chacun des deux sous-champs 
précédents est la représentation sur nsh bits d'un entier relatif: ceci 
autorise le même traitement pour les deux sous-champs et 'aligne' les 
nombres de chiffres du numérateur et du dénominateur. 

L'hypothèse implicite faite dans la représentation décrite ci-dessus 
est que les entiers n'ont pas de signe: on considère en fait que tout 
enij~r ~ est un rationnel de dénominateur égal à 1. Comme ce 
rationnel s'accompagne, lui, d'un signe, l'entier naturel sous-jacent 
redevient par ce biais t:elatif. Si les besoins particuliers d'une applica­
tion nécessitent que l'on représente, de manière autonome, des entiers 
relatifs, il suffit d'adjoindre à leur représentation propre un bit de signe. 

Cette hypothèse permet surtout de simplifier le mode de représenta­
tion des entiS<r~: comme son signe se trouve représenté à part, il est 
possible de coder tout ~ sans ambiguïté dans le sens croissant de 
ses exposants. Pour prendre un exemple simple en base 10, le nombre 
12340 sera codé@]~@]~ œ ~ ~ ~!].alors que si le signe était 
porté, comme cela se fait dans certaines représentations, par le chiffre 
en tête de liste, le nombre -12340 aurait la même représentation que son 
opposé et il faudrait recourir au sens inverse de chaînage! Le codage 
des nombres 'des unités vers les puissances supérieures' permet avant 
tout d'améliorer de manière très significative la performance des 
opérations arithmétiques élémentaires, qui nécessitent un 'renverse­
ment' systématique des opérandes quand 1' ordre de chaînage est 
inversé. 
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Débordements 

On peut se demander s'il ne serait pas possible de choisir une base qui 
soit exactement le plus grand entier non signé représentable en machine: 
après tout, 1 'avantage de ce choix serait de permettre de diviser par deux 
le nombre moyen de chiffres manipulés. Mais ceci se ferait au prix 
d'une attention bien trop grevante. 

il est tout à fait possible de considérer la somme de deux entiers non 
signés, tous deux inclus dans l'intervalle [0, M=2ns_l]. Le résultat, a 
priori composé d'un ou deux chiffres du même intervalle, entraîne donc 
une éventuelle 'retenue'. Mais, sur une machine, le résultat sera donné 
modulo M. Par exemple, sur un octet, le plus grand nombre repré­
sentable est 28-1 = 255. Si on tente d'additionner 255 et 1 sur un octet, 
on trouve un résultat égal à O. Dans un ordre d'idée parallèle, la 
différence 0-1 donne 255. 

Plus formellement, si a et b sont deux entiers quelconques, il existe 
un entier ca+b e [0, 2ns-1] tel que a+ b = ca+b mod (2ns ). Ainsi, dans 
les deux cas précédents: 

255+ 1 = 256 = 0 mod (28 ), et 
0- 1 = -1 = -1 mod (28) = 255 mod (28) 

Appelons les deux types de comportement précédents des déborde­
ments. On dira aussi qu'un résultat est représentable s'il ne donne lieu à 
aucun débordement, dans le contexte décrit plus haut Ceci revient donc 
à dire que ca+b et a+b sont les mêmes nombres. Sinon, a+b déborde et 
on trouve une retenue égale à 1; on peut convenir que les deux cas 
précédents se notent: · 

a + b < 2ns => a+b = ( Ca+b= a+b, 0) 
a+ b ~ 2ns => a+b = (ca+b• 1) 

Pour circonvenir les débordements, il est nécessaire de se livrer à la 
petite gymnastique calculatoire suivante: soient a et b les deux nombres 
à additionner, si b est nul, le résultat est trivial. Sinon, posons 

a'= (2ns-1)- a; b' = b -1. 

Dans 1 'ensemble des relatifs, on peut toujours écrire 

a+ b = b' - a' + zns 

Si (a' = b'), a+ b donne (0, 1). Si (a' < b'), la quantité (b' - a') est 
positive, il y a retenue et donc a+ b donne (b' -a', 1). Si, en dernier 
lieu, (a' > b'), la quantité (b' -a') est négative et la somme a+ b peut 
être calculée sous la forme directe ou sous la forme (b'- a'), en utilisant 
le mécanisme d' underflow naturel sur la machine. 

L'algorithme relatif au contrôle du débordement dans la somme de 
deux chiffres en base B est assez lourd, celui relatif aux débordements 
dans la multiplication de deux chiffres est beaucoup plus délicat. Ces 
deux opérations sont centrales dans l'arithmétique des entiers et leur 
lourdeur se répercute sur la performance des opérations élémentaires: ce 
genre de technique n'est conseillé que lorsque l'espace mémoire est 
tellement compté que les baisses de performances sont peu importantes. 
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Gestion de la mémoire 

L'un des facteurs les plus importants dans l'implantation d'une 
arithmétique rationnelle est la gestion de la place nécessaire à son fonc­
tionnement. Les opérations élémentaires seront décrites succinctement 
plus loin, mais on peut déjà deviner que chacune nécessite la réserva­
tion de la place requise pour deux opérandes, les créations/destructions 
de rangées de chiffres pour les résultats intermédiaires et la réservation 
de la place nécessaire au résultat. 

De plus, beaucoup d'opérations créent des résultats qui ne sont utiles 
qu'en tant que valeurs de décision et doivent être détruits aussitôt même 
qu'ils sont créés (cf. la comparaison de deux rationnels). Enfin, 
l'expérience et une réflexion rapide montrent que ce n'est pas la gestion 
des rationnels qui est la plus lourde, mais, de loin, celle des ~n.ti~r.§. 

Comme chaque mouvement de création et de libération est relative­
ment coûteux, un moyen efficace pour abaisser les temps d'exécution, à 
ce niveau, est de créer un 'pool' de chiffres en base B. Il s'agit d'une 
liste de réserve, qui évolue au gré des libérations et des créations de 
chiffres pendant les calculs intermédiaires et qu'on laisse grossir 
jusqu'à une taille maximum, au-dessus de laquelle on procède à une 
libération-système: cette dernière a pour tâche de faire redescendre la 
liste de réserve jusqu'~ environ la moitié de la taille maximum choisie. 
Ceci permet de remplacer les séquences d'appels-système 'libération­
puis-création', qui sont statistiquement très fréquentes, par une tâche­
client consistant, quand une liste de chiffres est libérée, à aller l'insérer 
en tête de la liste de réserve, de vérifier que cette liste n'est pas trop 
volumineuse et éventuellement de la réduire; en cas de création cette 
technique permet d'obtenir beaucoup plus rapidement une zone libre. 

IV.A.2 Opérations élémentaires 

Les algorithmes décrivant les opérations arithmétiques élémentaires 
dans [K II] sont proposés dans un cadre assez rigide de représentation 
des nombres par tableaux. Rares sont les ouvrages ayant retracé ces 
derniers à la lumière des langages évolués d'aujourd'hui. Le modèle 
choisi ici fait appel à des structures de listes, beaucoup plus souples 
mais aussi bien plus délicates à gérer. Cette sous-section permettra de 
donner aux algorithmes spécifiques de l'arithmétique rationnelle un 
nouvel éclairage en tentant de capturer l'optimalité des originaux. 

Arithmétique des entiers 

(9 Si les signes des entiers ne permettent pas la discrimination, on 
compare leurs listes de chiffres en les parcourant depuis les unités: si 
l'une a moins de chiffres que l'autre, elle représente un plus petit 
nombre; si les listes ont le même nombre de chiffres, le plus petit des 
deux nombres est celui dans la liste duquel on a relevé un chiffre 
inférieur au chiffre correspondant du second, pour la dernière fois, 
dans le parcours depuis les unités. Par exemple, 1547 est inférieur à 
1637 car la dernière 'différence' constatée porte sur '5' et '6'. 
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Si la représentation donne explicitement le nombré de chiffres, on ne 
doit recourir à la technique précédente que si les deux entiers ont le 
même signe et le même nombre de chiffres. On se simplifie d'autant la 
tâche si la convention adoptée est que les sous-champs Kd et xn décrits 
plus hauts ont le même format. TI est enfin pratique de faire en sorte que 
la fonction de comparaison retourne la valeur, parmi { <,=,>}, 
correspondant au résultat du test 

(±) Pour additionner deux ~ntier~ naturels y et y de m et n chiffres 
respectivement, il suffit de parcourir les listes de leur représentation en 
faisant 'suivre' une retenue en base B. 

Dans tous les algorithmes concernant la bibliothèque rationnelle, la 
fonction Chiffre(e) crée un. élément de liste chaînée dont la valeur est le 
chiffree en base B passé en paramètre et dont le successeur est automa­
tiquement NIL. 'suivant(x)' donne accès à l'élément suivant x, ou est 
NIL si x est le dernier élément; 'valeur' permet de consulter ou de mettre 
à jour la valeur contenue dans un élément de liste. 

Dans l'algorithme qui suit, u et v symbolisent les éléments courants 
des listes chaînées représentant les deux entiers à additionner et s sym­
bolise l'élément courant de la liste chaînée du résultat, notée somme; les 
pointeurs s et sprée permettent le chaînage naturel des chiffres succes­
sifs du résultat (consulter [SED 90], par exemple, pour la gestion de 
listes linéaires). La variable nbchiffres permet la mise à jour du nombre 
de chiffres du résultat. 

retenue, nbchiffres ~ 0; 
u, v ~ début de listes des deux opérandes y et y; 
somme, s, sprée ~ NIL; 
tant que ((u ~NIL) v (v~ NIL)) 

( NIL)?valeur(u). ( NIL)?valeur(v). 
m1 ~ u ~ . 0 ' m2 ~ v~ . 0 ' 

m3 ~ m1+m2+retenue; 
si (m3 ~B) 

1 
retenue~ 1; 
ITl3 ~ m3- B; 

sinon 
retenue~ 0; 

nbehiffres++: 
s ~ Chiffre(m3); 
si (somme - NIL) somme~ s; 
sinon suivant(sprée) ~ s; 
sprée~ s; 
u ~ suivant(u); 
v ~ suivant(v); 

si (retenue~ 0) 

1 
suivant(s) ~ Chiffre(retenue)); 
nbehiffres++; 

Algorithme lV-i: Addition de deux ~ !J. et Y.: 

Si les deux naturels à additionner comportent net m chiffres en base B, 
une telle opération a un coût de O(max(m, n)). La somme de deux 
entier~ se déduit de la somme et de la soustraction de deux naturels , 
puisque la forme de cette opération dépend du signe des opérandes et de 
la comparaison de leurs valeurs absolues. 
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Pour la soustraction y - _y, on suppose que le premier natur~l est 
supérieur ou égal au second. Avec les mêmes conventions que précé­
demment, la variable d donne 1' élément courant de la liste chaînée 
différence donnant le résultat. n faut faire attention à deux points: 

L'évaluation de la quantité rn 1-m2-retenue ne doit pas entraîner un résultat 'néga­
tif'. Pour cela, il suffit de décomposer cette opération en deux temps: on évalue 
m2+retenue, et si m1 est supérieur ou égal à cette quantité, on effectue l'opéra· 
tion directement, sinon il y a retenue. 
Le résultat de la soustraction peut contenir entre 0 et m chiffres! Par exemple, le 
résultat de la soustraction 10000-9988 en base 10, pourrait bien être 00012, si 
l'on suivait une logique trop l'roche de celle de l'addition: si l'on tombe suc un 
chiffre nul dans le résultat, on doit attendre le prochain chiffre non nul pour 
décider comment agir; si aucun chiffre non nul n'est de nouveau rencontré, le 
dernier chiffre créé est le dernier chiffre du nombre et tout va bien; sinon, il suffit 
d'avoir compté le nombre z de zéros qui se sont accumulés depuis le dernier 
chiffre non nul. de créer cette sous-chaîne de z zéros suivis du nouveau chiffre 
trouvé et de marquer cette nouvelle position comme le nouveau dernier chiffre 
non nul rencontré. L'instruction contenant l'appel de la procédure ChaTnerZéros est 
une écriture symbolique raccourcie de l'opération consistant à ajouter z zéros au 
bout d'une liste (éventuellement vide), à mettre à joue (éventuellement) la tête de 
liste, à retourner l'élément courant et à reconnaître son prédécesseur! 

retenue, nbchiffres, z ~ 0; 
u, v ~ début de listes des deux opérandes y et y; 
différence,dernierchiffre, dpréc ~ NIL; 
tant que (u '* NIL) 

m1 ~ valeur(u); 

( NIL)
?valeur(v). 

m2 ~ v'* . 0 , 

m3 ~ m2 + retenue; 
si (m1 ~m3) 

1 
retenue ~ 0; 
m3 ~ m1 • m3; jm3 f- m1-m7 retenuej 

sinon 

1 
retenue ~ 1; 
m3 ~ B+ m1 • m3; jm3 f- B+m1-m7 retenuej 

si (m3 '* 0) 
si (Z>O) 

différence, d, dpréc ~ Chaîner Zéros( z); jajout de z zérosj 
nbchiffres ~ nbchiffres+z; 
z~ 0; 

d ~ Chitfre(m3); jinsertion du chiffre non nulj 
nbchiffres++; 
si (différence .. NIL) différence~ d; 
sinon suivant(dpréc) ~ d; 
dpréc~ d; 

sinon z ~ z+1; 
u ~ suivant(u); 
v (- suivant(v); 

Algorithme IV-11: Soustraction de deux naturels !l et ~. !:!. ?. ~· 

Pour additionner deux relatifs, on doit comparer les valeurs absolues 
des deux nombres et traiter les quatre cas de relations possibles. La 
soustraction!\ :. .h se traite facilement en effectuant à la place !\ ± 
~Q~~(h), l'opposé d'un r~l~tif s'obtenant trivialement. La complexité 
de toutes ces opérations est, bien entendu, identique à celle de l'addition 
de deux natyrs<ls, les comparaisons implicites étant proportionnelles au 
nombre de chiffres des deux entie!]. 
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(IV-2) 

v 

* 1 u 

r·:·:.=·=.:·:.:-:.:·:.;-:.:-:.:·:.:·:.:· !.=·:1 
l·==·=tt·:"/:-:":·:":·:":-:":-'":·:1 

!.:-:.:-:,:-:,:·:.:·:._:.:·:.:·:.:·:.:-:.:·:J 

w 
u*v ...,_ r 

1 u 

Figure IV .2. Multiplication de deux entiers. 

(!) Le mécanisme de multiplication de deux naturels est plus simplement 
décrit par le schéma fonctionnel de la figure IV.2. Sur cette figure 
symbolisant la multiplication des entiers y et y, 1 'opération est représen­
tée au stade où s'effectue le produit des chiffres u et v. Les rectangles 
grisés représentent les résultats successifs des multiplications des 
chiffres précédant u, avec y. Le produit u•v 'hérite' donc la somme w 
modulo B des résultats précédemment obtenus 'à la verticale' du chiffre 
correspondant à ce produit. 

D'autre part, comme d'habitude, une retenue ru est propagée depuis 
la droite, toujours à l'actif de u qui est le multiplicande courant. Le 
résultat de la somme 

W+U*V+ru 

donnera le nouveau w calculé et une nouvelle retenue. 

Le plus petit nombre de k chiffres en base B est Bk-1. Ceci permet 
d'affirmer que le produit d'un naturel de m chiffres par un naturel den 
chiffres possède au moins m+n-1 chiffres. De même, le plus grand 
nombre de k chiffres en base B est Bk-1. On en déduit que le produit 
des deux nombres précédents a au plus (m+n) chiffres. 

Si l'on est sûr que les deux nombres sont non nuls, ce qui doit 
obligatoirement être vérifié en premier, on peut dès le départ construire 
une liste de (m+n) 0 en base B: ceci permettra que toute rencontre de 
zéros dans le multiplicande soit entérinée d'avance. Le dernier élément 
de cette liste est en fait un élément spécial, propre à la librairie 
rationnelle: il sert à éviter les mouvements de mémoire inutiles et, pour 
cela, a été créé une fois pour toutes. 

Que le dernier chiffre du résultat soit différent de zéro ou non, cet 
élément 'bagué' est restitué à la bibliothèque en fln d'algorithme, mais 
'dans le premier cas, la valeur qu'il contient sert à créer un dernier 
chiffre à insérer en fin de liste et le nombre de chiffres est égal à (m+n). 
Dans l'autre cas, on rompt le dernier chaînon de la liste du produit et le 
nombre de chiffres est égal à (m+n-1). 

Dans l'algorithme suivant pour la multiplication de deux entiers 
naturels, le pointeur v parcourt le multiplicande y et u parcourt le 
multiplicateur y. Si v se trouve à la position i dans le premier nombre et 
u à la position j dans le second, p, qui parcourt la liste produit, se trouve 
alors à la position (i+j) dans celle-ci. 
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Pour réaliser ceci, il suffit, à chaque retour de boucle sur le premier 
opérande, d'avancer la position de départ de p d'une position vers la 
gauche. Enfin, la mise à jour de la variable nbchiffras n'est faite qu'à la 
fin puisqu'on sait qu'elle ressort de l'opération avec la valeur (m+n) ou 
(m+n-1), m et n étant le nombre de chiffres respectif de !! et y. 

retenue~ 0; 
u ~ début da lista du multiplicateur y; 
produit~ lista chainée remplia da (ITI+n) zéros; 
avt_darniarp: avant dernier élément da la lista du produit; 
bagua: élément spécial marquant la fin da la lista du produit; 
p ~ début da lista da produit; 
tant que (u :;~: NIL) 

m2 ~ valaur(u); 
si (m2:;~: 0) 

v +- début da lista du multiplicande y; 
W+- p; 
tant que (v:;~: NIL) 

m1 ~ valaur(v); 
ma~ m1*m:!+w+ratanua; 
retenue +- LmaJBJ; 
valaur(w) +- m3-ratanua*B; 
w ~ suivant(w); 
v ~ suivant(v); 

u ~ suivant(u); 
p +- suivant(p); 

si (valeur(bagua :;~: 0)) 

1 
suivant(avant_darniarp) +- Chitfra(valeur(bagua)); 
nbchiffres ~ m+n; 

sinon 

1 
suivant(avant_darniarp) ~ NIL; 
nbchiffres ~ m+n-1; 

restituer bagua à la bibliothèque; 

Algorithme IV-Ill: Multiplication de deux naturels non nuls !! et y_. 

On a vu lors du calcul de la base que la quantité 'm1*m2+w+ratenue' avait 
été prise en compte pour qu'aucun débordement ne puisse avoir lieu. La 
complexité de cet algorithme, qui fait intervenir deux boucles 
imbriquées, est naturellement O(mn) et est identique à celle relative à la 
multiplication de deux relatifs puisque cette opération ne nécessite en 
plus que de considérer le produit des signes des deux nombres. 

Remargue: Il existe plusieurs techniques de multiplication des entiers 
longs dont la complexité est asymptotiquement meilleure que la métho­
de présentée ci-dessus. Certaines de ces méthodes s'inspirent du prin­
cipe 'diviser pour résoudre' qui permet de subdiviser un problème en 
deux sous-problèmes moins volumineux que l'on résout récursivement 
et dont la fusion donne la solution complète. 

li est aussi connu que ces méthodes ne deviennent réellement plus 
efficaces que pour des nombres dépassant une longueur de 500 
chiffres. Malgré tout, il n'a pas été utile de recourir à de telles méthodes 
pour les besoins du travail présenté dans cette thèse. 

Le lecteur intéressé trouvera les références bibliographiques et 
quelques explications concernant certaines de ces méthodes dans 
[A/HIU 87, pages 315-317, et page 354]. 
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(/) La division euclidienne des deux naturels u et v, de m+n et n chiffres 
respectivement permet de trouver deux naturels uniques, q et re [0, v[, 
de m+l et n chiffres, tels que u = vq + r. Si l'on multiplie les deux 
naturels par la même quantité D, le quotient est le même, mais le reste 
est multiplié par D: cette propriété sera exploitée un peu plus loin 

On traite à part deux cas particuliers mutuellement exclusifs en les 
détectant à 1' aide de la procédure de comparaison déjà décrite: si !! est 
inférieur à y, q=O et r=l et d'autre part, si ll est égal à y, q=l et r=O. 

Une fois ces cas éliminés, ll ne peut plus qu'être strictement 
supérieur à y. Un dernier cas particulier reste à traiter: celui où y a un 
seul chiffre. Si y est aussi réduit à un seul chiffre, la division est encore 
directe. En revanche si y a plusieurs chiffres, il suffit de parcourir la 
liste des chiffres de ce nombre depuis le plus significatif et de diviser de 
proche en proche chaque chiffre par v. L'idéal est donc de renverser y 
et de reconstruire le chaînage original de ce nombre au fur et à mesure 
que la division est effectuée. Un seule précaution reste à prendre: le 
premier chiffre du quotient obtenu peut fort bien être nul et il faut donc 
traiter ce cas à part, en début d'algorithme. 

Dans l'algorithme proposé, lnversionW est une procédure chargée de 
renverser le chaînage de la liste représentant~; le chaînage de la liste du 
quotient est effectué 'à reculons' puisque les chiffres sont trouvés 
depuis les exposants les plus forts jusqu'aux unités. 

Comme le chaînage de J.! a été inversé ... il est indispensable de pro­
céder, simultanément, au retournement définitif de y. Ceci est fait par 
1' appel (upréc, u) ~ Suiv+lnv(upréc, u) qui a pour but de décaler 1' élément u 
vers la position suivante dans la liste à laquelle il appartient, et de ren­
verser son chaînage: upréc devient u, u devient suivant(u} et le suivant de 
l'ancien u devient l'ancien upréc, comme le montre la figure IV.3: il y a 
toujours rupture initiale entre l'élément u et celui qui le précédait, dans 
y, avant le rechaînage: ceci nécessite de toujours garder trace de cet 
élément, upréc, dans l'algorithme. Lorsque la condition (u =NIL} est at­
teinte, c'est en fait upréc qui pointe sur le début de liste de y. 

prée u suiv 

E81-GGD-D-D-D ~inversé 

: rechaînage 

prée u 

[ : :::-::.: u . .~ 

Figure IV .3. Retournement du chaînage relatif à u. 
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u, v ~ début de liste des deux opérandes; 
si (y::s Base) 
V~ valeur(v); 
si (!J_s~) 

IV. Précision arbitraire 

U ~ valeur(u); 
retourner(q ~ Chiffre(LUNJ), r ~ Chiffre(U-lU!VJ*V)); 

u ~ début de liste de lnversion(g); 
reste~ 0; 
upréc ~ NIL; 
répéter ;éliminer 1er chiffre nul; 

quotient~ L((dividende ~ valeur(u))+reste)NJ; 
reste ~ dividende-quotient*V; 
(upréc, u) ~ Suiv+lnv(upréc, u); 

jusqu'à (quotient* 0); 
q ~ Chitfre(quotient); 
qpréc ~ NIL; 
tant que (u *NIL) 

quotient~ L((dividende ~ valeur(u))+reste)NJ; 
reste~ dividende-quotient*V; 
q ~ Chiffre(quotient); 
suivant(q) ~ qpréc; 
qpréc ~ q; 
(upréc, u) ~ Suiv+lnv(upréc, u); 

si (reste = 0) 
retourner(q, NIL); 

retourner(q, r ~ Chiffre(reste)); 

Algorithme IV-iv: Division de !:! por ':!.= cas où !! a un seul chiffre. 

Reste maintenant le cas général, oil y est strictement supérieur à y, et où 
ces deux nombres ont deux chiffres, ou plus. 

Comme cette opération nécessite un certain savoir-faire quand on 
l'effectue à la main, ce que l'on va essayer de faire ici est de dégager un 
moyen pour uniformiser tous les cas. Si l'on compare, dans un intérêt 
de dénombrement simple, les deux divisions: 

2345 = 97*24+17, 2427 = 101*24+3 

on constate, bien que le dividende et le diviseur ait le même nombre de 
chiffres dans les deux cas, qu'on ne pas en dire autant du quotient et du 
reste. En revanche, si l'on adopte la convention d'écriture suivante: 

02345 = 097*24+17, 024<2.7 = 101*24+03 

on voit cette fois-ci que, dans les deux cas, le dividende a (3+2) chif­
fres, le diviseur 2 chiffres, le quotient 3 chiffres et le reste 2 chiffres. 
Par souci d'uniformisation, la division euclidienne sera dite de type 
(m+n, n) si elle porte sur deux entiers u et v de (m+n) chiffres et n 
chiffres respectivement, et engendre un quotient q de (m+ 1) chiffres et 
un reste r de n chiffres, étant entendu que le chiffre le plus significatif 
de u, q our peut être nul (r peut en fait être nul!). L'algorithme doit 
nécessairement s'assurer, en phase finale, que les nombres fournis en 
sortie sont débarrassés de tous ces chiffres parasites. 

Si 1' on adopte la convention précédente, on sait par expérience 
qu'effectuer une division de type (m+n) revient à répéter (m+ 1) 
divisions réduites de type (n+1, n) (voir la figure IV. 4). Il est donc 
naturel d'essayer de résoudre ce problème en premier. 
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n rn n 
~:n J J 1 

n+l 1 

~ 1 1 m+l 
n+l l J r-~ 1 1 

n+l 
~ 1 1 

n 
ri 1 

Figure IV.4. Une division est la répétition de divisions réduites. 

En partant de la technique utilisée dans le calcul d'une division réduite 
posée 'à la main', on tente de trouver, à chaque étape, une valeur 
d'essai pour le quotient, notée~. qui soit toujours supérieure ou égale 
au véritable quotient, et qui s'en éloigne le moins possible. 

La connaissance des deux premiers chiffres (uN+l et uN) du divi­
dende et du chiffre le plus significatif (vN) du diviseur suffisent à 
'estimer' une assez bonne valeur d'essai, donnée par: 

& = L uN+1B+uNJ 
VN 

Comme uN peut prendre toute valeur entre 0 et B-1, & peut varier, pour 

un même u , entre L uN+1B Jet L uN+1B + B-1 J. 
~1 ~ ~ ~ 

La meilleure contrainte naturelle que l'on pourrait souhaiter trouver 
est que vN ait une valeur aussi grande que possible: il est facile de voir 
que si (vN > LBhJ) les variations de & sont minimales. Si l'on multiplie 
le diviseur par la quantité 

D = LBf(vw-1~ 

(opération qualifiée de normalisationl), on obtient un nouvel entier G 
de même longueur que le précédent et dont le chiffre le plus significatif, 
1 v NI, vérifie la condition précédente. Pour ne pas changer la nature de la 

division, le dividende est multiplié par la même quantité D. D'un point 
de vue algorithmique, cette normalisation du dividende revient à partir 
du dividende de m+n chiffres original, à lui ajouter un 0 en tête, puis à 
multiplier, chiffre à chiffre, ce nombre par D. 

On désigne par ~, !]] et li] et par 1 vNI et 1 vN_1I les chiffres les plus 

significatifs du dividende et du diviseur normalisés. Si l'on choisit~. le 
quotient partiel d'essai, de la manière suivante 

sl(a-lvN I )~~ 8-1 

sinon ~~ (~ B+Œj) dlv jvNI 

1 Dans toute cette section, la notation GJ signifiera que la quantité x est normalisée. 



88 

(IV-3) 

IV. Précision arbitraire 

dont on peut voir qu'elle équivaut à toujours choisir pour~ la plus 
petite des deux quantités en lice, on s'assure que le cette quantité reste 
bien un chiffre en toute circonstance et l'on peut montrer que 

~- q e [0, 2] (Théorèmes A et B, [K II, pp. 256-7]) 

Cela signifie que ~ est toujours supérieur au quotient réel et au 
maximum de deux unités. En utilisant [i], le troisième chiffre signifi­

catif du dividende courant, on peut affiner le choix de ~ en décrémen­
tant sa valeur d'une unité si 1' on constate que 

a<GiJB+I vN-1I) > <~B2 + ŒJB + llJ) 
Malheureusement, cette inégalité ne peut se vérifier sans débordement 
sous cette forme (qui permettrait le pré-calcul de ( 1 vNIB+I vN-ll} pour 

toute la division); il est nécessaire de la vérifier sous la forme suivante, 
toujours représentable mais moins directe et plus coûteuse 

(IV-4) ~~vN-11 > (~B +ill]- ~~)B + I1J 
Dans certains cas, une fois cette condition vérifiée, le quotient d'essai 
doit encore être décrémenté. On ne peut s'en apercevoir qu'après éva­
luation de la différence 

(IV-5) restecourant f- restecourant- a*diviseur 

qui apporte une ultime retenue non nulle: il suffit alors de ne pas 
prendre celle~ci en compte et de rajouter chiffre à chiffre la valeur du 
diviseur au reste courant. 

Le choix de ~ amène à une petite réflexion: puisque 1' on décide de 
prendre B-1 chaque fois que a.= lvNI• que se passe-t-il lorsque l'on 

divise 1230 par 123, en base 10 par exemple? Apparemment, ce choix 
empêche de trouver 10 comme résultat! Ceci est faux, comme le 
montrent les résultats suivants: D=l10f(1+1)J=5 et G=615, 1 vNI=6 et 

~=0615, car le nouveau dividende doit avoir un chiffre de plus que 

l'ancien. Comme ~:;1!:1 vNI on choisit a=L (0.10+6)f6J= 1. 

Puisque le résultat (IV -3) est indépendant de la base et que la seule 
contrainte relative à v porte sur le chiffre le plus significatif, il peut se 
reporter de proche en proche et suggère une méthode de division 
efficace et assez facilement implantable lorsque les nombres sont repré­
sentés par des tableaux. Comme ils sont représentés ici par des listes 
chaînées, il est nécessair~ de pousser encore un peu plus loin l'analyse. 

Si 1' on s'arrange au départ pour placer le dividende normalisé ~ ( u' 

sur la figure IV.5) dans une liste annexe de (m+n+ 1) éléments, celle-ci 
peut couvrir entièrement les besoins des calculs. Comme chaque 
division réduite s'accompagne de la 'perte' d'un chiffre du reste cou­
rant, on peut récupérer l'élément de liste correspondant pour le chiffre 
courant du quotient. A chaque étape, le nouveau quotient partiel est 
placé dans un élément ainsi 'recyclé' et ce dernier se voit attribuer 
comme successeur définitif, 1' élément qpréc, initialement mis à NIL, 
contenant le quotient partiel obtenu à l'étape précédente. 
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u': 

----- n+l ----- ---rn-
D~~~~~~~ 

~~~~ ITITD 
r s 

qpréc 

Figure IV.S. Une liste pour le dividende courant, le reste et le quotient. 
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q 

Pour revenir à la construction de la liste annexe pour u ', 1 'astuce est de 
scinder la liste initiale en deux sous-listes: la liste de gauche contient 
(n+ 1) éléments, est chaînée dans le sens naturel du chaînage des natu­
rels et débute par l'élément r. A la fin de l'algorithme, r indiquera le 
début de la liste chaînée dans le bon sens matérialisant le reste. La liste 
de droite contient m éléments, est chaînée dans le sens opposé et débute 
par l'élément s. A la fin de l'algorithme, s pointera sur NIL. 

La construction de cette liste peut se faire en une seule passe dès que 
l'on connaît le nombre de chiffres des deux nombres initiaux, en 
effectuant la multiplication chiffre à chiffre de!! par D en deux temps: 
tant que l'on n'a pas atteint le m-ième chiffre de y, on chaîne chaque 
élément obtenu pour le produit vers son prédécesseur chronologique; 
on positionne le pointeur s sur le m-ième élément et le pointeur r sur le 
(m+ 1)-ième élément, puis on termine l'opération en chaînant, après r, 
tout élément sauf le dernier sur son suivant chronologique. 

Pendant cette opération, on a aussi positionné trois pointeurs 
supplémentaires, Pa p~ et py, qui permettront de connaître à tout 
moment les trois chiffres les plus significatifs du reste courant. A 
chaque étape, on pourra profiter de l'opération (IV-5) pour faire avancer 
ces trois pointeurs d'un cran vers la droite, grâce à un jeu de variables 
positionnelles. De même, à la fin de chaque étape, il suffira d'inverser 
le chaînage ens et de faire avancer rets d'un cran vers la droite. 

Tout serait parfait si la normalisation n'imposait pas, en fin 
d'algorithme, de rediviser reste et diviseur par D, alors que ces deux 
listes sont chaînées dans le mauvais sens pour une telle opération. On 
pourrait recourir à l'algorithme (IV-iv) de division par un chiffre, mais 
on peut encore faire mieux. 

Tout bien considéré, la normalisation ne sert qu'une cause: permettre 
de trouver les valeurs d'essai les plus proches des quotients partiels 
réels. On peut très bien concevoir une nouvelle méthode dans laquelle 
on calcule effectivement D,l vNI et 1 vN_1 j une fois pour toutes, sans 

chercher effectivement à garder le diviseur normalisé. Si 1 'on trouve un 
moyen d'exploiter ces données pour calculer a, la soustraction (IV-5) de 
chaque étape peut tout aussi bien être effectuée avec le diviseur original, 
ce qui a au moins 1' avantage de produire le vrai reste à la fin. 
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Comment concilier ces deux points de vue? Si l'on suppose que la 
liste u' de la figure IV.5 est en fait une copie pure et simple de y, il est 
nécessaire de connaître, pour chaque détermination initiale de~. les 
valeurs courantes des deux premiers chiffres du dividende normalisé: 
est-il possible de connaître ces deux chiffres sans avoir à calculer le 
dividende normalisé explicitement? La réponse est oui, grâce à une 
propriété remarquable, due au choix de D. 

On constate que D est toujours, par définition, inférieur ou égal à 
LB!z.J. Ceci permet d'affirmer que, dans une multiplication quelconque 
d'un nombre par le chiffre D, toute retenue est au plus égale à L BhJ: au 
premier rang, il n'y a pas de retenue antérieure à reporter, et il suffit 
d'écrire que la retenue future est au maximum 

D(B-1) div B <DB div B = D ::;LBhJ 

Au second rang, la nouvelle retenue à calculer provient, au pire à cause 
de la retenue précédente, de 

rA= [D(B-1)~/z] div B::; [Bh(B-1)+Bh] div B = LBhJ 

Ceci montre bien la propriété annoncée. Quelle est la portée d'une telle 
retenue? Comme le produit d'un chiffre quelconque x par D est infé­
rieur ou égal à L BhJ(B-1), la retenue 'engendrée' par un tel produit est 
au plus, indépendamment de la retenue provenant de calculs antérieurs 

Rx = (Dx) div B ::; L BhJ(B-1) div B < (B-l)fz 

Si l'on regarde maintenant la retenue obtenue après ajout d'une éven­
tuelle retenue antérieure rA , on obtient 

R; = (Dx +rA) div B::; [Bh(B-l)~h] div B::; Bh 
Comme R; ~ Rx , la différence entre les deux retenues est, au pire: 

R; - Rx::; B!z- (B-l)h = l!z 

Autrement dit, dans la multiplication d'un entier par le chiffre D::; L B!zJ, 
aucune retenue ne peut être reportée sur plus d'une position. En parti­
culier, si l'on commence le calcul de D*y au troisième chiffre significa­
tif de y, le produit relatif aux deux premiers chiffres est forcément 
exact, le troisième ne 1 'étant 'qu'à la retenue près'. 

Ce résultat est crucial, puisqu'il implique que l'on peut calculer le 
dividende normalisé morceau par morceau: bien qu'il soit nécessaire, au 
départ, de calculer les trois produits relatifs aux chiffres les plus signif­
icatifs de y, dès l'étape suivante, il n'y a plus qu'un seul produit à 
calculer. ~ devient l'ancien [ê], dont on sait que sa valeur est exacte, 

sans plus de calculs; il faut ensuite recalculer [1] pour obtenir la retenue 

à reporter sur [ill, c'est-à-dire l'ancien [1], pour lequel la valeur de 

retenue n'était pas disponible. Les nouvelles valeurs de ~ et [ill sont 

exactes et celle de [1] est, de nouveau, exacte à la retenue près. 

De plus, en ce qui concerne la 'fausse' normalisation du diviseur, 
seule est nécessaire la connaissance du chiffre le plus significatif du 
diviseur normalisé: ce qui vient d'être dit signifie qu'il n'est pas utile de 
multiplier plus que les deux chiffres les plus significatifs du diviseur 
original par D! 
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Enfin, du fait de l'identité entre le quotient réel et le quotient obtenu 
par normalisation, il est clair que le test (IV-4) d'affinement des valeurs 
d'essai peut maintenant être effectué à l'aide des chiffres les plus 
significatifs du dividende et du diviseur originaux, d'où le nouveau test 

(IV-6) tlvN-1 > (a.B + ~ - ~vNB + y) 

(a., ~. y) symbolisent les trois chiffres les plus significatifs du 'vrai' 
reste courant à chaque étape. En général, le fait que les opérandes nor­
malisés soient remplacés par les opérandes originaux ne change en rien 
la logique de ce qui a pu être dit sur l'algorithme. 

Par simple comparaison avec celui de [K II], l'algorithme présenté 
ici montre un certain nombre de différences: 

• le dividende est multiplié par D une fois, mais ni le reste 
ni le diviseur ne doivent être redivisés par D à la fin; 

• seuls le nombre constitué des deux chiffres les plus 
significatifs du diviseur est multiplié par D: 

• on effectue les mêmes tests et opérations que dons l'algo­
rithme de Knuth, mols rapportés aux opérandes initiaux: 

• il est nécessaire, comme c'est souvent le cas dans la 
gestion de listes chaînées, de disposer d'un petit peu plus 
de variables positionnelles pour permettre de parcourir 
les listes dans les deux sens. 

Pour optimiser l'espace utilisé dans l'implantation de la division, il faut 
encore se pencher sur la structure des résultats obtenus. On a vu que le 
quotient peut commencer par un zéro qui provient en fait de l'adjonction 
d'un chiffre supplémentaire en tête du dividende. On peut tout à fait 
envisager de toujours représenter ce chiffre par un élément 'bagué': il 
s'agit d'un chiffre créé une fois pour toutes, par exemple lors d'une 
initialisation générale de la librairie rationnelle, et destiné à matérialiser 
le chiffre le plus significatif du dividende. Si son contenu final est non 
nul, on crée un véritable élément de liste, par lequel finira le quotient, 
pour recevoir le chiffre correspondant; sinon, il suffit de restituer cet 
élément à la bibliothèque sans autre forme de procès. Le cas du reste est 
plus délicat, dans le sens où celui-ci peut prendre toute valeur entre 0 et 
(v-1), ce qui veut dire que l'algorithme peut aboutir sur un reste ne 
contenant que des zéros ou simplement plusieurs zéros en fin de liste du 
reste. On a déjà vu, dans le cadre de la soustraction, comment localiser 
le dernier chiffre non nul d'un résultat et utiliser cette position pour 
retomber sur un nombre conforme. Comme il est impossible de 
connaître à 1' avance le nombre de zéros obtenus en tête du reste (ou de 
la différence), on trouve là une justification naturelle de l'utilisation 
d'une 'réserve' élastique de chiffres, prête à amortir les coûts de 
séquences création/destruction répétitive, pour ces deux opérations. 

L'algorithme de division euclidienne de y par y, représentés par des 
listes linéaires de longueurs respectives m+n et n, donnant le quotient et 
le reste sous forme de listes chaînées q et r de longueurs respectives 
m+ 1 et n peut maintenant être décrit. Pour raccourcir son écriture, on 
suppose que l'on a déjà connaissance des longueurs des deux nombres, 
de D de vN et de vN_1. On débute par la construction de la copie de y, 
sous forme de deux sous-listes de chaînages opposés: 
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retenue, compteur~ 0; 
p, qpréc, r, s, s_suiv, u', u'préc ~ NIL; 
u,v ~ début de listes du dividende et du diviseur; 

[ vNI·I vN-1 1 ~ D*(B*vN+VN-1); ;fausse normalisation de Xi 

pour (compteur~ 1; compteurSm+n+ 1; compteur++) ;copie de Y.i 
si (compteur:Sm+n) 

u' ~ Chiffre(valeur(u)); 
sinon u' ~ Chiffre(O); 
si (compteursm) 

suivant(u') ~ u'préc; 
si (compteur - m) 

1 
s~ u'· 
u'préc ;...._ NIL; 

sinon 
suivant(u'préc) ~ u'; 
si (compteur. m+ 1) 
r~ u'; 

u'préc ~ u'; 
si (compteur .. m+n-1) 
Py~ u; 

sinon 
si (compteur. m+n) 
p~~ u; 

sinon si (compteur • m+n+ 1) 

1 
Pa~ u'; 
q~ u'; 

t ~ suivant(t); 

si (@ ~ D*val(p1))~ B) 

1 retenue~ 1; [1] ~ [1]-B; 

si <tŒJ ~ D*vai(Pp)+retenue)~ B) 

1 retenue f- 1; [ill~ [ill-B; 

~ f- D*vai(Pa)+retenue; 
tant que (s"' NIL) 

si @ •1 vN 1) ~ ~ B-1; 

;n+m+ 1-ième chiffre; 

;marquage des; 
;départ de chaînage inverse; 

;marquage de r; 

if serait NIL pour Pai 
;départ du quotient; 

;plus de retenue possible; 

;boucle principale; 

sinon a, ~ (~ B+[ill) div 1 vN 1; 
si (q"vN_1 >(aB+~- <tvN)*B +'Y)~--; 
rf- (r;.f\.:v); ;chiffre à chiffre depuis ret v: pendant cette opération, 

faire avancer p(lJ pp. Pr d'un cran vers la droite; 
si (la dernière retenue est négative) 

1 
rf- r±v; 

~- -; 
si (( ~ '~= 0) v (qpréc '~= NIL)) 

valeur(q) ~ ~; 
suivant(q) ~ qpréc; 
qpréc f- q; 

;chiffre à chiffre depuis ret v; 

sinon 
libérer q; 
q~ Pa; 

; 1er chiffre du quotient ne doit pas être nul; 
iq toujours donné par le chiffre le + significatif; 

s_suiv ~ suivant(s); 
suivant(s) ~ r; 
r~s; 

s ~ s_suiv; 
r ~ r privé des zéros de tête; 
retourner(q, r); 

;inversion du chaînage en s; 

ir peut être NIL après ceci; 

Algorithme IV-5: Division de deux naturels Y. et Y. cas général. 
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La complexité de cet algorithme est aussi proportionnelle au produit des 
longueurs des deux nombres. La division de deux relatifs se déduit 
trivialement de 1 'étude précédente. 

(pgcd) Une fois acquise la division, on peut aussi construire l'opération pgcd 
qui donne le plus grand naturel divisant exactement à la fois les naturels 
u et v en appliquant l'algorithme d'Euclide ou une méthode dite 
'binaire' présentée en détail dans [K II, pp. 321-323]. Le pgcd permet 
de construire l'opération IRR qui retourne la fraction irréductible repré­
sentant le rationm:l r: cette dernière est importante pour toujours obtenir 
des représentants irréductibles des rationnels manipulés ou donnés en 
entrée. 

Arithmétique des rationnels 

Une fois définies les opérations sur les ~ntie!], les opérations arithmé­
tiques sur les rationnels se déduisent assez simplement. 

Si les rationnels r1 = ~~ et r2 = ~~ ont le même signe, on les com­

pare grâce aux produits croisés numérateur-dénominateur n1•d2, d1•n2. 

On peut éviter, dans de nombreux cas, de calculer effectivement ces 
deux produits, lorsque la représentation des entiers inclut explicitement 
leur taille. Supposons que tni et tdi i=1,2, indiquent la taille, respective­
ment, des numérateurs et des dénominateurs des deux rationnels: si 1 'on 
trouve ltn1·td2- tn2·td1l > 1, on en déduit qu'un des produits possède, 
au plus, un chiffre de moins que l'autre et lui est nécessairement infé­
rieur; le signe permet ensuite de déterminer 1' ordre relatif des deux 
rationnels. 

On ne peut malheureusement rien dire si cette relation n'est pas 
vérifiée et il faut recourir au calcul effectif des produits croisés enti~rs 
mentionnés plus haut; le coût d'une comparaison entre rationnels est 
donc, dans le pire des cas, proportionnel à la somme des chiffres des 
couples croisés numérateur-dénominateur, et non plus constant (0(1)) 
comme celui de la comparaison de deux pseudo-réels en précision finie! 

Remarque: On retrouve ici une des 'bêtes noires' de l'implantation de 
l'algorithme de triangulation de Delaunay en arithmétique rationnelle du 
chapitre précédent: le coût des dégénérescences du type (~:10) est bien 
le plus élevé puisque, dans la vision que ces auteurs ont des choses, les 
approximations successives des déterminants ne peuvent 'converger' 
rapidement que si les intervalles successifs obtenus ne contiennent pas 
la valeur 0, les comparaisons devenant alors gargantuesques. 

Pour éviter que les entiers représentant les numérateurs et les 
dénominateurs n'aient pas trop tendance à croître en taille de manière 
incontrôlée, il est judicieux de toujours ramener les rationnels considé­
rés à leur expression irréductible. La fonction IRR, citée plus haut, 
permet d'effectuer cette transformation. Si la fraction n;d est un 
représentant du rationnel r positif, et si 1t est le pgcd de ces deux 
naturels, le représentant irréductible de rest donné par 

IRR(r) = n;rt 
dfrt 
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(IV-7) 

(IV-8) 

IV. Précision arbitraire 

Une remarque de [K/L/N 89], déjà cité, concerne le fait que le recours 
au pgcd n'est pas toujours indispensable, voire peut s'avérer un élé­
ment freinant dans l'exécution de calculs en arithmétique exacte. Si cette 
remarque peut être justifiée dans le cas de calculs effectués sur des 
données aléatoires, elle est moins fondée quand les données provien­
nent de fichiers 'naturels'. Statistiquement, dans ce genre de situations, 
la simplification des fractions rationnelles permet souvent de réduire la 
taille des ~~ manipulés. 

La somme et la différence des rationnels r1 =~ et r2 =a; s'expriment 

sous forme d'un troisième rationnel 

nt •d2±n2*dl 
r -s,d- dl •d2 

Le rationnel irréductible représentant le résultat de ces deux opérations 
peut s'obtenir à l'aide de la fonction IRR décrite plus haut. Une mé­
thode plus complexe mais souvent efficace consiste à utiliser les pgcd à 
l'intérieur des calculs. 

Dans un premier temps, on cherche le pgcd des deux dénominateurs, 
Po - pgcd(d1,d2). Si celui-ci est différent de 1, il va permettre de réduire 
une première fois le rationnel r5,d: 

Po nl •d:i.±n2•di 1 nt •d:i.±n2•di 
rs,d = 2 * di•d:i. = di•d:i. * PD 

Po 

n se peut encore que le numérateur et le dénominateur de la fraction de 
droite admettent un pgcd différent de un, auquel cas on pourra encore 
réduire la fraction de (IV-8) et obtenir le représentant irréductible du 
rationnel somme ou différence. Cette technique permet d'éviter, dans 
les cas favorables, la création de quantités intermédiaires beaucoup plus 
grandes que les quatre entiers défmissant les deux opérandes rationnels. 

La multiplication et la division de deux rationnels s'obtiennent par 
application directe des définitions mathématiques de ces opérations et 
du pgcd. 

Un modèle deux fois plus compact 

Dans toute solution faisant usage d'une arithmétique rationnelle, un des 
coûts les plus importants est lié à la gestion de la mémoire: tous les 
calculs nécessitent de grands mouvements de mémoire et il est toujours 
très bénéfique de limiter la place prise par chaque nombre manipulé. 

On a pu constater que les opérations sur les rationnels faisaient 
intervenir fréquemment le calcul d'un pgcd, qui lui-même implique un 
nombre important de divisions. n est aussi patent que la division, parmi 
toutes les opérations arithmétiques élémentaires, présente une dissymé­
trie quelque peu grevante: dans le cas général (bien sûr le plus 
fréquent), il est nécessaire de pouvoir accéder aux deux derniers 
chiffres du diviseur avant de pouvoir calculer le facteur de 
normalisation et obtenir le chiffre le plus significatif du diviseur 
normalisé: pour cela, on est obligé de parcourir en entier la liste du 
diviseur avant de pouvoir faire quoi que ce soit. 
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Une deuxième critique que l'on peut apporter au modèle décrit 
jusqu'ici est que, finalement, les éléments matérialisant les chiffres des 
entiers ne servent jamais à autre chose qu'à stocker des valeurs dont la 
taille est la moitié de celle du type qui sert à les implanter. On a se 
rappelle les conséquences des problèmes de débordement dès que l'on 
essaie de prendre une base supérieure à celle adoptée en IV.A. 

Mais, finalement, les opérations relatives aux chiffres en base B 
peuvent très bien se faire à l'aide de variables auxiliaires de type 'entier 
non signé' et les éléments matérialisant les chiffres peuvent eux-mêmes 
porter le contenu de deux chiffres: si l 'on utilise un masque pour lire et 
écrue dans les liSh octets de poids faible et un second pour lire et écrire 
dans les liSh octets de poids fort, on sait que deux chiffres en base B 
peuvent facilement coexister dans le même entier non signé! De fait, sic 
et d sont des chiffres en base B, la quantité cB+d est au plus égale à 
B(B-l)+(B-1) = (B-l)(B+l) = B2-I: B ajustement été choisi en (IV-1) 

de sorte que ce nombre soit représentable par un entier non signé. 

On peut alors conjuguer ces quelques remarques pour proposer un 
modèle beaucoup plus compact de représentation des entiers, qui a la 
particularité d'optimiser la place mémoire requise et de remettre sur un 
plan d'égalité, ou presque, les quatre opérations élémentaires. 

Dans la suite, tous les entiers considérés sont supposés non nuls, (Q 
admet une représentation triviale de liste vide) et la longueur des listes 
représentant les nombres supposée explicitement connue. Les chiffres 
sont rangés par 'couples' dans les élémentS utilisés jusqu'ici, en respec­
tant la logique d'écriture b-adique habituelle; par exemple, le nombre 
(1,5,7,8,2)s est représenté sous la forme 

1 O·B+llf-I5·B+7It-18·B+2 1 

Mais, au lieu d'être chaînés comme précédemment, sous forme de liste 
linéaire simple, les entiers sont chaînés 'en anneau', de façon à ce que 
le dernier chiffre ait comme suivant le premier chiffre du nombre. 

Enfin, on ne repère pas les nombres par leur début de liste, mais par 
leur dernier élément: pour l'exemple choisi, on trouverait la configu­
ration de la figure IV.6.(a), et pour un entier d'un ou deux chiffres celle 
de la figure IV.6.(b), où u est éventuellement nul. 

~x 

r,....o-·B-+-.IH S·B+7H 8·B+2':J 

,..,x 
Q,.........--,U" B+v h 

(a) (b) 

Figure IV.6. Modèle de représentation en anneau des entiers. 

Comme l'exemple choisi le montre, le dernier 'couple' d'un ~mi~l ne 
contient deux chiffres que s'il possède un nombre pair de chiffres en 
base B. Si le nombre de chiffres est impair et supérieur ou égal à 3, on 
convient de répéter l'avant-dernier chiffre en 'dernière position'. Ainsi, 
dans l'exemple IV.6.(a), le dernier couple aura en fait la forme 5·B+ 1. 
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Ceci ne pose pas grand problème puisqu'aucune place supplé­
mentaire n'est nécessaire et que la connaissance de la parité du nombre 
représentant la longueur de la liste relative à chaque nombre permet de 
lever toute ambiguïté. (Incidemment, on teste la parité de la taillet d'un 
entier en effectuant un test 'bit-à-bit' du type (t 1\ 1 ), où 1\ est 1 'opérateur 
unaire 'et'; ce test provoque la réponse VRAI si et seulement si le bit de 
poids le plus faible de test égal à 1, c'est-à-dire si t est un nombre 
irripair). 

Dans le nouveau modèle, on accède directement aux deux derniers 
chiffres du nombre x, et à son premier chiffre en utilisant une fois la 
primitive 'suivant': d'une manière remarquable, l'instruction suivant(x) 
permet d'accéder au premier chiffre de l'entier non nul x, qu'il ait un, 
deux ou plusieurs chiffres! 

On voit que, moyennant masquages et démasquages (nettement pré­
férables aux opérations (CJ,C2) H q·B+c2 pour les mêmes résultats) et 
une attention plus soutenue concernant le chaînage des nombres, le 
nouveau modèle donne des algorithmes à peine moins efficaces pour les 
trois premières opérations arithmétiques, une implantation évidemment 
plus efficace de la division - donc du pgcd - et permet surtout une 
diminution de moitié de l'espace mémoire utilisé pour la représentation 
des entiers, ce qui se traduit nécessairement par une réduction subs­
tantielle du temps d'exécution lié à la gestion de la mémoire! 

La perte de place occasionnée par le stockage obligatoire de la taille 
des entiers est largement compensée dans le nouveau modèle: chaque 
rati,Qnnel s'accompagne de quatre octets supplémentaires pour la taille 
du dénominateur, du numérateur et de son signe, mais le nombre de ses 
'chiffres' est divisé par deux: dès que le numérateur et le dénominateur 
ont deux chiffres, ce modèle est plus économique que le premier. 

Notons enfin que ce modèle permet, statistiquement, une com­
paraison plus rapide des entiers, bien que toujours proportionnelle au 
nombre de leurs chiffres dans le pire des cas: lorsque les deux en~iers 
de même signe ont le même nombre de chiffre et possèdent des chiffres 
de dernier rang (plus hautes puissances) différents, on peut les com­
parer en temps constant grâce à 1 'accès direct aux deux derniers chiffres 
proposé dans ce modèle. TI n'est plus nécessaire de parcourir leurs deux 
listes de bout en bout que s'ils ont même signe, même nombre de 
chiffres et mêmes chiffres les plus significatifs. 

On peut considérer que ce modèle procure les avantages de la repré­
sentation fixe par tableaux en adjoignant la souplesse de représentation 
par listes chaînées. 

Remarque: Pour le lecteur peu habitué aux effets néfastes de l'arithmé­
tique rationnelle, il sera intéressant de noter qu'une application comme 
la facétisation de Delaunay d'un domaine d'un kilomètre carré de 
surface contenant une centaine de segments ou points peut donner lieu, 
avant de recourir à des mesures draconiennes comme celles de ce 
chapitre, à la création de plusieurs millions de chiffres en base 65536! 
Les méthodes suggérées sont susceptibles de diviser par cinq ou dix le 
temps passé par le système a trouver de la place mémoire ou à la libérer. 
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IV.B. SPECIFICITES D'UNE SOLUTION ADAPTATIVE 

De même que seule une solution algébrique peut résoudre des problè­
mes d'essence algébrique, toute solution rationnelle impose des limites 
naturelles et structurelles. 

Il est plus que raisonnable, dans ces circonstances, de ne pas pré­
tendre concevoir une 'panacée', solution miracle qui pourrait résoudre 
tout problème de géométrie algorithmique sur tout domaine, mais plutôt 
d'essayer de qualifier les réponses qu'il serait souhaitable d'obtenir par 
le biais d'une solution adaptative, quitte à devoir adapter telle ou telle 
méthode pour un autre domaine d'application. Le terme adaptatif sera 
donc compris comme 'capable d'adaptation en fonction des données et 
des opérations souhaitées'. 

Plutôt que de faire la description exhaustive de toutes les situations 
que ne pourra pas traiter la solution adaptative proposée, il sera plus 
constructif d'en dégager les spécificités. 

IV.B.l Limites naturelles 

Etant donné le caractère fini du nombre de pseudo-réels représentables 
et de la précision relative à ces nombres, il est obligatoire de limiter le 
domaine de travail d'une application de géométrie algorithmique, même 
si une arithmétique exacte est disponible: l'espace d'adressage, la 
mémoire, etc ... de la machine sont, de toute façon, fmis. 

Afin de pouvoir profiter des techniques mixtes d'évaluation (préci­
sion finie et arithmétique exacte), il est essentiel que ces données aient 
une dynamique telle qu'il soit possible d'approcher chaque nombre de 
l'intervalle choisi par un pseudo-réel. Si tel n'est plus le cas, il n'y ·a 
pas d'autre issue que de recourir à une solution exacte. 

Pour cette raison, la solution adaptative admet des données qui, pour 
simplifier la présentation, seront supposées appartenir à l'intervalle réel 
[0, M], (M>O). Un nombre de [0, M] sera dit modèle. D'une certaine 
façon, la valeur de M dépend d'un seuil de fiabilité attendu, comme cela 
sera expliqué plus loin. Ce qui sera dit pourra très facilement être 
étendu à des nombres de l'intervalle [-N, M] (N, M > 0). 

IV.B.2 Limites structurelles 

TI faut maintenant limiter la portée de la solution adaptative par un choix 
de structures, de modèles et d'opérations: cette limitation n'est pas une 
surprise, car on sait par avance que tous les problèmes d'essence irra­
tionnelle doivent être éliminés. Les restrictions proposées ici ont pour 
unique but de délimiter un support tangible de travail, seulement borné 
en fait par 1 'essence des opérations visées. 

Une fois notre impuissance avouée devant les problèmes de nature 
algébrique pure, irrationnelle et transcendante (!), tout problème d'un 
autre type peut être modélisé dans une solution adaptative: le seul but de 
cette sous-section est de dégager un 'ensemble d'accueil' aussi large et 
adaptable que possible. 
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Structure de graphe planaire 

La solution adaptative est censée donner en bout de chaîne la 
représentation par segments d'un graphe planaire (RSGP2) dont les 
éléments peuvent être décrits par la 'syntaxe' suivante: 

• Un point du plan constitue un sommet du graphe, une 
extrémité d'arête ou un sommet de face. 

• Une arête est définie par la donnée de deux points 
distincts du plan. 

• Une chaîne est définie par un ensemble d'au moins trois 
points non tous confondus; (ainsi, un segment est un cas 
particulier de chaîne). 
Si le premier et le dernier points sont distincts, la chaîne 
est ouverte, sinon elle est fermée et porte le nom de 
cycle. 
Dans un cycle, tout sommet a exactement deux voisins, 
dans une chaîne ouverte ceci est vrai sauf pour les deux 
extrémités qui n'ont qu'un seul voisin. 

• Une face est définie par un cycle dont les arêtes forment 
la frontière3 et délimitent l'Intérieur. 'polygone simple sans 
trous' sera un synonyme de face souvent employé . 

• La rsgp est composé,e du point de vue géométrique, de 
sommets et d 'arêtes et du point de vue topologique, de 
sommets, de segments, de chaînes et de faces. 

La rsgp est supposée plongée dans un plan euclidien, ce qui permet de 
bénéficier de la métrique euclidienne et de la notion d'angle géométrique 
ou orienté, l'orientation canonique des angles étant l'orientation trigo­
nométrique (ou directe) habituelle. 

Les points, arêtes et polygones contenus dans les données appar­
tiennent tous au même plan et sont susceptibles d'occuper toutes les 
positions relatives imaginables. 

L'ensemble des données portera par la suite le nom de pré-graphe, 
car il constitue une sorte de version préliminaire d'un graphe planaire, 
mais ne vérifie pas, dans son état brut, certaines des propriétés d'une 
telle structure. 

5 

7 

4 

0 
i â 

Figure IV.7. Division du plan autour de s. 

3 

1 

2 Le tenne anglais consacré étantplanar straightline graph (PSLG), cf. [P/S 85]. 
3 Le lecteur est renvoyé aux ouvrages de Géométrie Différentielle de référence, 
comme Differentiai GeometrJ, JJ. Stoker, Wiley Inter-Science, 1969. 
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IV.B.3 Opérations 

Opérations élémentaires 

Primitives 

On considère comme opérations élémentaires de la machine les quatre 
opérations arithmétiques, les fonctions mathématiques élémentaires 
(racine carrée, exponentiation, logarithme, sinus, cosinus, tangente etc) 
et les opérations logiques ou bit à bit. 

Toute autre opération est appelée primitive et considérée comme une 
opération composite; la complexité d'une primitive est fonction de la 
taille a priori variable des paramètres sur lesquels elle opère. 

Les primitives visées sur le pré-graphe ou le graphe planaire sont: 

• la comparaison lexicographique de deux sommets ou arêtes, 
• le classement d'arêtes de même origine suivant leur pente, 
• la détection de l'intersection de deux arêtes du pré-graphe, 
• le test d'appartenance d'un sommet à une arête ou à l'ex­

tension Infinie du support de celle-cl. 
• la détermination des coefficients paramétriques de l'équation 

du support d'une arête ou de sa médiatrice, 
• l'évaluation de la distance de deux sommets, de la puissance 

d'un sommet à une arête, ou à son support, 
• le test d'inclusion d'un sommet ou d'une arête dans une face, 
• le test d'alignement de trois sommets, 
• le test d'appartenance d'un sommet au disque circonscrit à 

trois sommets distincts non alignés, 

Cette liste n'est pas limitative, dans le sens où 1 'on pourrait lui adjoin­
dre d'autres éléments sans remettre en cause l'ensemble des caractéris­
tiques qui vont être utilisées, mais l'ensemble obtenu est représentatif 
des opérations indispensables à l'analyse recherchée. 

Analyse rapide des techniques relatives 0 ces primitives 

Pour permettre un exposé compact des méthodes à venir, et surtout 
permettre de justifier certains des calculs qui y seront menés, il est 
important de donner quelques détails sur les primitives précédentes. 

On sait déjà tout sur la première primitive. Pour illustrer la deuxiè­
me, on considère toutes les arêtes incidentes en un sommet s d'un 
graphe planaire (cf. Figure N.7). En vertu de la planarité de ce graphe, 
si l'on considère que ces arêtes sont en fait des arcs orientés depuis s, il 
est impossible de trouver deux arcs non confondus, de même sens et de 
même pente. Si 1 'on appelle .1 le demi axe infini d'origine s et dirigé 
vers les y négatifs, il est possible de classer toutes les arêtes selon 
l'angle orienté qu'elles forment avec .1, relativement à l'orientation 
naturelle trigonométrique. 

En prenant s comme origine du plan et ~ comme origine des angles, 
on peut subdiviser le plan en quatre quadrants ouverts bordés par autant 
de demi-axes infinis, de sorte que tout point t différent de s se voie 
affecter un chiffre entre 0 et 7. Ce découpage, qui s'effectue naturelle­
ment en étudiant les signes des quantités (x,-xs) et (y,-ys), permet de 
limiter passablement les calculs relatifs au classement des arêtes. 
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Si V(xu,y u) et V(Xv.Yv) sont deux points différents de s pour 
lesquels les arêtes [s, U] et [s, V] reçoivent le même chiffre dans le 
processus précédent, on est certain, de par la planarité du graphe, que 
ces dernières sont soit confondues, soit situées dans le même quadrant. 
Les arêtes distinctes sont enfin classées en comparant leurs pentes 

Yv-Ys )! Yu-Ys 
Xv-Xs ~ Xu-Xs' 

Pour éviter les divisions, dont l'analyse de fiabilité est toujours délicate, 
on peut raisonner sur le signe des accroissements en x et en y selon le 
quadrant et tester 

(IV-9) (yv-YsHXu-Xs) - (Xv-:Xs)·(yu-Ys) ~ 0 

(IV-10) 

(IV-11) 

(IV-12) 

(IV-13) 

Le chapitre II a déjà introduit les trois primitives suivantes et seule 
l'équation de la médiatrice d'un segment nécessite un peu d'explica­
tions. L'équation du support de [A,B] est 

(x-xA)(yB-YA)-(y-yA)(XB-XA) = 0 

Toute perpendiculaire à [A,B] a donc une équation de la forme 

x(xA -XB)+y(yB-YA)+m = 0. 

et comme la médiatrice passe par le milieu de [A,B], on trouve 

rn= 1h[(xif-xi)-(yJ-yi)]. 

Le carré de la distance entre deux points A et B est donné par 

~(A,B) = (xB-XA)2+(yB-YA)2 

La puissance d'un point M(xM,YM) par rapport à la droite d'équation 
ux+vy+w=O est donnée par 

p(M, -1(u,v,w)) = uxM+vyM+w 

On teste l'appartenance d'un sommet à une arête en vérifiant si ce point 
vérifie l'équation paramétrique relative au segment. On teste si un som­
met est dans une face en évaluant sa puissance par rapport aux arêtes de 
la face, et l'on teste l'inclusion d'une arête dans une face en appliquant 
l'algorithme précédent aux deux extrémités de l'arête: toutes ces primi­
tives font référence à des primitives précédentes. 

La primitive testant l'alignement de trois sommets nécessite une 
réflexion plus sérieuse et joue un rôle fondamental en géométrie al go-- -rithmique. Si BA et BC sont deux vecteurs du plan, leur produit vectoriel 
est un vecteur normal à ce plan dont la norme est égale à l'aire du 
parallélogramme qu'ils définissent (voir la figure IV.8.(a)). Comme ce 
produit vectoriel s'exprime à 1' aide du déterminant 

1 1 1 
D(A,B,C) = XAXBXc 

YAYBYC 

si la quantité D(A,B,C) est nulle, les trois points sont alignés, et sinon 
l'angle vectoriel (BA, OC) est de même signe qu'elle: ceci permet de 
savoir si la chaîne (A, B, C) définit un angle orienté supérieur à 1t 

(virage à gauche, déterminant positif, f-IV.8.(b)) ou inférieur (virage à 
droite, déterminant négatif, f-IV.8.(c)). 
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(IV-14) 

(IV-15) 

c 

B A 
A A 

(a) (b) (c) 

Figure IV .8. Angle orienté déterminé par trois points. 

On préfère exprimer ce déterminant sous la forme présentant le moins 
de multiplications possible: 

D(A,B,C) = xB(yc-YA)- xc(yB-YA) + xA(yc-YB) 

La dernière primitive mentionnée est la plus 'gounnande'. La présenta­
tion originale et détaillée de cette solution se trouve dans [GIS/ 85]. 

A tout point du plan on peut associer un point unique de la parabo­
loïde de révolution d'équation z = x2+y2, en utilisant l'application 

(x,y) ~ (x, y, x2+y2) 

On montre assez facilement que les quatre points A, B, Cet M sont sur 
un même cercle du plan d'origine si et seulement si leurs images sur la 
paraboloïde sont coplanaires, i.e. si le déterminant 

xAyAxi+YA2 1 
XB YB xif+yif 1 

D(A,B,C,M) = xc Yc xc}+ y(! 1 

XMYMX~+Yrvt 1 

est nul. D'autre part, on montre de la même façon que le point M est à 
l'extérieur du disque fermé circonscrit aux trois points A, B etC dis­
tincts et non alignés si et seulement si la quantité D(A,B,C,M) est 
négative. On voit que le déterminant (IV-15) implique des produits du 
type XAYB<xJ+yJ), de degré quatre. 

On verra que cette approche est très pénalisante dans le cas d'une 
arithmétique mixte et comment la remplacer par une technique mieux 
adaptée. 

Opération globale 

C'est une des tâches de l'application de transformer le tas d'informa­
tions livrées 'en vrac' dans les données en une rsgp et d'adjoindre à 
celle-ci une topologie cohérente. 

Le deuxième travail consiste à organiser ce graphe topologique en 
une hiérarchie globale: tel point ou segment dans telle face, telle face 
dans telle autre et voisine de telles autres. Enfin, l'application fournit la 
triangulation de Delaunay du graphe hiérarchisé. 

Encore une fois, le but de la solution envisagée n'est pas restrictif et 
son essence veut qu'elle s'adapte à la majeure partie des problèmes de 
la géométrie algorithmique. Toute adaptation passe par une analyse 
analogue à celle qui va être conduite pour l'application choisie. 
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IV.C. LE MONDE DES NON-EPSILONS 

ll est maintenant possible de présenter la solution adaptative. Comme 
auparavant, l'intersection de segments servira de toile de fond, mais la 
solution s'applique à l'ensemble de problèmes décrits précédemment. 

IV. C.l Réticence et mixité 

Imaginons que 1 'on doive obtenir des résultats aussi fiables que 
possible et que l'on dispose pour cela de deux évaluateurs: une arithmé­
tique à précision finie livrée avec la machine hôte et donc gratuite, et 
une arithmétique exacte fournie par une société de service, dans laquelle 
chaque évaluation s'accompagne d'une taxation assez importante. On 
aura une certaine réticence à effectuer les opérations en arithmétique 
exacte et l'on cherchera à utiliser au mieux les capacités de l'arithmé­
tique à précision finie disponible. Le réflexe naturel va même consister 
à calculer d'abord en précision finie, puis, uniquement s'ils sont trop 
peu concluants et s'il n'existe pas d'alternative, on prolongera les 
résultats déjà obtenus par des calculs en arithmétique exacte. 

Formalisons la constatation précédente sur un exemple simple. Soit e 
un nombre choisi à l'avance; on considère, l'algorithme IV. vi de com­
paraison des deux quantités pseudo-réelles x A et xB: 

Comparaison(xA• xB): 

si (xA ~XB + E) 
XA est vraiment supérieur à XB; 

sinon 
si (x As XB - e) XA est vraiment inférieur à XB; 

sinon 
exact-Comparaison(xA, XB); 

Algorithme Vl-vt: Détermination de l'ordre entre XA et XB· 

La dernière instruction est une convention d'écriture signifiant: 'les 
deux nombres doivent être comparés à l'aide d'un module similaire 
fondé sur une arithmétique exacte'. 

Le choix d'epsilon doit être réfléchi, car on sait que la précision varie 
en fonction de la taille des deux pseudo-réels. Mais justement, si epsi­
lon est choisi de sorte que les deux premières instructions soient vraies 
pour tous les pseudo-réels acceptés, la troisième ne risque pas d'être 
invalidée et il est clair qu'aucun risque ne pourrait être pris, à aucun 
moment, dans la décision imposée par cet algorithme. 

On a vu au chapitre précédent (cf (III-4)) que, sur une machine '32 
bits', la précision relative à des pseudo-réels de l'ordre de 109 était 
d'environ lQ-7 et qu'elle descendait à environ lQ-4 pour des pseudo­
réels de l'ordre de 1Ql2. Si l'on prend epsilon bien au-dessus de 1Q-4 
(par exemple 1Q-l), la validité de l'algorithme IV.vi ne fait aucun doute 
pour tout couple de données dont la taille va jusqu'à 1Ql2. 

Tour ceci revient à dire que si l'on connaît la dynamique des données 
considérées dans une solution et si celle-ci obéit à certaines contraintes, 
on peut déterminer un seuil positif au-delà duquel les décisions de 
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1' algorithme IV. vi peuvent être prises sur la foi de la précision finie, en­
dessous duquel elles doivent être prises sur celle de l'arithmétique 
exacte et en vertu duquel toute décision prise dans cet algorithme est 
identique à celle qui serait prise dans le cadre d'une arithmétique exacte. 

Que gagne-t-on à utiliser ce type de méthodologie mixte? On se dé­
barrasse complètement des problèmes de précision, en n'imposant pas 
un recours systématique à l'arithmétique exacte: celle-ci n'est appelée 
que lorsque l'arithmétique à précision finie ne peut seule suffire aux 
décisions. S'il est difficile de quantifier exactement le gain de temps 
théorique lié à cette technique, celle-ci permet, en pratique, de gagner 
plus de 50% du temps d'exécution de la solution exacte. 

Le seuil de fiabilité choisi n'est plus 'aussi petit petit que possible', 
mais 'le plus petit permettant la validité de l'algorithme IV. vi partout' . 
Ce seuil sera effectivement assez petit, aussi petit que le permettra la 
dynamique des données imposées, mais sa taille devra surtout pennettre 
de limiter un maximum le recours à l'arithmétique exacte. 

Curieusement, la formulation de [G/S/S 89] se transpose ici, bien 
que quelque peu détournée: on ne cherche pas l'intervalle de validité 
d'un prédicat mais une limite supérieure de non-validité de celui-ci: en­
dessous de cette limite, on ne peut plus lui faire confiance et l'on doit 
recourir au prédicat fondé sur l'arithmétique exacte correspondant. 

Cette méthodologie présente un défaut, semblable à celui d'autres 
méthodes examinées au chapitre dernier: il faut analyser chaque primi­
tive pour lui associer un epsilon. Il est éventuellement possible de 
déterminer un seuil universel, applicable à toutes les primitives, mais 
ceci ne peut être garanti qu'après une analyse fine du problème. 
L'existence d'un epsilon global permet évidemment d'alléger les algo­
rithmes 'mixtes' en leur conférant une apparence uniforme. 

Les notions décrites jusqu'ici inspirent la représentation fonction­
nelle de la figure IV.9: le disque noir autour du pôle de décision A 
matérialise une zone à l'intérieur de laquelle toute décision doit être 
prise en référence à une arithmétique exacte, le disque blanc symbolise 
une zone dans laquelle ces mêmes décisions peuvent être prises indiffé­
remment avec une arithmétique à précision finie ou infinie. Dans la 
troisième zone, en fait infinie, toute décision doit encore être prise par 
un autre biais: soit la dynamique des données n'est plus acceptable, soit 
la précision disponible introduit certaines incohérences, soit le modèle 
d'arithmétique exacte choisi s'avère inadéquat (problèmes d'essence 
irrationnelle, limitation sur la mémoire, etc). Les contraintes imposées 
aux données et aux types de primitives permettent d'affirmer que 1' on 
n'atteindrajamais cette zone infmie de la figure IV.9. 

Figure IV.9. Domaines de validité de l'arithmétique 'mixte'. 
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IV. C.2 Calculs de fiabilité 

(IV-16) 

(IV-17) 

Pour comprendre la généralisation de certaines des affirmations précé­
dentes, il est utile d'étudier le comportement de certaines expressions 
dont dépendent les primitives retenues. Les techniques utilisées dans 
cette section sont simples, découlent des calculs d'erreur traditionnels 
[K II] et peuvent être comparées à celles de [0/S/S 89], sans oublier les 
divergences relatives aux présupposés et aux conclusions! 

Dans les calculs qui suivent, les lettres a, b, ... symbolisent des 
nombres modèles. Pour simplifier et raccourcir la présentation, on ne 
cherchera que 1' expression des bornes supérieures, mais celle des bor­
nes inférieures est pratiquement identique. 

Si ..lest une opération élémentaire portant sur les pseudo-réels a et b 

représentés avec une mantisse de p places, on peut trouver un réel 8 
positif- qui est la précision de 1' opération - tel que 

IL .lib= (a ..L b)(l+ 8), 8 ~ z1-p = 8o [K II, p. 216] 

Cette formulation est un écho des constations du chapitre III, relatives à 
la précision. La formule (IV-16), adaptée à la somme, devient 

(a+ lb)- (a+b) = 8·(a+b) ~ 28M ~ 2·8oM = z2-PM 

où M symbolise le plus grand nombre modèle accepté. Il est facile de 
voir que le seuil de fiabilité de l'addition peut être défini par la relation 

E.r ~ z2-PM 

En fait, ce que l'on souhaite pouvoir obtenir de manière formelle, c'est 
un algorithme comme IV. vi. Supposons que c soit un troisième nombre 
modèle, auquel est comparé (a+b). Dans la lignée de l'algorithme IV.vi, 
on souhaite connaître un seuil epsilon de fiabilité qui permette d'écrire, 
du point de vue de la borne supérieure, une instruction du type: 

si (a+b>c+e) action 1; 

Le calcul de seuil précédent est insuffisant: il faut, en fait, évaluer le 
seuil relatif à l'expression (a+b-c). On procède comme précédemment, 
en considérant, pour simplifier les choses, qu'il n'y a que des sommes: 

(a+ lb+ c) = ((a+b)(1+8I)+c)(1+8z) 

Cette fois-ci, on rencontre deux 8: un relatif à la somme (a+b) et le 

second relatif à la somme ((a+b)+c). Quoi qu'il en soit, ces deux 8 sont 
obligatoirement positifs et inférieurs à 8o; de plus, l'un est néces­

sairement supérieur ou égal à l'autre. Notons ·8 = max(81, 8z), on peut 
récrire la relation précédente sous la forme 

(a+ lb+ c) ~ ((a+b)(1+8)+c)(1+8) 
<=> (a+ lb+ c) - (a+b+c) ~ 8[(a+b)(2+8) + c] 

Comme les pseudo-réels a, b, c sont nécessairement inférieurs à M, on 
peut maintenant donner un majorant précis: . 

(a+ 1h + c)- (a+b+c) ~ M8(28+3) ~ M8o(28o+3) 
~ E.r ~ zl-PM(22-P+3) 
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Pour fixer les idées, si M=230= 1073 7 41823, p=53 (machine 32 bits), 
les calculs donnent y.~ 2-32(2-51+3). On peut donc sans risque prendre 
y. égal à 2-32.(1+3)=2-30"" 10-9. Ainsi, l'instruction recherchée peut­
elle être maintenant écrit sous la forme: 

si (a+b-c > w-9) action 1; sinon vérification rationnelle du test ... 

Le choix de 8 apporte une simplification dans les calculs, et il est impor­
tant de le justifier: la taille des nombres modèles doit nécessairement 
être telle que le résultat des opérations intermédiaires ne créent jamais de 
dépassement de capacité; ceci permet de garder la même borne 
supérieure de précision. Quelle que soit l'opération, la précision qui 
l'accompagne ne peut être meilleure que 21-p et ceci est donc aussi vrai 
des deux Ôi précédents. Le fait de prendre le plus grand des deux 
majore le premier membre de l'équation (IV-17) et cette majoration va 
dans le sens recherché puisque epsilon doit encore majorer la différence 
(a+ b + c) - (a+b+c): la dernière implication de ce genre de calculs, la 
seule à commencer par =:::) , doit toujours être comprise comme "il suffit 
de prendre epsilon tel que ... ". 

Principes de base 

L'évaluation d'un seuil de fiabilité inclut une différence en plus des 
opérations propres à 1' expression à seuiller quand le résultat doit être 
comparé à une valeur non nulle. Ceci étant, on commet un 'abus' de 
confiance pour permettre des explications plus courtes qui consiste à 
escamoter la partie relative à cette ultime différence dans les calculs qui 
vont suivre. Ceci rend les calculs plus compacts (on les dira 'simpli­
fiés'); mais il est entendu que l'on doit, quand cela est nécessaire, faire 
intervenir la différence de test pour obtenir les seuils défmitifs. 

Le deuxième principe est fondamental: pour conserver une topologie 
parfaitement cohérente, il est nécessaire que toute action provoquant la 
création, la destruction ou la modification d'un élément du graphe 
(sommet, arête, face) soit impérativement exécutée avec la caution 
explicite de 1' arithmétique exacte. Par exemple, si est découverte une 
solution normale dans l'intersection de deux segments, et ceci même en 
précision finie, les coordonnées du point d'intersection doivent, elles, 
être calculées explicitement avec 1' arithmétique exacte. 

ll reste maintenant à faire valoir quelques principes et remarques sur 
1' évaluation des seuils pour une primitive type. 

Les calculs de comparaison de pentes, de distance et de puissance 
font intervenir des expressions de la forme (a+b)(c+d)+(e+f)(g+h). 
Chaque opé~ation de cette expression donne naissance à un terme 
( 1 +Ôj), Ôj ~ ôo: 

(&+b)*(c+d)+(e+f)*(g+h) = 
[[(a+b )(1 +OI)] [(c+d)(1 +Ô2,)](1 +03)+[(e+f)(l +04)][(g+h)(l +Os)J(l +06)](1 +07) 

Si l'on pose ô= i e~P)i), la quantité précédente peut être majorée 

par (1+ ô)4[(a+b)(c+d)+(e+f)(g+h)] 
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Puisque tous les pseudo-réels sont compris entre 0 et M, on peut 
encore écrire 

(u·l-~)*(c+d)+(e"Ï'Œ)*{g"Ï'illl) - (a+b)(c+d)+(e+f)(g+h) 5 
((1+ o)4·1)[(M+M)(M+M)+(M+M)(M+M)] = 8M2o(4+68+4o2+o3) 

:::::> e;;:: 8M2oo(4+6oo+4oo2+oo3) 

On peut simplifier l'expression des seuils en utilisant le fait que 6o est 

en général très petit, rendant négligeables les termes fic, k> 1: le seuil 

précédent peut être remplacé par 8M2( 46o+Ào), avec une évaluation 

approchée de type ÀQ ~ 2oif(3+26o). 

Sens et dégénérescences 

Intervient ici un point fondamental, qui ramène au chapitre sur l'inter­
section de deux segments: on a vu qu'on pouvait obtenir un algorithme 
pour résoudre ce problème où les quantités sur lesquelles portaient les 
choix étaient, sémantiquement, équivalentes à des puissances. 

Il est très important de remarquer qu'une solution adaptative 
nécessite une bonne connaissance de ce que représentent les valeurs sur 
lesquelles des seuils vont s'exercer: si une puissance a une valeur 
proche de zéro, c'est forcément que le point concerné est très proche du 
support du segment; la valeur de dégénérescence numérique est une 
transcription fidèle et proche de la dégénérescence géométrique. 

Le fait que l'on compare des puissances donne une idée précise de 
l'influence des variations de ces quantités sur la géométrie du problème 
et réciproquement. Ce genre d'information est capital dans l'élaboration 
de primitives mixtes: plus on s'éloigne de la modélisation géométrique 
d'un problème et moins ses cas de dégénérescence sont facilement 
interprétables en termes de seuils. 

Seuils et nom~res positifs 

ll peut s'avérer important que les nombres modèles soient effectivement 
positifs. Pour illustrer ceci, considérons l'exemple (IV-14) du test 
d'alignement, qui inclut une expression du type a(b-c)-d(e-f)+g(h-i). 
Les calculs de fiabilité simplifiés donnent: 

~~~-c)-<tll(e-f)+g(lh-ù)- [a(b-c)-d(e-f)+g(h-i)] :::; 
((1+ 6)3-l)[a(b-c)-d(e-f)+g(h-i)] = 

ô(4+6ô+4o2+o3)[a(b-c)-d(e-f)+g(h-i)] 

On voit facilement que si les soustractions étaient remplacées par des 
sommes, la quantité entre crochets devrait être majorée par 6M2. En 
revanche, les différences permettent de trouver le meilleur majorant de 
valeur 3M2, si les nombres modèles sont bien positifs ou nuls. Une 
remarque analogue s'applique aux minorants. 

Modularité et résultats Intermédiaires 

Comme dernier exemple, considérons le seuil de fiabilité simplifié 
relatif au calcul du déterminant (IV-15); celui-ci doit vérifier la relation 

e;;:: 12M4[(1+ô0)7-1] 
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Ce dernier résultat laisse entrevoir qu'une telle primitive n'est peut-être 
pas si directement utilisable que son écriture le laisse supposer: dans le 
cas particulier considéré, il sera plus efficace de se ramener au calcul du 
centre et du rayon du disque puis de tester si la distance du point M au 
centre du disque est inférieure ou non au rayon; le centre du disque 
aura, de nouveau, une représentation approchée suffisamment voisine 
de la position exacte pour que l'on puisse envisager une technique plus 
simple de calcul de distance, dont le seuil de fiabilité sera bien plus bas 
que le seuil précédent! 

Globalement, on a n'a pas abaissé le degré du problème (le coef­
ficient rn de (IV-10) rappelle les carrés présents dans (IV-15)), mais on a 
réussi, en passant par un point auxiliaire (le centre du disque circonscrit 
aux trois points), à s'assurer que les calculs intermédiaires ne puissent 
diverger trop, localement, de la réalité du problème. 

Ceci est une constante dans l'approche mixte: il est essentiel de 
subdiviser les calculs longs en étapes dans lesquelles les résultats 
intermédiaires permettent des 'recalages' des valeurs approchées sur les 
valeurs exactes, de proche en proche. 

Seuil global ou seuil local? 

Toutes les primitives retenues combinent des opérations semblables à 
celles examinées plus haut, et il suffit de considérer chacune pour en 
déduire un seuil de fiabilité. Une fois ces calculs effectués, on se trouve 
confronté à un choix: vaut-il mieux prendre le maximum de tous les 
seuils choisis et 1 'appliquer à chaque primitive rencontrée ou bien 
laisser chaque primitive utiliser son propre seuil, tel qu'il a été calculé? 

La réponse dépend en fait de la 'dynamique' des seuils obtenus. Si 
les opérations de ces primitives incluent toutes ou presque le même 
nombre d'opérations élémentaires, il y a de grandes chances qu'une 
uniformisation soit possible. 

A l'inverse, supposons qu'il y ait un grand nombre d'opérations du 
genre 'comparer deux pseudo-réels' dont on a vu que le seuil de 
fiabilité est très petit, et une primitive comme celle permettant de savoir 
si un point est inclus dans le disque circonscrit à trois autres points du 
même plan; le rapport des deux seuils est de l'ordre de 

7·12M4ôo =28M3 
3·Môo 

et la disproportion est telle qu'on aura intérêt à scinder les deux types 
d'action de façon à ne pas imposer à l'opération la moins dispendieuse 
les coûts prohibitifs de la seconde. 

Il faut, autant que faire se peut, peser les gains et les pertes 
statistiques que l'on encourt à agir d'une façon ou de l'autre: l'unifor­
misation des epsilons accroît certainement les recours à l'arithmétique 
exacte, mais permet une écriture bien plus compacte des primitives. 

On trouvera à la fin de ce chapitre une table de quelques valeurs 
numériques de seuils d'opération en fonction de la dynamique des 
données. 
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IV. C.3 Structures mixtes pour la réticence 

Générations 

ll faut maintenant se donner un environnement de travail pour permettre 
la conception de procédures réticentes. Le principe général est qu'il faut 
prévoir une duplication des informations dans les structures afin de 
permettre le prolongement des résultats à précision finie par des calculs 
en précision arbitraire. 

La construction du canevas de structures qui vont modéliser le 
problème est fondamentale: c'est à ce stade que nombre d'opérations 
vont être effectuées dont le résultat devra être réutilisable par la suite. 
En d'autres termes, étant donnée la pénalisation accompagnant chaque 
calcul en arithmétique exacte, tout calcul effectué une fois doit pouvoir 
être réutilisé au cours des opérations à venir, si l'on peut prévoir à 
l'avance qu'une telle opportunité se présentera 

Autant la comparaison de deux valeurs pseudo-réelles peut être 
effectuée un nombre quelconque de fois sans que l'on s'en émeuve 
(une fois la complexité théorique d'un algorithme précisée), autant la 
comparaison des rationnels représentant ces deux valeurs doit être répé­
tée le moins souvent possible, car sinon, l'exécution de l'algorithme 
sous-jacent risque d'être dominée par celle des routines de l'arithmé­
tique exacte. 

En général, les données sont considérées comme si elles s'accom­
pagnaient d'une précision maximale: quels que soient les algorithmes de 
codage binaire, si l'on convient d'une norme d'écriture des nombres 
initiaux, les égalités entre données se traduisent par des égalités entre 
représentants en machine de celles-ci. 

Si les données sont des entiers modèles, la situation est la plus 
simple qui soit; si ce sont des décimaux, on suppose que leur écriture 
ne dépasse pas la précision de la machine, ou sinon une troncature 
automatique est indispensable. De toute façon, c'est au programme de 
lecture de s'arranger pour respecter les cohérences en amont de son 
exercice. 

Les données initiales sont dites de génération zéro, dans le sens où 
l'on peut considérer que ce sont des quantités exactes du problème. Au 
vu des remarques précédentes, un test d'égalité portant sur deux nom­
bres de génération zéro donne toujours un résultat vrai si les données 
initiales sous-jacentes étaient véritablement égales. 

Ceci peut être important pour la construction des structures de 
données chargées de mettre de l'ordre dans le pré-graphe: les opérations 
qui les concernent peuvent éventuellement s'accompagner de seuils de 
fiabilité beaucoup plus faibles et se comporter, à la limite, comme des 
opérations naturelles de la machine sans grand risque. 

Tout autre nombre ou résultat de calcul dans une solution adaptative 
est de génération strictement supérieure: si un tel nombre est opérande, 
l'opération considérée s'accompagnera d'une précision seuillée par une 
technique de la sous-section IV.C.2. 
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Réflexes et valeurs par défaut 

On peut donc imaginer un modèle mixte très simple, dans lequel les 
fonctions chargées de calcul auront une certaine autonomie et une liberté 
d'action quelque peu comparable à celle des méthodes d'un langage à 
objets. 

Prenons 1 'exemple de la structure chargée de matérialiser un point: 
elle contient naturellement deux champs (x, y) pseudo-réels pour repré­
senter l'abscisse et l'ordonnée de la projection du point dans le plan de 
référence, muni d'un repère cartésien fixe. Elle contient aussi deux 
champs ~. n::) rationnels qui permettront, si besoin est, de connaître la 
valeur exacte des coordonnées du point. A priori, si le point est de 
génération zéro, il n'est pas indispensable de connaître ces valeurs 
exactes et 1 'on peut mettre les champs correspondants à NIL: ceci sera 
un signal explicite d'appartenance à la génération zéro. 

Toute procédure ou fonction chargée d'effectuer un calcul sur les 
coordonnées d'un point trouve directement ces valeurs dans les champs 
x et y de la structure qu'elle reçoit en paramètre. Si les calculs peuvent 
être effectués sans recours à l'arithmétique rationnelle, la routine rend la 
main sans autre forme de procès. En revanche, s'il devient nécessaire 
de passer à une évaluation exacte, la routine doit accéder aux champs !:! 
et J:X. Si ceux-ci sont vides, elle doit envoyer d'elle-même les valeurs 
des champs x et y aux procédures de la bibliothèque rationnelle pour 
remplir les champs~ et rx du point une fois pour toutes: on retrouve-là 
l'idée de réflexe et de valeur par défaut dans un langage à objets. 

Ce genre de technique permet très naturellement de minimiser l'utili­
sation des librairies exactes, puisque les champs de ce type ne sont 
remplis qu'en cas de besoin. On va voir qu'une autre amélioration très 
sensible est encore possible. 

Les pièges de l'égalité! 

Une fois les données 'décodées', il ne semble pas très sain de continuer 
à considérer qu'il y a, d'un côté, les 'bons' nombres (de génération 0) 
et, de l'autre, les 'mauvais': les routines doivent toutes se comporter de 
manière cohérente par rapport à la précision et deux valeurs 'très 
proches' ne sont réellement confondues que si 1' arithmétique rationnelle 
l'a reconnu, ou bien s'il a été prouvé, par un raisonnement analogue au 
précédent, que les deux valeurs provenaient de la même donnée initiale. 

Il est assez évident que la méthode préconisée dans ce chapitre, si 
elle est mal employée, peut provoquer une certaine inflation de calculs. 
Pour illustrer ceci, supposons que l'on ait recours à un algorithme de 
balayage du plan. 

Le principe d'un tel algorithme est de parcourir les données selon 
l'ordre lexicographique, de la plus petite à la plus grande. Chaque fois 
qu'une nouvelle abscisse est rencontrée, on insère tous les points de 
même abscisse dans la structure de balayage: ceci signifie implicitement 
que l'on doit à chaque étape exécuter des instructions du type 'tant que 
1 'abscisse courante est égale à xo' ou 'pour tous les points dont 
l'abscisse est inférieure ou égale à xo'. 
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Mais justement, ce genre d'opération est devenu complexe, du fait 
de l'introduction d'une certaine réticence dans les algorithmes. Typi­
quement, quand il rencontre un point à la verticale de x0, un algorithme 
de cette trempe dit "Tiens! Cet x semble trop proche de xo: bien que 
l'idée me répugne, je suis forcé de demander à l'arithmétique rationnelle 
de statuer". 

Si 1 'on n'y prend garde, la majeure partie du temps va être passée à 
vérifier des choses dont on ne se préoccupait pas trop, auparavant. 
Sous prétexte de ne jamais passer à côté de situations trop proches pour 
être discernées par l'arithmétique à précision finie, on finit par empê­
cher la reconnaissance de toutes les situations qui, auparavant, étaient 
trivialement identiques: une valeur paramètre comme le xo précédent n'a 
pas la même essence structurelle que les abscisses des points considérés 
dans l'algorithme! 

Comme c'est souvent le cas dans ce genre de situation, le salut vient 
de la structure des problèmes: il va falloir recourir à une construction 
beaucoup plus solide que d'habitude et c'est cet échafaudage qui va 
faire entrevoir l'étendue de ce que l'on à gagner dans l'emploi d'une 
arithmétique réticente. 

A la lecture, il semble naturel, vues les applications attendues, d'or­
ganiser les données de manière à ce qu'elles puissent être facilement 
retrouvées, supprimées, dupliquées, manipulées ... On va supposer que 
les points du pré-graphe sont organisés en arbre binaire; que cet arbre 
soit équilibré ou non sera de peu d'importance. Lorsqu'il s'agit de 
l'organisation de points dans le plan, il est avisé de s'assurer que l'on 
commet le moins de duplications possible. En particulier, si l'on consi­
dère deux arêtes d'un graphe ayant en commun un sommet, il est 
naturel de considérer que les points sont des structures autonomes sur 
lesquelles pointent les extrémités d'arêtes. D'une certaine façon, on 
peut imaginer que l'on plaque sur l'arbre binaire des points une struc­
ture sous-jacente qui reflète la structure du graphe. 

Sur la figure IV.lO, l'arbre binaire contient plusieurs points dont A, 
B et C et les traits pointillés qui relient ces trois derniers symbolisent le 
fait que le graphe considéré possède les deux arêtes [A,B] et [B,C] 
partageant le sommet B. Cette sous-structure n'est pas explicite, mais 
elle est implicite dans le fait que les arêtes [A,B] et [C,D] sont repré­
sentées par des structures dont les champs 'origine' et 'fin' pointent, 
respectivement, sur les adresses de l'arbre relatives à A, B, B etC: on 
peut voir dans 1 'arbre une matérialisation de 1' ordre lexicographique qui 
accompagne les deux arêtes. 

La constitution d'une telle structure auto-référante nécessite qu'à un 
moment donné on instaure un ordre total sur tous les constituants. Ceci 
revient à dire non seulement que les points sont ordonnés, mais les 
champs 'origine' et 'fin' des arêtes et les arêtes elles-mêmes aussi. 
Ainsi, beaucoup d'effort est placé dans l'instauration de tous ces ordres 
-qu'il s'agisse d'une arithmétique exacte, à précision finie ou mixte. 
Un principe crucial est de profiter, autant que faire se peut, de cette 
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structuration, afin de pouvoir l'utiliser explicitement dans d'éventuels 
calculs ou tests ultérieurs. 

Figure IV.lO. Arbre binaire et structure sous-jacente. 

Classes d'équivalences et saules 

L'arbre binaire contient une information qui sera exploitable une fois le 
graphe rendu planaire: chaque nœud de l'arbre porte un numéro d'ordre 
entier (son 'indice' dans un parcours infixé de l'arbre) et la comparai­
son de deux numéros permettra de dire sans équivoque la position 
relative de deux points quelconques du plan représentés par deux 
nœuds de l'arbre. 

Mais, il faut encore faire un tout petit effort: afin de pouvoir, plus 
tard, reconnaître que deux points ont exactement la même abscisse sans 
recourir à une arithmétique exacte une seconde fois, il est nécessaire, en 
plus du numéro de nœud, de disposer d'un champ supplémentaire de 
'filiation en x'. Chaque point nouvellement inséré dans 1' arbre provo­
que une descente dans celui-ci jusqu'à l ' apparition de l'une des deux 
éventualités suivantes: le point est vraiment nouveau (aucun autre point 
n'a le même couple de coordonnées) ou le point est déjà dans l'arbre. 

Implicitement, ceci signifie qu'à chaque nœud mvisité, on compare 
à 1' aide de primitives mixtes les coordonnées x et y du point à insérer et 
celles Xm et Ym relatives au point Pm attaché à ce nœud. Si le point à 
insérer est à gauche lexicographiquement de pm , on descend vers le fils 
gauche du nœud courant, s'il est à droite, on descend vers son fils 
droit, et s'il est confondu, on le signale à la procédure appelante. 

Il faut préciser ici qu'il existe deux types d'insertion dans l'arbre 
binaire: on a déjà rencontré l'insertion de points initiaux qui peut être 
gérée par l'intermédiaire de procédures très spécifiques en fonction de 
la nature privilégiée des points originels. Le deuxième type d'insertion 
provient notamment des points découverts par le module d'intersection: 
ceux-ci sont de génération supérieure ou égale à zéro, et les insertions 
doivent être effectuées en arithmétique mixte. 

Quoi qu'il en soit, les tests effectués pour placer le point dans l'arbre 
binaire sont valides au sens de la précision arbitraire: il se peut que 
l'insertion ait été conclue après certains calculs en arithmétique exacte 
ou non, mais la position est exacte et si le nouveau point a la même 
abscisse (réelle) xo qu'un point déjà inséré, quelle que soit la méthode 
de vérification de cette affirmation, on peut catégoriquement placer les 
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deux points dans la même classe d'équivalence Cxo de l'arbre binaire, 
constituée de tous les points ayant l'abscisse xo. 

Pour traduire ceci, la structure 'point' contient un champ spécifique, 
appelé x_classe. Si le nouveau point inséré q possède une abscisse 
différente de toute autre déjà rencontrée, on convient de mettre l'adresse 
@q du nœud qui portera q dans l'arbre, comme valeur du champ 
x_ classe pour la structure relative à q . Ceci traduit naturellement le fait 
que q, pour l'instant, est le seul élément de la classe d'équivalence Cqx 
et que @q désigne le nœud représentant le premier (chronologiquement) 
d'une série de points qui auront (éventuellement) la même abscisse que 
q: dans l'arbre binaire, tous les nœuds matérialisant un élément quel­
conque de la classe Cqx aura l'adresse @q dans le champ x_classe. 

Si q se trouve avoir la même abscisse que le point p attaché au nœud 
couramment visité dans la descente, le champ x_ classe de ce nœud 
contient, comme il a été dit précédemment, une adresse @ Pj que 1' on 
reporte dans le champ x classe de la structure relative à q afin de 
perpétuer la propriété de transitivité de la classe d'équivalence. Ainsi, 
quelle que soit la suite Pl• P2· ... , Pn de points de même abscisse, il 
existe un point Pi parmi ceux-ci (vraisemblablement le premier à avoir 
été inséré dans l'arbre) tel que tous les champs x_classe des structures 
relatives aux éléments de cette suite contiennent l'adresse du nœud 
d'attache de Pi dans l'arbre binaire: ce point constitue le représentant 
canonique de la classe d'équivalence, et le nœud qui lui est associé dans 
1' arbre, est appelé le nœud canonique de la classe. 

L'ordre dans lequel ces points sont rentrés ne change en rien les 
notions précédentes: par convention, on sait qu'on insère dans la 
direction du fils gauche tous les points ayant une abscisse égale à celles 
correspondant au nœud courant et une ordonnée inférieure, et dans la 
direction du fils droit ceux de même abscisse et d'ordonnée supérieure. 
Si l'arbre global n'est pas rééquilibré à chaque insertion, tout point 
ayant la même abscisse que p devra nécessairement être inséré dans un 
sous-arbre du nœud auquel p est attaché. 

Sur la figure IV.ll, les points ont été insérés dans l'ordre alpha­
bétique et l'on rencontre quatre classes d'équivalence pour le x-ordre. 
L'arbre est principalement un arbre binaire ordonné lexicographique­
ment et les liens 'verticaux' reliant les représentants d'une même classe 
d'équivalence sont représentés en pointillés: le nom de saule vient tout 
de suite à 1 'idée pour désigner une telle structure. 

Dans le cas d'un équilibrage dynamique de l'arbre, les choses se 
prêtent moins à une description fonctionnelle simple comme la précé­
dente, mais, la relation 'q a le même champ x classe que p' définissant 
une classe d'équivalence sur l'arbre, tout point ayant une abscisse déjà 
rencontrée est nécessairement comparé à un représentant de cette classe, 
dont le champ x_classe réfère directement au représentant canonique. 
Cette technique n'influence en rien l'équilibrage des arbres, et ne de­
mande qu'une place proportionnelle au nombre de nœuds de l'arbre. 
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Figure IV.ll. Arbre binaire en forme de saule. 

Si (@p, np, @xp_classe) est le triplet unique donnant l'adresse du nœud 
d'attache de p, son numéro d'ordre et l'adresse de son x_classe 
canonique dans l'arbre, on peut affirmer, une fois l'arbre constitué et le 
graphe rendu planaire, p et q étant deux points représentés dans l'arbre: 

p = q (::) (@p = @q); 
P ~L q (::) (~ S nq); 

Px= qx <=> (C[!} xp_classe = @ xq_classe). 

Bien évidemment, ces tests sont remarquablement faciles à exécuter, 
mais ne sont possibles que si le graphe a été rendu planaire, puisqu'il 
faut attendre que toutes les intersections aient été découvertes pour 
pouvoir prétendre connaître le numéro d'ordre définitif de chaque nœud 
de l'arbre. 

D'autre part, il est évident que l'on a aussi intérêt à effectuer le même 
genre d'opérations sur les ordonnées des points pour se donner les 
mêmes opportunités dans la direction orthogonale. 

Simulation naturelle de balayage 

Une fois le graphe rendu planaire, l'arbre binaire ordonné permet 
naturellement le parcours lexicographique infixé de tous les points, 
mais le champ x_classe autorise en plus une simulation très simple et 
efficace d'un algorithme de balayage: on a vu que ce champ permet 
naturellement de remplacer une instruction du type 'pour tous les points 
à la verticale du point courant' par 'pour tous les points dont le champ 
x_ classe est égal à ... '. 

Imaginons l'algorithme de balayage a son début: on lance un 
parcours infixé de l'arbre binaire et l'on débute par le point situé le plus 
à gauche lexicographiquement du domaine. Le champ x_ classe fait 
référence à une adresse dans l'arbre, qui est celle du nœud canonique 
de la classe. On sait, d'autre part que le parcours infixé va lister, dans 
l'ordre lexicographique, tous les points dont le champ x_classe fait 
éventuellement référence à la même adresse: tant que tous les repré-
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sentants de la classe d'équivalence du point initial n'auront pas été 
listés, on ne changera pas d'abscisse. Il suffit donc de remonter dans le 
dépilement récursif jusqu'à ce qu'une nouvelle adresse apparaisse dans 
le champ x_classe du point listé, ce qui indiquera le début d'une 
nouvelle classe d'équivalence. 

A 1 'origine, 1 'introduction de la notion de classe d'équivalence est 
venue d'une complication liée à la réticence de l'arithmétique. En fait, 
on s'aperçoit vite qu'au lieu d'être une conséquence fâcheuse, c'est le 
fait qu'on ne pratique pas ce genre de méthode dans le cas d'une 
arithmétique à précision finie qui est pénalisant: au lieu d'effectuer des 
tests sur des réels, on peut se ramener à des tests sur des entiers ou des 
adresses en mémoire! Comme de toute façon le pré-graphe doit être 
transformé en graphe planaire, on ne fait 'qu'enregistrer' les minutes de 
cette opération afm d'en bénéficier de manière très puissante plus tard. 

La bonne marche d'une arithmétique réticente dépend en grande partie 
de la capacité du programmeur à savoir renâcler devant la tâche! Malgré 
tout, on se doute bien que lorsque les décisions doivent être prises, en 
dernier recours, sur la seule foi de 1 'arithmétique exacte, on a en fait été 
forcé d'effectuer deux fois les mêmes séries de calcul: une fois en 
précision finie et une autre en précision arbitraire. 

Cette réflexion amène à penser que l'on peut très bien construire des 
situations dans lesquelles tous les calculs devront être effectués deux 
fois, ce qui laisse présager un certain ralentissement par rapport à la so­
lution exacte pure. Certes, on peut imaginer de tels cas! 

On pourrait aussi envisager des situations où tous les calculs pour­
raient être faits uniquement sur la foi de l'arithmétique à précision finie, 
auquel cas la solution adaptative serait même inutile. Bien sûr ... 

Heureusement, il reste tous les autres cas, où, statistiquement, les 
techniques décrites dans ce chapitre permettent non seulement de tou­
jours garantir une réponse exacte et cohérente, mais en plus avec un 
temps de réponse bien meilleure que celui d'une solution exacte. Aucun 
exemple de données n'a réussi à provoquer un comportement 'hystéri­
que' du module de facétisation de Delaunay. 

Il est vraisemblable que ce n'est pas un hasard: essayons de quan­
tifier de manière grossière la probabilité de provoquer le déclenchement 
de calculs rationnels d!!ns la recherche d'une réponse (oui/non) à la 
question: deux segments 'aléatoires' se coupent-ils? 

Soit un segment s1 de longueur l dans un domaine de largeur 
maximale M. La longueur de ce segment est nécessairement majorée par 
l·{Ï. Soit e le seuil relatif à la primitive considérée. Si s2 est un deuxiè­
me segment, on sait que les calculs devront être menés en rationnel dès 
qu'une des extrémités du second segment est située dans la bande de 
largeur 2e s'étendant sur la restriction du support du segment au 
domaine (Figure IV.12). La 'forme' de cette bande est un parallélo­
gramme, un rectangle, un trapèze, ou un hexagone lorsque le support 
du segment est confondu avec une diagonale du domaine. 
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M 

Figure IV.l2. Bande de largeur 2e autour d'un segment. 

On peut montrer facilement que l'aire maximale de cette bande corres­
pond à une position diagonale du segment, et est égale à 21.5EM. La 
probabilité pour qu'aucun calcul rationnel ne soit effectué est (honnis 
les cas de coïncidence d'extrémités, de probabilité nulle), selon le 
paradigme des puissances du chapitre rn, celle pour qu'aucune puis­
sance ne soit inférieure à epsilon. Ceci revient donc à calculer la 
probabilité pour que les deux extrémités du second segment soient 
toutes deux hors-bande: dans le cas d'une bande exactement rectangu­
laire, la probabilité pour qu'un sommet soit hors de la bande est 
minimale et vaut 

M2-21•5eM e 
:M2 = 1 - 21,5M 

La probabilité recherchée est donc le carré de celle-ci et, en définitive, la 
probabilité pour qu'aucun calcul rationnel ne soit effectué est de l'ordre 
de 

Pr = 1 - [1 - 21,5EfM]2 = 22.5.EfM 

Comme le seuil epsilon trouvé pour l'évaluation d'une puissance est de 
l'ordre de 8M28Q =2-49M2, 

22,s.g.M28o 
Pr = M = 2-46,5M 

Cette formule fait bien sentir le lien serré qui existe entre la taille des 
nombres, le seuil de fiabilité et la précision: si M dépasse 246,5, le seuil 
est tellement important que l'on s'expose forcément à des calculs en 
rationnels. Si l'on prend M dans l'intervalle [0, 240] = [0, 1·1012], la 
probabilité obtenue est au maximum 2-6•5 = 0,01. Les risques statis­
tiques de provoquer des calculs rationnels dans la solution mixte et dans 
le cas de deux segments 'pris au hasard' sont faibles, de l'ordre de 1%, 
bien que non négligeables. 

Il est malheureusement beaucoup plus délicat de quantifier cette 
probabilité dans le cas de pré-graphes issus de situations non aléatoires: 
il est très fréquent de vouloir placer une extrémité de segment contre un 
autre ou de faire mourir une arête très près à l'intérieur d'une face, 
sachant que celle-ci viendra effacer la partie destinée à disparaître ... 
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Comment doit être écrite une primitive mixte et réticente? Elle doit être 
dotée d'un pouvoir de décision total quant aux modifications éventuel­
les des structures de données qui lui passent 'entre les mains': après 
avoir essayé par tous les moyens imaginables d'obtenir gain de cause 
avec la seule aide des structures majeures (arbres, graphe, hiérar­
chies ... ), puis avec celle de l'arithmétique à précision fmie, elle se doit 
de limiter les calculs rationnels au strict minimum en remplissant les 
champs rationnels une seu1e fois, et seulement quand cela est inévitable, 
et en ne dupliquant jamais des calculs dont on peut prévoir qu'ils se 
répéteront: par exemple, une arête doit souvent être représentée sous 
forme de deux arcs 'jumeaux', de champs identiques, mais de sens 
contraire; un de ces arcs doit être considéré comme original et contenir 
des originaux des enregistrements rationnels (mais aussi pseudo-réels), 
tandis que 1' autre est explicitement déclaré comme une copie du pre­
mier, ne contenant aucun champ propre (sauf un pointeur différent de 
NIL sur 1' original): tout calcu1 relatif à ce dernier doit faire explicitement 
intervenir les champs du premier; si des calculs relatifs au second arc 
nécessitent 1 'évaluation de champs rati,gnnS(l~, ce sont ceux de 1 'original 
qui seront remplis. 

Ceci exige également que les routines de libération des objets com­
plexes doivent être aussi spécialisées et reconnaître les copies afm de ne 
libérer un objet que lorsqu'on est sûr que c'est un orignal et que la 
copie n'est plus en service. 

En dernier lieu, on peut aussi remarquer que l'on obtiendra une sou­
plesse totale si l'on fait calcu1er les seuils relatifs aux primitives une fois 
que les données sont lues: ceci permet effectivement de serrer au mieux 
les valeurs seuils et donc de limiter au maximum, pour chaque cas de 
figure, le nombre d'accès à la bibliothèque exacte. 

Toutes les techniques décrites dans ce chapitre ont été conçues dans le 
cadre d'une application bi-dimensionnelle. Malgré tout, rien n'empêche 
de penser qu'elles pourraient être utilisées dans un espace à trois dimen­
sions ou plus. Il est certain que les problèmes topologiques liés à 
l'application de seuils sont plus encombrants et délicats en trois qu'en 
deux dimensions, mais, fondamentalement, le principe de primitives 
seuillées peut se transposer indépendamment de la dimension de 1 'espa­
ce de travail. Certains travaux sont en cours à l'E.N.S.M.S.E. qui 
porteront en partie sur la généralisation de ces problèmes à un espace à 
trois dimensions, dans le cadre d'une arithmétique exacte. 
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ANNEXE 

Afin de donner une idée de 1' ordre de grandeur des seuils dans 
différents contextes, la table de cette annexe donne les valeurs de seuil 
pour trois tests couramment pratiqués dans une application de géométrie 
algorithmique. 

Ces tests sont effectués dans les mêmes conditions sur chaque 
colonne. Les données sont supposées appartenir à l'intervalle [0, M], et 
M prend les différentes valeurs indiquées sur la première ligne de la 
table. On considère à chaque fois que 1 'unité principale est le millimètre. 

Le premier test concerne la comparaison de la somme de deux réels à 
un troisième (a+b ~ c). La formule du seuil de fiabilité de ce test est 

8oM(28o+3) 

Le deuxième test compare la puissance d'un point M par rapport à une 
droite à zéro. Le seuil de fiabilité se calcule ici par la formule 

28oM2( 4+68()+48()2+803) 

Le troisième test permet de déterminer si trois points coplanaires A, B et 
C sont alignés ou non. Le seuil correspondant est donné par 

38oM2( 4+68Q+48o2+8o3). 

On rappelle que 8o est égal à 21-P. On considère dans cette table que les 
pseudo-réels sont codés sur 64 bits, dont p=53 sont réservés à la 
mantisse. 

lkm 5km 8km lOkm : lOO km 
... §.,QÇ_P.~.~.w .. }t~â9.7J~::Q9.! .... ~~n2.lE.-:Q9.L.§.t-9:Ç.Pg:Q2.L..2 ... §§.1~ê::9.~ 
0 00133227 0 03330669 ~ 0,08526513 ~ 0 13322676 ~ 13,3226763 
0,00266454 0,06661338! 0,17053026l 0,26645353 ~ 26,6453526 

Table de valeurs de seuils de fiabilité pour des données allant jusqu'à 100 km. 

On constate aisément, en comparant les valeurs de seuils dans la table, 
que jusqu'à 10 km, il est possible de choisir un seuil global (par 
exemple 0.5) pour les trois tests choisis, mais que pour une dynamique 
lmm H 100 km= 1008 mm et plus, on a intérêt à utiliser un seuil 
spécifique pour chaque type d'opération. 

-~-
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V ( onrRA!nTt5, DEPEnDAnCES, 11ERARCHIE5 ET PRIORITES DAns un GRAPHE 

Maintenant que les problèmes liés à l'imprécision ont été 
bien cernés, il est possible de se concentrer sur des phéno­
mènes relatifs à la cohérence et à 1 'interdépendance des 
éléments du graphe en construction. 

Dans le chapitre précédent, une rsgp (représentation par 
segments d'un graphe planaire) a été dotée de primitives qui 
permettent la manipulation systématique de ses 
constituants. Le chapitre présent s'intéresse spécifiquement 
à des opérations plus fines sur une telle structure, à savoir 
celles qui permettent de hiérarchiser ses éléments 
(sommets, arêtes, faces) suivant des lois fixées et 
permettant de lever toute incohérence topologique qui 
découlerait d'un ensemble quelconque de données. 

Par exemple, les projections de deux faces initiales peuvent 
recouvrir une même portion de plan: d'un point de vue 
ensembliste, ceci ne pose aucun problème. D'un point de 
vue topologique, ceci n'est pas acceptable car la planarité 
du graphe impose nécessairement que tout point du plan 
appartienne à une face unique du graphe. 

Il est donc de première importance de pouvoir définir un 
ensemble de règles élémentaires qui permettent de transfor­
mer tout pré-graphe, aussi 'arbitraire' soit-il, en un graphe 
planaire unique cohérent. 

Ce chapitre est divisé en trois sections. La première étudie 
la 'mise en planarité' du pré-graphe par la résolution des 
conflits d'arêtes et la gestion de dépendances à caractère 
numérique. La seconde présente l'opération consistant à 
paver la section rectangulaire dans lequel le graphe est 
plongé, par des faces organisées en hiérarchie et la section 
finale traite des phénomènes de dépendance sémantique 
entre les objets considérés dans le pré-graphe. 
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V.A. LE POINT DE VUE DES ARETES 

V.A.J Définitions 

Les définitions relatives aux graphes qui vont être données ici peuvent 
se retrouver dans [BER 58]. Soient S un ensemble et A un sous­
ensemble deS *S . Un graphe est constitué par la donnée de la paire 
(S , A). Chaque élément de S est appelé un sommet (ou nœud) et 
chaque élément de A une arête. La paire de sommets d'une arête 
constitue ses extrémités. Si une arête admet le sommet s comme 
extrémité, on dit que l'arête est incidente en s. Le degré d'un sommet 
est le nombre d'arêtes incidentes en ce sommet. Un sommet est dit isolé 
s'il a un degré nul. Si A = S *S le graphe est dit complet. 

Le graphe est orienté si, pour toute arête a, la paire de ses extrémités 
est un couple ordonné Csorigine• srm). Les arêtes d'un graphe orienté 
portent le nom d'arcs . Une arête d'un graphe non orienté est en fait 
assimilable à deux arcs du même graphe orienté. 

Soient s et t deux sommets d'un graphe; s'il existe une suite 
y={so=s, s1, s2, ... , sk=t} de sommets du graphe tels que {si, Si+d est 
une arête du graphe pour 0:5ig-1, alors y est une chaîne reliant s et t. 
Si le graphe est orienté, on remplace arête par arc dans la définition 
précédente, et l'on obtient celle d'un chemin entres et t. Une chaîne ou 
un chemin est simple si tous ses sommets, sauf éventuellement le 
premier et le dernier, sont distincts. Dans le cas où leur premier et leur 
dernier sommets sont identiques, une chaîne est appelée un cycle et un 
chemin un circuit. Un graphe est dit connexe si, quel que soit le couple 
de sommets (s, t), il existe une chaîne entres et t. 

Soient G = (S , A) un graphe, S un ensemble de points du plan 
euclidien Pet b une bijection deS vers S . Si, quelle que soit 1 'arête 
a=(s, t) de A, il existe un élément unique Ç de l'ensemble G de courbes 
simples du plan, paramétrées dans [0, 1], telle Ç(O)=b(s) et Ç(l)=b(t), 
on dit qu'il existe une représentation topologique plane Grtp du graphe 
G (figure V.l), constituée par la donnée du couple (S, G). 

s ={0,1,2,3,4,5,6) 

A = {(0, 2), ( 3, 4), (1,5)) 

.~5 
"ï p p 4 

6 1 p 

Figure V.l. Représentation topologique plane d'un graphe. 

Si deux courbes simples quelconques de Grtp ne se coupent, dans le 
pire des cas, qu'en leurs extrémités, on dit que le graphe admet une 
représentation planaire Gp. 
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On dit souvent aussi que le graphe est planaire, et, dans ce cas, on 
confond le graphe et sa représentation topologique plane Gp. Les 
composantes connexes de P-Gp constituent les faces de Gp. Si la 
représentation plane du graphe planaire connexe G comporte cr som­
mets, a arêtes et <1> faces, le mathématicien Euler a démontré que: 

cr-a+<j>=2 

Si, enfin, les courbes simples peuvent être remplacées par un ensemble 
A de segments de droites fermés du plan P, (S, A) constitue ce qu'il 
est convenu d'appeler la représentation par segments d'un graphe 
planaire (rsgp). 

Hormis la face infmie, les faces d'une rsgp sont donc des polygones 
bornés du plan, ses arêtes sont des segments fermés et ses sommets, 
des points de P. 

Transformation d•un pré-graphe en rsgp 

D'après ce qui a été dit dans la section B du chapitre précédent, un pré­
graphe est un ensemble de points, de segments et de polygones de P 
dont rien ne permet de dire qu'il constitue une rsgp. 

Le module d'intersection fait le premier pas dans la transformation 
du pré-graphe en rsgp. Pour permettre de reconstituer la représentation 
planaire il est nécessaire que deux segments quelconques du pré-graphe 
transformé ne puisse couper un autre segment qu'en une extrémité, 
éventuellement. De même, un sommet du pré-graphe ne peut être inclus 
dans un segment ouvert de la rsgp fmale. 

On doit donc organiser l'intersection de deux types d'objets: seg­
ments contre segments et points contre segments: 1 'intersection point 
contre point n'a pas vraiment de sens. Comme un sommet isolé est un 
segment dont les extrémités sont confondues, il est simple d'unifier 
cette opération. 

[CIE 88] propose un algorithme de complexité O(nlogn + k) optima­
le, où n est le nombre de segments dont on cherche l'intersection et k, 
le nombre d'intersection de ces segments, peut être d'ordre O(n2). 

Le principe fondamental qui gouverne l'algorithme de Chaze lie et 
Edelsbrunner est une mise à jour optimale d'une structure de données 
(web) matérialisant l'écheveau de segments: chaque segment inséré 
dans cette structure donne lieu à un parcours de régions convexes parmi 
celles définies par l'ensemble des segments présents; si le nouveau 
segment intersecte des segments déjà insérés, les points d'intersection 
sont trouvés et la structure est remise à jour selon un mécanisme dont le 
coût amorti est optimal. 

Cette structure représente, à tout moment, la topologie induite par les 
segments déjà insérés. Schématiquement, elle ne donne pas l'ordre total 
sur tous les segments, mais permet de diminuer les coûts en ne 
cherchant qu'à remodeler le plus localement possible la topologie 
globale après l'arrivée d'un nouveau segment. L'article cité en référence 
a permis de confirmer une conjecture très longtemps ouverte. 
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Pour des raisons chronologiques , 1 'application développée n'a pu 
bénéficier de cette 'chute' de borne inférieure, et c'est l'algorithme de 
Bentley-Ottman [B/OT 79], de complexité sub-optimale O((n+k)logn) 
qui a servi de support logistique à ce travail. Cet algorithme est décrit en 
détail dans [PIS 85] et [KM3 84] et certaines de ses caractéristiques 
sont présentées dans le chapitre III de cette thèse. 

Un des points essentiels de l'algorithme de Bentley-Ottman est qu'il 
procède par un balayage du plan fondé sur l'ordre lexicographique des 
arêtes. Ce qui rend cette méthode non-optimale est que l'on doit 
'casser' chaque segment nouvellement introduit et tous les segments 
qu'il rencontre en autant de sous-segments: si l'on ne garde pas trace 
explicitement de toutes les arêtes et sous-arêtes créées dans le processus 
d'intersection, la formule d'Euler, reliant le nombre de faces, d'arêtes et 
de sommets, n'est plus respectée. Schématiquement, un tel oubli peut 
être approché par 1 'idée que, pour chaque segment, on ne garderait trace 
que d'un nombre constant de points d'intersections découverts (par 
exemple, pour un segment donné, celles qui ont provoqué les deux 
valeurs extrêmes du paramètre modélisant J.l). Dans ce genre de 
situation, on serait assez facilement en mesure de caractériser certains 
parmi les sommets de la face externe du graphe obtenu, comme le 
montre la figure V.2. 

Figure V .2. Il est nécessaire de découper les segments intersectés. 

A chaque insertion d'un nouveau segment, l'invariant présuppose que 
tous les autres segments forment un graphe planaire et son introduction 
prolonge cette propriété en localisant, à la verticale de la droite (ou 
barre) de balayage, les deux segments qui encadrent le segment inséré 
dans l'ordre vertical: s'il intersecte l'un ou l'autre de ses voisins, le 
graphe courant est de nouveau rendu planaire en construisant autant de 
sous-arêtes (et donc implicitement de faces) qu'il est nécessaire pour 
que la formule d'Euler soit valide. Un argument identique peut être tenu 
pour le cas d'une suppression de segment, lorsque la droite de balayage 
parvient à la verticale de son extrémité fmale. 

Pour ce qui est de la complexité, chaque intersection découverte 
provoque 1 'apparition d'un des k points de génération supérieure à zéro 
du graphe planaire en construction. Ce point, événement imprévisible 
initialement, est inséré dans la structure de file d'attente des événements 
jusqu 'ici prévus. 
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La taille de cette file est, en fait, proportionnelle à n+k et les opéra­
tions d'insertion ont une complexité de O(log(n+k)) dans le pire des 
cas. La complexité globale de l'algorithme est donc O((n+k)log(n+k)), 
soit O(n+k)logn), puisque k est lui-même en O(n2). 

Malgré tout, on peut arguer à juste titre du fait que, dans la réalité 
des cas normaux (dans laquelle s'inscrit assez naturellement la repré­
sentation de cartes géographiques), le pire des cas, bien que possible et 
à ne jamais exclure, n'est pas le plus fréquent. Il n'est jamais 
négligeable de pouvoir obtenir un algorithme dont la complexité est 
fonction de celle des données en sortie: c'est exactement le cas des deux 
algorithmes cités ici, avec une supériorité évidente pour le premier. 

Mais il n'est pas non plus négligeable, lorsque la complexité de 
sortie a de grandes chances d'être 'raisonnablement faible', d'être enco­
re plus explicite sur la relation entre les deux complexités: il serait 
souhaitable ici, de disposer d'un autre algorithme, bien sûr non optimal 
dans le pire des cas, mais dont la complexité serait faiblement optimale 
lorsque k est petit. Par exemple, une complexité de O(nlogn + klogk), 
qui se ramène à la complexité de l'algorithme de Bentley-Ottman dans le 
pire des cas, est bien préférable à cette dernière lorsque k est petit. 

Les segments verticaux posent des problèmes, même dans le cas de 
l'algorithme de Bentley-Ottman original. Pour simplifier l'étude, il est 
pratique de considérer que la direction de balayage choisie est telle que 
l'on ne trouve pas de segments exactement verticaux et que les 
abscisses de tous les segments sont distinctes. Ces restrictions ne sont 
liées qu'à des impératifs d'analyse de complexité et il suffit de prolon­
ger les techniques décrites dans les cas non-dégénérés pour trouver une 
solution valide dans tous les cas. 

Il est possible d'affirmer que la structure de balayage ne contient 
jamais plus de n segments: schématiquement, 1' abscisse du point 
d'intersection de deux segments quelconques constitue un pivot avant 
lequel les deux segments étaient représentés par deux demi-segments et 
après lequel ils sont représentés par deux nouveaux demi-segments: ces 
quatre demi-segments sont les quatre segments de nouvelle génération 
provoqués par l'intersection des deux segments originaux. S'il est vrai 
que le nombre total de segments obtenus, en fin du processus de 
balayage, est de l'ordre de n+k, la structure de balayage ne fait 
qu'entériner k remplacements de deux demi-segments par deux autres! 

Imaginons la très simple variante de 1' algorithme de Bentley-Ottman 
dans laquelle on dispose de trois structures: la première, B, est un arbre 
équilibré qui matérialise la droite de balayage, ne contient que des repré­
sentants éventuellement modifiés des n segments originaux et dont on 
verra que la gestion totale (insertions, suppressions, localisations et 
inversions) est en O(nlogn). La deuxième structure, Ep, est une liste 
chaînée matérialisant la file d'attente des événements prévus (les 
extrémités des n segments initiaux, dont le nombre est, au plus, 2n ), 
dont la construction nécessite O(nlogn) étapes, mais dont la seule 
utilisation sera une lecture linéaire. La dernière structure, Eh est une file 
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de· priorité représentée par un arbre équilibré qui contient tous les 
événements imprévus. Sa gestion globale sera de l'ordre de O(klogk). 

Dans un premier temps, on constate que ce que l'on tente de faire est 
de marginaliser les événements imprévus, de façon à pouvoir modéliser 
plus naturellement une situation dans laquelle il y en a peu, voire, à la 
limite, aucun. Le point important est qu'il faut profiter de l'information 
contenue dans la découverte d'une intersection. 

Dans l'algorithme traditionnel de Bentley-Ottman, on découvre une 
intersection lorsque deux segments, disons s et t, deviennent adjacents 
et se coupent. Si la structure Ei est bien conçue, elle doit non seulement 
contenir l'abscisse xs,t de cette intersection, mais en plus les adresses 
des deux segments dans la barre de balayage: comme les segments ne 
sont supprimés que lorsque l'on parvient à leur extrémité finale, quand 
on arrivera à la verticale de l'abscisse xs,t il sera possible en 0(1) d'aller 
inverser les positions des représentants de s et t dans la barre de 
balayage: à ·ce stade, rien n'est changé (pente, adresse ... ) les concer­
nant, si ce n'est leurs positions relatives dans la barre, sachant qu'ils 
ont leur point d'intersection en commun. 

Si l'événementxs,t ne provoque qu'une seule inversion de ce type, il 
suffit d'examiner le voisin directement au-dessus du segment supérieur 
et le nouveau segment directement en-dessous du segment inférieur. 
Ces tests occasionnent la découverte éventuelle de deux nouvelles 
intersections et le processus peut continuer comme précédemment. 

Si, au contraire, l'abscisse xs,t s'accompagne de plusieurs événe­
ments imprévus (i.e. on a découvert à la verticale de cette abscisse 
plusieurs intersections de segments), on adopte la même technique pour 
chaque événement successif à la même abscisse: comme ceux-ci arri­
vent dans 1' ordre lexicographique, la dernière inversion donne 1' ordre 
vertical exact final; certains segments seront testés deux fois mais aucu­
ne intersection qui serait détectable à cette abscisse ne peut être oubliée. 

Le processus d'inversion demande un temps constant si l'on a pris la 
précaution de munir la structure d'arbre équilibré d'un double chaînage 
supplémentaire, matérialisant la liste doublement chaînée de voisinage 
vertical. Cette liste ne sert qu'à permettre les inversions et n'est jamais 
utilisée pour les insertions et les suppressions dans Ep. 

Algorithme de Bentley-Ottman amélioré 

Pour formaliser un peu cet algorithme, donnons quelques informations 
sur les structures de données qu'il nécessite. Chaque arête est une 
structure munie d'un champ origine et d'un champ fin, qui sont des 
pointeurs sur des nœuds de l'arbre des points du domaine, décrit dans 
le chapitre précédent. On doit disposer d'un champ supplémentaire 
b _ elt qui indiquera 1 'élément de la barre de balayage matérialisant cette 
arête: lorsqu'une arête est insérée dans la barre, l'adresse de l'élément 
dans lequel elle est placée est inscrite dans ce champ; lorsque cette arête 
doit être supprimée, le champ donne directement la position de 
l'élément de barre qui la contient. Ceci permet des opérations de locali­
sation et d'échange en temps constant dans la barre de balayage. 
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La structure de balayage est un arbre binaire équilibré dans lequel 
tout nœud peut fournir son prédécesseur et son successeur dans 1' ordre 
vertical, à l'aide des champs b_sous et b_sur. L'insertion d'un nouvel 
élément et la suppression d'un élément déjà présent dans la barre de 
balayage se font en O(logn), sin est le nombre de segments considérés. 

La recherche de l'élément précédant ou suivant un élément d'adresse 
connue dans la barre se fait en 0(1), grâce aux champs définis 
précédemment. Lors de l'insertion d'un nouvel élément, on utilise les 
champs fils_g etfils_d pour se déplacer en profondeur dans 1 'arbre 
jusqu'à atteindre la bonne position. Cette opération, jointe au ré­
équilibrage dynamique, est la seule qui s'accompagne d'une complexité 
logarithmique. 

La mise à jour des champs b _sous et b _sur est alors immédiate par la 
connaissance des mêmes champs pour les deux voisins supérieur et 
inférieur découverts au nouvel élément lors de l'insertion, avant ré­
équilibrage. Dans la formalisation de 1' algorithme proposée, 1 'opération 
Insertion_Barre retourne l'adresse@ de l'élément représentant l'arête 
dans la barre et celles, sup et sub, des deux arêtes (éventuellement 
inexistantes) représentées par les voisins immédiats de cet élément sur 
la barre. 

La structure de données représentant un événement prévisible ( extré­
mité d'un segment original) est composée d'un drapeau booléen, 
extrémité, de valeur origine oufin, indiquant le type d'extrémité. On a 
aussi besoin d'un second champ, arête, qui est un pointeur sur l'arête 
correspondante. Le drapeau booléen est simplement mis à jour lors de 
la construction de la structure Ep. 

La structure de données représentant les événements imprévisibles 
(consécutifs à une intersection normale) est constitué d'un champ pt qui 
est un pointeur sur le nœud de l'arbre binaire des points, matérialisant 
l'intersection correspondante. On trouve aussi deux pointeurs, bas et 
haut, sur les arêtes dont les représentants sur la droite de balayage 
devront être inversés, le moment venu. 

A ce stade, on rappelle que la structure relative à une arête permet de 
connaître la position de l'élément qui matérialise celle-ci dans la droite 
de balayage. 

A chaque itération, on doit trouver quel est le prochain événement à 
traiter: si évtp est l'élément courant de la liste des événements 
prévisibles non traités et évti est le premier élément de la file de priorité 
des événements imprévisibles restants, la primitive premier(évtp, évtï) 
est chargée de retourner celui, parmi ces deux événements qui est le 
plus à gauche lexicographiquement, ainsi que le type d'événement 
(prévisible ou imprévisible), le pointeur sur l'arête concernée dans le 
cas prévisible ou les deux pointeurs sur arêtes dans le cas imprévisible. 
Dans l'algorithme présenté ci-contre, la variable événement capture 
formellement toutes les informations retournées par cette dernière 
primitive. 
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L'algorithme de Bentley-Ottman amélioré peut donc se traduire de la 
manière suivante: 

Construire la structure Ep; 
ep ~ premier élément de la liste des événements Ep; 
ei ~ l'élément de plus haute priorité de la file de priorité Ei; 
tant que (ep "#NIL" ei "#NIL) 

événement~ premier(ep, ei); 
si (événement.type = prévisible) 

si (événement.extrémité .. origine) 
arête ~ événement.arête; 
(@, sup, sub) ~ lnsertion_Barre(arête ); 
si ((pt~ sup,.., arête)"# 0) 

lnsérer_Ei(pt, arête, sup); 
si ((pt~ sub,.., arête)"# 0) 

lnsérer_Ei(pt, sub, arête);· 
sinon ;suppression d'une arête; 

Supprimer(arête.barre) dans la barre; 
sup, sub ~ voisins directs de l'élément supprimé; 
si ((pt ~ sup,.., sub) "# 0) 

lnsérer_Ei(pt, sub, sup); 
ep ~ suivant_Ep(ep); 

sinon ;événement prévisible; 
haut ~ événement.haut; 
bas ~ événement.bas; 
lnverser(bas.barre, haut.barre) dans la barre; ;haut est sous bas; 
sup ~ nouveau voisin au-dessus de bas; 
sub ~ nouveau voisin en-dessous de haut; 

si ((pt~ sup,.., bas) "# 0) 
lnsérer_Ei(pt, bas,sup); 

si ((pt~ sub,.., haut)"# 0) 
lnsérer_Ei(pt, haut, sub); 

supprimer_Ei(ei ); 
e1 ~ l'élément de plus haute priorité de la file de priorité Ei; 

Algorithme V-1: Algorithme de Bentley-Ottman amélioré. 

Afin d'illustrer le fonctionnement de cet algorithme, prenons l'exemple 
de cinq segments [A,J], [B,G], [C,E], [D,I] et [F,H] (figure V.3), 
dont les extrémités sont dans le même ordre lexicographique relatif que 
les lettres qui les matérialisent. Cet exemple regroupe un certain nombre 
de situations typiques de l'algorithme original. 

Sur la figure, les segments verticaux en pointillés symbolisent les 
événements prévisibles et ceux en continu indiquent les événements de 
type imprévisible. Les numéros 1, 2, ... ,5 n'indiquent pas l'ordre dans 
lequel ces événements sont découverts, mais celui dans lequel ils se 
succèdent sur l'axe horizontal des événements. 

Dans la suite, (x) symbolisera l'événement imprévisible de numéro 

x, et inv(x) l'inversion dictée par l'événement x: si (x) est de type~. 
les segments [U,V] et [Y,Z] doivent être inversés dans la structure de 
balayage lorsque inv(x) est rencontré. ins[V,V], sup[V,V] symbolisent 
l'insertion et la suppression du segment [A,B] de la barre de balayage 
dont les éléments seront listés du plus bas vers le plus haut. On rappelle 
que lorsqu'un élément de la droite de balayage est inséré ou changé de 
place, on doit systématiquement le tester avec ses voisins immédiate­
ment au-dessus et en-dessous (s'ils existent) pour vérifier si une 
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intersection est possible. De même, lorsqu 'un élément est supprimé, on 
confronte au test ses deux éléments immédiatement voisins, s'ils exis­
tent. Le symbole versus exprime ces considérations dans ce qui suit. 

lnsiAJl Al 

lns[B,Gl BG [B,Gl versus IA.Jl • 0; Al 

BG AJ 
lnsiC.El Al IAJl versus [C,El • Ill· CE· 

CE 

Al BG 
invll) CE CE [B,Gl versus [C,El • 0. 

Al 

Dt 

lns!D,II BG [0.11 versus [B,Gl • 0. CE 
Al 

Dt 
sup[C,El BG IB,Gl versus !A.Jl • 0. 

Al 

FH 

lns[F .Hl Dt FH BG; IF .Hl versus [0,11 • (2} Dt . 
Al 

Dt 
. FH 
tnv(2J Dl 

FH FH 
BG; IF,Hl versus IB.Gl • (31 BG· 
Al 

Dt 
FH BG FH 

lnvl31 BG FH [0,11 versus [B,Gl • 0, [F,Hl versus IAJl • (41 Al 
Al 

Dt 
FH BG IB,Gl versus IA.Jl • 0. lnvl41 Al Al 

FH 

Dt Dl sup[B,Gl Al [0,11 versus IA.Jl • (51 Al 
FH 

sup[F,Hl Dt pas de test à faire. Al 

lnvl51 ~ Al pas de test à faire. Dt 

sup[D,II Al pas de test à faire. 

sup(AJI Fln 



Le point de vue des arêtes 129 

J 

A 

:c 
. . 

••••••~1u••~•·••.'oooo .. oo oooooo ,,:,,_.,,.:,Joo••••~•• ,,, , ,., •••• ••••••• -•~-~••• •• •••• ........... -!0>-

1 2 3 4 5 

Figure V.3. Segments pour l'algoriilime amélioré de Bentley-Ottman. 

En ce qui concerne la complexité de 1 'algorithme, on commence par un 
tri et la construction de la liste linéaire des événements prévisibles Ep, 
qui s'accompagnent d'une complexité de O(nlogn). Le nombre d'itéra­
tions de la boucle tant que est 2n+k. On passe ainsi 2n fois exactement 
dans la section prévisible et k fois dans la section imprévisible. Le coût 
global relatif à la section prévisible est O(nlogn) puisque chaque 
opération a au maximum un coût logarithmique. Chaque inversion 
s'exécute en temps constant, grâce au choix de structures de données. 
La gestion de la file de priorité des événements imprévisibles s'accom­
pagne donc d'un coût de 0 (klogk). La complexité ' globale de 
l'algorithme V.i est O(nlogn+klogk). 

Jl!Iise à jour des segments 

Dans l'algorithme original de Bentley-Ottman, le passage de la droite de 
balayage à la verticale d'un événement 'intersection' provoque la sup­
pression de deux arêtes périmées (d'extrémité coïncidant avec le point 
d'intersection) et l'insertion de deux nouvelles arêtes (d'origine 
coïncidant avec le point d'intersection). La technique suggérée par 
l'algorithme V.i. élimine ces actions de l'algorithme original. 

On ne semble jamais subdiviser les segments originaux en sous­
segments dont les extrémités sont des points de génération strictement 
supérieure à zéro, ce qui serait ennuyeux dans une situation pratique, 
car on s'attend à ce que les segments sortant du module d'intersection 
reflètent les intersections détectées. Ce problème n'est qu'apparent: 
quand une intersection normale est détectée entre les segments collrants 
s et t, un sommet de génération non nulle est créé et il suffit, au moment 
où la barre de balayage parvient à la hauteur de l'événement correspon­
dant de créer deux arêtes de toutes pièces: pour chacune l'origine sera 
donnée par l'origine courante de l'arêtes out et l'extrémité est égale au 
point d'intersection; de plus, les segments inversés (dont les adresses 
sont celles des segments initiaux qui, eux, restent jusqu'au bout sur la 
droite de balayage) se voient attribuer comme origine le point d'inter­
section. Quand un segment est supprimé de la droite de balayage, il a 
comme origine le dernier point d'intersection qu'il a engendré et comme 
extrémité fmale, celle du segment initial dont il provient. 
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Répétitions 

Non seulement l'algorithme de Chazelle et Edelsbrunner est-il supérieur 
à celui de Bentley-Ottman du point de vue de la complexité, mais encore 
possède-t-il un atout supplémentaire: chaque segment n'est introduit 
qu'une seule fois et, par construction, ne peut être confronté à un autre 
segment quelconque qu'une seule fois: on ne peut manquer de remar­
quer que la méthode de Bentley-Ottman comporte intrinsèquement le 
risque de tester plusieurs fois l'intersection de deux mêmes segments. 
Pour s'en convaincre aisément, il suffit de considérer l'exemple simple 
de la figure V.4. 

L'intersection des deux segments horizontaux est testée un première 
fois au départ, mais aussi à chaque fois qu'un des segments obi iques 
est supprimé de la barre de balayage. Ceci est encore une fois très 
ennuyeux dans une solution utilisant une arithmétique mixte ou exacte, 
car si le test d'intersection de deux segments fait intervenir une fois 
l'arithmétique exacte, il la fait intervenir, en fait, autant de fois que le 
test est sollicité! La situation devient inacceptable lorsque les deux seg­
ments persécutés se coupent effectivement ... 

Ce défaut connu n'a jamais été éliminé, à ma connaissance, sauf par 
la gestion assez lourde d'un arbre équilibré des couples de segments 
testés. On peut néanmoins résoudre ce problème d'une manière assez 
simple, à l'aide de structures annexes dont la gestion s'accompagnera 
d'un temps amorti constant et d'une taille proportionnelle au nombre de 
tests entre segments effectués. 

Convenons de quelques notations qui vont permettre d'aiiéger les 
explications. L'élément de la droite de balayage correspondant au seg­
ments sera notés_. Cet élément s'accompagnera d'une liste linéaire 
ordonnée (appelée liste de tests), constituée de pointeurs sur des 
segments, et qui sera notée l(s.). Ainsi, I(s.): a,b,c signifie "la liste de la 
droite de balayage correspondant au segment s est composée des 
références aux arêtes a, b c, dans cet ordre". 'l(s.):' désigne une liste 
vide. Le chaînage de ces listes va dans les deux sens. 

Chaque élément de la barre de balayage se voit attribuer une telle liste 
au cours du processus décrit dans l'algorithme V.i qui sert de toile de 
fond aux explications. On note v.s. (resp. v.i.) le voisin immédiatement 
au-dessus (resp. en-dessous) d'un élément de la barre de la balayage. 

Partons d'une barre vide dans laquelle vont être insérés les quatre 
segments de la figure V.5. Ces segments sont numérotés suivant 
l'ordre lexicographique dans lequel ils seront insérés, et les lettres le 
long de l'axe horizontal désignent les événements rencontrés dans 
l'algorithme de balayage: {a,b,c,d,g,h,iJ} pour les événements 
prévisibles et { ef} pour les événements imprévisibles. On va suivre le 
déroulement des événements en apportant quelques modifications à 
l'algorithme V.i, qui seront d'abord introduites 'en situation', puis 
justifiées dans un deuxième temps. Dans ce qui suit, on ne considère 
que la relation 'test le v.s. de s' puisque la relation opposée 's est le 
v.i. de t' s'obtient trivialement. Chaque itération de l'algorithme de 
Bentley-Ottman donne lieu à des relations de ce genre. 
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Figure V.4. Cas pathologique pour le test de deux segments. 
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Figure V.S. Limitation du nombre de tests d'intersection. 

a insertion de 1, comme 1 n'a pas de v.s. , la liste correspondante est Ul:. 
b insertion de 2, 2 =v.s(1), ceci donne les deux listes: 

~2.): 
UJ:2 

c insertion de 3, comme 2=v.s.(3), cette référence est placée dans sa liste, 
mais 3 devient le nouveau v.s. de 1: on ajoute en tête de liste la référence 
correspondante, sans supprimer la référence à 2, déjà présente. 

~2.): 
~~): 2 
UJ: 3,2 

La procédure d'intersection signale que 2 et 3 se coupent en n1 et cette 
information est consignée, en plus de celles nécessaires à l'exécution de 
l'algorithme V.i, sous la forme sibylline suivante: 1, le v.i. de 3, étant le seul 
témoinlpossible de cette intersection contient éventuellement une réfé­
rence à 2: si c'est le cas, 2 doit se trouver cité en deuxième position de Ul. 
car 3 est en ce moment le v.i. de 2. Il est facile de vérifier que ceci est vrai, 
dans /(1). Ainsi, on garde, dans la structure relative à l'événement marqué e 
sur le graphique, l'adresse de l'élément 2 de la liste U). 

d insertion de 4, mise à jour des listes faciles car pas d'intersection 
~2.): 
~~:2 
/~): 3 
~1): 4,3,2 

e croisement de 2 et 3. Outre celles concernant directement l'algorithme V.i, 
les informations stockées avec n1 indiquent que l'élément 2 de la liste /(1) 
doit être inversé avec son voisin de gauche: ceci est effectué en temps 
constant grâce au double chaînage; la liste devient U): 4,2,3. 
L'algorithme V.i provoque l'inversion des deux éléments de barre 2 et 3, ce 
qui veut dire que l'harmonie qui régnait dans la série de listes précédentes 
risque de souffrir quelque peu! Mals, si 2 passe en dessous de 3. 3 perd 
son premier élément de liste (référence ancienne à 2 qui était son v.s.) et 2 
reçoit en échange 3 comme tête de liste: ceci entérine le fait que l'on sait 
déjà que 2 et 3 ont été trouvés adjacents puisque sécants. Dans un premier 
temps, on trouve naturellement les nouvelles listes suivantes: 

~~): /(2.): 3 K~): 3 Ul: 4,2,3 

1 Dans toutes ces explications, témoin signifiera 'témoin voisin inférieur'. 
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L'algorithme V.i impose la comparaison de 2 et de son nouveau voisin 
inférieur, 4: avant d'entériner l'intersection trouvée, remarquons que cette 
comparaison coïncide avec l'insertion en tête de liste de 4 d'une référence à 
2: ceci est l'écho du processus correspondant dans l'algorithme V.i, qui 
s'éclaire maintenant sous un jour nouveau; cette action a pour principale 
conséquence de conserver un invariant primordial, que nous appelerons 
'invariant de première référence': toute liste, sauf la plus haute, débute par 
une référence directe au v.s. local! 
Les nouvelles listes complètes sont donc: 

/(â): 
~2.): 3 
/(4): 2,3 
UJ:4,2,3 

L'invariant de première référence est satisfait partout. 
Revenons sur l'intersection n2 constatée entre 2 et 4: le v.i. de 4 (le plus 
'bas' des deux segments sécants) est encore une fois le seul témoin pos­
sible de cette dernière. Ici encore, s'li a été adjacent à un moment 
quelconque à 2, une référence à ce segment doit se trouver dans la liste de 
4, immédiatement après celle à 3, son actuel v.s.: c'est encore vrai ici. 
Sinon, aucune action ne devrait être prise. Encore une fois, on garde avec 
n2 dans l'événement noté f, l'adresse de l'élément 2 de ~4). 
croisement de 2 et 4: on doit inverser ces deux segments dans la barre mais 
aussi, comme il a été consigné dans la structure relative à l'événement f, on 
doit inverser l'élément 2 avec son voisin gauche dans /(.4). On obtient alors 
les listes suivantes. L'inversion de 2 et 4 dans la barre ne s'accompagne 
d'aucune découverte d'intersection, car l'invariant de première référence 
est satisfait partout, dès que les transformations précédentes et celles de 
l'algorithme V.i sont effectuées: 

~.a.): 
~4): 3 
~.2): 4,3 (ajout automatique de 4 dans le 'croisement') 
UJ: 2.4,3 

L'information d'adjacence passée de 1 et 2 n'a pas été perdue! 
g suppression de 3: /(.a,) disparaît et la liste du voisin inférieur devient vide, 

après perte de sa tête de liste. 3 reste présent dans les listes inférieures, 
mais aucune action ne peut être entreprise pour l'instant. Il reste: 

~4): 
~2.): 4,2,3 
Ul: 2.4,3 

h suppression da 2: ~.2) doit être 'nettoyée' at il faudra vérifier le coût global da 
ce type d'opération. La tête de lista de /(1) sauta at il reste: 

~4): 
UJ:4,3 

suppression de 4, il resta U): 3, mais la référence à 3 peut être supprimée si 
l'on sait que 3 a bien disparu de la barre. Ceci peut se faire si l'on dispose 
d'un drapeau booléen à cet effet dans la structure arête. 
suppression de 1: fin. 

Le déroulement de cet algorithme n'est pas suffisant pour prouver la va­
lidité du processus quelles que soient les circonstances, mais il apporte 
1' idée principale du mécanisme, qu'il va falloir justifier maintenant. 

Il est nécessaire de démontrer un certain nombre de propriétés qui 
.vont permettre cette justification. Soit s un segment quelconque présent 
sur la barre sous la forme s.. et x une abscisse sur l'axe horizontal. On 
dit qu'un point admets comme v.s. (resp. v.i.) en x sis est le plus 
proche segment en-dessous (resp. au-dessus) de s à la verticale de x. 
De plus, si l(:i): a,b,c, ... est une liste de tests, on dira que cette liste 
(ou ses éléments) forme(nt) un sous-ensemble en ordre à la verticale de 
x si la suite de segments a, b, c, ... constitue un sous-ensemble de 
l'ensemble général Sx des segments déjà traités à la verticale de x dans 
lequel tout couple est dans le même ordre que le couple correspondant 
de Sx. 
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Figure V.6. Adjacence au voisinage d'une intersection. 

Intuitivement, 1 'ordre de la liste considérée reflète exactement une partie 
de l'ordre dans lequel tous les segments déjà traités se succèdent sur la 
barre de balayage. 

On suppose enfin que tous les événements ont des abscisses 
ditiérentes: ceci permet d'éliminer les cas dégénérés de segments verti­
caux ou de plus de deux segments se coupant en un point. Ces 
restrictions ne sont imposées que pour faciliter la présentation des 
démonstrations, et peuvent être levées aisément. 
Lemme 1: Si les segments s et t se coupent en Q, il existe au maximum 

un plus proche segment déjà inséré sous n. 
Démonstration: par construction. 

Corollaire 1: Si les segments s et t se coupent en Q, il existe au 
maximum une seule liste de tests contenant la suites, t dans cet ordre 
ou dans 1' ordre inverse. 

En effet, s'il existe, le seul segment du lemme 1 peUl éventuellement être 
v.i., successivement, de s et t. On voit sur la figure V.6 que seul le 
diagramme de gauche répond aux critères et donne la suite t, s dans la liste 
de tests de u, alors que l'inversion du lettrage donnerait la suites, t .. 

Lemme 1: (Invariant de l'ordre vertical) Après chaque inversion de 
deux segments adjacents, toute liste de la barre est un sous-ensemble 
en ordre à la verticale de l'abscisse d'inversion. 

Remarque: il va sans dire que ce lemme s'applique trivialement aux 
insertions et aux suppressions. 

Démonstration: Soit 0 le point d'intersection des segments s et t. Juste 
avant d'arriver en n, la droite de balayage est supposée représenter le bon 
ordre des segments présents. En 0, les positions relatives de s et t 
s'inversent. S'il existe un segment, parmi ceux déjà considérés, qui a été 
v.i. de s et t successivement et dans cet ordre, il est le seul à pouvoir 
prétendre posséder, dans sa liste de tests, la suite t, s (corollaire précédent). 
Il n'y a donc, au maximum, qu'une seule suite de cette sorte à inverser 
parmi les listes de tests. Ceci est fait par le processus d'inversion et 
comme set t sont les seuls segments qui sont à inverser localement, la 
barre de balayage repart avec une cohérence totale entre les ordres partiels 
de ses listes de tests et l'ordre global des segments, dans un le voisinage 
compris entre l'abscisse den et celle du prochain événement. 

Lemme 3: (Invariant de première référence) Après chaque action 
élémentaire sur la droite de balayage (insertion d'un segment, sup­
pression d 'un segment, inversion de deux segments voisins), la liste 
de tests de tour élément, à l'exception du plus haut sur la barre, 
débute par une référence à son voisin immédiatement au-dessus. 

Démonstration: Il faut détailler chaque opération. Quand on insère le 
segment u entre les segments set t, l'état de la barre de balayage avant est: 

l(l): r, ... 
/(s.): t, ... 
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u ne peut avoir été déjà comparé à un autre segment, puisqu'il est 
nouveau, donc on le compare à set t dans l'algorithme V.i; ceci se traduit 
ici par l'insertion en tête de liste de u d'une référence à tet en tête de celle 
de .1: une référence à u, par construction, ce qui donne: 

/(l): r, .. . 
/(u): t,r, .. . 
!(,ù: u,t, .. . 

L'insertion conserve donc l'invariant de première référence. Considérons 
maintenant l'inversion de deux segments set t. Si les deux segments ont 
eu un voisin inférieur commun w, le processus d'inversion provoque une 
inversion de s,t dans la liste de tests de w. On suppose que la droite de 
balayage contient, du bas vers le haut, les éléments suivants, juste avant 
l'inversion: r.. s., l, u.. r est donc le v.i. de s. Deux cas de figure se 
présentent ou bien r a été adjacent à t dans le passé, ou bien non. 
Traitons le second cas tout de suite: en se référant à la figure V.7.a (ct en 
ignorant pour l'instant les segments issus de k), rest le v.i. des juste 
avant l'inversion, et devient celui de t juste après: commer n'était pas 
adjacent à tavant, il faut le confronter aux deux segments. Ceci se traduit 
simplement, en termes de liste: il est sûr que l(r) ne contient pas de 
référence à t dans le cas où ret t n'ont jamais été reconnus adjacents, et la 
confrontation imposée par l'algorithme V.i. fait apparaître une référence à 
t en tête de liste de /(r). Comme, d'autre part, la référence à s est automati­
quement insérée en tête de /(l) (cf. l'exemple traité plus haut) les listes de 
tests avant et après l'inversion ont l'allure suivante: 

/(u): .. . /(u): ... 
/(l): u,... /Ci): ..• 
/(,ù: t,. .. /(l): s,u .. . 
/(r): s,... /(r): t,s .. . 

La seule incertitude, concernant l'invariant, se situe au niveau de la liste 
/(.1:) dont ne peut pas, pour l'instant, caractériser le premier élément. Si, 
comme précédemment, s n'a jamais été adjacent à son éventuel nouveau 
v.s. u, cette référence est ajoutée, en tête de /(i) et l'invariant est conservé. 
Sinon, si l(i) débute par une référence à un segment k, différent de u, cela 
signifie que ce segment a été un v.s. des après u: Si ce segment a été sup­
primé, il peut disparaître de cette liste et l'on continue jusqu'à retomber 
sur le cas suivant: ce segment k est encore actif (son extrémité finale a une 
abscisse supérieure à celle de l'intersection des et t); il ne peut plus être 
au-dessus des car sinon, il aurait empêché l'adjacence de tet u juste avant 
l'intersection; il ne peut couper set t en même temps, car sinon ces deux 
derniers ne pourraient pas être adjacents comme ils le sont en ce moment; 
reste la seule possibilité (kk' sur la figure) où k coupe s avant que s ne 
coupe t: la technique d'inversion a nécessairement supprimé k de la liste de 
s, au moment où k est passé en-dessous des (d'après le lemme 1). La tête 
de liste de /(.1:) est donc forcément u et l'invariant est encore conservé. 
Si l'élément en tête de l(i) est actif et différent de u, on peut afftnner que s 
et u n'ontjamais été adjacents et on doit confronter les deux segments. 
Dans le cas où ra été adjacent à t (J-V.7.b), comme il est aussi adjacent à 
s, la suite s,t est renversée dans le processus d'inversion et se trouve 
maintenant en phase avec l'ordre relatif des deux segments à droite de Q. 

L'invariant est nécessairement respecté dans ce cas. Les questi9ns relatives 
à s sont identiques à celles qui ont obtenu une réponse précédemment 
Il reste à considérer le cas d'une suppression de segment. Les listes avant 
et après la suppression de s se présentent de la façon suivante: 

/(l): .. . l(J): .. -. 
l(i): t, ... 
/(r): s,x... /(r): x, ... 

Si x= t, l'invariant est conservé. Sinon, si x est périmé, on le supprime 
de la liste et l'on recommence jusqu'à retomber sur la situation suivante: x 
n'est pas périmé et différent de t; on en déduit que une peut être situé plus 
à droite dans la liste, par le lemme 1, car x ne serait pas à sa place. 
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Figure V.7. Deux cas d'inversion. 

lnsérerlisteTests(s,u,t) iinsertion de u entres et tj 
Insérer la référence de t en tête de /(Jl); 
marquer l'arête u 'en service'; 
si (S;!! NIL" réf(~~) ~ u) 

1 
confronter s et u; 
insérer la référence de u an tête de K~); 

SupprimerLlsteTests(s,u,t) isuppression de u entre set ~ 
vider la liste de u; 
marquer l'arête u 'hors service'; 
si (s:;t NIL) 

tant que la référence en tête de ~) est périmée. la supprimer; 
si (/~) :;t NIL v réf(/~) :;t nl 

1 
confronter s et t; 
insérer la référence de t en tête de ~~); 

lnverserlisteTests(u,t,s,r,Z) iinversion de set tt 
supprimer référence de tan tête de /~); 
si (u~ NIL" réf(K~l ~ u) iconfrontation avec v.s.?i 

1 
confronter u at s; 
insérer référence à u dans K~); 

insérer référence à s dans /(1); 
si (r~ NIL) iConfrontation avec v.i. ?i 

tant que la référence en tête de ~~) est périmée, la supprimer; 
si (/(l) ~NIL v réf(/{1) :;t nl 

1 
confronter tet r; 
insérer référence à t en tête de /(l); 

si (Z :;t NIL) Inverser Z et son prédécesseur; 

Algorithmes V-11: Gestion des listes de tests. 

Donnons quelques détails sur l'implantation de la solution proposée. La 
structure d'arête est munie d'un drapeau booléen de valeur 'en service' 
ou 'hors service' pour indiquer si l'arête est sur la droite ou pas. Les 
listes de tests sont des listes linéaires avec accès en tête et double 
chaînage. L'inversion de deux éléments se fait alors en temps constant 
dès que l'on donne l'adresse de l'élément de droite à inverser. 

Le paramètre Z est gardé avec les informations accompagnant la 
structure d'événement imprévisible. Ceci implique que, lorsque 1 'algo­
rithme V.i détecte l'intersection de deux segments set t, il est nécessaire 
de repérer, dans la liste du voisin inférieur du segment qui, entre s ou t, 
est le plus bas sur la barre, le deuxième élément de liste de tests: si cet 
élément est bien une référence à t, on garde la trace de l'adresse Z 
correspondante, sinon Z est mise à NIL. Cette opération se fait, bien 
entendu, en temps constant. 
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Cette réflexion amène à rectifier un point de détail antérieur: si u est 
le segment le plus proche en-dessous et témoin de l'intersection des et 
t, mais n'est pas le voisin inférieur rau moment où l'intersection des et 
test détectée (voir la figure V.8), lui aussi pourrait prétendre posséder s 
et t successivement dans sa liste de tests: mais on sait à l'avance qu'il 
n'y a pas à se préoccuper de l'ordre des et t dans la liste de u cart et s 
sont présents dans le bon ordre dans sa liste à la verticale de 
l'intersection et, après celle-ci, les deux segments set t ne changeront 
plus jamais d'ordre relatif! 

ll apparaît que certains éléments de listes doivent être supprimés bien 
après que les segments correspondants aient été supprimés: ce phéno­
mène est justement lié au fait que l'on n'essaie jamais de détruire toutes 
les références à un même segment supprimé, au moment de sa suppres­
sion. En fait, on ne détruira jamais plus d'éléments de listes qu'il n'en a 
été créés! On sait même que grâce à cette méthode, il s'en créée moins 
que de nombre total d'itérations de la boucle principale de l'algorithme 
V.i. La complexité de l'algorithme complet, incluant les routines V .ii. 
est donc la même que celle du précédent. 

Si l'on s'intéresse à la complexité propre des opérations concernant 
les listes de tests, il est clair que 1 'insertion d'un élément de liste se 
faisant toujours en tête, sa complexité est constante. L'inversion de 
deux éléments de liste, déclenchée par l'inversion de l'algorithme V.i, 
du fait des réflexions précédentes, nécessite malheureusement la sup­
pression effective d'éventuelles références en tête de liste qui n'ont pas 
pu être supprimées lors de la disparition du segment correspondant. 

On ne peut pas affirmer que chaque inversion (ni d'ailleurs de 
chaque suppression) se fait en temps constant, puisque ces deux 
opérations nécessitent la suppression différée de références périmées. 
Malgré tout, il est clair que la complexité amortie de ces opérations sur 
le nombre total d'opérations {insertion, inversion, suppression} s'ef­
fectue en temps constant. 

La taille mémoire nécessaire à la création des listes de tests est 
proportionnelle au nombre maximal de tests effectués entre segments, 
' , d' . n(n-l) . 1 b d c est-a- rre au maximum 2 s1 n est e nom re e segments. 

U_.;..._, ___ _ 

r 

Figure V .8. Rectification concernant le voisin inférieur et la suite s,t. 
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V.A.3 Résolution de dépendances 

Une fois toutes les intersections induites par le pré-graphe découvertes, 
on peut affirmer que l'ensemble des segments et des points résultants 
admet une représentation planaire. 

Imaginons que chaque point original soit porteur d'une infonnation 
de trois types: une partie de cette information est numérique )1, 1' autre 
est un vecteur m à plusieurs composantes permettant d'établir une 
relation d'ordre totale sur l'ensemble des objets; en dernier, chaque 
point (et donc chaque extrémité de segment de génération zéro) est en 
relation avec un ou plusieurs autres points de l'ensemble S initial de 
sommets du pré-graphe. Les lois qui régissent ces relations sont les 
suivantes: 

• la relation qui lie deux sommets peut être réflexive ou non, 
symétrique ou non, mais elle n'est jamais transitive. En d'autres 
termes, si A est en relation avec B et B avec C, A n'est pas en 
relation avec C. 
De cette manière, si A est en relation avec B, l'information 
numérique de A sera dépendante de celle de B, si B est lui­
même en relation avec un troisième élément C et ainsi de suite, 
l'information numérique de A ne sera connue que lorsque toutes 
les informations numériques de cette chaîne seront déterminées. 
Le graphe des relations liant tous les points originaux est 
supposé dépourvu de circuits, faute de quoi, la résolution de 
dépendances ne sera pas possible. 

Un exemple d'une telle situation est donné par la figure V.9. qui 
compte cinq sommets de génération zéro. Une flèche de U vers V signi­
fie que U dépend de V, ce que l'on symbolise par Ufl f- V fi' On voit 
que ce pré-graphe est soumis aux dépendances suivantes, entre som­
mets originaux: Afl H Afl, Bfl f- Cfl, cfl f- Afl, Dfl H Dfl, Efl H Efl' Par 
convention à partir de maintenant, il sera 'économique' de ne pas 
signaler les relations réflexives, ni 1 'indice de champ numérique, qui 
sera supposé fixé; ainsi, les trois 'boucles' de f- V.9 disparaissent-elles 
et le réseau de relations devient-il B f- C, Cf- A. Résoudre ce réseau 
de dépendances consiste à donner une expression explicite du champ )1 

de chaque sommet; ici, on obtient évidemment, pour les points A, B, 
C, D et E dans cet ordre, Afl, Afl, Afl, Dfl et Efl, les trois quantités 
restantes étant connues par hypothèse. 

Ce qui vient d'être dit suppose donc que les informations relatives à 
la dépendance entre les sommets initiaux et la valeur des champs numé­
riques des sommets auto-dépendants soient explicitement connues. 

A ,p 
/ 

1 

1 

f 
\ ..... 

(~ 

\_ 
'· 

B _ .. ~ 
.,.,--

c 

Figure V .9. Relations de dépendance dans un pré-graphe. 
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Dépendance par priorité 

Un système de flèches accompagne, sur la figure précédente, le point 
d'intersection des segments [C,D] et [B,E]. Ce type de flèches n'est 
jamais explicite dans le pré-graphe et doit être déduit en fonction des 
relations d'ordre existant entre les objets qu'il contient. 

Pour reprendre l'exemple f-V.9, si la relation d'ordre '<o' sur les 
objets du pré-graphe permet d'affirmer que [C,D] <o [B,E], alors le 
champ numérique du point d'intersection n des deux segments s'expri­
me en fonction de ceux des extrémités C et D. Cette fonction, 
symbolisée par le système de flèches accompagnant Q sur la figure, 
notée Q ~ 1t(C,D), peut être une interpolation linéaire ou prendre toute 
forme désirable pour la métrique du problème. 

Résoudre un système de dépendances consiste à utiliser l'ensemble 
des relations entre sommets initiaux et la relation d'ordre définie sur les 
segments pour déterminer de manière non ambiguë la valeur du champ 
numérique de chaque sommet du graphe planaire résultant. 

Tout polygone, chaîne polygonale ou ensemble de point est composé 
de sommets portant tous le même champ vectoriel. Il est donc possible 
d'affirmer que les objets 01 et Oz sont tels que 01 <o Oz en comparant 
la relation d'ordre existant entre tout couple de sommets des deux 
objets. Cette relation d'ordre reflète des relations plus subtiles de 
priorité entre les objets sous-jacents aux éléments purement géométri­
ques du pré-graphe. Le lecteur est renvoyé au chapitre 1 pour retrouver 
des descriptions moins formelles de ces propriétés. Un point 
fondamental, malgré tout, est que tout objet défini doit avoir un vecteur 
de priorité différent de tous les autres, afin de permettre la résolution 
des dépendances en toute circonstance. 

Arbre de dépendance 

Quand on détecte l'intersection normale n de deux segments [A,B] et 
[C,D], on doit déterminer les deux liens de dépendance à attribuer au 
point de rencontre. Si les relations sur les points sont A~ P A• B ~ Ps, 
C ~ Pc, D ~ Po et [A,B] <o [C,D], il faut s'assurer que le point 
d'intersection Q vérifie 0

11 
~ 1t(A,B) et attribuer le plus grand des deux 

vecteurs de priorité à Q en cas d'intersection normale. 

L'évaluation du champ numérique de Q ne peut pas se faire tant que 
toutes les intersections du pré-graphe n'ont pas été détectées: si l'on 
rajoute à la figure f-V.9 un nouveau segment plus prioritaire que 
[C,D], les liens de dépendance deviennent ceux de la figure V. lü. La 
valeur du champ numérique de Q s'exprime par 0

11 
= n(C,Q'), avec 

Q' 
11 

= n(F,Q"), 0"
11 

= n(Q' ,G), F HF, G H G. 

Le point Q' constitue un changement de direction de dépendance 
pour son voisin Q, et le couple Q', Q" forment une cascade de dépen­
dances: Q' et Q" dépendent tous deux de F et G seulement. Malgré 
tout, la présence de ces deux points dans le problème est inéluctable et il 
faut apprendre à traiter de telles situations. Un changement de direction 
de dépendance coïncide avec la rencontre, le long d'un segment, d ' une 
intersection avec un segment plus prioritaire. 
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.... ~ .. ......... ~··· ··-~~.=~ : ~.::: 

G 

Figure V.lO. Cascade de dépendances. 

Chaque nœud de l'arbre binaire équilibré obtenu après l'exécution du 
module d'intersection comporte, en plus des informations déjà 
mentionnées, deux champs lg et Id (pour liens gauche et droit) éventuel­
lement vides, qui vont permettre de modéliser parfaitement la situation 
décrite précédemment. Ces champs sont supposés être ordonnés et 
remplis selon la logique suivante: si un sommet ne dépend d'aucun 
autre, ses champs de dépendance sont vides; si un sommet dépend uni­
quement d'un autre sommet, son champ lg porte l'adresse, dans 
l'arbre, du sommet de dépendance et l'autre champ, Id, est vide. Si un 
sommet dépend de deux autres sommets, on met dans lg l'adresse du 
nœud d'arbre correspondant au sommet de dépendance le plus à gauche 
lexicographiquement des deux, et l'autre adresse dans le champ ld. 

On dira qu'un sommet est réduit si ses deux champs de dépendance 
sont vides. Si, à un moment quelconque, on s'aperçoit que l'un des 
deux champs de dépendance d'un sommet est réduit, mais pas l'autre, 
on met systématiquement le champ réduit dans lg. Ceci permet une 
cohérence dans la remontée de l'algorithme de résolution des liens de 
dépendance. Une représentation de l'état général de l'arbre binaire 
correspondant à f-V.lO est donnée à la figure V.ll. 

Foo 
' 

.Q'F,n" Eo.o 

{""\Il 
11
"' n·.o 

Goo 
' 

Figure V.ll. Relations de dépendance dans l'arbre binaire. 
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Figure V.12. Descente de cascade. 

On va réduire tous les nœuds de l'arbre en procédant à un parcours 
infixé récursif. Soit v un nœud quelconque de l'arbre binaire des som­
mets du graphe planaire. Ce nœud peut être réduit (les deux liens de 
dépendances sont à NIL): dans ce cas, on passe au nœud suivant dans 
le parcours infixé. Sinon, au moins un des deux liens gauche et droit de 
ce nœud est différent de NIL. Considérons d'abord le cas où les deux 
liens sont différents de NIL. Par construction, ce nœud correspond à 
un sommet de génération strictement supérieure à zéro, issu d'une 
intersection. Ces deux liens sont donc des pointeurs sur les deux 
voisins du point concerné sur un segment de droite. Soit vd le point 
correspondant au lien droit. Si le lien gauche associé à vd est un 
pointeur sur le nœud v, on en déduit que les deux voisins appartenant 
au même segments, sont des points d'intersection avec deux segments 
de priorité strictement inférieure à celle des: il s'agit d'une partie de ce 
que l'on a précédemment appelé une cascade. 

Par construction, une cascade est caractérisée par une suite de 
sommets à nœuds non réduits et de même vecteur de priorité: une telle 
suite de segments peut se terminer, aux deux extrémités, de deux 
façons: le dernier sommet rencontré correspond à un nœud réduit, 
auquel cas la cascade se termine par une extrémité dont le champ 
numérique est déterminé, ou bien il est non réduit et possède un vecteur 
de priorité supérieur à celui des points de la cascade. Dans ce dernier 
cas, le sommet de fin peut être simplement lié à un sommet isolé; cela 
signifie qu'une contrainte naturelle est que tout sommet lié à un sommet 
isolé doit être moins prioritaire que ce dernier (loi des priorités), faute 
de quoi la modélisation des dépendances risque d'être incohérente. 

Dans le cas où le nœud considéré a deux liens différents de NIL, 
l'idée, pour le réduire, est de parcourir l'éventuelle cascade dans laquel­
le il se trouve jusqu'à rencontrer une extrémité gauche et une extrémité 
droite: si on s'arrête sur un changement de direction, il suffit de relancer 
récursivement l'algorithme de réduction sur le nouveau nœud atteint. 
L'algorithme correspondant a une partie récursive et une partie itérative. 

Comme la réduction d'un nœud s'accompagne de l'évaluation du 
champ numérique du sommet correspondant, on attend en retour de 
l'algorithme de résolution l'adresse de deux nœuds afin de pennettre 
l'application d'une fonction sur ces deux variables. On adoptera la 
notation générique Z(a,b,c) pour dire que le champ numériqu~ du nœud 
c s'obtient par un calcul faisant intervenir ceux des nœuds a et b. 
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Quand on s'aperçoit que le nœud à réduire fait partie d'une cascade, on 
peut utiliser la propriété très importante suivante: tout nœud d'une 
cascade, sauf les deux extrêmes, possède un lien en direction du nœud 
à réduire, et ce dans les deux demi-cascades de part et d'autre de tout 
point intermédiaire. 

Sur la figure V.l2, on choisit de considérer une descente de la 
cascade débutant en p vers la gauche. Tout lien lg de cette demi-cascade 
est dirigé vers l'extrémité gauche de celle-ci et tout lien Id est dirigé vers 
le point de départ. 

Autrement dit, pour réduire la demi-cascade gauche, il suffit de 
suivre les liens lg jusqu'à rencontrer l'extrémité recherchée; si celle-ci 
correspond à un nœud non réduit, on lance récursivement la réduction 
de celui-ci; au retour de la récursion, la procédure de réduction fournit 
les adresses de deux nœuds a et b permettant 1 'évaluation du champ 
numérique de l'extrémité gauche. Dans tous les cas donc, l'extrémité 
gauche peut être considérée comme réduite. 

Une technique similaire permet de réduire 1 'extrémité finale de la 
demi-cascade située à droite du point initial. Appelons ExtG et ExtD les 
deux nœuds extrêmes réduits découverts dans les deux processus 
précédents. Le champ numérique de tout point de la cascade d'origine p 
doit évidemment être évalué à partir des nœuds ExtG et ExtD. 

Comme le lien droit de tous les nœuds rencontrés dans la demi­
cascade gauche et le lien gauche de tous les nœuds rencontrés dans la 
demi-cascade droite sont dirigés vers p, il est facile de réduire chacun 
de ces nœuds en remontant de chaque côté jusqu'à p. La fonction de 
réduction peut alors 'retourner' les nœuds ExtG et ExtD et la procédure 
appelante se charger de la réduction définitive du nœud p de départ. 

La convention de remplissage des liens en respect de l'ordre lexico­
graphique permet de s'assurer que les liens gauche et droit ont toujours 
une orientation cohérente le long d'une cascade, et en particulier que 
l'on rencontre forcément une alternance lien gauche, lien droit, quelle 
que soit la direction propre du support de cascade dans le plan. 

Si l'on revient maintenant sur le cas d'un nœud présentant un lien à 
NIL et seulement un, on sait qu'on a décidé de toujours choisir lg pour 
contenir ce lien. La chaîne de lien qui part de ce nœud doit aussi 
respecter la loi des priorités (jamais de lien vers un élément moins 
prioritaire). 

Le principe de réduction de ce type de nœud est semblable à la 
technique précédente, à ceci près que l'extrémité droite retournée étant 
parfois nulle, et même parfois 1 ' extrémité gauche aussi, la fonction Z 
doit détecter ces cas. 

On peut résumer l'algorithme général de réduction de l'arbre binaire 
de points. On utilise deux fonctions, RéduireArbre et RéduireNœud, 
dont la première provoque un parcours infixé de l'arbre et appelle 
récursivement la seconde. La notation 'a-b' signifie que les nœuds a 
et b ont le même vecteur de priorité. 
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Rédu ireArbre(r) 
si (r;t NIL) 

Réd uireArbre( r~fi lsgauch e); 
si (rest non-réduit) 

(a,b) f- RéduireNœud(r); 
Z(a,b,r); 
r~lgf- NIL; 
r~ldf- NIL; 

Réd u ireArbre ( r~fi lsd rait); 

RéduireNœud(p); 
gauche f- p; suivantgauche f- p ~ tg; 
droit f- p; suivantdroit f- p ~ Id; 
si (suivantdroit = NIL) 

iréduction ccnfirméei 

si (suivantgauche =NIL) retourner(NIL,NIL); 
si (sulvantgauche non réduit) 

iUn seul lien au plusi 
iP est réduili 

(a,b) f- RéduireNœud(suivantgauche); 
Z(a,b,p); jb éventuellement NILi 
suivantgauche--)/gf- NIL; 
suivantgauche~/d f- NIL; 
retourner (a,b); 

Z(suivantgauche,NIL,p); 
retourner(su ivantgauche,N IL); 

jréduction ccnfirméei 

iP ne dépend que de suivantgauchej 

DernierG, DernierD f- p; ià partir d'ici il y a forcément 2 liensi 
tant que (suivantgauche non réduit) ilraitement de la partie gauchei 

si (gauche- p) iCascadei 
Dern ierG f- gauche; 
gauche f- suivantgauche; 
suivantgauche f- sulvantgauche~/g; 

sinon jpas de cascade, récursioni 
(a,b) f- RéduireNœud(gauche); 
Z(a,b,gauche); 
gauche~/g(- NIL; 
gauche~/d f- NIL; 

ExtG f- gauche; 
tant que (suivantd roit non réduit) 

si (droit - p) 
DernierD <- droit; 
droit f- suivantdroit; 

jréduction ccnfirméej 
'fin de cascade ou cas 'normal' i 

jtraitement de la partie droitej 
icascadej 

suivantdroit f- suivantdroit~fd; 
sinon jpas de cascade, récursioni 

(a,b) f- RéduireNœud(droit); 
Z(a,b,droit); 
droit~fg(- NIL; 
droit~fd f- NIL; 

ExtD f- droit; 
tant que (DernlerG ;t p) 

gauchef- DernierG; 
DernierG f- DernierG -7 Id; 
Z(ExtG,ExtD,gauche) ; 
gauche~/gf- NIL; 
gauche~/d f- NIL; 

tant que (DernierD ;t p) 
droitf- DernlerD; 
DernierD f- DernierD ~ Id; 
Z(ExtG,ExtD,droit); 
drolt~fgf- NIL; 
droit~/d f- NIL; 

retourner(ExtG, ExtD); 

jréduction ccnfirméej 
'fin de cascade ou cas 'normal'j 

jremontée de la demi-cascade gauchei 

jremonter vers la droitej 

iréduction ccnfirméej 
iremontée de la demi-cascade droitei 

iremonter vers la droitei 

iréduction ccnfirméej 

Algorithme V-iii: Résolution de dépendances dons un arbre binaire. 
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il est important de s'assurer que le pré-graphe ne contienne pas intrinsè­
quement un circuit. dû à une incohérence ou une violation des règles 
émises précédemment. 

Il est clair que la partie itérative (toutes les boucles tant que) de cet 
algorithme ne peut engendrer de boucle infinie: une cascade est avant 
tout une suite de sommets sur un même segment. 

Si une boucle infinie apparaît, c'est dans un appel récursif sur une 
cascade dont les extrémités sont inscrites dans un circuit. Le moyen le 
plus simple pour éviter les boucles infinies est d'utiliser un drapeau 
booléen d'état, initialement positionné à 'non examiné' pour tous les 
nœuds lorsqu'ils sont créés. Dès qu'un nœud est passé en paramètre à 
la fonction RéduireNœud, son drapeau d'état est mis à 'examiné'. 

De cette façon, lorsqu 'un nœud déjà examiné est rencontré une 
seconde fois dans la procédure, on peut arrêter l'exécution et signaler 
une erreur de cohérence. 

TI est maintenant nécessaire de prouver que la fonction RéduireNœud 
ne traite jamais plus d'une fois un nœud donné, d'autant plus que la 
procédure RéduireArbre a évidemment une complexité linéaire si l'on 
prouve que la fonction RéduireArbre, appelée par elle, traite un nombre 
fini de fois chaque nœud de 1' arbre. 

Sachant qu'on a évité les boucles liées à des vices de forme des don­
nées, il est clair que cette propriété est vérifiée si tout nœud d'une 
cascade est réduit définitivement après qu'il a été explicitement mani­
pulé par la fonction RéduireNœud, et surtout ne peut pas être rappelé en 
paramètre dans cette fonction à cause d'une autre cascade! 

Dès qu'un nœud est réduit il ne peut plus être passé en paramètre à la 
fonction de réduction de nœuds par la procédure RéduireArbre, de par 
la manière dont elle est construite (voir algorithme V .iii). 

On peut donc affirmer que, lorsqu 'une cascade est découverte, celle­
ci est traitée en entier et ses nœuds deviennent des éléments qui peuvent 
être utilisés comme extrémités d'autres cascades, dans le pire des cas. 

En particulier, si un nœud est intermédiaire dans une cascade traitée 
et se trouve aussi inclus dans une cascade transversale (de support 
intersectant celui de la première au point matérialisé par ce nœud), il ne 
peut être qu'un nœud de changement de direction pour la deuxième 
cascade, puisque deux objets ne peuvent avoir la même priorité et que 
les circuits sont éliminés. 

Ainsi, ce nœud marque une extrémité de cascade et est réduit 
puisque la première cascade l'a été; ses liens sont à NIL et il peut être 
directement utilisé en fin de partie itérative pour la deuxième cascade, 
son champ numérique ayant été évalué, sans que la fonction Réduire­
Nœud ne soit plus appelée pour ce bout de cascade. 

Comme chaque nœud ne peut posséder, par construction, que deux 
liens au maximum, et ne peut appartenir, par définition, à plus d'une 
cascade, la fonction RéduireNœud traite chaque nœud, quel qu'il soit, 
au plus une fois. 
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V.B. LE POL~T DE VUE DES FACES 

V.B.l 

Le graphe planaire obtenu à la sortie des algorithmes de la section 
précédente n'est pas satisfaisant à tout point de vue. Deux problèmes 
fondamentaux se présentent, que cette section est chargée de résoudre. 

Décomposition de faces ( clipping) 

En premier, puisque les données proviennent de sources a priori 
disjointes, il est nécessaire d'imposer des contraintes naturelles comme, 
par exemple, l'interdiction pour certaines classes d'objets d'intersecter 
d'autres classes. La procédure d'intersection de segments se révèle 
impuissante, à elle seule, pour apporter une réponse satisfaisante à cette 
nouvelle contrainte. 

Prenons l'exemple de la figure V.13. La frontière du polygone P 
rencontre celle de Q en un point unique, ainsi que celle de R. Mais, la 
différence fondamentale est que Q, en tant qu'ensemble, est inclus 
entièrement dans P, alors que R ne l'est pas. 

Il est d'ailleurs nécessaire de clarifier un point de terminologie qui 
sera utile par la suite. Le terme polygone désigne en fait l'ensemble 

0 

union de son intérieur et de safrontière. Si Fr(P) et P désignent la fron-
tière et l'intérieur du polygone P, on peut donc écrire P = Fr(P) u P. 
Dans le cas présent, on cherche à savoir si P n Q est vide ou non. 
L'interdiction d'intersecter ensembliste est souvent placée au niveau des 
intérieurs pour permettre les situations limites où deux objets ont éven­
tuellement une section de frontière commune, ce qui paraît la moindre 
des choses. 

La procédure _d'intersection de segments éprouve quelques difficul­
tés à statuer sur ce problème justement car elle ne s'applique qu'à des 
segments et non à des faces. Les choses se corsent si les points d'inter­
section sont effectivement inclus dans la liste initiale des sommets des 
frontières polygonales; par exemple si, en f- V.13, le sommet du 
triangle Q qui touche la frontière de P est un sommet explicite de celle­
ci, la procédure ne détecte aucune intersection entre segments, puisque 
dans une telle situation, tous les segments testés ne se coupent au pire 
qu'en une extrémité, condition communément acceptée pour déclarer 
deux segments adjacents en un sommet et donc non sécants. 

En fait, le problème le plus grave est que la procédure d'intersection 
s'avère totalement incapable de résoudre le problème suivant, plus 
pernicieux: dans le cas de figure V.14, les deux polygones sont suppo­
sés avoir le droit de se couper, à condition que tout point de leur union 
appartienne à un polygone et un seulement. Pour ce faire, on a recours 
au vecteur de priorité décrit plus haut, qui permet de décider, par 
exemple, que le polygone blanc est le plus 'prioritaire' des deux. 

La zone hachurée correspond à 1 'intersection des deux polygones, et 
la procédure d'intersection ne peut en aucun cas décider de sa forme, ni 
de l'ensemble original auquel appartient chacun de ses points de maniè­
re privilégiée. 
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Figure V.l3. Intersection vide ou non? 

Figure V.l4. A quel polygone appartient la face hachurée? 

Plus grave encore, il est impossible de caractériser la partie 'utile' du 
polygone moins prioritaire, c'est-à-dire le complémentaire ensembliste, 
dans ce premier, de la région hachurée, partie utile dont on voit sur le 
graphique qu'elle comporte deux composantes connexes. Les opéra­
tions impliquées dans ces deux problèmes portent le nom générique de 
clipping en anglais, qui sera traduit ici par 'décomposition'. 

Soient A et B deux ensembles de l'univers U liés par une relation 
d'ordre stricte, >p; la décomposition ordonnée de A et B, notée 
+p(A,B), est l'opération de U*U vers U définie par 

si (An 8 = 0) +p(A,B) ~ (A, 8); 
sinon 

si (A >pB)) +p(A,B) ~ (A, B-A); 
sinon 

si (8 >p A) +p(A,B) ~ (A-B, 8); 
sinon +p(A,B) est une opération indéterminée; 

+p [~ O]=~ 0 
p[t= $ ]= c= $ 

p[ c= =6t ]= 
Figure V.lS. Décomposition ensembliste ordonnée. 
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La figure V.15 illustre cette définition (le symbole >pen regard d'un 
ensemble signifie que celui-ci est plus prioritaire que l'autre). Claire­
ment, l'opération de décomposition est indéterminée si l'intersection 
des deux ensembles est non-vide et si ceux-ci ont le même vecteur de 
priorité: il est impossible, dans ces conditions, d'associer à tout point 
de An B, un ensemble unique d'appartenance. La définition précédente 
généralise la notion de différence ensembliste mais il est important de 
remarquer que le résultat de cette opération de décomposition ordonnée 
est un couple ordonné de sous-ensembles des ensembles originaux. 

Remarque: Dans l'opération de décomposition ordonnée, seuls les 
objets polygonaux sont concernés: les sommets isolés ou les segments 
de chaînes ouvertes du graphe sont totalement neutres dans cette 
opération et ne seront jamais mentionnés. 

1Hodélisation de la multiplicité 

Considérons un polygone Pn à n sommets du plan euclidien P. En tant 
que tel, ce polygone provient vraisemblablement d'une liste de sommets 
sous la fonne {pl, P2, ... , Pn}: implicitement, la n-ième arête de sa 
frontière relie le dernier point listé au premier. On parle alors de 
relations d'adjacence 'modulo n'. 

Puisque l'on peut naturellement parcourir la frontière dans le sens 
Pl~ Pn, ou dans le sens Pn ~ Pl, on dispose de deux orientations de 
celle-ci: on dit que l'orientation de la frontière telle que l'intérieur du 
polygone se trouve toujours à gauche du sens de déplacement est 
l'orientation directe ou trigonométrique. C'est celle-ci qui sera toujours 
employée ici. L'autre orientation est dite rétrograde. 

Quand deux polygones partagent une arête, on doit pouvoir 
connaître, à tout moment, à la fois les attributs géométriques de l'arête 
commune (pente, extrémités) et les représentants qui !"occupent' 
(identificateurs des polygones partageant cette arête). Le mot représen­
tant n'est pas choisi au hasard: on peut définir une relation 
d'équivalence sur l'ensemble des arêtes du graphe planaire par: 

aRb si et seulement si (a et b ont les mêmes attributs géométriques) 

Cette relation d'équivalence définit des classes d'équivalences et dans 
chacune de celle-ci il est possible d'isoler un représentant canonique; 
son choix est laissé à l'appréciation de chacun, mais on peut imaginer 
que la première arête présentant les attributs d'une classe fait assez bien 
l'affaire, si l'on imagine que l'on a classé les polygones par ordre de 
priorité, par exemple. 

p 

Figure V.16. Arête canonique et arêtes polygonales de même classe. 
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En fait, on a tout intérêt à dissocier les arêtes polygonales de cette 
notion d'arête canonique. Par exemple, on peut imaginer, à partir de la 
figure V.l6, que le segment [A,B], projection confondue des trois 
arêtes polygonales sur le plan dans lequel est plongée la représentation 
par segments du graphe planaire, est ce représentant canonique, c'est-à­
dire une entité dissociée permettant de retrouver, par une structuration 
adéquate, les informations géométriques et identificatrices relatives aux 
trois arêtes polygonales qui se projettent sur elle. 

Du point de vue structurel, il reste à examiner un élément important, 
qui concerne le tri de tous les éléments du pré-graphe. Puisque les 
objets qu'il contient s'accompagnent d'informations géométriques (co­
ordonnées) et logiques (classes d'objets, rang dans une classe, priorités 
ou dépendances), il est nécessaire de considérer plusieurs ordres entre 
les arêtes2 de cet ensemble. 

Plus précisément, chaque objet 

• appartient à une classe et une seule, 
• admet un rang dans cette classe et est le seul à y 

prétendre, 
• est constitué d'arêtes dont on sait qu'elles sont données 

dans un ordre particulier (dit nature/), et dont on peut 
voir qu'il est possible de les trier, selon l'ordre lexicogra­
phique, à l'intérieur d'une même classe aussi bien qu'au 
sein de l'ensemble général de toutes les arêtes, toutes 
catégories confondues. 

En dernier, on a vu au chapitre sur la précision arbitraire, que les arêtes 
canoniques sont aussi ordonnées selon 1' angle polaire (relatif à la base 
du plan de projection) autour d'une de leurs extrémités. 

Pour organiser tout ceci de la manière la plus souple possible, il est 
nécessaire de prévoir que chaque procédure ou fonction manipulant des 
arêtes devra éventuellement reconnaître certains attributs de celles-ci 
pour savoir comment agir et parfois pour distinguer différents types de 
comportement à différents moments! 

Cette propriété sera d'une extrême importance puisque c'est elle qui 
permet, de fait, l'existence d'une 'sémantique' des objets: il sera 
possible, puisque 1' on travaille sur des classes d'ensembles, de définir 
des comportements, à l'intérieur de fonctions génériques, qui seront 
directement dépendants des circonstances: par exemple, la priorité 
relative de deux objets peut varier dans le temps, suivant la signification 
qu'ils revêtent à deux moments différents -1 'un peut être plus prioritai­
re que l'autre au moment de l'intersection (on ne doit pas sortir du 
domaine) et moins lors de la décomposition (le domaine cède sa 
frontière à qui le désire). 

Mais ceci nécessite de structurer le plus souplement possible toutes 
les données afin de se réserver un maximum de latitude. 

2 Un choix tranché est fait concernant les sommets isolés: ce sont des cas limites de 
segments dont les extrémités sont confondues. Ceci pennet évidemment de traiter 
indifféremment ces deux types d'éléments et donc d'unifier les algorithmes qui les 
manipulent. 
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Figure V.17. Classes et listes d'objets. 

ARETE CANONIQUE : 
lin ,, ,_,,,. ••• __ ... 

trigo, rétro 
duala 
odre> ... . ptlorilé• 

.,. 

Figure V .18. Arêtes polygonales et arêtes canoniques. 

d=i 

g=i 

g=i 

Figure V.19. Les champs d: g et i et l'orientation des arêtes. 

' 
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La figure V .17 transcrit une première partie de 1 'architecture nécessaire: 
un vecteur de classe d'objets permet d'accéder à autant de débuts de 
listes d'objet; chaque liste chaînée est un ensemble structuré d'arêtes 
polygonales; d'une manière qui sera expliquée juste après, le dernier 
élément d'une liste permet d'accéder au premier élément de l'objet 
suivant de la même classe; le dernier élément du dernier objet d'une 
classe n'a pas de successeur. Les objets sont triés par ordre croissant de 
rang dans une même classe, et aucun n'a le même rang qu'un autre. 
Chaque classe a une priorité propre et les classes sont organisées dans 
un tableau par priorité croissante, qui donne accès au premier élément 
du premier objet de chaque classe. 

Pour comprendre comment le chaînage est structuré, considérons 
maintenant la figure V.l8. On y trouve un polygone de l'espace (en 
noir) dont une arête sert de cobaye; cette arête est projetée sur le plan du 
graphe pour donner une arête canonique [A,B]. 

La structure d'arête polygonale présente trois champs, g, d et i, qui 
pointent sur des nœuds de l'arbre binaire général. Les deux premiers 
indiquent respectivement l'extrémité la plus à gauche lexicographique­
ment de l'arête (son origine), le deuxième désigne son extrémité droite 
(sa fln) et le dernier champ permet de tester l'orientation d'une arête. Si 
s est un segment quelconque non dégénéré, et si l'on considère le 
parcours direct et donc orienté de la frontière polygonale (ou parcours 
naturel de la chaîne) à laquelle appartient l'arêtes, le segments possède 
une extrémité initiale, représentée par le champ i. Les deux cas 
d'orientation i = g oui= d peuvent se présenter et il suffit de disposer 
de ces trois champs explicitement dans la structure d'arête pour déter­
miner l'orientation sans ambiguïté. La figure V.19 illustre quelques 
situations typiques. 

La structure d'arête polygonale possède ensuite un champ identifi­
cateur pointant sur l'en-tête de liste, c'est-à-dire la première arête de la 
liste des arêtes constituant un objet. Cet en-tête est le même pour toutes 
les arêtes d'un même objet. 

Le lien de chaînage Naturel permet de parcourir la frontière de 1 'objet 
(ou la suite des arêtes d'une chaîne ouverte) de proche en proche. Sur 
f-V.17, le dernier lien Naturel du premier objet de la première classe 
pointe sur le premier élément du deuxième objet: ceci est vrai de toutes 
les listes. Ainsi, puisque l'en-tête de chaque arête d'un objet est le 
premier élément de la liste de celui-ci, chaque élément de la liste des 
arêtes d'un objet a le même en-tête et l'on sait qu'on parvient à la fin 
d'une liste lorsque le lien Naturel est Nil.., (fln d'une classe) ou pointe 
sur un élément d'en-tête différent. 

Chaque arête possède ensuite un chaînage L-classe qui permet de 
trier toutes les arêtes d'une même classe selon l'ordre lexicographique. 
Ce chaînage est extrêmement utile quand on désire exécuter une opéra­
tion généraliste (comme le test d'intersection) sur un sous-ensemble de 
classes seulement. Le chaînage suivant, relatif au champ L-général, 
permet de trier lexicographiquement toutes les arêtes, toutes catégories 
et priorités confondues. 
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On peut déduire l'ordre L-classe de l'ordre L-général, en une passe 
sur toutes les arêtes, une fois le tri général effectué. Pour permettre des 
performances idéales, tous ces chaînages doivent en fait aller dans les 
deux sens. 

En dernier lieu, la structure d'arête polygonale contient un pointeur 
vers l'arête canonique représentant toute arête polygonale. 

En ce qui concerne la structure d'arête canonique, on voit qu'elle 
contient un champ,fin, qui pointe sur le nœud d'arbre binaire général 
indiquant son extrémité finale (ce champ n'est pas indispensable, 
puisque l'on pourrait obtenir l'information par le biais des arêtes poly­
gonales représentées par l'arête canonique, mais il permet de diminuer 
les temps d'accès). 

Le champ trigo permet d'accéder à la prochaine arête canonique 
autour de l'origine de l'arête canonique courante, dans le sens trigono­
métrique. Le sens de parcours rétrograde est aussi accessible, par le 
champ rétro. 

Le champ duale permet de passer de l'arête canonique [A,B] 
incidente en A à l'arête canonique duale, [B,A], incidente en B. En 
combinant les deux champs précédents, on peut, en temps constant, 
connaître l'arête canonique qui suit [B,A], autour de B, dans le sens 
des aiguilles d'une montre, opération qui sera fort utile par la suite. 

Un dernier champ, arêtes, est composé de deux sous-champs, 
adresses et priorités, symbolisées par un arbre de plus petite taille que le 
premier: cet arbre est la structure équilibrée permettant de stocker les 
références de toutes les arêtes polygonales représentées par l'arête 
canonique. 

Cette structure mérite un peu d'attention. Il est clair que si plusieurs 
polygones partagent la même arête polygonale ab, ces arêtes 
confondues vont avoir le seul représentant canonique [a,b]. Partant de 
ce dernier, on peut être amené à se poser plusieurs types de questions: 
quelle est la priorité maximale parmi les objet~ partageant cette arête 
canonique, est-ce que cette arête canonique représente une arête 
polygonale de l'objet o, ... ? 

Pour répondre à ce genre de questions, il est pratique de diviser en 
deux le champ arêtes, donc d'utiliser deux structures, adresses et 
priorités: la première porte sur l'ordre des adresses des arêtes 
polygonales et permet de répondre à la première question; la seconde 
porte sur 1' ordre de priorité des arêtes et permet de répondre à la 
seconde question. 

Si l'on est sûr que le nombre moyen de polygones partageant des 
arêtes est très faible, on peut éventuellement utiliser des structures de 
listes chaînées; sinon on se sert d'arbres équilibrés. 
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Technique de décomposition 

La décomposition de deux polygones simples3 quelconques, en 
l'absence de priorités, a été étudiée en détail dans [A/W 77]. On trouve 
un survol complet de ce problème dans [ROG 85]. L'algorithme propo­
sé ici est une généralisation de celui d'Atherton-Weiler, lorsqu'on 
considère un ensemble quelconque de polygones simples totalement 
ordonnés par une relation de priorité logique >p. Dans toute la suite, 
deu,x polygones ne pourront avoir le même vecteur de priorité. 

Remarques: la solution proposée dans cette sous-section ne traitera pas 
explicitement les polygones à trous. Il n'en reste pas moins que cette 
méthode pourra être adaptée aisément à ces situations. De même, dans 
les raisonnements qui suivent, les polygones sont supposés n'avoir 
qu'une composante connexe. Ceci n'est pas une contrainte nécessaire, 
mais seulement utile pour rendre la présentation plus concise. La géné­
ralisation à des polygones simples à plusieurs composantes connexes 
est quasiment immédiate. 

p 

Q 

Figure V.20. Intersecùon et sens de parcours. 

Avant de rentrer dans les détails de la solution, il est nécessaire de 
remarquer un phénomène important: lorsque les frontières de deux 
polygones s'intersectent, elles peuvent le faire de quatre façons 
distinctes. Suivons la frontière de Q dans le sens direct jusqu'à un point 
d'intersection avec le polygone P, sur la figure V.20: P peut pénétrer à 
l'intérieur de Q (cas a), ressortir de l'intérieur de Q (cas c) ou bien 
rester à l'intérieur (cas b) ou à l'extérieur (cas d). 

Soient Q un point d'intersection quelconque entre Pet Q, q1 et q2les 
deux arêtes de Fr(Q) partageant Q, q2 suivant q 1 dans 1 'ordre de 
parcours direct. Le champ origine de q2 coïncide avec n, alors que 
pour q1, ce champ est donné par 1' extrémité opposée. 

Si l'on imagine un 'petit bonhomme d'Ampère' se tenant sur la 
frontière de Q, en Q, regardant l'arête q2 dans le sens de parcours 
direct, ce témoin peut considérer qu'il observe deux arêtes canoniques 
incidentes en n: il a donc deux moyens de passer de l'une à l'autre, 
consistant à énumérer toutes les arêtes de P qu'il rencontre dans le sens 
trigonométrique autour de Q pour l'un, et dans le sens rétrograde pour 
l'autre. 

3 Un polygone simple est un polygone dont toute arête frontalière ne peut en couper 
une autre qu 'en une de ses extrémités. Tout polygone sera implicitement considéré 
simple. 
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Q 

p 

Figure V.21. Intérieur et extérieur. 

De son point de vue, une arête de P incidente en n est rentrante si elle a 
un champ origine en n, et sortante sinon. De plus, une arête de Fr(P) 
est à l'intérieur de Q si elle est située à main gauche pour lui (sens 
rétrograde) et extérieure à Q si elle est située à main droite (sens direct). 
Consulter la figure V.21. 

Lorsque P rentre à l'intérieur de Q (cas a), le bonhomme d'Ampère 
compte une arête rentrante de Fr(P) à main droite et une arête à main 
gauche. Lorsque P ressort de Q (cas c), il compte une sortante à main 
gauche et une arête à main droite. Lorsque P 'fait semblant' de ressortir 
de Q (cas b) il compte deux arêtes à main gauche et aucune à main 
droite, et dans la dernière situation il compte deux arêtes à main droite et 
aucune à main gauche. 

L'idée principale de l'algorithme d'Atherton-Weiler est la suivante: 
pour connaître l'ensemble P-Q, on tient à jour une liste des intersections 
où P sort de Q, et dans les cas où cette liste n'est pas vide, il suffit de 
partir itérativement de chaque élément de cette liste (point de départ 
courant), de le retirer de la liste, et de parcourir la frontière de P jusqu'à 
rencontrer une intersection où P rentre dans Q (par exemple n dans la 
figure précédente); à ce stade, on 'saute' sur la frontière de Q, mais en 
la parcourant dans le sens rétrograde jusqu 'à atteindre le point de départ 
courant ou bien une nouvelle intersection rentrante (qu'il faut d'ailleurs 
à cette occasion rayer de la liste), et l'on continue jusqu'à revenir au 
point de départ courant: ceci termine une composante connexe de P-Q. 
On recommence le processus tant que la liste des intersections sortantes 
n'est pas vide. La partie de P décomposée par Q (donc la partie de P 
commune avec Q) se trouve en utilisant une liste des intersections 
rentrantes et en procédant de la même façon, en sautant d'une frontière 
à 1' autre, mais cette fois-ci, la frontière de Q étant parcourue dans le 
sens direct. 

On voit qu'une des conditions de fonctionnement de cet algorithme 
est une 'table' permettant de retrouver, dans le polygone Q, l'arête 
adjacente à celle de Fr(P) que l'on quitte et une autre table pour le 
problème inverse. Ceci ne serait pas pratique dans le cas d'un grand 
nombre de polygones et encore moins s'ils obéissent à des lois de 
priorité. 
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On va généraliser le processus de l'algorithme d' Atherton-Weiler de 
façon à ce qu'il intègre toutes les conditions qui ont été imposées 
précédemment. Le bonhomme d'Ampère va être chargé d'un travail 
plus complexe qu'auparavant, pour une tâche, elle, plus réduite. 

Pour le cas qui nous préoccupe, tout couple de polygones impliqués 
dans une décomposition est tel qu'il en existe un plus prioritaire que 
l'autre; cela signifie que la décomposition ne doit porter que sur la partie 
extérieure du polygone moins prioritaire. On peut alors parler de 
décomposition d'un polygone par un autre. 

En fait, on peut très bien s'arranger, en vertu de la relation d'ordre 
instaurée sur l'ensemble des polygones, pour les traiter dans l'ordre 
décroissant de priorité: de cette manière, au moment de la décompo­
sition d'un polygone P par un polygone Q, on sera sûr que le polygone 
Q aura été décomposé par tous les polygones plus prioritaires que lui; le 
résultat de ces opérations sera peut-être un ensemble de composantes 
connexes d'intérieurs disjoints et il faudra s'assurer que ces nouveaux 
polygones simples élémentaires auront bien été insérés dans la 
structuration complexe présentée plus haut. 

Si l'on a ordonné les polygones par ordre décroissant de priorité, le 
premier polygone ne peut être décomposé par aucun autre et vérifie les 
hypothèses énoncées précédemment. 

Afm de présenter 1' algorithme recherché, exploitons 1 'exemple assez 
simple de la figure V.22. Le polygone Q de celle-ci est plus prioritaire 
que le polygone P. On commence par le traitement de Q. Le principe 
énoncé précédemment permet de s'affranchir de la décomposition de Q 
par des polygones plus prioritaires puisqu'il n'y en a pas, et de se 
concentrer uniquement sur la décomposition, par Q, 'des polygones 
moins prioritaires' que lui et pénétrant en son intérieur. 

Q 

p 

Figure V.22. Décomposition et priorité. 

On commence le parcours de Fr(P) en p 1, qui marque 1 'origine de 
l'arête de départ. Il est important de noter que cette arête peut se trouver 
n'importe où sur Fr(P), ce qui nécessite certaines précautions dans 
l'algorithme. Soit qi-Iqi l'arête courante et qiqi+l l'arête suivante de 
Fr(Q) dans le sens de parcours naturel. (On rappelle que les notations 
sont à comprendre 'modulo' le nombre d'arêtes de Fr(Q)). 
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L'arête canonique associée à qi-lqi est [qi-l,qi]4 et l'arête canonique 
duale est [qi,qi-IJ. Soit [qi,Z] la première arête canonique rencontrée en 
tournant autour de qi dans le sens des aiguilles d'une montre. Si Z est 
égal à qi+l. le polygone Q ne subit pas d'intrusion et l'on peut avancer 
à l'arête suivante. Si Z est différent de qi+l· il faut chercher si, parmi 
les arêtes polygonales que représente [qi,Z], il en existe une (de priorité 
inférieure, cela va sans dire ... ) qui soit rentrante. Si ce n'est pas le cas 
(QI sur la répétition de la figure V.22, en face), on passe à l'arête 
suivante de Fr(Q), car à cette arête sortante correspond nécessairement 
une arête rentrante en début de chaîne, qui sera trouvée ultérieurement. 
Si, en revanche, il existe une arête rentrante (Q2 sur la figure), c'est 
peut-être le signe qu'un polygone pénètre dans Q, mais n'oublions pas 
qu'une situation comme f- V.20 (b) est toujours possible. 

Si P rentre véritablement dans Q, il existe deux arêtes Pj-lPj et PjPj+l 
de Fr(P) (qi=Q2=Pj sur la figure) telle que la première soit extérieure et 
la seconde intérieure à Q. Après avoir trouvé une arête polygonale 
rentrante dans l'arbre des références de [qi,Z] (Z=Pj+l), on localise 
l'arête précédant celle-ci sur la frontière polygonale du polygone intrus 
(Pj-lPj sur la figure). ll suffit alors de compter le nombre de fois que 
l'on rencontre la frontière de Q en tournant depuis l'arête canonique 
courante de départ, [pj.Pj-1], autour de Pj dans le sens des aiguilles 
d'une montre, jusqu'à atteindre l'arête canonique 'but' [Pj.Pj+l]: si ce 
nombre est pair (ou nul), le polygone P ne traverse pas la frontière de Q 
comme b dans f-V.20 et l'on passe à l'arête de Fr(Q) suivante. 

Si ce nombre est impair, la frontière de Q est bien franchie et il faut 
procéder à la décomposition locale de P par Q. Pour ce faire, on 
parcourt la section de Fr(P) sur laquelle bute Fr(Q) en n2; cette section 
va de Ql à qi surf-V.22. Mais, cette section doit être parcourue 'à 
reculons' en créant, à chaque arête de Fr(P) empruntée, une arête 
jumelle, de sens opposée, pour la fermeture de la composante connexe 
en construction de Q. 

Si ququ+l est l'arête de Fr(Q) couramment empruntée, l'origine de 
cette arête, en tant qu'élément de Fr(Q) est, bien évidemment, le 
sommet qu. L'arête jumelle, futur élément de Fr(P), admet les mêmes 
extrémités mais son origine est en qu+l· Pour parcourir la frontière de Q 
à reculons, il suffit d'utiliser le chaînage inverse du chaînage naturel. 
L'arête précédant ququ+l est qu-1 qu. Le seul moyen d'arrêter le 
processus de recul sur Fr(Q) est la rencontre d'une arête sortante de 
Fr(P), à main gauche, autour du pivot courant, qu, l'origine de l'arête 
courante de Fr(Q). 

On parcourt donc la liste des arêtes rencontrées dans le sens des 
aiguilles d'une montre autour de qu. depuis l'arête canonique courante 
de départ, [ququ+1]. Cette liste ne peut jamais être vide, puisqu'elle 
contient au moins [ qu-1 qu]. 

4 Dans cette sous-section, il sera convenu que [A,B] est l'arête canonique associée à 
l'arête polygonale AB et que [B,A] est l'arête canonique duale, associée à l'arête 
polygonale opposée BA. 
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S'il n'existe pas d'arête intermédiaire entre ces deux arêtes canoniques 
symbolisant la frontière de Q, on crée une arête jumelle, comme expli­
qué plus haut. Pour l'instant on considère qu'il s'agit là d'une liste 
annexe, chaînée naturellement, mais non raccordée à la frontière de P. 

Si, en revanche, il existe une arête canonique intermédiaire entre 
[ququ+d et [qu-lqu], et si celle-ci représente une arête sortante de P (Ql 
de f- V.22), on arrête le processus de recul sur Fr(Q) et, dans tous les 
autres cas, on passe à la suivante des arêtes canoniques incidentes en 
qu. Appelons p'k-l·P'k l'arête polygonale de Fr(P) obtenue en dernier, 
au moment de la rencontre de cette arête sortante de Fr(P). 

Lorsqu'on 'recopie' la section de Fr(P) empruntée à Q, il faut être 
attentif dans le recollement des trois sections de Fr(P): celle précédant 
l'intrusion dans Q (jusqu'à Pj-lPj), celle suivant Fr(Q) (entre Pj et p'k) 
et celle débutant à 1' intérieur de Q (à partir de PjPj+ 1). En fait, il suffit 
de chaîner dans cet ordre les trois sections pour préserver la compo­
sante connexe découverte et garder l'ancienne liste d'arêtes de frontière, 
qu'il faut continuer à explorer. 

Notons que si le modèle permet de décrire explicitement les 
composantes connexes d'un polygone (un tel modèle ne contient guère 
qu'un étage de plus que celui décrit ici. .. ), on peut scinder Fr(P) en 
deux, au niveau de p'k-I.P'k, puisque le chemin débutant en PjPj+l• s'il 
peut encore conduire à une autre composante connexe, ne peut pas se 
situer dans la même que celle à laquelle appartient Fr(P) 'en amont' de 
P'k-l·P'k· 

Il faut enfin signaler que l'arête pénétrant dans Q, PjPj+l> n'est plus 
'valide', dans le sens où elle est invalidée par son intrusion dans un 
polygone plus prioritaire: ceci peut facilement se faire par l'intermé­
diaire d'un drapeau booléen dans la structure d'arête polygonale, 
susceptible de prendre les valeurs 'valide' et 'invalide'. 

Le processus précédent doit être pratiqué sur toutes les arêtes 
polygonales incidentes en qi, rencontrées entre [qi,qi-IJ et [qi,qi+l] 
(voir plus haut), rentrant dans Q et de plus faible priorité. 
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Figure V.23. Décomposition de trois polygones. 

Il apparaît donc, au vu de ce qui précède, et sauf si Q est le plus 
prioritaire de tous les objets polygonaux, qu'une section de sa frontière 
a pu être invalidée et remplacée par une section de déviation 'jumelle' 
d'une section d'un polygone plus prioritaire. Comment remarque-t-on 
un tel cas de figure et que faut-il faire? Pour bien comprendre ce qui se 
passe, il sera encore utile de s'appuyer sur un exemple, illustré à la 
figure V.23. Les trois polygones de celle-ci 'portent' la même priorité 
que leur identificateur et une flèche sur chaque contour représente les 
points de départ des listes d'arêtes des frontières. 

On commence évidemment par le polygone 3, en P3· Rien ne se 
passe jusqu'à A, puisqu'enD on ne trouve qu'une arête polygonale 
sortante, à main gauche. En A, en revanche, on trouve une arête 
polygonale rentrante, à main gauche et de priorité inférieure; le 
processus décrit plus haut construit une déviation le long de AD pour le 
polygone 1 et chaîne les trois sections obtenues, en invalidant le pre­
mier élément intrus de Fr(l). En B, un phénomène similaire se produit, 
concernant Fr(2). On constate qu'une section de Fr(3) est 'recopiée' 
une deuxième fois et que la déviation relative à Fr(2) passe par-dessus 
la frontière de Fr(l), moins prioritaire de toute façon ... 

Le parcours du polygone 3 se termine sans encombre. On traite 
maintenant le polygone 2; en commençant en p2, on parvient en premier 
en B: étant donné le chaînage effectué dans le processus décrit dans 
cette sous-section, on trouve bien que la prochaine arête, après B, de 
Fr(2) est effectivement non plus celle qui, auparavant, pénétrait dans le 
polygone 3, mais celle qui suit une section de frontière de ce dernier! 
On suit d'ailleurs cette frontière jusqu 'à ce que le chaînage naturel fasse 
rencontrer une arête invalide: celle-là qui, en pénétrant dans le polygone 
3, s'est vue invalidée précédemment. Tout ce que l'on peut dire, 
concernant la situation présente, est que l'arête suivant naturellement 
l'arête courante est 'à des kilomètres' de cette dernière, alors que l'arête 
suivant logiquement l'arête courante se trouve à main gauche. 

Ceci doit donc constituer une exception importante: si la prochaine 
arête à atteindre sur la frontière du polygone courant est invalide, 
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chercher à main gauche la véritable arête frontalière: on sait bien que 
c'est justement la présence d'une telle arête qui a provoqué l'arrêt du 
parcours à reculons de Fr(3) et le chaînage avec l'arête invalidée. Que 
faire, maintenant? D'une part, l'arête invalidée peut tout à fait conduire 
à une nouvelle composante connexe et d'autre part, la composante 
connexe n'est pas complète! Il suffit de mettre en file d'attente 1 'arête 
invalide et de continuer la découverte de la fin de la composante 
connexe courante. 

Cette opération entraîne la décomposition par anticipation de Fr(l ), 
en arrivant en F. La frontière originelle est détournée par celle du 
polygone 2, comme cela a déjà été le cas plusieurs fois, mais ici, le fait 
que le début de liste de Fr(l) se trouve 'visiblement' à l'intérieur d'un 
polygone plus prioritaire est extrêmement dommageable, car rien ne 
pourra permettre de connaître cet état de choses au moment où débutera 
la décomposition de Fr(l)! 

Mis à part ce problème 'prévisionnel', la découverte de la compo­
sante connexe courante de 2 se termine sans encombre en P2 qui était le 
point de départ; la composante passe successivement par les point P2· 
B, A, D, C, E, F etp2: elle est complète et peut être 'détachée'. Plus 
précisément, sa construction a été accompagnée de la création d'un 
objet de type 'polygone', destiné à porter des informations propres à la 
hiérarchie de la section suivante, dont il nous suffit de savoir, pour 
l'instant qu'il existe une bijection entre les composantes connexes et ces 
éléments: à chacune peut être associé de manière bi-univoque un 
élément de type polygone. Ainsi, le champ composante de chaque arête 
de la composante connexe peut-il être rempli par l'adresse de l'unique 
polygone associé à l'ensemble de la composante. 

On se rappelle que la rencontre d'une arête invalidée a provoqué la 
mise en file d'attente de celle-ci; comme la construction de la 
composante connexe qui a provoqué cette opération est terminée, il 
suffit de retirer la première arête invalide de cette file. A priori tout ce 
que l'on sait de celle-ci est qu'elle pénètre à l'intérieur d'un polygone 
plus prioritaire (3 en l'occurrence). ll suffit donc de suivre le chemin de 
Fr(2) débutant par cette arête invalidée, en invalidant toute arête de ce 
contour invalide, jusqu'à trouver à main gauche un nombre impair 
d'arêtes sortantes de priorité égale à celle qui a provoqué la mise en 
quarantaine: cela signifie qu'il est nécessaire d'inclure dans la file 
d'attente l'information relative au polygone franchi, ici le polygone 3. 
Sur la figure V.23, on voit que l'on parcourt la chaîne BC de Fr(2) 
avant de ressortir 'à l'air libre': on a rencontré en C une arête canonique 
incidente en C, représentant le polygone de priorité 3, en passant d'une 
arête de Fr(2) à la suivante. 

De deux choses l'une: ou bien la nouvelle arête appartient au 
polygone dévié (2) et a un champ composante vierge, auquel cas, il faut 
commencer la découverte d'une nouvelle composante connexe de celui­
ci, ou bien non, auquel cas le travail est terminé pour la section 
invalidée. 
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Réglons maintenant le problème concernant l'invalidation imprévisi­
ble de p 1, point de départ de la décomposition du polygone 1: pour 
éviter ce problème, on peut envisager de garder avec toute liste 
polygonale, une arête dont l'algorithme de décomposition par anticipa­
tion (appliqué à des polygones plus prioritaires) a prouvé qu'elle était 
nécessairement extérieure à tout polygone plus prioritaire. Par exemple, 
le dernier détournement de frontière du polygone 1, par Fr(2), a 
provoqué la création d'une première arête jumelle, en F: cette arête est 
un excellent candidat au poste d'arête valide. Ce stockage est effectué, 
pour un polygone donné, à chaque détournement de frontière de celui­
ci, ce qui pern1et d'affirn1er que la dernière référence gardée pour le 
polygone indique une section de frontière valide. 

Cette dernière remarque mérite quelques explications. Une des 
bizarreries de la gestion de priorités dans un graphe planaire est que, du 
point de vue de la décomposition, un polygone P a le droit d'être 
complètement inclus dans un second polygone Q plus prioritaire, si 
leurs frontières sont disjointes, mais ne 1' a plus dès que les frontières 
ont une arête en commun. En toute logique, la sous-section suivante 
devrait aussi permettre d'interdire la première situation, ou tout du 
moins, permettre de la gérer de manière cohérente. 

Pour l'instant, examinons un cas qui permettra de saisir la portée du 
problème. La figure V.24.(a) présente un polygone P inclus dans un 
polygone Q plus prioritaire, les deux partageant l'arête AB. Lors de la 
décomposition de Q, qui est faite en premier, le passage par B fait 
apparaître une exception notoire: l'arête rentrante d'origine B de Fr(P) a 
bien un antécédent, comme c'est logique, mais celui-ci n'est pas à 
l'extérieur de Q. La situation présente incite à ne pas créer d'arête 
jumelle, puisque celle-ci existe déjà au sein de P sous la forme AB, et 
de garder cette dernière comme référence ultime de P en invalidant 
l'arête BC et sa précédente AB. Cette technique permet de ne jamais 
créer d'ambiguïté, quel que soit l'ordre de stockage des références. 
Dans le cas présent, il est clair que toutes les arêtes de P seront 
invalidées au moment du traitement propre de ce polygone car il ne 
ressort jamais à l'extérieur de Q. 

On en déduit d'ailleurs que l'algorithme invalide, à un moment ou à 
un autre, toute arête sur laquelle se superpose une ou plusieurs arêtes 
plus prioritaires de même orientation. Il est d'autre part nécessaire de 
garder une trace du polygone Q qui a provoqué l'invalidation de AB: ce 
polygone est gardé avec la dernière référence de P, de façon à tester, au 
moment de la décomposition propre de P, si la chaîne débutant par AB 
ressort effectivement de Q. 

La même technique s'applique encore à la figure V.24.(b) où le 
polygone P est inclus dans l'union des polygones plus prioritaires et 
adjacents Q et R. Rest traité en premier, provoquant la création d'une 
chaîne jumelle et l'invalidation de l'arête s. Lorsque Q est traité, le 
passage parU entraîne une situation conflictuelle: n'a-t-on pas dit qu'il 
fallait rechercher le prédécesseur de 1' arête entrante t? Mais celui-ci n'est 
autre que le segment r. 
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Figure V.24. Deux cas où le polygone P disparaît. 

Q.----- ---------, 
R ·p··················· .......................... l 
s u 

T ........... -..................................... ! 
Figure V.25. Disparition inopportune d'une face. 

li faut en fait compter le nombre de fois que l'on franchit la frontière de 
Q entre l'arête canonique représentant ret celle représentant t, autour de 
U, mais aussi décompter le nombre fois où cette frontière est confondue 
avec une arête de P, aboutissant en U! Dans le cas présenté, l'arête lest 
gardée comme référence pour P (elle est trouvée lors de la vérification 
du test plus complexe exprimé ci-dessus et d'ailleurs invalidée à cette 
occasion), test invalidée et P n'aura aucune arête valide, en définitive. 

Comme on le voit, les cas particuliers à traiter sont nombreux, 
1' écriture de la procédure de décomposition ordonnée est assez com­
plexe et nécessite une très grande attention. L'algorithme final proposé 
est une synthèse des actions principales engendrées. 

Pourquoi faut-il effectuer une décomposition anticipée des polygo­
nes moins prioritaires, durant la décomposition d'un polygone donné? 
li suffira d'un exemple pour se convaincre des conséquences qu 'entraî­
nerait la suppression de cette opération. Dans la figure V.25, le 
polygone P est pris en étau par quatre polygones plus prioritaires: si 
l'on ne 'fermait' pas, à chaque décomposition, la partie de P extérieure 
à chaque polygone, la frontière de P serait entièrement avalée par les 
quatre polygones et la face centrale disparaîtrait, au lieu d'être attribuée 

· au résultat logique de la décomposition de P par les autres polygones! 

li est maintenant possible de donner une synthèse de 1 'algorithme de 
décomposition par priorités décroissantes; dans celle-ci, 1 'opération 
'w f- arêtes( ac, orientation(u))' signifie que l'on cherche, dans la structure 
arêtes de 1 'arête canonique ac une arête polygonale de Fr( a) dont le 
sommet initial soit le sommet terminal de u; si une telle arête existe, il 
s' agit de l'arête sur laquelle on retombe lors de l'arrivée en bout de 
chaîne jumelle, qui n'est pas le successeur naturel de la dernière arête 
jumelle (dont le successeur est lui invalide) et qu'il faut rechaîner en 
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bout de la composante connexe courante (cf. 'exception' dans 1 'explica­
tion de f-V.23). Si une telle arête n'existe pas, la priorité des arêtes 
polygonales représentées par ac ne peut être qu'inférieure à celle de o, 
par l'invariant de décomposition, et w devient l'arête rentrante de plus 
haute priorité représentée par ac. On doit alors inspecter par priorité 
décroissante à partir de w, toutes les arêtes représentées par ac pour 
décomposer par anticipation les polygones Pw correspondants. 

trier les objets polygonaux par priorité décroissante; 
pour tout objet o, décomposer o: 

point de départ ~ origine de dernière référence de o; 
Avancer dans la liste jusqu'à trouver une arête valide: 

1 

si la première arête est invalide, invalider la section jusqu'à 
ressortir du polygone franchi, gardé aussi en référence; 

si (aucune arête n'est valide) 
passer à l'objet suivant; 

u ~ arête courante valide de o; 
Traiter composante connexe courante de o: 

p ~ extrémité finale de u; 
v ~ suivant naturel de u; 
pour toute arête canonique ac à main gauche entre u et v, autour de p: 

si ( u ~ canonique= ac) 
sortir de boucle et passer à l'arête suivante, v;· 

sinon 
w~ arêtes(ac, orientation(u)); 
si (west une arête de o) 

1 

rechaîner u sur w, 
mettre v en file d'attente; 
sortir de cette boucle et passer à w, 

sinon iobjet moins prioritaire à main gauchei 
pour toute arête rentrante depuis w représentée par ac 

soit w.1 l'arête précédant w sur le polygone Pw; 
si (w1 n'est pas intérieure à o) 

si (w1 est intérieure à o) ifrontière franchie i 

1 

con~truire une chaîne x --7 y empruntant Fr(o); 
cha1ner w.1 ~x, y --7 a; 

sinon iCas particulier f-V.24i 

1 

invalider w.1; 

x~ w.1; 
invalider w, 
garder x comme référence de Pw; 

dernière référence de o ~ élément en tête de file d'attente; 

Algorithme V-iv: Décomposition par priorités décroissantes. 

Cet algorithme a une complexité quadratique, car la boucle principale 
traite tous les polygones arête par arête et la boucle imbriquée peut être 
amenée à localiser O(n) arêtes canoniques autour d'un sommet. 

Hiérarchies 

Le dernier problème à résoudre dans cette section consiste à 
construire une hiérarchie globale dans le graphe: une fois l'opération de 
décomposition effectuée, les faces du graphe planaire sont telles que si 
l'on choisit deux faces quelconques, leurs intérieurs sont totalement 
disjoints ou bien l'une est entièrement incluse dans 1' autre. Le premier 
cas est idéal car tout point de l'intérieur des deux faces appartient à une 
et une seule face et seuls les points des sections communes de frontière 
sont ambigus: on admet aisément qu'ils puissent sans grand problème 
appartenir aux deux faces qui sont adjacentes le long de cette section. 
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En revanche, le deuxième cas est plus ennuyeux, car si un point se 
rrouve à l'intérieur d'une suite de f faces dont chacune, sauf la pre­
mière, est incluse dans la précédente, il est situé à l'intérieur d'une 
hiérarchie locale de faces qu'il est indispensable de pouvoir caractériser 
sans ambiguïté. 

En fait, le problème général à résoudre est plus vaste que cela: autant 
la décomposition ne concernait que les objets polygonaux, autant la 
mise en hiérarchie concerne tous les objets: tout sommet isolé ou tout 
segment d'une chaîne doit être maintenant placé dans la bonne face. 

L'avantage de l'utilisation de l'algorithme de Bentley-Ottman (cf. 
[MIC 87]) est que le principe du balayage permet de connaître, à la 
verticale de toute abscisse, la hiérarchie de tous les segments, au 
moment de l'intersection. Dans un algorithme comme celui de Chazelle­
Edelsbrunner, ceci n'est plus possible puisque l'insertion de segments 
se fait selon une planification spécifique assez déconnectée de l'ordre 
lexicographique de ces derniers. 

Malgré tout, comme la décomposition complique beaucoup les cho­
ses, il va être nécessaire de faire comme si 1' on ne disposait pas de 
l'atout de l'algorithme de Bentley-Ottman, pour comprendre ce qu'il 
faudrait faire dans le cas de l'algorithme de Chazelle-Edelsbrunner! 

Figure V .26. Priorités et inclusions. 

Quelle influence peut bien avoir l'opération de décomposition? Prenons 
un exemple particulièrement simple, illustré à la figure V.26. Le graphe 
comprend un polygone P, un polygone Q et une chaîne ouverte définie 
par les trois sommets s, t et u. Supposons que l'on ne prête plus 
attention aux problèmes de priorité: au passage à la verticale de s, la 
droite de balayage de l'algorithme de Bentley-Ottman présente quatre 
segments. La localisation du so~et s sur cette barre permet aisément 
d'affirmer que ce point est situé entre deux arêtes du polygone P: ceci 
semble vouloir dire que l'arête d'origines est située dans le polygone 
P. Comme l'arête suivante tu rencontre la frontière de P, l'intersection 
Q, détectée à l'avance, est un événement de type 'imprévisible'. 

Quand la droite de balayage parvient à la verticale de Q, la section rQ 
est comprise entre deux segments de P et donc déclarée incluse dans ce 
polygone. Lorsque la droite pàrvient à Q, elle ne contient plus que les 
deux segments relatifs à Q: le segment Qu est 'attribué' à Q. 
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Si, maintenant, on se place du point de vue de la priorité, on 
s'aperçoit, puisque les deux polygones ont une section de frontière 
commune, qu'au moins une des inclusions précédentes devient fausse: 
si P est moins prioritaire que Q, P disparaît entièrement et toute la 
chaîne est incluse dans Q; si Q est moins prioritaire, c'est lui qui dispa­
raît et la section de chaîne Qu se trouve incluse dans le polygone qui 
incluait Q (éventuellement la face externe du graphe). 

Ce problème mérite une seconde de réflexion: il implique aussi que 
des intersections entre objets peuvent être détectées, avant décomposi­
tion, qui deviennent caduques après celle-ci: c'est un problème com­
plexe qui sera étudié dans la dernière section de ce chapitre. 

Pour trouver une solution efficace, il faut rentrer un peu plus dans la 
structure des hiérarchies d'un graphe à priorité. Si l'on considère les 
deux polygones P et Q de la figure V.27 .(a), la décomposition peut 
donner deux résultats différents, suivant que P est plus prioritaire que Q 
(b) ou le contraire (c). (La justification de l'interdiction, pour deux 
objets, d'avoir le même vecteur de priorité, prend ici toute sa force). A 
la limite, si les deux polygones partagent une section de frontière, on 
obtient les deux résultats de la figure V.28 (b) et (c). 

Dans la suite, r représentera une représentation par segments d'un 
graphe planaire à priorité. Les faces de r sont, bien évidemment, des 
polygones simples. Une première propriété se déduit aisément des 
remarques précédentes. 

Propriété 1: {Transformations des inclusions en adjacence:) Soient Pet 
Q deux faces de r, telles que Q cP, P <p Q et Fr(P) n Fr(Q) -:1: 0 . 
Après l'opération de décomposition, Pest éventuellement décomposée 
en plusieurs composantes connexes extérieurement adjacentes à Q (voir 
la figure V.29, où l'on remarque que l'adjacence intérieure peut être 
limitée à un seul sommet! 

Corollaire: Après la décomposition, aucune arête canonique ne peut 
représenter plus de deux arêtes polygonales valides, celles-ci ayant des 
orientations nécessairement opposées, en vertu du théorème de la cour­
be simple de Jordan. 

Preuve: Considèrons deux polygones simples quelconques dans le plan 
euclidien, de frontières orientées dans le sens direct. Si ces deux polygones 
ont une arête en commun, on rencontre deux cas de figure: si les polygones 
sont intérieurement adjacents, les deux arêtes polygonales ont la même 
orientation, par application de théorème de Jordan (cf. figure V.30, à gauche); 
sinon, les deux polygones sont extérieurement adjacents et l'orientation de 
leurs frontières oblige les deux arêtes à montrer des orientations opposées (J­
V.30, à droite). Il suffit ensuite de remarquer que la propriété 1 interdit le 
premier cas. 

La propriété suivante s'applique à deux faces partageant une arête non 
verticale: 

Propriété 2: (ordre vertical des arêtes jumelles) Si a et a' sont deux 
arêtes des faces adjacentes Pet P' de r représentées par la même arête 
canonique, on peut toujours classer celle dont l'extrémité initiale coïnci­
de avec l'extrémité finale (d=i) avant l'autre, sur une droite de balayage 
verticale intersectant les deux (voir figure V.31). 
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Figure V.27. Hiérarchie, inclusion et priorité. 
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Figure V.28. Cas limite dans une hiérarchie. 

p 

Figure V.29. Transfonnation d'inclusion-adjacence en adjacence pure entre 
faces d'un graphe à priorité (P <p Q, P :::> Q). 
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Figure V.30. Orientation d'arêtes de polygones intérieurement ou exté­
rieurement adjacents. 
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Figure V.31. Ordre vertical de deux arêtes jumelles. 

rr/2 
suppression i insertion 

-rr/2 

Figure V.32. Arêtes canoniques de demi-plans gauche et droit. 

Cette propriété, qui est une conséquence directe de ce qui précède, 
permet de conclure que l'algorithme de balayage, appliqué aux arêtes de 
r, peut être spécialisé de manière à toujours chercher, quand une arête 
n'est pas unique, à placer les deux seules arêtes valides ayant ces deux 
extrémités et dans un ordre dicté par l'orientation propre de chacune. 

Si l'on a utilisé, pour l'intersection, un algorithme de type Chazelle­
Edelsbrunner, on doit effectuer un balayage du plan pour construire 
explicitement la hiérarchie des faces du graphe. Ce balayage travaille 
uniquement sur les arêtes canoniques représentant au moins une arête 
valide après décomposition. Sachant que chacune donne lieu, au maxi­
mum, à deux éléments sur la droite de balayage, on s'arrange pour que 
ces éléments jumeaux soient représentés par un original et une copie 
pointant sur ce dernier, de façon à éviter toute duplication de calculs, 
quelle que soit la profondeur d'imbrication de la hiérarchie des faces! 

A cause de leur double chaînage, il est possible de parcourir la liste 
des arêtes canoniques incidentes en un sommet, depuis l'origine des 
angles ( -rr./2 = 3rr./2 mod (2rr.) ), dans le sens rétrograde (ceci donne les 
arêtes dans le demi-plan gauche) ou dans le sens direct (pour les arêtes 
du demi-plan droit). Voir figure V.32. 

Le balayage peut alors être fondé sur l'ordre x-polaire: on parcourt 
les sommets du graphe planaire par classes d'abscisse (grâce à la struc­
ture de saule) et, pour un sommet donné, on commence par supprimer 
les arêtes canoniques 'valides' dont 1' angle polaire est dans 1 'intervalle 
]rr./2, 3rr./2[ (car elles sont nécessairement caduques; en fait, bien 
entendu, ce sont les duales des arêtes canoniques gauches du sommet 
courant qui sont sur la droite de balayage!), en délaissant systémati­
quement les arêtes verticales qui ne sont d'aucune utilité, puis l'on 
insère les arêtes canoniques valides d'angle compris dans ]-rr./2, rr./2[. 
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On peut alors appliquer une technique de 'jetons': chaque arête 
canonique donne lieu à un ou deux jetons permettant d'identifier les 
arêtes polygonales correspondantes (identificateur d'objet, pente de 
l'arête, y courant, extrémité finale); ces jetons sont les éléments de la 
droite de balayage; lorsque deux jetons d'un même polygone aboutis­
sent au même point, ils sont supprimés de la droite lorsque celle-ci 
parvient à la verticale de ce point. 

Figure V.33. Construction de hiérarchie par balayage. 

Si l'on prend soin de toujours mettre à jour, à l'insertion, le champ 
donnant le voisin inférieur de chaque jeton (éventuellement vide, pour 
le plus bas sur la droite), à tout moment, le voisin inférieur de tout jeton 
indique la face dans laquelle 1 'élément (face, arête ou sommet isolé) 
correspondant est situé. Lorsque deux jetons collatéraux 'meurent', le 
voisin supérieur du plus haut des deux se voit attribuer comme voisin 
inférieur, celui du plus bas des deux. Toutes ces considérations sont 
illustrées à la figure V.33. 

Figure V.34. Détermination de la face d'inclusion. 

TI est très facile, sachant cela, d'organiser l'algorithme de constmction 
de la hiérarchie, en se servant de la relation de voisin inférieur; pour ne 
donner qu'un cas de situation, si un sommet isolé a comme voisin 
inférieur une arête de type (g, i=d), ce sommet est nécessairement 
extérieur à la face correspondante et donc dans l'intérieur de la face qui 
le contient (voir la figure V.34). Si, au contraire, l'arête est de type 
(i=g, d), le sommet est inclus dans la face à laquelle appartient cette 
arête. 
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Comme tous les sommets isolés qui intersectaient des arêtes ont été 
avalés par celles-ci, il ne reste plus que des sommets proprement inclus 
dans des faces et la démarche précédente donne toujours la bonne 
réponse. 

La complexité de cet algorithme de construction de la hiérarchie est le 
même que celui de la gestion de la structure de balayage, soit O(nlogn), 
sin est le nombre d'arêtes canoniques. 

La relation 'est inclus dans' est construite en même temps que la 
relation d'inclusion d'un élément est trouvée: on met à jour un champ 
pointant sur le polygone (face) contenant l'élément. A 1 'inser6on d'une 
arête canonique portant une arête relative à une composante connexe 
non encore hiérarchisée, on crée un polygone et on l'insère dans l"ar­
bre de hiérarchie' qui permet de matérialiser la structure hiérarchique du 
graphe planaire. Chaque nœud de cet arbre possède un fils unique et un 
pointeur sur un polygone 'frère': la relation père-fils traduit l'inclusion 
et la relation polygone-frère traduit la reconnaissance d'un même père: 
tous les polygones frères sont inclus dans une même face. La chaîne de 
fraternité est une liste chaînée. Ceci permet à tout nœud d'avoir un 
nombre variable de fils. Ce faisant, on prend le risque d'une gestion 
quadratique assez lourde si le graphe est composé de O(n) faces ayant 
un nombre borné d'arêtes chacune; si cette situation doit être rencontrée 
fréquemment, il est préférable de 'binariser' cet arbre et de l'équilibrer. 

2,3 

1,2 

Figure V.35. Ordre x-polaire contre ordre lexicographique. 

Remarque: Il est intéressant de noter que 1' ordre lexicographique n'est 
pas celui qui permet de construire la hiérarchie: si l'on se réfère à la 
figure V.35, où les trois arêtes canoniques portent en premier l'ordre 
polaire dans lequel elles sont organisées autour du sommet d'incidence 
et en second l'ordre lexicographique qui les lient, on s'aperçoit que seul 
l'ordre polaire local respecte la cohérence d'inclusion hiérarchique 
recherchée: il est malgré tout notoire que 1' algorithme de Bentley­
Ottman, en rendant le graphe planaire, constitue une passerelle entre 
l'ordre lexicographique et l'ordre x-polaire! 

Revenons maintenant à la problématique de l'algorithme de Bentley­
Ottman: si, au moment de l'intersection, plusieurs polygones partagent 
une section commune de frontière, il n'y a aucun moyen pour pouvoir 
ordonner de manière cohérente les arêtes 'superposées', à la verticale 
d'une même abscisse: comment prédire l'ordre de succession des arêtes 
horizontales sur la droite de balayage de la figure V.36, où les deux 
polygones ont en commun trois arêtes? La seule information qui 
permette d'ordonner ces arêtes n'est disponible qu'à la verticale de 
1' extrémité finale des deux arêtes 'internes'! 
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Figure V.36. Discrimination impossible entre les arêtes horizontales. 

En revanche la propriété 2, énoncée plus haut, permet de retrouver 
facilement toute l'information de hiérarchie, si l'algorithme de Bentley­
Ottman est spécialisé pour s'appliquer aux arêtes canoniques, c'est-à­
dire aux représentants uniques des classes d'équivalence des arêtes 
polygonales: il suffit de garder une trace de la hiérarchie verticale des 
arêtes canoniques lors du balayage du plan par l'algorithme, comme le 
démontre la suite. 

Si l'on effectue un parcours infixé de l'arbre binaire des points, on 
sait que l'on parcourt ces points par classes d'équivalence d'abscisses. 
On ne considère plus, en chaque point situé à la verticale d'une 
abscisse, que les arêtes canoniques du demi-plan droit. On a, d'autre 
part, pris soin, lors de l'algorithme d'intersection par balayage, d'ac­
compagner ces arêtes d'un champ pointant sur l'arête canonique voisine 
inférieure: ce champ est mis à jour, pour toute arête canonique, au 
moment de son insertion; comme l'algorithme de Benùey-Ottman oblige 
à rechercher les deux voisins immédiats au-dessus et au-dessus des 
arêtes insérées, cette mise à jour est 'gratuite'. 

li sera utile d"isoler' cette ou ces deux arêtes polygonales valides de 
façon à pouvoir y accéder en temps constant par la suite; le plus simple 
est certainement de détruire, au cours de la décomposition, toute 
référence non valide détectée dans une structure adresses par exemple: 
le processus de décomposition a certainement laissé 1 'occasion de 
localiser et d'ordonner, pour chaque arête canonique, les deux arêtes 
polygonales qui restent valides, dans le meilleur des cas. 

La seule chose portant à conséquence qui puisse arriver à une arête 
canonique, dans le processus de décomposition, est de ne plus 
représenter d'arête polygonale valide: on sait que ceci se produit pour 
des raisons de cohérence de priorité. Ainsi, si 1 'on remonte, à la 
verticale d'une abscisse et de bas en haut sur la droite de balayage dont 
la construction est maintenant seulement simulée, toute arête canonique 
porte zéro, une ou deux arêtes polygonales valides au maximum: il 
suffit de construire la relation d'inclusion en sautant les arêtes canoni­
ques non valides et en suivant la relation de voisin inférieur déterminée 
par l'algorithme de Bentley-Ottman, suivant le principe indiqué précé­
demment, mais en la faisant cette fois-ci porter sur les arêtes 
polygonales valides mises en évidence pour chaque arête canonique. 
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Illégalité 

V Contraintes, dépendances, hiérarchies et priorités dans un grapbe 

D'un point de vue 'dynamique', l'inclusion d'un polygone dans une 
face n'est réellement faite qu'une fois, lors de la rencontre de l'arête 
non verticale de sa frontière la plus à gauche lexicographiquement. De 
même, l'inclusion d'une arête de chaîne se fait lors de la rencontre de 
son extrémité gauche et celle d'un sommet isolé, au moment où l'on 
atteint son nœud dans l'arbre binaire: si la liste des arêtes canoniques de 
ce nœud est vide, le point est bien isolé et doit être 'placé', sinon, 
comme il est inclus dans une arête (quelle qu'elle soit), on peut 
éventuellement 1 'ignorer. Enfin, dans le cas où une arête d'une chaîne 
ouverte est superposée à une arête de frontière polygonale, on peut 
éventuellement ignorer cette première, si l'application l'autorise. 

Cette fois-ci, le processus est linéaire dans le nombre total d'arêtes, 
car on ne fait que parcourir l'arbre binaire en exploitant les résultats de 
l'ordre polaire local établi par l'algorithme d'intersection. 

Un polygone moins prioritaire peut se glisser à l'intérieur d'un autre 
polygone: si leurs frontières sont disjointes, le processus de décompo­
sition a laissé le premier polygone intact. C'est à la procédure de 
construction de la hiérarchie de référer aux 'dictionnaires' de priorité 
pour décider si l'inclusion est illicite ou tolérée. 

V.C. CONTRAINTES GEOMETRIQUES ET DEPENDANCES SEMAL~TIQUES 

Cette dernière section va permettre d'explorer des phénomènes que ne 
peuvent traiter les deux premières. On a déjà vu que l'existence d'une 
relation d'ordre sur les objets pouvait provoquer des intersections 
'indues' dans le sens où l'un des objets provoquant une telle intersec­
tion est susceptible d'être totalement supprimé dans le processtlS de 
décomposition: dans un tel cas, l'objet plus prioritaire intersecté se 
retrouve avec des sommets de frontière de génération non nulle qui ne 
servent en fait à rien. 

On va voir que de telles situations sont très fréquentes et assez 
ennuyeuses quand de nouveaux types d'objets, présentés maintenant, 
sont utilisés. 

V. C.l Une nouvelle génération d'objets 

On se donne une chaîne c (a priori ouverte, mais éventuellement 
fermée) de segments du plan Pet un réel positif r. On appelle r-dilaté de 
la chaîne c, l'ensemble, noté r(c), défini par 

(V.2) r(c) = {z E P 1 3 y E c, d(z, y)~ r} 

oü d représente la distance euclidienne dans le plan. La frontière de cet 
ensemble est le lieu géométrique des points situés à la distancer de la 
chaîne. On constate aisément que si c est réduit au point rn, le r-dilaté de 
ce point n'est rien d'autre que le disque centré en rn, de rayon r. De 
même, si r est inférieur au rayon du cercle C, le r-dilaté de C est une 
couronne circulaire. 

Intuitivement, le r-dilaté de c s'obtient en faisant circuler un disque 
centré sur les points de la chaîne, et en prenant l'union de tous les dis-
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ques obtenus. La figure V.37 donne un exemple de r-dilaté . On a 
conservé 'l'axe de définition' du r-dilaté et les disques de dilatation, 
afin de rendre le dessin plus compréhensible. C'est une convention qui 
sera souvent utilisée. 

~/ """'·~ .... 

1 . 0 ' · 

1 ~ '"' •- r ' ' ' ·, 

,1 ,/ '' · ........ 
' ~ ., 

1 1 , 1 
1 1 

/ / 
/.-. l . •' ... _ ,.~ 

Figure V.37. r-dilaté d'une chaîne de segments. 

Dans le meilleur des cas, le r-dilaté d'une chaîne ouverte est un 'poly­
gone' simple, sans trou et à une seule composante connexe. Si les deux 
extrémités de la chaîne coïncident, donc si la chaîne est fermée, le r­
dilaté de c est un polygone simple avec un trou, (on parlera de 
'couronne' polygonale) si la frontière de r(c) ne s'auto-intersecte pas .. . 
Une couronne polygonale dégénérée est représenté à la figure V.38. 

Figure V.38. Couronne dégénérée. 

Notons que le paramètre r est le même pour tous les segments de 
définition d'un r-dilaté, mais que chaque r-dilaté peut être défini pour 
une valeur quelconque positive der. 

Permis de construire 

On l'a vu sur la figure précédente, la création d'un r-dilaté à partir d' une 
chaîne et d'un r ne donne pas nécessairement un 'bon' objet. Dans 
1' esprit de leur création, les r-dilatés doivent représenter des polygones 
simples, après d'éventuelles vectorisations des parties continues. Cela 
signifie qu'il faut s ' attacher à modéliser des objets aussi proches que 
possible des objets finaux, qui sont, on s'en doute maintenant, des 
routes, des rivières ou tout objet de largeur pratiquement constante et 
beaucoup plus long que large. 

La démarche qui suit a pour but d 'essayer de fournir un minimum de 
contraintes géométriques pour toujours obtenir des objets licites, mais 
le moins possible, afin de ne pas restreindre le champ d'investigation à 
de simples contingences matérielles. 
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V. Contraintes, dépendances, hiérarchies et priorités dans un graphe 

Il faut, en premier, déterminer des contraintes géométriques pour 
s'assurer que chaque r-clilaté construit est un polygone simple, voir une 
couronne (non-dégénérée). La figure V.39 contient un grand nombre 
d'informations de premier ordre. Elle représente ce que l'on convient 
d'appeler un 'virage' (on peut dire qu'il s'agit d'un virage à droite si la 
chaîne est parcourue dans le sens JmK). On a noté a le 'demi-angle ' 
entre les deux segments consécutifs de chaîne, J m et mK: 1' angle com­
plet est supposé 'géométrique', c'est-à-dire qu'il est toujours compris 
entre 0 et n, et donc a E [0, n/2]. Pour les virages à gauche, il suffit 
d'appliquer une symétrie à la figure pour obtenir des résultats analogues 
à ceux qui seront trouvés. 

Pour le segment de définition J m, on trouve deux 'génératrices', de 
support parallèle à celui de Jm: la génératrice intérieure passe parE et la 
génératrice extérieure passe parC et B; la projection orthogonale de E 
sur Jm est F et sur la génératrice extérieure est C. G et D jouent les 
mêmes rôles pour la génératrice extéri_eure du deuxième tronçon. Le 
point E ne peut exister que lorsque les deux génératrices intérieures 
successives se rencontrent normalement, c'est-à-dire si a :t- O. C'est la 
première contrainte géométrique qui vient à l'esprit. H est le point de 
rencontre des génératrices extérieures, et la condition d'existence de ce 
point est naturellement la même que la précédente. 

Dans le cas où les deux segments de définition successifs sont 
colinéaires, on construit les deux tronçons en mettant bout à bout les 
génératrices, dont on peut affmner qu'elles ont mêmes équations. 

m est le centre du cercle de rayon r passant par A et B, projections de 
m sur les deux génératrices extérieures: A et B sont donc les deux 
points de tangence du cercle et des génératrices extérieures. On retrouve 
l'angle a, entre autres, dans les secteurs LAHI, LGmE, LCDE. Enfin, 
8 est la bissectrice de LCHD etLFmG, est un axe de symétrie du 
quadrilatère CHDE, et T est le point de rencontre entre cette bissectrice 
et CD. Par la suite, on notera indifféremment UV le segment 
géométrique d'extrémités U et V et la mesure de sa longueur: le 
contexte suffira à éviter les ambiguïtés. 

On peut établir le florilège de relations suivantes, qui se révéleront 
utiles par la suite: 

CF = FE = EG = GD = Am = Bco = Gm = Fm = r 
EG r 

mG = tgLEmG = tg a = mF' 
mA r 

AH= tgLAHm = tga = lhHD = BH, 

ET = DE·cosLTDE = 2r·cosa, 
AI = Am·cosLIAm = r·cosa, 

AB = 2-AI = 2·r·cosa, 
CD = 2·AB = 4·r·cosa, 
HE _ EG+GD _ _2:!_ 

- sinLEHD - sina 

JE = Im + mE = r·sina + ----f-­sma 
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(V-4) 

(V-5) 

Figure V.39. Géométrie d'un virage à droite. 

La relation qui permet de déterminer mG est très importante, car elle 
donne une borne de validité: supposons que le virage en K de demi­
angle a' soit aussi à droite; celui-ci donne lieu à un point G', équivalent 
de G pour le virage en rn. Pour que le virage en rn soit possible, il est 
nécessaire que E ne 'déborde' pas trop loin, c'est-à-dire que mF reste 
inférieur à rnJ et d'autre part, pour que le virage en K soit possible, il 
est nécessaire que la somme rnG+G'K soit inférieure à rnJ. Si le virage 
en J est dans l'autre direction, seule la première condition s'applique en 
rn. Les deux relations précédentes s'expriment ainsi: 

r rnJ 
rnJ > -t - ~ Arctg(-) < a < rr/2 ga r 

mG + G'K < rnK 
1 1 

Ç::> r[-t - + -t -,] < rnK ga ga 
1 1 rnK [rnK 1 ] 

Ç::> -t - + -t -, < - Ç::> a > rr/2 - Arctg - - -t -, ga ga r r ga 

La construction peut ainsi s'effectuer de proche en proche en examinant 
les directions successives des virages. Nous ne nous intéressons ici 
qu'à la modélisation; les problèmes de calculs (approximation de 
fonctions transcendantes) seront abordés un peu plus loin. 

Ce qui précède ne concerne que la validité locale: si une arête située à 
plus de deux segments de chaîne vient intersecter les génératrices du 
tronçon courant, la méthode ci-dessus ne peut rien faire. Il faut, en fait, 
replacer le problème dans un contexte plus vaste: supposons la 
construction d'un r-dilaté effectuée selon les conditions précédentes; 
pour savoir si cet objet est valide, il suffit simplement de vérifier que sa 
frontière ne s'auto-intersecte pas. 

On sait depuis peu ([CHA 90]) que le test de simplicité d'un poly­
gone peut être effectué en un temps proportionnel au nombre de ses 
côtés. Ce résultat fondamental ne s'accompagne malheureusement pas 
d'un algorithme 'utilisable'. L'algorithme de [T/VW 88] donne une 
solution pour le même problème en O(nloglogn), si n est encore le 
nombre de côtés du polygone. Les structures de données pennettant 
d'atteindre une telle complexité sont encore plus délicates à manipuler et 
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aucune méthode pratique n'a pu être mise au point pour utiliser 
l'algorithme. Devant ce cas de force majeure, on est bien obligé de se 
résoudre à utiliser une méthode naïve mais efficace: si l'on pennet à 
l'algorithme de Bentley-Ottman de traiter des segments de droite et des 
arcs de cercles, on obtient une méthode en O(nlogn) pour détecter une 
infraction à la simplicité de l'objet en construction. La recherche de tou­
tes les k infractions s'accompagne de la complexité O(nlogn +klogk). 

Comment incorporer les arcs de cercles à l'algorithme d'intersection? 
Pour la circonstance, un arc de cercle est avant tout un sommet: une des 
propriétés qui prévaut dans l'algorithme de Benùey-Ottman est qu'il est 
inutile de chercher à intersecter deux segments qui ne sont pas 
adjacents. Cette remarque tient aussi dans le cas de deux cercles et d'un 
cercle et d'un segment, car tous ces objets sont convexes: malgré tout, 
'l'intersection' d'un cercle et d'un autre objet nécessite de remplacer la 
notion d'adjacence par celle de 'à une distance inférieure au rayon'. 

La transformation à apporter à l'algorithme original est donc minime. 
En quoi ceci résout-il le problème qu'on se pose? Si l'on prend 
l'ensemble des segments construits pour le r-dilaté considéré, on peut 
affirmer que ne sont pas sécants deux arêtes consécutives ni un arc de 
cercle et une arête ayant un 'sommet' (point de contact de type C1) en 
commun. Si une arête ou un cercle intersecte un cercle ou une arête, la 
construction est illicite, car la frontière n'est plus simple: au moins un 
point de la frontière est plus proche que r d'un des segments de la 
chaîne. Ceci inclut les cas où les deux extrémités de la chaîne sont à une 
distance inférieure à r mais non confondues: ce cas peut éventuellement 
être détecté et 'corrigé'. 

r-dilatés tri-dimensionnels 

Passons maintenant à la définition de l'objet dans l'espace qui est issu 
d'un r-dilaté. Commençons par le cas d'un segment simple. On a vu au 
début de ce chapitre que tout point d'un segment pouvait se voir 
attribuer une valeur numérique (par exemple une altitude) dont la valeur 
était fonction du champ numérique associé aux deux extrémités du 
segment. 

Cette propriété est généralisée ici de sorte que tout point du segment 
qui se projette sur les deux arêtes constituant les génératrices donne la 
valeur de son champ numérique à ses deux projections; de plus, tout 
point appartenant à 1 'une des deux calottes circulaires reçoit comme 
valeur de champ numérique celle de 1 'extrémité associée. Cette 
définition se traduit par la figure V.40, dans le cas où le champ numé­
rique représente une altitude. 

Bien que le champ numérique puisse représenter toute infonnation 
utile, il est préférable de garder la représentation tri-dimensionnelle de la 
figure précédente à l'esprit. 

Il paraît assez dur de définir la valeur du champ numérique dans le 
cas d'un objet portant sur plus d'un segment. La difficulté provient du 
fait que, si deux segments consécutifs de définition du r-dilaté ont un 
point commun dans le plan, la situation entraîne un blocage dans 
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l'espace: le point E de f -V.39 existe dans le plan, mais il est la 
projection de points de deux segments de l'espace: il y a de fortes 
chances que les champs numériques des deux génératrices de l'espace 
n'aient pas la même valeur. 

Nous sommes coutumiers de ce phénomène dans la construction 
d'un escalier: le saut d'altitude à la verticale du point de virage est 
contrebalancé par des marches palières. La situation équivalente, pour 
un r-dilaté, est illustrée à la figure V .41. 

Revenons un instant sur la figure V.39. A la verticale (dans l'espace) 
du point d'intersection dans la plan des deux génératrices intérieures, le 
champ numérique devrait avoir deux valeurs, ce qui n'est pas tolérable. 
La même situation s'applique à la verticale de 1' intersection des 
génératrices extérieures. 

Pour sortir de l'impasse, l'idée la plus simple est de considérer qu'il 
existe une zone, le palier, dans laquelle tous les points sont dans un 
même plan pour le champ numérique; d'autre part, on choisit de 
'forcer' ce même champ pour l'un des deux tronçons (ou les deux), de 
sorte que le r-dilaté tri-dimensionnel soit constitué de trois sections 'pla­
nes' , comme sur la figure V.42 . 
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Figure V.40. Représentation tri-dimensionnelle d'un r-dilaté de segment. 
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Figure V .41. Palier dans un r-dilaté tri-dimensionnel. 
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Figure V.42. Aménagement d'un palier dans l'espace. 

La face 'horizontale' est un triangle sur cette figure, mais on va voir que 
ce n'est pas toujours le cas. Maintenant que cette contrainte géométrique 
est connue, essayons de formaliser un peu plus les éléments de choix. 

Une des premières constatations qui s'impose est que, si l'on veut 
arriver à traiter de tels objets, il n'est pas déconseillé de réduire nos 
prétentions et d'essayer de 'vectoriser' quelque peu les parties 
continues, relatives aux arcs de cercle. Autant la modélisation choisie 
laisse toute latitude, autant la triangulation qui va suivre impose les 
objets les plus simples possible. L'idée maintenant est d'essayer de 
trouver les points les plus judicieux dans le r-dilaté plan, pour repré­
senter un r-dilaté tri-dimensionnel aussi fidèle que possible. 

Revenons à un virage à droite der-dilaté dans le plan (figure V.43). 
Pour entériner le choix imposé précédemment, une solution consiste à 
utiliser le champ numérique associé à m, et à l'imposer aux points A, B, 
C, D, E et H: tous les points de cet hexagone ont le champ numérique 
associé à m. De cette manière, bien que l'on doive forcer la main aux 
tronçons Jm et mK, on obtient deux tronçons tri-dimensionnels plans et 
un palier horizontal. Mais, de toute évidence, tous les points C, B, H, 
A et D ne sont pas forcément impliqués explicitement dans l'objet 
résultant. Combien sont nécessaires et lesquels? 

A ce stade, d'autres contraintes liées à l'essence même de la facétisa­
tion vont être utiles: la vertu d'une triangulation de Delaunay (étudiée en 
détail au chapitre suivant) est de construire dans le graphe les triangles 
les plus proches de triangles équilatéraux. Comme on dispose d'une 
certaine latitude dans la vectorisation des r-dilatés tri-dimensionnels, il 
est justifié d'essayer de préparer le terrain pour cette opération. 

Les facettes sont d'autant plus représentatives qu'elles ne sont ni 
trop effilées ni trop minuscules: essayons d'imaginer ce qui se passerait 
si l'angle a devenait très petit ou, à l'inverse, très proche de n/2. On a 
vu dans les formules (V -3) que AI = r·cosa. Si a est très petit, la 
longueur de Al est très proche de r; en revanche, si a est voisin de n/2, 
cette longueur devient pratiquement nulle: ceci est bien conforme à 
l'idée qu'on se fait de la distance entre A et B lorsque les deux tronçons 
sont presque exactement alignés. 
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Figure V.43. Aménagement d'un palier dans le plan. 

Que devient, quant à elle, la longueur du segment HE? De la forrnule 
HE = 2r·sin-la on déduit que HE est infiniment grand lorsque a est 
proche de zéro et voisin de 2r (la largeur totale de chaque tronçon) lors­
que a est très près de 7t/2: ceci conforte encore notre intuition, car il est 
visible que plus le virage est 'serré' (a:::::O), plus le point H est déporté. 

ll semblerait donc pertinent d'opérer deux choix, suivant la valeur de 
a: si cet angle passe en-dessous d'un certain seuil, on choisit d'appro­
cher le palier circulaire par le pentagone CBADE et sinon par le 
quadrilatère CHDE: ce choix est conforté par le fait que, lorsque le 
virage est très serré; la longueur El = lm + mE = r(sina + 1/sina) de­
vient très proche de 2·r mais reste bornée, alors que, si le virage est 
ouvert, la longueur HE reste aussi proche de la même borne: il est 
toujours possible d'imaginer le passage d'objets de taille proche de la 
demi-largeur sur chaque bande de tronçon (analogie avec la circulation 
sur une voie). 

Quelle valeur seuil prendre pour a? L'aide va venir d'une propriété 
essentielle des triangles de Delaunay: dans une triangulation de ce type, 
tout cercle circonscrit à un triangle de Delaunay ne peut contenir, en son 
intérieur, un autre point de l'ensemble initial. Ceci se traduit, par 
exemple, par le fait que le cercle circonscrit au triangle AEB ne contient 
pas C et D. A quelle condition cette propriété est-elle vérifiée? On 
observe que lorsque a = 7t/4, les deux tronçons de f-V.43 sont 
perpendiculaires et que HA = AD = HB = CB = r: En d'autres terrnes, 
les points A, B, C, D sont sur le même cercle de centre rn et de rayon r. 
Dès que a dépasse 7t/4, la face ABE n'est plus élément de la 
triangulation et elle le devient dès que cet angle est inférieur à 7t/4. Ceci 
renforce le choix car la symétrie de la figure suggère naturellement cette 
triangulation. 

Enfin, la longueur AB = 2·AI = 2·r·cosa est toujours supérieure à r.fï 
quand a est inférieur à n/4. On a vu, d'autre part, que a est borné par la 
géométrie des segments: le virage ne peut être trop serré sans que mF 
devienne supérieur à la longueur du segment de tronçon ((V-4, V-5)): 
l'aire de la face ABE, égale à lhEI-AB = r2cosa(sina+l/ ina) peut, a 
priori, atteindre des valeurs infinies pour a==O, mais ces valeurs ne sont 
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possibles que dans le cas de virages très serrés sur des tronçons assez 
longs: ces cas sont éventuellement améliorés par le processus de 
subdivision des tronçons. Pour une valeur de a proche de 7t/4 et 
inférieure, l'aire de la face ABE reste voisine de et inférieure à 3hr2. 
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Que se passe-t-il pour la triangulation relative au choix du 
quadrilatère CHDE (a>7t/4)? Cette situation est reprise de 
f- V .43 et grossie en médaillon. Les quatre sommets du 
quadrilatère sont sur le même cercle de centre rn (identique 
à celui passant par A et B), car CE=DE=2r, CH=HD et 
LHCE=LHDE=1t/2 (donc HE est un diamètre commun 
aux deux triangles HCE et HDE). 

/
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Pour des raisons explicitées au chapitre suivant, la triangulation de 
Delaunay ne peut décider entre les diagonales HE et CD car elles corres­
pondent à des situations équivalentes. Comparons leurs longueurs: 

CD_ 4r·cosa·sina. _ . (2 ) < 1 ~,..~ [ 14 121 HE - 2r - sm a. _ , v a e 1t , 1t 

On pourra décider de choisir (sauf si l'objet fmal était déformé par d'au­
tres intersections, bien sûr) la diagonale HE qui est la plus longue du 
quadrilatère CHDE, afm d'éviter la petite facette CDH du médaillon, et 
obtenir un découpage 'dans le sens de la marche'. 

Pour des valeurs de a proches de Jt/4, 1' aire des faces HEC et HED 
de la triangulation de Delaunay, donnée par r2/tga est très proche de !2; 
de même les longueurs HD=HC= 2r/tga restent proches de 2r. En 
revanche, lorsque a se rapproche de 1t/2, toutes ces quantités devien­
nent pratiquement nulles: il faut encore affiner le choix du seuil. On sait 
déjà que CD=4r·cosa. TI est donc possible, dès que a franchi un second 
seuil, de vectoriser le palier tri-dimensionnel à partir du triangle CDE: la 
facétisation n'aura pas d'autre alternative que celle de choisir ce triangle 
comme facette de Delaunay. En testant à partir de quelle valeur de a CD 
devient inférieure à 2r, on obtient 

CD = 4rcosa < 2r ~ a < 1t/3 

Ce seuil de 1t/3 permet de délimiter les cas où l'on peut choisir une 
représentation de palier triangulaire. On est maintenant amené à consta­
ter que l'aire du palier, égale à lf2CD·ET = 4r2cos2a est directement 
dépendante du cosinus de a: ceci entraîne à calculer un dernier seuil, 
cette fois-ci étroitement lié à la 'résolution' du graphe sous-jacent. si 
l'on décide qu'une facette ne peut avoir une aire inférieure à un seuil e 
positif, on trouve une valeur minimale de a par la relation 

eo.s 
4r2cos2a < e ~ a. < Arcos( 2r ) 

en-dessous de laquelle la construction d'un virage der-dilaté provoque­
rait l'apparition d'une facette triangulaire trop petite si l'on recourrait à 
la méthode précédente: dans ces cas, il est bien préférable de forcer les 
champs numériques de E et H, dont les différences de valeurs doivent 
être de toute façon minimes sous peine d'incohérence, de façon à 
supprimer la facette centrale et joindre en biseau les deux tronçons par 
la diagonale HE: il est pratiquement impossible que les deux tronçons 
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demeurent plans (les points E, C, H et B ne peuvent être 'coplanaires' 
sans que les deux tronçons le soient!), mais cette légère violation de la 
planéité permet de traiter ces cas assez correctement, bien que de 
manière approchée. 

Les différentes techniques présentées ci-dessus permettent d' appro­
cher l'objet continu défmi par un r-dilaté du plan de sorte qu'il s'éloigne 
le moins possible du modèle décrit au début de la section. Le principal 
besoin de cette opération vient de 1 'étape de triangulation. Le modèle 
continu est intéressant en soi et nécessite le recours à des raccords dont 
les génératrices sont des morceaux d'hélices. D'autres travaux devraient 
suivre les concernant. .. 

oâ l'on reparle d'intersections .. . 

Les r-dilatés tri-dimensionnels (r-3d en abrégé) posent de sérieux 
problèmes en ce qui concerne leur intersection avec deux types d'objet: 
les autres r-3d et les chaînes de segments plus prioritaires. 

Lorsqu'un r-3d rencontre un segment plus prioritaire, le principal 
problème provient de la géométrie de 1 'intersection: le support du 
segment n'étant pas nécessairement dans le plan (de l'espace) du 
tronçon rencontré, on est obligé de recourir à une technique proche des 
précédentes si l'on désire résoudre le problème dans sa totalité. 

Les cas particuliers sont redoutables: 1 'intersection peut avoir lieu au 
'milieu' d'un tronçon et presque à angle droit (cas simple) ou non, ou 
encore dans un virage. L'angle formé entre le segment de contrainte et 
le segment de définition local du r-3d, projeté sur la plan, joue un rôle 
fond~ental. Tout en précisant que l'étude de ces cas est encore à l'état 
de développement, donnons quelques éléments de réflexion. 

Figure V.44. Segment de contrainte et r-3d. 

Pour comprendre le rôle d'un segment de contrainte, utilisons la 
visualisation tri-dimensionnelle de la figure V.44. On y trouve un r­
dilaté du plan, sa version tri-dimensionnelle et un segment de 
contrainte: celui-ci force le champ numérique der-3d à la verticale des 
deux intersections des projections de ces objets dans le plan. La 
situation est un peu caricaturale, mais on constate que le segment 
provoque l'apparition d'un pic et de trois sections planes successives. 
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Les segments de contrainte permettent de modéliser très fidèlement 
certains traits de relief. 

La situation est idéale lorsque la projection du segment de contrainte 
coupe le r-dilaté avec un angle a. pas trop faible. Une telle situation est 
représentée à la figure V .45. 

Figure V.45. Projection de l'intersection d'un segment de contrainte et 
d'unr-3d. 

On retrouve un critère de validité semblable à ceux qui précèdent, grâce 
à la relation 

l'vlli=~ 
tg a. 

TI est facile de voir que cette construction n'est possible que si MH est 
inférieur à MI, I marquant la fin du segment de définition courant. Une 
relation équivalente existe pour la gauche. Les choses deviennent vite 
plus complexes lorsque la chaîne de contrainte coupe le r-dilaté de 
manière plus aléatoire: par exemple, pour des valeurs très petites de 
l'angle a, le rôle même d'un segment de contrainte devient moins clair: 
doit-il avoir une influence locale (au voisinage du point d'intersection 
avec le segment de définition) ou plus globale, mais que dire alors de 
l'influence d'un segment de contrainte qui serait parallèle au segment de 
définition? La situation devient paroxystique sur la figure V.46. 

Figure V.46. Chaine de contrainte un peu torturée ... 

L'heuristique adoptée pour résoudre ces problèmes est de considérer 
uniquement les intersections des segments de contrainte avec les seg­
ments de définition des r-dilatés et donc d'accréditer la thèse selon 
laquelle le point d'influence d'un segment de contrainte est maximal au 
contact du segment de définition. Par exemple, la situation précédente 
se résout en ne gardant que les deux intersections avec le segment de 
définition médian. Ceci donne quatre points sur les génératrices (figure 
V.47). Les segments de contrainte n'intersectant pas un segment de 
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définition sont simplement ignorés: l'avantage de cette simplification est 
de permettre un traitement de tous les cas rencontrés avec une relative 
fidélité dans la transcription du rôle des chaînes de contrainte. 

Figure V.47. Traitement simplifié du cas précédent. 

Le deuxième type de difficulté que provoquent les r-3d est lié à l'inter­
section de ces objets avec d'autres objets de la même classe. On se 
rappelle que 1' on a imposé une relation d'ordre sur les objets et celle-ci 
est valable pour les r-3d eux-mêmes: lorsqu 'un tel objet en rencontre un 
plus prioritaire, il doit lui céder le chemin. Ceci se traduit par des réso­
lutions de conflit de champs numériques qui ont déjà été traitées et 
surtout par des problèmes géométriques que nous allons examiner. 

Figure V .48. Intersection de deux r-dilatés. 

Dans le cas le plus simple, deux r-3d se coupent 'au milieu d'un 
tronçon' et avec un angle entre les supports orientés des segments de 
définition 'raisonnable'. Une situation coopérative de ce type est 
représentée à la figure V.48. L'objet 2 est plus prioritaire que l'objet 1. 
Les intersections A et B sur l'objet 2 se projettent orthogonalement sur 
l'autre génératrice en A' et B ': suivant que a est supérieur ou non à 1t/2, 
l'intersection à projeter se trouve sur l'une ou l'autre des deux 
génératrices. Les triangles AA'A" et BB'B" sont des facettes de remise 
à niveau: le quadrilatère AB"BA" correspond à des sommets suivant la 
même loi de champ numérique (ils sont coplanaires si le champ numé­
rique dénote !;altitude); il est nécessaire que les champs numériques de 
A' et B' soient copiés sur ceux de A et B. On retrouve encore des effets 
de bord dommageables lorsque a est trop proche de 0 ou de 1t/2. De 
même, certaines facettes peuvent être microscopiques lorsqu 'un des 
deux objets est construit sur une valeur de r très faible. Ces événements 
peuvent être paramétrés comme précédemment. 
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Les choses sont légèrement plus complexes quand deux r-3d se 
croisent à l'endroit d'un virage. Mais comme les segments de définition 
imposent des contraintes locales fortes, on peut, en général, traiter 
toutes les intersections entrer-3d en profitant des techniques propres à 
celles caractérisant les intersections autres les objets. 

Toute intersection multiple crée un nombre conséquent de petites 
facettes. On retrouve l'importance de la relation d'ordre entre les diffé­
rents objets: elle permet de pouvoir traiter les intersections dans 1 'ordre 
décroissant de priorité, si l'on admet que l'on traite à part, et avant toute 
autre chose, le 'graphe' des r-3d. 

L'heuristique adoptée pour la gestion des r-3d est la suivante: on 
commence par tester les intersections entre chaînes de définition der-3d 
et les chaînes de contraintes. Cette opération, qui se fait grâce à la 
précaution que 1' on a prise de permettre aux fonctions principales de 
travailler sur des ensembles de classe d'objets, fournit les chaînes de 
définition rectifiées selon la méthode de f- V .47. On construit ensuite 
les r-3d qui en découlent et on calcule les intersections de tous les objets 
présents, en ignorant toute intersection d'un segment der-3d avec un 
segment de chaîne de contrainte. 

Cette technique permet de traiter globalement les r-3d comme des 
objets 'normaux'. Mais la complexité de leur gestion nous entraîne 
maintenant vers les rivages de la sémantique des objets. 

Dépendances sémantiques 

Les calottes circulaires en bout des r-dilatés font penser que ces objets 
ne sont pas 'finis': si l'on est parvenu à les fmaliser du point de vue des 
virages, rien n'a été fait concernant leurs extrémités. 

En général, le graphe planaire est plongé dans un rectangle englobant 
du plan. Ceci provient du fait que le monde étant vaste, il faut bien le 
découper en parcelles pour le modéliser ... Chaque parcelle porte le nom 
de domaine. Tout domaine possède, sauf s'il se situe au bout du monde 
(!),huit domaines voisins. 

Figure V.49. Divers arrêts der-dilatés suivant les circonstances. 
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Si un r-3d s'arrête sans rencontrer d'obstacle, on convient de l'arrêter à 
angle droit en projetant deux points perpendiculairement au dernier 
point de défmition, sur les deux génératrices (figure V.49). 

Si l'extrémité fmale d'une chaîne de définition est située sur un des 
bords du domaine courant, il est clair que l'on doit faire face à deux 
problèmes: si le r-3d se prolonge dans le domaine attenant, il faut 
s'arranger pour prolonger ses génératrices jusqu'à concurrence du bord 
de domaine; sinon que faire? De même, comment raccorder les deux 
sections d'un r-3d à cheval sur deux domaines; est-ce même possible de 
le faire dans tous les cas? 

Que se passe-t-il lorsqu'une génératrice d'un r-3d rencontre un bord 
du domaine ou que le dernier segment de définition aboutit à un coin du 
domaine? Celui-ci est l'un des problèmes qui accompagnent la gestion 
des r-dilatés polygonaux, c'est-à-dire approchés par des polygones. 
Citons-en quelques uns, afin de dégager une technique générale de 
résolution. 

Figure V .50. La géométrie des intersections de r-dilatés est complexe. 

La largeur des r-dilatés pouvant être très variable, la géométrie qui 
accompagne 1 'intersection de deux tels objets est assez complexe, com­
me en témoigne la figure V.50. L'intuition que l'on a de ce genre de 
problèmes est qu'il serait agréable de pouvoir utiliser l'information 'un 
segment de définition aboutit au milieu d'un autre' d'une manière plus 
fine, alors que tout ce qui est fait jusqu'ici est une opération d'inter­
section entre segments et une décomposition de faces: il serait utile de 
contrôler sémantiquement l'intersection de deux r-dilatés suivant la si­
gnification de certaines configurations de leurs segments de définition . 

. 3 
2 

Figure V .51. Intersection de trois r-dilatés en un point. 
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Prenons maintenant le cas d'une intersection comme celle de la figure 
V.51. Les objets ont la même priorité que leur numéro d'identification. 
En fait, n'est-il pas souhaitable, dans ce genre de situation, de 
construire un 'raccord' entre les objets 2 et 3 puisque leurs segments de 
définition partagent un point et qu'ils ont individuellement priorité sur le 
troisième? Quand l'extrémité d'un r-3d est située sur la frontière d'un 
objet (moins prioritaire), ne serait-il pas souhaitable, dans certains cas, 
de permettre que le r-3d se termine en biseau le long de l'objet, et 
parfois de faire en sorte qu'il se termine d'une autre manière? 

Il est parfois nécessaire de subdiviser les tronçons des r-3d: les 
facettes que 1' on obtiendrait sinon, seraient beaucoup trop effilées. La 
subdivision consiste à découper chaque segment de définition en un 
certain nombre de sous-segments: ces nouveaux sommets se projettent 
en deux points sur les génératrices (comparer à des virages d'angle 7t) 
et l'on force ainsi les facettes intérieures aux r-3d à être moins longues. 
Il est souhaitable de se donner un moyen de prévoir le nombre de 
subdivisions pour chaque tronçon. Comme la frontière de chaque r-3d 
est susceptible d'intersecter d'autres objets, on constate que l'obtention 
de subdivisions équilibrées n'est pas une tâche triviale! 

Figure V .52. Bordure mal définie. 

Considérons comme dernier exemple la situation suivante, extrêmement 
dommageable et fréquente: un utilisateur appliqué s'est assuré qu'une 
route soit bordée par deux champs adjacents. Sachant que les r-3d sont 
définis par leurs segments de définiti()~, il s'est évertué à représenter les 
champs par deux polygones ayant un segment en commun et partageant 
une des extrémités du segment de définition (figure V.52). Malheureu­
sement, n'ayant aucun contrôle sur le développement dur-3d définitif, 
il ne peut empêcher que le bord de frontière commun des deux champs 
intersecte la frontière dur-3d en un autre endroit (flèche sur la figure) 
que le point d'intersection des génératrices. Ceci a la fâcheuse consé­
quence de créer une facette qui n'a aucune raison d'être. 

Il serait fastidieux d'essayer de présenter une solution pour chacun 
de ces problèmes. Il est bien plus judicieux de présenter une méthode 
générique, dont on verra comment l'appliquer à chaque cas d'espèce. 

La méthode générale s'appuie sur la notion de graphe sémantique. 
Supposons que l'on se donne une structure supplémentaire de graphe 
abstrait dont tout nœud coïncide avec un nœud unique du graphe 
planaire cité depuis le début du chapitre, et contient des informations 
sémantiques: par exemple, on peut y indiquer qu'un sommet est attaché 
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à un autre sommet ou à un segment par une loi explicite, un segment de 
r-3d porte l'indication qu'il aboutit sur le bord du domaine et est 
prolongé dans le domaine voisin par un segment approprié ou bien doit 
l'être. On peut aussi imaginer des collections d'objets dont la position 
est l'objet d'une loi géométrique (placer un objet tous les x mètres à la 
distance y et parallèlement à telle frontière d'objet) ... 

Toutes ces indications doivent être contenues de manière explicite 
dans les données: celles-ci doivent être organisées comme les instruc­
tions d'un langage évolué de manière à rendre possibles des références 
à d'autres objets et l'utilisation de variables manipulant ces objets. 
Malgré tout, certaines contraintes doivent être imposées: un élément 
d'un objet ne peut dépendre que d'éléments plus prioritaires, on ne doit 
pas créer de circuits dans le graphe des relations, etc. 

Une fois les données 'interprétées', la première tâche consiste à créer 
un réseau de contraintes sur le graphe abstrait: les techniques permettant 
de résoudre ces problèmes ne manquent pas (cf [WIN 84]). 

TI est important de noter que les informations relatives à un domaine 
voisin ne sont peut-être pas disponibles au moment de la résolution des 
contraintes relatives à un domaine donné: il doit donc exister une 
relation d'ordre entre les domaines eux-mêmes afin que le meta-résol­
veur de domaines puisse organiser les résolutions de manière cohérente: 
ce super-module est indispensable pour permettre la cohésion des 
données et doit être la seule 'autorité' habilitée à pouvoir décider de la 
validation d'une action mettant la cohésion en danger. 

La résolution du réseau de contraintes doit amener à déterminer en 
premier les relations de dépendances du sous-graphe des r-dilatés. Si 
un nœud de cette structure correspond à une extrémité de r-dilaté sur un 
bord de domaine, il est nécessaire de vérifier si le nœud possède une 
branche 'infinie' dans le domaine voisin: si c'est le cas, il faut vérifier si 
on est en présence d'un virage ou d'un simple raccord et construire en 
conséquence. S'il n'existe pas d'information en provenance du domai­
ne voisin, on doit informer le super-module qu'un segment der-3d de 
pente pet d'extrémité le nœud courant aboutit sans virage sur le bord b 
du domaine D. La construction autour de ce nœud peut se faire sans 
risque de problème ultérieur. Pour qu'un virage soit possible le super­
module doit en être saisi à l'avance de manière à pouvoir résoudre des 
dépendances inter-domaniales. 

Si un nœud du graphe des r-3d correspond à un 'coin' du domaine, 
il faut en référer au super-module avant construction (afm de vérifier si 
la chose est cohérente) et après, afin de fournir les références 
nécessaires à la validation, par les domaines avoisinants, de l'empiéte­
ment d'un objet étranger sur leur territoire: ces domaines ne pourront 
avoir aucune justification autre que les paramètres et les attributs bruts 
du morceau der-3d qu'ils vont accepter. 

Dans un même ordre d'idée, si un objet quelconque 'déborde' d'un 
domaine sur un autre, seul le super-module peut statuer et éventuel­
lement entériner l'état de fait. 
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Les relations du type 'l'élément A dépend de l'élément B' se 
résolvent un peu de la même façon que les liens de dépendance numé­
riques au début du chapitre: on crée des liens physiques entre éléments 
et on parcourt ce sous-réseau en réduisant chaque nœud quand il n'est 
plus sujet qu'à deux liens sur des nœuds réduits. ll est fondamental de 
n'autoriser, au maximum, que deux liens de dépendance pour un nœud 
donné. 

Pour reprendre le dernier exemple mentionné, si un sommet de 
frontière est attaché à deux faces (les deux champs bordant la route) et 
un sommet de virage de r-dilaté, on rencontre deux cas, suivant que les 
polygones sont situés du côté de la corde du virage ou de son extérieur. 
Au moment de la construction, le nœud virage devra recenser 
explicitement tous les nœuds qui dépendent de lui. Au moment de la 
construction du virage, on déplace les liens de dépendance en 
provenance du côté corde vers le nœud matérialisant l'intersection des 
génératrices intérieures, et ceux côté extérieur vers un des nœuds de 
contour du palier, de manière heuristique. 

ll n'y a pas à craindre d'indirections multiples car, au pire, le 
segment de frontière commune est flottant aux deux extrémités: à cause 
de la relation d'ordre instaurée et grâce à des techniques semblables à 
celles du début de chapitre, on parvient sans mal à déterminer les 
positions définitives de ces deux extrémités, à partir du moment où les 
données ont été filtrées de manière à ne pas comporter de boucles 
indéterminables. 

Pour affiner 1' approche géométrique des problèmes comme ceux de 
f-V.50, on peut imaginer que le nœud où se produit l'intersection des 
segments de définition contient suffisamment d'information pour 
permettre de dire que les deux segments se terminent en ce nœud: cela 
signifie qu'il n'y a ni prolongement ni virage; dans ces conditions, la 
construction des deux r-dilatés peut être reprise de sorte que le plus 
prioritaire avale le moins prioritaire, ou toute autre solution convenable. 

Il n'est pas question ici de donner des solutions ponctuelles à des 
problèmes dont l'essence dépend avant tout de la signification des 
objets: si la modélisation porte sur une voie ferrée, une route ou un 
cours d'eau, les solutions risquent fort d'être dépendantes de chaque 
cas; il est des cas où la route passe à gué, d'autre ou la route passe sous 
le cours d'eau (pont canal), au-dessus, etc ... Ce qui est important est de 
faire remarquer que le graphe planaire du début de chapitre peut être 
investi de beaucoup plus de pouvoirs qu'il n'en était question à 
l'origine, et que cette propriété ouvre le champ aux investigations les 
plus diverses. 

Un autre exemple significatif concerne les 'carrefours' à plus de 
deux r-dilatés: le sous-graphe des r-dilatés plans est rendu planaire en 
premier et, après cette opération, il est possible de localiser les nœuds 
où se croisent ces objets: quand plus de deux d'entre eux se rencontrent 
en un nœud, il devient possible d'organiser un 'rond-point': il s'agit 
d'une classe d'objets plus prioritaire que toutes les autres, dont le but 
est d'aplanir toute la région voisine de l'intersection multiple et de 
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supprimer toutes les faces des r-dilatés qui sont recouvertes par son 
intérieur. Un tel exemple est présenté à la figure V.53. 

Figure V .53. Rond-point pour la figure V .51. 

Si l'on considère, dans un premier temps, qu'un rond-point est modéli­
sé par un disque, les deux points importants sont la recherche de son 
centre et de son rayon. Le centre est évidemment le point d'intersection 
des segments de définition. Pour trouver le rayon, on ne peut pas faire 
mieux que de calculer explicitement les distances des intersections des 
couples de génératrices 'alternées' (intérieure-extérieure) au centre: le 
rayon peut être pris comme supérieur à la plus grande de ces distances. 
On peut ensuite calculer les intersections de ce disque avec toutes les 
génératrices et relier ces points par des segments pour définir la 
frontière vectorisée de l'objet rond-point. 

ll est à noter que des problèmes se posent concernant les cas où 
plusieurs r-dilatés se coupent de manière très voisine, mais pas en un 
point unique: on peut associer à un point des relations de dépendances 
afm de permettre éventuellement d'éviter ce cas en exigeant que tous ces 
segments se coupent en un point unique, de manière formelle. Malgré 
tout, le cas général d'un 'carrefour' est encore mal compris et nécessite 
des travaux plus poussés. 

Revenons au problème de la subdivision de tronçons de r-3d: 
comme il est à craindre, les r-3d représentent souvent des objets très 
fins et très longs, dont on voit sans peine que les facettes vont être 
extrêmement effilées. On peut imaginer de subdiviser chaque tronçon 
(entre deux virages ou un virage et une extrémité finale) en autant de 
sous-tronçons destinés à provoquer l'apparition de deux points de 
projection sur les génératrices et ainsi assurer une augmentation des 
facettes et donc une meilleure harmonie dans leur apparence. Le seul 
véritable problème est que la frontière d'un r-dilaté peut très bien être 
elle-même coupée par d'autres objets, ce qui risque d'entrer en conflit 
avec la subdivision et provoquer l'apparition de micro-facettes indési­
rables. 

La solution consiste à n'effectuer la subdivision qu'après 1 'opération 
de décomposition. D'une certaine manière, les arêtes canoniques 
indiquent une dépendance implicite entre les objets: par exemple, si un 
segment de frontière der-dilaté est partagé avec la frontière d'un autre 
objet (champ qui borde la route), l'arête canonique correspondante 
permet de savoir que toute transformation apportée au segment der-3d 
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doit se répercuter sur le seul autre segment polygonal valide représenté 
par cette même arête canonique après décomposition! 

Figure V.54. Deux techniques de subdivision. 

Mais il est nécessaire d'avoir gardé des liens de fraternité entre les deux 
génératrices et leurs segments après intersection/décomposition afin de 
pouvoir organiser une subdivision 'synchrone' des deux sections: on 
peut choisir de subdiviser par le biais des segments de définition 
originaux ou bien en alternance sur les deux génératrices, afin de pré­
parer le terrain, encore une fois, pour la triangulation. La figure V.54 
donne un exemple de chaque cas. 

Le dernier problème que nous aborderons ici est celui des intersec­
tions indues: l'opération de décomposition par priorité a la fâcheuse 
conséquence d'entraîner la disparition de certaines faces. Prenons 
l'exemple le plus simple que l'on puisse imaginer (figure V.55), dans 
lequel un polygone P est inclus dans un polygone plus prioritaire Q: 
l'opération d'intersection introduit les sommets A et B sur la frontière 
de Q et celle de décomposition fait disparaître le polygone P tout entier. 

Figure V .55. Sommets zombies. 

Les sommets A et B subsistent sur la frontière de Q bien qu'ils n'aient 
plus aucune raison d'exister. Il se peut, malgré tout, qu'il ait été volon­
taire de placer P de cette sorte afin de faire apparaître ces sommets: si 
1 'on imagine des facétisations à différents niveaux de détail, certains 
points doivent subsister d'un niveau de facétisation à un autre, afin de 
permettre des raccords entre plusieurs plans de visualisation. De même 
les sommets rajoutés par subdivision des tronçons de r-3d ne doivent 
certainement pas disparaître. 
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Radicaux 

(V-9) 

Il est donc nécessaire de pouvoir faire la distinction entre sommets 
forcés et normaux. Ceci peut se faire par le biais d'une information 
booléenne supplémentaire dans le graphe de dépendance sémantique et 
une information de dépendance analytique entre deux segments 
subdivisés: dans une intersection entre deux segments, on sait que l'on 
obtient deux fois deux sous-segments de même support; il est possible 
d'adjoindre à chaque sous-segment un lien de co-linéarité avec son 
sous-segment associé. 

Après la décomposition, on peut effectuer une passe supplémentaire 
sur la frontière de chaque composante connexe construite en ne s'inté­
ressant plus qu'aux couples de segments successifs liés par une relation 
de co-linéarité: si le sommet commun à deux tels sous-segments n'a pas 
d'autres arêtes canoniques incidentes valides que celles qui leurs sont 
relatives, et s'il n'est pas de type forcé, le sommet peut être supprimé et 
les sous-segments 'fusionnés' en un sur-segment unique. 

La création des r-dilatés s'accompagne de problèmes de calculs assez 
conséquents. D'une manière schématique, la recherche de l'équation 
des génératrices d'un tronçon revient à chercher les deux droites 
parallèles au support de segment de définition à une distancer de celui­
ci. 

Ainsi, si l'on cherche l'équation des génératrices situées à une 
distancer d'un support de vecteur directeur (-v, u) passant par le point 
(xo, Yo), on trouve 

u(X-xo) + v(Y-yo) ± ~ = 0 

Ceci implique l'introduction de radicaux dans les coefficients des équa­
tions et la disponibilité d'une arithmétique rationnelle n'est pas 
suffisante. De même, les conditions de validité de construction données 
au début de cette section font intervenir des calculs non rationnels. 

n existe deux façons de considérer ce problème: comme les r-dilatés, 
par construction sont 'faits par l'homme' on peut considérer que les 
radicaux de l'équation précédente, qui représententfondamentalement, 
des intercepts, peuvent être approchés, avant tout autre calcul, par des 
pseudo-réels bien choisis: on est sûr que les objets ne seront pas 
exactement r-dilatés mais dès qu'un radical est approché, il n'apparaît 
plus explicitement dans les calculs et est remplacé par un rationnel suffi­
samment proche, en-dessous d'un seuil de précision décidé: les 
sommets des r-dilatés se comportent comme de simples sommets ordi­
naires, situés qu'il sont sur des segments dont les supports ont 
maintenant des équations rationnelles. 

Une autre solution consisterait à utiliser une approximation des 
nombres utilisés par des fractions continues (rationnelles). Ce genre de 
technique permet d'approcher aussi près que souhaité tout nombre 
solution d'une équation du second degré à coefficients entiers, ce qui 
est le cas des nombres présents dans les équations de génératrices des r­
dilatés. 
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ll est possible de comparer de manière exacte une fraction continue et 
un rationnel pur: deux convergents successifs d'une même fraction 
continue encadrent ce nombre dans un intervalle de longueur inférieure 
à 11/rsl si r et s sont les dénominateurs des deux convergents. Comme le 
rationnel admet une seule représentation irréductible (et finie), on 
parviendra toujours à pousser la convergence assez loin pour pouvoir 
explicitement localiser le rationnel par rapport à cet intervalle d'encadre­
ment, sans erreur. 

La comparaison de deux fractions continues relatives à deux 
solutions d'une équation du second degré est possible en utilisant deux 
propriétés fondamentales des approximations par fractions continues: si 
x est un nombre irrationnel quelconque, il existe une suite unique de 
naturels ao. at, . .. , an, ... , tels que 

lim 1 
x= n~oo [ao, at, ... , an • . .. ] = ao + 1 

at + a2 + 

De plus, si x est racine d'une équation du second degré à coefficients 
entiers, la suite précédente est périodique. Un grand nombre de résul­
tats concernant les fractions continues se trouvent dans [HIW 79] et 
[ROB 77]. Le résultat précédent permet de conclure qu'on peut com­
parer deux racines d'une équation du second degré à coefficients entiers 
en comparant leurs expansions périodiques, ce qui donne un algorithme 
fini, dans ce cas. 

Malheureusement, les nombres engendrés par la présence der-3d ne 
sont pas toujours comparables par un algorithme fini: toute combinai­
son linéaire de deux racines d'une équation du second degré à 
coefficients entiers ne donne pas nécessairement un nombre qui ait 
aussi cette propriété. Il semble donc difficile d'étendre les propriétés 
précédentes aux nombres rencontrés dans un contexte comme celui qui 
nous préoccupe, car il se peut que l'on ne puisse prouver qu'ils sont 
égaux qu'en comparant explicitement tous les entiers de leurs 
expansions en fractions continues. 

La recherche de solutions dans ce cadre est un prolongement naturel 
et à venir des travaux de cette thèse. 

-~-
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Ce dernier chapitre porte sur le problème de la facétisation 
des représentations par segments de graphes planaires 
(rsgp) obtenues par les méthodes développées depuis le 
début de cette thèse. 

La méthode de facétisation est fondée sur une triangulation 
particulière dite 'de Delaunay', elle-même fortement liée 
aux diagrammes de Voronoi dans le plan. 

Quelques définitions sur ces deux notions fondamentales 
relatives à un nuage de points du plan sont présentées, ainsi 
qu'un nouvel algorithme de construction des diagrammes 
de Voronoi dans le plan: celui-ci permet de donner un algo­
rithme simple et linéaire de construction de tels diagrammes 
lorsque les points sont tous disposés sur la frontière d'un 
polygone monotone. 

On étudie ensuite la triangulation de Delaunay de la repré­
sentation par segments d'un graphe planaire, en donnant 
une méthode incrémentale de complexité optimale, et enfin 
une spécialisation de ce genre de techniques lorsque les 
rsgp possèdent une structure hiérarchique, comme celles 
qui ont été étudiées au chapitre précédent. 
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VI.A. DIAGRAMMES DE PROXIMITE 

On appellera ainsi dans ce chapitre une partition du plan par des régions 
convexes possédant des propriétés géométriques fortement liées à la 
notion de proximité de sommets de ce plan. Les deux exemples que 
l'on considérera sont les diagrammes de Voronoi et les triangulations de 
Delaunay. 

La notion de diagramme de Voronoi a été traitée en détail dans plu­
sieurs ouvrages ou articles fondamentaux auxquels le lecteur totalement 
étranger au sujet est expressément renvoyé. Parmi ceux-ci, citons 
[VOR 08], [SHA 78], [KM3 84], [P/S 85], [EDE 87], [PER 88] et 
[G/S/S 89]. 

On y trouvera 1' ensemble des propriétés et particularités de ces objets 
(en deux dimensions et au-delà) et la présentation des techniques les 
plus représentatives liées à leur construction et leur manipulation. 

Le but de cette section n'est pas de redire ce qui est par ailleurs 
parfaitement déjà dit, mais d'essayer de dégager des points-force qui 
permettront de développer de nouvelles approches sur le processus de 
triangulation de Delaunay d'une rsgp. 

Néanmoins, afin de permettre une meilleure compréhension des 
algorithmes proposés, le chapitre débute par une section de récapitula­
tion des propriétés utilisées par la suite et un aperçu de la méthode 
'diviser-pour-résoudre'. 

Vl.A.l Diagrammes de Voronoi 

Définitions et propriétés générales 

Soit Sn un ensemble de n points distincts du plan P qui porteront le 
nom de sites. On suppose que dans cet ensemble on ne trouve pas trois 
sites alignés ni quatre sites sur un même cercle: on dit qu'ils sont en 
position générale. 

Ces précautions permettent seulement de simplifier les démonstra­
tions, voire d'unifier les solutions: elles ne sont en aucun cas 
obligatoires et les solutions générales exigent seulement une attention 
plus soutenue pour le traitement des cas 'dégénérés'. 

On suppose que ces sites ont été triés suivant l'ordre lexicographique 
de leurs coordonnées dans Pet renumérotés {pt, P2, ... , Pnl. selon 
l'ordre dans lequel ils sont maintenant rangés. L'ensemble des i pre­
miers sites (ordonnés) {Pt.P2· ... ,pi} sera toujours noté Si, i e [1, n]. 

Si Pi et Pj sont deux sites quelconques de Sn, on notera Pij ou 
éventuellement [i, J] le segment [pi, Pj] et Mij sa médiatrice. Sur les 
graphiques de ce chapitre, une telle droite sera parfois notée 'i,j'. 

La médiatrice Mij défmit deux demi-plans fermés IIiJ et Ilj,i tels que 
le premier contient tous les points de P qui sont plus proches de Pique 
de Pj (ou à égale distance) et le second tous ceux plus proches de Pique 
de Pi (ou à égale distance). Voir la figure VI.l.(a). 
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Comme les sites de Sn sont en position générale, si l'on en prend 
trois quelconques Pi. Pj et Pk. les médiatrices des segments Pij. Pik et 
Pjk se coupent nécessairement en un point unique Dli.jk:. centre du cercle 
circonscrit aux trois points (Figure VI.l.(b) ). 

Un tel point sera appelé sommet de Voronoi, et l'on peut affirmer, 
par conséquent, que tous les sommets de Voronoi engendrés par Sn 
sont de degré trois. On voit d'ailleurs que cette propriété disparaîtrait si 
1' on autorisait que quatre sites ou plus puissent se trouver sur un même 
cercle. 

Si p;, Pi et Pk. i ::1: j, i ::1: k etj ::1: k, sont trois sites quelconques de 
Sn, l'intersection de IIïj et IIï,k· donne nécessairement une région 
infinie et convexe, V(i), qui a la propriété importante suivante: 

(VI-l) 'Vz e V(i), d(z, pi) ~ d(z, p1) te {j, k} 

En d'autres termes, tout point de la région V(i) est plus proche de Pi que 
de pjou de P1c et ceci s'applique, circulairement, à V(j) et V(k). La 
région V(l) s'appelle le polygone de Voronoi du site Pi et les sections de 
médiatrices qui en forment la frontière s'appellent des arêtes de 
Voronoi. 

Le 'partitionnement' de Pen V(i)u V(J) u V(k) s'appelle le diagram­
me de Voronoi de l'ensemble {pi,pj, pk}, noté DV({pi,pj, pk}). D'une 
manière générale, si Sn= {PI. P2 • ... , Pnl. le diagramme de Voronoi 
de Sn, DV(Sn), est le partitionnement du plan par l'union des 
polygones de Voronoi V(pï), contenant tous les points deP situés à une 
distance de Pi inférieure ou égale à celle de tout site de Sn-{Pil· 

Chez certains auteurs, on trouve aussi les termes de 'tessellation de 
Dirichlet' ou 'tessellation de Thiessen' pour désigner les diagrammes de 
Voronoi. 

On démontre assez facilement que, pour tout site Pi de Sn. le 
polygone de Voronoi V(i) est convexe, qu'il est ouvert si et seulement 
si Pi est un sommet de la frontièrel de l'enveloppe convexe de Sn, 
Fr(EC(S0 )) et fermé-borné sinon, et enfin que ses arêtes sont des 
segments finis ou non de médiatrices de couples de sites de Sn: chaque 
polygone de Voronoi non borné admet deux rayons correspondants à 
deux demi-droites infinies, médiatrices de deux segments de l'envelop­
pe convexe. 

Tous ces résultats, démontrés en détail dans les ouvrages ou articles 
cités en référence, sont considérés acquis ici et illustrés pour mémoire à 
la figure VI.2. 

Si l'on considère un point q d'une arête quelconque d'un polygone 
de Voronoi, ce point est, par construction, à égale distance de deux 
éléments de Sn; cela signifie, à l'inverse, qu'il n'y a pas d'autre point 
de Sn que ceux-ci qui puisse être plus proche de q. Par suite, la liste 
des sommets du polygone de Voronoi V(i) permet de connaître les plus 
proches voisins de Pi dans Sn. 

1 On considère ici que l'enveloppe convexe d'un nuage de points est le plus petit 
polygone convexe contenant ces points et non pas la frontière de cet ensemble! 
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Figure VI.l. Diagramme decVoronoi sur deux (a) et trois (b) sites. 
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Figure VI.2. Diagramme de Voronoi sur 9 sites. 

Construction par fusion 
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[SHA 78] expose une méthode très ingénieuse de construction d'un 
diagramme de Voronoi sur n sites en position générale. Cette méthode 
porte le nom de 'diviser-pour-résoudre' (divide and conquer) et elle 
portera ici souvent celui de construction par fusion. 

Son principe, extrêmement simple, est l'équivalent des algorithmes 
de tri par fusion: on divise le vecteur à trier en deux parties égales, on 
appelle récursivement le tri par fusion sur ces deux parties qui sont 
retournées triées; il ne reste plus qu'à parcourir les deux listes triées en 
prenant l'élément minimum (ou maximum, suivant le sens du tri) à 
chaque étape. Cette opération se nomme la fusion et prend un temps 
proportionnel à la longueur totale de la liste triée. 

Si la liste à trier contient n éléments, la complexité T(n) de l'algo­
rithme est donnée par 1 'équation de récurrence suivante: 

T(n) = 2T(nh) +en, 

où c est une constante positive. Une telle équation se résout par substi­
tution [A!H!U/ 87, p. 303] et permet de trouver que le tri par fusion de 
n éléments a une complexité de O(nlogn). 

Dans le cas qui nous concerne, on subdivise l'ensemble Sn en deux 
sous-ensembles G et D (pour gauche et droit) de tailles sensiblement 
égales, séparables par une droite verticale, et on lance récursivement la 
procédure de construction sur chacun, ce qui donne deux sous­
diagrammes de Voronoi DVG et DVD; on effectue enfm la 'fusion' de 
ces deux ensembles pour obtenir le diagramme de Voronoi de Sn. 
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VI. Facétisation avec contraintes 

Figure VI.3. Fusion de deux sous-diagrammes de Voronoi. 

La récursion s'arrête lorsque 1 'ensemble passé en paramètre a une taille 
inférieure ou égale à trois, car on peut construire les diagrammes de 
Voronoi de ce type en temps constant (cf. f-VI.l). 

La phase de fusion est assez délicate et il est nécessaire d'en donner 
1' essence, afm de permettre la bonne compréhension des développe­
ments des prochaines sections. Supposons que l'on parte de l'ensemble 
de neufs sites de f-VI.2 et, qu'après avoir subdivisé cet ensemble en 
{p1, ••• , P4} et {p5, ••• , p9 }, on ait récursivement obtenu la construction 
des deux sous-diagrammes de Voronoi en haut de la figure VI.3. 

Ces deux sous-diagrammes sont en quelque sorte 'dédoublés' mais 
ne sont pas dans leur véritable position relative: on voit dans le bas de la 
figure qu'il faut leur appliquer une translation parallèle à l'axe horizon­
tal pour qu'ils retrouvent leurs véritables positions relatives dans le 
plan. Malgré tout, ceci permet de mieux visualiser 1 'ensemble de l' opé­
ration de fusion. 

On commence par localiser les deux segments d'appui Pz6 et P3s 
permettant de fusionner les enveloppes convexes des deux sous­
ensembles de sites en une seule (cf [P/S 85] ou [EDE 87] pour de plus 
amples détails sur la construction et la fusion d'enveloppes convexes). 

On construit ensuite la 'chaîne de fusion' qui est la ligne de partage 
des eaux entre les deux sous-diagrammes: c'est l'unique chaîne 
polygonale qui reste continuellement à égale distance d'un site du sous­
diagramme gauche et d'un site du sous-diagramme droit. 
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Cette chaîne commence et finit par les deux médiatrices des ségments 
d'appui. M26 rencontre en premier2 M24 de DVG, tout en restant à 
l'intérieur du polygone de Voronoi V(6) de DVD: cela signifie qu'à ce 
point de rencontre la chaîne est exactement à égale distance de pz, p4 et 
p6• Comme elle s'apprête à franchir la frontière de V(4), la chaîne va 
quitter V(2) et devenir plus proche de p4 que de pz: on peut donc 
construire la médiatrice ~6 et l'insérer comme nouveau chaînon de la 
chaîne de fusion. Parallèlement, la médiatrice M24 de V(2) est réduite 
jusqu'à concurrence du point d'intersection mentionné et le nouveau 
rayon infini de ce polygone devient M26· Le résultat de 1 'opération de 
fusion donne, naturellement, le diagramme de f-V1.2. 

On peut montrer [LEE 82] qu'il existe une 'loi d'addition' gouver­
nant les indices des régions fusionnées. Contentons-nous d'observer 
qu'elle se traduira ici_par: fusion(Mij, Mik) ~ Mjk· 

Remarquons aussi que la chaîne de fusion a un comportement 
monotone: tant qu'elle reste à l'intérieur d'un polygone de Voronoi 
d'un sous-diagramme alors qu'elle franchit la frontière séparant deux 
polygones de Voronoi du second sous-diagramme, la chaîne de fusion 
garde la même 'concavité': dans le cas précédent, elle est convexe si 
1 'on suppose que le le plan est doté de 1 'orientation naturelle. Elle 
deviendra concave lorsqu'elle franchira la frontière séparant deux 
polygones de VDD en restant à l'intérieur du même polygone de VDG. 

C'est exactement ce qui se passe à l'étape suivante: ~6. le chaînon 
de fusion courant, rencontre en premier M67 de DVD: la fusion donne 
donc.~7 et le prédécesseur, dans le parcours direct des arêtes de V(4), 
devient le segment correspondant de M46· On amorce donc une 
révolution dans le sens rétrograde autour de p4 puisque la chaîne reste à 
l'intérieur de V(4) et franchit ensuite M57 de DVD. Le nouveau chaînon 
est donné par fusion (~7. M57) ~ ~5· Cette médiatrice rencontre 
ensuite M34 de DVG pour donner M35 qui rencontre à son tour Mss 
pour temriner en M3s dont on sait qu'elle constitue le rayon final bas. 

Si l'on essaie de formaliser l'algorithme correspondant à cette 
méthode, il est utile de supposer l'existence d'une fonction permettant 
de construire la médiatrice d'un segment donné. Cette médiatrice est, a 
priori, une droite infinie, mais peut aussi être une demi-droite orientée 
'd'origine' A, une demi-droite orientée 'd'extrémité' A ou un segment 
fmi [A,B]. Pour distinguer ces cas, il est pratique, en plus de ceux 
nécessaires aux coefficients de 1' équation du support, de disposer de 
deux champs qui sont des pointeurs sur des nœuds de l'arbre binaire 
des points du graphe sous-jacent 

Les quatre situations précédentes se traduisent par les quatre couples 
(NIL, NIL), (A, NIL), (NIL, A) et (A, B). L'opération Média­
trice(U,V ,X, Y) construit la médiatrice de [U,V] et associe les pointeurs 
X et Y d'extrémités. L'opération·~· permet d'associer une extrémité 
finale ou originale à une droite ou à une demi-droite existante. Si 1 'un 
des arguments de cette opération est ? , il ne joue pas de rôle. 

2 Dans ce contexte, cette expression signifie 'avant de rencontrer une autre médiatrice 
d'un quelconque des deux sous-diagrammes'. 
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La synthèse de l'algorithme, inspirée de [KM3 84, p. 109], peut 
s'écrire ainsi: 

base (- segment d'appui haut [G,D]; 
chainon_fusion (- Médiatrice(G,D,NIL,NIL); 
tant que ((Q (- (chainon_fusion n (DVG u DVD) -:t:- {}) 

chainon_fusion ~ (?,Q); 
soit m la médiatrice intersectée par chainon_fusion en premier; 
m ~ (?,0); 
si (m est dans DVG) im est la médiatrice d'une arête [G, G']i 

G(- G'; 
sinon im est la médiatrice d'une arête [D, D']i 

0(- D'; 
chaînon_fuslon (- Médiatrice(G,D,n,NIL); 

retourner(DVG u DVD); 

Algorithme VH: Fusion de deux sous-diagrammes de Voronoi [P/S 851 

On démontre ([SHA 78], [PER 88]) que la chaîne de fusion étant mo­
notone, la recherche des intersections successives de la chaîne de fusion 
et des arêtes de V oronoi gauches et droites reste linéaire, et donc que le 
mécanisme de fusion a une complexité proportionnelle au nombre 
d'arêtes du diagramme fusionné et que celle de l'algorithme est 
O(nlogn), ce qui constitue une complexité optimale. 

Schématiquement, on doit trier les points pour pouvoir les diviser 
récursivement en deux parties de tailles égales et séparables par une 
droite; cette phase a donc une complexité dans le pire des cas de 
O(nlogn). D'autre part l'étape de fusion a une complexité proportion­
nelle au nombre de sites du diagramme fusionné. Ceci pennet d'obtenir 
même relation de complexité que pour le tri par fusion. 
Remarque: ll faut rajouter à l'algorithme de fusion précédent l'infra­
structure de chaînage et de 'dualisation' des arêtes découvertes par la 
ligne de partage des eaux: les polygones de Voronoi sont alternative­
ment amputés de sections d'arêtes, reçoivent de nouveaux rayons ou 
voient leurs frontières rectifiées. Ceci doit être harmonieusement mis en 
œuvre et il est bien connu qu'il y a une grande distance entre la synthè­
se précédente et une implantation réelle. 

Néanmoins, c'est la modélisation VI.i qui sera utile dans la suite de 
ce chapitre et il suffit de savoir que la mise à jou{ des structures 
représentant les polygones de Voronoi n'est pas de nature à changer la 
complexité théorique de l'algorithme. 

C'est pourquoi elle est ignorée ici, pour ne pas cacher les principes 
qui seront les plus importants par la suite. 

VI.A.2 Triangulation de Delaunay 

La triangulation de Delaunay d'un nuage de points constitue la structure 
de base de l'étude de la triangulation avec contraintes que l'on veut 
mener dans la dernière section de cette thèse. Comme une triangulation 
de Delaunay est avant tout une triangulation, il est bon de jeter quelques 
bases sur les triangulations de type quelconque. 
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Définitions et propriétés générales 

Soit3 un graphe G = (S, A). On appelle cycle élémentaire de ce graphe 
un cycle qui n'en contient aucun autre et corde d'un cycle élémentaire, 
une arête qui relie deux sommets non consécutifs de ce cycle. 

On dit que le graphe planaire G est triangulé si tout cycle de 
longueur strictement supérieure à trois admet une corde et qu'il est 
complètement triangulé s'il contient un nombre d'arêtes maximal. Ceci 
équivaut à dire que l'ajout d'une arête supplémentaire détruit la planarité 
du graphe. 

(a) (b) (c) 

Figure VI.4. Graphes planaires et triangulations. 

On montre que les faces bornées de toute représentation par segments 
d'un graphe triangulé sont des triangles: une telle représentation porte le 
nom de triangulation. 

Cette triangulation T = (S, F, A) est constituée d'un ensemble de 
sommets S, d'un ensemble F de faces- dont la face externe Fext (qui 
est la seule face non-triangulaire)- et d'un ensemble d'arêtes A. La 
triangulation est complète si tout segment n'appartenant pas à A 
joignant deux points quelconques de S coupe au moins une arête de A 
ailleurs qu'en ses extrémités. Une triangulation est donc complète si et 
seulement si le graphe sous-jacent est complètement triangulé. 

La figure VI.4.(a) montre une rsgp qui n'est pas une triangulation, 
f-VI.4.(b) une triangulation et f-VI.4.( c) une triangulation complète: il 
est impossible de rajouter des arêtes (curvilignes ou rectilignes) joignant 
des sommets non déjà connectés de ce graphe sans détruire sa planarité. 

Toute triangulation de cette sous-section portera sur un ensemble S 
égal à l'ensemble de sites Sn défini précédemment et sujet aux restric­
tions que l'on sait. L'ensemble A des arêtes est donc un sous-ensemble 
de Sn• Sn et les faces sont des polygones (triangles) dont la frontière est 
définie par des arêtes de A. 

3 Je voudrais tout spécialement remercier R. Jégou du Département d'Infonnatique 
Appliquée de l'E.N.S.M.S.E. pour sa précieuse aide et les longues discussions que 
nous avons eues sur la manière dont il faudrait généraliser certaines définitions 
parfois trop restrictives. 
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Triangulation d'une rsgp 

+ 

Dénombrement 

Il est naturel de penser à transposer la définition précédente à une 
représentation de graphe planaire par segments: si H est une rsgp, de 
face externe F'Hext. on dit que TH est une triangulation (complète ou 
non) de ce graphe selon sa face externe si le complémentaire de F'Hext 

est une triangulation (complète ou non). 

Il est évident, dans la définition initiale, que la face externe d'un 
nuage de points est simplement le complémentaire de son (polygone) 
enveloppe convexe et donc que les deux définitions coïncident, dans ce 
cas. D'autre part, si la face externe d'une rsgp n'est pas explicitement 
connue, on définit sa triangulation par défaut comme la triangulation de 
la rsgp selon son enveloppe convexe. Dans tous les cas, on peut 
considérer que la triangulation d'une rsgp quelconque est définie sans 
ambiguïté. 

-........ . 

--------.................... . 

(a) (b) 

Figure VI.S. Rsgp (a) et triangulation 'par défaut' (b). 

Il est important de constater que cette extension de la notion de 
triangulation à une rsgp implique, évidemment, que les arêtes de la rsgp 
soient toutes des arêtes de triangles et qu'aucune arête d'un triangle ne 
coupe une arête initiale de la rsgp ailleurs qu'en une extrémité. Un 
exemple de triangulation par défaut de rsgp est donné à la figure VI.5. 
On constate que cette triangulation ne correspond pas à un graphe 
complètement triangulé, car il est possible de rajouter des arêtes non 
rectilignes en différents sommets de la frontière de la face externe 
(enveloppe convexe) sans détruire la planarité du graphe. 

La face externe joue un rôle primordial dans le dénombrement des 
arêtes et des faces d'une triangulation. Si l'on associe, à chaque arête 
d'une triangulation, une flèche pointant vers la face située dans un 
demi-plan défini par son support et une autre pointant vers la face 
contenue dans le second, chaque triangle reçoit 3 flèches, chaque arête 
porte deux flèches et la face externe reçoit autant de flèches qu'elle 
compte d'arêtes. Si l'on note n le nombre de sommets du graphe, nA le 
nombre d'arêtes du graphe, next le nombre d'arêtes de la face externe, 
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(VI-2) 

(VI-3) 

(VI-4) 

(VI-5) 

nT le nombre de triangles et np = nT+ 1 le nombre total de faces, on 
trouve donc la relation 

2nA = next + 3nT = next + 3(np-l) 

Alliée à la relation d'Euler 

n +np- nA= 2, 

la première relation permet d'écrire: 

{ 
nT = 2(n-1)-next 
nA = 3(n-1 )-next 

Lorsque la triangulation est complète, la face externe est bordée par un 
triangle et tous les autres points sont à l'intérieur de celui-ci, donc 

{
nT= 2n-5 

next = 3 ~ nA = 3n-6. 

Lorsque tous les sommets du graphe se trouvent sur le bord de la face 
externe on trouve 

f nT= n-2 
(VI-6) next = n ~ ln A = 2n- 3 

C'est le cas, entre autres, des polygones simples sans trous, que 1 'on 
retrouvera plus loin. En tout état de cause, on peut affirmer que le nom­
bre d'arêtes et le nombre de triangles d'une triangulation T(Sn, A, F) 
est toujours O(n) puisque l'on peut écrire 

{ 
n-2 S nT S 2n-5 

(VI-7) 2n-3 S nA S 3n-6 

Les minorants correspondent au cas où les sommets du graphe sont 
tous disposés sur la frontière de la face externe (polygone sans trou) et 
les majorants au cas du graphe complètement triangulé, c'est-à-dire 
dont tous les points sont inclus dans le complémentaire de la face 
externe, qui est un triangle (f-VI.4.(c)). Dans ce dernier cas, 
l'enveloppe convexe des sommets du graphe est bien entendu ce même 
triangle. 

Figure VI.6. Triangulation d'un polygone 'plein' . 

Le dernier résultat combinatoire qu'il sera utile de posséder par la suite 
concerne les situations comme celle de la figure Vl.6, que l'on 
rencontre après avoir appliqué les techniques du chapitre précédent. La 
rsgp est divisée hiérarchiquement en faces polygonales contenant éven­
tuellement d'autres polygones strictement inclus dans leur intérieur. 
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(VI-8) 

(VI-9) 

V1. Facétisation avec contraintes 

Chacune de ces faces considère que ses polygones 'fils' sont en fait 
des trous (en noir sur la figure), car leur triangulation produit des 
facettes qui ne les concernent pas. De plus chaque face est susceptible 
de contenir un ensemble d'arêtes et de sommets isolés strictement inclus 
dans l'intérieur de la face, constituant un sous-graphe sans faces pro­
pres. Le sous-graphe comptez sommets et a arêtes et les trous forment 
une suite de polygones simples, sans trous4 et disjoints {t" t2, ••• , tk}, 
dont chaque élément tu représente un 'potentiel' de sommets de 
frontière externe égal à nu, son propre nombre de sommets. 

Comme tu est un polygone simple sans trou, on peut lui appliquer la 
formule (VI-6) et l'on constate qu'il apporte (nu-2) triangles qui doivent 
être supprimés de la triangulation de la face qui le contient 

On dira d'un polygone comme celui de f- VI.6 qu'il est plein. Pour 
connaître, par exemple, le nombre de triangles de la triangulation d'un 
polygone plein, on remarque qu'il compte 

k 
next + z + Lnu 

u=l 

sommets en tout et on obtient, en appliquant (VI-6) et (VI-8) 

soit 

k k 
nr = {2[(next+Z+ Lnu- 1)]- nextl - L(nu -2), 

u=l u=l 
k 

nr = next + Lnu + 2(z+k-1) 
u=l 

k 
Ainsi, sur la figure VI.6., on trouve next = 7, z = 8, Lnu = 9 et k = 2, 

u=l 
ce qui donne un nombre de triangles égal à 7+9+2(8+2-1)=34. 

Ce qui est remarquable dans ces propriétés est que tous les résultats 
obtenus sont vrais quelle que soit la triangulation construite. En prenant 
l'exemple d'un polygone convexe simple den sommets, dont on a vu 
qu'une triangulation contient n-2 triangles, le lecteur n'ayantjamais fait 
ce constat s'apercevra facilement qu'il existe autant de triangulations 
possibles que de sommets! Ce que disent les relations précédentes c'est 
que toutes les triangulations d ' une même rsgp ont le même nombre 
d'arêtes et de triangles. Ceci est une propriété fondamentale. 

Dualité Voronoi-Delaunay 

Chaque arête du diagramme de Voronoi DV(Sn) correspond à deux 
sites; si l'on relie par une nouvelle arête, dite de Delaunay, chaque 
couple de sites qui partagent une arête de V oronoi, on obtient un graphe 
dual dont on peut montrer qu'il s'agit d'une triangulation; cette 
triangulation, qui est à comprendre bien entendu par rapport à 
1' enveloppe convexe du nuage de points, se nomme la triangulation de 
Delaunay de Sn. que l'on note TD(Sn). La triangulation de Delaunay de 
f-VI.2 est illustrée à la figure Vl.7. 

4 Même si, dans la hiérarchie complète, ils ont une descendance: pour le polygone 
courant, la descendance des fùs ne se comptabilise qu'au niveau suivant de hiérarchie. 
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Figure VI.7. Triangulation de Delaunay à partir du diagramme de f-VI.2. 
):-·· ··· ····· · ·· ·· ···~ 
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Figure VI.8. Equivalence des critères du cercle et de l'angle minimum. 

La triangulation de Delaunay d'un ensemble de points est unique et 
possède une propriété fondamentale, qui la distingue et permet de la 
caractériser entièrement: parmi toutes les triangulations sur Sn, la trian­
gulation de Delaunay est telle que le disque circonscrit à chacun de ses 
triangles ne contient aucun site de Sn en son intérieur. On vérifie surf­
VI.7 que le cercle circonscrit au triangle p,p5[J1 a bien cette propriété. 

[LAW 77] montre qu'il y a équivalence entre le critère précédent, dit 
critère du cercle et du suivant, dit critère de l'angle minimum maximal: 
Sur le quadrilatère ABCD de la figure VI.8.(a), dont les quatre som­
mets sont sur un même cercle, l'angle LCBD=LCAD=e est le plus petit 
des douze angles que définissent les deux triangulations possibles 
{DBC, DBA} et { CAD, CAB}. Ces deux triangulations sont en quel­
que sorte déterminées par la diagonale de ABCD qu'elles contiennent 
(DB pour la première et CA pour la seconde). 

Comme les quatre sites sont co-cycliques, les quatre médiatrices des 
arêtes du quadrilatère se rencontrent en un seul sommet de Voronoi, de 
degré quatre, centre du cercle circonscrit à ABCD. Si l'on déplace de 
manière infinitésimale (f-VI.8.(b)) le site B en B ',à l'intérieur de ce 
cercle, les sommets A, B', Cet D ne sont plus co-cycliques et l'on 
constate l'apparition d'une section non dégénérée de la médiatrice de 
[D,B']: les sites D et B' deviennent voisins et la triangulation fondée 
sur la diagonale AC n'est plus de type Delaunay car le disque 
circonscrit à CAD contient B' en son intérieur. 

D'autre part, comme le déplacement de B est infinitésimal, e' est 
encore le plus petit des six angles de la triangulation {DB'C, DB' A} et 
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e celui de la triangulation { CAD, CAB'}: la triangulation de Delaunay 
maximise le plus petit des angles des triangles qu'elle contient. Un 
raisonnement analogue peut être mené dans le cas d'un déplacement 
infinitésimal de B vers l'extérieur du cercle circonscrit à ABCD. 

Le critère du cercle et celui de l'angle minimum maximal sont équi­
valents car ils ont le même cas limite (co-cyclicité) et provoquent tou­
jours les mêmes décisions. On constate notamment que, lorsque les 
quatre sites A, B, Cet D sont sur un même cercle, les deux triangula­
tions possibles sont équivalentes, au sens des deux critères. Il n'y a 
aucun moyen de choisir l'une plutôt que l'autre, si ce n'est par le biais 
de méthodes comme celle suggérée en (V -6) dans le chapitre précédent 

Construction par fusion 

[L/S 80] donne une méthode 'diviser-pour-résoudre' quïest l'équiva­
lent, pour les triangulations de Delaunay, de la méthode de fusion 
présentée pour les diagrammes de Voronoi. Cette technique va être 
utilisée abondamment plus loin et mérite un peu d'attention. 

Comme pour les diagrammes de Voronoi, on divise l'ensemble Sn 
en deux sous-ensembles de tailles sensiblement égales et 1 'on construit 
récursivement les sous-triangulations TDO et TDD, puis on fusionne 
ces deux dernières pour obtenir la triangulation définitive. Ici aussi, la 
récursion s'arrête quand 1' ensemble passé en paramètre a une taille 
inférieure ou égale à trois, pour des raisons évidentes. 

La fusion est similaire à celle des sous-diagrammes de V oronoi: 
schématiquement, la chaîne de fusion (que 1' on imaginera partir du 
segment d'appui bas) remonte entre les deux enveloppes convexes de 
IDO et TDD et cherche à éliminer toute arête de la sous-triangulation 
gauche qui interfère avec la sous-triangulation droite et vice versa. 

Supposons que le segment d'appui bas ait les extrémités ExtO et 
ExtD (une dans chaque camp). Ce segment portera plus loin le nom 
générique de 'base' . ExtO est un site sur la frontière de l'enveloppe 
convexe de IDO vers lequel converge un certain nombre d'arêtes de 
IDO. Soient {Ob 02, .. . ,Ok} les secondes extrémités de ces arêtes 
incidentes en ExtO, telles que 01 soit le premier site au-dessus du 
segment d'appui dans le sens direct. On construit le cercle circonscrit au 
triangle Ext0,01,02 et l'on teste s'il contient ou non ExtD en son 
intérieur: si oui, il faut éliminer l'arête ExtGG1 et passer à l'arête 
ExtG02 où 02 est le site suivant 01 dans le sens direct autour de ExtG; 
dans le cas contraire on peut garder ExtG01. 

En cas de test négatif on avance dans la liste des arêtes incidentes en 
ExtG jusqu'à rencontrer un site 'en-dessous' du segment d'appui 
courant ou bien tel que le cercle circonscrit qui l'accompagne ne 
contienne plus ExtD. On exécute ensuite la même opération pour IDD, 
en tournant autour de ExtD dans le sens rétrograde, cette fois. 

Quand ces deux opérations sont terminées, les deux sous­
triangulations ont peut-être perdu quelques arêtes mais ces arêtes ne 
pourront plus jamais faire partie de la triangulation de Delaunay car elles 
ont été éliminées pour cause de violation du critère du cercle. 
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Après ces opérations d'élimination, on se trouve avec un site gauche 
G et un site droit D tels que ExtG et ExtD sont extérieurs aux deux 
cercles circonscrits liés à D et G, et il suffit d'appliquer le critère du 
cercle au quadrilatère ExtG,ExtD,D,G pour savoir quelle diagonale 
retenir dans la triangulation. La diagonale retenue est insérée dans la 
triangulation et sert de base pour recommencer le processus qui se 
termine lorsque la dernière base coïncide avec le segment d'appui haut. 
Pour que le test sur ExtG,ExtD,D,G ait un sens, il faut que le quadri­
latère obtenu soit convexe, ce qui explique l'arrêt du parcours des listes 
d'incidence au moment où 1' angle géométrique avec la base devient 
supérieur à rc/2 ('passage sous la base'). 

La figure VI.9 illustre la méthodologie précédente sur un cas 
particulier. Sur chacune des deux lignes de la figure, on trouve trois 
colonnes: dans la première on teste les couples d'arêtes successives 
dans le sens direct incidentes en ExtG de la sous-triangulation gauche 
dont le cercle circonscrit contiendrait ExtD en son intérieur; dans la 
deuxième colonne on teste les couples d'arêtes successives dans le sens 
rétrograde incidentes en ExtD de la sous-triangulation droite dont le 
cercle circonscrit contiendrait ExtG en son intérieur; dans la dernière 
colonne on décide quelle diagonale du quadrilatère ExtG,ExtD,D,G est 
retenue; les cercles des critères de cette dernière colonne ne sont pas 
représentés à cause de leurs très grands rayons. 

Bien que dans les deux lignes de cet exemple aucune arête des sous­
triangulations passées ne soit invalidée, on remarque que le point qui 
deviendra ExtD à l'étape 3 provoquera quelques remaniements. Intuiti­
vement, le processus de fusion grignote éventuellement les sections 
d'exposition mutuelle des deux enveloppes convexes, mais ne peut pas 
rentrer très profondément dans leur intérieur. 

On remarque, d'une certaine façon, que le segment de base évolue 
'en canard' entre les deux enveloppes convexes: suivant la diagonale 
retenue, on fait 'remonter' ExtG ou ExtD, jamais les deux en même 
temps. On retrouve bien là l'évolution de la chaîne de fusion des média­
trices de ces bases successives, dans la fusion de sous-diagrammes de 
Voronoi. 

Ex tG 

Figure VI.9. Principe de base de la fusion de deux sous-triangulations. 



204 VI. Facétisation avec contraintes 

La figure Vl.lO illustre la phase de fusion relative à la triangulation 
des neufs sites de f- VI.3. Comme précédemment, la colonne de 
gauche contient les tests d'élimination d'arêtes de IDG, celle du milieu 
les tests d'élimination d'arêtes de IDD et la colonne de droite les 
critères du cercle appliqués aux quadrilatères finaux; chaque ligne de la 
figure correspond à une itération de la procédure de fusion. 

Par exemple, à la première ligne la base est [3,8], les arêtes 
incidentes en 3 sont représentées par { 4, 1 } dans cet ordre, celles 
incidentes en 8 sont représentées par { 5, 7, 9} dans cet ordre; le cercle 
circonscrit à 3,4, 1 ne contient pas 8 en son intérieur; le cercle 
circonscrit à 8,5,7 ne contient pas 3 en son intérieur; le quadrilatère 
final est donc 3,8,5,4 et le critère du cercle élimine la diagonale 4,8. On 
insère donc [3,5] dans la triangulation et cette arête devient la nouvelle 
base. Lors de l'itération suivante, l'arête [5,6] de IDD n'est pas 
éliminée car le cercle circonscrit au triangle 5,6,7 ne contient pas en son 
intérieur l'extrémité gauche de la base, 3. En revanche, c'est la diago­
nale [ 4,5] qui est choisie, car le cercle circonscrit au triangle 3,4,5 ne 
contient pas en son intérieur le quatrième sommet, 6. L'arête [5,6] dis­
paraît bien à l'itération suivante car, cette fois-ci, l'extrémité gauche de 
la base est 4 et l'inclusion de ce site dans le cercle circonscrit au triangle 
5,6, 7 est détectable. 

L'exécution de la phase de fusion se poursuit jusqu'au stade où la 
base serait égale au segment d'appui haut: il ne reste plus qu'à insérer 
cette arête dans la triangulation. 

On peut donner la synthèse suivante de l'opération de fusion, 
inspirée de [L/S 80] et du survol [DeF 87], extrêmement bien docu­
menté, sur les méthodes recensées de triangulation. 

T ~ TDG u TDD; junien de tous les triangles avant fusion i 
[ExtG,ExtD] ~ segment d'appui bas [Ge,Del; 
tant que ([ExtG,ExtD] :F- [GH,DH]) 

G' ~ extrémité de la 1ère arête incidente en ExtG 'suivant' la base; 
al (G' est au-dessus de la base [ExtG,ExtD)) 

G• ~ suivant direct de G' autour de ExtG; 
tant que (ExtD c r(ExtG,G',G")) 

T ~ T-triangle(ExtG,G,G'); jSUppression d'une facettei 
G'~ G"; 
G" ~ suivant direct de G' autour de ExtG; 

D' ~ extrémité de la 1ère arête incidente en ExtD 'suivant' la base; 
al (D'est au-dessus de la base [ExtG,ExtD]) 

o· ~ suivant direct de D' autour de ExtD; 
tant que (ExtG c r(ExtD.D',D .. )) 

T ~ T-triangle(ExtD,D,D'); fSUppression d'une facetlei 
o·~ o·; 
D" ~ suivant direct de D' autour de ExtD; 

si (G' est en~essous de la base ou D' c r(ExtG,ExtD,G')) iG' est OKi 

1 
T ~ Tu triangle{ExtG,ExtD,G'); 
ExtG ~ G'; jOn retient la diagonale [G', ExtD] i 

sinon jO' est OKi 

1 
T ~ Tu triangle{ExtG,ExtD,D'); 
ExtD ~ D'; iOn retient la diagonale [ExtG,D']i 

retourner( 7); 

Algorithme Vl~l: Fusion de deux sous-triangulation de Delaunay lUS BOl 
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Figure VI.lO. Exemple complet de fusion de deux sous-triangulations de 
Delaunay. 

Dans cette synthèse, le test (U c r(A,B,C)) signifie que le point U est 
contenu dans l'intérieur du disque circonscrit au triangle ABC. Il est 
rappelé que l'on tourne toujours dans le sens direct autour de ExtG et 
rétrograde autour de ExtD. 

Par rapport à la présentation précédente, 1 'algorithme travaille non 
plus sur les arêtes insérées ou supprimées, mais sur les triangles. Cela 
signifie que que la triangulation est organisée de façon à permettre 
l'insertion et la suppression de triangles en temps constant, dès lors 
qu'ils sont sélectionnés dans la fusion, par le biais de deux arêtes. 

Bien entendu, le nombre d'opérations de la phase de fusion de deux 
sous-triangulations est proportionnelle au nombre d'arêtes de la 
triangulation fusionnée et la construction par fusion de la triangulation 
de Delaunay de Sn a aussi une complexité globale de O(nlogn). 

Le traitement du cas particulier où plusieurs sites pourraient se 
trouver sur un même cercle se traite de manière directe en sélectionnant, 
parmi les triangulations possibles, une triangulation dont le choix 

· puisse être reproductible. 
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VI.A.3 Constructions incrémenta/es 

La méthode de construction par division et fusion des tessellations de 
Voronoi et de Delaunay est optimale et extrêmement puissante: le 
paradigme 'diviser-pour-résoudre' est certainement l'un des plus effica­
ces qui soit 

Malgré tout, il est connu que cette technique implique le traitement 
séparé d'un grand nombre de cas particuliers délicats (par exemple la 
séparation dans le cas de sites alignés verticalement). 

D'autre part, on sait bien que toute méthode non récursive possédant 
la même complexité asymptotique qu'une méthode récursive est 
souvent plus efficace, dans la mesure où la constante de 
proportionnalité qui 1' accompagne est aussi souvent moins élevée. 

Dans cette sous-section, une méthode de construction incrémentale, 
mais non dynamiqueS, et optimale va être présentée, qui a comme 
première vertu de donner un algorithme simple pour la construction du 
diagramme de Voronoi d'un polygone monotone à n sommet en temps 
linéaire. 

Le meilleur résultat sur le sujet [NG/S/S 89] était un algorithme 
linéaire dans le cas d'un polygone convexe, mais assez complexe car il 
utilisait la transformation géométrique (x, y)~ (x, y, x2+y2) déjà 
définie dans le chapitre N. 

Une autre qualité de cet algorithme est de s'étendre au cas de la trian­
gulation de Delaunay d'une représentation par segment d'un graphe 
planaire, qui sera 1' objet de la prochaine section. 

Remarque: Le terme incrémentai sera employé dans tout le chapitre 
pour désigner la technique d'insertion des sommets dans l'ordre lexico­
graphique. Ce terme a souvent un sens plus général qu'il vaut mieux ne 
pas retenir ici. 

Construction incrémentale de l'enveloppe convexe d'un nuage de points 

Pour pouvoir analyser plus facilement 1' algorithme central de cette 
section, on va s'intéresser à un algorithme fort ingénieux [EDE 87, pp. 
143-145] de construction incrémentale de l'enveloppe convexe den 
points distincts du plan. On suppose ici encore, pour éviter les cas 
dégénérés dans la présentation, que trois sommets quelconques de Sn 
ne sont pas alignés. Comme toujours, ces cas peuvent être traités 
moyennant quelques modifications, modestes dans le cas présent. 

·On commence par ranger les n sommets selon l'ordre lexicographi­
que de leurs coordonnées dans le plan, on les renumérote {Pl,P2· ·· ·.Pnl 
et l'on considère l'enveloppe convexe des trois premiers points. 
Comme ceux-ci ne peuvent être alignés, le triangle qu'ils défmissent est 
non dégénéré. On considère ensuite les n-3 points qui restent, dans 
1' ordre lexicographique. 

5 i.e. les points sont connus à l'avance et n'arrivent pas un à un, exigeant une mise 
à jour plus complexe et 'dynamique' du dia~me. On sait qu'une telle technique 
s'accompagne d'une borne inférieure de U..n ) [GIK/UN 83]. 
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Figure VI.ll. Recherche des deux segments d'appui depuis Pi· 

Puisque le nouveau point Pi inséré se trouve à droite de tous les 
sommets déjà considérés, il constitue nécessairement un point extrémal 
de Si et se trouve donc sur la frontière de son enveloppe convexe, 
Fr(EC(Sï)): l'insertion de Pi entraîne l'éventuelle disparition d'ancien 
sommets de la frontière de la dernière enveloppe convexe construite 
(initialement, cette enveloppe est le triangle PtP'l/J3). 

On part donc du point Pi-1 rentré précédemment (initialement, Pi-1 est 
égal à p3) et 1' on parcourt la frontière de 1 'enveloppe convexe d'abord 
dans le sens direct jusqu'à trouver le sommet H tel que [H,p;] est un 
segment d'appui ('haut'); puis on repart de Pi-1 et l'on parcourt la fron­
tière de l'enveloppe convexe dans le sens rétrograde jusqu'à trouver le 
sommet B tel que !Pi. B] est le deuxième segment d'appui ('bas'). 

En se reportant à la figure VI.ll, on constate que pour trouver H 
(resp. B) qu'il suffit de rechercher, dans le parcours direct (resp. 
rétrograde), un point Q tel que, siR est son successeur dans l'ordre 
direct (resp. rétrograde), 1 'angle géométrique Lp,QR soit supérieur à 7t. 

L'analyse de cet algorithme très simple, nécessite, quant à elle, de 
raisonner sur le nombre total d'opérations effectuées, sur l'ensemble 
des boucles de parcours: en effet, il est très possible que l'insertion 
d'un point quelconque provoque la suppression de O(n) sommets de 
1' enveloppe convexe précédente; puisque cette situation peut théorique­
ment se présenter pour chacun des n-3 points traités, cela signifie que la 
complexité de l'algorithme est potentiellement quadratique! 

Heureusement, on peut réfuter cet argument en s'appuyant sur un 
raisonnement qui sera précieux pour l'algorithme de construction d'un 
diagramme de Voronoi: à l'étape i (correspondant à l'insertion du som­
metp;), désignons par Si le nombre d'arêtes supprimées de l'enveloppe 
convexe précédente. Comme toute arête détruite ne peut l'être qu'une 
fois, on est sûr que les sommets auxquels correspondent ces arêtes 
seront définitivement éliminés de la liste des sommets de l'enveloppe 
convexe courante, après l'insertion de Pi· Si l'on retire Si arêtes de 
l'enveloppe, on n'en rajoute pas moins deux nouvelles arêtes, nommé­
ment les deux segments d'appui !Pi. H] et !Pi. B]: ceci est aussi vrai si 
aucun segment n'est supprimé de l'enveloppe convexe précédente. 
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En définitive, le nombre Ki d'arêtes de l'enveloppe convexe à la fin 
de l'étape i peut se déduire du nombre Ki-l d'arêtes de l'enveloppe 
convexe précédente par la formule très simple suivante 

Ki= Ki-l - Si + 2 

Comme cette relation peut s'appliquer pour tout i e [1, n], et comme K3 
correspond à la première enveloppe qui contient nécessairement trois 
arêtes, on peut écrire les relations suivantes: 

Kn = Kn-1 - sn + 2 
Kn-1 = Kn-2- Sn-1 + 2 

lC4 = K3 - S4 + 2 
K3 = 3 

Puisque KI +K2+K3=3, et puisque SI +s2+s3 = 0 par construction, on 
obtient, en additionnant membre à membre ces égalités: 

n n 
Kn = 3 + 2(n-3) - l:s; = 2n-3 - l:s; 

i=4 i=l 

Grâce aux remarques faites plus haut, on sait que la quantité la plus à 
droite représente le nombre total d'opérations de l'algorithme, puisque 
celui-ci parcours autant de sommets qu'il détruit d'arêtes et qu'il insère 
toujours un nombre constant d'arêtes. 

En dernier lieu, Kn n'est rien d'autre que le nombre total d'arêtes de 
la frontière de 1' enveloppe convexe de Sn: il est évident que ce nombre 
ne peut jamais excéder n ni être inférieur à 3, par construction. On peut 
donc affirmer que le nombre Convn d'opérations entreprises par 
1' algorithme est borné par: 

n 
Convn = l:s; = 2n - 3 - Kn <=> n+3 ~ Convn ~ 2n-3 

i=l 

On en déduit que la complexité dans le pire des cas de cette partie de 
l'algorithme est O(n). Bien entendu, la complexité globale de l'algo­
rithme est O(nlogn) puisqu'il inclut le tri des sommets au départ. 

Construction incrémentale de DV(Sn) 

On désire maintenant généraliser généraliser la technique précédente à la 
construction du diagramme de Voronoi. Bien que la situation soit bien 
plus complexe, les résultats seront aussi satisfaisants6. 

On part, comme dans l'algorithme précédent, d'un ensemble Sn dont 
on se rappelle que les éléments, appelés sites, sont en position générale. 
On les range par ordre croissant lexicographique et l'on considère le 
diagramme de Voronoi des trois premiers points. Celui-ci se construit 
sans difficulté, puisque les trois sites ne peuvent être alignés. Il a été 
représenté en f-Vl.l.(b ). 

6 Le lecteur intéressé pourra comparer 1' algorithme analysé ici à celui de construc­
tion par balayage du diagramme de Voronoi d'un nuage de points du plan [FOR 86]. 
Il est à noter que le résultat attendu dans ce chapitre est une unification des algo­
rithmes de construction des diagrammes de proximité autour du paradigme précédent, 
alors que l'algorithme cité fait usage d'une transformation du plan afin de permettre 
le balayage et est d'une essence très différente. 
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V(l) 

-1,2 V(3) 
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V(4) 

Figure VI.l2. Insertion de p4 dans le diagramme f-VI.l.{b). 

Essayons maintenant de construire la suite du diagramme de Voronoi 
pour les n-3 sites restants de Sn. La figure V1.12 montre 'l'arrivée' du 
nouveau point p 4• ll y a deux phénomènes à observer: l'insertion du 
quatrième point a une influence sur 1 'enveloppe convexe antérieure 
(ptP,p3) et sur le diagramme de Voronoi antérieur (DV(S3)). 

En quoi l'évolution de l'enveloppe convexe est-elle importante? 
Puisque l'on sait que p 4 se trouve nécessairement sur .Fr(EC(S4)), on 
peut reconstruire la nouvelle enveloppe convexe à partir des deux seg­
ments d'appui fp4, p3] et fp4, p2]. Mais, puisque le nouveau point est 
sur la frontière de la nouvelle enveloppe convexe, le polygone de 
Voronoi V(4) possède obligatoirement deux rayons infinis: le premier 
correspond à la médiatrice de fp4, p3] et le second à celle de fp4, p7,). 

D'une manière générale, ces deux rayons sont toujours déterminés 
par les deux segments d'appui trouvés dans la mise à jour de 
l'enveloppe convexe: ce résultat est une conséquence d'une propriété 
plus générale donnée précédemment, concernant les rayons infinis des 
polygones de Voronoi. Consulter [SHA 78, pp. 178-191], [LEE 78] et 
[PER 88, pp. 4-12] pour des démonstrations détaillées de ce point. 

Les éléments de réflexion qui suivent sont liés à une suite de points 
choisie pour 'provoquer' quelque peu le destin. Leur but est de donner 
les moyens de comparer le comportement de la ligne de fusion de la 
méthode 'diviser-pour-résoudre' et de la chaîne de mise à jour du 
présent algorithme: toute ressemblance est la bienvenue. 

Sur la figure V1.12, on peut interpréter les événements de la manière 
suivante: on part de DV(S3); le rayon M34 se trouve dans le polygone de 
Voronoi V(3) et intersecte le rayon infini M23 de V(2) () V(3): en ce 
point, on est à égale distance des points p 2, p3 et p 4• Ce point coïncide 
aussi avec la sortie de V(3) et l'entrée dans V(2): il est donc nécessaire 
de construire la médiatrice M24 afin de rester encore une fois à égale 
distance de p 4 et d'un point de S3• Cette dernière n'intersecte plus 
aucune autre médiatrice de V(2). 

En ce qui concerne V(2), la construction précédente a ajouté le rayon 
infini M24 et réduit le rayon infini M23 en segment fmi. V(3) a subi une 
transformation comparable. 
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V{l) 
1 

-1). V(5) 

V(4) 5,4 

Figure VI.l3. Insertion du cinquième point. 

L'arrivée de p 5 (figure VI.13) a plus de conséquences que précédem­
ment En particulier, le polygone de Voronoi V(3) devient fermé-borné: 
en effet, p5 fait disparaître p 3 de la frontière de 1' enveloppe convexe de 
Ss et la médiatrice M35 vient fermer V(3) par un segment compris entre 
les intersections de cette première avec les deux rayons infinis anté­
rieurs de ce polygone, M13 et M34. 

Comme on le voit sur ce dernier cas, le cheminement de la chaîne de 
mise à jour du diagramme de Voronoi est fortement influencé par la 
géométrie de la nouvelle enveloppe convexe, mais aussi par celle des 
polygones de Voronoi rencontrés. Ceci va devenir encore plus probant 
sur 1' exemple suivant, où 1' on insère le sixième point de la liste (Figure 
Vl.14). 

6 

V(6) 

-1,2 V(5) 

5,4 

V(4) \ · 
Figure VI.l4. Insertion du sixième point. 

Cette fois-ci, aucun point de la frontière de l'ancienne enveloppe 
convexe n'est remis en cause, mais, en revanche, c'est un rayon infini 
de 1' ancien diagramme de Voronoi qui est détruit! Le segment d'appui 
'haut' est [ph p 6]. La chaîne de mise à jour commence donc par le 
rayon infini M16· 
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Chemin faisant, elle intersecte Mn, se transforme en M36, intersecte 
M35, et se transforme finalement en Ms6 qui est le rayon correspondant 
au segment d'appui 'bas' fmal. 

On constate que la rectification des segments de médiatrice M 13 et 
M35 de V(3) entraîne la disparition définitive du rayon infini Mts· 
Comme dans le cas de l'algorithme précédent, bien que toute arête 
supprimée dans le diagramme de Voronoi de l'étape i entraîne sa dispa­
rition de tous les diagrammes, y compris du diagramme final, il n'en 
reste pas moins que l'insertion d'un seul point peut éventuellement 
entraîner O(n) opérations à elle seule. 

Ce qui paraît inquiétant, dans l'algorithme qui se dessine est qu'il 
semble possible de 'retoucher' plusieurs fois les mêmes arêtes: par 
exemple, l'arête de médiatrice Mn a été retouchée une première fois, 
lorsque p5 a été inséré, puis une seconde fois lorsque p6 a été inséré à 
son tour. Pour se rendre compte de la portée des remaniements que peut 
engendrer l'insertion d'un seul point, insérons un dernier sommet: 

V(l) 
1 

-1,2 

V(4) 

Figure VI.lS. Insertion ultime. 

5,4 

\ 

V(T) 

.. - ..... 5,6 . .... _····- ···-·-.-
5,7----­

V(5) 

Cette fois-ci, on constate sur f-VI.15 que M13 est retouchée pour la 
troisième fois et que deux arêtes disparaissent, donr un rayon infini. 
Pour prouver que cet algorithme ne passe pas trop de temps à créer puis 
détruire des médiatrices inutilement et surtout à les remanier indéfi­
niment, il va falloir montrer que le nombre maximum d'arêtes de média­
trices créées reste 'raisonnable'. 

La chaîne de mise à jour que l'on construit est un cas extrêmement 
simplifié de la chafne de fusion de la méthode 'diviser-pour-résoudre'. 
En fait, à 1 'étape i, on est en présence d'un diagramme de Voronoi de 
i-1 points à gauche et d'un diagramme de Voronoi de 1 point à droite, 
séparés par une droite verticale: ceci ne serait pas suffisant pour garantir 
une complexité optimale dans la méthode 'diviser-pour-résoudre', car il 
est indispensable que les deux diagrammes de Voronoi aient des tailles 
sensiblement égales; or la taille du diagramme de gauche ne cesse de 
croître, alors que celle du diagramme de droite reste constamment égale 
à un. Malgré tout, ne perdons pas courage! 
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Une propriété de la chaîne de fusion qui se transmet merveilleuse­
ment bien à la chaîne de mise à jour est sa monotonie. Cette propriété 
est beaucoup plus forte ici, du fait que le diagramme de droite est 
toujours réduit à un point. 

Propriété 1: La chaîne de mise à jour est convexe. 
Démonstration: Comme toute chaîne de subdivision, dans la méthode 
'diviser-pour-résoudre', est monotone, cela signifie qu'une telle chaîne est 
convexe et concave de manière alternée. En fait, elle est convexe tant 
qu'elle reste à l'intérieur d'un polygone de Voronoi du diagramme de 
Voronoi de droite et concave tant qu'elle reste à l'intérieur d'un polygone 
de Voronoi du diagramme de gauche. Ainsi le changement de 'concavité' 
se fait lorsque la chaîne franchit deux fois de suite la frontière d'un 
polygone de Voronoi d'un des deux diagrammes sans franchir celle de 
l'autre. 
Il est clair qu'une chaîne de mise à jour ne peut jamais franchir deux fois 
de suite la frontière du seul polygone de Voronoi du diagramme de droite, 
puisque celui-ci, avant sa construction, n'a pas d'arêtes! Toute chaîne de 
mise à jour est donc nécessairement convexe. 

Cette propriété, qui correspond, évidemment, au fait que 1 'on construit 
le polygone de Voronoi de Pi· qui est avant tout un convexe, va être un 
atout de taille" Intuitivement, elle garantit qu'une chaîne de mise à jour 
tourne sagement dans le sens direct depuis la position de pente du 
premier segment d'appui jusqu'à celle du deuxième, sans jamais 
'revenir en arrière'. Si l'on a de la chance, les modifications et 
suppressions engendrées par l'insertion d'un nouveau point ne vont pas 
remettre en cause gravement (en profondeur et trop souvent) la stabilité 
acquise du diagramme précédent 

S'il est vrai que certaines médiatrices sont soumises à beaucoup de 
mouvements ces derniers temps, d'autres, et elles sont légion, n'ont 
pas eu trop à se plaindre de mauvais traitements: beaucoup parmi les 
médiatrices situées à gauche du diagramme de f-VI.15 n'ont pas été 
remaniées depuis leur création. C'est exactement sur ce phénomène, 
que l'on va prouver, que l'algorithme tire son efficacité: plus on insère 
de points par la droite, et moins il devient possible de remanier la partie 
gauche du diagramme; après le point p1 le lecteur peut constater qu'il 
devient assez délicat de provoquer une rectification de la médiatrice 
M13, même si cela reste toujours théoriquement possible! 

Afin de pouvoir en donner une analyse précise, écrivons formel­
lement 1' algorithme suggéré par 1 'exemple précédent. Ce que 1 'on a vu 
plus haut permet de supposer l'existence d'un module, MajEC(p, EC), qui 
met à jour l'enveloppe convexe courante EC après l'insertion du point p 
et qui retourne les deux sommets H et B de 1 'ancienne enyeloppe 
convexe qui permettent de construire les segments d'appui [pi, H] et 
[pi, B], à l'étape i. 

Encore une fois, l'opération d'union dans la construction du 
polygone de Voronoi de Pi nécessite aussi la prise en compte des liens 
de jumelage avec le polygone de Voronoi de DV adjacent et le 
'recollement' des arêtes successives créées dans ces deux objets. Tous 
ces détails sont laissés de côté, car ils ne jouent pas un rôle déterminant 
dans la complexité asymptotique de l'algorithme. 
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trier Sn de manière à obtenir l'ensemble {p1, P2· .. . , p,V; 
EC ~triangle p1P2PJ; 
initialiser DV au diagramme de Voronoi de {P1. P2· PJ} 
pour (i-4; isn; i++) 

V(p11~ NIL; 
(EC, H, B) ~ MajEC(p;, EC); 
chainon_maj ~ Médiatrice(DV,p;,NIL,NIL); 

V(p1' ~ DV(p,, u chainon_maj; 
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tant que ((Q ~ (chainon_maj n (DV) ~ {}) ;partir du rayon(?,NIL) de V(H); 
chainon_maj ~ (NIL,O); 
soit m la médiatrice de DV intersectée par chainon_maj; 
m~ (?,0); 
soit [G,G'] le segment dont m est la médiatrice; 
G .~G'; 
chainon_maj ~ Médiatrice(G,D,O,NIL); 

DV ~ DV uV (pm; 
retourner (DV); 

Algorithme Vl-111: Construction incrémentais du diagramme da Voronol da Sn. 

Naturellement, l'algorithme VI.ili est une version extrêmement simpli­
fiée de l'algorithme VI.i, ce qui est bien ce que l'on cherche à obtenir! 
La partie de l'algorithme concernant le tri a une complexité de O(nlogn) 
et la construction implicite de l'enveloppe convexe a un complexité 
linéaire, comme on 1' a vu précédemment. 

Reste la complexité de la deuxième partie de l'algorithme, dont on 
souhaite montrer qu'elle est aussi linéaire dans le nombre de sites. 

n est primordial de noter que dans la boucle 'tant que'' toute arête du 
polygone de Voronoi dans lequel on est entré et qui n'intersecte pas la 
chaîne de mise à jour mais se trouve à droite de celle-ci (i.e. à 1 'inté­
rieur du futur polygone de Voronoi de Pi) est défmitivement détruite et 
ne pourra plus jamais être rencontrée. On commence le parcours par le 
rayon initial du polygone de Voronoi du point d'appui haut, dans le 
parcours rétrograde de cette chaîne; tous les polygones de Voronoi 'de 
gauche' sont parcourus dans le sens rétrograde, ce qui signifie, puisque 
la chaîne de mise à jour reste convexe, que 1' on n'effectue pas de retour 
en arrière et donc que la seule possibilité pour sortir d'un tel polygone 
est que la chaîne de mise à jour y laisse comme trace un unique 
segment, appelé arête de traversée. Toute autre possibilité contredirait la 
convexité des polygones de gauche ou de V (pi). 

En définitive, on s'aperçoit, à l'instar de l'algorithme correspondant 
à 1' enveloppe convexe, que la complexité de cet algorithme est donnée 
par le nombre total d'arêtes qu'il crée: même si une arête peut être 
rectifiée plusieurs fois dans 1' exécution de 1' algorithme VI.ili (comme 
l'a montré f-VI.l5), chaque modification est consécutive à la création 
d'une arête de traversée. Naturellement, on ne peut pas supprimer plus 
d'arêtes que l'algorithme en a créées et toute suppression est aussi 
consécutive à la création d'une arête de traversée. 

Ainsi, si 1 'on arrive à cerner précisément le nombre d'arêtes créées 
en tout par l'algorithme, on connaîtra une borne supérieure sur le 
nombre total d'opérations qu'il entraîne. 
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Encore un peu de dénombrement_ 

(VI-13) 

(VI-14) 

(VI-15) 

Les résultats de dénombrement obtenus plus haut vont se révéler d'une 
grande utilité dans le calcul du nombre d'arêtes créées par l'algorithme 
VI.iü. 

n est facile de voir que le nombre de faces d'un diagramme de 
Voronoi est exactement égal au nombre de sites. D'autre part, comme 
tout diagramme de Voronoi est le dual de la triangulation de Delaunay 
sur le même ensemble de sites, cela signifie qu'à une arête de l'un 
correspond une et une seule arête de l'autre. Les résultats concernant le 
nombre d'arêtes des triangulations quelconques vont pouvoir s'appli­
quer ici, directement. 

On se rappelle que l'on a pu établir que le nombre d'arêtes nA d'un 
diagramme de Voronoi sur n sites était donné par la relation suivante, 
où la face externe est bordée par l'enveloppe convexe des n sites: 

nA= 3(n-l)-next = 3(n-1)-IZEC 

Ainsi, l'enveloppe convexe joue effectivement un rôie primordial dans 
le dénombrement que 1 'on tente de faire, et ceci est heureux car 1' algo­
rithme VI.ili fait explicitement intervenir la construction de celle-ci7. 

On se place à l'étape ide la construction, c'est-à-dire lors de l'inser­
tion de Pi· D'après (VI-13), si, avant l'arrivée de ce site, la frontière 
d'enveloppe convexe compte ECi-1 points, le diagramme de Voronoi 
construit sur Si-1 contient 

Ki-l= 3((i-1)-1)- ECi-1 = 3(i-2)- ECi-1 

arêtes. A l'arrivée de Pi. on peut supposer que Si points vont être sup­
primés de la frontière précédente d'enveloppe convexe, tandis qu'un 
point (le nouveau site Pi) lui est ajouté: le nombre de sommets de la 
frontière d'enveloppe convexe de Si, ECi, est donc égal à ECi-1-Si+l. 
Ainsi, le nombre d'arêtes du diagramme de Voronoi sur Si est 

Ki= 3(i-l)- ECi = 3(i-1)- (EC;-1 -Si+ 1) 

Si l'on note 5i la différence entre le nombre d'arêtes du diagramme à 
l'étape (i-1) et celui du diagramme à l'étape i, on peut écrire 

5i =Ki- Ki-l =Si+ 2 

Si l'on évalue ces différences de i=n à i=3, pour lequel il suffit de 
comptabiliser les trois premières arêtes construites, on trouve: 

Sn = S11 + 2 
5n-l = Sn-1 + 2 

84 = S4 + 2 
53 = 3 

Comme 51+82+53=3, on obtient, en additionnant membre à membre ces 
égalités 

n n 
DV n = I,ôi = 3+ 2(n-3) + I,s; = 2n-3 + Convn 

i=l i=l 

7 Le lecteur intéressé trouvera dans [BRO 79] la présentation d'un tout autre type de 
relation entre les enveloppes convexes et les diagrammes de V oronoi. 



Diagrammes de·proximité 215 

La quantité D V n donne le nombre total d'arêtes créées dans une exécu­
tion quelconque de l'algorithme VI.iii, nombre qui dépend directement 
de Convn, le nombre d'opérations de l'algorithme de construction de 
l'enveloppe convexe de l'ensemble Sn. On sait, par (VI-12), que Convn 
est compris entre n+3 et 2n-3, ce qui veut dire que le nombre total 
d'arêtes créées dans l'algorithme Vl.iii est compris entre 3n et 4n-6: le 
nombre d'opérations de la partie itérative de l'algorithme Vl.iii reste 
proportionnel au nombre de sites. 

Polygones monotones et convexes 

Un polygone Q du plan Pest monotone s'il existe une direction .1. 
par rapport à laquelle tous les sommets de la frontière de Q sont naturel­
lement ordonnés par abscisses croissantes. Un polygone convexe est 
un cas particulier de polygone monotone. Comme les sommets d'un 
polygone monotone sont triés dans la direction de monotonie, la phase 
de tri initiale de l'algorithme VI.iii est inutile et l'on en déduit: 

(VI-16) Il est possible de construire incrémentalement le diagramme de Voronoi d'un ensem­
ble den sites situés sur la frontière d'un polygone monotone (ou convexe) en O(n). 

Construction incrémenta/e de 1D(S,) 

ll est important pour la suite des événements, de donner un aperçu de la 
version adaptée à la construction d'une triangulation de Delaunay d'un 
nuage de points de l'algorithme incrémentai précédent. Sachant que la 
triangulation de Delaunay est le dual du diagramme de Voronoi pour un 
même ensemble de sites, il est facile de passer de l'un à l'autre en temps 
linéaire. Mais cette solution n'est pas toujours désirable, car le diagram­
me de Voronoi peut n'être d'aucune utilité en tant que tel. Dans ces cas, 
le recours d'un algorithme direct de construction est le bienvenu. 

Le principe de l'algorithme incrémentai est identique à celui de lamé­
thode par fusion, à ceci près que la sous-triangulation droite est réduite 
à un site,p;, à l'étape i, ce qui donne l'algorithme recherché: 

trier Sn pour obtenir l'ensemble {p,, 1'2· .. . , Pn}: 
T ~ triangle(p1 .P2..PJ); 
EC ~ triangle p1P2P3: 
pc;»ur (i-4; i sn; i++)) 

(EC, H, B) ~ MajEC(p~ EC}; 
[ExtG,ExtD] ~ segment d'appui bas [B,pd; 
tant que ([ExtG,ExtD] ~ [H,pd) 

G' ~ extrémité de la 1ère arête incidente en ExtG 'suivant' la base; 
si (G' est au-dessus de la base) 

G• ~ suivant direct de G' autour de ExtG; 
tant que (ExtD c r (ExtG,G',Gj) 

T ~ T-triangle(ExtG,G,G'); (suppression d'une facetta i 
G'~ G"; 
G" ~ suivant direct de G' autour de ExtG; 

T ~ Tu triangle(ExtG,ExtD,G'); 
ExtG~ G'; 

retourner( 7); 

Algorithme VI-lv: Construdlon lncrêmentale d'une triangulation de Delaunay. 

La complexité de cet algorithme est la même que celle de l'algorithme 
incrémentai de construction d'un diagramme de Voronoi, pour des 
raisons évidentes de dénombrement. 
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VI.B. TRIANGULATION DE DELAUNAY D'UNE RSGP 

La dernière section de cette thèse concerne la triangulation de Delaunay 
de la représentation par segments d'un graphe planaire. Ce type 
d'opération porte souvent le nom générique de triangulation de Delau­
nay contrainte, pour signifier que les arêtes du graphe jouent le rôle de 
contraintes obligeant le choix de triangles qui ne les intersectent pas. 
Comme il n'y a pas de risque d'ambiguïté, le terme de triangulation 
contrainte sera employé pour désigner une triangulation de Delaunay 
d'une représentation par segments d'un graphe planaire. 

On peut distinguer deux cas importants de triangulation contrainte, 
qui feront l'objet de deux parties distinctes: le cas où le graphe est 
hiérarchisé et celui où il ne 1' est pas. Dans le second cas, il peut être 
assimilé à un ensemble de segments et de sommets isolés, sans faces: 
toutes les faces d'une telle rsgp sont triangulées 'au même niveau'. 

Dans le premier cas, chaque face est un polygone plein contenant lui­
même un graphe non hiérarchisé et un certain nombre de faces 
polygonales strictement incluses et plus prioritaires. La triangulation de 
chaque face est entreprise indépendamment des autres. La principale 
différence est que les polygones inclus dans une face (les faces plus 
prioritaires) sont considérés comme des trous du polygone courant. 
Ceci permet d'entériner des propriétés de la hiérarchie construite sur le 
graphe, comme, par exemple, 1' attribution de couleurs, de textures ou 
tout autre attribut pertinent 

Quelques définitions 

Gn sera maintenant la rsgp de n sommets que l'on cherche à trianguler. 
Soient A et B deux sommets de Gn et [U,V] une arête quelconque de ce 
graphe. On dit que B est visible de A (et réciproquement) si le segment 
de droite [A,B] ne coupe aucun segment [U,V]. 

Soit TDC une triangulation du nuage de sommets de la rsgp (incluant 
bien sûr les extrémités des segments). Si un triangle de TDC ne contient 
aucune arête du graphe, on le dira libre et sinon on dira qu'il est con­
traint (par le graphe). TDC est la triangulation de Delaunay contrainte de 
Gn si et seulement si: 

• Toute arête de Gn est une arête de TOC; ces arêtes 
portent le nom d'arêtes de graphe ou de contrainte; 
les autres arêtes de TOC portent le nom d'arêtes de 
Delaunay, comme d'habitude. 

• Si UVW est un triangle libre quelconque de TDC, le 
cercle circonscrit à UVW ne contient aucun autre sommet 
de Gn en son intérieur. On dira que ce triangle est un 
triangle de Delaunay libre. 

• Si UVW est un triangle contraint quelconque de TDC, il 
possède au moins une arête de graphe [U,VI: alors le 
cercle circonscrit à UVW ne contient, éventuellement, en 
son intérieur qu'un point non visible depuis W. 

Un exemple de rsgp, de triangulation de Delaunay des sommets de cette 
rsgp et de triangulation de Delaunay (par défaut) du graphe est illustré à 
la figure VI.16. 
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Figure VI.l6. Rsgp (en haut), triangulation de Delaunay des sommets de 
la rsgp (en bas à gauche) et triangulation contrainte (en bas à droite). 

On remarque, sur cette figure, que certaines arêtes de Delaunay de la 
triangulation non contrainte intersectent des arêtes du graphe et ne sont 
pas valides dans la triangulation contrainte; le cercle circonscrit au 
triangle 2,5,6 dans cette dernière, contient effectivement le sommet 3: 
l'arête [2,5] appartient au graphe de contrainte et 3 n'est pas visible 
depuis 6. Cette définition se visualise encore mieux dans le cas d'un 
polygone simple où le cercle (de Delaunay) circonscrit à une concavité 
locale de la frontière peut très bien abriter en son intérieur un autre point 
de la frontière pourtant caché par non-convexité. 

ll est aussi patent sur la figure que certaines arêtes de contraintes 
sont de 'bonnes' arêtes: par exemple, [8,10] est une arête de Delaunay 
dans les deux triangulations. Enfin, on constate aisément que la défini­
tion donnée ici englobe celle de triangulation sans contrainte, lorsque la 
rsgp n'a aucune arête. 

Remarques: Dans la première sous-section, toutes les triangulations 
considérées sont à comprendre relativement à 1 'enveloppe convexe du 
nuage de sommets de la rsgp. Les triangulations de Delaunay relati­
vement à la face externe sont abordées dans la seconde sous-section. De 
plus, dans toute la suite, n désigne la taille de la rsgp, i.e. le nombre de 
ses sommets (isolés ou non). 

VI.B. l Triangulation de Delaunay d,une rsgp non-hiérarchisée 

Les deux principaux résultats dans ce domaine sont dus à L.P. Chew 
[CHE 87] et C.A. Wang & L. Schubert [S/W 87], qui présentèrent 
leurs méthodes au même Congrès de Géométrie Algorithmique de 
l'A.C.M. sans qu'on puisse dire qu'il s'agisse exactement du même 
sujet: Wang et Schubert s'intéressent à la triangulation de Delaunay 
d'un ensemble de segmçnts du plan par le biais d'une structure 
généralisant la notion de diagramme de Voronoi sur des segments, 
appelée diagramme de Voronoi borné. Les deux auteurs proposent une 
méthode optimale pour ce problème, de complexité O(nlogn). Chew 
s'intéresse à la triangulation directe d'un graphe planaire non 
hiérarchisé et propose une méthode directement liée à la méthode de 
construction par fusion de Lee & Schachter. La méthode qu'il obtient 
est aussi optimale, puisque de complexité O(nlogn). 
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Pourquoi, alors, chercher à faire 'mieux'? Principalement parce que 
les deux algorithmes présentent certaines difficultés d'implantation et 
que l'on pressent qu'il doit bien exister une méthode 'médiane' et 
simple pour résoudre le problème. Bien entendu, il n'est pas question 
de trouver une méthode dont la complexité asymptotique serait meil­
leure que la complexité optimale de O(nlogn), mais seulement de tirer 
les enseignements de ces deux méthodes, et bien sûr de ce qui a été 
patiemment mis sur pied depuis le début de ce chapitre, pour mettre au 
point une technique si possible plus simple résolvant le problème avec 
la même complexité théorique. 

L'algorithme proposé dans [S/W 87] est, d'une certaine façon, 
moins général que celui de [CHE 87] et certainement plus complexe à 
mettre en œuvre. Malgré tout, l'article mentionné contient un résultat 
important sur la relation entre le diagramme de Voronoi et la triangu­
lation de Delaunay d'une rsgp, qu'il sera utile de signaler. 

Le lecteur n'a pas dû manquer de remarquer que l'idée principale 
derrière les algorithmes proposés dans ce chapitre, est que la méthode 
'diviser-pour-résoudre' se transpose d'une manière très simple en 
méthode incrémentale pour la résolution des mêmes problèmes. Cette 
propriété est encore vraie ici, dans une certaine mesure, et c'est donc la 
méthode par fusion de L.P. Chew qui va servir de fil conducteur. 
Signalons que la technique de division par bandes de Chew s'inspire 
d'une méthode imaginée par C.K. Yap [YAP 84] pour la construction 
du diagramme de Voronoi d'un ensemble d'arcs de courbes simples. 

Construction d'une triangulation contrainte par fusion 

On va donner ici les grandes lignes de l'algorithme afin d'y puiser 
l'idée centrale, selon laquelle il n'est pas nécessaire de garder toute 
l'information relative aux arêtes de contrainte, à tout moment. 

La première étape de la construction consiste à préparer le terrain 
pour la récursion. TI est nécessaire de diviser le graphe en sous-graphes 
de tailles sensiblement égales et pour ce faire, Chew suggère de 
répartir, après un tri lexicographique des sommets de la rsgp, chaque 
sommet du graphe initial dans une bande verticale de largeur non nulle: 
ceci suppose qu'il n'y ait pas deux points sur une même verticale. 

TI y a deux façons de voir les choses. Théoriquement, ceci ne pose 
pas de problème; 1' auteur donne même une solution à ce problème en 
suggérant de faire subir au graphe une rotation telle que 1' on ne rencon­
tre plus deux sommets à la même abscisse. 

Du point de vue pratique, il est hors de question de se résoudre à de 
telles extrémités puisque la moindre rotation fait intervenir des fonctions 
transcendantes et introduit dans les données des niveaux d'imprécision 
dont on peut penser qu'elles sont exemptes à l'origine! D'un autre côté, 
il paraît naturel de penser que l'introduction de cette restriction n'a 
qu'un but: faciliter l'analyse de complexité dans le pire des cas. TI est 
vrai que même la construction par fusion de la triangulation non 
contrainte de Sn (ou du diagramme de Voronoi) nécessite une assez 
grande attention en ce qui concerne la séparation des ensembles. 
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En fait, on sait depuis [KIR 79] que la fusion de deux diagrammes 
de Voronoi de tailles n et m non nécessairement séparables par une 
droite peut se faire en O(m+n). En quelque sorte, la restriction imposée 
ici est purement formelle. n se peut, malgré tout, qu'une implantation 
trop naïve de l'algorithme, ne tenant pas compte, notamment, du cas 
particulier de points de même abscisse, ait une complexité quadratique, 
dans le pire des cas. 

Ceci dit, acceptons de bonne grâce les conditions imposées. Une 
fois cette répartition effectuée, il est nécessaire, à l'aide d'un algorithme 
de balayage du plan et donc de complexité O(nlogn) de déterminer quel 
est le voisin directement inférieur et directement supérieur de tout 
sommet isolé ou extrémité d'arête du graphe: ceci permet de ne garder, 
dans une bande initiale donnée, que les deux portions de segments qui 
'encadrent' le sommet central. Le quadrilatère initial qui encadre la 
bande initiale B(pi) s'appelle la zone utile de la région. 

Lorsque 1' on va désirer fusionner deux bandes adjacentes, on devra 
effectuer deux opérations totalement disjointes: d'une part la fusion 
traditionnelle des sous-triangulations (bien que contraintes) et d'autre 
part le 'recollement' de deux bandes adjacentes en une seule. 

La seconde opération est la plus simple. Prenons les choses au 
début: lorsque l'on recolle deux bandes adjacentes initiales, celles-ci 
contiennent un sommet du graphe chacune, éventuellement origine ou 
fin d'une arête 'tronquée' par le bord droit ou gauche de sa bande et 
deux segments plancher et plafond, supposés indiquer les arêtes de 
contrainte les plus proches qui traversent, en-dessous et au-dessus de 
l'élément central, la bande qui l'accompagne: en fait, il se peut très bien 
que l'un des deux segments plancher ou plafond soit inexistant, 
simplement parce que le sommet n'a pas de voisins directs, au-dessus 
et en-dessous! Pour parer à ceci, on décide que le graphe est inclus 
dans un rectangle de très grande taille et les segments plancher et 
plafond sont éventuellement 'empruntés' aux bords de ce rectangle. 

Sur tous les graphiques de cette sous-section, les extrémités cerclées 
indiquent des points virtuels, comme les extrémités des deux segments 
précédents. La figure VI.17 décrit plusieurs cas de figure pour des 
bandes initiales. 
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Figure VI.17. Bandes ùtitiales et segments d'encadrement. 
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Comme les régions utiles de deux bandes initiales adjacentes ne sont 
pas nécessairement 'alignées' on est obligé de construire une sorte 
d'union: on garde le (et l'on prolonge éventuellement dans la bande 
adjacente le support du) segment plafond le plus bas des deux et identi­
quement pour le segment plancher le plus haut des deux. Ceci donne 
une région bordée de nouveau par deux segments plancher et plafond, 
contenant cette fois-ci deux sommets du graphe. ll va de soi que si deux 
segments tronqués se recollent ils fusionnent un seul segment. Ce serait 
le cas, par exemple, dans le recollement des bandes 6 et 7 (à partir de la 
gauche) dans f-VI.l7. Ceci ne nécessite pas d'avoir intersecté réelle­
ment les arêtes du graphe avec les bordures de bandes, mais d'avoir 
'entériné' la séparation des arêtes originelles en sous-arêtes collatérales. 

Enfin, il se peut que, dans le recollement de deux bandes adjacentes, 
une arête traversante soit plancher ou plafond d'une bande mais pas de 
l'autre; ceci serait le cas dans le recollement de bandes initiales 8 et 9 de 
f-VI.l7. On constate que, dans ce cas, il n'existe pas d'adjacence dans 
la suite de sommets virtuels. Malgré tout, le 'chaînage' des sous­
segments peut être fait 'en référence' à une même arête canonique, ce 
qui permet de recoller les deux bouts de segments sans aucun 
problème. En revanche, il est important de rajouter autant de sommets 
virtuels que nécessaire après le recollement. 

n est maintenant évident que les recollements font grossir la 'taille' 
des bandes et qu'à la fin de l'algorithme, la bande finale est le rectangle 
entier. On a vu, implicitement, qu'il existe deux sortes de sommets 
virtuels: ceux qui sont liés à la segmentation des arêtes originelles par 
les bordures verticales et ceux qui sont extrémités de segments plancher 
ou plafond, eux-mêmes virtuels: les sommets du premier type sont 
véritablement muets, dans la mesure où ils ne jouent qu'un rôle de 
témoin passif: ils ne sont là que pour signaler le recollement entre deux 
sous-segments. 

En revanche, les extrémités virtuelles de segments plancher et 
plafond jouent le rôle primordial de points à 1 'infini: il sont destinés à 
compléter une enveloppe convexe localement imprécise (par manque 
d'information sur les extrémités des segments de contrainte traversant la 
bande courante) et à servir de témoin de présence locale d'arêtes de 
contraintes dont les extrémités sont trop éloignées pour être vraiment 
utiles: pour donner une idée simple, un triangle candidat pour faire 
partie de la triangulation de Delaunay peut être invalidé par une arête 
traversant tout le rectangle; ce qui compte le plus n'est pas la 
localisation propre de ses extrémités que la proximité de son passage 
vis-à-vis des arêtes du triangle. C'est cette idée très importante qui a 
permis à L.P. Chew d'obtenir son résultat. 

En effet, considérons maintenant la fusion de deux sous-triangu­
lations. La répartition des sommets du graphe dans des bandes 
verticales adjacentes de taille un, et le processus de recollement de 
bandes adjacentes permettent d'affirmer que la fusion s'opère effective­
ment sur des sous-triangulations séparables par une droite verticale. 
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Avant de présenter l'algorithme de fusion, imaginons un sommet p 
dans une bande. Si celle-ci contient une arête de graphe, cette arête peut 
être entièrement incluse, à demi-incluse ou traversante. Les deux 
premiers cas ne posent pas de problème, comme on le verra. Considé­
rons donc une arête de graphe traversant de bout en bout la bande 
courante. Le sommetp peut être situé au-dessus de l'arête (on rappelle 
qu'il ne peut y avoir d'arêtes verticale, puisqu'il n'y a pas deux 
abscisses identiques dans le graphe) ou en-dessous de celle-ci. 

Dans le premier cas, p aura tendance à considérer que l'arête est, 
localement, un segment plancher infranchissable, et un segment plafond 
infranchissable dans le second: en effet, si cette arête de graphe se 
trouve entre lui et un autre site, rendant ce dernier invisible, il est clair 
que le segment qu'ils déterminent ne peut être inclus dans la 
triangulation contrainte. Quelles que soient les positions effectives des 
extrémités de 1' arête de graphe traversante, elle joue le rôle d'écran pour 
p si tant est que ce dernier ait pu être choisi dans le processus de fusion 
et que l'arête lui masque la visibilité. 

Il se trouve que l'algorithme de balayage initial a permis de 
déterminer les voisins directs supérieur et inférieur de tout sommet du 
graphe, mais aussi de toute arête du graphe, à la verticale de son 
extrémité initiale: c'est ce qui a été présenté dans le chapitre précédent. 
Ainsi, sans qu'il soit besoin de calculer effectivement les extrémités 
virtuelles des arêtes traversantes d'une bande, celles-ci ont été insérées 
réellement dans les listes d'incidence de leurs extrémités véritables. Par 
conséquent, au cours de la fusion on peut trouver en temps linéaire 
l'ordre vertical de succession des différents éléments de la bande. 

Etudions l'exemple de fusion de la figure VI.l8, afin d'apporter 
quelques précisions sur cette phase. 

Figure VI.18. Fusion contrainte. 

Le recollement des deux bandes provoque le recollement d'arêtes de 
contrainte: les sommets virtuels centraux disparaissent ainsi que toute 
arête de Delaunay qui était incidente en de tels sommets. Il suffit 
maintenant d'exécuter une fusion 'normale' à ceci près que la rencontre, 
dans la sous-triangulation gauche ou droite, d'une arête de contrainte 
incidente en ExtG ou ExtD provoque l'arrêt de la rotation autour de 
l'extrémité de base concernée, car il s'agit d'une contrainte que l'on ne 
doit pas franchir. Les tests sur les cercles portent sur les véritables 
coordonnées des extrémités effectives des segments de graphe 
tronqués. 
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Ceci permet de donner la synthèse de 1' algorithme de fusion 
recherché. Les segments d'appui haut et bas sont les segments plafond 
et plancher dont les extrémités sont considérées comme des points à 
l'infini. La seule différence flagrante avec l'algorithme par fusion est la 
présence de deux clauses de test supplémentaires concernant la rencon­
tre d'arêtes de Gn dans les listes d'incidence de ExtG et ExtD: 

supprimer les triangles caducs de TDG et TDD; 
Tf- TDG u TDD; iunion de tous les triangles avant fusion i 
[ExtG,ExtD] f- segment d'appui bas [G8,Ds]; 
tant qua ([ExtG,ExtD] *' [GH,DH]) 

G' f- extrémité de la 1ère arête incidente en ExtG 'suivant' la base; 
si (G' est au-dessus de la base [ExtG,ExtD]) 

G~ f- suivant direct de G' autour de ExtG; 
tant que (([G,G'] E Gn) A (ExtD c r(ExtG,G',Gj)) 

Tf- T-triangle(ExtG,G,G'); jsuppression d'une facettei 
G'f- G~; 

G" f- suivant direct de G' autour de ExtG; 
D' f- extrémité de la 1ère arête incidente en ExtD 'suivant' la base; 
si (D'est au-dessus dela base [ExtG,ExtD]) 

D" f- suivant direct de D' autour de ExtD; 
tant qua (([D,D1 e Gn) A (ExtG c r(ExtD,D',Di)) 

Tf- T-triangle(ExtD,O,D'); (SUppression d'une facettei 
D' f- D"; 
D" f- suivant direct de D' autour de ExtD; 

si (G' est en-dessous de la base ou D' c r(ExtG,ExtD,G')) iG' est OKj 

1 
Tf- Tu triangle(ExtG,ExtD,G'); 
ExtG f- G'; iOn retient la diagonale [G', ExtD]i 

sinon ·D' est OK' 

1 

. 1 1 
Tf- Tu triangle(ExtG,ExtD,D'); 
ExtD f- D'; iOn retient la diagonale [ExtG,D']i 

retourner( 7); 

Algorithme VI-v: Fusion de deux sous-triangulations contraintes de 
Delaunay [CHE 871. 

Le grand enseignement de cet algorithme est que 1' on peut considérer 
les arêtes de graphe comme des objets temporairement virtuels. Le fait 
que les extrémités virtuelles de ces arêtes ne soient jamais explicitement 
calculées, soient traitées comme des points à 1 'infini, et soïent à la fois 
totalement connues (leurs véritables coordonnées restent toujours celles 
des extrémités originelles du segment entier de graphe sous-jacent), 
permet de les intégrer comme points extrémaux des enveloppes 
convexes reconstruïtes dans la fusion. Dans la représentation visuelle 
qu'on a de l'algorithme elle sont effectivement présentes sur les 
bordures verticales; elles sont aussi présentes, pour chaque extrémité 
gauche ou droite de la base [ExtG, ExtD], et comme telles sont 
considérées comme des points à +oo ou -oo en ordonnée, suivant leur 
position par rapport à ces extrémités; elles sont aussi parfaitement 
matérielles dans l'ordre local à la verticale d'une abscisse donnée, ce 
qui permet de pouvoir les situer dans les ordres polaires d'incidence; et 
pourtant, elles n'existent que dans les bandes extrêmes contenant leurs 
propres extrémités: en fait, on peut même dire que toute arête de graphe 
est divisée en deux sous-arêtes, dont chacune est matériellement active 
dans une et une seule bande initiale. 
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L.P. Çhew montre que la complexité asymptotique de l'algorithme 
est O(nlogn) sin est la taille de la rsgp car la procédure de fusion a une 
complexité propre O(s + d) ou s est le nombre de sommets dans la 
nouvelle bande recollée et d le nombre de demi-arêtes. 

Construction incrémentale d'une triangulation contrainte 

ll va maintenant être possible d'utiliser les enseignements de l'algo­
rithme précédent pour l'adapter à la construction incrémentale d'une 
triangulation de Delaunay avec contraintes, moyennant quelques modi­
fications structurelles et une adaptation des concepts précédents à la 
situation présente. · 

Tout d'abord, une chose ne va pas changer par rapport à l'algo­
rithme incrémentai de construction d'une triangulation sans contraintes: 
la construction de 1' enveloppe convexe n'a que faire de la présence de 
segments reliant des couples de sommets du graphe. Elle sera construite 
exactement comme précédemment, dans l'ignorance heureuse de ces 
éléments. 

D'autre part, il ne sera pas besoin de découper le graphe en bandes 
verticales ni de considérer qu'il sera inclus dans un rectangle. Ceci est 
une bonne surprise. En revanche, on va supposer, pour faciliter les 
explications, que 1' on ne trouve pas deux sommets de même abscisse. 
Encore une fois, cette restriction peut être levée sans impliquer de 
changements profonds. 

On supposera qu'un algorithme de balayage, de complexité O(nlogn) 
a été utilisé (par exemple pour rendre le pré-graphe planaire) qui a 
permis d'affecter, à chaque sommet de On, une arête de contrainte 
(donc appartenant à 0 n) voisine immédiate supérieure et une arête de 
contrainte voisine immédiate inférieure. On a vu au chapitre précédent 
comment ce genre d'opération pouvait être effectuée. Cette information 
sera porteuse de renseignements très précieux concernant 1' ordre polaire 
à la verticale des sommets. Si l'on trouvait plusieurs segments de 
contrainte qui s'intersectaient juste au-dessus ou au-dessous d'un 
sommet donné, il suffirait de choisir le segment le plus bas dans un 
intervalle infinitésimal à droite de 1' abscisse du sommet 

n est clair que lorsque la rsgp est donnée comme polygone monoto­
ne (ou convexe), ce 'pré-traitement' redevient linéaire car la monotonie 
implique que toute perpendiculaire à la direction de monotonie ne peut 
intersecter la frontière du polygone que deux fois, et ceci est vrai dans 
toute direction pour un polygone convexe. 

Supposons qu'on ait choisi trois sommets A, B etC de On rangés 
dans l'ordre lexicographique (en particulier, leurs abscisses vérifient 
x A < xB <Xc). Supposons emm que les arêtes canoniques de AB et 
AC se trouvent dans cet ordre dans le sens direct autour de A (figure 
VI.19) et que l'on se pose la question: "Le triangle ABC est-il un 
triangle de Delaunay?". Démontrons le: 
Lemme 1: Dans les conditions précédentes, s'il existe une arête quel­
conque [A,X] de On entre [A,B] et [A,C], le triangle ABC ne peut faire 
partie de la triangulation de Delaunay contrainte de On. 
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c 
x 

A 
B 

Figure VI. 19. Illustration du lemme 1. 

Démonstration: Si X est à l'intérieur du cercle circonscrit à ABC, le 
lemme est démontré aisémenL Sinon, il l'est aussi car [A,X] cache 
nécessairement C deBet réciproquement: ceci revient à dire que l'arête 
[C,D] coupe obligatoirement l'arête de contrainte [A,X], ce qui est interdit 
dans une triangulation contrainte. 

Ce que permet de conclure ce lemme est que, si [ExtG, pi] constitue le 
segment de base courant et si l'on apprend qu'entre cette ligne de base 
et l'arête canonique de [ExtG,G'] il y a au moins un segment de 
contrainte incident en ExtG, comme ce segment ne peut avoir une extré­
mité inférieure à celle de Pi sans être déjà englobé dans la triangulation, 
puisque Pi est, couramment, le point le plus à droite, cette arête de 
contrainte rend le triangle ExtG,G,G' inqualifiable pour le grade de 
triangle de Delaunay. Si 1' abscisse de l'extrémité fmale de cette arête de 
contrainte est inférieure à celle de Pi. elle aura en fait provoqué un 
mécanisme de blocage qui va être décrit plus lofu. 
Corollaire: Lorsque l'on insère le sommet pi, la seule arête de contrainte 
d'origine G et différente de [ExtG,G] qui permette de fermer un triangle 
sur la base [ExtG,pi] est une arête d'extrémité Pi lui-même. 

En effet, toute autre arête de contrainte d'origine G serait un obstacle, par 
suite du lemme 1. 

On remarque que la condition du lemme n'est pas nécessaire pour 
qu'un triangle soit rejeté de la triangulation: il existe d'autres motifs de 
rejet que l'on sait déjà bien traiter. En revanche, si cette condition est 
vérifiée, il est impossible que le triangle fasse partie de la triangulation 
contrainte. 

On verra plus loin que l'information engrangée dans le balayage va 
permettre de pouvoir décider, à tout moment, si une arête de contrainte 
interdit la reconstruction de triangles de l'algorithme incrémentai (situa­
tion dite de blocage contraint) ou si la voie est libre. 

La question qui se pose maintenant est la suivante: le fait de ne pas 
reconstruire intégralement la triangulation à cause du lemme 1 va intro­
duire une différence non négligeable entre la frontière de la triangulation 
'impossible à compléter pour l'instant' et celle de l'enveloppe convexe, 
qui est, elle, toujours parfaitement cohérente. Ceci ne va-t-il pas 
provoquer un coût bien plus important: combien de fois peut-on 
affirmer que l'on va buter sur la même impossibilité liée au lemme 1, et 
donc ne plus pouvoir bénéficier de la complexité idéale précédente? 

La réponse vient justement du fait que 1' on s'attache à construire 
fidèlement 1 'enveloppe convexe: de même que les sommets virtuels 
jouent un rôle fondamental dans l'algorithme de Chew, de même ici le 
fait que d'une enveloppe convexe à la suivante, on ne cherchera à 
appliquer la procédure de mise à jour de la triangulation que le long des 



Triangulation de Delaunay d'une rsgp 225 

segments visibles depuis Pi vont permettre d'attendre que les segments 
qui jaillissent de l'enveloppe convexe aboutissent et débloquent les 
situations bloquées sans qu'il ait jamais été question de retoucher des 
triangles dont on peut imaginer qu'ils avaient, jusqu'au moment 
d'insertion de leur troisième sommet, un sommet virtuel. 

Notons que la condition d'invalidation consécutive au lemme 1 clôt 
la recherche autour du sommet ExtG courant, de même que la rencontre 
d'une arête [ExtG,G] de contrainte, comme dans la procédure de fusion 
de L.P. Chew. 

n faut maintenant étudier la situation suivante: Pi est le point à insérer 
dans la méthode incrémentale, ExtG est le sommet courant considéré 
dans la triangulation, G et G' les deux successeurs de ExtG dans le 
sens direct autour de ExtG et une arête de contrainte [U,V] coupe l'un 
ou l'autre des deux segments [ExtG,pi]. [G,pi] (figure Vl.20). 

Figure VI.20. Arêtes de contrainte bloquantes. 

En fait, le nombre de situations possibles est limité: les arêtes de type 
[U,V] et [U' ,V'] ne sont pas une menace car, de toute évidence V 
comme V' ont des abscisses inférieures à celle de Pi et le mécanisme de 
construction incrémentale a déjà formé un blocage contraint qui 
empêche l'examen de [ExtG,G] pour Pi· Le segment de contrainte de 
type [U"',V"1 n'est pas non plus une menace: si l'abscisse de V"' était 
inférieure à celle de Pi. V"' aurait été déjà inséré et serait un ExtG avant 
celui qui est représenté sur le graphique, empêchant tout problème; dans 
le cas où V"' est à droite lexicographiquement de Pi· l'arête de 
contrainte [U"',V"1 (ou une plus proche) est détectée au-dessus de p;, 
donc en situation de blocage et l'arête [ExtG,pi] ne peut être considérée 
pour passer les tests d'élimination. Enfm, l'arête de type [U",V"] 
permet la même analyse, car elle est détectée (ou une autre plus proche) 
cette fois-ci en-dessous de Pi· 

Pour revenir à [U,V], cette arête ne pose pas de problème car V est 
forcément à l'intérieur du disque circonscrit à ExtG,p;, et est donc 
remis en cause directement. Ce qui est exploité ici est la combinaison de 
la notion de plus proche sommet et de l'ordre des arêtes de contrainte à 
la verticale de Pi· 
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Afin de permettre détenniner la nature des tests à utiliser, examinons 
une situation qui serait potentiellement problématique. Sur la figure 
VI.21, les sommets Pi et Ex tG n'ont pas de voisin vertical commun. De 
plus, le segment [ExtG,pil ne coupe ni le voisin inférieur de Pi· ni le 
voisin supérieur de ExtG, mais une arête de contraintes 'intercalée 
entre les deux. 

Ex tG 

Figure VI.21. Situation impossible. 

La seule possibilité, dans une telle situation est que la fm de v.s.(ExtG) 
et l'origine de v.i.(pi) aient des abscisses comprises entre celles de 
ExtG et de Pi· Par chance, l'insertion incrémentale des sommets Pi 
permet d'avoir localisé et 'circonscrit' le problème créé pars , par 
exemple au moment de l'insertion de l'origine du voisin inférieur de Pi· 
Ainsi, il suffit de vérifier que [ExtG,pi] ne coupe jamais ces deux 
voisins directs pour être sûr qu'il n'y a pas de situation de blocage. 

n ne reste plus, à présent, qu'à formaliser le test d'acceptation du 
couple (ExtG,p;), qui peut se décomposer en une série de conditions, 
mutuellement exclusives: si [ExtG,pi] est une arête de Gn, aucune autre 
ne peut la rencontrer car le graphe est planaire et l'on peut procéder au 
test du cercle relatif à [ExtG,G]; sinon, considérons d'abord le cas où 
Pi est au-dessus de ExtG: si ExtG n'a pas de voisin supérieur ou si Pi 
n'a pas de voisin inférieur, ou si le voisin supérieur de ExtG est l'arête 
de contrainte [G,p;], l'arête [ExtG,G] peut être soumise aux tests de 
Delaunay; sinon, si le voisin supérieur de ExtG est égal au voisin 
inférieur de Pi· forcément d'extrémité différente de p;, on doit ignorer 
l'arête [ExtG,p;] et passer de ExtG à G (blocage); sinon, si le voisin 
supérieur de ExtG est [G',G], l'arête [ExtG,G] peut être soumise au 
test du cercle car ExtG est 'satisfait' (le triangle contraint ExtG,G,G" 
est immuable); sinon, enfm, si le segment [ExtG,p;] intersecte le voisin 
supérieur de ExtG ou inférieur de p;,l'arête [ExtG,p;] doit être ignorée 
et elle peut passer les tests d'élimination sinon. Un raisonnement analo­
gue s'applique au cas où Pi est en-dessous de ExtG. 

Ce test est plus lourd que les précédents, mais ne prend qu'un temps 
constant. Dans la synthèse présentée plus loin, ce test porte le nom de 
Test_Candidatetretourne la valeur vraie si le couple (ExtG,p;) permet à 
l'arête ExtG,G de passer les tests d'élimination habituels. Examinons 
le déroulement de la méthode proposée sur un exemple, afin de pouvoir 
en commenter les principales étapes. La figure VI.22 montre la rsgp 
que l'on veut trianguler et les relations de 'voisinage'. 
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Figure VI.22. Triangulation d'une rsgp. Les symb9les ( 'T) représentent 
l'absence de voisin et les flèches pointent sur le voisin directement supérieur 
ou inférieur de chaque sommet 

La phase de construction de triangulation initiale peut être elle-même 
inhibée par la présence d'un segment de contrainte incident en p1 et de 
pente comprise entre celles de (p1,p3] et de (p1,p,]:il se peut donc que la 
première triangulation soit vide. A l'insertion du quatrième point, on ne 
rencontre aucune difficulté: tout se passe comme si 1 'on triangulait le 
nuage de sommets uniquement. L'insertion du cinquième sommet, 
figure VI.23, introduit le premier cas particulier. 

Figure VI.23. Insertion de p5• 

Le segment d'appui bas est [p 17 p5], ExtG=p17 G=p4, G'=p3; le sommet 
inséré n'a pas de voisin inférieur, mais [ExtG,G] est une arête de 
contrainte (ceci se reconnaît en temps constant par le biais des arêtes 
canoniques, par exemple). On doit donc accepter le triangle ExtG,p5,G. 
Le point d'appui haut étant G, on s'arrête après. C'est avec l'insertion 
du sixième sommet, figure VI.24, que l'on entre dans le vif du sujet 
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Figures VI.24 et 25. Insertions de P6 et P7· 

ExtG=ps, G=p4, p6 admet un voisin direct inférieur différent du voisin 
direct supérieur de ExtG, et [ExtG,p6] intersecte les deux. On remonte 
le long de l'enveloppe convexe et l'on remplace G par ExtG. Cette fois­
ci, les deux sommets ont le même voisin, mais, sa présence signifie 
obstacle, tant que son extrémité finale est 'virtuelle' (blocage). On passe 
et la remontée se termine sur le point d'appui haut. L'insertion du sep­
tième sommet (figure VI.25) va changer l'état des choses quelque peu. 

ExtG connaît le même blocage que précédemment (mêmes voisins, 
mais fin virtuelle). On passe directement au moment ou ExtG devient 
G, G devient p2 et G' devient p 3 sur le graphique: [ExtG,p7] est un 
segment de contrainte; ceci est une condition permettant de lancer les 
tests de cercle. En définitive, le triangle ExtG,G,G' est ajouté à la 
triangulation et 1' on passe au prochain sommet sur l'enveloppe, p6• De 
nouveau, il y a blocage car on rencontre une arête de contrainte 
intercalée (voisins inférieur et supérieur identiques, fin virtuelle). 

..:.Ex tG 

'T' 

' 

Figures Vl.26 et 27. Insertion des deux derniers sommets. 

A 1 'insertion de p8, figure VI.26, [ExtG,G] est ignorée pour des raisons 
connues; pour le prochain point sur 1' enveloppe convexe, le voisin 
supérieur de ExtG est le segment de contrainte [G,p8], donc on passe 
aux tests d'élimination qui remettent en cause l'arête fph p7] et imposent 
son remplacement par fp4, p 8]. Enfm, le dernier sommet vient combler 
toutes les faces manquantes (figure VI.27). 
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Les opérations que provoquerait l'algorithme incrémentai VI.iv ne sont 
pas exécutées du tout lorsqu'un segment de contrainte crée un blocage. 
Ainsi, lorsque les triangles attendant une arête bloquante de ce type sont 
réellement fermés, on peut affirmer sans erreur que le coût de l'opéra­
tion est prélevable par le crédit précédent non utilisé. 

Fondamentalement, l'algorithme de construction incrémentale d'une 
triangulation de Delaunay avec contrainte diffère peu de l'algorithme 
VI.iv: on rajoute le même test d'arrêt de recherche autour de ExtG que 
celui de l'algorithme VI.v et l'on inclut le Test_Candidatprésenté plus 
haut. Enfin, 1' algorithme résumé ci-dessous procède à un balayage afm 
d'établir les relations de voisinage direct supérieur et inférieur de 
chaque sommet vis à vis des segments de contrainte et construit la 
première triangulation: celle-ci est vide s'il existe un segment de 
contrainte entre les deux arêtes initiales et est égale au triangle P1 .P2.P3 
sinon. La notation v.i.(pt) désigne le segment de contrainte voisin 
inférieur immédiat du sommet pt, détecté lors du balayage. 

trier Sn pour obtenir l'ensemble {p,, f'2, ... , Pn}; 
balayer Gn pour établir les relations de v.s. et v.i; 
si ((pz est au-dessus de PJ)) 

si (v.i.(pz) ~ [p1, PJ]} 
Tt- NIL; 
sinon 
Tt- triangle(P1,P2,PJ); 

sinon 
si (v.i.(P3) ~ [p,. Pl]) 

Tt- NIL; 
sinon 
Tt- triangle(p1,f'2,PJ); 

EC t- triangle p1P2PJ; 
pour (i-4;i sn;i++J) 

(EC, H, B) t- MajEC{p~ EC}; 
[ExtG,ExtD] t- segment d'appui bas [B,pd; 
si (Test_Candldat(p~ExtG) 

tant que (([G,G1 ~ Gn} A ([ExtG,ExtDJ ~ [H,p11)) 
G' t- extrémité de la 1ère arête incidente en ExtG 'suivant' la base; 
al (G' est au-dessus de la base) 

G" t- suivant direct de G' autour de ExtG; 
tant que (ExtD c r(ExtG,G',G")) 

Tt- 7=-triangle(ExtG,G,G'}; jsuppression d'une facettei 
G't- G"; 
G" t- suivant direct de G' autour de ExtG; 

Tt- Tu triangle(ExtG,ExtD,G'}; 
ExtG t-G'; 

retourner( 7); 

Algortthme Vl-vt: Construction lncrémentale d'une triangulation de Delaunay 
d'une rsgp, ou triangulation contrainte. 

On constate aisément dans 1' algorithme VI. vi que 1 'on ne pénètre dans 
l'intérieur de la triangulation que lorsque aucune arête de contrainte ne 
s'intercale à l'intérieur de l'éventuelle facette créée sur [ExtG,pi] . Ceci 
confirme bien le fait que, dans ces cas, on remonte de position en 
position sur l'enveloppe convexe sans passer en revue les éventuelles 
facettes 'creuses' que l'on ne peut compléter sans trouver l'extrémité 
finale du segment de contrainte qui empêche leur mise à jour. 
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Les facettes qui ne sont pas créées, alors que l'algorithme sans 
contrainte les créerait, sont définitivement créées en une seule fois, 
puisqu'elles contiennent une arête de contrainte non-interchangeable par 
la suite dans un quadrilatère quelconque. Le coût de cette opération peut 
être 'prélevé' sur le crédit occasionné auparavant 

Comme le nombre d'arêtes de toutes les triangulations d'un même 
ensemble de sommets (graphe ou non) est le même, on en déduit que la 
complexité générale de l'algorithme est O(nlogn), puisque le nombre 
d'opérations effectuées, sur la partie incrémentale pure, est toujours 
linéaire, comme Convn. 

On remarque certainement encore la puissance des algorithmes de 
balayage qui permettent de jeter un pont entre l'ordre lexicographique 
(principe d'insertion incrémentale) et l'ordre polaire (ordre local à la 
verticale d'un sommet). Il est bien entendu possible de combiner le 
balayage et la procédure incrémentale pour obtenir, globalement, une 
méthode de construction par balayage des triangulations de Delaunay 
contraintes. 

Diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay avec contraintes 

[S/W 87] présente la notion de diagramme de Voronoi borné. TI s'agit, 
en fait du diagramme de Voronoi que l'on obtient en 'arrêtant' les mé­
diatrices qui intersectent des arêtes de contrainte à ce point d'inter­
section. Cette notion découle de celle de distance bornée, dans laquelle 
la distance de deux sommets du graphe n'est définie que si ces deux 
segments se voient mutuellement. La figure VI.28 donne l'exemple du 
diagramme de Voronoi borné correspondant à la rsgp précédente. 

Figure VI.28. Diagramme de Voronoi borné de la rsgp précédente. 

Le polygone de Voronoi de chaque site n'est plus toujours convexe car 
ses arêtes peuvent suivre des sections d'arêtes de contrainte. 

De même, la dualité n'est plus aussi triviale que précédemment, mais 
les auteurs montrent qu'on peut effectuer le passage du diagramme de 
Voronoi borné à la triangulation contrainte de manière linéaire en reliant 
les sommets du graphe naturellement voisins et ceux du diagramme de 
Voronoi 'standard' dont les médiatrices sont coupées par une arête de 
contrainte. Inversement, on passe de la triangulation en parcourant 
chaque triangle, en construisant les médiatrices des arêtes et en les 
arrêtant lorsqu'elles butent contre une arête de contrainte. 
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VI.B.2 Triangulation de Delaunay d'une rsgp hiérarchique 

Dans cette dernière et très courte sous-section, on considère une rsgp 
hiérarchique comme celles qui ont été étudiées au chapitre précédent. 
On cherche à obtenir une triangulation de Delaunay de cette structure, 
sachant que la triangulation doit explicitement faire intervenir la fron­
tière de la face externe de la rsgp. Trois méthodes seront décrites très 
brièvement, ainsi que des directions de recherche pour des travaux à 
venir. 

On constate une difficulté immédiate dans la résolution du problème 
posé: il ne semble plus possible d'appliquer une méthode incrémentale 
fondée sur la construction de 1 'enveloppe convexe, puisque celle-ci n'a 
plus tellement de rapport avec la triangulation recherchée. 

La première solution qui vient à 1 'esprit consiste à inclure la rsgp 
dans un rectangle englobant et à trianguler 1 'ensemble sans se soucier 
de la structure hiérarchique, mais en respectant la frontière de chaque 
face et chaque segment de chaîne qu'elle contient comme autant de 
contraintes. 

Chaque fois qu'un triangle est inséré dans la triangulation construite 
incrémentalement, l'information relative aux voisins inférieurs de ses 
sommets permet de retrouver, sans trop de difficultés, la face qui 
contient ce triangle dans l'arbre hiérarchique construit au chapitre précé­
dent. 

ll est simplement nécessaire d'effectuer une dernière passe, de 
complexité linéaire, pour éliminer les triangles qui couvrent le complé­
mentaire de la rsgp dans le rectangle englobant: une fois ces triangles 
supprimés, l'ensemble obtenu est bien la triangulation de Delaunay 
contrainte de la rsgp, suivant sa face externe. 

Une autre méthode a été traitée en détail par Leila de Floriani et son 
équipe de recherche [DF/F/P 85]: leur sujet d'étude porte sur la trian­
gulation d'un polygone simple et sans trous, contenant des sommets 
isolés, correspondant à des données altimétriques à l'intérieur d'une 
frontière de domaine, rentrées de manière aléatoire et dynamique. 

La solution proposée consiste à travailler en deux temps: on 
commence par trianguler la frontière du polygone puis 1' on rajoute un à 
un les sommets contenus dans l'intérieur du polygone. 

On triangule le polygone en créant des arêtes de Delaunay entre des 
sommets mutuellement visibles et voisins de Voronoi. Les sommets 
isolés contenus dans 1 'intérieur du polygone sont ensuite insérés un à 
un et la triangulation de Delaunay est mise à jour en localisant le triangle 
contenant chaque nouveau point et en appliquant localement la 
technique d'échange de diagonale jusqu'à ce que 1 'on retrouve une 
triangulation de Delaunay comprenant le nouveau point 

Les techniques d'insertion de sommets dans un ordre arbitraire 
utilisent presque toutes une pile et ont une complexité quadratique 
([DeF 87]). 
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D.T. Lee et A.K. Kin [KIL 86] proposent une définition générale 
des triangulations de rsgp, bien que celle-cï soit toujours définie par 
rapport à 1' enveloppe convexe, étudient leurs propriétés et proposent un 
algorithme de complexité O(nlogn) optimale pour construire la triangu­
lation de Delaunay d'un polygone simple sans trous, cette fois-ci 
relativement à sa frontière. 

L'algorithme proposé par ces auteurs dépend fortement d'un résultat 
important ([CHA 82]) qui permet de trouver de manière linéaire sur la 
frontière d'un polygone den arêtes, deux sommets tels que le segment 
qu'ils définissent soit entièrement contenu dans le polygone et que la 
frontière des deux sous-polygones ainsi créés possède chacune au 
moins n13 arêtes. L'article dont est tiré ce résultat suggérait une méthode 
de triangulation polygonale en O(nlogn) par décomposition récursive du 
polygone originel en sous-polygones. Kin et Lee eurent l'idée de 
spécialiser 1' algorithme de triangulation en lui greffant une technique 
similaire à la construction par fusion d'une triangulation de Delaunay 
d'un nuage de points, dont Lee était l'auteur. 

Cette fois-ci, la technique utilisée est plus délicate à décrire, puisqu'il 
est nécessaire de faire attention aux possibles conflits de visibilité et 
d'ingérence de la frontière du polygone dans les cercles de Delaunay 
construits à partir de la base, au moment de la fusion. 

n paraîtrait logique de vouloir étendre cette technique à la résolution 
du problème de triangulation d'un polygone plein afin de permettre une 
solution récursive pour la triangulation face par face d'une rsgp 
hiérarchique. Ce travail, qui nécessite une adaptation, à des polygones 
pleins, du. résultat sur le découpage polygonal, et de la méthode de 
construction par fusion interne. est un axe de recherche prometteur. 

On peut aussi se demander s'il est possible de trouver un algorithme 
de balayage exploitant les propriétés de visibilité et permettant de 
construire la triangulation d'un polygone plein recherchée, en emprun­
tant un peu au principe d'insertion incrémentale développé dans ce 
chapitre. 

-~-



Conclusion 

ConCLuston 

Dans cette thèse, on a vu qu'il était possible de recourir à 
une méthode efficace de calcul mixte, permettant de garder 
une cohérence totale sur la topologie des données à traiter. 
Une modélisation a été proposée pour représenter des 
entiers de taille arbitraire, qui s'accompagne d'algorithmes 
efficaces pour les opérations arithmétiques élémentaires. 

On a aussi étudié quelques méthodes permettant la 
structuration des données soumises à des contraintes et à 
des règles sémantiques de priorité ou de dépendance. La 
dernière préoccupation a été la description d'algorithmes 
plus simples que les algorithmes déjà existants pour la 
triangulation d'une représentation par segments d'un 
graphe planaire. 

Toutes ces méthodes sont nées d'algorithmes validés par 
une application en grandeur réelle, réalisée dans un contrat 
pour un industriel, et il est permis de penser que les 
techniques de la géométrie algorithmique seront de plus en 
plus sollicitées dans la résolution de problèmes de ce type à 
l'avenir. 

Certaines questions posées dans cette thèse restent ouvertes 
pour lesquelles il semble que des solutions devraient venir 
assez rapidement, à partir des bases jetées dans ce travail. 

-~-
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Arithmétique mixte, précision arbitraire, diagramme de Voronoi, triangulation 
de Delaunay avec contrainte, représentation par segments d'un graphe 
planaire, priorités et hiérarchies, construction incrémentale, 'diviser:-pour­
résoudre'. 

L'organisation structurée (graphe avec hiérarchies et priorités 'sémantiques') 
d'objets du plan implique plusieurs opérations complexes qui doivent être 
effectuées en toute sécurité de cohérence topologique. La précision inhérente 
d'une machine étant nécessairement limitée, il faut souvent recourir à une 
arithmétique exacte coûteuse. 
Cette thèse présente, à partir de travaux liés à la réalisation du module de facé­
tisation d'un simulateur de vol industriel, une solution permettant l'utilisation 
d'une arithmétique mixte, de précision arbitraire et de coût très inférieur, 
statistiquement, à la solution exacte. 
On y trouve aussi l'unification des méthodes de construction d'un diagramme 
de Voronoi, d'une triangulation de Delaunay pour un nuage de points dans le 
plan et de la triangulation contrainte de Delaunay de la représentation par 
segments d'un graphe planaire, autour d'une technique incrémentale optimale, 
fondamentalement plus simple que la méthode 'diviser-pour-résoudre' 
classique. · 
La technique incrémentale permet, par ailleurs, de donner un algorithme 
linéaire et très simple de construction du diagramme de Voronoi et de la 
triangulation de Delaunay d'un nuage de points situés sur la frontière d'un 
polygone monotone ou convexe. 


