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❣5+❡♥. <✉❡ ❧❡ %♦✉%✲♣♦✐❞% ❝♦♥%.✐.✉❡ ✉♥ ❢❛❝.❡✉+ ❞❡ +✐%<✉❡ ♠❛❥❡✉+ ❞❡ ❧✬✐♥❢❡❝.✐♦♥ ♣❛+ ❧❛

❞❡♥❣✉❡✱ ✐♥❞0♣❡♥❞❛♠♠❡♥. ❞❡ ❧✬L❣❡✳

▼♦"# ❝❧&#

❘0❣+❡%%✐♦♥ ❧♦❣✐%.✐<✉❡✱ ❋+❛❝.✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈+❛✐%❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ■❞❡♥.✐✜❛❜✐❧✐.0✱

❈♦♥%✐%.❛♥❝❡✱ ◆♦+♠❛❧✐.0 ❛%②♠♣.♦.✐<✉❡✱ ❇❛♥❞❡% ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❇♦♦.%.+❛♣✱ ❙✐♠✉❧❛.✐♦♥%✱

❉❡♥❣✉❡✳



❆❜"#$❛❝#

●❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛# ♠♦❞❡❧+ ❛#❡ ❛ ❣❡♥❡#❛❧✐③❛-✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛# #❡❣#❡++✐♦♥ ♠♦❞❡❧+✱ ❛♥❞

❛#❡ ✇✐❞❡❧② ✉+❡❞ ✐♥ -❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❧✐❢❡✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐+-✐❝ #❡❣#❡++✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ♦❢ -❤✐+ ❝❧❛++ ♦❢

♠♦❞❡❧+✱ ✇✐❞❡❧② ✉+❡❞ ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ +-✉❞✐❡+ #❡♠❛✐♥+ -❤❡ ♠♦+- ❛♣♣#♦♣#✐❛-❡ #❡❣#❡++✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ✐- ❝♦♠❡+ -♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐+❝#❡-❡ ✈❛#✐❛❜❧❡✱ ❜✐♥❛#② ✐♥ ♥❛-✉#❡✳ ■♥ -❤✐+ -❤❡+✐+✱ ✇❡

✐♥✈❡+-✐❣❛-❡ -❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ♦❢ +-❛-✐+-✐❝❛❧ ✐♥❢❡#❡♥❝❡ ✐♥ -❤❡ ❧♦❣✐+-✐❝ #❡❣#❡++✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥

-❤❡ ♣#❡+❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧+ ✐♥ -❤❡ +-✉❞② ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✳

❆- ✜#+-✱ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡# -❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡+-✐♠❛-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ❧♦❣✐+-✐❝ #❡❣#❡++✐♦♥ ♠♦✲

❞❡❧ ✐♥ -❤❡ ♣#❡+❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧+ -❤❛- ❡♥-❡#+ ✐♥ -❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ③❡#♦✲✐♥✢❛-❡❞

#❡❣#❡++✐♦♥ ♠♦❞❡❧+✳ ❆ +✉❜❥❡❝- ✐+ +❛✐❞ -♦ ❜❡ ✐♠♠✉♥❡ ✐❢ ❤❡ ❝❛♥♥♦- ❡①♣❡#✐❡♥❝❡ -❤❡ ♦✉-✲

❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥-❡#❡+-✳ ❚❤❡ ✐♠♠✉♥❡ +-❛-✉+ ✐+ ✉♥❦♥♦✇♥ ✉♥❧❡++ -❤❡ ❡✈❡♥- ♦❢ ✐♥-❡#❡+- ❤❛+

❜❡❡♥ ♦❜+❡#✈❡❞✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡+-✐♠❛-✐♦♥ ♣#♦❝❡❞✉#❡ ❢♦# -❤✐+ ♣#♦✲

❜❧❡♠✱ ❜❛+❡❞ ♦♥ -❤❡ ❥♦✐♥- ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ -❤❡ ❜✐♥❛#② #❡+♣♦♥+❡ ♦❢ ✐♥-❡#❡+- ❛♥❞ -❤❡ ❝✉#❡

+-❛-✉+✳ ❲❡ ✐♥✈❡+-✐❣❛-❡ -❤❡ ✐❞❡♥-✐✜❛❜✐❧✐-② ♦❢ -❤❡ #❡+✉❧-✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡+-❛❜❧✐+❤

-❤❡ ❡①✐+-❡♥❝❡✱ ❝♦♥+✐+-❡♥❝② ❛♥❞ ❛+②♠♣-♦-✐❝ ♥♦#♠❛❧✐-② ♦❢ -❤❡ ♣#♦♣♦+❡❞ ❡+-✐♠❛-♦#✱ ❛♥❞

✇❡ ❝♦♥❞✉❝- ❛ +✐♠✉❧❛-✐♦♥ +-✉❞② -♦ ✐♥✈❡+-✐❣❛-❡ ✐-+ ✜♥✐-❡✲+❛♠♣❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦#✳

■♥ ❛ +❡❝♦♥❞ -✐♠❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉+ ♦♥ -❤❡ ❝♦♥+-#✉❝-✐♦♥ ♦❢ +✐♠✉❧-❛♥❡♦✉+ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞+

❢♦# -❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐-② ♦❢ ✐♥❢❡❝-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ❧♦❣✐+-✐❝ #❡❣#❡++✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐-❤ ✐♠♠✉♥❡ ❢#❛❝✲

-✐♦♥✳ ❲❡ ♣#♦♣♦+❡ -❤#❡❡ ♠❡-❤♦❞+ ♦❢ ❝♦♥+-#✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞+ ❢♦# -❤❡ #❡❣#❡+✲

+✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜#+- ♠❡-❤♦❞ ✭❙❝❤❡✛❡✬+ ♠❡-❤♦❞✮ ✉+❡+ -❤❡ ❛+②♠♣-♦-✐❝ ♥♦#♠❛❧✐-②

♦❢ -❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡+-✐♠❛-♦#✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣#♦①✐♠❛-✐♦♥ ❜② -❤❡ ❝❤✐✲+H✉❛#❡❞ ❞✐+✲

-#✐❜✉-✐♦♥ -♦ ❛♣♣#♦①✐♠❛-❡ -❤❡ ♥❡❝❡++❛#② H✉❛♥-✐❧❡ ❢♦# -❤❡ ❝♦♥+-#✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞+✳ ❚❤❡

+❡❝♦♥❞ ♠❡-❤♦❞ ✉+❡+ ❛❧+♦ -❤❡ ❛+②♠♣-♦-✐❝ ♥♦#♠❛❧✐-② ♦❢ -❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡+✲



①✐✈

 ✐♠❛ ♦% ❛♥❞ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❛((✐❝❛❧ ❡-✉❛❧✐ ② ❜② ✭▲❛♥❞❛✉ ✫ ❙❤❡❡♣ ✶✾✼✵✮✳ ❚❤❡  ❤✐%❞

♠❡ ❤♦❞ ✭❜♦♦ ( %❛♣ ♠❡ ❤♦❞✮ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ (✐♠✉❧❛ ✐♦♥(✱  ♦ ❡( ✐♠❛ ❡  ❤❡ ❛♣♣%♦♣%✐❛ ❡

-✉❛♥ ✐❧❡ ♦❢  ❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ (✉♣%❡♠✉♠ ♦❢ ❛ ●❛✉((✐❛♥ ♣%♦❝❡((✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝ ❛

(✐♠✉❧❛ ✐♦♥ ( ✉❞②  ♦ ✐♥✈❡( ✐❣❛ ❡ ✐ ( ✜♥✐ ❡✲(❛♠♣❧❡ ♣%♦♣❡% ✐❡(✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥(✐❞❡% ❛ ( ✉❞② ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ❢❡✈❡%✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ❛  %♦♣✐❝❛❧ ♠♦(-✉✐ ♦✲❜♦%♥❡

✈✐%❛❧ ❤✉♠❛♥ ❞✐(❡❛(❡✱ ( %✐❝ ❧② ✐♥ ❡%✲❤✉♠❛♥✳ ❚❤❡ %❡(✉❧ ( (❤♦✇  ❤❛ ✱  ❤❡ ❡( ✐♠❛ ❡❞ ♣%♦✲

❜❛❜✐❧✐ ✐❡( ♦❢ ✐♥❢❡❝ ✐♦♥ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢%♦♠ ♦✉% ❛♣♣%♦❛❝❤ ❛%❡ ❧❛%❣❡%  ❤❛♥  ❤❡ ♦♥❡( ❞❡%✐✈❡❞

❢%♦♠ ❛ ( ❛♥❞❛%❞ ❛♥❛❧②(✐(  ❤❛ ❞♦❡( ♥♦  ❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥ ♦❢  ❤❡ ♣♦((✐❜❧❡ ✐♠♠✉♥✐ ②✳ ■♥

♣❛% ✐❝✉❧❛%✱  ❤❡ ❡( ✐♠❛ ❡( ♣%♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦✉% ❛♣♣%♦❛❝❤ (✉❣❣❡(  ❤❛ ✉♥❞❡%✇❡✐❣❤ ❝♦♥( ✐✲

 ✉ ❡( ❛ ♠❛❥♦% %✐(❦ ❢❛❝ ♦% ❢♦% ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝ ✐♦♥✱ ✐%%❡(♣❡❝ ✐✈❡❧② ♦❢ ❛❣❡✳

❑❡② ✇♦%❞'

▲♦❣✐( ✐❝ %❡❣%❡((✐♦♥✱ ■♠♠✉♥❡ ❢%❛❝ ✐♦♥✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ■❞❡♥ ✐✜❛❜✐❧✐ ②✱ ❈♦♥(✐(✲

 ❛♥❝②✱ ❆(②♠♣ ♦ ✐❝ ♥♦%♠❛❧✐ ②✱ ❈♦♥✜❞❛♥❝❡ ❇❛♥❞(✱ ❇♦♦ ( %❛♣✱ ❙✐♠✉❧❛ ✐♦♥(✱ ❉❡♥❣✉❡✳



❆❜"#✈✐❛'✐♦♥* ❡' ◆♦'❛'✐♦♥*

P (A) ✿ ▲❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐)* ❞❡ ❧✬*✈*♥❡♠❡♥) A✳

E (X) ✿ ▲✬❡2♣*$❛♥❝❡ ♠❛)❤*♠❛)✐5✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛❧*❛)♦✐$❡ X✳

var (X) ✿ ▲❛ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛❧*❛)♦✐$❡ X✳

cov (X, Y ) ✿ ▲❛ ❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ ❞❡2 ✈❛$✐❛❜❧❡2 ❛❧*❛)♦✐$❡2 X ❡) Y ✳

Xn =⇒ Y ✿ ▲❛ 2✉✐)❡ ❞❡ ✈❛$✐❛❜❧❡2 ❛❧*❛)♦✐$❡2 (Xn)n≥0 ❝♦♥✈❡$❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥) ✈❡$2 Y ✳

Xn
p.s−→ Y ✿ ▲❛ 2✉✐)❡ ❞❡ ✈❛$✐❛❜❧❡2 ❛❧*❛)♦✐$❡2 (Xn)n≥0 ❝♦♥✈❡$❣❡ ♣$❡25✉❡ 29$❡♠❡♥) ✈❡$2 Y ✳

N ✿ ❊♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❡♥)✐❡$2 ♥❛)✉$❡❧2✳

N
∗

✿ ❊♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❡♥)✐❡$2 ♥❛)✉$❡❧2 ♥♦♥ ♥✉❧2✳

R ✿ ❊♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 $*❡❧2 ❡) R
d = R × . . . × R︸ ︷︷ ︸

d ❢♦✐#

✳

X⊤
✿ ❚$❛♥2♣♦2*❡ ❞✉ ✈❡❝)❡✉$ X✳

✐✳✐✳❞✳ ✿ ✐♥❞*♣❡♥❞❛♥)❡2 ❡) ✐❞❡♥)✐5✉❡♠❡♥) ❞✐2)$✐❜✉*❡2✳

M (n × p) ✿ ▲✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ♠❛)$✐❝❡2 $*❡❧❧❡2 ❞❡ n ❧✐❣♥❡2 ❡) p ❝♦❧♦♥♥❡2✳

Ip ✿ ♠❛)$✐❝❡ ✐❞❡♥)✐)* ❞✬♦$❞$❡ p✳

❊▼❱ ✿ ❊2)✐♠❛)❡✉$ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈$❛✐2❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❩■❇ ✿ ❩❡$♦✲■♥✢❛)❡❞ ❇✐♥♦♠✐❛❧✳

❩■D ✿ ❩❡$♦✲■♥✢❛)❡❞ D♦✐22♦♥✳

❩■◆❇ ✿ ❩❡$♦✲■♥✢❛)❡❞ ◆❡❣❛)✐✈❡ ❇✐♥♦♠✐❛❧✳

❩■D❖ ✿ ❩❡$♦✲■♥✢❛)❡❞ D$♦♣♦$)✐♦♥❛❧ ❖❞❞2✳





❈❤❛♣✐%&❡ ✶

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡
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✉♥✐✈❛1✐ ❡- ❡0 ♠✉❧0✐✈❛1✐ ❡-✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❤❛♣✐01❡ ✻✱ ♥♦✉- ❛♣♣❧✐(✉♦♥- ❧❡ ♠♦❞=❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥0 ?

❧✬❛♥❛❧②-❡ -0❛0✐-0✐(✉❡ ❞❡- ❞♦♥♥ ❡- ❞❡ ❞❡♥❣✉❡✳

▲❛ ❞❡1♥✐=1❡ ♣❛10✐❡✱ ❡-0 ❝♦♥-0✐0✉ ❡ ❞❡- ❞✐✛ 1❡♥0❡- ❛♥♥❡①❡- ✿ ❞❡- 1❛♣♣❡❧- ♠❛0❤ ♠❛✲

0✐(✉❡-✱ ❞❡- 1 -✉❧0❛0- ❝♦♠♣❧ ♠❡♥0❛✐1❡- ❝♦♥❝❡1♥❛♥0 ❝❡10❛✐♥- ❧❡♠♠❡-  ♥♦♥❝ - ❞❛♥- ❧❛

0❤=-❡✱ ❞❡ 0❛❜❧❡❛✉① ❞❡- 1 -✉❧0❛0- ❞❡ -✐♠✉❧❛0✐♦♥✳





 !❡♠✐%!❡ ♣❛!(✐❡

❘❛♣♣❡❧+ +✉! -✉❡❧-✉❡+ ♠♦❞%❧❡+





❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❘❛♣♣❡❧% %✉' ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ ',❣'❡%%✐♦♥

❧♦❣✐%0✐1✉❡

❙♦♠♠❛✐%❡

✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞(❧❡ ❧✐♥,❛✐.❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷✳✷ ▲❡ ♠♦❞(❧❡ ❞❡ .,❣.❡11✐♦♥ ❧♦❣✐12✐3✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✷✳✷ ■❞❡♥%✐✜❛❜✐❧✐%2 ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✷✳✸ ❊8%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✷✳✹ ❘❛♣♣❡❧ 8✉& ❧✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇%♦♥✲❘❛♣❤8♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷✳✺ D&♦♣&✐2%28 ❛8②♠♣%♦%✐F✉❡8 ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷✳✻ ■♥%❡&♣&2%❛%✐♦♥ ❞❡8 ❝♦❡✣❝✐❡♥%8 ❞❡ &2❣&❡88✐♦♥ ❡% ♦❞❞" #❛%✐♦ ✳ ✳ ✳ ✶✸

◆♦"♦♥$ y ❧❡ ✈❡❝"❡✉* ❞❡$ ♦❜$❡*✈❛"✐♦♥$ ❞❡ "❛✐❧❧❡ n✱ *0❛❧✐$❛"✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝"❡✉* ❛❧0❛"♦✐*❡

Y ✱ ✈❛*✐❛❜❧❡ 1 ❡①♣❧✐4✉❡*✳ ❯♥ ♠♦❞8❧❡ ❧✐♥0❛✐*❡ ❣0♥0*❛❧✐$0 $❡ ❝❛*❛❝"0*✐$❡ ♣❛* ❧❡$ "*♦✐$

❤②♣♦"❤8$❡$ $✉✐✈❛♥"❡$ ✿

✕ ❖♥ $✉♣♣♦$❡ 4✉❡ ❧❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥"❡$ Yi (i = 1, ..., n) ❞❡ Y $♦♥" ✐♥❞0♣❡♥❞❛♥"❡$

❡" ❞✐$"*✐❜✉0❡$ $❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❛♣♣❛*"❡♥❛♥" 1 ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥"✐❡❧❧❡ ❛✉ $❡♥$

❞❡ ✭◆❡❧❞❡* ✫ ❲❡❞❞❡*❜✉*♥ ✶✾✼✷✮✱ ❝✬❡$"✲1✲❞✐*❡ 4✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥$✐"0 ❞❡ ❧❛



✹

✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧'❛(♦✐"❡ Yi *✬'❝"✐( ✿

fYi
(yi, θi) = exp

{
yiθi − b(θi)

ai(φ)
+ c(yi, φ)

}

♦. θi ❡*( ✉♥ ♣❛"❛♠3("❡ ❝❛♥♦♥✐4✉❡ ❡( φ ✉♥ ♣❛"❛♠3("❡ ❞❡ ❞✐*♣❡"*✐♦♥✳ ▲❡* ❢♦♥❝✲

(✐♦♥* b ❡( c *♦♥( *♣'❝✐✜4✉❡* ; ❝❤❛4✉❡ ❞✐*("✐❜✉(✐♦♥ ❡( ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ai ❡*( ❞♦♥♥'❡

♣❛" ✿ ai(φ) = φ
wi
✱ ♦. wi ❡*( ✉♥ ♣♦✐❞* ❝♦♥♥✉ ❛**♦❝✐' ; ❧❛ "'❛❧✐*❛(✐♦♥ yi✳

▲✬❡*♣'"❛♥❝❡ ❡( ❧❛ ✈❛"✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛"✐❛❜❧❡ Yi *✬❡①♣"✐♠❡ ❝♦♠♠❡ *✉✐( ; ❧✬❛✐❞❡

❞❡* ❢♦♥❝(✐♦♥* ai ❡( b ✿

E(Yi) = b′(θi), var(Yi) = ai(φ)b′′(θi).

✕ ▲❡ ♣"'❞✐❝(❡✉" ❧✐♥'❛✐"❡ ❡*( ❞'✜♥✐( ❝♦♠♠❡ *✉✐( ✿

η = β⊤
X,

♦. β ❡*( ✉♥ ✈❡❝(❡✉" ❞❡ ♣❛"❛♠3("❡* ✐♥❝♦♥♥✉* ❞❡ (❛✐❧❧❡ p ❡( X ❧❡ ✈❡❝(❡✉" ❞❡* p

✈❛"✐❛❜❧❡* ❡①♣❧✐❝❛(✐✈❡*✳

✕ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥("❡ ❧✬❡*♣'"❛♥❝❡ ❞❡ Yi ❡( ❧❛ ✐

me
❝♦♠♣♦*❛♥(❡ ❞✉ ♣"'❞✐❝(❡✉" ❧✐♥'❛✐"❡ ❡*(

"'❛❧✐*' ♣❛" ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ g ✭♠♦♥♦(♦♥❡ ❡( ❞✐✛'"❡♥(✐❛❜❧❡✮ ❛♣♣❡❧'❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ✿

ηi = g(E(Yi)).

❯♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ♣♦✉" ❧❛4✉❡❧❧❡ ηi = θi ❡*( ❛♣♣❡❧'❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❝❛♥♦✲

♥✐+✉❡✳

▲❡* ♠♦❞3❧❡* ❣❛✉**✐❡♥* ✭❧✐♥'❛✐"❡* ♦✉ ♥♦♥✮ ; ✈❛"✐❛♥❝❡ ❝♦♥*(❛♥(❡ ✭a(φ) = σ2
✮✱ ❧❡* ♠♦✲

❞3❧❡* ❧♦❣✐*(✐4✉❡* ❜✐♥❛✐"❡* ♦✉ ♣♦❧②(♦♠✐4✉❡*✱ ❧❡* ♠♦❞3❧❡* ❞❡ "'❣"❡**✐♦♥ F♦✐**♦♥ ♦✉

●❛♠♠❛ *♦♥( ❞❡* ❡①❡♠♣❧❡* ❞❡ ♠♦❞3❧❡* ❧✐♥'❛✐"❡* ❣'♥'"❛❧✐*'*✳ F❛"♠✐ ❝❡* ♠♦❞3❧❡* ♥♦✉*

♥♦✉* ✐♥('"❡**❡"♦♥* ♣❛"(✐❝✉❧✐3"❡♠❡♥( ❞❛♥* ❧❛ *✉✐(❡ ❛✉ ♠♦❞3❧❡ ❞❡ "'❣"❡**✐♦♥ ❧♦❣✐*(✐4✉❡✳



✷✳✶✳ ▲❡ ♠♦❞(❧❡ ❧✐♥,❛✐.❡ ✺

✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞(❧❡ ❧✐♥,❛✐.❡

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❧✐♥)❛✐+❡ ❡,- ,♦✉✈❡♥- ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ♦✉-✐❧ ❞❡ ,-❛-✐,-✐1✉❡ ✐♥❢)+❡♥-✐❡❧❧❡ ♠✐,

❡♥ ♦❡✉✈+❡✳ ■❧ ♣❡+♠❡- ❞✬❡①♣❧✐1✉❡+ ✉♥❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ Y ✭❛♣♣❡❧)❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❞)♣❡♥❞❛♥-❡✮ ♣❛+

p ✈❛+✐❛❜❧❡, ❡①♣❧✐❝❛-✐✈❡, X = (X1, X2, ..., Xp)✳ ;♦✉+ ❝❡ ❢❛✐+❡✱ ♥♦✉, ❞✐,♣♦,♦♥, ❞❡ n

+)❛❧✐,❛-✐♦♥, ✐♥❞)♣❡♥❞❛♥-❡, (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (X, Y )✳ ▲❡ ❜✉- ❡,- ❞❡

♠♦❞)❧✐,❡+ ❧❛ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ +)♣♦♥,❡ Y ♣❛+ +❛♣♣♦+- ❛✉① ✈❛+✐❛❜❧❡, ❡①♣❧✐❝❛✲

-✐✈❡, X1, X2, . . . , Xp✳ ❉❡, )-✉❞❡, ❞✐✈❡+,❡, ❡- ❞)-❛✐❧❧)❡, ♦♥- )-) ❡✛❡❝-✉)❡, ,✉+ ❧❡ ♠♦❞%❧❡

❧✐♥)❛✐+❡✳ ;♦✉+ ♣❧✉, ❞❡ ❞)-❛✐❧, ♦♥ ♣❡✉- ,❡ +)❢)+❡+ @ ✭❆③❛C, ✫ ❇❛+❞❡- ✷✵✵✻✮✳

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❧✐♥)❛✐+❡ ,-❛♥❞❛+❞ -+❛❞✉✐- ❧❛ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥)❛✐+❡ ❞❡ ❧✬❡,♣)+❛♥❝❡ ❡♥ β =

(β1, . . . , βp)
⊤
✱ ✉♥ ♣❛+❛♠%-+❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ♥♦♥✲❝♦♥-+❛✐♥- ❞❡ R

p
❡- ✐❧ ,✬)❝+✐- ✿

Yi = β⊤
❳i + εi, i = 1, ..., n ✭✷✳✶✮

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❧✐♥)❛✐+❡ ❡,- ❝❛+❛❝-)+✐,) ♣❛+ ❧❡, ❤②♣♦-❤%,❡, ,✉✐✈❛♥-❡, ✿

✕ E(εi|❳i) = 0✱ ♣♦✉+ i = 1, ..., n ✭❧❡, ❡++❡✉+, ,♦♥- ❝❡♥-+)❡,✮ ❀

✕ var(εi) = σ2
✱ ♣♦✉+ i = 1, ..., n ✭❧❛ ✈❛+✐❛♥❝❡ ❞❡, ❡++❡✉+, ❡,- ❝♦♥,-❛♥-❡ ✿ ❤②♣♦-❤%,❡

❞✬❤♦♠♦,❝)❞❛,-✐❝✐-)✮ ❀

✕ ❧❡, ✈❛+✐❛❜❧❡, εi, i = 1, ..., n ,♦♥- ✐♥❞)♣❡♥❞❛♥-❡, ❡- ❞❡ ❧♦✐ ❣❛✉,,✐❡♥♥❡✳

;❧❛P♦♥, ♥♦✉, ♠❛✐♥-❡♥❛♥- ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ♦Q ❧❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ @ ❡①♣❧✐1✉❡+ ❨ ❡,- 1✉❛❧✐-❛-✐✈❡ ♦✉

❞❡ -②♣❡ ❢❛❝-❡✉+ ✭,❡①❡✱ ❝♦✉❧❡✉+✱ ♣+),❡♥❝❡ ♦✉ ❛❜,❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳✳✳✮✳ ❈❡--❡ ✈❛+✐❛❜❧❡

♣♦,,%❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜+❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐-), g1, . . . , gm✳ ▲❡ ♣+♦❜❧%♠❡ ❝♦♥,✐,-❡ @ ❡①♣❧✐1✉❡+

❧✬❛♣♣❛+-❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ @ ✉♥ ❣+♦✉♣❡ @ ♣❛+-✐+ ❞❡, p ✈❛+✐❛❜❧❡, ❡①♣❧✐❝❛-✐✈❡,✱ ♦♥

♣❛+❧❡+❛ ❛❧♦+, ❞❡ ❞✐,❝+✐♠✐♥❛-✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ +)❣+❡,,✐♦♥✳

■❧ ❡,- ❜✐❡♥ ❡♥-❡♥❞✉ ✐♠♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞)❧✐,❡+ ❞✐+❡❝-❡♠❡♥- ❧❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ Y ♣❛+ ✉♥❡ +❡❧❛✲

-✐♦♥ ❧✐♥)❛✐+❡ ✭✐♠❛❣✐♥♦♥, 1✉❡ ❨ ,♦✐- ❧❡ ,❡①❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡+,♦♥♥❡ ♦✉ ,♦♥ )-❛- ❞❡ ,❛♥-)✮✳



✷✳✶✳ ▲❡ ♠♦❞(❧❡ ❧✐♥,❛✐.❡ ✻

❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡) * ❝❡,,❡ ❞✐✣❝✉❧,/✱ ♦♥ ✈❛ 3✬✐♥,/)❡33❡) ❛✉① ♣)♦❜❛❜✐❧✐,/3 P(Y = gk|❳ = x)✳

❙✉♣♣♦3♦♥3 ♣♦✉) 3✐♠♣❧✐✜❡) :✉❡ ❧❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ Y ♣)❡♥♥❡ ✉♥✐:✉❡♠❡♥, ❞❡✉① ✈❛❧❡✉)3 ✿

0 ✭❣)♦✉♣❡ 0✮ ♦✉ 1 ✭❣)♦✉♣❡ 1✮✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐33❛♥❝❡ ❞❡ P(Y = 1|❳ = x) ✐♠♣❧✐:✉❡

❝❡❧❧❡ ❞❡ P(Y = 0|❳ = x) ✿ ✐❧ 3✉✣, ♣❛) ❝♦♥3/:✉❡♥, ❞❡ ♠♦❞/❧✐3❡) ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,/

p(x) = P(Y = 1|❳ = x)✳ ❖♥ ♣❡✉, ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥✈✐3❛❣❡) ✉♥❡ )❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦)♠❡

p(x) = β0 + β1x1+, . . . ,+βpxp = β⊤x. ✭✷✳✷✮

❈❡,,❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ♣♦33E❞❡ ♣❧✉3✐❡✉)3 ❝❛)❛❝,/)✐3,✐:✉❡3 ✿

✕ ❘❡♠❛):✉♦♥3 ,♦✉, ❞✬❛❜♦)❞ :✉❡ ❧❛ ✈❛)✐❛♥❝❡ ❞❡ Y |❳ = x ✈❛✉, p(x)(1 − p(x))✳

❈♦♥,)❛✐)❡♠❡♥, ❛✉ ♠♦❞E❧❡ ❧✐♥/❛✐)❡ ❝❧❛33✐:✉❡✱ ❝❡,,❡ ✈❛)✐❛♥❝❡ ♥✬❡3, ♣❛3 ❝♦♥3,❛♥,❡

❡, ♣❛) ❝♦♥3/:✉❡♥, ❧✬❤②♣♦,❤E3❡ ❝❧❛33✐:✉❡ ❞✬❤♦♠♦3❝/❞❛3,✐❝✐,/ ❞❡3 )/3✐❞✉3 ♥❡ 3❡)❛

♣❛3 ✈/)✐✜/❡✳

✕ ▲❡ ❢❛✐, :✉✬❛✉❝✉♥❡ )❡3,)✐❝,✐♦♥ ♥❡ 3♦✐, ❡✛❡❝,✉/❡ 3✉) ❧❡3 β ✐♠♣❧✐:✉❡ :✉❡ β⊤x

♣❡✉, ♣)❡♥❞)❡ ♥✬✐♠♣♦),❡ :✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉) 3✉) R✳ ❈❡ :✉✐ ♣❡✉, J,)❡ ❣J♥❛♥, ♣♦✉)

❧✬❡3,✐♠❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,/✳

K♦✉) ❝❡3 )❛✐3♦♥3✱ ♥♦✉3 ❞❡✈♦♥3 /,❡♥❞)❡ ❧❡ ♠♦❞E❧❡ ❧✐♥/❛✐)❡ ❝❧❛33✐:✉❡ ❛✉① ❝❛3 ♦L ✿

✕ Y ♣❡✉, J,)❡ ✉♥❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ :✉❛❧✐,❛,✐✈❡ ✭♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣)/3❡♥❝❡ ♦✉ ❛❜3❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

♠❛❧❛❞✐❡✱ ❛♣♣❛),❡♥❛♥❝❡ * ✉♥❡ ❝❛,/❣♦)✐❡✳✳✳✮ ❀

✕ ❧❡3 ❡))❡✉)3 ♣❡✉✈❡♥, ♥❡ ♣❛3 ❛✈♦✐) ❧❛ ♠J♠❡ ✈❛)✐❛♥❝❡ ✭3✬❛✛)❛♥❝❤✐) ❞❡ ❧✬❤②♣♦,❤E3❡

❞✬❤♦♠♦3❝/❞❛3,✐❝✐,/✮✳
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✷✳✷ ▲❡ ♠♦❞'❧❡ ❞❡ )*❣)❡,,✐♦♥ ❧♦❣✐,/✐0✉❡

✷✳✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❧♦❣✐*-✐.✉❡ ❡*- ❣(♥('❛❧❡♠❡♥- ✉-✐❧✐*( ♣♦✉' ♠♦❞(❧✐*❡' ✉♥❡ '(✲

♣♦♥*❡ ❜✐♥❛✐'❡ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞❡ ❞♦♥♥(❡* ♠(❞✐❝❛❧❡*✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ '(♣♦♥*❡ ❜✐♥❛✐'❡ ❡*-

❧❡ *-❛-✉- ❞✬✐♥❢❡❝-✐♦♥ ✭✐♥❢❡❝-( ✈! ♥♦♥ ✐♥❢❡❝-(✮ < ❧✬(❣❛'❞ ❞❡ ❝❡'-❛✐♥❡* ♠❛❧❛❞✐❡*✳ ❯♥ ♠♦✲

❞%❧❡ ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❧♦❣✐*-✐.✉❡ ♣❡✉- =-'❡ ✉-✐❧✐*( ♣♦✉' (-✉❞✐❡' ❧❛ '❡❧❛-✐♦♥ ❡♥-'❡ ❧❡ *-❛-✉-

❞✬✐♥❢❡❝-✐♦♥ ❡- ❧❡* ❞✐✛('❡♥-❡* ❝♦✈❛'✐❛❜❧❡* .✉✐ ♣❡✉✈❡♥- =-'❡ ♣❛' ❝♦♥-'❡ *♦✐- .✉❛❧✐-❛-✐✈❡*✱

*♦✐- .✉❛♥-✐-❛-✐✈❡* ✭✈♦✐' ✭❍♦*♠❡' ✫ ▲❡♠❡*❤♦✇ ✷✵✵✵✮ ❡- ✭❆♠✐♥♦- ✫ ❉❛♠♦♥ ✷✵✵✷✮✮✳

❙✐ Yi '❡♣'(*❡♥-❡ ❧❡ *-❛-✉- ❞✬✐♥❢❡❝-✐♦♥ ♣♦✉' ❧❡ i
 ♠❡

✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❛♥* ❧✬(❝❤❛♥-✐❧❧♦♥ ❞❡ -❛✐❧❧❡

n ✭Yi = 1 *✐ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡*- ✐♥❢❡❝-(✱ ❡- Yi = 0 *✐♥♦♥✮✱ ❡- Xi '❡♣'(*❡♥-❡ ❧❡ ✈❡❝-❡✉'

❞❡ ♣'(❞✐❝-❡✉' ❧✐♥(❛✐'❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ p ❝♦''❡*♣♦♥❞❛♥-✱ ❧❡ ♠♦❞%❧❡ ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❧♦❣✐*✲

-✐.✉❡ -'❛❞✉✐- ❧❛ '❡❧❛-✐♦♥ ❡♥-'❡ Yi ❡- Xi = (X1, X2, ..., Xp) ❡♥ -❡'♠❡ ❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-(

❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡ P(Yi = 1|Xi) ♣♦✉' ❧❡ *-❛-✉- ❞✬✐♥❢❡❝-✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ *✉✐- ✿

log

(
P(Yi = 1|Xi)

1 − P(Yi = 1|Xi)

)
= β⊤

Xi, ✭✷✳✸✮

♦L β ∈ R
p
❡*- ✉♥ ♣❛'❛♠%-'❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ✭< ❡*-✐♠❡'✮✳ ❯♥❡ ❧✐--('❛-✉'❡ ❞(-❛✐❧❧(❡ ❛ (-(

❝♦♥*❛❝'(❡ ❥✉*.✉✬✐❝✐ < ❧✬✐♥❢('❡♥❝❡ *-❛-✐*-✐.✉❡ ❞❡* ♠♦❞%❧❡* ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❧♦❣✐*-✐.✉❡✳ ▲❡*

♣'♦❝(❞✉'❡* ❞✬❡*-✐♠❛-✐♦♥ ❡- ❞❡ -❡*-* ♣♦✉' ❝❡--❡ ❝❛-(❣♦'✐❡ ❞❡ ♠♦❞%❧❡* *♦♥- ♠❛✐♥-❡♥❛♥-

❜✐❡♥ (-❛❜❧✐❡* ❡- *♦♥- ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡* ❞❛♥* ❧❡* ❧♦❣✐❝✐❡❧* *-❛♥❞❛'❞* ❞❡ *-❛-✐*-✐.✉❡✳ ❊♥ ♣❛'✲

-✐❝✉❧✐❡'✱ ❧✬❡*-✐♠❛-❡✉' ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈'❛✐*❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ β ❡*- ♦❜-❡♥✉ ❡♥ '(*♦❧✈❛♥-

❧✬(.✉❛-✐♦♥ ❞✉ *❝♦'❡✳ ▲❡* '(*✉❧-❛-* ❛*②♠♣-♦-✐.✉❡* ♣♦✉' ❝❡- ❡*-✐♠❛-❡✉' *♦♥- ❞♦♥♥(*

❞❛♥* ✭●♦✉'✐('♦✉① ✫ ▼♦♥❢♦'- ✶✾✽✶✮ ❡- ✭❋❛❤'♠❡✐' ✫ ❑❛✉❢♠❛♥♥ ✶✾✽✺✮✱ ❡♥-'❡ ❛✉-'❡*✳

▲❡ ❧❡❝-❡✉' ♣♦✉''❛ *❡ '(❢('❡' < ✭❍♦*♠❡' ✫ ▲❡♠❡*❤♦✇ ✷✵✵✵✮ ❡- ✭❍✐❧❜❡ ✷✵✵✾✮ ♣♦✉' ❞❡*

(-✉❞❡* ❞(-❛✐❧❧(❡* ❡- ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉① ❡①❡♠♣❧❡*✳

▲❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❧♦❣✐$ ❡*- ❧❛ ♣❧✉* ❣(♥('❛❧❡♠❡♥- ✉-✐❧✐*(❡✳ ▲✬✐♥-('=- ❞❡ ❝❡--❡ ❢♦♥❝-✐♦♥

'(*✐❞❡ ❞❛♥* ❧❛ *✐♠♣❧✐❝✐-( ❞❡ ♣❛**❛❣❡ < ❧✬❡*-✐♠❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❞❞*✲'❛-✐♦ ✭❖❘✮ ♦✉ '❛♣♣♦'-
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❞❡" ❝♦%❡" &✉✐ ♠❡"✉*❡ ❧❛ ❢♦*❝❡ ❞❡ ❧✬❛""♦❝✐❛%✐♦♥ ❡♥%*❡ ❧❛ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❡♥❞♦❣3♥❡ ❡% ✉♥❡ ✈❛✲

*✐❛❜❧❡ ❡①♦❣3♥❡✳ ❊♥ ♣❛*%✐❝✉❧✐❡*✱ ❡♥ :♣✐❞:♠✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡" *:"✉❧%❛%" ♣❡✉✈❡♥% ;%*❡ ❛✐":♠❡♥%

✐♥%❡*♣*:%:"✳ ▲❡" ❝♦❡✣❝✐❡♥%" ❡"%✐♠:" ♣❛* ❧❡ ♠♦❞3❧❡ "♦♥% ❡♥ ❡✛❡% ❧✐:" ♠❛%❤:♠❛%✐&✉❡✲

♠❡♥% @ ❧✬♦❞❞"✲*❛%✐♦✱ ❜✐❡♥ &✉✬✐❧ ♥❡ "♦✐% &✉✬✉♥❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ *✐"&✉❡ *❡❧❛%✐❢✳ ▲❛

♠:%❤♦❞❡ ❞❡ *:❣*❡""✐♦♥ ❧♦❣✐"%✐&✉❡ ❡"% ❞♦♥❝ ❧❛ ♠:%❤♦❞❡ ♠✉❧%✐✈❛*✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉*

*❡❝❤❡*❝❤❡* ❞❡" ❢❛❝%❡✉*" ❞❡ *✐"&✉❡ ♦✉ ❞❡" ❢❛❝%❡✉*" ♣*♦%❡❝%❡✉*" ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❋♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ *:❣*❡""✐♦♥ ❧♦❣✐"%✐&✉❡

✷✳✷✳✷ ■❞❡♥&✐✜❛❜✐❧✐&, ❞✉ ♠♦❞0❧❡

❖♥ *❛♣♣❡❧❧❡ &✉❡ ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❡"% ✐❞❡♥%✐✜❛❜❧❡ "✐ ♣♦✉* β 6= β̃✱ ❧❡" ❧♦✐" ❞❡ {(Yi|xi), i =

1, . . . , n} ❛""♦❝✐:❡" @ β ❡% β̃ "♦♥% ❞✐✛:*❡♥%❡"✳ ❚♦✉% ❝♦♠♠❡ ♣♦✉* ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❧✐♥:❛✐*❡

✭●✉②♦♥ ✷✵✵✶✮✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♥:❝❡""❛✐*❡ ♣♦✉* ♣♦✉✈♦✐* ❡"%✐♠❡* ❧❡" ♣❛*❛♠3%*❡" ❡"% &✉❡

❧✬:❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ *❡♥❞❡ ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ✐❞❡♥%✐✜❛❜❧❡ ✿ ❧❡" ❧♦✐" ❞❡ {(Yi|Xi = xi), i = 1, . . . , n}
❛""♦❝✐:❡" @ β ❡% β̃ "♦♥% ❞✐✛:*❡♥%❡"✳ ❈♦♠♠❡ Yi|❳i = xi "✉✐% ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡*♥♦✉❧❧✐ ❞❡

♣❛*❛♠3%*❡ p(xi) ❡% &✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❧♦❣✐$ ❡"% "%*✐❝%❡♠❡♥% ❝*♦✐""❛♥%❡✱ ❝❡%%❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥
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 !✉✐✈❛✉& ' ❧✬❡①✐,&❡♥❝❡ ❞✬✉♥ xi &❡❧ !✉❡ β
⊤xi 6= β̃⊤xi✳ ❈❡ !✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉6 ❧❡ ♠♦❞7❧❡

❧✐♥ ❛✐6❡✱  !✉✐✈❛✉& '  ❛♥❣(X) = p✳ ❖♥ ,✉♣♣♦,❡6❛ ♣❛6 ❧❛ ,✉✐&❡ !✉❡ ❝❡&&❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❡,&

✈ 6✐✜ ❡✳

✷✳✷✳✸ ❊$%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞-❧❡

◆♦✉, ❛❧❧♦♥, ✉&✐❧✐,❡6 ❧✬ ❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) ♣♦✉6 ❧✬❡,&✐♠❛&✐♦♥ ❞❡, ♣❛✲

6❛♠7&6❡, β ♣❛6 ❧❛ ♠ &❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈6❛✐,❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥, !✉❡ Yi|Xi = xi

,✉✐& ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡6♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛6❛♠7&6❡

p(xi) = P(Yi|❳i = xi)

=
eβ

⊤
xi

1 + eβ⊤xi
.

@♦✉6 &6♦✉✈❡6 ❧✬❡,&✐♠❛&❡✉6 ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈6❛✐,❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ β✱ ♥♦✉, ❞ ✜♥✐,,♦♥,

❧❛ ✈6❛✐,❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ,✉✐&

Ln(β) =
n∏

i=1

p(xi)
Yi(1 − p(xi))

1−Yi

=
n∏

i=1

eYiβ
⊤xi

1 + eβ⊤xi
.

▼❛✐♥&❡♥❛♥&✱ ♥♦✉, ❞ ✜♥✐,,♦♥, ❧✬❡,&✐♠❛&❡✉6 ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈6❛✐,❡♠❜❧❛♥❝❡✱ β̂✱ ❞❡

β ❡♥ ♠❛①✐♠✐,❛♥& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈6❛✐,❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡, ✈❛❧❡✉6, ♦❜,❡6✈ ❡, Yi ❡& xi✱

i = 1, . . . , n✳ ❊❧❧❡ ❡,& ❞♦♥♥ ❡ ♣❛6

ln(β) = logLn(β) =
n∑

i=1

[Yiβ
⊤xi − log(1 + exp(β⊤xi)].

❊♥ ❞ 6✐✈❛♥& ✉♥❡ ❢♦✐, ♣❛6 6❛♣♣♦6& ❛✉ ♣❛6❛♠7&6❡ β ♦♥ ♦❜&✐❡♥&

l̇n(β) =
∂ln(β)

∂β
=

n∑

i=1

[xi(Yi − p(xi))]. ✭✷✳✹✮
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❯♥❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ♥(❝❡))❛✐+❡ ❞✬❡①✐)'❡♥❝❡ ❞❡ )♦❧✉'✐♦♥ )✉+ R
p
❡)' ❧✬❛♥♥✉❧❛'✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✹✮✳

◆♦✉) ♦❜'❡♥♦♥) ❛❧♦+) ❧✬(7✉❛'✐♦♥ )✉✐✈❛♥'❡ ✭❛♣♣❡❧(❡ (7✉❛'✐♦♥ ❞✉ )❝♦+❡✮

S(β) =
∂ln(β)

∂β
= 0. ✭✷✳✺✮

❊♥ ❞(+✐✈❛♥' ✉♥❡ )❡❝♦♥❞❡ ❢♦✐) ♣❛+ +❛♣♣♦+' ❛✉ ♣❛+❛♠>'+❡ β✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥'

l̈n(β) =
(∂2ln(β)

∂βj∂βk

)
j,k

= −
n∑

i=1

p(xi)(1 − p(xi))xijxik, 1 ≤ j, k ≤ p, ✭✷✳✻✮

❧❛ ✈❛❧❡✉+ xjk +❡♣+()❡♥'❡ ❧✬♦❜)❡+✈❛'✐♦♥ k ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ j✳

◆♦✉) ♣♦✉✈♦♥) +(✲(❝+✐+❡ ❞❡ ♠❛♥✐>+❡ ✈❡❝'♦+✐❡❧❧❡ ❡' ♠❛'+✐❝✐❡❧❧❡ ❧❡) (7✉❛'✐♦♥) ✭✷✳✺✮ ❡'

✭✷✳✻✮ ❝♦♠♠❡ )✉✐'

l̇n(β) = [X⊤(Y − p)] ❡' l̈n(β) = −X⊤WX,

♦B p = (p(x1), . . . , p(xn))
⊤
❡'

W =




p(x1)(1 − p(x1)) 0 . . .

0 p(x2)(1 − p(x2)) . . .
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳




◆♦✉) ❛❧❧♦♥) ♠❛✐♥'❡♥❛♥' ♠♦♥'+❡+ 7✉❡ l̈n(β) ❡)' )❡♠✐✲❞(✜♥✐❡ ♥(❣❛'✐✈❡ ♣♦✉+ '♦✉' β ∈
R
p
✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ✿

u⊤l̈n(β)u = u⊤X⊤WXu = −
n∑

i=1

(x⊤i u)
2(p(xi)(1 − p(xi))),

◆♦✉) +❡♠❛+7✉♦♥) 7✉❡ p(xi)(1 − p(xi)) ❡)' '♦✉❥♦✉+) ♣♦)✐'✐❢✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❞♦♥❝

u⊤l̈n(β)u ≤ 0, ∀ u ∈ R
p
❡' ∀ β ∈ R

p.
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❈♦♠♠❡ l̈n(β) ❡$% $❡♠✐✲❞)✜♥✐❡ ♥)❣❛%✐✈❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈3❛✐$❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ln✱ ❡$% ❞♦♥❝

❝♦♥❝❛✈❡✳ ▲❛ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ❞✬✉♥❡ $♦❧✉%✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐%❡ ♣♦✉3 ❧✬)<✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❡$% ✉♥❡ %A❝❤❡ ❞)❧✐✲

❝❛%❡✳ B❧✉$✐❡✉3$ %❡❝❤♥✐<✉❡$ ❞✬♦♣%✐♠✐$❛%✐♦♥ ✭♠)%❤♦❞❡$ ✐%)3❛%✐✈❡$✮ $♦♥% ❞✐$♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉3

3)$♦✉❞3❡ ❝❡ ♣3♦❜❧C♠❡ ✭✈♦✐3 ♣❛3 ❡①❡♠♣❧❡ ✭▼❛❦ ✶✾✾✸✮ ❡% ✭●✐✈❡♥$ ✫ ❍♦❡%✐♥❣ ✷✵✵✺✮✮✳

◆♦✉$ ✉%✐❧✐$♦♥$ ❧✬❛❧❣♦3✐%❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇%♦♥ ❘❛♣❤$♦♥ ♣♦✉3 ♠❛①✐♠✐$❡3 ln✳

✷✳✷✳✹ ❘❛♣♣❡❧ (✉* ❧✬❛❧❣♦*✐/❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇/♦♥✲❘❛♣❤(♦♥

▲❛ ♠)%❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇%♦♥✲❘❛♣❤$♦♥ ♣❡3♠❡% ✉♥❡ 3)$♦❧✉%✐♦♥ ♥✉♠)3✐<✉❡ ❞❡$ )<✉❛%✐♦♥$

❞✉ $❝♦3❡ ❞✉ %②♣❡ ✭✷✳✺✮✳ ❖♥ ♣❛3% %♦✉% ❞✬❛❜♦3❞ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉3 ✐♥✐%✐❛❧❡ ❛3❜✐%3❛✐3❡ ❞❡ β✱

♥♦%)❡ β0
✳ ❖♥ ♥♦%❡ β1 = β0 +h ✉♥❡ ✈❛❧❡✉3 ❝❛♥❞✐❞❛%❡ ♣♦✉3 R%3❡ $♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ S(β) = 0✱

❝✬❡$%✲S✲❞✐3❡ S(β0 + h) = 0✳ B❛3 ✉♥ ❞)✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❧✐♠✐%) S ❧✬♦3❞3❡ ✉♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥

S✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ❧✬❛♣♣3♦①✐♠❛%✐♦♥ $✉✐✈❛♥%❡

S(β0 + h) = S(β0) + hS′(β0).

❈♦♠♠❡ S(β0 + h) = 0✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ♣♦✉3 h ❧❛ ✈❛❧❡✉3 $✉✐✈❛♥%❡

h = −[S ′(β0)]−1S(β0).

■❧ ✈✐❡♥%

β1 = β0 − [l̈n(β
0)]−1l̇n(β

0).

❖♥ ✐%C3❡ ❧❡ ♣3♦❝❡$$✉$✳ ▲❛ ♣3♦❝)❞✉3❡ $❡ 3)$✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐C3❡ $✉✐✈❛♥%❡

✶✳ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡ ❞)♣❛3% β0
❀

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡3 βk+1 = βk − [l̈n(β
k)]−1l̇n(β

k)✳

❆❧❣♦)✐/❤♠❡ ✷✳✷✳✶ ❈❤♦✐,✐) β0

k = 1

❘*♣*/❡)

βk+1 = βk − [l̈n(β
k)]−1l̇n(β

k)
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k = k + 1

❏✉,0✉✬5

βk+1 ≈ βk ❡!✴♦✉ Ln(β
k+1) ≈ Ln(β

k)✳

✷✳✷✳✺ #$♦♣$✐()(* ❛*②♠♣)♦)✐.✉❡* ❞✉ ♠♦❞2❧❡

❉❛♥) ❝❡!!❡ ♣❛,!✐❡ ♥♦✉) ♣,.)❡♥!♦♥) ❧❡) ,.)✉❧!❛!) ❞✬❡①✐)!❡♥❝❡✱ ❞❡ ❝♦♥)✐)!❛♥❝❡ ❡!

❞❡ ♥♦,♠❛❧✐!. ❛)②♠♣!♦!✐6✉❡ ❞❡ ❧✬❡)!✐♠❛!❡✉, ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈,❛✐)❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♣❛✲

,❛♠:!,❡ β ❞❛♥) ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❞❡ ,.❣,❡))✐♦♥ ❧♦❣✐)!✐6✉❡✳ ◆♦✉) )✉♣♣♦)♦♥) 6✉❡ ❧❡) ❤②♣♦!❤:)❡)

)✉✐✈❛♥!❡) ❞.✜♥✐❡) ❞❛♥) ✭●♦✉,✐.,♦✉① ✫ ▼♦♥❢♦,! ✶✾✽✶✮ ❡! ✭❋❛❤,♠❡✐, ✫ ❑❛✉❢♠❛♥♥ ✶✾✽✺✮

)♦♥! ✈.,✐✜.❡) ✿

✶✳ ❍✶ ✿ ▲❡) ✈❛,✐❛❜❧❡) ❡①♣❧✐❝❛!✐✈❡) )♦♥! ✉♥✐❢♦,♠.♠❡♥! ❜♦,♥.❡)✱ ✐✳❡✳✱ ∃ C < ∞ :

‖X‖ ≤ C✳

✷✳ ❍✷ ✿ ❙♦✐! λ1n ❡! λpn ❧❡) ✈❛❧❡✉,) ♣,♦♣,❡) ,❡)♣❡❝!✐✈❡♠❡♥! ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡! ♠❛①✐♠❛❧❡

❞❡ ❧❛ ♠❛!,✐❝❡ X⊤D(β0)X✳ ❆❧♦,) ✐❧ ❡①✐)!❡ ✉♥❡ ❝♦♥)!❛♥!❡ K < ∞ !❡❧❧❡ 6✉❡

λpn

λ1n
≤ K✱ ♣♦✉$ %♦✉% n✳

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✷✳✷ ✭❊①✐$%❡♥❝❡ ❡% ❝♦♥$✐$%❛♥❝❡✮

❙♦✉$ ❧❡$ ❤②♣♦%❤2$❡$ ❍✶ ❡% ❍✷✱ ❧✬❊▼❱ ♥♦%7 β̂n ❞❡ β ❡①✐$%❡ ♣9❡$:✉❡ $;9❡♠❡♥% :✉❛♥❞

♥ %❡♥❞ ✈❡9$ +∞✱ ❡% β̂n ❝♦♥✈❡9❣❡ ♣9❡$:✉❡ $;9❡♠❡♥% :✉❛♥❞ ♥ %❡♥❞ ✈❡9$ +∞ ✈❡9$ ❧❛

✈9❛✐❡ ✈❛❧❡✉9 β0 $✐ ❡% $❡✉❧❡♠❡♥% $✐ limn−→+∞ λ1n = +∞✳

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✷✳✸ ✭◆♦9♠❛❧✐%7 ❛$②♠♣%♦%✐:✉❡✮

❙♦✉$ ❧❡$ ❤②♣♦%❤2$❡$ ❍✶ ❡% ❍✷✱ ❡% $✐ ❧✬❊▼❱ ❡$% ❝♦♥$✐$%❛♥%✱ ❛❧♦9$

√
n(β̂n − β0) −→ N (0,I (β0)

−1), :✉❛♥❞ ♥ → +∞

♦A

I (β) = −E[
∂2ln(β)

∂β∂β⊤
]

❡$% ❧❛ ♠❛%9✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦9♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❋✐$❤❡9✳



✷✳✷✳ ▲❡ ♠♦❞'❧❡ ❞❡ )*❣)❡,,✐♦♥ ❧♦❣✐,/✐0✉❡ ✶✸

▲❡ ❚❤$♦&'♠❡ ✷✳✷✳✸ ♥♦✉. ♣❡&♠❡0 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0 ❞❡ ❞$❞✉✐&❡ ✉♥ ❡.0✐♠❛0❡✉& ❞❡ ❧❛ ✈❛&✐❛♥❝❡

❞❡ β̂n✳ ❈❡ 9✉✐ ♥♦✉. ♣❡&♠❡0 ❞❡ ❞♦♥♥❡& ❞❡. ✐♥0❡&✈❛❧❧❡. ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 − α

♣♦✉& βj, j = 1, . . . , p✳ ■❧ ❡.0 $❣❛❧❡♠❡♥0 ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ 0❡.0❡& ❧✬✐♠♣❛❝0 ❞❡. ✈❛&✐❛❜❧❡.

❡①♣❧✐❝❛0✐✈❡. ♣❛&

H0 : β1 = β2 = . . . = βp = 0, ❝♦♥0&❡ H1 : ∃ j ∈ {1, . . . , p} : βj 6= 0.

@♦✉& ❝❡❧❛ 0&♦✐. 0❡.0. .♦♥0 ❣$♥$&❛❧❡♠❡♥0 ✉0✐❧✐.$. ✿

✕ ▲❡ 0❡.0 ❞❡ ❲❛❧❞ ❀

✕ ▲❡ 0❡.0 ❞✉ .❝♦&❡ ❀

✕ ▲❡ 0❡.0 ❞✉ &❛♣♣♦&0 ❞❡ ✈&❛✐.❡♠❜❧❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞$✈✐❛♥❝❡✳

✷✳✷✳✻ ■♥%❡'♣')%❛%✐♦♥ ❞❡. ❝♦❡✣❝✐❡♥%. ❞❡ ')❣'❡..✐♦♥ ❡% ♦❞❞" #❛✲

&✐♦

❊♥ ❣$♥$&❛❧ ❧✬✐♥0❡&♣&$0❛0✐♦♥ ❞❡. ❝♦❡✣❝✐❡♥0. β .✬❡✛❡❝0✉❡ ❡♥ 0❡&♠❡ ❞✬♦❞❞" #❛%✐♦✳ ▲❡.

♦❞❞. &❛0✐♦ .♦♥0 ❞❡. ♦✉0✐❧. .♦✉✈❡♥0 ❛♣♣&$❝✐$. ❞❛♥. ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬$♣✐❞$♠✐♦❧♦❣✐❡✳ ■❧.

.❡&✈❡♥0 H ♠❡.✉&❡& ❧✬❡✛❡0 ❞✬✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❝♦♥0✐♥✉❡ ♦✉ ❧❡ ❝♦♥0&❛.0❡ ❡♥0&❡ ❧❡. ❡✛❡0. ❞✬✉♥❡

✈❛&✐❛❜❧❡ 9✉❛❧✐0❛0✐✈❡✳ ▲✬✐❞$❡ ❣$♥$&❛❧❡ ❡.0 ❞❡ &❛✐.♦♥♥❡& ❡♥ 0❡&♠❡ ❞❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐0$. ♦✉ ❞❡

&❛♣♣♦&0 ❞❡ ❝♦0❡. ✭♦❞❞.✮✳

❉*✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ▲✬♦❞❞" ✭❝❤❛♥❝❡✮ ♣♦✉# ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ① ❞✬♦❜%❡♥✐# ❧❛ #5♣♦♥"❡ Y = 1 ❡"%

❞5✜♥✐❡ ♣❛#

♦❞❞"(x) =
p(x)

1 − p(x)
, ♦7 p(x) = P(Y = 1|X = x).

▲✬♦❞❞" #❛%✐♦ ✭#❛♣♣♦#% ❞❡" ❝❤❛♥❝❡"✮ ❡♥%#❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉" x ❡% x′ ❡"%

OR(x, x′) =
♦❞❞"(x)

odds(x′)
.

▲❡. ♦❞❞. &❛0✐♦ ♣❡✉✈❡♥0 L0&❡ ✉0✐❧✐.$. ❞❡ ❞✐✛$&❡♥0❡. ♠❛♥✐'&❡. ✿



✷✳✷✳ ▲❡ ♠♦❞'❧❡ ❞❡ )*❣)❡,,✐♦♥ ❧♦❣✐,/✐0✉❡ ✶✹

OR(x, x′) > 1 ⇐⇒ p(x) > p(x′)

OR(x, x′) = 1 ⇐⇒ p(x) = p(x′)

OR(x, x′) < 1 ⇐⇒ p(x) < p(x′)

❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❘%❣❧❡) ❞✬✐♥.❡/♣/1.❛.✐♦♥ ❞❡) ♦❞❞) /❛.✐♦

✶✳ ❈♦♠♣❛)❛✐,♦♥ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐/*, ❞❡ ,✉❝❝', ❡♥/)❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉, ✭✈♦✐/

.❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✮

✷✳ ■♥/❡)♣)*/❛/✐♦♥ ❡♥ /❡)♠❡ ❞❡ )✐,0✉❡ )❡❧❛/✐❢ ✿ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ♦; p(x) ❡. p(x′) )♦♥.

./%) ♣❡.✐.) ♣❛/ /❛♣♣♦/. < ✶✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ./%) /❛/❡✱ ❛❧♦/)

♦♥ ♣❡✉. ❛♣♣/♦①✐♠❡/ ❧✬♦❞❞) /❛.✐♦ ❝♦♠♠❡ OR(x, x′) ≈ p(x)/p(x′) ❡. ✐♥.❡/♣/1.❡/

)✐♠♣❧❡♠❡♥.✳

✸✳ ▼❡,✉)❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝/ ❞✬✉♥❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ ✿ ♣♦✉/ ❧❡ ♠♦❞%❧❡ ❞❡ /1❣/❡))✐♦♥ ❧♦❣✐).✐A✉❡

❧♦❣✐$(p(x)) = β0 + β1x1 + . . .+ βpxp,

✐❧ ❡). ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈1/✐✜❡/ A✉❡ ✿

OR(x, x′) = exp(β1(x1 − x′1)) . . . exp(βp(xp − x′p)).

D♦✉/ 1.✉❞✐❡/ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ )✉/ ❧✬♦❞❞) /❛.✐♦✱ ✐❧ )✉✣. ❞❡ ❝♦♥)✐❞1/❡/

❞❡✉① ♦❜)❡/✈❛.✐♦♥) x ❡. x′ A✉✐ ❞✐✛1/❡♥. ✉♥✐A✉❡♠❡♥. ♣❛/ ❧❛ j✲%♠❡ ❝♦♠♣♦)❛♥.❡✳

❖♥ ♦❜.✐❡♥. ❛❧♦/) ✿

OR(x, x′) = exp(β1(xj − x′j)).

❆✐♥)✐ ✉♥❡ ✈❛/✐❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ j✲%♠❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐.1 ✭)✉/ ❧✬1❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡..❡

✈❛/✐❛❜❧❡✮ ❝♦//❡)♣♦♥❞ < ✉♥ ♦❞❞) /❛.✐♦ exp(βj) A✉✐ ❡). ✉♥✐A✉❡♠❡♥. ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✉

❝♦❡✣❝✐❡♥. βj✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ♣❡/♠❡. ❞❡ ♠❡)✉/❡/ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ j✲%♠❡ ✈❛/✐❛❜❧❡

)✉/ ❧❡ /❛♣♣♦/. p(x)/(1 − p(x)) ❧♦/)A✉❡ xj ✈❛/✐❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐.1✱ ❡. ❝❡✉① ✐♥❞1♣❡♥✲

❞❛♠♠❡♥. ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ xj✳ ❯♥❡ .❡❧❧❡ ❛♥❛❧②)❡ ♣❡✉. )❡ /1✈1❧❡/ ✐♥.1/❡))❛♥.❡ ♣♦✉/

1.✉❞✐❡/ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞✬1.❛. ❞✬✉♥❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ A✉❛❧✐.❛.✐✈❡✳
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❘❡♠❛)0✉❡ ✷✳✷✳✺

▲❛ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❞)♣❡♥❞❛♥,❡ Y ♣❡✉, ♣#❡♥❞#❡ ♣❧✉.✐❡✉#. ✈❛❧❡✉#. ✭♦#❞✐♥❛❧❡. ♦✉ ♥♦♥✮ ✿ ♥♦✉.

♣❛#❧❡#♦♥. ❞❛♥. ❝❡ ❝❛. ❞❡ #)❣#❡..✐♦♥ ♣♦❧②,♦♠✐7✉❡✳ ✭❋❛❤#♠❡✐# ✫ ❚✉,③ ✷✵✵✶✮ ♦♥, ❢❛✐,

✉♥❡ ),✉❞❡ ❞),❛✐❧❧)❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞B❧❡✳
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▼♦❞#❧❡& ❞❡ '(❣'❡&&✐♦♥ ❛✈❡❝ ✐♥✢❛0✐♦♥

❞❡ ③('♦&

❙♦♠♠❛✐%❡
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▲❛ ♠♦❞%❧✐(❛)✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥%❡( ❞❡ ❝♦♠♣)❛❣❡ ❡() ✉♥❡ ♣0♦❜❧%♠❛)✐2✉❡ )03( 0%♣❛♥❞✉❡

❞❛♥( ❞✐✈❡0( ❞♦♠❛✐♥❡( ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜❛♥2✉❡✱ ❧❡( ❛((✉0❛♥❝❡(✱ ❧✬%❝♦♥♦♠%)0✐❡✱ ❧❛ ♠%❞❡❝✐♥❡

♦✉ ❡♥❝♦0❡ ❧❡ ♠❛0❦❡)✐♥❣✳ ❆✉((✐✱ ❧❡( ♠%)❤♦❞❡( ❞❡ ♠♦❞%❧✐(❛)✐♦♥ ❛❞❛♣)%❡( ; ❝❡ )②♣❡ ❞❡

❞♦♥♥%❡( ♦♥) %)% ❧❛0❣❡♠❡♥) ❡①♣❧♦0%❡( ❞❛♥( ❧❛ ❧✐))%0❛)✉0❡✳ ▲❛ 0%❣0❡((✐♦♥ ❞❡ >♦✐((♦♥ ❡()

❡) 0❡()❡ ❧❡ ♣0❡♠✐❡0 ♠♦❞3❧❡ ❛✉2✉❡❧ ❧❡( ✉)✐❧✐(❛)❡✉0( ❢♦♥) 0%❢%0❡♥❝❡ ❞❛♥( ❝❡ ❣❡♥0❡ ❞❡ (✐)✉❛✲

)✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ❞❡( ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥( ; ❞❡( ❞♦♥♥%❡( 0%❡❧❧❡( ♦♥) ❛♠❡♥% ❧❡( ❣❡♥( ; 0%✢%❝❤✐0
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♠/♥❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❛♥# ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥# ♣❛+♠✐ ❧❡#A✉❡❧❧❡# ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❝✐'❡+

❧❛ ♠6❞❡❝✐♥❡ ✭❇♦❤♥✐♥❣ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾✮✱ ❧❛ #❛♥'6 ♣✉❜❧✐A✉❡ ✭❩❤♦✉ ✫ ❚✉ ✷✵✵✵✮✱ ❧❡# #❝✐❡♥❝❡#

❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥'❛❧❡# ✭❆❣❛+✇❛❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷✮✱ ❧✬❛❣+✐❝✉❧'✉+❡ ✭❍❛❧❧ ✷✵✵✵✮ ❡' ❧❡ #❡❝'❡✉+ ❞❡#

❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥# ✐♥❞✉#'+✐❡❧❧❡# ✭▲❛♠❜❡+' ✶✾✾✷✮✳ ▲❡# '+❛✈❛✉① ❞❡ +❡❝❤❡+❝❤❡ #✉+ ❧❛ ❣6♥6+❛❧✐✲

#❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ♠♦❞/❧❡# ❛✐♥#✐ A✉❡ ❧❡✉+# ♠✐#❡# ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ #♦♥' ♥♦♠❜+❡✉①✳

✭❈♦♥#✉❧ ✫ ❋❛♠♦②❡ ✶✾✾✷✮ ♣+♦♣♦#❡♥' ✉♥❡ +6❣+❡##✐♦♥ ❞❡ 9♦✐##♦♥ ❣6♥6+❛❧✐#6❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥✲

'+♦❞✉❝'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛+❛♠/'+❡ ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞/❧❡ #'❛♥❞❛+❞ ♣♦✉+ ♠♦❞6❧✐#❡+ ❧❛ ❞✐#✲

♣❡+#✐♦♥✳

❘6❝❡♠♠❡♥'✱ ✭❋❛♠♦②❡ ✫ ❙✐♥❣❤ ✷✵✵✻✮ ❞6✈❡❧♦♣♣❡♥' ✉♥❡ +6❣+❡##✐♦♥ ❞❡ 9♦✐##♦♥ ❣6♥6+❛✲

❧✐#6❡ ❛✈❡❝ ✐♥✢❛'✐♦♥ ❞❡ ③6+♦# ♣♦✉+ ♠♦❞6❧✐#❡+ ❧❡# ✈✐♦❧❡♥❝❡# ❞♦♠❡#'✐A✉❡#✳

✭❑❡❧❧❡② ✫ ❆♥❞❡+#♦♥ ✷✵✵✽✮ ♦♥' 6❣❛❧❡♠❡♥' ✉'✐❧✐#6 ❧❡# ♠♦❞/❧❡# ❛✈❡❝ ✐♥✢❛'✐♦♥ ❞❡ ③6+♦#

♣♦✉+ ♠♦❞6❧✐#❡+ ❞❡# ❞♦♥♥6❡# ♦+❞✐♥❛❧❡# ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣+6#❡♥❝❡ ❡①❝❡##✐✈❡ ❞❡ ③6+♦#✳ 9❧✉# ❣6✲

♥6+❛❧❡♠❡♥'✱ ❞❛♥# ✉♥ ♠♦❞/❧❡ ❛✈❡❝ ✐♥✢❛'✐♦♥ ❞❡ ③6+♦#✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛+'✱ ✉♥ ♠♦❞/❧❡ ❧♦❣✐#'✐A✉❡

❡#' ✉'✐❧✐#6 ♣♦✉+ ❞6'❡+♠✐♥❡+ #✐ ❧❡ #'❛'✉' ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡#' ❞❛♥# ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ❞❡# ③6+♦# ♦✉

♥♦♥✱ ❡' ❞✬❛✉'+❡ ♣❛+' ✉♥ ♠♦❞/❧❡ ❇✐♥♦♠✐❛❧✱  ❖❞❞# ♣+♦♣♦+'✐♦♥♥❡❧# ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♣'❛❣❡

✭9♦✐##♦♥ ♦✉ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ◆6❣❛'✐❢✮ ❡#' ✉'✐❧✐#6 ♣♦✉+ ♠♦❞6❧✐#❡+ ❧❛ #✉+✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬6✈6♥❡♠❡♥'

❞✬✐♥'6+Z' ❞❛♥# ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ❞❡# ♥♦♥ ③6+♦#✳
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✸✳✶ ▼♦❞&❧❡) ❞❡ *+❣*❡))✐♦♥ ❩■1 ❡2 ❩■◆❇

✸✳✶✳✶ ▼♦❞&❧❡) ❞❡ *+❣*❡))✐♦♥ ❞❡ /♦✐))♦♥ ❡0 ❇✐♥♦♠✐❛❧ ◆+❣❛0✐❢

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❞❡ -♦✐**♦♥ ✭'(❣'❡**✐♦♥ ❧♦❣✲❧✐♥(❛✐'❡✮ ✭❍✐❧❜❡ ✷✵✵✼✮ ❡*7 ❧❡

♠♦❞%❧❡ ❞❡ ❜❛*❡ 8✉✐ ♣'❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐7❡♠❡♥7 ❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❧✬❛*♣❡❝7 ❡♥7✐❡' ♣♦*✐7✐❢ ❞❡* ✈❛❧❡✉'*

❞❡ ❧❛ ✈❛'✐❛❜❧❡ ❞(♣❡♥❞❛♥7❡ ❞❡ ❝♦♠♣7❛❣❡ Y ✳ ❉❛♥* ❝❡ ♠♦❞%❧❡✱ ❧❛ ♣'♦❜❛❜✐❧✐7( ❞✬✉♥

(✈(♥❡♠❡♥7 ❞❡ ❝♦♠♣7❛❣❡ yi✱ (7❛♥7 ❞♦♥♥( ❧❡ ✈❡❝7❡✉' ❞❡ ❝♦✈❛'✐❛❜❧❡* ❳i✱ ❡*7 ❞♦♥♥(❡ ♣❛'

❧❛ ❞✐*7'✐❜✉7✐♦♥ ❞❡ -♦✐**♦♥ ✿

P(Yi = yi|❳i = xi) =
exp(−µi)µyi

i

yi!
, yi = 0, 1, 2, . . .

❛✈❡❝

E(yi|❳i = xi) = µi = exp(β⊤xi),

♦D β = (β0, β1, . . . , βp) ❡*7 ❧❡ ✈❡❝7❡✉' ✐♥❝♦♥♥✉ ❞❡* ♣❛'❛♠%7'❡*✳

-'❡♥❞'❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥7✐❡❧ ❞❡ β⊤xi ❛**✉'❡ 8✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐7✐♦♥♥❡❧❧❡ µi ❡*7 ♣♦*✐7✐✈❡✳

▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠♦❞%❧❡ ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❧♦❣✲❧✐♥(❛✐'❡ ❡*7 (❣❛❧❡♠❡♥7 ✉7✐❧✐*( ♣♦✉' ❧❡ ♠♦❞%❧❡

❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❞❡ -♦✐**♦♥✱ ❝❛' ❧❡ ❧♦❣❛'✐7❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐7✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡*7 ✉♥❡

❢♦♥❝7✐♦♥ ❧✐♥(❛✐'❡ ❞❡* ♣❛'❛♠%7'❡* ✿

log[E(yi|❳i = xi)] = log(µi) = β⊤xi.

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❞❡ -♦✐**♦♥ *✉♣♣♦*❡ 8✉❡ ❧❡* ❞♦♥♥(❡* *♦♥7 ❞✐*♣❡'*(❡* ❞❡

♠❛♥✐%'❡ (❣❛❧❡✱ ❝✬❡*7✲G✲❞✐'❡✱ 8✉❡ ❧❛ ✈❛'✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐7✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡*7 (❣❛❧❡ G ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

❝♦♥❞✐7✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡ 8✉✐ ♥✬❡*7 ♣❛* 7♦✉❥♦✉'* ❧❡ ❝❛*✳ ▲❡* ❞♦♥♥(❡* '(❡❧❧❡* *♦♥7 *♦✉✈❡♥7

❝❛'❛❝7('✐*(❡* ♣❛' ✉♥❡ *✉'✲❞✐*♣❡'*✐♦♥ ❝✬❡*7✲G✲❞✐'❡ 8✉❡ ❧❛ ✈❛'✐❛♥❝❡ ❞(♣❛**❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳

❉❛♥* ❝❡ ❝❛* ✉♥ ♠♦❞%❧❡ ❞❡ ♠(❧❛♥❣❡ ●❛♠♠❛✲-♦✐**♦♥ ❡*7 ♣'♦♣♦*(✳ ❈❡ 8✉✐ ❝♦♥❞✉✐7 ❛✉

♠♦❞%❧❡ ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❇✐♥♦♠✐❛❧❡ ◆(❣❛7✐✈❡ ✭❍✐❧❜❡ ✷✵✵✼✮ 8✉✐ ♣❡'♠❡7 ❞❡ ❣(♥('❛❧✐*❡' ❧❡

♠♦❞%❧❡ ❞❡ '(❣'❡**✐♦♥ ❞❡ -♦✐**♦♥ ❡♥ ♣'❡♥❛♥7 ❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❝❡77❡ *✉'✲❞✐*♣❡'*✐♦♥ ❞❡* ❞♦♥✲

♥(❡* ♣❛' ❧✬✐♥7'♦❞✉❝7✐♦♥ ❞✬✉♥ 7❡'♠❡ ❞✬❤(7('♦❣(♥(✐7( ♥♦♥ ♦❜*❡'✈(❡ ❝❤❡③ ❧✬♦❜*❡'✈❛7✐♦♥
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i✳ ❖♥ ❛

E(yi|❳i = xi, τi) = µiτi = exp(β⊤xi)τi,

♦% τi &✉✐) ✉♥❡ ❧♦✐ ●❛♠♠❛ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 1 ❡) ❞❡ ✈❛1✐❛♥❝❡ α✳ ❈♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥) 4 ❳i

❡) τi✱ ❧❛ ✈❛1✐❛❜❧❡ ❞7♣❡♥❞❛♥)❡ ❞❡ ❝♦♠♣)❛❣❡ Yi ❡&) )♦✉❥♦✉1& ❞✐&)1✐❜✉7❡ &❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

;♦✐&&♦♥ ✿

P(Yi = yi|❳i = xi, τi) =
exp(−µiτi)(µiτi)yi

yi!
, yi = 0, 1, 2, . . .

❈♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥) 4 ❳i✱ Yi ❡&) ❞✐&)1✐❜✉7❡ &❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ ♥7❣❛)✐✈❡ ✿

P(Yi = yi|❳i = xi) =
Γ(yi + 1/α)

yi!Γ(1/α)

( 1

1 + αµi

)1/α( µi
1/α+ µi

)yi

♦% α ❡&) ✉♥ ♣❛1❛♠=)1❡ ❛✉①✐❧✐❛✐1❡ ♠❡&✉1❛♥) ❧❡ ❞❡❣17 ❞❡ &✉1✲❞✐&♣❡1&✐♦♥✳ ❈❡))❡ ❧♦✐ ❛

✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡ µi ❡) ✉♥❡ ✈❛1✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡ µi(1 + αµi)✳ ▲❛ ❧♦✐

❇✐♥♦♠✐❛❧❡ ◆7❣❛)✐✈❡ )❡♥❞ ✈❡1& ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ;♦✐&&♦♥ ❧♦1&C✉❡ α )❡♥❞ ✈❡1& ③71♦✳

✸✳✶✳✷ ▼♦❞'❧❡* ❞❡ +,❣+❡**✐♦♥ ❩■2 ❡3 ❩■◆❇

▲❡& ♣1❡♠✐=1& )②♣❡& ❞❡ ❞♦♥♥7❡& &✉1 ❧❡&C✉❡❧❧❡& ✉♥❡ ✐♥✢❛)✐♦♥ ❞❡ ③71♦& ❛ 7)7 ♦❜✲

&❡1✈7❡ &♦♥) ❧❡& ❞♦♥♥7❡& ❞❡ ❝♦♠♣)❛❣❡✳ ❉✬♦% ❧✬✉)✐❧✐&❛)✐♦♥ ❞❡& ♠♦❞=❧❡& ❞❡ 17❣1❡&&✐♦♥

;♦✐&&♦♥ ❡) ❇✐♥♦♠✐❛❧ ◆7❣❛)✐❢ ❡) ❧❛ ♥❛✐&&❛♥❝❡ ❞❡& ♠♦❞=❧❡& ❞❡ 17❣1❡&&✐♦♥ ❩■; ❡) ❩■◆❇

✭✭▲❛♠❜❡1) ✶✾✾✷✮✱ ✭●1❡❡♥❡ ✶✾✾✹✮ ❡) ✭❆❧❞♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶✮✮✳

❙♦✐) Yi, i = 1, . . . , n ✉♥❡ ✈❛1✐❛❜❧❡ ❞7♣❡♥❞❛♥)❡ ❞❡ ❝♦♠♣)❛❣❡ ♣♦&✐)✐✈❡✳ ▲❛ ♣1♦❜❛❜✐✲

❧✐)7 ♣♦✉1 C✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ i &♦✐) ❞❛♥& ❧❡ ❣1♦✉♣❡ ❞❡& ③71♦& ❡&) ♥♦)7❡ πi✳

▲❛ ✈❛1✐❛❜❧❡ Yi ❡&) ♠♦❞7❧✐&7❡ ♣❛1 ✉♥ ❩■; &✐ ✿

P(Yi = yi|Xi,Zi) =





πi + (1 − πi) exp(−µi) &✐ yi = 0

(1 − πi)
exp(−µi)µ

yi
i

yi!
&✐ yi > 0

✭✸✳✶✮
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❛✈❡❝

E(Yi|Xi,Zi) = (1 − πi)λi ❡$ var(Yi|Xi,Zi) = (1 − πi)µi(1 + πiµi).

▲❛ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❛❧*❛$♦✐&❡ Yi ❡,$ ♠♦❞*❧✐,*❡ ♣❛& ✉♥ ❩■◆❇ ,✐

P(Yi = yi|Xi,Zi) =





πi + (1 − πi)(
1

1+αµi
)α ,✐ yi = 0

(1 − πi)
Γ(yi+1/α)
Γ(1/α)yi!

(
αµi

1+αµi

)yi
(

1
1+αµi

)1/α

,✐ yi > 0

✭✸✳✷✮

❛✈❡❝

E(Yi|Xi,Zi) = (1 − πi)µi ❡$ var(Yi|Xi,Zi) = (1 − πi)µi(1 + (α+ πi)µi),

♦; α ❡,$ ✉♥ ♣❛&❛♠<$&❡ ❞❡ ,✉&✲❞✐,♣❡&,✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧❡, ♠♦❞<❧❡, ❞❡ ?♦✐,,♦♥ ❡$

❇✐♥♦♠✐❛❧ ◆*❣❛$✐❢✱ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❩■◆❇ $❡♥❞ ✈❡&, ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❩■? ❧♦&,C✉❡ α $❡♥❞ ✈❡&,

③*&♦✳ ?♦✉& ❝❡, ❞❡✉① ♠♦❞<❧❡, ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ,✉♣♣♦,❡ C✉❡ ❧❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐$* πi ❡$ ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡ µi ,♦♥$ &❡,♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ♠♦❞*❧✐,*❡, ♣❛& logit(πi) = γ⊤Zi ❡$

♣❛& log(µi) = β⊤
Xi✳ Xi ∈ R

p
❡$ Zi ∈ R

q
&❡♣&*,❡♥$❡♥$ ❧❡, ❝♦✈❛&✐❛❜❧❡,✳ β ∈ R

p
❡$

θ ∈ R
q
&❡♣&*,❡♥$❡♥$ ❧❡, ✈❡❝$❡✉&, ❞❡, ♣❛&❛♠<$&❡, ✐♥❝♦♥♥✉,✳ ▲❡, ❝♦✈❛&✐❛❜❧❡, Xi ❡$ Zi

♣❡✉✈❡♥$ ♦✉ ♥♦♥ ❛✈♦✐& ❞❡, ❝♦♠♣♦,❛♥$❡, ❝♦♠♠✉♥❡, ✭?&❛❞❤❛♥ ✫ ▲❡✉♥❣ ✷✵✵✻✮✳

✸✳✶✳✸ #$♦♣$✐()(* ❛*②♠♣)♦)✐.✉❡* ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❩■#

◆♦✉, ♥♦✉, ✐♥$*&❡,,♦♥, ❞❛♥, ❝❡$$❡ ♣❛&$✐❡ ❛✉① ♣&♦♣&✐*$*, ❛,②♠♣$♦$✐C✉❡, ❞❡ ❧✬❡,$✐✲

♠❛$❡✉& ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈&❛✐,❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ β ❡$ γ ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ✭✸✳✶✮✳ ◆♦✉, ❝♦♥,✐❞*&♦♥,

*❣❛❧❡♠❡♥$ C✉❡ $♦✉, ❧❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉, ♦♥$ ❧❛ ♠M♠❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐$* π ❞✬❛♣♣❛&$❡♥✐& ❛✉ ❣&♦✉♣❡

❞❡, ③*&♦,✳ ◆♦✉, ♥♦✉, ♣❧❛N♦♥, ❞❛♥, ❧❡, ♠M♠❡, ❝♦♥❞✐$✐♦♥, C✉❡ ✭❈③❛❞♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼✮ ❛✈❡❝

❧❡, ❤②♣♦$❤<,❡, ,✉✐✈❛♥$❡, ✿

✕ ❍✶ ✿

n
λmin(❋n)

≤ C1 ∀ n ≥ 1✱ ♦; C1 ❡,$ ✉♥❡ ❝♦♥,$❛♥$❡ ♣♦,✐$✐✈❡✱ ❋n ❧❛ ♠❛$&✐❝❡

❞✬✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❋✐,❤❡& ❡$ λmin ,❛ ♣❧✉, ♣❡$✐$❡ ✈❛❧❡✉& ♣&♦♣&❡✳

✕ ❍✷ ✿ ▲❡, ✈❛&✐❛❜❧❡, ❡①♣❧✐❝❛$✐✈❡, ,♦♥$ ✉♥✐❢♦&♠*♠❡♥$ ❜♦&♥*❡,✱ ✐✳❡✳✱ ∃ C2 < ∞ :

‖X‖ ≤ C2✳
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✕ ❍✸ ✿ $♦✐' B ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ♦✉✈❡/' ❞❡ R
p
❡' θ0 = (β⊤

0 , π0)
⊤

❧❛ ✈/❛✐❡ ✈❛❧❡✉/ ❞❡

θ = (β⊤, π)⊤ ✉♥ ♣♦✐♥' ✐♥'3/✐❡✉/ ❞❡ B × [0, 1]✳

❙♦✉$ ❝❡$ ❝♦♥❞✐'✐♦♥$✱ ✭❈③❛❞♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼✮ ♦♥' ♠♦♥'/3 ❧❡ /3$✉❧'❛' $✉✐✈❛♥' ✿

❚❤+♦*&♠❡ ✸✳✶✳✶ ■❧ ❡①✐(!❡ ✉♥❡ (✉✐!❡ ❞❡ ✈❛-✐❛❜❧❡( ❛❧/❛!♦✐-❡( θ̂n !❡❧❧❡( 1✉❡

✭✐✮ P(sn(θ̂n) = 0) → 1 1✉❛♥❞ n→ ∞ ✭❡①✐(!❡♥❝❡ ❛(②♠♣!♦!✐1✉❡✮✱

✭✐✐✮ θ̂n
P−→ θ0 1✉❛♥❞ n→ ∞ ✭❝♦♥(✐(!❛♥❝❡✮✱

✭✐✐✐✮

√
n(θ̂n − θ0)

L−→ N (0,F−1(θ0)) 1✉❛♥❞ n→ ∞ ✭♥♦-♠❛❧✐!/ ❛(②♠♣!♦!✐1✉❡✮✳

♦?

sn(θ) =
∂ logLn(θ)

∂θ
❡' F = −E

[
∂2 logLn(θ)

∂θ∂θ⊤

]
.

♦? Ln /❡♣/3$❡♥'❡ ✐❝✐ ❧❛ ✈/❛✐$❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ❩■C ❝♦♥$✐❞3/3✳

✭❍❛❧❧ ✫ ❙❤❡♥ ✷✵✶✵✮ $❡ $♦♥' ❛♣♣✉②3$ $✉/ ❧❡ ❢❛✐' I✉❡ ❧✬❊▼❱ ❡$' $❡♥$✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉/$

❛❜❡//❛♥'❡$ ♣♦✉/ ✉'✐❧✐$❡/ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣/♦❝3❞✉/❡ ❞✬❡$'✐♠❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ✸✳✶ ❞✐'❡ ✧/♦✲

❜✉$' ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥✲$♦❧✉'✐♦♥ ✭❘❊❙✮ ❡$'✐♠❛'✐♦♥✧ /❡❧✐3❡ R ❧❛ ♠3'❤♦❞❡ ❞❡ ▼✲❡$'✐♠❛'✐♦♥

I✉✬✐❧$ ♦♥' ♣/3❝✐$3♠❡♥' ❛♣♣❡❧3❡ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥✲*♦❧✉$✐♦♥ ♦✉ ❛❧❣♦.✐$❤♠❡ ❊❙✳ ❈❡' ❛❧❣♦✲

/✐'❤♠❡ ❡$' ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐'❤♠❡ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥✲♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛✈❡❝ ❧❛

♣/♦♣/✐3'3 ❞❡ /♦❜✉$'❡$$❡✳ ❉❛♥$ ❧❡$ ♠♦❞@❧❡$ ❩■C✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥$ ❜✐❡♥ ❞✬❛✉'/❡$ ♠♦❞@❧❡$

❞❡ ♠3❧❛♥❣❡✱ ❧✬❛❧❣♦/✐'❤♠❡ ❊▼ ❝♦♥$'✐'✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ ♣/❛'✐I✉❡ ♣♦✉/ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧✬❡$'✐♠❛'❡✉/ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈/❛✐$❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✈♦✐/ ✭▲❛♠❜❡/' ✶✾✾✷✮✮✳ ❈❡' ❛❧❣♦/✐'❤♠❡

'✐❡♥' ❝♦♠♣'❡ ❞❡ ❧❛ ♣/3$❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥3❡$ ♠❛♥I✉❛♥'❡$ ❞❛♥$ ❧❡ ♣/♦❜❧@♠❡✳ ❊♥ ♣❛/'✐❝✉❧✐❡/

$✉♣♣♦$♦♥$ ♦❜$❡/✈❡/ ❧❛ ✈❛/✐❛❜❧❡ v '❡❧❧❡ I✉❡ vi = 1 $✐ yi ♣/♦✈✐❡♥' ❞❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$

③3/♦$ ✭❞✐$'/✐❜✉'✐♦♥ ❞3❣3♥3/3❡✮ ❡' vi = 0 $✐ yi ♣/♦✈✐❡♥' ❞❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡$ ♥♦♥ ③3/♦$
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✭❞✐#$%✐❜✉$✐♦♥ ♥♦♥ ❞*❣*♥*%*❡✮✳ ❆✐♥#✐ ❧❛ ❧♦❣✲✈%❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉% ❧❡# ❞♦♥♥*❡# ❝♦♠♣❧7$❡#

✭②✱③✮ ❡#$ ❞♦♥♥*❡ ♣❛%

lc(y, v, β, γ) =
n∑

i=1

{
viγ

⊤Zi − log(1 + eγ
⊤Zi)

}

+
n∑

i=1

(vi)
{
yiβ

⊤Xi − eβ
⊤Xi − log(y!)

}

= lcγ(γ, y, v) + lcβ(β, y, v), ✭✸✳✸✮

♦< v = (v1, ..., vn)
⊤
✳

❆✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦%✐$❤♠❡ ❊▼ ✭❉❡♠♣#$❡% ❡! ❛❧✳ ✶✾✼✼✮✱ ❧❛ ❧♦❣✲✈%❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡#$ ♠❛①✐♠✐#*❡

❞❡ ♠❛♥✐7%❡ ✐$*%❛$✐✈❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥F❛♥$ ♣❛% ✉♥❡ ✈❛❧❡✉% ✐♥✐$✐❛❧❡ (β(0)⊤, γ(0)⊤)⊤ ❡$ ❡♥

❛❧$❡%♥❛♥$ ❧❡# *$❛♣❡# ✶ ❡$ ✷ #✉✐✈❛♥$❡# ✿

✶✳ ➱2❛♣❡ ❊ ✿ ❡#$✐♠❡% ❧❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ vi ♣❛% #♦♥ ❡#♣*%❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡ v
(r)
i #♦✉# ❧❡#

❡#$✐♠❛$✐♦♥# ❝♦✉%❛♥$❡# ❞❡# ♣❛%❛♠7$%❡ β(r)
❡$ γ(r)

✳

✷✳ ➱2❛♣❡ ▼ ✿ $%♦✉✈❡% β(r+1)
❡$ γ(r+1)

❡♥ ♠❛①✐♠✐#❛♥$ %❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧❡# ❢♦♥❝$✐♦♥#

lcγ(γ, y, v
(r)) ❡$ lcβ(β, y, v

(r))✳ ✭❍❛❧❧ ✫ ❙❤❡♥ ✷✵✶✵✮ ♦♥$ ♠♦♥$%* N✉❡ ♠❛①✐♠✐#❡% ❝❡#

❞❡✉① ❢♦♥❝$✐♦♥# %❡✈✐❡♥$ O %*#♦✉❞%❡ %❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧❡# ❞❡✉① *N✉❛$✐♦♥# #✉✐✈❛♥$❡#

1

n

n∑

i=1

{
v

(r)
i − πi

}
Zi = 0. ✭✸✳✹✮

1

n

n∑

i=1

(1 − v
(r)
i )

{
yi − eβ

⊤Xi

}
Xi = 0. ✭✸✳✺✮

❉❛♥# ❧✬❛♣♣%♦❝❤❡ ❘❊❙✱ ✭❍❛❧❧ ✫ ❙❤❡♥ ✷✵✶✵✮ ♣%♦♣♦#❡♥$ ❞❡ %❡♠♣❧❛❝❡% ❧❡# *N✉❛$✐♦♥#

✭✸✳✹✮ ❡$ ✭✸✳✺✮ ♣❛% ❞❡# ❡#$✐♠❛$✐♦♥# ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥# %♦❜✉#$❡#✳ ❊##❡♥$✐❡❧❧❡♠❡♥$✱ ✐❧# ♣%♦♣♦#❡♥$

❞❡ ♣♦♥❞*%❡% ❧❡# ♦❜#❡%✈❛$✐♦♥# N✉✐ #❡ #✐$✉❡♥$ ❞❛♥# ❧❛ N✉❡✉❡ ❡①$%S♠❡ #✉♣*%✐❡✉%❡ ❡$

✐♥❢*%✐❡✉%❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#$%✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ T♦✐##♦♥ ❞❛♥# ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬❡#$✐♠❛$✐♦♥✳

❙♦✉# ❞❡# ❝♦♥❞✐$✐♦♥# ❞❡ %*❣✉❧❛%✐$* ❞❡ ✭❘♦#❡♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✵✮ ❧✐*❡# O ❧✬❛❧❣♦%✐$❤♠❡ ❊❙ ❡$ ❞❡

✭❈❛%%♦❧❧ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✺✮✱ ✭❍❛❧❧ ✫ ❙❤❡♥ ✷✵✶✵✮ ♦♥$ ♠♦♥$%* ❧❡ %*#✉❧$❛$ #✉✐✈❛♥$ ♣❧✉# ❣*♥*%❛❧

✭❞❛♥# ❧❡ #❡♥# ♦< θ = (β⊤, γ⊤)⊤ ∈ R
p+q

✮ N✉❡ ❧❡ $❤*♦%7♠❡ ♣%*❝*❞❡♥$ ✿
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❚❤*♦)&♠❡ ✸✳✶✳✷ ❙✐ ❧✬❛❧❣♦'✐(❤♠❡ ❘❊❙ ❝♦♥✈❡'❣❡✱ ❛❧♦'2 ✐❧ ❡①✐2(❡ ✉♥❡ 2✉✐(❡ ❞❡ ✈❛'✐❛❜❧❡2

❛❧7❛(♦✐'❡2 θ̂n (❡❧❧❡2 8✉❡

✭✐✮ θ̂n
P−→ θ0 8✉❛♥❞ n→ ∞ ✭❝♦♥2✐2(❛♥❝❡✮✱

✭✐✐✮

√
n(θ̂n − θ0)

L−→ N (0,❱(θ0)) 8✉❛♥❞ n→ ∞ ✭♥♦'♠❛❧✐(7 ❛2②♠♣(♦(✐8✉❡✮✳

♦! ❧✬❡①♣'❡((✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛'✐❛♥❝❡ ❛(②♠♣1♦1✐2✉❡ ❡(1 ❞♦♥♥4❡ ❞❛♥( ✭❍❛❧❧ ✫ ❙❤❡♥ ✷✵✶✵✮✳

❉❡( ❡①1❡♥(✐♦♥( ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ❩■C ♦♥1 414 41✉❞✐4❡( ❞❛♥( ❧❡ ❝❛❞'❡ (❡♠✐✲♣❛'❛♠41'✐2✉❡ ❡1

❞♦✉❜❧❡♠❡♥1 (❡♠✐✲♣❛'❛♠41'✐2✉❡ ❡1 ❞❡( '4(✉❧1❛1( ❞❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♦♥1 414 4❣❛❧❡♠❡♥1

❞4♠♦♥1'4( '❡(♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ♣♦✉' ❝❡( ❞❡✉① 1②♣❡( ❞❡ ♠♦❞@❧❡( ♣❛' ✭▲❛♠ ❡( ❛❧✳ ✷✵✵✻✮ ❡1

✭❍❡ ❡( ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✳

✸✳✷ ▼♦❞&❧❡ ❞❡ )*❣)❡,,✐♦♥ ❩■❇

✸✳✷✳✶ ▼♦❞'❧❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧

❖♥ ❝♦♥(✐❞@'❡✱ ♣♦✉' i = 1 . . . , I✱ ❞✐✛4'❡♥1❡( ✈❛❧❡✉'( ✜①4❡( xi1, . . . , xip ❞❡( ✈❛'✐❛❜❧❡(

❡①♣❧✐❝❛1✐✈❡( X1, . . . , Xp✳ ❈❡( ❞❡'♥✐@'❡( ♣♦✉✈❛♥1 N1'❡ ❞❡( ✈❛'✐❛❜❧❡( 2✉❛♥1✐1❛1✐✈❡( ♦✉

❡♥❝♦'❡ ❞❡( ✈❛'✐❛❜❧❡( 2✉❛❧✐1❛1✐✈❡(✳

C♦✉' ❝❤❛2✉❡ ❣'♦✉♣❡✱ ❝✬❡(1✲O✲❞✐'❡ ♣♦✉' ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡( ❝♦♠❜✐♥❛✐(♦♥( ❞❡ ✈❛❧❡✉'( ♦✉ ❢❛❝✲

1❡✉'(✱ ♦♥ '4❛❧✐(❡ ni ♦❜(❡'✈❛1✐♦♥( ✭n =
∑I

i=1 ni✮ ❞❡ ❧❛ ✈❛'✐❛❜❧❡ '4♣♦♥(❡ ❜✐♥❛✐'❡ Y 2✉✐

(❡ ♠❡11❡♥1 (♦✉( ❧❛ ❢♦'♠❡ yi/ni, . . . , yI/nI ♦! yi ❞4(✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ✧ ✉❝❝# ✧ ♦❜✲

(❡'✈4( ❧♦'( ❞❡( ni ❡((❛✐(✳ ❖♥ (✉♣♣♦(❡ 2✉❡ 1♦✉1❡( ❧❡( ♦❜(❡'✈❛1✐♦♥( (♦♥1 ✐♥❞4♣❡♥❞❛♥1❡(

❡1 2✉✬O ❧✬✐♥14'✐❡✉' ❞✬✉♥ ♠N♠❡ ❣'♦✉♣❡✱ 1♦✉( ❧❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉( ♦♥1 ❧❛ ♠N♠❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐14

❞❡ (✉❝❝@(✳ ❆❧♦'(✱ ❧❛ ✈❛'✐❛❜❧❡ Yi (✉✐1 ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(ni, πi) ❞♦♥1 ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡

❞❡♥(✐14 (✬4❝'✐1

P(Y = yi) =

(
ni
yi

)
πyi

i (1 − πi)
ni−yi .

♦! ❧❛ ♣'♦❜❛❜✐❧✐14 πi ❡(1 ♠♦❞4❧✐(4❡ ♣❛' ✉♥❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❧♦❣✐$ ✿

logit(πi) = β⊤xi, i = 1, . . . , I,



✸✳✷✳ ▼♦❞&❧❡ ❞❡ )*❣)❡,,✐♦♥ ❩■❇ ✷✺

❝❡ "✉✐ %✬'❝(✐) ❡♥❝♦(❡

πi =
eβ

⊤xi

1 + eβ⊤xi
.

▲❡ ✈❡❝)❡✉( ❞❡% ♣❛(❛♠2)(❡% ❡%) ❡%)✐♠' ♣❛( ♠❛①✐♠✐%❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈(❛✐%❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ■❧

♥✬② ❛ ♣❛% ❞❡ %♦❧✉)✐♦♥ ❛♥❛❧②)✐"✉❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡%) ♦❜)❡♥✉❡ ♣❛( ❞❡% ♠')❤♦❞❡% ♥✉♠'(✐"✉❡%

✐)'(❛)✐✈❡% ✭♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ◆❡✇)♦♥ ❘❛♣❤%♦♥✮ ❞♦♥) ❝❡()❛✐♥❡% (❡✈✐❡♥♥❡♥) B ✐)'(❡( ❞❡%

❡%)✐♠❛)✐♦♥% ❞❡ ♠♦❞2❧❡% ❞❡ ('❣(❡%%✐♦♥ ♣❛( ♠♦✐♥❞(❡% ❝❛(('% ❣'♥'(❛❧✐%'% ❛✈❡❝ ❞❡% ♣♦✐❞%

❡) ❞❡% ♠')(✐"✉❡% ❛❞❛♣)'% B ❝❤❛"✉❡ ✐)'(❛)✐♦♥✳

▲✬♦♣)✐♠✐%❛)✐♦♥ ❢♦✉(♥✐) ✉♥❡ ❡%)✐♠❛)✐♦♥ β̂n ❞❡ β✱ ✐❧ ❡%) ❛❧♦(% ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡♥ ❞'❞✉✐(❡ ❧❡%

❡%)✐♠❛)✐♦♥% ♦✉ ♣('✈✐%✐♦♥% π̂i ❞❡ πi ❡) ❝❡❧❧❡% ❞❡% ❡✛❡❝)✐❢% ŷi ❞❡ yi ✿

π̂i =
eβ̂

⊤
n xi

1 + eβ̂⊤
n xi

❡) ŷi = niπ̂i.

✸✳✷✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞-❧❡ ❩■❇

▲❡ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ('❣(❡%%✐♦♥ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ③'(♦✲✐♥✢❛)' ✭❩■❇✮ ❛ ')' ✐♥)(♦❞✉✐) ❡♥ ♣(❡♠✐❡(

♣❛( ✭❑❡♠♣ ✫ ❑❡♠♣ ✶✾✽✽✮✱ ♠❛✐% ✐❧% ❧✬♦♥) %❡✉❧❡♠❡♥) ✉)✐❧✐%' ♣♦✉( ♠❡))(❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉(

"✉❡❧"✉❡% ❛%♣❡❝)% ✐♠♣♦()❛♥)% ❞❡ ❧✬❡%)✐♠❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❣'♥'(❛)(✐❝❡ ❞❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)'

❡♠♣✐(✐"✉❡✳ ✭❍❛❧❧ ✷✵✵✵✮ ❛ ')✉❞✐' ❡) ')❡♥❞✉ ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❩■❇ B ✉♥ ♠♦❞2❧❡ ❛✈❡❝ ❡) %❛♥%

❡✛❡) ❛❧'❛)♦✐(❡ ❡) ❛ ❞♦♥♥' "✉❡❧"✉❡% ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥% ❞')❛✐❧❧'❡% ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❞♦♥♥'❡%

('❡❧❧❡%✳ ❊♥ ❝♦♥%✐❞'(❛♥) ❧❡% ♠S♠❡% ♥♦)❛)✐♦♥% "✉❡ ✭❍❛❧❧ ✷✵✵✵✮✱ ♥♦✉% ❞'✜♥✐%%♦♥% ❧❡

♠♦❞2❧❡ ❩■❇ ❝♦♠♠❡ %✉✐) ✿

Yi ∼





0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)' pi

❇✐♥♦♠✐❛❧❡(ni, πi) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)' 1 − pi.
✭✸✳✻✮

❈❡ "✉✐ ✐♠♣❧✐"✉❡ "✉❡

Yi =





0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)' pi + (1 − pi)(1 − πi)
ni

k ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐)' (1 − pi)
(
ni

k

)
πni
i (1 − πi)

ni−k, k = 1, 2, ..., ni,
✭✸✳✼✮



✸✳✷✳ ▼♦❞&❧❡ ❞❡ )*❣)❡,,✐♦♥ ❩■❇ ✷✻

❛✈❡❝

E(Yi) = (1 − pi)niπi, ❡$ var(Yi) = (1 − pi)niπi

(
1 − πi(1 − pini)

)
.

▲❡& ❞❡✉① ♣+♦❜❛❜✐❧✐$0& ♣❡✉✈❡♥$ 0❣❛❧❡♠❡♥$ 4$+❡ ❡①♣+✐♠0❡& ❝♦♥❥♦✐♥$❡♠❡♥$ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❞✐&$+✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ ❇❡+♥♦✉❧❧✐ ❣0♥0+❛❧✐&0❡ ❞♦♥♥❛♥$ ❧❛ ✈+❛✐&❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧7$❡ &✉✐✈❛♥$❡ ✿

Ln(β, γ) =
n∏

i=1

(pi + (1 − pi)(1 − πi)
ni)ui((1 − pi)

(
ni
k

)
πni
i (1 − πi)

ni−k)1−ui . ✭✸✳✽✮

▲❡& ♣❛+❛♠7$+❡& p = (p1, . . . , pn) ❡$ π = (π1, . . . , πn) &♦♥$ +❡&♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ♠♦❞0❧✐&0&

✈✐❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❧♦❣✐$✱ logit(p) = γ⊤❩ ❡$ logit(π) = β⊤
❳ ♦@ ❩ ∈ R

q
❡$

❳ ∈ R
p
&♦♥$ ❧❡& ✈❡❝$❡✉+& ❞❡ ❝♦✈❛+✐❛❜❧❡&✱ n 0$❛♥$ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ p ❡$ q &♦♥$

+❡&♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝♦✈❛+✐❛❜❧❡& ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ +0❣+❡&&✐♦♥ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❡$ ❧❡

♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝♦✈❛+✐❛❜❧❡& ❞❛♥& ❧❛ ♣❛+$✐❡ ✐♥✢❛$✐♦♥ ❞❡ ③0+♦&✱ γ ∈ R
q
❡$ β ∈ R

p
&♦♥$ ❧❡&

♣❛+❛♠7$+❡& ❞❡ +0❣+❡&&✐♦♥✳ ▲❛ ❧♦❣✲✈+❛✐&❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞7❧❡ ❩■❇ ❡&$ ❛❧♦+& ❞♦♥♥0❡

♣❛+

ln(β, γ) =
n∑

i=1

{ui log(eγ + (1 + eβ
⊤
Xi)−ni) − log(1 + eγ) + (1 − ui)

× (yiβ
⊤
Xi − ni log(1 + e

β⊤
Xi) + log

(
ni

k

)
)}. ✭✸✳✾✮

✸✳✷✳✸ ■❞❡♥'✐✜❛❜✐❧✐'- ❞❡ ♠♦❞0❧❡ ❞❡ 1-❣1❡33✐♦♥ ❩■❇

✭❚❡✐❝❤❡+ ✶✾✻✵✮✱ ✭❚❡✐❝❤❡+ ✶✾✻✸✮✱ ✭❇❧✐&❝❤❦❡ ✶✾✼✽✮ ❡$ ✭▼❛+❣♦❧✐♥ ❡! ❛❧✳ ✶✾✽✾✮ ♦♥$ ❞♦♥♥0

❞❡& ❝♦♥❞✐$✐♦♥& ♥0❝❡&&❛✐+❡& ❡$ &✉✣&❛♥$❡& ♣♦✉+ ❧✬✐❞❡♥$✐✜❛❜✐❧✐$0 ❞✬✉♥ ♠0❧❛♥❣❡ ❞✬✉♥

♥♦♠❜+❡ ✜♥✐ k ❞❡ ♠♦❞7❧❡& ❜✐♥♦♠✐❛✉①✳

f(yj, ψ) =
k∑

i=1

πi

(
N

yj

)
θ
yj

i (1 − θi)1AN
(yj), ✭✸✳✶✵✮

♦@ AN = {0, 1, ..., N}✱ θi ❡$ πi &♦♥$ ♠♦❞0❧✐&0& ♣❛+ ❞❡& ♠♦❞7❧❡& ❞❡ +0❣+❡&&✐♦♥ ❧♦✲

❣✐&$✐R✉❡&✳ ▲❡✉+& +0&✉❧$❛$& ♣❡✉✈❡♥$ 4$+❡ +0&✉♠0& ❝♦♠♠❡ &✉✐$✳ ▲❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ♠0❧❛♥❣❡

✭✸✳✶✵✮ ❡&$ ✐❞❡♥$✐✜❛❜❧❡ &✐ ❡$ &❡✉❧❡♠❡♥$ &✐

k ≤ 1

2
(N + 1). ✭✸✳✶✶✮
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❧♦❣✐7*✐9✉❡ ❞✐✛)8❡♥* 7❡✉❧❡♠❡♥* ❞❡ ♣❛8 ❧❡✉87 ✐♥*❡8❝❡♣*7✳ ■❧7 ♦♥* ♠♦♥*8) 9✉❡ ♣♦✉8 ✉♥❡

8)♣♦♥7❡ ❜✐♥❛✐8❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦7❛♥*❡7 k ❞❛♥7 ❧❡ ♠)❧❛♥❣❡ ❞♦✐* H*8❡ ❜♦8♥) ♣❛8
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✸✳✸ ▼♦❞%❧❡ ❞❡ ()❣(❡++✐♦♥ ❩■0❖

▲♦879✉❡ ❧❛ ✈❛8✐❛❜❧❡ ❞)♣❡♥❞❛♥*❡ ❞✐7❝86*❡ ❛ K(K > 2) ❝❛*)❣♦8✐❡7✱ ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ 8)✲
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❛8*)8✐❡❧❧❡ ✿ ❢❛✐❜❧❡✱ ♠♦②❡♥♥❡ ❡* )❧❡✈)❡✮ ♦♥ ♣❛8❧❡ ❞❡ 8)❣8❡77✐♦♥ ♦8❞✐♥❛❧❡✳ ✭❆❣8❡7*✐ ✷✵✵✷✮ ❛

❢❛✐* ✉♥❡ )*✉❞❡ ❞)*❛✐❧❧)❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞6❧❡✳ ✭❑❡❧❧❡② ✫ ❆♥❞❡87♦♥ ✷✵✵✽✮ ♦♥* ❞)✈❡❧♦♣♣) ❧❡ ♠♦✲

❞6❧❡ ❩■X❖ 9✉✐ ❢♦✉8♥✐* ✉♥❡ ♠)*❤♦❞❡ ♣❡8♠❡**❛♥* ❞❡ ♠♦❞)❧✐7❡8 ❞❡7 ❞♦♥♥)❡7 ❡♥ ♣8)7❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ ✐♥✢❛*✐♦♥ ❞❡ ③)8♦7✳ ▲❛ 7♣)❝✐✜❝❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ ❡7* 7✐♠✐❧❛✐8❡ M ❝❡❧❧❡7 )*✉❞✐)❡7 ❡♥

❤❛✉* ✭❩■X✱ ❩■◆❇ ❡* ❩■❇✮✳ ❙♦✐* Yi, 1 ≤ i ≤ n ✉♥❡ ✈❛8✐❛❜❧❡ ♦8❞✐♥❛❧❡ ❛✈❡❝ J ♥✐✈❡❛✉①✳

▲❡7 ♣8♦❜❛❜✐❧✐*)7 ❝✉♠✉❧❛*✐✈❡7 7♦♥* ❞♦♥♥)❡7 ♣❛8 γj = P(Yi ≤ j), j = 0, 1, . . . , J ✳ ❖♥ ❛

Yi ∼





0 ❛✈❡❝ pi

▼✉❧*✐♥♦♠✐❛❧❡(1, γ0,i, . . . , γJ,i) ❛✈❡❝ 1 − pi.
✭✸✳✶✷✮



✸✳✸✳ ▼♦❞%❧❡ ❞❡ ()❣(❡++✐♦♥ ❩■0❖ ✷✽

❈❡ "✉✐ ❞♦♥♥❡

Yi =





0 ❛✈❡❝ pi + (1 − pi)γ0,i

j ❛✈❡❝ (1 − pi)(γj,i − γj−1,i),
✭✸✳✶✸✮

♦0 p = (p1, . . . , pn) ❡1 γ = (γ0, . . . , γJ) 2♦♥1 ♠♦❞4❧✐242 6❡2♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ♣❛6

logit(p) = θ⊤Z ❡1 logit(π) = β⊤
❳.
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▲♦❣✐$%✐❝ &❡❣&❡$$✐♦♥ ✐$ ✇✐❞❡❧② ✉$❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ $%✉❞✐❡$ %♦ ✐♥✈❡$%✐❣❛%❡ %❤❡

&❡❧❛%✐♦♥$❤✐♣ ❜❡%✇❡❡♥ ❛ ❜✐♥❛&② &❡$♣♦♥$❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ Y ❛♥❞ ❛ $❡% ♦❢ ♣♦%❡♥%✐❛❧

♣&❡❞✐❝%♦&$ X✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛&② &❡$♣♦♥$❡ ♠❛② &❡♣&❡$❡♥%✱ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ %❤❡ ♦❝✲

❝✉&&❡♥❝❡ ♦❢ $♦♠❡ ♦✉%❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥%❡&❡$% ✭Y = 1 ✐❢ %❤❡ ♦✉%❝♦♠❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛♥❞
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❡①♣❡&✐❡♥❝❡ %❤❡ ♦✉%❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥%❡&❡$%✳ ❖♥❡ ♣&♦❜❧❡♠ ❛&✐$✐♥❣ %❤❡♥ ✐$ %❤❛% ✐%
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&❡❣&❡$$✐♦♥ ❛♥❛❧②$✐$ ♦❢ %❤❡ &❡❧❛%✐♦♥$❤✐♣ ❜❡%✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ❛♠♦♥❣ %❤❡ $✉$✲

❝❡♣%✐❜❧❡$ ✐$ ♥♦ ♠♦&❡ $%&❛✐❣❤%❢♦&✇❛&❞✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❡$%✐♠❛%✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❢♦& %❤✐$ ♣&♦❜❧❡♠✱ ❜❛$❡❞ ♦♥ %❤❡ ❥♦✐♥% ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

%❤❡ ❜✐♥❛&② &❡$♣♦♥$❡ ♦❢ ✐♥%❡&❡$% ❛♥❞ %❤❡ ❝✉&❡ $%❛%✉$✳ ❲❡ ✐♥✈❡$%✐❣❛%❡ %❤❡

✐❞❡♥%✐✜❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ &❡$✉❧%✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡$%❛❜❧✐$❤ %❤❡ ❝♦♥$✐$%❡♥❝②

❛♥❞ ❛$②♠♣%♦%✐❝ ♥♦&♠❛❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♣&♦♣♦$❡❞ ❡$%✐♠❛%♦&✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝% ❛

$✐♠✉❧❛%✐♦♥ $%✉❞② %♦ ✐♥✈❡$%✐❣❛%❡ ✐%$ ✜♥✐%❡✲$❛♠♣❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ✳

❦❡②✇♦%❞' ✿ ❩❡&♦✲✐♥✢❛%✐♦♥✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡$%✐♠❛%✐♦♥✱ ❈♦♥$✐$%❡♥❝②✱
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❆.②♠♣%♦%✐❝ ♥♦&♠❛❧✐%②✱ ❙✐♠✉❧❛%✐♦♥.

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲♦❣✐$%✐❝ '❡❣'❡$$✐♦♥ ✐$ ✇✐❞❡❧② ✉$❡❞ %♦ ♠♦❞❡❧ ❜✐♥❛'② '❡$♣♦♥$❡ ❞❛%❛ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ $%✉✲

❞✐❡$✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛'② '❡$♣♦♥$❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ✐$ %❤❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ $%❛%✉$ ✭✐♥❢❡❝%❡❞ ✈!

✉♥✐♥❢❡❝%❡❞✮ ✇✐%❤ '❡$♣❡❝% %♦ $♦♠❡ ❞✐$❡❛$❡✳ ❆ ❧♦❣✐$%✐❝ '❡❣'❡$$✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉$❡❞

%♦ ✐♥✈❡$%✐❣❛%❡ %❤❡ '❡❧❛%✐♦♥$❤✐♣ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ $%❛%✉$ ❛♥❞ ✈❛'✐♦✉$ ♣♦%❡♥%✐❛❧

♣'❡❞✐❝%♦'$✳ ■❢ Yi ❞❡♥♦%❡$ %❤❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ $%❛%✉$ ❢♦' %❤❡ i✲%❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ❛ $❛♠♣❧❡ ♦❢

$✐③❡ n ✭Yi = 1 ✐❢ %❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐$ ✐♥❢❡❝%❡❞✱ ❛♥❞ Yi = 0 ♦%❤❡'✇✐$❡✮✱ ❛♥❞ Xi ❞❡♥♦%❡$

%❤❡ ❝♦''❡$♣♦♥❞✐♥❣ ✭p✲❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧✱ $❛②✮ ♣'❡❞✐❝%♦'✱ %❤❡ ❧♦❣✐$%✐❝ '❡❣'❡$$✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡①✲

♣'❡$$❡$ %❤❡ '❡❧❛%✐♦♥$❤✐♣ ❜❡%✇❡❡♥ Yi ❛♥❞ Xi ✐♥ %❡'♠ ♦❢ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%②

P(Yi = 1|Xi) ♦❢ ✐♥❢❡❝%✐♦♥✱ ❛$ ✿

log

(
P(Yi = 1|Xi)

1 − P(Yi = 1|Xi)

)
= β⊤

Xi,

✇❤❡'❡ β ∈ R
p
✐$ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛'❛♠❡%❡' %♦ ❜❡ ❡$%✐♠❛%❡❞✳ ❆♥ ❡①%❡♥$✐✈❡ ❧✐%❡'❛%✉'❡ ❤❛$

❜❡❡♥ ❞❡✈♦%❡❞ $♦ ❢❛' %♦ $%❛%✐$%✐❝❛❧ ✐♥❢❡'❡♥❝❡ ✐♥ ❧♦❣✐$%✐❝ '❡❣'❡$$✐♦♥ ♠♦❞❡❧$✳ ❊$%✐♠❛%✐♦♥

❛♥❞ %❡$%✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡$ ❢♦' %❤✐$ ❝❧❛$$ ♦❢ ♠♦❞❡❧$ ❛'❡ ♥♦✇ ✇❡❧❧ ❡$%❛❜❧✐$❤❡❞ ❛♥❞ ❛'❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ $%❛♥❞❛'❞ $%❛%✐$%✐❝❛❧ $♦❢%✇❛'❡$✳ ■♥ ♣❛'%✐❝✉❧❛'✱ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❡$%✐♠❛%♦' ♦❢ β ✐$ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② $♦❧✈✐♥❣ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❝♦'❡ ❡B✉❛%✐♦♥ ✿

n∑

i=1

Xi

(
Yi −

eβ
⊤
Xi

1 + eβ⊤Xi

)
= 0.

❆$②♠♣%♦%✐❝ '❡$✉❧%$ ✭❝♦♥$✐$%❡♥❝② ❛♥❞ ❛$②♠♣%♦%✐❝ ♥♦'♠❛❧✐%②✮ ❢♦' %❤✐$ ❡$%✐♠❛%♦' ✇❡'❡

❣✐✈❡♥ ❜② ✭●♦✉'✐D'♦✉① ✫ ▼♦♥❢♦'% ✶✾✽✶✮ ❛♥❞ ✭❋❛❤'♠❡✐' ✫ ❑❛✉❢♠❛♥♥ ✶✾✽✺✮✱ ❛♠♦♥❣

♦%❤❡'$✳ ❲❡ '❡❢❡' %❤❡ '❡❛❞❡' %♦ ✭❍♦$♠❡' ✫ ▲❡♠❡$❤♦✇ ✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ✭❍✐❧❜❡ ✷✵✵✾✮ ❢♦'

❞❡%❛✐❧❡❞ %'❡❛%♠❡♥%$ ❛♥❞ ♥✉♠❡'♦✉$ ❡①❛♠♣❧❡$✳

■♥ %❤✐$ ♣❛♣❡'✱ ✇❡ ❝♦♥$✐❞❡' %❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡$%✐♠❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ❧♦❣✐$%✐❝ '❡❣'❡$$✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✇✐%❤ ❛ ❝✉'❡ ❢'❛❝%✐♦♥✳ ■♥ ♠❡❞✐❝❛❧ $%✉❞✐❡$✱ ✐% ♦❢%❡♥ ❛'✐$❡$ %❤❛% ❛ ♣'♦♣♦'%✐♦♥ ♦❢
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 ❤❡ # ✉❞② #✉❜❥❡❝ # ❝❛♥♥♦ ❡①♣❡/✐❡♥❝❡  ❤❡ ♦✉ ❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥ ❡/❡# ✳ ❙✉❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧# ❛/❡

#❛✐❞  ♦ ❜❡ ❝✉/❡❞✱ ♦/ ✐♠♠✉♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ ✉♥❞❡/ # ✉❞② ❝❛♥  ❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥#✐❞❡/❡❞ ❛#

❛ ♠✐① ✉/❡ ♦❢ ❝✉/❡❞ ❛♥❞ #✉#❝❡♣ ✐❜❧❡ #✉❜❥❡❝ #✱ ✇❤❡/❡ ❛ #✉❜❥❡❝ ✐# #❛✐❞  ♦ ❜❡ #✉#❝❡♣ ✐❜❧❡

✐❢ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ✉❛❧❧② ❡①♣❡/✐❡♥❝❡  ❤❡ ♦✉ ❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥ ❡/❡# ✳ ❖♥❡ ♣/♦❜❧❡♠ ❛/✐#✐♥❣ ✐♥

 ❤✐# #❡  ✐♥❣ ✐#  ❤❛ ✐ ✐# ✉#✉❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❤♦ ❛/❡  ❤❡ #✉#❝❡♣ ✐❜❧❡✱ ❛♥❞  ❤❡ ❝✉/❡❞

#✉❜❥❡❝ # ✭✉♥❧❡##  ❤❡ ♦✉ ❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥ ❡/❡# ❤❛# ❜❡❡♥ ♦❜#❡/✈❡❞✮✳ ❈♦♥#✐❞❡/✱ ❢♦/ ❡①❛♠♣❧❡✱

 ❤❡ ♦❝❝✉//❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝ ✐♦♥ ❢/♦♠ #♦♠❡ ❞✐#❡❛#❡  ♦ ❜❡  ❤❡ ♦✉ ❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥ ❡/❡# ✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢

❛ #✉❜❥❡❝ ✐# ✉♥✐♥❢❡❝ ❡❞✱  ❤❡ ✐♥✈❡# ✐❣❛ ♦/ ✉#✉❛❧❧② ❞♦❡# ♥♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡ ❤❡/  ❤✐# #✉❜❥❡❝ 

✐# ✐♠♠✉♥❡  ♦  ❤❡ ✐♥❢❡❝ ✐♦♥✱ ♦/ #✉#❝❡♣ ✐❜❧❡ ❛❧❜❡✐ # ✐❧❧ ✉♥✐♥❢❡❝ ❡❞✳

❊# ✐♠❛ ✐♥❣ ❛ /❡❣/❡##✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐ ❤ ❛ ❝✉/❡ ❢/❛❝ ✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛# ❛ ③❡/♦✲

✐♥✢❛ ❡❞ /❡❣/❡##✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠✳ ❩❡/♦✲✐♥✢❛ ✐♦♥ ♦❝❝✉/# ✐♥  ❤❡ ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ ❝♦✉♥ ❞❛ ❛ ✇❤❡♥

 ❤❡ ♦❜#❡/✈❛ ✐♦♥# ❝♦♥ ❛✐♥ ♠♦/❡ ③❡/♦#  ❤❛♥ ❡①♣❡❝ ❡❞✳ ❋❛✐❧✉/❡  ♦ ❛❝❝♦✉♥ ❢♦/  ❤❡#❡ ❡① /❛

③❡/♦# ✐# ❦♥♦✇♥  ♦ /❡#✉❧ ✐♥ ❜✐❛#❡❞ ♣❛/❛♠❡ ❡/ ❡# ✐♠❛ ❡# ❛♥❞ ✐♥❢❡/❡♥❝❡#✳ ❚❤❡ /❡❣/❡#✲

#✐♦♥ ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ ❝♦✉♥ ❞❛ ❛ ✇✐ ❤ ❡①❝❡## ③❡/♦# ❤❛# ❛  /❛❝ ❡❞ ♠✉❝❤ ❛  ❡♥ ✐♦♥ #♦ ❢❛/✳

❋♦/ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭▲❛♠❜❡/ ✶✾✾✷✮ ♣/♦♣♦#❡❞  ❤❡ ③❡/♦✲✐♥✢❛ ❡❞ J♦✐##♦♥ ✭❩■J✮ /❡❣/❡##✐♦♥

♠♦❞❡❧ ❢♦/ ❝♦✉♥ ❞❛ ❛ ✇✐ ❤ ♠❛♥② ③❡/♦#✳ ❚❤✐# ✇❛# ❢✉/ ❤❡/ ❡① ❡♥❞❡❞  ♦ ❛ #❡♠✐♣❛/❛♠❡✲

 /✐❝ ❩■J /❡❣/❡##✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ✭▲❛♠ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✳ ❲❡ /❡❢❡/  ♦ ✭❉✐❡ ③ ✫ ❇♦❤♥✐♥❣ ✷✵✵✵✮

❛♥❞ ✭❳✐❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼✮ ❢♦/ ❛ /❡✈✐❡✇ ♦❢ ✈❛/✐♦✉# ♦ ❤❡/ ❡① ❡♥#✐♦♥# ♦❢  ❤❡ ❩■J ♠♦❞❡❧✳

❖ ❤❡/ ♣♦♣✉❧❛/ ♠♦❞❡❧# ❛/❡  ❤❡ ③❡/♦✲✐♥✢❛ ❡❞ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✭❩■❇✮ /❡❣/❡##✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭#❡❡✱

❢♦/ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭❍❛❧❧ ✷✵✵✵✮✮✱ ❛♥❞  ❤❡ ③❡/♦✲✐♥✢❛ ❡❞ ♥❡❣❛ ✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✭❩■◆❇✮ /❡❣/❡##✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✭#❡❡✱ ❢♦/ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭❘✐❞♦✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✶✮✮✳ ❘❡❝❡♥ ❧②✱ ✭❑❡❧❧❡② ✫ ❆♥❞❡/#♦♥ ✷✵✵✽✮

♣/♦♣♦#❡❞ ❛ ③❡/♦✲✐♥✢❛ ❡❞ ♣/♦♣♦/ ✐♦♥❛❧ ♦❞❞# ♠♦❞❡❧ ✭❩■J❖✮ ❢♦/ ♦/❞✐♥❛❧ ♦✉ ❝♦♠❡#✱ ✇❤❡♥

#♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧# ❛/❡ ♥♦ #✉#❝❡♣ ✐❜❧❡  ♦  ❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛#✉/❡❞✳ ❱❛/✐♦✉#

♦ ❤❡/ ♠♦❞❡❧# ❛♥❞ ♥✉♠❡/♦✉# /❡❢❡/❡♥❝❡# ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❋❛♠♦②❡ ✫ ❙✐♥❣❤ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞

✭▲❡❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✳

■♥ ♦✉/ ♣❛♣❡/✱ ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡/  ❤❡ ♣/♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡# ✐♠❛ ✐♥❣ ❛ ❧♦❣✐# ✐❝ /❡❣/❡##✐♦♥ ♠♦✲

❞❡❧ ❢/♦♠ ❜✐♥❛/② /❡#♣♦♥#❡ ❞❛ ❛ ✇✐ ❤ ❛ ❝✉/❡ ❢/❛❝ ✐♦♥✱ ✇❤❡♥  ❤❡ ❝✉/❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐ ② ✐#

♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✐# ✐❝ /❡❣/❡##✐♦♥✳ ❚❤✐# ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛# ❛ ③❡/♦✲✐♥✢❛ ❡❞ ❇❡/♥♦✉❧❧✐ /❡✲

❣/❡##✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡/❡ ❧♦❣✐# ✐❝ ❧✐♥❦ ❢✉♥❝ ✐♦♥# ❛/❡ ✉#❡❞ ❢♦/ ❜♦ ❤  ❤❡ ❜✐♥❛/② /❡#♣♦♥#❡



✹✳✷✳ ▲♦❣✐'(✐❝ *❡❣*❡''✐♦♥ ✇✐(❤ ❛ ❝✉*❡ ❢*❛❝(✐♦♥ ✸✺

♦❢ ✐♥$❡&❡'$ ✭$❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ✐♥❢❡❝$✐♦♥✱ '❛②✮ ❛♥❞ $❤❡ ③❡&♦✲✐♥✢❛$✐♦♥ ♣&♦❜❛❜✐❧✐$② ✭$❤❡

♣&♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝✉&❡❞✮✳ ❚❤❡ ❧✐$❡&❛$✉&❡ ♦♥ ③❡&♦✲✐♥✢❛$❡❞ ♠♦❞❡❧' ✐' ❡①$❡♥'✐✈❡ ❜✉$

$♦ $❤❡ ❜❡'$ ♦❢ ♦✉& ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ $❤❡ $❤❡♦&❡$✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐''✉❡' &❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡

'$❛$✐'$✐❝❛❧ ✐♥❢❡&❡♥❝❡ ✐♥ $❤✐' ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ♥♦$ ❜❡❡♥ ②❡$ ✐♥✈❡'$✐❣❛$❡❞✳ ■♥ $❤✐' ♣❛♣❡&✱ ✇❡

✐♥$❡♥❞ $♦ ✜❧❧ $❤✐' ❣❛♣✳ ❲❡ ✜&'$ ✐♥✈❡'$✐❣❛$❡ $❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❛❜✐❧✐$② B✉❡'$✐♦♥ ✐♥ $❤✐' ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ $✉&♥ $♦ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡'$✐♠❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡'$✐♠❛$♦& ✇❡ ♣&♦♣♦'❡ ✐' ♦❜$❛✐✲

♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ $❤❡ ❥♦✐♥$ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦& $❤❡ ❜✐♥❛&② &❡'♣♦♥'❡ ♦❢ ✐♥$❡&❡'$ ❛♥❞ $❤❡

❝✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&✳ ❲❡ ♣&♦✈❡ $❤❡ ❛❧♠♦'$ '✉&❡ ❛'②♠♣$♦$✐❝ ❡①✐'$❡♥❝❡✱ $❤❡ ❝♦♥'✐'$❡♥❝②✱ ❛♥❞

$❤❡ ❛'②♠♣$♦$✐❝ ♥♦&♠❛❧✐$② ♦❢ $❤✐' ❡'$✐♠❛$♦&✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡'$✐❣❛$❡ ✐$' ✜♥✐$❡✲'❛♠♣❧❡

♣&♦♣❡&$✐❡' ✈✐❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥'✳

❚❤❡ &❡'$ ♦❢ $❤✐' ♣❛♣❡& ✐' ♦&❣❛♥✐③❡❞ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✳ ■♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ❞❡'❝&✐❜❡ $❤❡

♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦❣✐'$✐❝ &❡❣&❡''✐♦♥ ✇✐$❤ ❛ ❝✉&❡ ❢&❛❝$✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣&♦♣♦'❡ ❛♥ ❡'$✐♠❛$✐♦♥

♠❡$❤♦❞ ❛❞❛♣$❡❞ $♦ $❤✐' '❡$$✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣&♦♣♦'❡❞ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✐' ❜❛'❡❞ ♦♥ ❛ ❥♦✐♥$ &❡❣&❡'✲

'✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦& $❤❡ ❜✐♥❛&② &❡'♣♦♥'❡ ♦❢ ✐♥$❡&❡'$ ❛♥❞ $❤❡ ❝✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&✳ ■♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✸✱

✇❡ ✐♥✈❡'$✐❣❛$❡ $❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤✐' ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✇❡ '$❛$❡ '♦♠❡ &❡❣✉❧❛&✐$② ❝♦♥❞✐✲

$✐♦♥'✳ ■♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ❞❡&✐✈❡ $❤❡ ❛'②♠♣$♦$✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡' ♦❢ $❤❡ &❡'✉❧$✐♥❣ ❡'$✐♠❛$♦&✳

❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✺ ❞❡'❝&✐❜❡' ❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥ '$✉❞②✱ ✇❤❡&❡ ✇❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡'$✐❣❛$❡ $❤❡ '♠❛❧❧

$♦ ❧❛&❣❡ '❛♠♣❧❡ ♣&♦♣❡&$✐❡' ♦❢ $❤✐' ❡'$✐♠❛$♦&✳ ❆ &❡❛❧ ❞❛$❛ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉'$&❛$❡' $❤❡

♠❡$❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❆ ❞✐'❝✉''✐♦♥ ❛♥❞ '♦♠❡ ♣❡&'♣❡❝$✐✈❡' ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✻✳

✹✳✷ ▲♦❣✐'(✐❝ *❡❣*❡''✐♦♥ ✇✐(❤ ❛ ❝✉*❡ ❢*❛❝(✐♦♥

✹✳✷✳✶ ◆♦&❛&✐♦♥* ❛♥❞ &❤❡ ♠♦❞❡❧ *❡&✲✉♣

▲❡$ (Y1, S1,X1,Z1), . . . , (Yn, Sn,Xn,Zn) ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❛♥❞ ✐❞❡♥$✐❝❛❧❧② ❞✐'$&✐✲

❜✉$❡❞ ❝♦♣✐❡' ♦❢ $❤❡ &❛♥❞♦♠ ✈❡❝$♦& (Y, S,X,Z) ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ $❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐$② '♣❛❝❡

(Ω,A ,P)✳ ❋♦& ❡✈❡&② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i = 1, . . . , n✱ Yi ✐' ❛ ❜✐♥❛&② &❡'♣♦♥'❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐♥✲

❞✐❝❛$✐♥❣ '❛②✱ $❤❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ '$❛$✉' ✇✐$❤ &❡'♣❡❝$ $♦ '♦♠❡ ❞✐'❡❛'❡ ✭$❤❛$ ✐'✱ Yi = 1 ✐❢

$❤❡ i✲$❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐' ✐♥❢❡❝$❡❞✱ ❛♥❞ Yi = 0 ♦$❤❡&✇✐'❡✮✱ ❛♥❞ Si ✐' ❛ ❜✐♥❛&② ✈❛&✐❛❜❧❡



✹✳✷✳ ▲♦❣✐'(✐❝ *❡❣*❡''✐♦♥ ✇✐(❤ ❛ ❝✉*❡ ❢*❛❝(✐♦♥ ✸✻

✐♥❞✐❝❛%✐♥❣ ✇❤❡%❤❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✐. .✉.❝❡♣%✐❜❧❡ %♦ %❤❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ (Si = 1) ♦* ✐♠♠✉♥❡

(Si = 0)✳ ■❢ Yi = 0✱ %❤❡♥ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Si ✐. ✉♥❦♥♦✇♥✳ ▲❡% Xi = (1, Xi2, . . . , Xip)
⊤

❛♥❞

Zi = (1, Zi2, . . . , Ziq)
′
❜❡ *❛♥❞♦♠ ✈❡❝%♦*. ♦❢ ♣*❡❞✐❝%♦*. ♦* ❝♦✈❛*✐❛%❡. ✭❜♦%❤ ❝❛%❡❣♦*✐❝❛❧

❛♥❞ ❝♦♥%✐♥✉♦✉. ♣*❡❞✐❝%♦*. ❛*❡ ❛❧❧♦✇❡❞✮✳ ❲❡ .❤❛❧❧ ❛..✉♠❡ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❛% %❤❡

Xi✬. ❛*❡ *❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ .%❛%✉.✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡ Zi✬. ❛*❡ *❡❧❛%❡❞ %♦ ✐♠♠✉♥✐%②✳ Xi

❛♥❞ Zi ❛*❡ ❛❧❧♦✇❡❞ %♦ .❤❛*❡ .♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥%.✳

❚❤❡ ❧♦❣✐.%✐❝ *❡❣*❡..✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦* %❤❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ .%❛%✉. ❛..✉♠❡. %❤❛% %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥❛❧

♣*♦❜❛❜✐❧✐%② P(Y = 1|Xi, Si) ♦❢ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ ✐. ❣✐✈❡♥ ❜②

log

(
P(Y = 1|Xi, Si)

1 − P(Y = 1|Xi, Si)

)
= β1 + β2Xi2 + · · · + βpXip := β⊤

Xi ✭✹✳✶✮

✐❢ {Si = 1}✱ ❛♥❞ ❜②

P(Y = 1|Xi, Si) = 0 ✭✹✳✷✮

✐❢ {Si = 0}✱ ✇❤❡*❡ β = (β1, . . . , βp)
⊤ ∈ R

p
✐. ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ *❡❣*❡..✐♦♥ ♣❛*❛♠❡%❡*

♠❡❛.✉*✐♥❣ %❤❡ ❛..♦❝✐❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ♣*❡❞✐❝%♦*. ❛♥❞ %❤❡ *✐.❦ ♦❢ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ ✭❢♦*

❛ .✉.❝❡♣%✐❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✮✳

❚❤❡ .%❛%✐.%✐❝❛❧ ❛♥❛❧②.✐. ♦❢ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ ❞❛%❛ ✇✐%❤ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮ ✐♥❝❧✉❞❡. ❡.%✐♠❛%✐♦♥

❛♥❞ %❡.%✐♥❣ ❢♦* β✳ ❲✐%❤♦✉% ✐♠♠✉♥✐%② ✭%❤❛% ✐.✱ ✐❢ Si = 1 ❢♦* ❡✈❡*② i = 1, . . . , n✮✱

✐♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ β ❢*♦♠ %❤❡ .❛♠♣❧❡ (Y1,X1,Z1), . . . , (Yn,Xn,Zn) ❝❛♥ ❜❡ ❜❛.❡❞ ♦♥ %❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣*✐♥❝✐♣❧❡✳ ❲❤❡♥ ✐♠♠✉♥✐%② ✐. ♣*❡.❡♥%✱ ❞❡*✐✈✐♥❣ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡.%✐♠❛%♦* ♦❢ β ✐. ♥♦ ❧♦♥❣❡* .%*❛✐❣❤%❢♦*✇❛*❞ ✿ ✐❢ Yi = 0✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦% ❦♥♦✇

✇❤❡%❤❡* {Si = 1}✱ .♦ %❤❛% ✭✹✳✶✮ ❛♣♣❧✐❡.✱ ♦* ✇❤❡%❤❡* {Si = 0}✱ .♦ %❤❛% ✭✹✳✷✮ ❛♣♣❧✐❡.✳

❖♥❡ .♦❧✉%✐♦♥ ✐. %♦ ❝♦♥.✐❞❡* ❡✈❡*② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i .✉❝❤ %❤❛% {Yi = 0} ❛. ❜❡✐♥❣ .✉.✲

❝❡♣%✐❜❧❡ %❤❛% ✐.✱ %♦ ✐❣♥♦*❡ ❛ ♣♦..✐❜❧❡ ✐♠♠✉♥✐%② ♦❢ %❤✐. ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❲❡ ♠❛② ❤♦✇❡✈❡*

❡①♣❡❝% %❤✐. ♠❡%❤♦❞ %♦ ♣*♦❞✉❝❡ ❜✐❛.❡❞ ❡.%✐♠❛%❡. ♦❢ %❤❡ ❛..♦❝✐❛%✐♦♥ ♦❢ ✐♥%❡*❡.% ✭.✉❝❤

❛ ♠❡%❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛%❡❞ ✐♥ %❤❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ .%✉❞② ❞❡.❝*✐❜❡❞ ✐♥ .❡❝%✐♦♥ ✹✳✺✮✳ ❚❤❡✲

*❡❢♦*❡ ✐♥ %❤✐. ♣❛♣❡*✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛% ♣*♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛❧%❡*♥❛%✐✈❡ ❡.%✐♠❛%✐♦♥ ♣*♦❝❡❞✉*❡ ❢♦* β✳

❚❤✐. ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦* ✐♠♠✉♥✐%② ✐. ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛. ✐. ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ %❤❡ ♥❡①%

.❡❝%✐♦♥✳



✹✳✷✳ ▲♦❣✐'(✐❝ *❡❣*❡''✐♦♥ ✇✐(❤ ❛ ❝✉*❡ ❢*❛❝(✐♦♥ ✸✼

✹✳✷✳✷ ❚❤❡ ♣'♦♣♦)❡❞ ❡)+✐♠❛+✐♦♥ ♣'♦❝❡❞✉'❡

❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦' (❤❡ ✐♠♠✉♥✐(② .(❛(✉. ✐. ❞❡✜♥❡❞ (❤'♦✉❣❤ (❤❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐(②

P(S = 1|Zi) ♦❢ ❜❡✐♥❣ .✉.❝❡♣(✐❜❧❡ (♦ (❤❡ ✐♥❢❡❝(✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦' (❤✐. ✐. (❤❡

❧♦❣✐.(✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭.❡❡✱ ❢♦' ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭❋❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✭▲✉ ✷✵✵✽❀ ▲✉ ✷✵✶✵✮ ✇❤♦

❝♦♥.✐❞❡'❡❞ ❡.(✐♠❛(✐♦♥ ✐♥ ✈❛'✐♦✉. .✉'✈✐✈❛❧ '❡❣'❡..✐♦♥ ♠♦❞❡❧. ✇✐(❤ ❛ ❝✉'❡ ❢'❛❝(✐♦♥✮ ✿

log

(
P(S = 1|Zi)

1 − P(S = 1|Zi)

)
= θ1 + θ2Zi2 + · · · + θqZiq := θ⊤Zi ✭✹✳✸✮

✇❤❡'❡ θ = (θ1, . . . , θq)
⊤ ∈ R

q
✐. ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ '❡❣'❡..✐♦♥ ♣❛'❛♠❡(❡'✳

❘❡♠❛*❦ ✹✳✷✳✶ ❲❡ ♥♦(❡ (❤❛( (❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞

❛. ❛ ③❡'♦✲✐♥✢❛(❡❞ ❇❡'♥♦✉❧❧✐ '❡❣'❡..✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐(❤ ❧♦❣✐( ❧✐♥❦. ❢♦' ❜♦(❤ (❤❡ ❜✐♥❛'②

'❡.♣♦♥.❡ ♦❢ ✐♥(❡'❡.( ❛♥❞ (❤❡ ③❡'♦✲✐♥✢❛(✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥(✳ ❆. ❢❛' ❛. ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♥♦ (❤❡♦✲

'❡(✐❝❛❧ ✐♥✈❡.(✐❣❛(✐♦♥ ♦❢ (❤✐. ♠♦❞❡❧ ❤❛. ❜❡❡♥ ✉♥❞❡'(❛❦❡♥ ②❡(✳ ❙✉❝❤ ❛ ✇♦'❦ ✐. ❝❛''✐❡❞

♦✉( ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❋'♦♠ ✭✹✳✶✮✱ ✭✹✳✷✮✱ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮✱ ❛ .('❛✐❣❤(❢♦'✇❛'❞ ❝❛❧❝✉❧❛(✐♦♥ ②✐❡❧❞. (❤❛(

P(Y = 1|Xi,Zi) =
eβ

⊤
Xi+θ

⊤
Zi

(1 + eβ⊤Xi)(1 + eθ⊤Zi)
.

▲❡( ψ := (β⊤, θ⊤)⊤ ❞❡♥♦(❡ (❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ k✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ✭k = p + q✮ ♣❛'❛♠❡(❡' ✐♥

(❤❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥❛❧ ❞✐.('✐❜✉(✐♦♥ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ Xi ❛♥❞ Zi✳ ψ ✐♥❝❧✉❞❡. ❜♦(❤ β ✭❝♦♥.✐❞❡'❡❞

❛. (❤❡ ♣❛'❛♠❡(❡' ♦❢ ✐♥(❡'❡.(✮ ❛♥❞ θ ✭❝♦♥.✐❞❡'❡❞ ❛. ❛ ♥✉✐.❛♥❝❡ ♣❛'❛♠❡(❡'✮✳ ◆♦✇✱ (❤❡

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦' ψ ❢'♦♠ (❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( .❛♠♣❧❡ (Yi, Si,Xi,Zi) (i = 1, . . . , n) ✭✇❤❡'❡

Si ✐. ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❤❡♥ Yi = 0✮ ✐. ❛. ❢♦❧❧♦✇. ✿

Ln(ψ) =
n∏

i=1





[
eβ

⊤
Xi+θ

⊤
Zi

(1 + eβ⊤Xi)(1 + eθ⊤Zi)

]Yi
[
1 − eβ

⊤
Xi+θ

⊤
Zi

(1 + eβ⊤Xi)(1 + eθ⊤Zi)

]1−Yi



 .

❲❡ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡.(✐♠❛(♦' ψ̂n := (β̂⊤
n , θ̂

⊤
n )⊤ ♦❢ ψ ❛. (❤❡ .♦❧✉(✐♦♥

✭✐❢ ✐( ❡①✐.(.✮ ♦❢ (❤❡ k✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ .❝♦'❡ ❡O✉❛(✐♦♥

l̇n(ψ) =
∂ln(ψ)

∂ψ
= 0, ✭✹✳✹✮
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✇❤❡#❡ ln(ψ) := logLn(ψ) ✐% &❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ■♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ %❤❛❧❧ ❜❡

✐♥&❡#❡%&❡❞ ✐♥ &❤❡ ❛%②♠♣&♦&✐❝ ♣#♦♣❡#&✐❡% ♦❢ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡%&✐♠❛&♦# β̂n ♦❢

β✱ ❝♦♥%✐❞❡#❡❞ ❛% ❛ %✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥& ♦❢ ψ̂n✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❤♦✇❡✈❡# ♦❜&❛✐♥ ❝♦♥%✐%&❡♥❝② ❛♥❞

❛%②♠♣&♦&✐❝ ♥♦#♠❛❧✐&② #❡%✉❧&% ❢♦# &❤❡ ✇❤♦❧❡ ψ̂n✳ ❇❡❢♦#❡ ♣#♦❝❡❡❞✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ &♦ %❡&

%♦♠❡ ❢✉#&❤❡# ♥♦&❛&✐♦♥%✳

✹✳✷✳✸ ❙♦♠❡ ❢✉*+❤❡* ♥♦+❛+✐♦♥0

❉❡✜♥❡ ✜#%& &❤❡ (p× n) ❛♥❞ (q × n) ♠❛&#✐❝❡%

X =




1 1 · · · 1

X12 X22 · · · Xn2

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

X1p X2p · · · Xnp




❛♥❞ Z =




1 1 · · · 1

Z12 Z22 · · · Zn2

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

Z1q Z2q · · · Znq



,

❛♥❞ ❧❡& W ❜❡ &❤❡ (k × 2n) ❜❧♦❝❦✲♠❛&#✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛%

W =


 X 0pn

0qn Z


 ,

✇❤❡#❡ 0ab ❞❡♥♦&❡% &❤❡ (a × b) ♠❛&#✐① ✇❤♦%❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥&% ❛#❡ ❛❧❧ ❡?✉❛❧ &♦ ③❡#♦ ✭❢♦#

❛♥② ♣♦%✐&✐✈❡ ✐♥&❡❣❡# ✈❛❧✉❡% a, b✮✳ ▲❡& ❛❧%♦ C(ψ) ❜❡ &❤❡ 2n✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝&♦#

❞❡✜♥❡❞ ❛%

C(ψ) =
(
(Aβ(ψ) −Bβ(ψ))⊤, (Aθ(ψ) −Bθ(ψ))⊤

)⊤
,

✇❤❡#❡ Aβ(ψ) = (Aβi (ψ))1≤i≤n✱ B
β(ψ) = (Bβ

i (ψ))1≤i≤n✱ A
θ(ψ) = (Aθi (ψ))1≤i≤n✱ ❛♥❞

Bθ(ψ) = (Bθ
i (ψ))1≤i≤n ❛#❡ n✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝&♦#% ✇✐&❤ #❡%♣❡❝&✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥&%

Aβi (ψ) =
1 + eθ

⊤
Zi

1 + eβ⊤Xi + eθ⊤Zi
Yi, Bβ

i (ψ) =
eβ

⊤
Xi+θ

⊤
Zi

(1 + eβ⊤Xi)(1 + eβ⊤Xi + eθ⊤Zi)
,

Aθi (ψ) =
1 + eβ

⊤
Xi

1 + eβ⊤Xi + eθ⊤Zi
Yi, Bθ

i (ψ) =
eβ

⊤
Xi+θ

⊤
Zi

(1 + eθ⊤Zi)(1 + eβ⊤Xi + eθ⊤Zi)
.

❚❤❡♥✱ %✐♠♣❧❡ ❛❧❣❡❜#❛ %❤♦✇% &❤❛& &❤❡ %❝♦#❡ ❡?✉❛&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ #❡✇#✐&&❡♥ ❛%

l̇n(ψ) = WC(ψ) = 0.
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■❢ M = (Mij)1≤i≤a,1≤j≤b ❞❡♥♦&❡' '♦♠❡ (a× b) ♠❛&*✐①✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② M•j ✐&' j✲&❤

❝♦❧✉♠♥ (j = 1, . . . , b) &❤❛& ✐'✱ M•j = (M1j, . . . ,Maj)
⊤
✳ ❚❤❡♥✱ ✐& ✇✐❧❧ ❜❡ ✉'❡❢✉❧ &♦

*❡✇*✐&❡ &❤❡ '❝♦*❡ ✈❡❝&♦* ❛'

l̇n(ψ) =
2n∑

j=1

W•jCj(ψ).

❲❡ '❤❛❧❧ ❢✉*&❤❡* ♥♦&❡ l̈n(ψ) &❤❡ (k× k) ♠❛&*✐① ♦❢ '❡❝♦♥❞ ❞❡*✐✈❛&✐✈❡' ♦❢ ln(ψ) &❤❛& ✐'✱

l̈n(ψ) = ∂2ln(ψ)/∂ψ∂ψ⊤
✳ ▲❡& D(ψ) = (Dij(ψ))1≤i,j≤2n ❜❡ &❤❡ (2n× 2n) ❜❧♦❝❦ ♠❛&*✐①

❞❡✜♥❡❞ ❛'

D(ψ) =


 D1(ψ) D3(ψ)

D3(ψ) D2(ψ)


 ,

✇❤❡*❡ D1(ψ),D2(ψ)✱ ❛♥❞ D3(ψ) ❛*❡ (n × n) ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛&*✐❝❡'✱ ✇✐&❤ i✲&❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡❧❡♠❡♥&' ✭i = 1, . . . , n✮ *❡'♣❡❝&✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

D1,ii(ψ) =
eβ

⊤
Xi+θ

⊤
Zi

(1 + eβ⊤Xi)2(1 + eβ⊤Xi + eθ⊤Zi)
,

D2,ii(ψ) =
eβ

⊤
Xi+θ

⊤
Zi

(1 + eθ⊤Zi)2(1 + eβ⊤Xi + eθ⊤Zi)
,

D3,ii(ψ) =
eβ

⊤
Xi+θ

⊤
Zi

(1 + eβ⊤Xi)(1 + eθ⊤Zi)(1 + eβ⊤Xi + eθ⊤Zi)
.

❚❤❡♥✱ '♦♠❡ ❛❧❣❡❜*❛ '❤♦✇' &❤❛& l̈n(ψ) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣*❡''❡❞ ❛'

l̈n(ψ) = −WD(ψ)W′.

◆♦&❡ &❤❛& &❤❡ '✐③❡ ♦❢ C(ψ),W✱ ❛♥❞ D(ψ) ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ n✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✐♥ ♦*❞❡* &♦ '✐♠♣❧✐❢②

♥♦&❛&✐♦♥'✱ n ✇✐❧❧ ♥♦& ❜❡ ✉'❡❞ ❛' ❛ ❧♦✇❡* ✐♥❞❡① ❢♦* &❤❡'❡ ✈❡❝&♦* ❛♥❞ ♠❛&*✐❝❡'✳ ■♥ &❤❡

♥❡①& '❡❝&✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡'&✐❣❛&❡ &❤❡ D✉❡'&✐♦♥ ♦❢ ♣❛*❛♠❡&❡* ✐❞❡♥&✐✜❛❜✐❧✐&② ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✲

✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮✳

✹✳✸ ■❞❡♥'✐✜❛❜✐❧✐'② ❛♥❞ .❡❣✉❧❛.✐'② ❝♦♥❞✐'✐♦♥3

❲❡ ✜*'& '&❛&❡ '♦♠❡ *❡❣✉❧❛*✐&② ❝♦♥❞✐&✐♦♥' &❤❛& ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ &♦ ❡♥'✉*❡ ✐❞❡♥&✐✜❛✲

❜✐❧✐&② ❛♥❞ &❤❡ ❛'②♠♣&♦&✐❝ *❡'✉❧&' ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✹ ✿
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❈✶ ❚❤❡ ❝♦✈❛'✐❛)❡* ❛'❡ ❜♦✉♥❞❡❞ )❤❛) ✐*✱ )❤❡'❡ ❡①✐*) ❝♦♠♣❛❝) *❡)* F ⊂ R
p
❛♥❞ G ⊂ R

q

*✉❝❤ )❤❛) Xi ∈ F ❛♥❞ Zi ∈ G ❢♦' ❡✈❡'② i = 1, 2, . . . ❋♦' ❡✈❡'② i = 1, 2, . . .✱

j = 2, . . . , p✱ k = 2, . . . , q✱ ✈❛'[Xij] > 0 ❛♥❞ ✈❛'[Zik] > 0✳ ❋♦' ❡✈❡'② i = 1, 2, . . .✱

)❤❡ Xij (j = 1, . . . , p) ❛'❡ ❧✐♥❡❛'❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥)✱ ❛♥❞ )❤❡ Zik (k = 1, . . . , q) ❛'❡

❧✐♥❡❛'❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥)✳

❈✷ ▲❡) ψ0 = (β⊤
0 , θ

⊤
0 )⊤ ❞❡♥♦)❡ )❤❡ )'✉❡ ♣❛'❛♠❡)❡' ✈❛❧✉❡✳ β0 ❛♥❞ θ0 ❧✐❡ ✐♥ )❤❡ ✐♥)❡'✐♦'

♦❢ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣❛❝) *❡)* B ⊂ R
p
❛♥❞ G ⊂ R

q
'❡*♣❡❝)✐✈❡❧②✳

❈✸ ❚❤❡ ❍❡**✐❛♥ ♠❛)'✐① l̈n(ψ) ✐* ♥❡❣❛)✐✈❡ ❞❡✜♥✐)❡ ❛♥❞ ♦❢ ❢✉❧❧ '❛♥❦✱ ❢♦' ❡✈❡'② n =

1, 2, . . . ▲❡) λn ❛♥❞ Λn ❜❡ '❡*♣❡❝)✐✈❡❧② )❤❡ *♠❛❧❧❡*) ❛♥❞ ❧❛'❣❡*) ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡* ♦❢

WD(ψ0)W
⊤
✳ ❚❤❡'❡ ❡①✐*)* ❛ ✜♥✐)❡ ♣♦*✐)✐✈❡ ❝♦♥*)❛♥) c2 *✉❝❤ )❤❛) Λn/λn < c2

❢♦' ❡✈❡'② n = 1, 2, . . .

❈✹ ❚❤❡'❡ ❡①✐*)* ❛ ❝♦♥)✐♥✉♦✉* ❝♦✈❛'✐❛)❡ V ✇❤✐❝❤ ✐* ✐♥ X ❜✉) ♥♦) ✐♥ Z )❤❛) ✐*✱ ✐❢

βV ❛♥❞ θV ❞❡♥♦)❡ )❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)* ♦❢ V ✐♥ )❤❡ ❧✐♥❡❛' ♣'❡❞✐❝)♦'* ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮

'❡*♣❡❝)✐✈❡❧②✱ )❤❡♥ βV 6= 0 ❛♥❞ θV = 0✳ ❆) ❛ ♠♦❞❡❧✲❜✉✐❧❞✐♥❣ *)❛❣❡✱ ✐) ✐* ❦♥♦✇♥

)❤❛) V ✐* ✐♥ X✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥* ❈✶✱ ❈✷✱ ❈✸ ❛'❡ ❝❧❛**✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐)✐♦♥* ❢♦' ✐❞❡♥)✐✜❛❜✐❧✐)② ❛♥❞ ❛*②♠♣)♦)✐❝

'❡*✉❧)* ✐♥ *)❛♥❞❛'❞ ❧♦❣✐*)✐❝ '❡❣'❡**✐♦♥ ✭*❡❡✱ ❢♦' ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭●♦✉'✐I'♦✉① ✫ ▼♦♥❢♦') ✶✾✽✶✮

❛♥❞ ✭●✉②♦♥ ✷✵✵✶✮✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❈✹✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦*❡* *♦♠❡ '❡*)'✐❝)✐♦♥* ♦♥ )❤❡ ❝♦✲

✈❛'✐❛)❡*✱ ✐* '❡O✉✐'❡❞ ❢♦' ✐❞❡♥)✐✜❛❜✐❧✐)② ♦❢ ψ ✐♥ )❤❡ ❥♦✐♥) ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮ ✭✇❡

♠❛② ❛❧)❡'♥❛)✐✈❡❧② ❛**✉♠❡ )❤❛) )❤❡ ❝♦♥)✐♥✉♦✉* ❝♦✈❛'✐❛)❡ V ✐* ✐♥ Z ❜✉) ♥♦) ✐♥ X✮✳ ■♥

)❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛**✉♠❡ )❤❛) V ✐* ✐♥ X ❜✉) ♥♦) ✐♥ Z✱ ✇✐)❤ βV := βl ❢♦' *♦♠❡

l ∈ {2, . . . , p}✱ ❛♥❞ ❢♦' )❤❡ i✲)❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦)❡ Vi ❜② Xil✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥

❈✹ ✐* ❞✐*❝✉**❡❞ ✐♥ ❣'❡❛)❡' ❞❡)❛✐❧* ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )✇♦ '❡♠❛'❦*✳

❘❡♠❛.❦ ✹✳✸✳✶ ❲❡ ♠❛② '❡❧❛)❡ )❤❡ ✐❞❡♥)✐✜❛❜✐❧✐)② ✐**✉❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮ )♦

)❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥)✐✜❛❜✐❧✐)② ♦❢ ♠✐①)✉'❡* ♦❢ ❧♦❣✐*)✐❝ '❡❣'❡**✐♦♥ ♠♦❞❡❧*✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛*

✐♥✈❡*)✐❣❛)❡❞ ❜② ✭❋♦❧❧♠❛♥♥ ✫ ▲❛♠❜❡') ✶✾✾✶❜✮✳ ✭❋♦❧❧♠❛♥♥ ✫ ▲❛♠❜❡') ✶✾✾✶❜✮ ❝♦♥*✐✲

❞❡'❡❞ )❤❡ ❝❛*❡ ✇❤❡'❡ )❤❡'❡ ✐* ❛ ✜♥✐)❡ ♥✉♠❜❡' c ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥)* ✐♥ )❤❡ ♠✐①)✉'❡ ✭✇❡
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❝♦♥#✐❞❡' ❤❡'❡ )❤❡ ❝❛#❡ ✇❤❡'❡ c = 2✱ ✇✐)❤ ♦♥❡ ❞❡❣❡♥❡'❛)❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥)✮ ❛♥❞ )❤❡ ♠✐①✐♥❣

♣'♦❜❛❜✐❧✐)✐❡# ❛'❡ ❝♦♥#)❛♥) ✭❤❡'❡✱ )❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐)✐❡# ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✸✮ ❛'❡ ❛❧❧♦✇❡❞

)♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦✈❛'✐❛)❡#✮✳ ❚❤❡ ❛✉)❤♦'# ❤❛✈❡ #❤♦✇♥ )❤❛) ✜♥✐)❡ ♠✐①)✉'❡# ♦❢ ❧♦❣✐#)✐❝ '❡✲

❣'❡##✐♦♥# ❛'❡ ✐❞❡♥)✐✜❛❜❧❡ ♣'♦✈✐❞❡❞ )❤❛) )❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✉♥✐?✉❡ ❝♦✈❛'✐❛)❡ ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥#

✈❛❧✉❡# ✐# #✉✣❝✐❡♥)❧② ❧❛'❣❡✳ ❈✹ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛# ❛ #✉✣❝✐❡♥) ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❢♦' ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ )❤❡

#❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ '❡?✉✐'❡♠❡♥)✳ ❆ #✐♠✐❧❛' ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❛♣♣❡❛'# ✐♥ ✭❑❡❧❧❡② ✫ ❆♥❞❡'#♦♥ ✷✵✵✽✮✳

❚♦ ✉♥❞❡'#)❛♥❞ ❈✹✱ ♥♦)❡ )❤❛) ✐❢ Xi = Zi✱ )❤❡♥ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ )❤❡ ♣❛'❛♠❡)❡'# β ❛♥❞

θ ✐♥ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮ ②✐❡❧❞# )❤❡ #❛♠❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡ Ln(ψ)✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❛ ❝❛✉#❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧

♥♦♥✲✐❞❡♥)✐✜❛❜✐❧✐)②✳ ❆ #✐♠✐❧❛' '❡♠❛'❦ ❤♦❧❞# ✐❢ ✇❡ ✐♥✈❡') )❤❡ ❧✐♥❡❛' ♣'❡❞✐❝)♦'# β⊤
Xi

❛♥❞ θ⊤Zi✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❈✹ ❡✈❛❝✉❛)❡# )❤❡#❡ ♣'♦❜❧❡♠#✳

❋✐'#)✱ ❜② ❛#❦✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ )❤❡ ❝♦✈❛'✐❛)❡# )♦ ❜❡ #✐❣♥✐✜❝❛♥) ✐♥ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧✐♥❡❛'

♣'❡❞✐❝)♦'✱ ❈✹ ♣'❡✈❡♥)# β⊤
X ❛♥❞ θ⊤Z ❢'♦♠ ❜❡✐♥❣ ♦❢ )❤❡ #❛♠❡ ❢♦'♠✱ ❛♥❞ )❤❡ ♣❛'❛♠❡✲

)❡'# ❛'❡ )❤✉# ♥♦) ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❜② ❛##✉♠✐♥❣ )❤❛) ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♣'✐♦' )♦ ♠♦❞❡❧

✜))✐♥❣✱ )❤❛) )❤❡'❡ ❡①✐#)# ❛ ❝♦✈❛'✐❛)❡ V ✇❤✐❝❤ ✐# ✐♥ X ❜✉) ♥♦) ✐♥ Z✱ ❈✹ ✇✐❧❧ ❢♦'❝❡ ❡❛❝❤

❧✐♥❡❛' ♣'❡❞✐❝)♦' )♦ ❜❡ ❛))❛❝❤❡❞ )♦ )❤❡ ❝♦''❡❝) ❝♦''❡#♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮ ♦' ✭✹✳✸✮✳

❚❤❡#❡ ❢❛❝)# ❛'❡ ✐❧❧✉#)'❛)❡❞ ✐♥ ❛ #✉♣♣❧❡♠❡♥)❛'② ❞♦❝✉♠❡♥) ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❛♥♥❡① ❇✳

❚❤❡'❡✱ ✇❡ ♣'♦✈✐❞❡ )❤❡ '❡#✉❧)# ♦❢ ❛ #✐♠✉❧❛)✐♦♥ #)✉❞② ✇❤✐❝❤ ✐♥✈❡#)✐❣❛)❡# ♥✉♠❡'✐❝❛❧❧②

)❤❡ ✐❞❡♥)✐✜❛❜✐❧✐)② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮✳ ❋♦' ❡❛❝❤ ♦❢ )❤❡ ♠♦❞❡❧# ❝♦♥#✐❞❡'❡❞ ✐♥

)❤✐# #)✉❞②✱ ✇❡ ❛##✉♠❡ )❤❛) ❈✹ ✐# #❛)✐#✜❡❞ ✿ )❤❡ ❧✐♥❡❛' ♣'❡❞✐❝)♦'# β⊤
Xi ❛♥❞ θ

⊤
Zi #❤❛'❡

)❤'❡❡ ❝♦✈❛'✐❛)❡# ✭♦♥❡ ✐# ❝♦♥)✐♥✉♦✉#✱ )✇♦ ❛'❡ ❞✐#❝'❡)❡✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ❝♦♥)✐♥✉♦✉#

❝♦✈❛'✐❛)❡ ✐# ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Xi✳ ❯#✐♥❣ )❤❡ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ❞❡#❝'✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝)✐♦♥ ✹✳✷✱ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡#)✐♠❛)❡# ❛'❡ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❢♦' β ❛♥❞ θ✱ ❛♥❞ ❛'❡ ❛✈❡'❛❣❡❞ ♦✈❡' N = 1000

#❛♠♣❧❡# ✭✇❡ ❝♦♥#✐❞❡'❡❞ #❡✈❡'❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥# ♦❢ #❛♠♣❧❡ #✐③❡✱ ♣'♦♣♦')✐♦♥ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡#✱

♣'♦♣♦')✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡❝)❡❞ ❛♠♦♥❣ )❤❡ #✉#❝❡♣)✐❜❧❡#✮✳ ❇♦)❤ ♣❛'❛♠❡)❡'# β ❛♥❞ θ ❛♣♣❡❛' )♦

❜❡ ✐❞❡♥)✐✜❛❜❧❡ ✭)❤❡ ❛✈❡'❛❣❡❞ ❡#)✐♠❛)❡# ❛♣♣❡❛' )♦ ❜❡ ❝❧♦#❡ )♦ )❤❡ )'✉❡ ♣❛'❛♠❡)❡'#✱
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✐♥❝❧✉❞✐♥❣ '❤♦*❡ ❝♦,,❡*♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ '❤,❡❡ *❤❛,❡❞ ❝♦✈❛,✐❛'❡*✮✳

❘❡♠❛.❦ ✹✳✸✳✷ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❈✹ ❞♦❡* ♥♦' ❛♣♣❡❛, '♦ ❜❡ '♦♦ ,❡*',✐❝'✐✈❡ ✐♥ ♣,❛❝'✐❝❡✳

❈♦♥*✐❞❡, '❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ '❤❡ ',❛♥*♠✐**✐♦♥ ♦❢ *♦♠❡ ❞✐*❡❛*❡ ❜② ❜,❡❛*'❢❡❡❞✐♥❣✳ ■❢ ❡✈❡,②

❝❤✐❧❞ ✐♥ '❤❡ *❛♠♣❧❡ ✐* ❜,❡❛*'❢❡❡❞❡❞✱ ✐' ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝'❡❞ '❤❛' '❤❡ ❧❡♥❣'❤ ✭✐♥ ❞❛②*✱ *❛②✮

♦❢ '❤❡ ❜,❡❛*'❢❡❡❞✐♥❣ ♣❡,✐♦❞ ✭❛ ❝♦♥'✐♥✉♦✉* ❝♦✈❛,✐❛'❡✮ ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ '❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐'② ♦❢

✐♥❢❡❝'✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ '❤❡ *✉*❝❡♣'✐❜✐❧✐'② ♣,♦❜❛❜✐❧✐'② ✇✐❧❧ ,❛'❤❡, ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ,✐*❦ ❢❛❝'♦,* *✉❝❤

❛* *❛②✱ '❤❡ ♠♦'❤❡,✬* ✐♥❢❡❝'✐♦♥ *'❛'✉*✳ ■' ✐* ❛❧*♦ ✇♦,'❤ ♥♦'✐♥❣ '❤❛' '❤❡ ❝♦♥*❡A✉❡♥❝❡* ♦❢

❈✹✱ ✐♥ '❡,♠* ♦❢ ♠♦❞❡❧✲❜✉✐❧❞✐♥❣✱ ❛,❡ ,❛'❤❡, ♠✐❧❞✳ ❆' ❛ ♠♦❞❡❧✲❜✉✐❧❞✐♥❣ *'❛❣❡✱ ✇❡ ♠❛②

❜❡ '❡♠♣'❡❞ '♦ ✐♥❝♦,♣♦,❛'❡ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦✈❛,✐❛'❡* ✐♥ ❜♦'❤ ❧✐♥❡❛, ♣,❡❞✐❝'♦,* ✭✹✳✶✮ ❛♥❞

✭✹✳✸✮✱ ❛♥❞ '♦ ,❡♠♦✈❡ ✐,,❡❧❡✈❛♥' ❢❛❝'♦,* ❜② ✉*✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛,❞ ❡❧✐♠✐♥❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥

❈✹ *❧✐❣❤'❧② ,❡*',✐❝'* '❤✐* ✜''✐♥❣ *',❛'❡❣②✱ ❜② ✐♠♣♦*✐♥❣ '❤❛' ♦♥❡ ,❡❧❡✈❛♥' ❝♦♥'✐♥✉♦✉*

❝♦✈❛,✐❛'❡ ✐* ✐♥❝♦,♣♦,❛'❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ✭❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡✮ ❧✐♥❡❛, ♣,❡❞✐❝'♦,✳ ❚❤✐* *❤♦✉❧❞ ♦❢'❡♥

❜❡ ❞♦❛❜❧❡ ✐♥ ♣,❛❝'✐❝❡✱ *✐♥❝❡ '❤❡ *'❛'✐*'✐❝✐❛♥ ♦❢'❡♥ ❣❡'* *♦♠❡ ♣,✐♦, ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❢,♦♠

'❤❡ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥*✱ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣✐*'*✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❛❜♦✉' '❤❡ ❞❛'❛*❡' '♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❲❡ ❛,❡ ♥♦✇ ✐♥ ♣♦*✐'✐♦♥ '♦ ♣,♦✈❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡*✉❧' ✿

❚❤❡♦.❡♠ ✹✳✸✳✸ ✭■❞❡♥'✐✜❛❜✐❧✐'②✮ ❯♥❞❡$ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥* ❈✶✲❈✹✱ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✲

✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮ ✐* ✐❞❡♥%✐✜❛❜❧❡ ❀ %❤❛% ✐*✱ L1(ψ) = L1(ψ
∗) ❛❧♠♦*% *✉$❡❧② ✐♠♣❧✐❡* ψ = ψ∗

✳

<.♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦.❡♠ ✹✳✸✳✸

❙✉♣♣♦*❡ '❤❛' L1(ψ) = L1(ψ
∗) ❛❧♠♦*' *✉,❡❧②✳ ❯♥❞❡, ❈✶ ❛♥❞ ❈✷✱ '❤❡,❡ ❡①✐*'* ❛ ♣♦*✐'✐✈❡

❝♦♥*'❛♥' c1 *✉❝❤ '❤❛' ❢♦, ❡✈❡,② x ∈ F ✱ z ∈ G✱ ❛♥❞ ψ ∈ B×G ✱ c1 < P(Y = 1|x, z) <

1 − c1✳ ❚❤✉* ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ω ∈ Ω✱ ♦✉'*✐❞❡ '❤❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ *❡' ✇❤❡,❡ L1(ψ) 6= L1(ψ
∗)✱

❛♥❞ *✉❝❤ '❤❛' Y (ω) = 1 ✇❤❡♥ X = x ❛♥❞ Z = z✳ ❋♦, '❤✐* ω✱ L1(ψ) = L1(ψ
∗)
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❜❡❝♦♠❡%

eβ
⊤
x+θ⊤z

(1 + eβ⊤x)(1 + eθ⊤z)
=

eβ
∗⊤

x+θ∗⊤z

(1 + eβ∗⊤x)(1 + eθ∗⊤z)
.

❚❤✐% ❝❛♥ ❜❡ +❡✇+✐--❡♥ ❛%

1 + e−β
⊤
x

1 + e−β∗⊤x
=

1 + e−θ
∗⊤

z

1 + e−θ⊤z
. ✭✹✳✺✮

◆♦✇✱ ✉♥❞❡+ -❤❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❈✹✱ -❛❦✐♥❣ -❤❡ ♣❛+-✐❛❧ ❞❡+✐✈❛-✐✈❡ ♦❢ ❜♦-❤ %✐❞❡% ♦❢ ✭✹✳✺✮

✇✐-❤ +❡%♣❡❝- -♦ -❤❡ l✲-❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥- ♦❢ x ✭Xil ✐% ❛ ❝♦♥-✐♥✉♦✉% ❝♦✈❛+✐❛-❡✮ ②✐❡❧❞%

−βle−β⊤
x(1 + e−β

∗⊤
x) + β∗

l e
−β∗⊤

x(1 + e−β
⊤
x)

(1 + e−β∗⊤x)2
= 0

%✐♥❝❡ -❤❡ +✐❣❤-✲❤❛♥❞✲%✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✺✮ ❞♦❡% ♥♦- ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x✳ ❚❤✉%✱ ✐- ❢♦❧❧♦✇% -❤❛-

βl
β∗
l

=
1 + eβ

⊤
x

1 + eβ∗⊤x
.

❉✐✛❡+❡♥-✐❛-✐♥❣ ❜♦-❤ %✐❞❡% ♦❢ -❤✐% ❡B✉❛❧✐-② ✇✐-❤ +❡%♣❡❝- -♦ -❤❡ l✲-❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥- ♦❢ x

❢✉+-❤❡+ ②✐❡❧❞% (β − β∗)⊤x = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡% -❤❛- β = β∗
✉♥❞❡+ ❈✶✳ ■- +❡♠❛✐♥%

-♦ %❤♦✇ -❤❛- θ = θ∗✱ ✇❤✐❝❤ +❡❞✉❝❡% -♦ -❤❡ ✐❞❡♥-✐✜❛❜✐❧✐-② ♣+♦❜❧❡♠ ✐♥ -❤❡ %-❛♥❞❛+❞

❧♦❣✐%-✐❝ +❡❣+❡%%✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ -❤❛- θ = θ∗ ✉♥❞❡+ ❈✶ ✭%❡❡ ✭●✉②♦♥ ✷✵✵✶✮ ❢♦+

❡①❛♠♣❧❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡% -❤❡ ♣+♦♦❢✳

❲❡ ♥♦✇ -✉+♥ -♦ -❤❡ ❛%②♠♣-♦-✐❝ -❤❡♦+② ❢♦+ -❤❡ ♣+♦♣♦%❡❞ ❡%-✐♠❛-♦+✳

✹✳✹ ❆#②♠♣'♦'✐❝ '❤❡♦-②

■♥ -❤✐% %❡❝-✐♦♥✱ ✇❡ ❡%-❛❜❧✐%❤ +✐❣♦+♦✉%❧② -❤❡ ❡①✐%-❡♥❝❡✱ ❝♦♥%✐%-❡♥❝② ❛♥❞ ❛%②♠♣-♦-✐❝

♥♦+♠❛❧✐-② ♦❢ -❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡%-✐♠❛-♦+ β̂n ♦❢ β ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✱ ♦❜-❛✐♥❡❞
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❢!♦♠ ❛ %❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜✐♥❛!② !❡%♣♦♥%❡ ❞❛.❛ ✇✐.❤ ❛ ❝✉!❡ ❢!❛❝.✐♦♥✳ ■♥ .❤❡ %❡5✉❡❧✱ .❤❡ %♣❛❝❡

R
k

♦❢ k✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ✭❝♦❧✉♠♥✮ ✈❡❝.♦!% ✇✐❧❧ ❜❡ ♣!♦✈✐❞❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦!♠✱

❛♥❞ .❤❡ %♣❛❝❡ R
k×k

♦❢ (k× k) !❡❛❧ ♠❛.!✐❝❡% ✇✐❧❧ ❜❡ ♣!♦✈✐❞❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ %♣❡❝.!❛❧ ♥♦!♠

✭✇❡ ✇✐❧❧ ✉%❡ .❤❡ %❛♠❡ ♥♦.❛.✐♦♥ ‖·‖ ❢♦! ❜♦.❤✮✳ ❲❡ ✜!%. ♣!♦✈❡ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !❡%✉❧. ✿

❚❤❡♦-❡♠ ✹✳✹✳✶ ✭❊①✐#'❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥#✐#'❡♥❝②✮ ❯♥❞❡$ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥* ❈✶✲❈✸✱ %❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡*%✐♠❛%♦$ ψ̂n ❡①✐*%* ❛❧♠♦*% *✉$❡❧② ❛* n → ∞✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡$❣❡*

❛❧♠♦*% *✉$❡❧② %♦ ψ0✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ λn %❡♥❞* %♦ ✐♥✜♥✐%② ❛* n→ ∞✳

7-♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦-❡♠ ✹✳✹✳✶

❚❤❡ ♣!✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ .❤❡ ♣!♦♦❢ ✐% %✐♠✐❧❛! .♦ ✭●♦✉!✐B!♦✉① ✫ ▼♦♥❢♦!. ✶✾✽✶✮ ❜✉. .❤❡ .❡❝❤✲

♥✐❝❛❧ ❞❡.❛✐❧% ❛!❡ ❞✐✛❡!❡♥.✳ ❚❤!❡❡ ❧❡♠♠❛% ❛!❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ✜!%. ❧❡♠♠❛ ❡%%❡♥.✐❛❧❧②

♣!♦✈✐❞❡% ❛♥ ✐♥.❡!♠❡❞✐❛.❡ .❡❝❤♥✐❝❛❧ !❡%✉❧.✳ ■.% ♣!♦♦❢ ✐% ♣♦%.♣♦♥❡❞ .♦ .❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷ ▲❡% φn : R
k −→ R

k
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛*

φn(ψ) = ψ + (WD(ψ0)W
⊤)−1l̇n(ψ).

❚❤❡♥ %❤❡$❡ ❡①✐*%* ❛♥ ♦♣❡♥ ❜❛❧❧ B(ψ0, r) ✭✇✐%❤ r > 0✮ *✉❝❤ %❤❛% φn *❛%✐*✜❡* %❤❡

▲✐♣*❝❤✐%③ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♦♥ B(ψ0, r) %❤❛% ✐*✱

‖φn(ψ1) − φn(ψ2)‖ ≤ c ‖ψ1 − ψ2‖ ❢♦$ ❛❧❧ ψ1, ψ2 ∈ B(ψ0, r), ✭✹✳✻✮

❛♥❞ 0 < c < 1✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✸ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡*%✐♠❛%♦$ ψ̂n ❡①✐*%* ❛❧♠♦*% *✉$❡❧② ❛* n →

∞✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡$❣❡* ❛❧♠♦*% *✉$❡❧② %♦ ψ0✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (WD(ψ0)W
⊤)−1l̇n(ψ0) ❝♦♥✈❡$❣❡*

❛❧♠♦*% *✉$❡❧② %♦ 0✳
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/-♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✸

❲❡ ✜#$% ♣#♦✈❡ %❤❛% %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✐$ $✉✣❝✐❡♥%✳ ❚❤✉$✱ ✇❡ ❛$$✉♠❡ %❤❛% (WD(ψ0)W
⊤)−1l̇n(ψ0)

❝♦♥✈❡#❣❡$ ❛❧♠♦$% $✉#❡❧② %♦ 0✳ ❉❡✜♥❡ ηn(ψ) = ψ − φn(ψ) = −(WD(ψ0)W
⊤)−1l̇n(ψ)

❛♥❞ ❧❡% ε ❜❡ ❛♥ ❛#❜✐%#❛#② ♣♦$✐%✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦# ❛❧♠♦$% ❡✈❡#② ω ∈ Ω✱ %❤❡#❡ ❡①✐$%$

❛♥ ✐♥%❡❣❡# ✈❛❧✉❡ n(ε, ω) $✉❝❤ %❤❛% ❢♦# ❛♥② n ≥ n(ε, ω)✱ ‖ηn(ψ0)‖ ≤ ε ♦# ❡=✉✐✈❛❧❡♥%❧②✱

0 ∈ B(ηn(ψ0), ε)✳ ■♥ ♣❛#%✐❝✉❧❛#✱ ❧❡% ε = (1 − c)s ✇✐%❤ 0 < c < 1 $✉❝❤ ❛$ ✐♥ ▲❡♠♠❛

✹✳✹✳✷✳ ❙✐♥❝❡ φn $❛%✐$✜❡$ %❤❡ ▲✐♣$❝❤✐%③ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ✭❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✮✱ %❤❡ ❧❡♠♠❛

✷ ♦❢ ✭●♦✉#✐H#♦✉① ✫ ▼♦♥❢♦#% ✶✾✽✶✮ ❡♥$✉#❡$ %❤❛% %❤❡#❡ ❡①✐$%$ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥% ♦❢ B(ψ0, s)

✭❧❡% ❞❡♥♦%❡ %❤✐$ ❡❧❡♠❡♥% ❜② ψ̂n✮ $✉❝❤ %❤❛% ηn(ψ̂n) = 0 %❤❛% ✐$✱

(WD(ψ0)W
⊤)−1l̇n(ψ̂n) = 0.

❚❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❈✸ ✐♠♣❧✐❡$ %❤❛% l̇n(ψ̂n) = 0 ❛♥❞ %❤❛% ψ̂n ✐$ %❤❡ ✉♥✐=✉❡ ♠❛①✐♠✐③❡# ♦❢

ln✳ ❚♦ $✉♠♠❛#✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ $❤♦✇♥ %❤❛% ❢♦# ❛❧♠♦$% ❡✈❡#② ω ∈ Ω ❛♥❞ ❢♦# ❡✈❡#② s > 0✱

%❤❡#❡ ❡①✐$%$ ❛♥ ✐♥%❡❣❡# ✈❛❧✉❡ n(s, ω) $✉❝❤ %❤❛% ✐❢ n ≥ n(s, ω)✱ %❤❡♥ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡$%✐♠❛%♦# ψ̂n ❡①✐$%$✱ ❛♥❞ ‖ψ̂n − ψ0‖ ≤ s ✭%❤❛% ✐$✱ ψ̂n ❝♦♥✈❡#❣❡$ ❛❧♠♦$%

$✉#❡❧② %♦ ψ0✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣#♦✈❡ %❤❛% %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ %❤❛% ηn(ψ0) ❝♦♥✈❡#❣❡$ ❛❧♠♦$% $✉#❡❧②

%♦ 0 ✐$ ♥❡❝❡$$❛#②✳ ❲❡ ✉$❡ ❛ ♣#♦♦❢ ❜② ❝♦♥%#❛❞✐❝%✐♦♥✳

❆$$✉♠❡ %❤❛% ❛$ n → ∞✱ ψ̂n ❡①✐$%$ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡#❣❡$ ❛❧♠♦$% $✉#❡❧② %♦ ψ0✱ ❜✉% ηn(ψ0)

❞♦❡$ ♥♦% ❝♦♥✈❡#❣❡ ❛❧♠♦$% $✉#❡❧② %♦ 0✳ ❚❤❡♥ %❤❡#❡ ❡①✐$%$ ❛ $❡% Ω̃ ⊂ Ω ✇✐%❤ P(Ω̃) > 0✱

$✉❝❤ %❤❛% ✐❢ ω ∈ Ω̃✱ %❤❡#❡ ❡①✐$%$ ε > 0 $✉❝❤ %❤❛% ❢♦# ❡✈❡#② m ∈ N✱ %❤❡#❡ ❡①✐$%$ n ≥ m

✇✐%❤ ‖ηn(ψ0)‖ > ε✳ ◆♦✇✱ ❧❡% t = ε
d(1+c)

✱ ✇✐%❤ d > 1 $✉✣❝✐❡♥%❧② ❧❛#❣❡ $♦ %❤❛% t ≤ r✱

✇❤❡#❡ r ✐$ $✉❝❤ ❛$ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✳ ❚❤❡♥ ❢♦# ❡✈❡#② ψ ∈ B(ψ0, t)✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞$ ✿

‖ηn(ψ0) − ηn(ψ)‖ = ‖ψ0 − φn(ψ0) − ψ + φn(ψ)‖

≤ ‖ψ0 − ψ‖ + ‖φn(ψ) − φn(ψ0)‖

≤ t(1 + c) =
ε

d
,
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✇❤❡#❡ $❤❡ %❡❝♦♥❞ $♦ $❤✐#❞ ❧✐♥❡ ❢♦❧❧♦✇% ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ ❢♦# ❡✈❡#② ψ ∈

B(ψ0, t)✱

ε < ‖ηn(ψ0)‖ ≤ ‖ηn(ψ0) − ηn(ψ)‖ + ‖ηn(ψ)‖ ≤ ‖ηn(ψ)‖ +
ε

d

❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ $❤❛$ ❢♦# ❡✈❡#② ψ ∈ B(ψ0, t)✱ ‖ηn(ψ)‖ > ε(1− 1
d
) > 0✳ ❙✐♥❝❡ ηn(ψ̂n) =

0✱ ψ̂n ❝❛♥♥♦$ ❜❡❧♦♥❣ $♦ B(ψ0, t) ❢♦# ❧❛#❣❡ n✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡% $❤❛$ ψ̂n ❞♦❡% ♥♦$ ❝♦♥✈❡#❣❡

❛❧♠♦%$ %✉#❡❧② $♦ ψ0✳ ❚❤✐% ✐% $❤❡ ❞❡%✐#❡❞ ❝♦♥$#❛❞✐❝$✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✹ (WD(ψ0)W
⊤)−1l̇n(ψ0) ❝♦♥✈❡%❣❡' ❛❧♠♦'+ '✉%❡❧② +♦ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ λn

+❡♥❞' +♦ ✐♥✜♥✐+② ❛' n→ ∞✳

1-♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✹

❲❡ ✜#%$ ♣#♦✈❡ $❤❛$ $❤❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ✐% %✉✣❝✐❡♥$ $❤❛$ ✐%✱ ✇❡ ❛%%✉♠❡ $❤❛$ λn $❡♥❞% $♦

✐♥✜♥✐$② ❛% n → ∞✳ ❉❡✜♥❡ $❤❡ (2n × k) ♠❛$#✐① V = (D(ψ0))
1
2 W

⊤
❛♥❞ $❤❡ 2n✲

❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ✈❡❝$♦# U = (D(ψ0))
− 1

2C(ψ0)✳ ❚❤❡♥

E[U ] = 0 ❛♥❞ ✈❛#[U ] = I2n, ✭✹✳✼✮

✇❤❡#❡ I2n ❞❡♥♦$❡% $❤❡ ✐❞❡♥$✐$② ♠❛$#✐① ♦❢ ♦#❞❡# 2n✳ ❚♦ %❡❡ $❤✐%✱ ♥♦$❡ $❤❛$

E[U ] = E[E[(D(ψ0))
− 1

2C(ψ0)|X,Z]]

= E[(D(ψ0))
− 1

2 E[C(ψ0)|X,Z]]

= E[(D(ψ0))
− 1

2 E[
(
(Aβ(ψ0) −Bβ(ψ0))

⊤, (Aθ(ψ0) −Bθ(ψ0))
⊤
)⊤ |X,Z]].

❋♦# ❡✈❡#② i = 1, . . . , n✱ E[Aβi (ψ0) − Bβ
i (ψ0)|X,Z]] = E[Aβi (ψ0) − Bβ

i (ψ0)|Xi,Zi]] ❜②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧%✱ ❛♥❞

E[Aβi (ψ0) −Bβ
i (ψ0)|Xi,Zi]] =

1 + eθ
⊤
0 Zi

1 + eβ
⊤
0 Xi + eθ

⊤
0 Zi

P(Yi = 1|Xi,Zi) −Bβ
i (ψ0)

= Bβ
i (ψ0) −Bβ

i (ψ0)

= 0.
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❙✐♠✐❧❛%❧②✱ E[Aθi (ψ0) − Bθ
i (ψ0)|X,Z]] = 0 ❢♦% ❡✈❡%② i = 1, . . . , n ❛♥❞ .❤✉1✱ E[C(ψ0)|

X,Z]] = 0 ❛♥❞ E[U ] = 0✳

◆❡①.✱ ✈❛%[U ] = E[✈❛%[U |X,Z]] 1✐♥❝❡ E[U |X,Z] = 0✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱

✈❛%[U |X,Z] = (D(ψ0))
− 1

2
✈❛%[C(ψ0)|X,Z](D(ψ0))

− 1
2 ,

✇✐.❤ ✈❛%[C(ψ0)|X,Z] = ✈❛%[
(
Aβ(ψ0)

⊤, Aθ(ψ0)
⊤
)⊤ |X,Z] ❛ (2n× 2n) ❜❧♦❝❦✲♠❛.%✐① ♦❢

.❤❡ ❢♦%♠ 
 V1 V3

V3 V2




✇❤❡%❡ V1,V2✱ ❛♥❞ V3 ❛%❡ (n × n) ♠❛.%✐❝❡1✳ ❚❤❡ i✲.❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥.1 (i = 1,

. . . , n) ♦❢ V1,V2✱ ❛♥❞ V3 ❛%❡ ✈❛%[Aβi (ψ0)|X,Z]✱ ✈❛%[Aθi (ψ0)|X,Z]✱ ❛♥❞ ❝♦✈[Aβi (ψ0),

Aθi (ψ0)|X,Z] %❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛% ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥1 ❛1 ❛❜♦✈❡ ②✐❡❧❞ ✿ ✈❛%[Aβi (ψ0)|X,Z] =

D1,ii(ψ0)✱ ✈❛%[A
θ
i (ψ0)|X,Z] = D2,ii(ψ0)✱ ❛♥❞ ❝♦✈[A

β
i (ψ0), A

θ
i (ψ0)|X,Z] = D3,ii(ψ0)✳ ◆♦.❡

❛❧1♦ .❤❛. V1,V2✱ ❛♥❞ V3 ❛%❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛.%✐❝❡1✱ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❛❧1✳ ■. ❢♦❧❧♦✇1 .❤❛. ✈❛%[C(ψ0)|X,Z] = D(ψ0) ❛♥❞ .❤✉1✱ ✈❛%[U |X,Z] = I2n ❛♥❞

✈❛%[U ] = I2n✳

❇② ✭●♦✉%✐C%♦✉① ✫ ▼♦♥❢♦%. ✶✾✽✶✮ ✭♣%♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✮✱ ✐❢ ✭✹✳✼✮ ❤♦❧❞1✱ Λn/λn < c2

❢♦% ❡✈❡%② n = 1, 2, . . .✱ ❛♥❞ λn .❡♥❞1 .♦ ✐♥✜♥✐.② ❛1 n→ ∞✱ .❤❡♥

(V⊤
V)−1

V
⊤U

a.s.−→ 0 ❛1 n→ ∞

.❤❛. ✐1✱ (WD(ψ0)W
⊤)−1l̇n(ψ0) ❝♦♥✈❡%❣❡1 ❛❧♠♦1. 1✉%❡❧② .♦ 0✳

❲❡ ♥♦✇ ♣%♦✈❡ .❤❛. .❤❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✐1 ♥❡❝❡11❛%②✳ ❆11✉♠❡ .❤❛. λn ❞♦❡1 ♥♦. .❡♥❞ .♦ ✐♥✲

✜♥✐.② ❛1 n→ ∞✳ ❇② ✭●♦✉%✐C%♦✉① ✫ ▼♦♥❢♦%. ✶✾✽✶✮ ✭♣%♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✮✱ (V⊤
V)−1

V
⊤U

✭❛♥❞ .❤❡%❡❢♦%❡ (WD(ψ0)W
⊤)−1l̇n(ψ0)✮ ❝❛♥♥♦. ❝♦♥✈❡%❣❡ .♦ ✵✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡1 .❤❡

♣%♦♦❢✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❚❤❡♦%❡♠ ✹✳✹✳✶ ❢♦❧❧♦✇1 ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✸ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✹✳
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❲❡ ♥♦✇ %✉'♥ %♦ %❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐.%'✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣'♦♣♦.❡❞ ❡.%✐♠❛%♦'✱ ✇❤✐❝❤ ✐.

.%❛%❡❞ ❜② %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡♦'❡♠ ✿

❚❤❡♦-❡♠ ✹✳✹✳✺ ✭❆#②♠♣'♦'✐❝ ♥♦-♠❛❧✐'②✮ ❆!!✉♠❡ %❤❛% %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥! ❈✶✲❈✸ ❤♦❧❞

❛♥❞ %❤❛% ψ̂n ❝♦♥✈❡3❣❡! ❛❧♠♦!% !✉3❡❧② %♦ ψ0✳ ▲❡% Σ̂n = WD(ψ̂n)W
⊤
❛♥❞ Ik ❞❡♥♦%❡ %❤❡

✐❞❡♥%✐%② ♠❛%3✐① ♦❢ ♦3❞❡3 k✳ ❚❤❡♥ Σ̂
1
2
n (ψ̂n−ψ0) ❝♦♥✈❡3❣❡! ✐♥ ❞✐!%3✐❜✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ ●❛✉!✲

!✐❛♥ ✈❡❝%♦3 N (0, Ik)✳

6-♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦-❡♠ ✹✳✹✳✺

❆ ❚❛②❧♦' ❡①♣❛♥.✐♦♥ ♦❢ %❤❡ .❝♦'❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐. ❛.

0 = l̇n(ψ̂n) = l̇n(ψ0) + l̈n(ψ̃n)(ψ̂n − ψ0)

✇❤❡'❡ ψ̃n ❧✐❡. ❜❡%✇❡❡♥ ψ̂n ❛♥❞ ψ0✱ ❛♥❞ %❤✉. l̇n(ψ0) = −l̈n(ψ̃n)(ψ̂n − ψ0)✳ ▲❡% Σ̃n :=

−l̈n(ψ̃n) = WD(ψ̃n)W
⊤
❛♥❞ Σn,0 := WD(ψ0)W

⊤
✳ ◆♦✇✱

Σ̂
1
2
n (ψ̂n − ψ0) =

[
Σ̂

1
2
n Σ̃

− 1
2

n

] [
Σ̃

− 1
2

n Σ
1
2
n,0

]
Σ

− 1
2

n,0

(
Σ̃n(ψ̂n − ψ0)

)
. ✭✹✳✽✮

❚❤❡ %✇♦ %❡'♠. ✐♥ ❜'❛❝❦❡%. ✐♥ ✭✹✳✽✮ ❝♦♥✈❡'❣❡ ❛❧♠♦.% .✉'❡❧② %♦ Ik✳ ❚♦ .❡❡ %❤✐.✱ ✇❡ .❤♦✇

❢♦' ❡①❛♠♣❧❡ %❤❛%

∥∥Σ̃
− 1

2
n Σ

1
2
n,0 − Ik

∥∥ a.s.−→ 0 ❛. n→ ∞✳ ❋✐'.%✱ ♥♦%❡ %❤❛%
∥∥∥Σ̃

− 1
2

n Σ
1
2
n,0 − Ik

∥∥∥ ≤ Λ
1
2
n

∥∥∥Σ̃
− 1

2
n

∥∥∥
∥∥∥Λ

− 1
2

n

(
Σ

1
2
n,0 − Σ̃

1
2
n

)∥∥∥ , ✭✹✳✾✮

❛♥❞

Λ−1
n

∥∥∥Σn,0 − Σ̃n

∥∥∥ = Λ−1
n

∥∥∥W(D(ψ0) − D(ψ̃n))W
⊤
∥∥∥ .

◆♦%❡ ❛❧.♦ %❤❛% ψ̃n ❝♦♥✈❡'❣❡. ❛❧♠♦.% .✉'❡❧② %♦ ψ0 ✭%❤❛% ✐.✱ ❢♦' ❡✈❡'② ω ∈ Ω̆✱ ✇❤❡'❡

Ω̆ ⊂ Ω ❛♥❞ P(Ω̆) = 1✮✳ ▲❡% ω ∈ Ω̆✳ ❇② %❤❡ .❛♠❡ ❛'❣✉♠❡♥%. ❛. ✐♥ %❤❡ ♣'♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛

✹✳✹✳✷✱ ❢♦' ❡✈❡'② ε > 0✱ %❤❡'❡ ❡①✐.%. ❛ ♣♦.✐%✐✈❡ n(ε, ω) ∈ N .✉❝❤ %❤❛% ✐❢ n ≥ n(ε, ω)✱

%❤❡♥ Λ−1
n

∥∥W(D(ψ0)−D(ψ̃n))W
⊤
∥∥ ≤ ε✳ ❍❡♥❝❡ Λ−1

n

∥∥W(D(ψ0)−D(ψ̃n))W
⊤
∥∥
❝♦♥✈❡'❣❡.



✹✳✹✳ ❆#②♠♣'♦'✐❝ '❤❡♦-② ✹✾

❛❧♠♦$% $✉'❡❧② %♦ ✵✳ ❇② ❝♦♥%✐♥✉✐%② ♦❢ %❤❡ ♠❛♣ x 7→ x
1
2
✱

∥∥Λ
− 1

2
n

(
Σ

1
2
n,0 − Σ̃

1
2
n

)∥∥
❝♦♥✈❡'❣❡$

❛❧$♦ ❛❧♠♦$% $✉'❡❧② %♦ ✵✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❢♦' n $✉✣❝✐❡♥%❧② ❧❛'❣❡✱ %❤❡'❡ ❡①✐$%$ ❛ ♣♦$✐%✐✈❡

❝♦♥$%❛♥% c4 <∞ $✉❝❤ %❤❛% ❛❧♠♦$% $✉'❡❧②✱

∥∥Σ̃
− 1

2
n

∥∥ ≤ c4λ
− 1

2
n ✳ ■% ❢♦❧❧♦✇$ ❢'♦♠ ✭✹✳✾✮ ❛♥❞

%❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❈✸ %❤❛%

∥∥Σ̃
− 1

2
n Σ

1
2
n,0− Ik

∥∥
❝♦♥✈❡'❣❡$ ❛❧♠♦$% $✉'❡❧② %♦ ✵✳ ❚❤❡ ❛❧♠♦$% $✉'❡

❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ %♦ ✵ ♦❢

∥∥Σ̂
1
2
n Σ̃

− 1
2

n − Ik
∥∥
❢♦❧❧♦✇$ ❜② $✐♠✐❧❛' ❛'❣✉♠❡♥%$✳

■% '❡♠❛✐♥$ ❢♦' ✉$ %♦ $❤♦✇ %❤❛% Σ
− 1

2
n,0 (Σ̃n(ψ̂n − ψ0)) ❝♦♥✈❡'❣❡$ ✐♥ ❞✐$%'✐❜✉%✐♦♥ %♦

N (0, Ik)✱ ♦' ❡D✉✐✈❛❧❡♥%❧②✱ %❤❛% (V⊤
V)−

1
2 V

⊤U ❝♦♥✈❡'❣❡$ ✐♥ ❞✐$%'✐❜✉%✐♦♥ %♦ N (0, Ik)✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❊✐❝❦❡' ✶✾✻✻✮✱ %❤✐$ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ❤♦❧❞$ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐✲

%✐♦♥$ ✿ ✐✮ max1≤i≤2n Vi•Σ
−1
n,0V

⊤
i• −→ 0 ❛$ n→ ∞✱ ✐✐✮ sup1≤i≤2n E[U2

i 1{|Ui|>α}] −→ 0 ❛$

α → ∞✱ ✐✐✐✮ inf1≤i≤2n E[U2
i ] > 0✱ ✇❤❡'❡ Vi• ❛♥❞ Ui '❡$♣❡❝%✐✈❡❧② ❞❡♥♦%❡ %❤❡ i✲%❤ '❛✇

♦❢ V ❛♥❞ %❤❡ i✲%❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥% ♦❢ U ✱ i = 1, . . . , 2n✳ ❈♦♥❞✐%✐♦♥ ✐✮ ❢♦❧❧♦✇$ ❜② ♥♦%✐♥❣ %❤❛%

0 ≤ max
1≤i≤2n

Vi•Σ
−1
n,0V

⊤
i• ≤ max

1≤i≤2n
‖Vi•‖2

∥∥Σ−1
n,0

∥∥ = max
1≤i≤2n

1

λn
‖Vi•‖2 ,

❛♥❞ %❤❛% ‖Vi•‖ ✐$ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜② ❈✶ ❛♥❞ ❈✷✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱

1
λn

%❡♥❞$ %♦ ✵ ❛$ n→ ∞✱

$✐♥❝❡ ψ̂n ❝♦♥✈❡'❣❡$ ❛❧♠♦$% $✉'❡❧② %♦ ψ0✳ ❈♦♥❞✐%✐♦♥ ✐✐✮ ❢♦❧❧♦✇$ ❜② ♥♦%✐♥❣ %❤❛% %❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥%$ Ui ♦❢ U ❛'❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✉♥❞❡' ❈✶ ❛♥❞ ❈✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦' ❡✈❡'② i = 1, . . . , 2n✱

E[U2
i ] = ✈❛'[Ui] $✐♥❝❡ U ✐$ ❝❡♥%❡'❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣'♦✈❡❞ ✭$❡❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✹✮ %❤❛% ✈❛' [U ] =

I2n✱ %❤✉$ ❢♦' ❡✈❡'② i = 1, . . . , 2n✱ ✈❛'[Ui] = 1✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ inf1≤i≤2n E[U2
i ] = 1 > 0✳

❚♦ $✉♠♠❛'✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣'♦✈❡❞ %❤❛% Σ
− 1

2
n,0 (Σ̃n(ψ̂n − ψ0)) ❝♦♥✈❡'❣❡$ ✐♥ ❞✐$%'✐❜✉%✐♦♥ %♦

N (0, Ik)✳ ❚❤✐$ '❡$✉❧%✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐%❤ ❙❧✉%$❦②✬$ %❤❡♦'❡♠ ❛♥❞ ❡D✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✽✮✱ ✐♠♣❧✐❡$

%❤❛% Σ̂
1
2
n (ψ̂n − ψ0) ❝♦♥✈❡'❣❡$ ✐♥ ❞✐$%'✐❜✉%✐♦♥ %♦ N (0, Ik)✳

❚❤❡ ❛$②♠♣%♦%✐❝ ❞✐$%'✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡$%✐♠❛%♦' β̂n ♦❢ %❤❡ ♣❛✲

'❛♠❡%❡' ♦❢ ✐♥%❡'❡$% β ✐♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜② %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦'♦❧❧❛'② ✭%❤❡ ♣'♦♦❢ ✐$

❞♦♥❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ✿



✹✳✹✳ ❆#②♠♣'♦'✐❝ '❤❡♦-② ✺✵

❈♦-♦❧❧❛-② ✹✳✹✳✻ ▲❡" M ❜❡ "❤❡ (p× (p+ q)) ❜❧♦❝❦✲♠❛",✐① [Ip, 0p,q]✱ ✇❤❡,❡ 0p,q ✐1 "❤❡

(p × q) ♠❛",✐① ✇❤♦1❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥"1 ❛,❡ ❛❧❧ ❡4✉❛❧ "♦ ✵✳ ❚❤❡♥

√
n(β̂n − β) ❝♦♥✈❡,❣❡1

✐♥ ❞✐1",✐❜✉"✐♦♥ "♦ ❛ ③❡,♦✲♠❡❛♥ ●❛✉11✐❛♥ ✈❡❝"♦, ✇✐"❤ ❝♦✈❛,✐❛♥❝❡ ♠❛",✐① MI
−1
ψ M⊤

✱

✇❤✐❝❤ ✐1 "❤❡ ✉♣♣❡,✲❧❡❢" (p× p) ❜❧♦❝❦ ♦❢ I −1(ψ)✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐+,'✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ β̂n ❝❛♥ ❜❡ ✉+❡❞ ,♦ ♠❛❦❡ +,❛,✐+,✐❝❛❧ ✐♥❢❡'❡♥❝❡ ❛❜♦✉,

β✳ ❋♦' ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ✇✐+❤❡+ ,♦ ,❡+, ,❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦,❤❡+✐+ H0 : βl = 0 ❛❣❛✐♥+, ,❤❡

❛❧,❡'♥❛,✐✈❡ H1 : βl 6= 0 ✭❢♦' +♦♠❡ 1 ≤ l ≤ p✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉+❡ ❛ ❲❛❧❞✲,②♣❡ ,❡+,✱ ✇❤✐❝❤

'❡❥❡❝,+ H0 ❛, ,❤❡ ❛+②♠♣,♦,✐❝ ❧❡✈❡❧ α ✭0 < α < 1✮ ✐❢

∣∣∣∣∣∣
β̂n,l√

(MÎ −1(ψ̂n)M⊤)ll

n

∣∣∣∣∣∣
> u1−α

2
,

✇❤❡'❡ u1−α
2
✐+ ,❤❡ @✉❛♥,✐❧❡ ♦❢ ♦'❞❡' (1 − α

2
) ♦❢ ,❤❡ +,❛♥❞❛'❞ ♥♦'♠❛❧ ❞✐+,'✐❜✉,✐♦♥✱

β̂n,l ✐+ ,❤❡ l✲,❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥, ♦❢ β̂n✱ ❛♥❞ (MÎ −1(ψ̂n)M
⊤)ll ❞❡♥♦,❡+ ,❤❡ l✲,❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥, ♦❢ MÎ −1(ψ̂n)M
⊤
✳

■♥ ❧♦❣✐+,✐❝ '❡❣'❡++✐♦♥✱ ✐, ✐+ ❛❧+♦ ♦❢ ✐♥,❡'❡+, ,♦ ❡+,✐♠❛,❡ ,❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐,② p(x) =

P(Y = 1|X = x, S = 1) ♦❢ ✐♥❢❡❝,✐♦♥ ❢♦' ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ x ♦❢ ,❤❡ ❝♦✈❛'✐❛,❡✳ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉+

❡+,✐♠❛,♦' ♦❢ p(x) ✐+ p̂n(x) := exp(β̂⊤
n x)/(1 + exp(β̂⊤

n x))✳ ■,+ ❛+②♠♣,♦,✐❝ ♣'♦♣❡',✐❡+

❛'❡ +✉♠♠❛'✐③❡❞ ✐♥ ,❤❡ ,❤❡♦'❡♠ ❜❡❧♦✇✳ ■,✬+ ♣'♦♦❢ ✐+ ♣♦+,♣♦♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❚❤❡♦-❡♠ ✹✳✹✳✼ ▲❡" x ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ❝♦✈❛,✐❛"❡ X✳ ❆1 n "❡♥❞1 "♦ ✐♥✜♥✐"②✱

√
n(p̂n(x)−p(x)) ❝♦♥✈❡,❣❡1 ✐♥ ❞✐1",✐❜✉"✐♦♥ "♦ ❛ ③❡,♦✲♠❡❛♥ ●❛✉11✐❛♥ ,❛♥❞♦♠ ✈❛,✐❛❜❧❡

✇✐"❤ ✈❛,✐❛♥❝❡ exp(2β⊤
x).x⊤MI

−1
ψ M⊤

x/(1 + exp(β⊤
x))4

✳



✹✳✺✳ ❆ $✐♠✉❧❛*✐♦♥ $*✉❞② ✺✶

✹✳✺ ❆ $✐♠✉❧❛*✐♦♥ $*✉❞②

✹✳✺✳✶ ❙%✉❞② ❞❡*✐❣♥

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡%"✐❣❛"❡ "❤❡ ♥✉♠❡0✐❝❛❧ ♣0♦♣❡0"✐❡% ♦❢ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❡%"✐♠❛"♦0 β̂n✱ ✉♥❞❡0 ✈❛0✐♦✉% ❝♦♥❞✐"✐♦♥%✳ ❚❤❡ %✐♠✉❧❛"✐♦♥ %❡""✐♥❣ ✐% ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ❲❡

❝♦♥%✐❞❡0 "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧% ❢♦0 "❤❡ ✐♥❢❡❝"✐♦♥ %"❛"✉% ✿





log
(

P(Y=1|Xi,Si)
1−P(Y=1|Xi,Si)

)
= β1 + β2Xi2 ✐❢ Si = 1

P(Y = 1|Xi, Si) = 0 ✐❢ Si = 0

❛♥❞ "❤❡ ✐♠♠✉♥✐"② %"❛"✉% ✿

log

(
P(S = 1|Zi)

1 − P(S = 1|Zi)

)
= θ1 + θ2Zi2,

✇❤❡0❡ Xi2 ✐% ♥♦0♠❛❧❧② ❞✐%"0✐❜✉"❡❞ ✇✐"❤ ♠❡❛♥ ✵ ❛♥❞ ✈❛0✐❛♥❝❡ ✶✱ ❛♥❞ Zi2 ✐% ♥♦0♠❛❧❧②

❞✐%"0✐❜✉"❡❞ ✇✐"❤ ♠❡❛♥ ✶ ❛♥❞ ✈❛0✐❛♥❝❡ ✶✳ ❆♥ ✐✳✐✳❞✳ %❛♠♣❧❡ ♦❢ %✐③❡ n ♦❢ "❤❡ ✈❡❝"♦0

(Y, S,X,Z) ✐% ❣❡♥❡0❛"❡❞ ❢0♦♠ "❤✐% ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❢♦0 ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✱ ✇❡ ❣❡" ❛ 0❡❛✲

❧✐③❛"✐♦♥ (yi, si,xi, zi)✱ ✇❤❡0❡ si ✐% ❝♦♥%✐❞❡0❡❞ ❛% ✉♥❦♥♦✇♥ ✐❢ yi = 0✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡%"✐♠❛"♦0 β̂n ♦❢ β = (β1, β2) ✐% ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢0♦♠ "❤✐% ✐♥❝♦♠♣❧❡"❡ ❞❛"❛%❡" ❜②

%♦❧✈✐♥❣ "❤❡ %❝♦0❡ ❡B✉❛"✐♦♥ ✭✹✳✹✮✱ ✉%✐♥❣ "❤❡ ♦♣"✐♠ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ %♦❢"✇❛0❡ ❘✳ ❆♥ ❡%"✐✲

♠❛"❡ ✐% ❛❧%♦ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢♦0 θ = (θ1, θ2)✱ ❜✉" θ ✐% ♥♦" "❤❡ ♣0✐♠❛0② ♣❛0❛♠❡"❡0 ♦❢ ✐♥"❡0❡%"

❤❡♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉% ♦♥ "❤❡ %✐♠✉❧❛"✐♦♥ 0❡%✉❧"% ❢♦0 β̂n✳

❚❤❡ ✜♥✐"❡✲%❛♠♣❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦0 ♦❢ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡%"✐♠❛"♦0 β̂n ✇❛% ❛%%❡%%❡❞

❢♦0 %❡✈❡0❛❧ %❛♠♣❧❡ %✐③❡% ✭n = 100, 500, 1000, 1500✮ ❛♥❞ ✈❛0✐♦✉% ✈❛❧✉❡% ❢♦0 "❤❡ ♣❡0❝❡♥✲

"❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡% ✐♥ "❤❡ %❛♠♣❧❡✱ ♥❛♠❡❧② ✷✺✪✱ ✺✵✪✱ ❛♥❞ ✼✺✪✳ ❚❤❡ ❝❛%❡ ✇❤❡0❡ ✐" ✐%

❦♥♦✇♥ "❤❛" "❤❡0❡ ❛0❡ ♥♦ ✐♠♠✉♥❡% ✐♥ "❤❡ %❛♠♣❧❡ ✇❛% ❛❧%♦ ❝♦♥%✐❞❡0❡❞✳ ■♥ "❤✐% ❝❛%❡✱

"❤❡0❡ ✐% ♥♦ ♠✐%%✐♥❣ ✐♥❢♦0♠❛"✐♦♥ ❛❜♦✉" "❤❡ ✐♥❢❡❝"✐♦♥ %"❛"✉% ❛♥❞ "❤❡0❡❢♦0❡✱ "❤✐% ❝❛%❡

♣0♦✈✐❞❡% ❛ ❜❡♥❝❤♠❛0❦ ❢♦0 ❡✈❛❧✉❛"✐♥❣ "❤❡ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ♣0♦♣♦%❡❞ ❡%"✐♠❛"✐♦♥
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♠❡"❤♦❞✳ ❲❡ ❛❧*♦ ❝♦♥*✐❞❡.❡❞ ❞✐✛❡.❡♥" ✈❛❧✉❡* ❢♦. "❤❡ ♣.♦♣♦."✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡❝"❡❞ ✐♥❞✐✈✐✲

❞✉❛❧* ❛♠♦♥❣ "❤❡ *✉*❝❡♣"✐❜❧❡*✳ ❚❤❡ ❞❡*✐.❡❞ ♣.♦♣♦."✐♦♥* ♦❢ ✐♠♠✉♥❡* ❛♥❞ ✐♥❢❡❝"❡❞

✇❡.❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤♦♦*✐♥❣ ❛♣♣.♦♣.✐❛"❡ ✈❛❧✉❡* ❢♦. "❤❡ ♣❛.❛♠❡"❡.* β ✭"❤❡ ♣❛.❛♠❡"❡.

♦❢ ✐♥"❡.❡*"✮ ❛♥❞ θ ✭"❤❡ ♥✉✐*❛♥❝❡ ♣❛.❛♠❡"❡.✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡* ✇❡.❡ ❝♦♥*✐❞❡.❡❞

❢♦. β ✿ ✐✮ ♠♦❞❡❧ M1 ✿ β = (−.8, 1) ✭✉*✐♥❣ "❤❡*❡ ✈❛❧✉❡*✱ ❛♣♣.♦①✐♠❛"❡❧② ✸✵✪ ♦❢ "❤❡

*✉*❝❡♣"✐❜❧❡* ❛.❡ ✐♥❢❡❝"❡❞✮✱ ✐✐✮ ♠♦❞❡❧ M2 ✿ β = (1, .7) ✭❛♣♣.♦①✐♠❛"❡❧② ✼✵✪ ♦❢ "❤❡

*✉*❝❡♣"✐❜❧❡* ❛.❡ ✐♥❢❡❝"❡❞✮✱ ✐✐✐✮ ♠♦❞❡❧ M3 ✿ β = (−.8, 0) ✭❛♣♣.♦①✐♠❛"❡❧② ✸✵✪ ♦❢ "❤❡

*✉*❝❡♣"✐❜❧❡* ❛.❡ ✐♥❢❡❝"❡❞✮✱ ✐✈✮ ♠♦❞❡❧ M4 ✿ β = (1, 0) ✭❛♣♣.♦①✐♠❛"❡❧② ✼✵✪ ♦❢ "❤❡

*✉*❝❡♣"✐❜❧❡* ❛.❡ ✐♥❢❡❝"❡❞✮✳

✹✳✺✳✷ ❘❡&✉❧)&

❋♦. ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉.❛"✐♦♥ ✭*❛♠♣❧❡ *✐③❡✱ ♣❡.❝❡♥"❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡*✱ ♣❡.❝❡♥"❛❣❡ ♦❢ ✐♥✲

❢❡❝"❡❞ ❛♠♦♥❣ *✉*❝❡♣"✐❜❧❡*✮ ♦❢ "❤❡ ❞❡*✐❣♥ ♣❛.❛♠❡"❡.*✱ N = 1500 *❛♠♣❧❡* ✇❡.❡ ♦❜✲

"❛✐♥❡❞✳ ❇❛*❡❞ ♦♥ "❤❡*❡ ✶✺✵✵ .❡♣❡"✐"✐♦♥*✱ ✇❡ ♦❜"❛✐♥ ❛✈❡.❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡* ❢♦. "❤❡ ❡*"✐✲

♠❛"❡* ♦❢ β1 ❛♥❞ β2✱ ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ❛* N
−1

∑N
j=1 β̂

(j)
1,n ❛♥❞ N

−1
∑N

j=1 β̂
(j)
2,n✱ ✇❤❡.❡

β̂
(j)
n = (β̂

(j)
1,n, β̂

(j)
2,n) ✐* "❤❡ ❡*"✐♠❛"❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢.♦♠ "❤❡ j✲"❤ *✐♠✉❧❛"❡❞ *❛♠♣❧❡✳ ❋♦. ❡❛❝❤

♦❢ "❤❡ ♣❛.❛♠❡"❡.* β1 ❛♥❞ β2✱ ✇❡ ❛❧*♦ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ❡♠♣✐.✐❝❛❧ .♦♦" ♠❡❛♥ *I✉❛.❡ ❛♥❞

♠❡❛♥ ❛❜*♦❧✉"❡ ❡..♦.*✱ ❜❛*❡❞ ♦♥ "❤❡ N *❛♠♣❧❡*✳ ❲❤❡♥ β2 6= 0 ✭.❡*♣❡❝"✐✈❡❧② β2 = 0)✱

✇❡ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ❡♠♣✐.✐❝❛❧ ♣♦✇❡. ✭.❡*♣❡❝"✐✈❡❧② "❤❡ ❡♠♣✐.✐❝❛❧ *✐③❡✮ ♦❢ "❤❡ ❲❛❧❞ "❡*"

❛" "❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ❢♦. "❡*"✐♥❣ H0 : β2 = 0 ✭♠♦❞❡❧* M1 ❛♥❞ M2✱ *❡❡ ❚❛❜❧❡* ✹✳✶ ❛♥❞

✹✳✷✮ ✭.❡*♣❡❝"✐✈❡❧② ♠♦❞❡❧* M3 ❛♥❞ M4✱ *❡❡ ❚❛❜❧❡* ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦"❤❡*✐*

H0 : β2 = 0 ✐* "❤❡ ❤②♣♦"❤❡*✐* "❤❛" "❤❡ ♣.❡❞✐❝"♦. X2 ❞♦❡* ♥♦" ✐♥✢✉❡♥❝❡ "❤❡ .✐*❦ ♦❢

✐♥❢❡❝"✐♦♥ ♦❢ *✉*❝❡♣"✐❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧*✳ ❚❤❡ .❡*✉❧"* ❛.❡ *✉♠♠❛.✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡* ✹✳✷ ❛♥❞

✹✳✸✳

❋.♦♠ "❤❡*❡ "❛❜❧❡*✱ ✐" ❛♣♣❡❛.* "❤❛" "❤❡ ♣.♦♣♦*❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡*"✐♠❛"♦.
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β̂n ♣!♦✈✐❞❡' ❛ !❡❛'♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣!♦①✐♠❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ .!✉❡ ♣❛!❛♠❡.❡! ✈❛❧✉❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ .❤❡

♣❡!❝❡♥.❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡' ✐' ❤✐❣❤✳ ❲❤✐❧❡ .❤❡ ❜✐❛' ♦❢ β̂n '.❛②' ❧✐♠✐.❡❞✱ ✐.' ✈❛!✐❛❜✐❧✐.②

✐♥❝!❡❛'❡' ✇✐.❤ .❤❡ ✐♠♠✉♥❡ ❢!❛❝.✐♦♥✱ '♦♠❡.✐♠❡' ❞!❛'.✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ .❤❡ '❛♠♣❧❡ '✐③❡ ✐'

'♠❛❧❧✳ ❈♦♥'❡;✉❡♥.❧②✱ ✇❤❡♥ .❤❡ '❛♠♣❧❡ '✐③❡ ✐' '♠❛❧❧ (n = 100) ❛♥❞✴♦! .❤❡ ✐♠♠✉♥❡

♣!♦♣♦!.✐♦♥ ✐' ✈❡!② ❤✐❣❤ ✭✼✺✪✮✱ .❤❡ ♣♦✇❡! ♦❢ .❤❡ ❲❛❧❞ .❡'. ❢♦! ♥✉❧❧✐.② ♦❢ .❤❡ !❡❣!❡''✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥. β2 ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇✱ ❝♦♠♣❛!❡❞ .♦ .❤❡ ❝❛'❡ ✇❤❡!❡ .❤❡!❡ ❛!❡ ♥♦ ✐♠♠✉♥❡'✳ ❇✉.

✇❡ ♥♦.❡ .❤❛. ❢♦! ♠♦❞❡!❛.❡❧② ❧❛!❣❡ .♦ ❧❛!❣❡ '❛♠♣❧❡ '✐③❡' (n ≥ 500)✱ .❤❡ ❞✐'♣❡!'✐♦♥

✐♥❞✐❝❛.♦!' ❛♥❞ .❤❡ ♣♦✇❡! ♦❢ .❤❡ ❲❛❧❞ .❡'. ✐♥❞✐❝❛.❡ ❣♦♦❞ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡'.✐♠❛.❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ .❤❡ ✐♠♠✉♥❡ ♣!♦♣♦!.✐♦♥ ✐' ✉♣ .♦ ✺✵✪✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ .❤❡

❲❛❧❞ .❡'. ❢♦! ♥✉❧❧✐.② ♦❢ β2 ✐' ❣❧♦❜❛❧❧② !❡'♣❡❝.❡❞ ❡①❝❡♣.✱ ❢♦! ❡✈❡!② ✐♠♠✉♥❡ ♣!♦♣♦!.✐♦♥✱

✇❤❡♥ .❤❡ '❛♠♣❧❡ '✐③❡ ✐' '♠❛❧❧ ✭n = 100✮✳

❲❡ ❝♦♠♣❛!❡ .❤❡'❡ !❡'✉❧.' .♦ .❤❡ ♦♥❡' ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢!♦♠ ❛ ✧♥❛✐✈❡✧ ♠❡.❤♦❞ ✇❤❡!❡ ✿ ✐✮

✇❡ ❝♦♥'✐❞❡! ❡✈❡!② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i '✉❝❤ .❤❛. {Yi = 0} ❛' ❜❡✐♥❣ '✉'❝❡♣.✐❜❧❡ ❜✉. ✉♥✐♥❢❡❝.❡❞✱

.❤❛. ✐' ✇❡ ✐❣♥♦!❡ .❤❡ ❡✈❡♥.✉❛❧ ✐♠♠✉♥✐.② ♦❢ .❤✐' ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✐✐✮ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ✉'✉❛❧ ❧♦❣✐'.✐❝

!❡❣!❡''✐♦♥ ❛♥❛❧②'✐' .♦ .❤❡ !❡'✉❧.✐♥❣ ❞❛.❛'❡.✳ ❚❤❡ !❡'✉❧.' ♦❢ '✉❝❤ ✧♥❛✐✈❡✧ ❛♥❛❧②'✐' ❢♦!

♠♦❞❡❧ M1 ❛!❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✭.❤❡ !❡'✉❧.' ❢♦! ♠♦❞❡❧' M2,M3,M4 ②✐❡❧❞ '✐♠✐❧❛!

♦❜'❡!✈❛.✐♦♥' ❛♥❞ .❤✉'✱ .❤❡② ❛!❡ ♥♦. ❣✐✈❡♥ ❤❡!❡✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ .❤❡ ❝♦♠♣❧❡.❡ '✐♠✉❧❛.✐♦♥

'.✉❞② ✐' ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢!♦♠ .❤❡ ✇❡❜✲❜❛'❡❞ '✉♣♣❧❡♠❡♥.❛!② ❞♦❝✉♠❡♥. ♠❡♥.✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳

❋!♦♠ .❤✐' .❛❜❧❡✱ ✐. ❛♣♣❡❛!' .❤❛. ✐❣♥♦!✐♥❣ .❤❡ ✐♠♠✉♥✐.② ♣!❡'❡♥. ✐♥ .❤❡ '❛♠♣❧❡ !❡✲

'✉❧.' ✐♥ '.!♦♥❣❧② ❜✐❛'❡❞ ❡'.✐♠❛.❡' ♦❢ β✳ ❚❤❡ ❜✐❛' ♦❢ .❤❡ ✐♥.❡!❝❡♣. ❡'.✐♠❛.❡ ✐♥❝!❡❛'❡'

✇✐.❤ .❤❡ ✐♠♠✉♥❡ ♣!♦♣♦!.✐♦♥✳ ❆. .❤❡ '❛♠❡ .✐♠❡✱ .❤❡ ❡'.✐♠❛.❡ ♦❢ .❤❡ !❡❣!❡''✐♦♥ ❝♦✲

❡✣❝✐❡♥. β2 ✐' ❜✐❛'❡❞ .♦✇❛!❞' ✵ ❢♦! ❛❧❧ ✈❛❧✉❡' ♦❢ .❤❡ ✐♠♠✉♥❡ ♣❡!❝❡♥.❛❣❡ ❛♥❞ '❛♠♣❧❡
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♣)♦♣❡)"✐❡% ✈✐❛ %✐♠✉❧❛"✐♦♥%✳

❙❡✈❡)❛❧ ♦♣❡♥ E✉❡%"✐♦♥% ♥♦✇ ❞❡%❡)✈❡ ❛""❡♥"✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡%"✐♠❛"✐♦♥ ❛♣♣)♦❛❝❤ ♣)♦♣♦✲

%❡❞ ❤❡)❡ )❡❧✐❡% ♦♥ ♦✉) ❛❜✐❧✐"② "♦ ❝♦))❡❝"❧② %♣❡❝✐❢② "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦) "❤❡ ❜✐♥❛)② ✐♠♠✉♥✐"②

%"❛"✉%✳ ■" ✐% "❤❡)❡❢♦)❡ ♦❢ ✐♥"❡)❡%" "♦ ✐♥✈❡%"✐❣❛"❡ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ ❛ ♠✐%%♣❡❝✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢

"❤✐% ♠♦❞❡❧ ✭❛♥❞ ✐♥ ♣❛)"✐❝✉❧❛)✱ ♦❢ "❤❡ ❧✐♥❦ ❢✉♥❝"✐♦♥✮✳ ❚❤❡ "❡❝❤♥✐E✉❡% ❛♥❞ )❡%✉❧"% ❜②

✭❈③❛❞♦ ✫ ❙❛♥"♥❡) ✶✾✾✷✮ ♠❛② ❜❡ ✉%❡❢✉❧ ❢♦) "❤❛" ♣✉)♣♦%❡✳ ❆♥♦"❤❡) ✐%%✉❡ ♦❢ ✐♥"❡)❡%"

❞❡❛❧% ✇✐"❤ "❤❡ ✐♥❢❡)❡♥❝❡ ✐♥ "❤❡ ❧♦❣✐%"✐❝ )❡❣)❡%%✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ❛ ❝✉)❡ ❢)❛❝"✐♦♥✱ ✐♥ ❛

❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ %❡""✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡%"❛❜❧✐%❤❡❞ "❤❡ "❤❡♦)❡"✐❝❛❧ ♣)♦♣❡)"✐❡% ♦❢ ♦✉) ❡%"✐✲

♠❛"♦) ✐♥ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ %❡""✐♥❣ "❤❛" ✐%✱ ✇❤❡♥ ❛ %♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ♣)❡❞✐❝✲

"♦)% ❛)❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❙❡✈❡)❛❧ )❡❝❡♥" ❝♦♥")✐❜✉"✐♦♥% ✭%❡❡ ❢♦) ❡①❛♠♣❧❡ ✭❍✉❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮

❛♥❞ ✭▼❡✐❡) ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✮ ❤❛✈❡ ❝♦♥%✐❞❡)❡❞ "❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡%"✐♠❛"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ ❧♦❣✐%"✐❝

♠♦❞❡❧ ✭✇✐"❤♦✉" ❝✉)❡ ❢)❛❝"✐♦♥✮ ✇❤❡♥ "❤❡ ♣)❡❞✐❝"♦) ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✐% ♠✉❝❤ ❧❛)❣❡) "❤❛♥

"❤❡ %❛♠♣❧❡ %✐③❡ ✭"❤✐% ♣)♦❜❧❡♠ ❛)✐%❡%✱ ❢♦) ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡"✐❝ %"✉❞✐❡% ✇❤❡)❡ ❤✐❣❤✲

❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❞❛"❛ ❛)❡ ❣❡♥❡)❛"❡❞ ✉%✐♥❣ ♠✐❝)♦❛))❛② "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡%✮✳ ❊①"❡♥❞✐♥❣ ♦✉) ♠❡✲

"❤♦❞♦❧♦❣② "♦ "❤✐% %❡""✐♥❣ ❝♦♥%"✐"✉"❡% ❛♥♦"❤❡) "♦♣✐❝ ❢♦) ❢✉)"❤❡) )❡%❡❛)❝❤✳



✹✳✻✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡.%♣❡❝/✐✈❡% ✺✾

❆♣♣❡♥❞✐①

3.♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✳ ❘❡❝❛❧❧ %❤❛% Ik ❞❡♥♦%❡* %❤❡ ✐❞❡♥%✐%② ♠❛%.✐① ♦❢ ♦.❞❡. k✳

❚❤❡♥ ✇❡ ✇.✐%❡ ✿

∥∥∥∥
∂φn(ψ)

∂ψ⊤

∥∥∥∥ =
∥∥Ik − (WD(ψ0)W

⊤)−1
WD(ψ)W⊤

∥∥

=
∥∥(WD(ψ0)W

⊤)−1
W(D(ψ0) − D(ψ))W⊤

∥∥

≤
∥∥(WD(ψ0)W

⊤)−1
∥∥∥∥W(D(ψ0) − D(ψ))W⊤

∥∥

= λ−1
n

∥∥W(D(ψ0) − D(ψ))W⊤
∥∥ .

◆❡①%✱ ❞❡✜♥❡ S = {(i, j) ∈ {1, 2, . . . , 2n}2|Dij(ψ0) 6= 0}✳ ❚❤❡♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞* ✿

∥∥W(D(ψ0) − D(ψ))W⊤
∥∥ =

∥∥∥∥∥

2n∑

i=1

2n∑

j=1

W•iW
⊤
•j(Dij(ψ) − Dij(ψ0))

∥∥∥∥∥

≤
∑

(i,j)∈S

∥∥W•iW
⊤
•jDij(ψ0)

∥∥
∣∣∣∣
Dij(ψ) − Dij(ψ0)

Dij(ψ0)

∣∣∣∣ .

❋.♦♠ ❈✶ ❛♥❞ ❈✷✱ %❤❡.❡ ❡①✐*%* ❛ .❡❛❧ ❝♦♥*%❛♥% c3 (c3 > 0) *✉❝❤ %❤❛% Dij(ψ0) > c3 ❢♦.

❡✈❡.② (i, j) ∈ S ✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ Dij(·) ✐* ✉♥✐❢♦.♠❧② ❝♦♥%✐♥✉♦✉* ♦♥ B ×G ✱ %❤✉* ❢♦. ❡✈❡.②

ε > 0✱ %❤❡.❡ ❡①✐*%* ❛ ♣♦*✐%✐✈❡ r *✉❝❤ %❤❛% ❢♦. ❛❧❧ ψ ∈ B(ψ0, r)✱ |Dij(ψ)−Dij(ψ0)| < ε✳

■% ❢♦❧❧♦✇* %❤❛%

∥∥W(D(ψ0) − D(ψ))W⊤
∥∥ ≤ ε

c3

∑

(i,j)∈S

∥∥W•iW
⊤
•jDij(ψ0)

∥∥

≤ ε

c3
%.




∑

(i,j)∈S

W•iW
⊤
•jDij(ψ0)




=
ε

c3
%.

(
2n∑

i=1

2n∑

j=1

W•iW
⊤
•jDij(ψ0)

)

=
ε

c3
%.

(
WD(ψ0)W

⊤
)

≤ ε

c3
Λnk.
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❚❤✐# ✐♥ %✉'♥ ✐♠♣❧✐❡# %❤❛%

∥∥∥∂φn(ψ)
∂ψ⊤

∥∥∥ ≤ εΛnk
c3λn

< εc2k
c3

✳ ◆♦✇✱ ❝❤♦♦'✐♥❣ ε = c c3
c2k

✇✐+❤

0 < c < 1✱ ✇❡ ❣❡+ +❤❛+

∥∥∥∂φn(ψ)
∂ψ′

∥∥∥ ≤ c ❢♦/ ❛❧❧ ψ ∈ B(ψ0, r)✱ ❛♥❞ +❤❡ /❡'✉❧+ ❢♦❧❧♦✇'✳

�
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❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥ -❡/✉❧*/ ❢♦- ♠♦❞❡❧/ M1 ✿ β = (−.8, 1) ❛♥❞ M3 ✿ β = (−.8, 0)

♣❡"❝❡♥%❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡- ✐♥ %❤❡ -❛♠♣❧❡

✵✪ ✷✺✪ ✺✵✪ ✼✺✪

♥ β̂1,n β̂2,n β̂1,n β̂2,n β̂1,n β̂2,n β̂1,n β̂2,n

▼♦❞❡❧ M1

✶✵✵ ✲✵✳✽✸✹ ✶✳✵✻✹ ✲✵✳✼✼✸ ✶✳✶✶✹ ✲✵✳✼✽✼ ✶✳✶✸✼ ✲✵✳✼✺✵ ✵✳✾✶✼

✭✵✳✷✺✽✮ ✭✵✳✸✵✶✮ ✭✵✳✺✽✸✮ ✭✵✳✹✶✷✮ ✭✵✳✽✷✺✮ ✭✵✳✻✵✸✮ ✭✵✳✾✷✶✮ ✭✵✳✽✺✽✮

❬✵✳✷✵✷❪ ❬✵✳✷✸✷❪ ❬✵✳✹✻✺❪ ❬✵✳✸✷✹❪ ❬✵✳✻✺✼❪ ❬✵✳✹✹✵❪ ❬✵✳✼✽✹❪ ❬✵✳✺✻✽❪

0.965∗ 0.109∗ 0.096∗ 0.121∗

✺✵✵ ✲✵✳✽✵✼ ✶✳✵✶✷ ✲✵✳✼✽✸ ✶✳✶✶✶ ✲✵✳✼✽✽ ✶✳✶✷✾ ✲✵✳✼✾✶ ✶✳✶✷✵

✭✵✳✶✵✼✮ ✭✵✳✶✷✺✮ ✭✵✳✸✷✵✮ ✭✵✳✸✺✹✮ ✭✵✳✹✷✽✮ ✭✵✳✸✽✾✮ ✭✵✳✼✵✼✮ ✭✵✳✺✸✽✮

❬✵✳✵✽✺❪ ❬✵✳✵✾✾❪ ❬✵✳✷✻✹❪ ❬✵✳✷✷✼❪ ❬✵✳✸✺✷❪ ❬✵✳✷✼✵❪ ❬✵✳✻✵✸❪ ❬✵✳✹✵✼❪

1∗ 0.985∗ 0.85∗ 0.267∗

✶✵✵✵ ✲✵✳✽✵✶ ✶✳✵✵✹ ✲✵✳✼✾✹ ✶✳✵✺✽ ✲✵✳✼✾✽ ✶✳✵✻✵ ✲✵✳✼✾✼ ✶✳✶✵✽

✭✵✳✵✼✼✮ ✭✵✳✵✽✺✮ ✭✵✳✷✹✶✮ ✭✵✳✷✵✷✮ ✭✵✳✸✶✵✮ ✭✵✳✷✹✼✮ ✭✵✳✻✽✸✮ ✭✵✳✹✽✷✮

❬✵✳✵✻✷❪ ❬✵✳✵✻✽❪ ❬ ✵✳✷✵✶❪ ❬✵✳✶✹✼❪ ❬✵✳✷✺✸❪ ❬✵✳✶✼✽❪ ❬✵✳✺✻✾❪ ❬✵✳✸✺✹❪

1∗ 1∗ 1∗ 0.567∗

✶✺✵✵ ✲✵✳✽✵✺ ✶✳✵✵✸ ✲✵✳✽✵✶ ✶✳✵✹✵ ✲✵✳✼✾✾ ✶✳✵✹✵ ✲✵✳✽✵✷ ✶✳✵✺✼

✭✵✳✵✻✶✮ ✭✵✳✵✼✹✮ ✭✵✳✷✶✵✮ ✭✵✳✶✺✾✮ ✭✵✳✷✼✼✮ ✭✵✳✶✾✶✮ ✭✵✳✻✵✵✮ ✭✵✳✸✻✶✮

❬✵✳✵✹✽❪ ❬✵✳✵✺✾❪ ❬✵✳✶✼✻❪ ❬✵✳✶✶✾❪ ❬✵✳✷✷✽❪ ❬✵✳✶✹✶❪ ❬✵✳✹✾✸❪ ❬✵✳✷✼✻❪

1∗ 1∗ 1∗ 0.861∗

▼♦❞❡❧ M3

✶✵✵ ✲✵✳✽✶✺ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✼✷✶ ✲✵✳✵✵✼ ✲✵✳✼✸✹ ✵✳✵✵✵ ✲✵✳✼✹✻ ✲✵✳✵✵✹

✭✵✳✷✷✹✮ ✭✵✳✷✷✾✮ ✭✵✳✹✻✺✮ ✭✶✳✸✹✶✮ ✭✵✳✽✵✵✮ ✭✷✳✶✵✾✮ ✭✶✳✾✻✻✮ ✭✸✳✷✺✽✮

❬✵✳✶✼✼❪ ❬✵✳✶✼✾❪ ❬✵✳✸✼✼❪ ❬✵✳✼✻✷❪ ❬✵✳✻✸✻❪ ❬✶✳✶✶✶❪ ❬✶✳✺✶✻❪ ❬✶✳✼✶✺❪

0.052† 0.077† 0.069† 0.087†

✺✵✵ ✲✵✳✽✵✶ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✼✹✽ ✵✳✵✵✼ ✲✵✳✼✺✵ ✵✳✵✵✶ ✲✵✳✼✼✺ ✲✵✳✵✵✻

✭✵✳✵✾✼✮ ✭✵✳✵✾✾✮ ✭✵✳✷✽✵✮ ✭✵✳✹✶✺✮ ✭✵✳✺✷✵✮ ✭✵✳✹✻✾✮ ✭✶✳✷✵✾✮ ✭✵✳✼✶✶✮

❬✵✳✵✼✽❪ ❬✵✳✵✽✵❪ ❬✵✳✷✹✶❪ ❬✵✳✷✸✶❪ ❬✵✳✹✷✷❪ ❬✵✳✷✹✶❪ ❬✶✳✵✵✼❪ ❬✵✳✸✻✸❪

0.041† 0.058† 0.052† 0.057†

✶✵✵✵ ✲✵✳✽✵✸ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✼✺✾ ✵✳✵✵✽ ✲✵✳✼✻✸ ✵✳✵✵✺ ✲✵✳✼✾✸ ✵✳✵✵✺

✭✵✳✵✻✼✮ ✭✵✳✵✻✻✮ ✭✵✳✷✷✶✮ ✭✵✳✷✸✼✮ ✭ ✵✳✸✻✼✮ ✭✵✳✷✻✻✮ ✭✶✳✶✺✹✮ ✭✵✳✸✶✷✮

❬✵✳✵✺✸❪ ❬✵✳✵✺✸❪ ❬✵✳✶✽✷❪ ❬✵✳✶✸✼❪ ❬✵✳✷✾✾❪ ❬✵✳✶✹✵❪ ❬✵✳✾✶✶❪ ❬✵✳✶✼✺❪

0.042† 0.045† 0.037† 0.048†

✶✺✵✵ ✲✵✳✽✵✶ ✵✳✵✵✵ ✲✵✳✼✽✷ ✵✳✵✵✾ ✲✵✳✼✽✹ ✵✳✵✵✸ ✲✵✳✼✽✸ ✵✳✵✵✾

✭✵✳✵✺✸✮ ✭✵✳✵✺✹✮ ✭✵✳✷✵✽✮ ✭✵✳✶✻✽✮ ✭✵✳✸✷✽✮ ✭✵✳✷✶✷✮ ✭✶✳✶✹✾✮ ✭✵✳✷✺✽✮

❬✵✳✵✹✷❪ ❬✵✳✵✹✸❪ ❬✵✳✶✼✽❪ ❬✵✳✵✾✾❪ ❬✵✳✷✻✼❪ ❬✵✳✶✵✷❪ ❬✵✳✾✵✶❪ ❬✵✳✶✹✹❪

0.051† 0.048† 0.027† 0.039†

◆♦*❡ ✿ n ✿ /❛♠♣❧❡ /✐③❡✳ (·) ✿ -♦♦* ♠❡❛♥ /6✉❛-❡ ❡--♦-✳ [·] ✿ ♠❡❛♥ ❛❜/♦❧✉*❡ ❡--♦-✳

∗
✿

❡♠♣✐-✐❝❛❧ ♣♦✇❡- ✭

†
✿ ❡♠♣✐-✐❝❛❧ /✐③❡✮ ♦❢ *❤❡ ❲❛❧❞ *❡/* ❛* *❤❡ ❧❡✈❡❧ 5% ❢♦- *❡/*✐♥❣

H0 : β2 = 0✳ ❋♦- ❡❛❝❤ ♣❡-❝❡♥*❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡/✱ *❤❡ ♣❡-❝❡♥*❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝*❡❞ ❛♠♦♥❣ *❤❡

/✉/❝❡♣*✐❜❧❡/ ✐/ 30%✳ ❆❧❧ -❡/✉❧*/ ❛-❡ ❜❛/❡❞ ♦♥ ✶✺✵✵ -❡♣❧✐❝❛*❡/✳



✹✳✻✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡.%♣❡❝/✐✈❡% ✻✷

❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥ -❡/✉❧*/ ❢♦- ♠♦❞❡❧/ M2 ✿ β = (1, .7) ❛♥❞ M4 ✿ β = (1, 0)

♣❡"❝❡♥%❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡- ✐♥ %❤❡ -❛♠♣❧❡

✵✪ ✷✺✪ ✺✵✪ ✼✺✪

♥ β̂1,n β̂2,n β̂1,n β̂2,n β̂1,n β̂2,n β̂1,n β̂2,n

▼♦❞❡❧ M2

✶✵✵ ✶✳✵✷✻ ✵✳✼✷✵ ✵✳✾✹✺ ✵✳✼✷✸ ✵✳✾✹✾ ✵✳✼✹✵ ✵✳✽✸✹ ✵✳✻✹✼

✭✵✳✷✹✻✮ ✭✵✳✷✼✸✮ ✭✵✳✼✽✵✮ ✭✵✳✺✸✹✮ ✭✵✳✾✽✽✮ ✭✵✳✼✽✽✮ ✭✶✳✺✹✾✮ ✭✶✳✹✺✺✮

❬✵✳✶✾✻❪ ❬✵✳✷✶✺❪ ❬✵✳✻✺✺❪ ❬✵✳✸✼✻❪ ❬✵✳✽✷✾❪ ❬✵✳✺✺✺❪ ❬✶✳✸✷✻❪ ❬✵✳✾✸✸❪

0.746∗ 0.132∗ 0.118∗ 0.088∗

✺✵✵ ✶✳✵✵✸ ✵✳✼✶✷ ✶✳✵✾✽ ✵✳✼✶✼ ✶✳✶✶✷ ✵✳✼✷✶ ✵✳✽✹✵ ✵✳✻✺✷

✭✵✳✶✵✼✮ ✭✵✳✶✶✺✮ ✭✵✳✻✺✶✮ ✭✵✳✷✹✼✮ ✭✵✳✻✼✷✮ ✭✵✳✷✼✾✮ ✭✵✳✾✻✾✮ ✭✵✳✺✸✹✮

❬✵✳✵✽✻❪ ❬✵✳✵✾✶❪ ❬✵✳✺✶✽❪ ❬✵✳✷✵✷❪ ❬✵✳✺✸✹❪ ❬✵✳✷✸✵❪ ❬✵✳✽✵✷❪ ❬✵✳✹✷✶❪

1∗ 0.503∗ 0.418∗ 0.168∗

✶✵✵✵ ✶✳✵✵✸ ✵✳✼✵✼ ✶✳✵✼✽ ✵✳✼✶✶ ✶✳✵✾✻ ✵✳✼✶✾ ✵✳✽✹✷ ✵✳✻✺✼

✭✵✳✵✼✶✮ ✭✵✳✵✽✷✮ ✭✵✳✺✾✵✮ ✭✵✳✷✶✺✮ ✭✵✳✺✼✶✮ ✭✵✳✷✷✹✮ ✭✵✳✼✾✻✮ ✭✵✳✹✸✾✮

❬✵✳✵✺✼❪ ❬✵✳✵✻✺❪ ❬✵✳✹✷✽❪ ❬✵✳✶✻✽❪ ❬✵✳✹✹✶❪ ❬✵✳✶✽✶❪ ❬✵✳✻✼✵❪ ❬✵✳✸✺✷❪

1∗ 0.779∗ 0.675∗ 0.205∗

✶✺✵✵ ✶✳✵✵✶ ✵✳✼✵✶ ✶✳✵✸✺ ✵✳✼✵✺ ✶✳✵✻✾ ✵✳✼✵✾ ✵✳✽✽✼ ✵✳✻✺✺

✭✵✳✵✻✹✮ ✭✵✳✵✻✺✮ ✭✵✳✹✺✵✮ ✭✵✳✶✻✸✮ ✭✵✳✹✻✻✮ ✭✵✳✶✼✼✮ ✭✵✳✻✵✹✮ ✭✵✳✸✶✷✮

❬✵✳✵✺✵❪ ❬✵✳✵✺✷❪ ❬✵✳✸✹✹❪ ❬✵✳✶✸✺❪ ❬✵✳✸✺✽❪ ❬✵✳✶✹✹❪ ❬✵✳✺✵✷❪ ❬✵✳✷✺✼❪

1∗ 0.986∗ 0.926∗ 0.300∗

▼♦❞❡❧ M4

✶✵✵ ✶✳✵✸✵ ✵✳✵✵✶ ✶✳✶✶✵ ✵✳✵✵✼ ✶✳✶✺✹ ✵✳✵✶✼ ✵✳✾✶✸ ✲✵✳✵✵✸

✭✵✳✷✸✸✮ ✭✵✳✷✸✹✮ ✭✵✳✽✺✷✮ ✭✵✳✾✻✾✮ ✭✶✳✷✶✶✮ ✭✶✳✸✹✼✮ ✭✶✳✼✼✺✮ ✭✶✳✻✹✵✮

❬✵✳✶✽✷❪ ❬✵✳✶✽✼❪ ❬✵✳✻✽✹❪ ❬✵✳✺✽✼❪ ❬✵✳✾✾✺❪ ❬✵✳✼✾✷❪ ❬✶✳✹✺✵❪ ❬✵✳✽✻✺❪

0.058
†

0.072
†

0.083
†

0.066
†

✺✵✵ ✶✳✵✵✼ ✲✵✳✵✵✺ ✶✳✶✵✺ ✵✳✵✷✵ ✶✳✶✷✸ ✵✳✵✺✹ ✵✳✾✶✺ ✲✵✳✵✵✾

✭✵✳✶✵✸✮ ✭✵✳✶✵✸✮ ✭✵✳✻✵✾✮ ✭✵✳✷✾✸✮ ✭✵✳✻✾✵✮ ✭✵✳✸✶✽✮ ✭✵✳✽✶✼✮ ✭✵✳✸✼✵✮

❬✵✳✵✽✶❪ ❬✵✳✵✽✷❪ ❬✵✳✹✾✷❪ ❬✵✳✶✽✵❪ ❬✵✳✺✻✷❪ ❬✵✳✷✵✽❪ ❬✵✳✻✶✹❪ ❬✵✳✷✶✺❪

0.046
†

0.050
†

0.063
†

0.051
†

✶✵✵✵ ✶✳✵✵✸ ✵✳✵✵✵ ✶✳✵✾✶ ✲✵✳✵✵✸ ✶✳✶✵✶ ✵✳✵✸✸ ✵✳✾✸✹ ✲✵✳✵✵✸

✭✵✳✵✼✶✮ ✭✵✳✵✼✵✮ ✭✵✳✺✷✶✮ ✭✵✳✶✾✽✮ ✭✵✳✺✼✽✮ ✭✵✳✷✶✵✮ ✭✵✳✼✺✼✮ ✭✵✳✷✺✻✮

❬✵✳✵✺✼❪ ❬✵✳✵✺✺❪ ❬✵✳✹✸✼❪ ❬✵✳✶✷✺❪ ❬✵✳✹✺✺❪ ❬✵✳✶✸✺❪ ❬✵✳✻✵✵❪ ❬✵✳✶✹✷❪

0.051
†

0.045
†

0.042
†

0.039
†

✶✺✵✵ ✶✳✵✵✸ ✵✳✵✵✶ ✶✳✵✼✸ ✵✳✵✵✾ ✶✳✶✶✺ ✵✳✵✶✺ ✵✳✾✸✹ ✵✳✵✵✷

✭✵✳✵✺✼✮ ✭✵✳✵✺✼✮ ✭✵✳✹✽✵✮ ✭✵✳✶✸✷✮ ✭✵✳✺✵✶✮ ✭✵✳✶✸✾✮ ✭✵✳✻✸✸✮ ✭✵✳✶✼✺✮

❬✵✳✵✹✻❪ ❬✵✳✵✹✻❪ ❬✵✳✸✾✷❪ ❬✵✳✵✽✼❪ ❬✵✳✹✵✵❪ ❬✵✳✶✵✹❪ ❬✵✳✺✷✶❪ ❬✵✳✶✵✾❪

0.042
†

0.040
†

0.046
†

0.047
†

◆♦*❡ ✿

∗
✿ ❡♠♣✐-✐❝❛❧ ♣♦✇❡- ✭

†
✿ ❡♠♣✐-✐❝❛❧ /✐③❡✮ ♦❢ *❤❡ ❲❛❧❞ *❡/* ❛* *❤❡ ❧❡✈❡❧ 5% ❢♦-

*❡/*✐♥❣ H0 : β2 = 0✳ ❋♦- ❡❛❝❤ ♣❡-❝❡♥*❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡/✱ *❤❡ ♣❡-❝❡♥*❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝*❡❞

❛♠♦♥❣ *❤❡ /✉/❝❡♣*✐❜❧❡/ ✐/ ✼✵✪✳



✹✳✻✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡.%♣❡❝/✐✈❡% ✻✸

❚❛❜✳ ✹✳✸ ✕ ✧◆❛✐✈❡✧ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ♠♦❞❡❧ M1 ✿ β = (−.8, 1)

♣❡4❝❡♥6❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡- ✐♥ 6❤❡ -❛♠♣❧❡

✷✺✪ ✺✵✪ ✼✺✪

♥ β̂1,n β̂2,n β̂1,n β̂2,n β̂1,n β̂2,n

✶✵✵ ✲✶✳✶✺✹ ✵✳✵✷✸ ✲✶✳✻✸✷ ✵✳✵✶✼ ✲✷✳✹✶✵ ✵✳✵✵✶

✭ ✵✳✹✷✽✮ ✭✶✳✵✶✶✮ ✭✵✳✽✼✾✮ ✭✶✳✵✷✺✮ ✭✶✳✼✼✻✮ ✭✶✳✵✼✶✮

❬✵✳✸✻✺❪ ❬✵✳✾✼✼❪ ❬✵✳✽✸✸❪ ❬✵✳✾✽✸❪ ❬✶✳✻✶✵❪ ❬✶✳✵✵✸❪

0.049∗ 0.057∗ 0.052∗

✺✵✵ ✲✶✳✶✷✽ ✵✳✵✽✼ ✲✶✳✺✾✹ ✵✳✵✹✷ ✲✷✳✸✵✺ ✵✳✵✵✷

✭✵✳✸✹✹✮ ✭✵✳✾✶✺✮ ✭✵✳✽✵✸✮ ✭✵✳✾✻✸✮ ✭✶✳✺✶✸✮ ✭✶✳✵✶✵✮

❬✵✳✸✷✽❪ ❬✵✳✾✶✸❪ ❬✵✳✼✾✹❪ ❬✵✳✾✺✽❪ ❬✶✳✺✵✺❪ ❬✵✳✾✾✼❪

0.049∗ 0.051∗ 0.053∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✶✸✶ ✵✳✵✺✾ ✲✶✳✺✾✵ ✵✳✵✺✵ ✲✷✳✷✾✼ ✵✳✵✸✸

✭✵✳✸✸✽✮ ✭✵✳✾✹✶✮ ✭✵✳✼✾✺✮ ✭✵✳✾✺✷✮ ✭✶✳✺✵✶✮ ✭✵✳✾✼✵✮

❬✵✳✸✸✵❪ ❬✵✳✾✹✵❪ ❬✵✳✼✾✵❪ ❬✵✳✾✺✵❪ ❬✶✳✹✾✼❪ ❬✵✳✾✻✻❪

0.053∗ 0.051∗ 0.054∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✶✷✼ ✵✳✵✺✵ ✲✶✳✺✾✶ ✵✳✵✹✻ ✲✷✳✸✵✷ ✵✳✵✸✾

✭✵✳✸✸✷✮ ✭✵✳✾✺✸✮ ✭✵✳✼✾✹✮ ✭✵✳✾✺✺✮ ✭✶✳✺✵✹✮ ✭✵✳✾✻✷✮

❬✵✳✸✷✼❪ ❬✵✳✾✺✷❪ ❬✵✳✼✾✶❪ ❬✵✳✾✺✹❪ ❬✶✳✺✵✷❪ ❬✵✳✾✻✵❪

0.051∗ 0.050∗ 0.053∗

◆♦6❡ ✿

∗
✿ ❡♠♣✐4✐❝❛❧ ♣♦✇❡4 ♦❢ 6❤❡ ❲❛❧❞ 6❡-6 ❛6 6❤❡ ❧❡✈❡❧ 5% ❢♦4 6❡-6✐♥❣ H0 : β2 = 0✳

❋♦4 ❡❛❝❤ ♣❡4❝❡♥6❛❣❡ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡-✱ 6❤❡ ♣❡4❝❡♥6❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝6❡❞ ❛♠♦♥❣ 6❤❡ -✉-❝❡♣6✐❜❧❡-

✐- ✸✵✪✳ ■♥ 6❤❡ ✏♥❛✐✈❡✑ ❛♥❛❧②-✐-✱ ❡✈❡4② ✉♥✐♥❢❡❝6❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭✐✳❡✳ Yi = 0✮ ✐- ❝♦♥-✐❞❡4❡❞

❛- -✉-❝❡♣6✐❜❧❡✳





❈❤❛♣✐%&❡ ✺

❇❛♥❞❡% ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ %✐♠✉❧-❛♥.❡%

❞❛♥% ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ❞❡ 0.❣0❡%%✐♦♥

❧♦❣✐%-✐2✉❡ ❛✈❡❝ ❢0❛❝-✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡

❙♦♠♠❛✐%❡

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✷ ▼♦❞/❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✺✳✷✳✶ ◆♦&❛&✐♦♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✷✳✷ ❙✉♣0❡♠✉♠ ❞❡ ♣0♦❝❡**✉* ●❛✉**✐❡♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✸ ❇❛♥❞❡6 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✸✳✶ ▼8&❤♦❞❡ ✶ ✿ ▼8&❤♦❞❡ ❞❡ ❙❝❤❡✛8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✸✳✷ ▼8&❤♦❞❡ ✷ ✿ ➱❣❛❧✐&8 ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡& ❙❤❡❡♣ ✭✶✾✼✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✸✳✸ ▼8&❤♦❞❡ ✸ ✿ ❇♦♦&*&0❛♣ ✲ ▼♦♥&❡ ❈❛0❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✹ ➱%✉❞❡ ❞❡ 6✐♠✉❧❛%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✹✳✶ I❧❛♥ ❞❡ *✐♠✉❧❛&✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✹✳✷ ❘8*✉❧&❛&* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷



✺✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✻✻

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ♥♦✉# ♥♦✉# ♣*♦♣♦#♦♥# ❞✬/)✉❞✐❡* ❞❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ #✐♠✉❧✲

)❛♥/❡# ♣♦✉* ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ */♣♦♥#❡ P(Y = 1|❳ = x, S) ❞/✜♥✐❡ ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❩■❇

✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ✹✳ ▲❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ #✐♠✉❧)❛♥/❡# ❢♦✉*♥✐##❡♥) ❞❡#

✐♥❢♦*♠❛)✐♦♥# ✉)✐❧❡# #✉* ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥# ❧❡A✉❡❧ ❞❡✈*❛✐) #❡ #✐)✉❡* ❧❛ ✈*❛✐❡ ❢♦♥❝)✐♦♥

❞❡ */❣*❡##✐♦♥ A✉✐ ❡#) ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❡) ❧❡✉* ❝♦♥#)*✉❝)✐♦♥ ❝♦♥#)✐)✉❡ ✉♥ ♣*♦❜❧6♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡

❧♦*#A✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡# ❡①♣❧✐❝❛)✐✈❡# ❡#) #✉♣/*✐❡✉* G 1✳ ▲❛ ❝♦♥#)*✉❝)✐♦♥ ❞❡

❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ *❡♠♦♥)❡ G ✭❲♦*❦✐♥❣ ✫ ❍♦)❡❧❧✐♥❣ ✶✾✷✾✮✳

■❧ ❡①✐#)❡ ♣❧✉#✐❡✉*# /)✉❞❡# */❝❡♥)❡# ❝♦♥#✐❞/*❛♥) ❧❡# ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥# ❞❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳

M❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭❙✉♥ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾✮ ♦♥) ✉)✐❧✐#/ ❧❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ #✐♠✉❧)❛♥/❡# ♣♦✉*

❢❛✐*❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢/*❡♥❝❡ #✉* ❧❛ ❝*♦✐##❛♥❝❡ ❡) ❞❡# ❝♦✉*❜❡# ❞❡ */♣♦♥#❡✱ ✭❆❧✲❙❛✐❞② ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✸✮

❡) ✭M✐❡❣♦*#❝❤ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮ ♦♥) ✉)✐❧✐#/ ❧❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥# ❧✬❛♥❛❧②#❡ A✉❛♥)✐✲

)❛)✐✈❡ ❞❡# *✐#A✉❡#✱ ✭❙♣✉**✐❡* ✶✾✾✾✮✱ ✭❇❤❛*❣❛✈❛ ✫ ❙♣✉**✐❡* ✷✵✵✹✮✱ ✭▲✐✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✹✮ ❡)

✭▲✐✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼✮ ♣♦✉* ❞❡# ❝♦♠♣❛*❛✐#♦♥# #✐♠✉❧)❛♥/❡# ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉*# ♠♦❞6❧❡# ❞❡ */❣*❡#✲

#✐♦♥ ❧✐♥/❛✐*❡# ❞❛♥# ❝❡*)❛✐♥# ♣*♦❜❧6♠❡# ♠/❞✐❝❛✉①✱ ✭❩❤❛♥❣ ✫ M❡♥❣ ✷✵✶✵✮ ♦♥) ✉)✐❧✐#/

❧❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉* ❛♥❛❧②#❡* ❞❡# ❞♦♥♥/❡# #✉* ❧✬✉)✐❧✐#❛)✐♦♥ ❞❡# ❝♦♥)*❛❝❡♣)✐❢#✱

)❛♥❞✐# A✉❡ ✭❆③❛V# ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮ ♦♥) ✉)✐❧✐#/ ❧❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉* ❧❛ ♣*/❞✐❝)✐♦♥

❞❡ ❝♦✉*❜❡# ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❛♥♥✉❡❧❧❡# ❡♥ /❧❡❝)*✐❝✐)/✳

▲❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉* ❞❡# ♠♦❞6❧❡# ❞❡ */❣*❡##✐♦♥ ❧✐♥/❛✐*❡# ♠✉❧)✐♣❧❡# ✭✐❧ ②✬❛

❛✉ ♠♦✐♥# ❞❡✉① ♣*/❞✐❝)❡✉*# ❧✐♥/❛✐*❡# ❡) ❧✬❡#♣❛❝❡ X ♣❡✉) ♣*❡♥❞*❡ ❞✐✈❡*#❡# ❢♦*♠❡#✮

#♦♥) ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉# ❞✐✣❝✐❧❡# G ❝♦♥#)*✉✐*❡✳ ◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❝❡♣❡♥❞❛♥) ♥♦)❡* ❝❡*)❛✐♥#

)*❛✈❛✉① ✐♥❝❧✉❛♥) ❝❡✉① ❞❡ ✭▲✐✉ ✷✵✶✶✮✱ ❞❡ ✭❍❛✉❝❦ ✶✾✽✸✮ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦Y ✐❧ ♥✬❡①✐#)❡

❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥)*❛✐♥)❡ #✉* ❧✬❡#♣❛❝❡ X ❝♦♥)❡♥❛♥) ❧❡# ❝♦✈❛*✐❛❜❧❡# ✭X ⊆ R
p−1
✮✱ ❝❡✉①

❞❡ ✭❇♦❤*❡* ✶✾✼✸✮✱ ✭❈❛#❡❧❧❛ ✫ ❙)*❛✇❞❡*♠❛♥ ✶✾✽✵✮ ❡) ✭❙❡♣♣❛♥❡♥ ✫ ❯✉#✐♣❛✐❦❦❛ ✶✾✾✷✮



✺✳✷✳ ▼♦❞&❧❡ ✻✼

❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦( ❧❡# ❝♦✈❛*✐❛❜❧❡# #♦♥- *❡#-*❡✐♥-❡# . ✉♥❡ ❤②♣❡*✲❡❧❧✐♣#♦4❞❡✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦(

❧❡# ❝♦✈❛*✐❛❜❧❡# #♦♥- *❡#-*❡✐♥-❡# . ✉♥ ❤②♣❡*✲*❡❝-❛♥❣❧❡✱ ❧❡ ❧❡❝-❡✉* ♣♦✉**❛ #❡ *9❢9*❡* ❛✉①

-*❛✈❛✉① ❞❡ ✭◆❛✐♠❛♥ ✶✾✽✼✮✱ ✭◆❛✐♠❛♥ ✶✾✾✵✮✱ ✭❙✉♥ ✫ ▲♦❛❞❡* ✶✾✾✹✮✱ ✭❙✉♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✵✮

❡- ✭▲✐✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮ ✳ ❊♥ ♣❛*-✐❝✉❧✐❡*✱ ✭❙✉♥ ✫ ▲♦❛❞❡* ✶✾✾✹✮ #✉♣♣♦#❡♥- L✉❡ ❧❡# p−1 ✈❛✲

*✐❛❜❧❡# ♣*9❞✐❝-✐✈❡# #♦♥- ❞❡# ❢♦♥❝-✐♦♥# ❞❡ q ≥ 1 ✈❛*✐❛❜❧❡# ✐♥❞9♣❡♥❞❛♥-❡# ✭♣❛* ❡①❡♠♣❧❡

❞❛♥# ❧❡# ♠♦❞M❧❡# ❞❡ *9❣*❡##✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✮ ❡- ♦♥- ❢♦✉*♥✐ ❞❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

❤②♣❡*❜♦❧✐L✉❡# ♣♦✉* ❧❡ ♠♦❞M❧❡ ❞❡ *9❣*❡##✐♦♥ ❧♦*#L✉✬✐❧ ② ❛ ❝♦♥-*❛✐♥-❡# #✉* ❧❡# q ✈❛✲

*✐❛❜❧❡# ✐♥❞9♣❡♥❞❛♥-❡# q = 1 ❡- q = 2✳

◆♦✉# ❝♦♠♠❡♥P♦♥# ♣❛* ❞9❝*✐*❡ ❞✬❛❜♦*❞ ❞❛♥# ❧❛ #❡❝-✐♦♥ ✺✳✷ ❧❡ ♠♦❞M❧❡ ❩■❇ ❞9✜♥✐ ♣❛*

✭❉✐♦♣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶✮✳ ❊♥#✉✐-❡ ♥♦✉# ✉-✐❧✐#♦♥# ❧❡# *9#✉❧-❛-# ❛#②♠♣-♦-✐L✉❡# ❞❡ ❧✬❡#-✐♠❛-❡✉*

❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈*❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ψ̂n ❞❡ ψ ♣♦✉* ♠♦♥-*❡* ✉♥ *9#✉❧-❛- ❞❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡

❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ♣*♦❝❡##✉# ❣❛✉##✐❡♥✳ ❉❛♥# ❧❛ #❡❝-✐♦♥ ✺✳✸✱ ♥♦✉# ♣*9#❡♥-♦♥# -*♦✐# ♠9-❤♦❞❡#

♣♦✉* ❧❛ ❝♦♥#-*✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ #✐♠✉❧-❛♥9❡# ♣♦✉* ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ *9♣♦♥#❡

{p(x), x ∈ X }✳ ❊♥✜♥ ❞❛♥# ❧❛ #❡❝-✐♦♥ ✺✳✹✱ ♥♦✉# ♣*9#❡♥-♦♥# ✉♥❡ 9-✉❞❡ ❞❡ #✐♠✉❧❛-✐♦♥#

♣♦✉* 9-✉❞✐❡* ❧❛ ♣*9❝✐#✐♦♥ ❞❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳

✺✳✷ ▼♦❞&❧❡

❙♦✐- Oi = (Yi, Si,Xi,Zi)✱ i = 1, . . . , n ❞❡# ❝♦♣✐❡# ✐✳✐✳❞✳ ❞✉ ✈❡❝-❡✉* ❛❧9❛-♦✐*❡

O = (Y, S,X,Z)✳ ❆ ♣❛*-✐* ❞❡ ❝❡- 9❝❤❛♥-✐❧❧♦♥✱ ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞9*♦♥# ❧❡ ♠♦❞M❧❡ ❩■❇ #✉✐✲

✈❛♥-✱ ❞9✜♥✐ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐-*❡ ✸ ♣❛* ✿





log
(

P(Y=1|Xi,Si)
1−P(Y=1|Xi,Si)

)
= β⊤

Xi ✐❢ {Si = 1}

P(Y = 0|Xi, Si) = 1 ✐❢ {Si = 0}
✭✺✳✶✮
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❡! ♣❛$ ❧❡ ♠♦❞)❧❡ *✉✐✈❛♥! ♣♦✉$ ❧❡ *!❛!✉! ❞✬✐♠♠✉♥✐!0 ✿

log

(
P(S = 1|Zi)

1 − P(S = 1|Zi)

)
= θ⊤Zi. ✭✺✳✷✮

✭❉✐♦♣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶✮ ♦♥! 0!❛❜❧✐ ❧✬❡①✐*!❡♥❝❡ ❡! ❧❛ ❝♦♥*✐*!❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡*!✐♠❛!❡✉$ ❞✉ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❞❡ ✈$❛✐*❡♠❜❧❛♥❝❡ ψ̂n ❞✉ ✈❡❝!❡✉$ ❞❡ ♣❛$❛♠)!$❡ ψ = (β⊤, θ⊤)⊤ ✭✈♦✐$ !❤0♦$)♠❡

✹✳✹✳✶✮✱ ❡! ❧❛ ❞✐*!$✐❜✉!✐♦♥ ❛*②♠♣!♦!✐B✉❡ ❞❡ ❝❡! ❡*!✐♠❛!❡✉$ ✭✈♦✐$ ❚❤0♦$)♠❡ ✹✳✹✳✺✮✳ ◆♦✉*

♣♦✉✈♦♥* ❛✐♥*✐ ❡♥ ❞0❞✉✐$❡ ❧❛ ❞✐*!$✐❜✉!✐♦♥ ❛*②♠♣!♦!✐B✉❡ ❞❡ ❧✬❡*!✐♠❛!❡✉$ β̂n ❞✉ ♣❛$❛✲

♠)!$❡ ❞✬✐♥!0$E! β ✭✈♦✐$ ❝♦$♦❧❧❛✐$❡ ✹✳✹✳✻✮✳ ❉❛♥* ❧❛ *✉✐!❡ ♥♦✉* ❝♦♥*✐❞0$♦♥* ❧❡* ♥♦!❛!✐♦♥*

*✉✐✈❛♥!❡*✳

✺✳✷✳✶ ◆♦&❛&✐♦♥*

❙♦✐! ❧❡* ♥♦!❛!✐♦♥* *✉✐✈❛♥!❡* ✿ M ∈ M (p × (p + q)) ❞0*✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛!$✐❝❡ ♣❛$ ❜❧♦❝*

[Ip, 0p,q] ❡! 0p,q ∈ M (p × q) $❡♣$0*❡♥!❡ ✉♥❡ ♠❛!$✐❝❡ ♦I !♦✉!❡* ❧❡* ❝♦♠♣♦*❛♥!❡* *♦♥!

0❣❛❧❡* J 0✳ ◆♦✉* ♥♦!♦♥* Σ̂β,n = MÎ−1(ψ̂n)M
⊤

❧❛ ♣❛$!✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛!$✐❝❡ Î−1(ψ̂n) $❡*✲

!$❡✐♥!❡ ❛✉ ♣❛$❛♠)!$❡ β✳ ◆♦✉* ♣♦*♦♥* ❡♥*✉✐!❡ σ̂2
n(x) = x⊤Σ̂β,nx ❡! σ2(x) = x⊤Σβx✳

◆♦!♦♥* < ., . > ❧❡ ♣$♦❞✉✐! *❝❛❧❛✐$❡ ✉*✉❡❧ *✉$ R
p
✱ ‖.‖ ❧❛ ♥♦$♠❡ ❛**♦❝✐0❡ ❡! |||.||| ❧❛

♥♦$♠❡ ♠❛!$✐❝✐❡❧❧❡ *✉❜♦$❞♦♥♥0❡ J ‖.‖✳

✺✳✷✳✷ ❙✉♣.❡♠✉♠ ❞❡ ♣.♦❝❡**✉* ●❛✉**✐❡♥*

▲❛ ❝♦♥*!$✉❝!✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉! *❡ ❢❛✐$❡ ❞❡ ♠❛♥✐)$❡ ❝❧❛**✐B✉❡ ❡♥ ✉!✐✲

❧✐*❛♥! ❝❡$!❛✐♥❡* ♠0!❤♦❞❡* ❡①✐*!❛♥! ❞0❥J ❞❛♥* ❧❛ ❧✐!!0$❛!✉$❡ !❡❧❧❡* B✉❡ ❧❛ ♠0!❤♦❞❡ ❞❡
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❙❝❤❡✛% ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ✭✈♦✐( ✭●♦✈✐♥❞❛(❛❥✉❧✉ ✷✵✵✶✮ ❡9 ✭▲✐✉ ✷✵✶✶✮✮ ;✉❡ ♥♦✉< ♣(%<❡♥9❡✲

(♦♥< ❞❛♥< ❧❛ <✉✐9❡✳ ◆♦✉< ✉9✐❧✐<❡(♦♥< ❡♥<✉✐9❡ ❧❛ 9❤%♦(✐❡ ❞❡< ♣(♦❝❡<<✉< ●❛✉<<✐❡♥< ♣♦✉(

❝♦♥<9(✉✐(❡ ❞✬❛✉9(❡< 9②♣❡< ❞❡ ❜❛♥❞❡< ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉( {p(x), x ∈ X }✳ ◆♦✉< ❝♦♠✲

♠❡♥D♦♥< ♣❛( ❝♦♥<9(✉✐(❡ ❞❡< ❜❛♥❞❡< ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉( {η(x) = β⊤x, x ∈ X } ❞❡ ❧❛

❢♦(♠❡ {
η̂n(x) ± λ

σ̂n(x)√
n
, x ∈ X

}
. ✭✺✳✸✮

❊♥<✉✐9❡ ♥♦✉< ❡♥ ❞%❞✉✐(♦♥< ❧❡< ❜❛♥❞❡< ♣♦✉( ❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐9% {p(x), x ∈ X }✱ ♦J λ ❡<9

✉♥ ♥♦♠❜(❡ (%❡❧✳ K❧✉< ♣(%❝✐<%♠❡♥9✱ ♣♦✉( ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1−α ∈ (0, 1) ❞♦♥♥%✱

♥♦✉< ❝❤❡(❝❤♦♥< ❧❛ ✈❛❧❡✉( λ = λα ;✉✐ <❛9✐<❢❛✐9 ❛♣♣(♦①✐♠❛9✐✈❡♠❡♥9 ✿

P

(
sup
x∈X

|W (x)| ≤ λα

)
= 1 − α, ✭✺✳✹✮

♦J W ❡<9 ✉♥ ♣(♦❝❡<<✉< ●❛✉<<✐❡♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ③%(♦ ❡9 ❞❡ ❢♦♥❝9✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛(✐❛♥❝❡

ρ✱ ❡9 ♦J σ2(x) = ρ(x, x)✳ ❉❡< %9✉❞❡< ❞❡ ♠❛❥♦(❛9✐♦♥ ❞❡ <✉♣(%♠✉♠ ❞❡ ♣(♦❝❡<<✉<

●❛✉<<✐❡♥ ♦♥9 %9% ❢❛✐9❡< ♣♦✉( <❡✉❧❡♠❡♥9 ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛< ♣❛(9✐❝✉❧✐❡(< ✭✈♦✐(

✭❆❞❧❡( ✫ ❚❛②❧♦( ✷✵✵✼✮✮✳

❊♥ ✉9✐❧✐<❛♥9 ❧❡ 9❤%♦(T♠❡ ✹✳✹✳✺ ❡9 ❧❡ 9❤%♦(T♠❡ ❞❡ ❙❧✉9<❦② ✭✈♦✐( ❆♥♥❡①❡ ❆✮✱ ❧❡< ❜❛♥❞❡<

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞%✜♥✐❡< ❞❛♥< ✭✺✳✸✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉( λ ❝❤♦✐<✐❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥< ✭✺✳✹✮ ❛✉(❛

❛♣♣(♦①✐♠❛9✐✈❡♠❡♥9 ✉♥❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐9% ❞❡ ❝♦✉✈❡(9✉(❡ %❣❛❧❡ W 1− α✳ ▲❡ (%<✉❧9❛9 <✉✐✈❛♥9

❢♦✉(♥✐9 ✉♥❡ ♠%9❤♦❞❡ ♣♦✉( ❝❛❧❝✉❧❡( λ✳

❚❤❡♦-❡♠ ✺✳✷✳✶ ❙♦✉# ❧❡# ❝♦♥❞✐*✐♦♥# ✭❆✶✮✲✭❆✹✮ ❞.✜♥✐❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*3❡ ✹✱ ❧❡ ♣3♦✲

❝❡##✉# {Wn(x), x ∈ X } ❞.✜♥✐ ♣❛3 ✿

Wn(x) =
√
n
x⊤(β̂n − β)

σ̂n(x)
✭✺✳✺✮
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❝♦♥✈❡%❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥- .✉❛♥❞ n→ +∞ ❞❛♥1 ❧✬❡1♣❛❝❡ C(X ) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ✉♥✐❢♦%♠❡

✈❡%1 ✉♥ ♣%♦❝❡11✉1 ●❛✉11✐❡♥ ❝❡♥-%5 W ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛%✐❛♥❝❡ ❞♦♥♥5❡ ♣❛%

ρ(x, y) =
x⊤Σβy

σ(x)σ(y)
, x, y ∈ X ✭✺✳✻✮

●&'❝❡ ❛✉ ❚❤.♦&0♠❡ ✺✳✷✳✶✱ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6✱ ♣♦✉& 9♦✉9 λ > 0✱ :✉❛♥❞ n→ +∞✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡&✲

❣❡♥❝❡ 6✉✐✈❛♥9❡

P

(
sup
x∈X

|Wn(x)| ≤ λ
)
→ P

(
sup
x∈X

|W (x)| ≤ λ
)
. ✭✺✳✼✮

▲✬✐♠♣♦&9❛♥❝❡ ♣&❛9✐:✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣&❡66✐♦♥ ✺✳✼ ❡69 :✉✬❡❧❧❡ ♣❡&♠❡9 ❞❡ :✉❛♥9✐✜❡& ❧❛ ✈❛❧❡✉& λ

❞.✜♥✐❡ ❞❛♥6 ✺✳✹✱ ❡9 ❞♦♥❝ 6✬❛✈.&❡&❛ F9&❡ 9&06 ✉9✐❧❡ ❞❛♥6 ❧❡6 .9✉❞❡6 ❞❡ 6✐♠✉❧❛9✐♦♥6✳ G♦✉&

❛✐♥6✐ ❝♦♥69&✉✐&❡ ❧❡6 ❜❛♥❞❡6 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉9✐❧✐6❛♥9 ❧❛ 9❤.♦&✐❡ ❞❡6 ♣&♦❝❡66✉6 ●❛✉6✲

6✐❡♥6✱ ♥♦✉6 ❞✐6♣♦6♦♥6 ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥9 ❞❡ ❞❡✉① ♠.9❤♦❞❡6 ✿ ❧❛ ♣&❡♠✐0&❡ ✉9✐❧✐6❡ ❧✬✐♥.❣❛✲

❧✐9. ❝❧❛66✐:✉❡ ❞❡ ✭▲❛♥❞❛✉ ✫ ❙❤❡❡♣ ✶✾✼✵✮ ❡9 ❧❛ 6❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥6✐69❡ N ❢❛✐&❡ ❞✉ ❇♦♦969&❛♣✳

◆♦✉6 ♣&.6❡♥9❡&♦♥6 ❝❡6 ❞❡✉① ♠.9❤♦❞❡6 ❞❛♥6 ❧❛ 6✉✐9❡✳ ◆♦✉6 ❝♦♠♠❡♥R♦♥6 ❞✬❛❜♦&❞ ♣❛&

♣&♦✉✈❡& ❧❡ ❚❤.♦&0♠❡ ✺✳✷✳✶✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ 6✉✐✈❛♥9 .9❛❜❧✐9 ❧❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦&♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛&❛✐♥❝❡ σ̂2
n(x)✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✷

sup
x∈X

|σ̂2
n(x) − σ̂2(x)| P−→ 0, .✉❛♥❞ n→ ∞.

-.❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✷✳✷ ✿
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sup
x∈X

|σ̂2
n(x) − σ2(x)| = sup

x∈X

|x′M(Î−1(ψ̂n) − I−1(ψ))M ′x|

= sup
x∈X

| < x,M(Î−1(ψ̂n) − I−1(ψ))M ′x > |

≤ sup
x∈X

‖x‖‖M(Î−1(ψ̂n) − I−1(ψ))M ′x‖ ♣❛" ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛"+③

= sup
x∈X ,‖x‖6=0

‖x‖2‖M(Î−1(ψ̂n) − I−1(ψ))M ′x‖
‖x‖

≤ sup
x∈X ,‖x‖6=0

‖x‖2 sup
x∈X ,‖x‖6=0

‖M(Î−1(ψ̂n) − I−1(ψ))M ′x‖
‖x‖

≤ sup
x∈X ,‖x‖6=0

‖x‖2|||M(Î−1(ψ̂n) − I−1(ψ))M ′|||,

-✉✐/0✉❡ Î−1(ψ̂n) ❡/+ ✉♥ ❡/+✐♠❛+❡✉" ❝♦♥/✐/+❛♥+ ❞❡ I−1(ψ)✱ ❞♦♥❝ ♣❛" ❝♦♥+✐♥✉✐+7 ❞❡ ❧❛

♥♦"♠❡ |||M(Î−1(ψ̂n) − I−1(ψ))M ′||| +❡♥❞ ❡♥ ♣"♦❜❛❜✐❧✐+7 ✈❡"/ 0 0✉❛♥❞ n → ∞✳ ❉❡

♣❧✉/✱ x ❡/+ ❜♦"♥7✳ ❉✬♦> ❧❡ "7/✉❧+❛+✳

+,❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤1♦,&♠❡ ✺✳✷✳✶ ✿

❈♦♥/✐❞7"♦♥/ ❧❡ ♣"♦❝❡//✉/ (Gn(x);x ∈ X ) = (
√
n(β̂n − β)⊤x, x ∈ X ) ❡+ ❧✬❛♣♣❧✐✲

❝❛+✐♦♥ ϕ ❞7✜♥✐❡ ♣❛" ✿

R
p ϕ−→ C(X )

a −→ ϕ(a) : x −→ ϕ(a)(x) = a⊤x.

ϕ ❡/+ ❧✐♥7❛✐"❡✳ ❊♥ ❡✛❡+ /♦✐+ a, b ❡+ x ∈ R
p
❡+ α ∈ R ♦♥ ❛

ϕ(a+ αb)(x) = (a+ αb)⊤x = ϕ(a)(x) + αϕ(b)(x).

▲✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ϕ ❡/+ 7❣❛❧❡♠❡♥+ ❝♦♥+✐♥✉❡ ❝❛" p <∞✳

◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ❛✐♥/✐

ϕ(
√
n(β̂n − β)) ⇒ ϕ(Z).
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 ❛" #✉✐&❡✱ Gn ⇒ G ❞❛♥# C(X ) +✉❛♥❞ n → ∞✱ ♦- G(x) = Z ′x (∀x ∈ X ) ❞.#✐❣♥❡

✉♥ ♣"♦❝❡##✉#✳  ❛" ❧❛ ❝♦♥✈❡"❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦"♠❡ ❡♥ ♣"♦❜❛❜✐❧✐&. ❞❡ σ̂2
n(x)✱ ❡& ❧❡ ❚❤.♦":♠❡

✹✳✹✳✼ ❞❡ ❙❧✉&#❦②✱

Wn =
Gn

σ̂n
⇒ W =

G

σ
❞❛♥# C(X ).

❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛"✐❛♥❝❡ ❞❡ W ❡#& ❞♦♥♥.❡ ♣❛"

ρ(x, y) = cov(W (x),W (y)) = E [W (x)W (y)]

=
1

σ(x)σ(y)
E [G(x)G(y)]

=
1

σ(x)σ(y)
E [Z ′x.Z ′y]

=
1

σ(x)σ(y)
x′E [ZZ ′] y

=
x′MI−1(ψ)M ′y

σ(x)σ(y)

=
x′Σβy

σ(x)σ(y)
.

✺✳✸ ❇❛♥❞❡( ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

▲✬✉♥ ❞❡# ♣"♦❜❧:♠❡# ❞❛♥# ❧❡# ♠♦❞:❧❡# ❞❡ ".❣"❡##✐♦♥ ♣".#❡♥&❛♥& ✉♥ ✐♥&."C& ❡#&

❧✬❡#&✐♠❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥&❡"✈❛❧❧❡ ❝♦♥&❡♥❛♥& ❧❛ ✈"❛✐❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ".❣"❡##✐♦♥✳ ◆♦✉# ♥♦✉# ♣"♦✲

♣♦#♦♥# ❞♦♥❝ ❞❛♥# ❝❡&&❡ ♣❛"&✐❡ ❞❡ ❝♦♥#&"✉✐"❡ ❞❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐&.

❞✬✐♥❢❡❝&✐♦♥ {p(x), x ∈ X } ❡♥ ✉&✐❧✐#❛♥& &"♦✐# ♠.&❤♦❞❡#✳ ▲✬✐❞.❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥#✐#&❡ G

✉&✐❧✐#❡" ❧❛ ❧♦✐ ❛#②♠♣&♦&✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❡#&✐♠❛&❡✉" ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈"❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ β̂n ❞❡#

❝♦❡✣❝✐❡♥&# ❞❡ ".❣"❡##✐♦♥ β✳

▲♦"#+✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐#♣♦#❡ ❞✬✉♥❡ #❡✉❧❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛&✐✈❡✱ ✭❇"❛♥❞ ❡! ❛❧✳ ✶✾✼✸✮ ❞♦♥♥❡♥&

✉♥❡ ♠.&❤♦❞❡ ♣❡"♠❡&&❛♥& ❞❡ ❝♦♥#&"✉✐"❡ ❞❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉" ❧❛ ♣"♦❜❛❜✐✲

❧✐&. ❞✬✐♥❢❡❝&✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❞❡ ".❣"❡##✐♦♥ ❧♦❣✐#&✐+✉❡✳ ❈❡# ❜❛♥❞❡# #♦♥& ❜❛#.❡# #✉"
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❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬❡'(✐♠❛(❡✉+ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈+❛✐'❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡' ♣❛+❛♠2(+❡' ❞✉ ♠♦❞2❧❡✳

✭❍❛✉❝❦ ✶✾✽✸✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠<(❤♦❞❡ ❛❧(❡+♥❛(✐✈❡✱ ❞✐(❡ ♠<(❤♦❞❡ ❞❡ ❙❝❤❡✛<✱ A✉✐ '✉✐( ❞❡

♣+2' ❧❛ ♠<(❤♦❞❡ ❞❡ ✭❇+❛♥❞ ❡! ❛❧✳ ✶✾✼✸✮ ♠❛✐' ❞❡♠❡✉+❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥( ❧❛ ♣❧✉' ❢❛❝✐❧❡ E ❛♣✲

♣❧✐A✉❡+✳ ◆♦✉' ❧❛ ♣+<'❡♥(♦♥' ❞❛♥' ❧❛ '✉✐(❡✱ ❡( ♥♦✉' ❧✬❛❞❛♣(♦♥' ❛✉ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ +<❣+❡''✐♦♥

❧♦❣✐'(✐A✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢+❛❝(✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✳

✺✳✸✳✶ ▼%&❤♦❞❡ ✶ ✿ ▼%&❤♦❞❡ ❞❡ ❙❝❤❡✛%

❈❡((❡ ♠<(❤♦❞❡ ❛ <(< ❡''❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( ❞<✈❡❧♦♣♣<❡ ♣❛+ ✭❍❛✉❝❦ ✶✾✽✸✮ ♣♦✉+ ❧❡ ♠♦❞2❧❡

❞❡ +<❣+❡''✐♦♥ ❧♦❣✐'(✐A✉❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬✐♠♣♦'❡ ❛✉❝✉♥❡ +❡'(+✐❝(✐♦♥ ❛✉① ✈❛+✐❛❜❧❡' ❡①♣❧✐❝❛(✐✈❡'

X2, X3, . . . , Xp✳ K❛+ ❝♦♥'<A✉❡♥( ❛✉❝✉♥❡ +❡'(+✐❝(✐♦♥ '✉+ ❧❛ ♥❛(✉+❡ ❞❡ ❧✬❡'♣❛❝❡ X ❝♦♥(❡✲

♥❛♥( ❧❡' ❝♦✈❛+✐❛❜❧❡'✳

▲❡' ❞❡✉① ❧❡♠♠❡' '✉✐✈❛♥(' '♦♥( ❞♦♥♥<' '❛♥' ❞<♠♦♥'(+❛(✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶ ❙♦✐! Z ∈ R
m

✉♥ ✈❡❝!❡✉, ❛❧-❛!♦✐,❡ .✉✐✈❛♥! ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦,♠❛❧❡ ♠✉❧!✐✈❛,✐-❡

N (0, V )✳ ❙✐ V ❡.! ✐♥✈❡,.✐❜❧❡✱ ❛❧♦,. Z⊤V −1Z .✉✐! ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2
3 m ❞❡❣,-. ❞❡ ❧✐❜❡,!-✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✷ ❙♦✐! X ∈ R
n
✱ Y ∈ R

n
❡! A ∈ M (n× n) ✉♥❡ ♠❛!,✐❝❡ ✐♥✈❡,.✐❜❧❡ !❡❧❧❡

5✉❡ A = B⊤B✳ ❆❧♦,.

✶✳

(X⊤Y )2 ≤ (X⊤AX)(Y ⊤AY ).

✷✳

(X⊤Y )2 ≤ (X⊤AX)(Y ⊤A−1Y ), si A−1existe.

❈❡' ❞❡✉① ❧❡♠♠❡' ♥♦✉' ♣❡+♠❡((❡♥( ❞❡ ❝♦♥'(+✉✐+❡ ❞❡' ❜❛♥❞❡' ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ (②♣❡

❙❝❤❡✛< ♣♦✉+ ❧❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐(< ❞✬✐♥❢❡❝(✐♦♥ ❞❛♥' ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ +<❣+❡''✐♦♥ ❧♦❣✐'(✐A✉❡ ❛✈❡❝

❢+❛❝(✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✳ ❉✬❛♣+2' ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶ n(β̂n − β)⊤Σ̂−1
β,n(β̂n − β) ❝♦♥✈❡+❣❡ ❡♥ ❧♦✐
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✈❡"# ✉♥❡ χ2
p✳ ❙♦✐* α ∈ (0, 1) ❡* χ2

p,1−α ❧❡ ,✉❛♥*✐❧❡ ❞✬♦"❞"❡ 1 − α ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ χ2
p✳ ❆❧♦"#

,✉❛♥❞ n→ ∞✱

P

[
n(β̂n − β)⊤Σ̂−1

β,n(β̂n − β) ≤ χ2
p,1−α

]
→ 1 − α. ✭✺✳✽✮

❉✬❛♣"8# ❧❡ ♣♦✐♥* 2 ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉" *♦✉* x ∈ X ✱

[√
n(β̂n − β)⊤x

]2

≤ n(β̂n − β)⊤Σ̂−1
β,n(β̂n − β)

[
x⊤Σ̂β,nx

]
. ✭✺✳✾✮

❉✬♦> [√
n(β̂n − β)⊤x

]2

x⊤Σ̂β,nx
≤ n(β̂n − β)⊤Σ̂−1

β,n(β̂n − β). ✭✺✳✶✵✮

❈❡ ,✉✐ ✐♠♣❧✐,✉❡ ,✉❡

P

(
n(β̂n−β)⊤Σ̂−1

β,n(β̂n−β) ≤ χ2
p,1−α

)
≤ P

(
[√

n(β̂n − β)⊤x
]2

σ̂2
n(x)

≤ χ2
p,1−α, ∀ x ∈ X

)
,

♦>

σ̂2
n(x) = x⊤Σ̂β,nx.

■❧ #✉✐* ❞✬❛♣"8# ✭✺✳✽✮

1 − α ≤ lim
n→∞

P

(
[√

n(β̂n − β)⊤x
]2

σ̂2
n(x)

≤ χ2
p,1−α, ∀ x ∈ X

)

≤ lim
n→∞

(
|(β̂n − β)⊤x| ≤ σ̂n(x)

√
χ2
p,1−α

n
,∀ x ∈ X

)

≤ lim
n→∞

P

(
l̂n(x) ≤ β⊤x ≤ ûn(x),∀ x ∈ X

)
,

♦>

l̂n(x) = β̂⊤
n x− σ̂n(x)

√
χ2
p,1−α

n
❡* ûn(x) = β̂⊤

n x+ σ̂n(x)

√
χ2
p,1−α

n
, x ∈ X .
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❖♥ ❡♥ ❞$❞✉✐' ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛.②♠♣'♦'✐2✉❡ .✉♣$3✐❡✉3 ♦✉ $❣❛❧ 6

1 − α ♣♦✉3 {p(x), x ∈ X } ❞♦♥♥$❡ ♣❛3
[
l̂p(x),n, ûp(x),n

]
✭✺✳✶✶✮

♦<

l̂p(x),n =
el̂n(x)

1 + el̂n(x)
❡' ûp(x),n =

eûn(x)

1 + eûn(x)
, x ∈ X .

❖♥ ♦❜'✐❡♥' ❧❡ ❝♦3♦❧❧❛✐3❡ .✉✐✈❛♥' ✿

❈♦.♦❧❧❛✐.❡ ✺✳✸✳✸ ❙♦✉# ❧❡# ❝♦♥❞✐*✐♦♥# ✭❆✶✮✲✭❆✹✮ ❞.✜♥✐❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*3❡ ✹✱ ❡* #♦✉#

❧❡# ❝♦♥❞✐*✐♦♥# ❞❡# ❚❤.♦37♠❡# ✹✳✹✳✼ ❡* ✺✳✷✳✶✱ ❧❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞.✜♥✐❡# ♣❛3

✭✺✳✶✶✮ ♦♥* ✉♥❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐*. ❞❡ ❝♦✉✈❡3*✉3❡ ❛#②♠♣*♦*✐A✉❡ #✉♣.3✐❡✉3❡ ♦✉ .❣❛❧❡ C 1 − α✱

✐✳❡✳

lim
n→∞

P

(
l̂p(x),n ≤ p(x) ≤ ûp(x),n,∀ x ∈ X

)
≥ 1 − α.

✺✳✸✳✷ ▼%&❤♦❞❡ ✷ ✿ ➱❣❛❧✐&% ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡& ❙❤❡❡♣ ✭✶✾✼✵✮

◆♦✉. ♣3$.❡♥'♦♥. '♦✉' ❞✬❛❜♦3❞ ❧✬✐♥$❣❛❧✐'$ ❝❧❛..✐2✉❡ ❞❡ ✭▲❛♥❞❛✉ ✫ ❙❤❡❡♣ ✶✾✼✵✮ 2✉✐

♦♥' '3❛✈❛✐❧❧$ .✉3 ❧❛ ♠❛❥♦3❛'✐♦♥ ❞❡ .✉♣3$♠✉♠ ❞❡ ♣3♦❝❡..✉. ●❛✉..✐❡♥. 6 '3❛❥❡❝'♦✐3❡.

❝♦♥'✐♥✉❡.✳ ❉❡. 3$.✉❧'❛'. .✐♠✐❧❛✐3❡. ♦♥' $'$ $❣❛❧❡♠❡♥' $'❛❜❧✐. ♣❛3 ✭▼❛3❝✉. ✫ ❙❤❡❡♣ ✶✾✼✶✮✳

❚❤3♦.4♠❡ ✺✳✸✳✶ ❙♦✐* (Xt)t∈T ✱ ✭T ✉♥ ✐♥*❡3✈❛❧❧❡✮✱ ✉♥ ♣3♦❝❡##✉# ●❛✉##✐❡♥ ❝❡♥*3. C

*3❛❥❡❝*♦✐3❡# ❝♦♥*✐♥✉❡#✳ ❆❧♦3# ♦♥ ❛

lim
λ→∞

λ−2 log P

(
sup
t∈T

Xt > λ
)

= − 1

2σ2
T

, ✭✺✳✶✷✮

♦G

σ2
T = sup

t∈T
E(X2

t ).
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❊♥ ✉#✐❧✐&❛♥# ❧❡ ❚❤+♦-.♠❡ ✺✳✷✳✶✱ ✐❧ ❡&# ❞♦♥❝ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐:✉❡- ❧✬+❣❛❧✐#+ ❝❧❛&&✐:✉❡

✺✳✶✷ ❞❡ ✭▲❛♥❞❛✉ ✫ ❙❤❡❡♣ ✶✾✼✵✮ ♣♦✉- ♦❜#❡♥✐- ❧✬+❣❛❧✐#+

lim
λ→∞

1

λ2
log P

(
sup
x∈X

W (x) > λ
)

= −
[
2 sup
x∈X

ρ(x, x)

]−1

= −1

2
. ✭✺✳✶✸✮

❊♥ ✉#✐❧✐&❛♥# ❧✬✐♥+❣❛❧✐#+ &✉✐✈❛♥#❡

P

(
sup
x∈X

|W (x)| > λ
)
≤ 2P

(
sup
x∈X

W (x) > λ
)
. ✭✺✳✶✹✮

❡# ❧✬+❣❛❧✐#+ ✭✺✳✶✸✮✱ ♦♥ ♦❜#✐❡♥#

lim
λ→∞

1

λ2
log P

(
sup
x∈X

|W (x)| > λ
)
≤ −1

2
. ✭✺✳✶✺✮

▼❛✐♥#❡♥❛♥# ✐❧ &✉✣# ❞❡ #-♦✉✈❡- ♣♦✉- :✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉- ❞❡ λ ♦♥ ❛ ❧✬+:✉❛#✐♦♥ ✭✺✳✹✮✳ ◆♦✉&

❛✈♦♥& limλ→∞
1
λ2 log(α) ≤ −1

2
❡# ❝❡##❡ ✐♥+❣❛❧✐#+ -❡&#❡ ✈-❛✐❡ ♣♦✉- λp =

√
−2 log(α)✳

J♦✉- ❝❡##❡ ✈❛❧❡✉- λp ♦♥ ❛ ❧✬+❣❛❧✐#+ ✭✺✳✹✮ ❡# ❣-K❝❡ L ❧❛ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ +#❛❜❧✐❡ ❞❛♥& ✭✺✳✼✮✱

♦♥ ♦❜#✐❡♥# :✉❛♥❞ n #❡♥❞ ✈❡-& ❧✬✐♥✜♥✐ ✿

P

(
sup
x∈X

∣∣∣
√
n
β̂⊤
n x− β⊤x

σ̂n(x)

∣∣∣ ≤ λp

)
→ 1 − α.

❈❡ :✉✐ ✐♠♣❧✐:✉❡ ✿

P

(∣∣∣
√
n
β̂⊤
n x− β⊤x

σ̂n(x)

∣∣∣ ≤ λp,∀ x ∈ X

)
→ 1 − α.

❖♥ ♦❜#✐❡♥# ❞❡ ♠❛♥✐.-❡ +:✉✐✈❛❧❡♥#❡ ✿

P

(
l̂n(x) ≤ β⊤x ≤ ûn(x),∀ x ∈ X

)
→ 1 − α,

♦Q

l̂n(x) = β̂⊤
n x−

σ̂n(x)√
n

√
−2 log(α) ❡# ûn(x) = β̂⊤

n x+
σ̂n(x)√

n

√
−2 log(α),



✺✳✸✳ ❇❛♥❞❡( ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✼✼

♣♦✉# $♦✉$ x ∈ X ✳

❖♥ ❡♥ ❞*❞✉✐$ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉# {p(x), x ∈ X } ❞♦♥♥*❡ ♣❛#

[
l̂p(x),n, ûp(x),n

]
, ✭✺✳✶✻✮

♦5

l̂p(x),n =
el̂n(x)

1 + el̂n(x)
❡$ ûp(x),n =

eûn(x)

1 + eûn(x)
, x ∈ X .

❖♥ ♦❜$✐❡♥$ ❧❡ ❝♦#♦❧❧❛✐#❡ 7✉✐✈❛♥$ ✿

❈♦.♦❧❧❛✐.❡ ✺✳✸✳✹ ❙♦✉# ❧❡# ❝♦♥❞✐*✐♦♥# ✭❆✶✮✲✭❆✹✮ ❞.✜♥✐❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*3❡ ✹✱ ❡* #♦✉#

❧❡# ❝♦♥❞✐*✐♦♥# ❞❡# *❤.♦36♠❡# ✹✳✹✳✼ ❡* ✺✳✷✳✶✱ ❧❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞.✜♥✐❡# ♣❛3 ✭✺✳✶✻✮

❛✈❡❝ ❧❡ @✉❛♥*✐❧❡ ❝❤♦✐#✐ λp =
√

−2 log(α) ♦♥* ✉♥❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐*. ❞❡ ❝♦✉✈❡3*✉3❡ ❛#②♠♣*♦✲

*✐@✉❡ .❣❛❧❡ C 1 − α✳

✐✳❡✳

lim
n→∞

P

(
l̂p(x),n ≤ p(x) ≤ ûp(x),n,∀ x ∈ X

)
= 1 − α.

✺✳✸✳✸ ▼$%❤♦❞❡ ✸ ✿ ❇♦♦%,%-❛♣ ✲ ▼♦♥%❡ ❈❛-❧♦

❉❛♥7 ❝❡$$❡ ♣❛#$✐❡✱ ♥♦✉7 ♣#♦♣♦7♦♥7 ✉♥❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ❜♦♦*#*3❛♣ ✭▼♦♥*❡ ❈❛3❧♦✮ ♣♦✉#

❝♦♥7$#✉✐#❡ ❧❡7 ❜❛♥❞❡7 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉# {p(x), x ∈ X } ❞❛♥7 ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ #*❣#❡77✐♦♥

❧♦❣✐7$✐@✉❡ ❛✈❡❝ ❢#❛❝$✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✳ ◆♦✉7 ✉$✐❧✐7♦♥7 ❞✬❛❜♦#❞ ❞❡7 *❝❤❛♥$✐❧❧♦♥7 ❜♦♦$7$#❛♣✲

♣*7 ♣♦✉# ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❛ ♠❛$#✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛#✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐#✐@✉❡ ❞❡7 ❡7$✐♠❛$❡✉#7 ❞✉ ♠♦❞>❧❡ ❩■❇

✭✺✳✶✲✺✳✷✮✳ ❊♥7✉✐$❡✱ ✉♥ ♥♦♠❜#❡ ✐♠♣♦#$❛♥$ ❞❡ 7✐♠✉❧❛$✐♦♥7 ❡7$ ✉$✐❧✐7* ♣♦✉# ❛♣♣#♦❝❤❡# ❧❛

❞✐7$#✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ supx∈X |Wn(x)|✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉7 ❞*$❡#♠✐♥♦♥7 ❧❡ @✉❛♥$✐❧❡ ❞✬♦#❞#❡ α ❞❡ ❝❡

♥♦✉✈❡❧ *❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ♣♦✉# ❝♦♥7$#✉✐#❡ ❧❡7 ❜❛♥❞❡7 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❈❡ $②♣❡ ❞❡ $❡❝❤♥✐@✉❡ ❡7$
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✉!✐❧✐$% ♣❛( ✭❊❢(♦♥ ✫ ❉✐❈✐❝❝✐♦ ✶✾✾✻✮✱ ✭▼❛♥❞❡❧ ✫ ❇❡!❡♥$❦② ✷✵✵✽✮ ❡! ✭▲✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮

♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥$!(✉❝!✐♦♥ ❞✬✐♥!❡(✈❛❧❧❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ✭❈❧❛❡$❦❡♥$ ✫ ❱❛♥ ❑❡✐❧❡❣♦♠ ✷✵✵✸✮

♦♥! ✉!✐❧✐$% ✉♥❡ !❡❝❤♥✐K✉❡ $✐♠✐❧❛✐(❡ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥$!(✉❝!✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉(

❞❡$ ❢♦♥❝!✐♦♥$ ❞❡ (%❣(❡$$✐♦♥ ❡! ❧❡✉($ ❞%(✐✈%❡$✳ ✭◆❡✉♠❛♥♥ ✫ N♦❧③❡❤❧ ✶✾✾✽✮ ❧✬♦♥! ✉!✐✲

❧✐$% ❡♥ (%❣(❡$$✐♦♥ ♥♦♥✲♣❛(❛♠%!(✐K✉❡ ❡! ✭❩❤❛♥❣ ✫ N❡♥❣ ✷✵✶✵✮ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥$!(✉❝!✐♦♥ ❞❡

❜❛♥❞❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥$ ❞❡$ ♠♦❞R❧❡$ ❞❡ (%❣(❡$$✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❛(❛♠R!(❡$ ❞❡ (%❣(❡$$✐♦♥

♥♦♥ ❝♦♥$!❛♥!$✳

❈❡!!❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❡$! %❣❛❧❡♠❡♥! ✉!✐❧✐$%❡ ❡♥ ❛♥❛❧②$❡ $!❛!✐$!✐K✉❡ ❞❡$ ❞✉(%❡$ ❞❡ ✈✐❡

♣♦✉( ❝♦♥$!(✉✐(❡ ❞❡$ ❜❛♥❞❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ $✐♠✉❧!❛♥%❡$ ♣♦✉( ❧❛ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡ $✉(✈✐❡

✭✭▲✐ ✫ ❉❛!!❛ ✷✵✵✶✮✮ ❡! ♣♦✉( ❧❛ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡ (✐$K✉❡ ✐♥$!❛♥!❛♥% ✭✭❉✉❞❡❦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✮✱

!❛♥❞✐$ K✉❡ ✭❈♦✇❧✐♥❣ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✻✮ ♦♥! ✉!✐❧✐$% ❧❛ ♠%!❤♦❞❡ ❞❡ (%✲%❝❤❛♥!✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉(

❧❛ ❝♦♥$!(✉❝!✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉( ❧❛ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞✬✐♥!❡♥$✐!% ❞✬✉♥ ♣(♦❝❡$$✉$

❞❡ N♦✐$$♦♥✳

◆♦✉$ ❞%❝(✐✈♦♥$ ❞❛♥$ ❧❛ $✉✐!❡ ❧✬❛❧❣♦(✐!❤♠❡ ✉!✐❧✐$% ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥$!(✉❝!✐♦♥ ❞❡ ♥♦$

❜❛♥❞❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ $✐♠✉❧!❛♥%❡$✳ N♦$♦♥$ Un = supx∈X |Wn(x)| ❡! ζ =
√
n(β̂n − β)✳

▲✬✐❞%❡ ❝♦♥$✐$!❡ T ♦❜!❡♥✐( M > 0 (%♣❧✐❝❛!✐♦♥$ U
(1)
n , ..., U

(M)
n ❡! T ❡$!✐♠❡( ❧❡ K✉❛♥✲

!✐❧❡ ❞✬♦(❞(❡ ✭1 − α✮ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Un ♣❛( ❧❡ K✉❛♥!✐❧❡ ❡♠♣✐(✐K✉❡ ❞✬♦(❞(❡ (1 − α) ❞❡$

U
(1)
n , ..., U

(M)
n ✳

❆❧❣♦(✐!❤♠❡ ✿

✶✳ ●%♥%(❡( B %❝❤❛♥!✐❧❧♦♥$ ❜♦♦!$!(❛♣$ ❞❡ !❛✐❧❧❡ n✱ ④(Y
(b)
1 ,X

(b)
1 ,Z

(b)
1 ), ..., (Y

(b)
n ,X

(b)
n ,Z

(b)
n )},

b = 1, ..., B T ♣❛(!✐( ❞❡$ ♦❜$❡(✈❛!✐♦♥$✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡( ψ̂
(b)
n = (β̂

⊤(b)
n , θ̂

⊤(b)
n )⊤, b = 1, ..., B✱ T ♣❛(!✐( ❞❡$ ♠♦❞R❧❡$ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮✳



✺✳✸✳ ❇❛♥❞❡( ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✼✾

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡& ❧✬❡()✐♠❛)❡✉& ❜♦♦)()&❛♣♣/ ❞❡ Σ̂β,n ✿ Σ̂
❜♦♦)

= var(β̂
(1)
n , ..., β̂

(B)
n )✳

✹✳ ●/♥/&❡& M ✈❡❝)❡✉&( ❛❧/❛)♦✐&❡( ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥)( (ζm ∈ R
p,m = 1, ...,M) (✉✐✈❛♥) ✉♥❡

❞✐()&✐❜✉)✐♦♥ ♥♦&♠❛❧❡ ♠✉❧)✐✈❛&✐/❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 0 ❡) ❞❡ ♠❛)&✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡

Σ̂
❜♦♦)

✳

✺✳ ➱✈❛❧✉❡&

U (m)
n = max

xi∈X

∣∣∣
ζ⊤mxi

σ̂
❜♦♦),n

(xi)

∣∣∣, xi = (1, xi2, ..., xip)
⊤,m = 1, ...,M,

♦8

σ̂
❜♦♦),n

(xi) = x⊤Σ̂
❜♦♦)

x,

✻✳ ❉/)❡&♠✐♥❡& ❧❡ :✉❛♥)✐❧❡ ❡♠♣✐&✐:✉❡ ❞✬♦&❞&❡ (1−α) ❞❡ ❧✬/❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ {U (1)
n , ..., U

(M)
n }✳

❖♥ ❧❡ ♥♦)❡ ĉ1−α✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐()&✐❜✉)✐♦♥ ❡♠♣✐&✐:✉❡ ❞❡ {U (1)
n , ..., U

(M)
n } ❡() ✉♥❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ supx∈X |Wn(x)|✱ ❞✬❛♣&?( ❧❡ ❚❤/♦&?♠❡ ✺✳✷✳✶ ♦♥ ♣❡✉) ❝♦♥()&✉✐&❡ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ [l̂n(x), ûn(x)] ♣♦✉& {β⊤x, x ∈ X } ❝♦♠♠❡ (✉✐) ✿

[β̂⊤
n x−

σ̂n(x)√
n
ĉ1−α, β̂

⊤
n x+

σ̂n(x)√
n
ĉ1−α], x ∈ X .

❖♥ ❡♥ ❞/❞✉✐) ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉& {p(x);x ∈ X } ❞♦♥♥/❡ ♣❛&
[
l̂p(x),n, ûp(x),n

]
✭✺✳✶✼✮

♦8

l̂p(x),n =
el̂n(x)

1 + el̂n(x)
❡) ûp(x),n =

eûn(x)

1 + eûn(x)
, x ∈ X .

❖♥ ♦❜)✐❡♥) ❧❡ ❝♦&♦❧❧❛✐&❡ (✉✐✈❛♥) ✿



✺✳✹✳ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✽✵

❈♦2♦❧❧❛✐2❡ ✺✳✸✳✺ ❙♦✉# ❧❡# ❝♦♥❞✐*✐♦♥# ✭❆✶✮✲✭❆✹✮ ❞.✜♥✐❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*3❡ ✹✱ ❡* #♦✉#

❧❡# ❝♦♥❞✐*✐♦♥# ❞❡# *❤.♦36♠❡# ✹✳✹✳✼ ❡* ✺✳✷✳✶✱ ❧❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞.✜♥✐❡# ♣❛3 ✭✺✳✶✼✮

♦♥* ✉♥❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐*. ❞❡ ❝♦✉✈❡3*✉3❡ ❛#②♠♣*♦*✐@✉❡ .❣❛❧❡ B 1 − α✱ ❝✬❡#*✲B✲❞✐3❡

lim
n→∞

P

(
l̂p(x),n ≤ p(x) ≤ ûp(x),n,∀ x ∈ X

)
= 1 − α.

✺✳✹ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥

▲❡" ♦❜❥❡❝'✐❢" ✈✐"+" ❞❛♥" ❝❡''❡ ♣❛0'✐❡ ❞✬+'✉❞❡ ❞❡ "✐♠✉❧❛'✐♦♥ "♦♥' ❞❡ ❝♦♠♣0❡♥❞0❡

❡' ❞❡ ♠♦♥'0❡0 ❧❡" ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡" ❞❡" ❜❛♥❞❡" ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ '❛✐❧❧❡ ❞✬+❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✜✲

♥✐❡✳ 90+❝✐"+♠❡♥'✱ ♥♦✉" +✈❛❧✉♦♥" ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛+0❡♥'" ♣❛0❛♠='0❡" ❞❡ "✐♠✉❧❛'✐♦♥

✭✈❛❧❡✉0 ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ '❛✐❧❧❡ ❞✬+❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✱ ♣♦✉0❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡" ❡' ♣0♦✲

♣♦0'✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉" ✐♥❢❡❝'+" ♣❛0♠✐ ❧❡" "✉"❝❡♣'✐❜❧❡"✮ "✉0 ❧❛ ♣0♦❜❛❜✐❧✐'+ ❞❡ ❝♦✉✈❡0'✉0❡

❡' ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉0 ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡" ❜❛♥❞❡"✳ ◆♦✉" ❞+❝0✐✈♦♥" '♦✉' ❞✬❛❜♦0❞ ❧❛ ♣0♦❝+❞✉0❡ ❞❡

"✐♠✉❧❛'✐♦♥✳

✺✳✹✳✶ $❧❛♥ ❞❡ *✐♠✉❧❛.✐♦♥

◆♦✉" ❝♦♥"✐❞+0♦♥" ❧❡" ♠♦❞=❧❡" "✉✐✈❛♥'" ♣♦✉0 ❧❡ "'❛'✉' ✐♥❢❡❝'✐♦♥ ✿





log
(

P(Y=1|Xi,Si)
1−P(Y=1|Xi,Si)

)
= β1 + β2Xi2 + β3Zi2 ✐❢ Si = 1

P(Y = 1|Xi, Si) = 0 ✐❢ Si = 0
✭✺✳✶✽✮

❡' ❧❡ "'❛'✉' ❞✬✐♠♠✉♥✐'+ ✿

log

(
P(S = 1|Zi)

1 − P(S = 1|Zi)

)
= θ1 + θ2Zi2, ✭✺✳✶✾✮

♦H Xi2 ❡"' ✉♥❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧♦✐ ♥♦0♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 0 ❡' ❞❡ ✈❛0✐❛♥❝❡ 1 ❡' Zi2 ❡"' ✉♥❡

✈❛0✐❛❜❧❡ ❛❧+❛'♦✐0❡ ❞❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦0♠❡ ❞❛♥" (0, 1]✳ ◆♦'♦♥" I✉❡ ❧❛ ✈❛0✐❛❜❧❡ Xi2, 1 ≤ i ≤ n



✺✳✹✳ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✽✶

❥♦✉❡ ❧❡ %&❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛%✐❛❜❧❡ ❝♦♥.✐♥✉❡ V ❞❛♥/ ❧❛ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ❆✷ ✭✈♦✐% ❝❤❛♣✐.%❡ ✹✮✳ ◆♦✉/

♣♦✉✈♦♥/ 9❣❛❧❡♠❡♥. ♥♦.❡% <✉❡ ❧❡/ ♠♦❞=❧❡/ ❞✬✐♥❢❡❝.✐♦♥ ❡. ❞✬✐♠♠✉♥✐.9 ♣❛%.❛❣❡♥. ✉♥❡

❝♦✈❛%✐❛❜❧❡✳ ❯♥ 9❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ .❛✐❧❧❡ n ❞✉ ✈❡❝.❡✉% O ❡/. ❣9♥9%9 A ♣❛%.✐% ❞❡ ❝❡

♠♦❞=❧❡✱ ❡. ♣♦✉% ❝❤❛<✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ i✱ ♥♦✉/ ♦❜.❡♥♦♥/ ✉♥❡ %9❛❧✐/❛.✐♦♥ Oi = (yi, si,xi, zi)✱

♦C si ❡/. ❝♦♥/✐❞9%9 ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉ /✐ yi = 0✳ ▲✬❡/.✐♠❛.❡✉% ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈%❛✐/❡♠✲

❜❧❛♥❝❡ β̂n ❞❡ β = (β1, β2, β3)
⊤

❡/. ♦❜.❡♥✉ A ♣❛%.✐% ❞❡ ❝❡..❡ ❜❛/❡ ❞❡ ❞♦♥♥9❡/ ✐♥❝♦♠♣❧=.❡

❡♥ %9/♦❧✈❛♥. ❧✬9<✉❛.✐♦♥ ❞✉ /❝♦%❡ ❞♦♥♥9❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❙❡❝.✐♦♥ ✹✳✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐.%❡ ✸✱ ❡♥ ✉.✐❧✐✲

/❛♥. ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ♦♣"✐♠ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘ ✭✈❡%/✐♦♥ ✷✳✶✹✮✳ ❯♥ ❡/.✐♠❛.❡✉% ❞✉ ♣❛%❛♠=.%❡ ❞❡

♥✉✐/❛♥❝❡ θ = (θ1, θ2)
⊤

❡/. 9❣❛❧❡♠❡♥. ♦❜.❡♥✉✳ ◆♦✉/ ♥♦✉/ /♦♠♠❡/ ♣❛%.✐❝✉❧✐=%❡♠❡♥.

✐♥.9%❡//9/ A ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐.9 ❞❡ /✉%✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢❡❝.✐♦♥ p(x) = P(Y = 1|X = x, S = 1)✳

J♦✉% ❝❤❛<✉❡ ❝♦♥✜❣✉%❛.✐♦♥ ❞❡/ ❞✐✛9%❡♥./ ♣❛%❛♠=.%❡/ ❞❡ /✐♠✉❧❛.✐♦♥✱ ♥♦✉/ ❝❛❧❝✉❧♦♥/ ❧❛

♣%♦❜❛❜✐❧✐.9 ❞❡ ❝♦✉✈❡%.✉%❡ ❡♠♣✐%✐<✉❡ ❡. ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡/ ❜❛♥❞❡/ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱

♣♦✉% ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡/ ✸ ♠9.❤♦❞❡/ ♣%♦♣♦/9❡/ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝.✐♦♥ ✺✳✸✳

▲❡ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. /✉% ❞❡/ .❛✐❧❧❡/ ❞✬9❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ✜♥✐❡/ ❞❡/ ❜❛♥❞❡/ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡/ ❡/.

9✈❛❧✉9 ♣♦✉% ♣❧✉/✐❡✉%/ .❛✐❧❧❡/ ❞✬9❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ✭n = 500, 1000, 1500✮ ❡. ❞✐✛9%❡♥./ ♣♦✉%✲

❝❡♥.❛❣❡/ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉/ ✐♠♠✉♥❡/ ❞❛♥/ ❧✬9❝❤❛♥.✐❧❧♦♥✱ A /❛✈♦✐% 25%✱ 50%✳ ◆♦✉/ ❝♦♥/✐✲

❞9%♦♥/ 9❣❛❧❡♠❡♥. ❞✐✛9%❡♥.❡/ ✈❛❧❡✉%/ ❞❡ ❧❛ ♣%♦♣♦%.✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉/ ✐♥❢❡❝.9/ ♣❛%♠✐ ❧❡/

/✉/❝❡♣.✐❜❧❡/ ✭30% ❛♥❞ 70%✮ ❡. ❞✐✛9%❡♥.❡/ ✈❛❧❡✉%/ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡/ ❜❛♥❞❡/

❝♦♥/.%✉✐.❡/ ✿ ✾✵✪✱ ✾✺✪ ❡. ✾✾✪✳ ▲❡/ ♣%♦♣♦%.✐♦♥/ /♦✉❤❛✐.9❡/ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉/ ✐♠♠✉♥❡/ ❡.

✐♥❢❡❝.9/ /♦♥. ♦❜.❡♥✉❡/ ❡♥ ❝❤♦✐/✐//❛♥. ❞❡/ ✈❛❧❡✉%/ ❛♣♣%♦♣%✐9❡/ ♣♦✉% β ❡. θ✳ ▲❡/ ✈❛❧❡✉%/

/✉✐✈❛♥.❡/ /♦♥. ❝♦♥/✐❞9%9❡/ ♣♦✉% β ✿

✕ ♠♦❞=❧❡ M1 ✿ β = (−1, 1.5,−.4)⊤ ✿ ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐✈❡♠❡♥. 30% ❞❡/ /✉/❝❡♣.✐❜❧❡/

/♦♥. ✐♥❢❡❝.9/✳

✕ ♠♦❞=❧❡ M2 ✿ β = (.5,−1,−1.1)⊤ ✿ ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐✈❡♠❡♥. 70% ❞❡/ /✉/❝❡♣.✐❜❧❡/

/♦♥. ✐♥❢❡❝.9/✳



✺✳✹✳ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✽✷

✺✳✹✳✷ ❘%&✉❧)❛)&

 ♦✉# ❝❤❛'✉❡ ❝♦♥✜❣✉#❛,✐♦♥ ✭♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ × ,❛✐❧❧❡ ❞✬3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ × ♣♦✉#✲

❝❡♥,❛❣❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉6 ✐♠♠✉♥❡6 × ♣♦✉#❝❡♥,❛❣❡ ❞✬✐♥❢❡❝,36 ♣❛#♠✐ ❧❡6 ✐♥❞✐✈✐❞✉6 6✉6❝❡♣✲

,✐❜❧❡6✮ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡6 ♣❛#❛♠<,#❡6✱ N = 1000 3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥6 6♦♥, ♦❜,❡♥✉6✳ ❙✉# ❧❛ ❜❛6❡ ❞❡

❝❡6 1000 #3♣❧✐❝❛,✐♦♥6✱ ♥♦✉6 ♦❜,❡♥♦♥6 p̂
(1)
n (x), . . . , p̂

(1000)
n (x)✱ ♣♦✉# ,♦✉, x ∈ X ✳  ♦✉#

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡6 ,#♦✐6 ♠3,❤♦❞❡6 ♣#♦♣♦63❡6✱ ♥♦✉6 ❝❛❧❝✉❧♦♥6 ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐,3 ❞❡ ❝♦✉✈❡#,✉#❡

❡♠♣✐#✐'✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✉#❝❡♥,❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡6 ❝♦♥,❡♥❛♥, ❡①❛❝,❡♠❡♥, ❧❛ ✈#❛✐❡ ❢♦♥❝,✐♦♥

#3♣♦♥6❡ ♣❛#♠✐ ❧❡6 ✶✵✵✵ ❜❛♥❞❡6 ♦❜,❡♥✉❡6✳ ◆♦✉6 ❛✈♦♥6 3❣❛❧❡♠❡♥, 3,✉❞✐3 ❧❛ ♣#3❝✐6✐♦♥

❞❡6 ❜❛♥❞❡6 ❡♥ #❡❣❛#❞❛♥, ❧❡✉#6 ❧❛#❣❡✉#6✳ ❉❡6 ✐♥❞✐❝❛,❡✉#6 ❞❡ ♣#3❝✐6✐♦♥ 6♦♥, ❝❛❧❝✉❧36 ❡♥

♣#❡♥❛♥, ✿

✶✳ ♣♦✉# ❝❤❛'✉❡ #3♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡, ❧❛ ♠3❞✐❛♥❡ ❞❡6 ❧❛#❣❡✉#6 ❞❡6 ❜❛♥❞❡6 6✉#

❧❡6 ♥ ✈❛❧❡✉#6 x1, . . . , xn ❞❡ x ❣3♥3#3❡6 ♣♦✉# ❧❡6 ♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉6 ❞❡ ❧✬3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✱

✷✳ ♣✉✐6 ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥, ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡6 ❞❡✉① 63#✐❡6 ❞❡ n ✈❛❧❡✉#6 ✭♠♦②❡♥♥❡ ❡, ♠3❞✐❛♥❡✮

❛✐♥6✐ ♦❜,❡♥✉❡6✳

▲❡6 #36✉❧,❛,6 6♦♥, #36✉♠36 ❞❛♥6 ❧❡6 ,❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶ ❡, ✺✳✷✳ ❉❛♥6 ❝❡6 ,❛❜❧❡❛✉①✱ ❧❡6 ♠3✲

,❤♦❞❡6 ✶✱ ✷ ❡, ✸ ❝♦##❡6♣♦♥❞❡♥, #❡6♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, J ❧❛ ♠3,❤♦❞❡ ❞❡ ❙❝❤❡✛3✱ J ❧❛ ♠3,❤♦❞❡

❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡, ❙❤❡❡♣ ❡, J ❧❛ ♠3,❤♦❞❡ ❇♦♦,6,#❛♣✳ ▲❡6 ❧❛#❣❡✉#6 ♣#36❡♥,3❡6 ❞❛♥6 ❝❡6

,❛❜❧❡❛✉① 6♦♥, ❧❡6 ❧❛#❣❡✉#6 ♠♦②❡♥♥❡6 ❞❡6 ❜❛♥❞❡6✳

❆ ♣❛#,✐# ❞❡6 ❚❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶ ❡, ✺✳✷✱ ♥♦✉6 ♥♦,♦♥6 '✉❡ ❧❛ ♠3,❤♦❞❡ ✷ ❢♦✉#♥✐, ❞❡6 ❜❛♥❞❡6

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛②❛♥, ✉♥❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐,3 ❞❡ ❝♦✉✈❡#,✉#❡ ♣❧✉6 ❢❛✐❜❧❡ '✉❡ ❧❡6 ♠3,❤♦❞❡6 ✶ ❡,

✸✳ ◆♦✉6 ❝♦♥6,❛,♦♥6 3❣❛❧❡♠❡♥, '✉❡ ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐,3 ❞❡ ❝♦✉✈❡#,✉#❡ ❞✐♠✐♥✉❡ '✉❛♥❞ ❧❛

,❛✐❧❧❡ ❞✬3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❛✉❣♠❡♥,❡✳ ❖♥ ♣❡✉, ❢❛✐#❡ ❧❛ ♠P♠❡ ❝♦♥6,❛,❛,✐♦♥ ♣♦✉# ❧❛ ❧❛#❣❡✉#

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡6 ❜❛♥❞❡6 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿ ❧❡6 ❜❛♥❞❡6 6❡ #3,#3❝✐66❡♥, ❧♦#6'✉❡ ❧❛ ,❛✐❧❧❡ ❞❡

❧✬3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❛✉❣♠❡♥,❡✱ ❡, ❝❡✱ ✐♥❞3♣❡♥❞❛♠♠❡♥, ❞❡6 ,#♦✐6 ♠3,❤♦❞❡6✳ ▲❛ ♠3,❤♦❞❡ ✸



✺✳✹✳ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✽✸

✭♠"#❤♦❞❡ ❜♦♦#)#*❛♣✮ ❡)# ❛))♦❝✐"❡ 0 ❞❡) ♣*♦❜❛❜✐❧✐#") ❞❡ ❝♦✉✈❡*#✉*❡ ❡# ❞❡) ❧❛*❣❡✉*) ❞❡

❜❛♥❞❡ ♣❧✉) "❧❡✈"❡) 6✉❡ ❧❡) ❞❡✉① ❛✉#*❡) ♠"#❤♦❞❡)✳ ▲❡ ❝❛*❛❝#:*❡ ❝♦♥)❡*✈❛#✐❢ ❞❡) ❜❛♥❞❡)

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡) ❝♦♥)#❛#" )✉* ❧❛ ♠"#❤♦❞❡ ✸ ❡)# #*:) )✐♠✐❧❛✐*❡ 0 ❝❡ 6✉✐ ❡)# ♦❜)❡*✈" ❞❛♥)

❧❛ ♣❧✉♣❛*# ❞❡) #*❛✈❛✉① ♣♦*#❛♥# )✉* ❧❡) ❜❛♥❞❡) ❡# ✐♥#❡*✈❛❧❧❡) ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ )✐♠✉❧#❛♥")

❞❛♥) ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❞❡ *"❣*❡))✐♦♥ ❧✐♥"❛✐*❡ ❡# ❧♦❣✐)#✐6✉❡ ✭✈♦✐* ✭❩❤❛♥❣ ✫ @❡♥❣ ✷✵✶✵✮ ❡#

✭▲✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳ ❊♥ ♣*❛#✐6✉❡✱ ♥♦✉) *❡❝♦♠♠❛♥❞♦♥) ❧✬✉#✐❧✐)❛#✐♦♥ ❞❡) ♠"#❤♦❞❡) ✶ ♦✉

✷ ♣♦✉* ❞❡) *❛✐)♦♥) ❞❡ #❡♠♣) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧) ✭♠♦✐♥) ❧♦♥❣) 6✉❡ ♣♦✉* ❧❛ ♠"#❤♦❞❡ ✸✮ ❡#

"❣❛❧❡♠❡♥# ♣♦✉* ❞❡) *❛✐)♦♥) ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉*❡) ♣*"❝✐)✐♦♥) ❞❡ ❧❛*❣❡✉*) ❞❡ ❜❛♥❞❡)✳ ◆♦✉)

*❡♠❛*6✉♦♥) "❣❛❧❡♠❡♥# 6✉❡ )✐ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥#❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛

❧❛*❣❡✉* ❞❡) ❜❛♥❞❡) ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥#❡✳

▲❡) *")✉❧#❛#) ✭♣*♦❜❛❜✐❧✐#") ❞❡ ❝♦✉✈❡*#✉*❡ ❡# ❧❛*❣❡✉*) ♠♦②❡♥♥❡) ❞❡) ❜❛♥❞❡)✮ )♦♥#

)#❛❜❧❡) ❧♦*)6✉❡ ❧❡ ♣♦✉*❝❡♥#❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡) ❡)# ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ✷✺✪ ❡# )❡ ❞"❣*❛❞❡♥#

❧♦*)6✉✬✐❧ ❛✉❣♠❡♥#❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♣♦✉*❝❡♥#❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡ ❡)# ❞❡ ✺✵✪✱ ❧❡) ♣*♦❜❛❜✐❧✐#") ❞❡

❝♦✉✈❡*#✉*❡ )♦♥# ❢❛✐❜❧❡)✱ ♣❛* ❝♦♥#*❡ ❧❡) ❧❛*❣❡✉*) ❞❡) ❜❛♥❞❡) *❡)#❡♥# ♥"❛♥♠♦✐♥) )#❛❜❧❡)✳

❊♥)✉✐#❡✱ ♥♦✉) ❝♦♠♣❛*♦♥) ❝❡) *")✉❧#❛#) ❞✉ ♠♦❞:❧❡ M1 0 ❝❡✉① ♦❜#❡♥✉) ♣❛* ❧❛ ♠"#❤♦❞❡

❞✬❛♥❛❧②)❡ ✧♥❛M✈❡✧ ♦N ✿

✕ ♥♦✉) ❝♦♥)✐❞"*♦♥) #♦✉# ✐♥❞✐✈✐❞✉ i #❡❧ 6✉❡ {Yi = 0} ❝♦♠♠❡ )✉)❝❡♣#✐❜❧❡ ♠❛✐) ♥♦♥

✐♥❢❡❝#" ✭❝✬❡)#✲0✲❞✐*❡✱ ♥♦✉) ✐❣♥♦*♦♥) ✉♥❡ "✈❡♥#✉❡❧❧❡ ✐♠♠✉♥✐#" ❞❡ ❝❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉✮✱

✕ ♥♦✉) ❝❛❧❝✉❧♦♥) ❧❡) ❜❛♥❞❡) ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉* p(x) 0 ♣❛*#✐* ❞❡) ❞♦♥♥"❡) ❛✐♥)✐

♦❜#❡♥✉❡)✳

▲❡) *")✉❧#❛#) ❞❡ ❝❡##❡ ❛♥❛❧②)❡ ✧♥❛M✈❡✧ ♣♦✉* ❧❡ ♠♦❞:❧❡ M1 )♦♥# ❞♦♥♥") ❞❛♥) ❧❡ ❚❛✲

❜❧❡❛✉ ✺✳✸✳ ▲❡) ♣*♦❜❛❜✐❧✐#") ❞❡ ❝♦✉✈❡*#✉*❡ )♦♥# ♣*♦❝❤❡) ❞❡ ✵✱ ✐♥❞"♣❡♥❞❛♠♠❡♥# ❞❡

❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞✬"❝❤❛♥#✐❧❧♦♥ ❧♦*)6✉❡ ❧❡ ♣♦✉*❝❡♥#❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡) ❡)# "❣❛❧ 0 ✷✺✪✳ ❊❧❧❡) )♦♥#

♣*❛#✐6✉❡♠❡♥# #♦✉#❡) "❣❛❧❡) 0 ✵ ❧♦*)6✉❡ ❧❡ ♣♦✉*❝❡♥#❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡) ❡)# ❞❡ ✺✵✪✳



✺✳✹✳ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✽✹

❈❡❝✐ ♥♦✉' ♣❡)♠❡+ ❞✬❛✣)♠❡) 0✉✬✐❧ ❡'+ ✐♠♣♦)+❛♥+ ❞❡ +❡♥✐) ❝♦♠♣+❡ ❞❡ ❧✬✐♠♠✉♥✐+2 ❧♦)'✲

0✉✬❡❧❧❡ ❡'+ ♣)2'❡♥+❡ ❞❛♥' ❧❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥✳

▲❡ ♠♦❞6❧❡ M2 ❢♦✉)♥✐+ ❞❡' )2'✉❧+❛+' '✐♠✐❧❛✐)❡'✳ ■❧' '♦♥+ ♣)2'❡♥+2' ❞❛♥' ❧❛ '❡❝+✐♦♥ ❇✳✷

❞❛♥' ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳



✺✳✹✳ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✽✺

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ▼♦❞'❧❡ M1 : β = (−1, 1.5,−.4) ❛✈❡❝ ✷✺✪ ❞✬✐♠♠✉♥❡4✳

▼!"❤♦❞❡ ✶ ▼!"❤♦❞❡ ✷ ▼!"❤♦❞❡ ✸

1 − α ♥ ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉. ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉. ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉.

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%, θ = (1.6,−1)

✵✳✾✾ ✺✵✵ ✵✳✾✹✻ 0.217+
✵✳✾✸✽ 0.205+

✵✳✾✾✾ 0.734+

0.082† 0.074† 0.627†

0.174⋆ 0.161⋆ 0.830⋆

0.338∓ 0.322∓ 0.898∓

✶✵✵✵ ✵✳✾✸✶ 0.134+
✵✳✾✷✷ 0.128+

✵✳✾✾✹ 0.593+

0.031† 0.028† 0.282†

0.087⋆ 0.082⋆ 0.775⋆

0.220∓ 0.211∓ 0.877∓

✶✺✵✵ ✵✳✽✸✼ ✵✳✶✵✷

+
✵✳✽✶✽ ✵✳✵✾✽

+
✵✳✾✾✻ ✵✳✺✽✽

+

0.018† 0.017† 0.332†

0.062⋆ 0.059⋆ 0.736⋆

0.172∓ 0.165∓ 0.827∓

✵✳✾✺ ✺✵✵ ✵✳✽✺✹ 0.169+
✵✳✽✹✶ 0.163+

✵✳✾✽✾ 0.667+

0.045† 0.042† 0.526†

0.117⋆ 0.110⋆ 0.761⋆

0.274∓ 0.264∓ 0.852∓

✶✵✵✵ ✵✳✼✾✶ 0.108+
✵✳✼✼✸ 0.105+

✵✳✾✽✾ 0.530+

0.019† 0.018† 0.187†

0.063⋆ 0.061⋆ 0.698⋆

0.181∓ 0.175∓ 0.829∓

✶✺✵✵ ✵✳✽✸✻ 0.081+
✵✳✽✷✼ 0.078+

✵✳✾✽✽ 0.518+

0.012† 0.012† 0.216†

0.046⋆ 0.044⋆ 0.684⋆

0.137∓ 0.133∓ 0.784∓

✵✳✾✵ ✺✵✵ ✵✳✽✹✻ 0.142+
✵✳✽✹✷ 0.138+

✵✳✾✽✾ 0.607+

0.035† 0.033† 0.457†

0.093⋆ 0.089⋆ 0.694⋆

0.230∓ 0.224∓ 0.793∓

✶✵✵✵ ✵✳✼✽✽ 0.092+
✵✳✼✼✻ 0.090+

✵✳✾✾✵ 0.485+

0.015† 0.015† 0.160†

0.053⋆ 0.051⋆ 0.624⋆

0.154∓ 0.150∓ 0.775∓

✶✺✵✵ ✵✳✽ 0.073+
✵✳✼✾✷ 0.071+

✵✳✾✽✸ 0.462+

0.010† 0.010† 0.127†

0.039⋆ 0.039⋆ 0.624⋆

0.123∓ 0.121∓ 0.741∓

◆♦"❡ ✿

a
✿ ♣.♦❜❛❜✐❧✐"! ❞❡ ❝♦✉✈❡."✉.❡✱

+
✿ ♠♦②❡♥♥❡✱

†
✿ ✶❡. D✉❛."✐❧❡✱

⋆
✿ ♠!❞✐❛♥❡✱

∓
✿ ✸E♠❡ D✉❛."✐❧❡✳



✺✳✹✳ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✽✻

❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ ▼♦❞'❧❡ M1 : β = (−1, 1.5,−.4) ❛✈❡❝ ✺✵✪ ❞✬✐♠♠✉♥❡4✳

▼!"❤♦❞❡ ✶ ▼!"❤♦❞❡ ✷ ▼!"❤♦❞❡ ✸

1 − α ♥ ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉. ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉. ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉.

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%, θ = (−1, 2)

✵✳✾✾ ✺✵✵ ✵✳✽✼✾ 0.325+
✵✳✽✻✷ 0.307+

✵✳✾✾✽ 0.885+

0.138† 0.124† 0.827†

0.279⋆ 0.258⋆ 0.954⋆

0.495∓ 0.472∓ 0.983∓

✶✵✵✵ ✵✳✽✹✼ 0.180+
✵✳✽✸✻ 0.171+

✵✳✾✾✹ 0.596+

0.053† 0.048† 0.325†

0.131⋆ 0.123⋆ 0.727⋆

0.292∓ 0.279∓ 0.856∓

✶✺✵✵ ✵✳✽✻✺ 0.143+
✵✳✽✺✵ 0.137+

✵✳✾✾✶ 0.533+

0.031† 0.029† 0.196†

0.092⋆ 0.087⋆ 0.690⋆

0.239∓ 0.229∓ 0.823∓

✵✳✾✺ ✺✵✵ ✵✳✼✾✼ 0.232+
✵✳✼✼✾ 0.222+

✵✳✾✾✼ 0.797+

0.082† 0.075† 0.684†

0.178⋆ 0.167⋆ 0.908⋆

0.365∓ 0.351∓ 0.966∓

✶✵✵✵ ✵✳✻✸✻ 0.139+
✵✳✻✷✼ 0.134+

✵✳✾✽✺ 0.538+

0.031† 0.029† 0.272†

0.089⋆ 0.085⋆ 0.622⋆

0.230∓ 0.222∓ 0.784∓

✶✺✵✵ ✵✳✼✸✶ 0.106+
✵✳✼✷✵ 0.103+

✵✳✾✽✻ 0.448+

0.020† 0.019† 0.135†

0.064⋆ 0.061⋆ 0.547⋆

0.177∓ 0.171∓ 0.722∓

✵✳✾✵ ✺✵✵ ✵✳✼✶✻ 0.197+
✵✳✼✵✺ 0.191+

✵✳✾✽✹ 0.757+

0.059† 0.056† 0.614†

0.141⋆ 0.135⋆ 0.875⋆

0.316∓ 0.307∓ 0.946∓

✶✵✵✵ ✵✳✼✹✹ 0.121+
✵✳✼✷✻ 0.118+

✵✳✾✼✼ 0.469+

0.025† 0.024† 0.207†

0.075⋆ 0.072⋆ 0.547⋆

0.199∓ 0.194∓ 0.718∓

✶✺✵✵ ✵✳✻✵✼ 0.093+
✵✳✺✾✻ 0.091+

✵✳✾✻✻ 0.410+

0.016† 0.015† 0.111†

0.054⋆ 0.052⋆ 0.479⋆

0.156∓ 0.153∓ 0.670∓

◆♦"❡ ✿

a
✿ ♣.♦❜❛❜✐❧✐"! ❞❡ ❝♦✉✈❡."✉.❡✱

+
✿ ♠♦②❡♥♥❡✱

†
✿ ✶❡. D✉❛."✐❧❡✱

⋆
✿ ♠!❞✐❛♥❡✱

∓
✿ ✸E♠❡ D✉❛."✐❧❡✳



✺✳✹✳ ➱$✉❞❡ ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✽✼

❚❛❜✳ ✺✳✸ ✕ ❆♥❛❧②)❡ ✧♥❛,✈❡✧ ✿ M1 : β = (−1, 1.5,−.4) ❛✈❡❝ ✷✺✪ ❡2 ✺✵✪ ❞✬✐♠♠✉♥❡)✳

▼!"❤♦❞❡ ✶ ▼!"❤♦❞❡ ✷ ▼!"❤♦❞❡ ✸

1 − α ♥ ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉. ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉. ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉.

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%, θ = (1.6,−1)

✵✳✾✾ ✺✵✵ ✵✳✸✵✶ 0.138 ✵✳✷✺✸ 0.132 ✵✳✸✷✵ 0.139

✶✵✵✵ ✵✳✵✵✶ 0.092 ✵✳✵✵✶ 0.089 ✵✳✵✵✶ 0.093

✶✺✵✵ ✵✳✸✺✽ 0.089 ✵✳✸✶✸ 0.085 ✵✳✸✺✺ 0.088

✵✳✾✺ ✺✵✵ ✵✳✵✵✹ 0.116 ✵✳✵✵✸ 0.112 ✵✳✵✵✼ 0.118

✶✵✵✵ ✵ 0.079 ✵ 0.077 ✵ 0.080

✶✺✵✵ ✵✳✵✶✷ 0.063 ✵✳✵✵✾ 0.061 ✵✳✵✶✺ 0.063

✵✳✾✵ ✺✵✵ ✵✳✵✵✽ 0.096 ✵✳✵✵✺ 0.094 ✵✳✵✶✵ 0.098

✶✵✵✵ ✵ 0.065 ✵ 0.064 ✵ 0.066

✶✺✵✵ ✵ 0.052 ✵ 0.051 ✵ 0.053

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%, θ = (−1, 2)

✵✳✾✾ ✺✵✵ ✵✳✷✹✶ 0.236 ✵✳✷✶✹ 0.226 ✵✳✷✻✶ 0.233

✶✵✵✵ ✵ 0.141 ✵ 0.136 ✵ 0.137

✶✺✵✵ ✵ 0.121 ✵ 0.117 ✵ 0.119

✵✳✾✺ ✺✵✵ ✵ 0.093 ✵ 0.091 ✵ 0.091

✶✵✵✵ ✵ 0.130 ✵ 0.126 ✵ 0.127

✶✺✵✵ ✵ 0.093 ✵ 0.091 ✵ 0.091

✵✳✾✵ ✺✵✵ ✵ 0.146 ✵ 0.142 ✵ 0.145

✶✵✵✵ ✵ 0.099 ✵ 0.098 ✵ 0.098

✶✺✵✵ ✵ 0.090 ✵ 0.088 ✵ 0.088

◆♦-❡ ✿ a ✿ ♣1♦❜❛❜✐❧✐-6 ❞❡ ❝♦✉✈❡1-✉1❡✳





❚!♦✐$✐%♠❡ ♣❛!*✐❡

❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥$





❈❤❛♣✐%&❡ ✻

➱!✉❞❡ %♣✐❞%♠✐♦❧♦❣✐,✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ✿

♣0♦❥❡! ❉❊◆❋❘❆▼❊

❙♦♠♠❛✐%❡

✻✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✷ ▼❡%❤♦❞2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✷✳✶ ❖❜❥❡❝)✐✈❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✷✳✷ ❙)✉❞② ,✐)❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✷✳✸ ❙)✉❞② ❞❡,✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✷✳✹ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛)❛ ❛♥❞ ❜❧♦♦❞ ,❛♠♣❧❡ ❝♦❧❧❡❝)✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷✳✺ ❈❧❛,,✐✜❝❛)✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛,❡, ♦♥ )❤❡ ❜❛,✐, ♦❢ ❛❝✉)❡ ❞❡♥❣✉❡

❞✐❛❣♥♦,✐, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✷✳✻ ❊)❤✐❝, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✷✳✼ ❙)❛)✐,)✐❝❛❧ ♠❡)❤♦❞, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✸ ❘❡2✉❧%2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✹ ❉✐2❝✉22✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

▲❡ ❝♦♥%❡♥✉ ❞✉ ♣)*+❡♥% ❝❤❛♣✐%)❡ ❛ ❢❛✐% ❧✬♦❜❥❡% ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛%✐♦♥ ✿

❉✉++❛)%✱ 7✳✱ ❇❛)✐❧✱ ▲✳ ❡% ❛❧✳



✾✷

❙!✉❞② ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛,❡, ❛♥❞ !❤❡ ♠❡♠❜❡0, ♦❢ !❤❡✐0 ❤♦✉,❡❤♦❧❞, ✿ ❛ ❢❛♠✐❧✐❛❧ ❝❧✉,!❡0 ❛♥❛✲

❧②,✐, ✐♥ !❤❡ ♠✉❧!✐♥❛!✐♦♥❛❧ ❉❊◆❋❘❆▼❊ ♣0♦❥❡❝!

>▲♦❙✳ ◆❡❣❧✳ ❚0♦♣✳ ❉✐,✳✱ ✈♦❧✳ ✻✭✶✮ ✿ ❡✶✹✽✷✱ ✷✵✶✷✳ ♣❛❣❡, ✽✵✲✶✵✻✳

❆❜$%&❛❝%

❇❛❝❦❣%♦✉♥❞ ✿ ❉❡♥❣✉❡ ❤❛$ ❡♠❡&❣❡❞ ❛$ %❤❡ ♠♦$% ✐♠♣♦&%❛♥% ✈❡❝%♦&✲❜♦&♥❡

✈✐&❛❧ ❞✐$❡❛$❡ ✐♥ %&♦♣✐❝❛❧ ❛&❡❛$✳ ❊✈❛❧✉❛%✐♦♥$ ♦❢ %❤❡ ❜✉&❞❡♥ ❛♥❞ $❡✈❡&✐%② ♦❢

❞❡♥❣✉❡ ❞✐$❡❛$❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐♥❞❡&❡❞ ❜② %❤❡ ❢&❡<✉❡♥% ❧❛❝❦ ♦❢ ❧❛❜♦&❛%♦&②

❝♦♥✜&♠❛%✐♦♥ ❛♥❞ $%&♦♥❣ $❡❧❡❝%✐♦♥ ❜✐❛$ %♦✇❛&❞ ♠♦&❡ $❡✈❡&❡ ❝❛$❡$ ✳

▼❡,❤♦❞♦❧♦❣② ✿ ❆ ♠✉❧%✐♥❛%✐♦♥❛❧✱ ♣&♦$♣❡❝%✐✈❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ $%✉❞② ✇❛$ ❝❛&&✐❡❞ ♦✉%

✐♥ ❙♦✉%❤✲❊❛$% ❆$✐❛ ✭❙❊❆✮ ❛♥❞ ▲❛%✐♥ ❆♠❡&✐❝❛ ✭▲❆✮✱ %♦ ❛$❝❡&%❛✐♥ %❤❡ ♣&♦✲

♣♦&%✐♦♥ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛&❡♥% ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥$ ✐♥ ❤♦✉$❡❤♦❧❞$ ♦❢ ❢❡❜&✐❧❡ ❞❡♥❣✉❡

❝❛$❡$✱ ❛♥❞ %♦ ❝♦♠♣❛&❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛%❛ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛&❦❡&$ ❢&♦♠ $✉❜❥❡❝%$

✇✐%❤ ✈❛&✐♦✉$ ❞❡♥❣✉❡ ❞✐$❡❛$❡ ♣❛%%❡&♥$✳ ❉❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ ✇❛$ ❧❛❜♦&❛%♦&②✲

❝♦♥✜&♠❡❞ ❞✉&✐♥❣ %❤❡ ❛❝✉%❡ ♣❤❛$❡✱ ❜② ✈✐&✉$ ✐$♦❧❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡%❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❣❡♥♦♠❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉& ♣❛&%✐❝✐♣❛%✐♥❣ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❧❛❜♦&❛%♦&✐❡$ ✉$❡❞ $%❛♥❞❛&❞✐③❡❞

♠❡%❤♦❞$✳

0%✐♥❝✐♣❛❧ ❋✐♥❞✐♥❣4 ✿ ❆♠♦♥❣ ✷✶✺ ❢❡❜&✐❧❡ ❞❡♥❣✉❡ $✉❜❥❡❝%$✱ ✶✶✹ ✐♥ ❙❊❆

❛♥❞ ✶✵✶ ✐♥ ▲❆✱ ✷✽ ✭✶✸✳✵✪✮ ✇❡&❡ ❞✐❛❣♥♦$❡❞ ✇✐%❤ $❡✈❡&❡ ❞❡♥❣✉❡ ✭❢&♦♠ ❙❊❆

♦♥❧②✮ ✉$✐♥❣ %❤❡ ❲❍❖ ❞❡✜♥✐%✐♦♥✳ ❍♦✉$❡❤♦❧❞ ✐♥✈❡$%✐❣❛%✐♦♥$ ✇❡&❡ ❝❛&&✐❡❞

♦✉% ❢♦& ✶✼✼ ❢❡❜&✐❧❡ $✉❜❥❡❝%$✳ ❆♠♦♥❣ ❤♦✉$❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡&$ ❛% %❤❡ %✐♠❡ ♦❢

%❤❡ ✜&$% ❤♦♠❡ ✈✐$✐%✱ ✸✾ ❛❝✉%❡ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥$ ✇❡&❡ ❞❡%❡❝%❡❞ ♦❢ ✇❤✐❝❤

✷✾ ✇❡&❡ ✐♥❛♣♣❛&❡♥%✳ ❆ ❢✉&%❤❡& ✻✷ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛$❡$ ✇❡&❡ ❝❧❛$$✐✜❡❞ ❛% ❡❛&❧②

❝♦♥✈❛❧❡$❝❡♥% ♣❤❛$❡✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ✶✵✶ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥$ ✇❡&❡ ❢♦✉♥❞ ❛♠♦♥❣



✻✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✾✸

%❤❡ ✹✵✽ ❤♦✉3❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡&3✳ ❆❞❞✐♥❣ %❤❡3❡ %♦❣❡%❤❡& ✇✐%❤ %❤❡ ✶✼✼ ❉❡♥❣✉❡

■♥❞❡① ❈❛3❡3✱ %❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ♣&♦♣♦&%✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥3 ❛♠♦♥❣ %❤❡ 3%✉❞②

♣❛&%✐❝✐♣❛♥%3 ✇❛3 ❡3%✐♠❛%❡❞ ❛% ✹✼✳✺✪ ✭✷✼✽✴✺✽✺ ❀ ✾✺✪ ❈■ ✹✸✳✺✲✺✶✳✻✮✳ ▲②♠✲

♣❤♦❝②%❡ ❝♦✉♥%3 ❛♥❞ ❞❡%❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ◆❙✶ ❛♥%✐❣❡♥ ❞✐✛❡&❡❞ 3✐❣♥✐✜❝❛♥%❧②

❜❡%✇❡❡♥ ✐♥❛♣♣❛&❡♥% ❛♥❞ 3②♠♣%♦♠❛%✐❝ ❞❡♥❣✉❡ 3✉❜❥❡❝%3 ❀ ❛♠♦♥❣ ✐♥❛♣♣❛✲

&❡♥% ❝❛3❡3 ❧②♠♣❤♦❝②%❡ ❝♦✉♥%3 ✇❡&❡ ♥♦&♠❛❧ ❛♥❞ ♦♥❧② ✷✵✪ ✇❡&❡ ♣♦3✐%✐✈❡

❢♦& ◆❙✶ ❛♥%✐❣❡♥✳ R&✐♠❛&② ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❛ 3♣❡❝✐✜❝ ❞❡♥❣✉❡ ✈✐&✉3

3❡&♦%②♣❡ ✇❡&❡ ♥♦% ❛33♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ 3②♠♣%♦♠❛%✐❝ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ ✳

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✿ ❍♦✉3❡❤♦❧❞ ✐♥✈❡3%✐❣❛%✐♦♥ ❞❡♠♦♥3%&❛%❡❞ ❛ ❤✐❣❤ ♣&♦♣♦&%✐♦♥ ♦❢

❤♦✉3❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡&3 ♣♦3✐%✐✈❡ ❢♦& ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡& ♦❢

✐♥❛♣♣❛&❡♥% ❝❛3❡3✱ %❤❡ ❢&❡U✉❡♥❝② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❛3 ❤✐❣❤❡& ✐♥ ❙❊❆ %❤❛♥ ✐♥ ▲❆ ✳

✻✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❡♥❣✉❡ ✐' (❤❡ ♠♦'( ✐♠♣♦-(❛♥( ♠♦'/✉✐(♦✲❜♦-♥❡ ✈✐-❛❧ ❞✐'❡❛'❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥'✳ ❚❤❡ ❞✐✲

'❡❛'❡ ✐' ♥♦✇ ❡♥❞❡♠✐❝ ✐♥ ♠♦-❡ (❤❛♥ ✶✵✵ ❝♦✉♥(-✐❡' ❛♥❞ (❤-❡❛(❡♥' ♠♦-❡ (❤❛♥ ✷✳✺ ❜✐❧❧✐♦♥

♣❡♦♣❧❡✳ ■( ❝✉--❡♥(❧② ❛✛❡❝(' ❛❜♦✉( ✺✵ (♦ ✶✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ❡❛❝❤ ②❡❛-

✭●✉③♠❛♥ ✫ ❑♦✉-✐ ✷✵✵✷✮✳ ❉❡♥❣✉❡ ✈✐-✉'❡' ✭❉❊◆❱✮ ❛-❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡❞✱ '✐♥❣❧❡✲'(-❛♥❞❡❞

♣♦'✐(✐✈❡✲'❡♥'❡ ❘◆❆ ✈✐-✉'❡' ✭❢❛♠✐❧② ❋❧❛✈✐✈✐-✐❞❛❡✱ ❣❡♥✉' ❋❧❛✈✐✈✐-✉'✮✳ ❚❤❡-❡ ❛-❡ ❢♦✉-

(②♣❡' ♦❢ ❉❊◆❱ ✿ ❉❊◆❱✲✶✱ ❉❊◆❱✲✷✱ ❉❊◆❱✲✸ ❛♥❞ ❉❊◆❱✲✹✳ ❉❡♥❣✉❡ ✈✐-✉' ✐♥❢❡❝✲

(✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡' ❧✐❢❡✲❧♦♥❣ ♣-♦(❡❝(✐✈❡ ✐♠♠✉♥✐(② (♦ (❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉' '❡-♦(②♣❡✱ ❜✉( ❝♦♥❢❡-'

♦♥❧② ♣❛-(✐❛❧ ❛♥❞ (-❛♥'✐❡♥( ♣-♦(❡❝(✐♦♥ ❛❣❛✐♥'( '✉❜'❡/✉❡♥( ✐♥❢❡❝(✐♦♥' ✇✐(❤ ❛♥② ♦❢ (❤❡

♦(❤❡- (❤-❡❡ '❡-♦(②♣❡' ✭❲❍❖ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❞✐'❡❛'❡ '♣❡❝(-✉♠ -❛♥❣❡' ❢-♦♠ ✐♥❛♣♣❛-❡♥(

✐♥❢❡❝(✐♦♥ ♦- ♠✐❧❞ ❞❡♥❣✉❡ ❢❡✈❡- ✭❊♥❞② ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷✮✱ ♣-♦❜❛❜❧② (❤❡ ♠♦'( ❝♦♠♠♦♥ ❢♦-♠✱

(♦ ❛ ♣♦(❡♥(✐❛❧❧② '❡✈❡-❡ ❢♦-♠ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ❝❤❛-❛❝(❡-✐③❡❞ ❜② ♣❧❛'♠❛ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛♥❞ ❤❡♠♦-✲



✻✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✾✹

 ❤❛❣❡✱ ❦♥♦✇♥ ❛* *❡✈❡ ❡ ❞❡♥❣✉❡✳ ❯♥❝♦♠♠♦♥❧②✱ *❡✈❡ ❡ ❞❡♥❣✉❡ ♠❛② ♠❛♥✐❢❡*6 ❛* ❤❡♣❛✲

6✐6✐*✱ ❡♥❝❡♣❤❛❧♦♣❛6❤② ♦  ❤❛❜❞♦♠②♦❧②*✐* ✭✭❲❍❖ ✷✵✵✾✮✱ ✭❑❛❧❛②❛♥❛ ♦♦❥ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✼✮✱

✭❍♦♠♠❡❧ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✽✮✱ ✭▼✉ ❣✉❡ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ✭❚❤♦♠❛* ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✮✳ ❆❜♦✉6 ✺✵✵✵✵✵

♣❡♦♣❧❡ ❛ ❡ ❡*6✐♠❛6❡❞ 6♦ ❤❛✈❡ *❡✈❡ ❡ ❞❡♥❣✉❡ ❛♥❞ ❛❜♦✉6 ✷✺✵✵✵✱ ♠♦*6❧② ❝❤✐❧❞ ❡♥✱ ❞✐❡

❢ ♦♠ ✐6 ❡❛❝❤ ②❡❛ ✭▼❛❝❦❡♥③✐❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡ ❧②✐♥❣ ❝❛✉*❡* ❞❡6❡ ♠✐♥✐♥❣ 6❤❡

♦✉6❝♦♠❡ ♦❢ ❉❊◆❱ ✐♥❢❡❝6✐♦♥  ❡♠❛✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❆❧6❤♦✉❣❤ ♣ ❡✈✐♦✉* ❡①♣♦*✉ ❡✱ ✈✐ ❛❧

*6 ❛✐♥ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ❤♦*6 ❣❡♥❡6✐❝ ♣♦❧②♠♦ ♣❤✐*♠* ❛❧*♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ 6❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♦✉6❝♦♠❡

♦❢ ❉❊◆❱ ✐♥❢❡❝6✐♦♥✱ ✇❡ *6✐❧❧ ❦♥♦✇ ❧✐66❧❡ ❛❜♦✉6 6❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥6❡ ♣❧❛② ❜❡6✇❡❡♥ ❤♦*6

❛♥❞ ♣❛6❤♦❣❡♥ ✐♥ 6❤❡ ♣❛6❤♦❣❡♥❡*✐* ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✭✭❲❛66* ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾✮✱ ✭❘✐❝♦✲❍❡**❡ ✷✵✵✼✮✱

✭❙❛❦✉♥6❛❜❤❛✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✭❙✐❧✈❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳ ■♥❛♣♣❛ ❡♥6 ✐♥❢❡❝6✐♦♥* ❤❛✈❡ ❧❛ ✲

❣❡❧② ❜❡❡♥ ❞❡6❡❝6❡❞  ❡6 ♦*♣❡❝6✐✈❡❧② 6❤ ♦✉❣❤ *❡ ♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ✉*❡* ♦❢ ❣❡♥♦♠❡ ❞❡6❡❝6✐♦♥

♦ ✈✐ ✉* ✐*♦❧❛6✐♦♥ ❤❛✈❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❞❡6❡❝6✐♦♥ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛ ❡♥6 ✐♥❢❡❝6✐♦♥* ✐♥ ❝❧✉*6❡ *6✉✲

❞✐❡* ❞❡*✐❣♥❡❞ 6♦ ❞❡6❡❝6 ♥❛6✉ ❛❧ ✐♥❢❡❝6✐♦♥* ✐♥ 6❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐6② ✭✭❇❡❝❦❡66 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮

❛♥❞ ✭▼❛♠♠❡♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✮✳ ❚❤❡ ♣ ❡*❡♥6 *6✉❞② ✇❛* ❞❡*✐❣♥❡❞ 6♦ ✐❞❡♥6✐❢② *②♠♣6♦✲

♠❛6✐❝ ❛♥❞ ✐♥❛♣♣❛ ❡♥6 ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝6❡❞ *✉❜❥❡❝6* ✐♥ ❣❡♥❡6✐❝❛❧❧②✲ ❡❧❛6❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ❧✐✲

✈✐♥❣ ✐♥ 6❤❡ *❛♠❡ ❤♦✉*❡❤♦❧❞✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐6❤ 6❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ 6❤❡ ❉❊◆❋❘❆▼❊ ♣ ♦❥❡❝6

✇❤✐❝❤ ✐* 6♦ ❡①♣❧♦ ❡ 6❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❣❡♥❡6✐❝ ✈❛ ✐❛♥6* ❛♥❞ 6❤❡✐ ❢✉♥❝6✐♦♥❛❧

 ♦❧❡* ✐♥ 6❤❡ ♣❛6❤♦❣❡♥❡*✐* ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ❞✐*❡❛*❡ ✐♥ ❤✉♠❛♥*✳ ❲❡ ❜❛*❡❞ 6❤❡ ✐❞❡♥6✐✜❝❛6✐♦♥

♦❢ ❞❡♥❣✉❡✐♥❢❡❝6❡❞ *✉❜❥❡❝6* ✉♣♦♥ ✈✐ ♦❧♦❣✐❝❛❧ 6❡❝❤♥✐Y✉❡*✱ ♥❛♠❡❧② ✈✐ ✉* ✐*♦❧❛6✐♦♥ ❛♥❞

❞❡6❡❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❣❡♥♦♠❡✳ ❲❡ ❛❧*♦ 6♦♦❦ 6❤✐* ♦♣♣♦ 6✉♥✐6② 6♦ ❡✈❛❧✉❛6❡ ♣ ♦*♣❡❝6✐✈❡❧②

❛ ❝♦♠♠❡ ❝✐❛❧ ◆❙✶ ❝❛♣6✉ ❡ ❛**❛② ✭✭❨♦✉♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ✭❆❧❝♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷✮✮ 6❤❛6

❝♦✉❧❞ ♣♦6❡♥6✐❛❧❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥6❡❞ ✐♥ ❧❛❜♦ ❛6♦ ✐❡* ❢♦ 6❤❡ ❞✐❛❣♥♦*✐* ♦❢ ❛❝✉6❡ ❞❡♥❣✉❡

✭✭❉✉**❛ 6 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✱ ✭❉✉**❛ 6 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✭❇❧❛❝❦*❡❧❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✮✳



✻✳✷✳ ▼❡%❤♦❞) ✾✺

✻✳✷ ▼❡%❤♦❞)

✻✳✷✳✶ ❖❜❥❡❝)✐✈❡,

❆♠✉❧$✐♥❛$✐♦♥❛❧✱ ♣+♦,♣❡❝$✐✈❡ ,$✉❞② ✇❛, ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ✐♥ ❙♦✉$❤✲❊❛,$ ❆,✐❛ ✭❈❛♠❜♦❞✐❛

❛♥❞ ❱✐❡$♥❛♠✮ ❛♥❞ ▲❛$✐♥ ❆♠❡+✐❝❛ ✭❇+❛③✐❧ ❛♥❞ ❋+❡♥❝❤ ●✉✐❛♥❛✮✳ ❲❡ ✉,❡❞ ✈✐+♦❧♦❣✐❝❛❧

$❡❝❤♥✐D✉❡, $♦ ✐❞❡♥$✐❢② ❞❡♥❣✉❡ ♣❛$✐❡♥$, ❞✐❛❣♥♦,❡❞ ❛$ $❤❡ ❛❝✉$❡ ♣❤❛,❡ ♦❢ ❞✐,❡❛,❡ ❛♠♦♥❣

$❤❡ ♣❛$✐❡♥$, ♣+❡,❡♥$✐♥❣ ✇✐$❤ ❞❡♥❣✉❡✲❧✐❦❡ ✐❧❧♥❡,,✳ ❲❡ $❤❡♥ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ❛ ❤♦✉,❡❤♦❧❞

✐♥✈❡,$✐❣❛$✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛+✐♥❣ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛$❛ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛+❦❡+, ❢+♦♠ ,✉❜❥❡❝$, ✇✐$❤ ❛

❜+♦❛❞ +❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ❞✐,❡❛,❡ ♣❛$$❡+♥,✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❛♣♣❛+❡♥$ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛,❡, $❤❛$ ❛+❡

+❛+❡❧② ❝❛♣$✉+❡❞ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ,$✉❞✐❡,✳ ❚❤✐, ❝❧✐♥✐❝❛❧ ,$✉❞②✬, ❛✐♠, ✇❡+❡ ✿ ✭✐✮ $♦ ❡,$✐♠❛$❡

$❤❡ ♣+♦♣♦+$✐♦♥ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛+❡♥$ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥, ❛♠♦♥❣ ♠❡♠❜❡+, ♦❢ $❤❡ ❤♦✉,❡❤♦❧❞,

♦❢ ❧❛❜♦+❛$♦+②✲❝♦♥✜+♠❡❞ ,②♠♣$♦♠❛$✐❝ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛,❡,✱ ✭✐✐✮ $♦ ❝❛❧❝✉❧❛$❡ $❤❡ ♣+♦♣♦+$✐♦♥

♦❢ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝$❡❞ ,✉❜❥❡❝$, ❛$ $❤❡ $✐♠❡ ♦❢ $❤❡ ❤♦✉,❡❤♦❧❞ ✐♥✈❡,$✐❣❛$✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮

$♦ ❝♦♠♣❛+❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛$❛ ❢+♦♠ ✐♥❛♣♣❛+❡♥$ ❛♥❞ ,②♠♣$♦♠❛$✐❝ ❞❡♥❣✉❡✲

✐♥❢❡❝$❡❞ ,✉❜❥❡❝$,✳

✻✳✷✳✷ ❙)✉❞② ,✐)❡,

❋✐✈❡ ✐♥,$✐$✉$✐♦♥, ✇❡+❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ $❤✐, ,$✉❞② ❞✉+✐♥❣ $❤❡ +❡❝+✉✐$♠❡♥$ ♣❡+✐♦❞ ✿

■♥,$✐$✉$♦ ❊✈❛♥❞+♦ ❈❤❛❣❛, ✭■❊❈✮ ✐♥ ❇❡❧M♠ ✭N❛+O,$❛$❡✱ ❇+❛③✐❧✮✱ ■♥"#✐#✉# &❛"#❡✉) ❞✉

❈❛♠❜♦❞❣❡ ✭■N❈✮ ✐♥ N❤♥♦♠ N❡♥❤ ✭❈❛♠❜♦❞✐❛✮✱ ■♥"#✐#✉# &❛"#❡✉) ❞❡ ❧❛ ●✉②❛♥❡ ✭■N●✮

✐♥ ❈❛②❡♥♥❡ ✭❋+❡♥❝❤ ●✉✐❛♥❛✮ ❛♥❞ ■♥"#✐#✉# &❛"#❡✉) ❞❡ ❍♦ ❈❤✐ ▼✐♥❤ ❱✐❧❧❡ ✭■N❍❈▼✮

✐♥ ❱✐❡$♥❛♠ ✇❡+❡ +❡,♣♦♥,✐❜❧❡ ❢♦+ $❤❡ +❡❝+✉✐$♠❡♥$ ♦❢ ♣❛$✐❡♥$, ❛♥❞ ✈✐+♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②,❡, ❀

$❤❡ ■♥"#✐#✉# &❛"#❡✉) ✭■N✮ ✐♥ N❛+✐, ✭❋+❛♥❝❡✮ ❞❡,✐❣♥❡❞ $❤❡ ,$✉❞② ❛♥❞ ✇❛, +❡,♣♦♥,✐❜❧❡

❢♦+ ❝❡♥$+❛❧ ♠♦♥✐$♦+✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛$❛ ❛♥❛❧②,✐,✳

❆, ,❤♦✇♥ ✐♥ $❤❡ $✇♦ ♠❛♣, ✭❋✐❣✉+❡ ✶✮✱ ✈♦❧✉♥$❡❡+, ✇❡+❡ +❡❝+✉✐$❡❞ ❛$ ❢♦✉+ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ,✐$❡, ✿
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❱✐♥❤ ❚❤✉❛♥ ❉✐()*✐❝) ❍♦(♣✐)❛❧ ✭❱✐❡)♥❛♠✮✱ ❑❛♠♣♦♥❣ ❈❤❛♠ ❘❡❢❡**❛❧ ❍♦(♣✐)❛❧ ✭❈❛♠✲

❜♦❞✐❛✮✱ )❤❡ ■>● ✐♥ ❈❛②❡♥♥❡ ✭❋*❡♥❝❤ ●✉✐❛♥❛✮ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♦✉)♣❛)✐❡♥) ❛♥❞ ❡♠❡*❣❡♥❝②

*♦♦♠( ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② )❤❡ ❇❡❧C♠ ❍❡❛❧)❤ ❙❡❝*❡)❛*✐❛) ✐♥ )❤❡ ❞✐()*✐❝)( ♦❢ ●✉❛♠E✱ ▼❛*❝♦✱

▼❛*❛♠❜❛✐❛ ❛♥❞ ❙❛❝*❛♠❡♥)❛✱ ❛♥❞ )❤❡ ♦✉)♣❛)✐❡♥) ✉♥✐) ♦❢ )❤❡ ■❊❈ ✭❇*❛③✐❧✮✳ ❚❤❡ ✈✐*♦✲

❧♦❣② ❧❛❜♦*❛)♦*✐❡( ♦❢ )❤❡ ❢♦✉* ✐♥()✐)✉)✐♦♥( *❡(♣♦♥(✐❜❧❡ ❢♦* *❡❝*✉✐)♠❡♥) ❛*❡ ❛❧❧ ◆❛)✐♦♥❛❧

❘❡❢❡*❡♥❝❡ ❈❡♥)❡*( ✭◆❘❈✮ ❢♦* ❆*❜♦✈✐*✉(❡( ✭■❊❈ ✐( ❛❧(♦ ❛ ❲❍❖ ❝♦❧❧❛❜♦*❛)✐✈❡ ❝❡♥✲

)❡*✮✳ ❚❤❡(❡ ❧❛❜♦*❛)♦*✐❡( ❝❛**✐❡❞ ♦✉) ✈✐*♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ◆❙✶ ❛♥)✐❣❡♥ ✭>❧❛)❡❧✐❛ ❉❡♥❣✉❡ ◆❙✶

❆♥)✐❣❡♥✱ ❇✐♦✲❘❛❞✱ ▼❛*♥❡( ▲❛ ❈♦Q✉❡))❡✱ ❋*❛♥❝❡✮✱ ❛♥❞ (❡*♦❧♦❣✐❝❛❧ )❡❝❤♥✐Q✉❡(✳

✻✳✷✳✸ ❙%✉❞② ❞❡*✐❣♥

❲❡ *❡❝*✉✐)❡❞ (✉❜❥❡❝)( ✇✐)❤ ❛❝✉)❡ ❞❡♥❣✉❡✲❧✐❦❡ ✐❧❧♥❡(( ❛) )❤❡ ()✉❞② (✐)❡(✳ ❚❤❡(❡

(✉❜❥❡❝)( ✇❡*❡ ✐❞❡♥)✐✜❡❞ ❜② )❤❡ )*❡❛)✐♥❣ ♣❤②(✐❝✐❛♥( ❛♥❞ ✇❡*❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐❢ )❤❡② (❛)✐(✜❡❞

)❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝*✐)❡*✐❛ ✿ ✭✐✮ ❛❣❡❞ ♦✈❡* ✷✹ ♠♦♥)❤( ❀ ✭✐✐✮ ♦*❛❧ )❡♠♣❡*❛)✉*❡ ✳✸✽✉❈ ❛♥❞ ♦♥(❡)

♦❢ (②♠♣)♦♠( ✇✐)❤✐♥ )❤❡ ❧❛() ✼✷ ❤ ❀ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♣*❡(❡♥)✐♥❣ ✇✐)❤ ❛) ❧❡❛() ♦♥❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧

♠❛♥✐❢❡()❛)✐♦♥ (✉❣❣❡()✐✈❡ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡✲❧✐❦❡ ✐❧❧♥❡(( ✿ (❡✈❡*❡ ❤❡❛❞❛❝❤❡✱ *❡)*♦✲♦*❜✐)❛❧ ♣❛✐♥✱

♠②❛❧❣✐❛✱ ❥♦✐♥) ♣❛✐♥✱ *❛(❤ ♦* ❛♥② ❜❧❡❡❞✐♥❣ (②♠♣)♦♠✳ ❋✉*)❤❡*♠♦*❡✱ ❢♦* ✐♥❝❧✉(✐♦♥ ✐♥

)❤❡ (❡❝♦♥❞ ()❡♣ ♦❢ )❤❡ ()✉❞②✱ )❤❡ (✉❜❥❡❝) ❤❛❞ )♦ ❝♦♠❡ ❢*♦♠ ❛ ❢❛♠✐❧✐❛❧ ❤♦✉(❡❤♦❧❞

❝♦♥)❛✐♥✐♥❣ ♠♦*❡ )❤❛♥ )✇♦ ♣❡♦♣❧❡ ❞✉*✐♥❣ )❤❡ (❡✈❡♥ ❞❛②( ♣*❡❝❡❞✐♥❣ ✐❧❧♥❡((✳ ❲❡ ✜*()

✐❞❡♥)✐✜❡❞ )❤❡ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝)❡❞ (✉❜❥❡❝)( ✭*❡❢❡**❡❞ )♦ ✐♥ )❤✐( ()✉❞② ❛( ❉❡♥❣✉❡ ■♥❞❡①

❈❛(❡( ♦* ❉■❈✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡♥❣✉❡✐♥❢❡❝)❡❞ (✉❜❥❡❝)( ✭❞❡✜♥❡❞ ❛( ◆♦♥✲❉❡♥❣✉❡ ❈❛(❡( ✲

◆❉❈✮ ♦♥ )❤❡ ❜❛(✐( ♦❢ ✈✐*♦❧♦❣✐❝❛❧ *❡(✉❧)( ❢*♦♠ ❛♥ ❛❝✉)❡ (❛♠♣❧❡ ✭(❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❲❡

)❤❡♥ *❡❝*✉✐)❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧( ❢*♦♠ )❤❡ ❤♦✉(❡❤♦❧❞( ♦❢ )❤❡ ❉■❈✳ ❲❡ )❤✉( ❝♦♥()✐)✉)❡❞

)❤*❡❡ ❣*♦✉♣( ♦❢ ♣❛*)✐❝✐♣❛♥)( ✿ ✶✮ ❉■❈✱ ✷✮ ❤♦✉(❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡*( ✭❍❍▼✮✱ ❛♥❞ ✸✮ ◆❉❈

♥♦) *❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ❉■❈✳ ❋♦* ❛❧❧ ❣*♦✉♣( ✭❉■❈✱ ❍❍▼ ❛♥❞ ◆❉❈✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ )❤❡

(❛♠❡ ❡①❝❧✉(✐♦♥ ❝*✐)❡*✐❛ ✿ ✇♦♠❡♥ ✇❤♦ ✇❡*❡ ♣*❡❣♥❛♥) ♦* ❜*❡❛()❢❡❡❞✐♥❣✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧(
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✇✐"❤ ❛ ❢♦❝❛❧ )♦✉+❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝"✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ♦"✐"✐) ♠❡❞✐❛✱ ♣♥❡✉♠♦♥✐❛✱ ♠❡♥✐♥❣✐"✐)✮✱ ♣❛"✐❡♥")

♣+❡)❡♥"✐♥❣ ✇✐"❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ❝❤+♦♥✐❝ ✐❧❧♥❡))✱ ❛♥❞ ♣❛"✐❡♥") ✇✐"❤ ♠❛❧❛+✐❛✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ "♦

❡♥)✉+❡ "❤❡ ❢❡❛)✐❜✐❧✐"② ♦❢ "❤✐) )"✉❞②✱ ❡❛❝❤ )"✉❞② )✐"❡ ✇❛) ❛)❦❡❞ "♦ "❛+❣❡" ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥"

)❛♠♣❧❡ ♦❢ ✺✵ ❤♦✉)❡❤♦❧❞) ❛♥❞ "♦ +❡❝+✉✐" )✉❜❥❡❝") ❢+♦♠ ❏✉❧② ✷✵✵✻ "♦ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼ ✐♥ ❧✐♥❡

✇✐"❤ "❤❡ ❛♣♣+♦✈❛❧ ❣+❛♥"❡❞ ❜② "❤❡ ■♥)"✐"✉"✐♦♥❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇♦❛+❞ ❛♥❞ "❤❡ "✐♠✐♥❣ ♦❢ "❤❡

❞❡♥❣✉❡ )❡❛)♦♥ ❛" ❡❛❝❤ )✐"❡✳

✻✳✷✳✹ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛+❛ ❛♥❞ ❜❧♦♦❞ .❛♠♣❧❡ ❝♦❧❧❡❝+✐♦♥

E❛+"✐❝✐♣❛♥") ✇❡+❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❞✉+✐♥❣ )❡G✉❡♥"✐❛❧ ✈✐)✐")✱ ❛) )❤♦✇♥ ✐♥ "❤❡ )"✉❞② ❞❡)✐❣♥

❝❤❛+") ✭❋✐❣✉+❡ ✷✮✳ ❆" ❡❛❝❤ ✈✐)✐"✱ ❞❛"❛ ✇❡+❡ ❝♦❧❧❡❝"❡❞ ✇✐"❤ ❛ )"❛♥❞❛+❞✐③❡❞ G✉❡)"✐♦♥✲

♥❛✐+❡✳ ❙❡✈❡+❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛)❡) ✇❡+❡ ❝❧❛))✐✜❡❞✱ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ ❲❍❖ +❡❝♦♠♠❡♥❞❛"✐♦♥) ♦♥
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❜② "❤❡ ❧❛❜♦+❛"♦+✐❡) ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡ +❡❝+✉✐"✐♥❣ )✐"❡)✱ ❢♦+ ❞❡♥❣✉❡ ❞✐❛❣♥♦)✐) ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
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❞❡♥❣✉❡ ❞✐❛❣♥♦'✐'
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♣❛#❡♥)+ ♦❢ ♠✐♥♦#+ ♣❛#)✐❝✐♣❛)✐♥❣ ✐♥ )❤❡ +)✉❞② ❣❛✈❡ ✇#✐))❡♥ ✐♥❢♦#♠❡❞ ❝♦♥+❡♥) ❜❡❢♦#❡

✐♥❝❧✉+✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣#♦)♦❝♦❧✱ )❤❡ S✉❡+)✐♦♥♥❛✐#❡+✱ )❤❡ +)❛♥❞❛#❞ ♦♣❡#❛)✐♥❣ ♣#♦❝❡✲

❞✉#❡+ ❛♥❞ ✐♥❢♦#♠❡❞ ❝♦♥+❡♥) ❢♦#♠+ ✇❡#❡ ❛❞❛♣)❡❞ ❛♥❞ )#❛♥+❧❛)❡❞ ❢♦# ❡❛❝❤ ❝❧✐♥✐❝❛❧ +✐)❡✳

❆❧❧ )❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥)❛)✐♦♥ ✇❛+ ❛❝❝❡++✐❜❧❡ )❤#♦✉❣❤ ❛ ❞❡❞✐❝❛)❡❞ ✇❡❜+✐)❡ ✇✐)❤ ❛ +♣❡❝✐✲

✜❝ ❧♦❣✐♥ ❛❝❝❡++ ✭✇✇✇✳❞❡♥❢#❛♠❡✳♦#❣✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥)#❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝)#♦♥✐❝ ❞❛)❛❜❛+❡ ✇❛+ ❜❛+❡❞

❛) )❤❡ ■♥"#✐#✉# &❛"#❡✉) ✐♥ R❛#✐+ ❛♥❞ #❡❣✐+)❡#❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ❈♦♠♠✐""✐♦♥ ◆❛#✐♦♥❛❧❡ ❞❡

❧✬■♥❢♦)♠❛#✐2✉❡ ❡# ❞❡" ▲✐❜❡)#5" ✭❈◆■▲✮ ✐♥ ❋#❛♥❝❡✳

✻✳✷✳✼ ❙$❛$✐($✐❝❛❧ ♠❡$❤♦❞(

❲❡ ♣#❡+❡♥) ❤❡#❡ )❤❡ ❞❛)❛ ❢#♦♠ ❛❧❧ ❢♦✉# +)✉❞② +✐)❡+ ✐♥ ▲❛)✐♥ ❆♠❡#✐❝❛ ❛♥❞ ❙♦✉)❤✲

❊❛+) ❆+✐❛✳ ❉■❈ ❛#❡ ❞❡+❝#✐❜❡❞ ❛❝❝♦#❞✐♥❣ )♦ #❡❣✐♦♥✱ ❞✐+❡❛+❡ +❡✈❡#✐)②✱ ❉❊◆❱ )②♣❡✱ ❛❣❡

❣#♦✉♣ ❛♥❞ ■❣● +)❛)✉+✳ ❲❡ ❡+)✐♠❛)❡❞ )❤❡ ♣#♦♣♦#)✐♦♥ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛#❡♥) ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝✲



✻✳✸✳ ❘❡%✉❧(% ✶✵✵

 ✐♦♥$ ❛♠♦♥❣ ❍❍▼✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞  ❤❡ ♣3♦♣♦3 ✐♦♥$ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡✐♥❢❡❝ ❡❞ $✉❜❥❡❝ $

❛♠♦♥❣ ❤♦✉$❡❤♦❧❞ $✉❜❥❡❝ $✱ ✐♥  ♦ ❛❧ ❛♥❞ ❛❝❝♦3❞✐♥❣  ♦  ❤❡ ■❣● $ ❛ ✉$ ❛  ❤❡  ✐♠❡

♦❢ ❤♦✉$❡❤♦❧❞ ✐♥✈❡$ ✐❣❛ ✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛3❡❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛ ❛ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛3❦❡3$ ❜❡ ✲

✇❡❡♥ ✐♥❛♣♣❛3❡♥ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝ ❡❞ $✉❜❥❡❝ $✱ $②♠♣ ♦♠❛ ✐❝ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝ ❡❞ $✉❜❥❡❝ $✱

❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝ ❡❞ ♣❛3 ✐❝✐♣❛♥ $ ❛  ❤❡  ✐♠❡ ♦❢  ❤❡ ❤♦✉$❡❤♦❧❞ ✐♥✈❡$ ✐❣❛ ✐♦♥✳ ❲❡

❝3❡❛ ❡❞ ❜✐♥❛3② ✈❛3✐❛❜❧❡$  ♦ ❡✈❛❧✉❛ ❡  ❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❡✛❡❝ ♦❢ ❉❊◆❱ ✐♥❢❡❝ ✐♦♥ ♦♥ ❜✐♦❧♦✲

❣✐❝❛❧ ♠❛3❦❡3$ ✭❤❡♠❛ ♦❝3✐ ✱ ♣❧❛ ❡❧❡ $✱ ♥❡✉ 3♦♣❤✐❧$✱ ❧②♠♣❤♦❝② ❡$✱ ♠♦♥♦❝② ❡$✱ ❆❙❆❚✱

❆▲❆❚✱ ❜✐❧✐3✉❜✐♥✮✳ ❋♦3 ❧②♠♣❤♦❝② ❡$ ❛♥❞ ♥❡✉ 3♦♣❤✐❧$✱ ✇❡ ✉$❡❞ ❛  ❤3❡$❤♦❧❞ ♦❢ ✷✻✶✵✾✴❧✳

❲❡ ✉$❡❞ ❝❤✐✲$Q✉❛3❡❞ ♦3 ❋✐$❤❡3✬$ ❡①❛❝  ❡$ $  ♦ ❝♦♠♣❛3❡ ❝❛ ❡❣♦3✐❝❛❧ ✈❛3✐❛❜❧❡$ ❜❡ ✇❡❡♥

$②♠♣ ♦♠❛ ✐❝ ❝❛$❡$✱ ✐♥❛♣♣❛3❡♥ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝ ❡❞ ❝❛$❡$ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝ ❡❞ $✉❜✲

❥❡❝ $ ❛♠♦♥❣ ❍❍▼✳ ❯♥✐✈❛3✐❛ ❡ ❛♥❞ ♠✉❧ ✐✈❛3✐❛❜❧❡ ❧♦❣✐$ ✐❝ 3❡❣3❡$$✐♦♥ ♠♦❞❡❧$ ✇❡3❡ ✉$❡❞

 ♦ ❛$$❡$$  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢ ❝♦✈❛3✐❛ ❡$ ♦♥  ❤❡ ♦❞❞$ 3❛ ✐♦$ ✭❖❘✮ ♦❢ $②♠♣ ♦♠❛ ✐❝ ❞❡♥❣✉❡✲

✐♥❢❡❝ ❡❞ ❝❛$❡$✱ ✐♥❛♣♣❛3❡♥ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝ ❡❞ ❝❛$❡$✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝ ❡❞ $✉❜❥❡❝ $

❛♠♦♥❣ ❍❍▼✳ ❋♦3  ❤❡ ♠✉❧ ✐✈❛3✐❛❜❧❡ ❧♦❣✐$ ✐❝ 3❡❣3❡$$✐♦♥ ♠♦❞❡❧$ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❛ ❛ ❢3♦♠

❤♦✉$❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡3$✱ ✇❡ ✉$❡❞  ✇♦✲$ ❛❣❡ ❤✐❡3❛3❝❤✐❝❛❧ 3❡❣3❡$$✐♦♥ ♠♦❞❡❧$  ❛❦✐♥❣ ✐♥ ♦ ❛❝✲

❝♦✉♥  ❤❡ ❢❛♠✐❧② ❤♦✉$❡❤♦❧❞ $ 3✉❝ ✉3❡ ✭●3❡❡♥❧❛♥❞ ✷✵✵✵✮✳ W♦ ❡♥ ✐❛❧ ❝♦♥❢♦✉♥❞❡3$ ✇✐ ❤

❛ W ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❡$$  ❤❛♥ ✵✳✷✵ ✐♥ ✉♥✐✈❛3✐❛ ❡ ❛♥❛❧②$✐$ ✇❡3❡ 3❡ ❛✐♥❡❞ ❢♦3  ❤❡ ✜♥❛❧ ♠✉❧ ✐✈❛✲

3✐❛❜❧❡ ❛♥❛❧②$❡$✳ ❙❚❆❚❆ ✈❡3$✐♦♥ ✶✵✳✵ ✭❙ ❛ ❛ ❈♦3♣✳✱ ❈♦❧❧❡❣❡ ❙ ❛ ✐♦♥✱ ❚❳✱ ❯❙❆✮ ❛♥❞

❛ $✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✺✪ ✇❡3❡ ✉$❡❞ ❢♦3 ❛❧❧ $ ❛ ✐$ ✐❝❛❧ ❛♥❛❧②$❡$✳

✻✳✸ ❘❡%✉❧(%

❋❧♦✇❝❤❛3 $ ❢♦3  ❤❡ 3❡❝3✉✐ ♠❡♥ ♦❢ ♣❛3 ✐❝✐♣❛♥ $ ❛ ❡❛❝❤ $ ❡♣ ❛3❡ $❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉3❡

✻✳✸✳

✕ ❙ ❡♣ ✶ ✿ ✐❞❡♥ ✐✜❝❛ ✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❞❡① ❝❛$❡$ ✭❉■❈✮



✻✳✸✳ ❘❡%✉❧(% ✶✵✶

❲❡ "❝$❡❡♥❡❞ ✹✼✸ ❢❡❜$✐❧❡ "✉❜❥❡❝0" ❢♦$ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝0✐♦♥✳ ❚❤✐$0② ✭✻✳✸✪✮ ❤❛❞ ❛0

❧❡❛"0 ♦♥❡ ❝$✐0❡$✐♦♥ ❢♦$ ♥♦♥ ✐♥❝❧✉"✐♦♥ ✐♥ 0❤❡ "0✉❞② ❛0 ♣$❡"❡♥0❛0✐♦♥ ❀ 0❤❡ $❡♠❛✐✲

♥✐♥❣ ✹✹✸ ✭✾✸✳✼✪✮ ✇❡$❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ 0❤❡ "0✉❞②✳ ❲❡ ✐❞❡♥0✐✜❡❞ ✷✶✺ ✭✹✽✳✺✪✮ ♦❢ 0❤❡"❡

✹✹✸ "✉❜❥❡❝0" ❛" ❉■❈✱ ✷✶ ✭✹✳✼✪✮ ❛" ❞❡♥❣✉❡ ❝♦♥✈❛❧❡"❝❡♥0 ❝❛"❡"✱ ✶✽✼ ✭✹✷✳✷✪✮ ❛"

◆❉❈✱ ❛♥❞ ✷✵ ✭✹✳✺✪✮ ❝♦✉❧❞ ♥♦0 ❜❡ ❝❧❛""✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉"❡ "♦♠❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛$❦❡$"

✇❡$❡ ❧❛❝❦✐♥❣✳ ❘❡❝$✉✐0♠❡♥0 ❧❡✈❡❧" ❞✉$✐♥❣ 0❤❡ "0✉❞② ♣❡$✐♦❞ ✇❡$❡ ✈❡$② ❧♦✇ ✐♥

❋$❡♥❝❤ ●✉✐❛♥❛ ✭✾ ❉■❈ ❛♥❞ ✷✹ ◆❉❈✮✱ ✇❤❡$❡❛" 0❤❡$❡ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛ ❧❛$❣❡ ♥✉♠❜❡$

♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛"❡" ❞✉$✐♥❣ 0❤❡ $❛✐♥② "❡❛"♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♣$❡✈✐♦✉" ②❡❛$ ❬✷✺❪✳ ❋♦$ 0❤❡ ✷✶✺

"✉❜❥❡❝0" ❝❧❛""✐✜❡❞ ❛" ❉■❈✱ ✶✹✾ ✭✻✾✳✸✪✮ ✇❡$❡ ♣♦"✐0✐✈❡ ❜② ❣❡♥♦♠❡ ❞❡0❡❝0✐♦♥ ❛♥❞

✈✐$❛❧ ✐"♦❧❛0✐♦♥✱ ✹✸ ✭✷✵✳✵✪✮ ✇❡$❡ ♣♦"✐0✐✈❡ ❜② ❣❡♥♦♠❡ ❞❡0❡❝0✐♦♥ ♦♥❧②✱ ✶✺ ✭✼✳✵✪✮

✇❡$❡ ♣♦"✐0✐✈❡ ❜② ✈✐$❛❧ ✐"♦❧❛0✐♦♥ ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡$② ❢❡✇ "✉❜❥❡❝0" ✭♥❂ ✽✱ ✸✳✼✪✮ ✇❡$❡

✉❧0✐♠❛0❡❧② ❝❧❛""✐✜❡❞ ❛" ❉■❈ ❜② 0❤❡ ✈✐$♦❧♦❣✐"0"✱ ❜❛"❡❞ ♦♥ ♣♦"✐0✐✈❡ ◆❙✶ ❞❡0❡❝✲

0✐♦♥✱ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛0❛ ❛♥❞ "❡$♦❧♦❣✐❝❛❧ $❡"✉❧0" ✭♥❡❣❛0✐✈❡ ■❣▼ ❛0 ❱✐"✐0 ✶ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

"❡$♦❝♦♥✈❡$"✐♦♥ ■❣▼ ❛0 ❝♦♥✈❛❧❡"❝❡♥0 ♣❤❛"❡✮✳

❚❤❡ ♣$♦♣♦$0✐♦♥" ♦❢ "✉❜❥❡❝0" ❝❧❛""✐✜❡❞ ❛" ❡✐0❤❡$ ◆❉❈ ♦$ ❉■❈ ❞✐✛❡$❡❞ ❜❡0✇❡❡♥

▲❛0✐♥ ❆♠❡$✐❝❛ ❛♥❞ ❙♦✉0❤✲❊❛"0 ❆"✐❛ ✿ ✻✾✳✺✪ ✭✶✸✵✴✶✽✼✮ ♦❢ 0❤❡ 0♦0❛❧ ◆❉❈ ✐♥

0❤❡ "0✉❞②✱ ❛♥❞ ✹✼✳✵✪ ✭✶✵✶✴✷✶✺✮ ♦❢ 0❤❡ ❉■❈✱ ✇❡$❡ $❡❝$✉✐0❡❞ ✐♥ ▲❛0✐♥ ❆♠❡$✐❝❛

✇❤❡$❡❛" ✸✵✳✺✪ ✭✺✼✴✶✽✼✮ ♦❢ 0❤❡ ◆❉❈ ❛♥❞ ✺✸✳✵✪ ✭✶✶✹✴✷✶✺✮ ♦❢ 0❤❡ ❉■❈ ✇❡$❡
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❛✐♠✐♥❣ ❛( ✐♠♣"♦✈✐♥❣ ❞❡♥❣✉❡✲✈❡❝(♦" ❝♦♥("♦❧ ♠❡❛4✉"❡4 ✭✭❊♥❞② ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷✮ ❛♥❞

✭▼❛♠♠❡♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✮✱ 4(✉❞②✐♥❣ (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝4 ♦❢ ♣❛((❡"♥4 ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ("❛♥4♠✐44✐♦♥
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✭✭❚❡✐①❡✐%❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷✮✱ ✭▼♦%%✐-♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ✭❊♥❞② ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶✮✮ ♦% ❞❡-❝%✐❜✐♥❣

❛ ♠♦❞❡❧ 8❤❛8 8❛❦❡- ✐♥8♦ ❛❝❝♦✉♥8 8❤❡ %♦❧❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♠♦✈❡♠❡♥8 ✐♥ 8❤❡ 8%❛♥-♠✐--✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝- ♦❢ ✈❡❝8♦%✲❜♦%♥❡ ♣❛8❤♦❣❡♥- ✭❙8♦❞❞❛%❞ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾✮✳ ❊❛%❧✐❡% ❝❧✉-8❡% ✐♥✈❡-8✐✲

❣❛8✐♦♥ ♠❡8❤♦❞- ✇❡%❡ ❞❡-✐❣♥❡❞ ❛- ❛♥ ❛❧8❡%♥❛8✐✈❡ ❛♣♣%♦❛❝❤ 8♦ 8❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉-❡❞

♣%♦-♣❡❝8✐✈❡ ❝♦❤♦%8 -8✉❞② ♠❡8❤♦❞ ❢♦% ✐♥✈❡-8✐❣❛8✐♥❣ 8❤❡ ♥❛8✉%❛❧ ❤✐-8♦%② ♦❢ ❞❡♥❣✉❡

✈✐%✉- ✐♥❢❡❝8✐♦♥ ✐♥ ❙♦✉8❤✲❊❛-8 ❆-✐❛ ❛♥❞ ▲❛8✐♥ ❆♠❡%✐❝❛ ✭✭❇❡❝❦❡88 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞

✭❘❡②❡- ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳ ❆❧8❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡%❡♥8 -8✉❞② ❞❡-✐❣♥- ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥-8%❛8❡❞ 8❤❡ ❢❡❛-✐✲

❜✐❧✐8② ♦❢ ✐❞❡♥8✐✜❝❛8✐♦♥ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛%❡♥8 ❞❡♥❣✉❡ ❝❛-❡-✱ ✐8 %❡♠❛✐♥- ❞✐✣❝✉❧8 8♦ %❡❝%✉✐8 8❤❡-❡

-✉❜❥❡❝8-✳ ❲❡ ❞❡-✐❣♥❡❞ ♦✉% -8✉❞② 8♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢❛♠✐❧② ❤♦✉-❡❤♦❧❞ ✐♥✈❡-8✐❣❛8✐♦♥ ✐♥ ♦%❞❡%

8♦ ✐❞❡♥8✐❢② ❛ ❣%♦✉♣ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛%❡♥8 ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝8❡❞ -✉❜❥❡❝8- ❛♥❞ 8♦ ❝♦♠♣❛%❡ 8❤❡♠ ✇✐8❤

-②♠♣8♦♠❛8✐❝ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝8❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝8❡❞ -✉❜❥❡❝8- ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ 8❤❡ -❛♠❡

❢❛♠✐❧② ❤♦✉-❡❤♦❧❞✳ ❚❤❡ -8✉❞② ❞❡-✐❣♥ ✇❛- ❜❛-❡❞ ♦♥ ❢❛♠✐❧② ❤♦✉-❡❤♦❧❞ %❡❝%✉✐8♠❡♥8 -♣❡✲

❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ ♦%❞❡% 8♦ ❝♦❧❧❡❝8 ❞❛8❛ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ -❛♠♣❧❡-✱ ❛♥❞ 8♦ -8✉❞② -❡❝♦♥❞❛%✐❧② 8❤❡

❤♦-8 -✉-❝❡♣8✐❜✐❧✐8② 8♦ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝8✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐-❡❛-❡✳ ❯♥❧✐❦❡ -8✉❞✐❡- ❜❛-❡❞ ♦♥ ❝♦❤♦%8-

❢%♦♠ ❤♦-♣✐8❛❧ %❡❢❡%%❛❧-✱ 8❤✐- ♠✉❧8✐✲❝♦✉♥8%② -8✉❞② ❝❛♣8✉%❡❞ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛-❡- %❛♥❣✐♥❣ ❢%♦♠

✐♥❛♣♣❛%❡♥8 ✐♥❢❡❝8✐♦♥-✱ 8❤%♦✉❣❤ ♠✐❧❞ ❞✐-❡❛-❡ 8♦ -❡✈❡%❡ ❞❡♥❣✉❡ ❢❡✈❡%✱ ✉-✐♥❣ ❞❡✜♥✐8✐♦♥-

♦❢ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❝❛-❡- ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦-8✐❝ ♠❡8❤♦❞♦❧♦❣② -8❛♥❞❛%❞✐③❡❞ ❛❝%♦-- 8❤❡ ❢♦✉% -✐8❡-✳ ❚❤❡

♣❡%✐♦❞ ♦❢ ✐♥❝❧✉-✐♦♥✱ ❢%♦♠ ❏✉❧② ✷✵✵✻ 8♦ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✱ -♣❛♥♥❡❞ 8❤❡ ❞❡♥❣✉❡ -❡❛-♦♥ ❛8 ❡❛❝❤

-✐8❡✱ ❛❧8❤♦✉❣❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✇❛- ❧♦✇ 8❤❛8 ②❡❛% ✐♥ ❋%❡♥❝❤ ●✉✐❛♥❛✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝8✐✈❡ ♦❢ 8❤✐- -8✉❞② ✇❛- 8♦ ✐❞❡♥8✐❢② ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝8✐♦♥- ❛♥❞ ♣❛%8✐❝✉❧❛%❧②

✐♥❛♣♣❛%❡♥8 ✐♥❢❡❝8✐♦♥- ❛♠♦♥❣ ❞❡♥❣✉❡ ♣❛8✐❡♥8-✬ ❤♦✉-❡❤♦❧❞ ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡%- ✐♥ ❙♦✉8❤✲

❊❛-8 ❆-✐❛ ❛♥❞ ▲❛8✐♥ ❆♠❡%✐❝❛✳ ❇❛-❡❞ ♦♥ ♦✉% ❞❛8❛✱ ✇❡ ❡-8✐♠❛8❡❞ 8❤❡ ♣%♦♣♦%8✐♦♥ 8♦

❜❡ ❛❜♦✉8 ✹✺▼♦-8 ♦❢ 8❤❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛-❡- -8✉❞✐❡❞ ❤❛❞ -②♠♣8♦♠❛8✐❝ ✐♥❢❡❝8✐♦♥-✱ ❝♦✈❡%✐♥❣

8❤❡ -♣❡❝8%✉♠ ♦❢ ❞✐-❡❛-❡ ❢%♦♠ ❞❡♥❣✉❡ ❢❡✈❡% 8♦ -❡✈❡%❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛-❡-✳ ❲❡ ❛❧-♦ ✐❞❡♥8✐✲

✜❡❞ ✐♥❛♣♣❛%❡♥8 ✐♥❢❡❝8✐♦♥- ✐♥ 8❤❡ ♣♦♣✉❧❛8✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜-❡%✈❡❞ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝8❡❞ -✉❜❥❡❝8-
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❝❧❛##✐✜❡❞ ❛# ❉■❈ ❛♥❞ #♦♠❡ ♦❢ /❤❡✐1 ❍❍▼ ✇✐/❤♦✉/ ❛❝✉/❡ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝/✐♦♥ ❜✉/ ✇✐/❤

❛ ♣♦#✐/✐✈❡ ■❣▼ ❞❡/❡❝/✐♦♥✱ #✉❣❣❡#/✐♥❣ ❛♥ ❡❛1❧② ❝♦♥✈❛❧❡#❝❡♥/ ♣❤❛#❡ ❛❢/❡1 ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝✲

/✐♦♥ ✇✐/❤ ♥♦ ❝❧✐♥✐❝❛❧ #②♠♣/♦♠#✳ ■♥ /❤✐# #/✉❞② ✇❡ ✐❞❡♥/✐✜❡❞ ✷✾ ✐♥❛♣♣❛1❡♥/ ❞❡♥❣✉❡

✐♥❢❡❝/✐♦♥# ❜✉/ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ /❤✐# ♥✉♠❜❡1 ✉♥❞❡1❡#/✐♠❛/❡# /❤❡ ♣1♦♣♦1/✐♦♥ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛1❡♥/

❞❡♥❣✉❡ ❝❛#❡# ❜❡❝❛✉#❡ ✇❡ ✇❡1❡ ♥♦/ ❛❜❧❡ /♦ /❛❦❡ ❜❧♦♦❞ #❛♠♣❧❡# ❢1♦♠ ♥♦♥#②♠♣/♦♠❛/✐❝

#✉❜❥❡❝/# ❛/ ❍♦♠❡ ❱✐#✐/ ✷✳

❲❡ ♣♦#/✉❧❛/❡❞ /❤❛/ ❞❡♥❣✉❡ ✐# /1❛♥#♠✐//❡❞ /♦ ♠❡♠❜❡1# ♦❢ /❤❡ ❉■❈✬# ❢❛♠✐❧② ❤♦✉#❡❤♦❧❞

❞✉1✐♥❣ /❤❡ ♣❡1✐♦❞ ♦❢ /❤❡ ✐♥❞❡① #✉❜❥❡❝/✬# ✐♥❢❡❝/✐♦♥✱ ❛♥❞ /❤✉# ❞❡#✐❣♥❡❞ ♦✉1 #/✉❞② /♦

❞❡/❡❝/ ✐♥❛♣♣❛1❡♥/ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝/✐♦♥# ✇✐/❤ ❛ ❤♦♠❡ ✈✐#✐/ ♦1❣❛♥✐③❡❞ #❤♦1/❧② ❛❢/❡1 ✐❞❡♥/✐✲

✜❝❛/✐♦♥ ♦❢ ❉■❈✳ ❖❜✈✐♦✉#❧②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦/ ❝♦♥✜1♠ ✇❤❡/❤❡1 /❤❡ ✐♥❞❡① #✉❜❥❡❝/✬# ❉■❈ ✇❛#

❛❧✇❛②# /❤❡ #♦✉1❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝/✐♦♥ ✐♥ ♦/❤❡1 ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡1#✱ ❜✉/ ✇❡ ❝❛♥ ♣♦#/✉❧❛/❡ /❤❛/ ❛

♥♦♥✲❤♦#♣✐/❛❧✐③❡❞ ❉■❈ ✇❤♦ 1❡♠❛✐♥# ❛/ ❤♦♠❡ ❞✉1✐♥❣ ❛❝✉/❡ ✐❧❧♥❡## 1❡♣1❡#❡♥/# ❛ ♣♦/❡♥✲

/✐❛❧ #♦✉1❝❡ ♦❢ ❉❊◆❱ /1❛♥#♠✐##✐♦♥ /♦ ❆❡❞❡#✳ ❆❝❝♦1❞✐♥❣ /♦ ♦✉1 #/✉❞② ❞❡#✐❣♥✱ ❝❧✉#/❡1✐♥❣

♦❢ ❝❛#❡# ✇✐/❤✐♥ ❛ ❤♦✉#❡❤♦❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ /❤❡ 1❡#✉❧/ ♦❢ ❛ #✐♥❣❧❡ ♦1 ✈❡1② ❢❡✇ ✐♥❢❡❝/❡❞ ♠♦#✲

K✉✐/♦❡# ❜✐/✐♥❣ ❞✐✛❡1❡♥/ ❤♦✉#❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡1# ❞✉1✐♥❣ ❛ #❤♦1/ ♣❡1✐♦❞ ♦❢ /✐♠❡✱ ♣❡1❤❛♣#

✇✐/❤✐♥ ❛ #✐♥❣❧❡ ❣♦♥♦/1♦♣❤✐❝ ❝②❝❧❡ ❛# ♣1❡✈✐♦✉#❧② #✉❣❣❡#/❡❞ ✭✭▼❛♠♠❡♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞

✭❉❡ ❇❡♥❡❞✐❝/✐# ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✸✮✮✳ ❚❤✐# ✐# ❛❧#♦ ❝♦♥#✐#/❡♥/ ✇✐/❤ ❛ ♣1❡✈✐♦✉# ♦❜#❡1✈❛/✐♦♥ /❤❛/

♦✈❡1 ♣❡1✐♦❞# ❢1♦♠ ✶ /♦ ✸ ❞❛②#✱ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛#❡# ✇❡1❡ ❝❧✉#/❡1❡❞ ✇✐/❤✐♥ #❤♦1/ ❞✐#/❛♥❝❡#✱

✐✳❡✳✱ ✇✐/❤✐♥ ❛ ❤♦✉#❡❤♦❧❞ ✭▼♦11✐#♦♥ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✽✮✳ ◆♦ ♠♦#K✉✐/♦ ❝❛♣/✉1❡# ✇❡1❡✱ ❤♦✇❡✲

✈❡1✱ ❝♦♥❞✉❝/❡❞ ✐♥ ♦✉1 #/✉❞② /♦ ✐❞❡♥/✐❢② ❉❊◆❱✲♣♦#✐/✐✈❡ ❆❡❞❡# ♠♦#K✉✐/♦❡#✳ ❉❊◆❱

#❡K✉❡♥❝✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ 1❡#♦❧✈❡ /❤❡ ❡①/❡♥/ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ /1❛♥#♠✐##✐♦♥✳

❲❡ ❝❤❛1❛❝/❡1✐③❡❞ #✉❜❥❡❝/# ✇✐/❤ ❛❝✉/❡ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝/✐♦♥ ✉#✐♥❣ ✈✐1✉# ✐#♦❧❛/✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲

/❡❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❣❡♥♦♠❡✳ ❲❡ ❛❧#♦ ✉#❡❞ ◆❙✶ ❛♥/✐❣❡♥ ❞❡/❡❝/✐♦♥✱ ❛ ♠♦1❡ 1❡❝❡♥/❧② 1❡❝♦❣♥✐✲

#❡❞ ❞✐❛❣♥♦#/✐❝ /♦♦❧✳ ❆# ❢♦1 ♠❛♥② /1♦♣✐❝❛❧ ✐♥❢❡❝/✐♦✉# ❞✐#❡❛#❡#✱ /❤❡1❡ ✐# ❛♥ ✉1❣❡♥/ ♥❡❡❞

❢♦1 ✈❛❧✐❞❛/❡❞ ❞✐❛❣♥♦#/✐❝ /♦♦❧# ❢♦1 ❞❡♥❣✉❡✳ ■♥ ♣❛1❛❧❧❡❧ ✇✐/❤ /❤❡ ✈✐1♦❧♦❣✐❝❛❧ /❡❝❤♥✐K✉❡#✱
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✇❡ ❡✈❛❧✉❛&❡❞ ❞❡&❡❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ◆❙✶ ❛♥&✐❣❡♥ ✇✐&❤ &❤❡ 2❧❛&❡❧✐❛ ❉❡♥❣✉❡ ◆❙✶ ❆❣ &❡5&✳ ■♥

&❤✐5 5&✉❞②✱ &❤✐5 &❡5& ✇❛5 ❢♦✉♥❞ &♦ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ 5❡♥5✐&✐✈✐&② ✭✽✸✳✻✪ ❀ ✾✺✪ ❈■ ✿ ✼✽✳✺✲✽✽✳✻✮

❛♥❞ 5♣❡❝✐✜❝✐&② ✭✾✽✳✾✪ ❀ ✾✺✪ ❈■ ✿ ✾✻✳✻✲✾✾✳✾✮ ✐♥ ❜♦&❤ ❆5✐❛ ❛♥❞ ▲❛&✐♥ ❆♠❡L✐❝❛✱ ❛5

L❡♣♦L&❡❞ ✐♥ ♣L❡✈✐♦✉5 5&✉❞✐❡5 ✭✭❉✉55❛L& ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✱ ✭❈❤✉❛♥5✉♠L✐& ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞

✭▲✐♠❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳ ❆ L❡❝❡♥& ♠✉❧&✐✲❝♦✉♥&L② 5&✉❞② ♦❜5❡L✈❡❞ ✉♥❡O✉❛❧ 5❡♥5✐&✐✈✐&② ❜❡&✲

✇❡❡♥ ❣❡♦❣L❛♣❤✐❝❛❧ L❡❣✐♦♥5 &❤❛& L❡♠❛✐♥5 ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ 5✉❣❣❡5&✐♥❣ ❢✉L&❤❡L ❛55❡55♠❡♥&5

❛L❡ ♥❡❡❞❡❞ ✭✭●✉③♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳ ❚❤❡ ✉5❡ ♦❢ ✈✐L❛❧ ❞❡&❡❝&✐♦♥ ❛♥&✐❣❡♥ ✐5 ♣❛L&✐❝✉✲

❧❛L❧② ✉5❡❢✉❧ ❞✉L✐♥❣ &❤❡ ✜L5& ✜✈❡ ❞❛②5 ♦❢ ✐❧❧♥❡55 ✇✐&❤ ◆❙✶ ❛55❛②5 &❤❛& ❛L❡ 5✐❣♥✐✲

✜❝❛♥&❧② ♠♦L❡ 5❡♥5✐&✐✈❡ ❢♦L ♣L✐♠❛L② &❤❛♥ 5❡❝♦♥❞❛L② ❞❡♥❣✉❡ ✭✭❉✉55❛L& ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✱

✭▲✐♠❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ✭❚L✐❝♦✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡L✱ ◆❙✶ ❛♥&✐❣❡♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡&❡❝✲

&❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ✷✵✪ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛L❡♥& ❉❊◆❱✲✐♥❢❡❝&✐♦♥✳ ❚❤✐5 ✜♥❞✐♥❣ 5✉❣❣❡5&5 &❤❛& ◆❙✶

❛♥&✐❣❡♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ L♦❧❡ ✐♥ ❞❡♥❣✉❡ ❞✐5❡❛5❡ ♣❛&❤♦❣❡♥❡5✐5 ❛♥❞ ❛❧5♦ ✐♥❞✐❝❛&❡5 &❤❛& &❤✐5

&❡5& ❝❛♥♥♦& ❜❡ L❡❧✐❡❞ ✉♣♦♥ ❢♦L ❞❡&❡❝&✐♦♥ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛L❡♥& ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝&✐♦♥✳

❇② ❝♦♠♣❛L✐♥❣ ❍❍▼ ♥♦& ✐♥❢❡❝&❡❞ ✇✐&❤ ❞❡♥❣✉❡ ✇✐&❤ &❤♦5❡ ♣L❡5❡♥&✐♥❣ ✇✐&❤ ✐♥❛♣♣❛L❡♥&

❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝&✐♦♥✱ ✇❡ 5❤♦✇❡❞ &❤❛& ♥❡✉&L♦♣❤✐❧ ❛♥❞ ♠♦♥♦❝②&❡ ❝♦✉♥&5 ✇❡L❡ ❡❛L❧② ✐♥❞✐L❡❝&

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛L❦❡L5 ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝&✐♦♥✱ ✇❤❡L❡❛5 ♣❧❛&❡❧❡& ❝♦✉♥&5 ❛♥❞ &❤❡ ❢L❡O✉❡♥❝② ♦❢

■❣● ❞❡&❡❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✜L5& ✈✐5✐& ❞✐❞ ♥♦& ❞✐✛❡L ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦ ❣L♦✉♣5 ✭❚❛❜❧❡ ✸✮✳ ❆

❝♦♠♣❛L✐5♦♥ ♦❢ ✐♥❛♣♣❛L❡♥& ❞❡♥❣✉❡✐♥❢❡❝&❡❞ ❍❍▼ ✇✐&❤ 5②♠♣&♦♠❛&✐❝ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝&❡❞

5✉❜❥❡❝&5 5❤♦✇❡❞ &❤❛& ❧②♠♣❤♦❝②&❡ ❝♦✉♥&5 ❛♥❞ ❞❡&❡❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ◆❙✶ ❛♥&✐❣❡♥ ❞✐✛❡✲

L❡❞ 5✐❣♥✐✜❝❛♥&❧② ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡5❡ &✇♦ ❣L♦✉♣5 ✭❚❛❜❧❡ ✹✮✳ ▼♦L❡♦✈❡L✱ &❤❡ ◆❙✶ ❛♥&✐❣❡♥

✇❛5 ❞❡&❡❝&❡❞ ❞✉L✐♥❣ &❤❡ ❛❝✉&❡ ♣❤❛5❡ ✐♥ ♠♦5& ♦❢ &❤❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛5❡5 &❡5&❡❞✱ ❛♥❞ &❤❡

5❡♥5✐&✐✈✐&② ♦❢ &❤✐5 &❡5& ✇❛5 ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡L ✐♥ 5❡✈❡L❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛5❡5 ✭✷✻✴✷✽✱ ❚❛❜❧❡ ❙✶✮✱

♣♦55✐❜❧② L❡✢❡❝&✐♥❣ ❤✐❣❤❡L ✈✐L❛❧ ❧♦❛❞5✳ ❚❤❡5❡ ✜♥❞✐♥❣5 ♠❛② ✐♥❞✐L❡❝&❧② L❡✢❡❝& &❤❡ ♣L♦✲

❣L❡55✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✐♠♠✉♥❡ L❡5♣♦♥5❡ &♦ ❉❊◆❱✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ 5♦♠❡ ❝❛5❡5 &♦ 5❡✈❡L❡ ❛❝✉&❡

❧②♠♣❤♦♣❡♥✐❛ ❛♥❞ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✈✐L♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥&L♦❧✱ ✇✐&❤ ❤✐❣❤ L❛&❡5 ♦❢ ◆❙✶ ❛♥&✐❣❡♥ ❝✐L✲
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❝✉❧❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❜❧♦♦❞ $❤❛$ ♠❛② ❜❡ ❝♦..❡❧❛$❡❞ ✇✐$❤ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦. ♣.♦❧♦♥❣❡❞ ✈✐.❡♠✐❛

✭✭❚❤♦♠❛6 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✭❚.✐❝♦✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳ ❙❡✈❡.❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛6❡6 ✇❡.❡ ❛❧6♦ ♠♦.❡

❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ ♠❛❧❡✱ $♦ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡. ♠♦♥♦❝②$❡ ❝♦✉♥$6 ♦. ♥♦.♠❛❧ ❧✐✈❡. ❡♥③②♠❡ ❧❡✈❡❧6✱ ❛♥❞

$♦ ❜❡ ✐♥❢❡❝$❡❞ ✇✐$❤ ❉❊◆❱✲✷✱ ❛❧$❤♦✉❣❤ F✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❘❚✲H❈❘ ❞✐❞ ♥♦ ♣❡.♠✐$ 6$✉❞② ♦❢

$❤❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ♦❢ $❤❡ ✈✐.❡♠✐❛✳ ❲❡ 6❤♦✇❡❞ $❤❛$ ❤❛❧❢ ♦❢ $❤❡ 6❡✈❡.❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛6❡6 ❤❛❞

♥♦$ ♣.❡✈✐♦✉6❧② ❜❡❡♥ ✐♥❢❡❝$❡❞ ✇✐$❤ ❉❊◆❱✱ ❛6 ❝♦♥✜.♠❡❞ ❜② $❤❡ ♦❝❝✉..❡♥❝❡ ♦❢ ❉❊◆❱

■❣● 6❡.♦❝♦♥✈❡.6✐♦♥ ❞✉.✐♥❣ ❝♦♥✈❛❧❡6❝❡♥$ ♣❤❛6❡ ✭❚❤♦♠❛6 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❞❡♥❣✉❡✲

✐♥❢❡❝$❡❞ 6✉❜❥❡❝$6✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❛♣♣❛.❡♥$✱ ✇❡ ♦❜6❡.✈❡❞ ❛ ❞❡❝.❡❛6❡ ✐♥ ♥❡✉$.♦♣❤✐❧ ❛♥❞

♠♦♥♦❝②$❡ ❝♦✉♥$6✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐$ ♠❛② 6✉❣❣❡6$ ❛ ❞✐.❡❝$ ❡✛❡❝$ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✐❧❧♥❡66 ♦♥ ❤❡✲

♠❛$♦♣♦✐❡6✐6✱ ❛❧$❤♦✉❣❤ 6✉❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝$ ✐6 ✐♥ ❝♦♥✢✐❝$ ✇✐$❤ ❞❛$❛ .❡♣♦.$❡❞ ❡❧6❡✇❤❡.❡ ✐♥ $❤❡

❧✐$❡.❛$✉.❡ ✭❇❛❧6✐$✐6 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾✮✳ ❖♥ $❤❡ ♦$❤❡. ❤❛♥❞✱ ❉❊◆❱ ✐6 ❞❡$❡❝$❡❞ ✐♥ ♣❡.✐♣❤❡.❛❧

♠♦♥♦❝②$❡6 ❞✉.✐♥❣ ❛❝✉$❡ ❞✐6❡❛6❡✱ ❛♥❞ $❤❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝②$❡6 ❧❡❛❞6 $♦ ❝②$♦❦✐♥❡

♣.♦❞✉❝$✐♦♥✱ 6✉❣❣❡6$✐♥❣ $❤❛$ ✈✐.✉6✲♠♦♥♦❝②$❡ ✐♥$❡.❛❝$✐♦♥6 ❛.❡ .❡❧❡✈❛♥$ $♦ ♣❛$❤♦❣❡♥❡✲

6✐6 ✭✭❍❛❧6$❡❛❞ ✫ ❖✬❘♦✉.❦❡ ✶✾✼✼✮✱ ✭❍❛6❡ ❡! ❛❧✳ ✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ✭◆❡✈❡6✲❙♦✉③❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✮✳

▼♦.❡♦✈❡.✱ ❉❊◆❱ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛♣♦♣$♦6✐6 ✐♥ ♠♦♥♦❝②$❡6✱ ❛♥❞ $❤✐6 ♠❛② ❧❡❛❞ $♦ ❞❡❝.❡❛6❡6

✐♥ $❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ $❤❡6❡ ❝❡❧❧6 ✐♥ 6❡✈❡.❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛6❡6 ✭❚♦..❡♥$❡6✲❈❛.✈❛❧❤♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾✮✳

■♥ $❤✐6 6$✉❞② ✇❡ ♦♥❧② ♦❜6❡.✈❡❞ 6❡✈❡.❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛6❡6 ✐♥ ❙♦✉$❤✲ ❊❛6$ ❆6✐❛✳ ❉✐6❡❛6❡

6❡✈❡.✐$② ❛♥❞ ♣❛$❤♦❣❡♥❡6✐6 .❡♠❛✐♥ ❧❛.❣❡❧② ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝❡.$❛✐♥❧② .❡❧❛$❡❞ $♦ ❝♦♠✲

♣❧❡① ✐♥$❡.❛❝$✐♦♥6 ♦❢ 6❡✈❡.❛❧ ❢❛❝$♦.6✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈✐.✉6 6$.❛✐♥✱ ✐♠♠✉♥❡ .❡6♣♦♥6❡ $♦ ♣.❡✲

✈✐♦✉6 ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦6$ ❣❡♥❡$✐❝ ❜❛❝❦❣.♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✐♥$.♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❆6✐❛♥

✶ ❉❊◆❱✲✷ ❣❡♥♦$②♣❡ ✐♥$♦ $❤❡ ❆♠❡.✐❝❛6 ✐♥ $❤❡ ✶✾✽✵6 ❧❡❞ $♦ $❤❡ ❡♠❡.❣❡♥❝❡ ♦❢ 6❡✈❡.❡

❞❡♥❣✉❡ ❝❛6❡6 ♦♥ $❤✐6 ❝♦♥$✐♥❡♥$✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤✐6 ✐♥$.♦❞✉❝$✐♦♥ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥♦$②♣❡ ❡♠❡.❣❡❞✱

♥❛♠❡❞ ❆6✐❛♥✴❆♠❡.✐❝❛♥ ❉❊◆❱✲✷ ❣❡♥♦$②♣❡ ✭✭❚✇✐❞❞② ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✱ ✭❖❧✐✈❡✐.❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮

❛♥❞ ✭❱✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳ ❉✉.✐♥❣ $❤❡ 6$✉❞② ♣❡.✐♦❞✱ $❤✐6 ❆6✐❛♥✴❆♠❡.✐❝❛♥ ❣❡♥♦$②♣❡ ✇❛6

❝✐.❝✉❧❛$✐♥❣ ✐♥ ❋.❡♥❝❤ ●✉✐❛♥❛ ✭H❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉66❛.$✱ ♣❡.6♦♥❛❧ ❞❛$❛✮ ❛♥❞ ♣.♦❜❛❜❧② ✐♥ $❤❡



✻✳✹✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ✶✶✵

♥♦"#❤ ♦❢ ❇"❛③✐❧✱ ❤♦✇❡✈❡" ❉❊◆❱✲✷ ❞✐❞ ♥♦# ❝❛✉8❡ ❛♥ ♦✉#❜"❡❛❦ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦# "❡♣♦"#

❛♥② 8❡✈❡"❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛8❡ ❛♠♦♥❣ ❇"❛③✐❧✐❛♥ 8✉❜❥❡❝#8✳

❚✇♦ ❝♦♥8#"❛✐♥#8 ♦❢ #❤❡ 8#✉❞② ❞❡8✐❣♥ ❞❡8❡"✈❡ ♠❡♥#✐♦♥✳ ❆❧❧ ♠❡#❤♦❞8 ✭❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛"✲

❦❡"8✱ ✈✐"♦❧♦❣✐❝❛❧ #❡8#✐♥❣✱ ◆❙✶ ❛♥#✐❣❡♥ ❞❡#❡❝#✐♦♥ ❛♥❞ ■❣▼ 8❡"♦❧♦❣②✮ ✇❡"❡ 8#❛♥❞❛"❞✐③❡❞

❛❝"♦88 #❤❡ ❢♦✉" "❡❢❡"❡♥❝❡ ❧❛❜♦"❛#♦"✐❡8✱ ✇✐#❤ #❤❡ ❡①❝❡♣#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ■❣● ❊▲■❙❆✳ ❆8 ❛

❝♦♥8❡L✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇❡"❡ ✉♥❛❜❧❡ #♦ ❝❛❧❝✉❧❛#❡ #❤❡ ■❣▼✴■❣● "❛#✐♦ ✭✭■♥♥✐8 ❡! ❛❧✳ ✶✾✽✾✮ ❛♥❞

✭❙❤✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✸✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❛8 #❤❡ ✐♥#❡♥#✐♦♥ ✇❛8 #♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛8❡8 ❞✉"✐♥❣

#❤❡ ❛❝✉#❡ ♣❤❛8❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝#✐♦♥✱ #❤✐8 "❛#✐♦ ✇❛8 ♥♦# ❛ ❝"✉❝✐❛❧ ❡♥❞♣♦✐♥# ❢♦" #❤❡ 8#✉❞②✳

❆♥♦#❤❡" ❝♦♥8#"❛✐♥# ♦❢ #❤✐8 8#✉❞② ✇❛8 #❤❛# ✇❡ ❞✐❞ ♥♦# ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❢❛♥#8 ❛♥❞ ❝❤✐❧❞"❡♥

❜❡❧♦✇ ✷✹ ♠♦♥#❤8 ♦❢ ❛❣❡ ✐♥ #❤❡ ❉❊◆❋❘❆▼❊ ♣"♦❥❡❝#✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ 8❡✈❡"❛❧ ♣"❡✈✐♦✉8

"❡♣♦"#8 ❛❧"❡❛❞② ♣"♦✈✐❞❡ ✐♥8✐❣❤# ✐♥#♦ #❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥ #❤✐8 8♣❡❝✐✜❝

♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ✭✭❍❛♠♠♦♥❞ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✱ ✭X❡♥❣8❛❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✱ ✭❈❤❛✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞

✭❈❛♣❡❞✐♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✮✳

❚❤❡8❡ ✜♥❞✐♥❣8 ❝♦♥✜"♠ #❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ❞✐8❡❛8❡ ✐♥ ❤✉♠❛♥8 ❛♥❞ #❤❡ ♥❡❡❞ #♦

8#"❡♥❣#❤❡♥ ♠✉❧#✐❞✐8❝✐♣❧✐♥❛"② "❡8❡❛"❝❤ ❡✛♦"#8 #♦ ✐♠♣"♦✈❡ ♦✉" ✉♥❞❡"8#❛♥❞✐♥❣ ♥♦# ♦♥❧②

♦❢ ✈✐"✉8 #"❛♥8♠✐88✐♦♥ ❜✉# ❛❧8♦ ❤♦8# "❡8♣♦♥8❡8 #♦ ❉❊◆❱ ✐♥ ✈❛"✐♦✉8 ❤✉♠❛♥ ♣♦♣✉❧❛✲

#✐♦♥8✳ ■# ✇✐❧❧ #❤❡"❡❢♦"❡ ❜❡ ✐♥#❡"❡8#✐♥❣✱ ❜❛8❡❞ ♦♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛#❛ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ 8❛♠♣❧❡8

❝♦❧❧❡❝#❡❞ ✐♥ #❤✐8 8#✉❞②✱ #♦ ❢✉"#❤❡" ❡✈❛❧✉❛#❡ #❤❡ ❤♦8# 8✉8❝❡♣#✐❜✐❧✐#② #♦ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝✲

#✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐8❡❛8❡ ✉8✐♥❣ ❢❛♠✐❧②✲❜❛8❡❞ ❛88♦❝✐❛#✐♦♥ ❛♥❛❧②8❡8✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ✇❡ #❤✐♥❦ #❤❛#

#❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ #"❛♥8❢❡" ♦❢ 8#❛♥❞❛"❞✐③❡❞ ❞✐❛❣♥♦8#✐❝ ♠❡#❤♦❞8 ✐♥ ❧❛❜♦"❛#♦"✐❡8 ❜❛8❡❞ ✐♥

#"♦♣✐❝❛❧ ❝♦✉♥#"✐❡8 ✐8 ❡88❡♥#✐❛❧ ✐❢ ✇❡ ❛"❡ #♦ ❡8#✐♠❛#❡ ❞✐8❡❛8❡ ❜✉"❞❡♥ ❛♥❞ #♦ ♦♣#✐♠✐③❡

✈❡❝#♦" ❝♦♥#"♦❧ ✐♥#❡"✈❡♥#✐♦♥8✳ ❚♦❣❡#❤❡" ✇✐#❤ ✐♠♣"♦✈❡♠❡♥#8 ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❝❛"❡ ❢♦" ❞❡♥❣✉❡

♣❛#✐❡♥#8 ❛♥❞ ❜❡##❡" ✉♥❞❡"8#❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ♣❛#❤♦❣❡♥❡8✐8✱ #❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ♦❢ ❛

♣"❡✈❡♥#✐✈❡ ✈❛❝❝✐♥❡ ❛♥❞ ❛♥#✐✈✐"❛❧ ❞"✉❣8 ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡#❡ #❤❡ ❛"8❡♥❛❧ ♦❢ ✇❡❛♣♦♥8 ❢♦"

❝♦♠❜❛#✐♥❣ ❞❡♥❣✉❡ ✇♦"❧❞✇✐❞❡✳



✻✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✶

✻✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐①

❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ ❈❤❛'❛❝)❡'✐,)✐❝, ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❞❡① ❝❛,❡, ✭❉■❈✱ ♥❂✷✶✺✮✳

❆❝✉#❡ %❡&✉♠ %❛♠♣❧❡% ✭♥❂✷✶✺✮

▲❛#✐♥ ❆♠❡&✐❝❛ ✭♥❂✶✵✶✮ ❙♦✉#❤✲❊❛%# ❆%✐❛ ✭♥❂✶✶✹✮

∗

◆❡❣❛#✐✈❡ ■❣● ✭♥❂✶✹✮ @♦%✐#✐✈❡ ■❣● ✭♥❂✽✼✮ ◆❡❣❛#✐✈❡ ■❣● ✭♥❂✶✹✮ @♦%✐#✐✈❡ ■❣● ✭♥❂✽✼✮

❙❉ ❉❋ ◆❈ ❙❉ ❉❋ ◆❈ ❙❉ ❉❋ ◆❈ ❙❉ ❉❋ ◆❈

❉❡♥❣✉❡ %②♣❡

❉❊◆❱✲✶ ✲ ✸✭✺✵✳✵✮ ✲ ✲ ✽✭✶✶✳✹✮ ✸✭✶✼✳✻✮ ✹✭✷✻✳✼✮ ✷✵✭✹✻✳✺✮ ✲ ✷✭✶✻✳✼✮ ✶✹✭✹✵✳✵✮ ✲

❉❊◆❱✲✷ ✲ ✲ ✽✭✶✵✵✳✵✮ ✲ ✶✸✭✶✽✳✼✮ ✶✭✺✳✾✮ ✼✭✹✻✳✼✮ ✶✷✭✷✼✳✾✮ ✲ ✼✭✺✽✳✸✮ ✻✭✶✼✳✷✮ ✲

❉❊◆❱✲✸ ✲ ✸✭✺✵✳✵✮ ✲ ✲ ✹✼✭✻✼✳✶✮ ✶✸✭✼✻✳✺✮ ✸✭✷✵✳✵✮ ✾✭✷✶✳✵✮ ✶✭✺✵✳✵✮ ✶✭✽✳✸✮ ✶✶✭✸✶✳✹✮ ✷✭✺✵✳✵✮

❉❊◆❱✲✹ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✶✭✷✳✸✮ ✲ ✲ ✷✭✺✳✼✮ ✶✭✷✺✳✵✮

▼❉ ✲ ✲ ✲ ✲ ✷✭✷✳✽✮ ✲ ✶✭✻✳✻✮ ✶✭✷✳✸✮ ✶✭✺✵✳✵✮ ✷✭✶✻✳✼✮ ✷✭✺✳✼✮ ✶✭✷✺✳✵✮

❆❣❡ ❣)♦✉♣ ✭②❡❛)-✮

[2 − 7] ✲ ✲ ✲ ✲ ✸✭✹✳✸✮ ✷✭✶✶✳✽✮ ✷✭✶✸✳✸✮ ✷✶✭✹✽✳✾✮ ✷✭✶✵✵✳✵✮ ✷✭✶✻✳✼✮ ✶✸✭✸✼✳✶✮ ✲

]7 − 10] ✲ ✶✭✶✻✳✼✮ ✶✭✶✷✳✺✮ ✲ ✲ ✶✭✺✳✾✮ ✸✭✷✵✳✵✮ ✾✭✷✵✳✾✮ ✲ ✹✭✸✸✳✸✮ ✻✭✶✼✳✶✮ ✶✭✷✺✳✵✮

> 10 ✲ ✺✭✽✸✳✸✮ ✼✭✽✼✳✺✮ ✲ ✻✼✭✾✺✳✼✮ ✶✸✭✼✻✳✹✮ ✶✵✭✻✻✳✼✮ ✶✸✭✸✵✳✷✮ ✲ ✻✭✺✵✳✵✮ ✶✻✭✹✺✳✼✮ ✸✭✼✺✳✵✮

▼❉ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✶✭✺✳✾✮ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

◆♦#❡ ✿ ❙❉ ✿ %❡✈❡&❡ ❞❡♥❣✉❡✳ ❉❋ ✿ ❞❡♥❣✉❡ ❢❡✈❡&✳ ◆❈ ✿ ♥♦♥ ❝❧❛%%✐✜❛❜❧❡✳ ▼❉ ✿ ♠✐%%✐♥❣ ❞❛#❛✳ ✭✳✮ ✿ ♣❡&❝❡♥#❛❣❡✳

∗
✿ ❋♦& ✸

%✉❜❥❡❝#% ✐♥❢❡❝#❡❞ ❜② ❉❊◆❱✲✷✱ ❞❛#❛ &❡❧❛#❡❞ #♦ ■❣● %#❛#✉% ✇❡&❡ ♠✐%%✐♥❣ ✿ ✷ ❞❡♥❣✉❡ ❢❡✈❡& ❝❛%❡% ❛♥❞ ✶ %❡✈❡&❡ ❞❡♥❣✉❡

❝❛%❡✳ ❉✐%#&✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ ❉■❈ ✐% ♣&♦✈✐❞❡❞ ❜② &❡❣✐♦♥ ✐♥ &❡❧❛#✐♦♥ #♦ #❤❡ ♣&❡%❡♥❝❡ ♦❢ ❲❍❖ ❝&✐#❡&✐❛ ❢♦& %❡✈❡&❡ ❞❡♥❣✉❡ ❛♥❞

■❣● %#❛#✉% ❞✉&✐♥❣ #❤❡ ❛❝✉#❡ ♣❤❛%❡✳



✻✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✷

❚❛❜✳ ✻✳✷ ✕ ❉✐&'(✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'& ✐♥ '❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ &'✉❞② ✭♥❂✺✾✵✮✳

❇!❛③✐❧ ❋!❡♥❝❤ ●✉✐❛♥❛ ❈❛♠❜♦❞✐❛ ❱✐❡3♥❛♠ ❚♦3❛❧

♥❂✶✸✹✭✪✮ ♥❂✷✽✭✪✮ ♥❂✶✽✵✭✪✮ ♥❂✷✹✽✭✪✮ ♥❂✺✾✵✭✪✮

❬■❣●✰✴■❣●✷❪ ❬■❣●✰✴■❣●✷❪ ❬■❣●✰✴■❣●✷❪ ❬■❣●✰✴■❣●✷❪ ❬■❣●✰✴■❣●✷❪

◆♦♥ ❉❊◆❱✲✐♥❢❡❝3❡❞ L✉❜❥❡❝3L ✹✼✭✶✺✳✹✮ ✾✭✸✳✵✮ ✾✽✭✸✷✳✶✮ ✶✺✶✭✹✾✳✺✮ ✸✵✺ ✭✺✶✳✼✮

❬✹✹✴✸❪ ❬✸✴✻❪ ❬✾✺✴✸❪ ❬✾✼✴✺✹❪ ❬✷✸✾✴✻✻❪

▼✐LL✐♥❣ ■❣● ❞❛3❛ ✶ ✲ ✲ ✶ ✷✭✵✳✸✮

❊❛!❧② ❝♦♥✈❛❧❡L❝❡♥3 ♣❤❛L❡ ♦!

❝♦♥✈❛❧❡L❝❡♥3 ♣❤❛L❡ ✭❍❍▼ ♦♥❧②✮ ✹✭✻✳✺✮ ✸✭✹✳✾✮ ✷✷✭✸✻✳✶✮ ✸✷✭✺✷✳✺✮ ✻✶✭✶✵✳✸✮

❬✹✴✵❪ ❬✷✴✶❪ ❬✷✷✴✵❪ ❬✷✺✴✼❪ ❬✺✸✴✽❪

▼✐LL✐♥❣ ■❣● ❞❛3❛ ✲ ✲ ✲ ✶ ✶✭✵✳✷✮

❉❊◆❱✲✐♥❢❡❝3❡❞ ❛3 3❤❡

❛❝✉3❡ ♣❤❛L❡ ✭❉■❈✰❍❍▼✮ ✽✷✭✸✼✳✻✮ ✶✻✭✼✳✹✮ ✻✵✭✷✼✳✺✮ ✻✵✭✷✼✳✺✮ ✷✶✽✭✸✼✳✵✮

❙②♠♣3♦♠❛3✐❝ ❬✻✾✴✻❪ ❬✸✴✶✵❪ ❬✸✵✴✶✾❪ ❬✶✻✴✸✻❪ ❬✶✶✽✴✼✶❪

▼✐LL✐♥❣ ■❣● ❞❛3❛ ✲ ✲ ✲ ✸ ✸✭✵✳✺✮

■♥❛♣♣❛!❡♥3 ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝3✐♦♥ ❬✻✴✶❪ ❬✶✴✷❪ ❬✽✴✸❪ ❬✸✴✺❪ ❬✶✽✴✶✶❪

◆♦3❡ ✿ ❆❧❧ ♣❛!3✐❝✐♣❛♥3L ✇❡!❡ ✐❞❡♥3✐✜❡❞ ❛3 ❱✐L✐3 ✶ ❢♦! ❉❡♥❣✉❡ ■♥❞❡① ❈❛L❡L ✭❉■❈✮ ❛♥❞ ❛3 ❍♦♠❡ ❱✐L✐3 ✶ ❢♦! ❞❡♥❣✉❡✲

✐♥❢❡❝3❡❞ ❤♦✉L❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡!L ✭❍❍▼✮✳ ❚❤❡✐! ❞✐L3!✐❜✉3✐♦♥ ✐L ♣!❡L❡♥3❡❞ ❜② ❝♦✉♥3!②✱ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ 3♦ ❉❊◆❱✲✐♥❢❡❝3❡❞ L3❛3✉L

❛♥❞ ■❣● L3❛3✉L✳ ✭✳✮ ✿ ♣❡!❝❡♥3❛❣❡✳



✻✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✸

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❈❧✐♥✐❝❛❧ *✐+❡*✳



✻✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✹

❚❛❜✳ ✻✳✸ ✕ ▼❛✐♥ ❝❤❛*❛❝+❡*✐-+✐❝- ♦❢ -✉❜❥❡❝+- ✇✐+❤ ✐♥❛♣♣❛*❡♥+ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝+✐♦♥- ❝♦♠✲

♣❛*❡❞ +♦ ♥♦♥✲❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝+❡❞ -✉❜❥❡❝+- ❛♠♦♥❣ ❍♦✉-❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡*-✳

◆❉■ ■❉■ ❈$✉❞❡ ❖❘ ✾✺✪ ❈■ -

∗
❆❞❥✳ ❖❘ ✾✺✪ ❈■ -

❙❡①

▼❛❧❡ ✶✸✺✭✹✹✳✵✮ ✶✻✭✺✺✳✷✮ ✶

❋❡♠❛❧❡ ✶✼✷✭✺✻✳✵✮ ✶✸✭✹✹✳✽✮ ✵✳✻✹ [0.3 − 1.4] ✵✳✷✺

❆❣❡ ✭②❡❛()✮

[2 − 7] ✶✻✭✺✳✷✮ ✺✭✶✼✳✷✮ ✶ ✶

]7 − 10] ✶✼✭✺✳✺✮ ✷✭✻✳✾✮ ✵✳✸✽ [0.1 − 2.2] ✵✳✷✽ ✵✳✼✾ [0.1 − 6.5] ✵✳✽✸

> 10 ✷✼✹✭✽✾✳✸✮ ✷✷✭✼✺✳✾✮ ✵✳✷✻ [0.1 − 0.7] ✵✳✵✶✺ ✵✳✹✶ [0.1 − 1.8] ✵✳✷✺

❲❡✐❣❤.✲❜❛)❡❞ ❩✲)❝♦(❡

[−1, 1] ✽✾✭✷✾✳✵✮ ✻✭✷✵✳✼✮ ✶

< −1 ✶✾✺✭✻✸✳✺✮ ✷✶✭✼✷✳✹✮ ✶✳✻ [0.6 − 4.1] ✵✳✸✸

> 1 ✷✸✭✼✳✺✮ ✷✭✻✳✾✮ ✶✳✸ [0.2 − 6.8] ✵✳✼✻

❍❡♠❛.♦❝(✐. ✭✪✮

≤ 36 ✾✸✭✸✵✳✸✮ ✼✭✷✹✳✶✮ ✶

> 36 ✷✶✷✭✻✾✳✶✮ ✷✷✭✼✺✳✾✮ ✶✳✸✽ [0.6 − 3.3] ✵✳✹✽

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✷✭✵✳✻✮ ✲

8❧❛.❡❧❡.) ✭×109/L✮

> 100 ✷✾✻✭✾✻✳✹✮ ✷✻✭✽✾✳✼✮ ✶ ✶

≤ 100 ✶✵✭✸✳✸✮ ✸✭✶✵✳✸✮ ✸✳✹✷ [0.9 − 13.2] ✵✳✵✼✺ ✶✳✼✶ [0.2 − 12.3] ✵✳✻

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✶✭✵✳✸✮ ✲

◆❡✉.(♦♣❤✐❧) ✭×109/L✮

> 2 ✷✽✽✭✾✸✳✽✮ ✶✽✭✻✷✳✶✮ ✶ ✶

≤ 2 ✶✽✭✺✳✾✮ ✶✶✭✸✼✳✾✮ ✾✳✽ [4 − 23.8] < 0.0001 ✼✳✼✺ [2.5 − 24] < 0.0001

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✶✭✵✳✸✮ ✲

▲②♠♣❤♦❝②.❡) ✭×109/L✮

> 2 ✷✹✸✭✼✾✳✷✮ ✶✺✭✺✶✳✼✮ ✶ ✶

≤ 2 ✻✸✭✷✵✳✺✮ ✶✹✭✹✽✳✸✮ ✸✳✻ [1.6 − 7.8] ✵✳✵✵✶ ✷✳✵✽ [0.7 − 5.6] ✵✳✶✺

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✶✭✵✳✸✮ ✲

▼♦♥♦❝②.❡) ✭×109/L✮

> 0.2 ✷✾✽✭✾✼✳✶✮ ✷✸✭✼✾✳✸✮ ✶ ✶

≤ 0.2 ✽✭✷✳✻✮ ✻✭✷✵✳✼✮ ✾✳✼✷ [3.1 − 30] < 0.0001 ✾✳✶ [1.8 − 44] ✵✳✵✵✻

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✶✭✵✳✸✮ ✲

❆❙❆❚

a
✭❯■✴▲✮

≤ 30 ✷✷✺✭✼✸✳✸✮ ✶✼✭✺✽✳✻✮ ✶ ✶

> 30 ✽✶✭✷✻✳✹✮ ✶✶✭✸✼✳✾✮ ✶✳✽ [0.8 − 4] ✵✳✶✺ ✶✳✾✻ [0.7 − 5.2] ✵✳✶✼

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✶✭✵✳✸✮ ✶✭✸✳✺✮

❆▲❆❚

b
✭❯■✴▲✮

≤ 35 ✷✻✶✭✽✺✳✵✮ ✷✷✭✼✺✳✾✮ ✶

> 35 ✹✺✭✶✹✳✼✮ ✻✭✷✵✳✼✮ ✶✳✺✽ [0.6 − 4.1] ✵✳✸✺

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✶✭✵✳✸✮ ✶✭✸✳✹✮

❇✐❧✐(✉❜✐♥ ✭µ♠♦❧✮

≤ 17 ✷✻✷✭✽✺✳✸✮ ✷✹✭✽✷✳✽✮ ✶

> 17 ✹✷✭✶✸✳✼✮ ✸✭✶✵✳✸✮ ✵✳✼✽ [0.2 − 2.7] ✵✳✻✾

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✸✭✶✳✵✮ ✷✭✻✳✾✮

■❣● ❛. ❱✐)✐. ✶

◆❡❣❛D✐✈❡ ✻✻✭✷✶✳✺✮ ✶✶✭✸✼✳✾✮ ✶ ✶

-♦A✐D✐✈❡ ✷✸✾✭✼✼✳✽✮ ✶✽✭✻✷✳✶✮ ✵✳✹✺ [0.2 − 1.0] ✵✳✵✺✶ ✵✳✸✼ [0.1 − 1.04] ✵✳✵✻

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✷✭✵✳✼✮ ✲

◆♦D❡ ✿ ◆❉■ ✿ ♥♦♥ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝D❡❞✳ ■❉■ ✿ ✐♥❛♣♣❛$❡♥D ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝D✐♦♥✳ ✭✳✮ ✿ ♣❡$❝❡♥D❛❣❡✳

∗
✿ -♦D❡♥D✐❛❧ ❝♦♥❢♦✉♥❞❡$A ✇✐D❤ ❛ - ✈❛❧✉❡ ♦❢

❧❡AA D❤❛♥ ✵✳✷✵ ✐♥ ✉♥✐✈❛$✐❛D❡ ❛♥❛❧②A✐A ✇❡$❡ $❡D❛✐♥❡❞ ❢♦$ D❤❡ ✜♥❛❧ ♠✉❧D✐✈❛$✐❛❜❧❡ ❛♥❛❧②A❡A✳ ■♥ D❤✐A D❛❜❧❡ ✿ ❛❣❡✱ ♣❧❛D❡❧❡DA✱ ♥❡✉D$♦♣❤✐❧A✱

❧②♠♣❤♦❝②D❡A✱ ❆❙❆❚ ❛♥❞ ■❣● ❛D ❱✐A✐D ✶✳

a
❆❙❆❚ ✿ ❆A♣❛$D❛D❡ ❛♠✐♥♦ D$❛♥A❢❡$❛A❡✳

b
❆▲❆❚ ✿ ❆❧❛♥✐♥❡ ❛♠✐♥♦ D$❛♥A❢❡$❛A❡✳ ❯♥✐✈❛$✐❛D❡ ❛♥❞

♠✉❧D✐✈❛$✐❛❜❧❡ ❧♦❣✐AD✐❝ $❡❣$❡AA✐♦♥ ✇❡$❡ ✉A❡❞ ❢♦$ ❛♥❛❧②A❡A✳



✻✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✺

❚❛❜✳ ✻✳✹ ✕ ▼❛✐♥ ❝❤❛*❛❝+❡*✐-+✐❝- ♦❢ -✉❜❥❡❝+- ✇✐+❤ ✐♥❛♣♣❛*❡♥+ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝+✐♦♥- ❝♦♠✲

♣❛*❡❞ +♦ -②♠♣+♦♠❛+✐❝ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝+❡❞ -✉❜❥❡❝+-✳

❙❉■ ■❉■ ❈$✉❞❡ ❖❘ ✾✺✪ ❈■ -

∗
❆❞❥✳ ❖❘ ✾✺✪ ❈■ -

❙❡①

▼❛❧❡ ✶✵✸✭✺✸✳✻✮ ✶✻✭✺✺✳✷✮ ✶

❋❡♠❛❧❡ ✽✾✭✹✻✳✹✮ ✶✸✭✹✹✳✽✮ ✵✳✾✹ [0.4 − 2.1] ✵✳✽✽

❆❣❡ ✭②❡❛()✮

[2 − 7] ✸✽✭✶✾✳✽✮ ✺✭✶✼✳✷✮ ✶ ✶

]7 − 10] ✷✼✭✶✹✳✶✮ ✷✭✻✳✾✮ ✵✳✺✻ [0.1 − 3.1] ✵✳✺✶

> 10 ✶✷✼✭✻✻✳✶✮ ✷✷✭✼✺✳✾✮ ✶✳✸✷ [0.5 − 3.7] ✵✳✻

❲❡✐❣❤.✲❜❛)❡❞ ❩✲)❝♦(❡

[−1, 1] ✼✺✭✸✾✳✶✮ ✻✭✷✵✳✼✮ ✶ ✶

< −1 ✶✵✷✭✺✸✳✶ ✷✶✭✼✷✳✹✮ ✷✳✺✼ [0.9 − 6.7] ✵✳✵✺✷ ✷✳✺✹ [0.6 − 10.4] ✵✳✷✵

> 1 ✶✺✭✼✳✽✮ ✷✭✻✳✾✮ ✶✳✻✻ [0.3 − 9.1] ✵✳✺✺ ✹✳✶✶ [0.4 − 43] ✵✳✷✹

❍❡♠❛.♦❝(✐. ✭✪✮

≤ 36 ✸✽✭✶✾✳✽✮ ✼✭✷✹✳✶✮ ✶

> 36 ✶✺✹✭✽✵✳✷✮ ✷✷✭✼✺✳✾✮ ✵✳✼✼ [0.3 − 1.9] ✵✳✺✾

8❧❛.❡❧❡.) ✭×109/L✮

> 100 ✶✷✻✭✻✺✳✻✮ ✷✻✭✽✾✳✼✮ ✶ ✶

≤ 100 ✻✻✭✸✹✳✹✮ ✸✭✶✵✳✸✮ ✵✳✷✷ [0.1 − 0.7] ✵✳✵✶✻ ✵✳✷✸ [0.4 − 1.4] ✵✳✶✶

◆❡✉.(♦♣❤✐❧) ✭×109/L✮

> 2 ✼✻✭✸✾✳✻✮ ✶✽✭✻✷✳✶✮ ✶ ✶

≤ 2 ✶✶✻✭✻✵✳✹✮ ✶✶✭✸✼✳✾✮ ✵✳✹ [0.2 − 0.9] ✵✳✵✷✻ ✵✳✺ [0.15 − 1.6] 0.25

▲②♠♣❤♦❝②.❡) ✭×109/L✮

> 2 ✶✻✭✽✳✸✮ ✶✺✭✺✶✳✼✮ ✶ ✶

≤ 2 ✶✼✻✭✾✶✳✼✮ ✶✹✭✹✽✳✸✮ ✵✳✵✽ [0.03 − 0.2] < 0.0001 ✵✳✵✾ [[0.02 − 0.4] ✵✳✵✵✶

▼♦♥♦❝②.❡) ✭×109/L✮

> 0.2 ✶✶✹✭✺✾✳✹✮ ✷✸✭✼✾✳✸✮ ✶ ✶

≤ 0.2 ✼✽✭✹✵✳✻✮ ✻✭✷✵✳✼✮ ✵✳✸✽ [0.1 − 0.9] ✵✳✵✹✺ ✵✳✻✺ [[0.16 − 2.7] ✵✳✺✻

❆❙❆❚

a
✭❯■✴▲✮

≤ 30 ✼✺✭✸✾✳✶✮ ✶✼✭✺✽✳✻✮ ✶ ✶

> 30 ✶✶✼ ✭✻✵✳✾✮ ✶✶✭✸✼✳✾✮ ✵✳✹ [0.2 − 0.9 ✵✳✵✸✹ ✵✳✹ [0.1 − 1.5] ✵✳✶✼

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✲ ✶✭✸✳✺✮

❆▲❆❚

b
✭❯■✴▲✮

≤ 35 ✶✶✷✭✺✽✳✸✮ ✷✷✭✼✺✳✾✮ ✶ ✶

> 35 ✽✵✭✹✶✳✼✮ ✻✭✷✵✳✼✮ ✵✳✸✽ [0.15 − 0.9] ✵✳✵✹✻ ✵✳✺✷ [0.14 − 1.9] ✵✳✸✸

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✲ ✶✭✸✳✹✮

❇✐❧✐(✉❜✐♥ ✭µ♠♦❧✮

≤ 17 ✶✼✺✭✾✶✳✶✮ ✷✹✭✽✷✳✽✮ ✶

> 17 ✶✹✭✼✳✸✮ ✸✭✶✵✳✸✮ ✶✳✺✻ [0.4 − 5.8] ✵✳✺✶

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✸✭✶✳✻✮ ✷✭✻✳✾✮

❉❊◆❱ .②♣❡

❉❊◆❱✲✶ ✺✵✭✷✻✳✵✮ ✺✭✶✼✳✷✮ ✶

❉❊◆❱✲✷ ✺✵✭✷✻✳✵✮ ✼✭✷✹✳✷✮ ✶✳✹ [0.4 − 4.7] ✵✳✺✾

❉❊◆❱✲✸ ✼✾✭✹✶✳✷✮ ✶✸✭✹✹✳✽✮ ✶✳✻✹ [0.5 − 4.9] ✵✳✸✼

❉❊◆❱✲✹ ✸✭✶✳✻✮ ✲

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✶✵✭✺✳✷✮ ✹✭✶✸✳✽✮

■❣● ❛. ❱✐)✐. ✶

◆❡❣❛D✐✈❡ ✼✶✭✸✼✳✵✮ ✶✶✭✸✼✳✾✮ ✶

-♦A✐D✐✈❡ ✶✶✽✭✻✶✳✹✮ ✶✽✭✻✷✳✶✮ ✵✳✾✽ [0.4 − 2.2] ✵✳✾✼

▼✐AA✐♥❣ ❞❛D❛ ✸✭✶✳✻✮ ✲

◆❙✶ ❛♥.✐❣❡♥

◆❡❣❛D✐✈❡ ✷✶✭✶✵✳✾✮ ✷✸✭✼✾✳✸✮ ✶ ✶

-♦A✐D✐✈❡ ✶✼✶✭✽✾✳✶✮ ✻✭✷✵✳✼✮ ✵✳✵✸ [0.01 − 0.1] < 0.0001 ✵✳✵✺ [0.01 − 0.2] < 0.0001

◆♦D❡ ✿ ❙❉■ ✿ A②♠♣D♦♠❛D✐❝ ❞❡♥❣✉❡✲✐♥❢❡❝D❡❞✳ ■❉■ ✿ ✐♥❛♣♣❛$❡♥D ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝D✐♦♥✳ ■♥ D❤✐A D❛❜❧❡ ✿ ✇❡✐❣❤D✲❜❛A❡❞ ❩✲A❝♦$❡✱ ♣❧❛D❡❧❡DA✱ ♥❡✉D$♦♣❤✐❧A✱

❧②♠♣❤♦❝②D❡A✱ ♠♦♥♦❝②D❡A✱ ❆❙❆❚✱ ❆▲❆❚ ❛♥❞ ◆❙✶ ❛♥D✐❣❡♥✳

a
❆❙❆❚ ✿ ❆A♣❛$D❛D❡ ❛♠✐♥♦ D$❛♥A❢❡$❛A❡✳

b
❆▲❆❚ ✿ ❆❧❛♥✐♥❡ ❛♠✐♥♦ D$❛♥A❢❡$❛A❡✳



✻✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✻

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❙%✉❞② ❞❡*✐❣♥ ❝❤❛1%*✳



✻✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✼

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ❋❧♦✇❝❤❛+,- ❢♦+ ,❤❡ +❡❝+✉✐,♠❡♥, ♦❢ ♣❛+,✐❝✐♣❛♥,- ❛, ❡❛❝❤ -,❡♣✳





❈❤❛♣✐%&❡ ✼

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥,❡. ❞❡

❉❊◆❋❘❆▼❊

❙♦♠♠❛✐%❡

✼✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✼✳✷ ❉❡0❝&✐♣%✐♦♥ ❞❡0 ❞♦♥♥2❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✼✳✸ ▼♦❞6❧❡0 ❡% &20✉❧%❛%0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✼✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❛♥# ❝❡&&❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥✱ ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞./♦♥# ✉♥❡ .&✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡✳ ▲❛ ❞❡♥❣✉❡ ❡#&

✉♥❡ ✐♥❢❡❝&✐♦♥ ✈✐/❛❧❡ #✉/✈❡♥❛♥& ♠❛❥♦/✐&❛✐/❡♠❡♥& ❞❛♥# ❧❡# /.❣✐♦♥# &/♦♣✐❝❛❧❡# ❡& #✉❜✲

&/♦♣✐❝❛❧❡#✳ ▲❡ ✈✐/✉# ❞❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ❝♦♠♣/❡♥❞ 9✉❛&/❡ #./♦&②♣❡# ✭❉❊◆❱✲✶✱ ❉❊◆❱✲✷✱

❉❊◆❱✲✸✱ ❉❊◆❱✲✹✮✱ ❡& #❡ &/❛♥#♠❡& ♣❛/ ❧❛ ♣✐9D/❡ ❞✉ ♠♦✉#&✐9✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜F✈/❡ ❥❛✉♥❡

✐##✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❆❡❞❡# ❛❡❣②♣(✐ ❡& ❞✉ ♠♦✉#&✐9✉❡ &✐❣/❡ ❆❡❞❡# ❛❧❜♦♣(✐❝✉#✳ ▲❡# ❞❡✉①

&②♣❡# ❞❡ ♠♦✉#&✐9✉❡# #♦♥& ❞❡# ✐♥#❡❝&❡# ❞✐✉/♥❡#✳ ▲✬❛❣❡♥& ♣❛&❤♦❣F♥❡ ❢❛✐& ♣❛/&✐❡ ❞❡# ✢❛✲

✈✐✈✐2✉#✱ ♥♦&❛♠♠❡♥& /❡#♣♦♥#❛❜❧❡# ❞❡ ❧❛ ✜F✈/❡ ❥❛✉♥❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠.♥✐♥❣♦✲❡♥❝.♣❤❛❧✐&❡ ✈❡/♥♦✲

❡#&✐✈❛❧❡ ✭▼❊❱❊✮ ❛✐♥#✐ 9✉❡ ❞✉ ❝❤✐❦✉♥❣✉♥②❛✳ ▲❡ #②♠♣&L♠❡ ❝❧❛##✐9✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ❡#&

✉♥❡ ✜F✈/❡ .❧❡✈.❡ #♦✉❞❛✐♥❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉/ ❧❛ ❣/✐♣♣❡✮✱ .✈♦❧✉❛♥& ♣✉✐# ❞✐#♣❛/❛✐##❛♥& #❛♥#



✼✳✷✳ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❞♦♥♥.❡% ✶✷✵

❝❛✉#❡% ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛,✐♦♥# ❡♥ %.❣❧❡ ❣0♥0%❛❧❡✳ ▲✬0✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ♣❡✉, 5,%❡ ❞❛♥❣❡✲

%❡✉#❡ ❧♦%#7✉✬❡❧❧❡ #✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬❤0♠♦%%❛❣✐❡# ✐♥,❡%♥❡#✳ ❈❡,,❡ ❢♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛,✐♦♥

❡♥,%❛;♥❡ ❡♥❝♦%❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞0❝.#✱ ❡♥ ♣❛%,✐❝✉❧✐❡% ❝❤❡③ ❧❡# ❡♥❢❛♥,#✳ ▲❛ #❡✉❧❡ ♣%0✈❡♥✲

,✐♦♥ ♣♦##✐❜❧❡ ❝♦♥#✐#,❡ ? ♣%❡♥❞%❡ ❞❡# ♠❡#✉%❡# ❣0♥0%❛❧❡# ❝♦♥,%❡ ❧❡# ♣✐7@%❡# ❞✬✐♥#❡❝,❡#✳

❆✉❝✉♥ ✈❛❝❝✐♥ ♥✬❡#, ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡ ? ❧✬❤❡✉%❡ ❛❝,✉❡❧❧❡✳ ▲❛ ❞❡♥❣✉❡ ❡#, ✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ✐♥❢❡❝✲

,✐❡✉#❡ ? ❞0❝❧❛%❛,✐♦♥ ♦❜❧✐❣❛,♦✐%❡✳

▲✬✐♥❢❡❝,✐♦♥ ♣❛% ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ❝♦♥❢.%❡ ✉♥❡ ✐♠♠✉♥✐,0 ♣❛%,✐❡❧❧❡ ❡, ,%❛♥#✐,♦✐%❡ ❝♦♥,%❡ ✉♥❡

✐♥❢❡❝,✐♦♥ ✉❧,0%✐❡✉%❡ ❞✉ ♠5♠❡ ✈✐%✉# ✭✈♦✐% ✭❉✉##❛%, ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✮✳

✼✳✷ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❞♦♥♥.❡%

◆♦✉# ❝♦♥#✐❞0%♦♥# ❞❛♥# ❝❡,,❡ 0,✉❞❡ ✉♥❡ ❜❛#❡ ❞❡ ❞♦♥♥0❡# ❞❡ ,❛✐❧❧❡ n = 528✱ 7✉✐

❛ 0,0 ❝♦♥#,%✉✐,❡ ❛✈❡❝ ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# %❡❝%✉,0# ❛✉ ❇%0#✐❧✱ ❛✉ ❈❛♠❜♦❞❣❡✱ ❡♥ ●✉②❛♥♥❡

❋%❛♥M❛✐#❡ ❡, ❛✉ ❱✐❡,♥❛♠✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡# ❝%✐,.%❡# ❞❡ #0❧❡❝,✐♦♥ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# #♦♥, ❝❧❛##0# ❝❛#

✐♥❞❡① ❡, ♠❡♠❜%❡# ❞❡ ❧❛ ❢%❛,%✐❡ ✭❤♦✉#❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡)# ✿ ,♦✉, ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛②❛♥, ❞❡# ❧✐❡♥#

❜✐♦❧♦❣✐7✉❡# ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✐♥❢❡❝,0 ✭❉■❈ ✿ ❉❡♥❣✉❡ ■♥❞❡① ❈❛#❡✮ ❡, ❛②❛♥, ❤❛❜✐,0 ❛✉

♠♦✐♥# ✼ ❥♦✉%# ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❛♥# ❧❡ ♠5♠❡ #✐,❡✮✳

▲❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# 7✉✐ %0♣♦♥❞❡♥, ❛✉① ❝%✐,.%❡# ❞❡ #0❧❡❝,✐♦♥ #✉✐✈❛♥,# #♦♥, ❝❧❛##0# ❝❛# ✐♥❞❡① ✿

✕ ❙✐❣♥❛,✉%❡ ❞✉ ❝♦♥#❡♥,❡♠❡♥, ✭♦✉ #✐❣♥❛,✉%❡ ❞✬✉♥ %❡♣%0#❡♥,❛♥, ♣♦✉% ❧❡# ❛❞♦❧❡#✲

❝❡♥,# U❣0# ❞❡ ♠♦✐♥# ❞❡ ✶✽ ❛♥#✮ ❀

✕ ❍❛❜✐,❡% ❞❛♥# ✉♥ ♠0♥❛❣❡ ♦Y ❤❛❜✐,❡♥, ♣❧✉# ❞❡ ✷ ♣❡%#♦♥♥❡# ❞✉%❛♥, ❛✉ ♠♦✐♥# ❧❡#

✼ ❞❡%♥✐❡%# ❥♦✉%# ❛✈❛♥, ❧✬❛♣♣❛%✐,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❀

✕ ✃,%❡ U❣0 ❛✉ ♠♦✐♥# U❣0 ❞❡ ✷ ❛♥# ❀

✕ ❆✈♦✐% ✉♥❡ ,❡♠♣0%❛,✉%❡ #✉♣0%✐❡✉%❡ ? ✸✽➦❈ ❀



✼✳✷✳ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡% ❞♦♥♥.❡% ✶✷✶

✕ ❆♣♣❛$✐&✐♦♥ ❞❡ ✜,✈$❡ ❞❛♥. ❧❡. ✼✷❤ ❀

✕ ❯♥❡ ❞❡. ♠❛♥✐❢❡.&❛&✐♦♥. ❝❧✐♥✐8✉❡. ✭❛✉&$❡ 8✉❡ ❧❛ ✜,✈$❡✮ <✈♦8✉❛♥& ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ✿

♠❛✉① ❞❡ &@&❡ .<✈,$❡.✱ ♠②❛❧❣✐❡✱ <$✉♣&✐♦♥ ❝✉&❛♥<❡✱ ❞♦✉❧❡✉$. $<&$♦✲♦$❜✐&❛✐$❡. ♦✉

.❛✐❣♥❡♠❡♥&. ❀

✕ ❍❛❜✐&❡$ ❞❛♥. ✉♥ .✐&❡ ❛❝❝❡..✐❜❧❡ ❛✉ ♠♦♥✐&❡✉$✳

▲✬✐♥❝❧✉.✐♦♥ .❡ ❢❛✐& ❡♥ ❞❡✉① <&❛♣❡.✳ ▲❡. ❝❛. ❞❡ ❞❡♥❣✉❡ &♦✉& ❞✬❛❜♦$❞✳ ❊♥.✉✐&❡ ❧❡. ❛✉&$❡.

♠❡♠❜$❡. ❞❡ ❧❡✉$. ❢❛♠✐❧❧❡. ✭♣,$❡✱ ♠,$❡✱ ❢$❛&$✐❡✱ ❡&❝✳✳✳✮✳ J♦✉$ ♣❧✉. ❞❡ ❞<&❛✐❧.✱ ♦♥ ♣❡✉&

.❡ $<❢<$❡$ K ❧❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✸ ❞❛♥. ❧❡ ❝❤❛♣✐&$❡ ✻✳

❈❤❛8✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ i(1 ≤ i ≤ 528) ❡.& ❞✐❛❣♥♦.&✐8✉< ♣♦✉$ ❧✬✐♥❢❡❝&✐♦♥ ♣❛$ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡

❡& ❡.& ❝♦❞< ❝♦♠♠❡ .✉✐& ✿

Yi =





1 .✐ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ✐ ❡.& ✐♥❢❡❝&<

0 .✐♥♦♥

◆♦&♦♥. 8✉❡ .✐ Yi = 0✱ ❛❧♦$. ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i ♣❡✉& @&$❡ ✐♠♠✉♥❡ K ❧✬✐♥.&❛♥& ❞✉ ❞✐❛❣♥♦.✲

&✐❝ ✭K ❝❛✉.❡✱ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ✐♠♠✉♥✐&< &❡♠♣♦$❛✐$❡ ❛❝8✉✐.❡ ❛♣$,. ✉♥❡ ✐♥❢❡❝&✐♦♥

♣$<❝<❞❡♥&❡✮ ♦✉ .✉.❝❡♣&✐❜❧❡ K ❧✬✐♥❢❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡✱ ❜✐❡♥ 8✉❡ ♥♦♥ ✐♥❢❡❝&< ❡♥❝♦$❡✳

◆♦&$❡ ❜✉& ❡.& ❞✬❡.&✐♠❡$ ❧❡ $✐.8✉❡ ❞✬✐♥❢❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❝❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉.✱ ❡♥ ✉&✐❧✐.❛♥& ❝❡&&❡ ❜❛.❡

❞❡ ❞♦♥♥<❡. ❝♦♥&❡♥❛♥& ❧❡. ❝♦✈❛$✐❛❜❧❡.

✶

.✉✐✈❛♥&❡. ✿  ❣❡ ✭✉♥❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❝♦♥&✐♥✉❡ ❜♦$♥<❡✮

❡& ♣♦✐❞' ✭❝♦❞< ✵ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ .♦✉.✲♣♦✐❞. ❡& ✶ .✐♥♦♥✮✳

❯♥❡ ❞❡.❝$✐♣&✐♦♥ ❞<&❛✐❧❧<❡ ❞❡. ❞♦♥♥<❡. ❡.& ❢❛✐&❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❤❛♣✐&$❡ ♣$<❝<❞❡♥&✳

✶

▲✬"#✉❞❡ ♣♦✉))❛✐# ,#)❡ ♣❧✉. ♣♦✉.."❡ ❡♥ ❛❥♦✉#❛♥# ❞❛♥. ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞✬❛✉#)❡. ❝♦✈❛)✐❛❜❧❡. #❡❧❧❡. 6✉❡✱

♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡. ❞♦♥♥"❡. ❝❧✐♥✐6✉❡. ✭♠❛✉① ❞❡ #,#❡✱ ♠②❛❧❣✐❡✱ #❡♠♣")❛#✉)❡ ❡#❝ . . .✮✱ ❧❡. ❞♦♥♥"❡. ❞❡

❧❛❜♦)❛#♦✐)❡ ♣❛)♠✐ ❧❡.6✉❡❧❧❡. ❧❡. ♣)"❧2✈❡♠❡♥#. .❛♥❣✉✐♥.✱ ❞❡. ❞♦♥♥"❡. .✉) ❧❡. .✐❣♥❡. ❜✐♦❧♦❣✐6✉❡.✱ ❧❡.

.")♦#②♣❡. ❞❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ✭❉❊◆✲✶✱ ❉❊◆✲✷✱ ❉❊◆✲✸ ❡# ❉❊◆✲✹✮✱ ❧❡. #❡.#. ❝♦♥✜)♠❛♥# ❧❡. ❝❛. ❞❡ ❞❡♥❣✉❡✱

♣)".❡♥❝❡ ❛♥#")✐❡✉)❡ ❞❡ ❞❡♥❣✉❡ ❡# ❝♦♥✜)♠❛#✐♦♥ ❞✉ ❧❛❜♦)❛#♦✐)❡ ❡#❝ . . .✳



✼✳✸✳ ▼♦❞&❧❡) ❡* +,)✉❧*❛*) ✶✷✷

❉❛♥# ❧❛ #✉✐'❡✱ ♥♦✉# ♣,-#❡♥'♦♥# ❧❡ ♠♦❞0❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥' 3 ✉'✐❧✐#❡, ❡' ❧❡# ,-#✉❧'❛'# ❞❡ ❧✬❛♥❛✲

❧②#❡✳

✼✳✸ ▼♦❞&❧❡) ❡* +,)✉❧*❛*)

◆♦✉# ❛❥✉#'♦♥# '♦✉' ❞✬❛❜♦,❞ ❛✉① ❞♦♥♥-❡# ❛✉① ❞♦♥♥-❡# ✉♥ ♠♦❞0❧❡ ❞❡ ,-❣,❡##✐♦♥

❧♦❣✐#'✐<✉❡ #'❛♥❞❛,❞✳ ❉❛♥# ❝❡''❡ ❛♥❛❧②#❡ ✧♥❛>✈❡✧✱ ❝❤❛<✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥♦♥ ✐♥❢❡❝'- ❡#'

❝♦♥#✐❞-,- ❝♦♠♠❡ #✉#❝❡♣'✐❜❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞0❧❡ ✜♥❛❧ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮ ❡#' ❞♦♥♥- ♣❛,




❧♦❣✐' P(Y = 1|J❣❡, ♣♦✐❞#) = β1 + β2J❣❡+ β3♣♦✐❞#

❧♦❣✐' P(S = 1) = θ1.
✭✼✳✶✮

L✉✐# ♥♦✉# ❛❥✉#'♦♥# ❧❡ ♠♦❞0❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥' ✜♥❛❧ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮✱ ♦M




❧♦❣✐' P(Y = 1|J❣❡, ♣♦✐❞#, S = 1) = β1 + β2J❣❡+ β3♣♦✐❞#

❧♦❣✐' P(S = 1| ♣♦✐❞#) = θ1 + θ2♣♦✐❞#.
✭✼✳✷✮

▲❡# ,-#✉❧'❛'# #♦♥' ♣,-#❡♥'-# ❞❛♥# ❧❡ '❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✳ L✉✐#✱ ♥♦✉# ❡#'✐♠♦♥# ❧❡# ♣❛,❛♠0',❡#

β1, β2 ❡' β3 ❡♥ ✉'✐❧✐#❛♥' ❧❛ ♠-'❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞-✈❡❧♦♣♣-❡ ❞❛♥# ❧❛ #❡❝'✐♦♥ ✹✳✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐',❡ ✹✳

◆♦'♦♥# '♦✉' ❞✬❛❜♦,❞ <✉❡ ❧✬-✈❡♥'✉❡❧❧❡ ✐♠♠✉♥✐'- ❝♦♥❢-,-❡ ♣❛, ✉♥❡ ✐♥❢❡❝'✐♦♥ ♣,-❝-❞❡♥'❡

❡#' ❥✉#'❡ ',❛♥#✐'♦✐,❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ,❛✐#♦♥ ♣♦✉, <✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛❣- ✭<✉✐ ❛ ❞♦♥❝

-'- ❡①♣♦#- ♣❧✉# ❧♦♥❣'❡♠♣# ❛✉ ,✐#<✉❡ ❞✬✐♥❢❡❝'✐♦♥ ♣❛, ❧❛ ❞❡♥❣✉❡✮ ❛✐' ✉♥❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐'-

❞❡ ❞❡✈❡♥✐, ✐♠♠✉♥❡ ♣❧✉# -❧❡✈-❡ <✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♠♦✐♥# J❣-✳ ❊♥ ❢❛✐'✱ ❧❛ #✉#❝❡♣'✐❜✐❧✐'-

❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ 3 ✉♥❡ ✐♥❢❡❝'✐♦♥ ♣❛, ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ❞-♣❡♥❞,❛ ♣❧✉'O' ❞✉ ❢❛✐' <✉❡ ❝❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉

❜-♥-✜❝✐❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥❡ <✉❡❧❝♦♥<✉❡ ❛❝'✐♦♥ ♣,-✈❡♥'✐✈❡ ✭❝❛♠♣❛❣♥❡# ❞❡ #❡♥#✐❜✐❧✐#❛'✐♦♥

❝♦♥',❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡✱ ✉'✐❧✐#❛'✐♦♥ ❞✬✐♥#❡❝'✐❝✐❞❡#✱ -❧✐♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡# ❡❛✉① ✉#-❡#✱ . . .✮✳ ❉❡ '❡❧❧❡#



✼✳✸✳ ▼♦❞&❧❡) ❡* +,)✉❧*❛*) ✶✷✸

❚❛❜✳ ✼✳✶ ✕ ❆♥❛❧②)❡ ❞❡) ❞♦♥♥-❡) ❞❡ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡

❛♥❛❧②)❡ ♥❛0✈❡ ♠♦❞3❧❡ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮✲✭✹✳✸✮

♣❛;❛♠3<;❡ ❡)<✐♠❛<❡✉; -❝❛;<✲<②♣❡ ❡)<✐♠❛<❡✉; -❝❛;<✲<②♣❡

β1 ✶✳✺✺✷ ✵✳✷✺✺ ✼✳✻✺✹ ✶✳✹✽✺

β2 ✲✵✳✵✺✺ ✵✳✵✵✼ ✲✵✳✶✸✶ ✵✳✵✷✵

β3 ✲✵✳✽✶✸ ✵✳✷✵✼ ✲✹✳✺✵✶ ✶✳✵✺✾

θ1 ✵✳✹✾✼ ✵✳✶✺✾

✐♥❢♦;♠❛<✐♦♥) ♥❡ )♦♥< ♣❛) ❞✐)♣♦♥✐❜❧❡) ❞❛♥) ♥♦<;❡ ❜❛)❡ ❞❡ ❞♦♥♥-❡)✳

▲✬H❣❡ ❛ -<- ♣;✐) ❝♦♠♠❡ -<❛♥< ❧❛ ✈❛;✐❛❜❧❡ V ❞❛♥) ❧❛ ❝♦♥❞✐<✐♦♥ ❈✹ ❞❡ ❧❛ )❡❝<✐♦♥ ✹✳✷ ❞✉

❝❤❛♣✐<;❡ ✹✳

▲❡ <❡)< ❞❡ ❲❛❧❞ ❞❡ ❧✬❤②♣♦<❤3)❡ ”θ2 = 0” ❞❛♥) ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ✭✼✳✷✮ ♥✬❡)< ♣❛) )✐❣♥✐✜❝❛<✐❢✱

♥♦✉) ❛✈♦♥) ;❡<✐;- ❧❛ ✈❛;✐❛❜❧❡ ♣♦✐❞$ ❞✉ ♠♦❞3❧❡ ♣♦✉; ❧❛ )✉)❝❡♣<✐❜✐❧✐<-✳ ▲❡) ;-)✉❧<❛<) ❞❡

❝❡<<❡ ♠♦❞-❧✐)❛<✐♦♥ )♦♥< ❞♦♥♥-) ❞❛♥) ❧❡ <❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✳

▲✬❡①-❝✉<✐♦♥ ❞❡ ❝❡<<❡ ♣;♦❝-❞✉;❡ ❞❡ ♠♦❞-❧✐)❛<✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥<❡ ❢♦✉;♥✐< ❧✬❡)<✐♠❛<✐♦♥ )✉✐✲

✈❛♥<❡ ✿ 1 − exp(0.497)/(1 + exp(0.497)) ≈ 0.38 ♣♦✉; ❧❛ ♣;♦❜❛❜✐❧✐<- ❞✬Q<;❡ ✐♠♠✉♥❡✳

❆❧♦;)✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐< )✬② ❛<<❡♥❞;❡✱ ❧❡) ♣;♦❜❛❜✐❧✐<-) ❞✬✐♥❢❡❝<✐♦♥ ❡)<✐♠-❡) R ♣❛;<✐;

❞❡ ♥♦<;❡ ❛♣♣;♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞-❧✐)❛<✐♦♥ )♦♥< ♣❧✉) -❧❡✈-❡) S✉❡ ❝❡❧❧❡) ♦❜<❡♥✉❡) R ♣❛;<✐;

❞✉ ♠♦❞3❧❡ ❞❡ ;-❣;❡))✐♦♥ ❧♦❣✐)<✐S✉❡ )<❛♥❞❛;❞ S✉✐ ♥❡ <✐❡♥< ♣❛) ❝♦♠♣<❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦))✐❜❧❡

✐♠♠✉♥✐<-✳ T❛; ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡) ♣;♦❜❛❜✐❧✐<-) ❞✬✐♥❢❡❝<✐♦♥ ♣♦✉; ❧❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉) H❣-) ❞❡ ✸✵ ❛♥)

❡< ✶✵ ❛♥)✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞) ✧♥♦;♠❛❧✧✱ )♦♥< ;❡)♣❡❝<✐✈❡♠❡♥< ❡)<✐♠-❡) R ✵✳✷✾ ❡< ✵✳✺✺ ✭♣❛;

❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❞❡ ;-❣;❡))✐♦♥ ❧♦❣✐)<✐S✉❡ )<❛♥❞❛;❞✮ ❡< R ✵✳✸✶ ❡< ✵✳✽✻ ✭♣❛; ♥♦<;❡ ❛♣♣;♦❝❤❡✮✳
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❖♥ "✬❛%%❡♥❞ ( ❝❡ *✉❡ ❧❡" "✉❥❡%" *✉✐ "♦✉✛1❡♥% ❞❡ "♦✉"✲♣♦✐❞" ✭❝❡✉① *✉✐ "♦♥% ❡♥ ❞❡""♦✉"

❞❡ ❧❡✉1 ♣♦✐❞" ♥♦1♠❛❧✮ ❛✐❡♥% ❞❡" 1✐"*✉❡" ❞✬✐♥❢❡❝%✐♦♥ 9❧❡✈9"✳ ▲❡" ♣1♦❜❛❜✐❧✐%9" ❞✬✐♥❢❡❝✲

%✐♦♥ ♣♦✉1 ❧❡" "✉❥❡%" ❡♥ "♦✉"✲♣♦✐❞" >❣9" ❞❡ ✸✵ ❛♥" ❡% ❞❡ ✶✵ ❛♥" "♦♥% 1❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%

❡"%✐♠9❡" ( ✵✳✹✽ ❡% ✵✳✼✸ ✭♣❛1 ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ 19❣1❡""✐♦♥ ❧♦❣✐"%✐*✉❡ "%❛♥❞❛1❞✮ ❡% ( ✵✳✾✼

❡% ✵✳✾✾ ✭♣❛1 ♥♦%1❡ ❛♣♣1♦❝❤❡✮✳ ❇✐❡♥ *✉❡ ❧❡" ❞❡✉① ❛♣♣1♦❝❤❡" ❢♦✉1♥✐""❡♥% ❧❡" ♠J♠❡"

❝♦♥❝❧✉"✐♦♥" *✉❛❧✐%❛%✐✈❡" ✿ ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐%9 ❞✬✐♥❢❡❝%✐♦♥ ♣❛1 ❧❛ ❞❡♥❣✉❡ ❡"% ♣❧✉" 9❧❡✈9❡

♣♦✉1 ❧❡" ♣❡1"♦♥♥❡" %1F" ❥❡✉♥❡" ❡% *✉✐ "♦♥% ❡♥ "♦✉"✲♣♦✐❞" ✭❝❛✉"9 ♣❛1 ❧❛ ♠❛❧♥✉%1✐%✐♦♥✱

♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡❧❧❡" ❞✐✛F1❡♥% ♣❛1✲❝♦♥%1❡ "✉1 ❧❡✉1" ❡"%✐♠❛%✐♦♥" ❞✉ 1✐"*✉❡ ❞✬✐♥❢❡❝%✐♦♥✳

◆♦%1❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ %✐❡♥% ❝♦♠♣%❡ ❞✬✉♥❡ 9✈❡♥%✉❡❧❧❡ ✐♠♠✉♥✐%9 ❝♦♥❢919❡ ♣❛1 ✉♥❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥

❛♥%91✐❡✉1❡ ❡% ❞♦♥❝✱ ✐❧ ❡"% 1❛✐"♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥"❡1 *✉❡ ❧❡" ♣1♦❜❛❜✐❧✐%9" ❞✬✐♥❢❡❝%✐♦♥ ♣1♦✈❡✲

♥❛♥% ❞❡ ❝❡" ❡"%✐♠❛%✐♦♥" ❢♦✉1♥✐""❡♥% ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧✉" 19❛❧✐"%❡ ❞✉ 1✐"*✉❡ ❞✬✐♥❢❡❝%✐♦♥ ♣♦✉1

❝❡%%❡ ❜❛"❡ ❞❡ ❞♦♥♥9❡"✳ ❊♥ ♣❛1%✐❝✉❧✐❡1✱ ❧❡" ❡"%✐♠❛%✐♦♥" ❢♦✉1♥✐❡" ♣❛1 ♥♦%1❡ ❛♣♣1♦❝❤❡

"✉❣❣F1❡♥% *✉❡ ❧❡ "♦✉"✲♣♦✐❞" ❝♦♥"%✐%✉❡ ✉♥ ❢❛❝%❡✉1 ❞❡ 1✐"*✉❡ ♠❛❥❡✉1 ❞❡ ❧✬✐♥❢❡❝%✐♦♥ ♣❛1

❧❛ ❞❡♥❣✉❡✱ ✐♥❞9♣❡♥❞❛♠♠❡♥% ❞❡ ❧✬>❣❡✳



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❡) ♣❡+&♣❡❝)✐✈❡&

❉❛♥# ❝❡&&❡ &❤(#❡✱ ♥♦✉# ♥♦✉# #♦♠♠❡# ✐♥&./❡##.# 0 ❧✬✐♥❢./❡♥❝❡ #&❛&✐#&✐4✉❡ ❞❛♥# ❧❡

♠♦❞(❧❡ ❞❡ /.❣/❡##✐♦♥ ❧♦❣✐#&✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❢/❛❝&✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✳ ◆♦&/❡ ❛♣♣/♦❝❤❡✱ ♦/✐❣✐♥❛❧❡✱

4✉✐ ❝♦♥#✐#&❡ 0 ♣/♦♣♦#❡/ ✉♥ ♠♦❞(❧❡ ❞❡ ♠.❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞(❧❡# ❞❡ /.❣/❡##✐♦♥ ❧♦❣✐#✲

&✐4✉❡# #✬❛✈(/❡ ♣❧✉&=& ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥# ❧❛ ♣/❛&✐4✉❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡/♠❡& ❞❡ ♣/❡♥❞/❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡

✉♥❡ .✈❡♥&✉❡❧❧❡ ✐♠♠✉♥✐&. ❞✬✉♥❡ ♣❛/&✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥✱ ♠@♠❡ #✐ ❧❡# ✐♥❢♦/♠❛&✐♦♥#

❝♦//❡#♣♦♥❞❛♥& ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉# ✐♠♠✉♥❡# #♦♥& ♠❛♥4✉❛♥&❡#✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣/♦♣♦#. ✉♥❡ ♣/♦❝.❞✉/❡ ❞✬❡#&✐♠❛&✐♦♥ ♣❛/ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈/❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡

❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞(❧❡ ❞❡ /.❣/❡##✐♦♥ ❧♦❣✐#&✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❢/❛❝&✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❞❛♥# ✉♥

♣/❡♠✐❡/ &❡♠♣# ❞.❝/✐& ❧❡ ♠♦❞(❧❡ 0 ❡①❝(# ❞❡ ③./♦# ♣/♦♣♦#.✱ ♣✉✐# ♥♦✉# ❡♥ ❛✈♦♥# .&❛❜❧✐

❧✬✐❞❡♥&✐✜❛❜✐❧✐&.✱ #♦✉# ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦&❤(#❡# ❛✐#.♠❡♥& ✐♥&❡/♣/.&❛❜❧❡#✳ E✉✐#✱ ♥♦✉#

❛✈♦♥# ♠♦♥&/. ❧✬❡①✐#&❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡#&✐♠❛&❡✉/ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈/❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥# ❝❡

♠♦❞(❧❡✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❡♥#✉✐&❡ ♠♦♥&/. ❧❛ ❝♦♥#✐#&❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡& ❡#&✐♠❛&❡✉/✱ ❡& ♥♦✉# ❛✈♦♥#

❡♥✜♥ .&❛❜❧✐ #❛ ♥♦/♠❛❧✐&. ❛#②♠♣&♦&✐4✉❡✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ❝♦♠♣❛/. #✉/ ❞❡# ❞♦♥♥.❡# #✐♠✉❧.❡# ❧❡# /.#✉❧&❛&# ❞❡ ♥♦&/❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ 0

❝❡✉① /.#✉❧&❛♥& ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ♥❛F✈❡✱ ❞❛♥# ❧❛4✉❡❧❧❡ ♥♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# 4✉❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉#

♥♦♥ ✐♥❢❡❝&.# #♦♥& &♦✉# #✉#❝❡♣&✐❜❧❡#✳ ❈❡&&❡ ❝♦♠♣❛/❛✐#♦♥ #✉❣❣(/❡ 4✉❡ ❧❛ ♠♦❞.❧✐#❛&✐♦♥

❝♦♥❥♦✐♥&❡ ❞✉ #&❛&✉& ❞✬✐♥❢❡❝&✐♦♥ ❡& ❞✉ #&❛&✉& ❞✬✐♠♠✉♥✐&. ❞♦♥♥❡ ❞❡# ❡#&✐♠❛&✐♦♥# ♠♦✐♥#

❜✐❛✐#.❡#✱ ♠@♠❡ ❧♦/#4✉❡ ❧❛ ♣/♦♣♦/&✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉# ✐♠♠✉♥❡# ❡#& ✐♠♣♦/&❛♥&❡✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ❡♥#✉✐&❡ ♣/♦♣♦#. ❞✬❛♣♣❧✐4✉❡/ ❝❡&&❡ ♣/♦❝.❞✉/❡ ❞❡ ♠♦❞.❧✐#❛&✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥&❡

0 ❧✬❛♥❛❧②#❡ #&❛&✐#&✐4✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥.❡# #✉/ ❧❛ ❞❡♥❣✉❡✳ ▲❡# /.#✉❧&❛&# ♠♦♥&/❡♥& 4✉❡ ❧❡# ♣/♦✲
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❜❛❜✐❧✐$%& ❞✬✐♥❢❡❝$✐♦♥ ❡&$✐♠%❡& / ♣❛1$✐1 ❞❡ ♥♦$1❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞%❧✐&❛$✐♦♥ &♦♥$ ♣❧✉&

%❧❡✈%❡& 5✉❡ ❝❡❧❧❡& ♦❜$❡♥✉❡& / ♣❛1$✐1 ❞✬✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ 1%❣1❡&&✐♦♥ ❧♦❣✐&$✐5✉❡ &$❛♥❞❛1❞ 5✉✐

♥❡ $✐❡♥$ ♣❛& ❝♦♠♣$❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ✐♠♠✉♥✐$%✳ ❊♥ ♣❛1$✐❝✉❧✐❡1✱ ❧❡& ❡&$✐♠❛$✐♦♥& ❢♦✉1✲

♥✐❡& ♣❛1 ♥♦$1❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ &✉❣❣61❡♥$ 5✉❡ ❧❡ &♦✉&✲♣♦✐❞& ❝♦♥&$✐$✉❡ ✉♥ ❢❛❝$❡✉1 ❞❡ 1✐&5✉❡

♠❛❥❡✉1 ❞❡ ❧✬✐♥❢❡❝$✐♦♥ ♣❛1 ❧❛ ❞❡♥❣✉❡✱ ✐♥❞%♣❡♥❞❛♠♠❡♥$ ❞❡ ❧✬=❣❡✳

▲❛ ♣1♦❝%❞✉1❡ ❞✬❡&$✐♠❛$✐♦♥ 5✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ♣1♦♣♦&%❡ &✉♣♣♦&❡ ♥%❛♥♠♦✐♥& 5✉❡ ❧❡

♠♦❞6❧❡ ♣♦✉1 ❧❡ &$❛$✉$ ❞✬✐♠♠✉♥✐$% ❡&$ ❜✐❡♥ &♣%❝✐✜%✳ ■❧ &❡1❛✐$ ❞♦♥❝ ✐♥$%1❡&&❛♥$ ❞✬%$✉✲

❞✐❡1 ❧✬❡✛❡$ ❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐&❡ &♣%❝✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞6❧❡ ✭❡♥ ♣❛1$✐❝✉❧✐❡1✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥

❞❡ ❧✐❡♥✮ &✉1 ❧❡& 1%&✉❧$❛$& ❞❡ ♥♦& ❛♥❛❧②&❡&✳ ▲❡& $❡❝❤♥✐5✉❡& ❡$ 1%&✉❧$❛$& %$❛❜❧✐& ♣❛1

✭❈③❛❞♦ ✫ ❙❛♥$♥❡1 ✶✾✾✷✮ ♣❡✉✈❡♥$ L$1❡ $16& ✉$✐❧❡& ♣♦✉1 ❝❡ ♣1♦❜❧6♠❡✳ ■❧ &❡1❛✐$ %❣❛❧❡✲

♠❡♥$ ✐♥$%1❡&&❛♥$ ❞✬%$✉❞✐❡1 ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ 1%❣1❡&&✐♦♥ ❧♦❣✐&$✐5✉❡ ❛✈❡❝ ❢1❛❝$✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✱

❡♥ ♣1%&❡♥❝❡ ❞✬✉♥ $16& ❣1❛♥❞ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ✈❛1✐❛❜❧❡& ❡①♣❧✐❝❛$✐✈❡&✳ ❉❡& %$✉❞❡& 1%❝❡♥$❡&

✭✈♦✐1 ✭❍✉❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮ ❡$ ✭▼❡✐❡1 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✮ ♦♥$ ❝♦♥&✐❞%1% ❧❡ ♣1♦❜❧6♠❡ ❞❡ ❧✬❡&✲

$✐♠❛$✐♦♥ ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ 1%❣1❡&&✐♦♥ ❧♦❣✐&$✐5✉❡ &$❛♥❞❛1❞ ✭&❛♥& ❢1❛❝$✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✮

❧♦1&5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❝♦✈❛1✐❛❜❧❡& ❡&$ &✉♣%1✐❡✉1 / ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬%❝❤❛♥$✐❧❧♦♥✱ ❝♦♠♠❡

❞❛♥& ❧❡& %$✉❞❡& ❣%♥%$✐5✉❡& ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✳ ▼❛✐& ❧❡ ♣1♦❜❧6♠❡ 1❡&$❡ ❡♥$✐❡1 ❡♥ ♣1%&❡♥❝❡

❞✬✐♠♠✉♥✐$%✳

❉❛♥& ✉♥ ❞❡✉①✐6♠❡ $❡♠♣&✱ ♥♦✉& ♥♦✉& &♦♠♠❡& ✐♥$%1❡&&%& / ❧❛ ❝♦♥&$1✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡&

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ &✐♠✉❧$❛♥%❡& ♣♦✉1 ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐$% ❞✬✐♥❢❡❝$✐♦♥✱ ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ 1%❣1❡&&✐♦♥

❧♦❣✐&$✐5✉❡ ❛✈❡❝ ❢1❛❝$✐♦♥ ✐♠♠✉♥❡✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& ♣1♦♣♦&% $1♦✐& ♠%$❤♦❞❡& ❞❡ ❝♦♥&$1✉❝$✐♦♥&

❞❡ ❜❛♥❞❡& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉1 ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ 1%❣1❡&&✐♦♥✳ ▲❛ ♣1❡♠✐61❡ ♠%$❤♦❞❡ ✉$✐❧✐&❡ ❧❛

♣1♦♣1✐%$% ❞❡ ♥♦1♠❛❧✐$% ❛&②♠♣$♦$✐5✉❡ ❞❡ ❧✬❡&$✐♠❛$❡✉1 ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈1❛✐&❡♠❜❧❛♥❝❡✱



✼✳✸✳ ▼♦❞&❧❡) ❡* +,)✉❧*❛*) ✶✷✼

❡! ✉♥❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛!✐♦♥ ♣❛& ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2
♣♦✉& ❛♣♣&♦❝❤❡& ❧❡ /✉❛♥!✐❧❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐2♠❡ ✉!✐✲

❧✐4❡ 5❣❛❧❡♠❡♥! ❧❛ ♣&♦♣&✐5!5 ❞❡ ♥♦&♠❛❧✐!5 ❛4②♠♣!♦!✐/✉❡ ❞❡ ❧✬❡4!✐♠❛!❡✉& ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ✈&❛✐4❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡! ❡4! ❜❛45❡ 4✉& ✉♥❡ 5❣❛❧✐!5 ❝❧❛44✐/✉❡ ❞❡ ✭▲❛♥❞❛✉ ✫ ❙❤❡❡♣ ✶✾✼✵✮✳

❈❡!!❡ ✐♥5❣❛❧✐!5 ♥♦✉4 ❛ ♣❡&♠✐4 ❞✬❡4!✐♠❡& ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ 4✉♣&❡♠✉♠ ❞❡ ♣&♦❝❡44✉4 ❣❛✉44✐❡♥✳

▲❛ !&♦✐4✐2♠❡ ♠5!❤♦❞❡ &❡♣♦4❡ 4✉& ❞❡4 4✐♠✉❧❛!✐♦♥4✱ ♣♦✉& ❡4!✐♠❡& ❧❡ /✉❛♥!✐❧❡ ❛♣♣&♦✲

♣&✐5 ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ 4✉♣&❡♠✉♠ ❞✬✉♥ ♣&♦❝❡44✉4 ❣❛✉44✐❡♥✳ ▲❛ ❝♦♥4!&✉❝!✐♦♥ ❞❡4 ❜❛♥❞❡4

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✐❛ ✉♥ ♣&♦❝❡44✉4 ❣❛✉44✐❡♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❡4!✐♠❛!✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡

❝♦✈❛&✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡4!✐♠❛!❡✉&✳

❆ !✐!&❡ ❞❡ !&❛✈❛✐❧ ❢✉!✉&✱ ✐❧ 4❡&❛✐! ✐♥!5&❡44❛♥! ❞✬5!❡♥❞&❡ ♥♦!&❡ 5!✉❞❡ ❞❡4 ❜❛♥❞❡4 ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉① &5❣✐♦♥4 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡♥ ♣&54❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉4✐❡✉&4 ✈❛&✐❛❜❧❡4 ❡①♣❧✐❝❛!✐✈❡4✳

▲❡4 ♠5!❤♦❞❡4 ✉!✐❧✐45❡4 ♣♦✉& ❧❛ ❝♦♥4!&✉❝!✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡4 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 4✐♠✉❧!❛♥5❡4

♣❡✉✈❡♥! 5❣❛❧❡♠❡♥! H!&❡ ✉!✐❧✐45❡4 ♣♦✉& ❧❛ ❝♦♥4!&✉❝!✐♦♥ ❞❡ &5❣✐♦♥4 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥

♣&54❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉4✐❡✉&4 ❝♦✈❛&✐❛❜❧❡4✳ ❖♥ ♣❡✉! ❝♦♥4✉❧!❡& ✭▲✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽✮ L ❝❡ ♣&♦♣♦4✳ ▲❛

❝♦♥4!&✉❝!✐♦♥ ❞❡ &5❣✐♦♥4 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧♦&4/✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦✈❛&✐❛❜❧❡4 ❡4! 4✉♣5&✐❡✉&

L ✶ ❝♦♥4!✐!✉❡ ✉♥❡ !M❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦!&❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ♣♦✉&&❛✐! H!&❡ 5!❡♥❞✉❡ L ❝❡! ❡✛❡!✳
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❆♥♥❡①❡-





❆♥♥❡①❡ ❆

❘❛♣♣❡❧% ❡& ♣'❡✉✈❡% ❝♦♠♣❧-♠❡♥&❛✐'❡%

❆✳✶ ❘❛♣♣❡❧( ♠❛*❤,♠❛*✐.✉❡(

❚❤"♦$%♠❡ ❆✳✶✳✶ ✭❚❤#♦%&♠❡ ❞❡ ❙❧✉-.❦②✮ ❙♦✐- Wn ❡- Zn ❞❡✉① .✉✐-❡. ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡.

❛❧#❛-♦✐%❡. -❡❧. 7✉❡ Wn −→ W ❡♥ ❧♦✐ ❡- Zn −→ c ❡♥ ♣%♦❜❛❜✐❧✐-#✱ ♦; c ❡.- ✉♥❡

❝♦♥.-❛♥-❡✳ ❆❧♦%.

ZnWn −→ cW ❡♥ ❧♦✐, Zn +Wn −→ c+W ❡♥ ❧♦✐.

❚❤"♦$%♠❡ ❆✳✶✳✷ ✭❉❡❧-❛✲▼#-❤♦❞❡✮ ❙♦✐- Xn ✉♥❡ .✉✐-❡ ❞❡ ✈❡❝-❡✉%. ❛❧#❛-♦✐%❡. ❞❛♥.

R
p
.❛-✐.❢❛✐.❛♥-

√
n(Xn− θ) −→ N (0, V ) ❡♥ ❧♦✐✳ ❙♦✐- F : R

p −→ R ❞✐✛#%❡♥-✐❛❜❧❡ ❡♥

θ✳ ❆❧♦%.

√
n(F (Xn) − F (θ)) −→ N (0, [∇F (θ)]⊤V∇F (θ)) ❡♥ ❧♦✐✳

❆✳✷ ❇♦♦*(*3❛♣

▲❡ ❜♦♦-.-%❛♣ "❡♣"$%❡♥'❡ ✉♥ ♦✉'✐❧ ♣✉✐%%❛♥' ❞❛♥% ❧✬✐♥❢$"❡♥❝❡ %'❛'✐%'✐1✉❡✳ ❙❛ ♠♦✲

'✐✈❛'✐♦♥ ✭✭❊❢"♦♥ ✶✾✽✷✮✱ ✭❊❢"♦♥ ✫ ❚✐❜%❤✐"❛♥✐ ✶✾✾✸✮✮ ❡%' ❞✬❛♣♣"♦❝❤❡" ♣❛" %✐♠✉❧❛'✐♦♥

✭▼♦♥-❡ ❈❛%❧♦✮ ❧❛ ❞✐%'"✐❜✉'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡%'✐♠❛'❡✉" ❧♦"%1✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛D' ♣❛% ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❧✬$❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ♦✉✱ ♣❧✉% %♦✉✈❡♥' ❧♦"%1✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉' ♣❛% %✉♣♣♦%❡" 1✉✬❡❧❧❡ ❡%' ❣❛✉%✲

%✐❡♥♥❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❡%' ❞❡ "❡♠♣❧❛❝❡" ❞❡% ❤②♣♦'❤H%❡% ♣"♦❜❛❜✐❧✐%'❡ ♣❛% '♦✉❥♦✉"% ✈$"✐✜$❡%



❆✳✸✳ #$❡✉✈❡( ❝♦♠♣❧.♠❡♥0❛✐$❡( ✶✸✷

♦✉ ♠#♠❡ ✐♥✈()✐✜❛❜❧❡. ♣❛) ❞❡. .✐♠✉❧❛1✐♦♥. ❡1 ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❡ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥1❛❧ ❞❡ ❝❡11❡ 1❡❝❤♥✐7✉❡ ❞❡ )(✲(❝❤❛♥1✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡.1 ❞❡ .✉❜.1✐✲

1✉❡) : ❧❛ ❞✐.1)✐❜✉1✐♦♥ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐1( ✐♥❝♦♥♥✉❡ F ✱ ❞♦♥1 ❡.1 ✐..✉ ❧✬(❝❤❛♥1✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣)❡♥✲

1✐..❛❣❡✱ ❧❛ ❞✐.1)✐❜✉1✐♦♥ ❡♠♣✐)✐7✉❡ F̂ 7✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣♦✐❞. 1/n : ❝❤❛7✉❡ )(❛❧✐.❛1✐♦♥✳

❆✐♥.✐✱ ♦♥ ♦❜1✐❡♥1 ✉♥ (❝❤❛♥1✐❧❧♦♥ ❞❡ 1❛✐❧❧❡ n✱ ❞✐1 (❝❤❛♥1✐❧❧♦♥ ❜♦♦1.1)❛♣✱ .❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐.✲

1)✐❜✉1✐♦♥ ❡♠♣✐)✐7✉❡ F̂ ♣❛) n 1✐)❛❣❡. ❛❧(❛1♦✐)❡. ❛✈❡❝ )❡♠✐.❡ ♣❛)♠✐ ❧❡. n ♦❜.❡)✈❛1✐♦♥.

✐♥✐1✐❛❧❡.✳

■❧ ❡.1 ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥.1)✉✐)❡ ✉♥ ❣)❛♥❞ ♥♦♠❜)❡ ❞✬(❝❤❛♥1✐❧❧♦♥. ❜♦♦1)❛♣♣(. .✉) ❧❡.7✉❡❧.

♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡.1✐♠❛1❡✉) ❝♦♥❝❡)♥(✳ ▲❛ ❧♦✐ .✐♠✉❧(❡ ❞❡ ❝❡1 ❡.1✐♠❛1❡✉) ❡.1 ✉♥❡ ❛♣♣)♦①✐✲

♠❛1✐♦♥ ❛.②♠♣1♦1✐7✉❡♠❡♥1 ❝♦♥✈❡)❣❡♥1❡ .♦✉. ❞❡. ❤②♣♦1❤A.❡. )❛✐.♦♥♥❛❜❧❡.

✶

❞❡ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❧✬❡.1✐♠❛1❡✉)✳ ❈❡11❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛1✐♦♥ ❢♦✉)♥✐1 ❛✐♥.✐ ❞❡. ❡.1✐♠❛1✐♦♥. ❞✉ ❜✐❛✐.✱ ❞❡ ❧❛

✈❛)✐❛♥❝❡✱ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ )✐.7✉❡ 7✉❛❞)❛1✐7✉❡✱ ❡1 ♠#♠❡ ❞❡. ✐♥1❡)✈❛❧❧❡. ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✉

♣❛)❛♠A1)❡ ❝♦♥.✐❞()( .❛♥. ❤②♣♦1❤A.❡ ✭❞❡ ♥♦)♠❛❧✐1( ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✮ .✉) ❧❛ ✈)❛✐❡ ❧♦✐✳

❆✳✸ #$❡✉✈❡( ❝♦♠♣❧.♠❡♥0❛✐$❡(

#$❡✉✈❡ ❞✉ ❝♦$♦❧❧❛✐$❡ ✹✳✹✳✻ ❙♦✐# φ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❞❡ R
k
, ✈❛❧❡✉./ ❞❛♥/ R

p
❞0✜♥✐❡

♣❛. φ(x, y) = x ❛✈❡❝ x ∈ R
p
❡# y ∈ R

q
✳ φ ❡/# ❧✐♥0❛✐.❡ ❡# ❝♦♥#✐♥✉❡ ❞❡ ♠❛#.✐❝❡ M ✳ ❊♥

❛♣♣❧✐5✉❛♥# ❧❛ ❞❡❧#❛ ♠0#❤♦❞❡ ♠✉❧#✐✈❛.✐0❡ ❛✉ #❤0♦.7♠❡ ✹✳✹✳✶✱ ♦♥ ♦❜#✐❡♥#

√
n(φ(ψ̂n) − φ(ψ))

L−→ N (0,MI
−1
ψ (ψ)M⊤).

✶

 ❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ✐♥❞ ♣❡♥❞❛♥% ❞❡ ♠-♠❡ ❧♦✐ ❡% ❡.%✐♠❛%❡✉0 ✐♥❞ ♣❡♥❞❛♥% ❞❡ ❧✬♦0❞0❡ ❞❡. ♦❜.❡0✈❛%✐♦♥.



❆✳✸✳ #$❡✉✈❡( ❝♦♠♣❧.♠❡♥0❛✐$❡( ✶✸✸

❈❡ "✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ♣❛+ ,✉✐-❡

√
n(β̂n − β)

L−→ N (0,MI
−1
ψ (ψ)M⊤).

#$❡✉✈❡ ❞✉ 0❤.♦$6♠❡ ✹✳✹✳✼ ❖♥ ,✉♣♣♦,❡ ❧❡ ❈♦+♦❧❧❛✐+❡ ✹✳✹✳✻ ✈4+✐✜4✳ 6♦,♦♥, F (x) =

ex/1 + ex✳ F ❡,- ❞✐✛4+❡♥-✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐"✉❛♥- ❧❛ ❉❡❧-❛✲▼4-❤♦❞❡ > ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ F ✱ ❛✉

♣♦✐♥- β̂⊤
n x✱

√
n(p̂n(x)−p(x)) ❝♦♥✈❡+❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡+, ✉♥❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ●❛✉,,✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡

♥✉❧❧❡ ❡- ❞❡ ✈❛+✐❛♥❝❡

[∇F (θ)]⊤var(β̂n)∇F (θ) = exp(2β⊤
x).x⊤MI

−1
ψ M⊤

x/(1 + exp(β⊤
x))4.

#$❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✳

▲❛ ♠❛#$✐❝❡ V −1
❡(# $)❡❧❧❡✱ (②♠)#$✐-✉❡ ❡#✱ ❞)✜♥✐❡ ♣♦(✐#✐✈❡✱ #♦✉# ❝♦♠♠❡ V ✳ ■❧

❡①✐(#❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛#$✐❝❡ A ∈ M (m×m) #❡❧❧❡ -✉❡ V −1 = A⊤A✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ✉♥❡ ♠❛-+✐❝❡

+4❡❧❧❡ ,②♠4-+✐"✉❡ 4-❛♥- ❞✐❛❣♦♥❛❧✐,❛❜❧❡ ,✉+ R ❛❞♠❡- ❧❛ ❞4❝♦♠♣♦,✐-✐♦♥ ,♣❡❝-+❛❧❡ M =

P⊤DP ✿ P ✱ ❧❛ ♠❛-+✐❝❡ ❞♦♥- ❧❡, ❝♦❧♦♥♥❡, ,♦♥- ❧❡, ✈❡❝-❡✉+, ♣+♦♣+❡,✱ ♣❡✉- F-+❡ ❝❤♦✐,✐❡

♦+-❤♦❣♦♥❛❧❡ ❀D ❡,- ❧❛ ♠❛-+✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡, ✈❛❧❡✉+, ♣+♦♣+❡,✳ ❙✐ M ❡,- ❞4✜♥✐❡ ♣♦,✐-✐✈❡✱

❧❡, ✈❛❧❡✉+, ♣+♦♣+❡, ,♦♥- ♣♦,✐-✐✈❡, ♦✉ ♥✉❧❧❡,✳ ■❧ ,✉✣- ❛❧♦+, ❞❡ ♣+❡♥❞+❡ A =
√
DP ♣♦✉+

♦❜-❡♥✐+ M = A⊤A✳ ❉♦♥❝✱ Z⊤V −1Z = ‖AZ‖2
✳ ▲❡ $)(✉❧#❛# ❡(# ❛❧♦$( ✉♥❡ ❝♦♥()-✉❡♥❝❡

❞✉ ❢❛✐# -✉❡ ❧❡ ✈❡❝#❡✉$ ❛❧)❛#♦✐$❡ AZ (✉✐# ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦$♠❛❧❡ ♠✉❧#✐✈❛$✐)❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 0

❡# ❞❡ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ Im✱ ♣✉✐(-✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡#✱

var(AZ) = Avar(Z)A⊤ = AV A⊤ = AA−1(A⊤)−1A⊤ = Im.

#$❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✷✳ ▲❡ ♣♦✐♥# 1 ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❡(# ♦❜#❡♥✉ ❡♥ ♣♦(❛♥# U = BX✱

❡# V = BY ❡# ❡♥ ❛♣♣❧✐-✉❛♥# ❧✬✐♥)❣❛❧✐#) ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❙❝❤✇❛$#③ (✉$ U ❡# V ✳ ❉❡ ♠❛♥✐C$❡

(✐♠✐❧❛✐$❡✱ ♦♥ ♠♦♥#$❡ ❧❡ ♣♦✐♥# 2 ❡♥ ❝❤♦✐(✐((❛♥# U = (B−1)⊤Y ❡# V = BX✳





❆♥♥❡①❡ ❇

❘!"✉❧%❛%" ❝♦♠♣❧❡%" ❞❡" "✐♠✉❧❛%✐♦♥"

❇✳✶ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹

❇✳✶✳✶ ▼♦❞&❧❡

◆♦✉# ❝♦♥#✐❞()♦♥# ❧❡# ♠♦❞-❧❡# #✉✐✈❛♥0# ♣♦✉) ❧❡ #0❛0✉0 ❞✬✐♥❢❡❝0✐♦♥ ✿





log
(

P(Y=1|Xi,Si)
1−P(Y=1|Xi,Si)

)
= β1 + β2Xi2 + β3Zi2 + β4Zi3 + β5Zi4 ✐❢ Si = 1

P(Y = 1|Xi, Si) = 0 ✐❢ Si = 0
✭✷✳✶✮

❡0 ♣♦✉) ❧❡ #0❛0✉0 ❞✬✐♠♠✉♥✐0( ✿

log

(
P(S = 1|Zi)

1 − P(S = 1|Zi)

)
= θ1 + θ2Zi2 + θ3Zi3 + θ4Zi4, ✭✷✳✷✮

♦: Xi2 ∼ N(0, 1)✱ Zi2 ∼ N(1, 1)✱ ❡0 Zi3 ❡0 Zi4 #♦♥0 ❞❡# ✈❛)✐❛❜❧❡# ✐♥❞✐❝❛0)✐❝❡#

❝♦♥#0)✉✐0❡# = ♣❛)0✐) ❞✬✉♥❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ >✉❛❧✐0❛0✐✈❡ = 0)♦✐# ❝❛0(❣♦)✐❡#✳ ◆♦0♦♥# >✉❡ ❧❛ ✈❛✲

)✐❛❜❧❡ Xi2 ❥♦✉❡ ❧❡ )B❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❝♦♥0✐♥✉❡ V ❞❛♥# ❧❛ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ ❈✹ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐0)❡

✹✳

▲❡# ♠♦❞-❧❡# #✉✐✈❛♥0# #♦♥0 ❝♦♥#✐❞()(# ✿

✕ ♠♦❞-❧❡ M1 ✿ β = (−1.7,−2,−3.4, 5, 0.3)⊤ ✿ ❛♣♣)♦①✐♠❛0✐✈❡♠❡♥0 30% ❞❡# #✉#✲

❝❡♣0✐❜❧❡# #♦♥0 ✐♥❢❡❝0(#✳



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✸✻

✕ ♠♦❞$❧❡ M2 ✿ β = (1.5,−2.3, 2.5,−3.5, 0.5)⊤ ✿ ❛♣♣*♦①✐♠❛-✐✈❡♠❡♥- 70% ❞❡0

0✉0❝❡♣-✐❜❧❡0 0♦♥- ✐♥❢❡❝-50✳

✕ ♠♦❞$❧❡ M3 ✿ β = (−1.7,−2.8, 0,−0.7, 1.1)⊤ ✿ ❛♣♣*♦①✐♠❛-✐✈❡♠❡♥- 30% ❞❡0

0✉0❝❡♣-✐❜❧❡0 0♦♥- ✐♥❢❡❝-50✳

✕ ♠♦❞$❧❡ M4 ✿ β = (1.5,−2, 0, 3.5,−4)⊤ ✿ ❛♣♣*♦①✐♠❛-✐✈❡♠❡♥- 70% ❞❡0 0✉0❝❡♣✲

-✐❜❧❡0 0♦♥- ✐♥❢❡❝-50✳

❇✳✶✳✷ ❘%&✉❧)❛)&

❚❛❜✳ ❇✳✶✿ ▼♦❞'❧❡ M1 ✿ β = (−1.7,−2,−3.4, 5, .3)⊤ ✳

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%, θ = (.71, 1, 2,−3)

✶✵✵ ✲✶✳✻✽✽ ✲✷✳✵✶✾ ✲✸✳✹✶✼ ✹✳✻✹✽ ✵✳✸✷✷ ✵✳✻✻✼ ✶✳✶✺✹ ✷✳✶✺✸ ✲✸✳✵✽✽

✭✶✳✻✷✺✮ ✭✶✳✶✻✵✮ ✭✶✳✼✵✹✮ ✭✶✳✽✻✻✮ ✭✶✳✽✽✵✮ ✭✷✳✻✻✵✮ ✭✶✳✹✻✷✮ ✭✶✳✼✶✺✮ ✭✷✳✻✻✸✮

❬✶✳✸✸✵❪ ❬✵✳✻✽✾❪ ❬✶✳✸✽✼❪ ❬✶✳✺✷✺❪ ❬✶✳✺✷✹❪ ❬✷✳✶✾✾❪ ❬✶✳✶✻✶❪ ❬✶✳✹✶✵❪ ❬✷✳✶✺✻❪

0.631∗ 0.539∗ 0.316∗ 0.013∗

✺✵✵ ✲✶✳✼✶✵ ✲✷✳✵✵✻ ✲✸✳✸✾✷ ✹✳✾✾✶ ✵✳✸✶✶ ✵✳✻✼✼ ✶✳✵✼✻ ✷✳✵✼✾ ✲✷✳✾✾✹

✭✵✳✾✻✻✮ ✭✵✳✹✷✼✮ ✭✵✳✾✷✸✮ ✭✶✳✶✻✼✮ ✭✶✳✺✽✶✮ ✭✵✳✽✹✾✮ ✭✵✳✽✵✹✮ ✭✶✳✶✹✹✮ ✭✷✳✵✾✵✮

❬✵✳✼✸✹❪ ❬✵✳✸✸✵❪ ❬✵✳✻✽✻❪ ❬✵✳✾✵✼❪ ❬✶✳✸✷✾❪ ❬✵✳✼✶✶❪ ❬✵✳✻✹✸❪ ❬✵✳✾✶✵❪ ❬✶✳✻✻✸❪

0.997∗ 0.993∗ 0.984∗ 0.090∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✼✵✷ ✲✷✳✵✵✹ ✲✸✳✸✾✽ ✹✳✾✻✽ ✵✳✸✵✺ ✵✳✻✾✼ ✶✳✵✹✻ ✷✳✵✷✻ ✲✷✳✾✾✼

✭✵✳✺✼✾✮ ✭✵✳✷✾✼✮ ✭✵✳✺✽✹✮ ✭✵✳✼✾✼✮ ✭✵✳✽✹✸✮ ✭✵✳✼✹✾✮ ✭✵✳✻✷✸✮ ✭✵✳✼✼✾✮ ✭✶✳✶✷✼✮

❬✵✳✹✺✻❪ ❬✵✳✷✸✸❪ ❬✵✳✹✶✷❪ ❬✵✳✻✶✷❪ ❬✵✳✼✶✻❪ ❬✵✳✻✶✶❪ ❬✵✳✹✼✼❪ ❬✵✳✻✵✺❪ ❬✵✳✾✶✵❪

1∗ 0.998∗ 1∗ 0.107∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✼✷✵ ✲✶✳✾✾✽ ✲✸✳✹✶✵ ✹✳✾✼✶ ✵✳✸✵✺ ✵✳✼✵✾ ✶✳✵✸✺ ✷✳✵✶✸ ✲✸✳✵✵✷

✭✵✳✹✾✷✮ ✭✵✳✷✼✷✮ ✭✵✳✹✼✹✮ ✭✵✳✻✹✾✮ ✭✵✳✼✾✹✮ ✭✵✳✻✵✼✮ ✭✵✳✹✼✺✮ ✭✵✳✻✶✹✮ ✭✵✳✾✼✾✮

❬✵✳✸✽✹❪ ❬✵✳✷✵✻❪ ❬✵✳✸✸✷❪ ❬✵✳✹✽✹❪ ❬✵✳✻✼✺❪ ❬✵✳✹✽✼❪ ❬✵✳✸✻✶❪ ❬✵✳✹✽✹❪ ❬✵✳✼✼✽❪

1∗ 1∗ 1∗ 0.095∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%, θ = (−.3,−1, 2.1, 1)

✶✵✵ ✲✶✳✼✻✼ ✲✷✳✶✵✺ ✲✸✳✸✹✶ ✺✳✸✸✹ ✵✳✸✶✼ ✲✵✳✸✼✼ ✲✶✳✶✷✸ ✷✳✷✶✷ ✶✳✵✾✵

✭✷✳✵✻✽✮ ✭✶✳✵✶✸✮ ✭✶✳✼✽✸✮ ✭✷✳✺✺✼✮ ✭✷✳✼✺✽✮ ✭✷✳✻✼✷✮ ✭✶✳✾✻✺✮ ✭✷✳✶✺✻✮ ✭✷✳✽✺✶✮

❬✶✳✻✽✷❪ ❬✵✳✼✽✹❪ ❬✶✳✹✻✹❪ ❬✷✳✶✺✵❪ ❬✷✳✸✶✷❪ ❬✷✳✶✹✶❪ ❬✶✳✷✻✺❪ ❬✶✳✼✻✵❪ ❬✷✳✸✻✻❪



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✸✼

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

0.335∗ 0.337∗ 0.127∗ 0∗

✺✵✵ ✲✶✳✼✶✻ ✲✷✳✵✽✶ ✲✸✳✺✼✻ ✺✳✷✶✼ ✵✳✷✾✹ ✲✵✳✸✹✷ ✲✶✳✵✾✷ ✷✳✵✾✼ ✶✳✵✼✽

✭✶✳✹✶✼✮ ✭✵✳✺✹✺✮ ✭✵✳✾✸✵✮ ✭✶✳✼✵✹✮ ✭✶✳✼✵✹✮ ✭✶✳✵✼✾✮ ✭✵✳✼✻✵✮ ✭✶✳✺✶✽✮ ✭✶✳✼✹✻✮

❬✶✳✵✽✺❪ ❬✵✳✹✺✷❪ ❬✵✳✼✹✸❪ ❬✶✳✸✽✸❪ ❬✶✳✸✷✵❪ ❬✵✳✽✼✺❪ ❬✵✳✺✺✹❪ ❬✶✳✶✼✼❪ ❬✶✳✹✵✶❪

1∗ 1∗ 0.839∗ 0.057∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✼✵✶ ✲✷✳✵✼✻ ✲✸✳✺✷✾ ✺✳✵✶✺ ✵✳✸✵✹ ✲✵✳✸✶✽ ✲✶✳✵✺✻ ✷✳✶✵✺ ✶✳✵✸✶

✭✵✳✼✽✵✮ ✭✵✳✸✾✶✮ ✭✵✳✻✷✼✮ ✭✶✳✵✼✷✮ ✭✶✳✶✶✸✮ ✭✵✳✼✹✸✮ ✭✵✳✹✼✸✮ ✭✶✳✵✷✽✮ ✭✶✳✶✻✵✮

❬✵✳✻✺✵❪ ❬✵✳✸✶✻❪ ❬✵✳✹✾✺❪ ❬✵✳✽✻✻❪ ❬✵✳✽✾✷❪ ❬✵✳✻✵✼❪ ❬✵✳✸✺✷❪ ❬✵✳✼✼✵❪ ❬✵✳✾✵✺❪

1∗ 1∗ 0.984∗ 0.045∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✻✾✽ ✲✷✳✵✶✸ ✲✸✳✹✽✷ ✺✳✵✵✼ ✵✳✸✵✸ ✲✵✳✸✶✺ ✲✶✳✵✷✸ ✷✳✶✵✸ ✶✳✵✷✹

✭✵✳✻✾✹✮ ✭✵✳✷✾✹✮ ✭✵✳✹✽✾✮ ✭✵✳✽✺✼✮ ✭✵✳✽✻✺✮ ✭✵✳✻✵✾✮ ✭✵✳✸✽✹✮ ✭✵✳✽✽✺✮ ✭✵✳✾✷✻✮

❬✵✳✺✻✽❪ ❬✵✳✷✹✷ ❬✵✳✸✽✶❪ ❬✵✳✻✾✹❪ ❬✵✳✻✽✺❪ ❬✵✳✹✾✼❪ ❬✵✳✷✾✵❪ ❬✵✳✻✹✷❪ ❬✵✳✼✷✶❪

1∗ 1∗ 0.999∗ 0.057∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 75%, θ = (.4,−1,−.6,−2)

✶✵✵ ✲✶✳✻✻✶ ✲✷✳✶✸✶ ✲✸✳✸✽✼ ✹✳✽✸✵ ✵✳✸✸✷ ✵✳✹✶✵ ✲✶✳✵✺✾ ✲✵✳✻✶✵ ✲✷✳✶✺✽

✭✷✳✶✸✾✮ ✭✷✳✶✷✼✮ ✭✷✳✽✵✸✮ ✭✸✳✷✽✸✮ ✭✸✳✻✻✶✮ ✭✸✳✺✺✹✮ ✭✶✳✾✾✺✮ ✭✸✳✶✶✽✮ ✭✷✳✾✼✹✮

❬✶✳✼✺✹❪ ❬✶✳✼✷✵❪ ❬✷✳✸✾✹❪ ❬✷✳✽✹✾❪ ❬✷✳✽✶✶❪ ❬✷✳✽✷✸❪ ❬✶✳✸✽✵❪ ❬✷✳✺✽✼❪ ❬✷✳✺✶✶❪

0.043∗ 0.064∗ 0.005∗ 0∗

✺✵✵ ✲✶✳✻✼✸ ✲✷✳✵✼✺ ✲✸✳✹✸✺ ✹✳✾✽✼ ✵✳✸✷✺ ✵✳✹✵✼ ✲✶✳✵✻✵ ✲✵✳✻✵✼ ✲✶✳✾✷✶

✭✶✳✹✸✻✮ ✭✶✳✵✶✷✮ ✭✶✳✻✶✹✮ ✭✷✳✹✺✺✮ ✭✷✳✶✾✽✮ ✭✶✳✷✾✺✮ ✭✵✳✺✾✽✮ ✭✶✳✻✺✶✮ ✭✶✳✽✽✹✮

❬✶✳✶✵✸❪ ❬✵✳✽✹✽❪ ❬✶✳✸✸✼❪ ❬✷✳✵✸✾❪ ❬✶✳✼✻✺❪ ❬✶✳✵✹✻❪ ❬✵✳✹✵✾❪ ❬✶✳✷✾✵❪ ❬✶✳✹✼✶❪

0.747∗ 0.787∗ 0.641∗ 0.046∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✺✹✺ ✲✷✳✵✺✸ ✲✸✳✸✾✾ ✺✳✵✷✹ ✵✳✸✵✾ ✵✳✹✵✺ ✲✶✳✵✹✺ ✲✵✳✻✵✹ ✲✶✳✾✽✵

✭✵✳✽✹✼✮ ✭✵✳✼✽✸✮ ✭✶✳✶✺✼✮ ✭✷✳✵✻✾✮ ✭✶✳✸✾✹✮ ✭✵✳✾✹✵✮ ✭✵✳✸✹✹✮ ✭✶✳✵✵✻✮ ✭✶✳✵✹✹✮

❬✵✳✻✻✾❪ ❬✵✳✻✶✾❪ ❬✵✳✽✾✾❪ ❬✶✳✺✽✻❪ ❬✶✳✶✷✺❪ ❬✵✳✼✸✼❪ ❬✵✳✷✺✸❪ ❬✵✳✼✼✺❪ ❬✵✳✽✹✸❪

0.994∗ 0.970∗ 0.895∗ 0.083∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✺✾✺ ✲✷✳✵✶✼ ✲✸✳✹✶✵ ✺✳✵✷✹ ✵✳✸✵✻ ✵✳✹✵✹ ✲✶✳✵✸✺ ✲✵✳✻✵✺ ✲✶✳✾✾✼

✭✵✳✼✵✽✮ ✭✵✳✻✸✵✮ ✭✵✳✾✵✾✮ ✭✵✳✽✾✺✮ ✭✶✳✷✸✹✮ ✭✵✳✼✹✾✮ ✭✵✳✷✺✾✮ ✭✵✳✽✻✻✮ ✭✵✳✽✻✵✮

❬✵✳✺✹✸❪ ❬✵✳✹✾✷❪ ❬✵✳✻✼✾❪ ❬✵✳✼✸✽❪ ❬✵✳✾✾✶❪ ❬✵✳✻✵✻❪ ❬✵✳✶✾✻❪ ❬✵✳✻✻✶❪ ❬✵✳✻✼✾❪

1∗ 0.993∗ 0.937∗ 0.089∗

❚❛❜✳ ❇✳✷✿ M2 ✿ β = (1.5,−2.3, 2.5,−3.5, .5) ✳

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%, θ = (.71, 1, 2,−3)



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✸✽

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

✶✵✵ ✶✳✺✶✷ ✲✷✳✸✻✾ ✷✳✺✷✷ ✲✸✳✺✶✽ ✵✳✺✻✷ ✵✳✼✷✺ ✶✳✶✾✶ ✷✳✵✻✶ ✲✷✳✽✾✻

✭✶✳✹✶✸✮ ✭✶✳✶✻✺✮ ✭✶✳✶✽✾✮ ✭✷✳✶✽✵✮ ✭✶✳✽✺✸✮ ✭✵✳✾✼✾✮ ✭✵✳✽✸✵✮ ✭✷✳✼✷✽✮ ✭✶✳✻✹✻✮

❬✶✳✶✾✵❪ ❬✵✳✾✶✼❪ ❬✵✳✾✹✾❪ ❬✶✳✽✶✵❪ ❬✶✳✺✽✷❪ ❬✵✳✼✽✾❪ ❬✵✳✻✸✻❪ ❬✷✳✸✵✾❪ ❬✶✳✷✻✹❪

0.800∗ 0.814∗ 0.271∗ 0.236∗

✺✵✵ ✶✳✺✵✽ ✲✷✳✸✶✸ ✷✳✺✷✵ ✲✸✳✹✾✼ ✵✳✺✶✹ ✵✳✼✶✹ ✶✳✵✼✻ ✷✳✵✹✺ ✲✷✳✾✺✾

✭✵✳✾✵✺✮ ✭✵✳✻✸✺✮ ✭✵✳✺✻✽✮ ✭✶✳✶✾✽✮ ✭✵✳✻✸✸✮ ✭✵✳✹✶✾✮ ✭✵✳✹✸✹✮ ✭✶✳✻✶✼✮ ✭✵✳✻✺✷✮

❬✵✳✼✷✹❪ ❬✵✳✹✼✽❪ ❬✵✳✹✸✺❪ ❬✵✳✾✸✼❪ ❬✵✳✺✹✺❪ ❬✵✳✸✸✺❪ ❬✵✳✷✻✽❪ ❬✶✳✷✾✵❪ ❬✵✳✹✺✹❪

0.993∗ 0.993∗ 0.991∗ 0.629∗

✶✵✵✵ ✶✳✹✾✾ ✲✷✳✷✾✼ ✷✳✺✵✽ ✲✸✳✺✵✷ ✵✳✺✶✷ ✵✳✼✶✷ ✶✳✵✼✶ ✷✳✵✷✺ ✲✷✳✾✽✺

✭✵✳✺✻✾✮ ✭✵✳✹✽✽✮ ✭✵✳✸✾✽✮ ✭✵✳✾✵✽✮ ✭✵✳✺✺✼✮ ✭✵✳✸✵✽✮ ✭✵✳✸✽✼✮ ✭✶✳✶✼✽✮ ✭✵✳✸✻✺✮

❬✵✳✹✺✸❪ ❬✵✳✸✸✺❪ ❬✵✳✷✽✻❪ ❬✵✳✻✻✸❪ ❬✵✳✹✼✾❪ ❬✵✳✷✹✶❪ ❬✵✳✷✵✹❪ ❬✵✳✾✹✶❪ ❬✵✳✷✼✸❪

0.999∗ 0.998∗ 0.997∗ 0.732∗

✶✺✵✵ ✶✳✹✾✾ ✲✷✳✷✾✾ ✷✳✹✾✼ ✲✸✳✺✵✸ ✵✳✺✵✹ ✵✳✼✵✽ ✶✳✵✺✵ ✷✳✵✶✷ ✲✷✳✾✽✺

✭✵✳✸✸✾✮ ✭✵✳✸✼✷✮ ✭✵✳✸✷✷✮ ✭✵✳✼✵✶✮ ✭✵✳✺✷✷✮ ✭✵✳✷✺✼✮ ✭✵✳✸✸✼✮ ✭✵✳✾✽✸✮ ✭✵✳✷✽✾✮

❬✵✳✸✸✶❪ ❬✵✳✷✺✷❪ ❬✵✳✷✷✹❪ ❬✵✳✺✵✽❪ ❬✵✳✹✹✼❪ ❬✵✳✷✵✹❪ ❬✵✳✶✼✹❪ ❬✵✳✼✻✻❪ ❬✵✳✷✷✺❪

1∗ 1∗ 1∗ 0.764∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%, θ = (−.3,−1, 2.1, 1)

✶✵✵ ✶✳✺✷✻ ✲✷✳✸✷✽ ✷✳✸✸✾ ✲✸✳✸✸✻ ✵✳✹✽✽ ✲✵✳✸✸✷ ✲✶✳✶✵✼ ✷✳✶✼✾ ✶✳✵✺✸

✭✶✳✽✽✼✮ ✭✶✳✽✷✹✮ ✭✷✳✶✼✵✮ ✭✷✳✺✼✵✮ ✭✷✳✶✽✶✮ ✭✵✳✾✵✷✮ ✭✶✳✷✵✹✮ ✭✶✳✾✹✻✮ ✭ ✶✳✺✻✼✮

❬✶✳✺✼✼❪ ❬✶✳✺✵✼❪ ❬✶✳✽✵✻❪ ❬✷✳✶✼✹❪ ❬✶✳✻✺✹❪ ❬✵✳✻✼✾❪ ❬✵✳✽✵✾❪ ❬✶✳✸✾✶❪ ❬✶✳✶✺✽❪

0.411∗ 0.228∗ 0.101∗ 0.060∗

✺✵✵ ✶✳✺✶✼ ✲✷✳✷✾✺ ✷✳✻✸✺ ✲✸✳✸✾✼ ✵✳✺✸✼ ✲✵✳✷✽✹ ✲✵✳✾✽✸ ✷✳✶✷✼ ✶✳✵✹✶

✭✵✳✾✺✻✮ ✭✵✳✼✼✷✮ ✭✵✳✻✽✼✮ ✭✶✳✸✺✷✮ ✭✵✳✽✷✻✮ ✭✵✳✸✶✼✮ ✭✵✳✹✼✷✮ ✭✵✳✹✻✻✮ ✭✶✳✵✹✸✮

❬✵✳✼✼✺❪ ❬✵✳✺✽✵❪ ❬✵✳✺✸✵❪ ❬✶✳✵✹✺❪ ❬✵✳✻✹✽❪ ❬✵✳✷✺✺❪ ❬✵✳✷✹✹❪ ❬✵✳✸✻✶❪ ❬✵✳✻✼✽❪

0.999∗ 0.963∗ 0.924∗ 0.339∗

✶✵✵✵ ✶✳✺✶✼ ✲✷✳✸✵✸ ✷✳✺✻✸ ✲✸✳✹✵✽ ✵✳✺✶✷ ✲✵✳✷✾✻ ✲✶✳✵✷✸ ✷✳✶✶✵ ✶✳✵✷✻

✭✵✳✻✺✵✮ ✭✵✳✺✸✶✮ ✭✵✳✹✻✼✮ ✭✵✳✾✻✷✮ ✭✵✳✺✼✸✮ ✭✵✳✷✵✼✮ ✭✵✳✶✺✼✮ ✭✵✳✸✶✵✮ ✭✵✳✺✸✷✮

❬✵✳✺✶✽❪ ❬✵✳✸✾✵❪ ❬✵✳✸✻✹❪ ❬✵✳✼✵✶❪ ❬✵✳✹✺✹❪ ❬✵✳✶✻✾❪ ❬✵✳✶✷✸❪ ❬✵✳✷✹✸❪ ❬✵✳✸✻✻❪

1∗ 0.998∗ 0.999∗ 0.399∗

✶✺✵✵ ✶✳✹✾✽ ✲✷✳✷✾✾ ✷✳✺✸✶ ✲✸✳✸✻✺ ✵✳✺✶✸ ✲✵✳✷✾✺ ✲✶✳✵✶✷ ✷✳✶✶✷ ✵✳✾✾✺

✭✵✳✹✼✸✮ ✭✵✳✸✽✾✮ ✭✵✳✸✺✺✮ ✭✵✳✼✻✽✮ ✭✵✳✹✺✺✮ ✭✵✳✶✽✶✮ ✭✵✳✶✷✷✮ ✭✵✳✷✻✵✮ ✭✵✳✸✸✾✮

❬✵✳✸✽✹❪ ❬✵✳✷✽✶❪ ❬✵✳✷✽✶❪ ❬✵✳✺✺✸❪ ❬✵✳✸✼✸❪ ❬✵✳✶✹✻❪ ❬✵✳✵✾✺❪ ❬✵✳✷✵✽❪ ❬✵✳✷✺✸❪

1∗ 1∗ 1∗ 0.451∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 75%, θ = (.4,−1,−.6,−2)

✶✵✵ ✶✳✹✽✾ ✲✷✳✸✽✹ ✷✳✺✷✶ ✲✸✳✹✺✽ ✵✳✺✺✹ ✵✳✹✷✵ ✲✶✳✶✶✻ ✲✵✳✺✺✼ ✲✷✳✶✷✸

✭✷✳✸✺✻✮ ✭✷✳✸✺✻✮ ✭✷✳✷✻✸✮ ✭✷✳✼✾✸✮ ✭✷✳✸✷✻✮ ✭✶✳✶✻✸✮ ✭✶✳✻✵✷✮ ✭✶✳✻✻✺✮ ✭✶✳✾✵✹✮



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✸✾

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

❬✶✳✾✸✹❪ ❬✶✳✾✼✾❪ ❬✶✳✾✹✹❪ ❬✷✳✸✽✾❪ ❬✶✳✾✵✷❪ ❬✵✳✽✼✺❪ ❬✶✳✶✷✶❪ ❬✶✳✷✸✷❪ ❬✶✳✹✺✵❪

0.109∗ 0.070∗ 0.106∗ 0.055∗

✺✵✵ ✶✳✺✶✺ ✲✷✳✸✽✶ ✷✳✺✷✸ ✲✸✳✹✽✷ ✵✳✺✹✽ ✵✳✹✶✽ ✲✶✳✵✹✼ ✲✵✳✻✸✸ ✲✷✳✵✽✹

✭✶✳✷✽✷✮ ✭✶✳✹✵✺✮ ✭✶✳✼✵✶✮ ✭✶✳✾✶✵✮ ✭✶✳✼✺✼✮ ✭✵✳✸✾✹✮ ✭✵✳✸✾✻✮ ✭✵✳✻✺✶✮ ✭✵✳✻✻✺✮

❬✶✳✵✹✼❪ ❬✶✳✶✸✸❪ ❬✶✳✸✶✼❪ ❬✶✳✺✷✼❪ ❬✶✳✹✷✵❪ ❬✵✳✸✷✷❪ ❬✵✳✷✻✽❪ ❬✵✳✹✽✷❪ ❬✵✳✹✾✶❪

0.929∗ 0.899∗ 0.756∗ 0.353∗

✶✵✵✵ ✶✳✹✾✵ ✲✷✳✷✾✺ ✷✳✺✷✷ ✲✸✳✺✶✺ ✵✳✺✷✶ ✵✳✹✶✺ ✲✶✳✵✸✶ ✲✵✳✻✷✼ ✲✶✳✾✾✼

✭✵✳✽✻✷✮ ✭✵✳✾✶✻✮ ✭✶✳✶✹✶✮ ✭✶✳✷✷✽✮ ✭✶✳✷✽✷✮ ✭✵✳✷✹✸✮ ✭✵✳✶✽✺✮ ✭✵✳✸✹✺✮ ✭✵✳✸✾✽✮

❬✵✳✻✾✹❪ ❬✵✳✼✵✾❪ ❬✵✳✼✾✸❪ ❬✵✳✾✺✽❪ ❬✶✳✵✶✸❪ ❬✵✳✶✾✽❪ ❬✵✳✶✹✷❪ ❬✵✳✷✼✶❪ ❬✵✳✸✵✽❪

0.999∗ 0.999∗ 0.929∗ 0.367∗

✶✺✵✵ ✶✳✺✵✽ ✲✷✳✸✵✹ ✷✳✹✾✼ ✲✸✳✺✶✷ ✵✳✺✶✸ ✵✳✹✶✺ ✲✶✳✵✷✸ ✲✵✳✻✶✸ ✲✶✳✾✾✼

✭✵✳✼✷✶✮ ✭✵✳✻✽✸✮ ✭✵✳✽✻✼✮ ✭✵✳✾✺✼✮ ✭✵✳✾✻✶✮ ✭✵✳✷✷✶✮ ✭✵✳✶✹✾✮ ✭✵✳✷✾✸✮ ✭✵✳✷✾✾✮

❬✵✳✺✼✸❪ ❬✵✳✺✵✺❪ ❬✵✳✺✼✺❪ ❬✵✳✼✷✽❪ ❬✵✳✼✻✺❪ ❬✵✳✶✽✶❪ ❬✵✳✶✶✾❪ ❬✵✳✷✶✽❪ ❬✵✳✷✸✻❪

1∗ 1∗ 0.973∗ 0.359∗

❉❛♥# ❧❡ ❜✉( ❞✬+✈❛❧✉❡- ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ (❡#( ❞❡ (②♣❡ ❲❛❧❞ ❞✬❤②♣♦(❤4#❡# ❞❡ ❧❛ ❢♦-♠❡ H0 :

βl = 0 ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❩■❇ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮ ❞✉ ❝❤❛♣✐(-❡ ✹✱ ♥♦✉# #✐♠✉❧♦♥# ❞❡# +❝❤❛♥(✐❧❧♦♥#

C ♣❛-(✐- ❞❡# ♠♦❞4❧❡# M3 ❡( M4✳ ▲❡# -+#✉❧(❛(# #♦♥( -❡#♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❞♦♥♥+# ❞❛♥# ❧❡#

(❛❜❧❡❛✉① ❇✳✸ ❡( ❇✳✹✳ ❉❛♥# ❝❡# (❛❜❧❡❛✉①✱

∗
-❡♣-+#❡♥(❡ ❧❛ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❡♠♣✐-✐G✉❡ ❞✉ (❡#(

❞❡ ❲❛❧❞ ✭❧♦-#G✉❡ βl 6= 0✮ ❡( † -❡♣-+#❡♥(❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡♠♣✐-✐G✉❡ ✭❧♦-#G✉❡ βl = 0✮✳

❚❛❜✳ ❇✳✸✿ M3 ✿ β = (−1.7,−2.8, 0,−.7, 1.1) ✳

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%, θ = (.71, 1, 2,−3)

✶✵✵ ✲✶✳✼✸✷ ✲✷✳✾✶✽ ✵✳✵✶✼ ✲✵✳✼✻✹ ✶✳✶✾✵ ✵✳✼✺✹ ✶✳✶✻✾ ✶✳✽✺✼ ✲✷✳✾✼✺

✭✶✳✻✸✵✮ ✭✵✳✻✸✶✮ ✭✶✳✸✶✵✮ ✭✶✳✼✷✶✮ ✭✶✳✽✺✼✮ ✭✷✳✻✽✶✮ ✭✶✳✻✽✻✮ ✭✶✳✾✽✸✮ ✭✷✳✽✼✼✮

❬✶✳✷✺✽❪ ❬✵✳✺✵✷❪ ❬✵✳✽✺✶❪ ❬✶✳✷✾✼❪ ❬✶✳✺✻✾❪ ❬✷✳✵✽✵❪ ❬✶✳✷✹✵❪ ❬✶✳✻✼✺❪ ❬✷✳✸✷✺❪

0.818∗ 0.033† 0.053∗ 0.052∗

✺✵✵ ✲✶✳✻✽✽ ✲✷✳✾✵✽ ✲✵✳✵✶✻ ✲✵✳✼✺✶ ✶✳✶✶✹ ✵✳✼✷✾ ✶✳✶✻✹ ✷✳✶✸✾ ✲✸✳✶✵✻

✭✵✳✺✼✵✮ ✭✵✳✸✽✻✮ ✭✵✳✸✺✷✮ ✭✵✳✼✹✶✮ ✭✶✳✷✸✶✮ ✭✵✳✽✸✼✮ ✭✵✳✻✸✹✮ ✭✶✳✹✾✹✮ ✭✶✳✶✻✷✮

❬✵✳✹✹✶❪ ❬✵✳✸✶✷❪ ❬✵✳✶✾✻❪ ❬✵✳✹✻✺❪ ❬✵✳✾✺✻❪ ❬✵✳✻✻✾❪ ❬✵✳✹✹✾❪ ❬✶✳✷✷✹❪ ❬✵✳✽✾✽❪



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✹✵

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

0.998∗ 0.055† 0.301∗ 0.174∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✻✾✽ ✲✷✳✽✺✸ ✲✵✳✵✵✹ ✲✵✳✼✶✸ ✶✳✵✼✾ ✵✳✼✷✻ ✶✳✵✽✵ ✷✳✵✽✸ ✲✸✳✵✽✽

✭✵✳✸✽✺✮ ✭✵✳✷✼✷✮ ✭✵✳✶✹✺✮ ✭✵✳✸✽✸✮ ✭✵✳✼✽✶✮ ✭✵✳✺✺✸✮ ✭✵✳✸✻✸✮ ✭✶✳✶✵✸✮ ✭✵✳✼✼✶✮

❬✵✳✸✵✹❪ ❬✵✳✷✶✼❪ ❬✵✳✶✶✺❪ ❬✵✳✸✵✶❪ ❬✵✳✻✵✽❪ ❬✵✳✹✹✷❪ ❬✵✳✷✻✾❪ ❬✵✳✾✶✸❪ ❬✵✳✺✾✻❪

1∗ 0.055† 0.494∗ 0.294∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✼✵✹ ✲✷✳✽✸✼ ✲✵✳✵✵✹ ✲✵✳✼✵✺ ✶✳✶✶✵ ✵✳✼✶✻ ✶✳✵✺✼ ✷✳✵✼✶ ✲✸✳✵✽✼

✭✵✳✸✵✶✮ ✭✵✳✷✶✵✮ ✭✵✳✶✷✻✮ ✭✵✳✷✼✼✮ ✭✵✳✻✺✵✮ ✭✵✳✹✺✷✮ ✭✵✳✷✾✷✮ ✭✵✳✾✵✻✮ ✭✵✳✻✽✵✮

❬✵✳✷✸✹❪ ❬✵✳✶✻✽❪ ❬✵✳✶✵✶❪ ❬✵✳✷✷✹❪ ❬✵✳✹✽✾❪ ❬✵✳✸✺✾❪ ❬✵✳✷✵✺❪ ❬✵✳✼✹✸❪ ❬✵✳✺✵✸❪

1∗ 0.049† 0.707∗ 0.479∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%, θ = (−.3,−1, 2.1, 1)

✶✵✵ ✲✶✳✼✼✻ ✲✷✳✾✶✷ ✲✵✳✵✸✾ ✲✵✳✼✼✻ ✶✳✷✵✸ ✲✵✳✸✸✻ ✲✶✳✶✶✻ ✶✳✾✾✹ ✶✳✶✵✽

✭✶✳✽✼✾✮ ✭✵✳✾✽✻✮ ✭✶✳✽✷✹✮ ✭✶✳✼✽✷✮ ✭✷✳✵✺✻✮ ✭✷✳✾✵✹✮ ✭✷✳✷✻✵✮ ✭✷✳✻✸✵✮ ✭✷✳✽✼✽✮

❬✶✳✺✹✷❪ ❬✵✳✽✵✼❪ ❬✶✳✹✵✹❪ ❬✶✳✹✾✸❪ ❬✶✳✼✵✾❪ ❬✷✳✶✹✸❪ ❬✶✳✺✸✸❪ ❬✷✳✵✺✸❪ ❬✷✳✶✷✾❪

0.472∗ 0.076† 0.008∗ 0.018∗

✺✵✵ ✲✶✳✼✺✸ ✲✷✳✾✶✽ ✲✵✳✵✸✵ ✲✵✳✼✻✽ ✶✳✶✾✹ ✲✵✳✷✼✾ ✲✵✳✾✼✹ ✷✳✶✾✼ ✶✳✵✸✺

✭✶✳✶✾✶✮ ✭✵✳✺✾✵✮ ✭✵✳✹✾✵✮ ✭✶✳✸✻✶✮ ✭✶✳✸✵✼✮ ✭✵✳✼✺✷✮ ✭✵✳✽✵✻✮ ✭✶✳✸✶✷✮ ✭✶✳✵✺✸✮

❬✵✳✾✶✾❪ ❬✵✳✹✽✶❪ ❬✵✳✸✼✶❪ ❬✶✳✵✺✻❪ ❬✶✳✵✷✶❪ ❬✵✳✺✾✵❪ ❬✵✳✹✺✻❪ ❬✵✳✾✷✾❪ ❬✵✳✼✹✼❪

1∗ 0.126† 0.108∗ 0.196∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✼✶✽ ✲✷✳✽✺✸ ✵✳✵✵✺ ✲✵✳✼✶✾ ✶✳✶✷✼ ✲✵✳✷✽✽ ✲✶✳✵✵✸ ✷✳✶✹✾ ✶✳✵✷✶

✭✵✳✻✹✼✮ ✭✵✳✹✶✼✮ ✭✵✳✷✾✸✮ ✭✵✳✽✼✺✮ ✭✵✳✽✾✾✮ ✭✵✳✺✵✾✮ ✭✵✳✺✷✷✮ ✭✵✳✽✸✸✮ ✭✵✳✻✺✹✮

❬✵✳✺✷✺❪ ❬✵✳✸✸✺❪ ❬✵✳✷✷✹❪ ❬✵✳✻✽✷❪ ❬✵✳✼✶✵❪ ❬✵✳✹✶✹❪ ❬✵✳✷✺✾❪ ❬✵✳✺✾✶❪ ❬✵✳✹✾✺❪

1∗ 0.084† 0.148∗ 0.295∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✻✾✻ ✲✷✳✽✷✹ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✼✵✺ ✶✳✶✶✼ ✲✵✳✸✵✸ ✲✶✳✵✷✵ ✷✳✶✶✾ ✶✳✵✷✶

✭✵✳✺✺✶✮ ✭✵✳✸✷✾✮ ✭✵✳✸✶✵✮ ✭✵✳✻✻✾✮ ✭✵✳✼✵✶✮ ✭✵✳✸✽✼✮ ✭✵✳✸✵✹✮ ✭✵✳✺✻✶✮ ✭✵✳✹✾✵✮

❬✵✳✹✹✷❪ ❬✵✳✷✺✾❪ ❬✵✳✶✽✶❪ ❬✵✳✺✶✼❪ ❬✵✳✺✺✼❪ ❬✵✳✸✶✹❪ ❬✵✳✶✽✻❪ ❬✵✳✹✷✸❪ ❬✵✳✸✽✺❪

0.999∗ 0.078† 0.190∗ 0.383∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 75%, θ = (.4,−1,−.6,−2)

✶✵✵ ✲✶✳✻✽✹ ✲✷✳✾✹✽ ✲✵✳✵✷✼ ✲✵✳✼✾✷ ✶✳✷✶✺ ✵✳✹✾✼ ✲✶✳✶✽✽ ✲✵✳✺✽✼ ✲✷✳✶✷✵

✭✷✳✵✽✻✮ ✭✶✳✺✽✶✮ ✭✶✳✾✶✷✮ ✭✶✳✾✸✾✮ ✭✷✳✻✹✽✮ ✭✸✳✹✾✶✮ ✭✷✳✵✸✼✮ ✭✷✳✽✼✾✮ ✭✷✳✼✸✶✮

❬✶✳✻✽✾❪ ❬✶✳✸✶✸❪ ❬✶✳✺✾✶❪ ❬✶✳✻✷✶❪ ❬✷✳✷✷✹❪ ❬✷✳✷✾✼❪ ❬✶✳✹✾✸❪ ❬✷✳✶✽✸❪ ❬✷✳✷✶✺❪

0.127∗ 0.027† 0.013∗ 0.003∗

✺✵✵ ✲✶✳✼✼✹ ✲✷✳✽✾✽ ✲✵✳✵✷✽ ✲✵✳✼✹✻ ✶✳✶✾✼ ✵✳✹✼✻ ✲✵✳✾✷✸ ✲✵✳✺✾✷ ✲✶✳✾✵✺

✭✶✳✸✾✷✮ ✭✵✳✾✵✽✮ ✭✵✳✾✾✸✮ ✭✶✳✻✺✶✮ ✭✶✳✽✾✽✮ ✭✵✳✾✺✷✮ ✭✶✳✵✹✷✮ ✭✶✳✸✾✻✮ ✭✶✳✻✻✹✮

❬✵✳✾✼✻❪ ❬✵✳✼✺✵❪ ❬✵✳✼✺✷❪ ❬✶✳✷✶✺❪ ❬✶✳✺✻✼❪ ❬✵✳✼✷✵❪ ❬✵✳✻✶✻❪ ❬✵✳✾✺✾❪ ❬✶✳✶✺✻❪

0.932∗ 0.162† 0.141∗ 0.084∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✼✹✺ ✲✷✳✽✺✶ ✲✵✳✵✵✹ ✲✵✳✼✹✻ ✶✳✶✻✷ ✵✳✹✼✸ ✲✵✳✾✷✺ ✲✵✳✺✾✺ ✲✶✳✾✷✼



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✹✶

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

✭✵✳✼✸✶✮ ✭✵✳✻✸✶✮ ✭✵✳✺✽✼✮ ✭✵✳✾✸✹✮ ✭✶✳✹✸✵✮ ✭✵✳✻✹✽✮ ✭✵✳✼✾✼✮ ✭✵✳✼✹✷✮ ✭✵✳✾✼✽✮

❬✵✳✺✹✵❪ ❬✵✳✺✶✷❪ ❬✵✳✹✸✺❪ ❬✵✳✼✶✺❪ ❬✶✳✶✺✼❪ ❬✵✳✹✼✼❪ ❬✵✳✸✽✶❪ ❬✵✳✺✹✺❪ ❬✵✳✻✼✽❪

1∗ 0.125† 0.205∗ 0.143∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✼✸✸ ✲✷✳✽✸✶ ✲✵✳✵✵✹ ✲✵✳✼✹✻ ✶✳✵✾✽ ✵✳✹✻✶ ✲✵✳✾✼✵ ✲✵✳✺✾✺ ✲✶✳✾✻✵

✭✵✳✺✾✻✮ ✭✵✳✺✶✹✮ ✭✵✳✸✻✵✮ ✵✳✻✼✼ ✭✶✳✷✽✾✮ ✭✵✳✺✶✸✮ ✭✵✳✹✹✼✮ ✭✵✳✺✼✷✮ ✭✵✳✽✹✺✮

❬✵✳✹✵✼❪ ❬✵✳✹✶✵❪ ❬✵✳✷✽✷❪ ❬✵✳✺✸✽❪ ❬✶✳✵✵✷❪ ❬✵✳✸✽✸❪ ❬✵✳✷✹✼❪ ❬✵✳✹✶✼❪ ❬✵✳✺✹✺❪

1∗ 0.114† 0.247∗ 0.186∗

❚❛❜✳ ❇✳✹✿ M4 ✿ β = (1.5,−2, 0, 3.5,−4) ✳

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%, θ = (.71, 1, 2,−3)

✶✵✵ ✶✳✻✻✸ ✲✷✳✷✶✺ ✲✵✳✵✵✹ ✸✳✸✵✸ ✲✸✳✺✶✷ ✵✳✼✾✸ ✵✳✾✸✾ ✷✳✷✶✻ ✲✷✳✾✺✶

✭✶✳✷✵✾✮ ✭✶✳✷✸✻✮ ✭✶✳✺✾✷✮ ✭✶✳✼✼✺✮ ✭✶✳✽✾✺✮ ✭✶✳✶✽✺✮ ✭✶✳✶✵✽✮ ✭✶✳✸✵✹✮ ✭✶✳✾✽✾✮

❬✶✳✵✵✺❪ ❬✵✳✾✼✺❪ ❬✶✳✶✷✺❪ ❬✶✳✸✼✼❪ ❬✶✳✺✻✼❪ ❬✵✳✾✷✻❪ ❬✵✳✽✺✻❪ ❬✶✳✵✺✵❪ ❬✶✳✻✵✹❪

0.364∗ 0.026† 0.364∗ 0.117∗

✺✵✵ ✶✳✺✽✵ ✲✷✳✷✸✵ ✵✳✵✸✾ ✸✳✻✶✹ ✲✸✳✼✼✻ ✵✳✻✼✶ ✶✳✶✸✷ ✷✳✶✸✵ ✲✷✳✾✹✸

✭✵✳✾✾✶✮ ✭✵✳✾✺✾✮ ✭✵✳✹✹✷✮ ✭✵✳✽✹✷✮ ✭✶✳✺✷✽✮ ✭✵✳✹✽✻✮ ✭✵✳✼✹✺✮ ✭✶✳✵✹✶✮ ✭✶✳✽✵✺✮

❬✵✳✼✾✸❪ ❬✵✳✻✻✵❪ ❬✵✳✸✸✾❪ ❬✵✳✻✼✾❪ ❬✶✳✶✵✽❪ ❬✵✳✸✾✶❪ ❬✵✳✹✺✹❪ ❬✵✳✼✶✸❪ ❬✶✳✸✷✹❪

0.954∗ 0.137† 0.935∗ 0.778∗

✶✵✵✵ ✶✳✺✹✽ ✲✷✳✵✾✻ ✵✳✵✷✽ ✸✳✺✺✾ ✲✸✳✾✽✽ ✵✳✻✽✺ ✶✳✵✺✶ ✷✳✵✽✶ ✲✷✳✾✺✹

✭✵✳✻✻✹✮ ✭✵✳✼✶✷✮ ✭✵✳✷✺✻✮ ✭✵✳✺✻✺✮ ✭✶✳✵✾✽✮ ✭✵✳✸✷✻✮ ✭✵✳✹✶✾✮ ✭✵✳✻✺✹✮ ✭✶✳✷✹✶✮

❬✵✳✺✶✾❪ ❬✵✳✹✷✾❪ ❬✵✳✶✾✽❪ ❬✵✳✹✺✷❪ ❬✵✳✽✷✵❪ ❬✵✳✷✻✷❪ ❬✵✳✷✺✻❪ ❬✵✳✹✷✼❪ ❬✵✳✽✽✷❪

1∗ 0† 1∗ 0.909∗

✶✺✵✵ ✶✳✺✶✹ ✲✷✳✵✸✻ ✵✳✵✶✵ ✸✳✺✸✽ ✲✸✳✾✾✼ ✵✳✼✵✼ ✶✳✵✸✶ ✷✳✵✸✶ ✲✷✳✾✼✺

✭✵✳✺✻✵✮ ✭✵✳✺✽✾✮ ✭✵✳✷✵✻✮ ✭✵✳✹✸✶✮ ✭✵✳✾✺✽✮ ✭✵✳✸✶✷✮ ✭✵✳✷✾✾✮ ✭✵✳✹✷✵✮ ✭✵✳✽✼✶✮

❬✵✳✹✷✾❪ ❬✵✳✸✶✹❪ ❬✵✳✶✻✶❪ ❬✵✳✸✹✾❪ ❬✵✳✻✾✼❪ ❬✵✳✷✹✻❪ ❬✵✳✶✾✷❪ ❬✵✳✸✶✽❪ ❬✵✳✻✻✾❪

0.965∗ 0.077† 0.965∗ 0.958∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%, θ = (−.3,−1, 2.1, 1)

✶✵✵ ✶✳✹✼✷ ✲✶✳✾✸✶ ✵✳✵✷✷ ✸✳✸✼✽ ✲✸✳✹✷✼ ✲✵✳✸✽✹ ✲✵✳✾✶✸ ✷✳✷✽✻ ✶✳✷✼✻

✭✶✳✼✾✵✮ ✭✶✳✻✻✸✮ ✭✷✳✶✸✵✮ ✭✶✳✾✾✽✮ ✭✷✳✷✸✶✮ ✭✵✳✾✼✾✮ ✭✶✳✹✽✼✮ ✭✶✳✻✵✼✮ ✭✶✳✺✻✸✮

❬✶✳✺✹✻❪ ❬✶✳✹✹✼❪ ❬✶✳✺✸✵❪ ❬✶✳✻✾✶❪ ❬✶✳✾✹✻❪ ❬✵✳✻✾✵❪ ❬✵✳✾✷✹❪ ❬✶✳✶✾✸❪ ❬✶✳✷✽✹❪

0.114∗ 0.184† 0.163∗ 0.005∗

✺✵✵ ✶✳✹✽✹ ✲✷✳✵✸✹ ✵✳✵✵✹ ✸✳✹✷✽ ✲✸✳✹✹✻ ✲✵✳✸✸✾ ✲✵✳✾✸✹ ✷✳✶✺✺ ✶✳✵✺✹

✭✶✳✷✸✻✮ ✭✶✳✷✹✼✮ ✭✵✳✽✵✵✮ ✭✶✳✶✽✵✮ ✭✶✳✽✷✻✮ ✭✵✳✸✵✸✮ ✭✵✳✹✶✶✮ ✭✶✳✷✷✺✮ ✭✶✳✶✾✻✮



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✹✷

β̂n θ̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n θ̂1,n θ̂2,n θ̂3,n θ̂4,n

❬✶✳✵✷✵❪ ❬✵✳✾✸✻❪ ❬✵✳✺✶✽❪ ❬✵✳✾✾✾❪ ❬✶✳✺✵✺❪ ❬✵✳✷✹✽❪ ❬✵✳✷✸✷❪ ❬✵✳✻✸✸❪ ❬✵✳✾✹✺❪

0.878∗ 0.235† 0.734∗ 0.608∗

✶✵✵✵ ✶✳✹✾✵ ✲✶✳✾✺✻ ✵✳✵✵✽ ✸✳✹✼✺ ✲✸✳✹✽✷ ✲✵✳✸✷✺ ✲✵✳✾✼✻ ✷✳✶✹✽ ✶✳✵✺✷

✭✵✳✽✵✾✮ ✭✵✳✽✼✼✮ ✭✵✳✸✼✽✮ ✭✵✳✾✻✵✮ ✭✶✳✺✻✺✮ ✭✵✳✷✵✻✮ ✭✵✳✷✸✼✮ ✭✵✳✻✺✸✮ ✭✵✳✽✹✼✮

❬✵✳✻✺✷❪ ❬✵✳✻✵✸❪ ❬✵✳✷✽✷❪ ❬✵✳✽✶✷❪ ❬✶✳✶✽✼❪ ❬✵✳✶✻✻❪ ❬✵✳✶✸✵❪ ❬✵✳✹✵✶❪ ❬✵✳✻✺✽❪

0.994∗ 0.206† 0.959∗ 0.845∗

✶✺✵✵ ✶✳✹✾✵ ✲✶✳✾✽✼ ✲✵✳✵✵✶ ✸✳✹✾✷ ✲✸✳✼✻✸ ✲✵✳✸✵✽ ✲✵✳✾✽✷ ✷✳✵✾✷ ✶✳✵✸✷

✭✵✳✺✼✵✮ ✭✵✳✻✸✼✮ ✭✵✳✸✷✷✮ ✭✵✳✼✽✹✮ ✭✵✳✾✽✾✮ ✭✵✳✶✼✽✮ ✭✵✳✷✵✽✮ ✭✵✳✹✼✺✮ ✭✵✳✻✹✾✮

❬✵✳✹✺✽❪ ❬✵✳✹✷✶❪ ❬✵✳✷✸✽❪ ❬✵✳✻✻✷❪ ❬✵✳✼✻✾❪ ❬✵✳✶✹✺❪ ❬✵✳✶✵✻❪ ❬✵✳✷✾✾❪ ❬✵✳✺✶✸❪

1∗ 0.172† 0.989∗ 0.892∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 75%, θ = (.4,−1,−.6,−2)

✶✵✵ ✶✳✹✻✷ ✲✶✳✾✸✻ ✲✵✳✵✶✷ ✸✳✸✽✵ ✲✸✳✺✷✵ ✵✳✺✵✽ ✲✶✳✶✸✼ ✲✵✳✼✶✵ ✲✷✳✷✸✽

✭✶✳✾✸✼✮ ✭✷✳✶✶✷✮ ✭✷✳✸✼✺✮ ✭✷✳✺✵✾✮ ✭✷✳✺✽✶✮ ✭✶✳✵✺✵✮ ✭✶✳✼✶✵✮ ✭✶✳✽✽✵✮ ✭✶✳✼✵✺✮

❬✶✳✻✹✸❪ ❬✶✳✼✾✵❪ ❬✶✳✽✸✸❪ ❬✷✳✷✶✶❪ ❬✷✳✶✹✻❪ ❬✵✳✼✾✶❪ ❬✶✳✵✶✽❪ ❬✶✳✸✷✾❪ ❬✶✳✹✹✺❪

0.042∗ 0.143† 0.007∗ 0.012∗

✺✵✵ ✶✳✹✺✻ ✲✶✳✾✸✾ ✲✵✳✵✷✵ ✸✳✹✺✸ ✲✸✳✹✻✻ ✵✳✹✽✺ ✲✵✳✾✸✸ ✲✵✳✻✼✹ ✲✷✳✶✺✻

✭✶✳✹✾✸✮ ✭✶✳✹✶✽✮ ✭✵✳✽✷✵✮ ✭✶✳✾✵✵✮ ✭✷✳✵✻✶✮ ✭✵✳✹✼✽✮ ✭✵✳✹✶✵✮ ✭✵✳✻✹✹✮ ✭✶✳✸✾✺✮

❬✶✳✷✵✷❪ ❬✶✳✶✻✷❪ ❬✵✳✻✸✸❪ ❬✶✳✺✽✺❪ ❬✶✳✻✷✻❪ ❬✵✳✸✼✷❪ ❬✵✳✷✻✽❪ ❬✵✳✹✺✵❪ ❬✶✳✶✺✻❪

0.449∗ 0.297† 0.116∗ 0.231∗

✶✵✵✵ ✶✳✹✼✼ ✲✶✳✾✹✼ ✵✳✵✶✹ ✸✳✹✽✵ ✲✸✳✼✽✺ ✵✳✹✻✷ ✲✵✳✾✺✶ ✲✵✳✻✹✺ ✲✷✳✵✺✶

✭✶✳✵✺✾✮ ✭✶✳✵✽✹✮ ✭✵✳✺✸✶✮ ✭✶✳✺✷✶✮ ✭✶✳✻✵✶✮ ✭✵✳✸✸✾✮ ✭✵✳✸✵✵✮ ✭✵✳✹✵✾✮ ✭✶✳✶✾✻✮

❬✵✳✽✺✶❪ ❬✵✳✽✺✼❪ ❬✵✳✹✶✾❪ ❬✶✳✷✷✷❪ ❬✶✳✷✼✸❪ ❬✵✳✷✺✾❪ ❬✵✳✶✼✵❪ ❬✵✳✷✾✶❪ ❬✵✳✾✻✾❪

0.912∗ 0.258† 0.489∗ 0.450∗

✶✺✵✵ ✶✳✹✽✷ ✲✶✳✾✼✺ ✲✵✳✵✶✶ ✸✳✹✾✷ ✲✸✳✽✵✶ ✵✳✹✸✼ ✲✵✳✾✻✶ ✲✵✳✻✹✷ ✲✷✳✵✷✶

✭✵✳✼✹✶✮ ✭✵✳✼✸✶✮ ✭✵✳✸✻✽✮ ✭✶✳✷✺✵✮ ✭✶✳✵✾✶✮ ✭✵✳✷✸✻✮ ✭✵✳✷✶✹✮ ✭✵✳✸✹✺✮ ✭✶✳✵✺✵✮

❬✵✳✺✾✼❪ ❬✵✳✺✻✶❪ ❬✵✳✷✾✵❪ ❬✵✳✾✻✾❪ ❬✵✳✾✵✺❪ ❬✵✳✶✾✵❪ ❬✵✳✶✷✶❪ ❬✵✳✷✹✷❪ ❬✵✳✽✸✽❪

0.971∗ 0.268† 0.692∗ 0.558∗

▲♦"#$✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✐♠♠✉♥❡ ❞❛♥# ❧✬1❝❤❛♥3✐❧❧♦♥ ❡3 $✉✬♦♥ ❧❡ #❛✐3 ❛✈❛♥3 ❞✬❛♥❛✲

❧②#❡" ❧❡# ❞♦♥♥1❡#✱ ✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ "1❣"❡##✐♦♥ ❧♦❣✐#3✐$✉❡ #3❛♥❞❛"❞ ♣❡✉3 93"❡ ❛❥✉#31 ❛✉①

❞♦♥♥1❡#✳ ▲❡# "1#✉❧3❛3# ❛❧♦"# ♦❜3❡♥✉# #♦♥3 ✐♥31"❡##❛♥3#✱ ❝❛" ✐❧# ❢♦✉"♥✐##❡♥3 ✉♥ ♣♦✐♥3 ❞❡

"❡♣6"❡ ♣♦✉" 1✈❛❧✉❡" ❧❡# ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡# ❞❡ ❧✬❡#3✐♠❛3❡✉" ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈"❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✹✸

❞❡ β ❞❛♥$ ❧❡ ♠♦❞(❧❡ ❩■❇✳

▲❡ .❛❜❧❡❛✉ ❇✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡$ 23$✉❧.❛.$ ❢♦✉2♥✐$ ♣❛2 ✉♥ ♠♦❞(❧❡ ❞❡ 23❣2❡$$✐♦♥ ❧♦❣✐$.✐8✉❡

$.❛♥❞❛2❞ $✉2 ❧❡$ ♠♦❞(❧❡$ M1 ❡. M3✱ ❧♦2$8✉✬✐❧ ② ❛ ❛❜$❡♥❝❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉$ ✐♠♠✉♥❡$ ❞❛♥$

❧✬3❝❤❛♥.✐❧❧♦♥✳

❊♥$✉✐.❡✱ ♥♦✉$ ❝♦♠♣❛2♦♥$ ❝❡$ 23$✉❧.❛.$ @ ❝❡✉① ♦❜.❡♥✉$ ♣❛2 ❧❛ ♠3.❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②$❡

✧♥❛C✈❡✧ ♦D ✿

✕ ♥♦✉$ ❝♦♥$✐❞32♦♥$ .♦✉. ✐♥❞✐✈✐❞✉ i .❡❧ 8✉❡ {Yi = 0} ❝♦♠♠❡ $✉$❝❡♣.✐❜❧❡ ♠❛✐$ ♥♦♥

✐♥❢❡❝.3 ✭❝✬❡$.✲@✲❞✐2❡ ♥♦✉$ ✐❣♥♦2♦♥$ ✉♥❡ 3✈❡♥.✉❡❧❧❡ ✐♠♠✉♥✐.3 ❞❡ ❝❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉✮✱

✕ ♥♦✉$ ❛♣♣❧✐8✉♦♥$ ✉♥ ♠♦❞(❧❡ ❞❡ 23❣2❡$$✐♦♥ ❧♦❣✐$.✐8✉❡ $.❛♥❞❛2❞ ❛✉① ❞♦♥♥3❡$ ❛✐♥$✐

♦❜.❡♥✉❡$✳

▲❡$ 23$✉❧.❛.$ ❞❡ ❝❡..❡ ❛♥❛❧②$❡ ✧♥❛C✈❡✧ ♣♦✉2 ❧❡ ♠♦❞(❧❡ M1 $♦♥. ❞♦♥♥3$ ❞❛♥$ ❧❡ .❛❜❧❡❛✉

❇✳✻✳

❚❛❜✳ ❇✳✻✿ M1 ✿ β = (−1.7,−2,−3.4, 5, .3) $✉❛♥❞ ♦♥ ✐❣♥♦,❡ ❧✬✐♠♠✉♥✐12✳

β̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%

✶✵✵ ✲✶✳✵✾✸ ✲✵✳✸✼✻ ✵✳✶✶✺ ✷✳✸✺✽ ✲✶✳✷✽✽

✭✸✳✹✹✽✮ ✭✸✳✼✾✷✮ ✭✹✳✽✹✹✮ ✭✺✳✽✻✵✮ ✭✹✳✻✶✾✮

❬✷✳✵✽✷❪ ❬✷✳✵✹✽❪ ❬✸✳✼✷✶❪ ❬✺✳✶✸✶❪ ❬✷✳✺✷✻❪

0.032∗ 0.294∗ 0.171∗ 0.497∗

✺✵✵ ✲✶✳✸✼✻ ✲✵✳✵✽✺ ✵✳✷✻✺ ✶✳✽✶✺ ✲✶✳✺✼✷

✭✸✳✻✵✾✮ ✭✶✳✾✷✾✮ ✭✹✳✵✺✽✮ ✭✺✳✶✺✾✮ ✭✷✳✽✹✺✮

❬✷✳✶✼✾❪ ❬✶✳✾✶✼❪ ❬✸✳✼✺✶❪ ❬✹✳✻✺✼❪ ❬✷✳✷✷✼❪

0.053∗ 0.559∗ 0.446∗ 0.701∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✷✾✵ ✲✵✳✶✺✽ ✵✳✶✺✽ ✷✳✹✶✵ ✲✵✳✾✻✻

✭✷✳✾✹✹✮ ✭✷✳✶✽✷✮ ✭✸✳✺✻✺✮ ✭✹✳✽✼✶✮ ✭✷✳✼✻✵✮

❬✷✳✵✶✾❪ ❬✶✳✾✷✶❪ ❬✸✳✺✺✽❪ ❬✹✳✸✵✹❪ ❬✶✳✽✹✸❪

0.046∗ 0.624∗ 0.535∗ 0.751∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✶✼✶ ✲✵✳✶✶✷ ✵✳✶✻✷ ✶✳✾✻✷ ✲✶✳✵✹✹

✭✷✳✶✸✽✮ ✭✶✳✾✵✷✮ ✭✸✳✺✼✵✮ ✭✹✳✽✽✺✮ ✭✷✳✻✺✾✮

❬✶✳✽✻✼❪ ❬✶✳✽✾✵❪ ❬✸✳✺✻✷❪ ❬✹✳✹✸✼❪ ❬✶✳✽✹✼❪



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✹✹

β̂n

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n

0.052∗ 0.652∗ 0.570∗ 0.778∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%

✶✵✵ ✲✶✳✾✺✸ ✲✵✳✷✷✽ ✲✶✳✵✹✽ ✸✳✶✻✺ ✵✳✶✼✶

✭✸✳✽✹✸✮ ✭✹✳✶✶✽✮ ✭✺✳✷✸✹✮ ✭✺✳✶✾✹✮ ✭✵✳✺✵✻✮

❬✶✳✼✹✺❪ ❬✷✳✶✽✶❪ ❬✸✳✶✵✶❪ ❬✹✳✸✹✼❪ ❬✵✳✸✾✼❪

0.028∗ 0.508∗ 0.437∗ 0.139∗

✺✵✵ ✲✶✳✻✶✶ ✲✵✳✷✸✼ ✲✵✳✻✻✸ ✷✳✼✺✹ ✵✳✹✷✻

✭✶✳✺✽✸✮ ✭✷✳✻✵✸✮ ✭✸✳✶✾✸✮ ✭✺✳✶✾✸✮ ✭✵✳✹✺✽✮

❬✶✳✷✸✶❪ ❬✶✳✾✵✷❪ ❬✷✳✽✹✺❪ ❬✹✳✸✽✸❪ ❬✵✳✸✾✷❪

0.046∗ 0.704∗ 0.658∗ 0.457∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✼✺✺ ✲✵✳✶✹✽ ✲✵✳✻✶✼ ✶✳✷✼✹ ✵✳✹✸✷

✭✶✳✸✹✽✮ ✭✶✳✽✼✶✮ ✭✷✳✽✸✻✮ ✭✹✳✵✽✽✮ ✭✵✳✹✸✹✮

❬✶✳✶✼✺❪ ❬✶✳✽✺✺❪ ❬✷✳✽✵✵❪ ❬✸✳✼✷✺❪ ❬✵✳✸✼✶❪

0.043∗ 0.759∗ 0.731∗ 0.587∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✹✹✻ ✲✵✳✶✷✹ ✲✵✳✻✷✶ ✶✳✹✷✺ ✵✳✹✽✼

✭✶✳✷✽✶✮ ✭✶✳✽✾✶✮ ✭✷✳✽✵✵✮ ✭✸✳✻✸✷✮ ✭✵✳✹✸✸✮

❬✶✳✶✹✸❪ ❬✶✳✽✼✽❪ ❬✷✳✼✼✽❪ ❬✸✳✺✼✹❪ ❬✵✳✸✼✽❪

0.051∗ 0.799∗ 0.755∗ 0.632∗

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 75%

✶✵✵ ✲✶✳✻✻✺ ✲✵✳✷✽✹ ✲✶✳✵✾✺ ✶✳✹✸✹ ✵✳✶✼✽

✭✹✳✽✾✼✮ ✭✹✳✺✹✻✮ ✭✺✳✶✷✼✮ ✭✻✳✾✹✽✮ ✭✻✳✾✻✸✮

❬✷✳✺✶✹❪ ❬✷✳✷✾✸❪ ❬✷✳✾✽✶❪ ❬✺✳✾✼✹❪ ❬✷✳✶✶✾❪

0.037∗ 0.515∗ 0.083∗ 0.237∗

✺✵✵ ✲✶✳✼✹✻ ✲✵✳✹✽✹ ✲✶✳✵✸✷ ✵✳✼✺✶ ✵✳✹✹✻

✭✸✳✽✹✼✮ ✭✸✳✼✹✽✮ ✭✹✳✼✺✼✮ ✭✻✳✾✽✼✮ ✭✻✳✼✻✾✮

❬✷✳✵✾✶❪ ❬✷✳✵✷✽❪ ❬✷✳✾✸✻❪ ❬✺✳✾✻✾❪ ❬✶✳✾✵✶❪

0.041∗ 0.696∗ 0.305∗ 0.596∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✺✷✵ ✲✵✳✷✻✶ ✲✵✳✼✹✺ ✵✳✷✺✷ ✵✳✸✷✶

✭✷✳✽✽✸✮ ✭✹✳✹✾✻✮ ✭✷✳✻✼✾✮ ✭✺✳✽✸✾✮ ✭✸✳✹✻✽✮

❬✶✳✽✺✼❪ ❬✷✳✶✶✵❪ ❬✷✳✻✺✺❪ ❬✺✳✻✻✷❪ ❬✶✳✶✾✹❪

0.038∗ 0.788∗ 0.481∗ 0.696∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✺✶✵ ✲✵✳✶✷✵ ✲✵✳✼✺✼ ✵✳✶✸✷ ✵✳✸✶✺

✭✷✳✺✺✵✮ ✭✶✳✾✵✷✮ ✭✷✳✻✼✶✮ ✭✻✳✵✶✻✮ ✭✸✳✻✺✽✮

❬✶✳✼✾✶❪ ❬✶✳✽✽✼❪ ❬✷✳✻✹✾❪ ❬✺✳✻✺✾❪ ❬✶✳✹✷✼❪

0.041∗ 0.801∗ 0.567∗ 0.727∗



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✹✺

❚❛❜✳ ❇✳✺ ✕ ❘%&✉❧)❛)& ❞❡& ♠♦❞/❧❡& M1 ❡) M3 &✬✐❧ ② ❛ ❛❜&❡♥❝❡ ❞✬✐♠♠✉♥✐)%✳

♥ β̂1,n β̂2,n β̂3,n β̂4,n β̂5,n

M1 ✿ β = (−1.7,−2,−3.4, 5, .3)

✶✵✵ ✲✶✳✽✽✼ ✲✷✳✹✼✹ ✲✹✳✶✷✻ ✺✳✼✹✼ ✵✳✸✹✾

✭✶✳✶✾✼✮ ✭✶✳✵✾✽✮ ✭✶✳✹✺✻✮ ✭✶✳✽✺✶✮ ✭✶✳✽✷✺✮

❬✵✳✾✸✽❪ ❬✵✳✼✺✵❪ ❬✶✳✵✸✶❪ ❬✶✳✹✸✼❪ ❬✶✳✹✶✽❪

0.985∗ 0.996∗ 0.953∗ 0.033∗

✺✵✵ ✲✶✳✼✹✾ ✲✷✳✵✼✷ ✲✸✳✺✸✼ ✺✳✶✽✻ ✵✳✸✶✼

✭✵✳✹✼✷✮ ✭✵✳✷✽✷✮ ✭✵✳✹✹✷✮ ✭✵✳✼✷✼✮ ✭✵✳✺✽✻✮

❬✵✳✸✻✻❪ ❬✵✳✷✶✼❪ ❬✵✳✸✸✷❪ ❬✵✳✺✺✽❪ ❬✵✳✹✻✾❪

1∗ 1∗ 1∗ 0.067∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✼✷✹ ✲✷✳✵✷✼ ✲✸✳✹✹✾ ✺✳✵✻✻ ✵✳✸✵✷

✭✵✳✸✶✽✮ ✭✵✳✶✽✽✮ ✭✵✳✷✼✺✮ ✭✵✳✹✺✻✮ ✭✵✳✹✸✻✮

❬✵✳✷✺✸❪ ❬✵✳✶✹✾❪ ❬✵✳✷✶✻❪ ❬✵✳✸✻✷❪ ❬✵✳✸✹✽❪

1∗ 1∗ 1∗ 0.121∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✼✶✺ ✲✷✳✵✷✵ ✲✸✳✹✸✼ ✺✳✵✺✸ ✵✳✷✾✽

✭✵✳✷✺✸✮ ✭✵✳✶✺✷✮ ✭✵✳✷✶✽✮ ✭✵✳✸✼✷✮ ✭✵✳✸✹✵✮

❬✵✳✶✾✾❪ ❬✵✳✶✷✶❪ ❬✵✳✶✻✾❪ ❬✵✳✷✾✼❪ ❬✵✳✷✼✸❪

1∗ 1∗ 1∗ 0.145∗

M3 ✿ β = (−1.7,−2.8, 0,−.7, 1.1)

✶✵✵ ✲✶✳✽✽✶ ✲✷✳✾✸✼ ✵✳✵✵✷ ✲✵✳✼✺✸ ✶✳✷✾✸

✭✵✳✽✸✵✮ ✭✵✳✺✺✵✮ ✭✵✳✸✽✺✮ ✭✵✳✾✻✾✮ ✭✶✳✵✺✼✮

❬✵✳✻✺✾❪ ❬✵✳✹✺✸❪ ❬✵✳✷✾✼❪ ❬✵✳✼✹✻❪ ❬✵✳✽✵✸❪

1∗ 0.044† 0.137∗ 0.244∗

✺✵✵ ✲✶✳✼✹✵ ✲✷✳✽✼✺ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✼✶✽ ✶✳✶✶✽

✭✵✳✸✹✽✮ ✭✵✳✷✾✾✮ ✭✵✳✶✹✹✮ ✭✵✳✸✻✼✮ ✭✵✳✸✾✼✮

❬✵✳✷✼✷❪ ❬✵✳✷✷✽❪ ❬✵✳✶✶✺❪ ❬✵✳✷✽✾❪ ❬✵✳✸✶✹❪

1∗ 0.047† 0.540∗ 0.826∗

✶✵✵✵ ✲✶✳✼✷✽ ✲✷✳✽✷✸ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✻✾✼ ✶✳✶✶✻

✭✵✳✷✸✼✮ ✭✵✳✶✾✵✮ ✭✵✳✵✾✺✮ ✭✵✳✷✹✸✮ ✭✵✳✷✻✼✮

❬✵✳✶✽✽❪ ❬✵✳✶✺✶❪ ❬✵✳✵✼✽❪ ❬✵✳✶✾✼❪ ❬✵✳✷✶✷❪

1∗ 0.054† 0.809∗ 0.989∗

✶✺✵✵ ✲✶✳✼✶✶ ✲✷✳✽✷✸ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✼✵✷ ✶✳✶✵✹

✭ ✵✳✶✾✺✮ ✭✵✳✶✺✾✮ ✭✵✳✵✽✶✮ ✭✵✳✷✵✷✮ ✭✵✳✷✷✾✮

❬✵✳✶✺✹❪ ❬✵✳✶✷✺❪ ❬✵✳✵✻✺❪ ❬✵✳✶✻✷❪ ❬✵✳✶✽✹❪

1∗ 0.047† 0.935∗ 0.998∗



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✹✻

❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ❞✐- ❛♥-./✐❡✉/❡♠❡♥-✱ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞/❡ ❞❡ ❧❛ /.❣/❡&&✐♦♥ ❧♦❣✐&-✐3✉❡✱

✐❧ ❡&- ♥❛-✉/❡❧❧❡♠❡♥- ✐♥-./❡&&❛♥- ❞✬❡&-✐♠❡/ ❧❛ ♣/♦❜❛❜✐❧✐-. ❞❡ &✉/✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬.✈.♥❡♠❡♥-

❞✬✐♥-./6- p(x) = P(Y = 1|X = x, S = 1) ♣♦✉/ ✉♥ x ❞♦♥♥.✳ ❉❛♥& ❧❡ -❛❜❧❡❛✉ ❇✳✼ ❝✐

❞❡&&♦✉&✱ ♥♦✉& .-✉❞✐♦♥& ❧❡& ♣/♦♣/✐.-.& ♥✉♠./✐3✉❡& ❞❡ ❧✬❡&-✐♠❛-❡✉/ p̂n(x) ✭♥♦✉& ♥♦✉&

/❡&-/❡✐❣♥♦♥& < ✉♥❡ &❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ p(x) ♣♦✉/ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡& ♠♦❞>❧❡& M1 ❡- M2✮✳ @♦✉/

❝❤❛3✉❡ ❝♦♥✜❣✉/❛-✐♦♥ ❞❡& ♣❛/❛♠>-/❡& ❞❡ &✐♠✉❧❛-✐♦♥✱ ♥♦✉& ♦❜-❡♥♦♥& ❧❡& ♠♦②❡♥♥❡&

✭&✉/ ❧❡& N .❝❤❛♥-✐❧❧♦♥&✮ ❞❡& ❡&-✐♠❛-✐♦♥& ❞❡& ♣/♦❜❛❜✐❧✐-.& ❞✬✐♥❢❡❝-✐♦♥ p(x) = 0.250

✭♠♦❞>❧❡ M1✮ ❡- p(x) = 0.343 ✭♠♦❞>❧❡ M2✮✳ ◆♦✉& ♦❜-❡♥♦♥& .❣❛❧❡♠❡♥- ❧❛ /❛❝✐♥❡

❝❛//.❡ ❞❡ ❧✬❡//❡✉/ 3✉❛❞/❛-✐3✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡- ❧✬❡//❡✉/ ❛❜&♦❧✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦//❡&♣♦♥❞❛♥-❡&✳

◆♦✉& ❞.-❡/♠✐♥♦♥& ❛✉&&✐ ❧❡& ♣/♦❜❛❜✐❧✐-.& ❞❡ ❝♦✉✈❡/-✉/❡ ❡♠♣✐/✐3✉❡& ❞❡& ✐♥-❡/✈❛❧❧❡& ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛&②♠♣-♦-✐3✉❡ ✾✺✪ ♣♦✉/ p(x)✱ ❡- ❧❡& ❧♦♥❣✉❡✉/& ♠♦②❡♥♥❡& ❞❡ ❝❡&

✐♥-❡/✈❛❧❧❡&✳



❇✳✶✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✹ ✶✹✼

❚❛❜✳ ❇✳✼ ✕ $%♦❜❛❜✐❧✐+,- ❡-+✐♠,❡- p(x) ♣♦✉% ❧❡- ♠♦❞3❧❡- M1 ✭p(x) = 0.250✮ ❡+ M2

✭p(x) = 0.343✮✳

0% ❞✬✐♠♠✉♥❡ 25% ❞✬✐♠♠✉♥❡ 50% ❞✬✐♠♠✉♥❡ 75% ❞✬✐♠♠✉♥❡

♥ M1 M2 M1 M2 M1 M2 M1 M2

✶✵✵ ✵✳✷✷✾ ✵✳✸✸✺ ✵✳✷✻✼ ✵✳✸✻✸ ✵✳✷✻✹ ✵✳✸✺✸ ✵✳✷✻✻ ✵✳✸✻✷

✭✵✳✶✶✽✮ ✭✵✳✶✶✼✮ ✭✵✳✶✾✶✮ ✭✵✳✶✻✹✮ ✭✵✳✷✻✹✮ ✭✵✳✷✶✺✮ ✭✵✳✸✻✵✮ ✭✵✳✸✻✼✮

❬✵✳✵✾✼❪ ❬✵✳✵✾✺❪ ❬✵✳✶✹✾❪ ❬✵✳✶✸✷❪ ❬✵✳✷✵✷❪ ❬✵✳✶✼✹❪ ❬✵✳✷✾✸❪ ❬✵✳✸✶✽❪

0.964⋆ 0.959⋆ 0.964⋆ 0.978⋆ 0.987⋆ 0.949⋆ 0.951⋆ 0.831⋆

0.407∓ 0.424∓ 0.596∓ 0.523∓ 0.719∓ 0.627∓ 0.859∓ 0.756∓

✺✵✵ ✵✳✷✹✻ ✵✳✸✹✸ ✵✳✷✻✶ ✵✳✸✺✻ ✵✳✷✻✸ ✵✳✸✺✽ ✵✳✷✺✺ ✵✳✸✺✹

✭✵✳✵✹✻✮ ✭✵✳✵✹✾✮ ✭✵✳✵✼✾✮ ✭✵✳✵✻✾✮ ✭✵✳✶✶✵✮ ✭✵✳✵✽✹✮ ✭✵✳✶✽✽✮ ✭✵✳✷✵✶✮

❬✵✳✵✸✼❪ ❬✵✳✵✸✾❪ ❬✵✳✵✺✻❪ ❬✵✳✵✺✹❪ ❬✵✳✵✽✸❪ ❬✵✳✵✻✽❪ ❬✵✳✶✺✵❪ ❬✵✳✶✻✵❪

0.957⋆ 0.959⋆ 0.930⋆ 0.898⋆ 0.921⋆ 0.943⋆ 0.891⋆ 0.701⋆

0.182∓ 0.192∓ 0.216∓ 0.228∓ 0.343∓ 0.319∓ 0.572∓ 0.482∓

✶✵✵✵ ✵✳✷✹✼ ✵✳✸✹✷ ✵✳✷✺✺ ✵✳✸✺✷ ✵✳✷✺✽ ✵✳✸✺✶ ✵✳✷✺✹ ✵✳✸✺✵

✭✵✳✵✸✹✮ ✭✵✳✵✸✺✮ ✭✵✳✵✺✶✮ ✭✵✳✵✺✷✮ ✭✵✳✵✼✶✮ ✭✵✳✵✻✶✮ ✭✵✳✶✸✼✮ ✭✵✳✶✸✹✮

❬✵✳✵✷✼❪ ❬✵✳✵✷✽❪ ❬✵✳✵✸✼❪ ❬✵✳✵✸✾❪ ❬✵✳✵✺✺❪ ❬✵✳✵✹✾❪ ❬✵✳✶✵✻❪ ❬✵✳✶✵✻❪

0.948⋆ 0.954⋆ 0.887⋆ 0.875⋆ 0.931⋆ 0.932⋆ 0.894⋆ 0.651⋆

0.128∓ 0.136∓ 0.149∓ 0.164∓ 0.248∓ 0.226∓ 0.436∓ 0.359∓

✶✺✵✵ ✵✳✷✹✾ ✵✳✸✹✸ ✵✳✷✺✷ ✵✳✸✹✽ ✵✳✷✺✸ ✵✳✸✺✷ ✵✳✷✺✶ ✵✳✸✹✽

✭✵✳✵✷✽✮ ✭✵✳✵✷✽✮ ✭✵✳✵✸✼✮ ✭✵✳✵✸✽✮ ✭✵✳✵✻✷✮ ✭✵✳✵✹✼✮ ✭✵✳✶✵✻✮ ✭✵✳✶✵✽✮

❬✵✳✵✷✷❪ ❬✵✳✵✷✸❪ ❬✵✳✵✷✽❪ ❬✵✳✵✷✽❪ ❬✵✳✵✹✹❪ ❬✵✳✵✸✽❪ ❬✵✳✵✽✺❪ ❬✵✳✵✽✹❪

0.945⋆ 0.958⋆ 0.907⋆ 0.877⋆ 0.932⋆ 0.929⋆ 0.904⋆ 0.641⋆

0.105∓ 0.112∓ 0.119∓ 0.133∓ 0.199∓ 0.185∓ 0.373∓ 0.301∓

◆♦8❡ ✿ (·) ✿ :❛❝✐♥❡ ❝❛::=❡ ❞❡ ❧✬❡::❡✉: ?✉❛❞:❛8✐?✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ [·] ✿ ❡::❡✉: ❛❜B♦❧✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ⋆
✿ ♣:♦❜❛❜✐❧✐8= ❞❡ ❝♦✉✈❡:8✉:❡

❡♠♣✐:✐?✉❡✳

∓
✿ ❧♦♥❣✉❡✉: ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡B ✐♥8❡:✈❛❧❧❡B ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ G♦✉: ❝❤❛?✉❡ ♣♦✉:❝❡♥8❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡B✱ ❧❡B ♣♦✉:❝❡♥8❛❣❡B

❞✬✐♥❢❡❝8=B ♣❛:♠✐ ❧❡B B✉B❝❡♣8✐❜❧❡B B♦♥8 :❡B♣❡❝8✐✈❡♠❡♥8 ✸✵✪ ✭M1✮ ❡8 ✼✵✪ ✭M2✮✳ ❚♦✉B ❧❡B :=B✉❧8❛8B B♦♥8 ❜❛B=B B✉: ✶✺✵✵

:=♣❧✐❝❛8✐♦♥B✳
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◆♦✉# ❛✈♦♥# '❣❛❧❡♠❡♥, '✈❛❧✉' ❧❛ -✉❛❧✐,' ❞❡ ❧✬❛♣♣2♦①✐♠❛,✐♦♥ ♥♦2♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#,2✐✲

❜✉,✐♦♥ ❛#②♠♣,♦,✐-✉❡ ❞❡ β̂n✳ 8♦✉2 ❝❤❛-✉❡ ❝♦♥✜❣✉2❛,✐♦♥ ❞❡# ♣❛2❛♠<,2❡# ❞❡ #✐♠✉❧❛,✐♦♥✱

♥♦✉# ♦❜,❡♥♦♥# ❧❡# ❤✐#,♦❣2❛♠♠❡# ❞❡# β̂
(j)
n,l ✭j = 1, . . . , N✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡# ◗✲◗ ♣❧♦,# ❝♦22❡#✲

♣♦♥❞❛♥,#✳ ▲❡# 2'#✉❧,❛,# #♦♥, ♦❜,❡♥✉# ♣♦✉2 β2 ❡, β3 ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞<❧❡ M1✳ 8♦✉2 ❧❡#

❛✉,2❡# ♣❛2❛♠<,2❡# ❞✉ ♠♦❞<❧❡✱ ♥♦✉# ♦❜,❡♥♦♥# ❞❡# 2'#✉❧,❛,# #✐♠✐❧❛✐2❡#✳
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❋✐❣✳ ❇✳✶ ✕ ❍✐#,♦❣2❛♠♠❡# ❡, ◗✲◗ ♣❧♦,# ♣♦✉2 β̂2,n ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞<❧❡ M1✱ #❛♥# ✐♥❞✐✈✐✲

❞✉# ✐♠♠✉♥❡# ❞❛♥# ❧✬'❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ✭❧❡ ♣♦✉2❝❡♥,❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡# ❡#, ✐♥❞✐-✉' ❡♥,2❡ ♣❛2❡♥✲

,❤<#❡#✮✳ n ❡#, ❧❛ ,❛✐❧❧❡ ❞✬'❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✳ ❚♦✉# ❧❡# 2'#✉❧,❛,# #♦♥, ❜❛#'# #✉2 ✶✺✵✵ ❥❡✉① ❞❡

❞♦♥♥'❡# #✐♠✉❧'#✳
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❋✐❣✳ ❇✳✷ ✕ ❍✐&'♦❣*❛♠♠❡& ❡' ◗✲◗ ♣❧♦'& ♣♦✉* β̂2,n ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞5❧❡ M1✱ ❛✈❡❝ 25%

❞✬✐♠♠✉♥❡&✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ♥♦✉& ;'✉❞✐♦♥& ❧❛ <✉❛❧✐'; ❞❡ ❧✬❛♣♣*♦①✐♠❛'✐♦♥ ♥♦*♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐&'*✐❜✉✲

'✐♦♥ ❞❡ p̂n(x)✳ ▲❡& ❤✐&'♦❣*❛♠♠❡& ❡' ◗✲◗ ♣❧♦'& ❞❡ p̂
(j)
n (x) ✭j = 1, . . . , N✮ &♦♥' ♦❜'❡♥✉&

♣♦✉* ✉♥❡ ✈❛❧❡✉* ❞❡ p(x) = 0.250 ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞5❧❡ M1✱ ❡' &♦♥' ❞♦♥♥;& ♣❛* ❧❡& ✜❣✉*❡&

❇✳✾ E ❇✳✶✷✳
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❋✐❣✳ ❇✳✸ ✕ ❍✐&'♦❣*❛♠♠❡& ❡' ◗✲◗ ♣❧♦'& ♣♦✉* β̂2,n ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞5❧❡ M1✱ ❛✈❡❝ 50%

❞✬✐♠♠✉♥❡&✳

❇✳✷ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✺

❉❛♥& ❝❡''❡ ♣❛*'✐❡✱ ♥♦✉& ♣*;&❡♥'♦♥& ❧❡& *;&✉❧'❛'& ❞❡ &✐♠✉❧❛'✐♦♥& ❞✉ ♠♦❞5❧❡ M2

❞;❝*✐' ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐'*❡ ✺✳

▲❡& *;&✉❧'❛'& ♣♦✉* ✺✵✪ ❞✬✐♠♠✉♥❡& ✭♥❂✶✵✵✱ ✺✵✵✱ ✶✵✵✵✱ ✶✺✵✵✮ &♦♥' ❡♥ ❝♦✉*& ❡' &❡✲

*♦♥' ❛✉&&✐'E' *❛❥♦✉';& ❞❛♥& ❧❛ ✈❡*&✐♦♥ ✈*❛✐♠❡♥' ❞;✜♥✐'✐✈❡ ❞✉ ♠❛♥✉&❝*✐'✳
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❋✐❣✳ ❇✳✹ ✕ ❍✐&'♦❣*❛♠♠❡& ❡' ◗✲◗ ♣❧♦'& ♣♦✉* β̂2,n ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞5❧❡ M1✱ ❛✈❡❝ 75%
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n=1000 (0%)
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✐♠♠✉♥❡& ❞❛♥& ❧✬9❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳
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❚❛❜✳ ❇✳✽ ✕ ▼♦❞'❧❡ M2 : β = (.5, 1,−1) ❛✈❡❝ ✷✺✪ ❞✬✐♠♠✉♥❡5✳

▼!"❤♦❞❡ ✶ ▼!"❤♦❞❡ ✷ ▼!"❤♦❞❡ ✸

1 − α ♥ ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉. ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉. ❈♦✉✈❡."✉.❡

a
▲❛.❣❡✉.

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%, θ = (1.6,−1)

✵✳✾✾ ✺✵✵ ✵✳✽✸✶ 0.362+
✵✳✽✶✺ 0.344+

✵✳✾✾✷ 0.692+

0.261† 0.244† 0.474†

0.343⋆ 0.326⋆ 0.816⋆

0.468∓ 0.447∓ 0.889∓

✶✵✵✵ ✵✳✼✼✺ 0.219+
✵✳✼✻✷ 0.209+

✵✳✾✽✷ 0.526+

0.139† 0.131† 0.282†

0.214⋆ 0.204⋆ 0.635⋆

0.292∓ 0.280∓ 0.729∓

✶✺✵✵ ✵✳✼✸✺ 0.171+
✵✳✼✷✺ 0.164+

✵✳✾✽✸ 0.350+

0.101† 0.095† 0.180†

0.169⋆ 0.161⋆ 0.368⋆

0.232∓ 0.223∓ 0.507∓

✵✳✾✺ ✺✵✵ ✵✳✼✸✹ 0.274+
✵✳✼✶✾ 0.263+

✵✳✾✾✹ 0.598+

0.179† 0.169† 0.366†

0.259⋆ 0.248⋆ 0.712⋆

0.366∓ 0.353∓ 0.800∓

✶✵✵✵ ✵✳✻✻✷ 0.172+
✵✳✻✹✹ 0.166+

✵✳✾✼✸ 0.443+

0.100† 0.095† 0.205†

0.167⋆ 0.160⋆ 0.528⋆

0.235∓ 0.228∓ 0.639∓

✶✺✵✵ ✵✳✻✸✽ 0.136+
✵✳✻✷✶ 0.131+

✵✳✾✻✹ 0.287+

0.073† 0.069† 0.135†

0.133⋆ 0.128⋆ 0.289⋆

0.189∓ 0.183∓ 0.427∓

✵✳✾✵ ✺✵✵ ✵✳✻✸✶ 0.239+
✵✳✻✶✾ 0.233+

✵✳✾✽✸ 0.543+

0.150† 0.145† 0.307†

0.222⋆ 0.216⋆ 0.644⋆

0.323∓ 0.314∓ 0.746∓

✶✵✵✵ ✵✳✺✽✽ 0.151+
✵✳✺✼✷ 0.147+

✵✳✾✺✵ 0.403+

0.083† 0.080† 0.172†

0.145⋆ 0.141⋆ 0.472⋆

0.209∓ 0.204∓ 0.589∓

✶✺✵✵ ✵✳✺✼✵ 0.120+
✵✳✺✻✶ 0.116+

✵✳✾✹✶ 0.255+

0.062† 0.060† 0.109†

0.117⋆ 0.114⋆ 0.251⋆

0.168∓ 0.164∓ 0.385∓

◆♦"❡ ✿

+
✿ ♠♦②❡♥♥❡✱

†
✿ ✶❡. ?✉❛."✐❧❡✱

⋆
✿ ♠!❞✐❛♥❡✱

∓
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❚❛❜✳ ❇✳✾ ✕ ▼♦❞'❧❡ M2 ✿ β = (.5, 1,−1) ❛✈❡❝ ✺✵✪ ❞✬✐♠♠✉♥❡6

▼❡"❤♦❞ ✶ ▼❡"❤♦❞ ✷ ▼❡"❤♦❞ ✸

1 − α ♥ ❈♦✉✈❡-"✉-❡

a
▲❛-❣❡✉- ❈♦✉✈❡-"✉-❡

a
▲❛-❣❡✉- ❈♦✉✈❡-"✉-❡

a
▲❛-❣❡✉-

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%, θ = (−1, 2)

✵✳✾✾ ✺✵✵ ✵✳✻✾✵ 0.479+
✵✳✻✼✷ 0.457+

✵✳✾✾✻ 0.830+

0.339† 0.320† 0.696†

0.435⋆ 0.412⋆ 0.927⋆

0.636∓ 0.611∓ 0.974∓

✶✵✵✵ ✵✳✻✽✺ 0.301+
✵✳✻✼✷ 0.287+

✵✳✾✾✺ 0.664+

0.201† 0.188† 0.391†

0.276⋆ 0.263⋆ 0.812⋆

0.405∓ 0.387∓ 0.884∓

✶✺✵✵ ✵✳✻✼✾ 0.226+
✵✳✻✻✺ 0.216+

✵✳✾✽✼ 0.552+

0.143† 0.134† 0.273†

0.213⋆ 0.206⋆ 0.677⋆

0.306∓ 294∓ 0.774∓

✵✳✾✺ ✺✵✵ ✵✳✺✼✹ 0.362+
✵✳✺✺✺ 0.348+

✵✳✾✽✻ 0.767+

0.231† 0.219† 0.599†

0.317⋆ 0.303⋆ 0.871⋆

0.501∓ 0.482∓ 0.934∓

✶✵✵✵ ✵✳✻✵✼ 0.226+
✵✳✺✽✾ 0.218+

✵✳✾✽✹ 0.581+

0.136† 0.129† 0.301†

0.207⋆ 0.198⋆ 0.714⋆

0.312∓ 0.301∓ 0.805∓

✶✺✵✵ ✵✳✻✶✽ 0.174+
✵✳✻✵✾ 0.168+

✵✳✾✼✺ 0.465+

0.098† 0.093† 0.205†

0.163⋆ 0.157⋆ 0.552⋆

0.243∓ 0.235∓ 0.675∓

✵✳✾✵ ✺✵✵ ✵✳✺✸✸ 0.311+
✵✳✺✷✺ 0.302+

✵✳✾✽✻ 0.728+

0.189† 0.182† 0.539†

0.266⋆ 0.258⋆ 0.835⋆

0.437∓ 0.426∓ 0.911∓

✶✵✵✵ ✵✳✺✶✶ 0.198+
✵✳✺✵✹ 0.193+

✵✳✾✼✼ 0.524+

0.113† 0.109† 0.251†

0.179⋆ 0.173⋆ 0.632⋆

0.277∓ 0.269∓ 0.745∓

✶✺✵✵ ✵✳✺✶✼ 0.153+
✵✳✺✶✵ 0.149+

✵✳✾✻✵ 0.429+

0.082† 0.079† 0.174†

0.141⋆ 0.137⋆ 0.503⋆

0.215∓ 0.210∓ 0.637∓

◆♦"❡ ✿

+
✿ ♠♦②❡♥♥❡✱

†
✿ ✶❡- >✉❛-"✐❧❡✱

⋆
✿ ♠A❞✐❛♥❡✱

∓
✿ ✸B♠❡ >✉❛-"✐❧❡✳



❇✳✷✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♣✐(3❡ ✺ ✶✻✷

❚❛❜✳ ❇✳✶✵ ✕ ❆♥❛❧②*❡ ✧♥❛-✈❡✧ ✿ ▼♦❞3❧❡ M2 : β = (.5, 1,−1) ❛✈❡❝ ✷✺✪ ❡8 ✺✵✪

❞✬✐♠♠✉♥❡*✳

▼❡"❤♦❞ ✶ ▼❡"❤♦❞ ✷ ▼❡"❤♦❞ ✸

1 − α ♥ ❈♦✉✈❡-"✉-❡

a
▲❛-❣❡✉- ❈♦✉✈❡-"✉-❡

a
▲❛-❣❡✉- ❈♦✉✈❡-"✉-❡

a
▲❛-❣❡✉-

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 25%, θ = (1.6,−1)

✵✳✾✾ ✺✵✵ ✵✳✵✵✶ ✵✳✷✵✶ ✵ ✵✳✶✾✸ ✵✳✵✵✶ ✵✳✷✵✶

✶✵✵✵ ✵ ✵✳✶✸✹ ✵ ✵✳✶✷✾ ✵ ✵✳✶✸✸

✶✺✵✵ ✵ ✵✳✶✵✾ ✵ ✵✳✶✵✺ ✵ ✵✳✶✵✽

✵✳✾✺ ✺✵✵ ✵✳✶✻✷ ✵ ✵ ✵✳✶✺✼ ✵ ✵✳✶✻✸

✶✵✵✵ ✵ ✵✳✶✶✵ ✵ ✵✳✶✵✼ ✵ ✵✳✶✶✵

✶✺✵✵ ✵ ✵✳✵✽✾ ✵ ✵✳✵✽✻ ✵ ✵✳✵✽✾

✵✳✾✵ ✺✵✵ ✵ ✵✳✶✹✺ ✵ ✵✳✶✹✷ ✵ ✵✳✶✹✺

✶✵✵✵ ✵ ✵✳✵✾✽ ✵ ✵✳✵✾✻ ✵ ✵✳✵✾✽

✶✺✵✵ ✵ ✵✳✵✼✾ ✵ ✵✳✵✼✽ ✵ ✵✳✵✼✾

 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞✬✐♠♠✉♥❡. = 50%, θ = (−1, 2)

✵✳✾✾ ✺✵✵ ✵ ✵✳✷✼✼ ✵ ✵✳✷✻✽ ✵ ✵✳✷✼✶

✶✵✵✵ ✵ ✵✳✶✾✻ ✵ ✵✳✶✽✾ ✵ ✵✳✶✾✵

✶✺✵✵ ✵ ✵✳✶✺✽ ✵ ✵✳✶✺✸ ✵ ✵✳✶✺✸

✵✳✾✺ ✺✵✵ ✵ ✵✳✷✷✾ ✵ ✵✳✷✷✷ ✵ ✵✳✷✷✹

✶✵✵✵ ✵ ✵✳✶✻✵ ✵ ✵✳✶✺✺ ✵ ✵✳✶✺✻

✶✺✵✵ ✵ ✵✳✶✸✵ ✵ ✵✳✶✷✼ ✵ ✵✳✶✷✼

✵✳✾✵ ✺✵✵ ✵ ✵✳✷✵✺ ✵ ✵✳✷✵✶ ✵ ✵✳✷✵✶

✶✵✵✵ ✵ ✵✳✶✹✸ ✵ ✵✳✶✹✵ ✵ ✵✳✶✸✾

✶✺✵✵ ✵ ✵✳✶✶✻ ✵ ✵✳✶✶✸ ✵ ✵✳✶✶✸

◆♦"❡ ✿ a ✿ ♣-♦❜❛❜✐❧✐"? ❞❡ ❝♦✉✈❡-"✉-❡✳
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❬❆❞❧❡% ✫ ❚❛②❧♦% ✷✵✵✼❪ ❘✳ ❏✳ ❆❞❧❡% ❡2 ❏✳❊✳ ❚❛②❧♦%✳ ❘❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞7 ❛♥❞ ❣❡♦♠❡2%②✳

❙♣%✐♥❣❡% ▼♦♥♦❣%❛♣❤7 ✐♥ ▼❛2❤❡♠❛2✐❝7✱ ✷✵✵✼✳ ✻✾

❬❆❣❛%✇❛❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷❪ ❉✳ ❆❣❛%✇❛❧✱ ❆✳ ●❡❧❢❛♥❞ ❡2 ❙✳ ❈✐2%♦♥✲H♦✉72②✳ ❩❡&♦✲✐♥✢❛!❡❞

♠♦❞❡❧. ✇✐!❤ ❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ !♦ .♣❛!✐❛❧ ❝♦✉♥! ❞❛!❛✳ ❊♥✈✐%♦♥✳ ❊❝♦❧✳ ❙2❛2✐72✳✱ ✈♦❧✳ ✾

✭✹✮✱ ♣❛❣❡7 ✸✹✶✕✸✺✺✱ ✷✵✵✷✳ ✶✽

❬❆❣%❡72✐ ✷✵✵✷❪ ❆✳ ❆❣%❡72✐✳ ❈❛2❡❣♦%✐❝❛❧ ❞❛2❛ ❛♥❛❧②7✐7✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥7✱ ■♥❝✳✱ ✷✵✵✷✳

✷✼

❬❆❧✲❙❛✐❞② ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ ❖✳▼✳ ❆❧✲❙❛✐❞②✱ ❲✳❲✳ H✐❡❣♦%7❝❤✱ ❘✳❲✳ ❲❡72 ❡2 ❉✳❑✳ ◆✐2❝❤❡✈❛✳

❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞. ❢♦& ❧♦✇✲❞♦.❡ &✐.❦ ❡.!✐♠❛!✐♦♥ ✇✐!❤ 9✉❛♥!❛❧ &❡.♣♦♥.❡ ❞❛!❛ ✳

❇✐♦♠❡2%✐❝7✱ ✈♦❧✳ ✺✾✱ ♣❛❣❡7 ✶✵✺✻✕✶✵✻✷✱ ✷✵✵✸✳ ✻✻

❬❆❧❝♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷❪ ❙✳ ❆❧❝♦♥✱ ❆✳ ❚❛❧❛%♠✐♥✱ ▼✳ ❉❡❜%✉②♥❡✱ ❱✳ ❋❛❧❝♦♥❛% ❆✳ ❉❡✉❜❡❧ ❡2

❛❧✳ ❊♥③②♠❡✲❧✐♥❦❡❞ ✐♠♠✉♥♦.♦&❜❡♥! ❛..❛② .♣❡❝✐✜❝ !♦ ❉❡♥❣✉❡ ✈✐&✉. !②♣❡ ✶ ♥♦♥✲

.!&✉❝!✉&❛❧ ♣&♦!❡✐♥ ◆❙✶ &❡✈❡❛❧. ❝✐&❝✉❧❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❛♥!✐❣❡♥ ✐♥ !❤❡ ❜❧♦♦❞ ❞✉&✐♥❣

!❤❡ ❛❝✉!❡ ♣❤❛.❡ ♦❢ ❞✐.❡❛.❡ ✐♥ ♣❛!✐❡♥!. ❡①♣❡&✐❡♥❝✐♥❣ ♣&✐♠❛&② ♦& .❡❝♦♥❞❛&② ✐♥✲

❢❡❝!✐♦♥.✳ ❏✳ ❈❧✐♥✳ ▼✐❝%♦❜✐♦❧✳✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♣❛❣❡7 ✸✼✻✕✸✽✶✱ ✷✵✵✷✳ ✾✹

❬❆❧❞♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ▼✳ ●✳ ❆❧❞♦✱ ▼✳ ❍✳ ❊❧✐③❛❜❡2❤✱ ▼✳▼✳❖✳ ❊❞✇✐♥ ❡2 ❍✳▲✳ ❱_❝2♦%✳ ❖♥

❡.!✐♠❛!✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦.!✐❝. ❢♦& ③❡&♦✲✐♥✢❛!❡❞ ♥❡❣❛!✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ &❡✲

❣&❡..✐♦♥ ♠♦❞❡❧.✳ ❈♦♠♣✉2✳ ❙2❛2✐72✳ ❉❛2❛ ❆♥❛❧✳✱ ✈♦❧✳ ✺✺✱ ♣❛❣❡7 ✶✸✵✹✕✶✸✶✽✱

✷✵✶✶✳ ✷✵

❬❆♠✐♥♦2 ✫ ❉❛♠♦♥ ✷✵✵✷❪ ■✳ ❆♠✐♥♦2 ❡2 ▼✳◆✳ ❉❛♠♦♥✳ ❘F❣&❡..✐♦♥ ❧♦❣✐.!✐9✉❡ ✿ ✐♥!F&H!
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❞❛♥# ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ ❞♦♥♥)❡# *❡❧❛+✐✈❡# ❛✉① ♣*❛+✐1✉❡# ♠)❞✐❝❛❧❡# ✳ ❘❡✈✉❡ ▼&❞✐❝❛❧❡

❞❡ ❧✬❆..✉/❛♥❝❡ ▼❛❧❛❞✐❡✱ ✈♦❧✳ ✸✸✱ ♣❛❣❡. ✶✸✼✕✶✹✸✱ ✷✵✵✷✳ ✼

❬❆③❛>. ✫ ❇❛/❞❡A ✷✵✵✻❪ ❏✳▼✳ ❆③❛>. ❡A ❏✳▼✳ ❇❛/❞❡A✳ ▲❡ ♠♦❞G❧❡ ❧✐♥&❛✐/❡ ♣❛/ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✿

❘&❣/❡..✐♦♥✱ ❛♥❛❧②.❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛/✐❛♥❝❡ ❡A ♣❧❛♥. ❞✬❡①♣&/✐❡♥❝❡ ✐❧❧✉.A/&. ❛✈❡❝ /✱ .❛.

❡A .♣❧✉.✳ ❉✉♥♦❞✱ ✷✵✵✻✳ ✺

❬❆③❛>. ❡+ ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❏✳▼✳ ❆③❛>.✱ ❙✳ ❇❡/❝✉✱ ❏✳ ❋♦/A✱ ❆✳ ▲❛❣♥♦✉① ❡A O✳ ▲&✳ ❙✐♠✉❧+❛♥❡♦✉#

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞# ✐♥ ❝✉*✈❡ ♣*❡❞✐❝+✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ ❧♦❛❞ ❝✉*✈❡# ✳ ❏✳ ❘♦②✳ ❙A❛A✐.A✳

❙♦❝✳✱ ✈♦❧✳ ✺✾✱ ♣❛❣❡. ✽✽✾✕✾✵✹✱ ✷✵✶✵✳ ✻✻

❬❇❛❧.✐A✐. ❡+ ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❙✳❏✳ ❇❛❧.✐A✐.✱ ❏✳ ❈♦❧♦♠❛✱ ●✳ ❈❛.A/♦✱ ❆✳ ❆❧❛✈❛✱ ❉✳ ❋❧♦/❡.✱ ❡A

❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❚*♦♣✐#♠ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✈✐*✉# ✐♥ ♠✐❝❡ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥# ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✈✐*❛❧

♥♦♥#+*✉❝+✉*❛❧ ♣*♦+❡✐♥ ✸✲#♣❡❝✐✜❝ ✐♠♠✉♥♦#+❛✐♥✐♥❣✳ ❆♠✳ ❏✳ ❚/♦♣✳ ▼❡❞✳ ❍②❣✳✱

✈♦❧✳ ✽✵✱ ♣❛❣❡. ✹✶✻✕✹✷✹✱ ✷✵✵✾✳ ✶✵✾

❬❇❡❝❦❡AA ❡+ ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ❈✳●✳ ❇❡❝❦❡AA✱ ❍✳ ❑♦.❛.✐❤✱ ■✳ ❋❛✐.❛❧✱ ❚✳❘✳ ◆✉/❤❛②❛A✐ ❡A ❛❧✳ ❊❛*❧②

❞❡+❡❝+✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝+✐♦♥# ✉#✐♥❣ ❝❧✉#+❡* #❛♠♣❧✐♥❣ ❛*♦✉♥❞ ✐♥❞❡① ❝❛#❡# ✳ ❆♠✳

❏✳ ❚/♦♣✳ ▼❡❞✳ ❍②❣✳✱ ✈♦❧✳ ✼✷✱ ♣❛❣❡. ✼✼✼✕✼✽✷✱ ✷✵✵✺✳ ✾✹✱ ✶✵✻
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❢♦* ❝♦♠♣❛*✐♥❣ +✇♦ *❡❣*❡##✐♦♥ ❧✐♥❡# ✇✐+❤ ❛ ❝♦♥+*♦❧ *❡❣*❡##✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦♥ ❛ ✜①❡❞

✐♥+❡*✈❛❧✳ ❇✐♦♠❡A/✐❝❛❧ ❏✳✱ ✈♦❧✳ ✹✻✱ ♣❛❣❡. ✼✷✵✕✼✸✵✱ ✷✵✵✹✳ ✻✻

❬❇❧❛❝❦.❡❧❧ ❡+ ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❙✳❉✳ ❇❧❛❝❦.❡❧❧✱ ▼✳O✳ ❏/✳ ▼❛♠♠❡♥✱ ❙✳ ❚❤♦♥❣♣❛.❡✉A❤✱ ❘✳❱✳

●✐❜❜♦♥.✱ ❘✳●✳ ❏❛/♠❛♥ ❡A ❛❧✳ ❊✈❛❧✉❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ E❛♥❜✐♦ ❞❡♥❣✉❡ ✈✐*✉# ♥♦♥✲

#+*✉❝+✉*❛❧ ✶ ❛♥+✐❣❡♥ ❞❡+❡❝+✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♠✉♥♦❣❧♦❜✉❧✐♥ ▼ ❛♥+✐❜♦❞② ❡♥③②♠❡✲❧✐♥❦❡❞

✐♠♠✉♥♦#♦*❜❡♥+ ❛##❛②# ❢♦* +❤❡ ❞✐❛❣♥♦#✐# ♦❢ ❛❝✉+❡ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝+✐♦♥# ✐♥ ▲❛♦# ✳

❉✐❛❣♥✳ ▼✐❝/♦❜✐♦❧✳ ■♥❢❡❝A✳ ❉✐.✳✱ ✈♦❧✳ ✻✵✱ ♣❛❣❡. ✹✸✕✹✾✱ ✷✵✵✽✳ ✾✹
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❬❇❧✐$❝❤❦❡ ✶✾✼✽❪ ❲✳❘✳ ❇❧✐$❝❤❦❡✳ ▼✐①#✉%❡' ♦❢ ❞✐'#%✐❜✉#✐♦♥'✳ ■♥3❡43✐♦♥❛❧ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛

♦❢ ❙3❛3✐$3✐❝$✱ ✈♦❧✳ ❱♦❧✳✶✱ ❲✳❍✳ ❑4✉$❦❛❧ ❛♥❞ ❏✳▼✳ ❚❛♥✉4 ✭❊❞$✳✮✳ ◆❡✇ ❨♦4❦ ✿

❚❤❡ ❋4❡❡ M4❡$$✱ ♣❛❣❡$ ✶✼✹✕✶✽✵✱ ✶✾✼✽✳ ✷✻

❬❇♦❤♥✐♥❣ ❡# ❛❧✳ ✶✾✾✾❪ ❉✳ ❇♦❤♥✐♥❣✱ ❊✳ ❉✐❡3③✱ M✳ ❙❝❤❧❛33♠❛♥♥✱ ▲✳ ▼❡♥❞♦♥❝❛ ❡3

❯✳ ❑✐4❝❤♥❡4✳ ❚❤❡ ③❡%♦✲✐♥✢❛#❡❞ 5♦✐''♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ #❤❡ ❞❡❝❛②❡❞✱ ♠✐''✐♥❣ ❛♥❞

✜❧❧❡❞ #❡❡#❤ ✐♥❞❡① ✐♥ ❞❡♥#❛❧ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✳ ❏✳ ❆♠❡4✳ ❙3❛3✳ ❆$$♦❝✳✱ ♣❛❣❡$ ✶✾✺✕

✷✵✾✱ ✶✾✾✾✳ ✶✽

❬❇♦❤4❡4 ✶✾✼✸❪ ❘✳ ❇♦❤4❡4✳ ❆ ♠✉❧#✐✈❛%✐❛#❡ # ♣%♦❜❛❜✐❧✐#② ✐♥#❡❣%❛❧✳ ❇✐♦♠❡34✐❦❛✱ ✈♦❧✳ ✻✵✱

♣❛❣❡$ ✻✹✼✕✻✺✹✱ ✶✾✼✸✳ ✻✻

❬❇4❛♥❞ ❡# ❛❧✳ ✶✾✼✸❪ ❘✳ ❇4❛♥❞✱ ❉✳ M✐♥♥♦❝❦ ❡3 ❑✳ ❏❛❝❦$♦♥✳ ▲❛%❣❡ '❛♠♣❧❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

❜❛♥❞' ❢♦% #❤❡ ❧♦❣✐'#✐❝ %❡'♣♦♥'❡ ❝✉%✈❡ ❛♥❞ ✐#' ✐♥✈❡%'❡✳ ❆♠❡4✳ ❙3❛3✐$3✳✱ ✈♦❧✳ ✷✼✱

♣❛❣❡$ ✶✺✼✕✶✻✵✱ ✶✾✼✸✳ ✼✷✱ ✼✸

❬❈❛♣❡❞✐♥❣ ❡# ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❘✳❩✳ ❈❛♣❡❞✐♥❣✱ ❏✳❉✳ ❇4✐♦♥✱ ▼✳▼✳ ❈❛♣♦♥♣♦♥✱ ❘✳❱✳ ●✐❜❜♦♥$✱

❘✳●✳ ❏❛4♠❛♥ ❡3 ❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❝❤❛%❛❝#❡%✐'#✐❝'✱ ❛♥❞ ♣%❡'❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡

✈✐%✉' ✐♥❢❡❝#✐♦♥' ❞✉%✐♥❣ ✐♥❢❛♥❝②✳ ❆♠✳ ❏✳ ❚4♦♣✳ ▼❡❞✳ ❍②❣✳✱ ✈♦❧✳ ✽✷✱ ♣❛❣❡$ ✸✸✵✕

✸✸✻✱ ✷✵✶✵✳ ✶✶✵

❬❈❛44♦❧❧ ❡# ❛❧✳ ✶✾✾✺❪ ❘✳ ❏✳ ❈❛44♦❧❧✱ ❉✳ ❘✉♣♣❡43 ❡3 ▲✳ ❆✳ ❙3❡❢❛♥$❦✐✳ ▼❡❛$✉4❡♠❡♥3 ❡44♦4

✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛4 ♠♦❞❡❧$✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ◆❡✇ ❨♦4❦✱ ✶✾✾✺✳ ✷✸

❬❈❛$❡❧❧❛ ✫ ❙34❛✇❞❡4♠❛♥ ✶✾✽✵❪ ●✳ ❈❛$❡❧❧❛ ❡3 ❲✳❊✳ ❙34❛✇❞❡4♠❛♥✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞'

❢♦% ❧✐♥❡❛%✲%❡❣%❡''✐♦♥ ✇✐#❤ %❡'#%✐❝#❡❞ ♣%❡❞✐❝#♦% ✈❛%✐❛❜❧❡' ✳ ❏✳ ❆♠❡4✳ ❙3❛3✐$3✳

❆$$♦❝✳✱ ✈♦❧✳ ✼✺✱ ♣❛❣❡$ ✽✻✷✕✽✻✽✱ ✶✾✽✵✳ ✻✻

❬❈❤❛✉ ❡# ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❚✳◆✳ ❈❤❛✉✱ ◆✳❚✳ ❍✐❡✉✱ ❑✳▲✳ ❆♥❞❡4$✱ ▼✳ ❲♦❧❜❡4$✱ ❧❡ ❇✳ ▲✐❡♥ ❡3 ❛❧✳

❉❡♥❣✉❡ ✈✐%✉' ✐♥❢❡❝#✐♦♥' ❛♥❞ ♠❛#❡%♥❛❧ ❛♥#✐❜♦❞② ❞❡❝❛② ✐♥ ❛ ♣%♦'♣❡❝#✐✈❡ ❜✐%#❤
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❝♦❤♦#$ %$✉❞② ♦❢ ❱✐❡$♥❛♠❡%❡ ✐♥❢❛♥$%✳ ❏✳ ■♥❢❡❝'✳ ❉✐*✳✱ ✈♦❧✳ ✷✵✵✱ ♣❛❣❡* ✶✽✾✸✕✶✾✵✵✱

✷✵✵✾✳ ✶✶✵

❬❈❤✉❛♥*✉♠>✐' ❡$ ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❆✳ ❈❤✉❛♥*✉♠>✐'✱ ❲✳ ❈❤❛✐②❛>❛'❛♥❛✱ ❱✳ D♦♥❣'❤❛♥❛♣✐*✐'❤✱

❑ ❚❛♥❣♥❛>❛>❛'❝❤❛❦✐'✱ ❙✳ ▲❡>'✇♦♥❣>❛'❤ ❡' ❛❧✳ ❚❤❡ ✉%❡ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ♥♦♥%$#✉❝$✉#❛❧

♣#♦$❡✐♥ ✶ ❛♥$✐❣❡♥ ❢♦# $❤❡ ❡❛#❧② ❞✐❛❣♥♦%✐% ❞✉#✐♥❣ $❤❡ ❢❡❜#✐❧❡ %$❛❣❡ ✐♥ ♣❛$✐❡♥$%

✇✐$❤ ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥✳ D❡❞✐❛'>✳ ■♥❢❡❝'✳ ❉✐*✳ ❏✳✱ ✈♦❧✳ ✷✼✱ ♣❛❣❡* ✹✸✕✹✽✱ ✷✵✵✽✳ ✶✵✽

❬❈❧❛❡*❦❡♥* ✫ ❱❛♥ ❑❡✐❧❡❣♦♠ ✷✵✵✸❪ ●✳ ❈❧❛❡*❦❡♥* ❡' ■✳ ❱❛♥ ❑❡✐❧❡❣♦♠✳ ❇♦♦$%$#❛♣ ❝♦♥✜✲

❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞% ❢♦# #❡❣#❡%%✐♦♥ ❝✉#✈❡% ❛♥❞ $❤❡✐# ❞❡#✐✈❛$✐✈❡%✳ ❆♥♥✳ ❙'❛'✐*'✳✱ ✈♦❧✳ ✸✶✱

♣❛❣❡* ✶✽✺✷✕✶✽✽✹✱ ✷✵✵✸✳ ✼✽

❬❈♦♥*✉❧ ✫ ❋❛♠♦②❡ ✶✾✾✷❪ D✳ ❈✳ ❈♦♥*✉❧ ❡' ❋✳ ❋❛♠♦②❡✳ ●❡♥❡#❛❧✐③❡❞ >♦✐%%♦♥ #❡❣#❡%%✐♦♥

♠♦❞❡❧✳ ❈♦♠♠✳ ❙'❛'✐*'✳ ❚❤❡♦>② ▼❡'❤♦❞*✱ ✈♦❧✳ ✷✶✱ ♣❛❣❡* ✽✾✕✶✵✾✱ ✶✾✾✷✳ ✶✽

❬❈♦✇❧✐♥❣ ❡$ ❛❧✳ ✶✾✾✻❪ ❆✳ ❈♦✇❧✐♥❣✱ D✳ ❍❛❧❧ ❡' D❤✐❧❧✐♣* ▼✳❏✳ ❇♦♦$%$#❛♣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ #❡✲

❣✐♦♥% ❢♦# $❤❡ ✐♥$❡♥%✐$② ♦❢ ❛ >♦✐%%♦♥ ♣♦✐♥$ ♣#♦❝❡%%✳ ❏✳ ❆♠❡>✳ ❙'❛'✐*'✳ ❆**♦❝✳✱

✈♦❧✳ ✾✶✭✹✸✻✮✱ ♣❛❣❡* ✶✺✶✻✕✶✺✷✹✱ ✶✾✾✻✳ ✼✽

❬❈③❛❞♦ ✫ ❙❛♥'♥❡> ✶✾✾✷❪ ❈✳ ❈③❛❞♦ ❡' ❚✳ ❏✳ ❙❛♥'♥❡>✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ❧✐♥❦ ♠✐%%♣❡❝✐✜✲

❝❛$✐♦♥ ♦♥ ❜✐♥❛#② #❡❣#❡%%✐♦♥ ✐♥❢❡#❡♥❝❡✳ ❏✳ ❙'❛'✐*'✳ D❧❛♥♥✳ ■♥❢❡>❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✸✱

♣❛❣❡* ✷✶✸✕✷✸✶✱ ✶✾✾✷✳ ✺✽✱ ✶✷✻

❬❈③❛❞♦ ❡$ ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❱✳ ❈③❛❞♦ ❈✳❛♥❞ ❊>❤❛>❞'✱ ❆✳ ▼✐♥ ❡' ❙✳ ❲❛❣♥❡>✳ ❩❡#♦✲✐♥✢❛$❡❞

❣❡♥❡#❛❧✐③❡❞ >♦✐%%♦♥ ♠♦❞❡❧% ✇✐$❤ #❡❣#❡%%✐♦♥ ❡✛❡❝$% ♦♥ $❤❡ ♠❡❛♥✱ ❞✐%♣❡#%✐♦♥

❛♥❞ ③❡#♦✲✐♥✢❛$✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ♣❛$❡♥$ ♦✉$%♦✉#❝✐♥❣ #❛$❡% ✳ ❙'❛'✐*'✳ ▼♦❞❡❧✳✱

✈♦❧✳ ✼✭✷✮✱ ♣❛❣❡* ✶✷✺✕✶✺✸✱ ✷✵✵✼✳ ✷✶✱ ✷✷

❬❉❡ ❇❡♥❡❞✐❝'✐* ❡$ ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ ❏✳ ❉❡ ❇❡♥❡❞✐❝'✐*✱ ❊✳ ❈❤♦✇✲❙❤❛✛❡>✱ ❆✳ ❈♦*'❡>♦✱ ●✳●✳

❈❧❛>❦✱ ❏✳❉✳ ❊❞♠❛♥ ❡' ❛❧✳ ■❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ❢#♦♠ ✇❤♦♠ ❡♥❣♦#✲
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❣❡❞ ❆❡❞❡$ ❛❡❣②♣(✐ (♦♦❦ ❜❧♦♦❞ ♠❡❛❧$ ✐♥ ❋❧♦1✐❞❛✱ 3✉❡1(♦ ❘✐❝♦✱ ✉$✐♥❣ ♣♦❧②♠❡1❛$❡

❝❤❛✐♥ 1❡❛❝(✐♦♥✲❜❛$❡❞ ❉◆❆ ♣1♦✜❧✐♥❣✳ ❆♠✳ ❏✳ ❚%♦♣✳ ▼❡❞✳ ❍②❣✳✱ ✈♦❧✳ ✻✽✱ ♣❛❣❡4

✹✸✼✕✹✹✻✱ ✷✵✵✸✳ ✶✵✼

❬❉❡♠♣4>❡% ❡! ❛❧✳ ✶✾✼✼❪ ❆✳ ❉❡♠♣*+❡,✱ ◆✳ ▲❛✐,❞ ❡+ ❉✳ ❘✉❜✐♥✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❢/♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡!❡ ❞❛!❛ ✈✐❛ !❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦/✐!❤♠ ✭✇✐!❤ ❞✐7❝✉77✐♦♥✮ ✳ ❏✳ ❘♦②✳ ❙+❛+✐*+✳

❙♦❝✳ ❙❡,✳ ❇✱ ✈♦❧✳ ✸✾✱ ♣❛❣❡* ✶✕✸✽✱ ✶✾✼✼✳ ✷✸
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❛ ✸✲②❡❛, ❤♦1♣✐!❛❧✲❜❛1❡❞ 1!✉❞② ✐♥ ◆✐❝❛,❛❣✉❛✳ ❆♠✳ ❏✳ ❚?♦♣✳ ▼❡❞✳ ❍②❣✳✱ ✈♦❧✳ ✼✸✱
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❜❛)❝❤❡# ✐♥ ❞!✉❣ #)❛❜✐❧✐)② #)✉❞② ❜② ✉#✐♥❣ ❝♦♥#)❛♥) ✇✐❞)❤ #✐♠✉❧)❛♥❡♦✉# ❝♦♥✜✲

❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞#✳ ❙%❛%✐$%✳ ▼❡❞✳✱ ✈♦❧✳ ✷✻✭✶✹✮✱ ♣❛❣❡$ ✷✼✺✾✕✷✼✼✶✱ ✷✵✵✼✳ ✻✻
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❬▲✐✉ ✷✵✶✶❪ ❲✳ ▲✐✉✳ ❙✐♠✉❧-❛♥❡♦✉2 ✐♥❢❡4❡♥❝❡ ✐♥ 4❡❣4❡22✐♦♥✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ✫ ❍❛❧❧✱ ✷✵✶✶✳

✻✻✱ ✻✾

❬▲✉ ✷✵✵✽❪ ❲✳ ▲✉✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡,-✐♠❛-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ♣0♦♣♦0-✐♦♥❛❧ ❤❛③❛0❞, ❝✉0❡

♠♦❞❡❧✳ ❆♥♥✳ ■♥2-✳ ❙-❛-✐2-✳ ▼❛-❤✳✱ ✈♦❧✳ ✻✵✱ ♣❛❣❡2 ✺✹✺✕✺✼✹✱ ✷✵✵✽✳ ✸✼

❬▲✉ ✷✵✶✵❪ ❲✳ ▲✉✳ ❊✣❝✐❡♥- ❡,-✐♠❛-✐♦♥ ❢♦0 ❛♥ ❛❝❝❡❧❡0❛-❡❞ ❢❛✐❧✉0❡ -✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐-❤ ❛

❝✉0❡ ❢0❛❝-✐♦♥✳ ❙-❛-✐2-✳ ❙✐♥✐❝❛✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♣❛❣❡2 ✻✻✶✕✻✼✹✱ ✷✵✶✵✳ ✸✼

❬▼❛❝❦❡♥③✐❡ ❡- ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ❏✳❙✳ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ❉✳❏✳ ●✉❜❧❡4 ❡- ▲✳❘✳ P❡-❡42❡♥✳ ❊♠❡0❣✐♥❣

✢❛✈✐✈✐0✉,❡, ✿ -❤❡ ,♣0❡❛❞ ❛♥❞ 0❡,✉0❣❡♥❝❡ ♦❢ ❏❛♣❛♥❡,❡ ❡♥❝❡♣❤❛❧✐-✐,✱ ❲❡,- ◆✐❧❡

❛♥❞ ❞❡♥❣✉❡ ✈✐0✉,❡,✳ ◆❛-✳ ▼❡❞✳✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣❛❣❡2 ✾✽✕✶✵✾✱ ✷✵✵✹✳ ✾✹

❬▼❛❦ ✶✾✾✸❪ ❑✳ ❚✳ ▼❛❦✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◆♦♥✲▲✐♥❡❛0 ❊,-✐♠❛-✐♦♥ ❊C✉❛-✐♦♥,✳ ❏✳ ❘♦②✳ ❙-❛-✳

❙♦❝✳ ❙❡4✳ ❇✱ ✈♦❧✳ ✺✺✱ ♣❛❣❡2 ✾✹✺✕✾✺✺✱ ✶✾✾✸✳ ✶✶

❬▼❛♠♠❡♥ ❡- ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ▼✳P✳ ▼❛♠♠❡♥✱ ❈✳ P✐♠❣❛-❡✱ ❈✳❏✳ ❑♦❡♥4❛❛❞-✱ ❆✳▲✳ ❘♦-❤♠❛♥✱

❏✳ ❆❧❞2-❛❞- ❡- ❛❧✳ ❙♣❛-✐❛❧ ❛♥❞ -❡♠♣♦0❛❧ ❝❧✉,-❡0✐♥❣ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✈✐0✉, -0❛♥,♠✐,,✐♦♥

✐♥ ❚❤❛✐ ✈✐❧❧❛❣❡,✳ P▲♦❙✳ ▼❡❞✳✱ ✈♦❧✳ ✺✱ ♣❛❣❡ ❡✷✵✺✱ ✷✵✵✽✳ ✾✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✼

❬▼❛♥❞❡❧ ✫ ❇❡-❡♥2❦② ✷✵✵✽❪ ▼✳ ▼❛♥❞❡❧ ❡- ❘✳❆✳ ❇❡-❡♥2❦②✳ ❙✐♠✉❧-❛♥❡♦✉, ❈♦♥✜❞❡♥❝❡

■♥-❡0✈❛❧, ❇❛,❡❞ ♦♥ -❤❡ I❡0❝❡♥-✐❧❡ ❇♦♦-,-0❛♣ ❆♣♣0♦❛❝❤✳ ❈♦♠♣✉-✳ ❙-❛-✐2-✳ ❉❛-❛

❆♥❛❧✳✱ ✈♦❧✳ ✺✷✭✹✮✱ ♣❛❣❡2 ✷✶✺✽✕✷✶✻✺✱ ✷✵✵✽✳ ✼✽

❬▼❛4❝✉2 ✫ ❙❤❡❡♣ ✶✾✼✶❪ ▼✳❇✳ ▼❛4❝✉2 ❡- ▲✳❆✳ ❙❤❡❡♣✳ ❙❛♠♣❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦0 ♦❢ ●❛✉,,✐❛♥

♣0♦❝❡,,❡,✳ P4♦❝✳ ❙✐①-❤ ❇❡4❦❡❧❡② ❙②♠♣✳ ▼❛-❤✳ ❙-❛-✐2-✳ P4♦❜❛❜✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♣❛❣❡2

✹✷✸✕✹✹✷✱ ✶✾✼✶✳ ✼✺

❬▼❛4❣♦❧✐♥ ❡- ❛❧✳ ✶✾✽✾❪ ❇✳❍✳ ▼❛4❣♦❧✐♥✱ ❇✳❙✳ ❑✐♠ ❡- ❑✳❏✳ ❘✐2❦♦✳ ❚❤❡ ❆♠❡, ,❛❧♠♦✲
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♥❡❧❧❛✴♠✐❝(♦*♦♠❡ ♠✉,❛❣❡♥✐❝✐,② ❛**❛② ✿ ✐**✉❡* ♦❢ ✐♥❢❡(❡♥❝❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛,✐♦♥ ✳ ❏✳

❆♠❡%✳ ❙'❛'✐*'✳ ❆**♦❝✳✱ ✈♦❧✳ ✽✹✱ ♣❛❣❡* ✻✺✶✕✻✻✶✱ ✶✾✽✾✳ ✷✻

❬▼❝❈✉❧❧❛❣❤ ✫ ◆❡❧❞❡% ✶✾✽✾❪ C✳ ▼❝❈✉❧❧❛❣❤ ❡' ❏✳❆✳ ◆❡❧❞❡%✳ ●❡♥❡%❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛% ♠♦❞❡❧*✳

❈❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❝❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞ ❤❛❧❧✱ ❧♦♥❞♦♥ I❞✐'✐♦♥✱ ✶✾✽✾✳ ✶

❬▼❡✐❡% ❡, ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ▲✳ ▼❡✐❡%✱ ❙✳ ❱❛♥ ❞❡ ●❡❡% ❡' C✳ ❇✉❤❧♠❛♥♥✳ ❚❤❡ ❣(♦✉♣ ▲❛**♦ ❢♦(

❧♦❣✐*,✐❝ (❡❣(❡**✐♦♥✳ ❏✳ ❘♦②✳ ❙'❛'✐*'✳ ❙♦❝✳ ❙❡%✳ ❇✱ ✈♦❧✳ ✼✵✱ ♣❛❣❡* ✺✸✕✼✶✱ ✷✵✵✽✳

✺✽✱ ✶✷✻

❬▼♦%%✐*♦♥ ❡, ❛❧✳ ✶✾✾✽❪ ❆✳❈✳ ▼♦%%✐*♦♥✱ ❆✳ ●❡'✐*✱ ▼✳ ❙❛♥'✐❛❣♦✱ ❏✳●✳ ❘✐❣❛✉✲C❡%❡③ ❡'

C✳ ❘❡✐'❡%✳ ❊①♣❧♦(❛,♦(② *♣❛❝❡✲,✐♠❡ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ (❡♣♦(,❡❞ ❞❡♥❣✉❡ ❝❛*❡* ❞✉(✐♥❣

❛♥ ♦✉,❜(❡❛❦ ✐♥ ❋❧♦(✐❞❛✱ ?✉❡(,♦ ❘✐❝♦✱ ✶✾✾✶✲✶✾✾✷✳ ❆♠✳ ❏✳ ❚%♦♣✳ ▼❡❞✳ ❍②❣✳✱

✈♦❧✳ ✺✽✱ ♣❛❣❡* ✷✽✼✕✷✾✽✱ ✶✾✾✽✳ ✶✵✼

❬▼♦%%✐*♦♥ ❡, ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❆✳❈✳ ▼♦%%✐*♦♥✱ ❙✳▲✳ ▼✐♥♥✐❝❦✱ ❈✳ ❘♦❝❤❛✱ ❇✳▼✳ ❋♦%*❤❡② ❡' ❙✳❚✳

❙'♦❞❞❛%❞✳ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✈✐(✉* ✐♥ ■E✉✐,♦*✱ ?❡(✉ ✶✾✾✾ ,♦ ✷✵✵✺ ✿

✐♥,❡(❡♣✐❞❡♠✐❝ ❛♥❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♣❛,,❡(♥* ♦❢ ,(❛♥*♠✐**✐♦♥✳ C▲♦❙✳ ◆❡❣❧✳ ❚%♦♣✳ ❉✐*✳✱

✈♦❧✳ ✹✱ ♣❛❣❡ ❡✻✼✵✱ ✷✵✶✵✳ ✶✵✻

❬▼✉%❣✉❡ ❡, ❛❧✳ ✶✾✾✾❪ ❇✳ ▼✉%❣✉❡✱ ❳✳ ❉❡♣❛%✐*✱ ❖✳ ❈❤✉♥❣✉❡ ❊✳ ❈❛**❛% ❡' ❈✳ ❘♦❝❤❡✳

❉❡♥❣✉❡ ✿ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ *❡✈❡(✐,② ✐♥ ❋(❡♥❝❤ ?♦❧②♥❡*✐❛ ❜❛*❡❞ ♦♥ ❛♥

❛♥❛❧②*✐* ♦❢ ✹✵✸ ❧❛❜♦(❛,♦(②✲❝♦♥✜(♠❡❞ ❝❛*❡*✳ ❚%♦♣✳ ▼❡❞✳ ■♥'✳ ❍❡❛❧'❤✱ ✈♦❧✳ ✹✱

♣❛❣❡* ✼✻✺✕✼✼✸✱ ✶✾✾✾✳ ✾✹

❬◆❛✐♠❛♥ ✶✾✽✼❪ ❉✳◗✳ ◆❛✐♠❛♥✳ ❙✐♠✉❧,❛♥❡♦✉* ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜♦✉♥❞* ✐♥ ♠✉❧,✐♣❧❡✲(❡❣(❡**✐♦♥

✉*✐♥❣ ♣(❡❞✐❝,♦( ✈❛(✐❛❜❧❡ ❝♦♥*,(❛✐♥,*✳ ❏✳ ❆♠❡%✳ ❙'❛'✳ ❆**♦❝✳✱ ✈♦❧✳ ✽✷✱ ♣❛❣❡*

✷✶✹✕✷✶✾✱ ✶✾✽✼✳ ✻✼
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❬◆❛✐♠❛♥ ✶✾✾✵❪ ❉✳◗✳ ◆❛✐♠❛♥✳ ❖♥ ✈♦❧✉♠❡( ♦❢ *✉❜✉❧❛- ♥❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞( ♦❢ (♣❤❡-✐❝❛❧

♣♦❧②❤❡❞-❛ ❛♥❞ (*❛*✐(*✐❝❛❧ ✐♥❢❡-❡♥❝❡✳ ❆♥♥✳ ❙/❛/✐0/✳✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♣❛❣❡0 ✻✽✺✕✼✶✻✱

✶✾✾✵✳ ✻✼

❬◆❡❧❞❡> ✫ ❲❡❞❞❡>❜✉>♥ ✶✾✼✷❪ ❏✳❆✳ ◆❡❧❞❡> ❡/ ❘✳ ❲✳ ▼✳ ❲❡❞❞❡>❜✉>♥✳ ●❡♥❡-❛❧✐③❡❞

❧✐♥❡❛- ♠♦❞❡❧(✳ ❏✳ ❘♦②✳ ❙/❛/✐0/✳ ❙♦❝✳ ❙❡>✳ ❆✱ ✈♦❧✳ ✶✸✺✱ ♣❛❣❡0 ✸✼✵✕✸✽✹✱ ✶✾✼✷✳ ✸

❬◆❡✉♠❛♥♥ ✫ K♦❧③❡❤❧ ✶✾✾✽❪ ◆✳❍✳ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡/ ❏✳ K♦❧③❡❤❧✳ ❙✐♠✉❧*❛♥❡♦✉( ❜♦♦*(*-❛♣

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞( ✐♥ ♥♦♥✲♣❛-❛♠❡*-✐❝ -❡❣-❡((✐♦♥✳ ❏✳ ◆♦♥♣❛>❛♠❡/>✳ ❙/❛/✳✱ ✈♦❧✳ ✾✱

♣❛❣❡0 ✸✵✼✕✸✸✸✱ ✶✾✾✽✳ ✼✽

❬◆❡✈❡0✲❙♦✉③❛ ❡* ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ K✳❈✳ ◆❡✈❡0✲❙♦✉③❛✱ ❊✳▲✳ ❆③❡>❡❞♦✱ ❙✳▼✳ ❩❛❣♥❡✱ ❘✳ ❱❛❧❧0✲❞❡

❙♦✉③❛✱ ❙✳❘✳ ❘❡✐0 ❡/ ❛❧✳ ■♥❞✉❝✐❜❧❡ ♥✐*-✐❝ ♦①✐❞❡ (②♥*❤❛(❡ ✭✐◆❖❙✮ ❡①♣-❡((✐♦♥ ✐♥
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❧✐♥❡❛" "❡❣"❡**✐♦♥ ❛♥❞ *♠♦♦%❤✐♥❣✳ ❆♥♥✳ ❙1❛1✐@1✳✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♣❛❣❡@ ✶✸✷✽✕✶✸✹✻✱

✶✾✾✹✳ ✻✼

❬❙✉♥ ❡% ❛❧✳ ✶✾✾✾❪ ❏✳ ❙✉♥✱ ❏✳ ❘❛③ ❡1 ❏✳❏✳ ❋❛M❛✇❛②✳ ❙✐♠✉❧%❛♥❡♦✉* ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞* ❢♦"

❣"♦✇%❤ ❛♥❞ "❡*♣♦♥*❡ ❝✉"✈❡*✳ ❙1❛1✐@1✳ ❙✐♥✐❝❛✱ ✈♦❧✳ ✾✭✸✮✱ ♣❛❣❡@ ✻✼✾✕✻✾✽✱ ✶✾✾✾✳

✻✻
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❬❙✉♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ❏✳ ❙✉♥✱ ❈✳❘✳ ▲♦❛❞❡1 ❡2 ❲✳4✳ ▼❝❈♦1♠✐❝❦✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞, ✐♥

❣❡♥❡/❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛/ ♠♦❞❡❧,✳ ❆♥♥✳ ❙2❛2✐;2✳✱ ✈♦❧✳ ✷✽✱ ♣❛❣❡; ✹✷✾✕✹✻✵✱ ✷✵✵✵✳ ✻✼

❬❚❡✐❝❤❡1 ✶✾✻✵❪ ❍✳ ❚❡✐❝❤❡1✳ ❖♥ !❤❡ ♠✐①!✉/❡ ♦❢ ❞✐,!/✐❜✉!✐♦♥,✳ ❆♥♥✳ ▼❛2❤✳ ❙2❛2✐;2✳✱

✈♦❧✳ ✸✶✱ ♣❛❣❡; ✺✺✕✼✸✱ ✶✾✻✵✳ ✷✻

❬❚❡✐❝❤❡1 ✶✾✻✸❪ ❍✳ ❚❡✐❝❤❡1✳ ■❞❡♥!✐✜❛❜✐❧✐!② ♦❢ ✜♥✐!❡ ♠✐①!✉/❡,✳ ❆♥♥✳ ▼❛2❤✳ ❙2❛2✐;2✳✱

✈♦❧✳ ✸✹✱ ♣❛❣❡; ✶✷✻✺✕✶✷✻✾✱ ✶✾✻✸✳ ✷✻

❬❚❡✐①❡✐1❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷❪ ▼❞❛ ●✳ ❚❡✐①❡✐1❛✱ ❈♦;2❛ ▼❞❛ ❈✳ ❇❛11❡2♦ ▼✳▲✳✱ ▲✳❉✳ ❋❡11❡✐1❛✱

4✳❋✳ ❱❛;❝♦♥❝❡❧♦; ❡2 ❛❧✳ ❉②♥❛♠✐❝, ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✈✐/✉, ❝✐/❝✉❧❛!✐♦♥ ✿ ❛ ,✐❧❡♥! ❡♣✐✲

❞❡♠✐❝ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✉/❜❛♥ ❛/❡❛✳ ❚1♦♣✳ ♠❡❞✳ ❛♥❞ ✐♥ ❤❡❛❧2❤✱ ✈♦❧✳ ❚▼ ✫ ■❍ ✼✱

♣❛❣❡; ✼✺✼✕✼✻✷✱ ✷✵✵✷✳ ✶✵✻

❬❚❤♦♠❛; ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ▲✳ ❚❤♦♠❛;✱ ❖✳ ❱❡1❧❛❡2❡♥✱ ❆✳ ❈❛❜✐❡✱ ❙✳ ❑❛✐❞♦♠❛1✱ ❱✳ ▼♦1❛✈✐❡

❡2 ❛❧✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ ❞❡♥❣✉❡ ,❡/♦!②♣❡✱ ♣/❡✈✐♦✉, ❞❡♥❣✉❡ ✐♥❢❡❝!✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❧❛,♠❛

✈✐/❛❧ ❧♦❛❞ ♦♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣/❡,❡♥!❛!✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉!❝♦♠❡ ❞✉/✐♥❣ ❛ ❞❡♥❣✉❡✲✷ ❛♥❞ ❞❡♥❣✉❡✲

✹ ❝♦❡♣✐❞❡♠✐❝✳ ❆♠✳ ❏✳ ❚1♦♣✳ ▼❡❞✳ ❍②❣✳✱ ✈♦❧✳ ✼✽✱ ♣❛❣❡; ✾✾✵✕✾✾✽✱ ✷✵✵✽✳ ✾✹✱ ✶✵✾

❬❚♦11❡♥2❡;✲❈❛1✈❛❧❤♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❆✳ ❚♦11❡♥2❡;✲❈❛1✈❛❧❤♦✱ ❊✳▲✳ ❆③❡1❡❞♦✱ ❙✳❘✳ ❘❡✐;✱

❆✳❙✳ ▼✐1❛♥❞❛✱ ▼✳ ●❛♥❞✐♥✐ ❡2 ❛❧✳ ❉❡♥❣✉❡✲✷ ✐♥❢❡❝!✐♦♥ ❛♥❞ !❤❡ ✐♥❞✉❝!✐♦♥ ♦❢

❛♣♦♣!♦,✐, ✐♥ ❤✉♠❛♥ ♣/✐♠❛/② ♠♦♥♦❝②!❡,✳ ▼❡♠✳ ■♥;2✳ ❖;✇❛❧❞♦ ❈1✉③✱ ✈♦❧✳ ✶✵✹✱

♣❛❣❡; ✶✵✾✶✕✶✵✾✾✱ ✷✵✵✾✳ ✶✵✾

❬❚1✐❝♦✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❱✳ ❚1✐❝♦✉✱ ❍✳❚✳ ❱✉✱ ◆✳❱✳ ◗✉②♥❤✱ ❈✳❱✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❍✳❚✳ ❚1❛♥✱ ❡2

❛❧✳ ❈♦♠♣❛/✐,♦♥ ♦❢ !✇♦ ❞❡♥❣✉❡ ◆❙✶ /❛♣✐❞ !❡,!, ❢♦/ ,❡♥,✐!✐✈✐!②✱ ,♣❡❝✐✜❝✐!② ❛♥❞

/❡❧❛!✐♦♥,❤✐♣ !♦ ✈✐/❛❡♠✐❛ ❛♥❞ ❛♥!✐❜♦❞② /❡,♣♦♥,❡,✳ ❇▼❈ ■♥❢❡❝2✳ ❉✐;✳✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱

♣❛❣❡ ✶✹✷✱ ✷✵✶✵✳ ✶✵✽✱ ✶✵✾
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❬❚✇✐❞❞② ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ❙✳❙✳ ❚✇✐❞❞②✱ ❏✳❏✳ ❋❛00❛0✱ ◆✳ ❱✐♥❤ ❈❤❛✉✱ ❇✳ ❲✐❧❧:✱ ❊✳❆✳ ●♦✉❧❞

❡@ ❛❧✳ %❤②❧♦❣❡♥❡!✐❝ -❡❧❛!✐♦♥.❤✐♣. ❛♥❞ ❞✐✛❡-❡♥!✐❛❧ .❡❧❡❝!✐♦♥ ♣-❡..✉-❡. ❛♠♦♥❣

❣❡♥♦!②♣❡. ♦❢ ❞❡♥❣✉❡✲✷ ✈✐-✉.✳ ❱✐0♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✷✾✽✱ ♣❛❣❡: ✻✸✕✼✷✱ ✷✵✵✺✳ ✶✵✾

❬❱✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❚✳❚✳ ❱✉✱ ❊✳❈✳ ❍♦❧♠❡:✱ ❱✳ ❉✉♦♥❣✱ ❚✳◗✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❚✳❍✳ ❚0❛♥ ❡@ ❛❧✳

❊♠❡-❣❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ ❆.✐❛♥ ✶ ❣❡♥♦!②♣❡ ♦❢ ❞❡♥❣✉❡ ✈✐-✉. .❡-♦!②♣❡ ✷ ✐♥ ✈✐❡! ♥❛♠ ✿

✐♥ ✈✐✈♦ ✜!♥❡.. ❛❞✈❛♥!❛❣❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛❣❡ -❡♣❧❛❝❡♠❡♥! ✐♥ ❙♦✉!❤✲❊❛.! ❆.✐❛ ✳ O❧♦❙✳

◆❡❣✳ ❚♦♣✳ ❉✐:✳✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ♣❛❣❡ ❡✼✺✼✱ ✷✵✶✵✳ ✶✵✾

❬❲❛♥❣ ✶✾✾✹❪ O✳ ❲❛♥❣✳ ▼✐①❡❞ -❡❣-❡..✐♦♥ ♠♦❞❡❧. ❢♦- ❞✐.❝-❡!❡ ❞❛!❛✳ O❤❉ @❤❡:✐:✱ ❯♥✐✲

✈❡0:✐@② ♦❢ ❇0✐@✐:❤ ❈♦❧✉♠❜✐❛✱ ❱❛♥❝♦✉✈❡0✱ ✶✾✾✹✳ ✷✼

❬❲❛@@: ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾❪ ❉✳▼✳ ❲❛@@:✱ ❑✳❘✳ O♦0@❡0✱ O✳ O✉@✈❛@❛♥❛✱ ❇✳ ❱❛:Y✉❡③✱ ❈✳ ❈❛❧❛♠♣❛

❡@ ❛❧✳ ❋❛✐❧✉-❡ ♦❢ .❡❝♦♥❞❛-② ✐♥❢❡❝!✐♦♥ ✇✐!❤ ❆♠❡-✐❝❛♥ ❣❡♥♦!②♣❡ ❞❡♥❣✉❡ ✷ !♦ ❝❛✉.❡

❞❡♥❣✉❡ ❤❛❡♠♦--❤❛❣✐❝ ❢❡✈❡-✳ ▲❛♥❝❡@✱ ✈♦❧✳ ✸✺✹✱ ♣❛❣❡: ✶✹✸✶✕✶✹✸✹✱ ✶✾✾✾✳ ✾✹

❬❲❍❖ ✷✵✵✾❪ ❲❍❖✳ ❉❡♥❣✉❡ ✿ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡. ❢♦- ❞✐❛❣♥♦.✐.✱ !-❡❛!♠❡♥!✱ ♣-❡✈❡♥!✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♥!-♦❧✳ ❘❛♣♣♦0@ @❡❝❤♥✐Y✉❡✱ ●❡♥❡✈❛ ✿ ❲♦0❧❞ ❍❡❛❧@❤ ❖0❣❛♥✐③❛@✐♦♥✳✱ ✷✵✵✾✳ ✾✸✱

✾✹

❬❲♦0❦✐♥❣ ✫ ❍♦@❡❧❧✐♥❣ ✶✾✷✾❪ ❍✳ ❲♦0❦✐♥❣ ❡@ ❍✳ ❍♦@❡❧❧✐♥❣✳ ❆♣♣❧✐❝❛!✐♦♥. ♦❢ !❤❡ !❤❡♦-②

♦❢ ❡--♦- !♦ !❤❡ ✐♥!❡-♣-❡!❛!✐♦♥ ♦❢ !-❡♥❞.✳ ❏✳ ❆♠❡0✳ ❙@❛@✳ ❆::♦❝✳✱ ✈♦❧✳ ✷✹✱ ♣❛❣❡:

✼✸✕✽✺✱ ✶✾✷✾✳ ✻✻

❬❳✐❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ▲✳ ❳✐❛♥❣✱ ❆✳ ❍✳ ▲❡❡✱ ❑✳ ❑✳ ❲✳ ❨❛✉ ❡@ ●✳ ❏✳ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥✳ ❆

.❝♦-❡ !❡.! ❢♦- ♦✈❡-❞✐.♣❡-.✐♦♥ ✐♥ ③❡-♦✲✐♥✢❛!❡❞ %♦✐..♦♥ ♠✐①❡❞ -❡❣-❡..✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳

❙@❛@✐:@✳ ▼❡❞✳✱ ✈♦❧✳ ✶✻✵✽✲✶✻✷✷✱ ♣❛❣❡ ✷✻✱ ✷✵✵✼✳ ✸✹

❬❨✐♣ ✶✾✽✽❪ O✳ ❨✐♣✳ ■♥❢❡-❡♥❝❡ ❛❜♦✉! !❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ %♦✐..♦♥ ❞✐.!-✐❜✉!✐♦♥ ✐♥ !❤❡ ♣-❡.❡♥❝❡
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♦❢ ❛ ♥✉✐&❛♥❝❡ ♣❛*❛♠❡,❡*✳ ❆✉#$%❛❧✐❛♥ ❏✳ ❙$❛$✐#$✳✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱ ♣❛❣❡# ✷✾✾✕✸✵✻✱ ✶✾✽✽✳

✶✽

❬❨✐♣ ✶✾✾✶❪ =✳ ❨✐♣✳ ❈♦♥❞✐,✐♦♥❛❧ ✐♥❢❡*❡♥❝❡ ❢♦* ❛ ♠✐①,✉*❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦* ,❤❡ ❛♥❛❧②&✐& ♦❢

❝♦✉♥, ❞❛,❛✳ ❈♦♠♠✳ ❙$❛$✐#$✳ ❚❤❡♦%② ▼❡$❤♦❞#✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♣❛❣❡# ✷✵✹✺✕✷✵✺✼✱ ✶✾✾✶✳

✶✽

❬❨♦✉♥❣ ❡, ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ =✳❘✳ ❨♦✉♥❣✱ =✳❆✳ ❍✐❧❞✐$❝❤✱ ❈✳ ❇❧❡$❝❤❧② ❡$ ❲✳ ❍❛❧❧♦%❛♥✳ ❆♥

❛♥,✐❣❡♥ ❝❛♣,✉*❡ ❡♥③②♠❡✲❧✐♥❦❡❞ ✐♠♠✉♥♦&♦*❜❡♥, ❛&&❛② *❡✈❡❛❧& ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧& ♦❢ ,❤❡

❞❡♥❣✉❡ ✈✐*✉& ♣*♦,❡✐♥ ◆❙✶ ✐♥ ,❤❡ &❡*❛ ♦❢ ✐♥❢❡❝,❡❞ ♣❛,✐❡♥,&✳ ❏✳ ❈❧✐♥✳ ▼✐❝%♦❜✐♦❧✳✱
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