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Chapitre 1Introduction généraleUn rêveEchapper à la pesanteur : un rêve longtemps caressé par l'homme, et qui l'a poussé à fabriquerdes machines volantes. La poursuite de ce rêve l'a conduit, dans un autre registre, à maîtriser lesforces qui s'exercent à distance : forces électriques et forces magnétiques. Ces forces permettent decontrôler la position d'un objet à distance, et de le faire �otter si on le désire. Des travaux actuelsétudient la sustentation des corps vivants sous l'e�et de puissants champs magnétiques. Résultatslimité pour l'instant à des corps de petites tailles (tels qu'un insecte), les chercheurs à l'origine de cestravaux pensent pouvoir un jour soulever un être humain (dans un système d'ascenseur magnétiquepar exemple) mais cela reste pour l'instant du domaine de la �ction.Une réalitéLoin de ces travaux prospectifs sur la matière vivante, l'utilisation des champs magnétiques surdes pièces ferriques représente un domaine bien maîtrisé. L'exemple le plus connu, car le plus specta-culaire, reste le train à sustentation et propulsion magnétique. Les champs magnétiques permettentau train de se soulever au dessus de ses rails ; l'absence de contacts permet au train d'atteindre desvitesses sans commune mesure avec un train classique.Cette application n'est pourtant pas la seule. En terme de nombre d'exemplaires existants, ils'agit même d'une goutte d'eau dans l'océan. L'application la plus commune consiste à sustenterun rotor de machine par l'intermédiaire d'électro-aimants : machines outils, pompes à vide, turbo-machines, gyroscopes, volants d'inertie, : : :Ces applications, de domaines aussi variés que l'aérospatial ou le biomédical, pro�tent des nom-breux avantages apportés par les rotors sustentés magnétiquement :� l'absence de frottement (action à distance) élimine les problèmes d'usure. La longévité de lamachine est largement accrue et son besoin de maintenance devient quasiment nul ;� la vitesse de rotation du rotor est généralement limitée par la technologie des paliers qui sup-portent ce dernier. Lorsque le palier est à base de champs magnétiques (paliers magnétiques),



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEcette limite est largement repoussée car il n'y a plus de matériaux en contact. Actuellement,des machines à base de paliers magnétiques tournent à plus de 100 000 tours=min ;� l'élimination des paliers classiques (paliers à billes ou paliers �uides) supprime le nécessairesystème de lubri�cation. Sans huile, la machine devient propre et peut aisément être utiliséedans des environnements où toute pollution est exclue (pompes biomédicales) ;� l'environnement propre n'est pas le seul qui puisse accueillir des paliers magnétiques : le videou les hautes températures ne représentent pas un obstacle ;� sans contact, il doit être virtuellement possible de supprimer toute vibration engendrée par lesinévitables défauts de fabrication du rotor comme le balourd 1 (nous reviendrons sur ce pointdans la suite de ce document).Si les paliers magnétiques présentent des avantages, ils ne sont pas exempts de petits défauts :� la technologie mise en ÷uvre est chère. Ce problème est le point de mire de quelques travauxdont le but est de réduire les coûts de production en simpli�ant la structure mécanique ;� les systèmes positionnés par des forces magnétiques présentent rarement un caractère stablesi les forces ne sont pas asservies aux positions. Cet état de fait oblige la mise en place d'unestructure d'asservissement complètement absente d'un système à paliers classiques. En plusdu coût du matériel, la mise au point peut s'avérer complexe ;� la force créée par un électro-aimant est non linéaire, proportionnelle au carré du courantet inversement proportionnelle à l'entrefer séparant le rotor du stator. Le modèle du paliermagnétique est donc non linéaire, ce qui, a priori, ne simpli�e pas la synthèse de commande.Le dernier point cité a longtemps été contourné en utilisant une linéarisation physique du systèmepar injection d'un courant de prémagnétisation dans les bobines. Ce changement forcé de point defonctionnement a permis le développement de nombreux travaux dont la complexité n'a de limite queles di�cultés présentées par l'intégration de paliers magnétiques dans des systèmes bien spéci�ques.Le développement conjoint de la commande non linéaire et des microprocesseurs, depuis lesannées 80, ouvre des perspectives importantes dans le domaine du fonctionnement non linéaire(sans courant de prémagnétisation). Pourtant, le nombre de travaux dans cette direction reste limité,peut-être par manque de communication entre les laboratoires spécialistes du palier magnétique etceux compétents dans la commande non linéaire.Dans ce document, nous nous proposons d'apporter des solutions à un double problème : l'éli-mination du balourd par des techniques non linéaires. Ce mémoire est divisé en trois chapitres :� le premier revisite les éléments nécessaires à la modélisation des paliers magnétiques. A partirde ces données, di�érents modèles seront proposés en fonction de l'usage qu'on leur réserve. Laparticularité de ces modèles est de prendre le balourd comme une perturbation intrinsèque ;1. Le balourd est une perturbation créée par la non coïncidence de l'axe géométrique et de l'axe d'inertie principaldu rotor.



13� la deuxième partie concerne la commande non linéaire d'une broche à paliers magnétiques.Ce chapitre débute par une présentation de techniques d'élimination du balourd qui nousconduit à proposer notre propre stratégie. A la suite de cela, nous proposons deux techniquesnon linéaires de commande permettant l'implémentation de notre algorithme d'élimination dubalourd ;� la dernière partie est réservée à la validation des lois de commande proposées précédemmentpar l'intermédiaire de simulations et d'essais réels sur une broche de laboratoire.
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Fig. 2.1: Représentation schématique d'un actionneur2.1 IntroductionPour pouvoir agir sur un système, il faut posséder quelques informations sur celui-ci. C'est lerôle de la modélisation que de fournir ces informations. Plus le nombre de ces informations estimportant, plus on peut espérer, par la suite, synthétiser une commande performante. Les premiersmodèles de broches à paliers magnétiques actifs remontent aux premiers travaux sur la commande(Habermann, 1978; Matsumura et al., 1981; Matsumura et al., 1983). Aujourd'hui encore, les mo-dèles sont explorés et complexi�és a�n d'étudier, en simulation, les comportements observés surles machines réelles (Youcef-Toumi and Reddy, 1992; Mohamed and Emad, 1993; Barthod andLemarquand, 1995; Carabelli and Genta, 1998; Spinger et al., 1998).Dans ce chapitre, nous présentons, dans un premier temps, des dé�nitions permettant d'appré-hender la problématique attachée aux paliers magnétiques actifs et à leur modélisation. Dans unsecond temps, une méthode, par changement de variables, est introduite pour permettre le calculde modèles contenant la perturbation due au balourd comme une partie intégrante des équationsdynamiques. Cette technique est appliquée à la modélisation d'un plan de contrôle dont nous ti-rerons quelques données importantes pour la synthèse d'une commande éliminant le balourd. Puisc'est au tour de la broche d'être modélisée en utilisant cette technique ; ce dernier modèle a alors laparticularité de prendre en compte l'e�et de la perturbation due au balourd comme un phénomèneintrinsèque du comportement du rotor. Nous proposons par la suite, plusieurs modèles de la broche,moins complexes, qui seront utilisés en fonction du contexte pour la synthèse des lois commande.Nous �nirons en dé�nissant ce que l'on appelle le fonctionnement linéaire et non linéaire d'un paliermagnétique.



18 CHAPITRE 2. MODÉLISATION2.2 Le monde des Paliers Magnétiques2.2.1 Palier actif ou passif?Schweitzer (Schweitzer et al., 1994), propose une nomenclature très complète où il di�érencieprincipalement les paliers utilisant les forces de réluctance (famille à laquelle appartiennent les deuxtypes de paliers cités plus bas), et ceux utilisant les forces de Lorentz (actions électrodynamiquespar induction de courant). Parmi ces derniers, un axe de recherche important concerne les pa-liers à supraconductivité (Albanese et al., 1994a; Gauss and Elschner, 1994; Komori et al., 1994;Takahata and Ueyama, 1994; Moon, 1994; Albanese et al., 1994b; Hiebel, 1994; Terentiev et al.,1995; Tsuchimoto et al., 1995).Dans la grande famille des Paliers Magnétiques, on peut distinguer deux classes :� les Paliers Magnétiques Passifs (PMP), sont constitués principalement d'actionneurs à aimantspermanents. Dans ce type de construction, les systèmes peuvent fonctionner avec des forcesd'attraction ou de répulsion. La caractéristique dynamique de l'actionneur obtenu est, pourl'essentiel, équivalente à celle d'un ressort dans les directions axiales et radiales (Yonnet, 1981).Dans une de ces deux directions, la raideur est positive. Cela entraîne que l'on ne peut pasconstruire un système entièrement maintenu en suspension par des paliers magnétiques passifscar il se révèle instable ; cette propriété est montrée en 1839 par Earnshaw lorsqu'il prouvequ'une particule chargée ne peut léviter dans un champ de forces statiques. Bien entendu,cette caractéristique est �xée à la construction du palier et ne peut être changée lors de sonfonctionnement ;� les Paliers Magnétiques Actifs (PMA), dont les représentants les plus communs sont les paliersà ferro-attraction. Dans ce cas la force est créée par un électro-aimant dont le courant peut êtremodulé. La force ainsi appliquée étant directement fonction de ce courant (comme cela seramontré plus loin), il est possible de complètement la maîtriser. Les paliers magnétiques actifsse trouvent à l'intersection de plusieurs disciplines : par la mécanique et l'électromagnétisme,on peut dé�nir des structures présentant une e�cacité maximum, fonction des formes et desmatériaux, en essayant de limiter les pertes ou les saturations ; l'électronique de puissancepermet d'alimenter de façon optimale les di�érentes bobines. L'automatique est le support deconstruction pour obtenir le meilleur système de commande donnant les performances dyna-miques désirées, ceci aussi bien au niveau de l'algorithmique que de la réalisation matérielle.C'est principalement dans le domaine de l'automatique qu'intervient ce travail.2.2.2 Quelques dé�nitionsLes dé�nitions données ci-dessous ont pour but de faciliter la présentation de la problématiquepar la suite. Certaines dé�nitions ne sont valables que pour la géométrie usuellement admise pour unebroche sustentée magnétiquement. En e�et, les formes que peuvent prendre les appareils contenantdes paliers magnétiques sont multiples. Certains travaux (Ponsart, 1996; Meeker, 1996) étudient
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Fig. 2.2: Représentation schématique d'un axe de contrôleles possibilités de réduction du nombre d'actionneur a�n de réduire les coûts de production ; ainsiconçus les systèmes de sustentation présentent des formes mécaniques inhabituelles, et en dehorsdu contexte proposé par cette étude.Dé�nition 1 (Actionneur)Un actionneur dans un Palier Magnétique Actif est représenté par un électro-aimant qui agit sur unepartie mobile appelée le rotor (voir Figure 2.1). L'électro-aimant est �xé sur le bâtit de la machine,que l'on dénommera stator, en vis à vis d'une partie métallique ferreuse solidaire du rotor. Rotoret stator sont séparés par un intervalle appelé entrefer de valeur nominale e0. L'électronique depuissance est associée à l'actionneur. Elle permet de générer soit la tension soit le courant désirédans le bobinage de l'électro-aimant. Etant donné qu'un électro-aimant ne peut exercer qu'une forced'attraction, il n'est en général pas utilisé seul (sauf dans le cas très particulier de la bille suspendue :dans ce cas, l'éloignement de la bille par rapport à l'actionneur est permis par l'action de la gravité),mais entre dans la composition d'un axe de contrôle.Dé�nition 2 (Axe de contrôle)Un axe de contrôle est constitué de deux actionneurs en vis à vis (voir Figure 2.2). Cela permetd'exercer des forces positives et négatives par rapport au sens de référence de cet axe. Au sein de cegroupe, la commande de chaque actionneur ne se fait pas, en général, séparément ; ils sont coupléspour obtenir une e�cacité accrue et une réponse en adéquation avec les prévisions.Dé�nition 3 (Plan de contrôle)Un plan de contrôle est constitué de deux axes de contrôle perpendiculaires (voir Figure 2.3) 1. Cegroupe est aussi appelé un Centreur, sa fonction étant de maintenir le rotor à une position donnée,soit zéro, soit une trajectoire généralement circulaire. Habituellement, les commandes des deux axesd'un plan ne sont pas couplées. Par la suite nous montrons comment ce couplage peut être exploitépour obtenir un meilleur comportement vis à vis de la perturbation.1. Cette dé�nition est valable pour un système comprenant quatre actionneurs pour un plan. Plus loin dans cechapitre sera abordée une structure di�érente où les plans de contrôle sont constitués de seulement trois bobines à120o les unes des autres.
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Fig. 2.3: Représentation schématique d'un plan de contrôle
Fig. 2.4: Représentation schématique du rotor d'une brocheDé�nition 4 (Butée)Une butée sert à maintenir en position le rotor le long de son axe principal. Une butée peut êtreconsidérée comme un axe de contrôle si celle-ci est active (PMA). Dans le cas où elle serait passive(PMP), elle introduit des forces de perturbation dans le modèle, et se comporte comme un ressortdont la raideur est �xée par construction (Yonnet, 1981; Charara, 1992).Dé�nition 5 (Broche)Le modèle générique d'une broche se compose de deux plans de contrôle (contrôle de quatre degrésde liberté), d'une butée (contrôle d'un degré de liberté), et d'un moteur qui permet de maintenir lavitesse de rotation du rotor (voir Figure 2.4 et Figure 2.5).
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Fig. 2.5: Représentation schématique d'une brocheLe Centre Géométrique O du rotor est dé�ni comme le point milieu du segment compris entreles deux plans de contrôle lorsque le rotor est dans sa position nominale.2.2.3 PerturbationsUn système n'est jamais parfait et il présente généralement des défauts qu'il faut prendre encompte lorsque l'on construit une loi de commande. Ces imperfections sont plus ou moins impor-tantes. Les systèmes sustentés par des paliers magnétiques présentent des défauts géométriques dusà leurs fabrications. Nous pouvons en citer trois principaux qui représentent (ou ont représenté) desaxes de recherche importants quant à la réduction de leurs e�ets.
Fig. 2.6: Position de l'axe d'inertie d'une broche� Le balourd : celui-ci est dû à la position de l'axe d'inertie du rotor. Comme on peut le voirsur la Figure 2.6, il est peu probable que sa position coïncide avec celle de l'axe géométrique(même si ce défaut n'excède pas quelques micromètres). Or, comme cela sera montré plus loindans ce chapitre, cette erreur va induire une perturbation sur les positions observées ; cette



22 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONperturbation n'existe que parce que les capteurs mesurent la position de l'axe géométrique.Ainsi, si la position de l'axe d'inertie pouvait être mesurée, la perturbation n'existerait pas.Le balourd peut être modélisé sous la forme simpli�ée suivante :P1 = �1 _�2 sin (�+ 
1)P2 = �2 _�2 sin (�+ 
2) (2.1)où �1 et �2 représentent les distances entre l'axe géométrique et l'axe d'inertie au niveau duplan de contrôle 1 et 2, et � la position angulaire du rotor autour de son axe géométrique. Cesexpressions sont simpli�ées car elles ne tiennent pas compte des couplages de Coriolis dansle mouvement du rotor. Nous proposerons par la suite un modèle qui prend en compte cescouplages.� Le faux rond : dans ce qui est énoncé précédemment, la mesure de la position est supposéeêtre faite par rapport à une surface exempt de défaut. Si cette surface de référence présente desirrégularités comme sur la Figure 2.7, elles vont se répercuter sur les mesures, provoquant desbruits à diverses fréquences. Ce défaut est de moins en moins important avec les améliorationscontinuelles des états de surface dans les usinages modernes.
Fig. 2.7: Etat de surface sous les capteurs de position� La �exibilité du rotor : toute pièce mécanique présente des fréquences de résonance quipeuvent être plus ou moins amorties par leur environnement. Le rotor d'une broche n'échappepas à cette règle (Figure 2.8). Si les actionneurs excitent ces fréquences, on peut obtenir uneinstabilité du système. Quelques exemples de maîtrise de ce phénomène sont décrits dans(Tian and Nonami, 1994; Okada, 1994; Akishita and Iwatani, 1994; Petela and Botros, 1995;Nonami and Ito, 1996)Pour le reste de notre exposé, nous allons uniquement nous intéresser à l'e�et de la perturbationdue au balourd dans le comportement dynamique du rotor. Dans un premier temps, nous montre-rons comment on peut tenir compte de cette perturbation dans la modélisation d'un système à base
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Fig. 2.8: Modes �exibles d'un rotorde paliers magnétiques ; dans le chapitre suivant, nous verrons comment réduire son e�et à traversla loi de commande.2.3 Modélisation: la théorieModéliser un système est la première étape avant la synthèse de la commande de ce procédé.Le Palier Magnétique présente des spéci�cités qui nécessitent une attention particulière lors decette étape. Connaître ces spéci�cités permet, de notre point de vue, d'être plus e�cace lors de laconception de la commande.Lors de l'étape de modélisation, l'utilisation d'une technique d'ordre général, capable de s'adap-ter facilement aux di�érents niveaux de complexité qui peuvent être introduits, peut se révélerimportante. Dans cette optique, la méthode de modélisation par les équations d'Euler Lagrange aété choisie.Les notions abordées dans les sections suivantes sont expliquées ou utilisées dans les référencessuivantes : (Annequin and Boutigny, 1973; Goldstein, 1980; Meisel, 1984; Chorot, 1991)2.3.1 Equations fondamentales de la dynamiqueHabituellement, pour décrire le mouvement d'un mobile, les équations fondamentales de la dy-namique sont utilisées :� pour les translations : XF = ddt (mv) (2.2)où F est une force appliquée au mobile, et mv = p la quantité de mouvement, produit de samassem par sa vitesse v = dr=dt. r est la position du mobile par rapport à un repère Galiléendonné ;� pour les rotations : XC = ddt �J _�� (2.3)
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Fig. 2.9: Les 6 degrés de liberté d'un solideoù C est un couple selon l'axe de rotation qui est aussi la direction de _�. Cette directionest normale à la vitesse v. L'équation (2.3) se trouve en introduisant l'expression du momentangulaire L = r ^ p (2.4)dans l'équation (2.2)Ces équations doivent être appliquées en tout point et selon tous les axes du système. A partir delà, il faut prendre en compte les liaisons qui existent entre les di�érentes équations a�n de conserverun nombre minimal de variables.2.3.2 Degrés de liberté

Fig. 2.10: Coordonnées d'un penduleUn solide libre dans l'espace possède 6 degrés de liberté (Figure 2.9). Si n solides se trouventdans cet espace, le nombre de degrés de liberté devrait donc être de 6n. Pourtant, il peut existerdes liaisons entre ces di�érents solides. Ces liaisons sont dites holonomes si elles correspondent àdes relations analytiques entre des coordonnées des solides. Chaque liaison holonome réduit de unle nombre de degrés de liberté du système. Prenons l'exemple du pendule (Figure 2.10). La position



2.3. MODÉLISATION : LA THÉORIE 25de la masse m peut être donnée par le couple (x; y). Pourtant on a la relation x2 + y2 = d2 ; doncla seule connaissance de � permet de situer la masse. Bien entendu, la liaison entre ces di�érentescoordonnées peut s'exprimer par : 0@xy1A = 0@ d sin��d cos�1A (2.5)
Fig. 2.11: Contrainte par l'existence d'une force interneLa liaison entre chaque solide n'est pas forcément une fonction des coordonnées des solides. Ilse peut que deux solides contraignent leurs déplacements par l'intermédiaire d'une force comme onle voit sur la Figure 2.11. Le lien sera alors modélisé par une fonction énergétique.2.3.3 Equations d'Euler LagrangeLa modélisation d'un système par les méthodes décrites plus haut peut s'avérer fastidieuse.Intéressons nous à un principe général de modélisation qui permet de systématiser ces procédures.2.3.3.1 Modèle par l'approche variationnelleLa modélisation par l'approche variationnelle est issue d'une technique mathématique de re-cherche d'optimum. Ces équations permettent la recherche d'optimum pour les fonctionnelles de laforme (
 courbes de Rn dans R)
 J7�! J (
) = Z t2t1 L �X; _X; t�dt X 2 R (2.6)L'annexe A rappelle rapidement la démarche permettant d'obtenir la solution suivante (s solutionstationnaire) : @L@s � ddt �@L@ _s� = 0 (2.7)communément appelée équation d'Euler Lagrange. Le terme s représente le vecteur des variablesprésentes dans L.
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Fig. 2.12: Contraintes dans un système2.3.3.2 Coordonnées GénéraliséesComme précisé dans la sous-section consacrée aux degrés de liberté, toutes les variables dusystème ne sont pas utilisables en même temps car il existe des contraintes de déplacement entreles di�érents solides (voir Figure 2.12). Chacune de ces fonctions de contrainte holonomiquef (r1; : : : ; rn; t) = 0 (2.8)va réduire le nombre de degrés de liberté. Pour cela, on va introduire les coordonnées généraliséesq telles que q 2 R�n avec �n 6 N où N est le nombre total de variables du système. Les variables rdu système vont pouvoir s'exprimer comme des fonctions des coordonnées généralisées r = F (q),et les vitesses associées pourront être données par :_r = @r@q _q (2.9)Les fonctions F (q) peuvent être considérées comme des représentations paramétriques de r.2.3.3.3 Dé�nition de la fonctionnelle d'un système électromécaniqueL'observation de la structure des équations de la dynamique de Newton, c'est à direddt (m _r) + @U@r = 0 (2.10)conduit au postulat de Hamilton selon lequel la trajectoire d'un système mécanique sans dissipationni forces externes, entre deux con�gurations données, est telle queJ = Z t2t1 L (q; _q) dt (2.11)



2.3. MODÉLISATION : LA THÉORIE 27est extrémale tout au long de la trajectoire suivie, c'est à dire�J = � Z t2t1 L (q; _q) dt = 0 (2.12)L'application L (le lagrangien) est dé�nie comme la di�érence entre l'énergie cinétique T dusystème et son énergie potentielle U soit :L (q; _q) = T (q; _q)� U (q) (2.13)L'équation (2.12) peut être interprétée en écrivant que le comportement dynamique d'un systèmevéri�e : ddt �@L@ _q �� @L@q = 0 (2.14)Cette propriété peut aussi s'appliquer aux systèmes électriques.2.3.3.4 EnergiesNous avons vu que les énergies, cinétique et potentielle, vont se révéler importantes pour obtenirle modèle d'un système.L'énergie potentielle U : elle provient d'un stockage d'énergie, par le système, fonction de saposition. On peut donner comme exemple la charge d'un condensateur, la compression d'un ressort,l'action du champ de gravitation. c'est ce dernier cas qui interviendra dans notre problème.L'énergie cinétique T : elle provient d'un stockage d'énergie, par le système, fonction de savitesse. Si on considère un système de n solides, on aura des énergies cinétiques de translation etde rotation par rapport à leurs centres de gravité, soit :T (q; _q) = nXk=1 12mk j _rkj2 + nXk=1 12 Jk ��� _�k���2 (2.15)où mk et Jk sont respectivement la masse et le moment d'inertie du solide k. A partir de là peutêtre dé�nie ce que l'on va appeler la matrice d'inertie D. En remplaçant l'équation (2.9) dansl'équation (2.15), on trouve les matrices suivantes, de dimension m � m et de rang 1, (m est lenombre de coordonnées généralisées) :"�@rk@q �T �@rk@q �# ou "�@�k@q �T �@�k@q �# (2.16)Elles vont être multipliées par la masse ou le moment d'inertie correspondant, puis sommées. Au�nal, on obtient une énergie cinétique de forme quadratique de dimension m�m et de rang m :



28 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONT = 12 _qTD _q (2.17)Cette description peut être étendue aux systèmes électriques. Si les systèmes mécanique etélectrique sont mélangés, on aura une énergie cinétique qui s'écrit :T = 12  _qm_qe !T " Dm DTmeDme De # _qm_qe ! (2.18)où Dme est très souvent nulle. On introduit ici l'idée d'une matrice d'inertie généralisée.Energie et coénergie : dans les dé�nitions précédentes, il n'a pas été précisé que l'on peut utili-ser, pour la modélisation, soit l'énergie, soit la coénergie. Cette dernière est dé�nie sur la Figure 2.13où l'énergie est l'intégrale sous la courbe, et la coénergie son complément au dessus de la courbe.Si l'énergie a une forme quelconque comme sur la Figure 13(a), alors il n'y a aucune raison pourque énergie et coénergie aient la même valeur, et quelques précautions doivent être prises lors deleurs utilisations. Par contre si l'énergie a une forme quadratique (c'est à dire que le moment dontelle est l'intégrale, est linéaire : Figure 13(b)), alors énergie et coénergie ont exactement la mêmevaleur. Par exemple, on peut dé�nir l'énergie cinétique d'un point matériel en utilisant la quantitéde mouvement ou la vitesse : en fait il s'agit de l'énergie et de la coénergie.Par la suite, la di�érence entre les deux ne sera pas faite, car dans notre problématique, toutesles énergies cinétiques sont quadratiques.
(a) énergie de forme quelconque (b) énergie de forme quadratiqueFig. 2.13: Energie et coénergie2.3.3.5 Les systèmes avec entréesPar l'intermédiaire des entrées agissant sur un système, la quantité d'énergie contenue dans cesystème peut être modi�ée (cette vision du problème est même à l'origine d'une méthode de com-mande qui vise le modelage de l'énergie potentielle du système ; on trouve cette méthode exposée par



2.3. MODÉLISATION : LA THÉORIE 29exemple dans (Gauthier and Bornard, 1980), et dans la philosophie qui prévaut dans la commandepassive (Nicklasson et al., 1994; Panteley and Ortega, 1996)). L'équation du système avec entréesest déduite de l'équation (2.14) pour devenir :ddt �@L@ _q �� @L@q = BE (2.19)où B est une matrice de distribution des entrées de dimention m� l, l étant la dimension du vecteurd'entrées E.
Fig. 2.14: E�et dissipatif comme forces extérieuresEnergie dissipée : il existe plusieurs manières d'introduire l'e�et dissipatif dans les équationsde Lagrange. Pour rester simple, les forces de dissipation seront décrites comme des forces externes,dépendantes des vitesses généralisées _q, s'exerçant sur le système (Figure 2.14). Ces forces dériventd'une énergie appelée fonction de dissipation de Rayleigh R. Les équations du système peuventalors s'écrire en modi�ant l'équation (2.19), en introduisant l'e�et des forces dissipatives, et en lespassant à droite de l'égalité : ddt �@L@ _q �� @L@q + @R@ _q = BE (2.20)2.3.3.6 Réécriture équationnelleL'équation (2.18) montre que dans un problème de modélisation électromécanique, l'énergiecinétique s'exprime comme une fonction quadratique. Celle-ci peut donc être introduite directementdans l'équation (2.20) pour obtenir une équation fonction de la matrice d'inertie du système. Onobtient : ddt (D (q) _q)� 12 _qT 
 @D@q _q + @U@q + @R@ _q = B E (2.21)Le symbole 
 est une notation vectorielle qui signi�e :_qT 
 @D@q _q = 0BBBBBB@ ..._qT @D@qi _q... 1CCCCCCA (2.22)



30 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONAprès avoir dérivé par rapport au temps, on peut écrire l'équation suivante :D (q) �q+ _D (q) _q � 12 _qT 
 @D@q _q| {z }termes à rassembler + @U@q + @R@ _q = B E (2.23)et alors obtenir une forme condensée des équations du système qui est :D (q) �q + C (q; _q) _q + @U@q + @R@ _q = BE (2.24)C (q; _q) peut se calculer directement en connaissant la matrice d'inertie D. Si on respecte cer-taines règles dans ce calcul (voir Annexe B), on obtient une matrice C telle que la matrice� _D � 2C� (2.25)est antisymétrique (Spong and Vidyasagar, 1989). Cette propriété se révélera importante lors dedémonstration de la stabilité avec des commandes basées sur la passivité.2.4 Modélisation: application à une sustentation magnétiqueLes systèmes à paliers magnétiques sont réellement représentatifs des systèmes électroméca-niques. D'un côté, on a un rotor relativement simple mais complètement libre dans l'espace et dontle mouvement est perturbé, de l'autre, des actionneurs électriques (dont le nombre peut varier)qui doivent maîtriser le comportement du rotor a�n de stabiliser sa trajectoire. De notre point devue, on ne peut faire l'économie de la modélisation d'aucune partie, a�n de bien appréhender lesdi�cultés du problème.Les premières sous-sections qui suivent donnent une méthode pour obtenir les énergies mécaniqueet électrique d'une sustentation magnétique. L'introduction de l'e�et du balourd y est particulière-ment mis en avant. Dans un second temps, di�érents modèles correspondant à di�érentes utilisationssont décrits.2.4.1 Positionnement du rotor dans l'espaceAvant de donner l'expression de l'énergie de notre système pour en dériver ses équations, nousallons préciser les repères d'orientation du rotor par rapport au stator (voir par exemple (Brossard,1994)).Soit un solide dont la position peut être dé�nie par un repère C 000, sa position par rapport aurepère �xe C peut être obtenu par l'intermédiaire de quatre transformations (1 translation et 3rotations selon les axes d'une base). Le choix des trois rotations n'est pas unique. Elles peuvents'exprimer selon les axes du repère �xe ou les axes du repère mobile selon les règles de compositionqui suivent.



2.4. MODÉLISATION : APPLICATION À UNE SUSTENTATION MAGNÉTIQUE 31Soient un repère �xe fAg et un repère mobile fBg. Soit T1 la position initiale de fBg par rapportà fAg. Le repère fBg subit un déplacement T .Règle 1 : Si T est dé�nie par rapport à fAg alors la position �nale de fBg est T2 = T :T1Règle 2 : Si T est dé�nie par rapport à la position initiale de fBg alors la position �nale de fBg estT2 = T1:TPour le positionnement du rotor, nous avons choisi les trois rotations selon les angles d'Eu-ler (Z; Y;X) encore appelés angles d'Euler de type II. On les dé�nit de la façon suivante (voirFigure 2.15) :Rotation 1 :  �! Rot �CZ;  � fCg ! fC 0gRotation 2 : � �! Rot �C0Y 0; �� fC0g ! fC 00gRotation 3 : � �! Rot �C00X 00; �� fC00g ! fC 000g
Fig. 2.15: Angles d'EulerEn vertu de la règle 2, la rotation complète s'écrit :CRC000 ( ; �; �) = Rot �CZ;  � Rot �C0Y 0; �� Rot �C00X 00; ��= R1R2R3 (2.26)avec



32 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONR1 = Rot �CZ;  � = 2664cos � sin 0sin cos 00 0 13775 (2.27)R2 = Rot �C0Y 0; �� = 2664 cos � 0 sin �0 1 0� sin � 0 cos �3775 (2.28)R3 = Rot �C00X 00; �� = 26641 0 00 cos� � sin�0 sin � cos� 3775 (2.29)Les matrices données ci-dessus sont telles que, si on connaît par exemple la position PC000 d'unpoint dans C 000, alors sa position PC dans C s'exprime commePC = R1R2R3PC000 = CRC000 PC000 (2.30)Le produit des trois matrices de rotation est égale à 2 :CRC000 ( ; �; �) = 2664c( )c(�) �s( )c(�) + c( )s(�)s(�) s( )s(�) + c( )s(�)c(�)s( )c(�) c( )c(�)+ s( )s(�)s(�) �c( )s(�) + s( )s(�)c(�)�s(�) c(�)s(�) c(�)c(�) 3775 (2.31)2.4.1.1 Quelques Hypothèses et Simpli�cationsLes expressions données ci-dessus ne sont pas forcément ni aisées à manipuler, ni utiles à l'ob-tention d'un modèle du comportement réaliste. Pour cette raison, certaines simpli�cations peuventintervenir si on désire alléger l'expression du modèle.La première consiste à considérer les angles  et � petits et très proches de leurs développementsde Taylor à l'ordre 1. Leurs cosinus peuvent donc être remplacés par 1 et leurs sinus par la valeur del'angle (dans certains travaux, on trouve même le sinus remplacé par zéro (Mouille, 1994)). Cettetransformation est possible parce que la longueur du rotor est grande devant l'entrefer e0. Plus queles angles, ce sont les vitesses de variation de ces angles qui vont avoir de l'importance dans leséquations, et celles-ci ne sont pas négligeables. On peut réécrire la matrice de passage en tenantcompte de cette remarque, pour obtenir :CRC000 ( ; �; �) = 2664 1 � c(�) + � s(�)  s(�) + � c(�) c(�) +  � s(�) �s(�) +  � c(�)�� s(�) c(�) 3775 (2.32)2. Pour des raisons de commodité d'écriture et a�n de gagner de la place, on notera le cos � c � et le sinus � s �
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Fig. 2.16: Description de quelques paramètres de la brocheCette simpli�cation peut intervenir soit dès le début de la modélisation dans l'expression de lamatrice d'inertie, soit à la �n des calculs lorsque l'on a obtenu le modèle complet, c'est à dire lesmatrices D et C.La deuxième simpli�cation que l'on peut faire intervenir correspond à l'expression de la positiondu centre géométrique O en fonction des positions (y1; y2; z1; z2) mesurées par les capteurs. On vaécrire : yO(t) � 12 y1(t) + 12 y2(t)zO(t) � 12 z1(t) + 12 z2(t)tan (�(t)) � sin (�(t)) � �(t) � �12 z1(t)� z2(t)lctan ( (t)) � sin ( (t)) �  (t) � 12 y1(t)� y2(t)lc (2.33)où lc est la distance entre le centre géométrique O et les capteurs (dans la direction de l'axe x)lorsque le rotor est dans sa position nominale (voir Figure 2.16). La position exacte de O devraiten fait se déduire de l'identi�cation des coe�cients de la droite passant par les points (lc; y1; z1) et(�lc; y2; z2) et ceux de la droite décrite par la position deO et les orientations � et  (voir Annexe C).Nous allons en�n donner deux hypothèses simpli�catrices qui permettent de délimiter l'utilisa-tion de notre modèle à l'étude de l'élimination du balourd :Hypothèse 1 - Le rotor est rigide ; c'est un solide indéformable.Hypothèse 2 - Le rotor, dans le plan des capteurs, est considéré comme parfaitement circulaire,c'est à dire que l'e�et du faux-rond est négligé. Les mesures donnent donc la positionde l'axe géométrique du rotor.



34 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONUne hypothèse importante habituellement admise lors de la modélisation va être relaxée dans cetteétude : l'axe géométrique sera considéré distinct de l'axe d'inertie. Nous verrons plus loin commentintégrer ce phénomène dans nos équations.2.4.2 Energie MécaniqueD'un point de vue mécanique, si on ne considère pas le rotor comme �exible, une lévitationmagnétique reste simple. On trouve un mobile unique qui est le rotor. Son énergie cinétique se résumeà une énergie de translation et une énergie de rotation. Bien entendu, le mobile est entièrement libredans l'espace et les frottements de l'air sont négligés ; on va considérer ses 6 degrés de liberté.2.4.2.1 Energie cinétique de translationL'énergie de translation peut s'exprimer, dans un premier temps, par rapport à la vitesse detranslation Vg du centre de gravité G, par la formule suivante :Tmt = 12m jVgj2 (2.34)soit, si on décompose le mouvement selon les trois axes d'un référentiel �xe par rapport au statorde la machine : Tmt = 12m � _x2 + _y2 + _z2� (2.35)A partir de ce point, deux cas peuvent se présenter.Cas 1 - On suppose que l'axe d'inertie et l'axe géométrique du rotor sont confondus. Les positionsdélivrées par les capteurs sont donc supposées donner une image de l'axe d'inertie. Onpeut alors construire le modèle directement à partir de l'équation (2.34). Cette solutionest généralement celle adoptée dans la littérature (parmi beaucoup d'exemples, on peutciter l'un des premiers articles ayant traité de la modélisation des PMA (Matsumura et al.,1983)). La perturbation, si on veut en tenir compte, est alors considérée comme une forceextérieure appliquée au rotor. Cette force possède alors un modèle simple comme celui del'équation (2.1).Cas 2 - La position de l'axe d'inertie ne peut pas être mesurée par les capteurs. Ces derniersdonnent, au mieux (c'est à dire sans bruits de mesure), la position de l'axe géométrique.En essayant de dé�nir la dynamique de cet axe, on pourra obtenir,� d'une part, des modèles de simulation très proches de la réalité surtout dans leurcomportement vis à vis des couplages à travers les forces de Coriolis ;� d'autre part, des équations permettant de visualiser l'e�et du balourd au sein descouplages mécaniques pour a�ner la synthèse de commande. 3.3. Notre démarche s'est orientée vers le cas 2. Ce choix, fait à un moment où des essais sur un banc expérimentalparaissaient di�ciles à obtenir, et où un modèle de simulation très précis se révélait nécessaire, s'est vu renforcé parl'analyse et la compréhension des phénomènes qu'il a rendue possible.



2.4. MODÉLISATION : APPLICATION À UNE SUSTENTATION MAGNÉTIQUE 35Dès lors que l'on veut considérer l'axe géométrique du rotor comme référence de la dynamique dusystème, un changement de variables sera nécessaire pour exprimer la vitesse du centre géométriqueO en fonction de celle du centre d'inertie G. Pour cela, on pourra utiliser la formule suivante :�!V p=C = d�!OA (t)dt| {z }Translationdu repère + � (t) _~i (t) + � (t) _~j (t) + � (t) _~h (t)| {z }Rotation du repère + _� (t)~i (t) + _� (t)~j (t) + _� (t)~h (t)| {z }Mouvement relatif dans le repère (2.36)avec O le centre d'un repère �xe C, A le centre d'un repère mobile C 0, et p un point mobile del'espace. ~i, ~j et ~k sont les vecteurs directeurs du repère mobile contenant le point p. �, � et � sontles coordonnées de p dans le repère mobile.Dans notre problématique, il n'y a pas de mouvement relatif du centre de gravité dans le repèretournant ; le troisième terme de l'équation (2.36) est donc nul. On peut alors réécrire cette équationen fonction d'un repère C �xe par rapport au stator pour obtenir :C�!V P (t) = C�!V C0 (t) + C�!
 C0 (t) ^ hCRC0 PC0i (2.37)où C�!V C0 (t) est la vitesse de translation du centre du repère C 0 par rapport au repère C, C�!
 C0 (t)est le vecteur rotation instantanée du repère C 0 exprimé dans le repère C et que l'on peut écrire :C�!
 C0 = 2664 KxKyKz 3775 _� (2.38)avec _� la norme du vecteur vitesse de rotation, et Kx, Ky et Kz les proportions de projection de cevecteur vitesse sur les trois axes du repère C. CRC0 est la matrice de rotation permettant d'exprimerla position d'un point du repère C 0 dans un repère dont les axes sont parallèles à ceux de C (cettematrice joue un rôle identique à celle de l'équation (2.31)), et PC0 est la position dans C 0 du pointconsidéré.Si on s'intéresse aux points O et G en dé�nissant par avance les repères considérés (voirFigure 2.17), on obtient : �!V G = �!V O + C�!
 C000 ^ hCRC000 PG=C000i (2.39)Pour faciliter les calculs qui vont suivre, le produit vectoriel sera remplacé par un produitmatriciel tel que �!V G = �!V O + C
C000 : hCRC000 PG=C000i (2.40)avec



36 CHAPITRE 2. MODÉLISATION
Fig. 2.17: Position des repères pour la translationC
C000 = 2664 0 �Kz KyKz 0 �Kx�Ky Kx 0 3775 _� (2.41)une matrice antisymétrique.Finalement, l'énergie cinétique de translation Tmt est obtenue en remplaçant l'équation (2.40)dans l'équation (2.34) :Tmt = 12 m njVOj2 + PTG=C000 CRTC000 C
TC000 C
C000 CRC000 PG=C000 + 2V TO C
C000 CRC000 PG=C000o(2.42)Bien entendu, cette équation peut être développée sous forme d'une fonction quadratique avecle vecteur des vitesses généralisées choisi. Nous détaillons dans l'Annexe D le calcul de la matriced'inertie associée à cette énergie cinétique de translation.2.4.2.2 Energie cinétique de rotationExprimer l'énergie cinétique de rotation se révèle moins évident que ce qu'il peut sembler àpriori. En e�et, la position de l'axe d'inertie est �xée dès le départ par rapport à l'axe géométriquedans un repère lié au rotor (Figure 2.18). Il su�t pour cela d'une rotation et d'une translation. Fortde cette information, on pourrait appliquer le théorème de changement de base et le théorème deHuyghens au tenseur d'inertie IO connu dans le repère d'inertie, pour trouver son expression dansun repère parallèle au repère du stator. Malheureusement, on ne connaît pas à l'avance la positionde l'axe réel de rotation du rotor. En fonction de la commande appliquée, l'axe de rotation peut trèsbien être l'axe géométrique, ou l'axe d'inertie, ou encore un axe quelconque ; il peut être mobile ouimmobile. L'inertie peut alors di�cilement s'exprimer seule dans une unique expression sans tenircompte du mouvement du rotor.
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Fig. 2.18: Position relative de l'axe d'inertie et de l'axe géométriqueNous allons donc faire un compromis, sachant que le théorème de Huyghens est recouvert par lechangement de coordonnées e�ectué dans l'équation (2.39) décrivant la translation permettant depasser de G vers O. Dans l'expression de l'énergie de rotation, nous n'allons tenir compte que del'orientation de l'axe d'inertie.Le tenseur d'inertie IO est supposé diagonal dans le repère des axes d'inertie du rotor. Il s'écrit :IO = 2664Ix 0 00 Iy 00 0 Iz3775 (2.43)D'après le théorème de changement de base, si le tenseur d'inertie s'exprime par la matrice [IO]Cdans un repère C, et par [IO]C0 dans un repère C 0, alors la relation entre les deux matrices est lasuivante : [IO]C0 = [P ]�1 [IO]C [P ] (2.44)où la matrice [P ] est la matrice de changement de base entre les repères C et C 0, telle que :0BB@xyz1CCAC = [P ]0BB@x0y0z01CCAC0 (2.45)Cette matrice est déjà connue en partie, puisque la matrice CRC000 ( ; �; �) permet le passaged'un repère parallèle à celui du stator à un repère lié aux axes géométriques du rotor. Il reste àajouter l'e�et de la rotation d'angle ' qui s'écrit :



38 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONR4 = Rot �C000Z 000; '� = 2664cos' � sin' 0sin' cos' 00 0 13775 (2.46)On obtient �nalement : [P ]�1 = CRC000 ( ; �; �) R4 (2.47)L'énergie cinétique peut alors s'écrire comme la fonction quadratique :Tmc = 12 C�!
 TC000 CRC000 R4 [IO]C0000 RT4 CRTC000 C�!
 C000 (2.48)Or, on peut utiliser la transformation CRC000 pour exprimer le vecteur vitesse �!
 C du repère C dansle repère C 000, telle que C000�!
 C000 = CRTC000 C�!
 C000 (2.49)et donc l'équation (2.48) peut se réécrire :Tmc = 12 C000�!
 TC000 R4 [IO]C0000 RT4 C000�!
 C000 (2.50)Les deux termes de cette équation sont à présent possibles à exprimer. D'un coté on obtientle tenseur d'inertie dans un repère lié aux axes géométriques du rotor, et de l'autre la vitesse derotation du rotor dans ce même repère. Le tenseur d'inertie est donné par :[IO]C000 = R4 [IO]C0000 RT4= 2664 (c('))2 Ix + (s('))2 Iy c(')Ix s(')� s(')Iy c(') 0c(')Ix s(')� s(')Iy c(') (s('))2 Ix + (c('))2 Iy 00 0 Iz3775 (2.51)Bien entendu, on peut simpli�er cette expression en considérant que l'angle ' est petit :[IO]C000 = 2664 Ix + '2Iy Ix'� 'Iy 0Ix '� 'Iy '2Ix + Iy 00 0 Iz3775 (2.52)Le vecteur vitesse instantanée du rotor�!
 C000 peut s'exprimer comme une composition des vitessesde rotation sur chaque axe, soit :Rotation 1 - la rotation d'angle  d'axe Z induit une vitesse de rotation _ autour de l'axe ~k0 (quiest aussi ~k1) du repère C ;



2.4. MODÉLISATION : APPLICATION À UNE SUSTENTATION MAGNÉTIQUE 39Rotation 2 - la rotation d'angle � d'axe Y induit une vitesse de rotation _� autour de l'axe ~j1 (quiest aussi ~j2) du repère C 0 ;Rotation 3 - la rotation d'angle � d'axe X induit une vitesse de rotation _� autour de l'axe ~i2 (quiest aussi ~i3) du repère C 00.On peut écrire : �!
 C000 = _�~i2 + _�~j1 + _ ~k0=) �!
 C000 = _�~i3 + _�~j2 + _ ~k1 (2.53)Or, les trois vecteurs ~i3; ~j2; et ~k1 peuvent être exprimés dans le repère C 000 en utilisant lesmatrices de changement de base :C000�!
 C000 = _�0BB@1001CCA + _� 26641 0 00 cos(�) sin(�)0 � sin(�) cos(�)37750BB@0101CCA+ _ 26641 0 00 cos(�) sin(�)0 � sin(�) cos(�)37752664cos(�) 0 � sin(�)0 1 0sin(�) 0 cos(�) 37750BB@0011CCA (2.54)On obtient �nalement : C000�!
 C000 = 0BB@ _�� _ sin(�)cos(�) _� + _ cos(�) sin(�)� sin(�) _� + _ cos(�) cos(�)1CCA (2.55)Nous détaillons, dans L'Annexe D, le calcul de la matrice d'inertie associée à cette énergiecinétique de rotation et montrons qu'elle peut s'écrire à l'aide d'une matrice symétrique.2.4.2.3 Energie potentielle mécaniqueL'énergie potentielle U mécanique du rotor se résume dans l'e�et produit par la force de gravitéqui s'exerce sur le centre de gravité G. Imaginons que la gravité s'exerce dans la direction de l'axez du repère �xe du stator, alors l'énergie potentielle va être fonction de la position de G selon cetaxe z : U = mg h0 0 1i CRC000 ( ; �; �)2664�x�y�z3775+ z0() U = mg f� sin(�)�x+ �y cos(�) sin(�) + cos(�) cos(�)�z + z0g (2.56)



40 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONLorsque l'on dérive cette valeur par rapport au vecteur d'état q, on trouve un vecteur qui peutêtre considéré comme constant en première approximation. Cela veut dire que la force exercée auniveau des équations mécaniques est constante. Cela permet de considérer que l'e�et de la gravitéest une perturbation constante ; cette perturbation pourra être éliminée par un choix adéquat delois de contrôle. Par conséquent, cette énergie potentielle ne sera plus considérée dans la suite.2.4.3 Energie ElectriqueLa modélisation des systèmes électriques en terme d'énergie cinétique ou potentielle n'est passystématique comme pour les systèmes mécaniques. En e�et, que l'on considère des inductances oudes capacités, elles stockent de l'énergie soit sous forme de champs magnétiques, soit sous forme dechamps électriques. Mais dans les deux cas, les variables considérées sont les charges électriques qet les �ux 	 (Meisel, 1984). En fait, ces considérations dépendent du type de montage que l'on doitmodéliser, parallèle, série, ou les deux à la fois. Dans le cas du palier magnétique, nous n'avons àconsidérer, pour chaque actionneur, qu'une maille alimentée par une tension E, où on trouve uneinductance et une résistance. De plus, on va supposer qu'il n'y a pas d'interactions magnétiqueset électriques entre les di�érents actionneurs (cela peut être obtenu lors de la construction desactionneurs).2.4.3.1 Energie stockéeSi on considère un système composé de n inductances, on peut donner une expression généralepour calculer soit l'énergie W , soit la coénergie W 0 stockée. On a 4:W (	1;	2; � � � ;	n) = nXi=1 Z 	i0 _q0i �	01;	02; � � � ;	0n� d	0i (2.57)W 0 ( _q1; _q2; � � � ; _qn) = nXi=1 Z _qi0 	0i � _q01; _q02; � � � ; _q0n� d _q0i (2.58)Sachant qu'il n'y a pas d'interaction entre les di�érentes bobines, on peut réécrire les deuxéquations précédentes et on obtient :W (	1;	2; � � � ;	n) = nXi=1 Z 	i0 _q0i �	0i� d	0i (2.59)W 0 ( _q1; _q2; � � � ; _qn) = nXi=1 Z _qi0 	0i � _q0i� d _q0i (2.60)Etant donné que les circuits ne présentent que des mailles, l'utilisation de la coénergieW 0 permetd'obtenir des sommes de potentiel. Cela va donc faire intervenir des charges q comme coordonnéesgénéralisées électriques, soit encore les courants dans les actionneurs comme vitesses généralisées.Bien entendu, il est toujours possible d'obtenir des équations où les coordonnées généralisées sontles �ux 	 en utilisant la relation :4. Le symbole prime indique que l'on a a�aire à une variable d'intégration.
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Fig. 2.19: Schéma simpli�é d'un actionneur pour le calcul de son inductancei (t) = 1L 	 (t) (2.61)où L est la valeur de l'inductanceL'énergie électrique est obtenue en remplaçant, dans l'équation (2.60), _q par le courant corres-pondant, et 	 par sa valeur dé�nie dans l'équation (2.61). On obtientW 0 (i1; i2; � � � ; in) = nXj=1 Z ij0 L i0j d i0j (2.62)et en intégrant, on a : W 0 = nXj=1 12L i2j (2.63)L'équation (2.63) est vraie dans le cas où L ne dépend pas de la valeur du courant et qu'il n'y a pasde saturation magnétique des actionneurs.2.4.3.2 Calcul de l'inductancePour calculer la valeur de l'inductance, il faut déterminer la relation qui existe entre le �ux 	et le courant _q. Pour cela, nous allons passer par la valeur des excitations magnétiques le long ducontour dé�ni sur la Figure 2.19. On utilise la loi d'Ampère :ICHdl = ZS JdS (2.64)c'est à dire que la valeur des excitations magnétiques au long du contour C est égale à la valeurtotale des courants traversant la surface S délimitée par C. Si on choisit comme contour la distancemoyenne passant dans l'électro-aimant, on trouve :



42 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONH1 l1 +H2 l2 + 2He�e = �N _q (2.65)Le signe négatif devant le courant est dû au sens de passage du courant à travers la surface S. �eest la valeur de l'entrefer traversée deux fois. Le vecteur champ magnétique B reste constant aulong du contour (si on excepte quelques zones particulières) :B = �0 �r1H1 = �0 �r2H2 = �0He (2.66)où �0 est la perméabilité de l'air, et �r1 et �r2 les perméabilités relatives des matériaux constituantrespectivement la partie statorique et la partie rotorique. En associant les équations (2.65) et (2.66)on obtient la valeur du champ magnétique en fonction de la valeur de l'entrefer :B = � �0N _q2�e+ l1�r1 + l2�r2 (2.67)La valeur du �ux total � traversant l'entrefer est donné par :� = ZS0 B dS 0 (2.68)Si la surface vue par l'entrefer est S, on trouve :� = � �0N S _q2�e+ l1�r1 + l2�r2 (2.69)Finalement, l'expression du �ux vu par la bobine, qui est proportionnel au nombre de spires N , estdonnée par : 	 (q;�e) = �N � = �0N2S _q2�e+ l1�r1 + l2�r2 (2.70)Le signe négatif qui apparaît peut être interprété par le fait que la tension _	 augmente si �e diminue(dans la con�guration choisie). La valeur de l'inductance est donc :L = �0N2 S2�e+ l1�r1 + l2�r2 (2.71)Bien entendu, cette expression peut être simpli�ée si on considère que la perméabilité du fer,qui constitue les parties statoriques et rotoriques des actionneurs, est très largement supérieure àcelle de l'air au niveau de l'entrefer 5. On a alors :5. Cette hypothèse peut ne pas se révéler justi�ée. Dans notre étude, nous la considérerons pourtant toujoursvraie a�n de ne pas trop surcharger les équations. Cela ne présente en e�et pas de di�culté de modi�er les lois decommande que nous allons présenter dans le chapitre suivant pour les adapter à ce phénomène.



2.4. MODÉLISATION : APPLICATION À UNE SUSTENTATION MAGNÉTIQUE 432�e� l1�r1 + l2�r2 (2.72)et l'inductance devient : L = �0N2 S2�e (2.73)On peut encore écrire : L = ��e avec � = �0N2S2 (2.74)Si on revient à l'expression de l'énergie électrique (2.63) et que l'on y insère la valeur de l'induc-tance de l'actionneur, on trouve : W 0 = nXj=1 12 �j�ej i2j (2.75)que l'on peut encore écrire sous forme d'une fonction matricielle quadratique :W 0 = 12 0BBBBBBBB@i1...ij...in1CCCCCCCCAT 26666666664 �1�e1 . . . [0]�j�ej[0] . . . �n�en37777777775 0BBBBBBBB@i1...ij...in1CCCCCCCCA=) W 0 = 12 _qTe De _qe (2.76)2.4.3.3 Inductance : Surface S et variation d'entrefer �eLa surface S peut varier en fonction de la géométrie de l'actionneur. Nous allons détailler deuxcas particuliers.Inclinaison des Pôles : lorsque les actionneurs sont construits en forme de "fer à cheval" (voirFigure 2.20), les deux forces Fr appliquées au rotor par l'électro-aimant sont inclinées de part etd'autre de l'axe principal. Cela est dû à l'inclinaison d'angle � de la surface Sr. La force appliquéeréellement sur le rotor est donc la somme vectorielle des deux forces inclinées. Pour traduire cephénomène dans l'expression de l'énergie électrique (qui une fois dérivée par rapport à �e donnerales forces électromagnétiques) deux solutions se présentent. La première consiste à introduire dansla variation d'entrefer un déplacement qui n'est pas le déplacement réel y mais un déplacementmodi�é y cos(�) (solution exacte). Pour la seconde, nous allons prendre comme surface S la valeur



44 CHAPITRE 2. MODÉLISATION
Fig. 2.20: Actionneur en "fer à cheval" : conséquence sur la surface Ssuivante (solution approchée qui évite d'introduire un coe�cient supplémentaire dans l'expressionde la variation d'entrefer) : S = Sr cos(�): (2.77)

Fig. 2.21: Action de x sur la surface SIntervention de l'axe x : dans certains montages qui ne possèdent pas d'actionneur selon l'axe x, onpeut tenir compte de la variation de surface qui intervient lorsque le rotor se déplace selon l'axe x(voir Figure 2.21). La surface S peut s'écrire :S = ll (lL � jxj) : (2.78)avec ll la largeur du pôle, et lL sa longueur.Cela fait intervenir la valeur x dans l'expression de l'inductance de chaque actionneur. Parconséquent, des forces vont apparaître dans l'expression de l'accélération selon x lorsqu'on appliquel'équation de Lagrange à l'énergie électrique. Ces forces correspondent à la variation de réluctancedes électro-aimants, et peuvent empêcher l'échappement du rotor lorsque la broche ne comporte pas



2.4. MODÉLISATION : APPLICATION À UNE SUSTENTATION MAGNÉTIQUE 45de butée.Variation de l'entrefer �e : l'entrefer est une fonction des déplacements du rotor. Sa valeur dépenddu contexte et de la géométrie du système.Si on se place au niveau de l'actionneur, la valeur de �ej est fonction de la valeur nominale del'entrefer et du déplacement }. Si on considère un axe de contrôle ou un plan de contrôle, tout ensupposant que l'entrefer nominal e0 est le même pour chaque actionneur, on obtient 6 :�ejp = e0 � }j dans la direction positive�ejm = e0 + }j dans la direction négative (2.79)Bien entendu } peut avoir une expression qui dépend de plusieurs coordonnées. Prenons l'exemplestandard de la broche dont quelques paramètres sont dé�nis sur le Figure 2.16.On peut alors écrire 7 : }z1 = zO � (lc � dca) tan(�)}z2 = zO + (lc � dca) tan(�) (2.80)Selon l'axe y, on trouve des relations similaires :}y1 = yO + (lc � dca) tan( )}y2 = yO � (lc � dca) tan( ) (2.81)Variation de l'entrefer �e en fonction de x : quelques con�gurations matérielles (généralementétudiées pour réduire les coûts de fabrication) font intervenir la valeur de la position x dans �e. Ils'agit en général d'actionneurs dont les pôles forment une partie de cône (Figure 2.22).Si on donne directement les valeurs d'entrefer pour des capteurs positionnés selon les axes y etz des deux plans de contrôle, on obtient :6. l'indice p (respectivement m) indique que l'on parle de données en relation avec un actionneur créant uneaccélération dans la direction positive (respectivement dans la direction négative).7. l'indice 1 (respectivement 2) indique que l'on parle de données en relation avec le plan de contrôle 1 (respecti-vement 2) ; lc est la distance qui sépare le centre géométrique des capteurs, et dca est la distance entre un capteur etl'actionneur correspondant.



46 CHAPITRE 2. MODÉLISATION
Fig. 2.22: Broche à actionneurs coniques�ey1p = e0 � cos($)}y1 � sin($) x�ey1m = e0 + cos($)}y1 � sin($) x�ez1p = e0 � cos($)}z1 � sin($) x�ez1m = e0 + cos($)}z1 � sin($) x�ey2p = e0 � cos($)}y2 + sin($) x�ey2m = e0 + cos($)}y2 + sin($) x�ez2p = e0 � cos($)}z2 + sin($) x�ez2m = e0 + cos($)}z2 + sin($) x (2.82)où les } sont identiques à ceux des équations (2.80) et (2.81). Grâce à ces expressions d'entrefer,pour un même actionneur, on obtient une action dans deux directions après dérivation. Le signe dechaque force devrait permettre de trouver un contrôle dans chaque direction (nous aborderons cetaspect dans le chapitre suivant).2.4.3.4 Energie électrique dissipéeL'énergie électrique dissipée dans les résistances dues aux bobinages des actionneurs, constituel'intégralité de la fonction de Rayleigh R. En e�et, on suppose que les frottements mécaniquessont négligeables dans les directions que nous allons contrôler (c'est à dire en dehors de la rotationd'angle �). On a : R = 12 nXj=1 Rj _q2j = 12 nXj=1 Rj i2j (2.83)Cette expression peut être réécrite sous forme d'une fonction matricielle quadratique en utilisant levecteur des vitesses électriques _qe.2.4.4 Energie cinétique totaleSi on considère que l'énergie dé�nie dans l'équation (2.76) peut être assimilée à une énergiecinétique électrique, elle pourra être rassemblée avec l'expression quadratique de l'énergie cinétique



2.5. QUELQUES MODÈLES 47mécanique, dé�nie dans l'Annexe D, par l'équation :Tmc = 12 _qTm "mDmct1 mDTmct3mDmct3 mDmct2 +Dmcr# _qm= 12 _qTmDm _qm (2.84)avec _qm = � _x; _y; _z; _�; _�; _ �T (2.85)En associant les deux équations (2.84) et (2.76), on obtient :Tc = 12  _qm_qe !T "Dm 00 De#  _qm_qe != 12 _qT D _q (2.86)2.5 Quelques modèlesLorsqu'on parle de sustentation magnétique, il se cache derrière ce terme une multitude desystèmes à la géométrie et aux propriétés di�érentes. De même lorsqu'on veut dé�nir le modèled'un système donné, on peut donner quantité de représentations di�érentes en fonction de l'usageauquel elles sont destinées. Dans la suite, nous détaillerons quelques uns des modèles qui ont permisla progression dans notre travail.2.5.1 Modèle du système planUn système plan est la représentation d'un mobile en forme de disque dont la position entranslation est contrôlée par quatre actionneurs dans la disposition d'un plan de contrôle (voirFigure 2.23). Ce mobile ne peut pas bouger en rotation autour des axes y et z. Il peut par contretourner autour de l'axe x avec une vitesse _�. Ce modèle ne représente un système réel que de trèsloin 8, mais permet d'appréhender très simplement ce que représente le balourd et la façon dont onpeut le faire apparaître dans les équations de mouvement du mobile.L'énergie mécanique du système est donnée par :Tm = 12 �m jVgj2 + Ix _�2� (2.87)et l'énergie électrique :8. En fait, on peut considérer qu'il s'agit d'une version simpli�ée du modèle d'un volant d'inertie tel que celuidécrit dans l'Annexe F
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Fig. 2.23: Système plan perturbéTe = 12  � i2ype0 � y + � i2yme0 + y + � i2zpe0 � z + � i2zme0 + z! (2.88)avec qg = �xg; yg; zg; �; Z iy1p dt; Z iy1m dt; Z iz1p dt; Z iz1m dt� (2.89)Vg est la vitesse de translation du centre de gravité G dont la position est inconnue et di�érentede celle de O (Figure 2.23). Comme expliqué dans les sections précédentes, nous allons procéder àun changement de coordonnées dont les di�érents éléments sont dé�nis ci-dessous :PG=C0 = [0; �y; �z]TC�!
 C0 = � _� 0 0�TCRC0 = 26641 0 00 cos� � sin �0 sin� cos� 3775 (2.90)où C0 est le repère lié aux axes géométriques du rotor. Pour remplacer le produit vectoriel dé�nidans le changement de coordonnées, on va avoir besoin de :C
C0 = 26640 0 00 0 � _�0 _� 0 3775 (2.91)



2.5. QUELQUES MODÈLES 49Nous allons supposer que �z = 0 sans perte de généralité. Les énergies Tm et Te peuvent êtreréécrites comme des fonctions de la position de O (x; y; z) :Tm = 12 _qTmDm _qm_qm = h _x; _y; _z; _�iTDm = 2666664m 0 0 00 m 0 �m�y sin(�)0 0 m m�y cos(�)0 �m�y sin(�) m�y cos(�) m�y2 + Ix 3777775 (2.92)et Te = 12 _qTe De _qe_qe = [iyp; iym; izp; izm]TDe = 2666666664 �e0�y 0 0 00 �e0+y 0 00 0 �e0�z 00 0 0 �e0+z3777777775 (2.93)L'énergie complète devient : T = 12 _qT D _q_q = [ _qm; _qe]TD = "Dm 00 De# (2.94)On peut maintenant rechercher l'équation dynamique du système sous la forme :D (q) �q + C (q; _q) _q + @R@ _q = B F (2.95)Après calcul, on obtient l'expression de C qui est :



50 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONC =26666666666666664 0 0 �m�y cos(�) _� 12 �� iyp(e0�y)2 12 � iym(e0+y)2 0 00 0 �m�y sin(�) _� 0 0 12 �� izp(e0�z)2 12 � izm(e0+z)20 0 0 0 0 0 012 � iyp(e0�y)2 0 0 12 � _y(e0�y)2 0 0 012 �� iym(e0+y)2 0 0 0 12 �� _y(e0+y)2 0 00 12 � izp(e0�z)2 0 0 0 12 � _z(e0�z)2 00 12 �� izm(e0+z)2 0 0 0 0 12 �� _z(e0+z)2
37777777777777775 (2.96)Le système peut �nalement s'écrire 9 :m �y = m�y sin(�)��+m�y cos(�) � _��2 + 12 � i2yp(e0 � y)2 � 12 � i2ym(e0 + y)2 + Pym �z = �m�y cos(�)��+m�y sin(�) � _��2 + 12 � i2zp(e0 � z)2 � 12 � i2zm(e0 + z)2 + Pz�m�y2 + Ix� �� = m�y sin(�)�y �m�y cos(�)�z� _iype0 � y = � � iyp _y(e0 � y)2 �Riyp +Eyp� _iyme0 + y = � iym _y(e0 + y)2 � Riym +Eym� _izpe0 � z = � � izp _z(e0 � z)2 �R izp + Ezp� _izme0 + z = � izm _z(e0 + z)2 � Rizm + Ezm (2.97)avec Py et Pz les forces représentant la pesanteur.Dans l'équation (2.97) le premier et le second terme sont respectivement perturbés par :m�y sin(�)��+m�y cos(�) � _��2et�m�y cos(�)��+m�y sin(�) � _��2 (2.98)Habituellement, lorsque la modélisation est faite sans tenir compte de la di�érence de position9. Il s'agit d'une forme intermédiaire entre la forme de Lagrange et un modèle d'état ; lorsque l'on considèrel'existence de la perturbation, l'obtention d'un modèle d'état est simpli�ée si on suppose que l'accélération �� estnulle. Dans le cas contraire, l'inversion de la matrice d'inertie donne une expression relativement complexe.



2.5. QUELQUES MODÈLES 51entre G et O, le balourd est décrit comme une force extérieure qui est ajoutée aux accélérationsmécaniques. Mais de notre point de vue, il est clair que :� la perturbation 10 est constante (si _� est constante) dans un repère C 0a centré en O tournant àla vitesse _� et déphasé de l'angle 
 par rapport au repère C 0. Cette intéressante propriété serautilisée pour la synthèse des lois de commande. Dans C 0a, l'expression de la perturbation estFp=C0a = �y "� sin(
) ��+ cos(
) _�2� cos(
) ��� sin(
) _�2# (2.99)� la direction de cette perturbation est �!OG, en régime établi, comme on le montre sur laFigure 2.24. Le vecteur accélération �!�X de O est égal à la somme du vecteur Commande�!C et du vecteur Perturbation �!Fp.
Fig. 2.24: Vecteur de commande et vecteur perturbation appliqués au point O2.5.2 Modèle de la brocheEn ce qui concerne la broche, nous n'allons pas donner un seul modèle mais trois. En e�et, pourchaque utilisation, on peut trouver un modèle adéquat qui permet d'obtenir les résultats recherchés.Le premier modèle que l'on va étudier permettra la réalisation de simulations très proches ducomportement réel du système. C'est pour cette utilisation qu'ont été développés les changementsde coordonnées dans les sections précédentes. En e�et, au début de ce travail, l'accès à du matérielexpérimental n'étant pas assuré, il fallait un modèle su�samment précis pour tester l'e�cacité denos futurs algorithmes face aux couplages contenus dans la dynamique mécanique.10. Nous tenons à insister sur le fait que cette perturbation est un phénomène uniquement dû au changement dupoint observé. Si on pouvait mesurer la position de G, il n'y aurait pas de perturbation. De plus, si dans ce modèledu plan, on retrouve une perturbation qui est quasiment identique à celle considérée par d'autres auteurs, il faut biencomprendre que cela devient complètement faux dès que l'on va passer au modèle de la broche, où l'expression dubalourd est fortement fonction des couplages de Coriolis.



52 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONLe second est un modèle donné dans les coordonnées de capteurs, et légèrement simpli�é, a�nde véri�er l'e�et du balourd au niveau des deux plans de contrôle du système.Le troisième est une version sans balourd du modèle précédent. Il sera utile lors du calcul des loisde commande, en particulier lors des phases de découplage permettant de piloter indépendammentles deux plans de contrôle.2.5.2.1 Modèle de simulationPour le modèle de simulation, les coordonnées généralisées q sont dé�nies par la position du centred'inertie (x; y; z), les trois angles d'Euler (�; �;  ), ainsi que les dix charges électriques traversantles actionneurs.L'énergie mécanique de ce modèle est déjà détaillée dans l'annexe D par les équations (D.3),(D.10), (D.13) et (D.20). A cela il faut ajouter l'énergie électrique :W 0 = 10Xj=1 12 �j�ej i2j (2.100)Les �j sont donnés par l'équation (2.74). Pour des commodités de notation, nous ne considéreronsque deux valeurs pour �j : nous aurons � pour les huit actionneurs des deux plans de contrôle, et�x pour les deux bobines contrôlant la position de l'axe x 11. Les �ej sont donnés dans la sous-section 2.4.3.3.On obtient :W 0 = 12 �e0 � (y + (lc � dca) tan( )) i2y1p + 12 �e0 + (y + (lc � dca) tan( )) i2y1m+ 12 �e0 � (y � (lc � dca) tan( )) i2y2p + 12 �e0 + (y � (lc � dca) tan( )) i2y2m+ 12 �e0 � (z � (lc � dca) tan(�)) i2z1p + 12 �e0 + (z � (lc � dca) tan(�)) i2z1m+ 12 �e0 � (z + (lc � dca) tan(�)) i2z2p + 12 �e0 + (z + (lc � dca) tan(�)) i2z2m+ 12 �xe0 � x i2xp + 12 �xe0 + x i2xm (2.101)Comme indiqué dans la sous-section 2.4.3.2, cette expression peut se mettre sous forme quadra-tique matricielle. La matrice ainsi obtenue peut être associée avec la matrice d'inertie mécaniquepour former la matrice D du système ; cette dernière est diagonale par bloc 12. Dans l'Annexe E,nous donnons l'expression de la matrice C déduite de D, ainsi que la dissipation électrique. Grâceà toutes ces équations, une simulation relativement proche du comportement réel a pu être mise enouvre.11. Il s'agit de la con�guration de notre banc expérimental.12. Pour des raisons évidente de taille, l'expression de cette matrice ne sera pas donnée, mais avec les équa-tions (2.101) et (D.22) cette matrice est tout à fait calculable.



2.5. QUELQUES MODÈLES 53Récapitulatif des équations du modèle : le modèle est donné par les équations suivantes :(D.3), (D.11), (D.14) et (D.21) pour la matrice D, (E.1), (E.2) et (E.3) pour le vecteur C _q, et (E.6)pour l'e�et dissipatif.2.5.2.2 Modèle pour l'analyseLe calcul de ce modèle a pour but de véri�er si la propriété du balourd, observée sur le modèledans le plan, peut se retrouver dans les coordonnées des plans de contrôle du modèle de la broche. Sic'est le cas, l'analogie entre les deux systèmes devrait permettre de proposer une méthode pratiquepas trop complexe pour éliminer l'e�et du balourd.Toujours pour éviter de charger le corps de ce document avec de grosses équations, celles-ci sontdéveloppées dans l'Annexe G. Le modèle recherché est bien entendu sous la forme :D (q) �q + C (q; _q) _q + @U@q + @R@ _q = BE (2.102)Pour obtenir ces équations à partir du modèle de simulation, quelques simpli�cations s'imposenta�n de ne pas les surcharger. Bien que ces simpli�cations impliquent un cas particulier, il ne devraitpas être di�cile de tirer de notre modèle su�samment de données pour ensuite construire des loisde commande e�caces. Ces simpli�cations sont les suivantes :� les cosinus de � et  sont pris égaux à un ;� les sinus de � et  sont respectivement pris égaux à la valeur de l'angle ;� le centre de gravité du rotor est à égale distance de deux plans de contrôle. Cela implique quele paramètre �x est égal à zéro ;� l'angle ' qui intervient dans la valeur du moment d'inertie est pris égal à zéro. Cela vaimpliquer qu'il n'existe pas de déphasage spatial dans l'e�et principal du balourd entre unplan de contrôle et l'autre pour ce modèle ;� ' étant égal à zéro, il existe un repère dans lequel �y est égal à zéro ;� les coordonnées généralisées sont modi�ées par l'intermédiaire du changement de variablesdé�ni par les équations (2.33). Le vecteur des vitesses généralisées _q, intervenant dans l'énergiecinétique, passe de[ _x; _y; _z; _�; _�; _ ; iy1p; iy1m; iy2p; iy2m; iz1p; iz1m; iz2p; iz2m; ixp; ixm]à [ _x; _y1; _z1; _y2; _z2; _�; iy1p; iy1m; iz1p; iz1m; iy2p; iy2m; iz2p; iz2m; ixp; ixm]



54 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONle modèle du système plan a permis de constater que le balourd est principalement dû à un termefonction de _�2. Ce modèle d'analyse contient des termes similaires qui sont, pour les accélérations�y1 et �z1 : pour �y1 ) �ms(�)�z + 14 m�z c(�)(y1� y2) (z1 � z2)lc2 � _�2pour �z1 ) �m�z c(�) _�2 (2.103)et pour les accélérations �y2 et �z2 :pour �y2 ) �ms(�)�z + 14 m�z c(�)(y1� y2) (z1 � z2)lc2 � _�2pour �z2 ) �m�z c(�) _�2 (2.104)Si le terme (y1 � y2) (z1� z2) est considéré comme négligeable 13, alors chaque plan de contrôlevoit la même perturbation qui est : Fpy = ms(�) �z _�2Fpz = �mc(�) �z _�2 (2.105)En considérant ce vecteur dans un repère tournant Ca à la vitesse _� déphasé de 
 de l'angle � 14,la perturbation devient : Fp=Ca = " cos(�+ 
) sin(�+ 
)� sin(�+ 
) cos(�+ 
)#Fp=  �ms(
) �z _�2�mc(
) �z _�2! (2.106)Si la vitesse _� est constante, alors le terme principal du balourd dans chaque plan de contrôle estun vecteur de longueur m�z _�2 tournant à la vitesse _�. Ce terme est identique à celui trouvé pour lemodèle plan par l'équation (2.99). Donc, si on trouve une loi de commande adaptée à l'éliminationdu balourd pour le modèle plan, la méthode devrait être aussi adaptée pour la broche. Bien entendu,il faudrait véri�er sa robustesse vis à vis de tous les termes négligés 15.En ce qui concerne les termes négligés, il est possible de di�érencier deux types d'in�uence quiviennent s'ajouter à l'e�et principal du balourd.E�et 1 : Les premiers sont ceux du vecteur C _q comportant des produits des vitesses généralisées. Ilsvont modi�er la trajectoire du rotor en déformant le cercle qui serait obtenu si seul le terme13. Ce terme provient du produit d'un cosinus ou sinus de  par un cosinus ou sinus de �. S'il n'apparaît que dansle terme qui in�uence �y, c'est dû aux simpli�cations sur les sinus et cosinus. Pour cette raison, il est possible de lesupposer négligeable.14. Cette technique est identique à celle utilisée dans la section évoquant le modèle du système plan.15. Le modèle de simulation est un excellent moyen pour y parvenir.



2.5. QUELQUES MODÈLES 55principal existait. Pour mieux comprendre l'e�et produit par ces petites perturbations, desmesures prises sur le banc d'essais dans un plan de contrôle, avec une loi de commandeclassique, seront données dans le chapitre consacré aux essais réels. Par l'expérience, il estpossible de dire que ces perturbations ne sont pas complètement négligeables mais leure�et reste toutefois moins important que celui du terme principal _�2.E�et 2 : Le deuxième type de termes négligés correspond à ceux qui apparaîtraient si �x 6= 0, �y 6= 0et ' 6= 0. Dans ce cas, l'e�et principal du balourd sera di�érent d'un plan à l'autre. �x vaavoir pour e�et d'augmenter le module du vecteur balourd dans un plan et de le réduiredans l'autre. Il en va de même si ' et �y ne sont tous les deux non nuls. ' provoque undéphasage spatial entre un plan et l'autre. On aura alors un angle 
1 dans le plan 1 etangle 
2 dans le plan 2.A ces deux e�ets, il faut aussi ajouter les couplages mécaniques qui existent dans la matriced'inertie. Cela indique que les accélérations considérées (relatives au vecteur d'état) vont s'in�uencermutuellement.Récapitulatif des équations du modèle : le modèle est donné par les équations suivantes :(G.1) et (G.2) pour la matrice D, (G.4), (G.5), (G.6), (G.7) et (G.8) pour le vecteur C _q, et (E.6)pour l'e�et dissipatif.2.5.2.3 Modèle pour la commandeLe modèle de commande doit permettre de supprimer les termes de couplage qui existent entreles deux plans de contrôle en dehors de toute considération concernant le balourd. Ce modèle peutprendre di�érentes formes. Habituellement, son vecteur d'état comprend les trois translations, lestrois angles d'Euler, et les charges électriques. A cela, peut être ajoutée une fonction de sortie :� = h (q; _q) (2.107)qui donne les valeurs mesurées au niveau des capteurs par rapport au vecteur d'état (Il s'agit de laméthode adoptée dans (Mouille, 1994)).Dans ce travail, étant données les lois de commande qui vont être mises en ouvre, ce sont lespositions vues par les capteurs qui vont constituer le vecteur d'état, soit un vecteur vitesse qui est_q = [ _x; _y1; _z1; _y2; _z2; _�; iy1p; iy1m; iz1p; iz1m; iy2p; iy2m; iz2p; iz2m; ixp; ixm].Ce dernier modèle est obtenu en partant du modèle d'analyse et en choisissant �z = 0 16 etIy = Iz 17. Le système devient (sous forme 2.102) 18 :16. Dans le modèle de commande, le balourd n'est pas considéré ce qui entraîne �y = 0, �z = 0 et ' = 0. Dansce modèle �x peut ne pas être égal à zéro, ce paramètre re�étant le décalage de la position du centre de gravité parrapport au milieu du segment entre les deux plans de contrôle. Pour ne pas surcharger les équations �x est tout demême pris égale à zéro, mais les lois de contrôle qui vont être décrites s'appliquent tout de même si �x 6= 0.17. Si le balourd n'est pas considéré, le rotor est alors un solide de révolution parfait.18. Le système est coupé en deux parties : la première représente les six équations mécaniques et la seconde les dix
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(2.108)

équations électriques.Dans la matrice d'inertie apparaît un terme en (z1 � z2)2 ; étant donnés les points de fonctionnement choisis pourle système, cette valeur est très proche de zéro et va être considérée comme telle.



2.5. QUELQUES MODÈLES 572666666666666666666666666666666666666664
�e0�y1+ dca(y1�y2)2 lc _iy1p�e0+y1� dca(y1�y2)2 lc _iy1m�e0�z1+ dca(z1�z2)2 lc _iz1p�e0+z1� dca(z1�z2)2 lc _iz1m�e0�y2� dca(y1�y2)2 lc _iy2p�e0+y2+ dca(y1�y2)2 lc _iy2m�e0�z2� dca(z1�z2)2 lc _iz2p�e0+z2+ dca(z1�z2)2 lc _iz2m�xe0�x _ixp�xe0+x _ixm

3777777777777777777777777777777777777775+
2666666666666666666666666666666666664

2 � lc(2 lc�dca) _y1 iy1p+� lc dca _y2iy1p(�2 e0 lc+2 y1 lc�dca y1+dca y2)2�2 � lc(2 lc�dca) _y1 iy1m+� lc dca _y2iy1m(2 e0 lc+2 y1 lc�dca y1+dca y2)22 � lc(2 lc�dca) _z1 iz1p+� lc dca _z2iz1p(�2 e0 lc+2 z1 lc�dca z1+dca z2)2�2 � lc(2 lc�dca) _z1 iz1m+� lc dca _z2iz1m(2 e0 lc+2 z1 lc�dca z1+dca z2)22 � lc dca _y1iy2p+� lc(2 lc�dca) _y2 iy2p(�2 e0 lc+2 y2 lc+dca y1�dca y2)2�2 � lc dca _y1iy2m+� lc(2 lc�dca) _y2 iy2m(2 e0 lc+2 y2 lc+dca y1�dca y2)22 � lc dca _z1iz2p+� lc(2 lc�dca) _z2 iz2p(2 e0 lc�2 z2 lc�dca z1+dca z2)2�2 � lc dca _z1iz2m+� lc(2 lc�dca) _z2 iz2m(2 e0 lc+2 z2 lc+dca z1�dca z2)2�x _xixp(�e0+x)2� �x _xixm(e0+x)2
3777777777777777777777777777777777775+266666666666664R iy1pR iy1mR iz1pRiz1mR iy2pR iy2mR iz2pRiz2mRx ixpRx ixm377777777777775 = 266666666666664Ey1pEy1mEz1pEz1mEy2pEy2mEz2pEz2mExpExm 377777777777775 (2.109)

Récapitulatif des équations du modèle : le modèle est donné par les équations suivantes :première partie de (2.108) et première partie de (2.109) pour la matrice D, seconde partie de(2.108) et seconde partie de (2.109) pour le vecteur C _q, et troisième partie de (2.109) pour l'e�etdissipatif.2.5.2.4 Modèle d'une broche à actionneurs coniques
Fig. 2.25: Broche à actionneurs coniquesUne activité encore très vivace dans le monde du palier magnétique concerne la conceptionmécanique des systèmes. La tendance générale qui consiste à remplacer le matériel par du logiciel seretrouve dans ce domaine. La simpli�cation du matériel permet de réduire les coûts de production



58 CHAPITRE 2. MODÉLISATIONdes broches à paliers magnétiques pour leurs ouvrir de nouvelles applications. Deux voies sontactuellement prisées : la première consiste à concevoir des paliers intégrés à l'architecture de moteursélectriques (Okada et al., 1995; Okada et al., 1996; Barthod and Lemarquand, 1998; Chiba andFukao, 1998; Silber and Amrhein, 1998a; Silber and Amrhein, 1998b) ; la seconde réduit le nombred'actionneurs nécessaires pour contrôler les cinq degrés de liberté d'une broche. Dans (Ponsart,1996) ce problème est étudié et il y est justement écrit que (N + 1) actionneurs sont nécessairespour contrôler N degrés de liberté.La con�guration la plus commune décrite pour six actionneurs est celle où ceux-ci sont regroupéspar trois dans deux plans de contrôle et agissent sur des troncs de cône. Cette con�guration estdécrite dans la Figure 2.25. Chaque actionneur agit à la fois sur la direction x et une ou deuxdirections du plan de contrôle. La maîtrise d'une telle géométrie passe par une complexité accruedes lois de commande car les axes de contrôle ne peuvent assurément plus être considérés commeindépendants. Cette architecture commence à avoir quelques applications en commande non linéaire(Lin and Gau, 1997) et même des réalisations industrielles (Bühler et al., 1996a;Bühler et al., 1996b).Si cette con�guration apparaît dans ce travail, c'est pour signaler que les commandes qui ysont décrites peuvent s'appliquer à cette architecture. Cela sera montré dans une section du cha-pitre suivant. Pour cette commande, le modèle du système sera nécessaire et est donc donné dansl'Annexe H 19.Récapitulatif des équations du modèle : Le modèle est donné par les équations suivantes :première partie de (H.1) et première partie de (H.2) pour la matrice D, seconde partie de (H.1) etseconde partie de (H.2) pour le vecteur C _q, et troisième partie de (H.2) pour l'e�et dissipatif.2.5.3 Récapitulatif des équations composant les di�érents modèlesLes di�érentes équations qui constituent les modèles décrits précédemment sont récapitulés dansla Table 2.1. En face de chaque modèle sont rappelés les paramètres qu'il faut mettre à zéro pourobtenir ce modèle.2.6 Fonctionnement Linéaire et non LinéaireLes Paliers Magnétiques Actifs présentent une caractéristique intéressante : on peut e�ectuertrès naturellement une linéarisation physique du système ; la modi�cation du point d'équilibre desvariables électriques dans la machine permet de linéariser ses équations en un point de fonctionne-ment où cette linéarisation est valable et utilisable. En première approximation, cette linéarisationphysique ne nuit pas aux performances que l'on peut espérer du palier magnétique. Par contre, ellefacilite alors la mise au point de la commande, puisque s'ouvre alors tout le champ de la commandelinéaire.Cette modi�cation du point de fonctionnement intervient au niveau des actionneurs. Dans cha-cune des deux bobines qui constituent un axe, est injecté un courant de biais dit courant de pré-19. Il est possible de remarquer dans ce modèle que tout ce qui ne dépend pas d'une action électrique est identiqueà la partie équivalente dans le modèle pour la commande décrit précédemment.



2.6. FONCTIONNEMENT LINÉAIRE ET NON LINÉAIRE 59Tab. 2.1: Equations des di�érents modèlesModèle desimulation D(q) �q| {z }Eq:(D:3)Eq:(D:11)Eq:(D:14)Eq:(D:21)+ C(q; _q) _q| {z }Eq:(E:1)Eq:(E:2)Eq:(E:3) + @R@ _q|{z}Eq:(E:6) = E Tous les paramètres �x,�y, �z et ' sont considé-rés non nuls.Modèled'analyse D(q) �q| {z }Eq:(G:1)Eq:(G:2)+ C(q; _q) _q| {z }Eq:(G:4)Eq:(G:5)Eq:(G:6)Eq:(G:7)Eq:(G:8) + @R@ _q|{z}Eq:(E:6) = E Les paramètres �x, �y,et ' sont considérésnuls.Modèle decommande D(q) �q| {z }Dm:Eq:(2:108)De:Eq:(2:109) + C(q; _q) _q| {z }Cm:Eq:(2:108)Ce:Eq:(2:109) + @R@ _q|{z}Eq:(2:109) = E Les paramètres �x, �y,�z, et ' sont considérésnuls.Modèle àactionneursconiques D(q) �q| {z }Dm:Eq:(H:1)De:Eq:(H:2) + C(q; _q) _q| {z }Cm:Eq:(H:1)Ce:Eq:(H:2) + @R@ _q|{z}Eq:(H:2) = E Les paramètres �x, �y,�z, et ' sont considérésnuls.magnétisation I0. Cette action modi�e peu le comportement mécanique du système, mais permetd'utiliser un modèle linéaire de l'expression des forces qui s'exercent sur le rotor. Pourtant, il y aquelques avantages à ne pas utiliser ce courant de biais.2.6.1 Fonctionnement linéaireLe fonctionnement linéaire du palier magnétique a été la première voie explorée pour le contrôlede ce système depuis deux décennies. En e�et, le modèle linéaire qui en résulte facilite la mise aupoint de commandes e�caces. Cette direction de recherche est encore très largement utilisée, mais lacomplexité et l'e�cacité des commandes va en grandissant (Nonami and Yamagushi, 1991; Bleuleret al., 1994; Fujita et al., 1995; Petela and Botros, 1995; Herzog et al., 1996; Matsumura et al., 1996;Nonami and Ito, 1996; Yeh and Youcef-Toumi, 1996; Knospe et al., 1997; Knospe and Yang, 1997).Tout les derniers développements de l'automatique linéaire sont appliqués aux paliers magnétiquesactifs en particulier en ce qui concerne la commande robuste.Il peut être intéressant de rappeler quelques données concernant le fonctionnement linéaire. Soitle système schématisé sur la Figure 2.26 (système à un degré de liberté) et essayons de donner le com-portement des équations linéarisées autour d'un point de fonctionnement donné. Le comportementmécanique est donné par :
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Fig. 2.26: Dé�nition de paramètres pour un axe perturbé à linéariserm �x = F1 � F2 + Fp (2.110)où x est le déplacement du rotor, F1 et F2 sont les forces électromagnétiques exercées par les ac-tionneurs, et Fp est une force de perturbation considérée constante (comme la gravité par exemple).En négligeant les e�ets de saturation et d'hystérésis, les expressions des forces électromagnétiquessont alors 20 F1 = K1 i21(e0 � x)2 et F2 = K2 i22(e0 + x)2 (2.111)où e0 est l'entrefer nominal séparant le rotor des actionneurs, i1 et i2 les courants dans les deuxbobines, et K1 et K2 des coe�cients qui dépendent de la structure des actionneurs. La linéarisationde l'équation (2.110) est obtenue en considérant des petites variations [�x; �i1; �i2] autour d'un pointde fonctionnement [x0; I1; I2], telles que 8>><>>: x = x0 + �xi1 = I1 + �i1i2 = I2 + �i2 (2.112)Au point d'équilibre l'accélération �x est nulle. Cela donne :0 = K1 I21(e0 � x0)2 �K2 I22(e0 + x0)2 + Fp (2.113)20. Voir les sections précédentes.



2.6. FONCTIONNEMENT LINÉAIRE ET NON LINÉAIRE 61Les valeurs de I1 et I2 ne sont pas dé�nies à priori par le point d'équilibre mécanique choisi ;par contre, si une des deux valeurs est �xée, alors la seconde l'est aussi telle queI2 = (e0 + x0)sK1K2 I21(e0 � x0)2 + FpK2 (2.114)Introduisons maintenant (2.112) dans (2.110) pour obtenir :m ��x = K1 (I1 + �i1)2(e0 � x0 � �x)2 �K2 (I2 + �i2)2(e0 + x0 + �x)2 + Fp (2.115)Après développement avec la formule de Taylor, l'équation obtenue est :m ��x � K1 I21(e0 � x0)2 + 2 I21 �x(e0 � x0)3 + 2 I1 �i1(e0 � x0)2!�K2 I22(e0 + x0)2 + 2 I22 �x(e0 + x0)3 + 2 I2 �i2(e0 + x0)2!+ Fp (2.116)En soustrayant l'équation (2.113) à l'équation (2.116) et en mettant sous forme d'équationsd'état, cela donne : " � _x��x # = 24 0 1K1 (2 I21 )m(e0�x0)3 � K2 (2 I22 )m(e0+x0)3 0 35" �x� _x #+ 24 0 0K1 (2 I1)m(e0�x0)2 K2 (�2 I2)m(e0+x0)2 35 " �i1�i2 # (2.117)Le système linéaire obtenu de la forme _x = Ax + Bu a pour entrées �i1 et �i2. La matrice decommandabilité [B AB] donne les conditions sur les courants �i1 et �i2 assurant la commandabilitédu système. [B AB] = 24 0 0 K1 (2 I1)m(e0�x0)2 K2 (�2 I2)m(e0+x0)2K1 (2 I1)m(e0�x0)2 K2 (�2 I2)m(e0+x0)2 0 0 35 (2.118)Immédiatement, il est visible que cette matrice est de rang plein si un des deux courants dupoint d'équilibre est non nul. Si la force de perturbation Fp est non nulle (voir équation (2.114))alors un des deux courants peut être nul. Un des deux actionneurs peut être utilisé pour compensercette perturbation à l'équilibre.En général, les deux courants de biais sont choisis égaux à I0 car les deux actionneurs sontidentiques et la force de perturbation non prise en compte. Les variations de courant sont alorsprises de même norme et de signes opposés. Les deux actionneurs fonctionnent en même temps
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Fig. 2.27: Fonctionnement linéaire d'un axe de contrôle (2 actionneurs actifs)

Fig. 2.28: Linéarisation des forceset la force appliquée sur le rotor est directement proportionnelle à la variation du courant (voirFigures 2.27 et 2.28). La position d'équilibre mécanique est zéro. L'équation simpli�ée obtenue est(Schweitzer et al., 1994) : ��x = 4K1I20m e30 �x+ 4K1I0m e20 �i= Ks�x+Ki�i (2.119)En dehors de l'existence d'une force de perturbation, cas se présentant pour des axes de contrôlehorizontaux, le système n'est commandable que si les courants de biais sont non nuls. Ce phénomèneest dû à la dégénérescence du linéarisé tangent en zéro. Cela ne signi�e pas pour autant qu'il estimpossible de commander le système si les courants sont nuls au point d'équilibre. En utilisant desméthodes non linéaires, le modèle non linéaire du système peut être contrôlé. De plus quelquesavantages peuvent être retirés du fonctionnement non linéaire.2.6.2 Fonctionnement non linéaireInjecter un courant de prémagnétisation dans les bobines facilite le contrôle du système, mais nereprésente pas une obligation. Les équations non linéaires du palier magnétique peuvent être utilisées
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Fig. 2.29: Fonctionnement non linéaire d'un axe de contrôle (1 actionneur actif )pour corriger certains désavantages présents dans la linéarisation. Bien qu'encore marginale, cettedémarche prend de plus en plus d'ampleur (Charara et al., 1992; Mohamed and Emad, 1993; Lottinet al., 1994; Mouille, 1994; Zhong and Townsend, 1994; Smith and Weldon, 1995; Virgin et al., 1995;Charara et al., 1996; Lévine et al., 1996; de Queiroz and Dawson, 1996; Vidolov et al., 1996; Jooand Seo, 1997; Trumper et al., 1997; Carabelli and Genta, 1998; Cole et al., 1998; Namerikawa andFujita, 1998; Wu et al., 1998).Faire fonctionner le palier magnétique en non linéaire, c'est principalement essayer de n'utiliserqu'un actionneur à la fois sur un axe de contrôle (voir Figure 2.29). En e�et, à un instant donné,la force à exercer sur le rotor est soit positive soit négative, mais ne requiert théoriquement pasl'utilisation simultanée des deux actionneurs. Cela peut permettre de diviser au moins par deux(c'est un minimum) l'énergie utilisée pour sustenter le rotor. En fonctionnement linéaire classique,la somme des courants dans un axe est de 2 I0. En non linéaire le gain est immédiat : une seulebobine fonctionne à la fois d'où un courant en moyenne au moins deux fois inférieur. Mais le gainénergétique est en général plus élevé car les signaux de commande sont plutôt sinusoïdaux quecarrés et la force appliquée n'est pas créée par une di�érentielle autour de I0 mais par une di�érencepar rapport à zéro. L'énergie dissipée est moins importante, ce qui peu in�uencer la conception dustator vis à vis de la dissipation thermique 21.A ce principal avantage viennent se gre�er deux autres améliorations du fonctionnement dupalier magnétique en non linéaire (Charara, 1992) :� lorsque deux bobines créent chacune des champs magnétiques diamétralement opposés, la forcerésultante sur le noyau ferreux du rotor est nulle ; par contre, le champ magnétique résultantn'est pas nul partout (voir Figure 2.30) ; ce noyau ferreux étant la plupart du temps en rotation,cela y induit des courants de Foucault qui tendent à s'opposer à ce mouvement de rotation.Là où l'on a éliminé du frottement mécanique, on crée du frottement électromagnétique. Enfonctionnement non linéaire, cette perturbation est grandement diminuée ;� dans le cas linéaire, un déplacement le long d'un axe de contrôle s'oppose à une raideur qui21. Il est important de signaler que certains systèmes de moyenne et grande puissance nécessitent un refroidissementdu stator.



64 CHAPITRE 2. MODÉLISATION

Fig. 2.30: Champs Magnétiques dans le rotor pour une position statique en fonctionnement linéaireest fonction de I0 mais indépendante de la variation du courant �i. Les courants étant plusfaibles en non linéaire, ce phénomène est moins important ; à la limite, lorsqu'on se trouveautour du point d'équilibre, dans un système non perturbé, cette raideur est nulle et l'énergienécessaire à un déplacement du rotor est minime.De plus, Si le diagramme de Bode d'amplitude du système bouclé comporte une résonance,celle-ci présente une amplitude restreinte en fonctionnement non linéaire (phénomène de sautdans la courbe représentant la position en fonction de la pulsation d'entrée) par rapport aufonctionnement linéaire. En non linéaire, l'amortissement est en quelque sorte augmenté etétale la résonance.2.7 ConclusionAprès La présentation de quelques dé�nitions permettant d'appréhender la problématique liéeaux Paliers Magnétiques Actifs, une méthodologie de modélisation a été donnée. Cette méthode,basée sur les équations d'Euler Lagrange, doit permettre de trouver des modèles non linéaires méca-niques et électriques, dont la complexité peut s'adapter aux besoins de l'utilisateur. En particulier,une solution pour introduire l'e�et de la perturbation due au balourd est présentée par l'inter-médiaire d'un changement de variables dans l'expression de l'énergie mécanique. Cette technique,



2.7. CONCLUSION 65associée aux simpli�cations adéquates, permet d'obtenir :� des modèles de simulation (broche standard, mais aussi broche à actionneurs coniques si besoinest) très proches du comportement réel où e�et de balourd et e�ets gyroscopiques sont trèsétroitement liés ;� après une première simpli�cation, ce type de modélisation permet aussi d'analyser ce quereprésente le balourd en tant qu'accélérations dans chacun des deux plans de contrôle. Celadevrait permettre de construire des lois de commande adaptées à l'élimination de cette per-turbation ;� une seconde simpli�cation conduit à des modèles sans balourd proches de ceux généralementrencontrés dans la littérature. Ces modèles sont utilisés pour la synthèse de commande assurantla stabilité de la broche lorsque le balourd n'est pas considéré.Après la modélisation, une rapide présentation des avantages apportés par le fonctionnementnon linéaire a été donnée. L'absence de courant de prémagnétisation dans les bobines va entraînerune grande complexité de la commande, mais les gains tant sur le comportement dynamique quesur la réduction de la consommation énergétique sont su�samment importants pour que le contrôlenon linéaire soit tenté.Le chapitre suivant sera consacré à l'étude de deux lois de commande qui tout en permettant lefonctionnement non linéaire des paliers, vont contenir un algorithme de suppression du balourd.
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Chapitre 3Commande du procédé





3.1. INTRODUCTION 693.1 IntroductionL'évolution des machines qui composent notre monde les pousse chaque jour un peu plus versla perfection. Plus précises, plus rapides, plus e�caces, plus silencieuses, plus ergonomiques, moinspolluantes, telles sont les caractéristiques qu'elles acquièrent au �l des générations. Pour que celasoit possible, il faut leur insu�er une petite parcelle de connaissance, c'est à dire su�samment dedonnées pour atteindre le but �xé. C'est cette connaissance que l'automatique essaie d'extraire dela confrontation des divers domaines qu'elle met en jeu.Le développement suivi par l'automatique, en terme de complexité, est très proche de celui lamodélisation des systèmes. A l'origine, les modèles étaient simples, linéaires, assez éloignés de laréalité, et ainsi en était-il des commandes, linéaires elles aussi et relativement rudimentaires 1. Au grédes développements mathématiques (ou des redécouvertes de travaux antérieurs) les méthodes decontrôle se sont améliorées. La commande linéaire s'est vue enrichie de multiples possibilités donton peut citer, par exemple, la commande des systèmes multivariables, la commande adaptative,la commande robuste H1 et �-synthèse 2, : : : Les développements actuels cherchent, pour unegrande part, à supprimer l'e�et de l'imprécision de modélisation du système qui sert à synthétiserla commande. En e�et, aussi complexe que puisse être un modèle obtenu avec les outils actuels, dèsque la partie contrôle intervient, il faut immanquablement faire des simpli�cations. Celles-ci, encoreaujourd'hui, conduisent souvent à linéariser le modèle pour pouvoir appliquer toute la panoplie dela commande linéaire. Les méthodes linéaires ont largement été utilisées depuis près de vingt anspour le contrôle des paliers magnétiques actifs (voir références dans la section 2.6.1). Cette façonde procéder a permis l'éclosion d'une multitude de techniques devant répondre à chaque fois à unbesoin précis (robustesse, élimination de vibration, rotor �exible, élimination du balourd), mais àchaque fois la linéarisation physique du système est requise.Un système se plie rarement à la vision linéaire qu'on en a. La prise en compte de la non-linéaritépeut apporter un gain non négligeable de précision dans l'action du contrôleur, et bien sûr éviterl'imprécision provoquée par la linéarisation du modèle. La multitude de non linéarités existantes faitque l'automatique non linéaire apporte bien peu de réponses par rapport à tous les problèmes qui seposent. Pourtant, pour certaines formes bien délimitées de non linéarité, des solutions su�sammentbien maîtrisées permettent de résoudre une quantité croissante de problèmes. On peut citer les com-mandes à base de fonctions de Lyapunov, la géométrie di�érentielle qui conduit à la linéarisationentrée-sortie, la passivité basée sur l'énergie du système, les modes glissants non linéaires, : : : Depuis1990, de plus en plus de travaux sont e�ectués sur la commande non linéaire des paliers magnétiquesactifs, mais, bien souvent, ces commandes se contentent de stabiliser le rotor, sans autre ra�nement.Dans la suite de ce chapitre vont être explicitées deux lois de commande non linéaires développéesau cours de ce travail.La première partie est dédiée à l'action du balourd et aux méthodes de suppression de cette1. On peut bien sûr penser au contrôleur Proportionnel Dérivée Intégrale, qui bien que simple reste pourtanttoujours d'actualité.2. Ces deux dernières sont actuellement particulièrement prisées pour la commande linéaire des paliers magnétiques(Matsumura et al., 1996; Nonami and Ito, 1996).



70 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉperturbation. Deux exemples sont donnés pour comparaison avec notre propre proposition pouréliminer le balourd.La deuxième partie présente deux méthodes d'implémentation non linéaire pour notre techniquede suppression de balourd.� La première est basée sur la passivité et une linéarisation entrée-état. Elle a été proposée dès1994 dans (de Miras, 1994; Charara and de Miras, 1995).� La seconde repose sur l'utilisation de modes glissants non linéaires dérivés de la linéarisationentrée-sortie.3.2 Suppression du balourdEn dehors du fait qu'il faille choisir un mode de fonctionnement, linéaire ou non linéaire, pourconstruire une loi de contrôle stabilisante, divers modules peuvent coexister avec la commandeprincipale pour résoudre des défauts spéci�ques. Dans le cadre de ce travail, il a été indiqué quele problème qui doit être résolu concerne l'existence d'une perturbation due au balourd. Commecela a été vu au chapitre précédent, ce balourd peut être approximé par un vecteur accélération quitourne à la vitesse _� du rotor dans chacun des plans de contrôle.Pour contrer les e�ets de cette perturbation, il est possible d'envisager deux grandes familles decommandes 3 : les passives et les actives.� Une commande est dite passive par rapport au balourd si elle ne prend pas en compte unmodèle de la perturbation pour en éliminer les e�ets (sauf peut-être que le balourd est syn-chrone à la vitesse _�) et si aucun module spéci�que n'est ajouté à la commande. Ce sont sescaractéristiques de raideur et d'amortissement, ainsi que sa robustesse vis à vis d'une erreurde modèle (dont le balourd fait partie quand on n'en tient pas compte) qui vont diminuer(et non pas complètement éliminer) l'e�et du balourd (Chen and Darlow, 1988; Matsumuraet al., 1994; de Miras et al., 1996; Allaire and Sinha, 1998). Cette catégorie de commandesne peut pas prétendre être plus performante que celles du type suivant, mais si l'éliminationdu balourd n'est pas critique pour l'application considérée, ces commandes sont largementsu�santes.� Par opposition au genre précédent, une commande dite active sera constituée d'un moduledont le contenu va être construit à partir d'informations issues du modèle du balourd. Grâceà cette information, la trajectoire du rotor pourra être modi�ée telle que la perturbationsemblera n'avoir pas d'e�et (Knospe, 1991; Herzog et al., 1996; Lum et al., 1996; de Mirasand Charara, 1998a).La section suivante présente quelques idées qui sous-tendent les méthodes couramment employéesdans les commandes actives de suppression de balourd.3. La délimitation entre les deux genres n'est pas toujours très simple à appréhender.
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Fig. 3.1: Elimination de l'e�et du balourd sur la position du rotor

Fig. 3.2: Elimination de l'e�et du balourd sur les forces appliquées au rotor3.2.1 Modes de suppression du balourdDans un fonctionnement standard d'une loi de commande, l'accélération qui agit sur le rotor estdonnée, sous une forme vectorielle, par 4 (de Miras and Charara, 1998a) :�!�X = �!C +�!F p (3.1)où �!�X est le vecteur accélération de la position, �!C est le vecteur commande, et �!F p est le vecteurperturbation (voir Figure 2.24 dans le chapitre précédent ). En régime permanent, la géométrieformée par les trois vecteurs reste inchangée et tourne à la vitesse _� du rotor. L'orientation relativeentre �!C et �!F p ne dépend que des caractéristiques dynamiques imposées par la commande et de lanorme de la perturbation. Il est visible que tant que la commande ne peut imposer �!�X = 0, le rotor4. La forme décrite ici correspond à ce qui se passe dans un plan de contrôle et en e�ectuant des simpli�cationspermettant d'éclaircir le propos.



72 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉva subir une accélération tournante l'obligeant à suivre une trajectoire très proche d'un cercle 5. �!�Xest en quelque sorte une accélération normale.Supprimer l'e�et du balourd peut en fait se traduire par deux modes de fonctionnement bien di�é-rents.Mode 1 : Il est possible d'empêcher le rotor de s'écarter d'une position �xe désirée, qui, en général,est le centre du repère lié au stator (ce qui sera appelé la position zéro). La situation aatteindre est alors celle dont il est fait allusion plus haut c'est à dire :�!�X = 0 (3.2)Dans cette situation, la commande doit s'opposer à la perturbation, comme cela est montrésur la Figure 3.1. L'accélération étant nulle, le déplacement du rotor doit être nul lui aussi.Pour que la commande ait une norme égale et une direction opposée à la perturbation, lacommande doit être capable de déterminer la phase et la norme de �!F p.Ce mode de fonctionnement permet un centrage du rotor, mais pour obtenir ce centrage,les actionneurs doivent fournir une force de norme égale à celle de la perturbation. Or laperturbation est proportionnelle au carré de la vitesse _�. Il va donc exister une vitesselimite au delà de laquelle la force nécessaire ne pourra plus être fournie (dans (Carabelliand Genta, 1998)), quelques e�ets de la saturation des actionneurs sont explorés). Sicette vitesse limite est dépassée, il faut trouver un autre mode de fonctionnement quiévite la saturation des actionneurs. Il est possible ici de remarquer un autre avantagedu fonctionnement non linéaire par rapport au fonctionnement linéaire : en linéaire, lavariation de courant est proportionnelle à la force appliquée et donc proportionnelle aucarré de _�, alors qu'en non-linéaire le courant est proportionnel à la racine carrée de laforce demandée et donc proportionnel à _�. En non linéaire, la saturation des actionneursse produit plus tard que s'ils sont utilisés en linéaire.Un deuxième problème peut apparaître avec ce mode de fonctionnement. Les actionneursvont transmettre cette force au bâti de la machine. Cette force étant cyclique, elle peutproduire une vibration dans le support de la machine, néfaste pour l'intégrité de celle-ci.Mode 2 : Le deuxième mode de fonctionnement a été introduit pour éliminer les deux problèmesénoncés précédemment. Pour cela il faut relaxer une condition : le rotor ne va plus resteren zéro, mais l'axe géométrique va se déplacer, dans chaque plan de contrôle, sur unetrajectoire circulaire, proche du mouvement naturel du rotor, dont le centre sera l'axed'inertie. En analysant cette trajectoire, il est visible que le balourd appliqué au centreO et dirigé vers le centre d'inertie G se comporte comme une accélération normale qui5. Cette trajectoire circulaire va être déformée par exemple par les termes de couplage contenus dans la matriceC.



3.2. SUPPRESSION DU BALOURD 73maintient O sur sa trajectoire circulaire (voir Figure 3.2). A partir de là, la commandene doit plus servir qu'à stabiliser le rotor autour de cette trajectoire. Dans ce cas lesactionneurs vont fonctionner en produisant très peu d'e�orts et très loin de la zone desaturation.3.2.2 Deux méthodes de suppression de balourdDe nombreuses études ont été menées (et continuent de l'être) pour trouver des méthodes activespermettant d'obtenir l'un ou l'autre mode de fonctionnement décrit ci-dessus. Il est possible deséparer ces travaux en divers groupements, sans pour autant rendre justice à la grande diversité decommande qui ont vu le jour, le mélange des genres étant souvent de mise. Les deux plus importantsgroupes sont les suivants :� le type de méthodes le plus ancien 6 (Habermann, 1978) repose sur l'utilisation d'un générateurde signal synchrone avec la vitesse du rotor. Ce signal est généralement obtenu grâce à des�ltres coupe fréquence chargés d'extraire le signal de fréquence _� de la mesure des capteurs a�nd'empêcher le contrôleur principal de réagir à ce déplacement. Ces commandes fonctionnentgénéralement sur le mode 2.� La deuxième grande famille se compose de commandes abritant des observateurs. Certainesvariables de l'état sont chargées de converger vers les valeurs de paramètres entrant dansle modèle choisi du balourd (de Miras and Charara, 1996; Lum et al., 1996; de Miras andCharara, 1998b). En possession de ces informations, la commande peut fonctionner soit enmode 1, soit en mode 2, soit les deux.Pour illustrer ces méthodes deux exemples sont donnés dans les deux sous-sections suivantes.3.2.2.1 Filtres de suppression de fréquenceCe premier exemple est issu de l'article (Herzog et al., 1996) rapportant des résultats pour unnouveau type d'implémentation de �ltre coupe fréquence (Notch Filter). Nous résumons le contenude l'article a�n d'éclairer cette méthodologie d'élimination de balourd ; les notations de l'articleseront reprises dans la Table 3.1 comme notations locales.Le but d'un �ltre coupe fréquence est d'empêcher le signal de fréquence _� (ou 
 dans ce qui suit)de passer à travers le contrôleur, tout en laissant passer le reste du signal capteur pour maintenirla stabilité autour de la trajectoire. Ce phénomène est schématisé sur la Figure 3.3. Le signal descapteurs de position contient di�érentes fréquences dues aux di�érents couplages et perturbationsqui agissent sur le rotor. Il contient en particulier un signal à la fréquence de rotation du rotor due àl'e�et du balourd (la deuxième courbe sur la �gure). Si ce signal est soustrait du signal des capteurs,il reste la troisième courbe qui re�ète les mouvements du rotor en dehors de celui imposé par lebalourd. Le but est d'amener un signal de moyenne nulle et de faible amplitude sur le contrôleur.6. Cette ancienneté est basée sur la date du premier article en notre possession parlant de �ltre coupe fréquenceen vue de supprimer le balourd.
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Fig. 3.3: Type de signaux à l'entrée et à la sortie d'un �ltre coupe fréquence de fréquence _�Tab. 3.1: Nomenclature dans l'article (Herzog et al., 1996)s Variable complexe de Laplacej Racine carrée de -1c(t) Vecteur des signaux de compensation du balourde(t) Vecteur des signaux �ltrés des capteursy(t) Vecteur des signaux des capteurs
 Vitesse de rotation du rotor, fréquence centrale du �ltreTR;TJ Matrices des paramètres réels du �ltre coupe fréquenceI Matrices Identité de dimension appropriée mN(s) Matrices de transfert du �ltre coupe fréquenceNf Block de bouclage interne du �ltre coupe fréquenceP(s) Matrices de transfert du systèmeC(s) Matrices de transfert du ContrôleurLe balourd permet alors au rotor de tourner autour de l'axe d'inertie et le rotor ne cherche plus às'écarter de cette trajectoire.Le modèle du système noté P(s) est stabilisé par une boucle de retour C(s). Pour l'essentiel decette méthode, il n'est pas nécessaire de connaître les expressions de ces deux blocs, mais seulementde savoir que la boucle est stable 7. L'article montre que l'introduction du �ltre de coupure ne dé-stabilise pas la boucle. Le système complet est montré sur la Figure 3.4.7. Cela laisse penser que ce type de �ltre d'élimination de balourd pourrait être utilisé avec des lois de commandenon linéaires sans que cela ne pose de problème. Ce coté modulaire est une voie à explorer pour pro�ter du meilleurde l'élimination de balourd et de la commande non linéaire.
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Fig. 3.4: Bouclage de retour incluant un �ltre coupe fréquenceA la sortie du �ltre, le signal a la forme suivante :c(t) = hsin (
 t) I cos (
 t) Ii "TR �TJTJ TR # Z "sin (
 t)w(t)cos (
 t)w(t)#dt (3.3)Cette équation est multivariable, les symboles gras dénotant des vecteurs. On peut remarquerdans cette équation une forme très proche d'une matrice de rotation d'angle 
 t, bien que cela n'ensoit pas exactement une. La transformation de coordonnées est très souvent présente sous une formeou une autre dans les commandes d'élimination de balourd.En prenant la dérivée seconde de l'équation (3.3), il est possible de voir que c(t) est la solutionde l'équation di�érentielle linéaire : �c+
2 c = TR _w � 
TJ w (3.4)Nf est donc l'implémentation de la solution de l'équation (3.4) et est équivalente d'un point devue entrée-sortie à la fonction de transfert Nf(s) tel que c(s) = Nf (s)w(s) avec :Nf (s) = 1s2 + 
2 (sTR � 
TJ) (3.5)Ce système a des pôles imaginaires pures de fréquence 
 et un zéro fonction des paramètres du�ltre. Nf(s) est bouclé par l'avant sur le reste du système. Il est donc possible d'écrire la bouclefermée contenant Nf (s). Cela donne :
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Fig. 3.5: Diagramme de Bode d'un �ltre coupe fréquenceN(s) = 1I+ �Nf (s)= s2 +
2s2 I+ sA1 +A0 (3.6)avec : A1 = �TR; A0 = 
2 I� �
TJ (3.7)Il est clair que la fonction de transfert donnée dans l'équation (3.6) s'annule lorsque la variables = j 
. Représenté sur un diagramme de Bode, cela implique une chute de gain centré autour dela valeur 
. Dans ce �ltre coupe fréquence, la largeur de la bande passante autour de la coupure estvariable en fonction du paramètre �.L'avantage du �ltre présenté dans cet article par rapport à des travaux antérieurs est la possibilitéde régler librement les pôles grâce aux paramètres TR et TJ . En e�et, en regardant ce qui se passeen simple entrée simple sortie (SISO) l'expression du �ltre donne :N(s) = s2 +
2(s� p) (s+ �p) (3.8)p peut s'exprimer comme une fonction des zéros de la fréquence de coupure et de deux autresparamètres r et ' tel que



3.2. SUPPRESSION DU BALOURD 77p = j 
+ r ej ' (3.9)Le �ltre s'écrit alors : N(s) = s2 +
2s2 � 2 r cos(') s+
2 + 2 r sin(') 
+ r2 (3.10)avec ' = arg (TR + jTJ ) + �r = 12 � jTR + jTJ j (3.11)D'après les auteurs, l'implémentation du �ltre sous la forme de la solution de l'équation di�é-rentielle plutôt que sous la forme de l'équation elle-même permet de robusti�er son fonctionnement.Le réglage des gains du �ltre représente une part non négligeable du travail a�n de conserver lespôles de la boucle fermée dans le demi plan complexe gauche, mais n'entre pas dans le cadre de cecomparatif.3.2.2.2 Observation du balourd
Fig. 3.6: Système planLe second exemple est lui aussi extrait d'un article (Lum et al., 1996). Dans cet article estrapporté un algorithme permettant de stabiliser le rotor autour de la position du centre de gravitépour un fonctionnement en mode 2 8. La position du centre de gravité n'étant pas connue, unobservateur est introduit pour trouver les coordonnées � et � du centre d'inertie dans un repèrelié au rotor. La commande est donnée pour un système plan tel qu'il est décrit dans le chapitreprécédent. Un schéma comportant les notations locales est donné sur la Figure 3.6 et la nomenclaturelocale est donnée dans la Table 3.2.8. Quelques petits changements permettraient, si on le désire, d'obtenir des résultats identiques de stabilisationpour le centre géométrique.



78 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉTab. 3.2: Nomenclature dans l'article (Lum et al., 1996)s Variable complexe de LaplaceFx; Fx Forces électromagnétiques sur les axes x et yKh; Ki Paramètres du modèle linéaire de systèmeX; Y Position du centre géométrique dans le repère du statorx; y Position du centre d'inertie dans le repère du stator�; � Position du centre d'inertie dans un repère �xé au rotorix; iy Variation du courant dans les bobines des axes x et ym Masse du rotorg Accélération de la pesanteur terrestrek1; k2; k3; k4 Coe�cients du contrôleurLe modèle choisi est un modèle linéaire avec courant de prémagnétisation. Les forces sont donnéespar : Fx (X; ix) = KhX +Ki ixFy (Y; iy) = Kh Y +Ki iy (3.12)En écrivant la seconde loi de Newton, l'équation dynamique du système est :m �x = Fx (X; ix) = Kh (x� � cos(
 t) + � sin(
 t)) +Ki ixm �y = Fy (Y; iy) = Kh (y � � sin(
 t)� � cos(
 t)) +Ki iy � g (3.13)Les positions X et Y délivrées par les capteurs sont remplacées dans les équations précédentespar les positions du centre d'inertie x et y par l'intermédiaire du changement de variables suivant 9X = x� � cos(
 t) + � sin(
 t)Y = y � � sin(
 t)� � cos(
 t) (3.14)La Position du centre d'inertie est connueSi la position et la vitesse du centre d'inertie sont connues, la lois de commande peut directements'écrire : ix = �KhKi (x� � cos(
 t) + � sin(
 t))� mKi (k1 _x+ k2 x)iy = �KhKi (y � � sin(
 t)� � cos(
 t))� mKi (k1 _y + k2 y) + mgKi (3.15)9. Ce changement de variables fait encore intervenir une matrice de rotation fonction de la position 
 t.



3.2. SUPPRESSION DU BALOURD 79En substituant l'équation (3.15) dans l'équation (3.13) la dynamique du système résultant estdonnée par : �x = �k1 _x� k2 x�y = �k1 _y � k2 y (3.16)Les coe�cients de contrôle sont choisis pour que les équations du second ordre soient stables.Pour véri�er qu'il s'agit bien d'une commande en mode 2, il su�t d'injecter la valeur des courantsdans l'expression de forces lorsque x = 0; y = 0; _x = 0 et _y = 0 pour trouver que Fx � 0 etFy � mg. Lorsque le système est stabilisé autour du centre d'inertie, aucune force n'est transmisepar les actionneurs sauf la compensation de la pesanteur.La Position du centre d'inertie n'est pas connueLa position du centre d'inertie n'est bien entendue pas connue et les deux paramètres � et �vont être incorporés dans les équations dynamiques d'adaptation suivantes (le chapeau signi�e quela variable est une estimée) : �̂� = �k3 _̂� � k4 (x̂ cos(
 t) + ŷ sin(
 t))�̂� = �k3 _̂� � k5 (�x̂ sin(
 t) + ŷ cos(
 t)) (3.17)où x̂ et ŷ sont dé�nies par (cf equation 3.14) :x̂ , X + �̂ cos(
 t) + �̂ sin(
 t)ŷ , Y + �̂ sin(
 t) + �̂ cos(
 t) (3.18)Par dérivation sont obtenus les deux équations suivantes :_̂x , _X � �̂ 
 sin(
 t)� �̂ 
 cos(
 t)_̂y , _Y + �̂ 
 cos(
 t)� �̂ 
 sin(
 t) (3.19)Par analogie avec la commande où la position du centre d'inertie est connue, les deux courantssont choisis comme : ix = �KhKi X � mKi �k1 _̂x+ k2 x̂�iy = �KhKi Y � mKi �k1 _̂y + k2 ŷ�+ mgKi (3.20)Comme précédemment, l'équation (3.20) peut être injectée dans l'équation 3.13 pour obtenirla dynamique bouclée, et en utilisant les équations d'adaptation ainsi que les dé�nitions suivantes~� , �̂ � � et ~� , �̂ � �, le résultat est le suivant :



80 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ�x = �k1 _x� k2 x+ k1
 �~� sin(
 t) + ~� cos(
 t)�� k2 �~� cos(
 t)� ~� sin(
 t)��y = �k1 _y � k2 y + k1
 �~� cos(
 t)� ~� sin(
 t)�� k2 �~� sin(
 t) + ~� cos(
 t)��~� = �k3 _~� � k4 ~� � k4 (x cos(
 t) + y sin(
 t))�~� = �k3 _~� � k5 ~� � k5 (�x sin(
 t) + y cos(
 t)) (3.21)Les deux premières équations correspondent aux équations (3.16) perturbées par des valeurs quidoivent tendre vers zéro. Les deux autres équations correspondent au comportement d'adaptationdes valeurs de � et � qui interviennent dans la commande. Lorsque ~� et ~� tendent vers zéro, alors �̂et �̂ tendent vers les valeurs réelles � et �.L'équation (3.21) peut être représentée par un système d'état linéaire :_Z = A (
; t) Z (3.22)où la matrice A (
; t) possède des termes périodiques dépendants du temps. Le vecteur d'état estdonné par Z = [x; y; _x; _y; ~�; ~�; _~�; _~�]T . La stabilité d'une telle équation peut être montrée grâce authéorème suivant trouvé dans (Hale, 1980).Théorème 1 (Floquet)Soit un système linéaire d'ordre n décrit par _Z = A (t) Z, avec A (t + T ) = A (t) pour tout t etavec T > 0. Alors toutes les matrices fondamentales solutions �(t) de ce système ont la forme�(t) = P (t) e ~At, où P (t) est une matrice périodique de dimension n � n et de période T , et ~Aest une matrice constante de dimension n � n. De plus, P (t) est non singulière pour tout t et latransformation z = P (t)Z transforme le système original en un système linéaire invariant dans letemps _z = ~Az.L'origine du système _Z = A (t) Z est stable si et seulement si ~A est Hurwitz.En prenant le changement de variables z = P (
; t) Z avec 10P (
; t) = 266666666666664 cos(
t) sin(
t)� sin(
t) cos(
t) cos(
t) sin(
t)� sin(
t) cos(
t) 1 1 1 1377777777777775 (3.23)le système10. La matrice de rotation d'angle 
t est clairement représentée deux fois dans le changement de variables P (
; t).
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) z; z 2 R8 (3.24)est obtenu. P (
; t) et ~A (
) satisfont les conditions du théorème. La stabilité de l'algorithme desuppression de balourd doit alors passer par l'étude de la stabilité de la matrice ~A (
).~A (
) = 266666666666664 0 
 1 0 0 0 0 0�
 0 0 1 0 0 0 0�k2 0 �k1 
 �k2 �k1
 0 00 �k2 �
 �k1 �k1
 �k2 0 00 0 0 0 0 0 1 00 0 0 0 0 0 0 1�k4 0 0 0 �k4 0 �k3 00 �k5 0 0 0 �k5 0 �k3377777777777775 (3.25)La dépendance de la matrice ~A (
) par rapport à la vitesse variable 
 rend l'étude de la stabilitérelativement complexe 11. Cette méthode, telle qu'elle est appliquée à une broche à la �n de l'article,ne permet pas de tenir compte des couplages gyroscopiques du rotor. De plus la démonstration destabilité reste abordable du fait que le modèle du système est linéaire, mais cette méthode seraitplus di�cile à mettre en ÷uvre en non linéaire.3.2.3 Vers une solution alternativeDans les deux exemples donnés précédemment, très di�érents de par les méthodes mises en÷uvre, le réglage des paramètres présente une part importante du travail a�n d'assurer la stabilitédu système bouclé dans toute les con�gurations de fonctionnement, en particulier lors de la variationde vitesse. De plus, ces deux commandes ne permettent au système que de fonctionner en mode2 (élimination de force transmise). C'est le mode actuellement le plus utilisé pour les systèmestournant à haute vitesse. Pourtant, le fait que la commande puisse indi�éremment utiliser les deuxmodes peut se révéler intéressant.Nous avons apporté une solution à ce problème en développant une nouvelle technique de com-mande dans le repère tournant du rotor. Cette technique répond aux critères suivants :� permettre une implémentation pour un système à PMAs fonctionnant en linéaire aussi bienqu'en non-linéaire ;� permettre au système de fonctionner en mode 1 et en mode 2 ;� faciliter les réglages de la commande en rendant indépendants les coe�cients du contrôleur dela vitesse _�.11. La démonstration de stabilité ne sera pas rapportée ici car elle n'apporte rien en terme de comparaison deméthodes d'élimination de balourd.



82 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉCette commande dans le repère tournant du rotor se comporte comme un bloc que l'on peutajouter à un schéma bloc du système déjà stabilisé par une loi de commande linéaire ou non (voirFigure 3.7).
Fig. 3.7: Schéma bloc général comportant le bloc d'élimination de balourdAvant de détailler cette stratégie de commande, nous présentons d'abord une technique basée surune estimation de la perturbation que nous avons utilisée pour véri�er la possibilité de suppressionde balourd en non linéaire connaissant une estimée de sa phase et de sa norme.3.2.3.1 Premier pas : un observateur linéaireCette sous-section présente des travaux préliminaires sur l'élimination active du balourd en nonlinéaire présentés dans (de Miras and Charara, 1996). Cette démarche avait pour but de véri�er siil était possible d'éliminer la perturbation au niveau de l'accélération du rotor.Soit un modèle non linéaire simpli�é du système pour un seul axe de contrôle :m �y = m�y cos(�) � _��2 + 12 � i2yp(e0 � y)2 � 12 � i2ym(e0 + y)2 (3.26)Cette équation peut être stabilisée par un bouclage où les entrées du système sont considéréesici comme étant les courants iyp et iym. Imaginons qu'il soit possible de mettre en ÷uvre unecommande qui impose, à l'axe non perturbé, la dynamique suivante 12 :�y = ��1 _y � �2 yavec �1 = 2 � !0 et �2 = !20 (3.27)où �1 et �2 sont des coe�cients de réglage de la dynamique, � est le coe�cient d'amortissement et!0 la pulsation caractéristique de la boucle fermée.Sachant que l'axe est perturbé, l'accélération après bouclage devient :12. cette commande va être décrite plus loin et peut être considérée comme une linéarisation entrée-état ou entrée-sortie.



3.2. SUPPRESSION DU BALOURD 83�y = ��1 _y � �2 y +m�y cos(�) � _��2 (3.28)Pour remédier à ce problème, la dynamique désirée C doit s'écrireC = ��1 _̂y � �2 y � ŵ (3.29)avec ŵ une estimation de la perturbation devant éliminer l'e�et de cette dernière dans �y. L'estimateurdu balourd peut aussi donner une estimée de _y, notée _̂y, cette valeur n'étant pas mesurée. Cet esti-mateur d'état linéaire prend la forme suivante :_̂� = 2666664 _̂x�̂x_̂w�̂w3777775 = 26666640 1 0 00 0 1 00 0 0 10 0 � _�2 037777752666664x̂_̂x̂w_̂w3777775+ 2666664 01=m00 3777775EK + L0BBBBB@�K � 266666410003777775T �̂1CCCCCA (3.30)L'état de l'observateur est �̂ = hx̂ _̂x ŵ _̂wiT . ŵ et _̂w représentent les deux états d'un oscil-lateur, fonction de transfert du second ordre dont les pôles imaginaires purs sont placés en j _� et�j _�. Cette oscillateur simule la fonction sinusoïdale du balourd.EK est l'entrée de l'observateur. Par analogie avec l'équation (3.26), sa valeur est donnée parEK = 12 � i2dyp(e0 � y)2 � 12 � i2dym(e0 + y)2 (3.31)où idyp et idym sont les courants désirés construits par la commande.Le terme L ��K � h1 0 0 0i �̂� représente la di�érence entre la valeur des sorties réelles etcelles de l'observateur, multipliée par le vecteur gain L qui permet de régler les valeurs propres dela matrice A donnée par :_~� = A ~� () _~� = 0BBBBB@26666640 1 0 00 0 1 00 0 0 10 0 � _�2 03777775+ L266666410003777775T1CCCCCA2666664 ~x~̂x~w~̂w3777775 (3.32)avec ~� = �̂ � �, a�n que ~� converge vers zéro. Cela assure la convergence de ŵ vers la valeur�y cos(�) � _��2.Des simulations comparatives entre di�érentes lois de commande ont été faites pour véri�er lebon fonctionnement de cet observateur. Les trois commandes sont les suivantes :� la linéarisation entrée-sortie ;
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(a) Pas d'erreur de modélisation (b) Pas d'erreur de modélisation : régime permanent

(c) Avec erreurs de modélisation : régime permanentFig. 3.8: E�et d'un observateur de balourd ; comparaison avec deux autres lois de commande� le mode glissant non-linéaire ;� une commande en courant par linéarisation entrée-état avec observateur.Les courbes donnant la position y pour chaque contrôleur sont montrées sur la Figure 3.8. LaFigure 8(a) montre le rotor partant d'une position de repos à 5:10�6 mètre pour aller se stabiliserautour de zéro. Durant le premier dixième de seconde, l'observateur de balourd est désactivé dansla linéarisation entrée-état. Il est visible qu'alors la commande est très sensible à l'e�et de la per-turbation. A partir de 0:1 seconde, l'observateur agit rapidement et permet à la position du rotorde se rapprocher de zéro. On peut voir sur la Figure 8(b) que la commande (3) est plus e�cace queles deux autres.Sur les deux premières �gures, la simulation a été faite en supposant parfaitement connu la va-



3.2. SUPPRESSION DU BALOURD 85leur des paramètres du système. Pour véri�er la robustesse des lois de commande vis à vis d'erreursde modélisation du système ou de mesure des paramètres, une autre série de tests a été e�ectuéeen multipliant par deux la masse du rotor (Figure 8(c)). On constate que l'observateur est moinsperformant et n'élimine pas totalement le balourd.Après analyse de l'e�cacité de cet observateur, les remarques suivantes peuvent être faites :� si la valeur du balourd est connue pour un axe donné, elle peut être utilisée dans l'équationd'accélération mécanique correspondante pour contrer l'e�et de la perturbation ;� le réglage de la matrice de gain L dépend de la valeur de _� ;� l'observation du balourd se dégrade si il y a des erreurs de modélisation.Ces di�érentes remarques nous ont conduit à détourner notre attention de cette méthode, tout engardant à l'esprit qu'une estimation de la perturbation injectée au niveau de l'accélération mécaniqueproduit l'e�et voulu.3.2.3.2 Des PID �xes et tournantsL'étude du balourd, dans le chapitre précédent, conduit à considérer que le terme principal decette perturbation, dans un plan de contrôle, est un vecteur de norme proportionnelle à _�2 et tour-nant à la vitesse _�. En considérant un repère Ca tournant à la vitesse _� constante, le balourd estalors un vecteur de norme et de phase constante dans le repère Ca. Un intégrateur placé dans lacommande, devant une perturbation constante à l'entrée d'un système, supprime l'e�et de la per-turbation. D'où notre démarche qui consiste à éliminer le balourd en utilisant un PID "tournant"dans le repère Ca. L'implémentation de cette commande dans le repère �xe (puisque les actionneurssont �xes) va nécessiter un changement de repère.Commande dans le repère tournantConnaissant la dynamique simpli�ée du système dans un plan de contrôle, donnée par :�y = sin(�� 
) �z _�2 + cy�z = � cos(�� 
) �z _�2 + cz (3.33)il est possible de trouver les équations du système dans le repère tournant Ca. cy et cz représententles coordonnées du vecteur commande �!C selon les axes y et z. Ce changement de repère s'e�ectueen utilisant la matrice de rotation : R = "cos(�) � sin(�)sin(�) cos(�) # (3.34)qui est telle que :



86 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ"yz# = R "yaza# = "cos(�) � sin(�)sin(�) cos(�) # "yaza# (3.35)Connaissant la relation qui lie la position du rotor dans le repère �xe à la position du rotordans le repère mobile, il est possible de trouver une relation du même ordre entre les vitesses et lesaccélérations. Pour les vitesses, cette relation est donnée par :" _y_z# = "cos(�) � sin(�)sin(�) cos(�) # " _ya_za#+ _�"� sin(�) � cos(�)cos(�) � sin(�)# "yaza#() " _y_z# = R " _ya_za#+ _R"yaza# (3.36)Pour les accélérations, la dérivée de l'équation (3.36) donne :"�y�z# = "cos(�) � sin(�)sin(�) cos(�) # "�ya�za#� _�2 "cos(�) � sin(�)sin(�) cos(�) # "yaza#+ _�"cos(�) � sin(�)sin(�) cos(�) #"�2 _za2 _ya # + �� "cos(�) � sin(�)sin(�) cos(�) # "�zaya #() "�y�z# =R "�ya�za#� _�2 "yaza#+ 2 _�J " _ya_za# + ��J "yaza#! (3.37)avec : J = "0 �11 0 # (3.38)L'équation (3.37) peut se réécrire :"�y�z# = R "�ya�za#+ �R"yaza#+ 2 _R" _ya_za# (3.39)Introduire l'équation (3.33) dans l'équation (3.37) permet de trouver la dynamique du rotordans le repère tournant 13 :"�y�z# = " sin(�� 
) �z _�2 + cy� cos(�� 
) �z _�2 + cz# = R "�ya�za# � _�2 "yaza#+ 2 _�J " _ya_za#+ ��J "yaza#!=) "�ya�za# = RT " sin(�� 
) �z _�2� cos(�� 
) �z _�2#+RT "cycz#+ � _�2 � ��J �"yaza#� 2 _�J " _ya_za#=) "�ya�za# = �z _�2 "� sin(
)� cos(
)#+ "caycaz#+ � _�2 � ��J �"yaza#� 2 _�J " _ya_za# (3.40)13. L'équation qui suit contient l'abus de notation suivant � _�2 � ��J ��yaza� ( _�2 et���J n'ont pas la même dimension)adopté a�n de réduire la taille de l'équation.



3.2. SUPPRESSION DU BALOURD 87Ecrivons maintenant cay et caz pour que la boucle fermée soit stable et que le terme constanten _�2 soit éliminé. Les valeurs de cay et caz sont 14 :"caycaz# = "ka0 R (yad � ya)dt+ ka1 (yad � ya) + ka2 ( _yad � _ya)ka0 R (zad � za)dt+ ka1 (zad � za) + ka2 ( _zad � _za)#� � _�2 � ��J � "yaza#+ 2 _�J " _ya_za# (3.41)et donne la dynamique suivante :"�ya�za# = "ka0 R ~ya dt+ ka1~ya + ka2 _~yaka0 R ~za dt+ ka1~za + ka2 _~za# (3.42)
Fig. 3.9: Système bouclé dans le repère tournantavec ~ya = yad � ya.La partie droite de l'équation (3.42) représente deux contrôleurs Proportionnel Intégrale Dérivée(PID). Le schéma bloc équivalent est représenté sur la Figure 3.9. En utilisant la transformée deLaplace, les deux fonctions de transfert suivantes sont équivalentes à l'équation (3.42) (pour desconditions initiales nulles) : yayad = ka2 s2 + ka1 s + ka0s3 + ka2 s2 + ka1 s+ ka0zazad = ka2 s2 + ka1 s + ka0s3 + ka2 s2 + ka1 s+ ka0 (3.43)avec s la variable complexe de Laplace. Le choix des coe�cients ka0, ka1 et ka2 permet de régler ladynamique de convergence de ya et za. Cette convergence de ya et za implique celle de y et z.Les matrices de transfert entre les coordonnées constantes FP ay et FP az de la perturbation dansle repère tournant, et les sorties du système, sont :14. On supposera dans cette section, qu'il existe une méthode pour imposer cette valeur de la commande parl'intermédiaire des courants ou des tensions appliquées aux actionneurs.



88 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉyaFP ay = ss3 + ka2 s2 + ka1 s+ ka0zaFP az = ss3 + ka2 s2 + ka1 s+ ka0 (3.44)En faisant tendre s vers zéro, les matrices de transfert (3.44) tendent aussi vers zéro. Cela prouvel'élimination de la perturbation constante par l'e�et Intégrateur.Les commandes cay et caz ne peuvent être appliquées directement, les actionneurs agissant dansle repère �xe. La relation : "caycaz# = RT "cycz# (3.45)permet de retrouver la commande réelle à appliquer au système :"cycz# =R "ka0 R (yad � ya)dt+ ka1 (yad � ya) + ka2 ( _yad � _ya)ka0 R (zad � za)dt+ ka1 (zad � za) + ka2 ( _zad � _za)#� _�2R "yaza# + ��RJ "yaza# + 2 _�RJ " _ya_za# (3.46)Le raisonnement décrit ici pour obtenir cette commande est légèrement di�érent de celui présentédans (de Miras and Charara, 1998a).Dans cet article, la commande est composée de PID directementdans les coordonnées tournantes. Cette commande, égale à l'accélération du rotor, est considéréecomme une accélération désirée pour les coordonnées tournantes. En utilisant l'équation (3.37) eten remplaçant �ya et �za par leur valeurs respectives de PID, on obtient des accélérations désirées �ydet �yd, dans le repère �xe, dont les expressions sont identiques à l'équation de commande (3.41).Dans la suite de ce chapitre, les commandes c seront considérées comme équivalentes à des ac-célérations désirées pour le rotor.Commande dans le repère �xeLa commande présentée précédemment, pour éliminer le balourd dans le repère tournant, n'estpas su�sante pour éliminer toutes les perturbations qui agissent sur le système. Par exemple, lagravité est un vecteur constant dans le repère �xe. Ce vecteur, transposé dans le repère tournant,devient alors un vecteur tournant à la vitesse � _�. Cette perturbation sinusoïdale ne pourra êtreéliminée par le PID construit dans le repère tournant. Pour éliminer ce type de perturbations, uneconstruction (dans le repère �xe) comme celle présentée sur la Figure 3.10 est nécessaire.Connaissant les positions y et z, il est possible de construire les deux PID suivants :"cycz# ="k0 R (yd � y)dt+ k1 (yd � y) + k2 ( _yd � _y)k0 R (zd � z) dt+ k1 (zd � z) + k2 ( _zd � _z)# (3.47)où yd et zd sont les positions désirées pour le rotor. La dynamique du système est alors donnée par :
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Fig. 3.10: Système bouclé dans le repère �xe"�y�z# = "k0 R ~y dt + k1~y + k2 _~yk0 R ~z dt+ k1~z + k2 _~z# (3.48)avec ~y = yd�y. Les coe�cients k0, k1 et k2 permettent de régler les pôles des fonctions de transfert :yyd = k2 s2 + k1 s+ k0s3 + k2 s2 + k1 s+ k0zzd = k2 s2 + k1 s+ k0s3 + k2 s2 + k1 s+ k0 (3.49)déduites de l'équation (3.48). Les fonctions de transfert :yPy = ss3 + k2 s2 + k1 s+ k0zPz = ss3 + k2 s2 + k1 s+ k0 (3.50)entre les perturbations constantes Py et Pz et les positions, montrent que l'e�et de la perturbation(gravité) peut être supprimé.Commande complèteLes perturbations constantes, dans les repères �xes et tournants, s'appliquent en même tempssur le rotor. De même, les deux commandes dé�nies ci-dessus vont être ajoutées pour associerleurs caractéristiques de suppression de perturbation. Ce couplage de commandes se fait selon laFigure 3.11.L'équation complète, représentée sur la Figure 3.12, est donc :



90 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ
Fig. 3.11: Schéma de principe de la commande complète associant repère �xe et repère tournant

Fig. 3.12: Commande complète associant repère �xe et repère tournant"cycz# = "k0 R (yd � y)dt+ k1 (yd � y) + k2 ( _yd � _y)k0 R (zd � z)dt+ k1 (zd � z) + k2 ( _zd � _z)#+R "ka0 R (yad � ya) dt+ ka1 (yad � ya) + ka2 ( _yad � _ya)ka0 R (zad � za) dt+ ka1 (zad � za) + ka2 ( _zad � _za)#� _�2R "yaza#+ ��RJ "yaza#+ 2 _�RJ " _ya_za# (3.51)Cette équation ne sera pas utilisée en dessous d'une certaine vitesse _� pour éviter que lesIntégrateurs de la commande tournante ne suppriment une partie des perturbations constantes



3.2. SUPPRESSION DU BALOURD 91dans le repère �xe 15.
Fig. 3.13: Premier schéma équivalent à la Figure 3.12Preuve de stabilitéPour étudier la stabilité de la boucle fermée représentée sur la Figure 3.12, on va procéder encommençant par transformer le schéma de départ en schémas équivalents.La première transformation utilise la linéarité de l'intégrale telle queZ y1(t) + y2(t) dt = Z y1(t) dt+ Z y2(t) dt (3.52)pour passer la double intégration des accélérations avant l'addition des deux lois de commande.La commutativité et l'associativité de l'addition permet une deuxième modi�cation. A partir dela Figure 3.13, on e�ectue les modi�cations suivantes :"ydzd# � "yf + ytzf + zt# = "yd � ytzd � zt#� "yfzf#"yadzad#�RT "yf + ytzf + zt# = "yad � yafzad � zaf#� "yatzat# (3.53)Cette transformation permet de trouver le schéma bloc représenté sur la Figure 3.14.En réorganisant les blocs, en utilisant la propriété de distributivité de la matrice de rotation Rpar rapport à l'addition et le fait que RRT = I, on obtient la Figure 3.15.15. Le cas typique se présente lorsque la commande soulève la broche de sa position de repos sur ses roulements àbille vers sa position nominale. L'e�et des deux contrôleurs se superposent et leurs Intégrateurs se chargent chacund'éliminer une partie de la pesanteur. Cela peut poser un problème lors de la mise en rotation du rotor car la partie



92 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ
Fig. 3.14: Deuxième schéma équivalent à la Figure 3.12
Fig. 3.15: Troisième schéma équivalent à la Figure 3.12Le schéma de la Figure 3.15 peut en�n se compacter sous une forme multidimensionnelle décritesur la Figure 3.16.La bornitude des signaux peut se démontrer en utilisant le théorème du petit gain et uneproposition permettant de passer du premier schéma de la Figure 3.16 au troisième schéma.Proposition 1Soit un opérateur � en boucle fermée avec un opérateur � de norme connue. Si l'opérateur � estnoté : � = R�1�0R (3.54)de la perturbation éliminée par les Intégrateurs tournants va se mettre à tourner créant une perturbation qui n'a paslieu d'être.
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Fig. 3.16: Simpli�cation du troisième schéma équivalentavec R une transformation inversible de norme connue (changement de repère) qui ne dépend pasdes variables intervenant dans �0, et �0 un opérateur connu dont on peut modi�er la norme. Alorsen notant : � = R�1�0R (3.55)et en utilisant le fait que R�1R = I, alors la stabilité de l'opérateur � en boucle fermée avecl'opérateur � est équivalente à celle de l'opérateur �0 en boucle fermée avec l'opérateur �0.La matrice de transfert composée des PID �xes peut se noter :k2 s2 + k1 s+ k0s3 + k2 s2 + k1 s + k0 = � (3.56)La norme de l'opérateur � est connu et peut être imposée puisque les coe�cients k0, k1, et k2sont choisis. Cet opérateur peut s'écrire :� = R�1�0R = RT �0R (3.57)L'expression de l'opérateur �0 n'est pas simple à donner à priori, mais en fait seule compte sanorme donnée par :
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 = k�kkR�1k kRk (3.58)Or une rotation ne change pas la norme du vecteur auquel elle est appliquée. Il est donc possibled'écrire 

R�1

 = 1 et kRk = 1. En faisant apparaître R et R�1, il devient possible de simpli�erles rotations déjà présentes dans le schéma (voir troisième partie de la Figure 3.16), ce qui laisseseulement la matrice de transfert des PID tournants en boucle fermée avec l'opérateur �0. Pourassurer la bornitude des signaux sortant des deux opérateurs, sous condition de bornitude et decontinuité des entrées, il faut remplir la condition suivante :




 ka2 s2 + ka1 s+ ka0s3 + ka2 s2 + ka1 s+ ka0




 

�0

 6 1 (3.59)ce qui ne pose aucun problème, la norme de la matrice de transfert étant imposée par les coe�cientsde réglage des PID.Génération de trajectoireLes trajectoires désirées doivent être les mêmes dans le repère �xe et dans le repère tournant.Elles sont liées par l'équation suivante : "ydzd# =R "yadzad# (3.60)Lorsque l'on veut faire fonctionner la commande en mode 1, il su�t de choisir la position désiréeégale à [0; 0]. La stabilité et la suppression de perturbation vont assurer la convergence vers cettevaleur.Le mode 2 demande la génération d'une trajectoire circulaire pour laquelle les commandes cayet caz doivent s'annuler. Observons cay pour trouver ce qui peut permettre cette annulation :cay = ka0 Z (yad � ya)dt| {z }=�Fpay(valeur de la perturbation)+ ka1 (yad � ya) + ka2 ( _yad � _ya)| {z }�0� _�2 ya| {z }variable en fonctionde la position � �� za � 2 _� _za| {z }�0 (3.61)En supposant que la commande fasse son e�et, les termes Proportionnel et Dérivée doivent êtrenuls où au moins très proches de zéro. Les termes de couplage ��za � 2 _� _za sont supposés nuls car,d'une part la vitesse _� est prise constante et donc sa dérivée est nulle, d'autre part la vitesse _za estnulle car la trajectoire à suivre dans le repère tournant est un point �xe. La valeur du terme Intégral,
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Fig. 3.17: Disposition des di�érents vecteurs lors d'un passage du Mode 1 au Mode 2qui est égale à la perturbation �Fpay , peut se voir opposer une valeur égale par l'intermédiaire duterme _�2 ya qui correspond à une accélération normale.La disposition des di�érents vecteurs représentant les composants cités précédemment sont re-présentés sur la Figure 3.17 dans une position médiane entre le mode 1 et le mode 2. Il devient clairque pour amener le centre de gravité G comme centre de rotation du mode 2, il faut faire glisser lepoint O dans la direction du vecteur Intégrale R �!Xdt a�n que le vecteur � _��!X soit égal et opposéau vecteur Intégrale.Le choix des valeurs de positions désirées va se faire dans le repère tournant car il s'agit alors dedécider d'une position �xe. Ce point �xe est transformé en une trajectoire circulaire dans le repère�xe par l'intermédiaire de la rotation R qui lie yad et zad avec yd et zd. yad et zad sont déduitesde R �!Xdt en divisant chacune de ses composantes par _�2. Certaines précautions doivent être prisespour les faibles valeurs de _� a�n de ne pas provoquer de problèmes numériques.3.3 Implémentations non linéairesDans la section précédente, la commande présentée possède la dimension d'une accélérationdésirée. Pour imposer ces accélérations désirées, il faut mettre en ÷uvre une seconde couche decommande permettant de réaliser les courants et tensions convenables. Cette seconde partie ducontrôleur contiendra toutes les non linéarités nécessaires pour réussir le contrôle non-linéaire de lasuspension magnétique.3.3.1 Courant ou tension?Les systèmes électromagnétiques présentent la particularité de pouvoir se commander soit entension, soit en courant. Les tensions ne servant en générale qu'à imposer les courants désirés, les



96 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉcommandes en courant sont plus simples à synthétiser. La commande en courant est permise parles techniques de régulation d'électroniques de puissance : commande bang-bang, commande delta-sigma, mode glissant... Ces régulateurs, souvent analogiques, sont directement implantés sur lescartes de puissance, et permettent de considérer les courants comme les entrées réelles du système.Le système peut être représenté sous forme d'une boucle où partie mécanique et partie électriqueinteragissant mutuellement (voir Figure 3.18). Dans un palier magnétique, l'interaction du systèmeélectrique vers le système mécanique est forte (forces électromécaniques), et l'interaction du systèmemécanique vers le système électrique est faible (variation des inductances par les entrefers). Cettedernière représente une perturbation pour un régulateur de carte de puissance.
Fig. 3.18: Représentation en boucle d'un système électromécaniqueChacune de ces deux types de commande (courant ou tension) présente intérêts et inconvénients.Là où une commande en courant est simple, une commande en tension permet de conserver un degréde liberté supplémentaire, ce qui peut se révéler intéressant, par exemple, pour une commandeadaptative.Dans les deux sous-sections qui suivent, nous présentons deux types de commandes non linéaires,la première étant réalisable en courant ou en tension, la seconde ne pouvant par nature qu'être unecommande en tension.3.3.2 Linéarisation entrée-état et Commande passiveLa commande proposée ici possède une structure en cascade à chaque étape de sa conception.On commence par décider de la cinématique du système, puis de sa dynamique avec les forces quidoivent être appliquées, puis les courants nécessaires pour réaliser ces forces, et en�n les tensionscapables d'assurer les courants désirés (voir Figure 3.19).3.3.2.1 linéarisation entrée-étatLa première étape de la commande a été e�ectuée dans la sous-section 3.2.3.2 puisque l'accé-lération désirée, dans un plan de contrôle, est donnée par l'équation (3.51). La seconde étape doitconduire à la construction des forces et courants désirés. Ces derniers peuvent être considérés comme
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Fig. 3.19: Structure en cascade de la commande par linéarisation entrée-état et passivitédes entrées intermédiaires pour la partie mécanique.Soit l'équation d'un système de la forme :k ���� = f ��; _��+ g ��; _�; u� (3.62)où k, f et g sont des champs vectoriels de dimension n, � et u sont respectivement l'état et l'entrée.Si une valeur de l'accélération désirée ��v est donnée, et si g ��; _�; u� est inversible par rapport àl'entrée u, alors l'équation analytique (3.62) permet de calculer l'entrée du système :u = g�1 �k ���v�� f ��; _��� (3.63)Aucune dynamique n'intervient dans le calcul de cette équation. La stabilité est assurée par lechoix de ��v. Seule l'incertitude sur les paramètres intervenant dans l'expression des fonctions vec-torielles peut modi�er la stabilité du système. Ce point sera abordé plus loin pour le cas particulierde la sustentation magnétique.L'équation (3.62) correspond aux six équations mécaniques dans le cas de la broche, c'est à direl'équation (2.108) :D �q correspond à la fonction k, et f et g sont compris dans C _q. Observons, parexemple, le deuxième terme de C _q pour analyser sa structure :



98 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ18 Ix (z1 � z2)lc4 _y1 _z1 + 18 Ix (z2 � z1)lc4 _y1 _z2 + 18 Ix (z2 � z1)lc4 _z1 _y2 + 14 Ix _z1 _�lc2 + 18 Ix (z1 � z2)lc4 _y2 _z2 � 14 Ix _z2 _�lc2| {z }partie de C _q ne dépendant pas de courants = C _qpart1+ � lc (dca � 2 lc)(�2 e0 lc + 2 y1 lc � dca y1 + dca y2)2 i2y1p � � lc (dca � 2 lc)(2 e0 lc + 2 y1 lc � dca y1 + dca y2)2 i2y1m| {z }couple fonction des courants de l'axe y du plan 1 = F(i)� � lc dca i2y2p(�2 e0 lc + 2 y2 lc + dca y1 � dca y2)2 + � lc dca i2y2m(2 e0 lc + 2 y2 lc + dca y1 � dca y2)2| {z }couple fonction des courants de l'axe y du plan 2 = F(i) = 0 (3.64)Ce terme (3.64) peut se décomposer en deux parties :� la première ne contient pas de terme fonction du courant et correspond donc à la fonction f ;cette partie est appelée C _qpart1 ;� la deuxième, appelée F(i), est fonction des courants i recherchés. Elle est a�ne par rapportaux forces électromagnétiques exercées par chaque axe.On peut donc écrire : i = F�1 (D �qv + C _qpart1) (3.65)Cette méthode présente l'avantage de prendre en compte de nombreux couplages compris dansla matrice d'inertie mécanique D, et elle ne requiert pas son inversion. La simpli�cation que l'onintroduit dans D peut être fonction de la capacité de calcul du processeur utilisé pour réaliser lecontrôleur. L'inversion de F(i) se fait en deux temps. En premier lieu, la partie a�ne par rapportaux forces électromagnétiques doit être inversée. On a :F(i) = FFi = Dm �qm + C _qpart1F = 2666666641 0 0 0 00 lc (2 lc � dca) 0 lc dca 00 0 lc (2 lc � dca) 0 lc dca0 lc dca 0 lc (2 lc � dca) 00 0 lc dca 0 lc (2 lc � dca)377777775266666664FixFiy1Fiz1Fiy2Fiz2377777775 (3.66)La matrice F n'est que de dimension cinq car la commande de l'équation régissant la dynamiquede � n'est pas prise en compte 16. L'inversion de cette matrice ne pose aucun problème ; elle estde rang plein est ses coe�cients sont constants. Après inversion de F, on obtient les cinq termessuivants :16. Si la commande du moteur est incluse avec la commande des paliers, rien n'empêche de réaliser cette commandeselon la méthode expliquée ici.



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 9912 �x i2xp(�e0 + x)2 � 12 �x i2xm(e0 + x)2 = Fix� i2y1p(�2 e0 lc + 2 y1 lc � dca y1 + dca y2)2 � � i2y1m(2 e0 lc + 2 y1 lc � dca y1 + dca y2)2 = Fiy1� i2z1p(�2 e0 lc + 2 z1 lc � dca z1 + dca z2)2 � � i2z1m(2 e0 lc + 2 z1 lc � dca z1 + dca z2)2 = Fiz1� i2y2p(�2 e0 lc + 2 y2 lc + dca y1 � dca y2)2 � � i2y2m(2 e0 lc + 2 y2 lc + dca y1 � dca y2)2 = Fiy2� i2z2p(�2 e0 lc + 2 z2 lc + dca z1 � dca z2)2 � � i2z2m(2 e0 lc + 2 z2 lc + dca z1 � dca z2)2 = Fiz2 (3.67)La deuxième étape, devant conduire au calcul des courants, est décrite dans le paragraphesuivant.3.3.2.2 Choix des courantsOn remarque que chaque équation de (3.67) comporte deux inconnues qui sont les deux courantsd'un même axe. Pour calculer un des deux courants, il faut donc �xer l'autre comme paramètre.Pour ce faire, on va adopter une méthode qui tient compte de la valeur de la force désirée. Si laforce est positive (réciproquement négative), c'est le courant de l'actionneur créant une accélérationnégative (réciproquement positive) qui sera �xé comme paramètre.Si on veut obtenir une commutation parfaite (un seul actionneur fonctionne à la fois sur unaxe), le choix est simple : le courant pris comme paramètre est mis à zéro. Cette méthode comportetoutefois un problème. Dans ce cas de �gure, le courant divisé par l'entrefer s'obtient en e�et par(voir Figure 3.20): i�e0 = s2 jFij� (3.68)Lorsque la force Fi tend vers zéro , i tend vers zéro et sa dérivée est verticale à l'origine. Or latension appliquée à l'actionneur est équivalente à la dérivée du courant, si on néglige l'e�et de larésistance. Une tangente verticale signi�e une dérivée in�nie et donc une tension très importantepour obtenir le courant désiré. Il est probable que cette tension dépasse de loin ce que peut fournirl'électronique de puissance.A�n de limiter cette forte demande de tension, on peut envisager de modi�er la courbe liantle courant à la force autour de zéro. Cette modi�cation s'obtient aisément en obligeant les deuxbobines d'un axe à fonctionner en même temps dans une région autour de la force zéro (voir lescourbes en pointillés sur la Figure 3.20). On crée ainsi une région très limitée de fonctionnementlinéaire mais avec des courants de faibles amplitudes.En dehors de la région de fonctionnement à deux actionneurs, le courant qui sert de paramètreest pris nul. A l'intérieur de cette région, c'est à dire pour une force désirée telle que jFij 6 Flim 17,17. Flim est une valeur choisie arbitrairement en fonction de la largeur de région que l'on veut obtenir.



100 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ
Fig. 3.20: Mode de sélection du courant paramètrele courant paramètre sera le résultat d'un polynôme d'interpolation. A�n de faciliter le calcul de cepolynôme, on va user des symétries et des besoins de continuité du problème. Soit, sur un axe, laforce : Fi = 12 � 0@ ip�pe0!2 � � im�me0�21Aou encoreFi = Fk �I2p � I2m� (3.69)et Fi supposée positive 18. Les notations utilisée dans ce qui suit sont dé�nies sur la Figure 3.21.

Fig. 3.21: Quelques notations pour le mode de sélection du courant paramètreEtant donné que l'on suppose Fi > 0, c'est le courant im, soit encore la valeur Im, qui doit êtrechoisi comme paramètre. Cette valeur est donnée par un polynôme d'ordre 2, Im = a F 2i + b Fi+ c,18. Le calcul du polynôme pour Fi < 0 est obtenu par symétrie.



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 101pour assurer les contraintes suivantes :Contrainte 1 : lorsque Fi = Flim, le polynôme vaut zéro, soita F 2lim + b Flim + c = 0 (3.70)Contrainte 2 : lorsque Fi = Flim, la tangente Tm(Flim) au polynôme doit valoir zéro, soit2 a Flim + b = 0 (3.71)Contrainte 3 : lorsque Fi = 0 le polynôme donnant Im doit avoir la même valeur que Ip (et ce pourdes raisons de symétrie), soit :Ip(0) = Im(0) = sFiFk + Im(0)2=) c = pc2 (3.72)Cette contrainte, toujours vraie, montre simplement que quelle que soit la valeur dupolynôme en Fi = 0, la continuité de la fonction Im est assurée.Contrainte 4 : lorsque Fi = 0 la tangente Tm(0) du polynôme doit avoir une valeur opposée à cellede la tangente Tp(0) 19, soit :Tp(0) = I 0p(0) = �I 0m(0) = 1Fk + 2I 0m(0)Im(0)2q FiFk + I2m(0)=) �b = 1Fk + 2 b c2pc2 (3.73)Contrainte 5 : lorsque Fi = Flim, la dérivée à droite de Ip doit être égale à la dérivée à gauche :1Fk + 2I 0m(Flim)Im(Flim)2q FiFk + Im(Flim) = 1Fk2q FiFk=) 1Fk + 2 � 0 � 02q FiFk + 0 = 1Fk2q FiFk (3.74)Cette contrainte est toujours respectée dès que le polynôme est égal à zéro en Flim.Au �nal, il reste trois contraintes exploitables, ce qui amène au choix d'un polynôme d'ordre 2.Après résolution du système d'équations, les trois coe�cients sont :a = s 18F 3lim Fkb = �s 14Flim Fkc = sFlim8Fk (3.75)19. Ceci est vrai pour des raisons de symétrie, car la tangente au polynôme du côté droit doit être égale à celle deIm du côté gauche, et cette dernière est opposée à celle de Ip à cause de la symétrie par rapport à l'axe des ordonnées.



102 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉLa continuité des fonctions I est assurée par le choix de ce polynôme, ainsi que la continuité descourants qui en découlent, car pour chaque fonction I la variation d'entrefer est continue et ne peutprendre la valeur zéro. Par contre, si les deux fonctions I d'un même axe sont égales pour Fi = 0,ce n'est pas le cas des deux courants si le rotor n'est pas à la position zéro.Une fois obtenues les fonctions I pour chaque actionneur, et par là même les courants, l'inversionde la fonction F est terminée. Les courants peuvent, soit être utilisés comme entrées de carte depuissance pilotées en courant, soit servir de courants désirés dans un bloc de contrôle des tensions.On peut esquisser une comparaison avec la commande par platitude (Lévine et al., 1996) quipropose aussi une linéarisation locale pour des faibles courants. Pour celle-ci, il faut calculer despolynômes de dimension sept, ceci a�n de générer la trajectoire pour la position et un des deuxcourants. En comparaison, notre solution, qui utilise la commutation entre les deux courants d'unmême axe pour le choix du courant principal, se contente de polynôme de dimension deux et estindépendante de la position du rotor.3.3.2.3 Robuste est-ce?Avant de passer à la commande des actionneurs en tension, regardons ce qui peut se passer siles paramètres du modèle sont di�érents des valeurs réelles. Pour ce faire, le modèle simpli�é d'unaxe est considéré : mc�y = 12 � 0@ ip�pe0!2 � � im�me0�21A (3.76)avec mc = mmr : la masse supposée du rotor, m : la masse réelle du rotor et mr : le pourcentaged'erreur. Pour limiter le nombre de cas, im est supposé nul. La valeur désirée de l'accélération estsupposée construite uniquement par un PID dans le repère �xe, soit �yv = k0 R ~y dt + k1~y + k2 _~y.L'équation (3.76) devient : 2m� mr �k0 Z ~y dt + k1~y + k2 _~y� =  ip�pe0!2=)ip = s2m� mr �k0 Z ~y dt+ k1~y + k2 _~y��pe0=)ip = s2m� �k00 Z ~y dt+ k01~y + k02 _~y��pe0 (3.77)avec k00 = mrk0, k01 = mrk1 et k02 = mrk2. Si la dynamique désirée, imposée par le PID, estcomposée d'un premier ordre de pulsation !0 et d'un second ordre de pulsation !0 et de coe�cientd'amortissement � telle que (s + !0)�s2 + 2 � !0 + !20� (3.78)alors les paramètres de la dynamique réelle, !00 et �0, sont donnés par :



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 103!00 = 3pmr !0�0 = �mr2=3 + 12 �mr2=3 � 1� (3.79)Tab. 3.3: E�et d'une erreur de modélisation sur la dynamique du rotormr 0:4 0:6 0:8 1:2 1:4 1:6!00 0:74!0 0:84!0 0:93!0 1:06!0 1:12!0 1:17!0�0 0:54 � � 0:23 0:71 � � 0:14 0:86 �� 0:07 1:13 �+ 0:06 1:25 � + 0:13 1:37 � + 0:18Grâce à la Table 3.3, on voit qu'il est plus sage de surestimer l'inertie du rotor que de la sous-estimer. Pour des erreurs de mesures des coe�cients de l'ordre de 20% (ce qui est déjà important)la dynamique réelle reste proche de celle prévue initialement.Un raisonnement équivalent peut être fait en écrivant que la valeur �c estimée de � est égale à��r. L'action de �r est opposée à celle de mr, l'expression (3.77) contenant le rapport m=�.3.3.2.4 Application aux actionneurs coniquesLa méthode décrite précédemment ne se limite pas qu'à la structure de la broche standard.A�n d'illustrer ces propos, nous montrons l'exemple de son application à une broche à actionneursconiques.La broche à actionneurs coniques di�ère de la con�guration standard par la fonction F(i). Lamatrice d'inertie mécanique Dm, ainsi que le terme C _qpart1, restent identiques dans les deux cas.F(i) est ici égale à : F(i) = FFi = Dm �qm + C _qpart1F = 266666664s($) 0 0 0 00 c($) 0 0 00 0 c($) 0 00 0 0 c($) 00 0 0 0 c($)377777775266666664FixFiy1Fiz1Fiy2Fiz2377777775 (3.80)L'inversion de F est simpliste mais les expressions Fi contiennent des couplages dus à la projec-tion des forces de chaque bobine sur les axes x, y et z. Les Fi sont égales aux expressions suivantes :



104 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ� 12 � s($)i1c2�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�2 + 12 � s($) i22a(e0 � c($)y2 + s($)x)2+ 12 �s($) i22b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2 + 12 � s($)i2c2�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�2 = Fix� 12 � c($) i21a(e0 � c($)y1 � s($)x)2 + 14 �c($) i21b�e0 + 12 c($)y1 � 12 c($)p3z1 � s($)x�2+ 14 � c($) i21c�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�2 = Fiy1� 14 � c($)p3 i21b�e0 + 12 c($)y1 � 12 c($)p3z1 � s($)x�2 + 14 � c($)p3 i21c�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�2 = Fiz1� 12 � c($) i22a(e0 � c($)y2 + s($)x)2 + 14 �c($) i22b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2+ 14 � c($) i22c�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�2 = Fiy2� 14 � c($)p3 i22b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2 + 14 � c($)p3 i22c�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�2 = Fiz2
(3.81)

A�n de simpli�er le calcul permettant de passer des Fi aux courants, on va s'intéresser à laposition du vecteur force par rapport aux 3 quadrants dé�nis par les trois actionneurs dans chaqueplan de contrôle (voir Figure 3.22).
Fig. 3.22: Position des trois quadrants dans le plan de contrôleLes projections du vecteur force sur les axes y et z de chaque plan de contrôle sont données parFiy et Fiz . L'angle � que fait le vecteur avec l'axe y est obtenu comme étant 20 :20. L'utilisation d'une arctangente quatre quadrants est ici nécessaire.



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 105� = arctan FizFiy! (3.82)Connaissant �, le quadrant dans lequel se trouve la force peut être déterminé ; on a les trois cassuivants :Cas 1 : � 2 [0; 2�=3[ force dans le quadrant 1Cas 2 : � 2 [2�=3; 4�=3[ force dans le quadrant 2Cas 3 : � 2 [4�=4; �[ force dans le quadrant 3Regardons ce qui se passe dans un quadrant donné, par exemple le 1. Un nouveau repère ortho-gonal, dont l'axe z est aligné sur la médiane du quadrant, doit être utilisé 21 (voir Figure 3.23).
Fig. 3.23: Projection du vecteur force dans le repère lié au quadrantLe courant de l'actionneur se trouvant en face du quadrant (le courant ic dans notre exemple) vaservir de paramètre, de la même façon que le courant de la bobine la moins chargée pour le modèlestandard. Comme précédemment, un polynôme va permettre de décider la valeur du courant ic enfonction de la norme de la force donnée par :jFij =qF 2iz + F 2iy (3.83)Si jFij est supérieure à Flim, ic est pris égale à zéro. Si jFij est inférieur à Flim, ic peut êtrechoisi comme un polynôme d'ordre 2 de variable Fi. Connaissant le courant ic, le terme Ic peutêtre obtenu 22. Les deux termes de la force fy et fz , projetée dans le nouveau repère, s'exprimentcomme :21. Pour le quadrant 1, ce repère est obtenu par une rotation de ��=6 du repère de base.22. On rappelle que les termes I s'obtiennent comme étant le courant divisé par l'entrefer correspondant.



106 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉfy = jFij cos(�0) = 12�  p32 I2a � p32 I2b!fz = jFij sin(�0) = 12� �12 I2a + 12 I2b � I2c� (3.84)avec �0 = � + �6 pour notre exemple. La résolution du système (3.84) donne Ia et Ib, Ic étantun paramètre. Ces trois valeurs, Ia, Ib et Ic, peuvent ainsi être obtenues pour chacun des plansde contrôle. Pour autant, dans un des deux plans, ces valeurs ne sont pas dé�nitives. En e�et, larelation qui lie les deux plans n'a pas encore été utilisée.La dernière étape de l'algorithme consiste à faire intervenir la force qui s'exerce selon l'axe x.La première ligne de l'équation (3.81) peut encore s'écrire 23 :2Fix� = �rI21a+ rI21b+ rI21c�� �rI22a+ rI22b+ rI22c� (3.85)Si la di�érence �I21a + I21b + I21c�� �I22a + I22b + I22c� est supérieure (respectivement inférieure) àcelle dé�nie par les valeurs dé�nitives de l'équation (3.85), la somme �I22a + I22b + I22c� (respective-ment �I21a + I21b + I21c�) doit être augmentée. Les valeurs qui ne doivent pas être augmentées sontalors dé�nitives. Supposons qu'il faille augmenter �I21a + I21b + I21c� 24, on peut alors écrirerI21a+ rI21b+ rI21cI21a + I21b + I21c = 2 Fix� + �I22a + I22b + I22c�I21a + I21b + I21c = � (3.86)Les termes de �rI21a+ rI21b+ rI21c� se mettent maintenant sous la forme suivante :rI1a = p�I1arI1b = p�I1brI1c = p�I1c (3.87)Connaissant toutes les valeurs rI, les courants à appliquer à chaque actionneur deviennentaccessibles.En résumé, connaissant les forces désirées dans chaque plan de contrôle, trois valeurs I peuventêtre calculées pour chaque plan. Ensuite, sachant la force désirée (et son signe) selon l'axe x, lesvaleurs I d'un des deux plans doivent être modi�ées en trois valeurs rI.3.3.2.5 Commande passive pour la tensionLorsque la technique décrite précédemment doit être appliquée à des ampli�cateurs de puissancepilotés en tension et non pas en courant, un algorithme simple permet de calculer les tensionsnécessaires pour maintenir les courants désirés ; cette méthode s'adapte fort bien à la structure23. L'indice r signi�e qu'il s'agit d'une relation entre les valeurs dé�nitives devant être appliquées au sytème.24. Dans le cas où il faut augmenter �I22a + I22b + I22c�, le problème est tout à fait symétrique.



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 107lagrangienne de la sustentation magnétique. En e�et ce type de structure confère à un systèmedes propriétés de passivité (Desoer and Vidyasagar, 1975), largement utilisées pour synthétiser descommandes stables, en régulation ou en poursuite, pour des bras manipulateurs (Loria, 1996) ou desmachines tournantes électriques (Taoutaou, 1997; Kim et al., 1997). La passivité n'étant qu'un outilau service de notre commande, les dé�nitions qui nous paraissent nécessaires à notre problématiquese trouvent en Annexe J.Dans (Paden and Penja, 1988), un contrôleur PD étendu à la poursuite de trajectoire pour desrobots manipulateurs conduit à la forme suivante pour l'entrée du système :E = D (q) �qd + C (q; _q) _qd + @R@ _q + @ U@ q| {z }Structure identique à celle du système +�1 _~q + �2 ~q| {z }Terme PD (3.88)avec qd les coordonnées généralisées désirées et ~q = qd � q. Cette structure stabilise les positionsgénéralisées q et autorise la poursuite de qd. Or, pour le problème qui nous intéresse, ce ne sont pasles positions qu'il faut poursuivre, mais seulement les vitesses, les courants étant considérés commedes vitesses généralisées. Cette di�érence permet de simpli�er la commande et autorise une preuvede stabilité simpli�ée. La commande choisie est donnée par :E = De (q) �qed + Ce (q; _q) " _qm_qed#+ R _qed + r _~q (3.89)en référence aux équations électriques du système ((2.109) pour la broche standard, (H.2) pour labroche à actionneurs coniques), donnée par :De (q) �qe + Ce (q; _q) " _qm_qe #+R _qe = E (3.90)avec De la matrice d'inertie électrique de dimension 10� 10 pour la broche standard (6� 6 pourla broche à actionneurs coniques) et Ce les 10 (ou 6) dernières lignes de la matrice C du système.Dans la commande, les coordonnées mécaniques sont considérées comme des paramètres.Le système en boucle fermée avec la commande (3.89) peut être représenté par le schéma de laFigure 3.24.Le système de forme lagrangienne :De (q) �~qed + Ce (q; _q) " _~qm_~qe #+ R _~q = E (3.91)reçoit comme entrée : E = r _~q (3.92)
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Fig. 3.24: Représentation schématique de la boucle fermée de poursuite des courantsavec r une matrice diagonale dé�nie positive. Cette structure présente un système passif (le modèlelagrangien) en boucle fermée avec un système strictement passif (le terme en r _~q). En se référantau théorème de stabilité par la passivité (voir Annexe J), cette boucle fermée doit être stable. Uneseconde méthode pour prouver la stabilité est de trouver une fonction de Lyapunov V candidate(voir Annexe I). Cette fonction V peut prendre la forme de la fonction de stockage correspondantà la somme des équations (3.91) et (3.92) (voir Annexe J). Soit la fonction V dé�nie par :V = 12 _~qT De _~q (3.93)Sa dérivée par rapport au temps est donnée par :_V = _~qT De �~q + 12 _~qT _De _~q=) _V = _~qT  �Ce " _~qm_~qe # �R _~q � r _~q!+ 12 _~qT _De _~q=) _V = _~qTe �12 _De � Ce� _~q � _~qTe (R+ r) _~qe (3.94)Or la matrice C est telle que le produit _~qTe �12 _De � Ce� _~q est nul (voir dans l'Annexe B lasection B.2). On obtient donc : _V = � _~qTe (R+ r) _~qe (3.95)R+ r étant dé�nie positive, la dérivée de la fonction de Lyapunov est strictement négative pourtoute valeur de _~qe di�érente de zéro. Cette propriété entraine la convergence asymptotique de _~qevers zéro, soit encore la convergence des courants réels vers les courants désirés.En plus de la convergence asymptotique, l'utilisation du théorème 5 et du corollaire 1, donnésdans l'Annexe I dans la section I.2.3, permet de prouver la convergence exponentielle de _~qe. Cethéorème, développé pour les systèmes non autonomes, voit ses conditions parfaitement rempliespar les formes quadratiques de V et _V , même si notre système est autonome. Cette convergenceexponentielle joue un rôle important dans le paragraphe suivant.



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 1093.3.2.6 Convergence des positions sous la condition de convergence des courantsLorsque la commande des actionneurs se fait en tension, les courants réels ne sont pas exactementégaux aux courants désirés calculés dans les paragraphes 3.3.2.1 et 3.3.2.2. Qu'en est-il, alors, dela convergence des positions vers les positions désirées qui n'est assurée que pour des courantsidentiques aux courants désirés? 25 La réponse va être donnée en se basant sur l'équation d'un axeunique. A�n de ne pas surcharger les explications, on suppose que les deux bobines fonctionnenten commutation parfaite 26. Les deux courants réels ip et im, toujours positifs, peuvent alors êtreassemblés en un courant virtuel i, positif ou négatif, simplement en écrivant i = ip � im (Charara,1992). La dynamique simpli�ée de l'axe s'écrit 27 :m �y = Fk i2�e0 (3.96)Etant donnée la valeur de la di�érence entre le courant réel et le courant désiré :~i = id � i (3.97)l'équation (3.96) peut se réécrire : m �y = Fk �id � ~i�2�e0=) m �y = Fk i2d�e0 + Fk~i �~i� 2 id��e0 (3.98)Or le courant désiré id est tel que (dans le cas où seul les PID �xes sont considérés) :Fkm �id � ~i�2�e0 = k0 Z (yd � y)dt+ k1 (yd � y) + k2 ( _yd � _y) + �yd (3.99)On peut noter la présence dans l'équation (3.99) du terme �yd non utilisé dans la sous-section3.2.3.2. Ce terme permet d'améliorer la commande en poursuite, sans changer ses propriétés destabilité. Dans la démonstration qui vient, il simpli�e l'expression du système soumis au courantréel. L'équation (3.99) peut se réécrire :N(s)~y = Fkm ~i �~i� 2 id��e0 (3.100)25. L'idée de la démonstration qui suit a été donnée en premier dans (de Miras, 1994) puis plus en détail dans(Torres and Ortega, 1998)26. La commutation parfaite correspond à un fonctionnement où seule une bobine fonctionne à la fois sur un axe.27. On prend ici le cas i > 0 ; dans le cas où i < 0, La dynamique simpli�ée de l'axe s'écrit m �y = Fk �i2�e0 , ce qui nechange rien à la démonstration.



110 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉavec N(s) un polynôme de s (variable complexe de Laplace). L'équation (3.100) admet une réalisa-tion sous forme d'état qui peut s'écrire :_� = A� + BK �~i�~i� 2 id�� (3.101)avec K = Fkm�e0 , � = [~y; _~y; �]T , _� = ~y, B de dimension (3� 1), et A de dimension (3� 3). Les valeurspropres de A sont à partie réelle strictement négative, les pôles de N(s) étant stables.En supposant la bornitude des signaux mis en jeux et le fait que :Fk i2d�e0 = Fd (3.102)ainsi que : Fd = m�k0 Z ~y dt+ k1~y + k2 _~y + �yd� (3.103)il est possible d'écrire les majorations suivantes :jidj 6 �1 + �2Fd=)jidj 6 �3 + �4 j�j (3.104)avec les constantes positives �j , j = 1; : : : ; 4 bien choisies. Le terme de perturbation peut alors êtremajoré : ���K �~i�~i� 2 id����� 6 (�5 + �6 j�j)~i (3.105)avec �5 et �6 positives. Le système linéaire dé�ni par :_� = A(�) (3.106)est exponentiellement stable en � = 0, ce qui peut être montré à l'aide d'une fonction de LyapunovV = �TP�, et P une matrice symétrique dé�nie positive, et solution de :AT P + AP = �Q; Q = QT > 0 (3.107)Le système (3.101) peut alors être pris pour un système linéaire exponentiellement stable per-turbé par un terme fonction de l'état (�5 + �6 j�j) multiplié par un terme fonction du temps quiconverge exponentiellement vers zéro (~i). La section 5.4 de (Khalil, 1996) présente des résultats quipermettent de conclure à la convergence vers zéro d'un système linéaire perturbé par une perturba-tion convergeant exponentiellement vers zéro. Si le terme de perturbation g(t; �) est tel que :



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 111kg(t; �)k6 
(t)k�k+ �(t) (3.108)il est alors possible de donner un borne supérieure à la norme de ~y, fonction de 
(t) et �(t)(lemme 5.7). Dans notre cas, les termes 
(t) et �(t) se composent de ~i ; sa convergence exponentiellevers zéro implique alors la convergence de ~y vers zéro.3.3.3 Modes Glissants et Linéarisation Entrée-SortieCertaines méthodes de synthèse de commande pour les systèmes non linéaires commencent àdevenir des "classiques". C'est le cas de la linéarisation entrée-sortie, dont on peut trouver uneversion détaillée dans (Isidori, 1989) (nous rappelons les grandes lignes de cette méthode dansl'Annexe K). Cette loi de commande, bien adaptée à une structure à paliers magnétiques commandéeen tension, a été appliquée directement dans di�érentes études telles que (Charara, 1992; Lottinet al., 1994; Smith and Weldon, 1995; Thielman and Fabien, 1995; Joo and Seo, 1997; Lin and Gau,1997; Namerikawa and Fujita, 1998) ou indirectement en considérant le système comme étant plat(Mouille, 1994; Ponsart, 1996) (pour en savoir plus sur la platitude des systèmes, consulter (Fliesset al., 1996)).Dans ce travail, nous nous sommes attachés à appliquer la linéarisation entrée-sortie à traversune version non linéaire des modes glissants (Slotine and Li, 1990; Utkin, 1992; Hassan, 1993). Cechoix a été e�ectué en raison de la robustesse apportée par les modes glissants à la linéarisationentrée-sortie vis à vis des erreurs de modélisation. Les modes glissants sont devenus une méthodetrès usitée pour la commande des machines électriques (Glumuneau et al., 1993; Glumineau, 1994;Benkhoris et al., 1994; Taoutaou et al., 1998).3.3.3.1 Modes glissants : généralitésUne des premières références qui introduit le concept des modes glissants date de 1977 (Utkin,1977) et traite de la stabilisation d'un système en se basant sur des résultats obtenus avec dessystèmes à structures variables.Soit un système qui possède deux ou plusieurs modes de fonctionnement (qui entraînent deuxou plusieurs dynamiques di�érentes) que l'on va écrire :_� = 8>>>>>>><>>>>>>>:f1(�; t) si condition 1 véri�éef2(�; t) si condition 2 véri�ée...fn(�; t) si condition n véri�ée (3.109)Chaque sous-système fi est appelé structure, et l'ensemble est un système à structure variable(SSV ou VSS). Supposons qu'il soit possible de commuter entre ces di�érentes structures, alors ilpeut exister une trajectoire qui ramène le système global à l'origine en choisissant de commuter au



112 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉbon moment, sans que chaque structure n'ait à avoir de propriété de stabilité. Deux exemples sontdonnés sur la Figure 3.25 ; pour le premier la commutation doit se faire à chaque fois que l'on croiseun axe du repère, et pour le second la commutation doit être e�ectuée lorsque le système croise unedroite constituée comme une combinaison linéaire de la position et de sa dérivée.
Fig. 3.25: Deux exemples de commutation de structures donnant une trajectoire stableCette idée de structure variable a été très rapidement transposée pour des systèmes d'équation :_� = f(�; t; u) (3.110)avec u l'entrée du système. Si une commande discontinue est appliquée au système (la plus simpleque l'on puisse imaginer correspond à une commande bang-bang à deux valeurs constantes), celaengendre di�érents modes de fonctionnement que l'on peut écrire :_� = 8>>>>>>><>>>>>>>:f1(�; t; u1) si condition 1 véri�éef2(�; t; u2) si condition 2 véri�ée...fn(�; t; un) si condition n véri�ée (3.111)et en commutant judicieusement entre ces di�érents modes, il doit être possible de stabiliser lesystème. La commutation doit se faire pour imposer une dynamique au système et doit dépendre enpartie au moins de l'état � du système. Cette dynamique peut s'exprimer sous forme d'une équationanalytique :



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 113S(�; t) = 0 (3.112)Sest appelée surface de glissement. La commande doit être choisie pour que deux étapes suc-cessives puissent avoir lieu :étape 1 : l'état � du système n'appartient pas à la surface S; la commande doit rendre cette surfaceattractive pour que l'état s'en rapproche (voir Figure 3.26);étape 2 : une fois que l'état répond à l'équation (3.112), celui-ci va rester sur la surface (glisser)et se diriger vers le point de stabilité �0 choisi ; Pour se faire, la surface Sdoit dé�nirune dynamique stable (telle qu'un polynôme en s, dont les pôles seraient à partie réellenégative, multipliant la transformée de Laplace du signal position) telle queS(�; t) = 0 =) limt!1 � �! �0 (3.113)le fait que l'état glisse sur Sa donné son nom à la commande : commande par mode deglissement.
Fig. 3.26: Attractivité de Set dynamique stable de la surfaceEn théorie, tant que la dynamique imposée parSest stable, on peut imaginer que Speut prendreune forme non linéaire (Lee et al., 1991; Kawata et al., 1993), mais cette démarche reste marginale.3.3.3.2 Surfaces de glissement linéairesDans la majeure partie des cas, la surface de glissement est dé�nie comme une combinaisonlinéaire de l'erreur position (di�érence entre la position désirée yd et la position mesurée y) notée :~y = yd � y (3.114)



114 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉet de ses dérivées dr�1~y=dtr�1 par rapport au temps, avec r le degré relatif du système 28. La surfaceSse note : S= r�1Xk=0 bk dk~ydtk (3.115)avec les bk des coe�cients bien choisis. Cette surface peut être considérée comme une extension dela surface de glissement : S= � ddt + ��r�1 ~y (3.116)décrite dans (Slotine and Li, 1990). En supposant que la commande arrive à imposer S= 0 = v(avec v une commande �ctive), on a alors la fonction de transfert :~yv =  r�1Xk=0 bk sk!�1 (3.117)qui, si les coe�cients bk sont choisis pour que les pôles de la fonction de transfert (3.117) soientstables, imposent la convergence de ~y vers 0, soit la convergence de y vers yd.Prenons maintenant un peu d'avance sur la démonstration de convergence deSvers zéro. Celle-civa se faire en utilisant une fonction de Lyapunov candidate quadratique, qui dépend des di�érentessurfaces de glissement choisies, et notée : V = 12STS (3.118)avec S= [S1; � � � ;Si; � � � ;Sm]T et m le nombre de variables à contrôler. Le calcul de la dérivée de lafonction V le long des trajectoires du système fait apparaître le terme _S:_V = ST _S (3.119)Or les surfaces Si contiennent les dérivées (r�1)unième des sorties yi considérées, ce qui impliqueque chaque _Si contient la dérivée (r)ième de yi (dérivée par rapport au temps). D'après ce que l'on saitsur le rôle joué par le degré relatif r, une ou plusieurs entrées apparaissent dans y(r)i . L'expression dey(r)i peut facilement être obtenue lorsque le système est linéarisable au sens entrée-sortie (Fernandezand Hedrick, 1987), ce qui est le cas de la sustentation magnétique.28. Le degré relatif est dé�ni pour les systèmes linéaires et pour les systèmes non linéaires linéarisables par lalinéarisation entrée-sortie. Pour résumer rapidement, il correspond au nombre de fois où il faut dériver une sortie dusystème pour voir apparaître une entrée (voir Annexe K)



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 1153.3.3.3 Linéarisation Entrée-SortieLa technique de linéarisation entrée-sortie avec découplage est rapidement décrite dans l'An-nexe K. Son application est schématisée sur la Figure 3.27. La méthode permet le calcul de fonctions�(�) et �(�), avec � l'état d'un système de la forme :8>><>>: _� (t) = f (�) + mXi=1 gi (�)ui (t)�K (t) = hK (�)K = 1 � � �m (3.120)
Fig. 3.27: Schématisation de la linéarisation entrée-sortieSous l'e�et de ce bouclage statique, le système (3.120) devient équivalent à m chaînes d'intégra-teurs 29, de fonction de transfert 1=sri et de dimension ri 30, tels que :n = kXi=1 ri (3.121)avec n la dimension du système (3.120). Chacune des chaînes d'intégrateurs peut être stabiliséespar un retour d'état statique.Ce qui est intéressant pour la synthèse de la commande par mode glissant, c'est que la linéari-sation entrée-sortie fait intervenir un changement de variable, ou di�éomorphisme, qui transformele système (3.120) en m systèmes de la forme :29.m est aussi le nombre de sorties �i considérées pour le système.30. Pour une suspension magnétique, les degrés relatifs ri associées à chaque position sont égaux à trois.



116 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉdri �id tri = Lrif (hi (�)) + mXi=1Lgi �Lri�1f (hi (�))� ui� dri �id tri = f 0 (�) + g0 (�) u (3.122)avec L la notation pour la dérivée de Lie (voir l'Annexe K). Les expressions dé�nies par l'équa-tion (3.122) sont su�santes pour obtenir, dans la fonction _V , l'apparition des entrées du système.Cette propriété va permettre de trouver les commandes qui assurent l'attractivité des di�érentessurfaces Si.3.3.3.4 Attractivité de la surface de glissementConstruction de la dérivée d'une fonction de LyapunovPour assurer que les équations Si = 0 restent vraies, il faut que les surfaces soient attractivespour toute valeur de l'état des systèmes (3.122). Pour ce faire, un résultat décrit dans (de Carloand Drakunov, 1994) a été utilisé. Cet article se propose de trouver un contrôle stabilisant pour unsystème de la forme : _� (t) = f (�; t) + g (�; t)u(t) (3.123)en utilisant une fonction de Lyapunov de la forme :V �S; �; t� = STW (�; t)S (3.124)Dans notre problématique, la matrice W est prise égale à un demi de la matrice identité, et lessurfaces ne dépendent pas directement du temps. En dérivant V le long des trajectoire du système,on obtient (sachant que W est choisie constante et égale à 1=2 I) :_V = _STWS+STW _S+ST _WS| {z }=0 = ST _S (3.125)La dérivée de Ss'écrit : _S= h _S1; � � � ; _Si; � � � ; _SmiT (3.126)avec : _Si = @Si@ t|{z}=0 + @Si@ � f + @Si@ � g u = r�1Xk=0 bk dk+1~ydtk+1 (3.127)



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 117Le terme dr~y=dtr est donné par l'équation (3.122). En combinant les équations (3.125) et (3.127),la valeur dé�nitive de _V peut être donnée :_V = ST "@S@ ~� f + @S@ ~� g u# (3.128)soit encore :_V = ST 26666666666666666666664
r1�2Xk=0 bk dk+1~ydtk+1 + br1�10@dr1yddtr1 � 0@Lrif (hi (�)) + k1Xj=�k1 Lgj �Lrj�1f (hj)�uj1A1A...ri�2Xk=0 bkdk+1~ydtk+1 + bri�10@driyddtri �0@Lrif (hi (�)) + kiXj=�ki Lgj �Lrj�1f (hj)� uj1A1A...rm�2Xk=0 bk dk+1~ydtk+1 + brm�10@drmyddtrm � 0@Lrif (hi (�)) + kmXj=�km Lgj �Lrj�1f (hj)�uj1A1A

37777777777777777777775(3.129)Il est visible que si les intervalles [�ki; ki] sont disjoints, ce qui arrive s'il n'y a pas de couplagesentre toutes les sorties, la fonction _V peut se décomposer en plusieurs sous fonctions constituantchacune un sous problème de stabilisation d'une ou plusieurs surfaces.Pour assurer l'attractivité de S, il faut maintenant choisir correctement les valeurs des entréesu a�n d'obtenir : _V 6 �G(V ) (3.130)avec G(V ) une fonction dé�nie positive bien choisie pour assurer une convergence asymptotique deSvers zéro en conservant les entrées u bornées.Choix de la fonction G(V )G(V ) constitue une marge de stabilité (par exemple vis à vis des erreurs de modélisation dusystème). Elle doit être choisie en garantissant la bornitude des entrées u, ce qui ne peut être le cassi elle est par exemple prise constante. Une classe intéressante de fonction possible est donnée par :G(V ) = Kg V � (3.131)



118 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉavec � > 12 en vertu du théorème suivant.Théorème 2 ((de Carlo and Drakunov, 1994))Dans une région de la surface S, il existe une commande u, dans un espace bornée B de l'espace descommandes, et qui garantie l'inégalité : _V 6 �G(V ) (3.132)si et seulement si il existe � > 0, et K > 0, tels que pour kSk < � et et tout � et t, l'inégalitésuivante soit vraie 0 6 G(V ) 6 K 
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 (3.133)En utilisant l'inégalité suivante :
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 (3.134)Cette expression donne une condition nécessaire pour l'existence d'un contrôle borné énoncéedans le théorème suivant.Théorème 3 ((de Carlo and Drakunov, 1994))Si la commande u reste bornée dans B et satisfait l'équation (3.132), alors, dans une certaine régionde S: G(V ) 6 KpV (3.135)pour K > 0.En intégrant l'expression suivante : _V (S; �; t)6 �Kg [V (S; �; t)]� (3.136)on trouve V 1��(t) 6 V 1��(0)� (1� �)Kg t pour � 6= 0V (t) 6 V (0)e�Kg t pour � = 0 (3.137)Ainsi, pour garantir la convergence V (t)! 0 quand t! 0 en assurant la bornitude du contrôle,� doit être dans l'intervalle suivant : 12 6 � 6 1 (3.138)



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 119� = 1=2 assure le taux de convergence le plus rapide.Sélection dynamique des entréesEn observant l'équation (3.129), il est clair que cette équation est a�ne en la commande u. Soit� une fonction dé�nie par : �(S; �; t; u) = _V + G(V ) (3.139)Cette fonction dé�nie une hypersurface linéaire (hyperplan) dans l'espace des commandes u. Laco-dimension de � est de 1, et elle divise l'espace en deux régions telles que � < 0 ou � > 0. Cettesurface � va servir à calculer une valeur admissible de u ; elle est appelée surface de décision Md.Pour respecter la condition (3.130), la commande doit être choisie telle que :�(S; �; t; u)6 0 (3.140)L'article (de Carlo and Drakunov, 1994) donne des conditions pour l'existence d'une commanderépondant à la condition (3.140). La plus importante est la condition d'intersection entre la surface� et l'ensemble des commandes admissibles. Cette intersection assure l'existence d'une commandebornée à chaque instant.Le calcul d'une commande admissible peut se faire de di�érentes façons. La première est utilisée(de Miras et al., 1996). Elle s'applique lorsque chaque commande ui (m commande ui) possède unnombre �ni p d'état 31. Le nombre de combinaisons possibles est alors pm. Chacune de ces combinai-sons peut être testée pour véri�er si la condition (3.140) est respectée. Si plusieurs combinaisons sontviables (voir Figure 3.28), un choix doit être e�ectué par une heuristique adaptée au problème 32.Dans le cas où chaque commande ui peut prendre ses valeurs dans un intervalle [uimin ; uimax ],la construction peut encore prendre di�érentes formes. De Carlo propose une commande basée surun vecteur unitaire normal à la surface de décisionMd. Elle s'écrit :u = �C gT @ST@ � WS



gT @ST@ � WS



 (3.141)avec C un paramètre de réglage (voir Figure 3.29).31. Ce type de commande est tout à fait compatible avec la structure de l'électronique de puissance qui alimente lesactionneurs de la sustentation magnétique. Plutôt que d'utiliser un système à modulation de largeur d'impulsion, ildevient possible de piloter directement l'état de fermeture ou d'ouverture des interrupteurs de puissance. Cette possi-bilité sous-entend que la période d'échantillonnage du contrôleur reste compatible avec la fréquence de commutationadmissible par les interrupteurs.32. Dans la commande des onduleurs de puissance, par exemple, on essaie de ne faire commuter qu'un seul inter-rupteur à la fois pour limiter les pertes.
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Fig. 3.28: Commandes admissibles pour une commande à nombre d'états �ni
Fig. 3.29: Vecteur commande choisi en utilisant un vecteur unitaire normalA partir de cette idée nous nous proposons de décrire une méthode qui nous paraît plus ration-nelle. L'équation (3.141) assure la condition � < 0. Or la condition � = 0 est tout aussi valable, lamarge de stabilité étant assurée par la fonction G(V ). L'équation � = 0 représente un hyperplandans l'espace des commandes, et toute commande solution de cette équation est admissible. Pour enchoisir une, on peut, par exemple prendre celle qui possède la norme la plus petite. Cette dernièrese trouve aisément en calculant l'intersection de l'hyperplanMd et de la droite orthogonale OMd àce plan et passant par l'origine de l'espace des commandes (voir Figure 3.30) :u =\ fMd;OMdg (3.142)Cette intersection est toujours calculable car les coe�cients de l'hyperplan sont entièrement connus.Par contre, il se peut que cette intersection ne soit pas dans l'intervalle [uimin ; uimax ] des commandesapplicables au système. Dans ce cas là, on peut prendre l'intersection de la droite OMd avec la bor-dure de l'intervalle [uimin ; uimax ], mais un ou plusieurs actionneurs seront saturés et la convergencen'est plus assurée.
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Fig. 3.30: Vecteur commande choisi pour une commande à états continus3.3.3.5 "Chattering" et solutionLe glissement de l'état � du système sur la surface Sest purement théorique et demande unefréquence de commutation in�nie de la loi de commande, ce qui est bien sûr impossible. En fait, lesystème se déplace dans une mince région autour de la surface. A chaque période d'échantillonnage,l'entrée calculée ramène le système vers la surface ; soit celle-ci ne peut être atteinte en une périoded'échantillonnage, soit elle peut être atteinte et même dépassée 33. Ce phénomène est appelé "chat-tering" (voir Figure 3.31) et est d'autant plus important que les discontinuités de la commande sontimportantes et que la période d'échantillonnage est grande.

Fig. 3.31: Représentation de l'e�et "chattering"La méthode la plus classique pour remédier à ce problème est de lisser la discontinuité contenuedans la commande (généralement une fonction du signe de la surface S) autour de la valeur S= 0.La commande à mode glissant utilisée ici contient directement une solution partielle au problème.Observons la valeur de la surface de décision � pour un système SISO (Single Input Single Output) :33. Un système, entre deux périodes d'échantillonnage, se comporte comme s'il était en boucle ouverte. Or sadynamique naturelle n'a rien à voir avec celle qui doit être imposée par l'intermédiaire de la surface. Lorsque latrajectoire du système traverse la surface, celui-ci n'a aucune raison de rester dessus.



122 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ� = ST "r�2Xk=0 bk dk+1~ydtk+1 + br�1�dryddtr � �Lrf (hi (�)) + Lg �Lr�1f (h)�u��# +KgV � = 0(3.143)Si � = 1, l'équation (3.143) devient :� = S"r�2Xk=0 bk dk+1~ydtk+1 + br�1�dryddtr � �Lrf (h) + Lg �Lr�1f (h)� u��# +K 0gS2 = 0=) r�2Xk=0 bk dk+1~ydtk+1 + br�1�dryddtr � �Lrf (h) + Lg �Lr�1f (h)� u�� = �K 0gS2S=) u = � 1br�1Lg �Lr�1f (h)� " �K 0gS� r�2Xk=0 bk dk+1~ydtk+1 !� br�1�dryddtr � Lrf (h)�# (3.144)L'expression (3.144) peut être comparée à celle de la commande issue de la linéarisation entrée-sortie : u = � 1LgLr�1f (h) �Lrf (h) + v� (3.145)En prenant br�1 = 1 (ce qui ne retire aucune généralité à la méthode) et v = K 0gS(il s'agit biend'un retour d'état statique), les expressions (3.144) et (3.145) sont très proches l'une de l'autre. Lacommande par linéarisation entrée-sortie ne présente aucun problème de chattering 34 et les termessupplémentaires contenus dans (3.144) ne sont pas discontinus.Prenons maintenant � = 1=2 dans l'équation (3.143) :� = S"r�2Xk=0 bkdk+1~ydtk+1 + br�1�dryddtr � �Lrf (h) + Lg �Lr�1f (h)�u��#+K 0gkSk= 0=) r�2Xk=0 bkdk+1~ydtk+1 + br�1�dryddtr � �Lrf (h) + Lg �Lr�1f (h)�u�� = �K 0g SkSk=) u = � 1br�1Lg �Lr�1f (h)� " �K 0gsign(S)� r�2Xk=0 bk dk+1~ydtk+1 !� br�1�dryddtr � Lrf (h)�#(3.146)La dernière expression de (3.146) peut être comparée avec la classique expression de la commandepar mode glissant utilisant la commande équivalente et le signe de la surface S comme termediscontinu (Slotine and Li, 1990; Hassan, 1993; Bouri, 1993) :u = ueq +� uu = � 1@S@ � g0 @S@ � f 0 �K 0gsign(S) (3.147)34. La linéarisation entrée-sortie ne présente aucun problème de chattering mais sa robustesse face aux erreurs demodélisation reste faible.



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 123En prenant f 0 et g0 en partant de l'équation (3.122), l'équation (3.147) devient très proche del'équation (3.146) 35. Cette commande classique nécessite généralement une méthode de réductiondu chattering.Ainsi, en jouant sur la valeur de �, on peut obtenir un comportement à mis chemin entre le modeglissant à commande équivalente (robustesse) et la linéarisation entrée-sortie (pas de chattering).3.3.3.6 Mode glissant et balourd : robuste est-ce?Les modes glissants ont une réputation de robustesse vis à vis des erreurs de modélisation. Cephénomène présenté dans (Slotine and Li, 1990) est repris brièvement ci-dessous.Soit un système qui s'écrit : �(r) = f̂(�) + g(�) + ~f (�) (3.148)avec f̂ l'estimée de la fonction réelle f et ~f = f � f̂ . De plus on connaît une borne à la valeur del'erreur de modélisation : ���f̂ � f ��� = ��� ~f ��� < F (3.149)Si la commande choisie est du type mode glissant à commande équivalente telle que l'on ait :� u = ueq �Kgsign(S), Kg > 0 et udis = �Kgsign(S);� �@S@ �g��1 existe ;� �@S@ �g��1 > 0 ;� S= c~� .La dérivée de la fonction de Lyapunov V = 1=2S2 devient :_V = S_S= S��@S@ � �f̂(�) + g(�)ueq��+ @S@ � g(�)udis + @S@ � ~f(�)� (3.150)Par construction de la commande ueq (voir équation (3.147)), le terme @S@ � �f̂ (�) + g(�)ueq� estégale à zéro. Etant donnée la forme du système (3.148), l'égalité suivante est vraie :@S@ � ~f(�) = @S@ �r�1 ~f(�) (3.151)Si on choisit, pour simpli�er, @S@ �r�1 = cr�1 et @S@ � g = 1, alors l'équation (3.150) devient (on posecr�1 = 0) :35. On a le terme �K 0gsign(S) au lieu de � 1br�1Lg�Lr�1f (h)�K 0gsign(S).



124 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉ_V = S�udis + ~f(�)� (3.152)Pour obtenir la condition _V < 0 en prenant, par exemple, S> 0, il faut que :udisS+ cr�1 ~f(�)S< 0=)�Kg jSj+ ~f(�)S< 0=)�KgS+ ~f(�)S< 0 car S> 0=)�Kg + ~f(�) < 0 (3.153)Or, d'après les hypothèses du problème, on a :��� ~f ��� < F =) �F �Kg 6 ~f �Kg 6 F �Kg (3.154)et donc : S_S< 0 =) Kg > F (3.155)Si S< 0, le même résultat est obtenu. La stabilité de la boucle fermée est donc assurée lorsquele gain de la partie discontinue de la loi de commande est plus grand que la borne maximum del'erreur de modélisation. Ce résultat est valable pour un système de la forme (3.148) (soit aprèsapplication du di�éomorphisme à un système de la forme _� = f̂(�) + g(�) + ~f (�)).Que peut-on dire lorsque l'erreur ~f est connue sur le système avant application du di�éomor-phisme (ce qui est le cas pour le balourd)? La réponse peut être donnée en partant d'un résultat de(Elmali and Olgac, 1992). Soit un système décrit par l'équation suivante :_� = �f̂(�) + �f(�; t)�+ (ĝ(�) + �g(�; t))u (3.156)où �f et �g sont des erreurs de modélisation. Il sera possible de trouver un gain Kg qui assurela stabilité malgré les erreurs de modélisation, si �f et �g répondent à ce qui est appelé "thematching condition" (après application du di�éomorphisme, les élément�f et�g doivent apparaîtredans la dérivée rièmei des sorties). Pour véri�er si cette condition s'applique au balourd, e�ectuonssimplement le calcul sur l'équation simpli�ée d'un axe. Soit y la sortie de notre axe, on obtient :z1 = y = h(�)=) _z1 = z2 = @ h@ � _� = Lf̂h = _y=) _z2 = z3 = L2̂fh+ L�fLf̂h = L2̂fh+ Fp = �y (3.157)



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 125avec �f = [0 k sin(!0t)| {z }Fp 0]T en considérant � = [y _y i]T et �g = 0. Finalement, en dérivant encoreune fois : _z3 = L3̂fh+ @@ � (L�fLf̂h) _�| {z }=0 + @@ � (L2̂fh)�f| {z }=0 + LĝL2̂fh u (3.158)car (L�fLf̂h) dépend seulement du temps et @@ �(L2̂fh) = [p1(�); 0; p2(�)]. L'erreur de modélisation(le balourd) n'apparaît pas dans l'équation (3.158). Ainsi, La commande par mode glissant ne peutéliminer l'e�et de la perturbation. Ce résultat rejoint un autre résultat (Amrouche, 1998) qui dit quele modèle du palier contenant la perturbation (tel qu'on l'a développé dans le chapitre précédent)est linéarisable au sens entrée-sortie ; mais ces expressions ne sont utilisables que si la position ducentre de gravité est connue, ce qui n'est pas le cas. Sans cette information, on ne peut rien fairedirectement contre le balourd.Par contre, il est possible de dire que la commande par mode glissant réagit mieux au balourdque la commande par linéarisation entrée-état (si on ne prend pas en compte les PID tournants).En e�et, l'expression de la surface contient la dérivée seconde de la position 36, et donc une imagede la perturbation (si cette dérivée seconde est calculée correctement, ce qui n'est pas forcémentévident), ce qui n'est pas le cas des PID de la commande par linéarisation entrée-état. Cette imagepermet à la commande de réagir à la perturbation, et donc d'en compenser une partie.3.3.3.7 Mise en applicationL'application de la commande par mode glissant nécessite un modèle d'état de la broche. Cemodèle peut s'obtenir à partir du modèle de commande présenté dans le chapitre précédent. Lerésultat est donné dans l'Annexe L.Les sorties choisies sont les positions délivrées par les capteurs de la broche : x, y1, z1, y2, etz2. L'axe x peut être considéré comme découplé des autres sorties et sa stabilisation passe par unefonction de Lyapunov qui lui est propre. La stabilisation des quatre autres axes est réalisée grâce àune seule fonction de Lyapunov construite à partir de l'expression des di�érentes surfaces choisies.A�n de conserver une structure similaire (et donc des propriétés identiques) à celle qui est décritedans la section 3.2.3.2 (PID �xes assistés de PID tournants), chacun des axes �xes des deux plansde contrôle va recevoir une surface construite par rapport à sa position "�xe", et chacun des axestournants des deux plans de contrôle sera associé à une surface construite par rapport à sa position"tournante". Pour une variable y la surface sera :Sy = b0 Z ~y dt+ b1~y + b2 _~y + b3�~y (3.159)36. En prenant un peu d'avance, on peut dire que chaque sous système de la suspension magnétique présente undegré relatif de trois.



126 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉavec ~y = yd � y. L'intégrale de la variable, passée sous silence dans les sous-sections précédentes,joue exactement le même rôle que la fonction Intégrale dans un PID 37. Le vecteur surface va être 38 :S= [Sy1;Sz1;Sy2;Sz2;Sy1a;Sz1a;Sy2a;Sz2a]T (3.160)La fonction de Lyapunov est donnée par : V = 12STS (3.161)et sa dérivée par : V = ST _S (3.162)La dérivée des surfaces "�xes" (Sy1, Sz1, Sy2, et Sz2) ne présente aucune di�culté. Elle faitapparaître à chaque fois la dérivée troisième d'une position que l'on va remplacer par une deséquations (L.3), (L.4), (L.5), et (L.6).La dérivée des surfaces "tournantes" (Sy1a, Sz1a, Sy2a, et Sz2a) nécessite l'utilisation du change-ment de repère, déjà évoqué précédemment. Rappelons que nous avons :"yz# = R "yaza# = "cos(�) � sin(�)sin(�) cos(�) #"yaza# (3.163)En dérivant trois fois, les dérivées troisièmes de y et z peuvent être obtenues sous la forme suivante :"...y...z # = R "...y a...z a# + 3 _R "�ya�za#+ 3 �R " _ya_za# + ...R "yaza#"...y...z # = R  "...y a...z a# + 3 _�J "�ya�za#+ 3 ���J � _�2� " _ya_za#+ �...�J � 3 _���� _�3J �"yaza#! (3.164)avec J = "0 �11 0 # (3.165)La dérivée du couple Sya et Sza peut s'écrire sous forme matricielle comme :" _Sya_Sza# = "b0~ya + b1 _~ya + b2�~ya + b3...y adb0~za + b1 _~za + b2�~za + b3...z ad#� b3 "...y a...z a# (3.166)37. On peut remarquer que cela entraîne un décalage des indices des coe�cients bi dont il faut tenir compte, parexemple, dans l'équation (3.129).38. L'indice a indique les surfaces correspondant à des variables tournantes.



3.3. IMPLÉMENTATIONS NON LINÉAIRES 127L'équation (3.166) fait apparaître ...y a et ...z a. Ces valeurs peuvent être obtenues en réécrivantl'équation (3.164) :"...y a...z a# = R�1 "...y...z #� 3 _�J "�ya�za# � 3 ���J � _�2�" _ya_za#� �...�J � 3 _��� � _�3J �"yaza# (3.167)Dans l'équation (3.166) le vecteur [...y a; ...z a]T peut être remplacé par l'expression (3.167), ce qui ànouveau fait apparaître la dérivée troisième d'une position à remplacer par une des équations (L.3),(L.4), (L.5), et (L.6).Dans les équations (L.3), (L.4), (L.5), et (L.6) apparaissent les huit tensions Ey1p, Ey1m, Ez1p,Ez1m, Ey2p, Ey2m, Ez2p, Ez2m. Pour autant, la dimension du vecteur commande choisi par l'inter-médiaire de la fonction �(S; �; u) ne va être que de quatre ; car parmi les huit tensions, quatre jouentun rôle de paramètre. Une solution de linéarisation de la force autour de la valeur zéro comme celledécrite pour la linéarisation entrée-état dans 3.3.2.2 peut être envisagée mais est beaucoup plusdi�cile à obtenir car, ici, la force désirée n'est à priori pas calculée. Cette démarche n'est pas encoreopérationnelle. Si cette linéarisation locale n'est pas utilisée, la commutation exacte s'impose 39.Dans la commutation exacte, il faut construire un courant virtuel iy , sur un axe y, qui est donnépar : iy = iyp � iym (3.168)sachant que iyp et iym ne peuvent être que positifs (cela est imposé, par exemple, par l'électroniquede puissance), et que si iyp est non nul alors iym est forcé à la valeur nulle (et réciproquement).Reprenons l'équation (L.3) pour voir comment cela se traduit :...y 1 ��Iy +mlc2�Iym �� Re0 � y1 i2y1p + iy1pe0 � y1Ey1p + Re0 + y1 i2y1m � iy1me0 + y1Ey1m�+ ��Iy +mlc2�Iym � Re0 � y2 i2y2p � iy2pe0 � y2Ey2p � Re0 + y2 i2y2m + iy2me0 + y2Ey2m� (3.169)Dans la première ligne de l'équation (3.169), on trouve les deux termes iy1pe0�y1Ey1p et � iy1me0+y1Ey1m.Sachant qu'un des deux courants est toujours nul, alors un des deux termes est toujours nul. Lesdeux tensions Ey1p et Ey1m peuvent alors être remplacées par une seule Ey1 (que l'on dénommeravirtuelle aussi) qui sera alternativement appliquée à la bobine p ou m selon le courant qui doitrester positif ; si le courant de la bobine qui est alimentée tend à devenir "négatif" (signe du courantvirtuel) alors il y a commutation et la tension est appliquée à l'autre bobine. On remarquera quesi c'est le courant p qui tend à devenir négatif, et que la tension responsable de cet état est alorsappliquée à la bobine m, le courant m devrait devenir négatif ; or, il doit être positif. On va doncappliquer, non pas Ey1, mais �Ey1 à la bobine m. La somme des deux termes va s'écrire :39. Commutation exacte : fonctionnement d'une et d'une seule bobine sur un axe.



128 CHAPITRE 3. COMMANDE DU PROCÉDÉiy1pe0 � y1Ey1p � iy1me0 + y1Ey1m = jiy1je0 � sign(iy1)y1Ey1 (3.170)Le même type de transformation peut s'appliquer aux termes � Re0�y1 i2y1p et Re0+y1 i2y1m :� Re0 � y1 i2y1p + Re0 + y1 i2y1m = � Re0 � sign(iy1)y1 sign(iy1) i2y1 (3.171)Ainsi l'équation (3.169) peut se réécrire :...y 1 ��Iy +mlc2�Iym �� Re0 � sign(iy1)y1 sign(iy1) i2y1 + iy1e0 � sign(iy1)y1Ey1�+ ��Iy +mlc2�Iym � Re0 � sign(iy2)y2 sign(iy2) i2y2 � iy2e0 � sign(iy2)y2Ey2� (3.172)Chacune des équations (L.4), (L.5), et (L.6) peut subir la même transformation. La fonction�(S; �; u) ne contient alors plus que quatre tensions Ey1, Ez1, Ey2, et Ez2.3.4 ConclusionCe chapitre, dédié à la commande non linéaire d'une broche à paliers magnétiques, est construitautour de deux grandes idées, l'élimination du balourd, et l'implémentation non linéaire de cettetechnique :� la première partie, qui se concentre sur les techniques d'élimination du balourd, est elle mêmescindée en trois sections. Dans un premier temps, les deux modes de suppression du balourdsont décrits :� rotation autour de l'axe géométrique ;� rotation autour de l'axe d'inertie.Deux exemples sont ensuite donnés pour pouvoir être comparés à notre propre solution. Cettesolution est alors décrite. Elle est construite a�n de permettre les deux modes de fonctionne-ment et un réglage simple des coe�cients de contrôle. Bien que l'utilisation d'un changementde repère soit devenue classique dans les techniques de suppression du balourd, nous noussommes attachés à l'utiliser d'une manière originale en introduisant l'idée des PID tournantschargés de compenser la perturbation, constante dans le repère tournant. A ces PID tournantssont associées des PID �xes pour la stabilisation classique et l'élimination des perturbationsconstantes dans le repère �xe. La bornitude des signaux, lorsque les deux types de PID sontassociés, peut être démontrée grâce au théorème du petit gain.



3.4. CONCLUSION 129� La seconde partie est réservée au calcul de commandes non linéaires permettant d'intégrerla méthode d'élimination du balourd dé�nie précédemment. Cette section est elle-même dé-coupée en deux parties correspondant chacune à une méthode d'implémentation non linéaire,originales quant à leur application aux paliers magnétiques actifs en fonctionnement non li-néaire :� la linéarisation entrée-état et commande passive ;� le mode glissant.Pour chacune de ces deux commandes, on donne la méthode de synthèse générale et appliquée àla broche, ainsi que la démonstration de stabilité, plus quelques détails concernant la robustessede chaque méthode. Pour la linéarisation entrée-état, une solution originale de linéarisationlocale autour de la force désirée en zéro permet d'éliminer les saturations de tension lors dela commutation d'une bobine à l'autre (qu'il s'agisse d'une broche classique ou à actionneursconiques). Nous allons essayer de transférer cette technique vers le mode glissant, mais celaest plus délicat car la valeur de la force désirée n'est pas à priori donnée.La partie théorique étant énoncée, il reste tout de même à véri�er que ces propositions decommandes respectent bien les caractéristiques présentées. Cette véri�cation va passer par dessimulations appliquées au modèle de simulation calculé dans le chapitre 2, et quelques essais réelssur une broche de laboratoire.
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Chapitre 4Simulations et essais réels





4.1. INTRODUCTION 1334.1 IntroductionLes deux premiers chapitres avaient pour but d'expliciter la théorie sous-jacente de notre travail,que ce soit au niveau du développement d'un certain nombre de modèles, ou de la synthèse de loisde commande non linéaires capables de supprimer l'e�et du balourd. Une fois ces résultats énoncés,il reste à démontrer pratiquement leur validité. Cette démonstration s'e�ectue habituellement endeux étapes successives : la simulation et les essais sur une machine d'expérimentation. La partiesimulation a été e�ectuée à l'aide des logiciels MATLAB et SIMULINK 1. Les essais réels sontréalisés sur une broche de laboratoire de marque MECOS.La première partie de ce chapitre est consacrée à la validation du modèle, en comparant lecomportement du modèle de simulation (voir le sous-chapitre 2.5.2.1) à celui de la broche réelle. Lesdeux vont être soumis à la même loi de commande pour pouvoir comparer les trajectoires obtenues.La suite du chapitre présente des simulations et quelques essais réels qui permettent de jugerde la pertinence des deux lois de commande présentées dans le chapitre précédent : linéarisationentrée-état avec passivité et mode glissant.4.2 Modèle et banc d'essais : comparaison et validationNous commençons d'abord par la dé�nition des paramètres de la machine de test a�n de pouvoirréaliser des simulations proches de la réalité. La deuxième étape consiste à trouver une estimationdes valeurs qui régissent le balourd. Finalement, la même loi de commande sera appliquée au modèleet à la machine pour comparer leurs comportements.4.2.1 Paramètres constructeurLe banc de test est une broche classique de petite taille (voir photo 1(a) de la Figure 4.1). Lerotor est centré par 10 actionneurs : deux plans de contrôle comportent chacun les deux axes y et z(huit actionneurs au total) ; l'axe x (horizontal) est contrôlé indépendamment par une butée axiale(cette géométrie est celle des Figures 2.4 et 2.5). Des roulements à billes d'atterrissage limitentles déplacements à une valeur inférieure à l'entrefer nominal. Un capteur inductif, de mesure deposition, est couplé avec chacune des bobines, légèrement décalé selon x d'une valeur dca.Chacune des dix bobines est indépendamment alimentée par une alimentation à découpageinversible en tension (mais pas en courant) de tension maximum 50 Volts et de courant maximum6 Ampères. Cette électronique est commandable en courant ou en tension via le changement d'uncavalier (voir photo 1(b)).Un moteur asynchrone est inclus dans la broche ; sa cage est collée sur le rotor de la broche,alors que le stator est accroché au même socle que les bobines. Cette structure est compacte et lerotor ne comporte aucun point de contact (contrairement à certains modèles où l'entraînement enrotation est fait par un moteur classique accouplé en bout de rotor). Ce moteur est alimenté parun boîtier séparé de l'électronique de puissance des actionneurs, et la consigne de la vitesse _� estréglée manuellement (voir photo 1(c)).1. N'oublions pas que MATLAB et SIMULINK sont des marques déposées.
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(a) Broche à dix actionneurs et moteur asynchrone (b) Boîtier d'alimentation de la broche et boitiercontenant des �ltres et un PID analogiques

(c) Boîtier d'alimentation du moteur (d) Vue d'ensemble : broche, boîtiers d'alimenta-tion, et DspaceFig. 4.1: Système expérimentalDans sa con�guration de base, cette plate-forme expérimentale reçoit une carte de contrôlenumérique à base de DSP. Cette carte se glisse dans le boîtier de l'électronique de puissance. Elleest fournie avec un contrôleur linéaire possédant une option de suppression de balourd. Bien quen'ayant pas acquis cette carte contrôleur, nous l'avons eu en prêt (par la société MECOS) ce quinous a permis de faire quelques mesures très utiles pour estimer les paramètres du balourd. A�n depouvoir utiliser un contrôleur extérieur au boîtier de puissance (comme un Dspace par exemple),les signaux entrants et sortants de la commande ont été redirigés sur la façade du boîtier.Les paramètres mécaniques et électriques fournis par le constructeur sont rapportés dans laTable 4.1Les deux valeurs � et �x sont calculées à partir des valeurs des inductances des bobines ensupposant que la relation suivante est exacte :



4.2. MODÈLE ET BANC D'ESSAIS : COMPARAISON ET VALIDATION 135Tab. 4.1: Données constructeur de la broche expérimentaleParamètres mécaniquesm 3:097 kg Masse du rotorIx 8:589 10�4 kg:m2 Moment d'inertie selon l'axe xIy 2:146 10�2 kg:m2 Moment d'inertie selon l'axe yIz 2:146 10�2 kg:m2 Moment d'inertie selon l'axe ze0 0:4 10�3 m Entrefer nominal des 10 actionneurslc 0:1315 m Distance entre le centre géométrique et les capteursdca 1:8 10�2 m Distance entre le capteur et l'actionneur correspondant�x � 3 10�3 m Distance entre le centre géométrique et le centre d'inertiefv � 1000 Hz Fréquence du premier mode �exible du rotor_�max 30000 t=min Vitesse maximum de rotationParamètres électriquesR 0:2 
 Résistance des actionneurs des plans de contrôleL 3:0 mH Inductance des actionneurs des plans de contrôle� 1:2 10�6 mH:m � des actionneurs des plans de contrôleRx 1:6 
 Résistance des actionneurs de la butée axialeLx 5:8 mH Inductance des actionneurs de la butée axiale�x 2:32 e�6 mH:m � de la butée axialeImax 6 A Courant maximum dans les actionneursVmax 50 V Tension maximum appliquée aux actionneursParamètres capteurs et entréesCapteurs �10; +10 V correspond au déplacement �0:25 10�3; +0:25 10�3 mEntrées en courant 0; +10 V correspond à une variation du courant de 0 à 6 AEntrées en tension 0; +10 V correspond à une variation de la tension de �50 à + 50 VL = �e0 =) � = L e0 (4.1)4.2.2 Détermination des paramètres du balourdA�n de déterminer les paramètres descriptifs du balourd (�y, �z, �), la méthode la plus simpleest de disposer d'une loi de commande permettant au système de tourner autour de son centred'inertie. Cela a été possible grâce au prêt, par le fabricant de la machine, de leur carte de contrôlecomportant un tel algorithme. Cette commande est linéaire à base de �ltres coupe fréquence.Le rotor est censé tourner autour de son axe d'inertie. Les positions délivrées par les capteursdans chaque plan de contrôle, nous renseignent donc sur la distance, dans chacun de ces plans, entrel'axe d'inertie et l'axe géométrique ; une tension de 10 Volts représente un déplacement de 250 �m.Les mesures sont e�ectuées grâce à un oscilloscope numérique capable de dialoguer avec un PC parl'intermédiaire d'une liaison série. Les déplacements ont tout d'abord été mesurés par rapport au
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(a) Position selon l'axe z1 à 15 Hz
(b) Position selon l'axe z1 à 165 Hz
(c) Position selon l'axe z2 à 165 HzFig. 4.2: Essais réels avec une commande à �ltres coupe fréquence : position selon z
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(a) Plan de contrôle 1 à 165 Hz (b) Plan de contrôle 1 à 165 Hz : signal �ltré
(c) Plan de contrôle 2 à 165 Hz : signal �ltréFig. 4.3: Essais réels avec une commande à �ltres coupe fréquence : position dans le plan de contrôle



138 CHAPITRE 4. SIMULATIONS ET ESSAIS RÉELStemps, puis dans chaque plan y � z, et ce pour plusieurs vitesse de rotation _�. Dans le cas desmesures dans les plans y � z, un outil de �ltrage numérique mis en oeuvre dans l'oscilloscope a étéappliqué aux signaux (sur deux des trois images présentées ici) en raison des nombreux bruits demesure constatés.Trois exemples représentatifs de mesures de la position selon l'axe z sont donnés sur les Figures2(a), 2(b) et 2(c) de la Figure 4.2. La première et la seconde représentent le déplacement z1 à 15Hz et 165 Hz respectivement. A 15 Hz, le déplacement z1 est d'environ 5 �m (soit 200 mV ). ledéplacement z2 (non donnée) n'est pas signi�catif. A 165 Hz, le déplacement z1 est d'environ 12.5�m. On remarque immédiatement que les valeurs à 15 Hz et 165 Hz di�èrent largement. On peuttrouver deux raisons principales à cette di�érence :� à faible vitesse, la partie principale du balourd (celle en _�2) est petite devant les perturbationsdues aux couplages gyroscopiques. Cela n'est plus vrai à grande vitesse ;� la loi de commande appliquée ne tient pas compte des couplage gyroscopiques et l'algorithmede suppression de balourd doit être perturbé par ces derniers, et ce quelle que soit la vitesse.Pour ces raisons, on apportera plus de crédit à l'essai fait à 165 Hz en supposant que la valeurdéduite est peut-être surestimée à cause des couplages gyroscopiques. A 165 Hz, le déplacement z2est d'environ 3.75 �m. En comparant les graphes 2(b) et 2(c), on voit que la di�érence de phasedes deux signaux est faible. Ils sont seulement séparés d'un angle � valant :� = 0:2 � 5ms5ms 2 � � 1 rd (4.2)Pour compléter les essais 2(a), 2(b) et 2(c), on a rapporté les déplacements dans les plans decontrôle sur les graphes 3(a), 3(b) et 3(c) de la Figure 4.3. Les deux premiers graphes représententle même signal (plan 1) à la même vitesse (non �ltré et �ltré grâce au dispositif de l'oscilloscope). Letroisième donne le signal �ltré dans le plan 2. On constate que le déplacement est le même dans lesdeux directions y et z, et ce pour les deux plans 2. La forme légèrement carrée de la trajectoire estdue aux erreurs de modélisation apportées par la linéarisation du modèle : la loi de commande y estplus sensible lorsque la trajectoire de l'axe géométrique se situe entre deux actionneurs que lorsquecelle-ci passe sous un actionneur (voir Figure 4.4). La position, sur notre machine, des actionneurs(dans un plan), ainsi que les axes correspondants, est rapportée sur la Figure 4.4. L'orientationchoisie permet la compensation de la pesanteur par deux actionneurs et non par un seul.Possédant les informations r1 (déterminé par l'amplitude de z1 à 165 Hz), r2 (déterminé parl'amplitude de z2 à 165 Hz) et � (voir Figure 4.5), il devient possible de calculer les paramètres�y, �z et � (voir Figure 2.18) (Ces trois valeurs sont calculées numériquement par approximationssuccessives). On trouve :2. Le déplacement circulaire du système n'est pas forcément la règle s'il existe une dissymétrie dans les actionneurs.
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Fig. 4.4: Position des actionneurs et des axes sur la machine expérimentale

Fig. 4.5: Paramètres issus des mesures sur la machine expérimentale� �y = 6:5 10�6m� �z = 3:5 10�6m� � = 4:1 10�5 rd4.2.3 Simulations pour validationTous les paramètres du modèle étant maintenant connus, il devient possible de faire une si-mulation avec une commande simple. Celle-ci est une linéarisation entrée-état (voir sous-chapitre3.3.2.1) où les accélérations désirées sont déterminées par des PID �xes. La commande sera ensuiteappliquée à la machine expérimentale pour véri�er si la réponse réelle présente des similitudes avecla simulation. La dynamique du troisième ordre choisie pour cet essai est donnée par :(s + !0)�s2 + 2 � !0 + !20� (4.3)



140 CHAPITRE 4. SIMULATIONS ET ESSAIS RÉELS!0 est pris égal à 2 102 rd s�1 et � égale à 1:2. La simulation se déroule selon le scénario suivant :� t = 0 s : le rotor est posé sur ses roulements de repos et la position désirée passe à zéro ;� t = 0 s =) t = 0:1 s : la vitesse de rotation _� est nulle ;� t = 0:1 s =) t = 0:8 s : la vitesse de rotation _� passe de zéro à 15Hz selon une rampe de500 rd:s�2 puis se stabilise ;� t = 0:8 s =) t = 1:5 s : la vitesse de rotation _� passe de 15Hz à 30Hz selon une rampe de500 rd:s�2 puis se stabilise ;� t = 1:5 s =) t = 2:2 s : la vitesse de rotation _� passe de 30Hz à 50Hz selon une rampe de500 rd:s�2 puis se stabilise ;La Figure 4.6 donne dans la case (1,1) le pro�l de la vitesse _� appliquée à la broche dans cettesimulation. Les cases (2,1), (2,2), (3,1) et (3,2) donnent les quatre positions des deux plans decontrôle. A chaque vitesse correspond une amplitude de déplacement, et bien sûr une fréquenced'oscillation (égale à _�). En comparaison aux premières mesures e�ectuées sur la broche, les para-mètres choisis pour le balourd donnent une valeur plus faible de ce dernier dans le deuxième plande contrôle que dans le premier. Ce choix se retrouve parfaitement sur les graphes où l'on peutremarquer que les amplitudes de y2 et z2 sont environ quatre fois moins importantes que celles dey1 et z1. Ce rapport rejoint le fait que r2 est quasiment égal à r1=4. Sur les graphes (3,1) et (3,2),on voit que les trajectoires démarrent d'une position hors des graphes (au départ le palier est danssa position de repos). La réponse à cet échelon de consigne (passage de la position de repos à laposition zéro) est détaillé sur les courbes (4,1) et (4,2).Pour compléter les graphes précédents, les trajectoires dans les plans 1 et 2 sont données sur laFigure 4.7. On peut remarquer qu'à certains endroits la trajectoire n'est pas parfaitement circulaire(certaines lignes se coupent) ; cela est dû aux termes de couplages gyroscopiques du modèle.Les derniers graphes présentés sur la Figure 4.8 donnent les huit courants des actionneurs desdeux plans de contrôle. On peut faire trois remarques sur cette �gure :� sur les graphes correspondant aux axes y (direction selon laquelle ne s'exerce pas la pesanteur),on constate qu'à vitesse nulle (c'est à dire lorsqu'aucune perturbation ne s'exerce) que lescourants ne sont pas nuls mais égaux à environ 0.1 A. Cela est dû à notre algorithme delinéarisation autour de la force zéro ;� sur les graphes correspondant aux axes z (direction selon laquelle s'exerce la pesanteur),la valeur moyenne des courants dans les bobines p est de 2 A. Ces courants compensentla pesanteur. Dans les bobines m, les courants sont toujours nuls, car la perturbation dueau balourd ajoutée à la pesanteur ne nécessite pas l'inversion du signe du courant. On estréellement en fonctionnement non linéaire ;� les amplitudes de courant nécessaires pour compenser le balourd sont plus faibles pour lesaxes z (où les courants sont de moyenne non nulle) que pour les axes y. L'intérêt de conserver
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Fig. 4.6: Vitesse _� du rotor et positions en simulation

Fig. 4.7: Trajectoires dans les plans de contrôle 1 et 2 en simulation
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Fig. 4.8: Les huit courants en simulationla non-linéarité, qui fait que la force est proportionnelle au carré du courant, est donc par-faitement visible. En extrapolant, on peut dire qu'une commande non linéaire (sans prise encompte du balourd) pourra supporter, sans saturation des courants, une valeur du balourdplus importante qu'une commande linéaire.4.2.4 Essais réels pour validationPour les essais réels présentés ici, un système Dspace (à base de processeur DSP C40, visiblesur la Figure 1(d)) a été utilisé. Pour optimiser le temps de calcul, la loi de commande est réaliséeen langage C. La carte d'entrées-sorties analogiques numériques ne comporte que huit sorties. Celanous a obligé à utiliser une carte PID analogique pour la commande de l'axe x (fonctionnementlinéaire). La puissance de calcul disponible n'étant pas su�sante, c'est une commande en courant(linéarisation entrée-état) qui est mise en ÷uvre 3.3. On a déterminé, en simulation, que les performances de la loi de commande commencent à se dégrader si lapériode d'échantillonnage dépasse 500 �s. or, la commande en courant sans élimination de balourd s'exécute en
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Fig. 4.9: Essai réel : réponse à un échelonLe premier essai e�ectué est la réponse à l'échelon de consigne qui consiste à passer de la positionde repos à la position d'équilibre (voir 4.9). Etant donnée la disposition des actionneurs (décriteun peu plus haut) les quatre positions présentent une valeur di�érente de zéro au repos. De plusles directions positives étant dirigés vers le bas, les valeurs au repos sont positives. En comparaisonde la réponse à un échelon en simulation, on observe un grand dépassement. Deux raisons peuventexpliquer cette remarque :� dans l'essai réel, la fonction intégrale se charge à la valeur maximale qu'autorise le systèmeanti-saturation, et ce dès le démarrage du DSP (pour des raisons d'implémentation physique) ;cela provoque forcément un dépassement supérieur par rapport au cas où l'intégrateur a unecondition initiale égale à zéro ;environ 370 �s sur le C40. La commande en tension, qui nécessite l'acquisition de 10 signaux supplémentaires, nepeut pas être calculée en moins de 500 �s. Cette réalisation est prévue sur une plate-forme PC (avec un noyau tempsréel sous DOS) équipé d'une carte d'acquisition rapide.



144 CHAPITRE 4. SIMULATIONS ET ESSAIS RÉELS� on constate que pour un temps de réponse équivalent, on a un système oscillant ; on peutmettre cela sur le compte d'une erreur sur la valeur des paramètres utilisés, en particulier �obtenu de façon discutable (ce point demandera plus de véri�cation). On a vu dans le chapitreprécédent qu'une erreur de paramètres peut entraîner un système moins stable.On peut aussi remarquer que les réponses sont di�érentes selon les actionneurs, ce qui peuttraduire les petites dissymétries de fabrication des actionneurs et des capteurs.La Figure 4.10 présente la réponse du système aux di�érentes valeurs de vitesse _� choisie dansla simulation. Les réponses sont données dans les plans de contrôle. En comparant cette Figure auxFigures 4.6 et 4.7, on constate que les valeurs moyennes des amplitudes de déplacement sont trèsproches dans les deux cas, et ce pour les trois vitesses de rotation. Cela apporte une certaine validitéaux valeurs des paramètres calculés pour le balourd. Par contre, il est clair que les trajectoires sontbeaucoup moins circulaires que dans la simulation. On peut émettre l'hypothèse que les déformationsobservées sont dues à l'e�et des couplages gyroscopiques. La commande doit ici être plus sensible àleurs e�ets à cause de son caractère plus oscillant.La dernière Figure 4.11 permet d'apprécier les courants nécessaires pour compenser la pesanteur.Etant donné que deux actionneurs agissent dans un plan (au lieu d'un seul pour la simulation), queces actionneurs sont à 45o l'un de l'autre, et que les forces créées sont proportionnelles aux carrésdes courants, alors les courants des bobines qui travaillent, dans l'essai réel, devraient être égaux à0.8 fois celui de la bobine qui travaille dans la simulation. Or, au lieu des 1.6 A attendus, on observe1.9 A, soit 20% de plus. Cela con�rme l'idée que � peut avoir été surestimé.4.3 Linéarisation entrée-état et passivitéA�n de valider nos propos du chapitre 2, la loi de commande par linéarisation entrée-état etpassivité est ici appliquée en simulation au modèle de la broche 4. La dynamique du troisième ordrechoisie pour cet essai (que ce soit pour les PID �xes ou les PID tournants) est donnée par :(s + !0)�s2 + 2 � !0 + !20� (4.4)!0 est pris égale à 4 102 rd:s�1 pour les PID �xes et à 2 102 rd:s�1 pour les PID tournants ; � estégal à 1:2 dans les deux cas. La simulation se déroule selon le scénario suivant :� t = 0 s : le rotor est posé sur ses roulements de repos et la position désirée passe à zéro ;� t = 0 s =) t = 0:1 s : la vitesse de rotation _� est nulle ;� t = 0:1 s =) t = 1:2 s : la vitesse de rotation _� passe de zéro à 300 rd:s�1 selon une rampede 500 rd:s�2 puis se stabilise ; la position désirée est zéro ;4. Des di�cultés techniques font que son implémentation est toujours en cours au moment de la rédaction de cemémoire. On a cependant vu que la partie linéarisation entrée-état avec PID �xes est déjà fonctionnelle.
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Fig. 4.10: Essais réels : trajectoires dans les plans 1 et 2 pour 15 Hz, 30 Hz, et 50 Hz
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Fig. 4.11: Essais réels : Courants du plan de contrôle 1 à vitesse nulle� t = 1:2 s =) t = 2:5 s : la vitesse de rotation _� est stable à 300 rd:s�1 ; la position désiréechange grâce à un algorithme basé sur les longueurs des vecteurs Intégrale des PID tournants ;le rotor tourne maintenant autour de son axe d'inertie ;� t = 2:5 s =) t = 4 s : la vitesse de rotation _� passe de 300 rd:s�1 à 1000 rd:s�1 selonune rampe de 500 rd:s�2 puis se stabilise ; le rotor doit toujours tourner autour de son axed'inertie ;� t = 4 s =) t = 5 s : la vitesse de rotation _� est stable à 1000 rd:s�1 ; un couple de perturbationest appliqué selon l'axe z ; le rotor doit toujours tourner autour de son axe d'inertie.4.3.1 Résultats sans erreurs paramétriquesLa Figure 4.12 donne dans la case (1,1) le pro�l de la vitesse _� appliquée à la broche danscette simulation. Les cases (2,1), (2,2), (3,1) et (3,2) donnent les quatre positions des deux plansde contrôle. Entre 0 s et 1.2 s toutes les positions restent très proches de la consigne zéro : les PID
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Fig. 4.12: Linéarisation entrée-état et passivité : vitesse _� du rotor et positions

Fig. 4.13: Linéarisation entrée-état et passivité : trajectoires dans les plans de contrôle 1 et 2
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Fig. 4.14: Linéarisation entrée-état et passivité : positions et fonctions Intégrale dans les repèrestournantstournants jouent parfaitement leur rôle de compensation du balourd. On peut observer une trèsfaible déviation pendant l'augmentation de _� ; cette déviation peut être assimilée à une erreur depoursuite (bien qu'ici, ce ne soit pas la consigne qui change mais la perturbation qui augmenteet tend à éloigner le rotor de la consigne). Le changement de consigne (à 1.2 s) peut se faire trèsrapidement. Les rayons des trajectoires ainsi atteintes sont, respectivement dans le plan 1 et 2, 12.5�m et 3.75 �m. Ces valeurs sont exactement égales aux valeurs r1 et r2 qui ont permis le calcul desparamètres du balourd. Cela con�rme deux points très importants :� notre modélisation du balourd est correcte ; les rayons des trajectoires obtenues sur un essairéel (en rotation autour de l'axe d'inertie) sont parfaitement reproduits par le modèle ; ce boncomportement était déjà pressenti dans la comparaison entre simulation et essai réel ;� l'algorithme chargé de trouver la trajectoire du centre géométrique dans chaque plan de
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Fig. 4.15: Linéarisation entrée-état et passivité : les huit courantscontrôle, pour que le rotor tourne autour de l'axe géométrique, est fonctionnel, même si ilreste actuellement relativement basique.A partir de 2.5 s, la vitesse _� augmente et crée à nouveau une erreur de poursuite. Lorsquet = 4 s, un couple constant de perturbation est appliqué selon l'axe z. Ce couple qui provoque desdéplacements opposés selon les axes y1 et y2 provoque aussi des déplacements dans les directionsz1 et z2 (ce phénomène est particulièrement visible sur la Figure 4.13) ; cela montre que les e�etsgyroscopiques sont bien reproduits par le modèle de simulation. Entre 4 s et 5 s, cette perturbationconstante est éliminée (le système revient sur les deux trajectoires circulaires de rayons r1 et r2) :les Intégrateurs �xes font leur e�et.Comme dans la simulation précédente, on remarque, sur les graphes (3,1) et (3,2), que lestrajectoires démarrent d'une position hors des graphes (au départ le palier est dans sa position derepos). La réponse à cet échelon de consigne (passage de la position de repos à la position zéro) estdétaillée dans les cases (4,1) et (4,2).
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Fig. 4.16: Linéarisation entrée-état et passivité : les huit tensionsLa Figure 4.14 vient compléter les graphes précédents. On observe que dans les repères tournants,les positions sont quasiment des constantes (phénomène qui nous a conduit a imaginer notre com-mande à base de PID tournants). Précisons tout de même que l'obtention d'un tel résultat nécessiteune bonne mesure de la position � (chose très di�cile à obtenir sur la machine expérimentale).Les deux dernières Figures 4.15 et 4.16 représentent les huit courants et les huit tensions dansles actionneurs des deux plans de contrôle. Comme précédemment, on peut faire les trois remarquessuivantes sur les courants :� sur les graphes correspondant aux axes y, l'e�et de notre algorithme de linéarisation autourde la force zéro est visible ;� sur les graphes correspondant aux axes z, les courants créent des forces qui compensent lapesanteur ;� les amplitudes des courants nécessaires pour compenser le balourd sont plus faibles pour les



4.3. LINÉARISATION ENTRÉE-ÉTAT ET PASSIVITÉ 151axes z (où les courants sont de moyenne non nulle) que pour les axes y.On peut de plus remarquer (particulièrement sur les graphes correspondant aux axes y) quedès le changement de consigne à 1.2 s, l'amplitude de variation des courants devient très faible.Le fonctionnement en mode 2 permet bien la réduction du courant nécessaire pour maintenir lerotor sur la trajectoire désirée, ainsi que la diminution de la vibration transmise au stator par lesactionneurs. Ce phénomène se remarque aussi à 1000 rd s�1, bien que la perturbation introduite surl'axe z le masque un peu.A propos de la Figure 4.16, la remarque la plus intéressante que l'on puisse faire, concerne lesamplitudes atteintes en fonction du fait que le courant correspondant passe ou ne passe pas par zéro.Sur l'axe y1, par exemple, lorsque le courant doit commuter d'une bobine à l'autre, l'amplitude de latension peut atteindre 40 V . Au même endroit, cette amplitude ne dépasse pas 5 V pour la tensioncorrespondant à l'axe z. Ce phénomène est dû à la relation en racine carré du courant par rapportà la force désirée. Notre algorithme de linéarisation autour de la force zéro le rend ici compatibleavec les valeurs maximales que peut délivrer l'électronique de puissance. Sans cet algorithme, lestensions atteindraient leurs valeurs de saturation.4.3.2 Remarque supplémentaire
Fig. 4.17: Position de l'axe d'inertie dans (de Miras and Charara, 1998a)Une remarque supplémentaire peut être faite par rapport aux résultats présentés dans (de Mirasand Charara, 1998a). Dans ces simulations, l'axe d'inertie du rotor n'est pas du tout parallèle à l'axegéométrique 5 (voir Figure 4.17). Lorsque l'on demande au rotor de tourner autour de l'axe d'inertie,l'axe géométrique décrit un double cône. Les valeurs désirées des accélérations sont quasiment nulles,ce qui provoque un produit D �q quasiment nul. Par contre le terme C _qpart1 est loin d'être nul, cequi induit des amplitudes de courants désirés non nulles. L'algorithme de sélection des trajectoiresdésirées en fonction des Intégrateurs tournants montre ici ses limites. Il sera peut-être nécessairede le compléter pour tenir compte de la norme des vecteurs que l'on peut extraire de D �q + C _qpart1(équivalents à des forces).5. Dans les simulations du paragraphe précédent, l'axe d'inertie est "presque" parallèle à l'axe géométrique.
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Fig. 4.18: Linéarisation entrée-état et passivité : vitesse _� du rotor et positions (avec erreurs para-métriques)

Fig. 4.19: Linéarisation entrée-état et passivité : trajectoires dans les plans de contrôle 1 et 2 (avecerreurs paramétriques)



4.4. MODE GLISSANT 1534.3.3 Résultats avec erreurs paramétriquesLe scénario de la simulation est identique à celui de la précédente, mais maintenant les valeursde certains paramètres utilisés dans la commande sont modi�és pour simuler une erreur de mesurede paramètres. Toutes les inerties (masse et moment) sont de 20% inférieures aux valeurs du modèleet � est 20% supérieur à la valeur du modèle. Les résultats sont rapportés sur les Figure 4.18 et 4.19.Ces erreurs sont censés rendre la commande moins amortie (voir sous-chapitre 3.3.2.3). On peuts'en rendre compte lors du changement de consigne de trajectoire désirée : l'amplitude va jusqu'à1:9 10�5m avant de revenir à la valeur r1 (ou r2), alors que sans erreurs paramétriques, l'amplitudene dépasse pas 1:3 10�5m. Malgré cet amortissement moindre, on peut constater la robustesse dela commande vis à vis des erreurs de modélisation.4.4 Mode glissantLa commande par mode glissant, sans élimination de balourd, a été appliquée au modèle duvolant d'inertie dans (Charara et al., 1996; de Miras et al., 1996). Dans ces travaux, les entréesétaient calculées en utilisant seulement deux (�Emax, +Emax) ou trois états (�Emax, 0, +Emax).La forte inertie du rotor permettait au système d'être peu sensible à la forte discontinuité de lacommande. La masse de notre machine est largement inférieure à celle du volant d'inertie, alorsque la valeur maximum de la tension est plus grande ; une commande à trois états risque de nepas être appropriée. C'est donc une commande du type de celle décrite sur la Figure 3.30 dansle sous-chapitre 3.3.3.4 qui va être utilisée. Cette commande n'est actuellement appliquée qu'aumodèle d'un système plan 6 (voir sous-chapitre 2.5.1).4.4.1 Commande sans élimination de balourdDans cette simulation, les surfaces tournantes (voir sous-chapitre 3.3.3.7) sont inactives. Le butde cette simulation est de véri�er de quelle façon le mode glissant compense le balourd 7.La dynamique du troisième ordre (expression des surfaces) choisie pour cet essai est donnée par :(s + !0)�s2 + 2 � !0 + !20� (4.5)!0 est pris égale à 4:102 rd:s�1 pour les surfaces �xes ; � est égal à 1:2. La masse du rotor est lamoitié de celle du rotor de la broche, et le paramètre �y est égale à 0:7 10�5 m. La simulation se6. Le modèle du système plan est très pratique pour obtenir un réglage correct d'une loi de commande : d'une part,il y a moins de variables à surveiller ; deuxièmement, on ne subit pas la contrainte des e�ets gyroscopiques ; en�n, letemps de calcul est largement moindre qu'avec le modèle de la broche (pour mémoire, 5 secondes de simulation avecle modèle de la broche, prennent environ 5 heures sur un PC à 300 MHz, pour moins de la moitié avec le systèmeplan).7. On a vu, dans le chapitre 3, que la robustesse du mode glissant ne s'applique pas au balourd ; par contre, lasurface contient une image de la dérivée seconde et donc du balourd, ce qui peut aider la commande à contrer l'e�etde la perturbation.
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Fig. 4.20: Mode glissant : position et vitesse _� (sans élimination de balourd)déroule selon le scénario suivant :� t = 0 s : le rotor est posé sur ses roulements de repos et la position désirée passe à zéro ;� t = 0 s =) t = 0:1 s : la vitesse de rotation _� est nulle ;� t = 0:1 s =) t = 1 s : la vitesse de rotation _� passe de zéro à 300 rd:s�1 selon une rampe de500 rd:s�2 puis se stabilise ; la position désirée est zéro ;� t = 1 s =) t = 2:1 s : la vitesse de rotation _� passe de 300 rd:s�1 à 700 rd:s�1 selon unerampe de 500 rd:s�2 puis se stabilise ; la position désirée reste zéro.En remarque préliminaire, il faut préciser que l'implémentation de cette commande nécessitel'utilisation d'une astuce supplémentaire par rapport à la théorie. En e�et, les termes contenant lestensions sont de la forme : jiyje0 � sign(iy)yEy (4.6)



4.4. MODE GLISSANT 155Or le produit jiyjEy empêche la commande de fonctionner lorsque les courants sont nuls (prin-cipalement au démarrage). Pour empêcher cela, c'est l'expression suivante qui est utilisée :max (jiy j ; imin)e0 � sign(iy)y Ey (4.7)avec imin une valeur à trouver. Cette valeur reste très di�cile à choisir car il existe une grandeinteraction entre son e�et et le coe�cient Kg (qui contrôle la vitesse de convergence des surfacesvers zéro). Un mauvais choix du couple (imin; Kg) peut provoquer une oscillation dans la convergencede la surface qui se transmet à la position correspondante.Le graphe (1,1) de la Figure 4.20 donne le pro�l de la vitesse _�. Le graphe (1,2) (réponse àun échelon) peut être comparé au graphe (4,1) de la �gure 4.12 (au démarrage, l'élimination dubalourd ne s'applique pas : les deux �gures sont donc comparables). Les dynamiques dé�nies étantles mêmes, il est normal de constater que les réponses sont quasiment identiques. Les graphes (2,1)et (2,2) donnent les positions y et z sur toute la durée de la simulation. A 300 rd:s�1, l'amplitudede déplacement ne dépasse pas 0:1 �m, et à 800 rd:s�1 l'amplitude dépasse à peine 1 �m. Surla Figure 4.6 (linéarisation entrée-état sans élimination de balourd) cette amplitude atteint déjà6 �m à 310 rd:s�1. On constate que le mode glissant possède une réelle capacité à contrer l'e�et dubalourd ; cette constatation avait déjà été faite lors des travaux sur le volant d'inertie.4.4.2 Commande avec élimination du balourdDans cette simulation, les surfaces tournantes sont activées. La dynamique du troisième ordre(expressions des surfaces �xes et tournantes) choisie pour cet essai est donnée par :(s + !0)�s2 + 2 � !0 + !20� (4.8)!0 est pris égale à 4:102 rd:s�1 pour les surfaces �xes, et à 2 102 rd:s�1 pour les surfaces tournantes ;� est égal à 1:2 dans les deux cas. La masse du rotor est la moitié de celle du rotor de la broche, etle paramètre �y est égale à 0:7 10�5 m. Les paramètres imin = 0:3 et Kg = 9000 sont ceux trouvéspour la simulation précédente. La simulation se déroule selon le scénario suivant :� t = 0 s : le rotor est posé sur ses roulements de repos et la position désirée passe à zéro ;� t = 0 s =) t = 0:1 s : la vitesse de rotation _� est nulle ;� t = 0:1 s =) t = 1 s : la vitesse de rotation _� passe de zéro à 300 rd:s�1 selon une rampe de500 rd:s�2 puis se stabilise ; la position désirée est zéro ;� t = 1 s : la position désirée est zéro à une rotation autour du centre d'inertie ;� t = 1:5 s =) t = 3 s : la vitesse de rotation _� passe de 300 rd:s�1 à 700 rd:s�1 selon unerampe de 500 rd:s�2 puis se stabilise ; le rotor doit tourner autour de son centre d'inertie ;
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Fig. 4.21: Mode glissant : position et vitesse _�Le graphe (1,1) de la Figure 4.21 donne le pro�l de la vitesse _�. Le graphe (1,2) (réponse àun échelon) est identique à celui de la simulation précédente (la dynamique n'a pas changée). Lesgraphes (2,1) et (2,2) donnent les positions y et z sur toute la durée de la simulation ; la Figure 4.22complète ces graphes. Jusqu'à 1 s, la position désirée est zéro ; l'amplitude atteint alors presque1 �m qu'il faut comparer au 0:1 �m obtenu sans élimination du balourd : la conclusion qui s'imposeest que l'utilisation simultanée des surfaces �xes et tournantes modi�e la réponse du système auxparamètres imin et Kg (le réglage parfait reste à trouver). Pour autant, le système reste stable,même si la trajectoire est agitée.L'utilisation des surfaces tournantes doit permettre au rotor de tourner autour du centre d'iner-tie. Cette trajectoire est demandée à t = 1 s : on observe que le centre géométrique décrit unetrajectoire en moyenne circulaire, mais à chaque instant très déformée. Cela se traduit par descourants (voir Figure 4.23) qui ne diminuent pas franchement lors du changement de consigne ; onpeut tout de même constater une légère tendance à la diminution sur les graphes (1,1) et (1,2). Legraphe (2,1) montre le courant nécessaire à l'élimination de la pesanteur (identique à la valeur deceux des simulations sur la linéarisation entrée-état : on s'est arrangé pour que notre système plansoit équivalent à une demi broche).
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Fig. 4.22: Mode glissant : trajectoires dans le plan de contrôleLa dernière Figure 4.24 présente la valeur des surfaces y, z, ya et za. On constate que la va-leur des surfaces tournantes s'éloigne de zéro lorsque la vitesse augmente (réglage des paramètresapproximatif). Il existe une forte corrélation entre l'éloignement de zéro des surfaces tournantes, etl'amplitude de la vibration des surfaces �xes. Une convergence approximative de l'une des surfacesentraîne des perturbations sur les autres.4.5 ConclusionLa première étape de ce chapitre a été de valider expérimentalement notre modèle de simulation.Cette validation ne peut être complète, mais nous nous sommes intéressés surtout à la justi�cationdes paramètres choisis pour décrire la position relative de l'axe d'inertie par rapport à l'axe géomé-trique. Ces paramètres ont été calculés en partant d'essais réels e�ectués en utilisant une commandeà base de �ltres coupe fréquence. Une fois ces paramètres obtenus, la même commande, appliquéeen simulation et sur la machine, a montré leur validité.La deuxième partie est consacrée à la véri�cation du comportement des deux lois de commandedécrites dans le chapitre 2 :� la première est la linéarisation entrée-état associée à la passivité. La réponse de la commandecorrespond bien à ce que l'on attendait. La suppression du balourd se fait correctement par lesPID tournants. L'heuristique qui permet de trouver la position de l'axe d'inertie (fonction dela valeur des Intégrateurs tournants) est fonctionnelle, bien qu'il soit encore possible de l'amé-liorer pour tenir compte de la norme de la force appliquée dans chaque plan de contrôle. Deplus, cette simulation con�rme la validité des paramètres descriptifs du balourd. Une deuxièmesimulation montre que la commande est robuste aux erreurs paramétriques de modélisation ;
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Fig. 4.23: Mode glissant : courants� la seconde est une commande par mode glissant dérivée de la linéarisation entrée-sortie. Sanssurfaces d'élimination du balourd, la commande se comporte selon les prévisions. Elle présentemême une excellente robustesse vis à vis du balourd grâce à l'existence des dérivées secondesdes positions dans l'expression des surfaces �xes. L'introduction des surfaces tournantes nedéstabilise pas le système mais le réglage de la commande devient obsolète, ce qui rend lestrajectoires approximatives.Au �nal, notre système d'élimination du balourd est e�cace, mais plus di�cile à mettre en÷uvre dans un cas que dans l'autre. Les commandes non linéaires proposées pour stabiliser le rotorsont, quant à elles, parfaitement adaptées pour stabiliser le rotor en fonctionnement non linéaire.
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Fig. 4.24: Mode glissant : surfaces
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Chapitre 5Conclusions et PerspectivesConclusions : : :Le travail e�ectué dans cette thèse est à la con�uence de plusieurs domaines, ce que Schweitzerappelle la mécatronique :� l'automatique ;� la mécanique ;� l'électromagnétisme ;� l'électrotechnique ;� l'informatique.La complémentarité de ces di�érents domaines a représenté un véritable enrichissement personnelaussi bien au niveau théorique que pratique. Le procédé étudié représente un vrai challenge pourl'automaticien de par ses caractéristiques :� forte non-linéarité ;� instabilité en boucle ouverte ;� dynamique très rapide nécessitant une période d'échantillonnage de quelques centaines de �smaximum.La première partie a été consacrée à la modélisation non linéaire d'une broche à paliers ma-gnétiques. Cette partie a donné lieu au calcul de plusieurs modèles a�n de répondre à di�érentsproblèmes : simulations réalistes, modèles d'étude pour comprendre l'e�et du balourd dans le sys-tème, modèles simpli�és pour la commande. L'utilisation des équations d'Euler Lagrange nous apermis de faire apparaître la perturbation due au balourd comme une partie intégrante des équationsdynamiques du système. L'expression de ce modèle en fonction des variables de mesures (positionsdans deux plans de contrôle) nous a permis d'identi�er l'e�et du balourd (dans chaque plan decontrôle) à ce qui se passe dans un simple système plan.



162 CHAPITRE 5. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESAyant identi�é la façon dont agit le balourd dans chacun des plans de contrôle, nous avonsproposé une méthode originale de suppression du balourd, dérivée de l'esprit qui a prévalu dansdes travaux antérieurs. L'utilisation d'Intégrateurs dans un repère tournant à la vitesse du rotor,permet la compensation du balourd, lui même vecteur constant dans ce repère. A�n d'assurer lastabilité du système, ces Intégrateurs sont réalisés au travers d'un système mêlant PID tournantset PID �xes.Pour pro�ter des avantages de la non-linéarité, des lois de commande non linéaires doiventêtre mises en ÷uvre. Deux techniques générales sont ici adaptées à la problématique du palier. Lalinéarisation entrée-état associée à la passivité doit permettre la prise en compte des couplages quiexistent dans l'expression du système ; de plus cette méthode est relativement peu sensible auxerreurs paramétriques. le mode glissant doit présenter une bonne robustesse vis à vis des erreursparamétriques, mais aussi du balourd même si c'est de façon indirecte.La dernière partie du mémoire est consacré à la validation des lois proposées par l'intermédiairede simulations et d'essais réels. On en a retiré plusieurs résultats importants :� les paramètres retenus pour modéliser le balourd dans le modèle de simulation sont pertinents.Il existe une bonne corrélation entre essais réels et simulations ;� la linéarisation entrée-état associée à la passivité (avec élimination du balourd) est une tech-nique très e�cace pour éliminer le balourd. Ce bon comportement est associé une parfaiteadaptation au fonctionnement linéaire ;� la stabilité de la linéarisation entrée-état associée à la passivité est peu sensibles aux erreursparamétriques ;� la linéarisation entrée-état (sans élimination du balourd) a fait ses preuve sur la machineexpérimentale ;� le mode glissant (sans élimination du balourd) présente une bonne caractéristique de robustessepar rapport à cette perturbation ; son réglage reste toutefois sensible à cause de la forme dusystème après application du di�éomorphisme ; le mode glissant (avec élimination de balourd)nécessite un réglage encore plus �n des paramètres du contrôleur sous peine de n'avoir quedes trajectoire approximatives.: : : et perspectivesCe travail présente une bonne avancée en montrant principalement que l'on peut associer com-mande non linéaire et résolution d'une problématique donnée (ici l'élimination du balourd). Pourautant, ce n'est qu'une porte entrouverte sur les développements que l'on peut imaginer : tout ce quis'est fait en linéaire peut sûrement être transposé en non linéaire : élimination du balourd classique(�ltres coupe fréquence, observateurs), maîtrise de la �exibilité du rotor, commande robuste, : : :



163En liaison directe à ce travail, la suite peut être envisagée comme telle :� implémentation complète de la linéarisation entrée-état avec passivité sur la machine expéri-mentale. Cette commande ne peut être envisagée sur le Dspace à notre disposition ; cela nousentraîne dans une autre direction qui consiste à utiliser un PC pour le calcul de la commande(la puissance démesurée des nouveaux PC permet d'espérer une division par cinq du temps decalcul pour un coût réduit). L'acquisition est con�ée à deux cartes, une analogique digitale,l'autre digitale analogique ;� recherche des paramètres optimaux de la commande par mode glissant ;� implémentation du mode glissant sur la machine expérimentale ;� de nouvelles architectures de conception des PMA apparaissent (par exemple broche à ac-tionneurs coniques) avec pour objectif de réduire les coûts ; généralement la loi de commandeest développée spéci�quement pour cette nouvelle architecture. Nous proposons une démarcheplus générale qui pourra aboutir à une adaptation de la commande (linéarisation entrée-étatavec passivité) à l'architecture en se basant sur la forme lagrangienne du système (nous avonsesquissé ce point pour la broche à actionneurs coniques dans le chapitre 4).L'étape suivante va consister à convaincre les industriels que le non linéaire est une bonnetechnique en leur présentant des résultats convainquants.En�n, au delà de la commande des paliers magnétiques, les techniques utilisées ici nous ontinspiré des méthodes de commande qui pourraient s'appliquer à une classe de systèmes ; on pense icitout particulièrement aux systèmes sous-actionnés de forme lagrangienne. En associant linéarisationentrée-état, passivité et mode glissant, nous espérons pouvoir apporter une réponse satisfaisante àcette problématique.



164 CHAPITRE 5. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES



BIBLIOGRAPHY 165
BibliographyAkishita, S. and Iwatani, K. (1994). Hybrid nonlinear robust control for magnetically supported�exible bean. In Fourth International Symposium on Magnetic Bearings, pages 95�99, ETHZurich, Suisse.Albanese, R., Delprete, C., and Genta, G. (1994a). Experimental characterisation and mathematicalmodelling of high-tc superconductors for magnetic bearings. In Fourth International Symposiumon Magnetic Bearings, pages 389�394, ETH Zurich, Suisse.Albanese, R., Delprete, C., Genta, G., Tonoli, A., Mazzocchetti, L., Rava, E., Frangi, F., andZannella, S. (1994b). Design, construction and testing of a kinetic energy storage device withhigh-tc superconductive suspention. In Fourth International Symposium on Magnetic Bearings,pages 417�422, ETH Zurich, Suisse.Allaire, R. and Sinha, A. (1998). Robust sliding mode control of planar rigid rotor system onmagnetic bearing. In Proceedings of the Sixth International Symposium on Magnetic Bearings,pages 577�586, MIT Cambridge, USA.Amrouche, N. (1998). Commande par mode de glissement d'un palier magnétique. Rapport deDEA, Université de Technologie de Compiègne, UMR CNRS Heudiasyc.Annequin, R. and Boutigny, J. (1973). Mécanique 2. Vuibert Paris.Barthod, C. and Lemarquand, G. (1995). Degrees of freedom control of a magnetically levitatedrotor. IEEE Transaction on Magnetics, 31(6):4202�4204.Barthod, C. and Lemarquand, G. (1998). Design of an actuator being both a permanent magnetsynchronous motor and a magnetic suspension. IEEE Transactions on Magnetics, 34(4):2105�2107.Benkhoris, M., Dedecius, D., Siala, S., and Glumineau, A. (1994). Digital simulation of sliding modecontrol of brushless servo-motor. In International Conference on Electrical Machines (I.C.E.M.94), volume 2, pages 523�528, Gif sur Yvette, France.Bleuler, H., Gähler, C., Herzog, R., Larsonneur, R., Mizuno, T., Siegwart, R., and Woo, S.-J. (1994).Application of digital signal processors for industrial magnetic bearings. IEEE Transactionson Control Systems Technology, 2(4):280�288.



166 BIBLIOGRAPHYBouri, M. (1993). Synthèse de commandes par mode de glissement : Application à un verin electro-pneumatique. Rapport de DEA, INSA Villeurbanne, Laboratoire d'automatique Industrielle.Brossard, J. (1994).Mécanique Générale. Les Techniques de l'ingénieur, traité Généralités (Sciencesfondamentales).Bühler, P., Herzog, R., and Siegwart, R. (1996a). Highly integrated magnetic bearings. Lieu depublication inconnu, pages 1�10.Bühler, P., Siegwart, R., and Herzog, R. (1996b). Digital control for low cost industrial AMBapplications. Lieu de publication inconnu, pages 1�6.Carabelli, S. and Genta, G. (1998). Nonlinear rotordynamic behaviour of rotors on active magneticbearings. In Proceedings of the Sixth International Symposium on Magnetic Bearings, pages609�617, MIT Cambridge, USA.Charara, A. (1992). Contribution à la Modélisation et à la Commande d'un Palier Magnétique Actifen Fonctionnement Non Linéaire. PhD thesis, Université de Savoie.Charara, A., Caron, B., and Lemarquand, G. (1992). Modelling and noninteractive control of anactive magnetic bearing. International Journal of applied Electromagnetics in Materials, 2:359�368.Charara, A. and de Miras, J. (1995). Commande d'un palier magnétique actif : du linéaire au nonlinéaire. In 2ème Conférence International sur l'Automatisation Industrielle, pages 307�312,Nancy, France.Charara, A., de Miras, J., and Caron, B. (1996). Nonlinear control of a magnetic levitation systemwithout premagnetization. IEEE Transactions on Control Systems Technology, 4(5):513�523.Chen, H. and Darlow, M. (1988). Magnetic bearing with rotating force control. Transactions of theASME, Journal of Tribology, 110:100�105.Chiba, A. and Fukao, T. (1998). Optimal design of motor circuits in induction type bearinglessmotors. IEEE Transactions on Magnetics, 34(4):2108�2110.Chorot, T. (1991). Modélisation commande et observation des systèmes mécaniques Hamiltoniens,application à un pont roulant. PhD thesis, Université Claude Bernard - Lyon 1.Cole, M., Keogh, P., and Burrows, C. (1998). Control and nonlinear compensation of a rotormagnetic bearing system subject to base motion. In Proceedings of the Sixth InternationalSymposium on Magnetic Bearings, pages 618�627, MIT Cambridge, USA.de Carlo, R. and Drakunov, S. (1994). Sliding mode control design via lyapunov approach. InProceedings of the 33rd Conference on Decision and Control, pages 1925�1930, Lake BuenaVista, Florida, USA.



BIBLIOGRAPHY 167de Miras, J. (1994). Commande d'un palier magnétique actif en fonctionnement non-linéaire :Comparatif de di�érentes lois de contrôle. Rapport de DEA, Université de Technologie deCompiègne, UMR CNRS Heudiasyc.de Miras, J. and Charara, A. (1996). Stabilisation non-linéaire d'un palier magnétique actif parpassivité et mode de glissement. Algerian Journal of Technology, 1:177�182.de Miras, J. and Charara, A. (1998a). Unbalance cancellation with rotating reference control for ahorizontal shaft. In Proceedings of the Sixth International Symposium on Magnetic Bearings,pages 673�682, MIT Cambridge, USA.de Miras, J. and Charara, A. (1998b). A vector oriented control for a magnetically levited shaft.IEEE Transactions on Magnetics, 34(4):2039�2041.de Miras, J., Charara, A., and Caron, B. (1996). Nonlinear sliding mode control of electromagneticsuspension. In IFAC'96 13th Triennial World Congress, volume 5, pages 463�468, San Francisco,USA.de Queiroz, M. and Dawson,D. (1996). Nonlinear control of active magnetic bearings: a backsteppingapproach. IEEE Transactions on Control Systems Technology, 4(5):545�552.Desoer, C. and Vidyasagar, M. (1975). Feedback systems: Input-Output Properties. Academic Press,New York.Elmali, H. and Olgac, N. (1992). Robust output tracking control of nonlinear MIMO systems viasliding mode technique. Automatica, 28(1):145�151.Fernandez, B. and Hedrick, J. (1987). Control of multivariable nonlinear systems by the slidingmode control. International Journal of Control, 46(3):1019�1040.Fliess, M., Lévine, J., Martin, P., Rouchon, P., Sordalen, O., Murray, R., and Rudolph, J. (1996).Théorie et pratique des systèmes plats. In Ecole d'Eté d'Automatique de Grenoble, Grenoble.Fujita, M., Namerikawa, T., Matsumara, F., and Ushida, K. (1995). � synthesis of an electromagneticsuspension system. IEEE Transactions on Automatic Control, 40(3):530�536.Gauss, S. and Elschner, S. (1994). Levitation and magnetic properties of melt processed high tem-perature superconductor cylinders. In Fourth International Symposium on Magnetic Bearings,pages 395�400, ETH Zurich, Suisse.Gauthier, J. and Bornard, G. (1980). Stabilisation des systèmes non linéaires. Note interne duL.A.G., no 80-25.Glumineau, A. (1994). Commande de machines electriques par modes glissants : Test de robustesse.In Proceedings des Journées d'Etudes sur les Méthodes de l'Automatique non linéaire appliquéeà l'Electrotechnique, Tome 2, Supelec, Gif sur Yvette, France.



168 BIBLIOGRAPHYGlumuneau, A., Hamy, M., Lanier, C., and Moog, C. (1993). Robust control of a brushless servomotor via sliding modes techniques. International Journal Control, 58(5):979�990.Goldstein, H. (1980). Classical Mechanics - Second edition. Addison-Wesley Publishing company.Habermann, H. (1978). Fonction guidage en rotation : Paliers magnétiques. Les Techniques del'ingénieur, B 5345, pages 1�20.Hale, J. (1980). Ordinary Di�erential Equations - Second edition. Huntington,NY : Krieger.Hassan, A. (1993). Contribution à la Commande des systèmes discontinus. PhD thesis, InstitutNational Polytechnique de Grenoble.Herzog, R., Bühler, P., Gähler, C., and Larsonneur, R. (1996). Unbalance compensation usinggeneralized notch �lters in the multivariable feedback of magnetic bearings. IEEE Transactionson Control Systems Technology, 4(5):580�586.Hiebel, P. (1994). Lévitation magnétique par association d'aimants permanents et de supraconduc-teurs. RGE, (10/94):19�24.Isidori, A. (1989). Nonlinear Control Systems. New York: Springer Verlag.Joo, S. and Seo, J. (1997). Design and analysis of the nonlinear feedback linearizing control foran electromagnetic suspension system. IEEE Transactions on Control Systems Technology,5(1):135�144.Kawata, S., Watanabe, A., and Okada, T. (1993). Linear position control by sliding mode withnonlinear surface. In IFAC'96 12th Triennial World Congress, volume 4, pages 293�298, SanFrancisco, USA.Khalil, H. (1996). Nonlinear Systems, second edition. Prentice Hall, Upper Saddle River.Kim, K., Ortega, R., Charara, A., and Vilain, J. (1997). Theorical and experimental comparisonof two nonlinear controllers for current-fed induction motors. IEEE Transactions on ControlSystems Technology, 5(3):338�348.Knospe, C. (1991). Stability and performance of notch �lter control for unbalance response. InProc.Int. Symp. Magn. Suspension Technol., NASA Langley Research Center.Knospe, C., Fedigan, S., Hope, R., and Willams, R. (1997). A multitasking DSP implementationof adaptative magnetic bearing control. IEEE Transactions on Control Systems Technology,5(2):230�238.Knospe, C. and Yang, C. (1997). Gain-scheduled control of a magnetic bearing with low bias �ux.Lieu de publication inconnu (reçu pour review), pages 1�6.Komori, M., Tsuruta, A., Fukata, S., and Matsushita, T. (1994). A superconducting bearing systemusing high tc superconductors. In Fourth International Symposium on Magnetic Bearings, pages401�406, ETH Zurich, Suisse.



BIBLIOGRAPHY 169Lee, D., Kim, M., Kim, H., and Youn, M. (1991). Controller design of multivariable variable structuresystems with nonlinear switching surfaces. IEE Proceedings-D, 138(5):493�499.Lévine, J., Lottin, J., and Ponsart, J.-C. (1996). A nonlinear approach to the control of magneticbearings. IEEE Transactions on Control Systems Technology, 4(5):524�544.Lin, L.-C. and Gau, T.-B. (1997). Feedback linearization and fuzzy control for conical magneticbearings. IEEE Transactions on Control Systems Technology, 5(4):417�426.Loria, A. (1996). On Output Feedback Control of Euler-Lagrange Systems. PhD thesis, Universitéde Technologie de Compiègne, URA CNRS Heudiasyc.Lottin, J., Mouille, P., and Ponsart, J. (1994). Nonlinear control of active magnetic bearings. InFourth International Symposium on Magnetic Bearings, pages 101�106, ETH Zurich, Suisse.Lozano, R., Brogliato, B., Egeland, O., and Maschke, B. (1998). Journées thématique sur les sys-tèmes passifs. In GdR Automatique ; Responsable D. Normand-Cyrot, Université de Technologiede Compiègne, UMR CNRS Heudiasyc.Lum, K.-Y., Coppola, V., and Bernstein, D. (1996). Adaptative autocentering control for an activemagnetic bearing supporting a rotor with unknown mass imbalance. IEEE Transactions onControl Systems Technology, 4(5):587�597.Matsumura, F., Fujita, M., Hatake, K., and Hirai, M. (1994). Elimination of unbalance vibration inAMB systems using gain scheduled h1 robust controllers. In Fourth International Symposiumon Magnetic Bearings, pages 113�118, ETH Zurich, Suisse.Matsumura, F., Kido, K., Tanaka, Y., and Takeda, T. (1983). Design method of horizontal shaftattractive controlled magnetic bearing and its characteristics. Electrical Ingeneering in Japan,103(3):130�137.Matsumura, F., Kobayashi, H., and Akiyama, Y. (1981). Fundamental equation for horizontal shaftmagnetic bearing and its control system design. Electrical Ingeneering in Japan, 101(3):123�130.Matsumura, F., Mamerikawa, T., Hagiwara, T., and Fujita, M. (1996). Application of gain sche-duled h1 robust controllers to a magnetic bearing. IEEE Transactions on Control SystemsTechnology, 4(5):484�493.Meeker, D. (1996). Optimal Solutions to the Inverse Problem in Quadratic Magnetic Actuators.PhD thesis, University of Virginia.Meisel, J. (1984). Principles of Electromechanical Energy Conversion (Revised edition). Robert E.Krieger Publishing Company, Malabar, Florida.Mohamed, A. and Emad, F. (1993). Nonlinear oscillations in magnetic bearing systems. IEEETransactions on Automatic Control, 38(8):1242�1245.



170 BIBLIOGRAPHYMoon, F. (1994). Progress in superconducting magnetic bearings. In Fourth InternationalSymposium on Magnetic Bearings, pages 411�415, ETH Zurich, Suisse.Mouille, P. (1994). Commande Non Linéaire de Paliers Magnétiques. PhD thesis, Université deSavoie.Namerikawa, T. and Fujita, M. (1998). Wide area stabilization of a magnetic bearing using exactlinearization. In Proceedings of the Sixth International Symposium on Magnetic Bearings, pages733�742, MIT Cambridge, USA.Nicklasson, P., Ortega, R., and Espinosa, G. (1994). On output feedback tracking control of thegeneral rotating machine. In 33rd IEEE Conference Decision and Conrol, Orlando, Floride,USA.Nonami, K. and Ito, T. (1996). � synthesis of �exible rotor magnetic bearing systems. IEEETransactions on Control Systems Technology, 4(5):503�512.Nonami, K. and Yamagushi, H. (1991). Robust control of magnetic bearing systems by means ofsliding mode control. In Proc.Int. Symp. Application Electromagnetic Forces - ISEM'91, Sendai,Japan.Okada, Y. (1994). Disturbance observer based controller for �exible rotor supported by magneticbearings. In Fourth International Symposium on Magnetic Bearings, pages 53�58, ETH Zurich,Suisse.Okada, Y., Dejima, K., and Ohishi, T. (1995). Analysis and comparison of PM synchronous motorand induction motor type magnetic bearings. IEEE Transaction on Industry Applications,31(5):1047�1053.Okada, Y., Miyamoto, S., and Ohishi, T. (1996). Levitation and torque control of internal permanentmagnet type bearingless motor. IEEE Transactions on Control Systems Technology, 4(5):565�571.Paden, B. and Penja, R. (1988). Globally asymptotically stable PD+ controller for robot manipu-lators. International Journal of Control, 47:1697�1712.Panteley, E. and Ortega, R. (1996). Cascaded control of feedback interconnected systems:Application to robots with ac drives. Lieu de publication inconnu.Petela, G. and Botros, K. (1995). Magnetic bearing control of �exible shaft vibrations based onmulti-access velocity-displacement feedback. Transactions of the ASME, Journal of Engineeringfor Gas Turbines and Power, 117:188�197.Ponsart, J. (1996). Asservissement Numériques de Paliers Magnétiques. Application aux pompes àvide. PhD thesis, Université de Savoie.Schweitzer, G., Bleuler, H., and Traxler, A. (1994). Active Magnetic Bearings: Basics,Propertiesand Applications of Active Magnetic Bearings. v.d.f. Edition, Zürich.



BIBLIOGRAPHY 171Silber, S. and Amrhein, W. (1998a). Bearingless single-phase motor with concentrated full pitchwinding in exterior rotor design. In Proceedings of the Sixth International Symposium onMagnetic Bearings, pages 476�485, MIT Cambridge, USA.Silber, S. and Amrhein, W. (1998b). Bearingless single-phase motor with concentrated full pitch win-ding in interior rotor design. In Proceedings of the Sixth International Symposium on MagneticBearings, pages 486�496, MIT Cambridge, USA.Slotine, J. and Li, W. (1990). Applied Nonlinear Control. Prentice-Hall International Editions.Smith, R. and Weldon, W. (1995). Nonlinear control of a rigid rotor magnetic bearing system:Modeling and simulation with full state feedback. IEEE Transaction on Magnetics, 31(2):973�980.Spinger, H., Schlager, G., and platter, T. (1998). A nonlinear simulation model for active magneticbearing actuators. In Proceedings of the Sixth International Symposium on Magnetic Bearings,pages 189�203, MIT Cambridge, USA.Spong, M. and Vidyasagar, M. (1989). Robot Dynamics and Control. Wiley New York.Takahata, R. and Ueyama, H. (1994). Characterization of superconducting magnetic bearings. InFourth International Symposium on Magnetic Bearings, pages 407�410, ETH Zurich, Suisse.Taoutaou, D. (1997). Contrôle Non-linéaire des Machines Asynchrones : Passivité, ContrôleVectoriel et Discrétisation Exacte. PhD thesis, Université de Technologie de Compiègne, URACNRS Heudiasyc.Taoutaou,D., Glumineau, A., and Castro-Linares, R. (1998). A sliding mode controller for inductionmotors based on passivity feedback equivalence. In Proceedings of IFAC SSC'98 Conference onSystem Structure and Control, volume 3, pages 771�776, Nantes, France.Terentiev, A., Harrison, J., Liang, R., Bonn, D., and Hardy, W. (1995). Damping of mechanicalvibration superconducting yba2cu3o7�x in magnetic �eld. Appl. Phys. lett., 5(66):643�645.Thielman, S. and Fabien, B. (1995). Experimental application of an observer-based feedback li-nearizing controller to an electromagnetic suspension. In Proceedings of American ControlConference, pages 3818�3819, Seattle, Washington, USA.Tian, H. and Nonami, K. (1994). Robust control of �exible rotor magnetic bearing systems usingdiscrete time sliding mode control. In Fourth International Symposium on Magnetic Bearings,pages 47�52, ETH Zurich, Suisse.Torres, M. and Ortega, R. (1998). Feedback linearization, integrator backstepping and passivity-based controller designs: A comparison example. In Perspectives in Control: Theory and appli-cations (Coordonné par D. Normand Cyrot), pages 97�115, Springer Verlag.Trumper, D., Olson, S., and Subrahmanhyan, P. (1997). Linearizing control of magnetic suspensionsystems. IEEE Transactions on Control Systems Technology, 5(4):427�438.



172 BIBLIOGRAPHYTsuchimoto, M., Kojima, T., Waki, H., and Honna, T. (1995). Numerical analyses of trapped �eldmagnet and stable levitation region of htsc. IEEE Transaction on Magnetics, 31(3):1781�1784.Utkin, V. (1977). Variable structure systems with sliding modes. IEEE Transactions on AutomaticControl, 22(2):212�222.Utkin, V. (1992). Sliding Modes in Control Optimization. Springer-Verlag.Vidolov, B., Mélin, C., de Miras, J., and Charara, A. (1996). Two-rules-based fuzzy logic controland sliding mode control of an active magnetic bearing. In FUZZ-IEEE'96, pages 1205�1209,New Orleans, USA.Virgin, L., Walsh, T., and Knight, J. (1995). Nonlinear behavior of a magnetic bearing system.Transactions of the ASME, Journal of Engineering for Gas Turbines and Power, 117:582�588.Wu, Z., Mellor, P., Mason, P., and Howe, D. (1998). Nonlinear control of magnetic bearings for high-speed �ywheels. In Proceedings of the Sixth International Symposium on Magnetic Bearings,pages 599�608, MIT Cambridge, USA.Yeh, T.-J. and Youcef-Toumi, K. (1996). Achievable performance of magnetically levitated rotatingmachines. In IFAC'96 13th Triennial World Congress, pages 451�456, San Francisco, USA.Yonnet, J. (1981). Etude des paliers magnétiques passifs. PhD thesis, Thèse d'Etat, INP Grenoble.Youcef-Toumi, K. and Reddy, S. (1992). Dynamic analysis and control of high precision activemagnetic bearings. Journal of Dynamic Systems, Measurement, and Control, 114:623�633.Zhong, P. and Townsend, M. (1994). Stability of magnetic bearing-rotor systems and the e�ects ofgravity and damping. AIAA Journal, 32(7):1492�1499.



173Annexe AEquation d'Euler Lagrange : origineA.1 Modèle par l'approche variationnelleDé�nition 6 (Fonctionnelle)Une Fonctionnelle est une application de l'espace des courbes 
 de Rn dans R que l'on note :
 J7�! J (
) = Z t2t1 L �X; _X; t�dt X 2 R: (A.1)Soit une perturbation de la trajectoire X (t) que l'on va noter :�X (t) = X (t) + "� (t) (A.2)où " est petit et � (t) prend une valeur arbitraire. La variation de trajectoire s'exprime comme :�X (t) = �X (t)�X (t) : (A.3)et est schématisée sur la Figure A.1.
Fig. A.1: Variation de trajectoireNous allons rechercher les trajectoires du système qui conservent une valeur stationnaire à lafonctionnelle J entre t1 et t2. Pour cela, nous allons observer la valeur de l'intégrale qui constitue



174 ANNEXE A. EQUATION D'EULER LAGRANGE : ORIGINEla fonctionnelle au long des trajectoires voisines de X (t). Soit la fonctionnelle J stationnaire pourX (t) = s (t) (avec l'application L 2 C! analytique), cela est équivalent à avoir �J ! 0 si �s ! 0.Soit Js la valeur stationnaire de J , on aJs + �Js = Z t2t1 L (s+ "�; _s+ " _�; t)dt: (A.4)L étant C!, on utilise une expansion en série de Taylor et on trouve :L (s + "�; _s+ " _�; t) =L (s; _s; t) + "�� @L@s + _� @L@ _s �+ "22!  �2 @2L@s2 + 2 � _� @2L@s@ _s + _�2@2L@ _s2 !+ O �"3� (A.5)ce qui implique que : �Js = Z t2t1 ""L1 + "22!L2 + O �"3�# dt: (A.6)Js sera un extremum si on a les propriétés suivantes :i. �Js = 0 si " = 0 ;ii. �Js < 0 si " > 0 ou " < 0 (maximum) ;iii. �Js > 0 si " > 0 ou " < 0 (minimum).Cela revient à observer les valeurs des dérivées première et seconde de �Js. On a alors les deuxéquations suivantes : d (�Js)d" = J1 + "J2 +O �"2�d2 (�Js)d"2 = J2 +O (") avec J1 = Z t2t1 L1dtJ2 = Z t2t1 L2dt: (A.7)Les trajectoires recherchées sont telles que J soit extrémale. on va donc étudier les équationsprécédentes pour " = 0. on obtient la condition suivante :d (�Js)d" ����"=0 = 0�) nJ1j"=0 = 0 (A.8)Cela implique que J1 = Z t2t1 ��@L@s + _�@L@ _s �dt = 0: (A.9)



A.2. EXEMPLE 175On peut alors intégrer par partie le second terme de l'intégrale (A.9) pour obtenir :Z t2t1 _�@L@ _s dt = ��@L@ _s �t2t1 � Z t2t1 � � ddt �@L@ _s��dt: (A.10)Par dé�nition de la variation entre t1 et t2, on a � (t1) = � (t1) = 0 (voir Figure A.1). Le premierterme de l'intégration par partie est donc nul. Il nous reste l'équation suivante :J1 = 0() Z t2t1 �@L@s � ddt �@L@ _s �� � (t) dt = 0 8� (t) : (A.11)Pour arriver à la conclusion, nous avons besoin du lemme suivant :Lemme 1Soit une application G (t) 2 C0 dans l'intervalle [t1; t2], et � (t) 2 C2 une application quelconque.Soit l'intégrale I = Z t2t1 G (t) � (t)dt 8� (t) ; (A.12)on a alors : I = 0 =) G (t) = 0 8t 2 [t1; t2] : (A.13)Au �nal, on se retrouve avec l'equation suivante@L@s � ddt �@L@ _s� = 0 (A.14)communément appelée équation d'Euler - Lagrange. On peut donc formuler notre conclusion commesuit : pour qu'une fonctionnelle J garde une valeur stationnaire qui soit un extremum, l'équa-tion (A.14) doit être véri�ée.A.2 ExempleExemple 1Soit l'application L (x; _x; t) = _x2+12xt. Il faut trouver parmi toutes les fonctions x (t) 2 C0; x (0) =0; x (1) = 1; celle qui minimise J = Z 10 L (x; _x; t)dtOn a: @L@x = 12t; @L@ _x = 2 _x. la trajectoire x (t) doit être solution de l'équation 2�x � 12t = 0 et�nalement on va trouver : x (t) = t3 + �t + �; sachant les conditions en t = 1 et t = 2, on a:x (t) = t3.



176 ANNEXE A. EQUATION D'EULER LAGRANGE : ORIGINE



177Annexe BCalcul de la matrice CCette annexe décrit le cheminement qui permet de calculer la matrice C (q; _q), qui se trouvedans l'équation (2.24), à partir de la matrice d'inertie D (q) du système. Après cela, le théorème quiprouve que l'équation (2.25) est valide sera énoncé (Spong and Vidyasagar, 1989).B.1 Les symboles de Christo�elSoit le lagrangien du système :L = T � U = 12Xi;j dij (q) _qi _qj � U (q) (B.1)avec : D (q) = 2666666664 d11 : : : d1j : : : d1n... . . . ... ...dj1 : : : dij : : : djn... ... . . . ...dn1 : : : dnj : : : dnn 3777777775 : (B.2)Les équations d'Euler-Lagrange, appliquées à l'équation (B.1) sous leur forme ligne par ligne, quiest : ddt � @L@ _qk�� @L@qk = bkEk (B.3)donnent la dérivée du lagrangien par rapport aux vitesses généralisées :@L@ _qk =Xj dkj (q) _qj (B.4)



178 ANNEXE B. CALCUL DE LA MATRICE CEn dérivant par rapport au temps, on obtient :ddt � @L@ _qk� =Xj dkj (q) �qj +Xj ddt (dkj (q)) _qj=Xj dkj (q) �qj +Xi;j @dkj (q)@qi _qi _qj (B.5)De plus, on a : @L@qk = 12 Xi;j @dij@qk _q _qj � @U@qk (B.6)ce qui implique : @L@qk = 12 Xi;j @dij@qk _qi _qj � @U@qk (B.7)L'équation de Lagrange devient donc :Xj dkj (q) �qj +Xi;j �@dkj@qi � 12 @dij@qk � _qi _qj + @U@qk = bkEk (B.8)En utilisant la symétrie de la matrice d'inertie c'est à dire dkj = djk, le terme précédent peut seréécrire: Xi;j @dkj@qi =Xi;j 12 @dkj@qi +Xi;j 12 @dkj@qi=Xi;j 12 @dkj@qi +Xj;i 12 @dki@qj (B.9)pour �nalement obtenir :Xi;j �@dkj@qi � 12 @dij@qk � _qi _qj =Xi;j 12  @dkj@qi + @dki@qj � @dij@qk ! _qi _qj (B.10)Le terme suivant : ckij = 12  @dkj@qi + @dki@qj � @dij@qk ! (B.11)est appelé symbole de Christo�el (il possède la particularité suivante : ckij = ckji). En e�ectuant lapremière sommation sur i, le terme suivant est obtenu :



B.2. PROPRIÉTÉ DE LA MATRICE C 179ckj = nXi=1 cijk (q) _qi= nXi=1 12  @dkj@qi + @dki@qj � @dij@qk ! _qi (B.12)Il représentent le (k; j)ième élément de la matrice C (q; _q) qui se retrouve dans l'équation (2.24).B.2 Propriété de la matrice CThéorème 4Soit la matrice N (q; _q) = _D (q)� 2C (q; _q). Alors la matrice N (q; _q) est antisymétrique, c'est à direque les composantes njk de N satisfont njk = �nkj .Preuve : Soit la matrice d'inertie D (q), la (k; j)ième composante de _D (q) est donnée par :_dkj = nXi=1 @dkj@qi _qi (B.13)On trouve alors le (k; j)ième élément de N = _D � 2C qui est :_nkj = _dkj � 2ckj= nXi=1 "@dkj@qi � (@dkj@qi + @dki@qj � @dij@qk )# _qi= nXi=1 "@dij@qk � @dki@qj # _qi (B.14)Etant donné que la matrice d'inertie D (q) est symétrique, c'est à dire que dij = dji, il s'en suit, eninterchangeant les indices que : njk = �nkj (B.15)et que : xt h _D (q)� 2C (q; _q)i x = 0 8x: (B.16)
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181Annexe CPosition du centre géométrique ODans le chapitre sur la Modélisation, quelques hypothèses simpli�catrices sont faites pour expri-mer la position du centre géométrique du rotor en fonction des mesures e�ectuées par les capteurs.Les expressions complètes de ce changement de coordonnées sont données dans cette annexe.Soient A = (lc; y1; z1) et B = (�lc; y2; z2) les deux points représentant la position du rotor danschacun des plans de contrôle (Figure 2.16). La droite passant par A et B a pour équation :x0 � xx0 � x1 = y0 � yy0 � y1 = z0 � zz0 � z1 (C.1)en écrivant l'égalité vectorielle : �!AB = k�!AX (C.2)soit : lc � x2 lc = y1 � yy1 � y2 = z1 � zz1 � z2ou encore�xlc = y1 + y2 � 2 yy1 � y2 = z1 + z2 � 2 zz1 � z2 (C.3)Prenons maintenant deux points dans le repère attaché au rotor C = (lc; 0; 0) et D = (�lc; 0; 0).On peut très bien trouver leur coordonnées dans le repère du stator par les transformations dechangement de base dé�nie dans la section 2.4.1 :CRC000 2664lc003775+ 2664xOyOzO3775 = 2664cos( ) cos(�)lc + xOsin( ) cos(�)lc + yO� sin(�)lc + zO 3775CRC000 2664�lc00 3775+ 2664xOyOzO3775 = 2664� cos( ) cos(�)lc + xO� sin( ) cos(�)lc + yOsin(�)lc + zO 3775 (C.4)



182 ANNEXE C. POSITION DU CENTRE GÉOMÉTRIQUE OLes deux points dé�nis dans l'équation (C.4) appartiennent à l'axe géométrique dé�nie parl'équation (C.3). Ils sont donc solutions de cette équation, ce qui donne :lc � cos( ) cos(�)lc � xO2 lc = y1 � sin( ) cos(�)lc � yOy1 � y2 = z1 + sin(�)lc � zOz1 � z2lc + cos( ) cos(�)lc � xO2 lc = y1 + sin( ) cos(�)lc � yOy1 � y2 = z1 � sin(�)lc � zOz1 � z2 (C.5)ou encore :� cos( ) cos(�)lc � xOlc = y1 + y2 � 2 (sin( ) cos(�)lc + yO)y1 � y2 = z1 + z2 + 2 (sin(�)lc � zO)z1 � z2cos( ) cos(�)lc � xOlc = y1 + y2 + 2 (sin( ) cos(�)lc � yO)y1 � y2 = z1 + z2 � 2 (sin(�)lc + zO)z1 � z2 (C.6)La solution de l'équation peut s'écrire :tan ( ) = y1 � y22 lctan (�)cos ( ) = �z1 � z22 lcyO = 12 (y1 + y2) + 2 xO tan ( )zO = 12 (z1 + z2)� 2 xO tan (�)cos ( ) (C.7)Bien entendu, ces expressions ne sont pas forcément simples à utiliser ni même utiles pour l'obtentiond'un modèle représentatif. Elles peuvent être simpli�ées en supposant que x0 est nulle ainsi que  lorsqu'il s'agit d'équations comportant �. On obtient alors :tan ( ) = y1 � y22 lctan (�) = �z1 � z22 lcyO = 12 (y1 + y2)zO = 12 (z1 + z2) (C.8)qui sera le changement de variable utilisé pour obtenir le modèle de la broche dans les coordonnéesde mesure 1.1. Il s'agit du modèle qui est appelé modèle d'analyse dans ce document.



183Annexe DForme quadratique de la matriced'inertieD.1 Energie cinétique de translationDans la section 2.4.2.1 nous avons donné l'énergie cinétique de translation dans le cas où laposition du centre d'inertie G di�ère de celle du centre géométrique O. Cette expression est :Tmct = 12m njVOj2 + pTG=C000 CRTC000 C
TC000 C
C000 CRC000 pG=C000 + 2V TO C
C000 CRC000 pG=C000o(D.1)Chacun des termes de cette expression sera calculé pour pouvoir trouver la matrice d'inertiede translation du rotor. Commençons par jVOj2 qui est la partie qui reste lorsque O et G sontconfondus. cela donne : jVOj = [ _x; _y; _z]T (D.2)La première partie s'écrit donc :Tmct1 = 12m 0BB@ _x_y_z1CCAT 26641 0 00 1 00 0 137750BB@ _x_y_z1CCA (D.3)Pour calculer le second terme, il est nécessaire d'avoir l'expression du vecteur vitesse instantanéede rotation du rotor exprimé dans le repère du stator, la position du centre d'inertie dans le repère�xé aux axes géométriques du rotor, et la matrice de passage entre ce dernier repère et le repère dustator.Il a été vu dans la section 2.4.1 que la matrice de changement de base s'exprime par l'équation :



184 ANNEXE D. FORME QUADRATIQUE DE LA MATRICE D'INERTIECRC000 ( ; �; �) = 2664c( )c(�) �s( )c(�) + c( )s(�)s(�) s( )s(�) + c( )s(�)c(�)s( )c(�) c( )c(�) + s( )s(�)s(�) �c( )s(�) + s( )s(�)c(�)�s(�) c(�)s(�) c(�)c(�) 3775 (D.4)La position du centre d'inertie dans le repère �xé aux axes géométriques du rotor peut s'écrire :pG=C000 = 0BB@�x�y�z1CCA (D.5)Comme on le montre sur la �gure 2.18, il existe toujours un repère lié aux axes géométriquesdu rotor dans lequel la rotation d'angle ' se fait selon l'axe z, même si ce repère n'est pas connu àpriori 1.Il reste à donner l'expression du vecteur vitesse instantanée de rotation �!
 C000 dans le repère �xedu stator : �!
 C000 = _�~i2 + _�~j1 + _ ~k0 (D.6)En utilisant les transformations de changement de base, cela devient :C�!
 C000 = _�2664cos � sin 0sin cos 00 0 137752664 cos(�) 0 sin(�)0 1 0� sin(�) 0 cos(�)37750BB@1001CCA+ _� 2664cos � sin 0sin cos 00 0 137750BB@0101CCA + _ 0BB@0011CCA (D.7)En e�ectuant le calcul, on trouve :C�!
 C000 = 0BB@ _� cos( ) cos(�)� _� sin( )_� sin( ) cos(�) + _� cos( )� _� sin(�) + _ 1CCA (D.8)Le deuxième terme de l'équation (D.1) devient alors :1. Dans une simulation, on introduira un o�set sur la mesure de �



D.1. ENERGIE CINÉTIQUE DE TRANSLATION 185pTG=C000 CRTC000 C
TC000 C
C000 CRC000 pG=C000 =��y2 + �z2	 _�2 + f�c(�)�x �y + (��y c(�) + �z s(�)) �x+ s(�)�x �zg _� _�+( (�2 �y s(�)� �x c(�)s(�)) �y + (��y c(�)s(�)� c(�)c(�)�z)�x+ (��x c(�)c(�)� 2 �z s(�)) �z ) _� _ + ���y s(�)c(�) + �z (c(�))2� �z + �x2 + ��z s(�)c(�) + �y �1� (c(�))2�� �y	 _�2+8><>: (��z s(�)s(�) + �y s(�)c(�)) �x+ ��y �c(�)� 2 c(�) (c(�))2�� �x s(�)s(�) + 2 �z c(�)c(�)s(�)��z+ ��z �c(�)� 2 c(�) (c(�))2�+ �x s(�)c(�)� 2 �y c(�)c(�)s(�)��y9>=>; _� _ +8><>:��x (c(�))2 + �y c(�)s(�)s(�) + �z c(�)s(�)c(�)��x+ ��x c(�)s(�)s(�) + �y �(c(�))2 (c(�))2 � (c(�))2 + 1�� �z s(�)c(�) (c(�))2� �y+ ��x c(�)s(�)c(�) + �z �1� (c(�))2 (c(�))2�� �y s(�)c(�) (c(�))2� �z 9>=>; _ 2 (D.9)qui peut se réécrire sous la forme matricielle suivante en factorisant par rapport au vecteur_q = h _x; _y; _z; _�; _�; _ iT : Tmct2 = 12 m 0BB@ _�_�_ 1CCAT Dmct2 0BB@ _�_�_ 1CCA (D.10)avec : Tmct2 =26666666666666666666666666666666666664
�y2 + �z2 � c(�)�x �y+ s(�)�x �z � c(�)s(�)�x �y� c(�)c(�)�x �z� s(�)�y2� s(�)�z2� c(�)�x �y+ s(�)�x �z �x2 + (s(�))2 �y2+ 2 s(�)c(�)�y �z+ (c(�))2 �z2 s(�)c(�)�x �y� s(�)s(�)�x �z� c(�)c(�)s(�)�y2+ �c(�) � 2 c(�) (c(�))2� �y �z+ c(�)c(�)s(�)�z2� c(�)s(�)�x �y� c(�)c(�)�x �z� s(�)�y2 � s(�)�z2 s(�)c(�)�x �y � s(�)s(�)�x �z� c(�)c(�)s(�)�y2+ �c(�) � 2 c(�) (c(�))2� �y �z+ c(�)c(�)s(�)�z2 (c(�))2 �x2+ 2 c(�)s(�)s(�)�x �y+ 2 c(�)s(�)c(�)�x �z+ �(c(�))2 (c(�))2 � (s(�))2� �y2� 2 s(�)c(�) (c(�))2 �y �z+ �1� (c(�))2 (c(�))2� �z2

37777777777777777777777777777777777775 (D.11)
De même, le troisième terme de l'équation (D.1) peut s'écrire :



186 ANNEXE D. FORME QUADRATIQUE DE LA MATRICE D'INERTIE2 V TO C
C000 CRC000 pG=C000 =( � 2 �z s(�)c( )s(�) + 2 �z (c(�))2 c(�)s( ) + 2 �y (s(�))2 s( )s(�)+ 2 �y (c(�))2 s(�)s( ) + 2 �y s(�)c( )c(�) + 2 �z (s(�))2 s( )c(�)) _x _�+ ��2 s(�)c( )�x+ 2 c(�)s(�)c( )�y+ 2 c(�)c(�)c( )�z	 _x _�+ ��2 s( )c(�)�x+ 2 �z c( )s(�)� 2 �y c( )c(�)� 2 �z s( )s(�)c(�)� 2 �y s( )s(�)s(�)	 _x _ +(� 2 �y (s(�))2 c( )s(�)� 2 �z (s(�))2 c( )c(�) + 2 �y s(�)s( )c(�)� 2 �z (c(�))2 c(�)c( )� 2 �z s(�)s( )s(�)� 2 �y (c(�))2 s(�)c( )) _y _�+ �2 c(�)s(�)s( )�y+ 2 c(�)c(�)s( )�z � 2 s(�)s( )�x	 _y _�+ �2 �y c( )s(�)s(�) + 2 �z s( )s(�) + 2 c( )c(�)�x� 2 �y s( )c(�) + 2 �z c( )s(�)c(�)	 _y _ + ��2 �z (c( ))2 c(�)s(�)� 2 �z (s( ))2 c(�)s(�) + 2 �y (c( ))2 c(�)c(�) + 2 �y (s( ))2 c(�)c(�)	 _z _�+(� 2 �z (c( ))2 s(�)c(�)� 2 �y (s( ))2 s(�)s(�)� 2 �x (s( ))2 c(�)� 2 �x (c( ))2 c(�)� 2 �y (c( ))2 s(�)s(�)� 2 �z (s( ))2 s(�)c(�) ) _z _� (D.12)qui peut se réécrire sous la forme matricielle suivante en factorisant par rapport au vecteur_q = h _x; _y; _z; _�; _�; _ iT : Tmct3 = 12m 0BBBBBBBBBB@ _x_y_z_�_�_ 1CCCCCCCCCCAT "[0]3�3 DTmct3Dmct3 [0]3�3# 0BBBBBBBBBB@ _x_y_z_�_�_ 1CCCCCCCCCCA (D.13)avec : Dmct3 =266666666666666664 (s( )s(�) + c( )s(�)c(�))�y+ (�c( )s(�)s(�) + s( )c(�)) �z (�c( )s(�) + s( )s(�)c(�)) �y+ (�s( )s(�)s(�)� c( )c(�))�z c(�)c(�)�y� c(�)s(�)�z� s(�)c( )�x+ c(�)s(�)c( )�y+ c(�)c(�)c( )�z � s(�)s( )�x+ c(�)s(�)s( )�y+ c(�)c(�)s( )�z � c(�)�x� s(�)s(�)�y� s(�)c(�)�z� s( )c(�)�x+ (�s( )s(�)s(�)� c( )c(�))�y+ (c( )s(�)� s( )s(�)c(�))�z c( )c(�)�x+ (�s( )c(�) + c( )s(�)s(�)) �y+ (s( )s(�) + c( )s(�)c(�))�z 0 377777777777777775 (D.14)Les trois termes de l'énergie cinétique de translation s'assemblent dans une matrice carrée commecela sera montré après avoir calculé l'énergie cinétique de rotation.D.2 Energie cinétique de rotationIl a été dit précédemment que l'énergie cinétique de rotation peut s'écrire comme :



D.2. ENERGIE CINÉTIQUE DE ROTATION 187Tmcr = 12 C000�!
 TC000 [IO]C000 C000�!
 C000 (D.15)avec : [IO]C000 = 2664 Ix + '2Iy Ix'� 'Iy 0Ix '� 'Iy '2Ix + Iy 00 0 Iz3775 (D.16)et : C000�!
 TC000 = 0BB@ _�� _ sin(�)cos(�) _� + _ cos(�) sin(�)� sin(�) _� + _ cos(�) cos(�)1CCA (D.17)Or c'est une forme quadratique qui est recherchée, qui peut s'écrire 1=2 _qT D _q avec :_q = h _x; _y; _z; _�; _�; _ iT (D.18)Pour y arriver, la valeur scalaire de Tmcr doit être calculée :Tmcr = 12 26666666666666666666664
nIx + '2Iyo _�2 + f�2' Iy + 2' Ixg c(�) _� _� : : :+ n(�2' c(�) Iy + 2' c(�)Ix) s(�)� 2 Ix s(�) � 2'2Iy s(�)o _� _ : : :+ n�'2Ix + Iy� (c(�))2 + Iz (s(�))2o _�2 : : :+8<:��2 Iz c(�) + 2'2Ix c(�) + 2 Iy c(�)� c(�)s(�) : : :+ (�2 s(�)Ix '+ 2 s(�)Iy ') c(�) 9=; _� _ : : :+8>>><>>>: (2' c(�)Iy s(�)� 2' c(�)Ix s(�)) s(�) + Ix (s(�))2 : : :+ Iz (c(�))2 (c(�))2 + �(c(�))2 Iy + (c(�))2 '2Ix� (s(�))2 : : :+ Iy '2 (s(�))2 9>>>=>>>; _ 2

37777777777777777777775 (D.19)puis refactorisée par rapport au vecteur _q désiré pour obtenir :Tmcr = 12 0BB@ _�_�_ 1CCAT Dmcr 0BB@ _�_�_ 1CCA (D.20)avec :



188 ANNEXE D. FORME QUADRATIQUE DE LA MATRICE D'INERTIEDmcr =2666666666666666666666666666664
Ix + '2Iy ' c(�)Ix � ' c(�)Iy �' c(�)s(�) : : :� s(�) � Ix : : :+�� 'c(�)s(�) : : :� '2s(�) � Iy' c(�)Ix � ' c(�)Iy '2 (c(�))2 Ix : : :+ (c(�))2 Iy : : :+ (s(�))2 Iz �'2c(�)c(�)s(�) : : :� s(�)'c(�) � Ix : : :+�c(�)c(�)s(�) : : :+ s(�)'c(�) � Iy : : :� c(�)c(�)s(�)Iz�' c(�)s(�) : : :� s(�) � Ix : : :+�� 'c(�)s(�) : : :� '2s(�) � Iy �'2c(�)c(�)s(�) : : :� s(�)'c(�) � Ix : : :+�c(�)c(�)s(�) : : :+ s(�)' c(�) � Iy : : :� c(�)c(�)s(�)Iz 0@� 2'c(�)s(�)s(�) : : :+ (c(�))2 '2 (s(�))2 : : :+ (s(�))2 1A Ix : : :+0@2' c(�)s(�)s(�) : : :+ '2 (s(�))2 : : :+ (c(�))2 (s(�))2 1A Iy : : :+ (c(�))2 (c(�))2 Iz

3777777777777777777777777777775 (D.21)
Cette équation peut encore être transformée en utilisant le changement de coordonnées (C.8).D.3 Energie cinétique totaleMaintenant que sont connues les expressions des di�érents termes constituant l'énergie cinétiquemécanique du rotor d'une broche, elles peuvent être assemblées dans une même équation delà formesuivante : Tmc = 12 0BBBBBBBBBB@ _x_y_z_�_�_ 1CCCCCCCCCCAT "mDmct1 mDTmct3mDmct3 mDmct2 +Dmcr# 0BBBBBBBBBB@ _x_y_z_�_�_ 1CCCCCCCCCCA=) Tmc = 12 _qTmDm _qm (D.22)
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Annexe EModèle de simulation : matrice C etdissipation électrique

E.1 Matrice CConnaissant la matrice d'inertie du système, la formule des symboles de Christo�el dé�nie dansl'Annexe B peut directement être appliquée pour obtenir la matrice C. En fait, pour simpli�erl'écriture de cette partie de l'équation du système, c'est C _q qui va être donnée. Au regard de ladimension de cette équation, elle va être coupée en trois parties. La première correspond aux troistranslations (x; y; z) :



190ANNEXE E. MODÈLE DE SIMULATION : MATRICE C ET DISSIPATION ÉLECTRIQUE26666666666666666666666666666666666666666666666664
(�m�y c( )s(�)s(�)�m�z c( )s(�)c(�)�m�z s( )s(�) +m�y s( )c(�)) _�2+ (�2mc(�)c( )s(�)�z+ 2mc(�)c( )c(�)�y) _� _�+ (2m�z c( )c(�) + 2m�z s(�)s( )s(�) + 2m�y c( )s(�)� 2m�y s(�)s( )c(�)) _� _ + (�mc( )c(�)�x�m�y c( )s(�)s(�)�m�z c( )s(�)c(�)) _�2+ (�2ms( )�y c(�)s(�)� 2ms( )�z c(�)c(�) + 2ms( )s(�)�x) _� _ + (�m�z s( )s(�)�mc( )c(�)�x+m�y s( )c(�)�m�z c( )s(�)c(�)�m�y c( )s(�)s(�)) � _ �2� 12 �xixp2(�e0 + x)2 + 12 �xixm2(e0 + x)2(�m�z s( )s(�)c(�)�m�y s( )s(�)s(�) +m�z c( )s(�)�m�y c( )c(�)) _�2+ (2mc(�)s( )c(�)�y � 2mc(�)s( )s(�)�z) _� _�+ (2m�y s(�)c( )c(�) + 2m�y s( )s(�)� 2m�z s(�)c( )s(�) + 2m�z s( )c(�)) _� _ + (�ms( )c(�)�x�m�y s( )s(�)s(�)�m�z s( )s(�)c(�)) _�2+ (2mc( )�y c(�)s(�) + 2mc( )�z c(�)c(�)� 2mc( )s(�)�x) _� _ + (m�z c( )s(�)�ms( )c(�)�x�m�y c( )c(�)�m�z s( )s(�)c(�)�m�y s( )s(�)s(�)) � _ �2� 12 � iy1p2(�e0 + y + la tan( ))2 + 12 � iy1m2(e0 + y + la tan( ))2� 12 � iy2p2(e0 � y + la tan( ))2 + 12 � iy2m2(e0 + y � la tan( ))2(�mc(�)�y s(�)�mc(�)�z c(�)) _�2 + (�2ms(�)c(�)�y+ 2ms(�)s(�)�z) _� _�+ (�mc(�)�z c(�) +ms(�)�x�mc(�)�y s(�)) _�2� 12 � iz1p2(�e0 + z � la tan(�))2 + 12 � iz1m2(e0 + z � la tan(�))2� 12 � iz2p2(�e0 + z + la tan(�))2 + 12 � iz2m2(e0 + z + la tan(�))2

37777777777777777777777777777777777777777777777775
(E.1)

Chaque ligne de cette matrice peut se décomposer en trois parties :- la première comporte un terme avec _�2 en facteur. Il s'agit de l'e�et que provoque le balourd ;- la deuxième correspond au reste des couplages par les vitesses (Coriolis) qui agissent sur chaqueaxe ;- la troisième partie (celle comprenant des courants au carré) correspond aux forces électromagné-tiques exercées par les actionneurs. Pour �x seul les actionneurs de cet axe ont une action. Par contresur �y (respectivement sur �z), agissent les actionneurs des axes y (respectivement des axes z) deschaque plans de contrôle.Le deuxième vecteur correspond aux actions sur les axes (�; �;  ) :



E.1. MATRICE C 19126666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666664

��mc(�)s(�)�y2 � 2m (c(�))2 �y �z +m�y �z +mc(�)�z2s(�)+ '2c(�)Ix s(�) + c(�)Iy s(�)� s(�)Iz c(�) � _�2+0B@2mc(�) (c(�))2 �y2 � 4mc(�)s(�)c(�)�y �z + '2Ix c(�)� 2 Ix '2c(�) (c(�))2+ Iy c(�)� 2 Iy c(�) (c(�))2 + 2 Iy s(�)' s(�) + 2 c(�) (c(�))2 Iz � Iz c(�)� Ix c(�) + 2ms(�)s(�)�x �y + 2ms(�)c(�)�x �z � 2mc(�)�y2� 2 Ix s(�)' s(�)� 2mc(�) (c(�))2 �z2 � Iy '2c(�) 1CA _� _ +0B@�mc(�)s(�)c(�)�x�y +mc(�)s(�)s(�)�x �z +m (c(�))2 c(�)s(�)�y2�m (c(�))2 �y �z + 2m (c(�))2 (c(�))2 �y �z �m (c(�))2 c(�)s(�)�z2� Ix (c(�))2 '2s(�)c(�) + Ix ' c(�)s(�)c(�)� Iy ' c(�)s(�)c(�)� Iy (c(�))2 c(�)s(�) + c(�) (c(�))2 Iz s(�) 1CA� _ �2(ms(�)�x�y +mc(�)�x�z � ' s(�)Ix + 's(�)Iy) _�2+�4m (c(�))2 �y �z � 2m�y �z + 2 s(�)Iz c(�)� 2 c(�)Iy s(�)� 2'2c(�)Ix s(�) + 2mc(�)s(�)�y2 � 2mc(�)�z2s(�) � _� _�+0B@� 2mc(�) (c(�))2 �y2 + Iy '2c(�)� Iy c(�) + 2mc(�)�y2 + Ix c(�) + Iz c(�)+ 2 Ix '2c(�) (c(�))2 � 2 Iy s(�)' s(�) + 2 Iy c(�) (c(�))2 + 2 Ix s(�)' s(�)� 2ms(�)s(�)�x �y � 2 c(�) (c(�))2 Iz + 4mc(�)s(�)c(�)�y �z � '2Ix c(�)+ 2mc(�) (c(�))2 �z2 � 2ms(�)c(�)�x �z 1CA _� _ +0BBBBB@mc(�)�x2s(�) +ms(�)�x �y � 2m (c(�))2 s(�)�x�y +mc(�)�x�z� 2m (c(�))2 c(�)�x�z +m�y2c(�) (c(�))2 s(�)�m�y2c(�)s(�)� 2mc(�)s(�)c(�)�y �z s(�)�mc(�) (c(�))2 s(�)�z2 + Ix c(�)'2s(�)� Ix c(�)'2s(�) (c(�))2 � Ix c(�)s(�)� 's(�)Ix + 2 Ix ' (c(�))2 s(�)� Iy '2s(�)c(�) + ' s(�)Iy � 2 Iy ' (c(�))2 s(�)+ Iy c(�)s(�)� Iy c(�)s(�) (c(�))2 + (c(�))2 c(�)Iz s(�) 1CCCCCA� _ �2+ 12 � la �(tan(�))2 + 1�(�e0 + z � la tan(�))2 iz1p2 � 12 � la �(tan(�))2 + 1�(e0 + z � la tan(�))2 iz1m2� 12 � la �(tan(�))2 + 1�(�e0 + z + la tan(�))2 iz2p2 + 12 � la �(tan(�))2 + 1�(e0 + z + la tan(�))2 iz2m2(�mc(�)c(�)�x �y +mc(�)s(�)�x�z + ' c(�)c(�)Ix � ' c(�)c(�)Iy) _�2+0@2mc(�) (c(�))2 �z2 � 2mc(�) (c(�))2 �y2 � 2 c(�) (c(�))2 Iz � '2Ix c(�)� 2mc(�)�z2 � Ix c(�) + 2 Ix '2c(�) (c(�))2 + 4mc(�)s(�)c(�)�y �z� Iy '2c(�) + Iz c(�)� Iy c(�) + 2 Iy c(�) (c(�))2 1A _� _�+0@� 2 c(�) (c(�))2 Iz s(�) + 2m (c(�))2 �y �z + 2mc(�)s(�)c(�)�x �y � 2m (c(�))2 c(�)s(�)�y2+ 2 Iy (c(�))2 c(�)s(�) + 2 Ix (c(�))2 '2s(�)c(�)� 4m (c(�))2 (c(�))2 �y �z+ 2m (c(�))2 c(�)s(�)�z2 � 2mc(�)s(�)s(�)�x �z � 2 Ix ' c(�)s(�)c(�) + 2 Iy ' c(�)s(�)c(�)1A _� _ +0@mc(�)c(�)�x �y �mc(�)s(�)�x �z +ms(�)c(�)s(�)�y2 �m�y �z s(�) + 2m�y �z s(�) (c(�))2�ms(�)c(�)s(�)�z2 � Ix '2s(�)s(�)c(�)� 'c(�)c(�)Ix � Iy s(�)s(�)c(�) + ' c(�)c(�)Iy+ s(�)s(�)c(�)Iz 1A _�2+0BBB@2 Ix c(�)'2s(�) (c(�))2 � 2mc(�)�x2s(�)� 2m�y2c(�) (c(�))2 s(�)� 2 (c(�))2 c(�)Iz s(�)+ 4m (c(�))2 s(�)�x �y + 2 Iy '2s(�)c(�) + 2 Iy c(�)s(�) (c(�))2 + 2mc(�) (c(�))2 s(�)�z2+ 4mc(�)s(�)c(�)�y �z s(�) + 4m (c(�))2 c(�)�x�z � 2 Ix c(�)'2s(�)� 2's(�)Iy� 2 Iy c(�)s(�) � 2ms(�)�x �y + 2' s(�)Ix + 2m�y2c(�)s(�) + 4 Iy ' (c(�))2 s(�)+ 2 Ix c(�)s(�)� 2mc(�)�x �z � 4 Ix ' (c(�))2 s(�) 1CCCA _� _ � 12 � la �(tan( ))2 + 1�(�e0 + y + la tan( ))2 iy1p2 + 12 � la �(tan( ))2 + 1�(e0 + y + la tan( ))2 iy1m2+ 12 � la �(tan( ))2 + 1�(e0 � y + la tan( ))2 iy2p2 � 12 � la �(tan( ))2 + 1�(e0 + y � la tan( ))2 iy2m2

37777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777775
(E.2)

Le premier terme de ce vecteur correspond aux e�orts qui vont être subits principalement parl'accélération ��. On constate qu'il n'existe aucune force électromagnétique dans ce vecteur. En faitcelle-ci existe par l'intermédiaire du couple que va créer le moteur 1. Ce couple n'étant pas pris en1. Moteur asynchrone sur notre banc d'essais ; la cage du moteur est incluse dans le rotor.



192ANNEXE E. MODÈLE DE SIMULATION : MATRICE C ET DISSIPATION ÉLECTRIQUEcompte dans la commande, il n'apparaîtra pas forcément dans les équations. On remarque aussi quecette accélération n'est pas perturbée par un terme en _�2.Les deuxième et troisième termes présentent les mêmes caractéristiques que les éléments duvecteur (E.1) : y apparaissent l'action principale du balourd (terme en _�2), les couplages supplé-mentaires par les vitesses 2, ainsi que les forces électromagnétiques.Le troisième vecteur correspond aux dix équations électriques :26666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666664

� _yiy1p(�e0 + y + la tan( ))2 + � la(�e0 + y + la tan( ))2 + � la (tan( ))2(�e0 + y + la tan( ))2! _ iy1p� � _yiy1m(e0 + y + la tan( ))2 + � � la(e0 + y + la tan( ))2 � � la (tan( ))2(e0 + y + la tan( ))2! _ iy1m� _yiy2p(�e0 + y � la tan( ))2 + � � la(e0 � y + la tan( ))2 � � la (tan( ))2(e0 � y + la tan( ))2! _ iy2p� � _yiy2m(e0 + y � la tan( ))2 + � la(e0 + y � la tan( ))2 + � la (tan( ))2(e0 + y � la tan( ))2! _ iy2m� _ziz1p(�e0 + z � la tan(�))2 +  � � la(�e0 + z � la tan(�))2 � � la (tan(�))2(�e0 + z � la tan(�))2! _�iz1p� � _ziz1m(e0 + z � la tan(�))2 +  � la(e0 + z � la tan(�))2 + � la (tan(�))2(e0 + z � la tan(�))2! _�iz1m� _ziz2p(�e0 + z + la tan(�))2 +  � la(�e0 + z + la tan(�))2 + � la (tan(�))2(�e0 + z + la tan(�))2! _�iz2p� � _ziz2m(e0 + z + la tan(�))2 +  � � la(e0 + z + la tan(�))2 � � la (tan(�))2(e0 + z + la tan(�))2! _�iz2m�x _x ixp(�e0 + x)2� �x _x ixm(e0 + x)2
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(E.3)

Il s'agit de l'e�et obtenu par la variation de l'inductance des actionneurs lorsque varient lesentrefers. C'est exactement les termes dLdt i(t) qui sont obtenus lorsqu'on écrit que la tension auxbornes d'une inductance est :2. Ces couplages sont en partie fonction de la di�érence de position entre l'axe d'inertie et l'axe géométrique parl'intermédiaire de termes comportant des carrés ou des produits de �x et �z. Ces éléments sont directement issus desinerties de Huyghens.



E.2. ENERGIE DISSIPÉE 193u = ddt (L i(t)) = dLdt i(t) + L d i(t)dt (E.4)Chacun des éléments des vecteurs ci-dessous agit principalement sur l'accélération qui lui est envis à vis dans l'équation de Lagrange. Mais il ne faut pas oublier que la matrice d'inertie mécaniquen'est pas diagonale. Si on s'intéresse à la forme de chaque accélération, il faut inverser la matrice Dpour arriver sur un modèle d'état qui serait :�q = D�1 ��C _q � @R@ _q + E� (E.5)Chacune des dynamiques des coordonnées mécaniques va être composée d'une action princi-pale modi�ée par l'ensemble des autres termes pondérés par les éléments de D�1. C'est ainsi quel'ensemble des actionneurs va agir sur chaque accélération par l'intermédiaire des couplages. Or,tous ces couplages ne pourront être pris en compte lors de la conception des lois de commande. Cemodèle de simulation devrait donc permettre de tester l'e�cacité de nos commandes vis à vis desinévitables simpli�cations e�ectuées avant de passer à des essais réels.E.2 Energie dissipéeL'énergie dissipée (fonction de Rayleigh) est due à la valeur des résistances des bobinages. Ensupposant que les actionneurs des deux plans de contrôle aient une composition identique, il va êtrepossible d'écrire : R = 12 8Xj=1 Ri2j + 12 10Xj=9 Rx i2j (E.6)où R est la résistance des huit actionneurs des plans de contrôle, et Rx celle des actionneurs quipositionnent le rotor axialement.En calculant la dérivée de la fonction de Rayleigh par rapport au vecteur des vitesses généralisées_q, la dissipation intervenant dans l'équation du système s'écrit :



194ANNEXE E. MODÈLE DE SIMULATION : MATRICE C ET DISSIPATION ÉLECTRIQUE
@R@ _q = 2666666666666666666666666664

[0]6�1R iy1pR iy1mR iy2pR iy2mR iz1pRiz1mR iz2pRiz2mRx ixpRx ixm
3777777777777777777777777775 (E.7)

E.3 Les entrées du systèmePour terminer cette annexe, il faut parler des entrées de ce modèle de simulation. Au niveau dela partie mécanique, il n'y a normalement d'entrée que sur l'équation contrôlant le comportementde ��. Il s'agit du couple moteur 3 qui va permettre de contrôler la vitesse de rotation _� du rotor.Pourtant, dans ce modèle, la possibilité d'avoir des entrées sur la partie mécanique 4 va permettrede simuler des perturbations telles que des e�orts de coupe sur un outil �xé au rotor.En ce qui concerne les équations électriques, les entrées sont les tensions appliquées aux bornesdes actionneurs. Ces tensions seront notées Ej , où l'indice j est identique à l'indice du courantcorrespondant.
3. Couple moteur de la machine asynchrone sur notre banc d'essais.4. On pense ici à la réalisation pratique de la simulation



195Annexe FLe volant d'inertie
Fig. F.1: Représentation schématique d'un volant d'inertieUn volant d'inertie (voir Figure F.1) est un appareillage qui permet de stocker de l'énergiemécanique par l'intermédiaire de la vitesse du rotor. Cette énergie peut être utilisée pour son e�etgyroscopique ou pour être restituée plus tard. Ce système est actuellement utilisé dans les satellites,mais des études sont en cours pour les incorporer dans des véhicules électriques (si le danger potentielque représentent ces mécanismes en cas d'accident est écarté). Les paliers magnétiques sont bienpratiques pour réduire les frottements qui nuisent au stockage de l'énergie.Le modèle développé dans (Charara, 1992) a été utilisé dans nos propres travaux et principale-ment dans (Charara et al., 1996). Ce modèle présente la particularité, par rapport au modèle de labroche, de présenter une partie inobservable lorsqu'on applique la linéarisation entrée-sortie. Sinon,son comportement est très proche de celui d'un système plan.



196 ANNEXE F. LE VOLANT D'INERTIE



197
Annexe GModèle d'analyse

G.1 Matrice DLa matrice D de ce modèle est obtenue en partant de l'équation (D.22). La première simpli�ca-tion e�ectuée est le remplacement des cosinus de � et  par un, et leurs sinus par l'angle.La deuxième opération dans (D.22) consiste à utiliser le changement de variables dé�ni parles équations (2.33). _q passe de [ _x; _y; _z; _�; _�; _ ; iy1p; iy1m; iy2p; iy2m; iz1p; iz1m; iz2p; iz2m; ixp; ixm] à[ _x; _y1; _z1; _y2; _z2; _�; iy1p; iy1m; iz1p; iz1m; iy2p; iy2m; iz2p; iz2m; ixp; ixm]. La matrice d'inertie est décou-pée en plusieurs partie à cause de sa taille. La partie mécanique devient :
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Dm =2666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666664

m 18 m (y1 � y2) (z1 � z2) �z c(�)lc3+ 12 ms(�)�zlc � 12 m�z c(�)lc18 m (y1 � y2) (z1 � z2) �z c(�)lc3+ 12ms(�)�zlc ��14 m�z2lc2 + 14 Izlc2� (c(�))2� 14 m (z1 � z2) c(�)�zlc2+ 14 (s(�))2 Iylc2+ 14 m (y1 � y2) s(�)�zlc2+ 14 m�z2lc2+ 116 (z1 � z2)2 Ixlc4 + 14 m ��14 m�z2lc2 � 14 Iy � Izlc2 � s(�)c(�)� 18 m�z (y1 � y2) c(�)lc2� 12 m�z c(�)lc ��14 m�z2lc2 � 14 Iy � Izlc2 � s(�)c(�)� 18 m�z (y1 � y2) c(�)lc2 �14 Iylc2 + 14 m�z2lc2 � (c(�))2� 14 m (z1 � z2) c(�)�zlc2+ 14 m+ 14 (s(�))2 Izlc2� 18 m (y1 � y2) (z1 � z2) �z c(�)lc3� 12 ms(�)�zlc �14 m�z2lc2 � 14 Izlc2� (c(�))2� 14 (s(�))2 Iylc2� 14 m�z2lc2� 116 (z1 � z2)2 Ixlc4+ 14 m �14 m�z2lc2 + 14 Iy � Izlc2 � s(�)c(�)� 18 m (y1 � y2) c(�)�zlc2m�z c(�)lc �14 m�z2lc2 + 14 Iy � Izlc2 � s(�)c(�)+ 18 m (y1 � y2) c(�)�zlc2 ��14 m�z2lc2 � 14 Iylc2� (c(�))2+ 14 m� 14 (s(�))2 Izlc212 m (y1 � y2) c(�)�zlc+ 12m (z1 � z2) s(�)�zlc � 12m�z c(�)+ 14 m (z1 � z2) �z2lc2+ 18 m (z1 � z2) (y1 � y2) s(�)�zlc2+ 14 (z1 � z2) Ixlc2 �ms(�)�z

�����������������������������������������������������������������������������������



G.1. MATRICE D 199��������������������������������������������������������������������������������������

� 18 m (y1 � y2) (z1 � z2) �z c(�)lc3� 12 ms(�)�zlc 12 m�z c(�)lc 12 m�z (y1 � y2) c(�)lc+ 12 m (z1 � z2) s(�)�zlc�14 m�z2lc2 � 14 Izlc2� (c(�))2� 14 (s(�))2 Iylc2� 14 m�z2lc2� 116 (z1 � z2)2 Ixlc4+ 14 m �14 m�z2lc2 + 14 Iy � Izlc2 � s(�)c(�)+ 18 m�z (y1 � y2) c(�)lc2 � 12m�z c(�) + 14 m (z1 � z2) �z2lc2+ 18 m (y1 � y2) (z1 � z2) s(�)�zlc2+ 14 (z1 � z2) Ixlc2�14 m�z2lc2 + 14 Iy � Izlc2 � s(�)c(�)� 18 m (y1 � y2) c(�)�zlc2 ��14 m�z2lc2 � 14 Iylc2� (c(�))2+ 14 m� 14 (s(�))2 Izlc2 � 12ms(�)�z��14 m�z2lc2 + 14 Izlc2� (c(�))2+ 14 m (z1 � z2) c(�)�zlc2+ 14 (s(�))2 Iylc2� 14 m (y1 � y2) s(�)�zlc2+ 14 m�z2lc2+ 116 (z1 � z2)2 Ixlc4+ 14 m ��14 m�z2lc2 � 14 Iy � Izlc2 � s(�)c(�)+ 18 m (y1 � y2) c(�)�zlc2 � 12m�z c(�)� 14 m (z1 � z2) �z2lc2+ 18 m (y1 � y2) (z1 � z2) s(�)�zlc2� 14 (z1 � z2) Ixlc2��14 m�z2lc2 � 14 Iy � Izlc2 � s(�)c(�)+ 18 m (y1 � y2) c(�)�zlc2 �14 Iylc2 + 14 m�z2lc2 � (c(�))2+ 14 m (z1 � z2) c(�)�zlc2+ 14 m+ 14 (s(�))2 Izlc2 � 12ms(�)�z� 12m�z c(�)� 14 m (z1 � z2) �z2lc2+ 18 m (z1 � z2) (y1 � y2) s(�)�zlc2� 14 (z1 � z2) Ixlc2 � 12ms(�)�z m�z2 + Ix
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(G.1)

Pour simpli�er plus l'expression de la partie mécanique de l'énergie cinétique, on considère �xégale à zéro. Bien que ce ne soit pas un cas généralisé, cela n'enlève rien à ce que peut révélerl'observation de ce modèle. �x ne fait que "déplacer" l'inertie du rotor par rapport aux plans decontrôle, faisant varier l'in�uence relative du balourd dans chacun de ces plans. De même l'angle 'et le paramètre �y ont été choisis égaux à zéro. Leur existence provoque un déphasage spatial del'action du balourd dans un plan par rapport à l'autre. Ces trois quantités ne sont pas primordialespour extraire du modèle la caractéristique qui nous intéresse.La partie électrique devient :



200 ANNEXE G. MODÈLE D'ANALYSEDe =26666666666666666664
�e0�y1+ dca(y1�y2)2 lc 0 0 0 00 �e0+y1� dca(y1�y2)2 lc 0 0 00 0 �e0�z1+ dca(z1�z2)2 lc 0 00 0 0 �e0+z1� dca(z1�z2)2 lc 00 0 0 0 �e0�y2� dca(y1�y2)2 lc0 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0

���������������������������������������������� 0 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0�e0+y2+ dca(y1�y2)2 lc 0 0 0 00 �e0�z2� dca(z1�z2)2 lc 0 0 00 0 �e0+z2+ dca(z1�z2)2 lc 0 00 0 0 �xe0�x 00 0 0 0 �xe0+x
377777777777777775 (G.2)

Bien entendu, l'énergie cinétique s'exprime comme :T = 12  _qm_qe !T " Dm [0]6�10[0]10�6 De # _qm_qe ! (G.3)G.2 Matrice CA partir de la matrice d'inertie précédente, on peut obtenir le vecteur C _q. Encore une fois, cevecteur va être découpé a�n de faciliter son insertion dans ce document. Le premier terme correspondà l'action principale sur �x :26666666666414 m�z c(�)(z1 � z2)lc3 _y21 + 14 m�z c(�)(y1 � y2)lc3 _y1 _z1 + 12 m�z c(�)(z2 � z1)lc3 _y1 _y2 + 14 m�z c(�)(y2 � y1)lc3 _y1 _z2+ �14 ms(�)�z (y2 � y1) (z1 � z2)lc3 + 2 m�z c(�)lc � _y1 _�+ 14 m�z c(�)(y2 � y1)lc3 _z1 _y2 + 2 ms(�)�z _z1 _�lc+ 14 m�z c(�)(z1 � z2)lc3 _y22 + 14 m�z c(�)(y1 � y2)lc3 _y2 _z2 + ��2 m�z c(�)lc + 14 ms(�)�z (y1 � y2) (z1 � z2)lc3 � _y2 _�� 2 ms(�)�z _z2 _�lc + �ms(�)�z (y2 � y1)lc + m�z c(�)(z1 � z2)lc � _�2� 12 �xixp2(�e0 + x)2 + 12 �xixm2(e0 + x)2 377777777775 (G.4)Les deux termes suivants correspondent respectivement à l'action principale sur �y1 et �z1 :



G.2. MATRICE C 2012666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666664

14 m�z c(�)(y1 � y2)lc3 _x _z1 + 14 m�z c(�)(y2 � y1)lc3 _x _z2 + 14 ms(�)�z (y2 � y1) (z1 � z2)lc3 _x _�+ 18 ms(�)�z _y21lc2 + �18 Ix (z1 � z2)lc4 � 14 m�z c(�)lc2 � _y1 _z1 � 14 ms(�)�z _y1 _y2lc2+ �18 Ix (z2 � z1)lc4 + 14 m�z c(�)lc2 � _y1 _z2+�14 m�z s(�)(z1 � z2)lc2 + 12 mc(�)�z2s(�)lc2 + 14 m�z c(�)(y1 � y2)lc2 + 12 c(�)Iy s(�)lc2 � 12 s(�)Iz c(�)lc2 � _y1 _�+ �14 Ix (z2 � z1)lc4 + 12 m�z c(�)lc2 � _z1 _y2+�12 ms(�)�z (y1 � y2)lc2 � (c(�))2 Iylc2 � 12 Izlc2 + 12 Ixlc2 + 12 Iylc2 � m (c(�))2 �z2lc2 + m�z2lc2 + (c(�))2 Izlc2 � _z1 _�+ 18 ms(�)�z _y22lc2 + ��12 m�z c(�)lc2 + 14 Ix (z1 � z2)lc4 � _y2 _z2+�12 m�z s(�)(z2 � z1)lc2 � mc(�)�z2s(�)lc2 � c(�)Iy s(�)lc2 + s(�)Iz c(�)lc2 � _y2 _�+�(c(�))2 Iylc2 � m�z2lc2 + m (c(�))2 �z2lc2 � 12 Iylc2 � 12 Ixlc2 � (c(�))2 Izlc2 + 12 Izlc2 + 12 ms(�)�z (y2 � y1)lc2 � _z2 _�+ �ms(�)�z + 14 m�z c(�)(y1 � y2) (z1 � z2)lc2 � _�2+ � lc (dca � 2 lc)(�2 e0 lc + 2y1 lc � dca y1 + dca y2)2 iy1p2 � � lc (dca � 2 lc)(2 e0 lc + 2 y1 lc � dca y1 + dca y2)2 iy1m2� � lc dca iy2p2(�2 e0 lc + 2y2 lc + dca y1 � dca y2)2 + � lc dca iy2m2(2 e0 lc + 2 y2 lc + dca y1 � dca y2)214 m�z c(�)(y2 � y1)lc3 _x _y1 + 14 m�z c(�)(y1 � y2)lc3 _x _y2 + ��18 m�z c(�)lc2 + 116 Ix (z2 � z1)lc4 � _y21+ 14 Ix (z1 � z2)lc4 _y1 _y2 +�12 Iylc2 � m (c(�))2 �z2lc2 + (c(�))2 Izlc2 � (c(�))2 Iylc2 � 12 Ixlc2 � 12 Izlc2� _y1 _�� 18 m�z c(�) _z21lc2 + 14 m�z c(�) _z1 _z2lc2+��12 mc(�)�z2s(�)lc2 + 14 m�z s(�)(z1 � z2)lc2 � 12 c(�)Iy s(�)lc2 + 12 s(�)Iz c(�)lc2 � _z1 _�+ � 116 Ix (z2 � z1)lc4 + 18 m�z c(�)lc2 � _y22+�12 Izlc2 + (c(�))2 Iylc2 + m (c(�))2 �z2lc2 � (c(�))2 Izlc2 � 12 Iylc2 + 12 Ixlc2� _y2 _�� 18 m�z c(�) _z22lc2 +�� s(�)Iz c(�)lc2 + c(�)Iy s(�)lc2 + mc(�)�z2s(�)lc2 � _z2 _��m�z c(�) _�2+ � lc (dca � 2 lc)(�2 e0 lc + 2 z1 lc � dca z1 + dca z2)2 iz1p2 � � lc (dca � 2 lc)(2 e0 lc + 2 z1 lc � dca z1 + dca z2)2 iz1m2� � lc dca iz2p2(2 e0 lc � 2 z2 lc � dca z1 + dca z2)2 + � lc dca iz2m2(2 e0 lc + 2 z2 lc + dca z1 � dca z2)2
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(G.5)



202 ANNEXE G. MODÈLE D'ANALYSELes deux termes suivants correspondent respectivement à l'action principale sur �y2 et �z2 :266666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666664

14 m�z c(�)(y2 � y1)lc3 _x _z1 + 14 m�z c(�)(y1 � y2)lc3 _x _z2 + 14 ms(�)�z (y1 � y2) (z1 � z2)lc3 _x _�+ 18 ms(�)�z _y21lc2+ ��12 m�z c(�)lc2 + 14 Ix (z2 � z1)lc4 � _y1 _z1 � 14 ms(�)�z _y1 _y2lc2 + �14 Ix (z1 � z2)lc4 + 12 m�z c(�)lc2 � _y1 _z2+�� c(�)Iy s(�)lc2 + s(�)Iz c(�)lc2 � mc(�)�z2s(�)lc2 + 12 m�z s(�)(z1 � z2)lc2 � _y1 _�+ �18 Ix (z1 � z2)lc4 + 14 m�z c(�)lc2 � _z1 _y2+�12 ms(�)�z (y1 � y2)lc2 � 12 Iylc2 � m�z2lc2 � (c(�))2 Izlc2 + 12 Izlc2 � 12 Ixlc2 + m (c(�))2 �z2lc2 + (c(�))2 Iylc2 � _z1 _�+ 18 ms(�)�z _y22lc2 + ��14 m�z c(�)lc2 + 18 Ix (z2 � z1)lc4 � _y2 _z2+�14 m�z s(�)(z2 � z1)lc2 + 12 mc(�)�z2s(�)lc2 � 12 s(�)Iz c(�)lc2 + 14 m�z c(�)(y2 � y1)lc2 + 12 c(�)Iy s(�)lc2 � _y2 _�+�� (c(�))2 Iylc2 + 12 ms(�)�z (y2 � y1)lc2 + (c(�))2 Izlc2 + 12 Iylc2 + 12 Ixlc2 + m�z2lc2 � 12 Izlc2 � m (c(�))2 �z2lc2 � _z2 _�+ �ms(�)�z + 14 m�z c(�)(y1 � y2) (z1 � z2)lc2 � _�2� � lc dca iy1p2(�2 e0 lc + 2y1 lc � dca y1 + dca y2)2 + � lc dca iy1m2(2 e0 lc + 2 y1 lc � dca y1 + dca y2)2+ � lc (dca � 2 lc)(�2 e0 lc + 2y2 lc + dca y1 � dca y2)2 iy2p2 � � lc (dca � 2 lc)(2 e0 lc + 2y2 lc + dca y1 � dca y2)2 iy2m214 m�z c(�)(y1 � y2)lc3 _x _y1 + 14 m�z c(�)(y2 � y1)lc3 _x _y2 + �18 m�z c(�)lc2 + 116 Ix (z1 � z2)lc4 � _y21+ 14 Ix (z2 � z1)lc4 _y1 _y2 +�12 Izlc2 + (c(�))2 Iylc2 + m (c(�))2 �z2lc2 � (c(�))2 Izlc2 � 12 Iylc2 + 12 Ixlc2� _y1 _�� 18 m�z c(�) _z21lc2 + 14 m�z c(�) _z1 _z2lc2 +�� s(�)Iz c(�)lc2 + c(�)Iy s(�)lc2 + mc(�)�z2s(�)lc2 � _z1 _�+ � 116 Ix (z1 � z2)lc4 � 18 m�z c(�)lc2 � _y22+�12 Iylc2 � m (c(�))2 �z2lc2 + (c(�))2 Izlc2 � (c(�))2 Iylc2 � 12 Ixlc2 � 12 Izlc2� _y2 _�� 18 m�z c(�) _z22lc2 +�14 m�z s(�)(z2 � z1)lc2 � 12 c(�)Iy s(�)lc2 + 12 s(�)Iz c(�)lc2 � 12 mc(�)�z2s(�)lc2 � _z2 _��m�z c(�) _�2� � lc dca iz1p2(�2 e0 lc + 2 z1 lc � dca z1 + dca z2)2 + � lc dca iz1m2(2 e0 lc + 2 z1 lc � dca z1 + dca z2)2+ � lc (dca � 2 lc)(2 e0 lc � 2 z2 lc � dca z1 + dca z2)2 iz2p2 � � lc (dca � 2 lc)(2 e0 lc + 2 z2 lc + dca z1 � dca z2)2 iz2m2
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(G.6)

Il est possible de noter au passage, la similitude qui existe entre ces deux termes et ceux agissantsur �y1 et �z1. Le choix des paramètres �x = 0, ' = 0 et �y = 0 donne une certaine symétrie aucomportement du rotor vu des deux plans de contrôle.



G.2. MATRICE C 203Le dernier terme mécanique correspond à l'action principale sur �� :266666666666666666666666666666666666664
14 ms(�)�z (y1 � y2) (z1 � z2)lc3 _x _y1 + 14 ms(�)�z (y2 � y1) (z1 � z2)lc3 _x _y2+�18 m�z s(�)(z1 � z2)lc2 + 18 m�z c(�)(y2 � y1)lc2 � 14 mc(�)�z2s(�)lc2 + 14 s(�)Iz c(�)lc2 � 14 c(�)Iy s(�)lc2 � _y21+�12 Izlc2 + (c(�))2 Iylc2 + m (c(�))2 �z2lc2 � (c(�))2 Izlc2 � 12 Iylc2 + 12 Ixlc2� _y1 _z1+�� s(�)Iz c(�)lc2 + c(�)Iy s(�)lc2 + mc(�)�z2s(�)lc2 � _y1 _y2+�12 Iylc2 � m (c(�))2 �z2lc2 + (c(�))2 Izlc2 � (c(�))2 Iylc2 � 12 Ixlc2 � 12 Izlc2� _y1 _z2+��14 s(�)Iz c(�)lc2 + 14 c(�)Iy s(�)lc2 + 14 mc(�)�z2s(�)lc2 + 18 m�z s(�)(z2 � z1)lc2 � _z21+�12 Iylc2 � m (c(�))2 �z2lc2 + (c(�))2 Izlc2 � (c(�))2 Iylc2 � 12 Ixlc2 � 12 Izlc2� _z1 _y2+�� c(�)Iy s(�)lc2 � mc(�)�z2s(�)lc2 + s(�)Iz c(�)lc2 � _z1 _z2+�18 m�z c(�)(y1 � y2)lc2 � 14 mc(�)�z2s(�)lc2 + 14 s(�)Iz c(�)lc2 � 14 c(�)Iy s(�)lc2 + 18 m�z s(�)(z2 � z1)lc2 � _y22+�12 Izlc2 + (c(�))2 Iylc2 + m (c(�))2 �z2lc2 � (c(�))2 Izlc2 � 12 Iylc2 + 12 Ixlc2� _y2 _z2+�14 mc(�)�z2s(�)lc2 � 14 s(�)Iz c(�)lc2 + 18 m�z s(�)(z1 � z2)lc2 + 14 c(�)Iy s(�)lc2 � _z22

377777777777777777777777777777777777775 (G.7)
Les termes dLd t intervenant dans les équations électriques sont :266666666666666666666666666666666664

2 � lc(2 lc�dca)(�2 e0 lc+2 y1 lc�dca y1+dca y2)2 _y1 iy1p + 2 � lc dca _y2iy1p(�2 e0 lc+2 y1 lc�dca y1+dca y2)2�2 � lc(2 lc�dca)(2 e0 lc+2 y1 lc�dca y1+dca y2)2 _y1 iy1m � 2 � lc dca _y2iy1m(2 e0 lc+2 y1 lc�dca y1+dca y2)22 � lc(2 lc�dca)(�2 e0 lc+2 z1 lc�dca z1+dca z2)2 _z1 iz1p + 2 � lc dca _z2iz1p(�2 e0 lc+2 z1 lc�dca z1+dca z2)2�2 � lc(2 lc�dca)(2 e0 lc+2 z1 lc�dca z1+dca z2)2 _z1 iz1m � 2 � lc dca _z2iz1m(2 e0 lc+2 z1 lc�dca z1+dca z2)22 � lc dca _y1iy2p(�2 e0 lc+2 y2 lc+dca y1�dca y2)2 + 2 � lc(2 lc�dca)(�2 e0 lc+2 y2 lc+dca y1�dca y2)2 _y2 iy2p�2 � lc dca _y1iy2m(2 e0 lc+2 y2 lc+dca y1�dca y2)2 � 2 � lc(2 lc�dca)(2 e0 lc+2 y2 lc+dca y1�dca y2)2 _y2 iy2m2 � lc dca _z1iz2p(2 e0 lc�2 z2 lc�dca z1+dca z2)2 + 2 � lc(2 lc�dca)(2 e0 lc�2 z2 lc�dca z1+dca z2)2 _z2 iz2p�2 � lc dca _z1iz2m(2 e0 lc+2 z2 lc+dca z1�dca z2)2 � 2 � lc(2 lc�dca)(2 e0 lc+2 z2 lc+dca z1�dca z2)2 _z2 iz2m�x _xixp(�e0+x)2� �x _xixm(e0+x)2
377777777777777777777777777777777775 (G.8)

Energie dissipée et entrées du systèmeL'énergie dissipée ne di�ère pas de celle donnée dans l'équation (E.7) ; seul change l'ordre descourants dans le vecteur. Il en va de même pour les entrées Ej de ce modèle.
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205
Annexe HModèle d'une broche à actionneursconiques

Le modèle est découpé en deux parties pour des raisons de taille. Les six premières équationscorrespondent au comportement mécanique du système, et les dix autres au comportement élec-trique.



206 ANNEXE H. MODÈLE D'UNE BROCHE À ACTIONNEURS CONIQUES266666664m 0 0 0 0 00 14 Iylc2 + 14 m 0 � 14 Iylc2 + 14 m 0 14 (z1�z2)Ixlc20 0 14 Iylc2 + 14 m 0 � 14 Iylc2 + 14 m0 � 14 Iylc2 + 14 m 0 14 Iylc2 + 14 m 0 � 14 (z1�z2)Ixlc20 0 � 14 Iylc2 + 14 m 0 14 Iylc2 + 14 m0 14 (z1�z2)Ixlc2 0 � 14 (z1�z2)Ixlc2 0 Ix 3777777752666664 �x�y1�z1�y2�z2��3777775
+
2666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666664

� 12 �s($) i21a(e0 � c($)y1 � s($)x)2 � 12 �s($) i21b�e0 + 12 c($)y1 � 12 c($)p3z1 � s($)x�2� 12 � s($)i1c2�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�2 + 12 � s($) i22a(e0 � c($)y2 + s($)x)2+ 12 �s($) i22b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2 + 12 �s($)i2c2�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�218 Ix (z1 � z2)lc4 _y1 _z1 + 18 Ix (z2 � z1)lc4 _y1 _z2 + 18 Ix (z2 � z1)lc4 _z1 _y2+ 14 Ix _z1 _�lc2 + 18 Ix (z1 � z2)lc4 _y2 _z2 � 14 Ix _z2 _�lc2� 12 �c($) i21a(e0 � c($)y1 � s($)x)2 + 14 � c($) i21b�e0 + 12 c($)y1 � 12 c($)p3z1 � s($)x�2+ 14 � c($) i21c�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�2116 Ix (z2 � z1)lc4 _y21 + 18 Ix (z1 � z2)lc4 _y1 _y2 � 14 Ix _y1 _�lc2 + 116 Ix (z2 � z1)lc4 _y22 + 14 Ix _y2 _�lc2� 14 �c($)p3 i21b�e0 + 12 c($)y1 � 12 c($)p3z1 � s($)x�2 + 14 � c($)p3 i21c�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�218 Ix (z2 � z1)lc4 _y1 _z1 + 18 Ix (z1 � z2)lc4 _y1 _z2 + 18 Ix (z1 � z2)lc4 _z1 _y2� 14 Ix _z1 _�lc2 + 18 Ix (z2 � z1)lc4 _y2 _z2 + 14 Ix _z2 _�lc2� 12 �c($) i22a(e0 � c($)y2 + s($)x)2 + 14 � c($) i22b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2+ 14 � c($) i22c�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�2116 Ix (z1 � z2)lc4 _y21 + 18 Ix (z2 � z1)lc4 _y1 _y2 + 14 Ix _y1 _�lc2 + 116 Ix (z1 � z2)lc4 _y22 � 14 Ix _y2 _�lc2� 14 �c($)p3 i22b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2 + 14 � c($)p3 i22c�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�214 Ix _y1 _z1lc2 � 14 Ix _y1 _z2lc2 � 14 Ix _z1 _y2lc2 + 14 Ix _y2 _z2lc2

3777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777775= 26666640000003777775T
(H.1)



2072666666666666666666666664
�e0 � c($)y1 � s($)x _i1a�e0 � c($)�� 12 y1 + 12 p3z1�� s($)x _i1b�e0 � c($) �� 12 y1 � 12 p3z1�� s($)x _i1c�e0 � c($)y2 + s($)x _i2a�e0 � c($)�� 12 y2 + 12 p3z2�+ s($)x _i2b�e0 � c($) �� 12 y2 � 12 p3z2�+ s($)x _i2c

3777777777777777777777775
+
266666666666666666666666666666666666666666664

�s($) _x i1a(e0 � c($)y1 � s($)x)2 + � c($) _y1 i1a(e0 � c($)y1 � s($)x)2�s($) _x i1b�e0 + 12 c($)y1 � 12 c($)p3z1 � s($)x�2 � 12 � c($) _y1 i1b�e0 + 12 c($)y1 � 12 c($)p3z1 � s($)x�2+ 12 �c($)p3 _z1 i1b�e0 + 12 c($)y1 � 12 c($)p3z1 � s($)x�2�s($) _x i1c�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�2 � 12 � c($) _y1 i1c�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�2� 12 � c($)p3 _z1 i1c�e0 + 12 c($)y1 + 12 c($)p3z1 � s($)x�2� � s($) _x i2a(e0 � c($)y2 + s($)x)2 + �c($) _y2 i2a(e0 � c($)y2 + s($)x)2� � s($) _x i2b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2 � 12 �c($) _y2 i2b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2+ 12 �c($)p3 _z2 i2b�e0 + 12 c($)y2 � 12 c($)p3z2 + s($)x�2� � s($) _x i2c�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�2 � 12 �c($) _y2 i2c�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�2� 12 �c($)p3 _z2 i2c�e0 + 12 c($)y2 + 12 c($)p3z2 + s($)x�2
377777777777777777777777777777777777777777775+26666666666666664R i1aR i1bR i1cR i2aR i2bR i2c

37777777777777775 = 26666666666666664E1aE1bE1cE2aE2bE2c
37777777777777775

(H.2)
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209Annexe IStabilité : méthode directe de LyapunovLes dé�nitions et théorèmes exposés ici sont rapportés dans de multiples ouvrages dont (Slotineand Li, 1990; Khalil, 1996).I.1 Quelques dé�nitionsDé�nition 7 (Fonctions dé�nies positives)Soit une fonction V (�), cette fonction est localement dé�nie positive si� première condition V (0) = 0 (I.1)� deuxième condition V (�) > 0 pour tout � 6= 0 et � 2 B (I.2)avec B l'espace contenant les points �. si B est Rn, V est alors dite globalement dé�nie positive.Dé�nition 8 (Fonction de Lyapunov)Une fonction V (x) dé�nie positive, est une fonction de Lyapunov si elle répond aux conditionssuivantes : � V (�) > 0 8 � 6= 0 et � 2 B (I.3)� _V (�) 6 0 8 � 6= 0 et � 2 B (I.4)La valeur de _V (�) est prise le long des trajectoires d'un système autonome d'équation _� = f(�).Une fonction de Lyapunov doit être fonction de tout l'état du système.



210 ANNEXE I. STABILITÉ : MÉTHODE DIRECTE DE LYAPUNOVI.2 Méthode directe de LyapunovI.2.1 Stabilité localeL'origine du système _� = f(�) est localement stable dans un domaine B si il existe une fonctiondé�nie positive V telle que : � V (�) > 0 8 � 6= 0 et 8 � 2 B (I.5)� _V (�) 6 0 8 � 6= 0 et 8 � 2 B (I.6)soit encore si V est une fonction de Lyapunov le long des trajectoires du système.L'origine est asymptotiquement stable si _V (�) < 0; 8 � 2 B. Le long des trajectoires du système,_V (�) s'écrit : _V (�) = @ V (�)@ � _� = @ V (�)@ � f(�) (I.7)I.2.2 Stabilité globaleL'origine du système _� = f(�) est globalement stable si il existe une fonction dé�nie positive V telleque : � V (�) > 0 8 � 6= 0 (I.8)� _V (�) 6 0 8 � 6= 0 (I.9)� V (�) �! 1 lorsque k�k �! 1 (I.10)I.2.3 Stabilité exponentielleLa stabilité asymptotique n'est parfois pas su�sante pour obtenir un comportement adéquate,particulièrement vis à vis de perturbation. La convergence exponentielle présente certaine caracté-ristique de robustesse très utiles. Les deux résultats suivant sont extraits de (Khalil, 1996).Théorème 5Soit � = 0 un point d'équilibre pour le système :_� = f(t; �) (I.11)et D � R un domaine contenant � = 0. Soit V : [0;1) � D ! R une fonction continûmentdi�érentiable telle que : W1(�) 6 V (t; �) 6 W2(�) (I.12)@ V@ t + @ V@ � f(t; �) 6 �W3(�) (I.13)



I.2. MÉTHODE DIRECTE DE LYAPUNOV 2118 t > 0, 8 � 2 D, où W1(�), W2(�), et W3(�) sont des fonctions continues dé�nies positives sur D.Alors, � = 0 est uniformément asymptotiquement stable.Corollaire 1supposons que toutes les assertions du théorème 5 sont satisfaites avec les trois fonctions :W1(�) > k1k�kcW2(�) 6 k2k�kcW3(�) > k3k�kc (I.14)avec k1, k2, k3, et c des constantes positives. Alors, � = 0 est exponentiellement stable. De plus, siles assertions s'inscrive dans un cadre global, alors � = 0 est globalement exponentiellement stable.
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213Annexe JPassivité : quelques dé�nitionsLes dé�nitions et résultats rapportés ici sont extraites de (Lozano et al., 1998).J.1 Systèmes passifsSoit le système non linéaire d'équation P : u(t) �! �(t)�X�( _� = f (�) + g (�) u� = h (�) + j (�) u (J.1)avec � 2 Rn, u; � 2 Rm, f , g et h dérivables et f(0) = h(0) = 0.Le terme w = w(u;�) est appelé énergie de stockage et est tel que 8 u, 8 �(0) et 8t 2 R+Z t0 jw(s)j <1 (J.2)Dé�nition 9 (Système dissipatif)Le système P est dit dissipatif si il existe une fonction de stockage V (�) > 0 telle que l'inégalitésuivante soit vraie : V (�) 6 V (�(0)) + Z t0 w(s) ds ; 8u; 8�(0) (J.3)Le problème est alors de trouver une fonction de stockage correcte.Dé�nition 10 (Energie disponible)L'énergie disponible Va(�) du système P est donnée par :0 6 Va (�) = sup�=�(0);u;t>0� �Z t0 w(s) ds� (J.4)où Va (�) est la quantité maximum d'énergie qui peut être extraite du système.L'énergie de stockage Va (�) est �nie si et seulement si le système est dissipatif. De plus on a0 6 Va 6 V pour les systèmes dissipatifs et Va est elle même une fonction de stockage.



214 ANNEXE J. PASSIVITÉ : QUELQUES DÉFINITIONSDé�nition 11 (Système passif)Un système P est dit passif si il est dissipatif avec une énergie de stockage w = uT� et la fonctionde stockage V avec V (0) = 0, etV (�) 6 V (�(0)) + Z t0 uT (s)�(s) ds (J.5)Dé�nition 12 (Système strictement passif)Un système P est dit strictement passif si il est dissipatif avec une énergie de stockage w = uT�et la fonction de stockage V avec V (0) = 0, et il existe une fonction dé�nie positive S(�) telle que :V (�) 6 V (�(0)) + Z t0 uT (s)�(s) ds+ Z t0 S (�(t)) dt (J.6)Si S (�) � 0, alors le système est sans pertes.Dé�nition 13 (Stricte passivité à la sortie)Considérons un système dissipatif avec l'énergie de stockage :w(u;�) = �TQ� + uTRu+ 2�TSu (J.7)avec q = qT et R = RT .Si R = 0, Q = �� Im, � > 0, S = 12Im, le système est dit strictement passif à la sortie, c'est àdire Z t0 �Tu ds > � + Z t0 �T� dt (J.8)avec � (�(t0)) une fonction bornée.J.2 Passivité des systèmes LagrangiensSoit le système lagrangien suivant :D (q) �q + C (q; _q) _q + @U@q = E (J.9)Lemme 2Considérons l'énergie de stockage E _q et la dynamique (J.9). Alors, pour toute condition initiale(q(0); _q(0)) = (q0; _q0), on aZ t0 ET (s) _q(s) ds > �T (q0; _q0) + U (qt)� U (q0) (J.10)Maintenant, si U (q) est bornée inférieurement, c'est à dire si il existe une constante Umin > �1telle que pour tout q, U (q) > Umin, le système considéré est passif.



J.2. PASSIVITÉ DES SYSTÈMES LAGRANGIENS 215Le lemme précédent montre que le système (J.9) est sans perte. Avec l'introduction du terme deRayleigh, l'énergie n'est plus conservative et le système s'écrivant :D (q) �q + C (q; _q) _q + @U@q + @R@ _q = BE (J.11)présente la propriété suivante :Lemme 3En supposant que U(q) est bornée inférieurement comme dans le lemme 2. La dynamique de (J.11)dé�nie un opérateur E 7�! _q strictement passif à la sortie.
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217Annexe KLinéarisation Entrée-Sortie : rappelsthéoriques(Isidori, 1989)Considérons un système non linéaire décrit par les équations suivantes :8>><>>: _� (t) = f (�) + mXi=1 gi (�)ui (t)�K (t) = hK (�)K = 1 � � �m (�) (K.1)� : sortie; u : entréesoù � 2 Rn;� 2 Rm, f et g sont des fonctions su�samment dérivables (on admet que ce sont deschamps de vecteurs C1 sur Rm) et u 2 Rm. � est un champ de vecteurs analytique. Notons que cesystème possède un nombre d'entrées égal à celui des sorties. Les évolutions des deux systèmes (�)et (�) (système linéaire) sont comparées.( _� (t) = F� (t) + G� (t)� (t) = C� (t) (�) (K.2)Dans la procédure de linéarisation entrée-sortie, chaque sortie �K peut être dérivée tant qu'uncoe�cient de contrôle reste di�érent de zéro, c'est à dire :d�i=d t = (@ hi=@ �) "f (�) + mXi=1 gi (�)ui# (K.3)Si un des éléments (@ hi=@ �) gi (�) est di�érent de zéro, alors la sortie �i n'est plus dérivée, sinonla dérivation continue jusqu'à l'étape ri (degré relatif). Il s'agit de l'ordre minimum de dérivationde �i quand le coe�cient de l'entrée correspondante ui n'est pas nul. Cette dérivation peut s'écriresous forme de dérivées de Lie de la manière suivante :



218 ANNEXE K. LINÉARISATION ENTRÉE-SORTIE : RAPPELS THÉORIQUESdri �i=d tri = Lrif (hi (�)) + mXi=1 Lgi �Lri�1f (hi (�))� ui (K.4)Dé�nition 14Pour des fonctions analytiques f : Rn ! Rn et � : Rn ! R, la dérivée directionnelle, dite dérivéede Lie, est dé�nie comme étant : Lf� (�) = nXi=1 fi (�) d �d �i (�) (K.5)et itérativement : LKf � (�) = Lf �LK�1f � (�)� (K.6)et, par convention : L0f� (�) = � (�) :Le théorème suivant (Isidori, 1989) peut être utilisé.Théorème 6Pour un système analytique (�) qui possède autant de sortie p que d'entrée m (m = p), si tousles degrès relatifs ri existent, une condition nécessaire et su�sante pour l'existence d'un bouclagedécouplant et linéarisant est que ��1 (�) existe. Cette loi de contrôle est donnée par :u (t) = � (�) + 	 (�) ~v (t) : (K.7)où ~v (t) sont les nouvelles entrées. La dimension de � (�) est (m� 1) et la dimension de 	 (�) est(m�m). Ces champs de vecteurs sont donnés par :( 	 (�) = ��1 (�) B� (�) = ��1 (�) [A (�)��0 (�)] (K.8)où �ik (�) = LgkLri�1f hi (�) i = 1 � � �m; k = 1 � � �mAT (�) = [A1 (�) � � � Am (�)]Ai (�) =Pri�1j=0 �ijLjfhi (�) i = 1 � � �m�T0 (�) = [�01 (�) � � � �0m (�)]�0i (�) = Lrif hi (�)Bik = ����� 0 for (i 6= k)kri for (i = k) (K.9)Cette loi de contrôle permet d'obtenir un découplage des sorties. Les coe�cients kri sont desconstantes arbitraires qui correspondent aux nouvelles entrées ~vi agissant sur les sorties �k. Lenouveau vecteur d'état est alors�T = hh1; Lfh1; � � � ; Lr1�1f h1; hp; Lfhp; � � � ; Lrp�1f hp; hm Lfhm; � � � ; Lrm�1f hmi(K.10)



219et sa dimension est : # = mXi=1 ri avec # 6 n (K.11)Dans le cas où # < n, le système est "partiellement linéarisable par bouclage". Une partie duvecteur d'état est rendue inobservable par le bouclage ; la stabilité en boucle fermée dépend alorsde la stabilité de la partie inobservable.
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Annexe LModèle d'état de la broche
L.1 Modèle d'étatL'équation d'état de la broche s'obtient en inversant la matriceD du modèle de commande décritdans le chapitre 2. A�n de ne pas surcharger les équations (et par la même les calculs qui devront êtree�ectués par le simulateur ou le processeur pour obtenir une commande), quelques simpli�cationssont introduites. La di�érence z1 � z2 est considérée nulle, ce qui revient à dire que l'angle � variepeu et reste proche de zéro. Le paramètre dca (distance entre actionneur et capteur associé) est prisnul, ce qui limite le volume des coe�cients en facteur des forces électromagnétiques, ainsi que leursdénominateurs (simpli�cation lors du calcul des dérivées de Lie). Le modèle est présenté en deuxpartie : les 6 équations mécaniques (L.1) et les 10 équations électriques (L.2)
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�x�y1�z1�y2�z2��
37777777777777777777777775 =

266666666666666666666666666666666666666666666664
1m ��12 �xixp2(e0+x)2 � 12 �xixm2(e0+x)2�(Iy+mlc2)Iym ��14 Ix _z1 _�lc2 + 14 Ix _z2 _�lc2 + 12 � i2y1p(e0�y1)2 � 12 � i2y1m(e0+y1)2�+(�Iy+mlc2)Iym ��14 Ix _z1 _�lc2 + 14 Ix _z2 _�lc2 � 12 � i2y2p(e0�y2)2 + 12 � i2y2m(e0+y2)2�(Iy+mlc2)Iym �14 Ix _y1 _�lc2 � 14 Ix _y2 _�lc2 + 12 � i2z1p(e0�z1)2 � 12 � i2z1m(e0+z1)2�+(�Iy+mlc2)Iym �14 Ix _y1 _�lc2 � 14 Ix _y2 _�lc2 � 12 � i2z2p(e0�z2)2 + 12 � i2z2m(e0+z2)2�(�Iy+mlc2)Iym �14 Ix _z1 _�lc2 � 14 Ix _z2 _�lc2 � 12 � i2y1p(e0�y1)2 + 12 � i2y1m(e0+y1)2��(Iy+mlc2)Iym ��14 Ix _z1 _�lc2 + 14 Ix _z2 _�(t)lc2 � 12 � i2y2p(e0�y2)2 + 12 � i2y2m(e0+y2)2�(�Iy+mlc2)Iym ��14 Ix _y1 _�lc2 + 14 Ix _y2 _�lc2 � 12 � i2z1p(e0�z1)2 + 12 � i2z1m(e0+z1)2��(Iy+mlc2)Iym �14 Ix _y1 _�lc2 � 14 Ix _y2 _�lc2 � 12 � i2z2p(e0�z2)2 + 12 � i2z2m(e0+z2)2�1Ix �14 Ix _y1 _z1lc2 � 14 Ix _y1 _z2lc2 � 14 Ix _z1 _y2lc2 + 14 Ix _y2 _z2lc2 �

377777777777777777777777777777777777777777777775
(L.1)

266666666666666666666666666666666664
_iy1p_iy1m_iz1p_iz1m_iy2p_iy2m_iz2p_iz2m

377777777777777777777777777777777775 =
266666666666666666666666666666666666666666666664
� _y1 iy1pe0�y1 � e0�y1� Riy1p_y1 iy1me0+y1 � e0+y1� R iy1m� _z1 iz1pe0�z1 � e0�z1� Riz1p_z1 iz1me0+z1 � e0+z1� R iz1m� _y2 iy2pe0�y2 � e0�y2� Riy2p_y2 iy2me0+y2 � e0+y2� R iy2m� _z2 iz2pe0�z2 � e0�z2� Riz2p_z2 iz2me0+z2 � e0+z2� R iz2m_x ixp�e0+x + �e0+x�x Rx ixp_x ixme0+x � e0+x�x Rx ixm

377777777777777777777777777777777777777777777775
+
26666666666666666666666666666666666666666666664

e0�y1� Ey1pe0+y1� Ey1me0�z1� Ez1pe0+z1� Ez1me0�y2� Ey2pe0+y2� Ey2me0�z2� Ez2pe0+z2� Ez2me0�x�x Expe0+x�x Exm

37777777777777777777777777777777777777777777775
(L.2)



L.2. DÉRIVÉES DES SORTIES 223L.2 Dérivées des sortiesLes sorties du système sont données par x, y1, z1, y2, et z2 et les courants sont mesurables. Lasortie x étant naturellement découplée des autres sorties, seules y1, z1, y2, et z2 seront considérées.Pour réaliser la commande par mode glissant décrite dans le chapitre précédent, il faut calculer lesdérivées successives des sorties jusqu'à ce qu'apparaissent les entrées.Sortie y1 ddty1 = _y1=) ddt _y1 = �y1 = �Iy +mlc2�Iym  �14 Ix _z1 _�lc2 + 14 Ix _z2 _�lc2 + 12 � i2y1p(e0 � y1)2 � 12 � i2y1m(e0 + y1)2!+ ��Iy +mlc2�Iym  �14 Ix _z1 _�lc2 + 14 Ix _z2 _�lc2 � 12 � i2y2p(e0 � y2)2 + 12 � i2y2m(e0 + y2)2!=) ddt �y1 = ...y 1 = �Iy +mlc2�Iym 0BBB@� 14 Ix �z1 _�lc2 � 14 Ix _z1 ��lc2 + 14 Ix �z2 _�lc2 + 14 Ix _z2 ��lc2+ � iy1p _iy1p(e0 � y1)2 + � i2y1p(e0 � y1)3 _y1 � � iy1m _iy1m(e0 + y1)2 + � i2y1m(e0 + y1)3 _y11CCCA+ ��Iy +mlc2�Iym 0BBB@ � 14 Ix �z1 _�lc2 � 14 Ix _z1 ��lc2 + 14 Ix �z2 _�lc2 + 14 Ix _z2 ��lc2� � iy2p _iy2p(e0 � y2)2 � � i2y2p(e0 � y2)3 _y2 + � iy2m _iy2m(e0 + y2)2 � � i2y2m(e0 + y2)3 _y21CCCA� �Iy +mlc2�Iym 0BBBBBBBB@ � i2y1p(e0 � y1)3 + � i2y1m(e0 + y1)3! _y1+ � iy1p(e0 � y1)2 �� _y1 iy1pe0 � y1 � e0 � y1� R iy1p + e0 � y1� Ey1p�� � iy1m(e0 + y1)2 � _y1 iy1me0 + y1 � e0 + y1� R iy1m + e0 + y1� Ey1m� 1CCCCCCCCA+ ��Iy +mlc2�Iym 0BBBBBBBB@ �  � i2y2p(e0 � y2)3 + � i2y2m(e0 + y2)3! _y2� � iy2p(e0 � y2)2 �� _y2 iy2pe0 � y2 � e0 � y2� R iy2p + e0 � y2� Ey2p�+ � iy2m(e0 + y2)2 � _y2 iy2me0 + y2 � e0 + y2� Riy2m + e0 + y2� Ey2m� 1CCCCCCCCA� �Iy +mlc2�Iym �� Re0 � y1 i2y1p + iy1pe0 � y1Ey1p + Re0 + y1 i2y1m � iy1me0 + y1Ey1m�+ ��Iy +mlc2�Iym � Re0 � y2 i2y2p � iy2pe0 � y2Ey2p � Re0 + y2 i2y2m + iy2me0 + y2Ey2m�
(L.3)

La dérivation de la sortie s'arrête après la dérivée troisième car les commandes Ey1p, Ey1m, Ey2pet Ey2m apparaissent. Dans la série d'équations précédente, les termes comportants �� sont négligés,la vitesse du rotor étant considérée comme lentement variable. Les termes comportant les dérivéessecondes sont aussi éliminés pour ne pas surcharger la fonction de Lyapunov ; si la puissance de



224 ANNEXE L. MODÈLE D'ÉTAT DE LA BROCHEcalcul est su�sante, il peuvent alors être pris en compte car il contiennent en partie les couplagesqui existent entre les deux plans de contrôle.Sortie z1 ddtz1 = _z1=) ddt _z1 = �z1 = �Iy +mlc2�Iym  14 Ix _y1 _�lc2 � 14 Ix _y2 _�lc2 + 12 � i2z1p(e0 � z1)2 � 12 � i2z1m(e0 + z1)2!+ ��Iy +mlc2�Iym  14 Ix _y1 _�lc2 � 14 Ix _y2 _�lc2 � 12 � i2z2p(e0 � z2)2 + 12 � i2z2m(e0 + z2)2!=) ddt �z1 = ...z 1 � �Iy +mlc2�Iym �� Re0 � z1 i2z1p + iz1pe0 � z1Ez1p + Re0 + z1 i2z1m � iz1me0 + z1Ez1m�+ ��Iy +mlc2�Iym � Re0 � z2 i2z2p � iz2pe0 � z2Ez2p � Re0 + z2 i2z2m + iz2me0 + z2Ez2m� (L.4)Sortie y2 ddty2 = _y2=) ddt _y2 = �y2 = ��Iy +mlc2�Iym  14 Ix _z1 _�lc2 � 14 Ix _z2 _�lc2 � 12 � i2y1p(e0 � y1)2 + 12 � i2y1m(e0 + y1)2!� �Iy +mlc2�Iym  �14 Ix _z1 _�lc2 + 14 Ix _z2 _�(t)lc2 � 12 � i2y2p(e0 � y2)2 + 12 � i2y2m(e0 + y2)2!=) ddt �y2 = ...y 1 � ��Iy +mlc2�Iym � Re0 � y1 i2y1p � iy1pe0 � y1Ey1p � Re0 + y1 i2y1m + iy1me0 + y1Ey1m�+ �Iy +mlc2�Iym �� Re0 � y2 i2y2p + iy2pe0 � y2Ey2p + Re0 + y2 i2y2m � iy2me0 + y2Ey2m� (L.5)Sortie z2 ddtz2 = _z2=) ddt _z2 = �z2 = ��Iy +mlc2�Iym  �14 Ix _y1 _�lc2 + 14 Ix _y2 _�lc2 � 12 � i2z1p(e0 � z1)2 + 12 � i2z1m(e0 + z1)2!� �Iy +mlc2�Iym  14 Ix _y1 _�lc2 � 14 Ix _y2 _�lc2 � 12 � i2z2p(e0 � z2)2 + 12 � i2z2m(e0 + z2)2!=) ddt �z2 = ...z 2 � ��Iy +mlc2�Iym � Re0 � z1 i2z1p � iz1pe0 � z1Ez1p � Re0 + z1 i2z1m + iz1me0 + z1Ez1m�+ �Iy +mlc2�Iym �� Re0 � z2 i2z2p + iz2pe0 � z2Ez2p + Re0 + z2 i2z2m � iz2me0 + z2Ez2m� (L.6)Ici, si on remplace les courants par les courants virtuels et les tensions par les tensions virtuelles(voir paragraphe 3.3.3.7) on a alors # = n, et donc pas de partie inobservable.


