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 ������	��
��������� ���� � ����� �������� ��	�� �������� ������������� ����
�� ���������� ��� ��	� ����� �  ��� �� !"��� #�	 ��� ���
 $� ������� �����
��	� ������� ���� �� !"�� �	� � �	$� ����� %	� $��&�	��� ��� ���� �� �����
��!��!� �	� ����	�� ��������
 ��	� �� ������� �� '����( )���� ���� �	
 ���*��� �� ��� �������� �������������� �� ������� ���� ��� �� 	��� �	
$�	� �� $�	� ���� ��� �������� ������������� � ������ �� ����������� ���
������� %	� �� ��� ������� ��	� ���	� %	� ����	� ���� �	��� � �	� ��	� �������
*���� �	� ��� ����� ��	� ������� $	�%	�� �� ��	������
�� ������� ��������� ��	� �� ���������� � �� ����� ���������� ��� ���	���
����������	�
 � ��	� �� ���� 	��� � �����*���� � � �� �!����� ������� ��
�	 ���	���� �� ���������� ��(������%	� �� �� 	� 	����
 � �� +�,�� �� ��
���	��%	�� ��� �� �����	��� ���� � ��	� ��	� $��� �	 ������� ��� $��+ ��
�� !"���

�� -!� +������	�� �� �������	� �� �����	� � ������	�� #!����( .�	�� �
��	��� /����� �� ��� ������� �	� ��	� ��	� ��0�� ��%	� � �� ��	�� �� ���
����	� � ��	� ��	�� ���������� ���������
���� � �� 1!������ )����)���� ������� �������� � ������ � ������� ������ ���
��� ��	��� +�	�� �� +������ � �%	����� ������� ���� �� ���	���� ���� �	
�������� �	 $	�( �� �����1����� )���!�� ������� �	 ������� 	�� ������� ����
�� ��	����� �	 ��������� ��	� ��������	��
������� �� ��� ��� ��� �	 �� ������� �� �����%	� ��� .�	���� � ��2�	��
�%	�
 ��� %	� $��� ������� �� ��"� �	 �� ����
 �� ���� 	� ��	�� ����"�� �	
��	�� �	�� � �������������� �	 ������ ���	���� �� ������� 1���3 /	���

����������	� �	  	���	 ���	��� � �����	� �	 ����
 %	� $��� !����� ���� �� ��
������� ����� �	 �� �������� �� ������� ��� �!������ �� �������� �	$�	�� ��0�
� �����
 2���� �&�������
 )�	�� 1����� � 4����� 5������� /�����%	� �!������
��� ������� �	� �� ��	�	�� �� � ��� ������������ ��	�� ������ �����	��
������	 ��� ������ ��	������ �� �(�"�� �/2 �	 ���	�� 	� ���!�����
�� ������� ����	��"����� ��!���� ����$��� %	� ��� ���� � ������������ ���
�(�"��� ���%	������ � �	 �	� ��� �	�� �� ������� �!��%	� �� ��� ��
��	� ����� ���	���
���� � ���%	��� ��������%	� �� ��6.7 �����%	� �� ��65) �(�� 8 � �� ��9�#9�
��� %	� $��� �	 ��������� ������ ��� : ������ ��2#�7 � ���� ������� ����
�	� ��"��� � �	� ��������� %	� ��� ���	� �������� �	� �������
�� ������� !���	��	����� ��� ��������� ��������� ;������	�� 7� �! <�����

.��! 2���� � ����	� )��!����= %	� ���� ���� ���� �� �� ���� �� ���� ���
������� �� 	� 	���� �� ���� �� ��	���	�� �������� ������������� ��	� �� ��
���������� �	 ����� ���� �	��� �	 ���� �� ���� 	�� ��������� ��!�������!��
�	����%	� �	 �� �� �� ��� � )�	����� � �� ��� !������
 � %	� � �� 	��
��������� ����!�������
��*� $��������� �������� �� +������ � ��� ���!�� ��	� ��	� ��	��� ������
�	�� �� ������
 � ��	� ����	��"����� � �� ����� � !"�� ���	�� ���������
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������	 �� ���
 �� ����		� 
��
�	�� 
�� $�����%����� �� $���	��! $��	� ����
�

���� ��� �	� ��
��	� 
��	 ���� ���	 � ������� 
��� &��� �

������ # �� 
���� ��
������� ��	 ������	 �� ���
 �� �����������!

��� �� ���	�� 
� ���� 
� ������� ���������


��� ��� ������	��

$��	������	 �� ���
 ��������� ������� f(−→x , t) �� ������� ����� �� 	����	������
���� �����'�� ��� �������� ���	 �� �	
�� ��(�� )�� ���	 ��� *��+�� ��(��
�� ���������* �, 	� ������ ����	��������- �� 
�		����� ��	 
��
�����	 	����	�����	
����������	 
�� ����	������! .��� ����� 
��� �� �� ������� �� ���	 �� ���
	 t′ > t
�	� 	��
������ ��
����� ����� ������� # t′ �� ��		����� �� ����	 �� ����	 # 	�
��
�������� 	
������ # t � ��� ���� ��
���� 
�� �� ���� ��� 	� ������� �� �������
���� ���
������ ����� t �� t′ ������� ���	��� t �	� (�� �� ��� t′ ��������! /� 	�
���� ���� (.) �� ������� 	�� �� ��	����� �� �����	�����	 �� ���
 ���� �������
�� ���������� �� ���� ��	����	 t �� t′ �� �� 
���� ����� �	� �� �������� 0

Cf(t, t
′) = f(−→x , t)f(−→x , t′), )1!�-

��� �� ��
��� 
�	 �� −→x  
��	������� �	� ���������� 
�� ����	������ # ��	� ��
������������� 	����	�����! /� ��� �		��� �� ��2���� �� ���������� 0

Rf (t, t
′) =

Cf(t, t
′)√

f 2(t)
√

f 2(t′)
=

Cf(t, t+ τ)√
f 2(t)

√
f 2(t+ τ)

. )1!1-

$� ������� ��� ���� � ������ t = t′ �� ������� ���	��� τ �������� 
����� ��
���������� �� ���
	 �� ������� �� � ���
 
�� 0

Θf (t) =

∫ ∞

0

Rf(t, t + τ)dτ )1!3-

��� ��
��	���� ������� �� �������� �� ������������ �� ���
	 τ = t′ − t �� ����
������ �� ���
 � 
���� 	� ������� ��	� # ���� *� ������ �� ������� � �����
����� # ����	���� �*! /� ��

���� ��� 	� �� �����		��� �� ��2���� �� ����������
����� ��� 
��� ��
���������� �� ��
� 0

Rf (t, t+ τ) = e−
τ

θ(t) , )1!4-

�� ���
	 Θf(t) ����� 
�� �� �������� )1!3- 	����� ��������� ���� # θ(t) ���
	���	���� 0



�������� 	
 �� ��� ��� ������� � ������� ���������� ��

1

θ(t)
= − 1

Rf

∂Rf

∂τ
,

�� ����� 	
��� �
� �� ��������� ���� 
� ���� ����������	
� ������
����
�
 ������� �� ���������� Rf � �
 ���� �
 �������� �������

��� ��� ���	
����� 	������ ��������� ���������� ���

����� �� ������� �� �� �����
����� ���� ���

��
������ ��������������� �������� �� ����

�
��� �� ���
 ����� �� ��	
��� �����
����

����� ������	 	
�����	 �� �����	� �� ������

���� � �������� �� ��� ��������� � ������� ��� ��
� ��� �
�
������ �� �������
�
 �� ����������� �
��
� �� ��
� ������� ���� 
� ��
������ �
� 
���� �������
��	
����� �������� �� �������� !� ���� ����� 	
��� ��� ������
� ��
� �����

�
��������� �������� ���� ��� ���� �� ������� ����� �� �� ������ ��"��� �����
��	
��� #� �$��� �� ������������� �� �� �
� 
���� ���� �� ������ �
� � ���
�� �
� 
����� ������ 	
� ��� ��������� �������� �
� �� ��$������� ������� ��
���� �� � ����� ��� �"���� �� �������� ����� ������ �� ��
� ������� %� �������
�����	
� �� ������ �� ������� �� ������� �������� ���� ��� ����� ��������� ����

� ���� ��&�� ��� ��������
��� ��� ����� �� '�
���� (

f̂(
−→
k , t) =

1

(2π)3

∫

R3

f(−→x , t)e−i
−→
k .−→x dV�x, )*�+,

	
� ���
����� - �� ����������� �
 ��� ����� (

f(−→x , t) =

∫

R3

f̂(
−→
k , t)ei

−→
k .−→x dk1dk2dk3. )*��,

. ��	
� �������� ki �
 ����
� ������� �� �
� ������� 
�� ������ ��

����
�
� li ≈ 1/|ki|� �� ����� 	
� ���� �
� ��������� ��� 	
������� f̂(
−→
k , t)dVk

���� �� ����� 
���� �
 ���� ��� ��������� ki ������� ���� ������������
[ki, ki + dki]� ���� - ���� ��� ������� �������� li �������������� /� ��� �� �������
�� ��
������ 	
� �� ������ �� ��������� �� ���
�� dVk ����
�� �� ���� 	
� ���� ��
����� 
���� ��
� ����� �� ��������� �������� - �� ������� �� ��� ��
�� ������
����
����� 	
� ���������� ���� �� ����������� ����
��� �� *��� 0�� - ����� ��
*��� �� ��
� ������ ��� ������� �������� - 
�� �������� ����
������ �� �1����
)!� −→e1 ,� �� �
� ��������� ��� (

f̂ (1)(k1, t) =

∫

R2

f̂(k1, k2, k3, t)dk2dk3 =

∫

R2

f̂(
−→
k , t)dk2dk3, )*�2,

	
� ������� ��� �� ����� 
���� �� ��
��� ��� ������� ���� ��� ��
1 �
����
���������� 3���� )*��, ����� ������� (



�������� 	
 �� ��� ��� ������� � ������� ���������� ��

f(x1, 0, 0, t) =
∫
R3 f̂(

−→
k , t)eik1x1dk1dk2dk3

=
∫
R
[
∫
R2 f̂(

−→
k , t)dk2dk3]e

ik1x1dk1

=
∫
R
f̂ (1)(k1, t)e

ik1x1dk1�

�����

	
 � �
	�� �

f̂ (1)(k1, t) =
1

2π

∫

R

f(x1, 0, 0, t)e
−ik1x1dx1. �����

��
�� 	
 �
�������� f̂ (1)(k1, t)dk1 	��� �� 	
�������	
 �� ���� f(x1, 0, 0, t)
�� �	
� ��� (O,−→e1 )� ��� 	��	��
��� k1 �� ���
�������� [k1, k1+dk1] �
�����
�
� ��
�
�� � 	��	����	
 �� !	����� ������ �	
 ���  ������ k1 ≈ 1/|l1| ���	� ��� "	���
�	�� �� ���� 	������ 	
 ���� � #
�� �
 ����� �� 	� ��
� �	�� ��  �������

����� �� ����� 	� ������ 	� �� 	�������� ������ ����

������

$� ���� �	��%�� ���
 �	�
� �� ��� &�����%��& ��� �� ������ ' ��	��� ��  �������
%�� �
������

�
� ��� &��
���& �� ������� dk1� 	� %�� 	
������
� �� �	���� dVk =
dk1dk2dk3� �� �� 	
��� ��� �� ���� %�� �
 � ����� ����� �
 #������ &����� ��
��&�
$� ����� �� 	� ��
� ���  ������ 	�����	
��
��� ��� ��	�� �� ����� �� 	� ��
�
�� � ���� ���� �� #������� �� ��
� �� ���������� ()�� *� ��	
 ����	

� �
 ��	��
�
���  ������ ��
� �� ������	
 (O,−→e1 )� �� �
 ���
�
� �
 	���� �� 	
�������	
 ��
���� �� �	���� ���  ������ ��
� ��� ���+ ������ ������	
�� �� ���� � �����
�
���
 #������ ��
� �� ��
�� ��
 �����%�� �� ������� #
��� [k1 +∆k1, k1 −∆k1] ���

�
 ,�� �	�� ��� �	��� �� !	����� f̂ (1)(q1, t) ���	� � ' ���� ��
��� "���� �
 �����
� ���	�� 	����+�� %�� �� ��� ��
�� �

g(x1; k1,∆k1, t) =

∫

R

f̂ (1)(q1, t)Π(
q1 − k1
2∆k1

)eiq1x1dq1, ����-�

	. Π( q1−k1
2∆k1

) ��� �� �	��� �� ������� 2∆k1 �
�� � �
 k1� �/
 ������� �� �� 
	����	

Π(x) �	�� �� 0	
��	
 %�� ���� � �	�� |x| < 1/2 �� %�� ��� 
���� ���������� "	���
�	�� �� ���� 	����� f(−→x , t)� 	
 ��� ���	�� �
� 	�� ����	
 ����	������ %�� �	��
1��� �
� ��
��
�� �� x1 ' ���� �� ���	�	� 
 �� ��������%��� �� %�� �� ��� �

Cg(k1,∆k1; t, t
′) 2 g(x1; k1,∆k1; t)g∗(x1; k1,∆k1; t′)

2
∫
R2 f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)∗(q′1, t

′)Π( q1−k1
2∆k1

)Π(
q′1−k1
2∆k1

)ei(q1−q′1)x1dq1�
������

"	��� �� ��� ������ ��
� ���

�+� � �

f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)∗(q′1, t
′) = δ(q1 − q′1)E

(1)
f (q′1, t, t

′), ������

	. ��	
 � �
��	���� �� ������ �
 ���+ ����� �



�������� 	
 �� ��� ��� ������� � ������� ���������� ��

Ẽf

(1)
(q′1, t, t

′) =
1

2π

∫

R

ff ′(r1, 0, 0, t, t′)e
−iq′1r1dr1. ������

�	 
�	�	 Ẽf

(1)
(q′1, t, t

′) 	
 ��� ����� � ����� �	 �� ��������� 
�����	 	

	����	��	 f(x1, 0, 0, t)f(x′
1, 0, 0, t

′)� ���� ���	 	�� �	 ������������ 
��
���	�

��
���  

∀a, f(x1, 0, 0, t)f(x
′
1, 0, 0, t

′) ! f(x1 + a, 0, 0, t)f(x′
1 + a, 0, 0, t′)

! f(0, 0, 0, t)f(x′
1 − x1, 0, 0, t′)

! ff ′(r1, 0, 0; t, t
′)

! f(x1 − x′
1, 0, 0, t)f(0, 0, 0, t

′)

! ff ′(−r1, 0, 0; t
′, t)

����"�

#��	 ���$�	 �	 ���� � � ���%
�

	 x1 � ����
�� � �&	 
� &��	�� � ����
��
� � ���%
�

	 x1 + r1� ���' 
�� ��� �	 ��������� 
����(	����	��	 �	�����	��	�
���
��	 �	
 �	�) ����
 
�� �)	
�� *&	 	
 ������
 	 ��	�
� ������ ��	�� ��
����	  

Cg(k1,∆k1; t, t
′) =

∫

R2

δ(q1 − q′1)Ẽf

(1)
(q′1, t, t

′)Π(
q1 − k1
2∆k1

)Π(
q′1 − k1
2∆k1

)ei(q1−q′1)x1dq1dq
′
1

=

∫

R

Ẽf

(1)
(q1, t, t

′)Π2(
q1 − k1
2∆k1

)dq′1 =

∫ k1+∆k1

k1−∆k1

Ẽf

(1)
(q1, t, t

′)

≈ 2∆k1Ẽf

(1)
(k1, t, t

′) ������

�� 	
������������ ��� �
������ ���		��� ��� 	� 	���� �� ����� ��� �������
�� ���� ��� �� ����� ����� �

Ẽf

(1)
(k1, t, t

′) = lim
∆k1→0

Cg(k1,∆k1; t, t
′)

2∆k1
������

����� �
��!� ������ �� � �

Cg(k1,∆k1; t, t) = |g|2(k1,∆k1, t, t) =

∫ k1+∆k1

k1−∆k1

E
(1)
f (q1, t)dq1, ����"�

�� E
(1)
f (k1, t) = Ẽ

(1)
f (k1, t, t

′ = t) �������� 	� ����� ��������������	 ������
# 	� ��������� u1 �� ����	� ���� 	
������ �� �$� ���" �� ���� �� ���� �	��
��� 	� ��%���� �� ��	����� ������		� �� &��� ���� �� '	���� �����(�����
������� ���� 	� )��� �

Rg(k1,∆k1, t, t
′) =

Cg(k1,∆k1, t, t
′)

[[g|2(k1,∆k1, t)[g|2(k1,∆k1, t′)]
1/2

=

∫ k1+∆k1
k1−∆k1

Ẽf

(1)
(q1, t, t

′)dq1

[
∫ k1+∆k1
k1−∆k1

E
(1)
f (q1, t)dq1

∫ k1+∆k1
k1−∆k1

E
(1)
f (q1, t′)dq1]1/2

. ����*�



�������� 	
 �� ��� ��� ������� � ������� ���������� ��

�� ��� ��	
� ������ ���� � ��	� ��� ����
� ��
� ��
	 �� ��
���
 �� ����� 2∆q1� 	�
	����� �� 	����� �� 	

����	� ����	
�� ������� � �� 	��	����� k1 ≈ 1/l1�
�	� �

ρ
(1)
f (k1, t, t

′) = Rg(k1,∆k1 = 0, t, t′) =
Ẽf

(1)
(k1, t, t

′)

[E
(1)
f (k1, t)E

(1)
f (k1, t′)]1/2

. � !��"

#� �� ����� ��	
� ��� ����� �� 	$�
��� �� �� �$����� � �������� �� �	�
 ��
$��� �� ��
 �

Θ
(1)
f (k1, t) =

∫ ∞

0

ρ
(1)
f (k1, t, t+ τ)dτ. � ! %"

�� �� ���� �	����	� ��� ��
�
� �� ��� ��� � ����� 	����� ��
 	��
� ���&����
�� �	���� ��� �$����� ���	��� ��' ���' ���
�� �
��	��� �� �	
�� ���� ��
��
�� �
��(
� ��	
� ��	���� �� �� 	��
�� ��� ��� �$���� ��
���(
� ��� �	��
	����
�
	�� 	��� ���	�� � �� �������� �	��� �� �
	� 	��	������ ki� �	�
�� �
	� �$����� li ≈ 1

|ki|
! )�� ����� �$���� ��� ��	
� �
���
��� �� ��*	� ����������

��
 �� �	
�� �� �� �
��	� �� �����

−→
k ! #� ����� ���� �� ��
��
��$� ������ ��

�	������ ��������
� ����	
���	� 	��
���� �� �	��	� �� 	$�
��� ����	
����
�� �� ����� �� 	$�
��� ����� ����� �$����!

����� �� ��	
��� ����
���� ����� 	����� ��
�����
� �	�

���� ��
 
��� ��������� ki � ��������� �� �����
��

��� ��������

������� ��� �	 ��� �� �����������

+	�� � �� �
�(�� ��������� �
������� � �� $��� ����
� 	��� �� $���
�� 	����
��	� c(−→x , t)� �	�
 ������� �� ��
����
� 	� ���� �	� ��
	��
� �
��
�
 ��  !�� �

ρ(1)c (k1, t, t
′) =

Ẽ
(1)
c (k1, t, t

′)

[E
(1)
c (k1, t)E

(1)
c (k1, t′)]1/2

. � ! �"

,	�
 ����
 �� ���
��	�� �� 	����
��� ���� �	� �� 	

����	� ����	
����
���$����� �������� 
����������� ���	��� ��' 	��	������ k1� k2� k3 �� �����
−→
k � � ���� 
��	���
 ��� �� ����
� -. ���	� � �� 	

����	� ������� �� ���'
������ ���� ��
 �

Φ̃c(
−→
k , t, t′) =

1

(2π)3

∫

R3

cc′(−→r , t, t′)e−i
−→
k −→r dVr � !  "

	/ �

cc′(−→r , t, t′) = c(−→x , t)c(
−→
x′ , t′) = c(

−→
0 , t)c(

−→
x′ −−→x , t′) = c(

−→
0 , t)c(−→r , t′) =

c(−−→r , t)c(−→0 , t′) = cc′(−−→r , t′, t)! 0�$��� ��	
� ��� �



�������� 	
 �� ��� ��� ������� � ������� ���������� ��

Φ̃c(
−→
k , t, t) = Φc(

−→
k , t), ������

�� Φc(
−→
k , t) 	
���� �
�� �
����� �� ��� � ����	� �� 
����� 
�� ����
�����
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ρc(
−→
k , t, t′) =

Φ̃c(
−→
k , t, t′)

[Φc(
−→
k , t)Φc(

−→
k , t′)]1/2

. ������
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�����$��#��� ����	���� �� ���� ���	�%
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	��	 �� ����	� �� Φc(
−→
k , t) 
����� � � "
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Φ̃c(
−→
k , t, t′) �� �� ������	� ��

−→
k ���$��#��� $��� �	
)�	� k = ‖−→k ‖� �� �� 
 ����	*�

� �	�	� ���� !������ �

Φ̃c(
−→
k , t, t′) =

Ẽc(k, t, t
′)

4πk2
, ����+�
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Cc(t, t
′) = c(−→x , t)c(−→x , t′) =

∫ ∞

0

Ec(k, t, t
′)dk. ����,�
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Ẽc(k, t, t) = Ec(k, t). ����-�
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�#��� � ������� �� �		�
���� ��#��	�� ������ ���� ���	� ���	�	� �

ρc(
−→
k , t, t′) = ρc(k, t, t

′) =
Ẽc(k, t, t

′)

[Ec(k, t)Ec(k, t′)]1/2
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Ec(k, t) � E
(1)
c (k1, t) 	
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�� �� 4��
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Ẽc(k, t, t
′) = −2k

(
∂Ẽ

(1)
c (k1, t, t

′)

∂k1

∣∣∣∣∣
k1=k

)
, ����5�

�� Ẽ
(1)
c (k1, t, t

′) ��� � ����	� �� ���� ��#�� ����� �
	 ��3�� ���� � ��	� ���
�
	 �

Ẽ(1)
c (k1, t, t

′) =
1

2π

∫

R

cc′(r1, 0, 0, t, t
′)e−ik1r1dr1. ������
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ρc(k, t, t
′) =

− ∂Ẽ
(1)
c (k1,t,t′)
∂k1

∣∣∣
k1=k[

∂E
(1)
c (k1,t)
∂k1

∣∣∣
k1=k

∂E
(1)
c (k1,t′)
∂k1

∣∣∣
k1=k

]1/2
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ρc(k, t, t+ τ)dτ ������
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���	�
 ���������
 "�� ��
 ���� �
� �
�
��� �����
 �
 �#�
 ����
 k ���
�	���
��
� �#�
 �
�	� �
 ����
�
�

������� ��� �� 
��� �� ���������� � �����

�� 	
�� �
�
� �� ������
�
�� ��
�����
 � ���
� ����
 ��	����
 �
 ���
��
 
	� 
�
�	�
 u1 	��� ���
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ρ
(1)
11 (k1, t, t

′) =
Ẽ

(1)
11 (k1, t, t

′)

[E11(k1, t)E11(k1, t′)]1/2
, ������
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�� ��$�� 	� � �
����� ������ ��� ���
��
 f = u1 
�
�� � ���
 	� �

Ẽ
(1)
11 (k1, t, t

′) =
1

2π

∫

R

u1u
′
1(r1, 0, 0, t, t

′)e−ik1r1dr1. ����&�
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Φ̃ii(
−→
k , t, t′) =

1

(2π)3

∫

R3

uiu′
i(
−→r , t, t′)e−i

−→
k .−→r dVr = Φ̃11(

−→
k , t, t′)+Φ̃22(

−→
k , t, t′)+Φ̃33(

−→
k , t, t′)
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′
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�� �� �
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Φ̃ij(
−→
k , t, t′) =

Ẽ(k, t, t′)

4πk2
(δij −

kikj
k2
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Φ̃ii(
−→
k , t, t′) =

Ẽ(k, t, t′)

2πk2
������
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� ������� ������

� ��� ����
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�� �������� �	 ��� ��� �	�	������ ��  ������ �	� ����� ������� �

ρ(k, t, t′) =
Φ̃ii(

−→
k , t, t′)

[Φ̃ii(
−→
k , t)Φ̃ii(

−→
k , t′)]1/2

=
Ẽ(k, t, t′)

[E(k, t)E(k, t′)]1/2
, ����!�

�� �� � �	��� �

Ẽ(k, t, t) = E(k, t), ����"�

�# E(k, t) ��� ���
� ���� 
�����$� �� %��� � �� �����& 
� ����� Ẽ(k, t, t′)

��� ��
�� �	 ����� Ẽ
(1)
11 (k1, t, t

′)& �� 	�� ��
����� ���
�'	� ( �

� �	� 
�� E(k, t) (

E
(1)
11 (k1, t)& ���� ( ���� �

Ẽ(k, t, t′) =
1

2

(
k2
1

∂2Ẽ
(1)
11 (k1, t, t

′)

∂k2
1

− k1
∂Ẽ

(1)
11 (k1, t, t

′)

∂k1

)∣∣∣∣∣
k1=k

. ���)*�

+� ���� �� ������� ����������� ( �� ���

�� ��� �
��� ����� �� �

Θ(k, t) =

∫ ∞

0

ρ(k, t, t+ τ)dτ. ���),�
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��$������ ���� ��	� �������� �� ���	��� 
�� ���
��
������ �� ��	$ ����� �� ��	$ ���� cc̃′(r1, 0, 0, t, t

′) �� u1ũ
′
1(r1, 0, 0, t, t

′)&
����� �	� �� �1��� ����
������ �	� ��	$ �������� �������	�� cc̃′(r1, 0, 0, t, t) ��
u1ũ′

1(r1, 0, 0, t, t)� -� �	� �
��� �� ���	���& �� �������������� �� 2�	���� �����
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�� ������ �� ��	$ ���� Ẽ
(1)
c (k1, t, t

′) �� Ẽ
(1)
11 (k1, t, t

′)& ( 
����� ��� ��
������ ���*

�� ���)& �� �.����� �� 
� �1�� ������� 
�� ������ �� 	� ��	
 ���� E
(1)
c (k1, t)

�� E
(1)
11 (k1, t)� +�� ������ Ẽc(k, t, t

′) �� Ẽ(k, t, t′) ���.�������� �
��� ( 
����� ���
��
������ ���" �� ��)*& �	� ���� �	��� 	��
����� �	� �.����� 
�� ������ Ec(k, t)
�� E(k, t)� -� �.����� ���� 
�� �������� �� ����
����� ρc(k, t, t

′) �� ρ(k, t, t′)
( ����� ��� ��
������ ���! �� ���!� +�� ������	�� ����	�� �� ���	�� �����

���
���� 
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�0������ .��� ������� ( 
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� ��	 �� $��
��� �� 
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δF

θ(t)
=

|F |
θ(t)

≈
∣∣∣∣
dF

dt

∣∣∣∣ ⇒
1

θ(t)
≈ 1

|F |

∣∣∣∣
dF

dt

∣∣∣∣ ������
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dF

dt
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 ����� m1 �� m2 
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������ ���� �����
��
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���� �	�
 �	
��  

dF

dt

∣∣∣∣
m1

= m1, ������

�	�� 
	������ � 	����#���	� �� �����
�� m1 �� ���� �� �������	� ����	���
�� F � $� ����
 �������
����� �

	�� % &��	���	� �� F % &��
���� t �
� �	�

�	���� �&���'
 ����� �� 	���� �� ��������� ���  

1

θ(t)
≈ 1

F

dF

dt
=

1

F
(m1 +m2) ≈

1

F

dF

dt

∣∣∣∣
m1

+
1

F

dF

dt

∣∣∣∣
m2
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F

dF

dt
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=
m1

F
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1

θ
≈ 1

θ1
+

1

θ2
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F (t) = F (0)e
∫ τ
0

dy
θ(y) . ����.�
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�� � ����
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 ����
 ���������� &��+���� �� 1���� ���)
��
�� ���
 &��	���	� �� F � 2� ���������� 
� � �����
�� m2 �	����� 	� �	��
��	��� �� 	���� �� ��������  

m2 ≫ m1 ⇔
m2

F
≫ m1

F
⇔ 1

θ2
≫ 1

θ1
⇔ θ2 ≪ θ1, ����3�
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���� � 	
�� �� �� ����
��� 	��
���� �����	� ������
������ �� ����� ��
�����
��
�� �� ��� ��
���� �� ��� 
���������� � ������� �� 	
���� �� ������
����
��� ��� ��� �� ����� 	���
� �� �������
�� 	� F ���	��� �� �� ����
���
	��
���� 
�����
���� �� 	�� ��� ����
������� �� ��� ���
 ��
������ 	������ ��� 
	� 	
�� �� θ ��� ���� � ��� ���
� ����� ������
��
�� 	�� ����
���� 
�����
������ 	��� �������
�� 	� F � !�� �� ��
� �� ��
�� 	� �� �	����� ������� 	��
����
���� ���
��� �
��
 � ������� ��� ����� ������
��
���� �� ��	��
��� ��
	���
��� ���
��� � ��	��
��� ��� ����
���� �"��#����

����� �� ����	 ������	����� �		�� � ���������� �� ��

������ �� ��������� ρ(k, t, t′)

�� ��� ����
��� �� ���
	����
��� � ��$
��� 	� �������
�� ρ(k, t, t′) =
ρ(k, t, t + τ) �� ����%���� ��� �����
�� ��� τ � 	� ����� �� ���� ������ 	���
���
�� �
�
���� �� ��
� �� ρ ��� � ��
��
 ���
�
� �� 	�
� 	���&��� ��� τ '� �� ������
���"���
���( )

− 1

ρ(k, t, t+ τ)

∂ρ(k, t, t + τ)

∂τ
=

1

θ(k, t, t+ τ)
⇔ ∂ρ(k, t, t + τ)

∂τ
= −ρ(k, t, t + τ)

θ(k, t, t + τ)
.

'���*(
�� �� 	�	
� )

ρ(k, t, t+ τ) = ρ(k, t, t)e−
∫ t+τ
t

dy
θ(k,t,t+y . '���+(

,���� 	������ ��� � ���-� ��.- �� ��./ )

ρ(k, t, t) = 1,


� �
��� 0�������� )

ρ(k, t, t + τ) = e−
∫ τ
0

dy
θ(k,t,t+y) . '����(

1�� �
���
0�� ������%�� �� ����� ��� ��
�� �� ��� ���
	���� �� �� ����
�
��
�2 �� ������� ��� �� ��� ����
��
������ ����
����
�� '���� �� ���� ,�����
3����� �� ,����
� ��� ���� ��
����������(� � �
 
���
�� )

ρ(k, t, t + τ) = ρ(k, 0, τ) = ρ̃(k, τ); θ(k, t, t+ y) = θ̃(k, y). '���.(

,�� �
���
0��
��� ��	
���� ����� � )

ρ̃(k, τ) = e
−

∫ τ
0

dy

θ̃(k,y) . '����(

4��� � �� ����
�
��� ��� ����
���� �
 ����

���� � �� ����� 	� �5��
���� ����������� ���� 	�� �5����� 	 5��� 	� �
����� �� ����� 	 5��� 	�
��������
��� ���� ��
	������ 
�	����	���� 	 ����� �� ��%����� ��
� ��� 	�
��
��������� τ � ��
��
� 6
 ���� ������ ������
� �� ��� ��
�� �� 	����	��� ��� 	�
τ � ����� θ̃ �� 	����	 �� 	� k� �� 
� �
��� 0�������� )



�������� 	
 �� ��� ��� ������� � ������� ���������� ��

ρ̃(k, τ) = e
− τ

θ̃(k) = f

(
τ

θ̃(k)

)
. ������

��	 
���
�	�	 ���	��� ���� � �� ����� f ������ ��� ������������� ��
��������� �� 	��������� ������� ��� ����� �	� ����  !��"! ��� ��	 �!	�����	 ��#
�!��������� �� ����#$���� �� ���	��� %�� ������ �� ! ����� �� ��� ���#
������ �� 	���������� ��	 ������	 ���	��� �� ����� �� ����	 ����!��	��&��
θ̃(k) ���	��� 	�� ��� �
!��!��'�� ������!� ���	 �� ����'���
� 	�� ���� %��	
��!�	!����� ��� �� ��������� �� '����� !����!� ��� �	 ������	 ���	� ��	 	��#
��	��&������ 	���������� �� &�� �	� ��		� �� �	 ���	 ���� ���!������� �	 ��#
����	 ��������� 1

θ̃(k)
��� 	� ������ 	�� ������� ���� [t0, t0 + τ ]� ��	� � ���� ���

1
τ

∫ t0+τ

t0

dt1
θ(k,t1)

��� ����� ���� �� �!��� �� ��!���'�� �� �� ��������� �� � �� ��
�� '������ (�  !��"� ���	 � � ���� ����� ��� θ� &�� ��� � ���� )

ρ(k, t0, τ) = f

(∫ t0+τ

t0

dt1
θ(k, t1)

)
,

�� ���� )

ρ(k, t0, τ) = e
− 1

4

∫ t0+τ
t0

dt1
θ(k,t1) .

	��� ��� ��	 ���	 ������	  �����	 �� k ���	������ � ��	 �����	 �����	
���!�����	 � ���� &�� ���	��� �� �� �� 	����� E(k, t) �"'��� *�+,��

-�
���
�	� ����������� ����� ��� ������ �� �!	����� �� 	��������� ���� �	�
	�������� �����!������� �� ����	 ����!��	��&�� θ(k)  �	 �  �	 �� τ � �� ���������
!���� 	����	��&������ 	����������� ���� �� ���� � 	���	�� &�� ��	 �!���	��	 &��
'� ������ ��! ����� �� ρ̃(k, τ) ���	 � �	 ���������� �� �!������� ��	 �� �
������� ���������� ��	� � ���� &����	 �'�		��� �� �� ���� ������� ������ ���� ��
���!� �� ������� ���� �� ����	 τ � .�����	������� ��	 �!	�����	 �� ����#$���� ��
���	�� �������� ��������� �� � 	��	� 	��� ��� ��	 �����	 �����	 ������
/��	 � &�� 	���� ��	 �������	 ��	 ��0!����	 �!���	��	 ���	 �� ���� ���
����#$���� �� ���	�� ��� ���	�� �� ����� �� ����	 ����!��	��&�� θ �	#
	�! � �� ����� �� 
!���� ��	 ��0!�����	 !
����	 �� 
��� ��	 1�������	 ��
 ���		�� 2� �	� ���� &�� ��	 	���	 �����	 � �� ���� �����	� ��� ��!���� �� ��
����� �� 
!���� �� 
��� ��	 1�������	 �� ���������� ��3 ����������
��	 ���	�������	 &�� 	�� ���� 4� �0��� ��� �!���	��	 �� ��0�	�� ��!������	
���	� �� ������&�� �� 
��� ��	 1�������	 �� ���������� �	� �����������
����!� ��� ���� ��	 1�������	 ��  ���		�� /��� ������ ���� ��  ��� ���� �	�
���� ���	 	������ �� ���� �	� ���!����  �	 �  �	 �� �� ����������
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e−θ⋆/4

������ ��� � ���	��� �� ��������� ������� �������� �� �� ���� �� ��������
������ � �� ������ U1� ��� �� ����������� ������ ���� � ������� !�"℄$� θ⋆ �� ���
�������� ���� ��������� ������� ���� ���� ���� �� ����� �� ���% �� ������

����� ��� ��
������ ������
�� ����������� �� �������
�� �����
���� R(k, t; t′ = t + τ� �� ��� ������� �� ����
����� 
�
���������� �������� �
� ������������ ��
�������

&� ����� ���� �������� ρ(k, t, t+ τ) �� ��	��� �� ��������� ��������� ���
���� �� '��� (��� �� ������� ������ ��� )������� �� ������ �� �� �����

������ ��� � ���� ������ � ��� �'����� �������� �� ����� l ≈ 1/k� �* k = ‖−→k ‖� +�
�� ���� ,�� ��� �������� ���-�� ����� �,����� ��� �������� ��������� �� �������
����� �� ���� ,�� ���� ��� ����� � ������ .

∂ρ
∂τ

/ ����� ��� ��0����� ��������� ���������� �� ρ�

1�� ���� ��'� �� ��� ����� �� ����� ������ �� �� �,����� ��� ��� �������
��� �� 2����$� �� ��� �	���� ,�� �� ��3���� ��� ����� �� ����� ������ ����
������� � ���%��� ��� ������������ 4�� ����� ���� ������� �� ���� �����
����,�� θ(k, t; τ) ������ � ���������� �� ρ� �� ��� �� ������� ���� �� 2��
����� ���� � �������� �� ������� �� ���� ��� �� ���������� � ���� ���������
��� ���� ��������,���� � ,�� ������ � ��������� �� ��������� �����5����
���� �� ��� �� ����������� 6� ���� '��'� �� ����� �� ,�� ��� �������
�� �� ����� ��� �������� ��� ���� ������� � �� ���������� ��2������� �
���78$� ��� ����� ,�� ������ ��� ��� 2���� %������� �� ���� ��� �,������ ��
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������� 	� 
� ����
���� �� ��� ���� ����
 � 
� ���������
���� 	� 
� ����
���
��������������� �������� �� �������� ��� 
� �������� ��� 
�� ���

�� �������� �
��� ��
�� 	����� 	� � �

�� ��������� �� 	�� ���

�� 	� ���

� �������� � 1/k 	� ����� θc

��  �������� �� ������� 
��
� �� �� �!��� ���

�� 	� ����� θs

"�  �#����� ����
���� �� 	�� ���

�� 	� ���

� �������� � 1/k 	� ����� θdT

$�  �#����� ��
��
��� �� ������ 	�� �
�� ������� ���

�� 	� ���� 	� ��������
	� ����� θmv

%� &�������� �����
��� ��� 
�� ���

�� 	� ���� 	� ����������� ��� ����
�
�� ������� ��� 
'���

� 	� (�
�����# 
����� 
� ����� 	� )���	� ���
������
����� ������� � 
'������ � ��� ��� 
� �� 	� 
� ������� �*������� +�
����� 	� )���	� ��� �� ����� ���� 	�������� ��� ����� 	� �����

�� �#��� 	� 	�#����� � ��* 	, � 
� �������� ��� �� 	�-�� ���� Sc = ν/D�
���  
� ��.���� 	� 	�#������� ��
��
��� �� ν 
� �������� �����������

+� ��	�
������� 	�� ����� ������ ������ ������ �� �����/0�

�� �� ������
�� ��� ���� ����
��� ��� ��� �
�� 
� �������� �

�1 +� �������� �� 	� �
�� ���	�� ���

�� 2	�� �� 	� �
�� ������ ������
	'��	� �1 �����	� �� ����� θc ��
 ��� 
'�� ��� 	����������

����� �� �� ��������

� ���� ��3����� 	� � �������� �

1

θc
≈ U |<k

∂

∂x
,

�4 5 �������� 
'���

� 	� ������� ������� � �� ������
� 	'���

��� 6� ����
���
�� ���� 	����� �� �

U |<k ≈

√∫ k

0

E(p, t)dp, 2��%71

'��� � 	�� 
� ���� ��� 	� 
'������ ��3���� 	�� 8��������� 	� ������� ��/
������ ��* ������ 	'��	� �������� � k� +� 	����� ������
� ��� ����� 
��
���

�� 	� ���

� l ≈ 1/k ���� �'���
�� �� ����	���� ��� 	��� �� ���
�����
����
���� ��� ���	�� 	� ���

� l �� ���� ������
����� ��� �� ���� 	�������
9� ������ �� ���� ��� �

1

θc
≈ U |<k

∂

∂x
≈ U

l
≈ k

√∫ k

0

E(p, t)dp =

(
k2

∫ k

0

E(p, t)dp

)1/2

. 2��%:1

�1 +�� ���* 	� 	��������� �� 	� ������� 
��
�� ������� � 	� �
�� ���	�� ���

���
��� ���� ������������ 
�� ������ �3�������� �� �����3�������� 	� ������ ��/
	���� 	� �������� 	� 	�������� ∂U

∂x
� ;� ����	���� ��'�� ����
���� �� ���* ����
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���� �� ��
���� �� ������ �� �� �
���
�� ������� ������� ��� �

∂U

∂x

∣∣∣∣
<k

≈

√∫ k

0

p2E(p, t)dp =

(∫ k

0

p2E(p, t)dp

)1/2

. ����� 

!� �
������ �� �"� �	�� �
�� 	�� 	��	���� #����$�� � �������� �� 
 �

∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

=

∫ ∞

0

p2E(p, t)dp,

�	� �������� �
 ������� �	
��
��	� ��� ��
����� �� ������� � �	� �� �� %�	
���������� ��� ������� ������� ��� ����� �
�	� 	���	���� �
 �����	��� ��
�	& �	� ��� ��'����	�� ( k� )���� ��������� �	 ���� 
�
������	� ��	� 
	&
�� ��'���
��� �	 ��	� 
	& �� ��
��� �� ��
� ( ��������� �� � 
	&� �� 
 ���

	��� �

1

θs
≈ ∂U

∂x

∣∣∣∣
<k

≈
(∫ k

0

p2E(p, t)dp

)1/2

.

 *
 ��"	���� 	��	���� ��� �#����� l ≈ 1/k �
� ��� �#����� ��	� ������ ���
��� ������� ������ �	�����	�� ( k ���� �	 ������	� �� ��"	����� �� �� %�	
	� ���� θdT � �� �	� �

1

θdT
≈ νT |<k

l2
≈ k2 νT |<k , ����� 

�+ νT |<k �� �� ��,��� �� ��"	���� ����
� ���	�
� �� ��
��� ��� �������
������ �	�����	�� ( k� !�� 	� ��,��� �� ��"	���� ��	 �	%�	�� ��� �&�����
���� �� ����	� ��	�� ���
�� ������� �� �
����� �
� 	�� �#���� �������
�� ������ �� �
����� �	� �� ���
��� -� � ���� �� �	�� �� ��	 ���� �	�	��
�#���� �� 
���� 1/p 
������ ( �������
��� δp �
������ �	� 	�� ���
�� ��
�� (
�
 
����� 
�� 	�� ������ ��� ������� �� ��
���	� ��

√
E(p, t)δp� .��� ���������


���� 
	 ��,��� �� ��"	����

√
E(p,t)δp

p
� /�	�'���� �� ���� �
� �������� ���&������

��������� �
 �����	��� ��"	���� �� �	� ��� ������� ������ �	�����	�� ( k 
��
�� ��
�	
���� �	� '
� 
��
�
0�� �������� ��"������� δp ��	� 	�� �
��� 
�����
1�	� ����� �� ��,	��� �� ��	 �
������� 
�� ��� 
��� E(p,t)δp

p2
� � �� �����

�� �����	��� �
� ����
��� �

ν2
T

∣∣
>k

≈
∫ ∞

k

E(p, t)

p2
dp.

!� �� ���	� 
���� �� ����� �

1

θdT
≈ k2

√∫ ∞

k

E(p, t)

p2
dp ≈

(
k4

∫ ∞

k

E(p, t)

p2
dp

)1/2

.
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√
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θs
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√

ǫ

ν
,

1

θdT
= 0,

1

θmD
= Dk2.
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)

�� ������� ���� ����� �������/
�
 �� ������ ���������� �	� ��	� 	� ��� ��
����������� ���
�	� �� ��$�� �� %���� �
� ����� ������ ��	����� �� ��	� ��

��	
 �����
 ��$��
 ������
� �����
 �� �	' �	� 
��� �

���
 # �������� ��
(��������

����� ��� ���	
�� � ����	�


�� ���
���� �'������� �
� ���
� ��0	� ��	� "�	���� ��
 �
	��
 ��
 ��1����
 ��
���������� R(k, t, t+ τ) �� Rc(k, t, t+ τ)� ���
� �	� ��
 ��������
 
�����
 E(k, t)
�

���
 �	 ��� �� ����

�� �� ���/�� # ��������� ��
 ���
 �����
�
 ��"��2
���� �	' ��������
 ���������
 �� �$����� 	� ��/�� �� θ(k, t)� )��� �����
�	

� �� ����� �� �������� ��	� ���	� ����	� �� +� �� ���
 �� ��	
 "��$��� �	�
����
���� �	 ����
� ������� �� ����� �� ���������� ��	� ���� ��� ��



�������� 	
 �� ��� ��� ������� � ������� ���������� ��

������	 
���
�� � ��
��� �	� ���� �������� � ������������ �� ������� ��	 ����

�����	 
� ���������� �� ������� 
� τ
θ(k,t)

� �� �����	
��	�� � 
 �	�����
 ���


� �� ������������	 
�� ������ �� ���
 
���� ����
 ��	���� ���	��
 
	�

���� � ���� � �������	��� �� ���	�� �� ���� ��	��� ��� ���� �

���� �
 ������	��
 � �	�

�



Chapitre 3
������������ 	
����	����	 	� �	�����	�

�	 �	��	

��������

��� �����	
��
	��� 	 �
 ��	������ � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �� ���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����
 �� ��		� �� 	�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �
 ��	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
�� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
���� �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
���
 �� ��������� ��� ����� � � � � � � � � � � � � ��

��
���� ����������� �� 	� ��� �� ���� ����� �� ��

���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
�
 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  


��
�
�� ����� �� 	� ���!��� � � � � � � � � � � � � �  �

��
�
�
 "����� ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � �  #

��
�
�� $������ �����%&��� ' ����� �������� � � � � (#

��



�������� 	
 ���������� �� ��������� ��

���� ����	
��
� �
� 	 �����	 ���
�������
 	������	
��	 �
� ���	��	 �	
����	 	 ������ �
�� ��	 � ���������	 �������	 ���� � �	���	 �	� ���� �	 ���
�	��	 	� �	 �
	
�����
�
�
 ���	��	 ��	 �����	��� 	�� �������	� �
	 ������	
	 �	��
� 	
 �	� �	� �����
���
� �	 ���	��	 	� �	 �
	
�����
 ���
 ����	 ������ 	� �	�� ���� �	�
� �	
�����	� �
� �
	 �������
 �	 ���� ����	 �������	 ���
 ��� ���������	 ����� 
	
	� �������	�

��� �����	
��
	���

����� �� ���	

!�	�����	
	 �	
�	 �
� 	 ����� 	�� ������	 �
� �
 
� " 	� �	 ��
�	 ���
�	
���
� �	��������
 " ����	��	 ���
 
� �	 ���� ����	 ���	
���
 ������� ����
� ���	 � ���
� �	� ���������	� �������	� �� #$%&℄� $%(℄ �� $)*℄+� ! ����
 ���
��
��	 �� ���� ���
 
� " 	� #	� 
�
 ���
	 ���,	��	+ ���� ���	 
�� �	���	� �	
�����	 ��
� " �����	��� -
� ��� �	 ����	 ���	�" �	 	 ����� �	 �� �	 . ������	
�	 ���
��	
	 �	 � ������	
	 ��� �	� �����
� ������	�� /� 	�� ���� ����

��	
��������	� �	� �������� ������	� �
� ��	� ������ ��	 �
� ���� ���� � ��������
��	 ������	 ���	�����	 � !123� 4	 ����� ��	
�	�	
	�	
� 	
 ��5	��� ���� �	�
�	���	� �	 ���	��	 	� �	 �
	
�����
 	�� ���� ��� �
� ��	� ��	 �
� ����� !
�	�
	 �	 �	���	 ��������	� 	
 �	��	 �������	�� 1 �� ����	
�	 �
	 �	���
 ���	
�	 20 � �� 20 �� ��6�
�	 ���� ��	 ���
 
	 ���� �� �7
� �� �	� ���	�
�����	� ���� �	 �	���	� � 	
��	 �� 
� ��� �
	 ����
	 " � �����	 �	 ������	 �	
4 �� ! �	�
	 	�� ������	 	
 �	�� ����	� �	 2� ��
	�� !	� �	�� ����	� ��
�
�����	� " ����	 �	 ����	�� ! ��������� �
�� �	����	 	�� ����	��	 �� ���
 �	��
�
�������	 �	� ��
�	� �
� ������	�	
� #-��� ����+� ! �	�
	 �	 4� �	 ��
�
��������	 �	 �������� �
� �
	 ��	 �	 
	���������
 ������	 #���� ��*+� 8	�
�	��	� ������	� ���� ���
�� 
	 �	 �	���� 	
 -
 �	 9�
	 �	�����	� �
 �	�� �
���	 ��
���

	� �� ���	 �	 � ��	 �
����	��	 #���� � ����	+ �� 	
 �
��
�
�	 � ��	 	�����	��	� ���� �������
� 	 �	�
�	� ���	 �	 ��
���

	�	
�� �
 	��
���� 	
 ����� �	����

!�����	�	
� �
� �	 
�  ��� ������� �� 3
��������	 4����	� !�	�
#34!+ 	� �� :���������	 �� /��	� �	 ;�����	� #:/;+� ! ���	��	 ��<	

	 �	
������	�	
� �	�� 7��	 ������	 �
� � ���	 0, 2m.s−1−2, 3m.s−1� 	� 	
 �����	
������	
� �	� �������
� " )= ����	� �	 � �����	 �	 ������	
	 ��
� �	 ������	 �	
2% �	 � ���	��	 ��<	

	�

����
 �� ��		� �� 	�� ��������

! ������	
	 	�� 	
�	
���	 �
� 
���	 	�����	
	 �� �
	 �����	� !	� ���	�� �	
� �����	 ��	
� �	� �����	� ��� �
�	�����	
� -
 �	 ��	� �
 ����	�	
� ������	
��
! �����	 �	 ������	
	 	�� �
������	 ���� ���� �
	 �������� �	 0.44� >���	 �
����� �	 8�����
 $(?℄� � ������ �	� 	������	
��	��� ������	
� �
	 �������� �	
�����	 �	 0.44 �
� ��	� 	� �	 0.33 �
� ����� ! �������� ���
	 �����	 	�� ��-
�	



�������� 	
 ���������� �� ��������� ��

������ ��� � ��	
� �����
��� �� �����

�

� �

σ =
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M
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M
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���� � ���� ��! � �� �
	�� �� ���	 ������"����
�� # �� ����� �"
�$
�"� %&�"� ���'�

(�"� "�������� �� ����� )*+� ��"� �� �	����� � �� ������ ��	���� �"
���� ��� �"�� �� � ������ � 150 
,� -�� ��"� ��
� ���.��� "� 	���� �"/$
����0 �" ��� �" .��"
 ������1�0 �&� 2" �� �����"�� �	
���� �"/��

��
� �"
�3� ��"� ���������
���

�� �
��� �� �����"�� # ��4	���� �������� �"���!� �".�� 1�� ���� �$
������	� �"� "� 
1
 �"����� %
"���$���������'0 ���� �"� �� �"������ ��4	����
%��������� ��
��'� ���� � ��
�� ��0 ���������
�� ��� ������	 ��� �"��$
���	������� ���� � ����0 �� �"�� ��"�� # ������$���	������� ������.��� �
�
�� ∆t �	������ ���������
�� � �"� �
��� ��"� 
1
 �����"� �� #
� "��� � !������ �" �	��
 	�"��	0 � �� ����� �� �
��� � �����"��0 � �"�

�".
�� ��� (�"� �.������� �"� � �	����� ��"� �����

5� � ��� �� � �
	��� ��"��� ���
�0 ������ ���������� �"� �
���
�"���.� �	���	� ��"� ���� � �
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���
"
 � ������ � 2"�2"� 
���$
������ 6� �
�� ���������
�� ���� ��� �� ����2" �� ���"���	 �"� ��
&�"� ��7 ��"� ��� ��	�����

6� �
	�� �  ��� �� ���������	 # �"� ����� )*+� � !�8�� # �����
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��� �" ��
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�
�� �� �"��� �� ����� 2"� ��� "� �"�	
��!	��"� # 10 ��� (�"� "�������� �� "� ������ ��� ����$���	������� � ��	
�
�
���� � �������������� � 
�� ����$���	������ ���
��� �� ���"���	 �"� ��
&�"� ��9 � 6� ������ ::� �� 	
�� ���� � �"� � �	���� ���"
"������ ��	��$
�� � �� �.��	 �" ��
�� ����� ��	.�
�� �� ���	 ;�<� 6� ���� ������ ::�
�� �.��	 �" ���� �&� � �	���� � ��� � ��	���� �"
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��
�� ���	 =�<� >��� � �"� �������� ������.��� � �
�� �� � ������ � 100
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�� �������� �	������� ����������� � 	�� ���� �����������
��� �� 64× 64 ������ �	 ���� ��	�� ����� ��� �� ���� �����������

����� �� ����� !� ����� ���"	������ ��# ��	� �� ��� �� "	� ���� 	����� �	
��
�������# �	 �����	� �� � $�� !� ���� ∆t# ����� ��� ��	������	� �� 	� ����
�� ���� �	��� ��"	�� ��� ����	��� �� �������� %� ��������� �	 ���� ����
&'( � &')# �� �� �� ��������� �	�	��� ��� �� ����� ������ !�� ��� ��� ���
�����	� ��� �� ��	� ���
��� �� ����� �� ���*��������� �� ��	� ��� ��� +%,�
-�� ��������� �� �������� �� �	� �� ��
���� ��	� ��� ��� ���"	������
+%, ��	� ��� ���	��� �����������������

������� �� ��	
������ �� 
�	���

��	� �
.�� ��� ������� � � "	���� �� 	� ����� ����� �� ������
����� /�
��*����"	�# �� ��������� �� 	�� ������	� �����"	� "	� ����� �� ���	���
�� ����� �� ������
���� �� ��	� ������ �� �����
��� ���������� !� ��0��� ��
��������� �� ��	� ������ �� �����
��� ��������� (Xi) � (Yi) ��� i = 1, N ��
��1�� ��� 2

R =

∑N
i=1(x

′
i − xi)× (y′i − yi)√∑N

i=1(x
′
i − x′

i)
2 ×∑N

i=1(y
′
i − y′i)

2

3���4

5� � 2

(� +1 ≤ R ≤ 1

)� R = +1 �� xi = yi# ∀i ∈ [1, N ]

�� R = −1 �� (xi − x̄i) = −(yi − ȳi)# ∀i ∈ [1, N ]�

/� ������� �	 ������# �� �� ���# ���� �	��# ��� ������ �� ����������
��	� ������� ��� ��6�������� ���*���
/� +%,# �� 	����� ���������������� )� � ����� �� ������ �������� �� ����	����
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�������

�����������
������ ������� �� ���
������ ����
�! ��� �� ���
������ � ��
����� ���  �� � ��� ����� 
��
� ��� ������� " �� �����#��� $���� �� %��� ��
��� �� � ��&�� ���� � �� � ' ����� '�

$���� ��������� ����
����( � ( � ����  ������ �� ��� �� � ��� &�� �� 
��������
��)�������� �� ����� ���� �&��� �� *� �� ��+!

R12(i, j) =

∑N
x=1

∑M
y=1 I1(x, y)I2(x+ i, y + j)

√∑N
x=1

∑M
y=1 I

2
1 (x, y)

∑N
x=1

∑M
y=1 I

2
2 (x, y)

����!

�� �	
��#�� � ,������-	���	��� �� � ���� �� �������� � �&���� .

Rx,y = Re {IFT ([FT (I)× FT (I)∗])} ���/!

�0 1� 
���� �� ������ �
����2 �� ���3��� 4 �� ��) � 
2 56 �� �����%���
�
� 5� ���� 782 �56 �� �����%���
� � 5� ���� ��&���� 78 �� �  �� ������ 78
����������� � ' ������ � ����� ����

9�  �������� �� 6����%���
�� � 5� ���� 1����� �5��� 5� ���� 6���%��� � 
556! �� � ������ �� ����� � �� � �&� �� %��� �� ��� � � ��/ .

R12 = IFFT [ℜ (FFT (I1(x, y))× FFT (I2(x, y))
∗)] ���:!

�0 �� ���3��� 4 ���( � �� ��) � 
 �����'�2 �556 ���( � �� �����%���
�
� 5� ���� ����� ��&���� 782 556 �� �����%���
� � 5� ���� ����� 782 ℜ ��
������ �
����2 I1(x, y)  �� �����#�� ���� ���������
 �� I2(x, y)  �� � '�#�� ����
���������
 �� � (x, y) ∈ [N,M ]�
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��������	��� �
 ���	����
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 ���� �� ��������
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 � ��� ������
 � ���� �� �����
�
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 ∆x,∆y!  "���
 ���!� #� � �
� �������	�� ���$��	
� %
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 �� 
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 ���

��� �
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�

• �
 *���	 
�	 ������ ��� ( ����
� �
 ���	���
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� � N2
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 '��	
�� �!� �
 ������	 ������ ��� *���	 �
$�
�	 �� ����� �
��
���� �
���
�� )�
 
��� �*	
�� ���� �
 ����	� ������	����

�
� ��	'��
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 ������	��� �����
� �
��
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 �
	���$
� �
 ���*�
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�
�
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 ���� ���'
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� �����
�
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� ��	'��
�

�	 ����� �
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2
���
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 �� 
	 ���� �� 	��*��
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� �������, 
 ��
�	 ���

��.���	 ���� �		
����
 �
� /�	��	���� �
 )�
�)�
� ����
�	 �
 �� $�	
��
 ������
���
� 0���� �� �1����)�
 �
 �
���
 ��
�	 ��� ��.���	
� �� ���	 ���$��� ������
�	
�

� ��	
	��	 �
� �����
�
�	� ���� �
 ���
�� �
� ������ �1��	 �
� $��
��� ����+	
�
����	
���	� �
 ��$
�� �
 ���� 
� �
� ����	� ����
	�, �� ��	
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�	�
 �
� ����	�
 ���
��! �� ������ ����	
��������	��� ���	 �� ����
 
�	 �������
 ����
 � �������
#� �
���)�
 )�
 ���� �
�	 	��2���� �������
� �
 �����
�
�	 �
��� �� ���
	���
� 
� %

∆−→x = ∆−→xE +∆−→xf  ��3!
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�������� ������	� �� ��	��������	���
��� �������� ������	
������� ����
���� ��������� � ����	����	 �� 
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Temps Lasers

Temps Caméras

Caméra2Caméra1Caméra2Caméra1

Cavité 1

∆τ

∆Τ

∆Τ

∆Τ

∆Τ

∆τ ∆τ ∆τ

1/F1

1/F2

Laser2 Laser2Laser1 Laser1

Cavité 1 Cavité2Cavité 1 Cavité 2 Cavité 1 Cavité 2 Cavité2

������ ���� � �	
�� � ���	���������� � � �������� ����

��������� 
���
�� � �� ���!� �"
������ #� $������ %����� �&
��� ����� ��� �� 
��
��� �� �� ���!� &����'��������� �����!����� ∆T � �� 
��� ��� ����� �
���
������� �� �� !����� �� ���!�� (����� )�� !��� ��� !����� ∆T � �� !���
������� ����� �� ���
����� � %������� %���� �� �
�
������� ���
������� ���� )��
��� !���� �� ��!��!������

*�� ����� ��� �!����+���!������ � 
,� 
�
 ����
� ��� !�������� 
����� !���
������� �� �
�
������� -.�/℄� .1�℄� .2�℄� .2℄� .21℄3 �� �� ���
������� -�	��� �
4� 5�%����� .�6℄3� �� �&�'�� �� � ��!��� �� �������� ��� ��
!������� ��
�� ���� 
���� �����
 !�� ��!!��� �� !������� 7��� ����� �� �� ����� �����
��� �� �������� ���� �� ���!� � ��%����� ∆T � 8� 9'��� ���� �������� ��
���	���������� � �� �������� ���� 8�� ���''��� ��
��� �� ������ �� ����
!�� ��!�
����
� ��� �� 9'��� !��� !��� � �����
� :� %��� ��� �� 9'��� ����
)�� �� ∆T > 1

F1
� �� �	
�� � ���	���������� !�
����� �� 
$���� 8� �����

)�&�� ��!��� � ����� �� ���� ������� ������!� �� ��� &�)�������� ��
��
���� �� ��� ��
��� ��� �� ��� � �;<� �� $���� )�� ∆T ���� ��$
�����
� 250 ��� =��� ���� ������ � �&� !����� )�&��� !����� � ����� ���� -,��)�&�
∆x1/M = 2 × 250.10−3 = 50� �> ? ��� �� ������ � ������ � �� '����� �
��������� ������
�� !��� U1 = 2m.s−13� 8� <��� � 
����� $������ !��� � �66
������� -�����!����� ��� ����� �� � ��� ���������� � !����� � �� ������ �
���� ����� �� !��� '����� 
	����� � �&
��������3� �� $��� �� ����%�� ���
���������%�� 7������� �� ���� &�)�������� ���� !���������� &��'������ ��
<��� &���!������ ���� �� ����� ��� ����� �� � �������� �� ���
���� ��@�
!��� $��������� ��� ��� ������� '���� � $�
)����� =���� !������� �������� �
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��� �������	 
�	 ��� �
�� ����	��	 ����������	�� �	 �
�	���� �
 ����	 �	 �	���	�
��	 �������� ���� 
����	��	 	�� �	 �	���	 �� �	��� ∆T ′ 	���	 �	� �	�� �����	�
��� �	� ��	 ∆T ′ = ∆T − N × ∆Tcycle �� � 	�� 
��	�� �	 �����	 �	 ��	� 	�
∆Tcycle = 250 �� �
�� ����	 
��  � ��� �	�� ����	� �	 !
��� �	 ���	��	� ����
��������	� �	 � �
��	� �	 !
���" ����� CA[i] 	� CB[i] 
�	 i = [1, n]" �� ����	�

���� ∆T > 250 �� CA[i] 
�	 CB[i + N ]� #	��	 �	����	 �������� �	��	� �	
��	���	 �	� �	���	� �	
���� ���� �
���	�	�� �
�� �	$	��	 � �
��	� ����
%	��

�� ����� ����
� 	�� �
 ���	��������� �	� ��
�� �
�	� ����� �	� �	�� �����	�
��� 
�	 ��
�	 �� 
�
� ��� 	�� ����	�� �	� ������ �	 �	���	� ��	 ���� 
����
!������ �� ����� �	 ��&�	 �������	 �	 �	�����	� �
 �'�	 (��	 �	 �
 ��&�	 ����
���� 	� ) �� 
���	 ����
��� �� *
�� ���� 	�
 	����	� �
 ���	���� 	�
�	 ���� �	
����
	�	�� ���%������
�� +� �	��
 ���� ���� ���� �	 �
 
�
�����
���� �	 �
 ���,

���	�	 	� 
�
� �	 �
 %����	 ��	 ����	�%�	 �
���
�	 ������	��	 	�� u2
1/U1

2 ∼ 0.001

-���� .%��	 /�0 �
%	 123� #	� ���	����� )

√
u2
1 = 0, 0632m.s−1 ���� ��	 ���	��	

���	��	 U1 = 2m.s−1�  � ∆T = 2ms" ∆x1 = u′.∆T = 0.0632.2× 10−3 ≈ 126µm�
+� ���� ��	 �	 ����
	�	�� ��
���	��
� �� 4���	 �
� �
 ������	�	 	�� ��*���	��
) ����
���	�� ����	 �
��	 �
�	�� #	�
 �	��	� ��� �	 *
��	 �� ����� �	 �
�����	�
���� ��
� ) �� 
���	 *�������
�� 
���� �	� �	���	� �
%�
�%�	��	�� 5 �
����
����	 ��(
��	 �	 ������	���	� �� *
���
�� *
��	 ���
�	�	�� ��	 �	!	�!	 �	
�����
���� �
���
�	 ��� �����	��� ��
�� ��
���	��
�� �� �
�	� ��
� 	� 
�
�"
�
�� �	 ��� �	 �	 �
� �	���	 �	� �������	� ��� ������
�	�� �� ��
� �����
� �	
�	���	� ���� 	 ����� �
%�
�%�	�" ��	 
���	 �������� 	�� ��������
���� ����	
�	!����	 06 �
� !���%�
�!�	 ��%��
�	� #	 ���	 �	 �	!����	 	�� 	� ���� �	
���	����	�	�� �
� �������	 -���� 718℄3� ���� �	� �	���� �	��� ���� 
���� �������
�� �����	 �	 ����
%	 �	 �	�� �
�	�� 
.� �	 ���	����	� ��� .�	�	�� �	� �	��
�
��	� �
�	�� ���� �	� �	��� ���� %�
��� ���� �	� 
���� ��������� �� 	�� ) ���	�
��	 �
 .�	��	 �	 ���������	�	�� ��
��
� �
� �
����� ) �
 �	��	 	�� ��� 
���	�%�
��	�

��������� ��� 	 �
���� �
��

���� �	� �	���� �	��� �� � 
 !	�
�!	�	�� �	� �	�� �
��	� �
�	�� : �	� �	���
��	���������� �	� 
���
� ��
�� ���%�" �
 �	����	 ��
�	 �	 �
 ��	���	 
���

�	�
 �����	�����	� ;	 �����	 �	 ����
%	 �	� �
�	�� �����	 �� ��	 ���
�
�	��
�	��	��
�� ��
���� �	� ���
����� ���!�%��
�	� ��� �	� �	�� �
�	��� <� �	��
�� �	�

�
���	��� ���	�����
��� ��� �	� 
���
�" �� 	�� �!������	�	�� �������	 �	 ������	
	� ����
�	�� <� ��
����	" 	�
 �	 ��	�� �
� 
���� 	=
	" �	 �
����� ��%�
� ���
����� ��
�� *
���	 �> ����
��	�	�� ) �
 �
��
��	 ��
���� �	 �
 ���
���
����� #	�
	�� �	�� '��	 
���� �> ) 	 ��	 �
 �����	 ����	 �
� �	� �
�����	� �	 �����
���	�
���� 
���� ���*��� ������	� �����	����� �� �	����	 �
�	� ���� ������	 	� 	?	�
��*
��	� ;�����	�	�� 
�
�� ��	 ���	���� ������
�	 	� ��	 *
���	 ������	�	"
���� 
���� *��� �
 �	!	�!	 �	 ��
�%����!�	 ��� ) �	�����	� ��	 ���	��	 ���!	
�	 �
 ���	��	 ���	��	 
 �������
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Dispositif 5

Caméra1

Caméra2 Caméra2

Caméra1

Caméra1

Caméra2

Miroir

Miroir semi&refléchissant

Dispositif 1 Dispositif 2 Dispositif 3

Canal à eau

Caméra1 Caméra2 Caméra2Caméra1

Dispositif 4

������ ���� � ��	
�	����	 
�		����	 ��	 �����	�

�� ������� 	���� �������� 	� 	���� ��	 �� 
������ ��	 �����	� ���	����	
���������	 	�� 
�		����	 �� �� 
���� ���� �����	 ��	�� �� ����  ��
�
!� 
������ ��	
�	���" �� �� ����� ���� �	� �� 
��	 	��
��# ��	 �����	 	�� � ��	 $
��	 �� 
��� �� ������� �� ���� %�� �� ��	
�	���" �# ��	 �����	 	�� �� ���� ��� ��
��	�� �� ����  ��
 ��'� $ � ������ �� $ � ������ 	���(��)� �		��� �� ��	
�����	 �	� ���*����� ������ 
�� ��

��� $ ������� �� "�+� $ � ,�� ��  ���
�
��,�� ���� �� ��� �� ��	 �����	 ��� �� ���� �������� !� 
��	�� ��	 �
��,��	
��
��,�� �� ������� �� �� ������� ��	 �����	� �� 
��	# �� "��� 	�������� $ �����
�� ��"������� ���� ��	 ���� �����	 �� �� ����	��
��� �� ����*��� !� ��	
�	���"
� �	� �� ������� �� ��	
�	���" �� !�	 ��	
�	���"	 - �� � 
����� ���� �����	�	 ��	
��	 ������	 	�����	�
�,��	� !� ������ �	� 
��	 "��,������ ������ �� ��	
�����	 �� ����	 �� .�� �� ��	�� ���*����� ����� � ,�� ��	� 
�	 ��
�	 ,��� ��	 �����	 	�� ��	�	 � 
�����*��� /��� ��		��� �� ��"������� ��	
�����	 � 
����� 0���*�� �� % ���
)��1� 2
�*	 ����� ��	�� �� ��	
�	���" �# ���

��3��� $ ������ � ������# �� 	�4�� $ ���
 �� ��"�������	 
��� �� ��		� ��		����
$ �	 ��	���	# ��	 ���	 �
�� 
��� �� ��	
�	���" � ��� ��	 ���� �����	 �����	
	�� ��	 �����	 ���������,��	� 5�� ,����� ���� ���������# � � 	��� 
�	 ��
���� ��� ���� 
������� ,�� �	� ��	�# �� ��� ��� ��� ��	 ��������	 ��	�����	�

������� ��� �
�����

!� 
����*�� 
 6	�,�� ������ ��	 ��
�	� �� .�� $ �	
���� �	���������
7���� ����������� �� ���� � *	� ��	 �� ��

����# �� "��� ��������� ��
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�������	� �����	� �� �������� 	��� ����� �� ����� �	� ��	� �� ��������	�

���	 ��� ������� ���� ������ ��� ��������� ��������� �� �����������	�� �� �� ����

���	�� �������� ���� 	��� ��������� ���	 ����� �	�	� ��	� ������ �� ����	 ��

���	����� �������	��� ��� ���� ������� ������� ��������� �������� ��� �� ���	����

��	� ���	� � ����� ������	��� ��� �� ������ ��� ��	�� ���	����������	 �� ��  !"�

#	 ���� ��	�� $���� $�� � �	 ������ ���� ������ �� ������ ��%����� �� ��

��	� � ������� ��� ������� � �� ���������	 ��������� &��� ���	� ����� �������

�� ��	� ����� ������� �	�������� �������	��� ��������� � 	���� ������	� ���

��� ����� ������ �� ����� ������ '�� �	 ��� �� 3 � �� �� �����	 
�
��� ������� ��� ������ 
� 64 × 64 ������ 	��	������ 1, 5 × 1, 5 mm2� ��� ������

� 32 × 32 ������ 	��	������	� 0, 75 × 0, 75 mm2� ��� ������ 
� 16 × 16 ������
	��	������	� 0, 375× 0, 375 mm2� ����� ��� �����	� 
������ �� 	��������� ��������

� �� �������� 
� ����	� �� ���� � ����	�	 ��� ��� ������� �	���	�������� ���
���� ������� 
� ������������ ��� �� ��	��	� 
�� ������� 
� �������	� � !� ������
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��� �������� 
� �	���� t �� t + ∆T ���� ��	��� 
� �����	

�� ��	������ 
� ������� δui = ui(t + ∆T ) − ui(t)� �� ��� ����	���� 
� ����	
��� �	 ���� ��		��� ��� ��� ��	��� 
�����	�	 �� �	�'�)�� ������� �� �*+� ��	
�������	� ,-+℄� ��	�������� �� /
	��� ,-0℄ �� ���� ��	��� 
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�
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��� ���	�� ��� 	���	
��� �� �%�� ����� ��� "�� "��� ���	 ������2�	 ���
�		��	� 3�4 
��� ��������� ��� �	�
������ 5��� ����� �	�� 
�� ����	�� 
� ��
��	��� ����� ��� 
�� ����	�� �� 
����#��� ��� ���	� 
� ∆x1 = U1∆T � 6� �����
���� ����� �)� � ��	��	 
� �� 
�	��)	�� 
������ � ������	����� ���	���������
7� � ��� ���� 8	����
 ��/� �� �� ,9-℄� ���� ����� ����	� ������ 
� ��	������
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�� ����� 
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���� ��℄
 � � ������������� ����� �������� ����� �� ���� ������� �� ��������
�� �� ���� ���� �������� ������ ��� ������� �� �����������  �� ���� �������
�������! ������� ������� �� "������! ���� ������������ ��� ���� #��� �������
�� ���������� �� $%& �'������ �� ���� �(��� ) �

ηB = η × Sc−1/2. *���+


,��� ����� ) �� ����-������! ���� ��������� ��� �������� ���.�������-� ���.
������ � ������ �� ���������� ������� �� ���� �� �� ������ ����� ��������
 ��� ��-������� �  /01 ��� � #� ��� ����� 23 *����� 4��  ��-��! ����� 5�
5���6�� �27℄! �����  � "������ ���℄
 �� ������ ��������� ���� ������� �����
�������(��  �� � ����� ��� ������� ) � -���������� �� 8�������� ������� ��
��� ���� �� ���� ���� ��� ���� ����� �������� �29℄!�+�℄� "��� ��� ���� ������ ��
���� �� :�-�� ���� ������ ��� ������� ) ��� ���;�� �� 5����� *5
 �� ���! 
������! �� ������ �� ���;���� �� � ��<����� ����� ) ������ ������! �� ����� ��
� ���;�������� �� ���������� ���;������ ������ =� ����! ����������� ) ���
�������� ���� � ��<����� �� /�� *>��?��� �� 1� �+�℄
 �� ��(�� �� � ��<�����
��������� �� ��� ����� ��<����� ��������
=�� �� � �� ������������ �� � 0&, ��� ����! �������� �� "������ ��� ��
������� �� @3 ���� ���������� ) �������� �� A����(���<� "����� �� ��-�' ���
������ ��� ����� ������������ ��������� ���� ����� �� ��������� �� $%B&� &�
���� �'���� ������� ��� �� �� �� �� ��������� �������� ��� �������-��� 1#�
�� ���-��� ��� �;����� �� ��� ���C��� � ���������� ���� ������� �� �?�� ���.
������� ,�������� ��������� �������� ���������� �� ������� ��� ����������
Ca ���� ��������� *
 ��� �� ��������� � � ��<����� �� /��! � 8��������
������� �� ���� ���������! �� � 0&, ���� ��� ���� ������� �� ������� ���
8������

������� �����
� �� � �������

D��� ���������� �� �������� ������� ������� � 8��������! ������ ��  � "��.
���� ���℄! �� �������� � �����

�����
���� �� �������� �� 
������ 
�� ��� ����� ����������

 � ��������� �� 8�������� ������ ��� � ��������� ������ ������� ��������
��;���;�� �� �� ��������� ��� �������� D��� ����-��� �.���� ��� ������������
��������� �� � ����������  �����(�� ����������� ����� E ����� ������� �� ��.
������ �� ����� ������ � ������(�� �� ��-�� Eel! ������(�� -�;��������� Ev ��
������(�� ����������� Er �@3℄ �

E = Eel + Ev + Er *����


����� ��� ����(��� ���� ������� �� ���;�� ������ �� ��-��'! �������-���
����� ���' ��-��' ��������� -���#�� �

∆Eel ≫ ∆Ev ≫ ∆Er *���7
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� ��������� ���	�
�� ���
��	 �� ������� �� �� 
	��� � ���� ��� �
������ ��
���
��� S0 ���
��	 E0�  ��������	�
 ���
 �!���
 � �����
 νi ��	�
����� �� 
	��� ���
��	 E0 � ������ ��
���
��� S0 " �
 �� 
	���# ���
��	
E1 � ������ �����
	�� �����	�� S1�   ���� ���
��	 � �� ������ �� ��	� "
�� �����
 νi �� �!���
 ������� ��� �� ����	�
 � ���
$ %

hνi = E1 − E0 &���'(

�) h �� �� �
���
� � ���
$ ���� " 6, 63.10−34J.s−1�  � ������ �	
�	
#	�� � �� ������� 
 ���	�	�� �!��	�� �� ��
 �	�	� ���� �����	� �

	��� ���
��	 �	����	�

� � �����	�

� � ��	*	� 
 ��
���� � ���� ��� 
	*
��� ���
��	 � � ���� #	�� S1 &��	� +��� ����(� ,�� ������ ����	��	-�
��� ��	� ��� � ���
��	 " ��
 �	�	� 
�	��

�
� ��	� �����
� " ��
 ���� ��
*
���
��� 
 �����
� ���������	�� �
 �!���
 � �����
 νf 	
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�����
 #	����	 νi� � ���
��	 %

hνe = E2 −E0 &���.(

,�� �
��	 �� 	
���	�� " ���
��	 ������� &hνe < hν(� ,��� � �!�
��-

� �����
� ,�� 	���	�� ��
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 ��
���� ���
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������� �� �	�
���� δL �	�� � �� ������� �� ��� �� ��	�	�� �� ����������� ���	�
��������� �� Einstein.m−2.s−1 ����������� ���������� ��� �	�� �� ��	�	��� �	��
6, 022.1023 ��	�	��� �� �	� �����	����	� ��  ���!������� ������� ��� �� ��� δF
���	��� ��� �� �������� ��� �� ������� �� �	�
���� δL ������#�� $ � ���� ���
��	�	���	���� �� ��� ������� �� $ �� 	��������	� C �� $ �� �	�
���� δL %� ���
	����� $ &

δF = −F.C.δLǫ(λ) �'()�

	* ǫ(λ) ������� �� �	��	�� ���	����� �� �� �	����	�� �� ��� ������ 	�+���� ����!
�����	� 	� �����	����	� �� �� �	����	�� �� ������ �� 
������ �� �� �	�
���� ��	���
λ �� ��� �� ����#�� ������� �	�� �����#� �� ��	������ 	�������� %� 	�+����
� �	�� ����� �, �� m2.mol−1 ���� 	� ������� 	�������� �� L.mol−1.m−1 	� ����
�� L.g−1.cm−1 ,� ���� -��� ��	�� ������� �� ����� �� ���.��� �� �� ��� ����������
$ ��� ���.�� ���������� �����	����	� �� ��	� 	����#�� �� ��� �� ������� ��������
F0 ���������� �� �	����	� $ �� 	��������	� �	�	
#�� C� �� ��� �������� $ ���
��	.	����� L �� �� �	����	�� ���	� �	���� Ft(L) ����/� �� ����
���� ����������	�
'() &

ln

(
F0

Ft

)
= ǫ(λ).C.L �'01�

�� ��	���� ǫ.C.L ��� ��� �������� ���� �������	� ������� ������� 	������ �� ��
�	����	� �23� �� ������� �	� �	��	�� ���	����� �� ��� �������� $ �� ��	.	�����
L ��� �����#� �� ������	� ��������� �
�� $ &

Ft(L) = F0.e
−ǫ(λ).C.L �'0(�

�����������	� �� .������ $ �� ��������� ����� ��������� δL �� �	����	� �� $ ��
��	.	����� L ��� &

δFt(L) = −ǫ(λ).C.F0.e
−ǫ(λ).C.L).δL �'00�

%	������	�� �� �	���� δV 	������� ��� ��������� �� ���.�� δS ��������������
$ � ��� �� ��������� �� �	�
���� δL� /
��� '(4 ����������� ���	���� ��� ���������
�� �	���� δV � ���	� �	���� δIa ��� �
��� $ &

δIa = −ǫ(λ).C.F0.e
ǫ(λ).C.L.δL.δS = ǫ(λ).C.F0.e

ǫ(λ).C.L.δV �'0'�

����������� ���	���� ��� ����� �� �	���� ��� �	� �
��� $ &

δIa
δV

= −ǫ(λ).C.F0.e
−ǫ(λ).C.L �'04�

5	�� ��� �	����	� �	�� �� 	��������	� ����� ��� ���.	��� ������� �� ����!
��	� ������#�� �� ��� ��������� ���� ������ �� ����� x� ����������� ���	���� $ ��
��	.	����� L �� �� �	����	�� ��� 	������ �� ����
���� �� ������	� &

δFt(x) = −Ft(x).C(x).ǫ(x).δx �'0��

3� 	������ &

Ft(L) = F0.e
(−ǫ(λ)

∫ L
0

C(x).dx) �'06�
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������ �����	� �������	� �� ��� ��� � ��� �	 ����� ����������	 �
�� ������	 ��� ��� �� ������� !	 ������ "�#���$ ��� ������ ����������	 � �� ���%
���	 ��	 ��� ��� � ��� ��� ����� ���	 � ���� �� ��� �������	��	 ��� 	�&����
�� 	��"�� �� ����� ��� ��� ����� �	��&���������	$ ��� ��� ���� 	��	���"����	
��� �'� ��� �	�� �����$ ����� ����	 ������ �������$ �� ��� �� ���	 ����	 �	��
��� ��� ���� �������	�� � �� ���&�	$ ��� 	�&���� �� 	��"�� �� �� ��� ��� � " %
	'��	$ � ��� ��		� ���� ( ��� ������ ����������	 � �� ������	 �	�	��� )��
������ ����������	 � �� ������	$ ���	 ��� �� ����&��	 ��	$ ����%�	� ��
�� 	��'	� �� ��������	 ��������$ ��� ��� � ��� ��� �����	�� �� �� ���	�
� �� ��	"����� ���	�� ����	� *&��� �� +"��� ����,�

-	 � +	� �� ��	����	 ���	���� �� �������	� Φ ���� �� ��������� ����
����	 ����	 ������ ��� �	� ��� ��� ��� �  ��� ���� ����� �� �������	�$ ��� .

Φ =
��	
�� �� ������ �	�� ��� ����������

��	
�� �� ������ �
���
��
*��/0,

-	 ������ ��	 �	� ����� �� �� ������	 �&� �	� ���'� ��� �������	��
-	 �� ����� �&� �	� ����'�� ��	���������� �� ��	"���� ���	�� λi$ �� ����
����� �������� �� ������� ����������	 �� � ������� )� ����'�� �� ������ �
��� �� �������� �������	 � ����%� &� � % ���� �� �� ����'�� ( �	� ��	"����
���	�� ���� "��	�� λf ±∆λf $ �&� ∆λf �	� "���� �� ��	"����� ���	�� �	� �
����� �� λf � �� ���	��� �� ������ ��� �� +"���*����,� 1� �� � ��	� ��	� 233℄$
��� �� ��� "����� �� �������	� ��	� �	 &����� +� ��� �� ���� ���� �� ����� .

FR = N1(0)B12Iv

(
A21

Q21 + A21

)
1

1 + Iv
Isatv

������

�� N1(0) 	
�	�
��
 �� �
���� �������
 �
 ������
 �
 ������	
� Isatv =
Q21+A21

B12(1+g1/g2)
	
�	�
��
 �����
���� �
 ���	����� �� ��
	� Iv �����
���� �
�	��
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Emission

������ ���� � ��	��	 ����������� 	� �������� ����	 �����	 ����		��	�

��	�� Q21 �	 ���� ��	��������� �	 �	��	�� � �������� �������	 �	 ������	�
�	 �	��	�� � �������� ������	 �	 ������	� g1/g2 	� �	 ������� ������ 
����!������������� "����	���� �	 ����		�	 	� ���� #

If = (FR)hνf $��%&'

	� �� ��	�������� ����� #

C =
N1(0)

NA
$���('

�) N1(0) �	���	��	 �� �	���� �������	 �	 ������	 �	 ����*��	 	� NA �	
�����	 ���+�,����� -� � .���	�	�� #

If = NAhνfB12Iv

(
A21

Q21 + A21

)
1

1 + Iv
Isatv

C $����'

"����	���� ����	�	 	� ��� �����������	��	 / �� ��	�������� 0 �	 �������
����		�� 	� �	�� �����	 �� �� 1���	 #

If = Koptε1ηC $���%'

�) Kopt 	� �� ���,�	�� �� ���2	� ����3�	 ��� �� ������� �������	� ε1 	� �	
�	��	�� ����������� ������	 	� 0 	� �� ��	�������� ������	 �	 �� ��������

-� +��� ��� 3�	 ��� �� +����	 ����� δV � �����	���� �����	�	 ����	�	
	�� �����������	��	 �� �����	 �	 ������	 ����		��	 ���	��	 ��� 	 +����	
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� ����	�����
 ���
��
�� ����	����� ��	�
����
 ����������

� ��
�� ���� � ���� ��� ����� ����� ����	����� � 	������ 
��������������
 �����
�� ���� ������ ��	��
 I0 ��	�
���	
� ���	����� 	�	��
� � �� �������� ���� 	�	
	���
λi �
 Ii(x, y, z, t) ��	�
���	
� 	�	��
� �� ��	�
 	�x, y, z = 0�
�� ��	�
���	
� ���	�����
dIa � ��� �� ��� �� ������
 δV = dxdye ���	� �� !���� "�#$� � ����������
 ��
��
�� �x, y, z = 0� ��
 ���� ��� �� ��	 � ��� ��
%&��� '

dIa(x, y, 0) = εi(λi)Ii(x, y, t)C(x, y, t)dy �"�""�

�( εi(λi) ��
 �� ��)	��
 �� ����
	�� ����	�� � �� �� �
��� *�������
�
� �� �������� ���� λi �
 C(x, y, t) ��
 �� ����
��
	�� �� ���� � ��������
 �
������ �� ��	�
���	
� ���	����� Ii(x, y, t) � ����� 	�	��
 ���	���
 �� ������ �
������ � �� 	��
��
 ���� ���� � �� ����
��
	�� � �� �� �
��� *������
�
�� +��� �� ��	�
� �	
��� ��� �� 
��,�
 ��
	-�� 	�	��
 �
 ����	
 '

Ii(x, y, t) = I0 exp

(
−εi(λi)

∫ y

0

C(x1, x
′
2, t)dy

′

)
�"�".�

��	�
���	
� � ��� �� ��� ��������
 � � ����������
 ����	
 '

dIa(x, y, t) = −εi(λi)I0C(x, y, t) exp
(
−εi(λi)

∫ y

0

C(x, y′, t)dy′
)
dy �"�"��

/��� ������ � ���
	� � � �������� � *��������� 
��	� ���
� �� � ����%

	��� ���	������ �� ���� �� 
��,�
� � �� 
�������� � ������ *�������
 ,��-����
��
��� � �� ������

��������
 dv �����

�� ��� *�������� �� -���
	
� dIf (x, y, t) ��� 
��
 ����%
���� ���� ���  ��� ������
� � �������� ���� λf � ������� δλf '

dIf(x, y, t) = φ(λf)|dIa|δλf = φ(λf)ǫi(λf)Ii(x, y, t)C(x, y, t)dyδλf �"�"$�

dIf(x, y, t) = I0φ(λf)ǫi(λf)C(x, y, t)dyδλf exp

(
−εi(λi)

∫ y

0

C(x, y′, t)dy′
)
dy

�"�"0�
�( φ(λf) ��
 �� �������
 -���
	-�� �� ���
�� ���	��	�� � �� �� �
���

*�������
��
�� ����� �����	�
�� �� ���	1�� *������� � ���	� ��� � ,�
	2� ��	�
���	
�

���	����� ��
���� ��� ������� ���	� Ω �
 ��3�� ��� �� ��
��� ��
 �

����� ����
� �� 
�������� � ����������
 ��	� ���� � �� 
�������� � ���	� �
 � ��� ,�
	2 �����
�� ��	 � ��� ��
%&��� '

dIr(x, y, t) = dIf(x, y, t)Ωτtτ0 exp

(
−εf (λf)

∫ L

0

C(z, t)dz
)

�"�"��

��( '
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If
Ia

������ ��� � ����� ����	��� ����
�	����� �� �����

��� ���� ������� �� ����
	�
���

dIr(x, y, t) = I0εi(λi)Ωτtτ0C(x, y, t)dyδλfφ(λf) exp

(
−εi(λi)

∫ y

0

C(x, y′, t)dy′
)

exp

(
−εf (λf)

∫ L

0

C(z, t)dz
)

�����

� τ0 �� τt 
��� 	�
����!����� ��
 �	��
����!���
 �� ����"���# �� �� ������ �$���
	���	 % ����������� �	�!�	
� ��	 �� ����&	� ���	�
�� '�
 �	��
����!���
 ���!���
(�	� 
����
��
 ��
�����
 )��	 �� #�����
 �����	�����
* �� � +

εi(λi)

∫ y

0

C(x, y′, t)dy′ ≪ 1 ��,-�

�� ���
 ���

εf(λf )

∫ L

0

C(z, t) ≪ 1. ��,��

.�
 �$�����������
 ���!��� ���	
 (�	� ��
���	��
 �/���
 % � �� �� ����&	� ��	��
/�
�	�� 
��	�� +

dIr(x, y, t) = I0εi(λi)
Ω

4π
τtτ0C(x, y, t)dyδλfφ(λf) ∝ I0C(x, y, t)dy ��,0�

.� ����&	� ���	�
�� �
� �	���	��������� % �� �����	����� ����� C(x, y, t) ��

��� �� dv �&
 ��	
 1�� ��
 	�������
 �,- �� �,� 
��� 
���
#����


������� ������ 	
� ���

2��
 �!��
 !� ��1������ �,0� 1�� �������
��� 	����
� ���� !����� dV �� 
��� ��
�� 3��� ������	(� ������ �� I0 '� ����� �
� #���������� �&
 ��	
 1�� ���� !���
��� ����� ������1�� ����	�/�
�	����� )��	 ������	 ���� ����� ������1��* ��
��/����� �������
��� �������� ������	����� I0 �� �	����� ��
 ��
�	
 456 ���
�
 %
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	��� !��
 ��
"�
 ��
 
�# �������� 	�� �
� �
��
� �
 $��
��
 %&�� �' ���

��� �'(� )������������ ���� ���
���*��
� ����� ��� ��	 	����������
� +���
������
��� �� �
 �� �������
 �� ,�
�� �� ��	��� �"�����
 �
 !����
 ������

C28H31N2O3Cl 
� �
 ����
 �����
 M = 479, 02 g.mol−1� )
 ��#���� �
 ���
�	
�
 ������	���� 
� �������� ���
��
 ������
 
�� ����� ��# ��
����� �
 550
�� 
� 
��� �
 ��� �	
�
 ���������� ��# ��
����� �
 575 ��� ���
 �� 	
�� �

$�� �� �� *"�
 ����� ��� 
��
�
�� ��������
 �
 -��
�
�
 
�� �
 67 % ���℄�
��� ����
 �
 ������ ���� ��
�� 
�� �
 Sc = 2740 ���℄�

.�� �
� �
��
� ��� ���� ����
��
��� �
 	���/�
 �
 �0������
 �
 �
��

%�������� �
 ���" �
 �� $
��
( 
�� ���� 
� ������������� ���� ���
 123 4 ����

��
"�
 %&�� �'5	���
 ���
 ��� �'5	���
 	�� �
� ���
� �������� 
� 67.( � ���
��
����
 �������� 	��� ��
 �� �����
 �
 ���	 �����	
���� $����
 
�� 
����$
8
�
�� ��	�����
 	�� ���
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��! %��
���
� ���"�
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 �
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�
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 �
 ���	 �
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��� � ��� 	
	���� 	�� ������ �� �������	 �	 �����	 	� �	��� �	 �����	����� ����
�	��	 IF ���� ����	 ����	 ��� �� �	���� ���� ������� �� ����������	 	� �� ������ �� �
�	 ���� �� �������	 ������������ �� ���� �	 ����	�	�	� �	����� ��� �� 	�����
��	����	�� !	 ��	��	� �������	 	�� ������ 	� ����"	��� �	 �� �����	 �	����	��	�
��� ��	 ������� ���	��	 # �����	 �	� �$��������� ��	�����	� ��� ����������	� 	�
�� ������ !	 �	�����	 �������	 	�� ���� 	� ����	 ����	 ���� ��� �� �����������
�� ���� ������� # ��	 �	���	 ���� ����� ��� �	 �	���%�"	 ��"���	� 	� ��� �� ���	
# &��� �	 	 ����� 	�� ��	����	 �	 ��'�� �������	 �	� ����"�	� �	 �	���	�
�����	� ��� �����	��� �	����	� # ���	 �	 �� �����	 �	 ��������������� 	�� �������	
�� ��������"	 �	 ��� �	���	� # $���	 $��"	�	�� �	 ��������� �� ���� �	 	�
�	����	�� (��� ������ �����	���� 	������	� �	� ��
��	��	� ����	� ��	�����	� ����
��	���	 	� ����	 	� ����"	� 	� �������

����������

(��� ����� ������ �� �������	 �������	 ��� ���� �	��	� �	 �����	� $��� �	�
�$��������� �	������ # ��� ������ �	 �	���	� ��� �����	����� �� ����	 # 	� ������
����	 ����	 ����������"	 �����	��	� )� �������� 	������	���� �����	 ��	 ���� ����
���	��� ���	��� �����	����� �������	�	�� �	� ����	� ����������"	 ���	��	� ����
�	� ��������� ��������	� ��� �	� �	��	� ��������	� ���� �	��� &��	� �������	�� !�
���������	 �� ������� �����	����� �	��	� �� ���	��������� 	���	 �	 	� ����	�
����������"	� *����� ���� ��
��	��	� ����	� ����������"	 �����	��	� �	 �	�� ����
����	 ���� ����� �	� �	���	� ������	� ��������	� 	�� �	 �	��� ����	 �	 	
������� ��+�� 	� ,�--� �� ������	 �	 %�	 ������������ ������� 	���	 $���	 �	��
��%�"	 �������������� .

/�0 )�	 ����	 �����"	� /,110 ���� ��	��������� ����	 23� 	�� ����	 �� ��������	
�	 ����	 �� 	���� ���� ���	��� �	 ����� �	 ���� �	����� ��� �	���	�� �� ���	
�����	����� ���	��������	 # 	 ����� . IF �

/�0 )�	 ����	 �����"	� /4110 ��	 �� 	����� ����	 25 	�� 	�����	 	��	"�����	� (���
��������	���� ���� �� ���� �	� ������������

/0 * ������ �� ���	�� �6 ���� 	��	 ���� 	���� �	 ������	 ��	�����	 # 	��	 ����	
25� �� �����	 ������ �����	��� ���� �	 �	��� �	 �	��������� Trec ������	�	��
�����	� 	� ����	 �	���	� *���� �� �$������	 7 �� 	��	 �	�� �������	�	��
�����"�	 �� �	�� �	 ����	 �������������� /���� �	����� ���� ��� ��	��	�� �	�����	
# 	 �����"	0� �� ��+��� Trec ���	 �	 �	��� ��	�����	 # �� �����	 V ����
�	�	��� # �� �������� �������	 ����� ����� ������� ����	 ��������������� (�����
��	 �������������� 	�� ����	 	� ��� 	���	 ����	 "����	 ��	 �	 �	������������
��� �	'��	 �	 ����	 �� ���� �������� ����� �� ���� 	���� ���� �	 �8�	 �����
	�� �	��	� �� ������"	 ���� ��������� �� ����	 �	 �������������� /���� �$���
,��0� 	��	 ����	 ��$���"���������� �	��	� ��� �����	��� �� ����	 ����	 2()�
	��	 ����	 ����	�� ,11 ���"	� �����	������ INU � 	� ���	������ ���� ������	�
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INU
c =

INU − IF
Imax
NU − IF

. "��#�$

��� %��� ��	�����	� ��
� ���� &	�	�'� ���������� (
	��� �	�� 	�
��') �� )��
� 	�%��� ��� * � �� �� ����� �	
� ��)��	�� %	
� ����������
���� �� 	
��� ������	���� %�������� +
�� 	� �	��� � %�	��
�
� �$ ,
��
�  �
 �� 	�������	� �	-�� �
 ��� �
 ���� ".	�� ���
�
�
����	�$ � �&	����� / ��
� ���� 012 ��%��� 
� )��
� �����
 �	
�
�%3&��� � ��%�� �� 	�����	�� � �	�����	�%��	� ".	��
�� ��#* �
��#�$�

4� � .��� ����� ��5 �	�� � ���� "067 087 0127 )	�� �����
 ���$7 �	��� 90�
�&��
 90 	����� 
� �
������ �
�	��
 � %���� 0127 08� ��� 	���%	��
 ��5 ���	-��� � 
)� 4� )��� %�
� �	�� 	���� �	�� 
������� �� ����� 08
%������� � ��	��� �
5 ��
�� ���������
� � 
� %	��� 	
 � �
5 %	����
� �
5 ��%�� 1	�	�� %����� �
 �	
� ���)	�� 	���)� �
 �� ����� ����
�������� 08 ,
��� )��
����� ���: �	��� �%�'� � �������� %�� ����
���	�
��#�� ;� �� ������ 	������� �� ��
��� %�� �� �����7 �
� 	�����
�� � %���
����������7 ����������� �������� +	
� �� 68+97 ��&-%	�&'� ���������� �������
���� 
��.	�� � 	������ �� .	�������� %	
� ��%�� �� )������� � "��#�$�
�&��
 ���� ���������� �� 	����� � �� �	��
��.	����� � ��)����� %�� 
�
���� � ��.��� � 	�������	� %��� ���� �� �3�� 	�����	�� �
 ���
� ��5%����� ��� ����'� ���� .	
���� 
� �������� (
	��� %	
� 
�
	�������	� <5� � 	������ �
 �	
� �	�	�� Imax

NU � 2� 5�%� � ��������
�����.������ �
� 
� ���� ���������� ��
� ���� 08 �� �	���� �
� �� <�
��
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IMOY (x, y) =
1

N

N∑

i=1

I(x, y, ti), i = 1..N *��%�,

�� ������� IMOY (x, y) ∝ I0CMOY (x, y)�

 � �6��- �� 5

IRMS(x, y) =
1

N

√√√√
N∑

i=1

(I(x, y, ti)− IMOY (x, y))
2, i = 1..N *��%/,

�� ������� 5

IRMS(x, y) ∝ I0
N

√∑N
i=1 (C(x, y, ti)− CMOY (x, y))

2, i = 1..N

∝ I0
√

c2
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Icorr(∆x,∆y) = I1(x, y)I2(x+∆x, y +∆y)

= 1
N

∑N
i=1 (I1(x, y, ti)− I1moy(x, y))

(I2(x+∆x, y +∆y, ti)− I2moy(x+∆x, y +∆y)) � i = 1..N

���& %

Icorr(∆x,∆y) ∝ I20
1
N

∑N
i=1 (C1(x, y, ti)− C1moy(x, y))

(C2(x+∆x, y +∆y, ti)− C2moy(x+∆x, y +∆y))� i = 1..N

⇔

Icorr(∆x,∆y) ∝ I20c1c2. �'"()�
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√
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EPmoy
MOY =

1

M

M∑

y=1

IMOY (., y) ������
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EPmoy
RMS =

1

M

M∑

y=1

(IMOY (., y)− EP
MOY )
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���� �� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
EPmoy

RMS

IMOY
�%� 2.4 5.3 4.2 7.5 4.3 4.5 10.8 6.3 6.7 6.7 4.8 5.3 3.8

����� 	
� � ������ ����������� ������������� �� �� ����������� �������

 �� !������ ������� ���� ������� " ������ �� ���#������ 	
$�


%� ���� ����� �� ������� ��� ������ ������!� " ������������� �� �����������
������� #�� !� �� �&' % " (&)% �� ������ �� ����� ) #�� !� *��#��" +,%

-� �.�� �� ������� ���� #�����/����� ���� ��� !������ 01� �� �����������
 2
������ �� �� 3������ 	
') �� ������� IRMS ������3 " ��#�� ��
 %� ������ �� ���/�
01� IRMS(., y)& � #�����#��& ������3 " ��#�� ��
 ��� ��#�� ���/� �� ���� ��
�� �.�� 3�4�� #�� ��� !������ ��������& �� ���/� 01� 5

EPrms
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-� �.��&

EPrms
RMS =
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M
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(IRMS(., y)− EP
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���� �� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
EPrms

RMS

IMOY
�%� 1.3 2.5 1.5 1.5 1.1 1.1 2 2.1 1.6 2.4 1.8 2.1 1.7
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��� �� !����

#����$� ��� ���
���
� ������� �$����
� 34 µm� "$�������� �� ���� ����� ���
�� �$
���� �� 200 µ�% �� ��� ���� ��
������ ��� ���� ����&�� ������� '$���
� ��
� �
��� (����� ������� )� ������� � �
� ��� ��������� �� ����� ��
���* 
����� �� �������� ���� ������ ��� �� ���� ����� ����� �$�+���� ������
��$
� ����� ���� �
��� �
������� � 3 µm�
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!�!��� ��� .�����
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�������
�� )� �
� ��� �
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��!��
�
�� ����
���!��� #����$� ����
� 10−2σcP (c/σc)% � �� 
�����
����� � ���
.�����
�� �� 
�������
� �(������� �� ������ �!�
��� � c/σc ≈ 2.5�
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���
���� ����� '� �� �
��� �� ���

� �� 
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����) 
� �� �
��� �������� �����������	�� *��� ��� �� �
��� �+ 
��������
	������ �� ������ �� 
� ���

� ����� 
� 
��� �� 
� ������ �� �� ��� �� 	������
����� �� �
��� ����������� ���������� � ����������� �� 
��� �������� ���

� ������ ������� �� ����� 	�� �� ���� �� ��	�� ,�� �� �������� �� ��	���
dt = Ū1/dx1� �� ������ � ��� �� �
��� �������� � ������������ ���� ������
�������� �� ���� ����� �&	�������
���� � ��� ������� ��� 	������ ��
��
���� 
�� ������� ����
�		��� �� �� �
��� �������� �����	�� � �� 	�� 	��
��
�� )�� �
��� ��  �-�)�
�� ����� !U1�U2�U3% 
� ���	 �� ������ �������� ������ 
� ����	������ ��
.����
��� Ui ���� 
� ������ ��	����� �� 
� ������ ������� � ui 
� /������
����� �� 
� ��������

��� ������� 	
����� �� ����� �� �� �����

'�� ������� �� �� �0����� 	��� ���& ������� Ug �� �������� �� 
� ���

��
�����	����� � 1, 2 m.s−1 � 1, 8 m.s−1 � �		�������� ��� 
� ����� 1�2� ��
� ����� ��� 
����� ���������� �� 
� ������ ������� U1 
� 
��� �� 
� ����� �
��� �� ������� 
� 
���� �3 �� ����
�		���� ��� ����� 
������

��� ��
��� �� ������� �� �� ��� �� �����
�� ��

�������

4�� 
� ����� 1�5 ��� 	������� ��� 	���
� �� ������ ������� U1 � ��� ��
���� ��

.64

√
u2
1 ������� 	�� 7'8 � 98, 5 � �� 
� ���

� �� �� �
���� ��� 98, 56� �+
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�������

� −4 < x2/M < 4� �� 	�� ����� ��������� ��� 
� �� �
��� ��
����������� ��������� ���� �� ������ ��� ��� ������ �� 
������ �� 8
���

���

��� ����� �� �� �� ���� �� �����

:��� 	�������� 
� ��� � �� ���������� ��� �������� �� �� �
��� ������� �
	���� ��� /������� u1 � u2 
� 
��� �� 
� ����� ��� 
�� ������ 1�; � 1�1� '������
���  <�� ��� u1 ��� ��� 
�� �� 	������� ������ 	�� 
� ��
���� 1�2� �� � ����
���� 
����� �� �� �=�� ������ 
� ��		�� ��� ��
���� .64 ��� /�������

���������
�� u1 ��� �

�� ��� /������� ���������
�� u2 �� ������� *� ��		��



�������� 	
 ����������� ��� ������ �� ���������� ��

0 20 40 60 80 100 120 140 160
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

x1/M

U
1

(m
.s
−

1
)

Ug = 1.8m.s−1

Ug = 1.2m.s−1

5.16.10−4x1 + 1.192

1.32.10−3x1 + 1.745

������ ��� � ���	
��� �� 	� ������� ����� U1 	� 	�� �� 	� �����



�������� 	
 ����������� ��� ������ �� ���������� ��

x2 /M

U
1_

(m
/s

)

√(
ū
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���� 	�� ��� ������	�� Lf � ��� ��'��� � �	�� �� ��(���� �� ���	���� )

Lf =

∫ +∞

0

R11(r1, 0, 0, t)dr1 =

∫ +∞

0

R22(0, r2, 0, t)dr2 =

∫ +∞

0

f(r, t)dr !��*$

�� �������� ���� 	�� �	����	�� Lg� ��� ��'��� +�	�� � ���� �	 )
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�	 ��	���� ��� ��	�� - ��  �%���� )

Lf (t) = 2Lg(t) !���$

.�%%� ��� ��� ��	��
�%��� �	���-	��� �	�� ���� �������� �%%� ������+����
��� ' ��� ��, �� ���� �� ���� 	������ �	�� ���� �������� 	
� ��� ����� ������
���� 	�� Lf (t)� /�� �
������� �� -������ �� x1/M ��� -����� ' �� ��0 �� �	1
+����� ��� ������ ���� ��� %����� �&������ � �	�� ��� -������� f(r, x1

M
= U1t)
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⇐⇒ Lf = α
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0.11(x1/M)0.39 , tirée du déclin
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∫ 3M

0
R11(r1/M,0,0, t)dr1

0.13(x1/M − 3)0.4 (Sreenivasan et al)

0.096(x1/M − 3.5)0.4 (Comte-Bellot et Corrsin)
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x1/M Lf/M λf/M η/M Reλf
ReLf

ǫ(cm2/s3) Le/M Lf/Le

50 0, 49 0, 26 0, 014 57 110 23 41 0, 012
60 0, 52 0, 28 0, 016 56 105 15 49 0, 011
80 0, 58 0, 32 0, 019 54 99 8 66 0, 009
100 0, 64 0, 36 0, 021 53 94 4, 9 82 0, 008
120 0, 69 0, 4 0, 023 52 91 3, 3 98 0, 007
150 0, 75 0, 44 0, 027 51 86 2 123 0, 006
200 0, 84 0, 51 0, 031 49 80 1 164 0, 005
250 0, 91 0, 57 0, 035 48 77 0, 6 205 0, 004

����� ��� � ���	
��� ������������ 
� ���������	� ���� U1 = 1, 2 m.s−1 ��
��	� 
� �� ���	��
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22 (k2)

	�� ��	���	� �� ������ 
��	�������� ��������� 
� ������ ������� �����
��$ 
������	 * "x1+ �� * "x2+� ,	 �-��" ���� �	� ���(���	� �����������	�
������� �	 �" ���� 
� ������ �
�	����� 
� k1 �� k2 .

E
(1)
11 (k) = E

(2)
22 (k) *��/�+

��	� ���

E
(2)
11 (k) = E

(1)
22 (k). *��/0+
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� 64 × 64" ��$�� ��� ������	
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CBC grille de 2.54 cm

CBC grille de 5.08 cm

0.15cm×0.15cm
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CBC grille de 2.54 cm

CBC grille de 5.08 cm

0.15cm×0.15cm

0.075cm×0.075cm

0.0375cm×0.0375cm
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����
������� �����	�
��� ��� )�� -

2.10−2 ≤ k1η ≤ 2.10−1

� �+�� � �!./�� 
�* 0#��� ����� ���� �� ���1� 2���� 	��� ���� �!
��� ��
���
���� 	�!!����� ��� 
		��
��� �� .�������� E(k)� ������� �� ����!� �
�
�
 ��	�!���
���� �� "����#���$ � �
 ���
�� x1/M = 50� �� �
 0#��� �����
�3 �� �� ��	
�! � ���� ������ 	
� ������������ �� ������� 4� ���* 	����
�5������ 
�. 	��� �� 	����� �
���� �� 6 %kη < 10−1' )�� � �
		��,��� ��
������ �+���� )�� 	������ �+������� �� q2/2� (� ��� �
������� �� !������ �
������� �� �
 0#��� ���7 �3 ��� ��
 ! �� �
��/�� ������������� �� 	���� E(k)�

��� )�� �� 	���� k2E(k) 
��! 
� �
�* �� ���	
���� ǫ = 2ν

∫ ∞

0
k2E(k)dk�

4� 8	�8 �� � ���* 	���� ��� 
�9 	��,�� 
� �� ������ �� :�;����
ReL �� �� �+����� �� 102 �
� ���� �*	!������ ����� �
���� �� ���	 .
���� 	���
������� � ��� !	
�
���� �<
��� �� ���* 	� )�� 	�������
�� �+�	!��� ��
��	�������� �� k−5/3 �� E(k) 	��� �� ������ �+���� 6 �� �
 #
��� ���!�
����� �� ���* 	��
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������ ���� � ��	�� �� ������� ���������������� E(k) �� k2E(k)� ������ �
�	���� � E11(k1) � x1����� 	�� ����� ����������

 ��� ���!��� ���	��� ��� ������� E(k) � ����� ���������� � ��� � "�����
������ �� "������ 	�� �	 #	��� �� ���� ������ ������� $��� 	��������� ��
���� �������� ��� ���������	���� %#�	��� �&�����% '�� ������� � ��� ��	�� 	�� �	
������������ �	�� �������� (

E(k)
3
2
u2
1Lf

= f(kLf) )��*�+

'�� 	��	�	,� ��� �	 -#��� ���.�
/0	�� ������� �	 #	��� �� �&����� ��	��	��� �� 1���	����� � !������� '��

���� 	�� �� ��	� ��	�����'�� ������������ &���#2�� �� ��������� �� ����� � �����
��� ���� 	�	��#�� ���� �� &	�� � 1���	����� � ������	�����

����� �����	
���� �		��	���� ��� ��	�	���� �� ����	
�

	���

3� �	���	� ��4 ����� �$�	�� � �	 ��0���� � ���-� � ������	���� ��0�� �� �
���-� ��� $��� ���������� �	� �	����� � ���� ��0���� �������!� )�������	#�+�
�	��� ��� �* ���������� ��������� ���� ��������� �	 ����� ��� ������ ��� ������
"��	 ������ 	�� '����� ������ �$&���#������ ��	�����'�� ��� 	��������
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���� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

���	 2.3 5.4 4 7.7 4.3 4.5 10.5 6.2 6.7 6.5 4.8 5.3 3.7

��	 9 14.1 8.9 9.3 5.5 8.2 11.4 15.5 9.9 15 12.7 13.5 13.01

����� �� � ������� ��� ������������� ������������
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 �
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�� �� ���� ���  ��������� �� ����������� ��� ���� �� ���� ����������� ��������!
��� ����������� �� ���� ������ cc′(�r, t) ����� ��� ��� ��"����� �� ����������
������� �� ��������� ��� �� �� ������� �#||�r||� $���� ��������� ���� ����� ��
������%�� ���� ������������ ��� ��� ����������� ������&����������� cc′(�r, t, t+∆T )!
���� ���������� ��  �������� �! �� �����'�� �����! ��� ��������� ( ��������� t +
∆T �
)� � ����� ���*� ��� ��� +����� �,- ( �.� ��� ���/�� �������������� �� ����
0r1, r21 0��� ���� ��� ������ �����/��� ( ����� �������� �� ������1! ( �� �������
x1/M = 50 �� ���� ��� ,. ������������� ������������ ��� ������ �� ������ ��
�� ���������� ������&�����������

)� %��� ��� ��� ���&����������� ���� ����2 ����������� �� ��������� ���� ���
������� ������� �� ����� ���� ��� ������� ��������

3��� ������ ��� ���� �� �������� ��� ���� ���� �������� ��� �� ������ �� ����
��"����� �� � ������� ��� ����� �� ����������� ���� ��������� ������������
)� ������� �� ���������� �� ����'�� ��������� 0��� ���� �� ��/���� � �������1!
�� ������� �� %����� ������� ��� ��%���� �� ���� ���� ��� 4��5��� ������

��� 0pixel1 64× 64 32× 32 16× 16 8× 8 4× 4 2× 2 1× 1
��� 0µm1 2200× 2200 1100× 1100 550× 550 275× 275 138× 138 69× 69 34× 34

����� �. � ����%����� �����&�����'��� ���� ��� ������� �� �����������

6� +���� �.. ������� �� ��"���� �� ���������� �� 4������ �� r1 ������ ��
%��������� ��������� ���7�� �� %�������� �� �� ����������� )� %��� ��� ��� ���/��
%���� ��������� �� �����! ������������ ��� ���������� �����������! ���� ��4��&
����� )� �7������ ��� �� ����� ����� ����� �%� ��� ���������� �� 8 ������ × 8
������ � ��� ��������� ( ��� ���4�� �� 275 µ � × 275 µ �� 6������� ���������
������������� %��� 8!�. � ( x1/M �� ��� ���� ���%�� ��� �������� ��������� ��
%������ ��� 4��� 8!9 � ���� ���� �5�� �������� 0+���� �:1� 6������� ���������
�� ���� �� ����������� ��� �� �5�� ����� �� �������� ��� �������� ���������
�� ���� �� %������ ��� �� +���� �:� $� �������� ��� ������� �� ����� ���� ��
���� �� %������ ��� ������� �� ���� �� �����������! ��� ����'�� �� �����
���/�� �� ������! �� ��� ��� �7��� �� ��%����� �� ������������&���������
���� ��������� ��%��� �� ��7����� ����������! �� ������� ���� ��� ��;������ ����
�������� ������ ��� ������� �� �� ������! ( ��� ������� ����� ( �� <����! �� =���&
������=! ��� ��������� ��������� �� ������� ���  ��������� �� ����������� ���
�����/������ �� �5�� ��� ���� ���  ��������� �� %������! ���� �� 4������ ��� ��
����������� �� ����������� ���� ������� �� ��7��� �����/�������
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������ ���� � ����	���� �� ��������� ��� ��� ������� �� ��������� Ec(k1)
�� Ec(k2)� � ������� ��� ��� �������� �� 8 ���× 8 ��� ���������� � 275µm×
275µm�

������� �������� �� ������� � �� �!� � ����"�  �� �� ������� �� ��  ��#� ��
#����� ����� ���� ������

�� ����  �� ��� �� 	$��� ���� ���%�� �� ��%������� ��������� ���������� �����
#&#� ����� �� #������ �� '��� � ��� ����� �� −5/3 ���� �� ���#�!�� ������ ��
�� ()�� ����������( �� � ��#��*�� ��� ��� ������� ��� #���� ������ ��������#���
��� ������� � �� ��#���� �� ������  ��� ��� ����� �� −1�

+� )�� �� k−5/3 ����� ��� ,����	�'�� ��� �� #�����#� �� �����-��� ���� ��� ��
������.�� �� /�#$�%� ��� ##� � ��� ����$�� ��� �� 	$��� ��01� �� �#'��
�� 2�.���� ReL ��� ��� -��'�� ��� *�� �� )�� ���������� �� k

−5/3
1 ������ ������� ��

�� ��� ��� ������� ��� 3�������� ��  ������� 4��� ����������� ��� �����������#���
�� ������ �� ��#� ������� �� ������� ������� �� �� ����$�� ���� ���� $�##�
��  ������ �� k1� 5���� ��� ���� � ������#������ �� ���� �� �� ������ �� �������
������� �� ��#� ������� ��� ��� $�������� ��  ������ ��� �� $����� �#'��� ��
6�#��� 7�� Sc = ν/D = 25008� 4�� #����� �� � ����� ��%���##��� �� ����
������ ����������*���� � � ���� �� ������ #����� k1Ec(k1) ��� �� 	$��� ���9

�� �� ������ #����� k
5/3
1 Ec(k1) ��� �� 	$��� ���1�

�� ���� ���� *�� �� �������  ��� ��� �� �� k−1
1 �� #���-���� ��� ��� �#'���

����� ���� ������ *�� �� �#'�� ����� �� /�#$�% 7∼ 1/η8� � *�� ����� ���
������ � � ��� �.���!��� �� :������ �������� � �� �� �� k−1� ;���-��� �
���� �������� *���� ���#� ������� �� $�������� �� ��. � ��� ����#����'�����
� � ����"��
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R11(r1 = U1∆T, 0, 0; t0, t0 +∆T ) � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� �������� �� �		
����� R11 ���� ���� �
�	� � ��

���� �� !������ �� k1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��" �������� �� �		
����� ���� ���� �
�	� � �� k � � � � ��"

��� #���� �	��	����$��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� �������� �%&'∆T ( �	�) �� *������ ��  	��������

������������
 ∆T/θ + 	���	�� ����� 	��	���������

,���!�	��

�, � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-
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��� �� %�������� ��� ��
 �� 
��� 	�	
����
���� ���
���� ��
�
�� �"����� �� ��
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��� �	����� �� U1∆T/M � 2�

�������� �

;�	�	�.�� ��� �����	
���� ��� <�
�	
���� �� ��
���� �����
����	��� 
���������
�	�� �	 ��9
� ������� ��������� � ����� �� ����	�
 =���4��� �
 %���	��� 5>)℄�
����

�	�
 �� ������ �	�� ������ ����� �	 �����
� �� ����	����
� ��1���
� ��
�� ���� �	��	���� ��������� �� �	 �	����	��
�� ?�
�� ��
�	
��� ��������
	�� ����
����

�	�
 ��  	��� ��� 
���� 	�	�.���

��� ����	�
� �� �����	�
 R11 	��� ���
 ������

�� ���� �� �	����� �
 k1

!� 	 �� �	�� �� "	��
�� : ����� ����	�
 2�
��� ��	
�	����
 �� ����	� u1(x1, 0, 0; t)
��������������� ��
��� ���� �� 
���� ��
� ��� ��� 
	����� �� �
��
���� 
�����
���
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 �� �����	
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����� � �� ��� �������� �������� 	� �� ��� ������� �	�� ��	��
������� �� ��� ������ �� k1 �� �� ����� BE

(1)
11 (t) �� BE

(1)
11 (t+∆T ) �� ��� ������

�� k1 �� ���� ����� BẼ
(1)
11 (t, t +∆T ) �� ���	� � ��	� BR(k1; ∆T ) ��� ��� �

BR
(1)
11 (k1; ∆T ) =

BẼ
(1)
11 (t, t+∆T )√

BE
(1)
11 (t)BE

(1)
11 (t+∆T )
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� ��� ����� ����  ���	�� ���� ������
!	���
"���	� �� !	��� 	��# ����� � ���# 	 ���� �� 	�$����� �� 	�����	�

����� �� k1 �� � ���	�� �	�� ��� ������� ����� ��� ��%&��� �� ����� � ��	�
���� ������� '	��� ��������� (�� �)���&��� ��� ������ ������ ��� �� 	�$

����� �� 	�����	� �� ��� ��� 	�� ������� ��� %���� �	�
����� ���	� ��� ���%	��
���� �� �	��� �� *��� �� ��� �	�� ���%	�� ��� �� �+�� ��� ���� ����&�� ,�
	������	� ��� ���������� �� !	���
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(1)
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��� �	� �� ��	��� k1M ��� ���� ���������� /� �)�� �� 	�$���� �� 	�����	�
���� �� k1 R

(1)
11 (k1; ∆T ) ��� �	���	� �� � ���� ��� �������	������� �������������
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���� ���� �������	�� �� ������� �� 0�� � ������ �	������������ 1� ��� �	� ��
������ �� 2 -	�������� ���� �������	� ��������� ���0	��� σ� �� ��� �	�� k1M #

U1∆T/M �� U1M/ν = Re� 1� � �	� ⇒ R
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����� ��������� 	����� �������� �� ������� �� ������������ &
�����������
�� �� ��	� �� ����� ������ ���� �� 	������ ��	��� �� �� �!��� � ��	����
�
����'�� �� ����()���� � �������� $� � �� *

θC(k) =

[
k2

∫ k

0

Edp

]−1/2

"+��#

θR(k) =

[∫ k

0

p2Edp

]−1/2

"+�,#

θS(k) =

[∫ k

0

p2Edp

]−1/2

"+�-#

θdT (k) =

[
k4

∫ ∞

k

p−2Edp

]−1/2

"+��.#

$� ���������� 	�� �� ����� ��� ��� �������� ��������� ��� ��� ��������
��	� ��� ����� ��� ������� �
����������� 	�� ���� ���� �� � ��� *

θ(k) =

{
1

θC
+

1

θR
+

1

θS
+

1

θdT

}−1

"+���#

&� %���� +��/ ����� ��� �������� ��	� ������������� ����� �(������� �
	���� �� �	��� E(k, t)� � x1/M = 50�

0��� 	�� ��� ��	���� �� ��	� � ��� ������ 	�� ����()���� � ��������
�� ���� �� ��	� ���� ��������� �� ������� �� ��	��������� �� 1����������
2� �� ������ �
������� �� ��	��������� �� ���� � ��� ������ �� ��	�
� 	���� ��� �	���� �� �� ��� ���(�3��� ��� ��	���� �� ��	��������� ��
1���������� &�� � ������� �� ������ �� k ������� %���� +��4 ��� ���������
� ��� ��	� θ(k) ��� ����������� ������

$�� �
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���� ������ ��	���������#� �� ����� 7��� ��� ��� ��	� ������������ ��� ���
������ � 	���� ��� �	���� �� k� $�  �� ����� ��� �� %���� +��5 ��� ���������
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	� �� �	����� ��� �	!���� �� 1/θ ��� 
"������

� ∆T �� 
� �	��� #

(
1

θ

)∣∣∣∣
t0+∆T

t0

(k) =
1

∆T

∫ t0+∆T

t0

dt1
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$� �� ����� �
	�� #
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t0+∆T
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dt1
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��	�� 
������ �	�� ���� 
� �	!���� ��� 1/θ ����� & ����� t0 �� t0 + ∆T � $�
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θ
=

1

θ(k)
, � �!"#

�� ��	��

R(k,∆T ) = e−∆T/θ(k) = f(∆T/θ(k)). � �! #
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� � 	
��%�� �������������
� �����	

���� ���� 
���� ��� ���� �� ���%���
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��'�
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����� 	(���

�
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� ��� ��� �
�����
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� ��
���� �%������
��� ��� ��� �� ����� 	��� �� 
����� ��� �������
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t
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θ(k, y)
=

θ⋆(k)

∆T
� �!-#

*�� ����� .���∆T # ������� /��� �
� ������ 	
��	
 �
��������� �� θ⋆(k) =
∆T×(1/θ(k)|t+∆T

t )� � ��� ��	��� ����� ��������� �%������
���%� ��
�� ��� ��% ��

	��� �%�����
� �	
���� ��� �� '����  �!-� �	�� ��� 
	�(��� ��	
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�
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e−
θ(k)
4

��� ���(�� 	�����	
��� 1 �� ��	����	
�� 4� 	��(� 	(��
�� ��� �	����&���	�
�� �	����
 �
 �	�
������� ��� ���)����
� ��5���
��� ��� ��������� �	
� ��������)�
����
� �
�������
��� �� ��� 	��
����
� �
� �	��������	
 ����� �� ����� �� ���
��� ������� �� ������ ∼ 1/k� 6
 �5��� � ���
��� ��� ��'
� ��
� �
� ���(���
�
�����	

���� ��� �

Θv(k) =

∫ ∞

0

R(k,∆T )d(∆T ) =

∫ ∞

0

f(
∆T

θ(k)
)d(∆T ) = θ(k)

∫ ∞

0

f(ζ)dζ

︸ ︷︷ ︸
�������� ��	
������� �

� �!7#

⇒ Θv(k) = aθ(k) � �!0#

6
 ���
�
� ���%�	
�
������ ������
��� �� ���
� �

∫ ∞

0

f(ζ)dζ =

∫ ∞
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e−
ζ
4
dζ = 4. � �!8#
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Θv(k) = 4θ(k) ������

	� θ(k) ��� �	���� ��� �� 	� �� ��	�	�� ��� !	��
"���	� �� !	������
#� $%��� ���& 	���� ��� �� 	�������	� �� ������ ��� �� θ⋆(k) '��� ( ���� ��

∆T/θ(k) ���� ��� ��������� �������������� �����	������� !��� ���� ���� ��� ���
������� ����	������� �� ���� ����� �� 	)����� �	�� ��� *�� �	�� ��+������
�	���� �'	��� , �	����� ��� ���� ��	����� ��������� ��� ������ ��� �����
���� ���������������

����������

-	�� 	�����	�� ��� �� $%��� ���� �� ��%�	������ ��� 	����� R(θ⋆)� ���������
( ���� 	����� ��� !	��
"���	� �� !	����� �	�� �� 	���� ��� �� �	�� ��� �	�
�	���� �� ����� �	�� ��� �	���� �'	���� , 	���� ����� . cm−1 �� �� cm−1�
/	�� ��� �	���� �'	��� ���� �������� �� $%��� ���� 	���� ��� �� ��%�	������
��� �������� 	��� ���� �� ����	�� �� �'�	��� ��� ��� �� ��������� 0� ����
��������� ��� �� ���� ��� �	�� �� �	���� �'	���� �'��	��	��� ����������� �'��� ���
��������� �	� ��� ��� ������	�� ��1� ��������� �	�� 	������ R(k) ���� �	��� �������	�
�� �	�� ���� ��������� !���� ��	��	��� ����� ���2 ���������� )�3 !	��
"���	� ��
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������ ���� � ��	
������	� �� �������� 
����� �� 
�����	
� ��� θ⋆� U1 = 1, 2
m.s−1�

�
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���� �
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��� 	���� �� ��
�	�� �� k2 � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� �������
 � �����	
��� 
���������� ����������� ��

�	��� � ��
�	
���� �� ����
�	
���� ��
��� �� k � � ���

�����  �� 
���� 	�	
����
�!��� �� ��	������ � ���
� �

������� � �	�� � ����
�	
��� �"
�	����� # �	�
��

� ��" �$# �
������ ���� ��� �	��� � ��
�	
���� �

%�
���� �	� ���
��&����
 �
 �������� � � � � � � � � � � � ��'

����� (�����
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���� 
��)��
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�� 
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��
	� �� 
����
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�
�� ��� ������� ���
	���� ��	

�����
 �� ��
��
	��� !��� �� ����	"�� 
����� � �#	�
������ � � ����

��	��
 ��	� ��	������
 ��� ��� ��
��
	�� �� ���
��
	� ���	��� � ���

������� ���� ��� �	��
	� ������ �
 ���� ��� ����� �� $����� ����� �� �����

�#���� %�&�� �� �
	�	���
 �#	�
��	� �
�
	�
	���� � �#	�
������ ��	������
 � � '

��	��
 ��� ��� ������� ���������
 � �� ����� �#��� k = ‖�k‖ ���� ����
�	�
	�
	� �� �� �	��
	�� (� ��
 ��
 �#�
��	� ��� 	�)���
	�� ��� ��� ���'

�	���� ���	�� � �� ���
� �� ������ �� �� ������� ��	$��
 ����� 
�	����� *$��


�� ������ �� ��
��� �� � ���	
�� � ������ �	 ���	�� $	� ��� ������� ���

��� ����	�
�� �
�
	�
	���� ��� ����� �� ��
��
	�� �� ���
��
	� �� �������

��� �����	
	� ��������	
��

!��� � ��	 ��	
� 
�
�� ��� ������� ������
��� ������
 ��� ����� �� ���'


��
	� ��
 ���
���� �$� ��� ����� ������ + ���	� ����� ��	 ������
 ���

�����
	�� �� ���� �	�
� �
 �� ���� 
����� #��
 � �	�� ��� �����
	�� 
���'

������ �����	������ ���� �� �	
� �� 
�������� ��	$	� � �� $	
���� U1� (� ��	�	��

��
 �� ���� ��#�$� �� ���� �� $	
����� �$� ��� ����� ������  � ��	�"��

� �#	��
��
 t ��� 	���� �� ���� �� ���
��
	� �
 �� �	�
 ������ ��� x1

�� �

� 	����� �
 � �#	��
��
 t + ∆T ��� ��
�� 	���� �
 �� ���
��
	� ��

�	�
 x1 +U1∆T �  � ��"�� � �#����+�� �
�
	�
	��� �� �� ����� �#����
	�����
 � ����	
 �� �� ������� �� ��	��
 �� �����
	� Rc(r1 = U1∆T, 0, 0;∆T )
�
 � ��� ����� �� ��	��
 ������� ������
 �� ��
��
	� �� $	
���� u1

R11(r1 = U1∆T, 0, 0;∆T )�

����� ������	
��� �� �	��� � ��
�	
���� � ����
�	�


���
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 	�,�
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concentration 64 pixels × 64 pixels

concentration 2 pixels × 2 pixels

concentration 8 pixels × 8 pixels

vitesse 64 pixels × 64 pixels

������ ��� � ��	
������ ��� ������� �� ��������� ��	
������ ���� �� ����
�� ��������� 
��� ��� ��	
� �� ���������� �� ��� ��������� u1 �� �� �������

��� ������� �� ��������� 
��� ��� ��������� ������� ��������� �� ��	
 ��
������� ���� ���� �� ����� �� ��	���� ��  ����!� �
���� ��"� ����� 
��� ��
��	
 �� ������� #� �		��� ��� 
�� ��  ����!� �
���� ���� ��� �������
��  �� ���� �� ������ x2 �� ��� x1� $� ����� �		� ��� ����� �	��� ���
������� 
��� ∆T ��!	����� 
��� �� ������ r1 = U1∆T ��!	���� ��� ��� 	%	�
	�!�� � &� �������� �� '��� �������� 
��� �� �� ��� ��
��� �� 
���� ������� �
�� ������&��� ����� �	����� �(�)����� 
�� ���� �� ������ x2� ��� "��� � �����
��) �� �� 
������ �		� ������ ��  ����!�� * 
���� ��� ��������� ������� 
��
 ����!� ���� ���� ������ ��� 
��� ��� ��	���� �(���� k2� �� 
��� ������
!�+� � �(�����
� ������&�� ��� ��������� �����!��� 
��� �� ���	� �� ������
�(���� �k�

����� ����
��� � �������
�� �� ������
��� � �����

����
�� ����� �� ������� �� k2

#� ����� �� �������� �������� ���� �� ��
��� �� &� ����� �� ������ ��
���������  ����� ��� ��	
� �������� �� ���������� 
�� � t �� t+∆T ,

Bρc(k2, t, t+∆T ) =
Ẽ

(2)
c (k2; t, t+∆T )√

E
(2)
c (k2, t)E

(2)
c (k2, t+∆T )

-���.

/�� ���������� ��� ��	
� ��� ��������� �� �����������  ������ ���� ��
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� �� 	
�
��� 
��	
 ������ �
 k2 ��
� � �	��� �� ������
��

!
 	
����� ���
 "�� � 	#���
� ��� �#��� �� #��� �� 	
�
�����	

���	$� ������
� ��� %��� "�� �� �#��� �	
� ������� ���� � ���� "�� k2 ���
���
�� &	���'	��� � 
� '��� ��� ������ �� %�� "�� �� 	����� ���

�
� 	���� ���
	
�������	
� ��� �#��� ��	
 x1 �� x3� (	�� ������ �
 �%���
� ��%	���	
 �� �
	#���
� ���
� �#�� �	

��� � '��� 	��� �	�� � #��� �� %������� ��������
� 	����
� �� 	������	
 ��� �������	
� �� 	
�
�����	
 ���� �
 
	��� �� )�
�%� k =

√
k2
1 + k2

2 + k23�

����� ����
��� � �������
�� ����������� �����
����� ��

����� � ������
��� �� ��������
��� ������ �� k

!
 ��� �� ������� �
 k � ������ ��� ������� �
 k2 � ����� �� � �����	

*�+� �	�� k2 = k1� !
 ������ � 	����
� �� 	������	
 Bρc(k, t, t +∆T ) ���
��
	��� ,

Bρc(k, t, t+∆T ) =
Ẽc(k; t, t+∆T )√

Ec(k, t)Ec(k, t+∆T )
, -���.

"�� ������$� ��� � ����� ��+�
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�	� �	 ��������� �	����	��	 �	� ��������� �	 �	����
��� �����	� 	 �� ��� �� ����	 �	 ������		�

�� �	����� ��� ���������  �	 �	 �	��� �	 �!��		 �	� �!	��	� �������	� ��
!��� �	 �	������ 	�� �"����� ���� �	���  �	 	� �!	��	� ��� �	���	� "	�� #
���	  �	 � 	�� ����� �� ��� �	��	 # !	�!	�� ���	 ���� �	 !��� �	 $��	��	� ��
� �	�� ����$	� �	 �	����	����� ����	���	��	 �	 	� ����	� �	��	���� �	��
�	�����	�	�� �	�� �	$�	� �� �"�	 ���� # %���	 �� ����	 �	� ������	�  �� ���
# �"�����	 �	 	��	 �	��	 �	 �!��		� 	� # �������	� �	�� �	��� ���������� �	
�"����� & ������� 	� ������	� �	��� �	� �'�	�  �	 	�(  �� ��� # �"�����	
�	� �	��	� �	 �!��		 �� !��� �	 $��	��	� �� ���� ���� �	� �!	��	� ������	��	�
# �"�!	��	 �	 )��������*� +�	 �$��	��	�� � ������� ��� 	 �� �, Sc ≫ 1� ��
	(���	 ���� �	 !��� �	 ������	� �	� �!	��	� ���� �	���	�  �	 	��	� �	 )��������*
-�����	� 	��	 �"�!	��	� �	 )��������* 	� �	 +��!	���. ���� �	� �	��	� � �	��
������	�  �	 �	 ������	 �	 ���!��		 ������ ���� '��	 	���  �� � �	
���� �	��� �	��� ���������� �	 �� $������	 �	 �"�!	��	 �	 )��������*� /��� �	�
���� �	���	� �!	��	�� 	��	�  �� ��� $����	� �	 �"�!	��	 �	 +��!	���� �� %�������
�0���	� ����� �	 �	��� ���������� �	 �	 ��*���� τdiff ∼ 1/Dk2� 1���	%���� ���
���	 	(����		� �� ��� �$�� �� ������	� �	� �!	��	� ���2�	�	� ���� �	���	�
 �	 	��	 �	 )��������*� 	� �	��2�	� ����	� 	��	 �	����� ���� ����	�  �	
�	� �!	��	� �	 +��!	���� 	� �� "	�� ��� �	���	� �	 ��	��	 	 ����	 	 �	���
���� �� ��������� 	(�����	���(� ��� �"�!	��	 �	 )��������* $��� 34� µ�� 	�
	��	 �	 +��!	��� 	�� �	 �"����	 �	 4 µ�
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ΘC(k) = aτC(k)
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� �������	� 	�� 
� ����-
��� �� 7�
������8 �� +�&+� )�� 
��� ������ ��� 
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� �6�� ���
#	� �� 1������ )��
���� 
�	 ���������	 �� ���		� �������� &'� <����	 �� �
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�����
��� ���-%���� �� ��� �
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��  ++℄� @��A��
�� �
  �&℄� ���' 	� ���	 %��	��	 
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����
#	� ��� ������ ������
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� ���	��� �� �������
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�����		��� ���	���� ��� %��� �� ��

�	 ���
#	�	� B��
	 7�� �� ����	��  /�℄ 	���
���������� ���	 �� ���
�	��� 
��#�����	� �� ��#
��� 4� 	� ��%����� 5 B������	��
�� .������  *C℄ ���� ������ )�� 
� 	�D�� � ��� 
���D�� �� �������, �����,� ��
	�D�� ������ �� ����� �� 
� 	��� �� 
�	 �����	 �����
���)��	 
���	 5 
� @>E
� 9�℄' �� �� 	��� 
��������� �� ������
�	 	�
���	 ��� ��
����	 ������	 � 9℄'�

����� �� ���	
�� � �	��	�	
	� ����

0� ���������
���� �� 7�
������8 �	� �����
�� ���	 
�����,� +� 4� ����� ���	 �
���������� 
�	 �����	 �� ���� ������� )�� ��� ������� 
������ 	�� 
�	 ��������	
�� ���		�� 0��������� �� ���		� �� 
� ����	���� 
����������
� ����� ���, �����	
�
�����	 ����� ��	���� r 	�
�� x1 	����� F

δu1(r) = u1(x1 + r, x2, x3, t)− u1(x1, x2, x3, t) �*�+'
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Sp(r) = |δu1(r)|p �����
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� �� ���������� �� !� "���
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 ���#"���	 �� p/3 �� �� ���	
��
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 �������� �� "&� "��� �� ���	
�� �� 	��	��� ������� " ���
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Sp(r) = Cpǫ
p/3rp/3 ∼ rp/3, �����
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$������ �	 ǫ �	 �� �
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�� � �
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�
	�
���������� "��� �� �

"�	
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	��� "��� L/l >> 1 �
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σ2
log (ǫ) ∼ A+ k′ log (

L

l
) ���8�
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Sp(r) ∼ rζp, �����

�:� ζp ���	 "�� ���� - p/3+ �	 ��	� - ��	���
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 �� "����	
"�� ������� ���#
	��� �� �� ���
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�
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$
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��� >��� �� "��
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t+∆T � ��� ���
 �	��	
�	�	�
 u1(t) 	
 u1(t+∆T )� >� ������6�	 �� ��	 �� ����-
���
	 �����
������	 �	� "�
��
���� �� (��� �	 �
	��	 u1� >� �	 ����	�
	 ��	 �	�
�����
�
� �	 �	� �	�%
�	� 64 ��'	�� × 64 ��'	�� �� �� 	�
��	 ���	��	� �	��	

	�

�	 ��
��	� �� �
	��	 ���	�������
 ��' �
��
��	� �	 ������	 �	 
���� �(	��	� �	
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����	� ���(	��	� �� �%�	 ����	 �	 ����-
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 ��� ���� �	 ���	 �	 �� �(�����������	 �	� �
��	�	�
�-��
��
����
�	 �� 
�����	�	#� &������	�
 �	 �
	��	 ��
� δu1� �	�� ����� ����� ��� ?

δu1 = u1(t +∆T )− u1(t). !���#

���� ������� ����� �	 �	 �	�
 ������
���	�	�
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� ��
���� ��� r⋆ = ∆x1/M
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��� 	� �����
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�� 	�� 
�������� �����
��� 	� �
������ 	��� ���
����� 	� ��������� �� 	������� �� ���� 	� �� ��
�� � �� �
����� ������� U1� ������
���
�� 	�� 	���
��� 	� �����
�
�� 	�� 
�������� 	� �
������ ��� �� ��������� �
1, 2m.s−1 �Reλ = 35� ������� ��� � ��� ���
���� ����� �������� �������	���
� ���
���� 	
������ � ����� ��� 	��! �
��! 	� ������ ���� ���������� ��� �� "����
�#�� � �� �������� 	��� �� ��
� ����� �$ ��� ���� �� 	���
�� 	� �����
�
��� ��
��!
��� ��� r⋆ �%U1∆T/M = ∆x1/M ∼ 0, 8� &� ��!
��� �������	 ��
���� 	� '��������( ��� ���!��
����
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�� �
�'� �� �"
����� �� ���� �� ���������� �� ��������� 
����
� ��
%����)3����� �� %����+ � �"���� �� '�� �����$
4� ����� ����+ ���� ����� ����1
 �"
����� ��� ����1�� �������� ��� ��
������ �����# 
������� ��  !�$ �� ��(���
 �
��������� ������������� ���
� �"
��������� ���� ����� �� ���� #��
 �� �"������������� �� ���� � �����
�� #��� ��"��� ����� �����
� ��� ������ �
������� � �"
������������ ������
�� �� ���� �� �
������ �� ���* ������ ���* ����� ��������� ��  !� ���
�� ������$ 2
�������+ ��� 
������� ���� ��� ����� �"
����� �"�*������ �"��
����� ���
������� ��� �� ������ �����# 
������� ���� ���  !�+ �� #�5��
�������� � ���� 
����� ��� �� �������$
2��� ����� �� ���� 
����� ��� ��� ����� �� ��� ��� 
������ ��������� �� ���� ��
����������+ ���� ���  !�+ �� �
�������� ��� �� ���������� �� �� �
������
�� ���* ������ ���* ����� ���������$ %� 
������ ��� ���������+ � �� �����
���������� ��� ������ �� ������� ���� ����� ���������� �� �
���� ��
�����$
6� 
������ ���
������ �� ��� ����� ��� �����+ �� #�5�� ����*�+ �"��������� �"��
���������� ������ �� ���� ��� ��� ����
 �� �� ��� �� )7+ �
���� �� 3������
��� �� ����� ��� .��������� �� ���������� �"�� ������ �����# ��  !� ��
��� �� ����� �� 8����� 
���
+ ���� �� 9��� ����)����������� �� ������$ ��
�"�*���� ���+ �� ��� 
������ ��  !�+ � ��� ���� �� :����� �� 8�;��9 �<7=℄�$
4�'�+ ��� ������ �� ���* ������ �� ���* ����� ���� ��� ����� �"
���� ��
��0�� ���� ��
 �� ���������� ��� ��
����� �� ������� ���� ��� ��������� ��
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 	 ��� ���
 �������
��� 	 ���	��	 �	��	���	 �
�
��
���	 	�
 ��
�	 ���
��	 ����	 ������	��	�

���� �������	
	��	 � ���������� ���������� � �	�
����
 �

������� �
�	��
�

����������� 	�
��	���� �  � !��� ����
���	 	 ���	��	 ����	 f(−→x , t)
������	 �� "	
���	� 	�
 �
�
��
���	�	�
 !���#$�	 �� �	� �������
�� �
�
��
���	��
�	�
 � ��	 �� 	���
� 	 ���������
� 	� −→x 	
 � 
 �� 	� �%��	�
� ����
� 	
 �%��	�
�
���
��
�� 	
 �� �	� �%��	�
� ���	�
� �
�
��
���	� ��	 ���� �	�
 	� ����	� ���

��"�����
� ��� 
������
��� ���
���	� �� 	� ���
 	� ���
����	� &

�' ���� �	 ����
����	 � �����
���� &

∀−→a , c(−→x , t)c(−→x ′, t) = c(−→x +−→a , t)c(−→x ′ +−→a , t),

⇒ c(−→x , t)c(−→x ′, t) = c(
−→
0 , t)c(−→x ′ −−→x , t) = cc′(−→r , t). ()'

	� �������
 �"	 �� *����	* �� +�
��
��� ����	 �� 	�,�$�	 ����
� 	
 	�
�����
 & −→r = −→x ′ −−→x � -� 	�
 ����� ����	 	 "���.	� ��	 ���� � 	���	 &

c(−→x , t)c(−→x ′, t) = c(−→x −−→x ′, t)c(
−→
0 , t) = cc′(−−→r , t) = cc′(−→r , t). (�'

�� 	� ���
 &

c(−→x , t)c(x, t) = c2(
−→
0 , t) = c2(t) = cc′(

−→
0 , t). (/'

0� �� ������	��	 ��, �1�	� �������
�� �
�
��
���	�� ���� 	� ��������
 �	� +�2

��
���� � 	�, ���
��
� 
 	
 
�� �� ��
�	�
� �"	 �	� �1�	� ��
!�	� &

c(−→x , t)c(−→x ′, t′) = c(
−→
0 , t)c(−→x ′ −−→x , t′)

= cc′(−→r , t, t′) = c(−→x −−→x ′, t)c(
−→
0 , t′) = cc′(−−→r , t′, t) (�'

c(−→x , t)c(−→x ′, t′) = c(
−→
0 , t)c(

−→
0 , t′) = Cc(t, t

′) = Cc(t
′, t). (�'
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���� �

∀−→a , ui(
−→x , t)uj(

−→x ′, t) = ui(
−→x +−→a , t)uj(

−→x ′ +−→a , t)

⇒ ui(
−→x , t)uj(

−→x ′, t) = ui(
−→
0 , t)uj(

−→x ′ −−→x , t) = uiu
′
j(
−→r , t). ���

�� 	
��	 

ui(
−→x , t)uj(

−→x ′, t) = ui(
−→x −−→x ′, t)uj(

−→
0 , t) = uju

′
i(−−→r , t) = uiu

′
j(
−→r , t). ���

�
 	
 ������ 

ui(
−→x , t)uj(

−→x , t) = ui(
−→
0 , t)uj(

−→
0 , t) = uiuj(t) = uiu′

j(
−→
0 , t). ���

�
 ���	�� ��
� �� ����	 

uiui(t) = q2(t). ���

��	 �	� ��������
� � �	�� �
���
�� ��	����� �
 � 

ui(
−→x , t)uj(

−→x ′, t′) = ui(
−→
0 , t)uj(

−→x ′ −−→x , t′)

= uiu
′
j(
−→r , t, t′)

= ui(
−→x −−→x ′, t)uj(

−→
0 , t′) = uju′

i(−−→r , t′, t). ��!�

ui(
−→x , t)uj(

−→x , t′) = ui(
−→
0 , t)uj(

−→
0 , t′) = Cij(t, t

′) = Cji(t
′, t). ����

� ���� ��� �������� ����
����� ��������� � �
 � �� ����� ����

fg′(−→r , t) = f ′g(−−→r , t); f(−→x , t)g(−→x , t) = fg(t), ��"�

fg′(−→r , t, t′) = f ′g(−−→r , t′, t); f(−→x , t)g(−→x , t′) = Cfg(t, t
′) = Cgf(t

′, t). ��#�
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�� ��������������� ����	� �� ��� 	�	������ ������������ ��� �� ���� �����������
� ���� ������ � �������� 	�� ��		�� � �� 	
�� ���
���� ��� 
�� 	��� �����
����� � 
� ��������� �������� ����� 	�	����� �� ������� ���
���������� 	��

� ���� ��� �� 	�	������ ��� ��� ������ �������

�� ����	�� �� 
���	�� ����
� ���� ��� ��	��������� 	�� ��� ������ � ��
���� �������

�� ��� �� 
� �!��
�"	������ ������������ �� ����� �� 
���� ��������� ���� ���� ���� ���#
������ $� �� ������ �� 	�����
��� 	�� 
�� ������ �� �� 	��� ��� %��������
�� ������� &�	������ �� ������� �� '���
��( )

uiuj(t) =
1

3
ukuk(t)δij =

q2(t)

3
δij . &*+(

,� 
�� 	�� r = ‖−→r ‖ �
 ����� 	�� 
�� ������ �� ���" 	���� ��� %��������
�� ��������� )

cc′(−−→r , t) = cc′(−→r , t) = cc′(r, t), &*�(

�� 	�� 
�� %�������� �� ������� )

uiu′
j(
−→r , t) = a(r, t)rirj + b(r, t)δij . &*-(

.���� �� 	�	������ ������������ �������� � ��� �"	������� �� �!�� ��	�
�� 
�� %�������� �� �� � ���" 	���� ��� ��������� � ���" �������� ��/������
� �� �� ���� �
�� 
� ������
� � ��� ���	
��� 	�� 
� �	
� �� ������
�� &� ��(� $�
���� 	�� �"��	
� )

cc′(−→r , t, t′) = cc′(−−→r , t′, t) = cc′(r, t, t′),

uiu
′
j(
−→r , t, t′) = uju

′
i(−−→r , t′, t) = a(r, t, t′)rirj + b(r, t, t′)δij . &*0(

1
 ���� ��
����� ��� 
�����	�� ����������� ���� ���	���2��� 
���%���� �� 
� ��#
����� 	�� �� ���	 ��
���� ��� 
�������� *� ���� �
� ����� 	�� ���� 	��
�� ���	 ������
 ��� 
� ����� *-� 3��� � �� 
� ��	������ ��� � ��� ��

� ������� �� −→r �"���� ���� �

� 	����� ��� ���� 	�����
�����

���� �����	
�� ���
���	
� � q2(t) �� � c2(t)

3���� ������� ������
� 
� ������� ��� �������� ����
���� ��� ���	� �� ��#
����� Ui(

−→x , t) �� �� ��������� C(−→x , t) ���� ��
���� 	����� ���� �� ��
����
�����
��� ��� ������� ��� �������� �� 4�����#,�5�� ������� � 
� ������ ����#
�	�������
��� �� ����� ������� �� ������#��/���� ��� ��������� �� ������
�	�� �� ���� ��� 
� ����� �
������ ρ ��� ����� �� ������� )

∂Ui

∂t
+ Uj

∂Ui

∂xj
= −1

ρ
∂P
∂xi

+ ν ∂2Ui

∂xj∂xi
(a)

∂Uj

∂xj
= 0 (b)

∂C
∂t

+ Uj
∂C
∂xj

= D ∂2C
∂xj∂xj

, (c) &*6(
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 ������ ���

�� ν �� D ���� 	��
�������� �� ������� ���������� �� �� ������� ��
�������� �� ����
�� 
����� ���� �� ������ �� 	�
�	���� ���� �� ��������� ��
�������� ����
������� �� �������� �

Ui = Ui + ui; P = P + p; C = C + c, � !"

�� �� ��� ���������# �� �$����� ��� ��������� 
��	 Ui �� C# ��� ���� �	���%
������ �	�&��� ���� ���� ��������� ������ ���� �������� �� '��
� ������ ����
���(�	��� �� ��� '��
� �� ���������� ��������������� '���)����� *��	 � ���
���	�� ��� ���������� ui(

−→x , t) �� c(−→x , t)# �� 	���� ���	�# ���� ����� (����# 
������
��� )	������� ��� ����	� �������� ���� ���� �

∂ui

∂t
+ Uj

∂ui

∂xj
= −1

ρ
∂u
∂xi

+ ν ∂2ui

∂xj∂xi
(a)

∂uj

∂xj
= 0 (b)

∂c
∂t

+ Uj
∂c
∂xj

= D ∂2c
∂xj∂xj

. (c) �+,"

-� �� ������# �� �� ����� '���)������ ����������� �

duiui

dt
(t) =

dq2

dt
(t) =

∂q2

∂t
= −2ν

∂ui

∂xj

∂ui

∂xj
= −2ǫ(t) < 0, �+ "

�� ǫ 	�
	������ �� ���. ����� �� �����
����� 
�	 ����� �� ����� 
�	 �� '��

�� ���������� �� ������# �� �� �/�� �

dc2

dt
(t) =

∂c2

∂t
= −2D

∂c

∂xj

∂c

∂xj

= −2ǫc(t) < 0, �++"

�� ǫc ��� �� ���. �������� �� ����	����� �� c2�
-� ������� ��� ���� ���� ��������� ������ �� �����)� ��	$�����# ��0���	)��0 ���
���������� �� ������ �� �� �����	����� �� 
��� ��� ��	�1�	� �� �� ���
�� -�

��� ����� ����	# ����� ����� (�	���������# ������	�
�� ����������� ���

�	�� 	���
2 �� ��������� ��� 
�	���� ��	 ��� )	�����	� �����	���

���� ��� �	�

�� �����
�� ���������
���

-� 
��� ���	����	� 2 
�	��	 ��� ���
�� 
	������� �	��� ��
�� ���'����� �
�������
��� ��	��� 2 ��&��	 �� �	�	� �� )	�����	 ��� ������� �������� ��� 
��� )	�����
�'�����# ����� ��� 
��� 
������# �� ��� 
�	������� �������	 ��� )	������� �� ��%
�������� �� ������ �� �� �����	������

�" ��� ������	� 
� �����	��� �� 
��� ����	� �	 ��� ������� ��	������


� ��������

3�� �'����� ����)	���� �� ���)���	 ��	��� 2 ��&��	 �� ������ ������� ��� 
���
)	����� ��	���	�� �������� ��. '��
� �� ���������� �� ������ �� �� ����%
�	�����# ���� 2 ��	� ��� 
��� )	����� 	�)���� �� ����
�� �� �� '��
� 
	�%
������� �� �	���� ��)	� �� �'�	���� 4� ��� ���	 ��� � ���
� 	�
��� ���
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� � ��� �	��
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 �� � ����	��� 
	�
�	�� �� �� �	�
�	�� � 	�����
�	� �� 	� ��� 	�
������ �
����� �� 	���
� � 	�����
�	� ���	��� �	�
 �� ����� �
 	�����
�
�  � 
 !�� "	��
 
�� � ����	
�	�� �
�
��
���� � ������ �	�
 ��	��
� �� �	�� #

Rij(
−→r , t) =

uiu′
j(
−→r , t)

q2(t)
3

= A(r, t)rirj + B(r, t)δij , $%&'

R(−→r , t) = cc′(r, t)

C2(t)
= R(r, t). $%�'

�	�� ������ � ��� � A(r, t) 
 � B(r, t) ���� %&� 	� ��
 ��
�	���� #

f(r, t) = R11(r1 = r, 0, 0, t) = R22(0, r2 = r, 0, t) (a)

g(r, t) = R11(0, r2 = r, 0, t) = R22(r1 = r, 0, 0, t) (b). $%�'

(� �	�
� ��	�� �� %& �����
 ����� #

Rij(
−→r , t) = f(r, t)− g(r, t)

r2
rirj + g(r, t)δij $%)'


 �� �� 	���
�	� ����	������*���
� %� *' ���	� ��	�� �� %) #

g(r, t) = f(r, t) +
r

2

∂g

∂r
. $%+'

,����� �� ���
�	�� %� �' 
 %� *' 
 %+ ����
 ����� � ����-� ����	
�	�� �
�
�� 

��� �� .�
��
�	�� � ��
�� ���� �� ������� 
 %� ��
 ��	�� �� �/�
�
���
� �	�� �� .�
��
�	�� � 	��
��
�	�� �	�� �� .�
��
�	�� � ��
���
	� ��-��
 ���0�� ��
�1��� ���� �� ���
�	� $��−→e1 ' �	�� �� 	��	���
� ��2
��� #

L
(1)
ij (t) =

∫ ∞

0

Rij(r1, 0, 0, t)dr1. $%3'

4� �
 ���� �� �� Rij(r1, 0, 0, t)dr1 �
��
 ����	��
��� e−
r1
L � �� �	�1��� 5� ���

������
 �� ���
�� ��� ������ 

 ����
�
� � �� ����� � ��	��� � ��
����
 ��
��
 �1�� � L

(1)
ij (t)� ,����� 

 �0�� ������
� � �	6���

��	��� � 1������ � �� ���
�� ��� ������  	���
 � 	�����
�	� �	� 
��� �� ����� � ��	��� � � 7 ��
 �	� �� *	�� ������
�	� � �� 
����
�	6�� �� ���� 1����� �
��
��� �� 0��� �� .�
��
�	�� � ��
��� ,�
����	
�	�� �
�
��
��� 
 �� ���
�	� %+� 	� �	�
� ����� �����
 � ���
 �� ���
�0��� ��
�1���� ��8���
� L

(1)
11 (t) = Lf (t)� ��-�� � ���
�� � R11(r1, 0, 0, t)�
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�� L
(2)
22 (t) = Lg(t) ������ 	 
����� �� R11(0, r2, 0, t) �� �������� �� ����������

����� ����� f(r, t) �� g(r, t) ������ 
�� ��� �� ����� �� ��
��� �� �������� �

Lf (t) = 2Lg(t), ����

��� 
��� ����� ������ 	 ������� ��
�������������� � ������
�� ������������ ��
������ � ������ �� !������� �� 
��� ����� ���������� 
��� ��� "��������� ��
������� ��� ����� �#���� ����!���� �

L(t) ≈ Lf (t) ≈ Lg(t). �$%�

&��� �� #��
 ��� "��������� �� ����������� �� ������ ��'���� ��� 
���
!������ ������������ ������ 
��� ��� �(��� ������� ��� 
���������� 
��
�� ����� �#���� ����!���� �

Lc(t) =

∫ ∞

0

R(r, t)dr. �$)�

*� ��� ������� �� ��	
���� �� �����

����� ����� ���� ������� 	 
����� ��� �������� �� ���������� 
��������� +�

��� �� 
��������� ����� �� ������ ��
�� �� �� ��������� 
����� �� R11 R22
�� R33 ��� 	 ��� �� −→r ��
���� 
�� � �

R11(r1, 0, 0, t) = 1 +
r21
2

∂2R11

∂r21

∣∣∣∣
−→r =

−→
0

+O(r21)

= 1 +
r21
2

∂2u1u′
1

u2
1∂r

2
1

∣∣∣∣∣
−→r =

−→
0

+O(r21). �$��

,���� � ������� ����-� 	 
����� �� ) �� ��� ���� ��������� �� 
���
���������� � �#���� �� ���!���� λ

(1)
11 (t) ������ 
�� �

R11(r1, 0, 0, t) = 1− r21

2[λ
(1)
11 (t)]

2
+O(r21)

⇒ 1

[λ
(1)
11 (t)]

2
= −1

2

∂2u1u
′
1

u2
1∂r

2
1

∣∣∣∣∣
−→r =

−→
0

= −1

2

∂2R11

∂r21

∣∣∣∣
−→r =

−→
0

�$$�

+� �������� ����� ��� � �� 
��� ����� �

(
∂u1

∂x1

)2

=
2u2

1

[λ
(1)
11 (t)]

2
, �$.�

�� ����� ��� �� �#����� /���������� �� ������ �� � ��������� ��� !�������� "�0
������ ∂u1

∂x1
	 
����� �� �� ������ �� �� ��
������ u2

1 �� ������� �� 1�'������ +�
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�� ���� ���
 �
 ������	���
 ����
�������
� �
�� ��
��	
 
��
� �
��
�
�� ���� �����
�����
� � λf(t) = λ

(1)
11 (t) �����


� ��	��	 �
 R11(r1, 0, 0, t)� 
� λg(t) = λ
(2)
11 (t) �����
 � ��	��	 �
 R11(0, r2, 0, t)�

�� ���	
 
� ��
��
� ��������� � ���
 �
 � �

λf (t) =
√
2λg(t). !"�#

$� ������	
 
���� ��
 �
 ���� �
 ����������� ǫ ����	������� ���� �% �
��
���	�	
 �

ǫ(t) = 30ν
u2

λ2
f

= 10ν
q2

λ2
f

. !"�#

&� 
��	
� 
� �
	�
� ���	�	
� �
 �	���
�	� �� �
�� ������	
	 λ �
��
 ��
 �

λ(t) ≈ λf(t) ≈ λg(t).

'� 	������
�
�� �������
 ������ � �����	 ��
 �
��
 ��
��
 �
 (�)��	 ���	 �

���� �
 *��������� �
 ��
��	����� ��	 �

1

[λc(t)]2
= −1

2

∂cc′

c2∂r2

∣∣∣∣
−→r =

−→
0

= −1

2

∂R

∂r2

∣∣∣∣
−→r =

−→
0

. !" #

# �������� �� �	�
	�	�	

���
 �
	� � �����	 ���	�	
 �
 �	���
�	 �
� ���� �
���
� ��
��
� �������
� ��
���� �
� *��������� �
 +��
��
� ,�
��� �+
 ����
��
 �����	��
 &!�#� 
��
 ���
����-�
 �
 �
�� ��)����
 �
 ���� ���	� .�� ���	������� 	
���
 ��	 �� ������
��������
 �
 /������	�0� ��� ���
	�	-�
 �
 �	����
	� ��)
� ����
	��
 �
� *��
�������� �
 +��
��
 �
� �	���
� +
	� �
� �
���
� ��
��
� ���
 �� �������

�����	
�
������	����� ��� �	�����	�
�� �
� �	���
� ��
��
� 
� ���� �
���
��
�� ���	
� 
 �
	��
	 
�� ������	� ���
 ��1����
�� 	����
 ���	 ��
 �
�

0
�� �
 ��0����� �
 �������� �
 ���+
�
�� !�� �
 +�	�����# ����
�� ��� �

�
��� �
 �
 �����
��
	 �
���2�
�
�� ���	 �� ����
 ����
��
� ������	�
� ,
�

0
�� �
 �	���
�
��� ��� �
 �����
��
�� ��	 �
 ���� �
 ����������� ǫ� �
 �
 ����
+�	���2�
�
�� �
���	 ����� ��+
�� �
� ���� �
���
� ��
��
�� ��� �
� �	���
�
+��
�	� �
 3� 4��	 
� �
	��-	
�� ��
 ���� ���
	� kk ≈ 1

η
� �� �
�� ������	
	 ��


�
 �������
 �����	
�
�� ���	������ 
� �	�	
 �
 �	���
�	� 
�� ���
��� ��	

��� �
 ��0������ ,
�� �
 �	������ ��	 
�
���
 ���	 �� +�	����� ���	�	
 ω� ��	 �

Ddefω ≈ ν∆ω ≈ ν
ω

η2
, !"5#

�6 Ddef
�� ���	�	
 �
 �	���
�	 �� ���� �
 ����	������ ��� ���� ��	 
� ��
��
�
�
 �����
�	 η� �
�� � ��	
 ���	�	
 �
 �	���
�	 �
� �	���
�� �
 +��
��
 ���
��
�
��2���
��� 7��� �� �������������
 �
 /������	�0� �
� ��
��
� ��� �����
��
��	 ���	
�
�� ���	����� ��	 ��
 ����
 ����
��
� �����
� ���� �
 ���	�	
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�� ������	� �� ����� 	� �	������� ���� ������ �� �� ���� ��� ��� �������
������������� ���� ������� �� ������	� �	 ��	� �� ����������� ������� ���� �
���� �	 �������� �� ������� ������������ ��� �

Ddef ≈

√(
∂ui

∂xj

)2

≈
√

ǫ

ν
. � !"

#�� �	���� !$ ���	�� � �

√
ǫ

ν
≈ ν

η2
⇒ η =

(
ν3

ǫ

) 1
4

, �%&"

	� ���������� �������� �� '��������(� ������� ������� �� ������	� ��� �������
��	� ���	����� �� ������	� �������������� ��� ������������ ��� ������� ���
��	� ���������������� ��� ��(	����� ��� ������� �� ������	� ��� ��	� �������
������� �	 ���� ��� )	�	������ �� ��������

�" �������� �� �	
����� ��� ��� ���	���� 	������ � �� ��	�� ������

�� �����


*��� ��	� ������	� �� ������� �	��	����� ����������� ���	�� 	� ��� �������
��������� �	 ���� ��� )	�	������ �� ����������� ���������� �� ��+����
�� ��	� �� ��	� �������� �� ��� ��	� ������������� ��� ��� ����������,����������
�� �� �������������� �� '��������( ���������� ��	� ��� ������� �	 ���� ��
�������� -� ��	������ �� ��.���� �� ��(	���� / �	 ������� ������ ��� ��	� �����
	� ν� 	� ��� ������ � �� ��(	���� �� 	������ �� ��	������� �� ������� ��
��(	��� ����� �.������ 	� �� 	������ �� ��	������� 0��� �� ����	�� ���
�� ���� 	� ��� ���	�	��� �	 ���� ��� )	�	������ �� ����������� ��	����
�	��� ��� ���������� ��������� ��	� ��������� ����� �� ��(	���� � 	� ���	��
�	 ������1�� �� ������� ��������� ��	� ������� 	� �������� �� '��������(
%&� 	� ��� ��������� ��� �� ������� ���� ������������ 2� ���	���� �������
�� �� ������ �� -����� Sc = ν

D
��� �	�����	� � ��	����� ���� ���� �� ��

���� ���� ��������� �3 �� ��� �� ������� �� 103� ��� ����������,���������� ���
������� �	 ���� ������� �	� � ������� ��� ��	� ������� ������� �	 ����
)	�	��� �� �������� �����	��� � ���� ��� ������� ������� 4	�	�� 	�� ������
ηc ��	� ��	���� �� ������	� �� ��(	���� ������� ������� � ��������� 2�
������ ������� �� ������	�� ��� �� ����	��� ��� �������� ��� !$� �� 0 ��� �������
�� ������	� �� �� ����������� �	 �����	 �� �� �������� ��� �

DdefC ≈
√

ǫ

ν
C ≈ C

η2C
⇒ ηc =

(
νD2

ǫ

) 1
4

, �%$"

	� ������	� �������� �� 5�������� 0����,� ���������� ������� �� ������	� ��
�� ������ ��� ��	� ������� ������� ��������� �	 ���� ��� )	�	������ �� �������
������� ��	� 	� ����� ������ �� -������ �� �� ��	� ������ ��� %& �� %$ �
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ηc
η

=

√
ν

D
=

√
Sc (��Sc > 1). ����

���� ��� �� 	
��������� �� �������
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 ���� �� �� �
��� 
 ���� ������� �� ��������� �� ���
��
�
��� ��
�
��
�
�
� ��� ��� �������� �� �������� �������� ��� ������ ���� ��� ����
������� ������� �� ���� ǫ� � �����  ������ �� ������ ! 
������� � ��������

��� ��� ! � ������� �� ������ �� �
"�� � ����������� ���
�� ���
��� ���������#
�����
� ��� ��� ������� ����$����� �� �%�� ������  �� �����
 �� �� ��$�����& '�� � 
������ ��� �������� ��� ������ ������� �� ������ (  ��
�
���� ���������� �� q2 = uiui ��������� ���������� ��� �� �
��� �� ������
)�*�� ������ �� 
������ �� �%��� ������� ��� � ����� ���������� �� ����
! �������� �� ���� �� ���
�����
  ������� ����� ���� ��  �� ���� ��������� ��� +

1

τdef
=

√
q2

L
. ��,�

-� � ����� ��� ��
�� ���� �� ������� �� ���������  �� ��� ����$����� ����
! ���� �� ���������
� 
 � �
�� +

ǫ = −1

2

dq2

dt
≈ q2

τdef
=

q2
3/2

L
≈ u2

3/2

L
. ����

. ���� ����� ��� �� �%�� ����
���� ! ��� ������� 
�����
��� ! ���

�$��� ��
�� k 
����� ���� k

2
�� 2k�  �� �
� �� ������� l(k) ≈ 1

k
�� 
�����

�������� q2(k) =
∫ 2k

k/2
E(k)dk ≈ kE(k)& )���� ������ �� 
������ �� �%���

������� ��� � ����� ���������� �� τdef ���  �� +

1

τdef(k)
=

√
q2(k)

l(k)
≈ k

√
kE(k). ����

/�� ������ �� � ����� ��� ����� ���� �� ��������� 
 � �
�� +

ǫ ≈ q2(k)

τdef (k)
=

q2(k)
3/2

l(k)
≈ k[kE(k)]3/2, ��0�

�  �� ����� �� ��
�� �� 1�
� �� �
��
�
�
�1 +

E(k) ≈ ǫ−2/3k−5/3. ��2�

(� ����� �� ������� �� k 
���� � �
�� ��� ��$��  �� � ������� �����#
����� 
�����
� �
�� 
����� ! �� ����� �
�� �  �� ����
��  �� �� ������

��� ����� �� ��� �� ����� �� �� ���������� ���� ! ����  �� �� 
�$�� �� 3�"
���
���
�� ! �� ������� �
�� %��� ���� ����� ������& 	��� �
�� %��� � ����������
���� �
�� ��� ������� (  �� �
���� q2� �  �� ���
��� ���� ����� +
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ReL =
L

√
q2

ν
>> 1. ����
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���	�� �� ������� �����

���� ��� ��	
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�

���� ��	� � �	 �	�� �� ������� 	� ���� ������ �	 ������� f(−→x , t) �����
���� �� �� ������� �	���� �� ���� ���������� ��� 	� ���� �� �	�	����� ��
����������� ��� 	� ���� �� �	�	����� �� ������� �� ���� ��� �	�����
���� 	� ������ ����� �������	����� ��������� ���� � ��� �	� ��� ���������
�������	�� �� ��� �	�	����� ���� ��������� ��� ����������� ���� ��� ���
������� ���� ������ � !� "� ����	���� �� ��	� ���� #

f(−→x , t)f(−→x ′, t) = f(
−→
0 , t)f(−→x ′ −−→x , t) = ff ′(−→r , t), $%&'

�� ������ # −→r = −→x ′ −−→x �
(� �������� �	� ���� � ����� #

ff ′(−−→r , t) = ff ′(−→r , t). $)�'

������ �� ���	
� ���	�� �� �� ���� f(�x, t)�

*�������� �� +�	��� ������� ����� ��� �	 ����� �� +�	��� #

f̂(−→p , t) =
1

(2π)3

∫

R3

f(−→x , t)e−i−→p .−→x dVx ⇔ f(−→x , t) =

∫

R3

f̂(−→p , t)ei
−→p .−→x dVp $)!'

*� ����	� −→p ��� �� ,����	� ������,� �� ���� f(−→x , t) ��� ����� �� � �	�� #

f̂ ∗(−→p ) = 1

(2π)3
f(−→x , t)ei

−→p .−→x dVx = f̂(−−→p , t). $)-'

(� �� ���	� ����� �� ��������� ����� ����� �� +�	��� #

f̂(−→p , t)f̂ ∗(−→q , t) = 1

(2π)6

∫

R6

f(−→x , t)f(−→x ′, t)e−i(−→p .−→x−−→q .−→x ′), dVxdVx′ $).'

�	� ����� ���	 �� ������������ �������	� ������� $%&'� ����� ����� #

f̂(−→p , t)f̂ ∗(−→q , t) = 1

(2π)6

∫

R6

ff ′(−→r , t)e−i−→q .−→r e−i(−→p −−→q ).−→x dVrdVx

=
1

(2π)3

∫

R3

ff ′(−→r , t)e−i−→q .−→r dVr
1

(2π)3

∫

R3

e−i(−→p −−→q ).−→x dVx. $)%'

"� �����	���� �� ,������ ������ .�, ����� � f(−→x , t)� ��/� ��� #

Φ(−→q , t) = 1

(2π)3

∫

R3

ff ′(−→r , t)e−i−→q .−→r dVr, $))'



�������� 	
 ������ ���

�� �� �����	
��� 	
� �

1

(2π)3

∫

R3

e−i(−→p −−→q ).−→x dVx = δ(−→p −−→q ),

� ����� � ������� �

f̂(−→p , t)f̂ ∗(−→q , t) = δ(−→p −−→q )Φ(−→q , t) ����

�� ��	
 ��
�� 	�� ���
� 
��	 �� ����� �� � �

Φ(−→q , t) = Φ(−−→q , t). ����

�� ����
��� ���� ���������
 �� ���
�� ��� ��
 �	������
� � �

ff ′(−→r , t) =
∫

R3

Φ(−→q , t)ei−→q .−→r dVq, �� �

	� ������ �

f 2(t) = ff ′(
−→
0 , t) =

∫

R3

Φ(−→q , t)dVq =

∫

R3

Φ(q1, q2, q3; t)dq1dq2dq3, ��!�

�� ���
� 	� Φ(−→q )dVq ��������
� �� ��
��"	
��� � �� ��#���� 	����
�	� f 2�
��� ��
�	�� �$���� −→q �����
����
 � �$������
 �� ���	�� dVq% &� ���
�� ���
��
���
 ��� �$��'����
��� �	� �� ��
��"	
��� � f 2 ��� �������
�� q1� q2� q3
�������� � �$������
 �� ���	�� dVq = dq1dq2dq3� $��
 � ���� �������� ���� ���
��
�������� [qi, qi+dqi] (i = 1, 2, 3)% &���� (�	� �������
� qi ��

−→q ��
 �������
� 	�� �(���� ���
���� li =

2π
qi

≈ 1
qi
� � ���
�� 
���	�
 �	��� �� ��
��"	
��� � f 2� ���

��)����
�� �(����� ���
����� �������� � �� �������
��% &$��
 ��� � ���
�� ��
	� '��
 �� 	��	� ���
� �� 
�� ��
�� ��� ��)����
�� �(����� ���
������ �	 ����� �	�
�� ���� ����*�
�	�% �� ����
��� ���� ���
�� 	$�� ��
 ����� ���������
 �	+ �����
�� ,�	���� ��� -	
	�
���� �	 (��� ������ ��� ��.�%

������ �� ���	
� ���	�� �� ���� � ��
�	��� �� ��	��
 �e1

�� ��
������
��� ����
� �	 ���
�� �� Φ(−→q , t) ������
� �$���/� ���� �� ������0
���� �� �� ������
��� ���
���� ff ′(−→r , t) 	� ��
 	���0�������"��% 1� ��
 ��� ��
��
��	� '���� �� �� �$��
������� 	� �� ��
��"	
��� � f 2 ��� �������
�� q1� $��
 �
���� ��� �(����� ���
����� l1 ≈ 1

q1
% 2� �)�
� �� ��	
 
�	3�	�� ����� ��!� ��	� ��

'���� �

f 2(t) =

∫

R

[

∫

R2

Φ(q1, q2, q3, t)dq1dq2]dq1 =

∫

R

E
(1)
f (q1, t)dq1, ����

�4 �� � ��
���	�
 �� ���
�� .� ����� ��� �

E
(1)
f (q1, t) =

∫

R2

Φ(q1, q2, q3, t)dq2dq3 ��.�

	� ��������� "��� � �� ��
��"	
��� (��(��% 2��� ��
���
 ��� ��
�� ����
��� �(����� ���� ��� ��	+ �	
��� ����
����% 5����� E

(1)
f (q1, t)dq1 ��
 �� ��
��"	
���



�������� 	
 ������ ���

� f 2(t) ��� �	
������ q1 �� ����������� [q1, q1 + dq1]� ��		� ���� ����� �� 
��
������ � �
��� ��� 	���� �� ������� �� ������ ��������� ��� ��� �	
������
�� −→q ���� �� ������� �� �e1� ��� �������� 
�� �������� ��� ����  

f̂ (1)(q1, t) =

∫

R2

f̂(q1, q2, q3, t)dq2dq3 =

∫

R2

f̂(−→q , t)dq2dq3. ����

!� ����� �� 
�� "���� � 
���� �� ����  

f(x1, 0, 0, t) =

∫

R3

f̂(−→q , t)eiq1.x1dq1dq2dq3 =

∫

R

[

∫

R2

f̂(q1, q2, q3, t)dq2dq3]e
iq1.x1dq1

=

∫

R

f̂ (1)(q1, t)e
iq1x1dq1. ��#�

$�� ����� �� ���� �����  

f̂ (1)(q1, t) =
1

2π

∫

R

f(x1, 0, 0, t)e
−iq1x1dq1, ��%�

������ �

���&�� f̂ (1)(q1, t) �		� �� �������	"� �� ������� �� '�	
 ����
�� ������� �� ����� �e1� (� ������� ���� �� 	���� � �� �
��� �) ����" 
��
���� ���*��� �� ������� ���� � ����� �����  

f̂ (1)(p1, t)f̂ (1)
∗

(q1, t) =
∫
R4 f̂(

−→p , t)f̂ ∗(−→q , t)dp2dp3dq2dq3
=

∫
R4 δ(

−→p −−→q )Φ(−→q , t)dp2dp3dq2dq3
= δ(p1 − q1)

∫
R2 Φ(q1, q2, q3, t)dq2dq3 = δ(p1 − q1)E

(1)
f (q1, t),����

���  

f̂ (1)(p1, t)f̂ (1)(q1, t) = δ(p1 − q1)E
(1)
f (q1, t). ����

+� ������� ����� �� ������ �� �
��� �)� ��"�������� �� �� ������� ����
	��� �� ,�� �� �
��� #)� +� 
�� ��-� �*���� � �
��� ����� ���� 	���.���
�� "����� ��/� ���� �� �� 
�������� �0 r2 = r3 = 0� � ��� ����� ��� ����  

ff ′(r1, 0, 0, t) =

∫

R3

Φ(−→q , t)eq1r1dvq =
∫

R

[

∫

R2

Φ(q1, q2, q3, t)dq2dq3]e
iq1r1dq1

=

∫

R

E
(1)
f (q1, t)e

iq1r1dq1

��� �� �"���  

E
(1)
f (q1, t) =

1

2π

∫

R

ff ′(r1, 0, 0, t)e
−iq1r1dr1, ��1�

��� �

���& �		� �� �������	"� �� ������� �� �� ���"����� ����� �� �������
(O, �e1)�
2����� � �
��� �) ���� ����� � 	������� !����		��� ��� ��� ��������	���
�"����

"� �� 
��� �� �
��� �) ���� ��� ������� ����"�� ��� ����� ����*���

��� ��� ���� ��������
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 ������ ���

������ ����	 
������� ��� ���
��� 	�
 ������

�� �����	
� ��� �
���� ��� ��	� 
����� f̂ (1)(q1, t)� 
� 
����� �� ���� f(x1, 0, 0, t)�
�� ���� ��
�� �� ����	�� �� ���� ����� ���� ��� ����� �� ������� 2∆q1 ������

�� q1� �� ���������� �� �
�� ��  
��	�� f̂ (1)(q1, t) ��� �� !
��	
� "

ĝ(q′1; q1,∆q1, t) = f̂ (1)(q′1, t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)
, ��#


$ Π
(

q′1−q1
2∆q1

)
��� �� �
��� �� ������� 2∆q1 ������ �� q1� �
� ��	�	�� 		 �� �
���	
�

Π(x) �
�� �� !
��	
� ��	 %��� & �
�� |x| < 1/2 �� ��	 ��� ����� �	������� �� ����
����� ����	� ��
�� "

g(x1; q1,∆q1, t) =

∫

R

ĝ(q′1; q1,∆q1, t)e
iq′1x1dq′1 =

∫

R

f̂ (1)(q′1, t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)
eiq

′

1x1dq′1

��'
(� �
)���� �������	���� ��	 �� �
	� ��� �������� �� x1 
���� ���� �� ���
*

�
����	�� ����	��	���� ����	� ��
�� �� ��	�	���� ��� "

|g|2(q1,∆q1, t) =

∫

R3

ĝ(q′1; q1,∆q1, t)ĝ∗(q′′1 ; q1,∆q1, t)e
i(q′1−q′′1 )x1dq′1dq

′′
1

=

∫

R2

f̂ (1)(q′1, t)f̂
(1)

∗

(q′′1 , t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)
Π

(
q′′1 − q1
2∆q1

)
ei(q

′

1−q′′1 )x1dq′1dq
′′
1

=

∫

R2

δ(q′1 − q′′1)E
(1)
f (q′′1 , t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)
Π

(
q′′1 − q1
2∆q1

)
ei(q

′

1−q′′1 )x1dq′1dq
′′
1

=

∫

R

E
(1)
f (q′′1 , t)Π

2

(
q′′1 − q1
2∆q1

)
dq′′

=

∫ q1+∆q1

q1−∆q1

E
(1)
f (q′′1 , t)dq

′′. �+,

-	��	� 
� 
��	��� ��������� "

|g|2(q1,∆q1, t) =

∫ q1+∆q1

q1−∆q1

E
(1)
f (q′′1 , t)dq

′′ ≈ 2∆q1E
(1)
f (q1, t), �+&

������
.	���	
� ���� +& ����� �������� ��	������ ��� �� ����� ∆q1 ��� ���
	���
 	��������� �� ������ &/ E

(1)
f (q1, t) ���� 0��� 
����� ��� ��� �����	
�� "

E
(1)
f (q1, t) =

1

2π

∫

R

ff ′(r1, 0, 0, t)e
−q1r1dr1

= lim
∆q1→0

1

2∆q1
|g|2(q1,∆q1, t) ≈

1

2∆q1
|g|2(q1,∆q1, t) �+1
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 ������ ���

���� �� ��� ��	
 ����� �������
�

����� �� 
��� �������� ��������������� 
������� ��� �� ����� ��� ��� �����
�������
�� ���� � ������� ������� �� ������� ������ ����������� ����� ���
�������������� �������� �� ���������� � 
��� ������ ������ ������ ���� ��
������� ���� ����� ��� ���������� ��
���������� ����������� �� ���� ������
��� ���� �� ������� �� ������� ������ ��� !���������� �� ������ �� ������� �
������ �� � 
��� �� ���"���� ��� ��� ��� ������ ����� ��� ���������� �� �
�������� �� ���������� � �� �� ������� !������ ��� ��� ������ �� ���������
������������� #$� ������� % �������� x1� �� �� ��������� ��� ��������������

�� ����� �� ������� f̂ (1)(q1)� ���� �� ��������� &

F̂ (1)(q1, L; x1, t) =
1

2π

∫ x1+L

x1−L

f(x′
1, 0, 0, t)e

−iq1x′

1dx1

=
1

2π

∫

R

f(x′
1, 0, 0, t)Π

(
x′
1 − x1

2L

)
e−iq1x′

1dx1, '()*

�+ Π
(

x′

1−x1

2L

)
��� � ����� �� ������ #$ ������ �� ����� �� ������ ���������

x1� $� �����!����� �� ������� �� ���� ����� ����� &

1

2π

∫

R

Π

(
x′
1 − x1

2L

)
e−iq1x′

1dx1 =
2L

2π

sin(q1L)

q1L
e−iq1x1 =

sin(q1L)

πq1
e−iq1x1,

�� ��������� ����� � ��������� &

F̂ (1)(q1, L; x1, t) = F̂ (1)(q1, t).
sin(q1L)

πq1
e−iq1x1

=

∫

R

f̂ (1)(q′1, t)
sin[(q1 − q′1)L]

π(q1 − q′1)
e−i(q1−q′1)x1dq′1 '(�*

��� ������� ���� f̂ (1)(q1, t) �� $ ���� ���� ������� �� �� ���� ��� ��������������
sin[π(q1−q′1)L/π]

π(q1−q′1)
������� ���� δ(q1− q′1) ���� � �� ',#-℄� ��/- �� ��#/#*� 0����� ����

� ����1��� �� �������� ��� ��� ��� f̂ (1)(q1, t)� ���� ��� ��� ������� �� ����

�������� �������� ��� 2L
sin[(q1−q′1)L]

π(q1−q′1)
������ �� q1� 0����� �� ����� �� ���������

����� ���� �� ���� !������� �� ���� ���� ��� � ����� �� q1 ��� ������� ���
��� ����� ������� ������ �� ���� ������ �� �� ������ ∆q1 ≈ 1

L
� ��� �1� �

������ �� ���������� ����� ��� � ����� ������� �� f̂ (1)(q1, t) ���� ���� ������

2� �� ��� � ��������� ����� ���1 ����� F̂ (1)(q1, L; x1) �� �3�� �������
�� � ������ ��� '(�* &

F̂ (1)(k1, L; x1, t)F̂ (1)
∗

(p1, L; x1, t)

=

∫

R2

f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)
∗

(q′1, t)
sin[(k1 − q1)L]

π(k1 − q1

sin[(p1 − q′1)L]

π(p1 − q′1)
e−i[(k1−q1)−(p1−q′1)]x1dq1dq

′
1.'(/*
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��� �� ����	
�� �� ����	 ����
�� �

f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)
∗

(q′1, t) = δ(q1 − q′1)E
(1)
f (q′1, t), ����

�� ���	� ����� 
�	�����	 �� ����	 � q′1� �� ��	
��	 �

F̂ (1)(k1, L; x1, t)F̂ (1)
∗

(p1, L; x1, t) =

∫

R

E
(1)
f (q1, t)

sin[(k1 − q1)L]

π(k1 − q1

sin[(p1 − q1)L]

π(p1 − q′1)
e−i[(k1−p1)x1dq1.

��� ��
	�� �
 � 	��� ���� ��
� �
� ��
�	������ �� ����� ������ 	��� ���� �

∫

R

E
(1)
f (q1, t)δ(k1 − q1)δ(p1 − q1)e

−i(k1−p1)x1dq1

= E
(1)
f (p1, t)e

−i(k1−p1)x1δ(k1 − p1)

= E
(1)
f (p1, t)δ(k1 − p1).

!
��
� �� ��	����� �
�� �

lim
L→∞

F̂ (1)(k1, L; x1, t)F̂ (1)
∗

(p1, L; x1, t) = E
(1)
f (p1, t)δ(k1 − p1). ����

"
 �� ��
����� ��� �� #�� �����	��	 ����  �	���� �� ������ �� �� ��
�����
�� ��� ĝ(q′1; q1,∆q1, t) �� �
 �� �$� ��
� ��� �

Ĝ(1)(q′1; q1,∆q1;L, x1, t) = F̂ (1)(q′1;L, x1, t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)

���	 � �
�� �

Ĝ(1)(q′1; q1,∆q1;L, x1, t) = Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)∫

R

f̂ (1)(q′′1 , t)
sin[q′1 − q′′1)L]

π(q1 − q′1)
e−i(q′1−q′′1 )x1dq′′1 .

��$�
�� �� ����
	 ����� �� #��  �	�� ���� ���� �% �

G(x; q1,∆q1;L, x1, t) =

∫

R

Ĝ(1)(q′1; q1,∆q1;L, x1, t)e
iq′1xdq′1. ��%�

�� ��	 ����� �� ����
�� �� ��&���� ������	
��� �

|G|2(x; q1,∆q1;L, x1, t)

=

∫

R2

Ĝ(1)(q′1; q1,∆q1;L, x1, t)Ĝ(1)
∗

(q′′1 ; q1,∆q1;L, x1, t)e
i(q′1−q′′1 )xdq′1dq

′′
1

=

∫

R2

[Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)∫

R

f̂ (1)(k1, t)
sin[(q′1 − k1)L]

π(q′1 − k1)
e−i(q′1−k1)x1dk1

×
∫

R

f̂ (1)
∗

(p1, t)
sin[(q′′1 − p1)L]

π(q′′1 − p1)
e−i(q′′1−p1)x1dp1]e

i(q′1−q′′1 )xdq′1dq
′′
1 ,
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���� �

|G|2(x; q1,∆q1;L, x1, t)

=

∫

R4

f̂ (1)(k1, t)f̂ (1)
∗

(p1, t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)
Π

(
q′′1 − q1
2∆q1

)

×sin[(q′1 − k1)L]

π(q′1 − k1)

sin[(q′′1 − p1)L]

π(q′′1 − p1)
e−i[(q′1−k1)−(q′′1−p1)]x1ei(q

′

1−q′′1 )xdq′1dq
′′
1dk1dp1.

��	 ���� ��� � ��	 ��� ������ �� �

f̂ (1)(k1, t)f̂ (1)
∗

(p1, t) = δ(k1 − p1)E
(1)
f (p1, t),

���������� �� ���� ���� � ������	 ����� ����������� ��� � ��� � k1	 � �

|G|2(x; q1,∆q1;L, x1, t)

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)
Π

(
q′′1 − q1
2∆q1

)

×sin[(q′1 − k1)L]

π(q′1 − k1)

sin[(q′′1 − p1)L]

π(q′′1 − p1)
ei(q

′

1−q′′1 )(x−x1)dq′1dq
′′
1dp1 ����

�� ������ � ������� �� ������� ��� � ��� � x−x1	 ��� x1 �������� �
�������� � �� !�� �� ���� ������ �� ���� ������ �� "�����	 � x �������
�������� �������	  ��� �� �� ������� � ��#���������� ����������$
%� �� ������ L ��� ��� ����"��	 �� ����� �������& ������� ��� �� ��������'
����� � (���	 � ���� �� ��&������� ������� �����	 � �� ����� �

|G|2(x; q1,∆q1;L, x1, t)

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)
Π

(
q′′1 − q1
2∆q1

)
δ(q′1 − p1)δ(q

′′
1 − p1)e

i(q′1−q′′1 )(x−x1)dq′1dq
′′
1dp1

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t)Π

(
q′1 − q1
2∆q1

)
Π

(
q′′1 − q1
2∆q1

)
δ(q′1 − p1)δ(q

′′
1 − q′1)e

i(q′1−q′′1 )(x−x1)dq′1dq
′′
1dp1

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t)Π

(
p1 − q1
2∆q1

)
Π

(
q′′1 − q1
2∆q1

)
δ(q′′1 − p1)e

−i(p1−q′′1 )(x1−x)dq′′1dp1

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t)Π

2

(
p1 − q1
2∆q1

)
dp1

=

∫ q1+∆q1

q1−∆q1

E
(1)
f (p1, t)dp1 ≈ 2∆q1E

(1)
f (q1, t).

)� ��������	 �� ��� ���� �

lim
L→∞

|G|2(x; q1,∆q1;L, x1, t) =

∫ q1+∆q1

q1−∆q1

E
(1)
f (p1, t)dp1 ≈ 2∆q1E

(1)
f (q1, t). ��*�
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 ������ ���

�� ���� 	�
������ ���� � ������
�� � �

E
(1)
f (q1, t) = lim

∆q1→0

1

2∆q1
[ lim
∆L→∞

|G|2(x− x1; q1,∆q1;L, t)] ����

���� �����	
��� � �� ����
���� �
 ���	����� 	��

���
��� �� �
 �� k = ‖�k‖ 	������ 	�� ��
�	
���� �

��
���� �
 � ����
�	
��� 	�� ��� 
�������� �
	
���


�������
 �������� �
 ���
����

������ ��� �	
����� ������� ����	�� ��� ������	�� �� ������	�

���������� �� 
� �� f(−→x , t) ��� �� �
�� �� ������
���� c(−→x , t)� ��� ���
�����
  �� �� ��������� 
�! ������� "# �� $# �
�� ��� �������� (0, �e1) ���� �

Φc(
−→
k , t) =

1

(2π)3

∫

R3

cc′(−→r , t)e−i
−→
k .−→r dVr, ��"�

E(1)
c (k1, t) =

1

2π

∫

R

cc′(r1, 0, 0, t)e
−ik1r1dr1. ��%�

��� �
��� �� &������ �� �� ������
���� �
�� ��
�����'������ ����()�� ��

��������* �� ������ "# ��� ��� +������ �������� ��
−→
k * ��� �� �
 +���� �

Φc(
−→
k , t) = φc(k, t), (k = ‖−→k ‖). �� �

�� 
 
���� ��
��)�  , �

c2(t) =

∫

R3

Φc(
−→
k )dVk =

∫

R3

Φc(k1, k2, k3, t)dk1dk2dk3 =

∫

R3

φc(k, t)dk1dk2dk3.

-� ������
�� 
���� ��� ��������� �����'���* �� &���� 	�
������ �

c2(t) =

∫ ∞

0

4πk2φc(k, t) =

∫ ∞

0

Ec(k, t)dk, ����

�� �� 
 ��� �

4πk2φc(k, t) = Ec(k, t), ����

�� �� &���� 	�
������ �

Φc(
−→
k , t) =

Ec(k, t)

4πk2
⇒ c2(t) =

∫ ∞

0

Ec(k, t)dk. ����

.���� �� ������ Ec(k, t) �� /������ �� 0/ ��������� �
 �����1����� � c2(t)*

�� ���� ��� &������
−→
k * ���� �
 ����� ��� �
�� �������&
��� [k, k + dk] ����� � ����

�� ������ ��� ��������� � 0 	!�� �� ������ �� 0 ���� �� ������ ���������� ��
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������ 	
 E
(1)
c (k1, t)� �� ������� � �� ��������� �	� ��� �������� ����� ���� ��

�� �

E(1)
c (k1, t) =

∫

R2

Φc(k1, k2, k3, t)dk2dk3 =

∫

R2

Ec(k, t)

4πk2
dk2dk3.

�� ��������� ����� ��� ���������� ����������� ����� (O, k1)� �� � ����� �

E(1)
c (k1, t) =

1

2

∫ ∞

k1

Ec(k, t)

k
dk,

��� ������� �� ������� �� � �� �� k1� � �� �������� �

∂E
(1)
c (k1, t)

∂k1
= −Ec(k1, t)

2k1
⇒ Ec(k, t) = −2k

(
∂E

(1)
c (k1, t)

∂k1

∣∣∣∣∣
k1=k

)
. !�"#

$���� ����� ����� ���%� ����� �� ������ �� & � ������ �� �� ������ �� ������
	
 �� ������� �� ����� �� ������ ������ ��� '��������� �� ������(

������ ��� ��	
���� ������ �����
� ��� �������� �� ������


��� �� �� �) f(−→x , t) ���������� ��� ��������� ui ��������� �� *��� ���
'��������� �� ������� �� �������� +�� ������ ���� ,����������� � �� ������ -

���������� ��� ���������� ���� ������� �� ����� ����� �

Φij(
−→
k , t) =

1

(2π)3

∫

R3

uiu
′
j(
−→r , t)e−i

−→
k .−→r dVr. !"�#

.���� �� ������ 	
 ���� �� �������� (O, �e1) ������� � ��� ��������� �����/
���%�� �� *��� ��� '��������� �� ������ ���� �� ���� �� �	 �� �0� ��� �������
���� �� ��������� u1 � ������ ��� ����������� �

E
(1)
11 (k1, t) =

1

2π

∫

R

u1u
′
1(r1, 0, 0, t)e

−ik1r1dr1 =

∫

R2

Φ11(k1, k2, k3, t)dk2dk3. !"	#

1� ��� ����� ����� �������� Φij(
−→
k , t) ��� ������������� ��� ������� ���/

�������� �������� ��
−→
k � ���� �� ������ �� ������ ����� �� ������������ ������

������� ���� ������� �

Φij(
−→
k , t) =

E(k, t)

4πk2
(δij −

kikj
k2

). !"2#

3�� E(k, t) ��� ��� ��� �

1

2
uiui(t) =

q2

2
(t) =

∫ ∞

0

E(k, t)dk. !"-#



�������� 	
 ������ ���

����� ���	 
� ��� �
�	�� �� ���� 	�
��	 E(k, t) � ����	� �� E
(1)
11 (k1, t)

�� ���
���� ���� �� ����� ��� ��������� � �

E
(1)
11 (k1, t) =

∫

R2

Φ11(
−→
k , t)dk2dk3 =

∫

R2

E(k, t)

4πk2
(1− k2

1

k2
)dk2dk3.

����� ��� 
� � �	������� 
����
������ ��� ��	������� �
���	����� ����
(O, k1) ��	��� ���	�	� �

E
(1)
11 (k1, t) =

1

2

∫ ∞

k1

E(k, t)

k
(1− k2

1

k2
)dk,

���� �� ������ �	 ��	� ����� ������ ��  �� �  �� �� k1 �

E(k, t) =
1

2
[k2

1

∂2E
(1)
11

∂k2
1

− k1
∂E

(1)
11

∂k1
]

∣∣∣∣∣
k1=k

. ��!�

"����� � �	��	 ��� ���
�� ��#�	������ ���	��� 
� ��� f(x1, 0, 0, t)� ���
������� $� � 
 �		�
���� ����
� ff ′(r1, 0, 0, t)� �� ���� �%����	 
�� ����	��
�� ��� 
 ��	����� (O, �e1)� �� �� �����	� 
�� ����	�� �� & �	 
�� 	�
����� '�
�� '(� �� �)�� 
�� ����	�� *� �	 
�� 	�
����� '' �� ��+ ,����� �� 	�
�����
	������� � �������� ��	 
�����	���� ���������� ��� ���� �� �����	���� ��
��  ������ �� ���� ��	%�
���� ���  ���� ��-����	 � 
�����.������ ���������� ���
��	��� 
��
��� �� /��	��	+

���� �����	
�� �� 	�����	 	���
�� ������� �� �� ���

����	 � �� ��

,����� 
�� 	�
����� �	�������� ��%
��� � �	��	 �� �		�
����� ����
�� � ��
������ ����� �� �� 
��	� �	��#�	���� �� /��	��	 ����
��� ���������� �� �	0
	�
����� ����
�� ��� 
�����

�� 
�� 1�������� ���� ������	��� �� ���� ������
�� �� ���� ������� ��2�	����+ 3
�� �	��������� ���	 
� ��� f(−→x , t) �	������
���� �� 1�������� ��  ������ �� �� �����	������ �� ��4��	 
 �		�
����
�� ���� ������ �� ���� ������� ��� ��� ��	%�
��� �������������� ����.$��
�	 �

f(−→x , t)f(−→x ′, t′) = f(
−→
0 , t)f(−→x ′ −−→x , t′) = f(

−→
0 , t)f(−→r ; t′)

= f̃ f
′
(−→r , t, t′)

= f(−→x −−→x ′, t)f(
−→
0 , t′) = ff ′(−−→r , t′, t). ��5�

6�  �	�4� ��� 
���  
�	���� �7�� �

f̃ f
′
(−→r , t, t) = ff ′(−→r , t). ����

8
 ���� ������ �� ����	� *� �	 ��� 	�
���� ��������� � 55 �

Φ̃(−→q , t, t′) = 1

(2π)3

∫

R3

f̃ f
′
(−→r , t, t′)e−i−→q .−→r dVr, ��(�
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��� ��	
� 
��� � ��� ��
 
�� ��� �

Φ̃(−→q , t, t) = Φ(−→q , t) ����

����� �� ����
 ��� �	�
��� �� 	�� �� ����
���� ��������� � �� �
 �� �

Ẽ
(1)
f (q1, t, t

′) =
Ẽc(k, t, t

′)

4πk2
; Φ̃ij(

−→
k , t, t′) =

Ẽ(k, t, t′)

4πk2
(δij −

kikj
k2

), ����

 �����
 �		���!
�� ��� �	�
��� �� " �
 ��# ���
��
� Ẽc(k, t, t
′) �
 Ẽ(k, t, t′)$

%�� ������� ���
 ������ ��# �	�
��� �� ��� �� ���
��� ���−→e1 � 	�� �� ����
����
���
����� � �� �
 �&�

Ẽc(k, t, t
′) = −2k

(
∂Ẽ

(1)
c (k1, t, t

′)

∂k1

∣∣∣∣∣
k1=k

)
,

Ẽ(k, t, t′) =
1

2

[
k2
1

∂2E
(1)
11 (k1, t, t

′)

∂k2
1

− k1
∂E

(1)
11 (k1, t, t

′)

∂k1

]∣∣∣∣∣
k1=k

. �����
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���� ���� ����	�����
� ��
� �
� ������
�

����	��	�����
� ������
� �� 	������

���� ������	
���

�� ������	 
� 
�� �����
� 
��
	���� f(−→x , t) �� ������� ����� �	 �	
	��	�������	
��������
�
 �����
	��� 	��������� �� ���� ���	
�	� 	 �	 	� �� �� ����	 ����� ��	 
���� �

��
����� �

Cf(t, t
′) = f(−→x , t)f(−→x , t′) ���� 

��� �� ������ �
� �� −→x ����������� ��	 ���
��
�	� �
� 	�
���
	���� �� �� �����	
�� ��!���	 �� �����
	��� �

Rf(t, t
′) =

Cf(t, t
′)√

f 2(t)

√
f 2(t′)

���" 

#� ������� ����� ��� ��$���
	���� ��� �� 	���� �� ������ �� � 
�� ���
�����%� �� ��	����� �������� ��
	�
���& ��� ���� ���	 ��'��� �
� �

Θf (t) =

∫ ∞

0

Rf(t, t + τ)dτ ���( 

��� ��������	� ������� �� ��
����� �� ����	���
��� �� 	���� t′− t 
� %��	 ������
�� 
�� ) ����� �
 ������& ���	 ) ���� *
 ��%��� �� ������� � ����� �	
�	 )
�����	
�	 	*�
�� ���� ����	������ ���� ���������	 
� 	���� �� ������ ��� ������ ��
	�
���
�
�� ��� ����	��� ������& �
� ������� (O, �e1)& �� ���	 ��������� �
 �����
	���
	��������� �� 
�� g(x1; k1,∆k1; t)& '�	�� 
�	��� ����� �����
�	� k1 �� ��	���

������
−→
k & �
�� ��� %
��� �� �
����� ∆k1 ������ �	 ��'�� �
� �"� �� ��
����� ��

�� ���	 ��� �
������� 
�� �
 �����
	���& ��������
�	� �� x1 �

Cg(k1,∆k1; t, t
′) = g(x1; k1,∆k1; t)g∗(x1; k1,∆k1; t′)

=

∫

R2

f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)
∗

(q′1, t
′)Π

(
q1 − k1
d∆k1

)
Π

(
q′1 − k1
d∆k1

)
ei(q1−q′1)x1dq1dq

′
1

+� ������� ��,���� ��	 ��	�����	 �� ���� ��� �		� �����
	��� ������� ������-
��� �� ����
� '�	�� |g|2(k1,∆k1) �
�� �
 %
��� ∆k1 ������� t = t′� . � �	
��& ��

������	 �����
��� �� ������� �� ���� �� �
 �����
	��� f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)
∗

(q′1, t
′) ��	��

���� ����� �� /������ ) ���� ���	
�	� ��0����	�� #��$�������	 ) ��1 & �	�����
���� ���� 	���� ��0����	�& ����-� ��������	� ����� �

f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)
∗

(q′1, t
′) =

1

4π2

∫

R2

f(x1, 0, 0, t)f(x′
1, 0, 0, t

′)e−i(q1x1−q′1x
′

1)dx1dx
′
1 ���2 
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���� �
 ��
�����
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∀a, f(x1, 0, 0, t)f(x′
1, 0, 0, t

′)

= f(x1 + a, 0, 0, t)f(x′
1 + a, 0, 0, t′) = f(0, 0, 0, t)f(x′

1 − x1, 0, 0, t′)

= ff ′(r1, 0, 0; t, t
′) = f(x1 − x′

1, 0, 0, t)f(0, 0, 0, t
′) = ff ′(−r1, 0, 0; t

′, t)��� !

�� �����
 r1 = x′
1 − x1� ����������
 " � ��� ���#�$ %����� �		� ��������
�

	� ����	�
��� �� ��& ����
� �
 " ��& ���
��
� �'����
�$ (	 ���
 ��
��� ���" 	�
�'����� � 	� ����	�
��� ���
��	� " �� ���
��
 ���� �
)
�!� �	 ��* � �	�� 	�
�*��
��� 
����
� ��� ��!� �� �++! ���	���� ���	����
 �

ff ′(r1, 0, 0; t, t
′) = ff ′(−r1, 0, 0; t

′, t)

,�� ���
�� �+-! �����
 ����� �

f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)
∗

(q′1, t
′) =

1

4π2

∫

R2

ff ′(r1, 0, 0, t, t′)e
−iq′1r1e−i(q1−q′1)x1dx1dr1

=
1

2π

∫

R

ff ′(r1, 0, 0, t, t′)e
−iq′1r1dr1

1

2π

∫

R

e−i(q1−q′1)x1dx1

.���� ��� ��/!� �� ���
 �	��� ��
������ 	� ���
�� �0 ������ " 	� ����	�
���
���
��	� �� ��& 
����� ���� ��� �

E
(1)
f (q′1, t, t

′) =
1

2π

∫

R

ff ′(r1, 0, 0, t, t′)e
−iq′1r1dr1 ���1!

�
 �� ��
��
 ��� �

1

2π

∫

R

e−i(q1−q′1)x1dx1 = δ(q1 − q′1)

�	 ����
 ���	����
 �

f̂ (1)(q1, t)f̂ (1)
∗

(q′1, t
′) = δ(q1 − q′1)E

(1)
f (q′1, t, t

′) ����!

%�� �� ����
����� �+�! ���� 	� ����� �

Cg(k1,∆k1; t, t
′) =

∫

R2

δ(q1 − q′1)E
(1)
f (q′1, t, t

′)Π

(
q1 − k1
2∆k1

)
Π

(
q′1 − k1
2∆k1

)
ei(q1−q′1)x1dq1dq

′′
1

=

∫

R

E
(1)
f (q′1, t, t

′)Π2

(
q1 − k1
2∆k1

)
dq′1

=

∫ k1+∆k1

k1−∆k1

E
(1)
f (q′1, t, t

′)dq1 ≈ 2∆k1E
(1)
f (q′1, t, t

′)

2� �3
���
 ���	����
 �
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Cg(k1,∆k1; t, t
′) =

∫ k1+∆k1

k1−∆k1

E
(1)
f (q′1, t, t

′)dq1 ≈ 2∆k1E
(1)
f (q′1, t, t

′) �����

�	 
�� ����� �	 ��� ������� �

E
(1)
f (q′1, t, t

′) = lim
∆k1→0

Cg(k1,∆k1; t, t
′)

2∆k1
�����

�	 
�� ����� �	 ������� �	 �����	 �� ��������	 ��
���� ������ ���
	������ ���	�� �� ���	������� [k1, k1 + dk1] �

Rg(k1,∆k1, t, t
′) =

Cg(k1,∆k1, t, t
′)

[|g|2(k1,∆k1, t)|g|2(k1,∆k1, t′)]1/2
�����

 � ���	���! ��	� �� ���� �� �����! 
�� "�� ��		� 
�� ���

��������	 �

Rg(k1,∆k1, t, t
′) ≈

2∆k1E
(1)
f (k1, t, t

′)

[2∆k1E
(1)
f (k1, t, t)2∆k1E

(1)
f (k1, t′, t′)]1/2

=
E

(1)
f (k1, t, t

′)

[E
(1)
f (k1, t)E

(1)
f (k1, t′)]1/2

�����

�� E
(1)
f (k1, t, t) �� ���� �� �
��� �# E

(1)
f (k1, t) ��$	� 
�� ����! �� ������%

��	 ��	 
���� �� �"�� �	��	& #� � �����	! �	 
�� ������� �	 ��
� ��
�'���	� �

Θg(k1,∆k1, t) =

∫ ∞

0

Rg(k1,∆k1, t, t+ τ)dτ ���(�

)� ��
����	� �� ��
� �� ��� ��*�	 ��� �'����� ����	 (O, x1) ������� �� '��

�� ��
��! ��� �'����� ��	� ��� ����� ������	� ��	 ���������	 
����� �	 ��
�&
+	 ������! � 	��� 
�� g(x1; k1,∆k1; t) ,�� ���	 ������! ���� G(x; k1,∆k1;L, x1; t)
��		� 
�� ����& )� ���	 �����! 
��� �� ��������	 �	 ���� ��
� �	 �	 �"�� 
��	 �

G(x; k1,∆k1;L, x1; t)G∗(x; k1,∆k1;L, x1; t′)

=

∫

R2

Ĝ(1)(q′1; k1,∆k1;L, x1; t)Ĝ(1)
∗

(q′′1 ; k1,∆k1;L, x1; t′)e
i(q′1−q′′1 )xdq′1dq

′′
1

��� ��
������	! �	 	� 	��	 
��� �� ���� �� ��������� k1, δk1;L, x1 � �	
������	 �(�� �

G(x, t)G∗(x, t′) =

∫

R2

Ĝ(1)(q′1, t)Ĝ
(1)

∗

(q′′1 , t
′)ei(q

′

1−q′′1 )xdq′1dq
′′
1

=

∫

R2

[
Π

(
q′1 − k1
2∆k1

)∫

R

f̂ (1)(r1, t)
sin[(q′1 − r1)L]

π(q′1 − r1)
e−i(q′1−r1)x1dk1

×Π

(
q′′1 − k1
2∆k1

)∫

R

f̂ (1)
∗

(p1, t′)
sin[(q′′1 − p1)L]

π(q′′1 − p1)
e−i(q′′1−p1)x1dp1

]
ei(q

′

1−q′′1 )xdq′1dq
′′
1

=

∫

R4

f̂ (1)(r1, t)f̂ (1)
∗

(p1, t′)Π

(
q′1 − k1
2∆k1

)
Π

(
q′′1 − k1
2∆k1

)
sin[(q′1 − r1)L]

π(q′1 − r1)

sin[(q′′1 − p1)L]

π(q′′1 − p1)

×e−i[(q′1−r1)−(q′′1−p1)]x1ei(q
′

1−q′′1 )xdq′1dq
′′
1dk1dp1 �����
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�	�� �

f̂ (1)(r1, t)f̂ (1)
∗

(p1, t′) = δ(r1 − p1)E
(1)
f (p1, t, t

′)

�� ���	� �	 �	�����	� ��� ������� � r1 �

G(x, t)G∗(x, t′) = G(x; k1,∆k1;L, x1; t)G∗(x; k1,∆k1;L, x1; t′)

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t, t

′)Π

(
q′1 − k1
2∆k1

)
Π

(
q′′1 − k1
2∆k1

)
sin[(q′1 − p1)L]

π(q′1 − p1)

sin[(q′′1 − p1)L]

π(q′′1 − p1)

ei(q
′

1−q′′1 )(x−x1)dq′1dq
′′
1dp1 ���

��	� � �� �	���� �� �� �����	�  ��	� ���� �!�	"	�� ��� ��	
� ����	�
#
�	�����	� ���� ��� ������$
���	� �� ����� �� �!�#�������	 ������	�� �����	�� �
�� ������ �

G(x; k1,∆k1;L, x1; t)G∗(x; k1,∆k1;L → ∞, x1; t′)

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t, t

′)Π

(
q′1 − k1
2∆k1

)
Π

(
q′′1 − k1
2∆k1

)
δ(q′1 − p1)δ(q

′′
1 − p1)e

i(q′1−q′′1 )(x−x1)dq′1dq
′′
1dp1

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t, t

′)Π

(
q′1 − k1
2∆k1

)
Π

(
q′′1 − k1
2∆k1

)
δ(q′1 − p1)δ(q

′′
1 − q′1)e

i(q′1−q′′1 )(x−x1)dq′1dq
′′
1dp1

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t, t

′)Π

(
p1 − k1
2∆k1

)
Π

(
q′′1 − k1
2∆k1

)
δ(q′′1 − q′1)e

−i(p1−q′′1 )(x1−x)dq′′1dp1

=

∫

R3

E
(1)
f (p1, t, t

′)Π2

(
p1 − k1
2∆k1

)
dp1

∫ k1−∆k1

k1−∆k1

E
(1)
f (p1, t, t

′)dp1 ≈ 2∆k1E
(1)
f (k1, t, t

′) �%�

����� �	 ���
�� �

lim
L→∞

G(x; k1,∆k1;L, x1; t)G∗(x; k1,∆k1;L, x1; t′)

=

∫ k1−∆k1

k1−∆k1

E
(1)
f (p1, t, t

′)dp1 ≈ 2∆k1E
(1)
f (k1, t, t

′) �&�

�
� ��
�	�� �	��� �

E
(1)
f (k1, t, t

′) = lim
∆k1→0

1

2∆k1
[ lim
L→∞

G(x; k1,∆k1;L, x1; t)G∗(x; k1,∆k1;L, x1; t′)]

���
'	 ��	�	� ����� ��� ���	��
�� ��������	� ���
����� �	 �!�	������� ��	 �
 �(

�)��	� �� ���������	 ���������� ��� ��*���	��� +�,�����+ ���
���	� �� � "������
��� $�	��� �
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RG(k1,∆k1, t, t
′; x− x1, L) =

G(x; k1,∆k1;L, x1; t)G∗(x; k1,∆k1;L, x1; t′)

[|G|2(x; k1,∆k1;L, x1; t)|G|2(x; k1,∆k1;L, x1; t′)]1/2

�����
��	
 �� �

��� � �� ������ 
�� � �� 
�� ∆k1� �� ��
�� �

Rf (k1, t, t
′) =

E
(1)
f (k1, t, t

′)

[E
(1)
f (k1, t)E

(1)
f (k1, t′)]1/2

�����

���� ��� ��	
 ��� �� �
�
������
 ���������	��
� ���

���
� �� ��������

���� � ��� ����� 
 ������ ��������	� � �	 ��� !�� 
������ c(−→x , t)� �� �	
���������� �	 �!������ �	 ��� ��"	�� �

Rc(k1, t, t
′) =

E
(1)
c (k1, t, t

′)

[E
(1)
c (k1, t)E

(1)
c (k1, t′)]1/2

��#$�

�
�!�	� ��� � �	 	� ��� �����	��� �
 �� ��
��� ��� �� ���	���� ��"	�� ��
����� ��� � !���% �� 	��������� �� ��#$� �
� ��"	� �� �� �������	 ��$&� ��	

�������� '(% )�� �	 �	
����� �� ���������	 ��������� � �!����
 
������
 �

�*
���
 ��+ �����
 �������	
% ,	 ��� �-	�� �� ��
�����	� �	 �	
�����	� ���� '��

�� ���������	 ��������� � �!����
 
������
 ��
���.���	� �

����
 ��+ ���*


�	��
 k1, k2, k3 �� .�����
−→
k % /��� ���� �� '��� ����
 ���
�		�� �.� �	 
����

0� �

��� � �� ���������	 
������ �	 ���+ ���
� ��"	� �� �

Φc(
−→
k , t, t′) =

1

(2π)3

∫

R3

cc′(−→r , t, t′)e−i
−→
k .−→r dVr ��#��

�1 �

cc′(−→r , t, t′) = c(−→x , t)c(−→x ′, t′)

= c(
−→
0 , t)c(−→x ′ −−→x , t)

= c(
−→
0 , t)c(−→r , t) = c(−−→r , t)c(−→0 t′)

= cc′(−−→r , t′, t)

2�!�	� ����
 ��� �

Φc(
−→
k , t, t) = Φc(

−→
k , t) ��##�

��"	� �� �03�� �	 ��� ��"	�� �� ��-��	� �

Rc(
−→
k , t, t′) =

Φc(
−→
k , t, t′)

[Φc(
−→
k , t)Φc(

−→
k , t′)]1/2

��#0�
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������ �� ���� 	����
��	� �� 
���� Ec(k, t, t

′)� �������� �� 
���� Ec(k, t) ����	 �� ���� � ���	

�� 
���� �� �

�	� � � ���� !� �"��� �#	
����	� 	���
� � Φc(
−→
k , t, t′) ��

������� ��
−→
k ��	������� � ��$�
 k = ‖−→k ‖� �� �� ����� ���� ���
 �#����

%�	

����� �� ����� ��� &

Φc(
−→
k , t, t′) =

Ec(k, t, t
′)

4πk2
�'()�

�$� &

Ec(k, t, t) = Ec(k, t) �'(*�

����	 �� ��)� +	�������� &

Rc(
−→
k , t, t′) = Rc(k, t, t

′) =
Ec(k, t, t

′)

[Ec(k, t)Ec(k, t′)]1/2
�'(��

,� ��� ��-	��� ����� �$	������� �� $	
	�� �� ���
 ��� �� �� ������ ��

������
 
���	���
 �� ���� 
���	� �� ��
 �� ����
� �� ���� 
#�%���	 � ���	
��
 
����
 '� 	���$����� ���
 �''.�� ����� ���� �� �#	
����	� 
���	
�	��� !�
�"��� 	� �
� �$	���� ��� �� ����	�� ���� 
#����� ��/ 
����
 ������� �� 0�� ���/
����
� #�
� � �	� ��� �#�� � ��

	 &

Ec(k, t, t
′) = −2k

(
∂E

(1)
c (k, t, t′)

∂k1

∣∣∣∣∣
k1=k

)
�'(��

�� 
��� ��� &

Rc(k, t, t
′) =

− ∂E
(1)
c (k,t,t′)
∂k1

∣∣∣
k1=k

[ ∂E
(1)
c (k,t)
∂k1

∣∣∣
k1=k

∂E
(1)
c (k,t′)
∂k1

∣∣∣
k1=k

]1/2
�'(��

1� ���� ���
 �� ����	� �� ����
 �� ������ ��
������� ��/ ������

�

�	��
 � �� ���%� �#���� 2 �� &

Θc(k, t) =

∫ ∞

0

Rc(k, t, t+ τ)dτ �'(.�

���� ��� �� 	�
� �� ��������� �� ������� ����� ������

���� �����������
��� 	�
����� �� ��������

1� ���� ���� �� �	
�������� 	����	��� �� �	$��� �#��� ����
���� �� ����
�� $	��

�� �� �/����� u1� ��� �������� �� ���� ����	 �� ��-	��� &

R11(k1, t, t
′) =

E
(1)
11 (k1, t, t

′)

[E
(1)
11 (k1, t)E

(1)
11 (k1, t

′)]1/2
�'�3�

���
 ������ �� �������� �
� ����	 �� �� ����	�� �'3�� ���
 �������� f = u1 
4�� ����	��� �� ������ ��
 ������
 ���
 ��
 ��	
 �	��	��
� �� ���� 	�����	�
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������	� � ���� ����� �� ������ � ��� 	�� ����� ��������� �� 	� �������� �	 ���
���� ��� �

Φii(
−→
k , t, t′) =

1

(2π)3

∫

R3

uiu
′
i(
−→r , t, t′)e−i

−→
k .−→r dVr �����

 ���� !��� � ��	����� �	 � ����� ��
−→
k "�!� ������� #� ����� ��� ��

	!���������� $�� �	 ��� %��	� �� ������ "��� ���� ���� �&��� 	� ������ �� ������

� 	� ����	���� ������	� � ���� ����� uiu
′
j(
−→r , t, t′) ��� � ������ �� ���� �����

�� 	� %���� �������� �

Φij(
−→
k , t, t′) =

E(k, t, t′)

4πk2
(δij −

kikj
k2

) ���'�

�� ����� "�� 	!� ���� ����� �

Φii(
−→
k , t, t′) =

E(k, t, t′)

2πk2
�����

(��� 	� ��)�� �� ����	���� 	� �	�� � ��� 	� �
���� �������		� ���
��*������ �
�		�� ���� �!����� �

R(k, t, t′) =
Φii(

−→
k , t, t′)

[Φii(
−→
k , t)Φii(

−→
k , t′)]1/2

=
E(k, t, t′)

[E(k, t)E(k, t′)]1/2
���&�

�� � � �

E(k, t, t) = E(k, t)

�������� ��� �&&�� ��� � �� ����� 	� ������ E(k, t, t′) ��� ��	�� ��

������ E
(1)
11 (k1, t, t

′)� ��� �� ��	���� ��	�+�� � �&,�� !��� � ���� �

E(k, t, t′) =
1

2
[k2

1

∂2E
(1)
11 (k1, t, t

′)

∂k2
1

− k1
∂E

(1)
11 (k1, t, t

′)

∂k1
]

∣∣∣∣∣
k1=k

���,�

-� ����� �� �
���� ���������� ��� �	��� ��� ��� �

Θ(k, t) =

∫ ∞

0

R(k, t, t + τ)dτ ���.�
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����
����� ��	� �� �������	
�
�	 �� �����

��

������	 
� ���� �� ������� τD	 ����� ���� ��� ��������

�� �� ������ ����℄℄	
�� 
� ����� ��������������
 ��� 	 �� ������������� �� !�
��"���� #

τD =

(
k4

∫ +∞

k

E(p)

p2
dp

)−1/2

�$%� 

��
E(k) = (ǫν5)1/4f(kη) �����

�� �	
� ��� ���������
	� �� ����� �� �
���
	� ��� � ������� �� ������
��
��
����
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(u1 + b)
2
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