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11 Contexte

Le progrés technologique dans le domaine de 1’¢lectronique contribue a
I’accroissement de 1’utilisation des convertisseurs de puissance dans de nombreux domaines.
La gamme d’applications est trés vaste et peut concerner les plus simples telles que les
sources d’alimentation des ordinateurs portables, les téléphones mobiles, les appareils
électroménagers, et les plus exigeantes rencontrées dans différents domaines tels que
I’aéronautique, 1’industrie automobile (les véhicules hybrides et électriques), les
télécommunications, les énergies renouvelables (les panneaux solaires photovoltaiques, les
¢oliennes), etc. En conséquence a cet ensemble d’applications diversifiées, les convertisseurs
de puissance font I’objet de recherches trés actives (conception, composants de puissance a
semiconduteurs, packaging, composants passifs, intégration, etc.). Leurs fonctionnalités sont
fortement liées a la conversion, la commande et la gestion de 1’énergie électrique. Dans
I’environnement industriel, la fiabilité, la robustesse ainsi que I’efficacité énergétique des
dispositifs électroniques sont essentielles. Pour ces raisons, les principaux axes de recherche
portent particulierement sur les topologies de convertisseurs dédiées a chaque application et
sur la conception d’architectures et de méthodes de commande permettant de répondre aux
objectifs de conversion fixés a priori.

En fonction du principe de conversion utilisé, les convertisseurs de puissance se
classifient en quatre grandes catégories: continu-continu (en anglais DC-DC), continu-
alternatif (DC-AC), alternatif-continu (AC-DC) et alternatif-alternatif (AC-AC).

Les convertisseurs continu-continu sont des dispositifs électriques permettant de
délivrer une tension continue réglable a partir d’une autre source de tension continue. La
conversion est faite en stockant I’énergie d’entrée sous une autre forme, puis en la
redistribuant vers la sortie sous une tension différente. Le stockage temporaire de 1’énergie se
fait soit sous forme magnétique grace a des inductances ou des transformateurs, ou bien sous
forme électrostatique dans des capacités.

Les convertisseurs alternatif-continu (redresseurs) transforment une tension alternative
(monophasée ou triphasée) de valeur moyenne nulle en une tension de valeur moyenne non
nulle.

Les convertisseurs de puissance continu-alternatif, appelés onduleurs, peuvent fournir
un courant ou une tension d’une certaine amplitude et fréquence. L application la plus connue
est certainement I’onduleur de tension pour piloter une machine électrique inductive (machine
synchrone, asynchrone).

Les convertisseurs de puissance alternatif-alternatif permettent d’obtenir une tension
alternative réglable a partir d’une tension alternative de fréquence fixe. Les topologies les plus
connues sont les cycloconvertisseurs et les convertisseurs matriciels.

Nos travaux de recherche, au cours de cette these, se concentrent sur la classe de
convertisseurs de puissance continu-continu qui ont une contribution essentielle pour
I’alimentation des circuits électroniques : circuits analogiques, microcontréleurs, FPGA,
micro-processeurs, etc.. Ceux-ci contiennent souvent des composants réalisant des fonctions
variées, chacun avec sa propre exigence avec un niveau de tension différent de celui fourni
par une batterie ou une alimentation externe (parfois plus ou moins élevée que la tension
d'alimentation, et éventuellement une tension négative). Dans la majorité des cas, quelle que
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soit la source de tension utilisée (batterie, panneaux solaires, alternateur a vitesse variable,
etc.), il est nécessaire de fournir une tension d’alimentation régulée. Les convertisseurs
continu-continu offrent donc la possibilité d’ajuster le niveau de tension a partir d'une source
de tension qui peut subir des variations.

En ce qui concerne le niveau de puissance fourni, les convertisseurs DC-DC se
retrouvent dans des applications de faible puissance (quelque watt), telles que des
alimentations d’ordinateurs portables, des chargeurs de téléphones mobiles mais également de
forte puissance (quelques kilowatts jusqu’a quelques centaines de kilowatts).

La gestion de puissance est devenue une priorité dans le domaine électronique.
Actuellement, beaucoup de recherches sont réalisées afin d’augmenter I’autonomie des
appareils portables. Afin d’atteindre cet objectif, un axe de recherche fréquemment abordé
réside dans 1’augmentation du rendement des convertisseurs de tension DC-DC, qui permet de
diminuer leur consommation [LJD12], [ELLC12].

Au regard du r6le important des convertisseurs DC-DC dans les systemes de
conversion d’énergie, plusieurs topologies de circuits sont proposées. De maniere générale, on
peut les classifier soit par les topologies simples, correspondant aux convertisseurs DC-DC
représentés par des modeles mathématiques de deuxieme ordre, soit par les topologies
complexes, associées avec les convertisseurs DC-DC ayant des modeles mathématiques
d’ordre plus élevé. Parmi les topologies simples, on note les convertisseurs abaisseur (buck),
élévateur (boost) et inverseur (buck-boost ou flyback), et pour ceux complexes, les
convertisseurs Cuk et SEPIC (Single-Ended Primary Inductor Converter en anglais). Les
circuits représentatifs des convertisseurs cités sont illustrés sur les Figures de 1 & 6.

L LYY
L
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Convertisseur Buck
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Convertisseur Buck-Boost

(0'a a LI | CHIWe's'a\
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Convertisseur Cuk Convertisseur SEPIC

Figure 1 : Circuits représentatifs des convertissuers de puissence DC-DC.
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Dans la deuxieme catégorie, on considere également les convertisseurs d’ordre deux
mentionnés précédemment avec des filtres d’entrée. Ces topologies peuvent assurer un haut
rendement de conversion, une flexibilité au niveau du rapport de conversion et permettent
également de réaliser une isolation galvanique entre I’entrée et la sortie (a transformateur
magnétique par exemple).

Du point de vue de la modélisation, les convertisseurs de puissance sont des systéemes
avec un comportement fortement non-linéaire. La topologie des éléments dynamiques du
systeme dépend de 1’état de chaque transistor commandé¢ a travers une modulation en largeur
d’impulsion (MLI) du signal de commande continu ou discret. On peut distinguer deux modes
de fonctionnement des convertisseurs continu-continu : le mode de conduction continue
(CCM ou Continuous Conduction Mode en anglais) lorsque le courant dans l'inductance ne
s’annule jamais, et le mode de conduction discontinue (DCM ou Discontinuous Conduction
Mode en anglais) ou le courant dans I’inductance est nul a la fin de la période de découpage.
En fonction du mode de fonctionnement, ces convertisseurs présentent deux états du circuit en
mode de conduction continue et respectivement trois états du circuit en mode discontinue,
chaque état associé a une dynamique linéaire en temps continu différente.

La modeéelisation dynamique des convertisseurs DC-DC représente un domaine de
recherche exploré depuis les années 1970 [MC76], [CM77] mais néanmoins actif a I’heure
actuelle [UI08], [ULSKO09], [VRGL10], [Jaall], [VRGL12]. La modélisation du
comportement dynamique doit permettre de caractériser le fonctionnement dans les deux
modes de conduction (continu et discontinu). De nombreux travaux de recherches se sont
focalisés sur le développement des différentes approches de modélisation. Les modéles
résultants sont exploités pour 1’analyse de convertisseurs et pour la synthése des lois de
commande qui permettent de satisfaire un des cahiers de charge préalablement définis.

Pour chaque mode de fonctionnement (CCM/DCM), les modeles proposés dans la
littérature peuvent se classifier selon deux catégories : modéles a temps continu et modeles a
temps discret. Dans chaque classe, il y a des types de modéle qui s’adressent a un mode de
conduction bien spécifique. On citera par la suite les différentes approches utilisées pour la
modélisation des convertisseurs en fonction du mode de fonctionnement.

En mode de conduction continue, les modéles a temps continu sont souvent congus sur
la base de techniques de moyennage dans I’espace d’état [MC76]. Le mod¢ele obtenu, est un
modele « moyen », fréquemment employé pour décrire et analyser le comportement des
convertisseurs en raison de la simplicité de I’expression mathématique de la représentation
obtenue et du fait que le domaine de validit¢t du modé¢le coincide avec 1’espace
fonctionnement des convertisseurs. La caractéristique de ce modele consiste a supposer que
les effets du découpage sont « moyennés » pendant une période de commutation. Cette
technique a base de moyennage est adaptée lorsque la moyenne est calculée pour une
fréquence de découpage beaucoup plus grande que la bande passante du systéme. Pour la
plupart des convertisseurs, les modéles moyens sont non-linéaires, en raison du produit entre
la grandeur de commande des convertisseurs (rapport cyclique) et le vecteur d’état.
Cependant, un modele linéaire peut s’obtenir en linéarisant le mode¢le initial autour d’un point
de fonctionnement. Le résultat est ainsi un modele en « petits signaux » [WM73], [ILG78],
qui fournit une approximation valide uniquement au voisinage du point de linéarisation.
Cependant, elle reste une approche a basse fréquence qui ignore completement 1’aspect
discontinu des commutations produites par les transistors. Ainsi, I’approximation fournie par
un modele moyen ne peut pas expliquer certains phénomeénes qui se produisent au niveau du
circuit, tels que ’apparition des sous harmoniques de la fréquence de découpage dans les
formes d’onde des signaux [MBO0O0].
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En revanche, parmi les modeles a temps continu, on trouve également des modéles
moyens non linéaires, fondés sur la technique de moyennisation de KBM (Krylov-
Bogoliubov-Miltropolsky) [Nay73], [KBBL90], [LB96], qui présentent une formulation plus
précise, dans le sens qu’ils reflétent les ondulations des signaux en temps réel. En
contrepartie, la complexité des expressions analytiques obtenues ne facilite pas la synthése
des lois de commande. Dans cette méme catégorie, on peut citer les modéles qui utilisent la
décomposition en séries de Fourier [SNVL91], [MEBE97] pour approcher les variables d’état
a I’intérieur de la période de commutation. Cette méthode est aussi capable de modéliser les
ondulations des signaux autour de leur moyenne.

Une autre procédure de modélisation est constituée par la méthode du circuit
équivalent moyenné [Lee85], [Vor90a], [Eri97], [Sun00]. Celle-ci fournit une topologie
moyenne, unigque des convertisseurs, en remplacant la partie de commutation, représentée par
le transistor et la diode, par un circuit équivalent, composé d’¢léments passifs, des
transformateurs idéaux et de sources de courant ou de tensions. Méme si le modéle continu du
circuit équivalent est non-linéaire, une linéarisation autour d’un point de fonctionnement
permet d’obtenir un modéle linéaire « petits signaux ».

Les approches de modélisation en mode de conduction continu font également appel a
la classe de modeéles linéaires a parametres variants (LPV) [OLAGQ10], ou les non-linéarités
du systéme sont formulées a travers un systéme linéaire ayant les matrices d’état dépendantes
de paramétres variant dans le temps. Pour les convertisseurs DC-DC, la résistance et la
tension d’entrée représentent les parametres pour lesquels les valeurs changent dans le temps.
Néanmoins, ’utilisation des modéles LPV reste assez limitée en raison des difficultés a
formuler les modeles des convertisseurs sous 1’une des formes spécifiques des modeles LPV
et aussi du conditionnement numérique des représentations obtenues.

La classe de modeles énergétiques représente une classe de modeles continus, tres
intéressante pour les convertisseurs de puissance. Le mod¢le d’Euler-Lagrange [OLNS98] et
le modéle Hamiltonien [EvdS099] sont les deux types de modéle employés pour caractériser
le comportement des convertisseurs du point de vue énergétique. La formulation du modéle
est faite a travers des fonctions du stockage permettant d’exprimer les énergies du systéme
(I’énergie emmagasinée dans les inductances, I’énergie stockée dans les condensateurs et la
dissipation dans le circuit).

Tous les modéles continus mentionnés pour le mode de conduction continu sont
également utilisables dans le mode de conduction discontinu [CM77], [Vor90b], [NTMO01],
sauf les modéles moyens non-linéaires complexes.

Les modeles a temps discret sont facilement obtenus en considérant les dynamiques
linéaires continues du convertisseur dans chaque configuration des modes CCM ou DCM et
en appliquant une approximation de la forme discrete des matrices qui caractérisent chacune
des dynamiques. Effectivement, les modeles discrets linéaires [HBY89] sont utilisés
uniquement en mode de conduction continue, alors que les modéles discrets non-linéaires
fondés sur le théoreme de Cayley-Hamilton [Su05], ou la méthode de Newton et la théorie de
la fonction implicite [FA99] peuvent étre utilisés séparément dans les deux modes de
fonctionnement et présentent une meilleure précision que les modéles discrets linéaires.

En ce qui concerne 1’aspect pratique, des modeles a temps discret peuvent étre
facilement simulés par rapport aux modeles a temps continu, qui nécessitent une étape
intermédiaire de discrétisation pour la simulation numérique.
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Indépendamment du mode de fonctionnement et de la méthode de modélisation
abordée, les modeles énumérés précedemment sont composés par une seule dynamique
continue ou discrete, linéaire ou non-linéaire, qui approche les deux ou les trois configurations
du circuit en mode CCM ou DCM, et qui reflete le comportement moyen des variables
d’états, dans la majorité des cas.

Du point de vue de la commande des convertisseurs DC-DC, le principal objectif
consiste a piloter le transistor tel que la composante continue de la tension de sortie soit égale
a une tension de référence donnée. La synthése d’une loi de commande pour les
convertisseurs de puissance doit répondre aux objectifs classiques de stabilité, de performance
dynamique et de robustesse. De maniére générale, le réglage devient difficile en raison des
différents éléments qui perturbent leur fonctionnement. Une fois que les convertisseurs sont
embarqués dans différentes applications, leur comportement est fortement influencé par
plusieurs facteurs : les variations de la charge et de la tension d’alimentation, la sensibilité aux
bruits, les changements dans le temps ou en présence des perturbations des paramétres
incertains (des inductances ou des condensateurs par exemple) présents dans la structure des
convertisseurs. Dans certaines situations, ces éléments forcent le comportement du systéme a
s’écarter du fonctionnement désiré. Pour ces raisons, les recherches s’orientent vers
I’¢laboration des lois de commande performantes, stabilisantes et robustes quel que soit le
point de fonctionnement du convertisseur.

En pratique, les méthodes de commande des convertisseurs sont fondées sur la
régulation de la tension de sortie ou du courant. Des correcteurs de type PI réglés par rapport
aux modeles moyens linéarisés sont souvent employés pour piloter les convertisseurs.
Lorsqu’ils sont convenablement ajustés, ces correcteurs fournissent des résultats satisfaisants
pour diverses applications pratiques sans recours a une description détaillée de la dynamique
du systeme. Cependant, leurs performances peuvent facilement se dégrader en présence
d’effets non linéaires et de ce fait, il est nécessaire de réajuster les gains ou d’utiliser une
approche adaptative.

Dans la littérature, plusieurs approches ont été proposées afin d’améliorer la
conception de la commande en choisissant la méthode la plus adaptée au regard d’un cahier
de charges, capable d’améliorer 1’efficacit¢ des convertisseurs en réduisant ’effet des
perturbations (des changements de la tension d’entrée et de la charge), de diminuer les
interférences électromagnétiques et de limiter les variations paramétriques [Ejj10].
Généralement, les stratégies de réglage sont directement liées au type du modele choisi pour
décrire le comportement des convertisseurs et aux exigences de chaque application concernant
le niveau de performance et de robustesse. Il y a des modéles qui favorisent la synthése d’une
certaine loi de commande, alors que pour d’autres types de commandes, ils ne sont pas
adaptés. Un choix inapproprié du modeéle peut introduire des difficultés dans la synthése de la
loi de commande ou méme la complexifier et la rendre inefficace.

L’approche « classique » du point de vue de ’automatique consiste a utiliser des
techniques de commandes linéaires a base d’un modéle moyen linéarisé autour d'un point de
fonctionnement spécifique. Parmi ces stratégies de commande, on note la commande linéaire
quadratique (LQR ou Linear Quadratic Regulation en anglais) [LTL91], [LTL93] et la famille
de régulateurs Pl avec des parametres qui dépendent de fagcon non-linéaire de la valeur de la
commande en régime permanent [Sir91]. Cependant, les lois de commande obtenues ne sont
pas capables d’assurer la stabilité globale du convertisseur et de conserver des performances
identiques dans tout le domaine du fonctionnement. Ces inconvénients dérivent de la
précision limitée du modele de synthese utilisé.
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Des lois de commande fondées sur un modele moyen non-linéaire ou un modele
énergétique ont également eté appliquées : la commande par modes de glissements (SMC ou
Sliding Mode Control en anglais) [Utk93], [TLTO06], [HLO6], [JGL+10] la commande par
passivité [Jaall], [OGCO04], [SS09]. Ces méthodes de commande utilisent des outils
théoriques plus complexes qui permettent de démontrer la stabilité globale du systéme.

Une autre approche, qui consiste a commander directement les différents
commutateurs sans passer par un modeéle moyen, a été utilisée pour de convertisseurs DC-DC
fonctionnant aux fréquences variables [MRST95], [RKJ09].

Les différentes méthodes de modélisation ont permis de représenter et d’analyser le
comportement physique des convertisseurs DC-DC par des concepts mathématiques qui
conviennent par la suite a la synthése des lois de commande. Les méthodologies et les
approches de synthése proposées ont sans aucun doute apporté leur contribution du point de
vue théorique. En revanche, les lois de commande élaborées ont été trop peu implantées en
temps réel. De ce fait, ’objectif de ces travaux de thése consiste a développer des lois de
commande fondées sur une démarche théorique cohérente et qui peuvent étre validées
expérimentalement.

1.2 Problématique

Comme nous I’avons mentionné¢ dans les paragraphes précédents, la famille des
convertisseurs de puissance DC-DC représente une classe de convertisseurs a découpage
particuliecrement importante en termes d’applications. Généralement, ces dispositifs sont
embarqués dans beaucoup d’appareils comportant une alimentation électrique. Actuellement,
les fonctionnalités des appareils mobiles ont considérablement augmenté et ont été améliorées
grace a l’intégration de processeurs numériques dédiés au traitement de signal (DSP) par
exemple. Ces nouveaux facteurs conduisent a des cahiers de charges assez stricts concernant
la performance dynamique, la stabilité et la robustesse. L’utilisation de techniques usuelles de
modélisation (le modéle moyen) et de commande (Pl et PID) ne conduit plus a des réponses
satisfaisantes [AKS04], [OLAGQ10], [HSRD10].

En conséquence, au cours des derniéres années, certains axes de recherches se sont
orientés vers les approches de modélisation issues des systemes hybrides [Son81], [Son96],
[BBMI8], [vdSS98], [BM99a]. L’aspect hybride d’un systéme est donné par la présence
simultanée de variables continues et discréetes. La partie continue du systeme est modélisee
par des équations différentielles ou algébriques, alors que la partie discréte est attribuée aux
systémes a transitions par des regles « si-alors » ou aux machines avec un nombre fini d’états.
Classiquement, les systéemes hybrides commutent entre différents modes de fonctionnement
ou chaque mode est représenté par une loi dynamique propre. Les transitions entre les modes
sont déclenchées par des variables qui dépassent certaines limites ou par des entrées externes.

Les systemes hybrides sont prédominants dans le domaine de 1’¢électronique de
puissance et en particulier sur les convertisseurs de puissance DC-DC qui sont caractérisés par
une structure variable (en raison du changement de la topologie du circuit selon les états
passant ou bloqué des transistors et diodes). En conséquence, les convertisseurs DC-DC a
découpage sont considérés comme des systemes hybrides pour lesquels la partie discrete est
représentée par les commutations a haute-fréquence des transistors, alors que les courants et
les tensions au sein du systéme sont décrits par des équations dynamiques a variables
continues.
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L’exploitation des techniques de modélisations hybrides a connu un développement
important afin de prendre en compte le comportement hybride de convertisseurs continu-
continu, assuré par les commutations du transistor et les dynamiques continues associees a ces
commutations, et de reproduire le comportement dynamique du systeme réel [SEKO03],
[AFJ+07], [BPM+07]. Grace a ces méthodes de modélisation hybride, il est possible de tenir
compte a la fois de 1’évolution en temps continu des variables d’état du systeme et de 1’effet
des éléments discrets. Le principe consiste a exprimer les configurations du convertisseur en
utilisant un mod¢le a temps continu ou discret et d’utiliser une expression ou une variable
logique pour sélectionner le modele de la configuration active a chaque instant.

Une premiére approche qui concerne la modélisation hybride de convertisseurs de
puissance DC-DC est la formulation d’un mode¢le hybride pour les convertisseurs a résonance.
Le comportement du convertisseur est exprimé soit a travers un automate hybride [SEKO03],
assurant des propriétés de sécurité, soit par un modéle énergétique de type Hamiltonien, qui
contient une variable logique du signal de commande [Son81]. L’utilisation d’une fréquence
de commutation variable augmente 1’efficacité de ce type de convertisseurs, en minimisant les
pertes dues a la commutation des transistors, d’une part, mais complexifie la conception de
I’étage de puissance du convertisseur et du filtre nécessaire a la réduction des interférences
électromagnétiques d’autre part.

Plusieurs groupes de recherche ont orienté leur intérét sur des methodes de
modélisation hybride dédies aux convertisseurs DC-DC fonctionnant a une fréquence de
découpage constante. Jusqu’a présent, les études traitent seulement sur le mode de conduction
continue :

Le groupe de recherche du CNRS-CRAN (Le Centre de recherche en Automatique de
Nancy) propose un modeéle linéaire commuté, composé des dynamiques linéaires associées a
chaque configuration du circuit. Les changements entre les différentes dynamiques sont
assurés par une fonction de commutation construite difféeremment en fonction de la topologie
du convertisseur utilisée.

EPFZ (L'Ecole polytechnique fédérale de Zurich, Suisse) utilise un modeéle affine par
morceaux a temps discret [Son96], construit a partir de la notion de v-résolution. Cette
technique de modélisation donne une approximation efficace du comportement du
convertisseur dans tout le domaine de fonctionnement. De plus, le modele est capable de
représenter 1’évolution des variables d’état a I’intérieur de la période de commutation en
fonction de la résolution v choisie et d’offrir un compromis précision/complexité introduite
par une valeur significative de v.

L'Institut Royal de technologie de Stockholm, Suéde (KTH) a opté pour I’utilisation
d’un modele échantillonné ou les dynamiques changent de fagon périodique dans un ordre
donné entre les deux configurations du circuit en mode de conduction continue (CCM).

Ecole polytechnique de I'Université de Lund, Suéde (LTH) utilise un modéle robuste a
temps discret ou les matrices du systéeme sont fortement non linéaires par rapport au signal de
commande et de la résistance de charge. Cette forme de mod¢le n’est pas adaptée pour la
commande et de ce fait, le modele est préalablement linéarisé pour ’utilisation dans la
synthése d’une commande.

En comparaison avec les modeéles a temps continu et discret, les modéles hybrides
refletent un comportement plus précis du convertisseur dii a une modélisation spécifique de
chaque configuration du circuit en mode de conduction continue. Les modéles obtenus a
travers les approches proposees sont linéaires ce qui facilite I’analyse et la synthése des lois
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de commande. Cependant, la gestion des transitions entre les différentes dynamiques du
mode¢le hybride représente le principal défi 1ié essentiellement a 1’analyse de stabilité du
systeme et a la complexité des outils mathématiques utilisés. En boucle ouverte, la stabilité ou
I’instabilit¢ de chaque dynamique du modele ne fournit aucune information sur le
comportement global du systeme. Il y a des exemples ou des changements entre les
dynamiques du modele générent des trajectoires divergentes ou des situations ou la trajectoire
du systéme est obligée de rester a la frontiere des deux dynamiques, ce qui I’empéche
d’atteindre un point de fonctionnement souhaité.

Obtenir une forme explicite d’un modéle hybride pour les convertisseurs de puissance
est une étape intéressante afin de procéder aux phases d’analyse et de synthése des lois de
commande.

Mis a part les facteurs énoncés précédemment qui influencent les convertisseurs et
compliquent les réglages des lois de commande, le comportement non-linéaire des
convertisseurs constitue la principale difficulté de point de vue de la commande. Selon le
mode de fonctionnement, les convertisseurs ont deux (CCM) ou trois (DCM) configurations
possibles, au niveau du circuit, représentées par une dynamique linéaire a temps continu
différente. La topologie du convertisseur introduit des contraintes sur le rapport cyclique (la
commande du transistor) limité dans 1’intervalle zéro et un, et également sur le courant dans
I’inductance qui prend une valeur strictement positive en mode de conduction continue et une
valeur positive ou égale a zéro dans le mode de conduction discontinue.

Dans ce cas, I’utilisation des correcteurs de types prédictifs (Model Predictive Control
en anglais) est recommandée. Ce type de commande est fondé sur une optimisation en temps
réel qui utilise un modele de prédiction et 1’application du principe de 1’horizon glissant. En
raison de la formulation dans le domaine temporel, il permet de prendre en compte les
contraintes et les incertitudes du systeme directement dans la phase de conception des lois de
commande. De ce fait, des nombreuses recherches s’intéressent a la commande prédictive qui
peut se révéler bien adaptée pour répondre aux problémes industriels [QBO03], [MRRSO00].
Dans la littérature, certains auteurs abordent les développements de cette technique de
commande en introduisant une variété des classes dérivées de la procédure standard [CB97],
[Mac02], [Ros03].

En absence de contraintes, la solution du probléme d’optimisation peut étre exprimée
par une commande par retour d'état. La présence des contraintes ou de non-linéarités implique
la résolution d’un probléme d’optimisation a chaque période d’échantillonnage de fagon a
garantir la minimisation d’un critére portant sur la performance désirée. La procédure
d’optimisation fournit une séquence optimale de commande ou seul le premier ¢lément est
applique conformément au principe de 1’horizon glissant. Par la suite, la mise a jour de 1’état
du systéme est effectuée afin de faire glisser la fenétre de prédiction et ainsi de réitérer la
procédure d’optimisation. Cependant la résolution « en-ligne » s’avére trés couteuse en temps
de calcul, ce qui empéche I’'implantation du correcteur en temps réel et restreint le domaine
d’application. Au cours des derniéres années, l'utilisation de méthodes multiparamétriques a
permis la description explicite de la loi de commande sous la forme d’une commande par
retour d’état. Elle est représentée par une fonction affine par morceaux, définie sur une
partition polyédrale de 1’espace d’état. Dans un premier temps, la solution explicite est fournie
pour des problemes d’optimisation fondée sur des modeéles linéaires. Recemment des
méthodes ont été proposées pour les modéles hybrides [Bor03]. La structure du correcteur
explicite, obtenu « hors-ligne », est gardée dans des tables de recherche. Ainsi, I’implantation
de la loi de commande se résume d’une part a la recherche dans une table de la région active a
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chaque instant, et d’autre part, a I’évaluation d’une fonction affine par morceaux en utilisant
I’état courant.

Revenant & la commande des convertisseurs DC-DC, les méthodes de la commande
prédictive permettront la synthése d’une loi de commande explicite a base d’un modéle
hybride ainsi que la manipulation des contraintes imposées par la topologie du circuit. Le fait
de pouvoir ajouter des contraintes au niveau du rapport cyclique ou d’un courant justifie ainsi
’utilisation de la commande prédictive pour la régulation des convertisseurs de puissance
DC-DC. De plus, d’autres avantages de cette technique de commande sont intéressants tels
que Dl’anticipation du comportement futur du systéme, 1’utilisation explicite d’un mod¢le
numérique et I’application sur un horizon fini de la trajectoire future désirée.

Cependant, I’inconvénient de la méthode consiste dans la difficulté d’implantation en
temps réel de 1’algorithme de commande. La taille de la solution explicite obtenue dépend de
I’horizon de prédiction, de nombreuses contraintes imposées et également de la complexité du
modele hybride utilis¢ (donné par le nombre des dynamiques et de variables d’état du
modele). Geénéralement, un horizon de prédiction important améliore les performances
dynamiques de la commande synthétisée et dans le méme temps, augmente la dimension de sa
structure. Pour les convertisseurs fonctionnant a une fréquence de découpage élevée,
I’évaluation de la loi de commande calculée «hors-ligne » peut également poser des
problemes pour des dimensions significatives de la table de recherche contenant les régions
sur lesquelles la commande est définie.

1.3 Objectifs et organisation des travaux de thése

Dans ce contexte, 1’objectif de nos travaux de recherche consiste a developper des
méthodes de modélisation hybride afin de procéder a ’analyse et a 1’¢laboration de la loi de
commande des convertisseurs de puissance DC-DC. Jusqu’a présent, les modéles simplifiés
décrivant le comportement dynamique des convertisseurs n’ont pas permis d’expliciter les
dynamiques complexes qui proviennent de la nature hybride des systémes en commutation.
Evidemment, 1’utilisation des modeles imprécis pour 1’¢laboration des lois de commande peut
limiter les performances des correcteurs congus. Par conséquent, dans un premier temps, nous
envisageons d’¢laborer un algorithme générique pour la construction d’un modé¢le hybride
capable d’approcher le comportement d’un convertisseur DC-DC fonctionnant en mode de
conduction continue, a une fréquence de commutation fixe. L’objectif est d’obtenir une
technique de modélisation hybride applicable aux convertisseurs de deuxieme ordre et par la
suite aux convertisseurs d’ordres plus élevé. Dans un deuxiéme temps, nous souhaitons
développer une méthode de modélisation afin de prendre en compte les deux modes de
fonctionnement : conductions continue et discontinue (et les transitions entre les deux modes).

A partir des modéles hybrides développés, nous proposons de mettre en ceuvre des
méthodes de commande avancées, performantes et robustes afin de piloter les convertisseurs
DC-DC tout en anticipant sur la faisabilit¢ de I’implantation en temps réel. De maniére plus
spécifique, nous essayons de repondre aux problémes de regulation et de stabilisation a
travers des lois de commande associées aux méthodes de la commande prédictive. De plus,
nos démarches de modélisation et de conception des lois de commande sont guidées par un
compromis entre la partie théorique et 1’aspect pratique afin de permettre la validation
experimentale des lois de commande synthétisées.

Nous avons choisi deux topologies de convertisseur afin de valider les approches
destinées a la modélisation et la synthese des lois de commande proposées. Dans un premier
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temps nous considérons le convertisseur de type Buck (abaisseur) et dans un second temps, un
convertisseur d’ordre plus €levé de type flyback avec un filtre d’entrée.

Actuellement, les convertisseurs de puissance DC-DC sont capables de fonctionner a
des fréequences de commutation élevées (quelques kilo-Hertz jusqu’a quelques méga-Hertz),
avec un rendement éleve grace aux développements en matiére de topologies mais présentent
en contre partic des imperfections. L’un des inconvénients se situe dans le phénoméne
d’ondulation du courant d’entrée qui représente une source d’interférences
électromagnétiques pour le réseau amont (interférences électromagnétiques « conduites »). En
présence d’un filtre approprié¢ a ’entrée du convertisseur, I’ondulation du courant peut étre
limitée. Cependant, ce filtre accroit la complexité et le colt du circuit, et génére un systeme a
déphasage non-minimal, ce qui complique la stabilisation du convertisseur pour un niveau de
performances exigeant. Pour répondre aux problemes de régulation introduite par I’utilisation
d’un tel filtre, nous considérons le convertisseur flyback avec un filtre d’entrée. Ce
convertisseur présente un fort caractere non linéaire en comparaison avec le convertisseur
Buck.

Les travaux menés au cours de cette thése sont organises comme suit :

- Le deuxiéme chapitre introduit des concepts théoriques liés aux principales classes
de modeles hybrides employés pour la représentation mathématique des systemes
hybrides. Ensuite, pour une gamme spécifique des modéles hybrides (la
représentation linéaire par morceaux) une méthode de synthése de lois de
commande et d’analyse de la stabilité fondée sur l’utilisation de fonctions de
Lyapunov est présentée. La deuxieme partie du chapitre est focalisée sur des
méthodes de la commande prédictive fondées sur des modeles linéaires et hybrides
a temps discret. Pour les modeéles linéaires, la problématique de commande
optimale est formulée sur un critére d’optimisation quadratique et linéaire. Dans
chaque cas, la forme explicite de la loi de commande optimale est obtenue a
travers des méthodes de programmation multiparamétrique quadratique ou
linéaire. Une extension de la procédure de calcul de la commande, fondée sur les
concepts appliqués sur les modeéles linéaires, est réalisée pour les modéles
hybrides. Dans cette partie, un modele logique/dynamique mixte est utilisé et des
méthodes de programmation multiparamétriques mixte en nombres entiers avec un
critere linéaire sont employées pour déterminer la solution explicite du probléme
d’optimisation. Egalement, une méthode de programmation dynamique a base
d’un modele affine par morceaux est présentée, conduisant ainsi a une loi de
commande explicite. Quelques détails d’implantation de la commande prédictive
explicite sont donnés, faisant appel aux techniques de réduction de la taille du
correcteur synthétisé et aux tables de recherche permettant d’exploiter d’une
maniere plus efficace la structure du régulateur.

- Le troisieme chapitre présente des méthodes de modélisation hybride pour les
convertisseurs de puissance DC-DC. En premier lieu, le modele moyen est
détaille. La dynamique de ce modele est souvent utilisee pour approcher le
comportement des convertisseurs de puissance DC-DC, en mode de conduction
continue (CCM) et séparément, en mode de conduction discontinue (DCM) et
présente un rdle important dans la modélisation hybride des convertisseurs a
fréquence de commutation constante. Aprés I’introduction du modéle moyen
classique, des modéles hybrides sont développés dans un premier temps pour un
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convertisseur d’ordre deux de type Buck et ensuite pour un convertisseur d’ordre
quatre de type flyback avec un filtre d’entrée, en supposant 1’hypothése de
fonctionnement en régime de conduction continue. Le convertisseur flyback a été
choisi pour son caractere non-linéaire plus prononcé au niveau de la dynamique du
systeme, en comparaison avec la dynamique du convertisseur Buck. Le fait
d’ajouter un filtre a I’entrée accentue d’avantage les non linéarités et augmente
I’ordre du modele décrivant le convertisseur. Dans cette situation, une distinction
claire est faite entre la précision et le domaine de validit¢ de 1’approximation
hybride, composée des plusieurs modeles linéaires, et I’approximation du modele
moyen linéarisé autour d’un point de fonctionnement. Finalement, la méthode de
modélisation est étendue vers un modele hybride qui permet de représenter le
comportement réel du systtme dans les deux modes de fonctionnement
(CCM/DCM), dans le cas du convertisseur Buck.

- Dans le quatrieme et le cinquieme chapitre nous proposons deux approches
différentes de syntheses de lois de commande linéaires. Dans le quatrieme
chapitre, une loi de commande a gains commutés est élaborée pour le
convertisseur flyback avec filtre d’entrée. L’approche proposée est fondée sur les
méthodes de synthése présentées dans le deuxieme chapitre et le modele hybride
congu dans le chapitre précédent. La commande par retour d’état développée est
linéaire par morceaux et assure la stabilité du systeme en boucle fermé. Les
approches théoriques permettent de conclure sur la stabilité des modéles utilisés et
elles sont vérifiées en simulation. Les résultats sont validés vis-a-vis de variations
de la tension d’entrée, de la charge ou encore de la consigne (bien que dans un cas
réel la consigne soit constante dans la plupart des applications). L’intérét de cette
technique de modélisation hybride, et de la commande par retour d’état linéaire par
morceaux, est prouvé comparativement aux méthodes de modélisation classiques
associees a une régulation de type PI, usuelle pour ce type de systéemes, et a une
commande par retour d’état a gains constants.

- Le cinquiéme chapitre est consacré a la synthése de lois de commandes affines par
morceaux en considérant les outils théoriques spécifiées dans la deuxiéme partie
du deuxiéme chapitre. Des méthodes de commande prédictive a base de modéle
sont appliquées en deux étapes sur les convertisseurs Buck et flyback avec un filtre
d’entrée. Dans la premicre étape, le modele moyen linéarisé et un critere
d’optimisation quadratique sont employés afin d’obtenir une solution explicite de
la commande prédictive, et dans la deuxieme étape, la forme explicite est
déterminée en utilisant un modele hybride et un critere d’optimisation linéaire. Les
lois de commande prédictive congues sont validées en simulation sur un modele
reprenant le fonctionnement en commutation. Une validation expérimentale est
proposée sur deux prototypes.

Finalement, les conclusions de nos travaux de recherches sont présentées, suivies par
des futures perspectives orientées vers la méthode de modélisation hybride abordée,
I’amélioration des lois de commande prédictive proposée du point de vue de la stabilité et
robustesse vis-a-vis des parametres.
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2 Concepts theoriques

Comme mentionné au chapitre précédent 1’objectif de cette thése est de proposer des
solutions pour la commande des convertisseurs de puissance DC-DC, en appliquant des
méthodes de modélisation et de synthese hybrides pour une description plus précise de la
structure variable des circuits. Plus précisément, les changements au niveau de la topologie du
circuit en fonction de 1’état passant ou bloqué de I’interrupteur et la diode font que les
convertisseurs DC-DC sont considérés comme des systemes en commutation. De ce fait, la
modélisation d'un convertisseur peut se faire a partir de la perspective d’un systéme hybride
pour lequel il existe différentes représentations mathématiques. Ce chapitre est dédié a la
présentation des principales classes des systemes hybrides et des méthodes développées pour
I’analyse et la synthése de lois de commande associées a des représentations affines par
morceaux (PWA ou Piecewise Affine en anglais).

La premiére partie du chapitre est consacrée aux principaux modeéles employés pour
exprimer le comportement dynamique d’un systéme hybride dans 1’espace d’état (automates
discrets hybrides, modeles logiques/dynamiques mixtes, modeles affines par morceaux, etc.).
Ensuite, les méthodologies d’analyse et de synthése seront orientées vers la classe des
modeles affines par morceaux a temps discret, composes par plusieurs dynamiques qui
correspondent a différentes régions de I’espace d’état. Ce type de modele a la capacité
d’approcher une large gamme de systemes physiques avec un caractére non linéaire prononce,
ainsi que le comportement des systemes ou les dynamiques changent en fonction de
I’évolution des variables d’une région a une autre dans I’espace d’état.

L’analyse des modéles affines par morceaux est complexe du fait que les propriétés
des dynamiques, linéaires localement, ne peuvent pas étre généralisées pour 1’ensemble des
dynamiques du modele. Des méthodes d’analyse de la stabilité pour les modeles PWA
fondées sur des fonctions de Lyapunov sont présentées dans la deuxieme partie du chapitre.
Egalement, des méthodes de synthése des lois de commande capables de garantir la stabilité
globale du modéle, au sens de Lyapunov, sont brievement décrites.

La troisieme partie du chapitre est réservée a une stratégie de la commande prédictive
et a la conception de lois de commande explicites, en utilisant des méthodes de
programmation multiparamétriques. Dans cette optique, la solution explicite du probleme
d’optimisation formulée sur un modéle linéaire soumis aux contraintes sera détaillée en
considérant des criteres d’optimisations quadratiques et linéaires. Cela représente une étape
intermédiaire vers |’¢laboration d’une loi de commande explicite a partir d’un modele
hybride. Malgré les solutions proposées récemment dans la littérature [BBBMO3],
[BBBMOS], a base de criteres quadratiques, les algorithmes permettant d’obtenir une loi de
commande prédictive explicite fondée sur des modeles hybrides sont disponibles dans des
boites a outils uniquement pour des critéres d’optimisation linéaire. De ce fait, dans ce
chapitre, on présente deux methodes de programmation multiparamétrique pour la résolution
« hors-ligne » du probléme d’optimisation : la premiere utilise la programmation mixte en
nombres entiers et la seconde, la programmation dynamique. La description de ces méthodes
est faite en exprimant les performances de la loi de commande explicite par un critére linéaire
d’optimisation.

Dans le cadre de cette thése, la résolution « hors-ligne » du probléme d’optimisation et
la détermination de la forme explicite de la commande prédictive sont essentielles afin de
pouvoir implanter les régulateurs obtenus en temps réel sur différents convertisseurs de
puissance DC-DC. Généralement, ces convertisseurs sont des systemes rapides, commutant a
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haute fréquence, ce qui impose que le temps de calcul de la commande a chaque pas soit
inférieur a la période d’échantillonnage. Pour ces raisons, la résolution «en-ligne » du
probléme d’optimisation n’est pas faisable, dans le cas général, pour les convertisseurs DC-
DC et plus largement les systémes de conversion d’énergie.

2.1  Systemes hybrides

L’innovation technologique encourage la considération des systémes hybrides,
caractérisés par l’interaction entre les variables d’état a temps continu et les variables
discrétes. Par exemple, un systéme hybride peut provenir de 1’association d’un systéme
analogique a temps continu et d’une commande numérique. Plusieurs produits de
consommation (tels des lave-linges, micro-ondes, photocopieuses, cameras etc.) sont
commandées au moyen d’un logiciel embarqué, ce qui conduit a un systeéme global {procédé
+ commande} hybride comportant des dynamiques mixtes. En conséquence, les systémes
hybrides sont déja présents dans la vie quotidienne et leur nombre continue a augmenter avec
I’accroissement des produits commandés par ordinateur. La représentation de ce type de
systeme hybride est illustrée par la Figure 2.1 (a).

Entrées discretes

Variables logiques Variables logiques

Régulateur numérique

Interface

Systéeme dynamique a temps continu

Etats continus ‘ =2 \ Variables continues
aal ) I

Entrées continues

Figure 2.1 (a) : Schéma d’un systéme hybride.

La nature hybride n'est pas nécessairement générée par l'intervention humaine dans les
systéemes. Méme s’il existe de nombreux exemples de systémes hybrides créés en ajoutant des
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régulateurs numériques aux systéemes physiques, la commutation conduisant a différents
comportements dynamiques se manifeste naturellement dans une large variété des systemes.

Dans le domaine de 1’¢électronique de puissance, les convertisseurs de puissance DC-
DC utilisent couramment des composants électroniques qui fonctionnent comme des
interrupteurs commandés par un signal exogene. Selon 1’ouverture ou la fermeture de ces
interrupteurs, un convertisseur peut avoir plusieurs configurations de fonctionnement décrites
par des dynamiques a temps continu différentes. La représentation mathématique de son
comportement dépend de la variable logique exogéne qui commande la durée que
I’interrupteur reste dans chacune des positions ouverte/fermée, d’une part, et de 1’état bloqué
ou passant d’éléments comme les diodes, d’autre part. A part le domaine de 1’électronique de
puissance, on retrouve, également, des exemples dans le domaine de la mécanique. Par
exemple dans les modeéles de frottement, les dynamiques changent en fonction de la phase
d’adhérence, de patinage ou encore celle de glissement. D'autres exemples incluent les
modeles décrivant I'évolution des corps rigides ou les équations des dynamiques sont
formulées différemment si le corps est en contact avec une surface ou pas. En ce qui concerne
I’aspect hybride, quelques applications mécaniques intéressantes ont été abordées, telles que
la commande des robots manipulateurs [BNO97], I’amortissement des vibrations dans les
boites de vitesses des voitures ou dans les machines de forage [PG96], les essais de simulation
d’impact permettant la régulation des manceuvres d'atterrissage des avions, la conception des
robots de jonglage [BRO0O0], etc.

En principe, un systeme hybride présente un comportement caractérisé par plusieurs
modes de fonctionnement. Dans chaque mode, I'évolution des états continus du systéme est
décrite par une équation différentielle propre. Le systéme hybride commute entre les
différents modes lorsqu'un événement particulier se produit. Dans la Figure 2.1 (b), des liens
sont utilisés pour représenter les événements qui provoquent les changements entre les
dynamiques du systéme hybride.

'/\MO«% 2

Mode 1

x(t) = fo(x(®),u(®), t)
y(@) = g2(x(®), u(t), t)

x(t) = fr(x(0), u(t), 1)
y(@) = g1(x(®), u(t), t)

Mode 3

x(t) = fa(x(®), u(o), t)

Mode 4 y (@) = g3(x(t), u(®),t)

x(t) = fa(x(®), u(t), 1)
y(@) = ga(x(®), u(®), 1)

Figure. 2.1 (b) : Systéeme hybride avec 4 modes de fonctionnement.
L’origine de I’événement générant la transition est assez variée : une variable qui

dépasse une certaine limite, 1’écoulement d’un intervalle de temps donné ou les entrées
externes. Au niveau des commutations, un probléme souvent rencontré est constitué par les
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discontinuités qui peuvent apparaitre dans 1’évolution des variables du systéme a I’instant de
la transition.

Les modeles hybrides sont nécessaires pour répondre a plusieurs problemes, tels que la
définition et le calcul des trajectoires, 1’analyse de la stabilité, la synthése des lois de
commande, I’estimation d’états, etc.

Il existe plusieurs approches possibles de modélisation des systemes hybrides. La
méthode de modélisation la plus générale est celle qui exprime le systeme hybride sous la
forme d’un automate hybride (HA ou Hybrid Automata en anglais). Dans [BBM98], ces
modeles sont utilisés afin de formuler des méthodes d’analyse de la stabilité¢ et le cadre
général de synthése des lois de commande pour les systemes hybrides. Des résultats
concernant la modélisation et 1’analyse de la stabilit¢ des systémes hybrides sont aussi
présentés dans des études plus récentes ou les propriétés dynamiques d'automates hybrides
sont analysées et des notions de stabilité sont formulées pour ce type de systéeme [vdSS00],
[LISZS03], [GTO6].

Ces automates fournissent des modeles assez complets et généraux des systemes
hybrides, capables de représenter le comportement du systéme d’une maniére trés précise.
Malgré leur puissance de modélisation, ce type de modele hybride introduit une complexité
analytique et une charge de calcul ¢élevée au niveau des méthodes d’analyse et de synthese des
lois de commande. De ce fait, le choix de la méthode de modélisation implique un compromis
entre la précision du modele et la complexité de 1’analyse. Pour ces raisons, les études se sont
intéressées aux classes des modeéles qui ont des représentations mathématiques simplifiées,
mieux Structurées, et applicables dans un large domaine d’applications industrielles. Dans
cette catégorie on peut trouver les modeéles a complémentarité linéaire (LC ou Linear
Complementarity en anglais) [vdSS98], les modéles a complémentarité linéaire étendue (ELC
ou Extended Linear Complementarity en anglais) [SM99], les modéles MMPS (Max-Min
Plus Scaling en anglais) [SvdB00], les modéles logique/dynamique mixtes (MLD ou Mixed
Logical Dynamical Systems en anglais) [BM99a], [Bem04] et les modeles affines par
morceaux (PWA) [Son81], [Son96]. La structure de chaque modele hybride sera décrite par la
suite.

2.1.1 Automates hybrides discrets (DHA)

Un automate hybride discret est décrit dans la référence [TB04] comme le résultat de
I’interaction entre une machine avec un nombre fini d'états (FSM ou Finit State Machine en
anglais) et un systéeme affine a commutations (SAS ou Switched Affine System en anglais)
qui représentent, respectivement, la partie discréete et la partie continue du systéme hybride.
Cette interaction est facilitée par un générateur d’événements (EG ou Event Generator en
anglais) et un sélecteur de mode (MS ou Mode Selector en anglais). Le genérateur
d’éveénements extrait les signaux binaires de la partie continue. Les événements binaires, et
d’autres entrées binaires exogeénes, declenchent les commutations de la machine avec un
nombre fini d'états. Le sélecteur de mode utilise toutes les variables binaires (les états, les
entrées et les événements) pour choisir le mode, c’est-a-dire la dynamique continue du
systeme affine a commutations. Les éléments d’un automate hybride discret sont présentés
dans la Figure 2.1.1 et définis dans les paragraphes suivants.
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Un systeme affine a commutations représente une famille des systemes :
xlrc.+1 = Aikxch. + Biku£ + fik (21)
Vi = Ci . xi + Dy ui + g, (2.2)
avec :

k € Ny — I’instant de temps discret ;
- x" € X, € R" —]’état réel ;
— u" € U, € R™ —I’entré réelle exogene ;

- y" €Y, € RPr —lasortie réelle ;

{A;, By, f;,Ci, Dy, gi}ia — des matrices ayant des dimensions appropriées ;

i € IcN —le mode qui choisit la fonction de mise a jour de ’état et de la sortie.

Le générateur d’événements fourni un événement sous la forme d’un signal binaire &
lorsqu’un ensemble des contraintes est satisfait. L’éveénement s’exprime comme un vecteur de
fonctions qui décrit un groupe de contraintes affines :

8¢ = f(xp, up), f: R™ X R™ - D € {0,1}" (2.3)
Générateur
. d’événements
Sy Xk
se=1 )

Systeme affine

5¢€ a commutations
Machine avec un nombre uj,

> fini d’états O 1 @\
T N\ =

A 4

S
O—— O

A

Xb A

k Sélecteur de

” mode ix
=1 >0—
. | /D
%

Figure 2.1.1 : Automate hybride discret [Tob05].

Les contraintes affines sont modélisées en utilisant, par exemple, des expressions
logiques : [6f = 1] & [f7(x},uk) < 0], ou Iindice i représente la position d’un élément du
vecteur. Si les contraintes dépendent du temps, une variable t est ajoutée au systéme affine a
commutation ayant la dynamique: ti., =t + T, ou T représentant la période
d’échantillonnage. Dans ce cas, les événements générés par des contraintes temporelles
s’écrivent de la maniére suivante : [67 = 1] & [t = to].
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La machine avec un nombre fini d'états représente un systeme dynamique discret qui
peut s’exprimer du point de vu mathématique a travers une fonction binaire de mise-a-jour de
I’état :

xXiv1 = (R, ug, 8%) (24)
ve = g% (xf, up, 6¢) (2.5)
avec :
- x? e X, €{0,1}" —I’état binaire ;
— ub e U, € {0,1}™ —’entrée binaire exogene ;
- yb ey, € {0,1}P> —la sortie binaire ;
— 6% —I’événement ;

- fB: Xy xU, XD - X, g8: X, XU, xD - Y, — des fonctions déterministes binaires.

Le sélecteur de mode utilise I’état binaire X°, I’entrée binaire u°, I’événement &° et une
fonction déterministe binaire f: X, x U, x D — I afin de sélectionner le mode i actif :

i = fM(xp, up, 6¢) (2.6)

et implicitement, de choisir I’'une des dynamiques du systéme affine & commutation. A
I’instant k, la transition entre deux modes se produit seulement si iy, # ij_;.

2.1.2 Modéles a complémentarité linéaire (LC)

Un modele a complémentarité linéaire [HSWO0O0] en temps discret présente la structure
suivante :

X1 = Axk + Bluk + Bsz (27)
Vi = ka + Dluk + Dsz (28)
Vi = Elxk + Ezuk + E3Wk + g (29)

ou les vecteurs auxiliaires vy, wy, € R®, ayant la méme dimension, sont orthogonaux. La
derniére équation est équivalente a viwy, = 0, ce qui implique qu’a chaque instant du temps
k, sur la position i de chaque vecteur vy et wy, au moins un des éléments v, (i) et w; (i) est
égal a zéro.

Afin de mieux comprendre la signification de vecteurs auxiliaires on prend 1’exemple
d’un systetme composé¢ par deux chariots et deux ressorts illustré sur la Figure 2.1.2. Le
premier chariot est attaché au mur a travers un de ressorts et son mouvement est contraint par
un obstacle. Les deux vecteurs auxiliaires : v, et w; représentent respectivement la force de
réaction exercée par 1’obstacle et la distance (x; = wy) entre celui-ci et le premier chariot lié
au mur. Lorsque le chariot n’est pas en contact avec 1’obstacle, la distance w; est positive
alors que la force réactive v, est nulle. En contre partie, quant le chariot est bloqué par
I’obstacle, la force réactive est positive et la distance considérée est egale a zéro.
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X1 X2
—> —
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[ | Q Q | (O O]

Figure 2.1.2 : Systeme composeé par deux chariots, qui peut étre exprimé par un modéle hybride de
type LC [HSWO0O].

2.1.3 Modéles a complémentarité linéaire étendue (ELC)

Il a été démontré [Sch00], [SM99], [SvbB00] que certains systéemes hybrides peuvent
étre représentés sous la forme mathématique suivante d’un modéle a complémentarité linéaire
étendue :

Xps1 = Axy + Biuy + Body, (2.11)

Yk = Cxy + Dyuy + Dydy (2.12)
Eixpy + Eyu, +Esdp < g (2.13)
P [ljeo,(g — Exxi + Exuy + Esdy); =0 (2.14)

avec d(k) € R" une variable auxiliaire. En raison de I’inégalité (2.13), la condition (2.14) est
équivalente avec :
[ljeo,(g — E1xi + Equy + Esdy)j =0 (2.15)

pour chaque i = {1,...,p}. De ce fait, (2.13)-(2.14) sont considérés comme un systéme
d’inégalités linéaires de type (2.14). Ce systéme est composé de p groupes d’inégalités
linéaires (un groupe pour chaque ensemble @;) tel que dans chaque groupe il faut qu’au moins
I’une d’inégalités soit satisfaite pour égalité :

vi € {1,..,p}: 3j € &, tel que

2.16
(g — Elxk + Ezuk + E3dk)] =0 ( )

On note qu’on peut toujours exprimer un modele LC sous la forme étendue d’un modele ELC
par I’introduction de la condition de complémentarité (2.14).

2.1.4 Modéles MMPS (Min-Max Plus Scaling)

La classe de modeles MMPS [SvbBO0O] utilise les opérations; maximisation,
minimisation, somme et produit scalaire dans la représentation mathématique des systémes
hybrides. Avant de présenter les équations d’'un modele MMPS, on introduit la définition
d’une expression de type « min-max plus scaling ». L’expression MMPS d’une fonction
f(x1,%3,..,x,) est donnée par :

f 2 xilal max(fi, fi) min (fi, fOl fi + fil Bf (2.17)

avec:i € N*, 0,8 € R fi, f; —€également des expressions MMPS.
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Un modele MMPS est décrit par :
Xper1 = My (X, ug, dye),
Vi = My, (xp, w, die), (2.18)
M, (xp, ug, dy) < c
ou M, My, M, sont des expressions MMPS en fonction de I’état xj, de I’entrée
commandable wu; et de la variable auxiliaire d,.

2.1.5 Modéles logique/dynamiques mixtes (MLD)

Le principe de la modélisation logique/dynamiques mixte est d’associer a chaque
proposition logique X; une variable binaire 6 € {0,1}. Si la proposition logique X; est vrai,
alors la variable binaire § prend la valeur 1 :

Xi=vraied=1 (2.19)

Une combinaison des propositions logiques peut se traduire par des égalités/inégalités
linéaires contenant plusieurs variables binaires §; € {0,1}. Par exemple, les propositions et les
contraintes linéaires suivantes sont équivalentes :

X1VX, ©6,+ 6,>21, (2.20)
XinNX, ©6,=16,=1, (2.21)
~X 6, =0, (2.22)
X=X, ©6,— 06,50, (2.23)
X1DX; 06+ 6, =1. (2.24)

En conséquence, ce formalisme est utilisé pour la modélisation de la partie discréte
d’un systéme, telle que : la fermeture/ouverture des interrupteurs, les mécanismes discrets, les
sélecteurs de vitesse etc. Cependant, la liaison entre les différentes dynamiques continues et
les éveénements discrets du systéme est établie au moyen d’inégalités linéaires mixtes.

Il est montré [Wil93] que le genre de proposition : [x; = 0] & [6 = 1] s’exprime par
les inégalités suivantes :

—mé, =X, —m (2.25)
—(M+ )b < —x,— ¢ (2.26)
ou M = max x; et m = min x;, et € est une tolérance de valeur négligeable.

Les produits entre des variables binaires et les produits des variables continues et
binaires peuvent se réécrire sous la forme d’inégalités linéaires mixtes en ajoutant des
variables auxiliaires. Dans le premier cas, le terme &§,6, est remplacé par une variable
auxiliaire binaire 85 = §,8,, pour laquelle on formule la proposition : [65 = 1] & [§; = 1] A
[6, = 1]. Alors §; = 6,6, est équivalent a :

_61 + 63 S 0
—8,+65 <0 (2.27)
61+62 - 63 S 1
Dans le deuxieme cas, le terme §f (x), avec f: R® - R et § € {0,1}, est écrit au moyen d’une
variable auxiliaire continue y = §f(x) qui satisfait les relations: [6 = 0] - [y = 0],
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[6 =1] » [y = f(x)]. Cela conduit a 1’équivalence entre y = &f(x) et les inégalités
linéaires mixtes suivantes :

y < Mé (2.28)
y =mé (2.29)
y < f(x) —m(1-96) (2.30)
y=fx)—-M(1-9) (2.31)

oU M = max, f(x) et m = min, f(x).

Ces principes de modélisation permettent de caractériser le comportement d’un
systeme hybride avec un modele logique/dynamiques mixte. Ce type de modéle contient dans
sa structure des variables logiques, des dynamiques qui incluent des variables continues et
binaires, et des contraintes de fonctionnement. La forme générale d’un modele
logique/dynamiques mixte [Wil93] a temps discret est la suivante :

Xgy+1 = AXk + Bluk + 326k + B3Zk (232)
Vk = ka + Dluk + D26k + D3Zk (233)
E25k + E3Zk < E4xk + Eluk + E5 (234)

ou les états x = [x™ xb]T, x” € R™,x? € {0,1}™, les entrés u = [y~ u?]", u” € R™,
ub € {0,1}™ et les sorties y = [y" yP]T, y" € RPr, y? € {0,1}P» sont composées des
variables continues et binaires. 6 € {0,1}"s et z € R™z représentent des variables auxiliaires
binaires et continues, introduites en remplacant des propositions logiques par des inégalités
linéaires. Les matrices réelles A, B,,B,,Bs,C,D,,D,, D3, Ey,E;, E5 E4, Es ont des
dimensions appropriées. Les équations (2.32), (2.33) et I’inégalité (2.34) contenant toutes les
contraintes de fonctionnement sont linéaires. Par conséquent, les non-linéarités du modele
sont formulées a travers les contraintes imposées sur les variables binaires.

2.1.6 Modéles affines par morceaux (PWA)

Dans la littérature, les diverses études [CD88], [LvB98], [BFTMO00] ont montré leur
intérét pour la classe de modeles affines par morceaux a temps discret, du fait qu’elle présente
plusieurs avantages. Les modeles PWA sont capables de caractériser, d’une manicre trés
précise, de nombreux procédés physiques, tels des systemes discrets qui présentent des non-
linéarités statiques ou des systemes a commutation pour lesquels le comportement dynamique
est décrit par un nombre fini de modeéles linéaires a temps discret et par un ensemble de régles
logiques qui sélectionnent le modele utilisé a chaque instant. En plus, les modéles PWA
peuvent approcher des dynamiques non linéaires discrétes au moyen des linéarisations
multiples autour des différents points de fonctionnement et, également, des systemes hybrides
non linéaires a temps continu en utilisant des procedés de discrétisation de la dynamique
continue et de remplacement des non linéarités par des approximations affines linéaires. Par
ailleurs, la représentation mathématique des modeles PWA facilite I’application de différentes
méthodes d’analyse et de synthése des lois de commande.

Les modeles affines par morceaux sont définis par la partition de I’espace d’état en
plusieurs régions polyédrales auxquelles sont associées des fonctions affines de mise-a-jour
de I’¢état et de la sortie. L’expression mathématique en temps discret a la forme suivante :
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X1 — A](k)xk + B](k)uk + f:l(k) (235)
Vi = GuoXk + Djgou + gjwo (2.36)
X
avec j(k) tel que [ul,i] € Rj)

ou :
- x= ;C; EX,X=X,xX, x" €X, <R™, xPeX,c{01},
- u= xl: €U, U=U,xU, u" €U, €R™, u € U, < {0,1}™,
= y:z:EY,Y=Yr><Yb, y" €Y, SRPr, yP €Y, C {0,1}P

représentent les états, les entrées et les sorties réelles et binaires a I'instant k € Ny. R;y)
définissent les différentes régions correspondantes a chaque dynamique dont la partie linéaire
est décrite par les matrices réelles A;) € R™", Bjy € R™™, Cjx) € RP*", Dy € RP*™
et la partie affine par les vecteurs réels fj) € R™! et g;) € RP*'. Les dimensions des
matrices et vecteurs réels sont exprimées en fonction de n =n, +n,, m=m, +m,,
p = Dpr + Pp.

L’ensemble des polyedres {Rj(k)}jej est défini par des hyperplans dans I’espace des états et
desentrées X X U :

Rigo = {[u] Hiome + Hifiowe < Kjgo} (237)

tel que H (k) : H](k) et Kj) décrivent des contraintes lin€aires qui déterminent ’espace de
chaque région. L’index j(k) €] représente le mode du modele affine par morceaux a
I’instant k du temps et appartient a I’ensemble fini J contenant tous les modes possibles du
modeéle. Généralement, un mode correspond a une combinaison faisable des états et des
entrées binaires.

Le domaine de définition du modeéle (2.35), (2.36) dans de I’espace des états et des
entrées est représenté par I'union R = Ujg)e; Rj). MEme si les régions R, sont
convexes, la convexité n’est pas forcement conservée pour leur union R.

Concernant la continuité des dynamiques du modele affine par morceaux, il existe une
continuité dans les frontiéres des régions adjacentes, mais le modele (2.35), (2.36) peut
présenter des dynamiques définies sur des régions isolées de I’espace d’état.

2.1.7 L’équivalence des modéles hybrides

Chague formalisme de modélisation présente ses propres avantages. Par exemple, les
modeles PWA ont ét¢ employés afin d’établir des criteres de stabilit¢ pour les systeémes
hybrides [MFMO0Q], [Fen02], alors que les modeles MLD ont servi a 1’¢élaboration de lois de
commande [BM99b], [BTMO00]. Sous certaines conditions, I’équivalence entre les mod¢les
PWA et les autres classes de modeéles hybrides présentées précédemment (DHA, MLD, LC,
ELC, MMPS) est démontrée [BFTMO00], [HdSBO01], ce qui permet le transfert des propriétés
et des outils théoriques d’une classe de modeles a une autre. En conséquence, le modele
choisi pour la représentation mathématique d’un systéme hybride pourra étre converti vers un
modele équivalent, dans le cas ou cette transformation aidera a I’analyse et la synthése des
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lois de commande. La Figure 2.1.7 montre les équivalences qui existent entre les modeles
hybrides mentionnés.

Généralement, la modélisation des systéemes hybrides est une tache assez difficile.
Afin de faciliter 1’étape de modélisation, le langage HYSDEL (Hybrid Systems Description
Language en anglais) [TB04] a ét¢ développé. En utilisant ce langage, le modéle d’un systéme
hybride est décrit sous une forme textuelle. De cette maniéere, HYSDEL permet la
modélisation d’une classe des systémes hybrides discrets définis par I’interaction des
systémes linéaires, des automates et des regles exprimees a travers des propositions logiques.
Les descriptions fournies par HYSDEL sont transformées dans des modéles mathématiques
discrets de type MLD par I’intermédiaire d’une boite a outils appelée MPT (Multi Parametric
Toolbox) [KGBMO04]. Ainsi, le modéle MLD obtenu est, soit utilisé directement pour
I’analyse et la synthése de la loi de commande, soit converti vers 1’un des modeles équivalents
(PWA, LC, ELC, MMPS). En conséquence, la boite d’outils MPT effectue la conversion
automatique entre les modeéles hybrides, si les conditions de conversion sont vérifiées (voir
Figure 2.1.7).

PWA

Figure 2.1.7 : Les équivalences entre les différents modéles hybrides. Les étoiles marquent
I’équivalence sous certaines conditions a satisfaire.

2.2  Stabilité des modeéles affine par morceaux

Dans le cadre de cette these, on s’intéresse strictement aux modeles hybrides a temps
discret et en particulier aux modeles affines par morceaux. L’analyse de la stabilité des
modeéles PWA est assez complexe, du fait que leur comportement est influencé par plusieurs
facteurs : la non-convexité du domaine de définition, ’existence de discontinuités entre les
différentes régions du modele qui, parfois, conduisent a [’apparition de trajectoires
complexes. Egalement, la partition de 1’espace d’état présente un role important dans la
détermination de la stabilit¢ d’un modele PWA. En dépit du fait que chacune des dynamiques
affines du modeéle est stable (conformément aux critéres de stabilité spécifiques aux systemes
linéaires), il peut s’avérer que le comportement global du modéle PWA soit instable. Un autre
phénomene intéressant est I’apparition d’une surface de glissement a la frontiere de deux
régions du modeéle. Dans ce cas, chacune des dynamiques correspondantes a ces régions
conduit les trajectoires du modele vers la région voisine. En consequence, les trajectoires du
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modele sont contraintes a rester dans la surface qui délimite les deux régions. Il existe des
situations ou la surface de glissement contient un point d’équilibre du systéme et donc les
trajectoires sont dirigées vers celui-ci, assurant la stabilité du systeme. Cependant la surface
de glissement peut aussi provoquer la divergence des trajectoires et, par conséquent,
I’instabilité¢ du mod¢le.

Dans la littérature, 1’analyse de la stabilité des mod¢les affines par morceaux a temps
discret [JR98], [MFMO00], [Fen02], [FCMMO02] est fondée sur des fonctions de Lyapunov
quadratiques ou quadratiques par morceaux. Les différences principales par rapport aux
modeles a temps continu réside d’une part dans le fait que la continuité des fonctions de
Lyapunov n’est pas imposée, et d’autre part que les variables du modele peuvent évoluer dans
des régions non adjacentes de I’espace d’état. Généralement, 1’analyse de la stabilité a été
abordée pour des modeles affines autonomes qui ont I’origine comme point d’équilibre, en
considérant une fonction de Lyapunov quadratique commune [FCMMO2]. Ensuite, d’autres
fonctions de Lyapunov quadratiques ou linéaires par morceaux ont été considérées,
puisqu’elles permettent d’exploiter la structure des modeles PWA. Les techniques d’analyse
proposées permettent d’établir des conditions de stabilité suffisantes pour des modéles ayant
des dynamiques discontinues. Ces conditions de stabilité, au sens de Lyapunov, sont
exprimées au moyen d’inégalités matricielles linéaires (LMI ou Linear Matrix Inequalities en
anglais) pour lesquelles des algorithmes et des outils pratiques, efficaces pour leur résolution
numérique existent [GNLC94].

Par la suite, on présente des notions générales de stabilité au sens Lyapunov et des
conditions de stabilité établies [Fen02], [FCMMO02] pour les systéemes hybrides sous la forme
PWA.

2.2.1 Stabilité au sens de Lyapunov

Considérons un systeme dynamique non linéaire autonome a temps discret :
Xie+1 = G(xg) (2.38)

tel que G: R™ — R™ est une fonction arbitraire, méme discontinue, non linéaire et le point
x. =0, x, € XS R" représente le point d’équilibre du systéme (2.38) pour lequel G(x,) =
0. L’ensemble X € R™ contient un voisinage du point x,.

Définition 2.2.1 Le point d’équilibre x, du systeme (2.38) est stable au sens Lyapunov si
pour tout € > 0 il existe § = §(&) > 0 tel que :

”xO_xe”S(s:)”xk_xe”SS VkEZ+

ouU x; et x, représentent, respectivement, 1’état du systéme (2.38) a I’instant k € Z, , et I’état
initial a ’instant k = 0.

Définition 2.2.2 Le point d’équilibre x, du systeme (2.38) est :
— attractifen X € R"si:
limy_ 0 llx — x.1l =0, vk eZ,.
— localement attractif s’il existe § > 0 tel que :

I = xell < 8 = limy,oo [l — x|l = 0.
— globalement attractif si x, est un point attractif en R™,
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Définition 2.2.3 Le point d’équilibre x, du systeme (2.38) est localement (globalement)
asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si x, est un point stable au sens de Lyapunov
et egalement localement (globalement) attractif.

Définition 2.2.4 Le point d’équilibre x, du systeme (2.38) est :
— exponentiellement stable en X € R"™ s’il existe & > 0 ety € [0,1) tel que :

g — xell < Ollxo — xelly*,Vxo €X,  VkELZ,.
— localement exponentiellement stable au sens de Lyapunov s’il existe § > 0 ety €
[0,1) tel que :

”xO - xe” <é= ”xk - xe” < 9||xo - xe”yka Vk € Z+'
— globalement exponentiellement stable si x, est un point exponentiellement stable en
R™.

2.2.2 Stabilité des systemes hybrides représentés par des modeles PWA a temps
discret

Considérons le systeme hybride avec la représentation mathématique suivante :
Xk+1 = Ajxy + fj,avec j(k) tel que x, € Rj, x, € X (2.39)

ou: I’état x € R™ appartient a un ensemble X € R"™ représentant un domaine dans 1’espace
d’état qui contient I’origine du systéme. Pour le systéme autonome (2.39), les régions

{Rj},R constituent une partition polyédrale de I’ensemble X, c’est-a-dire chaque région R;
j=1

est un polyédre convexe R; = {x;:Hixy < K;}, j(k) €] tel que RiNR; =0, Vj#i,
N

On appelle J = {1,..,Ng} I’ensemble des indices des régions polyédrales R; du
systéeme hybride (2.39). Cet ensemble est partitionné comme J = J, UJ; ou J, indique les
régions qui contiennent I’origine du systeme, alors que J; marque les régions qui n’incluent
pas ce point. De méme, on considere que x, = 0 est le point d’équilibre du systéme ce qui
implique que les termes affines f; sont nuls pour les régions R;, j € J,.

Pour la suite, on suppose que toutes les régions de I’espace d’état contiennent le point
xe = 0, c’est-a-dire que les régions qui définissent 1’espace d’état ont 1’origine comme point
d’intersection, et donc ’ensemble | = J,, VR;,j € J. Dans cette hypothese, les conditions de
stabilité seront formulées pour des termes f; = 0. Si f; # 0 la stabilité peut étre vérifiée par

des méthodes semblables (résolution d’un systéme d’inégalités matricielles linéaires) mais
plus complexes [CMO1].

— Fonction de Lyapunov quadratique

La stabilité du systéme hybride (2.39) est déterminée en utilisant une fonction de
Lyapunov quadratique de la forme suivante :

V(xy) = xF Pxy (2.40)
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ol : P =PT, P> 0 estune matrice symétrique, définie positive.

Alors, le point x, = 0 est asymptotiquement stable s’il existe une fonction de Lyapunov

(2.40) commune a toutes les dynamiques {Al,...,ANR}, telle que les inégalités suivantes
soient satisfaites :

P>0 (2.41)

A[PA; —P <0,Yj €] ={1,..,Ng} (2.42)

La matrice P qui représente la solution des inégalités (2.41)-(2.42) est calculée par la

résolution d’un probléme d’optimisation convexe. Cependant, le fait de considérer une

fonction de Lyapunov quadratique est tres conservatif et implique certaines limitations. Si le

systéme présente des trajectoires non convexes, il n’est pas toujours possible de trouver une

fonction de Lyapunov commune. En contrepartie, I’infaisabilité de 1’ensemble des inégalités
(2.41)-(2.42) ne fournit aucune information sur la stabilité ou I’instabilité du systéme (2.39).

— Fonction de Lyapunov quadratique par morceaux

Pour les cas ou une fonction de Lyapunov unique, nécessaire pour garantir la stabilité
du systeme (2.39) avec f; = 0, n’existe pas, il faut s’orienter vers d’autres constructions de la
fonction de Lyapunov. Un choix plus adapté pour 1’étude de la stabilit¢ d’un systeme affine
par morceaux est une fonction de Lyapunov quadratique par morceaux (PWQ ou Piecewise
Quadratic) avec I’expression suivante :

V(x) = xg Pixy (2.43)
ou les matrices P; = PjT, P; > 0 sont symétriques et définies positives.

Afin de montrer la stabilité du systeme hybride (2.39), il est suffisant que la fonction
(2.43) soit définie positive dans un voisinage du point d’équilibre x, = 0 et que la valeur de la
fonction V (x;,) soit décroissante pour chaque évolution de 1’état :

AV (xpq1, %) = V(xpy1) = V) <0 (2.44)

En supposant que x; € R; et xx4q € R;,avec R;, R; deux régions dans I’espace
d’état pas forcement adjacentes, les conditions de stabilité sont exprimées par les inégalités
matricielles suivantes :

P,>0,Vi€] (2.45)

ATPA; — Py < 0,V(j,0) € Jay (2.46)

oU J,u =] X J contient les paires d’indices qui désignent, d’un point de vue théorique, toutes
les combinaisons possibles de transitions entre les régions de 1’espace d’état. On appelle
« combinaisons possibles » toutes les paires d’indices (i,j) possibles du point de vue

théorique et « combinaisons admissibles » toutes les paires d’indices (i, ) qui correspondent
aux transitions qui peuvent se produire du point de vue pratique.

Cependant, il n’est pas nécessaire de prendre en compte toutes ces combinaisons possibles
dans la formulation des inegalites (2.45)-(2.46). En conséquence, une relaxation de la
condition exprimée en (2.46) consiste a considérer seulement toutes les transitions
admissibles entre les differentes régions. La méthode présentée en [BTMOO] permet de

déterminer I’ensemble d’indices correspondants aux transitions admissibles S < J,,, tel que :
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S = {(], l)],l E] et Ak € No,xk € :R] et X441 € :Rl} (247)

Théoréme 1 Le point d’équilibre x, = 0 du systéme (2.39) est asymptotiquement stable s’il
existe des matrices P; qui satisfont les inégalités avec I’expression :

P,>0,Vi€] (2.48)
ATPA; — P <0,V(j,i) €S (2.49)

Les inegalités (2.49) sont écrites pour toutes les transitions admissibles d’une région a
une autre et garantissent que la fonction de Lyapunov (2.43) est décroissante pour toutes les
trajectoires possibles des états du systeme (2.39).

La stabilité du systeme (2.39) peut étre démontrée avec une fonction de Lyapunov
quadratique par morceaux seulement si les matrices A; respectent certaines conditions.
Premiérement, si les états du systeme (2.39) évoluent a I’intérieur de la méme région de
I’espace d’état, alors les inégalités (2.48)-(2.49) sont écrites pour des paires d’indices (j, j).
Pour assurer la stabilité asymptotique il faut que les matrices A; soient stables, c’est-a-dire
que toutes les valeurs propres des matrices se trouvent a I’intérieur du cercle unité. Ensuite,
s’il y a des transitions entre des régions différentes qui correspondent aux paires d’indices
(J, 1) et (i, ), alors la stabilité asymptotique est garantie seulement si les produits des matrices
AjA; et A;A; sont stables. Enfin, si les trajectoires du systeme (2.39) decrivent des cycles
parmi un nombre constant des régions de I’espace d’état :

Ji=J2=Jz=> i~ (2.50)
il faut que toutes les matrices qui font partie de I’ensembles A soient stables :
A=UR{A:A=T1t14), , Gy r i) €51} (2.51)
avec I’ensemble S; défini par :
Sl = {(jl’ e ljl) € ]n: {(jlijZ)l ey (jl—lijl)r (jl'jl)} cS (252)

avec j,,..,J; tous différents }

L’ensemble A contient des produits des matrices associées aux régions qui forment les
cycles parcourus par les trajectoires du systeme.

2.2.3 Synthése de lois de commande par retour d’état stabilisant

Considérons le systeme hybride donné par la représentation affine par morceaux :

Xk+1 = ijk + B]uk + f}',

y (2.53)

avec j(k) tel que x, € R;etx, € X = U;2

R
1 R;
Pour ce systéme, on se propose de stabiliser le point d’équilibre x, = 0 au moyen d’un
correcteur par retour d’état linéaire par morceaux avec la structure suivante :

U = I(J'xk, ka € R],VJ E] (254)
On note qu’on cherche a trouver un gain différent K; pour chaque région de I’espace
d’état.
En introduisant 1’équation (2.54) dans (2.53), on obtient I’expression du systéme en
boucle fermée :
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Xk+1 = (A] + B]K])xk + f)’, Vxi, € :RJ,VJ E] (255)

On rappelle que la synthése de la commande (2.54) sera élaborée sous 1’hypothése que
I’origine se trouve a I’intersection de toutes les régions de I’espace d’état, ce qui implique
fi=0,Yx, ER;,VjES.

— Synthése du correcteur par une fonction de Lyapunov quadratique

D’une maniére plus conservative, la synthése du correcteur (2.54), permettant de
stabiliser I’origine du systéme (2.55) est faite a travers une fonction de Lyapunov quadratique
(2.40). Par consequent, le probleme réside dans la recherche de matrices inconnues P et K; qui
satisfont les conditions suivantes :

P>0 (2.56)
(4; + B;K))"P(A; + BiK;) =P < 0,Vj €] (2.57)

Lorsque la matrice P et les vecteurs K; sont inconnus, les inégalités (2.57) sont
bilinéaires. Afin d’obtenir des inégalités linéaires équivalentes, le changement de variables
suivant est réalisé :

Y, =K,Z,Vj€] (2.58)
Z=p1 (2.59)
Si on multiplie a gauche et a droite les inégalités (2.56), (2.57) avec P~ on obtient :
P~lPP71 >0 (2.60)
P~'(Aj + B;K;)"P(A; + BjK))P™* — P~'PP"1 < 0,Vj € ] (2.61)

Tout en sachant que :
— la matrice P est symétrique (P = PT) > PP~ = 1,1 = diag(1,..,1)etP~1 = pT
— (AB)T =BTAT
les inégalités (2.60)-(2.61) se réécrivent sous la forme :
P1>0

((A; + BiK;)P~)TP(4; + BiK)P~t — Pt < 0’V €/ ©
P1>0
Z —’_Y], z yvj z
Alors, les inégalités (2.56)-(2.57) sont reformulees avec les variables Z et Y; :
Z>0 (2.62)
(AZ+BY)ZWAZ+BY)-Z<0,Y€] (2.63)

et les inégalités matricielles linéaires (LMI) équivalentes sont obtenues en utilisant le
complément de Schur.
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Complément de Schur. Soit la matrice symétrique partitionnée
A B
BT ¢
ou A et C sont des matrices carrées. Cette matrice est définie positive si et seulement si A et
C-B"A™B sont définies positives :
A B A>0
(=4
, o cl>oe e _prap s
Egalement, on a les équivalences suivantes :
A B c>0
[BT c] >0e {A —BC™'BT >0
En conséquence, les LMI a résoudre afin de garantir la stabilité asymptotique du systeme
(2.55) sont :

Z>0 (2.64)
Z (A;Z + B;Y))
[(Ajz + B;Y)T A
Une fois que le probléme de faisabilite (2.64)-(2.65) est resolu, les valeurs des Z et Y;

sont connues et les différents gains de la commande par retour d’état uy, = Kjx;, sont
récupérés en utilisant les expressions :

l >0,Vj €] (2.65)

K=Yz
La région d’attraction ellipsoidale, positive invariante a ’intérieur de 1’ensemble X, de
la loi de commande linéaire par morceaux élaborée est définie par le plus grand ensemble
Xo EX , X, ={xfPx, <&&>0}. Alors, toutes les trajectoires du systéme en boucle

fermée qui démarrent de I’ensemble X, convergent vers I’origine et restent a I’intérieur de cet
ensemble.

— Synthése du correcteur par une fonction de Lyapunov quadratique par morceaux
(PWQ)

Un correcteur stabilisant de la forme (2.54) peut étre obtenu par 1’utilisation d’une
fonction de Lyapunov quadratique par morceaux (2.43). En attribuant une fonction de
Lyapunov quadratique différente a chaque région R; de I’espace d’état, on rend la syntheése de
la loi de commande moins conservative.

Les conditions de stabilité du systeme en boucle fermé (2.55) (avec les termes affines
f, =0), fondees sur une fonction de Lyapunov PWQ sont les suivantes :

P>0,Vj€] (2.66)

(A; + BiK;))"P;(A; + BjK;) — P; < 0,V(j,i) €S (2.67)

L’évolution de I’état a I’instant Kk, ou 1’état x(k + 1), est donnée par la dynamique de

la région active a I’instant k, soit R;, et le gain K; consacré a cette région. Le nouvel état peut
rester dans la région R; ou passer dans une autre région R;. Par conséquent, la verification de
ces inegalités (2.66)-(2.67) est nécessaire pour toutes les transitions admissibles entre deux
régions différentes de ’espace d’état (x, € Rj — xx41 € R,V (j, 1) € S), effectuées dans un
seul pas d’échantillonnage, ainsi que pour des évolutions de I’état dans la méme région pour
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plusieurs pas (x; € R; = xi4q1 € Rj). Ceci équivaut a résoudre un systeme d’inégalités
définies par (2.66)-(2.67) pour des paires (j,i), avec j = i lorsque 1’état reste dans la méme
région et autrement avec j # i.

Par ’introduction des variables :

W; =K;Zj,Vj €] (2.68)
Zy=p" (2.69)
les conditions de stabilité (2.66)-(2.67) deviennent :

Z;>0,Vie] (2.70)
(4Z; + BW)TZ7 Y (AiZ; + BW;) — Z; < 0,V(j,i) €S (2.71)

En utilisant le complément de Schur, les LMI a résoudre ont I’expression suivante :
Z;>0,Vie] (2.72)
(4;Z; f lBle’j)T e er,-B]W]) >0,V(,i)ES (2.73)

S’il existe W; et Z; satisfaisant les LMI (2.72)-(2.73), alors la commande par retour
d’état linéaire par morceaux u, = K;x; avec K; = Wij_l, stabilise le point d’équilibre
xe = 0 du systeme hybride (2.55) avec les termes affines f, =0. La région d’attraction du
correcteur est définie par ’ensemble ellipsoidal, positif invariant : X, € X, X, = {x,ijxk <
£,¢ >0} pour xi € R;.

Afin de pouvoir ajuster les gains K; du régulateur, les matrices de pondeération Q, > 0,

Q, = Qf, R, > 0, R, = R définies positive sont introduites dans les inégalités (2.66)-(2.67)
de la maniere suivante :

P >0,Vj€] (2.74)
T
(4j + BiK;) Pi(4; + BiK;) = Py + Qx + K[ RyK; < 0 (2.75)
V(i) €S

Apreés avoir procédé au changement de variables (2.68)-(2.69), la forme des LMI est donnée
par :

Z,>0,Vi €], V(i) €S (2.76)
Lz hzw, (AZ+BW)
7 53770 0
j H X B >0 (277)
W, 0 R 0
(AZ,+BW,)} 0 0 z

Au moyen des pondérations ajoutées, le réglage de gain K; = Wij‘1 est facilité afin d’obtenir
les performances désirées pour la loi de commande stabilisante synthétisée.
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2.3  Commande prédictive

La commande prédictive (MPC ou Model Predictive Control en anglais) est une
stratégie de commande qui peut étre employée dans des applications industrielles et dans des
travaux de recherche, afin de répondre aux problemes de régulation des systemes soumis aux
contraintes [GPM89], [May01], [QB03], [FIAF03], [CB04]. Cette stratégie de commande est
fondée sur la résolution répétée d’un probléme d’optimisation a chaque pas d’échantillonnage
et sur le principe de I’horizon fuyant, afin de déterminer une séquence optimale de
commandes satisfaisant les contraintes du systeme et les performances formulées a travers un
certain critére d’optimisation. La commande prédictive implique la connaissance a priori d’un
modeéle mathématique du systéme. Au moyen du modele employé, la prediction du
comportement dynamique du systéme est réalisée en fonction de 1’état courant et également
des commandes appliquées. De ce fait, la précision du modele choisi se refléte dans la qualité
de prédiction de 1’évolution du systéme et dans les performances de la commande issue de
I’optimisation en temps réel.

Les avantages de cette technique de commande sont représentés par la possibilité de
prendre en compte explicitement les contraintes dés la phase de conception et par la capacité
de la méthode a gérer les contraintes pour des systtmes MIMO (Multiple Input Multiple
Output en anglais), ce qui est essentiel dans les applications industrielles. En contrepartie,
I’inconvénient de la stratégie de commande prédictive est représenté par 1’effort de calcul
« en-ligne », ce qui limite I’applicabilité de cette technique aux systémes lents ou avec un
faible nombre d’états.

Concernant [’évolution de la commande prédictive, la base théorique de la
méthodologie a été formulée dans les années 1980 pour des systemes linéaires exprimés par
des modeles en représentation d’état [MZM84]. Ensuite, des algorithmes pour la résolution du
probléme d’optimisation sur un horizon fini ont été développés pour des modeles en fonction
de transfert ou en représentation d’état [CBO4]. Egalement, un cadre général pour
I’algorithme de la commande prédictive a base de modeles linéaires (GPC General Predictive
Control) [CMTB87] a été élaboré.

Du point de vu de la méthode de résolution, selon le critere d’optimisation
(quadratique ou linéaire) le probléme d’optimisation pour des modeéles linéaires a temps
discret se traduit par un probleme de programmation quadratique (QP ou Quadratic
Programming en anglais) ou linéaire (LP ou Linear Programming en anglais). Une solution
est obtenue a chaque pas d’échantillonnage, ce qu’on appelle la résolution « en-ligne » du
probléme d’optimisation. Dans la littérature, des méthodes de résolution « hors-ligne » sont
proposées également, telles que la programmation linéaire/quadratique multiparamétrique
(mp-LP/mp-QP) [BM99a], [BBMOOb] en relation avec un critére d’optimisation
linéaire/quadratique. La loi de commande résultante est une commande par retour d’état
exprimée sous la forme d’une fonction affine par morceaux. Bien évidemment, entre les deux
approches de résolution, I’optimisation réalisée en temps réel est préférée seulement si le
probléme d’optimisation a résoudre « hors-ligne » est infaisable ou d’une complexité élevée.

Méme si la méethode de la commande prédictive fondée sur des modéles linéaires a ete
implantée pour différentes applications industrielles, la majorité des procédés réels sont non
linéaires et une approximation par des modeles linéaires n’est pas toujours satisfaisante. En
conséquence, les algorithmes de la commande prédictive existants pour les modéles linéaires
ont été étendus vers des modeles non linéaires [KG88], [MM93], [CA96].
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Récemment, la commande prédictive a été formulée en relation avec des modeles
hybrides. La solution d’un probléme optimal fondé sur des modeles hybrides a temps discret a
été formulée a la fin des années 1990. Plusieurs algorithmes de commande prédictive ont été
présentés dans la littérature pour des problémes d’optimisation a base des modeles MLD a
temps discret avec des critéres d’optimisation quadratiques et liné€aires. Pour ce type de
modele, la commande prédictive est déterminée au moyen d’une optimisation en temps réel,
pour laquelle des méthodes de programmation mixte en nombres entiers (MIP ou Mixte
Integer Programming en anglais) sont employées [BM99a]. Le probléme d’optimisation
résolu « en-ligne » utilise des méthodes de programmation linéaire mixte en nombres entiers
(MILP) si le critere employé est linéaire, ou des méthodes de programmation quadratique
mixte en nombres entiers (MIQP) si le critere employé est quadratique. Dans les cas ou la
résolution «en-ligne» n’est pas réalisable, les méthodes de programmation
multiparamétrique permettent de synthétiser une commande affine par morceaux qui
représente la solution d’un probléme d’optimisation hybride fondée sur un critére linéaire ou
quadratique. Les méthodes utilisées afin d’obtenir une commande par retour d’état affine par
morceaux sont la programmation multiparamétrique associée avec la programmation mixte en
nombres entiers (mp-MILP/mp-MIQP ou multi parametric — Mixte Integer Linear/Quadratic
Programming en anglais) [BBMO00a], [BBMO0Oc] ou avec la programmation dynamique (mp-
DP ou multi parametric — Dynamic Programming en anglais) [KM02], [BCMO03], [BBBMO03],
[Bor03], [BBBMO5]. Au niveau du mod¢le de prédiction utilisé, les problémes d’optimisation
de type mp-MIP sont formulés sur des modeles MLD, alors que ceux de type mp-DP
exploitent la structure des modeles PWA afin de synthétiser des lois de commande.

Pour la suite, la formulation mathématique a temps discret et le principe des méthodes
mentionnées précédemment seront présentées pour la résolution du probléme d’optimisation
respectivement a base des modéles linéaires et a base des modéles hybrides.

2.4 Commande prédictive a base des modeles linéaires : résolution « en-ligne »

En comparaison avec d’autres stratégies de commande qui utilisent des régulateurs
déterminés « hors-ligne », la commande prédictive exploite la structure d’un modéle a temps
discret afin de prédire son comportement futur.

Considerons le modeéle linéaire a temps discret :

Xp41 = Axy + Buy ,k €N (2.78)
Vi = Cxy
avec x € X € R™" u;,, € U € R™" et y, € Y € RPX" qui est soumis aux contraintes au
niveau de la commande u, et des sorties yy, :

Umin < Uy < Umax

Ymin = Yk < Vmax
On considére de méme le point d’équilibre du systéme (2.78) x, = 0 et on se propose

d’amener toutes les trajectoires du systéme discret a 1’origine, en respectant les contraintes
(2.79).

Les objectifs de la commande sont explicités a travers les contraintes imposées (2.79)
et un critére d’optimisation :

(2.79)

JW,xx) = ||Pka+N|k”p + Zlivz_ol”ka+i|k”p + Zlivfo_l”Rumuk”p (2.80)
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avec :
N —I’horizon de prédiction ;
N,— I’horizon de commande, N, < N ;
Py = 0-le colt terminal ;

Q=Q",0=0,R=RT,R>0 — les matrices de
pondération des états predits et des commandes futures ;

p = {1,2, 00} — la norme du critere tel que :
1| + -+ [xulp =1
lxll, 24 Vx2 4+ +x2p=2 ;
MaxX;_1.n|%;] ,p = 0

(2.81)

Xkl = Xx —’état a P'instant K ;
Xi+i+1lk = Axk+i|k + Buk+i|k, 0<i<N-—1 — les états
futurs ;

KX yijk

Uk+ilk = { N, <i<N-1- les entrées

futures.

Uk+N,—1|k

La matrice R qui pondere les actions de la commande uy.; représente I’énergie
dépensée afin de satisfaire les objectifs de la commande.

Pour un horizon de commande inferieur a I’horizon de prédiction, on peut exprimer les
termes uy ik, L = Ny, ..., N — 1 sous la forme des commandes par retour d’état K. Un
choix classique du gain K de la commande par retour d’état représente la solution du
probleme de régulation quadratique a horizon infini sans contraintes (LQR ou Linear
Quadratic Regulator en anglais) issu de 1’équation algébrique discréte de Riccati :

K = (R+B"PB)"'BTPA (2.82)
P=0Q+ATPA—ATPB(R + BTPB)"1BTPA (2.83)

Une alternative est de choisir K = 0 et P la solution de 1’équation de Lyapunov :
P=ATPA+Q (2.84)

Du fait que le modéle n’est plus commandé aprés N,, pas de prédiction signifie que ce
choix est cohérant seulement si le modele en boucle ouverte est stable.

Une autre possibilité consiste a conserver la méme valeur de la commande a partir de
I’instant k + N, — 1.

A chaque pas d’échantillonnage, 1’état courant du systéme est utilisé afin de résoudre
un probléme d’optimisation sur un horizon de prédiction fini, défini sous la forme :

J WUy, xi) = nlllin](Uk'xk)
sujeta:
Umin < Ugtijk < Umaxy 0STSN (2.85)
Ymin < Vietilk < Ymaxr 1S TSN

Xklk = Xk
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X+i+vilk = AXprie ¥ Bl 0 S TSN -1
{ KXp ik

Uk +N, -1k
Vicrilk = CXpewijeo 0<isN-1

Ug+ilk = , Ny <i<N-1

s - T ,
avec J(Uy, x;) défini par (2.80) et Uy = [y, Uksajir -r Ursn,—1jx] 12 Séquence de
commandes appliquée au systéme (2.78) afin de générer la séquence d’états prédits : X, =
T
[xk|erk+1|kr ---:xk+N|k] .
La solution fournie a chaque itération représente une séquence optimale de
commande :

T T 1T
Uy = [ultlk VUl o Uk Ny —1]k ] (2.86)

qui minimise la fonction de cout, tout en respectant les contraintes imposées et en assurant
que I’état du systeéme :

T (2.87)

* * « T * * T T
X (xp, Uy) = [xk|k »Xk41)k » 0 XkN|k ]
évolue conformément a la trajectoire prédite. En utilisant le principe de 1’horizon fuyant (RH
ou Receding Horizon en anglais), seul le premier élément de la séquence de commande
obtenue est appliqué au systéme a I’instant courant :
u, = Up(1) (2.88)

A Dinstant suivant, I'horizon de prédiction glisse d'un pas et la procédure
d'optimisation est répétée avec un nouvel état échantillonné. Ce principe de la commande
prédictive est illustré dans la Figure 2.3.1.

Afin de garantir une erreur stationnaire nulle dans la boucle de régulation, le modéle
de prédiction pour la formulation du probléme d’optimisation est construit a partir de
I’incrément de la commande Au , ce qui assure 1’effet d’action intégrale :

Auk = U — Ug-1 (289)

Sorties predites y(k + i|k)

e Al e N
_I_I_( Commandgs calculées u(k + i|k)
] ] ]

] ] ] ] ] ] i
k k+1 Lk + Ny, k4N

| | | | | L

>

Horizon de commande
| i

Horizon de prédiction

gt

Figure 2.3.1 : Schéma du principe de I’horizon fuyant.

Pour le modéle discret a temps continu (2.79), 1’état est augmenté avec 1’entrée a
Iinstant précédent. En notant x§ = [xf ur_,]”, les équations du modéle sont les suivantes :
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T _ [gl 113” X ]+[113]Auk,keN

U Ug—1 8
X1 Ae X Be (2.90)
Xk
Yie = [L,_O]z [uk_l]

En conséquence, la commande du modeéle (2.90) est représentée par I’incrément de la
commande Au; au lieu de uy. Pour ce modele étendu, le probléme d’optimisation est défini
par :

]*(AUk; x]i) = minUk”Pin+N|k” + Z{V=_01||Qxli+l|k” +
p p
Ny—1 (2.91)
+2i20 IR M|
sujeta:
Aumin < Dy < AUpay, 0S TSN, —1
Umin < Ugtijk < Umax, 0TS N, —1
Ymin < Yirijk < Ymax 1<STSN
e — e
Xk = Xk (2.92)
Xevivtle = AeXirijk + Bedtlergr, 0 S i< N -1
_ { Koxg ik

N, <Ii<N-1
Uk +N,—1]k

Uk +ilk
j— e .
Yitilk = CeXpyipr 0SSN -1

avec Py =0,Q =Q",0 >0, R=R", R=0, N, N, et p = {1,2,0} donnés par (2.81).

On remarque que les problémes d’optimisation (2.85), (2.91)-(2.92) utilisent un critére
d’optimisation classique, avec des pondérations pour les états et la commande ou I’incrément
de la commande. Cependant, les objectifs de la commande peuvent s’exprimer en fonction de
I’erreur entre la sortie prédite et la trajectoire de référence sur un horizon de prédiction fini.
Dans ce cas, la fonction de co(t a minimiser, en utilisant un modéle de prédiction commandé
par la variation Ay, est la suivante :

Ny—-1

N
1@V = ) 0O =i + D IRMucsie), (2.93)
i=1 i=0

ou les matrices Q, = Q,Q, > 0,R = R",R > 0 pondérent, respectivement, I’erreur de sortie

par rapport & la référence y, et I'incrément de la commande Auy. Afin d’obtenir les
performances dynamiques désirées pour le systeme commande, les pondérations Q,, et R sont
les paramétres d’ajustement. Dans ce cas la sequence de commande optimale est représentée
par :

T

* * T * * T T
AUy = [Me” s Dtape” s oor Bty 111 | (2.94)
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Conformément au principe de I’horizon fuyant, il est nécessaire de résoudre un
probléme d’optimisation a chaque pas d’échantillonnage pour le calcul de la commande
optimale qui sera injectée au systéme. En conséquence, le probléme d’optimisation est
reformulé afin de permettre 1’application des méthodes de programmation paramétrique et
d’obtenir la commande optimale a chaque itération. Par la suite, on présentera la
reformulation du probléme d’optimisation (2.91)-(2.92) sur la base :

— d’un critére quadratique et ensuite, d’un critére linéaire ;
— des contraintes associées.

» Critére quadratique : p = 2

Pour N,, = N dans le probléme d’optimisation (2.91)-(2.92), la fonction de cot (2.80)
a la forme suivante :

T
J(AU, xg) = Xgnpe PuXigene +
N—-1 T T
+ Xico (ki Qi TAUkrife RAUg4 i)
En utilisant la relation de récurrence :
Xpripe = AeXfp + X0 ATB Auyyi_j1, 1S IS N (2.96)
et en considérant les séquences :

(2.95)

3 T T T N
AU = [dwgi' s Atgerajic' s ooy Dl —jic’ | € R™

T

T T
Xie = [¥R » Xvape » oo Xern—ape | € ROVFIN (2.97)

Ye = [Vire" Yisri s o Yeen—1ji" | € RPV
les termes pénalisés par les pondérations Py, Q, R deviennent :
T T
Xienke PuXpanpe = (@nXg + SyAU)  Py(@uxg + 6yAU) = x§ @nPyonxi +
+2x8 " T Py Sy AU +AUL 85 Py Sy AU,
avec . x;;_le = QDN.X]? + SNAUk
oy = Aley Oy E ]R(n+1)x(n+1)
Sy =[AV-1B, AY~2B, .. B,], 6y € R+DxmN
— T ~ =
— IO kv Qripe = Xk QXp = (Pxg + TAU)TQ(Pxf; + T'AU) =
= x¢"dTQdxE + 2x¢" ®TQr AU, + X, I'TQr AU,
avec: X, = &x¢ + AU, , Q = diag(Q) € RMFOUNx(n+LN
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C 1] 0 0 ... 0 0]
A B, 0 .. 00

D = AEZ c R(n+1)N><(n+l), r= ABB B 0 O c R(n+1)Nme
AeN—l _AeN—Z Be ABN_3BE Be 0_

- Z{V=—01 Auk+i|kTRAuk+i|k = AUIZ}?AUIU avec : R — dlag(R) I= RmemN
La fonction de cot se traduit par :

J(AU, x) = x¢ (@R Py + T QD) xi+2xf, (9} PySy
+®TQr) AU, (2.98)
+AUL (85 PySy + IT'TQT + R)AU,,

En notant :
Y =20 Pyoy + ©TQO, Y € RHDX(+D) (2.99)
F = 2¢%Pyéy + ®TQT, F € R(+1DXmN (2.100)
H =28LPy6y+T'TQr + R,  H € RMNxmN (2.101)

la fonction de colt devient :
T
J(AUxf) = 2x¢ Yxg+xgT FAU, + 2 AUTHAU, (2.102)
Au niveau des contraintes :
— les contraintes formulées sur I’incrément de la commande Auy, :

A < Duppipe < AUpgy, 0 < i< N —1 sont exprimées selon une formulation
matricielle comme :

Bt e R LU o 2109
avec .
Au,,, AU
AU = Al , AU . = Au.’“'” , Loy = diag (1, ...,1) € RMN>xmN
AU, Au.mIn

et AU, comme dans (2.97).

— les contraintes formulées sur la commande w;, :
Umin < Uktik = Umax, 0 <1< N —1 peuvent étre ecrites en fonction de Au.
Les commandes u;, sont exprimées en fonction de Au,, par la relation suivante :
Uphi = W1 + Dicg My, 0 SIS N —1 (2.104)
écrite sous la forme matricielle :
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Ug I L, 0 .. 0 Ay
Uk:+1 _ I,:n oy + I,:n 0 Au1c+1 (2.105)
U +N-1 I I;H I;n I;n Auk:l-N—l
ou: "
Uy = [0 -+ 0 1,0x 1, =[1 .. 117 (2.106)
m

En utilisant la relation (2.105), les contraintes sur la commande wu; sont formulées

sous la forme :

Gu ] [ max ] [ Eu ]
AU x¢ (2.107)
[_Gu. k= Umm _Eu &
avec :
Zmax_ me O O 1
Unax = il ¥ Unin = b By = R | (2.108)
U] umm 0 . 0 1
— les contraintes formulées sur la sortie y;
Ymin < Yi+ilk < Ymax, 1 <1< Nsont écrites sous forme matricielle a partir de
I’expression de Y}, défini par 1’équation (2.97) :
Ymin = Yk = Ymax (2.109)
Yk = C¢¢1X£+CVFIAU](
avec :
Ymax Ymin
ymax _ | Ymin
max - Tanl -
ymax Ymin
C. O
C, = Cf Cf? 0 .C, = diag(C,, ., C.)
c, C, - C, (2.110)
AT - 0 i,
A AEB Be
o= : || I'= : o :
AN AN 2E; Al 3B .. B, 0
L AeN B _AeN lBe AeN 2Be AeBe Be_
En notant :
(2.111)

G, = C, ", E, = C,®'

les contraintes sur les sorties prédites Y, sont :
Eyxg + GyAUy < Yiax GyAUy < Ymax — Eyxf (2.112)
—Eyxf — Gy AU, < =Yy —GyAUy < Yo + Epxj, '
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G, Y, —E

o ™ au, < [ max ] 4 [ y] X8 (2.113)
[_Gy] k _Ymin Ey &

En conséquence, les contraintes du probléme d’optimisation (2.91)-(2.92) sont données en

fonction des équations (2.103), (2.107), (2.113) :

Kia [ AUmax 7 [ 0 7
—Imn —AUpmin 0
Gy Umax —Ey
—G, [AUk S| g |+ By Xk (2.114)
Gy Yinax _Ey
i _Gy i L —Ymin - Ey >
G w E

Le probléme d’optimisation (2.91)-(2.92) formulé sur un critére quadratique (2.95) se
réécrit comme :

1 1
J* (AU, xE) = rAnl}nEAU,ZHAUk +x¢"FAU, + Ex;‘;TYx;‘;
k
sujetd: GAU, < W + Exg
avec les matrices H,F,Y,G,W,E definies par les équations (2.99)-(2.101), (2.114).
L’optimisation est faite par rapport a la séquence de commande AU et, en conséquence, le

(2.115)

. 1 . . . ) .

dernier terme Ex,‘iTYx,‘i qui dépend uniquement de 1’état, n’influence pas le résultat de la
minimisation. Cependant il intervient dans le calcul de la valeur optimale de la fonction de
codt.

Le probléme (2.115) représente un probleme de programmation quadratique (QP) qui
contient, comme paramétre, la valeur courante de 1’état xg. De ce fait, I’implantation de la
commande prédictive nécessite la résolution du probleme QP (2.115) a chaque pas
d’échantillonnage.

La commande optimale appliquée au systéme a chaque itération est la suivante :
u, = AU (1)

> Critére linéaire : p = {1, o}

En premier lieu, la reformulation du probléme d’optimisation (2.91)-(2.92) est
présentée pour un critére a norme 1.

Dans I’hypothése N, =N et p=1 la fonction de col(t associée au probleme
d’optimisation (2.91)-(2.92) s’écrit sous la forme suivante :
N-1
](AUk, xli) = |PNx]€+N|k| + Z(lQ'xi‘F”kl + |RAuk+i|k|) (2116)
i=0
La traduction de la minimisation de la norme 1 sous un probléme de programmation
linéaire est faite en utilisant la transformation suivante :
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iny

el Il -

= mXin[lalx(l)l + lazx(2)| + [byx (D] + [b2x(2)]]

S ming &1+ &1, + 61+ &,

Sujeta: —e;q +a1x(1) £0, —&1 +b1x(1) <0
—&1—a1x(1) <0, —51 —byx(1) <0
—&1+a;x(2) £0, =&, +bx(2) <0
—&1—ax(2) 0, =&, —byx(2) <0

En appliquant le méme principe que dans 1’équation (2.117), on introduit le vecteur
des parametres :

(2.117)

X X X X u u
Z 2 (€0 1) s EQry ven one VEN 1y o ENr €O 1r w0 s EQ.ms on wen ,

(2.118)
EN—11 o EN—1,ms AlUpy oo, AUy y—1] E RS

ous=m+1)(N+1)+2mN.

Les composantes & i=o.n,j=1:my €ij|(i=0:n-1,j=1:n) dU VeCteur z représentent une limite
supérieure de chaque élément des termes pondérés respectivement par Py, Q et par R dans la
relation (2.116). L’index i corresponde aux les termes de la somme a I’instant k + i de
prédiction, alors que I’index j se référe a chague élément des produits |Quxg ;i | €t |RAwk ik |-

En utilisant les notations :

T .
ef =[eln &z . & 0<i<N (2.119)

T ]
& = [551 Eiz S;fm] ,0<is<N-1
on formule les inégalités suivantes :
Qx| < &F © —eF < +Qxf, 0 <i<N -1
|PNin+N|k| < Sﬁ = —8196 < iPNin+N|k (2.120)

|RAw | < e & —&l < +RAU ;p, 0 < I<N -1

ol xj;, est défini par la relation (2.96).
La somme des premiéres n(N + 1) + mN éléments du vecteur z :

J(z) =€), + -+ et ten, T+ E T EGL Tt EGn
o tel ot e,

représente une borne supérieure de la valeur optimale du critére J*(AU,, x§). Il est montré
dans [CM87] que le vecteur z, qui satisfait les inégalités (2.120) et en méme temps qui
minimise la somme (2.121), résout également le probléme d’optimisation (2.91)-(2.92)
formulé sur le critere (2.116) avec N, = N. En d’autres termes, la séquence optimale de
commande AUy minimise les deux fonctions de colt J(z), J(AU,, x%). La relation (2.121) se
réécrit sous la forme compacte :

(2.121)

J(z)=c'z, avecc=[1 .. 10 .. O]T € R® (2.122)
n(N+1)+mN mnN
Les inégalités (2.120) s’écrivent en fonction de 1’état courant x; défini par (2.90) et des
termes Auy,; comme :
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[QA;X,? +Q i‘;l A’B Auk+i+j_1],1 <i<N-1
[PNAN + Py X020 AVB Auyirjq ] (2.123)

Egalement, les contraintes sur les incréments des commandes, les commandes, et les sorties
prédits Auy i, Uksi Vieri (2.92) sont reformulées :

T Augy; < [AUmax _Aumin]T ,0<i<N-1

ex
N
U
&

I/\

Ftup_q £ X5sg Aty < [Umaxr  —Umin]", 0< i< N -1 (2.124)
iCeAfaxli * Ce ;.';%)AjBAuk+i+j—1 = [ymax_ymin]T ,1<i<N
avec uy_, donné par la relation (2.106).

L’ensemble des contraintes imposées sur les éléments du vecteur z (2.118) est décrit par les
inégalités suivantes :

—&f + QZi;l A'B Auk+i+j— <FQAlx;, 0<i<N-1

—eiiRAuk+L-<O 1<i<N-1
iImAuk+i < [Aumax Aumm] 0<is<N-1 (2'125)
j 0..01 .
iz;:oAuk+j =< [umax_umm [0 0 1] xli ,0<is<N-1
iCe AJBAuk+l+] 1= [ymax ymm] +CeAéxli' 1<isN
qui peuvent s’écrire aussi sous une forme matricielle :
-1, 0 0] 0 0 0 [ -Q ]
-1, 0 0 0 0 0 Q
0 -, 0 QB 0 0 b 1|
0 -1, 0 & ) -QB, 0 0 | QA )
_|ﬂ O 5:1 ) Q&N72Be Q&N73Be 0 Au _Q&Nfl (2.126)
_In 0 _g’z _QA%Nsze _QANfsBe o [ N-1 QANA
0 0 -1, PA™B, PA'’B, .. PRB, -QA"
0 U -PA"B, -PA'B, ... RB,] | QA" |
_—Im .0 | . R .. O__A [0 ]
& u
“ly oo 0|0 |-R .0 ’
& Au,
0 | R : (2.127)
CIORY - m gu coe Au
o .. -1 " lo ... -rRFTM
L ] L ] LY ]
Gy G2,
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l, ... 0 | AU Au.
-1 ... 0 1 [-Au,,
Au;
<
(2.128)
0 I, - Au,.
L 0 _Irn__ " __Aumin_
\_—w_—/
GS, w?
un 0] fu,, ] [0 0 .. -]
-1 0 |- -U 0 0 1
|m | o | % umln 00 1
m m AUl max e
-, =1, 0 S U [+ 00 1 |x
' o (2.129)
Auy
Lo, Lt u | o 0 ... -1
TR TR U] [0 0 .. 1]
G, w4 st
CeBe 0 0 | [ Y e ] __CeAe—
- Ce Be 0 0 | ~Yrin Ce Ae
CeAeBe 0 0 iuo Y e _CeAez
u
-C,AB 0 0 | ' [<|-y, 4| CAE X
e'ee ymm e’ k (2130)
in ohn Canlnd Ly
__CeAeN_lBe _CeAeN_zBe CeBe_ L~ Ymin_ L CeAeN ]
G3, we s

avec les parameétres &}, e}* définis par 1’équation (2.119).

En conséquence, le probléme d’optimisation initial (2.91)-(2.92), avec N,, = N et le critére
linéaire (2.116) est reformulé par :
minc'z
z (2.131)
sujetda: Gz < W + Sxj,
ol G € RS, W e R, S e RI*, g=2((n+1)(N+1)+pN+3mN) et les matrices
G, W, S associées aux contraintes (2.125) sont :

G. 0 Gj] 0 st ]
0 G, G 0
G= 0 0 G |W=[W*S=|o0 (2.132)
0 0 G w s*
0 0 G| (W] S°

Le probléme d’optimisation obtenu (2.131) est un probleme de programmation
linéaire (LP) avec les contraintes dépendantes de la valeur de 1’état au pas d’échantillonnage
courant xz, ce qui implique la résolution de ce probléme a chaque pas d’échantillonnage. La
séquence de commandes optimale est donnée par z*, de laquelle uniquement 1’élément
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Auy (1) est envoyé au procédé. La commande optimale Auy, est extraite du vecteur optimal z*
avec la relation suivante :

Au;(1)=[ 0 .. 0 ImO .- O]Z* (2133)
(n+1)(N+1)+mN m(N-1)

Si les objectifs de la commande prédictive sont formulés au moyen d’une fonction de
codt & norme oo de la forme :

J(AU,, x8) = |PNx,§+N|k|oo +
(2.134)
+ X (|Qxli+i|k|oo+ |RAuk+i|k|Oo)

pour laquelle on considere le méme horizon de commande et de prédiction (N, = N), en
appliqguant un raisonnement analogue a celui présenté précédemment, le probléme
d’optimisation (2.91)-(2.92) avec le critére linéaire (2.134) est reformulé par un probléme LP.

Dans ce cas, le probleme de programmation linéaire équivalent est obtenu en
procédant a la transformation suivante :

a;x(1) byx(1) —
[azx(Z) ot ”[bzx(Z)]”oo -

= miny (max(|a;x(1)], la,x(2)]) +

+max(|b;x(1)], |b2x(2)1))

My

© ming & + &,

sujet: —g; +a;x(1) <0, —&, +b1x(1) <0
—& —a;x(1) <0, —e, —b;x(1) <0
—& +a,x(2) <0, =g, + b,x(2) <0
—& —ayx(2) <0, —&, —byx(2) <0

Par conséquent, la différence consiste dans la définition du vecteur des parameétres
d’optimisation z, qui contient un nombre de variables réduit :

(2.135)

Z 2], o, Ny e e JEY, . eN_1, AUy, ..., Auy_1] E RS
s=N+1+(m+1)N

lorsqu’on utilise le méme paramétre &; pour les éléments de chaque terme de la somme
(2.134). Les bornes des termes sont données par les inégalités suivantes :

(2.136)

|Qx%sik| S &F © —1nef < 2QxE 0SSN
|Puxiinpe] < 6 © —1nel < £PyXEini (2.137)
|RAW 4| < e & =1l < FRAU i, 0 S i < 1
ou la notation 1,, représente un vecteur colonne: 1; = [1 ... 1]” et xg,; est donné par
1I’équation (2.96).
Le probléme LP associé au probléme d’optimisation initial (2.91)-(2.92) s’écrit :
J(z) = mzin c'z

(2.138)
sujeta: Gz < W + Sxj,
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avec G € R7*S, W € R, S € R7*1, g =2((N+1)+pN+ (2m+ 1)N) et le vecteur

c=[1 .. 10 .. O]TEIRS Les matrices G,W,S conservent la forme décrite par
N+1+N

I’équation (2.132). Cependant dans les matrices G.x, G.u des équations (2.126), (2.127), les
termes I, I,,, sont remplacés par les vecteurs 1,,1,,

En dépit du fait qu’un critére d’optimisation a norme 1 ou co conduit vers un probléme
LP de la méme forme et va permettre I’obtention d’une loi explicite pour des systemes PWA,
les deux normes présentent des inconvénients. En utilisant la norme oo, les performances en
boucle fermée sont dégradées du fait que les pondérations Py, Q et R pénalisent seulement
I’état et I’incrément de la commande avec la plus large déviation sur 1’horizon de prédiction.
En revanche, I’utilisation de la norme 1 introduit un nombre important de variables et
complexifie la résolution du probleme de programmation linéaire.

25 Commande prédictive a base de modeéles linéaires : résolution « hors-
ligne »

Parfois, le temps de calcul de la solution optimale en temps réel est supérieur a période
d’échantillonnage, ce qui ne permet pas en conséquence I’implantation du régulateur issu de
la commande prédictive (en particulier dans le cas de systéemes rapides). Afin de surmonter
cette limitation, la loi de commande est calculée « hors-ligne » au moyen de méthodes de
programmation multiparamétrique.

Les problemes QP et LP formulés dans les équations (2.115), (2.138) et construits a
base de criteres quadratiques et linaires représentent des problémes de programmation
quadratique et linéaire multiparamétrique (mp-QP, mpLP) si le vecteur x; est considéré
comme parametre. La loi de commande obtenue est la commande par retour d’état affine par
morceaux :

definie sur une partition polyédrale dans ’espace d’état (R; N R; = @, Vi # j). L’union des
régions représentent le domaine de validit¢ X = Uj-; R; du modele considéré ou s est le
nombre de régions de ce domaine.

2.6 Commande prédictive a base de modeles hybrides

Dans la littérature, il existe deux approches différentes, fondées sur des modeles
hybrides, qui conduisent vers une forme explicite de la commande prédictive: la
programmation multiparamétrique mixte a nombres entiers (mp-MIP) et la programmation
multiparamétrique (mp) associée avec la programmation dynamique (DP). Par la suite, on
résume le principe de chaque méthode pour le cas particulier de problémes d’optimisation a
base de critéres linéaires formulés sur des modeles PWA.

Considérons un systéeme hybride représente par le modele affine par morceaux
construit a partir de I’incrément de commande Auy, = uy — uy_1 :

] [A B]uk ]+ []Au +[ff] x¢ € R;

e
xk+1 j fj

(2.140)
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Xk
=[C; D; ; .
Yk [_],_]]/ [uk_l] + D]Auk + g]
Cj
avec xp € R™+™Mr x {0,1}"+™b Ay, € R™ X {0,1}™ et y¢ € RPr x {0,1}P> contenant des
¢léments réels et discrets. Les régions polyédrales de I’espace d’état sont définies par des
hyperplans en fonction de I’état courant et de la commande précédente :

Ry = {[u" | B+ ey < K} (2.141)

et le domaine de définition du modele dans 1’espace d’état est représenté par 1’union
X = U?’fl R;. Le modele PWA (2.140)-(2.141) est soumis aux contraintes imposées sur les
entrees et les sorties du modeéle :

AUupmin < Auy < AUy

Ymin =< Yk = YVmax
En utilisant une fonction de colit a norme 1, le probléme d’optimisation est le suivant :

(2.142)

N-1
J* (AU x) = min|Pyxi oy + Z<|Qx£+i| + |RAuye i) (2.143)
i=0
sujeta: Xge1 = Axi + B Auy + ff, xg ER;

Vi = Cjex,‘i + DjAuy + g;

Ymin < Yk < Ymax
Xk=o = x°(0)

Le point initial x¢(0) appartient au domaine de définition du modele PWA. Le
probléme d’optimisation (2.143)-(2.144) n’a pas un minimum pour tous les états initiaux
faisables x¢(0) si le modele PWA (2.140)-(2.141) présente des discontinuités par rapport a la
commande et si la solution du probléme (2.143)-(2.144) se trouve a la frontiére des deux
régions du modele PWA [Bor02]. Dans ce cas, méme pour des petites différences de
comportement entre le modele PWA et le systeme réel, les discontinuités dans le modele de
prédiction provoque la dégradation des performances de la commande prédictive, appliquée
au systéme en boucle fermée, vis-a-vis des performances obtenues sur le modele hybride de
synthese.

Par conséquent, on suppose que la suite de modeles (définissant le modéle PWA) a
temps discret, construits a partir de I’incrément de commande Auy, est continue par rapport a
celle-ci et par conséquent par rapport a la commande précédente u,_; ajoutée au vecteur
d’état xi. De plus, on considére xg, = 0 le point d’équilibre du mod¢le (2.140)-(2.141) et
I’objectif envisagé de la commande prédictive est d’assurer que toutes les trajectoires du
modele convergent vers 1’origine et se stabilisent dans ce point en régime stationnaire.

— algorithme de programmation multiparamétrique linéaire mixte en nombres entiers
(mp-MILP)

Cet algorithme résout un probléme d’optimisation a base d’un mod¢le hybride de type
MLD et une fonction de codt a norme 1 ou co. En utilisant la représentation MLD équivalente
du modele PWA (2.140)-(2.141), le probléme d’optimisation (2.143)-(2.144) devient :
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N-1
J7 (AU, x) = rjll}kaN Xian| + Z( |Q14uy 4| + 1Q26k4il (2.145)
i=0
+1Q32Zk+il + Q4 x54:1)
sujeta:  xp,, = Axy + B1Auy + B,6y + B3z
yi = Cxj, + DiAuy + D, 6y + D3z,
E26k + E3Zk < E1Auk + E4_X]€ + E5
Aumin < Auk < Aumax
Ymin < Yk < Ymax
Xg=o = x¢(0)
avec les variables auxiliaires continues z, € R« et discretes 6, € {0,1}"2 et les matrices de
pondération réelles symétriques Py = P%, Py =0, Q; =Q7, @, >0, Q, =01, Q, =0,
Q3=03,03=0,Q0,=0Q7,0Q, > 0.

Si on considére x§ = 0 et Au, = 0 en régime permanent, alors les paramétres (zy, &,)
sont choisis de maniére a satisfaire 1’inégalité E, 8y + E3zy < E;Auy + E4x§ + Es.

(2.146)

Le probléme d’optimisation a base du modele MLD (2.145)-(2.146) est équivalant a
un probleme de programmation linéaire mixte en nombres entiers (MILP). La formulation
MILP est obtenue en appliquant une procédure similaire avec celle utilisée dans le cas des
systémes linéaires.

Tout en sachant que le modele MLD contient des variables d’état, des entrées et des
sorties a valeurs réelles et également binaires, le vecteur de parameétres introduit pour la
reformulation du probléme d’optimisation a la forme suivante :

u u u u [ [
Z 2 [€0 1) s EQmy won o VEN=1,1  EN=1,m> €010 s EQrgr o +o
S ) z z z z x x
EN=1,17 =1 EN=1,7 g €01 1 EG s +on o VEN=1,1 » EN—=1r00 €010 =1 EQ0 (2.147)

X X T
...... ) 8N,1, ey EN,TU Auk, ,Auk+N_1, 6](' ey 6k+N—1' VAR IZk+N—1]

ot zeR’, avec s=n(N+1)+2(m+r.+ry)Nn=n,+m,+n, +my, m=m, +
my.

Si les éléments ¢ ; du vecteur z satisfont les inégalites :
|Py xiin| < e © —Iney < £PyXpin
|Q14up 1l < &' © —Inel < 2014y,
1Q28k4il < & & ~I &) < +Q28401=0,..,N—1 (2.148)
|Q3zk+il < &f & _Ircgiz < +0Q32k4i
QaXiril < & © —lngl < £QuXky

alors, la somme de ces eléments représente une borne supérieure pour la fonction de codt

J(AUy, x;). Les matrices I, sont de matrices diagonales, les expressions des termes &; sont les
suivantes :

— u u u T +
& =[&1 &2 - E&m],i=0,..,N—1

_ (2.149)
S=1[ed, & .. & JTi=0,.,N-1
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T
zZ zZ Z .
= [Ei,l gi,Z gi,‘l‘c] , L= 0’ ’N -1

X X X .
=[&1 &2 - &), i=0,..,N

Z

&
X

&

et les états x7,; sont calculés en utilisant la relation de récurrence :

Xevie = ALXf + X520 AT (B1Auksi—j—1 + BoBiaimj1 + (2.150)
+B32zy1i-j-1), 1< T < N

Le vecteur z donné par 1’équation (2.147), qui respecte les inégalités (2.148) et qui
minimise en méme temps la somme :

J(2) = e+ . Aelmt et tEE S+
S S PR o S = R e S - A (2.151)
. tefo1y, TGt gt eyt tEN

représente, également, la solution du probléme d’optimisation (2.145)-(2.146). Cela signifie
que J*(z) est la plus petite borne supérieure de J(4Uy, xi) et en plus, le vecteur optimal z*
contient une séquence de commande optimale AUy = [Au;” ... Auj,y_," ]7 qui minimise

](AUk'in)'
En conséquence, le probléme d’optimisation (2.145)-(2.146) est reformulé par un
probléme MILP :

J (z,xf) =min, c’zc=[ 1 -~ - 1 0 .. 0]z (2.152)

(n+1N+(m+rg+r.)N (m+rg+r-)N
sujeta: —ley < 2Py(AVxf + X0 AT (ByAugyimjq +
+ ByOg+i—j-1 + B3Zp4i—j-1))
—Ipet < #QAupys, i=0,..,N—1
—I &0 < £Qu644s 1 =0,..,N—1
—L. ef < +Q3zyy, 1=0,...,N—1
—Ipel < £Q3(A'xgy; + Z;:%) Aj(Blﬂuk+i—j—1 +
+By8psicjor + B3Zisioj_1)), i = 0,.,N — 1 (2.153)
E»8si + E3ziy; < EyAugey; + E(Alxg,; +
"20 AV (Biduyeyi_j_q + BaBksi—j1 + Bazysi_j_1) + Es
Mg < Aupyi < Ay, 1 =0,.., N —1

Vimin < C(ALXE; + X52h AT (Bidugeri—jq +
B,0k+i-j—1 + B3zZpsi—j-1)+D14Upy; + Dybjy; +
+D3Zes1) < Amax i =0, N — 1

avec les parametres &; données par 1’équation (2.149).
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J(z,xp) = mzin c'z

Gz < W + Sxp,
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(2.154)

ol G € RIS, W € RT*", S € RT*Y, g =2(n(N + 1) + 2mN + 2rzN + 27.N + 2pN + rN)
et les matrices G, W, S associées aux contraintes (2.153) sont :

G, 0 0 0 G,
0 G, 0 0 G
0 0 G, 0 0
G={0 0 0 G, O
0 0 0 0 Gj
0 0 0 0 G
0 0 0 0 Gj
avec :
-1, 0 0] [0
-1, 0 0 0
0 -1, 0 -Q,B,
0 -1, 0 Q,B,
G,=| ... .. . .. |Gy=
0 -1, 0 -Q,AV?B,
0 -1, 0 Q,A" B,
0 0 -, -P,AY'B,
[0 .. 0 -I] | P,A"'B,
[0 0 0 ]
0 0 0
-Q,B, 0 0
Q.B, 0 0
G; = .
_QAANisz _QAAN73Bz 0
QAAN?ZBZ QAAN7382 0
-P,A"'B, -P,A"’B, ... -RB,
| RLAY'B, RA"?B, -PB, |
-1, 0
-1, 0
G,.=| ..
0 -1,
0 -1,
-1, 0
-1, 0
G, =| -
0 -1,
0 -1

G =

G. G!

0
0
0
0

-Q,AV?B, ...

QA"’B,

~P,A"?B, ...

Py AN’ZB1
[ 0
0
_QABS
Q,B;

- QA AN?Z Bs
QA ANiz Bs
-P,AV'B,
P,A"'B,

-Q ...

Q

2 _
. |G =

0
0

-Q
Q
Gl =

1~ Au

o O o o

St=

Q

- -Q

Q
— Q2

st
0

(2.155)

(2.156)

(2.157)
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—1, 0 -Q, 0 I, AU,
- Irc 0 Q3 0 - Im 0 _Aumin
Gsz = 1G§u = GAGu = ’WG: (2'158)
- Ir 0 Q3 0 Im Aumax
L - Irc 0 _Qs 0 - Im _Aumin
-E 0 0 -E, 0 0
G - -E,B, -E ... 0 f -E,B, -E, 0
|-E,A"?B, —E,A"B -E -E,AY?B, —-EA"°B, -E,
(2.159)
-E 0 0 E, E,
G5 = - EABs - E3 0 WS = Es g5 = E4A
-E,AV?B, -E,A"°B, -E E, EAY?
[ D 0 0 [ D, 0 0 ]
-D, 0 0 -D, 0 0
CB, D, 0 CB, D, 0
GJ,=| -CB, -D, 0 |,|G/=| -CB -D, 0
CA"'B, cCA“?B .. D, CA"™'B, CA“’B, D,
|-CA'B, —-CA“?B, ... -D,| |-CA"'B, -CA“’B, ... -D,]
(2.160)
[ D3 O O ] [ ymax ] [ _C 1
- D3 0 0 ~ Yin C
CB, D, 0 Yirax -CA
G/=| -CB, -D, 0 |[W'=|=Yu |,S"=| CA
CAV'B, CA“?B, .. D, Yimax -CcA"
- CA''B, -CA“’B, ... - D, | L= Yonin | L CA" ]

On note que le vecteur étendu d’état x; n’intervient plus dans la fonction de cott
lorsqu’il apparait seulement au niveau des contraintes. En connaissant la valeur de I’état x},, la
commande prédictive peut étre implantée au moyen de la résolution « en-ligne » du probléme
MILP (2.154).

Cependant, si on considére 1’état x;; comme un vecteur des paramétres, le probléme
d’optimisation (2.154) devient un probleme de programmation multiparamétrique MILP (mp-
MILP), pour lequel le vecteur optimal z*(xg) et la commande optimale Au*(xg) sont
dépendants du paramétre xz. La valeur de la commande optimale est récupérée en conservant
seulement m éléments du vecteur optimal z*(xg).

Au*(x;) =1[0..0 I, 0..0]z"(xf) (2.161)

La solution du probléme mp-MILP représente la commande prédictive explicite du
modele PWA initial (2.140)-(2.141), exprimée par une fonction affine par morceaux du

vecteur d’état xj, :

Au(xy) = f(xp) = Fixp + G, xj € R}, i=1,.., Ng.

J

(2.162)

La loi de commande explicite est définie sur une nouvelle partition polyédrale de
régions R; obtenue a partir des régions initiales R; du modele PWA (2.140)-(2.141).
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Dans la littérature, deux approches ont été proposées pour la résolution du probleme
mp-MILP.

Le premier algorithme est fondé sur des méthodes « branch and bound » [AP97] qui
explorent les combinaisons 0-1 des variables discrétes a travers la structure d’un arbre binaire
contenant dans chaque nceud un probléme mp-LP. Les ramifications de 1’arbre sont obtenues
a travers des priorités établies en avance pour les variables z. Les nceuds ont des étiquettes :
« en attente » si le probléeme mp-LP n’a pas été encore résolu, ou « parcouru » si le nceud a été
déja exploré. L’algorithme est fini si tous les nceuds ont été parcourus. L’énumération de
toutes les combinaisons possibles 0 - 1 des variables discretes du vecteur z est évitée en
comparant les solutions multiparamétriques obtenues et en marquant les nceuds explorés qui
ne présentent pas une amélioration au niveau de la fonction de co(t.

Le deuxieme algorithme décompose respectivement le probleme mp-MILP initial
(2.154) en un probléme mp-LP et un probléme MILP [DP99]. L’algorithme démarre avec un
pas d’initialisation et continue avec une récursivité entre la solution du probléme mp-LP et
celle du probleme MILP.

Le vecteur des paramétres z (2.147) peut s’écrire comme z = [z]  zI]T, ol z, et z,4
représentent les ensembles des variables continues et discrétes du vecteur z. Le pas
d’initialisation consiste a résoudre le probléme MILP (le probléme (2.154) avec le vecteur
d’état x; traité comme variable indépendante) et de trouver la solution (z*)y,.p €t implicite
(z))mip - Lorsque les variables discrétes z; du vecteur des paramétres sont initialisées avec
(z) miLp et le vecteur d’état xj, est traité comme un paramétre, un probléme mp-LP est résolu
et une solution continue (zz(x))mp-Lp €St trouvée. La valeur de la fonction de codt calculée
pour (z*(xg))mp-Lp représente une limite supérieure du colt J*(z xz) et elle est ensuite

utilisée afin de partitionner le domaine de définition X = U?’fl R;, du modele PWA (2.140)-

(2.141), dans plusieurs régions polyédrales R, i = 1, -, Ng;. En considérant le vecteur d’état

xp comme variable indépendante, pour chaque nouvelle région polyédrale R} obtenue, un
probleme MILP est résolu. Les contraintes formulées au niveau du probléme MILP
interdisent d’obtenir des valeurs (z);.p déja utilisées pour la résolution du probleme mp-
LP, d’une part, et permettent d’améliorer la valeur du critére au moins dans un point de la
région polyédrale courante, d’autre part. Si le probléme MILP est faisable, ¢’est-a-dire qu’un
nouveau vecteur (z*),,;.p qQui respecte les contraintes mentionnées est obtenu, alors la partie
discréete optimale (z*).p est conservée pour I’initialisation d’un nouveau probléme mp-LP.
En contrepartie, si le probleme MILP est infaisable, la région courante R}f est exclue de
’algorithme récursif.

Les itérations entre les solutions des problemes mp-LP et MILP se poursuivent jusqu’a
ce que tous les problémes MILP soient infaisables. A la fin, I’algorithme génére une partition

de I’espace d’état, ou chaque région attribue une commande par retour d’état affine par
morceaux de la forme (2.162).

On note que le domaine de validité X du modéle PWA (2.140)-(2.141) peut étre
discontinu et non convexe et, également, la commande PWA obtenue avec 1’algorithme
présenté peut étre discontinue.

— algorithme de programmation multiparamétrique associé avec la programmation
dynamique (mp-DP)

66



Chapitre Il

Concepts théoriques

La description de cet algorithme suit le format de la référence [BCMO3].

Considérons la forme compacte du modele PWA (2.140)-(2.141), construit a partir de
I’incrément de la commande :

Xir1 = frowa(xg, Aw) = ASxj; + Bf duy + ff

(EA
R; = {[Auk] H'xg + Hi' Ay, < Kj} (2.163)
e Xk
X = [uk—1]’k €N

avec : xf € R™, Au;, € R™ et {Rj}j_vﬁl la partition des régions polyédrales de 1’espace étendu

des états et des entrées. Les contraintes imposées sur xj et A, sont exprimées sous la forme
générale :

Kxp + LAu, <M (2.164)
et sont intégrées dans la description des régions R;.

Le probléme de programmation dynamique équivalent, a base du modéle PWA
(2.163) et d’un critére linéaire (p = {1, o0}) est le suivant :

Jiwi(xgg) = g}in_”QxiH“p + IRAup4ill, +
fort (2.165)
+];+i+1(fPWA(xli+i'Auk+i)

sujeta: fouwa(xe,; Augy)) €E XL, i=N—1,..,0 (2.166)

avec les conditions :

N —_ yf
*x X . (2.167)
Jkan = ||PNXk+N||p.

ol X/ représente la région terminale qui inclue le point d’équilibre du modéle PWA et
I’ensemble X' contient tous les états initiaux pour lesquels le probléme (2.165)-(2.166) est
faisable :

Xt ={xf € R | 3duy, frwa(xf, Auy) € X1+1} (2.168)

L’algorithme mp-DP génere une solution explicite de la commande optimale associée
au probléme d’optimisation (2.165)-(2.166) en remontant le cours du temps, conformément a
la stratégie de la programmation dynamique et en résolvant un probléeme mp-LP a chaque
itération.

Par la suite, quelques notions de base de programmation paramétrique sont introduites
et permettront une description plus détaillée de I’implantation de I’algorithme utilisé. Les
résultats présentés par la suite ont été également démontrés pour des problémes mp-QP
[BBBMO3], [BBBMO5].

Considérons le probléme d’optimisation multiparamétrique :
J*(x) = minl(x,u) + q(f * (x,u)) (2.169)
u
sujeta: ff(x,u) €S (2.170)

avec: SCR"et fT: R" X R™ > R",¢q:S - R, [: R® x R™ - R des fonctions affines par
morceaux. La fonction g correspond a la fonction de cout J;,;,, de 1’équation (2.165). On
note avec X I’ensemble des variables x pour lesquels le probleme (2.169)-(2.170) est faisable.
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Définition 2.5.1 Une fonction q: ©® - R, avec 0 € R?, est une fonction PWA multiple
d’ordre d € Nt si q(8) = min {q*(0) == '0 + c1, ...,q%(0) = 1960 + c%} ou O représente
une région convexe.

Les principaux résultats nécessaires pour la résolution du probléme (2.165)-(2.166) a
travers la programmation dynamique sont les suivants :

a) Si f* est une fonction linéaire, g est une fonction affine par morceaux et S une région
convexe, alors la solution du probleme (2.169)-(2.170) est obtenue par la résolution
d’un probléme mp-LP.

b) Si f* est une fonction linéaire, g est une fonction affine par morceaux multiple
d’ordre d, alors la solution du probleme (2.169)-(2.170) est obtenue par la résolution
de d problemes mp-LP.

c) Si f* est une fonction linéaire, g est une fonction affine par morceaux définie sur
r régions, alors la solution du probleme (2.169)-(2.170) est obtenue par la résolution
de r problemes mp-LP.

d) Si f* est une fonction linéaire, g est une fonction affine par morceaux multiple
d’ordre d qui est définie sur r régions, alors la solution du probleme (2.169)-(2.170)
est obtenue par la résolution de rd problemes mp-LP.

e) Si f* est une fonction affine par morceaux définie sur s régions, g est une fonction
affine par morceaux et S une région convexe, alors la solution du probléme (2.169)-
(2.170) est obtenue par la résolution de s problemes mp-LP.

f) Si f* est une fonction affine par morceaux définie sur s régions, g est une fonction
affine par morceaux définie sur r régions, alors la solution du probléeme (2.169)-
(2.170) est obtenue par la résolution de sr problémes mp-LP.

g) Si f* est une fonction affine par morceaux définie sur s régions, g est une fonction
affine par morceaux multiple d’ordre d qui est definie sur r régions, alors la solution
du probléme (2.169)-(2.170) est obtenue par la résolution de srd problemes mp-LP.

Le probléme de programmation dynamique (2.165)-(2.166) est résolu « a I’envers » a
I’aide d’une procédure récursive, en utilisant des méthodes de programmation
multiparamétrigque linéaire.

Au premier pas (i = N — 1) I’état se retrouve a I’intérieur de la région terminale X Tet
le probléme a résoudre devient :

Jiean-1Xk4n-1) = minAuk+N_1||Qx1€+N—1”p +
HIRAw 1l +]Z+N(fPWA(x1€+N'Auk+N))'
sujeta:  fowa(xXfin, Atgan) € X7 (2.172)

(2.171)

La fonction de colt J;,n(fpwa(xEsn, Atr+n)) est affine par morceaux et ’ensemble X7 est
une région qui inclut des contraintes affines par morceaux. Dans ce cas, le probleme (2.171)-
(2.172) est décomposé dans s problemes mp-LP, suite au résultat (e).
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Au deuxiéme pas (i = N — 2) la fonction de colt Ji,y—1(frwa(Xfin—1 Athrin—1))
est affine par morceaux et I’ensemble XV~! est I’'union de NJ_, régions, avec Ni_;
représentant le nombre de régions de J;,y_;. L’union des régions XN~1 contient des
contraintes affines par morceaux et n’est pas forcément une région convexe. Le probléme
(2.171)-(2.172) est décomposé dans sNy_; probléemes mp-LP, suite au résultat (f).

A partir du troisiéme pas i = N — 3 jusqu’a i = 0, la fonction de codt Jj_; est affine
par morceaux, multiple d’ordre d; et les ensembles X** sont des unions de N/,,. Par
conséquent, le probleme (2.171)-(2.172) est décomposé dans sd; N/, ; problémes mp-LP, suite
au resultat (g).

La loi de commande explicite obtenue présente la forme donnée dans 1’équation
(2.162).

Les deux méthodes (mp-MILP et mp-DP) permettent de trouver une solution explicite
de la commande prédictive a base d’'un modele hybride. Pourtant, I’algorithme mp-DP est
plus efficace en ce qui concerne le partitionnement de 1’espace des états et des entrées et, par
conséquent, le temps de calcul de la solution. Le nombre de régions de la commande
explicite, déterminé en utilisant la programmation dynamique, est beaucoup plus petit que
celui de régions générées par 1’algorithme mp-MILP. Cela est d0 au fait que le modele PWA
contient uniquement des transitions faisables entre ces dynamiques, alors que la majorité des
modes du modele MDL sont infaisables.

2.7  Implantation de la commande prédictive explicite

La loi de commande explicite issue des méthodes de programmation
multiparamétrique ayant 1’expression suivante :

U(xk) = f(xk) = F}Xk + GJ, Xk € R],] = 1, '"'NﬁR (2173)
représente une fonction affine par morceaux, dépendante de la valeur de 1’état x; a chaque
période d’échantillonnage.

La structure de cette commande par retour d’état calculée « hors-ligne » est stockee
dans trois tables de recherche. La premiere contient les partitions des régions R; sur lesquelles

la commande Au(x,) est définie, alors que la deuxiéme et la troisiéme contiennent les gains
F;, G; associés a chaque région du domaine de fonctionnement ;.

L’implantation de la loi de commande revient a I’identification de la region active R;
ou I’état x;, se trouve a ’instant k de temps et ensuite au calcul de la commande Au(x;) par
I’évaluation de la fonction affine f(x;).

Considérons les trois tables de recherche et la commande donnée par la fonction affine
en x; présentées dans le Tableau 2.6. Les pas effectués a chaque période d’échantillonnage
afin de déterminer la valeur de la commande Au(x; ) sont les suivants :

— utiliser Iétat échantillonné a chaque instant x; pour la recherche de la région R; qui
contient cet état,

— ¢’il n’existe pas une région faisable, alors il faut reconsidérer la synthése de la
commande (voir le réajustement des matrices de pondération, la reformulation des
contraintes ou des objectifs de la commande a travers un autre critére d’optimisation).
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En outre, si une région R; active est trouvée, alors I’index j est utilise afin de
sélectionner les lignes j des tables qui contiennent les gains F;, G;,

— déterminer la valeur de la commande a D’instant courant: u(x) = Fjxy + G; et
I’appliquer au systeme,

— échantillonner un nouvel état et reprendre le pas 1.

Table 1 Table 2 Table 3 Evaluation de la
commande en x;
Rl Fl Gl lek + Gl
RNR FN(R GN72 FN;ka + GN]2

Tableau 2.6 : Représentation compacte des tables de recherche contenant la structure de la commande
explicite.
L’application de la commande prédictive sous la forme explicite est résumée par la
Figure 2.6.1.

-

- )
hors-ligne Commande explicite

Probléme d’optimisation
N
\_

J
f en-ligne \

Identification de la région active

D E—
Calcul de la commande : Etat x;

w () = f (k) Sortie y
L >| Processus physique _—>k

\ Commande u* j

Figure 2.6.1 : Schéma d’implantation de la commande prédictive explicite

Le temps d’évaluation de la commande a chaque période d’échantillonnage est donné,
principalement, par la recherche de la région active. Afin de trouver cette région d’une
manicre efficace, la table est présentée selon une structure d’arbre binaire de recherche pour
lequel des algorithmes ont été¢ développés [TIB03]. La profondeur de I’arbre généré a partir
des régions de la commande est minime et correspond au nombre maximal des hyperplans
qu’il faut évaluer « en-ligne » afin que la région active courante soit identifiée. En fonction de
I’état a ’instant k, 1’arbre est parcouru du nceud-racine vers les nceuds-feuilles. Chaque nceud
est associé avec un hyperplan et en fonction du positionnement de I’état par rapport a
I’hyperplan, la recherche avance sur la ramification droite ou gauche du nceud. Les conditions
d’appartenance a une région sont les suivantes :

xkERjﬁHi:=aixk+bi ZOVLEHL

Tous les nceuds-feuilles, placés sur le dernier niveau de 1’arbre binaire, contiennent une région
de la loi de commande. Une fois que 1’algorithme de recherche rencontre un nceud feuille, la
région active est trouvée et la procédure est répétée a la prochaine période d’échantillonnage.
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I1 a été montré que le temps d’évaluation de I’arbre binaire dépend logarithmique du
nombre de régions de la loi de commande. Un exemple de la procédure de recherche est
représenté dans la Figure 2.6.2.

Du fait que le nombre de régions de la commande explicite est important afin
d’assurer une évaluation « en-ligne » rapide, la taille du correcteur synthétisé peut étre réduite
par des méthodes de simplification. Ces méthodes regroupent les régions voisines qui sont
convexes et dont la loi de commande a les mémes propriétés caractéristiques (c’est-a-dire les
mémes gains Fj, G;).

On note que D’algorithme de programmation multiparamétrique associé a la
programmation dynamique (mp-DP), utilisé pour le calcul de la commande prédictive
explicite, 1’algorithme de simplification de régions de la commande, celui de la construction
de I’arbre binaire de recherche et d’identification de la région active sont tous disponibles
dans la boite a outils MPT [KGBMO04]. Dans le Chapitre V, les fonctions faisant appel a ces
algorithmes seront utilisées pour 1’¢laboration et pour I’implantation des lois de commande
explicites.

X2
X1
a1 Xk +bl/ \xk‘l'lﬁ <0
hy hs he h;

Figure 2.6.2 : Exemple d’arbre binaire construit pour une loi de commande représentée en 2D, définie
sur 8 régions qui sont délimitée par 7 hyperplans.
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2.8 Conclusions

Ce chapitre comporte trois parties consacrées aux principales méthodes de
modélisation, d’analyse de la stabilité et de la synthése des lois de commande dédiées aux
systemes hybrides.

Dans la premiére partie, les modéles hybrides a temps discret ont été présentés, ainsi
que les équivalences possibles entre certaines représentations mathématiques. Au regard du
fait que les conditions de stabilité pour les systemes hybrides sont formulées sur des modéles
affines par morceaux tandis que les modeles logique/dynamiques mixtes sont plutét employés
dans la synthése des régulateurs, cette équivalence est exploitée afin de faciliter 1’étude de la
stabilité et 1’¢élaboration d’une loi de commande.

La deuxiéme partie comporte des méthodes d’analyse de stabilité et de synthése des
correcteurs linéaires par morceaux a base de modeles PWA.

Finalement, la troisiéme partie présente les méthodes de synthése d’une loi de
commande prédictive explicite formulée sur des modéles linéaires et hybrides de type MLD et
PWA soumis a des contraintes, ainsi que des précisions pour I’implantation de la loi de
commande déterminée « hors-ligne ». Les méthodes décrites dans ce chapitre sont résumées
dans le tableau suivant :

Probléme a résoudre Probléme a résoudre
« en-ligne » « hors-ligne »
Modeles linéaires LP/QP mp-LP/mp-QP
Modeéles hybrides MLD MILP mp-MILP
PWA - mp-DP

Tableau 2.8.1 Types de problémes d’optimisation formulés a base des modeles linéaires et hybrides.
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3 Modélisation hybride des convertisseurs de puissance

Les modéles hybrides sont des représentations mathématiques qui permettent de
caractériser le comportement dynamique des systéemes non-linéaires et plus particulierement
avec une structure variable tels que les convertisseurs DC-DC de puissance. Ces modéles
peuvent tenir compte des différentes configurations du circuit d’un convertisseur, selon le
mode de fonctionnement (CCM ou DCM) et d’événements qui générent des transitions au
niveau de la configuration a chaque instant. Le changement d’un mode de fonctionnement a
un autre peut étre considéré dans la représentation mathématique du modéle hybride du
convertisseur. Afin de répondre aux objectifs de commande fixés dans cette étude, la structure
du modéle hybride doit pouvoir proposer un bon compromis entre la simplicité du modele et
la précision d’approximation de la dynamique du convertisseur. De plus, I’expression
mathématique du modele doit permettre 1’analyse de ses propriétés dynamiques et faciliter
I’application de différentes stratégies des lois de commande. Pour ces raisons, nous avons
choisi un modeéle hybride exprimé sous la forme affine par morceaux : en effet, pour ce type
de modeéle, il existe des méthodes pour ’analyse de la stabilité et la synthese des régulateurs.
Concernant la validit¢ du modele PWA (Piecewise Affine), nous verrons a 1’aide de plusieurs
exemples classiques que I’approximation fournie par ce modele est satisfaisante dans
I’ensemble du domaine de fonctionnement du convertisseur.

Dans ce chapitre, nous proposons une procédure générique de construction des
modeles PWA pour les convertisseurs de puissance commutant a une fréquence de découpage
constante. Dans la premiere partie du chapitre, la technique de modélisation est appliquée en
supposant le fonctionnement du convertisseur en mode de conduction continue. Dans un
premier temps, le modele PWA est développé pour un convertisseur d’ordre deux de type
buck (abaisseur) et ensuite pour un convertisseur d’ordre quatre de type flyback avec filtre
d’entrée. Ce type de convertisseur est caractérisé par un comportement fortement non linéaire.
Dans la deuxiéme partie du chapitre, nous présentons une extension de la méthode de
modélisation afin de permettre la représentation du comportement dynamique d’un
convertisseur dans les deux modes de fonctionnement : conductions continue et discontinue.
Ce modeéle est déterminé dans le cas particulier du convertisseur buck.

3.1 Modes de fonctionnement

Les convertisseurs de puissance DC-DC présentent deux modes de fonctionnement :
mode de conduction continue (CCM) et mode de conduction discontinue (DCM). Afin de
comprendre le fonctionnement d’un convertisseur dans ces deux modes, prenons I’exemple du
convertisseur buck, dont le circuit est illustre sur la Figure 3.1.1. Les modes de

fonctionnement sont différenciés en fonction de la forme d’onde du courant i, qui traverse

I’inductance L en régime stationnaire. Une fois que le convertisseur atteint le point de
fonctionnement souhaité, les signaux correspondant aux courants et tensions du circuit sont
1
F
fréquence de commutation F du convertisseur. Pour la suite, on considere le MOSFET comme
un interrupteur parfait a deux positions : ouvert si le transistor est bloqué (impédance infinie)
et fermé (impédance nulle), s’il est en conduction.

périodiques, avec une période d’échantillonnage T, =+ inversement proportionnelle a la
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ik b Y\

L
Cc
Vel UCT — R Vg

T

Figure 3.1.1 : Schéma du convertisseur buck.

En mode de conduction continue, selon la position de I’interrupteur, on peut
différencier deux configurations possibles du circuit. Dans la premiére configuration
I’interrupteur se trouve dans la position fermée et la diode est bloquée, ce qui permet de
stocker 1’énergie fournie par la source d’alimentation v, dans I’inductance L. Par conséquent,
sur ’intervalle [kT,, (k + d)T,] la valeur du courant i; augmente linéairement. Dans la
seconde configuration, lorsque I’interrupteur est dans la position ouverte, la diode devient
passante et I’énergie emmagasinée est restituée a la charge R et le condensateur C, ce qui se
traduit par la diminution de la valeur du courant i, sur I’intervalle [(k + d)T,, (k + 1)T,]. Ce
comportement génere une forme d’onde triangulaire du courant dans I’inductance i; en
régime stationnaire (cf. Figure 3.1.2 (2)). On constate que le courant i; ne s’annule pas dans la
phase ou I’interrupteur est ouvert, alors le convertisseur fonctionne en mode de conduction
continue.

En mode de conduction discontinue, il y a trois configurations différentes du circuit
qui sont associées aux intervalles représentés dans la Figure 3.1.2 (b). L’intervalle [kT,, (k +
d,)T,] correspond a la position fermée de I’interrupteur, ou d; est équivalent au rapport
cyclique d defini en CCM. Cependant, la position ouverte de I’interrupteur est représentée par
deux intervalles : [(k + d )T, (k + d; + dy)T.] et [(k + dy+d,)T,, (k + 1)T,]. A la fin du
premier intervalle, le courant dans 1’inductance i; s’annule et maintient sa valeur égale a zéro
pendant le deuxiéme intervalle. La variable d, s’exprime en fonction de la valeur du rapport
cyclique d; et du point de fonctionnement du convertisseur. Lorsque le courant i, arrive a
zéro pendant I’intervalle ou I’interrupteur est ouvert, le convertisseur fonctionne en mode de
conduction discontinue.

LA . A

lL 1 1 lL 1 | |

! iLmax : : leax i i

/E\E iLmin i i i

iLmin : : : : :
1 1 ; 1 | | ; t

KT, (k+d)T, (k+DT, © KT, (k+d)T, (k+dy+d)T, (k+ DT,
) d al 1-d g ) dq a d, A 1_d1_d2’
(a) (b)

Figure 3.1.2 : Forme d’onde du courant en CCM (a) et DCM (b).
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3.2  Modeéle moyen des convertisseurs DC-DC

Le modéle appelé «moyen » est obtenu en moyennant les deux ou les trois
configurations possibles du circuit, selon le mode de fonctionnement (CCM/DCM) considéré,
sur une période de découpage. Chaque configuration du circuit d’un convertisseur est
représentée par un modele linéaire a temps continu. Les expressions mathématiques des
dynamiques continues sont obtenues en appliquant les lois de Kirchhoff qui décrivent le
comportement du convertisseur dans chacune des configurations. Le vecteur d’état des
différents modéles est composeé par les courants et les tensions des éléments réactifs du circuit
qui représentent 1’énergie emmagasinée (tels que les inductances et les condensateurs), et

I’entrée des modeles est donnée par la tension d’alimentation V, et par la grandeur de
commande correspondant au rapport cyclique.
En mode de conduction continue (CCM), en fonction de la position de I’interrupteur

noté S, il existe deux états du circuit associés aux positions fermée et ouverte, représentés dans
I’espace d’état par les dynamiques suivantes :

X=AXx+hbyv
S—fermé:{ AX+biY, (3.1)
y =C,X
X=AX+b,v
S—ouvert:{ 2T e (3.2)
y =C,X

Dans les équations de ces modéles, x représente le vecteur d’état du modéle, y est la sortie et
Ve correspond a la tension d’entrée.

Quand l’interrupteur S se trouve dans la position fermée, la diode est bloquée. Lorsque
I’interrupteur passe en position ouvert, la diode se met en conduction. Donc, dans le mode de
conduction continue, les états de I’interrupteur et de la diode sont complémentaires.

Le modéle moyen [MCT76] est fourni par la moyenne des représentations linéaires
(3.1), (3.2) et présente une expression de la forme :
X =A(d)x+Db(d)v
(d)x+b(d)v, 3
y =c(d)x

avec :
A(d) = Ad + A, (1-d)
b(d)=bd +b,(1-d) (3.4)
c(d)=cd+c,(1-d)
On note que le rapport cyclique d devient I’une des entrées du modéle moyen au méme

titre que la tension d’alimentation V,. Cette nouvelle entrée représente également la commande

du systeme qui est utilisée afin de piloter la sortie y. Le domaine de validité de la modélisation
par modele moyen donnée par les équations (3.3)-(3.4) est donné par la condition suivante : la
fréquence de commutation du convertisseur est beaucoup plus importante que la limite haute
du domaine de validité.

1
—= 3.5
>> @ (3.5)
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Le modele moyen obtenu est un modéle non-linéaire, et plus précisement bilineaire, en
raison du produit entre le vecteur d’état x et le signal de commande d. Cependant, une
dynamique linéaire peut étre facilement obtenue en linéarisant le modéle (3.3)-(3.4) autour
d’un point de fonctionnement souhaité en régime permanent. Le point d’équilibre noté avec

X, et la sortie du systeme correspondante Y, sont calculés en imposant x = 0. Cette équation
conduit aux expressions suivantes des valeurs stationnaires :
-1
X, =—A"Bv,
Y, =-CA™BY,
sous reserve que la matrice A soit inversible. V. représente la valeur de la tension

d’alimentation en régime stationnaire et les matrices A, B et C s’expriment en fonction de la
valeur du rapport cyclique a 1’équilibre D :

A=AD+A,(1-D)
B=Db,D+b,(1- D) (3.7)
C=c,D+c,(1- D)

Par conséquent, la dynamique caractérisant le comportement du modéle dans un voisinage de
la valeur de linéarisation X, a la forme suivante :

X = AX + BV, +[(A, — A))X, + (b, —b,)V, ]Jd
y=CX+(c,—c,)X.d

(3.6)

(3.8)

avec ¥ = x — X,.

En mode de conduction discontinue (DCM), le circuit est décrit par trois
configurations différentes. Les deux premiéres sont identiques avec les configurations
mentionnées en CCM, tandis que la troisieme configuration apparait si la diode devient
bloquée durant le temps que I’interrupteur est dans la position ouverte, a la fin de la période
de découpage. Par conséquent, en fonction de 1’état passant ou bloqué de ces deux ¢léments
on a trois dynamiques linéaires différentes caractérisant le comportement dynamique du
convertisseur :

S—fermé  [x=Ax+hy, (3.9)
diode — bloquée y =CX |
| S—ouvert  [X=AX+by, (3.10)
diode — passante y =C,X
| S —ouvert - X = AX+byv, (3.11)
diode —bloquée y =C5X

Dans ce mode de conduction, la moyenne des modeles (3.9)-(3.11) est faite avec le
rapport cyclique d, =d (donné par la fraction de la période de commutation ou I’interrupteur

est dans la position fermé), d, (déterminé par la partie de la période de commutation ou

I’interrupteur est ouvert et le courant par I’inductance est positif) et d, =1—d, —d, (la partie
de la période T, ou le courant s’annule lorsque I’interrupteur reste dans la position ouverte).
Les deux variables d, et d, ont des expressions algébriques dépendantes de la valeur du

rapport cyclique d,, des paramétres du circuit, de la tension d’alimentation V, et celle de
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sortie V.. Ainsi, tout en gardant I’hypothése (3.5), le modéle moyen bilinéaire en DCM

[CMT77] présente la dynamique suivante :
x=A(d)x+Db(d)v, (3.12)
y =c(d)x

avec .

A=Ad, +Ad,+Ad,, d =d
b="Dbd, +b,d, +b.,d, (3.13)
c=c,d, +c,d, +c.d,

Egalement, le modéle moyen peut étre linéaris¢ autour d’un point de fonctionnement
X,=-A"BV,, pour lequel la sortie du systéme est représentée par Y, =—CA'BV,. Les
matrices A (supposée inversible), B et C calculées en fonction des valeurs a 1’équilibre D, D,,
D; =1 — D; — D, ont les expressions suivantes :

A=AD,+AD,+A;1-D,-D,)
B=b,D+b,D, +b,(1-D, —D,) (3.14)
C=cD+c,D,+c,(1-D,-D,)
La dynamique du modéle moyen linéarisé est représentée en DCM par les équations :
X = AX+BY, + [(A - A)X, + (b, = bV, Jd, +[(A, - A)X, + (b, ~b, )V, ],

- ~ ~ (3.15)
y=Cx+(c, —¢;)X.d, +(c, —¢;)X.d,

Etant donné qu’en régime permanent la valeur du courant est nulle au début et a la fin
de la période de commutation i, (KT,) =i ((k +1)T,)=0 (cf. la Figure 3.1.2 (b)) il est possible

de réduire I’ordre du modéle moyen (3.12) a travers l’approximationdstL =0. Dans ce cas, la

variable d’état représentée par le courant i, est remplacée par sa moyenne pendent la période
de commutation i, =i, /2. Ainsi, I'expression du courant dépend de plusieurs variables et

paramétres : d;,V,,V, L, T,.

3.3  Modélisation hybride en mode de conduction continue

Dans la littérature, plusieurs groupes de recherche [AFJ+07], [BPM+07] ont proposé
des methodes de modélisation appliquées aux convertisseurs de puissances DC-DC afin
d’obtenir des modeles hybrides capables de reproduire le comportement non-linéaire des
convertisseurs d’une maniere précise, et également exploitables en vue de ’analyse de la
stabilité et de la synthése de lois de commande. Selon le type de modeles développés, on peut
differencier des modeéles linéaires commutés a temps continu, des modeles affines par
morceaux a temps discret et des modeles affines par morceaux robustes, des modeéles
échantillonnés a temps continu et des modeéles affines par morceaux issues des approches
énergeétiques.

Dans ces travaux de thése, nous adoptons 1’approche proposée par le groupe de
recherche de I'Ecole polytechnique fédérale de Zurich, Suisse. Le modéle hybride abouti
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présente I’expression mathématique d’un modele affine par morceaux a temps discret et il a
été appliqué sur des convertisseurs DC-DC d’ordre deux, de type buck [GPMO08] et boost
[BPM+07], fonctionnant uniquement en mode de conduction continue. En utilisant le méme
principe de modélisation, on se propose de généraliser 1’algorithme qui permet d’obtenir un
modele PWA afin de pouvoir I’appliquer a d’autres types de convertisseurs et en particulier a
des convertisseurs d’ordre ¢levé. Pour ces raisons, les idées principales de la technique de
modélisation proposées dans [GPMO5] sont décrites par la suite en prenant I’exemple du
convertisseur buck. La méthode est également adaptée aux cas des convertisseurs d’ordre
¢levé tel qu'un convertisseur flyback avec filtre d’entrée qui présente un modele
mathématique d’ordre quatre et un comportement non-linéaire tres prononcé.

3.3.1 Application a un convertisseur de type buck

La méthode de modélisation hybride est appliquée au convertisseur buck dont la
topologie du circuit est représentée par le schéma de la Figure 3.3.1.1.

L

Figure 3.3.1.1 : Schéma du convertisseur buck avec pertes.

Au niveau du circuit, L, C, R correspondent respectivement a 1’inductance, le
condensateur et la résistance de charge du convertisseur. Ve est la tension d’alimentation et 1,
I. sont respectivement la résistance interne de 1’inductance L et la résistance équivalente série

(ESR ou Equivalent Series Resistor) du condensateur C. Ces résistances sont des éléments
parasites introduits afin de prendre en compte les pertes dans le circuit du convertisseur. Le
transistor MOSFET et la diode sont représentés comme deux interrupteurs S; et S, a deux
positions : fermée/ouverte.

Avant de décrire le principe de la méthode de modélisation hybride, on présente
I’approche « classique » de modélisation utilisee afin de determiner une représentation
mathématique dans 1’espace d’état du convertisseur buck.

Généralement, 1’ordre du modéle d’un convertisseur et la dimension du vecteur d’état
considéré sont déterminés par le nombre d’éléments du circuit qui emmagasinent d’énergie.
Dans le cas du convertisseur buck, 1’inductance et le condensateur représentent ces éléments.

Ainsi, le vecteur d’état X(t) = [iL (t) v, (t)]T est composé par le courant de I’inductance i (t)

et la tension aux bornes du condensateur V,(t). Cependant, du point de vue pratique il est
préférable de pouvoir mesurer tous les états du modele du convertisseur. En conséquence, la
deuxiéme variable d’état V_(t) est remplacée par la tension aux bornes de la résistance de

charge V,(t) et le vecteur d’état est défini par :

xt)=i,@ v,®f (3.16)
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En considérant que le convertisseur fonctionne en mode de conduction continue, les
deux configurations du circuit (voir la Figure 3.3.1.2) sont représentées dans 1’espace d’état
par les dynamiques linéaires a temps continu suivantes :

A xt)+B. v, telkT,, (k+d(k))T
X(t)= fermex( )+ fermeve E[ e ( + ( )) e] (317)
AuerX(®), te[k+d( )T, (k+1)T,]

y(t) = Cx(t) (3.18)
La premiére dynamique linéaire correspond aux positions : fermé de I’interrupteur S;
et ouvert de I’interrupteur S; et s’applique dans I’intervalle [kTe, (k +d(k))Te] de la période k

d’échantillonnage T,. La deuxiéme dynamique caractérise 1’intervalle [(k +d(k))T,, (k +1)Te]
ou I’interrupteur S; reste dans la position ouverte. Le changement de position de I’ interrupteur
S; est commandé par le rapport cyclique d(k) de chaque période d’échantillonnage KT,. En
ce qui concerne la sortie du modele, elle est toujours représentée par la tension de sortie
V, (t). Les matrices réelles A« Brms: Aouert €t C dépendent des éléments du circuit : L,

C, de la résistance de charge R et également des éléments parasites I, et I :

_n _1
L L
Afermé = Aouvert = R C 1 RC (319)
B () -t (1)
(re+R)C L) (r.+R)C L
1
Bume=| R |, C=[0 1 (3.20)
ermé rC R ’
(. +R)L

Si la résistance équivalente en série du condensateur et la résistance de I’inductance
sont considérées nulles (r. =r_ =0), on obtient un modele simplifié, sans perte du

convertisseur buck pour lequel la tension de sortie V,(t) est égale a la tension aux bornes du
condensateur V, (t).

(b)
Figure 3.3.1.2 : Configurations du circuit du convertisseur buck avec perte : S; position fermée (a), S;
position ouvert (b).

Comme décrit dans la Section 3.2, le modeéle moyen bilinéaire prenant en compte les
pertes du circuit est donné par les équations suivantes :
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X(t) = [Aferméd + Aouvert(l_ d)]X(t) + Bferme’ dve = AX(t) + dee
—

A ° (3.21)
y(t) = [Cd +C(1—d)]x(t) = Cx(t)

C

Tenant compte du fait que les matrices A des dynamiques (3.17) sont identiques, la
non-linéarité du modele (3.21) est représentée par le produit entre le rapport cyclique d et la

tension d’entrée V,. Cependant, le modéle moyen peut étre linéarisé autour d’un point

d’équilibre, ce qui permettra 1’application des méthodes d’analyse et de synthése de lois de
commande dédiées aux systemes linéaires.

Considérons la dynamique du modele (3.21) donnée sous la forme d’une fonction
dépendante du vecteur d’état x et des deux entrées d, v, du modéle :

x=f(x,d,v,) (3.22)
Le vecteur d’état, la commande et la tension d’alimentation sont exprimés par les variations

X, d et V, autour des valeurs a I’état d’équilibre X,,D,V, :

x=X+X,, d=d+D, v, =7 +V, (3.23)

ou V, et D sont respectivement les valeurs nominales de la tension d’alimentation et rapport
cyclique en régime stationnaire calculées pour une tension de sortie de référence V..

L’expression du point d’équilibre X, et le rapport entrée/sortie sont donnés par la solution de
I’équation X(t) =0 :

;
1 R
X, =[1, V[ = DV. 3.24
I L @24
V
= = R (3.25)
V, R+r,
La dynamique du modele linéarisé est déterminée de la maniére suivante :
KO-, (O-X)+ 20 @D+ -V,
d T ad X X %/—/ ave éié \—ﬂr-—J (326)
Ve:Ve X —V Ve_:e Ve
X(t) = AX(t) + BV,d + BDV, = AX(t) +[BV, BD{E’} (3.27)
VE

Les dynamiques linéaires a temps continu (3.16)-(3.17) et (3.27), présentées
précédemment, sont utilisées par la suite afin de déduire I’expression mathématique d’un
modele affine par morceaux a temps discret du convertisseur buck. La formulation du modele
hybride a temps discret est faite naturellement tout en sachant que la valeur du rapport

cyclique est constante pendant une période de commutation T, et qu’elle ne change qu’a
I’instant KT,, k € N.
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Le principe de cette approche de modélisation consiste a découper la période
d’échantillonnage T,dans v sous-périodes ayant la méme longueur, notée avec z, =T7e,

v € N,v > 1. De méme, a I'intérieur d’une période T, la notation &(n), n=0,...,v -1 est

utilisée pour les variables d’états intermédiaires, échantillonnées avec la période t,. Par
conséquent, on se référe aux variables d’état au début et a la fin de la période
d’échantillonnage avec €(0) = x(k) ete(v — 1) = x(k + 1).

Selon la position de I’interrupteur S; pour chaque sous-période n on définit trois
modes possibles :

— mode 1 : ’interrupteur S; maintient la position fermée pour toute la sous-
période n ,

— mode 2 : ’interrupteur S; maintient la position ouverte pour toute la sous-
période n ,

— mode 3 : 'interrupteur S; commute entre la position fermée et ouverte a
I’intérieure d’une sous-période n.

Ainsi les valeurs intermédiaires des variables d’états e(n), n =0,..,v—1 sont
calculées en appliquant les dynamiques exactes du systeme pour les sous-périodes n ou le
mode 1 ou le mode 2 est actif, et la dynamique du modele moyen linéarisé pour la sous-
période ou le mode 3 intervient. Ce principe est illustré dans la Figure 3.3.1.3 pour une
résolution v = 4.

A 1 1 1 1 I
Umax I l | | |
12 i I : I |
€1(2) : | A I
£1(3) i I~ I | |
&1 (1) \/I | I I
L I I | I I
lein_ 1 1 : 1

€1(0) =¢.(4)

kT, d(k)T, (k + DT,

(b)
Figure 3.3.1.3 : Modélisation avec une résolution v = 4. Evolution du courant d’inductance i, du
modele moyen bilinéaire a temps continu (ligne continue) en comparaison avec les états donnés par le
modeéle hybride (ligne en pointillé) sur une période de commutation T, (a). Position de I’interrupteur

S, dans chaque sous-période (b).
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En ce qui concerne le modele moyen linéarisé utilisé dans la sous période contenant la
transition de I’interrupteur S;, son expression est obtenue a partir du modéle moyen bilinéaire
(3.21).

Il faut mentionner que la variable de commande rapportée a une sous-période n est

définie par d'(k) qui s’exprime en fonction du nombre de sous-périodes v, la sous-période n
contenant la transition et la valeur « réelle » du rapport cyclique d(k):

d'(k) =vd(k)—n, n=0,...,v—1 (3.28)
avec d'(k)e[O, 1]. Pour chaque sous-période n, n =0, ...,v — 1 le rapport cyclique d(k)
appartient a un intervalle [2,%*1], avec n = 0, ...,v — 1. Ainsi,on a:

n=0 - d(k) € [0%] d' (k) = vd(k), d'(k) € [0,1],

n=1 —d(k) e E%] ') =vd(k)—1,  d'(k) € [01],

n=v-1 -d(k)e [”7‘1 1], d'(k) = vd(k) —v + 1, d'(k) € [0,1].
En utilisant la relation (3.28) pour la commande du modele (3.21), le modéle moyen
bilinéaire devient :
X(t) = Ax(t) + B(Wd (k) —n)v,,n=0,...,v -1
y(t) = Cx(t)

Afin d’obtenir une dynamique linéaire, le modéle (3.29) est linéarisé autour d’un point

n

de fonctionnement « réel » D, appartenant a I’intervalle [;, “T“], avecn=0,..,v—1. La
valeur du point de linéarisation est choisie au milieu de chaque intervalle :

(3.29)

L S| (3.30)
2v
ce qui conduit a la méme valeur de linéarisation rapportée a une sous-période :
D’=an+1—n=%,Vn=0,...,v—l (3.31)

Apreés la linéarisation, le modéle moyen d’une sous-période n s’écrit :
£(n) = AZ(n)+BV.d'(k) + D'BV, (3.32)

ol é(n) = e(n) — ,(n),d' (k) =d'(k) = D', ¥, = v, — V,. La notation &,(n) représente le
point de linéarisation de la sous-période n. La valeur du ce point est donnée par 1’équation
(3.24) avec D = D' et V, représente la valeur nominale de la tension d’alimentation. Ce

modele a temps continu est ensuite discrétise avec la période 7, :
Z(n+1) = A°Z(n)+ BV, d'(k) + D'BT, (k) (3.33)

Finalement, la dynamique qui traduit 1’évolution des variables intermédiaires £(n) de
I’état x[k] a I’intérieur de la sous-période contenant une transition de 1’interrupteur S; est la
suivante :

e(n+1) = A%g(n) +B%v.d'(k) + D'B®v, (k) - D'BV, (3.34)
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avec :
g,(n+1) = A’ (n)+B°V.D’ (3.35)

En conséquence, les équations de mise-a-jour des variables d’états pour la n-éme sous-
période sont les suivantes :
e(n)+BY v, (kK), Si S - fermé (model)
Al e(n), si S - ouvert (mode 2)
A’g(n)+ BV, (Wd(k)—n)+ , sitransition (mode 3)

+BD'v, (k)-B°D'V,

ferme

s(n+1)= (3.36)

ou les matrices A%, B4 sont les matrices Afermeé Aouvert €t Brerms des dynamiques exactes
(3.16)-(3.17) discrétisées avec une période égale a la longueur t, d’une sous-période n.

Ainsi, en appliquant consécutivement les relations de récurrence (3.36), on obtient
I’expression générale du modéle affine par morceaux a temps discret du convertisseur buck :

w(k)-n|
X(k +1) = Ari(+1x(k) + [Fnd+1 anf—l + Ctn+1:1: } fn+l

Ve (k)
(3.37)
n+1
Si —<d(k)<— n=0,.
1%
avec les matrices du modele PWA déterminées par les relations suivantes :
v—n—1 n
Ar>1(+1 = ( duvert) (Ad )(Aferme)
)V n-1 d
n+1 - (Aouvert B Ve
Clhy = ('A‘ouvert)‘/_n_1 Bd D’
(3.38)

0O,n=0
Fle =40 v—n—1 n—i
nH Z(Aguvert) (Ad )(A?ermé> B?ermé' n=1
i=1
r;+1 =—Cth Ve
Une expression équivalente du modéle PWA (3.37)-(3.38) pour les entrées du modéle
[d(k) v.(k)]T est lasuivante :

X(k+1) = A, x(k)+ B, 1{ (k)}tf L
+ N+ e(k) n+

(3.39)
. n+1
si — < dk)<——-, n=0,...,v-
1%
ou les matrices B, ; et Ies termes affines f,,,; sont exprimés par :
n+l [Bn+1 Br\1/+l Br?Jrl VFn(il (340)
fn+l = fn' r“:n(il Br\1’+l I:Vl + Ct

On note que le modele hybride obtenu contient v dynamiques affines différentes a
temps discret et que le changement de la dynamique utilisée a I’instant k est sélectionné en
fonction de la valeur du rapport cyclique d (k).
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Cette méthode de modélisation présente 1’avantage d’approcher le comportement du
convertisseur dans le domaine de fonctionnement établi en mode de conduction continue. De
plus, le découpage en v sous-périodes permet d’agir sur la précision et sur la complexité du
modele PWA. Cependant, plus on augmente le nombre de sous-périodes, plus on augmente la
dimension du modele hybride. Le modéle confére une représentation des variables d’état
échantillonnées tres précise, puisque la seule approximation utilisée est celle de la sous-
période ou la transition de l’interrupteur S; se produit (le mode 3 de 1’équation (3.36)).
Effectivement, ce modele est developpé afin de pouvoir appliquer des différentes stratégies de
commande, ce qui nous améne devant un compromis entre la précision du modéle et le
nombre de dynamiques qui seront prises en compte dans la synthése de lois de commande.

Le modéle PWA (3.37)-(3.38) a éte déterminé avec une résolution v = 3 pour un
convertisseur buck ayant un espace de fonctionnement en mode de conduction continue,
défini par l’intervalle [20[V] — 30[V]] pour la tension d’alimentation v, et l’intervalle
[10[W] — 100[W]] pour la puissance de sortie. Dans cette hypothése, les paramétres du
circuit et les valeurs nominales de la tension d’alimentation V, et de la résistance de charge R
considérées sont présentés, respectivement, dans le Tableau 3.3.1.

L = 220 [uH] F = 20 [kHz] R=21[q]
C = 47 [uF] Vyer = 12[V] V, = 24[V]

Tableau 3.3.1 : Valeurs numérigques des parametres du convertisseur buck.

Les pertes prises en compte dans le modéle hybride sont représentées par une valeur
de la résistance interne de I’inductance r;, = 200 [m{], alors que la résistance équivalente en
série r¢ du convertisseur est négligée.

Par la suite, nous analysons la continuit¢é des variables d’état (le courant de
I’inductance et la tension de sortie) du modéle PWA avec la résolution v = 3 par rapport a
I’entrée de commande du modele (le rapport cyclique). Dans la référence [AMMI0] il a été
démontré le fait que la continuité de variables d’état aux frontiéres des régions de définition
du modele PWA est importante afin d’assurer des bonnes performances d’une loi de
commande prédictive synthétisée a partir d’un modele affine par morceaux. Les discontinuités
entre les différentes dynamiques du modeéle hybride rendent la commande élaborée plus
sensible aux imperfections du modeéle (par rapport au systeme physique) et par conséquent,
conduisent a I’apparition du phénoméne de réticence. De plus, en ce qui concerne la
commande prédictive, le choix des paramétres de réglage devient plus difficile, d’une part, et
la taille de la solution explicite est plus importante, d’autre part. Tout en sachant que le
modele PWA avec une résolution v = 3 est développé dans le but d’appliquer la stratégie de
la commande prédictive, on analyse le modéle hybride obtenu du point de vue de la continuité
des variables d’état aux frontieres des dynamiques affines.

En régime permanent, le point d’équilibre de chaque dynamique du modéle PWA est
calculé par la relation suivante :

Xr?+1 = (|2 B A:+l)_l(B:+an+1 + Br\:ilve + fn+1) (341)

ou I, représente la matrice unité.
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Par conséquent, la continuité des variables d’état du modele PWA (3.39)-(3.40) est

P , - - . n n+1l P , - s
vérifiée si a la frontiere d’intervalles [;’T , n=0,..,v—2 les conditions d’égalité

suivantes sont satisfaites :

n+l _, n+l
(IZ_An ) (Br?+1 y Bnilv +fn+1) (l An ) (Br?+2 y BniZV +fn+2) (342)

Pour les deux variables d’état, nous montrons I’influence des changements de la
résistance de charge et de la tension d’alimentation sur leur continuité vis-a-vis du rapport
cyclique.

Dans les Figure 3.3.1.4 et Figure 3.3.1.5, les caractéristiques du courant d’inductance
i; et de la tension de sortie V; sont illustrées dans trois situations. Premierement les valeurs
nominales de la résistance et de la tension d’entrée sont considérées, ensuite la valeur de la
résistance de charge varie (R = 4[Q]) et troisiemement une valeur différente de la tension
d’entrée est imposée (V, = 20 [V]). De méme, les caractéristiques du courant i, et de la
tension V; données par le modele PWA sont comparées avec celles fournies par le modele
moyen bilinéaire afin d’évaluer la précision du modéle hybride obtenu.

Sur la Figure 3.3.1.4 (a) on constate que la continuité du courant i; par rapport au
rapport cycliqgue d est respectée en considérant les valeurs nominales de la tension
d’alimentation et de la résistance de charge, d’une part, et que le modele hybride approche
bien le comportement du modele moyen bilinéaire d’une autre part. Dans le cas ou la
résistance R = 4[Q] est utilisée (voir Figure 3.3.1.4 (b)), la continuité du courant a la frontiere
des dynamiques du modele PWA n’est pas influencée, vu le fait que le modele hybride ne
prend pas en compte la modification de ce paramétre. Cependant, on constate un Iéger écart
par rapport a la caractéristique fournie par le modele moyen bilinéaire.

(a) : caracterisique du courant (V = 24[V] R" = 2[Q])

= 5 = — ‘—""’“‘——_ —F — modeéle moyen
~ 0 = ~ ‘r | -==dynamique 1
o 01 02 03 04 05 06 07 08 dynamique 2
(b) : caracterisique du courant (V7 = 24[V] R=4[Q]) LU~ dynamique 3
~ 10 \ ------------------
< s |
> IR —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(c) : caracterisique du courant (V =20[V], R" = 2[Q])
10 pres
- | =" |

00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
rapport cyclique

Figure 3.3.1.4 : Comparaison entre les caractéristiques du courant par I’inductance i, en régime
permanent générés en utilisant le modéle moyen et le modéle PWA avec la résolution v =3.

Dans la Figure 3.3.1.4 (c), lorsqu’on considére une valeur de la tension de

d’alimentation V, différente de la valeur nominale (utilisée pour obtenir les matrices du
modele PWA) on remarque des discontinuités du courant au niveau des dynamiques du
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modele PWA, malgré une approximation satisfaisante de la caractéristique du modéle moyen
bilinéaire.

De méme, la caracteéristique de la tension de sortie V; en régime permanent obtenue en
utilisant les dynamiques du modele PWA est continue a ses frontiéres (pour les valeurs du
rapport cyclique : ; et 2) pour une valeur nominale de la résistance de charge R (voir Figure
3.3.1.5 (a)). Mais, la continuité n’est pas assurée par rapport a la valeur de la tension
d’alimentation (voir Figure 3.3.1.5 (c¢)). Cependant, on peut constater que le modeéle hybride
fournit une approximation de la tension de sortie satisfaisante dans les trois situations
proposées par rapport a la caractéristique du modele moyen bilinéaire.

En conséquence, les dynamiques du modéle PWA présentent des discontinuités aux

-\ . e 11 [1 2] [2 L
frontiéres d’intervalles de définition : [O'E]'[E'E]'[E'l] vis-a-vis des changements de la
tension d’alimentation utilisée. Concernant la précision du modele hybride développé entre

les deux variables d’état du modele PWA, le courant de I’inductance est plus sensible aux
changements de la valeur de la résistance.

(a) : caracterisique de la tension (V = 24[V], R" = 2[Q])

< 20 T T —
=, 10 e f* —modele moyen
> 0 —— | ---dynamique 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 dynamique 2
(b) : caracterisique de la tension (Vre1 =24[V],R=4[Q]) [ dynamique 3
> — ‘r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
20 (c) : caracterisique de la tension (Ve =20[V], R" = 2[Q])
S e
2 10 Iy
> 0 ‘_-_-—___‘____————'—

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
rapport cyclique

Figure 3.3.1.5 : Comparaison entre les caractéristiques de la tension de sortie V, en régime permanent
générés en utilisant le modéle moyen et le modéle PWA avec la résolution v =3.

Le comportement dynamique du modéle PWA avec la résolution v = 3 est évalué par
plusieurs simulations effectuées avec Matlab/Simulink™ et Ia librairie SimPowerSystems'™.
L’¢évolution des variables d’états du modele hybride est comparée avec les signaux du courant
de I’inductance et la tension de sortie générées par le circuit en commutation du convertisseur
buck. Vu que les valeurs nominales choisies pour R et I/, correspondent a un rapport cyclique

D =10,55 € E,%], la seconde dynamique du modele hybride est active. Afin d’observer le

comportement des autres dynamiques du modele PWA, nous proposons deux cas particuliers.
Dans le premier cas, illustré sur la Figure 3.3.1.6, une variation en échelon du rapport
cyclique de D = 0,55 a D = 0,275 est appliquée, ce qui permet ’utilisation de la premiére
dynamique.

Sur la Figure 3.3.1.6, les valeurs intermédiaires des variables d’états calculées, en
utilisant la dynamique active du modéle PWA, suivent les formes d’onde des signaux générés
par le circuit en commutation. En comparaison avec le modele moyen qui fournit la moyenne
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des signaux sur chaque période de commutation, le modéle PWA a temps discret offre des
informations supplémentaires sur 1’évolution de variables d’état a I’intérieur d’une période de
commutation T,.

Dans le deuxieme cas, le fonctionnement passe de la deuxieme région de
fonctionnement a la troisiéme a I’aide de la variation du rapport cyclique de D = 0,55 a
D = 0,733. Cette situation est représentée sur la Figure 3.3.1.7.

r 35
8k variation du e %
6 ~ rapport cyclique 2,5‘4 .
< o —7 0,013 0,013
< 8L A_A S
2 5,547 % -
L — ' valeurs intermédiaires du
0 0,003 . 0,0031 7" modele PWA
0 0,004 0,008 0,012 = circuit en commutation
Temps (sec) == modéle PWA
===modele moyen
[‘ ()= T S
S 10 N, i’,S\IAJAJ
>" 5 11,81 M \/ L""_AM—"Q—']'—l e
0,003 0,0031
00 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02

Temps (sec)
Figure 3.3.1.6 : Formes d’ondes du courant i, et de la tension V_ pour un échelon du rapport cyclique
de D=0,55 a D =0,275. Comparaison entre le circuit en commutation, le modéle PWA et le modele

moyen. Les valeurs intermédiaires des variables d’états déterminées en utilisant le modele hybride
sont représentées en trait pointille.

10 % & ‘[ F i i ‘[
| | |
1 1 1
< DB
= ° BN o N 7,53’2‘ —
‘ 5572 V variation du 0,013 0,0131
?’ T== i rapport ;yclique .... Valeurs intermédiaires du
0 . 0,003 0,0031 modele PWA
0 0,004 0,008 0,012 === circuit en commutation
Temps (sec) == modéle PWA
— == modéle moyen
15 [
N
> 10 A = L6ERETIRET
>u) \ 12 Vo e > .."l E | : \
15 1
5 N 0013 | 00131
0 0,003, 0,0031
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02

Temps (sec)
Figure 3.3.1.7 : Formes d’ondes du courant i, et de la tension V, pour un échelon du rapport cyclique
de D =0,55 a D =0,733. Comparaison entre le circuit en commutation, le modele PWA et le modéle

moyen. Les valeurs intermédiaires des variables d’états déterminées en utilisant le modeéle hybride
sont représentées en trait pointille.
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Le modeéle affine par morceaux a temps discret (3.39)-(3.40) développé sera utilisé
comme modele de synthese pour différentes stratégies de commande dans les Chapitres 1V et
V.

3.3.2 Application a un convertisseur de type flyback avec filtre d’entrée

La technique de modélisation hybride décrite dans la Section 3.3.1 est adaptée au
convertisseur flyback avec filtre d’entrée. Le schéma équivalent est donné sur la figure
3.3.2.1. Ce convertisseur est piloté a fréquence de découpage fixe T,. On considere le
fonctionnement du convertisseur en mode de conduction continue : I’interrupteur MOSFET
est passant, ensuite bloqué et la diode D a un état complémentaire a celui du MOSFET. Le
transformateur de cette structure fonctionne comme deux inductances couplées ou I’énergie
provenant de la source est emmagasinée sous forme magnétique dans le transformateur quand
le MOSFET est passant. Lorsque la diode D devient passante, cette énergie magnétique est
restituée a la charge : on parle alors de structure a accumulation inductive. Les résistances
equivalentes 1, , ¢, et ry, représentent les pertes résistives dans le convertisseur.

Dans ’optique d’une modélisation hybride, on choisit le vecteur d’état suivant :

xO=li.®) ve® i.® v.©f (3.43)
iLe
rLe Le lCe
vS
Tc,
ve
T o— Ce
v, | ==
S77

Figure 3.3.2.1 : Schéma équivalent du convertisseur flyback avec filtre d’entrée avec pertes.

ou i;(t) et vo(t) représentent, respectivement, le courant de 1’inductance et la tension du
condensateur du filtre d’entrée. Les états i; (t) et v(t) correspondent au courant traversant

I’inductance L,,, ainsi qu’a la tension de sortie. La dynamique du convertisseur en CCM sur la
k-eme période de commutation T, est décrite par les equations a temps continues suivantes :

(1) = Aferméx(t) + Bferméve’ te [kTe’ (k +d (k))Te]
K= AouvertX(t) + BowertVe r t € [(K +d ()T, (k +1)T, |

y(t) = Cx(t) (3.45)

ou les matrices Agerme, Brerms: Aouvert: Bouvert, €t C sont données par :

(3.44)
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__ LA, 10X 0 1
I'e Le Le I 1 i
FE T N
Afermé = Ce Ce ! Bferme’ = Bouvert = O
L1 kAL 0
Lm Lm Lm
1 L0
0 0 -——
i _ Rl (3.46)
b, :rce Li 0 0
1e e 0 T
— 0 0 0 0
= Ce C
Aouvert 1 ! 0
0 0 -——
mL, 1
o o L -1
L mC RC

Les deux entrées du systéme sont représentées par la tension d’alimentation v, et le rapport
cyclique d(k). Plus précisément, d (k) représente 1’entrée de commande du systéme.

La technique classique d’espace d’état moyenné caractérisant les deux dynamiques du
systeme conduit & un modele non-linéaire de la forme :

X(1) = (A X(O) + BV YA (K) + (AyyreX(®) + BY, )L — A (K))

(3.47)
= AX(t) + Bv,
avec :
[ 41 1 I ]
: — ~d(k 0
Le Le Le ( )
1 1
— 0 - d(k 0
o< c. (k)
e 1 fe, +1L 1-d(k) | (3.48)
Ztdk) —d(k) -———d(k) -
. (k) 5 (k) C () oL,
0 0 1-d(k) 1
L mC RC |
B:Bfermé

Le modéle moyen peut étre linéarisé autour d’un point d’équilibre X, qui représente la
solution de 1’équation x(t) = 0. L’expression des variables d’état en fonction des valeurs du
rapport cyclique et de la tension d’alimentation D et I, en régime permanent est la suivante :
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X,=[l. Ve, 1. V[
avec .
m*D?V,
ILe = 2 2 2
R(-D)?+m?|r_D?+r, DL~ D)+r,D]
r,_m’D?,
“ ° R@-D)?+m?|r, D*+r, D(-D)+rD]
m?DV,
ILm = 2 2 2
R(-D)?+m?|r_D?+r, DL~ D)+r,D]
v _ mRD(1— D)V,
* R@-D)?+m?|r,_D?+r, D(-D)+r,D]

(3.49)

Ainsi, en utilisant I’ensemble (X,, D, V,) la dynamique linéaire du modéle moyen est
donnée par :

d (k)
v

e

i(t):A'i(t)+[B('j B&]{ }=A'i(t)+ B'[J(k) Ve]r (3.50)

B
ol ¥=x(t)—X,, d(k)=d(k)—D, ¥,(k)=v,—V, représentent les variations des
variables d’état x(t), de I’entrée de commande d(k) et de la tension d’alimentation v, dans

un voisinage des valeurs en régime permanent (X,,D,V,). Les matrices A, B} et B,ie ont les
expressions suivantes :

L +r I
et 1 Z=d (k) 0
Le Le Le
1 0o -t 0
Al = C, C,
r o+, -
Cogmy Tag) - ftgg 29K
L, L, L, mL,,
0 0 1-d(k) 1
L mC RC Jyweo (3.51)
- . _
;IL
L, i
—ih L,
C m
B(Ij: e , B\Il 10
I~ +1 ¢
L|L+1vc-°e L|L+1vs 0
m Lm ) Lm mLm O
1,
L mC " l

La relation entrée/sortie caractéristique du convertisseur flyback avec filtre d’entrée,
en tenant compte des eléments résistifs r;, , r¢,, 1, est déduite facilement de I’équation
(3.49):

v, MRD(L- D) | 352
V, R(@-D)?+m?|r,_D?+r. DA~ D)+r,D] '

Si les pertes dans le convertisseur sont négligees : r;,, =1, =1, = 0, ’expression du gain
. Vs .
statique > devient :
e
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V, mD

V. (1-D)

e

(3.53)

On constate que la tension de sortie V; varie entre O et co pour une variation du rapport
cycligue D de 0 a 1. Cependant, dans I’expression (3.52), considérant les pertes résistives
pour D = 1, on obtient une tension de sortie V; = 0. Cela signifie qu’en pratique il existe une
valeur maximale du rapport cyclique D,,,, inferieure a 1, apres laquelle la tension de sortie
V, diminue. Pour des valeurs du rapport cyclique supérieures a D,,,., le rendement du
convertisseur n’est pas trés favorable. Par conséquent, le rapport cyclique est borné dans
I’intervalle [0, D,,4,] (voir Figure 3.3.2.2). Dans le cas du convertisseur flyback avec filtre
d’entrée, la limite supérieure D,, 4, s’exprime en fonction d’éléments dissipatifs du circuit (la
résistance de charge R et les résistances ry,,, ;) :

R—-m /R(rLe +r.) (354)

R-—m?(r_ +r)

D, (R) =

En suivant les étapes de la technique de modélisation hybride présentées dans la
section précédente sur le convertisseur buck :

» découper de la période de commutation T, = % en v sous-périodes ayant la
méme longueur 7, = ¢;
» déterminer les expressions des modeles linéaires a temps discret valides sur
une sous-période n,n = 0: v — 1 selon les trois modes possibles en CCM :
— mode 1 : état passant de I’interrupteur MOSFET sur une sous-période n
entiére ;
— mode 2 : état bloqué de I’interrupteur MOSFET sur une sous-période n
entiére ;
— mode 3 : transition entre 1’état passant et 1’état bloqué de I’interrupteur
MOSFET a I’intérieur de la sous-période n.

70
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> 30 //
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/
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Figure 3.3.2.2 : Caractéristique en régime stationnaire de la tension de sortie V.. D, .., indique le
rapport cyclique pour lequel la valeur maximale de la tension de sortie est atteinte.
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Les équations de mise-a-jour de 1’état pour la n-eme sous-période sont données par :

A?ermég(n) + B(f’erméve (k), simodel
( 1) AgUVertg(n) + BOdUVertVe (k)’ Si mOde 2 3
n+1) =
¢ A o(n)+ B (d(K)—n)+BOv,(K)—  simode3 (3.55)

- BIIDd (VDn+1 _n)+(Bd - B\lled )Ve

n+1

ou les matrices Al ., Bénﬂ et Bﬁe sont obtenues en remplacant D par vD,,; —n dans les
équations (3.49) et (3.51) :

ro+r r
S PR 0
< 0 20D, 1) 0
A{: _ Ce Ce n+l
S Lo+, _ ~ ’
Ife (VDrH-l_n) Li(VDm-l_n) _%(VDnﬂ_n) —]'(VD”L:n)
m m m m
0 0 1-(Dy. =) 1
. mC RC Jld(k)=bD
_ r i
i (3.56)
Le1 1
_ET Ly L,
(li = e , B\I, _l0
"R .+ .
CelL"'ic—CE LIL"’LVS 0
Lm ‘ Lm ¢ Lm " m|_m 0
1
_ e |

avec I,V 1, .V, calculés avec D = (1D,., —n) dans (3.49).

n+l

Etant donné que les matrices Al ., Bénﬂ caractérisent le comportement dynamique
du convertisseur sur une seule sous-période n, la valeur du point de linéarisation notée D,
choisie en rapport avec la période de commutation T, entiére s’exprime en rapport avec une
sous-période n par la relation vD,,.; — n. Egalement, les notations A% et BZ indiquent le fait
que les matrices Agerme, Brerms: Aouvert: Bouvert de 1’équation (3.46) et A', B}, B sont
discretisées avec une période égale a .

Si on applique consécutivement les relations de récurrence (3.55), on obtient
I’expression d’un modele affine par morceaux a temps discret de la forme suivante :

X(k +1) = A:+1X(k) + Br?+,-1|:Vdv(ek()k; n:| + fn'+1

si D<d@) <2 avecn=o,..v-1
1% 1%

(3.57)

avec .
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Ar:(+l ( uvert )V " (Arl‘lf—jl XAferme )

( d )V ”-1[ Id Bl,d]
n+l uvert dnyt Ve

fn’+1 = (Aguvert )V_n_l Bd + _Zn;,(Aguvert )V_n_l (Arlvfl XAferme ) ferme
j=

(3.58)
nx>1
v-n-1 o1 ‘/Dn+ -n
+ (Aouvert) ouvert e (Aouvert) [ Incil B\Iled :
= Ve
n<v-1
Une forme équivalente du modele (3.58) est donnée par :
d(k
X(k +l) An+lx(k) Bn+1|: (k) :| + fn+l
Ve (K) (3.59)

si X< d(k) Sn_+1 avecn=0,..,v-1
14 14

ol les matrices A%, , ont les expressions de I’équation (3.58), tandis que les matrice B2, ; et
les termes affines f,,,, deviennent :

v-n-1[ o1d I,d]
n+1 (Aouvert) [ dnyt BVe
Y v—n-1 | d
fn+1 - fn (Aouvert) (s Y

Concernant les valeurs des points de linéarisation D,,,;, plusieurs choix ont été
envisagés. Dans un premier temps, on a choisi les valeurs au milieu de chaque intervalle :

(3.60)

=L, v - 1, comme dans le cas du convertisseur buck. Mais ce choix n’assure

pas la continuité des variables d’état par rapport a I’entrée de commande et introduit des
discontinuités au niveau des dynamiques du modele hybride a temps discret (3.60). Par la
suite nous appelons «modele PWA continu/discontinu» un modéle PWA avec les dynamiques
affines continues/discontinues a travers les intervalles de validité, par rapport a toutes ses
variables d’état.

La Figure 3.3.2.3 présente la caractéristique en régime permanent de la tension de
sortie V; du modele PWA pour une résolution v = 7 en comparaison avec celles du modele
moyen non-linéaire considérant les résistances en série des composants inductifs et également
du mod¢le moyen linéarisé autour d’une valeur du rapport cyclique D = 0,512. Ce point de
linéarisation est calculé en fonction des paramétres du convertisseur flyback avec filtre
d’entrée pour lesquels 1’on a utilisé les valeurs numériques données dans le Tableau 3.3.2.1.

L, = 130 [uH] C=49[uF] F=40[kHz] 1, =50[mQ]
C, = 102 [pF] m=2 R =22[0Q] ¢, = 0 [mQ]
m = 68[uH] Vrer = 24[V] V, = 12[V] 1, = 100 [mQ]

Tableau 3.3.2.1 : Valeurs numériques des paramétres du convertisseur flyback avec filtre d’entrée.
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Figure 3.3.2.3 : Caractéristique en régime permanent de la tension de sortie V. du modele PWA
discontinu avec la résolution v =7.

On remarque que les approximations fournies par le modele PWA sur chaque
intervalle sont discontinues a travers leurs frontiéres en raison d’un choix inappropri¢ des
valeurs des points de linéarisation D,, ;.

Afin de garantir la continuité des dynamiques du modéle PWA par rapport a la tension
de sortie V; la valeur de linéarisation D, est choisie arbitrairement dans I’intervalle [O, %], alors

que toutes les autres valeurs D,.,, n=1,..,v—1 sont déterminées en imposant les
conditions :

C I X -1 Bd Dn+2 f _C | X \-1 Bd Dn+2 f
(4_A1+1) n+l|: v :|+ n+l | — (4_'A\1+2) n+2|: v :|+ n+2 (361)

e e

. . , . n n+l .
aux bornes inferieures et supérieures d’intervalles [;’T ,n=0,..,v—2, au niveau du

point stationnaire Y, = CX, = V. Cependant, les dynamiques du modéle PWA présentent
toujours des discontinuités par rapport aux trois autres variables d’état du modele (voir les
caractéristiques en régime permanant de la tension de sortie V; de la Figure 3.3.2.4 (a) et du
courant de I’inductance L,, de la Figure 3.3.2.4 (b) par exemple). Si I’on procede ensuite a la
synthése d’une loi de commande formulée sur ce modéle PWA discontinu, les performances
du systéme en boucle fermé pourront étre dégradées en raison de 1’apparition du phénoméne
de réticence introduit par les discontinuités au niveau des dynamiques affines du modéle
hybride.
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Figure 3.3.2.4 : Caractéristiques en régime permanent de la tension de sortie V, (a) et du courant de
I’inductance L, (b) du modéle PWA continu par rapport a la tension de sortie et la résolutionv =7.

En conclusion, le choix des valeurs des points de linéarisation D, ; est assez difficile
si I’on veut assurer la continuité des dynamiques du modele PWA par rapport a toutes les
variables d’état. De ce fait la méthode de modélisation hybride est modifiée dans le cas du

convertisseur flyback avec filtre d’entrée conformément 1’approche abordée dans la référence
[BMC+09].

Considérons que le modele moyen a temps discret du convertisseur peut étre écrit
selon la forme suivante :

X(K) = (AL X(K) + BV, ) () + (Al o X(K) + BV, ) (A - d (K)

fermé ¥ e ouvert ouvert
= Aguvert X(k) + (A?ermé - Aguvert)x(k)d (k) +
Hf_/
An B
+ (B(fjermé - Bc?uvert)ve d (k) + Bguvertve (362)
C D

m

=A, x(k)+B,_x(K)d(k)+C, d(k)+D,

N H d d d d H
ou les matrices Afrmer Bferme Aouverts Bouvere SONt les matrices Arerme, Brermer Aouverts

Bouvert définies par 1’équation (3.46) discrétisées avec le période d’échantillonnage T, et la
tension d’alimentation V, est considérée constante. Ce modele moyen est bilinéaire en raison
du produit entre le vecteur d’état x (k) et le rapport cyclique d (k).

Par la suite, on détermine un mode¢le affine par morceaux a temps discret ayant I’expression :
X(k +1) = Afx(k) + Bid (k) + f,
sid; <d(k)<d;,;, j=1...,v

en utilisant plusieurs approximations affines du modéle moyen bilinéaire (3.62). Les valeurs
d; et d;, 1 représentent les bornes inferieures et supérieures des intervalles du rapport cyclique
pour lesquelles chaque approximation j est valide.

(3.63)

Un choix intuitif pour I’approximation du produit x(k)d (k) dans la dynamique bilinéaire
(3.62) est de remplacer la valeur du rapport cyclique d(k) par la valeur moyenne de chaque
intervalle [dj,djﬂ]. Par consequent, les dynamiques affines qui approchent le comportement

du modéle moyen bilinéaire sur les intervalles [dj,djﬂ] sont donneées par :
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k+1) = ij+dj*l k)+C_d(k)+D
X(+)_ Am+ mTX()—'— m()+ m (364)

sid()e[d,.d, .} j=1..v
Ainsi, les matrices du modele PWA a temps discret (3.64) ont les expressions suivantes :
Al =A,+B, % j=1..v
B! =C, (3.65)
f, =D,

Cependant, cette procédure conduit a un modele PWA dont les dynamiques affines sont
toujours discontinues a travers les frontiéres d’intervalles [dj,djﬂ] du rapport cyclique d (k)
en régime stationnaire. La continuité peut étre assurée si 1’on impose des conditions de
continuité en régime permanent pour le modele PWA (3.64) directement liées au modéele
moyen (3.62). Ces conditions de continuité permettent de déterminer les valeurs des matrices
Bj* et les termes affines f; tels que la continuité des dynamiques affines du modéle PWA soit
garantie.

D’un part, en utilisant le modéle moyen bilinéaire (3.62) les points de fonctionnement qui
correspondent aux valeurs stationnaires du rapport cyclique d; sont :

Xz = (1.~ A, ~B,d,)*(C,d, +D,) (3.66)

D’autre part, le modéle PWA (3.63), (3.65) fournit les expressions suivantes :
X5 =0, —A)(Bjd; +f;) (3.67)
XJa=0,—A)"(Bjd,+1)) (3.68)

pour les points de fonctionnement calculés aux bornes inferieures et supérieures de chaque
intervalle [d; d;.]. Les matrices A¥ sont données dans 1’équation (3.65), alors que B}* et f;
sont déterminés en imposant les conditions :

X& =X°¢.
i m, j
. . (3.69)
Xj,j+1 = Xm,j+l

Donc, on a huit conditions d’égalité¢ (deux pour chaque variable d’état aux bornes inferieures
et supérieures d’intervalles [d; d;,,]) pour chaque dynamique j du modéle PWA. En
choisissant les valeurs d; et en utilisant les conditions (3.69) les matrices B;* et les termes
affines f; sont calculés avec la relation :

u X -1
l:Bi:|_ (I4_Aj)l [dj|4 |4] (3.70)
fi (|4_ij) [d j+1|4 |4]

En conséquence, le modele PWA (3.63), (3.65) est développé a partir du modeéle
moyen du convertisseur et ses dynamiques affines sont continues sur les frontieres de leurs

intervalles de validité [dj’djﬂ] par rapport a toutes les variables d’état. Nous avons déterminé
un modele hybride définit sur sept intervalles de longueur égale ; c’est-a-dire qu’on a
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|d;djs1] = [£52],j = 1,...,v et v = 7. Pour cette résolution, les caractéristiques en régime

&)

permanent des variables d’état du systéme sont illustrées sur la Figure 3.3.2.5.
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Figure 3.3.2.5 : Caractéristiques en régime permanent des variables d’état du modéle PWA avec les
dynamiques affines continues a travers leurs intervalles de validité et la résolution v =7.

On note le fait que le modele PWA continu fournit une approximation satisfaisante du
modele moyen bilinéaire pour toutes les variables d’état du systeme. De méme, le modele
hybride est beaucoup plus précis par rapport a la dynamique linéaire du modele moyen.

Le comportement du modéle hybride (3.63), (3.65) avec une résolution v = 7 est
évalué par des simulations effectuées en Matlab™/Simulink™. L’¢évolution des variables
d’état du modele PWA est comparée avec celles obtenues en utilisant le modele bilinéaire
(3.47)-(3.48) et le modéle moyen linéarisé autour du point D = 0,512 (3.50)-(3.51) a temps
discret et également avec les signaux générés par le circuit en commutation, construit en
utilisant la librairie SinPowerSystems™. Les Figures 3.3.2.6 et Figures 3.3.2.7 présentent les
réponses du modéle PWA respectivement pour un changement du rapport cyclique du
D =0,512aD =0,75etde D = 0,512 a D = 0,3. Pour la valeur initiale du rapport cyclique
D = 0,512 le modele hybride utilise la quatrieme dynamique, alors que les deux autres
valeurs D = 0,75, D = 0,3 permettent de visualiser le comportement de la sixieme et la
troisieme dynamique du modele PWA.

On constate que le modele PWA approche d’une maniere satisfaisante le
comportement du circuit en commutation pour des points de fonctionnement differents. De
plus, le modele PWA développé fournit une meilleure approximation par rapport a toutes les
variables d’état en comparaison avec le modéle moyen linéaris€¢ autour de la valeur
D =0,512. Ce modele est précis dans un voisinage de la valeur de linéarisation utilisée, mais
pour de grandes variations du rapport cyclique, I’erreur du modé¢le est considérable. En
conséquence, le modele PWA approche le comportement du convertisseur flyback avec filtre
d’entré fonctionnant en CCM avec une bonne précision dans tout le domaine de
fonctionnement. De ce fait, il sera utilisé dans le chapitre suivant comme modele de synthése
d’une loi de commande a gains commutés.
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Figure 3.3.2.6 : Comportement du modéle PWA a temps discret avec la résolution v = 7 pour un
changement du rapport cyclique D = 0,512a D = 0,75.

0 0.02 0.04 0.06 0 0.02 0.04 0.06
Temps (sec) Temps (sec)

modeéle moyen linearisé

modele moyen bilinéaire
----- modele PWA
——circuit en commutation

0 0.02 0.04 0.06 0 0.02 0.04 0.06
Temps (sec) Temps (sec)

Figure 3.3.2.7 : Comportement du modéle PWA a temps discret avec la résolution v = 7 pour un
changement du rapport cyclique D = 0,512a D = 0,3.
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3.4 Modélisation hybride caractérisant des transitions entre les deux modes
CCM et DCM

Le comportement dynamique et les modeles mathématiques des convertisseurs de
puissance DC-DC en mode de conduction discontinue différent de facon significative de ceux
caractéristiques au mode de conduction continue [MC76], [Vor90a], [LB96], [CMT7T7],
[Vor90b], [NTMOL1]. Pour ces raisons, les convertisseurs sont généralement congus pour des
domaines de tension d’alimentation et de puissance de sortie valides dans un des deux
régimes de fonctionnement. Par conséquent, I’étape de modélisation et ensuite celle de
synthése des lois de commande sont faites séparément selon le mode de fonctionnement pour
lequel le convertisseur a été concu. Cependant, étant donné que dans les applications
industrielles les performances exigées imposent des domaines d’opérations plus larges, les
transitions entre les deux modes de conduction deviennent plus fréquentes. Cela justifie la
nécessité des modeles mathématiques capables de prendre en compte le comportement
dynamique du convertisseur en CCM et également en DCM, afin de pouvoir élaborer des lois
de commande performantes quel que soit le mode de fonctionnement actif.

Par la suite, la méthode de modélisation hybride utilisée dans la Section 3.3.1 pour le
convertisseur buck fonctionnant en mode de conduction continue, est étendue afin de
caractériser le fonctionnement du convertisseur dans les deux modes CCM et DCM, tout en
conservant les avantages du modele hybride initial (formulation a temps discret, observation
de I’évolution des variables d’état a I’intérieur de la période d’échantillonnage, choix de la
précision du modele). Tout en sachant que les deux modes de fonctionnement sont
différenciés selon la valeur du courant de 1’inductance : strictement positive en CCM et égale
a zéro a la fin de chaque période de commutation en DCM, cette information est utilisée pour
identifier le mode de fonctionnement présent, pendant que la dynamique active a chaque
instant est sélectionnée également en fonction de la valeur du rapport cyclique.

3.4.1 Application a un convertisseur de type buck

Afin de réduire la complexité du modéle hybride caractérisant les modes CCM et
DCM nous négligeons les éléments parasites r; et r. au niveau du circuit du convertisseur
buck. Nous considérons également que la tension d’alimentation v, est constante et égale a sa
valeur nominale V,. Le circuit idéal du convertisseur buck est illustré sur la Figure 3.4.1.1
avec les valeurs des paramétres données dans le Tableau 3.3.1.1.

Figure 3.4.1.1 : Circuit idéal du convertisseur buck.

Les deux interrupteurs S; et S, sont la représentation schématique d’un transistor
MOSFET qui génére le rapport cyclique d € [0,1] et d’une diode.

Dans un premier temps, les dynamiques exactes du convertisseur buck sont présentees
séparément en mode de conduction continue et discontinue et de méme le modele moyen
caractérisant 1’évolution des variables d’état dans chaque mode de fonctionnement. Dans un
deuxiéme temps, le modele PWA a temps discret est adapté afin de caractériser le
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comportement du convertisseur en CCM et également en DCM. Finalement, le modele
hybride est développé avec une résolution v = 3 et est évalué par des simulations effectuées
avec Matlab™/Simulink™.

En fonction de la position des interrupteurs S; et S,, le circuit présente deux états
differents : S; — fermé, S, — ouvert (voir Figure 3.4.1.2 (a)) et S; — ouvert, S, — fermé (voir
Figure 3.4.1.2 (b)) dans le mode de conduction continue, pendant que dans le mode de
conduction discontinue un troisieme état du circuit est possible : S; — ouvert, S, — ouvert (voir
Figure 3.4.1.2 (¢)) qui permet au courant d’inductance de rester a zéro jusqu’a la fin de la
période de commutation T, =3.

by
I
o1
(b)

Figure 3.4.1.2 : Configurations du circuit idéal du convertisseur buck : en CCM ((a) et (b)), en DCM
(@), (b) et (c)).

Le vecteur d’état x(t) = [iL(t) vs(t)]" est composé du courant de ’inductance i, et
de la tension de sortie vy, égale a la tension v, de la capacité C, car les pertes n’ont pas été
prises en compte dans le modéle de synthése.

La représentation dans ’espace d’état des dynamiques a temps continu décrivant le
comportement du convertisseur en CCM est la suivante :

A xt)+B,. .V 6 telkT (k+d(k
X(t) Z{ fermeX( )+ fermé Ve G[ e ( + ( ))Te] (371)
AverX(®),  te[(k+d ()T, (k+1)T,]
y(t) = Cx(t) (3.72)
ou les matrices Agerme, Aouvert: Brerms €t C sont données par :
0 —% 1
fermé Aouvert i _i 1 fermé I6 ’ (373)
C RC
c=[o 1]

Pour une tension d’alimentation V, constante, la dynamique du modéle moyen a temps
continu en mode de conduction continue a pour expression :

X(0) = [Aermed + Agyen (1= d)IX(1) + BV d
= Aprme X(1) + B sV, d (3.74)
y(t) =[Cd + C(1—-d)]x(t) = Cx(t)
Cette formulation est linéaire par rapport a 1I’état x(t) et ’entrée de commande d du systeme.

Le point d’équilibre X, du modéle moyen linéaire (3.74) et le rapport des tensions
entrée/sortie ont les expressions décrites par les équations (3.24)-(3.25) avec 1, = 0 :
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]
X, =[I. V,T :[DVG Dve} Yip (3.75)
R Y

ou D représente la valeur du rapport cyclique en régime stationnaire.

e

En mode de conduction discontinue, le convertisseur est caractérisé par trois
dynamiques différentes a temps continu :

Aferméx(t) + Bferméve , te [kTe’(k + dl(k))Te]
X(t) = { AvwercX(0), te[(k+ dy ()T, (k + dy ()T, ]

3.76
Amers, X0, e[k + o0, + 11, (3:79)
avec .
0 0
A)uvert+iL:0: 0 _i (377)
RC

La variable d, (k) représente le rapport cyclique, alors que la variable d, (k) indique
I’instant de temps ou le courant de 1’inductance s’annule dans une période de commutation T,.
Tenant compte du fait que d, (k) en DCM et d(k) en CCM ont la méme signification, nous
utilisons la notation d, (k) = d(k).

Dans le mode DCM, ces deux variables satisfont la condition : d(k) + d, (k) € [0,1].
La valeur de d,(k) est exprimée en fonction de celle du rapport cyclique d(k), la tension
d’alimentation V, et la tension de sortie V;. Afin de déterminer I’expression de d (k) et d,(k),

on considére les formes d’onde de la tension V; de I’inductance et du courant i, illustrées sur
la Figure 3.4.1.3 (a) et (b).

On utilise également le fait que les composantes moyennes de la tension de
I’inductance L et du courant du condensateur C sont nulles :

(v, )=0 (3.78)
(i,)=0 (3.79)

Comme la forme d’onde de tension v, (t) est rectangulaire (voir Figure 3.4.1.3 (a)), la
composante continue a I’expression suivante :

(v, )=V, =V,)d (k) -V,d, (k) (3.80)

En utilisant les relations (3.78) et (3.80), on obtient la relation suivante pour la variable
d,:

Ve _Vs

d, (k) = d(k) (3.81)

S
Généralement, le rapport cyclique d(k) (commande du systeme) est considérée
connue. Cependant, la variable d,(k) est inconnue, il faut en conséquence 1’éliminer de
I’équation (3.81) en utilisant une relation additionnelle afin de déterminer I’expression du
rapport entrée/sortie.
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vL(t) 1 1 1 1 iL(t) 1 1 1 1
' : | v.—V. . : |

V - V | ! e S | |
e N : : L\ : Lmax _& : :
— N\ |

_VS ________ X X i iLmin i i i

ko (k+d)T, (k+di+d)T, (k+DTe k (k+d)T, (k+dy+d)T, (k+ 1T,

&
<

» & N &
» < Zaa Y < » < > < >

d, d; 1-dy—dy d, d, 1-d, —d,
(a) (b)
Figure 3.4.1.3 : Formes d’ondes de la tension V| (a) et du courant i. (b) en DCM.

La composante continue du courant de I’inductance est égale a la somme de la
composante continue du courant par le condensateur C et celle du courant de la résistance de
charge R :

(iL)=(ic)+(is) (3.82)

En prenant en compte 1’équation (3.79) et la forme d’onde triangulaire de <iL (t)> (voir
Figure 3.4.1.3 (b)) on obtient I’équation de la forme :

Vi (dK)+dy(K) 3.83
(i) = o . (3.83)

ou i, _ est calculé par le produit entre la pente et le premier intervalle de la période de
commutation :

. VAV
IL(lee) =l =

Les équations (3.83) et (3.84) conduisent a la relation suivante :

Ve _ (V. =Vy)d(k)(d (k) +d, (K)T, (3.85)
R 2L

En conséquence, les relations (3.81) et (3.85) permettent d’obtenir le rapport
entrée/sortie :

d(k)T, (3.84)

<

v, _ 2 2L

\Y; ’ .
e 1y . K RT, (3.86)
d*(k)

Dans le mode DCM, la dynamique du modéle moyen du convertisseur est obtenue en
moyennant les trois dynamiques (3.76) avec les valeursde d, d, etd; =1—d —d, :

X(t) = (Aferméd + Aouvertdz + Aouvert+i|_:0d3)x(t) + Bferméved
Apcwm
= Agey (X + B, V.

y(t) = Cx(t)

(3.87)

102



Chapitre 111

Modelisation hybride des convertisseurs de puissance

ou les matrices By,,me¢ €t C sont définies comme dans 1’équation (3.73) et la matrice Apcy a
la forme suivante :

(32
LV,

Apcn = d(k)V, _i (3.88)
Ccv RC

S

On note que le modéle moyen en DCM est bilinéaire en raison du produit entre le
rapport cyclique d (k) et le vecteur d’état x(t). Une dynamique linéaire peut étre obtenue par
la linéarisation du modeéle (3.87) autour du point d’équilibre :

Xo =l V5] avec:

I, =\%,V = 2V, K= 2L (3.89)

1+ 1+ 4K RT,
d*(k)

Les modeles moyens (3.74) en CCM et (3.87) en DCM servent par la suite a définir un
modele affine par morceaux a temps discret.

L’idée de base de la modélisation hybride est maintenue : le découpage de la période
d’échantillonnage en plusieurs sous-périodes de longueur égale a 7, =% et la notation
e(n),n=0,..,v—1 pour les valeurs intermédiaires des variables d’état a 1’intéricur de la
période de commutation T,. La différence consiste dans le nombre des modes possibles pour
chaque sous-période n, n = 0,..,v —1 di au fait qu’il faut considérer I’instant ou le
courant d’inductance s’annule. Dans ce cas, pour chaque sous-période n six modes sont
possibles :

— mode 1 : ’interrupteur S, reste dans la position fermée ;

— mode 2 : ’interrupteur S; reste dans la position ouverte et la valeur du courant
par I’inductance i; est positive ;

— mode 3 : ’interrupteur S, reste dans la position ouverte alors que le courant par
I’inductance i; est égal a zéro ;

— mode 4 : ’interrupteur S; commute de la position fermée a la position ouverte ;

— mode 5 : Iinterrupteur S;commute de la position fermée a la position ouverte
et le courant par I’inductance i; s’annule & I’intérieur de la sous-période ;

— mode 6 : I'interrupteur S; reste dans la position ouverte lorsque le courant par
I’inductance i; décroit a zero a I’intérieur de la sous-période ;

Pour les premiers trois modes, les dynamiques exactes du convertisseur, discrétisées
au préalable avec une période t,, sont appliquées dans la sous-période n respective. Les

matrices qui caractérisent les dynamiques exactes du convertisseur a temps discret sont notées
avec : A}iermé, B}‘}ermé, AL vert Agmmiﬁo et correspondent aux matrices d’équations

(3.73), (3.77) discreétisées avec t,.

Concernant les modes décrivant des transitions : mode 4, mode 5 et mode 6, des
modeles moyens linéarisés sont déterminés afin d’approcher le comportement du
convertisseur dans la sous-période n ou la transition se produit. On note que, dans une période
de commutation entiere T,, une seule transition peut se produire. En conséquence,
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I’approximation est faite uniquement pour une sous-période, alors que les dynamiques exactes
sont utilisées dans les autres v — 1 sous-périodes.

Les dynamiques des modéles moyens utilisées pour décrire les modes 4, 5 et 6 sont
déterminées par la suite.

En mode de conduction continue, le modele moyen avec la commande vd(k) — n,
n=20,..,v—1estlesuivant:
X(t) = A e X(t) + By, (D (K) —N)V, =
Boaw (3.90)
= ACCMMX(t) + BCCMMVe = f(x(t),d(k),V,)

En mode de conduction discontinue, le modéle moyen complet (avec les trois
dynamiques caractérisées par les matrices : Aferms, Aouvert » Aouvert+i,=o ) POUr UNE SOUS-
période n = 0, ...,v — 1 a I’expression suivante :

X(t) = oo, X()+ Biee (1 (K) ~ )V, =
Bocws net (3.91)
= ADCMS,MX(t) +Bpew,,, Ve = f(x(t),d(k),V,)

fermé

fermé

e

ou la matrice Apcy, ,,,, est donnée par I’équation (3.88) avec d (k) remplacé par vd (k) — n.

Dans ce mode de conduction, pour la sous-période ou le courant d’inductance s’annule
lorsque ’interrupteur S; est dans la position ouvert, le modéle moyen partiel (contenant
uniquement les deux dynamiques caractérisées par les matrices : Aoypert » Aouvert+i =0

d’équations (3.73) et (3.77)) est calculé pour Tentrée d'(k)=v(d(k)+d,(k))-s,
s=n+1,...,v—1 de la facon suivante :
X(1) = (Aguverd "(K) + Agertai, o 1= d"(K)))X (1) =
= Aoewm, .., X(1) = T(X(1), d (k)

En utilisant 1’équation (3.81) pour la variable d,(k), la matrice Apcy,,,, .., @ la forme
suivante :

(3.92)

. _ vd(K)V, —sV,
. _ LV,
DCMznasa | d (K)V, — SV, 1 (3.93)
cVv RC

S

avecs=n+1..,v—-1pourn=0,..,v-2

La valeur d’indice s est strictement positive, ceci est di au fait que ce type de transition est
défini par des valeurs du rapport cyclique d(k) et de la somme d(k)+ d,(k) qui
appartiennent a des sous-périodes différentes. Par conséquent, la valeur de 1’indice s est
associée a la sous-période contenant la somme d (k) + d,(k), c’est-a-dire la sous-période ou
le courant i; s’annule.

On note que les modeles moyens (3.90), (3.91), (3.92) s’expriment comme des
fonctions f(x,d,V,) dépendantes du vecteur d’état et du rapport cyclique. Afin d’obtenir des
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dynamiques linéaires de ces modeles moyens en mode de conduction continue et discontinue,
on procéde a leur linéarisation :

< of(x,d\V,) - of(x,d,V,) ~
X= aX X:Xe,ml X+ 8d X:xe.n+1 d (k) (394)
d:Dn+l d:Dn+1
ou les valeurs de linéarisation du rapport cyclique :
p,, -+t n:O,...,v—lpourd(k)e{ﬂ,n—ﬂ} (3.95)
2v vV v

ont été choisies au milieu de chaque sous-période n et les valeurs du point de linéarisation X,
sont les suivantes :

D,.,V, en CCM

n+1

I V 2V 2L
_ _ s — € K= en DCM
Xe,n+1 |: :|’ IL R ’VS 4K RTS (396)
1+ 1+ D2
n+l

Du fait que la tension de sortie V; de I’équation (3.89) s’exprime en fonction du rapport
cyclique d(k), dans le terme 2f*x4Ve) j| faut également déterminer la dérivée de V, par

ad
rapport au rapport cyclique d :
oV 8KV

od ’ 3.97
o 8 o 2 e e

EW4 of(x,dVe) H . —
avant d’évaluer le terme % dans la valeur du rapport cyclique : d = D, 4.

S

e

Les représentations dans 1’espace d’état des modeles linéarisés a temps continu sont alors les
suivantes :
'A\(I"'c'\/lnﬂi + B(I:CMnAd (k)1 SI mOde 4
X=1 Abcw,,..X+Bpcy,,,d (k) simode5 (3.99)
' 3 I T .
ADCMZ,H+1,S+1X + BDCMZ‘ml‘sﬂd (k)y Sl mode 6

H l l l l l l A
avec les matrices Accmy,, Beempy, ADCMMH, BpcMs per ADCMy pa1 i1 BDCMz,n+1,s+1 données

par :

WE
A(I)CMHH = Aferme BICCMM1 =l L
0
A W1 0DV, 2V, 499
A T LV,  od |y,
Mors | (1D, =NV, L e W, 0D, OV,
cv, RC RC ROV, ad

d=Dn+1_
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) DV, -5V, A VDMV oV,
" L—Vs | B n LV, o 4D,

Myt = WDV, sV, 1 1 ODCMy e W, WDV, v
cv, RC RC RCV, o 4-D,.,

La variable s prend une valeur de I’ensemble : {n +1n+2,..v- 2}, avec
n=0,...,v—2 en fonction de la sous-période ou le courant d’inductance s’annule.

En conséquence, les relations de mise-a-jour des valeurs intermédiaires
£(n),n=0,..,v —1 de I’état pour la n-eme sous-période sont les suivantes :

fermeg(n) + B?ermeve ! Si mOdel
Aguere (), simode 2
A:uvert+iL=08(n)! simode 3

e(n+1) = (3.100)

I‘gMM (5(n) ~&en ) B(I:gM (d (k) - Dn+1) + Eensty si mode 4
AltﬂgMaM (e(n)-&,,)+ BDCM3n . (d(k)=Dyi1) +&epias  Simoded
ABgMz,nn,m (g(n) - geyﬂ ) + BIIJSMZMLM (d (k) - Dn+l) + ge,n+1! Si mOde 6

ou les notations A% et B¢ indiquent le fait que les matrices A, et B, ont été discrétisées avec
une periode egale a la longueur 7, d’une sous-période, et ¢, , représentent des points de
linéarisation satisfaisant les relation suivantes :

d d .
ACCMn Een T BCCMM1 d(k):DmVe’ si mode 4

Eenit = AldDCM3 JEen T Bgcwm 4(k)-0,, Ver SiMOde S5 (3.101)
Al si mode 6

DCMZ n+l,s+1 e n’

L’application de la relation (3.100) de fagon consécutive conduit ainsi & un modeéle affine par
morceaux a temps discret de la forme :

X(k+1) = A'x(k) + BUd (k) + f,,avec g =1, .Nq e
si —<d(k) Mot
14
d(k)+d k) >1, en CCM (3.102)

o <d(k) d(k)< ,p—n, ,v=1,5=ppourp>nen DCM
14

qui décrit le comportement du convertisseur buck dans les deux modes de fonctionnement
CCM et DCM. De maniére générale, le nombre de dynamiques affines du modéle PWA a
temps discret (3.102) est :

v+DH(v+2)

N dynamique — 2 -1 (3 103)
Le modéle PWA a temps discret (3.102) pour une résolution v = 3 contient neuf
dynamiques différentes selon la position du rapport cyclique d(k) et la valeur du courant par

I’inductance i; a la fin de chaque sous-période, évaluée par la somme d(k) + d,(k). La
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Figure 3.4.1.4 présente toutes les combinaisons possibles pour 1’évolution du courant i; en
régime stationnaire : trois cas (voir Figure 3.4.1.4 (1), (5), (8)) pour le fonctionnement du
convertisseur en mode de conduction continue et les autres six cas caractérisant le mode de
conduction discontinue.

Chaque dynamique du modele PWA avec v = 3 présente un point d’équilibre local
noté x¢, g = 1, ..., Naynamique- Par la suite, on prend I’exemple du cas illustré sur la Figure
3.4.1.4 (4) afin de montrer la méthode de calcul du point d’équilibre x5 et la fagon d’obtenir
I’expression de la dynamique numéro 4 du modele PWA a temps discret.

Dans ce cas, I’évolution de ’interrupteur S; et du courant i, suit la séquence suivante :
(transition: S, — fermé = S; — ouvert) - S; — ouvert = S; —ouvert +i; =0

sous—période 1 sous—période 2 sous—période 3

v

Figure 3.4.1.4 : Formes d’onde du courant par I’inductance en régime permanent sur une période
d’échantillonnage et pour une résolution v =3.

Par conséquent, dans 1’équation (3.102) on a :

- n=0:d(k) € [O, %] = cette valeur de la variable n est utilisée pour la dynamique

du mode 4 dans les equations (3.98)-(3.99), lorsque I’interrupteur S; commute de la
position fermée dans la position ouverte pendant la premiére sous-période ;

- p=2:d(k)+d,(k) € E 1] = s = 2 pour la dynamique du mode 6 dans

1I’équation (3.98)-(3.99), lorsque le courant traversant I’inductance s’annule a
I’intérieur de la troisieme sous-période.
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Comme la transition de I’interrupteur S; se produit dans la premiére sous-période avec
n = 0, la valeur du rapport cyclique utilisée pour le calcul des matrices associées aux modes 4
et 6 dans I’équation (3.98)-(3.99) est D; = .

En régime stationnaire, les équations qui décrivent les valeurs des variables d’état a la
fin de chaque sous-période sont les suivantes :

‘9411 = AgCMlgfl) + Bgcmlve
gj = AOdUVertgi (3'104)

3 ad 2
&y = ADcr\/|2‘1,3<94

ou les matrices A%CMl, BgCM1 et A%CMZ ., représentent les matrices Accy, , Beom, de 1’équation

(3.90) et Apcw, , , |d(k)=D1 de I’équation (3.93) discrétisées avec la période t,.

En imposant que les valeurs de 1’état au début et a la fin de la période de commutation
soient égales : &) = &3, on trouve 1’expression du point x¢[k] = & :

d d d -1 pd d d
XZ [k] = (I 2= ADCMZYL?, AouvertACCMl) ADCM2’1V3 AouvertBCCMlve (3.105)

Une fois que la valeur du point d’équilibre x5 est déterminée, les valeurs
intermédiaires €} et 2 sont calculées de maniére récursive.

Alors, I’état a I’instant k + 1 est obtenu en appliquant successivement les dynamiques
des modes : 4, 2 et 6 de I’équation (3.100) et en utilisant le point local d’équilibre x{ et les
valeurs intermédiaires €7, €2 des équations (3.104) :

(1) = Acty, (6(0) = X{) + Begy, (d (k) = Dy) + &,
£(2) = Auene () (3.106)
£(3) = Ascw,,, (€(2) —£3) + Brew,, , (A (K) = D,) + X

Tout en sachant que £(0) = x(k) et (3) = x(k + 1), la dynamique numéro 4 du
modele PWA présente 1’expression suivante :
X(k+1) = A;x(k) + B, x(k) + f, (3.107)
avec :

Id d ld
A: = ADCMMY3 AouvertACCMl

Id d Id ld
BZLIJ = ADCMZM AouvertBCCM1 + BDCMM'3 (3108)
f, = x¢ — AlX: ~B.D,

La méthode de calcul du point local d’équilibre x5 et de la dynamique numéro 4 peut
également étre appliquéee pour tous les autres cas illustres sur la Figure 3.4.1.4. Cela conduit a
un modele PWA avec une résolution v = 3 valide dans les deux modes CCM et DCM de la
forme :
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Ax(K) + BUx(K) + f,, sid e[o,ﬂ, d+d,>1

d+dze[0,l}
3
53
3'3

1

Ax(k) + By x(k) + f,, sid e{o ;

I—I

A;x(k)+Byx(k)+ f;, sid e

o
Wl
[
o
+
o
N
m

A x(k)+Byx(k)+ f,, sid e

| I

2
3

W -
o
+
o
N
m

d+d,>1 (3.109)

d

A X(K) + BUX(K) + f,., sid 6[5,1} d+d, €|:§,1:|

X(k+1) =< ASx(k) + By x(k) + fg, sid e

ASX(K) +Bg x(k) + f,, sid e ,d+d, e

Yo

,d+d, >1

1
ooll—‘ wlr' o

Ax(k)+Byx(k)+ f,, sid e

w|;\> 00||\J|00|N
1
Wl
wN
1

oo||\>

AX(K) +BYX(K) + Ty, sid | =1

l—u_ﬂ—‘l
L

o Wi Wi

En mode de conduction discontinue, la valeur du courant d’inductance i, a la fin de la
période de commutation T, est égale a zéro. Cependant, le modéle PWA a temps discret
(3.109) approche le courant d’inductance par une valeur supérieure a zéro en DCM. Afin
d’améliorer 1’approximation de la valeur du courant fournie par le modele hybride & temps
discret on introduit des éléments égaux a zéro dans la premiére ligne des matrices :
ASCMZ*, DCM,., ADCM DCM utilisées dans le calcul des pomts d’équilibre locaux de chaque

| 1. Id
dynamique, et ADCMZ* DCMZH ADCMS* BDCM3 aADCMp DCMZH ADCM 7BDCM employees afin

d’obtenir les dynamiques affines du modele PWA (3.109). Ainsi, on peut écrire la forme
générale de ces matrices comme :

00 0
A= , B= (3.110)
* * *
L’influence des éléments égaux a zéro introduits dans les matrices mentionnées

précédemment est la suivante :

— au niveau des matrices AY%, B'* | les zéros permettent de réduire les

oscillations du modele au démarrage, qui conduisent vers des valeurs négatives
du courant traversant I’inductance ;

— au niveau des matrices A%, B2 , les zéros influencent les valeurs des variables
d’état en régime permanent ;

— au niveau de matrices AL, B! | les zéros influencent 1’écart entre la tension de
sortie fournie par le modele PWA et la tension de sortie de référence.

Par conséquent, si on introduit des éléments égaux a zéro uniquement dans les

matrices Ai’d, B*l‘d et A%, B¢ , on garantit une valeur nulle du courant par I’inductance a la fin
de la période de commutation. En contrepartie, on obtient une erreur considérable entre la
tension de sortie et sa valeur de référence. D’autre part, 1’introduction d’éléments égaux a
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zéro uniquement dans les matrices 444, BX® et AL, B! , fournit une meilleure approximation
de la tension de sortie, alors que le courant dans 1’inductance prend une valeur positive a la fin
de la période de commutation.

La Figure 3.4.1.5 montre ces deux situations en considérant le point d’équilibre local
x; de I’exemple présenté précédemment, c’est-a-dire avant (Figure 3.4.1.5(a)) et aprés
(Figure 3.4.1.5(b)) I’introduction d’éléments égaux a zéro sur la premiére ligne de la matrice
AgCszl_s. La valeur du point d’équilibre x; calculée a base du modéle PWA est comparée
avec le point d’équilibre X, déterminé en utilisant les dynamiques exactes des modes 1, 2 et 3,
discrétisées avec des périodes appropriées, et également avec la valeur du point d’équilibre
Xe 1 de la relation (3.96), employée pour I’évaluation de la matrice AgCMZ.ls'

Le point d’équilibre X, est calculé avec la relation suivante :

d d d -1 pd d d
X0 = (I 2 Aouvert+iL:O AouvertAfermé) Aouvert+iL:0 AouvertherméVe (3-111)

ou les matrices A}lermé, Bﬁermé,Ag‘uvm, Aguvermﬁo correspondent respectivement aux

matrices . Afermes, Brerme disCrétisées avec la période D;T., Agypere discrétisée avec la

période d,T, et Ayypert+i =0 discretisée avec la période (1 —D; —d;)T,. La valeur de la

variable d, est déterminée a partir de 1’équation (3.81) avec d(k) = D,
2V 2L

V, = e K== ¢etR =221[q].
4K RT,

1+ 1+———

d“(k)

1 —x 1 -
<os f}"{- :le Tos S -_X:1
- — —}—‘-"—-—-—-—- ~T..,r-—-- ------ ——mrms —_ —.:b-f. ----- — - -y~ T

. /- h\“\N-\___ ______ . ”a’ i:—--____

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

g.ig ..... -
56 e
;m I - T = e — Em 59
>'55 > 5
54 48 ______ ——— | —— )
) 0.2 0.4 T 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 T 0.6 0.8 1

e
@ (b)
Figure 3.4.1.5 : Point d’équilibre XZ avant (a) et apres (b) I’introduction d’éléments zéro dans la

matrice A

Sem. . . - Comparaison avec la valeur exacte du point d’équilibre X, et avec la valeur
2,13

moyenne X, .

Finalement, nous concluons qu’un modele qui assure une bonne approximation au
niveau du courant par 1’inductance en mode de conduction discontinue est préférable a un
modeéle plus précis concernant la tension de sortie. Ainsi, les matrices A%¢, B¢, A4, B4,

AL, B!, modifiées conformément a I’équation (3.110), seront utilisées dans 1’expression du
modele PWA (3.109).

Le comportement de ce modele hybride est évalué par plusieurs simulations sous
Matlab™/Simulink™. L’évolution des variables d’état est comparée avec les signaux générés
par le circuit en commutation du convertisseur construit avec la libraire SimPowerSystems et,
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en méme temps, avec I’évolution des variables d’état fournies par le modéle moyen de
I’équation (3.74) en CCM et (3.87) en DCM.

Plusieurs valeurs du rapport cyclique d et de la résistance de charge R ont été
considérées dans le but de présenter le comportement des neuf dynamiques affines du modéle
PWA (3.109). Ces valeurs sont données dans le Tableau 3.4.1.1.

V. [V] Rapport R[Q] Dynamique du Mode de

cyclique d modéle PWA fonctionnement

2 Dynamique 1 CCM

300 Dynamique 2 DCM

0.2 100 Dynamique 3 DCM

22 Dynamique 4 DCM

24 2 Dynamique 5 CCM

0.5 10 Dynamique 6 DCM

44 Dynamique 7 DCM

0.75 2 Dynamique 8 CCM

100 Dynamique 9 DCM

Tableau 3.4.1.1 : Valeurs du rapport cyclique et de la résistance de charge utilisées afin de simuler le
comportement du modele PWA avec une résolution v = 3.

Dans un premier temps on considere une valeur du rapport cyclique comprise dans
’intervalle [Oﬂ : d =0.2 et une résistance de charge R = 300[Q]. Pour ces valeurs le

convertisseur fonctionne en mode de conduction discontinue et le courant d’inductance
s’annule dans le premier tiers de la période de commutation T,. En utilisant un changement en
échelon de la résistance de R = 300[Q2] & R = 100[Q1], le courant i; atteint la valeur zéro
dans le deuxiéme tiers de la période de commutation. Sur la Figure 3.4.1.6, le modele PWA
utilise la deuxiéme dynamique jusqu’a t = 0,107 s et ensuite la troisieme dynamique.
Egalement, les valeurs intermédiaires des variables d’état ont été représentées (trait pointillé).
On constate la bonne précision du modéle PWA au niveau du courant dans 1’inductance
malgré 1’écart (de I’ordre de 50%) au niveau de la tension de sortie. Comme mentionné
précédemment une plus grande importance a été accordée a une bonne représentation du
courant dans I’inductance.
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Figure 3.4.1.6 : Fonctionnement du convertisseur buck en DCM. Comportement des dynamiques 2 et
3 du modele PWA a temps discret (résolution v = 3).

Pour un changement de résistance de la valeur initiale R = 100[Q] & R = 22[Q], le
comportement des dynamiques 3 et 4 du modele PWA est illustré sur la Figure 3.4.1.7. Ces
valeurs de la résistance et un rapport cyclique d = 0,2 assurent toujours un fonctionnement du
convertisseur buck en mode de conduction discontinue.

A A \r
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Figure 3.4.1.7 : Fonctionnement du convertisseur buck en DCM. Comportement des dynamiques 3 et
4 du modéle PWA & temps discret (résolution v = 3).

La Figure 3.4.1.8 présente la transition entre les deux modes de fonctionnement.
Initialement, le convertisseur fonctionne dans le mode DCM avec une résistance R = 22[Q].
Si on diminue cette valeur & R = 2 [Q], le convertisseur passe en mode de conduction
continue. On note que le modele PWA est capable d’approcher le comportement du
convertisseur buck en DCM et également en CCM.
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Figure 3.4.1.8 : Changement du mode de fonctionnement (DCM — CCM) du convertisseur buck
Comportement des dynamiques 4 et 1 du modele PWA a temps discret (résolution v = 3).

Afin de déterminer le mode de conduction, la condition suivante :

CCM:d, (k) >1-d(k) (3.112)
DCM:d, (k) <1-d(k) |
4,00 =¥, e a0+ 0 o

est vérifiée a chaque instant, en utilisant les valeurs des signaux i; (k) et vs(k) générés par le
circuit en commutation.

L’expression (3.113) est determinée en utilisant les relations suivantes :
V, -V

e S (k) dT
L

e

i (k) =i (k)=

. (=22

qui ont été déduites de la forme d’onde du courant d’inductance en régime transitoire illustré
dans la Figure 3.4.1.9.

(3.114)

d, ()T,

gV vk
l _—

7 vs(k)

i, (k)

3
>

0 dl Te

I
1
1
1
1
U
r
I
I
1
I

Figure 3.4.1.9 : Forme d’onde du courant par I’inductance en régime transitoire sur une période de
commutation T, .
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Dans un deuxiéme temps, on considere la valeur du rapport cyclique : d = 0,5 qui
appartient a I’intervalle [g, %] En mode de conduction discontinue, 1’évolution des variables

d’états est présentée sur la Figure 3.4.1.10 pour une variation de la résistance de charge de
R =100[Q] &R = 44[Q].
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Figure 3.4.1.10 : Fonctionnement du convertisseur buck en DCM. Comportement des dynamiques 6 et
7 du modéle PWA a temps discret (résolution v = 3).

Pour un rapport cyclique d = 0,5, la transition en mode de conduction continue est
réalisée par un changement de résistance de R = 44[Q] a R = 2[Q]. Le comportement du
convertisseur buck est illustré sur la Figure 3.4.1.11.
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Figure 3.4.1.11 : Changement du mode de fonctionnement (DCM — CCM) du convertisseur buck
Comportement des dynamiques 7 et 5 du modele PWA a temps discret (résolution v = 3).

Finalement, la valeur du rapport cyclique est choisie dans I’intervalle [g, 1] :d=0,75.
Pour une résistance de charge R = 100[Q], le convertisseur fonctionne en DCM ou le modéle
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PWA utilise la neuvieme dynamique affine. Lorsqu’on change la valeur de la résistance a
R = 2[Q], on génére une transition en CCM. Cette situation est présentée sur la Figure
3.1.1.12.
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Figure 3.4.1.12 : Changement du mode de fonctionnement (DCM — CCM) du convertisseur buck
Comportement des dynamiques 9 et 8 du modele PWA a temps discret (résolution v = 3).

En conclusion, le modele affine par morceaux a temps discret (3.109) proposé
reproduit le comportement du convertisseur d’une manicere satisfaisante en mode de
conduction continue et également en mode discontinue.

35 Conclusions

Dans le cadre du développement des lois de commande stabilisantes et robustes, des
modeles mathématiques affines par morceaux a temps discret ont été déterminés pour des
convertisseurs de puissance DC-DC fonctionnant & fréquence de commutation fixe. La
méthode de modélisation proposée repose sur la partition de la période de commutation en v
sous-periodes. Le comportement dynamique est approché dans chaque sous-période par une
dynamique affine a temps discret différente, ce qui permet d’obtenir un modele PWA avec les
dynamiques sélectionnées en fonction de la valeur d’entrée de commande (le rapport
cyclique). Cette approche de modélisation a été abordée dans les deux modes de
fonctionnement caractéristiques aux convertisseurs DC-DC : le mode de conduction continue
et le mode de conduction discontinue.

En CCM, la technique de modélisation est appliquée, en particulier, sur deux
convertisseurs DC-DC : tout d’abord, un convertisseur d’ordre deux (de type buck) qui nous a
permis d’expliquer le principe et d’établir les étapes de la méthode proposée, et ensuite un
convertisseur d’ordre quatre (de type flyback avec filtre d’entrée) qui présente un
comportement fortement non-linéaire rencontré sur la majorité des convertisseurs DC-DC.
Pour le deuxiéme convertisseur consideré, la méthode de modélisation a été adaptée afin
d’assurer la continuité en régime permanent des dynamiques affines du modele aux frontiéres
d’intervalles de validité de chaque approximation. Apres avoir présenté les détails de la
technique de modélisation sur ces deux exemples, celle-ci pourra étre appliquée facilement a
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d’autres topologies de convertisseurs DC-DC. Dans les deux cas traités, il a été montré par
plusieurs simulations que le modele PWA approche d’une manicre satisfaisante le
comportement dynamique de chaque convertisseur dans [’ensemble du domaine de
fonctionnement.

La méthode de modélisation a été étendue, afin de pouvoir représenter le
comportement dynamique du convertisseur buck fonctionnant séparément en CCM ou DCM
et également pour des transitions entre ces deux modes de fonctionnement. Les simulations
effectuées montrent que les dynamiques caractérisant le mode de fonctionnement discontinu
fournissent une bonne approximation de la forme d’onde du courant d’inductance.

Le principal avantage des modeles PWA congus est représenté par la possibilité de
choisir la résolution v désirée, directement liée a la précision et la complexité des modeéles
hybrides. Un modéle PWA trés précis comprend implicitement un nombre élevé de
dynamiques affines différentes. Par conséquent, il s’avére nécessaire de faire un compromis
précision/complexité pour obtenir une approximation affine par morceaux satisfaisante et de
faible complexité qui pourra servir pour la mise en place des stratégies de commande
stabilisantes et performantes.
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4 Commande par retour d’état a gains commutés en mode de conduction
continue

Le principal objectif de nos travaux consiste dans la synthése d’une loi de commande
en vue de régler la tension de sortie d’un convertisseur de puissance DC-DC quelque soit les
différentes perturbations possibles (changements de la tension d’alimentation et (ou) de la
résistance de charge), afin de satisfaire un cahier de charges préalablement défini. Dans cette
optique, il s’avére nécessaire de proposer des stratégies de commande performantes, capables
de garantir la stabilité¢ globale du systéme bouclé et d’assurer des performances satisfaisantes
dans tout le domaine de fonctionnement du convertisseur. Le développement des stratégies de
commande présente des difficultés liées au comportement non-linéaire, des convertisseurs
DC-DC, généré par leur structure variable. Par conséquent, le développement d’un modéle
précis qui reflete le comportement du circuit électronique d’un convertisseur, tout en restant
suffisamment simple du point de vue mathématique, est essentiel. A cet effet, nous avons
opté, dans le Chapitre I11, pour une approche de modélisation hybride en mode de conduction
continue, qui conduit a un modeéle affine par morceaux (PWA) avec une résolution ajustable
et qui peut s’appliquer facilement a différentes topologies de convertisseurs. La méthode de
modé¢lisation proposée permet d’obtenir une bonne approximation de la dynamique d’un
convertisseur dans tout le domaine de fonctionnement d’une part, et une structure du modéle
hybride adaptée aux méthodes d’analyse de la stabilité et de synthése de différents lois de
commande d’autre part.

Par ailleurs, une autre difficulté réside dans la validation expérimentale d’une loi de
commande. La complexité du régulateur élaboré selon la stratégie de commande adoptée peut
rendre la loi de commande difficile a implanter en temps réel, et ce en raison du temps de
calcul élevé par rapport a la période d’échantillonnage du systéme (les convertisseurs de
puissance étant des systemes rapides) ou par rapport aux ressources de calcul nécessaires.

Dans ce chapitre, nous proposons I’¢laboration d’une loi de commande par retour
d’état linéaire par morceaux (PWL) afin de réguler la tension de sortie a une valeur de
référence désirée. La synthése de cette loi de commande est formulée sur la base d’un modele
PWA qui décrit le comportement dynamique du convertisseur, fonctionnant en mode de
conduction continue. Nous avons décrit, dans le Chapitre 11 (Section 2.2.3), les fondements
théoriques et la syntheése d’une loi de commande PWL fondée sur une fonction de Lyapunov
quadratique commune (la fonction de Lyapunov est la méme pour toutes les régions du
modele PWA) ou sur une fonction de Lyapunov quadratique par morceaux (dans ce cas, il
existe une fonction de Lyapunov quadratique pour chaque région de définition du modéle
PWA). Cette approche conduit a l’obtention d’une loi de commande par retour d’état
stabilisante définie par plusieurs vecteurs de retour différents, ou chaque vecteur est attribué a
I’une des dynamiques du modele PWA. Dans les sections suivantes, cette commande a gains
commutés est appliquée sur les modeles PWA développés dans le Chapitre 1l pour les
convertisseurs buck et flyback avec filtre d’entrée, en mode de conduction continue. Pour
chacune de ces deux topologies, la stratégie de commande PWL est adaptée afin de répondre
aux objectifs envisagés. De méme, I’analyse des performances de lois de commande PWL est
réalisée grace a des essais en simulation et leurs performances sont comparées aux résultats
obtenus par des commandes « classiques » : un régulateur Pl et une commande par retour
d’état a gains fixes calculée par la méthode de placement de pdles. Afin d’analyser 1’apport de
I’approximation affine par morceaux dans la synthése du correcteur, nous avons déterminé
une loi de commande par retour d’état a gains fixes sur la base du modele moyen linéaire de
chaque convertisseur. L’¢laboration de cette commande est fondée sur I'utilisation d’une
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fonction de Lyapunov quadratique, ce qui assure la stabilité du systeme bouclé comme dans le
cas de la commande par retour d’état PWL.

Pour le convertisseur buck, les résultats de 1’analyse comparative effectuée en
simulation sont complétés avec ceux fournis par des essais expérimentaux.

4.1  Application a un convertisseur de type buck

La stratégie de commande par retour d’état linéaire par morceaux (PWL) est appliquée
sur le convertisseur buck avec la topologie du circuit idéal représenté sur la Figure 4.1.1. On
peut constater que les pertes dans le circuit (représentées par r;, - la résistance interne de
I’inductance L et r; - la résistance en série du condensateur C) ne sont pas prises en compte
pour la synthese du correcteur PWL.

YN

lL
kﬁ L ic i
S ‘ ”cT £l

Figure 4.1.1 : Schéma du convertisseur buck sans pertes.

Avant de présenter notre approche, nous rappelons la forme du modele affine par
morceaux (PWA) a temps discret valide en CCM, obtenu pour les valeurs numériques des
parametres du convertisseur : L, C, F, V, et V,.., données dans la Table 3.3.1, une résistance

de charge R = 6 [Q] et une résolution v =3 :

b “’}
X(k +1) Awlx(k) + Bn+l + fn+1

Ve (k)
: (4.1)
. n+1
Si —<d(k)<—,n_0 v-1
1%
Les matrices Bﬁﬂ et les termes affines f_ ., présentent les expressions suivantes :
n+1 [Bn+l Vj—l] Br?+l = VFnd+1 (4.2)
f Ctn+1V nFnd+1’ Br\wlil = Fn+l +Ct,, .
tandis que les matrices An+1, Fn+1, ~e. et les vecteurs Ctp,; sont donnés par la relation

(3.38) et V, représente la valeur nominale de la tension d’alimentation.

Le modele hybride (4.1)-(4.2) développé dans le cas général, présente deux entrées: la
tension d’alimentation V. (K) et le rapport cyclique d(k). Cependant, pour synthétiser la loi

de commande PWL, nous avons opté pour une forme simplifiée du modele affine par
morceaux a temps discret pour lequel 1’entrée est représentée uniquement par le rapport
cyclique d(k), alors que la tension d’alimentation est considérée constante. Par conséquent, le
modele PWA a temps discret est reformulé de la fagon suivante :

x(k+1) = Alox(k)+Brd(k)+ .y (4.3)
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si D<dgg<™ noo, vt
1% 1%

avec les termes affines f.; donnés par la relation :

fn:l I:n+1v - nFnd+l (4.4)

A partir de cette expression, le modéle PWA sera modifié afin de pouvoir servir
comme modele de synthése de la loi de commande PWL.

Dans la Section 2.2.3 du Chapitre II, la synthése d’une loi de commande linéaire par
morceaux (PWL) [Fen02], [FCMMO02] a été détaillée sur la base d’un mod¢le affine par
morceaux (PWA) a temps discret autonome, pour lequel les termes affines sont nuls ( f; =0).

Ce type de modele présente le point d’équilibre x = O et la loi de commande PWL, élaborée
en utilisant une fonction de Lyapunov quadratique ou quadratique par morceaux, assure la
stabilit¢ asymptotique du point d’équilibre du systeme en boucle fermée. Afin de pouvoir
appliquer ces notions théoriques sur le modele PWA (4.3)-(4.4) du convertisseur buck, le
mod¢le hybride est centré autour de I’un des points d’équilibres locales xg,,1,n=0,...v -1

de ses v dynamiques affines. L’objectif est d’obtenir x =0 comme point d’équilibre pour
I’une des dynamiques du modéle PWA. Les points d’équilibre locaux sont calculés par la
relation suivante :

Xonst = =(I, An+1)_l(Br?+1Dn+1+f 1),n=0,...,v-1 (4.5)

ou D, représente les points de linéarisation utilisés dans 1’étape de modélisation hybride et
leurs valeurs sont données par 1’équation (3.30).

En sachant qu’en mode de conduction continue, le domaine de fonctionnement du
convertisseur est défini pour une tension d’alimentation et une puissance de sortie comprises,

respectivement, dans I’intervalle [ZO[V] — 30[V]] et I’intervalle [10[W] — 100[W]], et que la
tension de sortie de référence est V.., = 12[V], alors les points de fonctionnements
admissibles dans ces marges correspondent aux valeurs du rapport cyclique appartenant a

I’intervalle E,%] ,v = 3. De ce fait, nous avons choisi le point d’équilibre local xq 4, n=1,

caractéristique a la seconde dynamique du modele hybride. Ainsi, I’expression du modele
PWA a temps discret (4.3)-(4.4) centré dans le point d’équilibre x, , est la suivante :

X(k+1) = A X(k)+BYd (k) + f,
4.6
si V_p,<dk)<™_p, n=0,..,v-1 (49)
14 1%

avec .
X(K) = x(k) =X, ,
d(k) =d(k)-D, (4.7)

" "
f XOZ + Bn+1D + fn+1 0,2

n+1

_ AX
An +1

Dans cette formulation, la seconde dynamique du modéle est linéaire ( fz =0), alors
que les premiere et troisieme dynamiques sont toujours affines ( fl #0, f3 = 0).
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Geénéralement, les régions du modele PWA sont partagées en fonction des contraintes
imposées sur les variables d’état, c’est-a-dire que le choix de la dynamique active a chaque
pas d’échantillonnage est réalis¢ par 1’évaluation de conditions qui impliquent le vecteur
d’état x(k). Dans notre cas, les dynamiques du modéle hybride (4.6)-(4.7) dépendent

uniquement de la valeur du rapport cyclique. Ainsi, nous avons ajouté I’entrée de commande
au vecteur d’état x(k) afin de vérifier, a chaque instant, dans quelle région se trouve 1’état et

d’identifier la dynamique qu’il faut appliquer pour la mise-a-jour de 1’état. Par ailleurs,
I’intégrale de I’erreur de la tension de sortie est introduite dans le but d’éliminer 1’écart entre
la tension de sortie et la valeur de reférence V.., spécifiée.

Par conséquent, nous avons augmenté le vecteur d’état x(k) par deux états

supplémentaires : 1’entrée de commande et I’intégrale de ’erreur de la tension de sortie, a
I’instant k-1 :

d (k) =d(k—1) + Ad (k)
2(K) = 2(k 1) +7,(K) ¥, () “9
ou ﬁref(k) = vref(k) - Vref-

Ainsi, le vecteur d’état modifié X, (K) est composé par quatre états :

X, (k) = [il(k) v,(k) dk-D z(k —1)]r (4.9)
et le modele PWA a temps discret (4.3) étendu devient :
)_(e (k +1) = Aex,n+l)_(e (k) + B: Aa(k) + f_e,,'n+1 + Hvref (k)
_ 4.10
si "_p,<dk-1<"t b, n=o0..,v-1 (4.10)
1% 1%

ou les matrices Aé(,n 11 et les vecteursBZ fe':n+1 et H sontégaux a:

A:+1 Bri—l O
A..=| 0 1 0| c=[0 1]
C 0 1

BY=[0 0 1 0f
fr.=lfr, o, H=0 o 0 -1

Cette structure du modele PWA permet 1’identification de la région active au pas
d’échantillonnage courant en utilisant une valeur du rapport cyclique connue, calculée au pas
précédent. On peut constater que la commande de ce systéme est donnée par Ad(k),
exprimée comme la différence entre deux valeurs consécutives du rapport cyclique.

(4.11)

La synthése de la loi de commande & gains commutés est effectuée sur la base du
modele hybride étendu (4.10)-(4.11) avec les termes fefn+1=0 et H=0. Dans ce cas,

I’entrée de commande du modéle PWA - Ad (k) présente la structure d’une commande par
retour d’état linéaire par morceaux :
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Ad (k) = K

n+l

_ — n n+1
X, (k), vd (k —1) e[;— DZ’T_ Dz} n=0,..,v-1 (4.12)

Elle est capable d’assurer la stabilité¢ du systéme hybride en boucle fermée dans son domaine
de validité. Pour chaque dynamique du modéle PWA a temps discret étendu (4.10)-(4.11) on

cherche un gain K, ,; e R®™, n=0,...,v—1 différent, et, par conséquent, la valeur du rapport
cyclique précédent sera utilisée pour le choix du gain appliqué a chaque pas
d’échantillonnage.

Le correcteur stabilisant de la forme (4.12) est obtenu en considérant une fonction de
Lyapunov quadratique par morceaux (PWQ) :

V(% (k)= % (K)P,..X, (K) (4.13)
ou les matrices P,,,; sont symétriques (P,.,; = PL,,) et définies positives (P,.; > 0).

Le fait d’avoir une fonction de Lyapunov différente associée a chaque région de définition des
dynamiques du modéle PWA diminue le degré de conservatisme de la méthode de synthese.

i

La stabilité du systtme PWA (4.10)-(4.11) (avec fg,,1=0 et H =0) commandé par le

correcteur (4.12) est garantie s’il existe de matrices P, et des vecteurs du retour d’état K4
aveC n=0,...,»—1 pour lesquels la valeur de la fonction de Lyapunov (4.13) est
decroissante :

AV (%, (k) =V (X, (k)) -V (x.(k -1)) <0 (4.14)

pour chaque évolution de 1’état du systéme en boucle fermée :

Xe (K) = (A1 + BIK 1) (k —1)
_ (4.15)
si "_p,<dk-n<"_p, n=o0,..,v-1
1% 1 %4

Les conditions de stabilité fondées sur la fonction de Lyapunov PWQ (4.13) s’écrivent de la
facon suivante :

P

m+1

Pn+l - (Aex,ml + Bg Kn+1)T Pm+l('%x,n+l + BS Kn+1) _Qx - KrLlRu Kn+l > 01 (416)
v(n,myefo,...,v-1}

>0, m=0,...,v-1

ol Q, et R, représentent des matrices de pondération définies positive (Q, =Qy,Q, >0,
R, =R},R, >0) qui permettent d’ajuster les valeurs des gains afin d’obtenir les

performances désirées. Les inégalités avec n=m caractérisent I’évolution de I’état X, (k) a

I’intérieur de la méme région dans I’espace d’état, alors que les indices n = m permettent de
vérifier les conditions de stabilité pour des transitions de 1’état entre deux régions différentes
du modele hybride. Par exemple, supposons qu’a I’instant k —1 la valeur du rapport cyclique

d(k—1) est comprise dans le premier intervalle [-D,,L-D,], alors X, (k —1) appartient a la

premiére région du modéle PWA. En appliquant la commande Ad(k) = K;x, (k), la valeur du
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rapport cyclique d (k) peut se situer encore dans ’intervalle [-D,,1-D,] ou peut appartenir
a un intervalle different [ — D,, ™= - D,], n=1,..

Cependant, il est suffisant de tester la décroissance de la fonction de Lyapunov PWQ
pour les transitions admissibles du point de vue pratique. Dans notre cas, le modele PWA
fournit une bonne approximation du comportement du convertisseur buck dans tout son
domaine de fonctionnement. En conséquence, on considere que les transitions possibles du
point de vue théorique sont également admissibles du point de vue pratique. Cela signifie que

pour le calcul des matrices P,,; et des gains K, ; de la commande par retour d’état PWL
(4.12), avec n=0,...,»—1 nous avons a resoudre un systeme de v (v +1)d’inégalités : v
inégalités afin de Vvérifier si les matrices P,.; sont définies positives, v(v — 1) inégalités
caractérisant des évolutions de 1’état entre des régions différentes et v inégalités décrivant des
¢évolutions de 1’état a I’intérieure de la méme région.

Afin de résoudre ce probleme de faisabilité, les conditions de stabilité (4.16) sont
reformulées sous la forme d’un systéme d’inégalités matricielles linéaires (LMI) par
I’introduction des variables suivantes :

Woo=KoZos .
, h=0,...,v—
Z _p (4.17)

n+1
et par la multiplication a gauche et a droite d’inégalités (4.16) avec P.%. En utilisant les
propriétés des matrices P,,; symétriques : P, Py =1, P,5 = P..;, les inégalités (4.16) se
réécrivent comme :

Z.,>0,n=0,.

Zn+l - (Aex,n+lzn+l + BSWnJrl) Zm+1(Ae n+l n+l + Be Wn+1) - Zn+1QxZn+l

(4.18)
-W_,"RW,, >0, ¥(n,m)e{0,...,v—1}

n+1

L’utilisation du complément de Schur (voir la Section 2.23 du Chapitre 11) conduit au systéme
de LMI suivant :

Zm+1 >0
Zn+l i Zn+1 Wntrl (Aex,n+lzn+l+Bede+1)T
"""" 28 o o+ R
W, 0 R 0 >0, (4.19)
(Ae)(,n+lzn+1+Bede+l) i O O Zm+1

v(n,m) e {O,...,v—l}
Aprés avoir résolu le systeme d’inégalités (4.19), les matrices de Lyapunov P, et les
vecteurs de retour d’état K1, n=0,...,v —1 sont récupérés avec les relations :

P.=Z

Koy =W, ,Zt

n+1-n+1

(4.20)
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La loi de commande par retour d’état linéaire par morceaux, élaborée avec cette
méthode de synthése, permet de stabiliser le systéme autour du point de fonctionnement
souhaité et d’assurer la stabilité pour une large gamme de variations de la charge R et de la
tension d’alimentation V,.

Pour le modele PWA a temps discret (4.10)-(4.11) avec la précision v =3, les
vecteurs de retour d’état K,1,N= {0, 1, 2} ont été calculés par la résolution d’un systéme de
12 inégalites matricielles linaires, avec les matrices de pondération: R=1 et

Q=diag(fl 1 30000 1]). La solution de ce probleme de faisabilité conduit aux valeurs
suivantes des vecteurs de retour d’état :

K, =[-00409 -0,0024 -12164 -0,0068]

K, =[-00413 -00024 -12162 -0,0068]

K, =[-00417 -0,0024 -12059 -0,069]
et des matrices P,,,,n = {0,1,2}:

0,0359 0,0057 0,2644 0,0060 0,0359 0,0056 0,2610 0,0060
P —10°* 0,0057 0,0034 0,0377 0,0016 P —10°* 0,0056 0,0034 0,0330 0,0016
' 0,2644 0,0377 6,6629 0,0442| ° 0,2610 0,0330 6,5812 0,0432
0,0060 0,0016 0,0442 0,0015 0,0060 0,0016 0,0432 0,0015
0,0358 0,0055 0,2508 0,0060
0,0055 0,0034 0,0270 0,0015
0,2508 0,0270 6,4166 0,0411

0,0060 0,0015 0,0411 0,0015

On constate que les valeurs de vecteurs de retour d’état K 4, n= {0, 1 2} sont trés

proches. Cette ressemblance entre les valeurs obtenues provient du fait que les trois
dynamiques du modéle hybride présentent un comportement similaire (la matrice A est la
méme pour toutes les dynamiques du modele PWA). Egalement, la forte pondération

appliquée sur le rapport cyclique au niveau de la matrice Q,, permet I’obtention d’une
commande moins rapide et, par la méme des vecteurs K,.q, n:{O,l, 2} avec des valeurs

moins importantes. Par conséquent, le changement du vecteur de retour d’état utilisé, selon la
valeur du rapport cyclique, n’apportera pas une amélioration significative dans le comportent
dynamique du systeme bouclé. Cependant, la loi de commande par retour d’état PWL
présente 1’avantage d’assurer la stabilit¢é du systtme dans tout son domaine de
fonctionnement.

Résultats de simulation et validation expérimentale de la loi de commande a gains
commutés

Les performances en boucle fermée du régulateur par retour d’état linéaire par
morceaux sont analysées a partir des essais de simulation effectués par Matlab/Simulink™
sur le circuit en commutation du convertisseur buck. Ensuite, les résultats obtenus en
simulations sont validés expérimentalement.
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Afin d’analyser les performances de la stratégie de commande proposée, on va
comparer les résultats obtenus avec ceux issus de I’utilisation de trois autres approches de
commande linéaire : une régulation PI et deux commandes par retour d’état a gains fixes.

— Régulateur PI

Pour le régulateur PI, ayant la fonction de transfert Kp(1+ T—ls) les parameétres
1
K, =0,003 et T, =31552-107° sont utilisés.
— Commande par retour d’état obtenue par placement de poles

La commande par retour d’état est synthétisée par la méthode de placement de péles.
Le vecteur de retour d’état est déterminé en utilisant le modele moyen a temps continu du
convertisseur donné par 1’équation (3.21). Ce modele est linéaire pour une tension

d’alimentation constante et prise égale a la valeur nominale V, =24[V]. Afin d’assurer une
erreur statique nulle, le vecteur d’état du modéle moyen linéaire est augmenté en ajoutant

I’intégrale de I’erreur de la tension de sortie comme un troisieme état : J‘(\/ref -V, (t))jt . Pour

le systeme étendu, on considere les poles : p:[pl P, p3], ou (pl, p2) représentent une
paire de poles complexes conjugués et p; est un pdle réel de la forme :

P, =@ (-1£1), P; =—o, o, = 2uf,

Les poles complexes conjugués correspondent aux pdles d’une dynamique de deuxiéme
ordre : p;, = w, (=& £+/&? — 1) pour un amortissement & = %z En choisissant cette valeur
de I’amortissement, on a 1’égalité suivante : & = /1 — &2, ce qui conduit a I’expression des
poles utilisee : p; , = w,&(—1 £ i), ou wy = w,&. Les pbles en boucle fermée p. ont été
placés aux pulsations @, qui correspondent aux fréquences f, = 0,91 kHz et f; = 1,26 kHz,

de telle maniére que la commande par retour d’état atteint les performances du régulateur par
retour d’état PWL pour les valeurs nominales. Ce choix de pdles a permis de déterminer le

vecteur de retour suivant : L:[O,1449 0,0014 -223]. Ainsi, la valeur du rapport cyclique
calculée a chaque pas présente I’expression : d(t) = —Lx,(t).
— Commande par retour d’état sur la base d’une fonction de Lyapunov quadratique
La loi de commande par retour d’état a gains fixes est élaborée en utilisant le modéle
moyen (3.21) (linéaire pour une tension d’alimentation V, constante) du convertisseur,

discrétisé avec la période d’échantillonnage T, = . Par conséquent, la forme du modele
moyen a temps discret utilisé est la suivante :

x(k +1) = A"x(k) + BYd(k)V,, A= A
y(k) =Cx(k)
ou les matrices Ay, B, C sont données par les relations (3.19) et (3.20) avec r, =r. =0 et

la notation d indique le fait que le modéle a été discrétisé avec la période T,. Ce modéle est
également augmenté avec I’intégrale de I’erreur de la tension de sortie :

Z(k) = Z(k _1) +Vs(k) _Vref (k) (422)

fermé 1

(4.21)
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en vue d’¢éliminer une possible erreur statique.

Afin de pouvoir appliquer les notions théoriques qui permettent d’obtenir un vecteur
de retour stabilisant, le modele moyen augmenté a temps discret est centré pour les valeurs a
I’équilibre de I’état et du rapport cyclique : (X,,D), ou X, est donné par la relation (3.24)
pour I, =rc =0 et D=V /\/e . Ainsi, le modele de synthése utilisé présente 1’expression

suivante :

X, (k+1) = A’%X_(k)+BZd (K)V, + Hv,,

4.23
7. (K)=C,%, (K) (4.23)
avec .
X, =[i, (k) v(k) z(K)]
X, (k) = x, (k) = [X,;0], d(k)=d(k)-D
(4.24)

A;’:ﬁd ﬂ,sﬁ:ﬁd}c:[o 1lH=[0 0 -1],c,=[0 1 0]

Si on considere ’entrée de commande du systéme sous la forme d’une commande par
retour d’état :

d (k) = KX, (4.25)
et la fonction de Lyapunov quadratique :
V (x(K)) = x" (k)Px(k) (4.26)

les conditions de stabilit¢é du systtme en boucle fermée sont exprimées par 1’ensemble
d’inégalités suivant :
P>0

P— (Al +BJK) P(A +B{K)-KTQIK -R" >0 (4.27)

\ T T 7 - Ve -
ot R =R, R'>0 et Q' =Q, Q>0 représentent deux matrices de pondération
symétriques et définies positives, permettant d’ajuster la valeur du vecteur de retour K.

En choisissant R} =30000 et Q" =diag([l 5 1J), la résolution du systeme
composeé par deux inégalités matricielles linéaires conduit au vecteur de retour suivant :
K =[-0,0425 -0,0054 -0,006] (4.28)
Ce vecteur de retour assure la stabilité au sens de Lyapunov du point d’équilibre
désire.
La valeur de la commande appliquée au convertisseur est représentée par la somme du
rapport cyclique (4.25) calculé a chaque période d’échantillonnage et la valeur en regime

stationnaire D : d(k) = d(k) + D.

Afin de comparer le comportement du systeme en boucle fermée ainsi que les
performances de lois de commande élaborées, nous avons considéré plusieurs scenarios de
test, composés par des variations de la tension de référence et de la résistance de charge. Pour
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chaque scenario de test, nous présentons les résultats obtenus en simulation sur le circuit en
commutation du convertisseur buck et également ceux obtenus expérimentalement.

Le convertisseur utilisé pour les essais expérimentaux est présenté sur la Figure 4.1.2.
Afin d’implanter les quatre stratégies de commandes linéaires, il s’avere nécessaire de
mesurer le courant de I’inductance et la tension de sortie (pour le régulateur PI, la mesure de
la tension de sortie est suffisante), de calculer la valeur du rapport cyclique a chaque période
d’échantillonnage et, ensuite, d’envoyer le signal de commande au convertisseur. Le transfert
de données entre le convertisseur et le PC est réalisé en utilisant un systéme d’acquisition et
de commande « XPC Target ». La période de calcul de la valeur du rapport cyclique est de
5045 et correspond & la période de commutation du convertisseur buck. Cependant,

I’acquisition des signaux est réalisée de fagon séquentielle, ce qui introduit un délai de 4;s

entre deux acquisitions consécutives. De méme, la mesure des signaux et ’envoi du signal de
commande ne sont pas synchronisés, ce qui peut influencer les performances des lois de
commande proposées.

(b) (c)
Figure 4.1.2 : Prototype du convertisseur buck (a), banc de variation de charge (b) et carte
d’acquisition « XPC Target ».

Le schéma de la loi de commande PWL est représenté sur le schéma de la Figure
4.1.3. Pour I’implantation de cette stratégie de commande, on utilise deux mesures : le courant
dans I’'inductance et la tension de sortie.

DZ 1
Ad(k) + _d(k) d(k—1) X+ d(k—1)| Convertisseur
>

‘ > % > buck
+

sid(k—1) € [FTl—DZ,%—DZ],
L i={..v
alors Ad (k) = K;x. (k)

N |

+

x (k)

% (k) d(k - 1)

_z(k) 1 + )
- z—1

T-

Vref

Figure 4.1.3 : Schéma de la commande a gains commuteés.

Selon la valeur de la commande appliquée au pas d’échantillonnage précédent, on
identifie le gain actif pour le calcul de la commande Ad (k). Ensuite, la valeur du rapport
cyclique d(k) est récupérée afin d’étre envoyée au convertisseur.
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Dans un premier temps, la réponse en simulation du systeme par rapport a une
variation de la tension de référence sous la forme d’un signal carré de 12[V] — 14[V] — 12[V]
et le rapport cyclique généré sont représentés sur la Figure 4.1.4 et la Figure 4.1.5

155

15+

14.5

12

11.5

+ régulateur Pl

------- commande par retour d'état (fct. Lyapunov Q)
—— commande par retour d'état PWL (fct. Lyapunov PWQ)

commande par retour d'état (placement de poles)

K r 13
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Figure 4.1.4 : Tension de sortie V, obtenue en simulation pour une variation de consigne

Vet : 12[V] — 14[V] - 12[V].

- régulateur PI
0.62! commande par retour d'état (placement de poles)
------- commande par retour d'état (fct. Lyapunov Q)
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Figure 4.1.5 : Rapport cyclique (a) généré en simulation et dynamiques du modéle hybride (b) pour

une variation de consigne V¢ : 12[V] - 14[V] - 12]V].
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Dans ce cas, la commande par retour d’état a gains commutés et les deux commandes
par retour d’état a gains fixes conduisent au méme temps de réponse de 1,5 ms, qui est plus
rapide que celui obtenu en utilisant le régulateur PI (t,, = 3,5 ms). Cependant, la commande
PWL utilise toujours le vecteur de retour d’état caractéristique a la deuxiéme dynamique du

modele hybride, étant donné que la valeur du rapport cyclique reste dans I’intervalle E;]

On note que la tension de sortie atteint la nouvelle valeur de référence avec une erreur
statique nulle, pour les quatre lois de commande appliquées.

Le comportement du convertisseur obtenu expérimentalement vis-a-vis de la méme
variation de consigne est illustré sur la Figure 4.1.6. Le rapport cyclique et la dynamique
active a chaque pas d’échantillonnage sont donnés sur la Figure 4.1.7.

164 - régulateur PI
commande par retour d'état (placement de poles)
------- commande par retour d'état (fct. Lyapunov Q)
154 —commande par retour d'état PWL (fct. Lyapunov PWQ)
I I

1 1 145
| |
| |
14 .} ,‘ rigmainia 13
Z' | |
>U)
13
12
12¢ | |
0.02 0021 0022
11 J
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Figure 4.1.6 : Tension de sortie V, obtenue expérimentalement pour une variation de consigne
Vier :12[V] - 14[V] - 12 V].

Les essais expérimentaux montrent un meilleur temps de réponse (t, =15ms) du

convertisseur, en utilisant la régulation PI et la commande par retour d’état a gains fixes
synthétisée sur la base d’une fonction de Lyapunov quadratique. Pour cette derniere loi de
commande, la tension de sortie présente le plus petit dépassement sur le front montant de la
variation de consigne. En contre partie, la commande par retour d’état PWL et la commande
par retour d’état a gains fixes obtenue par placement de poles conduisent a un dépassement
plus important et a un temps de réponse plus grand (t, =2ms). Par ailleurs, en raison de

bruits dans la chaine de mesures, le signal de commande est également «bruité» ce qui induit
parfois un changement de région sur la dynamique du convertisseur (cf. Figure 4.1.7).

Dans un deuxiéme temps, la performance de la commande PWL est testée en présence
de perturbations de la résistance de charge R et de la tension d’alimentation V,. On a choisi
de montrer la dynamique du convertisseur pour des variations de la charge, en utilisant des
valeurs différentes de la tension d’alimentation : la valeur nominale V, = 24[V]et les bornes
de ’intervalle établie pour cette tension en CCM, respectivement, V, = 20[V] et V, =30[V]

. La réponse du systéme pour une variation de charge : 6[Q] — 3[Q] — 6[Q] obtenue en
simulation et le rapport cyclique correspondant sont représentes, respectivement, sur la Figure
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4.1.8 et la Figure 4.1.9. Les signaux de la tension de sortie

et du rapport cyclique fournis

expérimentalement sont donnés sur la Figure 4.1.10 et la Figure 4.1.11.
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Figure 4.1.7 : Rapport cyclique (a) généré expérimentalement et dynamiques du modele hybride
utilisées (b) pour une variation de consigne V¢ : 12[V] — 14[V] - 12[V].
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Figure 4.1.8 : Tension de sortie Vs obtenue en simulation pour une variation de la charge
R:6[Q] - 3[Q] - 6[Q] a V. = 24[V], V. = 20[V] et V, = 30[V].
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Figure 4.1.9 : Rapport cyclique (a) généré en simulation et dynamiques du modéle hybride (b) pour
une variation de la charge R : 6[Q] — 3[Q] - 6[Q] a V. = 24[V], Ve = 20[V] et V, = 30[V].
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Figure 4.1.10 : Tension de sortie Vs obtenue expérimentalement pour une variation de la charge
R:6[Q]-3[Q]-6[Q] a V= 24[V], V. = 20[V] et V. = 30[V].
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Figure 4.1.11 : Rapport cyclique (a) généré expérimentalement et dynamiques du modele hybride (b)
pour une variation de la charge R : 6[Q] — 3[Q] - 6[Q] a V. = 24[V], V. = 20[V] et V, = 30[V].

La loi de commande linéaire par morceaux génere un temps de réponse de 1ms et un
dépassement de la tension de sortie entre 30% et 33% sur le front descendant de chaque
variation. Sur le front montant, le dépassement de la tension de sortie est plus important
(37,5%) alors que le temps de réponse est moins rapide: 1,5ms pour les essais
expérimentaux et 2 ms pour les essais en simulation. Les performances de la commande a
gains commutés sont comparables avec celles de la commande par retour d’état a gains fixes
sur la base d’une fonction de Lyapunov quadratique, en ce qui concerne le temps de réponse
obtenu et le dépassement résultant. Cependant, la commande PWL est plus rapide et la
tension de sortie fournie est moins oscillante par rapport aux signaux de sortie générés par le
régulateur PI et la commande par retour d’état obtenue par placement de poles.

On note, également, que le rapport cyclique, calculé avec la loi de commande PWL,
est généralement compris dans I’intervalle [%, %] ce qui implique ’utilisation du méme vecteur
de retour d’état K, en régimes permanent et transitoire. Dans le cas de la variation de la
charge de 3[Q] a 6[Q], pour une tension d’alimentation de 20[V], la loi de commande PWL

implantée expérimentalement utilise plutdt le troisieme gain du fait que la valeur du rapport
cyclique dépasse la valeur de 2/3.
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Concernant la régulation en présence des variations de la charge, les résultats de
simulations et les validations expérimentales montrent que la loi de commande par retour
d’état PWL est plus performante en termes de temps de réponse et dépassement au niveau de
la tension de sortie que celles de commandes linéaires « classiques », telles que la régulation
Pl et la commande par retour d’état obtenu par la méthode de placement de péles. Cependant,
la commande par retour d’état synthétisée sur la base d’une fonction de Lyapunov
quadratique, en utilisant le modele moyen du convertisseur conduit & des performances
satisfaisantes. Par conséquent, étant donné que les dynamiques du modele PWA présentent
des comportements similaires, le fait de considérer un modéle hybride dans la synthése de la
loi de commande par retour d’état, fondée sur une fonction de Lyapunov, n’apporte pas une
amélioration significative en termes de performances de la commande €elaborée. Ces résultats
sont a relativisés car nous venons de considérer un convertisseur buck sans filtre d’entrée.
Dans le cas d’un convertisseur avec filtre en entrée, nous allons montrer que notre approche
donne de meilleurs résultats.

4.2  Application a un convertisseur de type flyback avec filtre d’entrée

Dans cette section, nous allons appliquer la stratégie de commande a gains commutés
sur un convertisseur flyback avec filtre d’entrée (voir la Figure 4.2.1) fonctionnant en mode
de conduction continue avec une fréquence de découpage constante.

Ce convertisseur présente plusieurs difficultés du point de vue de la commande. La
topologie du circuit est plus complexe, ce qui se traduit par un modéle mathématique d’ordre
augmenté, d’une part, et le convertisseur présente un comportement de déphasage non-
minimal (des zéros dans le demi-plan droit) ce qui rend la stabilisation du systéme assez
délicate d’autre part.

Afin d’élaborer une loi de commande PWL stabilisante, nous considérons le modele
hybride a temps discret suivant :

X(k+1) = A*x(K) + BYd (k) + f,

sid; <d(k)<d,;, j=1..,v (4.29)

C.
| =

—T-

%

Figure 4.2.1 : Schéma équivalent du convertisseur flyback avec filtre d’entrée sans pertes.

77

Ce modele a été développé pour les valeurs des parameétres du circuit présentées dans
la Tableau 3.3.2.1, pour une fréquence de commutation F = 50[kHz] et pour des intervalles
de validité [d;, dj;1],j = 1,...,v delaforme: [£11],j = 1,...,v avec v = 7. Cependant, pour

v’y
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la synthése de la loi de commande, les pertes résistives au niveau du circuit ont été
négligees (r,, = ¢, =1, = 0).

Le modele PWA utilisé comprend des dynamiques affines « continues » a travers les

frontiéres d’intervalles de définition par rapport a toutes les variables d’état et a ’entrée de
commande. Cette propriété est importante lorsque la discontinuité du modéle de synthese peut
causer 1’apparition du phénomene de réticence.

Ce modeéle est a priori adapté a la synthese de la commande PWL en suivant les

mémes étapes que dans le cas du convertisseur buck :

le modele PWA a temps discret est centré autour d’un point local d’équilibre, tel que
le point x = 0, lequel représente le point de fonctionnement de 1’une des dynamiques
du modele hybride. La dynamique et le point local caractéristique sont choisis selon
les marges de fonctionnement du convertisseur en mode de conduction continue. Etant
donné le domaine de la tension d’alimentation v,: [10[V] — 14[V]] et la relation
entrée/sortie (3.53) valide en régime permanent, les valeurs du rapport cyclique sont
comprises dans I’intervalle [%, %], v = 7. Ainsi, le point local d’équilibre, noté x4,
correspond a la quatrieme dynamique du modele PWA a temps discret et son
expression est donnée par :

tou=(1, - A7) (B2D, + 11D, -

,j=4 (4.30)

Par conséquent, la forme du modele PWA centré par rapport au point de

fonctionnement x, 4, est la suivante :

X(k+1) = AfX(k)+ B}*J(k)+ f]
— - i . (4.31)
si=—D, <d(k)<1-D,, j=1..v

avec :
X(K) =x(K) = Xq,
d(k)=d(k)-D, (4.32)
fj’ =AJ?(X0’4 + B}’D4 + fj

Sous cette forme, le terme affine ', du modele PWA (4.31) est nul, alors que les
autres termes f';,j = 1, ..., v, j # 4 ont des valeurs non nulles.

le modele PWA (4.31)-(4.32) est étendu avec deux états supplementaires : le rapport
cyclique a I’instant k — 1 (identifie la dynamique active du modele hybride & chaque
période d’échantillonnage) et I’erreur de la tension de sortie, noté z(k — 1) (assure
une erreur statique nulle). L’expression du modele PWA étendu est la suivante :

X, (K+1) =AY X, (k) + By, Ad (K) + f. ; + Hz(k)
i — : _ (4.33)
si=-D,<d(k-1)<21-D,, j=1..v

ou le vecteur d’état ¢tendu est composé de Six états :
xo(k) = [0, (k) vc,(k) 1, (k) ws(k) d(k—1) z(k— 1)]T, la commande du
systeme est repréesentée par Ad(k), la différence entre deux rapports cycliques
consécutifs : Ad(k) = d(k) — d(k — 1) et la dynamique de I’intégrale de I’erreur de
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la tension de sortie est exprimée par: z(k) = z(k — 1) + (k) — Dper(k), avec
Uref (k) = Vypep(k) — Vyep. Les matrices du modele PWA augmenté s’écrivent

A* B! 0
P ol c=l0 001
c 0 1

(4.34)
B'=[0 0 0 0 1 0f
., =[f/ o ,H=[0 0 0 0 0 -1

L’objectif consiste a déterminer une loi de commande par retour d’état:
Ad(k) = K;x,, avec j =1,..,v en utilisant une fonction de Lyapunov quadratique par
morceaux V()_(e (k)) = )_(g— (k)P;Xe (k) afin d’assurer la stabilité du systtme PWA étendu (4.33)-
(4.34)avec f', = 0etH = 0.

Les conditions de stabilité formulées pour le systéeme bouclé sont décrites par les
inégalités suivantes :

P>0,i=1...,v-1
P.—(A; +B{K,)"P(A; +B/K;)-Q, - K/R,K; >0, (4.35)
v(j,i)ell,...,v-1}

avec Q,, R, des parametres d’ajustement des valeurs des vecteurs de retour K;.
Ces conditions imposent :

1. la décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique par morceaux pour :

a. toutes les évolutions de 1’état & [intérieur du méme intervalle j‘Tl, %],
j=1,..,v—1. Ceci équivaut a écrire les inégalités (4.35) pour des paires (i,j)
aveci =j.

b. toutes les transitions de 1’état d’un intervalle [%, %] a un autre [?, %], avecj # i,
,i=1,..,v—1.

2. la propriété des matrices P;, j = 1, ...,v — 1 qui représentent des matrices symétriques

définies positives.

En utilisant le changement de variables (4.17), les conditions de stabilité (4.35) sont reécrites
sous la forme d’inégalités matricielles liné¢aires (LMI) :

Z; >0
D3 W (AZ BT
Z Q. 0 0 . (4.36)
j iy >0,v(j,i)efl,...,v-1 '
W o R . (3i) e ...y -1
(ALZ+BW) 1 0 0 Z

afin de déterminer les vecteurs de retour K; et les matrices P;, j = 1, ...,v — 1. Une fois que ce

probléme de faisabilité est résolu, les valeurs des gains sont calculées a 1’aide de la relation
(4.20).
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Toutefois, il convient de préciser que la derniére dynamique du modéle PWA a temps
discret a été ¢liminée de la synthése de la loi de commande du fait que 1’approximation
fournie par celle-ci n’approche pas d’une maniére satisfaisante le comportement réel du
convertisseur. Sur la Figure 4.2.2, la caractéristique réelle en régime permanent de la tension
de sortie montre que la valeur de cette tension décroit apres une limite physique du rapport
cyclique. En pratique, la limite supérieure D,,,, de la grandeur de commande est inferieure a
1 — valeur qui correspond a la limite supérieure de point de vu théorique. Concernant le
modele PWA, la valeur D,,,, appartient au septiéme intervalle de définition du modéle
hybride. Dans cet intervalle, le rapprochement affine obtenu ne correspond pas a la
caractéristique réelle en régime permanent étant donné que les pertes au niveau du circuit ont
été négligées. Par consequent, la prise en compte de la derniere dynamique pour la conception
de la loi de commande pourrait conduire a I’infaisabilité des LMIs ou a la dégradation des
performances du régulateur. Pour cette raison, dans I’intervalle [g, Dmax] on utilise la sixieme
dynamique afin d’approcher le comportement du convertisseur.

—modéle nﬁoyen'- sans beftes I
200! ° modele moyen - avec pertes 1
==modele PWA 3
__ 150 T
.Z. .l O 1 °
> 100 I
o“ 1 o
|
50 —
,.-" :
O(M—- |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 D

rapport cyclique max

Figure 4.2.2 : Caractéristiques en régime permanent de la tension de sortie du : modele moyen
considérant les pertes résistives au niveau du circuit (courbe « cercles »), modele moyen idéal (courbe
discontinue) et du modéle PWA avec la résolution v =7 (courbe pleine).

Ainsi, le systeme a résoudre est composé de v(v — 1) inégalités matricielles linéaires : v — 1
pour des conditions de type l.a, (v —1)(v — 2) pour celles de type 1.b et v — 1 pour des
conditions de type 2.

La loi de commande PWL a été élaborée sur la base des premieres six dynamiques
affines du modele PWA (4.33)-(4.34), en choisissant les pondérations : R,, = 180000 et
Q. = diag([1,1,1,1,1,1]). La solution du systeme composé par 42 LMIs est représentée par
les valeurs des vecteurs de retour K; et des matrices P;, j = 1, ...,6 suivantes :

K,=[-00892 00375 -01167 -0,0656 -13923 -0,0052]
K,=[-01078 00286 -0]1237 -0,0868 -14481 -00062]
K, =[-01119 00220 -01220 -0,0936 -15306 -00064]
K, =[-01103 00157 -01154 -00950 -16329 -0,0063]
K, =[-0,0839 00088 -0,0864 -0,0738 -16310 -0,0048]
K, =[-00693 00048 -00739 -00615 -1,7450 -0,0040]
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[ 0.6023 -0.0133 0.4628 0.5255 1.6283 0.0316 | [ 0.0635 -0.0014 0.0486 0.0557 0.1979 0.0033 |
-0.0133 0.0359 -0.0222 -0.0025 -0.1808 -0.0001 -0.0014 0.0033 -0.0021 -0.0004 -0.0175 0
B _10°* 0.4628 -0.0222 0.3943 0.4180 1.5013 0.0260 B _105% 0.0486 -0.0021 0.0409 0.0441 0.1774 0.0027
! 0.5255 -0.0025 0.4180 0.4915 1.4232 0.0298 | ° 0.0557 -0.0004 0.0441 0.0521 0.1754 0.0032
1.6283 -0.1808 1.5013 1.4232 8.2084 0.0917 0.1979 -0.0175 0.1774 0.1754 1.0215 0.0111
| 0.0316 -0.0001 0.0260 0.0298 0.0917 0.0020 | | 0.0033 -0.0000 0.0027 0.0032 0.0111 0.0002 |
[ 0.0655 -0.0007 0.0493 0.0580 0.2366 0.0035 | [ 0.0672 -0.0000 0.0499 0.0600 0.2846 0.0035 |
-0.0007 0.0032 -0.0015 0.0002 -0.0159 0 0  0.0031 -0.0009 0.0008 -0.0150 0.0001
P, ~10°* 0.0493 -0.0015 0.0408 0.0452 0.2067 0.0028 b _10° 0.0499 -0.0009 0.0407 0.0460 0.2445 0.0028
0.0580 0.0002 0.0452 0.0546 0.2124 0.0033 | * 0.0600 0.0008 0.0460 0.0569 0.2578 0.0034
0.2366 -0.0159 0.2067 0.2124 1.3067 0.0132 0.2846 -0.0150 0.2445 0.2578 1.7507 0.0158
| 0.0035 0.0000 0.0028 0.0033 0.0132 0.0002 | | 0.0035 0.0001 0.0028 0.0034 0.0158 0.0002 |
[ 0.0749 0.0004 0.0560 0.0674 0.3730 0.0040 | [ 0.0703 0.0023 0.0502 0.0639 0.2528 0.0037 |
0.0004 0.0030 -0.0006 0.0011 -0.0181 0.0001 0.0023 0.0030 0.0007 0.0029 -0.0420 0.0002
B _105% 0.0560 -0.0006 0.0457 0.0520 0.3213 0.0031 B _10°* 0.0502 0.0007 0.0397 0.0470 0.2526 0.0028
° 0.0674 0.0011 0.0520 0.0640 0.3394 0.0038 | ° 0.0639 0.0029 0.0470 0.0615 0.2168 0.0036
0.3730 -0.0181 0.3213 0.3394 2.6273 0.0207 0.2528 -0.0420 0.2526 0.2168 3.1323 0.0134
| 0.0040 0.0001 0.0031 0.0038 0.0207 0.0002 | | 0.0037 0.0002 0.0028 0.0036 0.0134 0.0002 |

Cependant, lorsque la valeur du rapport cyclique se trouve dans l’intervalle [g, Dmax], le
vecteur de retour K est appliqué.

Résultats de simulation de la loi de commande a gains commutés

Les performances du correcteur par retour d’état PWL sont analysées a travers
plusieurs simulations sur le circuit en commutation du convertisseur par I’intermédiaire de
Matlab/Simulink™ et de la libraire SimPowerSystems™. Afin d’évaluer les résultats obtenus,
cette stratégie de commande est comparée avec deux autres approches linéaires: une
commande par retour d’état déterminée par la méthode de placement de pdles et une
commande par retour d’état synthétisée sur la base d’une fonction de Lyapunov quadratique.
La synthése de ces deux lois de commande est réalisée sur la base du modele moyen du
convertisseur, linéarisé au préalable autour d’un point de fonctionnement. La dynamique du
modele moyen linéaire et le point de linéarisation X, utilisés sont donnés par les relations
(3.50)-(3.51) et (3.49) pour une tension d’alimentation V, constante et des pertes résistives
nulles (r,, =1¢, =1, = 0). De méme, la valeur D de linéarisation présente 1’expression
suivante : D = ﬁ Pour rappel, la forme du modele moyen linéarisé est definie par :

Vref

X(t) = A'X(t)+B.d (k) (4.37)
avec ¥(t) = x(t) — X, etd(t) = d(t) — D.

— Commande par retour d’état obtenue par placement de pbles

La loi de commande par retour d’état est ¢laborée en utilisant le modele linéaire a
temps continu (4.37). Le vecteur d’état x(t) est complété avec I’intégrale de ’erreur de la
tension de sortie : f(Vref — vs(t)) dt afin de compenser un écart possible entre la tension de

136



Chapitre IV

Commande par retour d’état a gains commutés en mode de conduction continue

sortie et la valeur de référence désirée. Pour ce modele du cinquiéme ordre, I’on a considéré
les poles suivants: p=[p, P, P, P, P.] avec (p,.p,), (p, p,) représentant deux

paires de pdles complexes conjugués et Ps constituant un pole réel de la forme :
P, = ap(-1£i), P, = @y (—1£i), P =—,, . = 2nf,

Les pdles sont placés aux fréquences: fy =0,3kHz, f; =15kHz et f, =3kHz afin

d’obtenir une commande rapide pour laquelle le systéme en boucle fermée est stable. Ce
choix a conduit a la valeur du vecteur du retour suivant :

L=[01745 -02123 00968 00608 —175]

Ainsi, la loi de commande du systéme est définie par : d = —L%,(t). Cependant, la
valeur appliquée au circuit en commutation représente la somme de cette commande calculée
avec la valeur en régime permanent du rapport cyclique: d + D.

— Commande par retour d’état sur la base d’une fonction de Lyapunov quadratique

Cette loi de commande utilise un modéle moyen linéarisé a temps discret. De ce fait, le
modele a temps continu (3.50) est discrétisé avec une période d’échantillonnage T, = . Dans
ce cas, I’intégrale de I’erreur de la tension de sortie, ajoutée au vecteur d’état x(k), présente la
dynamique suivante: Z(k) = Z(k — 1) + Ts(k) — Drep(k), aVeC Drop(k) = Vyer(k) — Vyes.
Le mode¢le étendu a temps discret, utilisé¢ pour la synthése de la commande, par retour d’état
est défini par :

X, (k+1) = A%, (k) +BYd (k) + HT.,, (k)

7. (k) =C.%, (k) (4.38)
avec .
=l T T LK Zk-3]
l,d l,d
A:"’{A 0} Be"“:[B ],c:[o 0 0 1] (4.39)
c 1 0

H=[0 0 0 0 -1],c,=[0 0 0 1 0]

Considérons que ’entrée de commande d (k) présente la forme d’une commande par
retour d’état a gains fixes: d(k) = KX.(k) et qu’il existe une fonction de Lyapunov
quadratique: V(fe(k)) = %I (k)Px,(k), P = PT, P > 0 telle que les conditions de stabilité :

P>0
P—(A® +BI*K)T P (A +BI“K)~K'Q"K ~R" >0 (4.40)
soient satisfaites, alors le vecteur de retour K déterminé permet d’assurer la stabilité¢ du
systtme en boucle fermée. Les matrices R (RI* = RIY, RI* > 0) et QI (QF' = QI

Q> 0) représentent des pondérations appliquées aux variables d’état et a I’entrée de
commande afin d’ajuster les performances de la commande ¢laborée.

Du fait que le modele de synthése (4.38)-(4.39) présente le point d’équilibre x, = 0, les
conditions de stabilité sont directement formulées sans modifier le modele.
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En choisissant les pondérations suivantes: R, = 600000 et Q, = diag([1,1,1,1,1]), on
obtient le vecteur de retour suivant :

K=[—0,0229 —0.0044 -0,0264 —0,0203 —0,0018]

La loi de commande présente ainsi I’avantage d’assurer la stabilit¢ du systeme dans un
voisinage des valeurs de linéarisation (X,, D).

La valeur du rapport cyclique appliquée au convertisseur est déterminée par la relation :
d(k) =d(k) + D.

Nous avons opté pour trois scenarios de test afin de comparer les résultats de
simulation obtenus en utilisant les trois types de commande linéaire : variations de la consigne
Vrer, de la résistance de charge R et de la tension d’alimentation v,. Dans un premier temps,
le comportement du systétme est analysé en présence d’une variation de consigne :
Vier: 24[V] — 26[V] — 24[V], pour les valeurs nominales de la charge et de la tension
d’alimentation : R = 22[Q], V, = 12[V]. La réponse du systéme, la valeur du rapport cyclique
et la dynamique du modele active a chaque instant sont montrés sur la Figure 4.2.3 et la
Figure 4.2.4. On constate que la commande PWL est légerement plus rapide sur le front
montant de la variation par rapport a la commande par retour d’état classique. De méme, elle
génére un dépassement sur la tension de sortie moins important que celui obtenu lorsque la
commande sur la base d’une fonction de Lyapunov quadratique est appliquée.

26.5 ----commande par retour d'état (placement de poles) ||
--=:-commande par retour d'état (fct. Lyapunov Q)
‘.'"-\. ——commande par retour d'état PWL
s SN
1
]

26 / \
255§ L

) / | y
245! \
24 N

V_[V]

T

Y
0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024 0.026
Temps (s)
Figure 4.2.3 : Tension de sortie Vs obtenue en simulation pour une variation de consigne Ve : 24[V] —
26[V] - 24[V].
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0.55 : : : :
-=---commande par retour d'état (placement de poles)
0.54 --=--commande par retour d'état ( fct. Lyapunov Q)
’ —— commande par retour d'état PWL
% 0.53 , |
k=3 7 ot v Yyt
S 1 \
S 0521 \
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o ,' o \N
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0.5
0.49
0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024 0.026
Temps (s)
< (a)
5
£z
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£
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SE 4
30005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
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(b)

Figure 4.2.4 : Rapport cyclique (a) généré en simulation et dynamiques du modéle hybride (b) pour
une variation de consigne V¢ : 24[V] — 26[V] - 24[V].

Dans un deuxiéme temps, la réponse du convertisseur est évaluée pour des variations
de charge. La tension de sortie, le rapport cyclique et dynamique active sont présentés,
respectivement, dans la Figure 4.2.5 et la Figure 4.2.6 (a) et (b). La valeur initiale de la charge
utilisée en simulation est de 44[Q] et correspond & une puissance de sortie de B, = 13[W]. A
partir de cette valeur, les variations effectuées permettent de visualiser le comportement du
convertisseur aux puissances de sortie suivantes: B, = 26[W], B, = 52[W], B, = 72[W]
et P, = 100[W]. Pour des faibles variations de charge (de 13[W] a 26[W]), les performances
des trois lois de commande sont presque identiques. La différence est significative pour des
échelons importants ou le régulateur par retour d’état PWL est plus efficace au niveau du
temps de réponse et du dépassement de la tension de sortie. Méme si le systeme atteint le
régime établi dans chaque cas, la réponse est plus rapide lorsqu’on utilise la commande a
gains commutés. D’ailleurs, lorsque le méme gain est appliqué dans I’ensemble du domaine
de fonctionnement, le dépassement atteint 45% sur le front descendant et 80% sur le front
montant dans le cas d’une variation de charge de 13[W] a 100[W]. Cependant, les
performances de la commande par retour d’état fondée sur une fonction de Lyapunov
quadratique sont similaires avec celles de la commande PWL dans tous les cas considérés.

Au niveau de la commande par retour d’état a gains commutés, le quatriéme vecteur de retour
est utilisé, du fait que la valeur du rapport cyclique en régime permanent est comprise dans
I’intervalle [22]. Pour des fortes variation de charge 13[W] a 72[W] et 13[W] & 100[W], la
commande PWL change la valeur du gain utilisée en régime transitoire.

Dans le troisieme temps, les évolutions de la tension de sortie et du rapport cyclique en
boucle fermée sont données pour des variations de la tension d’alimentation V, (voir la Figure
4.2.7 et la Figure 4.2.8). Pour la résistance de charge et la consigne, les valeurs nominales
sont utilisées, alors que la tension d’alimentation varie entre les deux bornes, inferieure et
supérieure, de 10[V] et 14[V]. Comme on peut le constater, la commande a gains commutés
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génére encore un dépassement moins important sur la tension de sortie par rapport & la
commande obtenue par placement de poles.

26

w 24
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» 25
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P, 13 [W]-26 [W] - 13 [W]
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Figure 4.2.5 : Tension de sortie Vs obtenue en simulation pour des variations de la charge R a

Ve = 12[V].
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Figure 4.2.6 : Rapport cyclique (a) généré en simulation et dynamiques du modéle hybride (b) pour
des variations de la charge R a V, = 12[V].
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-=-=-commande par retour d'état (placement de poles)
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Figure 4.2.7 : Tension de sortie V, obtenue en simulation pour des variations de la tension

V,112[V]-10[V] - 12[V]

d’alimentation V, avec R = 22[Q] et V¢ = 24[V].
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Figure 4.2.8 : Rapport cyclique (a) généré en simulation et dynamiques du modéle hybride (b) pour
une variation de la tension d’alimentation V, avec R = 22[Q] et V¢ = 24[V].
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Les résultats présentés ne montrent pas une amélioration significative des
performances de la commande lorsqu’un mode¢le hybride est utilisé du fait que le domaine de
fonctionnement en CCM restreint la valeur du rapport cyclique au quatrieme intervalle du
modele PWA. Ainsi, le vecteur de retour change uniquement en régime transitoire lors d’une
perturbation appliquée. Afin de montrer I'intérét de la stratégie de commande PWL nous
présentons deux scenarios de simulations qui permettent d’atteindre des points de
fonctionnement pour lesquels le modéle hybride utilise la troisieme et la cinquiéme
dynamique. Les deux essais sont effectués sur les modeéles de synthese caractéristiques a
chaque type de commande : le modéle PWA a temps discret (4.33)-(4.34) pour la commande
PWL, le modéle moyen linéarisé a temps discret (4.38)-(4.39) pour la commande par retour
d’état fondée sur une fonction de Lyapunov quadratique et le modéle moyen linéarisé a temps
continu (4.37) pour la commande par retour d’état obtenue par placement de poles.

Dans le premier cas, la comparaison entre les trois lois de commande est présentée
pour une variation de consigne sous la forme d’un signal carrée : 45[V] -15[V] - 45[V], une
tension d’alimentation V, = 12[V] et une résistance de charge R = 22[Q]. Dans ces
conditions, la puissance de sortie varie de la facon suivante : 92[W] - 10[W] - 92[W]. La
tension de sortie, le rapport cyclique et la dynamique active du modéle hybride sont
représentés dans la Figure 4.2.9 et la Figure 4.2.10 (a) et (b). On constate qu’en régime
stationnaire, le modéle hybride utilise la cinquiéme dynamique pour une référence de 45[V] et
la troisieme dynamique pour une consigne de 15[V]. On remarque également de meilleures
performances de la commande PWL en termes de temps d’établissement et de dépassement de
la tension de sortie par rapport aux performances de la commande par retour d’état synthétisé
sur la base d’une fonction de Lyapunov quadratique.

Dans le deuxiéme cas, les performances des lois de commande sont évaluées vis-a-vis
d’une variation de charge R = 22[Q] — 11[Q] — 22[Q]. La tension d’alimentation et de
reférence considérées sont respectivement 1, = 12[V] et V,.., = 16[V]. Pour ces valeurs, on
considére une variation de la puissance de sortie de: 11.6[W]-23.3[W]-11.6[W]. Le
correcteur PWL est le plus efficace parmi le trois régulateurs proposés (voir la Figure 4.2.11),

méme si la commande PWL utilise toujours le troisieme vecteur de retour (voir la Figure
4.2.12 (b)).
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Figure 4.2.9 : Tension de sortie V; obtenue en simulation pour une variation de consigne
Ve : 45[V] — 15[V] — 45[V].
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Figure 4.2.10 : Rapport cyclique (a) généré en simulation et dynamiques du modéle hybride (b) pour
une variation de consigne V¢ : 45[V] — 15[V] - 45[V].
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Figure 4.2.11 : Tension de sortie V; obtenue en simulation pour des variations de la charge
R:22[Q] - 11[Q] - 22[Q] a Ve = 12[V] et Vs = 16[V].
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Figure 4.2.12 : Rapport cyclique (a) généré en simulation et dynamiques du modele hybride (b) pour
des variations de la charge R : 22[Q] - 11[Q] - 22[Q] a Ve = 12[V] et V¢ = 16[V].

Le régulateur par retour d’état PWL a gains commutés garantit la stabilité du systeme
pour une large gamme de variations de la tension d’entrée, de la charge et de la consigne avec
de meilleures performances que la commande a gains constants. Le fait d’utiliser un modele
hybride dans la synthése de la commande par retour d’état fondée sur une fonction de
Lyapunov améliore également le comportement du systéme bouclé pour des points de
fonctionnement du convertisseur appartenant a une dynamique du modele hybride différente
de celle centrale (la quatrieme dynamique), qui coincide avec 1’approximation du mod¢le
moyen linéarisé.

4.3 Conclusions

Dans ce chapitre, la stratégie de commande par retour d’état linéaire par morceaux
(PWL) a été appliquée sur deux topologies différentes de convertisseurs. Dans les deux cas
considérés, les modeles PWA & temps discrets ont été utilisés afin de synthétiser des
régulateurs par retour d’état PWL stabilisants. La stabilité est garantie avec des conditions
a priori de stabilisation par des fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux, qui ont
conduit a la résolution d’un systéme d’équations LMI.

Les résultats des simulations effectuées sur les circuits en commutation avec
Matlab/Simulink™ démontrent I’efficacité de la loi de commande proposée par rapport aux
lois de commande « classiques » : la régulation Pl (uniquement dans le cas du convertisseur
buck) et la loi de commande a gains fixes (testée sur les deux convertisseurs) qui fournissent
des résultats satisfaisants seulement pour des faibles variations de parameétres et pour des
points de fonctionnement proches de la valeur de linéarisation. Par ailleurs, la loi de
commande a gains commutés a été implantée sur le convertisseur buck, ce qui a permis la
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validation expérimentale des résultats obtenus en simulation. Malheureusement, la loi de
commande PWL n’a pas pu étre complétement validée expérimentalement sur le
convertisseur flyback avec filtre d’entrée pour des raisons matérielles liées a la maquette de ce
convertisseur.

Cependant, les performances pourraient étre améliorées en évitant les transitions
multiples entre deux intervalles adjacents. En général, ces situations apparaissent pour des
valeurs du rapport cyclique proches d’une limite entre deux intervalles %, j=0,..,v—1.
Dans ce cas, le phénoméne de réticence pourrait étre éliminé en utilisant un comparateur a
hystérésis, ce qui permettra de diminuer les commutations entre les dynamiques du modéle
hybride lorsque le rapport cyclique se situe a proximité d’une frontiere, et par conséquent
d’obtenir un régulateur plus efficace.
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5 Commande prédictive sous la forme explicite en mode de conduction
continue

La commande prédictive est une stratégie de commande permettant la formulation des
objectifs de commande fixés au moyen d’une fonction de cofit et des contraintes imposées sur
les entrées, les variables d’état et les sorties du systéme a piloter. L’application de la
commande prédictive repose sur plusieurs principes :

- T’utilisation d’un mod¢le mathématique du systéme afin de prédire a chaque instant
les sorties futures du systéme sur un horizon de prédiction fini ;

- la minimisation d’une fonction de colt pour le calcul de la séquence de
commandes optimale qui vérifie les contraintes de fonctionnement ;

— Iutilisation du principe de I’horizon fuyant - seulement le premier élément de la
séquence de commandes futures est appliqué au systeme. Ensuite, la procédure
d’optimisation est répétée a la période d’échantillonnage suivante.

Du fait que la commande prédictive est formulée sur la base d’un modéle de
prédiction, les performances de cette commande dépendent principalement de la précision et
la complexit¢ du modéle de prédiction utilis¢ dans 1’algorithme pour la prédiction du
comportement futur du systeme. Un modele de prédiction complexe implique un temps de
calcul plus important pour la résolution du probléme d’optimisation. De plus, les
performances de la commande sont influencées par 1’horizon de prédiction choisi. Plus
I’horizon de prédiction est grand dans la limite du temps de réponse en boucle ouverte, plus la
commande est efficace. Cependant, la taille de la fenétre de prédiction correspond également
a la taille du probléeme d’optimisation a résoudre. Ainsi, un compromis doit étre effectué entre
la précision du modele, la grandeur d’horizon de prédiction et la complexité de calcul. D’un
autre point de vue, le temps de calcul dépend de 1’algorithme d’optimisation appliqué pour le
calcul de la commande. L’algorithme adopté doit assurer la convergence et la faisabilité¢ de
I’optimisation, sachant que le calcul de la commande optimale, a chaque instant
d’échantillonnage, doit étre effectué en un temps inférieur a la période d’échantillonnage. De
ce fait, 'implantation de la stratégie de commande prédictive peut se faire par la résolution du
probléme d’optimisation « en-ligne », a chaque pas d’échantillonnage, ou « hors-ligne » en
utilisant des méthodes de programmation multiparamétriqgues [BM99a], [BBMOOb],
[BBMOO0a], [BBMO0Oc], [BCMO03], [BBBMO03], [Bor03], [BBBMO5].

Dans le cas des convertisseurs de puissance DC-DC qui fonctionnent en mode de
conduction continue, 1’objectif consiste a maintenir la tension de sortie a une valeur de
référence désirée en utilisant un rapport cyclique compris dans 1’intervalle [0,1] et une valeur
du courant de I’inductance strictement positif. La tension de sortie doit suivre la consigne
souhaitée en présence des perturbations (variations de la tension d’entrée et de la charge par
exemple) tout en respectant des contraintes sur le rapport cyclique et le courant de
I’inductance. Afin de répondre aux objectifs de commande fixés, nous proposons d’appliquer
la méthode de commande prédictive en utilisant comme modéle de prédiction le modele
hybride a temps discret du convertisseur buck développé dans le Chapitre I1l. Par conséquent,
les performances de la commande sont exprimées par la définition d’un probléme
d’optimisation soumis aux contraintes fondées sur un modele affine par morceaux, lequel
fourni une bonne approximation du comportement dynamique du convertisseur dans tout son
domaine de fonctionnement. Dans le Chapitre Il (Sections 2.3, 2.4, 2.5 et 2.6), nous avons
classifi¢ la résolution du probléme d’optimisation selon :
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— le type de modéle de prédiction utilisé, modeles linéaires et modéles hybrides a
temps discret ;

— la norme du critere @ minimiser, norme linéaire/quadratique pour les modéles
linéaires et norme linéaire pour les modeles hybrides ;

— la méthode d’implantation de 1’algorithme de commande «en-ligne » ou
« hors-ligne ».

Etant donné que le modéle de prédiction utilisé est un modéle hybride et que la période
d’échantillonnage considérée ne permet pas 1’application d’un algorithme de commande « en-
ligne », le probléeme d’optimisation est formulé en choisissant un critére de minimisation
linéaire alors que la résolution est effectuée « hors-ligne » en utilisant la méthode de
programmation multiparamétrique associée avec la programmation dynamique, décrite dans
la Section 2.6 du Chapitre II. Cette approche permet 1’implantation de I’algorithme de
commande prédictive en temps réel et réduit la complexité de calcul générée par la résolution
du probleme d’optimisation a chaque période d’échantillonnage. La solution explicite
déterminée «hors-ligne » présente la forme d’une commande par retour d’état affine par
morceaux [Bor02] definie sur une partition du domaine de fonctionnement. La structure de ce
correcteur explicite (les régions de définition de la commande dans le domaine de
fonctionnement, les vecteurs de retour d’état et les termes affines) est sauvegardée dans des
tables de recherche. De ce fait, I’implantation « en-ligne » de la commande prédictive se
réduit a la recherche de la région active selon la valeur de 1’état a chaque période
d’échantillonnage et au calcul de la commande, en appliquant le vecteur de retour et le terme
affine caractéristiques a la région identifiée. La loi de commande est donnée sous la forme
d’une fonction affine par morceaux exprimée en fonction de 1’état du systeme. Dans le cas des
convertisseurs de puissance, la loi de commande explicite permet le calcul de la valeur du
rapport cyclique, qui représente 1’entrée de commande des convertisseurs.

La méthode de commande prédictive sous la forme explicite a été déja abordée et
appliquée aux convertisseurs de puissance DC-DC en CCM, tels que les convertisseurs buck
[AFJ+07] et boost [BPM+07], avec des bons résultats obtenus en simulation. En conséquence,
le principal objectif de nos travaux de these, concernant I’implantation de la stratégie de
commande, représente la validation expérimentale de la loi de commande explicite élaborée
sur le modele PWA du convertisseur buck.

Les performances de la commande explicite a horizon fini sont évaluées en
comparaison avec celles de la commande & horizon infini élaborée dans le Chapitre 1V. De
méme, I’analyse des performances est effectuée par rapport a une commande « classique » de
type PI, utilisée souvent pour la régulation des convertisseurs de puissance. Les scenarios de
test proposés sont validés par des résultats obtenus en simulation et également par des essais
experimentaux.

5.1  Application au convertisseur de type buck

Dans cette section, le probleme d’optimisation utilise un modele hybride afin de
déterminer la forme explicite de la commande prédictive dans le cas du convertisseur buck.
Le modéle hybride est déterminé en considérant le circuit sans pertes du convertisseur (voir la
Figure 5.1.1.), les valeurs des paramétres présentées dans le Tableau 3.3.1, une resistance de
charge R = 6 [Q], une tension d’alimentation V, constante et une résolution v = 3.
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Figure 5.1.1 : Schéma du convertisseur buck sans pertes.

La stratégie de la commande prédictive est formulée sur le modele PWA (4.3) modifié
par un changement de variables et complété en ajoutant un troisieme état. En utilisant un
raisonnement similaire a celui présenté dans le Chapitre 1V, le modéle PWA a temps discret
(4.3) est exprimé autour des valeurs en régime permanent (xo,z'Dz) afin d’avoir le point
(0,0) comme point d’équilibre de la dynamique centrale du modéle hybride. Ce changement
de coordonnés n’influence pas le domaine de validité du modeéle. La scule différence est au
niveau des valeurs des variables d’état qui sont décalées avec la valeur constante x ,.

On rappelle la forme du modéle apres le changement de variables :
X(k+1) = A, X(K) + B2, d (k) + T

n+1
51
si "_p <dg<™ p, n-o..v-1 G5
14 1%

avec .
X(K) = X(K) ~ X,

d(k)=d(k)-D, (5.2)
n+1 An+lX + Br?+lD + fn:l 0,2

Les matrices Ay, Byyq, les termes affines £, et les valeurs stationnaires de x, , et de D,
sont donnés respectivement par les relations (3.38), (4.2), (4.4), (4.5) et (3.30).

Ensuite, ce modeéle est formulé a partir de I’incrément de commande Ad (k) qui représente la
différence entre deux valeurs du rapport cyclique a deux instants de temps consécutifs :

Ad (k) =d (k) —d(k -2) (5.3)
De ce fait, le vecteur d’état x(k) est augmenté avec la valeur du rapport cyclique précedent
dk—1):

~[xk) d(k-D] (5.4)

Le modéle affine par morceaux est réécrit de la fagon suivante :
X (k+1) = A’ 1% (K) + Byl Ad (k) + F

si 1_p,<dk-1<"™_p,, n=0,.,v-1 (5:5)
% \%

ol les matrices A¥ 41, Biyyq €t les vecteurs f/7,, 1 sont exprimés par les relations :

X + B:Jr u B:Jr " fn':r
N+l T |:Ar(1)1 11:| Bt n+1_|: 11i|a ft n+1 _|: Olj| (56)
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L’objectif envisagé consiste & maintenir la tension de sortie a une valeur de référence donnée
en présence des perturbations avec une erreur stationnaire nulle. Pour cette raison, I’incrément
de la commande Ad (k) est ajouté au mod¢le hybride afin d’assurer le role d’action intégrale
pour le systeme bouclé. Cependant, cette structure revient a placer 1’intégrateur en entrée du
procédé. En raison de la commande par retour d’état (plus le terme affine) le role de
I’intégrateur n’est pas assuré vis-a-vis des perturbations. Ce probleme peut étre résolu en
considérant une perturbation ramenée sur le rapport cyclique reellement appliqué qui
nécessite en conséquence d’étre est estimée par ailleurs. En conséquence, un observateur est
utilisé pour estimer 1’état étendu du systéme. La dynamique de 1’observateur est représentée
par 1’équation suivante :

X (K +1) = (A1, — Ko COX, (K) + B Ad (K) + K, § (K)

Vi (k) = Cix, (k) =V, (k), gt=[0 1 0]

Si E—Dzs&(k—l)sn—Jrl—Dz, n=0,..,v-1 67
14 14

Le gain K, de I’observateur est déterminé par placement de poles en utilisant la
dynamique centrale (la deuxieme dynamique — (AJ;,C,)) du modele PWA. Du fait que les
trois dynamiques du modele PWA a temps discret présentent un comportement assez similaire
(la matrices A est la méme pour chacune des dynamiques), le gain K,; est appliqué dans tout
le domaine de fonctionnement afin d’estimer les variables du modele augmenté. Bien que le
gain de I’observateur soit constant, la dynamique du modele est sélectionnée a chaque pas
d’échantillonnage a partir de la valeur du rapport cyclique précédent d(k — 1). On note le fait
que les termes affines f;,,; ne sont pas considérés dans la dynamique de 1’observateur.

La stabilité de I’observateur affine par morceaux (5.7) est vérifiée a posteriori, au
moyen d’une fonction de Lyapunov quadratique : V (%, (k))= %' (k)Put%; (k) , COMMuNe aux
trois différentes dynamiques de I’observateur. S’il existe une matrice P, Symétrique définie-
positive (P, =Py, P, >0) qui assure la décroissance de la fonction de Lyapunov V(x,(k))

est — "est? est

vV (% (k +1))-V (% (k))>0, ¥vx,) quelle que soit la dynamique de I’observateur appliquée, alors
le systeme hybride (5.7) est stable.

Les conditions de stabilité sont données par :
P.>0

est

Pest - (A[>,<n+1 - KestCt)T Pest (A[),(m-l - KestCt) > 0’ n= O""'V -1 (58)

Afin d’exprimer ces conditions sous la forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI), on
procéde a un changement de variable : z. = P, ", aprés la multiplication a gauche et a

droite d’inégalités (5.8) avec la matrice Pest‘l. Par consequent, les inégalités (5.8) deviennent :
Z.>0

est

Zest - ((At)jml - Kestct)zest)T Ze_st ((At),(ml - Kestct)zest) > 0' n= O""'V -1 (59)

Les inégalités (5.9) permettent I’application du complément de Schur afin d’obtenir les LMI
suivantes :
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Zy >0 (5.10)
Z *  —-K.C)Z.)"
) est ((At,n+l est t) est) :| > O, Vn — O,...,V—l (5 11)
(A[,n+l - KestCt )Zest Zest .

Le probléme de faisabilité a résoudre est composé par un systéme de quatre LMI : une
inégalité de type (5.10) qui vérifie si la matrices Z,,; est définie-positive et trois inegalités de
nn+1

type (5.11) décrivant 1’évolution de 1’état estimé a I’intérieur de chaque intervalle J'T]'
n=0,..,v—1. La solution Z,;; du systeme des LMI permet de récupérer la valeur de la

matrice Pug :Ze_slt qui garantit la stabilité du systeme hybride PWL (5.7) pour une valeur
constante de vecteur Kgg;.

Ainsi, le mode¢le de prédiction utilisé pour 1’application de la commande prédictive est
constitué par le modele PWA a temps discret (5.5). Le probléme d’optimisation est formulé
par la définition d’une fonction de colt et des contraintes afin de répondre aux objectifs fixés
avec des performances satisfaisantes. Dans cette optique, nous avons choisi la fonction de
codt suivante :

J(%,(k),AD (k) = (o, 7, (k + k) =V, (k + )| +
=0 (5.12)
+[RIPead (k + jfk)] )

LN

qui pénalise ’évolution de I’erreur de la tension de sortie prédite V(K + J‘k) — Ve (K+ j‘k) et
la différence Ad (k + j|k) sur un horizon de prédiction N avec la norme 1. Sachant que dans

I’équation (5.12), on ne considere que des termes scalaires, le critére correspond a la somme
pondérée des valeurs absolues des erreurs de suivi et des incréments de commande. Le fait de
considérer une norme linéaire au niveau de la formulation du probléme d’optimisation fondé
sur un modéle hybride, permet d’utiliser des algorithmes de résolution disponibles dans la
boite a outils MPT (Multiparametric Toolbox) [KGBMO04] et d’obtenir une loi de commande
explicite pour le modele PWA du convertisseur buck. La fonction de col(t (5.12) est
minimisée sur la séquence de commande AD(k) = [Ad(k) ... Ad(k + N — 1)] par rapport
aux dynamiques du modele PWA a temps discret (5.5) sélectionnées en fonction de la valeur
du rapport cyclique précédent et aux contraintes imposées sur I’incrément de la commande
Ad(k), afin de déterminer I’entrée de commande du modéle PWA augmenté. On note que la
fonction de codt ne tient pas compte ni du codt terminal, ni des contraintes terminales, car ces
contraintes compliquent davantage la determination de la forme explicite de la commande
prédictive, conduisant a une structure plus complexe du correcteur.

Le probléme d’optimisation est défini comme suit :
min 3(%, (k), AD (K))
SUjet a )_(t (k +1) = At),(n+l)_(t (k) + Btljn+lAd (k) + ftt’ml (5.13)
Si n_ Dy, < dk-1< n+l_ Dyzr N=0,.,v-1
A% 1%

représentant un probléme de commande optimale sous contraintes. La solution explicite de ce
probléme est obtenue en utilisant un algorithme de programmation multiparamétrique (mp —
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multiparametric programming) associé avec la programmation dynamique (DP — Dynamic
Programming). Cet algorithme mp-DP, proposé dans la référence [BCMO03], est détaillé dans
la Section 2.5 du Chapitre II. La résolution du probléme d’optimisation est réalisée en
remontant le cours de temps, conformément a la stratégie de la programmation dynamique et
en résolvant un probléme mp-LP a chaque itération.

On constate que le probléme d’optimisation (5.13) constitue un probléme de suivi de
trajectoire. Par conséquent, la loi de commande explicite est représentée par une fonction

PWA définie en fonction du vecteur d’état étendu X, (K) et la valeur de la tension de référence
17ref (k) :
Xr (k) =[%, (k) Vo ()T (5.14)

La solution explicite présente la structure d’une commande par retour d’état affine par
morceaux, définie comme suit :

Ad(k) =F % (K)+G;, X (k) eRy, j=1..,Ng (5.15)

La loi de commande obtenue est définie sur un domaine de I’espace d’état ou les contraintes
imposées sont respectées. En fonction de la région R; qui contient 1’état X7 (k) a I’instant k, le
vecteur F; et le terme affine constant G; sont utilisés pour le calcul de la commande Ad (k). La
structure du correcteur explicite permet de sauvegarder les régions R; de définition de la
commande et les gains F;, G; détermings « hors-ligne » dans trois tables de recherche, ce qui
simplifie I’implantation du correcteur sur le systéme réel. La premiere table contient les
hyperplans qui partitionnent le domaine de 1’espace d’état ou la commande est définie, alors
que la deuxiéme et la troisieme contiennent les vecteurs F; et les termes constants G;. En
conséquence, I’application «en-ligne » de la commande prédictive consiste a chercher, a
chaque pas d’échantillonnage, la région active de la commande et a évaluer sa valeur en
utilisant les gains qui correspondent a la région identifiée (voir la Figure 2.1.6). La recherche
de la région active R; est effectuée d’une maniére optimale, étant donné que la table de
recherche présente la structure d’un arbre binaire. La procédure de recherche de la région
active est présentée en détail dans la Section 2.7 du Chapitre 11.

La loi de commande explicite pour le convertisseur buck a été déterminée en
choisissant les matrices de pondération suivantes: Q, =1, R;”° =2 et un horizon de
prédiction N = 3. Les contraintes imposées sur 1’incrément de la commande sont données
par: Adpi, = —0,9, Ad,. = 0,9, alors que les limites inferieures et supérieures des
variables d’état sont définies par: X,; = [-3 —13 —=0,5]7, X0 = [4 14 0,4]7.
Ainsi, les contraintes sur la valeur réelle du rapport cyclique se traduisent par d,,;, = 0 et
Amax = 0,9. La solution du probléme d’optimisation (5.13) est générée en utilisant la boite a
outils MPT et simplifiée par la suite par le regroupement des régions voisines qui sont
convexes et qui sont caractérisées par les mémes gains Fj, G;. La loi de commande PWA
obtenue est définie sur 420 regions différentes. Dans la Figure 5.1.2, les régions de définition
de la commande PWA sont représentées en 2D, aprés [’intersection du domaine de
fonctionnement avec les valeurs en régime permanent du rapport cyclique précédent d(k —
1) = 0 et de la consigne V. = 0.

La commande obtenue a été évaluée en simulation, sur le modéle hybride de
prédiction. La Figure 5.1.3 présente I’évolution des variables d’état, de la commande
appliquee et de la dynamique du modeéle hybride utilisée a chagque instant. On constate la
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convergence de la tension de sortie a zéro en 10 périodes d’échantillonnage, pour un horizon
de prédiction N = 3.

Concernant 1’observateur sous la forme d’un modéle hybride a temps discret (5.7), le
gain K, est calculé par placement de pdles. Les valeurs absolues des péles sont situées a
I’intérieur du cercle unité afin d’assurer la stabilit¢ du systéme. En choisissant les pdles
suivants : [0,5 0,6 0,7], on obtient le vecteur :

K. =[0387 08204 00114] (5.16)

-3 -2 -1 0o - 1 2 3 4

L

Figure 5.1.2 : Partitions du domaine de définition de la commande PWA représentées en fonction des
valeurs décalées I, et V,, suite a ’intersection en préalable du domaine 4D de I’espace d’état avec les

valeurs a I’équilibre du rapport cyclique d (k—1) =0 et la tension de référence V. =0.
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Figure 5.1.3 : Simulation de la commande PWA sur le modéle de synthese hybride.
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Ce gain est appliqué dans tout le domaine de fonctionnement du convertisseur,
pendant que la dynamique utilisée change selon la valeur a I’instant k du rapport cyclique
précédent. Afin de conclure sur la capacité du gain (5.16) a stabiliser les trois dynamiques
affines différentes de 1’observateur (5.7), le systeme de LMI (5.10)-(5.11) est résolu. La
solution du probleme de faisabilité est représentée par la matrice P, Suivante :

00012 —00005 —00041
P, =[-00005 00007 —-0,0033 (5.17)
~00041 -00033  0,2075

La faisabilit¢ du systétme de LMI montre I’existence d’une fonction de Lyapunov
quadratique commune qui assure la stabilité de 1’observateur considéré.

5.2  Résultats de simulation et validation expérimentale de la loi de commande
prédictive

Les performances de la stratégie de commande prédictive sont évaluées par des essais
de simulation effectués dans Denvironnement Matlab/Simulink™ sur le circuit en
commutation du convertisseur buck. De méme, les résultats obtenus en simulation sont
validés expérimentalement.

L’analyse des performances est réalisée en comparant la stratégie de commande
proposée avec deux autres approches de commande : la régulation Pl et la commande par
retour d’état a gains commutés élaborée dans le Chapitre IV. Nous rappelons que les valeurs
des parametres utilisés pour chacune de ces approches sont les suivants :

— Reégulateur P1: K, =0,003; T =31552-107°

— Commande par retour d’état PWL

K,=[-00409 -00024 -12164 -0,0068]
K,=[-00413 -00024 -12162 -0,0068]
K, =[-00417 -00024 —12069 —0,0069]

Les trois lois de commande sont évaluées en présence de variations de la consigne et
de la résistance de charge. Les résultats obtenus en simulation sur le circuit en commutation
du convertisseur buck sont également complétés avec ceux obtenus par les essais
expérimentaux. Ainsi, le schéma de la loi de commande prédictive explicite est représenté sur
la Figure 5.2.1. Pour I’implantation de cette stratégie de commande, on utilise uniquement la
mesure de la tension de sortie.
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Dz 1 VU,Z
Ad(k) + d(k) 1 d(k—1) s d(k—1) Convertisseur
> A z 7+\J buck

+1

si d(k — 1) € [2-p,, 22-p,),

%, (K) j=A{L,..,Ng} u(k) Ad(k)
alors

«——

si %(k) € Rj,j = {1,..., Ng}

) X (k +1) = (A1 — KestCoX (K) +
alors 4d(k) = Fjxp(k) + G;

+[Bns1 Ket1T(K) d(k —1)

Commande prédictive

Observateur
explicite

vref (k)

Vref

Figure 5.2.1 : Représentation schématique de I’implantation de la commande prédictive explicite.

Le premier scénario de test consiste a effectuer une variation de consigne, sous la
forme d’un signal carré V,..p: 12[V] — 14[V] — 12[V]. La Figure 5.2.2 présente la réponse du
convertisseur en simulation, alors que les Figures 5.2.3 (a), (b) et (c) montrent le rapport

cyclique généré, les régions de la commande prédictive et les dynamiques de 1’observateur
utilisées a chaque pas d’échantillonnage.

15772 " régulateur I i i i
145 ==-commande par retour d'éta_t PWL (fct. Lyap. PWQ) i i i
|| —=commande prédictive explicite 145y
W
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Temps (s)
Figure 5.2.2 : Tension de sortie V; obtenue en simulation pour une variation de consigne
Vet 12[V] - 14[V] - 12[V].
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Figure 5.2.3 : Rapport cyclique (a) généré en simulation, régions de la commande PWA (b) et
dynamiques du mode¢le hybride utilisées par 1’observateur (c) pour une variation de consigne
Vet - 12[V] — 14[V] - 12[V].

A P’instant ¢t = 0, la tension de sortie est stabilisée a la valeur de référence Vier =
12[V] pour laquelle la commande PWA utilise le gain de la région centrale. Dans la Figure
5.2.3 (b), cette région est la 274°™. Sur le front montant (V,;: 12[V] — 14[V]) de la variation,
le gain utilisé par le correcteur explicite varie afin d’atteindre la nouvelle valeur de référence
tout en respectant les contraintes imposées sur le rapport cyclique, alors qu’en régime
permanent, la commande PWA se stabilise toujours dans la région centrale.

En ce qui concerne I’observateur, la deuxiéme dynamique du mode¢le hybride est
active, sauf en régime transitoire pour I’échelon V,..¢: 12[V] — 14[V] ou la dynamique change
selon la valeur du rapport cyclique. Par ailleurs, sur la Figure 5.2.2 on constate que la loi de
commande PWA présente des meilleures performances en terme de rapidité par rapport a la
régulation Pl et a la commande PWL. La commande prédictive sous la forme explicite
nécessite un temps d’établissement plus faible du régime transitoire. Cependant, cette
commande présente un dépassement de 1,2% sur le front montant et inferieure a 1% sur le
front descendant, par rapport a la commande a gains commutés et a la régulation PI.

Les résultats expérimentaux des trois correcteurs proposés sont représentés sur la
Figure 5.2.4 et la Figure 5.2.5. Les performances de la commande PWA sont dégradées par
rapport celles obtenus en simulation. Au niveau expéerimental, le convertisseur présente le
méme temps de réponse pour le trois correcteurs proposés. De méme, en utilisant la
commande prédictive explicite, le dépassement de la tension de sortie devient plus important
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(= 4,2%) sur le front descendant de la variation de consigne (Vref: 14[V] — 12[V]). Cette

dégradation des performances est expliquée par la présence d’un filtre passe-bas utilisé pour
atténuer les bruits au niveau de la tension de sortie mesurée.
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Figure 5.2.5 : Rapport cyclique (a) généré expérimentalement, régions de la commande PWA (b) et
dynamiques du modele hybride utilisées par 1’observateur (c) pour une variation de consigne
Viet - 12[V] - 14[V] - 12[V].
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Pour le convertisseur buck fonctionnant a une fréquence de commutation de 20kHz, la
mesure de la tension de sortie est filtrée a 2[kHz], ce qui ralentit la dynamique du systéme
bouclé. Tout en sachant que les performances de la commande prédictive dépendent beaucoup
de la précision du modéle de prédiction, la dégradation des performances est justifiée par le
fait que la dynamique du filtre n’est pas considérée dans le modéele de synthése. Les
différences entre les résultats en simulation et ceux expérimentaux pourront étre réduites si la
synthese de la loi de commande est fondée sur un modele de prédiction qui inclut la
dynamique du convertisseur et celle du filtre de mesure.

Le deuxiéme scenario de test présente le comportement du convertisseur en présence
d’une variation de la résistance de charge R: 6[Q] — 3[Q] — 6[Q]. Cette variation en échelon
est appliquée en considérant la tension d’alimentation nominale (V, = 24[V]) et par la suite
deux valeurs différentes: V, = 20[V] et V, = 30[V] qui correspondent aux bornes de
I’intervalle [20[V] — 30[V]] fixé pour cette tension en mode de conduction continue. Les
résultats en simulation (voir la Figure 5.2.6 et la Figure 5.2.7) montrent des performances de
la commande PWA proches de celles de la commande PWL. Sur le front descendant de la
variation (R: 6[Q] — 3[€]), le dépassement de la commande prédictive explicite est largement
plus important que celui généré par la commande a gains commuteés, et vice-versa sur le front
montant de la variation de charge (R:3[Q] — 6[Q]). Cependant, la commande PWA est plus
performante que le régulateur PI en termes de temps d’établissement et dépassement de la
tension de sortie. On constate également que la commande PWA utilise toujours le gain de la
région centrale R,,.

Les performances des correcteurs obtenues expérimentalement sont représentées sur la
Figures 5.2.8 et la Figure 5.2.9. De méme, on constate la dégradation des performances de la
commande PWA. Le dépassement de la tension de sortie obtenue en appliquant la commande
prédictive est comparable avec celui généré par le régulateur Pl et le temps de réponse est
plus important (2ms) (en simulation le systeme répond en 1ms).
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Figure 5.2.6 : Tension de sortie V, obtenue en simulation pour une variation de la charge
R:6[Q] - 3[Q] - 6[Q] a V. = 24[V], V. = 20[V] et V. = 30[V].
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Figure 5.2.7 : Rapport cyclique (a) généré en simulation, régions de la commande PWA (b) et
dynamiques du modéle hybride utilisées par 1’observateur (¢) pour une variation de la charge
R : 6[Q] - 3[Q] - 6[Q] & V. = 24[V], V. = 20[V] et V. = 30[V].
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Figure 5.2.8 : Tension de sortie V obtenue expérimentalement pour une variation de la charge
R:6[Q] -3[Q] - 6[Q]a V., =24[V], V. = 20[V] et V. = 30[V].
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Figure 5.2.9 : Rapport cyclique (a) généré expérimentalement, régions de la commande PWA (b) et

dynamiques du mode¢le hybride utilisées par 1I’observateur (c¢) pour une variation de la charge
R:6[Q]-3[Q] - 6[Q] a V. =24[V], V. = 20[V] et V. = 30[V].

Par rapport aux valeurs du rapport cyclique obtenues en simulation pour chaque test
effectué, les valeurs obtenues expérimentalement sont plus importantes en raison des pertes
dans le circuit. Par conséquent, pour la variation de charge réalisée a V, = 20[V], le rapport
cyclique prend des valeurs dans I’intervalle [é, 1]. En conséquence, I’observateur utilise la
troisieme dynamique du modele hybride en régime permanent.

5.3 Conclusions

Ce chapitre a permis de presenter la démarche suivie pour la mise en ceuvre de la loi
de commande prédictive sous la forme explicite dans le but de réguler la tension de sortie du
convertisseur buck fonctionnant en CCM a fréquence de commutation constante. La
commande prédictive repose sur la prédiction du comportement futur du systéeme en
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commutation a partir d’un modeéle hybride et de la résolution «hors-ligne » d’un probléme
d’optimisation soumis a des contraintes.

La mise en ceuvre de cette stratégie de commande comprend deux étapes essentielles :
la résolution du probléme d’optimisation « hors-ligne » et 1’implantation d’un correcteur
élaboré en temps réel. La forme explicite de la commande prédictive a été déterminée en
utilisant 1’algorithme de programmation multiparamétrique associ¢ a la programmation
dynamique (mp-DP) disponible dans la boite & outils MPT. La structure de la commande a été
ensuite simplifiée et sauvegardée dans trois tables de recherche. La table contenant les régions
de la commande affine par morceaux présente la structure d’un arbre binaire de recherche qui
permet de diminuer le temps d’identification de la région active a chaque période
d’échantillonnage. Les algorithmes de simplification de régions de la commande et de
construction de 1’arbre binaire de recherche sont également accessibles dans la boite a outils
MPT.

Les performances de la loi de commande prédictive ont été vérifiées grace a des essais
de simulation et expérimentaux, en appliquant trois approches différentes: la commande
PWA couplée a un observateur, la commande a gains commutés et la régulation PI.

En simulation et en présence des variations de la tension de référence, la stratégie de
commande proposée présente de meilleures performances en termes de rapidité de régulation
de la sortie du systeme a asservir en comparaison avec la commande a gains commutés.
Concernant les variations de charge réalisées en considérant plusieurs valeurs de la tension
d’alimentation, la commande PWA est plus performante par rapport a la régulation PI en
termes de temps de réponse et dépassement de la tension de sortie. Cependant, les
performances de la commande prédictive en régulation sont proches de celles de la commande
a gain commutes.

En contre partie, les essais expérimentaux ne permettent pas de confirmer les
performances de la commande PWA obtenues en simulation qui peuvent étre expliqués par
des différences significatives entre le modeéle de synthese et le systéme réel. En des termes
plus précis, la dynamique du filtre de mesure (utilisé pour diminuer les bruits présents dans le
signal de la tension de sortie), n’est pas prise en compte dans le modele de prédiction. Par
conséquent, on remarque la dégradation des performances de la commande PWA en
régulation lors des variations de la charge et également en suivi de trajectoire lors de la
variation de la consigne.

Afin d’améliorer les performances lors des variations de la charge, la prise en compte
de cet aspect dynamique dans le modéle de synthése du correcteur PWA est envisage dans le
futur.

Les résultats de simulation et expérimentaux obtenus avec la commande PWA
montrent le potentiel de cette commande en termes de prise en compte des contraintes et de
facilit¢ d’implantation et d’interprétation de la commande obtenue. Néanmoins ces résultats
montrent aussi le fort lien de la commande avec le modele de prédiction, et amenent, pour des
futurs travaux, a la prise en compte de termes de perturbations et de robustesse.
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Conclusions

Répondant aux besoins actuels des systémes d’alimentations d’énergie capables
d’assurer un fonctionnement stable dans des domaines de fonctionnement assez larges avec
des bonnes performances dynamiques (rapidité du systéme pour atteindre des points de
fonctionnement différentes, variations limitées de la tension de sortie en réponse aux
différentes perturbations de charge ou encore de tension d’alimentation), les travaux présentés
dans ce manuscrit ont été orientés vers 1’application de la stratégie de commande prédictive
sur des convertisseurs de puissance DC-DC, représentés du point de vue mathématique par
des modeles hybrides. En prenant en compte la structure variable de ces systemes a
commutations, un modéle hybride permet de décrire d’une maniére précise la dynamique d’un
convertisseur dans I’ensemble du domaine de fonctionnement. Dans cette optique, apres
I’analyse des classes des modéles hybrides existants (automates hybrides discrets, mod¢les
logigque/dynamiques mixtes - MLD, modeles affines par morceaux - PWA, modéles a
complémentarité linéaire - LC et a complémentarité linéaire étendue - ELC), nous avons
choisi de caractériser le comportement dynamique des convertisseurs de puissance DC-DC en
utilisant I’approximation affine par morceaux (PWA — Piecewise Affine). Ce choix a été fait,
tout en sachant qu’il existe des méthodes d’analyse de stabilité et de synthese des régulateurs
fondées sur les modeles hybrides sous la forme affine par morceaux. Par conséquent, nous
nous sommes intéressés, dans un premier temps, a la stabilisation des convertisseurs de
puissance au moyen des correcteurs a gains commutés élaborés sur la base de fonctions de
Lyapunov quadratiques par morceaux et, dans un deuxiéme temps, a I’implantation d’une loi
de commande prédictive sous la forme explicite, en considérant des contraintes sur I’entrée de
commande (soit le rapport cyclique dans le cas des convertisseurs).

Au niveau des applications, en vue de valider expérimentalement les approches
utilisées, nous avons opté pour deux topologies différentes de convertisseurs de puissance
DC-DC. La méthode de modélisation hybride et les stratégies de commande proposées ont été
appliquées sur un convertisseur de type buck (d’ordre deux), afin de mieux maitriser le
réglage des lois de commande, d’une part, et sur un convertisseur flyback avec filtre d’entrée
(systeme d’ordre quatre), d’autre part. Le fait de considérer cette derniére topologie nous a
permis de répondre aux difficultés du point de vue de la commande (structure caractérisée par
un comportement non-linéaire a déphasage non-minimal) rencontrées dans la majorité des
topologies des convertisseurs DC-DC et egalement aux difficultés liees a la commande des
convertisseurs d’ordre élevé.

Concernant 1’étape de modélisation, nous avons développé une méthode générale
permettant de déterminer un modéle hybride de type PWA pour des convertisseurs DC-DC
fonctionnant en mode de conduction continue a fréquence de découpage constante.
L’algorithme utilise la valeur du rapport cyclique pour la sélection de la dynamique active a
chaque instant de temps. Cette technique a été appliquée sur les deux convertisseurs
considérés. Les modéles déterminés ont été validés par des essais en simulation qui ont permis
de mettre en valeur une meilleure précision des modeles hybrides par rapport a un modele
moyen « classique ». Dans le cas du convertisseur flyback avec filtre d’entrée, la méthode de
modélisation a ét¢ modifiée afin d’assurer la continuité des variables d’état a la limite des
intervalles de définition du rapport cyclique, et de diminuer 1’apparition du phénomene de
réticences pour des valeurs du rapport cyclique proches de la frontiére entre deux intervalles
de définition.
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De méme, la méthode de modélisation hybride a été étendue afin de permettre la
représentation du comportement dynamique d’un convertisseur dans les deux modes de
fonctionnement (conductions continue et discontinue). Celle-ci a été appliquée dans le cas
particulier du convertisseur buck. Le modele hybride PWA caractérisant des transitions d’un
mode de fonctionnement a un autre, utilise la valeur du courant de I’inductance pour
I’identification du mode actif et, la valeur du rapport cyclique afin de choisir, a chaque
période d’échantillonnage, I’une des dynamiques affines du modele hybride. La validation du
modéle PWA effectuée en simulation sur le circuit en commutation du convertisseur, montre
une bonne approximation du courant de I’inductance en mode de conduction discontinue.
Cette méthode de modélisation permet de développer un modéle unique du convertisseur,
valide dans I’ensemble du domaine de fonctionnement, qui pourra servir par la suite pour la
synthése d’une loi de commande capable de réguler la tension de sortie pour une large gamme
des variations de la charge et de la tension d’alimentation. Cependant, la bonne précision du
modele implique nécessairement une complexité élevée qui pourra introduire des difficultés
au niveau de la syntheése d’une loi de commande.

Suite aux modeles hybrides obtenus pour les deux convertisseurs en mode de
fonctionnement continu (CCM), nous avons proposé une stratégie de commande a gains
commutés fondée sur 1’utilisation de fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux. Cette
loi de commande présente 1’avantage d’assurer la stabilité du systeme & piloter dans
I’ensemble du domaine de fonctionnement établi en conduction continue. La stratégie de
commande a été appliquée sur les deux topologies des convertisseurs : buck et flyback avec
filtre d’entrée. Les performances des lois de commande élaborées ont été tout d’abord
analysées en simulation en utilisant 1’environnement Matlab/Simulink ™, en utilisant les
circuits en commutations des convertisseurs et en comparaison aux performances des lois de
commandes rencontrées classiqguement pour piloter des convertisseurs de puissance DC-DC :
la régulation PI et la commande par retour d’état (synthétisée sur la base d’un modele moyen
linéaire du chaque convertisseur). La commande a gains commutés s’est avérée plus
performante, en termes de rapidité et de dépassement de la tension de sortie.

De méme, pour chaque topologie des convertisseurs envisagée, cette commande a été
comparée avec une loi de commande synthétisée sur la base d’un modele moyen en utilisant
une fonction de Lyapunov commune. Cette comparaison a été faite afin d’évaluer 1’intérét
d’utiliser un modele hybride dans la synthése des correcteurs. Dans le cas du convertisseur
buck, la modélisation hybride n’améliore pas les performances de la loi de commande étant
donné que les comportements des dynamiques affines du modéle PWA sont presque
identiques. Concernant le convertisseur flyback avec filtre d’entrée, 1’apport du modele
hybride est démontré. Cependant, afin de pouvoir exploiter 1’avantage d’une modélisation
hybride pour la synthese de la commande, le domaine de fonctionnement du convertisseur
doit permettre d’atteindre de points de fonctionnement pour lesquels le modele hybride a été
congu.

La loi de commande a gains commutés a été implantée sur une maquette du
convertisseur buck fonctionnant a 20kHz. Les essais effectués ont permis de valider les
performances de la commande proposée, en particulier en présence de perturbations des
conditions de fonctionnement (variations de la charge a différents valeurs de la tension
d’alimentation, des variations de la consigne). La commande a gains commutés présente de
meilleures performances en régulation que la commande par retour a gains fixes et la
régulation PI, notamment en termes de depassement et de rapiditeé.

La deuxieme stratégie de commande proposee reside dans une loi de commande
prédictive sous la forme explicite, couplée a un observateur hybride. Le développement de
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cette stratégie de commande prédictive, impliquant un probléme d’optimisation fondé sur un
modele hybride soumis aux contraintes, repose sur une résolution de ce probléeme
d’optimisation selon un algorithme de programmation multiparamétrique associée a la
programmation dynamique. Les avantages de cette approche de commande sont représentés
par :

- la prise en compte des contraintes sur le rapport cyclique des la phase de
conception,

- la facilit¢ d’implantation en temps réel vu que le correcteur explicite est
exprimé sous la forme d’une fonction affine par morceaux,

- la réduction du nombre de capteurs due a I’utilisation d’un observateur couplé
a la stratégie de commande prédictive.

La loi de commande explicite a été élaborée dans le cas particulier du convertisseur
buck. Dans un premier temps, les performances du correcteur ont été évaluées en simulation,
en comparaison a celles de la commande a horizon fini (la commande a gains commutés) et a
la régulation « classique » de type PIl. La commande prédictive sous la forme explicite permet
de montrer des bonnes performances en termes de régulation de la tension de sortie a une
valeur de consigne désirée. Concernant les performances de la commande en régulation en
présence des variations de la charge, la réponse obtenue est comparable en termes de rapidité
et dépassement a celle de la commande a gains commutés. Cependant, la comparaison avec la
régulation Pl démontre de meilleures performances de la commande prédictive au niveau de
temps de réponse et de dépassement.

Dans un deuxiéme temps, le correcteur explicite couplé a un observateur hybride a été
implanté sur la maquette du convertisseur buck fonctionnant a une fréquence de découpage de
20kHz. Les essais expérimentaux ont montré une dégradation des performances de la
commande prédictive explicite obtenues expérimentalement par rapport a celles obtenues en
simulation. Une hypothese sur cette dégradation est la dynamique du filtre de mesure non pris
en compte dans la phase de synthése. La réponse obtenue reste malgré tout de bonne qualité
en termes de rapidité et de dépassement pour des consignes en échelon et des variations de la
charge.

Ainsi, les principales contributions de nos travaux de recherche effectués dans le cadre
de cette these reposent sur :

— le développement d’une méthode de modélisation hybride permettant d’obtenir
un modele hybride commun afin de caractériser le comportement d’un
convertisseur dans les deux modes de fonctionnement CCM/DCM ;

— Dapplication de la technique de modélisation hybride sur un convertisseur
d’ordre élevé en mode de conduction continue ;

— 1’¢laboration d’une loi de commande PWL stabilisante ayant une structure
facile a implanter en temps réel ;

— la conception d’une loi de commande prédictive sous la forme explicite qui
permet la formulation des contraintes des I’étape de synthése ;

— DP’implantation des deux lois de commande sur la maquette du convertisseur
buck.
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Perspectives

Le bilan des résultats présentés dans ce mémoire nous a permis de formuler des
nombreuses perspectives qui pourront eéventuellement améliorer les performances des
stratégies de commande proposées.

Les pistes envisagées au niveau théorique concernent 1’étape de modélisation et de
synthése des lois de commande.

Modélisation :

I’application de la méthode de modélisation hybride sur d’autres convertisseurs
DC-DC d’ordre élevé (Cuk, SEPIC) en CCM pourrait étre envisagée. Une
perspective intéressante serait de développer un modeéle hybride caractérisant
des transitions entre les deux modes de fonctionnement (CCM/DCM) pour ces
convertisseurs avec un comportement fortement non-linéaire ;

la technique de modélisation pourrait étre appliquée sur d’autres types de
systémes de conversion d’énergie (par exemple des onduleurs).

Commande a gains commutés :

afin d’améliorer la précision de la commande, un modele hybride tenant
compte des pertes dans le circuit pourra étre utilisée dans la synthése du
correcteur PWL ;

les termes affines du modéle PWA pourront étre considérés dans la
formulation des conditions de stabilité du systeme bouclé. Dans ce cas, il
faudra utiliser d’autres techniques afin de reformuler ces conditions sous la
forme des LMI, qui permettront le calcul des vecteurs de retour de la
commande a gains commutés ;

étant donné que la commande déterminée n’assure pas la continuité des
variables d’état a la limite des intervalles de définition du rapport cyclique,
’utilisation d’un comparateur a hystérésis pourra étre utilisé afin d’éviter
I’apparition du phénoméne de réticence.

Commande prédictive explicite :

en tenant compte du fort lien entre les performances de la commande et le
modele de prédiction utilisé, plusieurs améliorations pourront étre envisagées
au niveau du modele de synthése afin d’augmenter sa précision : la prise en
compte des pertes résistives dans le circuit et 1’introduction de la dynamique du
filtre utilisé pour la réduction des bruits dans le signal de mesure de la tension
de sortie ;

afin d’améliorer les performances de la commande en régulation lors des
variations de la résistance de charge, cette derniére pourra étre considerée
comme une perturbation dans le modele de synthése. Dans ce cas, un
estimateur de charge, associé a I’observateur hybride, pourra étre utilisé. D’un
autre point de vue, I’estimation de la résistance de charge permettra la prise en
compte des contraintes sur le courant de I’inductance.
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- afin de réduire davantage le nombre de régions sur lesquelles la commande
explicite est définie et, par conséquent, de faciliter I’'implantation en temps réel
du correcteur PWA, des techniques plus efficaces de simplification de la taille
de la commande pourront étre appliquées.

- une étude a posteriori de la stabilit¢ de la commande explicite pourra étre
effectuée par la recherche d’une fonction de Lyapunov quadratique ou linéaire
par morceaux ;

- dans le cas du convertisseur buck, la stratégie de commande couplée a un
observateur de 1’état et de la résistance de charge pourra étre appliquée en
utilisant le modéle moyen du convertisseur en CCM, et étendu par la
dynamique du filtre de mesures. Le fait d’utiliser un modéle linéaire permettra
la formulation des objectifs de commande au moyen d’un critére de
minimisation quadratique. Par ailleurs, la mise en ceuvre de la stratégie de la
commande prédictive en utilisant le modele hybride valide dans les deux
modes de conduction CCM/DCM représente un axe de travail trés important et
tres intéressant ;

- dans le cas du convertisseur flyback avec filtre d’entrée, 1’application de la
stratégie de commande prédictive explicite sur la base du modele hybride du
convertisseur en CCM pourrait étre envisagée ;

- au niveau des applications, il serait intéressant d’implanter la commande
explicite sur des convertisseurs utilisant des cartes FPGA a fréquences de
commutation élevée (500 kHz, 1 MHz) afin de travailler avec des
convertisseurs de puissance optimisés par rapport a leur dimensionnement.
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Résumé

Actuellement la nécessité des systémes d’alimentation d’énergie, capables d’assurer
un fonctionnement stable dans des domaines de fonctionnement assez larges avec des bonnes
performances dynamiques (rapidité du systeme, variations limitées de la tension de sortie en
réponse aux perturbations de charge ou de tension d’alimentation), devient de plus en plus
importante. De ce fait, cette these est orientée sur la commande des convertisseurs de
puissance DC-DC représentés par des modéles hybrides.

En tenant compte de la structure variable de ces systémes a commutation, un modeéle
hybride permet de décrire plus précisément le comportement dynamique d’un convertisseur
dans son domaine de fonctionnement. Dans cette optique, I’approximation PWA est utilisee
afin de modéliser les convertisseurs DC-DC. A partir des modeles hybrides développés, on
s’est intéressé a la stabilisation des convertisseurs au moyen des correcteurs a gains
commutés élaborés sur la base de fonctions de Lyapunov PWQ, et a I’implantation d’une
commande prédictive explicite, en considérant des contraintes sur I’entrée de commande. La
méthode de modélisation et les stratégies de commande proposées ont été appliquées sur
deux topologies : un convertisseur buck, afin de mieux maitriser le réglage des correcteurs et
un convertisseur flyback avec filtre d’entrée. Cette derniére topologie nous a permis de
répondre aux difficultés du point de vue de la commande (comportement a déphasage non-
minimal) rencontrées dans la majorité des convertisseurs DC-DC. Les performances des
commandes élaborées ont été validées en simulation sur les topologies considérées et
expérimentalement sur une maquette du convertisseur buck.

Mots-clés : systémes hybrides, modéle affine par morceaux, commande par retour d’état
linéaire par morceaux, commande prédictive explicite, convertisseurs de puissance DC-DC.

Abstract

Lately, power supply systems, guaranteeing the global stability for large enough
operation ranges with good dynamic performances (small settling time, bounded overshoot of
the output voltage in the presence of load or supply voltage variations), are strongly needed.
Therefore, this thesis deals with control problems of DC-DC power converters represented by
hybrid models.

Considering the variable structure of these switched systems, a hybrid model
describes more precisely the converter’s dynamics in its operating domain. From this
perspective, a PWA (piecewise affine) approximation is used in order to model the DC-DC
converters. Based on the developed hybrid models, first we have designed a stable piecewise
linear state-feedback controller using piecewise quadratic (PWQ) Lyapunov functions, and
secondly, we have implemented an explicit predictive control law taking into account
constraints on the control input. The hybrid modeling technique and the proposed control
strategies were applied on two different topologies of converters: a buck converter, in order
to have a thorough knowledge of the controllers’ tuning, and a flyback converter with an
input filter. This last topology, allowed us to manage different control problems (non-
minimum phase behavior) encountered in the majority of topologies of DC-DC power
converters. The controllers’ performances were validated in simulation on both considered
topologies and also experimentally on buck converter.

Keywords: hybrid systems, piecewise affine model, piecewise linear state-feedback control,
explicit model predictive control, DC-DC power converters.



