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CHAPITRE I Introduction 

Dans tout ce travail~ on s'intéresse à une classe-d'inéquations va
riationnelles elliptiques~ associées a un problème d'obstacle et dé
pendant d'un paramètre À : 

(1.1) a(u~v-u) ;;. À 1F(u) (v-u) dx Jf v € K; u ê K. 
Q 

où K = { w € H0
1 (Q) 1 w~~ p.p. sur Q } est le convexe des contraintes 

Q est un ouvert borné régulier de Rn~ 

a une forme bilinéaire continue coercive sur H 0 1 (Q)~ 

F une non-linéarité régulière. 

Si A désigne l'opérateur différentiel sous forme divergentielle~ 

associé à a~ ce problème s'interprète, avec de la régularité, .comme 
un prob 1 ème à une ph·ase : 

(À,u) est solution de (1.1) 

u~~ p.p. sur Q 
<=> Au - À F(u) ~ 0 · sur Q 

(u -~)(Au- À F(u)) = 0 sur Q 
u=O sur ôQ, 

c'est la formulation forte du problème (1.1). 
Si E désigne l'ensemble de coïncidence {u=~}, on a : Au - À F(u) = 0 
sur Q-E, Au ~ À F(u) sur E , avec les conditions usuelles de transmis
sion, lorsque la frontière libre ôE est régulière. 
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Le problème sans contraintes associé à (1.1) s•écrit : 

Au= À F(u) sur Q, u=O sur ôQ; il a été étudié, de manière locale ou 

globale par de- nombreux auteurs avec des non-linéarités variées : ré

gulières sur R [C.R], par exemple F(u) = eu ou régulières sur un 

ouvert deR [B.N,M.P], par exemple F(u) = (1-u)-k·k~O . 

On montre que des inéquations du typé (1.1), par exemple avec A=-D. 

F(u)=(1-u)-k k~O ou F(u)=eu, apparaisent, sous certaines hypothè
ses, comme limites singulières de problèmes aux valeurs propres non 

linéaires : 

-D.u = À 
( 1--u)m 

E+(1-u)m+k 
sur Q, u=O sur ôQ, E-+Û 

a-u u -D.u = À --- e sur Q, u=O sur ôQ, E-+Û 
E+la-ul 

[B.N]. 

[Co]. 

Ces exemples sont, en particulier, issus de la cinétique enzymatique 

ou de la catalyse chimique. Des solutions multiples ont été mises en 

évidence pour de telles équations non linéaires comme pour les problè

mes limites. 

Notons, de plus, que des problèmes aux valeurs propres non linéai

res de la forme : Au = À F(u) sur Q, u=O sur ôQ, où F est discontinue 

ont aussi été étudiés [Ch]; u est alors en fait solution d•un problème 

à frontière libre, qui, dans certains cas, admet une formulation va

riationnelle de type (1.1). Pour de tels problèmes, on montre l•exis
tence globale de solutions, mais, à notre connaissance, aucune étude 

locale n•a été faite. 

L • inéquation (1.1) admet, en général, un continuum ~ non borné de 

solutions et plus précisément, pour tout À~O, l•inéquation (1.1) admet 

au moins une solution [Co]. 
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Des- simulations numériques avec A=-~ F(u)=eu, par exemple, ont 

montré [Co] que le diagramme de bifurcation d•un continuum CC de solu

tions (À,u) de (1.1) a l'allure suivante : 

\ 
\ 

\ 

mes{u='l!} 

\ 
\ 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 

t 
i branche inéquation 

point de retournement inéquation 

point de transition êquation-inéauation 
----·---·-·---·--·-·-·-·---·----·----

point de retournement équation 

0 

On note l'existence d'une branche équation : (À,u) est so·:ution de 
(1.1) et Au = À F(u) sur Q; 

et d'une branche inéquation (À,u) est solution 
de (1.1) et {u='Y}*0. 

Ces deux branches sont reliées par un point que nous appelons point de 
transition équation-inéquation dont nous donnons, dans la suite de ce 
travail, une définition plus précise. 
De plus, on constate, numériquement, que des points de retournement 

apparaissent sur la branche inéquation. 
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Ce travail tend à généraliser aux inéquations, l'étude locale clas

sique faite pour les solutions des équations non linéaires : 

- étude locale en un point régulier (développement selon t...) 

- étude locale autour des points critiques, essentiellement des 

points de retournement [C.R]. 

Cette étude est, en particulier, un premier pas utile pour dévelop

per dans le cadre des inéquations, des méthodes numériques de suivi 
des branches de solutions par continuation. 

Le plan de c.e travail est le suivant : 

Dans le deuxième chapitre, nous donnons, tout d'abord, les princi

pales hypothèses que nous faisons pour étudier localement les branches 

inéquations, puis nous rappelons les résultats classiques sur la 

structure locale des solutions des équations non linéaires de type 

(1.3) : Au = t... F(u) sur Q, u=O sur ·oQ ; au voisinage de points régu

liers ou de points de retournement [C.R]. L'équation qui régit cette 

étude est 1 'équation linéarisée de (1.3) en (t...,u) sur Q. D'autre part, 

après avoir rappelé la notion de dérivée conique [H,M,Z], nous donnons 

l'inéquation conifiée homogène, associée à l'inéquation (1.1) [Co,Co b ~ 

Co.I2,Co.I] et l'inéquation conifiée non homogène dont les solutions 
sont appelées directions coniques [Co,Co 1 ,Co.I 2,Co.Il. Ce sont les 

principaux outils pour l'étude locale; ces inéquations conifiées in

troduites par F. Conrad, étendent le processus de linéarisation du cas 

sans contraintes. Elles permettent de classer les solutions (t...,u) de 

(1.1) en points réguliers ou singuliers. 

Le chapitre III, technique, est centré sur un lemme d'inversion d' 

opérateurs particuliers, qui interviennent, dans la suite, pour mon

trer l'existence de directions coniques ou de développements de solu

tions. 
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Au chapitre 'IV, on s'intéresse plus particulièrement à l'étude lo
cale des solutions de (1.1) au voisinage des points réguliers; essen
tiellement d~ux cas se présentent : (~,u) régulier vérifie une certai~ 
ne condition (L:) et le cas "linéaire" régulier que l'on caractérise. 
On montre qu'au voisinage de tels points, il existe un développement 
de solutions de (1.1) selon ~' le terme d'ordre 1 étant la direction 
conique [Co.I 2 ,Co,Co.I]. 

Puis, dans le chapitre V, on prouve, sous certaines hypothèses, l' 
existence d'un développement de solution$ autour d'un point singulier 
dans 1 e cas "1 i né ai re". Ces hypothèses sont à rapprocher de ce 11 es 
faites pour les équations [C.R] et sous lesquelles, on a un point de 
retournement. Les résultats de ces chapitres représentent un travail 
fait en collaboration avec F. Conrad lCo.I 2 ,Co,Co.I]. · 

Le point de transition équation-inéquation (~t,ut) peut s'insé
rer dans le cadre du chapitre IV, on obtient alors quelques propriétés 
supplémentaires notamment sur les directions coniques [Co.I 2,Co,Co.I]. 
Une étude plus fine en ce point est faite au chapitre VI • On intro
duit une nouvelle condition (L:")t, plus faible que (L:), qui assure 
l'existence d'un développement de solutions de (1.1) au voisinage de 

(~t,Ut), pour ~~~t· 

le chapitre VII est consacré aux solutions maximales et minimales 
de (1.1). On rappelle d'abord un procédé de construction et quelques 
propriétés de ces solutions; puis en étudiant, notamment, la variation 
de l'ensemble de coïncidence le long de la branche maximale, on montre 
qu'il existe, en général, un point singulier qui vérifie les hypothè
ses assurant (chapitre V) l'existence locale d'un développement de so
lutions. On note que les conditions (E) et (E")t sont fortement 
liées à des conditions de type stabilité (positivité d'une valeur pro
pre); de plus des simulations numériques montrent qu'on a un change
ment de signe au passage d'un point de retournement, parfois même d'un 
point de transition ("échange" de stabilité). 

Enfin, en annexe, on donne quelques résultats numériques qui illus
trent ce travail. 
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CHAPITRE II Mise en place des principaux outils pour 
l'étude locale des branches de solutions. 

Dans ce chapitre, nous donnons, tout d'abord, les hypothèses sous 
lesquelles nous nous plaçons pour l •étude locale des branches de solu
tions de (1.1). Nous rappelons ensuite des théorèmes généraux sur la 
structure locale des branches de solutions d'une larqe classe de pro
blèmes aux valeurs propres non linéaires et nous énoncerons les résul
tats obtenus pour les solutions de l •équation (1.3). Enfin nous intro
duisons le processus de 11 linéarisation conique .. qui est le principal 
outil pour 1 •étude locale des branches de solutions de (1.1}. 

II .1 Cadre de 1 • étude. 

II.1.1 Hypothèses et notations. 

On considère la forme bilinéaire continue symétrique coercive sur 
Ho 1 ( Q) sui v ante 

a ( u , v ) = Ï [ ai · ( x) ~ (x ) ~ (x) dx . 
. . 1 Q J ô ô 1J= x; Xj 

les aij étant des coefficients réguliers sur Q, 
Q est un ouvert borné ré gu 1 i er de Rn ( i • e. 1 a frontière ôQ de Q est 
au moins de classe C2 et Q est localement d'un seul coté de ôQ.) 

On appelle A l'opérateur du second ordre sous forme diverqentielle as-

soci é à a : 

n 
Au = -I 

ij=1 
ô [ a;j ~ ] . 
ôxi ôXj 

L'obstacle~ est une fonction positive ou nulle sur Q, non identique
ment nulle,~ E: L""(Q)nH 1 (Q). 
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Ultérieurement, on supposera '!' quasi-continue pour la capacité asso

ciée à la forme a [A] (c'est à dire : on remplacera '!' par son repré

sentant quasi-continu unique à un ensemble de capacité nulle près c.f 
. ' 

paragraphe II.3.1). 
Dans tout ce travail, toute notion de capacité (notée parfois cap) 

est relative à la forme a. 

Enfin, on se donne une fonction f: (x,t) € Qx[O,I'l'lm] ~ f(x,t) € R, 
bornée, positive, telle que f(x,O);;t:O, t ~ f(x,t) étant croissante, 

deux fois dérivable pour tout x E Q, f, ft, ftt étant de Carathéo
dory et bornées. On suppose que f admet une extension f sur QxR possé

dant les mêmes propriétés que f; ce qui est vérifié lorsque f est un.e 
fonction de classe C2 sur [0,\'I'Im] indépendante de x, par exemple 
f(x,t) =et. 

On note F, F • , fU 1 es opérateurs de Nemytsk ii associés à f, ft, 
ftt lorsqu'on substitue une fonction u de Q dans R à t : 

· F{u)(x) = f(x,u(x)) . Fest alors continue de L2 (Q) dans L2 (Q) et même 

de LP(Q) dans L2 (Q) ·pour tout p;;o2. 

t 
Dans la suite de ce travail, (,) désigne le produit scalaire usuel 

dans L2 (Q); 1 \la norme associée, 1 IP la norme usuelle dans 

LP(Q) et Il Il celle de H0
1 (Q): llull 2 = \ul 2+ \Vul 2

• 

Considérons le problème d'obstacle suivant, associé à A- À F 

{

a(u,v-u) ;;. À (F(u),v-u) 
( 1.1) 

Jf v E K; u € K. 

où K = { w € H0
1 (Q) 1 w~'!' p.p. sur Q } 

À est un paramètre réel positif ou nul. 

Notation 

Soit u € K, on pose C(K,u) = { w € Ho 1 (Q) 1 j IJ)O U+!J.W € Kt 

= 1-lYo 1-l {K-u} 

C(K,u) est le cône des déplacements admissibïes dans K à partir de 

u; ëTK:U) désigne son adhérence dans Ho 1 (Q) fort. 
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Remarque 11.1 
L 1 inéquation variationnelle (1.1) admet la formulation équiva- · 

lente : 

{ 
a(u,z) ~F(u) ,z) 
~ z € C~; u C K. 

II.1.2 Existence de branches de solutions de (1.1). 

L•ensemble K = { w € H0
1 (Q) 1 w~Y p.p. sur Q }, est un cône convexe 

fermé non vide ~e H0
1 (Q); on désigne par PK le a-projecteur sur le 

convexe K; pour tout v C H0
1 (Q) PK[v] est caractérisé par [H] : 

la( v-PK[ v] ,w-PK[ v]) ~ 0 

~ w € K; PK[v] C K. 

On désigne par G 1•opérateur de Green de L2 (Q) dans H0
1 (Q) associé à A 

avec conditions de Dirichlet homogènes. 

L•inéquation (1.1) admet une formulation équivalente en terme de point 

fixe : 

( 1. 2) u = PK[:>-. GF ( u) ] . 

Considérons 1•application T : (:>-.,u) € R+xH 0
1(Q) + T(:>-.,u) € H0

1 (Q) 

défini par : T(:>-.,u) = u- PK(:>-. GF(u)]; on montre [Co] que c•est une 

application continue et compacte de R+xH 0
1 (Q) dans H0

1(Q). En appli

quant un résultat classique de Rabinowitz [R], on obtient 1•existence 

d•un·continuum ~de solutions {:>-.,u) de (1.1) dans R+xH 0
1(Q), non borné 

et contenant (0,0). Plus précisément, on montre que la projection de~ 

sur R+ est R+ tout entier, ce qui implique que pour tout :>-.~0, 1• iné

quation (1.1) admet au moins une solution u. De plus, on vérifie que, 

pour tout À~O, toute solution u de (1.1) est positive. 

Remarque 11.2 
Par un procédé itératif, on montrera, [proposition VII.1l, que 

pour tout :>-.>0, l 1 inéquation (1.1) admet une solution maximale 

(pour 1•ordre ponctuel) et une solution minimale. 

De plus si AY est une mesure telle que (AY)- € LP(Q), p~2, pour tou

te solution (À,u) de (1.1) on sait [Bre,B.N] que u € H2 ,P(Q) (car 

F(u) E: LP(Q)). 
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Si Y est >O sur Q et régulière alors pour tout À>Ü assez petit, toute 
solution de l'équation associée à l'inéquation (1.1) : 

(1.3) Au = À F(u) sur Q, u=O sur ôQ. 
est solution de (1.1) car f est bornée sur QxR. 

On dit alors que (À,u) est une solution équation de (1.1), c'est à di
re (À,u) est solution de (1.1) et de (1.3) ou encore (À,u) est solu
tion de (1.3) et u € K. 
Sous ces hypothèses, l'inéquation (1.1) admet une branche de solutions 
équations~ 

Avant de donner les outils fondamentaux pour 1 •étude locale des bran
ches de solutions inéquations de (1.1), rappelons les résultats locaux 
connus pour les équations. 

II.2 Rappel : structure locale des branches de solutions de certaines 
équations: 

II.2.1 Théorèmes généraux. 

Soient X et Y deux espaces de Banach, considérons l'équation 

H(À,U) = 0 

où H : RxX +Y est régulière (au moins de classe C1). 
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Soit (1" 0 ,u0 ) une solu~ion de cette équation, on cherch~ à décrire la 
structure de 1•ensemble des solutions de H(À,u) = 0 au voisinage de 

(Ào,uo). 

Si Hu(Ào,uo) est un isomorphisme de X sur Y, on dit que ·{À0 ,u 0 ) est 
un point régulier ; on peut alors appliquer le théorème des fonctions 
implicites, d•où 

Proposition II.l 
Soit (À 0 ,u0 ) un point régulier de 1•équation H(À,u) = 0, 
(À,u) € RxX ; 

il existe .un voisinage ouvert V de (À 0 ,u 0 ), un vo1s1nage ouvert 
W de Ào et une unique application u : À € W + u(À) € X, continue 
telle que u(Ào)=u 0 et (À,U(À)) soit 1•unique solution, apparte
nant à V, de cette équation. 
De plus À+ u(À) est une application de classe c1 {de classe ck 

si H est de classe ck) et u•(t-.0 ) est la solution de 1•équation 
-Hu(À 0 ,u0 ) z = HÀ(À0 ,u0 ). 

Ainsi les solutions de l•équation H(À,u)=O forment autour de (Ào,u 0 ) 

un arc (À,U(À)); À+ u(À) ayant la régularité.de H; on a autour de 
(À0 ,u 0 ) un dévefoppement de la forme : 

À= Ào + s, u(À) = u0 + s u•(Ào) + s e(s) avec lim e(s)=O dans X. 
s-+0 

Si Hu(À 0 ,u0 ) n•est pas un isomorphisme de X sur Y, on dit que 
{À0 ,u0 ) est un point singulier ; la paramétrisation par À n•est plus 
en général possible, mais, sous certaines hypothèses, il existe encore 
un arc régulier de solutions autour de (À 0 ,u 0 ). 

Théorème II.l [C.R] 1 

Soit (À 0 ,u0 ) un point singulier de l•équation : H(À,u)=O, 
où H est une application de RxX dans Y, au moins de classe C1 

au voisinage de (À 0 ,u0 ). 

On fait les hypothèses supplémentaires suivantes : 
- le noyau JVde Hu(À 0 ,u0 ) est de dimension 1, engendré par ~. 

- 11 image Gf de Hu(Ào,uo) est de codimension 1. 

- HÀ(À0 ,u0 ) ~BI, cette dernière hypothèse est appelée 11 Condi-

tion de transversalité• . 
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Soit "'f" un supplémentaire de fi dans X; alors il existe e:>O tel 
que les solutions de l'équation H(À,u)=O au voisinage de (À0,u 0) 

, 
forment une courbe paramétrée par s € (-e:,e:) de la forme 
À(s) = t.. 0 + -.(s), u(s) = u0 + S<!> + sw(s) w(s) € "'#', de plus 

s ~ (•(s),w(s)) est de classe C1 (ck, k~1 si H est de classe 
Ck) au voisinage de s=O, -.(0)=0,-.'(0)=0, w(O)=O. 

Ces résultats sont applicables lorsque l'on considère des équations du 
type (1.3). 

II.2.2 Cas des équations. 

On s'intéresse plus particulièrement à 1 •équation 

(1.3) Au = À F(u) sur Q, u = 0 sur ôQ. 

La non-linéarité f vérifie les hypothèses énoncées au début du para
graphe II.1.1, de plus : 

f : (x,t) € QxR ~ f(x,t) € R est de classe C2, 

f(x,O) > 0 et ft{x,O) >0 Jf x E: Q' • 

Les solutions (À,u) de (1.3) appartiennent donc à R+xc 2('Q),remar

quons que À~O et (À,u) solution de (1.3) imp~iquent u~O sur Q. 

Si p € Lm(Q), notons ~1 (p) la valeur propre fondamentale de : 
Av = ~ pv sur Q, v = 0 sur ôQ. 

La proposition II.1 s'applique au point (0,0); on obtient les r~sul

tats plus précis suivants 

Théorème 11.2 [C.R] 2 

Il existe 1 maximal vis à vis de l'existence d'une branche 
(À,U(À)) de solutions positives de (1.3) vérifiant : 
- À E: (O,l) ~ u(À) E: C0

2 ,a("Q) est continue lf a O<a<1 
-~À<~ À<~1 (F'(u(À))) donc l'opérateur : 

v ê C0
2 ,a(5) ~Av -À F'(u(À))v € ca(g) est inversible. 

Le nombre~ peut être fini ou infini. 
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Proposition II.2 

!sous les hypothèses du début du paragraphe II.2.2, si de plus 

X<+co et si 'il existe M)O telle que pour tout À., À.<X on ait 

lu(À.)Ico..:M; alors ü = lim u(À.) existe dans c2 ,o:('Q) Jf a O<o:<1; 
À. tl 

(l,u) est solution de (1.3) et on a : 1 =111(F' (ü)), c'est un 

point singulier qui vérifie les hypothèses du théorème II.l. 

L'opérateur A-11dF'(ü)) F'{ü) admet un vecteur propre stricte

ment positif<!>, la condition de transversalité qui dans ce cas 

s • écrit 

(F(ü),<I>)*O est vérifiée. 

Donc il existe e:>O tel que les solutions de (1.3) forment, au 

VOisinage de ("~,Ü), une COUrbe (À.(S),u(s)), S € (-e:,e:) 

s € (-e:,e:) + (À.(s),u(s)) E RxC 0
2 ,o:(o) soit de classe c2 

À. ( s ) = 1 + 1: ( s ) 1: ( 0) =0 1: 
1 

( 0) =0 

u(s) = ü + s (<!> + w(s)) w(O)=O. 

Lorsque la non-linéarité f est convexe, on c·onnait de façon plus pré

cise l'allure de la courbe de solutions de (1.3) au voisinaqe de 

(~,ü). 

Faisons l'hypothèse supplémentaire suivante : 

f : QxR + R est une application de classe C3 telle que ftt(x,t)>O 

v- x € Q' v t;)IO • 

Théorème II.3 [C.R] 2 

Si f est une application de classe C3 vérifiant les hypothèses 

du début du paragraphe II.2.2 et telle que ftt(x,t)>O 4f x E 5, 
v- t;)IO. 

i. si (À.,u) est une solution de (1.3) alors À...:!J.1 (F'(O))<+co. 

ii. il existe X..:11 1 (F'(O)) maximal vis à vis de l'existence d'une 

branche (À.,u(À.)) de solutions de (1.3) tel que 

• À. e (O,X) + u(À.) 6 c2 ,o:(o) soit continue Jf a, O<o:<l. 

• l'opérateur : v € C0
2 ,o:(Q) + Av - À. F'(u(À.))v € CO:(Q) est 

inversible* À., À.<l • 

. À.+ u(À.)(x) est croissante Jf x € Q et u(À.) est pour À. fixé <À. 

la solution minimale de l'équation (1.3) • 

• (1.3) n'admet pas de solutions pour "->l. 
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Application 
Pour tout fl.o, fl.o<l, puisque 1•opérateur v + Av-fi.0 F•(u(fl.0 ))v est 
inversi_ble, (fl.·0 ,u(fl.0 )) -est un point régul·ier de (1.3), en 
appliquant la proposition II.1, on montre 1•existence d•un 
développement local des solutions de (1.3) autour de (fl. 0 ,u(fl.0)) 

donné par : 
u(fl. 0+s) = u(fl.o) + sz + se(s) 

où z est la solution de Az = "-o F•(u(fl.0 ))z + F(u(fl.0 )) sur Q, 

z = 0 sur ôQ avec lim e(s) = 0 dans c2 ,a(Q). 
s+O 

De plus si il existe M>O telle que pour 
lu("-)I~~M; alors (proposition II.2] ü = 
C2 ,a(g) ~a O<a<1; 
(~,ü) est un point singulier de (1.3), 

tout i\.(~, on ait : 
lim u(fl.) existe dans 

À.t~ 

et il existe e>O tel que les solutions de (1.3) au voisinage de 
(l,ü) forment une courbe (fl.(s),u(s)) s 6 (-e,e) qui vérifie : 

. se (-e,e) + (fl.(s),u(s)) € R+xc 0
2 ,a(g) est de classe C2 • 

• À. ( s ) = 1 + 1: ( s) 1: ( 0 ) =0 1: 
1 

( 0) =0 
u(s) = ü + s(~+w(s)) w(O)=O. 

la convexité de f implique : ,;"(0)<0 

Conclusion. 
Lorsque la non linéarité f est positive, croissante, convexe, on a 
mis en évidence un nombre X<+~ tel que si il existe M>O telle que 
pour tout fi. fi.<~ on ait \u(fi.)I~~M; alors : 

pour fi.>~ (1.3) n•admet pas de solutions 
pour fl.=fl. (1.3) admet une unique solution u. 
pour fi.<X, fi. voisin de 1,(1.3) admet localement deux solutions . 

(fl.,u) est appelé point de retournement . 



- 23 -

L'équation (1.3) admet le diagramme de bifurcation-suivant 

II.3 Le processus de linéarisation conique. 

On aimerait obtenir pour les solutions de l'inéquation variation

nelle (1.1) des résultats semblables à éeux obtenus pour les équations 
au paragraphe II.2. 

Les théorèmes précédents étant basés sur le théorème des fonctions im
plicites, ils nécessitent la différentiabilité (au sens Fréchet) de 
l'application H, ce qui n' est pas vérifié pour l'inéquation (1.1). 

Or (~,u) est solution de \1.1) 

<=> H(~,u) = u- PK [ ~ GF(u) ] = 0 d'après (1.2). 

Nous allons utiliser cette formulation en terme de point fixe pour l' 

étude locale des solutions de (1.1). 

Notons que l'application z € H0
1(R) ~ PK[z] € H0

1(R) est lipschit

zienne mais n'est pas Fréchet différentiable; mais elle admet une dif
férentielle conique en tout point z 6 Ho 1(R). 

II.3.1 Rappel sur la dérivation conique des projecteurs. 

Définition [M] 
Considérons une application continue R de H0

1(R) dans H0
1(Q) et un 

élément z € Ho 1 
( Q) • 

On dit que R admet une différentielle conique en z , si il existe 
un opérateur positivement homogène Q tel que : v- wC H0

1 (Q) !tf t>O 
on ait : R [v+tw] = R [v]+ t Q[w] + t E(t,w) 

avec lim e(t,w) = 0 
t~o+ 

Q est alors appelé la différentielle conique de R au point z. 
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Si PK désigne le a-projecteur sur le convexe K, on montre [H,M,Z] 
que PK admet en tout point v E H0

1 (Q) une différentielle conique. 

Pour cela, on supposera, dans toute la suite, que Y est quasi-continue 
(q.c.) [A] (quitte à modifier Y sur un ensemble de capacité nulle). 

Toute inégalité quasi-partout (q.p.) sur Q entre deux éléments de 
Ho 1 (Q) sous-entendra toujours, par la suite, aue l'on considère les 
représentants quasi-continus [A], uniques, de ces éléments. 
On a ainsi K = { w e H0

1(Q) 1 w~Y q.p. sur Q }, c'est [M] un convexe 
fermé supstable et héréditaire vers le bas; 

donc le projecteur PK admet [H,M,Z], en tout point v € H0
1(Q) une 

différentielle conique égale à Ps(w) 
avec w=PK[ v] et S{w) = C{K,w) n {v-w)-!-, 
{v-w}~ désigne l'orthogonal pour la forme a de v-w c'est à dire 
{z € H0

1 {Q) 1 a{z,w)=a{z,v)}. 

On a en fait le résultat plus précis suivant 

PK[v+th] = w + t Ps(w)[h] + t E(t,h) t>O 

avec lim E(t,h) = 0 uniformément par rapport à h, h restant dans un 
t+O+ compact de Ho 1(Q). 

11.3.2 Le spectre conique; 

Soit (À,u) une solution de (1.1); 

Rappelons que si u appartient à_ K, C(K,u) = U i..L {K-u}. 
i..L>O 

Soit {u=Y} l'ensemble de coïncidence défini comme dans [M] à un en
semble de capacité nulle près ; alors 

C(K,u) = { w € H0
1 (Q) 1 w..;O q.p. sur {u=Y} }. 

On note Su = C(K,u)n {u-ÀGF(u)rL. 

Définitions : [Co] 

On appelle inéquation conifiée homogène de l'équation (1.3) en 
(À,u) par rapport à u; l'inéquation suivante : 

{ 
a(w,h-w) ;li À (F' (u)w,h-w) 

(2•1) V h € Su; w € Su. 

Si w=O est la seule solution de cette inéquation, on dit que (À,~) 

est un point régulier de (1.1); sinon on dit que (À,u) est un 

point singulier de (1.1). 
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Remarquons que : 
west une solution de 1 'inéquation (2.1) 

<=> (2.1)' w = "- Psu[GF'(u)w]. 

Cette formulation suggère une extension de la théorie spectrale 
classique puisque l'opérateur : 

est un opérateur compact positivement homogène mais non linéaire (sauf 
si Su est un espace vectoriel, cas qui sera envisagé par la suite 
(chapitre IV)). 

L'équation (2.1)' est en fait obtenue, à partir de 1 'équation (1.2) 
u = PK[t.. GF(u) ], par un processus de linéarisation conique sembla

ble au processus de linéarisation utilisé pour l'étude des équations 
de type ( 1. 3) . 

En effet, soit k f: H0
1 (b.l); cherchons à dér.iver l'équation 

u =PK["- GF(u)] par rapport à u selon la direction k. 

·Soit t>O, supposons n<:4, l'équation suivante a -alors un sens dans 

Ho 1 (b.l) (car si n<:4 Ho 1 (b.l) C L4 (Q) donc k f: Ho 1(Q) => k2 € L2(Q)) : 

2 
GF(u+tk) = GF(u) + t GF'(u)k + E GF"(~)k 2 

2 . 

avec ~(x) € [u(x)+tk(x),u(x)] ou € [u(x),u(x)+tk(x)] 
selon si u(x)+tk(x)<:u(x) ou si u(x)<:u(x)+tk(x). 

Appliquons la formule du paragraphe II.3.1 donnant la dérivée conique 
de PK au point v=t..GF(u) : 

avec h = t.. GF'(u)k + t.. ~ GF"(~)k2 ; w = PK[t..GF(u)] = u; S(w) =Su; . 
2 

en utilisant le caractère lipschitzien de PK, on a : 
PK( t.. GF(u+tk) ] = u + t Psu[ t.. GF'(u)k ] + t E(t,k) 
avec lim E(t,k) = 0 uniformément par rapport à k, k restant borné 

t+O+ dans Ho 1(Q) 

(grâce à la compacité de l •opérateur de Green de H0
1(Q) dans lui-même) 

Ainsi, en dérivant par rapport à t, l'équation u+tk = PK[t..GF(u+tk)] 
au point t=O+, on obtient : 
k =Psu[ "- GF'(u)k ] c'est à dire k est solution de (2.1) •. 

# 
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11.3.3 Les directions coniques en un point (X,u). 

Soit (À,u) une solution de (1.1); 

Définition : [Co] 

On appelle direction conique à droite (resp. à gauche) en (À,u) 
une solution, Z+ (resp. z_), si elle existe, de l'inéquation coni
fiée non homogène suivante : 

( 2 • 2 ) + { a ( Z+ , W- Z+) ~ À ( F 1 
( U ) Z+ , w- Z+) + ( F { u) , w- Z+) 

V w € Su; Z+ € Su. 

(resp. (2.2)_ où l'on remplace Z+ par z_, Su par -Su.). 

Remarquons que : 

Z+ est solution de (2.2)+ <=> z+= Psu l À GF'(u)z+ + GF(u) J 

z_ est solution de (2.2)_ <=> z_= P-su[ À GF'(u)z_ + GF(u) J 

Ces équations sont elles aussi obtenues à partir de l'équation (1.2) 
par un processus de linéarisation conique. 

En effet, soit k € H0
1 (Q) et t>O; on montre, par un calcul analogue à 

celui fait au paragraphe 11.3.2 que.: 

(2.3) PK[(À+t)GF(u+tk)] = u + t Psu[À GF'(u)k + GF(u)] + t e(t,k) 

avec lim t(t,k) = 0 uniformément par rapport à k, k restant bor~é 
t+O+ 1 dans H0 ( Q). 

Donc si on dérive par rapport à t,t>O~ 1 •équation 
u+tk = PK[(À+t)GF(u+tk)], au point t=O, on obtient 
k = Psu[À GF'(u)k + GF(u)], k est donc solution de (2.2)+. 

Ainsi les outils présentés dans ce paragraphe sont les extensions na
turelles de ceux obtenus par un processus de linéarisation standard 
pour les équations (1.3). 
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II.3.4 Une interprétation géométrique de ces concepts. 

Dans tout ce paraqraphe, on suppose que n~5. 

Proposition II.3 

Soient Ào>O donné et À € R+ + u(À) € H0
1(Q) une branche de solu

tions de (1.1), continue à droite (resp. à gauche) en Ào. 

Notons ua= u(Ào) et zÀ = u(À)-uo pour À>Ào (resp. À<Ào), 
À-Ào 

alors on a 1 •alternative suivante 
i. soit la famille (zÀ,À>Ào) (resp. zÀ,À<Ào) est bornée dans 
Ho 1 (Q) et dans ce cas, toute limite faible dans Ho 1(Q), notée Z+ 
(resp. z_), de zÀ lorsque À+Ào, À>Ào (resp. À<Ào) est une di
rection conique à droite (resp. à gauche} en (À 0 ,u 0 ). 

ii. soit (À0 ,u 0 ) est un point singulier de (1.1). 

Remarque II.3 

Ces résultats sont valables notamment lorsque u(À) = Ü(À) 
(resp. u(À)) la solution maximale (resp. minimale) de (1.1) 

[chapitre VII]. 

Démonstration de la proposition II.3 
On fait la démonstration dans le cas où À+U(À) est continue à droi
te en ÀO € R+ donné. 
~Supposons que (zÀ,À>Ào) soit bornée dans H0

1(Q) 

~oit À>X0 , u(À) = u0 + (X-X0 )zx € K, donc zx € C(K,uo). 
Soit Z+ une limite faible de zÀ lorsque HX0 ; Z+ appartient à 1• 
adhérence faible de C(K,u 0 ) c•est à dire à C(K,u 0 ) (car C(K,u 0 ) est 
un convexe de H0

1(Q)). 

Montrons que Z+ € {u 0 -ÀoGF(uo)~. 

(X 0 ,u0 ) est une solution de (1.1) donc 
a(u 0 ,v-u 0 ) ) Ào {F(u0 ),v-u 0 ) V v € K. 

Prenons v=u{X) et divisons l 1 inégalité obtenue par X-X0>0, on a 
a(u 0 ,zx)) Xo {F{uo),zx); 

lorsque À+X 0 , puisque zÀ+Z+ dans Ho 1 (Q) faible, on obtient 

a(u0 ,z+) ) Xo (F(uo),z+). 
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D'autre part (f-.,u(A)) est solution de (1.1) donc, avec v=ua dans 

(1.1) on a: 

a(u(A),u(A)-ua) < A (P(u(A)),u(A)-ua) 

=> a(u(A),zA) < A (F(u(A)),zA). 

lorsque ÏI.-+Aa A>Aa, À.-+U(A) étant continue à droite en .Aa, u(A)-+ua 

dans Ha 1 (Q) fort, on obtient : 

a(ua,Z+) 'Aa (F(ua),z+) d'où l'égalité; ainsi Z+ e Sua. 

Enfin montrons que Z+ est une direction conique à droite en (Aa,ua) 

Soit h € C(K,ua) n {ua-AaGF(ua)~ alors il existe i>O tel que 

ua+eh € K ; si e=O c'est vrai pour tout h. 

ua et u(A) sont, par définition, solutions des inéquations suivan

tes : 

On chais it w = u( A) dans 1 a première inéquation, w = ua+ eh dans 1 a 

deuxième, et on ajoute les inégalités obtenues 

(2.4) a(u(A),eh) + a(u 0 -u(A),u(A)-ua) ;.. 

;..A(F(u(ÏI.)),eh)-(A-Aa)(F(ua),u(A)-ua)-A(F(u(A))-F(ua),u(A)-ua). 

En premier lieu, on choisit e=O dans (2.4), on divise l'inégalité 

obtenue par (A-Aa) 2 => 

a(zA,zA) < (F(ua),zA) +A ( F(u(A)~F(ua) ,zA). 
A- Aa 

( F(u(A))-F(ua) ,zA)=(F'(ua)zÀ.,zÀ.)+(A-Aa) f 11 (E.)zA2 .zÀ.dx 
A-Ao Q 

avec ua(x)<~(x)<u(A)(x) ou u(A)(x)<E.(x)<ua(x), 

selon si ua(x)<U(A)(x) ou si u(A)(x)<ua(x). 

(zA,A>Aa) étant une famille bornée dans Ha 1(Q), n<5, les inclu

sions classiques pour les espaces de Sobolev impliquent 

(zA,A>Aa) est une famille bornée dans L3(Q); 

d • autre part : 

11Fn(~)zÀ.2 zÀ. dxl 'ClzAI/ car F11 (E.) € Lco(Q), 
Q 

d'où (A-Ao) jF 11 (E.)zÀ.2 zA dx-+ 0 lorsque À.-+Aa. 
Q 
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=> a(z+,z+) ~ lim inf a(Z7~,,Z/J ~ (F(ua),z+) + ll.a (F'(ua)z+,Z+), 
car a est s.c.i. pour la topologie faible sur Ha 1(o). 

Pour e>O, divisons 1 'inégalité (2.4) par 71.-ll.a, en utilisant le fait 
que : a(ua,eh) = ll.a (F(ua),eh), on a : 

a(z71,,eh) + a(ua-u(ll.),zll.) ~ 

~(71.F(u(71.))-71.aF(ua),eh) 

71.- ll.a 

d'où lorsque 71.~71.a : 

En combinant cette inégalité avec le résultat obtenu pour e=O, on a 

{ 
a(z+,h-z+) ~ ll.a (F'(ua)z+,h-z+) + (F(ua),h-z+) 
~ h € C(K,ua) n {ua-ll.aGF(ua)}L. 

donc par densité [M], V h € Sua. 

2. Supposons qu'il existe au moins une suite ll.p telle que 
ll.p>ll.a ll.p~ll.a et telle qu'en posant up=u(ll.p), on ait : 

nup-uan + +~; montrons que (ll.,u) est un point sinqulier. 
ll.p-ll.a 

On peut supposer, sans perte de généralité, que Up*Ua -v- p; 

posons wp = Up-ua , nwpn=l ~ p C N, soit w une valeur 
IIUp-Uall . 

d'adhérence de .(wp)P E N dans Ha 1(o) faible. 
On montre, comme pour le point 1. de cette démonstration, que w 
appartient à Sua. 

Ecrivons les inéquations vérifiées respectivement par ua et up 

a(ua,v-ua) ~ ll.a (F(ua),v-ua) ~v € K. 

a(up,v-up) ~ ll.p (F(up),v-up) ~v € K. 

Choisissons respectivement v=up et v=ua; faisons 
inégalités obtenues et divisons cette nouvelle 
llup-uan 2 , on a : 

a(wp,wp) ~ ll.a ( F(up)-F(ua) ,wp) + ll.p-ll.a 
llup-Uall IIUp-Uall 

1 a somme des 
inégalité par 
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Si a>O désigne la constante de coercivité de a , on a 
a( Wp, wp) ;>a .Jf p € N. ; 1 ors que p-++co, on obtient : 
a~ lim inf a(wp,Wp) ~ Ào (F•(uo)w,w). 

( on a de nouveau utilisé 11 hypothèse n~5 en faisant appel à une 
formule de Taylor, comme pour le point ~ ) 

ceci implique \#:0 et on montre, comme pour le point.!..:_, que w est 

solution de (2.1). 

Remarque II .4 
En un point régulier (À 0 ,u0 ) d•une branche À-+ u(À) de solutions 
de (1.1) continue â droite en Ào (resp. à gauche) , on peut ap
pliquer la proposition II.4. On obtient ainsi 1•existence de di
rections coniques à droite (resp. à gauche) au point considéré. 
Ce résultat ressemble, au moins pour de telles branches de solu
tions, à une alternative de Fredhlom faible et conique. 

Remarque 11.5 
Considérons la branche maximale [chapitre VII] À-+Ü(À) de (1.1). 
Soit Ào € R+ tel que P-o,uo=ü(?-.. 0)) soit un point réqulier de 
(1.1); si Z+ désigne une limite faible de 

Ü(À)-uo À~À 0 , dans H0
1 (Q) alors Z+ € Su 0 donc Z+~O q.p. sur 

À-Ào 
E0 ={u 0=W}; la branche maximale ~tant croissante par rapport à À 
on a : z+;;.Q p.p. sur Q donc q.p. sur Q et Eo, ainsi Z+=O q.p. 
sur E0 • 

Soit S0 =Su0 n -Su 0 , on a Z+ € S0 ; on montre (en utilisant la mê
me démarche que dans la proposition II.4 ~ mais avec h 
appartenant à C(K,uo) n-C(K,uo) Cl {uo-ÀoGF(uo)J-1-) que : 
z+ = Ps0 [Ào GF•(uo)z+ + GF(uo)]. 
Ce résultat n•est plus vrai, le long de la branche minimale de 
solutions de (1.1), pour la direction conique à gauche z_. 
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CHAPITRE III Un résultat de théorie spectrale non linéaire 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la surjectivité et à l' 
inversibilité d' opérateurs de la forme : 

w ~ w- Pc [ À GF'(u)w + k ] 
où C est un cône convexe fermé de H0

1 (Q). Puis nous montrons le lien 
qui existe entre ces résultats et la théorie spectrale non linéaire 

[F.V, G.M]. 

III.1 Un résultat d'inversion 

L enme II I .1 
Soit C un cône convexe fermé de sommet 0 inclus dans H0

1(Q). 
Soit (À,u) une solution de (1.1) vérifiant la condition 
suivante (I:)c: 

inf{ a(w,w) -À (F'(u)w,w) 1 w € C-C, llwll=1 } > 0 
alors,~ k C H0

1(Q) l'opérateur non linéaire: 
w ~ w- Pc [ À GF'(u)w + k ] 

est bijectif de H0
1 (Q) dans lui-même; son inverse Rk est 

lipschitzien de rapport indépendant de k. 
Supposons de plus que C soit stable par partie positive (w € C 
=> w+ E C ); si k = Gh avec h~O p.p. sur Q et si g~O p.p. sur Q 

alors Rk[g]~o p.p. sur Q. 

Remarque III.l 
Si C est un espace vectoriel, l'opérateur: 

w € H0
1 (Q) ~ w- Pc [ À GF'(u)w + k ] C H0

1 (Q) 
est une perturbation linéaire compacte de l'identité, qui est 
donc bijective dès qu'elle est injective. Cette condition est 
plus faible que (l::)c mais n• implique pas nécessairement la po
sitivité de Rk[g] lorsque k = Gh avec g~O p.p. sur Q et h~O 

p.p. sur Q, même si C est stable par partie positive. 
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Démonstration du lemme III.1 

Soit k e H0
1(Q) fixé. 

1. L•opérateur w + w- Pc [ ~ GF•(u)w + k ] est bijectif. 

Soit gE H0
1 (Q), on veut montrer que 1•équation: 

(3.1~ w- Pc [ ~ GF•(u)w + k ] = g 
admet une unique solution, notée Rk[g]. 

L•équation (3.1) est la formulation en terme de point fixe de 

1 1 inéquat1on suivante: 

(
3 2

) { a(w-g,v-w+g} ) a(k,v-w+g) + ~ (F• (u)w,v-w+g} 
• ~ v € C; w-g € C 

c•est à dire en posant z = w-g 

( 3 3
) {a(z,v-z) - ~ (F•(u)z,v-z) ) a(k,v-z) + ~ (F•(u)g,v-z) 

• ~ v € C; z 6 C 

Notons b(vbv2) = a(vbv 2)- ~ (F•(u)vbv2) -v- (vbv2) 6 Ho 1(Q) 2 

<l,v> = a(k,v)·+ ~ (F•(u)g,v) ~v E H0
1(Q) 

b est une forme bilinéaire symétrique continue sur H0
1(Q). 

est une forme linéaire continue sur H0
1(Q). 

(3.3) admet la formulation équivalente 

( 3 • 4 ) b ( z , v -z ) ) < 1 , v - z> -v- v e c ; z E c . 

Considérons la fonctionnelle J : 

J : v € C + J(v) = ~ b(v,v) - <l,v> ER 

La condition (~)c implique: 
lim J(v) = +cr> 

llvll++co,v € C 
) ~ > 0 te 1 que ~ v 1 € C, 'f v 2 € C, b (v 1 -v 2, v 1 -v 2) . ) ~ nv 1 -v 2 Il 2 

J est donc une fonctionnelle strictement convexe continue 
=> l 1 inéquation (3.4) admet une unique solution notée Tk[g] qui 
minimise J sur C. 
=> (3.1) admet une unique solution· Rk[g] = Tk[g] + g 
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2. Bk est un opérateur lipschitzien de H0
1(Q) dans lui-même. 

Il suffit de montrer que Tk est lipschitzien. 

Soient Z1 = Tk(91], Z2 = T-k(92], (g1,92) € Ho 1(Q) 2 

On peut supposer, sans restriction, que Z1* z2. 

On a d'après (3.3) : 

b{z1,v-z1) ~ a(k,v-z1) + À (F'(u)q 1,v-z 1 ) ~v e C 
b(Z2,V-Z2) ~ a(k,V-Z2) + À (F'(u)g2,V-Z2) ~V t C 

On choisit v = z2 dans la première inéquation, v = z1 dans la 
deuxième et on ajoute les inégalités obtenues 

b(Z1-Z2,Z1-Z2) ~À (F'(u)(g1~92),z1-z2) 

puisque z1-z2 € C-C la ~ondition (~)c implique 
b(z1-z2,z1-z2) ~ ~ nz1-z2n2 (~ ne dépend pas de k) 

de plus il existe L > 0 (indépendant de k) tel que : 

À ( F ' ( u )( g 1 -g 2 ) , z 1-z 2 ) ~ L n g 1 -g 2 n . n z 1-z 2 n 

=> nz1-z2 n ~ ~ ng 1-g2 n 

Tk et donc Rk est un opérateur lipschitzien de rapport indépen
dant de k. 

3. Si k = Gh avec h~O o.p., g~O p.p. alors Rkrg]~o p.p.sur Q. 

On pose z = Rk[g]-g = Tk[g]. 
On note v+ (resp. v-) la partie positive (resp. négative) de v € 

Ho 1(Q). 

z appartient à C donc, C étant stable par partie positive, z+ 
appartient à C. 

L'inéquation (3.4) s'écrit dans ce cas : 

b(z,v-z) ~ (h,v-z) +À (F'(u)g,v-z) ~v e C ; z E C 

choisissons v= z+, on a b(z,z-) ~ (h,z-) +À (F'(u)g,z-) ~ 0 

=> b ( z-, z-) ~ 0 
or z- = z+ - z € C-C ; la condition (~)c implique z- = 0 p.p. 
d'où z ~ 0 p.p. sur Q => RdgJ ~ g ~ 0 p.p. sur Q. 

# 
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Remarque III.2 

Si (r..,u) solution de (1.1) vérifie la condition (z')c: 

inf{ a(w,w) - :\ (F'(u)w,w) 1 w E C , HwH=l } > 0 
plus faible que la condition (z)c, la fonctionnelle J n'est 
plus convexe. En utilisant une suite minimisante pour J, on mon
tre que Jf g E H0

1 (Q) l'inéquation (3.4) admet au moins une 
solution, donc l'opérateur 

w E Ho 1 (Q) + w- Pc [ "- GF'(u)w + k ] E Ho 1(Q) 

est surjectif. 

Donnons quelques formulations. équivalentes à 
e 11 es nous permettront, en parti cu 1 i er 1 a 

la condition (E)c, 
condition ii ci-

dessous, d'interpréter,· dans certains cas, (z)c comme une condition 
spectrale pour les équations [paragraphe IV.2 et chapitre VII]. 

Le11111e I II • 2 

Si F'(u) > 
i· (z)c 
ii. 

0, les conditions suivantes sont équivalentes : 
inf { a(w,w) - r.. (F'(u)w,w) 1 w € C-C, Hwll=l } > 0 
inf { a(w,w) - r.. (F'(u)w,w) 1 w € C-C, \wl=l } > 0 

iii • r.. < i nf { a(w,w) 

Démonstration du lemme III.2 
On fait une preuve circulaire. 
l.Montrons que i => ii. 

1 w E C-C, w * 0 } 

Notons y= inf { a(w,w) - r.. (F'(u)w,w) 1 w € C-C, llwH=l } 
Soit w E C-C, \wl=l alors HwH*O et on a : 

a(w,w) - r.. (F'(u)w,w) >y Hwll 2 > ylw1 2= y 

donc inf { a(w,w) - :\ (F'(u)w,w) 1 w € C-C, lwl=l } >y> 0 
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2.Montrons que ii => iii 

Soit w 8 C-C, w*O; F'(u) > 0 => (F'(u)w,w) > 0 
Notons y' = inf { a(w,w) - ~ (F'(u)w,w) 1 w € C-C, lwl=l } 

On a a(w,w) -À (F'(u)w,w) ~ r'jwl 2 

F'(u) € L~(Q) => (F'(u)w,w) ~ M lwl 2 

donc a(w,w) 
(F'(u)w,w) 

d'où ~c = inf { 

~À+.!. 
1 

M 

a(w,w) 1 w € C-C, w*O } > À 
(F'(u)w,w) 

3.Montrons que iii => i 
Supposons que ~c soit strictement supérieur à À. 
Posons ~c = À + e avec e > O. 

Soit w € C-C tel que nwn=l, on a a(w,w) - (À+e)(F'(u)w,w) ~ 0 

À [ À+e a(w,w) -À (F'(u)w,w) =- - a(w,w) - (À+e)(F'(u)w,w) J À+e À 

a(w,w) -À (F'(u)w,w) >· ~ a(w,w) ~ cre 
/\.Tt:. \+e 

donc inf { a(w,w) - À (F' (u)w,w) 1 w 8 C-C, llwll=l } > ~:e > O. 
# 

Remarque III.3 

Même si l'hypothèse F'(u) > 0 n'est pas vérifiée, les conditions 
i. et ii. restent équivalentes. 

III.2 Comparaison avec des résultats de théorie spectrale non linéaire 

En appliquant certains résultats de théorie spectrale non li
néaire [F.V,G.M], on retrouve, parfois sous une forme moins précise, 
les résultats précédents [lemme III.l, Remarque III.2]. 
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En effet, rappelons quelques définitions· de théorie spectrale non 

linéaire [F.V.]: 

- si Q est lin opérateur continù de Ho 1(Q) dans lui-même on dit 

que Q est quasi-borné si et seulement si il existe A,B > 0 

tels que Jf w € Ho 1 (Q) on ait IIQ[w]n ~A+ B nwn. Par exemple 

un opérateur positivement homogène et compact est quasi-borné. 

-deux opérateurs 0 et Q 1 

asymptotiquement équivalents 
quasi-bornés sur H0

1 (Q) 

si et seulement si : 

1 imsup Il Q [ w J - Q 1 r w J Il = 0 

llwll-++"' nwn 

sont 

-si Q est un opérateur quasi-borné sur H0
1(Q), on définit son 

spectre asymptotique 

L:(Q) = { lJ. € C tel aue liminf II!J.W- Q[w]n = o } 
nwll++"' llwll 

Application : 

Soit C un cône convexe fermé de sommet 0, inclus dans H0
1(Q) et 

(À,u) une solution de (1.1) telle que F 1 (u) > 0; alors : 

Jf k € H0
1 (Q), les opérateurs non linéaires : 

w € Ho 1 (Q)-+ Uc[w] = Pc [ GF 1 (u)w ] € Ho 1(Q) 

w € Ho 1 (Q)-+ Vc[w] = Pc [ GF'(u)w + ~ ] € Ho 1 (Q) 

sont quasi -bornés et asymptotiquement équivalents, Uc est pos i ti

vement homogène et compact, donc E(Uc) = E(Vc) [F.V,proposi

t ion 2. 2] . 

On a [F.V] le résultat de surjectivité suivant 

Théorème III.l 

Si ~ appartient à la composante connexe non bornée de 

0:-t:(Uc) alors -v- k € H0
1 (Q) l'opérateur non linéaire 

w € H0
1 (Q)-+ w- Pc [ ÀGF'(u)w + k ] G H0

1(Q) 

est surjectif. 
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Application on suppose F'(u) >O. 

Soit 1-1'c = inf { a(w,w) 

(F'(u)w,w) 
1 w € C, nwn=1 }, 

Soit w € C, llwll=1; F'(u) € Lco(Q) => (F'(u)w,w) ~ M nwn 2 ~ M 

=> a(w,w) .., ~ 
(F'(u)w,w) M 

donc 1-1'c est strictement positif. 

Uc est un opérateur compact et positivement homogène, si 1-1 € L:(Uc) 

alors. [F.V,proposition 2.2] 1-1=0 ou bien il existe w € C, w:t:O tel que 

1-1 w =Pc [ GF'(u)w] en particulier on a, dans ce cas, 

a(w,w) = ~ (F'(u)w,w) => 1-l'c ~ ~, 

=> la composante connexe non bornée de C-~(Uc) contient ] __ 1 __ ,+co[, 
1-l'c en appliquant le théorème III.1, on obtient : 

si À< 1-l'c alors V k € H0
1 (Q) l'opérateur : 

w € H0
1 (Q) ~ w- Pc [ À GF'(u)w + k ] 6 H0

1(Q) 

est surjectif. On retrouve ainsi le résultat de la remarque III.2 . 
• 

Puisque 1-lc~l-l·c, on a : si À < I-le ( c'est à dire si (t)c est 

vérifiée )1 •opérateur : 

est surjectif, ce résultat est moins précis que celui énoncé dans le 

1 emme I I I.l. 

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons ces résultats de sur

jectivité et d'inversibilité pour prouver l'existence et éventuelle

ment l'unicité de directions coniques à droite et à gauche en certains 

points (À,u), et l'existence de développements de solutions de (1.1) 

autour de (À,u). Le cône C est alors pris égal à Su dans le cas géné

ral, Su pouvant être un espace vectoriel [chapitre IV]; au point de 

transition équation-inéquation, on prendra C = C(K,u) [chapitre VI]. 
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CHAPITRE IV Etude locale en certains points réguliers. 

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, à l'étude locale des solu
tions de (1.1) au voisinage de certains points réguliers. Nous allons 
en fait envisager deux cas : 

-(Àa,ua) est un point régulier de (1.1) vérifiant la condition 
p:: )c avec C=Sua. 

-(Àa,ua) est un point régulier de (1.1). et Sua est un espace 
vectoriel. 

Nous prouvons que, sous certaines conditions (notamment lorsque l' 
obstacle et la frontière de 1 •ensemble de coïncidence sont réguliers), 
Sua est un espace vectoriel. 

En envisageant ces deux cas, nous décrivons le comportement des so
lutions de (1.1) au voisinage des points réguliers les plus généraux. 
Le point de transition équation-inéquation ne s'insère pas toujours 
dans ce cadre d'étude, une étude plus fine sera faite, en ce point, au 
chapitre VI. 

IV.1 Existence de directions coniques à droite et à gauche en (À,u) 

En appliquant les résultats du chapitre précédent, on montre, dans 
ce paragraphe , l'existence, en certains points réguliers, de direc
tions coniques à droite ( resp. à gauche ) en (À,u) notées Z+ ( resp. 
z_ ). On cherche donc Z+ vérifiant (2.2)+ ( resp_ z_ vérifiant (2.2)_) 
c'est à dire en utilisant la formulation point fixe de ces inéquations 

(2.2)+ z+ =Psu [ À GF'(u)z+ + GF(u) ] 

(2.2)_ z_ = P-su[ À GF'(u)z_ + GF(u) ] 

avec Su = C(K,u) n { u - À GF(u) }L. 
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Notation 
On dit que p .. ,u) solution de (1.1) vérifie la condition (L:) si et 

seulement si 

inf { a(w,w) - À (F'(u)w,w) 1 w E: Su-Su, nwn=1 } > O. 

Lorsque F • ( u) > 0, on a déjà énoncé [ Lemme III . 2 ] des formu
lations équivalentes à(!:). 

Proposition IV.l 
Soit (À,u) une solution de (1.1) vérifiant la condition (E) 

i il existe une unique direction conique à droite ( resp. à 
gauche ) en (À,u) notée z~ ( resp. z_). 
On a Z+) 0 p.p. sur Q en particulier Z+ = 0 q.p. sur {u=~}~ 

..:!..! De plus, on a z_) z+ p.p. sur Q en particulier z_) 0 p.p. 
sur Q. 

Démonstration de la proposition IV.1 

i Su est un cône convexe fermé de sommet 0, montrons que Su est 

stable par partie positive. 
Soit w € Su, désignons par w+ sa partie positive dans H0

1(Q), 
C(K,u) étant [M] sup-stable, w+ appartient à C(K,u). 
Or w+ ) 0 p.p. sur Q donc q.p. sur {u=~} ainsi w+ E: -C(K,u). 

L'inéquation (1.1) admet la formulation équivalente suivante 

a(u,v) ) À (F(u),v) ~v € C(K,u); u E: K. 

Soit h € C(K,u) n -C(K,u), en choisissant v= ±h dans l'inéquation 
ci-dessus, on a : 

a(u,h) = À(F(u),h) donc h € Su; 
on montre ainsi que C(K,u) n -C(K,u) = Su n -Su. 
En particulier w+ € Su. 

On peut appliquer le lemme III.1 avec C = Su k = GF(u) et g = 0 
il existe une unique solution notée Z+ de 

Z+ = Psu [ À GF 1 
( u) z+ + GF ( u) ] 

F(u) étant positif on a Z+ ) 0 p.p. sur Q. 

On peut appliquer le lemme III.1 avec C = -Su k = GF(u) et g = 0 : 
il existe une unique direction conique à gauche en (À,u) notée z_; 
on ne peut rien dire a priori sur son signe car -Su n'est pas sta
ble par partie positive . 
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ii Montrons que z_) z+ p.p. sur Q. 

_ z+ ( resp. z_ ) sont solutions de (2.2)+ 
vérifient donc les inéquations suivantes 

resp. (2.2)_), elles 

a(z+,-h) -À (F'(u)z+,-h) ) (F(u),-h) ~ h € -Su. 

a(z_, h) -À (F'(u)z_, h) ) (F(u), h) J.f h € -Su. 

On fait la somme de ces inéquations : 

(4.1) a(z_-z+,h) -À (F'(u)(z_-z+),h) ) 0 J.f h € -Su. 

Soit k =(z+-z_)+, k ) 0 p.p. sur Q, donc k ) 0 q.p. sur {u=~} 

=> k €_ -C ( K, u) • 

0 • autre part : 
Z+ € Su, -z_ € Su, aonc Z+-Z- € Su (car Su est un cône convexe); 
Su étant stable par partie positive (c.f. point~ de cette démons
tration) on a : k € Su , donc k € Su n -Su. 

On peut choisir h=±k dans l'inéquation (4.1) ce qui donne : 

a(k,k} - À (F' (u)k,k) = 0 => k=O p. p. sur Q i.e. 4~ z_ p. p. sur Q 

(puisque la condition (E) est vérifiée). 

Remarque IV.l 

Si (À,u) vérifie la condition (E'): 

inf { a(w,w) - À (F'(u)w,w) 1 w € Su, nwn=1 } > 0 

alors il existe au moins une direction conique à droite en (À,u) 

et au moins une à gauche. L'unicité n'est pas assurée. 

Cependant si il existe une direction conique à droite (resp. à 

gauche) en (À,u), notée Z+ (resp. z_), telle que Z+=O q.p. sur 
{u=~} ( ce qui est le cas si Z+)O p.p. sur Q ) alors z_) Z+ 
p.p. sur Q. 

Remarque IV.2 
Tout point (À,u) solution de (1.1) vérifiant (E) ou (E') est un 
po i nt rég u 1 i er . 
En effet, si w € H0

1 (Q), W*O vérifie l'inéquation : 

(2.1) a(w,h-w) -À (F'(u)w,h-w) ) 0 lf h € Su; w € Su. 

on a : a(w,w) -À (F'(u)w,w) = 0 avec w € Su w*O, 

ce qui contredit (E) ou (E'). 
.1.1. 
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Les conditions (E) ou (E•), en un point (~,u), sont plus restrictives 
que la régularité de (~,u), considérer par exemple le cas des équa
tions. 

En utilisant le théorème III.1, on a cependant un résultat d•existence 
plus général. 

Proposition IV.2 
Soit (~,u) une solution de (1.1); notons U 1•opérateur non liné
aire quasi-borné : 

w E Ho 1 (Q) + U[w] ~ Psu [ GF•(u)w ] € Ha 1(Q) 

S 
.. 1 
1 -

~ 

appartient à la composante connexe non bornée de C-E(U) 

alors il existe au moins une direction conique à droite en (~,u) 

et au moins une à gauche. 

Démonstration de la proposition IV.2 
L•opérateur non linéaire : 

w € Ho 1 (Q) + Psu [ 

(resp. w ~ Ho 1 (Q) + Psu [ 

GF•(u)w +! GF(u) 
~ 

1 GF•(u)w- - GF(u) 
~ 

est quasi-borné et asymptotiquement équivalent à U donc ils ont 
même spectre asymptotique. 

Or! appartient à la composante connexe non bornée de C-E(U), en 
~ 

appliquant le théorème III.1, on a : 

w E H0
1 (Q) + w- Psu [ ~ GF•(u)w + GF(u) ] C·Ha 1(Q) 

(resp. w € H0
1 (Q) + w- Psu [ ~ GF•(u)w- GF(u) ] E: H0

1 (Q) 

est surjectif. 

=> il existe z+ tel que Z+ = Psu [ ~ GF•(u)z+ + GF(u) 
(resp. il existe z tel que z = Psu [ ~ GF•(u)z - GF( u) 
posons z_= -z on a : z_ = P-su [ ~ GF•(u)z_ + GF(u) ] . 

* 

] 
]) 
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Remarque IV.3 
Notons enfin que si (t, 0 ,u 0 ) est un point réqulier de (1.1) avec 
n..;S, appartenant à une branche de solutions (!l.,u(!l.)) de (1.1) 

croissante en "-, continue à droite en· (!1. 0 ,u 0 ) (resp. à gauche) 
alors il existe [ proposition II.3, remarque II.5 ] au moins une 

direction conique ·à droite en ("-o,uo) notée z+ (resp. à gauche, 

notée z_); on a z+~ 0 p.p. sur Q, Z+= 0 q.p. sur {u=~} 

(resp. z_~ 0 p.p. sur Q, on ne peut pas affirmer que z_= 0 q.p. 

sur {u=~} ). 

En particulier en tout point régulier de la branche maximale 

(resp. minimale) de solutions de (1.1) il existe au moins une 

direction conique à droite (resp. à oauche) r chapitre VII ]. 
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IV.2 Cas où Su est.un espace vectoriel 

Si Su est un espace vectoriel alors 

Su = { w 8 H0
1(Q) 1 w = 0 q.p. sur {u=~} } 

(en effet C(K,u} n -C(K,u) = Su n-Su c.f. la démonstration de la 
proposition IV.1); 
et l'opérateur U : w ~ Ho 1 (Q) ~ U(w) =Psu [ GF'(u)w ] E Ho 1(Q) 
est linéaire compact; 
si (À,u) est une solution de (1.1) avec À> 0, on a: 

1 (À,u) est un point singulier <=> - est une valeur propre de U .. 
À 

Les inéquations (2.2)+ et (2.2)_ sont alors identiques et se réduisent 
à l'équation suivante : 

(4.2) a(z,v) =À (F'(u)z,v) + ( F(u),v) Jf v € Su; z E Su. 

Soit (À,u) une solution de (1.1) telle que Su soit un espace vecto
riel; si E = {u=~} désfgne l'ensemble de coïncidence défini comme dans 
[M], on suppose que ôE est régulière et l'application w € Su~ wiQ-E 
E H0

1 (Q-E) étant alors bijective, on identifie Su et Ho 1(Q-E). 
On montre que l'inéquation (2.1) et 1 iéquation (4.2) peuvent alors s• 
écrire sous la forme de problèmes de Dirichlet sur le complémentaire 
de 1 •ensemble de coïncidence Q-E : 

(2.1) Aw =À F'(u)w w € H0
1 (Q-E). 

(2.2) Az =À F'(u)z + F(u) z € Ho 1(Q-E). 

De plus, la condition (~) est équivalente à 

v(À,u) = inf { a(w,w)- À (F'(u)w,w) 1 w 8 Su, \wl=l} > 0 

v(À,u) est, dans ce cas, la valeur propre fondamentale du problème de 
Dirichlet linéarisé sur Q-E : 

(4.3) Aw- À F'(u)w = vw w € H0
1 (Q-E). 

Nous donnerons, dans le chapitre VII, plus de détails sur l'interpré

tation de la condition (~). 
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Proposition IV.3 
Soit (f...,u) une solution de (1.1) avec n~4, 'Y E: C2 ("Q), on peut 
définir E={u='Y} ponctuellement; on suppose que ôE est régulière 
( on ne suppose pas que Su est un espace vectoriel ). 
Soit z une solution de (2.2) : Az = /... F'(u)z + F(u) dans Q-E, 
z=O sur ô(Q-E); si z ;;;. 0 p. p. sur Q-E, en prolongeant z par 0 
sur E, on obtient une direction conique à droite en (f...,u). 

La démonstration est semblable à celle de la proposition VI.3. 

Lorsque (1-.. ,u) est une solution de (1.1) telle que Su soit un espace 
vectoriel, on est dans le cadre d'application de la remarque III.1, 
d'où le corollaire de la proposition IV.1. 

Corollaire IV.l 
Soit (f...,u) un point régulier de (1.1) tel que Su soit un espace 
vectoriel. 
Il existe une unique direction conique à droite et à gauche en 
(f...,u) notée z, i.e. z est solution de (4.2); 
on a z = 0 q.p. sur {u='Y}. 

Remarque IV.4 
Lorsque Su est un espace vectoriel, pour prouver l'existence et 
l'unicité des directions coniques en un point {f...,u), on n'a pas 
besoin que la condition (L:) soit vérifiée, la régularité de 
{f...,u) suffit mais on ne peut pas garantir alors que z ;;;. 0 p.p. 
sur Q. 

Remarque IV.5 
Le cas vectoriel n'est pas le cas général. 
En effet si {f...,u) est un point de transition équation-inéquation 
de (1.1) vérifiant la condition (I:) et tel que {u='Y}={x 0 } avec 
n=1, on verra au chapitre VI que z+(x 0 )=0, z_(x 0 )>0 donc z+*z_, 
Su n'est pas un espace vectoriel. 
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D•autre part, si (À,u) est un point de transition équation-iné
quation de (1.1) tel que cap{u=~}=O (par exemple {u=~}={x 0 } avec 
n>1 ) alors : 

Su= C(K,u) = { w E Ho 1(Q) 1 w~O q.p. sur {u=~}} = H0
1(Q) 

Su est un espace vectoriel. 

Montrons que, dans des cas un peu moins simples mais qui réclament no
tamment des propriétés topologiques et différentielles de 1•ensemble 
de coïncidence, Su peut être un espace vectoriel. 

Théorème IV.l 
Soit (À,u) une solution de (1.1). 
Désignons par E={u=~} 1•ensemble de coïncidence défini comme 
dans [M],donc à un ensemble de capacité nulle près. 

On fait les hypothèses suivantes : E*0, È=E, ôE régulière~ 

l 1 obstacle ~ E C2 (~) est tel que A~- À F(~) ne s•annule pas sur 
Q; al ors : 

Su= {w E H0
1 (Q) 1 w=O q.p. surE}, c•est un espace vectoriel, 

et~ w E Su yw = 0 où yw désigne la trace de w sur ôE. 

Démonstration du théorème IV.1 

1. Montrons, tout d1 abord, que Suc {w € H0
1(Q) 1 w=O p.p. surE } 

Soit w € Su, on a : a(u,w) -À (F(u),w) =O. 
D • autre part 

a(u,w)- À (F(u),w) =fraI aij(X) ôu(x) ôw(x)- À F{u)(x) w(x))dx 
Q ôXi ôxj 

par hypothèse (A~)-e LP(Q), p ~ 2 donc u € H2 ,P(Q). 
Q étant régulier, on peut appliquer la formule de Green: 

=> a(u,w) -À (F(u),w) =~Au- À F(u)) w dx 

Soit I(u) 1 •ensemble de coïncidence défini comme dans [L.Sl par : 
Cr(u) = { u < ~ au sens de H0

1 (Q)}; soit E={u=~} défini comme 
dans [M], à un ensemble de capacité nulle près; E et I(u) diffèrent 
d•un ensemble de mesure nulle ainsi que leurs complémentaires. 
De plus Au - À F(u) est une mesure à support dans I(u) [L.S] 

donc a(u,w) -À (F(u),w) =;;(Au- À F(u)) w dx 
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Un résultat classique de Stampacchia assure de plus que Au = A'rf 

p. p. sur E 

d•où ~(A'rf- À F('rf))w dx = 0 

mais w ~ 0 q.p. sur E donc p.p. sur E, et A'rf - À F('rf) < 0 sur E 
=> w =· 0 p.p. sur E. 

2. Montrons que si w € H0
1 (Q), w=O p.p. surE alors yw =O. 

Par hypothêse ~=E donc ô~= ôE et ô~ est réguliêre (i.e. ôE est de 
classe C1 et Ë est localement d•un seul coté de ôË ). 

Soit w E H0
1 (Q) tel que w = 0 p.p. sur E, on peut définir la trace 

yw de w sur ôE ; 
puisque w e H1 (È), on a yw e H1 ' 2 (ôE) 

et llywll ~ C nwn = C (J.w2dx + /(vw) 2dx) 1
'

2 

H1 ' 2 H1 (È) E JÈ 
où·C désigne une constante strictement positive indépendante de w; 
donc yw = 0 dans H1 :-2 (ôE). 

3. Pour finir montrons que Su c { w € H0
1 (Q) 1 w=O q.p. sur E } 

1 
w sur Q-E Soit w E Su, puisque yw=O, en posant v = 0 sur E 

on définit ainsi un élément de Ho 1(Q), on a v-w = 0 p.p. sur Q (c.f 
1.); Q étant ouvert on a v-w = 0 q.p. sur Q donc surE, d•où w = 0 

q. p. sur E. 

4. Réciproque. 

Soit wC H0
1 (Q) tel que w = 0 q.p. surE alors w € C(K,u}. 

Or a(u,w) -À (F(u),w) = lr_(Au -À F(u) )w dx (c.f 1.) 

·w = 0 q.p. sur E donc p.p. sur E d 1 0Ù a(u,w) -À (F(u),w) = 0 
=> { w E Ho 1 (Q) 1 w = 0 q.p. surE} csu. 

# 

Remarque IV.6 
l Il est facile de voir que le théorême IV.1 reste vrai si on a 
seulement 'rf € H2 ,P(Q) p:>2 .avec A'rf- À F('rf) < 0 p.p. sur E. 
ji On a vu que si (À,u) est un point de transition équation-iné
quation de (1.1) tel que E = {xo} avec n=1 Su n•est pas un espa
ce vectoriel, mais c•est le cas où E = 0 * E = {x 0}. 
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Remarque IV.7 
La régularité de ôE est utilisée dans le théorème IV.l pour 
démontrer les points 2. et 3.; c•est à dire pour montrer que : 
si w € Ho 1 (Q), w=O p.p. sur Ë alors w=O q.p. sur E. 
Lorsque n=l, cette propriété est vérifiée sous 1 •hypothèse Ë=E. 
En effet, soit w € H0

1 (Q), w=O p.p. sur È, on peut choisir w 
continu sur Q, alors w=O sur Ë, donc par continuité w=O sur E=E. 
Conclusion : Su c { w € H0

1 (Q) 1 w=O sur E }; pour la récipro
que, on utilise le point 4. de la démonstration précédente. 

=1:1= 

o•autre part, si n>l et si ~1 existe une suite de sous ensembles 
fermés Ep cE, Èp=Ep:t:0, ôEp régulière et tels que 
cap(E- ~ Ep) = 0 alors on a aussi : 

Su= { w e Ho 1 (Q) 1 w=O q.p. surE}. 
En effet, si w € Su, comme au 2. et 3., on montre que w=O q.p. 
sur Ep Jf- p, en particulier w;>O sur Ep au sens de H0

1(Q) 

[L.S] ~ p donc [A] w;>Q sur U Ep, c•est à dire w;>Q q.p. sur 
U Ep donc surE; de la même manière, on a w~O q.p.sur E. 

Grâce à cette extension, le résultat du théorème IV.1 est vala
b 1 e 1 orsque 1• ensemb 1 e de caine i denee est de frontière ôE régu
lière sauf en quelques points exceptionnels mais avec Ë=E à un 
ensemble de capacité nulle près. 

IV.3 Etude locale autour d'un point régulier. 

Dans tout ce paragraphe, on suppose n~4. 

Soit ("-0 ,u 0 ) un point régulier de (1.1); on va montrer, dans certains 
cas où l'unicité des directions coniques à droite (resp. à gauche) est 
assurée, 1•existence d'un développement local de solutions à droite 
(resp. à gauche) de ("- 0 ,u0 ) le terme d'ordre 1 par rapport à "-étant 
la direction conique à droite (resp. à gauche) 
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Soit P'-a,ua) une solution de (1.1), on cherche des solutions de 
(1.1) sous la forme suivante 

À = Ào + s u = ua + sz 

IV.3.1 Recherche d'un développement autour de (Àa,ua); formulation du 
problème en terme de point fixe. 

On choisit s>O ( un calcul analogue peut être fait pour s<O ). 

On cherche des solutions de ( 1.1) sous la forme : 
À = Àa + s, u = ua + sz. 

En utilisant la formulation ( 1.2) en terme de point fi xe de ( 1.1) le 
problème à résoudre revient à chercher s et z solutions de : 

(4.4) u0 + sz = PK[(Àa+s) GF(ua+sz)]. 

Puisque n~4, la formule de dérivation conique (2.3) établie au chapi

tre II permet d'écrire 

PK[(Àa+s) GF(u 0+sz)] = u0 + s Psu 0[ÀaGF'(uo)z + GF(ua)] + SE(s,z) 

avec lim E(s,z) = 0 
s-+0 

uniformément par rapport à z, z restant borné 
dans Ha 1 ( Q) • 

D'où la formulation équivalente à (4.4) : 

(4.5) z = Psu
0
[ÀoGF'(uo)z + GF(uo)] + E(s,z). 

Supposons que (Àa,u 0 ) vérifie la condit.ion (I:) alors d'après le 
lemme III.1 et la proposition IV.1, il existe une unique direction co
nique à droite (resp. à gauche ) en (À 0 ,u 0 ) notée z+ (resp. z_) et 
1 'opérateur non linéaire : 

w € H0
1 (Q) -+ w- Psua[ÀaGF'(ua)w + GF(uo)] € Ho 1(Q) 

e~t inversible d'inverseR. 
Or, pour s=O, 1 'équation (4.5) se réduit à : 

z = Psu0 [ÀaGF'(uo)z + GF(uo)] 
c•est à dire z est une direction conique à droite en (Àa,u 0). 

On posez= z+ + e e € Ha 1(Q), on a ainsi une formulation équivalente 
a (4.4) 

(4.6) e = R[E(s,e)]- z+ 

avec lim E(s,e) = 0 uniformément par rapport à e, e restant borné 
s-+O+ dans Ho 1(Q). 

Remarquons que z+ = R[O]. 
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Soit ~(s,e) = R[e(s,e)]- Z+· 

{4.6) est en fait un problème de point fixe 

(4.6) e = <ll(s,e) ·1 

IV.3.2 Existence d•un développement autour de {À0 ,u 0). 

Théorème IV.2 
Soit (À 0 ,u0 ) une solution de (1.1) vérifiant la condition (E); 
Z+ (resp. z_) désigne 1 •unique direction conique à droite 

(resp. à gauche) en (À 0 ,u0 ). 

Alors il existe Tl>O et une multi-application e+: (O,Tl) + Ho 1(Q) 

(resp. e_: (-T'!,O) + H0
1 (Q) ) tels que : 

u0 + sz+ + se+(s) (resp. u0 + sz_ + se_(s) ) soit solution de 

( 1.1) pour À = Ào + s. 

De plus ne+(s)ll (resp. ne_(s)ll ) + 0 quand s+O+ (resp. s+O_). 

Remarque IV.8 
Dans le cas vectoriel ( Su0 espace vectoriel ) le théorème IV .2 
reste vrai dès que (À0 ,u 0 ) est un point régulier de (1.1). On a 

alors Z+ = z_ = z et il existe une multi-application : 

s 6 (--r,fl) + e(s) E: Ho 1 (Q) telle que (À 0+s, u0 + sz + se(s)) 

soit solution de (1.1) avec lim ne(s) 11 +o .. 
s+O 

·Remarque IV.9 
Au voisinage de (À 0 ,u 0 ), on obtient grâce au théorème IV.2 des 

solutions de (1.1) sous la forme (À,U(À)), u(À) étant une multi

appl ication admettant, au voisinage de Ào, un développement à 

1•ordre 1 selon À. 

Ce résultat est à rapprocher de ceux obtenus pour les équations 

[ proposition II.1 et théorème II.2 ]. Mais e+ et e_ donc u(À) 

sont ici des multi-applications. 
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Remarque IV.lO 
Si (À 0 ,ua) est un point régulier de la branche maximale (resp. 
minimale) de solutions de (1.1) tel que Su 0 soit un espace vec

toriel, ua= Ü(Àa) (resp. uo= y(Àa)), 
pour À= Àa+s s>O on a [chapitre VII] ü(À) =ua+ sz + së(s) 
(resp. pour À = Àa+ s s<O on a ~(À) = u0+ sz + s~(s) ) 
ë (resp. ~) est une application de (O,n), n>O, (resp. (-n,O)) 
dans H0

1 (c). L•interprétation géométrique des directions coniques 
à droite et à gauche, z+ et z_ [proposition II.3 et remarque II.5] 
implique : 
ë(s) (resp. ~(s)) ~ 0 quand s~ dans L2(c) et dans Ha 1(c) faible 
(a priori on ne sait rien pour la topologie forte). 

Démonstration du théorème IV.2 

On raisonne pour s > O. 

0 • après 1 a formulation précédente, on cherche pour tout s>O, voisin 
de 0, un point fixe de 1 •application : 

e ~ <1>(s,e) = R[e:(s,e)] - R[O]. 

On rappelle que d•après (2.5), pour s>O, on a : 

e:(s,e) = ~ (PK[(À0+s)GF(u 0+sz++se)]- ua}- Psu 0 [ÀaGF•(ua)(z++e)+GF(u 0)] 

1. Montrons que~ s>O l •application e € Ho 1(c) ~ <1>{s,e) G H0
1(c) 

est compacte. 

Soit (ei)i€I une famille appartenant à un borné de H0
1(c), on 

peut en extraire au moins une suite (ep)p€N telle que : 
9p ~ 9 6 Ha 1 (c) dans L2 (c) fort, 

~+co 

en particulier ua+sz++sep ~ ua+sz++se· dans L2 (c) fort lorsque p~co, 

et F(ua+sz++sep) ~ F(u 0+sz++se) dans L2 (c) fort car (x,t)~f(x,t) 

étant régulière et bornée, 1•opérateur de Nemytskii associé est 
continu de L2 (c) fort dans lui-même, de même, puisque F•(u 0 ) € Lco(c), 

F•(ua)(z++Bp) ~ F•(ua)(z++e) dans L2(C) fort lorsque p~co. 
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Ori compose avec l'opérateur de Green G qui est compact de L 2 ( Q) 

dans Ho 1 (Q) puis avec PK, Psu 0 , et R qui sont continus de 
Ho 1 (Q) dans lui-même ainsi <t>(s,ep) + <t>(s,e) dans· H0

1(Q) lorsque 
p++CX). 

On montre de même la continuité de e E H0
1(Q) + <t>(s,e) € H0

1(Q) en 
partant directement d'une suite ep € H0

1(Q) telle que ep + e 
lorsque p++CX) dans H0

1 (Q) donc dans L2 (Q). 

2. Existence d'une multi-application s + e+(s). 

On a vu que~ s > 0 e E H01(Q) + <t>(s,e) € H0
1(Q) est compacte; R 

étant lipschitzienne de rapport L et E(s,e) tendant vers 0 lorsque 
s + 0+, uniformément par rapport à e te 1 que 11 e 11 ~1, il existe n>O 

tel que: 41- s € (O,n) on ait nE(s,e)n (!:.. .v- e E H0
1(Q), nen~1 

L 

d'oa nR[E(s,e)]- R[O]n c 1. 

Ainsi lf s € (O,n) l'application e + Q>(s,e) envoie la boule unité 
fermée de H0

1(Q) dans elle-même. On peut donc appliquer le théorème 
du point fixe de Schauder, et définir pour O<s<n une multi-appli
cation s + e+(s) E H0

1(Q) telle que ne+(s)n c 1 et 
e+(s)=<t>(s,e+(s)), d'après IV.3.1, cela veut dire que: 
(À0+s,u 0+sz++se+(s)) est solution de (1.1). 

3. Propriété des+ e+(s); 

d'où ne+(s)n cL IIE(s,e+(s))n qui tend vers 0 lorsque s + 0+ uni
formément pour ne+(s)ll c 1. 
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IV.3.3 Existence de composantes connexes de solutions. 

Une autre approche du problème a été faite [Co,Co.I.B.N]; sous les mê
mes hypothèses que celles du paragraphe IV.3.2, à ]•aide du degré to
pologique, on prouve 1•existence de composantes connexes de solutions 
de (1.1), en les précisant un peu. 

Théorème IV.3 [Co,Co.I.B.N] 
Soit (À 0 ,u0 ) une solution de (1.1) vérifiant la condition (E); 
il existe une composante connexe c+ (resp. -c-) de solutions 
(À,U) de (1.1) avec À)Ào (resp. À~Ào); c+ (resp. C-) contient 
(À0 ,u 0 ), est non bornée dans RxH 0

1 (Q) et vérifie la propriété 
suivante : 

si (Ài,ui)iti E c+ (resp. c-) avec Ài~Ào (resp. ÀitÀ0 ) 

alors 

Ui - u0 
~ Z+ (resp. z_) dans H0

1 (Q) fort, où Z+ (resp. z_) 
Ài - Ào 

est 1•unique direction conique à droite (resp. à gauche) en 
(Ào,uo). 

Remarque IV.ll 
l Dans le cas linéaire ( Su 0 espace vectoriel ) le théorème 
IV.3 reste vrai dès que (À0 ,u 0 ) est régulier et on a z+=z_. 

li Notons que Z+ (resp. z_) sont obtenus comme limite forte de 

ui - ua 
dans H0

1 (Q) et non pas seulement comme limite faible 
Ài - Ào 
dans H0

1 (Q) ce qui était le cas dans l•interprétation géométrique 
[proposition II.3] et dans la remarque IV.10. 

Schéma de démonstration du théorème IV.3 
On raisonne pour s>O; on pose À= Ào+ s u = u0+ sz++ se,e € Ho 1(Q) 
On montre alors que (À,u) est solution de (1.1) si et seulement si 

PK[(À0+s)GF(u 0+sz++se)]-uo 
e = R[ - Psu

0
[À0GF•(u 0)(z++e)+GF(u 0 ) ]]-R[O] 

s 
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On a ainsi une formulation point fixe du problème : e = <P(s,e) qui 
est semblable à la formulation utilisée dans la démonstration du 
théorème IV.2 sauf que l'on a remplacé ë:(s,e) par son expression 
exacte. 
On pose ~(O,e) = 0 par continuité. 

On utilise alors le degré topologique· pour prouver l'existence de 
c+ et de c-. 

On a ainsi précisé, par rapport au théorème IV.2, la structure topo
logique de l'ensemble des solutions de (1.1) au voisinage de {!~.0 ,u 0 ). 

Cette amélioration peut s'expliquer par le fait que : 
pour démontrer le théorème IV.3, on utilise la compacité de l'applica
tion: (s,e) 8 R+xHa 1 (Q) + ~(s,e) € Ho 1(Q) 
tandis que pour le théorème IV.2, on utilise seulement la compacité de 

e e Ho 1 (Q) + ~(s,e) €.Ho 1 (Q) ~ s>O voisin de O. 
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CHAPITRE V Etude locale autour d•un point singulier. 

Nous nous int~ressons, dans ce chapitre, â 1 ·~tude locale de solu

tions de (1.1) autour d•un point singulier (7-,a,ua), tel que Sua sa.it 
un espace vectoriel, et qui v~rifie quelques propri~t~s suppl~men

taires. Ces propri~t~s sont à rapprocher de celles, énoncées au th~o

rème II.1, et qui assurent, pour les ~quations, 1•existence d•un arc 

r~gulier de solutions autour de (Àa,ua). Nous voulons gén~raliser ce 
r~sultat aux in~quations de type (1.1). 

V.1 Pr~liminaires. 

Dans tout ce chapitre, on suppose n(4. 

Soit (Àa ,ua) une solution de (1.1) telle que Sua soit ·un espace 
vectoriel. On suppose que (Àa,ua) est un point singulier et plus 

pr~cis~ment que le noyau %de 1•op~rateur H : 

wC Ha 1 (Q) + w- Psua["a GF•(ua)w] € Ha 1 (Q) 
est de dimension 1. Soit ZN un gén~rateur de ce noyau. Ori se pla

ce, dans tout le chapitre, sous ces hypothèses et on montre l•exis

tence d•un d~veloppement autour de (Àa,ua). 

Le11111e V.l 

Soit 9t 1• image de 1• op~rateur H : 

w € Ha 1 (Q) + w- Psua["aGF•(ua)w] € Ha 1 (g) 

GP est un sous espace vectoriel fermé de Ha 1(Q) de codimension 1 

et en fait GP = { w € Ha 1 (g) 1 (F•(ua)zN,w)=O }. 

D~monstration du lemme V.1 

On a, pour tout w € H0
1 (Q), H(w) = w- Psua["a GF•(ua)w]; H est 

une perturbation lin~aire compacte de 1 1 identit~. On peut appliquer 

les r~sultats de l 1 alternative de Fredhlom [S] : 

GP= Im(H) est donc un sous espace vectoriel ferm~ de Ha 1(Q) 

et codim 9t = dim %= 1. 
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Pour montrer que ~ = {GF'(ua)ZNJ--1- = {F'(ua)zN)-1-2 , puisque 
{F'(ua)ZN}~2 est de codimension 1, il suffit de montrer que 
~ C { F '- ( ua ) ZN }.J.2 • 

Soit w € p;f j y € Ha 1 (Q) tel que w =y- Psua["-a GF'(ua)y]; en 
appliquant la définition de l'opérateur Psu~' on a: 

a("-aGF'(ua)Y- y+ w,h) = 0 ~ h € Sua; 

en particulier, si h = ZN, on obtient 

(5.1) a(y-W,ZN) ="-a (F'(ua)Y,ZN) 

or ZN= Psua[GF'(ua)zN] 

donc~ h 6 Sua a("-a GF'(ua)ZN,h) = a(zN,h) 

on choisit h = y-w d'où 

On soustrait l'équation (5.2) de l'équation (5.1) 

# 

En appliquant l'alternative de Fredhlom [S] à l'opérateur H, 
on obtient 

Le11111e V.2 

Si "!Yest un supplémentaire de JV, par exemple 11/"= JV~, alors 
H admet un pseudo-inverse [S] 0 de~~ "!Ydéfini ainsi : 
si w €~ j! y € 1Y tel que H(y) = w, on pose y= Q(w), Q est li
néaire continu pour la topologie de Ha 1(Q). 

Nous allons montrer que, sous ces hypothèses, il existe un développe
ment local des solutions de (1.1) autour de ("-a,ua); par analoqie avec 
les résultats obtenus pour les équations, nous cherchons des solutions 

de (1.1) sous la forme : 
"-. = "-a+sô, ô € R, u =ua+ s(zN+w), w € 1Y. 

V.2 Recherche d'un développement; formulation du problème en terme de 
point fixe. 

On choisit s>O (un calcul analogue peut être fait pour s<O). 
En utilisant la formulation (1.2) en terme de point fixe de (1.1), le 
problème à résoudre revient à chercher s, ô et w solutions de : 

(5.3) ua+s(zN+w) = PK[(:\o+sô)GF(ua+s(zN+w))]. 
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On va, pour transformer cette équation, utiliser à nouveau la dérivation 
conique des projecteurs. 
Ecrivons un développement de Taylor de F, autour de ua,· à 1•ordre 2. 

s2 
F(uo+s(zN+w)) = F(uo) + s F•(uo)(zN+w) +- F"(~)(zN+w) 2 

2 

~(x) 8 [u 0 (x)+s(zN(x}+w(x)),u 0 (x)] ou [uo(x),uo(x)+s(zN(x}+w(x))] 
si u0 (x}+s(zN(x)+w(x))~uo(x) ou si uo(x)~uo(x}+s(zN(x}+w(x)) 

=> (Ào+so)GF(uo+s(zN+w}) = ÀoGF(u 0 }+s(oGF(u 0 )+ÀoGF'(uo)(zN+w) l+s 2k(s,o,w). 

et k(s,o,w) = ôGF'(uo)(zN+w) + ~ 0 GF"(~)(zN+w) 2+ ~·ôGF"(r:)(zN+w) 2 

2 2 
k(s,o,w) reste dans un compact de H0

1 (Q) lorsque (s,o,w) est borné 
dans R+xRxH 0

1 (Q). 
donc sk(s,o,w) + 0 quand s+O uniformément par rapport à (o,w), 

(o,w) étant borné dans RxH 0
1(Q). 

La dérivation conique des projecteurs implique : 

PK[(À0+so)GF(u 0+szN+sw)] = u0+sPsu
0
[oGF(u 0 )+À0GF•(u 0)(zN+w}+sk(s,o,w) ]+ 

+ser(s,o,w) 
Psuo étant lipschitzien, on a ~ 

(5.4)PK[(À0+so)GF(u 0+szN+sw)] = u0+sPsu 0 [ôGF(u 0 )+À0GF'(u 0)(zN+w) ]+se(s,o,w) 
avec lim e(s,o,w)=O uniformément par rapport à (ô,w), 

s+O (ô,w) borné dans RxHa 1(Q). 
or Psuo est, ici , un opérateur linéaire, 

Psu
0

[ ôGF(u 0 ) + Ào GF'(uo)(zN+w)] =·ZN+ Psu 0 [Ào GF•(uo)w + ôGF(uo)] 

on obtient ainsi la formulation suivante équivalente à (5.3) : 

(5.5) w = Psu
0

[Ào GF'(u 0 )w +ô GF(u 0 )] + e(s,ô,w). 

Lenme V.3 
Soit (À 0 ,u0 ) un point singulier vérifiant les hypothèses énoncées 
au début du paragraphe V.l et tel que (F(u 0 ),zN)*O, 
alors l'opérateur linéaire : 
(ô,w) e Rx~+ w-Psu

0
[ÀoGF'(uo)w]-oPsu

0
[GF(uo)] e Ho 1 (Q) 

est bijectif d'inverse Q linéaire continu. 
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Remarque V.l 

Puisque Psuo est un opérateur auto-adjoint pour le produit 
scalaire associé à la forme a : 

a(Psu0 [GF(uo)],GF•(uo)zN) = a(Psu 0[GF•(u 0)zN],GF(u 0))= 

=a(~ ,GF(uo)) = ~ (ZN,F(uo)). 
Ào Ào 

Ainsi, en utilisant le lemme V.l, on a : 

(F(uo),zN) * 0 <=> Psu 0[GF(uo)] f/.PA , qui est une extension 
naturelle de la condition de transversalité introduite pour les 

équations (Théorème II.l). 

·Démonstration du lemme V.3 
Soit gE Ho 1 (Q), montrons que 1•équation : 
(5.6) w-Psu

0
[À0GF•(u 0 )w]-oPsu

0
[GF(u 0 )]=g, (o,w) E Rx~ 

admet une unique solution (o,w) notée Q(g). 

Compte tenu des résultats du lemme V.2, 1 •équation (5.6) admet une 
solution w si et seulement si :. g + 6 Psu

0
[GF(u 0)] € PA 

<=> (F•(u0 )zN,g) +ô (F•(u 0 )zN,Psu
0

[GF(u 0 )]) = 0 (lemme V.I) 

<=> (F•(uo)zN,g) + ~ (zN,F(uo)) = 0 , grâce à la remarque V.l. 
Ào 

<=> 6 = -Ào(F•(uo)zN,g) ·noté Q
1
(g); 

(F(uo),ZN) 

et g € Ho 1 (Q) + Q1 (g) € Rest ·linéaire continu. 
Ce calcul est en fait la projection de 1 •équation (5.6) 
sur PA.J..2 = ( F • ( u0 )zN) . 
Projetons maintenant 1•équation (5.6) sur PA. 

L•opérateur w € "#' + w-Psu
0
[ÀaGF•(ua)w] € Ha 1 (Q) admettant un 

pseudo-inverse Q, si w vérifie (5.6), on a : 

w = Q(g + 6 Psu
0
[GF(uo)]) 

w = Q(g- Ào (F•(uo)zN,q) Psu
0
[GF(uo)J) noté Q2(g). 

(F(uo),ZN) 
gE: Ho 1 (Q) + 02(g) €"#' C Ho 1 (Q) est linéaire continu . 
gE: Ho 1(Q) + Q(g) = (QI(g),Q 2(g)) € Rx"JY est linéaire continu et 
répond à la question. 

# 
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On munit RxH 0i(Q) de la norme suivante : 
n(ô,w)n? max {lôl,nwn} et on note nijn la norme de~' opérateur 

linéaire continu de H0
1 (Q) dans RxH 0

1(Q). 

Application: 

Notons ~(s,ô,w) = Q(e(s,ô,w)). 

On obtient la formulation en terme de point fixe, équivalente à (5.3) 

(5.7) (ô,w) = ~(s,ô,w) (ô,w) E Rx iF. 

V.3 Existence d'un développement autour de (À0 ,u 0 ). 

Théorème V.l 

Soit (À 0 ,u0 ) un point singulier de (1.1) tel que Su 0 soit un es
pace vectoriel et w + H(w) = w- Psu

0
[À 0GF'(u 0 )w] ait un noyau 

JV de dimension 1, de générateur ZN, avec (F(u 0 ),zN)*O; 
alors il existe n>O et une multi-appliçation : 
s E (-n,n) + (ô(s),w(s)) € RxH 0

1(Q), w(s) E 11'", un supplémentai
re donné de JV, telle que (À0+s6(s), ua+szN+sw(s)) soit solu
tion de (1.1); de plus 6(s) + 0 et nw(s)n +O. 

s+O± s~± 

Remarque V.2 
Ainsi, sous des hypothèses à rapprocher de celles énoncées dans 
le théorème II.1, on obtient, au voisinage de (À0 ,u 0 ), un déve
loppement local des solutions, semblable à celui obtenu pour les 
équations [théorème II.1 et proposition II.2]. 
Notons cependant que l'on a ainsi de nombreuses solutions voisi
nes de (À0 ,u 0 ) car on montre 1 'existence de multi-applications. 
De plus, on ne sait pas si pour s voisin de 0, s>O ou s<O, 
À(s)=Ào+sô(s) est toujours plus petit que Ào, donc on ne sait 
pas si on a vraiment un point de retournement. 
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Remarque ·V. 3 

On montre qu'il existe, en général, sur la branche maximale, un 
point singulier (A*,u*), appelé premier point de changement de 
stabilité, qui vérifie les hypothèses du théorème V.l [chapitre 

VII]. 

Démonstration du théorème V.l 
On raisonne, pour s>O, en utilisant la formulation en terme de point 
fixe (5.7) établie au paragraphe V.2; il est donc nécessaire d'étu
dier l'application : (o,w) C Rx~ + ~(s,o,w) € Rx~. 
Rappelons que : 

e:(s,o,w)= 

= PK[(A0+so)GF(u 0+szN+sw)]-PK[AoGF(uo)J _ Psuo[AoGF'(uo)(zN+w)+oGF(uo)J 
s 

~Montrons que~ s>O 1 'appl1cation (o,w) + ~(s,o,w) est compacte 
pourla topologie de RxH 0

1 (Q) 

Soit (o;,wi);er une famille appartenant à un borné de RxH 0
1(Q) 

avec Wi E ~ pour tout i E I; on peut en extraire au moins une 
sous suite (op,wp)pE.N telle que op+ o, wp + w dans L2 (Q) 

et dans H0
1 (Q) faible lorsque p++m; d'où w €"ff/ car~est un sous 

espace vectoriel fermé dans H0
1(Q); 

en particulier u0+szN+swp + ua+szN+sw dans L2(9) lorsque p++m 
et comme dans la démonstration du théorème IV.2, on a : 
F(u0+szN+swp) + F(u 0+szN+sw) dans L2 (Q) 

F'(uo)(zN+wp) + F'(uô)(zN+w) dans L2(Q). 
On compose avec l'opérateur de Green G qui est compact de L2 (Q) dans 
H0

1 (Q) puis par PK, Psu
0 

qui sont continus de H0
1(Q) dans lui-même; 

ainsi (o,w) E Rx.lr+ e:(s,o,w) E H0
1 (Q) est compacte 

=> (o,w) E Rx.lr+ Q(e:(s,o,w)) = ~(s,o,w) € Rx.lrC RxH 0
1(Q) est 

compacte. 

On montre de même la continuité en partant directement d'une suite 
(op,wp)p€N qui converge dans RxH 0

1 (Q) donc dans RxL 2(Q). 
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~Existence d'une multi-application s+(o(s),w(s)). 

On a vu que .lf s>O, l'application (ô,w) e RxJY'+ <r>{s,ô,w) e RxJY'est 
compacte. 
D'autre part, Q est continu de H0

1 (Q) dans Rx/r et e:(s,ô,w)+O 
lorsque s+O+, uniformément par rapport à ( ô,w) E: RxJY' lorsque 
ll{ô,w)ll~l. 

Donc il existe n>O tel que, pour O<s<n, on ait : 

1 lle:{s,ô,w)n ~ _ V (ô,w) € RxJY' ll(ô,w)nd => n<r>(s,ô,w)nd 
IIQII 

Ainsi Jf s € (O,n) l'application (ô,w) + <I>(s,ô,w) envoie la boule 

unité de RxHo 1 (Q) dans elle-même. 

On peut appliquer le théorème du point fixe de Schauder; on définit 
ainsi pour O<s<n une multi-application 
s € ( 0, n) + (ô ( s) , w( s) ) e Rx Ir te 11 e que 11 (ô( s) , w( s) ) 11 ~1 et 
(ô(s),w(s)) = <r>(s,ô(s),w(s)) 
c'est à dire, d'après le paragraphe V.2 , 

(À0+sô(s),u0+szN+sw(s)) est solution de (1.1). 

' l:_ Propriété de : s+{ô(s) ,w(s)). 

On a {ô{s),w(s)) = Q(e:(s,ô(s),w(s))), 

d'où n{ô{s),w(s))n ~ IIQII ne:(s,ô(s),w(s))n qui tend vers 0 lorsque 

s+O+ car Il (ô ( s) , w( s)) Il <1. 

On raisonne de même pour s<O. 

V.4 Existence de composantes connexes de solutions. 

Une autre approche du problème a été faite [Co,Co.I.B.N]; sous les 
mêmes hypothèses que pour le théorème V.1, à l'aide du degré topologi
que, on prouve l'existence de composantes connexes de so 1 ut ions de 
(1.1) en les précisant un peu : 



- 62 -

Théorème V.2 
Soit (~ 0 ,u 0 ) un point s~ngulier de (1.1) tel que Su 0 soit un es
pace vectoriel et 1•opérateur w-+ H(w) = w-Psu 0 [~oGF•(uo)w] 
ait un noyau %de dimension 1 de générateur ZN avec 

(F(uo),ZN)*O. 
Alors il existe deux composantes connexes de solutions : c+ et 
c-, non bornées dans RxHo 1(Q) telles que c+n c- = (~o,uo) et 
qui sont en fait de la forme suivante : 
~ = ~o+so, u = uo+szN+sw, s~o sur c+, s~O sur c-, a(w,zN)=O 

et (o(si),w(si)) -+ 0 lorsque s;-+0±. 

Schéma de démonstration du théorème V.2. 
On raisonne pour s>O, on pose ~ = ~0 +so, u = u0+szN+sw w €"#'", 

on choisit 11'= {ZN}..L, n• importe quel supplémentaire de Ji! convient. 
On montre alors que (~,u) est solution de (1.1) si et seulement si 

( o, w) = 

Q(PK[(~o+so)GF(ua+szN+sw)]-PK[~oGF(uo)J- Psuo[oGF(uo)+~oGF•(uo)(zN+w)]) 
s 

Il 

On a ainsi une formulation en terme de point fixe du problème : 
(o,w) = ~(s,ë,w); elle est semblable à la formulation utilisée da~s 
la démonstration du théorème V.1 (5.7) sauf que 1 •on a remplacé 
e(s,ë,w) par son expression exacte. 
On pose ~(O,o,w) = 0 par continuité . 
On utilise alors le degré topologique pour prouver 1•existence de 
c+ et c-. 

On a ainsi précisé, par rapport au théorème V.1, la stucture topoloqique de 
1 •ensemble des solutions de (1.1) au voisinage de (~ 0 ,u 0 ). Cette amélioration 
peut s•expliquer par le fait suivant : 
on utilise, pour démontrer le théorème V.2, la compacité de l•applica
tion : (s,o,w) € R+xRxHo 1 (Q) -+ ~(s,o,w) € Rx"fYc RxH 0

1(Q) 

tandis que pour le Théorème V.1, on utilise la compacité de: 
(o,w) € Rx"H'"-+ ~(s,o,w) € Rx"/Y~ s>O, ce qui est moins fort. 
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CHAPITRE VI Etude locale en un point de transition 

Nous avons vu que l'inéquation (1.1) admet, en général une branche 
de solutions équations et une branche de solutions inéquations [chapi
tre I et II]; ces deux branches sont reliées par un point que nous ap
pelons point de transition équation-inéquation. Dans ce chapitre, nous 
donnons, tout d'abord, une définition plus précise du point de transi
tion puis nous nous intéressons à l'étude locale des solutions au voi
sinage de ce point. En appliquant les résultats du chapitre IV, nous 
obtenons quelques informations supplémen~aires sur les directions co
niques. Puis nous faisons une étude plus fine en ce point : sous une 
nouvelle condition (L: 11 )t, plus faible que (L:) et n'impliquant pas la 
régularité du point de transition (~t,Ut), nous montrons l'exis
tence d'un développement de solutions selon ~' pour ~~~t· 

VI.1 Introduction 

VI.1.1 Définition du point de transition éouation-inéquation; exemples 

Définition 
on· dit qu'une sol~tion (~t,Ut) de (1.1) est un point de 
transition équation-inéquation si quelque soit le voisinage V de 
(~t,ut) dans R+xH 0

1 (Q), il existe (~bu 1 ) e V solution équa
tion ( c'est à dire solution de (1.3) et de (1.1)) et il existe 
(~2 ,u 2 ) € V solution inéquation pure ( c'est à dire solution de 
(1.1) et pas de (1.3)). 

Remarque VI.l 
i. si~ € C2(Q) et (~2 ,u 2 ) est solution de (1.1) et pas de (1.3) 

_alors cap{u 2=~} > O. 
En effet, puisque ~ € C2(Q), on a u2 6 H2,P(Q) .Jf p~2 donc u2 6 
C1 ,a(Q) ~a, O<a<1. 
La mesure Au2 - ~2 F{u 2 ) est à support dans I(u 2 )={u 2=~} [L.S] et 
s'annule sur les ensembles de capacité nulle. 

Si cap{u 2=~}=0 alors Au2 - ~2F{u2) = 0 sur Q, ce qui contredit 
le fait que (~2 ,u 2 ) n'est pas solution de (1.3) 
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..:!..:!..La définition précédente implique que si (t.,u) est un point 
de transition équation-inéquation de (1.1), (t.,u) est solution 
de (1.1) et de (1.3) c'est à dire (t.,u) est une solution équa
tion de ( 1.1) . 

Dans certains cas, toutes les solutions inéquations pures (t.,u(t.)) 
de (1.1), voisines d'un point de transition (t.t,ut) sont telles 
que cap{u(t.)=~}>O et mesure{u{t.)=~}=O. Ceci est illustré par l'exemple 

suivant : 

Exemple VI.l 

A=-6., Q= ]-1,1[, n=1, ~(x)=1+lxl, f(x,t)=l. 
La solution explicite de (1.1) est donnée par 

À<2 u(x)=~(1-x 2 ) solution équation, elle ne touche pas l'obstacle 
2 

t.=2 u(x)=(1-x 2 ) solution équation, {u=~}={O} 

2<t.<4 u(x)=-~x 2+{~-1)!xl solution inéquation, {u=~}={O} 
2 2 

t.>4 u(x)= 
1+lxl si \xl<p 
-2x2 +(1+t.~2fl)lxl-1-~+2it. si p< lxl<l 
avec p=l-1. 

Il 

c'est une solution inéquation et {u=~}=(-p,p) 

Le schéma suivant donne le profil des solutions : 

0 
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(~=2,u(x)=1-x2 ) ~st le point de transition équation-inéq~ation, 
cap{u(~)='I!} devient strictement positive dès que ~:>2 tandis que la 
mesure de {u(~)='I!} devient strictement positive seulement si À>4. 
Cet exemple nous a été proposé par M. Pierre. 

VI.1.2 Etude de la condition (E) en un point de transition 

Notons quelques particularités des points de transition équation

inéquation : 
Soit (~t,Ut) un point de transition de (1.1) alors : 

Sut = C(K,ut) et Sut-Sut = H0
1 (Q) 

en effet (~t,ut) est une solution équation [Remarque VI.1 Jl] 
donc {ut - ~t GF(ut)}L = H0

1 (Q) et Sut= C(K,ut) 

D•autre part soit w E: H0
1 (Q), w = w+-w-, w+:>o p.p. sur Q donc q.p. 

sur Q; si Et={ut='I!} est défini comme dans [M], on a en particulier 
w+:>o q.p. sur Et donc w+ E: -Sut = -C(K,ut), de même -w- E: Sut 
ainsi Sut - Sut = H0

1(Q). 

La condition (E) s•écrit sous la forme équivalente suivante 

(E)t : inf { a(w,w) - ~t(F•(ut)w,w) 1 w E: H0
1\Q), nwn=1 } > 0 

On avait aussi introduit la condition (E•), qui en ce point devient 

(E•)t : inf { a(w,w) - ~t(F•(ut)w,w) 1 w € C(K,ut),llwll=l } > 0 

Proposition VI.l 

Soit (~t,ut) 

(1.1); alors 
un point de transition équation-inéquation de 

les conditions (E)t et (E•)t sont 
équivalentes. De plus si f•(ut)>O, ces conditions s•énoncent 
sous la forme suivante : 
la valeur propre fondamentale !lt du problème de Dirichlet li
néarisé associé à (1.3) : 

Aw- ~t f•(ut)w = !lw dans Q, w=O sur ôQ. 

est strictement positive . 

Démonstration de la proposition VI.1 

Soient vt = inda(w,w) - ~t(f•(ut)w,w) 1 w 8 Ho 1(Q), llw11=1} 

vt• = inf{a(w,w) - ~t(F'(ut)w,w) 1 w 8 C(K,ut),llwll=d 
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1. Montrons que vt~t~ 

En effet puisque C(K,ut) c Ho 1(Q) on a vt ~ vt'· 

D'autre part, posons b{v,w) = a(v,w) ·- "-dF'(ut)v,w). 

Soit w € Ho 1 (c) tel que "w"=1 

b(w,w) = b(w+,w+) + b(w-,w-), 

or w+~o p.p. sur Q donc w+ C -C(K,ut), de même w-C -C(K,ut) 

=> b{w,w) ~ vt'(nw+n 2+nw-n 2 )=vt' 

d'où vt ~ vt' => vt = vt' , ( L )t et (L' h sont équ iv a-

lentes. 

2. F'(ut) étant strictement positif, on peut appliquer le lemme 

III.2 : 

(L)t <=> inf {a(w,w) - "-t (F'(ut)w,w) 1 w € H0
1(Q), \wj=1}>0 

<=> t-Lt>O 

Notons que Sut peut être un espace vectoriel ou pas ; en effet si 

n=l et {ut='Y}={x 0 } alors Sut = { w € H0
1 (Q) 1 w(x 0 )~0 } n'est pas 

un sous espace vectoriel de H0
1 (Q), 

Mais si n>l. et {ut='Y}={x 0} alors Sut=Ho 1 (Q) 'car cap{ut='Y}=O. 

D'autre part ("-t,ut) peut être un point régulier ou singulier de 

{1.1) 0 

Regardons tout d'abord comment, dans certains cas, on peut exprimer 

qu'un point de transition est un point singulier de (1.1). 
Soit z C H0

1 (Q) solution de l'inéquation conifiée homogène (2.1) : 

l
a(z,w-z) ~ "-t(F'(ut)z,w-z) 

(2.1) 
~ w € C(K,ut); z C C(K,ut). 

Soit Et={ut='Y} défini comme dans [M] à un ensemble de capacité 

nulle près; z~O q.p. sur Et donc au sens de H0
1(Q). On définit I(z) 

comme dans [L.S] par Q-I(z) = { x € Q tels que z(x)<O au sens de 

H0
1 (Q) sur Et}, I(z) C Et et Az - "-t F'(ut)z est une mesure 

négative à support dans I(z) [L.S]. 
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Supposons que Et={xo} (c'est le cas standard,l •ensemble de 
coïncidence peut toute fois être plus complexe). 
Deux cas se présentent : 

-si n>1 alors capEt=O; z est donc solution de 
sur Q, z = 0 sur ôQ. 

-si n=1 
soit z(xo)<O alors I(z)=0 et on a Az = f...tF'(ut)z sur Q, 
z = 0 sur ôQ. 

soit z(xo)=O alors I(z)={xo} et on a Az = f...tF'(ut)z sur 
Q-{xo} , z = 0 sur ôQ, z(xo)=O. 

Conclusion 

Si (t...t,ut) est un point de transition équation-inéquation 
de (1.1) tel que Et={x0 } 

si n>1 (t...t,Ut) est un point régulier de (1.1) 
<=> (f...t,Ut) est un point régu·l i er de l'équation (1.3) 

si n=1 (f...t,Ut) est un point régulier de (1.1) 
<=> (!...t,Ut) est un point régulier de l'équation (1.3) 

Q et sur Q-{x0}. 

Exemple VI.2 
n=1, Q=]-1,1[, A=-~, F(u)=eu, ~(x)=a>O. 

L'équation (1.3) est alors le problème de Guelfand [G], bien connu 

{ 
u11 + t... eu = 0 dans ]-1 ,1 [ 

(1·3) u(l) = u(-1) = 0 

On peut appliquer les résultats rappelés au paragraphe II.1.2; 

1 'équation (1.3) admet le diaoramme de bifurcation suivant : 

u(O) 
\ 

ü(O) ------------------- --------

sur 
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Remarque : on aurait pu prendre, à peu près, n'importe qu'elle 

non-linéarité positive croissante convexe pourvu que la branche 
équation .associée ne se retourne qu'une fois. 

si a < ü(O) 

le point de transition équation-inéquation (Àt,Ut) se situe 
avant le point de retournement (X,ü) et puisque Àt < l on a : 

Àt < inf { a(w,w) 1 w € Ho 1 (Q), w*O } = ~l(ut) 
(exp(ut)w,w) 

où ~ 1 (ut) est la valeur propre fondamentale de : Aw = ~xp(ut)w 
dans Q, w=O sur ôQ; on notera ~2 (ut) la deuxième valeur propre • 

La condition (~)t est donc vérifiée, (Àt,ut) est un point 

régulier de l'équation (1.3) et de l'inéquation (1.1). 

si a = ü(O) 

si 

le point de transition équation-inéquation (Àt,ut) est le point 
de retournement (X,ü), donc Àt = ~ 1 (ut), la condition (E)t 
n'est pas vérifiée, (Àt,ut) est un point singulier de 
1 'équation (1.3) et de l'inéquation (1.1); 
Sut= C(K,ut) = { w € H0

1 (Q) 1 w(O)~O} n'est pas un espace 
vectoriel. 

a > ü( 0) 

si (Àt,Ut) 
a ~l(ut) 
fiée . 

est 

< Àt 

le 

< 
point de transition équation-inéquation , on 

~2(ut), la condition· (~)t n'est pas véri-

On ne considère désormais que des points de trans-ition équation-iné
quation (Àt,Ut) tels que cap{ut=~}*O; en dimension 1 c'est le 
cas le plus courant avec Et={ut=~}={x 0 }. 
D'autre part si cap{ut='l!}=O, Sut= C-(,_K-,-u-t) = H0

1 (Q) on est donc 

dans le cadre vectoriel et on peut appliquer les résultats du chapitre 

IV. 
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VI.2 Quelques compléments lorsque (Àt~t) vérifie (~)t 

Soit (Àt,ut) un point de transition équation-inéquation de (1.1). 

Proposition VI.2 

Si (Àt,Ut) vérifie la condition (~)t et si F(ut)>O avec 
M5 alors : 
i. il existe une unique direction conique à droite (resp. à gau
che) en (Àt,ut) notée Z+ (resp. z_). 
ii. Z+>O p.p. sur Q en particulier z+=O q.p. sur Et={ut='I!} 
défini comme dans [M]. 
iii. z_>z+ p.p. sur Q, donc z_)Q p.p~ sur Q. 
iv. z_ est 1•unique solution de 1•équation linéarisée sur Q 

Az_ - Àt f•(ut)z_ = F(ut) dans Q, z_= 0 sur ôQ. 
De plus z_ E c2 ,a:(Q) v-a:, O<a:<1,-et en fait z_>O sur Q. 

On obtient ainsi, pour la direction conique à gauche z_, quelques pro
priétés supplémentaires par rapport à celles obtenues dans la proposi
tion IV .1. 

. 
Démonstration de la proposition VI.2 

Les points 2, ji et iii ont été démontrés dans la proposition IV.1; 

montrons que ~ est vérifié. 

Considérons 1•équation (6.1) linéarisée de (1.3) en (Àt,ut) 

(6.1) Az = Àt f•(ut)z + F(ut), z = 0 sur ôQ. 

(Àt,ut) est un point de transi.tion équation-inéquation de (1.1) 
en particulier Aut = Àt F(ut) sur Q => Ut € H2 ,P(Q) p>2 
=>Ut € C1 ,0:(Q) ~a:, O<a:<1. 
F(ut) appartenant à LCX>(Q), la condition (~)t implique que 
1•équation (6.1) admet une unique solution z dans H0

1(Q). 

o•autre part,~ n>1 j q>2 tel que H1 (Q) c LQ(Q); 
F(ut), F•(ut) appartenant à LCX>(Q), on a: 
Àt F•(ut)z + F(ut) e Lq(Q); z est solution de (6.1), donc 
Az € LQ(Q) => z € H2 ,q(g), q dépend de n; par un argument de 
boot-strap, on montre que z € H2 ,q(Q) Jf q € N, donc z € c1 ,a:(Q) 

41- a:, O<a:<l. 
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Or Ut € C1 ,a:(Q) => Ïl.tF'(ut)Z + F(ut) 6 CO:(Q}'f-a:, 
O<a:<1; z étant solution de (6.1) on a [Be] z G c2,a:(Q), 
Az = Îl.t F'(ut)z + F(ut) > 0 car F(ut)>O; en appliquant le 
principe du maximum on a : z>O sur Q, ainsi z € -Sut. 

L'équation (6.1) implique que : 

a(z,w-z) - Ïl.t(F'(ut)z,w-z) = (F(ut),w-z) ~ w € Ho 1(Q); 
z est donc solution de (2.2)_, c'est (proposition IV.1] l'unique 
solution de (2.2)_ => z=z_; on a en particulier z_ G C2 ,a(f.l) et 
z_>O sur Q. 

Application 

Soit (ÏI.t,Ut) un point de transition équation-inéquation de 
(1.1) vérifiant la condition p::)t, tel que {ut="P}={x 0} avec n=1; 
alors z+(xo) = 0, z_(x 0 ) > 0 donc 4 * z_ et Sut n'est pas un 
espace vectoriel. 

On peut appliquer le théorème IV .2 au point (ÏI.t,ut); il donne l' 
existence de sa 1 ut ions de ( 1.1) sous 1 a forme d • un déve 1 oppement au
tour de (ÏI.t,Ut). Cependant (71.t,ut) étant un point de 
transition, on obtient des résultats plus précis : 

Théorème VI.l 
Soit (ÏI.t,ut) un point de transition équation-inéquation de 
(1.1) vérifiant la condition (l:)t et tel que cap{ut="P}:t:O; on 
suppose que n~4 et qu'il existe ~>0 tel que F(ut))~. 

Notons Z+ (resp. z_) l' unique direction conique à droite 
(resp. à gauche) en (ÏI.t,Ut). 
Alors il existe ~>0 et : 
i. une multi-applitation e+: (0,~) + Ho 1 (Q) telle que : 

(ÏI.t+s,ut+sz++se+(s)) soit ~olution de (1.1). 
De plus ne+(s)ll + 0 lorsque s+O+, et quelque soit le voisinage V 
de (ÏI.t,Ut) dans R+xH 0

1 (Q) il existe s>O et e+(s) € H0
1(Q) 

tels que (ÏI.t+S,ut+sz++se+(s)) soit une solution inéquation 
pure de (1.1) appartenant à V . 
.li· une application continuee_: (-~,0) + c2 ,a:('Q), O<a:<1 telle 
que (:\t+s,ut+sz_+se_(s)) soit la seule solution de l'équa
tion (1.3), voisine de (ÏI.t,ut); de plus on a : 
u~+sz_+se_(s) < "P sur Q, donc (ÏI.t+s,ut+sz_+se_(s)) est 
solution équation de (1.1). 
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Démonstration du théorème VI.1 
l:_ Appliquons tout d • abord le théorème IV .2 : il existe n>O et une 
multi-application 9+: (O,n) + H0

1(Q) telle que 
{!~.t+s,ut+sz++se+(s)) soit solution de (1.1), de plus ne+(s)II+O 
lorsque s+O+. 

Raisonnons par ]•absurde et supposons qu•n existe 
Vt de (Àt,ut) dans R+xH 0

1(Q) tel que si s>O est 
un voisinage 
assez petit 

afin que (Àt+s,ut+sz++s9+(s)) appartienne à Vt, on ait : 

(Àt+s)GF(ut+sz++se+(s)) = ut+sz++se+(s). 

Lorsque s+O+ on obtient Z+ = Àt GF•(ut)Z+ + GF(ut) sur Q, 

z+ est donc solution de (6.1), or z_ est 1•unique solution de (6.1) 
[proposition VI.2] => z+=z_. 
o•autre part : z_>O sur Q, 4=0 q.p. sur {ut=W}, donc z+*z_ car 
cap{ut=W}:FO par hypothèse; on obtient une contradiction . 

..:!..:!..· On montre que, grâce à la condition (L:)t, on peut appliquer 
le théorème des fonctions implicites à ]•application suivante 
(À,U) E Rx(C 0 (~) n C2 ,a(5)) + ~(À,U) = u- À GF(~) 

€ Co("Q) n c2 ,acm 
Ainsi, au voisinage de (Àt,ut) les solutions de (1.3) forment 
une courbe (À=Àt+s, ut+sz_+se_(s)) de classe C1 • 

On considère 1•opérateur B w + B(w) = Aw - Àt F•(ut)w; la 
condition (L:)t implique que B vérifie le principe du maximum sur 
Q. 

Puisque e_(s) + 0 dans C0 (Ç~) n c2 ,a(Q) lorsque s+O_, 
B(e_(s)) + 0 dans ca(5) ; B(z_+e_(s)) ~ F(ut) + B(e_(s)) 

~ ~ + B(e_(s)), 
~ est strictement positif donc pour s voisin de 0, on a : 

B(z_+e_(s)) ~ ~ => z_+e_(s) ~ 0 et si s<O on a z_+e_(s) > 0 
2 

donc Ut+sz_+sB_(s) < Ut ~ ~. 

Afin de pouvoir obtenir des développements de solutions de (1.1) 
autour d•un point de transition équation-inéquation ne vérifiant pas 
la condition (L:)t, on introduit une nouvelle condition. 
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VI.3 Etude locale en un point de transition vérifiant une condition 
plus faible que (E)t~ 

VI.3.1 Introduction d1 une condition plus faible que (~)t~ 

Soit (Àt,ut) un point de transition équation-inéquation de 
(1.1). 

Définition 
Soit Et={ut=Y} 1 •ensemble de coïncidence défini comme dans 
[M], Qt = Q-Et; notons St = C(K,ut) n -C{K,ut) 

= Sut n -Sut 
on a St = { w € H0

1 (Q) 1 w=O q.p. sur Et } 
On dit que (Àt,Ut) vérifie la condition (E11 )t si et seule
ment si : 

inf { a(w,w) - Àt (F' (ut)w,w) 1 w E: St, llwll=l } > 0 

Remarque VI.2 

Cette condition est intéressante lorsque Sut n'est pas un 
espace vectoriel car sinon St = Sut et (Eh <=> (E11 )t. 
On a toujours St c Sut, et si Sut n'est pas un espace 
vectoriel St ~ Sut ; 
Dans ce cas, la nouvelle condition est, en général, strictement 
plus faible que (E)t; c'est ce que nous illustrons ci. après 
avec l'exemple VI.3. 

Notons que le lemme III.2 s'applique dans ce cas, en particulier : 

(E 11 )t <=> inf{ a(w,w) - Àt (F'(ut)w,w) 1 w E: St, \wl=l } > 0 

et si ôEt est régulière, (E 11 }t s'énonce ainsi : 
la valeur propre fondamentale du problème de Dirichlet linéarisé sur 

Qt=Q-Et associé à (1.3) 

Aw- Àt F'(ut)w = ~ w sur Qt, w=O sur ô(Qt) 
est strictement positive. 



Exemple VI.3 
Reprenons 1 'exemple VI.2. 
Dans ce cas Et={O} et St = 

Soit y= inf { (vw,vw) 
(exp(ut)w,w) 
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{ w € Ho 1 (Q) 1 w(O)=O } 

1 w € Ho 1(Q), w(O)=O } 

=> y = inf { (Vw,vw) 1 w E Ho 1(Q), w impaire 
(exp(ut)w,w) 

Soit f.L 1 (ut) la valeur propre fondamentale de : Aw = f.L exp(ut)w 

sur Q, w = 0 sur ôQ; f.Ldut) admet un vecteur propre 4>1 tel que 

h>O sur Q, <1>1 est paire, donc si w € H0
1 (Q) est impaire on a : 

( <!> 1 'w) =0. 

ainsi y ~ inf { (vw,vw) . 1 w € H0
1 (Q), (<J> 1 ,w)=O } = f.L2(ut) 

(exp(ut)w,w) 

qui est la deuxième valeur propre de Aw = f.L exp(ut)w sur Q, w=O 

sur ôQ. 

si a=ü(O) 

Àt = f.L1(ut) < f.L2(ut) ~ Y 

la condition (I:")t est vérifiée alors que la condition (I:)t ne 

l'est pas; (Àt,Ut) est un point singulier de (1.1). 

si a>ü(O) 

f.L!(ut) < Àt < f.L2(ut). 

La condition (I:")t est vérifiée, la condition (z::)t n'est pas 

vérifiée, mais (Àt,ut) est un point régulier de (1.1). 

On remarque ainsi que la condition (I:")t n'implique pas nécessai-

rement la régularité du point (Àt,Ut) solution de (1.1). 



- 74 -

VI.3.2 Existence d'une direction conique à droite en (Àt,Ut). 

Pour étudier 1 e comportement des so 1 ut ions de ( 1.1) autour du point 

(Àt,ut}, on fait les hypothèses suivantes : 

(t,.t,Ut) est un point de transition équation-inéquation de 

(1.1) vérifiant la condition (E")t; on suppose de plus que : 

- n~4 et '1! € C(Q"). 

- F(ut)>O ce qui est, par exemple, vérifié dès que F(O)>O. 

soit Et={ut=~}, on suppose que ôQt est réqulière avec 

Qt=Q-Et et est telle que quelque soit x0 € ôQt il existe 

une boule fermée B cOt telle que x0 € ôB. 

Remarque 

(Àt,Ut) est solution de (1.3) => Aut = Àt F(ut) sur Q 

F(ut) € L~(c) => Ut E H2 ,P(Q) p~1 => Ut € C1 ,a(r.) 

~ a O<a<1; Et={ut='Y} est défini ponctuellement et fermé, 

puisque '1! E C(Q). 

Tout d • abord nous montrons que, sous ces hypothèses, i 1 existe au 

moins une direction conique à droite en (Àt,ut) notée z qui est 

solution de l'équation linéarisée non homogène de (1.3) en (Àt,ut) 

sur Qt, puis nous prouvons l'existence d'un développement local des 
solutions de (1.1) pour À)Àt. 

Proposition VI.3 

Soit (Àt,ut) un point de transition équation-inéquation de 
(1.1) vérifiant les hypothèses énoncées au début du paraoraphe 

VI.3.2. 

L'équation (6 . 2) {Az = Àt F'(ut)z + F(ut) dans Ot 
z=O sur ô0.t. 

admet une uni que so 1 ut ion z que l'on pro l onoe par 0 sur Et en 

un élément appartenant à St, encore noté z. 

oz De plus z>O sur Qt et - < 0 sur ôQt; 
ÔVA 

z est une direction conique à droite en (Àt,ut); 

(vA désigne la conormale; la normale à la frontière étant 

orientée vers 1 •extérieur). 
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Démonstration de la proposition VI.3 

l.Montrons que 1 •équation (6.2) admet une unique solution z. 

Considérons l•équation (6.2) linéarisée de (1.3) en (f...t,ut) sur 

Qt : 

{6.2) Az = "-t F•(ut)z + F(ut), z = 0 sur ôQt· 

F(ut) appartenant à L""(Q), la condition (2:11 )t implique que 

1•équation (6.2) admet une unique solution z E H0
1 (Qt). 

De plus, F(ut), F•(ut) appartenant à L""(Q) et n~4, 

"-t F 1 (Ut) z + F (Ut) e L 4 ( Qt), donc z E Ho 1 ( Qt) () H 2,4 ( Qt) 

=> z e ca(Qt) V a, O<a<l. 

D•autre part on a VU que Ut 6 C1 ,a(Q), 

donc "-t F•(ut)z + F(ut) € ca(gt) 

z étant solution de Az = "-t F•(ut) z + F(ut) sur Qt, z=O 

sur ôQt, on a [Be] z € c2 ,a(Qt); 

De plus, Az = "-t F•(ut)z + F(ut) > 0 sur Qt, car F(ut)>O, 

en appliquant le principe du maximum, on a z > 0 sur Qt· 

2. Comportement de z à la frontière de Qt· 

On a vu que z € C2 ,a(cit) 4f a, O<a<l; 

z>O sur Qt; z=O sur ôQt, Az~O sur Qt; 

si n~ 2 on peut a pp 1 i quer 1 e deuxième pr i ne i pe du maximum de Hopf 

[P.W] => ~ (x 0 ) < 0 ~ x0 6 ôQt· 
ô vA 

Si n=l, Q=]a,b[, Et=[c,d], on montre facilement,en utilisant l•é

quation (6.2) et le fait que z(x)=O V x € [c,d ], que z• (c_)>O et 

z•(d+)<O, d•où le résultat en orientant la normale vers l•exté

rieur. 

3.Montrons que z est une direction conique à droite en ("-t~~ 

Tout d 1 abord, si z € H0
1 (Q) désiqne la solution de (6.2) prolongée 

par 0 sur Et, montrons que, pour h 8 H0
1 (Q) : 

a(z,h)-f...t(F•(ut)z,h)-(F(ut),h) = 
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En effet, puisque z=O sur Et, on a : 

En appliquant la formule de Green sur Qt si n;;.2 ( ou si n=l, 

Q=]a,b[, Et=[c,d], en intégrant par parties sur (a,c) et (d,b) ) 

on obtient : 

a(z,h) - "-t (F'(ut)z,h) - (F(ut),h) = 

= JAz-l.tF' (ut) z-F( ut)) h dx + J ::A h dr - JF( ut) h dx 

Qt aQt Et 

d'où le résultat puisque z est solution de (6.2). 

Application 

Soit h € C(K,ut), on a h..;O q.p. sur Et; or F(ut)>O, ~ < 0 
sur ôQt; en appliquant la formule précédente, on a :ôvA 

a(z,h) - "-t (F'(ut)z,h) ;;. (F(ut),h) lJ- hf: C(K,ut) 

de plus l'équation ("6.2) implique : 

a(z,z) = "-t (F'ut)z,z) + (F(ut),z), et z f: C(K,ut) 

donc z est solution de (2.2)+. 

Remarque VI.3 

Puisque z est une direction conique à droite en (t..t,ut), 

z = Pc(K,ut)[ "-t GF'(u.j:)z + GF(ut) ]. 
De plus z appartient à St et on a : 

z =Pst[ "-t GF'(ut)z + GF(ut) ]. 

En effet, soit h € St, l'équation (6.2) implique 

a(z,h) - "-t (F'(ut)z,h) - (F(ut),h) = 0 # 
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lermte VI .1 

z est la plus grande des directions coniques à droite en 
(Àt,Ut) et c'est l'unique direction conique à droite nulle 
q. p. sur Et. 

Démonstration du lemme VI.1 

Soit z+ une direction conique à droite en (Àt,Ut), 
soit hE: C(K,ut)n-C(K,ut) = St, l'équation (2.2)+ implique : 
( 6. 3) a( Z+, h) - Àt ( F 1 (Ut) Z+, h) - ( F (Ut) , h) = 0. 
Si Z+ € St l'équation (6.3) implique que Z+ est solution de (6.2) 
donc par unicité Z+ = z. 

Si Z+ n'appartient pas à St, posons k=(z+-z)+. 
Puisque Z+ € Sut et z € St, on a Z+-z € Sut; Sut étant 
stable par partie positive [démonstration de la proposition IV.1], 
k € Sut; de plus, par définition bO p.p. sur Q, donc k € 

-C(K,ut), en conclusion k € Sutn -Sut = St. 

On choisit h=k dans l'équation (6.2) et dans l'équation (6.3), on 
fait la différence des égalités obtenues 

a(z+-z,k} - Àt (F'(ut)(z+-z),k) = 0 

=> a(k,k) - Àt (F' (ut)k,k) = O. 

Puisque k € St la condition (L: 11 }t implique k=O donc z+.;:; z p.p. 
sur Q. 

Remarque V 1 • 4 

Soit (Àt,ut) un point de transition équation-inéquation de 
(1.1), régulier, appartenant à la branche maximale de solutions 
de (1.1) et vérifiant les hypothèses énoncées au début du 
paragraphe VI.3.2. 

Posons = Ü(À) - Ut ZÀ 
À - Àt 
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Grâce à la proposition II.3, on sait que (Zf~.,IV"-t) admet 

pour valeurs d'adhérence dans L2 (Q) et dans H0
1 (Q) faible lors

que "- + "-t, des éléments z € Ho 1 (Q) qui vérifient les proprié

tés suivantes : 

z~O p.p. sur Q (car Il.+ u(ll.) est croissante), z=O q.p. sur Et 

z =. Pc(K,ut)[ "-t GF'(ut)z + GF(ut)J [proposition II.3] 

z =Pst[ "-t GF'(ut)z + GF(ut) ] [remarque II.5] 
z est donc l'unique solution de (6.2), prolongée par 0 sur Et 

et il existe une application Il. € ["-t,<») + 9(11.) E: H0
1(Q) telle 

que u(ll.)= Ut + ("--"-t)z + ("--"-t)9(11.) avec 9(11.) + 0 dans 

H0
1 (Q) faible lorsque Il.+ "-t· 

On a ainsi obtenu, pour la branche maximale, l'existence d'un dévelop

pements des solutions maximales de (1.1) autour de (ll.t,Ut) pour 

"'~"-t· 

Nous vou 1 ons étendre et prée i ser ce résultat : -si ( "-t, Ut) est un 

point de transition équation-inéquation de (1.1) vérifiant les hypo

thèses du début du paragraphe VI.3.2, en particulier vérifiant la 

condition (E")t qui est plus faible que la condition (E)t, 

cherchons des solutions de (1.1) sous la forme : 

("-t+s,ut + sz +se ), e € H0
1 (Q), s>O. 

Pour cela, on reprend la démarche utilisée au paragraphe IV.3.; mais 

puisque Sut = C(K,ut), on peut dériver deux fois coniquement le 

projecteur PK; on obtient ainsi une nouve 11 e formu 1 a ti on du prob 1 ème 

en terme de point fixe. 
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VI.3.3 Recherche d'un développement. Formulation en terme de point 

fixe. 

Soient s>O, e 8 H0
1(Q). 

En utilisant la formulation (1.2) en. terme de point fixe de (1.1) 

on a 

(Àt+s,ut + sz + se) est solution de (1.1) 

<=> (6.4) ut+ sz + se = Pd (Àt+s) GF(ut + sz +se) ] 

Puisqe n~4, on peut appliquer la formule de dérivation conique (2.3) 

PK[(Àt+s) GF(ut + sz +se) ] = 

= ut+ s Psut[ Àt GF'(ut){z+e) + GF(ut)] + se(s,e) 

avec lim e(s,e) = 0 uniformé~ent par rapport à e, e borné dans H0
1(Q). 

S+Ü+ 

Or Sut = C(K,ut) = { w C H0
1 (Q) 1 w~O q.p. sur Et }, c'est un 

cône convexe fermé sup-stable, héréditaire vers le bas donc [M], il 

existe~ q.s.c.i. telle que · 

C(K,ut) = { w 8 H0
1 (Q) 1 w~~ q.p. sur Q }; 

ainsi [M] Psut admet en ÀtGF'(ut)z+GF(ut) une dérivée coni-

que, i.e.~ v 8 H0
1 (Q), ~ ~>0, voisin de 0, on a 

Psut[ÀtGF'(ut)z + GF(ut) +~v]= z + ~ Pct[v] + ~e 1 (~,v) 

avec Ct= C(Sut,z) n { z- Àt GF'(ut)z- GF(ut) }..!. 

et lim Ed~,v) = 0, uniformément par rapport à v, v restant dans un 
~+0+ 

En particulier, soit v= Àt GF'(ut) __ e __ , e*O ; F'{ut) € L~(Q), 
nell 

G est un opérateur compact de L2 (Q) dans Ho 1 (Q), donc~ e 8 Ho 1(Q), 

e*O, Àt GF'(ut) __ e __ reste dans un compact de H0
1(Q). 

n en 

Posons ~=nen, E(e) = ednen, Àt GF'(ut) _e __ ); on a lim E(e) = 0 
nen e+O 

(6.4) admet, pour e borné y compris 9=0, la formulation équivalente 

suivante : 

(6.5) e =Pet[ Àt GF'(ut)e + E(s,e) + nen E(e) 
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Remarque : on a en fait dérivé deux fois coniquement le projecteur 
PK, ce qui est possible en un point de transition équation-inéqua
tion (Àt,ut) de (1.1), car Sut = C(K,ut) est un cône convexe 
fermé sup-stable et héréditaire vers le bas. 

VI.3.4 Etude plus précise de Ct 

Proposition VI.4 

Soit (Àt,Ut) un point de transition équation-inéquation de 
(1.1) vérifiant les hypothêses énoncées au début du paragraphe 
VI.3.2. 
Soit z la solution de (6.2) tproposition VI.3]. 
Si Ct = C(Sut,z) n {_ z - Àt GF' (ut)z - GF(ut) J-I
alors Ct = St = { w € H0

1(Q) 1 w=O q.p. sur Et } 

Démonstration de la proposition VI.4 

1.Montrons que C(Sut,z) =· C(K,ut) = Sut 

Soit v E C(Sut,z), par définition, pour ~0 assez grand i1 existe 
w € Sut tel que v= ~(w-z). 
On a wt;;Q q.p. sur Et, z=O q.p. sur Et => vt;;O q.p. sur Et, 
donc C(Sut,z) c C(K,ut). 
Réciproquement: soit w e C(K,ut); puisque z=O q.p. sur Et, · 
w+z C C(K,ut) =Sut=> w € C(Sut,z). 

2.Montrons que Ct~t 

Soit w € St c C(K,ut); la premiêre partie de la démonstration 
implique : w € C(Sut,z). 
D'autre part, on a vu que z=Pst[Àt GF'(ut)z + GF(ut)] 
donc a(z,w) - Àt (F'(ut)z,w) - (F(ut),w) = 0 
=> w € { z - Àt GF 1 (Ut) z - GF (Ut) }-L => St C Ct. 

Réciproquement: 
Soit w € Ct, donc w € C(Sut,z) = C(K,ut) => w € Sut, 
et aussi a(z,w) = Àt (F'(ut)z,w) + (F(ut),w); 
utilisons l'égalité établie dans la troisième partie de la démons
tration de la proposition VI.3 : 
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a(z,w)-"-t(F•(ut)z,w)-(F(ut),w) =f ~ w dr -1 F(ut)w dx 
ô vA 

ôQt . Et 

on a donc ~~ w dr= fF(ut)w dx Jf w € H0
1(Q); 

ÔVA 
ôQt Et 

or F(ut)>O, ~ <O [proposition VI.3J et w~O q.p. sur Et; 
ÔVA 

ainsi ces deux intégrales ont des signes opposés et sont égales 
elles sont donc nulles et on a : 

!~ w dr= 0 et ~ <O donc la trace de w sur ôQt est nulle 
ÔVA ÔVA 

ôQt 

si Et est de mesure nulle alors w=O p.p. sur Et; 

sinon ( F(ut) w dx = 0 et F(ut)>O donc w=O p.p. sur Et; 
JEt 

Ceci permet d•affirmer que w=O q.p. sur Et; en effet on définit 

un élément v € H0
1 (Q) 

sur Q donc q.p. sur Q 

en posant · v = j w sur Qt 
· 0 sur Et 

=> w=O q.p. sur Et· 
# 

alors v-w=O p.p. 

. VI.3.5 Existence d•un développement au voisinaae de ("-t,Ut) 

Reprenons la formulation (6.5) établie au paragraphe VI.3.3~ en tenant 
compte de la proposition VI.4 on a : 

("-t+s,ut+sz+se) est solution de (1.1) 

<=>(6.6) e =Pst[ "-t GF•(ut)e ] + E(s,e) + nan E(B) 

Or ("-t,ut) vérifie la condition (l: 11 }t; grâce au lemme III .1, 
1 •opérateur linéaire 9 e Ho 1 (Q) + e-Pst["-tGF•(ut)B] € Ho 1(Q) 
est inversible, notons Q soA inverse. 

Posons ~(s,e) = Q(E(s,e) + nan E(B)) 
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On obtient la formulation suivante, équivalente à (6.6) 

(6.7) e = 'I'(s,e.) e € H0
1 (Q). 

Théorème VI.2 

Soit (Àt,Ut) un point de transition équation-inéquation de 
(1.1) vérifiant les hypothèses du paragraphe VI.3.2 et tel que 

cap{ ut='I'}:t:O. 

Soit z 1•unique solution de 1•équation linéarisée non homogène 

(6.2) de (1.3) en (Àt,ut) sur Qt· 

Il existe ~>0 et une multi-application 8t : s E (0,~)+8t(s) 

€ Ho 1 
( Q) te 1 s que : 

(Àt+s,ut + sz + set(s)) soit solution de (1.1). 

De plus 118t(s)II+O lorsque s+O+ et quelque soit le vo1s1nage V 

de (Àt,Ut) dans R+xH 0
1 (Q) il existe s>O et 8t(s) E H~ 1 (Q) 

tels que (Àt+S,ut + sz + set(s)) soit une solution inéqua

tion pure de (1.1) appartenant à V. 

On a donc, sous ces hypothèses, un développement local des solutions 

de (1.1) à droite de Àt. Ce développement est à rapprocher de ceux 
obtenus pour 1 es équations [propos Ù ion I I.1 et théorème II. 2] et pour 

1 •inéquation (1.1) en certains points réguliers [théorème IV.2]. 

Fréquemment, en un point de transiti.on équation-inéquation de (1.1), 

on a : Et={x 0}; alors si n=1 la capacité de Et n•est pas nulle, 
c•est le cas de 1•exemple VI.2. Le théorème VI.2 donne des solutions 

inéquation pure de (1.1), voisines de (Àt,ut), sous la forme d•un 

développement, lorsque (Àt,Ut) est après le premier point de re

tournement de la branche équation (1.3) issue de (0,0) alors que le 

théorème VI.1 ne s•applique pas car la condition (E)t n•est pas vé

rifiée. Si (Àt,Ut) est avant le premier point de retournement de 

la branche équation, on sait aussi conclure à 1•existence d•un déve

loppement, grâce au théorème VI.1. 
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Démonstration du théorème VI.2 

D'après la formulation précédente, on cherche, pour tout s>O voisin 

de 0, un point fixe de l'applicàtion e E Ha 1 (Q) ~ ~(s,e) € Ha 1(Q). 
On rappelle que (paragraphe VI.3.2 et VI.3.4) : 

i. En utilisant les mêmes arguments que dans la démonstration du thé

or~me IV.2, mais en remplaçant Psua par Pst et R par O, on mon
tre, grâce à l'expression ci dessus, que : ~ s>O l'application 
e € Ha 1 (Q) ~ ~(s,e) e Ha 1 (Q) est compacte. 

2l· Existence d'une multi-application s~et~ 

Puisque lim e(e) = 0, il existe Ra>O, Ra~1 tel que pour tout e € Ha 1(Q) 
e~o 

ueu~Ra on ait : He(9)H 1 
~--. 

2HQH 

Puisque l im E(s,e) = 0 uniformément par rapport à e, 11 e "~R 0 , 
s~o 

existe TJ>O tel que si O<s<TJ on a : 

D'après (6.6) et (6.7) on a : 
y(s,e) = O(e(s,e)) + ueu O(e(e)) 
n'!' ( s , e) H ~ Ra . 

• 
HE(s,e)u ~~ lorsque u e" ~Ra 

2HQH 

ainsi si O<s<TJ, ueu~Ra on a 

il 

L'application A~ '!'(s,e) envoie, pour O~S~TJ, la boule fermée de cen

tre 0 de rayon Ra, de Ha 1 (Q), dans elle-même. On peut appliquer le 
théorème du point fi xe de Sch au der : pour O~s ~Tl on défi nit une 

multi-application s € (O;n) ~ 9t(s) 't Ha 1 (Q) telle que: 
H9t(s)H ~Ra et 9t(s)='I!(s,et(s)); c'est à dire, d'après le para
graphe VI.3.3, (Àt+s,ut + sz + set(s)) est solution de (1.1). 
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iii. Montrons que 11 et( s) Il -+ 0 1 orsque s-+0+ 

si O<s<n, on a d'après le point i:!_: 

9t(S) = Q(E(S,9t(S)) + 119t(s)·ll Q(E(9t(S))) 

avec net(s)II..:Ro et IIQ(E(Bt(s)))n .;; ~.;;.!. 
2 2 

Posons p(s) = IIQ(E(s,Bt(s)))n 
puisque lim E(s,e) = 0 uniformément par rapport à e, nen..:R 0 , on a 

s-+0+ 
lim p(s) =O. 

s-+0+ 

Posons n(Bt(s)) = nQ(E(Bt(s)))n 

on a : n(Bt(s)) .;; .!. et. Bt(s) = ~(s,et(s)) ~ s € (O,n} 
2 

=> 119t(S}II .;; p(s) + 119t(S)II n(Bt(S)) .;; p(s) + .!_ 119t(S} Il 
2 

.If s € (O,n} => 119t(s) Il .;; 2 p(s) qui tend vers 0 lorsque s tend 
vers 0+. 

Ï!· Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il•existe un vo1s1nage 
Vt de (Àt,ut) dans R+xH 0

1(Q) tel que si s>O est assez petit 
afin que (Àt+s,ut + sz + set(s)) appartienne à Vt, on ait 
(Àt+s)GF(ut + SZ + S9t(s)) = Ut + SZ + S9t(S) . 
Lorsque s-+0+ on obtient : z = Àt GF' (ut)z + GF(ut) ·sur Q. 

L • équation ( 6 .1) admet donc z comme sa 1 ut ion; n ..:4, 

F • (ut} appartenant à L CX)(Q), Àt F • (Ut} z + F( ut) € 

=> z € H2
, 
4 (Q) => z € CO:(Q} v- a:, O<a:<l. 

Or Ut € C1 ,a:(Q) => Àt F'(ut)z + F(ut) € CO:("Q) donc 
z 8 C2 ,a:(g) ~ a:, O<a:<l; Az = Àt F'(ut)z + F(ut) > 0 
F(ut) > 0, le priAcipe du maximum fort implique que z>O sur Q. 

[Be] 
car 

z admet donc deux représentants quasi-continus, l'un étant >O sur 
Q, l'autre étant nul sur Et, ce qui n'est possible que si 
cap{ut=~}=O. Contradiction. 
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CHAPITRE VII Branches extrémales de solutions. 
Résultats numériques. 

Après avoir construit les solutions minimale et maximale de l'iné
quation (1.1), nous nous intéressons à leurs propriétés et plus parti
culièrement à celles de la solution maximale. En étudiant notamment le 
comportement de l'ensemble de coïncidence le long de la branche maxi
male, nous mettons en évidence, dans certains cas, un premier point de 
changement de stabilité (en un certain sens) et nous montrons que 
c'est un point singulier qui vérifie les hypothèses énoncées au 
chapitre V. 
Ceci est ensuite illustré par les résultats numériques que nous don
nons à la fin de ce chapitre. 

VII.1 Existence et propriétés des branches extrémales de solutions. 

Dans ce paragraphe, nous adaptons un procédé itératif de construc
tion, pour tout À>O, d'une solution minimale ( pour 1 •ordre ponctuel ) 
et d'une solution maximale de l'inéquation (1.1). Nous étudions la mo
notonie et la continuité de ces branche~ extrémales; à l'aide des ré
sultats des chapitres précédents, nous prouvons l'existence de direc
tions coniques et de déve 1 oppements loc aux de sa 1 ut ions au vais in age 
de certains points appartenant à ces branches. 

VII.1.1 Construction des branches extrémales de solutions. 

Soit g € L2 (Q) donné, pour tout À>O, l'inéquation variationnelle el

liptique suivante : 

1 
a ( v , w- v ) ~ À ( F ( g) , w- v ) 

(7.1) 
!f w € K; v € K. 

où K = { w € Ho 1(Q) 1 w~~ p.p. sur Q } 

admet une unique solution v G K, notée v= TÀ[q] = PK[ÀGF(q) ]. 
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On définit ainsi une application Tr,. : g € L2(Q) + Tr,.[g] E: H0
1(Q); 

nous allons' mettre en ·évidence quelques propriétés de monotonie de 

cette application. 

Lenme VII.l 
Soit gE: L2(Q) et v l'unique solution de l'inéquation : 

a(v,w-v) ) (g,w-v) .J.J- w E: K; v € K; alors v= PK[Gg] et l' 

application g € L2(Q) + PdGg] E H0
1(Q) est croissante pour 

l'ordre ponctuel. 

C'est un résultat classique dans la théorie des inéquations variation

nelles elliptiques [D.L], nous le redémontrons ici : 

Démonstration du lemme VII.l 

Soient g1 et g2 deux éléments de L2(Q); posons v1 = PK[Ggl], 

v2 = PK(Gg2] ; v1 et v2 sont respectivement les solutions des 

inéquations suivantes : 

a(v1,w-v1) ) (g1,w-v 1 ) * w € K; v1 6 K. 

a (v 2 , w-v 2 ) ) ( g 2 , w-v 2) J.J- w € K; v 2 € K. 

On choisit w = min(vbv 2) = v1-(v·l-v2)+ dans la première _inéqua

tion, w = max(v1 ,v 2) = v2+(v 1-v 2)+ dans la deuxième et on fait la 

somme des inégalités obtenues :· 

supposons gl.;;g2 p.p. sur Q, alors la coercivité de a implique 

(v1-v 2)+=o donc v1 ,;;v2 p.p. sur Q. 

Corollaire VII.l 

1. Pour tout r.. € R+ l'application g E L 2( Q) + T r,.[g] 8 H0
1( Q) 

est croissante pour l'ordre ponctuel. 

2. Pour tout g € L2(Q) l'application t.. 8 R+ + Tr,.[~J € Ho 1(Q) 

1 est croissante pour l'ordre ponctuel. 



- '87 -

Démonstration du corollaire VII.1 

1. Soient 91 et 92 appartenant à L 2(Q) tels que 91.;;;g 2 p.p. sur Q; 

l'application t + f(x,t) étant, par hypothèse, croissante en t, on 

a: F(g1).;;;F(g2) P~P· sur Q; en appliquant le lemme VII.1, on 

obtient TA[91].;;;TA[g2) p.p. sur Q. 

On démontre le point 2. de la même façon. 
# 

Remarquons que: 

(A,u) est solution de (1.1) <=> u = TA[u]. 
De plus, puisque AF(g}:>O p.p. sur Q pour tout g € L2(Q), A:>O, on a: 

TA[g]:>O e~ particulier TA[O]:>O p.p. sur Q 41- A € R+ et, par 
définition TA[~]..;~ donc : 

0 est sous-solution et ~ est sur-solution de l'inéquation (1.1) au 

sens de [M.P,T]; de plus g + TA[g] est [corollaire VII.1] une appli

cation croissante; ce qui implique [T] l'existence, pour tout A € R+, 

d'une solution minimale (resp. maximale) de (1.1) notée !!(A) 
(resp. Ü(A)). 

Nous a 11 ons en fait redémontrer ce résultat en construisant ü( A) et 

~(A) comme limites de suites particulières; ce procédé est semblable à 
celui utilisé pour les équations [Sa], tandis que dans [T], 1 'existen
ce est assurée par un résultat abstrait. 

Proposition VII.l 
Pour tout A>O, l'inéquation variationnelle : 

(1.1) a(u,v-u) :> A (F(u),v-u) -v- v t: K; u € K. 

admet une solution maximale (resp. minimale) notée ü(A) 

(resp. y(A)) (c'est à dire : quelque soit w solution de (1.1) 

pour A, on a: w.;;; ü(A) p.p. sur Q, (resp. w :>~(A))). 

De plus l'application A € R+ + U(A) 6 H0
1(Q) (resp. u(A)) est 

croissante pour 1' ordre ponet ue l • 

Démonstration de la proposition VII.1 

Nous allons montrer que pour tout A>O, l'inéquation (1.1) admet une 

solution maximale . 

1. Considérons la suite suivante définie par récurrence 
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Tt.. étant une application croissante [corollaire ·_VII.1 ], la suite 
(uP(t..),pEN) est décroissante et vérifie : 
0 ~ uP(t..) ~ ~ p.p. sur Q, Y p E N ; 

elle converge donc ponctuellement lorsque p++oo, 

notons ü(t..)(x) = lim uP(t..)(x) 
p++oo 

on a : 0 ~ û(t..) ~ ~' ü(À) eL 2(Q); le théorème de convergence domi
née de Lebesgue implique : uP(À) + ü(t..) dans L2(Q) lorsque p++m. 
F étant continue de L2 (Q) dans lui-même, 1•opérateur de Green G 

étant continu de L2 (Q) dans H0
1 (Q), 1•opérateur Tt.. 

g E L2 (Q) + TÀ[g] = PK[ÀGg] € H0
1 (Q) est continu; 

ainsi· Tt..[uP(t..)] = uP+1(t..) + TÀ[ü(t..)]. dans Ho 1(Q) lorsque 
p++m => u(À) = Tt..[û(t..)] et ü(t..) € H0

1(Q) donc (À,ü(t..)) est salu
t ion de ( 1.1) . 

2. Montrons que c•est la solution maximale de (1.1) 

Soit (t..,v) une solution de (1.1), on a : 0 ~v ~~et Tt..[v]=v. 
L•application TÀ étant croissante pour 1•ordre ponctuel, on a, 
pour tout p 8 N : 
v= Tt..P[v] ~ TÀP[~] = uP(À) p.p. => v ~ ü(À) p.p. sur Q • 

3. En utilisant les p~opriétés de monotonie-des applications 
À + Tt..[g] et g + Tt..[g] [corollaire VII.1], on montre par récur
rence sur p € N que si t.. ~ À1 on a : uP(À) ~ uP(À•) p.p. sur Q. 

L•application t.. 6 R+ + Ü(À) € H0
1 (Q) est donc croissante pour 1 •or

dre ponctue 1 . 

Par un raisonnement analogue, en considérant la suite 
up(À)=TÀP[O], on montre, pour tout À>0, 1•existen~e d•une so
lution minimale de (1.1) notée u(À) et la croissance de l•applica
tion t.. € R+ + u(À) € Ho 1 (Q). 
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Montrons, par un procédé analogue à celui utilisé pour les équations 
[Sa], que ces branches extrémales sont continues. En effet : 

Lenme VII.2 

Soit g € LP(D.) p~2 et v 1 •unique solution de l'inéquation 
a(v,w-v) ~ (g,w-v) ·J.f w € K; v € K . 
Si A~ est une mesure telle que (A~)- € LP(Q) 
alors v = PK[Gg] € H2 ,P(Q) => v € c1 ,a('Q) où 
et 1 •application : 
g € LP(Q) +v= PK(Gg] € H2 ,P(Q) est 
dans H2 ,P(Q) faible ou dans C1 ,a(g) fort. 

Démonstration du lemme VII.2 

avec p>n 
n 

a= 1--
p 

continue de LP( Q) 

Si A~ est une mesure te 11 e que (A~)- € LP( Q), si g € LP( Q), 
alors [Bre] v = PK[Gg] € H2 ,P(Q) et il existe une constante 
C>O,indépendante de g telle que : 

nPK[Gg]n 2 ,p' c (lgiP + I(A~)-jp) 

où n2 ,p désigne la norme usuelle dans H2 ,P(Q). 
Soit (g;,i€N) une suite d'éléments de LP(Q) tels que g;+g 

i++cc 
dans LP(Q), cette suite est donc bornée dans LP(Q). 

Notons v;=PK[Gg;], nv;n 2 ,p' C (lg;lp +.I(A~)-Ip1· 
La suite (v;,i€N) est donc bornée dans H2 ,P(Q), on peut en ex
traire une sous-suite, encore notée v;, convergente vers v dans 
dans H0

1 (Q) fort, H2 ,P(Q) faible et dans c1 ,a('Q) fort. 

Montrons que v = P~. 
g; + g dans LP(Q) p~2 donc dans L2 (Q); G étant un opérateur 
continu de L2 (Q) dans H0

1 (Q); PK étant lipschitzien sur H0
1(Q); 

PK[GgiJ + PK[Gg] dans H0
1 (Q) or vi=PK[GgiJ +v dans 

i + +cc Ï + +cc 

H0
1 (Q), par unicité de la limite, on a: v= PK[Gg]. 

La suite (v;,i€N) admet donc une unique valeur d'adhérence dans 
H0

1 (Q) fort et H2 ,P(Q) faible : v = PK[Gg] donc toute la suite 
(v;,i€N) converge vers ~ dans H0

1 (Q) fort, H2 ,P(Q) faible et 
C1 ,a(Q") fort. 



- 90 - .. 

Proposition VII.2 
Si ü(À) (resp. u(À)) désigne la solution maximale (resp. minima

le) de 1• inéquation (1.1) alors 

1. l•application À ER++ ü(À.) (resp. ~(À)) € H0
1(Q) est conti

nue à droite (resp. à gauche). 

2. de plus, si 'l' e C2 (Q), ces applications sont continues à 
droite (resp. à gauche) de R+ dans C1 ,a(6) Jf a O<a<l. 

Démonstration de la proposition VII.2 

On fait la démonstration pour la branche maximale de solutions. 

1. Montrons aue 1 •application À € R+ + ü(À) € H0
1(Q) est continue à 

droite. 

Soit À* € R+ fixé, posons u* = û(À*)· 

ü(À) décroît lorsque HÀ*, Ü(À)~O donc ü(À) admet p.p. sur Q une 

limite ponctuelle v lorsque ÀtÀ* : 

v(x} = lim û(À)(x) 
Ài-À* 

v~u* p.p. sur Q. 

Puisque O.;;ü(À)~'I' p.p. sur Q, le théorème de convergence dominée de 

Lebesgue implique Ü(À} +v dans L2 (Q) lorsque ÀtÀ* 

=> û(À) ~ PK[À GF(ü(À))] + PK[À* GF(v)] dans H0
1(Q) lorsque 

HÀ* =>v € H0
1 (Q) et v= PK[À-k GF(v)] => v~Û(À*)=u* p.p. 

d•où v=u* p.p. sur Q • 

2. Supposons 'l' € C2 (Q) alors auelque soit (À,u) solution de (1.1), 

on a: u € H2 ,P(Q) Jf p~2, don.c u € C1 ,a(Q") Jf a O<a<l. 

On a vu au point 1. que ü(À) + U* p.p. sur Q lorsque HÀ* • 

Comme Oo;;;ü(À)~'I' p.p. sur Q, 'l' € Lco(Q), le théorème de convergence 

dominée de Lebesgue implique que ü(À) + U* dans LP(Q) lorsque 

ÀtÀ*' -v- p~2. 

F étant, par hypothèse, continue de LP(Q) dans lui-même, on a 

ÀF(ü(À)) + À*F(u*) dans LP(Q) lorsque ÀtÀ* 

or û(À) = PK[À GF(ü(À))], la continuité de 1•application : 

g € LP(Q) + PK[Gg] € H2 ,P(Q) faible Jf- p~2 et C1 ,a(Q) fort 

v- a, O<a<1 [lemme VII.2] implique Ü(À) + U* dans H2 ,P(Q) faible 

-v- p~2 et dans C1 ,a(Q) fort ~ a, O<a<1. 
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VII.1.2 Développement local des solutions de (1.1) autour d'un point 

appartenant à une des branches extrémales. 

Les propriétés de continuité et de monotonie des branches extrémales 

de solutions de (1.1) nous permettent de construire des directions co

niques • En effet, grâce à l'interprétation géométrique des directions 

coniques (proposition II.3 et remarque II.5] on sait que : 

l:_ Si (t..0 ,u 0 ) est un point régulier de la branche maximale de solu

tions de (1.1) (uo = ü(t..o)), il existe au moins une direction conique 

à droite en (t..0 ,u 0 ) notée Z+ . Si E0={u 0='f} désigne l'ensemble de 

coïncidence défini comme dans [M], on peut construire une direction 

conique à droite telle que : Z+=O q.p. sur E0 • 

.h_ Si (t.. 0 ,u0 ) est un point régulier de la branche minimale de solu

tions de (1.1) (u 0 = ~(',0 )), il existe au moins une direction conique 

à gauche ·en (t.. 0 ,u0 ) notée z_ . On a : z_)O q.p. sur E0 • On ne peut pas· 

affirmer que z_=O q.p. sur E0 • 

Le long des branches extrémales, les solutions de (1.1) admettent des 

développements locaux, en effet : 

Proposition VII.3 

Soit (t.. 0 ,u 0 ) un point appartenant à la branche maximale (resp. 

minimale) de solutions de (1.1) tel que l'une des hypothèses 

suivantes (ou les deux) soit vérifiée : 

- soit (t..0 ,u 0 ) est un point régulier de (1.1), Su 0 étant ün 

espace vectoriel. 

-soit (t..0 ,u 0) vérifie la condition (E). 

Alors, si n~5, il existe une unique direction conique à droite 

(resp. à gauche) en (t..o,u 0 ) notée z+ (resp. z_), et une applica

tion ë (resp. ~) : s ER++ "ë(s) 6 H0
1 (Q) (resp. s € R- + ~(s) € 

Ho 1 (Q)) telle que : û(t..0+s) = u0 + SZ+ + së(s) ~ s>O 

(resp. ~(t.. 0 +s) = u0 + sz_ + s~(s) ~ s<O) 

avec lim ë(s) (resp. lim ~(s)) = 0 dans H0
1(Q) faible et, si 

s+O+ s+O_ 

n~4 dans H0
1(Q) fort. 
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Démonstration de la proposition VII.3 

Raisonnons pour la branche maximale de solutions de (1.1). 

1. Existence de 1 •application s + e(s) 

On peut appliquer la proposition II.4, (À.a,ua) étant régulier dans 

les deux cas envisagés, la famille ( Ü(Àa+s)-ua , s>O ) est 
s 

bornée dans Ha 1 (Q) et admet, dans L2 (Q) et dans Ha 1 (Q) faible, au 
moins une valeur d•adhérence, notée z+, c•est une direction conique 
à droite, elle est (compte tenu des hypothèses) unique. 

Posons ë(s) = Ü(Àa+s)-ua - Z+ pour s>O, 
s 

alors : Ü(Àa+s)=ua+sz++së(s) et lim é(s) = 0 dans Ha 1(Q) faible. 
s+O+ 

2. Si n~4, montrons que ë(s) + 0 dans Ha 1(Q) fort 

(Àa+s,ü(À.a+s) est solution de (1.1) 

=> TI(Àa+s) = PK[(À.a+s) GF(O(À.a+s))] 

=> (7.2) ua+ sz+ + së(s) = PK[(À0+s) GF(ua+sz++së(s))] 

Si n~4, on peut appliquer la formule de dérivation conique (2.3) 

PK[(Àa+s) GF(u 0+sz++së(s))]= 
=ua+ s Psua[Ào GF•(ua)(z++ë(s)) + GF(u 0 )] + s E(s,ë(s)). 

L•équation (7.2) s•écrit alors sous la forme équivalente suivante 

(7.3) ë(s) = Psu
0
[ÀaGF•(u 0 )(z++ë(s)) + GF(ua)]- Z+ + E(s,ë(s)) 

Pour tout s>O, (7 .3) est vérifiée; (ë(s) ,s>O) étant bornée dans 
Ha 1 (Q), lim t.(s,ë(s)) = 0 ; ë(s) + 0 dans L2 (o) lorsque s + 0+, 

s+O+ 
G est un opérateur continu de L2(Q) dans Ha 1(Q) donc : 
Psua[À.oGF•(u 0 )(z++ë(s))+GF(u 0 )] + Psua[ÀaGF•(ua)z++GF(ua) ]=z+ 

s+O+ 
dans Ha 1 (Q) fort; 
ainsi 1•équation (7.3) implique ê(s) + 0 dans H0

1(Q) fort lorsque 
s+O+ 
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VII.l.3 Comportement des branches· extrémales lorsque "A ++co 

Supposons~ 8 C2 (o), alors si il existe "A 0 tel que : 

inf { -A':V(x) + r...0 f{x,t) 1 (x,t) 8 QxR l > 0, on montre !Col aue, 

lorsque "A.++co, les solutions de 1 1 inéquation (1.1) pour r...>O, notées 

u(r...), tendent vers '1! au sens suivant: dist(îlQ,{u(r...)='!!}) + 0 lorsque 

"A.++co; en particulier u(r...) +':V dans LP(Q),~ p~1,car O~u(r...)~I'Yico. 

Nous allons montrer que ce dernier résultat est vrai sous l 1 hypothèse 

'1! E H1 (Q) n Lco(Q), '1!~0, que nous avons faite depuis le début de ce 

travai 1. 

Proposition VII.4 
Si F(O)>O alors, pour tout p~1, la solution minimale y("A.) de 

1 1 inéquation (1.1) tend vers 1 1 obstacle '1! dans LP(Q) lorsque 

"A.++co~ ainsi toutes les solutions u de (1.1) pour "A>O tendent 

. vers '!! dans LP(Q) lorsque "A.++co. 

Remarque VII.O 

L 1 obstacle '!! n•appartenant, a priori, pas à H0
1 (Q), une couche 

limite apparait au bord den. 

Cependant, si'!! ê H0
1 (Q), '1! 8 C2 (TI), et si il existe ~>0 tel que 

F(O)~~. on montre qu•il existe r... 0 tel que pour tout À.~"A. 0 , west 

la seule solution de l 1 inéquation (1.1). Dans ce cas, toutes les 

solutions u de (1.1) pour "A>O tendent vers '!!dans H0
1 (n) lorsque 

Démonstration de la proposition VII.4 

On·raisonne pour la branche minimale de solutions de (1.1), on peut 

alors conclure pour toute solution u de (1.1) pour r...>O en utilisant· 

le fait que 0 ~ y(r...) ~ u ~~-

1. Montrons que y( "A) + '1! dans L 1 (Q) lorsque "A.++<Xl 

Soit m € D(Q) telle que 0~~~1, notons F$ = {x € Q 1 ~(x)=1}, 

Q~ =n-F~; F~ est un fermé aue 1•on suppose non vide . 

Soit "A>O, on a : 

a(~(r...),w-y(r...)) ~"A (F(y(r...)),w-y(r...)) ~ w S K. 
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Or si w = ~~ alors w E K, 

=> a(~("-),~~-~("-)) ~ "- (F(~("-)),~~-Y("-)) 

=> 
a(~~-~("-),~~-~("-))+"-(F(y("-)),~-~("-))~a(~~,~~-~("-))+"-(F(~("-)),~-~~) 

Si a et M désiqnent respectivement les constantes de coercivité et 

de continuité de la forme a, on a : 

aii<P\l'-!:!("-)11 2 + "-F(O) ~~("-)-~~1~ MII<P~II.II<P~-~("-) Il + À (F(~("-))(~-dl~)dx 
JQ'q, 

L1 inéqalité de Younq : 

Mab __ Ma r,..,b ::. _1 M2 a2 + ab2 
rQ , apliquée au terme Mn~~n.nq,~-Y("-)11 

ICX 2 a 2 

imp 1 i que : 

d •où, si F{O)>O, on a : 

l!:!("-)-~11 ~S.. ~~~~11 2 + C2 mes(Q~) où C1 et C2 sont des constan-
"- . 

tes strictements positives indépendantes de ~~ ainsi quelque soit 

<P ê O(Q), Oq~1, telle que Fq,:t:0, on a: 

limsup 1~("-)-~11 ~ C2 mes(Qdl) 
À++oo 

Ceci prouve que u("-) +'±'dans L1 (Q) lorsoue À++oo. 

2. ~ appartenant à L00 (Q), en utilisant le théorème de converoence 
dominée de Lebesgue, on montre que y(À) + ~ dans LP(Q) J.f p~1 

lorsque À++co. 

VII.2 Recherche ct•un point singulier sur la branche maximale. 

VII.2.1 Evolution de la condition (~) le long de la branche maximale 

de solutions. 

Dans tout ce paragraphe, nous nous intéressons à la condition {2::) en 
un point ("-,Ü("-)) de la branche maximale de solutions de (1.1). 

On suppose ~ E C2 (5) et F(O)>O, alors ü("-) 6 C0(Q). 
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On pose, EÀ={û(À)=~}, 1•ensemble de coïncidence défini ponctuellement; 

EÀ est fermé; QÀ = Q-EÀ. 
De plus on suppose que QÀ c Q, Sü(À) = H0

1 (QÀ) (ce qui est vrai dès -
que 1•on sait que Sü(À) est un espace vectoriel et ôQÀ est réoulière) 
et que F1 (Ü(À))>O. 

Posons v(À) = inf a(w,w) 1 w E H0
1 (QÀ), w*O } 

(F 1 (Ü(À))w,w) 

v(À) est la valeur propre fondamentale du problème suivant 

Aw = v F1 (Ü(À))w sur QÀ, w = 0 sur ôQÀ· 
R appe 1 ons que : 

(À,Ü(À)) vérifie la condition (~) <=> À<v{À) [lemme III.2] 
Pour étudier la fonction v{À), nous allons tout d 1 abord étudier le 

comportement de 1 •ensemble de coïncidence le lonq de la branche 
maximale de solutions. 

Lenme VII.3 . 

Supposons ~ E C2 (Q) avec A~~O. 

Soit (À,u) une solution de (1.1), À>O, telle que si E={u=~}, 

E*0, oE soit rëqulière . 
Alors il existe k>O et r 0>0 (dépendant de À) tels que pour tout 

xo € D.-E et pour tout r<ro tel que Br(xo) c Q, on ait 
sup { u(xo)-~(xo)-u(x)+~(x) 1 xE Br(xo) } ) kr 2 . 

(Br(xo) désigne la boule ouverte de centre xo et de rayon r 
incluse dans 0.) 

Démonstration du lemme VII.3 
Soit (À,u) une solution de (1.1), par hypothèse ~ € C2 (TI) 

donc u € c1 ,a(Q) ~a, O<a<1. 

Soit xo € Q-E, posons w(x) = u(xo)-u(x)+'I'(x)-'l'(xo)-kn(x-xo)ll 2 • 

1. Montrons que 1 •on peut trouver k>O et r 0>0 tels que -Aw>O sur 

.§.r(Xo) f"'l Q-E 

oa· · -Aw(x) = -A'I'(x) + Au(x)- 2k I aii(x)- 2k L _ 1J(x) (Xj-Xo,j) 
1 1 J ox i 

On a Au = ÀF(u) sur Q-E au sens des distributions [formulation 

forte]; 
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Les a; j sont' des fonctions,· par hypothèse, régulières sur Q donc 
il existe M1>0, M2>0 telles que : 

-2k I a;;(x) ) -kM1 
1 

v- x 6 Q 

=> - Aw) À F(O)-kM1-kM2r sur (Q-E) n Br(xo); 
il existe k>O (dépendant de À) tel que ÀF(O)-kM 1>0; 
soit k>O ainsi fixé, il existe r 0>0 (indépendant de x0) tel que 

pour tout r~ro on ait : ÀF(O)-kM1-kM2r>O 
ainsi -Aw>O sur Br(x0 ) n (Q-E). 

2. Montrons que sup{u(x0 )-u(x)-Y(xo)+Y(x) 1 x € Br~o)})kr 2 

On a w(x0 )=0 et -Aw > 0 sur Br(x 0 ) n (Q-E), appliquons le princi
pe du maximum fort sur Br(x0 ) n {Q-E) : [G.T] 
sup { w(x) 1 x. € Br(x0 ) n (Q-E)})Q. et est atteint en un point 
Xm appartenant à la frontière de Br(Xo) n (Q-E). 
Soit x € ôE n Br(x0 ), u(x) = Y(x) => w(x)=u(x 0 )-Y(x 0 )-kll(x-x 0 ) 11 2 

=> w(x)<O donc Xm E; ô(Br(Xo)) n (Q-E) 

=> sup { u(xo)-u(x)-Y(xo)+Y(x) 1 x 8 Br(xo)})kr 2 ~ r~ro. 
# 

Remarque VII .1 

Si 1 'on remp 1 ace 1 'hypothèse AY~O par : il existe Ào>O tel que 
-AY+À0 F{Q))Q, alors le résultat du lemme VII.3 est vrai pour 
tout À, À)Ào. 

Utilisons ce lemme pour étudier la variation de l'ensemble de coïnci
dence le long de la branche maximale de solutions de (1.1). 
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lentne VII .4 

Soit 'I' € C2 ('Q) tel que A'I'~O, et (Ào,uo) un point de la branche 

maximale de solutions de (1.1) tel que, si EÀ
0
={uo='I'}, 

EÀ0*0, ôEÀ0 soit régulière. 

Alors, pour tout e>O (e<r 0 ), il existe ~>0 (dépendant de ÀO) tel 

que si ÀO~À<Ào+~, dist(EÀ0 ,QÀ) ~ e où QÀ = Q-{O(À)='I'}. 

Démonstration du lemme VII.4 

1. Si Ào~À alors u0 ~ü(À)~'I' p.p. sur Q donc si EÀ={ü(À)='I'} on a 

EÀo c EÀ. 

2. Soit x0 € ôQÀ
0

, k>O et r 0 donnés par le lemme VII.3 ·appliqué 

à (À0 ,u0 ); si e<ro Be(x0 )cQ, on a: 

sup { -uo(x)+'I'(x) 1 x € Be(xo) } ) ke2 • 

o•autre part À € R+ + ü(À) E: C0 ('Q) est continue à droite en Ào 

[proposition VII.2] donc il existe ~>0 tel que si Ào~À<Ào+~ 

jü(À)-uoi<X)< ke2 • 

Ces deux résultats impliquent : 

sup { 'I'(x) - Ü(À)(x) 1 x E Be(xo) }>0 donc Be(xo) n QÀ;i:0 Y. À · 

Un résultat semblable a été établi par [C,F] pour le problème suivant 

U)0 sur Q 

-~u + f ) 0 sur Q 

(-~u + f)u = 0 sur Q 

u = 0 sur ôQ. 

avec f € ca(Q) O<a<l. 
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VII.2.2 Etude de la première valeur propre du problème linéarisé sur 
le complémentaire de 1 •ensemble de coïncidence, le lonq de la 
branche maximale. 

Dans ce paragraphe, on suppose que~ € C2(Q), A~~o. 

Soit v(~) la valeur propre fondamentale de 
Aw =v F'(ü(~)) w sur Q~, w = 0 sur ôQ~; 

nous allons établir le résultat suivant : 

Proposition VII.4 

Si il existe ~* tel que pour tout ~"~*' Sü(~) soit un espa
ce vectoriel, ôQ~ régulière et F'(ü(~*))>O alors : 
~ € R+ +v(~) € R est une application continue à droite en ~*· 

Considérons une suite de nombres réels ~P' ~p+~* lorsque p++~; 

on note up = ü(~p), u* = ü(~*), QP = Q-E~p' 

Q* = Q-E~*· 
On sait [proposition VII.lj que up + u* dans H0

1(Q) et dans C0 ("Q) 

lorsque p++~. 

Avec ces notations, on a le résultat suivant 

LeDIIIe VII .5 

Pour toute suite ~P telle que ~p+~*' et pour tout v € 
Ho 1 ( Q), on a : 

Psup[v] + Psu*[v] dans Ho 1 (Q) lorsque p++~ 

et Psup[Psu*[v]] = Psup[v] . 

Démonstration du lemme VII.5 

i. Cas où v € D(Q*l 

Soit v € D(Q*), o = dist(E*,supp(v)) o>O. 
Appliquons le lemme VII.4 en ~* : il existe Po tel que "f p, p;,p 0 , 

dist(E*,Qp) ~ ~ . 
2 

Or E* c Ep donc 
puisque Psu*[ v] = 
dans Ho 1 (Q). 

su pp( v) c QP v- P"Po donc Psup [v] = v et 
v , on a b i en 1 i rn Psu P [v J = P su* [v J 

p++~ 
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ii. O(Q*) étant dense dans H0
1 (g*}, alors en identifiant un élément 

de D(Q*) et son prolongement par 0 sur E*, D(Q*) est dense dans 
Su* pour la topologie de H0

1 (Q); Psup' Psu* étant des applications 
lipschitziennes sur Ho 1 (Q), on a : 
~v € Su* Psup[v] ~ Psu*[v] = v lorsque p++m. 

iii. Soit w € Ho 1 (Q), v = Psu*[ w] € Su* donc'· d • après ..U., 
Psup[Psu*[w]] ~ Psu*[w] dans H0

1(Q) lorsque p~m; 
mais pour tout p € N on a E* c Ep donc Sup c Su* 

=> Psup[Psu*[w]] = Psup[w] d•où le résultat. 

Notations 
Soit~ 1•opérateur v € Ho 1 (g) ~ Q*(v)=Psu*[GF•(u*)v] e Ho 1(g) 
(resp. Op : v € Ho 1 (Q) ~ Op(v)=Psup[GF•(up)v] € H0

1(Q) ) 
c•est un opérateur linéaire compact. 
De plus ôQ* étant régÙlière et Su*= {w € H0

1(Q) 1 w=O q.p. sur E*}, 
on montre que : 

v- v € H0
1 (Q), Jf w € H0

1 {Q) a(Q*(v),w) = fF•(u*)v w dx 
Jg~ 

en écrivant a(Q*(v),w) sous la forme d•une intégrale sur Q que 1•on 
décompose en une intégrale sur Q* et une autre sur E*; cette der
nière est nulle car Q*(v)=O q.p. surE*; on transforme 1•autre en 
utilisant la formule de Green sur Q*· 
Ainsi Q* (resp.Qp) est un opérateur linéaire compact auto-adjoint 
et positif pour a. Il admet donc une suite décroissante de valeurs 
propres positives qui tendent vers 0; ses valeurs propres sont stric
tement_ positives car F• (u*)>O (resp. F• (up)>O pour p assez grand 
par continuité). On note ~* 1 (resp. ~p 1 ) la plus grande valeur 
propre de Q* (resp. Op). 

On montre facilement que : pour ~*0 

~valeur propre de O* <=> 1 est valeur propre de :{Aw = v F•(u*)w sur Q*, 
~ w = 0 sur ôQ*. 

de même ~p 1 = 1 

v( "-p) 
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Démonstration de la proposition VII.4 

Considérons une suite Àp+À*; il suffit de montrer que 
~p 1 ~ ~* 1 lorsque p~+~. 

1. Montrons, que pour tout v E L2(Q), Op(v) ~ Q*(v) dans H0
1(Q) 

Soit v 8 L2(Q) donné, 

Qp(v) - Q*(v) = 
Psup[GF'{up)v-GF'(u*)v]+Psup[GF'(u*)v]-Psu*[GF'(u*)v] 

or F'(up) = F'(u*) + F"(~p)(up-u*) 
oQ ~p(x) 8 [u*(x),up(x)] donc O<~p<l~\~ p.~ sur Q 

et il existe M>O telle \F"{I;p) 1~ < M Jf p E N. 
C désigne dans toute la démonstration diverses constantes stricte

ment positives indépendantes de p. 

HPsup[GF'(up)v-GF'(u*)v]H<CI(F'(up)-F'(u*))vl 2 
<Cl (up-u*)vl 2 
<Ciup-u*l~ lvl2 

=> Il Op (v) -Q* (v) Il< C 1 up-u* 1 ~\v \2+11 Psup [ GF' ( u*) v ]-Psu* [ GF' ( u*) v] H 
Grâce à la proposition VII.2 : \up-u*l~ ~ 0 lorsque p~~. 
De plus en appliquant le lemme VII.5 à GF'(u*)v E H0

1(Q), on a 
IIQp(v)-Q*(v)H ~ 0 lorsque p~+~. 

2. Montrons que HQp,-0*" ~ +~ lorsque p~~ 

Pour tout v € L2(Q), pEN, on a : 

IIQp(v)u < C uGF'(up)vu < C IF'(up)vl 2 < C lvl2 
c_ar O<up<l~l~ donc il existe M>O telle que IF'(up)l~ < M Jf p E: N 

(Qp,pEN) est une famille équicontinue d'opérateurs linéaires con
tinus de L2(Q) dans H0

1(Q), Op(v) ~ Q*(v) dans H0
1(Q) Jf v E L2(Q) 

Soit Ba= { v E H0
1 (Q) 1 a(v,v)=l }; Ba est compacte dans L2(Q). 

Le théorème d'Ascoli appliqué sur Ba implique 

HQp-0*" = sup { /a((Qp-O*)(v),(Qp-Q*)(v)) 1 v E Ba } ~ 0 
lorsque ~+~. 
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3. Op (resp. Q*) est un opérateur compact de H0
1(Q) dans 

lui-mime, auto-adjoint, défini positif pour a; 

donc ~p 1 =max( a(Op(v),v) 1 v € Ho 1(Q), a(v,v)=l } = nOpll 
de mime ~* 1 = 110*" le point 2. implique que IIOpll + 110*" 
donc ~p 1 + ~* 1 lorsque p++m. # 

Remarque VII.2 

On a aini prouvé, sous des hypothèses assurant que : 
up+u* dans C0 ('Q) et dist(Qp,E*) + 0 lorsque p-++m, la 
convergence de la valeur propre fondamentale de : 

Aw = ~ F'(up)w sur QP, w = 0 sur ôQp, 
vers la valeur propre fondamentale de 
Aw = ~ F'(u*)w sur Q*, w = 0 sur ôQ*· 

Remarque VII.3 

Supposons W € C2 (Q), AW~O; 

Soit À* tel que pour tous f...)f...*, Sü( r....) soit un espace 
vectoriel et (t...,ü(t...)) vérifie la condition (L:}, on sait que, 
pour tout f...)f...* il existe une unique direction conique à droite 
et à gauche en (t...,ü(t...)) notée zA. De plus l'application 
r.... € [r....*,+m) +zr... e·Ha 1 (Q) est continue à droite en À*· 

Idée de la démonstration 
Considérons une suite f...p+f...* lorsque p++m, on montre que la sui
te zr....P est bornée dans H0

1 (Q); on peut donc en extraire une 
sous-suite qui converge vers z dans L2 (Q) fort et H0

1(Q) faible; 
en utilisant le lemme VII.5, on a z=zr....* et zr....p + zr...* 
dans H0

1 (Q) lorsque p++m • 
# 
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VII.2.3 Etude du premier point de chanqement de stabilité. 

2 -On suppose~ € C (Q), A~~o, F(O)>O. 

Notation: 
Supposons qu•il existe un point (À*,u*) appartenant à la branche 
maximale de solutions de (1.1), u*=Ü(À.*), tel que : 

- F 1 
( U*) >O 

- ~À.)À.* SŒ(À.) est un espace vectoriel~ ~QÀ. est réguliêre. 
-:v- À.)À.* (À.,iJ(À.)) vérifie la condition (2:) c•est à dire À.( v( À.) 

- À.*=v(À.*). 
On dira alors que (À*,U*) est le premier point de changement de 
stabilité le long de la branche de solutions maximales. 

Nous allons montrer que (À*,u*) est un point sinqulier de (1.1) 
vérifiant les hypothêses du théorême V.1, oui assurent 1•existence 

d•un développement de solutions de (1.1) autour de (À*,u*). 

Remarque VII.4 

1. On peut évidemment rempï acer la dernière hypothêse . . 
À.*=v(À.*) par la suivante (À.*' u*) ne vérifie pas 1 a 

condition u:) ( car 1•application À. + v(À.) est continue à droite 

en À.* [proposition VII.4]) 

2.des simulations numériques· (c.f. paragraphe VII.3) montrent 

qu•en général, cri est dans la situation suivante: 

1 
\ 
1 

\ 

\ 
\ 

\ 

\ 

i 
i 

u* -- --------~~ ..... -- ... 

À<\) À 

. -~---, (L) n 1 est pas vérifiée 
'l' -·-·-·-·-·-·-·-.1-·-· . -·-·-· -·-·-· -·-· -· -· -·- ·-. -·-· __ ... 

; 

~ 
0 

À.* À+ À 
" 
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C'est àdire 

- le point de transition équation-inéquation ne vérifie pas 1 a 
condition (~) 

- il- existe, sur la branche maximale de solutions, un point de re
tournement (À*,u*) tel que : 
~ À~À* Sü(À) est un espace vectoriel, ôQÀ est réqulière, 
~ À)À* (À,Ü(À)) vérifie la condition (E) 

(À*,u*) ne vérifie pas la condition (E). 

Proposition VII.S 
On suppose que : 'I!" € C2 ("Q), A'foE:;Q, F(O)>O, et qu'il existe un 
premier point (À*,u*) de changement de stabilité le long de 
la branche maximale. 

Alors (À*,u*) est un point singulier de (1.1). 
Si H* désigne l'opérateur linéaire : 

w E Ho 1 (Q) + H~(w)=w-Psu*[À* GF'(u*)w] € H0
1(Q) 

alors Ker(H*) est un sous espace vèctoriel de H0
1(Q) de dimen

sion 1, il existe <1> € Ker(H*) tel que Q>>O sur ~, Q>=O sur 

E* donc (F(u*),Q>)>O. 

Si n~4, on peut alors appliquer le théorème V.1: 

Corollaire VII.2 
On suppose que : n~4, 'I!" € C2 (Q), A'f..;;O, F(O)>O et qu'il existe 
un premier point (À*,u*) de changement de stabilité le long 
de la branche maximale . 
Alors il existe ~>0 et une multi-application 
sE(-~,~)+ (o(s),w(s)) E RxH 0

1(Q), w(s) E hV (un supplémentai
re donné de Ker(H*)) tels que : 
(À*+so(s),u*+sQ>+sw(s)) soit solution de (1.1). 
De plus lim o(s) = 0 et lim nw(s)n=O. 

s+O s+O 
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On obtient ainsi un résultat qui est à rapprocher de celui obtenu pour 
les équations [proposition II.2 et théoréme II.3], mais on a seulement 
des multi-applications et on ne sait pas, même lorsque la non-linéari
té f est convexe si À*+so(s)>À*; on ne peut pas affirmer que l'on 
a un vrai point de retournement. 

Démonstration de la proposition VII.5 

1. Rappelons que w + Q*(w) = Psu*[GF'(u*)w] 
est un opérateur linéaire compact de Ho 1(Q) dans lui-même tel que 
si ~* 1 est sa plus grande valeur propre , on ait : 

v(À*) = 1 donc À* = _1_ il -1 
~*1 ' 

~* 

tel que O*(w) = ! w c'est à dire 

=> (À*,u*) est un point singulier de (1.1). 

. 1 
2. D'autre part- est aussi la valeur propre fondamentale de : 

~*1 
Aw = ~ F'(u*)w sur Q*, w = 0 sur ôQ*, F'(u*)>O donc [K.R] 
il existe$ € H0

1(Q*) tel que A$= À* F'(u*)$ sur ~' 
$=0 sur ôQ*, $>0 sur Q*· 

On prolonge $ en un élément de H0
1(Q), encore noté $, en posant $=0 · 

surE*, alors <Il= Psu*[À* GF'(u*)<P] 
c'est à dire <Il € Ker(H*) et (F(u*),~)>O car F(O)>O. 

De plus, puisque les inverses 
valeurs propres ~ de : Aw = 
les vecteurs propres se 
l'application : 

des v al eurs propres de 0* sont les 
~ F' (u*)w sur ~' w = 0 sur ôQ*, 
correspondant bijectivement par 

w € Su* + w/Q* et réciproquement w € H 0 1 (~) + v € Su* 
avec v=w sur Q*, v=O sur E*; 

À* étant la valeur propre fondamentale de Aw = ~ F'(u*)w sur 
Q*, w = 0 sur ôQ*, on sait [K.R] que Ker(H*) est de dimension 
1. 
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VII.3 Analyse et ~nterprétation des conditions (E), (E)t, (E")t 

Nous avons, au cours de ce travail, introduit diverses conditions, 

principalement (E), qui au point de transition équation-inéquation de 

(1.1) a été notée (E)t, et (E"h au point de transition, cette 

dernière hypothèse est plus faible que (E)t. 

Ces deux conditions (E) et (E")t, nous ont permis de prouver l'exis

tence d'un développement local de solutions de (1.1). 

Nous allons montrer qu'elles sont fortement liées à des conditions de 

stabilité et nous donnons des résultats nu~ériques qui montrent l'évo

lution de (E) le lonq de la branche maximale de solutions de (1.1) et 

mettent en évidence un échange de stabilité aux points de retour

nement. 

VI I. 3 .1 An a 1 ys e de ( E) et ( E" h-=.. 

Soit (À,u) une solution de (1.1), rappelons que :[chapitre IV] 

(À,u) vérifie (E) 

<=> inf { a(w,w) -À (F'(u)w,w) 1 w E Su-Su, UwU=1 } > 0 

Dans la ·suite, nous supposerons que : si (À,u) est solution de (1.1) 

on a F • ( u) >O ; 

alors si v{À,u) = inf { a(w,w) -:-À (F'(u)w,w) 1 w € Su-Su, 1w1=1 }, 

d'après le lemme 111.2, on a: 

(À,u) vérifie (E) <=> v(À,u)>O. 

Cherchons à estimer, dans divers cas, v(À,u). 

1. si (À,u) est une solution équation de (1.1) ( c'est à dire (À,u) 

est solution de (1.1) et de (1.3)) telle que cap{u='l'} = 0, alors 

Su=H0
1 (Q) et v{À,u) est la valeur propre fondamentale de l'équation 

linéarisée de (1.3) sur Q 

(7.6) Aw- ~ F'(u)w = ~ w sur Q, w = 0 sur ôQ. 

Dans ce cas , lorsque le théorème d'échange de stabilité [C.R] s'ap

plique, on cannait le signe de v(À,u). 



- 106 -

ceci est le cas si fest strictement convexe et si 1•équation (1.3) 
admet un uni. que point de retournement ( ~,ü). 

ü(O) -------------------------- \J(X,ü) = 0 
1 
1 
1 

À 

(~) est dans ce cas , exactement une condition de stabilité linéarisée 
relativement au problème d•évolution associé à 1 •équation (1.3). 

2. si (!l.,u) est une solution de (1.1) telle que Su soit un espace vec
toriel Su:FH 0

1 (Q) (le théorème IV.1 assure, sous certaines hypothèses, 
que 1 'on est dans ce cas) alors, E désignant 1•ensemble de coïncidence 
{ u='Y}' 
si ôE est régulière, Su= { w € H0

1(Q) 1 w=O q.p. sur E } s'identifie 
à H0

1 (Q-E); v(!l.,u) est, dans ce cas, la valeur propre fondamentale de 
1 'équation linéarisée de (1.3) sur Q-E : 

(7.7) Aw- !1. F'(u)w = ~w sur Q-E, w = 0 sur ô(Q-E). 

3. Envisageons enfin le cas du point de transition équation-inéquation 

de (1.1) [chapitre VI] alors Sut-Sut = H0
1(Q) et v{!l.t,ut) est 

la valeur propre fond?.mentale de l'équation linéarisée (7.6) sur Q. 

Cependant, nous avons vu au chapitre VI, que la conditon (2:")t : 

inf { a(w,w) - "-t (F•(ut)w,w) 1 w e St, llwll=1 } > 0, qui est 
p 1 us fai b 1 e que (2: )t, assure l'existence d • un déve 1 oppement de so 1 u

t ions au voisinage de (!l.t,ut), !l.>!l.t· 
Rappelons que St = Sut ri-Sut = {w € H0

1 (Q) 1 w=O q.p. sur Et} 
avec Et={ ut='l'}. 
Toujours sous l'hypothèse F'(ut)>O, la condition (2: 11 )t est [lemme 
III.2] équivalente à : 

v"("-t,ut) = inf { a(w,w) - "-t (F'{ut)w,w) 1 weSt, jw!=1}>0 
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si ôEt est régulière alors St=H 0
1(Q-Et) et v11 (Àt,Ut) est la 

valeur propre fondamentale de l'équation linéarisée sur Q-Et (7.7). 

Conclusion: 

dans tous ces cas, en un point (À,u) solution de (1.1), la condition 

la plus faible, (E) ou (E 11 )t, peut s'énoncer ainsi 

vc(À,u) >O 

où vc(À,u) est la valeur propre fondamentale de l'équation linéa
risée (7 .7) de (1.3) sur le complémentaire de l'ensemble de coïnci

dence : Q-E(u) où E(u)={u=~} (lorsque ôE(u) est régulière). 

C'est cette condition qui permet de prouver l'existence d'un dévelop

pement local de solutions de (1.1) autour de (À,u). 

Nous allons estimer vc(À,u), analytiquement en dimension 1, sur un 

problème particulier, puis numériquement en dimension~l. Cette étude 

nous montrera que vc(;\,u) change de siqne, en particulier aux points 

de retournement; par analogie avec les équations (c.f cas 1.) on peut 

dire que vc(;\,u)>O est une condition de type stabilité. 

VII.3.2 Etude analytique de vc(À,u) en dimension 1. 

On choisit A=-t:,., Q= ]-1,1[, ~ est constant égal à a, et f : 

t € R ~ f(t) € R+ est de classe C2
, strictement croissante, f(O)>O et 

telle qu'il existe m>O vérifiant f11 (t)~m Jf t € R+ (cet exemple a été 

traité dans [Co]). 

L'équation (1.3) devient : 

(7.8) -u11 = À f(u) sur ]-1,1[, u(1)=u(-1)=0. 

Alors [théorème II.3] il existe lê R+ tel que l'équation (7.8) n'ad

mette des solutions que pour À~X, de plus rM.P] il existe M>O tel que 

~ À~x lu(À)I~~ M , on peut appliquer les résultats rappelés au 

paragraphe II.2.2 : 

ü = lim u(À) existe dans c2 ,a(n) lf a, O<a<1 et (l,ü) est un point de 
Hl 

retournement. 
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L'équation (7.8) admet le diagramme de bifurcation suivant 

· u(O) 

ü(O) 

Les solutions symétriques, à frontière libre non triviale, du problème 
de 1 'obstacle (1.1) associé à (1.3) vérifient 

1 

u(x)=a si O<x<r, u(r)=a; u'(r)=O 
(7~9) u" + ~ f(u) = 0 si r<x<1 

u(1)=0 

elles ont le profil suivant 

u(x) 
a 

-1 -r 0 r +1 x 
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L'inéquation (1.1) admet le diagramme de bifurcation suivant 

\ 

\ 
\ 

\ 
r 

... 
a ·-·-·-·-·-·------:~ --·-·-·--· -·-· -·-·-·-·-·-·-·-

ü(O) 

0 
À 

Notons (Àt,Ut) le point de transition équation-inéquation. 
On a, dans ce cas particulier, une formule explicite donnant r en 
fonction de À : 

r = 1 

De plus, on a une estimation de vc(À,u), en effet on montre que 

vc(À,u) ) ~ v2(Àt,Ut) ~ À>Àt 
Àt 

où v2(Àt,Ut) est la deuxième valeur propre de l'équation (7.6) 
linéarisée en (Àt,ut) sur Q=]-1,1[ qui, dans ce cas, s'écrit 

(7.10) -w" - Àt f'(ut)w = ~ w dans ]-1,1[, w(-1)=w(1)=0 

Rappelons que v(Àt,ut) est la première valeur propre de (7.10). 

On montre aussi que : 
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Si on a un seul point de.retournement (X,ü) pour 1•équation (1.3) (ce 

qui est, par exemple le cas avec f(t)=et) alors [C.R,M.P] 

v2P.-t,ut}>O; 
ainsi ~ À)Àt (c•est à dire sur toute la branche inéquation) 

vc(À,u)>O. 

Etudions les changements de signe de vc(À,u) en fonction de 11 obsta
c le a : 

si a < ü(O) 

Le point de transition équation-inéquation est avant le premier 
point de retournemeht équation (l,ü), il est donc sur la branche mini
male de solutions de (7 .8) et v- À>O vc(À,u)>O: 
Cependant, 1•applicaton À~vc(À,u) est discontinue au passage du 
point de transition. 

Le diagramme de bifurcation a 1 •allure suivante : 

··' 
' 

u(O) 

t 
ri 

.... 1 

' j 
'~ 
i·\ . \ 

1 \ 
' \ 

1 ; 
Î 1 

: 1. v (À ,u ) > 0 
a ·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-· ·-·-·-C--t .. t--·-·-·-·-·-·-·-·-·_, 

1 

0 

si a = ü(O) 

Le point de transition équation-inéquation est le point de retour

nement équàtion (~,ü); 

si u(À) désigne la solution équation de (1.1) pour À<Àt (resp. 

maximale de (1.1) pour À)Àt), on a: 

lim vç(À,U(À)) 
ÀtÀt 

lim vc(À,U(À)) 
À-1-Àt 

= lim v(À,U(À)) 
ÀtÀt 

= v(l,ü) = 0 

= vc(Àt,Ut) > 0 car 
Ài-Àt 

L1 application À~Vc(\,u(À)) n•est pas continue en Àt. 
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si a > ü(O) 

Le point de transition est après le point de retournement équation 

(~,ü), il n•est pas sur la branche minimale de solutions de (7.8). 
Le diagramme de bifurcation a dans ce cas 1 •allure suivante 

u(O) 

a 

ü(O) 

0 

' ' 1 

'~ 
' 

' ' ... 

+ 
r· 

1 

1 

1 

·-·-·-·-·-·-·-· ... 

. _________________ ._ _______ _ 
• 
1 

Si u('X.) (resp. u('X.)) désigne la solution équation maximale de (1.1) 

(resp. inéquation maximale) pour l>'X.>'X.t (resp. pour 'X.>!I.t) alors :· 

lim vc(!I.,Ü(!I.)) 
À.-1-À.t 

lim vc('X.,u('X.)) = 
À-1-À.t 

[proposition VII.4] 

lim v('X.,u('X.)) ~ 0 
M!l.t 

Ce que 1•on peut récapituler ainsi 

u(O) 

a 

ü(O) 

0 

1 
1 -·---------T-- ---------
1 

On remarque une discontinuité de 1•application (!l.,u) -+ vc(!l.,u) au 

passage du point de transition (!l.t,Ut) 
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Conclusion : pour cette classe de problèmes en dimension 1; le long de 
la branche inéquation, on a : vc(À.,u)>O; on dit, par analogie à la 
théorie des équations, que cette branche est stable (en un sens qu'il 
faudrait préciser); de plus quelque soit a>O, cette branche ne se re
tourne pas. 

On remarque que l'application (À.,u) ~ vc("',u) est discontinue au 
passage du point de transition équation-inéquation; et lorsque a>ü(O), 
elle change même de signe au passage de ce point, le point de transi
tion apparaît alors comme un point de retournement généralisé avec 
échange de stabilité. 

VII.3.3 Etude numérique de vc(À.,u) en dimension > 1 

On choisit A=-D., Q=B(0,1) la boule unité ouverte de Rn, f(t) =et, 
1 'obstacle ~ est à symétrie radiale, différents cas ont étés testés 
~(x) =a, ~(x) = 1-x2 , ~(x) = 2-x 2 , ~(x) = 4±x 2 , ~(x) = 2-lxl, 
~(x) = 1+5jxl, ~(x) = 2+5lxl , .... 
On s'intéresse aux solutions à symétrie radiale, et à frontière libre 
non triviale, qui vérifient donc: 

(7 .11) 
n-1 

{ 
u" + - u' + À. eu = 0 
u ( r) =~{ r) u' ( r) =~ • ( r) 

si r<p<1 
u(1)=0 

Ce problème a été résolu numériquement par une méthode de tir [Co,He]. _ 

Pour chaque (À.,r,u) solution de (7.11), on a calculé numériquement la 
valeur propre fondamentale vc(À.,u) de l'équation linéarisée (7.7) 
sur le complémentaire de l'ensemble de coïncidence, qui dans ce cas 
s'écrit 

(7.12) 
z" + n-1 z' + À. ez = 

{ z(r)=OP z(1)=0 
iJ. z si r<p<l 

Les résultats [He] apparaissent dans les figures en annexe; ils peu
vent être schématisés par les diagrammes de bifurcation suivants : 



u(O) 

'f'(O) 

0 

u(O) 

'f'(O) 

0 

u(O) 

l!'(O) 

\ 

\ 

- 11"3 -

'v. =0 1 

c' l 

r! 
·1 

..... ,_ i v <0 
...... 0 c 

~-·-·-·-·-·-· .. -·-·-· -·-·-· -·-·-

' ' ' ' ' ' 

v <0 c 

t 

À 

vc:::-0 



CONCLUSIONS 

• En dimension 1, -on a vc(A,u)>O sur toute. la branche inéquation et on 

vérifie que, si ':f est constant À.-+-vc(A,u) est une droite. La branche 

inéquation ne se retourne jamais. 

•En dimension 2, 3 ou 4, des retournements apparaissent parfois sur la 

branche inéquation . 

On constate que lorsqu • i 1 n • y a pas de retournement sur 1 a branche 

inéquation, vc(A,u)>O ~ (A,u) solution de (1.1), A>At, 
(At,Ut) étant le point de transition équation-inéquation. 

Nous avons mis en évidence des exemp 1 es où un, voir deux 

retournements apparaissent sur la branche inéquation. On observe que 
vc(A,u) change de signe au voisinage de ces points et s'annule en 

ces points. De plus pour À. assez grand (A-+-+a:>) vc(A,u)>O. 

La condition vc(A,u)>O apparaît comme une condition de stabilité, 

avec échange de stabilité aux points de retournement. 

• Lorsqu'au voisinage du point de transition (At,Ut) l'inéquation 

( 1.1) admet, pour tout A>At, une so 1 ut ion équation et une so 1 ut ion 

inéquation, on constate que vc(A,u) change de signe, sans s'annuler, 

au voisinage de At. On peut dire que le point de transition 

équation-inéquation est un point de retournement en un sens 

généralisé. 

Notons (A*,u*) le premier point de retournement qui apparaît, 

lorsque l'on part de Ïl.=+a:> ,sur la branche maximale, on a: 

vc(A,G(A))>O pour A>A*, 
v.c(A*,u*) = 0 

(A*,u*) correspond au premier point de changement de stabilité le 

long de la branche maximale de solutions de (1.1) [paragraphe VII.2.3] 

Si u(A) désigne la deuxième branche de solutions de (1.1) au voisinage 

de (A*,u*) pour À.~A*; u(A)~u* ; 
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on observe que vc(A,u(A))<O pour A>A*, A voisin de A*, u<u*· 
Ceci justifie mieux le terme de point de changement de stabilité 

introduit au paragraphe VII.2.3. 

Remarquons enfin que : parmi les exemples considérés, certains véri

fient les conclusions des résultats théoriques démontrés aux chapitres 

VI et VII, sans en vérifier toutes les hypothèses (notamment l'hypo

thèse A'f"O) . 
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ANNEXE 

QUELQUES RESULTATS NUMERIQUES 
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