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Résumé

Ce mémoire synthétise les travaux réalisés sur le thème des instabilités propagatives et
l’éclatement tourbillonnaire observé dans des installations expérimentales telles que les souf-
fleries à catapulte ou les bassins hydrodynamiques, dont le but est de caractériser le sillage
tourbillonnaire d’avions de transport. Il comprend une synthèse bibliographique, une exploita-
tion des campagnes d’essais réalisées dans la soufflerie B20 à Lille, une présentation du code
FLUDILES de Simulation Numérique Directe, une modélisation des perturbations d’un tour-
billon de Lamb-Oseen et la validation des calculs DNS, une étude numérique de la dynamique
non linéaire d’un tourbillon de Lamb-Oseen par la DNS.

Mots-clefs : tourbillon de sillage ; sillage d’avion ; ondes inertielles ; éclatement
tourbillonnaire ; propagation d’ondes ; Simulation Numérique Directe.

Abstract

This report synthesizes the works performed on the theme of end effects and vortex bursting
observed in experimental facilities such as catapult wind tunnels or towing tanks, whose aim
it is to characterize the wake vortices of civil aircraft. It includes a bibliographical synthesis,
the post-processing of experimental campaigns performed in the B20 wind tunnel in Lille, the
presentation of the Direct Numerical Simulation FLUDILES code, the modelling of the distur-
bances of a Lamb-Oseen vortex and the confirmation of DNS calculations, the numerical study
of the nonlinear dynamics of a Lamb-Oseen vortex by means of DNS.

Keywords : wake vortex ; airplane trailing vortices ; inertial waves ; vortex burs-
ting ; end-effects ; Direct Numerical Simulation.
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”Qui ne doute pas acquiert peu.”

Léonard DE VINCI
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mais une accumulation de faits n’est pas plus une science qu’un tas de pierres n’est une

maison.”
Ibid., chapitre 9.
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4.2.3 Les tourbillons à deux échelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.3 Les perturbations du champ de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.3.1 Une perturbation axisymétrique : m=0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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6.2.2 Equations de la stabilité linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6.2.3 Les ondes de Kelvin axisymétriques du tourbillon de Lamb-Oseen . . . . . 119
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6.3.2.1 Validation du code DNS sur la perturbation axisymétrique (m=0)148

6.3.2.2 Validation du code DNS sur la perturbation hélicöıdale (m=1) . 149
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7.4 Retour à la modélisation de l’éclatement tourbillonnaire au banc B20 . . . . . . . 196

7.4.1 Estimation du nombre de Mach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

7.4.2 Estimation du nombre de Reynolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

vi



TABLE DES MATIÈRES
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8.1 Synthèse des principaux résultats obtenus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
8.2 Perspectives de prolongation de ces travaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

8.2.1 Exploitation des données expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
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calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour
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de la famille ”C” sur le diagramme 6.2, en utilisant les mêmes conventions que dans la figure 6.5
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géométrique (d’après Fabre et Jacquin [93]). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.13 Un mode régulier de la famille ”V” (Visqueux) de la perturbation m=1 à Re=1000 : point de
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7.19 Contenu spectral de la perturbation m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) en y = 0
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à T = 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

7.24 Contenu spectral de la perturbation m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) en y = 0
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dans le plan y = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

7.39 Contenu spectral de la perturbation m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000) à T = 4
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dans le plan y = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

7.41 Perturbation infinitésimale m = 1 à Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 0 (maillage à
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(maillage à 15.9 M points). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
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raffiné. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Tourbillons et sillages des avions de transport

Les tourbillons sont des structures hydrodynamiques engendrées par le décollement et l’en-
roulement des couches limites qui se développent sur des surfaces solides. Ainsi, les sillages tour-
billonnaires sont présents dans de nombreuses applications industrielles (ailes d’avion, rotors
d’hélicoptère, aubes de compresseur, hélices de navire ou de sous-marin etc.) et ont dans cer-
tains cas des effets indésirables sur le plan technologique. En outre, sur un plan plus académique,
la dynamique des tourbillons revêt un intérêt fondamental pour la compréhension physique de
mécanismes génériques rencontrés en mécanique des fluides, notamment en aérodynamique et
dans le développement de la turbulence (Jacquin [141], Hulin & al. [138]). Le double intérêt scien-
tifique et technique du problème explique le très grand nombre d’études sur les tourbillons : plus
d’une centaine de publications par an sur le sujet dans les années 1990, selon Green [114].

Fig. 1.1 – Sillage d’un avion de transport
biréacteur en phase d’atterrissage.

Fig. 1.2 – Sillage tourbillonnaire en régime de
croisière d’un quadriréacteur, matérialisé par les
trâınées de condensation.

Plus particulièrement, dans le domaine de l’aviation civile, les tourbillons de sillage sont
une conséquence directe de l’écoulement de contournement de l’air autour d’une aile, à l’origine
de la portance d’un avion. Ces structures tourbillonnaires sont connues pour être persistantes,
c’est-à-dire avoir une durée de vie très longue (cf. Zeman [270], Jacquin & Pantano [145], Jac-
quin & al. [144], Crouch & Jacquin [62]), qui en général dépend fortement de l’état - calme ou
turbulent - de l’atmosphère. Par temps clair, ces tourbillons de sillage sont observables dans le
ciel, matérialisés par les trâınées de condensation des réacteurs (”contrails” : figures 1.1 et 1.2).
La figure 1.3 illustre schématiquement comment le sillage tourbillonnaire d’un avion résulte en
un système de deux tourbillons principaux contra-rotatifs après appariement (”vortex merging”)
entre les tourbillons co-rotatifs de bout d’aile et de volet.

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Fig. 1.3 – Les différentes phases du développement d’un sillage tourbillonnaire derrière un avion de transport.

1.2 Incidences des sillages tourbillonnaires

Ces sillages tourbillonnaires sont potentiellement très dangereux pour un avion suiveur qui
peut subir un fort moment de roulis, comme l’a montré la catastrophe aérienne du vol AA
587 le 12 novembre 2001 (figure 1.4). L’enquête avait conclu que l’Airbus A300-600 d’Ameri-
can Airlines, pris dans les turbulences du sillage d’un Boeing 747, s’était écrasé en raison d’une
sollicitation excessive de la gouverne verticale, bien supérieure à la tenue structurale de l’appareil.

Fig. 1.4 – Accident du vol AA 587 le 12/11/2001, survenu 103 s après le décollage de JFK International Airport
et faisant 265 victimes.

La durée de vie des tourbillons de sillage pose un problème majeur de sécurité avec d’impor-
tants enjeux socio-économiques car la réglementation actuelle de l’OACI fixant les distances de
séparation entre deux avions successifs, en fonction de leurs masses respectives, au décollage et
à l’atterrissage (figure 1.5) est parfois jugée trop restrictive, provoquant l’engorgement dans de
nombreux grands aéroports (ou ”hubs”) tels qu’Atlanta, Chicago, Los Angeles, Londres, Dal-
las, Paris, Milan ou Francfort. Ces règles d’espacement sont toujours en vigueur de nos jours,
sans toutefois garantir la disparition absolue du danger et on répertorie encore chaque année
de multiples incidents liés aux tourbillons de sillage. Malgré la volonté de concilier sécurité et
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accélération des cadences, la saturation des aéroports est appelée à s’accentuer à l’avenir car
selon les prévisions actuelles, le trafic aérien mondial devrait au moins doubler dans les quinze
prochaines années.

Fig. 1.5 – Règlementation des distances de séparation en fonction de la masse des avions par l’OACI (Organi-
sation de l’Aviation Civile Internationale).

Les sillages tourbillonnaires ont suscité un grand nombre de recherches dans les années 70
avec la commercialisation du Boeing 747. Après un relatif désintérêt dans la décennie suivante,
les années 90 ont vu une recrudescence des études et publications scientifiques sur ce sujet, no-
tamment en Europe avec le projet de l’Airbus A380. L’organigramme de la figure 1.6 illustre
l’intensification des collaborations internationales pour les recherches sur les sillages tourbillon-
naires.

Fig. 1.6 – Historique et organisation des différents programmes internationaux de recherche sur les sillages
tourbillonnaires depuis le début des années 90 jusqu’à aujourd’hui (ATM : Air Traffic Management). Interactions
et échanges d’informations entre les projets européens AWIATOR et FAR-Wake.
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1.3 Les recherches sur les sillages tourbillonnaires

De manière schématique, les études sur les tourbillons de sillage peuvent être classées en trois
grandes catégories, selon le régime que l’on cherche à caractériser (sillage proche, intermédiaire
ou lointain) :
- Les campagnes d’essais expérimentaux sur des maquettes réduites visent une caractérisation
fine de la signature tourbillonnaire pour une aile et un chargement donnés. Par exemple, des dis-
positifs passifs placés sur une aile - afin de modifier son chargement aérodynamique et tenter de
réduire l’intensité du sillage tourbillonnaire - ont été testés dans des installations expérimentales,
dont la soufflerie B20 de l’ONERA Lille.
- Les études théoriques permettent de caractériser la stabilité de systèmes tourbillonnaires, (c’est-
à-dire comportant un ou plusieurs tourbillons), afin de détecter par le calcul si une configuration
particulière de tourbillon(s) peut effectivement développer une instabilité hydrodynamique, in-
trinsèque à la physique de l’écoulement et ainsi accélérer la dispersion du sillage tourbillonnaire.
- La simulation numérique des sillages tourbillonnaires s’est considérablement développée avec
les moyens de calcul modernes. Elle permet de calculer l’écoulement aussi bien sur des configu-
rations très fondamentales visant une certaine ”généricité” ou plus complexes et réalistes (par
exemple les systèmes multipolaires, i.e. composés de plusieurs paires de tourbillons), que sur des
configurations industrielles telle qu’une aile complète d’un vrai avion. La figure 1.7 illustre com-
ment la simulation numérique a permis de caractériser le sillage proche d’une maquette d’avion.

Fig. 1.7 – Calcul du sillage proche par la simulation numérique, à partir de données expérimentales, dans le
cadre du programme Eurowake.
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Ainsi, de nombreuses études portant sur les mécanismes instationnaires et les instabilités
des tourbillons de sillages (figure 1.8) cherchent à comprendre de manière plus fine ces effets
dynamiques, notamment via la simulation numérique, et tenter de réutiliser ces instabilités
hydrodynamiques dans le but d’accélérer la dispersion des sillages tourbillonnaires.

Fig. 1.8 – Mise en évidence sur une même expérience des instabilités de grande longueur d’onde (Crow) et de
courte longueur d’onde (Widnall) en bassin d’eau (d’après Leweke et Williamson [181]).

Avec l’évolution des méthodes et des moyens techniques, les différentes approches, expérimentales
théoriques et numériques, deviennent aujourd’hui de plus en plus complémentaires dans la
compréhension des sillages tourbillonnaires, comme l’illustre l’organisation pluridisciplinaire du
programme AWIATOR présentée sur la figure 1.9.

Fig. 1.9 – Caractérisation des sillages tourbillonnaires par de grands moyens expérimentaux et la simulation
numérique, dans le programme européen AWIATOR.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons de quelle façon notre étude est une contribution,
parmi d’autres, aux différentes stratégies de recherche visant à réduire la durée de vie de ces
sillages tourbillonnaires.
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1.4 Point de départ de cette étude

Un phénomène de type éclatement tourbillonnaire (”vortex bursting”) a été observé de
manière très reproductible dans certaines installations expérimentales telles que les souffleries
à catapulte ou les bassins hydrodynamiques, moyens d’essais utilisés précisément pour la ca-
ractérisation physique des sillages tourbillonnaires étendu et lointain d’avions de transport. Ces
deux dispositifs ont pour points communs d’être équipés d’un système de traction de la ma-
quette et de se dérouler en milieu confiné, représentant deux sources de perturbations pour
l’écoulement.

Fig. 1.10 – Eclatement tourbillonnaire (”vortex
bursting”) observé au bout de 18 envergures à la
soufflerie à catapulte B20 de l’ONERA Lille (norme
du champ de vitesse).

Fig. 1.11 – Propagation d’ondes (”end-effects”)
dans le sillage tourbillonnaire d’une maquette
tractée en bassin hydrodynamique (WSG du DLR
à Göttingen).

Ce phénomène pathologique a des répercussions importantes sur le plan technologique car il
réduit considérablement l’étendue spatiale du sillage tourbillonnaire accessible aux mesures in
situ alors que le but de ces campagnes d’essais est précisément d’étudier le sillage tourbillon-
naire en champ lointain. D’autre part, ce phénomène présente en soi un intérêt fondamental et
potentiellement applicatif car sa compréhension physique pourrait s’avérer très utile pour pro-
poser de nouveaux dispositifs de réduction des sillages tourbillonnaires en cherchant à les faire
”éclater” prématurément. A ce jour, les mécanismes physiques responsables de cet éclatement
tourbillonnaire sont encore mal compris, soulevant de nombreuses interrogations :
- est-ce que cet éclatement tourbillonnaire pourrait être un pur effet d’installation, dû au confi-
nement et aux effets de bord de l’expérimentation ?
- est-ce que ce phénomène est représentatif d’une dynamique inhérente à un tourbillon de sillage
en écoulement libre, tel que celui se développant derrière une aile d’avion ?
- est-ce que ce type d’éclatement tourbillonnaire observé expérimentalement peut être reproduit
par la simulation numérique, voire appréhendé de manière prédictive par des calculs théoriques
et CFD?

Fort de son expérience sur les thèmes de l’éclatement tourbillonnaire (Pagan [213], Délery
[81], Mitchell [200], Renac [220], Leclaire [167]) et des tourbillons de sillage (Coppens [51],
Sipp [247], Fabre [99]), le Département d’Aérodynamique Fondamentale et Expérimentale a
entrepris de réaliser cette étude de nature fondamentale et numérique, en collaboration avec
d’autres départements de l’ONERA (DAAP, DMAE et DOTA). Celle-ci s’inscrit dans le cadre
du Projet de Recherche Fédérateur ”Dynamique des Sillages Tourbillonnaires” à l’ONERA et
du programme européen FAR-Wake.
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1.5 Objectifs et organisation de la thèse

La question initiale ayant motivé cette étude est donc la suivante : quelles peuvent être les
origines de l’éclatement tourbillonnaire survenant au banc d’essai B20 ?

La première partie de ce mémoire est consacrée à la caractérisation des phénomènes de pro-
pagation d’ondes et d’éclatement dans les écoulements tourbillonnaires, d’une part avec une
synthèse bibliographique (chapitre 2), d’autre part en analysant les données de mesures réalisées
au banc d’essai B20 à l’ONERA Lille (chapitre 3).

A partir de ces informations et conclusions, la deuxième partie présente notre démarche
pour tenter de modéliser ces phénomènes complexes. Le chapitre 4 passe en revue nos hy-
pothèses simplificatrices et notre stratégie de modélisation pour poser le problème mathématique
et sa résolution. Dans ce chapitre, nous précisons notre choix de modèle de tourbillon de sillage
(i.e. le champ porteur), la construction des perturbations et des paramètres adimensionnels
déterminants, enfin le choix de l’outil CFD. Le chapitre 5 est dédié au code de calcul (FLU-
DILES) employé dans nos simulations numériques et aux développements informatiques que
nous y avons faits pour les besoins spécifiques de notre étude.

La troisième et dernière partie expose les résultats de nos calculs CFD et leurs interprétations
physiques. Le chapitre 6 revient sur les ondes de Kelvin du tourbillon de Lamb-Oseen et
développe l’étude des perturbations du chapitre 4 dans le régime linéaire, c’est-à-dire pour des
perturbations dont l’amplitude est infinitésimale par rapport au champ de base, afin de vérifier
que notre code de calcul ainsi adapté retrouve bien les résultats numériques et la dynamique
physique obtenus par Fabre [98, 99] à l’aide de la théorie de stabilité linéaire (cf. Drazin &
Reid [82, 83], Saffman [227] et Huerre & Rossi [137]). Le chapitre 7 propose une investigation
de la dynamique tourbillonnaire dans le régime non linéaire en simulant des perturbations de
grande amplitude, afin de mettre en lumière les différences avec la dynamique linéaire et de
rechercher une éventuelle instabilité qui pourrait être à l’origine de l’éclatement tourbillonnaire
observé à la soufflerie B20.
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Première partie

Caractérisation du phénomène
d’éclatement tourbillonnaire
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Chapitre 2

Etude bibliographique

2.1 End-effects (effets de bord) et éclatement tourbillonnaire

2.1.1 End-effects

2.1.1.1 Introduction

Le phénomène d’end-effects, i.e. les effets de propagation de perturbations le long d’un tour-
billon de sillage dans des installations expérimentales, a été décrit pour la première fois au début
des années 1970 par J. H. Olsen [210], dans le cadre d’études réalisées en ”towing tank” (bassin
hydrodynamique). Ces expérimentations, dont le montage est illustré sur la figure 2.1 ont été
réalisées à des nombres de Reynolds (basé sur la corde du profil) de l’ordre de 104, bien inférieurs
aux valeurs réalistes d’un avion (107). L’auteur indique que ces essais ont fourni des résultats
qualitativement similaires à ceux de tests en vol, ce qui pourrait suggèrer un faible effet du
nombre de Reynolds dans le domaine de fonctionnement 104 ≤ Re ≤ 107.

Deux types d’instabilités ont été identifiés dans cette installation :

- le premier type d’instabilité a été clairement observé et associé à la vitesse axiale de
l’écoulement. Cette instabilité s’est avérée capable de détruire un tourbillon de sillage au voisi-
nage de son coeur sans modifier la dynamique de l’écoulement loin du coeur du tourbillon
- le second type d’instabilité, qui s’explique par l’interaction mutuelle des deux tourbillons prin-
cipaux, a été plus difficilement observé car en grande partie ”masqué” par la première instabilité.

Nous verrons au chapitre 4 que la démarche de notre étude est guidée par le premier type
d’instabilité décrit par Olsen et intrinsèque d’un seul tourbillon, tandis que le second type (ca-
ractéristique d’une paire de tourbillons) procède de l’instabilité coopérative de Crow [64].

Benjamin & Ellis en 1990 [27] montrent, par une étude théorique, comment une structure de
type bulbe (donc axisymétrique) en interaction avec une vitesse axiale, peut générer des struc-
tures propagatives de géométries plus complexes, i.e. non axisymétriques de nombres d’ondes
azimutaux |m| = 1, 2, 3, ....

Plus récemment, des études menées au bassin hydrodynamique du DLR Göttingen (WSG)
par Bao & al. [12] ont fourni, en particulier, des informations complémentaires sur les end ef-
fects :
- une instabilité en forme de bulbe se propage dans le coeur des tourbillons avec une vitesse
pilotée par la vitesse de traction de la maquette.
- la même maquette a été utilisée dans un bassin hydrodynamique de bien plus grandes dimen-
sions (le HSVA d’Hambourg). Les mesures PIV 2D ont montré que les end-effects apparaisent
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Fig. 2.1 – Montage expérimental d’Olsen [210], pour étudier les end-effects (Boeing, 1970). Essais réalisés en
bassin hydrodynamique avec un profil NACA 0012, relié par un dard vertical au système de traction. Les effets
de la surface libre du liquide sont réduits en utilisant des faibles vitesses de tractage. Le dispositif de visualisation
est très similaire à la technique décrite par Baker [9].
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approximativement au bout du même nombre d’envergures.
Ces observations suggèrent donc que les end effects sont un phénomène générique et que cette
instabilité n’est pas liée à un effet de confinement dû aux tailles limitées des installations.

Par voie expérimentale et au moyen de la PIV, Meunier [197] a caractérisé en bassin d’eau
les perturbations d’un tourbillon derrière une plaque. Ses observations ont mis en évidence que
seules deux familles de perturbations peuvent effectivement se propager le long d’un tourbillon :
- un premier type de perturbation est caractérisé par la création de vitesse axiale, qui est relié
aux ondes de Kelvin de nombre d’onde azimutal m=0
- un second type de perturbation est caractérisé par l’ondulation de l’axe du tourbillon, qui est
relié aux ondes de Kelvin de nombre d’onde azimutal m=1, plus communément désignées par le
terme de ”bending waves” (ondes hélicöıdales de torsion).

2.1.1.2 Les solutions mises en pratique

Une trentaine d’années après les observations d’Olsen, les origines du phénomène ne sont
pas encore clairement identifiées et certains expérimentateurs ont proposé des astuces empi-
riques pour pallier le problème. Ainsi, Crouch & al. [63] puis Ortega & al. [212] ont spécifié
des précautions dans le but précisément d’éviter ou de limiter ces perturbations d’end-effects,
particulièrement préjudiciables à la caractérisation des sillages tourbillonnaires dans leurs ins-
tallations respectives :
- Crouch & al. ont choisi l’échelle de leur maquette de façon, entre autres, à éviter les end-effects :
”The model scale was chosen to permit the vortices to descend ... before entering ground effect
and also to avoid end effects due to perturbations generated during the acceleration and dece-
leration of the model” [Crouch & al. [63]].
- Ortega & al. ont également observé qu’un éclatement tourbillonnaire se produit dans leur ins-
tallation, avec une propagation lente en aval du sillage tourbillonnaire : ”The reason for towing
the carriage to the end of the towing tank is that previous experiments have demonstrated that
stopping the carriage causes the wake vortices to burst prematurely. This bursting phenomenon
slowly propagates downstream along the vortices. Therefore, if the carriage is stopped too close
to the test section, the data collected there soon become contaminated by this effect...” [Ortega
& al. [212]].

Suite à leurs études menées au WSG (DLR Göttingen), Bao & al. [11] sont parvenus à réduire
les effets des end effects en isolant la zone d’accélération de la maquette de la zone de mesure
PIV à l’aide d’une plaque séparatrice, recouverte de mousse et percée afin de laisser passer la
maquette.

D’une certaine manière, cette solution de contournement du problème a été reprise à la
Catapulte B20 de l’ONERA. En effet, comme nous le verrons dans les chapitres suivants, un
simple décalage du plan de mesure le long de l’axe du vol permet de retarder l’apparition des
end-effects au niveau de la PIV et ainsi de caractériser le sillage tourbillonnaire sur un intervalle
de temps plus long.

2.1.2 Eclatement tourbillonnaire

Dans cette partie, nous faisons un bref passage en revue des travaux sur l’éclatement tour-
billonnaire. L’éclatement tourbillonnaire est un sujet d’étude à part entière, qui fait depuis une
cinquantaine d’années l’objet de très nombreuses publications, aussi bien théoriques, expérimentales
que numériques. L’objet de cette section n’est pas de faire un inventaire exhaustif de tous ces
travaux mais plus modestement de synthétiser les principaux éléments sur lesquels nous nous
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sommes appuyés pour réaliser notre étude. Pour plus de détails sur l’éclatement tourbillonnaire,
le lecteur pourra se référer aux synthèses de Hall [125], de Leibovich [169], de Lucca-Neggro
et O’Doherty [186] ainsi qu’aux revues de thèse de Pagan [213], Mitchell [200], Renac [220] et
Leclaire [167].

2.1.2.1 Quelques points de terminologie

Au préalable, une remarque de terminologie s’impose puisque le terme français ”éclatement
tourbillonnaire” recouvre en fait deux expressions différentes en anglais : ”vortex bursting” et
”vortex breakdown”. Dans une moindre mesure, une troisième locution existe en anglais avec
l’expression de ”nonlinear instability burst” employée en 1972 par Hocking & al. [132]. Enfin,
il existe aussi le terme ”vortex break-up” employée par Crouch [63], que l’on pourrait traduire
en français par ”dispersion” du sillage tourbillonnaire. Selon les auteurs, la différence entre
”vortex bursting” et ”vortex breakdown” est tranchée ou pas. Hall en 1985 ne fait visiblement
pas de distinction : ”the phenomenon of vortex breakdown, also known as vortex core bursting”.
A l’inverse, dans sa revue de 1998 sur les tourbillons de bout d’aile, Spalart [249] souligne
très clairement qu’il faut bien distinguer les deux notions, le vortex bursting se différenciant
du vortex breakdown par son aspect propagatif. En effet, selon les termes de Spalart, ”vortex
bursting is an apparently spontaneous crisis of the vortex core, which often travels. Although
both are dramatic events affecting a vortex, the identification with vortex breakdown must be
avoided”. Le mécanisme proposé par Spalart est celui de la propagation de perturbations dans la
direction de l’axe du tourbillon combinée à un effet de compression/étirement le long du vortex.
Pour illustrer ce mécanisme, il utilise l’image des ”pancakes”, représentée sur la figure 2.2, et
qui peut être mise en parallèle avec les ”Kelvin’s cat’s eyes” introduits par Schecter & al. [238],
à proximité du rayon critique pour des pertubations non axisymétriques (cf. paragraphes 2.3.3
et 2.3.4).

Fig. 2.2 – Le mécanisme de propagation en forme de ”crêpes”, introduit par Spalart [249].

Nous verrons plus loin que le mécanisme de Spalart, de nature purement axisymétrique, est
repris par Moet & al. [204] pour leurs études numériques. Il est également à noter que cette image
des ”crêpes” qui se propagent, rejoint l’idée des ”chapelets” d’éclatements tourbillonnaires en
forme de bulbes, intuitée dés 1962 par Harvey [129] dans ses observations expérimentales et mise
en évidence numériquement par Beran [30] ainsi que par Hafez et Ahmad [124] en 1988.
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Fig. 2.3 – Deux types d’éclatement tourbillonnaire
(bulle axisymétrique et spirale) sur une aile delta
(Lambourne et Bryer [159], 1961).

Fig. 2.4 – Deux éclatements tourbillonnaires de
type spirale sur une aile delta (Werle [267], 1971).

2.1.2.2 Etudes expérimentales de l’éclatement tourbillonnaire

Historiquement, ce sont des études expérimentales d’aérodynamique externe menées au début
des années 1950 par Werlé [265, 266] sur la formation des nappes tourbillonnaires à l’extrados
d’une aile delta qui ont fourni les premières observations d’éclatements tourbillonnaires.

Dans cette section, nous nous intéressons plus particulièrement aux différents types de
géométrie azimutale identifiés dans les études sur l’éclatement tourbillonnaire. Ce point est
déterminant pour la propagation des ondes dans un tube de vorticité, dont nous rappelons les
principaux mécanismes physiques aux paragraphes 2.2 et 2.2.3, et la modélisation par la simu-
lation numérique des perturbations susceptibles de provoquer un éclatement tourbillonnaire (cf.
chapitre 4).

Lambourne et Bryer [159] ont été parmi les premiers à étudier finement la topologie à pro-
prement parler de l’éclatement tourbillonnaire sur aile delta. En particulier, ils ont montré la
possibilité de l’occurrence de deux types d’éclatement tourbillonnaire dans le même écoulement,
comme illustré sur la figure 2.3.

Harvey [129] a le premier utilisé un dispositif de ”vortex tube” avec de l’air, système qui
sera ensuite repris en bassin d’eau, notamment par Leibovich et Sarpkaya. Dans son expérience,
Harvey observe un éclatement en forme de bulbe dont les principales caractéristiques sont les
suivantes :
- le bulbe éclaté est constitué d’un fluide stagnant, sans zone d’écoulement à contre-courant
- en aval d’un éclatement en forme de bulbe, l’écoulement peut redevenir similaire à celui exis-
tant en amont de l’éclatement
- l’éclatement remonte vers l’amont quand augmente la circulation du tourbillon

Les travaux de Sarpkaya [232] ont porté sur des tourbillons confinés (”vortex tube”). Ses vi-
sualisations ont mis en évidence que l’éclatement tourbillonnaire peut prendre plusieurs formes
topologiques et sa classification fait toujours référence :
- bulble axisymétrique (figure 2.5)
- éclatement spiral (figure 2.6)
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- structure en double hélice (figure 2.7)
La visualisation de la structure en double hélice a été obtenue dans des conditions exception-
nelles, ne présentant ni bulbe ni point d’arrêt, ce qui fait penser à cet auteur que cette configu-
ration ne constitue pas un véritable éclatement tourbillonnaire.

Fig. 2.5 – Eclatement tourbillonnaire axisymétrique en forme de bulbe (d’après Sarpkaya [232]).

Fig. 2.6 – Eclatement tourbillonnaire spiral (d’après Sarpkaya [232]).

Fig. 2.7 – Eclatement tourbillonnaire en structure de double hélice (d’après Sarpkaya [232]).

Ultérieurement, Sarpkaya et Daly [237] puis Sarpkaya [235, 236] ont concentré leurs études
sur les liens (voire les fortes interactions) entre éclatement tourbillonnaire et turbulence. D’une
part, l’éclatement tourbillonnaire se caractérise par le développement d’une forte turbulence en
aval, d’autre part le niveau de turbulence ambiante dans l’expérimentation peut favoriser l’ap-
parition de l’éclatement tourbillonnaire.
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Quelques années plus tard, suite à une étude préliminaire de Faler [100] à la NASA, Faler et
Leibovich [101,102] proposent une classification des différents types d’éclatement tourbillonnaire
plus complète que celle de Sarpkaya. La figure 2.8 illustre cette classification plus exhaustive
qui dénombre sept types d’éclatement, en fonction de l’aspect que prend le filet coloré émis en
amont sur l’axe du tourbillon :
- le type 0 est un bulbe axisymétrique, produisant en aval un écoulement spiral qui se dégrade
en turbulence
- le type 1 ressemble au type 0, mais produit en aval de la turbulence à grande échelle
- le type 2 est une spirale de même sens d’enroulement que l’écoulement de base (contrairement
à ce qui est observé sur les ailes delta)
- le type 3 commence par une spirale mais se désorganise très rapidement
- le type 4 est un bulbe aplati, ouvert vers l’aval
- le type 5 est une double hélice
- enfin, dans le type 6, le filament coloré s’écarte de l’axe du tourbillon en restant dans le même
plan méridien.

Fig. 2.8 – Abscisse de l’éclatement tourbillonnaire en fonction des nombres de Reynolds Re et de swirl de
l’écoulement pour chaque type rencontré par Faler et Leibovich [101,102].

Les mesures de vitesse réalisées par Leibovich permettent de réaliser une description schématique
d’un écoulement présentant un éclatement tourbillonnaire. Leibovich proposent une décomposition
en trois régimes spatiaux :
(1) L’écoulement d’approche consiste en un coeur tourbillonnaire compact, entouré d’un écoulement
dont on peut souvent rendre compte aprroximativement comme irrotationnel. Les profils de vi-
tesse axiale sont de type jet. Globalement, l’écoulement est caractérisé par de faibles gradients
axiaux.
(2) La zone d’éclatement suit. Elle est caractérisée par de rapides variations dans la direction
axiale, accompagnée d’une décéleration de l’écoulement d’approche, de la formation d’un point
de stagnation sur l’axe du tourbillon d’une recirculation de l’écoulement près de l’axe et finale-
ment de la restauration de la direction originale de l’écoulement axial.
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Fig. 2.9 – Eclatements tourbillonnaires de types bulbe et spiral en régime laminaire (d’après Faler et Leibovich
[101,102]).
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(3)Une nouvelle structure d’écoulement avec un coeur tourbillonnaire élargi s’établit en aval de
la zone d’éclatement. Les profils de vitesse axiale ressemblent de très près à un sillage classique
derrière un obstacle solide, avec des vitesses sur l’axe du vortex inférieures à celles extérieures
au coeur du tourbillon.

Selon Maxworthy & al. [194], des ondes solitaires axisymétriques peuvent devenir instables
à des perturbations spirales à condition que le front d’onde présente une déformation d’ampli-
tude suffisamment importante. Hall [125] insiste également sur les mécanismes axisymétriques,
car le coeur d’un tube de vorticité est très réactif aux perturbations qui font varier son diamètre.

Spall & al. [251] ont également émis un critère pour observer un éclatement tourbillonnaire.

Suite aux travaux de Ruith & al [223], l’étude complémentaire de Gallaire & al [108] suggère
que l’éclatement tourbillonnaire spiral est bien un mode global non linéaire ”vivant” sur l’écoulement
axisymétrique sous-jacent et sa fréquence est conforme au critère de sélection théorique.

2.1.2.3 Etudes théoriques de l’éclatement tourbillonnaire

Théorie des bifurcations et criticité

Historiquement, Squire [252] a été le premier en 1960 à mener des études théoriques sur
l’éclatement tourbillonnaire. Dés 1962, Benjamin [20] propose un mécanisme de bifurcation pour
l’éclatement tourbillonnaire. Pour résumer l’idée principale de Benjamin, l’éclatement tourbillon-
naire consiste en une transition de l’écoulement, d’un état super-critique (”état colonne” dans
lequel les perturbations axisymétriques se propagent exclusivement vers l’aval) vers un état sous-
critique (”état éclaté” dans lequel les perturbations axisymétriques se propagent aussi bien vers
l’amont que vers l’aval). Le modèle de Benjamin est très général et fournit une théorie unifiée
pour expliquer des phénomènes aussi divers que l’éclatement tourbillonnaire, le ressaut hydrau-
lique ou les ondes de choc dans les écoulements compressibles.

Squire [252] a suggéré que si des ondes stationnaires pouvaient exister sur un noyau tour-
billonnaire, alors de petites perturbations, venant de l’aval, pourraient se propager vers l’amont et
ainsi provoquer l’éclatement du tourbillon. La condition d’existence d’ondes axisymétriques sta-
tionnaires a été déterminée dans le cas d’un écoulement de base non visqueux et axisymétrique.
Elle marque le passage d’un écoulement supercritique, où de telles ondes ne peuvent exister, à
un écoulement subcritique, où de telles ondes existent. Pour un tourbillon très simple (rotation
solide à l’intérieur d’un coeur visqueux de rayon a, fluide potentiel à l’extérieur, vitesse axiale
constante), la condition d’existence d’ondes stationnaires est :

Vθ

Vz
≥ 1.20 (2.1)

Pour un deuxième écoulement caractérisé par une vitesse axiale constante et une vitesse tan-
gentielle donnée par la loi du q-vortex de Batchelor, Squire montre que la condition d’existence
d’ondes stationnaires est :

Vθ

Vz
≥ 1.0 (2.2)

La théorie de la conjugaison introduite en 1962 par Benjamin [20] et développée dans les
années suivantes (1964 [21], 1967 [25]) est une des premières à donner une interprétation de
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l’éclatement tourbillonnaire et se révèle en fait très riche en suggestions sur la nature physique
du phénomène. Cette théorie repose sur la notion d’états conjugués et nous la décrivons ici
brièvement car elle fait encore référence de nos jours et a inspiré de nombreuses études sur
l’éclatement tourbillonnaire.

L’écoulement considéré par Benjamin est axisymétrique, incompressible, permanent et non-
visqueux. Par conséquent, l’équation du mouvement est régi par la loi de Bernoulli et peut
s’écrire :

−→
V ∧ −→

Ω =
−→∇H avec H =

1

2

−→
V

2
+

P

ρ
(2.3)

où
−→
V désigne le vecteur vitesse et

−→
Ω =

−→∇ ∧ −→
V représente la vorticité de l’écoulement. On

peut alors introduire les deux grandeurs suivantes, Γ et ψ, définies telles que :

Γ = r Vθ (2.4)

Vr =
−1

r

∂ψ

∂z
et Vz =

1

r

∂ψ

∂r
(2.5)

Physiquement, ψ s’interprète comme une fonction de courant et Γ représente la circulation
du tourbillon, à un facteur multiplicatif près (2π).

A ce stade du raisonnement, le formalisme est tout à fait général. L’idée de Benjamin consiste
alors à faire deux hypothèses supplémentaires, puis à réaliser astucieusement des changements
isomorphiques de variable et de fonctions inconnues.

Dans un premier temps, Benjamin suppose que l’écoulement est parfaitement cylindrique
(i.e. Vr ≡ 0) et qu’il est homogène selon l’axe du tourbillon (i.e. ∂

∂z ≡ 0).
Dans un second temps, Benjamin pose les changements de variables suivants :

ξ =
r2

2
(2.6)

I =
Γ2

2
(2.7)

On passe ainsi du système
[
r, Vθ(r) = Γ(r)

r , Vz(r), P (r) = ρ
(
H(r) − V 2

θ
(r)+V 2

z (r)
2

)]
au système

[ξ, ψ(ξ),H(ψ), I(ψ)] et Benjamin obtient l’équation différentielle ordinaire suivante :

d2ψ

dξ2
= H

′

(ψ) − 1

2ξ
I
′

(ψ) (2.8)

avec comme conditions aux limites ψ(0) = 0 et ψ(a2

2 ) = cste, par conservation du débit entre
l’axe et le rayon a.

Benjamin établit que les fonctions H(ψ) et I(ψ) sont arbitraires (résultat non trivial). De
plus, il démontre surtout que pour des fonctions H(ψ) et I(ψ) fixées, la solution ψ(ξ) n’est pas
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nécessairement unique (à ce sujet, on peut mentionner la méthode de suivi de branche développée
par Beran et Culick [31]).

Par ailleurs, dans le cas où on souhaite étudier les effets parallèles d’une perturbation en
prenant en compte l’évolution avec z, il est nécessaire de supprimer la condition d’écoulement

cylindrique (Vr 6= 0) afin de respecter la conservation de la masse (
−→∇ ·−→V = 0). Benjamin obtient

alors une nouvelle équation différentielle ordinaire :

1

2ξ

∂2ψ

∂z2
+

∂2ψ

∂ξ2
= H

′

(ψ) − 1

2ξ
I
′

(ψ) (2.9)

A l’aide de cette dernière équation, Benjamin montre que l’on peut classer les écoulements
en deux catégories :
- les écoulements supercritiques, qui ne supportent que des perturbations dont l’amplitude crôıt
ou décrôıt exponentiellement avec z (perturbations de la forme ψ

′

(ξ)exp(αz) avec α ∈ R)
- les écoulements subcritiques, qui, outre les perturbations précédentes, peuvent supporter des
perturbations dont l’amplitude est modulée par une fonction circulaire (perturbations de la
forme ψ

′

(ξ)exp(iαz) avec α ∈ R) et que l’on peut appeler ”ondes stationnaires”.

Pour distinguer ces deux types d’écoulement, Benjamin introduit alors le paramètre N ,
construit sur le rapport entre les vitesses de phase absolues d’ondes se propageant sur le tour-
billon :

N =
C+ + C−
C+ − C−

(2.10)

où C+ désigne la vitesse des ondes se propageant dans le sens général de l’écoulement et C−
celle des ondes se propageant en sens contraire.

Le paramètre N permet de déterminer si l’écoulement est supercritique (N > 1) ou subcri-
tique (N < 1).

Après avoir constaté la possibilité de solutions multiples et avoir classé ces solutions en
subcritiques ou supercritiques, Benjamin introduit une fonctionnelle S̃(ψ), définie à partir de S,
qui est à une constante multiplicative près le fux de quantité de mouvement :

S =

∫ a

0

(
V 2

z (r) +
P (r)

ρ

)
rdr (2.11)

S̃(ψ) =

∫ a2/2

0

(
1

2

(
∂ψ

∂ξ

)2

+ H(ψ) − I(ψ)

2ξ

)
dξ (2.12)

En étudiant le comportement de cette fonctionnelle, Benjamin montre qu’il existe deux fonc-
tions ψ+ et ψ− (correspondant à deux écoulements possibles), ayant la même valeur en ξ = a2

2
(même débit) et donnant la même valeur à H(ψ) et I(ψ), fixés a priori. En outre, ψ+ correspond
à un écoulement subcritique et ψ− à un écoulement supercritique. Enfin S̃(ψ−) < S̃(ψ+), ce qui
signifie que l’écoulement ψ− a un flux de quantité de mouvement plus faible que l’écoulement ψ+.

La théorie de Benjamin permet en particulier de réaliser une analogie entre le phénomène
d’éclatement tourbillonnaire au sein d’un écoulement supercritique avec le phénomène du res-
saut hydraulique dans les écoulement peu profonds ou encore l’apparition d’une onde de choc
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dans un écoulement supersonique : le paramètre déterminant la criticité de l’écoulement est
respectivement le nombre N (équation 2.10), le nombre de Froude et le nombre de Mach.

La figure 2.10 illustre un exemple d’application par Hanazaki [128] de la théorie de Benjamin
pour avec le nombre de Froude comme paramètre déterminant la criticité de l’écoulement.

Enfin, dans la lignée des études de Benjamin visant à mieux comprendre le phénomène
d’éclatement tourbillonnaire, il est également important de mentionner les travaux de Rusak &
al. [224,264], qui ont poursuivi l’examen des équations de Squire-Long et l’étude de l’éclatement
tourbillonnaire en régime non visqueux.

Pour finir ,il existe de nombreuses études, en particulier dans la communauté des mathématiques
appliquées, sur les bifurcations de champs vectoriels régis par des systèmes non linéaires d’équations
aux dérivées partielles, dont les équations de Navier-Stokes en mécanique des fluides ou de
Schrödinger en mécanique quantique sont deux exemples parmi tant d’autres. Parmi les ou-
vrages traitant des bifurcations de systèmes d’EDP non linéaires et des systèmes dynamiques
en mécanique des fluides, nous pouvons par exemple citer les livres de Ioss & Joseph [140] ainsi
que celui de Guckenheimer & Holmes [117].

Théorie de stabilité linéaire et critères d’instabilité

Dans le contexte général des écoulements tournants possédant une vitesse axiale, c’est à dire
celui des jets et sillages tourbillonnaires, il existe deux critères pour déceler des instabilités dues
aux effets combinés de la force centrifuge et du flux axial.

Dans un premier temps, Howard & Gupta [136] ont énoncé en 1962 une condition nécessaire
d’instabilité non visqueuse pour les perturbations axisymétriques (m = 0) :

∃ r0 ≥ 0 | J(r0) <
1

4
(2.13)

La quantité J(r) désigne un nombre de Richardson local spécifiquement introduit par Howard
& Gupta et défini par la relation suivante :

J(r) =
φ(r)

(
∂Vz

∂r

)2 où φ(r) =
1

r3

∂
(
r2V 2

θ

)

∂r
(2.14)

En d’autres termes, Howard & Gupta [136] démontrent une condition suffisante de stabilité
pour les jets et sillages tourbillonnaires non visqueux soumis à des perturbations axisymétriques :

∀ r ≥ 0, J(r0) ≥
1

4
(2.15)

Il est important de comprendre qu’un écoulement satisfaisant cette dernière condition peut
très bien devenir instable pour des perturbations non axisumétriques. De plus, Howard & Gupta
ont également étudié le cas des perturbations non axisumétriques, sans toutefois pouvoir obtenir
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Fig. 2.10 – Evolution de l’amplitude d’une perturbation et propagation d’ondes pour plusieurs nombres de
Froude autour du régime transcritique (d’après Hanazaki [128]).
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de critère satisfaisant.

Pour finir, la principale limitation de cette étude est de ne pas prendre en compte les ef-
fets de la viscosité, ce qui en pratique rend ce critère difficilement applicable à un écoulement réel.

Dans un second temps, Leibovich & Stewartson [175] ont donné un autre critère en 1983 qui
constitue probablement le résultat le plus utilisable de la stabilité linéaire. Dans cette étude,
l’écoulement de base est un tourbillon en atmosphère infinie (donc sans aucun effet de confi-
nement), dont les profils de vitesse axiale Vz(r) et tangentielle sont donnés par deux fonctions
quelconques du rayon r. Ces auteurs examinent le comportement des perturbations tridimension-
nelles pour des grandes valeurs du nombre d’onde azimutal m, en les décomposant classiquement
sous forme de modes propres. A l’aide d’un développement asymptotique, Leibovich & Stewart-
son démontrent une condition suffisante d’instabilité :

∃ r0 ≥ 0 | Vθ(r0)
∂Ω

∂r
(r0)

[
∂Ω

∂r
(r0)

∂Γ

∂r
(r0) +

(
∂Vz

∂r

)2

(r0)

]
< 0 (2.16)

où Ω(r) et Γ(r) désignent respectivement le taux de rotation et la circulation du tourbillon,
définis par :

Ω(r) =
Vθ(r)

r
et Γ(r) = r Vθ(r) (2.17)

Néanmoins, il semble avec le recul que cette condition suffisante de Leibovich & Stewart-
son soit extrêmement contraignante car en pratique, un grand nombre d’écoulements tournants
donnant lieu à des éclatements tourbillonnaires ne satisfont pas ce critère.

2.1.2.4 Etudes numériques de l’éclatement tourbillonnaire

Les progrès des méthodes numériques et des moyens de calcul ont permis dès la fin des
années 1970 d’étudier l’éclatement tourbillonnaire par la résolution des équations d’Euler puis
plus récemment par la simulation directe des équations de Navier-Stokes. Parmi les études
”pionnières” figurent les travaux de Leibovich, notamment son article de 1984 [170]. Beaucoup
plus récemment, de fameuses études numériques ont abouti à des résultats très précis, spectacu-
laires et utiles pour la compréhension de la dynamique tourbillonnaire : c’est le cas par exemple
des travaux de Delbende & al. [67], Ruith & al. [223] ou encore Moet & al. [204].

2.2 Dynamique linéaire de modèles analytiques de tourbillon

Les expressions mathématiques des modèles classiques de tourbillon seront rappelées et dis-
cutées au chapitre 4 dédié à la modélisation numérique. Nous récapitulons ici les principaux
résultats de la littérature concernant la dynamique des perturbations infinitésimales d’un tube
de vorticité, notamment leur propagation. En effet, on sait depuis les travaux de Lord Kelvin [258]
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(1880) qu’un tube de vorticité peut être le support d’ondes propagatives (appelées ondes iner-
tielles ou ”ondes de Kelvin”), convectées le long du tourbillon dans son coeur rotationnel, à la
manière d’un ”guide d’ondes”.

2.2.1 Dynamique linéaire du tourbillon de Rankine

Le tourbillon de Rankine est un modèle d’usage courant car très élémentaire : il est constitué
d’un coeur rotationnel animé d’un mouvement de rotation solide et entouré d’un écoulement
externe potentiel. Par la simplicité de sa description, ce modèle permet des développements
mathématiques exacts en théorie linéaire [227]. Ainsi, Arendt & al. [8] ont examiné de manière
formelle la réponse du tourbillon de Rankine à une perturbation infinitésimale localisée. En
résolvant les équations instationnaires d’Euler linéarisées, ils ont démontré par le calcul analy-
tique que toute perturbation initiale du coeur tourbillonnaire évolue exclusivement comme une
collection d’ondes de Kelvin. En d’autres termes, les modes propres du tourbillon de Rankine
constituent une base complète sur laquelle une perturbation quelconque peut être décomposée.
Connaissant ces modes propres, on peut donc calculer de manière exacte la propagation d’une
quelconque perturbation localisée, qui s’interprète alors comme la propagation d’un paquet
d’ondes de Kelvin : ”any initial perturbation of such a [Rankine] tube can be written as a sum of
Kelvin waves, so that any localized disturbance propagates away from its original location as a
wave packet”. En toute rigueur, ce résultat remarquable est valide uniquement pour des pertur-
bations infinitésimales du tourbillon de Rankine et il n’est pas trivial pour d’autres modèles plus
évolués de vortex. Cependant, Arendt & al. insistent sur la robustesse des mécanismes propaga-
tifs illustrés sur le tourbillon de Rankine et ils formulent la conjecture que leurs conclusions ont
une portée plus générale : ”Although the results of the present paper have been derived for the
special case of small perturbations on a straight vortex tube of constant vorticity, the physical
mechanisms providing for the propagation of the disturbances do not depend on the particular
distribution of vorticity within the tube or the assumption of linearity.”.

Du point de vue d’Arendt & al, les ”ondes de Kelvin” constituent une terminologie spécifique
du tourbillon de Rankine et sont en fait un cas particulier du concept plus général de ”twist
waves”. Ces ”ondes de torsion” sont responsables de la déformation des lignes de vorticité (par
création de vorticité azimutale et rotation différentielle) et jouent un rôle déterminant dans la
propagation des perturbations. Selon ces auteurs, ce mécanisme est très robuste et générique
pour d’autres modèles de tourbillon.

2.2.2 Dynamique linéaire du tourbillon de Lamb-Oseen

La dynamique linéaire du tourbillon de Lamb-Oseen a été abondamment étudiée, notam-
ment par Sipp, Fabre et Le Dizès. Dans un premier temps, Fabre & al. [98] ont proposé une
cartographie complète des modes normaux du modèle de Lamb-Oseen (profil gaussien de vi-
tesse azimutale, plus ”réaliste” que le modèle de Rankine). Par la suite, Fabre [99] a repris
la démarche d’Arendt & al. (résolution d’un problème aux valeurs initiales) afin d’étudier les
mécanismes de propagation spécifiques du tourbillon de Lamb-Oseen, ainsi que les effets vis-
queux. Il a ainsi montré que les ondes de Kelvin axisymétriques du Lamb-Oseen sont similaires
à celles du tourbillon de Rankine alors que des différences importantes interviennent sur les
ondes non axisymétriques, confirmant les observations de Sipp [244, 247] dans le cas non vis-
queux (notamment l’apparition d’ondes singulières amorties). En particulier, le Lamb-Oseen se
distingue par l’existence de deux types de modes purement visqueux :
- la première famille concerne des modes de couche critique, caractérisés par de fortes oscillations
dans une couche critique (singularité de type résonance avec le champ de base)
- la seconde classe correspond à des modes centraux (dont la structure se concentre au voisinage
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de l’axe du tourbillon), fortement amortis.

Dans le chapitre 6, nous reviendrons plus en détail sur ces modes centraux et de couches
critiques, en les illustrant sur nos simulations numériques directes.

Pour plus de détails mathématiques, le lecteur pourra se référer à la revue de Fabre [99].
En résumé, les modes propres du modèle de tourbillon (i.e. les modes de Kelvin, calculés par
l’analyse de stabilité linéaire) interviennent explicitement dans la solution formelle de la réponse
du tourbillon à une perturbation initiale. Cependant, ce n’est pas suffisant car dans le cas général,
l’ensemble des modes propres (le spectre discret) constitue une base incomplète pour représenter
une condition initiale arbitraire et il faut tenir compte de la contribution du spectre continu. Ce
dernier point reste un problème ouvert [98], faute de théorème mathématique.

Les résultats de Fabre incitent à nuancer les conclusions d’Arendt & al. quant à la dépendance
au modèle de tourbillon de la réponse d’un tube de vorticité à une perturbation donnée. Lorsque
la distribution de vorticité du champ porteur n’est pas compacte (ce qui est le cas de la majorité
des modèles ”réalistes” de tourbillon), la résolution d’un problème aux valeurs initiales fait in-
tervenir un spectre continu, rendant le formalisme de transformée de Laplace en temps inadapté.
Le modèle de Rankine est une exception où le spectre discret permet de décrire complètement
une quelconque perturbation initiale.

2.2.3 Physique des mécanismes linéaires de propagation dans un tourbillon

Nous récapitulons ici les principaux mécanismes physiques de propagation de structures
cohérentes qui ressortent des nombreuses études traitant de la dynamique tourbillonnaire en
régime linéaire.

2.2.3.1 Mécanismes axisymétriques

La figure 2.11 illustre le mécanisme proposé par Fabre & al [98] pour la propagation d’ondes
axisymétriques le long d’un tourbillon perturbé par une onde stagnante (”standing wave”). Une
onde stagnante est une perturbation purement oscillante restant localisée sur place (i.e. sans
aucune propagation). Une telle onde peut être construite par superposition de deux ondes se
propageant en sens opposés.

Un tourbillon perturbé par une onde stagnante prend alors une forme ”variqueuse” (a),
composée de régions alternées de haute et basse vorticité. Par conservation de la circulation,
le rayon du tourbillon est plus petit dans les régions de haute vorticité et plus grand dans les
régions de basse vorticité. Plus le coeur tourbillonnaire est fin, plus la dépression au centre du
vortex est forte. La structure variqueuse s’accompagne donc d’une alternance de surpressions
et dépressions, par rapport à l’état non perturbé du vortex. Il en résulte un gradient axial de
pression dans le coeur tourbillonnaire, créant un écoulement axial , matérialisé par des flèches en
(b). Finalement, cet écoulement axial a pour effet de modifier la distribution de vorticité axiale
par un mécanisme d’étirement-compression (c). Dans les régions de divergence axiale, le champ
de vorticité se retrouve étiré et le rayon du coeur tourbillonnaire diminue. A l’inverse, dans les
régions de convergence axiale, le champ de vorticité se retrouve compressé et le rayon du coeur
tourbillonnaire augmente. Au final, le mécanisme axisymétrique a pour effet de s’opposer aux
causes qui le créent puisqu’il résorbe les perturbations en forme de varices.

En toute rigueur, le mécanisme de Fabre ne s’applique qu’aux ondes stagnantes axisymétriques
et infinitésimales d’un tourbillon. Ses apports majeurs sont de préciser le scénario évoqué par
Spalart [249], de mettre en évidence et quantifier différentes vitesses de propagation à l’aide des
résultats de la théorie de stabilité linéaire, ainsi que de prendre en compte les effets de la viscosité
(cf. chapitre 6). Malgré un autre scénario proposé par Melander & al. [196] et Arendt & al. [8]
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Fig. 2.11 – Mécanisme axisymétrique de propagation d’ondes le long du tourbillon de Lamb-Oseen (d’après
Fabre [98]).

fondé sur la torsion des lignes de vorticité, le mécanisme axisymétrique décrit par Spalart et
Fabre fait référence et a été repris notamment par Moet & al. [204] et Nybelen & al. [207,208].
Ces auteurs ont reproduit numériquement un éclatement tourbillonnaire (vortex bursting) à
l’aide de perturbations axisymétriques, en jouant sur la taille du coeur tourbillonnaire le long
d’un vortex de Lamb-Oseen. Selon ces études, le mécanisme axisymétrique est capable de générer
des ondes de pression et des vitesses axiales suffisantes pour entrer dans un régime instable du
nombre de swirl décrit par Mayer & Powell [195].

2.2.3.2 Mécanismes hélicöıdaux

La figure 2.12 illustre le mécanisme proposé par Fabre & al [98] pour la propagation d’ondes
en forme d’hélice (”bending waves”) le long d’un tourbillon de Lamb-Oseen.

Fig. 2.12 – Mécanisme hélicöıdal de propagation d’ondes le long du tourbillon de Lamb-Oseen (d’après Fabre
[98]).

Dans le cas bidimensionnel (i.e. pour k = 0), le déplacement de l’onde se limite à une pure
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translation, stationnaire et neutre (ω = 0). Bernoff et Lingevich [32] expliquent que cette pro-
priété découle de la conservation de la quantité de mouvement. Fabre & al [98] montrent que
pour k 6= 0, la tridimensionnalité de l’écoulement conduit à une rotation de l’onde dans la
direction opposée à celle du tourbillon. La figure 2.12 représente une onde plane qui prend la
forme d’un filament tourbillonnaire déplacé sinusöıdalement dans le plan transverse. Une telle
onde plane peut être construite par superposition de deux ondes hélicöıdales de nombre d’onde
azimutal m = ±1 et le mécanisme physique reste le même pour des ondes planes ou hélicöıdales.
En appliquant la loi de Biot-Savart dans le cadre de l’approximation de l’induction locale (cf.
Saffman [227]), Fabre & al [98] expliquent que l’intégralité du filament tend vers un mouvement
de précession autour de l’axe z mais dans la direction opposée à celle de la circulation du tour-
billon porteur. Sur la figure 2.12, le champ de vitesse induit dans la section A (où le déplacement
du vortex dans la direction x est maximal) par la section B conduit à un mouvement dans la
direction y < 0. De même, la section C induit dans la section A un champ élémentaire de vitesse
orienté selon y < 0.

De plus, Fabre & al [98] ont étudié les effets de la viscosité sur les ondes hélicöıdales, en
complément des résultats obtenus par Leibovich & al [171] en théorie non visqueuse. Les résultats
de stabilité linéaire de Fabre & al montrent que l’onde responsable du déplacement ”en bloc”
du tourbillon est de loin l’onde hélicöıdale la moins affectée par l’amortissement visqueux. A ce
titre, le mécanisme de propagation des bending waves décrit ci-dessus apparâıt comme robuste et
une piste réaliste pour appréhender les phénomènes d’end-effects et d’éclatement tourbillonnaire.

2.2.3.3 Mécanismes en double hélice

La figure 2.13 illustre le mécanisme proposé par Arendt & al. [8] pour la propagation d’ondes
en forme de double hélice que l’on peut qualifier d’aplatissement elliptique (”flattening waves”)
le long d’un tourbillon de Rankine. Ce type de perturbations s’apparente à la catégorie de la
”branche F” dans la classification des ondes de Kelvin du tourbillon de Lamb-Oseen proposée
par Fabre & al [98].

La branche ”F” décrite ici a un équivalent dans le tourbillon Rankine, qui est appelé la
’branche isolée’ par Eloy et Le Dizès (2001) et Fukumoto (2003), et dont la vitesse angulaire
ω/m varie entre 1/2 (pour k = 0) et 0 (pour k → ∞). Un argument physique a été proposé par
Arendt et al. (1997) pour expliquer les propriétés de cette onde. Cet argument est présenté à la
figure 2.13. Considérons un tourbillon de Rankine, avec un rayon a, un taux de rotation Ω0 et une
circulation Γ0 = 2ΠΩ0a

2 déformée par une ”onde d’aplatissement” de nombre d’onde k, comme
le montre la figure 2.13 (a). Arendt et al. (1997) ont soutenu que ce tourbillon déformé peut être
modélisé comme une paire de filaments de tourbillon enroulés l’un autour de l’autre de façon
hélicöıdale, localisés à une distance a l’un de l’autre, chacun portant une circulation Γ

′

= Γ0/2
(figure 2.13 (b)). Considérons d’abord la situation bidimensionnelle (figure 2.13 (c)). Dans ce cas,
chaque filament est convecté par une vitesse induite par l’autre, d’amplitude Γ

′

/(2Πa) = Ω0a/2
. Par exemple, le tracé montre avec des flèches la vitesse induite par le filament sombre sur le
clair. Donc, la paire tourne dans la direction positive avec une fréquence angulaire Ω0/2, qui est
précisément la fréquence angulaire attendue pour l’onde. Dans le cas tridimensionnel, en plus de
la vitesse induite par l’autre, chaque filament est convecté par sa propre vitesse auto-induite. Ce
second effet est représenté par la figure 2.13 (d). Chaque filament est déplacé de façon hélicöıdale
et nous reconnaissons dans cette forme la présence d’une onde de déplacement. Comme nous
l’avons vu au paragraphe précédent, la vitesse induite par ces ondes de déplacement ferait, à
elle seule, tourner les filaments dans la direction négative. Par exemple, le tracé 2.13 (c) montre
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Fig. 2.13 – Mécanisme de propagation d’ondes en double hélice le long du tourbillon de Rankine (d’après
Arendt & al. [8]).
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avec des flèches blanches la vitesse induite par le filament sombre sur lui-même. Donc, l’auto-
induction s’oppose à l’effet de l’induction mutuelle. Résultat, dans le cas tridimensionnel, la
fréquence angulaire de l’onde est inférieur à Ω0/2. De plus, dans la limite des courtes longueurs
d’onde, les deux effets s’annulent et la fréquence angulaire tend vers zéro. Si l’on a à l’esprit
les résultats présentés dans la section précédente, il nous faut admettre que le scénario présenté
ci-dessus, bien que très séduisant et tout à fait exact pour le tourbillon Rankine, n’est que
partiellement valable pour des tourbillons plus réalistes tels que le tourbillon Lamb-Oseen. Ce
scénario ne reste exact que dans l’intervalle des courtes longueurs d’onde, où l’onde F se réduit
effectivement à un aplatissement simple du tourbillon. D’autre part, dans l’intervalle de grandes
longueurs d’onde, le mode F ne peut plus être identifié comme une onde d’aplatissement. Par
exemple, dans la limite bidimensionnelle, il s’agit d’un mode fortement amorti avec une fréquence
ω = 0.4402−0.1588i, valeur calculée par Fabre qui diffère sensiblement de la valeur ω = 1 prédite
ci-dessus. Dans ce cas, le mécanisme physique sous-jacent est complètement différent, et doit
inclure le couplage entre les dynamiques intrinsèques du coeur du tourbillon et l’enroulement
des perturbations localisées dans sa périphérie. A cause de ces différences, on peut s’attendre
à ce que pour un tourbillon du type Lamb-Oseen l’évolution d’une déformation elliptique de
faible amplitude initialement localisée soit complètement différente de celle d’un tourbillon du
type Rankine considéré par Arendt & al. [8]. Ce point est pleinement confirmé par Fabre [99]
en résolvant le problème aux valeurs initiales dans le cadre de la théorie linéaire. Il est à noter,
cependant, que ces conclusions ne tiennent que dans le régime linéaire. Pour des perturbations
d’une amplitude suffisamment large, des non linéarités pourraient changer les propriétés de
la couche critique et mener à l’existence d’une ”véritable” onde d’aplatissement pour tous les
nombres d’onde.

2.2.3.4 Bilan des mécanismes linéaires de la dynamique tourbillonnaire

De nombreux auteurs ont étudié les différentes géométries azimutales des perturbations d’un
tourbillon isolé et il ressort de la littérature la terminologie suivante :
- les ondes m = 0 sont appelées ”standing waves”, à la manière de Benjamin [26] et Fabre [98]
- les ondes m = 1 sont appelées ”bending waves”, terminologie utilisée par Leibovich & al. [171]
- les ondes m = 2 sont appelées ”flattening waves”, expression employée par Arendt & al. [8] et
Fabre [98].

L’allure de ces différentes perturbations est représentée de manière très schématique sur la
figure 2.14. Nous aurons l’occasion d’y revenir plus en détails dans le paragraphe 4.3.

2.3 Effets des non-linéarités sur la dynamique tourbillonnaire

Des travaux théoriques visant à évaluer précisément les effets des non linéarités sur les in-
stabilités des écoulements tournants et en particulier sur l’éclatement tourbillonnaire ont été
réalisées par le passé, même s’ils sont en moins grande quantité que les pléthoriques analyses
linéarisées :
- Leibovich et Randall dés 1973 [174]
- Leibovich et Kribus en 1990 [172]
- Kribus et Leibovich en 1994 [152]
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Fig. 2.14 – Représentation schématique de perturbations localisées en forme de paquets d’ondes de Kelvin :
ondes axisymétriques m = 0, ondes hélicöıdales m = 1 et ondes elliptiques m = 2.

En ce qui concerne les modèles classiques de tourbillon, les études de Fabre [98,99] ont fourni
une description complète des modes normaux du tourbillon de Lamb-Oseen et une comparaison
avec les résultats du modèle plus académique mais moins réaliste de Rankine. Les hypothèses et
limitations de ce travail mettent en évidence un certain nombre de questions ouvertes, nécessitant
des études complémentaires. Parmi les nombreuses pistes à explorer pour compléter ce travail,
nous pouvons mentionner au moins quatre axes de recherche :
- L’étude de Fabre [98] se restreint aux grandes et moyennes longueurs d’onde. La prise en
compte des courtes longueurs d’onde a été partiellement traitée, notamment par Le Dizès et
Lacaze [78] à l’aide de méthodes asymptotiques, mais uniquement dans le cas non visqueux. La
description des effets de la viscosité sur la dynamique des courtes longueurs d’onde demeure une
question ouverte et importante.
- Une autre restriction de l’étude de Fabre [98] tient à la théorie modale. Cette approche four-
nit une cartographie instantanée des différents modes mais elle ne permet pas de décrire les
perturbations localisées en espace, ni les effets transitoires. La première limitation a été traitée
dans le régime linéaire par une étude complémentaire de Fabre [99], en résolvant le problème
linéarisé des valeurs initiales pour des pertubations infinitésimales du tourbillon de Lamb-Oseen.
La seconde limitation a été explorée par Antkowiak et Brancher [5] à l’aide d’une analyse en
perturbations optimales du modèle de Lamb-oseen. Par la suite, Brion & al. [41] ont appliqué
cette approche à l’instabilité de Crow sur un dipôle de tourbillons contrarotatifs de Lamb-Oseen.
De manière plus générale, les croissances transitoires sont largement examinées dans les études
portant sur les non normalités des équations de Navier-Stokes, par exemple dans la revue de
Chomaz [49].
- L’étude de Fabre [98] se restreint aux modes propres discrets. Cependant, l’ensemble de ces
modes discrets ne constituent pas une base complète pour représenter une perturbation quel-
conque. Dans le cas général, il faut introduire une classe supplémentaire, regroupant les modes
continus et les pseudo-modes. Le spectre continu reste un problème mathématique ouvert, ainsi
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que son interprétation physique car les modes continus pourraient jouer un rôle fondamental
dans les phénomènes transitoires des tourbillons de sillage.
- Enfin, les effets des non linéarités sur les ondes de Kelvin ne peuvent être appréhendés par
l’étude linéarisée de Fabre [98]. Cet aspect parâıt crucial, en particulier dans le cas des ondes
de couche critique. Dans le prolongement des études de Fabre [98] et Le Dizès [72], la prise
en compte des effets tridimensionnels non linéaires pourrait révéler une nouvelle famille d’ondes
rétrogrades non amorties (couches critiques non linéaires). Comme nous l’avons indiqué en intro-
duction, l’étude des non linéarités, des effets transitoires, tridimensionnels et de leur lien éventuel
avec l’éclatement tourbillonnaire observé en soufflerie est précisément le point de départ de cette
présente thèse.

2.3.1 Les non-linéarités, moteur des instationnarités dans la dynamique tour-
billonnaire et de la transition vers la turbulence

L’éclatement tourbillonnaire est un phénomène non linéaire. Leibovich [168] a montré par
des développements faiblement non linéaires en théorie non visqueuse que des ondes faiblement
non linéaires dans un tube de vorticité peuvent donner lieu à une dynamique de type soliton,
régie par les équations de Korteweg de Vries.

Récemment, Leclaire [164, 165, 167] a proposé une approche originale de l’éclatement tour-
billonnaire, d’un point de vue expérimental et théorique. Ses études visaient à comprendre
l’origine de la turbulence d’un écoulement de jet tournant, observée dans le plan de sortie
d’une tuyère convergente placée en aval d’une conduite cylindrique (cf. figure ). Il a expliqué ce
phénomène comme le résultat d’une interaction d’ondes de Kelvin axisymétriques stationnaires
de grande amplitude, qui peuvent ”stagner” dans certaines configurations (plus précisément,
dans le cas où l’écoulement entre dans le régime transcritique) et provoquer une recirculation
pariétale dans la tuyère.

Fig. 2.15 – Effets d’une tuyère convergente sur un écoulement tournant (d’après Leclaire [167]).

2.3.2 Amortissement des instabilités hydrodynamiques par saturation non-
linéaire

Récemment, des études ont permis d’investiguer les effets des non linéarités sur des confi-
gurations très contrôlées, générant une instabilité hydrodynamique et dont les caractéristiques
ont été bien identifiées d’un point de vue théorique. C’est le cas en particulier de l’instabilité de
courte longueur d’onde, mise en évidence par Leweke et Williamson [181].
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Sipp [241] a calculé la saturation des instabilités de courtes longueurs d’onde sur une paire
de tourbillons contra-rotatifs et ses conclusions concordent avec les résultats expérimentaux de
Leweke et Williamson [181] sur une configuration où le rapport d’aspect vaut a/b = 0.2.

Les travaux de Coquart [52] sont un exemple qui démontre clairement l’effet de saturation
linéaire, qui a pour effet d’amortir une instabilité hydrodynamique d’origine barocline, détectée
lors de l’analyse de stabilité linéaire.

2.3.3 Non-linéarités et singularités des couches critiques

Dés 1960, Case [44] avait étudié la stabilité d’un écoulement de Couette plan dans le cas non
visqueux, mais les premières études sur les non linéarités et singularités des couches critiques
datent véritablement de la fin des années 60, notamment avec l’article de Benney et Bergeron [28].

Au début des années 1970, le mathématicien Haberman [119–121] a approfondi ces études,
ce qui lui a valu de donner son nom à ces couches critiques.

Plus précisément, Haberman a réalisé une première étude [119] sur les couches critiques
dans les écoulements parallèles. Par la suite [120], cet auteur a fait un développement asymp-
totique pour calculer la solution faiblement non linéaire du problème aux valeurs initiales, afin
de pouvoir examiner son comportement en temps long, dans une configuration où le problème
linéarisé exhibe de légères instabilités, i.e. à taux d’accroissement faible. La solution linéarisée
est valide jusqu’à ce que son faible taux de croissance exponentielle surmonte le déclin algébrique
dû à la dispersion de l’énergie initiale. Cette étude montre que pour les temps plus longs, les
effets des termes non linéaires deviennent importants mais il n’y a pas d’effet supplémentaire
radicalement nouveau, ni sur les aspects dispersifs ni sur les aspects diffusifs. Dans le cas non
visqueux, Haberman a pu calculer une solution exacte qui apporte une vérification remarquable
de la méthode asymptotique par le calcul analytique, dans le régime des temps longs. A ce jour,
nous ne connaissons pas de validation de cette approche asymptotique dans le cas visqueux.

Les études sur les singularités de point critique ont connu un regain d’intérêt au début des
années 2000. Dans la communauté de la mécanique des fluides, Le Dizès a proposé une extension
des travaux d’Haberman sur les couches critiques. D’une part, Le Dizès [72] a étudié, dans un
cadre bidimensionnel, les effets des non linéarités et tout particulièrement leur capacité à auto-
entretenir des perturbations non axisymétriques d’un tourbillon porteur présentant un profil
gaussien de vorticité (modèle de Lamb-Oseen).

2.3.4 Couches critiques et éclatement tourbillonnaire

Les perturbations non axisymétriques (m 6= 0) présentent un intérêt certain pour notre étude
car elles pourraient bien être à l’origine d’un phénomène de type éclatement tourbillonnaire ou
du moins, d’une dispersion brutale du coeur tourbillonnaire. Rappelons que selon les écoles,
certains auteurs ne font pas de réelle différence entre ces deux concepts.

L’idée physique sous-jacente est que certaines perturbations non axisymétriques pourraient
conduire à un mécanisme de résonance, c’est à dire que les fréquences des perturbations non axi-
symétriques physiquement admissibles (notamment au sens de la théorie de la stabilité linéaire)
peuvent exhiber des fréquences de vibrations se trouvant précisément dans l’intervalle de celles
du champ de base et ainsi ”exciter” des fréquences propres du tourbillon porteur, en particulier
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la fréquence donnée par le taux de rotation au centre du vortex Ω0 = lim
r→0

(
Vθ(r)

r

)
. Signalons tout

de suite que l’idée n’est pas nouvelle : d’autres auteurs se sont déjà penché sur cette question,
mais toutes ces études s’appuient sur des hypothèses simplifcatrices et clairement édictées (ap-
proches 2D ou non visqueuses, équations volontairement simplifiées pour pouvoir calculer des
solutions analytiques, faciliter les développements asymptotiques ou réaliser une analogie par-
faite avec l’électro-magnétisme etc.), qui ne sont pas sans conséquences sur les conclusions tirées.

Mathématiquement, il s’agit d’une singularité de type point critique, qui est introduite par
le formalisme même de la théorie de stabilité linéaire. Ce point est discuté dans les chapitres 5
et 6. Cette singularité critique mise en évidence sur l’équation 5.53 est physiquement non admis-
sible et dans la réalité, elle peut être ”relaxée” par deux mécanismes : l’effet de l’augmentation
du nombre de Reynolds (développement de la turbulence : création de petites structures et
transferts d’énergie via une cascade inertielle), ou les interactions d’ordres supérieurs au premier
ordre entre champ de base et perturbation (les termes non linéaires), naturellement présentes
dans les équations de Navier-Stokes mais non résolues en théorie linéaire, et qui induisent des
termes sources supplémentaires (cf. équation 5.55). Pour aller au delà du domaine de validité de
la théorie de stabilité linéaire et explorer le régime faiblement non linéaire de la dynamique, une
solution consiste à résoudre une équation d’amplitude, propre au système étudié. Le prototype
d’équation d’amplitude a été conjecturé dés 1940 par Landau et a fait l’objet par la suite de
nombreux développements et recherches.

Physiquement, la topologie des modes de couches critiques est très complexe. Elle se ca-
ractérise par un fort enroulement de la perturbation et une filamentation en spirales très fines
de la vorticité, phénomènes d’autant plus amplifiés que le nombre de Reynolds est plus élevé,
comme nous le verrons aux chapitres 6 et 7.

2.4 Conclusions de l’étude bibliographique

Dans ce chapitre, nous avons fait une brève revue des perturbations susceptibles de se propa-
ger le long de l’axe d’un vortex afin d’appréhender les end-effects, ainsi qu’une rapide synthèse
de l’éclatement tourbillonnaire. Nous en récapitulons ici les principaux résultats.

En ce qui concerne les aspects propagatifs, retenons les points suivants :
- Les effets du choix du modèle de vortex et, plus encore, de la géométrie azimutale de la per-
turbation jouent un rôle déterminant dans la dynamique tourbillonnaire.
- Les ”ondes de Kelvin” sont les modes normaux réguliers issus d’une analyse de stabilité
linéaire, dans l’acception retenue par Fabre & al. et Le Dizès & al., c’est-à-dire respectant
un développement asymptotique régulier en fonction du nombre de Reynolds, pour la valeur
propre et le vecteur propre (cf. définitions 6.1 et 6.2 dans le chapitre 6). Ces ondes de Kelvin,
fonctions de la géométrie azimutale de la perturbation, façonnent en grande partie la réponse
du tourbillon porteur.

De l’abondante littérature sur l’éclatement tourbillonnaire, il nous semble important de sou-
ligner certains éléments dans la perspective de notre démarche de modélisation numérique (cf.
chapitre 4) :
- Plusieurs formes d’éclatement tourbillonnaire ont été mises en évidence (notamment axi-
symétrique, spirale et en double hélice), qui conduisent généralement le coeur tourbillonnaire
à s’élargir entre l’amont et l’aval. L’amplitude de cette expansion dépend précisément de la
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géométrie azimutale de l’éclatement qui survient.
- Dans certaines configurations expérimentales, il s’est avéré que la forme géométrique même de
l’éclatement tourbillonnaire peut changer, simplement en faisant varier le nombre de Reynolds.
- Le champ de vitesse axiale (et par conséquent le gradient de pression axial) constitue un autre
paramètre déterminant pour l’éclatement tourbillonnaire et on représente ses effets par le nombre
de Swirl S, rapport entre les vitesses tangentielle et axiale, à quelques variations de définition
près selon les auteurs. L’origine de cet écoulement axial se trouve soit dans le champ de base
(on parle alors de jet ou sillage tourbillonnaires), soit comme une conséquence de l’évolution
instationnaire de la perturbation. Dans le premier cas de figure, le modèle de Batchelor (ou
q-vortex) a fait l’objet de nombreux travaux théoriques car il fournit une solution analytique
commode pour étudier les tourbillons de sillage en faisant varier le nombre S. La présente thèse
s’intéresse au second cas de figure dans les chapitres 6 et 7.
- L’annulation de la vitesse axiale sur l’axe (point de stagnation) et l’existence de valeurs
négatives dans le champ axial de vitesse sont des caractéristiques couramment observées dans
un éclatement tourbillonnaire, mais elles ne sont pas systématiques.
- De récentes études par Fabre & al. [96] sur le tourbillon de Batchelor ont montré que des
configurations à hauts nombres de Swirl que l’on croyait stables (Khorrami [149], Mayer et Po-
well [195]), peuvent en fait être sujettes à des instabilités hydrodynamiques de nature visqueuse.

Bien que plusieurs phénomènes physiques prépondérants aient été clairement identifiés dans
l’apparition de l’éclatement tourbillonnaire, ceux-ci ont été le plus souvent étudiés de manière
isolée, par souci de rigueur scientifique. Ainsi, les nombres de Reynolds et de Swirl sont des
paramètres de contrôle déterminants, mais il n’existe pas encore de théorie globale et unifiée
permettant d’expliquer l’intégralité des caractéristiques physiques et des aspects dynamiques de
l’éclatement tourbillonnaire.

Par ailleurs, l’axisymétrisation des perturbations d’un tourbillon reste une question ouverte,
y compris dans le cas bidimensionnel. En 2D précisément, certains auteurs montrent que cette
axisymétrisation est inéluctable et rapide par rapport à la fréquence de rotation du tourbillon
porteur (Schecter & al. [238]). Au contraire, Dritschel [85] indique que des tourbillons non axi-
symétriques peuvent persister, dans le cas d’une étude 2D non visqueuse. De plus, d’autres
études viennent conforter l’idée que des perturbations non axisymétriques peuvent subsister du-
rablement, voire s’amplifier et même de manière spectaculaire (Antkowiak & al. [5] ou Brion
& al. [41]). Par ailleurs, des résultats issus d’analyses asymptotiques 2D à hauts nombres de
Reynolds (Le Dizès [72]) ou de travaux plus réalistes prenant en compte la tridimensionnalité
de la dynamique tourbillonnaire (Fabre [99] ou Ruith & al. [223]) établissent également que des
perturbations non axisymétriques peuvent s’autoentretenir en temps longs. Ces études font sou-
vent appel à des concepts mathématiquement pointus : la contribution difficilement quantifiable
du spectre continu dans la dynamique globale, les singularités de couches critiques (relativement
peu étudiées et très délicates dans le cadre des écoulements tourbillonnaires) et la possible entrée
en résonance avec le vortex, la non normalité de l’opérateur convectif de Navier-Stokes dans le
cas des écoulements tournants pouvant conduire à des croissances transitoires.

Pour finir, il nous semble nécessaire de mentionner brièvement d’autres éléments conclusifs :
- Les effets de la viscosité ne se bornent pas uniquement à l’amortissement des perturbations,
selon l’intuition générale. Ils peuvent également conduire à l’apparition de modes singuliers,
comme l’ont montré par exemple les travaux de Goodman et Haberman et ceux de Fabre et
Le Dizès sur le tourbillon de Lamb-Oseen (les modes centraux visqueux et les modes de couche
critique, étudiés aux chapitres 6 et 7).
- Une attention toute particulière a été portée à la contribution des ondes de Kelvin dans

33



CHAPITRE 2. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

de nombreux phénomènes de la dynamique tourbillonnaire, avec succès sur les instabilitités
coopératives de grandes longueurs d’onde (Crow) et de petites longueurs d’onde (Widnall). La
classification des ondes de Kelvin fournit donc un important et puissant outil d’interprétation
des mécanismes physiques, comme nous le verrons aux chapitres 6 et 7. Plus spécifiquement,
les ondes de Kelvin axisymétriques ont apporté un éclairage intéressant dans le cas particu-
lier de l’étude de l’éclatement tourbillonnaire axisymétrique, notamment en terme de ”saut”
transcritique entre deux solutions stationnaires (cf. le chapitre 5 de la thèse de Leclaire [167]).
Cependant, les approches classiques de type stabilité linéaire locale n’ont pas permis d’expliquer
certains phénomènes comme le flottement aérodynamique et l’éclatement tourbillonnaire, ce qui
a mené à revisiter le concept de stabilité par d’autres approches, parmi lesquelles la stabilité glo-
bale (cf. Chomaz [49] pour une revue) et la théorie des perturbations optimales. Cette dernière a
permis récemment d’expliquer le mécanisme de formation des anneaux tourbillonnaires, par les
travaux d’Antkowiak et Brancher [6] et l’étude des croissances transitoires constitue une piste
de recherche prometteuse.
- Les effets du choix du tourbillon porteur ne sont pas négligeables sur les résultats dynamiques. A
l’évidence, le modèle du champ de base n’est pas sans conséquences sur les conclusions physiques,
comme le montre la comparaison par Fabre [98, 99] des dynamiques linéaires des tourbillons de
Rankine et de Lamb-Oseen.
- Les analogies entre les bassins hydrodynamiques et les souffleries, en ce qui concerne l’éclatement
tourbillonnaire, sont très délicates et limitées par le fait même de sources d’erreurs diverses. En
effet, les fluides sont différents (eau/air) et les effets de confinement semblent généralement plus
prononcés dans les dispositifs de type ”vortex tube”.

Ces différents éléments seront discutés et pris en compte dans notre démarche de modélisation
au chapitre 4.
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Chapitre 3

Etude expérimentale

Dans ce chapitre, nous présentons le banc d’essai B20 situé à l’ONERA Lille et ses moyens
de mesure ainsi que les résultats du dépouillement de certaines données collectées dans le cadre
du programme européen AWIATOR 1. Le but de ce chapitre est d’illustrer l’éclatement tour-
billonnaire observé dans cette installation expérimentale et d’extraire des données expérimentales
quelques caractéristiques utiles afin de nous guider dans la modélisation numérique du phénomène,
traitée au chapitre suivant.

Ces travaux ont fait l’objet d’un stage de Master au DAFE [29] et d’un rapport technique
pour le projet européen FAR-Wake [166].

3.1 Présentation de l’installation

Avec le banc catapulte B20, l’ONERA dispose d’un vaste laboratoire de vol libre de ma-
quettes, où peuvent être conduites des recherches sur la modélisation du vol et la mécanique du
vol des aéronefs.

Ce laboratoire offre aussi la possibilité de réaliser des démonstrations en vol pour valider un
concept et en évaluer les performances. Les expérimentations envisagées concernent l’évaluation
de concepts de véhicules, de concepts de gouvernes nouvelles, de lois de commande, mais aussi
des méthodes d’identification ou d’exploitation d’essais en vol.

Le B20 est également un lieu privilégié pour le développement de méthodes de mesures en
aérodynamique et pour leur application aux problématiques des programmes aéronautiques, no-
tamment les techniques LIDAR et PIV pour la caractérisation de sillages.

3.1.1 Description du montage expérimental et des moyens de mesure

La figure ?? représente le schéma de principe de la catapulte B20, qui est constituée d’une
rampe d’accélération (représentée en bleu et illustrée sur la figure 3.5), d’une zone de vol libre
et d’un bac de récupération (représenté en gris et illustré sur la figure 3.6).

Pour la caractérisation des tourbillons de sillage, la catapulte B20 est équipée des instru-
ments de mesure suivants :
- PIV
- mini Lidar

1Advanced WIng with Advanced Technology Operation - http ://www.AWIATOR.net/
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Fig. 3.1 – Catapultage d’une maquette d’avion de transport au banc B20

hauteur 20 m

largeur 20 m

longueur 90 m

Fig. 3.2 – Dimensions de l’installation au B20

hauteur 15 m

largeur 15 m

longueur 60 m

Fig. 3.3 – Dimensions de la zone d’observation au B20

Fig. 3.4 – Principe de la catapulte B20 (configuration L55-R73)

Fig. 3.5 – Maquette d’Airbus A340 disposée sur la rampe de catapultage
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Fig. 3.6 – Bac de récupération

- tomoscopie

La PIV est assurée par un dispositif comprenant douze caméras, assemblées sur un support
mobile dans la direction verticale. Ce système permet de ”suivre” l’un des deux tourbillons
principaux dans son mouvement de descente par interaction avec l’autre tourbillon contrarotatif.

Le mini-lidar ”SYLVA” [111] est le vélocimètre laser développé par le DOTA (Département
d’Optique Théorique et Appliquée) pour les essais au B20 dans le cadre du programme AWIA-
TOR. Ce dispositif à base de triangulation angulaire [150] permet de calculer la position des
coeurs tourbillonnaires et leurs trajectoires au cours du temps avec une précision de l’ordre d’une
dizaine de centimètres.

3.1.2 Etude des sillages tourbillonnaires au B20 et position du problème

Dans le cadre d’un programme pluriannuel de recherches sur les sillages tourbillonnaires
défini en 1999 par l’ONERA, plusieurs campagnes d’essais ont été organisées à l’installation B20
de vol libre de l’ONERA de Lille pour la caractérisation des évolutions de tourbillons de sillages
derrière différentes configurations de maquettes représentant des avions de transport moderne
de type long courrier comme l’Airbus A340 (figure 3.5) ou gros porteur, désigné sous l’acronyme
”VLTA” pour ”Very Large Transport Aircraft” (il s’agit en fait de la géométrie de la forme
générique d’Airbus A380 sur la figure 3.7).
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Fig. 3.7 – Maquette VLTA de référence (Airbus A380) utilisée dans le programme AWIATOR

En particulier, deux campagnes d’essais ont été consacrées aux mesures PIV en collabora-
tion avec le DLR, sur une maquette d’Airbus A340 lors du programme européen AWIATOR
(figure 3.8). Dans la première campagne [262], les essais ont été menés à bien grâce au système
de caméra mobile, mais sans parvenir à des mesures de sillage proche. Une seconde campagne
d’essais a été organisée dans le but d’obtenir des données dans le sillage proche.

type de maquette Airbus A340

échelle 1/27

envergure b0 = 2.148 m

surface alaire S0 = 0.496m2

vitesses de catapultage [23.15 m/s ; 23.70 m/s]

coefficient de portance CL = 1.4

Fig. 3.8 – Caractéristiques techniques de la maquette du programme AWIATOR

Dans les deux campagnes, on a remarqué que le tourbillon de sillage laissé par la maquette de
l’A340 ”éclatait” très rapidement d’une distance derrière la maquette de l’ordre d’une vingtaine
d’envergures [58]. A ce jour, ce phénomène est encore très mal compris et les ingénieurs ont
tendance a l’attribuer à des effets de bord présents dans l’organisation du test.
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3.2 Dépouillement des données PIV

Les campagnes d’essais réalisées au banc B20 de Lille ont permis d’extraire pour chaque
point de mesure, sur le maillage composé par les douze caméras PIV, les vitesses cartésiennes
V et W adimensionnées par la vitesse de catapultage V0 de la maquette, situées dans le plan de
mesure (Y, Z), Y et Z étant adimensionnés par l’envergure b de la maquette.

Chaque essai est constitué d’une quarantaine de mesures prises à des instants successifs,
en rapportant le temps à l’envergure de la maquette. En effet, la grandeur X/b (la distance
axiale parcourue par la maquette normalisée par l’envergure) est une quantité très commode en
aérodynamique pour caractériser le régime de vol (sillage proche, étendu ou lointain).

A partir des douze fenêtres initiales de mesure, ces données sont dans un premier temps
interpolées sur une fenêtre unique et homogène, à l’aide du logiciel Tecplot. Un lissage de
chaque grandeur est ensuite effectué sous Tecplot avec la méthode de la distance inverse (cf.
Moens [203]), puis le calcul du module de la vitesse et de la vorticité axiale ω est effectué à l’aide
des équations suivantes (ici le facteur multiplicatif de 1/2 a été conservé afin de rester cohérent
avec Coustols & al. [58]) :

‖−→U ‖ =
√

V 2 + W 2 (3.1)

ω =
1

2

(
∂W

∂Y
− ∂V

∂Z

)
(3.2)

Dans ce chapitre, on effectue un post-traitement et une analyse d’une partie des résultats
PIV afin de caractériser l’éclatement, en particulier la structure de la perturbation à laquelle a
été soumis le tourbillon de sillage, pour tenter de mieux comprendre l’origine du phénomène.

Nous détaillons ici les résulats obtenus après avoir analysé spécifiquement deux configura-
tions tests :
- l’essai n̊ 78 extrait de la campagne de la phase III
- l’essai n̊ 16 extrait de la campagne de la phase IV
Ces deux essais correspondent à la configuration de base du programme AWIATOR (figure 3.8),
c’est-à-dire la maquette d’A340 avec le braquage de volets 26-26 (en abrégé DFS, pour Differen-
tial Flap Setting).

Dans tout ce chapitre, la direction X désigne l’axe du vol, l’envergure b de la maquette et
la vitesse de catapultage Vo sont prises respectivement comme longueur et vitesse de référence.
Pour plus de simplicité, on se réfère à chaque variable sous son nom réel, bien qu’on ait fait
un adimensionnement systématique de toutes les grandeurs en utilisant les deux quantités men-
tionnées ci-dessus (i.e. X pour X/b, V pour V/Vo, et ainsi de suite).

Pour chaque phase et à chaque point de mesure, le même processus d’interpolation distance
inverse est réalisé comme par Coustols & al. [58]. On utilise les tailles de maillage suivantes :
- Phase III : ∆Y = 0.6, ∆Z = 0.4, grille 200x200. Taille de cellule correspondante : dY ≈ 0.003,
dZ ≈ 0.002
- Phase IV : ∆Y = 0.6, ∆Z = 0.4, grille 200x200. Taille de cellule correspondante : dY ≈ 0.002,
dZ ≈ 0.002
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Contrairement à Coustols & al. [58], nous n’avons pas lissé systématiquement les données
interpolées avant exploitation ultérieure. Afin d’obtenir une visualisation commode des champs
de vorticité (en particulier, dans les représentations des figures 3.15 à 3.40 traçant la vorticité),
nous avons procédé à un filtrage gaussien. Un tel filtre est utilisé de façon classique en PIV (voir
par exemple Agrawal et Prasad [3]) et, considérant une quantité u, est mis en oeuvre sous la forme

u(m,n) =

∑k
j=−k

∑k
i=−k g(i, j) u(m − i, n − j)

∑k
j=−k

∑k
i=−k g(i, j)

où (3.3)

g(i, j) = exp

[
−(i dY )2 + (j dZ)2

2 σ2

]

Ici, (i,j) et (m,n) spécifient la localisation d’un point sur le maillage. Tout au long de ce
chapitre, le filtre gaussien est réglé avec une largeur 2k + 1 = 5 cellules de maillage et un pa-
ramètre σ = 3 cellules de maillage. Cependant, nous précisons qu’il n’a été utilisé que pour
tracer le champ de vorticité. D’autres quantités telles que le critère Γ2 ou les coefficients Fourier
azimutaux de la vorticité (présentées dans ce qui suit) ont été calculées directement à partir des
données interpolées, sans aucun lissage ni filtrage.

En illustration de l’effet de ce filtre, la figure 3.9 présente l’amplitude du vecteur de vitesse
pour la phase IV, X = 17.5. Elle compare les données ” brutes ” (i.e. les données obtenues
directement à partir de l’interpolation), les mêmes données après lissage par le logiciel Tecplot,
et les mêmes données traitées par filtre gaussien décrit ci-dessus. Dans le même esprit, les figures
3.10, 3.11 et 3.12 montrent respectivement des tracés semblables de la vorticité, d’un gros plan
de la vorticité dans le voisinage du tourbillon et du critère Q (voir le paragraphe 3.2.1.1 ci-
dessous). Alors qu’on constate que le lissage n’affecte que légèrement les quantités tracées, le
filtrage gaussien mène à des champs bien plus réguliers, bien que les maxima correspondants
apparaissent logiquement plus larges et avec une valeur plus basse.

3.2.1 Outils de diagnostic

3.2.1.1 critères locaux

Comme on le verra, ”l’éclatement tourbillonnaire” apparâıt comme l’élargissement soudain
et la destruction subséquente du tourbillon marginal. Afin d’avoir un meilleur aperçu de la na-
ture de la perturbation impliquée, un critère de déduction robuste s’avère nécessaire. Une rapide
revue de la littérature montre l’existence de divers critères, qui diffèrent principalement par leur
nature locale ou globale.

Les critères locaux incluent le calcul de la vorticité ω :

ω =
1

2

(
∂W

∂Y
− ∂V

∂Z

)
(3.4)

où les composants du vecteur de vitesse dans le plan de mesure PIV sont dénotées (V,W),
ou du critère Q (Hunt & al. [139]) :

Q = −1

2

[(
∂V

∂Y

)2

+

(
∂W

∂Z

)2

+ 2
∂W

∂Y

∂V

∂Z

]
(3.5)
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Fig. 3.9 – Comparaison entre les données brutes, lissées et filtrées (filtre gaussien, largeur de cinq noeuds de
maillage, σ = 3 noeuds de maillage). Champ de vitesse, Phase IV, X=17.5.
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Fig. 3.10 – Comparaison entre les données brutes, lissées et filtrées (filtre gaussien, largeur de cinq noeuds de
maillage, σ = 3 noeuds de maillage). Champ de vorticité, Phase IV, X=17.5.
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Fig. 3.11 – Comparaison en gros plan entre les données brutes, lissées et filtrées (filtre gaussien, largeur de cinq
noeuds de maillage, σ = 3 noeuds de maillage). Champ de vorticité, Phase IV, X=17.5.
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Fig. 3.12 – Comparaison entre les données brutes, lissées et filtrées (filtre gaussien, largeur de cinq noeuds de
maillage, σ = 3 noeuds de maillage). Critère Q (gros plan sur le tourbillon), Phase IV, X=17.5.
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Fig. 3.13 – Valeurs de Γ2, Phase IV, X=17.5. Tailles des fenêtres d’interrogation rw = 0.01 et rw = 0.02.
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Fig. 3.14 – Valeurs de Γ2, Phase IV, X=17.5. Tailles des fenêtres d’interrogation rw = 0.03 et rw = 0.04.
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En utilisant de telles quantités, un tourbillon correspond alors à une zone de vorticité ω
non nulle ou à une zone pour laquelle Q > 0. Les figures 3.11 et 3.12 présentent des exemples
d’extraction du tourbillon en calculant la vorticité ω ou le critère Q. Il existe des améliorations
à ces critères qui sont aussi largement utilisées dans la littérature, par exemple le critère λ2

de Jeong et Hussain [147]. Dans le cadre présent d’un écoulement plan incompressible, c’est
l’équivalent du critère Q.

Fig. 3.15 – Phase III. Champs de vorticité (données filtrées) X=14.3 à X=24.2.
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Fig. 3.16 – Phase III. Champs de vorticité (données filtrées) X=27.5 à X=37.4.

48
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Fig. 3.17 – Champs de vorticité (données filtrées) X=40.7 à X=44.
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Fig. 3.18 – Phase III. X=14.3 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.19 – Phase III. X=17.6 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.20 – Phase III. X=20.9 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.21 – Phase III. X=24.2 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.22 – Phase III. X=27.5 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.

54
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Fig. 3.23 – Phase III. X=30.8 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.24 – Phase III. X=34.1 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.25 – Phase III. X=37.4 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.26 – Phase III. X=40.7 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.27 – Phase III. X=44.0 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.28 – Phase IV. Champs de vorticité (données filtrées) X=14.2 à X=23.9.
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Fig. 3.29 – Phase IV. Champs de vorticité (données filtrées) X=27.2 à X=36.7.
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Fig. 3.30 – Phase IV. Champs de vorticité (données filtrées) X=40.1 à X=43.3.
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Fig. 3.31 – Phase IV. X=14.2 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.32 – Phase IV. X=17.5 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.33 – Phase IV. X=20.7 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.34 – Phase IV. X=23.9 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.35 – Phase IV. X=27.2 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.36 – Phase IV. X=30.4 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.37 – Phase IV. X=33.6 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.38 – Phase IV. X=36.7 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.39 – Phase IV. X=40.1 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.40 – Phase IV. X=43.3 Champ de vorticité (données filtrées) et critère Γ2.
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Fig. 3.41 – Position du centre du tourbillon, X=14.3 (14.2) à X=34.1 (33.6). Comparaison entre les phases III
et IV.
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Fig. 3.42 – Phase III. Tracés des cinq premiers coefficients de la transformée de Fourier discrète azimutale
calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour X=14.3 et X=17.6.
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Fig. 3.43 – Phase III. Tracés des cinq premiers coefficients de la transformée de Fourier discrète azimutale
calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour X=20.9 et X=24.2.
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Fig. 3.44 – Phase III. Tracés des cinq premiers coefficients de la transformée de Fourier discrète azimutale
calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour X=27.5 et X=30.8.
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Fig. 3.45 – Phase III. Tracés des cinq premiers coefficients de la transformée de Fourier discrète azimutale
calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour X=34.1.
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Fig. 3.46 – Phase IV. Tracés des cinq premiers coefficients de la transformée de Fourier discrète azimutale
calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour X=14.2 et X=17.5.

3.2.1.2 critères globaux

Les critères locaux tels qu’on les a montrés ci-dessus s’avèrent par exemple très efficaces
pour l’extraction de structures cohérentes dans les champs de vitesse obtenus par CFD. Cepen-
dant leur utilisation dans un contexte expérimental est bien plus délicate puisqu’ils nécessitent
l’évaluation de gradients de vitesse. De toute évidence, ces critères ne peuvent être exploités
de façon réaliste sans un filtrage préliminaire du champ de vitesse expérimental. Néanmoins le
choix de ce filtre est une affaire très délicate car sa calibration induit un choix préliminaire sur
la taille des structures tourbillonnaires à extraire. En conséquence, nous avons préféré utiliser
un critère global, à savoir le critère introduit par Graftieaux & al. [113]. En un point de maillage
P, la quantité Γ2(P ) est calculée comme suit :
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Fig. 3.47 – Phase IV. Tracés des cinq premiers coefficients de la transformée de Fourier discrète azimutale
calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour X=20.7 et X=23.9.
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Fig. 3.48 – Phase IV. Tracés des cinq premiers coefficients de la transformée de Fourier discrète azimutale
calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour X=27.2 et X=30.4.
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Fig. 3.49 – Phase IV. Tracés des cinq premiers coefficients de la transformée de Fourier discrète azimutale
calculée sur des cercles de rayon r autour du centre du tourbillon (champ de vorticité) pour X=33.6.

Γ2(P ) =
1

N

∑

M∈S

[−−→
PM ∧

(−→
U M −−→

U P,moy

)]
· −→eX

‖−−→PM‖ · ‖−→U M −−→
U P,moy‖

avec (3.6)

−→
U P,moy =

1

N

∑

M∈S

−→
U M

Ici, −→eX dénote le vecteur unitaire le long de l’axe du tourbillon, et S est une fenêtre d’in-

terrogation centrée autour d’un point P courant, contenant N points de maillage. Ainsi
−→
U P,moy

représente le vecteur de vitesse moyenne calculé sur la fenêtre d’interrogation S. En pratique,
Michard et Favelier [199] recommandent d’utiliser une fenêtre circulaire pour S. Leur critère

peut être interprété comme suit. Considérant par exemple le cas où
−→
U P,moy = 0 pour plus de

simplicité, i.e. quand la fenêtre S n’a pas de vitesse moyenne, Γ2(P ) se réduit à

Γ2(P ) =
1

N

∑

M∈S

sin(θM )

où θM dénote l’angle entre les vecteurs
−−→
PM et

−→
U M (voir le schéma de la figure 3.50). Dans ce

cas, il est pratique de constater que si P est le centre d’un tourbillon axisymétrique, alors Γ2(P )
atteint sa valeur maximale Γ2

max
(P ) = 1. N’importe où ailleurs dans l’écoulement, on a Γ2(P ) < 1.

Graftieaux & al. et Michard & al. expliquent dans quelle mesure on peut étendre l’in-
terprétation du critère Γ2. En effet, il peut être utilisé non seulement pour détecter le centre
d’un tourbillon, mais aussi pour estimer la taille de son coeur tourbillonnaire. Selon leurs études,
le coeur d’un tourbillon peut être déduit par le critère :

Γ2 >
2

Π
≈ 0.64
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Fig. 3.50 – Calcul du critère Γ2 (d’après Graftieaux & al. [113] et Michard & al. [199]).

Michard & al. montrent aussi que ce critère ne dépend que légèrement du rayon rw de la
fenêtre S, pourvu qu’il reste inférieur à r0/2 où r0 dénote le rayon du coeur rotationnel du
tourbillon. En pratique, nous avons observé que l’utilisation successive de plus grandes valeurs
de rw mène logiquement à un lissage dans l’identification du rayon du tourbillon, les plus pe-
tites valeurs de rw permettant de déduire les structures tourbillonnaires plus petites et les plus
grandes valeurs de rw fournissant une visualisation des structures tourbillonnaires de grandes
échelles. Cette utilisation du critère Γ2 est illustrée dans les figures 3.13 et 3.14 qui représentent
l’extraction du tourbillon à X = 17.5 (toujours pour le cas de la phase IV), avec les tailles de
fenêtre rw allant de 0.01 à 0.04. Tandis que rw = 0.01 donne une information détaillée sur la
distribution de vorticité proche du centre tourbillonnaire (à comparer avec les figures 3.11 et
3.12), l’accroissement en rw mène progressivement à un lissage de Γ2 et à un élargissement du
coeur rotationnel déduit. Il convient également de souligner que sur certaines des figures, les
motifs obtenus de Γ2 > 0.64 sont incomplets. En fait, pour un rayon de fenêtre donné rw, il est
impossible de calculer Γ2 pour des points de maillage plus proches de la limite que rw, puisque
la fenêtre d’interrogation doit être un disque complet : en résumé, on ne peut pas calculer la
limite lim

r→r−w

Γ2(r), sous réserve d’existence mathématique.

3.2.1.3 Développement en série de Fourier des champs expérimentaux

Dans les mesures PIV réalisées au B20, l’écoulement de contournement autour des ailes et la
présence d’une perturbation (dont on cherche à caractériser l’origine) modifient le développement
radial des deux tourbillons principaux, qui perdent leur caractère axisymétrique. Reprenant la
démarche de Renac [220], nous quantifions cet écart à l’axisymétrie par un développement en
série de Fourier des champs de vitesse par rapport à la coordonnée azimutale θ.

∀θ ∈ [0, 2π], u(r, θ) =
+∞∑

m=0

cm(r)eimθ + c−m(r)e−imθ

où (3.7)

∀m ∈ Z, cm(r) =
1

2π

∫ 2π

0
u(r, θ)e−imθdθ

Dans la pratique, nous interpolons les données sur N points régulièrement espacés sur des
cercles de rayon r autour de l’axe du tourbillon. Nous utilisons ensuite la transformée de Fourier
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discrète sur cet échantillon de N valeurs [u(1), ..., u(N)] du champ de vitesse expérimental. Les
coefficients cm de cette transformation ainsi que le signal reconstitué à partir de ces coefficients
sont calculés à partir des relations suivantes :

3.2.2 Déduction pratique des caractéristiques du tourbillon

3.2.2.1 Centre du tourbillon

Un de nos buts dans la présente étude est d’investiguer les propriétés géométriques du tour-
billon perturbé. En particulier, nous nous intéressons à sa structure azimutale, ce qui implique
de détecter le centre du tourbillon et de réaliser alors une transformée de Fourier sur des cercles
centrés autour de ce centre.

Pour ce faire, nous avons choisi de ne pas utiliser de critères locaux tels que le maximum
de ω ou du critère Q, ni le maximum de Γ2 puisque dans de nombreux cas cela mènerait à
négliger les perturbations avec une géométrie hélicöıdale de nombre d’onde azimutale |m| = 1.
Au lieu de cela, nous avons choisi de déduire le centre du tourbillon du contour de son coeur
rotationnel donné par le critère Γ2. En pratique, nous avons défini le centre du tourbillon comme
le centre géométrique approximatif du motif de vorticité donné par le contour Γ2 = 0.64. Nous
voudrions souligner qu’une telle méthode a une précision tout à fait limitée puisque les motifs
correspondants de vorticité peuvent présenter des formes très irrégulières (voir les figures 3.18 à
3.27 pour l’exemple de phase III). Cependant, nous avons trouvé cette méthode plus appropriée
que celle choisie dans Coustols & al. [58], ce qui peut mener à un changement de position du
centre lorsque le tourbillon principal est entouré de motifs de vorticité secondaire.

3.2.2.2 Géométrie azimutale de la perturbation

Pour un champ PIV donné, une fois que le centre C a été déduit, nous développons la
vorticité ω en séries de Fourier par rapport à la variable azimutale θ, selon des cercles de rayons
croissants centrés autour de C. Sur un cercle de rayon donné, nous échantillonnons la vorticité ω
en N = 128 points distribués avec un espacement azimutal régulier sur le cercle, en utilisant une
interpolation linéaire dans les deux directions Y et Z, puisque les points d’échantillonnage en
géométrie cylindrique ne correspondent pas aux points du maillage cartésien des mesures PIV.
Pour un point donné d’indice k situé à une distance r de C, l’échantillon ωk = ω(θk) est alors
développé sous la forme (synthèse harmonique) :

ωk(r) = c0(r) +

N/2−1∑

p=1

cp(r) cos

(
2 Π p (k − 1)

N

)
(3.8)

Les coefficients (cp(r))p=0...N/2−1 calculés lors de l’analyse harmonique (cf. paragraphe 3.2.1.3)

représentent alors les contributions à la vorticité ω de symétrie azimutale m = 0...N/2 − 1. En
particulier, le coefficient c0(r) représente la moyenne de ω sur le cercle considéré de rayon r.
Par la suite, on fait référence à ces coefficients comme à des ” modes ”, comme dans le cadre
d’une analyse de stabilité linéaire. Quant au calcul de Γ2, on explore les cercles autour du centre
C jusqu’à ce qu’une limite de la fenêtre PIV soit atteinte. Ceci explique pourquoi les rayons
maxima sont différents pour les deux phases.

3.2.3 Caractérisation des instabilités

Pour chaque phase, nous avons choisi de limiter la caractérisation fine à des mesures de
stations X = 14.3 à 34.1 (phase III) et X = 14.2 à 33.6 (phase IV). La valeur la plus basse
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de X correspond à un tourbillon bien formé, sans trop de motifs tourbillonnaires externes, et
la plus haute a été vue comme la limite de la caractérisation présente. En fait, depuis X ≥ 33
la destruction du tourbillon a atteint un niveau critique, mettant en question la pertinence de
l’application des critères d’extraction du tourbillon sur les champs correspondants. Cependant,
les visualisations qualitatives (vorticité et Γ2) sont aussi démontrées ici jusqu’à ce que X = 37.4
à 44.0 (phase III) et 36.9 à 43.3 (phase IV).

Les résultats sont présentés dans les figures 3.15 à 3.49 :
- les figures 3.15 à 3.17 montrent les champs de vorticité pour la phase III
- les figures 3.18 à 3.27 montrent les champs de Γ2 pour la phase III
- les figures 3.28 à 3.30 montrent les champs de vorticité pour la phase IV
- les figures 3.31 à 3.40 montrent les champs de Γ2 pour la phase IV
- la figure 3.41 compare les trajectoires des centres tourbillonnaires pour les deux phases
- les figures 3.42 à 3.45 explorent la géométrie azimutale du tourbillon en phase III
- les figures 3.46 à 3.49 explorent la géométrie azimutale du tourbillon en phase IV.

D’abord, on peut observer que tandis qu’il se déplace vers le bas, le tourbillon semble aussi
connâıtre un flottement (Jacquin & al. [142]), avec des amplitudes comparables pour les phases
III et IV (figure 3.41). Cette observation est importante pour l’analyse suivante de la structure
géométrique du tourbillon. En fait, le flottement consiste en un mouvement aléatoire du coeur du
tourbillon, qui, dans le champ de stabilité, serait assimilé à une perturbation du nombre d’onde
azimutal |m| = 1. En conséquence, puisque nous avons choisi d’extraire le centre du tourbillon
comme le centre géométrique du chemin tourbillonnaire observé, la composante |m| = 1 du
flottement sera éliminée de notre analyse. Il est aussi à noter que les résultats appartenant à
un tel mode doivent être considérés avec une attention extrême puisqu’ils dépendent hautement
du centre d’extraction, car toute erreur dans la localisation du centre du tourbillon changerait
la composante |m| = 1 de la géométrie du tourbillon (ceci est particulièrement évident si le
tourbillon est purement axisymétrique).

Pour une phase donnée, on remarque que les deux techniques de caractérisation, le critère Γ2

et la décomposition en séries de Fourier sur des cercles centrés autour du centre du tourbillon,
montrent des tendances similaires. En fait, dans les cas d’éclatement significatif du tourbillon, les
maxima et minima de Γ2 peuvent effectivement être interprétés comme des maxima et minima de
la vorticité. Les figures 3.34 et 3.47 (phase IV, X = 23.9) sont une illustration particulièrement
claire de cette remarque. Dans la figure 3.34, on observe trois maxima locaux de à une distance
d’environ 0.03 du centre. Logiquement, la figure 3.47 montre clairement un pic pour le coefficient
avec un maximum pour 0.025. Donc, le critère Γ2 fournit une illustration graphique efficace de
la structure géométrique du tourbillon perturbé.

Somme toute, les phases III et IV montrent des conduites relativement similaires dans la
destruction du tourbillon. Les deux principales divergences sont la valeur initiale de la vorticité
maximale, qui est légèrement plus élevée pour la phase III que pour la phase IV (voir les figures
3.42 et 3.46, respectivement à X = 14.3 et 14.2), et un départ moins prononcé de la symétrie
rotationnelle dans les résultats PIV de la phase III.

Pour les deux campagnes, les phases dans la destruction du tourbillon, telles qu’on les observe
dans la distribution de Γ2 et dans les composantes azimutales de Fourier, peuvent se résumer
comme suit :
- Aux états initiaux (X = 14.2 à 17.5), les seuls modes significatifs autres qu’axisymétriques
sont |m| = 1, et à un moindre degré, |m| = 2 et |m| = 3, et se limitent au centre du tourbillon.
- Dans les phases suivantes, la vorticité moyenne (coefficient c0) diffuse considérablement. Sa
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valeur maxima près du centre est à peu près divisée par deux entre X = 17.5 et X = 20.7 et les
gradients radiaux tendent à décliner sensiblement depuis X = 27.5, manifestant un élargissement
très important du coeur du tourbillon. La composante axisymétrique de la perturbation respon-
sable de la destruction du tourbillon semble donc être particulièrement importante.
- Il nous parâıt plus délicat de tirer des conclusions en ce qui concerne les modes |m| > 0. Ce-
pendant il semble qu’au cours des premiers stades de l’élargissement du coeur, le tourbillon est
aussi soumis à une perturbation |m| = 1. On peut le constater sur la figure 3.43 (X = 20.9 et
24.2 pour la phase III) sur la figure 3.46 (X = 17.5 pour la phase IV). Les tracés correspondants
du critère Γ2 montrent aussi une telle perturbation.
- Un autre trait caractéristique de la destruction du tourbillon, à des stades postérieurs à la
composante précédente |m| = 1, est l’apparition d’une structure tripolaire comme l’indique un
pic dans la composante |m| = 3 à X = 27.5 pour la phase III (figure 3.44) et X = 23.59 pour la
phase IV (figure 3.47). Cette observation est bien plus caractéristique dans le cas de la phase IV
et trouve sa confirmation graphique dans les tracés du critère Γ2 pour X = 23.9 (figure 3.34). Il
est à noter que dans ces deux derniers cas (observations de composantes |m| = 1 et |m| = 3), les
conclusions pour les coefficients de Fourier résultent plus de la comparaison de c1 et de c3 avec
la valeur locale de c0 que de l’observation de la valeur absolue de ces coefficients, qui peuvent
être très bas en raison de l’échelle de longueur choisie le long de l’axe Y. En fait, seule cette
comparaison nous permet de caractériser l’écart relatif du tourbillon (dans les premières phases
de sa dispersion ou de son éclatement) à son état d’axisymétrie (avant la perturbation).

La caractérisation de la géométrie azimutale du tourbillon pendant le processus d’éclatement
a ainsi permis de saisir des tendances générales. Le trait le plus significatif est l’élargissement
spectaculaire du coeur du tourbillon. Au cours des premiers stades de cet élargissement, on
observe une déformation hélicöıdale |m| = 1 du tourbillon, et à des stades ultérieurs, le tourbillon
tend à se désintégrer en une structure tripolaire |m| = 3. Néanmoins, nous voudrions souligner
une fois de plus le fait que ces résultats reposent sur un choix de l’extraction du centre du
tourbillon, ce qui s’est avéré délicat en raison du degré de déstructuration du tourbillon. Il
faudrait procéder à d’autres investigations afin de confirmer ou d’infirmer nos observations.
Nous avons aussi la conviction qu’une campagne expérimentale plus poussée devrait investiguer
la composante de vitesse axiale, ce qui est crucial lorsqu’on étudie l’éclatement tourbillonnaire
sous sa forme canonique, i.e. le ”vortex breakdown” dans l’acception de Benjamin [20] (voir le
paragraphe 2.1.2.1), puisque la distribution de vitesse axiale impose le régime ”supercritique”
ou ”sous-critique” de l’écoulement. D’autres conclusions très intéressantes peuvent aussi nâıtre
de l’investigation de l’écoulement avec des PIV résolues en temps, dans des plans à la fois
longitudinaux et transversaux.

3.3 Conclusions de l’étude expérimentale

L’examen des données PIV a montré qu’une première difficulté réside dans le choix des
critères utilisés pour la caractérisation du tourbillon de sillage (localisation du centre, calcul
du rayon et de la trajectoire suivie par le centre). En effet, les résultats obtenus (et donc leur
interprétation) peuvent sensiblement dépendre du critère retenu. Les critères locaux semblent
souffrir d’un manque de précision pour des images perturbées, et sont trop sensibles aux condi-
tions expérimentales. Les critères globaux s’affranchissent de ces problèmes. C’est pourquoi in
fine notre choix s’est porté sur ceux-ci, et plus particulièrement sur le critère Γ2, plus adapté
à l’étude d’un grand nombre de données, comme on peut en avoir avec la PIV. De plus, ce
critère donne une bonne estimation de la taille du coeur rotationnel, grandeur particulièrement
importante pour interpréter l’éclatement du tourbillon.
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Muni de ce critère, on a effectué l’analyse spectrale à partir des coordonnées du centre et
du rayon caractéristique ainsi calculés, ce qui conduit à des résultats cohérents avec un scénario
axisymétrique de l’éclatement du tourbillon. En effet, on observe la correspondance entre la
diffusion de l’éclatement, la diminution du maximum de la vitesse azimutale et l’augmentation
de la taille du coeur rotationnel, en similitude avec l’évolution de la composante axisymétrique
de la perturbation.

En ce qui concerne les orientations à suivre pour la modélisation numérique de cet éclatement
tourbillonnaire, traitée dans la partie suivante de cette thèse, le dépouillement de ces données
expérimentales PIV nous incite a priori à mettre de préférence l’accent sur les perturbations
de géométrie axisymétrique (|m| = 0), sans négliger pour autant le rôle des ondes hélicöıdales
(|m| = 1) et tripolaires (|m| = 3).

86



Deuxième partie

Modélisation numérique du
phénomène
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Chapitre 4

Modélisation des end-effects et de
l’éclatement tourbillonnaire

Le but de ce chapitre est de présenter notre démarche générale pour modéliser les end-effects
et l’éclatement tourbillonnaire observés à la catapulte B20 , afin de préparer l’étude par la si-
mulation numérique des propagations de perturbations le long d’un tourbillon de sillage et de
son éventuel éclatement.

Pour reproduire les phénomènes se produisant à la soufflerie B20, nous nous appuyons sur des
constatations expérimentales, numériques et théoriques de la littérature (cf. revue du chapitre
2), en complément de nos propres conclusions du chapitre 3, pour faire un certain nombre d’hy-
pothèses et aboutir à une procédure de simulation. Dans notre approche, nous cherchons à fixer
des configurations génériques sur lesquelles on peut réaliser des expérimentations numériques
de manière bien contrôlée. C’est pourquoi nous rappelons brièvement les modèles classiques de
tourbillon sans vitesse axiale avant de construire trois types de perturbations du champ de base
et de donner leurs interprétations physiques. Pour finir, nous exposons les motivations qui nous
ont conduits à choisir notre outil numérique et nous récapitulons les paramètres clefs de nos
simulations.

4.1 Démarche de modélisation

Comme nous l’avons présenté dans les deux précédents chapitres, des observations expérimentales
ont montré que des tourbillons de sillage peuvent ”éclater” dans certaines conditions de vol. Ce
phénomène d’instabilité reste encore mal compris. Les difficultés rencontrées aujourd’hui dans
la catapulte B20 de l’ONERA Lille et présentées au chapitre 3 ont redonné de l’actualité à
ce sujet car les études menées dans cette installation expérimentale montrent de manière très
reproductible que le tourbillon généré par la maquette volante éclate soudainement. Dans ce
contexte, notre objectif est la modélisation du mécanisme observé à la catapulte B20 pour une
meilleure compréhension physique des end-effects et de l’éclatement tourbillonnaire.

A court terme, sur les plans expérimental et métrologique, ce phénomène est problématique
pour les mesures in situ puisqu’il est pathologique pour la caractérisation des sillages tourbillon-
naires en champ lointain, qui est le principal objectif des essais réalisés au B20 pour les avions
de transport. En revanche, à plus long terme, sur les plans théorique et applicatif, l’éclatement
tourbillonnaire est une piste de recherche prometteuse pour accélérer ”l’extinction” des tour-
billons de sillage, ce qui justifie la présence de ce thème dans les études du Work Package 1 du
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programme européen FAR-Wake 1.

4.1.1 Observations expérimentales et études théoriques

Actuellement, on ne connâıt pas les causes exactes des end-effects et de l’éclatement tour-
billonnaire observés au banc B20. En l’état des données recueillies sur place (cf. chapitre 3 pour
le traitement des données PIV), on ne peut affirmer avec certitude que l’origine du phénomène
soit liée au confinement de l’installation.

Des investigations complémentaires sur financement d’Airbus ont permis de réaliser quelques
essais supplémentaires pour faire des études paramétriques au banc B20 (cf. figure 3.4), en jouant
tantôt sur la position du plan de mesure (figure 4.1 - ”L” pour Lidar), tantôt sur la position du
bac de récupération (figure 4.2 - ”R” pour Recovery box).

Ces essais spécifiques avaient plusieurs buts :
- identifier les échelles caractéristiques qui pilotent la vitesse de propagation de cette onde.
- déterminer si la perturbation à l’origine de cet éclatement provient de la rampe de catapultage
ou du bac de récupération

Fig. 4.1 – Influence de la distance entre le plan d’observation et le point de largage de la maquette (instrumen-
tation Lidar, projet AWIATOR).

Les conclusions de ces différents travaux menés par le DLR et les départements DAAP -
DMAE - DOTA de l’ONERA complètent les informations (figure 4.3) que l’on peut extraire de
l’étude pionnière d’Olsen [210]. Ces résultats récents (figure 4.4) indiquent en particulier que la
vitesse de propagation de la perturbation est directement liée à la circulation du tourbillon de
sillage, plutôt qu’à la loi d’accélération du catapultage de la maquette. Ce résultat est capital
dans notre démarche de modélisation car il nous conduit à choisir la vitesse azimutale du tour-
billon comme échelle caractéristique de vitesse Vref , au lieu de la vitesse de catapultage de la
maquette :

Vref =
Γ

2 π rc
(4.1)

1http ://www.FAR-Wake.org/
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Fig. 4.2 – Influence de la distance entre le bac de récupération de la maquette et le plan d’observation (instru-
mentation Lidar, projet AWIATOR).

où Γ désigne la circulation du tourbillon et rc est le rayon du coeur tourbillonnaire.

Fig. 4.3 – Positions du profil NACA 0012 et de
la perturbation (end-effects) en fonction du temps
(essais expérimentaux au bassin hydrodynamique de
Boeing Seattle).

Fig. 4.4 – Vitesse de la perturbation (end-effects)
en fonction de la vitesse de tractage de la maquette
(essais expérimentaux au bassin hydrodynamique
WSG du DLR Göttingen).

D’autre part, les comparaisons entre les calculs numériques du CERFACS (figure 4.5) et
les dépouillements réalisés par le DAAP des données du B20 suggèrent que la perturbation est
vraisemblablement une onde initiée au point de catapultage, qui se propage derrière la maquette
en la suivant dans le même sens que la direction du vol.

D’un point de vue théorique, il semblerait donc que l’éclatement observé au B20 soit un
phénomène d’instabilité de nature fortement non-linéaire, intimement lié à la propagation le long
du tourbillon et la focalisation en un certain point d’ondes d’inertie de grande amplitude, sans
préjuger de l’importance des effets éventuels du nombre de Reynolds. En effet, la propagation
de perturbations de faible amplitude le long d’un tourbillon est un phénomène bien documenté
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Fig. 4.5 – Vitesse de la perturbation (onde de pression par un calcul numérique du CERFACS) normalisée
par la vitesse tangentielle maximale du tourbillon, en fonction du rapport des rayons du vortex dans les états
d’équilibre et perturbé (élargissement axisymétrique - cf. Moet & al. [204]).

que l’on peut appréhender par une approche linéarisée des équations de Navier-Stokes. Sipp et
Fabre ont abondamment étudié la dynamique linéaire de tourbillons de sillage. Par la théorie
de la stabilité linéaire (cf. chapitres 2 et 6), on sait que les modes de vibration (aussi appelés
ondes d’inertie ou ondes de Kelvin) du tourbillon de Lamb-Oseen sont stables ou amortis et
ne font que se propager le long du tourbillon sans le déstructurer. De plus, Fabre & al. ont
proposé une classification de ces ondes de Kelvin de manière exhaustive. En revanche, comme
l’ont montré Moet & al. [204], des perturbations de grande amplitude peuvent effectivement se
propager le long du tourbillon et la rencontre de deux ondes de pression se propageant en sens
opposés provoque un éclatement tourbillonnaire qui déstructure fortement le champ moyen. Ce
phénomène a été mis en évidence à l’aide de calculs numériques (LES) sur des perturbations pu-
rement axisymétriques du tourbillon de sillage. Est-ce que le mécanisme physique (directement
inspiré de l’idée de Spalart) et les explications proposés par Moet & al. (fondé sur l’instabilité
hélicöıdale décrite par Mayer et Powell) sont représentatifs de ce qui se passe effectivement au
banc B20 ? Est-ce que des perturbations de géométries autres qu’axisymétrique (i.e. de nombre
d’onde azimutale m 6= 0) sont susceptibles d’être à l’origine de l’éclatement tourbillonnaire du
B20 ? Nous avons vu dans le chapitre 3 dédié à l’analyse des données PIV dans les premiers
instants de l’éclatement, que le centre du tourbillon ne suit pas une trajectoire rectiligne (figure
3.41), ce qui est plus caractéristique d’une perturbation hélicöıdale que d’une perturbation axi-
symétrique, ou d’un éventuel phénomène de flottement du tourbillon (le ”vortex meandering”
est également étudié dans le WP1 de FAR-Wake et illustré sur la figure 4.6).

Est-il possible d’interpréter l’éclatement (phénomène non linéaire) du B20 en terme d’ondes
de Kelvin (obtenues par la théorie de stabilité linéaire), ou du moins de faire un quelconque
lien entre les deux approches ? A titre d’exemple, il est maintenant acquis dans la communauté
scientifique que l’instabilité de grande longueur d’onde décrite par Crow résulte de l’interaction
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Fig. 4.6 – Phénomène de ”vortex meandering” (flottement du tourbillon, projet FAR-Wake).

entre deux ondes de Kelvin m=1 et m=-1 des deux tourbillons contra-rotatifs.

En conclusion, une meilleure compréhension des mécanismes physiques nous parâıt nécessaire
pour une expertise approfondie des essais au banc B20. De plus, une explication de nature plus
fondamentale pourrait être recherchée avec des modèles de bifurcation conduisant à l’éclatement
tourbillonnaire, au sens du ”vortex breakdown”, notamment par la théorie des états conjugués
introduite dés 1962 par Benjamin [20,21,25], poursuivie par les travaux de Rusak & al. [224,264]
et récemment complétés par des études menées au LadHyX (Gallaire & al. [107–109] et au DAFE
(Renac [220] et Leclaire [167]).

4.1.2 Hypothèses et procédure de notre modélisation

La figure 4.7 est extraite d’essais réalisés au NLR en conditions réelles sur un gros avion
de transport, dans le cadre du programme FAR-Wake. Cette visualisation montre qu’il est ef-
fectivement possible d’observer dans un sillage en vol libre (donc sans effet de confinement)
l’éclatement d’un seul des deux tourbillons principaux, sans reconnexion apparente des deux
tubes de vorticité, ce qui exclut a priori l’instabilité de grande longueur d’onde décrite par
Crow. Ces observations récentes du NLR confortent celles de Chevalier [47] à la NASA et vont
dans le sens du mécanisme proposé par Spalart [249], rappelé sur la figure 4.8. Comme nous
l’avons indiqué dans le chapitre 2, Spalart fait une distinction très nette entre ”vortex break-
down” et ”vortex bursting”, précisant que ”vortex bursting is rarely simultaneous on the two
vortices, indicating that it involves only one vortex”.

Nous nous sommes fondés sur ces diverses constatations pour formuler des conjectures
mathématiques et des hypothèses simplificatrices dans notre modélisation de l’éclatement ob-
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Fig. 4.7 – Eclatement tourbillonnaire dans le
sillage d’un gros avion de transport en vol libre
(expérimentation réalisée au NLR).

Fig. 4.8 – Mécanisme de propagation de perturba-
tions en forme de crêpes, pouvant conduire au vortex
bursting (d’après Spalart [249], cf. chapitre 2).

servé au banc B20 :

Postulat (1) : l’éclatement tourbillonnaire observé au banc B20 est un phénomène qui a un
sens physique, i.e. il n’est pas l’apanage des écoulements confinés et peut exister sur un tourbillon
en écoulement ouvert.

La figure 4.7 montre qu’on peut réellement observer un éclatement tourbillonnaire derrière
un avion de transport et il est pertinent de l’étudier en tant que tel, en vue de réduire les dis-
tances de séparation entre les avions de ligne.

Postulat (2) : l’éclatement du B20 est un phénomène de type ”vortex bursting” (implosion
du tourbillon) plutôt que ”vortex breakdown” (panne du tourbillon).

Dans ces conditions, on décide d’étudier le comportement d’un seul tourbillon et on cherche
à savoir si la dynamique intrinsèque d’un tourbillon isolé, i.e. soumis à une perturbation localisée
indépendamment de toute interaction avec aucun autre tourbillon, peut exhiber un éclatement
ou une brutale déstructuration du champ moyen, analogue au banc B20. Pour les systèmes de
tourbillons et les effets d’un champ d’étirement externe, le lecteur pourra se référer, entre autres,
aux études de Crow [64], Crouch [63] ou de Fabre & al. [91, 94].

Pour répondre à cette question, on résout un problème aux valeurs initiales, en reprenant une
idée mise en pratique par Arendt & al. [8], Delbende & al. [67], Fabre [99], Moet & al. [204], en
faisant des choix différents sur le champ porteur, les perturbations ou et la méthode numérique :
- pour le modèle de tourbillon, on s’efforce de choisir un profil de vitesse d’une part suffisamment
”réaliste” pour capturer les principaux phénomènes expérimentaux et d’autre part suffisamment
”académique” pour assurer une certaine généricité et faciliter l’interprétation des résultats
- pour construire une perturbation judicieuse, celle-ci doit être représentative d’un mécanisme
physique bien ciblé que l’on souhaite éprouver par notre expérimentation numérique et conçue
de sorte à préparer l’interprétation, notamment en termes d’ondes de Kelvin (cf. chapitre 2)
- le choix de la méthode numérique est guidé par les deux précédents points, le régime de
l’écoulement à caractériser et le degré de précision requis, pour obtenir si possible des résultats
très bien convergés ou a minima suffisamment robustes et fiables pour la physique.
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4.2 Les modèles classiques de tourbillons sans écoulement axial

Nous rappelons ici les expressions mathématiques en coordonnées cylindriques des modèles
de tourbillon auxquels nous avons fait référence au chapitre 2. Nous les passons brièvement en
revue avant de choisir le modèle utilisé dans les simulations numériques de cette étude.

4.2.1 Le tourbillon de Rankine

Vθ(r) =

{
Γr

2Πa2 r < a
Γ

2Πr r > a
(4.2)

Θ(r) =

{
Γ

Πa2 r < a
0 r > a

(4.3)

P (r) =

{
Γ2

8Π2a4 ( r2

a2 − 2) r < a

− Γ2

8Π2r4 r > a
(4.4)

Les intérêts de ce modèle résident dans la simplicité de son champ de vitesse et la possibilité
de développer totalement les calculs de manière analytique. Son principal inconvénient est d’être
par construction un modèle non visqueux (il introduit une discontinuité par morceau du profil
de vorticité), donc peu réaliste.

4.2.2 Le tourbillon de Lamb-Oseen

Vθ(r) =
Γ

2Πr

[
1 − exp

(
−r2

a2
0

)]
(4.5)

Θ(r) =
Γ

Πa2
exp

(
−r2

a2
0

)
(4.6)

P (r) = − Γ2

8Π2a4
0

[
(1 − exp(−η))2

η
+ 2eint(η) − 2eint(2η)

]
(4.7)

où η = r2

a2

0

et eint représente la fonction exponentielle intégrale définie par eint(η) =
∫ ∞
η e−t/t dt

Les intérêts de ce modèle sont sa régularité mathématique (profil C∞, très appréciable
en calcul CFD) et le fait d’être une solution auto-similaire des équations de Navier-Stokes
bidimensionnelles avec un rayon du tourbillon qui se diffuse au cours du temps selon la loi
a0(t)

2 = a0(0)2 + 4νt.
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4.2.3 Les tourbillons à deux échelles

Fabre [99] a proposé deux modèles analytiques (que nous noterons VM1 et VM2) dans le
but de mieux représenter les profils expérimentaux mesurés en soufflerie. Signalons que cette
famille de modèles à deux échelles (plus ”réalistes” que les modèles de Rankine et Lamb-Oseen
pour représenter les tourbillons d’avions), a été validée par la communauté scientifique et a
notamment permis à Fabre et Jacquin [95] de mettre en évidence des différences importantes sur
le comportement des instabilités à courtes longueurs d’onde. De plus, les conclusions tirées de ces
modèles multi-échelles se rapprochent des observations expérimentales et mesures réalisées sur
des tourbillons de bout d’aile, en particulier en termes de spectre large bande. Enfin, cette étude
[95] a démontré que les propriétés des instabilités dépendent fortement de la zone intermédiaire
du modèle.

Vθ(r) =





Ω0r 0 < r < a1

Ω0a1

(
r
a1

)−α
a1 < r < a2

Γ
2Πr r > a2

(4.8)

4.3 Les perturbations du champ de base

Dans ce paragraphe, nous présentons les expressions analytiques que nous utiliserons dans les
simulations numériques pour modéliser les perturbations du B20. Ces expressions sont issues de
la thèse de Fabre [99], qui a lui-même repris et légèrement modifié des formes de perturbations
étudiées par Arendt & al [8].

4.3.1 Une perturbation axisymétrique : m=0





v
′

r = 0.

v
′

θ(r, z) = 2 ε r exp
(
− r2

a2

0

)
exp

(
− z2

σ2

)

v
′

z = 0.

(4.9)

Cette perturbation s’interprète physiquement comme un pincement axisymétrique (m = 0),
d’amplitude ε et appliqué sur une longueur caractéristique σ.

L’expression analytique de la perturbation initiale de vorticité axiale s’écrit alors :

ω
′

z(r, z) = 4 ε

(
1 − r2

a2
0

)
exp

(
−r2

a2
0

)
exp

(
− z2

σ2

)
(4.10)

4.3.2 Une perturbation hélicöıdale : m=1





v
′

r(r, θ, z) = 2 ε 1−exp(−r2)
r2

(
exp

(
− z2

σ2

)
cos θ − 2√

Π
̥( z

σ ) sin θ
)

v
′

θ(r, z) = 2 ε 1−(1+2 r2) exp(−r2)
r2

(
exp

(
− z2

σ2

)
sin θ + 2√

Π
̥( z

σ ) cos θ
)

v
′

z = 0.

(4.11)

où ̥ représente la fonction de Dawson définie par ̥(z) = exp (−z2)
∫ z
0 et2 dt.
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Cette perturbation s’interprète physiquement comme un déplacement hélicöıdal du centre du
tourbillon (m = 1), d’amplitude ε par rapport au coeur du vortex, et appliqué sur une longueur
caractéristique σ.

L’expression analytique de la perturbation initiale de vorticité axiale s’écrit alors :

ω
′

z(r, θ, z) = 8 ε
r

a0
exp

(
−r2

a2
0

) (
exp

(
− z2

σ2

)
sin θ +

2√
Π

̥(
z

σ
) cos θ

)
(4.12)

4.3.3 Une perturbation elliptique : m=2





v
′

r(r, θ, z) = ε (1+r2) exp(−r2)−1
r3

(
exp

(
− z2

σ2

)
cos(2θ) − 2√

Π
̥( z

σ ) sin(2θ)
)

v
′

θ(r, z) = ε (1+r2+r4) exp(−r2)−1
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(
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(
− z2

σ2

)
sin(2θ) + 2√

Π
̥( z

σ ) cos(2θ)
)

v
′

z = 0.

(4.13)

Cette perturbation s’interprète physiquement comme un aplatissement elliptique du tour-
billon (m = 2), d’amplitude ε par rapport au coeur du vortex, et appliqué sur une longueur
caractéristique σ.

L’expression analytique de la perturbation initiale de vorticité axiale s’écrit alors :

ω
′

z(r, θ, z) = −2 ε
r2

a2
0

exp

(
−r2

a2
0

) (
exp

(
− z2

σ2

)
sin(2θ) +

2√
Π

̥(
z

σ
) cos(2θ)

)
(4.14)

4.4 Choix de l’outil numérique

De manière générale, la complexité et la grande variété des phénomènes dans les écoulements
tournants représentent une réelle difficulté pour la simulation numérique.

Dans notre étude, notre objectif est de faire des simulations numériques pouvant reproduire
le phénomène d’éclatement tourbillonnaire observé à la soufflerie B20. Pour ce faire, nous devons
choisir un outil CFD qui nous permette de prendre en charge simultanément les multiples facteurs
susceptibles de participer au vortex bursting décrit par Spalart. Pour restituer un phénomène
aussi complexe par la simulation, nous devons donc prendre en compte :
- les effets de la viscosité, contrairement à de nombreuses études réalisées par le passé en théorie
de fluide parfait
- les effets tridimensionnels de la dynamique tourbillonnaire, inaccessibles aux études 2D
- les effets non linéaires (en complément des études de stabilité linéaire), par résolution des
équations complètes de Navier-Stokes, sans aucune approximation ni simplification
- les effets transitoires par la simulation instationnaire, notamment les non normalités des modes
azimutaux non axisymétriques (perturbations m=1 et m=2) et les éventuelles croissances tran-
sitoires qui peuvent en résulter.

Pour toutes ces raisons, notre choix de l’outil numérique s’est porté sur un code DNS avec
des schémas de discrétisation spatiale d’ordre élevé. Un tel outil nous parâıt bien adapté pour
des études fondamentales sur la dynamique d’un tourbillon [145, 204, 214, 228], car la précision
de ce type de méthode numérique s’approche de celle des méthodes spectrales [96, 98, 99] ou
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pseudo-spectrales [67]. En particulier, la simulation numérique directe des tourbillons de sillage
[105, 154, 221] s’est considérablement développée dans la dernière décennie avec les progrès des
méthodes numériques et l’avènement de super-calculateurs de plus en plus puissants.

A priori, plusieurs codes de recherche développés à l’ONERA sont en mesure de répondre
aux exigences de notre modélisation. Des calculs comparatifs de précision ont été réalisés au
DSNA 2 sur les problématiques de sillage tourbillonaire, notamment entre les codes PEGASE,
SABRINA et FLUDILES. En ce qui concerne les simulations d’écoulements de jets et de jets
tourbillonnaires, le code FLUDILES avec son schéma d’ordre le plus élevé (le schéma hermi-
tien d’ordre six, décrit au chapitre 5) donne les résultats les plus proches de données issues de
l’expérience en particulier au niveau de la restitution du cône potentiel. L’ajout d’un tourbillon
à un écoulement de jet complique sensiblement la résolution numérique du problème et le code
FLUDILES a permis de simuler avec succès plusieurs configurations d’interaction jet-tourbillon
(thèses de Brunet [43], Ferreira-Gago [106] et Maglaras [188]). Pour cette étude, notre choix
s’est donc porté naturellement sur le code de calcul FLUDILES.

4.5 Conclusions de la modélisation

Nous avons choisi le profil gaussien de Lamb-Oseen pour modéliser le champ de vitesse dans le
tourbillon de sillage. En effet, la dynamique linéaire de ce modèle s’avère très riche et complexe,
comme l’ont montré des études théoriques (Fabre & al. [96, 98,99]).

De plus, des études de nature expérimentale, en particulier Meunier [197], ont montré que
les fréquences mesurées par des essais expérimentaux en bassin d’eau sont en très bon accord
avec celles prédites par les analyses linéaires du tourbillon de Lamb-Oseen (Fabre & al. [98,99]).
Selon les synthèses de Jacquin & al. [143, 144], le modèle de Lamb-Oseen est représentatif des
mécanismes génériques d’instationnarité et d’instabilité dans les tourbillons de sillage.

Le tourbillon de Lamb-Oseen sans vitesse axiale nous parâıt suffisament réaliste pour notre
étude et c’est pourquoi nous l’avons retenu comme modèle de champ porteur dans nos simu-
lations numériques (cf. chapitres 6 et 7). Cependant, ce choix reste une hypothèse dans notre
démarche de modélisation de l’éclatement tourbillonnaire observé au banc B20.

Muni du champ de base, nous avons construit nos perturbations initiales selon deux critères :
- une interprétation physique claire et simple : variation de la taille du coeur tourbillonnaire pour
la perturbation m=0, déplacement hélicöıdal du centre du tourbillon pour la perturbation m=1
et aplatissement elliptique du tourbillon pour la perturbation m=2
- la perturbation initiale est construite de sorte à être décomposable sur la base constituée de
l’ensemble des modes normaux d’un nombre d’onde azimutal m donné, en suivant l’idée de
Arendt & al. [8]. Cela facilite l’interprétation physique des résultats numériques (chapitre 6).

Cette étude est donc de nature fondamentale et les calculs numériques sont effectués à l’aide
d’un code de Simulation Numérique Directe (DNS) développé à l’ONERA pour les problématiques
de sillage tourbillonnaire et d’interaction jet/tourbillon et le chapitre suivant est consacré à une
présentation détaillée du code de calcul FLUDILES.

Au final, on réalise des DNS temporelles de trois différentes types de perturbation sur un
tourbillon de Lamb-Oseen.

2communications personnelles avec Odile LABBE (DSNA/ETRI)
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Chapitre 5

Méthodes numériques

La simulation numérique est devenue l’un des principaux outils d’investigation de la mécanique
des fluides et des transferts. Elle a permis, au fur et à mesure du développement des performances
informatiques, de décrire des écoulements physiquement de plus en plus complexes. De nos jours,
elle est un complément très précieux de l’étude expérimentale et permet, entre autres, d’effec-
tuer des tests paramétriques complets sans influer sur la dynamique de l’écoulement (méthode
d’investigation non intrusive).

L’objet de ce chapitre est de présenter l’outil de calcul et les méthodes numériques utilisés. Ce
chapitre est nécessaire et volontairement concis afin de faciliter sa lecture et de passer rapidement
aux chapitres suivants, relatifs à la physique tourbillonnaire.

5.1 Présentation du code FLUDILES

Le code dénommé ”FLUDILES” [104] a pour but de résoudre numériquement les équations de
la mécanique des fluides. Deux approches sont proposées dans ce code : la simulation numérique
directe (SND en français ou DNS en anglais, pour Direct Numerical Simulation) et la simula-
tion des grandes échelles (SGE en français ou LES en anglais, pour Large Eddy Simulation).
L’acronyme FLUDILES reprend donc les principales caractéristiques du code avec FLU pour
FLUid, DI pour DIrect, LE pour Large Eddy et enfin S pour Simulation. Ce code de calcul
a été développé à l’ONERA sur la base d’une version compressible du code PEGASE [230], au
cours des thèses successives de Brunet [43] et de Ferreira-Gago [106].

Nous précisons que toutes les simulations numériques présentées dans cette thèse ont été
réalisées avec le code de calcul FLUDILES dans sa version DNS, afin d’obtenir la meilleure
précision numérique (discrétisation à l’ordre six des termes convectifs et visqueux). De plus,
pour résoudre numériquement nos configurations physiques, des adaptations se sont avérées
nécessaires, ce qui nous amène à présenter les développements spécifiques apportés à ce code de
recherche. Enfin, nous terminons ce chapitre par la présentation des outils de post-traitement
mis en oeuvre pour l’exploitation de nos calculs DNS.

5.1.1 Equations résolues

Le code FLUDILES est fondé sur la résolution numérique des équations de Navier-Stokes
instationnaires, dans le cas d’un écoulement compressible de fluide newtonien et formulées en
variables conservatives (densité ρ, quantité de mouvement ρui et énergie totale E). Le système
d’équations est adimensionné au moyen des grandeurs de référence Lref , uref , ρref , Tref et µref

qui sont respectivement une longueur, une vitesse, une densité, une température et une viscosité
dynamique. Les variables adimensionnées (utilisées dans le code) sont obtenues à partir des
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variables dimensionnées, repérées par le symbole (*) et normalisées par les grandeurs de référence
de la façon suivante :

u =
u∗

uref
, T = T ∗

Tref
, ρ =

ρ∗

ρref
, p =

p∗

ρrefu2
ref

, E =
E∗

ρrefu2
ref

, µ =
µ∗

µref
(5.1)

Le système formé par l’équation de continuité, l’équation de quantité de mouvement et
l’équation d’énergie totale, exprimé en fonction des variables adimensionnées, s’écrit :

∂ρ

∂t
+

∂(ρuj)

∂xj
= 0 (5.2)

∂(ρui)

∂t
+

∂(ρuiuj)

∂xj
+

∂p

∂xi
− ∂σij

∂xj
= 0 (5.3)

∂E

∂t
+

∂((E + p)uj)

∂xj
− ∂(σijui)

∂xj
+

∂qj

∂xj
= 0 (5.4)

Ici t et xi sont des variables indépendantes représentant respectivement le temps et les coor-
données spatiales. Les trois composantes de la vitesse sont notées ui (i=1,2,3) et nous utilisons
la convention de sommation sur les indices répétés, dite d’Einstein.

Le tenseur des contraintes visqueuses est donné par :

σij =
µ(T )

Re
Sij (5.5)

Sij =
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
− 2

3
δij

∂uk

∂xk
(5.6)

Sij est le tenseur des taux de déformation et δij désigne le symbole de Kronecker.

D’une manière générale, la viscosité dynamique µ(T ) du fluide dépend de la température.
Plusieurs lois de variations sont possibles, notamment la loi de Sutherland [84] et les lois en
puissance [239]. La loi de Sutherland s’exprime sous la forme :

µ(T ) =
µ∗(T ∗)

µref
=

(
T ∗

Tref

) 3

2

(
Tref + T0

T ∗ + T0

)
(5.7)

où µref désigne la viscosité à la température de référence Tref , et T0 est une constante qui
pour l’air prend la valeur T0 = 110K.

Pour la résolution numérique, il est courant d’utiliser une loi en puissance, moins coûteuse
d’un point de vue algorithmique :

µ(T ) =
µ∗(T ∗)

µref
=

(
T ∗

Tref

)α

avec 0.5 < α < 1 (5.8)

Dans le code FLUDILES, cet exposant a été fixé à α = 0.75 car Schlichting [239] a montré
que cette loi permet d’obtenir une assez bonne approximation de la formule de Sutherland sur
une large gamme de températures.
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L’énergie totale est définie par :

E =
p

γ − 1
+

1

2
ρuiui (5.9)

(5.10)

Le flux de chaleur est donné par la relation :

qj = − µ(T )

(γ − 1)RePrMa2

∂T

∂xj
(5.11)

La pression p, la température T et la densité ρ sont liées par la loi des gaz parfaits adimen-
sionnée :

p =
ρT

γMa2
(5.12)

La température T et la pression p sont obtenues au cours du calcul numérique par les relations
de passage suivantes :

T = γ(γ − 1)Ma2

(
E

ρ
− 1

2
uiui

)
(5.13)

p = (γ − 1)E − ρ(γ − 1)
1

2
uiui (5.14)

Cette forme adimensionnelle des équations de Navier-Stokes fait apparâıtre plusieurs nombres
sans dimension, présentés ci-dessous. Ces paramètres de similitude interviennent directement
dans la mise en données des simulations numériques.

5.1.2 Paramètres adimensionnels

Le nombre de Reynolds de référence Re compare les forces d’inertie aux forces de viscosité.
Il est défini à partir des grandeurs de référence introduites précédemment :

Re =
ρrefUrefLref

µref
(5.15)

Le coefficient γ est le rapport des chaleurs spécifiques à pression et à volume constants. Dans
cette étude, afin de n’introduire aucune non-linéarité supplémentaire, on choisit de ne pas tenir
compte des variations des chaleurs spécifiques avec la température et γ est fixé à 1.4 qui est la
valeur communément admise pour l’air.

Le nombre de Prandtl de référence Pr est obtenu à partir de la viscosité dynamique de
référence µref , de la chaleur spécifique à pression constante Cp et de la conductivité thermique
k. Ce nombre sans dimension compare les transferts de quantité de mouvement associés aux
forces visqueuses, aux transferts de chaleur par conduction. Dans notre étude, le nombre de
Prandtl est choisi constant et égal à 0.7 (valeur représentative d’un écoulement d’air).

Pr =
µrefCp

k
(5.16)
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Le nombre de Mach de référence Ma est défini par :

Ma =
Uref

cref
(5.17)

où la vitesse du son de référence est donnée par la relation :

cref =
√

γrTref (5.18)

r désigne le rapport r = R/M
R est la constante universelle des gaz parfaits, dite de Boltzmann : R = 8.314Jmol−1K−1

M est la masse molaire du gaz considéré, exprimée en kgmol−1

Pour l’air dans les CNTP, les valeurs communément admises sont M = 29 · 10−3kgmol−1 et
r ≈ 287Jkg−1K−1.

5.2 Méthodes numériques

On présente dans cette partie les méthodes numériques utilisées pour résoudre les équations
de Navier-Stokes dans la version DNS du code FLUDILES. Les variables de vitesse, pression,
température et densité sont discrétisées sur un maillage cartésien de m noeuds avec :

m = m1 × m2 × m3 (5.19)

(x, y, z) = (x, y, z)(i, j, k) (5.20)

i = 1,m1 ; j = 1,m2 ; k = 1,m3 (5.21)

Les sections suivantes décrivent les schémas de discrétisation et les conditions aux limites
appliquées aux frontières du domaine de calcul.

5.2.1 Discrétisation spatiale

Cette partie traite des schémas de discrétisation spatiale utilisés dans le code DNS, en dis-
tinguant les termes convectifs et diffusifs. L’ensemble des schémas est de type différences finies.

5.2.1.1 Discrétisation des termes convectifs

La principale difficulté d’une simulation numérique directe consiste à résoudre correcte-
ment toutes les échelles de l’écoulement. Les termes responsables du caractère turbulent d’un
écoulement sont les termes non-linéaires de convection. Pour une DNS de qualité, il est donc
nécessaire de les discrétiser correctement, en utilisant des algorithmes de résolution appropriés.
Les schémas de discrétisation utilisés doivent être à la fois précis (erreur de troncature) et en
mesure de conserver cette précision sur une large gamme d’échelles. Lele [177] a montré que les
schémas compacts répondent à cette double exigence et sont donc particulièrement bien adaptés
à la DNS. Ainsi, dans le code FLUDILES, un schéma compact précis à l’ordre six a été choisi
pour la discrétisation des termes convectifs présents dans les équations de continuité, de quantié
de mouvement et d’énergie.

Souvent qualifiée de méthode ”pseudo-spectrale”, la discrétisation à partir de schémas com-
pacts tente de se rapprocher des méthodes spectrales, où les dérivées sont discrétisées en fonction
de l’ensemble des points du maillage.
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Afin de simplifier les explications, nous prenons la direction x comme référence et nous
considérons le cas d’un maillage à pas constant, les expressions des dérivées restant les mêmes
quelle que soit la direction considérée. Dans les schémas compacts, la valeur d’une dérivée calculée
en un noeud donné dépend à la fois des valeurs du champ et des dérivées calculées aux noeuds
voisins. Ainsi, à un noeud indexé i et en désignant par φ′

i l’approximation numérique de la
dérivée première, le schéma aux différences finies s’écrit sous la forme :

α φ′
i−1 + φ′

i + α φ′
i+1 = a

φi+1 − φi−1

2h
+ b

φi+2 − φi−2

4h
(5.22)

où h désigne le pas d’espace spatial défini par h = xi+1 − xi.

Les coefficients α, a et b sont obtenus en égalant les coefficients des développements limités
d’ordre successifs et il convient de considérer les quatre cas suivants.

Premier cas : 3 ≤ i ≤ m1 − 2 : α = 1
3 , a = 14

9 et b = 1
9 . Le schéma est d’ordre six et l’erreur

de troncature est de 4
7! × h6 × φ

(7)
i .

Deuxième cas : i = 2 et i = m1 − 1 : α = 1
4 , a = 3

2 et b = 0. Le schéma est d’ordre quatre et

l’erreur de troncature est de 1
5! × h4 × φ

(5)
i .

Troisième et quatrième cas : i = 1 et i = m1

L’approximation de la dérivée première au noeud i = 1 s’écrit

φ′
1 + 2φ′

2 =
1

h
{2φ2 + 0.5φ3 − 2.5φ1}

Le schéma est d’ordre trois et l’erreur de troncature est de 1
12 × h3 × φ

(4)
1 .

L’approximation de la dérivée première au noeud i = m1 s’écrit

φ′
m1

+ 2φ′
m1−1 =

1

h
{2.5φm1

− 2φm1−1 − 0.5φm1−2}

Le schéma est d’ordre trois et l’erreur de troncature est de 1
12 × h3 × φ

(4)
m1

.

Pour minimiser l’erreur de repliement spectral, plus connue sous le nom d’erreur ”d’aliasing”,
une formulation semi-conservative des termes non-linéaires de convection est employée en suivant
l’approche de Blaisdell & al [37], de sorte que :

∂(ρuiq)

∂xj
=

1

2

(
∂(ρuiq)

∂xj
+ q

∂(ρui)

∂xj
+ ρui

∂q

∂xj

)
(5.23)

où q désigne une composante de vitesse ou un scalaire (énergie totale). Une formulation
équivalente est utilisée pour l’équation de continuité :

∂(ρuj)

∂xj
=

1

2

(
∂(ρuj)

∂xj
+ ρ

∂uj

∂xj
+ uj

∂ρ

∂xj

)
(5.24)

Comme l’ont signalé Ferreira-Gago [106] et Maglaras, cette procédure peut dans certains cas
se révéler insuffisante, et l’introduction d’une source de dissipation supplémentaire est parfois
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nécessaire à l’élimination des hautes fréquences [105, 131]. Nous reviendrons par la suite sur ce
dernier point.

5.2.1.2 Discrétisation des termes diffusifs

Dans la version DNS du code FLUDILES, les termes diffusifs peuvent être discrétisés au
choix à l’ordre six ou à l’ordre deux. Pour la LES, en revanche, les termes diffusifs sont exclusi-
vement discrétisés à l’aide d’un schéma d’ordre deux.

• Discrétisation à l’ordre deux

Dans ce cas, les dérivées premières s’écrivent sous la forme :

(
∂φ

∂x

)

i

=
φi+1 − φi−1

2 hi
avec hi = xi+1 − xi (5.25)

Cette expression permet de discrétiser les termes dissipatifs croisés tels que ∂
∂xi

(
µ ∂φ

∂xj

)
avec

i 6= j. Cependant, il a été constaté [106] que l’utilisation de ce même schéma pour la discrétisation
des termes dissipatifs tels que i = j donne lieu à l’apparition de fortes oscillations numériques.
Dans ce dernier cas, on utilise plutôt les schémas suivants :

Si le maillage est constant :

(
∂

∂x

(
µ

∂φ

∂x

))

i

=
1

2 h2
i

(
(µi + µi+1)φi+1 − 2

(
µi +

µi−1 − µi+1

2

)
φi + (µi−1 + µi)φi−1

)
(5.26)

Sinon :

(
∂

∂x

(
µ

∂φ

∂x

))

i

=
1

hi−1 + hi

(
(µi + µi+1)

φi+1 − φi

hi
− (µi−1 + µi)

φi − φi−1

hi−1

)
(5.27)

Les schémas 5.26 et 5.27 sont du second ordre sous la restriction que l’étirement du maillage
reste faible entre deux mailles consécutives lorsqu’on utilise l’expression 5.27.

L’utilisation d’un schéma du second ordre pour la discrétisation des termes diffusifs peut être
interprétée comme une source de dissipation numérique. Cette caractéristique a été exploitée
dans les études de Ferreira-Gago pour éviter l’apparition d’éventuelles instabilités numériques,
notamment celles dues au phénomène de repliement spectral. Cette dissipation agit essentielle-
ment sur les hautes fréquences et n’affecte pas de manière significative les basses fréquences [103].
Nous reviendrons par la suite sur ces aspects numériques, notamment les instabilités qui peuvent
se développer avec le schéma compact centré et une technique de stabilisation de la méthode
numérique.

• Discrétisation à l’ordre six

Un schéma compact peut également être utilisé pour la discrétisation des termes diffusifs.

Dans ce cas, les termes dissipatifs du type ∂
∂xi

(
µ ∂φ

∂xj

)
avec i 6= j sont discrétisés à l’aide des

schémas explicités au § 2.2.1.1. En revanche, pour éviter les oscillations numériques, les termes
dissipatifs tels que i = j sont décomposés de la manière suivante :
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∂

∂x

(
µ

∂φ

∂x

)
=

∂µ

∂x

∂φ

∂x
+ µ

∂2φ

∂x2
(5.28)

Pour les dérivées secondes, le schéma prend une forme analogue à celle utilisée pour les
dérivées premières. Le lecteur peut retrouver l’expression de la discrétisation des dérivées se-
condes à l’aide du schéma compact décrit par Lele [177].

5.2.2 Intégration temporelle

L’intégration temporelle est effectuée à l’aide d’un schéma de Runge-Kutta compact à trois
pas. Ce schéma est précis au troisième ordre et ne nécessite que deux tableaux de stockage par
variable.

Les schémas de Runge-Kutta sont couramment utilisés dans les codes de simulation numérique
en raison de leur relative simplicité de mise en oeuvre, mais aussi et surtout parce qu’ils offrent
un bon compromis entre précision, stabilité, coût de stockage et temps de calcul.

Par souci de lisibilité et en reprenant un formalisme classique, les équations sont présentées
sous la forme symbolique suivante :

∂φ

∂t
= H(φ) = −C(φ) + D(φ) − P (φ) (5.29)

φ représente les vecteurs formés par les variables conservatives [ρ, ρui, E]T et les opérateurs
C, D et P regroupent respectivement les termes de convection, de diffusion et de pression. En
désignant par n l’indice temporel (i.e. correspondant au numéro de l’itération de calcul), le
schéma d’intégration en temps s’écrit :

φ0 = φn

φ1 = φ0 + γ1 ∆t H0 H0 = H(φ0)

φ2 = φ1 + γ2 ∆t H1 H1 = H(φ1) + ǫ1H0 (5.30)

φ3 = φ2 + γ3 ∆t H2 H2 = H(φ2) + ǫ2H1

φn+1 = φ3

Afin d’assurer une précision d’ordre trois, les coefficicients γk et ǫk doivent vérifier le système
suivant :

γ1 + γ2(1 + ǫ1) + γ3{1 + ǫ2(1 + ǫ1)} = 1

γ1γ2 + γ3{γ1 + (1 + ǫ2) + γ2(1 + ǫ1)} =
1

2

γ2
1γ2 + γ3{γ1 + γ2(1 + ǫ21)} + γ1γ3ǫ2 =

1

3
(5.31)

γ1γ2γ3 =
1

6

Nous avons choisi d’utiliser les valeurs préconisées par Lowery et Reynolds [185] (méthode à
faible encombrement en mémoire) :
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γ1 =
1

2
γ2 = 0.9106836025229591

γ3 = 0.3660254037844387 (5.32)

ǫ1 = −0.6830127018922193

ǫ2 = −4

3

La limite de stabilité des schémas explicite est donnée par la condition non-visqueuse de
Courant-Friedrich-Levy (CFL) suivante :

∆t ≤
(
|u1|
∆x

+
|u2|
∆y

+
|u3|
∆z

+
1

Ma

√
1

∆x2 +
1

∆y2 +
1

∆z2

)−1

(5.33)

Considérons l’équation de convection pure dans le cas particulier où les conditions aux limites
sont périodiques :

∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂x
= 0 (5.34)

La limite de stabilité non-visqueuse est alors donnée par la relation :

c∆t

∆x
≤ σi

ω′

m

(5.35)

où [−iσi, iσi] est le segment imaginaire de la région de stabilité du schéma en temps, ω
′

m

la valeur maximale du nombre d’onde modifié pour le schéma d’espace et c la vitesse du son.
Pour le schéma de Runge-Kutta d’ordre trois, et pour le schéma compact d’ordre six, . Dans ces
conditions, la stabilité numérique du calcul est assurée pour des nombres de CFL inférieurs à
0.9, selon l’étude de Lele [177].

5.2.3 Conditions aux limites

Le code FLUDILES est initialement destiné à des simulations d’écoulements d’air avec des
frontières libres (il n’existe actuellement aucun modèle de couche limite dans cet outil de calcul).
Il s’agit dans cette section de définir des conditions sur les frontières du domaine de calcul aptes
à traduire cette caractéristique, tout en restant en accord avec la physique de notre problème.

5.2.3.1 Frontière longitudinale (direction y)

Une simulation spatiale a pour but de connâıtre parfaitement l’état d’un écoulement à chaque
position en espace. Cependant, lorsque l’on étudie des phénomènes pouvant se produire sur plu-
sieurs centaines de mètres, le nombre de points de maillage nécessaire pour représenter fidèlement
de telles distances dépasse rapidement le niveau de puissance actuel d’un grand nombre de super-
calculateurs. Ainsi, ce type de calcul reste aujourd’hui encore peu répandu dans la communauté
scientifique et inenvisageable à l’ONERA dans l’état actuel de FLUDILES (code de calcul non-
parallèlisé).
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Une simulation temporelle permet de contourner cet obstacle en faisant appel à l’hypothèse
selon laquelle la variable de temps t et la position y peuvent être considérées comme équivalentes.
Ces deux dernières sont alors liées par la relation t = y/V0, où V0 désigne la vitesse de
l’écoulement libre. Autrement dit, le calcul est réalisé dans un repère se déplaçant à la vitesseV0

et l’écoulement est supposé périodique dans la direction y. Cette méthode permet donc, a priori,
de représenter un domaine infini en espace.

Signalons que certains auteurs comme Pradeep et Hussain [217] ont émis des réserves quant
aux effets des conditions périodiques sur les simulations numériques de la dynamique tourbillon-
naire.

Une formulation simple de périodicité à deux points est utilisée dans le code FLUDILES.
On rappelle que, dans l’axe de l’écoulement, le domaine de calcul s’étend des points indicés de
1 à m2 et on désigne par φ toute variable conservative du calcul. Les conditions aux limites
s’écrivent :

φ(1) = φ(m2 − 1)

φ(m2) = φ(2) (5.36)

5.2.3.2 Frontières transverses (directions x & z)

La formulation des conditions aux limites retenue est celle des conditions de non-réflexion,
encore appelées conditions de Thompson [257], et dont l’objectif est de recréer avec des frontières
artificielles le comportement libre non-confiné. L’approche consiste à linéariser, à chaque pas de
temps, les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie, et à
étudier les variables caractéristiques monodimensionnelles normales à la frontière considérée. La
résolution numérique est fondée sur une approche non-visqueuse. Le système global regroupant
les équations de Navier-Stokes peut se mettre sous la forme suivante :

∂U

∂t
+ A

∂U

∂x
+ B

∂U

∂y
+ C

∂U

∂z
= 0 avec U = [ρ ρu ρv ρw p]T (5.37)

A =




0 1 0 0 0
−u2 2u 0 0 1
−uv v u 0 0
−uw w 0 u 0
−c2u c2 0 0 u




B =




0 0 1 0 0
−uv v u 0 0
−v2 0 2v 0 1
−vw 0 w v 0
−c2v 0 c2 0 v




C =




0 0 0 1 0
−uw w 0 u 0
−vw 0 w v 0
−w2 0 0 2w 1
−c2w 0 0 c2 w



(5.38)

où c désigne la vitesse du son.

Les trois matrices A, B, et C sont diagonalisables, ce qui permet de faire apparâıtre une
forme caractristique du problème. Lorsque l’on s’intéresse à la propagation de l’information dans
une direction xi, on considère uniquement une équation du type :

∂U

∂t
+ M

∂U

∂xi
= 0 (5.39)

où M désigne la matrice A, B ou C suivant la direction xi considérée.
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La diagonalisation de la matrice M donne des valeurs propres λi et des vecteurs propres ψi.
En multipliant l’équation 5.37 par ψi, on peut définir une nouvelle fonction Wi, telle que pour
tout i :

dWi = ψidU (5.40)

Les fonctions Wi sont appelées variables caractéristiques et on peut écrire pour toutes les
frontières :

dW1 = dp − c̃ 2 dρ

dW2 = dU · n1

dW3 = dU · n2 (5.41)

dW4 = dp + ρ̃ c̃ dU · n
dW5 = dp − ρ̃ c̃ dU · n

Les valeurs propres λi vérifient :

λ1 = λ2 = λ3 = U · n
λ4 = U · n + c (5.42)

λ5 = U · n − c

U désigne le champ de vitesse dans le repère cartésien (x, y, z) et n la normale extérieure
à la frontière. Le trièdre formé par les vecteurs

(
n,n1,n2

)
est direct et la base des vecteurs(

n1,n2

)
est une base du plan tangentiel à la frontière considérée. Les variables surmontées du

symbole ∼ désignent une approximation de la valeur des variables correspondantes au pas de
temps précédent.

Le calcul des conditions aux limites s’opère en trois temps, et ceci pour chaque passe direc-
tionnelle non-visqueuse dans une direction xi. Dans une première étape, on impose des conditions
aux limites de type Von Neumann (pente nulle) et on détermine ainsi les variations temporelles
dWi de chaque variable caractéristique sur les frontières. Dans une seconde étape, on utilise une
procédure de correction de ces conditions aux limites. Ce traitement non-réfléchissant consiste à
annuler les variations temporelles de chaque variable caractéristique entrante, ce qui se traduit
par :

∀λi < 0, dWi = 0 (5.43)

Enfin, une fois que les variations temporelles des variables caractéristiques sont obtenues
aux points frontières, il suffit de résoudre le système 5.41, en cherchant des solutions en terme
d’incréments :

dp = pn+1 − pn

du = un+1 − un

dv = vn+1 − vn (5.44)

dw = wn+1 − wn

dρ = ρn+1 − ρn

et de déterminer ainsi toutes les variables au pas de temps n + 1 sur les frontières.
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5.3 Développements spécifiques dans le code FLUDILES

Nous présentons ici les développements informatiques que nous avons adjoints au code FLU-
DILES pour les besoins spécifiques de notre étude. Il s’agit d’une part d’une technique de
stabilisation de la méthode numérique (filtrage en espace), et d’autre part d’un procédé parti-
culier pour affiner le calcul des perturbations du tourbillon de sillage (anti-diffusion du champ
de base).

5.3.1 Filtrage en espace

En fonction de la complexité physique du problème à résoudre (en particulier les simula-
tions directes à hauts nombres de Reynolds) et des méthodes numériques employées (schémas
de discrétisation d’ordre élevé), des perturbations numériques peuvent se développer dans la so-
lution du calcul CFD. Dans ce cas, le filtrage spatial est une étape nécessaire à la suppression des
ondes dites ”parasites”, qui trouvent leur origine dans les artéfacts de haute fréquence spatiale
découlant des irrégularités du problème discret, telles qu’échelles non résolues, non uniformités
de maillage ou discontinuités de frontières. Ces ondes parasites n’ont aucun sens physique et
peuvent mener à des instabilités numériques remettant en cause la qualité de la solution, voire
le bon déroulement du calcul numérique. Il est alors nécessaire de procéder en cours de résolution
à leur élimination à l’aide d’un filtrage spatial.

Dans le cas de nos calculs DNS 3D instationnaires sur un tourbillon de Lamb-Oseen avec
perturbation, les ondes parasites générées par le schéma compact centré apparaissent à des
nombres de Reynolds faiblement turbulents (entre 103 et 104). La technique de filtrage spatial
s’avère donc indispensable et nous avons choisi d’appliquer une méthode de filtrage d’usage
courant en aéroacoustique.

5.3.1.1 Caractéristique du filtrage spatial

Relativement à chaque direction spatiale, uniformément discrétisée par un pas constant ∆,
on considère un opérateur explicite de filtrage Π[.]. Celui-ci est défini à l’aide d’une suite finie,
et pondérée par un jeu de coefficients fj restant à déterminer, d’opérateurs de translation τ
agissant selon la direction considérée :

Π[.] =
L∑

j=−L

fj τ(j∆) [.] (5.45)

Ce filtre peut être vu comme l’expression discrète d’une convolution mono-dimensionnelle par
une fonction de support borné [−L∆, L∆]. On se restreint ici aux schémas centrés et symétriques,
c’est à dire tels que f−j = fj .

Dans le cas général d’une fonction quelconque, le fitre altère la solution qui lui est soumise
et en améliore la régularité, à condition qu’il soit judicieusement ”calibré”.

Les techniques mathématiques de construction d’un filtre sont présentées en détails dans le
chapitre 5 de la thèse de Redonnet [219], notamment pour assurer le bon calibrage de l’opérateur
de filtrage par ses caractéristiques en espace d’une part et en fréquence d’autre part.

La caractérisation en espace vise à minimiser l’erreur de troncature ǫt qui est une mesure
directe de l’altération occasionnée par le filtre.
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ǫt = [.] − Π[.] (5.46)

A l’aide de développements en séries de Taylor, on détermine l’ordre P du filtre tel que
ǫt ≈

∆→0
O(∆p).

La figure 5.1 présente les courbes de fonctions de transfert associées à chacun des filtres clas-
siques, dont les expressions sont rappelées au paragraphe suivant. On constate que plus l’ordre
de l’opérateur est élevé, plus le filtre est sélectif et donc meilleur car il émimine seulement les
hautes fréquences spatiales (celles des parasites numériques), sans grande altération du contenu
en basses et moyennes fréquences du reste du spectre.

Fig. 5.1 – Fonctions de transfert des filtres spatiaux à différents ordres.

5.3.1.2 Expressions analytiques des filtres classiques

Dans un but pratique et de lisibilité, nous rappellons au préalable les valeurs des coefficients
et les ordres associés aux différents schémas de filtrage, obtenus par Redonnet.

Filtre à 3 points d’ordre 2 (F2) :

(
f0

f1 = f−1

)
=

(
1/2
1/4

)
(5.47)
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Filtre à 5 points d’ordre 4 (F4) :




f0

f1 = f−1

f2 = f−2


 =




10/16
4/16
−1/16


 (5.48)

Filtre à 7 points d’ordre 6 (F6) :




f0

f1 = f−1

f2 = f−2

f3 = f−3


 =




44/64
15/64
−6/64
1/64


 (5.49)

Filtre à 9 points d’ordre 8 (F8) :




f0

f1 = f−1

f2 = f−2

f3 = f−3

f4 = f−4




=




186/256
56/256
−28/256
8/256
−1/256




(5.50)

Filtre à 11 points d’ordre 10 (F10) :




f0

f1 = f−1

f2 = f−2

f3 = f−3

f4 = f−4

f5 = f−5




=




772/1024
210/1024
−120/1024
45/1024
−10/1024
1/1024




(5.51)

A partir de ces filtres classiques, nous avons d’abord programmé un filtre monodimensionnel
dans un module spécifique, en appliquant le filtre d’ordre maximal (F10) sur tous les points
discrétisés qui le permettent (i.e. disposant de 5 points de part et d’autre du point courant)
et en utilisant les filtres d’ordres inférieurs pour traiter spécifiquement les points à proximité
des frontières de l’intervalle. Nous avons ensuite testé séparément ce module de filtrage en le
validant sur plusieurs fonctions analytiques. Enfin, nous l’avons implanté dans FLUDILES, avec
les autres modules sources du code de calcul.
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Cette méthode de filtrage spatial a été utilisée systématiquement dans toutes les simulations
numériques présentées dans la suite de ce mémoire. Après plusieurs tests réalisés sur des calculs
DNS de nos propres perturbations présentées au chapitre 4 et avec l’expérience du département
DSNA 1 sur cette technique numérique appliquée en LES, nous nous sommes finalement fixé la
stratégie de filtrage suivante :
- le filtre est appliqué après chaque itération du calcul instationnaire, selon chacune des trois
directions spatiales de la DNS
- la correction est effectuée à hauteur de 15% du vecteur solution préalablement calculé par la
DNS, ce qui permet de réduire l’altération de la solution numérique.

Fig. 5.2 – Champ de vitesse axiale de notre pertur-
bation m=1 à Re=10000 - T=4 sans filtrage spatial.

Fig. 5.3 – Champ de vitesse axiale de notre pertur-
bation m=1 à Re=10000 - T=4 avec filtrage spatial.

Comme le montre la comparaison des figures 5.2 et 5.3 à Re=10000 de notre perturba-
tion hélicöıdale sans et avec filtre, ce compromis entre la fréquence de filtrage et le facteur de
pondération nous a permis de juguler les oscillations numériques de type pair-impair liées aux
échelles non résolues par le maillage, sans déteriorer la qualité de la solution DNS dans le cas
de nos configurations de calcul.

Pour finir, signalons que d’autres auteurs préfèrent appliquer cette technique de stabilisation
du schéma numérique de manière moins fréquente dans le calcul instationnaire mais avec une
pondération plus forte de la correction (par exemple 50% d’altération de la solution toutes les
10 itérations). Le compromis entre la fréquence de filtrage et le facteur de pondération dépend
au cas par cas de la difficulté du problème physique à résoudre numériquement.

5.3.2 Anti-diffusion du champ de base

Cette technique numérique a pour but de ”figer” le champ de base au cours du temps, tout
en laissant les perturbations évoluer dans la simulation instationnaire. Dans notre démarche de
modélisation, l’intérêt de cette méthode est double d’un point de vue physique :
- Elle permet dans les calculs DNS de nous placer rigoureusement dans les mêmes conditions

1communications personnelles avec Marc TERRACOL (DSNA/ETRI)
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que la théorie de stabilité linéaire, qui suppose par construction un champ de base fixe. Comme
nous le verrons au chapitre suivant, le respect de cette hypothèse a permis de valider finement
le code DNS dans le régime linéaire, par comparaison avec les calculs de Fabre [99].
- Elle permet d’isoler proprement les perturbations, sans avoir à réaliser une seconde DNS. Cal-
culées de cette manière, les perturbations ne sont pas ”polluées” par la diffusion du champ de
base (importante à bas nombre de Reynolds).

Pour une présentation détaillée des techniques de reconstruction des fluctuations turbulentes,
le lecteur pourra se référer aux nombreuses études du DSNA sur les méthodes de type NLDE
(Non Linear Disturbance Equation), qui sont d’une grande utilité pour étudier les phénomènes
propagatifs, notamment les ondes de pression en aéroacoustique. On peut mentionner en parti-
culier les travaux de Labourasse & al [155,156] et de Terracol & al [254] pour les développements
théoriques et techniques de ces méthodes. Sur un plan plus physique, on peut citer par exemple
les travaux de Lesshafft & al [180], qui ont utilisé avec succès cette technique numérique pour
étudier les modes globaux d’un jet chaud.

En ce qui concerne la mise en oeuvre pratique dans notre code de calcul FLUDILES, l’anti-
diffusion du champ de base prend la forme d’un terme de rappel appliqué au début de chaque
itération instationnaire. En effet, on retranche aux différentes variables de calcul l’incrément dû
à la diffusion du seul champ de base : cet incrément est obtenu (et stocké) lors d’un précalcul
DNS sur deux itérations du champ de base seul. En procédant de cette manière, l’anti-diffusion
présente notamment l’avantage de retrancher les mêmes erreurs de méthode (commise dans le
calcul des flux numériques) sur l’écoulement de base et la perturbation initiale superposée au
champ porteur. De plus, cette façon de procéder numériquement est peu intrusive puisqu’elle
laisse inchangé le problème d’évolution résolu par le code DNS. Signalons que la mise en oeuvre
d’une technique d’anti-diffusion du champ porteur est relativement répandue dans les codes
de calcul incompressibles mais elle est moins triviale dans les codes compressibles. Au niveau
mathématique, le figeage du champ porteur se traduit dans la terminologie de l’hydrodynamique
incompressible par les équations 5.54 et 5.55. En effet, tous les calculs DNS présentés dans cette
thèse ont été réalisés avec un code compressible à Ma = 0.1 (cf. paragraphe 7.4.1), ce qui légitime
une présentation formelle des équations dans le cadre incompressible.

Les équations de la stabilité linéaire incompressible s’écrivent classiquement :

−→∇ ·
−→
u

′

= 0 (5.52)

∂t

−→
u

′

+ (
−→
U · −→∇) ·

−→
u

′

+ (
−→
u

′ · −→∇) · −→U = −
−−→
∇p

′

+ υ
−→∇2

−→
u

′

(5.53)

Les équations résolues par notre code DNS à bas nombre de Ma avec la méthode d’anti-
diffusion du champ de base deviennent :

−→∇ ·
−→
u

′

= 0 (5.54)

∂t

−→
u

′

+ (
−→
U · −→∇) ·

−→
u

′

+ (
−→
u

′ · −→∇) · −→U + (
−→
u

′ · −→∇) ·
−→
u

′

= −
−−→
∇p

′

+ υ
−→∇2

−→
u

′

(5.55)
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A titre d’illustration, la figure 5.4 présente deux calculs DNS avec et sans figeage du champ
de base, avec comparaison aux résultats de la stabilité linéaire, pour matérialiser les effets de la
technique d’antidiffusion dans le calcul de l’énergie de la perturbation au cours du temps.

Fig. 5.4 – Calcul de l’énergie cinétique de notre perturbation m=1 à Re=1000 et ǫ = 0.01 intégrée sur tout
le domaine de calcul. Effets de la technique d’antidiffusion du champ de base et comparaison aux résultats de la
stabilité linéaire.

On constate sur la figure 5.4 que le figeage du champ porteur a pour effets d’améliorer sen-
siblement la précision du calcul de la perturbation, aussi bien en amplitude qu’en phase, par
rapport aux valeurs de référence du calcul en théorie de stabilité linéaire (Fabre [99]).
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Chapitre 6

Dynamique linéaire d’un tourbillon
de Lamb-Oseen

Dans ce chapitre, nous allons nous attacher à l’étude du comportement instationnaire d’un
tourbillon ”isolé”, c’est à dire que sa dynamique est indépendante de l’influence d’autre(s) tour-
billon(s). Ce régime de fonctionnement correspond au sillage d’un avion après le vortex merging
(cf. figure 1.3) et est caractérisé par un petit rapport d’aspect, i.e. rc/b << 1, rc désignant le
rayon visqueux et b la distance entre les deux tourbillons principaux. De plus, conformément à
notre démarche de modélisation du chapitre 4, nous choisissons le modèle de Lamb-Oseen (profil
gaussien de la vitesse azimutale), relativement ”réaliste” pour représenter le champ porteur du
tourbillon de sillage.

La dynamique linéaire du modèle de Lamb-Oseen a fait l’objet de nombreuses études, visant
à caractériser sa stabilité et les mécanismes physiques participant de ses instationnarités. Le but
de ce chapitre est, dans un premier temps, de rappeler les principaux résultats sur la dynamique
linéaire du tourbillon de Lamb-Oseen et dans un second temps, d’utiliser ces résultats bien do-
cumentés comme des cas tests pour valider notre outil de simulation numérique directe et ses
développements spécifiques, présentés dans le chapitre précédent.

Le problème de la dynamique linéaire du tourbillon de Lamb-Oseen est étudié par deux ap-
proches complémentaires, du point de vue des modes propres (ondes de Kelvin) et du point de
vue du problème aux valeurs initiales.

Pour ce qui concerne la validation du code de simulation directe, nous avons choisi de compa-
rer les résultats DNS aux calculs de la théorie linéarisée dans le cadre de la résolution numérique
d’un problème aux valeurs initiales, afin de faciliter notre modélisation des end-effects qui repose
sur la résolution numérique par la DNS d’un problème aux valeurs initiales en régime non linéaire.

6.1 Cadre de l’étude

Comme nous l’avons montré au chapitre 2, il est reconnu que les tourbillons peuvent servir
de support à la propagation d’ondes dues à la rotation, traditionnellement appelées ondes de
Kelvin, en hommage au premier savant qui les a étudiées. Le cas initialement considéré par Lord
Kelvin - et repris dans la plupart des études (notamment Saffman [227] et Rossi [222]) - est
celui du tourbillon de Rankine. Ce modèle se caractérise par une vorticité constante à l’intérieur
du coeur et nulle à l’extérieur. Dans cette configuration, les ondes peuvent être calculées de
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manière analytique. On montre notamment que pour chaque combinaison des nombres d’onde
axiaux k et azimutaux m, il existe une famille infinie de telles ondes qui sont toutes purement
oscillantes (de fréquence ω réelle). En 1997, Arendt & al. [8] ont montré que ces ondes forment
une base complète vis-à-vis des perturbations du coeur du tourbillon (pour le modèle de Ran-
kine), c’est à dire qu’une perturbation arbitraire peut toujours être décomposée exclusivement
en une somme de telles ondes. En étudiant la réponse du tourbillon de Rankine à des pertur-
bations initialement localisées, Arendt & al. ont également illustré de quelle manière ces ondes
de Kelvin interviennent dans la dynamique linéaire du tourbillon : quelle que soit la forme de
la perturbation initialement imposée, celle-ci se décompose en différents paquets d’ondes qui se
propagent le long du coeur et l’énergie est globalement conservée.

On s’intéresse ici au cas d’un tourbillon plus ”réaliste” que le modèle de Rankine. Le modèle
retenu est le tourbillon de Lamb-Oseen, dont la vitesse azimutale présente un profil gaussien
donc C∞. Les ondes de Kelvin de ce modèle de tourbillon ont été étudiées par Sipp [247] dans
le cas non visqueux et par Fabre [99] dans le cas visqueux. Des différences importantes avec le
cas du tourbillon de Rankine ont été mises en évidence. En particulier, Fabre a montré qu’une
partie importante de ces ondes ont une structure singulière associée à la présence d’une couche
critique et sont fortement amorties sous l’effet de la filamentation et de la viscosité.

Dans ce qui suit, on rappelle les principaux résultats obtenus par la théorie linéarisée et on
étudie par la simulation numérique directe le devenir de trois types de perturbations tridimen-
sionnelles localisées, construites de manière à pouvoir être comparées à celles utilisées par Arendt
& al. [8] pour le tourbillon de Rankine. Comme nous le verrons, certaines de ces perturbations se
propagent sous forme de paquets d’ondes comme dans le cas du tourbillon de Rankine. D’autres,
en revanche, sont rapidement amorties par un mécanisme de filamentation similaire à celui qui
affecte les perturbations bidimensionelles.

6.2 Les ondes de Kelvin et les modes singuliers du tourbillon de
Lamb-Oseen

Comme nous l’avons rappelé précédemment, la dynamique linéaire du tourbillon de Lamb-
Oseen a été abondamment étudiée, notamment par Sipp [247] (équations d’Euler linéarisées en
fluide parfait) puis a été généralisée par Fabre [99], en résolvant les équations de Navier-Stokes
linéarisées en théorie de fluide visqueux.

Par la suite, Fabre [98] a proposé une classification exhaustive des ondes de Kelvin du
tourbillon de Lamb-Oseen, en fonction de la géométrie de la perturbation (le nombre d’onde
azimutal m). Nous verrons dans les paragraphes suivants que cette classification constitue un
précieux moyen d’analyse pour interpréter physiquement la résolution numérique du problème
aux valeurs initiales.

6.2.1 Quelques points de terminologie pour la classification des ondes de
Kelvin

Cette section présente plusieurs définitions introduites par Fabre & al. [98] et utiles pour
classer les modes propres d’un point de vue physique. Le nombre d’onde azimutal m permet
la classification des modes selon leur géométrie. La valeur m=0 correspond à des modes axi-
symétriques ou, si l’on suit Saffman [227], des modes de torsion ”en saucisse”. Les modes propres
avec m = ±1 sont des ”modes hélicöıdaux”, appelés aussi ”modes de torsion”. Les modes propres
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avec |m| > 1 sont des hélices multiples et Saffman [227] a proposé l’expression ”modes crénelés”
(”fluted modes”). La quantité −m/k correspond au pas de l’hélice et le signe de cette quantité
donne le sens de propagation le long de l’axe du tourbillon. On distingue les hélices partant
vers la gauche (m/k > 0) des hélices se propageant vers la droite (m/k < 0). En raison des
symétries du problème, on a ω(m, k) = ω(m,−k) = −ω∗(−m, k), l’astérisque désignant le com-
plexe conjugué. Ainsi, les modes hélicöıdaux de gauche et de droite ont des propriétés symétriques
et dans cette analyse nous nous limiterons aux cas m ≥ 0, k ≥ 0 sans aucune perte de généralité.

Pour m 6= 0, la quantité ωr/m correspond à la fréquence angulaire du mode. On observe que
des modes tels que ωr/m ≥ 1 tournent plus vite que le coeur du tourbillon et on les appellera
”modes corotatifs”. Les modes tels que 0 ≤ ωr/m ≤ 1 tournent dans le même sens de rotation
que le tourbillon, mais lorsqu’on les observe dans le référentiel tournant à vitesse de rotation

constante fixée par la fréquence du taux de rotation au centre du vortex Ω0 = lim
r→0

(
Vθ(r)

r

)
,

il apparâıt qu’ils tournent dans le sens opposé. On y fera référence sous la dénomination de
”modes rétrogrades”. On observe également des modes tels que ωr/m ≤ 0 qui tournent dans le
sens opposé à celui du coeur tourbillonnaire et on les dénommera ”modes contrarotatifs”. En-
fin, les modes tels que ωr/m = 0 sont des ”modes stationnaires”. Les deux dernières catégories
n’existent que dans le cas m = ±1.

Une autre notion particulièrement importante concerne la quantité ∂ωr/∂k. En effet, cette
grandeur correspond à la vitesse de groupe et évalue la vitesse de propagation des paquets d’onde
dans la direction axiale. En accord avec notre convention d’un tourbillon tournant dans le sens
trigonométrique (anti-horaire) autour de l’axe de révolution, on appellera les ondes telles que
∂ωr/∂k < 0 des ”modes à propagation vers la gauche” et les ondes telles que ∂ωr/∂k > 0 des
”modes à propagation vers la droite”. Il est à noter que certains auteurs discriminent les ”ondes
lentes” des ”ondes rapides” selon leur vitesse de phase ωr/k dans la limite des grandes lon-
gueurs d’ondes. Cependant, comme le soulignent Fabre & al. [98], ce choix peut conduire à des
difficultés d’interprétation, voire même certaines incohérences. Précisément, la vitesse de phase
peut tendre vers l’infini pour certaines ondes dans le cas limite des grandes longueurs d’ondes
(k → 0), ce qui ne respecte pas l’invariance Galiléenne. En conséquence, pour la suite de notre
étude, nous avons choisi de retenir la vitesse de groupe comme seul critère d’interprétation pour
la propagation des ondes, à la manière des travaux de Fabre & al.

Pour finir, nous introduisons une dernière notion nécessaire pour la classification des ondes
du tourbillon de Lamb-Oseen, fondée sur leur analyse asymptotique. En effet, les propriétés
asymptotiques des modes propres dans la limite Re → ∞ permettent de les classer en ”modes
réguliers” et en ”modes singuliers”. Les modes propres sont considérés comme réguliers quand à
la fois leur fréquence et la structure de leur mode propre admettent un développement régulier
sous la forme suivante :

ω = ω(0) + Re−1 ω(1) + 0 (Re(−2)) (6.1)

[u(r), v(r), w(r), p(r)] = u(0)(r) + Re−1 u(1)(r) + 0 (Re(−2)) (6.2)

Pour de tels modes réguliers, l’ordre dominant [ω(0),u(0)(r)] peut être calculé en utilisant
les équations non visqueuses, et la fréquence correspondante ω(0) est toujours un réel pur. Le
terme ω(1) est un imaginaire pur et donne la contribution à l’ordre dominant du taux d’amor-
tissement. Le terme u(1)(r) correspond à la correction visqueuse de la structure du mode propre.
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En toute rigueur, les puristes (Fabre & al., Le Dizès & al.) restreignent la terminologie
des ”ondes de Kelvin” aux modes réguliers, en raison de leur relation directe avec les ondes
découvertes à l’origine par Lord Kelvin [258] en 1880 pour le tourbillon Rankine. Par ailleurs et
conformément à la classification proposée par Fabre & al. [98], nous appellerons les modes qui
ne suivent pas ce développement ”modes singuliers”, bien que les deux catégories s’entremêlent,
dans une certaine mesure, en particulier dans le cas des ondes de couches critiques comme nous
le verrons au paragraphe 6.2.4.

6.2.2 Equations de la stabilité linéaire

La théorie de stabilité linéaire temporelle étudie des perturbations infinitésimales, caractérisées
par un nombre d’onde axial k, un nombre d’onde azimutal m et une fréquence complexe ω.
Ces modes propres sont calculés sous la forme de modes normaux, dont la dépendance spatio-
temporelle s’écrit :

(
u

′

r, u
′

θ, u
′

z, p
′

)
= [u(r), v(r), w(r), p(r)] exp(ikz + imθ − iωt) + c.c. (6.3)

où l’abréviation c.c. désigne le complexe conjugué. La linéarisation des équations de Navier-
Stokes conduit au système d’équations suivant :
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r

∂

∂r
(ru) +

im

r
v + ikw = 0 (6.4)
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)
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v

]
(6.5)

i(mΩ − ω)v + Ξu +
im

r
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1

Re

[(
∆m, k − 1

r2

)
v +

2im

r2
u

]
(6.6)

i(mΩ − ω)w + ikp =
1

Re
∆m, k w (6.7)

Dans ces équations, Ω(r) = Vθ(r)/r désigne le taux de rotation du tourbillon et Ξ(r) =
Vθ(r)/r + ∂Vθ(r)/∂r représente la vorticité axiale du champ de base. La notation ∆m, k corres-
pond à l’opérateur Laplacien :

∆m, k =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− k2 − m2

r2
(6.8)

Dans ce qui suit, on rappelle succinctement les principales propriétés des ondes de Kelvin
d’un tourbillon de Lamb-Oseen, identifiées par Fabre & al. [98, 99]. Pour les aspects techniques
de la résolution numérique de ces équations, le lecteur pourra trouver plus de détails sur leur
méthode de collocation spectrale et les ”bons” réglages des paramètres numériques pour limiter
les solutions parasites (”spurious modes”), dans l’article de Fabre et Jacquin [96].

A ce niveau, soulignons simplement que cette approche permet de calculer de manière
extrêmement précise les fréquences complexes ω = ωr + i ωi des ondes de Kelvin en fonc-
tion des nombres d’onde azimutal et axial (m, k), dans le cadre de la théorie locale temporelle
de stabilité linéaire. Nous reviendrons ultérieurement sur la question cruciale de la précision
numérique, inhérente à la méthode de résolution.
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6.2.3 Les ondes de Kelvin axisymétriques du tourbillon de Lamb-Oseen

La figure 6.1 retrace les fréquences d’oscillation ωr des ondes (adimensionnées par le taux
de rotation Ω0 au centre du tourbillon), en fonction de leur nombre d’onde axial k (norma-
lisé par le rayon a0 du tourbillon), pour les perturbations de géométrie m=0. De plus, cette
représentation issue des calculs de Fabre [93,99] utilise une échelle de couleurs pour matérialiser
le taux d’amortissement temporel −ωi, également adimensionné par la fréquence Ω0 (cartouche
à droite de la figure 6.1). Selon cette convention, les courbes bleues correspondent à des ondes
quasiment neutres (i.e. marginalement stables), et les branches s’éclaircissent progressivement
jusqu’à disparâıtre lorsque les ondes deviennent plus fortement amorties.

Fig. 6.1 – Diagramme de stabilité linéaire des perturbations m=0 du tourbillon de Lamb-Oseen à Re=1000
(d’après Fabre [93]).

La figure 6.1 met en évidence deux familles distinctes de modes, avec des fréquences d’oscilla-
tion symétriques par rapport à l’axe ωr = 0. La première famille correspond aux ondes ωr > 0 qui
se caractérisent par des vitesses de groupe ∂ωr

∂k > 0 et une propagation vers la droite. De manière
symétrique, la seconde famille correspond aux ondes ωr < 0 qui se caractérisent par des vitesses
de groupe ∂ωr

∂k < 0 et une propagation vers la gauche. Comme le souligne Fabre [98], ces résultats
sont très similaires à ceux obtenus dans le cas du tourbillon de Rankine par Saffman [227] et
Arendt & al. [8], à l’exception des valeurs des taux d’amortissement dus à la diffusion visqueuse,
le modèle de Rankine étant par définition non visqueux. La structure de ces modes se caractérise
par des oscillations de plus en plus fortes de la perturbation au fur et à mesure que les branches
s’éloignent de l’axe ωr = 0, avec l’apparition d’un nombre croissant de racines dans les profils
des grandeurs cinématiques tracés en fonction du rayon (vitesse, vorticité et leurs perturbations).

Du point de vue plus physique de la dynamique tourbillonnaire, cette cartographie des modes
de Kelvin axisymétriques permet de mieux comprendre le mécanisme de propagation en forme
de varices, illustré sur la figure 2.11 au paragraphe 2.2.3, où les perturbations axisymétriques se
propagent de manière parfaitement symétrique, aussi bien vers la gauche que vers la droite sur
l’axe du tourbillon.
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Effet de la viscosité

Fabre & al. [98] ont investigué l’effet de la viscosité sur les ondes axisymétriques du tourbillon
de Lamb-Oseen, en répétant leurs calculs avec d’autres valeurs sur le nombre de Reynolds et
aussi par des analyses asymptotiques dans la limite Re → ∞ (Fabre et Le Dizès [77, 92, 99]).
Selon Fabre & al. [98], cet effet est relativement trivial et ils n’en donnent qu’un bref compte
rendu. En fait, on constate que toutes les ondes axisymétriques sont des ”modes réguliers” se-
lon la définition donnée aux équations 6.1 et 6.2 du paragraphe 6.2.1. Sur chaque branche, la
fréquence à l’ordre dominant ω(0) est un réel pur et correspond à la fréquence non visqueuse
calculée par Sipp et Jacquin [244]. Le terme suivant du développement ω(1) est un imaginaire
pur et correspond au taux d’amortissement. Ce taux d’amortissement est une fonction croissante
de k et pour un k fixé, il est plus grand pour les ondes se situant sur les branches supérieures.
Ces caractéristiques sont en cohérence avec les échelles de couleurs de la figure 6.1. Les modes
propres admettent un développement régulier sous la forme 6.2 et le terme u(1) est responsable
de la dissymétrie de propagation entre les ondes partant vers la gauche et celles partant vers la
droite. Ce dernier point sera illustré au paragraphe 6.3.3, en étudiant la réponse du tourbillon
de Lamb-Oseen à notre perturbation hélicöıdale présentée au paragraphe 4.3.2.

Il est à noter, cependant, que le développement régulier 6.1 - 6.2 cesse d’être valide dans
la limite des grandes longueurs d’onde (k → 0). Un examen plus approfondi réalisé par Fabre
& al. [98] montre que ceci se produit dès que k = O (Re−1). A première vue, il semble que ce
comportement limite présente peu d’intérêt pratique pour le contrôle des tourbillons de sillage,
du moins en ce qui concerne le contrôle des ondes de courtes et moyennes longueurs d’onde (cf.
les conclusions du WP1 du programme européen FAR-Wake). Cependant, ce dernier point a fait
récemment l’objet d’études asymptotiques complémentaires par Le Dizès & al. [77] et Fabre &
al. [92].

6.2.4 Les ondes de Kelvin hélicöıdales du tourbillon de Lamb-Oseen

La figure 6.2 représente les ondes de géométrie m=1 et utilise la même convention que la
figure 6.1 : plus les branches sont claires, plus les ondes sont fortement amorties.

Pour les perturbations hélicöıdales (m=1), Fabre [98] a identifié quatre familles d’ondes :
- la branche ”D” correspond au mode de ”déplacement” (figures 6.3 à 6.5)
- la famille ”C” comme ”coeur” (figures 6.6 à 6.11)
- la famille ”V” comme ”viscosité” (figures 6.12 et 6.13)
- la famille ”L” en référence aux pôles de Landau (figures 6.16 à 6.23)

6.2.4.1 L’onde de déplacement (le mode ”D”)

Nous considérons tout d’abord la branche particulière notée ”D” dans la figure 6.2. Cette
onde a été particulièrement étudiée par Leibovich & al. [171], qui l’ont appelée ”l’onde lente”
parce que sa vitesse de phase tend vers zéro dans la limite k → 0. Leurs résultats montrent
que les propriétés de cette onde dépendent des détails du coeur du tourbillon et sont génériques
de tous les modèles de tourbillon. En particulier, Fabre [99] a montré que c’est la seule onde
hélicöıdale du tourbillon de Lamb-Oseen à avoir un plein équivalent dans le cas du modèle plus
simple de Rankine.

La structure de cette onde est illustrée sur la figure 6.3. Comme on peut l’observer, le mode
propre prend très distinctement la forme d’un dipôle de vorticité. De plus, Fabre & al. [98] ont
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Fig. 6.2 – Diagramme de stabilité linéaire des perturbations m=1 du tourbillon de Lamb-Oseen à Re=1000
(d’après Fabre et Jacquin [93]).

montré que la topologie du mode ”D” est faiblement dépendante du nombre d’onde axial k
(cf. figure 6.5), ce qui constitue un résultat important dans l’optique de déceler la contribution
du mode ”D” dans une dynamique globale et complexe. Lorsqu’on le superpose à l’écoulement
de base, l’effet de ce dipôle est d’accrôıtre la vorticité dans une moitié du coeur du tourbillon
et de la décrôıtre dans l’autre moitié. Donc l’effet net correspond à un moment de flexion
et un déplacement du coeur du tourbillon tout entier d’une façon hélicöıdale. Ceci justifie la
dénomination de cette onde comme mode de ”déplacement”.

Du point de vue plus physique de la dynamique tourbillonnaire, ces éléments très caractéristiques
permettent de mieux comprendre le rôle du mode ”D” dans le mécanisme de propagation en
forme de déplacement hélicöıdal en bloc du tourbillon, illustré sur la figure 2.12 et discuté au pa-
ragraphe 2.2.3. En effet, une perturbation hélicöıdale localisée et composée d’un paquet d’ondes
, incluant en particulier le mode de déplacement, se propage le long du tourbillon porteur, tout
en provoquant son ”incurvation”, d’où le terme de ”bending waves” de Leibovich & al. [171].

Effet de la viscosité

Fabre & al. [98] ont montré sur le cas m = 1 à Re = 1000 que le mode de déplacement
est de loin l’onde la moins affectée par la viscosité de toutes les ondes hélicöıdales, et même de
toutes les ondes de Kelvin. En effet, leurs calculs indiquent que dans l’intervalle 0 < k < 5, le
taux d’amortissement satisfait toujours |ωi| < 0.03, ce qui fait du mode ”D” une onde très peu
amortie.

Par ailleurs, tout comme les ondes axisymétriques, la fréquence de l’onde de déplacement
hélicöıdale admet un développement régulier sous la forme 6.1. D’une part, Leibovich & al. [171]
ont examiné, dans le cas non visqueux, le comportement de la fréquence pour les grandes lon-
gueurs d’onde. Ils ont ainsi trouvé le développement ω(0) = −k2 (ln(1/|k|) + 0.0577)+O

(
k4 log|k|

)

lorsque k → 0. D’autre part, Fabre & al. [98] ont étendu cette étude au cas visqueux et ils ont
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Fig. 6.3 – Le mode ”D” (Déplacement) de la per-
turbation m=1 à Re=1000 : structure géométrique
en forme de dipôle (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.4 – Le mode ”D” (Déplacement) de la per-
turbation m=1 à Re=1000 : point de fonctionnement
sur le diagramme de stabilité linéaire (d’après Fabre
et Jacquin [93]).

Fig. 6.5 – Topologie de l’onde de déplacement hélicöıdale (mode ”D” - m=1) à Re = 1000 pour deux nombres
d’onde axiaux. (a) k = 0.1 , ω = −0.012 − 4.7 10−5 i. (b) k = 3 , ω = −0.5602 − 0.0124 i.
Isocontours de la perturbation de vorticité axiale dans un plan perpendiculaire à l’axe du vortex, donnant la
structure des vecteurs propres associés à ces deux valeurs propres. Le cercle en pointillé représente le lieu du
maximum de vitesse azimutale pour le tourbillon de Lamb-Oseen, matérialisant la zone fortement rotationnelle
dans le coeur du vortex (d’après Fabre & al. [98]).
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ainsi confirmé que dans le cas limite k → 0, le développement régulier 6.1 persiste toujours
et que le terme ω(1) est encore d’une forme similaire, en O

(
k2 log|k|

)
, mais ils n’ont pas été

en mesure de calculer précisément le coefficient correspondant, dans le cadre de cette publication.

6.2.4.2 Les ondes de coeur (famille ”C”)

Nous présentons maintenant la deuxième famille de modes hélicöıdaux, intitulés ”C” sur
la figure 6.2. La figure 6.6 illustre la structure d’un mode propre. Comme on peut le voir, la
structure de ces modes est localisée entièrement à l’intérieur du coeur du tourbillon dont la taille
caractéristique est représentée par un cercle tracé en pointillé (lieu géométrique du maximum
de vitesse azimutale du tourbillon de Lamb-Oseen). Le mode sur la première branche prend la
forme d’un simple dipôle. Le mode sur la seconde branche est décrit comme deux dipôles qui se
chevauchent. De même, les modes sur les branches supérieures sont des dipôles multicouches qui
se chevauchent. La légère dissymétrie réflectionnelle observée dans la structure des modes est,
de nouveau, un effet imputable à la viscosité. La localisation des modes propres à l’intérieur du
coeur du tourbillon est l’une des propriétés tout à fait caractéristiques de la famille ”C” et jus-
tifie la dénomination de ces ondes comme des ”ondes de coeur”. Une autre propriété distinctive
est que, sauf dans le régime grandes longueurs d’onde, ces ondes sont essentiellement corotatives
(cf. le cartouche gauche de la figure 6.2).

Fig. 6.6 – Un mode régulier de la famille ”C”
(Coeur) de la perturbation m=1 à Re=1000 : struc-
ture géométrique (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.7 – Un mode régulier de la famille ”C”
(Coeur) de la perturbation m=1 à Re=1000 : point
de fonctionnement sur le diagramme de stabilité
linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).

La comparaison des figures 6.6 et 6.8 illustre la modification de la topologie d’un mode
propre de coeur en le suivant sur une même branche du diagramme 6.2 lorsqu’on diminue pro-
gressivement la valeur du nombre d’onde axial en passant de k = 1 à k = 0.2. Ce dernier point
sera discuté ci-dessous, en examinant les effets de la viscosité sur les modes ”C” ainsi que le
comportement de ces modes de coeur dans le régime limite des grandes longueurs d’onde (k → 0).
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Fig. 6.8 – Un mode singulier de la famille ”C”
(Coeur) de la perturbation m=1 à Re=1000 : struc-
ture géométrique de mode central en forme de dipôle
(d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.9 – Un mode singulier de la famille ”C”
(Coeur) de la perturbation m=1 à Re=1000 : point
de fonctionnement sur le diagramme de stabilité
linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Mécanisme physique

Fabre & al. [98] ont proposé un mécanisme physique spécifiquement dédié aux ondes de la
famille ”C”, pour tenter d’expliquer l’évolution relativement surprenante et rapide de la topo-
logie de ces modes propres, illustrée sur la figure 6.10. Nous résumons ici leur raisonnement
relativement complexe et qui s’appuie en fait sur deux ”ingrédients” essentiels : les effets tridi-
mensionnels et les effets de rotation différentielle.

D’une part, la structure en forme de dipôle de la perturbation de vorticité axiale est soumise à
des effets tridimensionnels, car enroulée de manière hélicöıdale autour du tourbillon porteur. Cela
a pour conséquence de créer des zones de hautes et basses pressions, et ces gradients de pression
dans le coeur tourbillonnaire seraient suffisamment intenses pour induire un écoulement axial,
qui à son tour affecte la vorticité du champ de base par un mécanisme d’étirement-compression.

D’autre part, il existe simultanément un effet supplémentaire de rotation différentielle, propre
au modèle de Lamb-Oseen qui ne suit pas un mouvement de pure rotation solide dans son coeur
tourbillonnaire. Cet effet de rotation différentielle s’oppose au retour stationnaire de l’écoulement
global.

La conjonction de ces deux phénomènes serait à l’origine du mouvement corotatif des ondes
”C”. De plus, ce mécanisme physique semble corroboré par les conclusions d’analyses asympto-
tiques réalisées par Le Dizès [77] et Fabre [92].

Effet de la viscosité

Les effets de la viscosité sur les modes de la famille ”C” sont mis en évidence en comparant les
résultats visqueux de Fabre & al. [98] avec les résultats non visqueux de Sipp et Jacquin [244].
En premier lieu, comme on peut s’y attendre, la viscosité entrâıne un amortissement de ces
ondes. Pour Re = 1000, on trouve l’onde ”C” la moins amortie sur la première branche pour
k = 1.62 qui correspond à ω = 1.3821− 0.0331 i. Fabre & al. [98] ont découvert un second effet
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Fig. 6.10 – Topologies de deux ondes hélicöıdales de coeur (modes ”C” - m=1) à k = 5 pour Re = 1000.
(a) ω = 1.9920−0.0625 i. (b) ω = 1.7031−0.1114 i. Illustration, à des nombres donnés de k et Re, des
changements de structure des modes propres, correspondants à deux branches de la famille ”C” sur le diagramme
6.2, en utilisant les mêmes conventions que dans la figure 6.5 (d’après Fabre & al. [98]).

de viscosité, beaucoup moins attendu, dans l’intervalle des grandes longueurs d’onde. Comme
on peut le remarquer, lorsqu’on fait tendre le nombre d’onde vers zéro, toutes les branches de la
famille ”C” changent progressivement de corotatives à rétrogrades, ce qui est illustré de manière
générale sur la figure 6.2. De plus, le taux d’amortissement des modes qui passe par un minimum
pour une valeur finie de k crôıt à mesure que k → 0. Comme le proposent Fabre & al. [98], ces
tendances s’expliquent par le fait que dans cette limite, les modes ”C” cessent de se comporter
comme des ondes Kelvin régulières et deviennent une sorte de modes singuliers, appelés ”modes
centraux” (”centre modes” en anglais).

Fig. 6.11 – Topologie du mode propre sur la première branche hélicöıdale de la famille ”C” (m=1) à Re = 100000
pour trois nombres d’onde axiaux. (a) k = 1 , ω = 1.2099−4.01 10−4 i. (b) k = 0.5 , ω = 1.0708−8.05 10−4 i.
(c) k = 0.1 , ω = 1.0003 − 5.212 10−3 i. Illustration du comportement en ”modes centraux” (singuliers)
dans la limite des grandes longueurs d’onde (k → 0), en utilisant les mêmes conventions que dans la figure 6.5
(d’après Fabre & al. [98]).

Ce comportement en forme de modes centraux, dont on observe les prémices à Re = 1000, est
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plus flagrant pour des valeurs élevées du nombre de Reynolds. La figure 6.11 montre l’évolution
du mode propre calculé sur la première branche d’une onde ”C”, pour Re = 105, à mesure
que l’on fait décrôıtre le nombre d’onde k. La figure 6.11(a) pour k = 1, montre la structure
en dipôle typique déjà décrite. La figure 6.11(b) correspond à k = 0.5. Comme on peut le re-
marquer la structure du mode reste essentiellement la même, mais à une plus petite échelle.
Ce rétrécissement de la structure du mode peut se comprendre dans le cadre du scénario phy-
sique résumé ci-dessus. Comme les gradients axiaux décroissent à cause de l’accroissement de
la longueur d’onde, des niveaux de pression plus grands dans les zones cycloniques et anticy-
cloniques sont nécessaires pour induire l’écoulement axial nécessaire pour soutenir l’onde. Un
cyclone étroit (respectivement anticyclone) menant à une forte dépression (respectivement zone
de haute pression) est réalisé avec une plus forte concentration du dipôle de vorticité. Il est à
noter que lorsqu’on fait décrôıtre k de 1 à 0,5, le taux d’amortissement des ondes s’accrôıt de
près d’un facteur 2. Cette caractéristique se comprend assez bien et rappelle que des gradients
radiaux plus forts ont pour résultat une dissipation plus forte. Dans ce régime, les ondes restent
non visqueuses à ordre dominant et peuvent être identifiées comme des mode centraux non vis-
queux. La figure 6.11(c) correspond à k = 0.1. Or la structure du mode propre a changé de façon
spectaculaire et a acquis une forme spirale caractéristique. Dans le même temps, le taux d’amor-
tissement du mode s’est fortement accru et il est désormais plus de dix fois plus élevé que la
valeur qu’il avait pour k = 1. Dans le cadre du scénario physique proposé par Fabre & al. [98] et
résumé précédemment, ces changements spectaculaires peuvent se comprendre en supposant que
la structure du mode soit devenue si étroite que l’effet de viscosité est maintenant comparable en
magnitude aux mécanismes responsables de la création de vitesse axiale et de la propagation de
l’onde. Dans ce régime, la structure des modes devient visqueuse à l’ordre dominant et à ce titre,
ils peuvent être identifiés comme des ”modes centraux visqueux”. Toutes les tendances que nous
venons de décrire sont bien retranscrites par une analyse asymptotique conduite par Fabre et
Le Dizès [92]. En particulier, cette étude montre que la transition des ”modes centraux non vis-
queux” à des ”modes centraux visqueux” se produit dès que k = O

(
Re−1/4

)
, et que la fréquence

suit alors une loi d’échelle de la forme ω = m + O
(
Re−1/2

)
. D’autre part, on peut vérifier que

pour k fixé et Re → ∞, les fréquences des ondes de coeur admettent un développement régulier
sous la forme 6.1.

6.2.4.3 Les modes purement visqueux (famille ”V”)

La troisième famille de modes, nommés ”V” sur la figure 6.2, sont des ondes purement vis-
queuses, dont un mode régulier est illustré sur les figures 6.12 et 6.13. Ces ondes ”V” n’ont aucun
homologue dans les résultats non visqueux de Sipp et Jacquin [244]. A première vue, on pourrait
être tenté de les identifier avec les modes réguliers non visqueux (i.e. les véritables ”ondes de
Kelvin”, au sens historique du terme) qui existent dans le même intervalle de fréquences pour le
tourbillon de Rankine. Cependant, l’examen minutieux réalisé par Fabre & al. [98] montre qu’il
n’en est rien car la topologie de ces modes propres s’avère complètement différente.

Deux spécimens de modes propres, calculés sur la première branche de la famille (i.e. la
moins amortie) sont représentés sur la figure 6.14. Pour k = 0.1 (figure 6.14(a)), le mode propre
est très semblable au mode ”C” affiché à la figure 6.11(c) et est caractérisé par une structure
spirale située dans le voisinage du centre tourbillonnaire Comme on peut l’observer à la figure
6.14(b) correspondant à k = 1, accrôıtre le nombre d’onde axial a pour résultat une extension
spatiale de la structure spirale qui tend à occuper tout le coeur du tourbillon, un plus grand
nombre de tours spiraux, et un accroissement du taux d’amortissement.
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Fig. 6.12 – Un mode régulier de la famille ”V”
(Visqueux) de la perturbation m=1 à Re=1000 :
structure géométrique (d’après Fabre et Jacquin
[93]).

Fig. 6.13 – Un mode régulier de la famille ”V”
(Visqueux) de la perturbation m=1 à Re=1000 :
point de fonctionnement sur le diagramme de sta-
bilité linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.14 – Topologies de deux ondes hélicöıdales purement visqueuses (modes ”V” - m=1) à Re = 1000.
(a) k = 0.1 , ω = 0.8664 − 0.1223 i. (b) k = 1 , ω = 0.7023 − 0.1881 i. Illustration, sur deux
longueurs d’onde, des changements de la structure du mode propre correspondant à la branche de la famille ”V”
la moins amortie sur le diagramme 6.2, en utilisant les mêmes conventions que dans la figure 6.5 (d’après Fabre
& al. [98]).
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Dans la limite des grands nombres de Reynolds, ces modes ”V” deviennent des modes cen-
traux avec une structure très similaire aux modes instables existants dans les tourbillons de
sillage à grand nombre de swirl et largement étudiés par Fabre et Jacquin [96]. Par la suite, Le
Dizès et Fabre [77] ont réalisé une étude asymptotique qui prend en compte toutes les sortes de
modes centraux visqueux à hauts nombres de Reynolds. Dans ce cadre plus général, les modes
”V” à haut nombre de Reynolds calculés par Fabre & al. [98] correspondent aux modes centraux
visqueux de type ”C” dans la nomenclature utilisée par Le Dizès et Fabre [77]. La prédiction
asymptotique des fréquences de ces modes centraux visqueux est un résultat remarquable, valide
pour m > 0, et s’écrit sous la forme suivante :

∀m ∈ N
∗, ∀n ∈ N, ωm,n ≈

Re→∞
m + 3 e−5iπ/6 k2/3 Re−1/3 +

(
n +

1

2

)√
6m e−3iπ/4 Re−1/2(6.9)

Les résultats numériques obtenus par Fabre & al. [98] sur le tourbillon de Lamb-Oseen sont
en bon accord avec l’expression 6.9 à partir de Re ≥ 106 et le lecteur pourra se référer à l’étude
de Le Dizès et Fabre [77] pour une comparaison quantitative plus détaillée.

6.2.4.4 Les branches de Landau (famille ”L”)

Considérons maintenant la dernière famille d’ondes hélicöıdales, dénommées ”L” (en référence
aux pôles de Landau) dans la classification de Fabre & al. [98]. Une meilleure visualisation de
ces modes ”L” est proposée sur la figure 6.15, qui n’est qu’un agrandissement de la figure 6.2.

Fig. 6.15 – Gros plan sur les ondes ”L” dans le diagramme de stabilité linéaire des perturbations m=1 du
tourbillon de Lamb-Oseen à Re=1000 (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Avant de résumer les principales propriétés de ces ondes, il est important de souligner les
difficultés techniques rencontrées par Fabre & al. [98] pour capturer par le calcul numérique des
modes aussi complexes. Selon les propres termes de ces auteurs, la cartographie exhaustive des
ondes ”L” a été particulièrement ”fastidieuse mais stimulante”. Elle a requis comme subterfuge
numérique l’usage extensif d’une fonction astucieuse de mappage dans le plan complexe, dont
les détails techniques sont présentés dans l’annexe B de l’article de Fabre & al. [98], et qui a déjà
fait ses preuves lors de la découverte par Fabre et Jacquin [96] de nouveaux modes visqueux
instables dans les tourbillons de sillage à grands nombres de swirl.
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Introduction aux ondes de la famille ”L”

Contrairement aux modes purement visqueux ”V” et a posteriori des multiples études de
stabilité linéaire réalisées sur le tourbillon de Lamb-Oseen, les ondes ”L” obtenues par Fabre &
al. [98] en théorie visqueuse (représentées sur la figure 6.15) connaissent des modes équivalents
dans les résultats non visqueux de Sipp et Jacquin [244].

Selon la terminologie introduite par Fabre & al. [98] et rappelée au paragraphe 6.2.1, on
constate que toutes les ondes ”L” sans exception sont des modes rétrogrades puisqu’elles vérifient
0 < ωr < 1. Concrètement, cette caractéristique signifie que les ondes ”L” tournent dans le même
sens de rotation que le tourbillon porteur, mais pas aussi rapidement que le coeur du vortex.

Une autre propriété remarquable des modes ”L” concerne leur comportement dans la li-
mite des grandes longueurs d’onde. Nous reviendrons précisément sur ce point plus loin, mais
signalons dés à présent que dans la limite k → 0, tous les modes ”L” présentent une structure
spirale à l’extérieur du coeur tourbillonnaire, sujette à de multiples interprétations physiques,
notamment en termes de croissances transitoires (en faisant le lien avec l’étude d’Antkowiak et
Brancher [5]) et de mécanisme de résonance (singularité de type ”couche critique” proposée par
Fabre & al. [98]).

Dans le cadre de notre étude sur l’éclatement tourbillonnaire à la catapulte B20 et suivant la
terminologie du paragraphe 6.2.1, il est clair que la transition des ondes ”L” d’un comportement
régulier aux petites longueurs d’onde (figures 6.16 et 6.17) vers un comportement singulier aux
grandes longueurs d’onde (figures 6.18 et 6.19), revêt une importance toute particulière pour
rechercher une éventuelle instabilité dans la dynamique globale d’un tourbillon de sillage isolé,
en tenant compte des effets des non-linéarités (cf. chapitre 7).

Fig. 6.16 – Un mode régulier de la famille ”L”
(Landau) de la perturbation m=1 à Re=1000 : struc-
ture géométrique (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.17 – Un mode régulier de la famille ”L”
(Landau) de la perturbation m=1 à Re=1000 : point
de fonctionnement sur le diagramme de stabilité
linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).
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Fig. 6.18 – Un mode singulier de la famille ”L”
(Landau) de la perturbation m=1 à Re=1000 : struc-
ture géométrique de couche critique (d’après Fabre
et Jacquin [93]).

Fig. 6.19 – Un mode singulier de la famille ”L”
(Landau) de la perturbation m=1 à Re=1000 : point
de fonctionnement sur le diagramme de stabilité
linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Pour finir cette brève introduction des ondes de la famille ”L”, Fabre & al. [98] distinguent
deux types de modes de Landau :
- les modes de première espèce (notés ”L1”), dont un exemple est illustré sur les figures 6.20 et
6.21, correspondent à 0.05 < ωr < 0.17 et sont fortement amortis
- les modes de seconde espèce (notés ”L2”), dont un exemple est illustré sur les figures 6.22 et
6.23, correspondent à 0 < ωr < 0.05 et sont amortis, mais nettement moins que les modes ”L1”.

Description des ondes ”L” à Re = 1000

La figure 6.24 représente la structure du mode propre appartenant à la première branche L1,
pour plusieurs valeurs du nombre d’onde k. La figure 6.24(a) correspond à la valeur particulière
k = 2.262 pour laquelle le mode est une onde stationnaire. Comme on peut le voir, cette onde
consiste en deux dipôles de vorticité qui se chevauchent. Cependant, à la différence du mode
”C” affiché à la figure 6.10, le dipôle extérieur est situé sur les parties externes du vortex, et non
pas entièrement à l’intérieur du coeur tourbillonnaire.

La nature stationnaire de cette onde particulière peut être comprise comme un conflit entre
les dipôles interne et externe. Le dipôle externe engendre un déplacement moyen de la ligne de
centre du tourbillon qui, tout seul, mènerait à une onde contrarotative par le truchement du
mécanisme décrit au paragraphe 2.2.3.2. D’autre part, le dipôle interne mènerait à une onde
contrarotative par le truchement du mécanisme proposé par Fabre & al. [98] et résumé au para-
graphe 6.2.4.2. Un équilibre entre ces deux effets est atteint pour le nombre d’onde particulier
k = 2.262. Pour des nombres d’onde plus grands, l’onde devient contrarotative en raison d’une
influence plus grande du dipôle externe, tandis que pour des nombres d’onde plus petits l’onde
devient rétrograde en raison d’une influence plus grande du dipôle interne.

L’évolution de la structure du mode propre quand le nombre d’onde décrôıt de k = 2.262 à
k = 0 est très intéressante, et illustrée en détail sur les tracés de la figure 6.24. D’abord, dans
l’intervalle 1.2 . k < 2.262, le mode devient rétrograde mais sa structure reste celle d’une onde
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Fig. 6.20 – Un mode singulier de Landau de
première espèce (perturbation m=1 à Re=1000) :
structure géométrique de couche critique enlacée à
proximité du coeur tourbillonnaire (d’après Fabre et
Jacquin [93]).

Fig. 6.21 – Un mode singulier de Landau de
première espèce (perturbation m=1 à Re=1000) :
point de fonctionnement sur le diagramme de stabi-
lité linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.22 – Un mode singulier de Landau de se-
conde espèce (perturbation m=1 à Re=1000) : struc-
ture géométrique de couche critique enlacée très loin
du noyau tourbillonnaire (d’après Fabre et Jacquin
[93]).

Fig. 6.23 – Un mode singulier de Landau de se-
conde espèce (perturbation m=1 à Re=1000) : point
de fonctionnement sur le diagramme de stabilité
linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).
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Fig. 6.24 – Topologie du mode propre sur la première branche hélicöıdale de la famille ”L1” (m=1) à Re = 1000
pour quatre nombres d’onde axiaux. (a) k = 2.262 , ω = −0.0119 i. (b) k = 1 , ω = 0.1480 − 0.0216 i.
(c) k = 0.8 , ω = 0.1560− 0.0433 i. (d) k = 0.5 , ω = 0.1439− 0.0900 i. Illustration du comportement
en ”modes centraux” (singuliers) dans la limite des grandes longueurs d’onde (k → 0), en utilisant les mêmes
conventions que dans la figure 6.5 (d’après Fabre & al. [98]).
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de Kelvin régulière, semblable à celle affichée à la figure 6.24(a). Ensuite, pour des valeurs plus
basses du nombre d’onde, on observe des modifications spectaculaires de la structure du mode
propre illustrées sur les tracés de la figure 6.24(b-d).

Pour k = 1 (figure 6.24(b)), on observe l’apparition de deux bras spiraux situés dans une
zone annulaire localisée en dehors du coeur tourbillonnaire, autour de r ≈ 2.5. A mesure qu’on
diminue graduellement le nombre d’onde, cette structure spirale acquiert progressivement une
taille plus importante.

Pour k = 0.8 (figure 6.24(c)), on observe que les bras spiraux s’enroulent sur une circonférence
supérieure à un tour et le niveau de vorticité à l’intérieur de ces structures filamentaires est
comparable aux valeurs relevées dans le dipôle interne. Ce spécimen de perturbation caractérisé
par la présence simultanée d’un composant de type onde (i.e. capable de se propager le long du
vortex) et d’une composante en forme de spirale (qui au contraire reste sur place), est appelé
”onde de couche critique” et fera l’objet d’une attention toute particulière dans ce qui suit.

Quand on fait décrôıtre davantage le nombre d’onde, la composante spirale acquiert une
importance plus grande et finit par dominer la composante ondulatoire. Par exemple, pour
k = 0.5 (figure 6.24(d)), on observe que les bras spiraux s’enroulent sur pratiquement trois tours
et on constate la disparition de la composante ondulatoire pour ce bas nombre d’onde (i.e. dans
le régime des grandes longueurs d’ondes). Dans ce cas précis, il devient inapproprié d’utiliser le
terme d’onde de Kelvin pour qualifier un tel mode car celui-ci relève d’un mode franchement
singulier.

Il est à noter que la valeur k = 0.8 correspond approximativement au cas où le taux d’oscilla-
tion ωr est maximal. Ainsi, le changement de structure observé sur le mode propre est associé à
un changement de comportement de la branche : d’une propagation vers la gauche (caractérisée
par ∂ωr/∂k < 0) pour k > 0.8, la branche adopte soudainement une propagation vers la droite
(caractérisée par ∂ωr/∂k > 0) pour k < 0.8.

Fig. 6.25 – Topologie des deux espèces de modes propres hélicöıdaux de Landau (m=1) à Re = 1000. (a)
k = 3.975 , ω = −0.0368 i. (b) k = 5 , ω = 0.04602 − 0.07861 i. Illustration utilisant les mêmes
conventions que dans la figure 6.5 (d’après Fabre & al. [98]).

La figure 6.25 affiche deux autres exemples de la famille L. Le schéma 6.25(a) correspond
à un mode propre appartenant à la seconde branche ”L1”, pour la valeur du nombre d’onde
k = 3.975 où cette onde est stationnaire. Comme on peut l’observer, la structure de ce mode
consiste en trois dipôles qui se chevauchent. Comme pour la première branche de la famille ”L1”,
quand on fait décrôıtre le nombre d’onde, la structure reste d’abord essentiellement inchangée
(en descendant jusqu’à k ≈ 2.6 environ). Puis, quand on continue de diminuer k, le mode devient
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du type ”onde de couche critique” avec la coexistence d’une composante ondulatoire et d’une
structure spirale (en descendant jusqu’à k ≈ 1.4 environ), et finalement pour des nombres d’onde
encore plus petits, le mode devient un vrai mode singulier en même temps que sa direction de
propagation est inversée. Les modes propres calculés sur les branches supérieures des ondes de
type ”L1” suivent exactement les mêmes tendances.

Pour finir, le mode affiché à la figure 6.25(b) appartient à la famille des ondes identifiées
comme de la seconde espèce de Landau (”L2”) par Fabre & al. [98] et rappelées sur la figure
6.15. Ce genre de mode ressemble sensiblement aux modes singuliers trouvés sur les branches L1
aux grandes longueurs d’onde, comme illustrée sur le schéma 6.24(d). Cependant, la structure
spirale est bien plus développée et se situe bien plus loin du coeur tourbillonnaire. De plus,
contrairement à ceux du type ”L1”, les modes des branches ”L2” restent toujours singuliers à
tous les nombres d’onde.

Interprétation physique des ondes hélicöıdales de couche critique et de leur contri-
bution à la dynamique tourbillonnaire

La structure spirale décrite ci-dessus est la signature d’une couche critique visqueuse. Le
phénomène de couche critique se produit dans le voisinage de points critiques rcrit (qui d’un point
de vue mathématique peuvent être éventuellement complexes) où l’onde entre en résonance avec
l’écoulement moyen, i.e. des valeurs du rayon qui dans le cas général (m quelconque) annulent
le terme (m Ω − ω) dans les membres de gauche des équations linéarisées de la quantité de
mouvement (équations 6.5 à 6.7) :

∃ rcrit(m,Re) ∈ C | m Ω(rcrit) = ω(rcrit) (6.10)

Dans le cas particulier des perturbations hélicöıdales (m = 1), cette condition mathématique
de résonance signifie que les points critiques sont les rayons où la vitesse de phase de l’onde
cöıncide exactement avec le taux de rotation de l’écoulement moyen. Cette interprétation phy-
sique n’est pas du tout évidente d’un point de vue intuitif et n’est valide que dans le cas très
précis de la géométrie azimutale m = 1 :

pour m = 1 : ∃ rcrit(Re) ∈ C | Vϕ(rcrit) = Ω(rcrit) (6.11)

Lorsque ce phénomène de résonance se produit, un échange d’énergie entre l’écoulement
moyen et l’onde devient alors possible et mène généralement à un amortissement de l’onde.

Dans la littérature du tourbillon, le problème de couche critique a été principalement inves-
tigué dans le cas non visqueux et bidimensionnel, comme nous l’avons mentionné au paragraphe
2.3.3 du chapitre 2, notamment avec les études de Briggs, Daugherty et Levy [40] et Haber-
man [119–122] dans les années 1970, et plus récemment de Schecter & al. [238] ainsi que de Le
Dizès [72] et Haberman [123].

Pour résumer brièvement les principaux résultats à retenir, ces études montrent que dans le
cas 2D non visqueux, les couches critiques mènent à l’existence de perturbations analogues à des
ondes amorties mais d’un type très particulier, appelées ”quasi-modes”. Selon la définition pro-
posée par Schecter & al. [238], un quasi-mode est une pertubation de vorticité qui se comporte en
apparence comme une sorte d’onde de Kelvin isolée, corotative et propagative située à l’intérieur
du vortex, qui devient faiblement amortie via un mécanisme de résonance par interaction avec
le tourbillon porteur qui tourne dans le même sens de rotation que la perturbation. Cependant,
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plus tard, elle développe une sorte de ”jupe” localisée dans la périphérie du tourbillon, où la
vorticité est continuellement enveloppée en une spirale serrée, qui ”pompe” de l’énergie à la per-
turbation et provoque ainsi l’amortissement de cette pseudo-onde. Ces résultats théoriques de
Schecter & al. [238] sont étayés par leurs observations expérimentales sur un plasma d’électrons
magnétisés. En effet, ces auteurs ont observé un écart spectaculaire en temps long par rapport
aux prédictions de la théorie linéaire dans le cas de la réponse d’un tourbillon à une excitation
impulsionnelle quadrupolaire (i.e. m = 2). Schecter & al. [238] considèrent que ce phénomène
est un effet manifeste des non-linéarités sur les couches critiques en temps long, qui se trouve
être particulièrement net dans le cas m = 2.

En réalité, la nature d’un quasi-mode est beaucoup plus complexe d’un point de vue mathématique.
Schecter & al. [238] expliquent qu’analytiquement, un quasi-mode est en fait un ”paquet d’ondes”
constitué de modes non amortis du spectre continu (propre au modèle de tourbillon retenu), ca-
ractérisé par un pic de fréquence et dont le comportement global s’amortit au cours du temps
via une interférence dispersive entre ces modes.

Ainsi, cette jupe de vorticité autour du coeur tourbillonnaire décrite par Schecter & al. [238]
en non visqueux correspond en réalité à la contribution du spectre continu non visqueux.

Les travaux de thèse de Fabre [99] rejoignent la description de Schecter & al. [238], selon
laquelle un quasi-mode est une perturbation qui se comporte initialement comme une onde fai-
blement amortie située à l’intérieur du tourbillon. Cependant, comme le soulignent Fabre &
al. [98], il est très important à ce stade de bien distinguer les effets du spectre continu non
visqueux de ceux du spectre continu visqueux, ce qui est fait rigoureusement dans l’annexe A de
leur article [98].

Au vu des études de Schecter & al. [238] et de Fabre & al. [98], il s’avère que les fréquences
de ces quasi-modes correspondent à celles des pôles de Landau, dont le calcul nécessite une
procédure astucieuse de déformation du contour d’intégration dans le plan complexe. Ces as-
pects très techniques sont décrits dans l’annexe B de l’étude de Schecter & al. [238] ainsi que
dans l’annexe C de l’article de Fabre & al. [98].

Par ailleurs, Briggs & al. [40] ont trouvé une condition suffisante pour que des ondes critiques
soient amorties. Ces auteurs ont démontré qu’il suffit pour cela que la partie réelle du gradient
de la vorticité de base de l’écoulement au niveau critique soit négative, i.e.

ℜe

(
∂ Ξ

∂ r
(rcrit)

)
< 0 (6.12)

Il est important de préciser que ce critère a été établi dans le cadre d’hypothèses très res-
trictives (l’écoulement de base doit être du modèle de Rankine et la perturbation bidimension-
nelle). Cette condition n’est donc pas directement exploitable dans le cas qui nous préoccupe
ici, d’un tourbillon de sillage ”réaliste” (profil gaussien de Lamb-Oseen) pour une étude prenant
en compte les effets tridimensionnels et visqueux.

Schecter & al. [238] ont donné une explication physique de la condition 6.12 fondée sur la
conservation de la quantité de mouvement azimutale totale et revisitée dans l’annexe A de l’ar-
ticle de Fabre & al. [98]. Dans un premier temps, Schecter & al. [238] décomposent la quantité
de mouvement en une contribution (constante) de l’écoulement de base, une contribution de
”l’onde” (proportionnelle au carré de son amplitude), et une contribution de la ”jupe” de vorti-
cité. Dans un second temps, ils sont en mesure de montrer que le mélange de phase de vorticité
mène à un accroissement de la quantité de mouvement azimutale contenue à l’intérieur de la
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”jupe”, dès que la condition 6.12 est remplie. Ainsi, la seule façon pour le système de conserver
la quantité de mouvement azimutale totale est que l’amplitude de ”l’onde” décline.

Malgré leur nature mathématique différente, les modes de couche critique visqueux et les
quasi-modes non visqueux décrivent la même réalité physique : le couplage entre la dynamique in-
trinsèque d’un coeur de tourbillon et l’enroulement de perturbations localisées dans sa périphérie.
La différence entre ces deux types de perturbations est que dans le cas non visqueux, l’enrou-
lement n’atteint jamais un stade asymptotique et que le rétrécissement des bras spiraux de
vorticité se produit indéfiniment. D’autre part, en présence de la viscosité, le rétrécissement
des bras spiraux mène à un accroissement des gradients radiaux qui rehausse la dissipation par
diffusion visqueuse. Ainsi, l’enroulement ne se produit pas à l’infini, mais jusqu’à un moment
où la dissipation devient non négligeable. Selon cette explication, la ”jupe” des bras spiraux des
quasi-modes et la zone spirale des ondes de couche critique jouent le même rôle. La différence
est que dans le premier cas, l’énergie perdue par l’onde est transférée dans l’espace de la ”jupe”
où il a pour résultat d’accrôıtre la quantité de mouvement angulaire moyenne, alors que dans le
second cas, elle est dissipée sous l’effet de la viscosité.

Si l’on suit cette explication proposée par Fabre & al. [98], on en conclut que pour un mode
donné, plus le nombre de Reynolds est élevé, plus les bras spiraux doivent être étroits afin de
fournir la juste quantité de dissipation. Le Dizès [72] a également formulé cette conjecture et
cette prédiction est vérifiée sur la figure 6.26, qui montre l’effet de la variation du nombre de
Reynolds sur le mode propre déjà illustré sur le schéma 6.24(b). Comme on peut le voir en
comparant ces tracés, lorsqu’on élève le nombre de Reynolds de Re = 1000 à Re = 5000, le
seul changement notable dans la structure du mode propre est le rétrécissement prédit des bras
spiraux de vorticité.

Fig. 6.26 – Effet du nombre de Reynolds sur la topologie des modes propres hélicöıdaux de Landau : évolution
d’une onde donnée de type ”L” (m = 1 à k = 1) en augmentant Re. (a) Re = 3000 , ω = 0.1515 − 0.0219 i.
(b) Re = 5000 , ω = 0.1522 − 0.0220 i. Illustration utilisant les mêmes conventions que dans la figure 6.5
(d’après Fabre & al. [98]).

Enfin, il est à noter que pour le tourbillon de Lamb-Oseen, tous les modes rétrogrades
possèdent un point critique qui satisfait la condition 6.12 et pourraient donc être amortis par
le mécanisme décrit ci-dessus. Cependant, comme on l’a signalé précédemment, les ondes de
couche critique caractérisées par la coexistence d’une composante ondulatoire et d’une struc-
ture spirale, ne s’observent que sur chaque branche de type ”L1” dans un intervalle étroit de
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nombres d’onde k, dont la limite supérieure est donnée par le point où la fréquence d’oscillation
est approximativement ωr ≈ 0.12 (i.e. k ≈ 1.2 pour la première branche ”L1”, k ≈ 2.6 pour
la seconde branche, etc.), et dont la limite inférieure est donnée par le point où la direction de
propagation du mode s’inverse (i.e. k ≈ 0.8 pour la première branche ”L1”, k ≈ 1.4 pour la
seconde branche, etc.). Pour des valeurs de k supérieures à cet intervalle, les modes sont des
ondes régulières, et pour des valeurs de k inférieures à cet intervalle, les modes ne possèdent que
la composante spirale. Pour être complet, Fabre & al. [98] font remarquer que dans leur étude
asymptotique non visqueuse, Le Dizès et Lacaze [78] rapportent le cas d’une bifurcation apparue
dans la structure mathématique des modes pour ω = 0.1267 . Toutefois, un argument physique,
qui expliquerait pourquoi cette transition a lieu pour cette valeur précise, fait enccore défaut.

6.2.5 Les ondes de Kelvin elliptiques du tourbillon de Lamb-Oseen

La figure 6.27 représente les modes normaux du tourbillon de Lamb-Oseen pour la géométrie
azimutale m = 2 à Re = 1000, en utilisant rigoureusement les mêmes conventions d’adimension-
nement et de codes de couleur que dans les figures 6.1 et 6.2 : plus les branches sont claires, plus
les ondes sont fortement amorties.

Fig. 6.27 – Diagramme de stabilité linéaire des perturbations m=2 du tourbillon de Lamb-Oseen à Re=1000
(d’après Fabre et Jacquin [93]).

Pour les perturbations elliptiques (m=2), Fabre & al. [98] ont identifié quatre familles
d’ondes :
- la famille ”C” comme ”coeur”
- la famille ”V” comme ”viscosité”
- la famille ”L” en référence aux pôles de Landau
- la branche ”F” comme ”Flattening” (aplatissement)

De manière générale, on reconnâıt les trois familles de branches étiquetées ”C”, ”V” et ”L”
en raison de leurs ressemblances avec les ondes correspondantes pour la géométrie m = 1. Il est à
noter qu’une différence principale avec le cas m = 1 est l’absence totale de modes contrarotatifs.
En particulier, la branche ”D” (l’onde hélicöıdale de ”Déplacement”) est absente des modes en
double hélice, et les ondes ”L” de m = 2 restent rétrogrades pour toutes les valeurs du nombre
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d’onde k. La figure 6.28 est un agrandissement de la figure 6.27 pour une meilleure visualisation
des ondes de la famille ”L” sur l’intervalle 0 < ωr < 0.5. Comme dans le cas m = 1, cette famille
peut être plus précisément décomposée en deux espèces, dénommées ”L1” et ”L2”.

Fig. 6.28 – Diagramme de stabilité linéaire des perturbations m=2 du tourbillon de Lamb-Oseen à Re=1000
(d’après Fabre et Jacquin [93]).

Une branche de la famille ”L1” est étiquetée ”F” et mérite une attention toute particulière.
En effet, à la lumière de l’étude d’Arendt & al. [8] et de leurs propres calculs numériques, Fabre
& al. [98] ont montré qu’une branche particulière de la famille ”L1” est responsable à elle seule de
la dynamique globale en forme ”d’aplatissement” des perturbations en double hélice. Cette onde
est dénommée ”F” (pour ”Flattening wave” en anglais) dans la terminologie de Fabre & al. [98]
et a été brièvement évoquée au chapitre 2. En réalité, l’onde ”F” est le moteur du mécanisme
physique décrit au paragraphe 2.2.3.3 et l’aplatissement des perturbations infinitésimales de
géométrie azimutale m = 2 est visiblement un phénomène générique de la dynamique linéaire
d’un tourbillon isolé car il a été observé aussi bien par Arendt & al. [8] sur le modèle non vis-
queux de Rankine que par Fabre & al. [98] avec le tourbillon plus ”réaliste” de Lamb-Oseen qui
permet de prendre en compte les effets de la diffusion visqueuse.

De manière générale, la comparaison des modes de Kelvin obtenus sur la géométrie m = 2
entre le tourbillon de Rankine et celui du Lamb-Oseen menée par Fabre & al. [98] a conduit
sensiblement aux mêmes conclusions que pour le cas m = 1. En particulier, on observe les plus
grandes différences dans l’intervalle rétrograde, où tous les modes deviennent plus ou moins
amortis. De plus, Arendt & al. [8] ont montré la possibilité de propagation d’ondes en double
hélice le long du tourbillon de Rankine (ce qui n’est pas le cas sur le modèle de Lamb-Oseen),
mais ce mécanisme semble anecdotique car spécifique du modèle de vortex et purement non
visqueux.

6.2.5.1 Les ondes de coeur (famille ”C”)

Les branches de la famille ”C” présentent les mêmes tendances que leurs homologues de la
géométrie m = 1 : elles se propagent à droite et sont généralement corotatives (ωr > 2), excepté
dans le domaine des grandes longueurs d’onde où elles deviennent rétrogrades (0 < ωr < 2). Un
exemple d’un mode propre appartenant à cette famille est représenté sur le schéma 6.29(a). In-
dubitablement, ce mode propre met en évidence une ressemblance certaine avec son homologue
m = 1 du schéma 6.11(a). On peut le décrire comme un quadripôle de vorticité entièrement
localisé à l’intérieur du coeur tourbillonnaire. Les ondes sur les autres branches ”C” ont une
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Fig. 6.29 – Structure de différents modes propres en double hélice (m = 2) à Re = 1000. (a) mode ”C” avec
k = 5, ω = 2.703 − 0.0996 i. (b) mode ”C” avec k = 0.1, ω = 1.8702 − 0.1305 i. (c) mode ”V” avec
k = 1, ω = 1.6648 − 0.2339 i. (d) mode ”L” avec k = 5, ω = 0.4077 − 0.0730 i. (e) mode ”F” avec
k = 3.45, ω = 0.3608− 0.0173 i. (f) mode ”F” avec k = 1, ω = 0.4203− 0.0921 i. Illustration utilisant
les mêmes conventions que dans la figure 6.5 (d’après Fabre & al. [98]).
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structure similaire, avec un nombre croissant de quadripôles qui se chevauchent, mais leur struc-
ture reste toujours concentrée à l’intérieur du coeur tourbillonnaire. En conséquence, exactement
de la même manière que pour m = 1, ces ondes peuvent être identifiées comme des ”ondes de
coeur”. La nature corotative de ces ondes peut s’expliquer avec les mêmes arguments physiques
que ceux donnés pour m = 1 sur la figure 6.11, excepté que la géométrie est légèrement différente.

L’inspection de l’effet de viscosité sur ces ondes ”C” mène aux mêmes conclusions que pour
m = 1. Sur chaque branche, le taux d’amortissement atteint un minimum pour une valeur finie
du nombre d’onde. Par exemple, pour la première branche (et la moins amortie) le minimum
se produit pour k = 2.7, et correspond à ω = 2.3690 − 0.0822i. Comme l’ont souligné Fabre
& al. [98], il est capital de remarquer que ces ondes sont toujours sensiblement plus amorties
que leurs homologues m = 1 Pour illustrer cette constatation, il suffit de rappeler que le taux
d’amortissement minimum pour des ondes hélicöıdales C est −0.0331.

Pour finir, les ondes ”C” présentent également un comportement de ”mode central” dans la
limite des grandes longueurs d’onde. Par exemple, le schéma 6.29(b) représente le mode propre
calculé sur la même branche que dans le cas 6.11(b), mais pour la valeur k = 0.1. On peut re-
connâıtre la structure de mode central caractéristique que nous avons déjà décrite au paragraphe
6.2.4.2 sur le schéma 6.11(c) dans le cas m = 1.

Fig. 6.30 – Un mode régulier de la famille ”C”
(Coeur) de la perturbation m=2 à Re=1000 : struc-
ture géométrique (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.31 – Un mode régulier de la famille ”C”
(Coeur) de la perturbation m=2 à Re=1000 : point
de fonctionnement sur le diagramme de stabilité
linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).

6.2.5.2 Les modes purement visqueux (famille ”V”)

On reconnâıt une seconde famille comme l’équivalent des modes ”V” décrits pour m = 1.
Ces modes sont toujours contrarotatifs et deviennent fortement amortis à mesure que le nombre
d’onde k est augmenté. Un exemple caractéristique de cette famille est présenté sur le schéma
6.29(c). On retrouve la structure spirale typique déjà décrite pour leurs homologues m = 1, par
comparaison avec la figure 6.14(b). Là encore, la principale différence est que les modes présents
pour m = 2 consistent naturellement en quatre bras spiraux, au lieu de deux bras dans le cas
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de la géométrie m = 1.

Fig. 6.32 – Un mode régulier de la famille ”V”
(Visqueux) de la perturbation m=2 à Re=1000 :
structure géométrique (d’après Fabre et Jacquin
[93]).

Fig. 6.33 – Un mode régulier de la famille ”V”
(Visqueux) de la perturbation m=2 à Re=1000 :
point de fonctionnement sur le diagramme de sta-
bilité linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).

6.2.5.3 Les branches de Landau (famille ”L”)

Une troisième famille d’ondes est directement reliée aux modes ”L” décrits pour m = 1. Les
fréquences de ces modes sont plus lisibles sur la vue en gros plan de la figure 6.28. Comme le
soulignent Fabre & al. [98], la plupart de ces modes sont bien plus amortis que leurs homologues
m = 1. La figure 6.29(d) donne un exemple d’un mode propre appartenant à cette famille. La
structure de ce mode est clairement de type ”onde de couche critique”, avec la coexistence d’une
composante ondulatoire quadripolaire à l’intérieur du coeur tourbillonnaire, et d’une structure
spirale localisée à l’extérieur du noyau du tourbillon. Comme dans le cas m = 1, la coexistence
à la fois d’une composante ondulatoire dans le coeur et de la couche critique ne se produit que
dans un domaine limité de k. Le mode correspondant à la figure 6.29(d) perd la structure spi-
rale et devient une onde régulière pour k ≈ 8, qui correspond approximativement à ω ≈ 0.39.
D’autre part, il perd la composante ondulatoire et devient un vrai mode singulier pour k ≈ 3,
qui correspond à la valeur maximale de ωr pour ce mode. Selon Fabre & al. [98], les modes
sur les branches supérieures présentent les mêmes tendances et sont de type onde de couche
critique pour ωr entre 0.39 et leur valeur maximale. A ce jour, il n’y a aucun argument physique
expliquant ces limites, mais Fabre & al. [98] ont remarqué que, comme pour m = 1, la valeur
ω = 0.3871 correspond à une bifurcation dans la structure mathématique des modes selon l’étude
asymptotique non visqueuse de Le Dizès et Lacaze [78].

De la même manière que dans le cas m = 1, Fabre & al. [98] ont investigué le comporte-
ment des modes ”L” pour m = 2 dans la limite des grands nombres de Reynolds. Ici encore, on
s’attend à ce que les fréquences cadrent, à l’ordre dominant, avec celles des ”modes singuliers
non visqueux” calculés en utilisant une procédure de déformation des contours d’intégration
dans le plan complexe. Le détail technique du mappage de ces modes singuliers non visqueux
est présenté dans l’annexe C de l’article de Fabre & al. [98] Comme pour m = 1, en plus de la
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première sorte d’ondes déjà calculée par Sipp et Jacquin [244], certaines nouvelles sortes d’ondes
ont été découvertes.

Il est à noter que les résultats non visqueux présentent un comportement compliqué qui a
été partiellement expliqué par Le Dizès et Lacaze [78]. Les résultats visqueux semblent com-
parativement plus réguliers, et un certain type de bifurcation de mode semble se produire (i.e
certaines branches visqueuses semblent ”sauter” d’une limite non visqueuse à une autre).

Fig. 6.34 – Un mode régulier de la famille ”L”
(Landau) de la perturbation m=2 à Re=1000 : struc-
ture géométrique (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.35 – Un mode régulier de la famille ”L”
(Landau) de la perturbation m=2 à Re=1000 : point
de fonctionnement sur le diagramme de stabilité
linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).

Fig. 6.36 – Un mode singulier de la famille ”L”
(Landau) de la perturbation m=2 à Re=1000 : struc-
ture géométrique de couche critique (d’après Fabre
et Jacquin [93]).

Fig. 6.37 – Un mode singulier de la famille ”L”
(Landau) de la perturbation m=2 à Re=1000 : point
de fonctionnement sur le diagramme de stabilité
linéaire (d’après Fabre et Jacquin [93]).
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6.2.5.4 Le mode d’aplatissement (la branche ”F”)

Nous avons laissé pour la fin la description de la branche particulière appelée ”F” sur la figure
6.28 Pour Re = 1000, ce mode est le moins amorti de tous les modes m = 2. Le taux d’amortisse-
ment minimal se produit pour k = 3.45, et la fréquence correspondante est ω = 0.3608−0.0173 i.
Le mode propre correspondant est représenté à la figure 6.29(e). Ce mode propre prend la forme
d’un quadripôle de vorticité qui n’est pas limité à l’intérieur du coeur du tourbillon mais s’étend
aussi aux parties extérieures du tourbillon. Cette structure est la plus simple de tous les modes
m = 2 et a une interprétation géométrique claire. En effet, lorsqu’il est superposé à l’écoulement
de base, l’effet de ce quadripôle est d’accrôıtre la vorticité de l’écoulement de base le long d’une
seule direction (la direction horizontale sur la figure 6.29(e)) et de la diminuer dans la direction
perpendiculaire (la direction verticale sur la figure 6.29(e)). Donc, l’effet radical de cette onde
est de déformer le coeur du tourbillon d’une façon elliptique. Cela justifie la description de cette
onde comme une ”onde aplatissante”.

Pour les nombres d’onde plus grands que k = 3.45, ce mode reste une onde régulière fai-
blement amortie. D’autre part, pour des valeurs plus basses de k, la structure change de façon
spectaculaire. Ceci est illustré sur la figure 6.29(f), pour k = 1. Dans ce cas, on reconnâıt la
structure maintenant familière d’une onde de ”couche critique”. Pour des nombres d’onde encore
plus petits, le taux d’amortissement crôıt sensiblement, et pour k = 0, ce mode devient un mode
fortement amorti, avec ω = 0.4402 − 0.1588 i.

6.2.6 Bilan de l’étude des modes normaux du tourbillon de Lamb-Oseen

Nous avons rappelé les principaux résultats concernant les ondes de Kelvin et les modes
singuliers du tourbillon de Lamb-Oseen, modèle plus ”réaliste” que celui de Rankine. Nous
avons vu que les deux modèles conduisent à des physiques très similaires concernant les ondes
axisymétriques. Par contre, des différences importantes apparaissent sur les modes propres des
ondes en hélice (m = 1) et en double hélice (m = 2). En particulier, le modèle de Lamb-Oseen
donne lieu à toute une ”zoologie” de modes singuliers, soit localisés sur l’axe du tourbillon (les
modes centraux ), soit sujets à un très fort mécanisme d’enroulement et filamentation (les modes
de couches critiques), responsables d’une dissipation plus rapide de l’énergie du tourbillon de
sillage et totalement absents des études réalisées sur le tourbillon de Rankine.

A titre d’illustration, la figure 6.38 représente les résultats de l’analyse de stabilité linéaire
pour la géométrie m = 3 du tourbillon de Lamb-Oseen, en utilisant les mêmes conventions d’adi-
mensionnement et de codes de couleur que dans les figures 6.1 et 6.2 (plus les branches sont
claires, plus les ondes sont fortement amorties), mais en utilisant une échelle de valeurs deux
fois plus large pour −ωi (cartouche de droite). Par conséquent, on vérifie sur le cas particulier
de la figure 6.38 un résultat plus général et indépendant du modèle de tourbillon : les modes
normaux de structures |m| ≥ 3 sont rapidement et très fortement amortis pour toutes les lon-
gueurs d’ondes.

D’un point de vue plus général, la classification exhaustive par Fabre & al. [98] des modes
propres du tourbillon de Lamb-Oseen constitue un moyen d’analyse très efficace et précieux pour
comprendre et interpréter physiquement les résultats de calculs CFD, en particulier lors de la
résolution numérique d’un problème aux valeurs initiales, dans le cadre de la modélisation des
phénomènes observés au banc B20 (cf. chapitres 3 et 4), traité au paragraphe suivant ainsi que
dans le chapitre 7. En effet, nous rappelons que nous avons construit nos perturbations analy-
tiques du chapitre 4, non pas comme des perturbations optimales, mais simplement comme des
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Fig. 6.38 – Diagramme de stabilité linéaire des perturbations m=3 du tourbillon de Lamb-Oseen à Re=1000
(d’après Fabre et Jacquin [93]).

”paquets d’ondes” composés des modes propres présentés aux paragraphes 6.2.3, 6.2.4 et 6.2.5.
Les résultats de l’analyse de stabilité linéaire locale de tous ces modes normaux permettent de
mieux suivre la contribution de ces différentes ondes dans la réponse globale et instationnaire
du tourbillon de Lamb-Oseen à nos trois types de perturbations localisées.

6.3 Réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à des perturbations
localisées infinitésimales

Nous présentons ici la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à des perturbations localisées,
dans le cadre de la résolution numérique d’un problème aux valeurs initiales. Cette approche est
un moyen efficace de caractériser les instationnarités d’un écoulement et cette démarche a été
appliquée avec succès par de précédents auteurs sur d’autres champs de base. Citons notamment
les travaux d’Arendt & al. [8] sur le tourbillon de Rankine, Delbende & al. [67] sur le modèle de
Batchelor et Fabre [99] sur le tourbillon de Lamb-Oseen.

Nous présentons une validation des résultats DNS par comparaison avec des calculs de la
théorie linéarisée, avant d’interpréter ces résultats à l’aide de la physique des ondes de Kelvin
rappelées dans la précedente partie.

Dans cette partie, nous tentons de répondre aux questions suivantes :
- Est-ce que les principales propriétés des ondes de Kelvin du tourbillon de Lamb-Oseen sont
clairement identifiables sur le calcul DNS de la réponse à une perturbation localisée ?
- Quel est le rôle de ces ondes de Kelvin dans la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à une
perturbation localisée ? Plus précisément, comment participent ces ondes inertielles à la propa-
gation et aux instationnarités de perturbations le long d’un tourbillon ”réaliste”, en fonction de
leurs géométries azimutales ?
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6.3.1 Paramètres physiques et numériques de nos calculs DNS

Dans ce paragraphe, nous précisons les grandeurs de référence que nous avons utilisées et les
paramètres adimensionnés que nous avons construits dans nos calculs DNS (cf. paragraphe 5.1.1).
Le choix des grandeurs de référence a été complètement guidé par les échelles caractéristiques
qui gouvernent la physique de nos écoulements tourbillonnaires à simuler. Ainsi, nous avons
choisi le rayon du coeur tourbillonnaire (noté indifféremment rc ou a dans cette thèse) comme
longueur de référence :

Lref = a (6.13)

Vref =
Γ

2 π a
(6.14)

où Γ désigne la circulation du tourbillon porteur Γ = lim
r→∞

(2 π r Vθ(r)).

Il résulte des équations 6.13 et 6.14 l’échelle caractéristique utilisée comme temps de référence
pour adimensionner les équations normalisées de Navier-Stokes résolues par le code FLUDILES :

tref =
Lref

Vref
=

2 π a2

Γ
(6.15)

Le nombre de Reynolds employé dans nos simulations numériques devient alors :

Re =
Lref Vref

νref
=

Γ

2 π ν
(6.16)

Pour finir, nous avons besoin de deux nombres adimensionnels dans notre code de calcul
compressible, à savoir le nombre de Mach Ma et le nombre de Prandtl Pr. Nous avons vu au
paragraphe 5.1.1 que ces paramètres de référence sont définis par :

Ma =
Uref

cref
(6.17)

où cref est la célérité du son de référence, donnée par cref =
√

γ R
M Tref avec Tref qui est

la température de référence et R
M ≈ 287Jkg−1K−1 pour l’air.

Pr =
νref

αref
(6.18)

où αref = α(Tref ) désigne la diffusivité thermique de référence.

Tout au long de notre étude, les nombres de Mach et de Prandtl sont choisis constants et
égaux respectivement à Ma = 0.1 et Pr = 0.7, cette dernière valeur étant d’usage très cou-
rant pour un écoulement d’air en CNTP (Conditions Normales de Température et de Pression),
comme c’est le cas au banc d’essai B20.

145



CHAPITRE 6. DYNAMIQUE LINÉAIRE D’UN TOURBILLON DE LAMB-OSEEN

Remarques sur les paramètres de nos calculs DNS :

(1) Avec les grandeurs de référence que nous avons choisies pour nos calculs DNS, il est
important de souligner que le temps de référence tref utilisé pour adimensionner le temps n’est
pas exactement égal à la période de retournement du tourbillon de sillage, noté T0 tout au long
de cette thèse. En effet, T0 est défini par la relation T0 = 2 π

Ω0
où Ω0 désigne le taux de rotation

du vortex en son centre, i.e. Ω0 = lim
r→0

Vθ(r)
r . Dans le cas particulier du modèle de Lamb-Oseen

(cf. paragraphe 4.2.2), on trouve Ω0 = Γ
2 π a2 . Par conséquent, T0 et tref sont liés par la relation

suivante :

T0 = 2 π tref (6.19)

Dans les figures suivantes où le temps est adimensionné par T0 pour une interprétation plus
physique des résultats, la correction par ce facteur multiplicatif 2 π a été systématiquement prise
en compte, aussi bien au niveau du post-traitement que de la durée à simuler numériquement
et du dimensionnement en conséquence du maillage à utiliser.

(2) Nous avons vu à l’équation 6.16 comment est construit notre nombre de Reynolds Re
pour nos calculs DNS et les équations résolues par le code FLUDILES (paragraphe 5.1.1). Il se
trouve que dans plusieurs études sur les tourbillons de sillage, certains auteurs préfèrent utiliser
la définition Reν = Γ

ν . Dans la perspective d’un éventuel rapprochement entre les résultats
numériques de cette thèse et d’autres études, le lecteur prêtera une attention toute particulière
au fait que dans nos calculs DNS, on a :

Re =
Reν

2 π
(6.20)

(3) Avec notre choix des grandeurs de référence présenté aux équations 6.13 et 6.14, on peut
introduire de manière assez naturelle les échelles de temps caractéristiques de la convection τc

et de la diffusion visqueuse τν déterminés par les relations :

τc =
Lref

Vref
=

2 π a2

Γ
(6.21)

τν =
Lref

2

νref
=

a2

ν
(6.22)

Notre définition 6.16 du nombre de Reynolds vérifie ainsi effectivement :

Re =
τν

τc
(6.23)

Nous reviendrons ultérieurement sur cette dernière relation, très utile pour interpréter les
résultats numériques.
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(4) En ce qui concerne la valeur de notre nombre de Mach, nous reviendrons sur ce point
dans le paragraphe 7.4, où nous nous efforcerons de nous rapprocher dans nos simulations DNS
d’un calcul CFD en similitude directe avec les caractéristiques du banc d’essais B20.

6.3.2 Validation de notre code DNS sur la théorie de stabilité linéaire

Dans un premier temps, nous avons fait plusieurs tests consacrés aux maillages, portant en
particulier sur les extensions des domaines de calcul et les densités de points. L’objectif était de
valider l’outil DNS avec tous les développements spécifiques apportés dans le code de calcul, no-
tamment notre méthode de filtrage spatial (paragraphe 5.3.1) et notre technique d’anti-diffusion
du champ de base (paragraphe 5.3.2). Cette validation du code DNS est réalisée en ”régime
linéaire”, i.e. avec de petites amplitudes de perturbations (ε = 0.01 soit un niveau de perturba-
tion de 1% par rapport au champ de base, ce qui peut être considéré comme infinitésimal d’un
point de vue CFD), par comparaison aux résultats des calculs de Fabre [99] avec sa méthode de
collocation spectrale.

La figure 6.39 représente les vitesses de propagation maximales (vitesses de groupe max
max

k

∂ωr

∂k ), par calcul des pentes maximales sur les branches des diagrammes de stabilité linéaire

représentés aux figures 6.1, 6.2 et 6.27. On constate que chaque géométrie azimutale de per-
tubation exhibe des maxima différents de vitesse de groupe et à des nombres d’onde axiaux
différents, ce qui est totalement inhérent et caractéristique du nombre d’onde azimutal m.

Fig. 6.39 – Vitesses de groupe maximales des ondes de Kelvin ωm,n du tourbillon de Lamb-Oseen (d’après
Fabre [99]).

Les dimensions des maillages dans la direction de l’axe du tourbillon doivent donc être
adaptées à la géométrie azimutale de la perturbation (qui dicte la vitesse de propagation maxi-
male) et à la durée physique simulée dans nos calculs instationnaires. La figure 6.40 récapitule les
maillages finalement retenus pour la validation du code DNS sur nos trois types de perturbation
pendant dix périodes de retournement du tourbillon de Lamb-Oseen. Nous avons prédimensionné
a priori les longueurs de ces maillages en fonction des valeurs numériques de la figure 6.39 et nous
les avons validés (ainsi que leur raffinement) a posteriori, à partir des résultats de convergence
des DNS sur la méthode linéaire de Fabre [99], présentés sur les figures 6.41 à 6.45.

En ce qui concerne le raffinement de ces maillages, nous utilisons des tailles de maille
constantes avec sept points dans le coeur du tourbillon rc (selon les plans transverses) et huit
points dans la taille caractéristique de la perturbation σ (selon l’axe du tourbillon). Contrai-
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perturbation longueur section transverse nombre total dt durée
initiale (axe du vortex) (perpendiculaire au vortex) de points adim simulée

m = 0 [-50 rc ; 50 rc] [-10 rc ; 10 rc] x [-10 rc ; 10 rc] 15.9 M 6.8e-3 10 T0

m = 1 [-25 rc ; 25 rc] [-10 rc ; 10 rc] x [-10 rc ; 10 rc] 8 M 6.8e-3 10 T0

m = 2 [-15 rc ; 15 rc] [-10 rc ; 10 rc] x [-10 rc ; 10 rc] 4.8 M 6.8e-3 10 T0

Fig. 6.40 – Maillages des calculs DNS en régime linéaire (rc représente la taille du coeur tourbillonnaire et T0

la période de retournement du vortex).

rement à certaines études (Moet & al. [204] et Coquart & al. [52], par exemple), nous avons
abandonné les maillages ”stretchés” (i.e. avec taille de maille constante au voisinage du coeur
tourbillonnaire et étirement progressif des mailles vers les bords du domaine de calcul), car nous
avons constaté sur nos calculs DNS des problèmes numériques récurrents aux points de raccor-
dement.

Dans les paragraphes suivants, nous présentons une validation quantitative de nos calculs
DNS sur la théorie de stabilité linéaire, en considérant l’évolution au cours du temps de l’énergie
cinétique de la perturbation intégrée sur tout le domaine 3D de simulation :

E(t) =

∫ xmax

xmin

∫ ymax

ymin

∫ zmax

zmin

(
u

′2
x (x, y, z, t) + u

′2
y (x, y, z, t) + u

′2
z (x, y, z, t)

)
dx dy dz (6.24)

où u
′

x, u
′

y et u
′

z représentent les trois composantes de la perturbation de vitesse, calculées par
la technique d’anti-diffusion du champ de base (méthode numérique développée au paragraphe
5.3.2).

En pratique, nous représenterons l’évolution temporelle du gain G(t), d’usage commode pour
caractériser les croissances transitoires des perturbations et défini par :

G(t) =
E(t)

E(0)
(6.25)

Sur un plan plus applicatif, notamment pour l’aviation civile, G(t) est une grandeur perti-
nente pour évaluer la persistance ou le déclin du sillage tourbillonnaire.

6.3.2.1 Validation du code DNS sur la perturbation axisymétrique (m=0)

Sur le plan physique, les courbes de la figure 6.41 mettent clairement en évidence les effets
du nombre de Reynolds, c’est-à-dire la compétition entre les effets convectifs et visqueux, avec
un maximum global de l’énergie de la perturbation et un temps pour l’atteindre qui dépendent
directement de Re, puisque c’est le seul paramètre que nous avons fait varier dans ces simula-
tions numériques, les conditions aux limites et les paramètres caractéristiques de la physique de
notre perturbation axisymétrique restant par ailleurs inchangés. En effet, le nombre de Reynolds
quantifie l’importance relative des termes convectifs et des termes diffusifs dans les équations de
Navier-Stokes :

Re =
‖ ρ

(−→
V · −→∇

)
· −→V ‖

‖ η ∇2
−→
V ‖

=
1

ν

‖
(−→

V · −→∇
)
· −→V ‖

‖ ∇2
−→
V ‖

avec ν =
η

ρ
(6.26)

148
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time normalized by T vortex rotation
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Fig. 6.41 – validation du code DNS sur la perturbation m=0 en régime linéaire (maillage à 16 M points)

Un autre point de vue équivalent consiste à raisonner sur les échelles de temps caractéristiques
de la convection τc et de la diffusion visqueuse τν , comme introduits précédemment. Le phénomène
le plus rapide de propagation de la perturbation est celui qui impose la structure du champ de
vitesse et la dynamique globale de l’écoulement, au moyen de l’équation 6.23 : Re = τν

τc
.

Dans cette dernière approche, les courbes Re = 100 (i.e. τν = 100 τc) et Re = 1000 (i.e.
τν = 1000 τc) de la figure 6.41 montrent que le temps de la diffusion visqueuse est dans ces deux
cas suffisamment petit par rapport au temps convectif pour piloter l’évolution de la perturbation.
Cette dissipation conduit à l’amortissement de la perturbation au bout d’un certain temps : notre
paquet d’ondes axisymétriques vérifie lim

t→∞
Ec(t)
Ec(0)

= 0 pour Re = 100 et Re = 1000.

Par contre, la courbe Re = 100000 exhibe une légère croissance transitoire de la perturbation
axisymétrique puisque la théorie linéarisée (courbe en pointillé rouge, en faisant abstraction de
la courbe verte correspondant au calcul DNS sous-maillé) montre que son énergie est pratique-

ment doublée en temps long par rapport à son niveau initial : lim
t→∞

Ec(t)
Ec(0)

≈ 1.7 pour Re = 100000.

Cet effet du nombre de Reynolds est conforme à l’intuition que l’on peut avoir d’un écoulement
ouvert cisaillé, quasiment incompressible, avec une structure géométrique de perturbation rela-
tivement simple (m = 0) : la forme des courbes de la figure 6.41 suggère une loi de similitude
en Re pour le maximum de l’énergie de la perturbation.

6.3.2.2 Validation du code DNS sur la perturbation hélicöıdale (m=1)

Les courbes de la figure 6.42 montrent à nouveau les effets du nombre de Reynolds, comme
présenté dans le précédent paragraphe en raisonnant sur les temps caractéristiques de la convec-
tion τc et de la diffusion visqueuse τν .

Par ailleurs, la principale différence avec les courbes de la figure 6.41 concerne l’apparition
d’oscillations pour Re ≥ 1000. La justification physique de ces fluctuations périodiques (de
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time normalized by T vortex rotation
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Fig. 6.42 – validation du code DNS sur la perturbation m=1 en régime linéaire (maillage à 8 M points)

période T ≈ 2 T0) ne nous semble pas triviale. Deux explications nous paraissent possible pour
tenter de comprendre ce phénomène. La première explication possible pourrait être liée à la
prédominance du mode ”D” de déplacement discuté précédemmment (cf. paragraphe 6.2.4.1),
car nous avons vu que le mode ”D” est l’onde hélicöıdale la moins affectée par la viscosité et
cette onde dite ”lente” joue un rôle prépondérant dans la dynamique globale de notre perturba-
tion m = 1 conçue sous la forme d’un paquet d’ondes hélicöıdales, comme nous le développerons
au paragraphe 6.3.3 ainsi que sur les figures 6.46, 6.47 et 6.48. La seconde explication envisa-
geable pour ces oscillations est liée aux non-normalités de l’opérateur de Navier-Stokes, dont les
effets sont connus pour être plus prononcés dans le cas m = 1 que dans le cas m = 0. En plus
de ces oscillations, l’amortissement en temps long de la perturbation m = 1 à Re = 1000 est
beaucoup moins évident que sur le cas m = 0. En effet, sur cette valeur de Re, on constate que
Ec(10 T0)

Ec(0)
≈ 0.82 pour m = 1 au lieu de Ec(10 T0)

Ec(0)
≈ 0.60 dans le cas de la perturbation m = 0.

Pour tenter de répondre à ces questions, nous avons refait un calcul DNS supplémentaire de
notre perturbation m = 1 à Re = 1000, en doublant l’extension du domaine de simulation selon
l’axe du tourbillon tout en conservant le même raffinement de maillage que sur la figure 6.40,
afin de pouvoir examiner le comportement de cette transitoire d’énergie sur une durée de vingt
périodes de retournement du vortex (au lieu de 10 T0 sur la figure 6.42). Ce résultat numérique
est présenté sur la figure 6.44.

perturbation longueur section transverse nombre total dt durée
initiale (axe du vortex) (perpendiculaire au vortex) de points adim simulée

m = 1 [-50 rc ; 50 rc] [-10 rc ; 10 rc] x [-10 rc ; 10 rc] 15.9 M 6.8e-3 20 T0

Fig. 6.43 – Maillage du calcul DNS CALC132 sur la perturbation m = 1 à Re = 1000 avec ε = 0.01 (rc

représente la taille du coeur tourbillonnaire et T0 la période de retournement du vortex).

La figure 6.44 confirme l’amortissement de la perturbation m = 1 à Re = 1000 (même
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Fig. 6.44 – Calcul DNS de la perturbation m = 1 avec ε = 0.01 à Re = 1000 sur une durée de 20 T0 (maillage
à 15,9 M points)

tendance que pour m = 0, mais plus lente) et montre par ailleurs que les oscillations de cette
transitoire d’énergie sont très fortement atténuées dans l’intervalle 10 T0 < t < 20 T0. On peut
donc légitimement conjecturer que la diffusion visqueuse conduit à l’amortissement de la per-
turbation m = 1 au bout d’un certain temps (certes plus long que pour m = 0) : notre paquet

d’ondes hélicöıdales vérifie bien lim
t→∞

Ec(t)
Ec(0)

= 0 pour Re = 100 et Re = 1000, comme dans le cas

axisymétrique.

Par contre, la courbe Re = 100000 de la figure 6.42 exhibe une légère croissance transitoire,
toujours oscillante, certes plus lente que dans le cas axisymétrique (sur cette valeur de Re, on

constate que Ec(10 T0)
Ec(0) ≈ 1.32 pour m = 1 au lieu de lim

t→∞
Ec(t)
Ec(0)

≈ 1.7 pour m = 0), mais avec

un accroissement progressif de la perturbation hélicöıdale puisque la théorie linéarisée (courbe
en pointillé rouge, en faisant abstraction de la courbe verte correspondant au calcul DNS sous-
maillé) ne montre pas d’asymptote vers une constante en temps long, du moins sur une dizaine
de périodes de retournement du vortex.

Par ailleurs, nous présenterons au paragraphe 7.5 un nouveau calcul DNS de la perturbation
m = 1 à Re = 100000, plus précis que celui de la figure 6.42, grâce à un raffinement du maillage
(figure 7.87).

Pour résumer, on retrouve sur les transitoires d’énergie de la perturbation m = 1 un ef-
fet indéniable du nombre de Reynolds (comme dans le cas m = 0), mais avec un phénomène
supplémentaire d’oscillations, d’autant plus important que le Re est plus élevé, effet clairement
imputable à la structure géométrique plus complexe de la perturbation m = 1.

6.3.2.3 Validation du code DNS sur la perturbation elliptique (m=2)

Les courbes de la figure 6.45 montrent à nouveau les effets du nombre de Reynolds, comme
présenté dans les deux précédents paragraphes.

La différence la plus notable par rapport à m = 0 et m = 1, et spécifique de la perturbation
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time normalized by T vortex rotation
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Fig. 6.45 – validation du code DNS sur la perturbation m=2 en régime linéaire (maillage à 5 M points)

m = 2, concerne son rapide et très fort amortissement à tous les nombres de Reynolds, y com-
pris sur la courbe à Re = 100000. En effet, sur cette valeur de Re, on constate sur la théorie
linéarisée (courbe en pointillé rouge, en négligeant la courbe verte correspondant au calcul DNS

sous-maillé) que Ec(10 T0)
Ec(0) ≈ 0.08 pour m = 2, alors que les perturbations m = 0 et m = 1

montrent de légères croissances transitoires
(

Ec(10 T0)
Ec(0)

> 1
)

à Re = 100000. Il est à noter que

le sous-maillage du calcul DNS est patent à Re = 100000 et cet écart important avec la courbe
de la stabilité linéaire s’explique par la complexité de la structure géométrique de la perturba-
tion m = 2, particulièrement difficile à capturer par le schéma numérique hermitien muni de la
méthode de stabilisation, décrite au paragraphe 5.3.1 et qui absorbe artificiellement de l’énergie.

Nous pouvons résumer les résultats de la figure 6.45 par :

∀ Re, lim
t→∞

Ec(t)

Ec(0)
= 0 pour m = 2 (6.27)

De plus, le caractère fortement amorti et sans oscillation des courbes de la figure 6.45 est
un signe avant-coureur de l’amortissement sans propagation de la perturbation m = 2 que nous
verrons dans l’étude de la réponse globale du tourbillon de Lamb-Oseen à cette perturbation,
au paragraphe 6.3.4.

6.3.3 Réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à la perturbation hélicöıdale
(m=1) en régime visqueux (Re=1000)

Après la validation quantitative de notre code DNS sur les résultats de la section 6.3.2, nous
présentons dans cette partie la résolution numérique du problème aux valeurs initiales sur le cas
m = 1, afin d’exposer la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation hélicöıdale
et de proposer une description plus qualitative des phénomènes observés.
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Fig. 6.46 – Calcul par la théorie de stabilité linéaire à Re=1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à
notre perturbation m=1 en régime linéaire à l’instant T=6 (d’après Fabre et Jacquin [93]).

La comparaison des résultats de la figure 6.46 obtenus en théorie de stabilité linéaire par
Fabre & al. [93,99] avec les figures 6.47, 6.48, 6.49, 6.50 issues de nos calculs DNS à l’aide du code
FLUDILES montre un remarquable accord entre les deux méthodes de résolution numérique,
dans le calcul de l’évolution de la perturbation hélicöıdale au bout de six révolutions du coeur
du tourbillon de Lamb-Oseen.

Les figures 6.46 et 6.47 montrent clairement que la perturbation peut être principalement
décomposée en trois structures cohérentes :
- le premier élément est une structure vrillée qui se propage dans la direction axiale négative
- le deuxième élément est une perturbation de topologie complexe qui reste localisée sur la po-
sition de la perturbation initiale sans se propager, et qui s’enroule sur elle-même tout en étant
amortie
- le troisième élément est une petite structure vrillée, située à proximité de l’axe du tourbillon
et qui se propage dans la direction axiale positive.

Les figures 6.48 à 6.50 sont des coupes dans des plans perpendiculaires à l’axe du tourbillon
de la perturbation de vorticité axiale représentée en 3D sur la figure 6.47. Ces visualisations
2D permettent de détailler les trois structures cohérentes mentionnées ci-dessus. En particulier,
ces coupes illustrent comment les ondes de Kelvin décrites au paragraphe 6.2.4 sont mises en
évidence sur nos calculs DNS et comment elles participent à la dynamique globale observée sur
la figure 6.47. Le cercle tracé en pointillé indique la position du maximum de vitesse azimutale
du tourbillon non perturbé et sert de repère pour distinguer les différentes familles d’ondes de
Kelvin du tourbillon de Lamb-Oseen.

La figure 6.48 représente deux isocontours de perturbation de vorticité axiale, au bout de
six périodes de retournement du tourbillon, dans un plan transverse éloigné de neuf rayons
dans la direction négative de l’axe du vortex. Cette figure illustre la topologie du mode ”D”
de déplacement, caractérisé par une structure en dipôle qui enlace l’intégralité du coeur tour-
billonnaire. De plus, le mode ”D” est contrarotatif et crée une vitesse axiale négative dans
l’écoulement, de par sa vitesse de groupe ∂ωr

∂k < 0, d’où la présence de cette onde ”D” sur la
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Fig. 6.47 – isosurfaces en 3D de la perturbation de vorticité axiale correspondant à ±10% du maximum de
la perturbation initiale
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Calcul DNS à Re = 1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation m = 1 en
régime linéaire (ε = 0.01) à l’instant T = 6 (maillage à 8 M points). Le cercle en pointillé noir représente le coeur
tourbillonnaire (lieu du maximum de vitesse azimutale du tourbillon de Lamb-Oseen).
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partie gauche du tourbillon. Enfin, il est important de rappeler que l’onde de déplacement est le
mode hélicöıdal le moins affecté par la viscosité (cf. figure 6.2), ce qui explique que la structure
lui correspondant est particulièrement développée sur les figures 6.46 et 6.47.

La figure 6.49 représente deux isocontours de perturbation de vorticité axiale, au bout de
six périodes de retournement du tourbillon, dans le plan transverse centré sur l’origine de l’axe
du vortex, c’est à dire là où est localisée la perturbation initiale. Sur cette figure, on observe
une topologie complexe constituée par la persistance d’une structure dipolaire à l’intérieur du
coeur tourbillonnaire, à laquelle s’ajoute des fragments de filaments spiraux dans la région
extérieure. Cette structure complexe qui reste localisée à la position de la perturbation initiale
sans se propager (i.e. ∂ωr

∂k ≃ 0) et qui s’enroule sur elle-même tout en étant amortie par diffusion
visqueuse, est délicate à expliquer. Fabre & al. [98] proposent de l’interpréter comme un paquet
d’ondes de ”couche critique”, constitué d’ondes ”L” et ”V” interagissant entre elles et dont le
comportement devient singulier dans la limite k → 0. Le mécanisme physique sous-jacent serait
celui d’une résonance entre la perturbation et le champ de base en un point critique Rcrit tel
que mΩ(Rcrit) − ω = 0, créant de facto une singularité dans les équations 6.5 à 6.7. Pour lever
cette singularité de type point critique, il n’existe à partir des équations de Navier-Stokes que
deux explications possibles :
- l’effet du nombre de Reynolds (Re → ∞)

- l’effet des non linéarités par le terme du second ordre (
−→
u

′ ·−→∇) ·
−→
u

′

dans l’équation 5.55, qui par
définition est absent des équations de la stabilité linéaire.

Ces deux derniers points seront étudiés dans le chapitre 7.

La figure 6.50 représente deux isocontours de perturbation de vorticité axiale, au bout de six
périodes de retournement du tourbillon, dans un plan transverse éloigné de neuf rayons dans la
direction positive de l’axe du vortex. Cette figure illustre un front d’onde, composé d’un paquet
de modes de la famille ”C” de coeur, et plus précisément des premières branches d’ondes ”C”
qui sont corotatives. La catégorie d’ondes hélicöıdales ”C” se distingue par une topologie très
caractéristique, de structure dipolaire localisée à proximité de l’axe du tourbillon. De plus, les
modes ”C” créent une vitesse axiale positive dans l’écoulement, de par leur vitesse de groupe
∂ωr

∂k > 0, d’où le positionnement de ce paquet d’ondes ”C” sur la partie droite du tourbillon.

Bilan de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à la perturbation m = 1 à Re = 1000

Dans le cas d’une vrille m = 1, nous avons pu constater que toute l’énergie de la pertur-
bation initiale se propage le long du tourbillon de Lamb-Oseen sous forme de paquets d’ondes
hélicöıdales : pour Re = 1000, l’énergie diminue très faiblement sous l’effet de la viscosité puis-
qu’environ 90% de l’énergie initiale subsiste après six périodes de retournement du vortex.

La première structure cohérente est similaire aux observations d’Arendt & al. [8] sur le cas du
tourbillon de Rankine. En revanche, les deux autres structures cohérentes n’ont pas de contre-
partie dans le vortex de Rankine. Ceci est conforme avec notre interprétation physique en terme
de paquets d’ondes : en effet, les familles d’ondes impliquées dans ces deux dernières structures
cohérentes ont des propriétés fort différentes des ondes existantes sur le tourbillon de Rankine
et déterminées par l’analyse de stabilité linéaire d’Arendt & al. [8] sur le modèle non visqueux
de Rankine.

Dans notre cas du tourbillon de Lamb-Oseen, une grande partie de l’énergie initiale de la
perturbation m = 1 se propage avec le paquet d’ondes contrarotatives, c’est-à-dire le mode ”D”
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partant vers la gauche du vortex. Une énergie à peu près équivalente est associée à la struc-
ture spirale (paquet de modes singuliers de la famille ”L”, appelés ondes de couche critique et
décrits au paragraphe 6.2.4.4), mais se trouve rapidement amortie au cours du temps par un fort
processus de filamentation-enroulement et de diffusion visqueuse. Enfin, le paquet d’ondes co-
rotatives (paquet de modes de la famille ”C”) contient une fraction négligeable de l’énergie totale.

6.3.4 Réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à la perturbation elliptique
(m=2) en régime visqueux (Re=1000)

Après la validation quantitative de notre code DNS sur les résultats de la section 6.3.2
et l’étude de l’évolution de la perturbation m = 1 de la section 6.3.3, nous présentons dans
cette partie la résolution numérique du problème aux valeurs initiales sur le cas m = 2, afin
d’exposer la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre aplatissement torsadé (i.e. une per-
turbation elliptique vrillée en forme de double hélice) et de proposer une description qualitative
des phénomènes observés, comme dans le précédent paragraphe.

Fig. 6.51 – Calcul par la théorie de stabilité linéaire à Re=1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à
notre perturbation m=2 en régime linéaire à l’instant T=4 (d’après Fabre et Jacquin [93]).

La comparaison des résultats de la figure 6.51 obtenus en théorie de stabilité linéaire par
Fabre & al. [93, 99] avec les figures 6.52, 6.53, 6.54, 6.55 issues de nos calculs DNS à l’aide du
code FLUDILES montre là-encore un remarquable accord entre les deux méthodes de résolution
numérique, dans le calcul de l’évolution de la perturbation elliptique au bout de quatre révolutions
du coeur du tourbillon de Lamb-Oseen.

Les figures 6.51 et 6.52 montrent très clairement qu’aucune structure cohérente ne se propage
dans le cas m = 2, contrairement à la perturbation m = 1. La seule structure hydrodynamique
subsistante est un résidu de la perturbation initiale qui s’amortit très rapidement, en s’enroulant
autour de la localisation de la perturbation initiale.

Les figures 6.53 à 6.55 sont des coupes dans des plans perpendiculaires à l’axe du tourbillon
de la perturbation de vorticité axiale représentée en 3D sur la figure 6.52. Ces visualisations
2D permettent de détailler la seule structure cohérentes mentionnée ci-dessus. En particulier,

156



6.3. RÉPONSE DU TOURBILLON DE LAMB-OSEEN À DES PERTURBATIONS
LOCALISÉES INFINITÉSIMALES

Fig. 6.52 – isosurfaces en 3D de la perturbation de vorticité axiale correspondant à ±10% du maximum de
la perturbation initiale
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vorticité correspondant à ±5% du
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Calcul DNS à Re = 1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation m = 2 en
régime linéaire (ε = 0.01) à l’instant T = 4 (maillage à 4,8 M points). Le cercle en pointillé noir représente le
coeur tourbillonnaire (lieu du maximum de vitesse azimutale du tourbillon de Lamb-Oseen).
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ces coupes illustrent comment les ondes de Kelvin décrites au paragraphe 6.2.5 sont mises en
évidence sur nos calculs DNS et comment elles participent à la dynamique globale observée sur
la figure 6.52. Le cercle tracé en pointillé indique la position du maximum de vitesse azimutale
du tourbillon non perturbé et sert de repère pour distinguer les différentes familles d’ondes de
Kelvin du tourbillon de Lamb-Oseen.

La figure 6.53 représente deux isocontours de perturbation de vorticité axiale, au bout de
quatre périodes de retournement du tourbillon, dans un plan transverse éloigné de six rayons
dans la direction négative de l’axe du vortex. Cette figure illustre la présence de bras spiraux de
vorticité situés à l’extérieur du coeur tourbillonnaire. On reconnâıt sur ce schéma la topologie
des modes elliptiques réguliers de Landau, c’est-à-dire les modes elliptiques ”L” de petites lon-
gueurs d’onde. En fait, la figure 6.53 permet d’interpréter la perturbation partant sur la gauche
du tourbillon comme un complexe paquet d’ondes contrarotatives, constitué d’un mélange de
modes elliptiques des familles ”V” et ”L” (cf. paragraphes 6.2.5.2 et 6.2.5.3), créant une vitesse
axiale négative dans l’écoulement, de par les vitesses de groupe ∂ωr

∂k < 0 de ces ondes. Cependant,
les forts niveaux d’amortissement de ces deux classes de modes expliquent l’absence de structure
cohérente (comme observé sur les figures 6.51 et 6.52). De plus, il se trouve que cette collection
d’ondes est dominée par les modes ”L” réguliers (caractérisés par des bras spiraux de vorticité
situés à l’extérieur du coeur tourbillonnaire : figures 6.34 et 6.35), car les modes ”V” sont encore
plus amortis que les ondes ”L” (cf. figures 6.27 et 6.28).

La figure 6.54 représente deux isocontours de perturbation de vorticité axiale, au bout de
quatre périodes de retournement du tourbillon, dans le plan transverse centré sur l’origine de
l’axe du vortex, c’est à dire là où est localisée la perturbation initiale. Sur cette figure 6.54 et
le schéma correspondant de la sous-figure 6.51, on observe une structure extrêmement complexe
qui reste localisée sur la position de la perturbation initiale sans se propager (i.e. ∂ωr

∂k ≃ 0)
et qui s’enroule sur elle-même tout en étant amortie par diffusion visqueuse, ce qui rend cette
structure cohérente très délicate à expliquer d’un point de vue physique. En réalité, cette struc-
ture compliquée peut s’interpréter une nouvelle fois comme un ”paquet d’ondes”, constitué par
la persistance d’une structure quadrupolaire de fragments de filaments spiraux dans la région
extérieure du coeur tourbillonnaire (topologie caractéristique des modes elliptiques, réguliers et
singuliers de la famille ”L” aux petites et grandes longueurs d’ondes : figures 6.29(d), 6.34, 6.35,
6.36, 6.37), à laquelle s’ajoute très clairement une collection de modes d’aplatissement (ondes
elliptiques de la famille ”F”, dont la structure géométrique très particulière est illustrée sur les
schémas 6.29(e) et 6.29(f)).

La figure 6.55 représente deux isocontours de perturbation de vorticité axiale, au bout de
quatre périodes de retournement du tourbillon, dans un plan transverse éloigné de six rayons
dans la direction positive de l’axe du vortex. Cette figure illustre la présence de bras spiraux
de vorticité situés à l’extérieur du coeur tourbillonnaire, auxquels s’ajoute une structure qua-
drupolaire de vorticité à l’intérieur du noyau du vortex. Une fois de plus, cette structure de la
perturbation m = 2 peut s’interpréter comme un ”paquet d’ondes”, constitué de certains modes
elliptiques de Landau de la seconde espèce (précisément les branches ”L2” du diagramme 6.28
qui créent une vitesse axiale positive dans l’écoulement, par leur vitesse de groupe ∂ωr

∂k > 0 et
responsables des bras spiraux à l’extérieur du coeur tourbillonnaire), et d’ondes elliptiques de
coeur de petites longueurs d’onde (les branches supérieures de la famille ”C” sur le diagramme
6.27, ondes corotatives vérifiant ∂ωr

∂k > 0 et à l’origine du quadrupôle de vorticité sur la partie
droite du tourbillon dans le noyau du vortex, comme illustré sur le schéma 6.29(a)). Cependant
et de la même manière que pour la figure 6.53, les forts niveaux d’amortissement de ces deux
classes de modes expliquent l’absence de structure cohérente (comme observé sur les figures 6.51
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et 6.52).

Bilan de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à la perturbation m = 2 à Re = 1000

Dans le cas d’une torsade elliptique m = 2, nous avons pu constater que l’énergie de la
perturbation initiale ne se propage pas du tout le long du tourbillon de Lamb-Oseen : pour
Re = 1000, l’énergie reste in situ et diminue très fortement sous l’effet de la viscosité puisque
seulement 12% de l’énergie initiale subsiste après quatre périodes de retournement du vortex.
Par la suite, l’énergie de la perturbation m = 2 disparâıt très rapidement (cf. figure 6.45).

Malgré un comportement dynamique très différent de la perturbation m = 1 , il n’en reste
pas moins que l’évolution de la perturbation m = 2 peut là encore s’interpréter comme un ”pa-
quet d’ondes”, composé des modes singuliers elliptiques de la famille ”L” et toujours dénommés
sous la terminologie d’ ondes de couche critique (ceux-ci sont décrits au paragraphe 6.2.5.3).

Pour finir, il est capital de souligner que la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à la per-
turbation m = 2 est totalement différente de celle du tourbillon de Rankine étudiée par Arendt
& al. [8], qui ont observé la propagation de perturbations en double hélice. Il est à noter que
ce comportement sur le tourbillon de Lamb-Oseen (plus ”réaliste” que celui de Rankine) est
nettement plus proche de celui constaté dans le cas d’une déformation elliptique bidimensionelle
et mis en évidence par Bernoff & al. [32] ainsi que par Schecter & al. [238].

6.4 Conclusions de la dynamique linéaire du tourbillon de Lamb-
Oseen

Dans ce chapitre, nous avons revisité la dynamique linéaire d’un tourbillon isolé de Lamb-
Oseen sans vitesse axiale, étudiée notamment par Sipp, Le Dizès et Fabre. Nous avons validé
notre code DNS pourvu des développements spécifiques présentés aux paragraphes 5.3.1 et 5.3.2,
par comparaison avec les résultats instationnaire obtenus par Fabre [99] en théorie de stabilité
linéaire. Cette confrontation de la simulation numérique directe à la théorie linéarisée montre
un très remarquable accord, comme illustré sur les figures 6.41, 6.42, 6.45, 6.51, 6.52, 6.46, et 6.47.

L’analyse de la dynamique locale par la stabilité linéaire permet de conclure que le tourbillon
de Lamb-Oseen sans vitesse axiale est linéairement stable aux perturbations infinitésimales,
aussi bien en théorie non visqueuse (Sipp [247]) qu’en régime visqueux (Fabre [99]). De plus, nos
résultats DNS corroborent la conjecture formulée par Fabre [99], selon laquelle tout tourbillon
sans vitesse axiale et caractérisé par une loi de vorticité positive décroissante est stable au sens
des modes propres. A ce jour, il n’existe pas de démonstration mathématique de ce résultat
général et on peut seulement constater qu’on le vérifie dans de nombreux cas particuliers.

Sur le plan de la dynamique tourbillonnaire, les modes axisymétriques de la perturbation de
géométrie m = 0 et certaines ondes hélicöıdales de la perturbation de type m = 1 sont les seuls
à pouvoir effectivement se propager le long de l’axe du tourbillon de Lamb-Oseen. Ce résultat
obtenu sur la résolution du problème aux valeurs initiales par la théorie linéaire (Fabre [99])
est confirmé par nos simulations numériques directes et il nous semble que cette information est
d’une importance capitale pour comprendre les end-effects observés à la soufflerie B20, véritables
prémices de l’éclatement tourbillonnaire qui s’y produit (cf. chapitres 3 et 4).
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Par ailleurs, l’interprétation de l’évolution d’une perturbation localisée d’un tourbillon en
terme de ”paquets d’ondes” triées en différentes familles (ondes de Kelvin régulières et ou
modes singuliers) s’avère particulièrement pertinente d’un point de vue physique. Cette idée
initiée par Arendt & al. [8] sur le vortex de Rankine, puis par Delbende & al. [67] sur le tour-
billon de Batchelor et finalisée par Fabre & al. [93, 99] sur le modèle de Lamb-Oseen, a été une
nouvelle fois très fructueuse sur nos calculs DNS.

Le niveau de précision de la validation de notre code DNS compressible (à Ma = 0.1) sur les
résultats obtenus par Fabre [99] avec son code de stabilité linéaire incompressible justifie a pos-
teriori une des hypothèses que nous avons faites au chapitre 4 : les effets acoustiques sont quasi-
inexistants dans nos trois configurations d’étude, dans les domaines de Mach et de Reynolds
explorés (résultat a priori non trivial). La résolution des équations complètes de Navier-Stokes
compressibles et la comparaison avec la théorie linéarisée démontrent a posteriori que la théorie
de stabilité linéaire compressible permet effectivement de capturer l’intégralité des multiples
composantes de la dynamique tourbillonnaire, aussi bien d’un point de vue local (diagrammes
de stabilité par résolution du problème aux valeurs propres) que global (réponses instationnaires
du tourbillon à des perturbations localisées, par résolution du problème aux valeurs initiales).
Nos calculs DNS montrent que les effets des non-linéarités n’affectent pas, ou très peu, la dy-
namique tourbillonnaire dans le domaine des perturbations de petite amplitude (régime linéaire).

La complexité et la très grande richesse des modes obtenus sur le modèle de Lamb-Oseen
- plus ”réaliste” que celui de Rankine - permet raisonnablement de penser que le tourbillon de
Lamb-Oseen est largement représentatif des instationnarités et éventuelles instabilités dans un
tourbillon de sillage, notamment de type éclatement tourbillonnaire. Cela conforte notre choix
du modèle de champ de base (cf. chapitre 4) pour étudier la dynamique d’un tourbillon isolé de
sillage de bout d’aile.

Conformément à la démarche de modélisation que nous nous sommes assignée au chapitre
4, cette validation fine du code DNS en régime linéaire nous permet désormais d’aller plus loin
dans l’étude de la dynamique du tourbillon de Lamb-Oseen et d’envisager avec sérénité l’étude
globale de la dynamique de ce vortex, en investiguant son comportement dans le régime pleine-
ment non linéaire, ce qui fait précisément l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 7

Dynamique non linéaire du
tourbillon de Lamb-Oseen

Après avoir étudié la dynamique linéaire du tourbillon de Lamb-Oseen, le but de ce chapitre
est d’investiguer le régime non linéaire de ce modèle de tourbillon de sillage, en nous efforçant de
mettre en évidence et d’analyser d’un point de vue physique les différences avec la dynamique
linéaire.

Pour examiner les effets des non linéarités sur la dynamique tourbillonnaire, il existe deux
approches possibles :
- considérer le comportement instationnaire de perturbations de grande amplitude, comme par
exemple dans les articles de Leibovich et Kribus [152,172]
- traiter des configurations à hauts nombres de Reynolds pour évaluer les conséquences d’une
contribution plus importante des termes convectifs par rapport aux termes visqueux, dont l’exa-
men a été largement développé à Re = 1000 dans le chapitre précédent, aussi bien par la théorie
de stabilité linéaire que par la résolution complète des équations de Navier-Stokes avec la DNS.

Ces deux axes de recherche sont a priori susceptibles d’être beaucoup plus représentatifs des
phénomènes d’end-effects et d’éclatement tourbillonnaire observés au banc d’essais B20. Dans
cette perspective, nous nous proposons donc d’étudier, exclusivement par des calculs DNS à
l’aide de notre code FLUDILES, la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à nos trois types de
perturbations localisées, soit en leur attribuant de grandes amplitudes dans leur état initial, soit
en augmentant sensiblement le nombre de Reynolds.

Plus précisément, les effets des non linéarités sur les ondes de Kelvin d’un tourbillon de
sillage restent une question totalement ouverte et constitue un défi particulièrement stimulant.
Ce point est spécifiquement intéressant dans le cas des ondes de couches critiques. Historique-
ment, les effets des non linéarités dans les couches critiques ont été essentiellement traités sur
des écoulements parallèles, et beaucoup moins investigués sur les écoulements tourbillonnaires.
Dans le cas des écoulements parallèles, il est bien connu que les effets des non linéarités dans
une couche critique peuvent totalement modifier les propriétés des ondes qui s’y propagent et
conduire à la formation d’ondes non linéaires et non amorties.
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CHAPITRE 7. DYNAMIQUE NON LINÉAIRE DU TOURBILLON DE LAMB-OSEEN

7.1 Etude paramétrique sur l’amplitude ε des perturbations ini-
tiales à Re = 1000

Nous avons réalisé de brèves études paramétriques sur l’amplitude de perturbation initiale,
afin de détecter un seuil au delà duquel la physique des perturbations s’écarte de la dynamique
linéaire. Pour cela, nous avons choisi comme critère de réutiliser l’évolution temporelle du gain
G(t), défini dans l’équation 6.25. Les résultats des calculs sont présentés sur les figures 7.1 à 7.3.
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Fig. 7.1 – Etude paramétrique de l’amplitude initiale de la perturbation m=0 (calculs DNS).
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Fig. 7.2 – Etude paramétrique de l’amplitude initiale de la perturbation m=1 (calculs DNS).
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Fig. 7.3 – Etude paramétrique de l’amplitude initiale de la perturbation m=2 (calculs DNS).

D’une manière générale, on observe des tendances extrêmement proches pour les trois types
de géométrie azimutale de perturbation.

Plus particulièrement, on remarque que les courbes ε = 0.01 et ε = 0.1, représentées res-
pectivement par les tracés en vert et en rouge, correspondant respectivement à des amplitudes
de perturbation de 1% et 10% par rapport au tourbillon porteur, sont très similaires, au point
même d’être complètement confondues sur le cas de la perturbation elliptique m = 2 (figure 7.3).

Par contre, on note un écart important entre les courbes ε = 0.1 et ε = 1.0, représentées res-
pectivement par les tracés en rouge et en bleu, correspondant respectivement à des amplitudes
de perturbation de 10% et 100% par rapport au tourbillon porteur.

Fort de ces constatations, nous nous sommes donc fixés un niveau de ε = 0.5 pour nos calculs
DNS dans un premier type de régime non linéaire, en rapport avec des perturbations dites de
grande amplitude. De plus, cette valeur est cohérente avec les études de Moet & al. [204] qui
utilisent un tourbillon dont le coeur est diminué de moitié (soit une perturbation de 50%), pour
initier leurs perturbations axisymétriques non linéaires. En outre, notre choix de travailler sur le
niveau de perturbation de ε = 0.5 a été décidé en cohérence avec les travaux de Nybelen [207,208]
menés au CERFACS dans le cadre du WP 1 du programme européen FAR-Wake.

7.2 Réponse non linéaire à une perturbation axisymétrique de
grande amplitude à Re = 1000

Dans cette partie, nous étudions l’évolution de notre perturbation m = 0 dotée d’une am-
plitude initiale importante ε = 0.5 Ici, nous développons beaucoup plus en détails les résultats
numériques du régime non linéaire que dans le chapitre 6 car la réponse à cette perturbation
axisymétrique a été largement étudiée en théorie linéaire, d’une part par Arendt & al. [8] sur le

163
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tourbillon de Rankine, d’autre part par Fabre [99] avec le modèle de Lamb-Oseen.

7.2.1 Description de la dynamique non linéaire de la perturbation m = 0 de
grande amplitude à Re = 1000

La figure 7.4 illustre l’initialisation de notre perturbation axisymétrique de grande ampli-
tude. Physiquement, elle représente un pincement localisé du coeur tourbillonnaire, de l’ordre
de la moitié de la taille du noyau de vorticité, et la structure azimutale de géométrie m = 0 est
clairement identifiable sur la visualisation du champ 3D de la perturbation initiale de vorticité
axiale.

Fig. 7.4 – Perturbation de vorticité axiale : m=0 à Re=1000 à T=0.

Les figures 7.5 à 7.14 présentent l’évolution au cours du temps de la perturbation en traçant
deux isosurfaces 3D correspondant à ±10% du niveau maximum de la perturbation initiale de
vorticité axiale. Elles permettent d’observer comment se développent les instationnarités du pa-
quet initial d’ondes axisymétriques et en particulier la propagation des structures cohérentes le
long de l’axe du tourbillon.

Sur les figures 7.5 à 7.7, on observe que le paquet d’ondes reste encore compact pour
1 ≤ T ≤ 3, malgré un très net étirement, parfaitement symétrique, le long de l’axe du tourbillon.
Comme nous l’avons expliqué au paragraphe 2.2.3.1, cet effet de ”stretching” est dû à la nais-
sance d’ondes de pression et la création d’un écoulement axial, qui ont pour conséquence directe
l’advection de la perturbation dans la colonne tourbillonnaire, à la manière d’un ”guide d’onde”.

On constate que sous l’effet de l’étirement axial, la perturbation se scinde au bout de quatre
périodes de retournement du vortex (figure 7.8) en deux structures disjointes, qui se propagent
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Fig. 7.5 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=1.

Fig. 7.6 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=2.

Fig. 7.7 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=3.

Fig. 7.8 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=4.
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Fig. 7.9 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=5.

Fig. 7.10 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=6.

dans les deux sens de l’axe du tourbillon. On note également à T = 4 que des ”lobes” de vorticité
axiale positive et négative se forment de plus en plus distinctement.

La figure 7.9 montre qu’au bout de cinq périodes de retournement du vortex, toutes les
ondes de Kelvin axisymétriques ont eu suffisamment le temps de se propager pour avoir quitté
définitivement la localisation de la perturbation initiale. De plus, on remarque un resserrement,
selon la direction radiale, des lobes de vorticité alternativement positive et négative.

Sur les figures 7.10 et 7.11, on distingue une accentuation du resserrement des structures hy-
drodynamiques autour de l’axe du tourbillon, ainsi qu’une propagation des deux fronts d’onde
qui se poursuit à une vitesse quasi constante.

Enfin, on observe sur les figures 7.12 à 7.14 que l’étirement sous l’impulsion des ondes de
pression et de l’écoulement axial se poursuit. A partir de T = 8, cet effet de stretching a terminé
de ”démêler” les éléments de vorticité de signes opposés pour aboutir finalement à un véritable
”chapelet” de structures de vorticité axiale alternativement positive et négative, qui n’est pas
sans rappeler le mécanisme en ”crêpes” de la figure 2.2, proposé par Spalart [249] et rappelé
au paragraphe 2.1.2.1, ainsi que les résultats des simulations numériques de Moet & al. [204].
Par ailleurs, il nous semble sur ces visualisations 3D que la propagation des deux fronts d’onde
s’accélère soudainement et fortement entre T = 8 et T = 9.

Pour résumer, l’évolution instationnaire de notre perturbation m = 0 de grande amplitude
démontre que la dynamique non linéaire met en oeuvre des mécanismes très similaires à ceux
de la dynamique linéaire. Ces phénomènes de traction-compression des structures cohérentes
sont bien identifiés et caractéristiques des perturbations axisymétriques d’un tourbillon, comme
nous les avons rappelés au chapitre 2.2.3.1. De plus, on remarque que les champs 3D de per-
turbation de vorticité axiale semblent rester bien axisymétriques tout au long des dix périodes
de retournement du tourbillon, au sens où on ne note visuellement aucun enroulement de type
m 6= 0 : ce point sera développé plus en détails dans le paragraphe 7.2.3. Enfin, on observe,
comme dans le cas de la dynamique linéaire du tourbillon de Lamb-Oseen étudiée au chapitre

166
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Fig. 7.11 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=7.

Fig. 7.12 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=8.

Fig. 7.13 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=9.

Fig. 7.14 – Perturbation de vorticité axiale : m=0
à Re=1000 à T=10.
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6, que sa dynamique non linéaire est gouvernée par le même mode de fonctionnement que celui
décrit par Arendt & al. [8] et Fabre & al. [98, 99], à savoir l’expansion spatiale le long de l’axe
du vortex de structures hydrodynamiques en forme de ”paquets de modes de Kelvin”, avec une
propagation à vitesse approximativement constante (au moins jusqu’à T = 8) des fronts d’onde
partant vers la gauche et la droite de la colonne tourbillonnaire.

7.2.2 Effets des non-linéarités sur la propagation de la perturbation axi-
symétrique de grande amplitude

Les figures 7.15 et 7.16 décrivent l’évolution à différents instants de l’énergie cinétique de
la perturbation intégrée dans des plans transverses, afin de matérialiser la propagation de la
perturbation le long de l’axe du tourbillon. Ces signaux 1D fonctions du temps sont inspirés de
l’équation 6.24 et sont adaptés selon la définition suivante :

E
′

(y, t) =

∫ xmax

xmin

∫ zmax

zmin

(
u

′2
x (x, y, z, t) + u

′2
z (x, y, z, t)

)
dx dz (7.1)

où u
′

x et u
′

z représentent les deux composantes transverses de la perturbation de vitesse, tou-
jours calculées par la même technique d’anti-diffusion du champ de base (méthode numérique
développée au paragraphe 5.3.2).
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Fig. 7.15 – Perturbation m = 0 à Re = 1000 de
grande amplitude à T=2-4-6 périodes de retourne-
ment du tourbillon.
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Fig. 7.16 – Perturbation m = 0 à Re = 1000 de
grande amplitude à T=7-8-9 périodes de retourne-
ment du tourbillon.

Ces courbes illustrent les effets des non linéarités sur la propagation de la perturbation. On
peut constater sur ces tracés la complexité croissante de la grandeur E

′

(y, t) au cours du temps.

Par ailleurs, les figures 7.15 et 7.16 mettent en évidence, à chaque instant fixé, des maxima
locaux et globaux de E

′

(y, t) pour certaines valeurs particulières de y le long de l’axe du vortex,
qui dépendent clairement de l’instant choisi :
- pour T = 2, y ≈ 0.5, y ≈ 3.5 et y ≈ 5.75
- pour T = 4, y ≈ 0.5, y ≈ 9.5 et y ≈ 12.75
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- pour T = 6, y ≈ 0.5, y ≈ 11.25, y ≈ 13.375, y ≈ 16 et y ≈ 20
- pour T = 7, y ≈ 10.667, y ≈ 12.667, y ≈ 14, y ≈ 16.667, y ≈ 19.333 et y ≈ 23.667
- pour T = 8, y ≈ 12, y ≈ 14, y ≈ 15, y ≈ 17.167, y ≈ 19.333, y ≈ 22.667 et y ≈ 27.333
- pour T = 9, y ≈ 14, y ≈ 16, y ≈ 17.167, y ≈ 19, y ≈ 21, y ≈ 23.333, y ≈ 26, y ≈ 29.667 et
y ≈ 34.667

Ces localisations du front d’onde (correspondant au pic d’énergie le plus à droite) à différents
instants nous permettent d’estimer, sur nos résultats DNS, des vitesses de propagation et de les
comparer (en utilisant le même adimensionnement) à la vitesse de groupe axisymétrique maxi-
male calculée en théorie linéaire par Fabre (cf. figure 6.39 : pour m = 0, max

k
(Ω0 a)−1 ∂ωr

∂k ≈
0.63) :
- entre T = 2 et T = 4, Vpropag ≈ 0.56
- entre T = 4 et T = 6, Vpropag ≈ 0.64
- entre T = 6 et T = 7, Vpropag ≈ 0.58
- entre T = 7 et T = 8, Vpropag ≈ 0.58
- entre T = 8 et T = 9, Vpropag ≈ 1.17
Cette dernière valeur semble confirmer notre observation d’une brusque accélération du front
d’onde à T = 8, en comparant les champs 3D des figures 7.12 et 7.13.

Pour compléter nos interprétations, nous réalisons dans le paragraphe suivant l’analyse du
contenu spectral en azimut de notre perturbation axisymétrique de grande amplitude en cer-
taines de ces positions de l’axe du tourbillon qui maximalisent la variable E

′

(y, t) et qui nous
semblent des plus intéresssants sur le plan de la physique, en terme de paquets d’ondes.

7.2.3 Contenu spectral de la perturbation axisymétrique non linéaire

Afin de caractériser les différentes composantes en nombre d’onde azimutal présentes dans la
perturbation, nous effectuons une analyse de type transformée de Fourier discrète (TFD) dans
la direction de l’azimut et dont nous avons rappelé la méthode au paragraphe 3.2.1.3, lors du
post-traitement des données expérimentales du banc B20 (chapitre 3).

Signalons cependant quelques différences notables par rapport à l’étude réalisée au para-
graphe 3.2.2.2 :
- Les post-traitements TFD de nos calculs DNS ne souffrent aucunement d’un problème majeur
rencontré dans le paragraphe 3.2.2.2, à savoir la localisation même du centre du vortex. En effet,
celle-ci s’est avérée dépendante du critère (local ou global) employé, entrâınant des incertitudes
sur le calcul du centre tourbillonnaire, impliquant nécessairement en retour des erreurs sur l’ana-
lyse TFD des données expérimentales (les mesures PIV 2D du banc B20). Par construction, nos
simulations numériques ne connaissent naturellement pas ce problème car le centre du vortex
est une donnée d’entrée, parfaitement connue.
- Dans le même ordre d’idée, on est en droit de s’attendre à une meilleure précision numérique sur
les résultats DNS (schéma spatial d’ordre 6 et schéma d’intégration temporelle d’ordre 3) que sur
les données expérimentales (on rappelle que les mesures PIV 2D font l’objet d’une interpolation
et d’un lissage préalables à leur post-traitement). Cette différence de précision numérique nous
a ainsi conduit à augmenter le nombre de points de discrétisation dans la direction azimutale :
nous passons de Nθ = 128 sur les données expérimentales à Nθ = 512 (de la même manière que
Renac [220]) pour l’analyse TFD des résultats DNS.
- Pour finir, notre traitement TFD des mesures PIV du paragraphe 3.2.2.2 s’applique directe-
ment au champ 2D de vitesse, alors que nous réalisons dans ce chapitre un post-traitement TFD
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sur des coupes 2D de nos calculs DNS 3D du champ de perturbation de vorticité axiale. Le choix
de cette grandeur physique est motivé par un double objectif, d’une part considérer une variable
caractéristique de l’hydrodynamique (notamment pour tenter de s’affranchir d’éventuels effets
acoustiques), d’autre part pour s’exempter des effets de la diffusion visqueuse du tourbillon por-
teur (cf. méthode d’anti-diffusion du paragraphe 5.3.2 pour calculer ”proprement” l’évolution
instationnaire de la perturbation).
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Fig. 7.17 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 0.
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Fig. 7.18 – Profil de la perturbation initiale m = 0
de vorticité axiale de grande amplitude (ε = 0.5−y =
0.

Sur la figure 7.17, on observe que la courbe |C0(r)| est totalement dominante par rapport
aux tracés des autres courbes correspondant aux composantes non axisymétriques, ce qui est
tout à fait cohérent avec une perturbation initiale de géométrie purement m = 0. En outre, la
courbe |C0(r)| présente une seule racine, précisément en r/a = 1, ce qui se comprend par les
expressions analytiques de la perturbation initiale axisymétrique données au paragraphe 4.3.1.
En effet, en prenant l’expression de l’équation 4.10 dans le cas particulier de l’origine de l’axe du
vortex, plan où est initialement localisée la perturbation, on obtient en coordonnées cylindriques
le profil suivant de la perturbation initiale de vorticité axiale :

ω
′

axiale(r) = 4 ε

(
1 − r2

a2
0

)
exp

(
−r2

a2
0

)
(7.2)

De plus, les signes de la courbe ω
′

axiale(r) observés sur le schéma 7.18 justifie également a
posteriori l’allure de la figure 7.4 : la perturbation m = 0 est initialement composée d’une struc-
ture de vorticité axiale positive dans le coeur tourbillonnaire (élément en vert sur la figure 7.4
pour 0 < r/a < 1), entourée d’une autre structure de vorticité axiale négative (élément en bleu
sur la figure 7.4 pour 1 < r/a < 2).

Après une période de retournement du tourbillon, la composante m = 0 est encore très lar-
gement dominante par rapport aux autres contributions azimutales. De plus, la figure 7.19 met
en évidence un phénomène de ”feuilletage” de la perturbation, c’est à dire l’apparition d’une
valeur supplémentaire du rayon qui annule la courbe |C0(r)| (et donc la composante dominante
de la perturbation) : cette seconde racine se situe dans la zone potentielle en r/a ≈ 2.1. Enfin,
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Fig. 7.19 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 1.
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Fig. 7.20 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 2.

la figure 7.19 montre un glissement de la première racine, qui se positionne en r/a ≈ 1.4 à T = 1
(au lieu de r/a = 1 à T = 0).

On constate sur la figure 7.20 qu’après deux rotations du vortex, la composante m = 0 reste
toujours nettement dominante par rapport à toutes les autres composantes non axisymétriques.
De plus, on observe que l’effet de feuilletage de la perturbation s’accentue puisqu’on distingue
cinq valeurs radiales qui annulent la courbe |C0(r)|, localisées respectivement en r/a ≈ 0.85 (i.e.
dans le coeur tourbillonnaire), r/a ≈ 1.1 (valeur très proche du rayon qui maximalise la vitesse
tangentielle du tourbillon porteur), r/a ≈ 1.76, r/a ≈ 3.4 et r/a ≈ 3.7 (ces trois dernières
racines se trouvant dans la zone irrotationnelle).

Au bout de trois périodes de retournement du tourbillon, on vérifie toujours sur la figure
7.21 la large prédominance de la composante m = 0 sur les autres contributions azimutales. Par
ailleurs, on remarque que la structure radiale de la perturbation se complexifie sensiblement.
En effet, la figure 7.21 révèle une dizaine de rayons qui annulent la courbe |C0(r)| : r/a ≈ 0.4,
r/a ≈ 0.85, r/a ≈ 1.3, r/a ≈ 1.8, r/a ≈ 2.2, r/a ≈ 2.4, r/a ≈ 3.0, r/a ≈ 3.8, r/a ≈ 4.1 et
r/a ≈ 4.45.

Après quatre rotations du vortex, l’essentiel de la dynamique de la perturbation reste encore
et toujours portée par la composante m = 0. De plus, on distingue sur la figure 7.22 onze racines
de la courbe |C0(r)|, situées en r/a ≈ 0.37, r/a ≈ 0.9, r/a ≈ 1.39, r/a ≈ 1.93, r/a ≈ 2.44,
r/a ≈ 2.78, r/a ≈ 3.31, r/a ≈ 3.78, r/a ≈ 4.11, r/a ≈ 4.45 et r/a ≈ 4.75.

Les figures 7.23 et 7.24 sont très semblables. Elles confirment à T = 5 et T = 6 la prédominance
de la composante m = 0 et le phénomène de feuilletage. De plus, elles suggèrent que l’énergie
de la perturbation se déplace temporairement à l’extérieur du coeur tourbillonnaire.

Sur les les figures 7.25 et 7.26, on observe toujours que la perturbation reste essentiellement
axisymétrique dans son contenu spectral. De plus, on note un regain de l’énergie de la perturba-
tion à l’intérieur du coeur tourbillonnaire, qui s’enclenche à T = 7 et qui s’accompagne à T = 8
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Fig. 7.21 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 3.
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Fig. 7.22 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 4.
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Fig. 7.23 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 5.
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Fig. 7.24 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 6.
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Fig. 7.25 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 7.
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Fig. 7.26 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 8.

de la disparition d’une des racines de la courbe |C0(r)|. D’une manière générale, la réduction
du nombre de racines de la courbe |C0(r)| indique un ralentissement de l’effet de feuilletage de
la perturbation, qui s’opère ici à l’extérieur du coeur tourbillonnaire. En fait, on assiste visi-
blement à un ”dépliement” des lobes de T = 7 avec une propagation à T = 8 des structures
hydrodynamiques vers la région r/a ≥ 5.
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Fig. 7.27 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 9.
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Fig. 7.28 – Contenu spectral de la perturbation
m = 0 de grande amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
en y = 0 à T = 10.

Les figures 7.27 et 7.28 sont similaires. Elles mettent encore en évidence la prédominance de
la composante axisymétrique de la perturbation et montrent une réduction des oscillations de
la courbe |C0(r)| dans la partie r/a ≥ 2.3 de la zone irrotationnelle. Cette simplification de la
structure radiale de la perturbation en périphérie du vortex semble donc s’être amorcée à T = 7
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et se confirmer jusqu’à T = 10.
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Fig. 7.29 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 2 dans le plan y

a
= 0.5.
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Fig. 7.30 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 2 dans le plan y

a
= 3.5.
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Fig. 7.31 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 2 dans le plan y

a
= 5.75.

Calculs TFD sur la DNS à Re = 1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation
m = 0 en régime non linéaire (ε = 0.5) à l’instant T = 2 et en différentes positions de l’axe du vortex qui
maximalisent l’énergie de la perturbation.

Les figures 7.29, 7.30 et 7.31 représentent les analyses TFD de la perturbation de vorticité
axiale réalisées au bout de deux rotations du vortex dans les plans transverses qui maximalisent
l’énergie de la perturbation et que nous avons relevés sur la figure 7.15. On vérifie une nouvelle
fois que le contenu spectral de la perturbation est dominée par la composante m = 0.

Dans le plan y
a = 0.5 (celui le plus proche de la localisation du pincement initial), on observe

un feuilletage de la perturbation situé sur approximativement trois fois la taille caractéristique
du coeur tourbillonnaire.

Dans le plan y
a = 3.5, on remarque que l’énergie de la perturbation reste essentiellement

concentrée dans le noyau du vortex, de même que pour les deux racines de la courbe |C0(r)| (en
r/a ≈ 0.6 et r/a ≈ 1.2) : cela signifie que malgré le pic d’énergie du paquet d’ondes dans ce plan,
la perturbation n’a pas eu suffisamment de temps pour se propager dans la direction radiale et
qu’elle n’a pas encore eu la possibilité de ”contaminer” l’extérieur de la colonne tourbillonnaire.

Enfin, le plan y
a = 5.75 est important car il donne le dernier maximum d’énergie de la per-

turbation, correspondant au pic ayant la position la plus avancée dans la direction positive du
vortex et localisant ainsi le front d’onde sur la droite du tourbillon. Dans ce plan, on distingue
une seule racine de la courbe |C0(r)| en r/a ≈ 0.7 (ce qui s’interprète comme une simplification
de la structure radiale au niveau du front d’onde), ainsi qu’une diffusion de l’énergie de la per-
turbation qui s’étale sur environ deux fois la taille du noyau tourbillonnaire.

La phénoménologie décrite à T = 2 sur les figures 7.29, 7.30 et 7.31 se retrouve bien à
T = 4 sur les figures 7.32, 7.33 et 7.34, ainsi qu’à T = 6 sur les figures 7.35, 7.36 et 7.37. En
particulier, la description que nous avons faite du front d’onde à T = 2 sur le schéma 7.31 est
rigoureusement la même à T = 4 sur le schéma 7.34 et à T = 6 sur le schéma 7.37. Les seules
variantes concernent les pics d’énergie dans le plan y

a = 0.5 : on constate au cours du temps
une complexification de la structure radiale de la perturbation (augmentation du nombre de
racines de la courbe |C0(r)|), ainsi que la diffusion de la perturbation dans la direction radiale
(”étalement” jusqu’à r/a ≈ 5 à T = 6).
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Fig. 7.32 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 4 dans le plan y

a
= 0.5.
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Fig. 7.33 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 4 dans le plan y

a
= 9.5.
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Fig. 7.34 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 4 dans le plan y

a
= 12.75.

Calculs TFD sur la DNS à Re = 1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation
m = 0 en régime non linéaire (ε = 0.5) à l’instant T = 4 et en différentes positions de l’axe du vortex qui
maximalisent l’énergie de la perturbation.
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Fig. 7.35 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 6 dans le plan y

a
= 0.5.
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Fig. 7.36 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 6 dans le plan y

a
= 11.25.
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Fig. 7.37 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 6 dans le plan y

a
= 20.

Calculs TFD sur la DNS à Re = 1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation
m = 0 en régime non linéaire (ε = 0.5) à l’instant T = 6 et en différentes positions de l’axe du vortex qui
maximalisent l’énergie de la perturbation.
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Fig. 7.38 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 1 dans le plan y = 0.
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Fig. 7.39 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 4 dans le plan y = 0.
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Fig. 7.40 – Contenu spectral de
la perturbation m = 0 de grande
amplitude (ε = 0.5 − Re = 1000)
à T = 7 dans le plan y = 0.

Calculs TFD sur la DNS à Re = 1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation
m = 0 en régime non linéaire (ε = 0.5), dans la localisation de la perturbation initiale (plan y = 0) et à différents
instants.

Les figures 7.38, 7.39 et 7.40 sont des agrandissements sur les composantes non axisymétriques
du contenu spectral calculé dans le plan du pincement initial, aux instants T = 1, T = 4 et T = 7.
On constate sur ces schémas que les maxima des courbes |Cm(r)|) pour m 6= 0 sont un ordre de
grandeur (voire même deux) inférieurs à ceux de la courbe |C0(r)|). Cette observation se vérifie
en d’autres plans transverses et aux différents instants calculés jusqu’à dix rotations du vortex,
ce qui nous permet de conjecturer que :

∀t > 0, ∀y ∈ R,

max
m6=0, r>0

|Cm(r)|

max
r>0

|C0(r)|
< 0.1

Cela signifie que les composantes non axisymétriques relèvent en fait du bruit numérique et
n’ont pas de signification physique (même pour la composante m = 1 correspondant à la courbe
verte).

7.2.4 Bilan de la dynamique axisymétrique non linéaire

L’étude de notre perturbation m = 0 à grande amplitude d’un tourbillon de Lamb-Oseen
démontre qu’elle reste axisymétrique tout au long de son développement instationnaire (les
composantes azimutales m 6= 0 restant du domaine du bruit numérique), du moins sur les dix
premières périodes de retournement du vortex. Cette observation est tout à fait conforme aux

équations de Navier-Stokes : le terme non linéaire du second ordre (
−→
u

′ · −→∇) ·
−→
u

′

, absent de la
théorie de stabilité linéaire et pris en compte par la résolution DNS dans l’équation 5.55, n’a
pour effet d’introduire aucune composante azimutale non axisymétrique dans les interactions non
linéaires entre le tourbillon porteur (le modèle de Lamb-Oseen est par définition axisymétrique)
et la perturbation, lorsque celle-ci est initialement de géométrie m = 0.

De plus, une caractéristique de la dynamique axisymétrique est le phénomène de ”feuilletage”
de la perturbation, particulièrement prononcé au niveau de la localisation du pincement initial.
Cet effet a déjà été observé en théorie de stabilité linéaire, analytiquement par Arendt & al. [8]
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AMPLITUDE À RE = 1000

sur le tourbillon de Rankine, puis numériquement par Fabre [99] sur le modèle de Lamb-Oseen.
Ce fait remarquable nous semble encore plus accentué sur notre perturbation axisymétrique de
grande amplitude, en particulier lors des cinq premières rotations du vortex de Lamb-Oseen, à
en juger par le nombre important de racines de la courbe |C0(r)| et leur augmentation au cours
du temps.

Enfin, il nous semble qu’un autre élément intéressant de la dynamique axisymétrique non
linéaire se produit à partir de T = 5 et réside dans une sorte de balancement entre deux états mis
en compétition : d’une part une diminution d’énergie de la perturbation dans le coeur tourbillon-
naire qui ”nourrit” une complexification de la structure radiale de la perturbation à l’extérieur
du noyau de vorticité (cf. figure 7.23), d’autre part un regain d’énergie de la perturbation dans le
coeur tourbillonnaire qui s’accompagne d’une régularisation de la structure radiale de la pertur-
bation à l’extérieur du noyau de vorticité (cf. figure 7.28). Ces deux phénomènes sont à nuancer
par le fait que la perturbation se propage à la fois dans la direction axiale et dans la direction
radiale du tourbillon. Une simulation numérique sur une durée plus longue que dix rotations du
vortex pourrait apporter des éléments de réponse à ces questions.

7.3 Réponse non linéaire à une perturbation hélicöıdale de grande
amplitude à Re = 1000

Dans cette partie, nous étudions l’évolution de notre perturbation m = 1 dotée d’une am-
plitude initiale importante. Pour mieux mettre en évidence les caractéristiques de la dyna-
mique hélicöıdale non linéaire, nous proposons ici une comparaison à nombre de Reynolds donné
(Re = 1000) entre deux calculs DNS, d’une part sur une perturbation infinitésimale ε = 0.01
(dynamique linéaire abordée au paragraphe 6.3.3), d’autre part sur une perturbation de grande
amplitude ε = 0.5, où on s’attend à de fortes interactions non linéaires entre la perturbation et
le tourbillon porteur.

7.3.1 Description de la dynamique non linéaire de la perturbation m = 1

de grande amplitude à Re = 1000 et comparaison avec la dynamique
linéaire de la perturbation infinitésimale

Les figures 7.41 et 7.42 illustrent l’initialisation de notre perturbation hélicöıdale, respec-
tivement de petite amplitude et de grande amplitude. Physiquement, elles représentent un
déplacement localisé du centre tourbillonnaire, et la structure azimutale de géométrie m = 1 est
clairement identifiable sur ces visualisations par l’allure vrillée des champs 3D de la perturba-
tion initiale de vorticité axiale. A l’initialisation du calcul DNS, elles sont parfaitement similaires.

Les figures 7.43 à 7.62 présentent l’évolution au cours du temps de la perturbation en traçant
deux isosurfaces 3D correspondant à ±10% du niveau maximum de la perturbation initiale de
vorticité axiale. Elles permettent d’observer comment se développent les instationnarités du pa-
quet initial d’ondes hélicöıdales et en particulier la propagation des structures cohérentes le long
de l’axe du tourbillon.

Sur les figures 7.43 et 7.44, on remarque déjà des différences dès la première période de
retournement du vortex entre les dynamiques linéaire et non linéaire. Sur le schéma 7.43, on
observe que le paquet d’ondes reste encore bien compact et régulier à T = 1 pour la perturbation
infinitésimale. Sur la figure 7.44, on note un début d’étirement le long de l’axe du tourbillon
(aussi bien vers la gauche que la droite) et un enroulement plus prononcé de la perturbation

177
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Fig. 7.41 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 0
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.42 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 0
(maillage à 15.9 M points).

Fig. 7.43 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 1
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.44 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 1
(maillage à 15.9 M points).
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à l’endroit même où elle a été initiée (plan y = 0). Les figures 7.43 et 7.44 ont en commun
de montrer que la perturbation reste encore ”ramassée” selon la direction radiale à T = 1, i.e.
concentrée dans le coeur tourbillonnaire.

Fig. 7.45 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 2
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.46 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 2
(maillage à 15.9 M points).

La comparaison des figures 7.45 et 7.46 après deux rotations du tourbillon confirme les dis-
tinctions relevées à T = 1. En effet, le schéma 7.45 traduit en dynamique linéaire un déroulement
lent et régulier de la perturbation observée à T = 1 sur la figure 7.43. Le schéma 7.46 assure un
étirement dans la direction axiale plus net en dynamique non linéaire qu’en régime linéaire. De
plus, on note au niveau de la localisation initiale de la perturbation que l’expansion du paquet
d’ondes dans la direction radiale est un peu plus prononcée sur la figure 7.46.

Les figures 7.47 et 7.48 montrent d’importantes différences. Le schéma 7.47 corrobore le
déroulement lent, compact et régulier des structures cohérentes, caractéristique de la dynamique
linéaire. Dans le cas de la perturbation de grande amplitude, le fait le plus remarquable sur la
figure 7.48 concerne un brusque déploiement selon la direction radiale - par élargissement et en-
roulement - du paquet d’ondes présent à l’origine de la perturbation, phénomène caractéristique
des modes de couche critique. Par ailleurs, la dynamique non linéaire démontre encore à T = 3
un effet d’étirement axial des structures hydrodynamiques plus important qu’en régime linéaire.

La comparaison des figures 7.49 et 7.50 après quatre rotations du vortex nous permet d’af-
firmer une différence capitale concernant les aspects propagatifs. En effet, on constate en dyna-
mique linéaire (schéma 7.49) que le front d’onde de la perturbation sur la gauche du tourbillon
est déterminé par l’extrémité du développement des deux ondes de déplacement (mode hélicöıdal
”D”, appelé aussi onde ”lente”), alors qu’en dynamique non linéaire (figure 7.50) le front d’onde
à gauche est défini par une structure de taille plus petite et centrée sur l’axe du vortex, qui a
”doublé” l’ensemble plus massif et composé des deux ondes hélicöıdales de déplacement. On note
également que la perturbation de grande amplitude exhibe un front d’onde à droite parfaite-
ment symétrique de son front d’onde à gauche, ce qui est une conséquence de l’effet d’étirement
précédemment signalé. En outre, on observe - dans la zone d’initialisation de la perturbation -
la stagnation d’un paquet d’ondes beaucoup plus complexe et riche en dynamique non linéaire
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Fig. 7.47 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 3
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.48 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 3
(maillage à 15.9 M points).

Fig. 7.49 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 4
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.50 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 4
(maillage à 15.9 M points).
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qu’en régime linéaire.

Fig. 7.51 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 5
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.52 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 5
(maillage à 15.9 M points).

Sur les figures 7.51 et 7.52, on remarque des différences de plus en plus importantes entre
les dynamiques linéaire et non linéaire après cinq périodes de retournement du vortex. Sur le
schéma 7.51, on observe que la perturbation infinitésimale se scinde à T = 5 en deux éléments
hydrodynamiques bien distincts : une première structure compacte et massive, composée d’un
paquet de modes de couche critique non propagatifs avec une double hélice régulière (constituée
de modes hélicöıdaux ”D” propagatifs et donnant le front d’onde à gauche), et une seconde
structure cohérente beaucoup plus petite, composée de modes hélicöıdaux centraux (amas de
dipôles de vorticité propagatifs, très resserrés sur l’axe du tourbillon et donnant le front d’onde à
droite). Sur la figure 7.52, on constate que la perturbation de grande amplitude donne naissance
à des lobes de vorticité de signes opposés, particulièrement nets à droite du vortex. Ceux-ci se
propagent également vers la gauche, où ils se mélangent avec les paquets d’ondes hélicöıdales.

Pour comparer les figures 7.53 et 7.54 au bout de six rotations du tourbillon, nous pou-
vons nous référer aux résultats du paragraphe 6.3.3 en ce qui concerne la dynamique linéaire
exposée au schéma 7.53. Pour résumer, la perturbation infinitésimale se décompose en trois
structures hydrodynamiques : la double hélice se propageant vers la gauche, un paquet d’ondes
de couche critique non propagatif et un ensemble de modes centraux se propageant vers la
droite. Quant à la figure 7.54, elle confirme les tendances que nous avons décrites à T = 5
sur le schéma 7.52 et montre par les lobes de vorticité de signes alternés (constituant le front
d’onde de droite et absents de la figure 7.53) que ces éléments hydrodynamiques sont en fait
caractéristiques d’une contribution axisymétrique (cf. la figure 7.10). L’interaction entre ces
paquets de modes axisymétriques et l’amas d’ondes hélicöıdales conduit à une structure hydro-
dynamique particulièrement complexe et délicate d’interprétation dans la partie centrale de la
colonne de vorticité (autour de y = 0). Sur la visualisation 3D du schéma 7.54, on constate que
cette structure est spatialement très étendue et ”robuste”. En effet, on distingue sur la figure 7.54
la présence en dynamique non linéaire de grosses structures d’enroulement et de bras spiraux de
vorticité relativement loin à l’extérieur du coeur tourbillonnaire (phénoménologie habituellement
caractéristique des modes hélicöıdaux des familles ”V” et ”L” de couche critique), éléments qui

181
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Fig. 7.53 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 6
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.54 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 6
(maillage à 15.9 M points).

sont absents de la figure 7.53 car ces ondes sont fortement amorties à Re = 1000 en dynamique
purement linéaire (cf. paragraphes 6.2.4.3 et 6.2.4.4).

Fig. 7.55 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 7
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.56 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 7
(maillage à 15.9 M points).

A partir de sept temps de retournement du vortex, on s’aperçoit sur la figure 7.55 que la
perturbation infinitésimale s’est très nettement ”décantée”. En effet, la dynamique linéaire de
notre perturbation m = 1 montre à T = 7 la disparition complète du paquet d’ondes hélicöıdales
de la famille ”C” qui constituait encore à T = 6 le front d’onde à droite sur le schéma 7.53. Ceci
s’explique non pas par les taux d’amortissement des ondes hélicöıdales de la famille ”C” (qui
figurent parmi les plus faibles de l’ensemble des modes normaux calculés par Fabre à Re = 1000 :
cf. figure 6.2), mais véritablement par la construction même de notre perturbation initiale m = 1,
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AMPLITUDE À RE = 1000

conçue comme une ”vrille de gaucher” (Fabre [99]), c’est à dire pour faire en sorte que cette
perturbation se comporte finalement comme une double hélice de vorticité se propageant vers la
gauche. On peut donc dire qu’en régime linéaire, l’étape transitoire pour atteindre cette dyna-
mique bien établie et régulière dure environ sept rotations du tourbillon de Lamb-Oseen. En ce
qui concerne la dynamique non linéaire, on constate sur le schéma 7.56 à T = 7 que la perturba-
tion s’est encore complexifiée autour de la position y = 0, par rapport à la figure 7.54 à T = 6.
De plus, on constate l’apparition d’un lobe axisymétrique supplémentaire sur la droite du tour-
billon et on a confirmation que les deux fronts d’onde de la perturbation non linéaire sont définis
par des structures axisymétriques très étirées, aussi bien sur la gauche que sur la droite du vortex.

Fig. 7.57 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 8
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.58 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 8
(maillage à 15.9 M points).

Fig. 7.59 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 9
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.60 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à T = 9
(maillage à 15.9 M points).
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Fig. 7.61 – Perturbation infinitésimale m = 1 à
Re = 1000 (régime linéaire : ε = 0.01) à T = 10
(maillage à 8 M points).

Fig. 7.62 – Perturbation de grande amplitude m =
1 à Re = 1000 (régime non linéaire : ε = 0.5) à
T = 10 (maillage à 15.9 M points).

De T = 8 à T = 10, la dynamique linéaire atteinte à T = 7 se confirme et se poursuit avec
seulement une propagation régulière vers la gauche du tourbillon d’un unique front d’onde en
forme de dipôle de vorticité. Les figures 7.57, 7.59 et 7.61 illustrent cette évolution de la pertur-
bation infinitésimale, qui se caractérise par une longue structure cohérente qui s’enrichit vers la
gauche d’un pas d’hélice supplémentaire à chaque rotation du vortex.

Dans le cas de la dynamique non linéaire, on observe également des similarités de T = 8 à
T = 10 entre les figures 7.58, 7.60 et 7.62, conformément à l’état atteint à T = 7. Les fronts
d’onde à gauche et à droite de la perturbation de grande amplitude sont toujours déterminés
par des structures axisymétriques étirées et resserrées sur l’axe du vortex (cf. les figures 7.12,
7.13 et 7.14). En plus de ces fronts d’onde axisymétriques et de la double hélice de vorticité
observée en dynamique linéaire, on note pour T ≥ 8 une structure cohérente et étirée sous l’ef-
fet d’écoulement axial créé, particulièrement complexe dans sa composition (un paquet d’ondes
visiblement constitué de modes de géométries m = 0 et m = 1) subsiste de manière persistante
dans la partie centrale de la colonne tourbillonnaire en régime non linéaire, alors que cette struc-
ture hydrodynamique disparâıt totalement en régime linéaire dès que T ≥ 7 (amortissement par
diffusion visqueuse à Re = 1000).

7.3.2 Contenu spectral de la perturbation hélicöıdale non linéaire

Afin de caractériser les différentes composantes en nombre d’onde azimutal présentes dans la
perturbation, nous effectuons une analyse de type transformée de Fourier discrète (TFD) dans
la direction de l’azimut, comme nous l’avons fait au paragraphe 7.2.3. De plus, nous concentrons
ici notre analyse TFD exclusivement sur le plan y = 0, lieu où est initiée la perturbation, afin
de mieux comprendre la structure cohérente, complexe et persistante qui s’y développe : nous
avons vu au chapitre 6 qu’une des caractéristiques des couches critiques consiste précisément
dans le fait qu’elles ne se propagent pas le long du vortex.
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Fig. 7.63 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 0.
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Fig. 7.64 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 0.

Les figures 7.63 et 7.64 montrent que l’initialisation de la perturbation hélicöıdale est tota-
lement dominée par la composante m = 1, aussi bien pour une initialisation infinitésimale que
de grande amplitude. Les courbes |C1(r)| de ces deux graphiques sont en complète similitude
avec l’allure en forme de cloche représentée sur la figure 7.65 et directement liée aux formules
analytiques du paragraphe 4.3.2. En effet, en prenant l’expression de l’équation 4.12 dans le
cas particulier de l’origine de l’axe du vortex, plan où est initialement localisée la perturbation,
on obtient en coordonnées cylindriques le profil suivant de la perturbation initiale de vorticité
axiale :

ω
′

axiale(r, θ) = 8 ε
r

a0
exp

(
−r2

a2
0

)
sin θ (7.3)
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Fig. 7.65 – Profil de la perturbation initiale m = 1 de vorticité axiale (θ = π/2 − ε = 0.5 − y = 0).
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Fig. 7.66 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 1.
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Fig. 7.67 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 1.

Les figures 7.66 et 7.67 mettent en évidence des différences remarquables et substantielles
dans la composition azimutale de la perturbation dès la première période de retournement du
vortex.

Dans le cas de la perturbation infinitésimale sur la figure 7.66, la composante m = 1 reste
prédominante partout, aussi bien dans le coeur tourbillonnaire que dans la zone potentielle : cela
est conforme à une dynamique linéaire, où les termes du second ordre, bien que pris en compte
dans notre résolution DNS, sont négligeables, rendant ainsi insignifiant tout échange d’énergie
entre les différentes géométries azimutales. Les courbes |C0(r)|, |C2(r)|, |C3(r)|, |C4(r)|, |C5(r)|
et |C6(r)| confirment cette idée car elles restent à des niveaux particulièrement bas par rapport
à la courbe |C1(r)|. De plus, ces harmoniques résiduelles m 6= 1, de l’ordre du bruit numérique,
restent localisées radialement autour de deux fois la taille caractéristique du noyau de vorticité.

En ce qui concerne la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.67 l’appa-
rition de fortes composantes m = 0 et m = 2 (ainsi que m = 3, dans une moindre mesure), avec
des contributions aussi importantes que la composante m = 1 initialement excitée. On remarque
que la courbe |C2(r)| connâıt deux maxima, respectivement en r/a ≈ 0.7 et r/a ≈ 1.12 (lieu
du maximum de vitesse tangentielle du tourbillon de Lamb-Oseen), ce qui pourrait justifier le
fort enroulement de la structure hydrodynamique démontré par la comparaison des figures 7.43
et 7.44. Dans le même esprit d’un éventuel enroulement de la structure de la perturbation non
linéaire en double hélice, voire en triple hélice au niveau du coeur tourbillonnaire, on note le
maximum global de la courbe |C3(r)| atteint en r/a ≈ 1.4. Au niveau de la région potentielle, les
composantes m = 0 et m = 1 sont prédominantes avec des niveaux équivalents dans l’intervalle
2 ≤ r/a ≤ 3. Enfin, la contribution m = 1 susbsite jusqu’à r/a ≈ 3.2 sur la perturbation de
grande amplitude, au lieu de r/a ≈ 2.8 en perturbation infinitésimale.

De manière plus générale, on distingue que toutes les composantes m 6= 1 ont des ampli-
tudes nettement plus hautes relativement à la composante hélicöıdale, et ce jusqu’à trois fois
le coeur tourbillonnaire. Physiquement, cela atteste d’une dynamique fortement non linéaire où
les termes du second ordre pris en compte dans la résolution de la DNS sont à l’origine de forts
échanges d’énergie entre les différentes géométries azimutales.
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Fig. 7.68 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 2.
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Fig. 7.69 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 2.

Après deux rotations du tourbillon, les figures 7.68 et 7.69 confirment à T = 2 les très nettes
différences de composition azimutale de la perturbation décrites à T = 1.

Sur la perturbation infinitésimale de la figure 7.68, la composante m = 1 reste toujours
prédominante, sauf dans deux zones radiales extrêmement étroites. De manière anecdotique, la
composante axisymétrique prend très ponctuellement le dessus sur la contribution hélicöıdale au
centre du vortex et à la frange du coeur tourbillonnaire (|C0(r)| > |C1(r)| pour 0 ≤ r/a ≤ 0.04
et 1.05 ≤ r/a ≤ 1.1).

Dans le cas de la perturbation de grande amplitude, la courbe |C0(r)| connâıt quatre racines
(en r/a ≈ 0.2, r/a ≈ 0.63, r/a ≈ 1.2 et r/a ≈ 1.9), mais on ne peut cependant plus parler
de ”feuilletage” de la perturbation car d’autres composantes m 6= 0 sont alors dominantes. De
plus, on observe que les courbes |C0(r)|, |C1(r)| et |C2(r)| sont au même niveau en r/a ≈ 0.3 : a
priori, cela signifie que toutes les ondes des différentes familles de modes normaux de géométries
m = 0, m = 1 et m = 2 (spécifiques du tourbillon de Lamb-Oseen et décrites au chapitre 6)
peuvent être présentes simultanément autour du tiers du coeur tourbillonnaire. On peut résumer
le contenu spectral de la perturbation de grande amplitude de la manière suivante :
- pour 0.5 ≤ r/a ≤ 0.9, les composantes m = 0 et m = 1 sont dominantes
- pour 0.9 ≤ r/a ≤ 1.1, les composantes m = 0, m = 1 et m = 3 sont dominantes
- pour 1.1 ≤ r/a ≤ 1.6, les composantes m = 0 et m = 1 sont dominantes
- pour 1.6 ≤ r/a ≤ 1.8, les composantes m = 0, m = 1 et m = 2 sont dominantes
- pour 1.8 ≤ r/a ≤ 2.2, les composantes m = 1, m = 2, m = 3 et m = 4 sont dominantes
- pour 2.2 ≤ r/a ≤ 3.4, les composantes m = 0 et m = 1 sont dominantes

Enfin, signalons que la comparaison des figures 7.68 et 7.69 montre une différence intéressante
sur leurs courbes |C1(r)| : la baisse de la composante m = 1 dans l’intervalle 0.8 ≤ r/a ≤ 1.1 est
beaucoup plus atténuée en dynamique non linéaire qu’en régime linéaire, ce qui est imputable
aux fortes coopérations azimutales du terme du second ordre dans le cas de la perturbation de
grande amplitude.
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Fig. 7.70 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 3.
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Fig. 7.71 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 3.

Au bout de trois temps de retournement du vortex, les figures 7.70 et 7.71 confortent à T = 3
de fortes différences de composition azimutale de la perturbation entre le régime linéaire et la
dynamique non linéaire.

La figure 7.70 illustre que dans la perturbation infinitésimale, la composante m = 1 reste
toujours prédominante, sauf très ponctuellement au centre du vortex (|C0(r)| > |C1(r)| pour
0 ≤ r/a ≤ 0.08). Par ailleurs, on constate que pour 0 ≤ r/a ≤ 2.7, les composantes m = 0 et
m = 2 atteignent des niveaux non totalement négligeables par rapport à la contribution domi-
nante m = 1.

En ce qui concerne la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.71 les
alternances suivantes de la composante azimutale dominante :
- m = 0 pour 0 ≤ r/a ≤ 0.13
- m = 1 pour 0.13 ≤ r/a ≤ 0.8
- m = 2 pour 0.8 ≤ r/a ≤ 0.9
- m = 0 pour 0.9 ≤ r/a ≤ 1.1
- m = 1 pour 1.1 ≤ r/a ≤ 1.3
- m = 0 pour 1.3 ≤ r/a ≤ 1.8
- m = 1 pour 1.8 ≤ r/a ≤ 2.2
- m = 2 pour 2.2 ≤ r/a ≤ 2.5
- m = 0 pour 2.5 ≤ r/a ≤ 3
- m = 0 et m = 1 pour 3 ≤ r/a ≤ 4

Pour finir, la comparaison des figures 7.70 et 7.71 montre une très forte chute de la courbe
|C1(r)| pour 0.9 ≤ r/a ≤ 1 dans le cas de la perturbation de grande amplitude, alors que cette
baisse est nettement moins disproportionnée sur la perturbation infinitésimale. Cette constata-
tion est exactement l’inverse de l’observation faite à T = 2 dans la même région radiale (i.e.
à la périphérie intérieure du coeur tourbillonnaire). La cause de cet écart est une nouvelle fois
l’expression du terme du second ordre dans le cas de la perturbation de grande amplitude.
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Fig. 7.72 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 4.
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Fig. 7.73 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 4.

Une autre différence entre les figures 7.70 et 7.71 réside dans le fait que la composante m = 1
susbsiste jusqu’à r/a ≈ 3.2 en dynamique linéaire alors qu’elle persiste jusqu’à r/a ≈ 4.2 en
régime non linéaire.

Après quatre rotations du tourbillon, les figures 7.72 et 7.73 retrouvent certaines des ten-
dances mentionnées à T = 2 et T = 3.

La figure 7.72 illustre que dans la perturbation infinitésimale, la composante m = 1 reste
toujours prépondérante, sauf très ponctuellement au centre du vortex et en périphérie du coeur
tourbillonnaire (|C0(r)| > |C1(r)| pour 0 ≤ r/a ≤ 0.03 et 1.25 ≤ r/a ≤ 1.35).

En ce qui concerne la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.73 une
atténuation sensible de la contribution m = 1 dans le coeur tourbillonnaire, au profit des compo-
santes m = 0 et m = 2. Ainsi, le schéma 7.73 montre les alternances suivantes de composante(s)
azimutale(s) dominante(s) :
- m = 0, m = 1 et m = 2 pour 0 ≤ r/a ≤ 1
- m = 0 pour 1 ≤ r/a ≤ 1.3
- m = 3 pour 1.3 ≤ r/a ≤ 1.35
- m = 0 pour 1.35 ≤ r/a ≤ 2
- m = 1 pour 2 ≤ r/a ≤ 2.16
- m = 0 (avec des niveaux très proches des différents m 6= 0) pour 2.16 ≤ r/a ≤ 2.7
- tous les m pour 2.7 ≤ r/a ≤ 3.3
- m = 0 et m = 1 pour 3.3 ≤ r/a ≤ 4.3
- m = 1 pour 4.3 ≤ r/a ≤ 4.6

Par ailleurs, la comparaison des figures 7.72 et 7.73 indique qu’en dynamique non linéaire, le
contenu spectral devient très dense, oscillant et étendu dans la direction radiale (en particulier
dans la région irrotationnelle, pour 2.16 ≤ r/a ≤ 4.6), tandis que la composante dominante
m = 1 de la dynamique linéaire est encore cantonnée à 0 ≤ r/a ≤ 3.4.
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Fig. 7.74 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 5.
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Fig. 7.75 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 5.

Au bout de cinq périodes de retournement du tourbillon, les figures 7.74 et 7.75 confirment
à T = 5 d’importantes différences de composition azimutale de la perturbation entre le régime
linéaire et la dynamique non linéaire.

La figure 7.74 montre que la composante m = 1 reste toujours prédominante dans la pertur-
bation infinitésimale, sauf très localement et exclusivement à l’extérieur du coeur tourbillonnaire
(|C0(r)| > |C1(r)| pour 1.9 ≤ r/a ≤ 2 et 2.9 ≤ r/a ≤ 3.1).

Quant à la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.75 une recrudescence
de la contribution m = 1 dans le coeur tourbillonnaire et les alternances suivantes de compo-
sante(s) azimutale(s) dominante(s) :
- m = 0 pour 0 ≤ r/a ≤ 0.3
- m = 1 pour 0.3 ≤ r/a ≤ 0.9
- m = 0 pour 0.9 ≤ r/a ≤ 1.15
- m = 1 pour 1.15 ≤ r/a ≤ 1.3
- m = 0 pour 1.3 ≤ r/a ≤ 1.8
- tous les m pour 1.8 ≤ r/a ≤ 3.4
- m = 0 et m = 1 pour 3.4 ≤ r/a ≤ 4
- m = 1 pour 4 ≤ r/a ≤ 5

De plus, la comparaison des figures 7.74 et 7.75 corrobore à T = 5 le constat fait à T = 4, à
savoir un contenu spectral de la dynamique non linéaire de plus en plus dense, oscillant et étendu
dans la direction radiale (tout spécialement dans la zone potentielle, pour 2 ≤ r/a ≤ 5), alors
que la composante dominante m = 1 du régime linéaire reste toujours localisée à 0 ≤ r/a ≤ 3.4.
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Fig. 7.76 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 6.
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Fig. 7.77 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 6.

Après six rotations du vortex, les figures 7.76 et 7.77 nous permettent de reconnâıtre la
plupart des tendances décrites à T = 4 et T = 5.

La figure 7.76 montre que la composante m = 1 reste toujours prépondérante dans la per-
turbation infinitésimale, sauf très ponctuellement (|C0(r)| > |C1(r)| pour 2 ≤ r/a ≤ 2.1 et
3.1 ≤ r/a ≤ 3.3).

Pour ce qui est de la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.77 les
alternances suivantes de composante(s) azimutale(s) dominante(s) :
- m = 0 pour 0 ≤ r/a ≤ 0.05
- m = 1 pour 0.05 ≤ r/a ≤ 0.8
- m = 0 pour 0.8 ≤ r/a ≤ 1.2
- m = 1 pour 1.2 ≤ r/a ≤ 1.3
- m = 0 pour 1.3 ≤ r/a ≤ 1.8
- m = 2 pour 1.8 ≤ r/a ≤ 2.05
- tous les m pour 2.05 ≤ r/a ≤ 3.4
- m = 0 et m = 1pour 3.4 ≤ r/a ≤ 4.4
- m = 1 pour 4.4 ≤ r/a ≤ 5

Par ailleurs, la comparaison des figures 7.76 et 7.77 indique que le contenu spectral de la dy-
namique non linéaire reste dense et étendu radialement (pour 2 ≤ r/a ≤ 5) mais moins oscillant
qu’à T = 4 et T = 5, tandis que la composante dominante m = 1 de la dynamique linéaire est
encore limitée à 0 ≤ r/a ≤ 3.6.

Au bout de sept temps de retournement du tourbillon, les figures 7.78 et 7.79 confortent à
T = 7 de fortes différences de composition azimutale de la perturbation entre le régime linéaire
et la dynamique non linéaire.
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Fig. 7.78 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 7.
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Fig. 7.79 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 7.

La figure 7.78 confirme que dans la perturbation infinitésimale, la composante m = 1 reste
toujours prédominante, sauf très localement (|C0(r)| > |C1(r)| pour 2 ≤ r/a ≤ 2.1).

En ce qui concerne la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.79 les
alternances suivantes de composante(s) azimutale(s) dominante(s) :
- m = 0 pour 0 ≤ r/a ≤ 0.08
- m = 1 pour 0.08 ≤ r/a ≤ 0.6
- m = 0 pour 0.6 ≤ r/a ≤ 0.8
- m = 1 pour 0.8 ≤ r/a ≤ 0.9
- m = 0 pour 0.9 ≤ r/a ≤ 1.25
- m = 2 pour 1.25 ≤ r/a ≤ 1.35
- m = 0 pour 1.35 ≤ r/a ≤ 1.8
- tous les m pour 1.8 ≤ r/a ≤ 3.3
- m = 0 et m = 1 pour 3.3 ≤ r/a ≤ 5

En outre, la comparaison des figures 7.78 et 7.79 à T = 7 confirme la tendance amorcée à
T = 6, à savoir que l’aplatissement du contenu spectral de la dynamique non linéaire est tou-
jours aussi dense et étendu radialement (pour 2 ≤ r/a ≤ 5) mais de moins en moins oscillant -
notamment par rapport à T = 4 et T = 5 - tandis que la composante dominante m = 1 de la
dynamique linéaire reste encore délimitée à 0 ≤ r/a ≤ 3.8.

Après huit rotations du vortex, les figures 7.80 et 7.81 nous ramènent à certaines des ten-
dances mentionnées à T = 5 et T = 7.

La figure 7.80 illustre que dans la perturbation infinitésimale, la composante m = 1 reste
toujours prépondérante, sauf très ponctuellement au centre du vortex et dans la région poten-
tielle (|C0(r)| > |C1(r)| pour 0 ≤ r/a ≤ 0.03 et 2.1 ≤ r/a ≤ 2.2).

En ce qui concerne la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.81 les
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AMPLITUDE À RE = 1000
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Fig. 7.80 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 8.
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Fig. 7.81 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 8.

alternances suivantes de composante(s) azimutale(s) dominante(s) :
- m = 0 pour 0 ≤ r/a ≤ 0.16
- m = 1 pour 0.16 ≤ r/a ≤ 0.7
- m = 0 pour 0.7 ≤ r/a ≤ 0.88
- m = 2 pour 0.88 ≤ r/a ≤ 0.92
- m = 0 pour 0.92 ≤ r/a ≤ 1.3
- m = 1 pour 1.3 ≤ r/a ≤ 1.4
- m = 0 pour 1.4 ≤ r/a ≤ 1.96
- m = 4 pour 1.96 ≤ r/a ≤ 2.04
- m = 3 pour 2.04 ≤ r/a ≤ 3
- m = 0 et m = 1 pour 3 ≤ r/a ≤ 5

Par ailleurs, la comparaison des figures 7.80 et 7.81 indique qu’en dynamique non linéaire,
le contenu spectral est très dense et étendu dans la direction radiale (en particulier dans la
région irrotationnelle, pour 2 ≤ r/a ≤ 5) avec des oscillations très marquées sur 0 ≤ r/a ≤ 3,
tandis que la composante dominante m = 1 de la dynamique linéaire est encore cantonnée à
0 ≤ r/a ≤ 3.4.

Au bout de neuf périodes de retournement du tourbillon, les figures 7.82 et 7.83 confirment
à T = 9 d’importantes différences de composition azimutale de la perturbation entre le régime
linéaire et la dynamique non linéaire.

La figure 7.82 montre que la composante m = 1 reste toujours prédominante dans la
perturbation infinitésimale, sauf très localement (|C0(r)| > |C1(r)| pour 0 ≤ r/a ≤ 0.04 et
2.1 ≤ r/a ≤ 2.2).

Quant à la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.83 les alternances
suivantes de composante(s) azimutale(s) dominante(s) :

193
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Fig. 7.82 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01−Re = 1000) à T = 9.
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Fig. 7.83 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 9.

- m = 0 pour 0 ≤ r/a ≤ 0.24
- m = 1 pour 0.24 ≤ r/a ≤ 0.72
- m = 0 pour 0.72 ≤ r/a ≤ 0.9
- m = 1 pour 0.9 ≤ r/a ≤ 1
- m = 0 pour 1 ≤ r/a ≤ 1.4
- m = 2 pour 1.4 ≤ r/a ≤ 1.5
- m = 0 pour 1.5 ≤ r/a ≤ 2.1
- m = 2 et m = 3 pour 2.1 ≤ r/a ≤ 2.3
- m = 2, m = 3 et m = 4 pour 2.3 ≤ r/a ≤ 2.4
- m = 0, m = 1, m = 2, m = 3 et m = 4 pour 2.4 ≤ r/a ≤ 2.49
- m = 0 pour 2.49 ≤ r/a ≤ 3
- m = 0 et m = 1 pour 3 ≤ r/a ≤ 3.3
- m = 1 pour 3.3 ≤ r/a ≤ 4.6
- m = 0 et m = 1 pour 4.6 ≤ r/a ≤ 5

De plus, la comparaison des figures 7.82 et 7.83 met en évidence un contenu spectral de la
dynamique non linéaire de plus en plus dense, riche et oscillant dans la région 1 ≤ r/a ≤ 3 avec
la confirmation que les composantes m = 0 et m = 1 s’étendent radialement de plus en plus
loin dans la direction radiale (elles subsistent dans la zone potentielle jusqu’à 3 ≤ r/a ≤ 5). A
l’inverse, la composante dominante m = 1 du régime linéaire reste toujours localisée autour de
0 ≤ r/a ≤ 3.4.

Après dix rotations du vortex, les figures 7.84 et 7.85 nous permettent raisonnablement de
conclure sur la dynamique linéaire mais pas définitivement sur la dynamique non linéaire.

La figure 7.84 illustre que dans la perturbation infinitésimale, la composante m = 1 est de-
venue prédominante à T = 10 absolument partout, sans aucune exception. Ce fait confirme les
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7.3. RÉPONSE NON LINÉAIRE À UNE PERTURBATION HÉLICOÏDALE DE GRANDE
AMPLITUDE À RE = 1000
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Fig. 7.84 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01 − Re = 1000) à T =
10.
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Fig. 7.85 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 de grande amplitude (ε = 0.5−Re = 1000) à
T = 10.

observations faites sur les visualisations 3D des structures cohérentes aux figures 7.55, 7.57, 7.59
et 7.61, c’est à dire d’une dynamique linéaire déjà bien établie et régulière après un régime tran-
sitoire d’environ sept rotations du tourbillon et redevenue complètement ”monochromatique” en
terme de fréquence azimutale au bout de dix périodes de retournement du vortex : la perturba-
tion est à nouveau exclusivement composée de modes hélicöıdaux, comme lors de l’initialisation
sur la figure 7.63.

En ce qui concerne la perturbation de grande amplitude, on observe sur la figure 7.85 les
alternances suivantes de composante(s) azimutale(s) dominante(s) :
- m = 0 pour 0 ≤ r/a ≤ 0.2
- m = 1 pour 0.2 ≤ r/a ≤ 1
- m = 0 pour 1 ≤ r/a ≤ 1.3
- m = 2 pour 1.3 ≤ r/a ≤ 1.5
- m = 0 (avec des niveaux très substantiels et proches des différents m 6= 0) pour 1.5 ≤ r/a ≤ 1.96
- m = 1 et m = 3 pour 1.96 ≤ r/a ≤ 2.04
- m = 1, m = 2, m = 3 et m = 6 pour 2.04 ≤ r/a ≤ 2.16
- m = 1 pour 2.16 ≤ r/a ≤ 2.5
- m = 0 pour 2.5 ≤ r/a ≤ 2.8
- m = 0 et m = 1 pour 2.8 ≤ r/a ≤ 3
- m = 1 pour 3 ≤ r/a ≤ 4.6
- m = 0 et m = 1 pour 4.6 ≤ r/a ≤ 5
Ainsi, la figure 7.85 rappelle à T = 10 plusieurs des tendances notées sur les figures 7.81 à T = 8
et 7.83 à T = 9, à savoir une très grande richesse dans la composition azimutale de la pertur-
bation non linéaire, qui semble portée à s’amplifier encore au cours du temps. Il nous semble
que la figure 7.85, en démontrant en particulier la présence de tous les m pour 1.5 ≤ r/a ≤ 2
(zone propice au développement de couches critiques), apporte un éclairage complémentaire sur
la complexification radiale de la structure cohérente observée à la figure 7.62.

Par ailleurs, la comparaison des figures 7.84 et 7.85 indique qu’en dynamique non linéaire,
le contenu spectral est encore très dense et étendu dans la direction radiale, mais avec un net
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aplatissement des profils pour 2 ≤ r/a ≤ 5) par rapport aux oscillations remarquées sur les
figures 7.81 à T = 8 et 7.83 à T = 9. Quant à la dynamique linéaire, la composante dominante
m = 1 reste encore et toujours cantonnée à 0 ≤ r/a ≤ 3.5.

7.4 Retour à la modélisation de l’éclatement tourbillonnaire au
banc B20

Nous proposons ici des évaluations des paramètres déterminants pour nos calculs DNS dans
notre modélisation des phénomènes du B20, en nous fondant sur des données issues des cam-
pagnes d’essais réalisés au banc B20. Nous passons brièvement en revue les différentes manières
de quantifier ces grandeurs de référence, ainsi que les incertitudes et sources d’erreurs qui leur
sont afférentes. En fonction de ces estimations, nous abordons les conséquences en terme de
ressources de calcul avec notre code DNS et et les nécessaires compromis pour les simulations
numériques 3D instationnaires.

7.4.1 Estimation du nombre de Mach

Il existe au moins deux manières d’évaluer le nombre de Mach au banc d’essais B20, selon
l’échelle de vitesse caractéristique utilisée. Pour celle-ci, nous avons le choix entre la vitesse de
catapultage de la maquette U0 et le maximum de vitesse tangentielle V θ

max
, à mesurer ou calculer

sur l’un des deux tourbillons principaux contrarotatifs de sillage (cf. figure 7.86).

Fig. 7.86 – Schéma du sillage tourbillonnaire d’un avion de transport, après fusion des tourbillons corotatifs
de volet et bout d’aile, et principaux paramètres de modélisation des deux tourbillons contrarotatifs en champs
étendu et lointain.
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La vitesse axiale de catapultage U0 est d’accès plus direct et simple dans les essais expérimentaux,
alors que l’estimation de la vitesse azimutale V θ

max
est nettement plus délicate mais aussi beau-

coup plus pertinente pour la dynamique tourbillonnaire.

Estimation de Ma à partir de U0

Avec les valeurs nominales du programme AWIATOR de la figure 3.8 et en se fondant sur
l’intervalle de vitesse de catapultage U0 (23.15 m/s ≤ U0 ≤ 23.70 m/s avec cair = 339.41 m/s
dans les CNTP), nous aboutissons à l’estimation suivante :

0.068 ≤ Ma(U0) ≤ 0.070 (7.4)

Estimation de Ma à partir de V θ
max

Nous évaluons la vitesse tangentielle maximale du tourbillon de sillage V θ
max

par la relation :

V θ
max

=
Γ0

2 π a
(7.5)

Ce calcul nécessite les valeurs de la circulation Γ0 et du rayon du coeur tourbillonnaire a,
avec les notations de la figure 7.86.

Pour estimer Γ0 du tourbillon de bout d’aile se développant derrière une maquette d’avion de
transport au banc B20, nous utilisons une équation de mécanique du vol employée par Coustols
& al. [58], qui relie directement la circulation Γ0 à la vitesse de catapultage U0 :

Γ0 =
2 CL S0 U0

π b0
(7.6)

Enfin, on détermine approximativement la taille du coeur tourbillonnaire sur la figure 3.9,
en se situant bien avant tout phénomène d’instabilité ou d’éclatement tourbillonnaire :

a ≈ 0.0625 b0 (7.7)

Les équations 7.5, 7.6 et 7.7 conduisent finalement à :

V θ
max

=
CL S0 U0

0.0625 π2 b2
0

(7.8)

Avec les valeurs nominales de la maquette A340 dans la configuration de référence du pro-
gramme AWIATOR de la figure 3.8, nous prenons b0 = 2.148 m et S0 = 0.496 m2. Les conditions
du catapultage visent à réaliser un coefficient de portance CL = 1.40, valeur qui est effective-
ment réalisée dans les essais retenus et présentés dans les campagnes III et IV du programme
AWIATOR, dont les données PIV 2D sont analysées au chapitre 3.

Dans l’intervalle de vitesse de catapultage U0 du programme AWIATOR (23.15 m/s ≤
U0 ≤ 23.70 m/s) avec cair = 339.41 m/s dans les CNTP, et en gardant à l’esprit que la
principale source d’incertitude repose sur l’évaluation du coeur tourbillonnaire (équation 7.7),
nous aboutissons à l’estimation suivante :

0.016 ≤ Ma
(
V θ

max

)
≤ 0.018 (7.9)
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Le caractère fortement incompressible de l’écoulement réel est très pénalisant pour les calculs
DNS 3D instationnaires avec notre code compressible FLUDILES en terme de temps de calcul
car il rallonge les temps de restitution. En effet, pour assurer la stabilité de ce code qui utilise
un schéma temporel explicite (Runge-Kutta d’ordre 3), le pas de temps adimensionnel dt de
simulation doit respecter la condition

dt < 0.6
1

1 + 1/Ma
dx (7.10)

où dx désigne la plus petite taille de maille adimensionnelle utilisée dans la simulation. Cette
dernière préconisation (inégalité 7.10) est issue des tests de stabilité du code FLUDILES réalisés
pendant la thèse de Ferreira-Gago [106]. A maillage donné, on constate donc que le pas de
temps doit être d’autant plus petit que le nombre de Mach à simuler est plus petit. Si on sou-
haite respecter la similitude en nombre de Mach dans un calcul DNS en passant de Ma = 0.1 à
Ma = 0.07, il faut diminuer le pas de temps de la simulation, ce qui conduit inévitablement à
augmenter le nombre d’itérations instationnaires et rallonger le temps de restitution pour simu-
ler la durée physique fixée au préalable (cf. paragraphe 7.4.3).

En raison de ces contingences numériques, tous les calculs DNS présentés dans cette thèse
ont été réalisés à Ma = 0.1. Ce choix est un compromis visant à éviter d’éventuelles pertur-
bations purement numériques (dues à l’utilisation d’un code de calcul compressible à trop bas
nombre de Mach), tout en s’efforçant de rester ”relativement proche” des valeurs réelles dans les
conditions d’essais au banc B20 : nous avons conscience que Ma = 0.1 retenu dans nos calculs
DNS est certes avoisinant de l’estimation 7.4 (Ma(U0) ≈ 0.07), mais tout de même éloigné d’un

rapport cinq sur l’évaluation 7.9 (Ma
(
V θ

max

)
≈ 0.02). Cette dernière valeur, très petite, est un

inconvénient beaucoup trop désavantageux en terme de raccourcissement des pas de temps dans
nos simulations instationnaires et physiquement, elle ne nous semble pas justifier un tel effort
sur le plan numérique.

7.4.2 Estimation du nombre de Reynolds

Comme pour le calcul du nombre de Mach, nous disposons d’au moins deux façons d’estimer
le nombre de Reynolds au banc d’essais B20, selon l’échelle de vitesse caractéristique utilisée, à
savoir la vitesse de catapultage de la maquette U0 ou le maximum de vitesse tangentielle V θ

max

des deux tourbillons contrarotatifs de sillage, ce qui revient à utiliser la circulation Γ0 (cf. figure
7.86).

Estimation de Re à partir de U0

En utilisant la taille du coeur tourbillonnaire a comme longueur de référence avec son esti-
mation sur les données du B20 à l’équation 7.7, on obtient :

Re(U0) =
U0 a

ν
≈ 0.0625 U0 b0

νair
(7.11)

Avec les valeurs nominales du programme AWIATOR de la figure 3.8 (b0 = 2.148 m) et
en se fondant sur l’intervalle de vitesse de catapultage U0 (23.15 m/s ≤ U0 ≤ 23.70 m/s avec
νair = 1.56 × 10−5 m2/s dans les CNTP), nous aboutissons à l’estimation suivante :

199000 ≤ Re(U0) ≤ 204000 (7.12)
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Estimation de Re à partir de Γ0

A la manière de l’adimensionnement mis en oeuvre dans notre code DNS (cf. paragraphe
6.3.1), nous évaluons le nombre de Reynolds fondé sur la circulation du tourbillon de sillage par
la relation :

Re(Γ0) =
Γ0

2 π ν
(7.13)

Pour calculer Γ0, nous utilisons à nouveau la relation 7.6 employée par Coustols & al. [58],
qui relie directement la circulation Γ0 à la vitesse de catapultage U0 et nous obtenons :

Re(Γ0) =
Γ0

2 π ν
=

2 CL S0 U0

π b0

1

2 π ν
=

CL S0 U0

π2 b0 νair
(7.14)

Avec les valeurs nominales de la maquette A340 dans la configuration de référence du pro-
gramme AWIATOR de la figure 3.8, nous prenons b0 = 2.148 m, S0 = 0.496 m2 et CL = 1.40.
Dans l’intervalle de vitesse de catapultage U0 du programme AWIATOR (23.15 m/s ≤ U0 ≤
23.70 m/s) avec νair = 1.56 × 10−5 m2/s dans les CNTP, nous aboutissons à l’estimation sui-
vante :

48000 ≤ Re(Γ0) ≤ 50000 (7.15)

7.4.3 Estimation de la durée physique à simuler numériquement

La prévision a priori de la durée physique à simuler dans un calcul DNS est une question
très délicate à plus d’un titre :
- mathématiquement, elle dépend essentiellement du rapport d’aspect a/b, comme nous allons
le voir ci-dessous
- physiquement, elle est déterminée par la distance que le front d’onde de la perturbation doit
parcourir le long du tourbillon (end-effects) pour dépasser un régime transitoire puis observer
un phénomène de type éclatement tourbillonnaire (vortex bursting).
- numériquement, elle peut rapidement devenir très lourde de conséquences sur les ressources de
calcul nécessaires, d’une part par les maillages à utiliser et par voie de conséquence la mémoire
de calcul (nous avons vu aux figures 6.39 et 6.40 que les vitesses de propagation des ondes de
Kelvin dimensionnent directement l’extension le long du vortex des domaines 3D de calcul),
d’autre part par le temps de restitution du calcul car la durée physique à simuler impose de
facto le nombre d’itérations instationnaires des simulations DNS).

D’un point de vue plus pratique, nous proposons ici quelques calculs à partir des données
du banc B20, en faisant le lien entre le rapport d’aspect a/b et la distance parcourue par la ma-
quette au moment de l’éclatement tourbillonnaire pour en déduire des estimations de la durée
physique à simuler en nombre de temps de retournement du tourbillon de Lamb-Oseen. Dans
cette démarche, nous avons également comparé nos évaluations issues du B20 aux résultats de
l’étude phénoménologique et théorique du sillage d’un avion réalisée par Fabre [99] dans le pre-
mier chapitre de sa thèse.

Pour mesurer la distance b séparant les centres des deux tourbillons contrarotatifs, nous uti-
lisons les deux points supérieurs de la figure 3.41, afin de se positionner bien avant l’éclatement
tourbillonnaire. On trouve ainsi :
- pour la phase III (carré rouge) : b/b0 ≈ 2 × 0.365 = 0.73
- pour la phase IV (carré vert) : b/b0 ≈ 2 × 0.395 = 0.79
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Ainsi, on constate sur la configuration de référence du programme AWIATOR, que les condi-
tions d’équilibrage du vol (”trimmed conditions”) de la maquette au B20 respectent avec une
très bonne approximation - en particulier sur la phase IV - la relation suivante, synonyme d’une
loi de chargement elliptique de l’aile :

b

b0
=

π

4
≈ 0.785 (7.16)

Nous retenons donc la relation 7.16 dans la suite de notre démonstration.

Par ailleurs, nous avons vu que les données du B20 nous ont conduit à l’approximation 7.7
sur la taille du coeur tourbillonnaire : a ≈ 0.0625 b0.

Nous obtenons finalement l’estimation suivante du rapport d’aspect α = a/b sur la configu-
ration de base des essais au B20 :

α =
a

b
≈ 0.0625 b0

π
4 b0

=
1

4 π
≈ 0.08 (7.17)

Nous constatons que notre estimation 7.17 sur les données B20 conduit à une valeur légèrement

inférieure à celle calculée par Fabre [99] (α = exp
(

1−π2

4

)
≈ 0.1), en s’appuyant sur la théorie

de la ligne portante de Prandtl appliquée à une aile elliptique.

A ce stade de notre raisonnement, nous introduisons la période de retournement du vortex
T0 = 2 π/Ω0 comme échelle de temps pour adimensionner le temps t correspondant à la distance
X(t) parcourue par la maquette de la manière suivante :

t = T0 × t∗ (7.18)

Dans le cas du tourbillon de Lamb-Oseen, on a vu que T0 = 4 π2 a2/Γ0 et on peut alors
exprimer T0 en fonction des paramètres des essais au B20 en remplaçant a = α b par l’équation
7.16 et Γ0 à l’aide de la relation 7.6 :

T0 = 4 π2 a2

Γ0
= 4 π2

(
α π

4 b0

)2

2 CL S0 U0

π b0

=
α2 π5 b3

0

8 CL S0 U0
(7.19)

La distance parcourue par la maquette, normalisée par son envergure b0, devient dans ces
conditions :

X(t)

b0
=

U0 t

b0
=

U0 T0

b0
t∗ = X∗(t∗) (7.20)

En substituant T0 par l’expression 7.19 dans la relation 7.20, on obtient finalement l’équation
suivante :

X∗(t∗) =
U0

b0

α2 π5 b3
0

8 CL S0 U0
t∗ =

α2 π5 b2
0

8 CL S0
t∗ (7.21)

ou de manière équivalente :

t∗(X∗) =
8 CL S0

α2 π5 b2
0

X∗ (7.22)

La connaissance du X∗ de l’éclatement tourbillonnaire au banc d’essais B20 permet, via
l’équation 7.22, de déterminer le temps correspondant t∗ en nombre de rotations du vortex,
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c’est à dire une estimation de la durée physique à simuler dans le cadre de notre modélisation
avec l’adimensionnement utilisé pour notre code DNS. Avec α ≈ 0.08 (cf. évaluation 7.17) et les
valeurs nominales de la maquette A340 dans la configuration de référence du programme AWIA-
TOR (cf. figure 3.8 : b0 = 2.148 m et S0 = 0.496 m2), nous obtenons les résultats suivants :
- la figure 3.15, relative à la phase III, situe l’éclatement tourbillonnaire dans l’encadrement
20.9 ≤ X∗ ≤ 24.2, ce qui équivaut par la relation 7.22 à 12.8 ≤ t∗ ≤ 14.9
- la figure 3.28, relative à la phase IV, situe l’éclatement tourbillonnaire dans l’encadrement
20.7 ≤ X∗ ≤ 23.9, ce qui équivaut par la relation 7.22 à 12.7 ≤ t∗ ≤ 14.7.

7.5 Réponse non linéaire du tourbillon de Lamb-Oseen à une
perturbation hélicöıdale infinitésimale à haut nombre de
Reynolds

Dans cette partie, nous présentons un nouveau calcul DNS fondé sur les principales conclu-
sions que nous avons obtenues aux paragraphes 7.3 et 7.4. Nous avons décidé de faire une
simulation DNS sur notre perturbation m = 1 avec une amplitude initiale infinitésimale et à
haut nombre de Reynolds. Les valeurs des paramètres répondent à plusieurs objectifs :

(1) Le choix de la géométrie azimutale de la perturbation initiale (m = 1) est motivé par
des observations expérimentales, d’une part réalisées en bassin hydrodynamique au DLR (WSG
Göttingen) et d’autre part dans la soufflerie à catapulte B20 de l’ONERA Lille. Les visuali-
sations d’end-effects réalisées par Bao & al. [11, 12] mettent en évidence un enroulement sur
elle-même de la perturbation propagative, suggérant une géométrie azimutale m 6= 0 1. De plus,
le post-traitement des mesures PIV 2D au chapitre 3 laisse entrevoir dans l’analyse spectrale des
données correspondant aux instants précédant l’éclatement tourbillonnaire des traces de pertur-
bations non axisymétriques, en plus d’une composante axisymétrique dominante.

(2) L’amplitude initale de perturbation (ε = 0.01) a pour but de prémunir l’évolution insta-
tionnaire de notre perturbation hélicöıdale contre toute autre composante azimutale, en parti-
culier axisymétrique (cf. paragraphe 7.3.2). En effet, il est plus facile d’interpréter physiquement
une perturbation hélicöıdale infinitésimale à l’aide de la classification du paragraphe 6.2.4, car
son comportement n’est pas ”pollué” par les familles de modes provenant des autres géométries
azimutales.

(3) Le choix du nombre de Reynolds (Re = 100000) est piloté par nos estimations du pa-
ragraphe 7.4, dans le but d’être relativement représentatif du banc d’essai B20. Nous avons
fait un compromis entre Re ≈ 50000 (équation 7.15) et Re ≈ 200000 (équation 7.12), en nous
rapprochant de préférence de l’estimation fondée sur la circulation du vortex. Pour capter les
phénomènes de la dynamique d’un tourbillon de sillage, il nous semble que le nombre de Rey-
nolds est le premier des paramètres adimensionnels sur lequel on doit tendre vers la similitude
entre l’expérience et la simulation numérique.

1communications personnelles avec Thomas GERZ (DLR Oberpfaffenhofen)

201
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7.5.1 Comparaison des dynamiques à Re = 1000 et Re = 100000 de la pertur-
bation hélicöıdale infinitésimale

Nous cherchons ici à comprendre quels sont les effets de la diffusion visqueuse sur les ondes
de Kelvin hélicöıdales, en comparant deux résolutions DNS à Re = 1000 et Re = 100000 de la
réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation m = 1, pour une amplitude donnée
et infinitésimale de la perturbation (ε = 0.01).

perturbation longueur section transverse nombre total dt durée
initiale (axe du vortex) (perpendiculaire au vortex) de points adim simulée

m = 1 [-25 rc ; 25 rc] [-10 rc ; 10 rc] x [-10 rc ; 10 rc] 8 M 6.8e-3 10 T0

m = 1 [-15 rc ; 15 rc] [-10 rc ; 10 rc] x [-10 rc ; 10 rc] 13.4 M 3.7e-3 6 T0

Fig. 7.87 – Raffinement de maillage des calculs DNS pour l’augmentation du nombre de Reynolds jusqu’à
Re = 100000 sur la perturbation m = 1 (rc représente la taille du coeur tourbillonnaire et T0 la période de
retournement du vortex).

Sur la figure 7.87, le second maillage présente un raffinement de l’ordre de 43% par rapport
au premier, puisqu’on discrétise le coeur tourbillonnaire par dix points au lieu de sept.

D’autre part, étant donné la difficulté du problème à résoudre numériquement pour Re =
100000, nous avons choisi de réduire sensiblement le pas de temps (d’environ 25%) afin d’éviter
toute instabilité du schéma explicite d’intégration temporelle. C’est pourquoi nous avons pris
dt = 0.0037, alors que l’équation 7.10 permettrait a priori d’envisager un pas de temps un peu
plus grand (4.9e-3 avec cette taille de maille).

L’augmentation du nombre de points d’une part, et la diminution du pas de temps d’autre
part, expliquent le raccourcissement de la durée physique que nous avons pu simuler : six temps
de retournement du tourbillon, à la place de dix rotations du vortex avec le premier maillage
(que nous qualifions de ”standard” dans ce qui suit).

Les courbes de la figure 7.88 montrent que notre maillage raffiné, décrit à la figure 7.87,
améliore visiblement la convergence de notre calcul DNS vers la solution obtenue par Fabre [99]
en théorie de stabilité linéaire. Cela nous indique que pour cette configuration (m = 1, ε = 0.01
et Re = 100000), il faudrait raffiner encore le maillage pour tenter d’obtenir une convergence
parfaite de la DNS sur la stabilité linéaire, si tant est réllement le cas.

Numériquement, le fait que la courbe verte s’intercale entre la courbe bleue (fournie par le
maillage standard qui nous a permis de réaliser au chapitre 6 la convergence de la DNS sur la
stabilité linéaire à Re = 100 et Re = 1000) et la courbe rouge de la stabilité linéaire s’explique
par le fait que le maillage ”absorbe” artificiellement de l’énergie via la méthode numérique de
résolution (schéma hermitien - compact centré d’ordre 6 agrémenté de la méthode de stabili-
sation par filtrage spatial 3D du paragraphe 5.3.1). Par extension, notre dernier calcul à haut
nombre de Reynolds non totalement convergé s’apparente d’une certaine manière à un calcul de
type ”MILES” comme ceux réalisés par exemple au LMFA de Lyon 2, plus qu’à une véritable
simulation LES car dans toute notre étude, nous avons fait le choix de ne pas utiliser de modèle
de sous maille.

2communications personnelles avec Marc TERRACOL (ONERA/DSNA/ETRI)
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Fig. 7.88 – Test de convergence pour Re=100000 : comparaison entre le maillage standard et le maillage raffiné.

Sur les figures 7.89 à 7.100, nous illustrons le comportement de la vorticité axiale afin de
mettre en évidence l’effet du nombre de Reynolds sur la dynamique des structures cohérentes,
dans le cadre de la résolution pleinement non linéaire des équations de Navier-Stokes complètes,
par la DNS. Plus précisément, les figures 7.89 à 7.100 représentent l’évolution au cours du temps
de la perturbation en traçant deux isosurfaces 3D correspondant à ±10% du niveau maximum
de la perturbation initiale de vorticité axiale, comme nous l’avons fait au paragraphe 7.3.1.

Fig. 7.89 – Perturbation m=1 à Re=1000 en
régime linéaire T=1 (maillage à 8 M points)

Fig. 7.90 – Perturbation m=1 à Re=100000 en
régime linéaire T=1 (maillage à 13.4 M points)

Sur les figures 7.89 et 7.90 correspondant au premier temps de retournement du tourbillon,
on n’observe visuellement aucune différence sur la structure entre Re = 1000 et Re = 100000.
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Fig. 7.91 – Perturbation m=1 à Re=1000 en
régime linéaire T=2 (maillage à 8 M points)

Fig. 7.92 – Perturbation m=1 à Re=100000 en
régime linéaire T=2 (maillage à 13.4 M points)

Après deux rotations du vortex, la comparaison des figures 7.91 et 7.92 révèle de très légères
différences, prémices des effets du nombre de Reynolds. En particulier, on note à Re = 100000
le début d’un enroulement un peu plus prononcé de la perturbation dans la partie centrale de
la colonne tourbillonnaire. Par contre, on ne constate aucun étirement de la structure hydrody-
namique dans la direction axiale du vortex.

Fig. 7.93 – Perturbation m=1 à Re=1000 en
régime linéaire T=3 (maillage à 8 M points)

Fig. 7.94 – Perturbation m=1 à Re=100000 en
régime linéaire T=3 (maillage à 13.4 M points)

Au bout de trois périodes de retournement du tourbillon, on constate de très nettes différences
entre les figures 7.93 et 7.94. Les distinctions les plus importantes entre les deux perturbations
apparaissent clairement dans la localisation initiale de la perturbation (y = 0) et la partie droite
du vortex (y > 0), car le front d’onde à gauche - formé d’une double hélice de vorticité composée
de modes hélicöıdaux de déplacement (famille ”D”) - reste rigoureusement inchangé. En effet, la
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figure 7.93 montre que les modes du paquet d’ondes initial qui se propagent vers la droite (essen-
tiellement les modes corotatifs de coeur, dits de la famille ”C”) commencent déjà à disparâıtre à
T = 3, en raison d’un fort amortissement par diffusion visqueuse à Re = 1000. A Re = 100000,
ces mêmes ondes de la famille ”C” survivent sur la figure 7.94 et persistent beaucoup mieux car
en régime bien moins visqueux. De plus, on note des différences au niveau de l’enroulement de la
perturbation autour de l’origine y = 0, ce qui s’explique par une modification du comportement
des modes hélicöıdaux de la famille ”L” (parmi lesquels les modes singuliers de couche critique)
lorsqu’ils passent de Re = 1000 à Re = 100000. Enfin, on remarque, dans une moindre mesure,
un léger étirement axial de la perturbation à Re = 100000, exclusivement vers la droite du
tourbillon.

Fig. 7.95 – Perturbation m=1 à Re=1000 en
régime linéaire T=4 (maillage à 8 M points)

Fig. 7.96 – Perturbation m=1 à Re=100000 en
régime linéaire T=4 (maillage à 13.4 M points)

Après quatre rotations du vortex, la comparaison des figures 7.95 et 7.96 confirme l’amplifica-
tion des différences décrites à T = 3, leur seul point commun restant la double hélice de vorticité
contrarotative qui se propage vers la gauche (mode ”D”). En particulier, on observe sur la fi-
gure 7.95 que la structure hydrodynamique de la perturbation à Re = 1000 s’est très nettement
”décantée” et clairsemée car les effets de l’amortissement par diffusion visqueuse deviennent
plus perceptibles à T = 4. Tout au contraire, la figure 7.96 met en évidence à Re = 100000
une complexification et une densification des structures cohérentes, rendues possibles par une
diffusion visqueuse bien moindre. On distingue tout particulièrement la genèse d’une structure
en forme de spirale torsadée, s’enroulant dans le même sens de rotation que celui du tourbillon
porteur : celle-ci est un mélange compliqué d’ondes hélicöıdales de la classe ”C” (corotatives),
mais aussi de modes des familles ”L” et ”V”, à en juger par son étendue dans la direction radiale.
Juste à gauche de cette spirale torsadée, on note également sur la figure 7.96 un enroulement
beaucoup plus resserré de la perturbation à Re = 100000, vraisemblablement dû à un paquet
d’ondes rétrogrades (voire même contrarotatives pour les petites longueurs d’onde) de la famille
”L”.

Les figures 7.97 et 7.98 au bout de cinq périodes de retournement du tourbillon confirment
en grande partie les tendances décrites à T = 4, à quelques nuances près. Le schéma 7.97 montre
effectivement que la structure de la perturbation à Re = 1000 continue de se simplifier, toujours
par amortissement et diffusion visqueuse, comme on peut le constater en comparant les figures
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CHAPITRE 7. DYNAMIQUE NON LINÉAIRE DU TOURBILLON DE LAMB-OSEEN

Fig. 7.97 – Perturbation m=1 à Re=1000 en
régime linéaire T=5 (maillage à 8 M points)

Fig. 7.98 – Perturbation m=1 à Re=100000 en
régime linéaire T=5 (maillage à 13.4 M points)

7.95 et 7.97, respectivement à T = 4 et T = 5. Visuellement, le schéma 7.97 indique que pour
la première fois, la structure cohérente de la perturbation à Re = 1000 se disloque en deux.
En fait, à ce stade de son évolution instationnaire, on peut déjà interpréter la structure de la
perturbation à Re = 1000 en la décomposant en trois éléments (et non pas deux seulement) :
- la double hélice de vorticité contrarotative (modes ”D”), donnant toujours le front d’onde à
gauche
- une structure beaucoup plus complexe dans la zone −5 ≤ y/a ≤ 0, qui semble rétrograde et
constituée de modes hélicöıdaux de la famille ”L” (couche critique)
- un paquet corotatif d’ondes hélicöıdales de la classe ”C”, qui se propage vers la droite du
tourbillon et qui s’est déjà scindé à T = 5 en deux paquets, situés approximativement en
0 ≤ y/a ≤ 4.3 et 7 ≤ y/a ≤ 8.5, déterminant ainsi le front d’onde à droite.
La structure cohérente de la perturbation à Re = 100000, représentée sur la figure 7.98, est plus
compacte que pour le cas Re = 1000 et peut être décomposée en quatre éléments hydrodyna-
miques :
- la double hélice de vorticité contrarotative (modes ”D”), donnant toujours le front d’onde à
gauche
- deux structures distinctes de couche critique, situées respectivement en −2.6 ≤ y/a ≤ −1 et
−1 ≤ y/a ≤ 1.4 : ces deux couches critiques sont beaucoup plus complexes que celle observée
à Re = 1000, par un mécanisme d’enroulement et filamentation nettement plus prononcé à
Re = 100000.
- le paquet corotatif d’ondes hélicöıdales de la classe ”C”, qui se propage vers la droite du
tourbillon reste d’un seul tenant pour Re = 100000 à T = 5, situé approximativement en
1.4 ≤ y/a ≤ 11.47 : ce paquet d’ondes ”C” est fortement étiré et on note que la propagation du
front d’onde à droite est sensiblement plus rapide qu’à Re = 1000.

Par ailleurs, on observe sur la dynamique à Re = 100000 un fait important qui se produit
entre T = 4 et T = 5 : la comparaison des figures 7.96 et 7.98 montre une brusque dislocation
de la spirale torsadée (apparue à T = 3 sur la figure 7.94, puis développée à T = 4 sur la figure
7.96), qui fait place à T = 5 aux deux structures que nous venons de décrire dans la région y ≥ 0
de la figure 7.98, c’est à dire une couche critique non propagative et le paquet d’ondes ”C” qui
se propage vers la droite du tourbillon.
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Fig. 7.99 – Perturbation m=1 à Re=1000 en
régime linéaire T=6 (maillage à 8 M points)

Fig. 7.100 – Perturbation m=1 à Re=100000 en
régime linéaire T=6 (maillage à 13.4 M points)

Après six rotations du vortex, la comparaison des figures 7.99 et 7.100 confirme l’amplification
des différences décrites à T = 5 entre Re = 1000 et Re = 100000, leur seul point commun restant
la double hélice de vorticité contrarotative qui se propage vers la gauche (mode ”D”). En ce qui
concerne la dynamique à Re = 1000 exposée au schéma 7.99, le lecteur pourra se référer aux
résultats du paragraphe 6.3.3 qui fournit une analyse plus détaillée de la perturbation hélicöıdale
infinitésimale en régime visqueux (cf. les figures 6.47, 6.48, 6.49, 6.50).

Pour ce qui est de la perturbation à Re = 100000, la figure 7.100 à T = 6 corrobore très nette-
ment les tendances observées à T = 5 sur le schéma 7.98 : la perturbation à Re = 100000 exhibe
bien quatre éléments hydrodynamiques, comme décrits à T = 5 sur la figure 7.98, mais mieux
discernables du fait de l’apparition à T = 6 de deux brisures dans la structure du schéma 7.100.
En effet, la première cassure à −3.2 ≤ y/a ≤ −2.9 montre comment la double hélice contra-
rotative de vorticité (front d’onde à gauche) se déconnecte de la première structure en couche
critique (située en −2.9 ≤ y/a ≤ −1), et la seconde fragmentation autour de 2.2 ≤ y/a ≤ 2.6
illustre comment la deuxième structure en couche critique (localisée en −1 ≤ y/a ≤ 1) se détache
du paquet d’ondes hélicöıdales de la classe ”C” (front d’onde à droite).

Pour finir, la disparition (amorcée à T = 5) de la structure en forme de spirale torsadée
à Re = 100000 est confirmée à T = 6 et sera discutée d’un double point de vue, physique et
théorique, au paragraphe 7.6.2, en faisant appel à la notion délicate de ”quasi-mode”.

7.5.2 Contenu spectral de la perturbation hélicöıdale infinitésimale à bas et
haut nombres de Reynolds

En suivant la même démarche que celle faite au paragraphe 7.3.2, et pour caractériser les
différentes composantes en nombre d’onde azimutal présentes dans la perturbation, nous effec-
tuons une analyse de type TFD dans la direction azimutale. Dans cette partie, notre nalayse TFD
porte uniquement sur le plan y = 0, lieu où est initiée la perturbation, pour mieux appréhender
le comportement des modes constituant la seconde structure en couche critique que nous avons
décrite au paragraphe prédédent, notamment sur les figures 7.98 et 7.100. Nous savons en effet
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depuis le chapitre 6 qu’une des principales propriétés des modes de couche critique est de ne pas
(ou très peu) se propager le long de l’axe du tourbillon.
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Fig. 7.101 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 0 dans le cas
Re = 1000.
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Fig. 7.102 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 0 dans le cas
Re = 100000.

Les figures 7.101 et 7.102 montrent que l’initialisation de la perturbation hélicöıdale est tout
naturellement dominée par la composante m = 1, avec les courbes |C1(r)| de ces deux graphiques
qui sont d’allure extrêmement similaire, en forme de cloche. Nous avons déjà expliqué de manière
analytique ces résultats au paragraphe 7.3.2, à l’aide de l’équation 7.3 et de la figure 7.65.
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Fig. 7.103 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 1 dans le cas
Re = 1000.
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Fig. 7.104 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 1 dans le cas
Re = 100000.

Les figures 7.103 et 7.104 indiquent toujours une très nette prédominance de la compo-
sante m = 1 de la perturbation au bout d’un temps de retournement du vortex, avec des profils
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extrêmement semblables des deux courbes |C1(r)| à Re = 1000 et Re = 100000. Ces très grandes
similitudes et cette prééminence de la composante hélicöıdale confortent a postériori les obser-
vations réalisées sur les figures 7.89 et 7.90 : au bout d’une rotation du vortex, la perturbation
m = 1 a, d’une part, pleinement conservé sa géométrie initiale et d’autre part, elle s’avère
insensible à l’effet de l’augmentation du nombre de Reynolds. A cet instant T = 1, on note
également, et de manière assez paradoxale, que l’apparition des autres composantes azimutales
est un peu plus prononcée sur la figure 7.103 à Re = 1000 qu’à Re = 100000 sur la figure 7.104.
En fait, les niveaux particulièrement bas des courbes |Cm(r)| pour m 6= 1, par rapport au tracé
|C1(r)|, indiquent à l’évidence qu’il s’agit de toute façon et dans les deux cas de bruit numérique.
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Fig. 7.105 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 2 dans le cas
Re = 1000.
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Fig. 7.106 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 2 dans le cas
Re = 100000.

Les figures 7.105 et 7.106 montrent encore une large prépondérance de la composante m = 1
de la perturbation après deux rotations du vortex, sauf de manière très localisée au centre du
tourbillon (|C0| > |C1| pour 0 ≤ r/a ≤ 0.06 à Re = 1000 et |C0| > |C1| pour 0 ≤ r/a ≤ 0.01
à Re = 100000). Les profils des deux courbes |C1(r)| à Re = 1000 et Re = 100000 sont une
nouvelle fois très semblables, à l’exception d’un intervalle extrêmement resserré au niveau du
coeur tourbillonnaire, confirmant là encore a postériori les conclusions tirées des figures 7.91 et
7.92 : après deux retournements du tourbillon, la perturbation m = 1 est quasiment inchangée
entre Re = 1000 et Re = 100000. En effet, la seule différence consiste en un soudain et très
bref effondrement de la composante m = 1 à Re = 1000 (|C0| > |C1| pour 1 ≤ r/a ≤ 1.08
sur le graphique 7.105), alors que nous observons une baisse beaucoup moins importante de la
composante m = 1 à Re = 100000 (|C0| < |C1| pour 0.01 ≤ r/a ≤ 3 sur le graphique 7.106).

Les figures 7.107 et 7.108 mettent véritablement en évidence les premiers changements im-
portants dans la composition azimutale de la perturbation au bout de la troisième période de
retournement du tourbillon, ce qui est tout à fait conforme avec les observations ”macrosco-
piques” réalisées sur les structures cohérentes des figures 7.93 et 7.94. Les graphiques 7.107 et
7.108 montrent globalement une prédominance de la composante m = 1 dans les deux cas,
mais on remarque que l’allure de la courbe |C1(r)| est largement modifiée de Re = 1000 à
Re = 100000. On note en particulier que l’énergie de la perturbation due à la contribution
m = 1, matérialisée par l’aire sous la courbe |C1|, est majoritairement concentrée dans le coeur
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Fig. 7.107 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 3 dans le cas
Re = 1000.
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Fig. 7.108 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 3 dans le cas
Re = 100000.

tourbillonnaire à Re = 1000, alors que cette même énergie de nature hélicöıdale se déplace très
nettement à l’extérieur du vortex dans le cas Re = 100000. Cette constatation est matérialisée
par le soudain effondrement de la composante m = 1 au niveau de la périphérie intérieure du
coeur tourbillonnaire à Re = 100000 (|C0| > |C1| pour 0.8 ≤ r/a ≤ 0.9 sur le graphique 7.108).
Ce phénomène de transfert de l’énergie hélicöıdale du coeur tourbillonnaire à Re = 1000 vers la
zone potentielle à Re = 100000 s’interprète physiquement comme un effet des couches critiques :
les modes hélicöıdaux singuliers de la famille ”L” se manifestent par la création de bras spiraux
de vorticité à l’extérieur du noyau du tourbillon qui sont porteurs d’énergie, malgré leur amor-
tissement par filamentation. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe 7.6.2.

Dans une moindre mesure, la comparaison des figures 7.107 et 7.108 nous permettent de
noter qu’à partir de T = 3, les contributions des composantes m = 0 et m = 2, relativement à
celle de m = 1, sont légèrement plus actives à Re = 100000 qu’à Re = 1000.

Les figures 7.109 et 7.110 confirment dans l’ensemble la prépondérance de la composante
m = 1 pour les deux cas, mais aussi des différences importantes dans les détails de la composition
azimutale de la perturbation après quatre rotations du vortex.

Le graphique 7.110 (Re = 100000 à T = 4) met en évidence une nette augmentation du
nombre d’oscillations et de leurs amplitudes sur la courbe |C1(r)|, par rapport aux figures 7.109
(Re = 1000 à T = 4) et 7.108 (Re = 100000 à T = 3)

Par comparaison avec les figures 7.107 et 7.108 à T = 3, les graphiques 7.109 et 7.110
confirment qu’à T = 4, l’énergie hélicöıdale de la perturbation à Re = 1000 est essentiellement
concentrée dans le coeur tourbillonnaire, alors qu’elle semble en voie de s’équilibrer à Re =
100000 entre le noyau du vortex et la zone potentielle.

De plus, le schéma 7.110 à T = 4 confirme la tendance à Re = 100000 d’une augmentation
de la contribution m = 0, amorcée à T = 3 sur le graphique 7.108. Plus généralement, l’analyse
spectrale de la perturbation à Re = 100000 suggère un mécanisme d’échange d’énergie entre les
composantes m = 1 et m = 0 car on peut constater sur la figure 7.110 que les maxima de l’une
correspondent aux minima de l’autre et vice versa. Par exemple, le rayon r/a = 0.6 minimise |C1|
tout en maximisant |C0|, les maxima en r/a = 0.9 et r/a = 1.1 de |C0| encadrent le minimum
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Fig. 7.109 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 4 dans le cas
Re = 1000.
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Fig. 7.110 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 4 dans le cas
Re = 100000.

de |C1| en r/a = 1 et le maximum global de |C0| en r/a = 1.4 correspond à un minimum de |C1|.
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Fig. 7.111 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 5 dans le cas
Re = 1000.
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Fig. 7.112 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 5 dans le cas
Re = 100000.

Après cinq périodes de retournement du tourbillon, les figures 7.111 et 7.112 montrent en-
core la prédominance de la composante m = 1 dans les deux cas, ainsi que des différences
substantielles dans le contenu spectral à Re = 1000 et Re = 100000.

Le schéma 7.111 à T = 5 révèle une allure de la courbe |C1|(r) très similaire, en plus lissée,
à celle du graphique 7.109 à T = 4.

En revanche, la figure 7.112 confirme à T = 5 les tendances observées aux deux instants
précédents sur la perturbation à Re = 100000 :
- Le mécanisme de transfert de l’énergie hélicöıdale (aire sous la courbe |C1(r)|) du coeur tour-
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billonnaire vers la zone potentielle semble se réenclencher, à la manière du graphique 7.108 à
T = 3 : ceci peut se vérifier visuellement sur la figure 7.98 par le développement des couches
critiques à l’endroit de l’initialisation de la perturbation (y = 0).
- La contribution de m = 0 relativement à la composante m = 1 se maintient et s’affirme dans
l’intervalle 0 ≤ r/a ≤ 3, comme à T = 3 et T = 4 : par exemple, on note à T = 5 que |C0| > |C1|
pour 1.1 ≤ r/a ≤ 1.18, c’est à dire autour du lieu du maximum de vitesse tangentielle du tour-
billon de Lamb-Oseen.
- Enfin, on observe encore à T = 5 une augmentation des oscillations de la courbe |C1(r)| et
de ses amplitudes, ainsi qu’une correspondance entre les minima de |C1(r)| et des maxima de
|C0(r)| , comme sur le graphique 7.110 à T = 4.
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Fig. 7.113 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 6 dans le cas
Re = 1000.
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Fig. 7.114 – Contenu spectral de la perturbation
m = 1 infinitésimale (ε = 0.01) à T = 6 dans le cas
Re = 100000.

Au bout de six rotations du vortex, les figures 7.113 et 7.114 confirment dans l’ensemble la
prépondérance de la composante m = 1 pour les deux cas, mais aussi les différences importantes
de la composition azimutale de la perturbation à Re = 1000 et Re = 100000.

Le graphique 7.113 montre une stabilisation du profil de |C1(r)|, déjà mentionnée à T = 5 :
cela est cohérent avec le fait qu’on observe peu de différences sur les structures hydrodynamiques
en y = 0 des figures 7.98 et 7.100. De plus, on a vu au paragraphe 7.3.1 que l’évolution de notre
perturbation m = 1 infinitésimale traverse un régime transitoire d’environ sept retournements
du tourbillon avant d’atteindre une dynamique bien établie et régulière.

Par contre, la figure 7.114 à T = 6 retrouvent certaines des observations réalisées aux
précédents instants sur la perturbation à Re = 100000 :
- Le mécanisme de transfert de l’énergie hélicöıdale (aire sous la courbe |C1(r)|) du coeur tour-
billonnaire vers la zone potentielle se poursuit et ceci est confirmé par l’enroulement de la
perturbation de vorticité, de plus en plus fin et étendu dans la direction radiale, perceptible sur
la figure 7.100 autour de y = 0.
- Ce dernier phénomène va de pair avec les fortes oscillations de la courbe |C1(r)| visibles à
T = 6 sur le graphique 7.114, déjà remarquées à T = 4 et T = 5.
La principale originalité du contenu spectral de la perturbation Re = 100000 à T = 6 tient à la
montée en crescendo des maxima de la composante m = 0 entre r/a = 0.6 et r/a = 2.
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En tout état de cause, l’évolution de la perturbation à Re = 100000, décrite d’une part par
ses structures cohérentes (figures 7.94, 7.96, 7.98, 7.100), d’autre part par son contenu spectral
en azimut, montre qu’elle n’est pas encore parvenue, loin s’en faut, à un régime bien instauré au
bout de six rotations du tourbillon (contrairement à la dynamique visqueuse à Re = 1000), et il
faudrait simuler numériquement cette perturbation à haut nombre de Reynolds sur une durée
plus longue (cf. paragraphe 7.4.3) pour vérifier si les tendances observées se poursuivent effec-
tivement. Ces principaux phénomènes sont le processus d’enroulement-filamentation des bras
spiraux de vorticité à l’extérieur du coeur tourbillonnaire (couches critiques) et la création de
composantes azimutales m 6= 1 de plus en plus conséquentes (via le terme non linéaire du second
ordre).

7.6 Discussions et interprétations physiques des calculs DNS de
la perturbation hélicöıdale

7.6.1 Résumé des principaux résultats obtenus avec le code DNS sur la per-
turbation m = 1

De manière patente, la comparaison de nos calculs DNS montre que l’augmentation du
nombre de Reynolds se distingue substantiellement au bout de trois périodes de retournement
du tourbillon, au lieu d’une seule rotation du vortex dans le cas de l’effet de grande amplitude
de la perturbation, étudié au paragraphe 7.3.1.

Globalement, l’effet du nombre de Reynolds sur une perturbation m = 1 infinitésimale se
traduit essentiellement par un développement très différent des modes hélicöıdaux centraux vis-
queux et de couche critique (les modes ”L” et ”V” dans la terminologie introduite par Fabre [98]),
qui restent localisés autour de la perturbation initiale. Ces couches critiques sont caractérisées
d’une part par un mécanisme accentué d’enroulement et filamentation de la vorticité et d’autre
part par l’absence d’effet propagatif. Par ailleurs, ces structures sont porteuses d’énergie et sont
en grande partie à l’origine des différences relevées sur les courbes à Re = 1000 et Re = 100000
de la figure 6.42.

7.6.2 Effets du nombre de Reynolds : comparaison entre la DNS et la théorie
de stabilité linéaire

Après la validation fine au chapitre 6 (cf. les paragraphes 6.3.2 et 6.3.3) de notre code DNS
sur les résultats de la théorie de stabilité linéaire, nous présentons dans cette partie une compa-
raison entre notre calcul DNS à haut nombre de Reynolds de la perturbation hélicöıdale de petite
amplitude (paragraphe 7.5) et le calcul de stabilité linéaire non visqueux obtenu par Fabre [99],
au bout de six périodes de retournement du tourbillon.

En fait, nous nous permettons cette comparaison entre notre calcul DNS m = 1, ε = 0.01,
Re = 100000 et le résultat de stabilité linéaire non visqueux de Fabre précisément parce que
les solutions numériques obtenues par Fabre [99] sur la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen
à notre perturbation m = 1 ne montrent pratiquement aucune différence entre ses calculs à
Re = 100000 et dans le cas non visqueux (Re → ∞), lors des six premières rotations du vortex.
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Les résultats exposés dans cette partie viennent en complément de ceux du paragraphe 6.3.3
en régime visqueux à Re = 1000, afin de complèter notre analyse de l’effet du nombre de Rey-
nolds (et donc de la viscosité) sur le comportement du tourbillon de Lamb-Oseen en réponse à
notre perturbation m = 1 dans le cas infinitésimal, en proposant une description plus physique
et théorique des phénomènes observés.

Qualitativement, la comparaison des structures cohérentes entre la figure 7.115 et 7.119 met
en évidence des similarités mais aussi des différences sensibles, que nous allons tenter d’expliquer,
en particulier à l’aide des résultats présentés au paragraphe 7.5.

Les ressemblances concernent essentiellement le comportement de la perturbation hélicöıdale
sur la gauche du tourbillon de Lamb-Oseen car on retrouve dans les deux cas, d’une part la double
hélice de vorticité contrarotative (constituée de modes hélicöıdaux ”D” et donnant le front d’onde
à gauche), et d’autre part un élément hydrodynamique en forme d’enroulement mais moins
allongé (localisé approximativement en −3 ≤ y/a ≤ −1 sur la figure 7.115 et en −5 ≤ z/a ≤ −1
sur la figure 7.119), vraisemblablement constitué d’un paquet d’ondes se propageant vers la
gauche et constitué de modes hélicöıdaux de la famille ”L” qui deviennent marginalement stables
quand Re → ∞ (cf. figure 6.2 à Re = 1000 et Fabre [99] pour le diagramme de stabilité linéaire
correspondant au cas non visqueux) et contrarotatifs dans la limite des petites longueurs d’onde
(i.e. k a ≥ 2.3 ou encore λ ≤ 0.07 a).

En revanche, les principales différences entre notre calcul DNS à Re = 100000 et le résultat
de stabilité linéaire en non visqueux se manifestent sur les deux structures hydrodynamiques
présentes dans la partie droite du tourbillon de Lamb-Oseen :
- la figure 7.119 met en évidence une remarquable structure en forme de spirale torsadée, très
étendue à la fois axialement (−1 ≤ z/a ≤ 11) et radialement (en s’étalant à l’extérieur du coeur
tourbillonnaire pour −1 ≤ z/a ≤ 9), à l’extrémité de laquelle on discerne un paquet d’ondes
hélicöıdales de la classe ”C”, perceptible dans la zone 11 ≤ z/a ≤ 14 et constituant le front
d’onde à droite.
- la figure 7.115 montre une structure caractéristique de couche critique (enroulement très fin
de filaments de vorticité) dans la région −1 ≤ y/a ≤ 1, à laquelle s’ajoute clairement un paquet
d’ondes hélicöıdales de la classe ”C”, à la manière d’une longue ”vrille” de vorticité (dipôle coro-
tatif de vorticité positive et négative, concentré dans le coeur tourbillonnaire), qui se propage vers
la droite du vortex et qui a eu le temps de s’enrouler autour d’elle-même sur environ quatre tours.

En fait, la structure en forme de spirale torsadée de vorticité obtenue à T = 6 par Fabre [99]
avec la théorie de stabilité linéaire en régime non visqueux a également été observée de manière
très similaire sur notre calcul DNS à Re = 100000 et ε = 0.01 mais à des instants antérieurs :
- à T = 3 sur la figure 7.94
- à T = 4 sur la figure 7.96.
Par contre, le même calcul DNS montre que cette spirale torsadée ”disparâıt” à T = 5 et T = 6 :
en réalité, elle nous semble plutôt se recroqueviller axialemement, en se recentrant vers l’origine
de la perturbation initiale, tout en conservant son étendue dans la direction radiale (environ 2.5
fois la taille du coeur tourbillonnaire).

Ainsi, on se rend compte que les visualisations du paragraphe 7.5.1 donnant l’évolution ins-
tationnaire de la structure de la perturbation hélicöıdale infinitésimale calculée par la DNS à
Re = 100000 rejoint en partie les observations de la stabilité linéaire. Ce point nous parâıt
particulièrement intéressant et sera discuté plus loin.

Fabre [99] interprète la spirale torsadée de vorticité en z = 0 sur la figure 7.119 comme une
manifestation du spectre continu, d’une part parce qu’elle ne correspond à aucune topologie des
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7.6. DISCUSSIONS ET INTERPRÉTATIONS PHYSIQUES DES CALCULS DNS DE LA
PERTURBATION HÉLICOÏDALE

Fig. 7.115 – isosurfaces en 3D de la perturbation de vorticité axiale correspondant à ±10% du maximum de
la perturbation initiale
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Calcul DNS à Re = 1000 de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à notre perturbation m = 1 en
régime linéaire (ε = 0.01) à l’instant T = 6 (maillage à 13,4 M points). Le cercle en pointillé noir représente le
coeur tourbillonnaire (lieu du maximum de vitesse azimutale du tourbillon de Lamb-Oseen).
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Fig. 7.119 – Calcul par la théorie de stabilité linéaire de la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen en régime
non visqueux à notre perturbation m = 1 en régime linéaire à l’instant T = 6 (d’après Fabre [99]).
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ondes de Kelvin régulières du tourbillon de Lamb-Oseen, et d’autre part parce qu’il n’existe
pas d’élément hydrodynamique équivalent avec le modèle de Rankine dans l’étude de Arendt &
al. [8]. Selon Fabre, cette structure cohérente particulièrement complexe serait constiuée d’un
paquet d’ondes de ”quasi-modes” (au sens de Schecter & al. ??) dans le coeur tourbillonnaire,
associée à une spirale torsadée de vorticité, localisée en grande partie à l’extérieur du vortex.

En complément des éléments d’interprétation physique proposés par Fabre (effet de spectre
continu et comportement de type quasi-mode) et du fait que globalement, tous les modes de la
zoologie des ondes hélicöıdales sont bien moins amortis à Re = 100000 et a fortiori en non vis-
queux qu’à Re = 1000, il nous semble qu’un phénomène supplémentaire est susceptible d’entrer
en jeu dans cette dynamique complexe.

D’une part, le fait que notre calcul DNS à Re = 100000 ait retrouvé cette structure en forme
de spirale torsadée à T = 3 et T = 4 avant de la voir disparâıtre ou s’amenuiser, suggère que
nous sommes en présence d’un effet dynamique qui joue aux temps courts, c’est à dire un régime
transitoire. En complément des visualisations des strucures cohérentes au paragraphe 7.5.1 sur
la perturbation de vorticité axiale, les résultats de l’analyse spectrale de la perturbation du
paragraphe 7.5.2 confirment que ce régime transitoire n’est pas terminé au bout de six rotations
du tourbillon (ce que nous avons déjà mentionné précédemment), avec notamment l’émergence en
crescendo de la composante axisymétrique et une augmentation des oscillations de la composante
hélicöıdale (cf. figure 7.114) sur l’analyse TFD à T = 6.

D’autre part, la topologie même de notre perturbation à T = 6, illustrée sur la DNS à
Re = 100000 par la figure 7.117 et extrêmement similaire en stabilité linéaire non visqueuse
sur le schéma équivalent 7.119 (en z/a = 0), démontre que la structure de la perturbation à
l’extérieur du coeur tourbillonnaire (indépendamment de ce qui se passe dans le noyau du vortex)
est constituée de deux filaments de vorticité entremêlés, situés entre 1.5 a et 2.5 a, s’enroulant
sur eux-mêmes sur un tour et demi. Cette observation nous incite à faire un rapprochement avec
la perturbation optimale de géométrie m = 1, calculée par Antkowiak et Brancher [5] pour le
tourbillon de Lamb-Oseen. En suivant les conclusions de cette étude, cette perturbation opti-
male conduit à des croissances transitoires importantes qui sont équivalentes à une transition
non linéaire vers un autre état, lui aussi linéairement stable, du tourbillon. Par un procédé forte-
ment tridimensionnel combinant les mécanismes d’Orr et de lift-up, cette perturbation optimale
évolue au cours du temps pour finalement aboutir en un dipôle de vorticité concentré dans le
coeur tourbillonnaire. Dans le cas non visqueux, cette structure finale de la perturbation cor-
respond tout à fait aux ”bending waves” décrites par Leibovich & al. [171] et qui correspondent
aux ondes hélicöıdales de la famille ”C” dans la classification de Fabre & al. [98].

En résumé, ces différentes constatations nous amènent à envisager un mécanisme de type
”feed-back” entre notre perturbation m = 1 et le tourbillon de Lamb-Oseen, dans le cas d’une
amplitude infinitésimale et à nombre de Reynolds suffisammment grand :
- notre perturbation initiale m = 1, constituée d’un paquet d’ondes localisé et concentré dans
le coeur tourbillonnaire, évolue au cours du temps en se propageant axialement mais aussi
radialement, jusqu’à migrer à l’extérieur du noyau du vortex et ainsi venir ”exciter” des filaments
de vorticité en périphérie du tourbillon
- à leur tour, ces bras spiraux de vorticité situé à l’extérieur du coeur tourbillonnaire se déroulent
via une dynamique tridimensionnelle de type ”stretching-tilting” pour finalement réintégrer le
noyau du vortex, sous la forme de filaments longs et robustes, resserrés sur l’axe du tourbillon
(ceci est particulièrement net sur la figure 7.115)
- ce paquet d’ondes hélicöıdales à l’intérieur du coeur tourbillonnaire est susceptible à son tour
de créer des perturbations qui s’élargissent radialement, provoquant ainsi des interactions avec
des filaments de vorticité en périphérie du tourbillon et ainsi de suite.
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En dynamique non visqueuse, cet éventuel mécanisme physique d’auto-entretien de notre
perturbation m = 1, ou au moins, d’émission par la structure en couche critique de fortes ”ben-
ding waves” au sens de Leibovich & al. [171], c’est-à-dire d’une ”onde lente” (hélice de vorticité
contrarotative se propageant vers la gauche) et d’une ”onde rapide” (dipôle de vorticité corota-
tif se propageant vers la droite) est à confirmer en rallongeant la durée physique simulée dans
notre calcul DNS à Re = 100000. S’il était avéré, il pourrait ainsi expliquer l’apparition sur
la figure 6.42 d’oscillations quasi-périodiques, indépendamment de la modulation en amplitude
due au nombre de Reynolds, de période approximativement double du temps de retournement
du tourbillon.

7.6.3 Interprétation des couches critiques 3D à l’aide de nombres adimen-
sionnels

Dans cette partie, nous tentons d’interpréter les couches critiques de nos calculs CFD à la
lumière de deux nombres adimensionnels, avant de donner quelques éléments conclusifs sur le
sujet et de proposer une piste de recherche sur les calculs DNS qu’il nous semblerait judicieux
de réaliser à l’avenir.

7.6.3.1 Nombre d’Haberman-Morton

Pour mieux comprendre nos résultats DNS et les phénomènes physiques se produisant dans
les couches critiques, il nous semble relativement cohérent de faire appel au fameux paramètre
d’Haberman-Morton, introduit par Haberman [119–121] au début des années 1970 et défini par :

Ha =
1

Re ζ3/2
(7.23)

où Re désigne le nombre de Reynolds fondé sur la circulation du tourbillon et ζ représente une
mesure de la non-axisymétricité du tourbillon, assez délicate par essence (dans son étude 2D, Le
Dizès [72] utilise avec précaution l’expression ”amplitude de la correction non axisymétrique”).

Comme nous l’avons évoqué au paragraphe 6.3.3, une onde hélicöıdale dont la fréquence
avoisine la fréquence propre du tourbillon porteur est susceptible d’entrer en résonance avec le
champ de base par un mécanisme de type point critique. Pour normaliser une telle singularité,
il est alors nécessaire de prendre en compte les effets de la viscosité et / ou des non linéarités.
Ces deux phénomènes physiques régularisants ont été mis en évidence par des études bidimen-
sionnelles, notamment de Dritschel [85] et de Le Dizès [72,73].

En fait, le nombre d’Haberman-Morton de l’équation 7.23 revêt une importance capitale car
il est censé à lui seul déterminer entièrement la nature de la couche critique :
(1) Lorsque Ha << 1, les non-linéarités des équations de Navier-Stokes sont le principal moteur
de la dynamique des couches critiques dans les perturbations non-axisymétriques. On parle dans
ce cas de couches critiques non linéaires.
(2) Lorsque Ha >> 1, ce sont au contraire les effets visqueux qui sont dominants et pilotent
totalement la dynamique des couches critiques. On parle dans ce cas de couches critiques vis-
queuses.
(3) Lorsque Ha ≈ 0(1), les deux effets sont présents simultanément. Dans ce cas, un examen
de la compétition entre la viscosité et les non linéarités est nécessaire au cas par cas, en tenant
compte à la fois de la géométrie azimutale de la perturbation (les études 2D montrent des com-
portements variant selon le nombre d’onde azimutal m) et des éventuelles interactions avec la
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tridimensionnalité de l’écoulement tourbillonnaire, encore mal comprises.

Dans le cadre de notre modélisation, les paramètres caractéristiques de notre perturbation
localisée (m, ε et Re) suggèrent de prendre comme mesure de la non-axisymétricité du tourbillon
(ζ dans l’équation 7.23), notre amplitude de perturbation initiale ε. Le choix d’identifier ζ avec
ε n’est pas du tout trivial car un éventuel facteur correctif est possible, étant donné la difficulté
à estimer ζ, à plus forte raison dans une approche 3D des couches critiques. En fait, le raisonne-
ment qui nous incite à prendre ζ = ε dans l’estimation du paramètre Ha s’appuie sur la méthode
d’anti-diffusion du champ de base (cf. paragraphe 5.3.2). En effet, cette technique numérique
utilisée dans toutes nos simulations DNS pour calculer ”proprement” l’évolution instationnaire
de la perturbation, en la préservant de toute diffusion visqueuse axisymétrique du tourbillon de
Lamb-Oseen, nous semble prendre toute son importance et sa pertinence pour choisir d’un point
de vue physique d’identifier ζ avec ε.

Dans le cas où on prendrait donc ζ ∼= ε, du moins en première approximation, les pa-
ramètres caractéristiques de l’initialisation de notre calcul DNS sur la perturbation hélicöıdale
infinitésimale à haut nombre de Reynolds (m = 1, Re = 100000 et ε = 0.01) conduiraient à
Ha = 0.01, c’est-à-dire Ha << 1. Nous serions alors dans une situation où la dynamique des
couches critiques serait dominée par les effets des non linéarités (et par voie de conséquence par
les non normalités) des équations de Navier-Stokes, plus que par les effets de viscosité.

Visuellement, une comparaison de la figure 7.117 à Ha = 0.01 avec la figure 6.49 correspon-
dante en dynamique linéaire (m = 1, Re = 1000 et ε = 0.01, soit Ha = 1.0) montre clairement
que l’augmentation du nombre de Reynolds (et donc des ”non-linéarités”, en donnant un poids
plus fort aux termes convectifs) a pour conséquence d’amplifier considérablement le mécanisme
d’enroulement et filamentation des bras spiraux de vorticité, en particulier à l’extérieur du coeur
du tourbillon. En effet, ces bras spiraux de vorticité en périphérie du noyau tourbillonnaire s’en-
roulent d’un tour et demi sur la figure 7.117 au lieu d’un quart de tour seulement à la figure 6.49,
alors que la structure dipolaire reste pratiquement inchangée à l’intérieur du coeur tourbillon-
naire. Cependant, il est très difficile au vu de ces constatations de se prononcer définitivement sur
la nature non linéaire ou visqueuse des couches critiques observées sur la figure 7.117, surtout
en l’absence d’une théorie bien établie sur les couches critiques tridimensionnelles (i.e. k 6= 0)
dans les écoulements tourbillonnaires.

Les similitudes que présente notre calcul DNS à Re = 100000 avec le calcul de stabilité
linéaire non visqueux de Fabre [99] et notre estimation du nombre d’Haberman-Morton (certes
fondée sur l’amplitude initiale de notre perturbation) laissent à penser que les distinctions entre
les figures 7.117 et 6.49 sont peut-être les manifestations de couches critiques non linéaires, ou
du moins de leurs prémices à partir de Re = 100000. Pour s’en assurer complètement, il faudrait
augmenter encore le nombre de Reynolds dans nos calculs DNS (au prix de ressources de cal-
cul extrêmement coûteuses) et / ou faire crôıtre l’amplitude de la perturbation initiale, afin de
diminuer le nombre d’Haberman-Morton et ainsi se rapprocher du comportement asymptotique
Ha → 0.

7.6.3.2 Construction d’un nouveau nombre adimensionnel

Le nombre d’Haberman a été déterminé au début des années 1970, dans le cadre d’études
de stabilité linéaire et faiblement non linéaire (résolution d’équation d’amplitude). A ce titre, la
prise en compte des effets des non linéarités en était à leurs balbutiements, tout particulièrement
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dans l’analyse de la dynamique tourbillonnaire.

Dans le cadre de cette thèse et de notre modélisation numérique, il nous semble plus judicieux
d’introduire un autre nombre adimensionnel, relativement proche du paramètre d’Haberman-
Morton, mais mieux adapté pour interpréter les effets conjugués des non-linéarités et de la
tridimensionnalité de l’écoulement tourbillonnaire dans les résultats de nos calculs DNS :

NRe−ε =
1

Re ε2
(7.24)

où ε et Re désignent respectivement, sans aucune ambiguité, l’amplitude initiale de la per-
turbation et le nombre de Reynolds fondé sur la circulation du tourbillon, directement employé
dans l’adimensionnement de nos calculs DNS (Re = Γ

2 π ν ).

Ce nombre adimensionnel NRe−ε permet de rendre compte des effets visqueux (via le nombre
de Reynolds) en même temps que ceux des non linéarités, par l’intermédiaire du carré de l’am-
plitude de la perturbation initiale. Pour s’en convaincre, nous avons vu au paragraphe 5.3.2 que
la conservation de la quantité de mouvement en incluant le terme non linéaire nous amène à
l’équation aux perturbations 5.55, dans laquelle une estimation des ordres de grandeurs nous

conduit à (
−→
u

′ · −→∇) ·
−→
u

′

= O
(
ε2

)
, alors que tous les autres termes sont en O (ε).

Nous tentons ici d’interpréter le comportement des couches critiques 3D visqueuses non
linéaires à l’aide du nombre NRe−ε dans les résultats de nos calculs DNS. En effet, dans le cadre
d’une résolution des équations complètes de Navier-Stokes, la ”régularisation” non linéaire, tridi-
mensionnelle et visqueuse des singularités de type point critique (i.e. le phénomène de résonance
entre la perturbation et le tourbillon porteur décrit à l’équation 6.10) s’opère toujours par les
deux mécanismes de natures bien différentes mentionnés ci-dessus, à savoir la viscosité et les non
linéarités. A partir des résultats de Fabre [99] obtenus par l’approche de stabilité linéaire (avec
ses restrictions) et de nos calculs DNS présentés dans ce chapitre (dont les limitations portent
essentiellement sur les ressources de calcul nécessaires), il nous semble que nous pouvons tirer
les conclusions suivantes :

(1) Les mécanismes tridimensionnels qui pilotent la dynamique des couches critiques de la
perturbation m = 1 nous paraissent nettement plus complexes encore qu’en 2D (cf. paragraphe
7.6.1). Ceci nous incite à la plus grande prudence dans leur interprétation physique.

(2) La classification de ces couches critiques 3D en trois régimes, dont deux bien tranchés
(complètement visqueux ou totalement non linéaire, séparé par un régime intermédiaire) ne nous
semble pas du tout triviale, dans la mesure où les effets des non linéarités et de la viscosité sont
toujours présents simultanément dans la réalité et difficilement discriminables en 3D.

(3) L’interprétation asymptotique du nombre NRe−ε sur nos calculs DNS nous semble exiger
des précautions (cf. le caractère abscon de la variable ζ dans la définition 7.23 du paramètre
d’Haberman). Ainsi, la distinction entre couches critiques 3D non linéaires pour NRe−ε → 0 et
couches critiques 3D visqueuses pour NRe−ε → ∞ nous parâıt encore délicate, au stade actuel
de nos calculs DNS, comme nous le montrons sur les estimations ci-dessous.

En appliquant le nombre NRe−ε dans le cas particulier de nos calculs DNS sur notre pertur-
bation m = 1, nous obtenons les résultats suivants :
(1) dans la comparaison des deux DNS du paragraphe 7.3, à Re donné :
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- m = 1, Re = 1000 et ε = 0.01 =⇒ NRe−ε = 10, ce qui suggère des couches critiques de nature
plutôt visqueuse
- m = 1, Re = 1000 et ε = 0.5 =⇒ NRe−ε = 0.004, ce qui suggère des couches critiques de
nature plutôt non linéaire
(2) dans la comparaison des deux DNS du paragraphe 7.5, à ε donné :
- m = 1, Re = 1000 et ε = 0.01 =⇒ NRe−ε = 10, ce qui suggère des couches critiques de nature
plutôt visqueuse
- m = 1, Re = 100000 et ε = 0.01 =⇒ NRe−ε = 0.1, ce qui suggère des couches critiques de
nature plutôt non linéaire ... mais nettement ”moins non linéaire” que dans le second cas du
paragraphe 7.3.

En fait, ces estimations montrent bien que la question la plus épineuse avec un tel nombre
adimensionnel est de quantifier de manière suffisamment précise des valeurs seuils (si cela est
possible), afin de situer ”proprement” les régimes respectivement visqueux et non linéaire des
couches critiques 3D, ce qui n’a pas été encore fait à notre connaissance dans le cas de la dyna-
mique tourbillonnaire tridimensionnelle. Cette difficulté se pose avec la même acuité aussi bien
en raisonnant sur le paramètre Ha que sur le nombre NRe−ε.

7.6.3.3 Eléments de conclusion sur les couches critiques 3D

Les études de stabilité linéaire sur un tourbillon de Lamb-Oseen isolé ont été réalisées par
Sipp [247] en régime non visqueux et par Fabre [99] en régime visqueux. Ces deux auteurs ont
été systématiquement confrontés au phénomène de couche critique dans les cas m 6= 0 et ont
contourné le problème à l’aide d’une technique astucieuse de mappage dans le plan complexe
du rayon en calculant la solution sur un contour d’intégration déformé qui évite la singula-
rité du rayon critique. Pour faire simple, cette méthode revient à introduire artificiellement
une sorte de viscosité ”évanescente” qui permet de résoudre le problème, qui sinon resterait
mathématiquement mal posé. Indépendamment des détails techniques de la méthode numérique,
cela illustre la forte capacité de la viscosité à stabiliser les singularités de couche critique et le
résultat ”non visqueux” de Fabre présenté à la figure 7.119 du paragraphe 7.6.2 est en fait
représentatif d’une dynamique visqueuse avec ν → 0. Ainsi, les calculs de stabilité linéaire, de
par leur formalisme même et l’absence du terme non linéaire, sont inéluctablement bornés à ne
rendre compte que des couches critiques visqueuses. Schématiquement, ce résultat se retrouve
de manière simplificatrice par le second nombre adimensionnel présenté ci-dessus : en théorie
de stabilité linéaire, on a de facto ε → 0, ce qui conduit à ∀ Re, NRe−ε → ∞ et les couches
critiques ainsi observées sont nécessairement de nature visqueuse.

Etant donné que les deux façons d’aborder le problème des couches critiques sur la géométrie
m = 1 (la théorie de stabilité linéaire et la DNS sur des perturbations infinitésimales) ont
conduit à des résultats très proches sur le modèle du Lamb-Oseen et n’ont pas mis en évidence
d’éclatement tourbillonnaire ni de phénomène d’instabilité spontanée de type dispersion tour-
billonnaire, nous inclinons à formuler deux conclusions :
- nos calculs DNS sur la perturbation hélicöıdale infinitésimale à Re = 1000 et Re = 100000
aboutissent à des dynamiques très similaires à la théorie de stabilité linéaire, ce qui signifierait
donc que les DNS à ε = 0.01 retrouvent des couches critiques de nature visqueuse, à moins
d’augmenter sensiblement le nombre de Reynolds au delà de Re = 100000
- les couches critiques 3D visqueuses semblent stables car aucune des deux approches ne montre
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d’instabilité, notamment la DNS qui est une approche non modale et globale, qui intègre tous
les éléments de la dynamique tourbillonnaire.

Les réserves à émettre sur ces conclusions sont de deux types :
- les durées physiques simulées dans nos calculs DNS (entre six et dix périodes de retournement
du tourbillon) ne sont peut-être pas suffisantes pour être significative et observer une éventuelle
instabilité (cf. paragraphe 7.4.3)
- notre perturbation initiale m = 1, conçue comme un paquet d’ondes localisées dans le coeur
tourbillonnaire, n’est pas la perturbation optimale du tourbillon de Lamb-Oseen : cette dernière
a été calculée par Antkowiak et Brancher [5] et prend une forme très différente de la notre.

Par conséquent, si les couches critiques 3D de nature visqueuse (NRe−ε → ∞) sont effective-
ment toujours stables, il existe schématiquement deux scénarios possibles pour la régularisation
en dynamique 3D non linéaire des singularités de point critique (m 6= 0) :
- à Re donné, il faut que ε ց

0
, ce qui a pour conséquence NRe−ε ր ∞, avec la vitesse de

convergence NRe−ε ∝ 1
ε2

- à ε donné, il faut que Re ց
0
, ce qui a pour conséquence NRe−ε ր ∞ avec la vitesse de

convergence NRe−ε ∝ 1
Re .

A contrario, pour solliciter des singularités liées aux couches critiques 3D non linéaires et
”exciter” une éventuelle instabilité de type éclatement tourbillonnaire, il faudrait diminuer le
nombre NRe−ε pour tendre vers la limite NRe−ε → 0. En raisonnant encore sur l’équation 7.24,
on peut envisager deux types de déstabilisation par développement de couches critiques 3D non
linéaires :
- à Re donné, il faut que ε ր ∞, ce qui a pour conséquence NRe−ε ց

0
avec la vitesse de

convergence NRe−ε ∝ 1
ε2

- à ε donné, il faut que Re ր ∞, ce qui a pour conséquence NRe−ε ց
0

avec la vitesse de

convergence NRe−ε ∝ 1
Re .

La définition 7.24 du nombre NRe−ε permet d’illustrer ces conclusions sur nos calculs DNS
et de montrer la pondération entre les effets des non linéarités (en ε2) et de la viscosité (en Re) :
(1) dans la comparaison des deux DNS du paragraphe 7.3, à Re = 1000 donné, l’effet déstabilisant
des couches critiques 3D par une augmentation de ε d’un rapport 50 se traduit par une diminu-
tion de NRe−ε d’un rapport 1/2500
(2) dans la comparaison des deux DNS du paragraphe 7.5, à ε = 0.01 donné, l’effet déstabilisant
des couches critiques 3D par une augmentation de Re d’un rapport 100 se traduit par une di-
minution de NRe−ε d’un rapport 1/100

Le nombre NRe−ε montre ainsi que l’augmentation de l’amplitude initiale de la perturbation
(NRe−ε ∝ 1

ε2 ) est ”plus efficace” que l’augmentation du nombre de Reynolds (NRe−ε ∝ 1
Re),

pour mettre en évidence des couches critiques 3D non linéaires. Ces déductions sont confirmées
a posteriori par les résultats comparatifs exposés aux paragraphes 7.3 et 7.5 puisque le calcul
DNS sur la perturbation hélicöıdale de grande amplitude en régime visqueux (m = 1, ε = 0.5
et Re = 1000 au paragraphe 7.3) est celui qui conduit à la valeur la plus basse de NRe−ε

(NRe−ε = 0.004 << 1) et à la dynamique la plus complexe, différente et riche, aussi bien en
terme de structures cohérentes que de contenu spectral azimutal.
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Cela nous semble justifier la commodité du nombre NRe−ε pour interpréter nos calculs DNS,
en quantifiant les effets relatifs de l’amplitude de la perturbation et du nombre de Reynolds.

Suite à notre analyse des couches critiques et aux discussions en fonction du nombre NRe−ε,
l’étape suivante consisterait à jouer simultanément sur les deux leviers (augmentation de l’am-
plitude initiale de la perturbation et augmentation du nombre de Reynolds), afin de favoriser
encore plus l’emergence de couches critiques 3D non linéaires. Pour ce faire et dans la lignée
des simulations présentées dans ce chapitre, nous avons naturellement envisagé le calcul DNS
suivant : m = 1, ε = 0.5 et Re = 100000, qui conduirait à NRe−ε = 0.00004 << 1 et donc à des
couches critiques 3D encore plus fortement non linéaires.

perturbation longueur section transverse nombre total dt durée
initiale (axe du vortex) (perpendiculaire au vortex) de points adim simulée

m = 1 [-30 rc ; 30 rc] [-10 rc ; 10 rc] x [-10 rc ; 10 rc] 26.7 M 3.7e-3 6 T0

m = 1 [-50 rc ; 50 rc] [-10 rc ; 10 rc] x [-10 rc ; 10 rc] 44.5 M 3.7e-3 10 T0

Fig. 7.120 – Estimations de maillages pour un calcul DNS dédié aux couches critiques 3D non linéaires, sur la
perturbation m = 1 avec ε = 0.5 et Re = 100000 (rc représente la taille du coeur tourbillonnaire et T0 la période
de retournement du vortex).

La figure 7.120 présente les maillages nécessaires à cette simulation pour des durées phy-
siques de six et dix rotations du vortex, en nous appuyant sur les résultats de convergence
obtenus avec la perturbation hélicöıdale infinitésimale à Re = 100000 (cf. les figures 7.87 et
7.88 du paragraphe 7.5.1), tout en tenant compte du fait que la grande amplitude initiale de
cette perturbation à ε = 50% conduirait inévitablement et immédiatement, par coopérations
non linéaires inter-modales, à la création d’ondes de Kelvin axisymétriques (cf. les paragraphes
7.3.1 et 7.3.2), qui ont les vitesses de propagation les plus rapides le long du tourbillon (cf. figure
6.39), ce qui nous force à rallonger les maillages dans la direction de l’axe du vortex.

Comme le montrent nos estimations de la figure 7.120, le calcul DNS m = 1, ε = 0.5 et
Re = 100000, dédié aux couches critiques 3D non linéaires du tourbillon de Lamb-Oseen est
malheureusement inenvisageable car inaccessible dans l’état actuel de notre code DNS et de
nos ressources de calcul. Pour information, à ce jour, la plus grosse simulation aérodynamique
menée à l’ONERA a été réalisée par l’unité MHL du DAAP sur une cinquantaine de millions
de points (dans le cadre d’une étude concernant des tourbillons longitudinaux), avec le code
FLU3M parallélisé sur quatre processeurs et en utilisant un schéma de discrétisation spatiale
d’ordre deux. A titre de comparaison, notre code FLUDILES ne fonctionne que sur un seul
processeur et nous utilisons un schéma de discrétisation spatiale d’ordre six dans nos calculs
DNS.

7.7 Conclusions de la dynamique non linéaire du tourbillon de
Lamb-Oseen

Les calculs DNS présentés dans ce chapitre nous ont permis de répondre en partie aux ques-
tions qui se posaient de manière insistante et persistante à la fin des travaux de Fabre & al. [98]
et formulées en introduction de ce chapitre, à savoir :
- Comment se comportent des perturbations localisées du tourbillon de Lamb-Oseen, en forme
de paquets d’ondes, dans le domaine de la dynamique non linéaire ?

223
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- Est-ce qu’un ”mélange” constitué à la fois d’ondes de Kelvin régulières mais aussi de modes
normaux singuliers (les modes visqueux centraux et les modes de couches critiques décrits au
chapitre 6), pourrait éventuellement être le siège d’une nouvelle famille d’ondes tridimension-
nelles purement non linéaires et non amorties, à l’origine de l’éclatement tourbillonnaire observé
au banc B20 ?
- A défaut de découvrir de nouvelles instabilités tourbillonnaires, est-ce que la prise en compte
des non linéarités et des non normalités de l’opérateur de Navier-Stokes permet de mettre en
évidence, sur le plan de la physique tourbillonnaire, de nouveaux phénomènes propagatifs ou
transitoires liés aux ondes de Kelvin, impliquant en particulier les modes rétrogrades et / ou de
grandes longueurs d’onde ?
- Enfin, sur un plan plus mathématique, quels sont les éventuels effets du spectre continu sur
la dynamique tourbillonnaire non linéaire, lequel est pratiquement inaccessible dans la majorité
des études de stabilité linéaire et que l’on peut espérer capturer par la DNS ?

Nos calculs DNS ont montré que :

- Les modes normaux calculés en théorie de stabilité linéaire sur le modèle de Lamb-Oseen
constituent effectivement les ”briques” élémentaires de la dynamique tourbillonnaire, comme
on a pu le constater par exemple sur notre calcul DNS à Re = 100000 de notre perturbation
m = 1, en retrouvant dans des coupes perpendiculaires à l’axe du tourbillon les contributions
caractéristiques des modes hélicöıdaux des familles ”D”, ”L” et ”V” ainsi que ”C” (décrits au
chapitre 6).

- Nos calculs DNS ne nous ont pas permis de mettre clairement en évidence un nouveau type
d’instabilité tourbillonnaire, qui serait à l’origine de l’éclatement observé au B20. Pour autant,
cela ne signifie en aucun cas qu’une perturbation localisée ne peut pas donner naissance à des
ondes tridimensionnelles purement non linéaires et non amorties. En effet, nous rappelons que
nos trois perturbations construites au chapitre 4 consistent seulement en des paquets d’ondes et
qu’elles n’ont pas été calculées comme les perturbations optimales du tourbillon de Lamb-Oseen.

- Par contre, nous avons montré qu’il existe en dynamique non linéaire des échanges d’énergie
entre modes de Kelvin de géométries azimutales différentes, via les non linéarités des équations
de Navier-Stokes (cf. résultats de TFD). Ce phénomène nous semble particulièrement intéressant
et important car des études ont démontré de possibles changements de natures de l’éclatement
tourbillonnaire (en terme de géométrie azimutale), notamment le passage d’un éclatement spi-
ral (à son origine) vers un éclatement axisymétrique simplement en augmentant le nombre de
Reynolds.

Le calcul DNS présenté au paragraphe 7.5, bien que non totalement convergé, nous donne
des indications sur le développement des couches critiques de géométrie hélicöıdale par l’aug-
mentation du nombre de Reynolds. Avec des moyens de calculs plus importants, une piste de
recherche particulièrement intéressante consisterait à augmenter encore le nombre de Reynolds
(au prix de maillages extrêmement raffinés et coûteux en ressources de calcul), afin d’investiguer
plus profondément l’évolution des couches critiques à des nombres de Reynolds représentatifs
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d’un avion de transport (typiquement Re ≈ 107). En effet, il est tout à fait possible, voire pro-
bable, que les couches critiques non linéaires se comportent subitement de manière foncièrement
différente des couches critiques linéaires pour Re > Recrit, où Recrit serait un nombre de Rey-
nolds critique donnant lieu à une instabilité de type croissance transitoire de couches critiques
3D non linéaires non amorties, conduisant à un ”éclatement” ou une dispersion du tourbillon de
sillage. Ce Recrit pourrait être totalement hors de notre portée dans l’état actuel de notre code
de calcul DNS et de nos moyens de calcul à l’ONERA), car l’effet du nombre de Reynolds est
à l’évidence capital. Celui-ci est à plus forte raison plus important en régime non linéaire que
dans le régime linéaire. Ces aspects physiques et numériques des couches critiques non linéaires
seront discutées respectivement aux paragraphes 8.1 et 8.2.

Sur notre perturbation hélicöıdale m = 1, nous avons constaté par l’analyse TFD que les
échanges d’énergie entre géométries azimutales via les non linéarités sont nettement plus rapides
et prononcés par l’augmentation de l’amplitude initiale de la perturbation à bas Re, que par
l’augmentation du Re sur une perturbation infinitésimale. En effet, on constate sur la figure 7.67
(DNS à Re = 1000 et ε = 0.5) que la composante axisymétrique atteint des niveaux équivalents
à la composante hélicöıdale dès la première période de retournement du tourbillon, alors que la
figure 7.114 (DNS à Re = 100000 et ε = 0.01) montre une évolution en crescendo de la compo-
sante axisymétrique avec des niveaux significatifs (i.e. à des degrés de l’ordre de la composante
hélicöıdale) au bout de six temps de retournement du vortex.

225
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De l’opposition entre la théorie, la pratique et la réalité ...

”Theorie ist wenn man weiß wie es geht und es nicht funktioniert.
Praxis ist wenn es funktioniert und niemand weiß warum.

Realität ist wenn nichts funktioniert und niemand weiß warum.”

”La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne.
La pratique, c’est quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi.

La réalité, c’est quand rien ne fonctionne et que personne ne sait pourquoi.”

Albert EINSTEIN.
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Chapitre 8

Conclusion générale

L’objectif premier de cette thèse était de comprendre l’origine de l’éclatement tourbillonnaire
se produisant au banc d’essai B20. Au cours de cette étude, il s’est avéré, de par la complexité
du sujet, que plusieurs scénarios sont envisageables pour expliquer ce phénomène et nous nous
sommes donc efforcé de l’aborder sous différents angles, en particulier en essayant de concilier,
dans la mesure du possible, l’approche expérimentale et théorique avec la simulation numérique.

Nous présentons donc un bilan de nos travaux avant de proposer des perspectives qui nous
semblent judicieuses pour tirer profit de cette étude et prolonger ces recherches sur l’éclatement
tourbillonnaire dans le sillage des avions de transport.

8.1 Synthèse des principaux résultats obtenus

En premier lieu, notre étude bibliographique (chapitre 2) sur les end effects et l’éclatement
tourbillonnaire a mis en évidence que ces concepts sont multi-factoriels et recouvrent une grande
diversité d’effets dynamiques. Pour ce qui est des end effects, les observations les plus explicites
ont été obtenues en bassin hydrodynamique (notammment par Bao et Vollmers au DLR), mais
les rapprochements - à défaut de comparaison quantitative - avec les phénomènes propagatifs
dans la soufflerie à catapulte du B20 restent très délicats, en raison d’importantes différences
dans ces deux types d’essais (fluides utilisés, dimensions des installations, dipositifs de tractage
de la maquette, régimes du sillage tourbillonnaire à caractériser etc.). En ce qui concerne plus
particulièrement l’éclatement tourbillonnaire, nous avons constaté qu’il existe différentes écoles
puisque certains auteurs font une distinction très nette entre le ”vortex breakdown” au sens de
Benjamin (bifurcation d’un écoulement tourbillonnaire se trouvant dans un état transcritique)
et le ”vortex bursting” décrit par Spalart (implosion spontanée du coeur d’un tourbillon après
propagation et focalisation d’ondes variqueuses), alors que d’autres auteurs associent ces deux
terminologies au même concept. Au cours de notre revue bibliographique, il nous est apparu que
les physiques de la propagation d’ondes le long d’un tourbillon et de l’éclatement tourbillonnaire
pouvaient mettre en jeu de nombreux facteurs, à la fois d’origines bien différentes mais aussi
susceptibles d’interagir entre eux : la géométrie des perturbations (caractérisée par le nombre
d’onde azimutal) et leurs amplitudes, les effets de la viscosité (caractérisé par le nombre de
Reynolds), ainsi que ceux de la tridimensionnalité de l’écoulement. Nos travaux se sont donc
attachés à décrire autant les effets de la géométrie azimutale de la perturbation que de son am-
plitude sur la dynamique du tourbillon de sillage, du fait de la grande richesse des mécanismes
décrits au paragraphe 2.2.3.

Le traitement des données PIV du banc B20 (chapitre 3) nous a conduit à mieux ca-
ractériser la perturbation observée expérimentalement, en particulier dans les premières phases
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de l’éclatement tourbillonnaire. Bien que cette base de données présente des limites certaines
pour analyser ce phénomène d’éclatement (mesures PIV bidimensionnelles, quantité limitée de
données disponibles sans aucune donnée sur la vitesse axiale, fréquence d’échantillonnage de
l’ordre de trois images par seconde, etc.), les conclusions de cette étude nous ont fourni des indi-
cations fort utiles quant à la géométrie de l’éclatement du B20. En effet, selon la technique d’ex-
traction du centre tourbillonnaire et les critères d’analyse utilisés, l’interprétation de ces données
PIV présente tantôt des caractéristiques d’un éclatement axisymétrique (brusque élargissement
du coeur tourbillonnaire, diminution de la vitesse tangentielle maximale et prédominance de la
composante axisymétrique dans le spectre azimutal), tantôt des caractéristiques d’une pertur-
bation hélicöıdale (illustrée sur la figure 3.41 représentant la trajectoire du centre du tourbillon).

Les chapitres 2 et 3 nous ont conduit à mettre en place notre démarche de modélisation au
chapitre 4 fondée sur la simulation numérique directe (DNS) ainsi qu’à orienter nos hypothèses et
choix scientifiques quant au modèle de tourbillon de sillage et la construction des perturbations,
tout en tenant compte de l’état actuel des connaissances relatives à la dynamique des tour-
billons en général et plus spécifiquement des sillages tourbillonnaires d’avions, ce qui représente
une quantité importante d’informations. En effet, les observations de la NASA et plus récemment
du NLR (figure 4.7) sur l’éclatement d’un seul des deux tourbillons dans le sillage d’avions de
transport en conditions de vol libre, ainsi que le mécanisme physique proposé par Spalart (figure
4.8) et l’étude numérique de Moet & al. [204] nous ont permis de formuler une hypothèse qui
a sous-tendu toute notre démarche de modélisation et la suite de notre étude : l’apparition de
l’éclatement tourbillonnaire au banc B20 peut être le fait d’une dynamique inhérente à un seul
tourbillon, sans nécessiter l’effet d’un confinement (dû par exemple aux dimensions finies d’une
installation expérimentale) ni d’interaction directe avec l’autre tourbillon contra-rotatif (aucune
reconnexion des deux tourbillons de bout d’aile n’a été constatée au B20 - figures 4.1 et 4.2 - ni
au DLR - figure 1.11).

Au chapitre 5, nous avons présenté le code de calcul FLUDILES que nous avons utilisé pour
toutes nos DNS, ainsi que nos dévéloppements spécifiques rendus nécessaires pour les besoins de
notre étude, en particulier une technique de stabilisation du schéma numérique et notre méthode
pour calculer l’évolution des perturbations du tourbillon au cours de nos simulations instation-
naires.

Nos calculs DNS sur des perturbations infinitésimales du tourbillon de Lamb-Oseen (chapitre
6) ont montré à Reynolds modéré (Re = Γ

2Πν = 1000) un remarquable accord avec les résultats
de la théorie de stabilité linéaire, développée sur le tourbillon de Lamb-Oseen dans le cas vis-
queux par Fabre. Cette résolution directe du problème aux valeurs initiales avec les équations
complètes de Navier-Stokes confirme ainsi pleinement les résultats obtenus par Fabre [99] à la
fin de sa thèse et légitime a posteriori l’idée que l’ensemble des modes normaux du tourbillon de
Lamb-Oseen constituent une ”pseudo-base” suffisamment dense pour être représentative de sa
dynamique linéaire, bien que sa complétude ne soit assurée par aucun théorème mathématique,
du fait de l’existence d’un spectre continu dans le cas de ce modèle (question que nous avons
mentionnée au paragraphe 2.2.2). En complément des travaux d’Arendt & al. [8] et de Fabre &
al. [98, 99], nos calculs montrent que les ondes de Kelvin fournissent effectivement les briques
élémentaires pour comprendre la dynamique tourbillonnaire en régime linéaire, au moins dans
les cas particuliers des modèles de Rankine et de Lamb-Oseen. Sur le plan de la propagation
des ondes de Kelvin, nous avons pu vérifier dans nos simulations directes que seules les ondes
axisymétriques (m=0) et une partie des ondes hélicöıdales (m=1) se propagent à la manière
de ”paquets d’ondes”, alors qu’à l’inverse les ondes elliptiques (m=2) s’amortissent rapidement
tout en restant localisées. Enfin, du point de vue de l’éclatement tourbillonnaire, nos résultats
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DNS montrent que pour des perturbations infinitésimales, il n’y a pas de transition vers une
solution différente de celle de la stabilité linéaire, du moins jusqu’à 10 périodes de retournement
du vortex à Re=1000.

Au chapitre 7, nous avons investigué la dynamique non linéaire du tourbillon de Lamb-Oseen,
en nous concentrant plus particulièrement sur les perturbations capables de se propager le long
du vortex, i.e. les perturbations axisymétrique et hélicöıdale, en quête d’un éventuel éclatement
du type vortex bursting de Spalart. Ce choix a été motivé par nos résultats du chapitre 6 qui
nous ont prouvé que dans le régime linéaire, les non linéarités des équations de Navier-Stokes sur
des perturbations infinitésimales ne créent pas de solution multiple [117, 140] et ne conduisent
pas le tourbillon de Lamb-Oseen à bifurquer d’un état colonne vers un état éclaté, nous écartant
a priori du scénario de vortex breakdown de Benjamin [20,21,25].

Sur la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à une perturbation axisymétrique de grande am-
plitude, on constate une rapide propagation de paquets de vorticité axiale (positive et négative)
et une dispersion totale de la perturbation à l’endroit où elle a été initiée au bout de cinq périodes
de retournement.

Sur la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen à une perturbation hélicöıdale de grande am-
plitude, on observe que la physique non linéaire (création de nombreuses petites structures
enchevêtrées) est beaucoup plus complexe que la dynamique linéaire (principalement trois struc-
tures persistantes et régulières). De plus, la physique non linéaire est d’évolution nettement plus
rapide. Ces constations s’expliquent par la présence du terme de couplage non linéaire (équation
5.55) dans la résolution DNS, qui assure une recombinaison de l’énergie de la pertubation entre
modes azimutaux et génère ainsi les ondes de Kelvin associées à tous les nombres d’ondes azi-
mutaux, en particulier m=0. La dynamique non linéaire du mode m=1 met en évidence un
étirement du paquet d’ondes beaucoup plus rapide que dans le cas linéaire, du fait de l’appa-
rition d’une composante axisymétrique car l’analyse de stabilité linéaire (Fabre [99] et chapitre
6) montre que les ondes de Kelvin axisymétriques exhibent les vitesses de propagation les plus
élevées.

Enfin, à l’aide d’estimations à partir des données du B20 et dans l’optique de réaliser une
DNS se rapprochant des conditions de similitude avec l’expérience, nous avons fait une simu-
lation directe d’une perturbation hélicöıdale infinitésimale à Re=100000. Bien qu’il ne soit pas
parfaitement convergé malgré le raffinement de maillage, ce dernier calcul retrouve qualitative-
ment la dynamique linéaire obtenue par Fabre [99] en théorie non visqueuse, et nous permet de
mettre en évidence, par la DNS, les effets de l’augmentation du nombre de Reynolds, en particu-
lier l’apparition d’une spirale torsadée (forte filamentation du champ de vorticité, caractéristique
des couches critiques) à l’endroit où la perturbation a été initiée.

Bilan de notre étude sur l’éclatement tourbillonnaire du banc B20

Suite à nos travaux et en synthétisant nos données de natures expérimentale, théorique et
numérique, il nous semble au vu de nos résultats DNS que l’éclatement tourbillonnaire observé
au banc B20 est constitué d’ondes axisymétriques et hélicöıdales. Deux mécanismes physiques
nous paraissent particulièrement vraisemblables :
- la propagation et la focalisation d’ondes inertielles axisymétriques de grande amplitude, illustrée
sur la figure 8.1 au bout de six périodes de retournement du tourbillon. Ce mécanisme est dans
le droit-fil du scénario de ”vortex bursting” proposé par Spalart [249] et des études numériques
réalisées au CERFACS [204,207,208]
- l’entrée en résonance, à haut nombre de Reynolds, d’ondes de Kelvin hélicöıdales à la fréquence
propre de rotation du tourbillon, illustrée sur la figure 8.2 au bout de six périodes de retourne-
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Fig. 8.1 – DNS de notre perturbation m=0 de
grande amplitude à Re=1000 - T=6

Fig. 8.2 – DNS de notre perturbation m=1 infi-
nitésimale à Re=100000 - T=6

ment du tourbillon. Ce mécanisme est une singularité de type point critique, qui se caractérise
par un fort enroulement et une filamentation très fine du champ de vorticité axiale, dénommée
couche critique.

8.2 Perspectives de prolongation de ces travaux

La synthèse de Coustols & al. [59] présente l’état actuel d’avancement des multiples re-
cherches menées à l’ONERA sur les sillages tourbillonnaires d’avions de transport, et en particu-
lier les efforts pour coordonner au mieux les approches expérimentales, théoriques et numériques.
C’est dans cette optique que nous formulons un certain nombre de suggestions pour aller plus
loin dans la connaissance de ces sillages tourbillonnaires.

8.2.1 Exploitation des données expérimentales

Mesures issues de la catapulte B20 de l’ONERA

Il nous semberait utile de reproduire l’analyse du chapitre 3 sur les données PIV des autres es-
sais de la configuration de base (DFS 26/26) correspondant à des lois d’accélération différentes du
catapultage de la maquette, ce que nous n’avons malheureusement pas eu le temps de faire dans
cette thèse. En effet, une telle étude pourrait fournir des informations particulièrement utiles
dans la modélisation des phénomènes du B20, en plus des études complémentaires mentionnées
au paragraphe 4.1.1, notamment pour confirmer définitivement la conjecture selon laquelle la loi
d’accélération n’a que peu d’effet sur les end effects et l’éclatement tourbillonnaire.

De plus, en raison de consortium agreements, les données du programme AWIATOR sont la
propriété intégrale d’Airbus. C’est ainsi que dans le cadre du programme FAR-Wake, nous avons
post-traité les données PIV exclusivement relatives à la configuration de référence (dite ”base-
line”, i.e. la maquette A340 avec le braquage de volets 26/26), sans analyser les autres résultats
de mesure concernant des réglages DFS différents et des dispositifs spécifiquement conçus par le
DLR et Airbus France, afin de modifier la charge aérodynamique de l’aile et ainsi d’accélérer la
dispersion du sillage tourbillonnaire. Avec l’accord préalable d’Airbus, il pourrait être opportun
d’analyser ces données PIV, et en priorité celles correspondant aux autres réglages DFS, qui
selon la synthèse d’AWIATOR, influencent particulièrement les tourbillons de sillage.

En ce qui concerne les mesures du Lidar au B20, des banques de données et des dépouillements
avec Matlab ont été malencontreusement égarés et nous devons nous contenter des conclusions
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des rapports techniques.

Mesures issues des bassins hydrodynamiques

Dans le cadre du WP1 du programme FAR-Wake sur la question des end effects, nous avons
entrepris des rapprochements entre les calculs théoriques, numériques et les mesures réalisées
en bassin d’eau (DLR, IRPHE) ainsi qu’à la soufflerie B20 (ONERA). Après réflexion avec nos
collègues du DLR, il nous est apparu que nos calculs DNS à Re=1000 pourraient tirer profit
des mesures réalisées par Bao et Vollmers [11,12]. Malheureusement, cette base de données PIV
réalisée au WSG n’est plus disponible 1 et nous ne pouvons nous appuyer que sur leurs publica-
tions.

Les comparaisons entre les mesures de l’IRPHE (Meunier [197]) et les études de stabilité
linéaire (Fabre [98,99]) ont montré que l’expérience retrouve avec précision plusieurs des modes
de Kelvin issus des calculs réalisés sur le modèle de Lamb-Oseen, en particulier des ondes axi-
symétriques et hélicöıdales. Ce sont précisément les modes dont on a montré la capacité à se
propager le long de l’axe du tourbillon (chapitres 6 et 7), et qui participent des end-effects ob-
servés à la catapulte B20 de l’ONERA Lille.

8.2.2 Développements informatiques dans le code de calcul FLUDILES

Nos résultats numérique des chapitres 6 et 7 ont montré que le code FLUDILES est opérationnel
et validé. Cependant, les calculs DNS 3D instationnaires à 16 M de points réalisés sur un seul pro-
cesseur posent de sérieuses difficultés en termes de temps de restitution, ce qui est pénalisant pour
balayer les différents paramètres de notre modélisation (nombre d’onde azimutal et amplitude
de la perturbation initiale, nombre de Reynolds). C’est pourquoi nous préconisons en premier
lieu que le code FLUDILES soit parallélisé sur plusieurs processeurs (comme c’est le cas d’autres
codes ONERA tels qu’Elsa, FLU3M ou Sabrina), par des techniques telles qu’Open MP ou MPI
qui améliorent sensiblement les performances. A titre d’exemple, des simulations instationnaires
équivalentes utilisant les mêmes schémas numériques (une dizaine de périodes de retournement
de tourbillon sur des maillages d’une quinzaine de millions de points) demandent environ deux
semaines de calcul à l’ONERA avec le code FLUDILES sur un seul processeur, contre une demi
journée au CERFACS avec le code NTMX3D parallélisé sur huit processeurs 2. De plus, en
l’état actuel de la gestion des travaux sur le super-calculateur vectoriel de l’ONERA (NEC SX8
”Iseran”), la parallélisation de FLUDILES est impérative, pour des raisons de mémoire, si on
souhaite réaliser des DNS sur des maillages dépassant 16 M de points. La parallélisation du code
FLUDILES est actuellement envisagée à l’ONERA, en particulier au département DMPH 3. De
plus, la parallélisation des grands codes de calcul est fortement recommandée par les gestion-
naires des supercalculateurs, non seulement pour réduire les temps de restitution mais aussi dans
l’intérêt général de l’ensemble des utilisateurs car cela permet d’optimiser la charge de calcul de
la machine mutualisée 4.

En outre, il serait très utile de modifier le schéma d’intégration en temps en le rendant impli-
cite. En effet, le code FLUDILES emploie dans l’état actuel un schéma temporel explicite, ce qui
est particulièrement pénalisant pour nos DNS instationnaires à Ma=0.1 (dynamique dominée
par le temps de la viscosité), avec raffinement de maillage (en augmentant Re). Pour assurer

1communications personnelles avec Thomas GERZ (DLR Oberpfaffenhofen)
2communications personnelles avec Laurent NYBELEN (CERFACS)
3communications personnelles avec Emmanuel MONTREUIL (ONERA/DMPH/EAG)
4communications personnelles avec Paul LEVART et Emeric MARTIN (ONERA/DRIS)
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la stabilité du schéma explicite, le pas de temps doit être d’autant plus petit que la taille de
maille est plus raffinée, ce qui rallonge considérablement les nombres d’itérations et les temps
de restitution.

Enfin, il pourrait être judicieux de modifier les conditions aux limites de FLUDILES selon
l’axe du tourbillon (dans la direction y), en remplaçant les conditions périodiques par des condi-
tions de non-réflexion, dans le but de limiter les maillages (et donc le nombre total de points
de discrétisation). Nous avons envisagé de réaliser ce développement dans cette thèse mais ne
l’avons pas fait car d’un point de vue physique, cela réduit de facto la fenêtre d’observation selon
l’axe du tourbillon (alors que nous étudions les ondes et phénomènes qui se propagent dans cette
direction), et d’un point de vue numérique nous n’étions pas certain que cette technique permette
effectivement d’absorber les structures cohérentes atteignant les bornes du maillage sans impac-
ter la partie observable de l’écoulement (risque de réflexion d’onde). En fait, ce développement -
s’il s’avère suffisamment robuste sur le plan numérique - serait pertinent, dans le cas où on aurait
des idées précises des durées physiques (cf. paragraphe 7.4.3) et des longueurs le long de l’axe du
tourbillon à simuler par la DNS pour observer numériquement un éclatement tourbillonnaire.

8.2.3 Les outils de post-traitement et d’analyse physique

Nous proposons ici quelques pistes pour approfondir le post-traitement des calculs DNS avec
le code FLUDILES, et ainsi affiner leur interprétation physique.

En parallèle des développements que nous préconisons dans le code FLUDILES, nous pen-
sons que des renseignements plus fins sur la caractérisation de la propagation des ondes de
Kelvin peuvent être également apportés par une analyse de type POD appliquée aux champs
instationnaires que nous avons obtenus par nos calculs DNS. Nous recommandons en particulier
les travaux de J. L. Lumley & al. [133,187,215], véritable pionnier de la méthode POD dés 1967.
Sur ce thème, nous pouvons également citer les travaux menés plus récemment au DSNA de
l’ONERA par Couplet & al. [53–57].

Par ailleurs, Larchevêque [163] décrit dans le chapitre 3 de sa thèse un outil de post-
traitement permettant de calculer les vitesses convectives sous-jacentes d’un écoulement au
moyen d’autocorrélations spatio-temporelles. Cette procédure, qui peut s’avérer très lourde en
terme de volume informatique des données à stocker (cf. les commentaires de Larchevêque qui
a mis en place cette technique sur des LES 3D instationnaires d’écoulement de cavité), pourrait
selon nous, fournir un outil adéquat, i.e. d’une précision suffisante pour discriminer et quantifier
finement les multiples vitesses de propagation le long du tourbillon exhibées dans nos DNS, cor-
respondant aux différents paquets et nombres d’ondes constituant la perturbation initiale (cf.
les branches des diagrammes de stabilité de Fabre [99], solutions de l’équation de dispersion).

Enfin, nous avons constaté sur nos calculs DNS, notamment au chapitre 6, qu’il est déjà
très délicat en dynamique linéaire d’identifier les multiples vitesses de propagation des ondes
présentes dans l’écoulement, en discrimant les différents modes d’une géométrie azimutale donnée
de perturbation, afin de faire des comparaisons quantitatives avec la théorie de stabilité linéaire.
Ayant montré que la réponse du tourbillon de Lamb-Oseen prend la forme de paquets d’ondes
dont certains se propagent en structures cohérentes, cette difficulté à identifier les vitesses de
propagation est encore plus grande en régime non linéaire, du fait du ”mélange” des modes
azimutaux (chapitre 7). De notre point de vue, une analyse en ondelettes et ondes de Gabor
appliquée - dans un premier temps - à des variables monodimensionnelles de nos calculs DNS
pourrait conduire à une quantification fine des vitesses de propagation d’onde. Les ouvrages
de Mallat [189, 190] fournissent une remarquable introduction au traitement des signaux en
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ondelettes. De plus, la thèse de Martinez [192] présente des techniques spécifiques de traitement
du signal en ondelettes et comment les mettre en pratique sur des signaux instationnaires en
aérodynamique.

8.2.4 Quelques perspectives de calculs DNS pour l’avenir

Nous proposons pour finir quelques pistes de simulations numériques, qui nous sembleraient
prioritaires pour complèter nos résultats DNS sur la dynamique non linéaire du tourbillon de
Lamb-Oseen.

(1) Pour approfondir la perturbation m = 1, nous voyons trois points à explorer :
- Nous avons évoqué au paragraphe 7.6.3.3 le calcul DNS de notre perturbation m = 1 à
Re = 100000 et ε = 0.5 pour examiner plus avant les couches critiques 3D non linéaires. Avec
les estimations des maillages nécessaires pour simuler six ou dix rotations du tourbillons (cf. fi-
gure 7.120), cela ne sera réalisable que si le code FLUDILES est à terme parallèlisé sur plusieurs
processeurs.
- Une autre façon d’étudier la dynamique hélicöıdale non linéaire consisterait à initialiser le calcul
DNS par un déplacement de grande amplitude du centre du tourbillon suivant une trajectoire
en forme d’hélice. Nous ne l’avons pas fait dans cette thèse parce que ce cas d’étude pourrait
être délicat à interpréter physiquement, du fait qu’il ne s’agit plus d’un monopôle soumis à une
perturbation localisée.
- Dans l’état actuel des connaissances sur le tourbillon de Lamb-Oseen, il pourrait être envi-
sageable de calculer analytiquement une nouvelle perturbation initiale de géométrie azimutale
m = 1, construite comme un ”paquet d’ondes” (idée d’Arendt & al. [8] et de Fabre [99]), mais
dont la composition serait restreinte à des modes hélicöıdaux singuliers des familles ”C” et ”L”,
localisés respectivement en périphérie intérieure du coeur tourbillonnaire et à l’extérieur du
noyau du vortex. Cette simulation par la DNS aurait pour but de vérifier la conjecture que nous
avons émise au paragraphe 7.6.2, selon laquelle il pourrait exister une interaction entre ces deux
classes d’ondes avec effets réciproques, via la triple action du terme non linéaire, de la tridimen-
sionnalité et de la viscosité. Antkowiak et Brancher [6] ont montré que ce mécanisme fonctionne
dans un sens (de l’extérieur vers l’intérieur du coeur tourbillonnaire) mais la réciproque, si elle
est réelle, reste à démontrer.

(2) En dernier lieu, il nous parâıtrait judicieux de réaliser un calcul DNS sur notre perturba-
tion m = 2 à Re = 1000 et ε = 0.5, analogue à la simulation du paragraphe 7.3 (maillage à 16
M points pour simuler dix rotations du vortex), mais sur notre configuration en double hélice.
Ce dernier calcul DNS répondrait à deux objectifs :
- D’un point de vue théorique, la question des couches critiques, de leur régularisation sous le
double effet de la viscosité et du terme non linéaire, se pose pour toute perturbation non axi-
symétrique, donc en particulier pour m = 2.
- Sur un plan plus pratique par rapport à l’éclatement tourbillonnaire du banc B20, certains
auteurs comme Arendt & al. [8] soupçonnent de possibles interactions entre les géométries azi-
mutales m = 0 (le tourbillon porteur) et m = 2 (une perturbation localisée), qui pourraient
conduire à un mécanisme d’instabilité.
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De l’opposition entre la science et l’art, dans la quête humaine d’une vérité absolue ou relative
...

”[...] La science est autre. Le relatif qui la gouverne s’y imprime, et cette série d’empreintes
successives constitue la certitude mobile de l’homme. En science, des choses ont été

chefs-d’oeuvre et ne le sont plus. La machine de Marly a été chef-d’oeuvre.

[...] La science cherche le mouvement perpétuel : elle l’a trouvé, c’est elle-même... Tout remue
en elle, tout change, tout fait peau neuve... La science va sans cesse se raturant elle-même...

Elle est l’asymptote de la vérité : elle approche sans cesse et ne touche jamais.

Hippocrate est dépassé ; Archimède, Paracelse, Vésale, Copernic, Lavoisier sont dépassés.
Pascal savant est dépassé, Pascal écrivain ne l’est pas.”

Victor HUGO, William Shakespeare.
in Oeuvres complètes de Victor HUGO, tome II, Paris, Pierre-Jules HETZEL, 1882.
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3ème édition, 1994.

[161] F. Laporte and A. Corjon. Direct numerical simulations of the elliptic instability of a
vortex pair. Phys. Fluids, 12(5) :1016–1031, 2000.

[162] Florent Laporte. Simulation numérique appliquée à la caractérisation et aux instabilités des
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[201] T. Miyazaki and J.C.R. Hunt. Linear and nonlinear interactions between a columnar
vortex and external turbulence. J. of Fluid Mech., 402 :349–378, 2000.
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[214] C. Pantano and L. Jacquin. Differential rotation effects within a turbulent Batchelor
vortex. DLES-IV Workshop, Enschede, The Netherlands, July 18-20, 2001. Kluwer, 2001.

[215] A. C. Poje and J. L. Lumley. A model for large-scale structures in turbulent shear flows.
J. of Fluid Mech., 285 :349, 1995.

[216] D. S. Pradeep and F. Hussain. Core dynamics of a strained vortex : instability and
transition. J. of Fluid Mech., 447 :247–285, 2001.

[217] D. S. Pradeep and F. Hussain. Effects of boundary condition in numerical simulations of
vortex dynamics. J. of Fluid Mech., 516 :115–124, 2004.

[218] D. S. Pradeep and F. Hussain. Transient growth of perturbations in a vortex column. J.
of Fluid Mech., 550 :251–288, 2006.
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