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Introduction

La simulation numérique de phénomenes physiques relatifsaasfert radiatif reste un défi
majeur dans de nombreuses applications. Dans cette étudéroploiera a développer des mé-
thodes précises et efficaces pour prédire I'impact du ragrmemt dans des configurations physiques
extrémes. En effet, le rayonnement peut devenir prépontéens certaines applications. Il est
donc clair que la connaissance de ce phénoméne physiqueueitle et que la mise en ceu-
vre de schémas adaptés et efficaces est un point fondamentlalréalisation de prédictions
numeériques.

Afin d'illustrer d’'une part, le role essentiel joué par lertsfert radiatif dans certains régimes
d’écoulements et d'autre part, les difficultés numériguegenres sous-jacentes a ce phénomeéne
physique, considérons par exemple le cas de la rentrée pitérigue superorbitale d’'un véhicule
spatial. En effet, pour ce type d’écoulements en régimensgmégue, une onde de choc détachée
se propage a I'avant du véhicule. Le phénoméne compregmhene une augmentation de la tem-
pérature qui peut atteindre des valeurs extrémement ianied derriére cette onde de choc. Les
températures deviennent suffisamment élevées pour prervome dissociation des particules et
ainsi créer un plasma. Le retour a I'équilibre s’accompaiméivers échanges d’énergie au cours
desquels des photons sont émis ou absorbés par le miliewringtidépend de paramétres de
caractérisation optique de la matiére : les opacités. Lemagment résulte de toutes les émissions
et absorptions. L'énergie associée au rayonnement pend, @ataines configurations extrémes,
influencer notablement I'écoulement environnant. Plusipénent, dans I'exemple considéré, le
rayonnement modifie fortement la position et I'épaissedad®uche de choc. A travers cet exem-
ple, on constate qu'un phénoméne physique relatif au ragraent, se propageant a la vitesse de
la lumiére, est en mesure de madifier I'écoulement d'un flaidour d’'une sonde superorbitale.
En d’'autres termes, deux phénoménes physiques dont lertajgsovitesses caractéristiques est
sans commune mesure, peuvent étre fortement couplés. Dininde vue numérique, ce couplage
de physiques impliquant des vitesses d’'ordres de grandesudifférents engendre généralement
de grandes pertes de précision dans I'évaluation des plaresnde plus grande vitesse.

Il existe différents niveaux de modélisation du transfediatif. Dans I'étude qui nous mo-
tive ici, seuls seront considérés les modeéles cinétiquesésb/macroscopiques. Dans ce cadre,
I'équation de référence est appelée équation du transfdratif. Cette équation cinétique gou-
verne I'évolution de l'intensité radiative. Cette derei@épend du temps, de I'espace, de la direc-
tion de propagation et de la fréquence. Contrairement aré¢'aigquations cinétiques telles que
I'équation de Boltzmann ou celle de Fokker-Planck, lesaldés supplémentaires de direction de
fréquence ne sont pas de méme nature. D’un point de vue pleydaydépendance en fréquence
est particulierement non-triviale. La variation du terneecdllision en fonction de la fréquence est
singulierement complexe. En effet, le terme de collisidrarescrit le caractére discret des niveaux
d’énergie pour lesquels un photon peut étre émis ou absBrbéonction de la composition chi-
mique du milieu, le nombre de ces niveaux discrets est petiembent gigantesque. Les méthodes
d’approximation numérique de cette équation, dans lesguanafiions considérées ici, engendrent
un codt de calcul inaccessible par les machines actuelledigmonibles. En conséquence, des
modélisations alternatives doivent étre adoptées.
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INTRODUCTION

Parmi ces alternatives, on se concentrera sur un modele aments dans lequel le rayon-
nement est décrit par les premiers moments de l'intensiti@tiee. Soulignons dés a présent que
les variables des modéles aux moments définissent les giranchractéristiques permettant d’ap-
préhender les phénoménes physiques étudiés. De plus, etanerifigurations pertinentes dans
cette étude, ces modéles donnent généralement une apatiaxirtrés satisfaisante de I'équation
du transfert radiatif. En particulier, ils préservent lesppiétés fondamentales du rayonnement.
Si les moments “gris” (intégrés sur toutes les fréquenaaffisent souvent a une bonne descrip-
tion du rayonnement dans des solides, ce n’est plus le casléargaz. Il est alors nécessaire
de considérer une modélisation moins frustre en fréquenams d’introduire des modéles dits
“multigroupes” (intégrés sur des intervalles de fréquehc€ette décomposition a I'avantage de
permettre un couplage local (en fréquence) avec un modeédtiquie pour des fréquences parti-
culierement importantes.

L'objectif de cette thése est de proposer des schémas d¥ppation pour ces deux niveaux
de modéles : modeéle cinétique et modele aux moments. Cantdas modéles cinétiques, lorsque
le rayonnement doit étre couplé a la matiére, les simulatitmivent étre conduites sur des temps
extrémement longs relativement aux vitesses caractgresti mises en jeu. Ceci implique le dé-
veloppement de schémas d’'ordre trés élevé sans restratiole pas de temps. Dans un second
temps, on s’attache a améliorer I'efficacité des technigiegsproximation utilisées pour les mo-
déles aux moments. En particulier, les méthodes proposéastigsent la préservation de régimes
asymptotiques naturels pour les régimes considérés, yrimays des maillages 2D non-structurés.
L'ensemble de ces travaux a conduit a introduire des exieagpour la radiothérapie. En effet,
sous certaines conditions, la radiothérapie peut étre voame une application spécifique du
transfert radiatif.

Plan de la thése

Premier chapitre : le transfert radiatif
Dans ce chapitre, on présente le concept physique du traredé@tif ainsi que différents modéles
utilisés pour le décrire. On détaille les conditions paitiéres considérées dans cette étude pour
I'approximation numérique de ce phénomeéne. On écrit alégsihtion du transfert radiatif (ETR)
régissant I'évolution de l'intensité radiative dans ceteate. Apres avoir étudié les régimes li-
mites (transport et diffusion) de cette équation, on s‘ggse aux différentes possibilités de modé-
lisation. Dans un premier temps, on introduit le modéletmué d’ordonnées discrétesy. Ce
modéle directionnel consiste a considérer un nombre di$érde directions de la sphére unité
pour approcher l'intégrale en direction par une méthode wai@ture. En rappelant qu’un des
avantage du transfert radiatif est de pouvoir traiter s&pant la fréquence et la direction, on pro-
pose une discrétisation fréquentielle en bandes étrdesnodéle, trés précis, pourra alors étre
utilisé lorsqu’une approximation trés fine de la solutiohr&sessaire. Dans un second temps, on
présente des modéles portant sur les variables macrosespign particulier, on s'intéresse dans
ce travail aux modeéles aux deux momenifs gris et sa variante multigroupe. En calculant les
deux premiers moments de 'ETR, sur toutes les fréquenaasl@aas gris et sur des groupes de
fréquences pour le cas multigroupe, on obtient des systinpdisiuant les trois premiers moment
de l'intensité radiative et faisant intervenir des moyend®mpacités. Pour fermer ces systémes,
on utilise un principe de minimisation d’entropie qui petrada fois de préserver de nombreuses
propriétés physiques de 'ETR et d’avoir une bonne appraion des moyennes d’opacités. Ces
modeles hyperboliqgues donnent une bonne approximatioa dellition avec un colt de calcul
raisonnable. Par ailleurs, deux autres modeles sont pespts modéle d’harmoniques sphériques
gui consiste a décomposer l'intensité radiative dans la das polynédmes de Legendre et un mo-
dele de diffusion a flux limité qui est basé sur la limite diffre de 'ETR.
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Deuxieme chapitre : schémas numériques pour le modéle d’'omhnées discretes y
Ce chapitre est dédié a la construction d’'un schéma d’ordeeélevé sans restriction sur le pas
de temps pour le modélgy. Un tel schéma est en effet nécessaire pour certaines aiiqtis en
temps trés long que I'on est amené a considérer.
Etant donné que le modeéRy est un systéme d’équations d’advection linéaire avec tsouece,
on développe tout d'abord une méthode de type GRP (Probléniainann Généralisé) espace-
temps pour un systéme hyperbolique linéaire générique.ré&itgnt de la linéarité du systeme
et grace a une approximation polynomiale de la solution @is €én espace et en temps, on
développe un schéma de d'ordre arbitrairement élevé ercesisen temps sans restriction sur
le pas de temps. Ce schéma présente de nombreux avantqgemel tout d’abord d’obtenir des
solutions d’excellente qualité comparées aux autres rdéghd'ordre élevé (WENO, Galerkin dis-
continu, ...). La ou ces derniéres sont limitées par uneittondCFL et dont I'extension implicite
est complexe et colteuse, sa formulation permet de coesidéturellement des pas de temps
aussi grands que nécessaire. Par ailleurs, il s'écrit mip&mente a n'importe quel ordre sans
effort superflu.
Le caractére compact de cette méthode permet de I'étenddesumaillages 2D non-structurés
moyennant une attention sur la géométrie. Les cas-testlidatan permettent de confirmer son
excellent comportement méme en 2D.
Enfin, grace a la forme particuliéere du terme source dans Eefedy qui permet de connaitre
la solution exacte pour une direction donnée, on étend lahodéta ce modele. Cette extension
s’avere d’autant plus intéressante que I'on retrouve lefficeents impliqués dans le schéma dis-
crétisant la partie transport.

Troisieme chapitre : étude des modeled/;
Dans ce chapitre, on s'intéresse aux modéles aux moméntgis et multigroupe.
Dans un premier temps, on étudie le probléme de Riemann paundiéle)M; gris sans terme
source en 1D. On montre I'existence inconditionnelle d’sokition admissible. On exhibe par
ailleurs la forme explicite de cette solution, ce qui perewre autre de construire le schéma de
Godunov associé a ce probleme.
Dans un second temps, on développe des schémas présesvasymeptotiques du modéle;
gris, a savoir les régimes de transport et de diffusion. Etiqodier, la principale difficulté pour
obtenir des schémas qui dégénérent correctement dansreerdg diffusion provient du fait que
les opacités, qui pilotent la raideur du terme source, digrgtrdes variables. La particularité de la
technique considérée pour discrétiser le terme sourceegsbwaloir contrbler la dégénérescence
du schéma dans la limite de diffusion. Ainsi, on peut comteuun défaut du modeél&f; gris et
retrouver la limite physique de I'ETR.
Une extension de cette méthode sur des maillages 2D naritstés est proposée. On obtient alors
un schéma asymptotiguement consistant avec la limite flesdih a partir de n'importe quelle re-
construction des gradients aux interfaces.
Enfin, on se consacre aux calculs des moyennes d’opacit@énsnt dans le modélg/; multi-
groupe. Contrairement au cas gris, le calcul de ces moyeriassplus explicite et nécessite la
recherche des zéros de fonctions non linéaires trés raifedéveloppe alors une procédure de
précalculs pour réduire de maniére significative les tenepsattul.

Quatriéeme chapitre : équations et schémas numériques pounlradiothérapie
Ce chapitre est dédié a un schéma numérique pour prédimgsalihad’une radiothérapie. Dans cette
application, on peut se ramener a utiliser des mod&lgesCeux-ci font toutefois intervenir des
fonctions discontinues dans les flux résultant de grandgsdg&néités dans le milieu.
On développe un premier schéma adapté a ces discontineitésfahction de flux limitant ainsi
I'importante diffusion numérique générée par les schénaasicjues dans ces conditions. On mon-
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tre que ce schéma, basé sur des changements de variables, addsde de bonnes propriétés.
Il n’est cependant pas généralisable en 2D. On propose ahervariante faisant intervenir des

projections qui s'étend a des maillages 2D cartésiens. agsast de validation montrent la perti-

nence de ces deux approches.

Cingquiéme chapitre : résultats numériques
On regroupe dans ce chapitre des résultats numériqudsatiibensemble des méthodes dévelop-
pées dans ce travail.
Tout d’abord, on présente de nombreuses simulations okgeavec la méthode GRP espace-
temps. En 1D, la méthode est ainsi testée pour un systénsrérgans terme source (équations
de Maxwell) et pour le modél& sur deux exemples dans lesquels le terme source est pris en
compte soit par une méthode de splitting, soit par le schéRR &endu. Enfin, on considére le
modeleSy en 2D.
On présente ensuite des résultats pour le matiglenultigroupe en 2D en utilisant les précalculs
et le schéma préservant I'asymptotique.
Enfin, quelques calculs de dose en radiothérapie sont effect partir de scanners et comparés
avec les résultats d’'un code de référence basé sur des regthitashte-Carlo.

Publications Céline Sarazin-Desbois
Plusieurs publications sont issues de ce travail. Deuslestde revues internationales avec comité
de relecture :

— C. Berthon, C. Sarazin, R. Turpauipace-time Generalized Riemann Problem solvers of
order k for linear advection with unrestricted time step Sci. Comput., in press, (disponible
en ligne),

— C. Berthon, M. Frank, C. Sarazin, R. TurpalNtimerical methods for balance laws with
space dependent flux : application to radiotherapy doseutation, Commun. Comput.
Phys., Vol 10(2011), pp 1184-1210,

et deux actes de congrés avec comité de relecture :

— G. Duffa, C. Sarazin, R. Turpaultjodelling and Numerical issues for the determination
of thermal properties of PICA-like materialg®” International Workshop on Radiation of
High Temperature Gases in Atmospheric Entry, Barcelori{0

— C. Berthon, C. Sarazin, R. Turpaultumerical approximations of asymptotic regima®s
International Workshop on Radiation of High Temperatures&3ain Atmospheric Entry,
Lausanne(2010).
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Le transfert radiatif

1.1 Nomenclature

Constantes universelles

Vitesse de la lumiére dans le videc ~ 2.99792458.108

Constante de Boltzmann k ~ 1.3806503.10~23
Constante de Planck h ~ 6.626068.1034
= 877—5]?4 ~ 7.565916.10~16
“T Ip3es — '

Grandeurs globales

X position m

t temps s

v fréquence 51
Q (vecteur) direction rad
T température K

Variables utilisées en transfert radiatif

opacité d’absorption m~!
opacité descattering m~!
opacité moyenne d’'absorption m~!
opacité moyenne d’émission m~!

opacité moyenne d’absorption du fluxm !
moyenne de Rosseland m~!
probabilité de redistribution angulaire

intensité radiative J.sr~tm™2
énergie radiative J.m™3
flux radiatif W.m ™2
pression radiative J.m™3

facteur d’anisotropie

capacité calorifique a volume constany. K —!
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CHAPITRE 1. LE TRANSFERT RADIATIF

Définitions et relations

B,(T) = 24 [exp (%) — 1]1
(

hr(Il) = 212—33 [nlnn — (n+1)In(n + 1)]
Hp(I) =< hg(I) >
(f) = 5+§\+/if—Tf2

Variables utilisées en radiothérapie

=

fonction du corps noir de Planck

entropie radiative microscopique
entropie radiative macroscopique

facteur d’Eddington

€ énergie de la particule J

p(x) densité de la matiére kg.m=3
o noyau descattering m~!
S(e) pouvoir d'arrét eV.m~!
Tiot(z,€) coefficient de transport m~!
a(e,Q.2Y) section efficace

U(z,e,Q) densité d’'électrong x vitesse des particules

UO(z, ¢) moment d’ordre) de ¥

Ul(z,e) moment d’'ordrel de ¥

U2(z,¢) moment d’'ordre2 de ¥

D(x) = 555 Jo~ Su(z,€) g0 ¥(z,e,Q)d2de  dose Gy
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1.2. Généralités sur le Transfert Radiatif

1.2 Généralités sur le Transfert Radiatif

Dans ce chapitre, on présente les concepts physiques duneyent ainsi que I'équation du
transfert radiatif qui décrit les échanges d'énergie elgreayonnement et la matiére. Il existe
un principe de dualité onde - particule pour décrire le ragmnent, on considére ici uniguement
I'aspect corpusculaire. Dans ce cadre, le rayonnemengéatuié par les photons ou “quanta de
lumiere”. Dans le vide, ces bosons de masse nulle se déplandigne droite avec une vitesse
2 ol c > 0 est la vitesse de la lumiére (par définition)(eta direction de propagation norma-
lisée (|©2|| = 1). L'énergie d'un photon est liée a une fréquence, que I'ont peir comme une
“couleur”, donnée par la relationE = hr ou h est la constante de Planck:eta fréquence du
photon. Un photon donné est donc déterminé par sa fréquerszedirection de propagatidn et
sa position(t, x).

Puis, en présence de matiere, le rayonnement interagitcalleeci via trois procédés principaux :
I'absorption, I'émission et Iscattering

Les atomes de la matiére peuvent capter un photon pour pksseun niveau d'énergie supérieur.
A cause de la nature discréte de ses niveaux d’énergie, oreatans un niveau d’énergié; ne
peut capter que des photons d’énergietels quehr = Ey — E; ou E5 est I'énergie de I'atome
dans un niveau plus excité. Un élément donné ne peut doncbalbsopriori que des photons
ayant une énergie dans un ensemble discret et caractgeistigt ensemble, appelé spectre d'ab-
sorption, est composé de raies d’absorption qui, en piatige sont pas des masses de Dirac. En
effet, certains phénomenes physiques régularisent cie(ledincipe d’incertitude d’Heisenberg,
élargissement Doppler ou Voigt, ...). Finalement, en ngtata densité de I'espéce chimiguet

T la température du milieu, I'absorption est caractériséd ppacité o = o (v, T, p;, ...) qQui est
I'inverse du libre parcours moyen d'absorption, c’esti@ da distance moyenne entre I'absorp-
tion de deux photons de fréqueneceCette opacité dépend de la fréquence mais aussi de ladglensit
des espéces chimiques considérées et de la températuréedu Pour simplifier les notations, on
utiliserac,, pour désigner cette opacité d'absorption.

A Tlinverse, un atome qui n’est pas dans son état fondamemdis dans un état excité a tendance
a y retourner progressivement en émettant des photons.I@glarmet de passer d’'un niveau
excité a un niveau plus stable. Les photons ainsi émis fatiegiu méme ensemble que ceux po-
tentiellement absorbés si I'on néglige le phénoméne deadse. A I'équilibre thermique local,
I'émission est donc associée a la méme opagjtgui est I'inverse de la distance moyenne entre
I'émission de deux photons de fréquence

Par ailleurs ces deux phénoménes (absorption et émisg@gppliquent pas de la méme maniere
a des ions. En effet, a cause de leur surplus ou défaut d'@tectils peuvent aussi absorber ou
émettre des photons de toute énergie. Ainsi, des compgseoiginues apparaissent dans leur
spectre.

Toujours a I'équilibre thermique local, I'émission est getnée par la fonction dite du corps noir

de Planck : .
2hv? hv -
B,(T) = 2 {exp (ﬁ) - 1} , 1.2

ou k est la constante de BoltzmannZéest la température matiére.
Pour illustrer I'allure d’un spectre d’absorption, on régente sur la figuré.1le spectre du Kryp-
ton obtenu par la base de donn@ésST disponible que le site (http ://www.nist.gov).

Finalement, lors d’'un événement sieattering le photon n’est pas absorbé par la matiére, mais sa
trajectoire et sa fréequence peuvent étre modifiées. llexigtérents types decatteringcomme

par exemple lescatteringélastique dans lequel un photon est uniquement dévié dejsattire.

Le scatteringinélastique, quant a lui, modifie la trajectoire du photoleelivise en deux photons
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CHAPITRE 1. LE TRANSFERT RADIATIF

Line Identification Plot for Kr

Tofal of 63 lines )
1
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FIGURE 1.1 — Spectre du Krypton.

dont la somme des énergies est égale a I'énergie du photal. iGle phénomene est caractérisé
a la fois par une opacité? qui est I'inverse du libre parcours moyen seatteringet par une
probabilité de redistribution angulaire notgg 2, ').

A cause de ces interactions, en particulier de la libératiooaptation de photons par la matiére,
il existe des échanges d’'énergie entre le rayonnement edti@ng. Par conséquent, pour assurer
la conservation de I'énergie, il est nécessaire de coupleajyonnement et la matiére. Suivant
les applications physiques auxquelles on s'intéressajqults types de couplages peuvent étre
envisagés. Tout d’'abord, on peut considérer un systemkenwtat découplé ou la température
matiére est supposée constante. C’est le cas par exemplanaotogie lorsque I'on souhaite
étudier les effets du rayonnement. Pour des applicationsr@ des incendies ou des rentrées
terrestres de certaines sondes orbitales, un couplade &sbutilisé. En effet, étant données les
échelles de températures mises en jeu, le rayonnement ettiereninfluent peu 'un sur l'autre.
Puis, pour des cas de rentrées super orbitales ou de fomibéitwiles par exemple, un couplage
fort est nécessaire.

Pour écrire les équations du transfert radiatif, on note

f:f(t,X,Q,V)7

la fonction de distribution des photons pour définir alorsdaable d'intérét du transfert radiatif
appelée intensité radiative par :

I(t,x,Q,v) = chvf(t,x,Q,v) > 0.

Par exemple, a I'équilibre thermodynamique, l'intensééiative est décrite par la fonction du
corps noir de Plancki(1). Aprés un bilan d’énergie au niveau microscopique, listeé radiative
est régie a I'équilibre thermique local par I'équation dansfert radiatif (ETR) qui peut s’écrire :

1
-0 (t,x,Qv)+Q-VI(t,x,Qv) =0, (B,(T)—I(t,x,Q,v))
c

+ af/li </ pu (L DIt x,Q  v)dY — 1(t,x,9, 1/)) ,
4 \ J g2
(1.2)

ou ﬁp,, est la probabilité qu’'une particule arrivant dans une dimac?’ soit déviée dans la di-
rection 2. Pour obtenir cette écriture simplifiée de I'équation dunsfart radiatif, on a supposé
gue le milieu est d’indice optigue 1, que I'on se trouve aliéhgre thermique local, que I'on nég-
lige les effets de polarisation et quedeatteringmodifie uniquement la direction de la particule
[92, 93, 117.
Afin d’'alléger les notations dans la suite, on omettra leseddpnces en temps et en espace des
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variables des qu'aucune confusion n’est possible. De plus)égligera les effets dscattering
excepté dans la partie dédiée a la radiothérapie ou ils aompntraire, prépondérants.

Certaines grandeurs macroscopiques ont un intérét pteydiyus la description du phénomene.
Ces variables, appelées moments, sont obtenues en irttéegamriables microscopiques en di-
rection et en fréquence. En particulier, on s’intéressetenig premiers moments de l'intensité
radiative :

. . L 1 &
Energie radiative £ = —/ / I(v, Q)dvdS, a.3)
€ Js2Jo
. 1 &
Flux radiatif : Fgr = —/ / Q- I(v,Q)dvdQ, 1.4)
€Js2Jo
. I 1 &
Pression radiative Pr = —/ / Q@ QI (v,Q)dvd, . (1.5)
€Js2Jo

Comme l'intensité radiativé est positive ef|Q2|| = 1, le facteur d’anisotropi¢ est naturellement

limité :

PR
CER

Si cette propriété fondamentale de limitation du flux estéapcela implique qué&’r et Fr ne

sont pas les deux premiers moments d’une intensité ragliptigitive.

< 1.

Notation. Pour simplifier I'écriture des moments, on emploiera la tiotasuivante :

1 o0
<.>:—// . dvdSQ.
¢ Js2Jo

Si I'on s’intéresse aux moments de la fonction de Planck,@hfacilement qu’elle possede un
flux nul car elle est isotrope, c’est-a-dire qu’elle ne dépeas de la direction. De plus, son énergie
peut étre calculée analytiquement :

< B, >= aT?

olla ~ 7.56.10~16.7.m 3. K —* est une constante (voir nomenclature). Enfin, le caractéteope

de B implique également que

T4
<Q®QBV >:%

L'entropie radiative du systéme est une autre grandeurigaggjui aura un réle important par la
suite. Elle est obtenue a partir du deuxieme principe dedartbdynamique et donnée par :

2kv3
Hp(I) =< hp(I) >=< 6—3” nlnn — (n+ 1)In(n +1)] >,
oun est le nombre d'occupation reliélgpar la relation :

62

- “ I
" 2hy3

On peut remarquer par un calcul direct que la fonction dedRlast le minimum de cette entropie :
B, = argmin{Hr(I) =< hr(I) >}.

Comme mentionné ci-dessus, I'énergie radiative n'est pasarvée si I'on ne considére que
I'équation du transfert radiatif. Pour ce faire, il faut datoupler 'ETR avec une équation régis-
sant I'énergie matiere. Etant donné que I'on s'intéressergiellement aux effets du rayonnement,
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on prend en compte uniquement les termes d’échanges entggifre et le rayonnement suivants
I'équation :
o
pCpO T = —/ /2 o, (By(T) — I)dQdv. (1.6)
0o Js

Cette équation peut s’obtenir par exemple en considgrantte etu = cte dans les équations de
Navier-Stokes.

D’un point de vue physique, I'équation du transfert radiedimporte deux régimes limites suivant

la nature des opacités. Quand I'opacitéest grande, I'équation du transfert radiatif dégénére en
une équation de diffusion a I'équilibréd :

8 (aT* + pC,T) — V (?)ULRWT‘*) —0, (1.7)

ol o™ est la moyenne d’opacité de Rosseland définie par :

R Jo~ 0B, (T)dv
J5° =0:B,(T)dv’

En effet, dans ce cas, l'intensité radiative proche de lldma tend a devenir une Planckienne
(1.1). Certains modeéles sont basés sur cette limite, tels quedeim de diffusion a flux limité.
A linverse, quandr, = 0, il est évident que 'ETR1.2) se raméne & une équation de transport.

Comme l'opaciter, dépend de la température mati&ret d’autres grandeurs hydrodynamiques,
on peut se retrouver dans certaines applications avec aesagriori non déterminées pour
lesquelles I'opacité est tres faible, d’autres ou I'opa@st trés grande et des régimes intermé-
diaires. Numériguement, il faut donc étre capable de gémaulanément ces trois régimes dont
les équations sont de natures différentes.

SiI'on veut résoudre numériquement I'équation du transtetiatif, il faudrait échantillonner
toutes les directions, mais aussi toutes les frequencaegi. Pour calculer I'opacité du mi-
lieu considéré, il faudrait ainsi échantillonner toutesdaies du spectre correspondant. A I'heure
actuelle, pour un calcul@ x et fixés, plusieurs jours de calcul sont nécessaires pour iobies
approximation aussi fine de I'opacité . C’est pourquoi il est nécessaire de simplifier cette équa-
tion pour réaliser certaines simulations d’'intérét physi@qvec un temps de calcul raisonnable.
En fonction du niveau de précision souhaitée, on recenséignarchie de modéles. L'une des
caractéristiques du modéle est que I'on peut faire un tretd différent env et en{). Pour la
discrétisation fréquentielle, on compte quatre niveaux :

¢ Raie par raie.Chaque espece chimique comptant des millions de raies, réstblution est
trés précise, mais extrémement codteuse. De plus, les asEsinées complétes pour de
larges gammes de températures et pressions étant raragpliesitions sont restreintes.

e Bandes étroitesle fréquences, c’est-a-dire de petits intervalles de &dges sur lequel la
fonction de PlanckB peut étre considérée constante.

e Multigroupeou I'on considere de grands intervalles de fréquences [@ppeoupes) dimi-
nuant ainsi le nombre d’inconnues, mais ou les moyennesaditéis sont a calculer avec
précaution.

e Gris, c'est-a-dire intégré sur toutes les fréquences.

En pratique, pour une simulation donnée, si I'on considérsigurs millions de raies, on prendra
quelques milliers de bandes étroites ou au plus quelquasdizde groupes.
Au niveau directionnel, on compte essentiellement deusanix de résolution :
e Ordonnées discretes, c’est-a-dire que I'on fikeirections de la sphére et que I'on approche
I'intégrale sur la sphére par une méthode de quadrature.
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1.3. Le modéle d’ordonnées discretes

e Intégré sur tout ou une partie de la sphére et ou les incorsasies moments angulaires.

Méme si I'on peut découpler les calculs en fréquences etrestitins, en pratique, on considére
un niveau de discrétisation équivalent pour ces deux grandeorsque la discrétisation est fine
en fréquences, elle est également fine en directions et eVl existe ainsi essentiellement
deux catégories de modeles : les modéles cinétiques et &l@sanacroscopiques.

Dans le chapitre suivant, différents modeéles du transéeliatif sont présentés. Tout d’abord,
on détaille un modeéle cinétique d’'ordonnées discrétesqui sera I'objet d’'un nouveau schéma
numeérique développé dans le chapifreEnsuite, on propose quelques modéles macroscopiques
dont un modéle de diffusion a flux limité et un modéle direutiel de décomposition en har-
moniques sphériques. Finalement, deux modéles aux monentedéleM; et sa variante multi-
groupe sont présentés. Ces deux modéles feront I'objet e ddtudes notamment dans les
chapitres3 et 4.

1.3 Le modéle d’'ordonnées discreteSy

Le modéle d’'ordonnées discrétes est un modeéle directi@uiel initialement été introduit par
Chandrasekhar dans(. Il consiste a considéreN directions(£);)1<;<y de la sphére unité et a
remplacer I'intégration en direction par une méthode delcatare dont les points sont 1€5. A
chaque directiofi); est alors associé un poids de quadratyrd’our la présentation de ce modele,
I'opacité d’absorptiory, est supposée constante et natéé’'équation du transfert radiatif ainsi
considérée est :

%@I(Q, V) + Q- VI(Qv) =0 (B,(T) — I(Q,v)). (1.8)

Sion noteIlSN une approximation de l'intensité radiative évaluéegn 1(€;), alors le modéle
d’'ordonnées discrétesy revient a résoudre un systeme d’équations de tailte

VISISN, &I +c- VI =co (B, - I}Y). (1.9)

En fonction du nombre de directions considérées, ce sydipéaare d'équations aux dérivées par-
tielles peut devenir trés grandé]]]. De plus, on peut considérer différentes discrétisationsmme
des directions équi-réparties ou des directions conanttdns une zone de la sphére répondant
par exemple a une anisotropie particuliére du cas-test.

En général, ce modéle est associé a une discrétisationefréglle en bandes étroites (mo-
délescorrelated-k[56]). Ce choix est notamment fait afin de pouvoir supposer queakitéo,
est constante dans chaque bande de fréquences. Ceperalatngsddiscrétisations peuvent étre
envisagées.
On présente ici un modeéle proposé dari&] 31] qui consiste a approcher I'intégrale en fréquence
par une seconde méthode de quadrature. On considéré)abarsdes de fréquencp%_%; Vi1 li1<¢<0
de milieuy, pour discrétiser le spectre. Par convention, on pll%l_g% = +o0. Puis, sur chaque
bande de fréquence, on suppose gue= o, et on utilise une quadrature de point milieu. Ainsi,
a chaque fréquenae, est associé un poids de quadratéyeAvec ces notations, I'intégration en
fréquence est approchée par :

400 Q
/ I(Q,v)dv ~ ZI(Q,Vq)Gq,
0

q=1

ou I(€2,v,) peut étre vue comme une approximation de l'intensité radiatans la directiorf2
sur la bande de frequen¢e,_1;v,, 1[. Sil'on note< . >, 'opérateur discret dec . > obtenu
2 2
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CHAPITRE 1. LE TRANSFERT RADIATIF

en remplagant les intégrations en fréquence et directiofepajuadratures ainsi définies, on peut
écrire :
1
<I>~<>q=— 1, 0.
a= 7 Elq (S, vg)wify

Pour simplifier les notations, on note :
Iy = I(, ). (1.10)

Finalement, I'énergie radiative est approchée par :
I 1
Ep = —/ / I1(Q, v)dQdy ~ - Zthwlaq = E,.
C 0 S2 C g

Cette seconde approximation entraine une modification diefadlL.9) :
VI<SISN1<q<Q, LN+ VIY =co, <Bq - Ifg) ,

ou B, est une approximation dB, sur la bande de fréquende 1 uq+%[. On choisit ici de
I'approcher suivant un principe de minimisation de I'epieodiscréte. En effet, en remplacant
l'intégration en fréquence par une quadrature, en général, >,# aT*. Pour maintenir I'éner-
gie de B, égale aaT*, 'idée est de définir la fonctiom, suivant le principe de minimisation
d’entropie sous contraintes :

H*(B) = argmin{ H*(I), < I >4= aT"},
ou I'entropie discréte est donnée par :

2kv3
H*(I) =< h*(I) >q=< 3 [nIn(n) — (n+1)In(n+1)] >4.

En pratique, on peut montrer que la fonctiBppeut s’écrire sous la forme :

2h 3 —1
VIS9<Q B =BT = gt few (PP ) -1
C

ol a = «(T), le multiplicateur de Lagrange, est obtenu par la résoludie< B, >= aT*.

Finalement, avec cette discrétisation fréquentielle, deléhe d’ordonnées discrétes polird)
s’écrit :
VISISN1<q<Q, OIN + e VIY =co, <Bq - Ifg) . (1.11)

Ce modéle peut notamment étre utilisé pour approcher ltéaueu transfert radiatif lorsqu’une
approximation tres précise de la solution est demandée ffén kapproximation sera d’'autant
plus précise si I'on considére un grand nombre de directiOnsrappelle qu’une condition néces-
saire pour la validité du modéle est de pouvoir supposertip o, constante sur chaque in-
tervalle de fréquence considéré, c’'est pourquoi on utifise bandes étroites. Pour discrétiser
ce modeéle, on développe dans le paragraplieun nouveau schéma numérique de type GRP
espace-temps d’'ordre élevé en temps et en espace sariogssiir le pas de temps. On rappelle
également dans le paragraphé.], le schéma volumes finis décentré amont associé a ce modeéle.
Quelques cas-tests dans le paragrapheiendront illustrer ces différents schémas.
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1.4. Les modéles méso/macroscopiques

1.4 Les modeles méso/macroscopiques

1.4.1 Les modeéles aux moments

Les modeéles aux moments, qui ont initialement été intreduar Grad dans son travail sur les
gaz raréfiésf7], consistent a décrire le systéme a l'aide des moments diebles cinétiques. Les
éguations obtenues sont plus simples que les équation&oieedont elles dérivent tout en préser-
vant, en général, beaucoup de leurs propriétés fondaraenfaé plus, la connaissance détaillée
de la solution pour chaque fréquence et direction n'estq@gsurs nécessaire. Pour certaines ap-
plications, des moyennes directionnelles ou fréqueatigdont suffisantes. Bien entendu, si I'on
considérait une infinité de moments, on pourrait reconstrexactemeni. Mais on s'intéresse
ici aux équations faisant intervenir les deux premiers nmimde l'intensité radiative £ et Fi.
Sachant qué est positive, I'espace des états physiquement admisshléeerme des moments de
I est alors donné par :

A: {(ER7FR7T) €R47ER Z 07f:

| Frl
B, © [0,1],T > 0}. (1.12)

CLUR

On considere 'ETR a I'équilibre thermique locdl.) couplée a I'équation matiéré..G). Pour
obtenir la premiére équation, on intégre I'équatiar) sur la sphére unité pour obtenir :

&FE, + V.F, = 0,(4rB,(T) — ¢E,), (1.13)

OUE, =1 [, I(Q,v)dQetF, =1 [¢, QI(Q,v)d.
Pour la deuxieme équation, on multipliant 'ETR garpour obtenir en intégrant sur la sphére
unité :

O.F, + *V.P, = —co,F,. (1.14)
On rappelle que du fait de son caractére isotrope, la famckoPlanckB,, a un flux radiatif nul.
On obtient ainsi un modéle intermédiaire, intégré en divect

{ OE, + V.F, = 0,(47B,(T) - ¢E,), (1.15)

oF, + *V.P, = —co,F,,

Il reste alors a intégrer en fréquences. Par exemple, le lmad& deux moments gris est obtenu
en intégrant ce systemé. (5 sur toutes les fréquences :

{ OER + V.Fg = c(c®aT* — 0°ER), (1.16)

O Fr + CQV.PR = —CO’fFR.

ol lesc?, o eto’ sont des opacités moyennes définies par :
o°aT* =< 0, B(T) >,
0%Er =< o,I >,

ol Fpr=c<0,QI >.

On remarque que ces définitions des moyennes d’opacitémfentenir I'intensité radiativd qui
n'est plus une variable du systéme. En général, on ne peethmles calculer directement. On
verra que dans le modéld;, on peut faire une approximation satisfaisante de l'intémadiative

1.

Avec ces définitions des moyennes d’opacités, I'équatiénetgie matierel(6) s'écrit :

pCLOT = —c(aeaT4 — 0ER).
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CHAPITRE 1. LE TRANSFERT RADIATIF

On voit que le systéme comporte plus d’'inconnues que d'é@nstll faut donc faire une hy-
pothése de fermeture qui consiste a exprimer la pressidatikadlPr en fonction deE'r et Fi.
Cette étape cruciale de la modélisation va déterminer lgsrigtés du modéle. On s'intéressera
dans la suite au modéle associé a I'un de ces choix de femnetarmodéle)M,, ainsi que sa
variante multigroupe.

Le modéle M1 gris

Le modéleM; a été introduit par Dubroca et Feugeas datig.[Lidée de celui-ci est de
fermer le systéme grace a un principe de minimisation dpntr Pour cela, on cherche l'intensité
radiativeZ qui minimise I'entropieH i et dont les premiers moments sont exactenienet Fi.
Ceci conduit au probléme de minimisation avec contrainidsat :

HR(I) = min{HR(I) =< hR(I) > / <I>=FEpetc< QI >= FR}. (2.17)

La solution de ce probléme est donnée par :

2hv/? h -
Z(Q,v) = 21/ [exp (%a.m) - 1} , (1.18)
c

ola = (a,3)T est le multiplicateur de Lagrange associé au probléme) etm = (1,Q)7.
Comme dans{7, 107), la pression radiative peut s'écrire sous la forme d’Edtiin :

Pp = DpEg, (1.19)

ou Dg, est le tenseur d’Eddington :

l—x., 3x—1Fr®Fg
Dp=—2X1+ , (1.20)
2 2 |IFrl?
ety est le facteur d’Eddington :
3+4f?

x=x(f)= (1.21)

5424 3f2

ouf = ”E—RH est le facteur d'anisotropie.

R
En remplagant ainsi I'expression @ dans (.16, on obtient finalement le modeld; :

{ HER+ V.Fr = c(c°aT* — 0"ER), (1.22)

O+Fr + sz.(DRER) = —C(J'fFR7
ol les moyennes d’'opacités sont approchées par :

o°aT* =< 0,B(T) >,
0c*Er ~< 0,7 >, (2.23)
ol Fr~c< 0,0 > .

En effet, commé& est une approximation de I'intensité radiatiydes moyennes d’'opacitées' et
o/ impliquantZ sont des approximations des moyennes exactes.

Le modeéleM; a la bonne limite diffusive si I'opacité, est constante en fréquence. Dans le
cas contraire, la moyenne d’opacité obtenue par le modéienagepas vers la limite physique qui
est la moyenne de Rosseland, mais la différence est cepgdrdammoindre que si I'on considére
la moyenne de Planck. Ce modele a également la bonne limttamgport. De plus, la fermeture
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1.4. Les modéles méso/macroscopiques

suivant la minimisation d’entropie permet d’assurer lapo& de I'énergie ainsi que la limitation
du flux, ce qui n'est pas le cas des mod&Raspar exemple rappelés plus loin. Le systéme obtenu
est hyperbolique (voir41]), ce qui permet de lui appliquer des méthodes classiquése® a
I'étude et a la résolution numérique de ces systémes. Daparégraphes.2.], le probléeme de
Riemann est résolu pour ce modalg en dimension un. En effet, la connaissance de cette solution
exacte est trés utile par exemple pour la validation deswsahéumérigues discrétisant ce modéle.
Puis dans le paragrapBe2.4 un schéma préservant 'asymptotique est développé paundéle.
Malgré ces propriétés, le modéld; posséde quelques inconvénients. Par exemple, l'intégrati
sur toute la sphére ne lui permet pas de reproduire certagéisoménes, comme deux rayons de
méme direction et de sens opposés. Pour pallier ce probiesaenodéles aux moments partiels
ont été développésiP, 43, 54, 10g. De méme, l'intégration sur tout le spectre de fréquences
est souvent trop grossiére surtout dans des gaz ou des pla®maropose alors une extension
fréquentielle multigroupe de ce modéle dans le paragrapiary.

Le modéle M; multigroupe

Le modelelM; gris posséde de bonnes propriétés (limitation du flux, régilimites, ...), mais
ne permet pas de considérer des modifications fréquestiglisque les variables sont intégrées
en fréquence. Etant donnée la forme du spectre de fréqugutesntient des millions de raies, il
est souvent important de les prendre en compte. Le mddelmultigroupe, qui a été développé
par Turpault dans104, 10€], est une extension du modéld; gris. L'idée est de découper le
spectre en groupes de fréquences dans le modéle aux momtentsédiaire 1.15 et de fermer
chaque systéme suivant le principe de minimisation derbi.

On divise le spectre ef) groupes de fréquenced); +oo[= U(?:O[uq, v¢+1]. Dans chaque groupe
de fréquences, on définit les moments/die la maniére suivante :

pati

E,= l/ / TdvdQ =< T >, (1.24)
C Jg2 vg
1 LI+l

Fy=- /S 2 / QUdvdQ =< QI >, (1.25)
L e

Py= - /S / QR QIdvdQ =< Q® QI >, . (1.26)

q
On integre alors le systéme aux moments intermédiairEs( sur chaque groupg de fréquences
Vg, Vg41[:

0B, + V.F, = c(aZaHé(T) —ogEy), (1.27)
8 Fy + V. P, = —col Fy, '
oud,(T) est défini tel que :
ably(T) =< B(T) >,
et les moyennes d’opacités sont définies par :
0,< B(T) >, =< 0,B(T) >,
o By =<o,1 >, (1.28)

§_c< o, >,

q Fq

Puis, pour fermer chaque systenie2(/), on considére de nouveau que l'intensité radiative est
obtenue par minimisation de I'entropie :

g

HR(T) = min{HR(I) =) < hn(I) >4 /Vq,< I >4= B et <cQI >,=F;}.  (1.29)
q
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CHAPITRE 1. LE TRANSFERT RADIATIF

La résolution de ce probléme de minimisatidn2® permet alors d'obtenir une expression ex-
plicite deZ :

2hv? h -
Z(Qv) = Z ch—;j {exp (%aq.m> — 1} , (2.30)
q

ola, = (ay, B;)T estle multiplicateur de Lagrange associé au problénie) etm = (1,Q)7.
La pression radiative sur le groupe de fréquencgécrit de nouveau en fonction du tenseur
d’EddingtonD, :
Py = DLy,
avec :
—XqI 3xg —1F, @ Fy
2 2 [lFl*
Contrairement au cas gris, le facteur d’Eddingtgm’est plus explicite.
Finalement, le modél@/; multigroupe couplé a la matiére, s’écrit :

1
D, =

O Eq+ V.Fy = c(otab}(T) — o4 Ey),
O Fy + AV.(DyE,) = —col F,, V1<q<Q (1.31)
pCLo T = —c Z(?:l(agaﬂg —ogEy).

On voit facilement que si I'on ne considére qu’un groupe dgdiences, le modéld; multigroupe

se raméne au modeld; gris. Comme le modeélé/; gris, ce systéme est hyperbolique. Il assure
également la propriété fondamentale de limitation du flux.difficulté du modéle provient du
calcul numérique dg, et des coefficients,, 5,. En effet, ils nécessitent I'inversion de fonctions
non linéaires parfois particulierement raides. Dans ldigo&r3, on développe une procédure de
précalculs de ces coefficients.

1.4.2 Le modélePy (d’harmoniques sphériques)

Ce modele est un des plus anciens pour approcher I'équatitnankfert radiatif (voir par ex-
emple [75, 51]). Il permet d’obtenir une approximation d’ordfé aussi élevé que nécessaire. Pour
des raisons de simplicité, on se restreint a la dimensionaspdce et I'opacité, est supposée
constante égalea L'équation du transfert radiatif considérée est donc :

%atz 4 1ol = 0 (B,(T) — 1), (1.32)

ou . est la projection de la directian sur I'axe des abscisses.
L'idée des harmoniques sphériques est de décomposensbitdégadiative dans la base des polynémes
de Legendre pour la variable angulaire :

oo

2n+1

n=0

ol P, est le i®™¢ polyndme de Legendre. On rappelle que les polyndmes de Hegéorment
une base orthogonale @& [X] pour le produit scalaire usuel :

1
P
Po(1) P p)dpt = ———8,, 1.
/1 (1) Prn (1) dp 1o

Pour obtenir une approximation d’ordré, la série est tronquée. Ainsi, 'approximatidfi™ (1)
deI(u) est donnée par :

N
2n+1
I () =y ==L Pa(n). (1.33)
n=0
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1.4. Les modéles méso/macroscopiques

ou les coefficientd '~ sont obtenus par :
1
N = / ™ (1) P, (1) dp.
-1

En dimension supérieure, l'intensité radiative est siimalet décomposée dans la base des har-
moniques sphériques (voir par exempé,[30]).

On substitue alors cette approximation directionnelld dans I'ETR (L.32). Puis en multipliant
I'équation par le im¢ polyndme de Legendre et en intégrant en directior[-sur 1], on obtient le
systeme linéaire d’'EDP de taill¥ + 1 suivant :

1
Loty 1o, / PPy (W) IEN (p)dp = o (2B,(T)dno — IP¥ (1)) 0<n< N,  (1.34)
c —1

carPy(p) =1let doncf_l1 P, (n)dp = f_ll Po(1)Po(p)dp.
En utilisant la relation entre les polynémes de Legendreasit :

(20 + DpPa() = (1 + 1) P () + P (1),

le systéme1.34) devient :

n+1 n
T o T 11551 =0 (2B,(T)0n0 — I (1)) 0<n<N.
(1.35)

Ce systéme possedé + 2 inconnues poufV + 1 équations. Une fermeture naturelle consiste a
imposer que IeV + 1¢m¢ coefficient]ﬁfjrl soit nul :

1
—OIIN + 0,
C

Iﬁ’il =0.
Finalement, ce modéle permet de réécrire I'intensité t@di@omme une combinaison de ses mo-
ments. Plusieurs auteurs ont étudié ce modeéle et plus watement le choix du nombrd” de
moments (voir par exempl&g, 101]).
On peut montrer que les approches ordonnées discretesmtrigues sphériques sont compara-
bles. En effet, en utilisant des quadratures de Gauss, ligfoss données par le modésg; et le
modéelePy sont les mémes aux poirts [38].

Exemple : le modéleP; Ce modéle correspond au modéhg en prenantV = 1. Dans la
décomposition 1.33 de l'intensité radiative, on voit apparaitre exactemest deux premiers
momentsER et Fr de I. CommeP,(u) = 1 et Pi(u) = p, onall™ = Ep etI{N = Fy. Le
modeleP; s’écrit alors :

O ER + divFRr = c(caT?* — 0°ER),
O Fr+ *AVER = —col Fp.

Ces modeéles n'assurent pas la limitation du flux c&fsi< 0 par exemple, le facteur d’anisotropie

devient négatif ;f < 0.

1.4.3 Modéle de diffusion a flux limité

Historiguement, les modéles de diffusion ont largementuéti&és, surtout quand le rayon-
nement est couplé a un autre phénomene physique. Une @atisertte ces modeéles est donnée
dans le cadre du transfert radiatif daf§][et dans le cadre de la neutronique da®yd.[
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CHAPITRE 1. LE TRANSFERT RADIATIF

Ce modele est basé sur la limite asymptotique appelée hailibég [95] et peut se retrouver
en considérant uniquement I'évolution de I'énergie radbaf’r. Le flux radiatif Fr est alors
exprimé en fonction de I'énergi€, du gradientV Er et d'autres quantités connues. On peut
retrouver le modele a partir du modé&hke en supposant que le fluxXy est stationnaire :

of Fp = —§VER, (1.36)

Ainsi, en remplacant’z dans I'équation en énergié.(6), on obtient le modeéle de diffusion :
1 1 4
“OER=V.(3-VEr | = co (aT* — Eg) . (1.37)
C (o

Malgré leur faible colt de calcul et leur trés bon comportenaians les régimes de diffusion, ces
modéles donnent de mauvais résultats dans la limite depmem&n effet, I'hypothése d'isotropie
de la pression radiative vraie dans la limite diffusive mst'plus dans les régimes de transport. De
plus, ils ne respectent pas la propriété fondamentale dition du flux : ”ZF” < 1. Pour pallier

ce probléme, des limiteurs de flux peuvent étre ajoutés puteno des modeles de diffusion dits
a flux limité (voir par exempledsd)).
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Schémas numeriques pour le modele
d’ordonnées discretessy

2.1 Introduction

La théorie cinétiqgue permet de décrire les phénoménes igpwe et d’interactions dans un
systeme de particules & une échelle microscopique. Aiasiothbreuses applications physiques
sont modélisées par des équations cinétiques, comme papkxéquation de Boltzmanrbp,

28] qui décrit les gaz monoatomiques parfaits, I'équation dkker-Planck T1] qui permet d’é-
tudier par exemple le mouvement brownien ou encore I'égnaté neutronique3g] caractérisant
I'évolution des neutrons dans un systéme (voir aus%ig3, 55, 85] pour d’autres exemples). Cer-
tains modeéles d’approximation de ces équations, comme delma’ordonnées discrétes, ménent
a des systémes hyperboliques d'équations de la forme :

Jyw + div(Mw) = S(w), (2.1)

ouw € R™ est le vecteur des inconnuel, est une matrice diagonale constante donc diagona-
lisable dansR et S(w) est un terme source éventuellement trés non linéaire. Bicylaar, on
s'intéresse dans ce paragraphe a I'approximation en tesngsdu modéle d’ordonnées discretes
pour 'ETR décrit dans le paragraphe3. Dans ce cas, on a les définitions suivantes :

CQl 0 0

- —71 | ) 0 692 0 . ca(BE—Il) |
In 0 O - cféN co(B—1In)
si bien que le systéme s'écrit :
VI<I<N,1<q¢<Q, L+ NVIj=co(B-1). (.9

Aprés un temps trés long, des schémas classigg&éslP3] donnent des solutions totalement
écrasées a moins d'utiliser un maillage extrémement fin.fteh, @n compare sur la figure.1
quelques schémas implicites classiques : le schéma d,EldeBear, IMBDF2 T4] et de Crank-
Nicholson pour I'équation de transport & la vitedse&Sur le domaind—1; 1], la donnée initiale
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T
'sol_exacte.txt
'Euler_imp.txt’

"Gear.xt’ -
‘ ‘ 'IMBDF2.txt' *

‘Crank.txt'

15 |

05

FIGURE 2.1 — Comparaison de différentes méthodes implicites 20ts=

est composée d’'un créneau de hauteantrex = —0.2 etz = 0.2. En considérant un maillage
uniforme composé de0 points, At = 2Az = 4.10~2 et des conditions aux limites périodiques,
on regarde les solutionsta= 20s (soit environ 500 itérations).

On voit bien qu'aprés seulemeiis, les solutions approchées sont trés aplaties.

Par ailleurs, dans le cas de couplage de plusieurs modédestdsses caractéristiques peuvent étre
trés différentes. Par exemple, I'hydrodynamique radiafait apparaitre la vitesse de la lumiére
¢~ 3.108m.s~! comparée a la vitesse d’un fluide de l'ordrewde 2.10*m.s~ L. La coexistence
de ces deux phénoménes caractéristiqgues nous oblige aionsii@r le phénomeéne le plus rapide
sur un temps relatif au phénomene le plus lent. Pour des schérplicites, c’'est le phénoméne
le plus rapide qui contraint la CFL qui deviendra potergiglént trés restrictive. De plus, le grand
nombre de pas de temps nécessaires pour atteindre le tempgefisimulation peut engendrer de
la diffusion numérique et ainsi totalement dénaturer lenph@ene le plus lent.

Par ailleurs, il est trés avantageux d’avoir un schéma aitplprécis pour les systemes d'advection
linéaire sans terme source de la forme :

Jyw + div(Mw) = 0. (2.2)

En effet, pour discrétiser les systémes d’équations derhad@.l), il existe des schémas préser-
vant I'asymptotique qui ont pour but de conserver numénue les régimes limites du mo-
dele. Quelques exemples appliqués a différents systémesne les équations d’Euler avec fric-
tions ou des modéeles cinétiques dérivant de I'équation d&zfann peuvent étre trouvés dans
[63, 29, 19, 79]. lls donnent une bonne approximation des systérg3 & condition d'utiliser un
schéma numérique performant pour la partie transport.i Aliaiss un premier temps, I'attention
est portée sur la mise en place d'un schéma numérique d'élelvé pour le systéme de transport
(2.2).

Dans la littérature, de nombreux schémas d’ordre élevétérdéveloppés pour les systemes
de lois de conservation hyperboliques de la formd)( Certaines de ces méthodes comme les
méthodes Galerkin discontinues (DGY| 49, 48, 50, 57], ENO/WENO [69, 89] ou les schémas
distributifs [3, 1], ont été largement utilisées avec succés pour de nomlzreygdications (voir
aussi [/8, 2, 46, 90, 35, 47, 73] pour une liste non-exhaustive). Toutes ces méthodes doriee
bons résultats sur des temps courts, soit jusqu’a enviddiois la vitesse caractéristique du sys-
téme. Cependant, dans les applications en temps trés lenkpgconsidére (au-dela d&* fois
la vitesse caractéristique), leurs conditions CFL, sottrep restrictives, peuvent rendre I'exécu-
tion extrémement codteuse.
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2.2. Introduction sur les méthodes de GRP

Les schémas implicites existants ne permettent pas taugmurestituer une bonne approximation
de la solution (voir figure2.1). En effet, dans ces schémas implicites, qui ont initialenée
développés pour des systémes d’équations non linéairest, le’ précision d’approximation qui
fait souvent défaut. Dans notre cas, la linéarité du sys&shen avantage dont on souhaite tirer
partie. En effet, grace a la méthode des caractéristigaespllition exacte du systéme est facile
a calculer. Lutilisation judicieuse de ces solutions égac/a permettre de proposer des schémas
numériques implicites peu colteux capables de restitugisdieitions approchées extrémement
précises pour des temps physiques de simulation longs.detajron propose d'étendre des mé-
thodes de Probléme de Riemann Généralisé (GRR)SF]. En effet, elles sont une alternative
intéressante dans la mesure ou la linéarité du systeme pditcere des schémas d'ordre arbi-
trairement élevé. Grace a une étape d’'évolution exactd;, d pas de perte d'information et donc
pas d'introduction de diffusion numérique. En cumulantesntages de cette méthode et en intro-
duisant une nouvelle étape de projection de la solutionmeéthode d'ordre élevé sans restriction
CFL est développée. Ce schéma a notamment fait I'objet ddubécation [L8].

Dans une premiére partie, on rappelle le principe des méth@dRP. Puis, on développe une
discrétisation du systeme linéair2 4) reposant sur un schéma de type GRP d’ordre élevé mais
pour lequel aucune restriction sur le pas de temps n’estsggdPour simplifier la présentation,
on se place en dimension un d’espace, ramenant ainsi levsy§€’) a une équation de transport.
Une extension en dimension deux de ce schéma pour des reailhay structurés est proposée
dans la partie suivante. Apres validation de la méthodegéterid au modéle d’'ordonnées discrétes
Sy du transfert radiatif avec terme source. Finalement, dartgi de comparer les résultats de
ce schéma avec d’autres méthodes numériques, la derniéieeqsd dédiée au rappel de certaines
méthodes comme le schéma décentré amont pour le modéleonidres discretes du transfert
radiatif et les schémas DG et WENO pour I'équation d’adweecti

2.2 Introduction sur les méthodes de Probleme de Riemann Géna-
lisé (GRP) en dimension 1

Les solveurs de type GRP (Generalized Riemann Problem)téntédeloppés par Ben-Artzi
et Falcovitz dansq, 6] et plus récemment résumés dahg][ De nombreuses applications peuvent
étre trouvées par exemple das 11, 91] notamment appliquées aux équations d’Euler ou dans
[9] pour une revue de différentes extensions et applicatiercette méthode.

Dans ce paragraphe, on s'intéresse a I'équation d’adveetiadimension un d’espace. Alors que
les schémas volumes finis d’ordre élevé classiques telseguchémas MUSCL ou WENO con-
siderent une approximation constante par morceaux et ape ée reconstruction de la solution,
I'idée de ces méthodes est de considérer une approximatlgngmiale par maille de la solution
supprimant ainsi I'étape de reconstruction. La premiéapetonsiste a faire évoluer de maniére
exacte I'approximation polynomiale par morceaux de latsmiu Il faut alors résoudre sur chaque
interface un probleme de Riemann généralisé ou les deux iéftiaux (gauche et droit) sont
des polyndmes. La deuxiéme étape consiste a réaliser ujeetfn L? de cette solution dans
'espace de polyndmes considéré. Ce choix d'approximgiiemmet ainsi d’obtenir un schéma
d’'ordre aussi élevé que le degré des polynémes.

Soulignons que, lorsque I'équation approchée est lindaigolution exacte est connue et les cal-
culs deviennent alors entierement explicites.
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On considére ici le probléeme mixte pour I'équation d’adi@tlinéaire :

Owu(z,t) + adyu(x,t) =0,
u(z,0) = ug(x), (2.3)
u(z =0,t) = ur(t),

ou(z,t) € Rt x Rt, u(z,t) € R et la vitessen est supposée positive. Les calculs pour le cas
a < 0oul(z,t) € R™ x Rt avec une condition de bord sur la droite de domaine étantasies,

ils ne seront pas détaillés.

On se donne un maillage uniforme composé des celltljes [xi_%,mH%] en notant

Tip1 = 1= Az. Les centres des mailles sont noigsOn définit alors un ensemble de fonc-
tions polynomiales par maille :

PE = {u € L®(R)/ uc, € Ry[X],Vi € Z}, (2.4)

ou Rx[X] est I'ensemble des polynébmes de degré inférieur ou édalAfin de simplifier les
calculs par la suite, dans chaque cellGlgel'ensembleR [ X] est engendré sur la cellulg par la

base de polynédmes définie par :
r —x; J
{ < AL ) } . (2.5)
§=0,...k

Sur cet espace, on introduit le produit scalaire suivant :

<f >-—i/xi+%f()()d
19 >i= Ao . z)g(z) dz,

o=

ainsi que la norme correspondante :

1flli =/ < £ f >

Une fois les espaces de polynémes définis, on peut détafiefifférentes étapes du schéma.

Approximation considérée et notations: Soitu® € P%, la projection de I'état initiaki(x)
surIP”g. A linstant t = ¢", on suppose connue une approximation polynomiale de dega¥
maille de la solution deX(3) notéeu™ () € P, telle que :

pourt = t" u(x,t") ~ ul'(z) € Riy[X] siz € C;.

Etant donnée la base de polyndme considérée, on peut écrire :

I A
, - 4
(o) = Yol (L2 6)
ou |6‘Sa?’j sont les coordonnées dg relativement a la base (5). Pour définir une approximation
u"tl(x) € P’g de la solution au temps= ¢" + At, on procéde a une étape d'évolution.
Etape d’évolution : Sachant que la solution exacte du probléme mixte suivant :

Owu(z,t) + adyu(x,t) =0,
u(z,t") =ul(x) pourz € C;
u(z =0,t) = ur(t),
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t
i up 1 (v — alt) ul(z — aAt)
/@
74
T
AR
& A
t=t" T, 3 T, 1 n T, 1 I
=3 ui () =3 ui () t+3

FIGURE 2.2 — Solution exacte obtenue par la méthode des caraicjgestavea > 0

est connue, on fait évoluer de maniére exacte la solutitfx) pendant un pas de tempgst.
Pour le moment, on suppose que les courbes caractéristipues deci_% ne peut pas parcourir
plus d’'une cellule au cours d’'un pas de terdpis En conséquence, on impose la condition CFL
suivante :

At
=a— < 1. 2.7
A aAm < (2.7)

Notons dés a présent que I'on montrera plus tard commeifitzgiahir simplement de cette restric-
tion.

Pour faire évoluer la solution de maniere exacte, on utifisméthode des caractéristiques. Alors
que cette étape peut s'avérer inenvisageable dans le gasatigns non linéaires, la linéarité de
I'équation @.3) permet ici de calculer facilement la solution exaeteau tempst + At pour
une solution polynomiale par morceaux au tentfpgvoir figure 2.2). Sur chaque cellul€’;, en

T—x. 1

remontant les droites caractéristiques d’équatiors ——=, la solution exacte/ est donnée
par :
n H r wi_%
ull(z, " 4+ At) = via(r = adl), s - —Au’ﬂtl-,; = Vo € C;.
ul'(x — alt), Si T2 > a,

. . ’ y y .. k;
Cette solution est alors projetée sur I'espace d’approxama®/’.

Etape de projection: La mise a jour a la dat&® + At sur la celluleC; est définie comme la
solution du probléme de minimisation suivant :

luftt = uf (" + At = inf ||p = uf (t" + A)];. (2.8)
pePk,
Les conditions de Petrov-Galerkin permettent d’écrire robl@éme de minimisation2(8) sous la

forme :
<u™ — Pt + At),p >;=0 Vp € PE.

Puisque I'espac@’g est engendré par la baseX), 'approximation cherchéa?“(m) est alors
solution du systéme linéaire suivant :

N
Vi=0,....k < u?“ — u?(t" + At), (%) >=0. (2.9)

31



CHAPITRE 2. SCHEMAS NUMERIQUES POUR LE MODELESN

En rempla(;anfughLl par sa décomposition dans cette base de polynéméys étape de projec-
tion revient a résoudre un systeme linéaire de tailie1 :

k 7 l l
n+1,j Tr — Iy r — Xy n — T '
Vil = g a; < ( > , ( AL ) >i= < ul(t" + At), < AL ) >i,

~ (2.10)
d’ mconnues(a"“’]) ‘- On voit facilement que ce schéma est d’orélre 1 en espace par cons-
truction.
A présent, une formulation plus explicite de ce schéma ésbég. En effet, le membre de gauche
du systéeme4.10 peut se réécrire sous la forme d’'un produit matrice-vectieula maniére sui-
vante :

k i l k . 1 J+l
1, — T T —x; _ TLHJL it5 [T — X; d
Za < ( Ax > ’( Az ) Zi Zal Az /x__ ( Ax > “

Jj=0

En posantd(j,1) = ﬁﬁ <(%)j+l+1 B (—1)1'”“) ona:

k j l k
n j T — Ty T — T n j .
S5 (5 o

Le second membre du systéniel(0) peut également se réécrire de la fagcon suivante :

l k z. 1 +alt J l
. T —x; B nj 1 it T — alAt — ;1 T — T
YAt + At i= ) d
u (¢ )’< Az > ~ ZO‘HM /x 1 < Az Ar ) @
i35

7=0

. 1 [Fird At —z;)’ %
Sl [ (e (o),
J:O ¢ AI‘ $Z,%+G’At AI‘ A.YJ ’

_Z( ?jllz +anjl+(]7l)>7
:b’;“(z).

Les coefficientd; (j,1) et ;" (j,1) peuvent étre calculés récursivement a I'aide d'intégnatioar
parties successives :

1 1 jHi+1 j l
I (,0) = <2> [(—1+2A)l—(1_2A) +1] — gl G-,

1 1 JHI+1 ‘
avec I;(j + l,()) = m <§> [1 _ (1 _ 2)\)]+l+1] ,
n 1 1 JHi+1 - l ! N
I '7l:— — |:1_2)\] — (=1 2)\]_ I . 171_17
fan=—(5) [ e i) - G- )
1 1 JHI+1 ‘ ‘
avec I, (j +1,0) = Py <—> [(1 — o)) AL (—1)3““} ,
J
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2.3. Méthode de projection GRP espace-temps transport 1D

ou A est donné parX 7).
Finalement, a chaque itération, le schéma consiste a nesandsysteme linéaire de taille+ 1
sur chaque cellul€’; afin de déterminer I'approximation polynomiale par morcede la solution
au tempg™ ! :

Aot = pptt, (2.11)

On remarque que le choix du maillage uniforme permet d’abtere unique matricel pour tout

le systéme. En effet, celle-ci ne dépend ni de la cellule riedups. Ainsi, elle ne sera calculée et
inversée qu’une seule fois pour tout le domaine et tous lesipdemps. Une deuxiéme remarque
concerne le choix de base de I'espdtfe La base utilisée ci-dessus a été choisie pour simpli-
fier les calculs. Cependant, d’autres bases polynomialegeati pu étre considérées comme les
polyndmes de Legendre par exemple.

Pour les applications en temps trés long considéréesetitibgst de pouvoir considérer de trés
grands pas de temps qui ne respectent pa%. En partant de la méme approximation, on pourrait
construire un schéma d’ordket 1 sans aucune restriction CFL, donc pour tdut 1. Cependant,
en fonction du pas de temps, il faudrait élargir le stenclt &emple, en posadtt = %103,

il faudrait aller chercher I'information sur lei9)? cellules voisines au temp& pour calculer la
solution exacte au temp&*! sur la celluleC;. Les conditions aux limites pourraient devenir plus
complexes a gérer, voire inabordables. En conséquence{tede calcul serait trés largement
augmenté. De plus, I'extension directe de ce schéma en dioredeux sur des maillages non-
structurés par exemple deviendrait trés compliquée.

2.3 Méthode de projection GRP espace-temps pour I'équatiothe trans-
port en dimension 1

Le schéma GRP classique présenté dans la section précgdemit d’obtenir une approxima-
tion d’ordre élevé de I'équation de transport, mais seuldrag espace. Le but étant de capturer les
solutions en temps trés long, il est préférable que le scts@haussi d’'ordre élevé en temps. Les
méthodes de Runge-Kutta par exemple, donnent une appriiimtbordre élevé en temps, mais
en considérant de grands pas de temps, elles impliqguerddhuti®n de systémes non-linéaires de
taille croissante avec I'ordre d’approximation. On sotéd&i développer un schéma sans restric-
tion sur le pas de temps, qui soit d'ordre élevé en espacetehgrs, tout en restant tres compact
pour éviter la gestion de larges stencils. Pour cela, onweldgper une extension du solveur GRP
qui n'impose plus de restriction sur le pas de temps.

Afin de simplifier la terminologie, on emploiera abusivemkentermeimplicite en référence
au cas\ = a% > 1, bien que le schéma soit différent des schémas implicitessicjues qui font
intervenir la recherche des zéros d’'une fonction. Paeatieéht, on emploiera le termexplicite
pour se référer au cas< 1.

On consideére toujours le probléme mixte pour I'équatiorddétion :

Oy + adzu = 0,
u(z,0) = ug(x), (2.12)
u(z = 0,t) = ur(t).
ola > 0.
Comme précédemment, le domaine est discrétisé par un geaillaiforme formé des cellules
C; = (xifé,xi%) avecr; 1 — x; 1 = Az. On introduit en plug™tz = [, "] les inter-
faces entre deux pas de temps. Les volumes de contrble aspags sont ainsi délimités par :
KM =C; x Iz,
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Comme dans le schéma GRP, le schéma consiste a profiter dédaté de I'équation pour
introduire une étape d’'évolution exacte. La différencevigat de I'introduction d’une approxima-
tion auxiliaire polynomiale en temps de la solution. Cefipraximation, notée(¢), sera utilisée
comme un outil pour simplifier la présentation de ce schéma.

Le schéma se composera des étapes suivantes, qui serdidaetetans la suite :

e Au temps initial, on suppose connue une approximation potyale en espace(z) de
la solution sur chaque cellulg;. On suppose également connue une seconde approxima-
tion auxiliaire polynomiale en temps (¢) de la donnée:,(¢) solution sur la frontiére du
domaine correspondante. ’

e Au cours d’'une itération, le maillage est parcouru de la bawers la droite aveg > 0 (de
la droite vers la gauche sinon).

e Dans chaque volume de contrGl€”, en supposant > 0, on calcule I'approximation
u?“(x) pourz € C; ainsi que 'approximation auxiliaire sur le bord droit duwme de
contrélevi+%(t) pourt € " a partir des solutions! (z) pourz € C; etvi_%(t) sur le

bord gauche d& " pourt € I,

Approximations considérées et notations On suppose toujours connue une approximation
polynomiale en espace de degrée la solution :

pourt = t" u(x,t") ~ ul'(z) € Ry[X] siz € C;.

On introduit une seconde approximation temporelle ausdlige la solution qui sera utilisée
comme un outil dans la construction du schéma d’ordre éleéraps. Ainsi, on définit :

n+1
pourt € I"% = [t 4" + At], u(w,_1,t) = v 2 (t) € Ry[X], (2.13)

2

On note alors I'espace des fonctions polynomiales parfater:

Pk = {v € L®(R)/ V| ney € Re[X],Vn € N}

Puis, sur chaque interfad&*z, on munitR;[X] de la base :

{ (t - thré)T}
At ’
r=0,....k

goooy

sachant que d’'autres bases peuvent étre choisies afin dp®adu cas considéré. On introduit
- . . T 1 P
également le produit scalaire associé a l'interfaée2 défini par :

tn+1

<hg>=g [ e a

tn
Une fois ces notations établies, on fait évoluer la solutipprochée. (z) ainsi que I'approxi-

mation temporelle;ff (t) de maniere exacte pour obtenir une approximation de laigolau
tempst™ + At.
Etape d’évolution : A cette étape, on suppose donc que I'on doit résoudre ldérEbmixte
suivant :
Ou + adzu =0,
u(z, t") = u"(x), (2.14)
u(0,t) = ur(t).
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t _
7}7,1—"_1% tﬂ+1 _ v 331._%_
i—3 a ul'(z — alt)
t =t
n+2 \) n n
v, (1) w” ui (@1 —at — "))
2 /(S"(\/@
§ &/N
t=1t"
xi_% a:H% T
FIGURE 2.3 — Solutions exactes dans le voluig pour le cas explicite
t 1
v’ﬁlﬁ (tn+1 _ Z%)
=3 a
t =t
n+y Az
Vi1 (t— %)
+1
v 2 ()
i3 o:/ﬁ'*/% =4 n "
% u; (951‘4-% —a(t—t"))
t=1t"
xi_% a:H% x

FIGURE 2.4 — Solutions exactes dans le volug¢ pour le cas implicite

La principale différence avec le schéma GRP présenté daeximn £.2) est la double approxi-
mation de la solution : une en espace sur les cellules et utergs sur les interfaces. On insiste
ici sur le fait que la solution temporelle est utilisée commeoutil simplifiant la présentation du
schéma. Dans le cas> 0, la solutionu;1+1 au tempst = t"+! sur la celluleC; et la solution

1 sont entierement déterminées par la donnée

e n+i ) 1
auxiliaire v. 2 sur linterfacel™t2 enx = x,
1+ ZJ”Q

1
2
1

2

deu] et u;H (voir figures2.3-2.4). Notons que dans le cas< 0, la solutionughLl au temps

1

2
1

t =" surC; et vff sur linterface/™ ™ enz = x;_1 sont entierement déterminées par la

n—l—% ’

i+3

Il en résulte que les informations nécessaires au calcuh @®lution au temps = "' sont

entierement contenues dans un seul volume de contrble hkenscobtenu sera donc compact. De

plus, grace a la linéarité de I'équatich 12, les solutions exactes au temifis- A¢ sont facilement

déterminées par une méthode des caractéristiques.

donnée de.] etv

Dansle cag > 0 et\ = “A—A; < 1 (cas explicite), la solution exacte du problenael{) sur la
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cellule C; est donnée par :

) U_n+1% 1 T, 1 , Si(z—m,_1) < aAt,
wl(z, t" + At) = ¢ 73 @ T2

ul'(z — alt), sinon
et la solution exacte en temps sur Pinterfae 2 est donnée par :

v, iz 1) = uzn(mz_% —a(t —1t")).

Pour\ > 1 (cas implicite), on a :

2

h T
ui(z,t" + At) =v,_ @ (" ———2 ), pourz € C;
- a
; A
uzn(mz_% —a(t—t")), si(t—t")> =2

1
v, 2(tw 1) = 1 _ pourt € I3,

ho Tt v (- Az, sinon
2

Les solutions exactes® etv;, étant connues, il reste alors a les projeter dans leurs &sjpkap-
proximation respectifs.

Etape de projection : Les solutions exactes sont projetées dans les espacaspoaux :
P% et P¥. La solution exacte en espagé(z) est projetée sur I'espad®’, sur la celluleC; au

tempst™*! et la solution exacte en tempg(t) est projetée sur 'espad® sur linterfacer; 1 x
2
(t",t"*+1). Ces projections ménent a deux problémes de minimisation :
luf = (8" + A = inf [lp —u (" + Ab)]s, (2.15)
pePc
o r® —vn * (@ I =qlenﬂf,; lg =y * (2 DI (2.16)

Les conditions de Petrov-Galerkin permettent de rééceseproblémes de minimisatiof.(5-
(2.16 sous la forme :

l
VI=0,.. .k <utt—ul@t" 4+ A, (xA xz) >,=0, (2.17)
X
1 T
L1 +1 t—t"te
Vr=0,....k < vj+§ — ? (1), (Tt) >"=(. (2.18)

1
Puis en remplagamz?“(x) et v;ff (t) par leur décomposition dans leur base de polyndmes
2

respectives :

=0

k il \ S
ntdoo ntls [(t—1"T2
so-sap (et



2.3. Méthode de projection GRP espace-temps transport 1D

les problémes de minimisatiof.(L7)-(2.18 reviennent a résoudre les deux systemes linéaires de
taille k£ + 1 suivants :

k j l l
. n+1,j xr —x; r —x; o hian Tr —x; ‘
Vi=0,...,k Zai << o ) < X~ >>Z—<ui(t +At),< A ) >4,

7=0
(2.19)
k 1\ ¢ 1N\ T 1IN\ T
nils [t—t"T2 t— "2 ntl t—t"T2
VT:(),...,]{?, Z/Bi-i-; << At ) ,( At >n:<’l}h 2(.%'1-_’_%), Tt >n.
s=0
(2.20)

Les produits scalaires des membres de gauche dans les sggteénd)-(2.20) peuvent se réécrire :

N RN 1 1\ JH+1 ‘
(rma 7 T — T S (= [1 _ (_1)j+l+1} 7
Ax Ax JHI+1\2

:Au(j7l)7
t—tmtz )\ (-t 1 1) 57+
Q) (AL B (B [1— (—1)s+7 1],
At At s+r+11\2
=A,(s,T).

On remarque que dans le cas particulier des maillages orefyrles deux matrices, et A, sont
égales et indépendantes dleToutefois, cette propriété serait perdue pour un maillage uni-
forme.

En fonction de la valeur d&, les seconds membres des systente$9-(2.20) auront une ex-
pression différente. Avee > 0, dans le cas explicitad < 1, les seconds membres sont donnés
par :

<u<(tn+At),< Z) > = B 2’_/ a < z) da,
! Az ‘ Z i-3 Az ), At Az

j=0 i—3
Sl [ (et (o),
J:O ¢ AI‘ $Z,%+G’At A.YJ A.YJ ’

& n+l7j 1 /- n,J 12 (-
:Zﬂ 12 Jem(]vl)—i_ai’j‘]em(]vl)v

=32

1 r k? n+1 S 1 T
nt3 t—t"" 1" (1 at—t")\° [t—t""2
<v (@), (T) > it g / 5 A )\ A )

ou les coefficients’},, J2, et K., peuvent étre calculés récursivement grace a des intégsgiiar
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parties successives :

1 1\ 1\ L1 1N 71\ ! j
JLGh=—|(=) (x=2) =(3]) (= JLG-1,1+1
L= |(5) (0-3) -(G)(F) |+ sagrau -1+,

I+1 j +1 J -
) 1 1 1 1 ~1 j 4
J2:(3,1) =111 <§> (5—)\) —<)\—§> <7> _H—ljgm(]_lvl+1)7
1 1 VA ANALEEYS DIV h S )
K —1(==x) (= —(=2) (= L Kep(s — 1,7+ 1).
o= [ @) Q) ()] ekt
Dans le cas implicite > 1), les seconds membres s'écrivent :
l k . T, 1 n+1 mixi*% n+i i l
. T —x; ntij 1 ity [T - 2 =12 T —x;
f A L 297 _ a
<w(t"+ t)’< Az > i jzoﬁi—% Az /x . At Az az,
- i1
k
n+31.j
:Zﬁzfé sz(],l),
§=0
= by (1),
r n z N\ S 1\ 7T

<), [0 >":Zk:awi/t (e (o,

h +37 At 0 At S Az At ’
L N B Ay Sy A S R RS A
= a dt
+S:062—% At /mm' At At ’
k
_ n,5 o1 nt 3.8 -2
_Zaz sz(sﬂa) +ﬂ',l sz(s T)?
s=0 2
= by (1),

ou les coefficientd;,,, K}, et K2, peuvent également étre calculés récursivement :

1 1 1\ /1\" 1V -1\ j
m .al - o N . - . m —1al 1,
Jim(3:0) =777 <2 ,\> (2) <2> <2> +)\(l+1)'] v +1)
1 “1\* /1 1\ 1\%/—1\""! S\
Kl — _ _ _ — | = [ Kl —1 1
m($7) =g <2> (A 2) <2> <2> T = LA,
1 1 1\%/1\"" “1\* /1 1\ s
K2 — - _ — | — - — — K2 -1 1).
im(57) r+1 (2 A) <2> <2> (A 2) T im(s = L7 +1)

Afin de présenter complétement la méthode, notons ques, les solutions exactes dans le cas
explicite (\ < 1) sont données par :

—_ 2\ ! k 1. .
<ur(t" + ) (xA;Z> >i= Y B 2T ILT G + o IR (L),

+_
Jj=0 B
= b, (1),
IN\T k
n+i t—t"T2
<y, 2(561%),( A7 >n=Za?’sKex(s,r),
s=0
= ;(T)v
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avec :

et dans le cas implicite\(> 1) par :

l k
b T — T - ntigo_ .
<ui (t +At)7 < A.YJ > >Z—Z’8i+ Jlm(j7l)7

7=0
= b, (1),
1\ T k
n+s t—t"te 1 nt+is o
<wy, 2(;;;@.1),( 7 >nzzazn78K”;1 (s,r)+ﬁ+12 K. (s,1)
s=0

avec :

Finalement, on peut résumer les étapes du schéma :

e Au temps initial, la solution:? () est connue sur chaque cellule du maillage et la solution
v%(t) est connue sur la frontiere gauche du domaine si0, ou vN+%(t) sur la frontiére
droite sia < 0.

e Le maillage est parcouru de la gauche vers la droite si 0, de la droite vers la gauche
sinon. En effet, sur chaque volume de contréle, il faut siegsque la solution temporelle
est connue sur le bord gaucheast> 0 ou droit sia < 0 pour pouvoir calculer la vraie
solution au tempg™*1,

e Dans chaque volum&, il faut résoudre deux systemes de taitle- 1 pour calculer les

1
solutionsu} ™ (z) etv?:f (t)sia>0:
2
Ayaltt = bl (2.21)
+1
ABL = b, (2.22)
2
1
ouv 2(t)sia<0:
2
Ayl = by, (2.29)
1
ABE = by (2.29)

1
i—3
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A la fin de I'itération, les deux approximation&*'(z) et o +s (t) de la solution de4.12)
sont par construction dans leurs espaces resp@t”gim IP’; .

On note également que les matricés et A, des systeme(21)-(2.22) sont égales dans
ce cas particulier de maillages uniformes et ne dépendehi f@mps, ni de I'espace. Une
seule matrice peut donc étre calculée et inversée une faélaut de I'algorithme.

Pour illustrer ce schéma, quelgues exemples sont détailfesssous.
Exemple dans le cag > 0

ProjectionP : k = 0. Au tempst™, la solutionu™(z) est connue sur toutes les celluléset
la solution temporelle . (¢) est connue sur la frontiere gauche du domaine :
2

ui(z) = of € R,
+3 n+3i
vy 2 (t ) = ﬁl 2 eR.
2
En parcourant le maillage de la gauche vers la droite, sunllene de controlé(”, les schémas

correspondants s'écrivent alors :

n+%
UH% i
utt = )\ﬁ 2 +(1—)\) al,

)

Explicite (A < 1) :

n+1l __ 3
Uy, = B 2,

Jr2
z+2

Implicite(A > 1) :

+1
= ol +(1-3)8 ¢

.
=3

On remargue que le schéma explicite pour une approximatiostante par morceaux est exacte-
ment le schéma décentré amont.

ProjectionP! : k = 1. Au tempst™, la solutionu™(z) est connue sur toutes les cellutéset
la solution temporelle (¢) est connue sur la frontiere gauche du domaine :
2

ul (z) = o0 + ala,
n+1.,0

U1+ () Bl > +61 27

En parcourant le maillage de la gauche vers la droite, lensahexplicite correspondant s’écrit
alors :

a0 = @M1 =) =21 =N AT

) 71 9
2
QB = 6A(1 = ) — ﬁj_*g (1= 21— 21— 2)2)a? A25”+2’
n+lo 0 1-A_nl
5Z+22 = o’ +Fa,
TL+2, _ _ TZ,O
BH% = =

Ce schéma est équivalent au schéma développé par Dai andwafmbdans §7]. Cependant leur
schéma, basé sur la conservation des moments pour lesagguadin-linéaires, est défini unique-
ment dans le cas explicite.

Ce schéma est ainsi facile a écrire et facile a implémenplDs, on peut prouver gu'il est
conservatif et d’ordré + 1 en temps et en espace.
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2.3. Méthode de projection GRP espace-temps transport 1D

Théoréme 2.1.Le schéma est conservatif pour le premier momérit. Sila donnée initiale:(z)
pourz € R est un polyndme de degkéetuy, (t) = ug(—at), alors le schéma préserve exactement
les polynémes de degké

Remarquons que ce schéma est conservatif uniguement ppreneer moment. En consé-
guence, s'il est utilisé dans un contexte de volumes finssiplements d’ordre plus élevé doivent
étre interprétés comme des termes correctifs.

Démonstration.Par définition du schéma, il vient :

Za?-f—l,o _ / uh(m,tnﬂ)dx,
R

h n n,0
= [ u(x — alt,t")dx = a; .
IR r ="

i
Le schéma est donc conservatif pour le premier momédit

A présent, on établit la précision de la méthode. Pour sfiaplies calculs, la vitesse est
supposeée positive. La preuve sera faite par récurrence.
Tout d’abord, on considére le schéma expliciie € 1). Au tempst = 0, on suppose que la
solution initiale est polynomialeuy(z) € R;[X].
Au tempst = t", la solution donnée par le schéma est supposée exatfe) = uy(x — at™) si
r—at" > 0,u"(x) = ur(t — £) sinon. Donc en particuliey” (z) € Ry [X].
Pour que le schéma soit d’ordke+ 1, il faut donc montrer que la solution exacte est préservée
par le schéma au temps=t" + At.
Dans chaque cellulé’; du domaine au temps= t", on au;'(r) = u"(z)|s, € Rg[X]. Ainsi,
la projection deu™(x) dans I'espace d’approximatidﬁ’g conserve cette solution polynomiale
Etape d’évolution Cette étape consiste a faire évoluer de maniére exactkitaoso Sur le volume
K, en remontant les courbes caractéristiques, on remarquiagolution temporelle exacte sur

le bord gauché”*é X z;_1est:
2

) = it (1 —a(t =1")) € Ry[X],

=
M

. 1
et sur le bord droif "z x 1 :
2

+,
v, 2t 1) = uf (@1 — a(t — ")) € Ry[X].

2

La solution exacte dans la cellulg est :

h UTLJFI% gntt - Td , Si(zx—=x,_1)<aAt,
w (z, t" + At) = i3 @ T2

ul(z — alt), sinon

Etape de projectionLes solutions exactes sont projetées dans les espacespmmdant®*. Sur

1
le bord gauche, comméfr2 (x,_1) € Ri[X], la projection sur I’espad@’; est exacte. La solution
2

. 1 .
temporelle sur l'interfacd”*2 x x,_1 estdonc la solution exacte :
2

)=y (, 1 — alt — 1)),
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Par conséquent :

ul' (x —aAt), si(z—z,_1)<alt,

ul(z, 1" + At) = { 2 = u;'(x — aAt,t").

ul(x —aAt),  sinon

Commeul(t") € Ri[X], on aul'(t" + At) € Ri[X] et la projection sur I'espadgf, est encore
une fois exacte :

1

w (@) = uf (2,t" + At) = u"(x — alAt)| ¢,

A la fin de I'itération, la solution est donnée pat*!(z) = u"(z — aAt) = up(x — at™*!) si
z — at™™ > 0, vt (z) = uy (" — ) sinon. Le schéma explicite préserve bien la solution
exacte si la donnée initiale) € R;[X].

On s'intéresse a présent au cas implickex{ 1), toujours avec une vitesse> 0. Au temps
t = 0, la donnée initialeu(z) et la solution sur la frontiére de gauchg(t) sont supposées
polynomiales de degré: uy(z) € Ry [X] etur(t) € Ri[X].
Au tempst = t", la solutionu™(x) donnée par le schéma est supposée exactér) = ug(x —
at™) € Ry[X] siz — at" ™! > 0, u"(z) = ur,(t"*! — £ sinon.
On veut alors montrer que cette solution exacte est prés@ade schéma au temps- " + At.
Dans chaque cellul€’; du domaine, au temps = ", on au}(r) = u"(7)|s € R[X] la
projection deu™(x) sur I’espach)’g. Commeu™(x) est polynomiale de degrg, la projection
de {u]'(z)}icz Sur I’espach”g conserve ce polynéme. On le réécrit simplement dans la base

1
correspondante. Sur la frontiere gauche, on connait Iajenlaxactez)7_f+2 (t) = UL(t)IIm%-
2

: +3
On se place sur le premier voluniiél1 2,
Etape d’'évolution La solution exacte sur la cellutg, est:

By sn ntd (a1 YT nt1 LT
w4 Af) = oy (- 2 )y (- 2
2

)
s

et sur l'interfacer s, la solution temporelle auxiliaire est donnée par :
2

uf(zg —a(t —t"), si(t—t") < ar

v?—% (t— 4z, sinon

a

Etape de projectionLes solutions exactes sont projetées sur leurs espacg®ptihux respectifs.

1
Sur la celluleC, commevTr? (t) € Rg[X], la projection sulPf, est exacte :
2

n+1 __ h n _ n+1 x—x%
up (x) = uf(z, "+ At) = up (¢ -

En conséquence, la solution sur le bord gauche est :

e
|
Nl

(t—22), si(t—tm) < 4z,

o

Az
a

ur(t = 8E)| oy St —1") < 42,
ur(t — _)|I"+%’ sinon

<
SIS
—~
~
|

), sinon

=
—~
\.ﬂ
8
[ [N
~—
Il
o= 3 o= 3
+
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2.3. Méthode de projection GRP espace-temps transport 1D

Puisqueur,(t) € Ry[X], ul(z,t" + At) € R;[X] et la projection sur 'espace’ est encore
exacte. 1

On suppose a présent que I'on a calculé les solutions exza;g%‘té&) etv;l:f (t) sur les volumes
{Kg}pzlmi_l. On s’intéresse au volume". ’

Etape d’évolution La solution exacte sur la cellutg; au temps = t" ! est :

h n+l T — xi,l
ug (z, t" + At) = v, 2 <t"+1 - 72> ,
a

2

et sur I’interfacexH;, la solution temporelle est :
2

(1 —alt —t"), si(t—t") < Az
1
R (¢ — Ay, sinon

— = a
=3

n—l—%
v (w1

Etape de ProjectionLa solution exacte est projetée sur les esp@esSur la celluleC;, comme
n+%

v, 1 (t) € Rg[X], la projection sur I'espackk, est exacte :

T— 1
ul M (z) = ull(z, 1" + Al) = Vi1 <t”+1 — TQ> .

. . . 1 . .
Puisque les solutions exactes sur les interfdégs x {xm_; }p=1,...i—1 sont connues, il vient :
2

(

P (e —aAt), siz >z, 1+ alAt — Ag,
2
ol —alt), siz,_1+aAt—Azx >z>x, 1+ aAt—2Ax,
2 2

h n

; t At) = .
ui (2,8" + At) (x—aAt), si xi_%—i—aAt—(p - 1)Aw>x>xi_% + aAt—pAw,
ul' _(x —aAt), siz,_1+alAt—pAr>zr>x, 1+alAt—(p+1)Ax,

2

1 —X.
nt3 (tn—l—l T3
3

2

N~— |

, sinon

a

En posanyj = E ((48L)), sur la celluleC; on a

ult(z, 1" + At)|o, =

up ;(x — alt), siz > @1 + aAt — jAw,
Ut

jo1(z —aAt), si Ti1 aAt — jAz > x,

=u"(x — alt)|c,.

Commeul (z,t" + At) € R;,[X], sa projectionu ! (x) sur 'espacePk, est exacte. Sur le bord
droit, on a;

_1 )
o) v P (=58, si(t—1m) < 4,
vy, ,.%'-+l = 1 .
A v 2 (t—A2), sinon
2
CJei =28y st <8
v (t = S8)| iy, sinon
1 1
De méme que précédemment, commjét, z,, 1) € R;[X], sa projectiom:ff (t) sur I'espace
2 2

P¥ est exacte.
Finalement, le schéma implicite préserve la solution exsida donnée initiale,(x) et la donnée
au borduy,(t) sont polynomiales. O
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TABLE 2.1 — Tableaux de convergence pour le schéma explicite ljgust le schéma implicite
(droite)

k  #mailles erreud? ordre k  #mailles erreud.? ordre
1 64 2.501.1073 1 64 3.388.1071
128 3.633.10~* 2.783 128 5.452.1072  2.635
256 5.798.107°  2.648 256 7.296.107%  2.902
3 64 1.613.10°8 3 64 4.748.107°
128 1.008.1079  4.000 128 2.880.107%  4.043
256 6.300.10"'  4.000 256 1.570.107  4.197
5 64 7.718.10~ 13 5 64 1.875.10~7
128 1.205.107%  6.001 128 2.958.107Y 5.986
256 1.883.10716  6.000 256 4.947.10711  5.902

Le schéma est donc d'ordket- 1 en espace et en temps a la fois pour le cas explicite et pour le
cas implicite. De plus, il est trés compact. C’est un atoutvgusimplifier 'implémentation ainsi
gue I'extension en dimension deux d'espace sur des masllage structurés.

Afin d’illustrer la méthode, quelques résultats numeérigiesonvergence sont présentés dans
le paragraphe suivant. Les résultats sont comparés avethiésas DG et WENO, dont le principe
est rappelé dans le paragraphé. D’autres cas-tests sont également présentés dans legqgarag
5.1.1, comme pour I'approximation des équations de Maxwell lirs&&s ou encore du modéle
d’ordonnées discrétes du transfert radiatif.

2.3.1 Reésultats numériques en dimension 1

Tous les cas-tests présentés dans ce paragraphe ont &ésraaba: = § sur un maillage
uniforme avec des conditions aux limites périodiques.

Convergence pour les solutions réguliéres
Dans un premier temps, on considere une solution initiajaligre pour vérifier numériquement
I'ordre du schéma :

up(x) = sin(rz) pourz € [—1,1].

Le tableaw2.1 montre I'erreur en normé? commise entre la solution exacte et la solution donnée
par le schéma explicite (avec une Ckl= 0.5) et le schéma implicite (avec une CRAL= 10) au
bout d’'un temps = 10 s. On rappelle queAt = AAz, ce qui implique que I'ordre de la méthode
en temps est le méme que 'ordre en espace. On voit que lessardmériques correspondent bien
aux ordres théoriques. De plus, les erreurs en ndifngont trés petites. Pour comparaison, avec
256 points, il faut 3466 itérations avec= 0.5 et 174 itérations avet = 10. En pratique, pour le
schéma explicite, le code a été exécuté en quadruple mnéciar I'erreur commise était inférieure

a l'erreur machine de la double précision. Les erreurs camsravec le schéma implicite, bien que
toujours petites, restent supérieures au cas explicite.

On compare ensuite le schéma GRP espace-temps avec leasaetype WENO et Galerkin
Discontinu (DG) présentés plus tard dans les paragrapliedet 2.6.3 Dans le tablea.2, on
compare les erreurs en normé de ces trois méthodes et pour trois ordres d’approxima@omn.

44



2.3. Méthode de projection GRP espace-temps transport 1D

TABLE 2.2 — Comparaison de la convergence des trois méthodese'’drd

# mailles WENO DG GRP espace-temps ordre
32 3.158.1071 1.143.10~* 1.531.107°

64 1.078.1071 1.411.107° 1.914.10°6 3.00002
128 2.405.107%2 1.757.107% 2.394.1077 2.99954
256 3.148.107% 2.194.1077 2.992.108 2.99991
512 1.906.10~4

15

0.5

.05 |

15 ! ! ! ! ! ! ! ! !

FIGURE 2.5 — Comparaison des trois méthodes=a1000 s

considéere les mémes conditions initiales que pour le tesbdeergence mais en imposant cette
fois A = 0.2 pour prendre en compte la CFL plus restrictive de la métho@e Pbur 256 points
par exemple, les solutions sont obtenues au bout de 86&5adtds.

Avec les trois méthodes, on retrouve bien les ordres d’agmpeation théorigues. Cependant, on
observe que les erreurs données par la méthode WENO sogrardes par rapport aux autres
méthodes. En pratique, cela signifie qu'il faudrait 10 fdisspde mailles pour obtenir la méme
précision. Les schémas GRP et DG ont des erreurs comparaidesles méthodes DG ont une
condition CFL de plus en plus restrictive quand 'ordre ghagximation augmente, alors que le
schéma GRP espace-temps n'a pas de restriction sur le panps. t

Solution discontinue
On considére a présent une donnée initiale constante paeaot :
{1 si0.4 < x < 0.6,
up(z) = :
—1 sinon
sur le domaing0, 1]. Les solutions présentées sur les grapghgg.6 et 2.7 ont été obtenues avec
100 mailles.
Le premier cas-test est une comparaison entre les troisoaestexplicites d'ordre 3 : GRP espace-
temps, WENO et DG en temps long. Sur la figdrg, les solutions sont obtenues avec= 0.2
au bout d'un temps = 1000 s, soit 672775 itérations. Aprés un temps trés long, la smiuti
approchée donnée par le schéma WENO est totalement édraséalleurs, les approximations

données par les méthodes GRP espace-temps et DG sont piledaesslution exacte. Concernant
le temps CPU, les schémas DG et GRP espace-temps ont un cdltdecomparable alors que
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FIGURE 2.7 — Solutions & = 15000 s avecA = 5 (gauche) e = 20 (droite)

la méthode WENO est largement plus colteuse.

On s’intéresse a présent uniqguement aux résultats de laodee@®RP espace-temps pour veri-
fier son comportement en temps treés long avec de grands pasids.tLe premier cas-test illustre
l'impact du degré d’approximatiokh des polynémes en temps long, et le second cas-test montre
guelgues résultats en temps tres long.

Sur la figure2.6, on compare les solutions approchées pour différenteangadiek aprés un temps
t = 1000 s pour une CFL égale &0 et50.

Quandk devient grand, en plus d’améliorer la qualité des résyltaisvoit que les oscillations
se concentrent autour des discontinuités et que leur ardpldiminue. Ainsi, en choisissahtde
plus en plus grand, on peut obtenir une approximation delldigo exacte aussi proche que I'on
veut.

Le schéma est maintenant testé pour un temps extrémement e 5000 s. La figure2.7
montre les solutions obtenues avee- 13 pour A = 5 et A = 20.

En dépit de la difficulté de ce cas-test (seulement 100 rsaliein temps extrémement long), les
approximations sont trés proches de la solution exacte.ld® |@ temps de calcul pour un tel
cas-test reste raisonnable. Avec= 5, on observe un rapport de temps de 8.3 ehtre 13 et
k=3,del2.8entr& = 13 etk =2 etde 20 entr& = 13 etk = 1.

Si I'on veut un temps extrémement long et une CFL trés graodgeut éventuellement consi-
dérer un degré trés grand. Cependant, comme le conditionnement des emaiioggmente avec
k, I'erreur d’approximation numérique devient trés impotéaquand: est trés grand. En pratique,
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2.4. Méthode de projection GRP espace-temps transport 2D

on peut difficilement considérdr supérieur a5 — 20. Pour de tels cas, une possibilité serait de
considérer des bases de polynémes orthogonaux afin de foraeeilleur conditionnement des
matrices a inverser.

2.4 Méthode de projection GRP espace-temps pour I'équatiothe trans-
port en dimension 2

Dans ce paragraphe, on introduit une extension en dimemulgior du schéma GRP espace-
temps présenté précédemment en dimension un. Grace audcyoproximation de la solution et
au caractére compact du schéma, on présente directemeans®n en deux dimensions sur des
maillages non-structurés. On considére toujours le prodliixte suivant :

dyu(x,t) + aQ.Vyu(x,t) =0, Vze D,t>0,

u(x,t =0) =up(x), VreD, (2.23)
wieer(t) = up(x,t), T ={zec VD, 7(z) <0},

xT

ol D C R2 est un ouvert borné, est la vitesse &b = < ) est le vecteur direction normalisé.

Qy
On suppose que la donnée sur le bord est rentrante, c'em-qmaﬁ .7 < 0surl ot 77 estla
normale unitaire & D extérieure &D.

Le domaine est discrétisé par un maillage non-structuréposen de triangles. Pour simplifier
la présentation du schéma, on se place dans le cas de mailte@ygulaires, mais tout type de
polygones peut étre considéré. On suppose que le pas de ésingenstant égal A¢. On note
(z4,y;) le centre de gravité du trianglg etV son aire. Les cdtés du triandlé sont les segments
sj. Le segmens; = [p;, q;], p; € R?,q; € R? est paramétré par :

M = (z,y) € sj & Jw(z,y) € [0,1]/M =pj + w(z,y) ﬁj—q_j) (2.24)
De plus, on notera]F- les segments sur le bord du domaine.

1
De laméme maniére qu’en dimension un, on définit les intesfa maiIIageI;”r2 = (t",¢"T1) x s;.
Ainsi, on peut introduire I'ensemble des polyndmes de dégrér cellule (triangle) :

P, = {u € L®(R?)/ u, € Rip[X, Y]},

qui est engendré par la base :

) (7))
Vi Vi p+q=0,....k

Sur cet espace, on considére le produit scalaire sur leyteidi suivant :

Puis, on introduit également I'ensemble des polyndmesmerface :

P = {u e L™(R?)/ ¥ vy € RAX YT},
J

A ’

l+m=0,....k

engendré par la base :
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g . . - 41
Sur cet espace, on définit le produit scalaire sur | mteerflé% 2 par:

tn+1

1 1
< f,g>"=— / ft,w)g(t,w) dw dt.
At 0

m
Comme dans le cas unidimensionnel, les bases définiessigleat été choisies afin de faciliter
les calculs. D’autres bases, comme la base des polyndmesgdadre par exemple, peuvent étre
adoptées.

Le schéma consiste alors a faire évoluer de maniére exagigréximation spatiale d’ordre élevé
de la solution ainsi que son approximation temporelle g sujours utilisée ici comme un outil
pour I'élaboration du schéma. Finalement, il suffira deoggter ces approximations de la solution
sur leurs espaces respectifs pour caractériser entietdanswiution.

Approximations considérées. Sur chaque triangle du maillage, on suppose que la donnée
initiale est une approximation polynomiale de degme la solution exacte :

pour (z,y) € Ty, ug(z,y) ~ u)(z,y) € PE.

Puis, sur le bord" du domaine, on se donne une approximation temporelle aingilpolynomiale
de degré: de la donnée. i pour les interfaces “rentrantes” :

-

— 1
pourt € [t";t" 1], (z,y) € s} tel queSt - nj T2

< Oa UB(CU,y,t) zv;‘ll“ (t,w(w,y)) € P];
Dans la suite, on noterﬁ les interfaces “rentrantes”, c’est-a-dire ou la solutishdonnée.
Une fois que les notations sont introduites, on procedetad&ed’évolution.

Etape d’évolution : A cette étape, on suppose donc que I'on doit résoudre ldérEbmixte
suivant :

dyu(x, t) + afd.Vyu(x,t) = 0,
u(x,t =t") = u"(x), (2.25)
v;r(t) = up(x,t) six € 35.
On fait évoluer de maniéere exacte I'approximatigh z, y) ainsi que I'approximation temporelle
vj(t) de la solution. Grace a la linéarité de I'équation dahg9), la solution exacte peut étre
calculée analytiquement par la méthode des caractéestiqdn se place dans le trian@igformé
des segments;y, s;2 ets;3. On suppose que la direction du fiibest comprise entre les directions
de deux segments;; ets;, de ce triangle. Ainsi, en fonction du sens du flux, on obtieatdeux
configurations suivantes (voir Figured) :

e casune cible: le flux entre dans la cellule entre les segmeniset s,

e casdeux cibles le flux entre dans la cellule par le troisieme segmest
Puis dans chaque cas, deux sous-cas doivent étre congpagrdggure 2.9) :

e cas explicite : des droites caractéristiqgues provenard delluleT; au temps™ croisent la

cellule T; au tempg™*1,
e cas implicite : toutes les droites caractéristiques prameme la cellulel; au tempst™
croisent une interface en premier.

Il est important de noter qu’en fonction de la taille desudel, on peut avoir des cas implicites et
explicites au cours d’'un méme pas de temps. Ceci marque fiéeedce notable en comparaison
du cas unidimensionnel présenté ci-dessus pour des nesllagformes.
Par convention, on noterd le jé™me segment au temp$ et s?“ le j¢™me segment au temp&+!

1
voir figure 2.9). Linterface rectangulaire délimitée pay et (¢, t"*+1) est notéd” " 2. Le choix
& j
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FIGURE 2.8 — Caaune cible(gauche) et cadeux ciblegdroite)
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FIGURE 2.10 — Solutions entrantes sur I'interface (gauche) etsscellule (droite) pour le came

cible implicite

de paramétrisation des segmesntsdonné parZ.24), implique que les sommets de chaque seg-
ment sont ordonnéss; = [p;, g;].

Dans la suite, les calculs sont détaillés pour lewsescibleimplicite. Les autres casifie cible
explicite,deux ciblesmplicite, deux ciblesxplicite) sont détaillés dans I'appendice 1.

Casune cible(implicite) :

1
e lasolutionu (x, y) est connue dans la cellulg au temps™ ainsi que les solutiorus?f? (t,w)
nt: . n+2 n+ 2
etv,, *(t,w) surles interfaces;; * et/ .

e On définiw? comme l'intersection entre la droite caractéristiqueassuinceug3 et de I'in-
terfacel;l;? Puis, M3 est défini comme la projection dg surs7; et M, est sa projection
surss (voir figure2.10).

e Pour définir la solution exacte sur la celldle au tempst™*!, on introduit les domaines
D et F représentés sur la figute1Q Avec ces notations, la solution exacte cherchée est
donnée par :

(2.26)
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outy,wr, to €twy sont les changements de variables suivants :
Qu(y — Yp; — aldy (1" + At)) — Qy(x — zpj1 — afdz (1" + At))

wi(@y) = Qx(yqﬂ - ypjl) - Qy(xqjl - 5'3pj1) 7
B : aQ;ﬂ PilZ 2 4 + At, sinon,
waly) = Qo (Y — Ypjo — aldy (1" + At)) — Qy(x — 2pjo — aQp (1" + At))’
Q:v(yqu - ypj2) - Qy(xqu - 5'3pj2)
Tp o Fw2 (T,Y) (T g0 —Tp o) — ,
ta(a,y) = y:];rwz'((x,j()%gfyppj))y rrean S-I e 70
1 aQyJ 1 + " + At, sinon.

. - +1 .
e La solution temporelle exacte sur | mterfaéj% 2 est donnée par:

u?(:ﬂl(taw)’yl(taw))’ Si (t,(U) € Dia
n+3 n+i .
v, 2 (twys) = {vg ?(tg(t, w),w3(t,w)),  si(t,w) € Dj, (2.27)
n+z .
Vjp 2 (ta(t,w),wa(t,w)),  si(t,w) € Djl'27
avec :
z1(t,w) = Tpjs + w('rqj?) - xpja) —aQdy(t —t"),
yl(ta w) = yij + w(ijs - ypjs) - aQy(t - tn)’
o Cé(ypﬁ - yqjl) + C%(xqjl - ‘ijl)
t3(t7 w) - )
ds
ac%Qm — ac%Qy
ds ’
1
C3 = Tpjz — Tpjy + w(xqja - ‘ij?;) — all,t,
2
€3 = Ypjs — Ypjnn + w(ijS - yij) - aQyt,
ds = an(yqjl - ypjl) - a’Qy(ijl - ijl)v
N C}l(ypjz - ijz) + Ci(xqj'z - ‘ij2)
t4(t7 O.)) - )
dy
aciQy —aclQy,
dy ’
1
Cy = Tpjs — Tpjy + w(xqj's - xpjs) — aflyt,
2
C4 = Ypjs — Ypja + w(ijS - ypjs) - aQyty
d4 = an(ijz - yij) - aQy(wqu - ijz)'
Une fois que I'on a fait évolué de maniére exacte les appratans polynomiales de la solution,
on les projette dans leurs espace de polynémes respectifs.
Etape de projection: Les solutions exacte$ £6-(2.27 sont maintenant projetées sur I'es-
pace d’approximatiof®* : dans la cellulel; au tempg™*!, la fonctionu? est projetée SUP’g et

ws(t,w) =

wy(t,w) =

1 1
sur les interfaceif“, la fonctionvZJr2 est projetée suP%. Pour le casine cibleimplicite, cette
projection se traduit par deux probléemes de minimisatiovasts :

i ™ = uf (¢ + At = inf lp -l (" + AD)];, (2.28)
pePL,
+3 +3 . +3
lojs * = o *@p)ll" = inf flg = vy (wya)l™ (2.29)
a<rT
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Grace aux conditions de Petrov-Galerkin, les deux probdédeeminimisation4.28-(2.29 peu-
vent se réécrire de la maniére suivante :

Vitm=0,... .k <u—ghgnth), (Z20) (L2%) 5.2, (2.30)
+2 TL+% t— thr% mon
Vitm=0,....k <v;z°-v, *(ws), | Y= 0. (2.31)

Puis, en utilisant leurs décompositions dans leurs baspslgeémes respectives :

n+1 Z a”ﬂ,pq(xv > (y;yi>q’

p-i-q 0
+3 + t 2\"
nTs n P4
v 2 (tw) = ? <Tt> wi,
p-i-q 0
ntd gt A
vy 2 (tw) = —ar ) @
p-i-q 0
t— )"
2
o5 (4 w) = +<Tt> -
p-i-q 0
les problémes de minimisatiof.0-(2.31) se raménent a la résolution des deux systémes linéaires
de taille #542) gujivants :

k

Z QP <9E—£Uz'>p<y—yz'>q <90—£Uz'
7 g . ’ .
2 v v v

Z n+27pq t—thr% pwq t—thr%
At ’ At

p+q=0
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Les membres de gauche s’écrivent :

() e
) () e

= A'(p,q,1,m),
< AN q t— 1t l mon
At i\ TaAar )Y
p+
t— s
= A // ( ) Wit dt dw,
1\ P+ 1\ P
) -(3) |

(p+l+1)(Q+m+1)
= A;(p,q,l,m).

De méme, les seconds membres s'écrivent :

N\ _oAm k
o (52 (52 5

p+q=0
=b'(l,m),

”+2 P4 1p,q,lm n+1,pq p,q,l,m

im,j1 im,j2

1\ ! k
nt3 t =t 7pq P,q,L,m 394 1pq,l n+1,p,9 7-p,q,l,m
<o 2“‘“3)’(Tt W= ST (PRI 4 BT 4 g ).
p+q=0
ijg(l,m),

ou les coefficients sont donnés par :

wr=v fL, (tl ! —tn+2> e (152) () ey
we =[], (”“’ ) e (552 ()
it = [, (55 xi>p<yl(t’°§3_%>q<7t_£:+é>lw”dtdw
fyr?7’]l’1m_ A7 //Dl (tg (t,w) — 1" )pwg(t,w)q (#)lwmdt dw
m‘i’]l’gm_ A7 //Dl <M>pw4(t,w)q (#)lwmdt dw.

Ces nombreux coefficients peuvent paraitre compliquéss lesicalculs sont trés similaires. En
effet, une fois que I'on connait les changements de vasadilées aires des différentes zones pour
les solutions exactes, ces intégrales sont toutes obteledasméme maniere.
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Résumé de la méthode en dimension 2En pratique, la méthode peut étre résumée de la maniére
suivante :

e Au temps initial, la solutionuy(z,y) est connue dans chaque triandlget la solution
v,r(t,w) est connue sur les interface% de la frontiere pour lesquelles le flux entre dans le
domalne M r -2 <0, avecii oF la normale sortante au segmeﬁt

e Un ordre de parcours des interfaces est défini pour s'assuierles solutions exactes
peuvent étre calculées. En effet, il faut que la solutionp@malle sur les interfaces par
lesquelles le flux entre soit connue. Pour cela, on met ere placlgorithme déterminant
I'ordre de parcours des interfaces détaillé dans I'apmentli

1
« Sur chaque interfacg ', le systéme linéaire de taillé+1\+2) .

Z ﬁ”Jrgqu p>Q>lam)_ bj (l m) \v/l+m:0>>k:>
p+q=0

1
doit étre résolu afin de calculer la solution temporeﬂ$2 (t,w).

e Finalement, dans chaque celldlgau temps™*, la solutionu)t* (z, y) au tempg = ¢"+!
(k+2)

est obtenue en résolvant le systéeme linéaire de m suivant :
k . .
Z oz?“’p’qAZ(p,q,l,m) = b (l,m) Yi+m=0,..., k.
p+q=0

On remarque que les matriced ne dépendent pas du temps. Sur chaque cellule, la mattice
peut donc étre calculée et inversée une seule fois pouraga#itul. De méme sur les interfaces,
les matrices ne dépendent pas de I'espace. A chaque pas p teme seule matricd; devra
donc étre calculée et inversée pour toutes les interfaces.

De la méme maniére qu’en dimension un, on peut prouver quehge s est d'ordré + 1 en
temps et en espace.

Théoréme 2.2.Le schéma préserve exactement les polynémes de klegré
Démonstration.La preuve est similaire au cas uni-dimensionnel. O

Finalement, le schéma obtenu est d’orére 1 en temps et en espace. De plus, selon la taille
des cellules, il traite simultanément des cas implicitesxpticites. D’un point de vue numérique,
la principale difficulté vient du calcul des intégrales dessmatrices et les seconds membres des
systemes linéaires. Pour simplifier ces calculs, des méthdd quadrature d’ord@: peuvent
étre utilisées.

Pour illustrer la méthode, quelques résultats de conveegsont présentés dans le paragraphe
suivant. Un autre cas-test pour le modele d'ordonnéesdlescrest également exposé dans le
paragraph&.2.1

2.4.1 Résultats numériques en dimension 2

Convergence des solutions régulieres

Dans ce premier cas-test, on chercher a évaluer numériqui¢orere de la méthode, de la méme
maniére qu’'en dimension un. On considére ainsi la fonction y,t) = sin(w(x — t)) sur le
domainel0, 1]? x [0, 1.5]. Les états initiaux et les conditions aux limites sont défpar :

uo(x,y) = sin(rz) etu(0,y,t) = sin(—mnt),
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FIGURE 2.11 — Solution initiale et domaine de calcul

. . L= 1 .
pour une vitessa = 1 et une directiorf) = <0> Dans le tablead.3, on présente les erreurs en

normeL? pourk = 1 etk = 2 ainsi que I'ordre d’approximation pow = 0.9.
Les maillages utilisés pour ce cas-test ont été obtenusedagiciel Triangle disponible sur le

TABLE 2.3 — Tableau de convergence pour le schéma en dimension deux
mailles aire max. des cellules errelt (k = 1) ordre erreul.? (k =2) ordre

16677  9.998e-5 3.504e-5 201 4.59e-7 3.2
20411 8.000e-5 1.388e-5 1.97 1.54e-7 3.92
33242 5.000e-5 8.731e-6 - 4.98e-8 -

site (http ://www.cs.cmu.ediguake/triangle.html). Ils ont été fait indépendammentues des
autres, c’est-a-dire qu'ils ne sont pas issus d'un raffimgreaccessif. Comme en dimension un,
les ordres numériques correspondent bien aux ordres djuésriet les erreurs en normé sont
trés petites.

Transport d'un disque

s s . . L= 1 .
Ce cas-test a été réalisé avec une vitesse 5 et une directior) = 0 sur un maillage non-

structuré toujours obtenu pariangle Le domaine est rectangulaire de longueur 20 et de largeur
2 et comporte 66498 cellules dont la plus petite a une aire &dad5.10~%. On considére ce long
domaine afin d'éviter de gérer des conditions aux limitesopéues. On compare les schémas
d'ordre 1, 2 et 3k = 0, 1, 2). La donnée initiale pour ce cas-test est un disque de rayositué
dans la partie gauche du domaine (voir la figarel) :

1, si (z—06)%+(y—1)?<0.25,
uo(@,y) = 0, sinon

Pour chaque degré d’approximati@n on teste le schéma avec une CFL® et 10. Sur les
figures2.12-2.132.14 sont présentées les solutions au temps3.6 s. Afin de mieux visualiser
la structure globale du maillage et dans les discontinuiééigure2.15montre la méme solution
que la figure2.14avec le maillage correspondant. Pour une meilleure vighile la solution, on
fait un zoom sure € [17,20] et on ajoute trois courbes de nive@dud, 0.5 et0.9 sur chaque figure.

On remarque que les résultats sont globalement plus diffdaés la direction du flux. Le com-
portement des solutions en fonction du delgdes polyndmes d’approximation est trés proche de
celui observé en dimension un.

Pour pouvoir comparer de maniére plus précise les résutatsieurs coupes des solutions sont
réalisées suivant I'axg = 1 et exposées sur la figufela De méme, pour plus de visibilité, on
zoome sur la partie € [17,20].

Pour tester le schéma avec une grande CFL, on se donne ®ujodiisque pour donnée initiale
sur un domaine trois fois plus fin, dont I'aire de la plus etitaille vautt.94.10~°. Sur la figure
2.17, on montre la solution avec une CFL égal&0gpourk = 2.

Puis, pour tester le schéma en temps trés long, la derniane fagst réalisée avec une vitesse
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FIGURE 2.12 — Solution zoomée et courbe de niveauwdepour k = 0 avec une CFL dé.5
(gauche) el 0 (droite)

FIGURE 2.13 — Solution zoomée et courbes de niveal.de 0.5, 0.9 pourk = 1 avec une CFL
de0.5 (gauche) et 0 (droite)

FIGURE 2.14 — Solution zoomée et courbes de niveal.de 0.5, 0.9 pourk = 2 avec une CFL
de0.5 (gauche) et 0 (droite)

FIGURE 2.15 — Maillage, solution zoomée et courbes de nivieau 0.5, 0.9 pourk = 2 avec une
CFL de0.5
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FIGURE 2.16 — Coupes des solutions suivgrt 1 avec une CFl= 0.5 (gauche) el0 (droite)

FIGURE 2.17 — Solution zoomée et courbes de nivead.de 0.5, 0.9 pourk = 2 avec une CFL
de 50

a = 1073, une direction(} = et une CFL de20. On regarde la solution aprés un temps

0
t = 18000 s. On constate qu'en dépit du temps trés long et de la grandecGRtidérée, la solu-
tion donnée par le schéma GRP espace-temps est trés prolehsoligtion exacte.

En derniére remarque, on s'interroge sur le meilleur chotrearaffinement du maillage et diminu-
tion de la CFL pour améliorer les résultats. Pour une appration de qualité fixée et un nombre
de cellules fixe dans le maillage, on recherche la CFL coorefgnte. On considére de nouveau
un disque comme donnée initiale sur un domaine rectanguésiec une vitesse = 5 et une

. L= 1 . . . . -
directionQ) = 0l Le tableaw?.4 présente trois configurations ainsi que leurs temps delcalcu

respectifs.
Dans cette configuration, en considérant un maillage gf@iselus fin, on constate que la CFL
est doublée et que le temps de calcul est quadruplé.

Pour tester le schéma avec une donnée initiale moins régul@&méme cas-test est réalisé

FIGURE 2.18 — Solution zoomée et courbes de nivead.de 0.5, 0.9 pourk = 2 at = 18000 s
avec une CFL de0 eta = 1073
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TABLE 2.4 — Comparaison des temps de calcul pour une approximadgiqualité fixée
mailles CFL temps CPU
33332 13 13.47

66498 20 25.02
133179 30 50.02

FIGURE 2.19 — Solution zoomée et courbes de niveal.de 0.5, 0.9 pourk = 2 avec une CFL
de0.5 (gauche) et 0 (droite)

avec une donnée initiale carrée :

1, si (z,y)€0.2,1.2] x [0.5,1.5]
uo(,y) = {0 sinon

Les résultats pouk = 2 sont présentés a un temps= 3.6s sur la figure2.19 A nouveau, on
observe que cette approximation est treés proche de la@olexacte et plus particulierement, on
voit que les angles sont préservés.

2.5 Méthode de projection GRP espace-temps pour le modéfs; en
dimension 1

Dans les paragraphes précédents, un schéma numériquédomatibn de transport basé sur
les méthodes de type GRP a été présenté. On a montré que sesphién’impose aucune restric-
tion sur le pas de temps, est d’'ordre- 1 en temps et en espace. On souhaite a présent approcher
le modéle d’ordonnées discrétes du transfert radiatifil&@ans le paragraph&.3. On remar-
gue que ce modele s'écrit sous la forme d'un systéme de wanapec un terme source. Une
premiére idée pour discrétiser ce systéme serait alorsratinire directement le terme source
dans le schéma GRP espace-temps développé pour les syskeitnassport. En particulier, afin
de préserver les régimes limites, on pourrait considéremuéthode qui préserve I'asymptotique
(asymptotic preserving 63, 29, 19, 79]. La seconde option que l'on retient dans ce paragraphe
et de développer un nouveau schéma de type GRP espace-teange modéle d’ordonnées dis-
crétesSy. En effet, on remarque que la forme particuliére du termecsodans le modéle permet
de calculer a nouveau l'intensité radiative exacte. Gramtta propriété, I'étape d’évolution dans
le schéma pourra donc étre exacte.

Par souci de simplicité pour la présentation du schéma,affiachit de la discrétisation fréquen-
tielle en intégrant le modéle sur tout le spectre de frégaenen supposant I'opacitéconstante.
On considére ainsi le probléeme mixte pour le modéle d'oréesrdiscrétes en dimension un sur
le domaindzy, zg] :
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VI<I<N O +cpu 0.0 =co(al*—1;), forallx € [vy,TR],
L(x=ap,t)=IF@t)siw >0, L(x=xg,t)=I{) siuy<O0,

avecl; = [7° I(x,t,u,v)dv > 0 lintensité radiative ety = cos(¢).
Pour une température T fixée, la solution exacte?de est connue :

Ii(z,t) = aT* + (I)(z — cput) — aT4) et

La résolution de cette équation est détaillée dans le pgphgrsuivant.
Ce systéme est couplé avec une équation régissant la taarpémzatiere. Par exemple on consi-
dére une équation de la forme :

pCH(TVKT = —co(Eq — aT*) + 0px(N(T) T),

T(e,0) = To(a), (2.33)

ou )\, est la conductivité ety = % >~ Liw; est I'énergie radiative discrete du systéme.

Le schéma GRP espace-temps pour ce systéme est basé surderir@ipe que dans le cas
de I'équation linéaire : en supposant connues deux appaixns polynomiales de degkéde la
solution au temps = ¢™, une en espace sur chaque cellule et une en temps sur chearteeci on
fait évoluer de maniére exacte ces approximations et o pgsjette dans leurs espaces respectifs.
Dans un premier paragraphe, la résolution de I'équafiod?) est détaillée, puis la méthode GRP
espace-temps pour cette équation est présentée dans nd pecagraphe.

2.5.1 Résolution de I'équation du transfert radiatif (2.32)

Si I'on fixe une direction dans I'équatio2.G2), en omettant I'indice, on obtient le probléeme
mixte suivant :
Ol + cudpI = co(aT* —I),
I(z,0) = Io(x),
I(x=zp,t)=TF1)siu>0, I(x=umxpg,t)=1T%)siu<O0.
On suppose queu, o etT sont constants.

De plus, on suppose queest assez réguliére spry; xr| x [0, +oo[. Soit la fonctionf définie a
partir de la fonction/ par :

f(y,s) = I(cus +y,s),

doncon a
I(z,t) = f(x — cut,t). (2.34)

Avec cette définition dg en fonction del, il suffit alors de connaitrg’ pour en déduird. On
dérive f par rapport a sa seconde variable

Vy,  Osf(y,s) = Ol (cps +y, s) + Ol (cpus + y, 5),
=co (aT4 —I(cps+y,9)) ,
— o (T — f(y.5))

la fonction f est ainsi donnée par :
f(y,s) =aT* + (Io(y) — aT4) e %,
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Finalement, la solution d&(32) est :

{u(m,t) = aT* + (Io(x — cut) — aT?) e=",  siz —cpt € [vr, zR), (2.35)

u(z,t) =al*+ (I%(sq) — aT?*) ==t sinon,

avec

— R siu>0,
Sa = SUQCM ° +teta= {L Sir‘:Lon .

Une fois la solution exacte de I'équatiofi.82) connue, on développe un schéma GRP espace-
temps pour cette équation.

2.5.2 Schéma GRP espace-temps

On cherche a approcher la solution du probleme mixteé grace un schéma de type GRP
espace-temps. Pour alléger les notations, on fixe la diregti= y; dans le probléme mixte
(2.3 :

Ol + cp - 0,1 = co(aT* — 1),
I(x,0) = Ip(x), (2.36)
I(x=xp,t) =IF{t)sip >0, I(x=uxgt)=I%t)sip<O0.

Dans un premier temp§, est supposée constante pour simplifier la présentationteinsc

Comme précédemment, le domaine est discrétisé par un geailiaiforme formé des cellules
_ _ ; +1 _ 1

C; = (:c;%,xH%) avecw; 1 —x; 1 = Ax. Les interfaced™ "2 = [t" ¢"*1] permettent de

2

e A 1
définir les volumes de contréle espace-tempg':= C; x 1" "z,

Le schéma consiste a profiter de la connaissance des selettactes du systéme.g6). On
fait évoluer de maniére exacte une approximation polynlenpar maille de la solution ainsi
gu’'une seconde approximation temporelle polynomiale deolation qui est utilisé comme un
outil dans la construction du schéma. Finalement, on cénsidne étape de projection de ces
solutions dans leurs espaces d’approximation respectifs.

Approximations considérées: A la datet”, on suppose connue une approximation polyno-
miale de degré par maille de la solution en espace :

pourt = t",  I(x,t") ~ul(x) € R, siz € C;.

On introduit également une seconde approximation polyalende degré: auxiliaire de la solu-

tion en temps :
1
v TR (1) e RY,

2

12

pourt € I"*é, I(z, 1,t)
2

ou les espaces de polyndmeé&s4f-(2.13 sont les mémes que dans le schéma pour I'équation de
transport. Une fois ces notations établies, on fait évaligemaniére exacte I'approximation de la
solution en espace ainsi que son approximation temponeXidiaire pour obtenir une approxima-
tion de la solution au temp$ + At.

Etape d’évolution : & cette étape, on suppose donc que I'on doit résoudre |épmetmixte
suivant :
Ol + cp - 0,1 = co(aT* — 1),

I(x,t") = u™(x), (2.37)
v%(t) =TI"(t)sip >0, UNJF%(t) =TI8(t)sip<0.
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Comme la solution exacte de ce systeme&7) a été calculée dans le paragraphe précédent, on peut
faire évoluer de maniére exacte les approximations polyalemsde la solution par la méthode des
caractéristiques. Dans le cas> 0 et \ = %ﬁt < 1 (cas explicite), la solution exacte en espace

est donnée par :

nt3 1_ Tt 4 co( o ) 4 o
u?(ac,ﬂq_At): vi_f Al o 2 | —aT% e +aT*, si (x_xi_ ) < cult,

1
3 2

[ul(x — cuAt) — aT?] e~ ot T4 sinon

et la solution temporelle auxiliaire exacte est :

1
n+3

on (g y) = [ul (e — on(t — M) — o] €770 L,
2

1
2
Pour) > 1 (cas implicite), elles sont données par :

T—x, 1
)

<t"+ —72>—aT } e +aT",

cu
uf (21 —cp(t — t”))—aT4] et L oTt si(t—t") > AL
2

V]

ull(z, "+ At) = [vlnj

SIS

vn+%(tzb )'— ' 1 o
poo Gz ) = 41 e .
"2 v 2 <t — M> — aT‘ﬂ e 7 +al?, sinon

zf% cH
Les solutions exactes étant connues, il reste alors a lgtgrdans I'espace d’approximatim@.

Etape de projection: les solutions exactes sont projetées dans leurs espapEsiiés :IP’gj
etP%. La solution exacte en espace est projetée sur I’eslB@cmr la celluleC; au tempst™+!
et la solution exacte temporelle est projetée sur I’esﬁécmr I'interfacex, 11X (t", t"*t1). Ces
projections se traduisent par la résolution des deux pmudsede minimisation suivants :

[uf t1— wl (" + At)||; = inf [lp — ul(t" + AL)|;, (2.38)
pePL,
n+: n++ . n+L
||UZ-+%2 =y (@l quengk lg = vy > (2 " (2.39)
T

Grace aux conditions de Petrov-Galerkin, ces problémesinienisation €.39-(2.39 peuvent se
réécrire de la fagcon suivante :

!
VI=0,... .k <ul'—ul@t"+ At), (Z;Z) >i=0, (2.40)
1 T
n+2 n++ t——tn+5
\V/T’ :0,...,]{3 <’l)i+%2 —’Uh 2($Z+é),<T> >n:0 (241)

. +1 , .\ .
Puis en rempla(;am§hLl et v:lf (t) par leur décomposition dans leur base de polyndmes respec-
2
tifs :

Jj=0

k nal
nJr% n+%,s t t 2
v t) = )
it () ZSZO%; A )



CHAPITRE 2. SCHEMAS NUMERIQUES POUR LE MODELESN

les problemes de minimisatioi.¢i0)-(2.41) reviennent a résoudre les deux systémes linéaires de
taille k£ + 1 suivants :

k § l !
n+1,j r — I r —x; n r — X;
Vi=0,....k E ot J<< Ao ) ( Ao > >; =< ul(t +At),< Ao ) >i,

7=0
(2.42)
k 1\ S 1\ 1\ T
nils [t—t"T2 t—t"ta nad t— 3
LR D <<Tt> <Tt > =< B | x>
s=0
(2.43)

Les membres de gauche dans les systeméf){(2.43 peuvent se réécrire :

N\ J AN JHi+1 )
() (Y s — (2 1 (-iet],
Ax Ax JHI+1\2

:AU(J,Z),
_ n+l S _ n+l r 1 1 s+r+1
< t—t""2 7 t—t""2 sn—_— (= [1_ (_1)s+r+1] 7
At At s+r+1\2
=A,(s,7).

On remarque que les matricds, et A, sont identiqgues aux matrices du schéma pour I'équation
d’advection, donc toujours indépendantes de la GFL

En supposant que > 0, les seconds membres dans le cas explicite sont donnés par :

N
< u?(t" + At), (xA;Z> >, =

1 T, 1+cpt k 1./1 T—x_1 J —ca( P ) N\ !
sl B G e T e () o
T

_1
1 = =3 2 cput Ax
k j ] l
1 il ) — cult — .\’ — .
+ _/ +2 Za;w (5'3 cp xz) —aTt echUp,At + aT? <5'3 Sﬂz) dz,
Az mi7%+cuAt j=0 Az Az
(2.44)

tn+l k _in ]
é/ [(Z a?,s (% _ Cnu(tA t )> _ CLT4> efca(tft") +CLT4
tn 5—0 X

On réécrit les exponentielles sous la forme d’'un produit e@xdexponentielles pour faire appa-
raitre la variablg( £ ) :

T—x;
—Cco i—1/2 _ oAz (x_lz) _ oAz
e o = e H Az e 24
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La principale différence par rapport au cas transport gravile ces termes exponentiels qui appa-
raissent dans les intégrales. Pour simplifier ces calcnlapproche I'exponentielle par la somme
de sa série entiére jusqu’'a l'ordket 1 :

—+o00
T T
ex:ZHgZH. (2.46)
n=0 n=0

De cette maniere, tous les termes dans les intégrales sqgnomtchés par des termes polynomiaux.
En injectant ces approximations dasd@)-(2.49, les seconds membres des systémes linéaires
pour le cas expliciteX < 1) sont approchés par :

_oAx 1y —oAz\? 1 ,
Dol ™ Wfd ( ) pJelm(J}Hp)+e*“2"“Ata?’ijm(j,l)
: - !

j=0 p= K
- kZH —oAz\" 1 1 1 N cu AL\ P 1\ Pt
—a e " — R — —
= 1 plp+1+1 2 Ax 2
1

1\ 1 1 +c,uAt I+1
2 2 Ax

k P
-t Z (—coAt)

k

1— (=1)ptr+1 1 p+r+1
>l Kew(s,p+1) P Gl 0. <—>
s=0

|
=0 p! p+r+1 2
1 +r+1
+ aT* (L= (D) (1N
p+r+1 2
:bv(’l“),

ou les intégraleg! , J2, et K., sont les mémes que dans le schéma pour I'équation de transpor
en remplacant la vitessepar cu. Dans le cas impliciteX > 1), en supposant toujougs > 0, les
seconds membres s'écrivent :

l
<ul(t" + At), (m xz) > =
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Comme pour le cas explicite, les termes exponentiels sgnbapés par la somme de leur développe-
ment en série jusqu’a I'ordre + 1 et réécrits pour faire apparaitre respectivement les hlasa

(”Z;“) et ( Al ) Les seconds membres deviennent :

A €T — X; ! oAz += ]k+1 O'A.I p
n 1 n 27
Uy (t + At),< Ax ) § 5 E sz .7 p+ l)< >

7
k+1

_ aT4Z< JA:::) » +1l - <%>l+p+1(1_(_1)l+p+1)

+aTt—— (%)m (1= (=1)"

1 r k k+1
1 t— sy wod —coAL)P
< U;LH—Q(QCH;)’(*) > = E [6_ 2 tOz?’s gKl (5 p+r)

r+1 r+1
_e_co'At T4Z ( CUAt) AI‘ _l ptrt . 1 ptrt
o pllp+r+1) |\ cuAt 2 2
r—+1 r—+1
r+1[\2 cuAt 2
1 1 7"+1
T —— (= 1—(=1)r*t
cor ()
= by(r),

ou les coefficientd;,,,, K}, K2, sontles mémes que dans le schéma pour I'équation d’admectio
en remplagant la vitesseparcp.
Notons que dans le cas ou la directiorest négative, il suffit de remplacer par || dans les
intégrales et les exponentielles impliquées dans les sehémnplicites et implicites.
Finalement, les étapes du schéma sont identiques au caisdiné
e Au temps initial, la solution.)(x) est connue sur chaque cellule du maillage, et la solution
v%(t) est connue sur la frontiere du domaine correspondante l{gasi¢: > 0, droite si
uw<0).
e Siu > 0, le maillage est parcouru de la gauche vers la droite, gtsi0, le maillage est
parcouru de la droite vers la gauche.
e Dans chaque volume espace-tenf{Js, il faut résoudre deux systemes de takle- 1 pour
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2.6. Schémas numériques existants

. +1 .
calculer les solutiona? ! (z) etvzrf (t)sia>0:
2

Ayttt = bt (2.47)
1
A8 :; = b/, (2.48)

n+z .
OUUF%2 (t)sia<O0:

Auo/i1Jr1 = b

u

n+i -
AB 2 = b,
2

A la fin de l'itération, les deux approximation&*!(z) etv™ "2 (¢) de la solution deZ.36)
sont bien dans leurs espaces de polyndmes respE@IiﬁIP”; par construction.

Comme les matriced,, et A, des systémes linéaired.{2)-(2.43 sont les mémes que dans
le cas d’'advection, elles peuvent de nouveau étre calceléesersées une seule fois au
début de I'algorithme.

Ce schéma numérique est ainsi simple a écrire et & implém@&uweplus, I'approximation
d'ordre k + 1 des exponentielles permet de passer facilement du cagdirs@acas linéaire avec
terme source. En effet, les mémes intégralest K apparaissent dans I'expression des seconds
membres des systémes linéaires.

En pratique, la températuf® n’est pas constante. En effet, elle est régie par I'équdticsd) et
varie donc au cours du temps. Pour les applications nun&sjaqn supposera que la température
reste constante au cours d’un pas de tetspgaisonnable devant I'échelle considérée. A la fin de
chaque itération, il faut donc mettre a jatif* pour l'intégrer dans le schéma GRP espace-temps.
Pour cela, on discrétise I'équation en températdrdd avec un schéma d’Euler semi-implicite.
En supposart’ suffisamment réguliére, I'opérateur en espace qui appang le second membre
est discrétisé par une méthode de différences finies :

Tip1 — 2T+ Ti
(Az)?

Opz(Ae T') =~

Le schéma d’Euler semi-implicite est alors :

At ", =27+ 1T
(Az)?pCp (1)

Tt — ey T
! ‘ PCp(Tz’nH) ( '

Une méthode de Newton peut étre utilisée pour résoudredté@munon-linéaire ainsi obtenue.

Finalement, pour illustrer ce schéma, un cas-test portartévolution d’un véhicule de ren-
trée atmosphérigue est présenté dans la sestibn

2.6 Schémas numériques existants

Dans ce paragraphe, on rappele le principe de trois méthmdaériques considérées a titre
de comparaison : le schéma décentré amont pour discréiseodéle d’ordonnées discrétes, le
schéma DG (Galerkin Discontinu) et WENO (Weighted Esstntihon-Oscillatory) discrétisant
I'équation de transport. Ces schémas ont servi notammeaim@parer les résultats numériques
donnés par le schéma GRP espace-temps, tant au niveauqorégi®u niveau des performances
des algorithmes.
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2.6.1 Schéma décentré amont pour le modéle d’ordonnées diétes

Dans ce paragraphe, on présente un schéma décentré amoig pmdele d’ordonnées dis-
crétesSy en dimension 2. On rappelle que ce modéle, décrit dans lgigniael. 3, est donné par
le systéme d’'équations suivant :

O + VI = co (Bq - Iqu) ,

(113
pCuO T = —co ZZ,q (Bg — 1i,q) wiby,

V1§1§N71§CJ§Q7{

ou ; est une direction fixée.

On considére un maillage non-structuré formé des polygéhedsaire de la celluleK est notée
| K| et 'ensemble des segments frontieresdest notd’ . L'intensité radiativel; , est supposée
connue sur chaque maill§ du maillage au temps= t".

Pour alléger les notations, on omet les inditegsde l'intensité radiativd, soit/ = 1 .

Le schéma volumes finis explicite pour le modélel() est donné par :

(I — IR ) IK| + et Y loxr|Frep - Wxr = coAt (B(TR) — IR)
o€k

T"+1 Ty
pCy———F——= = —CO’Z — 1I}}) Oy,

avec

ok 1, : segment séparant la maill€ de la mailleL,
Frr - Tk : le flux sortant de la maillés vers la mailleL,
T k1, : la normale sortant dex ..

Le produit scalaire flux-normale peut se réécrire :

]—“}"(L-WKL:/ Ql-VI:/ O - nldo,
K Ik

<gy soit{Y; - n = Qfn, + QY 1Ty

Le flux décentré amont s’écrit alors :

avec(); =

(anm—FQ ny)IK si ) - nKL>O

Frp kL=
KL-TRE {(anm+any)L sinon.

Pour I'équation en température, on utilise un schéma ditaxplicite. Finalement, le schéma pour
le systemeX.11) s’écrit :

co At cAt
e = 1 (1= ) - Gy | o8 = 3 lewal R 7 )
o€l

(Bq(TI?) - [;L((l,q)> wibfl

n+1 _ am
T = Tp —

pCy »

2.6.2 Schéma Galerkin discontinu pour I'équation de transprt linéaire

Les méthodes de Galerkin discontinues permettent d'dé#eméthodes d’éléments finis et
de volumes finis. Comme dans les méthodes classiques didi€fiieis, on cherche la solution
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2.6. Schémas numériques existants

dans un espace de polynémes. L'ordre d'approximation dellgien en espace dépend ainsi
du choix du degré des polynébmes. Toutefois et a la différatese méthodes d’'éléments finis
usuelles, les schémas Garlerkin discontinus n’'imposesntgaontinuité de la solutions aux in-
terfaces. Cette propriété permet de mieux gérer les discités qui peuvent apparaitre au cours
du temps lorsque des problémes hyperboliques sont coésidér

La méthode présentée ici est celle décrite par Cockburn eid8hs 4] dans le cas particulier
de I'équation linéaire en dimension un d'espace. Les caleeitont donnés de maniére générale et
détaillés pourk = 0,1 et2, k étant le degré des polynébmes d’approximation.

On considére I'équation de transport en dimension un :

Oru + adzu = 0, (2.49)
aveca une vitesse constante et la donnée initiale :
u(z,0) = up(z). (2.50)

Le domaine! est discrétisé en sous-intervall€s = [z, 1,z 1] de méme longueuhz.

. - . 2 2 . e 3 . ’ -
L'espace d’approximation de la solution, dans lequel aaatontinuité n’est imposée aux inter-
faces, est donné par :

V= {p €BV(R):pi¢, € Pk(cj)} . (2.51)

ol BV (R) est I'ensemble des fonctions a variation bornée. A cet espsicassociée une base de
polynémes orthogonau{wl(])(:n),l =0,...,k} sur chaque intervall€’; telle que :

/ vl(j)(x)v]gj)(x)dx = €0, et e #0,
C

J

ou dy, désigne le symbole de Kronecker.
A titre d’exemple, on peut considérer la base des polynoradsedendre :

o (2) = 1,

vgj)(x) =z — xj, (2.52)
; 1

of (2) = (@ - ;) - 527

Soit " (x, t) une approximation de la solutian(z,¢) dansVi*. Cette approximation”(z,t) se
décompose dans la base des polynémes :

k
ul(z,t) = chug.])(t)vl(])(:v) pourz € C; (2.53)
=0

ou les coefficients sont donnés par :

W _ Wy L h ()
u;” = u;(t) AL /Cju (z,t)v,” (v)dz,
Agltl (2.54)
, Vi=0,... .k
fc_(vl(j)(x))de

J

C] =

L'approximationu”(z, t) est donc entierement déterminée par la donnée des coetﬁiaﬁ@n
Par ailleurs, on cherche"(z, t) comme solution du probléme variationnel approché suivant :

/C; <%uh(:v,t)> o (x)dx + /C <a%uh(m,t)> v (x)dr =0 Yo e VF (2.55)
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Pour alléger les notations, on pose 1 = ul(x Tl t).
2
Aprés intégration par parties, le systeries) devient :

0, w, 1 (”) 1 hep 1y 0 0)

au] AT Ay (y, (xj_%)auj_%)}—m/cj au (x,t)%vl (x)dx =0, VI=0,...,k
(2.56)

avec :

A+?}j = Vj4+1 — V5.
Il reste alors a caracterlseu 1, car la solution n’esta priori, pas définie sur l'interface
Pour cela, on introduit un fluh approchantm définie de la maniére suivante :

au, 1—h( Iy L_%)
:hj+%

j—1
2

Ainsi, le schémad.56) devient :

d o, 1 (7) 1 hp ) 2 0)
prid +A =7 | A+ (y, (xj_%)hj_%)]_m/cj au (x,t)%vl (x)dx =0 VI=0,... k.
(2.57)

Puis, par définition de”(x,t), donnée par4.53, la solution de chaque co6té de l'interfac é+

1
2

etu’ | estdonnée par :
J+3

_ - T (0)
k=0 L T Y T

_ - (0) (1) + 0 & (1)
k=1 J+§ + 6u; ; uj+%—u] 6u; ’,

_ - (0) (1) (2) . + _ 0 (1) 2
k=2 uj+2 + 6u;” +30u ; uj+% =u;’ —6u; " +30u;".

En remplacant les expressiorisH7)-(2.52), les trois premiéres équations s’'écrivent :
d (0) 1

a T aghier —hi-) =0,

d (1) 1 h h 1 h dr =0

i T ang e Tl T 5 f, @ e =0, (258)
J

d o) 1 2 h (7) _

at' +@(hj+;‘hjé)_A—x3/Cj a (e, oy (w)dz = 0.

Grace alalinéarité de I'équatiofi.¢l9), les intégrales peuvent étre calculées explicitemertomo
que dans le cas d'un flu(u) non linéaire, les intégrales sont en général approchéedgzar
méthodes de quadrature.

En remplagant” (z, t) par sa décomposition dans la base des polynomeg)( le systemeZ.59
devient :

d (0) 1

Euj +A_$(hj+%_h]_%):07

d q , 1 L0 _
ar's oy Mg Thimy) T mgen =0
d @2, 1 2 ) _
Eu-] + —GAQ] (hj-i-% — hj—%) — A—xau] = 07

ou u(o) etugl) sont définis pard.54).
Afin d assurer des propriétés de stabilité, les ét;ité sont maodifiés en introduisant des limiteurs
2

locaux de projection :

u;r% = u§0) + uj, ut o, =ulY - ﬁj. (2.59)
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En remplaganu§0) dans leur décompositior? 63 par 2.59, on en déduit la valeur des coeffi-
cientsi; et

k k

a; = Z clu§l)v(j)(xj+%), Uj = Z cluy)vl(j)(xjfé), (2.60)
=1 =1

Soit pour les trois premiers ordres :

k=2 i =6u" +30u, @ =6ul" — 3047

Pour assurer au schéma de satisfaire une ptépfé¢D et pour conserver la précision du schéma
méme dans les points critiques, les éatsont modifiés de la fagon suivante :

~ (mod ~ o~ 0 0 = (mod ~ = 0 0
ug ) = m(uj,A+u§ ),A_ug. )), ug ) = m(uj,A+u§- ),A_ug. )), (2.61)

oum est un limiteur dérivé du limiteur classique minmaed:

ai Si |CL1| < MACEQ,

m(ai,...,a,) =
(a1, an) {minmod(al,...,an) sinon

avec :

s.min |a; sisign(a1) = ... = sign(a,) = s,
minmod(al,...7an):{ Jail _ gn(at) gnlan)
0 sinon
Ici, M est une constante vérifiant :
3
M > Em?x|6mu0|, (2.62)

avecJ un voisinage des points critiques de la donnée initigle:).

De la méme maniére que pour les limiteurs locaux de projectes états:
par :

+(mod) PP
it sont définis

—(mod) _  (0) ~ (mod) +(mod) _  (0) = (mod)
uj+§ =u;’ +u; , uj,i% =u; " — U , (2.63)

soit en remplacant dang.63 :

(
J
(mod) _ =(mod) (1)

; = U = 6uj ,

ot = 6ull 4 30ul?, @ = 6ul) — 30u”.
Les flux du schéma2(57) sont alors donnés par :

au” ™Y sig > 0,

. —(mod) +(mod)\ j+3
sy = hly e ) = Himod)  gjnon (264

2
Les flux étant définis, le schéma revient a résoudre sur chatprealleC; un systeme dé + 1
équations différentielles du premier ordre donné Rab4{). Sous forme vectorielle, le systeme
s'écrit :
Btuj = L(uj, t), (265)
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avecu; = (u§0),u§1), .. ,ugk))T le vecteur des inconnues. Pdue 0, 1, 2, le second membre de
(2.65 s’écrit :
o [E=0 Dol t) = sy —hy ),
= 0
k=2 Ll(u],t):—ﬁ(hwr%—khjf%)—kﬁaug-),
1
Lg(u?,t) = —ﬁ(hﬂ_% - hj_%) + Alxaug» ),

Pour discrétiser chaque ligne du systemé&) en temps, on peut utiliser par exemple un schéma
Runge-Kutta TVD d’'ordre- décrit dans 4] :

i—1
u® = [aﬂu@ + BaALL (u<l>, "+ dlmﬂ Vi=1,...,r (2.66)
l

Il
o

avec :
u® =" et o) =yt (2.67)

Les schémas correspondants d’or2legt 3 sont donnés par :

0) n

ul

= um,
r=2: uD =4O 4 AL (u(o),t”) ,
= Ly@ 4 Ly AL (w1 4+ AR,
u® = qyn,
r_ 3. u =4O 4 AL (u(o),t”) ,
' u? = %u(o) + %u(l) + %AtL (u(l), "+ At) )
u"tt = %u(o) + %u@) + %AtL (u(Q),t" + %At) .

Pour illustrer ce schéma, il sera comparé au schéma GRPeetaps dans le paragraphe.

2.6.3 Schéma WENO pour I'équation de transport linéaire

Les schémas WENO (weighted essentially non oscillatinggld@pés par Liu et al. dans{]
sont une extension des schémas ENO introduits par Hartérdana (9. Dans le cas multidimen-
sionnel, des extensions d'ordre élevé ont également édagipées (voir par exemplég, 2, 46]).
Comme dans les méthodes de volumes finis, on cherche a apptiackolution moyenne sur
chaque cellule. Le principe est de se ramener sur chaguéemdih résolution d'une équation
différentielle du premier ordre en temps dont le second mierabt une approximation du bilan
de flux. Sur chaque cellule, la solution moyenne est appeophaé une combinaison convexe de
polyndémes d’interpolation, interpolés sur les celluleswves de la cellule concernée.

La méthode présentée ici est celle décrite par Liu, Oshehah@ans§9] dans le cas parti-
culier de I'équation linéaire en dimension un d’espace.
On considére le probléme de Cauchy pour I'équation d’adwect

O + adzu = 0,
‘ v (2.68)
u(,0) = uo(w),
ouU a est une vitesse constante.
Le domaine est discrétisé par un maillage uniforme formécddlalesC; = [:::j_;,:nﬁ;] de
2 2
méme longeuAz. On notex; le milieu de la celluleC;. On définit :
_ 1
u;(.,t) = N . u(zx, t)dx, (2.69)
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la valeur moyenne de la solution sur l'intervalg.
En intégrant 2.69 sur la mailleC}, cette moyenne vérifie 'équation différentielle du premie
ordre suivante :

atﬂj("t) :—Aix{ ( J+1,t) ( jféat) . (2.70)

Pour connaitré),u; (., ¢), il faut donc évaluer sur les interfaces;, 11 8tz 1

Soit R;(x) une approximation polynomiale de degré- 1 de la solutlonu(x t) sur la mailleC}.
Surl’interfacwj 1, 0naalors deux approximations de la solutid®y(u, z; , 1) €tR; 1 (u, ﬁf)
2 2 2

On définit ensuite un flux lipschitzien monotoh(a, .) croissant par rapport a sa premiére variable
et décroissant par rapport a la deuxieme. On peut consigérexemple le flux d’'Engquist-Osher.
Ainsi, le flux az_L(wﬂ_%,t) est approché pah(Rj(u,mj+%),Rj+1(u,xj+%)). On peut donc ap-
procher I'équationZ.70) par :

a ~

8tﬂj("t) = _E h(Rj(ﬂ’ijr ) RJ+1( ) ]+ )) _B(Rj(a’xjfl)’ijl(ﬂ’xjfé))} :Lj(a)-

On considére ici le flux du schéma décentré amont :

by sia > 0,
by sinon

h(b1,bs) = {

La fonctionL; poura > 0 est donc :

Lj(a) = _Aim [Rj(a’xj+%) - ijl(ﬂax];%)] :
Une fois la fonctionZ; définie sur chaque cellul€’; du maillage, une approximation d’ordre
(r + 1 sur les nceuds du maillage) en espace est donnée par lasaati@quation différentielle
du premier ordre4.71). Pour une approximation d'ordre élevé en temps, il fautsadhoisir une
méthode d'ordre- + 1, comme par exemple le schéma Runge-Kutta TVD développé ipaets
Osher dansd4]. Le schéma correspondant d’'ordrer3= 2) est donné par :

u; = uy,
al) = a4 ALy a®),
o= 20+ Ja S0,
a"t = %agp) + %af) %Lj(a@))
Le schéma d’ordre 4-(= 3) est présenté par Gottlieb et Shu dabi§ [
% =,
a =a® + %AtL @),
= 081 10 L0 B 1,0
i = 2232320 - 5100020206010 AL (%) + 240800060201030 i - 250102010 AtLj(ﬂ(l)) * ?jgég %
7873
+ 10000 AtL;(a (2 ))

n 1 At 6127 At 7873 1 At
(n+1) _ (0) =L (Q(O)) —(1) i (21(1)) —(2) (3)

) ‘ At
U= T 300007 6 +

, ®3)
300000 T34 T L@
Il reste alors a définir une procédure de reconstruction dynpme R afin gu'ils vérifient les
propriétés suivantes :
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1. Sur chaque maill€’;, Vo € C}, le polyndbmeR;(x) est une approximation d’ordrede la
solutionu(z,t) :
Ve e Gy, wu(z,t) = Rj(u,x) + O(Az"),

et d'ordrek + 1 sur les bords de la maille :

1, 1) = Ri(u,z;_1) +O(Az"th), u(z;y1,t) = Rj(u,ijr%) + O(Az™).

i=3 i3 3’
2. Rj(u,x) est conservative :

1 _ .
As /Cj R;(u,z)dx =u; Vj.

3. Pourtoutj, R;(u, z) vérifie la propriété “ENO” définie plus loin.
Soit Wy(z), la primitive de la solution:(z, t) définie par :

Wi(z) = / u(s, t)ds,

ouz; _1 estune interface quelconque du domaine. Par définitiorériac delV par rapport a x
2
est égale a la solution(x, t) :
u(x,t) = W/ (x).

La fonction W, évaluée sur les interface§+l du maillage s’écrit donc en fonction de la valeur
2
moyenne; ;<;<; de la solutionu(z, ) :

J
Wt(xj_%) = ZAI‘fLZ
i=j

On définit ensuite le stencil :
Sj:(xj—rJr%’xj—rJr%""’ijr%)’ (2.72)

poura > 0. Puis on introduit le polynémg; de degré- qui interpolelV;(x) sur chaque point du
stencil S; :
Vi=j—r,...,7, pj(xH%) = Wt(ijr%)-

Ainsi, le polyn(“)mep9 de degré — 1 est une approximation d’ordrede la solution :
u(x,t) = pj(x) + O(Az").

Puis, pour chaque stendl;, on définit un indicateur de régularifés; de la solutionu(x, t) sur
ce stencil. On introduit pour cela un tableau de différertesmoyennes; :

A[ﬁj—r-f-l]v A[aj—r-i-?]v e 7A[aj—1]7
A py1], %[5y, .-, A[50],
Ar_l[ﬂjfrﬂ],

avec
A[ﬂl] = Uj+1 — Y et Ak[ﬁl] = Ak_l[ﬂprl] — Ak_l[ﬂl].
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L'indice de régularité est alors défini par :

i (S (A7 @ ra)?)

18; = z

Pourr = 2, l'indice de régularité est :
185 = (Aluj1])%,

et pourr = 3
Alaj_o]? + Aluj_1)?
2

Siu(z,t) est discontinue sur le stendl;, alors l'indicateur de regularitéS; ~ O(1), et si la
solution est assez réguliére, I'indicateur de régulastd §; ~ O(Az?).

Contrairement au schéma ENO qui consiste a choisir le poigng («) le plus régulier pour ap-
procher la solution, le schéma WENO consiste a approcheidi@ian par une combinaison con-
vexe der polyndmes d’interpolatior{p9+k(x)};;é sur les stencils correspondadts; . (z) }_§
ou les poids sont attribués en fonction de l'indicateur drilaite {15, () ’,;;5.

Pour chaque intervall€’;, on considere les stencils :

18; = + (A%[a;-0])%.

{Sjk(@)}iZp = (bt 10T 8 Ty L

qui incluent tous les pointsjfl etx; 1 deC;.
2 2

. . ~ y N ' 2 . . . —1.

Ainsi le polynéme d'interpolatio?; peut s’écrire comme une combinaison convexe{qb§§k(m)}’,;:0 :

- o
Rj(uvw) = Z T,li ]p;Jrk( )7
k=0 221=0 Y
ou ai > 0 pour toutk = 0,1,...,r — 1. Le polynébmeR; vérifie alors la propriété "ENO”, qui

permet d’augmenter I'ordre d’approximation dans les diagfiés, si Iemi satisfont les propriétés
suivantes :

1. sile stencilS;;, est dans une région réguliere, les coefficierfisorrespondants vérifient :

J
.

—k—=oq)

—1 Y

20 0

2. si le stencilS;, est dans une région at(z, t) est discontinue, les coefficiemé corres-
pondants vérifient :

J

o T
1=0 Y

Les coefficientsy], sont définis par :

Ci

J _
T e IS

ou les coefficients”] sont tels que € = O(1) etC} > 0 pour assurer au polyndme; de
vérifier la propriété "ENO”. Afin d’'améliorer I'ordre d’appkimation de la solutiom(x, t) par le

73



CHAPITRE 2. SCHEMAS NUMERIQUES POUR LE MODELESN

polyndmeR; sur les nceuds du maillagj%l, une étude basée sur 'erreur de troncature donne,
2 .
pour une vitesse > 0, I'expression suivante pour les coefficiets :

1 Siai(mﬂ_%):o,
. Ax” s
—— SlI .
Cf = § wlat(a, 1) a(z;41) >0,
Awr . j ‘
n"‘ai(xj+%)| SI ak($j+%) <0,
avec
) T T
ay () = Z H (T =2 41) ]
s=0 \1=0,i%s

np le nombre de termes positifs daM(xj+;)}2;é etn, le nombre de termes négatifs dans
2

j -1
{a{z(xﬁ%) k0"
Dans le cas < 0, le pointxj# est remplacé par; 1.

2 2 . ™ ,

Finalement le schéma obtenu est d’ordren espace et en temps a condition d'utiliser un schéma
en temps adapté. On peut de plus montrer que le schéma efed’ar 1 en espace sur les noeuds

du maillage. Ce schéma (d'ordre 3) est utilisé pour des cosigzns avec le GRP espace-temps
dans le paragraph& 3.
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Etude des modeéles\/;

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux mod@lgsgris et multigroupe. On a vu dans le para-
graphel.4.1que la particularité de ces modéles vient de leur fermetasgéd sur un principe de
minimisation d’entropie. On rappelle que le modélg gris est donné par le systéme suivant :

O ER + V.Fp = c(c¢aT* — 0°ER), (1.2
OFR + >V .(DRER) = —co! Fg, '
et que le modeélé/; multigroupe est donné par :
— e n4 _ ~a
OnEq + VQ'FQ - c(aqaeq(T)f 74Eq). Vi<g<@ (1.37)
OiFy + ¢V .(DyE,) = —coy Fy.

On rappelle que les opacités moyennes sont définies pE)(1.29 :

e_ < o,B(T) > g < 0,B(T) >,
aT* T <B(T) >,
O_a:<a,,I>, O_a:<0’,,I>q,
Er a E,
Q1
ol Fp=c< 0,0l >, ngmgwin,

q

ou B(T) est donnée parl(]) et I'intensité radiative est remplacée gadonnée pari(.30. Ces
modéeles sont couplés avec une équation régissant la tetmgénaatiere donnée par exemple dans
le cas gris par :

pCLOT = —c(c®aT?* — 6°ER). (1.9

Ces modeles possédent de nombreuses propriétés, dontnmearia positivité de I'énergie ra-
diative Ex > 0 et la limitation du fluxFr < cER. lls possedent également les bons régimes
asymptotiques. En effet, quand les opacités tendentlvélspossedent la bonne limite de trans-
port donnée par exemple pour le modéle gris par :

OEr +V.Fr =0,
O Fr + CQV.(DRER) = 0.
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Puis, quand le produit,t est trés grand, ils possédent la limite de diffusion su&ant

0, (pC,T + aT*) - 0, (%&E(aTﬂ‘)) —0, (3.1)

ol oY est une moyenne d’opacité définie par :

0% = lim of
Fr—0
B fooo o,0B,(T)dv

B JoS 0B, (T)dv

Si 0, est constante, cette équation coincide exactement awpatién de diffusion associée a
I'ETR dans ce régime. Lorsqusg, n'est pas constante, le coefficient de diffusighde la limite
du modele n’est qu’une approximation du coefficient de difin de 'ETR donné par la moyenne
de Rosseland’. Numériqguement, les schémas classiques discrétisanystéses ne préservent
pas systématiquement ces propriétés. C'est le cas par &xdegpméthodes classiquesspditting
utilisées pour prendre en compte le terme source.

Pour préserver le bon comportement du modéle dans les régiendiffusion et de transport,
il faut donc considérer un schéma qui préserve I'asympietigsymptotic preservirgQuelques
schémas préservant I'asymptotique ont par exemple étdogépés dans6, 24] pour les équa-
tions d’hydrodynamique radiative et daris’] pour le modele de Goldstein-Taylor. Dans ce para-
graphe, 'attention est portée sur le schéma développé[dah®ans un premier temps, on dérive
un solveur de type Godunov pour le systéme homogéne. Darzandtemps, le schéma consiste
a modifier ce solveur de Riemann approché afin d'y intégrexcttment le terme source. Cette
méthode est détaillée dans le paragrapled
Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on s'intéresse aelmbfi multigroupe. Dans le para-
graphel.4.1, on a vu que contrairement au cas gris, le calculs des mogafiopacités et du
facteur d’Eddington ne sont pas explicites. En effet, loeslalfermeture du modéle suivant le
principe de minimisation de I'entropie, le facteur d’anispie x, dans le groupg ainsi que les
opacités moyennes sont solutions de probléemes non liséd@&aminimisation avec contraintes.
Ces coefficients sont essentiels pour obtenir une bonnexipmation de la solution et une mau-
vaise évaluation de ceux-ci pourrait par exemple conduttesasolutions physiquement non ad-
missibles. Cependant, ces probléemes de minimisation dguptit des fonctions trés raides qui
posent des difficultés numeriques. Puis, pour eviter ddaglea x,, oy, o €t agj pour chaque
couple énergie-fluxx,, F,), on propose dans le paragraghé& une procédure de pré-calculs de
ces coefficients dans le cas uni-dimensionnel.

3.2 ModeleM; gris

3.2.1 Reésolution du probleme de Riemann en 1D

Dans ce paragraphe, on résout le probleme de Riemann powdelend/; gris en 1D. En
effet, cette solution exacte permet par exemple d’écrisoleeur exact de Godunov associé. Ce
solveur exact, détaillé dans le paragraphe suivant, estmoént un atout supplémentaire pour la
validation des cas-tests.

On considére ici le modélg/; gris 1D gouverné par le systéme d’EDP suivant :

U + 0, F(U) =0, (3.2)

=) ro=(n)
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3.2. ModéleM; gris

On rappelle que la pression radiati®g = x (g—’;) E'r est obtenue par minimisation de I'entropie
radiative ouy( f) est le facteur d’Eddington donné par :

 344f7
5+2v/4—3f2

On suppose que la solution appartient a I'espace des émaissbles suivant :

x(f) (1.21)

F
A= {(Fn,Fr) € B2, B > 0,7 = L8 < 1y,
CER
Le systeme{.2) est complété par une donnée initiale :

Ulz,t =0) = Up(x) = { Up stz <0, (3.3)

Ur siz >0,
ou Uy, etUg sont deux états constants dafs
U,=(Err,Frr)',Ur = (Er g, Frr)".

Pour résoudre le probléme de Riemafir?)-(3.3), dans un premier temps l'algebre du systeme
est déterminée. Sachant que l'algébre d’'un systéme d’ED#eduier ordre de la forme

U + 0. f(U) = 0 nest pas modifiée par un changement de variables, on irtrodunouveau
jeu de variables qui va simplifier la résolution du problétdee fois les champs déterminés et leur
nature caractérisée, les invariants de Riemann serontlésld_es courbes de choc et de détente
pourront alors étre détaillées et conduiront a la résaiutiacte du probléme de RiemarinZ-
(3.9.

Algébre du systéme
On introduit de nouvelles variablés > 0 et 5 €] — 1, 1] suggérées dan&f] et définies par :

Er(1—
= e =57

34 B2

4CER
Fr= :
R=gr el

Les variables conservativé&'r, F'r) se réécrivent alors sous la forme :

3+ 32
Ep= Il
R 1— 52 ;
4cll
Fpr=—8.
R 1— 525
La pression trouve alors I'expression suivante :
362 +1
Pr=Frxy =——1L
R RX = 7T 3
En introduisant ces variables dans le systéin@,(on obtient :
2cf 3c(1 — B2)?
0 9) 011 =0
t6+3_52 xﬁ+4H(3_52)x )
4cll c
O II + 3 52&65%— 3 BQamH =0.
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Valeurs propres A” et A" adimensionnees par c en fonction de
1 T T T T T

0.8~ —\Te n
—\'lc

0.6 -

0.2— -

-0.2— —

-0.4[- —

-0.6— *

-0.8— -

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o

FIGURE 3.1 — Valeurs propres dé(1W) adimensionnées paren fonction de3

Pour simplifier les notations, on écrit ce dernier systenus &mforme condensée :
oW + A(W)o,W =0, (3.4)
ou les notations suivantes ont été introduites :

2c8  3c(1 — B?)?

B 3— (32 AII(3 — 32
W= <H> AWy =38 (Mﬁ )| (3.5)
3-8  3-32

L'espace des états admissibles, compris en terme de \esidhldevient :
A ={(3,1) eR? -1 < < 1,11 > 0}.

On remarque que la fonctid = W (U) définit une bijection ded vers.A’, si bien que pour tout

U € A, le vecteur associ@ sera également admissible et réciproquement. A préserstjren
téresse a I'algébre associé au systetné).(Par un calcul direct, on peut déterminer les éléments
propres de la matricd (/). Ses valeurs propres sont :

_ 2B V3e(1 — B?)

At 3.6
avec les vecteurs propres associés :
+/3(1 — B?)
rt = 4 . (3.7)
1

Puisque les valeurs propres, représentées sur la figuel, sont toutes réelles distinctes, le
systeme est bien strictement hyperbolique .d0rDe plus, aveds,II) € A’, on en déduit la
nature des deux champs caractéristiques. En effet, on a:

V3e(1 - 62)

V)\i.ri = im 7& O, V(ﬂ,H) S A/.
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En conséquence, les deux champs du systéh#® ¢u de maniére équivalente daris4) sont
Vraiment Non Linéaires. Dans la suite, on ndtg, = W (U) et Wy = W (Ug) si bien que la
solution du probleme de Riemann est composée de trois é@assantsl/;,, U*, Ur séparés par
deux ondes qui seront soit des ondes de choc, soit des défetjteDans la suite, on suppose que
tous les états considérés sont admissibles.

Courbes de détente

Définition 3.1. On appelle onde de détente une solution faible autosireildé (.4) ou de facon
équivalente de3.2) qui connecte un étdl/;, a un étativy de la maniére suivante :

WL, Si % < )\i(WL),
Wz, t) =V (%), siAF(Wp) <2 <2NE(Wp),

Wg,  SiZ>X¥(Wp).

~—

otV (2) est une fonction continue solution d4).

De plus, dans une onde de détente, les invariants de Riereatemt constants. On rappelle
que les invariants de Riemann associés au champ caraqtéigk, ) sont des fonctiong (W)
vérifiant :

V.r=0.

avecr = r*, un vecteur propre défini pas ().

Invariants de Riemann
Pour définir les invariants de Riemann, on chergftel que :

Vp.r =0,

i\/§(1—62)8_¢+n<’>‘_¢ _

1 a5 "o =

ce qui donne

Cette EDP du premier ordre admet une unique intégrale prerfzig définie par :

ds _ diInTI
+v/3(1-p52) 47

etdonc :

+/3
4

d (argth(B8) — InII) = 0.

Finalement, on en déduit que linvariant de Riemann pouabachampA~,r~) et (A", r™)
est:

3
w~ =argthf + % InII,

@t = argth 8 — ? InIT.
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R : 1-détente
Soit W}, donné dansd’. On cherche tous les étdfié € A’ qui peuvent étre connectésig, par
une 1-détente associée au champs caractéristique-—). Puisque l'invariant de Riemann reste
constant dans la détente, on en déduit fieet W vérifient :

argth 8 + ? InIT = argth(Br) + ? InIl;. (3.8)
De plus, la vitesse caractéristique de I'onde de détentéqgoe:
AT (Wr) < A= (W).

Sachant que— définie par 8.6) est croissante efi €] — 1, 1], cette derniére condition devient :

Br < B.
La relation (8.8) donne I'expression dH en fonction de3 :
4
Inll = — [I}, — argth 3],
\/g [ L g 5]

. 3 ,
oul; = argth(Br) + % InII;. Il en résulte :

IT = exp [%(IL — argth 5)] .

Finalement, on introduit la courbe suivante paramétréespar

4
Ra(W1) = { T (3. 52) = Ty exp | T-(argth 5y —angth )] 60 < 5] @9
Cette courbeR (W) caractérise 'ensemble des états admissibles qui peutrent@nectés a
Wy, a droite par une 1-détente.

On étudie ensuite les propriétés de cette courbe de déRanei seront importantes pour la réso-
lution compléte du probléeme de Riemann.

Etude deR,
Dans ce paragraphe, on montre que la colitke(., 5r) : | — 1; 1[— R, définie par 8.9) est
décroissante et convexe. En effet, on voit tout d’abord Idye est définie, continue, deux fois
dérivable suf — 1; 1] et positive. Sa dérivée est :

H/Rl (5>5L) =11y, <—ﬁ> €xp {%(argth Br — argthﬁ)] )
4
= —mﬂm (B,8L) <0,

et sa dérivée seconde :
MWy, (B, 1) = ————0—Tig, (8, Br) — ——— [— m
RS B g T T B - [ VE(L- 82)
83

2
= mﬂm(ﬁ,ﬁﬁ [ﬁ —5} .

Commeona-1 < g < 1etllg, (8,5L) > 0, H;/zl (8, 8L) est positive. On en déduit que la
courbeR; est convexe.

80



3.2. ModéleM; gris

Ry . 2-détente
Soit W7, donné dans4’. On cherche tous les étditE € A’ qui peuvent étre connectésiéy,
par une 2-détente. Puisque l'invariant de Riemann reststaondans la détente, on en déduit que
W, etW vérifient :

argth g — \/Tg InIT = argth(Br) — \/Tg InTly. (3.10)

De plus, la vitesse caractéristique de I'onde de détentéqgo:
AT (W) < AT (W).
Sachant que™ est croissante efi €] — 1, 1], cette condition devient :

Br < p.

La relation 8.10 donne I'expression dH en fonction des :

4
InIl = — [argth 8 — I ],

V3

. 3 ,
oul;, = argth(Br) — % InII;,. Il en résulte :

11 = exp [%(argth 5 IL)} .

Finalement, on introduit la courbe suivante paramétréespar

4
Ro(Wp) = {HR2 (B,Br) =11 exp {%(argthﬂ — argth /BL)] ;8L < 6} - (3.11)
Cette courbé&R,(17}) est donc I'ensemble des états admissibles qui peuventd@irectés al’;,
a gauche par une 2-détente.

On étudie maintenant les propriétés de cette courbe detd@®gn

Etude deR»
Dans ce paragraphe, on montre que la codthg(.,8r) : | — 1;1[— R, définie par 8.11)
est croissante et convexe. En effet, on voit tout d’abordIdge est définie, continue, deux fois
dérivable suf — 1; 1] et positive. Sa dérivée est :

T, (8, 1) = If, ( 4 (argth 8 — argth m] ,

)

4
= mnm(ﬁaﬁﬂ > 0,
et sa dérivée seconde :
M, (B, B1) = ———0 T, (8,61) + —— [ L n wﬁ)]
R T R C D B RVE T B
843

2
= mﬂm(ﬂ?ﬂﬁ [% - 5} :

Commeona-1 < g < 1etllg,(8,5L) > 0, H;'QQ (8, Br) est positive. On en déduit que la
courbeR, est convexe.
Les figures3.2-3.3 proposent une représentation®e et R,.
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Courbes de choc

Pour Uy, un état constant donné dams on cherche tous les états € A qui puissent étre
connectés &/;, par une onde de choc, respectivement un 1-choc ou un 2-clmecdidcontinuité
de type choc doit vérifier les relations de Rankine-Hugogiotici trouvent la forme suivante :

(3.12)

{—S[ERH[FR] =0,
—S[FR]—FCQ[XER] =0,

ou S est la vitesse de propagation du cho@8t= U — Uy, désigne le saut.
En réécrivant les relation$ (L2 en fonction des variablg$3, IT), on obtient :

3+ 52 4c118 B
-5 || + [1—252] -0

AcTIB 33241 ]
-5 |75+ [T -0

En posant = % et en substituant la premiére équation dans la secondetientlne équation

quadratique d’'inconnug. En choisissant la racine dans I'espéed., 1[, on en déduit une relation
entre les état8l” et W, donnée par :

B c? — 382 +2¢58;,

N 3625[, — SQ,BL —2¢S’

T (S8 — ©)2 — 9(S — cBy)>
IR

Concernant la vitess&, on remarque ainsi qu’elle doit étre solution de I'équatipradratique
suivante :

II

S*(BLB — 3) +2¢S(8 + Br) + (1 = 381.8) = 0.
Cette équation admet deux solutions données par :

ot _ c(Br + B) £ /A(B,BL)
3—pBBL ’

avec
A(B,8r) = 3(86r —1)* + (B — Br)* > 0. (3.13)

Afin de sélectionner la vitesse de propagation, d’aprésderéme 4.1, page 61 dan&], on
utilise le critére suivant :

BIEEL S1(8) = A" (BL), Bling Sa(B) = AT (BL),

On en déduit immédiatement que les vitesses des chocs sont :

C(ﬁ +B) — /A(B, Br)

S1(B) = 335, dans un 1-chac
S2(B) = MGk, ﬁL?z jﬁﬁ?(ﬁjm) dans un 2-chac

De plus, on dit que la discontinuité est entropique au sehsagei S, et.S, vérifient :

Af(WR) <51 < )\+(WR), S < Ai(WL)
)\+(WR) < SQ, )\_(WL) < SQ < )\+(WL).
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Etant donné quest = A\*(B) est croissante, ces deux conditions se rameénent a la @mditi
équivalente suivante :

B < pBr.

Finalement, en substituant I'expression de la vitesskans la définition déI, on en déduit
les ensembles d’'Hugoniot :

2
S1(W) = {H&(ﬁ,m) _q, WAGE) — 26— Bul ﬁ}, (3.19)

3(1-87)(1 - 8%

[VA(B, Br) — 28, — B)]?
31— 62)(1— )

So (W) = {HSQ(/BHBL) =11y, ;B > ﬁ} . (3.15)

La courbeS; (W) est donc I'ensemble des états admissibles qui peuvent@treectés al’;, a
droite par un 1-choc et la courl#® (17;,) est 'ensemble des états admissibles qui peuvent étre
connectés &/}, a droite par un 2-choc.

Etude des courbes de choc
Dans ce paragraphe, on montre que la courbe de 1-choc esisdéate et que la courbe de 2-
choc est croissante. Pour cela, on étudie les variation®detonslls, (3, 51.) etlls, (5, ). On
voit tout d’abord qudls, (8, fr) etlls, (8, Br) sont définies, continues et dérivables Jsurl; 1].
En dérivant, on a :
A(BBL — 1)
(1-3%)/A(B. Br)

Or on sait qudls, (3, 81,) est positive quel que saitet 57, €] —1; 1] et quesz > S. On en déduit
queH:S1 (8, Br) est négative et ainsi qués, (3, 51.) est décroissante.
De méme en dérivant la fonctidis, (3, 51.), on a:

4(1 — BBL)
(1—8%)A(B, BL)

Sachant quéls, (3, 51.) est positive pour toup et 5, €] — 1;1[ et queS;, > S pour un choc
entropique, on en déduit qua'SQ (B, Br) est positive, et ainsi quds, (3, A1) est croissante.

Higl(ﬁ,ﬁl,) = HS1(6>5L)‘

H:Sz(ﬁ,ﬁ[,) = HSQ(ﬁ?ﬁL)'

Résolution du probléeme de Riemann

La dérivation précédente des courbes de choc et de détentetmiexhiber la solution du pro-
bléeme de Riemanr3(2)-(3.3). Afin de résoudre le probleme de Riemasr?)-(3.3), on cherche,
s'il existe, un état intermédiaird’™* = (5*,11*)7 tel que la solution soit composée des trois états
constantdV;,, W* etWy séparés par deux ondes de choc ou de détente. Sur les fighfes, on
représente ces quatre courtieg(1Wy,), Ra(Wr), S1(Wr) etSa(Wr,) issues du pointVy, dans le
plan (3,1I). Ces courbes divisent le pldf, IT) en quatre zones humérotéesld4.

On étudie a présent les courbes d’Hugoniot dans chacuneodes.z

Zone 1: 1-détente, 2-choc
On suppose que 'étdt’; se trouve dans la zone 1. On cherdhié = (5, IT*) tel quelW* soit
connecté al’;, par une 1-détente et tel qliEx soit connecté &/* par un 2-choc.
On s’intéresse tout d’abord a la courbe de 1-détente issliétdeconstanii’;,. On cherchéV*
sur la courbeR (W) issue ddVy, caractérisée paB(9), c’est-a-dire quél ™ doit vérifier :

IT* = 1Ig, (8", Br) = I exp <%(arg‘ch Br, — argth ﬁ*)) .
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Courbes d’Hugoniot partant de I'IL,[iL

12—
M = =1-detente
'
Y = 2-detente
10y === 1-choc =
M ——2-choc

FIGURE 3.2 — Courbes de choc et de détente associéEs & (0, 1)

Courbes d’Hugoniot partant de I'IL,[iL

° T T T
6 = = 1-detente|
= 2-detente
——1-choc
a4 - == 2-choc —
Zone IV
oL -
In(m)
- Zonem ___TTF e Zone Il —
2 ___--"_ "~..__ -
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, .
—af- «
/ .
' '
' '
'
6l H
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F
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FIGURE 3.3 — Courbes de choc et de détente associé€g & (0, 1) avec échelle logarithmique
en ordonnée
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3.2. ModéleM; gris

On en déduit par décroissanceldg, (3, 51,) que poursy, < [*:
II; > IT*.

Puis on cherch&/* tel que W soit sur la courbeS, (W*) issue dei* caractérisée paB(15
c'est-a-dire quéy ™ doit vérifier :

[(VBE B + 20" - )]
3(1 - p)(1 - Br) ’

Ilg = HSQ (BR,ﬁ*) =1I

oUA(B*, Br) est défini par§.13.
Finalement, I'état?*, s'il existe, est caractérisé par :

exp (i(argth By, — argth 5*)) [, /NGB, Br) + 2(8* — ﬁR)] ?
g _ V3 (3.16)
Iy, 3(1—p%2)(1—B%) .

Pour simplifier les notations, on introduit la fonctidh telle que :

exp (%(arg‘ch Br, — argth ﬂ)) [\/A—R +2(8 — ﬁR)]Q
3(1-p2)(1-B3) ’
de maniére a réécrir&(L9 sous la forme :

Mg
;

Fi(B) =

Fy(B).

Zone 2 : 1-détente, 2-détente
On suppose que I'étdl; se trouve dans la zone 2. On cheréhié = (5*,11*) tel queWW* soit
connecté al’;, par une 1-détente et tel QUi soit connecté &* par une 2-détente.
On s’intéresse tout d’abord a la courbe de 1-détente issliétdeconstantii’;,. On cherchéV*
sur la courbeR (W) issue déV;, caractérisée paB(9), c’est-a-dire quél* doit vérifier :

IT* =g, (8", Br) = I exp <%(argthﬁL — argthﬁ*)) )

avecs* > fr.
Puis on cherché&/* tel queWy soit sur la courbé&R,(IW*) issue deiV* caractérisée paB(1])
c’est-a-dire quéV* doit vérifier :

R, (Br,B") = II" exp (i(argth Br — argth 5*)) ,

V3
avecs > f*.
Finalement, s'il existe, I'étall’* est caractérisé par :
IIp 4 .
o, = exp <%(argth Br + argth fr — 2argth 8 )> . (3.17)

Pour simplifier les notations, on introduit la fonctidh telle que :

Fa(8) = exp (Js(areth 5y + angth . — 2areth ) )

V3
de maniére a réécrir&(L7) sous la forme :
I . .
H—f = F,(p*), avec B < p* < Bg.

85



CHAPITRE 3. ETUDE DES MODELESM;

Zone 3 : 1-choc, 2-choc
On suppose que I'étdl; se trouve dans la zone 3. On cherdhé = (5*,11*) tel queWW* soit
connecté aV;, par un 1-choc et tel quB/’; soit connecté &* par un 2-choc.
On s’intéresse tout d'abord a la courbe de 1-choc issue e €énstani?’;,. On cherchdV* sur
la courbeS; (W) issue déV, caractérisée paB(14), c’est-a-dire quéV* doit vérifier :

(VA B + 28"~ )]
31-p7)1-p2)

ou A(B*, Br,) est caractérisé paB (L3 et 5, > [*. Puis on cherch&/* tel queWx soit sur la
courbeSy (W*) issue déV* caractérisée paB(15 c’est-a-dire quélV ™ doit vérifier :

(v A(B*, Br) +2(B* — 51%)] i
3(1=p=2)(1 - B%) 7

H* = HS1 (ﬁ*a ﬁL) — HL

s, (Br, f%) = 11" {

avecs* > fg.
Finalement, s'il existe, I'étalll’* est caractérisé par :

Mr [V A(B*, L) +2(6" ~ 5L)]2 [\/ A(B*, Br) +2(8" — 53)]2 218
o (1= A1 — 3271 = 5) - 69

Pour simplifier les notations, on introduit la fonctidg telle que :
[VAG By +28 - 81)| [VAGBr) + 28— 8r)]
9(1 = BE)(L = BH)2(1 - BR) ’

de maniére a réécrir&(L9 sous la forme :

F3(8) =

% = Fg(,@*) avec ,BL > 5* > ,BR.
L
Zone 4 : 1-choc, 2-détente
On suppose que I'étdl; se trouve dans la zone 2. On cherdhé = (5*,11*) tel queWW* soit
connecté aVy, par un 1-choc et tel qud’y soit connecté &* par une 2-détente.
On s'intéresse tout d’abord a la courbe de 1-détente issliétdeconstani?’;,. On cherchdl?’*
sur la courbeR (W) issue déV;, caractérisée paB(14), c’est-a-dire quéV ™ doit verifier :

(/A B + 265" - )]

= 0s, (57 1) = e ——a— gy — gy

ouA(5*, fr,) est défini par§.13.
De plus, par décroissance Hg, (3, 1), on en déduit que poui;, > * :

" > I1;.

Puis on cherché&V* tel queWx soit sur la courbéR,(W*) issue delV* caractérisée paf(17)
c’est-a-dire quéV ™ doit vérifier :

g, (Br, B*) = Ils, (8", BL) exp (%(argth pr — argth 5*)> :
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Puis, par croissance dég, (3, 5*), on en déduit que poutr > B* :

HR2(5*75*) =1I" < HRz(/BRHB*)'

Finalement, s'il existe, I'étalil’* est caractérisé par :
4 2
o (gtareth o —areth 57 ) [VAGR B + 206" - )
R , 3.19
in 30— 51— 57 (319

Pour simplifier les notations, on introduit la fonctidn telle que :

exp  =(argth i —avgth ) ) [ VAT 50) +2(05 — 1)
3= 50— ) |

de maniére a réécrir&(19 sous la forme :

Fy(B) =

II " "
T =Fi(5") avec p> "> fr.

L
Théoreme 3.1.Si Uy, et Uy sont deux états constants de I'espace des états admisgibkdsrs
le probléeme de Riemanf.Q)-(3.3) admet une unique solution.

Dans la suite, on noteridr (; Uz, Ur) cette solution.

Démonstration.On a caractérisé précédemment les équations a résoudrelgtenminer I'état
intermédiairel’* dans chacune des quatre zones. Il faut donc vérifier que tatidéus admettent
une unique solution.

Zone 1 : 1-détente, 2-choc

On cherches* solution de 8.16). Pour simplifier les notations, on pose

avec :

H(B) =exp <%(argthﬁL - argthﬁ)) ,

(/BB Br) +2(6r - B)]
-0 -5

avecA(S, Sr) caractérisé par3(13.
On a vu que I'équation3(16) peut se réécrire :
Iy

Fi(B) = =,

1(8) T,
Pour montrer que cette équation admet une unique solutomantre tout d’abord qué’ est
monotone décroissante puis finalement qu’elle passe bre%—@aUn calcul direct de la dérivée

L

donne :

BBr —1 B 1
(1-8)V/AB,8r)  V3(1-5?)
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Or H(B) est positif quel que soi et P(53) est positif pour tou3 et Bz sont dang — 1; 1[. En
conséquencef; est décroissante pour togitdans] — 1; 1[. On s’intéresse alors aux limites dg.
Quandg tend vers3r, on a:

ﬁli)ngLH(ﬁ):l et ﬁli)rrﬁlLP(ﬂ)ZP(ﬁL%

d'ou
Jim Fi(8) = P(5r).

2
Lorsqueg tend versl, on remarque que le numératedi(3) = {\/A(ﬁ,ﬁR) +2(Br — ﬁ)]
dans I'expression d€ vérifie :

N(1)=0, N'(1)=0, N"(1)#0.
Ainsi, au voisinage dg = 1,on a:
N N"(1)
L 3(1+8)1-8)(1—B)
H(B) ~ K(1- 8)7

P(B)

2
YER

w

On en déduit que la limite d&; quandg tend vers 1 est alors :

lim F; = 0.
Jim, 1(3)
De plus, commé; est décroissante, pour assurer |'existence et I'unicibd@’solution a I'équa-

tion (3.19 il reste a montrer que :

ITr
F -t
1(Br) > m,’

ou de fagon équivalente :
HpP(BL) > Mlg.
On remarque que :
. P(Br) = Ils,(Br. BL)-

Comme dans cette zone orila > IT*, il en résulte que :
IIs,(Br, Br) > s, (Br, %) = I1R.

On en déduit immédiatement que I'équatibi(g) = H—R admet bien une unique solutigst

dans cette zone. Il existe donc un unique état interméé\ih’l’requi connecte les étald’;, et Wy
respectivement par une 1-détente a gauche et un 2-chod@. droi

Zone 2 : 1-détente, 2-détente

On chercheg3* solution de 8.17). Pour montrer que cette équation admet une unique sojution

L _ ) g
montre tout d’abord qué; est monotone décroissante puis finalement qu’elle pasaepbreﬂ—.
L
En dérivant la fonctiorf,, on obtient :
8
Ff) = —————
Or F5(3) est positive pour tout, doncFi(3) est négative pous dans] — 1; 1 et F» est décrois-
sante. On s'intéresse aux limites He:

BiHBIL Fy(B) = F»(BL), et glgll Fy(B) = 0.

Fy(B).
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Pour assurer I'existence et I'unicité d’une solution aliétion 3.17) il reste a montrer que :

Ir

FQ(ﬂL) > H_L

On remarque que :
L Fy(BL) = TIr,(Br, BL)-
De plus dans cette zone, par décroissancHEgeet croissance dHg,, on all; > IT* etIlg >

II*. Onadonc :
Iz, (Br, Br) > g, (Br, B") = Ilg.

. } I . .
On a donc montré que |'equatl(ﬁF1}E = F5(p*) admet une unique solutiofi dans cette zone. En
L

conséquence, il existe un unique état intermédiliire qui connectd;, et Wy respectivement
par une 1-détente et une 2-détente.

Zone 3 : 1-choc, 2-choc

On cherche dong* solution de 8.18. Pour établir que cette équation admet une unique sojution
on montre tout d’abord qués est monotone décroissante puis finalement qu’elle pasaepbie

&. On pose :
11y,
F3(8) = PL(B)Pr(B),
avec :
o vaAEE 26— ]
L - )

3(1-67)(1 - 5?)

(VA B + 265 - 5]
O =i

avecA(S, 5r,) défini par 8.13. En dérivant, on obtient :

Fé<ﬂ>:PL<ﬂ>PR<ﬁ>[ Ak UPPn ) ]

(- 5% /AB.5r) (1 B2)v/AB.5r)

CommeP () Pr(3) est positif pour tout dans] — 1; 1], on voit queFj(3) est négative et donc
que F3 est décroissante. Il reste alors a étudier les limiteByde

i F3(B) = Pr(BL), et ﬁgﬁ_llF:s(ﬁ) = +o0.

Pour assurer I'existence et l'unicité de la solution 8€.9), il suffit de montrer que :

IIg

Pr(pr) < o,

Comme dans cette zoig, < IT* < Il etll; Pr(BL) = Ils, (SR, L), On en déduit que :
s, (Br, BL) < 1ls,(Br, %) = Ug.

. . i : . :
Il en résulte que I'equatlo%—R = F3(p*) admet une unique solutigs dans cette zone. Il existe

donc un unique état intermediaif®* qui connectel/;, et Wx respectivement par un 1-choc a
gauche et un 2-choc a droite.
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Zone 4 : 1-choc, 2-détent®n cherche dong* solution de 8.19. Pour montrer que cette
équation admet une unique solution, on montre tout d’aboel est monotone décroissante

. . II
puis finalement qu’elle passe bien pﬁﬁ Pour cela, on pose :
L

Fy(B) = H(B)P(B),

avec :

H(B) = exp (%(arg‘ch Br — argth B)> ,

[V/AGBD) + 26, - 5)]
W07

et A(S, 5r,) défini par 8.13.
Puis en dérivant, on obtient :

aBpL-1) 4
(1-B2)A(B,BL) V3(1—p5?)

CommeF, () est positif quel que sojt dans] — 1; 1[, on voit queFy () est négative et donk,
est décroissante. Il reste alors a étudier les limite8de

Fi(B) = [ Fy(B)-

BILHBIL F4(5) = H(,@L), et 611%@1 F4(,8) = +00.

Il reste donc a montrer que :

ITr

H < —

pour assurer I'existence et I'unicité de la solution @e.Q). Or dans cette zone only, < II* <
Ig, et commdl; H(51) = g, (Br, Br), on en déduit que

Iz, (Br, Br) < Ilr,(Br,B") = Ilg.

. . 1 . . ,
On a montré que I’equatlo?[f = F,(p*) admet une unique solutigsi* dans cette zone. Il existe

donc un unique état intermediail®* qui connectelV;, et Wx respectivement par un 1-choc a
gauche et une 2-détente a droite.
O

A ce niveau, la solution exacte du probléme de Riemann-(3.3) est connue. Dans le para-
graphe suivant, on implémente le schéma de Godunov poussténsy.

3.2.2 Solveur de Godunov pour le modelé/; gris

Dans ce paragraphe, on exhibe le schéma de Godunov pour &adddmuni d'une donnée
initiale Uy(x). Ce schéma numérique conservatif a été développé par Godane [1]. Basé sur
une approximation constante par maille de la solutioné€idu schéma est de résoudre exactement
la solution du probléme de Riemann sur chaque interface diiageet de moyenner la solution
sur chaque cellule a la fin de l'itération en temps. On rappelle I'on souhaite approcher la
solution du probléme de Cauchy suivant :

{ U + 0, F(U) =0, (3.20)

U(z,t =0) =Up(x),
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ouUy € A est donnée.

On avu dans le paragraphe précédent que la solution du prelidlé Riemann pour ce systéme se
compose de trois états constants séparés par deux ondescdauctie détente.

Pour discrétiser le domaine de calcul, on considere un agailuniforme en temps et en espace
respectivement constitué des mailﬂﬁls_% ; xH_%], i € ZavecAr = ;1 —x; 1 unpasdespace
constant et de mailleg”;t" + At] ou At est un pas de temps. On suppose alors connue une
approximation constante par morceaux

7 7

de la solution/ (., t") = (Eg(.,t"), Fr(.,t"))" de (3.20 au tempg™. On définit I'approximation
Ul au tempg™t! = " + At de la solutionU/ (., ") de la maniére suivante :

1. On résout le probléeme de Cauchy :

oU + 0, F(U) =0, eR, t>0,
{ U+ 6, F(U) v (3.21)

U(x,t =0) =U" siz, 1 <z <z 1.
2 2

La solution exacte, noté&"(x,t), est connue pout €]0, At[ avec At assez petit pour
éviter les interactions.

2. On projette la solutio” (., At) sur 'espace des fonctions constantes par morceaux pour
définir :
gr+t = / U, At (3.22)
v Az [, | ’
=32
Plus précisément, concernant la seconde élajgesolution exacté/"(z, t) de (3.21) est la juxta-
position sans interaction des solutions des problemesetdrin posés a chaque interfage: :
2

Tty
3

X
Uh(:r:,t):UR< i

Ui'; {11> , i <T<Tip1, 1€Z, 0<t<At (3.23)

Toutefois, pour éviter que les ondes issues des neeudset z; 1 Nhe s'intersectent et ainsi de
2 2

s'assurer que les problemes de Riemann locaux n'inteegigsgs, on suppose que le pas de
temps est limité par la condition CFL suivante :

S max |NE(UD)] < 5 (3.24)

ol \* définies par§.6) sont les valeurs propres du systérie).
Pour obtenir une forme plus explicite de ce schéma, on iatBgguation 8.21) sur le rectangle
[z;_1;2,, 1] x [0; At] pour obtenir :

2 2

T 1 At
/ 2 (U(x, At) — Ulz, 0)) dz +/0 (F(U(wiJr%,t)) - F(U(xi_%,o))> dt =0. (3.25)

En introduisant les relation8 22 et (3.23 dans cette égalité&(25, on obtient :

Ui = Ui - A_m [F(UR(0+§ Ui s i+1)) - F(UR(0+; Uz‘—l, Ui ))] . (3.26)

ou Ur(0%; U, U}Y,) est la solution du probléme de Riemarih-(3.3) évaluée sur la courbe
caractéristiquer = 0 avec la donnée initiale suivante :

U, =Up,
Ur = UL,
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FIGURE 3.4 — Comparaison de I'énergie radiative (gauche) et du #diatif (droite) & = 1s sur
un cas choc-détente.
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FIGURE 3.5 — Comparaison de I'énergie radiative (gauche) et du #diatif (droite) & = 1s sur
un cas détente-détente.

Ce schéma volumes finis est conservatif par constructiotordré un en temps et en espace.

Pour illustrer ce schéma, on le compare a présent sur unéonebtle Riemann avec la solution
exacte du probléme et un schéma HLL.

On suppose pour ces cas-test gue 1. On considere un maillage uniforme formési@dé points
discrétisant I'espacé-1;1]. On compare les solutions données par le schéma de Godenov, |
schéma HLL J0] présenté dans le paragrapBe.4 pour une CFL égale é avec la solution
exacte donnée que I'on a obtenue dans le paragraphe prédéaldonnée initiale pour le premier
cas est donnée par :

_ T

Uo(z) = Ur =(1,0.1) TSIO-C <0,
Ur = (10,—1)" sinon

Sur la figure3.4, on présente I'énergie radiative et le flux radiatif au boundempst = 1s.

On voit bien qu’avec la méme discrétisation, le schéma Hlilnesns précis que le schéma de

Godunov. En effet, le schéma HLL ne donne qu'une approxonale I'état intermédiaire dans le

solveur de Riemann alors que dans le schéma de Godunovliea laisolution exacte.

Pour le second cas, la donnée initiale est donnée par :

Ur = (2,-0.5)" siz <0,

Up(z) =
o(@) Ug = (2,1)T sinon

Sur la figure3.5, on observe comme précédemment que le schéma HLL donne une mo
bonne approximation de la solution que le schéma de Godunov.
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3.2. ModéleM; gris

3.2.3 Difficultés de I'extension en 2D

Sil'on s'intéresse au systéme en 2D, on peut projeter ceémyestlans la direction normale a
I'interface courante et ainsi se ramener a la résolution ditstéeme 1D :

OE + 0. F, = 0,
0 Fy + 0, Py = 0, (3.27)
BtFy + CQBxny =0.

L'algebre de ce systéme est connue ainsi que la nature deypsHa3]. On sait que la solution
du probléeme de Riemann associé a ce systéme est compos@ésddars constants séparés par
trois ondes : une premiére onde de choc ou de détente, unelerdatact et une onde de choc ou
de détente. De plus, on sait que les invariants de Riemanle shiamp Linéairement Dégénéré,
associé a la valeur propre= ¢f,, correspondant a I'onde de contact sont :

o= 1_TX(JC)E7 (3.28)
3x(f) -1 Fy

= X7 e g 3.29

T TR ©29

Toutefois, la prise en compte de ces invariants de Rientaatll ne permet pas d’exhiber ex-
plicitement les courbes de détente et les courbes de chameamla a pu étre fait dans le cas 1D.
En conséquence, la solution du probléme de Riemann pourdélmd/; reste inconnue. Cepen-
dant, la connaissance de l'algébre du systéme et des intsada Riemann dans I'onde de contact
permet par exemple d’écrire des schémas numériques consubdema HLLC 14] qui consiste

a définir deux états intermédiaires dans le solveur de Rierapproché caractérisés par la con-
stance des invariants de Riemann dans I'onde de contact.

On s'intéresse a présent a un schéma préservant I'asyoquegiour le modelé/; .

3.2.4 Schéma préservant I'asymptotique pour le model&/; gris

On rappelle que le modelel; gris est donné par :

atER+V.FR:C(UeaT4—O'aER), (1.29

OFR + >V .(DRER) = —co! Fg, '
complété de I'équation matiere :

pCLO T = —c(o%aT? — 6°ER). (1.6)

ol les moyennes d’'opacités, o et/ sont données paf. (23.

On a vu dans le paragraphie4.1que ce modéle posséde de bonnes propriétés physiques et la
bonne limite de transport. Dans le régime de diffusion,tededire quand le produit,t devient
grand, le modele dégéneére vers I'équation :

0, (pCT + aT*) — 0, (%ax(a#)) —0, (3.1)

ou ¢ est une moyenne d’opacité définie par :

o® = lim of
FR—)O
B fooo 0,08, (T)dv

[ aB(T)dv
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CHAPITRE 3. ETUDE DES MODELESM;

On rappelle que dans le régime de diffusion, I'équation dudfert radiatif dégénére vers la méme
équation en remplacant I'opacité moyentiepar la moyenne d’opacité de Rosselarftldéfinie
par :

R Io" 0B, (T)dv

LB (T)dy

Oy

On remarque immédiatement que ces deux moyennes misesear jeiaque modéle sont égales
lorsque I'opacités, est constante. Cependant, quand I'opagijté’est pas constante’ # o,
maisc? reste une bonne approximation de la moyenne de Rosselaind ¥8ppour une compa-
raison de ces moyennes).

Si I'on considére un schéma numérigue classique pour tiserdl.22), la limite asymptotique
de ce schéma dans le régime de diffusion n'est, en génémalcgesistante avec la limite du
modéle B.1). L'idée ici est de construire un schéma qui soit consistaet le modéle dans les
régimes intermédiaires et dans les régimes limites. Datbismas ont été développés par exemple
dans p8] pour des systémes hyperboliques ou dagppur les équations de shallow water ou
encore dansg?, 24, 26] pour le transfert radiatif. On s’intéresse plus partietdiment au schéma
asymptotic preservingéveloppé danslp, 17]. L'idée de ce schéma est d'introduire directement
le terme source du systeme dans le solveur de Riemann apgtachodeéle de transport considéré
lors de la discrétisation. Pour cela, on adopte le formaigiécriture :

U + 0, F(U) = k(R(U) — U), (3.30)

ouU € A est le vecteur des inconnues.£tun espace convexé; est le flux associé; est un
parametre qui peut dépendre de I'espack etd — A est une fonction vectorielle réguliére.
Puis, grace a l'introduction d’'un paramétre de correctiansdce schéma, on obtient la consis-
tance du schéma avec I'équation de diffusion. De plus, cettection est telle qu'il est possible
de violer la limite asymptotique du modéle pour retrouvelingte asymptotique physique de
I'équation du transfert radiatif. En d’autres termes, respossible de retrouver un régime asymp-
totique gouverné par une opacité de Rosseland et non pls®papproximation.

Le modeleM; écrit sous la forme3 30 est donné par :

o¢aT*+01E
Eg Fe R
U=|Fr|,FU)=|Ax(f)Er|,RU) = aE—f,mR ,
T 0 oo tosT
O—m
en définissant = co™ = cmax(c?, 0/, ";g{s) de sorte qu'il existe trois coefficients positifs

o1, 09 etog définis par ;

o1 =0 —o0%

oy =o™—o/,
— gm _ g%aT®

g3 =0 pCU’

tels que les modéless (30 et (1.22) coincident. Il existe d’autres formulations possiblesfaiu
malisme 8.30, mais celle-ci est la plus pertinente. On verra dans legpapde sur la correction
du schéma, l'intérét d’autres formulations.

Introduction du terme source dans le solveur HLL en 1D

On commence par brievement rappeler le principe du schéma[Hl] pour I'équation ho-
mogéned,U + 0, f(U) = 0.
On suppose que le domaine est discrétisé par un maillagerongfformé des cellule€; =
(%7;7%%) avecr;, 1 —x; 1 = Az. Le centre de la cellul€’; est notér;. On suppose que la

1
2
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3.2. ModéleM; gris

solutionU;"* est constante sur chaque celldlg
Dans le paragraph&2.2 on a vu que le solveur exact de Godunov pour le modiélesans terme
source consiste a résoudre de maniére exacte une juxtapatgtprobléemes de Riemann :

U + 0. f(U) =0, (3.31)
pour la donnée initiale :

Ulz,t =t")=U" sizelr,_1,z,,1] (3.32)
2 2

Etant donnée la complexité de la solution exacte de ce prablde Riemann et ainsi le codt de

calcul engendré, on choisit d'utiliser un solveur de Riemapproché. Puisque les valeurs propres

du systeme3 .30 sont comprises entrec etc, un solveur de Riemann approché en dimension un

pour le modéle de transport est donné par :

Ur, si ¥ < —c,

_ T .

UR(?;UL,UR) = U*(UL,UR), SI —c< % <c, (3.33)
Uk, si7 >,

ouUy,,Ug sont les états gauche et droit et I'état intermédi8litec A, qui peut éventuellement étre
une fonction sophistiquée dépendantadet ¢. Toutefois, on adopte ici la version la plus simple
proposée par Harten, Lax et Van Le€iJ] ou U* est une constante. Afin d’assurer la consis-
tance du schéma de type Godunov dérivant du solveur app(8ct#, celui-ci doit satisfaire la
condition suivante :

1

_ 1 T
— Un(—:Ur,Up)dx = — Ur(—:U;,Up)dx.
Ax/c,- R(t7 L, Ur)dz Aﬂﬁ/ci R(t, 1, Ur)dx

Enintégrant le systtme homogene associ&a() sur le volume de controle- 5%, &%) x (0, At),
la solution exacte du probléeme de Riemafr()-(3.32) satisfait :

/_: UR(%) Ur, UR)dI' = %(UL + UR) — i—i_ (F(UR) — F(UL)) . (334)

1
Az
On déduit ainsi la définition suivante de I'état intermédiai
Ur—-Ug 1
B 2 2¢

On approche alors la solution exacte du probléme de Riemancesolveur approché sur chaque

interfacex, 1. Toutefois, pour éviter que les ondes issues des neceudset T;, 1 ne s’inter-
2

sectent et ainsi que ces approximations des problémes deaRielocaux r?l’interagissent pas, on
suppose que le pas de temps est limité par la condition CHars :
cAt 1
— <. 3.35
Az — 2 ( )
La solution au temps® + ¢ est alors approchée par :

oh (F(Ur) — F(UL)).

Uz 1" + 1) = U m'[]" n i o
(z,t" +1) =Ugr g i YikL ) Siz € [x;, xit1].

La mise a jourUi”le a la datet™ + At est obtenue en projetant cette solution sur I'espace des
fonctions constantes par morceaux de la fagon suivante :

n+1 1 xi+% h n

1
2
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CHAPITRE 3. ETUDE DES MODELESM;

Finalement, en reprenant la condition de consistaficily, le schéma HLL usuel pour I'équation
homogéne est donné sous forme conservative par :

At
n+l _ gy _ =Y _
Ut = - 1 (]—"H% ]—"i_%) , (3.36)
ou F est le flux numérique HLL défini par :
Fipr = FUNUL) = 5 e — 5( i1 —U)- (3.37)

A présent, I'objectif est de modifier le solveur de Riemanpraphé §.33 afin de prendre en
compte le terme source de fagon adéquate. Ici, le schénitarégievra restituer une discrétisation
pertinente des régions asymptotiques. La modification thesode Riemann consiste a obtenir
une combinaison convexe entre I'état intermédiaire initia et le terme source :

Ur, si ¥ < —c,
- U*+(1—-a)R(Uy), si—c<Z<0,
Ur,*g <E;UL,UR) _ (67 *+( Oé) ( L) . Cx t (3.38)
t aU*+ (1 —a)R(Ug), si0<{>c,
Ur, si7 >,
ou une définition possible du coefficiemt> 0 est donnée par :
2c
=—. 3.39
“ 2¢c + kAx ( )

Pour que cet état intermédiaire définisse bien un solveurigimdn approché robuste, on doit
avoiraU*+(1—a)R(U) € ApourU dansA. En effet, puisquer € [0, 1], les états intermédiaires
sont une combinaison convexe entré et R(U). PuisqueA est convexe, il suffit qu&(U) soit
dans.A pour que les états intermédiaires soient aussi dans

Lemme 3.2.1.SiU € Aetsi
o <o,

E
alors R(U) = (UEaT4+olER o2Fp pCUR;LagT)T cA

om ’ oo™ o

Démonstration.On suppose quE est dans I'espace des états admissibles définilpa#)(:
F
A= {(Eg,Fr,T)€eR3* Eg>0,f = [FR| <1,T > 0}.
cEr
On cherche donc a montrer :
[ R2(U)]
<1
(7’2) CRl(U) —
(iii) R3(U) > 0.
Les propriétés (i) et (iii) sont immédiates car toutes leangités sont positives.
Pour la propriété (ii), on a:
[Bo(U)] _  [(02FR)|
cRy(U)  c(o¢aT* + 01ER)’
_ (0™ — of)|Fr]
c(o¢aT* + (o™ — 0*)ER)’
(o™ — of)| Fl
~ (o™ —0")ER)

m

_of . .
OrZm—2r <lcaro® < of et% < 1lcarU € A, ce qui compléte la preuve. O
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3.2. ModéleM; gris

On remarque qu’avec ce choix de parametreguandx = 0, o vaut 1, et ainsi on retrouve
bien le schéma HLL pour le systéme de transport. Puis, lersgand vers l'infini,U* tend vers
R.

A présent, on substitue la solution du probléme de Riemantepsolveur de Riemann modifié
(3.39 sur chaque interface; 1. La juxtaposition des solveurs de Riemann n'interagispast
2

sous la condition CFL335). La solution au tempsg* + ¢ est alors approchée par :
. (T T Tl ]
U (w,t" —|—t) =Uxp fg; Uln, in+1 , Slx e [CEZ',CCZ'Jrl] ett E]O,At[.
Pour calculer la solution approchée au tenips- At, on projette cette solution sur I'espace des
fonctions constantes par morceaux :

gt = L /x“% U"(z,t" + At)da

t Az J, ’ ’

2

Un calcul long mais direct de cette intégrale donne la foréebbppée suivante :

At
rtl =y - =2 (%lf% —a; 1 F, 1>

i Az 5V i —5
N . ) (3.40)
o [0S, +a-auss,).

ou S est une discrétisation du terme source donnée par :

et F est le flux numérique HLLI.37).

Remarque 1. En régime de transport, I'équation matiere sur la tempémtest couplée du sys-
téeme de rayonnement. On choisira comme solveur de Riemamochg pour les deux premieres
équations le solveur HLL et on consideére un flux nul pour la&gpn de température.

Théoréme 3.2.0n suppose que tous les états sont dansA pour touti € Z. On suppose de
plus que le pas de temps est limité par la condition CEI3%) et que le schéma(36) préserve
les états admissibles. Alors, pour taut Z, I'état Ui"“ défini par (3.40) est dans I'ensembld.

On remarque que la condition CFL est la méme que pour le schémagene et est donc
indépendante du terme source.
Le schémad.47) présenté ici ne préserve pas en général I'asymptotiqueotine-exemple sera
brievement donné dans la suite. Dans le paragraphe suivepitopose alors une correction asymp-
totique du schéma lui permettant d’avoir la bonne limitéudgif/e.

Correction asymptotique

A présent, une correction asymptotique va étre mise en placde forcer le schéma a restituer
le régime asymptotique physique attendu. En effet, on thppee la limite asymptotique du
modélelM; est donnée par :

C

0, (pC,T + aT*) — 0, (@ax(aﬂ)) —0, (3.1)

ou ¢ est la moyenne d’'opacité définie par :
0 fooo o(v)oB,(T)dv

o = B T (3.41)
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Sil'on noteTiO’" la température dans la limite de diffusion, un développerasymptotique du
schémag.40 dans cette limite donne :

0, 0, 0, 0,
o At <Zi+nl %" Z" -7z

Z)m =z e
Rt 1 Ry 1 (3.42)

g Az?

avec Z = pC,T + aT?,
OL\JIQH% = caﬁ%.
On voit bien que ce schéma approche une équation de diffusés pas pour le coefficients
gui apparait dans I'équation de diffusion du modelel) Il faut donc modifier le schéma pour
gu’il admette la bonne limite dans ce régime asymptotique.
Dans cet objectif, une correction du schéma est proposé#rediisant un nouveau parametre
positif dans le terme source de la maniére suivante :

K(R(U) — U) = w(R(U) — U) + (& — &)U,

si bien que le modéle se réécrit :

U+ VFU)=(r+k)(RWU)-U,). (3.43)
Les coefficients: et x étant positifs,R est en fait une combinaison convexe /) etU :
— K K

RU) = 27 RO+ %

U.

Ainsi, si U et R(U) sont dans I'espacel, alors R est admissible et le schéma 40 est bien
applicable au modéle3(43. Le schéma issu de cette correction reste le méme3jdé @vec une
nouvelle définition de la discrétisation du terme sourceugparameétrey relativement a l'intro-
duction du paramétrg :

2c
QL. = s
i+3 2c+ Aw(ky s +RZ—+%)
=5 (R —up) - PO,
RS R A
K: 1
St =c—"2  (RWU" — UM + F(U").
27% C/‘Qi_l"”%i_l( (z) z)+ (z)
2 2

Avec cette correction, la limite asymptotique du schémaeaev

i+1 7
"ii—f—%—’_"ii-l—% ’i‘—%—'_’ii—%

On+1 _ ~0n
Z, =27, +c A2

0, 0, 0, 0,
, At <Z -zt ZZ."—ZZ.’;>
(3.44)

(]
avec Z = pC,T + aT*.

Il'en résulte que le parametrg, 1 peut étre fixé de maniere a modifier la limite de diffusion du
2
schéma. En effet, en posant :
"

™, -

_ o 0 i+1 %

Fip} = 360514 (1 MG T a(T")4> T iy
(2 (2

qui est bien positif dés quﬁzv?+l > K; 10U a?+1 est donné par3(41J), la limite asymptotique
2 2 2
du schéma est bien une discrétisation de I'équation limitenddele)M; (3.1) :
pCv/I;O,n+1 + a(TuiO,nJrl)zl _ pcvz—,i(],n + a(z—;(],n)4
0, 0, 0, 0,
At [a((TD = (@MY oI = (T2

_C [e—
309

Az?2 300

S01 .
i+ i—3

98



3.2. ModéleM; gris

Cependant, le régime asymptotique de I'équation de ddfusi I'équilibre (limite physique) est
donné par §.1) ol le coefficient de diffusion n'est plus’ mais la moyenne de Rosseland

définie par :
R IoS 0B (T)dv
JoS 0B, (T)dv

(3.45)

Etant donné que le parametke, 1 > 0 peut étre choisi librement, il est possible de modifier
la limite asymptotique du schéma pour qu’il dégénére nos prs la limite mathématique du
systeme discrétisé, mais vers la limite physique du mo@&ear cela, on peut choisir :

3 1+ pC, T =17
Firy = Soriiy \1H PO T o) ~ e

ou aﬁ est la moyenne de Rosseland définie patX).

1
2
Extension du schéma en 2D

On s'intéresse a présent a lI'extension de ce schéma en 2[esunallages non-structurés.
Par un abus de notation, on appelle de nouvédespace des états physiquement admissibles :

F
A={(Er,Fr) ERxR* Eg >0, f = | Fr] <1}
cEgr
On écrit le modélé\/; en 2D en respectant le formalisnmiz230) :
U + 0, F(U)+0,GU) =rk(RU) -U), (3.46)
avec :
UeaT4+alER
Er Fg FY SR
| FE _ | *D¥ER | *D¥Eg B om
U= F}% ?F(U) 2D3v%yE ’G(U) CQD%yER ’R(U) - a”ii}% )
T 0 0 %+U4T
O—m

oUk = co™ est donné par :

eaTB
Um:max<a,ag,ag,a )
pCy

de telle sorte qu'il existe quatre coefficients positifs oo, o3, 04 définis par :

o1 =0 o,
o9 =0™ — o,
o3 =0 U?J;,
. otaT?
o4 =0" —
pCy

Pour approcher les solutions d&46), on suppose gque le domaine est discrétisé par un maillage

I'ensemble de ses voisins. On introduit également, pour désigner le segment commun aux
cellulesK et et |ox | la longueur de ce segment. On appéllé’l = (n&L n %) la normale
unitaire sortant dé{ au segmenb g, (voir figure 3.6).
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FIGURE 3.6 — Géométrie du maillage non-structuré.

On propose alors une extension 2D du schémn&]). En conséquence, sur la maillg la mise a
jour de la solution a la dat@+! sera donnée par :

At
U}?’l = U[n( - m Z |QKL| QKr, ’H(U;é, Ur, WKL)
A bt (3.47)
+ m Z ’QKL‘ QK] 'H(U;é, Un,%)KL) + At 8k
Lel g
ou S est une discrétisation du terme source définie par :
C
T > loxrl (1= aky) (R(UR) — UR), (3.48)

Lelk

et H(UE,U7T, WKL) est le flux numérique dans la direction normale a l'interfagg, donné
par :
H(UR. UL, W) = FUR, UGt + G(UR, Uy ™. (3.49)

en notantF et les flux HLL associés respectivementaetG.
Le parameétrev s, initialement donné en 1D pa3.(39, est a présent étendu au cas 2D de la fagon

suivante : i
C
QKL = K K| (350)

K
cilg + KK LTorr]

ou fiI" i désigne le nombre de segments formant la maille
De méme, une extension de la condition CFL est donnée par :

C

At 1
| > lexel < 5 (3.51)
Lel g

Cette CFL trouvera une signification précise dans le leBi&

Remarque 2. Comme en 1D, I'équation matiére sur la température n’esptériau systéme que
via le terme source. On suppose de nouveau que dans la pgperiiolique, la température est
constante durant un pas de temfys :
1
TPt =17

En conséquence, la composante correspondant a la temp&iddus le fluxiH est nulle.

100



3.2. ModéleM; gris

A présent, on montre briévement la consistance de ce schéri gvec le systéme d’équa-
tions (3.46). On se place dans le cas d’'un maillage régulier. En netaé rayon du cercle inscrit
dans la maillek’, on suppose que la limite suivante est toujours satisfaite :

lim K]
rrg—0 ’QKL‘

On en déduit immédiatement que la limite du paramefre quandr tend vers 0 est :

lim agr =1.
T‘K%O

De plus, par application de la formule de Green, on a:
> loxr|H(UR, UR, W5E) = 0.
LEFK

Il en résulte que la partie hyperbolique du schéma ) est consistante avec la partie hyperbolique
du systeme3.46). Concernant le terme source, on établit la consistance lgaras particulier
constant.

Lemme 3.2.2.0n suppose quex; > 0 est une constante donnée. La discrétisation du terme
source introduite §.48 est consistante avec le terme source du syst&meé) (@au sens suivant :

lim S8x = kg (R(Uk) —Uk).

7‘1(*)0
Démonstration.En remplacantvx ;, par sa valeur dans$ (49, on obtient :
1

Sk = ckir (R(Uk) — Uk)

| K]
Lelgk CﬁrK + KKL lorr]

En calculant la limite quand le rayon du cercle insgfittend vers 0, on a :

1 1
lim =

rrg—0 K| c.
K Lelgk cﬁrK‘i‘l‘iKL‘gKL‘

Finalement, on en déduit que :

lim SK = KK (R(UK) — UK) .

TK—)O
La discrétisationS - du terme source dans le schémalf) est donc consistante avec le terme
source du systeme d’'équatioris46). O

Il est également possible d'établir la robustesse du sch{nid. Pour cela, on montre dans
le lemme suivant que le schéma47) s'écrit comme une combinaison convexe de schémas 1D
donnés dans la direction normale de l'interfagg;..

Lemme 3.2.3.Le schémad.47) peut s’écrire comme une combinaison convexe de schémas 1D
(3.40 écrits dans la direction normale a l'interfacex ;. De plus, sous la condition CFI3(5]),
le schémad.47) préserve les états physiquement admissibles.

Démonstration.SoitU}:1!, un état intermédiaire donné par le schéma 2@ dans la direction
de l'interfacepg ;, de la maniére suivante :

At
Ut' = Uk — — (axeM(Uk, UL, W °F) — axkH(UR, U, 7 50)

KL

+ At (1 - akr) (Sk — HUR, U, 75D + (1 — axk) (Sk + HUR, Up, K],

KL
(3.52)
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oU d 7, est une distance relative a la cellule qui sera fixée plus tard{ est le flux numérique
donné par :
H(UR, UL TRF) = FUR, U™ + G(UR, Uy ™,

a1, est un parametre défini par :

_ ctilk
OKL = o K[ s
cilk+KKrL Ter L]

agg =1,

et Sk est la discrétisation du terme source donnée par :

Sk =c(R(Ug) —Ug). (3.53)
On rappelle que le schéma. $2 préserve les états admissibles sous la condition CFL :
cAt 1
—. 3.54
5KL 2 (3:54)

En conséquence, sous cette restriction CFL, dedfuet U} sont dansd, Uy est également
dansA.
On introduit ensuite des parameétres strictement positifstels que

Z O = 1.
Lel g
On considére alors la combinaison convexe suivante :

0
N kLU =UR — At > 5K—L agp HUE, U, 5L
Lel i Lel'k KL

Ok n
+AE Y = H(UR Uk, 5 (3.55)
Lel'k KL

rar S B ) (Sk - HUR,UR, 7ED)).

)
Lel i KL

Il reste alors a déterminer les coefficiefits;, etdx ;. On propose les définitions suivantes :

_ K]
OkL = > 0,
ZLel‘K lor L]
O = |QKL| > 0.

ZL@FK |QKL|

On constate immédiatement qde; . 0k, = 1. De plus, on remarque la relation suivante :

Okr _ lok L]
OKL | K|

(3.56)

Ainsi, la relation 8.55 trouve I’expression suivante :

Z Ok LUt =Up — ’ | Z loxr| axr H(UR, Up, WKL)
LEFK LEFK

| | Z |QKL|aKL H(UK7Un —>KL)
LEFK

At

| | > lexel (1 - axr) Sk.
Lel g

102



3.2. ModéleM; gris

En tenant compte de I'expression du schéma), on obtient alors la combinaison convexe

cherchée :
1 1
Uptt = 3 0xLURL
Lelk

La condition CFL 8.54) se réécrit alors de la fagon suivante :

At 1
= Z loxr| < 5 (3.50)

K| &

et assure 'admissibilité de tous les états intermédidifgs’. PuisqueA est convexe, il en résulte
queU -t est encore dans 'ensemble O

De méme gu’en 1D, un développement asymptotique du schéma {llustre le fait que ce
schéma ne préserve pas I'asymptotique. Ainsi, dans laosesiivante, on propose une correction
asymptotique de ce schéma.

Correction asymptotique en 2D

On va, a présent, introduire une correction dans le schéma) @afin de préserver la bonne
limite de diffusion. On rappelle que I'équation de diffusidu modélel; en 2D est donnée par :

4 ¢ 4
0, (pCyT + aT*) — div <3JOV(CLT )) =0, (3.57)
ou oV est définie par3.41).

On réalise un développement asymptotique du schéma)(dans le régime de diffusion. En
notantTIO(’” la température dans le régime de diffusion, la limite aswytiguie du schéma3(47)
est donnée par :

2 2
0,n+1 0,n \QKL’ 0,n
ZK+:ZK E, ( ") —a(Ty )4>7
LEFK (358)

avec Z = pC,T + aT4.
Il est clair que ce schéma discrétise une équation de diffusiais pour un coefficient de diffusion

différent de celui attendu. En procédant de facon simikaireas 1D, on propose alors d’introduire
un parametre& positif dans le terme source de la maniére suivante :

R(RU) = U) = &(RU) =U) + (F = R)U
= (k+r)(R(U) - U),

pour obtenir une nouvelle formulation de la discrétisationterme source et du parameétrg ;,
qui deviennent alors :

ctlk
ORI = _ |K‘ 3
cil'k + (kxL + RKL) orcz]
K
Skp =c— 2L (R(Ug) —Ug).

KKL + KKL
Pour ce choix de parametre, la limite asymptotique du scH&ma) devient :

2 2
ZO n+l _ ZOn + Z \QKL! (a(Tg’")‘l _ a(T%n)zl) 7

KKL + RKL (3.59)

avec Z = pC,T + a,T4.
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Alors qu’en 1D un choix naturel podrse présentait afin de retrouver la bonne limite asymptotique
ce n'est plus le cas en dimension supérieure. En effet, sMéut que le schéma&.68 discrétise
I'équation de diffusion du modél&(57), il est nécessaire de satisfaire I'approximation suiwant

1 2 2
W%(Q(Tg,n)4_a(Tlgn)4): / 3000 VaTH( xy) Tdo. (3.60)
OKL KL

En effet, on aura alors :

> L _clexl (@(Tf’”)‘1 - a(T%")“) ~ /Kdiv (LV(aT“)) drdy.

1K = 0
=t ’K‘ KKL + RKL 30’K

Toutefois, dans3.60), le gradient n’est, en général, pas connu. Cependanytige approché par
différentes techniques. Par exemple, on notera les schéprdse élevé de type DDFVA). L'ap-
proximation de tels gradients n'est pas abordée ici, mai®ieection asymptotique développée
ci-dessous peut étre appliquée a d'autres systéemes daraldients sont correctement évalués.
Sil'on poseV” ., une approximation de ce gradient :

c
V},ﬁwt:/ 350 VaTA‘(t”,x,y).ﬁdQ,
OKL

un choix possible pour le paramettg 1, est donné par :

_ clokr| ( 0,n\4 0,n\4
Rxr = ——=— (a(T")" —a(Ty") ) — KKL-
|K|v¢nat
En fait, on a forcé le coefficient de diffusiofi; du modele pour retrouver la limite mathematique
du modeéle. On remarque alors que I'on peut forcer le schéndg@ngérer non plus vers cette limite
mathématique mais vers la limite physique du modéle caisé&par la moyenne de Rosseland
of. Ainsi, en prenant

C
k= L (")~ a(18)) s,
vphy K]

ou Vghy est une approximation du gradient :

R

c
thy ~ / = VaTA‘(t”,x,y).ﬁdQ,
OKL KL

on va ainsi violer la limite mathématique du systéme pouptefer la limite physique.
Dans le cas particulier des maillages admissibles, c'eliteaou les segmentsccy, sont or-

thogonaux aux interfacesy;,, une approximation naturelle des gradients normaux egtéon
par :

4 4
Vart 7K o Lm0l
lexer|
En prenant :
c aT? — aT4
vh 0K L K
phy 30}?1;‘ | lerer|
on obtient alors | |
_ R I1OKL
ErxL = 3coxr K] — KK

Finalement, pour illustrer ce schéma, quelgues cas-testpsesentés pour le modéld; multi-
groupe dans le paragraphée’.
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3.3 Précalculs pour le modélel/; multigroupe

3.3.1 Introduction
On rappelle que le modelel; multigroupe couplé a la matiére est donné par :
WE,;+V.Fy = c(0caly(T) — ol Ey),
OiFy + AV.(DyE,) = —col Fy, V1<q¢<Q (1.31)
pCLO T = —c Z?Zl(agaﬁg —ogEy),

ou I'on suppose qué&’,, F;, etd sont dans I'espace des états admissibles donné par :

F
A= {(E, F) eR Y E, >0,f = % <1,0,> 0} (1.1

Clug

Etant donné que le modéld; est isotrope dans les directions orthogonales au flux, ohtpeu
jours se ramener au cas 1D dans la direction du flux. Ainsr, gimuplifier les calculs, on considére
ici le modéle en 1D :

{ WE,+ 0.Fq = c(otaby(T) — 0o Ey),

Vi<gqg<Q.
O Fy + 028x(quq) = —caqu,

Pour un couple énergie-fli€,, 7,) donné dans le groupe= [v,; v4+1] et physiquement admis-
sible, la fermeture du modeéle selon le principe de minirosatle I'entropie permet d’exprimer
la pression radiative en fonction des deux premiers moments

Py =< :“21 >q= Py(&q, Fy),
0uUZ, la solution du probléme de minimisation

HR(T) = min{HR(I) =Y < hr(I) >¢ /Vq,< I >¢=E et < QI >,=F,}, (1.29
q

est donnée dans "¢ groupe par :

2hv3 hv -t
Zy(p,v) = 2 [exp <k_Taq(1 - ﬁq#)) - 1} .
Les coefficientsy, et 5, sont les multiplicateurs de Lagrange associés au problémeimimisa-
tion avec contraintesl(29. Ces coefficients sont dans I'espatéd :

L={a>0;-1<B<1}.

Numériquement, le calcul dg, et des moyennes d’opacité$, oy et a{f est nécessaire pour

chaque couple énergie-fl¢€,, 7, ). Etant donnée I'occurrence du calculdet des opacités dans
le code de calcul, I'idée est de pré-calculer ces coeffisipatir un facteur d’anisotropig, = c%

et une tempeérature radiativg dans le groupg donnés. En effet, la relation de fermeture donne
une expression dé&, en fonction des deux premiers momeiis et F;,. On préfére considérer
les deux variables équivalentggfacteur d'anisotropie) af (température radiative) qui sont plus
faciles a appréhender physiqguement. Ces valeurs seragisinées dans des tableaux. Les calculs
étant indépendants dans chaque groupe de fréquence, azdquis sont trés largement parallélis-
ables. Puisqug est tres réguliére, on effectuera une simple interpoldingaire entre les données

préévaluées.

Dans un premier paragraphe, on s'intéresse au calcul deufadtEddington, puis dans le
second paragraphe, I'attention est portée sur le calcuindgennes d’opacités.
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CHAPITRE 3. ETUDE DES MODELESM;

3.3.2 Pré-calculs du facteur d’Eddingtony,

Lorsque I'énergie radiative et la pression radiative darmgbupe de frégqueneggsont connues,
le facteur d’Eddington est donné en 1D par :

P,
qugq-
q

Pour déterminer le facteur d’Eddingtq dans le groupe, on suit la procédure suivante :

1. On fixe un couple physiguement admissible Températuratiaelifacteur d’anisotropie
(Yq, fq) dans le groupe.

2. On en déduit le couple énergie-fli&,, F,) grace aux définition§, = a* et F, = f,&,.
3. On cherche les multiplicateurs de Lagrangeet 3, tels que

<I>=& et <cul>=F, (3.61)

4. On calcule la pression radiative, =< 127 >,,.

5. On calcule le facteur d’Eddingtony, = %’.

Les trois premiers moments deintégrés en fréquence sur le groupsont notésk,, F;, et P,.
L'énergie radiative sur le groupgassociée d s'écrit alors :

o (1 (Ve 2pP h -
P / / 01 2y {exp (k_vaq(l ~ ﬁq#)> _ 1} dvdy. (3.62)
¢ J Vg T

c2

Cette expression d&, n'est pas utilisable telle quelle pour inverser le systemelf. En effet,
contrairement au cas gris ou I'on peut calculer analyticgrencette intégrale, I'intégration sur le
groupe de fréquenagrend ce calcul plus beaucoup plus complexe. Pour approekterintégrale,
I'idée est de réecrird’, a l'aide de nouvelles fonctions. Dans un premier temps oodiit :

hv

2= (1= Byn), (3.63)

pour réécrire I'énergie de la fagon suivante :

15aT* 1 1 Zatl 3
Eyag, B,) = / / d=dp,
Q( q Q) 27.‘.404511 _1 (1 _ 5(1”)4 2 e? — 1 H

h hv,
avecz, = 1ag(l — Byp) etzg = 5 ag(1 — Byp).
On introduit alors la fonctiofX :

z 563
E(z) = /1 dz, (3.64)

et —1

représentée sur la figuRe7, ou = dépend de’ et deu. L'énergie £, se décompose alors sous la
forme :

15aT* ! 1
Eulon ) = 5ag | | s CCaw) ~=C) do

Puis, la fonctionS définie par :

1 1
(a0 800) = | G n )
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3.3. Précalculs pour le modéld, multigroupe

FIGURE 3.7 — FonctiorE

permet de réécrir&, comme :

15aT*

Ey(aq, ) = mdod [S(ag, By vg+1) — S(ag, By, vg)] - (3.65)
q

En reprenant la définitior8(63 de z(u, v), on obtient :

1 zkT 1 hvoyg 4
p=—1_1- et = ,
By hvaoy (1= Bgp)? zkT

ce qui nous permet d’écrire :

hgu?’ag /lﬁ E(z)d

:ﬁqk?’T?’ - 2

S(a!b/qu V)

voyg _ hvay

avecu™ = 774 (1 = fBy) etut = (1 + Bq).
Finalement,S s'écrit sous la forme :

__wh) o rw)
S0 Bet) = G B T B0 — B
avec :
mT=(z
(1) =773/ %dz' oo
1

L'expression deE, ainsi développée fait interveniE définie par §.64) qui n'est pas explicite.
Cependant, on sait qu’elle est définie et infiniment déravabirR;" (et 3 fois dérivable en 0). Sa
valeur a l'origine ainsi que son comportement a I'infini soahnus. Des méthodes d’intégration
numérique pourraient étre considérées pour approcherfoeittion. Cependant, étant donné que
cette fonction apparait un nombre considérable de foisekga variations sont assez réguliéres,
il est préférable de I'approcher par une fonction de la forme

imax

(2) 2 &(2) = doo — exp(2) Z ;2.
1=0

(1]
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Les égalités :
=(0) =0,
71.4
Jim S6) =15
Z'(0) =0,
="(0) = 0,
=23)(0) = 2,

permettent de fixer les coefficierds,, dy, di, ds etds.

Les coefficients restants sont calculés au sens des moiadtés ¢voir Appendice 2). Pour des
raisons de co(t de calcul, mais aussi de précision, on tleise limiter @max = 6. La fonction
¢ s’écrit alors :

4 4 4 4 4
30 —
) ="o—e | o T 2 22—< 907T

B FE R R
Avec cette approximation d&, on déduit une approximation de:

7(n) ~ A(n) =n° /j @dz-

z

> 23+ dy2t + ds2® + dg28 | .

Etant donnée la forme dg la fonctionA est immédiatement donnée par :
4 3 4 2 4
il n - n T -1.3 3(,— -1
An)=—=mn>-1 — (B1(1) - F T— |1 — | - = d T —
() =" = 1) + = (E1(1) = Ei(n)) +e 45< +77+2> g€ W Hd(e —e)
+ dsn? (e +ne " — 2671) + dgn® (2" + 2ne™" + nle " — 5671) ,

ou la fonctionE; est la premiere exponentielle intégrale définie par :

[e%¢) e—xt
El(SC):/ ; dt.
1

Numériqguement, on approche cette fonction par les appetioms proposées par E. E. Allen,
note 169, MTAC 8, 240 (1954) épproximations for digital computede C. Hastings Jr, Prince-
ton Univ Press, 1955. (voir Appendice 2)

Une fois toutes les fonctions définies pour le calculile on peut de maniére similaire, décom-
poserky etk :

15aT*

“Fy(a,B) = Sop | S"( B.2) = S, B (3.67)
15aT* ., .
Pq(a,ﬁ):W[S (047571/2)—5(04,571/1)], (368)

ou les fonctionsS® et S* sont données par :

b e e T )
S(@Bv) = T BE T B AP <ﬁ2(1+ﬁ)2 ﬁ2(1—5)2>’

¢ () (o) P (ut) P (u) (1) 7' (1)
b =G aE T Ba-p (63(1 +6)? B —ﬁ>2> "

Les fonctionsr® etr* sont données par :

BA+p)  B(L-B)
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En utilisant la méme approximatighde =, on en déduit les approximations deet 7 :

4

4 2
by ~ Ab(r) =T (2 1) — 21 T 1
T'(n) 2 A(n) =55 (0" = 1) = e 4 (e —e)
7.(.4 772
+ %6_77 <1 +n+ §> + dynP (e +ne T — 271

+ dsn?(2e7" + 20T +Pe " — Be )
+ dgn? (6™ + 6me™" 4+ 3n%e T + nPe” — 16e7 1),
! 117

_ 2n, _ _
tn) ~ Al(n) =—(n —1) — ——npe L+ Zl(e=l — e
7 (n) (1) 15(77 ) a0 +3(e e
4

T 2y, ¢ 2 -n 0 4 2,0 -1
+%e (6+477+77)+?(?7—77)+d477(2e +2ne” M+ ne” T —be )
+ dsn(6e™ + 6me™" 4 30 + nPe — 16e7Y)

+ dgn(24e™ + 120%™ + 24ne™" + dnPe T + nte " — 65e7L).

On a ainsi donné une approximation 8g =< 7 >,, F;, =< QT >, etP; =< Q@ QT >,

en fonction des multiplicateurs, et 3,. Il reste a présent a inverser le systeries{) afin de
déterminer ces coefficients,, 3, en fonction du couple d’énergi&,, F,). Les fonctions étant trés
raides, la méthode classique de Newton pour I'inversiorodetfons non-linéaires ne convient pas.
On choisit d'utiliser une méthode de gradient & pas conshaitinlement, la méthode est prévue
pour déterminer le minimum (ou maximum) d’une fonctigrde R™ dansR par la recherche
du zéro de son gradientg. Or, cette méthode ne nécessite pas de connaitre la forpion
rechercher la racine de son gradient. On suppose ainsi gystiEme §.61) est le gradient d’une
certaine fonctiory. Ainsi si I'on noteG son gradient, il est défini de la maniére suivante :

¢=(Fien %)

pour approcher la solution d&.¢1). A chaque étape, la méthode du gradient consiste a déplacer
la solution courante dans la direction opposée du gradidintde la faire décroitre, soit :

Vi1 =Vo — pG(Vn),

ouV, = (g”
n

Gréace aux approximations explicites flg et I, obtenues précédemment, cet algorithme permet

de calculer numériquement les multiplicateurs de Lagranges,) pour un couple énergie-flux

(&4, F4) et ainsi le facteur d’anisotropig, correspondant.

) est le vecteur des inconnues a l'itératioet p est le pas de la méthode.

Cependant, cette méthode ne permet pas de les calculeradsngs cas, car certaines confi-
gurations particulierement raides posent des difficultéaériques. En particulier, cette méthode
ne permet pas de calculgt,, 3,) lorsque I'on impose une énergie trés grande dans un groupe de
fréquence étroit, ou au contraire, lorsque I'on met trés@énergie dans un groupe de fréquence
large. Un cas extréme par exemple ou le facteur d’anis@rdpil’ordre de 0.95 et I'énergie de
I'ordre dea1000* dans le groupe de fréquenfte 10'2] correspond a un coefficiept, de I'ordre
de 0.999999999. En effet, pour une température de00 K, ce groupe de fréquence comporte
moins de0.01 % de I'énergie totale de la Planckienne. Méme si en pratiquéets cas ne se
produisent que trés rarement, on utilise une autre méthodegalculer le facteur d’Eddington
x. On définit tout d’abord un critére pour décrireriideur du cas. On considére deux critéres
théoriques deaideur d'un cas :

D™ =(1-p4)z~0 ou DY = (1+ B4)z ~0,
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ou la variablez est donnée paB(63. Ces deux critéres correspondent exactement aux cg jou
devient trés proche deet ou la fréquence est trés petite devant la températdrec’est-a-dire
que I'on est loin du pic de la Planckienne donnée pat)( On introduit la variable :

hv
C_]{?_T7

qui servira a définir numériqguement si un cas est raide ou hon Bote(, = ((v,).
On teste le code sur un grand nombre de cas pour détermineuilq,s;,, pour lequel le cas est
considéré comme raide afin de choisir :

Cmin = Mmin (057 exp(pl +P2f)) >
avecf le facteur d’anisotropie et

p1 = 6.822178996548980,
p2 = —5.282761267696435.

Pour tous les groupes= [, v4+1] tels qued, 11 < (min, ON développe une nouvelle procédure
pour approcher le facteur d’Eddingtgn. Dans ces zones dites raides, on peut remplacer et
7! par leurs développements asymptotiques respectifis: en

7(2) == (c1 4+ c2ln(2)) 22 + o(2?),

~ = A2+ 23 + 0(23),

z=

(2) ~ =clz+ 234 o(2%),
z=0 2

3
=
—~
N
~—

oUcy, 2, ¢} etcl sont des constantes.

En effet, dans la définition des fonctiofsS? et St, les fonctionsr, 7° et r* sont évaluées e+
etD™.

En posantD = 2 on obtient alors les approximations suivantes pgug’ et St :

T
¢ 1+ 8y
S(Oéq’ﬁéby) ||ﬁW:1_ 5{1 |:621n<1—,8q>:| ’
, o 2¢9¢3
S (Oéq,ﬁq, V) ||5W:1 - ﬁq ’
\ o 202(3
S (aq7ﬂq7 V) ||5W:1 - /8q2 ’

A partir de ces approximations, on en déduit une expression | facteur d’anisotropie et pour
x dans ces zones :

F, 1 2
flog, By) = i = ﬁ_q - @7 (3.69)
_ I
X = W (3.70)

Ces développements asymptotiques donnent une approsindi facteur d’anisotropi¢ sans
dépendance em,. Puisque le facteur d’anisotropfeest fixe, il suffit d’inverser.69 pour obtenir
le multiplicateur 3, correspondant. De plus, on cherchgdans lintervalle]0, 1], il suffit alors
d'utiliser une méthode de dichotomie pour inverse6§).
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En pratique, on utilise cette approximation pour approdaesmleur du facteur d’Eddington
Xiim quand¢ = (,. Apres avoir observe le comportementyden fonction du groupe de fréquence
et du couple énergie-flugs,, 7,) dans les zones ol < (i, On décide d’approchey par un
polynéme de degré 4 :

X(€) = Co + C1¢ + Co? + 3¢ + Oyt

Cette approximation sera valide paUue [(y, Cmin)-
Pour déterminer les coefficient), ..., Cy, on se base sur les propriétés du facteur d’Eddington
et le développement asymptotique de celui-ci. On imposedesaintes :

X(Cq) = Xtim,
X' (&) =0, (3.71)
X”(gq) =0.

De plus, pour fermer le systéme, on impose :

X((mm) = Xmin,
X,(gmin) = Pmin,
oU xmin, €St la valeur dg calculée par la méthode du gradient sur le groupez,in] €t pmin €st

une valeur approchée de la pented®u pointz,,;,. On obtient alors pour tout groupe de la forme
(24, 2] @veCz < iy UNE @approximation dg grace a ce polynéme.

(3.72)

En résumé, la procédure de pré-calculs du facteur d’Edulingst la suivante :
¢ On se fixe un groupe de fréqueneg, v, 1].
e On se fixe un couple physiquement admissible Températatetiad'anisotropig,, f;)
pour en déduire le couple énergie-fl(&;, 7).
e On compare, amin. Deux possibilités :
1. Si Cq-‘rl > Cmin :
Oninverse le systeme (1) par la méthode du gradient en utilisant les approximations
de E,, I, et P, définies par$.69,(3.67) et (3.69.
2. Si(g+1 < Gmin - On calculey;;,, donne par 'approximation3(70) en¢ = ¢,. Puis,
on approchey par un polynéme de degré 3.8.2 a l'aide des contraintes3(71) et
(3.79.
Pour illustrer l'intérét de ces pré-calculs, on compareaedur d’Eddington gris et multi-
groupe. On se donne les quatre groupes de fréquence suivants

[ = [0;3.75.10%],

[va; v3] = [3.75.101; 7.5.10%),

[v3;vy] = [7.5.10;1.1019],

[va; v5]) = [1.10%6;6.109).

Puis on discrétise le facteur d’anisotropie a I'aidelde points. Dans le cas ou I'énergie est une

Planckienne, le maximum peut étre situé grace a la loi de \Wigrdonne une relation entre la
températurd” et la longueur d’'ondé (enum) :

AT = 2898.

Dans ce cas, la fréquence correspondant au maximum de lekiglane pourl” = 3020K est
Vmaz =~ 3.12.10'. La figure 3.8 représente le facteur d’Eddington pour chacun des groupes d
fréquence ainsi que le facteur gris en fonction du facteanidbtropie a’ = 3020K. On voit
bien, méme dans ce cas simple, gu'il y a des différencesfigigtives entre le facteur d’Eddington
multigroupe et le facteur gris et que I'approximation dutéac multigroupe par le facteur gris
n'est pas toujours adaptée.

v1; 2]
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FIGURE 3.8 — Comparaison des facteurs d’Eddington gris et mulligeoen fonction du facteur
d’'anisotropief

3.3.3 Pré-calcul des moyennes d’opacités

On a vu dans le paragraphie4.1que les moyennes d'opacités dans le modele multigroupe
sont données par :
<olB(T) >,

e __

9q = aﬁg ’

po = S0l >q (1.29
q E ?

q
angq =c <o, >,

De méme que pour le facteur d’Eddington, le code nécessitaliril de ces coefficients un
grand nombre de fois. On choisit alors de les pré-calculer po certain nombre de couples
Température-facteur d'anisotropié,, f,) donnés.

Dans les coefficients; et agj , 0N voit apparaitre l'intensité radiative Cependant, cette variable
cinétique n’est plus une inconnue du systeme. On rappelimales avantage du modéld; est
gue I'on peut approcher l'intensité radiatifgar la solutioriZ du probléme de minimisatior. (29
qui est positive J04]. Ainsi on aura :

< olB(T) >,

e

o, = —
q 4 )
a9q
a
UCLN<UVZ>‘1
q — E )

q
angq ~=c < 0,0T >,.

Pour calculer ces coefficients, on utilise la procéduredaténte pour calculer les, et 3, pour
le couple énergie-flux&,, F,) sont obtenus par la procédure décrite dans le paragraptédert
dédié au calcul du facteur d’Eddington.

On développe alors les expressionsofjest a{f :

Vg+1 27{' Vg+1 0
<oyl >4 = / / Z(p, v, g, By)dpdy = ?/ o(v)J"(v),

q
Vg+1

Vg+1
c<o QL >, = 27?/ ! / VUL (@, v, g, Bg)dpdy = 277/ o(v)J (v),

Vq
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3.3. Précalculs pour le modéld, multigroupe

avec :

1
J(v) = / T, vy g, By ),
~1

1
Jl(y) = / 1 :U‘I(iu’ v, O‘q, 5q)d/“1’
Numériquement, on approche les intégralést .J! par des quadratures. On considére par exem-
ple une méthode de point milieu. Puis pour calculer I'intdgren fréquence, on divise chaque
groupe de fréquende,; v4+1] €nn, bandes étroites de méme largeur:

[Vgi Vgt1] = U?:ql[’/é§ VéHL
afin de supposer que I'opacité d’absorptigh est constante sur chaque bande étroite. Ainsi on
peut écrire :

Nq

dmdy
<o,B >, ~ . ZO‘;Z-B(
i=1

n i i1
27 dy — 0 V;+Vé+
< opL >4 . Zag’iJ (T),
i=1

i i+1
Vg + Vg
2

)7

g . Vi + Vi-i—l
¢ < 080T >, ~ 2mdy ZJ;Z-J ().
i=1
On approche également l'intégrale de la Planckienne par :
drdy & vi 4 it
< B >,~ B(-+—%1).
o~ TS pT

=1

Finalement, les moyennes d'opacités sont approchées par :
n l/i+l/i+1
Z¢:q1 Ug,@'B( )

e~ 2

7 n yiyitl
>iti B(=-5—)
2ndy oovatrd!
0% ~ FCV i=1 UZJJ ( : 2q ) (3.73)
- 7
q £
n 1 Vi+Vi+1
e 2rdv Y, ol (=)
q — Fq

Dans le cas ou le flu¥, est nul, on approche I’opacité,f par sa limite :
<0,0rB >,
=01 <OrB >,

Dans ce cas, les intégrales sont également approchées par :

i i+1
Vg + Vg

Arrdy &
S o 0rB) (),
i=1

C

< US@TB >q

Ng

4rdy
< OpB >4~ ”C S (@rB)(
i=1

) -
Vé —{—I/(Z]—’—
2 )
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Dans le paragraphe précédent, on a vu que dans certainsgéssgides le calcul des multi-
plicateurs de Lagrange par la méthode du gradient n’estuasible numériquement. Dans ces
cas particuliers ou I'énergie imposée dans le groupe deidrézp est trés grande devant la taille
du groupe, le facteur d’Eddington est approché a I'aide déwveloppement asymptotique. Ainsi,
quand le facteur d’anisotropig, s’approche dd dans un petit groupe de fréquence, on choisit
d’utiliser une approximation linéaire pour les moyenneaspdcité. On note tout d'aborf;,,,, le
plus grand facteur d’anisotropie pour lequel les multgtiéeirs de Lagrange sont calculables par
la méthode du gradient. On suppose que les opacités moysanesalculées par3(73 pour

fq < fiim- Puis, pour calculer les moyennes d'opacitéfgn + k df, df étant le pas de discreéti-
sation du facteur d’anisotropie, on considére les deuxtpdiiinterpolationf;,, + (k — 1) df et
fiim + (k — 2) df pour lesquels les opacités sont déja calculées.

En résumé, la procédure de pré-calculs des moyennes dépasi la suivante :
e On se fixe un couple physiquement admissible Températatetiad'anisotropid,, f;)
pour en déduire le couple énergie-fli,;, 7).
e On se fixe un groupe de fréqueneg, v41].
e On compare, 1 a(min :
1. SiCgr1 > Cmin -
Aprés avoir inversé le systémé.61) par la méthode du gradient, on subdivise le
groupe de fréguence en bandes étroites pour approcher les moyennes d’'opacités
par (3.73.
2. SiCg+1 < Gmin - On suppose que les opacités moyennes Ppet fiin, et fo = fiim — df
sont approchées p&i.(3. Pourf, > fi,, les opacités sont alors approchées progres-
sivement par interpolation linéaire basée sur les dewurslerécédentes.
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Equations et schémas numériques pour
la radiothérapie

4.1 Geénéralités sur la radiothérapie et modele utilisé

On désigne par radiothérapie le traitement des cancerdresaualadies utilisant un certain
type de rayonnement. Le rayonnement ionisant dépose derdiéndans les cellules de la zone
traitée afin de les détruire ou les affaiblir. Dans ce butnéslecins cherchent a déterminer les
parameétres optimaux du rayon incident pour détruire la turee minimisant les dommages sur
les cellules saines avoisinantes. Il faut ainsi prévoiosedde rayonnement optimale dans le corps
du patient avant de commencer le traitement. Pour les siimgade radiothérapie, les données
utilisées sont des coupes en dimension deux de scanner®@p\fter tomography) qui décrivent
la densité des tissus.

La radiothérapie est une application du transfert radtif'on considére des parameétres
physiques particuliers. On introduit tout d’abord I'éqaoatstationnaire de transport de Boltzmann
linéarisée :

QVU(x,e,Q) :/ / p(x)o(e, e, Q. Q) (z, &, Q)dY de’
0 S2

—/ / p(z)o(e,e,Q0.0)U(x,e,Q)dY de’,
0 S2

ou ¢ est I'énergie de la particule; est le noyau decatteringet p est la densité de la matiére.
Linconnue est caractérisée p&(z,e, Q) = |v(e)|f(x,e,Q) ou f est la densité d’électrons dans
I'espace des phases:ela vitesse des particules.

Ici, les particules considérées sont les électrons. Ormu@tcontrairement au transfert radiatif, le
systeme ne dépend pas du temps mais de I'énergie de la farties interactions considérées
dans ce modéle sont $eatteringélastique qui modifie la direction de I'électron sans peidaer-
gie et lescatteringinélastique dans lequel un électron vient exciter un auéetrén lié qui de ce
fait se sépare de I'atome auquel il appartient. Une des igtégrde la radiothérapie est la faible
déviation angulaire des électrons. Plus précisémersgdéeringdevient trés important lorsque
'angle de dispersioros(u) = Q.Q' s'approche de 1. En plus de cette propriétésdattering
inélastique engendre de faibles pertes d’énergie. Poudmesn compte ce comportement et les

115



CHAPITRE 4. EQUATIONS ET SCHEMAS NUMERIQUES POUR LA RADIOTHERAPIE

propriétés spécifiques de la radiothérapie, deux dévelppts asymptotiques sont utilisés : le
Continuous Slowing Down (CSD) et Fokker-Planck.

Pour tenir compte de la faible perte d'énergie, aprés une ritéchelle de I'’énergie et un
développement asymptotique, on obtient I'équation CSD :

QOVY(2,6,Q) = p(z) /52 (e, Y.V (x,e,Q)dQ — p(x) /52 (g, 0.0 (z,e,Q)dY

+8€ (SM(CC,E)\I’(I,e, Q)) ’ (41)

ou :
a(a,Q.Q’):/ o(e,e,Q.0)de, 4.2)
0

est le coefficient de section efficace et
Sy(z,e) = p(x)/ / go(e,e,0.0)de'dY = p(x)S(e), (4.3)
sz Jo

est le pouvoir d’arrét qui représente la perte d’énergiee’particule par unité de libre parcours.
Il décrit ainsi la vitesse a laquelle la particule se dépktcgarréte dans la matiére.

Sil'on prend en compte le faible angle de dispersion, apnésnaise a I'échelle du noyau de
scattering une analyse asymptotique conduit a I'équation de FoklaareR :

QVU(x,e,Q) = Tinr(x,6)AqVU(x,e,Q) + 0: (S (z,e)¥(x,2,Q)), (4.4)

ol T3, est le coefficient de transpoi§,, est le pouvoir d'arrét e\, est I'opérateur de Laplace
sur la sphére unité.
Avec ces quantités physiques, on peut définir la variablgétét en radiothérapie appelée dose :

D(x) = ﬁ /000 Sz, e) /52 U(z,e,Q)dQde, (4.5)

qui représente la quantité d'énergie déposée dans la matier

Jusqu’a présent, les calculs de doses cliniques reposetésunodéles semi-empiriques. lls sont
basés sur des solutions explicites de rayonnement dangdeggies simplifiées (voir par exem-
ple la théorie uni-dimensionnelle de Fermi-Eygeg]]. Ces solutions explicites sont combinées
avec des données expérimentales pour calculer la doseagardéntral (voir par exemplé]]).
Malgré de nombreuses améliorations de la théorie de FenyggsEen incluant par exemple des
termes de correction/p, 77, 4, 99|, elle produit des erreurs allant jusqu'a 12 % dans les inho-
mogénéitésd?)].

Actuellement, des codes basés sur des méthodes staistigudonte Carlo commencent a étre
introduits dans le milieu hospitalieP9, 36, 100. Ces méthodes consistent a suivre I'évolution
d’'une particule qui peut aléatoirement étre transportées ¢ matiére et interagir avec celle-ci.
Si le nombre de particules considérées est suffisamment,demnquantités macroscopiques peu-
vent étre approchées en moyennant les parcours simulés, smmeéthodes de Monte Carlo sont
trés précises et peuvent traiter des géométries totalesnlgittaires sans perte de précision. Bien
gu’'elles soient les méthodes les plus précises pour leladdedose, leur colt de calcul reste pro-
hibitif pour leur utilisation en milieu hospitalier.

Une approche différente est basée sur des méthodes déstesipour I'équation de transport de
Boltzmann linéarisée. En principe, leurs solutions somgarables aux solutions Monte Carlo.
Dans P1], Borgers affirme que sous certaines conditions, les méthdéterministes pourraient
rivaliser avec les simulations Monte Carlo. Récemment, aidsuls de dose pour des cas-test
cliniques en dimension trois ont été réalisés avec le codmidal Attila [11(]. Des résultats de
précision comparable aux simulations Monte Carlo ont étérals avec des temps de calcul tres
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prometteurs. Une autre discrétisation de I'équation despart de type éléments finis a également
été proposée dani(].

Dans ce travail, on s’intéresse aux modéles aux momentsasiritat intéressant est que I'on

obtient le méme modéle aux moments pour les deux équatioBs(€9H et Fokker-Planck4.4)
(voir annexe pour les calculs détaillés). On définit lesstmemiers moments de par :

\Ifo(x,g):/ U (z,e,Q)dQ,

52

\Ill(w,g):/ QU (z,e,Q)dQ,
S2

\1/2(;5,5):/ Q@ QU(z,e,Q)dS.
52

Comme¥? et ¥'! sont les moments d’une fonction de distribution positil&dbivent appartenir
a I'espace des états admissibles suivant :

LY (4.6)

Ag = {1(9°, @) e R, 00 > 0, 5 <

ou ||| est la norme Euclidienne usuelle.
Le modele aux deux premiers moments est ainsi donné par :

{Wl — 0. (Sy 1), @7

VU2 =2 - T @ 4 0. (S ¥') .

Puis, de la méme maniére que pour le mod&ledu transfert radiatif, on choisit de fermer ce
systeme4.7) suivant le principe de minimisation de I'entropie. Ainsimodéle)M; pour la radio-
thérapie s’écrit :

d-(pSTY) —v.w! =0,

1 LA 1 (4.8)
9:(pST") — V-De(@)‘l’ =pT'¥,
ou D, est le tenseur d’Eddington défini par.£0 ou I'on remplaceFy par ¥! et f par”‘é’—é”.

Ce systéme4.8) avec une densitg et un pouvoir d'arrétS constants est hyperbolique pour tout
(U9, wl) dans 'ensembled, [88]. Les fonctions positives, (x, ) et Ti.(x, £) sont déterminées
par la nature des particules et de la matiére. On supposeoquedut réécrireS; etT;,; comme

le produit de la densité de la matigrex) et d'une fonction dépendant de I'énergie :

Su(x,€) = p(x)5(e), et Tiu(x,e) = p(x)T(e). (4.9)

Dans toute cette étude, on suppose que les tissus sont aégngieau avec une densité variable.
Cette premiere approximation, relativement bonne, estllessiable en I'absence de données sup-
plémentaires sur le CT scanner. On précise que les défimitlea fonctionsS(e) et p(x) seront
données plus loin en fonction des simulations numériquesidérées.
On suppose ici, en accord avec la physique, gu'il 'y a au@angcule quand I'énergie est arbi-
trairement grande :

lim ¥0(x,¢) =0, lim ¥!(x,e) = 0. (4.10)

E—0OQ E—0OQ
En pratique, cette propriété est approchée de la faconrgaiva

UO(x, Emaz) = 0 > 0, Ul (x, epmaz) = 0, (4.11)

oU &, €St un choix pertinent de I'’énergie maximale du systemedisigne une énergie tres
petite.
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Le systéme4.8) est alors complété par une condition de type Cauchy dor8id®n interpréte
I'énergiec comme un temps mathématique, la condition initiale est dmmnée pout = €44
Avec toutes ces définitions, le probléme de Cauchy pour ledheod.9) défini pourx € R? et
e € [0; Emaz] €St dOnné par :

0-(pSUY) —v.w! =0,
X 2R X (4.12)
0:(pSW7) = V.De(35) 0" = pT7,

avec la condition :
\Ifo(x7 Emaz) = 0, \Ill(x, Emaz) = 0.

Il est prouvé dans/[l] que ce systeme hyperbolique a la bonne limite de transpatares (6],

gu'il reproduit bien la limite de I'équation cinétique. Ottend également de ce modéle qu'l
préserve la positivité dé".

De nombreuses méthodes numériques ont été développéetadaigsature pour les systemes
hyperboliques de lois de conservation et en particulielqyas unes sont détaillées pour différents
modéles dansop, 64, 24, 25, 26, 14, 15, 19, 66]. Ces schémas peuvent étre appliqués au modéle
M (4.12) pour des cas ou la densité présente de petites variatioms. tte étude, on s'intéresse

a une méthode de type volumes finis capable de gérer de laaigations de la densité. En effet,
dans le systeme4(9), le flux dépend explicitement de la densijtéx), ce qui pose de grandes
difficultés numériques. De plus, cette densité peut varigeglusieurs ordres de grandeurs, allant
par exemple de ~ 1 (eau) ap ~ 103 (air). Une discrétisation naive de ce systéme consiste a
séparer la dérivée en énergie de la maniére suivante :

ae(pS\IIO) = pS@E\IIO + \IIOaE(pS)a

pour réécrire le systémé.g) en dimension un sous la forme :

.00 = piS (0,0 — 0:(p9)) ,
1 (4.13)
00 = — (0:(VOx (T /90)) + T (pT — 8:(pS))) -

pS

La présence de la densjér) devant la dérivée du flux peut engendrer des difficultés niguneés
quandp est discontinue. Si I'on considere une discrétisationstlge, les pas de temps peuvent
devenir trés petits et les calculs trés longs. Pour surmaetée difficulté, on développe une tech-
nigue spécifiqgue capable de gérer ce flux qui dépend fortedeeldspace. Plusieurs auteurs ont
travaillé sur des méthodes numériques pour des lois de matism présentant des flux disconti-
nus. L'article [L11] par exemple, passe en revue un grand nombre de ces méthadies.ici est
nouvelle dans le sens ou I'on profite de la structure spéeifitps coefficients discontinus pour
faire des transformations sur les variables initiales.

Dans un premier paragraphe, on considére le modéle en 1Dmtroduit une transformation
capable de gérer le pouvoir d’arrét. En effet, on remarqeelguensité(x) et la fonctionS(e)
déforment I'espace des phasesd), ce qui rend I'approximation numérique difficile. On sug-
gére alors un changement de variables judicieux afin desseirdespace des phases. Le schéma
numérique obtenu est ainsi trés précis et peu codteux, nedsmet pas d'extension directe en
2D. Dans le paragraph& 2.2 on reformule alors cette méthode unidimensionnelle polelig
admette une extension directe en 2D. Des résultats de game® et quelques comparaisons il-
lustrent dans le paragraphel les performances de ce schéma et justifient son extensioB.en 2
Le paragraphé.2.3est consacré a la présentation de la procédure numérique.dririalement
quelques résultats de convergence et des cas-tests pg/gigaront aussi présentés ainsi que dans
le paragraph&.2. On précise que ce travail a fait I'objet d’'une publicatids][
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4.2 Schémas numériques

4.2.1 Méthode avec changement de variables en 1D

On considére le systéme suivant :

0-(pST°) — 9, %! =0,
1

s
o.(pSU") - ), <w0x<@>) _ T,

(4.14)

ol la solution(¥°, W'!) est dans I'espace des états admissiblesléfini par ¢.6).
Dans un premier temps, on s'intéresse au systeme homogsoeéaa ¢.14) que l'on écrit
sous forme condensée par :
0-(pSU) — 0, F(U) =0, (4.15)

ouU = (¥°, w17 est le vecteur des inconnues datset le flux F' est défini par :
F(U) = (U1, 80 (vt /u0)T. (4.16)

L'idée est de faire un changement de variables darisb( qui peut conduire a un systéme n'im-
pliguant pas(z) et S(e) dans I'opérateur de dérivée en énergie. Ensuite, le sysbtéteau est
discrétisé par un schéma HLLE(] (voir aussi P2, 103).

Dans un second temps, on applique I'idée du schéma &Hyimptotic preservingéveloppé dans
le chapitre3 pour le modéleV/; du transfert radiatif afin de prendre en compte le terme sourc

Schéma numérique pour le systeme homogene

Pour se concentrer sur le réle des fonctipfig) et.S(¢), on considére le systtme homogéne
(4.19. Puisque la densitg(x) peut présenter de larges variations voire méme étre discenet
ainsi engendrer des difficultés numérigues, I'idée estrdituire un changement de variables afin
de I'éliminer de la dérivée en énergie.

Pour cela, on commence par s’affranchir du pouvoir d'aff@ét) dans la dérivée en énergie, on
pose :

U(z,e) =S(E)U(x,¢), (4.17)

pour réécrire le systemé.(L5 sous la forme :

50.(p¥°) — 8, ! =0,

Puis, comme la densité est strictement positive et ne dépasde I'énergie, on peut diviser le
systeme4.18 parp et ainsi écrire :

~ 1 ~
S0, 00 — ;axqﬂ =0,

T A
So. vt — ;agg(xpox ( ) ) =0.

PO
On définit a présent la fonctioh: R* — R par :
19
1
E(e) = ——dt,
=] 5
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qui est bien définie caf est strictement positive. Comme le pouvoir d'arrét est wretion
positive, I'applications : ¢ — £(g) est clairement croissante et peut donc étre utilisée comme
changement de variable pour définir :

Uz, é(e)) = Uz, e). (4.19)
La dérivée en énergie s'écrit alors :

S(€)0-U(x,e) = 0:U(x,€).

En conséquence, le systéme 1) se réécrit de fagon équivalente :

900 (2, 8) — — 9,0 (2,8) = 0,
(5,6) = 500! (,2) o
_ 1 _ Ul(z, &) '
5\1]1 °) — ——= 0z \IIO 3 = : = U
00 0.8 = s0n (Wt (o)) =0
Puis, on utilise la méme approche pour la densité). On pose tout d’abord :
50(:6):/ p(t)dt. (4.22)
0

Comme la densité est une fonction strictement positivegriatfon définie pai : RT — R™ est
croissante et permet donc de définir un changement de \esidblla fagon suivante :

U(z, &) = Uz, é). (4.22)
La dérivée en espace s'écrit alors :
1 _ ~
—8,U(z,¢) = 8;U(&, €), 4.23
V@8 = 0:0(,9) (4.23)

et le systéme4.20) devient :

0:9%(%,8) — 0; U1 (z,8) = 0,

S -0, . [9Y(z,8) (4.24)
85‘1’1($,6) — 652 (llfo(x,s)x (\ifo(;ﬁ,é)>> =0.

Les valeurs propres de ce systéme sont comprises -emtet2.
Pour alléger les notations, le systéme de lois de conservéiti24) est réécrit sous forme conden-
sée:

0:U — 9;F(U) =0, (4.25)

ou le flux F" est défini par4.16).
Pour résumer les changements de variablek/, (4.19 et (4.22), on a I'égalité suivante :

S(e)U(x,e) = U(, ). (4.26)
Pour discrétiser le systemé.(5 sur l'intervalle [0; /], on choisit d’approcher4(25 en consi-

dérant un maillage uniforme pour les variablgss). Pour un intervalle fixé0; 23], en lui appli-
quant le changement de variabfeZ1), on obtient un intervallg0; z,,] avec :

Fap = ) = /0 ot
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Sur cet intervalld0; z 5], on construit un maillage uniforme en notant :

- z L
1 = 1AT avec AT = - M pour0 < i < imax
ZJrz imaz’ ’

olimaz est le nombre de mailles 2}, 1 est I'interface entre les celluleset: + 1.

Si on note les mailles\t; = [, 1 T ] I'intervalle [0; Z5/] se décompose de la maniéere sui-
vante :

_ imax ~
M= | M. (4.27)
=1
A partir de ce maillageM, on obtient un maillage non-uniform#t pour discrétiser I'intervalle
[0; .%'M] .

[un

Tl =37 (Fi41), (4.28)

ouz~! est la fonction inverse de la fonctiandéfinie par ¢.21).

Les maillesM; forment une partition dé0; z/] : U™ M; = [0; x5, mais lincrément
Tip1 —x;_1nesten général pas constant.
On peut a présent écrire un schéma HLL rétrograde pour lérags{.25 muni de la donnée de
Cauchy W (x, €4z ) = 0, ¥ (X, £mae) = 0 sur le maillage uniformg\ 1. On introduit également
un second maillage uniform& = pA¢ en énergie.

On suppose ainsi connue une approximation constante paemo/" (21, z) pour une

énergiezPt! définie par :

N

Uk, z) = 0P si e M.
On fait évoluer cette solution en énergie pour obtenir urmcafbmationﬁf al'énergiesP. On
obtient alors le schéma HLL rétrograde :

o = grt - 2E (fp“ J—“p+1> (4.29)
Az \7i+3 i~3

ou le flux numériqueF est donné par :
Fot = S (R@Y + PO - 5 (08 - 07,

D’aprés [/0] (voir aussi P2, 103, 86, 60]), le pas d’énergie\¢ est restreint par la condition CFL
suivante :

AT
A < 4.30
S — (4.30)
oU M\naz €St le module de la plus grande valeur propre. Ici, compg, < 2, on prendraAé <

A%z /4.
Une fois que I'on a discrétisé le systemedH), I'idée est d'obtenir directement un schéma dans
le jeu de variables initiales grace a la relatiér@) :

A€
p+1 p+1 p+1
S(ep)UP = S(epi1) <U ~ (J—"H_ ]—"i_%>> , (4.31)

avec

7= g (Forh e rozh) - (o o)

Précisons que la discrétisation en variables initigles) n’est pas uniforme dés lors qupen’est
pas constante. Les variables initiales sont donc diséegtipar un maillage non uniforme. Le pas
d’énergie n'est quant a lui pas modifié par rapport au schémiz snaillage uniforme.

Pour conclure la description du schéma en dimension un paystéme homogéné.( 5, le
lemme suivant donne les hypothéses requises pour assuobuktesse de ce schéma :
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Lemme 4.2.1.SoitUierl dans I'espaced; pourl < i < imax. On suppose que le vecteur d'états
o+l 5y zp+1 A i )

UPT aert! est donné par4.31). Alors, sous la condition CFL4(30), U? est dans I'espacel;
pourl < < imax.

Démonstration.On suppose qué’l?erl est dans I'espacd; pour toutl < i < ¢max. On a donc
les deux relations suivantes :

1

(v

2

(W]

WO >0 et <1.

D’aprés la relation4.26), on déduit immédiatement :
T,0\p+1 1 0yp+1 T, 1\p+1 1 1\p+1
(N7 = S (Eh); et (UHyT =SEThHEhHyT.
Comme le pouvoir d’arrét est une fonction positive, on a édations :

5 1\p+1

5,0\p+1 ‘(\p )z ‘

(WO >0 et G
(]

ce qui implique qué]*ierl est dans4; pour toutl < ¢ < imazx.

D’apreés [0, 27], sous la condition CFL4.30), les étatsﬁf appartiennent a I'ensemblé; pour
1 <i < imaz, dés queﬁipJrl € A; pourl < i < imaxz.

Finalement, a partir des relations Z6) et par positivité de la fonctiofs, on déduit que sli7f e A,
alorsUf’ € Aj, ce qui conclut la démonstration. O

<1,

Discrétisation du terme source

On s'intéresse a présent a la discrétisation du systemetau@e source. Dans le jeu de
variables modifiées, le systéme initidl {4) peut se réécrire :

0:0°(z,8) — 9; W' (2,8) = 0,
0-01(7,2) — 0; (@0(5575))( (M)) P50, (4.32)

WO(%, €)
ol le changement de variables46) et la définition del” (4.9) donnent :
T(E(e)) =T(e). (4.33)

Pour discrétiser le terme source, on utilise la méthodeldgpée dansi9] que I'on a également
utilisée pour discrétiser le modéld; du transfert radiatif dans le paragraphé.4 On obtient
alors le schéma :

o A /- N 1—a).-
oy =07 - o <ﬁ?’f§ - ) r2aslotlar, (4.34)
ou
2
T A

et la forme discréte du terme sourcg’™" est donnée par :

sptt _ (0
i (@1)?+1Tp+1 :
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Reference

25—

g0

I 4 1 1 |
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07 08 03 1

05

FIGURE 4.1 — Solution¥’® du probléme de Rieman# (6 : solution de référence (trait plein) et
approchée par le schéntal L., (pointillés)

En utilisant les relations4(26) et (4.33, on obtient un schéma pour les variables initiales

(z,€):

AE 1 — aPt!
ﬂ%ﬂfzsgﬁg(wﬁP—Zéaﬂﬁg—Jf?>+2m¥-ﬁ%—5ﬁﬂ>, (4.35)

avec

0 2
yrtl — — ,
i ((‘Ifl)f—HTerl) et o 2+ A7

Ce schéma est no# L L., ou l'indice cv signifie changement de variables.

Test de validation

Afin de valider ce schéma numérique, on réalise plusieurtesis.
Le premier cas-test est dédié a I'approximation d’'un pnoleléle Riemann pour(32). La don-
née initiale est composée de deux états constants séparaésepdiscontinuité em = 0.5 sur
I'intervalle [0;1] :

0.5 si0<xz<0.5,

Ul(z, e =0. 4.36
3  sil>z>0.5, (&, Emaz) (4.36)

U0z, epmaz) = {

Pour cette expérience, on considére qu'il n'y a pas de teauees et donc qué'(¢) = 0. De plus,
on suppose que le pouvoir d'arrét est constgat) = 1, et on impose une densité discontinue :

1 siz < 0.3,
p(r) =4¢0.01 si0.3<z<0.5, (4.37)
1 siz > 0.5,

Sur la figured.1, la solution donnée par le schémia. L., est comparée a la solution de référence
sur le domaind0; 1] discrétisé par 256 cellules. On compare la solution apg®gt avec la
solution de référence qui est la solution exacte du probérRieimann. On observe que cette ap-
proximation est assez bonne et correspond bien a ce quedigrafiendre d’un schéma HLL (voir
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[103 22]). En fait, la principale difficulté de cette expérience pemt de la densité discontinue.
Comme prévu, le schéma gére correctement ces disconsirlatés la définition de I'énergie.

Dans le paragraphe suivant, les résultats de ce cas-test semparés avec ceux d’une autre
méthode et des améliorations de la convergence numériquiet skiétaillées.

4.2.2 Meéthode avec projections en 1D

Dans le paragraphe précédent, on a développé une méthodégsigéau modele4.8) en
dimension un basée sur des changements de variables pextiG¥ace a ces changements de
variables, le schémal (32 a pour principal avantage d'étre indépendant des disugitds de la
fonction de densit@(x). Le schéma est ainsi trés pratique et donne une bonne apyation de
la solution.

L'objectif est & présent d’étendre cette méthode au casnbiasionnel. En effet, il n’existe
alors plus de changement de variables global pour faireadi$jpep dans le cas général. On re-
marque qu’en remplagant la dérivée partielle par un opérains ¢.23, une telle transformation
n'existe pas en général. Dans un premier temps, 'idée estadiifier le schémad(35 pour con-
sidérer un changement de variablesal et ainsi permettre une extension simple en dimension
deux.

Dans le schéma précéderit{5), le maillageM était uniforme pour les variables modifiées.
Puis a partir des nceuds, 1, on a obtenu un maillage non-uniforme pour les variables initiales.
2

Dans le schéma modifié, les deux maiIIansetM sont uniformes. Par conséquent, les nceuds
T 1ne seront plus liés par la relation.21) et on aura en général :

Tip1 # 55(%‘%)'

Dans ce paragraphe, on développe une technique de projectio passer de I'un a l'autre.
Pour commencer, on définit les deux maillagelset M. .
SoientAx et Az, les largeurs respectives de deux cellules des maillAges M telles que :

. T M
T 1= 1Az avec Az = - ,
2 imazx

A~ - Xz
1AT avec Az = M,

Tivd =

Mi:[mi—%;mi—l—%] et MZ'Z[@
Les centres des cellule$st; et M; sont notés:; et ;. Les maillesM; et M; forment alors une
partition des intervallef); z /] et[0; Z,/] :

imaz imax

U Mi=[0;za]) et [ Mi=[0;n]
=1 =1

A chaque énergie?*!, on suppose connu le vecteur des é[@{’éLl sur le maillageM. Pour
calculer I'approximation de la solutiai/;” )1 <i<imas €NeP a partir de la solutiome“)lgiSimm,
on utilise le schémad(34) sur le maillageM. Il faut donc déterminet’” " sur le maillageM.
Le but & présent est de définir une procédure de projectidoigude pour passer def a M et
ainsi pouvoir évaluefff’“. Afin que le schéma reste conservatif, la projection doiteggant étre
conservative.
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FIGURE 4.2 — Etapes de projection en dimension un

On introduit un troisiéme maillage non uniforripour discrétiser le domainé; «,,| dont les
nceuds;, 1 sont définis par :
2

-1/~
£i+% =z (%Jré)a

et ouz~! est le changement inverse @elonné par4.21).

Le centre de la cellule; = [5%%?5@4%] est noté&; .
Ce maillage= coincide exactement avec le maillage non-uniforviedéfini par ¢.28 dans la
méthode avec changement de variables. On voit facilemergida solution est connue sur chaque
cellule du maillagez, on peut appliquer le schémé 84)-(4.35 en utilisant les maillages et M.

On définit ensuite la projectipﬁ qui projette la solutiort/, définie sur le maillagé, en une
fonction constante par morcealixsur le maillageM :

imaz meg=; N M;)

(MUY = S(P) > apUf, et ap= mes i) (4.38)
k=1 v

ou le coefficienti; ;, est le rapport des longueurs des cellldigs) M, et M; (voir figure4.2).

En fait, on remarque qug .4 a; Uy, correspond & la projection du vectdif sur la cellule=;.
En effet, I'application directe du changement de varialpfe86) S(e)U(x,<) = U(, &) sur ce
vecteur donne exactement la projection définie peid).

De plus, la projectiorﬁ est conservative. En effet, polr< ¢ < imax fixé, par définition de
a;r > 0,0na:

imax

> ag=1.
k=1
Ainsi :
imax imax [imax
P __ ~ P
PIED DI E
=1 =1 k=1

ce qui montre la conservation de
Inversement, la projection qui donbesur le maillageM a partir de la solutiof/, définie sur
le maillageM, est donnée par :

- 1 megM;, NE;)
p __ . p L, —
()} = 5 =) > anUf, et ap= med=)) (4.39)
k=1
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Cette projectiodI est également conservative car on a :

imax _ imax [imax ~

o= (S at).
=1 =1 k=1

Pour terminer l'introduction de ces projectioHset IT , on remarque qu’elles ne commutent pas

en général II(IIU) # II(I1U).

Grace aux projections définies ci-dessus, on peut mettrdage pne procédure numérique
pour calculeU?)1<;<imaqs @ partir de(Uf“)ogigimm. En supposant que la SOlUtiQUf+1)1§i§imax
est connue sur le maillaget acP+1, le schéma numérique peut se résumer de la maniére suivante :

1. AlénergiesP™!, la solution(Uf“)lgigimm, définie sur le maillage\, est projetée sur le
maillage M grace a I'opérateut pour obtenir(UZ.pH)19-9,7%m :

Urtt = mu)Ptt pour 1 < i < imax.

2. Onapplique le schéma.(34) pour obtenir la solution approchééff)lgigimm sur le maillage
M aeP.

3. Puis la squtior(Uf)lgigimaw sur le maillageM est reprojetée sur le maillage initialt
grace a l'opérateur de projectidh:

Uf=1u)y pourl < i < imax.

Pour clarifier les notations dans la suite, on appelle cettequlure numériquet(34) 5-(4.39y;.
Le lemme suivant donne les hypothéses requises pour atsuobustesse de ce schéma.

Lemme 4.2.2. Soit Uf“ dans I'espaced; pour1l < i < imaxz. On suppose que la solution
U? est donnée par la procédure numériqées?);-(4.39y;. Alors, sous la condition CFL4(30),
pour toutl < i < émaz, U} est dans I'espacel; .

Démonstration.L'étape de projectiodl est une combinaison convexe des vectéq?i‘»‘l. Ainsi,
dés queUg”le € Ap pour toutl < i < imaz, les vecteurs projetéé’fJrl sont toujours dans
'espaceA; qui est convexe. D'aprés(], le schéma HLL {.34) préserve les états admissibles
sous la condition CFL4 30 si le cdne est assez ouvert. On en déduit(ﬁzﬁest dans I'espacd;
pour toutl <7 < imax.

Finalement, la reprojection de la solution sur le maillage qui consiste en une combinaison
convexe d'éléments dé?, préserve’? dans 'espace des états admissibles. Ilest dansd;
pour toutl < ¢ < imazx, ce qui conclut la démonstration. O

Ce schéma incluant des étapes de projection sera appgle.,,, ou l'indice cvp signifie
changement de variables avec projections.

Pour valider le schémat (34)-(4.39y;, on s'intéresse au probleme de Riemarsf) ou la
densitép et le pouvoir d’arrétS sont définis par4.37). Sur la figure4.3, on compare les résultats
donnés par ce schéma d’ordre un et d’ordre deux sur le dorftaitjediscrétisé par 256 cellules.
Le schéma d’ordre deux est obtenu en appliquant la méthaddatd MUSCL (voir {2, 13, 86,
109) : une fois que la solution est projetée sur le maillagg on effectue une reconstruction
polynomiale de la solutio” que I'on utilise & chaque interface pour le calcul des fluxirRéwiter
des pentes trop importantes lors de cette reconstructigngmiale, on considére ici les limiteurs
de pente minmod et Van Leer.
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0

FIGURE 4.3 — Solution du probleme de Riemann pour le schéhial ., d'ordre un, le schéma
HLL,,, dordre un et le schém& LL.,, d'ordre deux avec les limiteurs minmod et Van Leer.

Dans le tableay.1, on compare les erreurs’, L? et L> de ces schémas pour différents maillages.
On remarque tout d’abord que le schéma d’ordre un avec piajscdonne approximativement
la méme erreur que le schéma sans projection en considéantfdis plus de cellules. C'est
pourquoi leurs ordres de convergence sont similaires. D& ph voit que la correction MUSCL
sur le schéemd! L L., permet d’obtenir des résultats légerement meilleurs qeeHémald L L.,
d’ordre un. Cependant, a cause des étapes de projecti¢ami&éhore que sensiblement I'ordre de
convergence du schental L.,,.

Cet exemple permet de valider I'approcHd. L., pour I'étendre ensuite au cas bidimensionnel
dans le paragraphe suivant.

4.2.3 Méthode avec projections en dimension 2

Dans ce paragraphe, on propose une extension en dimensigrddeschémad LL.,, pour
approcher la solution du modélé.§). Pour alléger les notations, on écrit le modéle sous ladorm
condensée :

0.(pSU) — 8, F(U) — 8,G(U) = 2(U), (4.40)

oulU = (0, vl wl)T estle vecteur des inconnues dahiset les fluxF” et G sont définis par :

v v
1—x  3x-—-1 3x —1
\IIO \Ill 2 0 \pl\pl
3x —1 - X x—1
0 \1,1\1,1 \I’O \1]1 2
TR TR
(4.412)
Le terme sourc& est donné par :
S(U) = (0, pT,, pT,)" . (4.42)

Pour cette extension en 2D sur des maillages cartésiensg, i@aNser un splitting en direction. On
consideére tout d’abord le systéeme dans la direction

8.pSU — 0, F(U) = 0, (4.43)
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Méthode | nombre de|| erreurL®> erreurl.? erreur! ordre
cellules
32 0.5596 0.2065 0.1390
64 0.4812 0.1585 | 9.602110~2 | 0.5339
HLL,, 128 0.4214 0.1186 | 6.104010~2 | 0.6536
1¢" ordre 256 0.3907 | 8.556810~2 | 3.8265102 | 0.6737
512 0.3971 | 6.234810~2 | 2.375110~2 | 0.6881
1024 0.3911 | 4.270210~2 | 1.388410~2 | 0.7746
2048 0.3455 | 2.72461072 | 7.48481073 | 0.8914
32 0.6553 0.2438 0.1908
64 0.5620 0.2002 0.1468 | 0.3780
HLLey, 128 0.5028 0.1530 | 9.553910~2 | 0.6200
1¢" ordre 256 0.4679 0.1148 | 5.934910~2 | 0.6869
512 0.4523 | 8.588210~2 | 3.7806102 | 0.6506
1024 0.4476 | 6.171310~2 | 2.321910~2 | 0.7033
2048 0.3960 | 4.246910~2 | 1.351810~2 | 0.7804
32 0.6162 0.2312 0.1740
64 0.5271 0.1744 0.1208 | 0.5263
HLLey, 128 0.5167 0.1281 | 7.307510°2 | 0.7255
2nd ordre 256 0.4664 | 9.4580102 | 4.3889102 | 0.7355
Minmod 512 0.4461 | 6.967710~2 | 2.711010~2 | 0.6950
1024 0.4419 | 4.92871072 | 1.593810"2 | 0.7663
2048 0.3999 | 3.332110°2 | 8.74711073 | 0.8656
32 0.6208 0.2278 0.1683
64 0.5315 0.1706 0.1170 | 0.5241
HLLey, 128 0.5153 0.1239 | 6.84871072 | 0.7730
274 ordre 256 0.4638 | 9.1065102 | 4.0879102 | 0.7445
Van Leer 512 0.4444 | 6.707410~2 | 2.5365102 | 0.6885
1024 0.4411 | 4.738710~2 | 1.471510~2 | 0.7856
2048 0.3772 | 3.199510~2 | 7.950510~3 | 0.8882

TABLE 4.1 — Comparaisons des erredirs L2, L™ des différents schémas
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puis, on considére le systeme dans la direction
0:pSU — 0,G(U) = 0. (4.44)

Concernant le terme source, on utilise une extension en Xahitma4.35.

Ainsi les deux systemes!(@#3-(4.44) sont discrétisés par la procédure ) -(4.39; définie
dans le paragraphe précédent. Une attention particukEeeapportée sur la densité qui dépend a
présent de: et dey.

Dans un premier temps, on définit les maillages nécessalteg@nsion en dimension deux.
On cherche les solutions sur le domafde= [0; x5/] x [0;ya] € R2. On considére le maillage
cartésien unlformfa formé des noel{d§+%,yj+é) pour0 < i < imaz et0 < j < jmazx. Les
noeuds sont définis par :

. T
1 = 1Az avec Ax = M

Tits imaz’
. Ym
Yjrl = jAy avec Ay = Tmaz

Pour unj fixé, on en déduit le maillage pseudo-¥ = (M, )1<i<imaz COMPOsé des cellules :
MZ' = [xi—%;xi-i-%]'

imax

Ces mailles forment ainsi une partition de l'intervelex ;] : [ J;] i = [0;zpr]. De laméme
maniére, on définitV' = (V) 1<<jmaz, l€ maillage en dimension un formé des cellules :

-N'j = [y];%;yjur%]a

tel quel /1% N = [05 ]
Comme précédemment, les centres des malig®t\; sont notés:; ety,. Avec ces définitions,
le domaine peut s’écrire de deux fagons :

jmaz imazx

U (U Mi xly;_s5y;51]) = [0520] x 0],

j=1 =1

ou :

imax jmaz
U (U N xlogizipa)) = 05 0a] x [05ya)-
i=1 j=1
Puis, pour un indicg fixé, on considére le maillage 131 x {y;} auquel on applique le
changement de variables suivant :

#(, ;) = /0 C oty dt, (4.45)

qui est directement tiré de€.21). On pose alors :

#y = 2@, y5),

pour caractériser un maillage uniformd’ discrétisant I'intervallg0; j{w]. On remargue que ce
maillage M’ coincide exactement avec le maillage2()) si I'on fixe y;. Les cellules sont alors
définies par :
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ou les noeuds sont :

Lj

~J N =
T | =iAZ avec AT; = .
it+3 M 7 imax

Les centres des cellulet sont notés: .

Parallélement, on introduit des maillages similaires darrectiony. Ainsi, pour un indice
1 fixé, on appligue le changement de variables suivant :

Jaiy) = /0 Y ples,s) ds, (4.46)

au maillage 1D{z;} x N. Ce changement de variables correspond exactement auechengde
variables 1D 4.21) mais cette fois dans la directign On pose :

U = 9(@i, ynmr),
pour définir un maillage uniform&/ composé des cellules :

(N o %)
'/\/’j - [ jféaijr%]

Les nceuds sont :

Yi
jmazx’

B, =iAjy  avec  Aj=

eton noteg;- le centre de la ceIIuIé/j.

Le schéma numérique en dimension deux consiste alors aaeple schéma en dimension
un tout d’abord dans la directionpour chaque indicg en considérant les maillages! x {y;}.
Puis, on applique le schéma §4)-(4.39; dans la directiory pour chaque indicésur les mail-
lages{z;} x N.
Avec ce choix, les opérateurs de projectidret IT définis par 4.39 et (4.39 doivent étre connus
sur chaque maillage ey M x {y,}, et sur chaque maillage en{z;} x N.

Dans un premier temps, on se place dans la directiehon se fixe un indicg. On définit
alors les projections correspondanté et 112 (voir figure 4.4). En se basant sur les relations
(4.39 et (4.39, la projection est définie par :

imax

(LU =S(e") > al UL, (4.47)
k=1
o 1 imax o
(0} =557 2 @kTEs (4.48)
k=1
avec
mes{Ei K NM;)

al, =
ik megM;)
_ meg M NE; )

meS{‘Ejm,i)

@k
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j i n |

FIGURE 4.4 — Etapes de projection dans la direction

:H u u

FIGURE 4.5 — Etapes de projection dans la direction

Ici, Z est le maillage défini par :

== ;¢

J _ -1
xz—— xH— ] éx,i—k% _x]' (xiJr%)’

otz ~! représente l'inverse de la fonctian— (x, y]) donnée par4.45).
Puis, dans la direction, on introduit les prOJectlonﬁl Nx{z;} = N* etl‘[Z
(voir figure 4.5) qui sont données par :

jmazx
z p 7
(H S(e g b . Zk,

jmax

(Hi Z k,] zk’

avec
Bi o meg@;,k m'/\/'J)
" megN;)
bz‘ o megN N E;j)
»J =i :
meg=} ;)

N& = N x{x;}

(4.49)

(4.50)

Dans un second temps, on considére le schéma avec projeatioibe méme que dans la direc-

tion z, le maillage= est maintenant donné par :

1 i _ ~—1
=l ]—l’gyj-i- 1) v+t = Yi %j41);

ot §~! représente I'inverse du changement de varigble §(z;, y) donné par4.46).
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Une fois que les projections sont déterminées, on peuterattplace la procédure numérique

qui permet de calculer la solution approcr[é% a I'énergiec? a partir de la solution approchée

Uf’jl aePT!. Cette méthode se déroule en deux temps étant donné quesattiaegtion est con-
sidérée séparément.

e Le premier pas consiste a faire évoluer la solution dangétibnx. Pour un indicej fixé,

ol . L . o2
on calcule le vecteL(rUfj ) 1<i<imaz Qrace ala projectiond(47). Puis, on fait évoluer cette
solution en utilisant le schéma HLL avec terme source dééinip34). Le schéma s'écrit :

g — gt - 22 (ﬁ?’“ S .>+2Aéwif’“

0J Wi Agle i+l i—5.] 207 W
ou
- 1 - N 1 /- N
p+1 p+1 p+1 p+1 p+1
Firt; =3 (P@zrt+ F@TY) - 5 (085 - 0r7)
2
o
xr 2+A~7
et
0
spil = | TerL gLyt
(2

7]
Fp41 (3 1yp L
vt (\I/y)i,j
el
Finalement, on reprojette le vecte(lﬁff;L2 )1<i<imaz 9race al'opérateuri(48 pour obtenir

1
I'état intermédiaire(Ufj;”)1§i§imm pour toutl < j < jmazx.

. S e S re - , 41 . .
Le second pas consiste a faire évoluer I'état mtermed(éfr]e2 dans la directiory. Pour

L
chaque indice, on définit le vecteu(Uf;LQ)lgjgjmm grace a l'opérateur de projection
(4.49. Puis, on lui applique le schéma HLL pour calculer la solutac,

=p _ oty AE sp+y APt (1= ag) epti

Vij=li;" ~ N (gz‘,j+; IRy 2 i
ou
sp+3 1 ~p+i ~p+3 L (=p+d  ~pts 2
91~ 3 (G(Um s G(Uz,jf1)> ~3 <Ui,j+21 —Ui; 2) et oy = oA
et

0
Ser% _ Tp+%(¢,1)?f%
] - x

2

~oal = pta
TPt2 (‘I’gl/)zj ?

i,J

Finalement, on reprojette ce vecteur grace a I'opérat&ai)( pour obtenir la solution ap-
prochéeU}; de (4.8) ac?.

Test de validation

Pour valider la procédure numérique en 2D, on considére siiesa possédant une symétrie

sphérique. On envoie un rayon d’électrons dans une spherayda 1 cm dans un milieu de
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FIGURE 4.6 — Cas sphériquel?’ donné par le code 1D avec un raffinement de maillage de 128 a
16384 cellules.

densité variable donnée par :

1 sil<r<2,
025 si2<r<3,
0.1 si3<r<d4,
2 sinon

Le but de ce cas-test est de valider la procédure de prajectRour simplifier le modéle, le terme
source est supposé nul, séit= 0. Puis le pouvoir d’arrét est fixé 8 = 1 et la fermeture du
modéle est donnée pdr? = %\IIOId. L'un des intérét de ce cas-test est de ramener le systéeme a
un systeme en dimension un en considérant les coordonnkéepoEn effet, on a :

0-(rv%) + 9,(r¥!) =0,
0 0

O (rot) + ar(%) = %
En utilisant les variableg ¥, r¥!), on a un systéme en dimension un sans terme source. On peut
alors le discretiser en utilisant la procédure HC8() 7-(4.39y; et définir une solution de référence
pour comparer les résultats de la procédure en dimension @ette simulation est trés raide et un
grand nombre de points est nécessaire pour faire convergetution comme le montre la figure
4.6. Cette approximation d'une solution sphérique est d’aypars difficile pour la procédure en
2D gu’elle est basée sur un maillage cartésien et gu’ellgpoota de nombreuses projections. Sur
la figure ¢.7), on compare les résultats sur des maillages forméxélex 256 et 1024 x 1024
mailles. On remarque bien que la solution donnée par le sshendimension deux reste une
bonne approximation de la solution de référence. La métledprojection en dimension deux
donne donc une bonne approximation de la solution. Dang#gpEphées.2, elle est testée sur des
cas-tests physiques de calculs de dose et comparée a s'métieodes.
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1D-16364
10-256
08r ——-1D-128
—*—1D-64
—2D-256
08 o
07k =
06 - —
05 =
04tk =2
03k -
02k .
01 -
0 |
5 55 10
! T T T T T T I
Reference
——1D-1024
o8k —eqps1z |
——20-1024
08 o
07k 4
06 - —
05 =
04tk =2
03+ —
02k —
01 -
] ! ;
5 55 a5 10

FIGURE 4.7 — Cas sphériquelz’ donné par le code 2D avec 256x256 cellules (haut) et 1024x102
cellules (bas).
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Résultats numérigues

Dans ce chapitre, les méthodes numériques détailléesdamoéent dans ce manuscrit sont
illustrées sur quelgues cas-tests. On présente dans unepriemps des résultats en dimension
un pour le schéma GRP espace-temps discrétisant I'équdidirection. En particulier, on ap-
plique ce schéma aux équations de Maxwell linéarisées etoalélend’ordonnées discrétes. Puis
on compare le schéma GRP espace-temps discrétisant leemidédonnées discretésy a un
modeéle de diffusion sur un cas de rentrée atmosphériques Darsecond temps, quelques ré-
sultats numériques en dimension deux sont proposés tdubrdigour illustrer le comportement
de la méthode GRP espace-temps pour I'équation d’'advegiios pour comparer la procédure
numériqueH LL.,, aux méthodes Monte-Carlo pour le calcul de dose en radayier

5.1 Reésultats en dimension 1

5.1.1 Schéma GRP espace-temps pour I'équation d’advection

Equations de Maxwell linéarisées
On utilise le schéma GRP espace-temps pour approcher kEnsysles équations de Maxwell
linéarisées :
OB, + 0,E, =0,
WE, + *0,B, = 0,

oucest la vitesse de la lumiér8, et E, sont respectivement les composantesi champ magné-
tique ety du champ électrique. En diagonalisant le systéeme dans ¢éadmssvecteurs propres, on
est ramené a un systeme de transport découplé et on peutpldituar la méthode GRP espace-
temps pour 'approcher numériqguement.

Le cas-test consiste a envoyer un signal dans la partie galicdomaine pour simuler un rayon
laser :

B.(z =0,t) = 0.5exp (—100(t — 0.5)%) sin(80(¢ — 0.5)),
Ey(x=0,t) =0.

A droite, on impose une condition de type Neumann homogénee@onne pour donnée initiale
B.(z,t = 0) = Ey(x,t = 0) = 0. Finalement, on normalise la vitesse de la lumiéee= 1.
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04—
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FIGURE 5.1 — Cas-test de Maxwell : solutiong & 1 avec\ = 5 pourk = 0,1,2, 3.

La principale difficulté ici vient du fait que la solution esttierement déterminée par la condition
limite gauche qui dépend du temps et oscille fortement. &tiglre5.1, on compare les résultats
pourk = 0,1,2,3 avec 256 points et = 5 avec la solution exacte.

On remarque que la méthode d’ordre un n’est pas du tout aapahleproduire le comportement
de la solution exacte. Dans ce casot 5, la diffusion numérique devient prédominante. D’autre
part, & partir dé& = 2, la solution est bien préservée par le schéma. En effet,adacas particulier
ou la condition limite dépend fortement du temps, en comaittéune approximation d'ordrie+ 1
sur les interfaces, on améliore largement I'approximatiomiveau de la condition aux limites.

Modeéle d’ordonnées discretesS du transfert radiatif

Dans ce cas-test, on veut montrer que le schéma GRP espaae{peur I'équation d’advection
peut étre facilement couplé avec une méthode numériqudaémdppur intégrer le terme source.
On considére pour cela le modéle d’ordonnées discigtedu transfert radiatif présenté dans le
paragraphé..3intégré sur tout le spectre de fréquences :

OI; + cp;0,I; = co(aT* — I;), pourj =1...N,

ouu; € [—1,1] est la direction de propagatiofy, est le nombre total de directions considérées et
¢ = 1 est la vitesse normalisée. D’un point de vue numérique, asidére ursplitting de Strang
pour prendre en compte le terme source. Pour simplifier, aonsiderera que les premiers mo-
mentSQ?’O lorsqu’on traitera le terme source. Cette technique esticBadeux et des stratégies de
splitting d’ordre plus élevé peuvent étre considérées si nécessaire.
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6 T

Reference Solution

k=0 —

FIGURE 5.2 — Cas-tesh )y : solutions & = 2.5 avec\ = 16 pourk = 0,1, 2.

Sur la figure5.2, on représente I'énergie radiativer (z,t) = 27 Zj I;w; correspondant a des
directionsy; équiréparties sur-1, 1] et obtenue avec les données suivantes :

)
O’(.%') _ 6—209027
Ii(z,t=0) =102,
L(z=-3t)=031—¢Y/w, IN(x=3,t) = (1 —e ") /wp,

les conditions aux limites restantes étant de type Neuni2@mlus, on prendV = 16 et A = 16.

En effet, comme on doit utiliser le méme pas de temps pourléosysteme, cela signifie gue
est maximal égal a 16 (quand= =+1) mais est petit dans les autres directions. Sur la fi§uze
on observe qu’il y a une grande différence entre la solutieméfiérence obtenue avéc= 2 et
16000 points et I'approximation d’ordre uk (= 0) avec 256 points. Le schéma d’ordre deux
(¥ = 1) donne une meilleure approximation. De plus, si I'on coasddes polynémes de degré 2,
la solution est encore améliorée sachant que le schémajuesfordre deux a cause du traitement
du terme source paplitting de Strang.

5.1.2 Schéma GRP espace-temps pour le modéle d’ordonnéesadétes

Contrairement au paragraphe précécent ou I'on a utiliséméthode de splitting pour discré-
tiser le terme source, on considére dans ce paragraphedmadBRP espace-temps discrétisant
le modeéle d’ordonnées discretes complet. Ce cas-test aéténé dansip]. On s'intéresse ici
aux transferts de chaleur dans un bouclier de protectioomijgee pour une sonde spatiale. Ce
bouclier est composé d'un matériau poreux de type PICA, mipant par la NASA dans les
années 1990. Pour déterminer ses propriétés thermiquees)éhodes utilisées jusqu’a présent
consistent a résoudre des problémes inverses sur une physg simplifiée en I'occurrence, en
utilisant le modéle de diffusion a I'équilibre présenté slmparagraphé.4.3a laquelle on ajoute
de la diffusion thermique. Du fait de ces simplificationss tésultats sont ne sont pas toujours
précis. On peut assimiler le modéle physique utilisé au heodé diffusion a I'équilibre décrit
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dans le paragraphk2 auguel on ajoute de la diffusion thermique :

4aT3¢

Oy

op(aT* + pC,T) — V ( VT> = 9, (A0, T). (5.1)

Ce modeéle n'est dona priori valide que dans la limite de diffusion, c’est-a-dire quaridest
grand, or en laboratoire, les expériences consistent yenum rayon laser sur le matériau afin
d’en mesurer les propriétés thermiques. Mais la forte amipi® du rayon incident est incompa-
tible avec le régime de diffusion. Pour obtenir des réssilpdiis précis, on compare alors cette
méthode avec le schéma GRP espace-temps pour le modélerdiérss discrétes du transfert
radiatif couplé avec une équation sur I'’énergie matiérendguar2.32. Ici, il est raisonnable de
choisir des pas de temps élevés pour capter les phénomeésésHts en jeu.

On s'intéresse ici & une zone de un matériau de longuié0r 3 m discrétisée par00 mailles,
soit un pas d’espacAz = 5.107° m. Le matériau a une densité= 240 kg.m 3, une opacité
o = 7700 m~!, une conductivité thermiqua.(7) = 0.2 + 3.5.10~ ! T3 et une capacité ther-
mique C,,(T) donnée. Le pas de temps considéré icizst= 10-%. Pour comparaison, si I'on
impose\ = 1 (soit une CFL explicite), le pas de temps correspondanfést 1.7.10~13s, soit
environ6.108 fois plus petit que le pas de temps considéré. Encore unectosas de temps n’est
raisonnable qu’au vu de la lenteur du phénoméne qui n’avaneal’'une ou deux mailles par pas
de temps.
Les N directions considérées sont les racines\t™¢ polyndme de Legendre.
Dans tout le domaine, la température initiale du matériadess;,,;; = 300K et on considére une
donnée a I'équilibre radiatif aveEr = aT}.,;, €t Fr = 0.
On étudie deux cas. Tout d'abord, afin de recréer les conditixpérimentales, on considére un
rayon entrant dans la directipn= 1 avec une énergi&(t) croissante :

E(p=1,t) = aT},;; + min(1, 10t)(aT:

max

— aTini), (5.2)
et un facteur d’anisotropig = 1 dans cette direction.
Puis, pour recréer ce qui se passe lors de la rentrée atnmimgp)éon suppose qu’on est a I'équi-
libre radiatif a gauche du domaine avec une énergie donnée pa

E(t) = aT},;, + min(1, 10t) (a1

max

— aT)- (53)
On prendra icil;,,,, = 3600 K. Dans les deux cas, on impose des conditions aux limitespae ty
Neumann sur le bord droit.

Pour déterminer dans un premier temps le nombre de dirsctptimal pour les simulations,
on compare les résultats obtenus avec différédatdans le cas d'un rayon. Sur la figuse3, on
représente la température radiative obtenue au bout dopste= 1s.

On observe que la différence entre 32 et 64 directions esfdile par rapport aux autres choix
de N. Dans la suite, on considérera ainsi que 64 directions saffé obtenir une bonne approxi-
mation de la solution.

Parallelement, on a comparé les approximations en fonctiodegré des polyndmespour en
conclure gu'a partir dé = 4, la solution ne change quasiment plus poul\lschoisi. On choisira
donck = 4 dans la suite pour comparer les différents modéles.

On peut a présent comparer les résultats donnés par le scBBfagespace-temps pour le mo-
dele d’'ordonnées discretes et un schéma d’o2didférences finies standard pour le modéle de
diffusion a I'équilibre. Pour le modéle de diffusion, on saere un pas de tempst = 1.9.10 5.
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FIGURE 5.3 — Comparaison de la température radiative pour différanmbres de directions
(gauche) et températures zoomées (droite)=al s.

Solutionsat = 0.1 s

Sur la figure5.4, on compare la température matiere donnée par deux métftedgs D pour
le modéle de diffusion, temp_M pour le modég) pour le cas d’un rayon au bout de= 0.1s
ainsi que la température radiative (temp_R) donnée par thadé GRP espace-temps pour le
modéleSy. On rappelle que le modele de diffusion n'est pas capableéder gin rayon, c’est
pourquoi I'on impose une énergie croissariie3) sur le bord gauche. On représente également le
facteur d’anisotropief = % obtenu par le modeél8y. Puis sur la figuré.5 on compare les
deux méthodes pour le cas de I'équilibre et on trace égalelméacteur d’anisotropie du modeéle
SN

4000

T T T T T T
*[Temp_R64_4' " IFacteur_anisotropie’

3500 [}
3000 —
ool
2000
1500 -

1000
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0 00005 0001 00015 0002 00025 0003 00035 0004 0.0045 0.005 [ 00005 0001 00015 0002 00025 0003 00035 0004 00045 0.005

FIGURE 5.4 — Températures radiative et matiére (gauche) et factanisotropie (droite) & =
0.1 s pour un rayon.

Sans surprise, on constate que I'équilibre radiatif est thétre atteint sur le bord du domaine.
Le modéle de diffusion n'est donc pas adapté et on observéaets de température matiere
superficielle entre e modéles. Ce constat s'applique méme dans le cas ou la amnditix
limites est a I'équilibre radiatif : on voit apparaitre dasteurs d’anisotropie trés élevés de I'ordre
de 0.75.

Solutionsat =1s
Sur la figure5.6, on compare les deux modéles pour le cas d'un rayon et suiefigs, dans
le cas de I'équilibre &a = 1s.
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FIGURE 5.5 — Températures radiative et matiére (gauche) et facfanisotropie (droite) & =
0.1 s pour des conditions aux limites a I'équilibre radiatif.
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FIGURE 5.6 — Températures radiative et matiére (gauche) et fadtanisotropie (droite) a= 1 s
pour un rayon.
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FIGURE 5.7 — Températures radiative et matiére (gauche) et fadtanisotropie (droite) a=1 s
pour des conditions aux limites ‘a I'équilibre radiatif.

On constate encore une fois que I'on est loin de I'équilildiatif avec des facteurs d’anisotropie
qui sont encore de I'ordre de 0.3. Le modéle de diffusion tndesic pas adapté. Des erreurs
significatives subsistent en effet y compris avec une cimmdéux limites a I'équilibre. L'erreur
commise augmente toutefois moins vite en temps au fur et anmgse I'on s’approche du régime
asymptotique.
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5.2 Reésultats en dimension 2

5.2.1 Schéma GRP espace-temps pour I'équation d’advection

Modéle d’ordonnées discrétessy
Ce cas-test illustre le comportement de la méthode GRP egpatps en dimension deux pour le
modele d’'ordonnées discretsy; :

Ol + .Vl = co(aT* — I;), pourj =1...N.

Comme en dimension un, le terme source a été pris en comptensidérant un splitting de
Strang. Dans ce but, on ne considére toujours que les premi@nents de la solution dans chaque
cellule.

L'énergie radiativelr = . I;w; est calculée avec N = 16, A = 4, E(x,t = 0) = 0 et

—

cmm— 7

FIGURE 5.8 — Energie radiative &i= 1.3 pouro = 0.1(gauche) et = 5 (droite).

aT* = 0.01 sur un maillage composé de 15167 triangles discrétisantoumathe hexagonal.
Deux rayons entrent dans le domaine avec une énergie égad¢ @elix autres rayons avec une
énergie égale a 0.5. Sur la figuses, les approximations sont obtenues peut= 0.1 etoc = 5
pourk = 1 (degré des polyndmes), ce qui correspond aplitting de Strang d’ordre deux.

On voit clairement que méme avke= 1 et A = 4, la diffusion numérique est négligeable dans la
direction transverse des rayons.

5.2.2 Schéma préservant 'asymptotique pour le model&/; multigroupe

On propose a présent un cas-test pour illustrer le schénsarpeit I'asymptotique pour le
modeleM; multigroupe et les précalculs des opacités développésleahapitre3. On considéere
des volumes finis vertex centered. Pour cela, on prend ldagaitiual d’'un maillage triangulaire.
Dans le paragraph&.2.4 on a développé une correction asymptotique permettanétdeurer
numériquement le régime limite du modéle a condition d'awwmi maillage admissible ou une
reconstruction du gradient de la solution sur chaque mterfEn pratique, le maillage n’est pas
completement admissible, mais les andlegx, K L) sont presque des angles droits. Par souci
de simplicité on utilise ici la correction asymptotique ptes maillages admissibles. Ainsi, a la
limite, le schéma sera consistant mais pas d’otdre
Le domaine de calcul est rempli de krypton. L'opacité cqroeslante de ce gaz a été obtenue
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FIGURE 5.9 — Spectre du Krypton& = 76360 K

grace a la base de données ODALIS@F. On dispose de I'opacité d’absorption sur un large
spectre de fréquenc@ss.101%m ! — 2.5.10”m ! pour plusieurs températures matiére (d&
a20eV, soit environ del 1800K a245000K). En observant ce spectre représenté sur la figire
on choisit de le diviser en 6 groupes de fréquenegs/,+1]1<q<6 :

v =1.108m™Y vy = 3.5.10%m ™, 13 =3.10%m L, vy = 6.105m L,

vs =9.10%m™L, vg = 4.6.101m =, vy =5.1017m 1.

Lors de la procédure de précalculs des moyennes d'opatitésmpérature matiére a été sup-
posée constante. Pour améliorer le colt de calcul et pulequariations de I'opacité sont assez
réguliéres en température, on considére qu’elle varie deereapolynomiale au cours du temps.
En pratique, les coefficients sont calculés au sens des resicdrrés.

Pour le premier cas-test, on prend un domaine rectangudairgille 7m x 5m avec un obsta-
cle carré au centre discrétisé par 9829 cellules (19248gl8a). Sur le bord gauche, on impose
un gradient de température radiat[ﬁé, ainsi qu'un flux entranyf” et sur les autres bords, des
conditions de Neumann homogénes. Sur I'obstacle, on imgeseonditions de mur. Au temps
initial, on suppose que I'on est a I'équilibre radiatif, sft&-dire que la température radiative et la
température matiére sont égales et que I'énergie estigpaitant la loi de Planck :

T = Tp = 30000K, f)=f, =0,
T" = 30000K, Tk =90000K, fF=038,f; =0.

Sur la figure5.10, on compare les facteurs d’anisotropie dans les groupessdaenceg, 3,5

et 6 au bout d'un tempsg = 3.17.10~8s pour un coefficienpC, = 1072J.kg.m 3. K. On
voit que le comportement du facteur d’anisotropie est diffi€ suivant les groupes de fréquences
considérés. Par exemple, dans les groupes 2 et 6 qui soritigureparents, c'est le phénoméne
de transport qui prédomine. A l'inverse, dans les groupess3jei sont plus opaques, la diffusion
est dominante. Dans ce genre de cas-test, le modéle grigitnane approximation moyennée
alors que le comportement de la solution est différent stil@groupe considéré. Ceci illustre
l'intérét de préférer une discrétisation fréquentiellegesupes de fréquences plutét gu'un modéle
totalement intégré en fréquences.

Sur la figures.11, on compare les facteurs d'anisotropie dans le gréugtda température matiere
au bout d’un tempg = 1.58.10~%s pourpC, = 1072.J.kg.m 3. K~ etpC, = 1073 . kg.m 3. K 1.
On voit que plusC,, est grand, plus I'équilibre met de temps a s’installer.

Pour le deuxiéme cas-test, on considére la géométrie ditiepthat, soit un tuyau cylindrique
coudé éclairé sur le bord gauche. Plus précisément, le dendai calcul s’étend sur € [0, 7]m
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fact_anis_2 fact_anis_3
0.7633903 7.92e-01
05730643 594e-01
0.3827384 3.96e-01
01924124 1.98e-01
0,002086455 7.91e-06
Ssmy 557000
05142530 0.6538930
0,3428769 » 04367963
01715009 02196997
00001247872 0,002602996

FIGURE 5.10 — Comparaison des facteurs d’anisotropie dans lepgso2y, 3, 5 et 6 poyC, =
1072 at =3.17.10"8%s..

fact_anis_6 fact_anis_6
05743996 05743996
0.4309897 04309897
0,2875797 ‘ > 02875797
0,1441698 01441698
0,0007598347 00007598347
[
Temp_mat Temp_mat
1106153 110615.3
106499.3 106499.3
1023832 102383.2
98267 .21 9826721
94151,19 94151,19

FIGURE 5.11 — Comparaison des facteurs d’anisotropie dans le gréujpaut) et températures
matiére (bas) poyC, = 10~2 (gauche) epC, = 103 (droite) at = 1.58.10 6.
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fact_anis_2 fact_anis_3
0,7520778 0,7520780

05655817 05655818
0,3790855 0,3790857
|0,1 925894 IO,W 925895

0.006093337 0,006093340

fact_anis_5 fact_anis_6
7.21e-01 0,7928886

5.40e-01 0,5969543
3.60e-01 04010201
1,80e-01 0,2050858

1,86e-05 0,009151530

FIGURE 5.12 — Facteurs d’anisotropie dans les groupes 2, 3, 5 et 60u = 1072 at =
8.14.1078s.

Temp_mat Temperature_radiative_
124847 .5 1263220

118452,1 120518.6

112056.6 . 114715.2
1

105661.1 L 108911.8

9926566 103108.4

FIGURE 5.13 — Comparaison de la température matiére (gauche)iativaddroite) pournpC, =
1073 at = 5.7.10 5.

pour un diamétre de.5m. Entrexz = 2.5m etz = 4.5m, il présente un coude de longueln
(voir les figuress.12et5.13. Le domaine est discrétisé par 14201 cellules (7429 tieshgSur
le bord gauche, on impose a nouveau un gradient de températijativeTﬁ, ainsi qu’un facteur
d’anisotropie entranf’. Sur les autres bords, on impose des conditions de mur. Apstaritial,
on suppose que I'on est a I'équilibre radiatif :

T = T = 60000K, fJ=f)=0,pC, =10"°
T" =60000K, Tk =100000K, fl =08, f} =0.

Sur la figure5.12, on compare les facteurs d’anisotropie dans les groupeggeenceg, 3,5 et6

au bout d’'un temps = 8.14.10~%s pour un coefficienpC, = 10~3J.kg.m 3. K~1. On constate
de nouveau que le comportement est différent suivant lagpgsode fréquences considérés. Le
flux avance trés rapidement dans les groupes 2 et 6 qui s@® tragsparents et plus lentement
dans les groupes 3 et 5 qui sont plus opaques. On observesdguaues réflexions imposées par
les conditions de mur freinent le flux par rapport au casgestédent.

Sur la figure5.13 on compare la température matiére et la température irsdiati bout d’'un
tempst = 5.7.10~%s. Logiquement, on constate que la température matiérapatta température
radiative et donc que le régime de diffusion global est ein tta s'installer.
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y [cml

¥ [eml

FIGURE 5.14 — Coupe provenant d’'un scanner du crane avec la paastiquple attachée sur la
droite.

Ce cas-test illustre encore I'importance du découpage @pgs de fréquences, car I'opacité est
vraiment différente dans les différents groupes. En eletodéle gris, totalement intégré en
fréquences, donnerait une moyenne globale qui serait ungaisg approximation de la solution.

5.2.3 Calcul de Dose en radiothérapie

On dispose d'une coupe en dimension deux d'un scanner hu@airieste le schéma sur
un cas issu de la littérature qui consiste a irradier un eenavec des électronsd). Le scanner,
visible sur la figures. 14, représente une coupe horizontale du crane du patient.ddansie voxel,
la matiére est décrite par sa nuance de gris de Hounsf{eldy). Cette nuance de gris peut étre
traduite en terme de parameétres physiques de la maniésngiiv

ol = (St +1) o,

ou py est la densité de I'eau. Les régions sombres ont une dea#ité,fet les zones claires ont
une forte densité. Les parties noires sont composées s&irune densité d’envirotD—3 kg/m?,

les parties grises sont formées d’eau avec une densitémirrivkg/m?, et les parties grises claires
sont formées d’os de densité environ égabekd/m?’. Sur la droite de la coupe, la téte est attachée
a un réceptacle en plastique. En pratique, il est utilisé pmdeler le rayon d’électrons.

La téte est alors irradiée par la droite avec un rayon d'édastde 12 MeV et de 14 cm
de large. Pour modéliser ce rayon, on a représenté I'énpagieine Gaussienne trés étroite et
une impulsiony angulaire. D’autres spectres d’énergie sont possiblesc Aes données, on peut
calculer les moments angulaire$® ety utilisés dans le code de calcul. Pour comparer avec
le schémaH LL.,, en dimension deux, on utilise le code Monte Carlo PENELOPH. [Ce
code a été validé sur de nombreux cas expérimentaux. PENEL€3Pici mis en place dans
une configuration pseudo-2D avec un large rayon perpemdieuhu plan considéré dans lequel
se propage les électrons. En particulier, on a utilisé leequehEasy2009 dans une géométrie
voxeélisée avec des parameétres de simulation standardeut@esd’énergie initiale est limitée a 15
MeV. Les électrons et positrons sont supposés étre absguia@sl leur énergie devient inférieure
a 150 KeV. Pour les photons, cette quantité est limitée a M Kangle critiqued. et I'énergie
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critique W, qui différencient les interactions fortes des interactitaibles sont définis comme suit :
pour les collisions inélastiques, on pd$e = 150 keV et pour les émissions de bremsstrahlung on
poselV, = 15 keV. La moyenne angulaire de déviation entre deux interastfortes inélastiques
consécutives étant dg, = 0.1 et la moyenne maximale de perte d’énergie entre deux irttenac
forte inélastiques étant de; = 0.1, elles déterminent de maniéere unige Le pas maximum
autorisé pour les électrons et positrons est infillSM AX = 103> cm. Aucune méthode de
réduction de la variance n'a été employée. On insiste swaitgdie le modéle physique que I'on
considéere est indépendant du modéle physiqueetiEasy

Sur la figure5.15 on compare les courbes d'isodose obtenue par les deux dedth@our une
meilleure visibilité des résultats, on affiche les lignesndesau 10%, 25%, 50%, 70% et 80%.
Le bruit statistique de la solution Monte Carlo (MC) se vait $a courbe de niveau 80%. On
remarque gue la solution du modélé, est |[égérement plus diffusée que la solution MC, c'est-
a-dire que le rayon est plus large et les courbes de niveqlusgaibles sont plus éloignées. La
courbe orange entre méme dans la zone de vide en bas du scaamendant, il s’agit seulement
de la courbe a 10%, ce qui n'est pas significatif de la radiaglobale. La différence majeure
entre les deux modéles vient de la zone d’accumulation. Gargb cette différence notamment
sur la courbe a 80% pres de la frontiere. Dans l'artidlg,[on peut lire que ce défaut vient du
modéle M7, et non du schéma numérique qui le discrétise. Sur la figurg on représente la
différence entre les deux solutions. En radiothérapiedifé&rentes méthodes sont comparées en
erreur relative et également en termediistance-To-AgreemerfDTA), c’est-a-dire la distance
entre le point ou la dose est mesurée et le point le plus progHa dose calculée est la méme.
Globalement, environ 63% des voxels sont entre 4% ou 4mm KO&Ai n’est pas encore suffisant
pour étre applicable au cas pratique. Les raisons de ces éoat essentiellement dues au modéle
physique trop simplifié et aux défauts du modalg. Cependant, cela peut servir a valider le
concept. La méthod#& L L., donne une bonne approximation de la dose. Elle ne présesitiepa
bruit statistique, ce qui est un avantage des méthodeswlaistes. De plus, pour les simulations
précédentes, le temps de calcul avec le cbde..,, est de I'ordre de 50 minutes avec 12 coeurs,
alors gue PENELOPE tourne pendant presque une journée.
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% [cml

(a) Solution Monte Carlo.

¥ [cml

5 10 15
x [cml

(b) SolutionM; .

FIGURE 5.15 — Courbes isodoses d'un rayon d’électrons dans lacelsartébrale, normalisées

par D,,.. et courbes de niveau 10% orange, 25% jaune, 50% bleu cl&is, Méu foncé, 80%
violet.
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y [eml

% [cml

FIGURE 5.16 — Courbes de niveau de la différence entre les dose®/det de PENELOPE,

normalisées par la dose maximale (2% de différence en j&Snele différence en bleu, 10% de
différence en rouge).
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Appendice

A.1 Appendice 1 : schéma GRP espace-temps pour I'équation de
transport en dimension 2

A.1.1 Etape d'évolution et de projection dans les casleux cibles explicite, deux
ciblesimplicite et une cible explicite

Etape d’évolution :
Casdeux ciblegexplicite) :

e lasolutionu (z, y) est connue dans la cellulé au temps™ ainsi que la solutiom;;% (t,w)
sur I’interface[j’?% :

e On définitd; comme lintersection entre la droite caractéristique esdu segment’; et
du segmenr;?jl. On définit égalemertt, comme l'intersection de la droite caractéristique
issue des?; et du segmenk}‘;l. Puis, on notel/; la projection def; sur s7; et M la
projection def, surs’, (voir figure A.1).

¢ La solution exacte sur la cellulE au tempg™*! est donnée par :

ul(z1(z,y), y1(z,9)), si (z,y) € F?

h n
U; (x’y,t +At) = { nt )
Uj3 2(t1(x,y),w1(m,y)), Sl (x,y) S .F]23

outq, z1 ety sont les changements de variables suivants :

z1(z,y) = x — aQd, At
yi(z,y) =y — afd At
Q. (y — Ypjs — afdy (1" + At)) — Qy(x — zp53 — afd, (1" + At))

w1 (.%', y) -
Qo (Ygjs — Upjs) — Qy(@g,s — xpjs)
:vpj3+w1(m,y)(:vqj3 *mpja)*x n ;
() = o +t"+ At, siQ, #0
1Yy ypjg""wl(xvy)(yqj'g _ypjg)_y

+t" + At, sinon

aldy
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91 92
| |
| 2 | 2
: 33,1 : 33,2
| |
| |
2 | 2 |
Dz‘,l I Di,Z I
| |
| |
| |
| |
| |
J2 sjt My g3 gl s2 My 33 gl 553 J2

FIGURE A.1 — Solutions entrantes sur l'interface (gauche) et sweliule (droite) pour les cas
deux cibleexplicite

. - +1 .
e La solution exacte sur | mterfac@ﬁ3 > est donnée par :

n+% u?(xQ(t,w), yQ(t’w))’ Si (ta w) € D12,1
vy, (t,wjl) = nti .
Uj?; : (tQ(tv W),WQ(t,w)), S (ta w) € D]2'3,1

avec :

zo(t,w) = Ty +w(Tgy — Tpyy) — afd,(t —t")
yg(t, w) = Ypj + w(ijl - ypjl) - aQy(t - tn)

N C%(ypﬁ - ij3) + C%(xqj?; - ‘ij?;)

2 1
acs, — acs§)
wo(t,w) = W
1
Cy = Tp;; — Tpj;s + w(ijl - xpjl) — afd,t
2

€2 = Ypj1 — Ypjz T+ w(yqjl - ypjl) - aQyt
do = a’QZE(qu'?, - ypj?,) - aQy(xqja - 'ij?))

. - +1 .
¢ La solution exacte sur | mterfacf—.g.l2 * est donnée par :

n+1 ul(z3(t, w), ys(t,w)), si (t,w) € D,
3 (t7wj2) = n+3 . 9
vz °(t3(t,w),ws(t,w)),  si(t,w) € Dis,
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02 01

71

b — ————_——_——_——_- —_- — — ==
- — — — — — — — — — — — — =

J1 M, 553 M, j2 Jl My 553 M, j2

FIGURE A.2 — Solutions entrantes sur I'interface (gauche) et soellle (droite) pour les came
cible explicite

avec :

$3(t> W) = Tpjy + w('rqu - xpjz) - an(t - tn)
y3(t7w) = Ypj2 + w(yq]Q - yij) - aQy(t - tn)
C%(ypja - yqj's) + C%(ijB - xpjs)
ds

ac%Qm — ac%)Qy

ds
Cili = Tpjy — Tpjz + W(xqu - 'ijz) — afdt
0225 = Ypjo — Ypjz + w(ijZ - yij) — afdyt
d3 = an(yqjg - ypjs) - aQy(xqj's - xij)

tg(t, w) =

ws(t,w) =

Casune cible(explicite) :

1
e lasolutionu (x,y) est connue dans la cellulg au temps™ ainsi que les SO|Uti0nl$?1+2 (t,w)
ntg : n+3 n+3
etv, *(t,w) surles interfaces;, * etl;, °.

e On définit§; comme lintersection entre la droite caractéristique esslu segment’,
et du segmenb%rl (i.e. tel qued(sTs,sT) = aAt). On définit égalemenf, comme
I'intersection de la droite caractéristique issuea;‘g et du segmenh;?g+1 (i.e. tel que
d(sgg,s;g) = aAt). Puis, on notel/; la projection def; surs7; et M la projection de
02 sur s’y (voir figure A.2).

e La solution exacte sur la cellulg au tempsg™+! est donnée par :

u?(xll(x’y)ayl(x’y))? Si (:Cay) e-/—:i
uf (2,9, " + At) = Q0 (t(w,y), wi(2,y),  si(z,y) € Fh

+3 ,
U;LQ 2(t2($,y),w2(£ﬂ,y)), SI (Cﬂ,y) S ‘/—'}2
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avec :

z1(x,y) = x — afd, At

y1(z,y) =y — aQy At

—~~

wl(.%', y) _ Qm(y — Ypj1 — aQy(tn + At)) — Qy(;g — Tpj1 — an(tn + At))
QJB(ijl - ypjl) - Qy(:ﬂqﬂ - 'ijl)
o= e g T A0 8820
= : aQ:JI ML Z 47 4+ At,  sinon
wa(ery) = Qu(y — Ypjo — aQy(t" + At)) — Qy(x — x50 — aQu(t™ + At))
Qx(yqjg - ypj2) — Qy (:Cqﬂ — ;Upﬂ)
s [ e
= : aQ;J2 B2CZ 4+ 4+ At,  sinon

. - +1 .
¢ La solution exacte sur | mterfacf—él3 * est donnée par :

U?(IQ(t, w), y2(t’w))’ Si (t’w) € Dz
1 1

v 2 (L wjs) = Q ol 2 (st w), ws(t,w)),  si(f,w) € D
1

vl 2 (ta(t,w) wa(t,w)),  Si(tw) € DL

avec :

xo(t,w) = Tps + w(uvqj3 — xpjg) —af(t —t")
yQ(tv w) = Ypjs T w(yqj's - yij) - aQy(t - tn)
. (Cfli(ypjl - y(Ijl) + C%('rqjl - 'ijl)
t3(t7 w) -
ds
ac%Qm — acéQy
ds
1
C3 = Tpjz — Tpjy + w(xqj's - xij) — af),t
2
€3 = Ypj3s — Ypj1 + w(ijS - yij) —aflyt
d3 = an(yqjl - ypjl) - aQy(ijl - ijl)
B (Céll(ypjz - ijz) + 0121(5661]'2 - xpjz)
754(ta w) -
dy
aciQy — aciy,
dy
1
Cy = Tp;y — Tp;y + w(mqjs - xpjs) —afl,t
2
Cy = Ypjz — Ypjo + w(ng'a - yij) — afdyt
dy = aQ:v(quQ - ypj2) - aQy(:quQ - xpp)

w3(ta w) =

wy(t,w) =

Cas deux cibles (implicite) :

. . . +1
e lasolutionu (z, y) est connue dans la cellulé au temps™ ainsi que la solutlomz;b3 2 (t,w)
b +1
sur linterfacely 2.

e On définitd; comme l'intersection entre la droite caractéristique essu segment’; et du
segmenft”, t"*1] pour (z,y) = (z;3,y;3) (voir figure A.3).
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52 41 j3 41 552 J3 Jl 553 J2

FIGURE A.3 — Solutions entrantes sur l'interface (gauche) et swelale (droite) pour les cas
deux ciblesmplicite

e La solution exacte sur la cellulg au tempsg™+! est donnée par :

+1 .
uf(z,y, 1" + At) = vgg 2 (h(2,y), w1 (z,y)) si(z,y) €T,

avec
w1 (,y) Qa(y — yp;s — aSdy (1" + Al)) — Qy(x — @pj3 — alla (1" 4 At))
14y =
Q, (yqj3 - yij) -y ('Iqj?) - 'ij?))
. B :”Pj?:*“l(m’yigjﬁ ~Tpjs) T +t"+ At, siQ; #0
1(-7;7 y) - ypj3+W4($,yO)LS(;J;1j3 *ypje,)*y -4 At, sinon

. - +1 .
e La solution exacte sur | mterfac[él1 * est donnée par :

ntg u?(ml(t7w7y1(t7w))7 Si (t,(/.)) c Dz21
v, *(twj) =3 41 _ :
v 2 (ta(t,w), wa(t,w)),  si(t,w) € D2 )

avec :

xl(t, W) = Tpjy + w(x(Ijl - :ijl) - an(t - tn)

yl(t’w) = Ypj1 + w(y(Ijl - ypjl) - aQy(t - tn)

(C% (ypja - ija) + C% (xqja - ‘ij?;)
da

tg(t,w) =
ac3y, — ackQ,
do
Cy = Tp;, — Tp;z + W(xqﬂ - 'ijl) — afyt
2
C2 = Ypj1 — Yp;s + w(ijl - ypjl) - aQyt

do = an(ijS - ypjs) - aQy(qu'S - pr'S)

wo(t,w) =
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. - +1 .
e La solution exacte sur | mterfacb?2 * est donnée par :

n+2

(2 (t,wj2) = { ul(z2(t, w), y2(t,w)), si (t,w) € Dz‘2,2
Yj

2 (bt w),ws(tw), S (bw) € D2y,

with :
zo(t,w) = Tpip +W(Tgn — Tpjy) — afd,(t —t")

yg(t, w) = Ypjo + w(ijz - yij) - aQy(t - tn)

(C%’. (yij - yqja) + Cg ('Iqj?) - 'ij?»)

tg(t,w) = dg
ac2Q, — ac Q
wg(t,w) — %
1
C3 = Tpjo — Tpj;s + w(wqu - xij) — afd,t
2

C3 = Ypjo — Yp;z T w(yqu - yij) — afdyt
ds = an(yqjg - ypj?,) - aQy(xqja - 'ij?))

Etape de projection : Les solutions exactes sont maintenant projetées sur Eespiapproxi-
mation P* : dans la celluleT; au tempst™*!, la solution exacte est projetée 3@@ et sur les

1
interfaces[?“, la solution est projetée si?f}. Pour le casine cibleexplicite, cette projection se
traduit par deux problémes de minimisation :

Juf Tt — u (1" + At)||; = inf Ip — u (t" + At)|;, (A1)
PEPE
1 1
nty e = inf [lg—v, 2 (wjs)||", (A.2)
qePk

vjg 2 —vp 2 (wjs)]”

pour le cagleux ciblesexplicite, la projection se traduit par trois problémes deimisation :

Jup ™t — u (8" + At)[l; = mf Ip — uf (t" + AL) s, (A3)
pe c
n+% n+% n n+% n
H”ﬂ —vy, Z(w)lI" = 1enf lg — v, *(wi)]", (A.4)
q<ry
n+ n+l . n+l
[vj2 % — vy, *(wi2)|I* = lenPkaq—vh * (wio)l™ (A.5)
qery

et pour le cagdeux ciblesimplicite, la projection se traduit également par troishpémes de
minimisation :

i ™t — (" + Al = lnf lp = uf (") s, (A.6)
pe
nty nt3 n : +3 n
lvj1 2 — v 2w = lenﬂkaq—vh (wiO)l™, (A7)
qery

"

nty  nty . n+ty
02 = v (w2) " = inf lg = v, (o)™ (A-8)
q<ry
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Grace aux conditions de Petrov-Galerkin, les deux probdéaieaninimisation4.1)-(A.2) peuvent
se réécrire de la maniére suivante :

< a4 At), <"’U V””Z) <y Vy’> >=0 Vi+m=0,1,....k (A.9)

1 oyl t—t"te
< /Uj;— _Uh+ (Wj3)7 <TtQ> w™ >"=0 Vl+m=0,1,,k (AlO)

et (A.3)-(A.4)-(A.5) ou (A.6)-(A.7)-(A.8) par :

. l _ . m
< u;wrl . u?(t" + At), <x Vxl> <y y’> >=0 Vi+m=0,1,...,k, (A.11)

Vi
ntd bl AR W
<’Uj1 2—’Uh 2(&)j1), Tt w">"=0 Vl—l—m:O,l,,k (A12)
1 1 t_tn-l-—
<vJ"2+ — 0y 2 (wja), (Tt2> WP SP=0 Vi4m=0,1,... .k (A.13)

Puis, en utilisant leurs décompositions dans leurs baspslgeémes respectives :

+1 +1 e \* (y—ui\?
n Oén »D,q
-y ) ()
p+q 0
p
n+2,pq t— e q
Z At W

p+q 0

27p7q t_tn—i_% " q
-y | "

p+q 0

1\ P
n+2,pq t— "tz q
Z At ws

p+9=0

les problémes de minimisatioA ©)-(A.10) se raménent a la résolution des deux systémes linéaires
de taille £2) gyjivants :

p q l m
n+1,p,q T —x; Yy—Y T —x; Y—Y '

. l —_ . m
—<u(t"—|—At) (xvxl> <y %) >, Vi+m=0,...,k,

Vi
k 1\ P 1\ !
t—thts t—thts
S < < At )wq’< At )wm>n

p+q=0

1 t_thr*
=< UZ+2(Wj3)a (Tt2> W >" Vi+m=0,...,k.
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et (A.11)-(A.12)-(A.13) se raménent a la résolution des trois systémes Iinéain@lééw
suivants :

SR v—z\' (y—u\" (z—x\' (y—w\"
ntlpg v v v ? >,

p+q=0
-z \' (y—y\™
=< u; (t"+At)< v ’> ( v Z) >, Vi+m=0,...,k,
i i
1\ P 1\ !
Z n+27pq (t_At:_+2> wl, <7t _Atz+2> W™ "
p+q=0

At

n+i p n+ i !
Z n+27pq L—1""2 W, t—t7 WM ST
At At

p+¢=0

1 t—t"t2
=< vZJrQ(wﬂ), <7> W >" Vi+m=0,...,k,

L t—t"t2
=< UZ+2(WJ’2)7 <Tt2> W >" Vi+m=0,...,k.

Les matrices sont identiques pour les dasx ciblesmplicite et pour le casleux ciblesxplicite.
Pour les seconds membres, on a tout d’abord pour lemagibleexplicite :

h T — T y—y , 1, Lp.a 1, +1, A,
U; (tn + At)v ( V. Z> ( Z) Z Q; qué)qu " +ﬂj1 : ngqjlm +ﬂn qufmqnm
7
p+q=0
:bl(l m),
1\ !
ot t—t"ta 7 1, n+%,p,q 1, +1, A
< Yn ’ (wjg)’ ( At Z Q; qufqu " + ﬂ ’ Ké)mqjlm + /Bn qufm?]Qm
p+q=0
:bjg(l,m),

puis pour le casleux ciblesmplicite :

n T — Ty Y—Y n+1, JLm
ul(t +At),< 7 ) < > Z Bl P ha

p+q=0
:bl(l m),
1 A
n+t3 - 2 D,q pq,l,m n+3.,0,4 p.g;lm
<ot () wmone S5 eyt gt
p+q=0
:jl(l m),
. AN
n+s - 2 , A, n+3.p,q )
<. (g ) o S aprapae g giray et
p+q=0
=bja(l,m)
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et finalement pour le cadeux ciblesexplicite :

T — T
u?(t”+At),< v Z> (y yl) >.= Z o 7qu§$qZ,l,m+Bn+1,qugxq],lém

Vi

p+q=0
:bi(l m),
1 A
n+t3 - 2 . pq,l,m ”+ 2o g p,g,lm
p+q=0
:jl(l m),
1 AN
nts3 - 2 n.,p,q 3 rP,q,lm n+3.0.0 3 rp.glim
= Q(Wﬂ)’( At ) ZO‘ Mg i + Byg *7 7 Mg i
p+q=0
=bj2(l,m),

ou les coefficients sont donnés par :

l m
bm xltw—mz it w) —yi\? (2 — Y — Ui
eg;qz = // ( > < ( V) > ( v > ( v dx dy,
n l m
JPalm _ tlzcy t+2 T —x; Y — Y
ex,]l - //}_1 < ) 1($ay)q < Vz ) < Vz > dz dy,
n l m
pq,l,m_ tgmy—t+ Tr—T; Y —Y;
e:B,]2 = //}_1 ( ) wa(w,y)? < v, ) < Vi > dx dy,
n+i\ !
fxqél’m ~ At // (m xi)” (yQ(t?ux;) = yi>q (t _At;Q) wmdt dw,
l
m t tw —t”+‘ t— ¢t
gl“qyj’li = At //Dl ( 2 ) ws(t,w)? (Tt) wmdt dw,
Im ty(t,w) ="tz t”+2 p— i\
533?]727 = At //1 w4(t7w)q Tt w™mdt dw,
'D

pq,l,m tl X y —tn+ g [T T ! Y — Y m
Jim.js = At wl(ac,y) v Vv dx dy,
1\ !
FPakm z1(z,y) — vz, y)—y\T(t—t"Tz\
Kim At//pg ( Vi > ( v, > Al w™dt dw,
p 1\ !
m to(t,w) — t"*2 t— s
fmq,}lé = At //1)2 (2—t> WQ(t,UJ)q <T> wmdt dw,
1\
pq,l,m _ $2 X y y ( 7y) — yl q t _ tn+§ m
zmz At //732 < V; ) < v ) At w dtdw,
p 1\
m t3(t,w) — "2 t—¢nts
ZWqu_,]lé - At //1)2 (3—t> w3 (t,w)? <Tt> w™dt dw,
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! m
p,q,lm 561 —X; yl(x, y) — (g —
ex J N //]-‘2 < Vi > ( Vi ) v v, dx dy,
JEELT = g =\ (y—y
Terys At //IQ ( ) wi(z,y) v v dz dy,
n+ !
pqlm_ £C2$y — y2 —yl t — ¢7t3 St
€$ Z At D2 At 7
l
KP alm _ 752 t W - tn+2 tn+2 .
ew’jg At //D2 ( BN wdt dw,
l
M = // nl y mis i Dy
€$ Z At D2 At ’
pq’l’m — t3 t O.) tn+ tn-i—— m
617]3 At //[)2 ( AL dt dw.

A.1.2 Algorithme de parcours des interfaces pour la méthod&RP espace-temps
2D

On propose ici un algorithme pour déterminer I'ordre de pars des interfaces pour que
la solution soit toujours calculable. Pour cela, un tablesturempli pour mémoriser I'ordre des
interfaces.

1. Premiérement, on enregistre dans le tableau toutestégfaces/;r du bordT telles que :

o.r

n; < 0.

Sur ces interfaces, la solution est donnéewaix, t).

2. On parcourt ensuite toutes les cellules “a bord rentyarast-a-dire qui possedent une des
interfaces du bord notég;. Sur chacune de ces cellules, on isol81&¢ sommet notg1
gui ne se trouve pas sur le bord (on rappelle qu’un trianglé peoir au plus un coté sur
le bord du domaine). On remonte alors la caractéristiqueeise ce sommetl. Si cette
caracteristique rencontre l'interface du bdid en premier, soit l'interface ou la solution
est connue, alors on peut calculer la solution sur les detresainterfaced ;s et I3 (a
l'intérieur du domaine). On enregistre alors ces deux faters dans le tableau de parcours.
Sinon, on passe a la cellule “a bord rentrant* suivante jigsqe qu’elles aient toutes été
parcourues.

3. On parcourt a présent tous les triangles du maillage dsninterfaces ne sont pas toutes
enregistrées. Sur chaque cellule, si la solution est cosnudeux interfaceg;; et /5, on
peut calculer la solution sur la troisiéme interfag. On enregistre donc cette interface.
On continue cette étape jusqu’a ce que toutes les celluad dgux interfaces enregistrées
aient été parcourues et ainsi que leur troisieme interfd@éaajoutée a la liste.

4. On parcourt de nouveau toutes les mailles dont les itEsfae sont pas toutes enregistrées.
Sur chaque cellule, si la solution est connue sur une iterfa, on isole 1e3°™¢ sommet
j1 qui n’est pas sur le segmest;. On remonte alors la caractéristique issue de ce sommet
j1. Si cette caractéristique rencontre l'interfdgeen premier, soit I'interface ot la solution
est connue, alors on peut calculer la solution sur les deugsaimterfaced;, et I;3. On en-
registre alors ces deux interfaces dans le tableau de parc®inon, on passe a la cellule
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suivante jusqu’a ce gu’elles aient toutes été parcourues.

5. Si toutes les interfaces ont été enregistrées, I'alyoet est terminé. Sinon, on retourne a
I'étapes3.

A.2 Précalculs du facteur d’Eddington et des opacités pourd modeéle
M, multigroupe

A.2.1 Calcul des coefficients d& au sens des moindres carrés

Rappel : on cherche une fonctig(z) de la forme :
6

£(2) =doo — €7 _di?,

i=0
pour approcher au mieux la foncti@y =) définie par :

z .%'3
(2) = /1 o ldx.

Les coefficientsl,,, dy, d1, ds étant fixés par les contraintes stiril reste a détermineds, ds et
de au sens des moindres carrés.
Sion pose :

(1]

—ds)e®+do+d do2? + d32®
floy= - BRI r b dit by bz (A14)

-4

o

on est ramené au probléme de minimisation :

trouver P € Ry[X] tel que :
. o[ X] tel g (A.15)
P =mingeg,x [|f — Qllr2-
On résoud ce probléme avec les conditions d’orthogonadittetrov-Galerkin :
< f - P, 1 >L2 = 0,
< f - P, Z>r2 = 0,
<f=P22>;. =0.
Soit le systéme :
Zmazx Zmax3 Zmax
Zmazda + 5 ds + 3 dg = fO f(z)dx,
2 3 4
ULy Ty 4 Ty = [ f(a)ade, (A.16)
4 5
Ty 4 Ty g = [ f(@)a’de.

Il reste alors a choisir la borne supérieure d'intégratlamchoix de cette borne va définir I'inter-
valle sur lequel on souhaite étre précis lors de I'approfionade=. Etant donné le comportement
de la fonction, et aprés quelques tests numériques, onitctleiprendrez,, . = 12.

Pour approcher le second membre du systéméed], on choisit une méthode de quadrature d’or-
dre élevé avec un grand nombre de points. Finalement, agsekition, on obtient les approxima-
tions :

dy = 0.06354289909759,
ds = —0.00654100302672,
dg = 2.375978179550176 10~4.
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A.2.2 Approximation de l'intégrale premiére E!
Numériguement, on approche cette fonction par :

Sio<z <1, El(m) ~ —In(x) + ap + a1z + asx?® + asz® + asx® + asad,

exp(—x) * (% + c123 4 c22® + c32 + ¢4)
x® + byt + box3 + byx? + byx)

Siz>1, El(z)~

Les coefficients sont donnés par :
ag = —0.57721566 c¢; = 8.5733287401 b1 = 9.5733223454
a1 = 0.99999193 co = 18.0590169730 by = 25.6329561486
as = —0.24991055 c¢3 = 8.6347608925 bs = 21.0996530827
asz = 0.05519968 cq = 0.2677737343 by = 3.9584969228
aqs = —0.00976004
as = 0.00107857

A.3 Obtention du modeéleM; de laradiothérapie a partir des équations
de Fokker-Planck et CSD
A.3.1 Fokker-Planck

On rappelle I'équation de Fokker-Planck

QVY(x,e,Q) = Tiot(z,6) Aq¥(x,e,Q) + 0-(Sp (z,2)¥(x,e,0)) (4.9

Lemma 1. En multipliant I'équation de Fokker-Planck par le vect é) et en intégrant les

deux équations obtenues selon la direction, on obtientd&rye :
VUl =0.(SyvY),
VU2 = 2T Ul + 0.(Sy ),
appelé modéle aux moments.

Démonstration.Tout d’abord, on intégre I'équationt ) pour tous les angleQ parcourant le
sphére unité :

/Q.va:/ TtotAQ\IldQ+/ 0-(Sp ) de,
S2 S2 S2

(a) (0) (c)
ou I'on écritQ2 en coordonnées sphériques :
V1 — pu? cose
Q=1+/1—pu2singp (A.17)

0
En intégrant par parties et grace 2fapériodicité de¥, on voit que le terme (b) est nul. Comme
le gradient dans (a) est un opérateur spatial, on peut pertestopérateurs :

/ QYN =V [ QUdQ = V!
52 52
et de la méme fagon, on peut permuter les opérateurs dans (c) :
O-(Spr¥)dQ = 0.(Syr | WdQ) = 0.(SyP°).
52 52
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L'équation du premier moment s’écrit ainsi :
V! = 0. (SyvY).
Pour augmenter I'ordre dans le terme du moment, on multigligiation ¢.4) par(2, puis on

intégre en angle sur la sphére unité :

/ Q® OV dQ = Tmt/ Q.Ag\lfd(H—/ Q0.(SpT)dS.
S2 S2 S2

(@) (b) (©)

Les termes (a) et (b) s’écrivent simplement :

(a):/Q@QV\IIdQ:V Q® QW = VI
52 52

(b) : / QO-(Spr¥) dQ = 9.(Syr [ Q.WdQ) = 0-(Sph).
S2 S2

On détaille le terme (b) en écrivant les trois composantegedteur :
1 2
5TV = p? cosp 0, ((1 — p?) 0,%) dop dpa

/QAQ\I/dQ: fi1f2ﬂ\/1—p sing 9, ((1 — p?) 0,9) dy du
SQ

f f pou(l—p )8(\11)d<pd,u
f—llfo V1= p? cosgpl u LU dp dp
+ filfozﬂx/l—u smapl 82\I/dapd,u

f f 82\Ifdapdu

Pour la premiére composante du vecteur, aprés deux intggadar parties dans chaque intégrale
(enp pour la premiere partie et empour la seconde partie), on obtient :

27
(/ QAQ\I/dﬁl—// cosp [—vV1—p +\/— \/—\Ddgpd,u,
5’2
27
:—2// V1 —p2 cosp ¥ dpdu,
~1Jo

et de la méme facon, pour la deuxiéme composante :

1 2
(/ QAQUdN)y = —2 / / V1 —p2 sing ¥ de dpu.
52 -1J0

Pour la troisitme composante, apres deux intégrations gyéie eny pour la premiere moitié,
une intégration par parties enet la propriété d@r-périodicité de¥, on trouve :

1 2T
(/ QAQUdN)3 = -2 / / u¥ dpdp.
52 -1J0

Finalement, on obtient pour (b) le vecteur :

-2 fil fo% V1 —p? cosp VW dpdp
/ QAUAQ = | —2 [1 [27\ /T =12 sinp Vdpdu | = —2/ QU dQ) = —201,
> =2 [1, [ p dp dp *

(A.18)

qui méne a I'équation :
VU2 = —2(T1; U 4 0.(Spr 1Y),
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Le modeéle aux moments obtenu est donc :

(A.19)

V.U (z,e) = 0.(Sy(x,e)¥0(z,¢)),
V.U2(x,e) = 0.(Sy(x, )V (z,€)) — 2 Tyor(, )W (z, €).

A.3.2 CSD (Continuous Slowing Down)

Une seconde méthode pour obtenir le modéle aux moments pattifede I'équation CSD :

QO.VY(z,e,Q) =p(z) /52 (e, Y. )V (z,e,Q)dQY — p(x) /52 (g, 0.9\ (x,e,Q)dY

+ 0:(Sn(x,e)¥(z,e,0)).
(4.1)
Afin de simplifier les notations, on omet la dépendance ergénet en espace.
Comme pour I'équation de Fokker-Planck, on intégre en asigiida sphére unité :

Lemma 2. Aprés avoir multiplié I'équation CSD par le vecteér1

Q) et intégré les deux équa-

tions obtenues suivant la direction, on obtient le systeme :
VU = 0.(Sy Y,
{Wf? = 2Tyt Ut + 0. (S0,
appelé modéle aux moments.
Démonstration.On commence par intégrer I'équation CSD1j sur la sphére unité :

/quf( )dQ = //pJQ'Q) )dQY dQ — //pJQQ (Q)dQY d
S2 RERCE RERCE

g

(a) ) (¢)
/ 0-(Sp(Q))dS2.

Les termes (a) et (d) sont les mémes que pour I'équation deeFéKanck. Par symétrie du produit
scalaire, on remarque que les termes (b) et (c) s’annulerprémiére ligne du modéle est donc :

VU = 0. (Sy0°).
Puis en multipliant I'équation4( 1) par2 et en intégrant sur la sphéere unité, on obtient :
/ Q® 2.V (Q)dQ :/ / P (Y. Q)T (Q)dQ d —/ / P25 (Q2.Q)T(Q)dY d2
52 52 /52 52 /52

(a) (b) (e)
52

(d)
(A.20)
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Les termes (a) et (d) sont encore les mémes que pour I'équdtié-okker-Planck.

Pour simplifier les termes (b) et (c), on introduit un changetde variable. Comme la variable
d’intégration est une direction, on peut effectuer unetimar :

0
RQ/: 0 = €3
1
. V1 — 2 cos ¢
RQ=Q=|/1—pu? sin ¢
i

On peut alors écrire le terme (b) de la fagon suivante :

/SQ /52 p Q5(Q.Q)W(Q) dY O = p/

() / Q5(.Q)dQ dY,
52 S2

= / U(Q) [ RTQ&(RTY.RTQ) dQ dSY,
52 52

et commeR” (Y. RTQ = p, on peut écrire I'intégrale en coordonnées sphériques :
or (/1 — % cos ¢
Qo (Y.Q)(Q)dY dQ = U (Q T/‘ / — i dp dep dSY
L |Lras@ ) o[ @R [ o VI s | d i

0 1
= 27Tp/ U () RT o / pao(p) du dsY,
1 1

1
—27rp/ Q’QdQ’/ po(p)du,
S2 1

1
= 27Tp\1’1/1u a(p) dp

et on obtient a partir de (c) :
//pQ&(Q.Q’)\I/(Q)dQ’dQ p/ Q\II(Q)/ 7(Q.92)dY dQ
52.J52

2m
—p/SQQ\I/ / / w) dp de dSQ,

1
=2mp / o (p) dp ',

-1
L'équation (A.20) s’écrit donc :

1
Vo2 = 27Tp/ (n— 1) (p) dp O + 0.(Sy o).
-1

Pour garder les mémes notations qu’avec I'équation de Fdlemck, on écrit le coefficient
de transporfl;,; de la fagon suivante :

1

ﬂot(x7 8) = Wp(.%')/ 6(57 M) dp,

-1
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pour finalement écrire le modéle au moment :

V.U (x,e) = 0.(Sy(x,e)¥0(z,¢)),
V.U2%(x,e) = 0-.(Sn(x, )V (z,e)) — 2Thot(, €)W (2, €).
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Résumeé

Ce manuscrit est dédié a I'approximation numérique de
plusieurs modeéles du transfert radiatif. Dans un premier
temps, l'attention est portée sur le modéle cinétique d’or-
données discretes. Dans le but de coupler ce modéle avec
d'autres phénoménes plus lents, il est nécessaire d'avoir
des méthodes numériques performantes et précises sur
des temps longs. A partir d’'une double approximation poly-
nomiale de la solution en temps et en espace, on développe
un schéma de type GRP d’ordre élevé sans restriction sur
le pas de temps pour un systéme hyperbolique linéaire
sur des maillages non structurés. Ce schéma est ensuite
étendu pour le modéle d’ordonnées discretes. Dans un sec-
ond temps, on s'intéresse a des modeles aux moments is-
sus du transfert radiatif. En effet, dans certaines applica-
tions, les modéles aux moments de type M; conservent
de nombreuses propriétés de I'ETR et fournissent une ap-
proximation suffisante de la solution. Aprés avoir résolu
le probleme de Riemann associé au modéle M; gris, on
consideére I'approximation numérique du modéle M; multi-
groupe. Une attention particuliere est portée sur le calcul
des moyennes d’'opacités et des lois de fermeture. Un al-
gorithme de précalculs est alors mis en place. La derniére
application traitée dans ce mémoire porte sur une exten-
sion du transfert radiatif pour estimer des doses de radio-
thérapie. A la différence du M; gris usuel, les flux dépen-
dent ici de fonctions peu réguliéres en espace. Grace a des
changements de variables, un schéma HLL rétrograde est
développé. De nombreux exemples numériques illustrent
I'intérét des schémas obtenus dans cette étude.
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Abstract

This work is devoted to numerical approximation of ra-
diative transfer models. On the one hand, we focus on
the discrete ordinates model. In order to couple this
phenomena with slower ones, accurate and efficient
numerical methods for long times are recquired. From
a double time-space approximation of the solution, a
high order GRP type scheme is developped with un-
restricted time steps for hyperbolic linear systems on
unstructured meshes. This scheme is then extended
to discrete ordinates model. On the other hand, we
focus on moment models of radiative transfer. Actu-
ally, in many applications, they remain a lot of proper-
ties from the RTE and give a sufficient approximation
of the solution. Once the Riemann problem of the grey
M; model is solved, the numerical approximation of the
multigroupe M; model is considered. A particular atten-
tion is paid on the calculation of opacity means and clo-
sure laws. A precalculation algorithm is developped.
The last application is concerned with an extension
of radiative transfer to estimate the dose in radiothe-
rapy. Unlike the usual grey M; model, the space depen-
dence in the fluxes is not necessary smooth. Thanks
to changings of variables, a backward HLL scheme is
developped. Many examples illustrate the interest of
the obtained schemes.

Key Words

Hyperbolic systems with source terms, radiative transfer,
Sy model, M; grey model and M; multigroup,
space-time high order GRP type scheme, asymptotic
preserving scheme, Riemann problem, radiotherapy,
scheme for discontinuous flux fonctions.


logos/LUNAM.eps
logos/UniversiteNantes.eps

	Introduction
	Le transfert radiatif
	Nomenclature
	Généralités sur le Transfert Radiatif
	Le modèle d'ordonnées discrètes S_N
	Les modèles méso/macroscopiques
	Les modèles aux moments
	Le modèle P_N (d'harmoniques sphériques)
	Modèle de diffusion à flux limité


	Schémas numériques pour le modèle SN
	Introduction
	Introduction sur les méthodes de GRP
	Méthode de projection GRP espace-temps transport 1D
	Résultats numériques en dimension 1

	Méthode de projection GRP espace-temps transport 2D
	Résultats numériques en dimension 2

	Méthode de projection GRP espace-temps SN 1D
	Résolution de l'équation du transfert radiatif (2.32)
	Schéma GRP espace-temps

	Schémas numériques existants
	Schéma décentré amont pour le modèle d'ordonnées discrètes
	Schéma Galerkin discontinu pour l'équation de transport linéaire
	Schéma WENO pour l'équation de transport linéaire


	Étude des modèles M1
	Introduction
	Modèle M1 gris
	Résolution du problème de Riemann en 1D
	Solveur de Godunov pour le modèle M1 gris
	Difficultés de l'extension en 2D
	Schéma asymptotic preserving pour le modèle M1 gris

	Modèle M1 multigroupe
	Introduction
	Pré-calculs du facteur d'Eddington 
	Pré-calcul des moyennes d'opacités


	Équations et schémas numériques pour la radiothérapie
	Généralités sur la radiothérapie et modèle utilisé
	Schémas numériques
	Méthode avec changement de variables en 1D
	Méthode avec projections en 1D
	Méthode avec projections en dimension 2


	Résultats numériques
	Résultats en dimension 1
	Schéma GRP espace-temps pour l'équation d'advection
	Schéma GRP espace-temps pour le modèle d'ordonnées discrètes

	Résultats en dimension 2
	Schéma GRP espace-temps pour l'équation d'advection
	Schéma préservant l'asymptotique pour le modèle M1 multigroupe
	Calcul de Dose en radiothérapie


	Appendice
	Schéma GRP transport en dimension 2
	Étape d'évolution et de projection dans les cas deux cibles explicite, deux cibles implicite et une cible explicite 
	Algorithme de parcours des interfaces pour la méthode GRP espace-temps 2D

	Précalculs du facteur d'Eddington et des opacités pour le modèle M1 multigroupe
	Calcul des coefficients de Xi au sens des moindres carrés
	Approximation de l'intégrale première E1

	Obtention du modèle M1 de la radiothérapie à partir des équations de Fokker-Planck et Continuous Slowing Down (CSD)
	Fokker-Planck
	CSD (Continuous Slowing Down)



