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Introduction

Cette these a pour objet d’étude la théorie des codes correcteurs. Ce domaine est
relativement récent a l’échelle de I’histoire des mathématiques, il faut remonter en 1948
pour retrouver les prémices de cette théorie dans un article de Claude Shannon, le pere
fondateur de la théorie de I'information. Ses premieres idées sont tres vite dévoloppées par
Richard Hamming au début des années 50. Les applications industrielles ont contribué
a 'essor rapide de la théorie des codes. En effet, de nos jours, la théorie des codes est
omniprésente dans le domaine des communications classiques (radio, fibres optiques) mais
également dans les supports de stockage comme les disques compacts ou l'intégrité des
données est importante.

L’idée a la base de la théorie des codes est simple, un émetteur envoie un message a un
récepteur :

Emetteur — But

T

Erreurs

Des altérations du message pendant le transport peuvent avoir lieu. L’idée de la théorie
des codes correcteurs est de transmettre le message initial augmenté d’une partie re-
dondante pour détecter et éventuellement corriger des erreurs lors de I'acheminement du
message. Un des sujets primordial d’étude est la découverte d’'un bon compromis entre la
quantité de redondance a ajouter et la capacité de correction ainsi obtenue. Une introduc-
tion historique et détaillée de la théorie des codes correcteurs est disponible dans I'ouvrage
[22].

La modélisation mathématique de cette théorie est au premier abord assez simple. Etant
donné un alphabet A, c¢’est-a-dire un ensemble de symboles, un code est un sous ensemble
de A™ et ses éléments sont appelés mots. Le lien entre cette modélisation et le probleme
initial ne sera pas expliqué ici. L’utilisation d’outils algébriques permet d’enrichir cette
définition assez simpliste. Par exemple en prenant pour alphabet A un corps fini F, nous
pouvons définir et étudier les sous-espaces vectoriels de F™ ce sont les codes linéaires.

La richesse et la diversité de la théorie des codes vient du fait que 1'on peut fabriquer
de tels espaces vectoriels a ’aide d’outils algébriques que 'on sait manipuler au préalable.
Par exemple les codes cycliques sont une famille de codes linéaires construite a l'aide
de polynomes a coefficients dans un corps fini et les opérations que 'on sait faire sur les
polynomes vont nous donner des renseignements sur la structure du code correcteur. Cette

11
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idée se décline a l'infini, de trés nombreux objets algébriques peuvent étre exploités pour
créer des codes correcteurs. On peut citer par exemple la construction de codes issus de la
géométrie algébrique comme les codes de Goppa qui utilise en particulier la théorie des
variétés sur des corps finis. Il est également possible d’étudier des codes construits a 'aide
de graphes.

Dans cette these ’outil principal qui sera a 'origine de notre processus de fabrication de
codes correcteurs est un anneau polynomial qui a la particularité d’étre non-commutatif. Ce
type d’anneau a été introduit et étudié largement par Oystein Ore dans 'article « Theory
of Non-commutative Polynomials » datant de 1933. Plus précisément, si K est un
corps, nous avons de maniere ensembliste :

K[X,0,0] ={)_a; X', a; €K, neN}
i=0
Cet ensemble peut étre muni d’'une structure d’anneau, ’addition restant celle usuelle
sur les polynomes, la multiplication étant définie par la regle suivante :

Va e K, Xa=60(a)X +d(a)

ou # et ¢ sont des applications de K dans K vérifiant certaines propriétés. Dans toute la suite
les objets issus de ce cadre non-commutatif seront parfois qualifiés de « tordus », ce sera
la traduction francaise que nous utiliserons de la terminologie anglaise consacrée :« skew ».
Cet anneau partage encore de nombreuses propriétés avec K[X], notamment le fait crucial
que ses idéaux a gauche ou a droite sont principaux. Ainsi, une théorie analogue a celle
des codes cycliques peut étre développée. Cela a été fait dans le cas ou 0 = 0 par Felix
Ulmer, Delphine Boucher et Willy Geiselmann dans les articles [30] et [31]. Dans ces deux
articles tres récents la méthode de construction des codes correcteurs non-commutatifs
est explicitée, une recherche exhaustive de ces codes pour des longueurs raisonnables est
présentée, ainsi qu'une étude de la dualité. Il est également a noter qu'une généralisation
de ces travaux a des polynomes tordus a coefficients dans un anneau de Galois a été faite
par Boucher, Ulmer et Solé dans article [8]. La construction de codes correcteurs a l'aide
d’anneaux polynomiaux non-commutatifs est en vogue puisque Christophe Chabot dans
sa these datant de 2010 et dans l'article [3] étudie des codes construits a I’aide d’anneaux
de polynomes a coefficients matriciels.

Cette these a pour point de départ les articles de Felix Ulmer, Delphine Boucher et
Willy Geiselmann. Le chapitre 1 est une présentation générale des anneaux de Ore; ceci
seront bien str étudiés dans l'optique de l'application future a la théorie des codes, en
particulier K sera un corps fini. Nous étudierons les idéaux de ces anneaux tordus avec
notamment le théoreme 1.4.3 qui affirmera qu’ils sont principaux. Les idéaux bilateres
joueront également un role particulier puisque l'on demandera que le quotient

K[X,0]/I

ait une structure d’anneau, ce qui sera le cas lorsque I est un idéal bilatere. Nous nous
pencherons également sur la délicate notion de racine d’un polynome tordu qui nous sera
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utile au moment de parler de codes BCH tordus. Enfin, une étude breve des dérivations
d’un corps fini sera présentée.

Le chapitre 2 suit essentiellement les deux articles fondateurs mentionnés ci-dessus.
Les codes correcteurs tordus y seront définis dans le paragraphe 2.2.2. Plus précisément le
polynéme g = go+ g1 X + ... + ¢, X" de K[X, 0] sera le polynome générateur du code tordu
ayant pour matrice génératrice :

go v G 9r 0 a 0
0 0(g0) -+ 0O(gr—2) Olgr) = 0
0 0 0" Hgo) - T Hga) 0" Hg)

Nous donnerons et commenterons les résultats présentés dans [30] et [31].

Nous obtenons donc une nouvelle famille de codes correcteurs qui contient strictement
la famille des codes cycliques. L’intéret de travailler avec une famille plus large de codes est
que l'on a une plus grande latitude, en effet il est possible de faire varier ’automorphisme
. De plus cet ensemble de codes tordus partage avec les codes cycliques un grand nombre
de propriétés, pour résumer, les manipulations polynomiales que nous savons faire dans
K[X, 0], nous permettrons, comme dans le cas commutatif, d’avoir des résultats sur les
codes correcteurs.

Le chapitre 3 est issu d'un travail en commun avec Felix Ulmer et Pierre Loidreau
qui a fait 'objet d’un article : Skew codes of prescribed distance or rank. Le but
de ce chapitre est de controler la distance minimale des codes correcteurs tordus produits
a l'aide d’un travail en amont sur le polynome générateur du code correcteur. Il y a deux
aspects abordés dans ce chapitre, le premier concerne la prescription de la distance rang
d’un code correcteur ; le théoreme qui résume cela est le théoreme 3.2.6. Un outil essentiel
qui intervient dans cette construction est la théorie des équations aux différences et le lien
profond entre ce domaine et la théorie des anneaux de Ore. Cela consiste a associer au
polynome g = ag + a1 X + ... + a, X" de K[X, 0] I'opérateur K’-linéaire sur K :

Ly(y) = aoy + a:160(y) + ... + a, 0" (y).

Ce type de code correcteur construit a l'aide de la métrique rang a été introduit avec
un autre formalisme par Gabidulin dans [9]. Les codes que I'on obtient ici forment toute-
fois une famille plus vaste que celle présentée par Gabidulin. Le second aspect développé
dans ce chapitre est la construction de codes BCH tordus. Les codes BCH introduits par
Bose, Ray-Chaudhuri et Hocquenghem sont des codes cycliques dont on peut minorer la
distance minimale si I’'on a des informations sur les racines du polynome générateur. Le
paragraphe 3.3.2 présente la généralisation des codes BCH a ce contexte non-commutatif.
Des algorithmes explicites peuvent étre déduits de ces études, c’est ainsi que nous avons
trouvé deux codes correcteurs, I'un de parametres [42, 14, 21] sur Fg issu de la construction
a l'aide de la métrique rang et I'autre de parametres [40, 23, 10] sur 4 qui est un code BCH
tordu. Ces codes améliorent de 1 la meilleure distance minimale connue pour ces longueurs
et dimensions. Enfin, un algorithme de décodage des codes BCH tordu sera présenté.
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Le chapitre 4 présente une généralisation des codes tordus vus précédemment. Son
point de départ est I'article [29]. En utilisant le langage des modules, il est possible de
s’affranchir des questions tournant autour des idéaux bilateres, en effet si I est un idéal
a gauche de K[X, 6] alors le quotient K[X,0]/I n’a pas, a priori, une structure d’anneau
mais c’est au moins un K[X, f]-module. Cela s’avere suffisant pour construire nos codes
correcteurs tordus. Nous obtiendrons alors une famille de codes issus d’idéaux polynomiaux
encore strictement plus vaste. Un des intéréts de cette approche sera qu’il va étre plus
accessible d’introduire une dérivation ¢ a notre anneau de polynéomes non-commutatifs et
d’étudier les codes qui en résultent. Nous parlerons brievement des conséquences qu’a cette
généralisation sur le chapitre précédent, cette relaxation permettra d’alléger la procédure
de calcul et de trouver de nouveaux codes correcteurs ayant une distance minimale record,
comme le code présenté dans 'exemple 4.4.3.

Le chapitre 5 passe dans le monde multivarié. Ce sujet a fait I’'objet d’une prépublication
IRMAR sous le titre : Codes on multivariate Ore polynomial rings. L.’idée principale
est d’étudier des codes correcteurs vus comme quotients d’anneaux non-commutatifs de
polynomes a plusieurs variables par un idéal bilatere. L’écueil majeur est le fait que les
idéaux que 'on va étudier ne sont plus principaux. Un travail préalable sur les idéaux en
utilisant les bases de Grobner sera donc un passage obligatoire. Il faudra légerement adap-
ter ’'algorithme de Buchberger dans ce cadre. Le paragraphe 5.3 montrera que I'on peut
prévoir la dimension de ces codes et obtenir au prix de quelques divisions polynomiales la
matrice génératrice sous forme systématique. Un des avantages de cet univers multivarié est
que 'on va avoir une liberté supplémentaire sur nos parametres. En effet, en une variable,
une fois choisi le polynome générateur et la longueur du code, le code est fixé, tandis qu’en
plusieurs variables nous pouvons jouer sur la forme de 'escalier des idéaux avec lesquels
on va travailler. Tout ceci sera précisé dans le paragraphe 5.5.

Il reste encore de nombreuses questions a étudier autour de ces familles de codes correc-
teurs tordus, en particulier des questions de stabilité des codes modules par un automor-
phisme monomial. Une premiere approche sera expliquée brievement dans le chapitre pers-
pectives et on présentera notamment un algorithme permettant de tester si un code correc-
teur est un code-module. On peut également envisager une généralisation supplémentaire
en introduisant des anneaux non-commutatifs multivariés différents.



Notations et notions de base

Représentations des corps finis

L’entier p désignera un nombre premier et I’on travaillera tres souvent avec le corps fini
a ¢ = p' éléments que I'on notera F,. L’anneau des polynomes a une indéterminée sur un
corps K sera noté K[X].

La construction suivante est 1égitimée par le fait qu’il existe au moins un polynome
irréductible de F,[X] de degré t.

Soit P € F,[X]| de degré t irréductible, nous avons 'isomorphisme de corps :

Fy = I, [X]/(P).

Pour manipuler les éléments de F,, nous nous servirons de cette correspondance et
travaillerons dans le quotient F,[X]/(P) en notant o = X. Pour chaque parametre n et ¢,
il est possible de choisir P afin que o engendre le groupe des inversibles de F,, que nous
notons ;. Cette propriété est démontrée au chapitre 2 de [14].

Dans la suite, nous choisirons P de cette maniere la et nous exprimerons les éléments
de I, sous la forme de puissance de . Le polynome P sera celui donné par le logiciel de
calcul formel Magma. dans sa version 2.13.

Voici une liste des polyndémes P utilisés pour p = 2 et p = 3 qui sont les principales ca-
ractéristiques que nous utiliserons. Il sont donnés par la commande ConwayPolynomial(p,t)
du logiciel de calcul formel Magma.

p=2 p=3
t=2 X’ +X+1 X2 +2X +2
t=3 X +X+1 X34+2X +1
t=4 X'+ X+1 Xt 4+2X34+2
=5 X'+ X?2+1 X°+2X +1
t=6| X+ X+ X+ X?°+ X +1 | XO+2X* 4+ X? +2X +2

Nous noterons par la suite, méme lorsque ce n’est pas précisé, a le générateur de I
donné par Magma dans sa version 2.13.

Automorphismes de [,

Soit ¢ = p' o1 p est un nombre premier, on notera 6(z) = 2P, 'automorphisme de Frobenius.

15
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Cet automorphisme particulier engendre le groupe des automorphismes de F, puisque :
Théoreme. — Le groupe des automorphismes de F, est cyclique d’ordre t engendré par
l'automorphisme de Frobenius :

Aut(Fy) = {Id, 2", x— a2, . z—a" '}

Cela est démontré, par exemple, dans le théoréeme 2.21 de [14].

Notation 1. — L’écriture 6° désignera la composée de 6 i-fois.
Notation 2. — Dans la suite, nous noterons (F,)? le sous-corps de F, fixé par Pautomor-
phisme 6.

Rappels sur les codes correcteurs

Dans cette these, nous étudierons uniquement des codes correcteurs linéaires et ’alphabet
sera un corps fini, c¢’est ce qui sera sous-entendu dans la suite par ”code”. Nous appellerons
mot de code un élément du code.

Définition. — Un code de longueur n et de dimension k est un sous F,-espace vectoriel
de Fy de dimension k.

On note M, ,,(F,), I'ensemble des matrices a k lignes et n colonnes a coefficients dans
F

q-

Définition. — Une matrice génératrice d’un code de longueur n et de dimension k est
une matrice de My, ,(IF,) dont les lignes forment une base de ce code.

Définition. — Une matrice de parité d’un code, C, est une matrice H € M, (F,), telle
que pour tout ¢ € C :

H'c=0.
Définition. — Le poids de Hamming d’un mot ¢ = (c1,...,c,) € C, noté w(c), est défini

par :

w(c) = #{i, ¢ #0}.

Définition. — La distance de Hamming d’un code C, notée d(C), est définie par :

d(C) = i :
(€)= dnin {w(x)}

On parlera d’'un code de parametres [n, k, d] pour désigner un code de longueur n, de
dimension £ et de distance minimale d. Nous rappelons que la borne de Singleton affirme
que k <n-+1-—d.

Pour une introduction élémentaire, on pourra consulter [32].



Chapitre 1

Anneaux de Ore sur un corps fini

1.1 Motivation

Il existe de tres nombreuses facons de construire un code correcteur, 'une d’entre elles
consiste a utiliser un anneau de polynoémes. Plus précisément, on considere 'anneau F [ X].
C’est un anneau euclidien et en particulier principal. Nous pouvons choisir un entier n et re-
garder I'anneau quotient F,[X]/(X"™—1), 'application fondamentale qui va nous permettre
d’associer un polynome a un mot de code est la suivante :

T : Fy — F,[X]/(X™—1)
(ag, @y .oy Gpn_1) +— ag+ar X + ...+ a, X"

Nous avons la définition d'un code cyclique :
Définition. — Un code cyclique est l'image réciproque parT d’un idéal de F,[X]/(X"—1).

Les idéaux de F,[X]/(X™ — 1) sont connus puisqu’ils sont en correspondance avec les
diviseurs dans F, de X" — 1.

Cette construction et ses propriétés seront détaillées au chapitre 2.

En résumé les points cruciaux de cette construction sont :

1. L’analogie mots de code et polynomes via I'application 7'.

2. Le caractere euclidien de 'anneau F,[X] afin de pouvoir travailler facilement dans
des quotients de cet anneau.

3. La connaissance des idéaux de IF,[X] qui sont principaux.
4. L’étude des diviseurs de X" — 1 dans F,[X].

Le point de départ de cette these est de mettre au point une construction analogue a
celle la avec un anneau de polyndémes non-commutatif.
L’exemple d’anneau non-commutatif que nous allons utiliser au début est le suivant :

F,[X,0] = {Z a; X", a; € F,, m € N}. (1.1)

1=0

17
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L’addition est I’addition usuelle et la multiplication est définie en étendant par asso-
ciativité et distributivité la regle :

Va € Fy, Xa = 0(a)X. (1.2)

Tous les détails de cette construction seront donnés au paragraphe 2 du chapitre 1.

Il faut se demander si la construction que 1’on a faite dans le cadre commutatif s’adapte
facilement au cadre non-commutatif.

Nous allons reprendre I’énumération des quatre points fondamentaux de cette construc-
tion et examiner s’ils s’adaptent en non-commutatif.

1. L’application de passage entre les mots du codes et les polyndémes tordus reste bien
définie comme en commutatif.

2. Il sera montré dans le paragraphe 2 du chapitre 1 que 'anneau F,[X, 0] est euclidien
a gauche et a droite, quitte a bien choisir au préalable le sens dans lequel on divise,
il est donc tout a fait possible d’effectuer des divisions euclidiennes.

3. Les idéaux de F,[X, 0] seront examinés au paragraphe 3 du chapitre 1, et I'on verra
que la aussi il convient de faire la distinction entre idéaux a droite et a gauche.

4. Enfin 'étude des diviseurs de X™ — 1 dans 'anneau F [ X, 0] va étre particulierement
intéressante afin de pouvoir dénombrer les codes que 'on va obtenir. En effet, nous
allons voir au paragraphe 5 du chapitre 1 que la factorisation dans I'anneau F,[X, 6]
est plus complexe qu’en commutatif.

Une difficulté supplémentaire apparait en non-commutatif ; lorsque 'on quotiente F,[ X, 6]
par un idéal, le quotient a une structure d’anneau uniquement lorsque 1'idéal est bilatere.

Il sera naturel d’étudier la structure des idéaux bilateres de F,[X, 0], cette question sera
abordée également dans le chapitre 1.

Nous voyons qu’il faut dans un premier temps étudier attentivement la structure de
F,[X, 6] afin de pouvoir construire, par analogie aux codes cycliques, des codes #-cycliques.

Le chapitre 1, dont nous allons a présent détailler le sommaire, va étre entierement
consacré a cette étude.

Le but de ce chapitre est d’introduire et de regarder les propriétés d’une famille d’an-
neaux de polynomes non-commutatifs. Ce type d’anneau a été introduit et étudié par Ore
en 1933 dans [21]. Cette étude a été poursuivie par Jacobson dans I'ouvrage [13] et [12].
Le livre de Cohn [5] en fait également largement mention.

Dans cette partie, nous allons développer les propriétés de ces anneaux qui vont nous
servir dans la construction des codes que 1’on va effectuer plus tard, en particulier les textes
de Ore et Jacobson considérent ces anneaux de polynomes sur un corps quelconque tandis
que nous allons étudier ici la théorie uniquement sur un corps fini. Il faut garder a I'esprit
qu'une grande partie des résultats évoqués sont encore vrais sur d’autres corps. En ce qui
concerne le cas des anneaux de polynomes non-commutatifs a coefficients dans un anneau
voir [33].
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Nous allons voir dans un premier temps la définition ainsi que les premieres propriétés de
ces anneaux, nous remarquerons en particulier que la famille d’anneaux considérée est vaste
puisque ces anneaux ne sont pas isomorphes entre eux. Puis, nous mettrons en évidence le
caractere euclidien a gauche et a droite, ce résultat fondamental résumé dans le théoreme
1.3.1 sera un des ingrédients principaux pour parler de codes correcteurs. Nous étudierons
également les idéaux de cet anneau qui, a cause de la non-commutativité, seront des idéaux
a gauche ou a droite. Bien entendu, les idéaux bilateres joueront un role particulierement
intéressant, ils seront caractérisés dans le théoreme 1.4.5. Nous regarderons également le
centre de cet anneau de polynomes non-commutatif et nous définirons la notion de borne
d’un polynome. Le théoreme 1.5.4, nous dira que tout polynome possede une borne, c’est-a-
dire un multiple qui est central. Puis nous nous intéresserons aux propriétés arithmétiques
de ces anneaux, notamment a des problemes de factorisation et d’irréductibilité, avec la
définition d’une racine d’un polynome tordu. Le théoreme 1.7.14 permettra de quantifier
le défaut de factorialité de ces anneaux. Enfin le dernier paragraphe généralisera encore
nos anneaux en introduisant une dérivation compliquant un peu plus la multiplication de
deux polynomes tordus. A cet effet, nous caractériserons les dérivations d’un corps fini.

1.2 Définition et généralités

Dans ce chapitre, nous allons définir I’anneau non-commutatif en question, puis étudier ses
premieres propriétés et voir un exemple de calcul.

Soit p un nombre premier et ¢ € N*. On note F, le corps fini & ¢ éléments ou ¢ = p.
Soit ¢ un automorphisme de corps de IF,. On définit I’ensemble suivant :

F,[X,0] = {Z a; X", a; € F,, m € N}. (1.3)
i=0

On va munir cet ensemble d’une structure d’anneau. On garde 1’addition usuelle sur les
polynomes. La multiplication va étre définie par la regle simple :

Va € F,, Xa =0(a)X. (1.4)

En étendant cette regle par associativité et distributivité, on obtient une loi de multipli-
cation bien définie sur F,[X, 6]. En effet de maniere plus générale si :

P= Em: a; X"
=0
et

Q= i b; X7
=0

on peut effectuer le produit PQ et 'on obtient en distribuant :

PQ=> a; XX

1,J



20 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE ORE SUR UN CORPS FINI

Il suffit de remarquer que X'b; = 6°(b;) X" en itérant la regle de multiplication (1.4). Au
final, on a :

"j

Remarque 1.2.1. — Le fait de demander que # soit un automorphisme de corps est une
condition assez naturelle. En effet, on a envie d’avoir les propriétés suivantes :

X(a+b) = Xa+ Xb

X(ab) = (Xa)b
X1=X.

Ces trois propriétés reviennent a demander respectivement que 6 soit un morphisme additif,
multiplicatif et unitaire.

Remarque 1.2.2. — On retrouve I’anneau classique de polynomes a coefficients dans un
corps fini lorsque l'automorphisme 6 est égal a l'identité; c’est-a-dire F [ X, Id] = F,[X].
Cependant, il est clair que si 'automorphisme que 'on choisit est distinct de 'identité,
on obtient un anneau de polynomes non-commutatif, aussi appelé anneau de polynomes
tordus.

Exemple 1.2.3. — Afin d’avoir a notre disposition un automorphisme de corps non tri-
vial, il convient de se placer dans un corps de cardinal non premier. Prenons F, et 1'au-
tomorphisme (z) = z?. Pour faciliter les calculs dans FFy, on voit ce corps comme étant
Fo[X]/(X% + X +1). En notant o = X, on a Fy = {0,1,a,a?}, avec la relation fonda-
mentale a? = a + 1. Soit P = X? + aX € F [X,0] et Q = o*’X +1 € F [X,0], on a
alors :

PQ = (X?+aX)(a?X +1)
= X20’X +aXa’X + X?+aX
= ()X’ +af(a®)X?+ X +aX
= X2+ a?’X?P+ X2+ aX
= o’X’+aX’ +aX.

Voyons a présent les premieres propriétés de cet anneau.

Définition 1.2.4. — On définit, de maniere analogue au cas commutatif, le degré de
P =3 a,X" € F|X,0] comme étant le max{i € N, a; # 0}. On le note deg(P). On
adopte la convention deg(0) = —o0.

Nous avons également les mémes propriétés que dans le cas commutatif :

Proposition 1.2.5. — Soit P et Q) appartenant a F,[X, 6], non nuls.
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(i) deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)}.
(i) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Démonstration. — La premiere formule est évidente, I’addition sur les polynoémes tordus
étant la méme que dans le cas commutatif. La seconde assertion provient du fait que IF,
est integre et que 6 est un automorphisme de corps. [ |

Proposition 1.2.6. — L’anneau F [ X, 0] est intégre et ses inversibles sont exactement les
inversibles de Fy.

Démonstration. — L’outil du degré, introduit précédemment, permet de montrer ces deux
assertions immédiatement. [ |

La famille d’anneaux non-commutatifs que I'on obtient est assez grande en effet :

Théoréme 1.2.7. — Les anneaux Fy, [ X, 01] et F,[Y, 0] sont isomorphes si et seulement
St qd1 = Q2 et 91 = 92.

Démonstration. — Supposons les deux anneaux isomorphes, ils doivent avoir le méme
nombre d’inversibles, ceci impose ¢ = ¢». Notons ¢ cet isomorphisme, on remarque que
o(F,) = F,,. En effet si tel n’etait pas le cas 'image d'un élément non trivial de F,
serait de degré non nul ainsi les images des puissances de cet élément seraient de degré
arbitrairement grand ce qui est absurde. Donc ¢ restreint a F, (¢ = ¢1 = ¢2) est un
isomorphisme. Observons que ¢(X) est de degré 1, car sinon Y n’aurait pas d’antécédent
par ¢. Posons p(X) =aY 4+ 0. On a :

p(Xa) = p(X)p(a) = (aY + b)p(a) = aby(p(a))Y + bp(a) (1.5)

et d’autre part :
p(Xa) = (01 () X) = p(b1(a))aY + p(6:1())b. (1.6)

Si b # 0, en regardant les termes constants de (1.5) et (1.6), on voit que cela impose
61 () = a puisque ¢ est un isomorphisme de F,. Un anneau commutatif ne pouvant étre
isomorphe a un anneau non-commutatif cela impose que ¢ = 6; = Id. Sinon, si b = 0,
on a fy(p(a)) = ¢(01(«)). Toutes les applications mises en jeu font partie du groupe des
automorphismes de [F, qui est commutatif donc 6, = 03, ce qui démontre le résultat. m

1.3 Division euclidienne

Nous allons a présent voir, de maniere identique au cas commutatif, qu’il est possible
d’effectuer des divisions euclidiennes. Toutefois, il faudra faire évidemment attention de
quel coté on divise a cause de la non-commutativité. Ce processus est détaillé dans [21]
dans un cadre tres général. Le cas des corps finis est traité dans [16]. Le théoréme suivant
est crucial puisque le fait de pouvoir diviser permettra plus tard de considérer des anneaux
quotients et d’aboutir a la construction de codes correcteurs. Plus précisément, on a le
résultat suivant qui est une division euclidienne a droite :
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Théoreme 1.3.1. — Soient f et g dans F,[X, 0] avec g # 0, alors il existe q et r dans
F,[X,0] tels que :
f=ag+r
et
deg(r) < deg(g).

Démonstration. — Si deg(f) < deg(g), il suffit de prendre ¢ = 0 et 7 = f. Supposons donc
que deg(f) > deg(g). On note :

f=ao+au X+ ... +a, X"

avec n > m. L’idée va étre de voir qu’a 'aide du terme dominant de g on peut éliminer le
terme dominant de f. En effet le polynome :

f o aﬂen—m(z);nl)Xn—mg
est de degré au plus n—1 puisqu’il est précisément construit pour faire s’annuler les termes
dominants. On poursuit le processus par récurrence. [ |
Remarque 1.3.2. — Il y a également unicité du quotient et du reste.

Remarque 1.3.3. —II est possible d’obtenir le méme résultat en effectuant la division a
gauche. En gardant les mémes notations que dans la preuve précédente, on a :

—m an n—m
f—g0 (b_)X

qui est de degré au plus n — 1. Donc, il existe ¢; et r; avec deg(r1) < deg(g) tels que :

=90 +m.
Exemple 1.3.4. — On se place toujours dans F4[X, 0] ot 0(z) = x2. Soient :

f=aX*+X +a

g=aX+1.

Le résultat de la division a droite est :
aX?+ X+’ = (X +1)(aX +1)+a.
Le résultat de la division a gauche est :
aX?+ X +ao? = (aX +1)X +a’

L’existence de cet outil de division euclidienne va étre fondamentale par la suite. Nous
venons de démontrer que :

Théoréme 1.3.5. — L’anneau F,[X, 0] est euclidien a droite et a gauche.

Remarque 1.3.6. — En particulier, il faut garder a 'esprit qu’il est tout a fait possible
d’utiliser 'algorithme d’Euclide pour calculer un pged ou un ppcm en ayant au préalable
choisi le coté de division. Les notions de pged a gauche et a droite et de ppecm a gauche et
a droite sont bien définies.
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1.4 Les idéaux de F,[X, 0|

Nous allons dans ce paragraphe étudier la structure des idéaux de cet anneau. Plus précisément,
nous allons caractériser les idéaux bilateres dans le théoreme 1.4.5.

Notation 3. — On notera (P), I'idéal a gauche engendré par le polynéme P et de méme
(P)q pour l'idéal & droite. En I'absence de précisions (P) désignera 'idéal engendré a
gauche par P.

Tout d’abord une conséquence immédiate du paragraphe précédent :
Proposition 1.4.1. — Tout idéal a gauche de F[X, 0] est principal.

Démonstration. — Soit I un idéal a gauche non réduit au polynéme nul. On choisit un
polynome non nul de plus bas degré dans I, notons le g. Soit f € I, effectuons la division
euclidienne a droite de f par g :

f=a9+r

avec deg(r) < deg(g) ou r = 0. On remarque que r = f — qg est dans l'idéal I, comme on
avait pris g de degré minimal dans I cela implique que » = 0. Donc tout élément de I est
un multiple a gauche de g. Le polynome g engendre a gauche 1'idéal I. [ |

Remarque 1.4.2. — De maniere similaire, en utilisant la division euclidienne a gauche, on
montre que tout idéal a droite est principal.

Nous avons donc démontré le résultat suivant :
Théoréme 1.4.3. — L’anneau F [ X, 0] est principal a droite et a gauche.

Nous allons a présent déterminer la forme générale des idéaux bilateres de F,[X, 6]. On
va avoir besoin du lemme intermédiaire suivant :

Lemme 1.4.4. — Soit I un idéal bilatére de F,[X, 0], alors tout générateur a gauche de
I est également un générateur a droite.

Démonstration. — En tant qu’idéal a gauche, on a l'existence de f tel que I = fF,[X, 0]
et en tant qu’idéal a droite on a l'existence de g tel que I = FF [X, 6]g. Il existe donc s et
t dans F,[X, 0] tels que fs = g et tg = f. Le polynome ¢f est dans I, donc tf = ft' pour
un certain ¢’. On obtient :

f=tg=1tfs= ft's. (1.7)
Grace a (1.7), on voit que t's = 1 et que s est inversible, ce qui montre que f génére 'idéal
a droite également. Evidemment la réciproque est vraie, tout générateur a droite est un
générateur a gauche. n

A présent, on peut donner la forme des polynomes qui génerent un idéal bilatere.
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Théoreme 1.4.5. — Si f génere un idéal bilatére alors f est de la forme :
(ap + a1 X° + ... + a, X™) X?
ot s =|<8>]| estl’ordre de 6.

Démonstration. — Soit f un générateur d’un idéal bilatere I non nul, que 'on écrit sous
la forme :
f=aoX?+a XP + . +a,XPT

avec p choisi de telle sorte que ag soit non nul. Il est immédiat de voir que X? génere un
idéal bilatere de F[ X, 6], par conséquent ag + a1 X + ... + a, X" génere également un idéal
bilatere qui est juste obtenu en divisant tous les polynomes de I par X?. On peut donc
supposer que

f=a+auX+.. +a, X"

ou ag # 0. Soit B € F,, d’apres le lemme 1.4.4 | il existe 0 tel que Sf = fJ, c’est-a-dire :
apf 4+ a18X + ... + a, X" = agd + a10(0) X + ... + a,0"(5) X".

Ceci en tenant compte que, pour une raison de degré, J est une constante. Par identification,
ona:

B =10, a8 = a10(9), ..., a8 = a,0"(9).
Donc si a; # 0 alors ¢ est un multiple de I'ordre de 6, c¢’est-a-dire :
f = Qg + Oéle —+ ...+ O(mes.
[ |

Les polynomes du centre de F,[X, 0] engendrent bien entendu des idéaux bilateres. Ces
idéaux bilateres particuliers joueront un role crucial par la suite. On va par conséquent
étudier le centre de F [ X, 0].

Théoréme 1.4.6. — Le centre de F,[X,0] est (Fq)°[X®] ou s est l'ordre de 6 dans le
groupe des automorphismes de F, et (F,)? désigne le corps des éléments laissés fives par 0.

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de traduire la condition de commutation avec les

constantes et la condition de commutation avec I'indéterminée X. Soit un polynéme du
centre de F,[X, 0] :

f=a+au X+ .. +a,X".
Alors pour tout o € Fy, on a aof = fov ce qui se traduit par :
aag + aam X + ... + aa, X" = apa + a10() X + ... + a,0" () X".

Comme dans la preuve précédente, on conclut que seules les puissances de X multiples de
s apparaissent dans f. D’autre part la condition X f = fX se traduit par :

0(ag)X +0(a1)X* + ... + 0(a,) X" = apX + a1 X* + ... + a, X"

Ceci signifie que pour tout i, on a a; € (F,)?. Ce qui achéve la caractérisation des éléments
centraux. |
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1.5 Borne d’un polynéme

Dans ce paragraphe nous allons répondre a la question simple suivante mais qui sera cruciale
pour notre construction de codes correcteurs : un polynome P € F,[X, 6] a t-il toujours un
multiple central ? Le théoreme 1.5.4 répond par I'affirmative a cette question et nous donne
un algorithme pour calculer ce multiple central, ainsi qu'une majoration de son degré.
Définition 1.5.1. — Soit P € F [X, 6], on dit que P est borné si l'idéal a gauche (P),
contient un idéal bilatére non trivial (P*). Le polynome P* unitaire de degré minimal
satisfaisant cette condition est appelé borne de P.

Définition 1.5.2. — Avec les mémes notations, on suppose que (P), contient (P**) ou
P** est central. Le P** unitaire de degré minimal vérifiant cette condition est appelé borne
centrale de P.

Remarque 1.5.3. — Ces conditions reviennent a demander que P* et P** soient des
multiples a gauche de P.

Montrons que P possede toujours une borne et méme une borne centrale. On peut en
outre controler le degré de ces bornes et ’on dispose d’un moyen algorithmique rapide de
les calculer.

Théoréme 1.5.4. — Soits =| <0 > | etd = [F,: (F,)’]. Soit P € F, de degré n, il existe
une borne P*et une borne centrale P** telles que deg(P*) < sn et deg(P**) < snd .

Démonstration. — On considére les divisions euclidiennes a droite suivantes :
X®=QP+R;, i=0,1,...n (1.8)

avec deg(R;) < n. La famille {R;, ¢ = 0...n} fait partic de 'espace vectoriel F,[X, 0],
des polynomes a coefficients dans F,[X, 0] de degré plus petit ou égal a n — 1 qui est de
dimension n sur [F,. Il existe une combinaison linéaire non triviale :

iéZR“ 51 € ]Fq.
=0

En effectuant la méme combinaison linéaire sur les égalités (1.8), on obtient :
D aXE = () 6Q)P.
i=0 =0

n
Le polynome P est un diviseur a droite de Zéz-X  qui génere bien un idéal bilatere
i=0
d’apres le théoreme 3.5. C’est donc une borne pour P et son degré est plus petit que
sn. Pour la seconde assertion du théoreme, on remarque que F,[X, 0] | est également un
espace vectoriel de dimension finie nd sur (F,)?. En effet F, est une extension de corps de
(F,)? de degré d. Si l'on effectue nd divisions euclidiennes comme précédemment, il existe



26 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE ORE SUR UN CORPS FINI

une combinaison linéaire non triviale :

nd
Z%’Rm Yi € (Fq)e-
i=0

dn

On conclut comme précédemment que le polynome Z%X s est une borne centrale pour
i=0

P et que son degré est inférieur ou égal a snd. [ ]

Sur Iy, il est possible d’améliorer la borne donnée par le théoreme :

Proposition 1.5.5. — Soit P € F4[X,0] ot 0(x) = 2 de degré n, alors il a une borne
centrale P** de degré au plus 2n.

Remarque 1.5.6. — La majoration du théoréme précédent nous donnait deg(P**) < 4n.

Démonstration. — Montrons que dans ce cas la il est possible d’exhiber explicitement un
polynome central. Soit :
n
P=> aX"
i=0

n
On va juste montrer que le polynome ) = Z 9j+1(aj)Xj convient, c’est-a-dire que 'on

=0
va calculer PQ) et voir que c¢’est un polynome central :
PQ = Z a0 (a) X 4 Z a; 0"t (a;) X (1.9)
i3, i+i=1[2] 64,145 =0[2]

Etudions chacune des deux sommes de (1.9). Lorsque i+ j est impair alors 677! (a;) = a;

et 'on a :
E aian”] =2 E GianlJr] =0
i,4yi+j=1[2] i<ji+j=1[2]
car on est en caractéristique 2. Pour l'autre somme, on a 077+ (a;) = 6(a;) et 'on peut
écrire :

Z a;if(a;) X" = Z (aif(a;) + a;0(a;)) X + ZaiQ(ai)X”.
i,4,i+5=0[2] i,4,i+5=0[2] i=0
Chacun des coefficients de cette somme est bien dans [, car invariant par 6 et les seules
puissances de X qui apparaissent dans P(Q) sont les puissances paires. Le polynome P() est
bien un polynéme central. En fait, si PQQ = R, on a :

QPQ =QR = RQ = PQQ

comme 'anneau est integre cela montre que PQ) = QP et 'on a bien montré que P a un
multiple a gauche central de degré plus petit que 2n. [ |
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Exemple 1.5.7. — On se place toujours dans F4[X, 6] et on garde les mémes notations
que dans les exemples précédents. Soit P = X7 + aX% 4+ aX® + «, on a:

P*:X12+X10+X8+OCX6—|—062X4+X2+062
P** :X14+X10+1.

On voit que la borne peut étre de degré strictement plus petit que la borne centrale.

1.6 Automorphisme et anti-isomorphisme

Nous allons mettre en évidence une famille d’automorphismes de F,[X, #] dont nous nous
servirons ultérieurement. Puis, nous verrons en nous basant sur la méme idée un lien entre

F,[X,0] et F,[X,071].
Soit ¢ un automorphisme de [y, on regarde I’application :

v,  F X0 — F,[X, 0]

ZaiXi — Za(ai)Xi.

i=0 i=0
Proposition 1.6.1. — Pour tout o, l’application ¢, est un automorphisme de F,[X,0].
Démonstration. — L’application ¢, est clairement un morphisme additif. De plus, on a

pour tout a € I, :
vo(aX) =0c(a)X

et

Po(a)po(X) = o(a)X.
Il reste encore a vérifier que :

Po(Xa) = s (X)ps(a).
Cela revient a montrer que :

o(0(a))X =0(o(a))X.

Ce qui est vrai puisque le groupe des automorphismes d’un corps fini est commutatif.
Pour conclure, remarquons que l'inverse de ¢, est ¢,-1, ce qui montre que ¢, est bien un
automorphisme. n

Définition 1.6.2. — Soit A et B deux anneauz, on dit qu’ils sont anti-isomorphes
lorsqu’il existe une bijection @ : A — B telle que V(z,y) € A? :

©(04) = 0B, o +y) =)+ ¢(y)

(1) = 1, @(ry) = @(y)e(z).
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Proposition 1.6.3. — L’application suivante est un anti-isomorphisme d’anneau :
e  FJlX,0] — F,[Y, 07

Y aX = Y 07 (a)Y"
1=0 =0

Démonstration. — Le fait que ce soit un morphisme pour 1’addition et une bijection en-
sembliste est évident. Soit :
m
P=> aX'
i=0

Q — Xn:ijJ
j=0

On a alors :
n

=p(>

=0 j=

.

@b (6)X ) = 3307 a0 (b)Y
0

et d’autre part

P(Q)e(P) = (307 ()Y )30 (@)Y = 3 > 079 (,)07 (07 (@)Y,
j=0 =0 i=0 j=0
Ce qui démontre le résultat. .

On peut également démontrer que c’est le seul cas ou 'on a un anti-isomorphisme.

Théoréme 1.6.4. — Les anneaux F[X, 0] et F,[Y, 0] sont anti-isomorphes si et seule-
ment si 0 = 05 .

Démonstration. — La condition suffisante vient d’étre vue. Soit ¢ un anti-isomorphisme
alors, comme dans la démonstration du théoreme 1.7, on obtient que ¢ restreint a F, est un
automorphisme et p(X) = aY +b. Calculons ¢(Xa), ou o € F, de deux fagons différentes :

P(Xa) = p(a)p(X) = p(a)(aY +b) = ap(@)Y + bp(a).
D’autre part :
p(Xa) = p(01(0)X) = p(X)p(f1(a)) = (aY + b)p(f1(a)) = aba(p(01()))Y + bp(01(a)).
Les automorphismes de F, commutent donc :
Yo S Fq, 02(61(0&)) = Q.

Ce qui démontre le résultat. [ |
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1.7 Factorisation et irréductibilité

1.7.1 Notion de racine

Nous avons vu que nous disposons de beaucoup d’outils dans ce cadre non-commutatif
qui sont dérivés du cadre commutatif classique. Une question naturelle qui arrive assez
vite est : peut-on parler de racine de ces polynomes ? Cette question est intéressante dans
l'optique d’utiliser I'anneau F,[X, 6] pour fabriquer des codes correcteurs puisque, par
exemple, les codes BCH utilisent de maniere cruciale la notion de racine d’un polynome
générateur.

L’approche naturelle qui consiste a remplacer I'indéterminée X par un élément de F, ne
marche pas pour la raison simple que le morphisme d’évaluation n’est plus un morphisme
dans le cas non-commutatif. Voyons cela sur I’exemple suivant :

Exemple 1.7.1. — On se place dans F4[X, 0] muni de Pautomorphisme 0(z) = 22, on
note o le générateur de F; donné par Magma dans sa version 2.13, nous avons 1’égalité
suivante :

X2+ 1=(X+a)(X +a?).

En remplagant X par 1 nous obtenons alors 0 = 1. Ce qui montre que I’évaluation ainsi
définie n’est pas un morphisme multiplicatif.

En résumé, la valeur du polynome en un point dépend de la forme sous laquelle on
présente ce polynome. Ce constat facheux, nous incite a prendre une autre définition de la
notion de racine d'un polynome :

Définition 1.7.2. — Soit f € F,[X,0] et s € N*. On dit que a € Fs est une racine de
f lorsque X — o divise a droite f dans F,[X, 6].

Remarque 1.7.3. — Lorsque s > 1, il convient de préciser la signification de F[X, 6],
en effet un automorphisme 6 possede plusieurs extensions a un sur-corps. Ici 'on pren-
dra lextension qui garde la méme expression, c’est-a-dire si #(x) = % on prendra pour
automorphisme de [Fys :

O(z) = a®

que l'on notera encore, par abus de notation, 6.

Nous allons expliciter un peu cette notion de racine, en la reliant a la notion de racine
usuelle d’un polynéme de F,[X]. Ceci est notamment expliqué dans [13].

Définition 1.7.4. — Soit 0 un automorphisme de I, et o € Fys, on pose pour tout entier
1>1:
Ni(a) = 071 (a)0 2 (a)...a (1.10)

et No(a) = 1.
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Proposition 1.7.5. — Soit f = a, X" + ...+ ap € F [X,0] et a € Fy, le reste de la
division euclidienne a droite de f par X — « est :

Z a;N; ().

Démonstration. — Soit f(X) = a, X"+ ...+ ao de degré au moins 1. Remarquons I'identité
suivante dans F,s[X, ] valable pour tout entier i > 1

X - Ni(a) = [XT L+ 07 a) X2+ 071 ()0 2 () X3 + .+ Ny(a)](X — a).

En effet, il se produit simplement un télescopage des termes.
En multipliant ces égalités par a; et en sommant sur ¢, nous obtenons :

Z%’Xi —a;Ni(a) = Q(X)(X — «).

Il reste a ajouter ay pour obtenir :

Ce qui démontre la proposition. [ |

Corollaire 1.7.6. — Soit f = a, X" + ...+ ag € F,[X,0] et o € Fys, a est une racine de
f si et seulement si :

2”: a;N;(a) = 0.
i=0

‘Remarquons ensuite que si 6(x) = 2% est distinct de l'identité, alors N;(a) = 6" (a)...ac =
a% .., clest-a-dire que :

i1
J
§ dy ;
— 90—1
Ni(a) =a’=" =qn-T

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.7.7. — Soit f = a, X" + ... + ao € F,[X,0], a € Fs est racine de [ si et
seulement « est racine du polynome de F,[Y] suivant :

n qi71

Pr=Y aYwr. (1.11)
i=0
Remarque 1.7.8. — Ce polyndme est noté avec I'indéterminée Y en effet c’est pour ne

pas le confondre avec nos polynomes tordus, ici c’est bien un polynéme de F,[Y]| donc
commutatif.
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Remarque 1.7.9. — La proposition précédente peut paraitre suprenante, elle implique
qu'un polynome f € F,[X, 6] de degré n possede Z((’J—j racines comptées éventuellement

avec multiplicité. Voyons I'exemple suivant pour éclaircir cela.

Exemple 1.7.10. — Soit 6(z) = 22 et le polynome f = X? + 1 € F4[X,6]. D’apres la
proposition précédente une racine de f est une racine du polynome de F4[Y] suivant :

szyg—i—l.

Ce polynome possede 3 racines que sont 1, a, o?. Ainsi le polynome f doit avoir 3 racines,
c’est-a-dire 3 facteurs a droite de degré 1 unitaire. Ces racines se trouvent dans I, puisque
I'on a :

X’+1=(X+1)(X+1)

X?+1=(X+a)(X+a?)
X?= (X + o)) (X +a).

Nous aurons 'occasion de retrouver ce fait suprenant dans le chapitre 4, ou 'on liera
les racines d’un polynome tordu aux solutions d'une équation aux différences.

1.7.2 Factorisation

En non-commutatif la notion de polynéme irréductible est bien définie, c’est également
un polynome non inversible, f, qui n’a pas de factorisation propre sous la forme f = gh.

L’anneau F,[X, 0] est euclidien a droite et a gauche, cependant il n’est pas facto-
riel puisque nous avons vu que l'unicité de la décomposition d'un polynoéme en facteurs
irréductibles n’est clairement pas au rendez-vous, comme le montre le calcul de 'exemple
1.7.10.

Néanmoins, en suivant le théoréme 1.2.9 de [13], nous voyons qu’il existe un équivalent
du théoreme d’unicité de la décomposition en facteurs irréductibles. Tout d’abord définissons
la notion de polynomes semblables.

Notation 4. — Si a,b € F,[X, 0], on note (a,b), le plus grand commun diviseur a droite de
aet b, (a,b), sera le plus grand commun diviseur a gauche.

Définition 1.7.11. — Soit f et g deux polynomes non nuls de F [ X, 0], f est dit sem-
blable a gauche au polynome g s’il existe u et v’ dans F,[X, 0] tels que :

1. (v, f)g =1

2. (U, g)d =1.

3. u'g= fu.

Si f est semblable a gauche a g, on note f ~, g.
Remarque 1.7.12. — Voyons, en commutatif, ¢’est-a-dire lorsque # = Id, ce que signi-
fient ces trois conditions. Les conditions 1 et 3 impliquent que u/|u, les conditions 2 et 3

impliquent que u|u’ donc u = Au" avec A un scalaire. Etre semblable est synomyme d’étre
associé pour des polynomes commutatifs.
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Exemple 1.7.13. — Dans F4[X, 0], le polynéme X + 1 est semblable a gauche a X + «,
en effet :
a(X +a)=(X+1)a’

Nous en arrivons au théoreme fondamental suivant qui décrit I'arithmétique de F,[ X, ].
Il est énoncé dans [13] de maniere trés générale pour un anneau principal & gauche et a
droite.

Théoréme 1.7.14. — Un élément P € F,[X, 0], non constant, peut s’écrire sous la forme :
P=P..P, (1.12)
ot les P; sont wrréductibles. De plus si l'on a deux écritures :
P=P..P,=P..P,
alors r = s et il existe 0 € S, tel que pour tout i, P; ~, pa(i).
Exemple 1.7.15. — Dans F4[X, ], nous avons les factorisations en irréductibles :
X’+1=(X+1)(X+1)

X2 +1=(X+a)(X +a?).
Nous avons vu que X + 1 ~, X + a mais on a aussi X + 1 ~, X + o2

Beaucoup de questions autour de la factorisation des polynomes tordus sont traitées
dans [11] ou des algorithmes explicites sont donnés et analysés.

Pour la démonstration de ce résultat nous renvoyons a [13] qui utilise le langage des
modules et le fait que si I’élément f est irréductible alors 1'idéal a gauche engendré par f
est maximal.

1.7.3 Polynomes irréductibles

Le nombre de polynomes irréductibles de F,[X, Id] est trés bien connu, il est donné par
la formule suivante ou I; désigne le nombre d’irréductibles unitaires de degré t ou t > 2 :

1 t
Iy = gZH(d)qd-

djt

La fonction p étant la fonction de Moebius. On peut trouver une preuve de ce résultat
dans la démonstration du théoreme 3.25 dans [14].

Cette formule se démontre avec deux ingrédients, le premier est le fait que le polynome
X 17" — X est le produit de tous les polynomes unitaires irréductibles de F,[X] dont le degré
divise m, puis une utilisation astucieuse de la formule d’inversion de Moebius permet d’ob-
tenir ce résultat. Une étude plus précise de cette formule montre qu’il existe un irréductible
de tout degré.
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Dans le cadre non-commutatif, la démonstration de cette formule n’est pas possible a
appliquer directement, cependant, I’article [6] présente la généralisation de cette formule.

Le langage employé dans cet article est légerement différent puisque les auteurs parlent
de polynomes linéarisés, nous verrons au chapitre 4 ’analogie avec notre cadre.

Théoréme 1.7.16. — Soit F, un corps fini de caractéristique p avec q¢ = p° et 0(z) = z¥",
notons k le pged de e et s. Notons N le nombre d’irréductibles unitaires de degré t de
F,[X,0]. Alors N1 = q et pour tout t > 2 :

¢ —1
t(p* —1)

Remarque 1.7.17. — On retrouve la méme formule que dans le cadre commutatif puis-
qu'alors s =0 et k =e.

N, = (1.13)

S

it

Remarque 1.7.18. — Ce nombre d’irréductibles ne dépend pas réellement de § = z?° mais
juste de e et de s. C’est-a-dire que dans 4 ,par exemple, donc avec e = 4, si 'on considere
les automorphismes : 0;(z) = 22, 0y(z) = 2%, O3(x) = 22, alors comme pged(4,1) =
pgcd(4,3), les anneaux Fi5[X, 0] et Fi6[X,05] ont le méme nombre d’irréductibles d’un
degré fixé. Nous avions déja une premiere intuition d’un cas particulier de ce résultat avec
la proposition 1.6.3 qui disait que F,[X, 6] et F,[X,67!] sont anti-isomorphes. Ils ont, en
particulier, le méme nombre d’irréductibles d’un degré fixé.

Une analyse de cette formule permet de montrer qu’il existe des polynomes irréductibles
de F,[X, 0] de tout degré.

Voici quelques résultats sur le nombre d’irréductibles. On remarque qu’il y a toujours
moins d’irréductibles en non-commutatif qu’en commutatif.

t|0(z)=a|0(x)=2a?

2 6 D

3 20 18

4 60 51
Fal X005 04 198

6 670 285

71 2340 2322

8| 8160 7710
t|0(x)=o|0(x)=2?|0(x)=2a2"0(x)=2a"
2 120 85 102 85

Fi6[X, 0] : 3 1360 1170 1300 1170

41 16320 13107 15420 13107

t0(x)=z|0(x) =23

2 36 30
Fo[X,6]:[3] 240 224

41 1620 1476

5| 11808 11712
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Exemple 1.7.19. — La liste des polynomes irréductibles de degré 2 unitaires de F,4[X, 6]
est :
f1 = X2 +«
f2 = X2 + 042
fs=X*+aX+1
fi=X*+a’X +1
fo=X*+X+1.

En se souvenant de l'application ¢y introduite a la proposition 1.6.1 , nous voyons
que f1 = wa(f2) et f3 = po(fs) et le polynome f5 étant a coefficients dans F, il satisfait
@o(fs) = fs-

1.8 Polynomes tordus avec dérivation

Nous allons étudier une généralisation de notre anneau F,[X, 0] en introduisant une
forme supplémentaire de non-commutativité. C’est sous cette forme-la que Ore dans [21]
avait introduit ces anneaux non-commutatifs.

Nous nous servirons de cette généralisation au chapitre 3, lorsque nous étudierons les
codes modules.

1.8.1 Définition

Soit IF, un corps fini, on considere I’ensemble suivant :

F,[X.0,6] = {>_a; X', a; € F,, n €N}
=0
L’addition est I’addition usuelle sur les polynomes, par contre nous avons la regle de

multiplication suivante :
Va e F,, Xa="0(a)X +d(a). (1.14)

On souhaite que la multiplication soit distributive par rapport a ’addition ce qui impose
que pour tout a et b dans [, :

X(a+0b) = Xa+ Xb.
Ce qui se traduit par
6(a +b) = 0(a) + 0(b)
d(a+b) =d(a)+ 4(b).
On aimerait également que F,[X, 6, ] soit associatif, c’est-a-dire que :
X(ab) = (Xa)b
ce qui donne :
0(ab) = 0(a)b(b)
d(ab) = 60(a)d(b) + d(a)bd. (1.15)
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Définition 1.8.1. — Soit 0 un automorphisme de F,, Uapplication ¢ : F, — F, est une
0-dérivation si pour tout a et b dans IF, :

1. 6(a+b) =d6(a)+ 4(b).
2. 6(ab) = 6(a)d(b) + d(a)b.

Remarque 1.8.2. — On veut aussi que 1 reste I’élément neutre a droite de F,[X, 6, 4],
c’est-a-dire que X.1 = X, ce qui impose :

6(1) =1
6(1) =0.
Définition 1.8.3. — Soit 0 un automorphisme de F, et 6 une 0-dérivation de Fy, on a

alors défini un anneau non-commautatif de polynomes : F,[X,0,0].

En effet en étendant la regle 1.14 par associativité et distributivité, la structure d’anneau
est bien définie.

Si I'on connait parfaitement les automorphismes de [y, en revanche les 0-dérivations
sont moins connues. Nous allons pouvoir dans la suite caractériser les §-dérivations de F,.

Nous allons tout d’abord démontrer un lemme qui nous donne §(a™) en fonction de §(a)
et 6(a), il nous servira plus tard dans nos démonstrations.

1.8.2 Lemme calculatoire

Lemme 1.8.4. — Soit F, un corps fini, 6 un automorphisme de I, et & une 0-dérivation
de IF, alors pour tout a € Fy et pour tout n > 1 on a la relation :

n—1
5(a”) = 8(a)[) _a'6(a)" 7). (1.16)
i=0
Démonstration. — On démontre simplement cela par récurrence, pour n = 1 le résultat

est évident. Pour n = 2, il s’agit juste de remarquer que :
§(a®) = 6(a x a) = 0(a)d(a) + §(a)a = §(a)[f(a) + d]

ce qui correspond a la formule annoncée.

On suppose donc la propriété vérifiée au rang n. Ensuite, on remarque que §(a"™!) =
d(a™ x a) = 0(a")d(a) + d(a™)a puisque I est une f-dérivation. Il suffit de remplacer 6(a")
par son expression provenant de I’hypothese de récurrence. On obtient donc :

§(a™™h) = §(a)[0(a™) + Z a1 (a)" 1.

Ce qui a un changement d’indice pres dans la somme correspond bien au résultat annoncé.
[ |

Ce résultat est une regle de calcul fondamentale parce que tous les éléments non nuls
d’un corps fini peuvent s’écrire comme des puissances d’un élément primitif.
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1.8.3 Cas ou il n’existe pas de #-dérivations non triviales

Notons Dy(F,) 'ensemble des #-dérivations de F,. On remarque immédiatement que
I’application 6 = 0 convient pour étre une #-dérivation. Dans le cas ou le corps fini est de
cardinal premier, c¢’est la seule dérivation possible.

Proposition 1.8.5. — Dy(Z/pZ) est réduit a l’application nulle.

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que comme (1) = 0 et que ¢ est un morphisme
additif alors :
Y(1+...+1)=0

ce qui assure que 0 est identiquement nulle. [ |

Pour avoir des dérivations non triviales, il va falloir se placer sur des extensions de corps
plus élaborées, ce qui tombe bien puisque les automorphismes des Z/pZ sont triviaux.
Il n’y a également aucune dérivation non nulle lorsque 6 est 'identité.

Proposition 1.8.6. — Soit ¢ = p' ot p est un nombre premier alors Dq(F,) est réduit a
lapplication nulle.

Démonstration. — On reprend les notations de la proposition et on voit F, comme étant
F,[X]/{f) ot f est un polynéme irréductible de degré ¢ sur F,[X] tel que a = X soit un
générateur de (F,)*. On suppose qu’il existe une dérivation non triviale, c’est-a-dire que
d(a) # 0. Comme 0 = id, on a d’apres le lemme 1.16 :

5(a’) = 6(a)fia'].
D’autre part, soit f(X) = ZaiXi alors f(a) = 0 donc d(f(a)) = 0 et par linéarité de ¢

1=0
on a :

i §(a;a’) = 0.
i=1

Or les coefficients a; sont dans F,, ce qui implique que 6(a;) = 0 et donc §(a;a’) = a;0(a’).
On obtient alors :

Z a;6(a)[ia™'] = 0
Z a;fia’™1 = 0.

i=1

T

Il suffit de remarquer que les éléments 1, «, ..., " ! sont libres sur F,, par construction de

[F,. Donc pour tout ¢ € {1...r}, on a :

Cette derniere relation signifie que les seuls coefficients éventuellement non nuls de f sont
ceux associés aux puissances de la caractéristique, p. Dans une telle situation, un résultat
classique nous dit que f est la puissance p-ieme d’un polynome, en particulier n’est pas
irréductible. Ce qui est absurde. [ |
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1.8.4 Etude générale des §-dérivations de [,

Voyons tout d’abord un exemple pour se convaincre que de tels objets existent.

Exemple 1.8.7. — On se place dans Fy et on note a un générateur de F;. On prend
6(x) = z*. On pose :
3(0)=0(1)=0

5(a) = §(a?) = a.

Il est évident et rapide de vérifier la linéarité de o ainsi que la propriété de #-dérivation.
On obtient un nouvel anneau non-commutatif de polynémes F [ X, 6, §] dans lequel nous

avons par exemple :
(X +1)(X +0a)=X?+aX.

Voyons ce qui se passe en toute généralité. Soit F, un corps fini ot ¢ = p'. Prenons
un automorphisme de ce corps fini : #(z) = 2”". Le but est de déterminer toutes les
f-dérivations de F,. Notons comme précédemment F, = F,/(f) ou f est un polynoéme
irréductible de degré t tel que o = X soit un élément primitif de F,. Supposons qu'il existe
une @-dérivation non nulle et notons-1a §. D’apres 1.16, donner d(«) suffit a déterminer
parfaitement la 6-dérivation.

En posant () = 3 avec 8 # 0, on obtient la formule suivante :

§(a') = Bl + o' 20(a)... + 0(a) 1, (1.17)

avec §(0) = 0(1) = 0. Toutes les #-dérivations non nulles sont donc de cette forme, il s’agit
de montrer que la formule ci-dessus est bien une #-dérivation.

Proposition 1.8.8. — Ainsi définie & est une 0-dérivation.

Démonstration. — 11 va falloir vérifier la propriété de 6-dérivation et la linéarité de 6 pour
montrer ce résultat.
Montrons que pour tous indices ¢ et j, on a bien :

§(a') = 0(a")6(a?) + 6(a’)a’ .
C’est immédiat a vérifier, en effet on a :
(5(04Hj) — ﬁ[azﬁrjfl + Oci+j72¢9(oz)... 4 H(Oé)z#jfl]

et d’autre part :

0(a")5(a?) + 8(a")a! = 0(a)' Bla? ™t + ... +0(a) ] + Bl [a 4.+ 0(a)

= Bla™ T L ad0(a) T+ () + o+ O(a)

Ce qui correspond bien.
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Vérifions & présent la linéarité. La relation fondamentale qui donne le lien entre tous les o

t
est f(a) =0, c’est-a-dire Z a;a’ = 0.

=0

11 suffit de vérifier que Z a;0 = 0. L’application nulle étant évidemment une dérivation,

=0
on suppose que (3 # 0.
On a:

p i1 i1
= a;la'™ —aP .
_ ApT—1 Z ¢
11—« —

Regardons en premier lieu la somme :

S = = (f — an)fe) = 2.

Montrons qu’elle est égale a I'autre somme :

Qo

e =~ (f — ) (@) = ~[f(”) —ag] = =2

puisque f(a?") = f(a)?" = 0.
On a bien :

Il est également évident de vérifier que si o’ € F,, alors on a §(a’) = 0, en effet :

]_ J— a(prfl)iO

1 —ar-1

(a™) = o

Or @ =1 = 1 puisque a’? = 0.

En résumé, on obtient le résultat suivant :
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Théoréme 1.8.9. — Soit F, muni d’un automorphisme :
1. 8160 =1d, il n’y a qu’une dérivation, la dérivation triviale.

2. 810 #1id, il y a q dérivations distinctes données par l'image par la dérivation d’'un
générateur de (F,)*.

1.8.5 Principales dérivations utilisées

Voici les descriptions des principales dérivations qui vont étre utilisées par la suite,
notamment au chapitre 3.

On se place dans Fy muni de automorphisme 0(x) = 22, et 'on note a un générateur
de FF}, voici les f-dérivations non nulles de Fy :

01 | 02 | O3
0]0]01]O0
17010]0
alllalad?

a1 ]ala?

Nous utiliserons également, au chapitre 4, la #-dérivation suivante définie sur Fg muni

de 6(z) = z?, on note toujours « le générateur de Fj donné par Magma dans sa version
2.13. On choisit §(a) = « :

Enfin donnons un dernier exemple de #-dérivation de Fig muni de §(z) = 2*. Notons «
le générateur donné par Magma, il vérifie d’ailleurs a* + o + 1 = 0, on choisit §(a) = af :
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1.8.6 Propriétés de F [X,6,0]
Nous avons comme dans le cas ou il n’y a pas de dérivation :

Proposition 1.8.10. — Soit P et ) appartenant a F,[X,0,4], non nuls.
(1) deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)}.
(ii) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Démonstration. — L’assertion (ii) se vérifie en remarquant que si f = a, X" + ... + ag et
g ="b, X"+ ...+ by alors
fg=a,0"(b,) X" + .

Remarque 1.8.11. — Les termes de degré plus petit que n + m sont beaucoup plus
complexes a écrire puisqu’ils sont sommes de plusieurs termes. Il nous faudrait connaitre
une expression de X"a sous forme d’un polynome. Nous ferons cela tres précisément au
chapitre 4 afin d’avoir 'expression des coefficients de la matrice génératrice d’'un code
correcteur.

On en déduit que F [X, 0, d] est un anneau integre.

Il est également tres intéressant de remarquer qu’il existe encore une division euclidienne
a droite ou a gauche dans cet anneau-la. En effet nous pouvons faire s’annuler le terme
de téte d'un polynome quelconque f avec un multiple d’'un polynéme non nul g. Plus
précisément, nous avons par exemple la division euclidienne a droite :

Théoréme 1.8.12. — Soient f et g dans F,[X,0] avec g # 0, il existe q et r dans
F,[X,8,0] tels que :
f=a9+r
et
deg(r) < deg(g).

Cette propriété va nous permettre de travailler facilement avec des idéaux et de mani-
puler également des codes correcteurs construits a 'aide de polynomes de F,[X, 6, d].

Le seul bémol est que les idéaux bilateres de F,[X, 0, §] sont beaucoup moins simples a
caractériser que ceux de [F,[X, 6], ¢’est pour cela que nous ne reverrons 'anneau F,[ X, 6, 0]
qu’au chapitre 4 ou l'on va s’affranchir des idéaux bilateéres.



Chapitre 2

Construction de f-codes

L’introduction de 'anneau de polynomes tordus vue au chapitre précédent va a présent
nous permettre de fabriquer des codes correcteurs. Cette construction fut mise au point
en 2007 par Ulmer, Boucher et Geiselmann dans l'article [31] qui ont dans un premier
temps étudié uniquement les codes cycliques, c’est-a-dire engendrés par un polynome dont
la borne est de la forme X™ — 1. Puis ce travail a été généralisé dans [30] avec notamment
I’étude de la dualité euclidienne et hermitienne de ces codes.

Nous rappellerons la construction classique des codes #-cycliques. Puis, par analogie
avec ce cadre commutatif, nous définirons les #-codes dans la définition 2.2.2. Nous obtien-
drons également une matrice génératrice de ces codes. On verra quelques exemples et un
tableau de résultats afin de connaitre les parametres des codes ainsi créés et la distance
minimale de ces codes nous intéressera plus particulierement. Enfin en suivant [30] nous
donnerons les principaux résultats concernant la dualité; nous verrons en particulier que
le dual d'un code #-cyclique est un code #-cyclique au théoreme 2.5.4. Une caractérisation,
un algorithme et une méthode de détermination des codes seront également donnés.

2.1 Codes cycliques usuels

Nous allons commencer par rappeler brievement la méthode de construction des codes
cycliques. Il sera intéressant de garder en téte ce processus étant donné que ’extension
au cadre non-commutatif se fera avec la méme idée. On considere 'application décalage
circulaire suivante :

T FZ — F7

q
(CL(), Ay ...,y an,l) — (an,l, ag, ..., an,g).

Définition 2.1.1. — Soit C un code linéaire sur Fy, on dit que C est cyclique lorsque :

relC<—r1(x)eC. (2.1)

41
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Exemple 2.1.2. — Plagons-nous sur Fy et prenons le code de longueur 7 engendré par :
mo = (1,1,0,1,0,0,0)
m; = (0,1,1,0,1,0,0)
me = (0,0,1,1,0,1,0)
ms = (0,0,0,1,1,0,1).

On peut vérifier que ces 4 vecteurs forment une base d'un code de dimension 4 qui est
cyclique. En effet :

T(mg) = mo + my + mo.

L’introduction de cette nouvelle condition va nous permettre d’utiliser 1’outil polyno-
mial pour manipuler les codes correcteurs. On considere 'application :

T 7 - FIX]/(X" — 1)

q
(ao, Ay, ..., an,l) — ag+a X+ ...+ an,lX”_l.

On a le lien fondamental suivant :

Proposition 2.1.3. — Soit C un code linéaire sur IF,, alors C est cyclique si et seulement

si T(C) est un idéal de F [X]/(X" —1).

Démonstration. — La preuve est classique et consiste a faire le calcul suivant dans I'anneau
quotient F [ X]/(X™ —1).

X(0,0 + CL1X + ...+ an,anfl) = CL()X + ale... + an,lX" = Qp_1+ CLOX + ...+ CLn,anil.

Ce qui établit clairement que pour z € C, T(7(z)) = XT'(z). Le décalage circulaire corres-
pond donc bien a la stabilité par multiplication par X via ’application 7. [ |

Des résultats de la théorie des anneaux nous disent que les idéaux de F [ X]/(X™ — 1)
sont principaux et sont en bijection avec les diviseurs unitaires de X™ —1. Plus précisément,
on a le résultat suivant :

Théoreme 2.1.4. — Soient :
g X)=ap+ ..+ X"
un diviseur unitaire de X™ — 1 dans F,[X] et :

m = (ayp, ..., 1,0,...,0)
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le mot correspondant. Alors les n — r mots de codes :
m = (ayp, ..., 1,0,...,0)
7(m) = (0, ao, ..., 1,0, ...,0)

Y m) = (0,...,0,ag, ..., 1)

forment une base d’un code cyclique de dimension n—r. Réciproquement tout code cyclique
de longueur n sur F, s’obtient par la construction précédente.

Les codes cycliques sont une famille de codes correcteurs extrémement utilisée dans les
applications. On sait construire de tels codes en prescrivant la distance minimale, ce sont
les codes BCH. L’avantage de ces codes est notamment que ’on dispose d'un algorithme de
décodage rapide et utilisant principalement I’algorithme d’Euclide polynomial, cette facon
de décoder sera d’ailleurs transposable aux codes que 1'on va étudier au paragraphe 3.3.5
du chapitre 3.

2.2 Définition des #-codes

Nous allons calquer la construction précédente, I'anneau F,[ X | va étre remplacé par F [ X, 6].
Soit [ un idéal bilatere de F,[X, 0], alors I est principal et est généré a droite (et a gauche

aussi d’apres le lemme 1.4.4) par un polynome f. Le quotient F,[X,0]/(f) a une structure

naturelle d’anneau. C’est un F,-espace vectoriel dont une base est {1, ..., X4()=1} On a

le résultat suivant qui généralise la situation du cas commutatif.

Proposition 2.2.1. — Les idéauz a gauche de F,[X,0]/(f) sont principauzr et engendrés

par la classe d’un diviseur o droite de f dans F,[X, 0.

Démonstration. — Soit J un idéal a gauche non réduit a zéro de F [ X, 0]/(f). Choisissons
un polynome unitaire de J de plus petit degré et notons le G. Soit P € J, si 'on effectue
la division euclidienne a droite de P par G dans F,[X, 6] (en voyant P et G comme des
éléments de F,[X,0]), on a :

P=QG+R

ou deg(R) < deg(G) < deg(f). Donc R = P — QG (ou plutot sa classe dans F,[X, 6]) est
dans J, c’est absurde sauf si R = 0. On a alors J = (G),. De plus G est un diviseur a
droite de f car la classe de f, qui est 0, est bien dans I'idéal engendré par G. [ |

On peut maintenant donner la définition d’un #-code.

Définition 2.2.2. — Soit C un code linéaire de longueur n sur F,. C’est un 0-code s’il
eviste f € F,[X, 0] tel que (f) soit un idéal bilatére et

J = {ao +a X + ...+ CLn_an_l, ((1,(), A1y ..., an_l) S C}

soit un idéal a gauche de F,[X,0]/(f). D’apres la proposition précédente les éléments de
J sont des multiples a gauche d’un diviseur a droite, g, de f.
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Notation 5. — On notera parfois (g)/(f) le code défini ci-dessus.

Cette définition est la généralisation naturelle du cas commutatif qui correspond a 6 =
Id. La famille de codes obtenue est plus vaste mais partage de nombreuses propriétés avec
les codes cycliques commutatifs. On va pouvoir, comme dans le cas commutatif utiliser des
techniques sur les polynomes afin de travailler sur les codes. Nous prescrirons notamment
la distance minimale d’un code au chapitre 3 en généralisant les codes BCH classiques.

Définition 2.2.3. — Si de plus f est dans le centre de F [ X, 6], on dit que C est un 0-code
central.

Définition 2.2.4. — Si f = X" —1 ou | < 6 > | divise n (afin que f génere bien un idéal
bilatére) alors C est appelé code 0-cyclique.

Il est possible de donner la matrice génératrice d'un #-code. Si g = go+ g1 X +... + ¢, X"
divise f € F,[X, 6] tel que (f)) soit un idéal bilatere, alors :

{m(X)g(X), deg(m(X)) <n—r—1}

forme ’ensemble des mots du code vu ici de maniere polynomiale. En remarquant que :
Xig(X) = 3 #i(g) X
5=0

il est possible de former une matrice génératrice du code :

go tt Gr1 9r 0 . 0
0 6(g) - 0(g—1) 0(gr) e 0
o - 0 607" g) - " Hgeo1) 0" gr)

Il s’agit d’'une matrice a n — r lignes et n colonnes. De maniere similaire aux codes
cycliques, la propriété d’étre un idéal se répercute sur les mots du code.

2.3 Propriétés sur les mots de code et exemples

Voyons tout d’abord ce qui se passe dans le cas #-cyclique ainsi qu’'un exemple.
Proposition 2.3.1. — Soit C un code linéaire sur IF, alors C est un code 0-cyclique si et
seulement si :

(A0, oy 11, ey A1) € C 4= (B(an_1),0(ag), -, O(an_2)) € C.

Démonstration. — 11 s’agit simplement de montrer, comme dans le cas commutatif, que la
condition :
(agy ...y @1y .oy @y_1) € C <= (0(an-1),0(agp),...,0(a,—2)) € C
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est équivalente a la stabilité par multiplication par X. Si v = (ag,ay, ..., a,—1), notons
u’ = (0(an_1),0(ap), ...,0(an_2)). Soit u € C et P, le polynome de F,[X,0]/(X™ — 1) qui
lui est canoniquement associé, alors :

n—1

XP,(X)=X()_aX') = Ze a;) X = Po(X).

=0
Ce qui démontre ’équivalence annoncée puisque la stabilité par multiplication par X et la
linéarité suffisent pour avoir un idéal dans ce cas. |

Voyons tout de suite un premier exemple explicite.

Exemple 2.3.2. — On se place dans F,;[X, 6], ot (z) = 22 et on note Fy = {0, 1, a, a*}.
On considere le polynome :

f=X%-1
qui génere bien un idéal bilatere puisque f est central d’apres le théoreme 1.4.6. On a la
factorisation suivante :

X¥—1=(X?+aX +a)(X° 4+’ X? + a’X? + aX +a?).

Le polynome g = X° + a?X? + a?X? + aX + a? est un diviseur a droite de f, il génere un
code f-cyclique dont la matrice génératrice est :
a? a o o2 0
0 a o o

1
o 0
0 0 o a o «

H O = o
— o o

Cette matrice est la matrice génératrice d'un code sur F, de parametres [8, 3, 5.

Donnons un exemple ou le #-code que 1'on obtient n’est pas -cyclique, et voyons la
condition qui en découle sur les mots du code.

Exemple 2.3.3. — On se place dans le méme cadre, c’est-a-dire que 1’'on travaille avec
I'anneau de polynomes tordus F4[X, #]. On prend pour polynéme central :

f=X24+ X+ X+ X2+ 1
et 'on remarque que 'on dispose de la factorisation suivante :
f=(X4+aX’+?X* + X3 + X7+ D) (X0 + aX® + aX?* 4+ * X% + X? 4 a).

Le polynome X%+ aX® + aX?+ a?X3 + X? + a génere un f-code qui en plus est central.
La matrice génératrice est :

a 01 &> a a1 0 0 0 0 O
0 a2 01 aao?2a®> 1 0 0 0 O
0 0 a 01 a2 a aa 1 0 0 O
00 0a2 0 1 a o> a> 1 0 0
0 000 0 1 &> a o 1 0
00 00 0a2 0 1 a o a®1
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Cela nous donne un code sur [Fy de parametres [12, 6, 5]. Il est en outre possible de trouver
une condition sur les mots similaire a celle que 'on trouve dans le cas des codes cycliques
ou f-cycliques. Pour cela il suffit de traduire la condition de stabilité par multiplication
par X.

Soit (ag, ...,ar1) € C et P = ag + ...a;; X! son polynome associé alors X P(X) est un
polynome associé a un mot du code, plus précisément :

XP(X)=0(a))X + ... +0(a1) X" = 0(ag) X + ... + (a1 (X + X* + X2 +1).
Il en découle la condition suivante sur les mots de code :
(ag,ay,...,a1) € C
<~
(O(ar1),0(ap),0(ar) + 0(ar1),0(as),0(a3) + 6(a11),0(as),0(as) + 0(aq1), ..., 0(a10)) € C.

La condition de stabilité par multiplication par X peut toujours étre traduite par une
condition sur les mots du code plus ou moins compliquée.

2.4 Etude quantitative des #-codes

Nous allons voir dans ce paragraphe un tableau donnant les meilleures distances mi-
nimales obtenues a ’'aide de 6-codes et nous allons les comparer aux meilleures distances
minimales connues. Cela nous permettra de voir que I’ensemble des 6-codes contient de bons
codes. Mais voyons tout d’abord que cette famille de codes est strictement plus grande que
la famille des codes cycliques, ce qui n’était a priori pas tout a fait clair. Les résultats
suivants ainsi que le tableau sont issus de [30].

Proposition 2.4.1. — Soit f = X" — 1 un polynome de F,[X,0] qui génere un idéal
bilatere. Un code 0-cyclique engendré par un diviseur a droite unitaire, g, de f de degré
inférieur ou égal a n — 1 est cyclique si et seulement si tous les coefficients de g sont dans
R
r—1
Démonstration. — Soit g = X" + Z ;X" Tout d’abord si tous les coefficients de g sont
i=0
dans (FF,)? alors la matrice génératrice est la matrice d'un code cyclique. Réciproquement
si le f-code généré par g est cyclique, alors gX € C. Comme le code est linéaire, on a en
particulier X¢g — gX € C. C’est-a-dire :

(0(g0) — 90)X + (0(g1) — g1) X + ... + (0(gr,) — 9r)) X"

est un multiple a gauche de g, notons le A\g. Comme ¢ divise f son terme constant n’est
pas nul. Donc nécessairement A = 0 et donc le polynome Xg — ¢gX est nul. Les g; sont
invariants par 6 d’ou le résultat. |

L’étude de la famille des #-codes est liée au nombre de facteurs a droite d’un polynome
central, voyons quelques résultats sur la factorisation d’un polynome central. Tout d’abord
un exemple.
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Exemple 2.4.2. — On se place dans F4[X, 0], ou 6 est I'automorphisme de Frobenius et
on note a un générateur de F;. On a les factorisations suivantes :

X4+ X241 +X+1)(X2+X+1)
X )(X2+a)

%)

X? +a2X+1)(X2+aX+1)

TtaX +1D)(X2+ X +1).

|
><
_l_
&
>E>
+
Q

En regardant ces factorisations, on aboutit au lemme suivant, en notant Z(F,[X,0]) le
centre de 'anneau F,[X, 6].

Lemme 2.4.3. — Si h.g € Z(F,[X,0]), alors h et g commutent.

Démonstration. — Comme h.g est dans le centre de F,[X,0], on a (h.g).h = h.(h.g), et
comme on travaille dans un anneau integre cela donne en simplifiant par h, h.g = g.h. =

D’autre part si l'on reprend les notations du chapitre précédent, c’est-a-dire si l'on
pose :
v, + FX, 0] — F,X,0]

n

Z a; X" Z o(a;) X"

=0 =0

on a alors le résultat suivant :

Lemme 2.4.4. — Soit f un polynome central qui a pour factorisation f = g.h alors pour
touti € N, on a :

[ = woi(g)pei(h).

Démonstration. — 11 suffit de se souvenir que pg: est un morphisme d’anneau et que f est
a coefficients dans le corps fixe de 6. [ |

Les deux lemmes précédents permettent d’éclairer un peu la factorisation donnée dans
I’exemple. Il est intéressant de se demander si les codes obtenus possedent de bons pa-
rametres. En théorie des codes, le parametre que I'on veut en général optimiser a longueur
et dimension fixée est la distance minimale. Dans le tableau de résultats suivant on travaille
dans F,. En ligne la longueur n du code, en colonne le degré r du polynome générateur,
c’est-a-dire que la dimension du code est n — r. Pour n et r fixés ce tableau donne la
distance minimale et la nature du code obtenu. Plus précisément, Cy signifie qu’il existe un
code cyclique de distance minimale d, C9 veut dire qu’il existe un code #-cyclique et non
cyclique de distance minimale d, le symbole 8, signifie qu’il existe un code #-central mais
pas de code f-cyclique, enfin si jamais a n et r fixés, on ne trouve pas de code 6-cyclique
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atteignant la meilleure distance minimale connue on indique la différence entre ces deux
distances minimales par un nombre négatif. Ce tableau est exhaustif.

nfrl 2134516 [7][8]9]10
4 | Cil
6 [[Cy|Cy|CYCs
8 [[Cy| iy |Cl| el Cy
10 [Cy| 63 [CTICEICE] 06| 05 | Cro
12 Cyl 050, |Co|CEICEICE]CE|CE
4 [ [odlele,[ollc|ol| —1]-1
16 |Cy|-1|-1|C|-1|-1]-1]-1]C¢
8 [[Co|-1]05|0, | -1]-1]C¢]~-1]C¢
20 | —1] 63 | 63 | 0, | -1|-1]06s|CY|CE
22 1 0y | Oy | O3 | 04| 04| 05| —1|C8|CY
24 | CY1CY] 63 [Cl|Cy|-1|-1|C8|CY
26 || 02 | Oy | 03 | 04 | 04 | —1|—-1|CE|CY
28 [CI1Cylos|Cci|Cy|-1]6s|Cl|Cy
0 [cgleylcileeley|-1ce|celcCe
2 (CYCy|—1]-1]6s [ -1]65]|C¢| 06
34 [ 0 | O [ -1 1] 05 |-1]C¢|CE|CE
36 |[CY1C|—1|—-1]6y | —-1]—-1]|—-1] 0
38 [ Oy | O | -1 =10, [-1]-1]-1]0
40 [CY1CY -1 —1] 6y | -1|-1]—-1] 6
2 [cgley—-1]cglcy|—1]-1]-1]C?
44 [CY1CY | —1] 05| 05 ] 0y | -1]—-1]-1

Au dela du degré 10, il n’est plus possible de continuer de maniére exhaustive ce tableau
pour des raisons de temps de calcul. Ce tableau montre que notre famille de 6-codes atteint
assez souvent la meilleure distance minimale possible. De plus, nous voyons que les codes
f-cycliques sont souvent strictement meilleurs que les codes cycliques que 1'on pourrait
obtenir avec un méme jeu de parametres.

Hormis la distance minimale, il peut étre intéressant d’optimiser le polynome énumérateur
de poids du code.

Définition 2.4.5. — Soit C un code sur IF,, on note de maniére usuelle w(c) le poids d’un
mot ¢ € C et on appelle polynéme énumérateur de poids de C, le polynome :

Po=)Y Y0,
ceC
Le role de ce polynome est clair : si la distance minimale est un parametre primordial du
code, il est évidemment intéressant de se demander combien de mots atteignent ce poids.
Définition 2.4.6. — On dit que le code C a une meilleure répartition de poids que le code
C' s’il existe p € N* tel que :
(P — Po)®(0) <0, (P, — Por)®(0) =0, Vie{0,...p—1}.
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Dans beaucoup de cas, on se rend compte que les #-codes que 'on obtient ont une
meilleure répartition de poids que les meilleurs codes donnés par le logiciel Magma dans
sa version 2.13.

Exemple 2.4.7. — Le meilleur code de parametres [6,2,4] sur F; donné par Magma
a pour polynome énumérateur de poids 1 + 15Y*%. Tandis que le #-code sur F, muni de
'automorphisme de Frobenius généré par X* + X3 + o2X? + X + o qui a pour borne
X6 4 X*+ X2 +1 a pour polynoéme énumérateur de poids :

P=1+3Y*+12Y°
Il a un meilleur polynome énumérateur de poids.

Il faut cependant pondérer cela, car I'implémentation des meilleurs codes dans Magma
n’a stirement pas été faite pour optimiser cette répartition de poids.

2.5 Dualité

On peut munir F§' du produit scalaire suivant :
Définition 2.5.1. — Soit x = (v1,...,2,) € F} et y = (y1,....,4,) € Fy, on définit le
produit scalaire euclidien de x et y par :

<x,y >= szyz (2.2)
i=1

Définition 2.5.2. — Soit C un code, on appelle dual euclidien de C, le code défini par :
Ct={x ey, VvyeC, <z,y>=0}
On dit qu’un code est auto-dual lorsque C = C*.

Ces notions ont un intérét important dans plusieurs questions intéressantes autour des
codes. Plus précisément, I’'objet jouant un role primordial est I'enveloppe d’un code C définie
par H(C) = CNC*. La connaissance de la dimension de 1’enveloppe permet de controler
la complexité d’algorithmes de séparation du support qui interviennent dans des questions
d’équivalence de codes. Pour plus de détails, on pourra se référer a [26] et [27]. L’algorithme
de séparation du support intervient également dans le cryptosysteme de McEliece et dans
le calcul du groupe d’automorphismes d'un code.

L’article [30] montre que le dual d'un code f-cyclique est un code #-cyclique; nous
allons ici expliquer cette preuve. Tout d’abord pour aboutir a ce résultat, nous allons
devoir étudier la matrice de parité d'un code #-cyclique :

Lemme 2.5.3. — On se place dans F, muni d’un automorphisme 6. On suppose que
l'ordre de 0 divise n afin que X™ — 1 soit un polynome central. Soit X™ —1 = hg et on
note C le code 0-cyclique engendré par g. St h = hg + h X + ...h,_ . X", alors la matrice
sutvante est une matrice de parité du code C :



50 CHAPITRE 2. CONSTRUCTION DE 6-CODES

Ry e Gn_r_l(hl) Qn_r(ho) 0 cee 0
0 O(hoy) . . 0 (he) - 0
H = 0 ’ ' : :
: . - e e 0
0 e 0 QTil(hn—r) T 6miQ(hl) enil(h())

Ce résultat est démontré dans [30].
Grace a ce résultat, nous sommes en mesure de déduire le théoreme suivant :

Théoreme 2.5.4. — On se place dans F, muni de ['automorphisme 0 et 'on suppose
que lordre de 6 divise n. Soit ¢ = go + ... + ¢ X" et h = hg + ... + h,_ . X" des
élements de F[X,0] tels que hg = X" — 1. Le dual du code -cyclique engendré par g
dans F,[X,0]/(X™ — 1) est le code -cyclique engendré par :

g = hp oy +O(hy )X 4 o 0" (ho) X"

La matrice de parité H du code est la matrice génératrice du code dual et ’on voit que
cette matrice de parité est bien la matrice d’un code f-cyclique sous réserve que g+ divise
bien X™ — 1. Ce fait est démontré dans [30] en utilisant I'objet F (X, ) qui est le corps a
droite des fractions de F,[.X, 6].

Exemple 2.5.5. — On se place dans F4[X, 0] avec ’automorphisme 6(z) = z? et on note
a un générateur de (Fy)*. Soit ¢ = X2 +aX +a? et h = X% + aX + «, nous avons
X% —1 = gh et le polynome gt = aX? + a?X + 1 = ag. Donc le code #-cyclique engendré
par g est auto-dual. C’est un code de parametres [4, 2, 2].

Ce beau résultat pour les codes 6-cycliques ne se généralise pas au cas des codes 6-
centraux puisque le dual d'un code #-central n’est pas forcément un code 6-central.

Les codes auto-duaux jouant un role particulier, nous avons envie d’utiliser le théoreme
précédent afin de disposer d’un moyen de les trouver. Il suffit en fait d’écrire que le polynoéme
g™+ est proportionnel & g afin qu’ils engendrent le méme code. Plus précisément, en gardant
les notations du théoréme précédent, nous devons avoir g= = 6"(hg)g. En identifiant les
coefficients, nous obtenons des équations polynomiales sur les coefficients g;. Il est possible
d’utiliser des bases de Grobner pour trouver tous les polynémes g qui conviennent. Cette
solution est mise en oeuvre dans [30]. Nous obtenons une liste de codes #-cycliques qui sont
auto-duaux, certains atteignent les meilleures distances minimales connues pour des codes
auto-duaux.

Nous pouvons également définir une autre notion de dualité dans notre cadre :

Définition 2.5.6. — On prend q une puissance paire d'un nombre premier et 6(x) = xV4.
Soient x = (x1,...,1,) € By et y = (y1,...,yn) € Fy, on définit le produit scalaire
hermitien de x et y par :
< T,y >p= Zmzé’(yz) (2.3)
i=1

On note C le dual hermitien d’un code C.
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Nous avons alors un théoreme similaire au précédent qui nous dit, sous des conditions
de dimension du code toutefois plus restrictives, que le dual hermitien d’un code #-cyclique
est un code 6-cyclique.

Théoreme 2.5.7. — En gardant les mémes hypothéses que dans la définition précédente,
soit g et h = hg + ... + h, X" des éléments de F [X,0] tels que X* —1 = hg. Le dual
hermitien du code 6-cyclique engendré par g dans Fy[X,0]/(X? —1) est un code §-cyclique
engendré par :

gt =0 (h,) + 0" (h,_ )X + ..+ 0™ (he) X7

La démonstration de ce résultat est présentée dans [30]. Il est également possible, en
tout cas pour des corps assez petits, de donner exhaustivement la liste des codes #-cycliques
auto-duaux pour la dualité hermitienne, a ’aide des bases de Grobner. Les tableaux de
résultats sont présentés dans l'article [30].
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Chapitre 3

Prescription de la distance minimale

Nous allons voir dans ce chapitre une méthode de construction de #-codes qui va nous
permettre de minorer la distance minimale. Nous verrons deux approches pour faire cela,
la premiere méthode de construction permettra de minorer la distance rang du code. Les
codes que I'on obtiendra par ce biais ont déja été en partie étudiés par Gabidulin dans [9],
cependant notre méthode sera plus générale. La seconde approche généralisera les codes
BCH. Cette famille de codes étudiée par exemple au chapitre 6 de [32] permet de construire
des codes ayant une distance minimale minorée. Cette construction est généralisable pour
notre anneau IF,[ X, ]. Ces deux méthodes nous permettront d’obtenir des codes correcteurs
ayant une meilleure distance minimale que ceux connus jusqu’a présent d’apres le site
http ://www.codetables.de/ qui les recense. En particulier nous obtiendrons un code
de parametres [42, 14, 21] sur Fg dans 'exemple 3.2.14 et un code de parametres [40, 23, 10]
sur IFy, dans I'exemple 3.3.8 qui améliorent tous deux de 1 la meilleure distance minimale
connue jusqu’alors.

Tout d’abord, nous parlerons de la théorie des équations aux différences qui va étre
I'outil fondamental de ce chapitre; cette théorie a été abondamment étudiée notamment
dans [28] dans un cadre tres général, le fait de travailler ici sur un corps fini va nous
permettre de simplifier beaucoup cette théorie et d’obtenir des solutions sans passer par
le corps de Picard-Vessiot. Nous verrons que les équations aux différences sont exactement
le méme objet que les polynomes linéarisés qui sont introduits et étudiés dans [14]. Le
lien fondamental entre équations aux différences et polynomes tordus sera mis en lumiere
dans la proposition 3.1.15. Puis nous passerons, dans le paragraphe 2, a un algorithme de
construction explicite de code dont le rang est prescrit. Nous donnerons plusieurs exemples
et des tableaux de résultats. Nous construirons dans le paragraphe 3 des codes BCH non-
commutatifs et nous donnerons pour finir un algorithme de décodage de ces codes.

Ce chapitre est adapté de 'article co-écrit avec Felix Ulmer et Pierre Loidreau : ” Skew
codes of prescribed distance or rank”.

3.1 Théorie des opérateurs aux différences

Dans ce paragraphe nous allons étudier la notion d’opérateurs aux différences et nous allons

23
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voir le lien fort entre ces opérateurs et 'anneau non-commutatif F [ X, 6].
3.1.1 Définition et premieres propriétés

Soit ¢ = p” ofl p est un nombre premier et (z) = 2*' avec i € {0...r — 1} un automor-
phisme de F,.

Définition 3.1.1. — Une équation aux différences sur (F,,0) est une équation de la
forme :

L(y) = a,0"(y) + ... + a10(y) + apy =0 (3.1)

ot les a; sont des éléments de IF,.

Il est possible de chercher des solutions a cette équation dans F,, bien str, mais
également dans une extension de corps en étendant l'automorphisme 6, plus précisément
nous avons :

Définition 3.1.2. — On dit que le corps auzx différences (Fy,,0O) est une extension du
corps auz différences de (F,,0) lorsque F, C Fy et © est l'automorphisme de Fy défini par
O(z) = 27"

Remarque 3.1.3. — Il y a plusieurs facons d’étendre un automorphisme a une exten-
sion de corps. L’exemple le plus simple et le plus révélateur est de prendre F, muni de
I’automorphisme identité, Iy est une extension de Fy et 'identité sur F4 est bien entendu
un prolongement de I'identité sur Fy. Cependant, I'application §(z) = 2% définie sur F4 ne
bouge pas les éléments de Fy, c’est également un prolongement de I'identité.

La définition précédente précise que, parmi les prolongements possibles, nous choisirons
celui qui garde la méme expression formelle.

Il est des lors possible de chercher des solutions de 1’équation aux différences 3.1 dans
une extension de corps aux différences. Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.1.4. — Les solutions de l’équation auz différences L(y) = 0 sur n’importe
quel corps auz différences (Fy,0) forment un (Fy)°-espace vectoriel.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que Pautomorphisme 6 défini sur F, est (F,)’-
linéaire, en effet si a € (F?) et (a,b) € (Fy)?, nous avons :

O(ca +b) = 0(a)f(a) + 0(b) = ab(a) + 6(b).

Ainsi l'opérateur L qui est combinaison linéaire de puissances de 6 est (Fq)e—linéaire, d’ou
le résultat. [ ]

Ce cadre la est tres similaire a la théorie de Galois classique des équations aux différences
développée dans [28]. Cependant 'existence d’un anneau aux différences de décomposition
(anneau de Picard-Vessiot) ne découle pas ici des théorémes généraux. En effet 'hypothese
fondamentale est le fait que le corps des constantes soit algébriquement clos, les corps finis
n’étant pas algébriquement clos; nous ne sommes pas dans ce cadre la. Néanmoins, nous
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allons pouvoir obtenir un résultat similaire étant donné que nous connaissons entierement
la structure et les interactions entre un corps fini et ses extensions.

La premiere étape consiste a remarquer que l'opérateur L peut s’écrire en fait sous
forme de polynome.

Définition 3.1.5. — Nous pouvons associer a l'opérateur L(y) = a,0"(y) + ... + a10(y) +
apy = 0 le polynome :

~

LIY)=a,Y"" + ..+ a,Y" + apY. (3.2)

Ces deux objets sont évidemment les meémes, juste écrits différemment en se souvenant
que 0(y) = y" .

Remarque 3.1.6. — Un tel polynome est appelé p’-polynome ou lorsque le contexte est
clair un polynome linéarisé. Ces polynomes qui ont la particularité que ’ensemble de leurs
racines ait une structure d’espace vectoriel ont été largement étudiés dans [14] et [20].

Ce lien va nous permettre d’étudier I'ensemble des solutions de 1'équation L(y) = 0.

Lemme 3.1.7. — [l existe une extension de F, qui contient toutes les solutions de L(y) =
0.

Démonstration. — 11 suffit de rappeler que le polynome L aun corps de décomposition,
c’est-a-dire une extension de IF, qui contient toutes ses racines. [ |

Nous allons nous intéresser a la dimension de l'espace des solutions de L(y) = 0.

En général, le corps fixé par § dépend du corps dans lequel on considere ’équation. Afin
de le fixer nous allons adopter les notations suivantes : (z) = 2%, ¢ = ¢}, et L un opérateur
aux différences a coefficients dans IF,. Ainsi quelque soit '’extension de corps dans laquelle
on étudiera les solutions de L(y) = 0, on aura (F)? =TF,,.

Définition 3.1.8. — On appelle multiplicité d’une solution 3 de L(y) = 0, lordre de 3
en tant que racine de L.

Exemple 3.1.9. — L’opérateur L(y) = 6"(y) a pour unique solution 0 qui est de multi-
plicité q.
Définition 3.1.10. — Soit L(y) = a,0"(y)+...+a10(y) +aoy un opérateur auz différences,

on appelle valuation de L, l’entier val(L) = min{i, a; # 0}.

Le lemme suivant est une reformulation du théoreme 3.50 de [14], nous gardons les
notations et conventions introduites précédemment.

Lemme 3.1.11. — L’ensemble des solutions de L(y) = 0 est un espace vectoriel sur Fy,
et chaque solution a pour multiplicité (go) ™).
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Démonstration. — Tout d’abord remarquons que la dérivée de L vaut ag donc si ag #0
toutes les solutions de L(y) = 0 ont pour multiplicité 1.
Soit k = val(L), c’est-a-dire ag = a; = ... = ax_1 = 0 et a;, # 0 alors :

" i n tk 3

LY)=> aY%=> al Yo

i=k i=k
La derniere égalité étant vraie puisque a; appartient a Fy = F,. En utilisant le fait que la
caractéristique de F, divise gy nous avons :

Ly) = Z[agét_l)kyqé_k]qg'
i=k
Le polynéme entre crochets a son terme constant non nul donc toutes ses racines sont
d’ordre 1, donc toutes les solutions de L(y) = 0 sont d’ordre gf. n

Le théoreme suivant résume ce que nous venons d’apprendre :

Théoréme 3.1.12. — Soit § un automorphisme de F, défini par a — a®, on pose q¢ = ¢}
et on suppose que (F,)? =TF,, . Soit L(y) = a,0™(y) +...+a10(y) +aoy avec a; € F,. Il existe
un corps fini Fys qui contient toutes les solutions de L(y) = 0. Cet ensemble de solutions
est un espace vectoriel sur (F,)? de dimension n —val(L).

Démonstration. — On note encore k = val(L). Le polynome L est de degré q4, et toutes
ses racines sont de multiplicité ¢f, il possede donc qg_k racines. Nous avons vu que ces
racines ont une structure d’espace vectoriel sur F,,, cet espace vectoriel est de dimension
n—k.

[ |

Prenons quelques exemples pour illustrer ce théoreme.

Exemple 3.1.13. —
— L’espace des solutions de I"équation aux différences L(y) = 0"(y) — y est Fgn. Clest

bien un espace vectoriel de dimension n sur F,,, puisque qu’ici ¢y = —1 # 0.
— L’espace des solutions de L(y) = 6"(y) est {0}. C’est bien un espace vectoriel de
dimension 0, en effet ici ag = ... = a,—1 = 0 donc on a bien val(L) = n.

— L’espace des solutions de L(y) = 6"(y) — 6" !(y) est F,,. Pour voir cela, il suffit de
voir que L(B) = 0 équivaut a 6(3) — f = 0 donc § € F,,. Dans ce cas la multiplicité

de chaque solution est gf

3.1.2 Lien avec les polynéomes non-commutatifs

Ce lien a été mis en évidence par Ore dans [20)].
Partant de I’équation aux différences L(y) on peut lui associer 'opérateur aux différences :

L= an@" + ...+ a16’ + ag. (33)

On note L(FF,) 'ensemble de ces opérateurs aux différences.
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Définition 3.1.14. — L’ensemble L(F,) peut étre muni d’une structure d’anneau (L(F,), +,0)
ot la multiplication o est la composition des opérateurs définie par (LyoLs)(y) = L1(La(y)).

Nous allons voir le lien entre cet anneau et 'anneau F,[X, 6].

Proposition 3.1.15. — L’application suivante est un morphisme d’anneau :
i F[X, 0] — (L(Fy),+,0)
Z a; X! — Z a;0".
i=0 i=0

Cette application est une bijection.

Démonstration. — La stabilité par somme est claire, de plus ¥ (aX) = 1¥(a) o ¥(X) mais
comme les anneaux sont non-commutatifs, nous devons également vérifier que ¥(Xa) =
Y(a)(X) :

(Xa) = (0(a)X) = 6(a)0

et d’autre part :

(Xa)(y) = [P(X) o ¥(a)](y) = b(ay) = 6(a)f(y)-
Donc ¢(Xa) = 0(a)f également. ]

On va pouvoir se servir de ce lien en théorie des codes puisque 1'on sait fabriquer des
codes a partir de polynomes tordus.

Un des buts de la suite de ce chapitre va étre de construire 1’équivalent des codes
BCH dans le contexte non-commutatif. La difficulté est que la notion de racine n’est pas
clairement définie pour les polynomes tordus. On rappelle la définition de racine d’un
polynome tordu vue au chapitre 1.

Définition 3.1.16. — Soit f € F [X], o € Fy est une racine de f si et seulement si f
est divisible a droite par X — a dans F[X].

La proposition fondamentale suivante montre le lien entre les solutions d’une équation
aux différences et une racine d’un polynome tordu.
n
Proposition 3.1.17. — Soit 0 un automorphisme de F,, L(y) = Zazﬁi(y) une équation
i=0

aux différences et P = Z a; X" le polynéome de F,[X, 0] associé. Un élément non nul, 3 de

i=0
F s est une solution de L(y) = 0 si et seulement si X — @ est un diwiseur a droite de P

dans F [ X, 0].

Démonstration. — Supposons que L(3) = 0. Effectuons la division euclidienne & droite de
P par X — @, nous obtenons :

0(3)

P=Q(X - =3

)+ R.
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Le reste R est une constante, éventuellement nulle. Nous pouvons appliquer ¥~', voir
bl )
proposition 3.1.15, afin de voir cette relation dans le monde des opérateurs aux différences.
En notant Lg, I'opérateur aux différences associé a un polyndme S, nous avons :
S 9

L=1Lg0— @) + Lg.

On remarque que (6 — @)(ﬁ) = 0 donc Lg(#) = 0. Comme R est une constante et que
est non nulle, on en déduit que R est nul.
Réciproquement si R = 0 alors L(3) = 0. [

Nous nous servirons de cette correspondance entre solution de L(y) = 0 et racine du
polynome tordu associé dans la suite.

3.1.3 Casoratien

Avant de commencer a fabriquer des codes correcteurs a distance prescrite, nous avons
besoin d’un dernier outil. Nous allons par la suite prescrire des puissances consécutives
d’éléments comme racines d’un polynome tordu, c¢’est-a-dire prescrire des solutions a un
opérateur aux différences. Pour faire cela, nous avons besoin de pouvoir construire un
opérateur aux différences qui a certaines solutions fixées. C’est a cette question que 'on va
répondre dans ce paragraphe.

On garde les mémes notations que précédemment, a savoir 6(z) = 2% et ¢ = g},

Définition 3.1.18. — Soit {fi,..., 0.} des éléments de F,, on appelle Casoratien de
{B1, ..., Bn}, le déterminant suivant :

n Y2 Yn Y
0(y1)  O(y2) -+ O(yn) 0(y)
Cas(yi, - yn,y) =| (1) P(y2) - (ya) *(y) |=0.
0" (y1) 0"(y2) -+ O"(yn) 0"(y)

Notons Cas;(y1, ..., Yn) le déterminant obtenu a partir du précédent en enlevant la i-eme
ligne et la derniere colonne, nous obtenons :

n

Cas(yi, ..., Yn) = Z(—l)”+i+20asi+1(y1, )0 (y).

1=0

Il est agréable de rendre unitaire cet opérateur aux différences, dans la suite nous noterons :

- o Casiv1 (Y, Yn)
Ly, = 0"(y) + Y (=1)"F+2 hs 0'(y). 3.4
e =0+ (A B (3.4)

Remarque 3.1.19. — On peut voir le Casoratien comme I’équivalent du Wronskien de
la théorie de Galois différentielle.
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Proposition 3.1.20. — Soit y1, ..., y, des éléments de [, linéairement indépendants sur
F . Alors l'ensemble des solutions de l’équation aux différences Cas(yy, ..., yn,y) = 0 est
lespace vectoriel sur F,, engendré par yi, ..., Yn.

Démonstration. — En développant par rapport a la derniere colonne le Casoratien, nous
n

voyons que c’est un opérateur aux différences classique qui s’écrit sous la forme : Z ;0" (y)
=0

ou les «;, qui s’expriment en fonction des Hk(yj), sont des éléments de F,. En évaluant en

y; cet opérateur aux différences, le déterminant a deux colonnes identiques, donc :

Vi e {l..n}, Cas(y1,...s Yn,yi) = 0.

avec y; € Fy,.

L’opérateur aux différences étant Fy -lindaire, nous avons déja gy solutions : Vecty, ({y1, -, Yn})-
Le polynome linéarisé correspondant est de degré ¢, nous avons donc trouvé toutes les
solutions. [ |

Remarque 3.1.21. — Supposons que ’hypothese d’indépendance linéaire ne soit pas

vérifiée, c’est-a-dire :
n
E viyi = 0.
i=1

Alors en appliquant 67 & I’équation précédente, nous obtenons :

9;‘(2 ’Yz‘yi) = Z%Qj(yi) =0
i=1 i=1

étant donné que 6(y;) = ~;. Cela montre que dans ce cas les n premieres colonnes de la
matrice du Casoratien sont liées et que I’équation aux différences associée est identiquement
nulle.

Meéme si les éléments ¥, ..., 4, vivent dans une extension de corps assez grande de la
forme Fgs, il est tout a fait possible que leur Casoratien soit a coefficients dans un plus
petit corps. La proposition précise a quelles conditions ce phénomene se produit.

Lemme 3.1.22. — Soit §(x) = 2%, g = ¢} et o un générateur du groupe de Galois

de Uexstension Fys /F,. Soit yi,...,y, des éléments de Fy linéairement indépendants sur

F,,. L’équation auz différences Ly, ,.(y) est a coefficients dans F, si et seulement si

Vectr, ({y1,.--Yn}) est stable par o.

Démonstration. — Supposons que Ly, ., (y) = Zaiei(y) avec oy € F,. Comme o et
=0

I'extension de ¢ a Fys commutent, nous avons :

0= U(Z Oéiei(y)) = Z%Qi(a(y>>~
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Ce qui montre que l'espace vectoriel sur F,, engendré par yi, ..., y, est stable par o.
Réciproquement en reprenant I'expression de I’équation 3.4, nous avons le coefficient de
0(y) qui est, au signe pres, % Il s’agit de montrer qu’il est invariant sous o,
en effet :

0( Casiy1(y1, --Yn) ) _det(0).Casii(y1, -yn)  Casii(yr, - Yn)

Casni1(Y1, o yn) ) det(0).Caspp1(Y1, oy Yn)  CaSpsi(Y1s oo Yn)

3.2 Codes tordus avec prescription de la distance
rang

3.2.1 La métrique rang

Nous allons dans ce paragraphe définir une autre notion de poids d’un mot et de distance
d’un code. Cette notion de métrique rang est particulierement bien adaptée a certains
cadres comme la correction d’erreurs ”entrelacées” (crisscross error correction), voir par
exemple [25].

Si f € F X, 0] génere un idéal bilatere et que f = hg, alors tout mot de code ¢ qui
appartient au #-code engendré par la projection dans le quotient F,[X,0]/(f) de I'idéal a
gauche (g) est représenté de fagon unique par un polynéome de F,[X, 6] de degré n — 1 au
plus (n étant le degré de f). C’est-a-dire qu'un mot de code est représenté par un vecteur
de longueur n a coefficients dans IF,,. Posons ¢ = (¢, ..., ¢,). D’autre part I, est un espace
vectoriel sur (F,)?, notons ey, ..., e,, une base avec m = [F, : (F,)?]. Chaque ¢; peut s’écrire
dans cette base sous la forme : .

ci = Z T ;€;.
j=1

. N . 9
On note M, la matrice (2;;)1<i<ni1<j<m a coeflicients dans (F,)”.

Définition 3.2.1. — On appelle rang du mot c et on note Rg(c) le rang de la matrice
M..
Remarque 3.2.2. — Ce rang est clairement indépendant de la base de F, sur (F,)’

choisie, par contre il dépend évidemment de l'automorphisme 6 par conséquent quand
nous parlerons de rang d’'un mot de code le contexte sera précisé.

Exemple 3.2.3. — Soit ¢ = (0,0,7,0,3) ou v € F; et 3 € F;. Le poids de Hamming de

c est égal & 2. Le rang de ¢ vaut 1 ou 2 selon que 7 et 3 soient liés ou non sur (F,)°.
L’exemple précédent met en évidence la proposition suivante :

Proposition 3.2.4. — Soit ¢ € F7?, nous avons :

q’

Rg(c) < d(c).
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Démonstration. — 11 suffit de remarquer que le rang de ¢ est au plus égal au nombre de
composantes non nulles de c. [ |
Définition 3.2.5. — La distance rang minimale d’un code C est l’entier d défini par :
d= min Rg(c).
ceC\{0} 9(c)

D’apres la proposition précédente la distance rang minimale d’un code est majorée par
la distance minimale de Hamming. Cette distance rang a été introduite par Gabidulin dans
[9]. 11 a étudié des codes qui avait une distance rang optimale une fois la longueur et la
dimension du code fixées. Un algorithme de décodage des codes de Gabidulin a été mis en
oeuvre dans [15]. Enfin une application & la cryptographie et plus précisément au systeme
de McEliece a été proposée dans [18].

3.2.2 Prescription de la distance rang

Notation 6. — Si g € F,[X,0], on note L, I'opérateur aux différences associé a g via
I’application v définie au paragraphe 3.1.15.

De maniere similaire aux codes BCH ou I'on impose une distance rang en demandant
que le polynome générateur possede des puissances de racines primitives consécutives, il
est possible de faire I’équivalent dans notre contexte.

Théoréme 3.2.6. — Soient m lordre de § € Aut(FF,), g € F,[X,0] et Ly(y) = 0 I’équation
auz différences associée. On suppose qu’il existe des entiersn > 6 > 1 et un élément 3 € Fys
tels que :

1. 3,0(8),...,0"(B) sont linéairement indépendants sur (F,)?.
2. pour chaque i € {0,...,6 — 1}, L,(0(3)) = 0.
Alors pour tout polynéme f € (F,)’[X™], c’est-a-dire dans le centre de F,[X,0], de degré

n qui est divisible a droite par g, le code (g)/(f) est de distance minimale rang > 0 + 1, et
par conséquent de distance minimale au moins 6 + 1.

Démonstration. — Soit ¢ un mot du code (g)/(f) non nul et de rang 7 sur (F,)’. Les
coefficients de ¢ forment un vecteur de longueur n : (co,...,c,—1) € Fy de rang 7 sur
(F,)?. Par conséquent, il existe U € M, n((Fy)?) de rang 7 et C1, ..., C; € F7 linéairement
indépendants sur (F,)? tels que :

(CQ,...,Cn_1> = (01,07—>U (35)

D’autre part le mot de code ¢ est un multiple a gauche, hg, de g, la multiplication dans
[F,[X, 0] correspondant a la composition des opérateurs aux différences, nous avons : L.(y) =
Li,(Ly(y)). Ainsi toute solution v de L,(y) = 0 est également une solution de L.(y) = 0 et il
existe une base de 'espace des solutions de L,(y) = 0 sous la forme (3, ..., 3°71, 75, ..., Yr1)-
Cela montre que :
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e A (5)) Voo e Y
o) - 0°(9) 0(vs) - O0(k-1)
(Co,...,Cn_l) . . . . . . :O
0 1 (B) e 0M(B) 0N () e 07N ()

Nous définissons u;(3) comme :

Vi=1,...7, w(B) =Y Uyt (B).

§=0

En remplagant (co, ..., c,—1) par I'expression 3.5, et en utilisant que les coefficients de U

sont stables par # nous obtenons :

ur(B) o O N ui(B)) wilys) .. wi(yk—1)

T B A L CU I RIS S

W@ o O wW(B) ul) .. wlre)

Comme U est de rang 7 et que 3,...,6" () sont linéairement indépendants sur (F,)
nous avons u; (3), ..., u-(3) également linéairement indépendants sur (F,)?. Les § premieres
colonnes de la matrice du systeme précédent sont linéairement indépendantes. Si 7 < 9§
I’équation précédente n’a pas de solution non nulle. Donc la distance minimale rang de
(9)/(f) est au moins § + 1.

0

3.2.3 Mise en oeuvre du théoreme

On peut penser a ’algorithme suivant pour utiliser le théoreme :

Remarque 3.2.7. — Il faut garder a lesprit que dans toute cette partie (F,)? = F,,
puisque f(x) = 2% et g = ¢f.

1. On choisit F, un corps fini, § € Aut(F,), le degré de I'extension dans laquelle nous
allons chercher nos solutions, s, et ¢ un entier > 1.

2. On prend un élément 3 € Fys et on calcule le plus grand 7 tel que :

B,..,07(B)

soient linéairement indépendants sur (F,)?.

3. Si7T >4, on trouve un opérateur aux différences, Ly, ayant pour solutions :

B,....0071(B)

en calculant le Casoratien de ces éléments.
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4. On transforme cet opérateur en un polynome générateur g € Fgs.

5. On calcule une borne de ce polynome, si le degré de cette borne n est plus petit
que 7 on entre dans les hypotheses du théoreme précédent et ’on forme le #-code
correspondant.

Le point 4 montre le point d’achoppement de cette facon de faire, en effet le polynome
générateur g que l'on obtient est a priori a coefficients dans Fys puisque construit en
calculant le Casoratien d’éléments de Fys. C’est ici que le lemme 3.1.22 intervient.

Nous allons calculer le plus petit sous (F,)’-espace vectoriel stable par o(z) = 27

contenant 3, ..., 0°~1(3).
Notons cet espace Vj et choisissons la base suivante pour cet espace :

57 “'785_1(6%/}/17 ooy Ve

En pratique pour calculer cet espace, nous ajoutons les éléments de la forme o7 (6°(3)) pour
1 < j < s et nous prenons une base sous la forme précédente.

Il convient de remplacer le point 3 de la mise de l'algorithme précédent par le point
suivant :

3'. On caleule L,(y) = Cas(B,...,0°(3), 71, ..., ¥, y). 1 est & coefficients dans F, et a
pour solutions, en particulier, le sous espace vectoriel engendré par :

B,...0°71(B).

Le point 5 de I'algorithme souléve également un probleme, afin de vérifier les hypotheses
du théoreme, il convient que le degré de la borne, n, soit plus petit ou égal a 7 sinon

B, ., 0"7H(B)

ne seront pas linéairement indépendants.

La proposition suivante montre que pour entrer dans les hypotheses du théoreme nous
devons avoir en réalité n = 7. En gardant les mémes notations que précédemment, nous
avons :

Lemme 3.2.8. — Soit f une borne de g, alors le degré de f est supérieur ou égal a T.

Démonstration. — Le polynome f est un multiple & gauche de g, donc f = hg dans F,[.X, 6].
En traduisant cette opération dans le monde des opérateurs aux différences, c¢’est-a-dire en
appliquant la fonction ¢ de la proposition 3.1.15, nous avons Ly = Ly o L, ce qui montre
que 3 est une solution de Ly. Or, Ly est a coefficients dans (F,)? comme c’est un polynome
central de [F,[X, 0], nous avons alors :

Ly (0°(B)) = 0'(Ly(8)) = 0.
Ce qui montre, en particulier, que I'espace vectoriel sur (F,)” engendré par f3,...,7(5)

est contenu dans I'ensemble des solutions de Lf(y) = 0. Ainsi pour des raisons de degré
deg(f) <7 ]

0
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Nous en déduisons que pour que la condition 1 du théoreme soit satisfaite nous devons
avoir le degré de la borne n = 7.

Par conséquent, nous pouvons vérifier si 'opérateur ayant pour solution 3, ...,071(3)
est central et si ce n’est pas le cas, on peut arréter ’algorithme et choisir un autre [.

3.2.4 Algorithme de création de codes correcteurs
Pour résumer, 1’étude précédente nous mene a ’algorithme suivant :
1. On choisit F, un corps fini, § € Aut(F,), le degré de I'extension dans laquelle nous
allons chercher nos solutions, s et  un entier > 1.

2. On prend un élément 3 € Fys et on calcule le plus grand 7 tel que :

B,.., 00 (B)

soient linéairement indépendants sur (F,)?.

3. On calcule le Casoratien de f3,...,071(3). Si ce n’est pas un polynéme central, on
stoppe l'algorithme et on choisit un autre élément 3.

4. Si T > 6, on caleule L,(y) = Cas(B,...,0° 1 (3), 71, ., ¥r, ¥), il est & coefficients dans
[F, et a pour solutions, en particulier, le sous espace vectoriel engendré par :

B, 0°7(5).

5. On transforme cet opérateur en un polynome générateur g € F,.

6. On forme le #-code engendré par g de longueur 7 en utilisant la matrice génératrice
qui découle de g de longueur le degré, n, de f.

Lorsque la borne f sera de la forme X" — 1, les codes obtenus entrent dans la famille de
codes étudiés par Gabidulin dans [9], cependant sa méthode de construction de ces codes
était différente, il donnait en particulier la matrice de parité du code.

Voyons a présent quelques exemples.

3.2.5 Exemples

Exemple 3.2.9. — On prend F, = Fy, 6(x) = 2 et s = 6. Cela signifie que nous allons
choisir # € Fys pour construire des codes sur 4. Notons « le générateur de Fjs et w le
générateur I} donnés par Magma dans sa version 2.13. Voyons deux exemples de codes
avec ces parametres.

1. On prend 8 = a®®® € Fy . Ici, nous avons 7 = 8, c’est-a-dire que sur Fy = (F,)’
les éléments 3,0(3),...,07(3) sont linéairement indépendants. C’est-a-dire que si
nous obtenons un #-code a partir de ce 3, il sera de longueur n = 8. En utilisant le
Casoratien, nous calculons Lg(y) = (6® 4+ 6° 4+ 6% + 1)(y). Le polynome associé f =
X8+ X6+ X2 +1 € Fy[ X, 0] est central, en effet f € Fy[X?], nous pouvons construire
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un code sur F, en utilisant cet élément 5 € Fy. Prenons 6 = 1, nous calculons
le plus petit Fo-espace vectoriel, Vs contenant {5} qui est stable sous l'action de
o:x — z* de Aut(Fy6/Fy). Une base de Vj est {3, 60%(3),0%(3),60°(3)} (on remarque
que o = 6?). En utilisant le Casoratien, nous trouvons le polynéme tordu suivant
g=X"+a¥0X3 4+ X2 4+ X +1=X*+wX?+ X2+ X +1 associé a 'opérateur aux
différences qui a pour espace de solution V. Etant donné que la longueur du code
est 8, la matrice génératrice du code est

1 11 w1 0 00
011 1 w 1 00
001 1 1 w> 10
000 1 1 1 w1

Nous obtenons un code de parametres [8,4,4] sur F; de rang prescrit 2. Ce code
s’envoie sur un code de parametres [16, 8, 4] sur Fy. Ce n’est pas un code de Gabidulin.

Remarque 3.2.10. — Il y a plusieurs fagons d’envoyer un code issu de F, sur Fs, ici

on a utilisé la commande SubfieldRepresentationCode qui écrit chaque coordonnée
de F, comme un vecteur de longueur 2 sur F,, cela double donc la longueur du code.

2. Prenons 3 = a'**. La plus longue suite linéairement indépendante sur Fy = (IF4)? est
B,0(8),...,0"(8). La dimension [Fys : Fy] = 12, cela signifie que 3 engendre une base
normale et que la borne doit forcément étre f = X1? — 1 (qui est toujours une borne
dans ce cas puisque l'ordre de § € Aut(IFys /F5) est 12). Le code que I'on obtient va étre
un code de Gabidulin. Le plus petit Fo-espace vectoriel Vj contenant {3} qui est stable
par o:z — x* de Aut(Fys/Fy) a pour base {3,0%(8),0%(3),0%(3),0%(5),0'°(3)}. En

utilisant le Casoratien, nous obtenons le générateur :

g = X6+a1365X5+a1365X4+a1365X3+a2730X2+a1365X+1
= X0+ w?X? + WX+ X+ wX? +wX + 1.

Comme la longueur du code est 12, la matrice génératrice correspondante est :

1 w?> w w?> w> w2 1 0 0 0 00
0 1 ww w w w 1 0 0 00
0 0 1 w? w w?> w2 w>» 1 0 0 0
00 0 1 w w w w w 1 00
00 0 0 1 w w w w w 1 0
00 0 0 0 1 w w w w w1l

Nous obtenons un [12, 6, 6]-code sur 4 de rang prescrit 2 qui est un code de Gabidulin.
Le code descend en un code de parametres [24, 12, 6] sur Fs.

Exemple 3.2.11. — On se place dans F, = Fy1s = Fyg, 0(z) = 2 et s = 4. Cela signifie que
nous allons utiliser § € Fy16 pour construire des codes sur Fos. Nous notons « le générateur
316 et w le générateur I}, donnés par Magma.
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1. Prenons 3 = o5, La plus grande suite linéairement indépendante sur Fyz = (Fy4)?

est 3,0(3),...,07(8). Cest-a-dire que si nous obtenons un f-code par cette construc-
tion il sera de longueur n = 8. En utilisant le Casoratien, nous avons Lg(y) =
(6® — 1)(y). Le polynome associé f, = X® — 1 € Fy2[X, 0] est central (f € For[X?]),
nous allons pouvoir construire un code Fys en utilisant 3 € Fais. On prend 6 = 1,
le plus petit Fo-espace vectoriel Vj contenant {3} qui est stable par o:z +— z'6 de
Aut(Fyis /Fi6) est {3, 0%(8),0%(3),0%(3),} (on remarque que o = 6?). En utilisant le
Casoratien, nous obtenons le polynome générateur suivant :

g = X4 4 QATATO X8 | 0 S6TOT y2 | (39321 x| 39321
= X'+ X2+ wBX?+ X + w0,

Comme la longueur du code associé est 8, nous avons la matrice génératrice suivante :

w? w w® wt 1 0 0 0
0 w® w w w 1 0 0
0 0 w w3 w 1 00
0 0 0 wb w w w 1

Le code obtenu est de parametres [8, 4, 5] sur Fyg, tandis que la distance rang prescrite
était 2, c’est un code de Gabidulin. 11 s’envoie sur un code de parameétres [32, 16, 7]
sur Fs.

. B = o™ La plus grande suite linéairement indépendante sur Fp = (Fp1)? est

B,...,0°(3). L'opérateur Lg(y) = (6% + 6* + 6> + 1)(y) est associé & un polynome
central. Une base de Vj est {3,6%(3),0*(3)}. Le polynéme que I'on obtient est :

X3 + 0461166X2 + Oé56797X _|_ 1
X3+ wMX? 4+ wBX + 1.

g =

La matrice du code associé est :

1 w® w" 1 0O O
0 1 w w10
0O 0 1w w? 1

Nous obtenons un code de parametres [6,3,4] sur Fi5. Ce n’est pas un code de
Gabidulin.

3.2.6 Tables de résultats

Les tables suivantes montrent les parametres des codes a distance prescrite qui sont

définis sur Fy avec 6(z) = 2. Les lignes indiquent I'extension de F, dans laquelle 8 a été
choisi. Les colonnes indiquent le rang prescrit, §, durant la construction. Une entrée du
tableau [10, 5, 4](8) signifie que I'on trouve 8 polynomes de F4[X, 0] différents qui donnent
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un code de parametres [10, 5, 4]. Nous indiquons également par un ”¢” les codes de Gabi-
dulin. On ne met dans une case que les codes ayant la distance minimale la plus grande a

longueur et dimension fixées.

On remarque que l'on obtient des codes avec des parametres identiques avec des (3
provenant d’extensions différentes, toutefois pour chaque extension nous ne considérons

que les 3 qui n’appartiennent pas a un sous-corps.

Les codes en gras correspondent a des codes atteignant la meilleure distance minimale

possible a longueur et dimension fixées.

Les tables suivantes qui sont organisées de la méme maniere que les précédentes,

montrent les résultats que I'on obtient sur Fg.

5 =1

F, | 2.1,2],(2)

Fo| (42,3, _— CEmRey

. 6.3, 2],(2) [12,6,3],(12) 14,7,4],(14)

w | [6,3,3]4(4) [12,6,4],(12) [14,7,5],(40)
[6,3,4],(2) [12,6,5]4(32) 14,7,6] (72)
[4,2,2](4) [12,6,6],(8) 12, 6,2](2)

F, | [8,4.4],(16) Fe | [10,5,3] Fu | [12,6,4](30)
[6,3,3](8) 10, 5,4](8 12,6, 5(32)
[10,5,2],(2) [8,4,2)(2) [8,4,2](4)
10,5, 4],,(14) [8,4,3](8) [8,4,3](24)

F | [10,5,5] (16) 8,4, 4](22 8, 4,4)(4)
8,4,2](2) [6,3,3](16)
8,4, 3](2)
8, 4, 4](12)

[ =1 | =2 |
[ Fs || [3,2,2],(3) | [3,1,3,(3) |
Fge [67 4, 2]9(3) [67 2, 3]9(3) — _
4340 | 625,00 | — 5 io 2? 5 [1(; 5 ?3]
[9,6,3y(54) | [9,3,6]4(54) [15,10,3],(120) | [15,5,6],
Feo || [9.6,4],(9) | [9,3,7],(9) [15,10,4],(432) | [15,5,7],
[6,4,3](21) | [6,2,5](21) [15,10,5],(120) | [15,5,8],
[12,8,2]4(3) | [12,4,3]4(3) Fes | [12,8,2](3) |[15,5,9],
[12,8,3]4(63) | [12,4,5]4(9) [12,8,3](78) | [12,4,3]
[12,8,4],(126) | [12,4,6],(54) [12,8,4](144) | [12,4,5]
Fea || 9,6,2](3) | [12,4,7]4(54) 12,4, 6]
[9.6,3](45) | [12,4,8] (72) [12,4,7]
[9,3.3](3)
[9,3,5](9)
[9,3,6](36)




68 CHAPITRE 3. PRESCRIPTION DE LA DISTANCE MINIMALE

Voici a présent les résultats sur Fyg.

] 5=1 \ 6 =2 \ 5=3 |
]F16 [47 37 2}5](8) [4’ 2? 3]9(8) [47 17 4]9(8)
g2 8,6,3],(64) 8,4, 4]4(32) 8,2,7],(64)

8,4,5] (32)
[12,9,2],(32) [12,6,3],(8) [12,3,4],(8)
[12,9,3],(408) | [12,6,4],(72) 12,3, 6],(64)
Fies | [12,9,4],(72) | [12,6,5],(136) | [12,3,8],(152)
[8,6,2)(16) | [12,6,6] (296) | [12,3,9],(216)
8, 6,3](48) 8,4,3](16) | [12,3,10],(72)
[8, 4, 4](40) 8,2,4](8)
8,4, 5](8) 8,2,5](8)
8,2, 7](48)

[16,12,3],(256) | [16,8,6],(368) | [16,4,10],(256)
Fiei || [16,12,4],(3840) | [16,8,7],(3008) | [16,4, 11],(1536)
12,9,3](512) | [16,8,8] (720) | [16,4,12] (2304)

5/(192) | [12,3,8](512)

Remarque 3.2.12. — La raison pour laquelle, on ne prend que § = 1 avec [F, = Fy est
simple. Imaginons que I'on prenne § > 2. Regardons V3, le Fa-espace vectoriel contenant en
particulier 3, 0(53) stable par o = 6. Soit r = 0 ou r = 1, Vj contient 677 (5) = o*(6"(3)).
Ceci montre que le polynome générateur serait de méme degré que la longueur du code.
C’est pour cette raison que nous ne regardons pas ce cas la.

De méme lorsque F, = g, il n’est pas intéressant de prendre § > 3.

L’exemple suivant montre deux codes ayant les mémes parametres, non équivalents,
construits avec cette méthode, 'un étant de Gabidulin et I'autre non.

Exemple 3.2.13. — En utilisant des éléments de Fgs, nous obtenons deux codes non

équivalents de parametres [21, 14, 6] définis sur Fg, 6 étant la plus grande distance minimale
connue pour ces parametres :

1. Le code engendré par
g=X"+wX’ +wX® + v’ X" + wOX? + w'X? + w € F[X, 4]
ou w est le générateur de 'y donné par Magma. La borne de g est :
F=XM X X1 X124 X9 4 XS 4 X3 41 e XY

Ce code n’est pas un code de Gabidulin.
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2. Le code engendré par :
g=X"+wX® + X’ + w'X* + 0’ X? + wX? + wX +w? € Fg[X, 0].
La borne de g est
f=X*"+1€eFX?.

C’est donc un code de Gabidulin.

Voyons a présent un exemple ou I'on obtient un code qui améliore la meilleure distance
minimale connue sur Fg.

Exemple 3.2.14. — Prenons F, = Fg, 0(z) = 2% et s = 14. Cela signifie que nous allons
utiliser des éléments de Fgia pour construire des codes sur Fg. On note « le générateur [Fg,,
et w le générateur g donnés par Magma.

On choisit :

3 = 0198

La plus grande suite qui est linéairement indépendante sur Fy = (Fg)? est 3, ..., 0*(3). En
utilisant le Casoratien, nous avons :

Ls(y) = 0"(y) + .

Le polynome correspondant f = X*2 41 est central. Nous prenons § = 2. Le plus petit
Fy-espace vectoriel contenant {3,60(3)} qui est stable par o(z) = 2® a pour dimension 28
et le polynome tordu associé, g est :

g:X28+w2X27+X26+w5X25+w3x24+wX23+w2x22+w4x21
Sl X9 X ST bt XS X XM X8t X2 gt
+w X0 P X? + P X7+ wb X+ P X+ wP X+ wb X+ wt X+ wb X+ w.

Nous pouvons calculer comme d’habitude la matrice génératrice du code, nous obtenons
un code #-cyclique sur Fg avec les parametres :

42,14, 21).

Ce code augmente de 1 la meilleure distance minimale connue jusqu’a présent pour un
code sur Fg de longueur 42 et de dimension 14.

Une borne supérieure sur la distance minimale (ici la borne de Griesmer) est, dans ce
cas, 25.
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3.3 Codes BCH tordus

3.3.1 Introduction

Le but de cette section est de mettre au point une construction analogue a celle des
codes BCH dans le contexte non-commutatif. En commutatif le polynome générateur g est
simplement un produit de (X — a') pour certains indices ¢ bien choisis. Généraliser cela ici
est assez difficile étant donné qu’en non-commutatif un produit de polynomes dépend de
I'ordre dans lequel on effectue les multiplications. La notion correspondante va en fait étre
celle de plus grand commun multiple a gauche.

Afin de voir cela nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.1. — Soit 0(z) = z% un automorphisme de F,, avec ¢} = q. Pour toute
extension Fys, de F, et pour tout o € Aut(F/F,), Uapplication :

0o Fps[X, 0] — Fy[X, 0]
Z a; X! — Z o(a;) X
=0 i=0

est un morphisme d’anneau.

Démonstration. — On note a nouveau 6 I'automorphisme de F . défini par §(x) = z%.
La structure additive est clairement préservée et, en ce qui concerne la structure multipli-
cative, nous avons de maniere immeédiate :

0o (aX) = ,(a)p,(X).

Mais en non-commutatif nous sommes également tenus de vérifier que ¢, (Xa) = ¢, (X)p,(a),
c’est-a-dire :

0(0(a))X = s (0(a)X) = ¢s(Xa) = s (X)ps(a) = 8(o(a)) X.

La condition est vérifiée étant donné que o et 0, en tant qu’automorphismes de Fys, com-
mutent. |

Nous en déduisons le lemme suivant qui va étre utile :

Lemme 3.3.2. — Soit f(X) = a, X"+ ...+ a1 X +ap € F [ X, 0] et supposons que ag # 0,
alors il existe une extension Fys telle que f soit le plus petit commun multiple a gauche de
polynomes de la forme X — o' ot o' € Fys

Démonstration. — 1l existe un corps F,« ol se trouvent toutes les solutions de Ly(y) = 0.

Pour chaque solution # € Fys de L¢(y), nous avons, d’apres la proposition 3.1.17, X — @

qui est un facteur a droite de f dans F s [X, 0]. Ainsi le plus petit multiple a gauche, g, des
X - 9(6 ) quand [ parcourt ’ensemble des solutions de L¢(y) = 0, est aussi un facteur a

droite de f. Soit ¢ un générateur de Aut(F,/F;), 0 commute avec I'extension de 6 a Fs,
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donc o envoie une solution de L¢(y) = 0 sur une autre solution. Cela montre que ¢, envoie
g sur lui méme et par conséquent que g est a coefficients dans [F,. Remarquons ensuite que
l'opérateurL; n’a que des solutions de multiplicité 1 comme ay est non nul. Etant donné
que toutes les solutions de f sont également des solutions de g, le degré de g est au moins
égal a celui de f, donc f et g coincident (& une constante pres).

[

Les codes BCH tordus ont été introduits dans [31] et étudiés uniquement en caractéristique
2. Ici nous présentons leur étude générale.

3.3.2 Conditions d’existence des codes BCH tordus
Définition 3.3.3. — Soit 0(x) = 2% un automorphisme de F, et ¢ = ¢§. Un code BCH

tordu de longueur n sur F, pour les parametres entiers non nuls 0 et s est un 0-code
engendré par le polynome g € F,[X, 0] vérifiant :
1. g € F,[X,0] est le polynome de plus petit degré divisible a droite par X — o* pour
ke{l,..,0 — 1} ot a est un générateur de Fy.

2. g a pour borne un polynome f de degré n.
Nous dirons qu'un tel code est un (n, qo, t, s, d)-code BCH tordu.

Proposition 3.3.4. — Sin < (qo—1)s alors un (n, qo, t, s,0)-code est de distance minimale
au moins 9.

Démonstration. — Supposons que le code est engendré par g € F,[X, 0] et que f soit une
n—1

borne de g de degré n. Un élément h = ZciXi € F,[X,0]/(f) est un mot de code si et
i=0

seulement si ¢’est un multiple a gauche de ¢ ou de maniere équivalente si o est une racine
de Py, le polynoéme de Jacobson introduit a la proposition 1.7.7 pour k € {1,...,0 — 1}.
g—1

qg—l'

La matrice de parité du code est alors obtenue comme dans [31] :

Pour des commodités de notation, posons [i| =

O{[O] O{[l} . e a[‘s*l} . e O{[nfl]
(a2)[0] (a2)[1] . e (a2)[571] . e (052)[”71]
(aé—.l)[o] (aé—l)[l} .. (aé—l)[S—l} .. (aé—l')[n—l]

Nous utilisons dans la suite de la démonstration la caractérisation classique de la distance
minimale a ’aide des mineurs de la matrice de parité.
Tous les déterminants extraits de taille (0 — 1) x (§ — 1) sont non nuls si et seulement si :

alil £ ol
pour tout i > j € {0,1,...,n — 1}.
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Supposons que ce ne soit pas le cas c¢’est-a-dire que ol = all!, alors :

(20)"—(a0)? (qo)j'((qo)iijfl)

a w0l =q 401 = 1 (3.6)

ifj_l)

En particulier © (@) = 1, implique que qgfl — 1 est divisible par ¢§ — 1, I'ordre de
a. Donc i — 7 = ms et d’apres la relation précédente qg — 1 divise

—_

= (9

T

3

g -1

sk
g —1 "

Il
=)

Cela veut dire que go — 1 divise m, donc i — j est un multiple de (go — 1)s, mais alors
i—7<n</(q —1)s, ce qui n’est pas possible.
[

3.3.3 Mise en oeuvre algorithmique

Soit a un générateur du groupe multiplicatif de Fg:. Un polynome g est divisible a
droite par X — o', si et seulement si la solution 3; de 6(y) — a’(y) = 0 est aussi solution de
I'opérateur aux différences L,(y) = 0 associé a g. Le fait que g € F,[X, 6] soit le polynome
tordu de plus petit degré divisible & droite par X —a’ pour i € {1, ...,—1} est équivalent au
fait que l'espace des solutions de L,(y) = 0 contienne [y, ..., B5_1. D’apres le lemme 3.1.22,
Ly(y) est défini sur F, lorsque son espace de solutions est stable par ¢ un générateur de
Aut(Fys /F,). L'algorithme suivant donne la méthode de fabrication de codes BCH tordus.

1. On choisit a un générateur de FZS‘

2. Pour tout i € {1,...,d — 1}, on calcule f3; tel que :

o) _
g

3. On détermine le plus petit espace vectoriel sur F,, qui contient i, ..., 851 et qui est
stable sous 'action de o(z) = x9. On le note V.

4. En utilisant le Casoratien, on calcule I'opérateur aux différences qui a pour espace
de solutions V;, on note g € F,[X, 6] le polynome associé.

5. On calcule une borne, f, pour g. Si le degré n de f vérifie :
n < (g —1)s

alors g va engendrer un code BCH tordu dont on peut minorer la distance minimale
par 0.

6. On forme la matrice génératrice comme usuellement.
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Remarque 3.3.5. — Le point 1 de l'algorithme montre que 1'on a plusieurs possibilités
pour le choix des ;. En réalité ces choix différents menent au méme code.
Typiquement, nous devons trouver 3 dans une extension de [Fy, tel que @ = «, cela

se traduit simplement par une équation polynomiale :

gu-l = o (3.7)

*

puisque 6(x) = 2%. Notons j un générateur de F;, , si 3 € Fq(z)v est une solution de I’équation
3.7 alors I’ensemble de toutes les solutions de I’équation est :

{5°B0, 380, -, J* 2o}

Soit [3; solution de % = o' pour i = 1...5 — 1. L’ensemble de tous les 3; que 1'on peut
choisir est donc :

{(jhﬁOajmﬂga "'7]‘7,6715371)7 (7“1,7’2, "'7"571) € {07 - qo — 2}}

Regardons le Casoratien de ces élements pour voir de quelle maniere il dépend du choix
des r;.

AT U LO Y y
05" B) ... 0GB 0(y)
Cas(j™ Bo, ..., 5B y) = | 02" B) ... (BT 6(y)
PG L. G 8 (y)

Comme ;" est dans (F,)?, nous avons :

Cas(5" Boy .., 371851 y) = 7455 Cas(Bo, Ba, -, By 1 ).

Donc, quelque soit le choix des 1, ..., 85_1 de ’étape 1 de 'algorithme, les codes obtenus
sont les mémes a une constante pres.

Remarque 3.3.6. — Il est possible que g soit divisible & droite par X — o pour i > ¢, il
est par conséquent intéressant de calculer A le plus grand entier tel que g soit divisible a

droite par :
X —a,..X—a>.

Il est en effet tout a fait possible que A soit strictement plus grand que le § que 'on a
choisi au début et dans ce cas on tombe sur un meilleur minorant de la distance minimale.

Voyons tout de suite des exemples de mise en oeuvre de cet algorithme.

Exemple 3.3.7. — On se place dans F, = Fos, 6: 2 — 2% et s = 9. Cela veut dire que
nous allons utiliser des éléments a € Fyo pour construire des codes sur Fos. Notons v le
générateur de F3, et w le générateur de Fj; donnés par Magma. On prend o = v et
§ = 2. Le plus petit Fy = (Fy3)? espace vectoriel V,, ,2 contenant {a, a?} qui est stable par
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o:x — 2 dans Aut(Fy /F3) a pour base {a, v 4410 417} En utilisant le Casoratien,
nous calculons :

La,,y4837,y4107,yl79 (y) = 94(3]) + w293(y) + w‘92(y> + we(?/) +y.

Le polynome tordu associé est g = X*+w? X34+w X2 +wX +1 € Fys[ X, 0] c’est le générateur
du code BCH tordu que nous allons construire. La borne de g est f = X6+ X3+1 € Fy[X?].
Donc la longueur du code va étre 6 est la matrice génératrice est :

On obtient un code de parametres [6,2, 5] sur Fg.

3.3.4 Tableaux de résultats

Les tables qui suivent montrent les caractéristiques des codes a distance prescrite définis
sur Fy pour (x) = 22. Les lignes indiquent le corps ot av a été choisi, les colonnes indiquent
la distance minimale ¢ qui a été prescrite. Une entrée [6, 3, 3|(8) signifie que 'on a trouvé
pour ces parametres 8 polynomes tordus différents qui donnent un code de parametres

6,3, 3].
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5= 5=3 5= 5= 5=6 5=1
Fpo | [6,3,31(6) | [6,1,6](1) | [6,1,6](1) | [6,1,6](1)

[6,3,4](6) [6,2,4](1)
Fps | [8,4,4](20) | [8,1,8(1) | [81,8](3)

[6,3,3](8) [6,1,4](1)

Foo | [10,5,4](24) | [10,1,10](1) | [10,1,10](3) | [10,1,10](3) | [10,1,10](3) | [10,1,10](3)
[10,5,5](24) | [10,4,4])(1)

10, 6,3](2)
8,4,4](12))

Foe | [12,6,3](12) | [12,1,12](1) | [12,1,12](3) | [12,1,12](3) | [12,1,12](3) | [12,1,12](3)
[12,6,4](18) | [12,2,8](1) | [12,2,6](2) | [12,2,6](2) | [12,2,8](1) | [12,2,8](1)
[12,6,5](54) | [12,3,4](1) | [12,2,8](3) | [12,2,8](3) | [12,2,9](4)
[12,6,6)(12) | [10,1,6](1) | [12,2,9](4) | [12,2,9](3)

[12,7,3](6) | [10,2,4](1) | [12,4,6](2) | [12,4,6](2)
[12,7,4](12) | [10,3,4](1)

[12,8,3)(6) | [8,1,4](1)

[10,5,3](6) | [8,2,4](1)

[10,5,4](18) | [8,2,5](1)

8,4,3](12) | [8,3,4)(1)

[8,4,4](18)

Fous | [14,7,4](24) | [14,1,14](1) | [14,1,14](3) | [14,1,14](3) | [14,1,14](3) | [14, 1, 14](3)
[14,7,5/(84) | [14,3,8](2) | [14,3,8)(2) | [14,3,8)(2) | [14,3,8,1] | [14,3,8](1)
[14,7,6](132) | [14,4,6](2) | [14,3,10](4) | [14,3,10](4)

[12,6,4](30) | [14,6,4](1) | [14,4,6](2) | [14,4,6](2)
[12,6,5](48) (14,4, 8](4)

[8,4,3](24)

(8,4,4](8)

[6,3,3](8)
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Voici a présent quelques codes sur Fg.

| 0=2 | 0=38 [ 4=4 [ =5 |
Fs: | [6,4,3](18) | 6,2,5](12) | [6,2,5](9) | [6,1,6](3)
[6,3,4](3) | [6,1,6](3)
[9,6,3](108) | [9,3,6](60) | [9,1,9](6) | [9,1,9](3)
Fes | [9,6,4)(18) | 9,3,7](12) | [9,2,6](6) | [9,2,6](6)
6,3,4](18) | [9,4,5(12) | [9,2,8](6)
9,4,6](3) | [9,3,6](24)
6,2,5](18) | [9,3,7](3)
9.4,5](3)
[12,8,3](132) | [12,4,5](12) | [12,1,12](6) | [12,1,12](3)
Fgi | [12,8,4])(183) | [12,4,6](60) | [12,2,6](3) | [12,2,6](3)
9,6,3](54) |[12,4,7](48) | [12,2,8](6) | [12,2,8](6)
[12,5,6](21) | [12,2,10](9) | [12,2,10](3)
[12,5,7)(12) | [12,3,6](6) | [12,3,6](9)
[12,6,4](12) | [12,3,8](3) | [12,3,8](6)
[12,7,4](3) | [12,3,9](18) | [12,3,9](3)
(12,8,4](72) | [12,4,7)(9) | [12,4,6](3)
[9,3,5](12) | [12,4,8](3) | [12,5,6](3)
[9,3,6](21) | [12,5,5](3)
[9,4,4](6) | [12,5,6](12)
9,5,4](3) | [12,6,5](3)

L’exemple suivant présente un code BCH tordu qui dépasse la meilleure distance mini-
male connue jusqu’a présent.

Exemple 3.3.8. — On prend F, = Fy, §(x) = 2? et s = 40. Cela signifie que nous allons

utiliser des éléments de Fy20 pour construire des codes sur Fy. On appelle v le générateur
de [}y et w le générateur de F} donné par Magma.
Soit

a = 49971,

Le plus petit Fy = (F,)%-espace vectoriel V,, contenant {a} qui est stable par o(z) =
a pour dimension 17. Le polyndéme générateur correspondant est :

4

g=X"4+wXY +wX" + XB 4w’ X+ X X+ XX+ wl X+ X wX 4w,

La borne de g est f = X% + 1.

On obtient un code de parametres [40, 23, 10] sur Fy.

Ce code améliore de 1 la meilleure distance minimale connue jusqu’a présent pour un
code de longueur 40 et de dimension 23.

La borne supérieure pour la distance minimale, dans ce cas la borne de Griesmer, est

13.
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3.3.5 Décodage des codes BCH tordus

Les codes que nous venons de voir sont construits par analogie avec les codes BCH
classiques et il est possible d’adapter 'algorithme usuel pour les décoder dans ce cadre
non-commutatif. L’algorithme de décodage des BCH commutatifs est présenté dans [32]
au paragraphe 6.7.

En utilisant les notations de la définition 3.3.3, nous avons un (n, qo, t, s, d)-code BCH
tordu que nous appelons C. On suppose que ce code peut corriger I' erreurs.

Considérons le mot de code ¢ € C et lerreur e(x) = ;2" + ... + e; a™ avec bien sir
v <T.

n
Soit  =c+e= E c;x] le mot recu. La question est de retrouver e connaissant ¢'.
j=0

1. D’apres la proposition 1.7.5, le reste dans la division & droite de e par X — o' pour
1=1..0—1est:

ou bl =3 o1 11 est possible de calculer A; connaissant uniquement ¢’ étant donné
que le reste de la division euclidienne & droite de e par X — o' est le méme que le
reste de la division euclidienne de ¢ par X — a’. Donc :

A = (o )[J]

2. On définit le polynome localisateur par :

-
H (1— oz[“f
k=1

et le polynome d’évaluation par :

g
w(z) = Z e;,al H(l — alivlz)

=1 k£l
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3. Connaitre o(z) nous permet de trouver [ig] =
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Wl od (¢° — 1). Pour ce faire nous
. qo_l .

devons trouver [iy], ..., [i,] tels que o(a~l1l) = ... = o(a~[]) = 0. Cette recherche

peut étre faite en calculant o(z) pour tout x € Fy. Connaissant [ix] et w(z), nous

pouvons trouver les coefficients e;, puisque :

e, = a—[ik]w(a—[ik}) H<1 _ a[il}—[ik])
14k

pour k € {1..7}.

. Nous utilisons 1'algorithme d’Euclide appliqué aux polynomes S(z) et z°~! € F 2]

Nous arretons des que nous trouvons le premier reste de degré plus petit que I, et
Nnous avons

u(2)2° 7+ u(2)9(2) = r(2).

Comme dans l'algorithme classique de décodage des BCH, on peut prouver que
o(z) =v(2)/v(0) et w(z) = r(z)/v(0). Et si nous connaissons ¢ et w, nous avons vu
que nous pouvons reconstruire l'erreur e et trouver le mot envoyé c.



Chapitre 4

Codes modules

Dans le chapitre 2, nous avons étudié largement les codes correcteurs construits comme
des idéaux d'un anneau quotient de polynomes non-commutatifs. Ceci vient du fait que le
quotient F,[X,0]/I ou I est un idéal a gauche de F,[X, 0] a une structure d’anneau si et
seulement si I est un idéal bilatere.

Cependant, lorsque I n’est pas forcément bilatere, méme si le quotient n’a pas une
structure d’anneau, c’est un F,[X, #]-module a gauche. Grace a cette remarque on peut voir
un sous-module a gauche de F,[X, 6]/] comme un code correcteur avec la correspondance
classique qui a un polynome associe le n-uplet de ses coefficients.

Cette généralisation a été étudiée trés récemment dans [29)].

Le fait de s’affranchir de la condition bilatere va considérablement simplifier I’obtention
d’un code correcteur a partir du polynome générateur. Nous allons pouvoir notamment nous
permettre de considérer des anneaux non-commutatifs plus généraux avec l'ajout d’une
dérivation. Dans le cadre des codes idéaux il n’était pas forcément évident de caractériser
le centre d'un anneau de polyndémes non-commutatifs avec une dérivation et donc le calcul
d’une borne était compromis. Nous allons voir que dans le cadre des codes modules ce
calcul s’implémente tres bien. Cela nous permettra d’élargir a nouveau la famille de codes
obtenus et nous verrons que ’ajout d’'une dérivation nous permettra dans certains cas de
trouver de nouveaux codes.

Nous allons en premier lieu préciser notre méthode de construction pour les codes
modules sans dérivation puis avec dérivation. Dans le cas de F,[X, 6, 0] il va falloir faire
quelques calculs notamment pour exprimer X"a. Puis nous présenterons quelques tableaux
de résultats et nous analyserons les données obtenues. Enfin nous verrons que le cadre défini
est assez agréable pour rechercher les duaux de certains codes et en particulier caractériser
les codes auto-duaux. Enfin nous verrons que l'utilisation des codes modules permet de
généraliser a nouveau les techniques du chapitre précédent, nous donnerons par exemple
un code correcteur de parametres [41, 13, 21] sur Fg qui améliore de 1 la meilleure distance
minimale connue auparavant pour ces parametres, ce code ne pouvait étre obtenu sans les
codes modules.

79
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4.1 Codes-modules sans dérivation

On se place dans F,[X, 6]. On choisit f un polynome de degré n, alors F,[X,0]/(f), est
un F,[X, f]-module a gauche. Le quotient F,[X, 6]/(f), est également un [F,[X, #]-module
a gauche. Grace au théoreme de correspondance des sous modules d'un module quotient,
nous savons que les sous-modules a gauche de F,[X,0]/(f), sont de la forme F,[X,0]g
ou ¢ est un diviseur a droite de f. Via 'application 7" définie au chapitre précédent qui
convertit tous les restes possibles dans la division a droite par f en n-uplets, on obtient un
code correcteur.

On ne va pas en pratique fixer f en premier mais plutot g. Soit g € F,[X, 6] sous la
forme suivante :

g=go+nX+..gX"

ol g, # 0. Alors pour tout n > r il existe un multiple a gauche de g de degré n, notons le f.
Le code module correspondant au plongement de F,[X, 0]g dans F,[X, 8]/(f), est engendré
en tant que IF,[X, 0]-espace vectoriel par les éléments de la forme :

X'g, Vi€ {0..n—r—1}

de la méme maniere que dans la définition 2.4 du chapitre 2. Ainsi la matrice génératrice
a également la forme suivante :

90 e gr—1 gr 0 e 0
0 0(go) -+ 0O(gr—1) Olgr) 0
0 . 0 8n—r—1<go) . en—r—l(gr_1> en—r—l(gT)

Le code correcteur engendré par cette matrice est de longueur n, de dimension n — r.

Remarque 4.1.1. — La majeure différence avec le chapitre précédent sur les codes-idéaux
est qu’ici nous n’avons pas besoin d’avoir la forme explicite de f. Le code est uniquement
déterminé par le générateur g et le degré.

Résumons cela :

Définition 4.1.2. — Soit f de degré n, un code 0-module est un sous F,[X, 0]-module
a gauche engendré par un diviseur a droite de f, g de F,[X,0]/(f)y. Si g est de degré r et
si d est la distance minimale alors on dit que le code a pour paramétres [n,n — r,d]. On
notera le code Cy(g).

Notation 7. — Nous appelerons #-codes les codes correcteurs construits aux chapitres 2
qui sont donc inclus dans les codes modules.

Remarque 4.1.3. — Soit n et r fixés, il y a ¢" choix pour le polynome g de degré r a
coeffcients dans F,. En effet, on le suppose unitaire étant donné que C,(g) et C,,(ag) sont
égaux avec a € (F,)*, il suffit donc de choisir les r coefficients restants dans [F,. Ainsi, il
y a au plus ¢" codes #-modules de longueur n et de dimension n — r. Bien str, certains
peuvent étre équivalents.
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Voyons tout de suite quelques exemples qui illustrent la méthode de construction d’un
code #-module.

Exemple 4.1.4. — On se place dans Fg[X], c’est-a-dire que pour cet exemple I’automor-
phisme 6 est I'identité. On note a le générateur de F§ fourni par Magma.
On prend le polynome générateur g suivant :

X"+’ X0+ X+ X+ ® X%+ X + ot

On prend la longueur du code n égale a 11.
Une matrice génératrice du code Ci1(g) est de la forme :

at 1 a® 0 a® 1 a* 1 0 0 0
00 a* 1 & 0 & 1 o* 1 0 0
0 0 a* 1 o 0 o 1 o* 1 0
0 0 0 ot 1 & 0 & 1 o* 1

La distance minimale de ce code est 7. Ceci est la meilleure distance minimale possible
pour un code de longueur 11 et de dimension 4 sur Fg.

Exemple 4.1.5. — On se place dans F4[X, 0] ot §(z) = z%. On note « le générateur donné
par Magma. On considere le polynome générateur suivant :

g=X"+ X3+ aX?+aX +a’

Une matrice du code génératrice Cip(g) est de la forme :

o> a a 1 0 1 0000
00 a> o« a 1 0 1 000
0 0 &> a a 1 0100
0 0 0 &> a a1 010
0 0 0 0 o> a al 01

C’est un code de parametres [10, 5, 5] sur Fy qui atteint également la meilleure distance
minimale possible.

Nous verrons dans le paragraphe 3 des tableaux de résultats qui vont nous permettre
de comparer les codes f-modules aux meilleurs codes connus, nous verrons qu’ils apportent
quelque chose par rapport aux 6-codes. Mais tout de suite étudions ce qui se passe lorsque
nous faisons intervenir une dérivation.
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4.2 Codes-modules avec dérivation

4.2.1 Introduction

Le fait de ne plus avoir besoin de calculer un multiple central du polynome générateur
g va nous permettre de travailler dans le cadre le plus général ou 'anneau de polynomes
tordu possede une dérivation.

Nous rappelons la regle de calcul suivante :

Définition 4.2.1. — Soit F, un corps fini, on note F,[X,0,5] 'anneau de polynomes
non-commutatif ot la multiplication est définie par la régle simple suivante :

Va e F,, Xa=0(a)X +0(a).

Les différentes dérivations existantes dans un corps fini, ainsi que les premieres pro-
priétés de 'anneau F,[X, 0, ] ont été étudiées dans le paragraphe 7 du chapitre 1. Tout
ce que 'on a vu dans le paragraphe précédent est également vrai dans ce cadre la. Nous
pouvons étant donné un polynome générateur g de degré r et un entier n > r, définir une
base de notre code correcteur avec les polynomes suivants :

X'g(X), Vie {0.n—r—1}

La matrice génératrice s’obtiendra en transformant les coefficients de ces polynomes en
n-uplet que I'on mettra en ligne.
Il convient d’expliciter les coefficients de X’g(X).

4.2.2 Calcul de X'g(X)

Etant donné qu’en toute généralité, 6 et 6 ne commutent pas, nous avons besoin de la
notation suivante. On suppose 'anneau F,[X, 6, ] fixé.

Définition 4.2.2. — Soit a € F,, on note S; (a) la somme des C? termes obtenus en
appliquant 6 © — j fois et 6 j fois.

Exemple 4.2.3. —Nous avons :
Sia(a) = 0(8°(a)) + 6(0(6%(a))) + 6*(0(5(a))) + 6°(6(a))
ou la puissance désigne bien l'itération pour la loi de composition.

Proposition 4.2.4. — Soit a € F,. Dans l'anneau F,[X,0,6], nous avons la formule
susvante :

Xla =Y S;(a)X". (4.1)
j=0
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Pour plus de détails, on pourra consulter [21].

Exemple 4.2.5. — En utilisant la proposition précédente, on a directement :
X?%a = 0*(a)X? + [0(6(a)) + 5(0(a)] X + 6*(a).
Soit le polynome :
g=g+nX+..+gX"

Nous pouvons expliciter X?g(X), en effet par associativité :

X'g(X) = (X"g) + (X'g1)X... + (X'g,) X"

En utilisant la proposition précédente, nous avons :

X'g(X) = Sii(g0) X 7+ Sijlg)X I L+ S () XTI
Jj=0 §=0

Jj=0

Pour mieux lire le polynome que 'on obtient on peut regrouper les termes en fonction
de la puissance de X correspondante :

Coefficient de X : S;;(go).

Coefficient de X' : S;; 1(go) + Si.ig1-

Coefficient de X? : S;; 2(g0) + Sii—191 + Sii(g2).

Coefficient de X" : S; ;i1 (g0) + ... + Sio(gr)-

On peut unifier ces expressions en adoptant la convention suivante :

Sij =0, Vjé¢A{0,..,i}.

Définition 4.2.6. —Soit (k,7,1) € N*> et g = go+ 1 X + ... + g, X" un polynome de degré
T, on pose :

T} (g) = Z Siivi—k(95)- (4.2)

On peut résumer le calcul précédent avec la formule :

Proposition 4.2.7. — Dans lanneau F,[X, 6, 5], nous avons :

i+r

Xig(X) = 3 THg) X" (4.3)
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4.2.3 Exemple de codes tordus avec dérivation

Etant donné que nous avons l'expression sous forme polynomiale des mots de code
X'g(X) et que nous savons que ces polynéomes pour ¢ allant de 0 & n — r — 1 engendrent
le code, nous en déduisons ’expression de la matrice génératrice :

M = (Tik)ogign—r—L 0<k<n—1- (4.4)

Toutes ces expressions étant explicites, nous pouvons a partir d’'un polynéme g, avoir
la matrice génératrice du code engendré par g.
Voyons un exemple :

Exemple 4.2.8. — On désigne toujours par « le générateur de [F; donné par Magma. On
se place dans F4[X,6,0] on 0(z) = 2% et 6(z) = az® + ax qui est bien une #-dérivation
avec :

5(0) =6(1)=0
5(a) = d§(a?) = a.

La vérification exhaustive qu’il s’agit d’une #-dérivation est tres rapide comme le corps
ne contient que 4 éléments.
On s’intéresse au polynome :

g(X) =X’ +a*X?*+ X + o’

On prend n = 16, la matrice génératrice du code Ci4(g) est la suivante :

a> 1 &> 0 01 0 0 0 00 0 0 0O0°O0
a o &> «a 0 0 1 0 0 0 0 0 0 000
a 1 1 0 20 0 1 0 0 0 0 0 000
a o> 1 1 o a 0 0 1 0 0 0 0 000
a 1 a 1 o2 1 a>0 0 1 0 0 0 000
a o2 o> o2 &> aa®> a 0 01 0 0 000
a 1 0 0 0 0 1 0> 0 0 1 0 000
a a®> 1 0 0 0 0 1 a a 0 0 1 000
a 1 a 1 0 0 0 0 a2 1 a> 0 0 100
a o> a®> > 1 00 0 o aa*> a 0 010
a 1 0 0 a1 0 0 a 1 1 0 a2 001

La distance minimale est 4 ce qui est la meilleure distance minimale possible pour un
code correcteur sur F4 de longueur 16 et de dimension 11.

Exemple 4.2.9. — On note a le générateur de Fy donné par Magma. On se place dans
Fg[ X, 6,0] ou O(x) = 2% et la f-dérivation § est définie par :
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§(a) =6(a®) =
§(a?) =6(a’) =a°
5(a*) = 6(a”) = ab.

On considere le polynoéme g suivant :

g(X) = X*+a* X3 +a*X? + ot

On prend n = 10 la matrice génératrice du code correspondant est :

ot 00 a* a* 1 0 0 0 0 0
b a a® a®> a 1 0 0 0 0
> a a® a 1 o> 1 0 0 0
ab a2 ab a® a® ot a* 1 0 0
> 0 1 a o> o> a®> a 1 0
b o 0 o a® a® 0 1 &% 1

Le code est de parametres [10, 6, 4] ce qui réalise la meilleure distance minimale possible
sur Fyg.

4.2.4 Cas particulier ou # et 6 commutent

L’introduction de la #-dérivation complique assez largement les calculs, cela est prin-
cipalement da au fait que d et  ne commutent pas en général. Voyons un cas particulier
dans lequel les formules mises en jeu sont beaucoup plus simples.

On se place dans Fy muni de §(z) = 22, on choisit la #-dérivation suivante :

5(0)=46(1)=0
§(a) = d6(a?) = 1.

Dans ce cadre particulier § et # commutent, plus précisément :
0(6(x)) = 0(x) = 6(0(x)) (4.5)

puisque & est a valeurs dans (IF,)?.
Remarquons également que :

§F(x) =0, Vk > 2.

Proposition 4.2.10. — Nous avons les régles de calcul suivantes :
- Z‘yg(a) = Hl(a).
- SZ'71((I) = zé(a)
- Vk > 2, SL]C(CL) = 0.
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Démonstration. — Le premier point est la définition de .S; ;.
Pour la seconde assertion, il suffit de remarquer que S;1(a) est la somme des i termes de
la forme : ‘ o .
#0500 (a)=0""08=5(a)
pour j € {0...i — 1}. Le dernier point découle de 4.5.
[ |

A présent, il est possible de donner une expression plus explicite des coefficients de
X'g(X).
Proposition 4.2.11. —Soit g(X) = go + 1 X + ... + ¢, X", avec la notation :

i+r

Xig(x) =Y Ti(gX*

nous avons : |
TF(g) = 0"(gr—i) + i0(gr—it1)
avec la convention g; =0, Vj ¢ {0,....r}.

Démonstration. — Par définition :
Tzk(g) = Z Siii—k(95)-
§=0

D’apres le point 3 de la proposition 4.2.10 tous les termes de la somme sont nuls sauf
éventuellement quand j = k — 4 ce qui donne le terme S;o(gx—i) = 6°(gr—;) et quand
j =k —1+1 correspondant a S;1(gx—i+1) = 10(Gr—i+1)- (]

Proposition 4.2.12. — Avec les notations précédentes la matrice génératrice du code est
de la forme :

0

9gr—1 gr
0(gr—1) + (gr) 0(gr)

90 0
5(g90)  6(g0) +6(91) 0

0 . . . . . .
0 (n—7—1)58(go) """ Ngo)+(n—r—1)08(g1) - O Ngp_1)+(n—r—1)8(gr) """ gy)

Exemple 4.2.13. — On travaille dans Fy[X, 0,5] avec 0(z) = 22 et 6(z) = 2° + .
On prend le polynome générateur suivant :

g(X) = X"+ ’X° + aX? + &’ X + ®X? + .

On choisit n = 12, la matrice génératrice du code est :

a 0 o2 o> a o> 0 1 0 0 00
1 o> 1 o> &> a a 0 1 0 00
0 0 a 0 o> a®> a o> 0 1 00
0 0 1 o2 1 > a®> a a 0 1 0
0 0 0 0 a 0 a®> a®> a o* 01
La distance minimale de ce code de longueur 12 et de dimension 5 est 6, ce qui est la

meilleure distance minimale possible sur Fj.
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4.3 Résultats

On peut voir un tableau comparatif des différents codes obtenus dans [29].

En introduisant les codes modules, puis les codes modules avec dérivation, nous élargissons
strictement nos familles de codes correcteurs. C’est ce que nous allons voir avec ces quelques
exemples sur Fy.

On se place sur Fy[X, 0], si 'on prend 0(x) = x on retrouve des polynéomes commutatifs.
Montrons que le fait de pouvoir choisir §(x) = x? donne de nouveaux codes par rapport
au monde des polynomes commutatifs.

Exemple 4.3.1. — On se place dans F4[ X, Id]. Le meilleur code obtenu pour un générateur
de degré 6 et une longueur 12 est un code de parametres [12, 6, 5].

Par contre si on se place dans F,[X, 0] ou 6(z) = 22, on trouve un code de distance
minimale strictement meilleure et qui atteint la meilleure distance minimale possible, 6.

Un tel code est par exemple engendré par le polynome :

g(X) =’ X +aX® +aX*+aX?+ X + 1.

Une matrice génératrice est :

11 a 0 aa a a®> 0 0 0 0 0
011 a®> 0 a2 a2 a 0 0 0 0
001 1 aa 0 o a o2 0 0 0
000 1 1 a®> 0 a> a2 a 0 0
000 0 1 1 a 0 a a o> 0
000 0 0 1 1 &> 0 o &% «

De la méme facon, 'introduction d’une dérivation va élargir encore strictement la famille
de codes correcteurs que l'on regarde.

Exemple 4.3.2. — Sur F,4[X, 0] le meilleur code que 'on obtient de longueur 15 et de
dimension 8 est de distance minimale 5. Ce qui n’est pas optimal comme la plus grande
distance possible est 6 d’apres le site http ://www.codetables.de/.
Cette distance est atteinte si Uon travaille dans Fy[X, 0, 0] avec §(x) = a(z? + x). En
effet avec :
g(X) ="+ aX +aX* +’X? +a’X +1

nous obtenons un code sur Fy de parametres [12, 8, 6] de matrice génératrice :

1 a>a®> 00 a 00 a 1 0 0 0 0 0 0 0
0 a2 0 a a a> a o> 1 0 0 0 0 0 0
0O o a o« 1 1 0 1 « 1 0 0 0 0 O
0 a 1 1 o2 1 1 0 a2 a>1 0 0 0 0
00 o a2 1 &> a 1 1 a 0 a 1 0 0 0
00 a 1 a o> 0 a2 1 o2 &> aa®> 1 0 0
00 o a2 &> 1 a a a o> 0 01 o 1 0
0 a1 0 aa*> 1 1 1 a 0 0 o a® 1
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Les tableaux de résultats présentés en annexe sont construits de la fagon suivante :
en ligne nous avons la longueur du code et en colonne le degré du polynome générateur.
Le résultat a l'intersection est la meilleure distance minimale obtenue. Pour des longueurs
trop importantes les résultats ne sont bien str pas exhaustifs.

En annexe 1, on trouvera les codes modules sur 5.

En annexe 2 ,des codes sur F4 avec des polynomes générateurs dans I’anneau commutatif
Fy[X].

En annexe 3, le polynome générateur se trouvera a présent dans Fy[X, 0] ot 6(z) = 22

En annexe 4, on prendra g dans F4[X, 0, 6] avec §(a) = av.

Enfin en annexe 5, le polyndéme générateur sera a coefficients dans Fy[X, 6,0] avec

d(a) = 1.

4.4 Codes modules rang et codes modules BCH

Dans le chapitre 3, nous avons étudié des 6-codes dont on pouvait prescrire le rang, et
la distance minimale. En mettant en oeuvre les outils développés dans ce chapitre, nous
pouvons nous intéresser a la généralisation du chapitre 3. On peut s’affanchir du calcul de
la borne du polynome dans la plupart des cas, ainsi nous allons obtenir des codes dont la
longueur varie plus librement et par conséquent obtenir plus de codes.

4.4.1 Codes-modules dont le rang est prescrit

L’algorithme du chapitre 3 peut se modifier de la maniere suivante :

1. On choisit un corps fini, [F;, 6 un automorphisme de F, , 6 > 1 qui va prescrire la
distance minimale et s un entier qui sera le degré de 'extension dans laquelle on va
aller chercher nos éléments.

2. Soit 3 € Fys, on calcule le plus grand entier 7 tel que :

By, 0771(B)

soient linéairement indépendants sur (IF,)?.

3. On détermine le plus petit (IF,)’-espace vectoriel, Vj stable par o(z) = x? et conte-
nant :

By 071(B).
4. On calcule le Casoratien de cet espace que 'on convertit en polynome, g, de F,[X, 6.

5. Ce polynome engendre un code-module de longueur n pour tout deg(g) —1 <n <7
dont on a la matrice génératrice usuelle.

Il y a plusieurs intéréts a considérer cette généralisation. Tout d’abord nous ne sommes
plus tenus de vérifier si lopérateur aux différences ayant pour solutions f3, ..., 07 1(3) est
central ce qui fait gagner en rapidité au procédé. Si jamais il n’était pas central, 'algorithme
se poursuit donc nous obtenons plus de codes. La longueur des codes obtenus n’est plus
nécessairement un multiple de I'ordre de 6 en tant qu’endomorphisme de F,, en particulier
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nous allons obtenir des codes de longueur impaire sur F4. Nous avons également plusieurs
choix de longueur possibles pour un méme polynome générateur g tout en gardant notre
prescription sur la distance minimale.

Voyons tout de suite 3 exemples :

Exemple 4.4.1. — On prend F, = F,, s =7, et §(x) = z2. Le polynome :
g=X"+ X+ X'+ aX3*+a’X’+ X 4+ a

est le polynome générateur d'un code module sur Fy de parametres [13,6,6], 6 étant la
meilleure distance minimale possible pour un code ayant des parametres. Ce code n’est pas
un f-code puisque sa longueur est impaire.

Exemple 4.4.2. — On note « le générateur de Fj donné par Magma, 0(z) = 22 et s = 5.
Le polynome :
g=a’+ X +aX?+a°X? +a?X* + X°
engendre un code de parametres [12,7,5]. Ce code n’est pas non plus un #-code qui
pouvait étre trouvé par les méthodes du chapitre 3, méme si dans ce cas-la la longueur 12
est bien un multiple de 'ordre de # en tant qu’endomorphisme de Fg.

Exemple 4.4.3. — Enfin nous obtenons un nouveau code qui augmente de 1 la meilleure
distance minimale connue précédemment. Ce code est défini sur Fg, 0(z) = 22, et s = 14.
Le polynome générateur du code est :

0= X2 4w XY £ X 4P XD b X 4 wX B 4 X2 4 wtx
+w? XY + X 4w’ X ot X0 4w X 4 XM 40 Xt X 4wt X
+w X1 + X% + P X+l X + X%+ X+ wS X+ wl X+ wbX 4w

Nous obtenons un code de parametres : [41,13,21] ce qui améliore de 1 la meilleure
distance minimale connue jusqu’a présent.

On remarque que ce polynome est le méme que celui du chapitre 3 qui avait permis
de trouver un code de parametres [42,14,21] qui améliorait aussi la meilleure distance
minimale connue de 1, en effet il correspond au méme élément 5 € F 14 mais le fait d’avoir

relaxé nos contraintes sur f et son degré n, nous permet de former ce nouveau code module
issu du précédent.

4.4.2 Codes-modules BCH

Tout comme nous venons de voir les codes modules dont le rang est prescrit, il est pos-
sible de généraliser la partie du chapitre 3 qui traite des codes tordus BCH avec minoration
de la distance minimale. Cette généralisation est étudiée dans [29].

Si 'on se réfere a 'algorithme mis en place dans le chapitre 3, nous pouvons omettre
la partie calcul de la borne de g. La seule condition sur la longueur du code dont il faut
tenir compte est n < (qo — 1)s.

L’algorithme devient donc le suivant en reprenant les notations introduites dans le
paragraphe 3 du chapitre 3.
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1. On choisit a un générateur de FZS'

2. Pour tout i € {1,...,d — 1}, on calcule f3; tel que :

0(5:) o

Bi

3. On détermine le plus petit espace vectoriel sur F,, qui contient 3, ..., 851 et qui est
stable sous 'action de o(x) = 2%. On le note V.

4. En utilisant le Casoratien, on calcule 'opérateur aux différences qui a pour espace
de solutions Vj, on note g € F,[X, 0] le polynome associé.

5. On choisit un longueur de code n, vérifiant :
deg(g) +1<n<(g —1)s

alors g va engendrer un code module BCH dont on peut minorer la distance minimale
par 9.

6. On forme la matrice génératrice comme usuellement.

Dans ce cadre la , nous obtenons des codes BCH qui ne pouvent étre obtenus uniquement
avec l'algorithme du chapitre 3.

Exemple 4.4.4. — On prend 8 = w!'! un générateur de F3i2 ou w est le générateur de
5., donné par Magma, 6(z) = 2 et nous choisissons § = 2. Le polynome générateur g
correspondant est :

g=X+?X° +aX '+ aX?’+ X + o

ou Fy = Fy(a). Ici gg = 2 et s = 12 donc nous pouvons choisir n < 12 pour longueur, avec
bien stir n > 6 quand méme puisque 6 est le degré du polynome générateur. Prenons n = 10,
en formant la matrice génératrice, nous obtenons un code module BCH de parametres
(10,4, 6] sur Fy, 6 étant la meilleure distance minimale possible pour un code de longueur
10 et une dimension 4.

La borne de g est f = X'2 41 ce qui signifie que le code que l'on vient de considérer
ne pouvait pas étre obtenu par la construction du chapitre 3.

Voyons un peu comment se comporte la distance minimale des codes engendrés par un
méme générateur g lorsque l'on fait varier la longueur du code. Prenons des codes sur s
puisque le phénomene est tres général et n’est pas lié au monde non-commutatif.

Exemple 4.4.5. — On se place dans 5 et on considere le polynome :

g=X"+ X'+ X8+ XO+ X° 4+ X3 4+ 1.

Ce polynome a en particulier pour racine :

{8,6%5°, 6"}
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ou (3 le générateur de 5, donné par Magma.

C’est-a-dire que si on choisit n tel que j3, ..., 3" ! soient distincts alors notre code aura
bien au moins 5 comme distance minimale. Etant donné que [ vit dans F3s, tous les choix
de n inférieur ou égal a 31 conviennent.

Si 'on choisit n > 31, on ne peut rien garantir.

Voila un graphique donnant les différentes distances minimales du code en fonction de
la longueur, la dimension du code étant toujours sa longueur moins 10 (le degré de g).

Comme annoncé la distance minimale vaut 5 jusqu’a n = 31 puis chute a 2 a partir de
n = 32.

4.5 Dualité

Nous avons déja discuté brievement de la dualité pour des codes f-centraux, il est a nouveau
possible de regarder cela dans le cadre des codes #-modules.
Ce sujet est traité de maniere compleéte dans [29], rapelons-en ici les principaux résultats :
Nous avons vu dans le chapitre 2 que le dual d'un code #-cyclique est également un
code f-cyclique. De maniere plus générale, on se pose la question : quand est-ce que le dual
d’un code module est un code module ? Le théoreme suivant montre que le cas des codes
f-cycliques reflete presque la généralité.
Théoréme 4.5.1. — Soit k < n des entiers, g € F,[X,0] de degré n — k avec un terme
constant non nul et C le code module de longueur n engendré par g. Le dual euclidien C*
de C est un code module engendré par un polynome de degré k avec un terme constant non
nul si et seulement si il existe h = ho+...+h X* € Fg[X, 0] et c € F; tel que gh = X" —c.
Dans ce cas le polynome générateur de C+ est donné par :
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La preuve de ce théoréme est présentée dans [29], elle utilise notamment le corps des
fractions a droite, F (X, 0), de F [ X, 0].

La matrice génératrice de C+ étant la matrice de parité du code C, la matrice H suivante
est la matrice de parité de C :

s . Qn—r—l(hl) en—r(ho) 0 . 0

0 Q(hn_r) . ce 9”*7"+1(h0) . 0

H=| o0 : :
0 T 0 QTil(hn—ﬁ T ‘9n72(h1) enil(hﬂ)

Exemple 4.5.2. — Soit g = X% + aX + 1 € F4[X, 6], nous avons la relation suivante :
X3 —a=g(X +a).

Le théoreme précédent nous dit alors que le dual du code module de parameétres [3, 1, 3]
engendré par g est un code module engendré par g- = 1+ 2. La matrice de parité qui est
la matrice génératrice de C* est :

1 a®> 0
H = ( 0 1 « ) '

Le code C* est un code de parametres [3,2, 2] sur Fy.

Nous pouvons également trouver les codes modules auto-duaux.

En effet si I'on prend la forme générale de la matrice génératrice d’'un code module
engendré par g de longueur n avec le degré de g, k tel que 2k = n, on a une base de notre
code module sous la forme :

c1 = (90, -y G, 0, ..., 0)
Co = (079<90)> 79(gk)7 70)

cr = (0,...,0,0" (go), ..., 0" 1 (gr)).

On peut écrire explicitement les relations que I'on a en demandant que pour tout ¢
et j dans {1,...,k}, on a < ¢;,¢; >= 0. En remarquant que certaines relations comme
< 9,3 >= 0 sont les mémes que 0(< ¢1, ¢y >) = 0. 1l suffit donc de vérifier pour savoir si
C est auto-dual que < ¢;,¢; >= 0 pour tout i € {1, ..., k}, c’est-a-dire :

!
Vi€ {1, ...k}, Y 0" (g:)gisr— = 0. (4.6)
i=0

Il est alors tout a fait possible d’utiliser les bases de Grobner pour chercher systématiquement
nos codes auto-duaux. L’article [29] trouve un code de parametres [56, 28, 15] sur F, auto-
dual qui bat le record précédent de [10].

Remarque 4.5.3. — Il est tout a fait possible de regarder le dual hermitien comme défini
dans le chapitre 2 et 1'on obtient un théoréme tres similaire a celui au dessus, voir [29].



Chapitre 5

Codes correcteurs multivariés

L’objectif de ce chapitre est de généraliser la construction des codes correcteurs tordus
vue au chapitre 2. Nous allons ici adapter la construction précédente avec un anneau de
polynomes multivariés. Une étude de codes correcteurs dans ce contexte multivarié mais
en commutatif a été faite dans I'article [24]. Ici nous allons étudier des codes correcteurs
qui seront vus comme des idéaux a gauche de :

F,[X?]/1

ou l'anneau FF [ X' Q] est un anneau de polynomes a plusieurs variables non-commutatif et 1
un idéal bilatere. La difficulté en plusieurs variables est qu’il n’y a pas, a priori, de base
naturelle au quotient F,[X?)/I. Les bases de Grébner répondent & ce probleme. Dans le
théoreme 5.1.9 nous adaptons cet outil au cas non-commutatif dans lequel on travaille. Puis
nous adapterons la notion de borne d'un polynome qui était a la base de notre méthode
de construction de codes correcteurs au cas multivarié en introduisant la notion de borne
d’un idéal, voir la définition 5.1.20, dont nous donnerons une méthode de calcul. Nous
aurons alors tous les outils pour fabriquer nos codes correcteurs. L’utilisation des bases de
Grobner nous donnera facilement la longueur et la dimension du code. Nous verrons ensuite
un algorithme basé sur des divisions d’'un monome par un idéal représenté par une base de
Grobner et une méthode pour construire la matrice génératrice sous forme générique de
nos codes correcteurs, dans la proposition 5.3.3. Nous verrons quelques exemples détaillés
de cette construction et des tableaux de résultats. Enfin, nous dirons un mot sur les codes
multivariés modules en utilisant le chapitre précédent.

5.1 FEtude d’un anneau de Ore multivarié

Nous allons commencer par définir notre anneau de polynomes tordus multivariés, puis
nous introduirons les principaux outils qui vont servir a la construction de codes correc-
teurs, notamment ’adaptation des bases de Grobner au cadre non-commutatif. Enfin nous
parlerons de degré d’un idéal qui généralise la notion de degré d'un polynome et nous
définirons la borne d’un idéal.

93
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5.1.1 Définition

On se place dans [F, un corps fini de caractéristique p tel que p" = ¢. Soit n > 2,
on choisit n automorphismes de Iy, 61, ...,0,, non nécessairement distincts. On définit de
maniere ensembliste :

Fo[ X7 X0 =) ai, 0 X7 X0

n

iy ,.in € Fo}. (5.1)

Cet ensemble est celui des polynomes a n indéterminées a coefficients dans I’anneau .

Afin d’alléger les notations, on appellera cet anneau F,[X Q] et un élément générique sera

noté :
Z Ao X
[e%
ol « est un multi-indice.
On va munir cet ensemble d'une structure d’anneau non commutatif. On garde I’addi-
tion usuelle mais la multiplication est définie par la regle simple suivante :

Va e F,, Vie{l,...,n}, Xia=10;,(a)X,. (5.2)

On étend cette regle par associativité et distributivité. On suppose que les variables X;
commutent. La multiplication devient alors bien définie et de maniere plus précise :

O aaX)O bsX") = anb*(bs) X7,
a B

a7ﬁ

On utilise ici la notation suivante : si @ = (aq,...,a,) alors 8% = 67*...09" ou la loi
utilisée est la composition des automorphismes.

On a donc défini un anneau de polynémes a plusieurs variables non commutatif,
F,[X Q]. Voyons quelques propriétés de cet anneau.

Proposition 5.1.1. — L’anneau F,[X?) est unitaire, intégre et ses éléments inversibles
sont les inversibles de F,,.

Démonstration. — On peut voir 'intégrité en utilisant le degré total et en remarquant que
le degré total d’un produit est égal a la somme des degrés totaux de chacun des facteurs.
La caractérisation des inversibles de cet anneau est également évidente. [ |

Par analogie avec le cas a une variable, on va étudier les codes correcteurs qui sont des
idéaux & gauche de F,[X?/I ot I est un idéal bilatere de F,[X?). Pour que ce quotient ait
une structure d’anneau, il convient que I soit un idéal bilatere. Si un idéal est engendré
par des éléments centraux, il est en particulier bilatere. C’est pour cette raison que 1’étude
des éléments centraux de F,[X?] nous intéresse.

Proposition 5.1.2. — On a linclusion suivante :

n

{0 i X0 XS0 € (B} C Z(F,[X7), (5-3)

i1senin i=1
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ot Z(F,[XY) désigne le centre de Uanneau Fy[ XY et | < 0; > | Uordre de I’automor-
phisme 0;.

Démonstration. — 11 suffit de voir par distributivité et associativité que les éléments dans
I’ensemble du membre de gauche commutent avec les constantes et les X;. Ceci est immédiat
a vérifier.
[
Cela signifie que certains éléments centraux ont une forme particulierement simple qui
généralise assez naturellement le cas a une variable. On nommera par la suite ces éléments
centraux particuliers les polynomes super-centraux. Lorsque nous travaillerons avec des
idéaux bilateres, nous les chercherons tres souvent engendrés par des polynomes super-
centraux. L’inclusion de la proposition précédente est en générale stricte.

On va étre amené a travailler avec des idéaux et des quotients dans des anneaux a
plusieurs indéterminées. Dans le cas commutatif, pour de tels calculs, 1'utilisation des
bases de Grobner est incontournable. Nous allons voir dans le paragraphe suivant que les
principales propriétés des bases de Grobner s’adaptent dans notre cas.

5.1.2 Bases de Grobner en non-commutatif

Nous allons dans un premier temps rappeler brievement les principaux éléments de
construction d’une base de Grobner dans le cadre commutatif puis nous verrons comment
adapter cela au cadre non-commutatif.

Un théoreme fondamental pour ce qui va suivre est le théoreme de Hilbert qui nous dit
que K[X7, ..., X,,] est noethérien, c’est-a-dire :

Théoréme 5.1.3. — Tout idéal de K[X, ..., X,] est engendré par un nombre fini de
générateurs.

La démonstration de ce théoreme classique est par exemple faite au chapitre 2 de [7].

Par analogie avec le cas en une variable, nous allons, par la suite, voir un code correcteur
comme un idéal de K[Xy, ..., X,,]/J ou J est un idéal de K[X1, ..., X,]. Cela signifie qu'il
va falloir donner un sens et pouvoir manipuler le reste d’'un polynéme f modulo l'idéal J.

En une variable les monomes d'un polynome sont classés selon leur degré, en plusieurs
variables il existe de nombreuses fagons de bien ordonner des ensembles de monomes. Ces
ordres monomiaux sont décrits et détaillés dans [7] au chapitre 2.

Exemple 5.1.4. — Pour faire des exemples de codes correcteurs multivariés tordus, nous
travaillerons souvent en deux variables et l'ordre monomial utilisé sera 1’ordre lexicogra-
phique avec X > Y, c’est-a-dire que 'on dira que X°Y? > XY%sia > cousia=cet
b>d.

Une fois un ordre monomial défini, il est possible d’effectuer la division d’un polynome
f par un idéal J. Détaillons un peu comment se passe une telle division sur un exemple :
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Exemple 5.1.5. — On va utiliser 'ordre lexicographique avec X > Y. Soit f = X?Y +
XY?2+Y%et J={g1,90) ol g = XY —1et gop = Y?—1 Comme dans le cas en une
variable le but va étre d’éliminer le terme de téte de f a l'aide du terme de téte de I'un
des g¢;. Ici les deux termes de téte des g; divisent X?Y, choisissons de se servir de g; par

exemple :
f—Xg=XY? +Y?+X.

Le nouveau terme de téte XY? est plus petit que le précédent, on poursuit la division :
f=Xg—-Ygu=X+Y*+Y.

Ici le mondéme dominant X n’est divisible par aucun des termes de téte des g;, on le met
donc dans le reste et l'on continue :

(f—=Xg—Yg)—X=Y*4+Y.
Ici on va utiliser go puisque le terme de téte Y2 n’est plus divisible par celui de g¢; :
(f =X =Yg —go)) - X=Y+1
Au final nous avons la relation :
f=X+Y)g+gp+(X+Y+1)

Le polynome (X 4 Y)g; + g2 appartient a J et X +Y 4 1 peut étre considéré comme le
reste de la division de f par J.

Il apparait cependant un probleme dans cette facon de faire, il y a un choix arbitraire
lorsque plusieurs termes de téte des g; conviennent pour faire s’annuler le terme de téte de
f. Si, a la premiere étape de notre exemple précédent, nous avions choisi g, nous aurions
eu la relation :

f=X4+1Dg+Xg +(2X +1).

Nous obtenons donc un reste différent selon nos choix de divisions.

De plus, nous avons choisi un systeme de générateurs de J mais il y en a bien entendu
d’autres possibles, ce qui a priori peut changer également le reste obtenu.

I apparait alors plutot compliqué de travailler dans le quotient K[ X7, ..., X,,]/J.

Les bases de Grobner servent justement a gommer ce probleme. Plus précisément, une
base de Grobner d'un idéal J est un systeme de générateur de J tel que si I'on effectue la
division d'un polynome f par J le reste ne dépend pas de 'ordre dans lequel on va diviser.
Tout ceci en ayant fixé au préalable un ordre monomial. Nous avons le théoreme issu du
paragraphe 2 de [7].

Théoréme 5.1.6. — Soit J un idéal de K[X, ..., X,,)]. Il existe G = {g1,..., 1} qui en-
gendre 'idéal J tel que pour tout f € K[Xq, ..., X,|, il existe un unique r € K[X, ..., X,,]
vérifiant les deux conditions suivantes :
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1. Il existe g € J tel que f =g+ r.

2. Aucun des monomes de r n’est divisible par un des monomes de téte des g;.

En particulier, avec une base de Grobner d'un idéal nous avons la propriété agréable
que le reste d'une division de f par un idéal est nul si et seulement si f appartient a ’idéal.

Il reste a justifier 'existence d’une base de Grobner et a donner un algorithme de calcul
d’une telle base.

Un travail classique sur 'idéal monomial engendré par les monomes de téte d’'un idéal
fait dans [7] permet de montrer la caractérisation suivante d’une base de Grébner

Proposition 5.1.7. — Un systéeme de générateurs {g,...,g.} est une base de Grébner
d’un idéal J si et seulement si le terme de téte de chaque élément de J est divisible par le
terme de téte de ['un des g;.

Les éléments d’un base de Grobner ont donc leur termes de téte minimaux en ce sens
la.

La question que 1’on se pose est comment a partir d’'une base quelconque d’un idéal ob-
tenir une base de Grobner de cet idéal 7 Nous venons de voir qu’il faut créer des polynomes
de termes dominants minimaux. Pour cela on peut songer a faire s’annuler les termes de
téte des g;, la maniere naturelle de le faire est d’utiliser les S-polynomes.

Définition 5.1.8. — Soit (f,g) € K[ X1, ..., X,,]*> ayant pour termes dominants respective-
ment aX® .. X et bX' . XPr. Posons v; = max(oy, ;). On pose a = (v, ..., o) et de
meéme on définit B et y. Le S-polynome de f et g est donné par la formule suivante :

S(f.9)= X7 2 X 7 (5.4

Le point non trivial est que prendre successivement ces S-polynomes suffit a construire
une base de Grobner, ceci est également présenté dans [7].
Nous avons l'algorithme suivant pour calculer une base de Grobner de J :

1. On part de notre idéal, J, engendré par (gi,...,g.). On calcule les S(g;, g;) pour @
distinct de j.

2. On calcule un des restes de S(g;, g;) dans la division par la famille (gq, ..., ;). Si un
de ces restes, S, est non nul alors on transforme (g1, ...,9,) en (g1, ..., gr, S).

3. On recommence ’algorithme a I’étape 1.

4. On obtient une base de Grobner de l'idéal J qui a les propriétés énoncées dans le
théoreme.

Le point crucial est que cet algorithme termine.

De plus, nous pouvons réduire une base de Grobner obtenue par cet algorithme en
enlevant les générateurs dont le terme de téte est divisible par le terme de téte d’un autre
générateur et normaliser la base en prenant des générateurs unitaires.

A ordre monomial donné, tout idéal admet une unique base de Grobner réduite.
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Le principal avantage d’un base de Grobner est de nous donner une représentation
canonique de K[X7, ..., X,,]/J, ¢’est-a-dire une écriture unique modulo I'idéal.

Les bases de Grobner dans les anneaux de Ore ont été étudiées en toute généralité par
Frédéric Chyzak et Bruno Salvy dans [4] et par Miiller dans [19]. Une approche concernant
les bases de Grobner dans les idéaux bilateres est faite dans [23]. Ici le cadre dans lequel
on travaille est assez particulier puisque l'anneau de Ore F,[X, 6] ne comporte pas de
dérivation. Une théorie simple des bases de Grobner peut étre mise en place. Elle calque
la théorie classique du cas commutatif avec des adaptations mineures.

Avant tout, il convient de dire un mot sur les ordres monomiaux. En fait, sur ce point,
il n’y a pas de différence entre le cas commutatif et le cas non commutatif. Un ordre
monomial classique sera également un ordre monomial de F,[X?. Dans la suite, si ce
n’est pas précisé, c’est 'ordre lexicographique (avec X; > ... > X,,) qui sera utilisé. Une
présentation détaillée des différents ordres monomiaux est faite dans [7] page 52.

Le but est d’arriver au résultat suivant qui est analogue au cas commutatif que 1’on
retrouve par exemple dans [7] page 79.

Théoréme 5.1.9. — Soit J un idéal a gauche de F,[XY. I existe G = {g1,...,9:} qui
engendre & gauche lidéal J tel que pour tout f € T [XY, il eviste un unique r € F,[XY]

vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Il existe g € J tel que f =g+ .

2. Aucun des monomes de r n’est divisible par un des monomes de téte des g;.

Il faut bien faire attention au fait que les idéaux que 'on considere sont des idéaux a
gauche.

Il convient dans notre contexte particulier d’adapter un peu la définition de S-polynoéme
afin que les termes dominants s’annulent encore malgré ’action des automorphismes.

Définition 5.1.10. Soit (f,g) € F,[XY? ayant pour termes dominants respectivement
aXO . X et bXP' . XPr. Posons v; = max(ay, 3;). On pose o = (o, ..., ) et de méme
on définit B et . Le S-polynome de [ et g est donné par la formule suivante :

— 1 Yo 1 v—8
SU-0) = g X~ e X0 (55)

C’est donc bien un polynome fabriqué pour simplifier les termes de téte de f et g.

Il est également important de remarquer que S(f, g) appartient a l'idéal a gauche en-
gendré par f et g puisque que 'on n’a effectué que des multiplications a gauche.

Mise a part cette petite adaptation nécessaire pour les polynomes tordus, le reste fonc-
tionne exactement de la méme fagon que dans le cas commutatif. On obtient 1'algorithme
suivant qui peut étre implémenté en Magma et qui permet de calculer une base de Grébner
d’un idéal a gauche.

1. On part de notre idéal a gauche, J, engendré par (fi,..., fr). On calcule les S(f;, f;)
pour ¢ distinct de j.
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2. On calcule un des restes de S(f;, f;) dans la division a droite par la famille (fi, ..., ).
Si un de ces restes, S, est non nul alors on transforme (fi, ..., ) en (fi, ..., fr, 5).

3. On recommence ’algorithme a I’étape 1.

4. On réduit la base de Grobner ainsi obtenue et on la normalise comme dans le cas
commutatif.

5. On obtient une base de Grobner de 'idéal I qui a les propriétés énoncées dans le
théoreme.

Exemple 5.1.11. — Voyons pas a pas sur un exemple comment marche cet algorithme.
Soient §(x) = 22 et « le générateur de F; donné par Magma. Soit J I'idéal de F,[X? YY)
engendré a gauche par :

A=XY+X%+1, fp=XY>+aX +1.

On a S(f1, f2) = X?Y + aX +Y + 1 et son reste dans la division par (f, fo) qui désigne
I'idéal a gauche engendré par f; et fy est non nul et vaut :

fs=X*+aX+Y.

On poursuit lalgorithme en calculant S(fy, f3) = X? + aXY + Y? + 1, son reste dans la
division par 'idéal a gauche (f1, fa, f3) vaut :

fi=a?’XY +aX +Y?+Y 4+ 1.

Ona S(fy, f3) = aXY?4+aX+Y3+1 dont le reste est nul dans la division par (f1, fa, f3, fa)
on passe a l’étape suivante.

Au final, on obtient J = (fy, fo, f3, f1,@*X + Y3+ Y2 +aY +a,aY’ +a?Y1+a?Y3 +
aY?+a?Y, Y4 +Y3 aY?+Y,aY). L'étape de la réduction de la base consiste & ne garder
que les polynomes dont les termes de téte ne sont multiples d’aucun autre terme de téte
de polynomes de la famille obtenue, il reste :

J=(a’X +aY’ +Y?+aY +a,aY).
Enfin on normalise la base et on obtient une base de Grébner de J qui est :
J=(X+a’Y?+aY?+a’Y +a?,Y).

Remarque 5.1.12. — Dans cet algorithme, on utilise la division d'un polynoéme par une
famille de polynomes. Cet algorithme se passe comme dans le cas commutatif, ¢’est-a-dire
que 'on essaie de faire s’annuler le terme de téte du polynome a diviser a 'aide des termes
de tete des diviseurs. Lorsque qu’on ne le peut pas, on met le monome récalcitrant dans le
reste. Bien sur cette division n’est pas unique et peut donner plusieurs restes en fonction
de la maniere dont on s’y prend.
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Exemple 5.1.13. — Voici a présent un exemple que I'on va garder en fil rouge durant ce
paragraphe pour illustrer les différentes notions que 1'on va introduire. On se place dans
F,[X?, Y% on 6(z) = 2%, muni de I'ordre lexicographique. On note Fy = {0, 1, a, a?} ol
a est le générateur de F} donné par Magma. Soit J l'idéal a gauche engendré par {f, g}
avec :
f=XY"4+ X% g=X%%?+aY.
Une base de Grobner minimale et réduite est donnée par les polynomes p, g et r avec :
p=Y’+4Y, g= XY+ X2 r=X"+aY>

Voyons une premiere utilisation des bases de Grobner dans notre contexte.

5.1.3 Degré et borne d’un idéal

Nous allons définir dans cette section le degré d’'un idéal, ce degré va pouvoir se lire
lorsque I'on dispose d'une base de Grobner de notre idéal a gauche. Cette notion nous sera
utile par la suite puisqu’elle déterminera directement la longueur et la dimension des codes
que 'on va obtenir.

Degré d’un idéal

Définition 5.1.14. — On appelle degré de l'idéal a gauche J la dimension de F,[XY]/J
en tant que I -espace vectoriel.

Remarque 5.1.15. —

1. Méme si J n’est pas un idéal bilatere et que le quotient IF [X % /J n’a pas forcément
une structure d’anneau, c’est bien un espace vectoriel sur IF,.

2. Cette dimension peut étre infinie, mais dans notre contexte pour faire des codes
correcteurs, on va vouloir se placer dans le cas ou la dimension est finie.

Voyons & présent un moyen rapide de voir si la dimension de F,[X?]/J est finie et de
la calculer.

Soit J un idéal a gauche et (g, ..., g,) une base de Grobner de J. Puisque le reste dans la
division par J est uniquement déterminé lorsque 1’on utilise une base de Grobner, on peut
identifier ’ensemble des classes modulo J a I’ensemble des restes. Un reste a la propriété
de n’avoir aucun monome divisible par I'un des termes de téte des g;. La dimension de
F,[XY/J en tant que F,-espace vectoriel est égal au cardinal de

{Xa7 X ¢ <LM<91)7 T LM(QT)>}
ou LM (g;) désigne le monome de téte de g;. Notons D(.J) cette dimension.

Proposition 5.1.16. — Soit J un idéal et (gy, ..., g;) une base de Grébner de J. Alors
D(J) est finie si et seulement s’il existe (ij)i<j<n tels que LM(g;;) = X;-Lj avec a; des
entiers strictement positifs.
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Démonstration. — Soit n > 2. Par I’absurde, supposons par exemple qu’il n’existe pas de g;
dont le terme dominant soit de la forme X7, alors la famille de monomes (X7);so ne serait
divisible par aucun des termes de téte des g;. La dimension de F,[X?)/.J serait infinie.

Réciproquement prenons le plus petit entier a; tel qu’il existe i avec LM(g;) = X ]a 7. Une
famille génératrice de Fy[X?]/.J est {X{'...X2" }o<i;<a,—1 qui est bien de cardinal fini.

Exemple 5.1.17. — Si l'on reprend 'exemple 5.1.13 précédent, on a I'idéal donné par sa
base de Grobner :

J=°+Y XY+ X? X'+ aY?).

D’apres la proposition précédente, on voit immédiatement que F X Q] /J est de dimension
finie.

Celle-ci vaut 18 et une base du quotient est donnée par les monomes suivants :
(YO v, YL XY° . XY* X?Y° . XPYS O XPYO . XPYP)

C’est-a-dire I’ensemble des monomes qui ne sont pas divisibles par I'un des termes de téte
des éléments de la base de Grobner.

Un des intérets du calcul d’une base de Grobner est de pouvoir connaitre rapidement le
degré d’'un idéal et pouvoir faire des opérations dans le quotient F [ X Q] /J qui a maintenant
une base naturelle.

Remarque 5.1.18. — Par la suite, on va chercher des idéaux a gauche de degré fini.

On peut remarquer tout de suite que si J est engendré a gauche par un seul élément
alors le degré de J vaut 0 (cas trivial) ou est infini. Ceci dans le cas ou n est différent de 1.

Vision sous forme d’escalier

Il existe une maniere visuelle de représenter une base du quotient F,[X%]/.J.

Reprenons 'exemple précédent, on a alors ’escalier associé a 1'idéal :

J=(Y°+Y, XY+ X% X* +aY?).
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— oW ok ot oy K

4 5 6 x

Dans ce diagramme un carré se trouve a la position (7, j) si et seulement si X*Y7 est un
monome qui n’est divisible par aucun des termes de téte de la base de Grébner réduite de
J. Ceci est équivalent a dire que le monome en question est un élément de la base naturelle
de F,[XY/J.

Dans cet exemple, on visualise le fait que la dimension en tant que F,-espace vectoriel
de F,[X?]/J est finie et vaut 18.

Remarque 5.1.19. — Si J C J' sont deux idéaux a gauche alors 'escalier de J contient
Iescalier de J'. La réciproque est vraie pour des idéaux monomiaux mais fausse en général.

Existence d’une borne

Dans la construction classique des codes tordus, le polynoéme générateur du code, g,
doit étre un diviseur a droite d'un polynome central f. Ce qui dans le langage des idéaux
se traduit par le fait que I'idéal a gauche (g) contient I'idéal bilatere (f).

Afin de généraliser cette approche, on est donc amené a étudier le probleme suivant :
étant donné J un idéal a gauche, existe-t-il toujours un idéal bilatere I inclus dans J tel
que I soit de degré fini? La finitude du degré étant bien str requise afin que la longueur
du code soit finie.

Définition 5.1.20. — Soit J un idéal a gauche de F,[X?), on dit que I est une borne
pour J si I C J et I bilatere.

Proposition 5.1.21. — Tout idéal a gauche de degré fini posséde une borne.

Démonstration. — Soit J un idéal a gauche et G = (fi, ..., f.) une base de Grébner de J.
Montrons que J contient un élément central. D’apres la propriété sur les bases de Grobner,
pour tout ¢ > 0, on effectue la division suivante :

Xi\<91>| = A, + R, (5.6)
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ou A; € J et R; est le reste.

Comme le degré de J est fini par hypothese, ces restes appartiennent a un sous-espace
vectoriel sur F, de dimension finie (I’espace vectoriel dont une base est formée des monomes
qui ne sont pas dans 'idéal engendré par les monomes de téte des f;). Cet espace vectoriel
est de dimension finie sur I, ou p est la caractéristique de F,. Il existe donc d € N et
(di)o<i<a € F, tels que :

En effectuant la méme combinaison linéaire sur les divisions écrites au-dessus, on obtient :

d
S axi<le

=0

d
On a trouvé un élément central dans J, donc (Z ;X7 .
i=0

d
On pose I = <Z diXi|<91>|>, c’est bien une borne pour J.
i=0
[
Cependant, ce qui nous intéresse est que la borne I soit également de degré fini et c’est
possible :

Proposition 5.1.22. — Tout idéal de degré fini possede une borne de degré fini.

Démonstration. — Soit J un idéal de degré fini. Ce que I'on a fait dans la preuve précédente
avec la variable X dans la division 5.6, on peut le faire avec les autres variables, c’est-a-dire
qu'il existe des polynomes P; € IFp[XZ!<0i>‘] appartenant a 'idéal J. Posons I = (P, ..., P,).
Nous allons montrer que I est bien une borne de degré fini de J. Déja, il est clair que 1
est inclus dans J et que c’est un idéal bilatere.

Remarquons ensuite que lorsque l'on effectue la division d'un élément f par l'idéal I, le
reste ne contient aucun monome divisible par I'un des termes dominants des P;. C’est-a-dire

que la dimension de F,[X%/I est au plus H degy, (F;).

1=1
|

Exemple 5.1.23. — Reprenons notre exemple précédent, avec JJ donné a 1’aide d’une base
de Grobner par :
J={Y’+V, XY+ X? X'+ aY?).
En effectuant plusieurs divisions successives et en cherchant des relations linéaires, on
trouve :

P = X%+ X7
P, =Y°%4Y?
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qui appartiennent a J. L’idéal :
[ — <X18 —|—X27Y6—|—Y2>

est bien un idéal bilatere inclus dans J et il est de degré fini, 108 = 18 x 6.
Voici le graphique représentant 1’escalier de J et 1’escalier de I. L’escalier de I contient
celui de J :

0
Les cercles représentent l'escalier de J et les carrés celui de [.

Borne de degré minimale

Le diagramme précédent montre que la borne I donnée par I'algorithme peut étre, dans
certains cas, assez grossiere. On se pose naturellement la question suivante : étant donné
un idéal a gauche J, peut-on trouver un idéal bilatere I C J tel que le degré de I soit
minimum ?

On voit que choisir I engendré par des polynomes a variables séparées est assez restrictif,
il est fort possible qu’il y ait des polynomes mélangeant les variables qui soient super-
centraux et qui appartiennent a J. En particulier I'un des défauts de la construction de
I’exemple précédent est que l'escalier de I ne tient pas compte de la forme particuliere de
I’escalier de J.

Dans la suite le degré de la borne I va correspondre a la longueur du code correcteur,
il est donc intéressant d’essayer d’optimiser ce degré.

L’algorithme suivant permet de trouver des polynomes centraux inclus dans J :

1. Soit J un idéal a gauche de degré fini, k, donné par une base de Grobner et soit
(N1, ..., N,) € N™.

2. Pour tous les entiers (i1, ..., 4,) € [0...N7 — 1] X ... X [0...N,, — 1], on effectue la division
de X{I=0=1 X<l par Tidéal J -

i1]<61 > in|<On>| _
X, XISl = A+ Ry,
Ofl Ai1,..-,in € J
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D’apres la propriété fondamentale sur les bases de Grobner, les restes R;,, ;. ne
sont composés que de monomes non divisibles par 'un des monomes de téte des
générateurs de la base de Grobner de J. On peut convertir les R, ;, en des vecteurs
de taille k a coefficients dans F,,.

3. On forme la matrice en mettant en colonne les N;...N,, vecteurs ainsi obtenus et 'on
voit cette matrice comme une application NI, (F,)%-linéaire. On cherche une base
du noyau de cette matrice. Un élement de ce noyau nous fournit une relation de
dépendance linéaire entre les R;, . ;, & coefficients dans N (F,)%. En effectuant la
meéme relation de dépendance linéaire sur les divisions de 1’étape 2, on obtient un
polynome central qui appartient a J.

On peut faire varier les N; et les fixer de plus en plus grands pour obtenir d’autres
polynomes centraux.

4. On forme l'idéal bilatere I engendré par les polynomes centraux ainsi trouvés.

Remarque 5.1.24. — Si l'on prend N; > degP) alors les polynomes P; de la proposition
5.1.22 vont étre pris en compte par l’algorlthe précédent, ainsi on sera assuré que l'idéal
I trouvé est bien de degré fini.

Définition 5.1.25. — Soit J un idéal a gauche de degré fini. On appelle idéal bilatére
maximal associé a J et on note J* l'idéal engendré par ['ensemble des polynomes centraux
appartenant a J.

On va, dans les exemples que 1’on va considérer par la suite, prendre les V; suffisamment
grands afin d’avoir une borne, I, assez proche de J sans forcément étre l'idéal bilatere
maximal associé a J.

Exemple 5.1.26. — Revenons a notre exemple précédent, c’est-a-dire J = (Y5+Y, X2V 4+
X2 X%+ aY3), on avait trouvé une borne pour J de degré 108, en fait il est possible de
faire mieux en utilisant 1'algorithme décrit précédemment.

Avec N1 = Ny = 10, on trouve un certain nombre de polynomes centraux inclus dans J
et une base de Grobner de I'idéal engendré par les polynomes centraux ainsi obtenus est :

I={Y5+Y? X?Y*+ X% X®+Y?),

Le degré de I est 36, de plus si 'on dessine les escaliers correspondants aux idéaux
I et J, on voit que la forme de I est moins grossiere et mieux adaptée a l'idéal J que
précédemment.
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Y

5.1.4 Bases de Grobner pour les idéaux bilateres

Afin de travailler avec I'idéal I on est amené a calculer une base de Grobner d’un idéal
engendré par des polynomes centraux. Remarquons tout de suite la propriété suivante :

Proposition 5.1.27. Soit I = (fi,...f.( un idéal ou les f; sont super-centrauz et soit
I ={qg1,...,g:) une base de Grébner de I, alors les g; sont super-centraux.

Démonstration. — Pour montrer cela remarquons deux choses :

1. Le S-polynome de deux polynomes super-centraux est super-central d’apres la formule
5.5.

2. Lorsque I'on effectue ’algorithme de division d’un polynome super-central par d’autre
polynomes super-centraux, le reste est un polynome super-central. En effet tout se
passe comme si l'on travaillait dans I'anneau (ﬂ?zl(Fq)gi)[XfeQ', ooy X <O

Nous avons a présent tous les outils pour voir comment fabriquer un code correcteur a
I’aide de ces anneaux de Ore multivariés.

5.2 Obtention de codes multivariés

5.2.1 Propriétés sur les mots du code

Soit J un idéal & gauche de F,[X?%] de degré fini et I une borne de J de degré fini
n. Apres avoir pris une base de Grobner pour 7, il existe une base naturelle du quotient
F,[XY/I qui est de cardinal n. Par le théoreme de correspondance des idéaux, J peut
étre vu comme un idéal a gauche de F [X' Q] /I puisqu’il contient I. A chaque polynéme de
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Iidéal, on associe alors un mot de [y dont les composantes sont juste les coordonnées du
polynéme dans la base de F,[X%]/1.

Il y a ainsi une application qui & un idéal de [F [X 9 /T associe un code sur F,. C’est une
généralisation naturelle de la construction des #-codes. Néanmoins si ’on traduit en terme
de mots du code la stabilité par multiplication a gauche par X;, on obtient des propriétés
bien particulieres du code.

Voyons a quoi ressemblent ces propriétés que I'on a sur les mots dans un exemple simple.

Exemple 5.2.1. — Prenons un exemple simplifié : le cas des codes multi-6-cycliques.
Soit J un idéal & gauche de F [X% Y%]/(X" —1,Y* —1).
Si P e J avec:

P = Q.0 + ao’lY + ...+ a(),s_le_l + CLL()X... + (17«_175_1XT_1YS_1
alors
XP = 9(@0’0>X + 0((10’1)XY + ...+ 6((10’3_1>XY871 + 9(@1’0>X2... + 9(ar_1,s_1)YS*1.

Donc finalement la stabilité par multiplication par X se traduit par la condition suivante
sur les mots du code C' :

(ao,(), ao,1, ---@0,5—1, 1,0, Q1,15 -+, A1 515 ---Ar—1,0, Ar—1,1, -'-arfl,sfl) eC

<~

(9(@r71,0)> e 9(%—1,371), 6(a0,0)7 ---9(610,371), e 9(%4,0), e e(ar72,371>> eC.

En fait c’est comme si le code était cyclique par blocs.
Si 'on traduit a présent la condition de stabilité par multiplication par Y, on obtient
la condition suivante sur les mots :

(ao,o, ao,1, ---A0,5—1, 41,0, 1,15 -+ A1 515 ---Ar—1,0, Ar-1,1, -'-arfl,sfl) eC
<~

(9(@0’5_1), vy 9(&075_2), 0((1178_1), ey 0(&178_2), ---0(ar—1,s—1)7 ...(9(&7,_1’5_2)) - C

C’est-a-dire qu’a 'intérieur de chacun des r blocs de taille s, il y a un décalage circulaire.

Ici c’est un cas assez simple ou les polynomes de 1'idéal ont une forme agréable. Dans
le cas général, méme s’il y a des décalages circulaires sur les blocs et a 'intérieur des blocs,
ces décalages sont perburbés par I'apparition de nouveaux termes comme dans le cas des
f-codes qui ne sont pas 6-cycliques.
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5.2.2 Algorithme utilisé

Voici les étapes de 'algorithme mis en oeuvre pour obtenir les exemples de codes qui
vont suivre.

1. On se place dans F,[X?] (qui sera souvent F4[X? Y?]). On choisit un idéal & gauche
J. En pratique, on prendra souvent J engendré par deux polynomes.

2. On calcule la base de Grobner réduite de J. Grace a cette base de Grobner, on peut
connaitre le degré de J. Si 0 < deg(J) < +o00 on continue, sinon on choisit un autre
idéal.

3. On calcule une borne pour J, que I'on note I a I'aide de ’algorithme présenté dans
le chapitre précédent.

4. On voit les éléments de J C F,[X?]/I comme des deg(I)-uplets qui forment les mots
d'un code.

Nous allons voir un moyen simple de prévoir les parametres du code ainsi obtenu et
surtout d’avoir facilement la matrice génératrice sous forme systématique du code.

5.3 Dimension du code et matrice génératrice

Le but de ce paragraphe est de montrer que 1'on peut prévoir la dimension du code que
I’on obtient ainsi que la matrice génératrice sous forme systématique.

5.3.1 Cadre et notations

Soit J un idéal a gauche de degré k, c’est-a-dire qu'une base de ’espace vectoriel sur
F,, F, [X?)/J, a pour cardinal k. Notons cette base E = {ey, ..., e, }. On remarque que les
éléments de cette base sont des monomes, plus précisément ce sont les monomes qui ne sont
pas divisibles par I'un des monomes de téte d’un élément de J ou de maniere équivalente
par 'un des monomes de téte des éléments d’une base de Grobner de J.

Soit I C J une borne pour .J avec deg(I) = n. Notons une base de F,[X%/I en tant
que F-espace vectoriel F' = {ey, ..., ek, f1, .., fu—k }. On peut choisir une base de cette forme
la comme I C J (en effet les monomes qui ne sont divisibles par aucun des termes de téte
des éléments de J ne sont, a fortiori, divisibles par aucun des termes de téte des éléments
de I). On note C le code correcteur ainsi obtenu.

5.3.2 Résultat
On a la proposition suivante sur la dimension du code C.
Proposition 5.3.1. La dimension de C est n — k.

Remarque 5.3.2. — Comme attendu cela correspond a ce qui se passe pour les codes
tordus en une variable. En effet, si g est le polynome générateur du code de degré k et f
une borne de degré n, on sait que le code a pour dimension n — k.
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Démonstration. — Le code C est formé de I’ensemble des restes des éléments de J dans la
division par [.

Montrons pour commencer que dim(C) > n — k.

En conservant les notations du préambule, effectuons la division de f; par 'idéal J :

K
fi=Ri— Zﬂfej
j=1

ou R; € J donc

k
R, =fi + Z Hle;
j=1
est un élément de J. Regardons a quel mot du code il correspond, c’est-a-dire quel est son
reste dans la division par I. On a :

R; =0+ R

en effet les monomes de R; font partie de la base F.
En écrivant les coordonnées dans la base F', on a le mot suivant qui appartient a C :

(B, ..., B8, 61, ..., 607k

i s
ol ¢ est le symbole de Kronecker.

La dimension de C est donc au moins n — k.

La base de F' n’est peut étre pas rangée par ordre lexicographique mais une permutation
de la base ne change pas le résultat sur la dimension du code.

Montrons a présent que la dimension du code est exactement n — k.

Pour cela montrons que Vect{es,...,ex} N C = {0} et cela nous permettra de conclure
d’apres la formule des dimensions de Grassman.

Soit m appartenant a I'intersection, il existe donc P € J tel que :

P=R+m

ou Rel.
Donc m = P — R est dans J. C’est absurde au vu des monomes qui composent m sauf si
m = 0.
D’ou le résultat.
[ |

Remarque 5.3.3. Grace a la forme du mot de code correspondant a R;, on remarque que
la distance minimale de C vérifie :

diC) < k+1. (5.7)
Ce qui correspond a la borne de Singleton.

La méthode précédente va nous permettre de former une matrice génératrice et une
matrice de parité du code.
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5.3.3 Matrice génératrice
Dans la démonstration du chapitre précédent, il ressort que les mots :
—k
ci= (B}, 062, ..., 686 ..., 607k

forment une base du code. Si I'on change l'ordre de la base en (fi, ..., fu_, €1, ..., €x) €t que
I’on met chacun des mots de la base du code en ligne, on obtient la matrice génératrice
suivante de taille (n — k) x n :

J
Idy— (ﬂz )
On remarque que cette matrice génératrice est la matrice génératrice sous forme générique.

5.3.4 Matrice de parité

Ayant la matrice génératrice sous forme générique, on peut facilement en déduire la
matrice de parité, celle-ci est de taille (n — k) x n et s’écrit :

5.4 Exemples et tableaux de résultats

5.4.1 Quelques exemples

Voyons a présent quelques exemples de codes correcteurs que 'on obtient. On suit la
construction présentée dans l'algorithme 5.2.2.

Exemple 5.4.1. —
1. On se place dans F4[X% Y?] ot 0(z) = 22

2. Soient
P=oaX’+aXY?’+ XY +X+’Y?+Y +a?

Q=aX?Y?’+ XY 4+aX?’+ XY + X +Y?’+Y + 1.
On note J = (P, Q) 'idéal a gauche engendré par P et Q.

3. Une base de Grobner a gauche engendrée par P et () est engendrée a gauche par les
polynomes suivants :

P'=X*+XY?+a’XY +a’X +aY? + %Y + o
Q =XY +a’X +aY*+ Y+ Y%+ %Y
R =Y3®+aY? 4% + 1.
L’idéal J est de degré 4 et une base du Fy-espace vectoriel F4[X? Y]/ Jest {1,Y,Y? X}.
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4. Sil’on prend N7 = Ny = 10, on obtient I'idéal I donné avec sa base de Grobner :

I=(X*+1,Y%°4+1).

On remarque d’ailleurs que ces polynomes ne sont autres que P; et P, définis dans
la preuve de la proposition 5.1.22.

5. En effectuant les quelques divisions décrites au chapitre précédent, on obtient un code

de parametres [12, 8, 4] sur F4 qui a pour matrice génératrice sous forme systématique :

10000000 1 o a 0
01000000 a a* a® 0
00100000 > 1 0
000100000 1 «a o
00001000¢aa 0 o 1
00000100 a a 1 a
000000101 a o 1
0000O0O0O0T1a a 0 o

Exemple 5.4.2. —

1.

Prenons cette fois 'anneau Fo[X?, Y?] ott 6(z) = 2® muni de I'ordre lexicographique

classique. On note « le générateur de Iy donné par Magma.

Soit J = (f, g) I'idéal a gauche engendré par :
F=XY?’4+a" XY +?X?+ XY?+aXY + X +?Y2 + %Y +af
g=0a XY+ X% +aX?+2XY?+*XY + X + Y2 4+ aY + of.
Une base de Grobner de J est donnée par :
p=X+aY’ +aY*+ Y + Y%+ a2
¢g=Y3+Y?+ % + o’

On remarque que J est bien de degré fini.

Une borne de degré fini de J est :

I=(X?+a” Y+ a’Y*+ Y2 + o).

. On obtient alors un code de parametres [12,9, 3] sur Fy.
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5.4.2 Résultats

Les tableaux suivant résument les codes obtenus en choisissant aléatoirement deux
polynomes f et g de degré 2 a coefficients dans F4 et en appliquant I'algorithme 5.2.2 a
l'idéal J = (f, g). En pratique dans la plupart des cas, 1'idéal J est trivial. Lorsque ce n’est
pas le cas le tableau suivant présente les codes obtenus. Ils sont classés en colonne par leur
distance minimale et en ligne par leur longueur.

Minimale distance 2 3 4 5 6
[4,1,4]
n=4 [4,1,2]
[4,2,2]
8,5, 2] 8,4, 3] 8,4, 4]
n==8 8,6, 2] 8,5, 3]
8,4, 2]
8,3, 2]
[12,10,2] | [12,9,3] | [12,8,4] |[12,6,5]
[12,9,2] | [12,7,3] | [12,7,4]
n =12 [12,8,2] | [12,8,3] | [12,6,4]
[12,7,2] | [12,6, 3]
(12,6, 2]
[16,12,2] | [16,12,3] | [16, 11, 4] 16, 8, 6]
[16,11,2] | [16, 10, 3] | [16, 10, 4]
n =16 [16,13,2] | [16,11, 3]
[16, 10, 2]
(16,9, 2]
20,13, 2] | [20, 15, 3] | [20, 15, 4]
[20, 15, 2] | [20, 14, 3] | [20, 14, 4]
n =20 [20,17,2] | [20,13,3] | [20, 13, 4]
[20, 14, 2] | [20,12,3] | [20, 12, 4]
120, 16, 2]
20,12, 2]
[24,20,2] | [24,18,3] | [24,17,4]
[24,18,2] | [24,17,3] | [24, 18, 4]
n =24 [24,17,2] | [24,19, 3] | [24, 16, 4]
[24,21,2] | [24, 16, 3]
(24,19, 2]
(24,16, 2]
[28,23,2] | [28,21,3] | [28, 21, 4]
n = 28 [28,21,2] | [28,20,3] | [28,20,4]
28,20, 2] | [28,22, 3]
(28,22, 2]

On remarque que la dimension du code est assez proche de la longueur du code, c’est-
a~dire que D(J) = k est petit devant D(I) = n. En effet, dans la plupart des cas, méme
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20,14, 4, 6]

[40, 30, 4]

z

NN NN
rEAE=N0)
NN N
00 00 0 B
NN NN

Voila quelques résultats pour des polynomes de degré 3.
Distance minimale

n=12

n =16

n =20

n =24

n =28

n =32
n =36
n =40

n > 40

si J est de degré a priori petit car engendré par des polynomes de degré 2, le degré de la

5.4. EXEMPLES ET TABLEAUX DE RESULTATS
borne explose souvent.
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5.5 Codes modules multivariés

Le chapitre 4 a mis en lumiere le fait que I'on peut s’affranchir de chercher des idéaux
bilateres, I, si I'on ne tient pas a tout prix a ce que F,[X Q] /I ait une structure d’anneau.
Cela permet d’étendre encore la famille de codes que 1'on étudie.

Des lors, nous n’avons plus besoin de déterminer un idéal bilatere inclus dans J mais
uniquement un idéal I quelconque inclus dans J. Cela peut se faire simplement en regardant
I'idéal a gauche engendré par certains éléments de J. La méthode d’obtention de la matrice
génératrice se fait exactement de la méme maniere.

Il est intéressant de pouvoir controler la longueur du code que 1'on veut obtenir, cette
longueur correspond au degré de I'idéal I C J. Plus précisément, nous aimerions controler
la forme de l’escalier correspondant a I'idéal I, cet escalier doit étre un sur-escalier de J.

Notation 8. — Soit J un idéal de F,[X?], on note I'(J) I'escalier correspondant & l'idéal .J,
la représentation graphique d’un tel objet est définie au paragraphe 5.1.3.

Définition 5.5.1. Soit J un idéal de F,[XY. On appelle escalier couwvrant de J un
escalier qui contient I'(J).

La question naturelle que 1’on se pose est la suivante : étant donné un escalier couvrant
de J, &, existe t™-il un idéal I C J tel que I'(1) = E7

Remarque 5.5.2. — Dans le cas a une variable cette question se résume a : étant donné
un polynome g de degré k, a-t-il un multiple f de degré n? Cette assertion est bien str
vraie pour chaque n > k. Pour les codes modules a une variable, c¢’est juste le polynome
générateur g et la longueur du code n qui permettent d’obtenir la matrice génératrice du
code, la forme explicite du multiple de ¢, f n’ayant pas d’importance. Dans le contexte
multivarié, c’est également le cas, si I'on regarde attentivement la méthode d’obtention de
la matrice génératrice présentée dans le paragraphe 5.3, il nous suffit de connaitre la base
canonique de F,[X?)/T et I'idéal J sous forme de base de Grobner.

Voyons a présent un exemple pour mieux appréhender ces phénomenes.

Voici un exemple de la variation des parametres d'un code en fonction de 1'escalier
couvrant choisi. On se place dans F;[X? Y?] ol € est 'automorphisme de Frobenius. On
va travailler avec les polynomes suivants :

P=XY +aX?+’XY?’ + XY?*+aX +aY? +Y
Q=aXY?’+aXY>+ XY? +a’XY +aY?+Y +a.
La base de Grobner normalisée, réduite est donnée par les polynoémes suivants :
P =X"+aXY'+aXY? + XY + X +*Y? +Y? +1

Q=Y"+1.
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Le degré de cet idéal, J, est 8, une base de F,[X? Y?]/J est donnée par les monomes
suivants :

(LY, Y%Y? X, XY, XY?2 XY3).

L’escalier correspondant a la forme rectangulaire suivante

T2 3 1 5 6 x

Nous allons a présent prendre plusieurs sur-escaliers et regarder les codes qui en découlent.

11,3, 2] 15,7, 2]

— N W e ot o
[ ]

® ®®

=

57 5 6

=

5 5 1 5 6
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Y4 Y
6] 61
51 5]
41 [107277} 41 [117376}
3® @ ® ®
2 O) 2 @ =
1 @ = 1 @ =
53 1 5 6 X 53 1 5 6 X
12,4, 6] 16, 8, 2]
T 5 6 x 5 1 5 6 x
Y
61
51
22,14, 2] 4l 13,5, 5]
3® ®
20 @ =
1 @ = =

=

T 5 6 x 2 83 4 5 6
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Y Y

61 6

51 5

41 [167 87 5} 4 [257 177 5]

3 3

2 2

1 1
T 5 6 X

Y

91

81

71

61

51

1l 27,19, 5]

W @ = =

2 @ = = = =

1 @ = = = = = &=
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34 5 6 7 8 9 X

Il y a plusieurs choses que 1'on peut remarquer sur cet exemple.

Sion a E C E’ deux sur-escaliers alors le code correspondant a F a une distance mini-
male supérieure ou égale au code correspondant a E’. Ceci est immédiat avec la méthode
de construction de la matrice génératrice présentée au paragraphe 5.3.

Il n’y a aucune certitude sur le fait que I'escalier couvrant considéré corresponde bien
a un idéal I contenu dans J néanmoins cette méthode permet de construire une famille
de codes correcteurs dont on peut controler la dimension a partir d’'un idéal a gauche d’un
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anneau de polynomes multivarié.
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Chapitre 6

Perspectives

6.1 Etude de la famille des codes modules

Nous allons donner quelques éléments d’étude d'un probleme de stabilité des codes
modules sous 'effet de diverses applications linéaires.

Si 'on fixe F, un corps fini et # un automorphisme de F,, on note C,, 'ensemble
des codes modules engendrés par un polynome de degré r et de longueur n. Chacun des
éléments de cet ensemble a une matrice génératrice de la forme :

cee Gr1 Jr 0 0
0(90) ... 0(gr-1) 0(gr) 0

0 en_r_l(go) e en_r_l(grfl) 9n_r_1<gr)

ou le polynoéme générateur du code est g(X) = go + g1 X + ... + ¢, X".
Il peut étre intéressant de se demander :

1. Quelles applications de Fy préservent C, . 7

2. Quelles applications laissent fixe un code module donné ?

Outre I'intéret théorique de ces questions, une connaissance du comportement de C,
sous l'action de permutations par exemple, peut avoir des applications dans le crypto-
systeme de McEliece. C’est un protocole cryptographique utilisant une famille de codes
correcteurs dont la sécurité repose en particulier sur 'indistinguabilité d’un code permuté
de cette famille d’'un code linéaire quelconque. Pour une explication de ce cryptosysteme,
on pourra consulter I'article fondateur de McEliece [17].

En ce qui concerne les applications laissant fixe un code, nous allons principalement
nous intéresser aux applications linéaires qui préservent également le poids d’un mot, c¢’est-
a~dire des applications ¢ telles que pour tout code, C de Fy :
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Ces applications sont exactement les applications monomiales, une étude tres complete
est faite dans le livre [2].

Notation 9. — Nous noterons Aut(C) I'ensemble des applications monomiales préservant
le code C.

Il est, en général, difficile d’exhiber ’ensemble des automorphismes d’un code quel-
conque. Cela peut néanmoins étre étudié pour des familles de codes particulieres, par
exemple Thierry Berger dans [1] a obtenu des résultats sur ’ensemble des automorphismes
d'un code de Gabidulin pour la métrique rang.

6.1.1 Reconnaissance d’un code module

Avant de mener une telle étude, il faut au préalable pouvoir reconnaitre un code module
qui n’est pas forcément donné par sa matrice génératrice sous forme usuelle.

Nous allons voir un algorithme qui va permettre de déterminer rapidement si une ma-
trice est la matrice génératrice d’'un code module et de trouver le cas échéant le polynome
générateur.

Soit C le code module engendré par g(X) = go+¢1 X +...g. X" et G la matrice génératrice
qui en découle. On considere G une autre matrice génératrice de C, c’est-a-dire une matrice
dont les lignes forment également une base du code.

Notons g1, ..., ¢n—r les polynomes de F [ X, 0] correspondant aux lignes de G, ce sont des
multiples a gauche de g puisque tous les mots du code sont issus de multiples a gauche de

g.

Proposition 6.1.1. — Le plus grand diviseur commun a droite de la famille {q1, ..., Gn—r}
est le polynome générateur du code g.

Démonstration. — Déja nous venons de voir que g est un diviseur commun a droite a tous
les ¢;. Montrons que c’est le plus grand.

Par I’absurde notons h le pged a droite des ¢z, ..., ¢, et supposons que deg(h) > deg(g).
Nous avons les relations suivantes :

q; = tjh

Le polynome h est de degré strictement supérieur a r donc comme les ¢; sont de degré au
plus n — 1 on a deg(t;) < n —r — 2. Il existe donc une combinaison linéaire :

n—r

> =0

J=1

En répercutant la combinaison linéaire sur les g; on se rend compte qu'ils sont liés ce qui
est absurde.
[ |
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6.1.2 Mise en oeuvre algorithmique

De cette proposition, on déduit directement I’algorithme suivant qui teste si une matrice
génératrice, M, engendre un code module et trouve, dans ce cas, le polynome générateur.

1. On transforme les lignes de la matrice M en polynomes ¢, ..., ¢p_p-
2. On calcule le pged a droite des ¢;, notons le g.
3. Si le pged n’est pas de degré r, le code ne peut pas provenir d'un code module.

4. Sile pged est de degré r, on regarde si g, Xg, ..., X" ""1g sont dans le code, si oui
c’est un code module engendré par g, sinon ce n’est pas un code module puisque g
était le seul candidat possible.

Le calcul du pged est rapide grace a ’algorithme d’Euclide.

L’algorithme ci-dessus va maintenant nous servir dans les résultats empiriques qui
suivent.

6.1.3 Résultats empiriques

Voyons quelques résultats concernant les codes modules sur le corps Fo, c’est-a-dire en
commutatif.

Le tableau qui suit est a lire de la facon suivante : en colonne la longueur n du code,
en ligne le polynome générateur. Les deux chiffres se trouvant dans une case du tableau
sont le cardinal des automorphismes monomiaux laissant fixe le code module et le cardinal
des automorphismes monomiaux envoyant le code module sur un autre code module (y
compris lui méme éventuellement). Le nombre total des automorphismes monomiaux est
nl.

Remarquons que le second nombre est un multiple du premier. En effet soit C un code
module engendré par g et Aut(C) le groupe des automorphismes monomiaux qui préservent
ce code. S’il existe un automorphisme monomial ¢ qui envoie le code module C sur un autre
code module C alors pour tout ¥ de Aut(C), on a ¢ o1 qui envoie également C sur C. Donc
le quotient du second nombre du tableau par le premier nombre correspond au cardinal
des codes modules atteints via un automorphisme monomial.

De plus Aut(C) = ¢pAut(C)p".

Avec exactement le méme raisonnement, nous voyons que le nombre de codes correcteurs

atteints a partir d’'un code module est W.
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Deg 1 3 4 5 6 7
X 2,2| 6,6 | 24,24 |120,120
X +1 6,6 | 24,24 | 120,120 | 720, 720
Deg 2
X? 4,4 | 12,12 | 48,48 |240,240
X2 +1 8,8 | 12,12 | 72,72 |[144,144
X2+ X 6,6 | 24,24 |120,120 | 720,720
X°+X+1 4.4 8,8 48,48 | 48,48
Deg 3
X3 12,12 | 36,36 |144,144
X3 +1 8,16 | 48,48 | 48,48
X3+ X 8,16 12,12 | 72,72
X2+ X +1 8,16 24,48 168,336
X3+ X? 12,12 | 48,48 240,240
X3+ X2+1 8,16 24,48 168,336
X3+ X2+ X 4.4 8,8 48, 48
X2+ X2+ X +1 12,12 | 16,16 | 48,48
Deg 4
X4 48,48 | 144,144
Xt+1 16,48 | 48,96
X+ X 16,48 | 48,96
Xt+ X +1 8,32 8,16
X4+ X? 16,48 | 24,24
Xt+ X2 +1 72,72 | 24,24
X4+ X2+ X 8,32 24,48
X+ X2+ X +1 48,144 | 168,336
X+ X3 36,36 | 144,144
Xt+ X3 +1 8,32 8,16
Xt+ X3+ X 8,32 24,48
X1+ X34+ X +1 48,144 | 16,16
X+ X3+ X2 8,8 16,16
Xt + X3+ X241 48,144 | 168,336
X'+ X3+ X2+ X 12,12 | 16,16
X+ X34+ X2+ X +1 48,48 | 48,48

Il est relativement peu fréquent qu'un automorphisme monomial envoie un code module
sur un autre code module.

Une des questions qui reste ouverte est de prévoir quand cela va étre le cas au vu du
polynome générateur g.

Une autre question intéressante est de comprendre la structure des classes d’isométries
des codes modules. Voila a titre d’exemples les polynomes de degré 4 de Fo[X| regroupés
par classes d’isométries, c’est-a-dire que deux polynomes sont dans la méme classe si les
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codes modules qu’ils engendrent sont équivalents via un automorphisme monomial. Ici la
longueur du code n vaut 6, les parametres du code sont inscrits devant :

[6,2,1] : X*

6,2,2] : X*+1, X*+ X, X*+X?
6,2,3] : X*+ X +1, X'+ X2+ X, X'+ X*+1, X'+ X*+ X
6,2,3] : X* + X%+ 1
6,2,4] : X*+ X+ X +1, X*+ X+ X +1, X'+ X*+ X2 +1
6,2,2] : X* + X3
6,2,2] : X* + X? + X?

6,2,2] : X* 4+ X* + X2+ X
6,2,2] : X* 4+ X3+ X2+ X +1

Un enjeu serait de comprendre et de prévoir ces ensembles de polynomes équivalents.

6.2 Variations autour de la non-commutativité

Il est possible d’envisager de créer des codes correcteurs a base d’anneaux polynomiaux
multivariés non-commutatifs mais en changeant la forme de non-commutativité. L’essentiel
pour manipuler aisément les codes correcteurs ainsi que leurs parametres est d’avoir a nou-
veau un équivalent de l'algorithme de Buchberger, c¢’est-a-dire essentiellement de pouvoir
simplifier entre eux les termes de téte de deux polynomes.

Il y a plusieurs formes de non-commutativité qui peuvent étre explorées, on se place
sur IF,[X, Y] dans ces exemples mais une généralisation peut étre aisément faite.

1. Soit Oy, éX, Oy et Oy des automorphismes de [, on définit la multiplication par les

regles suivantes : )
Xa=0x(a)X +0x(a)Y

Ya=0y(a)Y +0y(a)X.
2. On peut également introduire des dérivations, c’est-a-dire que :
Xa=0x(a)X + 0x(a)

Ya=0y(a)Y + dy(a).

3. Il est également possible d’envisager de ne pas faire commuter les variables X et Y
dans ce cas l'adaptation de l'algorithme de Buchberger semble étre beaucoup plus
délicate. Par exemple, on peut poser :

XY =YX+1.



126 CHAPITRE 6. PERSPECTIVES

4. Enfin on peut songer a itérer la construction de Ore, c’est-a-dire de voir F [X, Y]
comme étant F,[X][Y]. On aurait alors des relations de non-commutativité de la
forme :

YX =¢(X)Y + ¢(X)
ou 9 et ¢ sont des applications de F,[X,0,d].

Nous allons développer un peu le dernier exemple dans la suite de ce paragraphe.

Posons A = F,[X, 0] et trouvons les automorphismes de A. Soit ¢ un automorphisme
de A. Pour des raisons de degré nous devons avoir ¢(X) = aX + [ et ¢ restreint a F, est
un automorphisme de IF,.

Nous avons :

d(Xa) = ¢(X)o(a) = (aX + f)¢(a) = ab(¢(a)) X + Bo(a)
et d’autre part :
$(Xa) = ¢p(0(a)X) = ¢(0(a))(aX + 3) = ¢(0(a))aX + B(0(a))

Donc si # = Id, on peut prendre a et § comme l'on veut. Si 8 # Id on doit prendre

3=0.

En résumé :

Proposition 6.2.1. — Les automorphismes de F,[X, 0] sont donnés par, si 0 = Id :

Gapr @ FX,6) — F,[X.0)
a —  7(a)
X — aX+ [0
onaclF;, BeF, et 7€ Aut(F,) et si 0 # Id :

bar = FJX, 0 — F, X0
a — 7(a)
X — aX

Grace a la proposition précédente, il est possible de construire et de travailler dans
I'anneau de Ore itéré : F,[X, 0][Y, ¢].

Remarque 6.2.2. — Il est envisageable d’ajouter des dérivations a tous les niveaux mais
cela complique bien stir un peu plus les calculs.

6.3 Codes de Goppa tordus

Les codes de Goppa peuvent étre vus comme une généralisation des codes BCH.
Ils ont des propriétés agréables puisque 1’on peut controler leurs parametres notamment
la distance minimale. Ils possedent un algorithme de décodage simple et ils sont bons
asymptotiquement, en effet il existe une suite de codes de Goppa qui atteignent la borne
de Gilbert. Pour plus de détails sur ces codes et leur construction, on pourra consulter [32].

Cette famille de codes étant construite a l’aide d’outils polynomiaux, on peut légitimement
envisager une adaptation au cadre non-commutatif.



6.3. CODES DE GOPPA TORDUS 127

6.3.1 Définition

Définition 6.3.1. — Soit g un polynome de degré t a coeffcients dans Fym[X, 0] et soit
L={v,....;v-1} C Fgm ot |L| =n. On suppose que X — ~; ne divise pas a droite g, ceci
pour tout 0 < i < n —1.0n pose alors T%(L, g) Uensemble des mots (co, ..., cn_1) € (Fy)"
tels que :

3
—

C;
X =

=0 [gla. (6.1)

~
I
o

i
L

Ci
X =7

C’est-a-dire que l'on demande que soit divisible a droite par g.

o

1
X—y
que XLﬂ(X — ) =1 [g]a- Un tel polynome existe bien, en effet si I'on effectue la division
euclidienne a droite de g par X —~, on a :

Le sens que 'on donne a est le suivant : c’est 'unique polynoéme modulo g tel

g=Q(X —7v)+c

ol ¢ est une constante non nulle, puisque par hypothese X — v ne divise pas g a droite.
On a:

clg=clQX —y)+1.

On a donc ﬁ =cQ.

On remarque également que le code C ainsi formé est linéaire, cependant il n’est plus
forcément cyclique. Dans le cas des codes de Goppa classiques, on peut donner facilement
une matrice de parité & partir des coefficients de —1—. On va adapter cela au cas non-

. X—v;"
commutatif.

6.3.2 Détermination de la constante
Si 'on passe aux opérateurs aux différences associés, on a :

Ly(y) = Ly, (0(y) — viy) + ciy.

Soit «; tel que v; = 9(51.)7 éventuellement «; est dans une extension. Si 'on évalue 'égalité

précédente en «;, on obtient :

Lg (Ozz) = C;(;.

C’est-a-dire :

D’apres la définition du code de Goppa tordu une matrice de parité est formée des coeffi-
cients des polynomes X+% qui vaut —r; *g;. Il s’agit donc de trouver les coefficients de g,
pour avoir automatiquement la matrice de parité voulue.
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6.3.3 Matrice de parité

t N
Soit g = ngXk et soit ¢; = Z qkﬁiXk ou N est & déterminer.

On a:
9=aq(X — %)+

donc

g —C = Zka X 71)

— G = Z qr ,sz+1 Z qi, kg 7@

N+1

g—G¢ = ZQk lzX Z%ke ’Yz

N
g—c = QN,iXNJrl + Z<Qk71,i — Qk,i9k<%))Xk — q0%;-
k=1

A présent, on peut identifier les coefficients de proche en proche en commencant par
celui de plus haut degré , déja N =t —1 et

qi—1,i = Gt

Q-2 = gt—1 T 90" ()

Q-3 = Gr2 + g—10"2(vi) + 90" ()0 ()

Jj—1

Qt—pi = Z Jt—p+j H 0PI ().

Ainsi on peut former la matrice de parité dont le terme général est
051Qt7i,j-

Cependant dans ce cadre la, il n’est pas clair que la distance minimale soit prescrite et
I’étude reste a faire.

L’adaptation tres générale des codes de Goppa dans le cadre des variétés sur [, reste
a faire dans le cadre non-commutatif.
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6.4 Codes tordus quasi-cycliques

Les codes quasi-cycliques sont une généralisation des codes cycliques. En reprenant les
notations du paragraphe 2.1, c¢’est-a-dire en notant 7 le décalage circulaire, nous avons la
définition suivante :

Définition 6.4.1. — Soit n = Im, un code [-quasi-cyclique est sous-espace vectoriel
de Fy stable par 7t

Définition 6.4.2. — Un code tordu quasi-cyclique est un code C de F;”l vérifiant :

(@1, .y @y, Qi1 Qo oGpy) € C

—
(O(a(m-1)141)s -5 O(ami), 0(ar), ..., 0(ar), ..., 0(a(m — 1)I)) € C
Théoreme 6.4.3. — Il y a une correspondance entre les codes tordus quasi-cycliques de

longueur n = ml et les idéaux de (F,[X,0]/(X™ —1))" vus comme sous F [ X, 0]/(X™ —1)
module a gauche.

La démonstration se fait de maniere tres similaire au cas #-cyclique en calculant 'effet
de la multiplication a gauche par X sur un mot de code.
L’étude de ces codes et de leurs parametres reste a faire.
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Chapitre 7

Annexe

Ces annexes présentent des tableaux de résultats concernant les codes-modules. La
construction de ces tableaux est présentée au paragraphe 3 du chapitre 4, a la page 88. En
ligne nous avons la longueur du code et en colonne le degré du polynome générateur. A
I'intersection d’une ligne et d’une colonne se trouve la meilleure distance minimale obtenue
pour ces parametres.
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7.1 Codes-modules sur Fy[X]
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7.1.

CODES-MODULES SUR F,[X]
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7.2 Codes-modules commutatifs sur Fy[X]
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7.2. CODES-MODULES COMMUTATIFS SUR F,[X]

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

22

22

23

18

23

24

17

19

24

25

16

18

20

24

26
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17

19

20

26

27

15

16

18

19

21

27

28

14

15

17

18

20

22
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15

16
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23
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37

12

13

13

14

15

16

17

18

19

20

21

23

25

27

29

36

38

12

12

13

14

15

16

16

17

19

19

21

22

24

25

27

30

37

39

12

12

13

14

14

15

16

17

18

19

20

21

22

24

26

28

31

37

40

11
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23
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27

29

32
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7.3 Codes-modules sur F,[X, 0]
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7.3. CODES-MODULES SUR F,[X, 6]
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7.4 Codes-modules sur F,[X, 0, 0]
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7.4. CODES-MODULES SUR F4[X, 6, 0,]
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22

23

24

25

26

27

28
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34

35

36
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16
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7.5 Codes-modules sur F,[X, 0, ]
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7.5. CODES-MODULES SUR F4[X, 6, 5]
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22

23

24
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26
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28
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30
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32

33

34

35

36

37

38

39

22

22

23

18

23

24

17

19

24

25

16

17

20

25

26

15

16

18

20

26

27

14

16

17

19

21

27

28

14

15

17

18

20

22

28

29

14

15

16

17

19

21

23

29

30

13

14

15

16

18

19

21

24

29

31

13

14

15

16

17

18

20

22

24

31

32

13

14

14

15

17

18

19

21

23

25

31

33

12

13

14

15

16

17

18

20

21

24

26

33

34

12

13

14

15

16

17

18

19

20

22

24

27

34

35

12

13

13

14

15

16

17

19

19

21

23

25

28

34

36

12

12

13

14

15

16

17

18

19

20

22

23

25

28

35

37

12

12

13

14

15

16

16

17

19

20

21

23

24

26

29

37

38

11

12

13

14

14

15

16

17

18

19

20

22

23

25

28

30

37

39

11

12

13

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

24

26

28

31

39

40

11

12

12

13

14

15

15

17

17

18

19

20

22

23

24

26

28

32

39
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RESUME

Les anneaux de polynomes sont 1'un des outils privilégiés pour construire et étudier
des familles de codes correcteurs. Nous nous proposons, dans cette these, d'utiliser des
anneaux de Ore, qui sont des anneaux de polynomes non-commutatifs, afin de créer des
codes correcteurs.

Cette approche nous permet d’obtenir des familles de codes correcteurs plus larges
que si I'on se restreint au cas commutatif mais qui conservent de nombreuses propriétés
communes.

Nous obtenons notamment un algorithme qui permet de fabriquer des codes correcteurs
dont la distance de Hamming ou la distance rang est prescrite. C’est ainsi que nous avons
exhibé deux codes qui améliorent la meilleure distance minimale connue pour un code de
méme longueur et de méme dimension. L’un est de parametres [42, 14,21] sur le corps Fg
et 'autre de parametres [40, 23, 10] sur Fy.

La généralisation de cette étude au cas d’anneaux polynomiaux multivariés est également
présentée ; 'outil principal est alors la théorie des bases de Groébner qui s’adapte dans ce
cadre non-commutatif et permet de manipuler des idéaux pour créer de nouvelles familles
de codes correcteurs.

ABSTRACT

We generalize the notion of cyclic code and we construct codes as ideals in finite quo-
tients of non-commutative polynomial rings, so called Ore rings. We propose a method to
obtain block codes of prescribed rank or Hamming distance. In particular we construct a
[42, 14, 21]g code by imposing a rank and a [40, 20, 10]4 code by imposing a distance, which
both improve by one the minimum distance of the previously best known linear codes with
the same length and dimension over those fields.

We also study some multivariate Ore rings and the generalization of the Buchberger’s
algorithm allows us to manipulate the ideals of these rings and to build skew codes. We
obtain, in particular, the generator matrix in the standard form.



