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Introduction générale

Il est maintenant mondialement reconnu que le réchauffement climatique que notre pla-
neéte subit résulte, en partie, de l'augmentation de la concentration des gaz a effet de serre
dans latmosphere, tels que le dioxyde de carbone (C'Os2) et le méthane. L'effet de serre est
un phénomene naturel permettant de conserver I’énergie émise par le soleil pour atteindre une
température moyenne d’environ 15°C. En revanche, c’est 'effet de serre additionnel induit par
I’activité humaine qui est responsable du réchauffement climatique observé depuis quelques an-
nées. A moyen-long terme, ce réchauffement pourrait avoir des conséquences désastreuses sur
notre environnement. C’est dans le but de réduire les rejets de gaz a effet de serre, et principa-
lement le dioxyde de carbone, que ces deux derniéres décennies ont vu I’émergence d’un grand
nombre de recherches sur des sujets tels que le captage et le stockage du COs.

Le stockage géologique du C'Os est une des options envisagées a moyen terme afin de contrd-
ler, puis réduire les émissions de gaz carbonique dans ’atmosphere. La géoséquestration du COs
consiste a enfouir celui-ci de fagon durable et sécurisée. Plusieurs techniques ont été proposées

et sont toujours des sujets actifs de recherche (Figure [1)).

Nous pouvons citer, pour les méthodes les plus classiques, 'injection de C'O2 sous forme
supercritique dans des gisements de gaz ou de pétrole, ou encore dans des aquiféres salins. Les
gisements de gaz et de pétrole sont mieux connus, du fait des études géologiques préalables a
I’exploitation pétroliere. De plus, l'injection de COs dans des réservoirs en fin d’exploitation
permet d’améliorer la production pétroliere grace aux techniques d’EOREL ce qui en fait un
axe majeur de recherche aussi bien pour des raisons économiques qu’écologiques. Toutefois, les
aquiféres salins représentent une distribution géographique plus intéressante malgré un attrait
économique discutable.

Une autre technique de stockage consiste a injecter le COy dans des veines de charbon
non exploitées afin de récupérer le méthane qui y est présent. La vente du méthane produit
compenserait alors les cotits dus & l'injection (Charriere, 2009)).

Une derniere méthode consiste en un stockage océanique du C'Oy par déposition directe
sur le sol marin a une profondeur supérieure a 3000m puis infiltration par capillarité dans les
sédiments (Kang et al., [2005). Le C'O étant plus dense que 'eau, celui-ci resterait piégé, mais
les réactions a l'interface entre les deux phases fluides restent encore méconnues (Kang et al.,
2005).

Dans cette étude, nous nous focalisons essentiellement sur la premiere méthode présentée ici,

a savoir l'injection de COy supercritique dans des réservoirs (aquiféres salins ou bien réservoirs

2. Enhanced Oil Recovery
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Transport

F1GURE 1 — Techniques de stockage géologique du CO» envisagées

d’hydrocarbures déplétés). Toutefois, la méthodologie employée peut étre transférée et appliquée

a d’autres domaines de recherche.

Le C'Oy n’étant pas un gaz inerte, certains phénomenes physiques sont a considérer dans
I’étude de la faisabilité de tels projets de stockage. En effet, en présence de C'O, ’eau en place
aura tendance a s’acidifier, pouvant entrainer des réactions chimiques aux interfaces roche/fluide.
Les réservoirs étant des milieux poreux, il est évident que la présence de réactions géochimiques
aura des conséquences sur la structure poreuse du milieu ainsi que sur les propriétés d’écoulement
des fluides présents, ce qui peut entrainer une décroissance de 'injectivité des puits d’injection
de C'Os et porter préjudice au projet de stockage.

D’un point de vue économique, 1’étude de tels phénomenes est un enjeu primordial quant
a la faisabilité et la rentabilité de ce type de projet. De plus, la viabilité du stockage, et donc
I'intégrité des conditions de piégeage, ne doivent pas étre altérées sous peine de voir apparaitre
des fuites. L’utilisation d’un simulateur a I’échelle du réservoir est alors un outil indispensable
dans I’étude de la viabilité et de la pérennité du stockage.

Vérifier la pérennité d’un stockage consiste a évaluer la qualité du piégeage. Le C' O3 ne doit
pas remonter a la surface (ou seulement trés lentement) en s’infiltrant a travers les imperfections
de la roche de couverture, qu’elles soient antérieures a 'injection ou causées par 'attaque acide
due a la dissolution du COs dans 'eau. Trois types de piégeage existent, listés ici par ordre de
fiabilité, c’est-a-dire, en fonction de la réduction de mobilité des espéces chimiques dérivées du
COy :

— le piégeage hydrodynamique dans lequel I'expansion du panache de C'Oy est limitée soit
par des barrieéres stratigraphiques (échelle du réservoir), en particulier vers la surface, soit
par des effets capillaires, a I'arriere du front, une fois la phase d’injection terminée (échelle
du pore). Ces derniers sont responsables d’une imbibition de la saumure causant des dis-

continuités dans la phase gazeuse ou supercritique. Ce piégeage capillaire est d’autant plus

3. |Le stockage géologique du CO2 - Les solutions IFP Energies nouvelles pour un déploiement sécurisé|
(nttp://www.ifpenergiesnouvelles.fr).



http://www.ifpenergiesnouvelles.fr/content/download/69147/1499335/version/6/file/Stockage-geologique-du-CO2_Les-solutions-IFPEN.pdf
http://www.ifpenergiesnouvelles.fr
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important en volume que la distance parcourue par le panache avant d’atteindre le toit du
réservoir est grande.

— le piégeage par solubilisation ou le COs se dissout progressivement dans la saumure pour
étre ensuite transporté par advection-diffusion dans le réservoir. A 1’échelle locale, I’équi-
libre peut étre rapidement atteint par diffusion moléculaire mais a ’échelle globale, le
temps caractéristique de ce piégeage sera contraint par la vitesse des écoulements qui
évacuent ’eau saturée en C'Os.

— le piégeage minéral provenant de la précipitation des carbonates. Il assure la plus grande
stireté, mais peut aussi avoir des conséquences facheuses sur la porosité et la perméabilité

du réservoir.

La viabilité du projet est, quant a elle, tributaire de I'injectivité des puits qui conditionne le
colit via la pression nécessaire pour injecter une masse donnée de C'O,. Or, l'injectivité évolue
lors d’une injection de COs. En fait, différents mécanismes peuvent expliquer cette évolution
selon la distance du puits a laquelle on se trouve :

— aux abords du puits, I'injection de COy pur induit un asséchement du milieu. La déshy-
dratation de la roche modifie les propriétés mécaniques de celle-ci et peut entralner un
affaissement du puits si une trop forte pression est exercée. Par ailleurs, le séchage cause
la précipitation de sels qui peuvent, en raison des forts taux de cisaillement, étre arrachés
puis agrégés au niveau des restrictions de pores, diminuant de fait la perméabilité.

— dans la zone diphasique, le C'O2 présent en grande quantité peut fortement acidifier ’eau
et la rendre tres agressive entrainant d’importantes dissolutions. Dans une roche calcaire,
la dissolution des ciments, outre 'affaiblissement mécanique de ’ensemble, peut causer une
libération de fines particules susceptible de provoquer un effondrement de la perméabilité.
La perméabilité peut étre aussi affectée pour des raisons purement chimiques. Selon les
variations des conditions thermodynamiques in situ, et surtout en contact avec les eaux
du réservoir potentiellement incompatibles, les ions émis peuvent en effet précipiter. La
probabilité est d’autant plus élevée que le carbonate de calcium est tres peu soluble dans
I’eau.

— dans la zone monophasique ot le C'O5 n’est présent que sous forme dissoute, le déséquilibre
chimique est plus faible. La saumure acidifiée provient de la diffusion, mais surtout de la
convection des espéces C'O9 loin du panache gazeux ou supercritique par les écoulements
régionaux dans un aquifere. Ce faible déséquilibre peut néanmoins, sur le long terme,
entrainer, par dissolution et précipitation, des modifications conséquentes de la structure.

Nous nous concentrons dans cette étude sur la zone monophasique considérée comme ayant

le plus d’impact sur la quantité de CO5 stocké sous forme dissoute a long terme.

Le but de notre étude est de quantifier I'impact du transport réactif sur la répartition d’une
espéce chimique & l’échelle du réservoir. Or, a une telle échelle, la répartition d’une espéce
chimique est liée a la structure locale de la roche, et plus particulierement de 'interface roche/
fluide.

Pour g’affranchir d’une description fine de la géométrie locale de la roche, les simulateurs de

réservoirs utilisent une équation macroscopique représentant le transport réactif a 1’échelle du
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réservoir. Cette équation est issue de ’homogénéisation des équations locales et se présente sous
la forme d’une équation de convection-diffusion a laquelle est ajoutée un terme source (ou puits
suivant le sens de la réaction)
ag =/ % N =/ — %=/

E-I-V'(cv -D -Ve&)+7¢ =0 (1)
dans laquelle les coeflicients macroscopiques 7*, v* et D" représentent respectivement la vitesse
de la réaction chimique apparente, la vitesse apparente du soluté ainsi que son tenseur de disper-
sion. Ces coeflicients sont a comprendre comme des parametres déduits a 1’échelle d’'un volume
élémentaire représentatif (VER). Ils prennent en compte la complexité du milieu poreux par rap-
port aux phénomenes de transport réactif (au méme titre que la perméabilité prend en compte
la complexité du milieu par rapport a I’écoulement, par exemple). En pratique, ces coefficients
sont calculés par analogie avec une réaction volumique homogene et isotrope. Cette hypothese
permet de simplifier la détermination de ces coefficients. En effet, dans le cas de réactions volu-
miques, la vitesse macroscopique du soluté est égale a celle du fluide et le tenseur de dispersion
de ce soluté est analogue a celui d’un traceur inerte, car le soluté est uniformément réparti a

I’échelle locale dans toute la phase fluide.

Or, dans notre cas, la réaction de surface induit un flux de soluté surfacique, ce qui implique
une répartition non uniforme du soluté a ’échelle locale. Par conséquent, la vitesse du centre de
masse du soluté (c’est-a-dire la vitesse apparente du soluté) est différente de celle du soluté lors
d’une réaction homogene. Il en est de méme pour la dispersion du soluté et la vitesse apparente
de la réaction. La détermination de ces coefficients est plus compliquée puisqu’elle fait intervenir
des informations qui ne peuvent étre calculées qu’a ’échelle locale (profil de concentration).
Nous proposons dans cette étude d’utiliser la méthode de changement d’échelle appelée théorie
des moments pour tenir compte des effets de la réaction a 1’échelle du réservoir. Nous appliquons
cette théorie des moments en deux étapes. Un premier changement d’échelle est effectué pour
passer de ’échelle locale a I’échelle du pore. Ensuite, la théorie des moments est utilisée une

seconde fois pour passer de 1’échelle du pore a celle du VER.

Parallelement, la réaction chimique de surface entraine une variation de la structure poreuse
ce qui a un impact direct sur la porosité (proportion de volume poreux par volume de roche)
et sur la perméabilité (capacité d’une roche a se laisser traverser par un fluide sous l'effet d’un
gradient de pression). Or ces parameétres sont indispensables & ’échelle du réservoir pour résoudre
I’écoulement. Les lois constitutives de porosité-perméabilité et des coefficients macroscopiques du
transport sont d’'une importance capitale pour alimenter de facon fiable le modeéle de transport

réactif & 1’échelle du réservoir.

A titre d’exemple, nous proposons les cartes des saturations en soluté pour un modéle réser-
voir synthétique au terme d’une période d’injection suivie d’une période de stockage de CO5 en
ne modifiant que les parametres macroscopiques (Figure . Nous constatons alors qu’en partant
d’un méme cas initial, nous pouvons aboutir a différentes répartitions d’une méme espece selon
la prise en compte ou non des phénomenes de dispersion et de convection dus a la réaction de
surface. Ainsi, le caractére prédictif d’un simulateur de réservoir quant au transport/stockage

de CO5 dépend de facon significative de la détermination précise des coefficients macroscopiques
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7*, v* et D" A partir des phénomeénes qui se produisent & I’échelle locale.
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FIGURE 2 — Carte des saturations en C'Oz(,q) possibles selon la modification des termes de
convection et de dispersion pour tenir compte d’une réaction de surface.

Par conséquent, ce travail de theése se propose de développer une méthode pour obtenir
physiquement les coefficients macroscopiques permettant de décrire le transport réactif a ’échelle
du réservoir. Parallelement, les lois constitutives de porosité-perméabilité permettant le couplage
entre le module de transport et son homologue géochimique doivent étre déterminées pour
remplacer la loi classique de Kozeny-Carman peu représentative lorsque la structure n’est pas
modifiée de maniere homothétique.

Cette étude s’articule en trois parties. La premiere a pour objectif de préciser le contexte
scientifique dans lequel s’integre cette these. Comment la structure complexe d’un milieu poreux
peut-elle étre représentée par un modele numérique 7 Comment tenir compte des phénomenes
physiques comme 1’écoulement d’un fluide, le transport d’une espece chimique ou encore les réac-
tions chimiques, dans une telle géométrie 7 Quelles sont les études expérimentales sur lesquelles
nous pouvons nous appuyer pour valider notre modele 7 Enfin, quels sont les moyens théoriques
ou numériques pour déduire les propriétés a 1’échelle du réservoir a partir de phénomenes locaux ?
Le chapitre [1] a pour objectif de répondre a ces questions. Dans le chapitre 2] nous détaillons
la méthode de changement d’échelle utilisée pour déterminer les coefficients macroscopiques
gouvernant le transport réactif.

Dans une seconde partie, nous proposons de détailler ’approche réseau de pores (aussi ap-
pelée PNM pour pore network model), utilisée pour représenter la structure poreuse de la roche.
Le chapitre [3] se concentre sur la construction du formalisme utilisé et son application pour la
résolution de I’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux. Le chapitre [d]est consacré & I'adap-
tation au transport réactif de la démarche employée pour résoudre I’écoulement d’un fluide. Les
hypotheses lors de la résolution du transport réactif d’une espece dans un réseau de pores sont
ensuite validées grace a une comparaison avec une approche basée sur la résolution des équations
locales. Le travail découlant de cette comparaison a permis de mettre en évidence un régime
réactionnel non mentionné dans la littérature. Ces résultats font ’objet d’un article accepté dans
le journal Physical Review E et présenté a la fin du chapitre [5] Le chapitre [6] montre comment
le formalisme du réseau de pores peut étre couplé a une approche volumes finis pour déterminer
I’évolution temporelle de la répartition d’une espece. Cette adaptation de I’approche présentée

dans les chapitres 3] et [4 permet de valider I'existence d’un régime asymptotique et la cohérence
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des résultats entre les modeles.

Enfin, dans une derniére partie, nous envisageons de développer quelques applications pos-
sibles de approche réseau de pores utilisée pour résoudre le transport réactif. Dans le chapitre[7]
nous proposons d’évaluer I'impact des coeflicients macroscopiques dans un simulateur de réser-
voir. L’intégration des résultats issus du PNM dans le simulateur réservoir COORES TMH y est
présentée, suivie d’une application de cette démarche intégrée a un réservoir synthétique. Les
résultats présentés sont regroupés dans un article accepté dans le journal Advances in Water
Resources. La démarche employée pour résoudre le transport réactif au sein de la zone monopha-
sique d’un projet de stockage peut également s’appliquer a d’autres domaines. Nous développons
plus particulierement l'intérét d’une telle démarche comme aide a la quantification des cycles
diagénétiques dans le chapitre [8| En effet, chaque phase de la diagénese peut étre considérée
comme 1’évolution des propriétés pétrophysiques de la roche en présence d’au moins une espéce
réagissant avec les parois du milieu dans lequel elle évolue. Les résultats de ce chapitre sont

présentés et discutés dans un article publié dans le journal Oil & Gas Science and Technology.

4. Simulateur de réservoir développé par IFPEN et orienté pour la modélisation du stockage géologique du
COo
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L’étude du transport réactif en milieu poreux n’est pas un domaine de recherche nouveau,
mais il a pris un intérét grandissant avec le développement des recherches au sujet du stockage
géologique du CO,. En effet, 'impact d’une réaction de dissolution/précipitation sur la structure
de la roche a déja fait I'objet de nombreuses études expérimentales. Le comportement global

d’une roche a ainsi pu étre estimé en classifiant les différents régimes réactionnels en fonction

de nombres sans dimension (Daccord et all 1993). Afin de représenter quantitativement les

conséquences du transport réactif a 1’échelle du réservoir, nous proposons de développer une
approche multi-échelles.

Ce chapitre a pour objectif de préciser le cadre dans lequel s’intégre cette thése. Comment la
structure complexe d’un milieu poreux tel qu'une roche peut-elle étre modélisée par un modele
numérique 7 Comment tenir compte des phénomeénes physiques comme 1’écoulement d’un fluide,
le transport d’une espece chimique ou encore les réactions chimiques, dans une telle géométrie ?
Quels sont les résultats expérimentaux sur lesquels nous pouvons nous appuyer pour valider notre
modele 7 Enfin, quels sont les moyens théoriques ou numériques pour déduire les propriétés a

I’échelle du réservoir a partir de phénomenes régis par 1’échelle locale ?

1.1 Représentation du milieu poreux

De fagon générale, nous considérons qu’un milieu poreux 2 (Figure ) est constitué d’une

phase solide g, et d’'un espace poreux rempli fluide Qg séparés par une interface I'. Compte
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| P — ----

(b) (d)

FIGURE 1.1 — Trois types de représentation d’un milieu poreux réel (a) : (b) par un milieu
continu, (¢) par un ensemble de voxels et (d) par un réseau de pores. La fleche représente le
niveau de détail de la structure poreuse.

tenu de la complexité du milieu poreux, sa représentation en vue de l'intégrer dans un modele
numérique pour prendre en compte un phénomene physique s’avere difficile. Nous distinguons ici
trois types de représentation d’un milieu poreux en fonction du niveau de détail ou de I’échelle

d’application d’une telle approche.

La premieére repose sur les hypotheses les plus fortes. Dans cette approche, le milieu poreux
est assimilé & un milieu continu (Figure ) L’échelle I a laquelle varient les propriétés du
milieu, est supposée petite devant L. Dés lors, les modeles continus permettent d’écrire les équa-
tions de conservation (masse, énergie, quantité de mouvement) sans se préoccuper de la structure
locale nécessairement complexe. Des quantités macroscopiques telles que la porosité, la perméa-
bilité ou encore le facteur de formation sont couramment utilisées. Elles découlent généralement
d’observations (par exemple la loi de Darcy) ; les lois qui en découlent sont éventuellement cor-
rigées ultérieurement, mais en gardant le formalisme initial (ajout des perméabilités relatives
dans la loi de Darcy pour un écoulement diphasique). Ces modeéles décrivent relativement bien
I’écoulement et le transport, tant que les parametres adéquats sont correctement déterminés

expérimentalement. C’est pourquoi, en raison de leur simplicité d’utilisation, ces modeles sont

couramment utilisés dans 'ingénierie de réservoir (Le Gallo et al.,[1998). Cependant, comme ces

coefficients sont mesurés pour un type de milieu donné, les modeles continus deviennent erronés

si les réactions perturbent fortement la structure (Sahimi et al) 1990)), & moins qu’il ne soit

possible de prévoir I’évolution des parameétres macroscopiques.
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Le deuxieme moyen de représenter un milieu poreux consiste a essayer de se rapprocher le
plus possible de la structure réelle de la roche en discrétisant le volume étudié (Figure )
Cette discrétisation se traduit par 'utilisation d’un maillage sur lequel chaque cellule est soit
solide (imperméable et non poreuse), soit vide (totalement perméable et poreuse) (Adler, 1992).
Ce type de maillage peut étre, soit généré a partir d’une fonction de corrélation déterminée grace
a I’étude de lames minces (Adler et all|1990)), soit reconstruit par tomographie a partir d’images
en coupe d’un échantillon réel (Spanne et al., {1994} Lindquist et al., 2000, Oren et Bakke, 2002,
Sok et all 2002, |[Youssef et al., [2007)). La reconstruction par tomographie a connu une avancée
fulgurante avec la démocratisation des techniques d’imagerie par résonance magnétique IRM
(Agatston et al, |1990)), grace auxquelles il a été possible de visualiser la structure de la roche
(Spanne et al},[1994] |Coles et al.,{1998) par un processus non destructif. Ces méthodes permettent
d’obtenir une description déterministe (ou statistiquement représentative) du milieu poreux a
I’échelle locale. Le milieu est alors reconstitué directement de maniére binaire (Figure[L.1f) et le
transport réactif y est résolu a ’aide de plusieurs approches décrites dans la section suivante. En
revanche, & cause de la discrétisation fine nécessaire, les capacités de calcul limitent 1'utilisation

de ces modeles a quelques pores uniquement.

Enfin, le troisiéme type de modele couramment utilisé pour représenter un milieu poreux
est 'approche réseau. Les modeles réseaux (Sharratt et Mann, |1987, Hoefner et Fogler, [1988)
essayent de pallier les limitations principales des deux précédentes approches. A Dinstar des
modeles reconstruits, ils considerent encore la topologie de ’espace poral, autrement dit, ils
définissent un réseau de pores (Figure ), d’ou le nom des modeéles. En revanche, la morpho-
logie locale est simplifiée et schématisée par des éléments basiques (cylindres, sphéres, prismes...).
Aussi dans chaque élément (pore ou restriction), il est désormais possible de trouver une solution
analytique aux problemes d’écoulement et de transport. Par conséquent, comparés aux modeles
reconstruits, les modeéles réseaux offrent la possibilité de travailler sur un ensemble de pores
beaucoup plus large (plusieurs dizaines de milliers), puisqu’il n’est plus nécessaire de discrétiser
aussi précisément 1’échelle locale. La démultiplication de la taille du systeme donne une repré-
sentativité accrue aux valeurs moyennes globales. Elles peuvent donc étre utilisées pour trouver
une description acceptable du transport a I’échelle de la carotte. Par rapport au continuum, les
effets des connectivités et de la distribution de tailles de pores sont directement pris en compte,
ce qui restreint la marge d’erreur puisque la structure de la roche est conservée (Békri et Vizika,
2006)). Pour toutes ces raisons, nous avons choisi 'approche réseau de pores afin de représenter

un milieu poreux.

1.2 Cinétique chimique

De facon générale, deux types de réactions chimiques sont susceptibles de se produire au sein
d’un milieu poreux (Dentz et al.,2011). On parle, dans le cas de réaction entre especes aqueuses,
de réaction volumique ou homogene a 1’échelle du pore, alors qu’entre espeéces aqueuses et la
phase solide, on parle de réaction de surface ou hétérogene a I’échelle du pore. Dans le cas d’une

espece soumise a une ou plusieurs réactions chimiques volumiques, un simple bilan de matiere
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local s’exprime sous la forme (Saaltink et al., [1998)

OB |9 MxCilx.) — DYCi(0)] = Y vy ({Ca(x)]) (1)
J

ou d est la diffusion moléculaire, C; la concentration de chaque espece 4, v;; le coefficient stee-

chiométrique de I'espece ¢ par rapport a la réaction j, r; la cinétique de la réaction volumique

j et v, la vitesse locale du fluide. Toutefois, comme nous nous concentrons, dans cette étude,

sur 'impact d’une réaction de surface vis-a-vis de 1’écoulement, ce type de réaction ne sera pas

développé par la suite. Ceci se traduit par une absence de terme source (ou puits suivant le sens

de la réaction et l’espéce considérée) regroupé dans le second membre de I’équation de transport
[T1).

Si, en revanche, une espece est soumise a une réaction de surface, les conditions a l'interface

entre la roche et le fluide s’écrivent sous la forme (Whitaker, [1999))
—n(x) - DVCi(x,t) = Z/@m({Cn(X,t)}) sur I’ (1.2)
m

ou Ky, est la cinétique de la réaction de surface m et n la normale a 'interface I'. Le terme source
de I'équation de transport réactif résulte de la sommation des taux de création ou de consom-
mation de plusieurs réactions chimiques suivant des lois cinétiques potentiellement complexes
impliquant plusieurs espéces. Le choix peut étre fait de transcrire fidelement ce terme dans le
simulateur de transport (Rieckmann et Keil, (1997, Stewart et Kim| 2004). En revanche, cela
limite la portée des résultats a un systeme donné et nécessite une modification du code de calcul
a chaque nouveau cas. Par ailleurs, dans la majorité des études, les réactions chimiques traitées
sont réduites a une cinétique du premier ordre (Shapiro et Brenner} 1986, |Sun et al., |2008, par
exemple). L’idée sous-jacente consiste a linéariser le terme source pour en déduire & chaque itéra-
tion le coeflicient volumique de la réaction apparente a intégrer dans 1’équation macroscopique.
Ainsi, les modules de géochimie et de transport pourraient étre améliorés séparément.

Nous nous limitons donc par la suite a I’étude d’une réaction du premier ordre a la paroi.
Dans de telles circonstances, la condition a la paroi peut s’écrire sous la forme (Algive et al.,
2010)

—n(x) - DVe(x,t) = Ky (c(x,t) — ¢) sur I (1.3)

ou c est la concentration locale en soluté et ¢, la concentration d’équilibre de la réaction de
surface considérée. La concentration d’équilibre d’une espece est calculée par minimisation de
I’enthalpie libre de réaction. Des solutions analytiques peuvent étre trouvées pour des systemes
simples, mais dans le cas général, des méthodes numériques sont employées pour déterminer

chaque concentration d’équilibre (White et al.l |[1958).

1.3 Résolution du transport réactif a 1’échelle locale

Les techniques de résolution du transport se subdivisent en deux courants majeurs : I’ap-

proche Lagrangienne ou I'approche Eulérienne. Nous détaillons dans un premier temps les mo-
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deles utilisant 'approche Eulérienne pour résoudre le transport réactif en milieu poreux qui sont
essentiellement basés sur l'utilisation d’un maillage (Différences finies et Boltzmann sur réseau).
Dans un second temps, nous présentons les modeles utilisant ’approche Lagrangienne pour ré-
soudre ce méme probléme. Ces derniers (Marche aléatoire et SPH) utilisent une reformulation

des équations locales pour 'appliquer a une particule et suivre son déplacement.

1.3.1 Différences finies

Pour ces modeles, ’écoulement et le transport sont résolus en écrivant la conservation de la
quantité de mouvement ou de la masse dans chaque partie du milieu (Lemaitre et Adler, [1990).
Par exemple, quand 1’écoulement atteint son régime permanent et que les effets inertiels sont
négligeables, le déplacement d’un fluide newtonien est régi par les équations de Stokes (faible

nombre de Reynolds)

pV?v+Vp=0 dans Qp (1.4a)
V-v=0 dans Qp (1.4b)

ol u est la viscosité du fluide supposée constante, p la pression et v la vitesse du fluide. Nous

ajoutons une condition de non glissement a la paroi I' (fluide visqueux)
v=0 sur ' (1.4c)

Une fois le mouvement du fluide résolu, le transport du soluté peut étre modélisé par une
équation de convection-diffusion. Comme nous supposons que le soluté ne réagit qu’avec la paroi
et non avec d’autres particules contenues dans la phase fluide, la concentration de cette espéce
chimique vérifie
% +V-(ev—DVe) =0 dans Qp (1.5a)
ou D est la diffusion moléculaire du soluté supposée constante.

Nous assimilons la réaction se produisant a I'interface a une réaction du premier ordre (toute
autre réaction plus complexe peut éventuellement étre linéarisée, puis résolue de fagon itérative).

Ainsi, la condition sur la concentration & la paroi peut s’écrire sous la forme
n-(cv—DVe)=k(c—¢) sur I' (1.5b)

ou k est la vitesse de réaction supposée constante, et ¢ la concentration d’équilibre du soluté.

Cette réaction peut engendrer un déplacement de la paroi dont la vitesse de déplacement est

proportionnelle au flux de soluté (Békri et al., 1995])

ow

e —vepk(c—¢) sur T (1.5¢)

ol W est le déplacement normal a la paroi et v, le coefficient stoechiométrique de la réaction.
Ce déplacement est supposé négligeable devant 1’établissement des champs de vitesses et de

concentrations. Ceci nous permet de découpler I’écoulement du transport, et ainsi de justifier la
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condition de non glissement (|1.4c)).
Nous choisissons de la facon suivante les grandeurs caractéristiques de notre probleme afin

d’adimensionner le systeme d’équations proposé

Voly, V=Y pePe oo 20
v p{v) (€)o =
l2
t' = Taif = <= 1.6
T avec Tai = (1.6)

ou (c) représente la concentration moyenne de soluté (I'indice 0 indique qu’il s’agit ici de la
concentration initiale) et I, une longueur caractéristique. Notons quun second temps caractéris-
tique peut étre défini vis-a-vis du phénomene réactif. On défini alors Treact = 12/ (VepD ((¢)y — ©)).
Les grandeurs assignées d’un prime correspondent a 1’écriture normalisée de leurs homologues
dépourvus de ce symbole. Il est & noter que la quantité ¢’ représente ici un déséquilibre chimique
plus qu’une concentration du fait de la normalisation choisie.

Apres adimensionnement, deux nombres sans dimension apparaissent dans le systéme com-

posé des équations ([1.4]) et (|1.5)).

(v) I, K
5 Da—<7> (1.7)

Ainsi, I’évolution du transport réactif est controlée par ces deux parametres. Pe compare les

Pe =

temps caractéristiques de la convection et de la diffusion, alors que PeDa compare ceux de la
réaction et de la diffusion. Une fois adimensionné, le systéme d’équations peut s’écrire sous la

forme

VA —V'p'=0 dans Qp (1.8a)
V' -v'=0 dans Qp (1.8b)
v'=0 sur r (1.8¢c)
1! 2 oc

PeV'c -v =V ==y dans Qp (1.8d)
n-V'd=—PeDad  sur r (1.8e)

T !
TeaCt 8(;/5:P6Da d sur r (1.8f)

diff

Une discrétisation des opérateurs différentiels intervenant dans ces équations (méthode des
différences finies) ou bien une intégration de chaque équation sur une cellule unité composant
le volume étudié (méthode des volumes finis) permet alors de formaliser ce probléeme de fagon
matricielle. Dans le cas d’un probléme linéaire (résolution du champ de vitesse par exemple), la
résolution peut étre réalisée par inversion matricielle directe ; dans le cas contraire, une linéari-

sation ponctuelle est nécessaire via 'utilisation de la matrice Jacobienne.

1.3.2 Boltzmann sur réseau

Une seconde approche couramment employée est la méthode Boltzmann sur réseau. Cette
méthode est basée sur la représentation discrete du fluide sur un maillage par l'intermédiaire

du mouvement des particules le composant (Chen et Doolenl |1998). Contrairement & I’approche
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FiGURE 1.2 — Exemple d’intégration de la méthode de Boltzmann sur réseau sur un maillage
2D (Sukop et Thorne Jr., [2006)). Discrétisation de la géométrie et directions possibles pour les
flux (a). Répartition de probabilité pour les flux suivant les directions possibles (b).

des différences finies, les particules sont localisées a chaque noeud du maillage. Ces particules
sont susceptibles de se déplacer selon un nombre limité de directions suivant le type de maillage
et la précision du modele utilisé.

Le déplacement de ces particules est modélisé grace a une fonction de densité de probabilité
décrivant la répartition des vitesses des particules suivant les directions possibles. Les collisions
entre particules sont alors gérées par un modeéle de Bhatnagar-Gross-Krook (Bhatnagar et al.,
1954)) pour représenter un fluide newtonien. Ainsi, la précision et le temps de calcul de la méthode
de Boltzmann sur réseau dépendront a la fois du nombre de dimensions, mais aussi et surtout
du nombre d’orientations possibles pour les vitesses.

Prenons 'exemple d’un maillage a deux dimensions autorisant neuf orientations possibles
pour les vitesses (numérotées de 0 a 8 sur la figure ) La résolution des équations locales de
Boltzmann permet alors de trouver les probabilités qu'une particule de la cellule considérée ait
une vitesse orientée suivant la direction choisie (notée f;, ou ¢ est I'indice de la direction). Une
représentation graphique de ces probabilités est présentée dans la figure [1.2p.

Cette approche permet I'étude de déséquilibres thermodynamiques, particulierement lors
d’écoulements impliquant des géométries aux frontieres complexes et un déplacement dyna-
mique des interfaces entre les phases (Shan et Chen, |1993)). Depuis son apparition, la méthode
de Boltzmann sur réseau a pu étre appliquée avec succes a ’étude de divers types d’écoulements
et de phénomenes de transport comme par exemple les écoulements en milieu poreux, les turbu-
lences, les écoulements multi-phasiques et multi-composants, I’étude de traceurs, de transferts de
chaleur ou encore de réactions (Chen et Doolen) 1998). De plus, les travaux de Kang et al. (2002,
2003, [2004) ont permis d’appliquer cette méthode pour simuler des phénomenes de dissolution

et/ou précipitation en milieu poreux.

1.3.3 Marche aléatoire

Nous avons vu qu’une espeéce chimique était généralement soumise a des phénomeénes de
convection (les particules se déplacent a la méme vitesse que le fluide) et des phénomeénes de
diffusion (les particules migrent au sein du fluide a cause de l'agitation thermique). Sous 'effet
de la température, on observe un déplacement des constituants des zones de forte concentration

vers celles de faible concentration. Généralement une loi de Fick est choisie pour décrire la
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O particules

FIGURE 1.3 — Exemple d’intégration de la méthode de SPH (Cueille, |2005) a travers la définition
d’une sphere d’influence notée 7.

diffusion d’une espeéce.

Une alternative & cette modélisation macroscopique de la diffusion moléculaire consiste a
supposer que le déplacement de chaque molécule est effectué a ’aide de la marche aléatoire. Dans
cette approche, chaque déplacement de particules est représenté de fagon itérative en fonction
du temps par un processus markovien dans lequel les phénomenes de diffusion et de convection
sont disjoints. La marche aléatoire est exempte de dispersion numérique, car on s’attache a la
description de la trajectoire de chaque particule. Aussi ces modeles sont généralement utilisés
pour déterminer les coefficients macroscopiques de I’équation de transport du soluté tels que la
vitesse moyenne, la diffusion moléculaire et la dispersion (Salles et all 1993, [Békri et all |[1995).

Pour des particules ne perturbant pas ’écoulement, la marche aléatoire est traitée en décom-
posant le mouvement en contributions convective et diffusive. Dans le cas contraire, un bilan de

force est requis (Sahimi et al., |2000).

1.3.4 Approche SPH

L’approche SPH (pour Smoothed-particle hydrodynamics) est basée sur un ensemble de points
de contréle représentant des volumes élémentaires de matiere, dont on peut, si besoin, suivre
le mouvement. A 1'usage, ces points de controle sont désignés par le terme "particules" car on
leur affecte une masse et une densité. Par conséquent, le volume de ces particules n’est pas nul
contrairement a la marche aléatoire. Connaissant leur position a chaque instant, on peut formuler
les équations de la mécanique des milieux continus sur le domaine physique qu’ils représentent,
pour peu qu’on leur ait associé les propriétés mécaniques nécessaires, ainsi que leurs conditions
initiales. Ces particules se déplacent et interagissent ensuite au travers des forces surfaciques et
volumiques calculées au sein d’une sphere d’influence (Figure autour de chaque particule.
La notion de sphere d’influence est d’une importance capitale. En effet, au sein de cette sphere,
il est possible de calculer les quantités indispensables a la résolution du probleme physique traité
(densité, flux, quantité de matiere...). Le déplacement des particules est gouverné par les lois de
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie (Cueille, [2005).

Cette approche a d’abord été développée par|Lucy| (1977)) et Gingold| (1977)) afin de simuler les
écoulements de fluide en astrophysique. Depuis son introduction, 'approche SPH a été adaptée
a la modélisation d’écoulements en milieu poreux (Zhu et al., [1999)). Récemment, cette méme
approche a permis de résoudre le transport d’'une espece réagissant avec la paroi du milieu

poreux dans lequel elle évolue (Tartakovsky et al., [2007).
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FIGURE 1.4 — Classification des régimes réactionnels proposée par Daccord et al| (1993) en
fonction des nombres de Péclet et Péclet-Damkohler.

1.4 Résultats expérimentaux

L’étude de I'impact du transport réactif en milieu poreux sur les propriétés d’écoulement
a fait l'objet de nombreuses études expérimentales. Les principaux résultats de ces études
consistent en une cartographie des régimes réactionnels susceptibles de se produire en fonc-
tion de Pe et de PeDa. En effet, [Daccord et al.| (1993) proposent une classification des régimes
réactionnels en trois catégories suivant ces nombres (Figure ; si la réaction est limitante
(PeDa < 1), la réaction se produit de fagon uniforme dans le milieu poreux (on observe une
répartition du soluté équivalente & une réaction volumique) ; lorsque la convection est limitante
(PeDa > 1 et Pe < 1), on observe une réaction compacte (entrainant la formation de porosités
vacuolaires) ; enfin, quand le transfert de masse est limitant, la réaction se produit suivant les
chemins d’écoulements (formation de wormholes).

L’étude de ces régimes réactionnels a entrainé le développement de plusieurs domaines de
recherche distincts en fonction de la cinétique réactionnelle considérée. Par exemple, [Schechter
et Gidley| (1969), Bazin| (2001) et |Golfier et al. (2002)) se sont intéressés aux fortes cinétiques
réactionnelles en vue de trouver un débit optimal maximisant le gain de perméabilité induite par
une dissolution. Ce champ d’étude a pour but d’améliorer nos connaissances aux abords d’un
puits lors de I'injection d’un fluide réactif, et ainsi d’évaluer les conséquences d’une telle opération
sur la perméabilité de la roche. Ces travaux ont alors montré qu’il existait bien des conditions
particuliéres pour lesquelles le phénomene de wormholing était maximal. Par exemple, [Noiriel
et al.| (2005)) ont permis d’évaluer l'influence de 'attaque acide d’un fluide percolant a différents
débits. Ils retrouvent alors des lois de porosité/perméabilité compatible avec la classification de
Daccord et al.| (1993)).

Parallelement, (Egermann et Bemer} 2006, Nguyen et al., 2011)) se sont focalisés sur I'impact
d’une réaction uniforme sur les propriétés pétrophysiques et géomécaniques afin de quantifier
les effets d’une réaction lente sans déplacement de fluide. L’objectif de ce type d’expérience
est d’établir des lois constitutives permettant d’améliorer les simulateurs de réservoir lors de la

modélisation d’un site de stockage géologique de C'Os a long terme et loin du puits d’injection.
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1.5 Résolution du transport réactif au sein d’un réseau de pores

Comme expliqué précédemment, nous avons choisi de résoudre le transport réactif au sein
d’un réseau de pores, mais plusieurs formalismes sont envisageables pour représenter un milieu
poreux par cette méthode. Ainsi, un réseau peut étre constitué uniquement de capillaires in-
terconnectés et ne pas posséder de pores au sens strict du terme, mais seulement des nocuds
(Rieckmann et Keil, 1997, |Suchomel et al.l [1998). Aux noeuds, on écrit simplement la conser-
vation des flux. Aucune réaction n’y prend place puisqu’aucun volume ne leur est associé. Ces
modeles présentent le désavantage de ne pouvoir distinguer les différences de transport réactif
entre le corps du pore et ses gorges. En revanche, ils présentent souvent une discrétisation plus

fine dans les seuils et sont donc plus précis a ce niveau.

Généralement, les modélisations du transport proposées utilisent une équation macrosco-
pique dont les coefficients de dispersion et de convection sont égaux a ceux d’un traceur inerte
(Rieckmann et Keil, (1997, |Alvarado et al., 1997, |[Suchomel et al., [1998, Stewart et Kim), [2004]).
Or cette approche n’est valable que lorsqu’on étudie des réactions volumiques ou des réactions
impliquant des espéces gazeuses car la concentration peut étre considérée comme uniforme au
sein d'un pore. En revanche, puisque le transfert de masse n’est plus nécessairement limitant
comparé a la cinétique intrinseque, ces modeles ne pourront étre systématiquement généralisés
aux liquides, I’équation de transport macroscopique devra étre modifiée. On pourra alors utiliser
les méthodes dérivées de la théorie des moments pour déterminer les coefficients corrects au sein
d’un pore (Dykaar et Kitanidis, |[1996).

En ce qui concerne ’étude des modifications structurales, les premiers modeles utilisant une
approche de type réseau de pores ne résolvaient pas le champ de concentration moyenne (Hoefner
et Fogler, 1988| Bhat), (1998a, Egermann et al., 2005). Hoefner et Fogler| (1988) se sont intéressés,
dans le contexte de la percolation acide, a la formation et a la propagation des wormholes dont
les taux ont été estimés a ’aide d’une expression analytique. [Bhat (1998a)) a étudié I'influence
de différentes déformations (dissolution uniforme, précipitation uniforme, précipitation dans les
seuils) sur la perméabilité et la porosité du milieu, sans faire le lien avec la chimie a l'origine de
ces modifications. [Egermann et al. (2005) ont modélisé différentes lois de dissolution a 1’échelle
du pore et simulé leurs conséquences sur les propriétés pétrophysiques. Ils ont ainsi obtenu un
ensemble de lois porosité/perméabilité qu’ils ont approximées par des lois en puissance pour
ensuite les comparer a leurs résultats expérimentaux. Cette démarche a permis d’expliquer le

phénomene local a 'origine de la dissolution observée.

Stewart et Kim| (2004) ont par ailleurs étudié le développement et la propagation d’un
biofilm en lien avec le transport de nutriments. Ce modele conditionne alors 1’évolution de la
perméabilité a des propriétés du transport. Les auteurs n’ont néanmoins pas cherché a obtenir
des relations porosité/perméabilité ni a étudier I'influence des régimes réactionnels. En revanche,
ils ont remarqué des oscillations dans la perméabilité dues a la compétition entre cisaillement
et croissance du biofilm, qui varient de maniére opposée. A noter que ces oscillations ont été

observées par Sahimi et al. (2000) au sujet de la déposition des asphalteénes.

De maniere générale, les méthodes de résolutions numériques exposées dans la section précé-

dente ne sont pas applicables dans notre cas. Elles sont, pour la plupart, trop lourdes a mettre
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FIGURE 1.5 — Représentation schématique des domaines utilisés a ’échelle du pore (¥ = Q,(x))
et a léchelle du continuum (7). L’interface entre les deux domaines est représentée par I,
(Battiato et al., |2011c).

en place ainsi que gourmandes en ressources numériques et en temps de calcul alors que les
géométries utilisées dans ’approche du réseau de pores sont choisies de fagon a pouvoir résoudre
facilement le transport réactif. Ces techniques sont surtout destinées a des applications a des
milieux poreux reconstruits dont la structure locale n’est pas simplifiée.

Afin de réduire les ressources informatiques nécessaires a 1’exécution de notre modele numé-
rique, nous nous limiterons a une résolution analytique ou semi-analytique du transport réactif
au sein des géométries élémentaires constituant le réseau de pores. En effet, pour certaines géo-
métries, les équations locales énoncées plus haut peuvent étre résolues analytiquement. Ces

cas particuliers seront développés dans le Chapitre

1.6 Changement d’échelle

Le but de cette étude est de modéliser le transport réactif en milieu poreux a 1’échelle du
réservoir. Pour ce faire, un changement d’échelle est nécessaire afin de déduire des échelles
inférieures les informations déterminantes & 1’établissement d’un modeéle représentatif. Diverses
méthodes sont employées pour effectuer une telle opération comme la méthode de moyenne
volumique (Whitaker, [1999)), la théorie des moments (Brenner, 1980) ou encore 'analyse aux
échelles multiples (aussi appelée technique d’homogénéisation) (Bensoussan et all|1978| Auriault
et Adler}1995). Une autre approche consiste a aborder le changement d’échelle d’un point de vue
purement numérique dans lequel les deux échelles sont traitées conjointement et les parametres
macroscopiques supposés inconnus (Battiato et al., 2011b)).

L’approche numérique part d’un constat simple : les équations macroscopiques obtenues dans
le cadre des théories mathématiques de changement d’échelle ne dépendent que d’'un nombre
restreint de parameétres. Aussi, des méthodes numériques dites hybrides ont permis la combi-
naison de deux échelles, principalement 1’échelle du pore (via un des modeles présentés dans
la Section et 'échelle de Darcy ou du réservoir (modélisée par 'approche continue). Ces
méthodes hybrides ne sont pas a confondre avec une modélisation hiérarchisée ou les propriétés
de chaque maille d’un modele a 1’échelle réservoir sont déduites d’un maillage plus fin comme le
propose |Christie| (1996).

Dans ce type de méthode, les deux modeles opérant a des échelles différentes évoluent conjoin-
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FIGURE 1.6 — Représentation schématique de la géométrie utilisée dans ’analyse aux échelles
multiples pour décrire un milieu poreux (Auriault et Adler, |1995).

tement grace a des conditions aux frontieres adaptées jusqu’a atteindre une convergence sur I’en-
semble de la géométrie étudiée. Par exemple, |Battiato et al|(2011c) considérent une géométrie
fine sur laquelle le transport réactif est résolu par la méthode des volumes finis (Figure .
Cette géométrie est incluse dans un maillage plus grand traduisant 1’échelle macroscopique sur
laquelle le transport réactif est résolu par une équation macroscopique découlant de la méthode

de moyenne volumique.

De facon analogue |Li et al| (2006) utilisent I’approche réseau de pores pour résoudre le
transport réactif a I’échelle du pore, et la méme forme d’équation macroscopique pour évaluer
la vitesse de réaction effective lors de la dissolution d’une roche composée principalement d’an-
hydrite et de kaolinite. Toutefois, la résolution numérique du changement d’échelle nécessite des
ressources informatiques conséquentes afin d’obtenir des résultats viables. En outre, le couplage
aux interfaces entre les modeles peut s’avérer complexe.

De facon plus théorique, il est possible de déterminer les parametres macroscopiques repré-
sentatifs du transport réactif grace a la théorie des moments. Cette théorie consiste a calculer les
moments caractéristiques de la répartition du soluté au sein d’une géométrie périodique donnée.
En comparant les moments microscopiques, calculés a partir de la répartition locale du soluté,
et les moments macroscopiques, calculés via les variations globales du soluté, il est possible de
trouver une expression des parametres macroscopiques a partir du champ de concentration locale
(Shapiro et Brenner) (1986, |1988|).

Cette théorie a été introduite par Taylor| (1953)), |Aris (1956) afin de calculer le coefficient
de dispersion macroscopique d’un traceur inerte dans un tube a section circulaire lors d’un
écoulement laminaire. [Sankarasubramanian et Gill| (1973) ont ensuite appliqué cette théorie
au transport d’une espéce réagissant avec les parois du tube capillaire. Enfin, le travail de
Brenner| (1980), Shapiro et Brenner| (1986, |1988)) a permis de généraliser cette théorie a des
géométries périodiques quelconques. Or, la formulation des parametres macroscopiques proposée
par Shapiro et Brenner| (1988) n’est pas directement utilisable et nécessite le calcul de plusieurs
champs scalaires ou vectoriels. Cette méthode sera développée dans le Chapitre

Une alternative a la théorie des moments consiste a décomposer les variations des quantités
physiques observées suivant deux échelles spatiales. De la méme maniére que pour la théorie des
moments, 'analyse aux échelles multiples est basée sur un milieu poreux construit par translation

périodique d’une cellule unité (Figure [1.6)). Dans cette méthode, deux échelles spatiales sont
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considérées correspondant aux échelles microscopique [ et macroscopique L de ce milieu poreux.
Le rapport de ces deux longueurs caractéristiques est communément noté € = [/L < 1. Chaque
quantité f est alors décomposée suivant deux systémes de coordonnés x et y = x/e sous la forme

du développement asymptotique suivant

f(xy) = fo(x,y) + efi(x,y) + € fa(x,y) . .. (1.9)

L’évaluation des termes prépondérants de chaque expression en fonction de 'ordre de grandeur
des nombres sans dimension usuels vis a vis de € permet alors de simplifier les expressions propre
au transport a ’échelle macroscopique.

Ainsi, dans le cas non réactionnel, |Auriault et Adler| (1995) retrouvent, en utilisant I’analyse
aux échelles multiples, les mémes comportements que ceux observés par Brenner| (1980) en utili-
sant la théorie des moments. Bien que les formulations obtenues des coefficients macroscopiques
soient plus facilement calculables, I’analyse aux échelles multiples montre certaines limitations
théoriques. En effet, au dela d'un certain Pe (Pe ~ e 2), cette méthode ne permet pas d’abou-
tir & une forme homogénéisée de ’équation macroscopique du transport d’un traceur inerte.
En suivant le méme raisonnement, mais appliqué au transport réactif, [Battiato et Tartakovsky
(2011a)) montrent qu’il est possible d’aboutir & un résultat exploitable pour Pe < ¢~2 et pour
PeDa < min(Pe, ePe?). Tout comme pour Auriault et Adler| (1995)), ce résultat ne démontre pas
I'impossibilité de déterminer une formulation macroscopique du transport réactif, mais plutot
une incapacité de 'analyse aux échelles multiples a homogénéiser les équations locales.

Compte tenu des limitations exposées pour chaque approche, nous proposons d’utiliser la
théorie des moments pour déduire les parametres macroscopiques représentatifs a 1’échelle du
réservoir a partir de la répartition d’un soluté dans un réseau de pores. Cette théorie sera détaillée

dans le chapitre qui suit.
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Ce chapitre est principalement consacré a la théorie des moments. Cette théorie permet de
déterminer, a partir des équations locales, les coeflicients représentatifs du transport d’une espéce
(dans notre cas, le transport réactif) a une plus grande échelle (appelée ici échelle macroscopique).
Nous utiliserons la théorie des moments dans la suite afin de trouver une formulation numérique
de ces coefficients macroscopiques a 1’échelle de la carotte (échantillon de roche) dans le but de
les utiliser dans un simulateur de réservoir.

Cette méthode, initialement introduite par [Taylor| (1953) et Aris| (1956 dans le but de

calculer la dispersion d’un traceur inerte lors d’un écoulement laminaire, a par la suite été

généralisée par Brenner (1980)), Shapiro et Brenner| (1986, [1988) au transport réactif en milieu

poreux. Ce sont ces travaux que nous proposons d’exploiter ici.

Au sein des simulateurs de réservoir, le transport d’une espéce soumise a une réaction chi-
mique est principalement traité par le biais d’une équation macroscopique faisant intervenir la
vitesse apparente v*, la dispersion apparente du soluté D" ainsi que la cinétique chimique effec-
tive de la réaction 4* a I’échelle d’'une maille du modele réservoir. Cette équation peut s’écrire

sous la forme

i
ot

symbolise les parametres propres a l'espéce; ¢ représente la concentration

+V-(@v'-D"-Ve)+7 (c—¢) =0 (2.1)
ou l'exposant "*"

d’équilibre de la réaction et ¢ la concentration moyenne d’une maille.
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Cette notation s’inspire du cas ou la réaction chimique se déroule de fagon homogene et
isotrope au sein de la phase en déplacement. En effet, dans un tel cas, la réaction chimique
intervient sous la forme d’un terme source (ou puits suivant le sens de la réaction) dans I’équation
de transport.

Afin de procéder au changement d’échelle, et ainsi calculer les coefficients macroscopiques
représentatifs de ’écoulement réactif, nous supposons que le volume étudié peut étre assimilé
a4 un Volume Elémentaire Représentatif (VER) du milieu poreux réel & 1’échelle du réservoir.
De plus, dans le but d’appliquer la théorie des moments, nous supposons ce VER invariant par

translation.

2.1 Notations

La théorie des moments est basée sur la différenciation de deux échelles spatiales : ’échelle
microscopique et I’échelle macroscopique. La distinction de ces échelles peut s’apparenter a la
recherche d’'un VER car nous déduirons d’un volume restreint des propriétés pour le domaine
tout entier. Pour les milieux poreux périodiques, un VER couramment utilisé est la cellule-unité
(voir figure . On la définit comme le plus petit volume a partir duquel il est possible de
générer I'ensemble du volume par translation. Nous noterons gg le domaine local, continu et
borné (cellule-unité), et Q- le domaine global infini.

A Téchelle microscopique, Qoo est considéré comme un maillage discontinu dont les vecteurs
R définissent la position dans I’espace de chaque cellule unité (la position est repérée par le
vecteur x). On peut alors définir Ry, = nily + nols + ngls la position de la maille n ot 1; sont
les vecteurs délimitant le volume d’une cellule du maillage et n; un triplet d’entiers.

En revanche, & I’échelle macroscopique, (J est assimilé a un espace continu dans lequel ¢g
constitue un volume infinitésimal. De par la construction des espaces Qo €t qo, il est possible

de décomposer chaque vecteur de ’espace euclidien classique sur ces deux ensembles.

0.,

[a—
LS}

___________ A

R

FIGURE 2.1 — Représentation microscopique des deux espaces : Qo (global) et g (local)

Par souci de clarté, les équations gouvernant le transport réactif en milieu poreux sont
rappelées. Ainsi, une espéce chimique réagissant uniquement avec la paroi du milieu dans lequel
elle évolue, est gouvernée par I’équation de convection-diffusion classique

dc

5% +V-(ve—DVe)=0 (2.2)
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ou c représente la concentration locale d’une espece, v la vitesse locale du fluide solvant et D la

diffusion moléculaire.

L’interaction roche/fluide découle de la réaction chimique qui a lieu a la surface du solide
et cette réaction est assimilée & une réaction du premier ordre. Ainsi, la condition aux parois
s’écrit sous la forme

(ve—DVe¢) - n=k(c—¢) surl (2.3)

ou k est la constante de vitesse de la réaction et ¢ la concentration d’équilibre de la réaction.

Dans la suite, nous concentrerons notre démarche de résolution sur le déséquilibre chimique

normalisé (|1.6)
Jd="C (2.4)

2.2 Expression des moments globaux

Dans un premier temps, nous souhaitons trouver des relations fonctionnelles pour exprimer
les coefficients macroscopiques recherchés en fonction des moments globaux. Par la suite, ces

relations fonctionnelles serviront a lier les coefficients macroscopiques au champ de concentration.

Les moments globaux M; sont des fonctions temporelles caractérisant le comportement global
d’un systéme sans tenir compte de la position. Le caractére global de ces moments est & com-
prendre comme complémentaire d’une description locale du systeme, pour laquelle la position
est déterminante. Historiquement, les trois premiers moments sont étudiés. Chaque moment est
lié & une propriété de la répartition spatiale du soluté. Ainsi, le moment d’ordre zéro représente
I’évolution temporelle de la quantité totale de soluté. De méme, le moment d’ordre un corres-
pond au déplacement du centre de masse du soluté et le moment d’ordre deux permet d’évaluer

son étalement au cours du temps.

Nous choisissons de définir les moments comme l'intégration de plusieurs champs (scalaire,

vectoriel et tensoriel) sur ’ensemble du domaine.

My(t) = / < / w(x)Ric’(R,x,t)d‘Q’x) PR (2.5)
Qoo

0

La puissance du vecteur position R’ représente ici une puissance au sens du produit tensoriel

noté ®E Au méme titre que le produit matriciel, ce produit n’est pas commutatif.

La fonction de pondération w(x), intervenant dans la définition des moments macroscopiques,
sera définie par la suite. Pour I'instant, nous nous intéressons a la répartition macroscopique du
soluté. Nous définissons le déséquilibre chimique moyen sur une maille a 1’échelle macroscopique
¢ comme l'intégrale sur cette maille de la concentration adimensionnée pondérée par la fonction

w

Z(R) :/ w(x,t)d (R,x,t)d3x (2.6)

q0

l.u®v= ZZ ; uivjei @ ej. Dans le cas de deux vecteurs, le produit diadique de u par v est également égal
a u multiplié par la transposée de v (au sens du produit matriciel).
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Ainsi (2.1)) s’écrit
oc _ L _
a—i YV @ -D V) + 7 =0 (2.7)

et les moments macroscopiques

M; = / RIZA’R (2.8)

o
Nous montrerons par la suite que les coeflicients macroscopiques sont indépendants du choix de
la fonction de pondération.

Pour obtenir une relation générale entre les coefficients macroscopiques et les moments glo-
baux, nous commencons par multiplier I’équation macroscopique par R?, puis nous inté-

grons ce produit sur I’espace global (o

[

oo

=

StV (@v*—D"-vd)+7C |d*R =0 (2.9)

Pour rappel, a I’échelle macroscopique, 'espace Qoo €st considéré comme continu, de telle
sorte que les opérateurs [ et V ont un sens. L’échelle microscopique sera développée dans la
section suivante, mais afin de lever toute ambiguité sur I'opérateur différentiel V, nous notons
Vg et V. les opérateurs différentiels agissant respectivement sur ’espace global et ’espace local,
en référence aux variables d’espace choisies pour chaque espace (voir Figure . Une fois ces

différents éléments définis, nous sommes en mesure de présenter (2.9) sous la forme

oOM;
ot

- / (R’VR (@v*-D". VRE’))d3R +5*M; =0 (2.10)
Qoo

A;

Il ne reste alors qu’a exprimer l'intégrale apparaissant dans cette expression. L’idée est d’uti-
liser le théoreme de la divergence (aussi connu sous le nom de théoréme de Green-Ostrogradski).
L’Annexe [A] détaille le calcul nécessaire pour exprimer le contenu de l'intégrale comme la di-
vergence d'un flux. En effet, le vecteur R ne commute pas avec I'opérateur V,, car ils sont
définis sur le méme systéme de coordonnées. Toutefois, pour mener & bien cette étape, il est
indispensable de faire une hypothese supplémentaire.

Hypotheése 1 :

Nous supposons que la quantité initiale de soluté dans le domaine @), la position de
son centre de masse R et Pécart type de sa répartition o représentent des quantités

finies. Ces quantités sont définies par

Q) = / (PR (2.11a)
R(t) = L[ rZwar (2.11D)
Q JQu
ot) =~ [ R-RPOPR (2.11¢)
QR JQu

Autrement dit, une quantité limitée de soluté est injectée et celui-ci se déplace & une

vitesse bornée.
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Cette hypothése nous permet, par le biais de ’étude des intégrales impropres, de négliger
plusieurs termes intervenant dans ’expression de intégrale A; que nous cherchons a évaluer.
Une fois encore, les détails de ces calculs sont regroupés dans I’Annexe [A]l Ceci nous permet

d’aboutir aux équations différentielles dont les moments globaux sont solutions

dMy

Y Mo =0 2.12
1 + Mo (2.12a)
dM

dtl +7" My = Mov” (2.12b)
dM _

T TV M2 =V © M, + M; © v+ 2MeD (2.12¢)

La résolution de ces équations différentielles nous permet d’obtenir les formes générales des

moments globaux en fonction des coefficients macroscopiques

My = exp (—7"t) (2.13a)
M = (V*t + B*) exp (—7"¢) (2.13b)
M, = (v*22 + (2D" + v* ® B* + B* @ v*)t + F*) exp (—7"1) (2.13¢)

Les coefficients macroscopiques pourront alors étre déterminés par identification avec 'intégrale

des moments locaux (présentés dans la Section [2.3) sur go.

En réarrangeant les termes de ces équations, nous obtenons les expressions des coefficients

macroscopiques

1 d
v = —— S (0 2.14
7 =~ 3 (Vo) (2140)

a4 /M,
o O (2L 2.14b
v dt(Mo) (2.14b)

_, 1d [M, M; \?

pr=-S |22 _ (XL 2.14
2dt [MO (MO) ] (2.14¢)

On remarque que les expressions des coefficients macroscopiques dépendent uniquement de
la variation temporelle des moments globaux. Or, la fonction de pondération w introduite en
est indépendante du temps. De plus, nous restreignons le choix de w en imposant que
celle-ci soit continue, non nulle, positive et bornée sur ¢y de maniere a garantir la définition de
¢. Moyennant ces conditions supplémentaires sur w, le choix de cette fonction de pondération
n’a pas d’incidence sur les valeurs des coeflicients macroscopiques. Nous pourrons alors choisir
cette fonction de pondération de facon judicieuse pour simplifier les calculs des coefficients
macroscopiques. En effet, choisir w comme une fonction propre du systéme nous permettra
d’exprimer les coeflicients macroscopiques sous la forme de produits scalaires sur ’espace des

fonctions.
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2.3 Définition des moments locaux

Parallelement aux moments globaux, nous définissons les moments locaux p; représentant la

sommation périodique des composantes ayant les mémes coordonnées locales x

(%) = / Rid (Rx,)d*R (2.15)

oo

Il nous est alors possible de définir les moments globaux d’une deuxiéme fagon

M;(t) = / RZ(R,t)d°R = / w(x) i (x,t)d3x (2.16)
oo 40
C’est cette expression des moments globaux qui nous permettra dans les prochains para-
graphes, d’exprimer les coefficients macroscopiques a partir du champ de concentration locale.
Cette fois-ci, repartons de la formulation locale du transport réactif et (2.3) afin d’ex-
primer les équations gouvernant ces moment locaux. Ainsi, en multipliant ces équations par
R’ puis en intégrant le tout sur Pespace global Qs, nous aboutissons & la forme générale des

équations différentielles que vérifient les moments locaux u;

O
ot
(hi @ v =DV, pi) -0 = kg sur T (2.17b)

+ qu (i @v— quo pi) =0 (2.17a)

Pour obtenir ce résultat, il est nécessaire de faire commuter R’ avec lopérateur différentiel
V- Une telle opération est possible car les termes a commuter operent sur des systemes de
coordonnées indépendants par construction des espaces gy et Qoo.

Il est important de noter que certaines quantités ne sont pas périodiques méme si le milieu
poreux considéré l'est du fait de leurs dépendances en R. Prenons 'exemple de pq (po est
périodique car indépendant de R). Le champ de concentration étant périodique, on a ¢/(R —
1 x +1;t) = ¢(R,x,t). En multipliant cette équation par R* = R — 1; puis en intégrant sur

(D, on obtient

/ R-1){/R-1x+L PR = [ R-L)RxHER
oo QOO

pi(x+1,t) = py(x,t) — Lipo(x,t)

Ainsi, la différence des valeurs de p; entre deux faces opposées de gp n’est pas nulle.

L’étude approfondie des conditions aux frontieres nous permet alors d’obtenir les relations
suivantes (Brenner, [1980) (cf. Annexe [A| pour plus de détails)

[1o] =0 [ Vo] =0 (2.18a)
[11] = = [ox] [ Vori ] == [V, (o) ] (2.18)
[ke] = HIWE;MH [[quuz]] = quo (ulim)ﬂ (2.18c¢)

ot [a] = a(x+1;) — a(x) représente le saut qu’effectue une grandeur d’une maille a sa voisine.
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Ceci constitue les conditions aux limites vérifiées par chaque moment local.

2.4 Détermination des coefficients macroscopiques

Une premiere analyse des conditions aux limites (2.18)) permet de comprendre la nécessité de
résoudre les moments locaux dans l'ordre. Les moments globaux pourrons alors étre déduits des

moments locaux par intégration sur ’espace local. Enfin, nous utiliserons les expressions (2.12)),
(2.13) et (2.14) pour évaluer les coefficients macroscopiques.

Intéressons-nous tout d’abord a la détermination de g qui vérifie le systéme

Ipo

5 T Zaoko) =0 (2.19a)
Hao(10) - 11 = Ko sur I’ (2.19Db)
[rol =0, [[quuoﬂ =0 (2.19¢)

ou %y, et Z,, sont des opérateurs différentiels définis par
Ly, (u) = Vo - (uRv— DV, u) (2.20a)

Ha, () = (u®@v — DV, u) (2.20b)

Nous cherchons une solution de pg sous la forme d’une somme de fonctions exponentielles

en temps

o (x,t) = Z X;i(x) exp(—Ast) (2.21)
1eN

Cette écriture revient & décomposer les variations spatiales et temporelles de po. En remplagant
cette décomposition dans le systeme , nous nous rendons compte que le probleme a résoudre
s’apparente a la recherche des valeurs propres et fonctions propres associées de I'opérateur .27, .
Aussi, chaque X; est une fonction propre associée a la valeur propre ;. Ces inconnues sont

solutions du systeme

(Lo —A) (X) =0 (2.22a)
H(X) -n=rX sur T (2.22b)
[X] =0, [{vqox]] =0 (2.22¢)

N

Cependant, notre opérateur n’est pas auto—adjointﬂ au sens du produit scalaire <-,->qOE| a
cause du terme convectif contenu dans ., (Shapiro et Brenner, 1988). Les solutions du probleme
adjoint sont alors primordiales pour résoudre les moments microscopiques. La nécessité de la

résolution d’un tel probleme sera justifiée a posteriori par I'intervention des solutions du probleme

2. pour tout a et b vérifiant (2.22b)) et (2.22d)), (L (a),b) = (a, Ly (D))

L) .
3. le produit scalaire utilisé ici est de la forme (A, B >qo = f ABd*x

90

a0
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adjoint ())) dans l'expression de v* et D". Ce probléme adjoint s’écrit de la fagon suivante

(qu - 5‘) (Y)=0 (2.23a)
-DV, Y -n=xrY sur I’ (2.23b)
[Yl=o, [[quy]] =0 (2.23¢)

avec 2y, défini par (Morse et Feshbach, |1953)

g (w) =V, - (-u®v—DV, u) (2.24)
Remarque : Le caractere adjoint des opérateurs .2, et 2, peut étre démontré en évaluant

la quantité suivante pour a et b quelconques

Alad) = (Zy(a),b) = (a,Z24(b)) (2.25)

q0

La forme particuliecrement adaptée de 2, nous permet d’appliquer le théoreme de la

divergence pour nous ramener & la forme suivante
Alab) = / (b 740(@) +aDV, b) - % (2.26)
dqouUTl’ 0

On remarque alors que, si a et b vérifient respectivement les conditions aux parois ([2.22b))
et (2.23b)), la partie de l'intégrale (2.26|) référant a I' s’annule. De plus, si a et b sont
périodiques sur go ((2.22c) et (2.23c)), alors A(a,b) = 0. Les systemes présentés plus haut

sont donc bien adjoints I'un de 'autre.

L’étude conjointe des problémes aux valeurs propres (2.22)) et (2.23]) nous permet de déduire
certaines propriétés pour ces valeurs propres ainsi que pour les fonctions propres qui leur sont
associées (Courant et Hilbert|, 1954, [Morse et Feshbachl 1953, [Shapiro et Brenner} [1986)

1. les spectres {\;} et {\;} sont conjugués. En particulier, dans le cas de phénomenes ne

faisant intervenir que des coefficients réels, ces deux spectres sont réels et confondus.

2. La partie réelle de chaque spectre admet une limite inférieure. Nous numéroterons ces
valeurs propres par parties réelles croissantes. De plus, Ay est toujours réelle. On notera
alors Xy et Yy le couple de fonctions propres associées a Ag. De plus ces fonctions propres

ne changent pas de signe sur qp.
3. Les fonctions propres {X;} et {);} sont orthogonales. Apreés normalisation, cela se traduit

par

(X,Y;) =6;  (i,j) EN? (2.27)

a0

ol d;; est ici le symbole de Kronecker (valant 1 si i = j, 0 sinon).
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2.4.1 Résolution de py et expression de 7*

Hypothése 2 :
Nous nous placons a partir de maintenant en régime asymptotique. Nous supposons
qu’aux temps longs, pour chaque quantité, seule la composante relaxant le plus

lentement au cours du temps a une influence sur le systéme.

En pratique, seul le premier terme de la décomposition de pg est considéré comme influant
sur le comportement de la réaction en régime asymptotique. En effet, aux temps suffisamment
longs, le systéme sera conditionné par la fonction propre dont la valeur propre associée est la

plus faible (par convention \g)
o = apXo(x) exp(—Aot)(1 4 exp) (2.28)

ol exp est un terme tendant vers zéro quand ¢ tend vers l'infini (négligeable aux temps longs).
Dans notre cas, exp ~ exp(—t/Tasy) avec Tasy = (A1 — Ag) ™! le temps caractéristique de I'éta-
blissement du régime asymptotique.

Maintenant que nous connaissons i, il nous faut le relier au champ de déséquilibre chimique
et au moment global M. Comme le milieu poreux est périodique, g et ¢ sont égales pendant
le régime asymptotique. En effet, aux temps suffisamment longs, toutes les cellules unités ont
la méme répartition du champ de concentration, du fait de la périodicité du milieu étudié. Par

normalisation du champ de concentration, la valeur du coefficient de normalisation de ug vaut

aoz(/

0

Xg(x)d3x> : (2.29)

De plus, pour exprimer le moment global My a partir de ug, il nous faut choisir une fonction
de pondération. Par commodité, nous choisissons w(x) = Jy(x) qui est bien bornée, positive
non nulle et continue grace aux propriétés des fonctions propres énoncées précédemment. Ceci
nous permet d’évaluer facilement l'intégrale sur le volume ¢y grace a . Ainsi, M s’écrit de

la fagon suivante

Mo = (po, Do), = ao (X0, Do) exp(=Aot)(1+ exp) (2.30)
=1

La substitution de cette expression dans I’équation ([2.14a)) nous donne directement

=20 (2.31)

2.4.2 Résolution de p, et expression de v*

Afin de nous affranchir de la résolution de I’équation ([2.17al) pour ¢ = 1, nous cherchons g,
sous une forme analogue a celle de M; ([2.13))

py = (At + B)exp(—Aot)(1 + exp) (2.32)
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ou A et B, sont deux tenseurs d’ordre 1 ne dépendant que des variables d’espaces x de g, .

Remarque : Bien qu’ils vérifient les mémes équations locales, p, differe de pg puisque

leurs conditions aux limites sont différentes : [uo] # [ 14 ]-

En remplacant les écritures asymptotiques de pg et p; aux temps longs dans l’expression
(2.17a)), on arrive au systéme suivant d’équations

A+ (2, (B) ~ 2B) + (Z (&)~ MA) 1 =0
H4, (At +B) -n=r(At + B) sur I
[[At—i-B]] = —X()[[X]]

Par identification terme & terme des deux polyndémes en ¢, on obtient

Lo (A) = XA = 0 2, (B)—XMB = —-A
Ho(A)-n = kA surT et Fou®B)n = kB sl (2.33)
[A] = 0 [B] = -A[x]

Le premier systeme nous permet d’écrire, par définition de la base de fonctions propres, que
A est proportionnel a X (suivant g,). Autrement dit, A = Ay U ou U est un vecteur constant

sur g,. De plus, en gardant la méme fonction de pondération que pour pg, le moment global M;

s’écrit M1 = (1, o )qo. En remplagant cette expression associée a (2.32)) dans (2.13b)), il nous

est possible de déterminer entierement A

A = Xyv" (2.34)
Nous aboutissons alors a la forme de p suivante

p(x,t) = (X (x) V't + B(x)) exp(—Aot) (2.35)

En substituant cette expression dans le systeme d’équations définissant p; ((2.17a]) et (2.17Db])

pour ¢ = 1), nous en déduisons le systeme d’équations gouvernant le champ vectoriel B

(Zy = 20) (B) = —2ov* (2.36a)
JZ(B) -n=«xB sur I’ (2.36b)
[B] = —& [x], [[quB]] = -[x]®V, % (2.36¢)

Bien que ce systéme semble complexe a résoudre (second membre non constant dans (2.36a))
et conditions aux limites non périodiques (2.36¢))), celui-ci permet de résoudre v*. En effet, en
faisant le produit scalaire de 1’équation générale de B (2.36a]) avec les fonctions propres du

systeme adjoint );, nous obtenons I’équation suivante

< (.,zﬂqo - )\0) B,yi> =V (X, Vi) (2.37)
N

a0 y
004
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Afin d’exprimer le premier membre de 1’équation (le résultat du second membre étant
évident), nous utilisons 'opérateur A(-,-) défini en ([2.25))

ABY) = ( (L, —2) B),Yi) (B, (24— X)) (2.38)

90 q0

En effet, il semble plus facile d’exprimer 2, (V) (qui vaut \;); par définition de la fonction
propre) que £ (B). Or, B n’est pas périodique, donc A(B,Y;) # 0.
En faisant intervenir les conditions aux limites de la maille unité pour le champ B (cf Annexe

pour plus de détails), nous sommes en mesure d’écrire

ABY;) =~ / (Wov ~ YDV, X+ XDV, yl-) d*x (2.39)

q0

Pour i = 0, le produit scalaire { Xy, Vo )qO de (2.37)) vaut 1 et I'on obtient l'expression de v*

v = | (DoXov = WDV, X + XDV, V) dx (2.40)

9
Inversement, pour i # 0, on obtient les coefficients intervenant dans la décomposition de B
suivant la base propre des AX;. Il est a noter que le premier terme de la décomposition de B reste

indéterminé (on le note By)

o0 o
B = ByX, l X 2.41
oj= | (ViXv-YDV, X+ XDV, i) d*x (2.41b)

q0

Pour des raisons de lisibilité, nous définissons B = B/A) de sorte que le moment p; s’écrive

py = Xo(x) (\_f*t + P)(X)) exp(—Aot) (2.42)

2.4.3 Résolution de pu, et expression de D

Nous employons une démarche totalement différente pour déterminer une expression fonc-

. — A N . . A SN o e, s
tionnelle de D . Gréce a ce raisonnement, p, n’a pas besoin d’étre entierement explicité. Nous
prenons le produit scalaire de I’équation générale de p, avec )y de facon a faire apparaitre des

maintenant les moments globaux My

a (2,20, + <.$q0 (142) ,yo> =0 (2.43)

ot , 0
M-
Nous utilisons une nouvelle fois 'opérateur A(-,-) dans le but de simplifier le produit scalaire

difficile a expliciter. Pour ce faire, nous évaluons la quantité A(us,Yp)

Al o) = (o (1), Y0) = (12, 24,(%0) ). (2.44)

q0 0

=AoMa>
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L’équation (2.43) devient alors

dM,
dt

+ AoMzo = —A(pg,)0) (2.45)

L’enjeu est alors d’évaluer la quantité A(uy,)p) puis de l'identifier avec Iexpression ([2.12¢)).
En remplagant Pexpression (2.13b)) de M; dans (2.12¢)), il est possible d’exprimer le second
membre de (2.12¢]) de la fagon suivante

A((p,Y0) = (xt + B) exp(—Aot) (2.46)

ou x et B3 sont des tenseurs constants a déterminer. Dans cette décomposition, seul 8 est néces-
saire & la détermination de D*. En effet, le détail du calcul précédent nous permet d’exprimer
B sous la forme

B=2D"+v' ®B*+B*®v* (2.47)

Aussi, nous attacherons une attention particuliére aux termes directement proportionnels &
exp(—Aot).

Comme )y et py vérifient respectivement les conditions aux parois ([2.22b)) et (2.23b)), le

domaine d’intégration dans I'expression de A(uy,)p) se limite aux frontieres de la cellule unité

dqp. Ce qui nous donne

Apg: ) = / (yov ® py — VoDV, po + DV, yo) -d%s (2.48)

dqo

Cette intégrale peut s’écrire en fonction des sauts de py (Yo étant périodique par définition, son

saut est nul)
1 2
A(pg,d0) = 3 /&1 (yov @ [pe] —JoD [[qu w;LQ]] + s ] DV, yo) -d°s (2.49)

D’apres (2.18c), les sauts de po dépendent exclusivement de p;. Ainsi, comme nous connais-

sons entierement g, il nous est possible d’expliciter ces sauts
[py] = { V2| + (\7*® [[B]] + [[Bﬂ ®\7*)t+ [[B@Bﬂ}xoexp(—/\ot) (2.50a)
LN 2
[[vqo HQ}] - quo <XO (vit+B) )ﬂ exp(—Aot) (2.50b)

Nous incorporons ces expressions dans (2.49)). En sélectionnant uniquement les termes en

exp(—Aot), nous arrivons a l’expression suivante de 3

Bz—% s (%wyove [BoB|-nD[v, 4BeB| +x [BeB| DV, 3)-ds (251)
0

Apres utilisation du théoréeme de la divergence, B s’écrit sous la forme

8= /qo V- {Xoyo (v ©9B®B - DV, (B ® B)) +DB®B (Xovqoyo = yquoXo)}dBX
(2.52)
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Apres un calcul différentiel long et fastidieux (détaillé en Annexe , nous arrivons a une

formulation de B facile d’utilisation

B=2sym(B*0v") +2 [ DX (V, B)-(V, B)d’ (2.53)
y L, DV, % :
Pour finir, il suffit alors de remplacer cette expression de 8 dans ([2.47) pour obtenir enfin

une expression de D
_ ¢ R R
D' =D [ X (quB) : (qu B)d3x (2.54)

4o

Nous avons ainsi pu déterminer une expression analytique des coefficients macroscopiques
représentatifs du transport réactif pour tous les milieux poreux périodiques. Ces formulations
peuvent étre appliquées directement soit analytiquement pour des géométries simples pour les-
quelles il existe une solution analytique au probléme de transport réactif, soit numériquement sur
des géométries complexes en utilisant ’approche des volumes finis pour résoudre les équations
et (Edwards et al., 1993).

Comme présenté en introduction, nous avons choisi 'approche réseau de pores pour repré-
senter la structure d’un milieu poreux. Cette schématisation permet d’utiliser des géométries
simples comme élément de base constituant le réseau (les nceuds peuvent étre assimilés a des
spheéres et les connexions & des tubes capillaires). Ainsi, nous pourrons nous servir des solutions
analytiques établies sur les géométries élémentaires constituant le réseau de pores pour résoudre

le transport réactif au sein d’un tel modele.

2.5 Application a trois géométries élémentaires

Il existe certaines géométries pour lesquelles le systéme regroupant et peut étre
résolu de fagon analytique. Nous prenons I'exemple du transport réactif entre deux plaques
paralléles, le long d’un tube capillaire infini et a l'intérieur d’une sphere fermée.

Ces géométries ont la particularité de posséder un systéme de coordonnées dans lequel 1’équa-
tion est unidimensionnelle. La démarche de résolution étant sensiblement la méme d’une
géométrie élémentaire a une autre, seul le cas du tube capillaire est détaillé. Les disparités spé-
cifiques aux plaques paralléles et & la sphere fermée sont résumées sous la forme d’un tableau

comparatif avec le tube capillaire.

2.5.1 Champ de concentration

La résolution du champ de vitesse gouvernée par les équations (|1.8alc) permet de retrouver

la solution de Poiseuille pour ’écoulement laminaire d’un fluide newtonien

2 2
_ i r“ dP
v(p) =20 (1 - f;) u, avec U= TS (2.55)
ou r est le rayon du tube, u, la direction du tube, p la coordonnée radiale, p la viscosité du
fluide et % le gradient de pression appliqué au fluide.

De méme, le champ de concentration est indépendant de z, coordonnée longitudinale (car le
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tube est infini) et de #, coordonnée orthonormale (géométrie de révolution). L’équation (2.2) se

Oc 10 oc
—D-—(p=) = 2.
ot pOp (p8p> ! (2:36)

simplifie alors en

Nous cherchons alors une solution a cette équation sous la forme d’une somme d’exponen-

tielles temporelles

d(pt) = Xi(p) exp(—Ait) (2.57)
€N

ou (p,t) est le déséquilibre chimique local.

Apreés substitution de cette décomposition dans (2.56]) et adimensionnement, 1’équation a

résoudre pour chaque X; est une équation différentielle du second ordre

ld( ,dXZ-> ;2

;dp/ P dp Xi(pl):() (2'58)

La solution générale de ce type d’équation est une combinaison linéaire des fonctions de Bessel
de premiére et de seconde espéce (couramment notées Jy et Yy respectivement). Toutefois, Yj
n’est pas continue en 0, ce qui est incompatible avec la continuité du champ de concentration

au sein du tube capillaire. Ainsi, chaque fonction X; peut s’écrire sous la forme
Xi(p') = ado(wip) (2.59)

ou w; est un facteur sans dimension, lié & );. En effet, en substituant (2.59) dans (2.58]), on

obtient
i DOJZ'2

r2

i

(2.60)

De méme, en substituant la décomposition de ¢’ dans I’expression de la condition & la paroi

(2.3), on obtient une relation entre w; et PeDa
wiJ1(w; KT
wiliwi) _ BT pepg (2.61)
Jo (wl) D

Nous cherchons les solutions positives a cette équation en les numérotant par ordre croissant.
Comme cette équation n’admet pas de solution analytique simple, une évaluation numérique est
indispensable.

Pour des raisons de simplicité de calcul, une forme normalisée des fonctions X; peut étre
définie de telle sorte que la valeur moyenne de ces fonctions soit égale a 1 sur une section du
capillaire. Dans ce cas, les fonctions normalisées notées X] s’écrivent
wi  Jo(wip')

X/ / — )
Z(p) 2PeDa J()(wi)

(2.62)

Or, comme nous ’avons vu auparavant, nous cherchons a résoudre le transport réactif en ré-
gime asymptotique. De plus, seul le premier terme de la décomposition du déséquilibre chimique
est représentatif du comportement du soluté (les autres termes de cette décomposition
sont négligeables aux temps longs). Ainsi, le déséquilibre chimique d’une espéce soumise a une

réaction de surface au sein d’un tube capillaire, s’écrit aprés normalisation
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w?  Jo(wip')

/ t) ~ 7
¢ (P, ) 2PeDa Jo(wi)

exp(—Aot) (2.63)

Ce raisonnement peut étre appliqué de la méme facon a un écoulement réactif entre deux
plaques paralléles ou & une réaction au sein d’'une sphere fermée soumise a la diffusion. Dans ce
cas, les résultats principaux de cette démarche sont regroupés dans le tableau [2.1] Les profils de
répartition du soluté au sein de ces géométries ne dépend alors que de PeDa. Une représentation

graphique de ces profils en fonction de PeDa et de la géométrie est proposée dans la Figure 2.2

plaques paralleles sphere fermée
d?x  \h? 1d dx AR?
Probléme local ? + TX = 0 72(17 (p2d) —+ TX = 0
(2K Y p=dp P
e s .| dX dx
Condition a la paroi m + PeDaX = 0 pour y = £h P + PeDaX =0 pour p=R
Y P

B
w

oo o0
Solution générale | c(yt) = E a; COS (wa) e(7Ait) d(pt) = E a;sinc (wip) (i)
— h — R
2.59) i=0 =
h ; R
Détermination des w; w; tanw; = R PeDa 1-— Wi Rt PeDa
@.61) D tan w; D

2 2

. ., wi  cos (woy/h) wg  sine (wop/R)

Solut 1 Xj(y) = =2 X)(p) =

IO MOTIATSee 0(v) PeDa  cos (wp) o(r) 3PeDa  sinc (wy)
en regime asympto-

tique (2:62)

TABLE 2.1 — Résumé de la résolution analytique du transport réactif entre deux plaques paralléles
de demi-hauteur h et au sein d’une sphere de rayon R. X est le profil transversal normalisé du
déséquilibre chimique en régime asymptotique.

2.5.2 Détermination des coefficients macroscopiques

Une fois le champ de concentration déterminé, il est possible de reprendre les résultats issus
de la théorie des moments afin d’exprimer les coefficients macroscopiques du transport réactif
dans un tube capillaire v*, v* et D*. Il est & noter que le cas d’'un écoulement réactif entre deux
plaques paralléles peut étre résolu de la méme maniere que le tube capillaire. En revanche, les
notions de vitesse macroscopique et de dispersion n’ont pas de sens dans le cas d’une spheére
fermée. En effet, le champ de vitesse au sein d’une telle géométrie est nul et la dispersion est
réduite a la diffusion moléculaire de 1’espece.

Dans le cas du tube capillaire, nous considérons que le domaine local (go pour reprendre les
notations introduites sur la Figure est une section du cylindre étudié. De méme, le domaine
global (Qs) est défini par I'axe du tube.

Compte tenu de ces définitions, la notation des fonctions propres A&; définie en est
équivalente a la définition . De plus, le probléeme b) est auto-adjoint. Des lors, les
familles de fonctions propres {X;} et {);} sont confondues (Zettl, 2005). Nous pouvons déduire
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FIGURE 2.2 — Profil transversal du déséquilibre chimique en fonction de PeDa (a) entre deux
plaques paralleles, (b) dans un tube capillaire et (c) dans une sphére fermée.

un grand nombre de simplifications des équations précédentes, notamment

0X;
0z

X, =i, 0, Vi e N (2.64)

Enfin, connaissant les fonctions propres de ce probléme ainsi que les valeurs propres associées,

il nous est possible de calculer v*, v* et D*.

Par application directe de ([2.14a)), nous avons v* = \g. En pratique, nous calculons cette
quantité en évaluant wy par 'équation (2.61)), puis en utilisant (2.60)).

De méme, en appliquant les simplifications propres aux géométries élémentaires (2.64) a la

formulation de la vitesse macroscopique (2.40)), nous obtenons 1’expression suivante de v*

(vXy, X >rm
=—F" (2.65)
1% 1l
Ce qui donne en substituant les expressions analytiques de A et de v
. Jy (¢ = #*) (Jolwop)*def
v' =2, u, (2.66)

Jo P (Jo(wop'))?dp’

En utilisant la solution de Sankarasubramanian et Gill (1973)), il est possible de simplifier
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I’expression de v* sous la forme

PeDa
4v, PeDa = wo?
= 1-— 2.67
v 3 wp? PeDa? ( )
1+ 5
wo

Parallelement a la détermination de v*, il nous est possible de suivre le méme raisonnement
pour aboutir a la décomposition suivante de B
> (v.Xp,Xj)
B=(By—2)Xu, + 3 —— % Xu, (2.68)

=N =X

Cette expression de B est substituée dans la formulation analytique de D* (2.54]) pour obtenir

: = (v, ), | @ (v, ), | % X,
D =DI+) I AT /qODV (Xo) qu(;(o>dgx (2.69)

Nous pouvons alors, au moyen d’un calcul différentiel conséquent, exprimer 'intégrale inter-

venant dans I’écriture précédente sous une forme plus commode

X, X V232X, V32X,
DV, ( ) \V4 (J>d3x:/ XX | D -D d>x
q0 XO % XO q0 J XO X]

V2X, V32X,
- | xx(p—="-D d%s
dqo0 Xo X

(2.70)

La deuxiéme intégrale (sur la surface entourant notre cellule unité dqp) s’annule par périodicité
de tous les termes la composant. De plus, dans une telle géométrie, le terme de convection
n’intervient pas dans la résolution du transport réactif (2.64]). Les fonctions propres sont définis

par 'équation —DV?2X; = \;X;. On arrive a la relation suivante

X;
w“ quo X() Vq Xz) d3X = ()\j — )\0)51‘]‘ (2.71)

. . = 4 T . 1. . . .
On obtient ’expression finale de D dans le cas d’une géométrie unidimensionnelle infinie

(qui est cohérente avec les résultats de [Shapiro et Brenner| (1986))

= {<VX0’Xj>qo} ® [<VXO’Xj>qo}
=Dl 2 S W EATH 272)

Dans le cas du tube capillaire, nous obtenons

D*

2
CL a/
I+4 Z 2 _2}0 (/ P Jo(wop') Jo(wnp! )dp> u, ®uz] (2.73a)

avec a, =2 {Jl (wn)? + Jo(wn)z} (2.73b)

Toutefois, cette formulation qui fait appel a 'intégrale de deux fonctions de Bessel avec un

mondme de degré 3, n’est pas calculable analytiquement & notre connaissance. En effet ’expres-
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sion littérale proposée par Sankarasubramanian et Gill (1973) est incorrecte. Une évaluation
numérique de cette quantité est donc indispensable.

Le travail proposé par Algive et al. (2010) permet de définir les nombres macroscopiques v*,
v* et D* sous une forme facile & intégrer dans un code de calcul numérique en utilisant une

fonction appelée sigmoide a cause de sa forme en "S"

a

b B
1
( + PeDa0‘>

Quatre parametres par quantité (a, b, o et ) sont définies afin d’approcher au mieux leurs

(2.74)

g(PeDa) =1+

variations en fonction des nombres adimensionnels Pe et PeDa. Pour rappel, dans le cas des
géométries élémentaires, v* et v* sont indépendants de Pe. Seul D* dépend de ce nombre en
suivant une loi de la forme D* = D(1 + +D’ - Pe?/48) (le facteur 48 est choisi en référence a la
dispersion de Taylor dans un tube infini (Taylor, |1953))).

Les parametres de cette forme analytique générale sont déterminés par deux moyens : (i) par
la résolution semi-analytique des équations de type et , et (ii) par calcul numérique
via une méthode basée sur la marche aléatoire. Algive et al.| (2010 propose une tabulation de
ces parametres (Table pour quelques géométries simples (tube capillaire, sphere et plaques
paralleles, mais aussi cylindre elliptique et tube & section triangulaire).

L’intérét d’utiliser une telle fonction pour déterminer les coefficients macroscopiques dans
le cas du tube capillaire est, d’une part de réduire significativement les temps de calculs de ces
coeflicients et d’autre part d’en faciliter leur implémentation. La tabulation des coefficients v*
et v* n’apporte pas un gain de temps significatif car ces coefficients découlent directement de
w. En revanche, le gain de temps de calcul pour D* est bien plus intéressant car la fonction
g(PeD