
HAL Id: tel-00809208
https://theses.hal.science/tel-00809208

Submitted on 8 Apr 2013

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Méthodes de Krylov pour les Equations de Navier-Sokes
Non Linéaires, Linéarisées et pour l’Optimisation

Aérodynamique
Jean-Guillaume Jeremiasz

To cite this version:
Jean-Guillaume Jeremiasz. Méthodes de Krylov pour les Equations de Navier-Sokes Non Linéaires,
Linéarisées et pour l’Optimisation Aérodynamique. Mécanique des structures [physics.class-ph]. Uni-
versité Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2007. Français. �NNT : 2007PA066618�. �tel-00809208�

https://theses.hal.science/tel-00809208
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE DE DOCTORAT DE L'UNIVERSITÉ PIERRE ET MARIE CURIESpéialité : MÉCANIQUEprésentée par :Jean-Guillaume JÉRÉMIASZ
pour obtenir le titre de :DOCTEUR DE L'UNIVERSITÉ PIERRE ET MARIE CURIE

Méthodes de Krylov pour les Équations deNavier-Stokes Non Linéaires, Linéarisées etpour l'Optimisation Aérodynamique
soutenue le 6 déembre 2007devant le jury omposé de :J.P. Caltagirone RapporteurJ.C. Chassaing Co-Direteur de ThèseC. Corre RapporteurG.A. Gerolymos Direteur de ThèseP. FerrandB. MohammadiP. Sagaut



ii



Table des matières
1 Introdution 31.1 Résolution des équations de Navier-Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.3 Optimisation aérodynamique stationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.4 Plan du mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 Méthodes de Krylov pour les systèmes linéaires non symétriques 92.1 Fatorisation de Lanzos pour les problèmes à matries non symétriques . . . . . . . . . . . . . . 92.1.1 Méthode de résolution bi-g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.1.2 Méthode de résolution gs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.1.3 Méthode de résolution bi-gstab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.2 Algorithme de Krylov ave fatorisation d'Arnoldi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.2.1 Fatorisation d'Arnoldi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.2.2 Méthode de résolution gmres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.2.3 Méthode de résolution mgmres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.3 Méthodes de préonditionnement pour les méthodes de Krylov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.3.1 Méthode de Jaobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.3.2 Méthode de blo Jaobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.3.3 Méthode ilu0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.4 Résolution des équations d'Euler linéarisées et harmoniques en temps 1 1

2D . . . . . . . . . . . . . 212.4.1 Les équations d'Euler 1 1
2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.4.2 Résolution des équations d'Euler 1 1

2D stationnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.4.3 Eoulement instationnaire ave une �utuation harmonique de pression aval . . . . . . . 232.5 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 Equations de Navier-Stokes non linéaires stationnaires 273.1 Equations de Navier-Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273.1.1 Equations de Navier-Stokes moyennées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273.1.2 Les di�érents modèles de turbulene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.2 Méthode de disrétisation spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.2.1 Génération du maillage multiblo struturé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.2.2 Disrétisation des �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323.2.3 Itération multigrille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.3 Shéma d'intégration temporelle et onditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3.1 Shéma d'intégration temporel déentré d'Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3.2 Shéma à pas de temps dual pour la résolution des équations stationnaires . . . . . . . . . 353.3.3 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.4 Méthode de résolution du système linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.4.1 Simpli�ations du alul de la matrie jaobienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.4.2 Résolution du système linéaire par fatorisation af-adi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.4.3 Résolution du système linéaire par méthode de Krylov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383.5 Tuyère de Délery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39iii



iv TABLE DES MATIÈRES3.5.1 Présentation de la on�guration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.5.2 Con�guration subsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.5.3 Con�guration transsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463.6 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524 Equations de N-S linéarisées résolues par intégration temporelle 554.1 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 554.2 Linéarisation des �ux et onditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 564.2.1 Linéarisation des �ux onvetifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 564.2.2 Linéarisation des �ux di�usifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574.2.3 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584.3 Méthode de résolution par introdution d'un pas de temps �tif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584.3.1 Introdution du pas de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584.3.2 Résolution du système linéaire par fatorisation approhée . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594.3.3 Résolution du système linéaire par méthode de Krylov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594.4 Démonstrateur 2-D : tuyère symétrique de Deléry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.4.1 Validation de la méthode gmres_ptm pour une linéarisation autour d'un éoulementstationnaire subsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.4.2 Validation de la méthode gmres_ptm et omparaison de la onvergeneautour d'un éoulement stationnaire transsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 664.5 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 755 Equations de N-S linéarisées résolues sans intégration temporelle 775.1 A�ranhissement de l'intégration temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.1.1 Algorithme de Krylov pour un problème omplexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 785.1.2 Préonditionnement ilu0 de la matrie omplexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 785.1.3 Algorithme gmres_noptm pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéariséeset harmoniques en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 795.2 Résultats sur le démonstrateur 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.2.1 Eoulement stationnaire subsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.2.2 Eoulement stationnaire transsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 845.2.3 Appliation du problème de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 875.3 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 916 Optimisation aérodynamique de formes 936.1 Méthode d'optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 936.1.1 Algorithme d'optimisation sans ontrainte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 936.1.2 Paramétrisation de la géométrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 946.1.3 Calul de la diretion de desente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.2 Disrétisation et résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 986.2.1 Disrétisation des �ux aérodynamiques et sensibilité du maillage . . . . . . . . . . . . . . 986.2.2 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1006.2.3 Résolution des systèmes linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1006.3 Résultats pour un problème inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1016.3.1 Eoulements aérodynamiques dans les tuyères initiale et objetif . . . . . . . . . . . . . . 1016.3.2 Convergene pour une résolution gmres_noptm_drt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1026.3.3 Convergene pour une résolution mgmres_noptm_drt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1046.3.4 Convergene pour une résolution gmres_noptm_adjt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1066.4 Résultats pour un problème de minimisation des pertes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1076.4.1 Fontion de oût . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1076.4.2 Convergene pour une résolution de la méthode direte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1076.4.3 Convergene pour une résolution gmres_noptm_adjt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1086.5 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109



TABLE DES MATIÈRES 17 Conlusions et perspetives 1117.1 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1117.1.1 Equations de Navier-Stokes stationnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1117.1.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps . . . . . . . . . . . . . . 1127.1.3 Optimisation aérodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1137.2 Perspetives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1137.2.1 Equations de Navier-Stokes stationnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1137.2.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps . . . . . . . . . . . . . . 1147.2.3 Optimisation aérodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114A Equations de Navier-Stokes stationnaires 115A.1 Résultats omplémentaires pour un éoulement subsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115A.2 Résultats omplémentaires pour un éoulement transsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118B Equations de N-S linéarisées résolues par intégration temporelle 121B.1 Eoulement stationnaire subsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121B.2 Eoulement stationnaire transsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125C Equations de N-S linéarisées résolues sans intégration temporelle 129C.1 Eoulement stationnaire subsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129C.2 Eoulement stationnaire transsonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133C.2.1 Résultats sur le maillage Grid_A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133C.2.2 Résultats sur le maillage Grid_B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137



2 TABLE DES MATIÈRES



Chapitre 1IntrodutionCette thèse porte sur l'appliation des méthodes de Krylov pour la résolution d'équations de la méanique des�uides. L'ensemble des éoulements étudiés relève de la lasse des éoulements internes, turbulents et ompres-sibles, pouvant omporter des interations entre une onde de ho et une ouhe limite, ainsi que d'importantsdéollements. Nous nous sommes intéressés à trois grands types de problèmes fréquemment renontrés :� la résolution des équations de Navier-Stokes stationnaires ;� la résolution de ertains éoulements instationnaires aratérisés par de petites �utuations instationnaireset harmoniques en temps ;� l'appliation à l'optimisation aérodynamique de formes.Lorsque nous nous intéressons à la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées (en temps ou pourle alul du gradient en optimisation), des études réentes [2, 14, 17, 21, 29, 113, 136℄ mettent en évidene lapossibilité d'ampli�ation de modes propres instables, par le proessus itératif utilisé, onduisant à la divergenedu alul. La proposition de solutions à e problème est l'objetif entral de ette thèse.1.1 Résolution des équations de Navier-StokesLes équations de Navier-Stokes sont aujourd'hui ouramment employées pour l'étude d'éoulements dans lesdomaines aéronautique, pétrolier, himique . . . Ces éoulements sont des éoulements externes ou internes,laminaires ou turbulents, stationnaires ou instationnaires. L'un des enjeux atuels est la rédution du tempsnéessaire à la résolution de es équations a�n d'étudier des on�gurations de plus en plus omplexes (avionentier, e�ets tehnologiques . . . ) et de prendre en ompte des phénomènes physiques de plus en plus �ns.Nous nous sommes intéressés dans un premier temps à la résolution des équations de Navier-Stokes ompres-sibles moyennées pour la turbulene (RANS) par la méthode de Newton. Cette méthode d'intégration onsisteen une disrétisation temporelle impliite du problème. L'une des onséquenes de ette disrétisation est larésolution à haque itération temporelle d'un système linéaire dont les oe�ients issus de la disrétisation spa-tiale des équations de Navier-Stokes varient au ours des itérations. Les matries des systèmes linéaires, issuesde ette disrétisation, sont des matries reuses, non symétriques et, lorsque les équations sont résolues sur unmaillage struturé, omme 'est le as ii, elles ont des strutures bande-blo [137℄. Les di�érentes méthodesde fatorisation approhée permettent de résoudre les systèmes linéaires de manière non exate. Une bonneétude omparative de la résolution des équations d'Euler stationnaires utilisant es fatorisations approhéesest dérite par Mottura et al. [100℄. Cependant les erreurs de fatorisation limitent la vitesse de onvergene etimposent des pas de temps relativement faibles (fl<20). Dès lors, pour augmenter le pas de temps et lever etinonvénient, il est néessaire de résoudre les systèmes linéaires ave des matries exates. Etant donné la tailledes matries, les résolutions diretes du type lu_bande sont limitées à des éoulements simples néessitant peude points de maillage [108℄. Une alternative aux méthodes diretes est l'utilisation de méthodes itératives detype Jaobi. Mais les matries des systèmes linéaires étant mal onditionnées (matrie blo dont les valeursnumériques ne sont pas omparables, présene de disontinuité ave des ondes de ho, importante zone dedéollement . . . ), la relaxation néessaire est très petite et les temps de alul sont importants.3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONEn ontrepartie, les diverses méthodes itératives de Krylov (bi-g (Lanzos [83℄), tfqmr (Freund [42℄), gs(Sonneveld [129℄), bi-gstab (Van Der Vorst [143℄), gmres (Saad [118℄) ) se sont imposées omme la réfé-rene des algorithmes itératifs pour la résolution de systèmes linéaires à matries reuses non symétriques.Dans le adre de la méanique des �uides, la majorité des auteurs utilisent l'algorithme gmres [10, 54, 94�97, 107, 112, 114, 130, 142℄ ; néanmoins ertains, utilisent aussi le gs, tfqmr ou le bi-gstab [97, 107℄. Parailleurs, a�n d'aélérer la onvergene du proessus itératif, à haque itération temporelle, les méthodes deKrylov ne sont pas envisageables sans l'utilisation de préonditionnements.Le tableau (1.1) résume de façon non exhaustive di�érentes référenes utilisant une méthode de Newton-Krylovpour la résolution des équations d'Euler ou de Navier-Stokes stationnaires :Tab. 1.1 � Méthode de Newton-Krylov pour les éoulements stationnairesAuteurs Année Modèle Jaobien Préonditionnement AppliationVenkatakrishnan, Mavriplis[142℄ 1993 NS 2D AJ bj, ssor, ilu pro�lsMHugh, Knoll[97℄ 1994 NS-i 2D EJ/MF ilu avitéRogers[114℄ 1995 NS-a AJ bj, ilu marhe, pro�lsLuo, Baum, Lohner[94℄ 1998 NS 3D AJ/MF-AJ sgs, ilu onduit, pro�l, aileBlano, Zingg[10℄ 1998 Euler 2D EJ/AJ/MF ilu pro�lsPueyo, Zingg[112℄ 1998 NS 2D MF ilu pro�lsSoulaimani, Ben Salah, Saad[130℄ 2002 NS 2D/3D MF-AJ ilu avité, aileGuezaine[54℄ 2002 NS 2D MF ilu pro�lMavriplis[96℄ 2002 Euler/NS 2D MF-AF Multigrid pro�lsManzano, Lassaline, Wong, Zingg[95℄ 2003 Euler 2D/3D MF ilu pro�l, aile, avionOlawsky, Infed, Auweter-Kurtz[107℄ 2004 NS-hyp 2D AJ/EJ/MF bj,sgs,ilu apsule, sondeprésent 2006 NS 2D AJ bj, ilu tuyèreNS = Navier-Stokes ; i = inompressible ; hyp = hypersonique ; a = ompressibilité arti�ielle ; AJ = matriejaobienne approhée ; EJ = matrie jaobienne exate ; MF = matrix free ; bj = relaxation blo Jaobi ; sgs= symétrique Gauss-Seidel ; ilu = fatorisation lu inomplète ;1.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en tempsPour ertains éoulements instationnaires, lorsque ertaines fréquenes identi�ées sont prépondérantes ave desperturbations de faible amplitude, l'éoulement instationnaire peut être déomposé en deux parties, une pre-mière partie stationnaire autour de laquelle est ajoutée une seonde partie instationnaire harmonique issue dela linéarisation des équations de Navier-Stokes. Ce modèle d'éoulement est partiulièrement bien adapté pourla prédition d'instabilités aéroélastiques (�ottement d'ailes ou vibration d'aubes de turbomahines). Elles four-nissent notamment une bonne approximation des oe�ients des fores de pression instationnaires [17℄. Parailleurs, les équations d'Euler linéarisées sont aussi utilisées en aéroaoustique pour l'étude de la propagationde soures aoustiques dans un éoulement établi ave une méthode de ouplage d'analogie aoustique.Lorsque es équations sont érites dans le domaine fréquentiel, il y a pour haque fréquene un système linéraireà matrie omplexe à résoudre. Devant la taille des matries de linéarisation, la majorité des auteurs utilisentune résolution à pas de temps �tif. Ces équations sont résolues soit par intégration pseudo-temporelle de façonexpliite [56�60, 104℄ ou par intégration multi-pas de Runge-Kutta [23, 64, 89, 106℄, soit par résolution impliite[15, 17, 19�21, 25, 26, 81, 89, 111, 111, 123, 133℄.Néanmoins, ette résolution par intégration pseudo-temporelle est sujette à des problèmes de stabilité. Cesinstabilités numériques sont bien onnues dans le adre de la propagation de soures aoustiques e sont lesinstabilités de Kelvin-Helmholtz. Lorsque l'éoulement stationnaire présente des zones où les e�ets non linéairessont importants (déollement de ouhe limite, zone de reirulation . . . ), es instabilités sont onvetées au fur



1.3. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE STATIONNAIRE 5et à mesure des itérations pseudo-temporelles et rendent la résolution numériquement instable. Ces instabilitéssont aussi bien reportées pour la résolution des équations d'Euler linéarisées et harmoniques en temps (selonArgawal et al. [2℄ : "These (Kelvin-Helmholtz instabilities) are onvetive instabilities in whih the disturbanesgrow as they propagate downstream from the point of introdution. The instability-wave solution an ompletelyoverwhelm the aousti-solution") que pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-niques en temps (selon Campobasso et al. [14℄ : "For most aeroelasti problems of pratial interest . . . thelinear ode onverges without di�ulty. However an expodential growth of the residual has been enountered insituations in whih the steady �ow alulation itself failed to onverge to a steady state but instead �nished ina small-amplitude limit yles, related to some physial phenomenon suh as sepparation bubbles, orner stalls,and vortes shedding at blund trailing edge". Dans tous les as, es instabilités sont liées à l'éoulement station-naire et aux méanismes physiques non linéaires engendrés, et non au modèle simpli�é des équations linéarisées.A�n de remédier à e problème de stabilité, les systèmes linéaires à matries omplexes, issues de la disrétisa-tion spatio-temporelle des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps, peuvent être résolussans introdution d'un pseudo-pas de temps. Morris et al. [2, 113℄, pour supprimer les instabilités numériques,résolvent le système linéaire par fatorisation lu_bande d'un modèle simpli�é supposant seulement une équa-tion pour une perturbation harmonique de la pression. Dans e as, le problème a seulement Ni×Nj inonnueset une matrie de largeur bande 2×max(Ni,Nj). Si l'ensemble des équations de Navier-Stokes linéarisées sontdisrétisées en raison de la taille des matries, une résolution direte de type lu est envisageable seulement dansdes as exeptionnels. Dans notre as, ave une disrétisation des équations au troisième ordre pour un maillage
Ni×Nj = 101× 101, une résolution lu_bande néessite déjà une ressoure de 7.5 Gb, e qui, malgré la loi deMoore, n'est pas extrapolable pour des problèmes tridimensionels dans un avenir prohe. De plus, Compobassoet Giles [14, 29℄ montrent que es instabilités sont liées à des valeurs propres de la matrie dont le module estsupérieur à l'unité. Les méthodes de résolution de type Jaobi ne garantissent don pas la onvergene.Dans le tableau (1.2) sont listées de façon non exhaustive les di�érentes résolutions des équations d'Euler et deNavier-Stokes sans intégration pseudo-temporelle :Tab. 1.2 � Résolution des équations linéarisées sans introdution d'un pseudo-pas de tempsAuteurs Année Modèle Shéma Résolution AppliationArgawal, Morris, Mani [2℄ 2004 pression 2D O∆(x)2 fd lu jet 2-DChassaing, Gerolymos, Jérémiasz [22℄ 2006 NS 2D/3D O∆(x)3 vl [140℄ gmres [118℄ tuyère 2-D/3-DRao, Morris [113℄ 2006 pression 2D dg lu plaque planepresent 2007 NS 2D O∆(x)3 vl [140℄ gmres [118℄ tuyère 2-Du = entré non struturé ; fd = di�érenes �nies ; dg = Galerkine disontinu ; gmres = Global MinimalResidual [118℄ ; vl = Van Leer [140℄Il faut noter que Compobasso et Giles [14, 29℄ utilisent une approhe hybride où un solveur expliite multigrillepseudo-time-marhing est ouplé en tant que préonditionneur ave un solveur gmres. Le solveur multigrille estutilisé à l'intérieur de la boule de réation de l'espae de Krylov.1.3 Optimisation aérodynamique stationnaireDans un exerie d'optimisation aérodynamique de forme par méthode de desente, le gradient aérodynamiquede la fontion de oût peut être évalué soit par méthode de di�érenes �nies [8, 37, 62, 79℄, soit à l'aide d'unopérateur linéarisé [71℄. Grâe à ette méthode dite � méthode des sensibilités � , un ou plusieurs systèmeslinéaires ave une matrie identique mais di�érents veteurs à droite doivent être résolus. Lorsque les maillagessont de petite taille et que le stokage néessite don un faible espae mémoire, es sytèmes linéaires peuventêtre résolus diretement par fatorisation lu_bande [7, 8, 13℄. Néanmoins, lorsque la taille des maillages devientimportante, il est atuellement obligatoire d'utiliser les méthodes itératives. A�n de relaxer le proessus itératif



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONet de garder la même struture que l'algorithme stationnaire, un pas de temps �tif est généralement introduit.Dans e as, les systèmes linéraires sont résolus par méthode expliite à pas de temps simple [31, 36, 79, 84, 124℄ou, pas de temps multiples [9, 24, 35℄ ou, a�n d'aélérer la vitesse de onvergene, par méthode impliite[8, 11, 12, 35, 79, 80, 124, 136℄.Notons que Valentin [136℄ reporte, dans le as de l'optimisation de formes stationnaires en régime subsonique,la présene d'instabilités numériques lors de résolutions pseudo-temporelles du système linéaire issu de la li-néarisation des équations de Navier-Stokes. Comme dans le as des équations de Navier-Stokes linéarisées etharmoniques en temps, es instabilités sont dépendantes des équations résolues mais sont présentes au seinmême de la solution stationnaire.Dans le tableau, (1.3) nous résumons de manière non exhaustive les di�érentes méthodes de résolution deséquations d'optimisation aérodynamique stationnaire utilisant une résolution de Krylov :Tab. 1.3 � Méthode de résolution des équations pour le alul du gradient pour l'optimisation aérodynamiqueAuteurs Année Modèle Méthode Algorithme d'optimisation Résolution AppliationBurgreen, Baysal [11℄ 1994 Euler 2D da sd [30℄ gmres_ptm pro�lBurgreen, Baysal [12℄ 1996 Euler 3D da sd [30℄ gmres_ptm aileAnderson, Bonhaus [4℄ 1999 NS 2D fd-da ksopt [144℄ gmres_ptm pro�lNeme, Zingg [103℄ 2002 NS 2D fd-da bfgs [30℄ gmres_ptm pro�lGatsis, Zingg [43℄ 2003 NS 2D fd-da sd+ls [30℄ gmres_ptm pro�lNielsen, Lu, Park, Darmofal [105℄ 2004 NS 3D dd-da sd+ls [30℄ gmres_ptm ailepresent 2007 NS 2D dd-da bfgs [30℄ mgmres_noptm tuyèrefd = di�érenes �nies ; dd = disrète direte ; da = disrète adjointe ; sd = Steepest desent ; ls = LineSearh ; bfgs = Broyden-Flether-Goldfarb-Shanno ; ksopt = Kreisselmeier-Steinhauser optimisation ; ptm =pseudo-time-marhing ; noptm = Sans pseudo-time-marhing ; mgmres = Mutliple Right Hand Side gmres[120℄1.4 Plan du mémoireCe mémoire se déompose en inq parties :� Dans un premier temps, nous présenterons les quatre méthodes de Krylov implémentées et évaluées ainsique les trois préonditionnements utilisés dans le adre de e travail. Puis, nous dérirons une premièreétude de résolution des équations d'Euler linéarisées 1 1
2D qui nous permettra de justi�er le hoix de l'al-gorithme gmres pour la suite.� Dans un deuxième temps, nous développerons l'algorithme Newton-gmres pour la résolution des équationsde Navier-Stokes stationnaires. Nous testerons l'algorithme pour deux régimes d'éoulement : un éoule-ment hautement subsonique et un éoulement transsonique. Nous validerons les résultats aérodynamiqueset omparerons les vitesses de onvergene de l'algorithme Newton-gmres par rapport aux résultats issusd'une résolution Newton-af-adi sur une tuyère bidimensionnelle.� Dans le troisième hapitre, nous reporterons les di�érents résultats de onvergene pour la résolutionNewton-gmres des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps. Nous présenteronsune omparaison des résultats à une résolution Newton-af-adi déja existante dans le as d'une tuyèrebi-dimensionnelle ave une �utuation de pression avale. A la �n de e hapitre, nous mettrons en évi-dene les problèmes de stabilité liés à une résolution pseudo-temporelle lorsque l'éoulement stationnaireomporte de forts e�ets non linéaires.



1.4. PLAN DU MÉMOIRE 7� Dans le quatrième hapitre, nous montrerons omment l'utilisation d'un algorithme gmres sans introdu-tion d'un pseudo-pas de temps permet de résoudre les problèmes de stabilité.� Le dernier hapitre sera onsaré à la présentation de résultats relatifs à l'optimisation aérodynamiquede forme monoritère et multiparamètres pour une tuyère bidimensionnelle. Nous résoudrons les deuxéquations direte et adjointe grâe à l'algorithme gmres sans introdution d'un pseudo-pas de temps.De plus, dans le adre de la résolution de l'équation direte, nous utiliserons une résolution gmres aveplusieurs veteurs à droite.
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Chapitre 2Méthodes de Krylov pour les systèmeslinéaires non symétriquesDans le adre des méthodes de Krylov, la résolution d'un système linéaire Ax = b onsiste à trouver une solution
xm approhée du problème soumise aux ontraintes suivantes :

{
xm ∈ x0 + Km (A, r0)
rm ⊥ Km (A, r0)

(2.1)où A ∈ Rn×n est une matrie réelle, x0 est une solution initiale arbitraire, Km (A, r0) est un espae de Krylovorthonormal formé de m veteurs de façon itérative, r0 (r0 = b−Ax0) et rm (rm = b−Axm) sont respetive-ment les résidus du système linéaire au début et en �n de proédure itérative.Les méthodes de Krylov sont prinipalement divisées en deux grandes familles qui se di�érenient par leurproédé d'orthogonalisation. L'espae est orthogonalisé soit par la méthode de Lanzos, soit par la méthoded'Arnoldi. Nous présenterons, dans e hapitre, les di�érentes méthodes de Lanzos pour la résolution de sys-tèmes linéaires (f. 2.1) sous forme uni�ée ainsi que la méthode gmres basée sur une orthogonalisation d'Arnoldi(f. 2.2). Ces algorithmes étant généralement employés ave un préonditionnement, nous présenterons aussi lespréonditionnements utilisés dans la suite de e travail. Dans la dernière partie de e hapitre, nous illustreronspar un exemple simple le hoix porté sur l'algorithme basé sur une orthogonalisation d'Arnoldi.2.1 Algorithmes de Krylov pour les problèmes non symétriques avefatorisation de LanzosLa méthode de biorthogonalisation de Lanzos [83℄ pour les problèmes à matries non symétriques est uneextension de l'algorithme d'orthogonalisation de Lanzos pour les matries symétriques [82℄. Pour réaliser ettebiorthogonalisation, les deux bases K1
m et K2

m sont générées :
K

1
m (A, v) = Span{v,Av, ..., Am−1v

} et K
2
m (A,w) = Span{w,ATw, ..., (AT )m−1w

} (2.2)Cet algorithme déompose la matrie du système à résoudre A ∈ Rn×n sous forme de produit entre deuxmatries Vm ∈ Rm×n et Wm ∈ Rn×m omposées respetivement des veteurs des bases K1
m (A, v) et K2

m (A,w)et une matrie tridiagonale Tm ∈ Rm×m :




AVm = VmTm + δm+1vm+1e
T
m

ATWm = WmT
T
m + γm+1wm+1e

T
m

WT
mAVm = Tm

(2.3)où m est le nombre d'itérations de Lanzos, vm+1 et wm+1, sont les (m + 1)e veteurs à l'itération m desespaes respetifs de Krylov K1
m et K2

m, δm+1 et γm+1 sont des fateurs réels multipliatifs inluant l'erreur de ladéomposition et eT
m est un veteur dont toutes les omposantes sont nulles sauf à la position m où eT

m(m) = 1.9



10 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUES2.1.1 Méthode de résolution bi-gL'algorithme de résolution du Bi-Gradient onjugué (bi-g) a tout d'abord été proposé par Lanzos [83℄, puisune réériture simpli�ée a été dérite par Flether [40℄. Cette méthode se base sur une nouvelle formulation duproblème permettant de n'avoir qu'une matrie tridiagonale à inverser.Deux problèmes sont dé�nis :� le problème primaire : Ax = b� le problème dual : ATx∗ = b∗et ela même si la résolution d'un problème dual n'est pas néessaire. Etant donné la biorthogonalisation, lessolutions des problèmes primaire et dual s'érivent de la façon suivante [120℄ :
xm = x0 + VmT

−1
m (βe1) x∗m = x∗0 +WmT

−T
m (β∗e1)

= x0 + VmU
−1
m L−1

m (βe1) = x∗0 +WmL
−T
m U−T

m (β∗e1)
= x0 + PmL

−1
m (βe1) = x∗0 + P ∗

mU
−T
m (β∗e1)où les matries Pm = VmU

−1
m et P ∗

m = WmL
−T
m sont les matries regroupant les diretions de reherhe desdeux problèmes, Um et Lm dé�nissent la déomposition Lower-Upper de la matrie tridiagonale Tm (Eq. 2.3),

β et β∗ sont les normes des veteurs résidus initiaux r0 et r∗0.Etant donné la struture de la biorthogonalisation de Lanzos, les veteurs résidus du problème original rmet du problème dual r∗m à la me itération s'érivent omme une expression polynomiale des veteurs résidusinitiaux :
rm = b−Axm = φm (A) r0 et r∗m = b−ATx∗m = φm

(
AT
)
r∗0 (2.4)où φm est un polyn�me de degré m. Comme les veteurs des bases Vm et Wm sont biorthonormaux1 [120℄, paronstrution les veteurs résidus ri et r∗j sont biorthogonaux :

(
ri, r

∗
j

)
= σijδij 1 ≤ i, j ≤ m (2.5)où σij est un nombre réel et δij est le symbole de Kroneker.Les veteurs solutions à l'itérationm+1 s'érivent omme ombinaison linéaire des veteurs solutions à l'itération

m et des diretions de desente : {
xm+1 = xm + αmpm
x∗m+1 = x∗m + αmp

∗

m

(2.6)où respetivement p
m
et p∗

m
sont les mes veteurs des matries Pm et P ∗

m et αm un fateur multipliatif réel àdé�nir ultérieurement. Les veteurs résidus respetent don la réurrene suivante :
{

rm+1 = rm − αmApm
r∗m+1 = r∗m − αmA

T p∗
m

(2.7)Les diretions de reherhe p
m+1

et p∗
m+1

sont déterminées par des ombinaisons linéaires des veteurs résidusà l'itération m+ 1 et des diretions de reherhe à l'itération m :
{
p

m+1
= rm+1 + βmpm

p∗
m+1

= r∗m+1 + βmp
∗

m

(2.8)où βm est un autre fateur multipliatif réel à dé�nir ultérieurement.En reprenant l'ériture sous forme polynomiale, les diretions de reherhe s'érivent :
p

m
= πm (A) r0 et p∗

m
= πm

(
AT
)
r∗0 (2.9)où πm est un polyn�me de degré m.1Deux bases Vm et Wm sont dites biorthonormales si “vi, wj

”

= δij où δij =


1 si i = j

0 si i 6= j
est le symbole de Kroneker.



2.1. FACTORISATION DE LANCZOS POUR LES PROBLÈMES À MATRICES NON SYMÉTRIQUES 11Les matries Pm et P ∗
m étant A_onjuguées2, les veteurs résidus à haque itération sont orthogonaux à tousles autres veteurs résidus, en partiulier à eux de deux itérations suessives. Cette remarque se traduit parla relation suivante : (

r∗m+1, rm

)
=
(
rm+1, r

∗
m

)
= 0 (2.10)En ombinant les équations (2.8) et (2.10), la valeur optimale de αm qui permet de maximiser la pente pour lealul de la diretion de desente des résidus est obtenue par :

(
rm − αmApm

, r∗m

)
= 0 =⇒ αm =

(rm, r
∗
m)(

Ap
m
, r∗m

) (2.11)En réérivant la relation qui traduit la ombinaison linéaire entre les résidus et la diretion de desente (Eq. 2.7)ainsi que la relation entre les deux matries A_onjuguées Pm et P ∗
m, une nouvelle ériture du oe�ient αmest obtenue : (

Ap
m
, r∗m

)
=
(
Ap

m
, p∗

m
− βm−1p

∗

m−1

)
=⇒ αm =

(rm, r
∗
m)(

Ap
m
, p∗

m

) (2.12)La valeur du oe�ient βm est alulée grâe à la dé�nition de la diretion de desente (Eq. 2.8) et le fait queles deux matries Pm et P ∗
m sont A_onjuguées :

(
p∗

m+1
, Ap

m

)
= 0 =⇒

(
r∗m+1 + βmp

∗

m
, Ap

m

)
= 0 =⇒ βm = −

(
r∗m+1, Apm

)

(
p∗

m
, Ap

m

) (2.13)Par ailleurs, le alul du oe�ient βm s'e�etue de manière analogue à partir de l'équation (2.7) :
βm =

1

αm

(
r∗m+1,

(
rm+1 − rm

))
(
Ap

m
, p∗

m

) =
1

αm

(
r∗m+1, rm+1

)
(
Ap

m
, p∗

m

) =⇒ βm =

(
r∗m+1, rm+1

)

(r∗m, rm)
(2.14)Notons que es deux oe�ients αm et βm s'expriment aussi sous forme polynomiale :

αm =

(
φm (A) r0, φm

(
AT
)
r∗0
)

(Aπm (A) r0, πm (AT ) r∗0)
(2.15)

βm =

(
φm+1 (A) r0, φm+1

(
AT
)
r∗0
)

(φm (A) r0, φm (AT ) r∗0)
(2.16)L'algorithme suivant (Al. 1) donne les étapes de la résolution d'un système linéaire par la méthode du bi-gtel que le propose Flether [40℄. Notons que nous présentons ii, pour exemple, une méthode de résolution quipermet le alul de solution du problème dual mais, en général, la résolution de elui-i n'est pas demandée.Dans e as, le alul de la nouvelle solution duale x∗m+1 n'est pas néessaire.

2Deux matries V et W sont dites A_onjuguées si “Awi, vj

”

=
“

Awj , vi

”

= 0 ∀ i 6= j.Par onstrution, nous avons bien la relation :
(P ∗

m)T APm = L−1
m W−T

m AVmU−1
m = L−1

m TmU−1
m = ILes deux matries Pm et P ∗

m sont don bien A_onjuguées.



12 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUESAlgorithme 1 Bi-Gradient Conjugué bi-g [40℄Entrées: A ∈ Rn×n matrie, x0 ∈ Rn veteur d'initialisation, b1 ∈ Rn veteur à droite du problème primaire,
b2 ∈ Rn veteur à droite du problème dual si néessaire,Sorties: x ∈ Rn veteur solution
r0 = b1 −Ax0, r∗0 = b2 −ATx0 si néessaire, sinon r∗0 arbitraire tel que : (r0, r

∗
0) 6= 0 (généralement r∗0 = r0)

p
0

= r0 et p∗
0

= r∗0For m = 0, 1, . . ., jusqu'à onvergene Do :
αm = (rm, r

∗
m) /(Ap

m
, p∗

m
)

xm+1 = xm + αmpm
x∗m+1 = x∗m + αmp

∗

m
rm+1 = rm − αmApm

r∗m+1 = r∗m − αmA
T p∗

m

βm =
(
rm+1, r

∗
m+1

)
/ (rm, r

∗
m)

p
m+1

= rm + βmpm

p∗
m+1

= r∗m + βmp
∗

mEnd forCette méthode présente deux inonvénients majeurs :
• La multipliation d'un veteur par la matrie transposée pour la réation de l'espae dual. Généralement,grâe à e type de résolution, la matrie n'a pas besoin d'être alulée expliitement puis stokée. Ainsi, ledéveloppement numérique néessaire au alul du produit ave la matrie transposée peut être très important.
• Par ailleurs, ette approhe peut sou�rir d'un manque de robustesse. Lorsque le produit salaire entre lesrésidus (rm, r

∗
m) dé�nissant le numérateur pour le alul du nouveau oe�ient βm devient nul (Eq. 2.14), leproessus itératif ne peut se poursuivre. Il y a deux possibilités pour que e produit soit nul. Dans le premieras, si l'un des deux veteurs est nul, le proessus itératif a atteint la solution exate [120℄. Dans le seondas, les deux veteurs résidus rm et r∗m sont orthogonaux, l'algorithme s'arrête sans parvenir à onverger. Danse as, ertaines méthodes telles que le alul avané des veteurs de Lanzos [110℄ permettent d'y remédierpartiellement.2.1.2 Méthode de résolution gsL'algorithme de résolution Conjugate Gradient Square (gs) a été développé par Sonneveld [129℄ a�n d'amélio-rer la vitesse de onvergene du bi-g (Al. 1). De plus, il possède l'avantage de s'a�ranhir de la multipliationpar la matrie transposée et de la résolution d'un problème dual.Etant donné la relation de biorthogonalité entre les deux espaes K1 et K2, les oe�ients αm et βm de l'algo-rithme bi-g (Eqs. 2.15 et 2.16) peuvent se réérire de la façon suivante :

αm =
(rm, r

∗
m)(

Ap
m
, p∗

m

) =

(
φm (A) r0, φm

(
AT
)
r∗0
)

(Aπm (A) r0, πm (AT ) r∗0)
=

(
φ2

m (A) r0, r
∗
0

)

(Aπ2
m (A) r0, r

∗
0)

(2.17)
βm =

(
rm+1, r

∗
m+1

)

(rm, r
∗
m)

=

(
φm+1 (A) r0, φm+1

(
AT
)
r∗0
)

(φm (A) r0, φm (AT ) r∗0)
=

(
φ2

m+1 (A) r0, r
∗
0

)

(φ2
m (A) r0, r

∗
0)

(2.18)Au lieu d'utiliser une double formule de réurrene sur les résidus rm = φm (A) r0 et r∗m = φm

(
AT
)
r∗0, Sonneveld[129℄ propose d'établir une autre formule de réurrene sur le arré des résidus du problème original rm =

φ2
m (A) r0. Pour ela, il est néessaire d'obtenir une réurrene pour les deux polyn�mes φ2

m(A) et π2
m(A). Cesexpressions s'obtiennent en développant les équations (2.7) et (2.8) :

φ2
m+1 (A) = (φm(A) − αmAπm(A))

2
= φ2

m(A) − 2Aαmφm(A)πm(A) + α2
mA

2π2
m(A) (2.19)

π2
m+1 (A) = (φm+1(A) + βmπm(A))

2
= φ2

m+1(A) + 2βmφm+1(A)πm(A) + β2
mπ

2
m(A) (2.20)Les termes arrés φ2

m+1(A) et π2
m+1(A) sont des ombinaisons linéraires de leurs valeurs préédentes φ2

m(A) et
π2

m(A) et des termes roisés φm(A)πm(A) et φm+1(A)πm(A).



2.1. FACTORISATION DE LANCZOS POUR LES PROBLÈMES À MATRICES NON SYMÉTRIQUES 13La réurrene du premier terme roisé φm(A)πm(A) est alulée à partir de la réurrene sur la diretion dereherhe (Eq. 2.8) :
φm(A)πm(A) = φm(A) (φm(A) + βm−1πm−1(A))

= φ2
m(A) + βm−1φm(A)πm−1(A)

(2.21)Cette proédure permet de faire apparaître l'autre terme roisé φm(A)πm−1(A) à l'itération préédente.Ce dernier est inséré omme nouveau polyn�me à aluler par une nouvelle étape dans la boule itérative.
φm+1(A)πm(A) = (φm(A) − αmAπm(A)) πm(A)

= φm(A)πm(A) − αmAπ
2
m(A)

= φ2
m(A) + βm−1φm(A)πm−1(A) − αmAπ

2
m(A)

(2.22)Nous devons don, à haque itération de l'algorithme, aluler trois veteurs par réurrene :




q
m

= φm(A)πm−1(A)r0 = rm + βm−1qm−1
− αmApm

rm+1 = φ2
m+1(A)r0 = rm + αmA

(
2rm + 2βm−1qm−1

− αmApm

)

p
m+1

= π2
m+1(A)r0 = rm+1 + 2βmqm

− β2
mpm

(2.23)Les deux oe�ients réels αm et βm sont donnés par :




αm =

(
φ2

m (A) r0, r
∗
0

)

(Aπ2
m (A) r0, r

∗
0)

=
(rm, r

∗
0)(

Ap
m
, r∗0

)

βm =

(
φ2

m+1 (A) r0, r
∗
0

)

(φ2
m (A) r0, r

∗
0)

=

(
rm+1, r

∗
0

)

(rm, r
∗
0)

(2.24)L'algorithme de gs proposé par Sonneveld [129℄, dans lequel le veteur um = rm + βm−1qm−1
a été introduitpour une meilleure lisibilité, peut ainsi s'érire omme suit :Algorithme 2 Algorithme gs [129℄Entrées: A ∈ Rn×n matrie, x0 ∈ Rn veteur d'initialisation, b ∈ Rn veteur à droiteSorties: x ∈ Rn veteur solution

r0 = b−Ax0, r∗0 arbitraire tel que : (r0, r
∗
0) 6= 0) (généralement r0 = r∗0))

p
0

= u0 = r0For n = 1, 2, . . ., jusqu'à onvergene Do :
αm = (rm, r

∗
0)/(Apm

, r∗0)
q

m
= um − αmApm

xm+1 = xm + αm(um − q
m

)
rm+1 = rm − αmA(um − q

m
)

βm = (rm+1, r
∗
0)/(rm, r

∗
0)

um+1 = rm+1 + βmqm
p

m+1
= um+1 + βm(q

m
− βmpm

)End forPar onstrution, l'algorithme gs possède de bonnes propriétés de onvergene, étant donné la proédure deréurrene basée sur le polyn�me des résidus au arré. Grâe à ela, et algorithme onverge à une vitesse del'ordre de deux fois plus élevée que l'algorithme de la méthode bi-g. En revanhe, ette méthode étant baséesur l'élévation au arré des polyn�mes des résidus, elle sou�re d'un manque de robustesse en raison des erreursd'arrondis et des tronatures numériques [120, p. 216℄.2.1.3 Méthode de résolution bi-gstabA�n de remédier au problème de stabilité de l'algorithme gs tout en onservant ses bonnes propriétés deonvergene, Van Der Vorst [143℄ a proposé une nouvelle méthode appelée le Bi-Gradient Conjugué Stabilisé(bi-gstab) dont la onvergene est plus régulière a�n de limiter les risques de divergene. Pour ela, il propose



14 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUES[143℄, au lieu d'élever au arré le polyn�me des résidus (Eq. 2.18), de multiplier les polyn�mes φm(A) et πm(A)par un nouveau polyn�me ψm(A) permettant de lisser la onvergene du proessus itératif :
{
rm = ψm(A)φm(A)r0
p

m
= ψm(A)πm(A)r0

(2.25)La formule de réurrene du polyn�me ψm(A) est donnée par [143℄ :
ψm(A) = (1 − ωmA)ψm−1(A) (2.26)où ωm est un nouveau oe�ient réel qu'il faudra dé�nir ultérieurement.En reprenant les dé�nitions des polyn�mes φm(A) (Eq. 2.4) et ψm(A) (Eq. 2.26), la formule de réurrene pourle nouveau polyn�me ψm(A)φm(A) s'érit :

ψm+1(A)φm+1(A) = (1 − ωmA)ψm(A)φm+1(A)
= (1 − ωmA) (ψm(A)φm(A) − αmAψm(A)πm(A))

(2.27)L'équation préédente fait apparaître le nouveau polyn�me ψm(A)πm(A) qui dé�nit la diretion de desente àl'itération ourante et dont la nouvelle formule de réurrene s'érit :
ψm+1(A)πm+1(A) = ψm+1(A) (φm+1(A) + βmπm(A))

= ψm+1(A)φm+1(A) + βm (1 − ωmA)ψm(A)πm(A)
(2.28)Nous obtenons, en reprenant la notation vetorielle, les deux relations de réurrene suivantes pour rm et p

m
:

rm+1 = (I − ωmA)(rm − αmApm
) (2.29)

p
m+1

= rm+1 + βm(I − ωmA)p
m

(2.30)Il reste en�n à établir les relations pour les valeurs des di�érents oe�ients réels αm, βm et ωm intervenantdans la proédure de résolution.Notons ρ̃m le produit salaire suivant :
ρ̃m = (rm, r

∗
0)

= (ψm(A)φm(A)r0, r
∗
0)

= (φm(A)r0, ψm(AT )r∗0)
(2.31)Par onstrution, φm(A) est orthogonal à tous polyn�mes (AT )k si k est inférieur m et en partiulier ψk(AT )et φk(AT ). Le seul oe�ient non nul de l'équation (2.31) est don le terme de plus haut degré noté η(m).

ρ̃m = (φm(A)r0, η
(m)(AT )mr∗0)

= (φm(A)r0,
η(m)

γ(m)φm(AT )r∗0)

= η(m)

γ(m) (φm(A)r0, φm(AT )r∗0)

(2.32)où γ(m) est le terme de plus haut degré du polyn�me φm(AT ).En développant les réurrenes des polyn�mes φm(AT ) et ψm(AT ), nous obtenons pour les termes de plus hautdegré η(m) et γ(m) :
η(m) = (−1)mω1ω2 . . . ωm (2.33)
γ(m) = (−1)mα1α2 . . . αm (2.34)Le alul du oe�ient réel βm (Eq. 2.23) devant être identique à la méthode gs, βm se alule don par laformule [143℄ :

βm =
ρ̃m+1

ρ̃m

αm

ωm
(2.35)Une proédure analogue permet d'obtenir une relation pour le alul de αm :

αm =
ρ̃m

(Ap
m
, r∗0)

(2.36)



2.2. ALGORITHME DE KRYLOV AVEC FACTORISATION D'ARNOLDI 15Van Der Vorst [143℄ base le hoix du oe�ient ωm sur la minimisation de la norme L2 du polyn�me
(I − ωA)ψm(A)φm+1(A)r0 :

ωm =
(Asm, sm)

(Asm, Asm)
, ave sm = rm − αmApm

(2.37)En reprenant les équations (2.25) et (2.37), le veteur solution est entièrement déterminé par :
xm+1 = xm + αmpm

+ ωmsm (2.38)L'algorithme du bi-gstab proposé par Van Der Vorst [143℄ est présenté sous la forme synthétique i-après.Algorithme 3 Algorithme bi-gstab [143℄Entrées: A ∈ Rn×n matrie, x0 ∈ Rn veteur d'initialisation, b ∈ Rn veteur à droiteSorties: x ∈ Rn veteur solution
r0 = b−Ax0, r∗0 arbitraire tel que : (r0, r

∗
0) 6= 0) (généralement r0 = r∗0))

p
0

= r0For m = 1, 2, . . ., jusqu'à onvergene Do :
αm = (rm, r

∗
0)/(Apm

, r∗0)
sm = rm − αmApm
ωm = (Asm, sm)/(Asm, Asm)
xm+1 = xm + αmxm + ωmsm

rm+1 = sm − ωmAsm

βm = (rm+1, r
∗
0)/(rm, r

∗
0)(αm/ωm)

p
m+1

= rm+1 + βm(p
m
− ωmApm

)End for2.2 Algorithme de Krylov ave fatorisation d'Arnoldi2.2.1 Fatorisation d'ArnoldiL'algorithme d'Arnoldi modi�é par Gram-Shmidt [120, p. 146-148℄ est une autre méthode pour fatoriser etorthonormaliser un espae. Le prinipe de et algorithme est de déomposer la matrie A ∈ Rn×n en une matrie
Hm ∈ Rm×m Hessenberg supérieure grâe à la base de Krylov Vm ∈ Rn×m.

AVm = VmHm + wme
T
m

= Vm+1Hm

V T
mAVm = Hm

(2.39)où wm est un oe�ient réel, Vm+1 ∈ Rn×m la base de Krylov à l'itération m + 1 et Hm ∈ R(m+1)×m unematrie Hessenberg.



16 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUESAlgorithme 4 Proédure de fatorisation d'Arnoldi modi�ée par Gram-Shmidt [120, p. 147-148℄Entrées: X ∈ Rm×n base de veteurSorties: Q ∈ Rm×n base de veteurs orthonormauxhoix arbitraire v1 tel que ‖v1‖= 1For j = 1, . . . ,m Do :
q = AvjFor i = 1, . . . , j Do :
hij =

(
q, vi

)

q = q − hijviEnd for
hj+1,j = ‖q‖
vj+1 = q/hj+1,jEnd forGram-Shmidt a apporté une modi�ation dans la boule interne qui permet une meilleure orthogonalisationdans le as d'une résolution numérique. Alors que dans l'algorithme original d'Arnoldi [120, p. 146-148℄ lenouveau veteur q est alulé en deux boules di�érentes, dans l'algorithme modi�é par Gram-Shmidt, il estalulé en une seule. Soulignons par ailleurs l'existene de l'algorithme de Householder qui permet d'améliorerl'orthogonalisation de la base et, de e fait, de réduire les erreurs numériques. Cependant, étant donné le surroîten temps de alul [120, p. 149-151℄, ette approhe n'a pas été retenue dans le adre de ette étude.2.2.2 Méthode de résolution gmresLa méthode de résolution du Global Minimal Residual (gmres), proposée par Saad [118℄, s'appuie essentiellementsur l'algorithme d'orthogonalisation d'Arnoldi. Par onstrution, le veteur solution est alulé omme suit :

xm = x0 + Vmy (2.40)où y ∈ Rm est un veteur dé�ni par la fontion suivante :
J (y) = ‖b−Axm‖= ‖b−A

(
x0 + Vmy

)
‖ (2.41)Dans le adre de la méthode gmres, le veteur y est déterminé de telle sorte qu'il minimise les résidus, 'est-à-dire qu'il minimise la fontion J (y) (Eq. 2.41).Le veteur résidus b−Axm peut s'érire à partir de la relation (2.39), de la façon suivante :

b−Axm = b−A
(
x0 − Vmy

)

= r0 −AVmy

= βv1 − Vm+1Hmy

= Vm+1

(
βe1 −Hmy

)
(2.42)où β = ‖b−Ax0‖ est la norme des résidus initiaux. Etant donné la struture de la matrie Vm qui est omposéede veteurs orthonormaux, la fontion J (y) peut se réérire :

J (y) = ‖b−Axm‖= ‖Vm+1

(
βe1 −Hmy

)
‖= ‖βe1 −Hmy‖ (2.43)A�n de minimiser J (y), il faut trouver le veteur y

m
qui annule la norme ‖βe1 −Hmy‖. Pour ela, nous devonsrésoudre le système linéraire suivant :

βe1 −Hmy = 0 (2.44)La solution du problème de minimisation est ainsi ramené à résoudre un système linéaire de taille beauoupplus faible ar m≪ n.Les méthodes basées sur l'orthogonalisation d'Arnoldi présentent un inonvénient majeur par rapport auxméthodes basées sur la biorthogonalisation de Lanzos ar elles néessitent le stokage en mémoire de l'ensemble



2.2. ALGORITHME DE KRYLOV AVEC FACTORISATION D'ARNOLDI 17de la base de Krylov. Pour remédier à e problème, l'algorithme gmres_restarted a été développé. C'est-à-direqu'à la �n du proessus itératif, si la onvergene désirée n'a pas été atteinte, l'algorithme est redémarré aveomme veteur initial le veteur solution alulé à la �n du proessus gmres préédent. Nous avons ainsi besoinde stoker en mémoire une partie seulement de l'ensemble de la base de Krylov néessaire à la résolution. Maisalors que le proessus gmres lassique, grâe à la minimisation des résidus, est assuré de onverger en n itérationsquel que soit le type de matrie, le proessus gmres_restarted peut donner lieu à la stagnation des résidus sila matrie du problème n'est, omme ii, pas dé�nie positive. L'algorithme gmres_restarted proposé par Saad[118℄ peut se résumer omme suit :Algorithme 5 Algorithme gmres_restarted [118℄Entrées: A ∈ Rn×n matrie, x0 ∈ Rn veteur d'initialisation, b ∈ Rn veteur à droiteSorties: xm ∈ Rn veteur solution après m itérations gmres
r0 = b−Ax0, β = ‖r0‖, et v1 = r0/βFor j = 1, . . . ,m Do :
wj = AvjFor i = 1, . . . , j Do :
hij =

(
wj , vi

)

wj = wj − hijviEnd for
hj+1,j = ‖wj‖
vj+1 = wj/hj+1,jEnd forCalul de y

m
qui minimise ‖βe1 −Hmy‖Calul de xm = x0 + VmymIf ‖b− Axm‖� ε then

x0 = xm et redémarrage de l'algorithmeEnd ifLa matrie d'orthogonalisation Hm n'étant plus tridiagonale, nous ne pouvons plus aluler à haque itéra-tion la nouvelle valeur du veteur solution sans un suroût important en temps de alul. Dès lors, l'erreur deonvergene ne peut pas être a priori onnue au fur et à mesure des itérations mais seulement avant haqueredémarrage. Cependant, une implémentation numérique intelligente permet d'avoir la norme du veteur erreursans avoir à aluler le veteur solution à haque itération. Pour ela, nous devons réaliser des rotations su-essives des olonnes de la matries rendant la matrie Hm triangulaire supérieure. Cette implémentation estavantageuse en termes de temps de alul ar elle permet de dé�nir omme ritères d'arrêt du proessus itératifun nombre d'itérations maximal et une diminution des résidus préalablement dé�nie.En reprenant l'ériture de la fontion J (y) (Eq. 2.43), nous pouvons érire :
J (y) = ‖b−Axm‖ = ‖βe1 −Hmy‖

= ‖Qm

(
βe1 −Hmy

)
‖

= ‖g
m+1

− Smy‖
= |gm+1|+‖g

m
− Smy‖

(2.45)où Qm ∈ Rm×m est la matrie de rotation qui annule la sous-diagonale de Hm, gm+1
∈ Rm+1, est un veteurissu des rotations du veteur βe1.La minimisation se traduit alors par la résolution du problème suivant :trouver y tel que ‖g

m
− Smy‖= 0 (2.46)qui orrespond à la résolution d'un système linéaire dont la matrie est triangulaire et de dimensions m ×m.De plus, la norme des résidus à l'itération m s'obtient alors par :

‖b−Axm‖= |gm+1| (2.47)



18 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUES2.2.3 Méthode de résolution mgmresCertaines méthodologies relevant par exemple du adre de l'optimisation de formes [71℄ peuvent néessiter larésolution de plusieurs systèmes linéaires ave la même matrie mais di�érents veteurs de seond membre.C'est notamment le as des problèmes d'optimisation direte, ave plusieurs paramètres de ontr�le, ou de l'op-timisation adjointe ave des gradients de ontraintes aérodynamiques [136℄. Il peut être intéressant d'utiliserles méthodes de Krylov dites � méthodes de Krylov par blo Multiple (mgmres) � qui exploitent ette pro-priété [119, 122, 127℄. Dans le adre de ette étude, nous nous sommes intéressés à une extension proposée parRuhe [116℄ de l'algorithme d'Arnoldi. Cet algorithme [116℄ a été initialement développé pour la résolution desystèmes linéaires ave des matries symétriques et a été étendu par Saad [120, p. 196-200℄ à des problèmes nonsymétriques. Notons qu'il limite la parallélisation mais son e�aité reste indépendante du nombre de systèmeslinéaires à résoudre.Ces méthodes onsistent à résoudre simultanément p systèmes linéaires :
Ax(l=1,...,p) = b(l=1,...,p)

︸ ︷︷ ︸Forme vetorielle ⇐⇒ AX = B︸ ︷︷ ︸Forme matriielle (2.48)Soit X0 =
[
x

(1)
0 , x

(2)
0 , . . . , x

(p)
0

]
∈ Rn×p un ensemble de veteur initiaux, les résidus orrespondants s'érivent :
R0 ≡

[
r
(1)
0 , r

(2)
0 , . . . , r

(p)
0

]
=
[
v1, v2, . . . , vp

]
R (2.49)où R0 ∈ Rn×p désigne l'ensemble des résidus initiaux tel que r(l)0 = b(l) − Ax

(l)
0 , [v1, v2, . . . , vp

]
∈ Rn×p, estla fatorisation QR de R0 formant les p premiers veteurs de la base de Krylov et R ∈ Rp×p est une matrietriangulaire supérieure.L'approximation de la solution s'érit de la manière suivante :

x(l=1,...,p) = x
(l=1,...,p)
0 + Vmy

(l=1,...,p) ⇐⇒ X = X0 + VmY (2.50)A�n de proéder par analogie ave la méthode gmres lassique, le seul élément manquant est l'analogie ave leveteur βe1 (Eq. 2.42) :
B −AXm = B −A (X0 + VmY )

= R0 −AVmY
=

[
v1, v2, . . . , vp

]
R − Vm+pHmY

= Vm+p

(
E1R−HmY

)
(2.51)où E1 ∈ R(m+p)×p est une matrie dont le blo supérieur p×p est la matrie identité, le veteur βe1 est remplaépar la matrie E1.Les fontions à minimiser J (l) (y) (Eq. 2.41 ) relatives à haque système linéaire sont alors données par :

J (l) (y) = ‖b(l) −Ax(l)
m ‖= ‖E1Rel −Hmy

(l)
m
‖ (2.52)Dans e as de �gure, la matrie Hm devient une matrie triangulaire supérieure à p sous-diagonales3. Il estdon néessaire d'e�etuer p rotations à haque itération mgmres pour obtenir une matrie Hm triangulairesupérieure. De plus, grâe à es p rotations, les normes des erreurs de haque système peuvent être évaluées sansavoir à aluler expliitement l'ensemble des veteurs solutions :

J (l)(y) = ‖b(l) −Ax
(l)
m ‖ = miny(l)‖E1Re(l) −Hmy

(l)‖
= miny(l)‖Qm

(
E1Re(l) −Hmy

(l)
)
‖

= miny(l)‖ĝ(l)

m
− Smy

(l)‖
= ‖g(l)

m+p, . . . , g
(l)
m+1‖+miny(l)‖g(l)

m − Smy
(l)‖

(2.53)L'erreur de haque système linéaire s'obtient don à l'itération m par :
‖b(l) −Ax(l)

m ‖= ‖g(l)
m+p + . . .+ g

(l)
m+1‖ (2.54)3Rappelons que la matrie Hm est une matrie d'Hessenberg dans le as d'un système linéaire unique (Eq. 2.39).



2.3. MÉTHODES DE PRÉCONDITIONNEMENT POUR LES MÉTHODES DE KRYLOV 19Algorithme 6 Algorithme mgmres sans rotation [120, p. 196-200℄Entrées: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p matrie des p veteurs à droite, X0 ∈ Rn×p matrie des p veteurs initiauxSorties: Xm ∈ Rn×p matrie des p veteurs solutions après m itérations gmres
V = B −AX0

r11 = ‖v1‖, et v1 = v1/r11For j = 2, 3, . . . , p Do :
w = vjFor i = 1, . . . , j − 1 Do :
rij = (w, vi)
w = w − rijviEnd for

rjj = ‖w‖
vj = w/rjjEnd forFor j = p, p+ 1, . . . ,m Do :
k = j − p+ 1
w = AvkFor i = 1, 2, . . . , j Do :
hik = (w, vi)
w = w − hikviEnd for

hj+1,j = ‖wj‖
vj+1 = wj/hj+1,jEnd forCalul de Ym minimisant ‖R−HmY ‖Calul Xm = X0 + Vm ∗ Ym2.3 Méthodes de préonditionnement pour les méthodes de KrylovLa résolution par méthode de Krylov n'est pas envisageable sans l'utilisation d'un préonditionnement. Il existedeux manières pour appliquer un préonditionnement M :

AM−1Mx = b︸ ︷︷ ︸Préonditionnement à droite ⇐⇒ Ax = b⇐⇒ M−1Ax = M−1b︸ ︷︷ ︸Préonditionnement à gauhe (2.55)Lorsque nous utilisons un préonditionnement à gauhe, le système linéaire est résolu diretement. En revanhe,dans le as d'un préonditionnement à droite, le système linéaire est modi�é et le nouveau système s'érit :
AM−1y = b ou x = M−1y (2.56)La matrie de préonditionnement a pour but d'approher le plus possible de la matrie inverse du systèmelinéaire. Cette matrie peut être plus ou moins omplexe et prendre plus ou moins de temps à aluler. Celapeut demander des FFT, des intégrations ou même la résolution de plusieurs systèmes linéaires simples. En règlegénérale, plus la matrie de préonditionnement est di�ile à aluler, moins le temps de résolution du systèmelinéaire est important. Cette matrie n'est pas forément expliite, elle peut être seulement impliite et realuléeà haque itération. Le hoix des préonditionneurs a été dité par une simpliité de alul et d'utilisation. Ene�et, la matrie de préonditionnement n'est généralement pas multipliée diretement à la matrie initiale duproblème mais l'appliation du préonditionnement se réalise en deux temps.

AM−1vi =
(
AM−1

)
vi = A

(
M−1vi

) (2.57)Cela a deux avantages. Tout d'abord, si nous stokons la matrie, nous ne stokons que ses éléments non nuls. Orle produit entre la matrie et son préonditionnement peut être nettement supérieur en espae mémoire requispour le stokage des nouveaux éléments non nuls. Qui plus est, nous ne onnaissons pas forément a priori les



20 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUESAlgorithme 7 Algorithme gmres ave préonditionnement à droite [120℄Entrées: A ∈ Rn×n matrie, M ∈ Rn×n matrie de préonditionnement, b ∈ Rn veteur à droite, x0 ∈ Rnveteur intialSorties: xm ∈ Rn veteur solution après m itérations gmres
r0 = b−Ax0, β = ‖r0‖, et v1 = r0/βFor j = 1, . . . ,m Do :
wj = AM−1vjFor i = 1, . . . , j Do :
hij =

(
wj , vi

)

wj = wj − hijviEnd for
hj+1,j = ‖wj‖
vj+1 = wj/hj+1,jEnd forCalul y

m
qui minimise ‖βe1 −Hmy‖Calul xm = x0 +M−1VmymIf ‖b− Axm‖� ε then

x0 = xm et redémarrageEnd ifnouvelles dimensions de la matrie. De plus, nous ne stokons pas forément la matrie, étant donné que seul leproduit de la multipliation de la matrie par un veteur est utile dans les algorithmes dérits préédemment.Nous avons onsidéré l'exemple du préonditionnement à droite (Al. 7) mais pour un préonditionnement àgauhe l'implémentation est presque similaire. Le nombre d'opérations reste inhangé quel que soit le préon-ditionnement utilisé. La di�érene prinipale réside dans le alul de la norme de l'erreur des résidus. Pour unpréonditionnement à gauhe, nous obtenons diretement la norme des résidus grâe aux rotations suessivesdérites préédemment (Eq. 2.47). En revanhe, pour un préonditionnement à droite, l'erreur obtenue est lanorme du veteur résidus multipliée par la matrie de préonditionnement.Tous les préonditionnements utilisés dans le adre de e travail ne sont pas basés sur un développement phy-sique en s'appuyant sur la méanique des �uides, mais sont des préonditionnements purement numériques.2.3.1 Méthode de JaobiCette méthode de préonditionnement est très simple à mettre en ÷uvre et éonomique en temps de alul. Elles'inspire diretement de la méthode de Jaobi pour la résolution de systèmes linéaires.
A = L+ diag(d) + U =⇒M = diag(d) (2.58)où L et U sont repetivement les parties triangulaires inférieure et supérieure de la matrie et d le veteur de ladiagonale.Ce n'est pas la plus e�ae, mais elle possède l'avantage d'être utilisable ave d'autres méthodes. En e�et, nouspouvons failement stoker seulement les éléments diagonaux ; le suroût en espae mémoire supplémentaireorrespond seulement à un seul veteur dont les dimensions sont �xées par le nombre d'inonnues.2.3.2 Méthode de blo JaobiCette méthode est très similaire à la méthode de Jaobi, mais le préonditionnement exploite la struture dela matrie imposée par le type de problème à résoudre. Les matries des systèmes linéaires sont des matriesblos, 'est-à-dire que leurs diagonales sont onstituées de blo 4 × 4 pour des problèmes 2D et 5 × 5 pour desproblèmes 3D. La matrie peut alors être déomposée omme suit :

A = L+D + U =⇒M = D (2.59)



2.4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS D'EULER LINÉARISÉES ET HARMONIQUES EN TEMPS 1 1
2D21Ave e préonditionnement, les matries sont multipliées par une matrie de la taille du blo diagonal de façonà obtenir un blo diagonal identité. Le alul de la matrie inverse diagonale est réalisé par une méthode depivot de Gauss lassique [53℄.2.3.3 Méthode ilu0Le prinipe de la fatorisation inomplète ilu0 est de réaliser une élimination de Gauss lassique, telle qu'elleexiste pour la résolution des systèmes linéaires, mais en gardant la même struture de matrie, et de ne pasajouter d'éléments non nuls en plus de eux déjà existants [120℄. Ces tehniques très populaires néessitent lestokage de tous les éléments non nuls de la matrie. Cela permet de �xer la taille de la matrie de préondi-tionnement tout en utilisant une bonne approximation de la matrie inverse.Algorithme 8 Algorithme de préonditionnement ilu0 [120℄Entrées: A ∈ Rn×nFor i = 2, . . . , n Do :For k = 1, . . . , i− 1 Do :if aik ∈ NZ (A) ; aik = aik/akkFor j = k + 1, . . . , n Do :if aij ∈ NZ (A) ; aij = aij − aikakjEnd forEnd forEnd forIl est à noter que des fatorisations imomplètes plus élaborées existent [120℄.2.4 Résolution des équations d'Euler linéarisées et harmoniques entemps 11

2
DCe paragraphe présente une omparaison entre les di�érentes résolutions présentées préédemment appliquéesà la résolution d'éoulements ompressibles instationnaires. Pour ela, nous avons retenu le as orrespondantà la réponse des équations d'Euler 1 1

2D linéarisées à une impulsion de pression en ondition de limite aval dansle as de la tuyère d'Adamson et al. [1℄.2.4.1 Les équations d'Euler 11
2
DLes équations d'Euler 1 1

2D ou quasi 1D onstituent un modèle simpli�é ouramment utilisé pour l'étude d'éou-lements de tuyères bidimensionelles symétriques lorsque les e�ets visqueux de l'éoulement ainsi que les phé-nomènes physiques liés (ondutivité thermique, turbulene . . . ) peuvent être négligés. Nous utiliserons ii latuyère d'Adamson et al. [1℄ onnue pour étudier l'amplitude d'une onde de ho dans un anal bidimensionnel.Nous supposons aussi que toutes les variations sont suivant l'axe de la tuyère. Nous n'avons don pas de variationdes quantités aérodynamiques suivant la diretion normale à l'axe (~y). En�n nous supposons aussi que la vitesseest purement axiale (~V = u(x)~ex). Les équations résolues dans le adre de ette étude démonstrative s'ériventsous la forme suivante [63℄ :




d

dx
(ρuA) = 0 (onservation de la masse)

d

dx

(
ρu2A+ pA

)
− p

d

dx
(A) = 0 (quantité de mouvement)

d

dx
(ρuEA+ puA) = 0 (onservation de l'énergie) (2.60)où ρ est la masse volumique, u la vitesse axiale, A la setion qui varie selon la diretion axiale de la tuyère, pla pression statique et E l'énergie totale.
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Fig. 2.1 � Représentation bidimensionnelle de la tuyère symétrique de T.C Adamson, A.F. Messiter, M.S. Liou,(AIAA. J., vol. 16, 1978, p. 1240-1247)2.4.2 Résolution des équations d'Euler 11
2
D stationnairesMéthode numériqueCes équations sont disrétisées en utilisant une déomposition spatiale des �ux de Van-Leer [140℄ ave uneextrapolation des variables musl au troisième ordre4 et une méthode d'intégration temporelle de Runge Kuttaà deux pas. Cette méthode est dérite plus en détail par R. Haugeard [63℄.Résultats et omparaisonsLa �gure (2.2) présente une omparaison du nombre de Mah et de la pression entre la théorie et un alulstationnaire par un rapport πs−t = 0.7. Le alul a été réalisé sur un maillage de 201 points. La tuyère estamorée ave un nombre de Mah avant le ho Mchoc = 1.33 et l'onde de ho est située à 53 % de la longueurde tuyère. Nous onstatons un parfait aord entre les résultats théoriques et numériques. De plus, auuneosillation parasite liée au traitement des onditions aux limites ou à la présene du ho n'est visible.
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2D pour un rapport de pression πs−t = 0.7 dans la tuyère deT.C Adamson, A.F. Messiter, M.S. Liou, (AIAA. J., vol. 16, 1978, p. 1240-1247)4Ave des limiteurs de pente de Van Albada [139℄, selon l'implémentation d'Anderson et al. [3℄.



2.4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS D'EULER LINÉARISÉES ET HARMONIQUES EN TEMPS 1 1
2D232.4.3 Eoulement instationnaire ave une �utuation harmonique de pression avalEquations d'Euler 1 1

2D linéariséesNous nous intéressons maintenant à un éoulement instationnaire engendré par une perturbation harmoniquede faible amplitude de la pression aval. Dans e as, les équations d'Euler 1 1
2D peuvent être linéarisées autourd'une petite perturbation instationnaire, harmonique en temps et de fréquene ω. Les perturbations des va-riables onservatives s'expriment de la façon suivante :

r (x, t) = 0r (x) + R
(
1r̂(x, t)eiωt

)

m (x, t) = 0m (x) + R
(
1m̂(x, t)eiωt

)

E (x, t) = 0E (x) + R

(
1Ê(x, t)eiωt

) (2.61)où 1r̂ ∈ CNi, 1m̂ ∈ CNi et 1Ê ∈ CNi sont les variables onservatives perturbées et 0r̂ ∈ RNi, 0m̂ ∈ RNi et
0
Ê ∈ RNi sont les variables onservatives stationnaires. En introduisant ette déomposition des variables per-turbées dans les équations d'Euler 1 1

2D instationnaires, nous obtenons, pour les équations linéarisées, le systèmelinéaire suivant :
iω1ŵ +

∂NF
(
0w
)

∂x
1ŵ +

∂S
(
0w
)

∂w
1ŵ = 0 (2.62)où 1ŵ =

[
1 r̂, 1m̂, 1Ê

]T , 0w =
[
0r, 0m, 0E,

]T , ∂S
∂w

∈ R3×Ni est la matrie jaobienne des termes soures et
NF ∈ RNi est le �ux numérique.Ces équations sont disrétisées aux n÷uds du maillage. Les �ux sont alulés selon la déomposition de VanLeer [140℄. Les variables onservatives pour le alul des �ux au troisième ordre sont extrapolées en utilisant uneextrapolation musl, extrapolation musl [67℄, et, a�n de limiter les osillations, nous utilisons des limiteursde pente de Van Albada [139℄, selon l'implémentation d'Anderson et al. [3℄.Les onditions aux limites sont basées sur la théorie des aratéristiques [65℄ :EntréeOnde de pression entrante iω

[
1p̂+ 0ρ0a1û

] = 0Onde d'entropie iω
[
1p̂− 0a2 1ρ̂

] = 0Onde de pression sortante iω
[
1p̂− 0ρ0a1û

]
+
(
0u− 0a

) [
d
dx

(
1p̂
)
− 0ρ0a d

dx

(
1û
)] = 0SortiePression onstante 1p̂ = 1p̂2Onde de pression sortante iω

[
1p̂− 0ρ0a1û

]
+
(
0u− 0a

) [
d
dx

(
1p̂
)
− 0ρ0a d

dx

(
1û
)] = 0Onde d'entropie iω

[
1p̂− 0a2 1ρ̂

]
+ 0u

[
d
dx

(
1p̂
)
− 0a

2 d
dx

(
1ρ̂
)] = 0Tab. 2.1 � Tableau des onditions aux limites pour les équations d'Euler 1 1

2D linéarisées et harmonique entempsMéthodes de résolutionLa disrétisation des équations d'Euler linéarisées (Eq. 2.61), ave les onditions aux limites assoiées, peuvents'érire sous la forme d'un système linéaire omplexe :̂
Ax̂ = b̂ (2.63)où la matrie omplexe Â a une largeur de bande 1 + 2× 8 et x̂ ∈ C4×Ni, est le veteur d'inonnues omplexes.Dans ette première étude, a�n de simpli�er le problème, nous avons préféré rester dans le adre d'un alul réel.



24 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUESC'est pourquoi nous avons réalisé les aluls ave une fréquene nulle. Nous pourrions omparer e problème àune tuyère où nous aurions un éoulement interne établi et où nous imposerions un saut de pression à l'aval.Nous avons ainsi réalisé plusieurs tests ave les algorithmes de Krylov (Als. 2, 3 et 5) pour résoudre e systèmelinéaire. L'algorithme lu_bande, qui a déjà été validé par Haugeard [63℄, nous servira de référene pour laomparaison des résultats. Evidemment, pour e problème, l'algorithme lu_bande est le plus e�ae en termesd'espae mémoire.Résolution par les di�érentes méthodes de KrylovToutes les simulations ont été réalisées en stokant la matrie et sans préonditionnement. Le veteur d'initia-lisation 0x = 0 est le veteur nul. La �gure (2.3) présente les ourbes de onvergene en fontion du nombred'itérations pour les trois méthodes. Nous onstatons que seule l'approhe gmres, qui utilise une fatorisationd'Arnoldi, permet d'obtenir la solution. Les deux autres méthodes utilisant une fatorisation de Lanzos, le gset le bi-gstab, présentent une roissane des résidus au fur et à mesure des itérations. Cette divergene est sansdoute liée à la perte d'orthogonalité de la base Krylov réée lorsque le nombre de veteurs devient important[120, p. 178℄. Une solution aurait peut être été d'utiliser une méthode de réorthogonalisation. Mais dans e as,l'ensemble des veteurs de la base doit être stokés et l'avantage prinipal d'une orthogonalisation de Lanzos,'est-à-dire un espae mémoire néessaire moindre, est perdu.La onvergene du gmres peut être divisée en trois parties, un premier plateau lié à la di�usion de l'informationvers l'amont de la tuyère, puis une déroissane rapide plus lente orrespondant à la plage asymptopique de laonvergene.
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2D dans le as d'un éoulement stationnaire transsonique. Deux méthodes baséessur la fatorisation de Lanzos, le bi-gsab et le gs sans préonditionnement, et une basée sur la fatorisationd'Arnoldi, le gmres, aussi sans préonditionnement, ont été testées. Nous avons observé que la résolution dees équations n'était possible dans notre as qu'ave une résolution gmres. Les résultats ont été omparés àune résolution direte de type lu_bande du système. Les résultats issus des deux méthodes sont identiques.L'évolution des perturbations de pression sont en parfaite adéquation. Etant donné la qualité des résultatsobtenus, nous avons don déidé pour la suite de nous onentrer seulement sur la résolution des di�érenteséquations de la méanique des �uides ave une résolution gmres.
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Chapitre 3Equations de Navier-Stokes non linéairesrésolues par méthode pseudo-Newton-gmres3.1 Equations de la méanique des �uides et équations de Navier-StokesSi nous nous plaçons à l'éhelle marosopique, il existe trois grandes familles d'équations dérivant la dyna-mique d'un éoulement qui sont résolues dans une géométrie donnée ave des onditions initiales et aux limitespréisées. Elles sont toutes issues de la même base mais, pour les rendre plus aisées à résoudre, des simpli�a-tions suessives ont été réalisées. Par degré appliatif roissant, e sont les équations potentielles, les équationsd'Euler et en�n les équations de Navier-Stokes. Dans le adre de ette étude, nous ne onsidérerons que leséquations de Navier-Stokes qui permettent de prendre en ompte tous les phénomènes physiques mis en jeudans un éoulement. Une simpli�ation sera réalisée tout au long de notre travail, les fores à distane tellesque la gravité ou les fores életromagnétiques ne seront pas prises en ompte étant donné leurs faibles valeursrelatives par rapport à elles mises en jeu dans les on�gurations étudiées.3.1.1 Equations de Navier-Stokes moyennéesCompte tenu des valeurs du nombre de Reynolds1 onsidéré dans ette étude qui re�ète l'importane de laturbulene dans un éoulement par rapport à un éoulement moyen, nous utilisons le modèle des équationsde Navier-Stokes moyennées. Ces méthodes permettent de prendre en ompte uniquement les instationnaritésdéterministes mais, en auun as, les instationnarités intrinsèques turbulentes. Deux types de moyennes sontutilisés : la moyenne de Reynolds ou moyenne d'ensemble pour la masse volumique ρ et la pression p et lamoyenne de Favre ou moyenne pondérée masse [38℄, [39℄ pour les autres variables thermodynamiques.
f = f + f

′

= f̃ + f
′′ (3.1)où f est la moyenne de Reynolds, f ′ les �utuations de Reynolds, f̃ la moyenne pondérée masse et f ′′ la�utuation de la moyenne de Favre. Nous observons entre les moyennes les relations suivantes :

f ′ = 0 , f̃ =
ρf

ρ
, f ′′ = f − f̃ 6= 0 (3.2)Les équations de Navier-Stokes moyennées s'érivent sous forme onservative :

∂ρ

∂t
+
∂ρũl

∂xl
= 0 (3.3)1Re = ρV D

µ
. 27
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∂ρũi

∂t
+

∂

∂xl
[ρũiũl + pδil] =

∂

∂xl

[
τ il − ρũ

′′

i u
′′

l

] (3.4)
∂

∂t

[
ρh̆t − p

]
+

∂

∂xl

[
ρũlh̆t

]
=

∂

∂xl

[
ũi

(
τ il − ρũ

′′

i u
′′

l

)
−
(
ql + ρh̃′′u

′′

l

)]
+ Sh̆t

(3.5)Les variables sont dé�nies omme suit :
t : le temps
xl = [x, y, z]

T : les oordonnées spatiales artésiennes
ρ : la masse volumique
ũi : la vitesse d'une partiule �uide
p : la pression statique
τ = 2µ̆D̆ + 2

3 µ̆
∂eul

∂xl
I : le tenseur des ontraintes visqueuses, ave l'hypothèse de Stokes pour le seond oe�ient

D̆ = 1
2

[
∂eui

∂xi
+

∂euj

∂xi

] : le tenseur des taux de déformation
h̆t = h̃+ 1

2 ũiũi : l'enthalpie totale
h̃ = ẽ+ p

ρ : l'enthalpie statique
ẽ : l'énergie interne
ql = −κ̆ ∂ eT

∂xl
: le �ux de haleur

Sh̆t
: le terme soure qui dépend du modèle de turbulene utiliséoù la notation (̆.) indique une fontion de quantités moyennes qui n'est ni une moyenne de Reynolds ni la moyennepondérée masse [38, 39℄. Le système est fermé par la loi d'état des gaz alori�quement et thermodynamiquementparfaits :

p = ρRgT̃ = ρ
γ − 1

γ
h̆ = ρ (γ − 1) ẽ (3.6)où Rg est la onstante des gaz parfaits (Rg = 287.04 m2s−1K−1

) et γ le oe�ient isentropique (γ = 1.4). Lesoe�ients de visosité dynamique µ̆ et de ondutivité thermique κ̆ sont alulés par les lois de Sutherland[44℄ :
µ̆ = µref( T̃

273.15

) 3
2

110.4 + 273.15

110.4 + T̃
; κ̆ = κref µ̆

µref [1 + 0.00023
(
T̃ − 273.15

)] (3.7)ave pour l'air µref = 17.11 10−6 Pa.s et κref = 0.0242 W.m−1.K−13.1.2 Les di�érents modèles de turbuleneLorsque les équations de Navier-Stokes sont moyennées, il apparaît, dans l'équation de la quantité de mouvement(Eq. 3.4) ainsi que dans l'équation de onservation de l'énergie (Eq. 3.5), le tenseur de Reynolds (−ρũ′′

i u
′′

j

) ainsique le �ux de haleur turbulent (ρh̃′′u
′′

l

). Ces termes ajoutent de nouvelles inonnues au système qui devientmaintenant ouvert. Dans le adre de ette étude, nous avons utilisé deux modèles de fermeture de la turbulenepour fermer le système d'équations.Modèle k − ε∗ de Launder-Sharma (1974)Ce modèle réalise une analogie entre la partie turbulente et la partie visqueuse. La turbulene est prise en omptepar l'adjontion d'une visosité non physique µT , appelée visosité turbulente, ainsi que par une ondutivitéthermique turbulente κT . Pour ela, l'hypothèse de Boussinesq est utilisée.
−ρũ′′

i u
′′

j = µT

(
∂ũi

∂xl
+
∂ũl

∂xi

)
− 2

3
µT

∂ũk

∂xk
δil −

2

3
ρkδil ; ρh̃′′u

′′

l = −κT
∂T̃

∂xl
(3.8)où k = 1

2 ũ
′′

i u
′′

i est l'énergie inétique turbulente. Pour fermer le système, deux équations de transport supplé-mentaires sont néessaires, une pour l'énergie inétique turbulente k et une autre pour son taux de dissipation
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ε : ρε = τ

′

il

∂u′′i

∂xl
:

∂ρk

∂t
+

∂

∂xl
(ũlρk)

︸ ︷︷ ︸Convetion − ∂

∂xl

[(
µ̆+

µT

σk

)
∂k

∂xl

]

︸ ︷︷ ︸Di�usion dk

= −ρũ′′

l u
′′

i

∂ũi

∂xl︸ ︷︷ ︸Prodution Pk

−
[
ρε∗ + 2µ̆

(
grad

√
k
)2
] (3.9)

∂ρε∗

∂t
+

∂

∂xl
(ũlρε

∗)

︸ ︷︷ ︸Convetion − ∂

∂xl

[(
µ̆+

µT

σε

)
∂ε∗

∂xl

]

︸ ︷︷ ︸Di�usion dε

= Cε1Pk
ε∗

k
− Cε2fε2ρ

ε∗2

k
+

2µ̆µT

ρ

(
∇2
(
~V
))2

︸ ︷︷ ︸E (3.10)où σk est le nombre de Prandtl de l'énergie inétique turbulente et σε le nombre de Prandtl de la dissipation.Pour des raisons de stabilité numérique [45℄, l'équation de transport est érite pour le taux de dissipation modi�é
ε∗ introduit par Launder [78℄ :

ρε = ρε∗ + 2µ̆
(
grad

√
k
)2 (3.11)Le taux de dissipation modi�é a pour avantage de s'annuler à la paroi, e qui failite l'appliation des onditionsaux limites tout en renforçant la robustesse et la stabilité numérique. L'ensemble des valeurs des onstantes dumodèle de Launder Sharma [86℄ ainsi que des fontions d'amortissement sont résumées dans le tableau i-dessousdans le adre d'un éoulement ompressible :

Cε1 = 1.44 Cε2 = 1.92 σk = 1 σε = 1.3

µT = Cµfµ (Re∗T ) µ̆Re∗T Cµ = 0.09 Re∗T =
ρk2

µ̆ε∗
fµ (Re∗T ) = exp

[
−3.4

(1 + 0.02Re∗T )2

]

κT =
µT cp
PrT

PrT
= 0.09 fε2 (Re∗T ) = 1 − 0.3e−Re∗

T
2

cp =
γ

γ − 1
RgModèle au seond ordre de Gérolymos et Vallet [47℄Contrairement au modèle k − ε∗ [45℄ à deux équations de transport, les modèles au seond ordre résolvent uneéquation de transport pour haun des six termes du tenseur de Reynolds, ainsi qu'une équation supplémentairepour le taux de dissipation de l'énergie inétique turbulente. L'équation de transport d'une des omposantes dutenseur de Reynolds peut s'érire omme suit [46℄ :
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+
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δij

)

︸ ︷︷ ︸Redistribution φij
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2

3

∂u
′′

k
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δij

︸ ︷︷ ︸Pression-Dilatation+

(
τ

′
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∂u
′′

i

∂xl
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′

il

∂u
′′

j
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)

︸ ︷︷ ︸Dissipation ρεij

+ (3.12)
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′′

l

∂ũj

∂xl
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∂xi
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∂τ il
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)

︸ ︷︷ ︸E�ets Direts des Flutuations de Masse Volumique KijCes équations sont omplétées pour déterminer l'éhelle de la turbulene par une équation de transport pour letaux de dissipation modi�é au lieu du taux de dissipation (ε∗ = ε− 2ν̆ [grad (k)]
2
) [78℄, qui est numériquementplus stable grâe à la ondition à la paroi (ε∗w = 0).



30 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRESLe modèle s'a�ranhit des distanes aux parois. L'in�uene de la turbulene est plus importante au niveau desparois et dans les zones déollées. La majorité de es modèles sont don généralement fontion des normalesaux parois ainsi que des distanes à elles-i. Gerolymos et Vallet [46℄, pour éviter toute dépendane du modèleà une topologie pariétale [85℄, dé�nissent un autre type de normale basé sur la longueur turbulente (Eq. 3.22)pour l'utilisation de es méthodes.Dans l'équation de transport des termes du tenseur de Reynolds (Eq. 3.12), seuls les termes de onvetion Cijet de prodution Pij sont des termes exats, 'est-à-dire qu'ils n'ont pas besoin d'être modélisés. En revanhe,les autres termes dépendent du modèle. Dans le modèle proposé, les termes des e�ets direts de ompressibilitéKij ainsi que la orrélation de pression-dilatation sont négligés :� Le terme de di�usion peut se déomposer en trois parties [137℄ :dij = dv
ij + dp

ij + dµ
ij = − ∂

∂xl

(
ρ ˜u′′

i u
′′

j u
′′

l

)

︸ ︷︷ ︸Di�usion Visqueuse dv
ij

− ∂

∂xl

(
ρ′u

′

jδil + ρ′u
′

iδjl

)

︸ ︷︷ ︸Vi�usion de Pression dp
ij

− ∂

∂xl

(
u

′

iτjl + u
′

jτil

)

︸ ︷︷ ︸Di�usion Visqueuse dµ
ij

(3.13)
• La di�usion de pression dp

ij est négligée [47℄. On notera ependant que des versions plus réentes dumodèle [138℄ montrent l'importane de dp
ij dans les zones déollées.

• La orrélation triple de vitesse est modélisée selon la formulation de Hanjali�-Launder [61℄.
τijl = ρ ˜u′′

i u
′′

j u
′′

l = −Cs
k

ε
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m

∂ũ
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∂ũ
′′

l u
′′

i

∂xm
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∂ũ
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i u
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j

∂xm


 ; ave Cs = 0.11 (3.14)

• La di�usion de visqueuse est modélisée omme i-dessous :dµ
ij = − ∂

∂xl

(
u

′

iτ
′

jl + u
′

jτ
′

il

)
=

∂

∂xl

(
µ
∂ũ

′′

i u
′′

l

∂xk

) (3.15)� Le terme de redistribution φij est modélisé onjointement ave le terme de dissipation [92℄ :
φij − ρεij =

[
φij − ρ

(
εij −

2

3
δijε

)]
= φH

ij1 + φH
ij2 + φI

ij1 + φI
ij2 − 2

3
δijε (3.16)Le terme de redistribution se divise en quatre parties, les parties dites lentes (.)ij1 et les parties rapides

(.)ij2 ave les termes homogènes (.)H et les termes inhomogènes (.)I .
• φij1 est modélisé selon la proposition de Rotta [115℄, ave le oe�ient C1 optimisé par Launder-Shima[87℄ :

φH
ij1 = −C1ρεaij (3.17)ave aij =

ũ
′′

i u
′′

j

k
− 2

3
δij ; CH

1 = 1 + 2.58AA
1/4
2

[
1 − e

»
−

“
ReT
30

”2
–]

A =

[
1 − 9

8
(A2 −A3)

]
; A2 = aijaji ; A3 = aikakjaji

• La modélisation de la partie rapide φH
ij2 adopte la forme proposée par Naot et al. [102℄ :
φH

ij2 = −CH
2

(
Pij −

1

3
Pllδij

) (3.18)mais ave un oe�ient CH
2 optimisé pour la bonne prédition d'éoulement déollé [47℄ :

CH
2 = min[1, 0.75[0, A− 0.55]] ×A[max(0.5,0.5−1.3max[0,A−0.55])][1 − max(0, 1 − ReT/50)] (3.19)
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• Les termes inhomogènes sont modélisés omme suit :

φI
ij1 = CI

1

ε

k
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ρũ
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meIkeImδij −
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2
ρũ
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] (3.20)ave CI
1 = 0.9
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‖grad
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] (3.21)ave CI
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)
; 0
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‖grad
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»
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ReT
30
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max(0.6,A)
2



 ‖où A est le fateur d'aplatissement de Lumley [93℄ (A = 1 − 9

8 (A2 −A3)
) et A2, A3 sont les invariantsdu tenseur d'anisotropie A2 = aijaij , A3 = aikakjaji ave aij =

ũ
′′

i u
′′

j

k
− 2

3
δij


, ℓT est l'éhelle de lon-gueur turbulente (ℓT =

k3/2

ε

) et eI. sont les diretions d'inhomogénéité de la turbulene :
~eI = eIi~ei =

grad ℓI
‖grad ℓI‖

ave ℓI =
ℓT

[
1 − e−

ReT
30

]

1 + 2
√
A2 + 2A16

(3.22)3.2 Méthode de disrétisation spatialeLes équations de Navier-Stokes moyennées n'admettent de solutions analytiques que pour des on�gurations avedes éoulements simples. Pour les résoudre, dans le as de géométries plus omplexes, nous devons disrétisernotre volume d'étude et résoudre numériquement es équations aux dérivées partielles.3.2.1 Génération du maillage multiblo struturéLe mailleur utilisé au ours de ette étude a été développé dans le adre de la thèse de G. Tsanga [135℄. Ilpermet la génération de maillage dans des on�gurations omplexes réelles telles que des turbomahines multi-étages. Di�érentes topologies (maillage en C, H, O) sont utilisées a�n de disrétiser orretement l'ensemble dudomaine de alul en fontion de la géométrie. La distribution des n÷uds du maillage est générée de manièreitérative à partir des points aux frontières, au moyen de la résolution d'un opérateur bilaplaien [55℄ dans le planbidimensionnel des oordonnées urvilignes (ξ, η). Après déomposition [55℄, le système di�érentiel à résoudrepeut s'érire au moyen de quatre opérateurs laplaiens ouplés :




∇2ξ(x, y) = p
∇2η(x, y) = q
∇2p(x, y) = 0
∇2q(x, y) = 0 ; ∀(x, y) ∈ D

(3.23)Ces équations sont résolues en utilisant des onditions aux limites proposées par Sparis [132℄ qui permettentde ontr�ler l'orthogonalité du maillage aux parois par la prise en ompte d'une onstante d'orthogonalité. Leshéma de disrétisation est entré et préis à l'ordre 2 [135℄ ; le système linéaire est résolu au moyen d'unerésolution itérative impliite par fatorisation af-adi. A la �n du proessus itératif temporel, les mailles le longde la longueur urviligne ξ = onstante sont de nouveau réparties selon une suite géométrique prohe des paroisa�n de rendre ompte lors du alul aérodynamique des e�ets de ouhe limite en augmentant le nombre depoints dans ette zone. Ces maillages nous permettent d'avoir les distanes adimensionnées à la paroi y+2 del'ordre de 0.5 sans dégrader l'ordre du shéma de disrétisation des équations de Navier-Stokes en ayant unnombre de points su�sant pour rendre ompte de tous les phénomènes turbulents prohes des parois ave lesmodèles utilisés (Fig. 3.1).2y+ = y

νw

q
τw
ρw

.
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Fig. 3.1 � Maillage bidimensionnel utilisé pour le alul transsonique dans la tuyère deJ. M. Délery (AIAA. J., vol. 21, 1983, p. 180-185) ave Ni = 401 et Nj = 201 équiréparti dans la dire-tion longitudinale et ra�né près de la paroi3.2.2 Disrétisation des �uxLes équations de Navier-Stokes peuvent s'érire sous la forme vetorielle suivante :
∂w

∂t
+ div

[
C ~F (w) +V ~F (w)

]
+ S (w) = 0 (3.24)où C ~F (w) ∈ Rm∗3 (m est fontion du modèle de turbulene3) est le tenseur des �ux onvetifs, V ~F (w) ∈ Rm∗3est le tenseur des �ux visqueux et S (w) désigne le terme soure. Le veteur des variables onservatives w ontientles inonnues du hamp aérodynamique et s'érit respetivement pour les modèles k − ǫ∗ et RSM :

w =





[
ρ, ρũ, ρṽ, ρw̃, ρh̆t − p, ρk, ρǫ∗

]
[
ρ, ρũ, ρṽ, ρw̃, ρh̆t − p, ρũ′′u′′ , ρũ′′v′′ , ρũ′′w′′ , ρṽ′′v′′ , ρṽ′′w′′ , ρw̃′′w′′ , ρǫ∗

] (3.25)Les équations de Navier-Stokes sont disrétisées sur un maillage struturé par la méthode des volumes �nis.Les quantités représentant les inonnues du système sont stokées aux n÷uds du maillage suivant une approheell-vertex. L'intégration des équations s'e�etue sur le volume de ontr�le Vi,j,k réé à partir d'un maillagedéalé (i+ 1
2 , . . .) ayant pour sommet ommun le point ~xi,j,k. En utilisant le théorème de Green-Ostrogardsky,les équations de Navier-Stokes stationnaires peuvent s'érire :

1

Vi,j,k

∑
~F .~S + Si,j,k = 0 ⇐⇒ Li,j,k (w) = 0 ; ∀i,j,k (3.26)où Li,j,k est l'opérateur de divergene des �ux ou opérateur résidus, ontient les �ux à travers haque surfaedu volume de la ellule.
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+Si,j,k(3.27)où ξSi+± 1
2 ,j,k, ηSi,j+± 1

2 ,k et ζSi,j,k+± 1
2
sont l'aire des faes de la ellule, ξ~ni+ 1

2 ,j,k, η~ni,j+ 1
2 ,k et ζ~ni,j,k+ 1

2
sontles normales sortantes aux surfaes respetives et Si,j,k les termes soures.3m vaut 7 pour le modèle k − ǫ∗ et 12 pour le modèle RSM.



3.2. MÉTHODE DE DISCRÉTISATION SPATIALE 33Flux onvetifsLes �ux onvetifs sont alulés suivant la méthode de déomposition des �ux de Van Leer [140℄. Cette dé-omposition est basée sur le prinipe de la propagation d'ondes. Elle possède la propriété d'être naturellementdissipative ompte tenu du déentrement de la moléule de disrétisation spatiale et ne néessite don pas l'ajoutd'une visosité arti�ielle. La déomposition des �ux est réalisée dans haune des trois diretions du maillagesuivant une ontribution avanée F+ et une ontribution retardée F−. Cette déomposition de Van Leer possèdeles propriétés mathématiques suivantes : 1) dérivabilité des �ux en fontion du nombre de Mah4 aux pointsd'arrêt et sonique, 2) les valeurs propres pour les matries jaobiennes retardées et avanées, respetivementpositives et négatives, 3) pour des éoulements subsoniques, haune des matries jaobiennes retardées et avan-ées possède une valeur propre nulle [140℄
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)
(3.28)Ces �ux sont alulés à partir des variables onservatives par une extrapolation musl5 [137℄ préise au troisièmeordre. Des limiteurs de pente de Van-Albada [139℄ sont appliqués a�n d'éviter l'apparition de phénomènes nonphysiques des quantités aérodynamiques au voisinage d'une disontinuité (onde de ho . . . ). Ces limiteurs sontimplémentés suivant la méthode proposée par Anderson et al. [3℄.Flux visqueuxLa divergene des �ux visqueux est disrétisée par la méthode des di�érenes �nies au moyen d'un shéma entréet préis au seond ordre utilisant les deux points voisins dans haque diretion [45℄ :





[
~V F

ξ

ξ

]

i± 1
2 ,j,k

= 1
2

[
V ~F i,j,k +V ~F i±1,j,k
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]
(3.29)

3.2.3 Itération multigrilleA�n d'aélérer la onvergene du proessus itératif, nous utilisons une méthode multigrille proposée par Le-lerq et Stou�et [88℄ qui a été initialement développée pour la résolution des équations de Navier-Stokes sur unmaillage non struturé et étendue par Gérolymos et Vallet [48℄ pour les maillages struturés. Cette méthode pos-sède la partiularité de tenir ompte des diretions de propagation. Pour ela, l'opérateur de restrition e�etuele transfert des variables onservatives d'une grille �ne à une grille plus lâhe suivant des lignes aratéristiquesde l'éoulement. L'opérateur de prolongation, qui, lui, tranfère les variables d'une grille plus lâhe vers une grilleplus �ne, est basé sur une interpolation trilinéaire [48℄.L'extrapolation d'une grille plus �ne à une grille plus lâhe est réalisée en retirant un point sur deux dans haquediretion. Pour réaliser le transfert des variables onservatives le long des lignes aratéristiques de l'éoulement,l'opérateur de restrition réalise une moyenne pondérée utilisant le stenil lui-même et les 26 points voisins ainsiqu'une multipliation par une matrie d'annihilation dont le r�le est d'annuler les �ux non issus d'une des4Le nombre de Mah est le rapport de la vitesse du �uide sur la vitesse de son „M = V√
γRgT

«.5Monotoni Upstream-entered Sheme for Conservation Law.



34 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRESdiretions aratéristiques. L'opérateur de restrition peut se résumer sous la forme matriielle suivante [48℄ :
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)
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64 ; n
′

h ∈ [i± 1, j ± 1, k ± 1](3.30)où rh (nh) et r2h (n2h) sont respetivement les résidus sur la grille �ne et les résidus sur la grille lâhe, M (n2h)est l'ensemble des points entourant le stenil sur la grille �ne, α (.) est la pondération et Φ est la matried'annihilation. Cette matrie d'annihilation Φ peut se déomposer omme suit :
Φ =

[
P Ψ P−1

] (3.31)où P et P−1 sont les matries qui diagonalisent la matrie jaobienne des �ux onvetifs et sont données pourles variables onservatives par Steger et Warming [134℄. La matrie Ψ ontient les valeurs propres de la matriejaobienne.
Ψ = [I5 + diag {sgn (Ud + a) , sgn (Ud) , sgn (Ud) , sgn (Ud) , sgn (Ud − a)}] (3.32)où I5 ∈ R5×5 est la matrie identité. Ainsi, en fontion des lignes aratéristiques, la matrie Ψ s'annule et netransfère pas les informations des points non désirés. La validation de la méthode multigrille par omparaisonave des aluls monogrilles a été e�etuée par Gérolymos et Vallet [48℄.3.3 Shéma d'intégration temporelle et onditions aux limites3.3.1 Shéma d'intégration temporel déentré d'EulerPour résoudre le système non linéaire, une méthode d'avanement en temps est utilisée. Dans le as de simulationsd'éoulements stationnaires, l'intégration pseudo-temporelle est basée sur un shéma déentré Euler préis aupremier ordre. Ce shéma permet d'utiliser des pas de temps su�samment importants a�n d'obtenir des tempsde alul non prohibitifs. Les équations de Navier-Stokes peuvent s'érire de façon symbolique de la manièresuivante :

∂w

∂t
+ L (w) = 0 (3.33)où w est le veteur des variables globales (w =

[
w1,1,1, w1,1,2, . . . , wNi,Nj,Nk

]T ∈ Rm×Ni×Nj×Nk) et l'opéra-teur des résidus global (L =
[
L1,1,1,L1,1,2, . . . ,LNi,Nj,Nk

]T ∈ Rm×Ni×Nj×Nk). Le développement limité del'opérateur de divergene (L (w)) à l'instant n+ 1 donne :
L
(
n+1

w
)

= L (n
w) + n

(
∂L

∂w

)(
n+1

w −n
w
) (3.34)où ∂L

∂w
est le jaobien de l'opérateur de divergene des �ux. En inluant l'équation temporelle (Eq. 3.34) auxéquations de Navier-Stokes (Eq. 3.33) et en disrétisant la dérivée temporelle, nous obtenons :

(
I + ∆t n

(
∂L

∂w

))
∆w = −∆tL (n

w) ; ∆w = w
n+1 − w

n (3.35)où I est la matrie identité, ∆w est la di�érene entre les variables aérodynamiques à l'instant (n) et à l'instant
(n+ 1) et ∆t le pas de temps. A�n d'aélérer la onvergene du proessus itératif, le pas de temps loal,fontion de la taille de haque maille [137℄, est utilisé :

∆ti,j,k = min



CFL

ℓg

Ṽ + ă
√

1 + 5
6 (γ − 1)M2

T

,VNN
ℓ2g

2νeq



 ; νeq = max

{
4

3
(ν̆ + νT ) ,

γ − 1

ρRg
(κ̆+ κT )

} (3.36)



3.3. SCHÉMA D'INTÉGRATION TEMPORELLE ET CONDITIONS AUX LIMITES 35Le nombre de Courant Fredrih Levy (fl) ainsi que le nombre de Von Neumann (vnn) sont généralementégaux. Nous avons don un système linéaire à résoudre à haque itération temporelle. Ce système peut êtrerésolu de plusieurs façons et ave plus ou moins de simpli�ation.3.3.2 Shéma à pas de temps dual pour la résolution des équations stationnairesDans le adre de ette étude, nous avons aussi utilisé une méthode sous-itérative [18℄ du type pas de tempsdual [72℄ qui permet de réduire les erreurs de linéarisation et de fatorisation approhée tout en augmentant lepas de temps physique [34℄. Cette tehnique a pour philosophie, dans un premier temps, d'avoir une avanéetemporelle supérieure à la limite pratique de stabilité de résolution d'un proessus itératif à pas de temps simplelassique. Dans un seond temps, de façon à minimiser l'erreur de résolution, nous sous-itérons pour stabilisernotre solution. Deux matries diagonales sont dé�nies telles que :
∆t = diag [(∆t1,1,1) I, (∆t1,1,2)I, ..., (∆tNi,Nj,Nk)I]

∆t∗ = diag
[(

∆t∗1,1,1

)
I,
(
∆t∗1,1,2

)
I, ...,

(
∆t∗Ni,Nj,Nk

)
I
] (3.37)où I est la matrie identité et ∆t et ∆t∗ sont respetivement le pas de temps de la boule itérative pseudo-time-marhing et le pas de temps de la boule sous-itérative.Ave l'introdution du pas de temps physique n et du pas de temps dual m, les équations de Navier-Stokes àl'itération (m+ 1, n+ 1) s'érivent [18℄ :

m+1,n+1

(
∂w

∂t

)
+ L

(
m+1,n+1

w
)

= 0.⇐⇒
m+1,n+1w −m,n+1 w

∆t∗
+

m+1,n+1w −n w

∆t
+ L

(
w

m+1,n+1
)

= 0 (3.38)Les résidus sont à l'instant (m+ 1, n+ 1) linéarisés par un développement de Taylor à l'ordre un :
L
(
m+1,n+1

w
)

= L
(
m,n+1

w
)

+
∂L
(
m,n+1w

)

∂w

(
m+1,n+1

w −m,n+1
w
)

+ O (∆w)
2 (3.39)En regroupant les deux relations (Eqs. 3.38-3.39), le système linéaire suivant est obtenu :

m+1,n+1w −m,n+1 w

∆t∗
+

m+1,n+1w −n w

∆t
+ L

(
m,n+1

w
)

+
∂L
(
m,n+1w

)

∂w

(
m+1,n+1

w −m,n+1
w
)

= 0 (3.40)Le système qui doit être résolu peut alors s'érire sous la forme �nale suivante :
[
I + ∆t∗∗

∂L

∂w

(
m,n+1

w
)]

∆w = −∆t∗∗
[

m,n+1w −n w

∆t
+ L

(
m,n+1

w
)]
, ave ∆t∗∗ = ∆t∗/

(
1 + ∆t∗∆t−1

)−1(3.41)Nous pouvons noter que nous retrouvons un shéma d'intégration temporelle retardé d'Euler plus lassique àpas de temps en imposant une seule sous-itération et un pas de temps physique (∆t) tendant vers l'in�ni.Il existe en pratique deux façons de �xer le nombre de sous-itérations entre l'itération n et l'itération n + 1.La première possibilité onsiste à �xer expliitement le nombre de sous-itérations, la seonde à imposer unerédution des résidus entre deux itérations. La première présente l'avantage de limiter le temps pu d'uneitération. La seonde est dynamique dans le sens où elle ajuste le nombre de sous-itérations pour imposer unerédution de résidus désirée entre haque itération physique. Dans notre as, nous utiliserons toujours la premièreapprohe, même si la seonde est préonisée [18℄.3.3.3 Conditions aux limitesEn plus de la résolution du système et des onditions initiales, il est néessaire d'imposer, à haque itération, desonditions aux limites dans la phase expliite et impliite. Pour ela, nous devons remplaer les ondes entrantesdans notre domaine par des onditions aux limites et les ondes sortantes par des relations de ompatibilité. Nousutilisons la théorie des aratéristiques qui déompose les équations d'Euler en inq ondes (une onde d'entropie
PL1, deux ondes de vortiité PL2 et PL3 et deux ondes aoustiques ML+ et ML−) entrantes ou sortantes enfontion du nombre de Mah et de la position dans le domaine de alul.



36 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRESEntrée/Sortie Nombre de Mah normal Ondes sortantes Ondes entrantesEntrée < 1 ML+, PL1,2,3 ML−Entrée > 1 ML+, ML−, PL1,2,3 -Sortie < 1 ML− ML+, PL1,2,3Sortie > 1 - ML+, ML−, PL1,2,3Tab. 3.1 � Propagation des ondes en entrée et sortie de notre domaine en fontion du nombre de Mah normalselon la théorie des aratéristiques (ML = Mahline et PL = Pathline).Les onditions aux limites sont aussi bien imposées de façon impliite (haque système linéaire) que de façonexpliite à la �n de haque itération temporelle. Les onditions aux limites impliites sont imposées par la mé-thode développée par Chakravarthy [16℄ qui déompose le système en fontion des ondes entrantes et sortantes :
Q1

∂w

∂t
+Q2

(
Aj

∂w

∂xj

)
= 0 (3.42)où Aj sont les matries jaobiennes des �ux. Les matries Q1 et Q2 ontiennent les onditions de type réservoiret sont données par Vallet [137℄. Les parois solides, �xes ou mobiles, sont onsidérées omme adiabatiques.3.4 Méthode de résolution du système linéaire3.4.1 Simpli�ations du alul de la matrie jaobienneIl est fréquent d'avoir reours à la simpli�ation des matries jaobiennes des �ux (Eq. 3.43) a�n de minimiser letemps de alul par itération et l'espae mémoire néessaire [48℄. Ces simpli�ations s'e�etuent à trois niveauxet sont dérites de façon suinte i-dessous :� la disrétisation des �ux de la matrie jaobienne s'e�etue au premier ordre [O (∆x)] au lieu du troisièmeordre [O (∆x)

3
] pour la phase expliite ;� la matrie des �ux visqueux est diagonalisée par une méthode analogue à elle de Coakley [27℄.� les termes soures sont négligés dans la phase impliite.Ces simpli�ations permettent de rendre la résolution impliite indépendante du nombre de variables du modèlede turbulene utilisé. De plus amples détails théoriques et tehniques sur leurs implémentations sont donnés parChassaing et al. [18℄ et Gérolymos et Vallet [48℄. Ave es simpli�ations, la matrie jaobienne dans la diretion

ξ a pour forme :
∂ξF J

i+ 1
2 ,j,k

∂wi,j,k

=

[
A

ξMF 0

B
ξMF A

ξ
T

] (3.43)Nous observons un déouplage, dans la forme de la matrie jaobienne, entre la partie moyenne et la partieturbulente. La matrie AMF est une matrie 5× 5, la matrie BMF est une matrie 5× 2 dans le as d'un modèleau premier ordre, et 5× 7 dans le as d'un modèle au seond ordre et la matrie AT est une matrie 2× 2 pourun modèle au premier ordre et 7 × 7 pour un modèle au seond ordre.La matrie jaobienne de la déomposition des �ux est don une matrie blo triangulaire inférieure. C'est-à-dire que dans la phase impliite, la partie turbulente n'in�uene pas l'éoulement moyen. Nous emploierons parla suite une méthode faiblement ouplée ar la résolution impliite sépare la résolution de la partie moyennede l'éoulement et la résolution de la partie turbulente. A l'inverse, une méthode totalement ouplée résoutdiretement l'ensemble du système linéaire sans prendre en ompte la forme de la matrie. La méthode faiblementouplée, utilisée ii, a pour premier avantage d'avoir une résolution de la partie moyenne indépendante du modèlede turbulene utilisé. De plus, AT étant une matrie tridiagonale, son inversion est réalisée par une méthode deJaobi. En revanhe, ette simpli�ation limite le pas de temps utilisé pour assurer la onvergene.



3.4. MÉTHODE DE RÉSOLUTION DU SYSTÈME LINÉAIRE 373.4.2 Résolution du système linéaire par fatorisation af-adiDans le as d'une méthode de résolution par fatorisation approhée af-adi6 [18℄, la résolution du systèmelinéaire dans une diretion est réalisée en trois étapes. Tout d'abord, la partie relative au hamp moyen estrésolue en utilisant une fatorisation lu de la matrie (I + ∆t∗∗AMF). Dans un seond temps, les résidus duhamp moyen sont multipliés par la matrie BMF qui permet de prendre en ompte l'in�uene de l'éoulementmoyen sur la turbulene. En�n, l'in�uene de la partie turbulente sur elle-même est alulée en inversant lamatrie diagonale (I + ∆t∗∗AT ). La résolution du système linéaire s'e�etue don en trois phases qui doiventêtre appliquées suessivement dans les trois diretions ξ, η et ψ :




BC
ξMF [I + ∆t∗∗ A

ξMF]∆ ξwMF = bc
ξMF [−b(m,n+1)MF ]

⇐ Résolution lu du système linéaire
b(m,n+1)RSM = −b(m,n+1)RSM + B

ξMF∆w
ξMF ⇐ In�uene de la partie moyenne sur la turbulene

BC
ξ
T

[
I + ∆t∗∗ A

ξ
T

]
ξ∆wRSM = bc

ξ
T

[
b(m,n+1)RSM ]

⇐ Résolution de la partie turbulenteoù BC et bc sont les matries de onditions aux limites. Une vision globale de résolution par méthode af-adiest donnée dans l'algorithme 9.Algorithme 9 Shéma direteur de la résolution des équations Navier-Stokes par l'algorithme af-adi pour unalul monogrille à pas de temps dualFor n = 1, 2, . . . , jusqu'à onvergene Do :
◮ Calul du pas de temps physique ∆ti,j,k (Eq. 3.36)For m = 1, 2, . . . Boule sous-itérative Do :
• Disrétisation spatiale
◮ Calul du pas de temps dual ∆t∗i,j,k (Eq. 3.36)
◮ Calul des résidus : b(m,n+1) =

[
m,n+1w − nw

∆t
+ L

(
m,n+1

w
)]

◮ Multipliation par le pas de temps modi�é : b(m,n+1) = −∆t∗∗i,j,k b
(m,n+1)

• Intégration temporelle
◮ Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la diretion ξ :
 BC

ξMF [I + ∆t∗∗ A
ξMF] ξ∆wMF = bc

ξMF [b(m,n+1)MF ]

 ξbRSM = b(m,n+1)RSM + B
ξMF ξ∆wMF

 BC
ξ
T

[
I + ∆t∗∗ A

ξ
T

]
ξ∆wRSM = bc

ξ
T

[
ξbRSM]

◮ Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la diretion η :
 BC

ηMF [I + ∆t∗∗ A
ηMF] η∆wMF = bc

ηMF [ξ∆wMF]
 ηbRSM = ξ∆wRSM + B

ηMF η∆wMF
 BC

η
T [I + ∆t∗∗ A

η
T ] η∆wRSM = bc

η
T [ηbRSM]

◮ Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la diretion ζ :
 BC

ζMF [I + ∆t∗∗ A
ζMF] ∆wMF = bc

ζMF [η∆wMF]
 ζbRSM = η∆wRSM + B

ζMF ∆wMF
 BC

ζ
T

[
I + ∆t∗∗ A

ζ
T

]
∆wRSM = bc

ζ
T

[
ζbRSM]

• Mise à jour pour la sous-itération suivante
◮ Mise à jour de la solution : (m+1,n+1)

w = (m,n+1)
w + ∆w

◮ Conditions aux limites expliites (Eq. 3.42) et réalisabilité [18℄
◮ Calul de l'erreur de onvergene (Eq. 3.47)End forEnd for

6Approximate Fatorisation Alternative Diretion : I+ ∆t
∂F J

∂w

∼=
„

I+ ∆t
∂ξF J

∂w

«„

I+ ∆t
∂ηF J

∂w

«„

I+ ∆t
∂ζF J

∂w

«.



38 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRES3.4.3 Résolution du système linéaire par méthode de KrylovNous avons onsidéré une méthode de Krylov pour la résolution à haque pas de temps des équations de Navier-Stokes stationnaires pour le hamp moyen qui permettent de supprimer les erreurs de fatorisation approhée.Nous quali�erons ette méthode de résolution faiblement ouplée ar nous séparons toujours la résolution de lapartie moyenne de la résolution de la partie turbulente. De plus, étant donné la forme de la matrie turbulente,nous avons toujours une résolution af-adi pour ette partie.Dans le as présent, la matrie (I + ∆t∗∗AMF) est stokée entièrement ave l'inlusion des onditions aux limitesdans toutes les diretions. La matrie du système linéaire à résoudre à haque itération est don :
A = BCMF

[
I + ∆t∗∗

(
AξMF + AηMF + AζMF)] où BCMF [.] = BC

ζ
MF

[
BC

η
MF

[
BC

ξ
MF [.]

]] (3.44)De même, l'ensemble des onditions aux limites sont imposées sur le veteur à droite d'un système linéaire.
b
(m,n+1)
MF = bcMF [bMF ] où bcMF [.] = bc

ζ
MF

[
bc

η
MF

[
bc

ξ
MF [.]

]] (3.45)A haque itération pseudo-temporelle, les veteurs résidus sont initialisés à zéro. La sortie de la boule de Krylovest ditée par une ombinaison de deux paramètres en �xant un nombre d'itérations de Krylov maximal et à unediminution de résidus. Nous avons préféré ette ombinaison ave une régulation auto-adaptative par rapportà une régulation strite en �xant seulement le nombre d'itérations. Cette régulation permet au fur et à mesuredu alul de ne pas sur-résoudre le problème temporel et ainsi d'augmenter le temps de alul inutilement [95℄.Elle est surtout utile en �n de proessus itératif temporel où les variations du veteur solution d'une itérationà la suivante sont faibles. Pour ela, nous dé�nissons omme diminution un rapport maximal entre les résidusd'entrée et de sortie de la boule de Krylov :
r−1res =

‖A∆w − b(m,n+1)‖
‖b(m,n+1)‖

(3.46)et limitons à 100 le nombre de veteurs des bases de Krylov.Algorithme 10 Shéma direteur de la résolution des équations Navier-Stokes par l'algorithme gmres pour unalul monogrille à pas de temps dualFor n = 1, 2, . . . , jusqu'à onvergene Do :
◮ Calul du pas de temps physique ∆ti,j,k (Eq. 3.36)For m = 1, 2, . . . Boule sous-itérative Do :
• Disrétisation spatiale
◮ Calul du pas de temps dual ∆t∗i,j,k (Eq. 3.36)
◮ Calul des résidus : b(m,n+1) =

[
m,n+1w − nw

∆t
+ L

(
m,n+1

w
)]

◮ Multipliation par le pas de temps modi�é : b(m,n+1) = −∆t∗∗i,j,k b
(m,n+1)

• Intégration temporelle
◮ Conditions aux limites veteur de droite : b(m,n+1)MF = BCMF [b(m,n+1)MF ]

◮ Calul de la matrie impliite de l'éoulement : A ⇐= BCMF [I + ∆t∗∗AMF]
◮ Calul du préonditionnement : M ⇐= pre [A]

◮ Résolution du système linéaire par l'algorithme gmres : AM−1M ∆w = b
(m,n+1)MF

◮ Résolution de la partie turbulente par méthode af-adi
• Mise à jour pour la sous-itération suivante
◮ Mise à jour de la solution : (m+1,n+1)w = (m,n+1)w + ∆w

◮ Conditions aux limites expliites (Eq. 3.42) et réalisabilité [18℄
◮ Calul de l'erreur de onvergene (Eq. 3.47)End forEnd for



3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 393.5 Tuyère de Délery3.5.1 Présentation de la on�gurationLa géométrie onsidérée dans le adre de e travail est une tuyère bidimensionnelle symétrique étudiée parDélery et al. [32℄ pour l'étude de l'interation entre une onde de ho et une ouhe limite. Nous nous limitonsdans le adre de ette thèse à un as bidimensionel, mais il n'y a auune perte de généralité dans la méthodepar rapport à un as tridimensionel7.La tuyère est omposée de deux pro�ls symétriques sur les parois haute et basse. Un seond ol permet deontr�ler la ontre-pression aval et l'éoulement supersonique de sortie. Les prinipales aratéristiques de latuyère sont présentées i-dessous :
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Fig. 3.2 � Géométrie et aratéristiques géométriques de la tuyère (J.M Délery AIAA. J., vol. 21, 1983, p.180-185)3.5.2 Con�guration subsoniqueLa méthode de résolution pseudo-Newton-gmres a tout d'abord été évaluée dans le as d'un éoulement hautsubsonique. Pour ela, la tuyère a été tronquée à 0.4 m (Fig. 3.2) pour supprimer le seond ol. Les onditions auxlimites sont en entrée et en sortie des onditions de non ré�exion [137℄ subsoniques et les parois sont onsidéréesomme adiabatiques. Le alul est réalisé sur un maillage de Ni×Nj = 301× 121 ave un rapport de pressionsortie-entrée statique totale πS−T = 0.77. Les données des onditions de fontionnement sont reportées dans letableau 3.2.L'éoulement est initialisé suivant la proédure mise au point par Vallet [137℄ ave un taux de turbulene Tu =1 % et des ouhes limites d'une épaisseur de 5 mm. Pour nous permettre d'aélérer la onvergene, tous lesaluls ont été réalisés ave trois niveaux de grille.Validation de la résolution pseudo-Newton-gmresLa omparaison des résultats des grandeurs aérodynamiques est issue d'un alul par fatorisation approhéeaf-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et d'un autre par la méthode de Krylov ave un préonditionne-ment par fatorisation approhée gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3). La �gure 3.3 présente7Dans le as d'une résolution 2D, la résolution af-adi, la résolution dans la troisième diretion ζ est simplement supprimée.Dans le as de la résolution gmres, la matrie impliite est une matrie bande omposée de quatre blos de dimensions 4×Ni×Njen 2-D au lieu de sept blos de dimensions 5 × Ni × Nj en 3-D.



40 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRESConditions aux limites d'entréeTempérature totale : T̆t (K) = 300Pression totale : P̆t (Pa) = 101325nombre de Mah : M̆ = 0.6Conditions de paroisTempérature : T̆w (K) = 300Conditions aux limites de sortiePression statique : P̆ (Pa) = 78020Rapport de pression sortie/entrée : πS−T 0.77Tab. 3.2 � Conditions aux limites d'entrée de la tuyère de Délery tronquée pour le alul subsonique sur unmaillage 301 × 121l'historique de la onvergene où les erreurs relatives au hamp moyen eMF et au hamp turbulent eRSM sontalulées par les relations suivantes [18℄ :
eMF[wMF,∆wMF] = log10
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} (3.47)et
eRSM[wRSM,∆wRSM] = log10
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} (3.48)Les fateurs 1
4 et 1

5 sont utilisés (respetivement pour les erreurs eMF et eRSM) pour les présents aluls 2-D(ontrairement aux fateurs 1
5 et 1

7 en 3-D [18℄).
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Fig. 3.3 � Convergene des résidus de la partie moyenne eMF et de la partie turbulente eRSM des résolutionsaf-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)La �gure 3.4 présente l'évolution du nombre de Mah obtenu par la résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,
Mit=1,rres=1,LGRD=3) et ompare sur les parois et à l'axe le Mah isentropique8 des deux résolutions pour un8Mis =
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3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 41nombre de Mah d'entrée tuyère de 0.6. Le �uide est aéléré dans la partie onvergente de la tuyère, jusqu'auol à Mah 0.9, puis est dééléré dans la partie divergente. Après le divergent, la ouhe limite s'épaissit pourouper jusqu'à 20 % de la setion de passage. Par ailleurs, la �gure 3.4(b) permet de mettre en évidene untrès bon aord de la distribution du Mah isentropique et de la pression (Fig. 3.4) sur les parois ainsi qu'àl'axe de la tuyère entre les deux méthodes de résolution. Ces bons résultats sont on�rmés par la omparaisonsur les oupes transversales de la vitesse axiale ũ et tangentielle ṽ à inq positions axiales (x = 0, x/L = 1/4,
x/L = 1/2, x/L = 3/4 et x = L) (Fig. 3.5).
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Ṽ (m.s−1)

��
��
1 ��

��
2 ��

��
3 ��

��
4 ��

��
5

-
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ũ (m.s−1)

6

ỹ
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Fig. 3.5 � Comparaison de l'évolution de la vitesse axiale ũ et de la vitesse normale ṽ à inq positions axiales x =0, x = 1
4L, x = 1

2L, x = 3
4L et x = L entre une résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans le as d'un éoulement subsonique



3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 43In�uene de la méthode de résolution sur la onvergene à iso pas de tempsIl est important de noter que les aluls gmres et gmres ave préonditionnement de Jaobi, quels que soientle pas de temps (fl= 10, 15, 20) et le rapport rres, n'ont jamais onvergé. L'historique de la onvergene desméthodes af-adi(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,LGRD=3), gmres_bj(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=2,LGRD=3) etgmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20, Mit=1,rres=1-100,LGRD=3) en fontion du nombre d'itérations et du tempsde alul est présenté dans la �gure 3.6. Cette �gure permet de omparer la onvergene des di�érents alulspour un pas de temps identique. Notons que le rapport mimimal de rédution rres pour un préondition-nement bj est de 2 alors que pour un préonditionnement ilu0 il est de 1. Pour les résolutions af-adi etgmres_bj, le niveau de onvergene pour les résidus de l'éoulement moyen est de quatre ordres de grandeur(Fig. 3.6(a)-(b)). En revanhe, le niveau atteint de onvergene si un préonditionnement ilu0 est utilisé estde plus de inq ordres de grandeur (eMF = -5.2) quel que soit le fateur de rédution demandé rres = 1 ou100. Les pentes de onvergene en fontion du nombre d'itérations (Fig. 3.6(a)) et du temps (Fig. 3.6(b)) desdeux méthodes sont quasi identiques jusqu'à 250 itérations. Ensuite, alors que les résidus des résolutions af-adiet gmres_bj(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=2,LGRD=3) saturent, les résidus relatifs aux aluls gmres_ilu0ontinuent de diminuer.Pour les résidus turbulents, eRSM, l'amélioration entre la méthode af-adi et la méthode gmres_bj et gmres_ilu0est moins probante. Ave la résolution par fatorisation approhée, nous obtenons une rédution des résidusturbulents de eRSM = -4.4 et ave la résolution gmres_ilu0, nous obtenons une rédution de eRSM = -4.7(Fig. 3.6()-(d)). Ce résultat nous paraît ohérent étant donné que les équations du hamp turbulent sont tou-jours résolues par fatorisation approhée quelle que soit la résolution du hamp moyen (af-adi ou gmres).Le faible gain observé ave les approhes gmres_ilu0 dans le niveau des résidus turbulents par rapport auxrésolutions af-adi et gmres_bj est probablement onséutif à la rédution de l'erreur du hamp moyen.Nous remarquons par ailleurs sur la �gure 3.6(a)-(b) que le fateur rres pour un préonditionnement ilu0 in-�uene la onvergene. Les niveaux sont presques identiques mais la résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,
Mit=1,rres=1,LGRD=3) onverge en 400 itérations temporelles alors que la résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20, Mit=1,rres=100,LGRD=3) en 150 itérations, soit un gain de 64.6 %. En revanhe, en gain en temps puentre les deux résolutions gmres_ilu0 n'est que de 44.4 % (Fig. 3.6(b)). Cela est lié au nombre d'itérationsgmres néessaires : la résolution ave un rapport rres=1 néessite moins de inq itérations de Krylov à haqueitération pseudo-temporelle alors que la résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20, Mit=1,rres=100,LGRD=3)en néessite en moyenne une dizaine. A pas de temps identique, la résolution gmres_bj ou gmres_ilu0 nepermet pas d'aélérer la onvergene.Par ailleurs, nous avons remarqué que le nombre d'itérations gmres e�etuées à haque itération temporellevarie beauoup entre les di�érents préonditionnements pour le même rapport rres = 2. Pour e rapport rres,dans le as d'un préonditionnement Jaobi blo, haque itération temporelle nééssite 10 à 15 itérations gmres ;en revanhe dans le as d'un préonditionnement ilu0, le nombre d'itérations gmres n'a jamais été supérieur à5. Cette onstatation est probablement relative au type du préonditionnement. Même si e sont des préondi-tionnements numériques, ils n'in�uenent pas de façon identique la résolution du système linéaire. Dans le asJaobi blo, la moléule de disrétisation au n÷ud (i,j) est in�uenée uniquement par elle-même. En revanhe,un préonditionnement ilu0 agit plus globalement et in�uene l'ensemble des points du maillage. Cela permetune meilleure propagation des informations le long des diretions de l'éoulement.In�uene du nombre de sous-itérationsLa �gure 3.7 permet de omparer les vitesses de onvergene entre une résolution de Krylov ave pas de tempssimple et pas de temps dual ave une résolution af-adi. Dans les deux as représentés ii utilisant le pas detemps dual, les aluls ont été réalisés ave un fl=100 et un fl∗=20, et un nombre de sous-itérations �xé
Mit = 5.Nous remarquons une faible di�érene entre le niveau de onvergene des résidus de l'éoulement moyen et la réso-lution af-adi ave pas de temps dual et le gmres ave pas de temps simple. Par ailleurs, si le nombre d'itérations
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Fig. 3.6 � Comparaison de la vitesse de onvergene en fontion du nombre d'itérations (a), () et du temps pu(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,LGRD=3),gmres_bj(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=2,LGRD=3), gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3)total10 est quasi identique à onvergene, la résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3)présente un oût pu identique à la résolution af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) mais est 85 % moinslongue que la résolution gmres_ilu0(fl=100,fl∗=20,Mit = 5,rres=1,LGRD=3).La fatorisation ilu0 ainsi que la résolution lu sont réalisées par l'outil SPARSEKIT de Saad [117℄. Notonsque es routines ne sont pas vetorisées, les temps de alul sont don fortements pénalisés ar la fatorisationapprohée de la matrie doit être réalisée à haque sous-itération temporelle et l'appliation du préonditionne-ment à haque itération gmres. Pour remédier à e problème, Saad [130℄ propose de ne pas fatoriser la matrieà haque itération mais seulement à ertaines itérations. Entre les deux itérations où le préonditionneur estde nouveau alulé par une nouvelle fatorisation inomplète, le préonditionneur de l'itération ourante estmodi�é en utilisant une orretion de bas niveau de Broyden [33℄. Une autre méthode proposée par Olawskyet al. [107℄, pour la résolution d'éoulement hypersonique, propose de vetoriser le proessus de fatorisation.Pour ela, ils utilisent soit une tronature de série de Neumann, soit, dans le as d'un maillage struturé, unestruture algorithmique basée sur un ordre spéial de rangement de données [107℄. Ces deux approhes doiventfaire l'objet de prohaines études a�n de minimiser le temps de alul.10ℓit = nit × mit = Nbs itérations primaires × sous-itérations.
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Fig. 3.7 � Comparaison de la vitesse de onvergene en fontion du nombre d'itérations (a), () et du temps pu(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,LGRD=3),af-adi(fl=100,fl∗=100,Mit=5), gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3) etgmres_ilu0(fl=100,fl∗=20,Mit=5,rres=100,LGRD=3)In�uene du pas de temps sur la onvergeneL'in�une du fl sur la vitesse de onvergene de la méthode gmres_ilu0 est présentée dans la �gure (Fig. 3.8).Alors que la résolution af-adi ne permet pas, à ause des erreurs de fatorisation, d'utiliser des fl supérieursà 20, la résolution gmres_ilu0 autorise des valeurs maximales de fl de 100. Seuls les aluls ave le préon-ditionnement ilu0 ont onvergé ave une fl supérieur à 20. De plus, nous n'avons pas eu besoin d'augmenterla rédution des résidus pour onverger.Le niveau de onvergene des résidus de la partie moyenne est du même ordre de grandeur pour les résolutionsgmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=100,Mit=1,rres=100,
LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=100,Mit=1,rres=500,LGRD=3) ave une rédution de plus de inqordres de grandeur qui est un niveau plus bas que la résolution af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3)(Fig. 3.8(a)-(d)). Des remarques identiques peuvent être faites dans le as des résidus turbulents (Fig. 3.8()-(d)).Nous avons déja remarqué qu'une résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3) onver-geait en un temps identique qu'une résolution af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3), mais en augmentantle pas de temps pour les résolutions gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=100,Mit=1,rres=100-500,LGRD=3) le temps àonvergene augmente (Fig. 3.8(b)). En revanhe, le nombre d'itérations est identique quel que soit le pas de



46 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIREStemps pour une résolution gmres_ilu0 (Fig. 3.8(a)). Alors que la résolution par af-adi néessite 400 itérationspour atteindre la onvergene, les résolutions gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20-100,Mit=1,rres=100-500,LGRD=3)n'en requiérent que 150, soit un gain de 64.6 %.
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Fig. 3.8 � Comparaison de la vitesse de onvergene en fontion du nombre d'itérations (a),() et du temps pu (b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3), gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3),gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=100,Mit=1,rres=100,LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=100,Mit=1,rres=500,
LGRD=3)3.5.3 Con�guration transsoniqueDans le as d'un éoulement transsonique, la géométrie omplète de la tuyère est prise en ompte. Cette on�gu-ration a déjà permis de valider le solveur af-adi [137℄ et a été retenue pour valider le solveur gmres développédans ette étude. Le nombre de points dans la diretion transverse a été augmenté a�n de disrétiser orrete-ment la ouhe limite (y+ ∼= 0.5). Le alul a été réalisé sur un maillage de Ni×Nj = 401× 201 et un rapportentre la pression totale de sortie et la pression statique d'entrée πs−t = 0.64.L'éoulement est initialisé ave un taux de turbulene Tu = 1% et des ouhes limites d'une épaisseur de 5 mm.Pour nous permettre d'aélérer la onvergene, tous les aluls ont été réalisés ave trois niveaux de grille. Lesonditions de fontionnement sont reportées dans le tableau 3.4.



3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 47Conditions aux limites d'entréeTempérature totale : T̆t (K) = 300Pression totale : P̆t (Pa) = 600000nombre de Mah : M̆ = 0.57Conditions de paroisTempérature : T̆w (K) = 300Conditions aux limites de sortiePression statique : P̆ (Pa) = 38400Rapport de pression sortie/entrée : πS−T 0.64Tab. 3.4 � Conditions aux limites d'entrée de la tuyère de Délery pour le alul transsonique sur un maillage
Ni×Nj = 401 × 201Validation de la résolution pseudo-Newton-gmresDans le as de e alul transsonique, l'éoulement est aéléré dans la partie onvergente et atteint la vitessesonique au ol. Le �uide ontinue d'aélérer dans le divergent jusqu'à l'onde de ho. L'onde de ho est droiteau entre de la tuyère puis présente une struture lassique de ho en lambda (Fig. 3.9) lors de ses interationsave les ouhes limites turbulentes. L'interation entre l'onde de ho et la paroi entraîne une importante zonede faible vitesse (Fig. 3.9) ave une reirulation qui s'étend sur une épaisseur d'un inquième de hauteur totalede tuyère. Ce � rétréissement � de setion rée deux zones de plus forte vitesse entre la sortie de ouhe limiteet le entre de la tuyère. En sortie de tuyère, l'éoulement est bloqué au niveau du seond ol, e qui permetd'éviter la propagation de perturbation lors de la ampagne de mesures.La �gure présentant l'évolution du nombre de Mah (Fig. 3.9(b)) montre une bonne onordane entre les résul-tats issus des méthodes af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=1,
LGRD=3). La position du ho ainsi que le nombre de Mah et les niveaux de pression sont identiques, que esoit au niveau de l'axe de la tuyère ou sur les parois. Malgré l'importante disontinuité liée à la présene duho, la méthode Krylov gmres_ilu0 onverge orretement.La �gure 3.10 présente les évolutions transversales des hamp de vitesse ŭ et v̆ en inq positions axiales (x/L =0, 25 %, 42 %, 45 %, 1). Les trois oupes sont plaées pour x2 au début du divergent, la position x3 traverse lastruture en lambda de l'onde de ho et x4 la zone de déollement. Pour la position x3, les deux omposantesdu hamp de vitesse ŭ et v̆ sont en bonne onordane ave les deux résolutions, partiulièrement au niveau duho et de la partie interne de la struture en lambda.Le tableau 3.5 nous donne l'éart relatif maximal obtenu pour les di�érentes variables par les deux méthodes :Variables aérodynamiques Eart relatif maximalMasse volumique ρ 0.12 %Vitesse axiale ũ 1.82 %Vitesse tangentielle ṽ 3.12 %Pression p 0.98 %Tab. 3.5 � Comparaison de l'erreur relative maximale des variables aérodynamiques entre les résolutions af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3)Une étude omparative des grandeurs turbulentes est donnée en annexe (f. A.2).
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Fig. 3.9 � Cartographie du nombre de Mah par la méthode gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et omparaison de l'évolution du nombre de Mah isentropique le long de l'axe et de la pa-roi supérieure et inférieure entre une résolution af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) etgmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3) dans la tuyère de Délery pour un éoulementtranssoniqueEtude de la onvergene à iso pas de tempsEn raison de l'interation entre l'onde de ho et la ouhe limite, la physique de l'éoulement est beauoupplus omplexe et don plus numériquement di�ile à résoudre par rapport à un éoulement subsonique. D'unpoint de vue numérique, les non linéarités physiques relatives à la présene de l'onde de ho et de la zone dereirulation rendent l'obtention d'une solution plus déliate11. Notons que la résolution n'a pas été initialiséepar une résolution des équations d'Euler ou par un alul ave un ordre de shéma inférieur. L'initialisation del'éoulement est une initialisation isentropique entre l'entrée et la sortie [137℄ à laquelle des pro�ls de ouhelimite sont ajoutés au voisinage des parois. Le ho se plae don au fur et à mesure des itérations temporelles.De plus, à la di�érene du test préédent, le �uide à la sortie de la tuyère est supersonique et par onséquent ila été néessaire de modi�er les onditions aux limites (Tab. 3.1).Auun alul utilisant une méthode de Krylov sans préonditionnement ou ave un préonditionnement simplede Jaobi n'a jamais réussi à onverger. Dans le as d'une résolution gmres_bj, le fateur de rédution rres mi-nimal est de 5 (e qui orrespond en moyenne à une base de 20 veteurs par itération temporelle). En revanhe,pour un préonditionnement ilu0, une diminution des résidus rres = 1 par pseudo-pas de temps su�t (Fig. 3.11).Le fateur de rédution des résidus rres dans le as d'une résolution gmres_ilu0 ne permet pas de diminuersensiblement le niveau des résidus de l'éoulement moyen eMF (Fig. 3.11(a)-(b)). Par ailleurs, nous remarquonsd'importantes �utuations des résidus moyens à onvergene quelle que soit la résolution af-adi, gmres_bj ougmres_ilu0 bien que le hamp moyen lui soit onvergé. Cela est sans doute lié aux deux zones de déollementsituées à l'aval de l'interation entre l'onde de ho et les ouhes limites dans un milieu on�né (Fig. 3.9(a)).Le meilleur niveau de onvergene est atteint pour les résolutions gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=1-11Ativation des limiteurs de pente et appliation des onditions aux limites [137℄.
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ỹ

��
��
3

-
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ỹ

��
��
5

-
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Fig. 3.10 � Comparaison de l'évolution de la vitesse axiale ũ et de la vitesse normale ṽà inq positions axiales x=0, x=25 %L, x=42 %L, x=45 %L et x=L entre une résolutiongmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3) et af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans leas d'un éoulement transsonique



50 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRES2-100,LGRD=3) ave un niveau moyen de eMF = -4.3 alors que les résolutions af-adi et gmres_bj onvergentde moins de quatre ordres de grandeur (Fig. 3.11(a)-(b)). Une remarque identique peut être faite pour les résidusturbulents : ave une résolution gmres_ilu0, le niveau moyen de eRSM = -3.6 et ave une résolution af-adi,il est de -3.1 (Fig. 3.11()-(d)). Le meilleur niveau de onvergene obtenu pour les résidus turbulents est sansdoute dû, tout omme pour un éoulement subsonique, à une meilleure onvergene des résidus moyens.Le temps de alul est aussi amélioré dans le as d'une méthode de Krylov par rapport à une résolution par fato-risation approhée pour un nombre fl identique. Ave une résolution de gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,
rres=1-2-100,LGRD=3), la onvergene est atteinte en 35 minutes environ alors que la af-adi(fl=∞,fl∗=20,
Mit=1,LGRD=3), elle, néessite 45 minutes (Fig. 3.11) sur un NEC SX5.
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Fig. 3.11 � Comparaison de la vitesse de onvergene en fontion du nombre d'itérations (a), () et du temps pu(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,LGRD=3),gmres_bj(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=5,LGRD=3), gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3),gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=2,LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3)In�uene du proessus sous-itératifLa �gure 3.12 permet d'analyser simultanément la vitesse et le niveau de onvergene de la méthode de réso-lution à pas de temps dual (fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) par rapport à l'approhe sans itération duale.Pour haque résolution de Krylov, nous utilisons à haque pas de temps un préonditionnement ilu0 ave une



3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 51ontrainte de diminution du fateur de rédution dans la boule de Krylov rres=100.Les résolutions af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=100, fl∗=20,Mit=5,rres=100,
LGRD=3) ne permettent pas d'obtenir une meilleure erreur de onvergene que l'approhe af-adi(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,LGRD=3) (Fig. 3.12). Cela est sans doute lié à la présene de la zone de déollement. Le meilleur ni-veau de onvergene est toujours atteint par la résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3).Le temps de onvergene ainsi que le nombre d'itérations néessaires pour onverger ne sont pas plus impor-tants ave une méthode sous-itérative. De plus, auune des méthodes ne parviens à diminuer le bruit numériqueobservé en �n de proessus itératif. Il semble que e bruit soit assoié à la résolution faiblement ouplée deshamps moyen et turbulent.
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Fig. 3.12 � Comparaison de la vitesse de onvergene en fontion du nombre d'itérations (a), () et du temps pu(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour les méthodes af-adi(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,LGRD=3),af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3), gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3) etgmres_ilu0(fl=100,fl∗=20,Mit=5,rres=100,LGRD=3)In�uene du pas de tempsLa �gure (3.13) permet de quanti�er l'in�uene du hoix du fl sur la vitesse de onvergene de la méthodeitérative utilisée. Alors que le fl maximal d'une résolution af-adi est de 20, nous avons pu augmenter le fl à50 ave une résolution gmres et rres = 100−500. Ave un pas de temps plus important malgré une augmentation



52 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRESdu rapport rres étant donné les simpli�ations réalisées pour le alul de la matrie jaobienne, les aluls neonvergent pas.Paradoxalement, un fl plus important ne permet pas de onverger plus rapidement, que e soit en nombre d'ité-rations ou en temps pu. En e�et, haque itération néessite une moyenne de 25 itérations de Krylov pour une ré-solution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=100,LGRD=3) alors que la résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50, Mit=1,rres=500,LGRD=3) en requiert en moyenne 35. Par ailleurs, nous avons un niveau plus faiblede onvergene, que e soit pour les résidus moyens ou turbulents, ave un fl de 50 (Fig. : 3.13).
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Fig. 3.13 � Comparaison de la vitesse de onvergene en fontion du nombre d'itérations (a),() et du temps pu (b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(fl=100,fl∗=20,Mit=5,LGRD=3), gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3),gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=100,LGRD=3) et gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=500,LGRD=3)3.6 ConlusionsNous avons présenté dans e hapitre les expérienes numériques réalisées pour la résolution des équations deNavier-Stokes stationnaires par une méthode de pseudo-Newton-gmres. Le système linéaire issu de la disréti-sation impliite et portant sur les variables du hamp moyen est résolu par une approhe gmres, alors que lesystème linéaire relatif au hamp turbulent est résolu par une approhe af-adi.



3.6. CONCLUSIONS 53Pour la résolution gmres, di�érents types de préonditionnement ont été testés et implémentés : le préondition-nement de Jaobi, le préonditionnement blo Jaobi et une fatorisation ilu0 de la matrie jaobienne. Danstous les as présentés ii, le système a été résolu ave un préonditionnement à droite. Lors d'autres études nonrapportées, le préonditionnement à gauhe donne des résultats similaires.Le solveur pseudo-Newton-gmres a été validé dans le adre de la tuyère 2D de Délery [32℄ en régime hautsubsonique et régime transsonique. L'in�uene du préonditionnement et de la diminution des résidus à l'intérieurde la boule de Krylov a ensuite été étudiée en détail. Pour un pas de temps identique, nous avons onstatéun niveau de onvergene plus important dans le as de résolution gmres_ilu0 que dans elui de la résolutiongmres_bj. De même, pour un même nombre fl, la vitesse et le niveau de onvergene pour la résolutiongmres_ilu0 que af-adi. Dans un seond temps, nous avons proédé à une étude de sensibilité de la onvergeneau pas de temps. Dans le as d'une résolution af-adi à pas de temps simple, les erreurs de fatorisationne permettent pas d'utiliser des fl supérieurs à 20. En revanhe, lors d'une résolution gmres, la limite destabilité de la méthode est repoussée et permet d'utiliser des pas de temps plus importants (fl=100 dansle as subsonique et fl=50 dans le as transsonique). La onvergene du proessus itératif de résolution deséquations de Navier-Stokes stationnaires ave un modèle de turbulene au seond ordre a ainsi été aéléréeave un gain de temps de 50 % dans le as d'une résolution pour un éoulement haut subsonique. Nous avonsaussi onstaté, quels que soient les éoulements onsidérés, un gain en nombre d'itérations de 150 % dans le assubsonique et de 75 % dans le as transsonique.
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Chapitre 4Equations de Navier-Stokes linéarisées etharmoniques en temps résolues parméthodes pseudo-Newton-gmresAprès les essais onluants de résolution des équations de Navier-Stokes stationnaires par une résolution de typepseudo-Newton-gmres, nous avons, dans e hapitre, proédé à l'appliation de ette méthode aux équations deNavier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps. Ces équations présentent l'avantage d'avoir une résolutionde l'ordre de inq à dix fois plus rapide que la résolution des équations de Navier-Stokes instationnaires ar ellesne requierent pas l'obtention d'une solution périodique [17℄. En revanhe, la solution pour haque fréqueneétant obtenue séparément, les phénomènes ouplés entre harmoniques ne sont pas alulés.4.1 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en tempsLes équations d'Euler et de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps sont basées sur la déompositionde l'éoulement instationnaire en un éoulement stationnaire sur lequel sont superposées des petites perturba-tions harmoniques. Les perturbations sont déomposées dans e as en série de Fourier :
w (−→x , t) = ℜ
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w (−→x ) +

Mfreq∑

m=1

m
ŵ (−→x ) eiωmt


 (4.1)où 0w ∈ RNi×Nj×Nk×12 est le veteur des variables onservatries stationnaires, mŵ ∈ CNi×Nj×Nk×12 est leveteur des variables perturbées de la perturbationm et ωm est la pulsation de la perturbation liée à la fréquened'exitation de l'instationnarité fm, tel que ωm = 2πfm.Deux linéarisations sont envisageables pour formuler le problème. Hall et al. [57℄ optent pour une linéarisationdes �ux puis disrétisent es derniers par un shéma entré d'ordre 2. L'autre méthode utilisée notamment parLindquist et Giles [89℄ onsiste à linéariser diretement les �ux numériques issus de l'appliation du shémaspatial. Dans le adre de ette étude, nous avons retenu ette dernière approhe ar elle permet d'utiliser lemême shéma de disrétisation spatial que pour la résolution des équations stationnaires [17℄. En reportant dansles équations de Navier-Stokes instationnaires la déomposition de l'éoulement est représentée par l'équation4.1 et en érivant es équations dans le domaine fréquentiel, pour un harmonique �xé, la formulation suivanteest obtenue :
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)]
= 0 (4.2)Les perturbations instationnaires étant de faibles amplitudes par rapport à l'éoulement stationnaire, les �ux55



56CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLEonvetifs et visqueux sont linéarisés par un développement de Taylor au premier ordre :
−→
FC,V = 0−→FC,V + 0

(
∂
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∂w
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︸ ︷︷ ︸
m
−→̂
FC,V

mŵ + O (w)2 (4.3)où n−→FC,V désigne les �ux onvetifs et visqueux linéarisés en temps.A onvergene, les équations de Navier-Stokes stationnaires peuvent s'érire de la façon suivante :
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= 0 (4.4)En soustrayant es équations (Eq. 4.4) aux équations de Navier-Stokes instationnaires érites dans le domainefréquentiel (Eq. 4.2) et en inluant la proédure de linéarisation des �ux au premier ordre (Eq. 4.3), nousobtenons les équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps :
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= 0 (4.5)4.2 Linéarisation des �ux et onditions aux limitesL'approhe utilisée pour la linéarisation des �ux est elle développée par Chassaing [17℄ et est résumée ii pourpermettre la desription des développements sur la résolution des systèmes linéaires par approhe de Krylov.4.2.1 Linéarisation des �ux onvetifsPour être onsistants ave le shéma stationnaire, les �ux onvetifs sont obtenus par la linéarisation de ladéomposition des �ux de Van Leer [140℄ :





m
−→̂
FC

ξ = VLA+
ξ

(
0w−

)
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sont les matries jaobiennes des �ux de Van Leer et sont données par Vallet [137℄. Lesextrapolations musl sont elles aussi linéarisées pour les perturbations omme pour les variables stationnaires.
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m ŵi,j− 1
2±

1
2 ,k,

m ŵi,j+ 1
2±

1
2 ,k

)

mŵ±
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)] (4.8)Les limiteurs de pente de Van-Albada 0s [139℄ sont, eux, �xés à leurs valeurs stationnaires.Ce shéma de résolution des équations d'Euler linéarisées ave apture de ho a été développé et validé parHaugeard [63℄ dans le adre d'éoulements ave et sans ho dans une tuyère et les résultats ont été omparésave des résultats provenant de la résolution des équations d'Euler instationnaires.



4.2. LINÉARISATION DES FLUX ET CONDITIONS AUX LIMITES 574.2.2 Linéarisation des �ux di�usifsToujours pour être onsistants ave le shéma stationnaire, les �ux visqueux sont disrétisés par des di�érenes�nies préises au seond ordre [67℄ :




mF̂
V

i± 1
2 ,j,k =

1

2

[
mF̂

V

i,j,k + mF̂
V

i±1,j,k

]

mF̂
V

i,j± 1
2 ,k =

1

2

[
mF̂

V

i,j,k + mF̂
V

i,j±1,k

]

mF̂
V

i,j,k± 1
2

=
1

2

[
mF̂

V

i,j,k + mF̂
V

i,j,k±1

]
(4.9)Dans le adre de ette étude, le modèle de turbulene au seond ordre [46℄ n'est pas linéarisé de sorte que lehamp aérodynamique perturbé mŵ se limite aux inq variables de l'éoulement moyen :

mŵ =

[
mρ̂,m ρ̂ũ,m ρ̂ṽ,m ρ̂h̆t − p

]T (4.10)Notons que Sbardella et Imregun [123℄ préonisent la linéarisation du modèle à une équation de transport deSpalart-Allmaras [131℄ dans le as de fort déollement. A notre onnaissane, seuls Holmes et Lorene [68℄ ontlinéarisé le modèle à deux équations de transport k − ω [91℄. Les �ux visqueux du hamp moyen sont linéarisésen fontion des quantités équivalentes du modèle de turbulene k − ε∗ [45℄ (§ 3.1.2) :
mF̂

V (0w,mw
)

=




0
mτ̂eq

xx
mτ̂eq

xy
mτ̂eq

xz
0ũ mτ̂eq

xx + 0ṽ mτ̂eq
xy + 0w̃ mτ̂eq

xz + m ˆ̃u 0τeq
xx + mˆ̃v 0τeq

xy + m ˆ̃w 0τeq
xz −m ˆ̃qx




(4.11)où la linéarisation du tenseur des ontraintes équivalentes mτ̂eq
ij et du �ux de haleur linéarisé nˆ̃qi est obtenueen linéarisant respetivement l'hypothèse de Boussinesq et la loi de Fourier :

mτ̂eq
ij = mµ̂eq

[(
∂ 0ũi

∂xj
+
∂ 0ũj

∂xi

)
− 2

3

∂ 0ũl

∂xl
δij

]
− 2

3
0ρ mk̂+ 0µeq

[(
∂ m ˆ̃ui

∂xj
+
∂ m ˆ̃uj

∂xi

)
− 2

3

∂ m ˆ̃ul

∂xl
δij

]
− 2

3
mρ̂ 0k(4.12)

mˆ̃qi = −
(
0κ+ 0κT

) ∂m ˆ̃
T

∂xi
− (mκ̂+ mκ̂T )

∂0T̃

∂xi
(4.13)où µeq = µ̆+µT . Les �utuations des grandeurs turbulentes (2

3
0ρ mk) sont négligées. Les oe�ients de visositéet de ondutivité thermique sont obtenus par la linéarisation des lois de Sutherland :

m ˆ̆µ=0µ̆

(
3

2T273
− 1

T273 + S

)
m ˆ̃
T

m ˆ̆κ=[0κ̆( 3

2T273
− 1

T273 + S

)
+0 µ

κ273

µ273
A

]
m ˆ̃
T

(4.14)La �utuation de la température m ˆ̃
T est alulée grâe aux �utuations des variables primitives :

m ˆ̃
T =

1

Cv

(
m

(
ρ̂h̆t − p

)
− 0ũ m ˆ̃u− 0ṽ mˆ̃v − 0w̃ m ˆ̃w

) (4.15)



58CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE4.2.3 Conditions aux limitesTout omme pour le alul stationnaire, en entrée et en sortie, les onditions aux limites sont basées sur lathéorie des aratéristiques et les parois onsidérées omme adiabatiques.Entrée du domaine de alulEn entrée, sont imposées les onditions d'Hedstrom qui se résument [17℄ ainsi :
mp̂+ 0ρ 0a m ˆ̃u = 0; mp̂+ 0a2 mρ̂ = 0; mˆ̃v = 0; m ˆ̃w = 0; mp̂+ 0ρ 0a m ˆ̃u =

[
mp̂
]sh − 0ρ 0a

[
m ˆ̃u
]sh (4.16)où le supersript SCH indique que e sont les valeurs à la �n d'une boule du shéma d'intégration en temps.Sortie du domaine de alulEn sortie, un signal de pression est imposé après avoir été déomposé en série de Fourier :

p2 (t) = 0p2 +

M∑

m=1

[
|mp̂2| cos (ωt+ mφ2)

] (4.17)où |mp̂2| et mφ2 sont respetivement les amplitudes et les phases des perturbations. Les autres variables onser-vatives sont extrapolées de l'intérieur du domaine :
∂ mρ̂

∂n
= 0;

∂ mρ̂ũ

∂n
= 0;

∂ mρ̂ṽ

∂n
= 0;

∂ mρ̂w̃

∂n
= 0 (4.18)Parois adiabatiquesLes parois sont onsidérées omme adiabatiques :

m ˆ̃u = 0; mˆ̃v = 0; m ˆ̃w = 0;
∂ mp̂

∂n
= 0;

∂ mT̂

∂n
= 0 (4.19)4.3 Méthode de résolution par introdution d'un pas de temps �tifNous devons résoudre les équations linéarisées et harmoniques en temps diretement dans le domaine fréquentielindependemment pour haque fréquene étudiée. Il est à noter que toutes les méthodes d'aélération lassiquestelles que l'introdution d'un pas de temps loal ou d'une méthode multigrille peuvent être utilisées.4.3.1 Introdution du pas de tempsAutant de systèmes linéaires que néessaires doivent être résolus pour permettre la bonne desription desphénomènes physiques mis en jeu. Par la suite, nous nous limiterons à la desription pour une seule pulsation(Mfreq = 1). En ayant une ériture synthétique du problème pour les points intérieurs du domaine, horsonditions aux limites, pour une fréquene donnée nous obtenons le problème linéaire suivant à résoudre :

iω1
1
ŵ + 1

L̂
(
0
w, 1

ŵ
)

= 0 (4.20)où 0
w ∈ R5×Ni×Nj×Nk est le veteur global des grandeurs aérodynamiques stationnaires, 1

ŵ ∈ C5×Ni×Nj×Nkest le veteur des inonnues relatives aux perturbations harmoniques, et 1L̂ ∈ C5×Ni×Nj×Nk est l'opérateurregroupant les �ux onvetifs et les �ux visqueux. Cette équation est résolue par l'introdution d'un pas detemps selon une proédure pseudo-time-marhing proposée par Ni et Sisto [104℄. Considérant un shéma dedisrétisation impliite d'Euler déentré au premier ordre, la disrétisation pseudo-temporelle s'érit :
1ŵ(n+1) − 1ŵ(n)

∆t
+ iω1

1
ŵ

(n+1) + 1
L̂

(
0
w, 1

ŵ
(n+1)

)
= 0 (4.21)



4.3. MÉTHODE DE RÉSOLUTION PAR INTRODUCTION D'UN PAS DE TEMPS FICTIF 59Ave l'hypothèse des petites perturbations, les �ux linéarisés 1
L̂
(
0
w, 1

ŵ
(n+1)

) se alulent en fontion desrésidus stationnaires 0w et des résidus perturbés à l'itération pseudo-temporelle (n+ 1) :
1
L̂

(
0
w, 1

ŵ
(n+1)

)
= 0

(
∂L

∂w

)
1
ŵ

(n+1) (4.22)En introduisant les �ux linéarisés dans l'équation de disrétisation temporelle (Eq. 4.20), la disrétion pseudo-temporelle des équations linéarisées et harmoniques en temps s'érit alors :
[
I + ∆t∗ 0

(
∂L

∂w

)J
]

∆1
ŵ ∼= −∆t∗

[
iω1

1
ŵ

n + 1
L̂

(
0
w, 1

ŵ
(n)
)] (4.23)où nous avons posé ∆t∗ =

∆t

1 + iω1∆t
∈ CNi×Nj×Nk le pas de temps loal et 0

(
∂L

∂w

)J la matrie jaobienne ap-prohée au premier ordre ave les mêmes simpli�ations que pour l'éoulement moyen des matries jaobiennesstationnaires (f. § 3.4.1).Devant les valeurs numériques du pas de temps �tif loal par rapport à l'unité, nous réalisons, uniquementdans la phase impliite, la simpli�ation suivante :
|iω1∆t| << 1 =⇒ ∆t∗ ∼= ∆t (4.24)Cette simpli�ation du pas de temps est possible ar nous nous limiterons à l'étude d'éoulements internes.Imhof [69℄ montre que ette simpli�ation dans la résolution impliite pose des problèmes de onvergene seule-ment lorsque le pas de temps devient grand, par exemple autour de pro�l d'aile (éoulement externe). Cettesimpli�ation rend la matrie globale implite stritement réelle et déouple les systèmes linéaires de disréti-sation pseudo-temporelle en deux problèmes distints : un problème pour la partie réelle des inonnues et unautre pour leur partie omplexe mais ave la même matrie. Cette approximation dans le adre d'une résolutionaf-adi, dominée par les fatorisations lu_bande, divise le temps de résolution de l'intégration temporelle pardeux.4.3.2 Résolution du système linéaire par fatorisation approhéeCe système linéaire (Eq. 4.23) peut être résolu à haque pas de temps ave une méthode de fatorisation appro-hée omme pour les équations stationnaires. Dans e as, la matrie est fatorisée suivant les trois diretionsprinipales du maillage :

I + ∆t 0

(
∂L

∂w

)J

∼=
(
I + ∆t Aξ

)
(I + ∆t Aη)

(
I + ∆t Aζ

) (4.25)et la résolution de la phase impliite à haque pas de temps se réalise en trois étapes :
(
I + ∆t Aξ

)
ξ∆1ŵ = −∆t∗

[
iω1

1ŵn + 1L̂
(
0w, 1ŵ(n)

)]

(I + ∆t Aη) η∆1ŵ = ξ∆1ŵ(
I + ∆t Aζ

)
∆1ŵ = η∆1ŵ

(4.26)Cette méthode de résolution a été validée par Haugeard [63℄ dans le as d'une résolution Euler 3-D, Imhof [69℄pour des aluls Navier-Stokes bidimensionnels et Chassaing [17℄ l'a étendue à des as tridimensionnels. Cetalgorithme de résolution nous servira de référene pour les omparaisons de performane de onvergene et devalidité des résultats ave la méthode de Krylov.4.3.3 Résolution du système linéaire par méthode de KrylovNous avons déidé d'utiliser l'algorithme gmres pour la résolution de es équations ave la même philosophieque pour la résolution des équations stationnaires. La di�érene prinipale réside dans le fait que la matrie jao-bienne n'évolue pas au ours du proessus itératif ar elle ne dépend que du hamp aérodynamique stationnaire



60CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLEAlgorithme 11 Shéma de la résolution des équations Navier-Stokes linéarisées par l'algorithme af-adi
• Initialisation du veteur résidu 1

ŵ
(1) = 0.

• Calul du pas de temps loal : ∆ti,j,kFor n = 1, 2, . . . , jusqu'à onvergene Do :
• Phase expliite
◮ Calul des résidus : b̂(n) ⇐=

[
iω1

1ŵn + 1L̂
(
0w, 1ŵ(n)

)]

◮ Calul du pas de temps loal ∆t∗i,j,k ⇐=
∆ti,j,k

1 + iω1∆ti,j,k

◮ Multipliation par le pas de temps loal : b̂(n) ⇐= −∆t∗i,j,k b̂
(n)

• Phase impliite
◮ Résolution du système linéaire dans la diretion ξ par l'algorithme lu-bande :

BC
ξ
[
I + ∆ti,j,k Aξ

]
ξ∆1ŵ = bc

ξ
[
b(n)

]

◮ Résolution du système linéaire dans la diretion η par l'algorithme lu-bande :
BC

η [I + ∆ti,j,k Aη] η∆1ŵ = bc
η
[
ξ∆1ŵ

]

◮ Résolution du système linéaire dans la diretion ζ par l'algorithme lu-bande :
BC

ζ
[
I + ∆ti,j,k Aζ

]
∆1ŵ = bc

ζ
[
η∆1ŵ

]

• Mise à jour pour l'itération suivante
◮ Mise à jour de la solution : 1ŵ(n+1) =1 ŵ(n) + ∆1ŵ

◮ Conditions aux limites expliites
◮ Calul de l'erreur de onvergeneEnd for(Eq. 4.23). Elle peut de e fait être alulée une seule fois au début de la boule itérative pseudo-temporelle puisstokée en tenant ompte des onditions aux limites. Bien que la matrie soit une matrie réelle, le problème estun problème à inonnues omplexes. Pour résoudre e type de problème, nous réorganisons les bases de Krylova�n que elles-i soient des bases réelles1 omme le font Campobasso et Giles [14℄. Néanmoins, la minimisationde l'algorithme gmres (Eq. 2.46) ne porte pas distintement sur la partie réelle et la partie imaginaire mais surle veteur global (Eq. 4.27).Le veteur d'initialisation de la boule itérative de Krylov à haque itération pseudo-temporelle est le veteur nul.La sortie est toujours ditée par une ombinaison de deux paramêtres en �xant le nombre maximal d'itérationsgmres et en dé�nissant une diminution de résidus. Nous avons préféré ette ombinaison ave une régulationauto-adaptative ar ela permet de ne pas sur-résoudre le problème et ainsi d'augmenter le temps de alulinutilement [95℄. Pour ela, nous dé�nissons omme diminution un rapport rres maximal entre les résidus d'entréeet de sortie de la boule de Krylov :

r1res =
‖ℜ
[
A∆ŵn − b̂

n
]

+ ℑ
[
A∆ŵn − b̂

n
]
‖

‖ℜ
[
−b̂n

]
+ ℑ

[
−b̂n

]
‖

(4.27)et limitons à 100 les itérations gmres par itération pseudo-temporelle.De plus, l'expériene aquise nous permet de onsidérer seulement un préonditionnement ilu0. Nous pouvonsd'ores et déjà noter que quel que soit le rapport rres demandé, l'algorithme pseudo-Newton-gmres ave unpréonditionnement ilu0 (gmres_ptm) requiert toujours moins de 100 itérations gmres pour onverger.1Nous déomposons le ie veteur omplexe de la base de Krylov v̂i de façon à former une base de Krylov réelle :
vi =

h

ℜ(v̂i,1),ℑ(v̂i,1), . . . ,ℜ(v̂i,n),ℑ(v̂i,n)
iT.



4.4. DÉMONSTRATEUR 2-D : TUYÈRE SYMÉTRIQUE DE DELÉRY 61Algorithme 12 Shéma de la résolution des équations Navier-Stokes linéarisées par l'algorithme gmres_ptm
• Initialisation du veteur résidu : ŵ(1) = 0.
• Calul du pas de temps loal : ∆ti,j,k
• Calul de la matrie impliite et multipliation par la matrie des onditions aux limites :

A ⇐= BC

[
I + ∆ti,j,k

0

(
∂L

∂w

)J
]

• Calul du préonditionnement : M ⇐= ilu0 [A]For n = 1, 2, . . . , jusqu'à onvergene Do :
• Phase expliite
◮ Calul des résidus : b(n) ⇐=

[
iω1

1ŵ
n

+ 1L̂
(
0w, 1ŵ(n)

)]

◮ Calul du pas de temps loal : ∆t∗i,j,k ⇐=
∆ti,j,k

1 + iω1∆ti,j,k

◮ Multipliation par le pas de temps loal : b̂(n) ⇐= −∆t∗i,j,k b̂
(n)

• Phase impliite
◮ Multipliation par la matrie des onditions aux limites : b̂(n) ⇐= bc[b̂

(n)
]

◮ Séparation du veteur à droite en partie réelle et partie imaginaire : b(n)
1 ⇐= ℜ[b̂

(n)
] ; b

(n)
2 ⇐= ℑ[b̂

(n)
]

◮ Résolution du système linéaire par l'algorithme gmres : AM−1M
(
∆1w1, ∆1w2

)
= (bn1 , b

n
2 )

◮ Reonstitution du veteur solution : ∆1ŵ ⇐=
(
∆1w1, ∆1w2

)

• Mise à jour pour l'itération suivante
◮ Mise à jour de la solution : 1ŵ(n+1) =1 ŵ(n) + ∆1ŵ

◮ Conditions aux limites expliites
◮ Calul de l'erreur de onvergeneEnd for4.4 Démonstrateur 2-D : tuyère symétrique de DeléryLa méthode de résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps ave une résolutiongmres_ptm a été testée et validée dans le as de la tuyère symérique de Deléry et al. [32℄. Quels que soient lestests réalisés, les onditions de perturbation sont identiques. Nous avons hoisi une perturbation aval de pressionde 180 Hz ave une amplitude |1p̂2| ∼= 2000 Pa et un déphasage de ∠ p̂2

∼= −60◦. Cette fréquene est prise enexemple, elle n'a auun rapport physique ave une quelonque dimension de la tuyère qui nous situerait prohed'une fréquene de résonane. L'amplitude de la perturbation de pression a été hoisie ar elle est faible parrapport aux niveaux de pression présente dans la tuyère (|1p̂2| est inférieure à 10 % de la pression minimale).Elle orrespond au niveau de perturbation de pression aval dans des installations expérimentales de e type[109℄.4.4.1 Validation de la méthode gmres_ptm pour une linéarisation autour d'unéoulement stationnaire subsoniquePour la résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps dans le as subsonique, auune modi�ationn'est à apporter à la géométrie de la tuyère. Le hamp stationnaire utilisé autour duquel sont résolues eséquations est le hamp issu de la résolution gmres_ilu0(fl=50,rres=1) sur un maillage 301×121.Validation de la résolution gmres_ptmLa �gure 4.1 présente les évolutions des perturbations des quatre grandeurs aérodynamiques pour la résolutiongmres_ptm(fl=100, rres=500). L'ensemble des perturbations sont symétriques et se propagent de l'aval àl'amont de la tuyère. Alors que la perturbation de pression est presque monodimensionnelle, les perturbationsdes trois autres variables non onservatives (ρ̂, ˆ̃u et ˆ̃v) sont, elles, perturbées par les ouhes limites, partiuliè-rement les pertubations des deux omposantes de la vitesse.
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Fig. 4.1 � Evolution des modules des �utuations des quatre grandeurs non onservatives (|1ρ̂|, |1 ˆ̃u|, |1ˆ̃v| et
|1p̂|) ainsi que du déphasage de pression (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) pour une perturbation aval de pression de fréquenede 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2

∼= −60◦ dans la tuyère symétrique de Deléry[32℄ autour d'un éoulement stationnaire subsonique pour une résolution gmres_ptm(fl=100, rres=500)N'ayant pas de résultats expérimentaux instationnaires pour ette on�guration, la validation de la résolutiongmres_ptm est réalisée en omparaison ave la résolution af-adi développée par Haugeard [63℄, Imhof [69℄ etChassaing [17℄, [21℄. La �gure (4.2) ompare les évolutions du module et le déphasage de la pression le longde l'axe de symétrie et des parois supérieure et inférieure de la tuyère pour les trois aluls af-adi(fl=20),gmres_ptm(fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100, rres=500). Les autres grandeurs aérodynamiques ρ̂,
ˆ̃u et 1ˆ̃v sont omparées en annexe (f. annexe B). Nous remarquons que pour la résolution gmres_ptm ni lepas de temps ni la diminution des résidus à haque itération pseudo-temporelle rres n'in�uenent les résultatsaérodynamiques. De plus, les perturbations de haque variable sont identiques quelle que soit la méthode derésolution af-adi ou gmres_ptm. L'erreur relative maximale est alulée au entre de tuyère pour la pertur-bation de vitesse 1ˆ̃v et est de 1.6 %.Un paramètre important pouvant être alulé par es équations est le oe�ient de l'e�ort engendré par lafore de pression instationnaire sur les parois. Ces oe�ients sont utilisés lors d'études aéroélastiques [17℄ pouraluler les e�ets liés à la vibration d'une aube ou d'une aile et de savoir si ette vibration va être ampli�ée ouamortie par la struture. Il est don intéressant de omparer les intégrales de l'harmonique de pression [63℄, [69℄et [17℄ sur les parois inférieure et supérieure :

1Ĉlower =

[∫ 1

0

1p̂(x, y)

|1p̂2|
d

(
x− x1

x2 − x1

)]

j=1

; 1Ĉupper =

[∫ 1

0

1p̂(x, y)

|1p̂2|
d

(
x− x1

x2 − x1

)]

j=Nj

(4.28)La omparaison entre les fores de pression instationnaires issues de di�érents aluls est réalisée dans letableau (4.1).
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Fig. 4.2 � Comparaison de l'évolution du module |1p̂| et de la phase (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) de la perturbation de pressionpour les résolutions af-adi(fl=20), gmres_ptm (fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100, rres=500) à l'axeet sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbation aval de pression defréquene de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2
∼= −60◦ autour d'un éoulementstationnaire subsonique.où r(1Ĉ) =

1Ĉgmres −1 Ĉaf-adi
1Ĉaf-adi est le rapport entre le oe�ient de pression d'une résolution par méthode deKrylov et elui de la résolution par fatorisation approhée. Nous pouvons de nouveau véri�er la symétrie entreles parois inférieure et supérieure de e oe�ient pour les deux méthodes de résolution, ela quel que soit lepas de temps. Tous les aluls gmres_ptm onvergent vers la même valeur de oe�ient de pression de 0.43 etla di�érene ave la méthode af-adi, est de 2.65 %.



64CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLEMéthode de résolution fl rres 1Ĉlower r(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper r(1Ĉupper) × 100af-adi 20 - 0.41791 - 0.41790 -gmres_ptm 20 10 0.42897 2.648 0.42896 2.648gmres_ptm 20 50 0.42896 2.648 0.42896 2.648gmres_ptm 100 50 0.42894 2.647 0.42894 2.647Tab. 4.1 � Comparaison des oe�ients des fores aérodynamiques pour les deux méthodes de résolution autourd'un éoulement stationnaire subsoniqueComparaison de la vitesse de onvergeneSi le fl est supérieur à 20, les pas de temps sont trop importants pour une résolution af-adi et entraînentdes instabilités numériques. La vitesse de onvergene des deux méthodes de résolution a été omparée pour unfl = 20 (Fig. 4.3). Sur la �gure (4.3(a)-(d)) est omparée la onvergene de la �utuation globale des variablesonservatives eMF :
eMF = log10

[ ||1ŵ(n+1) − 1
ŵ

(n)||2
||1ŵ(n)||2

]
; ||1ŵ||2 =

∑

ijk

[
|1ρ̂|2 + |1(ρ̂ũ)|2 + |1(ρ̂ṽ)|2 + |1(ρ̂h̆t − p)|2

] (4.29)en fontion du nombre d'itérations pseudo-temporelles et du temps pu pour les deux types de résolution ettrois rapports rres = 10, 50 et 100. Ave une diminution faible des résidus par itération pseudo-temporellegmres_ptm(fl=20, rres=10), le temps de résolution par itération est faible. La majeure partie de la onver-gene est réalisée en peu d'itérations de Krylov grâe au préonditionnement. En revanhe, la onvergeneglobale du proessus pseudo-newtonien de résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps est, lui,très lent, que e soit en fontion du nombre d'itérations pseudo-temporelles (Fig. 4.3(a)) ou du temps pu (Fig.4.3(d)). Si nous augmentons la diminution des résidus gmres_ptm(fl=20, rres=50-100), nous avons besoinde 3500 itérations pseudo-temporelles pour onverger au lieu de 3000 itérations pour une résolution af-adi,soit 14 % en plus (Fig. 4.3(a)). En revanhe, une itération gmres étant plus rapide qu'une itération af-adi, laonvergene est atteinte en un temps pu identique (Fig. 4.3(d)).Les valeurs numériques entre les quatre variables perturbées onservatives étant numériquement très di�érentes(Fig. 4.1), la onvergene temporelle pourrait être réalisée seulement pour les �utuations les plus importantesen valeur absolue mais pas pour les autres grandeurs. Nous avons don aussi isolé la onvergene de la variableperturbation numériquement la plus petite, 'est-à-dire la masse volumique.
eρ =

(|1ρ̂|2)(n+1) − (|1ρ̂|2)(n)

(|1ρ̂|2)(n)
(4.30)Nous voyons que la perturbation de la masse volumique onverge aussi jusqu'à la préision mahine, soit unerédution de 16 ordres de grandeur (Fig. 4.3(a)-(e)) ave un temps pu et un nombre d'itérations identique auxrésidus globaux. C'est-à-dire qu'ave e préonditionnement ilu0 et malgré la grande disparité des valeurs numé-riques entre les di�érentes variables aérodynamiques, ave un pas de temps identique, l'algorithme gmres_ptmonverge à la même vitesse que pour une résolution af_adi.Une autre variable nous permettant de juger de la qualité de la onvergene est la �utuation de débit à l'aval dela tuyère entre l'éoulement stationnaire et l'éoulement perturbé. Cette �utuation est alulée sur la surfaesituée à 10 points avant la sortie du domaine.

∆(ṁ) =

∫∫

SNi-10 |1(ρ̂ũ)|2dxdy (4.31)Nous observons deux niveaux de plateau de onvergene pour le débit. Un premier plateau à 12, 16×10−3 kgm−2s−1pour la résolution par fatorisation approhée et la résolution gmres_ptm(fl=20, rres=10). Pour les deuxautres résolutions gmres_ptm(fl=20,rres=50-100), nous avons un plateau légèrement plus haut situé à 12, 21×−3 kgm−2s−



4.4. DÉMONSTRATEUR 2-D : TUYÈRE SYMÉTRIQUE DE DELÉRY 65soit une di�érene de 0.4 % (Fig. 4.3()-(f)). Cette petite di�érene est sans doute liée au niveau de onver-gene à haque itération pseudo-temporelle du proessus pseudo-newtonien. Dans le as d'une rédution plusimportante des résidus ave les itérations de Krylov, la solution résultant du proessus gmres est plus prohede la solution exate. Nous pouvons don avoir de légères �utuations dans les valeurs des résidus don dans la�utuation de débit.

-18

-15

-12

-9

-6

-3

 0

 0  1500  3000  4500  6000
-18

-15

-12

-9

-6

-3

 0

 0  1500  3000  4500  6000
 0

 0.0005

 0.001

 0.0015

 0.002

 0  200  400  600  800  1000

-18

-15

-12

-9

-6

-3

 0

 0  15  30  45  60
-18

-15

-12

-9

-6

-3

 0

 0  15  30  45  60
 0

 0.0005

 0.001

 0.0015

 0.002

 0  3  6  9  12  15

 
 
 
 

af-adi (cfl = 20)
gmres ptm (cfl = 20, rres = 10)
gmres ptm (cfl = 20, rres = 50)
gmres ptm (cfl = 20, rres = 100)

6

e
M

F

-

it

a)
6

e
ρ

-

it

b)
6

∆
(ṁ

)
-

it

c)

6

e
M

F

-

cpu (min)

d)
6

e
ρ

-

cpu (min)

e)
6

∆
(ṁ
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Fig. 4.3 � Comparaison de la onvergene des résidus globaux eMF , de la �utuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fontion du nombre d'itérations et du temps pu pour la méthodeaf-adi(fl=20) et gmres_ptm(fl=20, rres=10-50-100) autour d'un éoulement stationnaire subsoniqueIn�uene du flAlors que pour une résolution af-adi, les erreurs numériques liées à la non résolution exate du système linéairelimite le fl à 20, pour une résolution de Krylov, les erreurs de résolution étant plus faibles, le fl peut êtreaugmenté jusqu'à 100. Ave une augmentation du fl, le problème pseudo-temporel est moins bien onditionné.A�n de onverger, le nombre d'itérations gmres maximal est toujours �xé à 100 mais le rapport rres entre lesrésidus de sortie et d'entrée de boule de Krylov est augmenté. Alors que pour un fl de 20 le rapport minimalest de 10, pour un fl de 50 il est de 20 et pour un fl de 100 il est de 500. Ave les simpli�ations réalisées lorsdu alul de la matrie, nous ne pouvons pas augmenter plus le pas de temps (rayon spetral pour les thermesvisqueux, disrétisation au premier ordre des �ux onvetifs et pas de temps réel).En augmentant le fl, nous nous rapprohons d'un proessus itératif pseudo-temporel newtonien et réduisonsle nombre d'itérations à onvergene aussi bien pour les résidus globaux eMF (Fig. 4.4(a)) que pour les résidusisolant la �utuation de masse volumique eρ (Fig. 4.4(b)). Alors que la résolution gmres_ptm(fl=20,rres=50)requiert 3500 itérations pseudo-temporelles pour onverger, la résolution gmres_ptm(fl=50,rres=50) requiert



66CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE2500 itérations pseudo-temporelles, soit un gain de 28 % et la résolution gmres_ptm(fl=100,rres=500) re-quiert plus que 1000 itérations pseudo-temporelles, soit un gain de 71 %. De même, pour les deux résolutionsgmres_ptm(fl=50,rres=50) et gmres_ptm(fl=100,rres=500), le gain en nombre d'itérations est respeti-vement de 16 % et 66 % par rapport à la résolution af-adi(fl=20) (Fig. 4.4(a)-(b)). Le gain en temps dealul est moins important. En augmentant le pas de temps, la matrie de disrétisation pseudo-temporelle estmoins bien onditionnée et demande plus d'itérations gmres pour obtenir le rapport rres demandé. La résolutiongmres_ptm(fl=20,rres=50) onverge en 40 minutes (Fig. 4.4(d)), la résolution gmres_ptm(fl=50,rres=50)onverge en 20 minutes, soit un gain de temps de 50 %, et la résolution gmres_ptm(fl=100,rres=500) onvergeen 16 minutes, soit un gain de temps de 60 %.
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Fig. 4.4 � Comparaison de la onvergene des résidus globaux eMF , de la �utuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fontion du nombre d'itérations et du temps pu pour la méthode af-adi(fl=20) et gmres_ptm(fl=20-50-100, rres=50-50-500) autour d'un éoulement stationnaire subsonique4.4.2 Validation de la méthode gmres_ptm et omparaison de la onvergeneautour d'un éoulement stationnaire transsoniqueLes aluls stationnaires autour desquels ont été résolues les équations linéarisées et harmoniques en temps dansle as transsonique sont deux maillages qui di�èrent par leur nombre de points dans la diretion η. Le premieralul stationnaire est issu d'un maillage Ni × Nj = 401 × 101, soit un maillage lâhe dans la diretion η.Les onditions aux limites sont les onditions aux limites de l'éoulement transsonique préédent (Tab. 3.4). Lenombre de points Nj selon y de e alul est trop faible pour être onvergé en maillage, mais nous permet deréaliser une première étude de validation de notre méthode de résolution pseudo-Newton-gmres autour d'unéoulement transsonique. Le seond maillage Ni × Nj = 401 × 201 est onsidéré omme onvergé en maillagepour le alul stationnaire. Les hamps stationnaires sont issus de résolutions gmres_ilu0(fl=50, rres=2).Une perturbation ne pouvant � remonter � à travers un éoulement supersonique, la tuyère de Délery [32℄ aété oupée a�n de supprimer le seond ol et les aluls linéarisés ont été réalisés sur des maillages Grid_A :
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Ni×Nj = 301 × 101 et Grid_B : Ni×Nj = 301 × 201.Validation de la résolution gmres_ptm en transsoniqueL'éoulement stationnaire étant transsonique, hors des ouhes limites, la perturbation de pression se propagede l'aval de la tuyère vers l'amont et les �utuations des grandeurs thermodynamiques sont nulles à l'amont duho (Fig. 4.5). Tout omme pour la résolution des équations linéarisées dans le as subsonique, malgré les hautsniveaux et la grande disparité des valeurs numériques des �utuations, les symétries axiales des perturbationsdes grandeurs thermodynamiques sont préservées ave une résolution gmres. La présene de l'onde de ho estsituée par la présene des gradients les plus importants. Malgré le faible nombre de points dans la diretionnormale à la paroi, la struture de l'onde de ho en lambda se détahe ave sa partie droite et sa partie oblique.Comme nous l'avons vu au hapitre préédent, l'interation entre l'onde de ho et la ouhe limite (Fig. 3.9)rée une importante zone de reirulation dans la partie divergente de la tuyère. Cette zone de reirulation neperturbe pas la �utuation de pression puisque dans une ouhe limite la variation de pression moyenne normaleà la paroi est nulle. En revanhe, au pied de l'onde de ho oblique, la variation de la vitesse est imporante(Fig. 4.5(e)-(f)).La omparaison entre les évolutions des �utuations de pression le long de l'axe et des parois entre les aluls, parfatorisation approhée et par méthode de Krylov, donnent des résultats satisfaisants (Fig. 4.6). Ces �utuationsse propagent seulement jusqu'à l'onde de ho, ela quelle que soit la méthode de résolution utilisée. La résolutionde Krylov rend bien ompte de ette rupture de pente. Les niveaux atteints par le module de la �utuationde pression au niveau du ho, autant à l'axe que sur les parois, sont identiques. La seule di�érene notable setrouve dans la �utuation de la partie imaginaire à l'axe de la tuyère. Il est à noter que les résultats présentés iiissus des résolutions gmres_ptm sont représentatifs de tous les aluls e�etués ave une résolution de Krylov.Une omparaison pour les trois autres grandeurs est donnée en annexe (f. annexe B).Comme dans le as préédent, nous pouvons omparer les oe�ients des e�orts instationnaires de pressionaérodynamique (Eq. 4.28). Dans le tableau 4.2 sont donnés di�érents oe�ients de pression pour les deuxméthodes de résolution sur le maillage Grid_A Ni × Nj = 301 × 101 et di�érents pas de temps. Malgréles di�érenes au niveau loal du niveau de perturbation de pression, les oe�ients résultant des aluls parméthode de Krylov et elui résultant du alul par fatorisation approhée n'ont qu'une petite di�érene de2.6 %. Tous les oe�ients issus d'un alul gmres_ptm onvergent vers la valeur identique de 0.438. Nouspouvons de plus véri�er la symétrie de la solution ave la résolution par méthode de Krylov.Méthode de résolution fl rres 1Ĉlower ∆(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper ∆(1Ĉupper) × 100af-adi 20 - 0.42653 - 0.42653 -gmres_ptm 20 10 0.43765 2.608 0.43765 2.608gmres_ptm 20 50 0.43765 2.608 0.43765 2.608gmres_ptm 50 50 0.43765 2.608 0.43765 2.608gmres_ptm 100 100 0.43765 2.608 0.43765 2.608Tab. 4.2 � Comparaison des oe�ients des fores aérodynamiques pour les deux méthodes de résolution autourd'un éoulement stationnaire transsoniqueComparaison de la vitesse de onvergeneComme dans le as du alul subsonique, le pas de temps maximal pour une résolution af-adi est obtenu aveun fl = 20. Nous avons don réalisé plusieurs tests de résolution ave un fl = 20 pour les deux méthodes.Quel que soit le rapport rres pour les résolutions gmres_ptm(fl=20, rres = 10, 50 ou 100), la onvergeneest obtenue en 7000 itérations pseudo-temporelles (Figs. 4.7(a)-(b)). La onvergene est aussi obtenue en 7000itérations ave une résolution af-adi. Nous n'avons don pas de gain en nombre d'itérations par une résolution
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Fig. 4.5 � Evolution des modules des �utuations des quatre grandeurs non onservatives (|1ρ̂|, |1 ˆ̃u|, |1ˆ̃v| et
|1p̂|) ainsi que du déphasage de pression (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) pour une perturbation aval de pression de fréquenede 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2

∼= −60◦ dans la tuyère symétrique de Deléry[32℄ autour d'un éoulement stationnaire transsonique pour une résolution gmres_ptm(fl=100, rres=100)de Krylov ave un fl identique.Le temps pu à onvergene est d'une heure pour les aluls af-adi(fl=20) et gmres_ptm(fl=20, rres=10)(Fig. 4.7(d)-(e)). Mais lorsque le fateur de rédution rres augmente (rres = 50 ou 100) ave un pas de temps iden-tique, le alul onverge en une heure et demie. Cette augmentation de 50 % de temps pu est liée au nombred'itérations de Krylov par itération pseudo-temporelle. Alors que pour une résolution gmres_ptm(fl=20,
rres=10), le proessus de Krylov atteint la diminution des résidus demandée en une moyenne de inq itérations,pour les deux autres fateurs de rédution, haque itération pseudo-temporelle requiert en moyenne dix itéra-tions de Krylov.L'éoulement étant transsonique, la tuyère est dite � amorée � . C'est-à-dire qu'au ol la vitesse du �uide est lavitesse sonique. Le débit est don �xé et ela quelle que soit la �utuation de pression à l'aval de l'éoulement.Nous avons une �utuation de débit, liée sans doute aux erreurs numériques, de 1.09 × 10−3m3s−1 ave unerésolution par fatorisation approhée et de 1.12 × 10−3m3s−1 ave une résolution gmres quelle que soit ladiminution des résidus, soit une di�érene de 0.03 % par rapport au débit initial.In�uene du flGrâe à une meilleure résolution du problème à haque itération pseudo-temporelle, nous pouvons augmenterle pas de temps. Le fl maximal ayant permis à un alul de onverger pour une résolution gmres_ptm est de100, soit une multipliation par inq du pas de temps par rapport à une résolution af-adi. Pour ela, nous avonsaugmenté la rédution des résidus à haque itération pseudo-temporelle. La diminution minimale des résidus
rres pour l'utilisation d'un fl de 50 est de 50 et pour une fl de 100 elle est de 100. Comme préédemment,les simpli�ations pour le alul de la matrie jaobienne limitent le pas de temps.
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Fig. 4.6 � Comparaison de l'évolution du module |1p̂| et de la phase (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) de la perturbation de pressionpour les résolutions af-adi(fl=20), gmres_ptm (fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100, rres=100) à l'axeet sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbation aval de pression defréquene de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2
∼= −60◦ autour d'un éoulementstationnaire transsonique
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Fig. 4.7 � Comparaison de la onvergene des résidus globaux eMF , de la �utuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fontion du nombre d'itérations et du temps pu pour la méthodeaf-adi(fl=20) et gmres_ptm(fl=20, rres=10-50-100) autour d'un éoulement stationnaire transsoniqueAlors que pour la résolution af-adi(fl=20) le alul onverge en 7000 itérations, en augmentant le pas detemps, nous réduisons le nombre d'itérations pseudo-temporelles à 4500 ave une résolution gmres_ptm(fl=50,
rres=50) et à 1800 pour la résolution gmres_ptm(fl=100, rres=100). Nous avons don un gain de 75 % entermes de nombre d'itérations néessaires à onvergene. Comme toujours, en augmentant le pas de temps, lamatrie impliite est moins bien onditionnée et a�n d'obtenir la rédution des résidus rres il y a plus d'itérationsde Krylov. Le gain en temps est don moins important que le gain en nombre d'itérations. Le gain en tempspu n'est pas signi�atif ave un fl de 50, le alul onverge en 58 minutes au lieu de 61 par rapport à unerésolution af-adi. Ave un fl de 100, en revanhe, le alul onverge en 45 minutes, soit un gain de 25 % detemps pu.Quel que soit le pas de temps employé, ave une résolution af-adi, nous avons une perturbation de débit iden-tique de 1.12 × 10−3m3s−1 légèrement supérieure à une résolution par fatorisation.En omparaison ave la onvergene des aluls des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoule-ment subsonique, la rédution des résidus rres, n'est pas aussi importante pour la vitesse de onvergene. Alorsqu'en ajustant au mieux e fateur de rédution nous obtenons une onvergene bien plus rapide dans le asd'un éoulement stationnaire subsonique, ave un éoulement stationnaire transsonique, e fateur n'in�uenepas partiulièrement la vitesse de onvergene. Cela est sans doute lié à la physique de l'éoulement stationnaireet à la propagation de la perturbation. Alors que dans le as subsonique, la perturbation se propage de la sortieà l'entrée de la tuyère, dans le as d'un alul transsonique, la perturbation est bloquée par la présene de l'onde
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Fig. 4.8 � Comparaison de la onvergene des résidus globaux eMF , de la �utuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fontion du nombre d'itérations et du temps pu pour la méthode af-adi(fl=20) et gmres_ptm(fl=20-50-100, rres=50-50-500) autour d'un éoulement stationnaire transsoniquede ho. Don dans le as subsonique, plus il y a d'itérations de Krylov, plus la perturbation est propagée versl'aval de la tuyère et plus le proessus pseudo-temporel onverge rapidement.Mise en évidene du problème de stabilitéDans sa thèse, lors d'une étude de onvergene en maillage, Chassaing [17℄ observe qu'en ra�nant le maillagedans les diretions perpendiulaires aux parois, don en augmentant le fateur de forme des mailles, lorsquel'éoulement stationnaire présente une onde de ho qui induit un déollement important de la ouhe limite,la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps diverge lorsqu'elles sont réso-lues par un proessus pseudo-time-marhing ave une résolution par fatorisation approhée. Nous avons dontesté notre méthode de résolution pseudo-Newton-gmres sur un maillage plus ra�né prohe paroi noté Grid_B(Ni ×Nj = 301 × 201) dont les résultats stationnaires sont issus du alul gmres_ilu0(fl=50, rres=1) pré-sentés au hapitre préédent (f. § 3.5.3) où nous avons de nouveau tronqué le seond ol. Il est importantde noter que ette divergene est seulement renontrée dans notre as, lors de la résolution des équations deNavier-Stokes linéarisées au troisième ordre. Nous n'avons jamais onstaté de divergene dans le as de la ré-solution des équations d'Euler linéarisées ou des équations de Navier-Stokes linéarisées au premier ordre [17℄.Remarquons que Morris et al. [2℄, [113℄ rapportent des instabilités numériques pour la résolution des équationsd'Euler linéarisées liées aux ondes de Kelvin-Helmholtz. Des problèmes de stabilité ont aussi été dérits parCampobasso et Giles [14℄, [15℄ et [29℄ pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées au seondordre ave une déomposition des �ux de Jameson [70℄ et une résolution du type point �xe.Dans la �gure (Fig. 4.8(a)-()) sont traées les évolutions des résidus globaux eMF , des résidus de la massevolumique eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) pour trois résolutions af-adi(fl=5, 10 et 20). Quel que soitle fl, auun des aluls ne onverge. Les résidus globaux stagnent entre −3 pour un fl de 20 et −3.5 pour



72CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLEun fl de 5 (Fig. 4.8(a)). De même, les résidus de la masse volumique après un pi stagnent autour de −3.4(Fig. 4.8(b)). En revanhe, après un nombre d'itérations temporelles fontion du pas de temps, les �utuationsde débit roissent sans parvenir à se stabiliser (Fig. 4.8()).Sur la même �gure (Fig. 4.9(d)-(l)) sont traées les évolutions de onvergene des trois variables préédentes,résidus globaux eMF , les résidus de la masse volumique eρ et la variation de débit ∆(ṁ) pour une résolutiongmres_ptm ave trois di�érents pas de temps (fl=5, 10 et 20) et trois rapports rres (rres=10, 100 et 1000).Nous voyons que quels que soient les paramètres utilisés, les aluls ne onvergent pas. Les résidus des �utuationsglobales et de la masse volumique stagnent et le débit ne parvient pas non plus à se stabiliser. Une résolutionplus préise du système à haque pas de temps ne permet don pas de supprimer les instabilités de onvergene.L'évolution de la �utuation de la pression pour la résolution af-adi(fl=20) au ours des itérations temporellesest présentée dans la �gure 4.10. Cette évolution est signi�ative et peut être reproduite pour tous les autresaluls af-adi(fl=5-10) et gmres_ptm(fl=5-10-20, rres=10, 100, 1000). Nous observons une montée du pide pression au niveau de l'onde de ho au fur et à mesure des itérations. A l'avant de e pi se forme une bullede pression qui roît en même temps que le pi augmente. L'évolution de la �utuation de pression montre queles résidus passent sans doute par la solution mais ne parviennent pas à se stabiliser.
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(ṁ

)

-

it

a) b) c)

d) e) f)

g) h) i)

j) k) l)

Fig. 4.9 � Comparaison de la onvergene des résidus globaux eMF , de la �utuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fontion du nombre d'itérations et du temps pu pour la méthodeaf-adi et gmres ave un fl pour trois pas de temps di�érents fl = 20, 10 et 5 et pour le gmres ave lesdiminutions minimales des résidus pour les rres de 10, 100 et 1000 ave un éoulement stationnaire transsoniquesur le maillage ra�né prohe paroi
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Fig. 4.10 � Comparaison de l'évolution du module |1p̂| et de la phase (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) de la perturbation depression pour la résolution af-adi(fl=20) à trois itérations temporelles 2000, 3000 et 4000 à l'axe et sur lesparois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbation aval de pression de fréquenede 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2
∼= −60◦ autour d'un éoulement stationnairetranssonique



4.5. CONCLUSIONS 754.5 ConlusionsNous avons, dans e hapitre, développé une méthode de résolution pseudo-temporelle ave une résolution gmresà haque pas de temps. Le but de e développement était d'aélérer la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps par rapport à une résolution af-adi. Les gains ont été réalisésautant en nombre d'itérations pseudo-temporelles qu'en temps pu pour une linéarisation autour d'éoulementsstationnaires haut subsonique et transsonique. Ces gains sont liés en partiulier à l'augmentation de la limitede stabilité du pas de temps grâe à une meilleure résolution du système linéaire à haque itération pseudo-temporelle. Malheureusement, notre algorithme ne nous a pas permis de lever les problèmes de stabilité déjàrenontrés ave une résolution af-adi.



76CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE



Chapitre 5Equations de Navier-Stokes linéarisées etharmoniques en temps résolues sansintrodution d'un pseudo-pas de tempsNous avons souligné au hapitre préédent l'intérêt de l'utilisation des équations de Navier-Stokes linéariséeset harmoniques en temps pour la prédition d'éoulements instationnaires de faibles amplitudes. Nous avonsaussi mis en exergue une limite de l'utilisation de es équations lorsque l'éoulement stationnaire est aratérisépar de forts e�ets non linéaires (onde de ho, déollement . . . ) et le fait que le système était résolu par uneméthode d'avanement pseudo-temporelle. Par ailleurs, nous avons onstaté que l'apparition de ette instabiliténumérique était onditionnée par le ra�nement du maillage prohe des parois indispensable pour la apture desstrutures turbulentes.Morris et al. [2, 113℄, dans le as d'un modèle simpli�é de perturbation harmonique de la pression issu dela linéarisation des équations d'Euler, utilisé pour l'étude de la propagation de soures aoustiques dans unéoulement non homogène (ouhe de mélange : présene de point d'in�etion), montrent que es instabilitésnumériques liées aux ondes de Kelvin-Helmholtz, présentes au sein même de la solution stationnaire, se propagentlors d'une résolution pseudo-temporelle au fur et à mesure du proessus itératif. A�n de remédier à e problèmede onvergene, ils proposent une nouvelle méthode de résolution direte de leur problème par une fatorisationlu_bande [2, 113℄.Des problèmes de onvergene ont aussi été dérits par Campobasso et Giles pour la résolution des équations deNavier-Stokes linéarisées [14, 15, 29℄ dans le adre de problèmes d'aéroélastiité pour un pro�l de turbine aveun important déollement au bord d'attaque et ainsi que dans le as d'une sou�ante ave de forts déollementsen pied. Ils montrent que es instabilités sont liées à des valeurs propres de la matrie préonditionnée dontle module est supérieur à l'unité. Pour résoudre e problème de stabilité, Campobasso et Giles [15℄ proposentd'utiliser une méthode de résolution pseudo-temporelle des équations de Navier-Stokes linéarisées ouplée à uneméthode Reurive Projetion Method [125℄, qui permet d'annuler les valeurs propres dont le module est le plusimportant. Ils proposent aussi de supprimer la méthode itérative de type points �xes en utilisant une résolutiongmres toujours préonditionnée par des itérations de Runge-Kutta ouplées ave des itérations multigrilles[14, 29℄. L'inonvénient majeur de leur approhe réside dans le fait que leur algorithme gmres est initialisépar un premier alul du type Runge-Kutta avant la divergene de elui-i [14, 29℄. Leur résolution est donréalisée en deux temps, e qui n'est pas ompatible ave un algorithme utilisable de manière intensive ar uneintervention extérieure est néessaire a�n d'initialiser et de stabiliser la proédure.5.1 A�ranhissement de l'intégration temporellePour essayer de résoudre e problème de stabilité des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniquesen temps ave une disrétisation au troisième ordre, nous proposons de s'a�ranhir de la résolution pseudo-temporelle du système linéaire. Le système linéaire à résoudre est don un système linéaire omplexe qui peut77
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ŵ = bc {0} ⇐⇒ Âx̂ = b̂ (5.1)où Â est une matrie omplexe par sa diagonale dont la partie réelle est la disrétisation des �ux onvetifs autroisième ordre et des �ux visqueux au seond ordre et b̂ est un veteur nul avant l'introdution des onditionsaux limites. Ce système linéaire peut être résolu de plusieurs façons. Si nous désirons proéder omme Morris etal. [2℄ [113℄ en résolvant par fatorisation lu, il est néessaire de stoker au minimum la bande de la matrie, soit

4 × Ni × Nj (1 + 8 × (2 × min(Ni,Nj) + 1)) nombres omplexes dans un as bidimensionnel sur un maillagestruturé. Nous voyons immédiatement que ela est aujourd'hui presque inappliable dans le as de alulstridimensionnels. L'espae mémoire néessaire au stokage de la bande des éléments non nuls de la matrie estbien supérieur aux moyens atuellement disponibles, sauf peut être ave du massivement parallèle. Nous avonsdon déidé d'utiliser un algorithme de Krylov pour résoudre e système linéaire omplexe.5.1.1 Algorithme de Krylov pour un problème omplexePlusieurs méthodes sont possibles pour développer une méthode de Krylov dans le as d'un problème omplexe.Le problème peut être résolu diretement sous sa forme omplexe, ou alors il est possible de déomposer edernier en un seul problème réel où les parties réelles et les parties imaginaires du veteur solution sont résoluesomme deux inonnues distintes.Lors d'une étude bibliographique non exhaustive, nous n'avons trouvé qu'une seule variante de l'algorithmegmres, qui est étendue diretement à des résolutions de systèmes linéaires omplexes [41℄. En plus de la dé�nitiondes produits salaires en produits onjugués, la modi�ation prinipale onerne la proédure des rotations deGivens (Eq. 2.45). Ces rotations doivent être dé�nies pour des variables omplexes, de façon à annuler l'élémentsous-diagonal de haque olonne de la matrie H issue de la fatorisation QR (Al. 5). Frayssé [41℄ dé�nit lesrotations de Givens omme suit :
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si zi 6= 0

c = 0 et s = 1 sinonCependant, Campobasso et Giles [14, 15℄ reportent des di�ultés dans la vetorisation d'un ode ave unalgorithme gmres omplexe ave un ompilateur fortran. Selon es auteurs, ils obtiennent une meilleurevetorisation lorsque leur algorithme est basé sur une déomposition de leur problème en une résolution pourla partie réelle et une pour la partie imaginaire. De plus, forts de l'expériene obtenue dans la résolution deséquations linéarisées par méthode d'intégration pseudo-temporelle, nous avons déidé de séparer de nouveau leproblème. Nous avons développé un algorithme gmres qui permette de résoudre simultanément les parties réelleset imaginaires des inonnues (ouplage par les éléments diagonaux de la matrie), tout en ayant une struturealgorithmique gmres réelle. La reonstitution de la solution omplexe du problème s'e�etue seulement à la �ndu proessus itératif de Krylov.5.1.2 Préonditionnement ilu0 de la matrie omplexeEtant donné le temps de alul du préonditionnement, il est néessaire de stoker la matrie de préondition-nement. Dans le as de la transformation du problème à valeurs omplexes en problème à valeur réelles1, le1Prenons omme exemple le as d'un système omplexe 2 × 2 :
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(5.2)où a11, b11, a12, b12, a21, b21, a22, b22, c1, d1, c2, d2, x1, y1, x2 et y2 sont des oe�ients à valeurs réelles.



5.1. AFFRANCHISSEMENT DE L'INTÉGRATION TEMPORELLE 79nombre d'inonnues (don la base de Krylov) est deux fois plus important même si l'espae mémoire néessaireest identique. En revanhe, la matrie (don le préonditionnement ilu0) requiert, elle, un espae mémoire deuxfois plus important. Ii, la struture partiulière de la matrie omplexe a été utilisée pour la transformer enmatrie réelle. Dans le as du problème des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps,le ouplage entre la partie réelle et la partie imaginaire du problème ne se réalise que par la diagonale de lamatrie. Tous les autres éléments non nuls sont des éléments stritement réels. Or, pour le alul de la fatori-sation inomplête ilu0, seuls les éléments non nuls de la matrie sont néessaires. Nous avons don besoin destoker les parties imaginaires de la diagonale uniquement. En reprenant l'exemple du système omplexe 2 × 2préédent (Eq. 5.2) :
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(5.3)Ainsi, grâe à ette simpli�ation, l'espae mémoire de la matrie sous forme réelle n'est supérieur que de deuxveteurs réels de taille Ni×Nj − 2 par rapport à la matrie stokée sous sa forme omplexe.La matrie de préonditionnement peut être une matrie disrétisée au premier ou au troisième ordre. L'avantaged'un préonditionnement au premier ordre réside bien sûr dans oût mémoire relativement faible par rapport àune matrie de préonditionnement ave une disrétisation à l'ordre 3 (respetivement 168×Ni×Nj nombresréels et 424 × Ni × Nj nombres réels). Cependant, la fatorisation de la matrie au troisième ordre est unefatorisation approhée de la matrie exate, la résolution est don numériquement plus stable. Nous préisonstout de suite qu'auun alul n'a onvergé ave un préonditionnement au premier ordre. Cela est sans doutelié au mauvais onditionnement de la matrie en partiulier pour un éoulement transsonique où les résultatsprésentent une forte disontinuité.De plus, notons que le préonditionnement par fatorisation imomplète ilu0 utilisé est alulé par le biblio-thèque sparsekit [117℄ qui est une bibliothèque seulement érite pour des matries réelles.5.1.3 Algorithme gmres_noptm pour la résolution des équations de Navier-Stokeslinéarisées et harmoniques en tempsL'algorithme gmres a don été étendu à la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-niques en temps sans introdution de l'intégration pseudo-temporelle (gmres_noptm). Etant donné la taille desmatries, le nombre d'inonnues2 et le très mauvais onditionnement du système linéaire, l'algorithme gmresdemandant beauoup d'itérations pour onverger, des itérations de redémarrage sont utilisées. Néanmoins leproblème prinipal de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps sansintrodution d'un pseudo-pas de temps est l'espae mémoire néessaire.Rappelons que lors de l'appliation de l'intégration temporelle dans le as d'une résolution gmres_ptm, lamatrie, qui n'est qu'une disrétisation des �ux au premier ordre, ainsi que le préonditionnement sont stokésen mémoire. A�n de limiter l'espae mémoire dns e as de résolution gmres_noptm, la disrétisation des �uxau troisième ordre est stokée seulement pour le alul du préonditionnement ilu0 (f. § 5.1.2). Le alul duproduit matrie veteur dans l'algorithme gmres_noptm est réalisé par une linéarisation à haque itération deKrylov.Les onditions aux limites sont théoriquement inluses dans le alul de la matrie et du veteur à droite. Larésolution sans introdution d'un pseudo-pas de temps prend don en ompte les onditions aux limites. Maisa�n d'aélérer la onvergene, avant haque redémarrage de la proédure d'Arnoldi, les onditions aux limites2Ave la séparation du problème en une résolution pour la partie réelle et pour la partie imaginaire, nous avons pour un problème3-D : 2 × 5 × Ni × Nj × Nk inonnues et pour un problème 2D : 2 × 4 × Ni × Nj inonnues.



80CHAPITRE 5. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES SANS INTÉGRATION TEMPORELLEexpliites (Eqs. 4.16-4.19) sont de nouveau imposées au veteur résidus.Lors de la résolution des équations linéarisées par introdution d'un pseudo-pas de temps, le veteur résidus estinitialisé par un veteur nul ar il n'existe pas d'initialisation physique. Or les premiers tests réalisés ave uneinitialisation nulle de l'algorithme gmres_noptm ne parviennent pas à propager la perturbation. Dans e as,les résidus stagnent à leurs valeurs initiales quel que soit le nombre d'itérations de Krylov. Cela est sans doutelié à l'appliation des onditions aux limites. Les onditions aux limites, en partiulier à l'aval, imposent desvaleurs numériques de l'ordre de 1 alors que les autres valeurs numériques issues de la disrétisation des �uxsont de l'ordre de 106. Cet éart numérique ne permet pas la propagation de la �utuation de pression à l'aval.Le veteur pourrait en théorie être initialisé par un veteur quelonque mais nous avons déidé d'imposer unveteur nul auquel nous ajoutons les onditions aux limites expliites (Eqs. 4.16-4.19). Nous pourrions égalementinitialiser le veteur résidus issu d'un alul linéarisé au premier ordre au moyen d'une résolution pseudo-time-marhing, mais les premières tentatives n'ayant pas été onluantes, nous n'avons pas poussé l'étude plus loin.Nous présentons dans l'algorithme 13 une réapitulation de la méthode de résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps ave l'algorithme gmres_noptm.Algorithme 13 Shéma de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées par l'algorithmegmres_noptm
• Initialisation du veteur résidu : x̂⇐= bc [0]

• Evaluation du seond membre : b̂⇐= bc [0]
• Calul de la matrie omplexe et onditions aux limites :

Â⇐= BC

{
iω + div

[
0

(
∂
−→
FC

∂w

)
+ 0

(
∂
−→
FV

∂w

)]}

• Stokage de la matrie sous forme réelle :
A ⇐= sr{Â}

• Calul du préonditionnement : M ⇐= ilu0 [A]For it_restarted = 1, 2, . . . , jusqu'à onvergene Do :
◮ Résolution du système linéaire (ÂMM−1x̂ = b̂) par l'algorithme gmres (Al. [5℄)

 Constrution de la base de Krylov de dimension it_base
 Minimisation des résidus dans la base de Krylov de dimension it_base
 Calul de la nouvelle solution

◮ Appliation des onditions aux limites : x̂⇐= bc [x̂]
◮ it_gmres = it_base+(it_restarted-1)*it_baseEnd for5.2 Résultats sur le démonstrateur 2D5.2.1 Eoulement stationnaire subsoniqueDans un premier temps, la méthode de résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées gmres_noptma été testée dans le as de la prédition d'un éoulement stationnaire subsonique. Le hamp stationnaire uti-lisé orrespond au hamp aérodynamique issu de la résolution gmres_ilu0(fl=50, rres=1). Il est à noterque dans le adre de e travail, auun problème de stabilité n'a été renontré dans le as de la tuyère deDélery [32℄ en régime stationnaire subsonique. Néanmoins, les instabilités numériques liées aux ondes de Kelvin-Helhmotz existent aussi pour les éoulements stationnaires subsoniques [2℄, [113℄. De plus, Valentin [136℄ reportedes instabilités lors de la résolution de problèmes d'optimisation d'aubes de turbomahines par une résolutionpseudo-temporelle des équations direte (Eq. 6.15) et adjointe (Eq. 6.16) pour un éoulement 3D subsoniqueprésentant d'importantes strutures tourbillonnaires.



5.2. RÉSULTATS SUR LE DÉMONSTRATEUR 2D 81Le maillage utilisé pour la résolution des équations linéarisées est identique à elui utilisé pour la résolutionpseudo-temporelle (f. § 3.5.2). Le maillage est uniforme dans la diretion axiale et ra�né prohe paroi dans ladiretion normale aux parois Ni × Nj = 301 × 121. Les prinipales di�ultés de la résolution de ette équa-tion sont relatives au mauvais onditionnement de la matrie, au nombre d'inonnues3 ainsi qu'à l'importantedisparité des valeurs numériques du veteur solution. De plus, lorsque es équations sont résolues autour d'unéoulement stationnaire entièrement subsonique, la �utuation remontant le long de l'éoulement jusqu'à l'entréede la tuyère, tous les points du maillage sont perturbés, l'initialisation est don éloignée de la solution.Etude de la onvergenePour la résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps, sur e maillage la taille de la base minimalede Krylov est de 400 veteurs pour onverger. La �gure 5.1 représente les évolutions des résidus en fontion desitérations gmres pour des bases de Krylov omportant 400, 500, 600 et 700 veteurs. Le type de onvergeneest similaire à elui obtenu dans le as de la résolution des équations linéarisées d'Euler 1 1
2D (Fig. 2.3). Dans unpremier temps, la pente des résidus est faible ave une diminution lente de la norme du veteur erreur. A partirde 300 itérations de haque itération redémarrée, la vitesse onvergene de la méthode augmente sensiblement(Fig. 5.1). Quelle que soit la taille de la base de Krylov, la onvergene est toujours déomposée en deux par-ties. Cela explique pourquoi les bases sont aussi importantes en nombre de veteurs. Si la base est trop petite(it_base < 300), la partie dite de onvergene rapide n'est pas atteinte et le redémarrage ne permet pas defaire onverger le proessus itératif. Par ailleurs, plus la taille de la base est importante et moins d'itérations deredémarrage sont néessaires (Fig. 5.1). En ontrepartie, en augmentant la taille des bases de Krylov, l'espaemémoire requis augmente aussi linéairement (Tab. 5.1). Pour une résolution ave une base de 400 veteurs,l'espae mémoire néessaire est de 2.15 Giga-Bytes (gb) et pour une résolution ave une base de 700 veteurs,l'espae mémoire requis est de 3.62 gb. Cependant, et espae mémoire est inférieur à elui néessaire à unerésolution lu_bande ; dans le as d'une résolution par fatorisation de la matrie, nous aurions eu besoin de9.07 gb de mémoire, soit un espae 2.5 fois plus important que pour la résolution ave une base de 700 veteurs.Notons que le rapport lu_bande/gmres serait plus important dans les as 3-D.Les temps de alul réalisés sur un proesseur adené à 3 Giga-Hertz sont présentés dans le tableau 5.1. Nousremarquons que ontrairement à l'espae mémoire, l'augmentation en temps pu n'est pas proportionelle aunombre de veteurs de la base de Krylov. A haque itération de Krylov, le nouveau veteur de la base doit êtreorthogonalisé ave tous les préédents. De plus, plus la base est importante, plus la minimisation des résidusdans la base sera longue. Le temps néessaire à la réation et à la minimisation des résidus pour une base de400 veteurs est de 11' 33� alors que pour une base de 700 veteurs le temps pu est de 22' 06�, soit près dedeux fois plus de temps pour un rapport de nombre de veteurs de base de 1.75 fois plus important. Alors quepour une base ave 700 veteurs, deux redémarrages sont su�sants, pour une base de 400 veteurs, treize sontnéessaires pour onverger (Tab. 5.1). Le temps pu total pour obtenir la onvergene est de 44 minutes pourla résolution gmres_noptm(it_base=700, it_restarted=2) et de 150 minutes gmres_noptm(it_base=400,it_restarted=13), soit un temps pu 3.5 fois plus important.Notons en�n qu'en augmentant le nombre de veteurs de la base de Krylov le niveau d'erreur diminue à la�n des itérations de redémarrage (Fig. 5.1). Si nous redémarrons de nouveau pour haque base une nouvelleitération, l'erreur stagne. Cette stagnation des résidus, lors du redémarrage, est sans doute liée à la matrie dusystème linéaire qui n'est pas dé�nie positive. Dans e as, l'algorithme gmres ave redémarrage peut stagneret ne pas parvenir à onverger [121, p. 167-168℄. Les niveaux atteints de la minimisation des résidus, présentésdans la �gure 5.1, sont don les niveaux de onvergene maximaux ave les bases utilisées.Comparaison des grandeurs aérodynamiquesLes grandeurs aérodynamiques perturbées obtenues ave une résolution gmres_ptm(fl = 50, rres = 50) sontomparées ave des résultats issus de la résolution gmres_noptm(it_base = 700, it_restarted = 2) pour la�utuation de pression dans la �gure 5.2 et en annexe C.1 pour les autres variables. Nous nous intéresseronsplus partiulièrement à la omparaison de l'évolution de la perturbation de la pression. Les évolutions générales3Ave le maillage utilisé, le nombre d'inonnues s'élève à 2 × 4 × Ni × Nj = 291368.
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301 × 121de perturbation de la pression, que e soit pour le module (Fig. 5.2(a)-()) ou pour la phase (Fig. 5.2(d)-(i)),sont sensiblement identiques pour les deux méthodes. Les niveaux sont un peu plus élevés dans le as de larésolution gmres_noptm(it_base = 700, it_restarted = 2), partiulièrement au ol et en entrée de la tuyère.Un résultat partiulièrement important est la symétrie des perturbations de toutes les variables sur les paroishaute et basse. Les perturbations des grandeurs aérodynamiques ont des valeurs numériques très di�érentes,elles varient de entre 10−3 kg.m−3 pour la perturbation maximale de la masse volumique et 4000 Pa pour laperturbation maximale de la pression. Malgré ela, les résolutions gmres_noptm onvergent pour toutes lesgrandeurs (Figs. 5.2, C.1, C.2 et C.3).Dans le tableau suivant (Tab. 5.2) sont données les oe�ients des fores de pression sur les parois (Eq. 4.28)haute et basse de la tuyère qui sont omparées aux oe�ients des fores de pression alulées par une résolutionaf-adi(fl = 20) grâe au rapport adimensionné : r(1Ĉ) =

1Ĉgmres −1 Ĉaf-adi
1Ĉaf-adi .



5.2. RÉSULTATS SUR LE DÉMONSTRATEUR 2D 83Nous avons, quelle que soit la base utilisée pour la résolution à la �n du proessus de redémarrage, des fores depression identiques sur les deux parois de la tuyère. De plus, la variation entre les méthodes de résolution esttrès faible, de l'ordre de 0.1 %.it_base it_restarted 1Ĉlower r(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper r(1Ĉupper) × 100400 13 0.41751 0.092 0.41752 0.091500 6 0.41753 0.091 0.41753 0.091600 3 0.41748 0.102 0.41749 0.101700 2 0.41751 0.092 0.41751 0.092Tab. 5.2 � Comparaison des oe�ients des fores de pression pour les résolutions gmres_noptm et pour unerésolution af-adi(fl = 20) autour d'un éoulement stationnaire subsonique dans une tuyère symétrique [32℄sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121
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Fig. 5.2 � Comparaison de l'évolution des �utuations de pression p̂ à l'axe, sur les parois inférieure etsupérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=700,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoulement sub-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121



84CHAPITRE 5. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES SANS INTÉGRATION TEMPORELLE5.2.2 Eoulement stationnaire transsoniqueLa di�ulté de et exerie réside dans la apture du ho, de sa position et de son intensité. La présenede l'onde de ho implique une forte disontinuité de toutes les variables aérodynamiques. Cette disontinuitéprésente un avantage : la perturbation ne remontant pas à l'amont de l'onde de ho, en dehors des ouheslimites, l'initialisation est exate dans ette partie de l'éoulement. Les aluls sont réalisés sur le même domaineque elui-i de la résolution ave introdution d'un pseudo-pas de temps (f. 4.4.2) sur le maillage Grid_A(Ni×Nj = 301× 101), le système linéaire omporte don 4 ×Ni×Nj = 121604 inonnues.Etude de la onvergenePour résoudre les équations de Navier-Stokes linéarisées sur le maillage standard Grid_A ave une résolutiongmres_noptm, la base de Krylov doit posséder une taille minimale de 300 veteurs pour assurer la onvergenede la méthode (Tab. 5.3). L'allure de la onvergene est identique à elle du as subsonique (Figs. 5.1-5.3).La onvergene est dans un premier temps lente ave un plateau jusqu'à 250 veteurs puis roît jusqu'à unepente limite, indépendemment du nombre de veteurs par base de Krylov et du nombre de redémarrages.Après 600 itérations (Fig. 5.3), l'algorithme gmres_noptm arrête sa onvergene y ompris ave un plus grandnombre d'itérations. Pour onverger à un niveau plus bas, il est alors néessaire de redémarrer le alul. Lespis de onvergene visibles sur la �gure 5.3 lors des redémarrages de l'algorithme gmres pour les alulsgmres_noptm(it_base = 500, it_restarted = 2) et gmres_noptm(it_base = 600, it_restarted = 2) sont deserreurs numériques liées à l'appliation à haque redémarrage des onditions aux limites expliites sur le veteurrésultat.
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5.2. RÉSULTATS SUR LE DÉMONSTRATEUR 2D 85n'est pas proportionnelle au nombre de veteurs, le temps pu à onvergene est plus petit pour les résolu-tions gmres_noptm(it_base=500-600, it_restarted=2) que pour la résolution gmres_noptm(it_base=300,it_restarted=7) (Tab. 5.3). De plus, la résolution requiert toujours un espae mémoire moins important pourtoutes les résolutions gmres_noptm par rapport à une résolutions lu_bande. En e�et, pour une base de 600veteurs et le préonditionnement ilu0, nous avons besoin de 2.63 gb alors que pour une résolution lu_bandenous aurions eu besoin de 4.22 gb.it_base Temps pu par redémarrage it_restarted Temps pu total Mémoire utilisée (gb)200 2' 24� - - 1.07300 4' 26� 7 31' 48� 1.46400 5' 54� 3 16' 48� 1.85500 7' 36� 2 15' 12� 2.24600 10' 36� 2 21' 12� 2.63Tab. 5.3 � Temps et mémoire néessaires pour les résolutions gmres_noptm des équations de Navier-Stokeslinéarisées autour d'un éoulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Grid_AComparaison des grandeurs aérodynamiquesLes résultats des grandeurs aérodynamiques perturbées obtenues par la méthode gmres_ptm(fl=50, rres=50)ont été omparés ave les résultats issus de la résolution sans pas de temps gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) (Fig. 5.4) et (f. C.2.1). Nous nous intéresserons en partiulier à la perturbation de pres-sion (Fig. 5.4), mais l'étude des autres perturbations est faite dans l'annexe C.2.1 (Figs. C.4-C.5-C.6). La �gure5.4 présente l'évolution du module et des parties réelle et imaginaire de la �utuation de pression le long de l'axede la tuyère ainsi que sur les parois inférieure et supérieure. Nous observons une bonne onordane globale dela perturbation, en partiulier sur le niveau et la position de l'onde de ho. Nous avons aussi une symétrie entreles parois haute et basse.La prinipale di�érene entre les deux approhes se situe dans la partie imaginaire de la �utuation (Fig. 5.4(j)-(k)-(l)).Sur les parois, la résolution gmres_noptm donne une �utuation de pression de l'onde de ho beauoup plusimportante que la résolution gmres_ptm. Alors que sur les parois la valeur de la partie imaginaire de la perturba-tion de pression au niveau de l'onde de ho pour une résolution pseudo-time-marhing est de ℑsw
1p̂sw=150 Pa,pour une résolution sans introdution du pas de temps elle est de ℑsw

1p̂sw=-2010 Pa (Fig. 5.4(k)(l)). De plus,nous observons à l'axe de la tuyère que les deux méthodes obtiennent des déphasages opposés au niveau dul'onde de ho. ℑ1p̂sw_ptm= 4600 Pa et ℑ1p̂sw_noptm=-7900 Pa (Fig. 5.4(j)).Les di�érentes valeurs du oe�ient des fores de pression instationnaire sont présentées pour les di�érentsaluls dans le tableau 5.4 :it_base it_restarted 1Ĉlower r(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper r(1Ĉupper) × 100400 13 0.42660 0.002 0.42660 0.002500 6 0.42659 0.002 0.42661 0.002600 3 0.42660 0.002 0.42659 0.002700 2 0.42661 0.002 0.42660 0.002Tab. 5.4 � Comparaison des oe�ients des fores de pression pour les résolutions gmres_noptm et pour unerésolution af-adi(fl = 20) autour d'un éoulement stationnaire transsonique dans une tuyère symétrique [32℄sur le maillage Grid_BTous les aluls gmres_noptm onvergent vers une valeur quasi identique de 1Ĉ = 0.43. Nous onstatons queles di�érenes obtenues sur le hamp aérodynamique dérites i-dessus in�uenent don peu le oe�ient desfores de pression et que e oe�ient est prohe du oe�ient obtenu par une résolution pseudo-temporelle.
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Fig. 5.4 � Comparaison de l'évolution des �utuations de pression p̂ à l'axe, sur les parois inférieure etsupérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=700,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoulement trans-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur le maillage Grid_B



5.2. RÉSULTATS SUR LE DÉMONSTRATEUR 2D 875.2.3 Appliation du problème de stabilitéRappelons que le but premier du développement de ette méthode de résolution est de stabiliser la résolution deséquations de Navier-Stokes linéarisées lorsque elles-i sont résolues sur un maillage ra�né prohe des parois.Nous avons mis en évidene e problème de stabilité dans le as de la résolution de es équations lorsqu'ellessont linéarisées autour d'un éoulement stationnaire transsonique ave un hamp stationnaire présentant un fortdéollement (f. hapitre 4).Après la validation de l'algorithme gmres_noptm sur le maillageGrid_A où les résolutions af-adi et gmres_ptmonvergent, nous avons don testé notre algorithme sur le maillage Grid_B(Ni × Nj = 301 × 201). Sur emaillage, les résolutions ave une intégration pseudo-temporelle (af-adi et gmres_ptm), quel que soit le pasde temps, ave une disrétisation au troisième ordre des �ux onvetifs, ne parviennent pas à onverger.Comme nous le verrons par la suite, la méthode gmres_noptm nous a permis de résoudre le problème de stabilité.Nous savions qu'il existait une solution au problème des équations linéarisées, 'est-à-dire que la matrie n'étaitpas une matrie singulière. Mais une résolution lu_bande omplexe de e système requiert le stokage d'unematrie demandant un espae mémoire de 24.9 gb. Les ordinateurs atuels et même les � super-alulateurs �ne disposant que rarement de et espae mémoire ou de manière exeptionnelle, il nous était néessaire dedévelopper une méthode de résolution requérant moins de ressoure mémoire.Etude de la onvergeneDans la �gure 5.5, la onvergene de l'algorithme gmres_noptm est omparée pour di�érentes bases de Krylovvariant de 400 à 800 veteurs. En utilisant une base de Krylov omportant moins de veteurs, quel que soit lenombre de redémarrages, le alul ne parvient pas à onverger. Comme dans les as préédents, la onvergenepour haque redémarrage est très lente pour les 350 premières itérations et aélère ensuite pour atteindre lamême pente quel que soit le nombre d'itérations. Ave une base de 400 veteurs, le alul onverge ave unmaximum de trois ordres de grandeur. Pour diminuer davantage la norme du veteur erreur, les bases de Krylovdoivent être augmentées. Ave une base de 800 veteurs, les résidus �naux diminuent de plus de neuf ordres degrandeur.Le tableau 5.5 regroupe les données pour les résolutions ave les bases de Krylov de 400, 500, 600, 700 et 800veteurs. Nous avons besoin d'un espae mémoire minimal 6.1 fois moins important que la résolution lu_bandepour onverger (résolution gmres_noptm(it_base=400)). Mais ave ette base 14 itérations de redémarragesont néessaires pour onverger, soit un temps total de 226 minutes sur un proesseur adené à 3 Giga-Hertz. Enaugmentant la base de Krylov (it_base = 600), l'espae mémoire requis est de 5.65 gb mais le alul onvergeen 113 minutes. A�n de diminuer la norme du veteur erreur, en �n de proessus itératif, nous avons réalisé laalul ave une plus grande base de 800 veteurs. Dans e as, 7.19 gb en espae mémoire sont néessaires etles deux itérations de redémarrage onvergent en 238 minutes.it_base Temps pu par redémarrage it_restarted Temps pu total Mémoire utilisée (gb)300 13' 55� - - 3.32400 19' 02� 14 266' 28� 4.10500 32' 09� 6 192' 50� 4.87600 56' 28� 2 112' 56� 5.65700 84' 25� 2 168' 50� 6.42800 119' 16� 2 238' 32� 7.19Tab. 5.5 � Temps et mémoire néessaires pour les résolutions gmres_noptm des équations de Navier-Stokeslinéarisées autour d'un éoulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur le maillage Grid_B
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-it gmresFig. 5.5 � Comparaison de la onvergene pour une résolution gmres_noptm en fontion de la taille de labase de Krylov it_base = 400, 500, 600, 700 et 800 des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'unéoulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur le maillage Grid_BComparaison des grandeurs aérodynamiquesLes résultats issus de la résolution de la gmres_noptm(it_base=800, it_restarted=2) pour le maillage Grid_Bsont représentés pour la �utuation de pression sur la �gure 5.7 et pour les autres �utuations en annexe (Figs.C.7, C.8 et C.9). Ne pouvant omparer es perturbations ave des perturbations issues d'une résolution pseudo-temporelle, les résultats sont validés par rapport à la résolution gmres_noptm(it_base=600, it_restarted=2)sur le maillage Grid_A (Fig. 5.7).Il est à noter que les deux hamps stationnaires ne sont pas identiques, en partiulier sur la position de l'ondede ho (Fig. 5.6). Sur le maillage Grid_A, le ho est plaé plus vers l'amont de la tuyère que pour le maillageGrid_B. En revanhe, les deux hamps ont des zones de déollement derrière l'onde de ho. De même, les deuxrésultats présentent des stutures lassiques de ho en lambda (Fig. 5.6).Il aurait don sans doute été plus intéressant de omparer les perturbations de la résolution sur un maillage �npar rapport à des perturbations sur un maillage plus lâhe mais dont le hamp aérodynamique est interpolé àpartir des résultats issus du maillage �n.La �gure 5.7 présente les évolutions de la �utuation de la pression à l'axe de la tuyère et sur les parois. Nousremarquons en partiulier que le saut de la perturbation de pression lié à la présene de l'onde de ho n'est pasplaé à la même position axiale. Cette di�érene de position n'est pas liée à la résolution des équations linéariséesmais aux di�érenes des hamps stationnaires entre les deux maillages (Fig. 5.6). De même, l'intensité de laperturbation de pression liée à l'onde de ho est di�érente dans le as des deux maillages. A l'axe de la tuyère,l'intensité est deux fois plus importante sur le maillage Grid_A que Grid_B, alors que sur les parois l'intensitéest plus importante dans le as du maillage Grid_B (Fig. 5.7). Nous remarquons aussi la di�érene de niveaudans la bulle de pression à l'aval de la position de l'onde ho. Dans le as du maillage Grid_B la bulle est
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Fig. 5.6 � Cartographie du nombre de Mah stationnaire (M̆in�ow=0.57) pour les résolutions sur les maillagesGrid_A(Ni×Nj = 401×101) (a) et Grid_B(Ni×Nj = 401×201) (b) et omparaison des Mah isentropiquessur les parois et l'axe () dans la tuyère [32℄ avant la tronature à l'aval pour la résolution des équationslinéariséesbeauoup plus importante que dans le as du maillage Grid_A. Mais ela est aussi lié aux di�érenes des hampsstationnaires. Comme pour les autres tests, nous avons omparé les résultats du oe�ient des fores de pressioninstationnaire pour les résolutions gmres_noptm et le oe�ient des fores de pression issu d'une résolutionaf-adi(fl = 20) sur le maillage Grid_A (Tab. 5.6). Nous voyons que les variations de es oe�ients, quelleque soit la base de Krylov utilisée, sont in�mes. De plus, le niveau de onvergene n'in�uene pas beauoup lavaleur du oe�ient de pression.it_base it_restarted 1Ĉlower r(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper r(1Ĉupper) × 100400 13 0.42652 0.004 0.42653 0.004500 6 0.42651 0.004 0.42652 0.004600 3 0.42650 0.004 0.42651 0.004700 2 0.42652 0.004 0.42652 0.004Tab. 5.6 � Comparaison des oe�ients des fores de pression pour les résolutions gmres_noptm sur un maillageGrid_B et pour une résolution af-adi(fl = 20) Grid_A autour d'un éoulement stationnaire transsoniquedans une tuyère symétrique [32℄
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Fig. 5.7 � Comparaison de l'évolution des �utuations de pression p̂ à l'axe, sur les parois inférieure et supérieurede la tuyère entre une résolution sur le maillage Grid_A gmres_noptm(it_base=600, it_restarted=2) et sur lemaillage Grid_B gmres_noptm(it_base=800, it_restarted=2) issue de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄



5.3. CONCLUSION 915.3 ConlusionLe but prinipal de e hapitre était de développer une nouvelle méthode numérique qui stabilise la résolutiondes équations de Navier-Stokes linéarisées. Nous avions vu au hapitre préédent qu'une instabilité numériqueapparaissait ave une résolution impliite pseudo-time-marhing, que e soit ave une résolution du systèmelinéaire à haque pas de temps par une méthode de fatorisation approhée ou par une méthode gmres aveun préonditionnement ilu0. Pour ela, nous nous sommes a�ranhis d'une résolution par introdution d'unpseudo-pas de temps.Etant donné la taille des systèmes linéaires à résoudre, nous ne pouvions pas utiliser une résolution lu_bande dela matrie omplexe. Nous nous sommes don dirigés vers des méthodes de Krylov et en partiulier vers l'algo-rithme gmres ave un préonditionnement ilu0 grâe au savoir-faire aquis pour la résolution des équations deNavier-Stokes stationnaires et pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées ave un pseudo-pasde temps. Nous nous sommes posé la question du préonditionnement à utiliser. Fallait-il un préonditionne-ment ave une disrétisation des �ux au premier ou au troisième ordre ? Auun alul ave préonditionnementilu0 au premier ordre n'ayant onvergé, nous en avons onlu qu'étant donné le très mauvais onditionnementde la matrie, il nous fallait forément un préonditionnement basé sur une matrie ayant les mêmes valeursnumériques.Un autre problème était la propagation de la �utuation de la pression, étant donné les valeurs numériquesimposées par les onditions aux limites (très di�érentes des valeurs liées à la disrétisation des �ux). Nous avonsonstaté que si le veteur initial était le veteur nul, la perturbation ne se propage pas vers l'amont de la tuyère.Nous avons don déidé d'imposer, à haque redémarrage de l'algorithme gmres, les onditions aux limites auveteur initialisant l'algorithme de Krylov.En�n, il était néessaire de réduire l'espae mémoire requis par l'algorithme proposé. Nous avons don déidéde ne pas stoker la matrie mais de linéariser les �ux à haque itération de Krylov pour aluler le produitmatrie veteur. Nous n'avons ainsi pas eu à stoker la matrie de préonditionnement. De plus, un autre gain enutilisation d'espae mémoire a été obtenu en déomposant le problème omplexe pour obtenir deux problèmesréels ouplés, l'un pour la partie omplexe et l'un pour la partie réelle.Grâe à es di�érentes tehniques, nous avons pu résoudre les équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-niques en temps sur maillage sur lequel une résolution pseudo-time-marhing divergeait. Malgrés des di�érenesobservées sur les résultats de �utuation de pression, le paramètre important de es équations, le oe�ient desfores de pression, reste presque inhangé quels que soient le maillage et la méthode de résolution utilisée.
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Chapitre 6Optimisation aérodynamique de formesIl existe deux grandes familles de méthode d'optimisation, la méthode stohastique inspirée de la théorie del'évolution de Darwin et la méthode de desente qui est une généralisation de la méthode de Newton appliquéeà l'optimisation [30, p. 60-61℄. Pour es deux approhes, il est néessaire de dé�nir une fontion de oût de façonà évaluer la pertinene de la géométrie testée.Dans le as de la méthode stohastique, la géométrie à optimiser est représentée par un ensemble de para-mètres appelés � gènes �. Plus la fontion de oût obtient un sore important, plus la géométrie est suseptibled'être séletionnée pour reombiner ses gènes ave eux d'une autre géométrie et ainsi de réer une nouvellegénération de population ensée posséder de meilleures propriétés par rapport à la fontion de oût demandée.Le prinipal inonvénient des méthodes stohastiques réside dans le fait que nous devons évaluer la pertinenede tous les membres de la famille à haque itération d'optimisation. Pour ela, il est néessaire de réaliser au-tant de aluls stationnaires que de membres d'une population, e qui peut devenir prohibitif en temps de alul.Dans le as de la méthode de desente, la valeur de la fontion de oût en elle-même n'a que peu d'importane.Elle est seulement utilisée pour fournir un état représentatif de la valeur de la géométrie. En revanhe, il estnéessaire de onnaître les valeurs du veteur gradient et même, dans ertains as, de la matrie hessienne dela fontion de oût par rapport aux di�érents paramètres de desription de la géométrie. Les valeurs du gradientet de la matrie hessienne sont généralement obtenues par résolution d'un ou plusieurs systèmes linéaires issusde la linéarisation des équations d'Euler ou de Navier-Stokes. Valentin [136℄ reporte l'obligation d'utilisation demaillages peu ra�nés prohes des parois. En e�et, lorsque le maillage est très ra�né prohe des parois, des pro-blèmes de stabilité numérique identiques à eux renontrés lors de la résolution des équations de Navier-Stokeslinéarisées et harmoniques en temps apparaissent, même dans le as d'un éoulement stationnaire subsonique.Le but de e travail de reherhe n'était pas de développer un algorithme d'optimisation omplexe ave ounon prise en ompte de ontraintes aérodynamiques et/ou géométriques, mais de résoudre le alul linérisé dugradient grâe à une méthode de Krylov sans introdution d'un pseudo-pas de temps.6.1 Méthode d'optimisationDans le adre de e travail, le hoix a été porté sur l'utilisation de la méthode de desente ave une résolutiond'un problème issu de la linéarisation des équations de Navier-Stokes. Cela nous a permis de nous appuyer surl'expériene aquise dans le adre des travaux de V. Valentin [136℄ en e qui onerne la partie algorithmique del'optimisation et de J.C. Chassaing [17℄ en e qui onerne la linéarisation des �ux des équations de Navier-Stokesstationnaires.6.1.1 Algorithme d'optimisation sans ontrainteDans e travail, un algorithme d'optimisation sans ontrainte est utilisé. Pour ela, la diretion de desente àhaque itération d'optimisation doit réaliser un angle minimal de 90o par rapport au gradient de la fontion de93



94 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMESoût F [141℄. Cette ondition se traduit mathématiquement par la relation suivante :
(∇F (Xd))

T . S ≤ 0 (6.1)où Xd sont les paramètres de dessin et S la diretion de desente.Les di�érentes étapes onstituant un algorithme d'optimisation sans ontrainte par diretion de desente sont :




(1.) Initialisation des variables de dessin : Xd = X0
d

(2.) Calul du hamp aérodynamique initial
(3.) Début de la boule d'optimisation
(3.1) Pour k = 0, 1, 2, 3, ... jusqu'à onvergene, faire :
(3.2) Reherhe de la diretion de desente : Sk

(3.3) Reherhe linéaire : αk tel que F (Xk
d + αkSk

) soit minimal
(3.4) Atualisation des variables de dessin : Xk+1

d = Xk
d + αkSk

(3.5) Calul du nouveau hamp aérodynamique ave les paramètres de dessin : Xk+1
d

(3.6) Evaluation de la fontion de oût
(3.) Fin de boule d'optimisationTab. 6.1 � Etapes d'un algorithme d'optimisation par diretion de desenteDans notre as, la reherhe linéaire du meilleur oe�ient αk, étape (3.2) de l'algorithme préédent (Tab.6.1), n'est pas réalisée. Nous �xerons à haque itération d'optimisation le fateur αk à 1. Cela peut poser, dansertains as, des problèmes de relaxation. Néamoins ela n'a jamais déstabilisé le proessus d'optimisation niremis en ause la ondition de desente (Eq. 6.1) pour auun des exeries d'optimisation présentés.Comme nous l'avons déjà dit, l'essentiel du travail réalisé dans le adre de ette étude onerne le alul et lareherhe de la diretion de desente Sk (étape (3.1) de l'algorithme préédent (Tab. 6.1)). En e�et, le alul dela diretion de desente requiert généralement la résolution d'un problème issu de la linéarisation des équationsde Navier-Stokes (Eqs. 6.14, 6.17) qui présente les mêmes soures d'instabilité numérique que la résolution deséquations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps.6.1.2 Paramétrisation de la géométrieAvant de résoudre un problème d'optimisation, il est néessaire de dé�nir des paramètres de ontr�le permettantde dé�nir et de modi�er la géométrie a�n de minimiser la fontion de oût. Nous avons pour ela repris la basedu travail de Valentin [136℄, qui utilise des ourbes de Bezier pour dérire la géométrie. Les ourbes de Beziersont dé�nies omme des fontions paramétriques dépendantes du nombre de points de ontr�le :y(u) =

n∑

l=0

ylBl,n(u) ; Bl,n(u) =
n!

l!(n− l)!
ul(1 − u)n−l ; u ∈ [0, 1] (6.2)où n + 1 est le nombre de points de ontr�le, yl la position des points de ontr�le et Bl,n(u) est un polyn�mede Berenstein.Les ourbes de Bezier sont don des fontions polynomiales de degré n qui ont pour aratéristique de passeraux extrémités par les deux points de ontr�le 0 et n. De plus, la tangente initiale de la ourbe interpoléeest dé�nie par la droite passant par les deux premiers points de ontr�le et la tangente �nale par la droitepassant par les deux derniers points de ontr�le, e qui permet de dé�nir les pentes au début et à la �n dela ourbe. En revanhe, ompte tenu du degré d'interpolation des polyn�mes, la position de haque point deontr�le in�uene l'ensemble de la ourbe et don es interpolations ne permettent pas de modi�ation loale dela géométrie. Notons que nous aurions pu utiliser des interpolations de ourbes plus évoluées du type B-Splineou nurbs (Non-Uniform Rational B-Spline) qui permettent de prendre en ompte des variations plus loaliséesde la géométrie.
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Fig. 6.1 � Exemple de ourbe de Bezier ubique ave quatre points de ontr�le et les diretions des dérivées audébut et en �n de ourbe [99, p. 86℄Quel que soit le problème d'optimisation, la géométrie initiale ainsi que les points de ontr�le des ourbes deBezier sont à haque fois identiques. Nous nous sommes appuyés sur la tuyère de Délery [32℄ qui a été modi�ée.La tuyère est oupée à l'aval a�n de supprimer le seond ol et la bosse sur la paroi basse a été supprimée(Fig. 6.2). Nous avons repris le as d'étude présenté initialement par Valentin [136℄ en paramétrant la paroibasse de la tuyère par neuf points de ontr�le équirépartis dans la diretion axiale (Fig. 6.2). A�n de garder unepente nulle en entrée et en sortie de la tuyère, les deux premiers et les deux derniers points de ontr�le seront�xes. Les variables d'optimisation seront les inq points de ontr�le médians qui seront autorisés à se déplaeruniquement suivant l'axe vertial y.6.1.3 Calul de la diretion de desenteNous avons utilisé dans le adre de e travail une optimisation sans ontrainte. La partie liée à l'optimisation aété développée, dans la thèse de V. Valentin [136℄. Néanmoins, nous résumons ii suintement les algorithmesd'optimisation employés dans ette étude.La méthode la plus simple pour le alul de la diretion de desente est la méthode dite � de la meilleure pente� :
Sk = −∇F

(
Xk

d

) (6.3)où Sk est la diretion de desente à l'itération d'optimisation k, ∇F le veteur gradient de la fontion de oût et
Xk

d les paramètres d'optimisation. Ce alul de la pente présente l'avantage d'assurer la ondition de rédution(Eq. 6.1) à haque itération de la boule d'optimisation. En revanhe, nous savons aussi par expériene que lavitesse de onvergene de ette méthode est très faible [136℄.A�n d'aélérer la onvergene, Valentin [136℄ utilise l'algorithme de Broyden Flether Goldfarb et Shanno(bfgs) [30, pp. 71-73℄. Cet algorithme aratéristique des algorithmes quasi-Newton1 utilise les informations1Les méthodes de Newton utilisent un développement de Taylor au seond ordre pour la dé�nition de la diretion de desente :
F (Xd) = F (Xk

d) + ∇F (Xk
d)(Xd − Xk

d) +
1

2
(Xd − Xk

d)T ∇2F (Xk
d)(Xd − Xk

d) (6.4)
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Fig. 6.2 � Géométrie initiale de la tuyère de tous les exeries d'optimisation ave les positions des points deontr�le �xes et mobiles sur la paroi inférieure de la tuyère de Délery [32℄disponibles aux itérations d'optimisation k et k − 1 pour approher la matrie Hessienne inverse H∗ (Eq. 6.8)nous permettant d'obtenir la diretion de desente Sk :
Sk = −H∗k ∇F

(
Xk

d

) (6.7)L'algorithme bfgs alule l'approximation de la matrie Hessienne inverse de la façon suivante :
H∗ k = H∗ k−1 +

(
1 +

γT H∗ k−1 γ

δT γ

)
δ δT

δT γ
−
(
δγT H∗ k−1 +H∗ k−1γδT

δT γ

)

δ = Xk
d −Xk−1

d

γ = ∇F
(
Xk

d

)
−∇F

(
Xk−1

d

)

(6.8)L'approximation de la matrie Hessienne étant symétrique et dé�nie positive, elle permet d'assurer la onditionde desente (Eq. 6.1) :
(
∇F

(
Xk

d

))T

. Sk = −
(
∇F

(
Xk

d

))T

H∗ k ∇F
(
Xk

d

)
≤ 0 (6.9)Il est à noter que dans tous les as, le alul de la meilleure pente a toujours été utilisé pour initialiser leproessus itératif d'optimisation bfgs.Dans les deux as, la méthode de la meilleure pente et le bfgs requièrent l'évaluation du gradient de la fontionde oût en fontion des paramètres d'optimisation. Pour ela, les deux méthodes sont possibles, la méthode desdi�érenes �nies ou la méthode des sensibilités.Le veteur qui minimise la fontion quadratique F (Xd) est le veteur Xk+1

d
solution du système linéaire suivant :

∇2F (Xk
d)Xk+1

d
= ∇2F (Xk

d)Xk
d −∇F (Xk

d) (6.5)Cela nous donne don la diretion de desente suivante :
Sk = −

h

∇2F
“

Xk
d

”i
−1

∇F
“

Xk
d

” (6.6)



6.1. MÉTHODE D'OPTIMISATION 97La méthode des di�érenes �niesLa méthode des di�érenes �nies est la plus simple à mettre en ÷uvre mais, en ontrepartie, la plus hère entemps de alul. Elle onsiste à inrémenter les paramètres de dessin les uns indépendemment des autres et dealuler le hamp aérodynamique stationnaire lié à ette nouvelle géométrie. Le gradient est alors déterminé parla relation suivante :
∇F =

F [w (Xd + ∆Xd) ,X (Xd + ∆Xd)] − F [w (Xd − ∆Xd) ,X (Xd − ∆Xd)]

2
(6.10)où w est la valeur du hamp aérodynamique et X est le veteur des oordonnées des points du maillage.Si la géométrie est dé�nie ave ndv paramètres d'optiminisation, il est néessaire d'e�etuer 2×ndv alulsstationnaires bien onvergés pour obtenir un gradient préis à l'ordre 2. Cette méthode possède l'avantaged'être simple à mettre en ÷uvre ar elle est non intrusive et ne néessite pas de nouveaux développementsnumériques. Cependant, lorsque le nombre de degrés de liberté du système est important, le alul du gradientdevient trop oûteux en nombre de aluls stationnaires néessaires.De plus, le hoix de l'inrémentation pour la modi�ation de la géométrie peut in�uener la valeur du gradient.En e�et, il ne faut pas que l'inrémentation soit trop petite ar, dans e as, le alul du gradient est dépendantde la préision du solveur stationnaire. Par ailleurs, si l'inrémentation est trop importante, le signe du gradientalulé peut s'inverser [6℄.La méthode des sensibilitésContrairement à la méthode des di�érenes �nies, la méthode des sensibilités aérodynamiques ne néessiteplus d'évaluations suessives de hamps aérodynamiques stationnaires dans haque dimension de l'espae dereherhe. Cette méthode utilise la propriété qu'à onvergene du proessus itératif du alul stationnaire, lesrésidus ainsi que leurs dérivées sont nuls :





L [w (Xd) ,X (Xd)] = 0
d

dXd

{L [w (Xd) ,X (Xd)]} = 0
(6.11)où L sont les résidus stationnaires.En développant la seonde partie de l'équation (6.11), le alul de la dérivée s'obtient par :
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∂L
∂w

)

X

(
∂w

∂Xd

)
+

(
∂L
∂X

)

w

(
∂X

∂Xd

)
= 0 (6.12)Cette équation exprime le fait qu'il y a un rééquilibrage du hamp aérodynamique réalisé par la modi�ationd'un paramètre de ontr�le. En e�et, si un paramètre varie, elui-i va engendrer automatiquement une modi-�ation du maillage qui sera à l'origine de �utuations induites sur le hamp aérodynamique alulé.La fontion de oût aérodynamique F dépendant des paramètres de dessin Xd, des points du maillages X ainsique du hamp aérodynamique stationnaire w, son gradient peut s'érire de la façon suivante :

∇F (Xd,X, w) =

(
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∂Xd

)
+

(
∂F

∂X

)T

w,Xd

(
∂X

∂Xd

)
+

(
∂F

∂w

)T

X,Xd

(
∂w

∂Xd

) (6.13)Il existe deux méthodes pour aluler le gradient de la fontion de oût par la méthode des sensibilités. Laméthode direte est fondée sur une évaluation expliite des sensibilités dans toutes les diretions de l'espae dereherhe, alors que la méthode adjointe utilise la théorie du ontr�le développée par Lions [90℄.



98 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMESLa méthode direteLa méthode direte, alulant expliitement les sensibilités de la fontion de oût en fontion de haque variablede dessin, nous amène don à la résolution de ndv systèmes linéaires de la forme :
(
∂w

∂Xd

)
= −

(
∂L
∂w

)−1

X

(
∂L
∂X

)

w

(
∂X

∂Xd

) (6.14)Le gradient peut ainsi être reonstitué pour haque variable de dessin :
∇F =

(
∂F

∂Xd

)
+

(
∂F

∂X

)T

w,Xd

(
∂X

∂Xd

)
−
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∂F

∂w
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X,Xd

(
∂L
∂w

)−1

X

(
∂L
∂X

)

w

(
∂X

∂Xd

) (6.15)La méthode direte s'appuie don essentiellement sur la linéarisation des �ux telle qu'elle a été réalisée pour larésolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps.La méthode adjointeLa méthode adjointe utilise les veteurs de Lagrange λ a�n d'introduire, sous la forme de ontraintes, la dérivéedu veteur des résidus dans le gradient de la fontion de oût :
∇F =
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∂w
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∂L
∂w

)}(
∂w

∂Xd

) (6.16)Le veteur de Lagrange peut être hoisi, tel que nous le désirons, en partiulier, de manière à annuler le termedépendant des sensibilités aérodynamiques, 'est-à-dire :
λ = −

(
∂L
∂w

)−T

X

(
∂F

∂w

)

X,Xd

(6.17)La méthode adjointe ne peut pas s'appuyer uniquement sur la linéarisation de �ux préédente. En e�et, d'unpoint de vue numérique, la prinipale di�érene ave la méthode direte réside dans la résolution de la linéari-sation des �ux transposés au lieu de la matrie issue diretement de la linéarisation des �ux (Eq. 6.17).6.2 Disrétisation et résolution6.2.1 Disrétisation des �ux aérodynamiques et sensibilité du maillageDisrétisation des �ux onvetifs et visqueuxQue e soit pour la méthode direte ou adjointe, nous nous sommes appuyés sur la même disrétisation des �ux.Comme pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps, deux approhessont possibles, l'approhe ontinue ou l'approhe disrète (f. § 4.1). Dans le as de la méthode direte, ela nepose pas de problème. En revanhe, il semble exister une limitation dans le as de la résolution de l'équationadjointe [51℄. On peut iter Giles et Piere [51℄, [49℄ pour la dé�nition des onditions aux limites, Jameson [74℄,Nadarajah et Jameson [101℄ dans une étude omparative entre les deux méthodes de linéarisation, Soemoarwoto[128℄, Anderson et Venkatakrishnan [5℄, Hiernaux et Essers [66℄, Eyal et Salas [36℄ et Baysal et Ghayour [9℄ pourune généralisation des onditions aux limites, utilisent une linéarisation ontinue des �ux, 'est-à-dire avantl'appliation du shéma spatial.



6.2. DISCRÉTISATION ET RÉSOLUTION 99En nous appuyant sur le travail de linéarisation préédent, nous avons hoisi de linéariser nos �ux après l'ap-pliation de l'opérateur spatial, soit de manière disrète. A ela plusieurs raisons, tout d'abord même si denouveaux développements, en partiulier [36℄ et [9℄, montrent une généralisation possible des onditions aux li-mites dans le as d'une linéarisation ontinue, à notre onnaissane auune limitation des onditions aux limitesdans le adre d'une linéarisation disrète n'est onnue à e jour. Don la formulation algébrique qui onsiste àaluler la matrie jaobienne et ensuite de lui inlure les onditions aux limites [35℄ ne semble pas être faussemathématiquement, même si la relation entre les deux méthodes disrète et ontinue n'est pas enore laire [5℄.De plus, la di�éreniation des équations de Navier-Stokes disrètes nous garantit la ohérene et la préisionentre la phase stationnaire et la phase de alul de la diretion de desente (Tab. 6.1). Et en�n nous nous sommesappuyés sur la linéarisation des équations de Navier-Stokes réalisée par Haugeard [63℄, Imhof [69℄, Chassaing[17℄ et Valentin [136℄ qui ont largement testé la linéarisation du shéma à apture de ho de Van Leer dans leas des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps et dans le adre de di�érents exeriesd'optimisation d'aubages de turbomahines.Sensibilités des points du maillageDe par leur nature, les méthodes direte et adjointe prennent en ompte la variation des points de oordonnéesd'un maillage dans le rééquilibrage du hamp aérodynamique. Cependant, elles néessitent de tenir ompte del'in�uene d'une modi�ation d'un des paramètres de dessin sur le maillage. Pour ela, nous avons repris lestravaux de Chassaing [17℄ et Valentin [136℄ sur le mouvement du maillage. Ces derniers alulent le déplaementdu maillage en fontion de la déformation de la géométrie par la résolution de l'opérateur laplaien suivant lesoordonnées urvilignes ave une solution déouplée pour les deux veteurs x ∈ RNi×Nj et y ∈ RNi×Nj par uneméthode d'avanement pseudo-temporelle :
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)n (6.18)où 0D est l'opérateur laplaien2 et le pas de temps est ∆t 3.Les onditions aux limites sont appliquées expliitement sur les frontières de notre domaine de alul. En entrée,en sortie et sur la paroi supérieure, les mouvements du maillages sont supposés nuls. Sur la paroi inférieure,nous devons imposer les onditions aux limites qui orrespondent à un mouvement dans la diretion y du pointde ontr�le l : 
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(6.19)ave (ξ, η) les oordonnées urvilignes.3Le pas de temps pour une équation de Laplae est alulé [17℄ :

∆t = fl 1

2

`
0A +0 C´

(0A+0 C) (0A+0 C) + 0B0B (6.20)ave un fl de 50.



100 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMES6.2.2 Conditions aux limitesPour la résolution de l'équation direte (Eq. 6.15), l'appliation des onditions aux limites ne pose pas de di�-ulté partiulière. Les équations à résoudre résultant d'une linéarisation direte des équations de Navier-Stokesstationnaires, les onditions aux limites sont la linéarisation des onditions aux limites stationnaires. En re-vanhe, omme nous l'avons expliqué préédemment (f. § 6.2.1), l'appliation des onditions aux limites pourla résolution de l'équation adjointe (qui utilise la théorie du ontr�le) ne semble pas évidente [5℄.Quelle que soit la méthode utilisée, direte ou adjointe, nous appliquerons les mêmes onditions aux limites.Ces dernières sont du même type que elles utlisées pour la résolution des équations harmoniques et linéariséesen temps (f. § 4.2.3). L'unique di�érene onerne les onditions de sortie de la tuyère, où la ondition de�utuation de pression a été remplaée par une ondition de non-re�exion d'Hedström [65℄.6.2.3 Résolution des systèmes linéairesRésolution du système linéaire de la méthode diretePour la méthode direte (Eq. 6.15), nous devons résoudre autant d'équations que de paramètres d'optimisation.Nous avons don déidé dans un premier temps d'utiliser une résolution gmres_noptm pour une résolutionindépendante de haque système linéaire. Mais omme nous l'avons vu dans le seond hapitre (§ 2.2.3), il existedi�érentes méthodes de Krylov permettant de résoudre plusieurs systèmes linéaires simultanément ave unematrie identique et di�érents veteurs dans le seond membre. Nous avons don, dans un seond temps, utiliséla méthode mgmres dérite dans le seond hapitre de ette thèse (Al. 6) pour un problème d'optimisationdiret sans introdution d'un pas de temps �tif (mgmres_noptm). Ainsi nous n'avons pas de suroût en tempsde alul pour la résolution de ndv systèmes linéaires par rapport à la résolution au as de la méthode ad-jointe où nous n'avons qu'un seul système linéaire à résoudre. Le shéma de résolution de l'équation direte parune résolution mgmres sans introdution d'un pseudo-pas de temps est donné dans l'algorithme suivant (Al. 14).Algorithme 14 Shéma de résolution de l'équation d'optimisation direte : mgmres_noptm_drt
• Initialisation du veteur des paramètres dessin : X0

d

• Calul des variables aérodynamiques et de la fontion de oût : w et F 0
(
X0

d,X, w
)For it_design = 1, 2, . . . , jusqu'à onvergene Do :

◮ Calul des sensibilités aux maillages : bl =
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, l = 1,ndv

◮ Calul de la matrie : A∗ =
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)]

◮ Appliation des onditions aux limites : A = BC [A∗] ; B = bc [bl , l = 1,ndv]
◮ Calul du préonditionnement : M ⇐= ilu0 [A]
◮ Résolution des systèmes linéaires (AM−1MX = B

) par l'algorithme (Al. 6)
◮ Calul du gradient (Eq. 6.15)
◮ Calul de la diretion de desente par la méthode de la meilleure pente ou bfgs
◮ Calul des nouveaux paramètres de dessin :

X
it_design
d = X

it_design-1
d + αit_design . Sit_design

◮ Calul des nouvelles variables aérodynamiques et de la nouvelle fontion de oût : w et F it_designEnd forDe plus, étant donné la nature du veteur à droite (à la di�érene du veteur à droite des équations de Navier-Stokes harmoniques et linéarisées en temps dans le as présent, les valeurs non nulles sont réparties sur l'ensembledu veteur), le veteur d'initialisation de l'algorithme de Krylov est un veteur nul.



6.3. RÉSULTATS POUR UN PROBLÈME INVERSE 101Résolution du système linéaire de la méthode adjointeComme nous l'avons déjà dit préédemment, la prinipale di�ulté du point de vue de la mise en ÷uvre nu-mérique de la méthode adjointe réside dans la résolution d'un système linéaire issu de la linéarisation des �uxtransposés. Nous avons don déidé de ne pas aluler le produit matrie veteur de l'algorithme de Krylov aveune linéarisation à haque itération de Krylov, mais de stoker la matrie transposée. De plus, auune restritionsur les onditions aux limites pour la résolution de l'équation adjointe disrète ne semble être onnue [5℄, nousles avons don inluses dans la matrie avant le alul de la transposée [136℄.Le shéma de résolution de l'équation adjointe par la méthode gmres_noptm_adjt est donné dans l'algorithme15).Algorithme 15 Shéma de résolution de l'équation d'optimisation adjointe : gmres_noptm_adjt
• Initialisation du veteur des paramètres dessin : X0

d

• Calul des variables aérodynamiques et de la fontion de oût : w et F 0
(
X0

d,X, w
)For it_design = 1, 2, . . . , jusqu'à onvergene Do :

◮ Calul des sensibilités aux maillages : b =
∂F

∂w

◮ Calul de la matrie : A∗ =
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∂L
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)

X

= div
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∂
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)
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(
∂
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◮ Appliation des onditions aux limites : A = BC [A∗] ; b = −bc [b]
◮ Transposition de la matrie : A = AT

◮ Calul du préonditionnement : M ⇐= ilu0 [A]
◮ Résolution des systèmes linéaires (AM−1Mλ = b

) par l'algorithme (Al. 5)
◮ Calul du gradient (Eq. 6.16)
◮ Calul de la diretion de desente par la méthode de la meilleure pente ou bfgs
◮ Calul des nouveaux paramètres de dessin :

X
it_design
d = X

it_design-1
d + αit_design . Sit_design

◮ Calul des nouvelles variables aérodynamiques et de la nouvelle fontion de oût : w et F it_designEnd forD'un point de vue numérique, pour les mêmes raisons que pour les équations linéarisées et harmoniques en temps,le veteur initial ne peut être le veteur nul. Nous avons don déidé de prendre omme veteur d'initialisationle veteur nul modi�é sur sa dernière omposante par 1.6.3 Résultats pour un problème inverseLe premier problème d'optimisation résolu dans ette étude onerne un problème d'optimisation inverse. Dansle as de l'optimisation de forme d'une tuyère, il s'agit par exemple de modi�er une géométrie pour retrouverla distribution objetif d'une grandeur aérodynamique sur les parois. Ce problème n'aurait théoriquement pasbesoin d'un alul des sensibilités aérodynamiques. Mohammadi et Pironneau [98℄ propose une méthode d'op-timisation basée sur le gradient inomplet qui s'a�ranhit du alul du gradient aérodynamique représentantsans doute la partie la plus importante en temps de alul d'un algorithme de desente. Notons ependant queette approhe, qui est limitée à un problème basé sur une fontion de oût alulée à partir d'une intégrale desurfae ne peut être étendue à l'ensemble des problèmes d'optimisation.6.3.1 Eoulements aérodynamiques dans les tuyères initiale et objetifDans le adre de et exerie, nous resterons dans le as d'éoulement subsonique, ela a�n d'éviter les problèmesliés à l'algorithme d'optimisation [73℄. La répartition de pression demandée est la répartition de pression issuede l'éoulement subsonique présenté au paragraphe (3.5.2), dont les onditions aux limites sont données dans le



102 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMEStableau (3.2).A�n de réduire le temps de alul et l'espae mémoire néessaire, les maillages utilisées dans les exeries d'opti-misation, que e soit pour les tuyères intiale, intermédiaires ou objetif, sont des maillages identiques de Ni×Nj= 201×81. Cette limitation de la taille du maillage nous permet aussi de pouvoir omparer les résultats issusd'une résolution de Krylov ave les résultats issus d'une résolution lu_bande.Les évolutions des grandeurs aérodynamiques des géométries initiale et reherhée sont illustrées dans la�gure 6.3.
tuyère initiale tuyère objectif
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(b)

pt
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k
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(f)

k
(m2.s−2)

Fig. 6.3 � Evolution du nombre de Mah (M̆), de la pression totale (pt) et de l'énergie inétique turbulente kdans les tuyères initiale (a-b-) et objetif (d-e-f)Fontion de oûtDans le as du problème inverse, la fontion est basée sur l'intégrale de la pression sur la paroi inférieure de latuyère :
F (w (Xd) ,X (Xd)) =

1

L

[∫ L

0

(
p− preq

preq

)2

dx

]

i,1

(6.22)où preq est la pression de la tuyère objetif et L désigne la longueur axiale de la tuyère. Ce type de fontion deoût est très largement utilisé pour un grand nombre d'exeries d'optimisation [28, 50, 51, 74�77, 98, 101℄.6.3.2 Convergene pour une résolution gmres_noptm_drtDans le adre de et exerie, inq systèmes linéaires doivent être résolus indépendemment les uns des autres,bien qu'ils aient la même matrie. C'est pourquoi nous nous sommes limités pour ette étude à la première ité-ration d'optimisation (it_design = 1). Ce premier exerie nous permet de valider notre proessus de résolutionde l'équation d'optimisation direte par l'algorithme de Krylov gmres_noptm_drt.



6.3. RÉSULTATS POUR UN PROBLÈME INVERSE 103La �gure (6.4) présente l'historique de la onvergene pour haque paramètre d'optimisation, où :
egmres_notpm_drt = Log10‖Axgmres_notpm_drt− bgmres_notpm_drt‖ (6.23)Le alul est réalisé ave 500 veteurs pour la base de Krylov et néessite 1.1 gb de mémoire, e qui représente20 % d'espae mémoire en moins par rapport à une résolution lu_bande (1.39 gb). Notons que le niveau deonvergene aurait été amélioré en augmentant la dimension de la base de Krylov. Cependant, après 250 itéra-tions, la onvergene est réalisée uniquement par palier.
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it gmresFig. 6.4 � Convergene de la résolution du alul de haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimisationit_design = 1 pour gmres_noptm_drt du problème inverseLe maillage utilisé (Ni × Nj = 201 × 81) est su�sament lâhe pour nous permettre de résoudre les systèmeslinéaires de l'équation direte par un algorithme lu_bande. Nous pouvons ainsi omparer les résultats obtenuspar résolution gmres_noptm et par résolution lu_bande pour la valeur du gradient de haque paramètre d'op-timisation. Pour ela, le paramètre adimensionnel suivant est dé�ni :
∆lu/gmres( ∂F

∂Xd

)
=

∣∣∣∣∣∣

(
∂F

∂Xd

)gmres
−
(

∂F
∂Xd

)lu(
∂F

∂Xd

)lu ∣∣∣∣∣∣
× 100 (6.24)Malgré un faible niveau de onvergene, de deux ordres de grandeur (Fig. 6.4), la valeur du gradient obtenueest tout à fait satisfaisante (Tab. 6.2).

Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(
∂F

∂Xd

)gmres

−0.21728× 10−1 −0.24903× 10−1 −0.15996× 10−1 −0.55679× 10−2 −0.36909× 10−3

∆lu/gmres( ∂F

∂Xd

) 0.0001 % 0.0002 % 0.0008 % 0.0002 % 0.0004 %Tab. 6.2 � Di�érene adimensionnée du gradient alulé entre une résolution lu_bande_drt et une résolutiongmres_noptm_drt à l'itération d'optimisation it_design = 1 pour le problème inverseNous n'avons pas réalisé de test sur une éventuelle onvergene ave rédemarrage. Le but était de réaliser etteétude de faisabilité de la résolution gmres_noptm_drt.



104 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMES6.3.3 Convergene pour une résolution mgmres_noptm_drtComme nous l'avons indiqué préédemment, nous avons appliqué la méthode de résolution mgmres (Al. 6)pour la résolution de l'équation d'optimisation direte (Eq. 6.14) ave plusieurs paramètres d'optimisation sansintrodution d'un pseudo-pas de temps. Nous onstatons qu'ave une base de taille identique, 500 veteurs, nousobtenons une onvergene, à la première itération d'optimisation it_desgin = 1, plus élevée de l'ordre de 3 pourune résolution mgmres_noptm_drt que pour une résolution gmres_noptm_drt (Figs 6.4-6.5). Néanmoins,ette di�érene de niveau de onvergene ne fait pas varier la valeur du gradient de la fontion de oût pourhaun des paramètres d'optimisation. En e�et, les valeurs du gradient de la résolution gmres_noptm_drt etmgmres_noptm_drt sont identiques à la première itération d'optimisation (Tab. 6.2-6.3).
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Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(

∂F

∂Xd

)mgmres

−0.21728× 10−1 −0.24903× 10−1 −0.15996× 10−1 −0.55679× 10−2 −0.36909× 10−3

∆lu/mgmres( ∂F

∂Xd

) 0.0001 % 0.0002 % 0.0008 % 0.0002 % 0.0004 %Tab. 6.3 � Di�érene adimensionnée du gradient alulé par l'équation direte entre une résolutionlu_bande_drt et une résolution à l'itération d'optimisation it_design = 1 pour le problème inversemgmres_noptm_drtConvergene de l'algorithme d'optimisation bfgsA�n de tester l'algorithme bfgs, dans le as d'une résolution mgmres_noptm_drt, nous avons réalisé plusieursitérations it_design a�n d'obtenir la onvergene du proessus d'optimisation pour le problème inverse. La�gure (6.6) présente les évolutions de la fontion de oût, du gradient ∇F et de la valeur de la pondération de laourbe de Bezier de haque paramètre d'optimisation. Nous onstatons qu'à la �n du proessus d'optimisation(it_design=16) la première ondition d'optimalité (∇F = 0) est bien respetée (Figs. 6.6(a)-(b)). Notons parailleurs qu'il est néessaire d'e�etuer au moins une dizaine d'itérations it_design pour faire onverger lesproessus d'optimisation. Le pi observé de la fontion de oût lors de l'itération it_design=6 est relatif au



6.3. RÉSULTATS POUR UN PROBLÈME INVERSE 105mauvais hoix du paramètre de relaxation de l'algorithme bfgs (αk = 1) mais la ondition de desente (Eq. 6.1)n'a pas été mise en ause.
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 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4
 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4
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106 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMES6.3.4 Convergene pour une résolution gmres_noptm_adjtL'algorithme gmres_noptm a ensuite été testé pour la résolution de la première itération d'optimisation duproblème inverse ave l'équation adjointe. La rédution des résidus est de onze ordres de grandeur ave unebase de 500 veteurs (Fig. 6.8). Nous remarquons que la onvergene s'e�etue prinipalement au ours des 250premières itérations. Par ailleurs, bien qu'à la �n du proessus itératif de Krylov le niveau de onvergene de larésolution gmres_noptm_adjt soit meilleur que le niveau de onvergene de la résolution gmres_noptm_drt,la diminution entre les résidus initiaux et les résidus �naux au ours du proessus itératif reste identique entreles deux méthodes.
∆egmres_noptm_drt = ∆egmres_noptm_adjt = 14 (6.25)où ∆egmres_noptm_drt = egmres_noptm_drt(it_gmres = 500) − egmres_noptm_drt(it_gmres = 0). Cette re-marque s'explique par le fait que le onditionnement des matries est presque identique pour la matrie originaleet la matrie transposée.
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it gmresFig. 6.8 � Convergene de la résolution du alul de haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimisationit_design = 1 pour gmres_noptm_adjt du problème inverseNous avons aussi omparé les résultats du gradient de la résolution de gmres_noptm_adjt ave la résolutionlu_bande de l'équation adjointe (lu_bande_adjt) ainsi que la résolution lu_bande_drt (Tab. 6.4). Nous enonluons un très bon aord général pour tous les points de ontr�le onsidérés quelles que soient les méthodesd'optimisation et de résolution.
Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(

∂F

∂Xd

)gmres

−0.21728× 10−1 −0.24903× 10−1 −0.15996× 10−1 −0.55679× 10−2 −0.36909× 10−3

∆Diretelu/mgmres( ∂F

∂Xd

) 0.0001 % 0.0002 % 0.0008 % 0.0002 % 0.0004 %
∆Adjointelu/mgmres( ∂F

∂Xd

) 0.0001 % 0.0002 % 0.0008 % 0.0002 % 0.0004 %Tab. 6.4 � Di�érene adimensionnée du gradient alulé par l'équation direte entre une résolutionlu_bande_drt, lu_bande_adjt et mgmres_noptm_adjt à l'itération d'optimisation it_design = 1 pourle problème inverse



6.4. RÉSULTATS POUR UN PROBLÈME DE MINIMISATION DES PERTES 1076.4 Résultats pour un problème de minimisation des pertesA�n d'illustrer l'intérêt de notre méthode en nous a�ranhissant d'une fontion de oût basée sur une intégralede surfae, pour laquelle la méthode proposée par Mohammadi et Pironneau [98℄ des gradients inomplets peutêtre utilisée, nous avons dé�ni une nouveau problème ave une nouvelle fontion de oût.6.4.1 Fontion de oûtCe seond problème d'optimisation a pour but de minimiser les pertes entre l'entrée et la sortie de la tuyère.Pour ela, la fontion de oût est basée sur l'aroissement d'entropie à travers la tuyère :
F (w (Xd) , X (Xd)) =

1

∆yaval ∫saval s̆dy − 1

∆yamont ∫samont s̆dy (6.26)Nous aurions dû en toute rigueur pondérer les intégrales par le débit massique. De plus, les variations dumaillage prohe des frontières amont et aval de la tuyère étant quasiment nulles, elles sont négligées, e quisimpli�e sensiblement l'ériture du gradient de la fontion de oût [136℄.6.4.2 Convergene pour une résolution de la méthode direteNous pouvons faire les mêmes remarques que pour l'exerie d'optimisation inverse. Les métodes gmres_noptm_drtet mgmres_noptm_drt onvergent ave une di�érene de trois ordres de grandeur (Fig. 6.9). De plus, quel quesoit le problème d'optimisation (problème inverse ou problème de minimisation des pertes), la première matrieétant seulement dépendante du hamp aérodynamique de la géométrie intiale, la onvergene des premièresitérations d'optimisation sont identiques (Figs. 6.4-6.5-6.9).
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it gmresFig. 6.9 � Convergene de la résolution du alul de haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimisationit_design = 1 pour a) gmres_noptm_drt et b) mgmres_noptm_drt du problème de minimisationMais es di�érenes de niveau de onvergene ne hangent pas la valeur du gradient (Tab. 6.5).
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Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(

∂F

∂Xd

)gmres

0.23691× 10−1 0.29924× 10−1 0.32808× 10−1 0.29364× 10−1 0.23296× 10−1

∆lu/gmres( ∂F

∂Xd

) 0.0002 % 0.0004 % 0.0001 % 0.0004 % 0.0003 %
(
∂F

∂Xd

)gmres

0.23691× 10−1 0.29924× 10−1 0.32808× 10−1 0.29364× 10−1 0.23296× 10−1

∆lu/mgmres( ∂F

∂Xd

) 0.0002 % 0.0004 % 0.0001 % 0.0004 % 0.0003 %Tab. 6.5 � Di�érene adimensionnée du gradient alulé par l'équation direte entre une résolution lu_bandeet gmres_notpm à la première itération d'optimisation it_design = 1 pour le problème de minimisation despertes6.4.3 Convergene pour une résolution gmres_noptm_adjtDe même que pour la résolution de la méthode direte pour le problème de minimisation des pertes, la méthode derésolution gmres_noptm_adjt parvient à onverger ave un niveau de onvergene de onze ordres de grandeur(Fig. 6.10) vers des niveaux identiques de gradient que les résolutions lu_bande_drt et lu_bande_adjt(Tab. 6.6).
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it gmresFig. 6.10 � Convergene de la résolution du alul de haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimi-sation it_design = 1 pour gmres_noptm_adjt du problème de minimisation des pertes
Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(

∂F

∂Xd

)gmres

0.23691× 10−1 0.29924× 10−1 0.32808× 10−1 0.29364× 10−2 0.23296× 10−3

∆Diretelu/gmres( ∂F

∂Xd

) 0.0002 % 0.0004 % 0.0001 % 0.0004 % 0.0003 %
∆Adjointelu/gmres( ∂F

∂Xd

) 0.0002 % 0.0004 % 0.0001 % 0.0004 % 0.0003 %Tab. 6.6 � Di�érene adimensionnée du gradient alulé par l'équation direte entre une résolutionlu_bande_drt, lu_bande_adjt et mgmres_noptm_adjt à l'itération d'optimisation it_design = 1 pourle problème de minisation des pertes



6.5. CONCLUSION 1096.5 ConlusionDans le adre d'un exerie d'optimisation par méthode de desente, nous devons à haque itération aluler lesvaleurs du gradient de la fontion oût. Pour ela et quelle que soit la méthode utilisée, direte ou adjointe, nousdevons résoudre au moins un système linéaire dont la matrie orrespond à la linéarisation des �ux onvetifset visqueux de l'éoulement stationnaire.Pour éviter tout problème de stabilité lié à une résolution pseudo-temporelle, nous avons proposé d'utiliser l'ap-prohe gmres_notpm. Le premier problème est un problème inverse qui onsistait à retrouver une distributionde pression désirée sur une paroi de tuyère. Le seond problème onernait la minimisation de pertes entrel'entrée et la sortie de la tuyère ; pour ela, la fontion de oût était basée sur l'aroissement d'entropie. Danstous les as, les algorithmes gmres_notpm et mgmres_noptm nous ont permis de retrouver les mêmes résultatsque eux issus de la résolution lu_bande, que e soit pour une résolution de l'equation direte ou adjointe.
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Chapitre 7Conlusions et perspetives7.1 ConlusionsLe premier but de e travail de reherhe était d'aélérer la résolution des équations de Navier-Stokes station-naires ave un modèle de turbulene au seond ordre et des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-niques en temps ave une méthode pseudo-Newton-Krylov par rapport à une méthode pseudo-Newton-af-adi.Le seond objetif était de stabiliser la résolution pseudo-temporelle ave fatorisation approhée des équa-tions de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps ainsi que le alul de gradients de fontions deoût pour des problèmes d'optimisation de formes aérodynamiques stationnaires. Les éoulements onsidérés iisont des éoulements ompressibles omportant d'importants phénomènes non linéaires (onde de ho, zone dereirulation . . . ) Toutes les résolutions ont été réalisées sur des maillages struturés.Les matries issues de es problèmes ne sont pas des matries symétriques ou dé�nies positives, e sont desmatries reuses, de type blos à valeurs numériques très di�érentes, don mal onditionnées, et dont les rayonsspretraux peuvent être supérieurs à l'unité. Ave le développement des ordinateurs atuels (vetorisation,parallélisation, espae mémoire disponible), il nous est aujourd'hui possible d'utiliser de façon intensive lesdiverses méthodes de type Krylov (gmres, bi-gstab, tfqmr . . . ) pour la résolution de systèmes linéaires avedes matries quelonques. Ces méthodes sont basées sur la projetion dans un espae dérit par des veteurs dela forme p(A)v où p est un polyn�me, de sorte que le veteur solution A−1b soit � prohe � du polyn�me p(A)b.Dans le adre de e travail, après un premier test pour la résolution des équations d'Euler linéarisées, nous noussommes limités à l'utilisation de l'algorithme gmres [118℄.7.1.1 Equations de Navier-Stokes stationnairesLes équations de Navier-Stokes stationnaires moyennées sont aujourd'hui ouramment utilisées pour l'étuded'éoulements à l'éhelle dans des on�gurations réalistes. Nous devons résoudre es équations de façon robusteet de plus en plus rapide a�n d'intégrer leur utilisation intensive dans le adre de haînes de oneption, de boulesd'optimisation . . . Compte tenu de e ontexte, nous avons déidé d'utiliser une méthode pseudo-Newton-gmres.Les méthodes de Newton intègrent les variables pseudo-temporelles par une suession de résolutions de sys-tèmes linéaires a�n de résoudre les équations non linéaires. Nous avons don ouplé la résolution Newton deséquations non linéaires à une résolution gmres préonditionnée par une méthode Jaobi par blo ou ilu0.Nous ne parlons pas d'une résolution newtonienne mais d'une résolution pseudo-newtonienne ar le système estrelaxé par un pas de temps et que les matries jaobiennes des systèmes linéaires ne sont pas les matries jao-biennes exates mais des matries simpli�ées. Alors que les �ux sont disrétisés au troisième ordre, les matriesjaobiennes, elles, sont disrétisées seulement au premier ordre. De plus, les �ux visqueux de la partie impliitesont approhés par une méthode de rayon spetral. Cette simpli�ation permet de séparer la résolution de lapartie moyenne de l'éoulement de la partie turbulente. C'est pourquoi ette résolution est appelée résolutionfaiblement ouplée. 111



112 CHAPITRE 7. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESNous avons testé la méthode développée dans le adre de ette thèse, dans le as d'une tuyère bidimensionnellepour deux types d'éoulement, un éoulement haut subsonique (Min�ow = 0.6) et un éoulement transsonique(Mho = 1.5). Le but de ette étude était de omparer la vitesse de onvergene de notre algorithme de résolutionpseudo-Newton-gmres des équations de Navier-Stokes stationnaires moyennées ave un modèle de turbuleneau seond ordre ave une résolution pseudo-Newton-af-adi. Dans un premier temps, les résultats aérodyna-miques de la méthode pseudo-Newton-gmres ont été validés par rapport à la résolution pseudo-Newton-af-adi.La omparaison a montré un bon aord général, que e soit pour les grandeurs moyennes ou les grandeursturbulentes d'un modèle de turbulene au seond ordre [47℄ pour les deux éoulements.Nous avons remarqué que quel que soit le type d'éoulement, les résolutions gmres_ilu0 ont un niveau deonvergene plus bas que pour une méthode af-adi ave pas de temps simple. De plus, grâe à une meilleurerésolution à haque pas temps du système linéaire ave la méthode gmres_ilu0, la limite de stabilité dedisrétisation temporelle du problème non linéaire des équations de Navier-Stokes stationnaires a été repoussée.Nous avons ainsi, en partiulier pour l'éoulement haut subsonique, une meilleure vitesse de onvergene aveun gain de temps de l'ordre de 50 % ainsi qu'un plus petit nombre d'itérations.7.1.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en tempsA�n de limiter les erreurs de résolution du système linéaire à haque pas de temps, nous avons, dans un premiertemps, étendu l'algorithme de résolution gmres_ptm pour la résolution de es équations. Cette intégrationpseudo-temporelle a été validée pour un éoulement stationnaire haut subsonique et un autre transsonique surun maillage lâhe dans une tuyère bidimensionnelle. Les résultats des évolutions des grandeurs aérodynamiqueset la vitesse de onvergene ont été omparés ave une résolution af-adi. Nous en avons onlu une très bonneonordane entre les résultats des deux résolutions, tant pour les niveaux globaux (oe�ients des fores depression instationnaires identiques) qu'au niveau loal (évolution des grandeurs aérodynamiques). De plus, dansle as subsonique que dans le as transsonique, la résolution gmres_ptm a permis d'augmenter le pas de tempspar rapport à la résolution pseudo-Newton-af-adi en passant d'un nombre fl de 20 à un nombre fl 100.Cela a réduit le temps de résolution de 40 à 60 %.Néanmoins, ette intégration ne permet pas de stabiliser la résolution pseudo-temporelle des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps lorsque les équations sont résolues sur un maillage �n. Des instabilitéssont reportées pour les équations d'Euler linéarisées lorsque le alul propage des ondes de Kelvin-Helmothz quisont présentes au sein même de la solution stationnaire. Lors de la résolution des équations de Navier-Stokeslinéarisées et harmoniques en temps autour d'un éoulement stationnaire omportant des pro�ls de vitesseinstables, sans que les limiteurs de pente soit atifs, des ondes, présentes au sein même de l'éoulement sta-tionnaire, déstabilisent la résolution pseudo-temporelle. A�n d'inlure es ondes dans la solution du problèmelinéarisé, les équations doivent être résolues sans l'intégration pseudo-temporelle.L'originalité de la méthode proposée dans le adre de e travail est la résolution itérative, grâe à l'algorithmegmres, mais sans introdution d'un pseudo-pas de temps, de es équations. En e�et, les résolutions diretesde type lu_bande sont aujourd'hui limitées par la puissane des ordinateurs et l'espae mémoire qu'elles re-quièrent. La prinipale di�ulté vient de la taille des bases néessaires. Une résolution pseudo-newtonniennepermet de diminuer le onditionnement de la matrie et d'augmenter l'importane de la diagonale sans rendre lamatrie à diagonale dominante. Cela permet une onvergene plus rapide de l'algorithme de Krylov. Dans le asd'une résolution sans introdution d'un pseudo-pas de temps, la matrie issue de la linéarisation des équationsde Navier-Stokes étant mal onditionnée, elle impose l'utilisation d'un algorithme gmres ave redémarrage a�nde limiter l'espae mémoire.Les résultats aérodynamiques des résolutions sans introdution d'un pseudo-pas de temps ont été validés parrapport à la résolution pseudo-Newton-gmres dans les as où elle-i onverge. Nous pouvons en onlure unbon niveau général entre les résultats des deux méthodes de résolution pour les deux types d'éoulement. Malgrél'utilisation d'un algorithme gmres ave redémarrage, les bases de Krylov minimales sont importantes : 400 ve-teurs dans le as subsonique et 300 veteurs dans le as transsonique. Néanmoins, l'espae mémoire néessaire àla résolution gmres_noptm ave un préonditionnement ilu0 est 40 à 70 % inférieur à une résolution lu_bande.



7.2. PERSPECTIVES 113Ce gain en espae mémoire de l'algorithme gmres_noptm nous a permis de résoudre les équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps dans le as où les résolutions pseudo-Newton-gmres et pseudo-Newton-af-adi éhouent. Nous avons alors onstaté une bonne onordane globale des résultats entre lemaillage lâhe et le maillage �n même si des variations loales sont présentes.7.1.3 Optimisation aérodynamiqueL'optimisation aérodynamique par méthode de desente requiert pour l'évaluation du gradient de la fontionde oût la résolution d'un ou plusieurs systèmes linéaires dont la matrie est issue de l'opérateur de linéarisa-tion des équations de Navier-Stokes. Identiquement à la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées etharmoniques en temps, la résolution de es systèmes linéaires est sujette à des instabilités lorsque es équationssont résolues par intégration pseudo-temporelle. C'est pourquoi nous avons étendu l'algorithme de résolutionsans introdution d'un pseudo-pas de temps gmres_noptm à la résolution des deux équations d'optimisationdirete et adjointe.Dans le as de l'équation direte, après une première résolution indépendante de haque système linéairegmres_drt, nous avons utilisé une résolution mgmres pour des systèmes ayant une matrie identique et desveteurs di�érents dans le seond membre. Cette méthode de résolution nous a permis de résoudre les systèmeslinéaires issus de l'équation d'optimisation ave un temps identique à la résolution d'une seule équation ; nousavons ainsi limité l'intérêt de l'utilisation de l'équation adjointe. En e�et, l'équation adjointe n'étant qu'uneréériture mathématique du problème d'optimisation, elle est sujette à aution, en partiulier pour l'appliationdes onditions aux limites.Toutes les méthodes de résolution (gmres_drt, mgmres_drt, gmres_adjt) ont été testées dans le as d'unéoulement interne subsonique bidimensionel ave inq paramètres d'optimisation pour deux problèmes. Unpremier problème inverse basé sur la minimisation d'une intégrale de surfae de pression et un seond deminimisation des pertes basé sur la di�érene d'entropie entre l'entrée et la sortie de la tuyère. Le maillage(identique pour tous les problèmes d'optimisation) était un maillage lâhe. Cela nous a permis de omparerles résultats de la résolution des systèmes linéaires ave une résolution lu_bande. Nous pouvons en onlureque tous les résultats sont en très bonne onordane ave une erreur relative maximale de 0.0004 % entre lesrésolutions itératives et la résolution direte.7.2 Perspetives7.2.1 Equations de Navier-Stokes stationnairesNous nous sommes intéressés dans notre as à un développement pour des alulateurs vetoriels. Or nous uti-lisons l'outil de Saad sparsekit [117℄ pour le préonditionnement ilu0. Ce préonditionnement étant aluléà haque itération temporelle, le temps global du alul du préonditionnement devient important (de l'ordrede 10 % du temps total). A�n de diminuer e temps de alul, il serait intéressant soit de vetoriser e dernier[107℄ dans le as d'un maillage struturé, soit d'utiliser une fatorisation inomplète évolutive [130℄.Pour permettre une omparaison exate entre les deux méthodes (af-adi et gmres), nous avons utilisé les mêmessimpli�ations pour le alul des matries jaobiennes. A�n d'aélérer enore la résolution pseudo-temporelleet de rapproher la vitesse de onvergene d'une onvergene newtonienne, il serait intéressant de aluler lesmatries jaobiennes exates. Les matries exates peuvent être évaluées de deux façons, soit de manière expliiteave un oût important en termes de stokage de la matrie, soit par une implémentation dite � Matrix Free �où la matrie jaobienne est évaluée sans être stokée par la formule suivante [10, 54, 94�97, 107, 112, 130℄ :
∂L (w)

∂w
=

L (w + ε w) − L (w)

ε w
(7.1)où ε est un oe�ient paramètre réel à paramétrer.Dans e as, les équations de Navier-Stokes seront don résolues de manière fortement ouplée, 'est-à-dire que



114 CHAPITRE 7. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESla partie moyenne et la partie turbulente sont résolues en même temps.7.2.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en tempsMême si la résolution gmres_ilu0_noptm réduit nettement l'espae mémoire néessaire pour une résolutionpar rapport à une résolution lu_bande, il paraît enore trop important pour être utilisable de manière intensivepour l'étude d'éoulements instationnaires en 3D. A�n de réduire le nombre de veteurs de la base de Krylov,nous pourrons étudier un nouveau préonditionnement prenant en ompte la struture blo de la matrie et lagrande disparité des valeurs numériques.A notre onnaissane, peu d'études existent pour la présentation et la omparaison d'un algorithme gmres dansle adre de problèmes dont la matrie est omposée de oe�ients omplexes. Néanmoins, Campobasso et Giles[29℄, pour des problèmes aéroélastiques d'aubes de turbomahines, utilisent un algorithme gmres omplexe etdiminuent ainsi la taille de la base de Krylov. Etant donné qu'ils utilisent un préonditionnement blo Jaobi[29℄ demandant peu de ressoure mémoire, elui-i peut être alulé et stoké sous forme omplexe sans unsuroût important par raport au préonditionnement sous forme réelle. Dans notre as, il faudrait véri�er quele stokage des éléments non nuls de matrie sous forme omplexe pour un préonditionnement ilu0 ne pénalisepas en termes d'espae mémoire lorsque nous utilisons un algorithme gmres purement omplexe.7.2.3 Optimisation aérodynamiqueAve l'utilisation d'une méthode mgmres, nous limitons l'intérêt de l'utilisation de la méthode adjointe enrésolvant dans l'ensemble des systèmes linéaires de l'équation direte ave un temps identique à la résolutiond'un seul système. Néanmoins, nous ne onnaissons pas d'étude lorsque le nombre de veteurs devient important(>5 [126℄). Ii seul un as bidimensionnel a été étudié mais dans le as d'une géométrie tri-dimensionnelle (aubesde turbomahine, ailes . . . ), a�n de réaliser une réelle optimisation, pas moins de dix paramètres d'optimisationsont néessaires. Dans e as, une résolution mgmres peut rélamer une taille de base de Krylov importanteet une résolution de l'équation adjointe peut-être plus intéressante. Pour ela il faut ne plus avoir à stoker lamatrie transposée pour réaliser le produit matrie-veteur mais que elui-i soit réalisé diretement.



Annexe ARésultats des grandeurs turbulentes de larésolution des équations de Navier StokesstationnairesA.1 Résultats omplémentaires pour un éoulement subsonique
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116 ANNEXE A. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES STATIONNAIRES
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Fig. A.1 � Comparaison de l'évolution des grandeurs turbulentes ũ′′u′′ et ũ′′v′′ à inq positions axiale x = 0,
x = 1

4L, x = 1
2L, x = 3

4L et x = L entre une résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et af-adi(fl=100, fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans le as d'un éoulement subsonique
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Fig. A.2 � Comparaison de l'évolution des grandeurs turbulentes ṽ′′v′′ et ũ′′v′′ à inq positions axiales x = 0,
x = 1

4L, x = 1
2L, x = 3

4L et x = L entre une résolution gmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et af-adi(fl=100, fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans le as d'un éoulement subsonique
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A.2 Résultats omplémentaires pour un éoulement transsonique
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ỹ

��
��
3

-

ũ
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Fig. A.3 � Comparaison de l'évolution des grandeurs turbulentes ũ′′u′′ et ũ′′v′′ à inq posi-tions axiales x = 0, x = 25%L, x = 42%L, x = 45%L et x = L entre une résolutiongmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3) et af-adi(fl=100, fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans leas d'un éoulement transsonique



120 ANNEXE A. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES STATIONNAIRES

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0  50  100  150  200
 0

 0.04

 0.08

 0.12

 0.16

 0.2

 0  500  1000  1500  2000
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0  100  200  300  400

 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0  20  40  60  80  100
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0  50  100  150  200  250

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

-200 -150 -100 -50  0
 0

 0.04

 0.08

 0.12

 0.16

 0.2

-1200 -900 -600 -300  0
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

-250 -200 -150 -100 -50  0

 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

-100 -80 -60 -40 -20  0
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

-200 -150 -100 -50  0

 
 

af-adi

gmres

 
 

af-adi

gmres

k (m2.s−2)

��
��
1 ��

��
2 ��

��
3 ��

��
4 ��

��
5

-

ṽ
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Fig. A.4 � Comparaison de l'évolution des grandeurs turbulentes ṽ′′v′′ et ũ′′v′′ à inq posi-tions axiales x = 0, x = 25%L, x = 42%L, x = 45%L et x = L entre une résolutiongmres_ilu0(fl=∞,fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3) et af-adi(fl=100, fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans leas d'un éoulement transsonique
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122 ANNEXE B. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE
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Fig. B.1 � Comparaison de l'évolution du module |1ρ̂| et de la phase (ℜ[1ρ̂] et ℑ[1ρ̂]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(fl=20), gmres_ptm (fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquene de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un éoulement stationnaire subsonique.
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Fig. B.2 � Comparaison de l'évolution du module |1 ˆ̃u| et de la phase (ℜ[1 ˆ̃u] et ℑ[1 ˆ̃u]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(fl=20), gmres_ptm (fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquene de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un éoulement stationnaire subsonique.
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Fig. B.3 � Comparaison de l'évolution du module |1ˆ̃v| et de la phase (ℜ[1ˆ̃v] et ℑ[1ˆ̃v]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(fl=20), gmres_ptm (fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquene de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un éoulement stationnaire subsonique.
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B.2 Résultats omplémentaires pour la résolution issue d'un éoule-ment stationnaire transsonique



126 ANNEXE B. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 0

 0.03

 0.06

 0.09

 0.12

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
 0

 0.03

 0.06

 0.09

 0.12

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 0

 0.04

 0.08

 0.12

 0.16

 0.2

 0.15  0.17  0.19  0.21  0.23  0.25
 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.15  0.17  0.19  0.21  0.23  0.25
 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.15  0.17  0.19  0.21  0.23  0.25

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.03

 0.01

 0.05

 0.09

 0.13

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.03

 0

 0.03

 0.06

 0.09

 0.12

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 
 
 

adi(cfl=20)

gmres ptm(cfl=20,rres=50)
gmres ptm(cfl=100,rres=100)

Axe Paroi inférieure Paroi supérieure

��
��

?

��
��

?

��
��

?

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

a) b) c)

d) e) f)

g) h) i)

j) k) l)

Fig. B.4 � Comparaison de l'évolution du module |1ρ̂| et de la phase (ℜ[1ρ̂] et ℑ[1ρ̂]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(fl=20), gmres_ptm (fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquene de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un éoulement stationnaire transsonique.
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Fig. B.5 � Comparaison de l'évolution du module |1 ˆ̃u| et de la phase (ℜ[1 ˆ̃u] et ℑ[1 ˆ̃u]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(fl=20), gmres_ptm (fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquene de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un éoulement stationnaire transsonique.
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Fig. B.6 � Comparaison de l'évolution du module |1ˆ̃v| et de la phase (ℜ[1ˆ̃v] et ℑ[1ˆ̃v]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(fl=20), gmres_ptm (fl=20, rres=50) et gmres_ptm(fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquene de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un éoulement stationnaire transsonique.
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Fig. C.1 � Comparaison de l'évolution des �utuations de la masse volumique ρ̂ à l'axe, sur les parois inférieureet supérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=700,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoulement sub-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121
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C.2 Résultats omplémentaires pour la résolution autour d'un éou-lement stationnaire transsoniqueC.2.1 Résultats sur le maillage Grid_A



134ANNEXE C. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES SANS INTÉGRATION TEMPORELLE

 0

 0.3

 0.6

 0.9

 1.2

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 0

 0.04

 0.08

 0.12

 0.16

 0.2

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35
 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35
 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 
 

gmres ptm(cfl=50,rres=50)
gmres noptm(it base=600,it restarted=2)

Axe Paroi inférieure Paroi supérieure

? ? ?

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

a) b) c)

d) e) f)

g) h) i)

j) k) l)

Fig. C.4 � Comparaison de l'évolution des �utuations de masse volumiqe ρ̂ à l'axe, sur les parois inférieureet supérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoulement trans-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 101
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Fig. C.5 � Comparaison de l'évolution des �utuations de vitesse ˆ̃u à l'axe, sur les parois inférieure et su-périeure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoulement trans-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 101



136ANNEXE C. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES SANS INTÉGRATION TEMPORELLE

 0

 2

 4

 6

 8

 10

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-1

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-1

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 0

 0.4

 0.8

 1.2

 1.6

 2

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35
-1

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35
-1

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35

-2

 0

 2

 4

 6

 8

 10

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-1

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-1

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

-2

-1

 0

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-1

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-1

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 
 

gmres ptm(cfl=50,rres=50)
gmres noptm(it base=600,it restarted=2)

Axe Paroi inférieure Paroi supérieure

?

6

|1 ˆ̃ v
|(

m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

|1 ˆ̃ v
|(

m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

|1 ˆ̃ v
|(

m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

|1 ˆ̃ v
|(

m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

|1 ˆ̃ v
|(

m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

|1 ˆ̃ v
|(

m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ˆ̃ v
]
(m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ˆ̃ v
]
(m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ˆ̃ v
]
(m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ˆ̃ v
]
(m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ˆ̃ v
]
(m
.s
−

1
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ˆ̃ v
]
(m
.s
−

1
)

-
x (m)

a) b) c)

d) e) f)

g) h) i)

j) k) l)

Fig. C.6 � Comparaison de l'évolution des �utuations de vitesse ˆ̃v à l'axe, sur les parois inférieure et su-périeure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoulement trans-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 101
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C.2.2 Résultats sur le maillage Grid_B
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Fig. C.7 � Comparaison de l'évolution des �utuations de la masse volumique ρ̂ à l'axe, sur les parois infé-rieure et supérieure de la tuyère entre une résolution sur le maillage Grid_A gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) et sur le maillage Grid_B gmres_noptm(it_base=800, it_restarted=2) issues de la résolu-tion des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un éoulement transsonique dans une tuyère symétrique[32℄
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Méthodes de Krylov pour les Equations de Navier-Sokes Non Linéaires,Linéarisées et pour l'Optimisation AérodynamiqueRésumé : La résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées ompressibles est de plus en plus utilisée pourdeux types de problèmes : 1) des résolutions linéarisées et harmoniques en temps pour des problèmes d'aéroélas-tiité et d'aéroaoustique et 2) pour des exeries d'optimisation par la méthode du gradient. Les algorithmesproposés sont généralement basés sur une approhe dite � pseudo-time-marhing � dont la ressemblane aveles résolutions des équations de Navier-Stokes non linéaires a souvent été dérite omme un avantage ar ellesimpli�e le développement numérique. L'utilisation roissante de es méthodes a amené à la déouverte de pro-blèmes de stabilité numérique lorsque es équations sont résolues autour d'un hamp stationnaire omportantun point d'in�exion dans les pro�ls de vitesse sur des maillages �ns. Le but de e dotorat est de développerune méthode sans intégration pseudo-temporelle pour stabiliser la résolution des équations de Navier-Stokes 2Dlinéarisées pour les deux problèmes préités. Les systèmes linéaires ainsi obtenus sont résolus par une méthodeitérative de type gmres ave redémarrage préonditionné par une fatorisation approhée ilu0. Les résultatsnumériques sont omparés, lorsque ela est possible, à une approhe lassique af-adi ou gmres ave intégrationpseudo-temporelle, pour des aluls 2D haut subsonique et transsonique relatif à la propagation d'une pertur-bation harmonique à l'aval d'une tuyère. Notre méthode de résolution a aussi été testée et validée pour deuxexeries d'optimisation, où les systèmes linéaires issus des méthodes direte et adjointe ont été résolus parl'algorithme lassique gmres et par l'algorithme mgmres permettant de résoudre simultanément des problèmesayant la même matrie mais plusieurs veteurs à droite. De plus, une méthode des équations de Navier-Stokesnon linéaires par une résolution pseudo-Newton-gmres faiblement ouplée a été développée et validée dans le asd'un éoulement haut subsonique et transsonique dans une tuyère 2D et les résultats en termes de performanede résolution ont été omparés à une résolution pseudo-Newton-af-adi.MOTS CLÉS : gmres, Navier-Stokes non linéaire, Navier-Stokes harmoniques et linéarisées en temps, opti-misation aérodynamiqueKrylov Methods for Nonlinear and Linearized Navier-Sokes Equations andAerodynami OptimizationAbstrat : Linearized 3-D ompressible Navier-Stokes solvers are inreasingly used, for two di�erent applia-tions : 1) time-linearized time-harmoni omputations for aeroelastiity and aeroaoustis, and 2) for gradientapproahes to design. The proposed algorithms are traditionally based on a pseudo-time approah, and theresemblene of the linearized algorithm with standard nonlinear Navier-Stokes problems has often been ited asan advantage, simplifying ode development. The inreasing use of these methods brought forward problems ofnumerial instability, when dealing with unstable mean-veloity pro�les in �ne grids. The purpose of this Ph. D.is to investigate a non-pseudo-time-marhing solution method for the stabilization of time-linearized ompres-sible 2-D Navier-Stokes omputations. The resulting linear system is solved using a non-pseudo-time-marhingrestarted gmres proedure with ilu0 preonditionner. Numerial results are ompared, when it is possible, withlassial af-adi or gmres pseudo-time-marhing approahes for the omputation of a 2-D subsoni and trans-oni hannel �ow response to a bak-pressure harmoni perturbation at the exit of the nozzle. The approahhas also been tested for two subsoni hannel design exeries, where the diret and adjoint method linearsystems were solved using the lassial gmres solver or with a multiple right hand side gmres solver. Moreovera non-fully pseudo-Newton-gmres solver for nonlinear Navier-Stokes has benn developped and ompared witha pseudo-Newton-af-adi solver for a 2-D subsoni and transoni nozzle.KEYWORDS : gmres, Nonlinear Navier-Stokes, time-linearized time-harmoni Navier-Stokes, AerodynamiOptimization


