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Notations

• R : ensemble des nombres réels,

• C : ensemble des nombres complexes,

• N : ensemble des nombres entiers naturels,

• [a, b] : intervalle fermé de R d’extrémités a et b,

• (a, b) : intervalle ouvert de R d’extrémités a et b,

• [a, b) ou (a, b] : intervalle semi-ouvert de R d’extrémités a et b,

• Rn : espace vectoriel de dimensions n construit sur le corps des réels,

• xT : transposée du vecteur x ∈ Rn,

• Md(K) : ensemble des matrices de dimension n×m à coefficients dans K (= R ou C),

• I : matrice identité,

• X > 0 : matrice carrée symétrique définie positive,

• X−1 : inverse de la matrice carrée non-singulière X,
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Notations

• XT : transposée de la matrice X,

• tr(X) : trace de la matrice X,

• det(X) : déterminant de la matrice X,

• rang(X) : rang de la matrice X,

• ||X|| : norme matricielle induite par la norme euclidienne,

• spec(X) : spectre de la matrice X,

• dim(X) : dimension de la matrice X,

• 〈f, g〉 : produit scalaire de f et de g,

• co(E) : enveloppe convexe d’un ensemble E,

• I = {1, 2, ..., N}.
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Introduction générale

Introduction générale

De manière générale, l’automatique est une discipline permettant l’étude des systèmes, et
dont les domaines d’application sont très nombreux, tels que l’électricité, la mécanique, l’aéro-
spatial, la robotique, la chimie, la biologie, l’économie, etc . . . Comme l’indique le titre de ce
mémoire, nous nous intéresserons dans la suite à des problèmes de stabilité qui occupent une
place importante dans ce domaine. Cette thèse entre dans le cadre de l’analyse de stabilité des
systèmes à commutations qui représentent une classe importante des systèmes hybrides. Ces
derniers ont suscité un intérêt croissant depuis la fin des années 90, intérêt justifié notamment
par le développement des systèmes embarqués. Un système à commutations est décrit simulta-
nément par une dynamique continue (un ensemble de sous-systèmes) et une dynamique discrète
(que l’on appelle la loi de commutation et qui indique quel sous-système est actif à chaque ins-
tant). Afin d’illustrer concrètement les systèmes à commutations, intéressons au déplacement
d’une voiture dont on souhaite connaitre la position et la vitesse à chaque instant. Pour cela,
on cherche à coller un modèle mathématique au déplacement de la voiture. Or, on sait que
le comportement du véhicule varie selon le rapport de vitesse enclenché. C’est pourquoi nous
associons à chaque rapport de vitesse une équation pour décrire le déplacement de la voiture
lorsque celui-ci est engagé. Ainsi, si la voiture possède 5 rapports de vitesse pour aller en avant
et un rapport pour la marche-arrière. On a alors sept équations pour décrire le mouvement du
véhicule, la septième correspondant à la roue-libre (pied sur l’embrayage ou levier de vitesse
au point mort). Bien évidemment, un seul rapport de vitesse est enclenché à chaque instant et
donc une seule équation décrira le mouvement à chaque instant. Dans cet exemple, une com-
mutation représente un changement de vitesse (de la première à la deuxième, de la deuxième à

3



Introduction générale

la première etc. . . ) qui est permis grâce au levier de la boîte à vitesses qui joue le rôle de la loi
de commutations.

La notion de système singulièrement perturbé est bien connue en automatique. Les premiers
travaux remontent aux années 50, et plus particulièrement aux travaux de Tikhonov menés dans
l’ancienne Union soviétique. Cette notion signifie la présence de plusieurs échelles de temps dans
le système, c’est-à-dire que le système est décrit par des variables qui évoluent à des vitesses
différentes. La théorie des perturbations singulières permet alors de séparer les variables lentes
des variables rapides. En pratique, il arrive que les systèmes soient caractérisés par ces deux
propriétés. Toutefois, de tels systèmes sont numériquement raides, et donc, difficiles à analyser.
L’exemple du contrôle de guidage de bande pendant le processus de laminage dans un laminoir
à chaud permet de souligner l’intérêt d’étudier les systèmes à commutations singulièrement
perturbés. Cette application est décrite dans [39] où il est montré que le contrôle du guidage
de bande pour la dernière phase de ce processus se réduit à la synthèse d’une commande pour
un système à commutations singulièrement perturbé. D’autres exemples tirés du domaine du
génie électrique peuvent également illustrer la présence conjointe de ces deux phénomènes.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’analyse de stabilité des systèmes à commutations
singulièrement perturbés à temps continu en nous plaçant dans le cas planaire. Ensuite, nous
étudions la discrétisation de ces systèmes pour différentes périodes d’échantillonnage, en privi-
légiant l’aspect de la préservation de la stabilité du temps continu vers le temps discret.

Structure du mémoire

Chapitre I

Dans ce premier chapitre, après l’introduction des notions générales de stabilité pour les
systèmes non linéaires, nous rappelons formellement la méthode de séparation des échelles
de temps pour les systèmes singulièrement perturbés. Ensuite, nous présentons la classe des
systèmes linéaires à commutations en rappelant des problématiques liées à la stabilité de ces
derniers, et nous rappelons quelques résultats de la littérature.

Chapitre II

Nous commençons ce second chapitre en introduisant notre problématique, et en donnant un
contre-exemple permettant de montrer la non-validité de l’approche classique de séparation des
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Introduction générale

échelles de temps pour les systèmes à commutations singulièrement perturbés. Nous rappelons
également le concept de la pire trajectoire sur lequel repose le principal résultat de cette partie.
S’en suit alors le résultat de stabilité caractérisant complètement le comportement asymptotique
des systèmes auxquels on s’intéresse. Nous engageons ensuite une discussion sur ce résultat,
notamment en le comparant avec deux autres approches, l’une à base d’inégalités matricielles
linéaires, et l’autre basée sur une approche de type séparation des échelles de temps mais dans
le cadre des inclusions différentielles.

Chapitre III

Le dernier chapitre concerne la discrétisation des systèmes à commutations singulièrement
perturbés. Dans un premier temps, nous rappelons les récents résultats concernant la discréti-
sation des systèmes linéaires à commutations et la préservation de la stabilité sous différents
modèles de discrétisation. Ensuite, nous proposons trois modèles obtenus pour trois choix dif-
férents de la période d’échantillonnage. Pour chacun d’eux, nous tentons de déterminer si la
stabilité (ou un type de stabilité particulier) est préservée. En particulier, le dernier modèle
proposé est obtenu pour un choix de la période d’échantillonnage qui n’a pas été considéré dans
le cadre des systèmes singulièrement perturbés sans commutations, et, comme nous le verrons,
permet de préserver certaines fonctions de Lyapunov.

Nous terminons ce manuscrit par une conclusions générale et des perspectives envisageables.

Références

Les travaux effectués durant cette thèse ont donné lieu aux publications suivantes.

Revue internationale avec comité de lecture

• F. El Hachemi, M. Sigalotti et J. Daafouz. Stability analysis of singularly perturbed
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2121, 2011.

Conférences internationales avec comité de lecture

• F. El Hachemi, M. Sigalotti et J. Daafouz. Stability of planar singularly perturbed
switched systems. Dans Proceedings of the 2011 IEEE American Control Conference,
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pages 1464–1469, San Francisco, USA, 2011.
• F. El Hachemi, M. Sigalotti et J. Daafouz. Characterization of stability transitions and
practical stability of planar singularly perturbed linear switched systems. Dans Pro-
ceedings of the 50th IEEE Conference On Decision and Control and European Control
Conference, pages 423–428, Orlando, USA, 2011.
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Chapitre I

Outils

Dans ce premier chapitre, nous introduisons quelques concepts d’automatique, en particulier
sur la stabilité des systèmes. Dans un premier temps, un rappel sur la stabilité des systèmes
non linéaires (au sens classique du terme) est donné. Nous présentons ensuite les systèmes
singulièrement perturbés ainsi que l’analyse de stabilité de ces systèmes par la méthode de
séparation des échelles de temps. Enfin, nous terminons ce chapitre en introduisant les systèmes
linéaires à commutations et quelques résultats de stabilité liés à cette classe de systèmes.

1 Analyse de stabilité des systèmes non linéaires (sans
commutations)

1.1 Cas des systèmes non-linéaires à temps continu

Considérons le système autonome invariant dans le temps suivant

ẋ(t) = f(x(t)) (I.1)

où f : Ω ⊂ Rn est une fonction Lipschitzienne et Ω est un ouvert de Rn. Les points d’équilibre
de (I.1) sont les solutions de l’équation f(x) = 0.

Définition 1. Un point d’équilibre x∗ du système (I.1) est dit
• stable si ∀ε > 0 ∃δ > 0 tel que

‖x(0)− x∗‖ < δ ⇒ ‖x(t)− x∗‖ < ε,∀t ≥ 0,

• asymptotiquement stable si x∗ est stable et si il existe δ > 0 tel que

‖x(0)− x∗‖ < δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = x∗,
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• globalement asymptotiquement stable si x∗ est stable et ∀x(0) ∈ Rn

lim
t→∞

x(t) = x∗.

• localement exponentiellement stable s’il existe trois nombres réels positifs c,K and λ tels
que

∀‖x(0)− x∗‖ < c, ‖x(t)− x∗‖ ≤ K‖x(0)− x∗‖e−λt,

• instable s’il n’est pas stable.

Sans perte de généralité, nous considérons dans la suite x∗ = 0. La théorie de Lyapunov
est un outil important en automatique, permettant de conclure sur la stabilité d’un point
d’équilibre du système. Elle repose sur l’existence de fonctions, vérifiant certains critères, et qui
représentent d’une certaine manière l’énergie du système. Ce qui suit donne plus de détails sur
de telles fonctions et sur la stabilité au sens de Lyapunov. Ces résultats, maintenant classiques,
peuvent être trouvés dans n’importe quel ouvrage d’automatique de référence [21, 24, 27].

Définition 2. Une fonction V (x) : Rn → R continûment différentiable est dite définie positive
dans une région Ω autour de l’origine si :

• V (0) = 0
• V (x) > 0 pour tout x ∈ Ω− {0} (I.2)

Si (I.2) est remplacée par V (x) ≥ 0 alors la fonction est dite semi-définie positive. Une classe
de fonctions souvent utilisée pour l’analyse des systèmes est celle des fonctions quadratiques
V (x) = xTPx où P est une matrice symétrique réelle.

Définition 3. Une fonction quadratique V (x) = xTPx est dite définie positive (respectivement
semi-définie positive) si toutes les valeurs propres de la matrice P sont strictement positives
(repectivement positives).

Théorème 1. Soit Ω ⊂ Rn une région incluant l’origine. L’état d’équilibre x∗ = 0 est
• localement stable s’il existe une fonction continûment dérivable V (x) telle que :

• V est définie positive,

• dV (x)
dt

≤ 0, ∀x ∈ Ω− {0}.
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• localement asymptotiquement stable s’il existe une fonction continûment dérivable V (x)
telle que :

• V est définie positive,

• dV (x)
dt

< 0, ∀x ∈ Ω− {0}.

• globalement asymptotiquement stable s’il existe une fonction continûment dérivable V (x)
telle que :

• V est définie positive,

• dV (x)
dt

< 0, ∀x ∈ Rn − {0}

• V (x)→∞ lorsque ||x|| → ∞.

La fonction V (x) est appelée fonction de Lyapunov.

Dans le cas particulier des systèmes linéaires invariants dans le temps (LTI) s’écrivant

ẋ(t) = Ax(t), (I.3)

l’origine est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont à
partie réelle strictement négative.

Théorème 2. Le point d’équilibre x∗ = 0 de (I.3) est quadratiquement stable si et seulement
si, pour toute matrice Q = QT > 0, il existe une matrice P = P T > 0 vérifiant l’équation de
Lyapunov

ATP + PA+Q = 0.

On remarque que pour les systèmes LTI, la stabilité asymptotique est équivalente à la
stabilité quadratique.

1.2 Cas des systèmes non-linéaires à temps discret

Considérons maintenant un système non-linéaire à temps-discret, s’écrivant

x(k + 1) = f(x(k)). (I.4)
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On note x∗ = 0 le point d’équilibre de (I.4). Comme dans le cas du temps continu, la théorie de
Lyapunov permet encore de fournir des conditions suffisantes de stabilité dans le cas général.

Théorème 3. On considère le système dynamique non-linéaire (I.4). L’équilibre x∗ = 0 est dit
I localement stable s’il existe une fonction V : Rn → R et un voisinage Ω ⊂ Rn de l’origine
tels que :

• V (x) > 0 ∀x ∈ Ω \ {0} et V (0) = 0,
• ∆V (x(k)) ≤ 0, ∀x ∈ Ω, x 6= 0,

I localement asymptotiquement stable s’il existe une fonction V (x) : Rn → R et un voisi-
nage Ω ⊂ Rn de l’origine tels que :

• V (x) > 0 ∀x ∈ Ω et V (0) = 0,
• ∆V (x(k)) < 0, ∀x ∈ Ω, x 6= 0,

I globalement asymptotiquement stable s’il existe une fonction V (x) : Rn → R telle que :

• V (x) > 0 ∀x ∈ Rn et V (0) = 0,
• ∆V (x(k)) < 0, ∀x ∈ Rn, x 6= 0,
• V (x)→∞ lorsque ||x|| → ∞,

avec ∆V (x(k)) = V (x(k + 1))− V (x(k)).

Dans le cas particulier des systèmes linéaires à temps-discret, à l’instar du cas à temps-
continu, la condition d’existence d’une fonction de Lyapunov s’avère être nécessaire et suffisante.
En effet, considérons le système

x(k + 1) = Ax(k), (I.5)

avec x∗ = 0 le point d’équilibre. De la même manière que pour les systèmes LTI à temps
continu, le théorème suivant rappelle l’équivalence entre la stabilité asymptotique et la stabilité
quadratique pour les systèmes LTI à temps discret.

Théorème 4. Le point d’équilibre x∗ = 0 de (I.5) est asymptotiquement stable si et seulement
si, pour toute matrice Q = QT > 0, il existe une matrice P = P T > 0 vérifiant l’équation de
Lyapunov

ATPA− P +Q = 0.
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Pour le cas des systèmes LTI à temps-discret, un autre outil permet d’obtenir des conditions
nécessaires et suffisantes pour la stabilité asymptotique du point d’équilibre x∗ de (I.5). Celui-
ci est le rayon spectral de la matrice A, qui caractérise le taux de croissance des puissances
successives de la matrice A.

Définition 4. Le rayon spectral d’une matrice est défini comme étant le plus grand module des
valeurs propres

ρ(A) = max{|λ|, tel que λ ∈ C est une valeur propre de A}.

Théorème 5. Le point d’équilibre du système (I.5) est globalement asymptotiquement stable
(GAS) si et seulement si ρ(A) < 1.

Dans la suite, afin d’alléger l’écriture, nous utiliserons les expressions système stable (res-
pectivement, asymptotiquement stable, quadratiquement stable, instable) pour désigner un sys-
tème ayant l’origine comme point d’équilibre unique stable (respectivement, asymptotiquement
stable, quadratiquement stable, instable).

2 Analyse de stabilité des systèmes singulièrement per-
turbés

Dans le cas des systèmes dynamiques sans commtutations, la théorie des perturbations
singulières fournit un ensemble d’outils pour analyser la stabilité en séparant les échelles de
temps (voir, par exemple, [28, 51]). Le principe de séparation en deux échelles de temps permet
de définir deux sous-systèmes, correspondant aux dynamiques lente et rapide du système, et
dont, la stabilité asymptotique de chacun d’eux implique la stabilité asymptotique du système
complet de départ pour de petites valeurs du paramètre de perturbation (ε). Considérons le
système singulièrement perturbé (SSP) non linéaire suivant

ẋ(t) = f(x(t), z(t), ε, t) (I.6)
εż = g(x(t), z(t), ε, t), (I.7)

où x(t), z(t) représentent respectivement des vecteurs colonnes de Rn, Rm, et f et g sont
des fonctions continûment différentiables, ε est un réel strictement positif, et t représente le
temps. Opérant dans deux échelles de temps différentes, t et τ = εt (ε assez petit), l’analyse de
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stabilité des SSPs semble assez complexe au premier abord. Une manière d’établir la conver-
gence consiste à analyser les dynamiques lentes et rapides séparément (indépendamment), pour
pouvoir conclure sur le système de départ pour de petites valeurs positives de ε.

Dans un grand nombre d’applications, il est d’usage de négliger la dynamique rapide du
système (le régime transitoire) pour ne considérer que la dynamique lente (le régime permanent),
opération dite de réduction d’ordre. Pour ce faire, il suffit de poser ε = 0 dans les équations
ci-dessus, ce qui transforme la deuxième équation différentielle en une équation algébrique

0 = g(x̄(t), z̄(t), 0, t) (I.8)

où x̄ et z̄ représentent les variables d’états pour ε = 0. Ainsi, l’ordre du système, qui était de
n+m, est réduit à n. On suppose que (I.8) a p ≥ 1 racines réelles distinctes :

z̄(t) = hi(x̄(t), t) (I.9)

avec i = 1, 2, . . . , p. Ainsi à chaque racine (I.9) on associe le modèle réduit (modèle lent) de
dimension n suivant

˙̄x = f(x̄, hi(x̄, t), 0, t)

avec la même condition initiale x0. Quant à la dynamique rapide z̄(t), sa condition initiale est
contrainte par z̄0 = h(x̄0, 0) qui, a priori, est différent de z0. Ainsi, alors que l’approximation
de la dynamique lente

x(t)− x̄(t) = O(ε) (I.10)

est valable sur [0, T ], l’approximation de la dynamique rapide

z(t)− z̄(t) = O(ε) (I.11)

ne peut-être valide que sur l’intervalle [t1, T ] avec t1 > 0. Cette approximation (I.11) nécessite
que durant l’intervalle de temps [0, t1], la variable z s’approche de z̄ pour rester proche de
celle-ci sur l’intervalle [t1, T ]. Pour savoir si cette condition est satisfaite, intéressons nous à
la dynamique rapide du système de départ, à savoir εż. Pour cela, posons le changement de
variable suivant

ε
dz

dt
= dz

dτ
, ou encore dt

dτ
= ε

qui correspond au changement d’échelle de temps. Nous introduisons le terme correcteur ẑ tel
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que
ẑ = z − z̄

et
dẑ

dτ
= g(x0, ẑ(τ), 0, 0), (I.12)

avec la condition initiale ẑ0 = z0 − z̄0. Ainsi, la solution ẑ peut être utilisée comme terme
correcteur de (I.11) pour l’approximation uniforme de z suivante

z(t) = z̄(t) + ẑ(τ) +O(ε) (I.13)

qui converge vers (I.11) si le terme de correction ẑ tend vers zéro lorsque τ →∞. Le théorème
suivant donne les conditions afin que les approximation (I.10) et (I.11) soient valables.

Théorème 6. [28] On suppose que le point d’équilibre ẑ(τ) = 0 de (I.12) soit uniformément
asymptotiquement stable et que ẑ0 = z0− z̄(0) appartienne à son bassin d’attraction. Supposons
également que les valeurs propres de ∂g

∂z
évaluées pour ε = 0 le long de x̄(t), z̄(t) sont à partie

réelle strictement négative. Alors, les approximations (I.10) et (I.13) sont valables pour tout
t ∈ [0, T ], et il existe t1 > 0 tel que (I.11) soit valable pour tout t ∈ [t1, T ].

Les résultats donnés ci-dessus sont valables dans le cas des systèmes singulièrement perturbés
non linéaires. Dans le cas des SSPs linéaires, les équations (I.6) et (I.7) deviennent

ẋ(t) = A11x(t) + A12z(t) (I.14)
εż(t) = A21x(t) + A22z(t). (I.15)

Le changement de variable x(t)
η(t)

 =
 In 0
L(ε) Im

x(t)
z(t)


permet de réécrire (I.14) et (I.15) de la manière suivante

 ẋ(t)
εη̇(t)

 =
A11 − A12L A12

R(L, ε) A22 + εLA12

x(t)
η(t)

 (I.16)

avec
R(L, ε) = A21 − A22L+ εLA11 − εLA12L. (I.17)

La solution L(ε) satisfaisant R(L, ε) = 0 nous amène à réécrire (I.16) sous une forme triangulaire
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par blocs  ẋ(t)
εη̇(t)

 =
A11 − A12L A12

0 A22 + εLA12

x(t)
η(t)

 .
La question qui se pose est de savoir si une telle solution L(ε) existe, et si elle est unique. Le
lemme qui suit répond à cette question.

Lemme 1. [28] On suppose que A22 est régulière et on écrit As = A11 − A12A
−1
22 A21. Alors il

existe ε0 ≥ 0 tel que pour tout ε ∈ [0, ε0], il existe une solution L(ε) à l’équation (I.17) qui est
approximée par

L(ε) = A−1
22 A21 + εA−2

22 A21As +O(ε2). (I.18)

Démonstration. Le premier terme de (I.18) n’est rien d’autre que la solution de (I.17) pour
ε = 0, c’est-à-dire,

L(0) = A−1
22 A21.

Pour retrouver le deuxième terme du développement limité de L(ε) en 0, c’est-à-dire dL
dε

∣∣∣
ε=0

, on
dérive R(L, ε) par rapport à ε, ce qui donne

[A22 + εL(ε)A12]dL
dε
− εdL

dε
[A11 − A12L(ε)] = L(ε)A11 − L(ε)A12L(ε).

L’unique solution de cette équation en ε = 0 est

dL

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

= A−1
22 L(0)[A11 − A12L(0)] = A−2

22 A21As.

On note que L(ε) définie par (I.18) est unique dans la mesure où, bien que l’équation (I.17)
puisse avoir plusieurs solutions, une seule parmi elles est approximé par (I.18).

Cette matrice triangulaire par blocs nous permet d’obtenir son polynôme caractéristique

Φ(s, ε) = Φs(s, ε)Φf (p, ε) = 0

avec
Φs(s, ε) = det(sIn − (A11 − A12L))

le polynôme caractéristique du sous-système lent, et

Φf (p, ε) = det(pIm − (A22 + εLA12))
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le polynôme caractérisitique du sous-système rapide pris dans l’échelle des hautes fréquences
p = εs. Ainsi, les n+m valeurs propres du système (I.14), (I.15) correspondent aux racines des
équations caractéristiques associées aux sous-systèmes lent et rapide suivantes

Φs(s, ε) = 0
Φf (p, ε) = 0.

Pour ε = 0, les racines de l’équation caractéristique du sous-système lent

Φs(s, ε) = det(sIn − (A11 − A12L(0))) = 0

correspondent aux valeurs propres de As, et les racines de l’équation caractéristique du sous-
système rapide

Φf (p, 0) = det(pIm − A22) = 0

correspondent aux valeurs propres de la matrice A22. Le théorème suivant dit comment les
valeurs propres associées aux sous-systèmes lent et rapide (obtenues pour ε = 0) approximent
les valeurs propres du système initial (I.14), (I.15).

Théorème 7. [28] Si A−1
22 existe, alors lorsque ε→ 0 les n premières valeurs propres du système

(I.14), (I.15) convergent vers des points fixes dans le plan complexe définis par les valeurs propres
de As, alors que les m valeurs propres restantes du système (I.14), (I.15) tendent vers l’infini,
avec un taux de croissance d’ordre 1/ε, le long des asymptotes définies par les valeurs propres
de A22.

Il s’en suit le résultat de stabilité asymptotique suivant.

Corollaire 1. Si A−1
22 existe, et si As et A22 sont des matrices Hurwitz, alors il existe ε0 > 0

tel que pour tout ε ∈ (0, ε0] le système (I.14), (I.15) est asymptotiquement stable.

Ainsi l’analyse de stabilité des sous-systèmes lent et rapide permet de conclure sur la stabilité
du système de départ pour ε > 0 assez petit. Nous verrons plus loin que ceci n’est plus vrai
dans le cas des systèmes à commutations singulièrement perturbés.
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3 Stabilité des systèmes linéaires à commutations

3.1 Présentation des systèmes linéaires à commutations et des pro-
blèmes de stabilité correspondants

Un système linéaire à commutations (SLC) est un système dynamique composé d’un nombre
fini de sous-systèmes et d’une loi dite de commutation permettant de gérer les commutations
entre ces différents sous-systèmes. En temps continu, un système linéaire à commutations est
décrit par le modèle suivant

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) (I.19)

avec x ∈ Rn l’état du système, t ∈ R le temps, σ : R→ I la loi de commutations, Aσ(t) ∈Mn(R)
la matrice dynamique du système, et I l’ensemble des indices {1, ..., N} représentant les sous-
systèmes ou encore les modes du système linéaire à commutations (I.19). De la même manière,
en temps discret, un SLC a la forme

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) (I.20)

avec x ∈ Rn l’état du système, k ∈ N+ le temps, σ : N+ → I la loi de commutations, Aσ(k) ∈
Mn(R) la matrice dynamique du système, et I l’ensemble des indices {1, ..., N} représentant les
modes du système linéaire à commutations (I.20). Nous remarquons que l’origine x∗ = 0 est un
équilibre de (I.19) et (I.20). L’analyse de stabilité qui est le cadre des travaux de cette thèse, a
été un des domaines de recherche qui a connu beaucoup de développements durant ces quinze
dernières années. L’analyse de stabilité dans le cas des systèmes linéaires à commutations est
différente du cas LTI dans la mesure où l’on observe certains phénomènes intéressants. Parmi
eux, on peut citer le cas où bien que tous les modes (sous-systèmes) soient asymptotiquement
stables, on peut trouver une loi de commutations qui déstabilise le système (I.19) [17, 31].
Inversement, on peut trouver une loi de commutations qui stabilise un SLC composé de sous-
systèmes instables [17, 31]. Ainsi ces phénomènes mettent en avant le fait que la stabilité
asymptotique des sous-systèmes ne suffit pas pour garantir la stabilité des systèmes linéaires
à commutations mais qu’il faut prendre en compte les propriétés de la loi de commutations.
Donc, l’analyse de stabilité des systèmes linéaires à commutations peut être divisée en deux
parties :

– d’une part, trouver les conditions de stabilité du système linéaire à commutations quelque
soit la loi de commutations

– d’autre part, trouver les conditions sur la loi de commutations telles que le SLC soit
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stable.
Dans la suite, nous donnons quelques résultats concernant les deux problématiques citées ci-
dessus. Nous aborderons brièvement la deuxième problématique dans un premier temps, puis
porterons une attention plus particulière au premier problème qui correspond au cadre du sujet
de ce mémoire pour une classe particulière de systèmes à commutations. Pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur vers les articles suivants [17, 31, 33, 35, 65] qui font un état de l’art
de ce qui existe dans ce domaine.

Pour mener à bien ce travail, il convient de définir quelques notions complémentaires de stabi-
lité des SLCs. Tout d’abord, nous rappelons qu’une fonction continue β : [0,+∞)× [0,+∞)→
[0,+∞) est de classe KL si, pour tout r ≥ 0, β(r, .) est décroissante, β(., r) est croissante, et
β(0, r) = lims→+∞ β(r, s) = 0.

Définition 5. Le système à commutations (I.19) est dit instable s’il admet une trajectoire qui
tend vers l’infini.

Définition 6. Le système (I.19) est globalement uniformément asymptotiquement stable (GUAS)
s’il existe une fonction β de classe KL telle que pour tout signal de commutations σ et pour
toute condition initiale x(0), la solution de (I.19) vérifie l’inégalité

|x(t)| ≤ β(|x(0)|, t), ∀t ≥ 0.

Définition 7. Le système (I.19) est dit globalement uniformément exponentiellement stable
(GUES), s’il existe deux réels c, λ > 0 tels que pour tout signal de commutation σ et pour toute
condition initiale x(0), la solution de (I.19) vérifie l’inégalité

|x(t)| ≤ ce−µt|x(0)|.

Il convient de noter que les définitions de GUES et GUAS données précédemment sont
équivalentes pour les systèmes linéaires à commutations [16, 47].

3.2 Synthèse de lois de commutations stabilisantes

Dans la litérature, la recherche des conditions sur la loi de commutations afin que le SLC
soit asymptotiquement stable s’est faite principalement selon deux apporches. La première
consiste à faire dépendre la loi de commutations de l’état du système, c’est-à-dire, que l’on
partage l’espace d’état du système en plusieurs régions délimitées par des frontières, où chaque
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région correspond à un mode du système, les commutations correspondantes aux transitions
des frontières. Quant à la seconde, elle consiste à commuter relativement lentement, c’est-à-
dire à imposer un temps minimal entre deux instants de commutations, afin que le SLC soit
asymptotiquement stable.

Dans le cas où les matrices Ai, pour i = 1, ..., N , sont Hurwitz, alors le problème de stabi-
lisation du système (I.19) est trivial puisque l’activation d’un seul mode permet d’arriver à
notre fin. A contrario, lorsque les matrices Ai, i = 1, ..., N , sont instables, trouver une loi de
commutations qui stabilise le système défini par (I.19) est moins banal. Le résultat suivant
donne des conditions suffisantes pour la stabilité asymptotique [72, 73].

Théorème 8. Soit A = {A1, ..., AN} un ensemble de matrices instables (c’est-à-dire qui ont
des valeurs propres dans le demi-plan droit fermé du plan complexe). Une condition suffisante
pour l’existence de σ(t) telle que SLC (I.19) soit stable est qu’il existe une combinaison convexe
stable des matrices Ai, c’est-à-dire, qu’il existe αi > 0,∑

i
αi = 1, tel que

Aeq =
n∑
i=1

αiAi

soit une matrice stable (c’est-à-dire qui a des valeurs propres dans le demi-plan gauche ouvert
du plan complexe).

Ce résultat repose donc sur l’existence d’une combinaison convexe stable des matrices Ai,
i = 1, ..., N . Cependant, trouver la combinaison convexe lorsqu’elle existe est un problème
NP-difficile [9, 10]. De plus, l’existence d’une telle combinaison convexe n’est pas une condi-
tion nécessaire, et donc, il se peut qu’il existe une loi de commutations stabilisante alors qu’il
n’existe pas de combinaison convexe stable.
Pour donner un aperçu sur la manière dont on peut construire une loi de commutations sta-
bilisante dépendante de l’état, plaçons nous dans le cas bimodale, c’est-à-dire N = 2. Dans ce
contexte, trouver une combinaison convexe stable, c’est-à-dire trouver α ∈ [0, 1] telle que

Aeq = αA1 + (1− α)A2

soit une matrice de Hurwitz, est une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une
loi de commutations σ(t) telle que le système (I.19) soit quadratiquement stable [72, 73].
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Ainsi, lorsque Aeq existe, quelque soit la matrice Q > 0, il est possible de construire P telle que

ATeqP + PAeq = −Q

c’est-à-dire de trouver une loi de commutations σ(t) telle que V (x) = xTPx vérifie

V̇ (x) =
[
∂

∂x
V (x)

]
Aσ(t)x < −εxTx.

Pour trouver une telle loi de commutations, on définit pour i = 1, 2 les matrices Qi suivantes

Qi = −(ATi P + PAi)

et les régions de l’espace d’état Ωi associées

Ωi = {x ∈ Rn| − xTQix < 0}.

Ainsi on a découpé l’espace d’état en deux régions coniques Ω1,Ω2 telles que la fonction de Lya-
punov V (x) est décroissante dans chacune des régions Ωi pour les solutions de ẋ = Aix(t). Avec
ce partitionnement de l’espace d’état, nous pouvons construire des surfaces de commutation
telles que V (x) soit strictement décroissante pour les solutions de (I.19)

s1(x) = xT (Q1 − εQ2)x = 0
s2(x) = xT (Q2 − εQ1)x = 0,

où ε > 0 est un scalaire suffisamment petit déterminé par l’utilisateur.

Lorsque toutes les matrices appartenant à l’ensemble {A1, ..., AN} sont Hurwitz, il paraît na-
turel que si le temps entre deux commutations successives est assez grand, alors la stabilité
asymptotique du système (I.19) sera assurée. On comprend donc que la stabilité asymptotique
du système (I.19) peut être obtenue en imposant un temps minimal d’activation des modes,
que l’on appelle "temps de séjour" [50].

Définition 8. Un réel positif τd est appelé "temps de séjour" d’une loi de commutations, si
l’intervalle de temps entre deux instants de commutation est supérieur à τd.

Une généralisation de ce "temps de séjour" a été donnée dans [22], où les auteurs généralisent
la notion de "temps de séjour" en introduisant le "temps de séjour moyen". En effet, ils autorisent
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que le temps entre deux instants de commutation soit occasionnellment inférieur au "temps de
séjour", pourvu que cela n’arrive pas trop fréquemment.

Définition 9. Un réel τa est appelé "temps de séjour moyen" d’une loi de commutations si

Nσ(t, τ) ≤ N0 + t− τ
τa

est vérifiée pour tout t ≥ τ ≥ 0 et pour N0 ≥ 0, où Nσ(t, τ) représente le nombre de commuta-
tions de la loi σ sur l’intervalle (t, τ).

Ainsi, en autorisant des commutations plus rapides occasionnellement, le "temps de séjour"
doit rester en moyenne supérieur à τa.

Théorème 9. [22] On suppose que tous les modes du SLC (I.19) sont Hurwitz. Alors, il existe
τ ∗a > 0 assez grand tel que le système (I.19) est exponentiellement stable.

Des extensions de ce résultat ont été données, notamment lorsque l’on considère que notre
ensemble de matrices {A1, ..., AN} n’est plus composé uniquement de matrices Hurwitz, mais
également de matrices instables (dont les valeurs propres ont des parties réelles postives) [77].
Dans ce cas, les auteurs montrent qu’il faut s’assurer que les modes instables ne restent pas
activés trop longtemps. Plus de détails sont donnés dans [22, 50, 77] ainsi que dans les références
de ces articles.

3.3 Stabilité des systèmes linéaires à commutations quelque soit la
loi de commutations

Intéressons-nous maintenant aux conditions de stabilité de (I.19) quelque soit la loi de
commutations. Une condition nécessaire est de supposer que toutes les matrices Ai, pour i =
1, .., N , sont Hurwitz (c’est-à-dire que toutes leurs valeurs propres sont à partie réelle négative).
En effet, cette hypothèse est nécessaire afin d’assurer la stabilité asymptotique de (I.19) pour
les lois de commutation du type σ(t) = i pour tout t ≥ 0 (on active un seul mode tout le
temps). Dans certains cas particuliers, cette hypothèse s’avère être également suffisante. C’est
le cas lorsque les matrices Ai commutent deux à deux [53], ou lorsqu’elles sont symétriques
[78], ou encore lorsqu’elles sont normales [79]. D’autre part, s’il existe une fonction de Lyapunov
commune pour tous les modes, alors la stabilité asymptotique du SLC (I.19) est garantie quelque
soit la loi de commutations. Dans [16, 43, 47], les auteurs montrent que la réciproque est
également vraie, c’est-à-dire que si le SLC (I.19) est GUES, alors il admet une fonction de
Lyapunov commune. Cependant, une telle fonction n’est pas toujours facile à trouver.
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3.3.1 Stabilité des inclusions différentielles

L’analyse de stabilité des SLCs est étroitement liée à celle des inclusions différentielles. En
effet, nous admettrons que les résultats donnés dans le cadre des inclusions différentielles sont
applicables aux SLCs (pour plus de détails, voir [3, 66]). Considérons l’inclusion différentielle
linéaire suivante

ẋ ∈ F (x), F (x) = {y|y = Ax,A ∈ {A1, ..., AN}} (I.21)

avec x ∈ Rn, et {A1, ..., AN} un ensemble compact de matrices carrées de dimension n. Dans
[47], Molchanov et Pyatnitskiy donnent des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité
asymptotique de (I.21).

Théorème 10. [47] L’origine de l’inclusion différentielle (I.21) est asymptotiquement stable
si et seulement s’il existe une fonction de Lyapunov strictement convexe, homogène (du second
ordre), qui a la forme quasi-quadratique

V (x) = xTP (x)x (I.22)

avec

P T (x) = P (x) = P (τx),
x 6= 0,
τ 6= 0,

V (0) = 0,

dont la dérivée le long des solutions de (I.21) vérifie

max
y∈F (x)

lim
h→0

h−1(V (x+ hy)− V (x)) ≤ −γ||x||2, γ > 0.

En particulier, lorsque l’ensemble A = {A1, ..., AN} est un polyhèdre convexe, cela se traduit
par le critère algébrique suivant :

Théorème 11. [47] L’origine de l’inclusion différentielle

ẋ ∈ {Ax,A ∈ coA}, A = {A1, ..., AN}

est asymptotiquement stable si et seulement s’il existe un entier m ≥ n, une matrice L ∈
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Mn×m(R) de rang n et des matrices carrées de dimension m

Γs = (γ(s)
ij )mi,j=1, s = 1, ..., N,

à diagonale dominante négative, c’est-à-dire qui vérifie les conditions

γ
(s)
ii +

∑
j 6=i
|γ(s)
ij | < 0, i = 1, ...,m; s = 1, ..., N,

telles que les relations matricielles

ATs L = LΓTs , s = 1, ..., N,

soient vérifiées.

En général, il est assez difficile de mettre en application ce résultat en raison de la difficulté
à trouver la matrice L. Plus généralement, la recherche numérique d’une fonction de Lyapunov
quasi-quadratique (I.22) est assez complexe. Une première approche pour déterminer de telles
fonctions de Lyapunov a été d’approximer les surfaces de niveaux de ces fonctions par des
fonctions de Lyapunov linéaires par morceaux de la forme [47, 54] :

Vm(x) = max
1≤i≤m

|〈li, x〉|,

où les éléments li ∈ Rn, pour i = 1, ...,m, représentent des vecteurs constants appelés vecteurs
générateurs. Il a été montré dans [46], que pour un nombre de vecteurs générateurs suffisam-
ment grands, l’existence d’une telle fonction s’avère être nécessaire et suffisante pour la stabilité.
Bien que l’utilisation de telles fonctions puisse paraître très puissant théoriquement, il existe
très peu de méthodes permettant de vérifier l’existence d’une fonction de Lyapunov linéaire par
morceaux pour les systèmes à commutations. En particulier, la difficulté réside dans la spécifi-
cation des vecteurs générateurs. Un moyen de montrer l’existence d’une fonction de Lyapunov
linéaire par morceaux consiste en l’analyse du spectre de l’enveloppe convexe des matrices de
l’ensemble des matrices Ai, ∀i ∈ I. Des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence
d’une fonction de Lyapunov linéaire par morceaux pour une paire de matrices du second ordre
ont été données dans [74]. Dans [75], les auteurs proposent une approche numérique dans le cas
général.
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3.3.2 Fonctions de Lyapunov quadratiques communes

Nous avons vu que dans le cas des systèmes LTI, la stabilité asymptotique du système (I.3)
est équivalente à l’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique. Ainsi, il paraît normal
de s’intéresser aux fonctions de Lyapunov quadratiques communes dans le cas des SLCs. En
effet, l’existence d’une telle fonction de Lyapunov garantit la stabilité asymptotique de (I.19).

Théorème 12. S’il existe une matrice P symétrique définie positive vérifiant

ATi P + PA < 0, pour i = 1, ..., N (I.23)

alors la fonction V (x) = xTPx est une fonction de Lyapunov quadratique commune (CQLF)
pour le système (I.19). Le système à commutations (I.19) est alors GUAS.

Le système d’inégalités matricielles linéaires (LMIs) (I.23) est dit faisable s’il existe une
solution P , sinon il est dit infaisable. Ainsi, déterminer l’existence d’une CQLF revient à vérifier
la faisabilité des LMIs (I.23). Ces dernières décennies, des algorithmes d’optimisation convexe
ont vu le jour, permettant de résoudre ce type de LMIs [13]. De plus, dans [34], les auteurs
proposent un algorithme permettant de converger vers une CQLF en un nombre de pas fini.
Inversement, il a été démontré dans [25] que lorsqu’il existe des matrices Ri = RT

i > 0, pour
i ∈ I, telles que ∑

i

ATi Ri +RiAi > 0

alors il n’existe pas de fonction de Lyapunov pour le SLC (I.19).

Jusqu’à présent, trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence d’une CQLF
reste un problème ouvert dans le cas général. De nombreux chercheurs se sont penchés sur cette
problématique, dont quelques résultats sont donnés ci-après.

Une première approche consiste à s’intéresser aux matrices triangulaires ou trigonalisables. En
effet, il est montré dans [49, 61] que lorsque toutes les matrices Hurwitz qui composent le SLC
sont sous la forme triangulaire supérieure, alors le SLC possède une CQLF. De plus, la matrice
P qui définit la CQLF peut être choisie diagonale. Ce résultat s’étend au cas où il existe une
matrice de passage commune T inversible, qui permet de triangulariser toutes les matrices Ai
en même temps.

Théorème 13. [49] Soit le SLC (I.19). Si toutes les matrices Ai, i ∈ I sont Hurwitz, et s’il
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existe une matrice carrée T ∈Mn(R) inversible telle que toutes les matrices

Di = T−1AiT

soient triangulaires supérieures, alors il existe une CQLF pour le SLC (I.19).

Le théorème reste valable si la matrice de passage T permet d’obtenir des matrices Di trian-
gulaires inférieures. Cependant, il n’est pas toujours facile de déterminer si toutes les matrices
composant le SLC peuvent être mises sous forme triangulaire supérieure simultanément. Dans
[53], il est établie que si les matrices Ai, pour 1 ≤ i ≤ N , sont Hurwitz et qu’elles commutent
deux à deux, c’est-à-dire

AiAj = AjAi ∀i, j ∈ {1, ..., N}

alors le SLC (I.19) admet une CQLF. Or, il est bien connu que des matrices réelles qui com-
mutent peuvent être mises sous forme triangulaire [23]. Ainsi, la relation de commutation entre
les matrices Ai joue un rôle important. Un outil très utile pour comprendre cette relation est
l’algèbre de Lie

g = Lie{Ai : i ∈ I}LA.

Dans [1, 31, 32], les auteurs utilisent cette approche afin de montrer l’existence d’une CQLF.

Théorème 14. [32] Si l’algèbre de Lie g = Lie{Ai : i ∈ I}LA est solvable alors le système à
commutations (I.19) admet une CQLF, et il est GUAS.

La preuve repose sur le fait que les matrices d’une algèbre de Lie solvable peuvent être mises
sous une forme triangulaire supérieure simultanément et qu’une famille de systèmes linéaires
décrits par des matrices triangulaires supérieures stables partagent une CQLF. Agrachev et
Liberzon ont généralisé ce résultat dans [1].

Dans certains cas particuliers, des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence d’une
CQLF ont été données. Etant donné deux matrices A1, A2, on définit la matrice suivante

γα(A1, A2) = αA1 + (1− α)A2

pour α ∈ [0, 1]. Le théorème ci-dessous donne les conditions nécessaires et suffisantes pour l’exis-
tence d’une CQLF pour un système linéaire à commutations défini par une paire de matrices
du second ordre.

Théorème 15. [62–64] Soit A1, A2 deux matrices Hurwitz appartenant à M2(R). Pour tout
α ∈ [0, 1], les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. il existe une CQLF pour le système à commutations (I.19) décrit par A1 et A2 ;

2. les matrices γα(A1, A2) et γα(A1, A
−1
2 ) sont Hurwitz ;

3. les matrices A1A2 et A1A
−1
2 n’ont aucune valeur propre réelle négative.

En dimension n > 2, des conditions nécessaires et suffisantes ont également été données
pour l’existence d’une CQLF dans [60].

Théorème 16. [60] Soit A1, A2 deux matrices Hurwitz qui appartiennent à Mn(R). Une condi-
tion nécessaire et suffisante pour l’existence d’une CQLF est que les produits de matrices
A1[αA1 + (1 − α)A2] et A1[αA1 + (1 − α)A2]−1 n’aient aucune valeur propre réelle négative
pour tout 0 ≤ α ≤ 1.

Egalement, dans [63] une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une CQLF
pour un système à commutations du second ordre avec un nombre fini de modes est donnée.

Théorème 17. [63] Soit A1, ..., AN un nombre fini de matrices Hurwitz appartenant à M2(R)
avec a21i 6= 0 pour tout i = 1, ..., N . Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une
CQLF est qu’une CQLF existe pour tout triplet {Ai, Aj, Ak} du système, i 6= j 6= k, pour tout
i, j, k ∈ {1, ..., N}.

Cependant, dans le cas général, l’existence d’une CQLF n’est pas une condition nécessaire
pour garantir que le système (I.19) est GUES. En effet, dans [16], les auteurs montrent que
dans le cas d’un SLC du second ordre, en considérant deux modes, le système peut être asymp-
totiquement stable alors qu’il n’existe pas de CQLF.

3.3.3 Fonctions de Lyapunov poly-quadratiques

Nous avons déjà mentionné le conservatisme des CQLFs. Plusieurs chercheurs se sont in-
téressés à d’autres fonctions de Lyapunov moins conservatives, notamment les fonctions de
Lyapunov poly-quadratiques [15, 19] pour les systèmes à temps discret. Etant donné que tous
les sous-systèmes sont asymptotiquement stables, pour tout i ∈ I, ils admettent tous une
fonction de Lyapunov quadratique caractérisée par une matrice symétrique définie positive Pi.
L’idée est de rassembler ces matrices Pi à l’aide de la loi de commutations afin de construire
une fonction de Lyapunov du type

V (k, x(k)) = xT (k)Pσ(k)x(k). (I.24)

La stabilité asymptotique peut être alors vérifiée en résolvant certaines LMIs comme on peut
le voir dans le théorème suivant.
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Théorème 18. [15] Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Il existe une fonction de Lyapunov de la forme (I.24) strictement décroissante le long des

trajectoires de (I.20).
2. Il existe des matrices symétriques définies positives Pi, pour tout i ∈ I, vérifiant les

inégalités matricielles linéaires Pi ATi Pj

PjAi Pj

 > 0, ∀(i, j) ∈ I× I.

3. Il existe des matrices symétriques définies positives Si et des matrices Gi ∈ Mn(R) véri-
fiant  −Pi AiGi

GT
i A

T
i Pj −Gi −GT

i

 < 0, ∀(i, j) ∈ I× I.

Ce résultat peut être vu comme une généralisation des CQLFs puisqu’en posant Pi = P

pour tout i ∈ I dans (I.24), nous retombons sur une CQLF.

3.3.4 Rayon spectral joint

A l’instar des méthodes basées sur les fonctions de Lyapunov citées précedemment, une
approche spécifique aux SLCs à temps discret permet d’obtenir des conditions nécessaires et
suffisantes pour la stabilité asymptotique uniforme de (I.20). Celle-ci repose sur la notion de
rayon spectral joint (JSR) d’un ensemble de matrices, qui est une généralisation de la notion
de rayon spectral d’une matrice, et qui caractérise le taux de croissance asymptotique maximal
de la norme de tous les produits possibles de matrices prises dans l’ensemble A = {A1, ..., AN}
[26, 68].

Définition 10. On considère un ensemble fini de matrices A = {A1, ..., AN}. Le rayon spectral
joint de l’ensemble A est défini de la manière suivante

ρ̂(A) = lim sup
p→∞

ρp(A)

avec
ρp(A) = sup

Ai1 ,Ai2 ,...,Aip∈A
||Ai1 .Ai2 ...Aip||1/p, ij ∈ I ∀p ∈ N∗.

Il s’en suit le résultat suivant.

Théorème 19 ([26]). Pour tout ensemble fini de matrices A = {A1, ..., AN}, le SLC à temps
discret associé est GUAS si et seulement si ρ̂(A) < 1.
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Néanmoins, le calcul du JSR est un problème NP-difficile [69]. Dans [8, 26, 68], des approxi-
mations sont données permettant d’encadrer le JSR.

4 Conclusion

Après avoir introduit les notions générales de stabilité asymptotique pour les systèmes non
linéaires, incluant la théorie de Lyapunov, nous avons présenté la théorie des perturbations
singulières. En particulier, nous rappelons que cette dernière permet d’effectuer l’analye de
stabilité en séparant les deux échelles de temps du système. La stabilité des deux sous-systèmes
ainsi identifiés permet de conclure sur la stabilité du système complet de départ.

Ensuite, nous passons en revue un certain nombre de problèmes et de résultats concernant
la stabilité des systèmes linéaires à commutations. Nous rappelons notamment les conditions
nécessaires et suffisantes pour la stabilité asymptotique uniforme des SLCs, tout en précisant
la difficulté à de la mise en pratique de ces conditions. Egalement, nous faisons remarquer que
la plupart des résultats reposent sur les fonctions de Lyapunov, qu’elles soient quadratiques ou
non.

Dans le chapitre qui suit nous abordons la question de la stabilité asymptotique sous une loi
de commutations arbitraire des systèmes à commutations singulièrement perturbés (SCSPs).
En particulier, nous donnons une caractérisation complète des SCSPs dans le cas planaire, c’est-
à-dire en dimension deux, et en considérant deux modes. Pour cela, nous utilisons une approche
différente des fonctions de Lyapunov que nous rappelons en début de chapitre [4, 5, 11, 12].
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Chapitre II

Systèmes à commutations singulièrement
perturbés à temps continu

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la stabilité des systèmes à commutations singuliè-
rement perturbés (SCSPs) à temps continu décrits par des équations différentielles de la forme

ẋ(t)
ż(t)

 =
In 0

0 ε−1Im

Mσ(t)

x(t)
z(t)

 (II.1)

avec x et z de dimensions respectives n et m, Mσ(t) ∈ Mn+m(R), σ : R → I une fonc-
tion constante par morceaux qui représente la loi de commutations, I l’ensemble des indices
{1, ..., N}, et ε > 0 le paramètre de perturbation singulière. En particulier, nous nous inté-
ressons aux SCSPs du second ordre (n = m = 1) et composés de deux modes N = 2, c’est
pourquoi nous adopterons l’écriture suivante

ẋ = σ(t)Aε1x(t) + (1− σ(t))Aε2x(t) (II.2)

où σ : [0,+∞)→ {0, 1} est une fonction constante par morceaux, et

Aεi =
1 0

0 ε−1

Mi, i ∈ {1, 2}, (II.3)

et M1,M2 ∈M2(R).
Dans un premier temps, nous donnons un contre-exemple tiré de [37] permettant de montrer

que l’approche faite dans le cas des SSPs, c’est-à-dire la séparation des échelles de temps,
n’est plus valable lorsque que l’on considère les SCSPs. Nous présentons ensuite une méthode
géométrique permettant de caractériser complètement un SLC dans le cas planaire (méthode
que l’on utilisera pour l’étude de (II.2)). Egalement, nous rappelons quelques résultats de la
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littérature concernant la stabilité des SCSPs. Ensuite nous donnons la caractérisation complète
du comportement asymptotique des SCSPs dans le cas planaire.

Enfin, nous comparons ces résultats avec les résultats donnés dans [37], ainsi qu’avec un
résultat donné dans le cadre des inclusions différentielles singulièrement perturbées [71] que
nous appliquons au cas planaire.

1 Positionnement du problème

1.1 Contre-exemple

Nous avons vu dans la section 2 du chapitre précédent que la stabilité d’un SSP peut être
déduite de la stabilité des sous-systèmes lent et rapide qui lui sont associés. Naturellement, il
vient à l’esprit de se demander si cette approche reste valable lorsque l’on considère les SCSPs.
L’exemple ci-dessous permet de répondre à cette question par la négative. Il est nécessaire au
préalable de redéfinir les notions de stabilité pour les SCSPs.

Définition 11. Le SCSP (II.2) est GUAS (respectivement, quadratiquement stable/instable)
lorsque ε→ 0+ s’il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε appartenant à (0, ε0), le système à commuta-
tions décrit par (II.2) (avec ε fixé) est GUAS (respectivement, quadratiquement stable/instable).

Exemple 1. [37] On considère le SCSP de la forme (II.2) où les matrices M1,M2 sont définies
par

M1 =
−1 5

0 −1

 M2 =
−1 0

5 −1

 .
En appliquant la méthode de séparation des échelles de temps, on identifie deux sous-systèmes,
qui sont d’une part le système à commutations dit "lent"

ẋs(t) = As,σ(t)xs avec As,1 = As,2 = −1, (II.4)

et d’autre part le système à commutations dit "rapide"

żf (t) = Af,σ(t)zf (t) avec Af,1 = Af,2 = −1. (II.5)

Ces deux systèmes (II.4) et (II.5) sont asymptotiquement stables quelque soit la loi de com-
mutations. Cependant, on peut trouver une loi de commutations qui déstabilise le système de
départ. Par exemple, prenons une loi de commutations périodique, de période 2T , c’est-à-dire,
toutes les T secondes, on commute d’un mode à un autre. On pose T = ε. Ainsi, nous obtenons
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Figure II.1 – La loi de commutations périodique σ(t)

un système dynamique périodique dont la stabilité peut être analysée en considérant la matrice :

D(ε) = eA
ε
1T eA

ε
2T .

Le développement limité du rayon spectral de D(ε), pour ε proche de 0, donne

ρ(D(ε)) = 1 + 9.5529ε− 28.72.11ε2 +O(ε3).

Donc, il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε ∈ (0, ε0), D(ε) > 1, c’est-à-dire, que le SCSP est
instable. Ce qui montre bien que l’approche classique ne tient plus dans le cas des systèmes à
commutations. Les figures (II.2) et (II.3) ci-dessous illustrent le cas ε = 0.076, T = 0.35s.

Parmi les résultats de stabilité des SCSPs, on peut citer [2], où les auteurs étendent le
résultat concernant le temps de séjour moyen donné dans [77] au cas des systèmes singulièrement
perturbés à commutations et à retards. Cependant, à notre connaissance, un seul résultat
concernant la notion de stabilité asymptotique sous une loi de commutations arbitraire existe.
Celui-ci a été donné dans [37, 38] et est rappelé dans le théorème ci-dessous.

Théorème 20. [37, 38] On suppose qu’il existe des matrices Pf = P T
f > 0, Qi

f = Qi
f
T
>

0, Ps = P T
s > 0, Qi

s = Qi
s
T
> 0 de dimensions appropriées telles que les LMIs

AisPs + PsA
i
s

T +Qi
s < 0,

Ai22Pf + PfA
i
22
T +Qi

f < 0,Qi
s − Ai12Y

i − Y iTAi12
T −(Ai22Y

i + PfA
i
12
T )

(∗)T Qi
f

 > 0

31



Systèmes à commutations singulièrement perturbés en temps continu

Figure II.2 – variable d’état x(t)

Figure II.3 – variable d’état z(t)

soient vérifiées ∀i ∈ I, avec Y i = −
n∑
h=1
h 6=i

Ah22
−1
Ah21Ps. Alors, il existe un scalaire positif εmax
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tel que le SCSP (II.1) soit asymptotiquement stable ∀ε ∈ (0, εmax] et quelque soit la loi de
commutations.

Quelques points sont à souligner concernant ce résultat. Tout d’abord, on remarque que
ces conditions sont indépendantes du paramètre de perturbation ε. Egalemement, on voit que
parmi ces conditions, les deux premières sont les conditions indépendantes de stabilité pour les
sous-systèmes lent et rapide pris séparément. La dernière condition quant à elle représente une
condition de couplage.

Enfin, nous pouvons également citer les travaux effectués dans le cadre des inclusions diffé-
rentielles, où les auteurs proposent des résultats de type séparation en deux échelles de temps
[18, 56, 70, 71]. En effet, en émettant quelques hypothèses structurelles et de stabilité, ils
montrent que toutes solutions de l’inclusion différentielle de départ se rapprochent d’une solu-
tion de l’inclusion différentielle dégénérée (obtenue en posant ε = 0) lorsque le paramètre de
perturbation ε tend vers 0. Les résultats généraux de [71] seront appliqués au cas des SCSP
planaire et en considérant deux modes afin de comparer cette approche avec nos résultats.

1.2 Approche géométrique dans le cas planaire

A présent, nous allons exposer une méthode géométrique permettant de déterminer la sta-
bilité des SLCs. Considérons le système linéaire à commutations suivant

ẋ = σ(t)A1x(t) + (1− σ(t))A2x(t) (II.6)

avec A1, A2 ∈M2(R) et σ : [0,+∞)→ {0, 1} mesurable. Dans une série de papiers [4, 5, 11, 12],
Boscain en collaboration avec Balde et Mason, a fourni une caractérisation complète de la
stabilité du système linéaire à commutation (II.6). Alors que la majorité des résultats de la
littérature qui reposent sur les fonctions de Lyapunov, une approche géométrique est développée
dans ces papiers qui consiste à utiliser les invariants du système et la notion de pire trajectoire.
Cette pire trajectoire est obtenue en activant le mode dont le champ de vecteur forme l’angle
le plus petit avec la direction radiale sortante comme le montre la figure II.4. L’analyse de
stabilité de cette trajectoire détermine le comportement de tous les systèmes : si elle converge
vers l’origine, alors le système est GUAS.
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Figure II.4 – Schéma illustrant le concept de la pire trajectoire en gras. La flèche en pointillée indique
la direction radiale sortante et les flèches en traits pleins indiquent les champs de vecteurs.

Aux deux matrices X, Y ∈M2(R), on associe les paramètres suivants [5] :

δ(X) = tr(X)2 − 4 det(X), (II.7a)

Γ(X, Y ) = 1
2(tr(X)tr(Y )− tr(XY )), (II.7b)

τ(X, Y ) =


tr(X)√
|δ(X)|

si δ(X) 6= 0,
tr(X)√
|δ(Y )|

si δ(X) = 0 et δ(Y ) 6= 0,
tr(X)

2 , si δ(X) = δ(Y ) = 0,

(II.7c)

∆(X, Y ) = 4(Γ(X, Y )2 − det(X) det(Y )), (II.7d)

t(X, Y ) =



π
2 − arctan tr(X)tr(Y )(k(X,Y )τ(X,Y )+τ(Y,X))

2τ(X,Y )τ(Y,X)
√

∆(X,Y )
si δ(X) < 0,

2
√

∆(X,Y )
τ(X,Y )(tr(XY )− 1

2 tr(X)tr(Y )) si δ(X) = 0,

arctanh 2τ(X,Y )τ(Y,X)
√

∆(X,Y )
tr(X)tr(Y )(k(X,Y )τ(X,Y )−τ(Y,X)) si δ(X) > 0,

(II.7e)

k(X, Y ) = 2τ(X, Y )τ(Y,X)
tr(X)tr(Y )

(
tr(XY )− 1

2tr(X)tr(Y )
)
, (II.7f)

R(X, Y ) =
2Γ(X, Y ) +

√
∆(X, Y )

2
√

det(X) det(Y )
× eτ(X,Y )t(X,Y )+τ(Y,X)t(Y,X), (II.7g)
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où δ(X) représente le discriminant du polynôme caractéristique de X, et les autres quantités
représentent les invariants associés au système planaire à commutation ẋ = σ(t)A1+(1−σ(t))A2,
avec A1, A2 ∈M2(R) et σ : [0,+∞)→ {0, 1}. De plus, les trois cas dans la définition de t(X, Y )
correspondent respectivement aux cas où les valeurs propres de la matrice X sont complexes,
réelles ou nulles. Concernant R, il correspond au taux d’accroissement de la pire trajectoire
après une période comme l’illustre la figure II.5. Nous noterons que Γ(X, Y ), k(X, Y ),∆(X, Y )
et R(X, Y ) sont symétriques par rapport à leurs deux arguments, tandis que ce n’est pas le cas
pour τ(X, Y ) et t(X, Y ).

Figure II.5 – Les trois cas possibles pour R

Théorème 21 ([5]). Soit A1, A2 ∈M2(R) deux matrices Hurwitz. Alors, la stabilité du système
à commutations (II.6) est déterminée par les quatres cas suivants :

(S1) Le système (II.6) est quadratiquement stable si et seulement si Γ(A1, A2) > −
√

det(A1) det(A2)
et tr(A1A2) > −2

√
det(A1) det(A2) ;

(S2) Si Γ(A1, A2) < −
√

det(A1) det(A2), alors (II.6) est instable ;

(S3) Si Γ(A1, A2) = −
√

det(A1) det(A2), alors (II.6) est uniformément stable mais pas GUAS ;

(S4) Si Γ(A1, A2) >
√

det(A1) det(A2) et tr(A1A2) ≤ −2
√

det(A1) det(A2), alors (II.6) est res-
pectivement GUAS, uniformément stable, ou instable selon que R(A1, A2) < 1, R(A1, A2) =

35



Systèmes à commutations singulièrement perturbés en temps continu

1 ou R(A1, A2) > 1.

Nous noterons que le théorème classifie le comportement asymptotique du système à com-
mutations planaire en 6 cas (la condition (S4) peut-être divisée en 3 sous-cas distincts). Une
approche du même type basée sur des méthodes variationnelles et de commande optimale,
permettant de caractériser complètement la stabilité des systèmes à commutations dans le cas
planaire, a été proposé dans [40–42].

2 Analyse de stabilité des SCSPs dans le cas planaire

2.1 Conditions nécessaires et suffisantes

Dans le cas des systèmes planaires, c’est-à-dire du second ordre (n = 2) et avec 2 modes
(I = {0, 1}), nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité asympto-
tique quelque soit la loi de commutations. Nous donnons également les conditions nécessaires
et suffisantes pour l’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique commune. Cela est tra-
duit par le théorème qui vient ci-après, où ces conditions sont données à partir des invariants
introduits (II.7a−II.7g).

Une première condition nécessaire pour que le SCSP planaire (II.2) soit asymptotiquement
stable quelque soit la loi de commutations est que pour ε > 0 assez petit, chaque mode soit
asymptotiquement stable, en d’autres termes, que la matrice

Aεi =
1 0

0 ε−1

Mi

soit Hurwitz pour ε assez petit. En posant

Mi =
ai bi

ci di

 ,
la matrice Aεi , i = 1, 2, est Hurwitz pour ε assez petit si M1,M2 appartiennent à l’ensemble

Λ = {M =
a b

c d

 | det(M) > 0 and (d < 0 ou (d = 0 et a < 0))}. (II.8)
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Théorème 22. Soit M1,M2 appartenant à Λ défini par (II.8). Le comportement asymptotique
du SCSP (II.2) est décrit par les 5 cas suivants :

(SP1) Le système (II.2) est quadratiquement stable lorsque ε→ 0+ si et seulement si Γ(M1,M2) >
−
√

det(M1) det(M2) et au moins une des conditions suivantes est vérifiée

1. Γ(M1,M2) ≤
√

det(M1) det(M2),

2. d1d2 6= 0,

3. d1d2 = 0 avec d2
1 + d2

2 6= 0, et b1c2 + b2c1 ≥ −2
√

det(M1) det(M2).

(SP2) Si Γ(M1,M2) >
√

det(M1) det(M2), d1d2 = 0 avec d2
1 + d2

2 6= 0, et b1c2 + b2c1 <

−2
√

det(M1) det(M2), alors (II.2) est GUAS lorsque ε→ 0+.

(SP3) Si Γ(M1,M2) = −
√

det(M1) det(M2), alors pour tout ε > 0, (II.2) est uniformément
stable mais pas GUAS.

(SP4) Si Γ(M1,M2) >
√

det(M1) det(M2) et d1 = d2 = 0, alors (II.2) est instable lorsque
ε→ 0+.

(SP5) Si Γ(M1,M2) < −
√

det(M1) det(M2), alors pout tout ε > 0 (II.2) est instable.

Dans le cas particulier où d1 = d2 = 0, le corollaire suivant permet de simplifier le théorème
ci-dessus.

Corollaire 2. On suppose que M1,M2 appartiennent à Λ. Si d1 = d2 = 0, alors le SCSP est
GUAS lorsque ε→ 0+ si et seulement si b1c2 = b2c1 < 0.

Démonstration du théorème 22. Les preuves de (SP3) et (SP5) viennent simplement des
propositions (S2) et (S3) du théorème 21, du fait de l’homogénéité de ε 7→ det(Aεi) et ε 7→
Γ(Aε1, Aε2), c’est-à-dire

det(Aεi) = det(Mi)
ε

,

Γ(Aε1, Aε2) = Γ(M1,M2)
ε

.

Concernant (SP1), nous souhaitons prouver que sous l’hypothèse

Γ(M1,M2) > −
√

det(M1) det(M2),

si une des trois conditions ci-dessous
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1. Γ(M1,M2) ≤
√

det(M1) det(M2),

2. d1d2 6= 0,

3. d1d2 = 0 avec d2
1 + d2

2 6= 0, et b1c2 + b2c1 ≥ −2
√

det(M1) det(M2),

est vérifiée, alors
tr(Aε1Aε2) > −2

√
det(Aε1) det(Aε2) (II.9)

pour tout ε > 0 assez petit. Par la suite, nous pouvons conclure à partir de (S1) du théorème 21.
Nous remarquons que

tr(Aε1Aε2) = d1d2

ε2
+ b1c2 + b2c1

ε
+ a1a2,

−2
√

det(Aε1) det(Aε2) = −2

√
det(M1) det(M2)

ε
.

Il a été montré dans [5] que

−
√

det(Aε1) det(Aε2) < Γ(Aε1, Aε2) ≤
√

det(Aε1) det(Aε2)

c’est-à-dire
−
√

det(M1) det(M2) < Γ(M1,M2) ≤
√

det(M1) det(M2)

implique automatiquement que l’inéquation (II.9) est vérifiée pour tout ε > 0, ce qui prouve
(SP1.1).
Comme M1 et M2 appartiennent à Λ, si d1d2 6= 0, alors nécessairement d1, d2 < 0. Ainsi, il
existe ε0 > 0 tel que, pour tout ε ∈ (0, ε0)

d1d2 + (b1c2 + b2c1)ε+ a1a2ε
2 > −2ε

√
det(M1) det(M2),

ce qui prouve (SP1.2).
Si maintenant d1d2 = 0 et b1c2 + b2c1 > −2

√
det(M1) det(M2) alors là encore l’inéquation (II.9)

est vérifiée pour ε > 0 assez petit. Afin de prouver (SP1.3), il nous reste à considérer le cas où

b1c2 + b2c1 = −2
√

det(M1) det(M2) (II.10)

et d1d2 = 0, d2
1 + d2

2 6= 0. Sans perte de généralité, on prend d1 = 0 and d2 6= 0. D’autre part,
b1c1 et d2 sont négatifs. L’équation (II.10) implique que

(b1c2 − b2c1)2 = −4b1c1a2d2.
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Donc, a2 ≤ 0. De plus, le cas a2 = 0 entrainerait que

− det(M2) = b2c2 < 0,

impliquant
(b1c2)(b2c1) > 0.

Donc, b1c2− b2c1 serait différent de zéro, ce qui est contradictoire. Par conséquent a2 < 0. Nous
avons alors a1a2 > 0 et l’inéquation (II.9) est vérifiée pour tout ε > 0. Ceci termine la preuve
de (SP1.3), et donc, de (SP1).

Il reste à prouver (SP2) et (SP4). Dans les deux cas, on a

Γ(M1,M2) >
√

det(M1) det(M2),
d1d2 = 0,

b1c2 + b2c1 < −2
√

det(M1) det(M2).

Pour (SP2), nous supposons (sans perte de généralité) que a2 6= 0, tandis que pour (SP4), nous
supposons que d1 = d2 = 0.

Cas (SP4) : d1 = d2 = 0. Comme nous l’avons déjà fait remarquer, l’appartenance de M1

et M2 à Λ entraîne alors que a1, a2 < 0 et b1c1, b2c2 < 0.
Plus particulièrement,

sign(bi) = −sign(ci),

et donc
sign(b1c2) = sign(b2c1).

De plus, comme
b1c2 + b2c1 < −2

√
det(M1) det(M2),

nous avons
b1c2, b2c1 < 0.

Ainsi, pour ε assez petit,

b1c2 + b2c1 + εa1a2 < −2
√

det(M1) det(M2)

ce qui nous place dans le cas (S4) du Théorème 21. Par conséquent, le comportement asymp-
totique du système dépend du signe de Rε − 1.
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On pose
C∆ = 4(Γ(M1,M2)2 − det(M1) det(M2)) (II.11)

ce qui permet d’écrire √
∆ε =

√
C∆/ε.

Nous rappelons que

Rε = Γ(M1,M2) +
√
C∆√

det(M1) det(M2)
eτ

ε
1t
ε
1+τε2tε2

où, d’après les définitions données de t(·, ·) et τ(·, ·) dans la section 1.2 du chapitre précédent
et tenant compte du fait que d1 = d2 = 0, on a pour ε > 0 assez petit

tεi = π

2 − arctan tr(Aεi)tr(Aε3−i)(kετ εi + τ ε3−i)
2τ ε1τ ε2

√
∆ε

,

τ εi = tr(Aεi)√
−δεi

= ai√
−a2

i − 4bici
ε

.

En particulier, tε1 et tε2 appartiennent à (0, π) pour ε assez petit. Lorsque ε → 0, on peut
écrire la série de Taylor de τ εi comme suit

τ εi = Cτi
√
ε+O(ε3/2), avec Cτi = ai

2
√
−bici

. (II.12)

Donc
τ ε1t

ε
1 + τ ε2t

ε
2 −→
ε→0+

0

ce qui implique que
eτε1tε1+τε2tε2 −→

ε→0+
1. (II.13)

Etant donné que nous avons supposé que Γ(M1,M2) >
√

det(M1) det(M2), nous avons

Γ(M1,M2) +
√
C∆√

det(M1) det(M2)
> 1

et nous concluons que, lorsque ε→ 0+, Rε converge vers une constante supérieure à un. Ainsi,
le système est instable pour ε > 0 assez petit.

Case (SP2) : d1 = 0, d2 6= 0. Pour ε > 0 assez petit, nous pouvons supposer que δε1 < 0 et
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δε2 > 0, et donc

tε1 = π

2 − arctan a1tr(Aε2)(kετ ε1 + τ ε2)
2τ ε1τ ε2

√
∆ε

,

tε2 = arctanh 2τ ε1τ ε2
√

∆ε

tr(Aε1)tr(Aε2)(kετ ε2 − τ ε1) .

Comme ci-dessus, notre objectif est d’étudier le signe de Rε − 1 lorsque ε → 0+. Afin de
caractériser la quantité Rε, nous utilisons la série de Taylor pour τ ε1 lorsque ε → 0+ obtenue
dans (II.12), c’est-à-dire,

τ ε1 = Cτ1
√
ε+O(ε3/2), avec Cτ1 = a1

2
√
−b1c1

, (II.14)

et la série de Taylor suivante pour τ ε2 ,

τ ε2 =
d2
ε

+ a2√
(d2
ε
− a2)2 + 4b2c2

ε

= −1 +O(ε).

En utilisant ces développements dans les expressions de tε1 et tε2, nous obtenons

tε1 = π + Ct1
√
ε+O(ε),

tε2 = arctanh
( √

C∆

2Γ(M1,M2)

)
+O(ε),

avec Ct1 =
√
C∆

d2b1c1
.

Grâce aux séries ci-dessus, nous obtenons

τ ε1t
ε
1 + τ ε2t

ε
2 = −arctanh

( √
C∆

2Γ(M1,M2)

)
+ πCτ1

√
ε+O(ε),

ce qui nous amène à écrire

eτ
ε
1t
ε
1+τε2tε2 = e

−arctanh
√
C∆

2Γ(M1,M2) eπCτ1
√
ε +O(ε)

= e
−arctanh

√
C∆

2Γ(M1,M2) (1 + πCτ1
√
ε) +O(ε).

La formule arctanh(x) = log
(√

1+x
1−x

)
, valable pour x ∈ (−1, 1), nous permet de réécrire, lorsque
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ε→ 0+,

eτ
ε
1t
ε
1+τε2tε2 =

√√√√√1−
√
C∆

2Γ(M1,M2)

1 +
√
C∆

2Γ(M1,M2)

(1 + πCτ1
√
ε) +O(ε).

En remplaçant, C∆ par son expression (II.11), nous obtenons

eτ
ε
1t
ε
1+τε2tε2 =

√√√√√√√1−
√

1− det(M1) det(M2)
Γ(M1,M2)2

1 +
√

1− det(M1) det(M2)
Γ(M1,M2)2

× (1 + πCτ1
√
ε) +O(ε).

Posons
ξ = det(M1) det(M2)/Γ(M1,M2)2.

Comme
Γ(M1,M2) +

√
Γ(M1,M2)2 − det(M1) det(M2)√
det(M1) det(M2)

= 1 +
√

1− ξ
ξ

,

alors on peut réécrire

Rε = 1 +
√

1− ξ
ξ

√√√√1−
√

1− ξ
1 +
√

1− ξ (1 + πCτ1
√
ε) +O(ε)

=

√
1 +
√

1− ξ
√

1−
√

1− ξ
√
ξ

(1 + πCτ1
√
ε) +O(ε)

= 1 + πCτ1
√
ε+O(ε).

Puisque Cτ1est négatif, nous en déduisons que Rε est inférieur à 1 pour ε assez petit. Par
conséquent, le système est GUAS lorsque ε→ 0+. Ceci termine la preuve.

Démonstration du corollaire 2. Dans le cas où d1 = d2 = 0,

Γ(M1,M2) = −(b1c2 + b2c1)/2

et √
det(M1) det(M2) =

√
b1b2c1c2.

Etant donné que M1 et M2 appartiennent à Λ, alors il en découle que b1c1, b2c2 < 0, c’est-à-
dire que sign(bi) = −sign(ci) pour i = 1, 2. Donc, sign(b1c2) = sign(b2c1). Si b1c2 < 0, alors
Γ(M1,M2) ≥

√
det(M1) det(M2), puisque (

√
−b1c2 −

√
−b2c1)2 ≥ 0. De la même manière, si

b1c2 > 0, alors Γ(M1,M2) ≤ −
√

det(M1) det(M2), puisque (
√
b1c2 −

√
b2c1)2 ≥ 0.
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La preuve du théorème 22 étant établie, il est intéressant de souligner quelques points.

2.2 Caractérisation des transitions de stabilité

Tout d’abord, nous tirons du théorème 22 les conditions nécessaires et suffisantes pour la
stabilité asymptotique du SCSP (II.2) qui correspondent aux conditions (SP1) et (SP2). Le
théorème donne également les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité quadratique
qui correspondent aux conditions (SP1).

D’autre part, le cas (S4) dans [5], rappelé dans le théorème 21, donne lieu aux deux cas (SP2) et
(SP4) dans le théorème 22. On remarque que dans (S4) le système peut être asymptotiquement
stable, stable, ou instable, selon la valeur de R(A1, A2). Les cas (SP2) et (SP4) correspondent
respectivement au cas où Rε converge vers un par valeurs inférieures, et au cas où Rε converge
vers une constante supérieure à un. Le cas R(A1, A2) = 1 ne donne lieu à aucun cas dans le
théorème 22, étant donné qu’il est impossible que Rε soit égal à 1 lorsque ε > 0 varie dans un
voisinage de 0 (il peut valoir 1 uniquement pour des valeurs isolées de ε).

La classification donné dans le théorème 22 garantit que pour ε > 0 dans un voisinage de
0, le système (II.2) appartient à une des catégories données par le théorème 21. Plus particuliè-
rement, lorsque ε tend vers 0, le comportement asymptotique du système (II.2) ne peut changer
un nombre infini de fois. C’est-à-dire que ce système ne peut être asymptotiquement stable,
puis devenir stable, puis redevenir asymptotiquement stable, puis instable, et ainsi de suite. . .
Il est néanmoins possible que, lorsque ε > 0 croit dans un voisinage de 0 tout en restant pe-
tit pour vérifier les hypothèses du théorème 22, (II.2) change de comportement asymptotique,
passant d’une catégorie à une autre du théorème 21. Cependant, le nombre de transition pos-
sible reste limité. Nous donnons ci-dessous le nombre de transitions et les transitions possibles
lorsque ε augmente.

Tout d’abord, nous rappelons que parler des catégories données dans théorème 21 n’a de
sens que si Aε1 and Aε2 sont Hurwitz. Si ai ≤ 0 alors Aεi est Hurwitz pour tout ε > 0, puisque
tr(Aεi) est negative pour tout ε > 0. Par contre, si ai > 0 alors Aεi est Hurwitz pour ε < −di/ai.

Pour des raisons d’homogénéité, les transitions ne peuvent avoir lieu qu’entre les catégories
(S1) and (S4) et elles nécessitent que la condition Γ(M1,M2) >

√
det(M1) det(M2) soit vérifiée.
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Chaque transition a lieu au changement de signe de

η(ε) = tr(Aε1Aε2) + 2
√

det(Aε1) det(Aε2)

= d1d2

ε2
+
b1c2 + b2c1 + 2

√
det(M1) det(M2)
ε

+ a1a2.

Si d1 = d2 = 0 alors a1a2 > 0 et εη(ε) est affine par rapport à ε, avec un coefficient
multiplicatif positif et limε→0 εη(ε) < 0. On en déduit qu’une seule transition de (S4) vers (S1)
aura lieu. Par exemple le SCSP planaire caractérisé par les matrices

M1 =
−3 −1

2 0

 et M2 =
−1 −2

1 0


illustre ce cas de figure. En effet, nous calculons de manière aisée, ε0 = 7/3 tel que pour tout
ε ∈ (0, ε0) le SCSP sera décrit par le cas (S4) et pour tout ε ∈ (0,+∞) il sera décrit par le cas
(S1) (voir figure II.6).

Figure II.6 – Les courbes en trait continu et en pointillés sont les courbes des fonctions respectives
ε→ εtr(Aε1, Aε2) et ε→ −2ε

√
det(Aε1) det(Aε2)

Dans le cas général où d1d2 = 0 (c’est-à-dire que l’on peut avoir uniquement un des di nul),
les transitions possibles sont soit une transition simple (« unidirectionnelle ») de (S4) vers (S1),
soit une transition simple de (S1) vers (S4). L’exemple du SCSP planaire caractérisé par les
matrices

M1 =
−6 −4

2 0

 et M2 =
 0.2 2
−0.12 −1


illustre ce type de transition de (S1) vers (S4). Nous calculons facilement ε0 = 8−

√
6

3 tel que
pour tout ε ∈ (0, ε0) le SCSP sera décrit par cas (S1) et pour toutε ∈ (ε0,+∞) il sera décrit
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par le cas (S4) (voir figure II.7).

Figure II.7 – Les courbes en trait continu et en pointillés sont les courbes des fonctions respectives
ε→ εtr(Aε1, Aε2) et ε→ −2ε

√
det(Aε1) det(Aε2)

Si d1d2 6= 0 alors η(ε) peut changer de signe zéro, une, ou deux fois lorsque ε varie dans
(0,+∞). D’où, (II.2) peut passer du cas (S1) vers (éventuellement) le cas (S4) et ensuite
(éventuellement) revenir vers le cas (S1) lorsque ε augmente. Toutes les transitions identifiées
ci-dessus sont vraiment possibles et peuvent être illustrées au moyen d’exemples. L’exemple
ci-dessous traite le cas d1d2 6= 0, montrant une double transition, tout d’abord de (S1) vers
(S4), puis le retour vers (S4). De plus, les trois sous-catégories de (S4) sont également balayées
lorsque ε varie. Considérons le SPSS caractérisé par les matrices

M1 =
 −1 −9

0.01 −1

 and M2 =
−2 −2

2 −1

 .
Les solutions de tr(Aε1Aε2) = −2

√
det(Aε1) det(Aε2) sont ε0 = 0.0784 et ε1 = 6.3742, et donc pour

tout ε ∈ (0, ε0)⋃(ε1,∞) le système est de type (S1), tandis que pour ε ∈ (ε0, ε1) il est de type
(S4) (voir Figure II.8).

En analysant les valeurs de Rε, on trouve ε2 = 0.32 et ε3 = 1.62, solutions de Rε − 1 = 0,
et donc, que pour tout ε ∈ (ε0, ε2)⋃(ε3, ε1) nous avons Rε − 1 < 0 et pour tout ε ∈ (ε2, ε3)
cette même quantité est positive (voir Figure II.9). D’où, lorsque ε varie dans (ε0, ε1) les trois
sous-catégories de (S4) illustrées. Géométriquement, cela signifie que la pire trajectoire converge
pour ε assez petit et assez grand, qu’elle devient périodique pour ε = ε2, ε3, et qu’elle diverge
pour ε ∈ (ε2, ε3).
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Figure II.8 – Les courbes en trait continu et en pointillés sont les graphes respectifs de ε 7→ ε2 tr(Aε1Aε2)
et ε 7→ −2ε2

√
det(Aε1) det(Aε2)

Figure II.9 – Graphe de (ε0, ε1) 3 ε 7→ Rε

2.3 Comparaison des résultats

2.3.1 Conditions basées sur des LMIs

Afin de mesurer l’apport des conditions que nous donnons, considérons l’exemple suivant
introduit dans [37, 38], où le SCSP (II.2) est décrit par les matrices suivantes

M1 =
−1 α

0 −1

 et M2 =
−1 0
α −1

 . (II.15)

Les conditions suffisantes basées sur des inégalités matricielles linéaires ([13]) qui ont été rap-
pelées dans le théorème 20 pour la stabilité asymptotique sous une loi de commutations arbi-
traire, permettent de conclure que le SCSP décrit par (II.15) est quadratiquement stable pour
−1 < α < 1. En utilisant notre condition (SP1), qui fournit les conditions nécessaires et suffi-
santes pour la stabilité asymptotique lorsque ε→ 0+, nous montrons que le système décrit par
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(II.15) admet une CQLF lorsque ε→ 0+ si et seulement si α ∈ (−2, 2). En effet, la condition

Γ(M1,M2) > −
√

det(M1) det(M2)

se traduit par
2− α2

2 > −1,

qui est équivalente à
4− α2 > 0.

Donc, les conditions basées sur des LMIs données dans [37, 38] s’avèrent être uniquement
suffisantes (et non nécessaires) pour la stabilité quadratique sous une loi de commutations
arbitraire. Pour α = 2 et α > 2, les conditions (SP3) et (SP5) permettent de conclure que le
système décrit par (II.15) est respectivement uniformément stable et instable. D’où la conclusion
suivante, lorsque ε→ 0+, le SCSP décrit par (II.15) est GUAS si et seulement si il admet une
CQLF.

Il est possible d’interpréter géométriquement la caractérisation donnée ci-dessus des valeurs
de α pour lesquelles le SCSP décrit par (II.15) est GUAS lorsque ε→ 0+. En effet, les champs
de vecteurs x 7→ Aε1x et x 7→ Aε2x sont linéairement indépendants sur R2 \{0} si et seulement si
|a| < 2, et ce, indépendamment de ε puisque εdet(Aε1x,Aε2x) = −α(x2

1−αx1x2 + x2
2). En raison

des contraintes géométriques, dans le plan, deux champs de vecteurs globalement asymptoti-
quement stables qui ne sont jamais colinéaires en dehors de l’origine, définissent un système à
commutations GUAS. Cette dernière assertion est également vérifiée dans le cas non-linéaire,
pour plus de détails, voir [12]. L’approche géométrique développée dans [41, 42] va dans le
même sens et permet d’obtenir les mêmes conclusions.

2.3.2 Systèmes singulièrement perturbés vus comme des inclusions différentielles

Des extensions de la théorie classique des systèmes singulièrement perturbés aux inclusions
différentielles ont déjà été considérées par plusieurs auteurs, voir [18, 56, 70, 71]. De tels résultats
peuvent être utilisés dans le cadre des SCSPs pour prouver le théorème 23 ci-dessous. Nous
rappelons qu’un SCSP de la forme (II.2) est dit pratiquement stable s’il existe une fonction β
de classe KL telle que, pour tout δ > 0, il existe ε0 > 0 tel que toute trajectoire de (II.2) avec
ε ∈ (0, ε0) vérifie

‖(x1(t), x2(t))‖ ≤ β(‖(x1(0), x2(0))‖, t) + δ, t ≥ 0. (II.16)
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La notion de stabilité pratique donnée ci-dessus n’est pas comparable avec la notion de stabilité
asymptotique uniforme globale lorsque ε→ 0+ définie en début de ce chapitre. En effet, aucune
des deux notions n’est a priori plus forte que l’autre. Tandis que la stabilité pratique se focalise
sur l’uniformité par rapport à ε, la notion d’uniformité dans la définition de GUAS lorsque
ε → 0+ est uniquement par rapport aux conditions initiales et la loi de commutations, et ce,
pour ε fixé. De plus, GUAS, lorsque ε → 0+ garantie la convergence vers l’origine lorsque
t → +∞ pour ε assez petit, ce qui n’est pas le cas pour la stabilité pratique. Le résultat que
nous proposons ci-dessous (théorème 23) est obtenu en appliquant les résultats de [71] à notre
contexte. Ensuite, sous les hypothèse du théorème 23, nous nous référons à notre classification
donnée dans le théorème 22 pour conclure à la stabilité quadratique sous ces conditions.

Théorème 23. On suppose que
d1, d2 < 0 (II.17)

et
aidj − bicj > 0, pour i, j = 1, 2. (II.18)

Alors (II.2) est pratiquement stable.

Démonstration. La stabilité pratique est démontrée à l’aide d’un résultat général obtenu
par Watbled dans [71], dans le cadre des inclusions différentielles non-linéaires singulièrement
perturbées. Pour cela, considérons l’inclusion différentielle suivante ẋ1(t)

εẋ2(t)

 ∈ F (x1(t), x2(t)) (II.19)

avec
F (x1(t), x2(t)) := co

{
M1

(
x1(t)
x2(t)

)
,M2

(
x1(t)
x2(t)

)}
et où co(·) représente l’enveloppe convexe. F est un fermé convexe de R2. L’équation (II.19)
peut être vue comme le convexifié de (II.2).

On définit P1 (respectivement, P2) comme étant la projection de R × R sur la première (res-
pectivement, seconde) composante R.
Pour tout x1 ∈ R, on considère l’inclusion différentielle

ẋ2 ∈ P2F (x1, x2) = co{c1x1 + d1x2, c2x1 + d2x2}. (II.20)
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L’ensemble des équilibres de l’inclusion différentielle (II.20) est

S(x1) = co
{
− c1

d1
x2,−

c2

d2
x2

}
. (II.21)

On pose

D(x1) = coP1(F (S(x1), x1)) = co{biy + aix1 | i = 1, 2, y ∈ S(x1)}

= co
{(
−b1c1

d1
+ a1

)
x1,

(
−b2c1

d2
+ a1

)
x1,

(
−b1c2

d1
+ a2

)
x1,

(
−b2c2

d2
+ a2

)
x1

}
.

Le théorème 3.1 dans [71] garantit que si S(x1) est asymptotiquement stable pour (II.20) et si
le point {0} est un équilibre asymptotiquement stable pour l’inclusion différentielle

ẋ1 ∈ D(x1) (II.22)

alors le système (II.2) est pratiquement stable. La stabilité asymptotique de (II.21) pour (II.20)
est garantie par l’hypothèse (II.17). D’autre part, (II.18) implique que {0} est asymptotique-
ment stable pour l’inclusion différentielle (II.22), concluant la preuve du théorème 23.

Sous les hypothèses du théorème 23, nous établissons également le résultat suivant.

Corollaire 3. Si les hypothèses (II.17) et (II.18) permettant d’obtenir la stabilité pratique de
(II.2) sont vérifiées, alors (II.2) est quadratiquement stable.

Démonstration. Pour montrer cela, nous remarquons que (II.17) et (II.18) impliquent que
a1d2 − b1c2 et a2d1 − b2c1 soient positifs. Ainsi

2Γ(M1,M2) = a1d2 + a2d1 − b1c2 − b2c1

est positif, et donc
Γ(M1,M2) > 0 > −

√
detM1 detM2.

Comme d1d2 6= 0, nous nous retrouvons dans le cas (SP1).

3 Conclusion

Dans ce chapitre, de la même manière que cela a été fait dans [5] pour les systèmes li-
néaires à commutations dans le cas planaire, nous avons donné une classification complète du
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comportement asymptotique (quadratiquement stable, GUAS, stable ou instable) des SCSPs
planaires, lorsque le paramètre de perturbation ε > 0 tend vers 0. En effet, nous avons montré
que pour ε > 0 assez petit, le comportement asymptotique du SCSP (II.2) est unique. Dans le
cas général, c’est-à-dire en dimension supérieure à deux et avec plus de modes, cela reste un
problème ouvert. Alors que les résultats dans [5] distinguent six cas, nous n’en distinguons que
cinq pour le cas des SCSPs. En effet, le sixième s’avère être instable par rapport au paramètre
de perturbation dans le sens où il ne peut avoir lieu que pour des valeurs isolées de ε. De plus,
les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité quadratique permettent de pallier le
conservatisme des conditions à base de LMIs données antérieurement dans [37, 38].

Egalement, nous avons étudié ce qui se passe lorsque l’on fait croître ε, combien de fois le
comportement asymptotique du SCSP peut changer (stabilité asymptotique, stabilité, instabi-
lité), et quelles transitions sont possibles.

Enfin, nous avons analysé la stabilité pratique à partir de résultats existants dans le cadre
des inclusions différentielles. Dans le cas des systèmes planaires, il s’avère que lorsque l’on peut
conclure que le système est pratiquement stable, alors il est également GUAS. Pour les SCSPs
de dimensions supérieures, la question reste ouverte.
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Chapitre III

Systèmes à commutations singulièrement
perturbés à temps discret

Dans ce chapitre, nous abordons la stabilité des systèmes à commutations singulièrement
perturbés à temps discret. En particulier, nous nous intéressons à la discrétisation des SCSPs à
temps continu, et nous cherchons quel est le choix approprié pour la période d’échantillonnage
Ts permettant de préserver la stabilité et/ou les fonctions de Lyapunov quadratiques du SCSP
à temps continu vers le SCSP à temps discret. A notre connaissance, il n’existe aucun résultat
de ce type concernant les SCSPs.

Dans un premier temps, nous rappelerons quelques résultats récents concernant la discré-
tisation des systèmes linéaires à commutations et les types de stabilité qu’elles préservent.
Ensuite, nous proposons et analysons des modèles à temps discret obtenus pour différents choix
de la période d’échantillonnage Ts que nous comparons avec ceux donnés dans la littérature
[51]. Enfin, nous montrons qu’il est nécessaire de choisir une période d’échantillonnage d’ordre
εk,k ≥ 2, afin de préserver les fonctions de Lyapunov quadratiques du système à temps continu
vers le système à temps discret.

1 Discrétisation des systèmes linéaires à commutations

On considère un SLC à temps continu dont on rappelle le modèle ci-dessous

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) (III.1)

avec x un vecteur de Rn, Aσ(t) ∈ {A1, ..., AN} où les matrices Ai sont de dimensions n × n à
coefficients réels pout tout i ∈ {1, ..., N} et σ : R+ → {1, ..., N} constante par morceaux.
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On associe à ce système à commutations à temps continu son homologue à temps discret

x(k + 1) = Adσ(k)x(k), (III.2)

où Adi , i=1, ..., N, est une approximation de exp(AiTs), avec Ts la période d’échantillonnage.
Dans ce qui suit, nous rappelons quelques méthodes d’approximation de exp(AsTs) en spécifiant
si elles préservent la stabilité asymptotique uniforme globale, ou encore la stabilité quadratique.

Définition 12. On dit que la discrétisation (III.2) préserve la stabilité de (III.1) si lorsque
(III.1) est GUAS, alors (III.2) est GUAS.

Définition 13. On dit que la discrétisation (III.2) préserve les CQLFs de (III.1) si lorsque
V (x) est une CQLF pour (III.1), alors V (x) est également une CQLF pour (III.2).

Dans la suite, lorsque nous parlerons de préservation de la stabilité, on signifie par là, la
préservation du temps continu vers le temps discret. Lorsqu’il s’agira de préservation du temps
discret vers le temps continu, nous le préciserons.

1.1 L’exponentielle de la matrice

L’utilisation de l’exponentielle de la matrice pour discrétiser le système à temps continu
(III.1) peut sembler naturelle du fait que les solutions de

ẋ(t) = Ax(t) (III.3)

sont du type
x(t) = eAtx0.

Ainsi, on considère dans cette section la transformation du temps continu vers le temps discret
suivante

Adi = exp(AiTs), i = 1, ..., N. (III.4)

Cependant, cette méthode présente quelques inconvénients, notamment, que l’exponentielle
n’est pas bijective du fait de sa périodicité sur C, ce qui implique qu’à plusieurs matrices
distinctes en temps discret on peut associer la même matrice en temps continu [68]. Nous
allons voir brièvement comment cette transformation préserve à la fois la stabilité et les CQLFs
du temps continu vers le temps discret tandis qu’elle ne préserve ni la stabilité ni les fonctions
de Lyapunov du temps discret vers le temps continu.
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1.1.1 Préservation de la stabilité

Cette méthode de discrétisation préserve la stabilité, c’est-à-dire que si l’on considère un
SLC à temps continu GUAS, alors son homologue à temps discret obtenu par l’exponentielle de
la matrice le sera également. Cette affirmation tient du fait que toute trajectoire générée par

x(k + 1) = exp(AiTs)x(k), i = 1, ..., N (III.5)

est elle même une discrétisation des trajectoires du système

ẋ(t) = Aix(t), i = 1, ..., N.

Par conséquent, si le système à temps continu est GUAS (toutes ses trajectoires convergent vers
l’origine), alors son homologue à temps discret est GUAS (les trajectoires discrètes convergent
également).
L’exemple suivant permet de montrer que l’inverse n’est pas vrai, c’est-à-dire que si le système
à commutations à temps discret est asymptotiquement stable, il se peut que le système à temps
continu correspondant ne le soit pas. Considérons la paire de matrices [68]

A1 =
−1 −1

1 −1

 A2 =
−0.5 −15

1 −1/15


qui caractérise le système linéaire à commutations (III.1), dont l’instabilité peut être prouvée
en appliquant alternativement A2 et A1 pendant une durée respective de 0.5 et 0.7. Le système
est alors caractérisé par la matrice suivante

e0.7A1e0.5A2 ≈

 −0.2 −1.11
−0.03 −1.10


dont les valeurs propres sont approximativement −0.16 et −1.15. Le module d’une valeur propre
étant supérieur à 1, ce système est instable. Quant à son homologue à temps discret décrit,
pour Ts = 1, par la paire de matrices

{eA1 , eA2},

il est asymptotiquement stable car son rayon spectral joint est compris dans l’intervalle [0.85, 0.92].
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1.1.2 Préservation des Fonctions de Lyapunov

Nous venons de voir que cette transformation permet de préserver la stabilité du temps
continu vers le temps discret uniquement. La même affirmation peut être faite en ce qui concerne
la préservation des CQLFs. En effet, s’il existe une CQLF pour le système à commutations à
temps continu, alors elle l’est aussi pour le système à commutations en temps discret qui lui
est associé par la transformation exponentielle. Comme pour la préservation de la stabilité, on
justifie cela du fait que les trajectoires du système à temps discret sont un sous ensemble de
celles du système à temps continu, la fonction de Lyapunov du système à temps continu reste
donc une fonction de Lyapunov pour le système à temps discret.
Comme nous l’avons déjà mentionné, l’inverse n’est pas vrai, c’est-à-dire qu’il est possible qu’un
système à temps continu soit asymptotiquement stable sans admettre de CQLF alors que le
système à temps discret associé soit asymptotiquement stable en admettant une CQLF. Pour
justifier cela, considérons l’exemple suivant.

Exemple 2. Considérons le système linéaire à commutations suivant [16]

ẋ = Aix(t), Ai ∈ {A1, A2} (III.6)

avec

A1 =
−1 −1

1 −1

 et A2 =
−1 −a

1/a −1

 . (III.7)

Il a été montré dans [16] que pour a ∈ [1, 10], (III.7) est asymptotiquement stable, tandis que
pour a ≥ 3 +

√
8, ce système à commutations n’admet pas de CQLFs. Par conséquent, en

choisissant a = 6, le système à commutations à temps continu est asymptotiquement stable
mais n’admet pas de CQLFs. En discrétisant ce système avec une période d’échantillonnage
Ts = 1, on obtient le système à commutations à temps discret décrit par

Ad1 = eA1 =
0.1988 −0.3096

0.3096 0.1988

 , Ad2 = eA2 =
0.1988 −1.8574

0.0516 0.1988

 ,
qui admet la CQLF V (x) = xTPx avec

P =
 2.7532 −1.7378
−1.7378 15.6606

 ,
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c’est-à-dire
Adi

T
PAdi − P = −Qi, i = 1, 2.

avec

Q1 =
 1.35721 −2.63012
−2.63012 14.5639

 , Q2 =
 2.63835 −0.979699
−0.979699 4.25994


dont les valeurs propres respectives sont {15.0684, 0.852686} et {4.72084, 2.17745}.

1.2 Approximations de Padé

On s’intéresse maintenant aux approximations de Padé. En considérant Ts la période d’échan-
tillonnage, l’approximation de Padé d’ordre p de exp(AiTs) est définie comme

Ad(Ts) = Zp(AiTs)Zp(−AiTs)−1

avec
Zp(X) =

p∑
i=0

ciX
i, ci = (2p− i)!p!

(2p)!i!(p− i)! .

En particulier, lorsque p = 1, l’approximation de exp(Ah) peut s’écrire

Ad(Ts) = (I + Ts
2 A)(I− Ts

2 A)−1.

Cette approximation de Padé du premier ordre est également connu sous le nom de transfor-
mation bilinéaire, ou encore transformation de Tustin.

1.2.1 Préservation de la stabilité dans le cas linéaire

Une première propriété intéressante est la préservation de la stabilité dans le cas des systèmes
linéaires invariants dans le temps, et ce, aussi bien du temps continu vers le temps discret que
du temps discret vers le temps continu. En effet, l’image du demi plan gauche ouvert du plan
complexe par cette transformation est l’intérieur ouvert du disque unité. On considère le système
suivant

ẋ(t) = Ax(t). (III.8)

A partir des approximations de Padé, et quelque soit la période d’échantillonnage, on lui associe
le système à temps discret

x(k + 1) = Adx(k), (III.9)
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où Ad est l’approximation de Padé d’ordre un de exp(ATs).

Théorème 24 ([59]). On considère les systèmes linéaires (III.8) et (III.9).Alors,
– si V est fonction de Lyapunov quadratique pour (III.8), alors V est aussi une fonction de
Lyapunov quadratique pour (III.9) ;

– pour les approximations de Padé du premier ordre, V est une fonction de Lyapunov qua-
dratique pour (III.8) si et seulement si elle l’est également pour (III.9).

Dans [59], les auteurs donnent une condition supplémentaire afin que la réciproque de la
première assertion du théorème 24 soit vérifiée quelque soit l’ordre de l’approximation.

Théorème 25 ([59]). On suppose que, pour tout h > 0, la matrice Ad(Ts) est une approximation
de Padé (d’ordre fixe p quelconque) de exp(Ah). Alors, V (x) = xTPx est une fonction de
Lyapunov quadratique pour (III.8) si et seulement si elle l’est également pour (III.9) et que la
condition suivante

lim
Ts→0

Ad(Ts)TPAd(Ts)− P
Ts

= ATP + PA

est vérifiée.

1.2.2 Non préservation de la stabilité pour les systèmes à commutations

Nous venons de voir que dans le cas des systèmes LTI, cette transformation préserve la
stabilité dans les deux sens. Cependant, dans le cas des systèmes linéaires à commutations, ce
résultat n’est plus valable. En effet, considérons l’exemple suivant illustrant un système linéaire
à commutations GUAS (sans admettre de CQLF), mais dont le discrétisé est instable. Soit le
système à commutations décrit par l’ensemble {A1, A2, A3} avec

A1 =


−19 0 0

0 −9 0
0 0 −0.1

 , A2 =


−19 −10 −18.75

0 −9 0
0 0 −0.1

 , A3 =


−19 0 0

0 −9 0
18.75 8.75 −0.1

 .

Quant au système à temps discret qui lui est associé, pour h = 0.25, il est décrit par l’ensemble
{Ad1, Ad2, Ad3}, avec

Ad1 =


−0.4 0 0

0 −0.6 0
0 0 0.98

 , Ad2 =


−0.4 0 0
−0.35 −0.6 0
−1.37 0 0.98

 , Ad3 =


−0.4 0 1.37

0 −0.6 1.01
0 0 0.98

 .
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En activant successivement les modes 1, 2 et 3, la dynamique du système est caractérisée par la
matrice D = Ad3A

d
2A

d
1, dont les valeurs propres sont approximativement {-0.0002, 0.606, -1.0357

}. La dernière valeur propre étant en dehors du cercle unité, cette séquence de commutations
répétée périodiquement déstabilise le système. Ainsi, on voit que l’on peut perdre la stabilité
asymptotique en utilisant cette transformation.

1.2.3 Préservation des fonctions de Lyapunov quadratiques

Nous venons de voir que de manière générale, les approximations de Padé ne préservent
pas la stabilité des systèmes linéaires à commutations. Néanmoins, cette transformation a la
particularité de préserver les fonctions de Lyapunov quadratiques du temps continu vers le
temps discret pour les systèmes linéaires à commutations. On considère le système linéaire à
commutations à temps continu suivant

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), Aσ(t) ∈ {A1, ..., AN}. (III.10)

auquel on associe le système linéaire à commutations à temps discret suivant

x(k + 1) = Adσ(k)x(k), Adσ(k) ∈ {Ad1, ..., Ad1}. (III.11)

obtenu via les approximations de Padé.

Théorème 26. On considère les systèmes linéaires à commutations (III.1) et (III.2). Alors
– si V est fonction de Lyapunov quadratique pour (III.1), alors V est aussi une fonction de
Lyapunov quadratique pour (III.2) ;

– pour les approximations de Padé du premier ordre, V est une fonction de Lyapunov qua-
dratique commune pour (III.1) si et seulement si elle l’est également pour (III.2).

1.2.4 Préservation de la stabilité dans un cas particulier

Nous rappelons que l’existence d’une fonction de Lypunov quadratique commune est une
condition uniquement suffisante pour la stabilité asymptotique uniforme des systèmes linéaires
à commutations [16]. Dans ce contexte, toujours dans [59], les auteurs montrent que les ap-
proximations de Padé d’un système linéaire à commutations préservent la stabilité uniforme
exponentielle si toutes les matrices de l’ensemble {A1, ..., AN} sont Hurwitz et que chaque paire

57



Systèmes à commutations singulièrement perturbés à temps discret

de matrices a n− 1 vecteurs propres communs [58]. On pose

Qp(s) =
p∑
i=0

cis
i, ci = (2p− i)!p!

(2p)!i!(p− i)!

et

ᾱp =
 la plus grande racine réelle de Qp(s),
−∞ si Qp(s) n’a pas de racines réelles.

Théorème 27. On suppose que ν = {v1, ..., vn+1} est un ensemble de vecteurs de Rn tel que
quels que soient les n vecteurs que l’on considère dans ν, ils sont linéairement indépendants.
Pour tout i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}, on construit une matrice carrée Mi de dimension n comme suit :
M1 = (v1...vi−1vi...vn) et pour 2 ≤ i ≤ n + 1 on définit Mi = (v1...vn+1vi...vn), c’est-à-dire que
Mi est obtenue en remplaçant la (i − 1)ème colonne de M1 par le vecteur vn+1. On suppose
également que l’on a N matrices diagonales différentes dont tous les éléments sont négatifs.
On définit Ai,h = MiDhM

−1
i , pour 1 ≤ i ≤ n + 1 et 1 ≤ h ≤ N . Soit A = {A1, ..., AN} un

sous-ensemble de {Ai,h : 1 ≤ i ≤ n+ 1, 1 ≤ h ≤ N}. On pose

αm = min{α : α est une valeur propre de A et A ∈ {A1, ..., AN}}.

Quelque soit p entier positif, on définit

h̄p =


ᾱp
αm

si Qp(s) a une racine réelle ,
∞ si Qp(s) n’a pas de racines réelles.

Soit {Ad1, ..., AdN} un sous ensemble fini de {Ad(h) : A ∈ {A1, ..., AN} et 0 < h < h̄p}. Alors le
système à commutations à temps discret (III.11) est globalement exponentiellement stable.

Nous pouvons également citer les travaux effectués dans [57] concernant la préservation de
certains types de fonctions de Lyapunov polyèdrales. En effet, les auteurs montrent sous l’hy-
pothèse que toutes les valeurs propres du système linéaire (sans commutations) sont distinctes,
que le système linéaire et son discrétisé par la méthode de Padé partagent toujours une fonction
de Lyapunov polyèdrale.
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1.3 Discrétisation d’Euler

Dans le cas des systèmes linéaires (sans commutations), il est bien connu qu’en choisissant
Ts très petit, la discrétisation d’Euler

AdTs = I + TsA

permet d’approximer relativement bien l’exponentielle exp(ATs). En particulier, lorsque Ts est
assez petit, une telle transformation permet de préserver la stabilité du système linéaire à temps
continu de départ.

1.3.1 Préservation de la stabilité

Concernant les systèmes linéaires à commutations, dans [48], A. P. Molchanov et P. H. Bauer
établissent le lien entre la stabilité du système à temps continu et celle du système à temps
discret obtenu par la discrétisation d’Euler. On considère le système linéaire à commutations
suivant

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), Aσ(t) ∈ {A1, ..., AN} (III.12)

auquel on associe le système à commutations à temps discret

x(k + 1) = Adσ(k)x(k), Adσ(k) ∈ {I + TsA1, ..., I + TsAN}. (III.13)

Nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 28 ([48]). On suppose que (III.12) est GUAS. Il existe Ts0 > 0 tel que pour tout
Ts ∈ (0, Ts0) (III.13) est GUAS.

1.3.2 Préservation des CQLFs

En plus de préserver la stabilité asymptotique uniforme du type (III.12), cette méthode de
discrétisation permet également de préserver les fonctions de Lyapunov quadratiques communes.
On suppose qu’il existe une matrice symétrique définie positive P telle que V (x) = xTPx est
une fonction de Lyapunov pour (III.12), c’est-à-dire que les inégalités matricielles suivantes
sont vérifiées

ATi P + PAi < 0, i = 1, ..., N.
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Pour que V soit également une fonction de Lyapunov pour (III.13), on doit vérifier les inégalités
matricielles suivantes

Adi
T
PAdi − P < 0, i = 1, ..., N. (III.14)

Or, on a

Adi
T
PAdi − P = (I + TsAi)TP (I + TsAi)− P

= Ts(ATi P + PAi) + T 2
s (ATi PAi).

Ainsi, il existe Ts0 > 0 tel que pour tout Ts ∈ (0, Ts0), (III.14) est vérifiée.

Pour plus de détails concernant la discrétisation des systèmes à commutations et la préser-
vation de la stabilité, nous renvoyons le lecteur vers les articles suivants et les références qu’ils
contiennent [7, 55, 59, 67, 76].

2 Stabilité des systèmes à commutations singulièrement
perturbés à temps discret

On considère un SCSP à temps continu de la forme ẋ(t)
εż(t)

 =
Aσ(t)

11 A
σ(t)
12

A
σ(t)
21 A

σ(t)
22

x(t)
z(t)

 (III.15)

ou, de manière équivalente,ẋ(t)
ż(t)

 = Aσ(t)
ε

x(t)
z(t)

 =
Ids 0

0 ε−1Idf

Aσ(t)
11 A

σ(t)
12

A
σ(t)
21 A

σ(t)
22

x(t)
z(t)


avec x ∈ Rds , z ∈ Rdf , σ(t) ∈ {1, . . . , N}, et où ε > 0 représente le paramètre de perturbation
singulière. On associe à (III.15) son homologue en temps discret décrit par

x(k + 1)
z(k + 1)

 = F σ(k)
q,ε

x(k)
z(k)

 (III.16)

avec F σ(k)
q,ε = exp(Aσ(k)

ε Ts). La discrétisation des SCSPs du type (III.15), consiste à choisir une
période d’échantillonnage Ts = Ts(ε) de manière à approximer l’exponentielle F σ(k)

q,ε . La question
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qui se pose alors est quelle est la condition sur la période d’échantillonnage afin de préserver un
type de stabilité particulier, en l’occurence, la stabilité quadratique. Pour cela, nous définissons
un nouveau système à temps discretx(k + 1)

z(k + 1)

 = Gσ(k)
ε

x(k)
z(k)

 (III.17)

avec Gσ(k)
ε ≈ F σ(k)

q,ε = exp(Aσ(k)
ε Ts). On définit alors la préservation de la stabilité et la préser-

vation des CQLFs comme suit.

Définition 14. On dit que la discrétisation (III.17) préserve la stabilité de (III.15) si, lorsque
(III.15) est GUAS quand ε→ 0+, alors (III.17) est GUAS quand ε→ 0+.

Définition 15. On dit que la discrétisation (III.17) préserve les CQLFs de (III.15) si, lorsque
V (x) est une CQLF pour (III.15) quand ε → 0+, alors V (x) est également une CQLF pour
(III.17) quand ε→ 0+.

Comme pour la section précédente, pour ce qui suit, préserver la stabilité (respectivement
les CQLFs) signifiera préserver la stabilité (respecteviement les CQLFs) du temps continu vers
le temps discret, et nous préciserons, le cas échéant, lorsqu’il s’agira de préserver la stabilité
(respectivement les CQLFs) du temps discret vers le temps continu.

2.1 Discrétisation exacte

Le modèle obtenu ci-dessous est basé sur l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1. Pour tout σ ∈ {1, ..., N}, la matrice Aσ22 est inversible.

Sous l’Hypothèse 1, pour tout σ ∈ {1, . . . , N} et tout ε dans un voisinage de zéro, il existe
une solution unique Lσε à l’équation matricielle suivante

Aσ21 + εLσεA
σ
11 − Aσ22L

σ
ε − εLσεAσ12L

σ
ε = 0. (III.18)

On définit

Aσs,ε = Aσ11 − Aσ12L
σ
ε (III.19)

Aσf,ε = Aσ22 + εLσεA
σ
12 (III.20)
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et l’on considère la solution Mσ
ε de

−εAs,εMσ
ε +Mσ

ε Af,ε + Aσ12 = 0, (III.21)

qui est bien définie et unique pour tout σ ∈ {1, . . . , N} et tout ε dans un voisinage de zéro.
Il est également utile d’étendre les définitions ci-dessus au cas ε = 0 en définissant

Lσ0 = (Aσ22)−1Aσ21,

Mσ
0 = −Aσ12(Aσ22)−1,

Aσs,0 = Aσ11 − Aσ12(Aσ22)−1Aσ21,

Aσf,0 = Aσ22.

Introduisons les nouvelles variables xs et zf définies par
x
z

 = Hσ
ε

xs
zf

 , Hσ
ε =

 Ids −εMσ
ε

−Lσε Idf + εLσεM
σ
ε

 .
On note que xs et zf peuvent dépendre en général de σ et que

(Hσ
ε )−1 =

Ids + εMσ
ε L

σ
ε εMσ

ε

Lσε Idf

 .
Ce changement de variable nous permet de découpler les dynamiques lentes et rapides, en

réécrivant (III.15) de la manière suivante
ẋs
żf

 = Λσ
ε

xs
zf

 , Λσ
ε = (Hσ

ε )−1AσεH
σ
ε =

Aσs,ε 0
0 ε−1Aσf,ε

xs
zf

 . (III.22)

Afin d’obtenir un modèle à temps discret associé à (III.15), posons Ts la période d’échan-
tillonnage. Alors, la discrétisation de (III.15) s’écrit

x(k + 1)
z(k + 1)

 = eAσε Ts
x(k)
z(k)

 = Hσ
ε eΛσε Ts(Hσ

ε )−1

x(k)
z(k)


=
F σ,ε

11 (Ts) F σ,ε
12 (Ts)

F σ,ε
21 (Ts) F σ,ε

22 (Ts)

x(k)
z(k)

 (III.23)
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avec

F σ,ε
11 (Ts) = exp(Aσs,εTs)(Ids + εMσ

ε L
σ
ε )− εMσ

ε exp
(
Aσf,ε
ε
Ts

)
Lσε ,

F σ,ε
12 (Ts) =ε

[
exp(Aσs,εTs)Mσ

ε −Mσ
ε exp

(
Aσf,ε
ε
Ts

)]
,

F σ,ε
21 (Ts) =− Lσε exp(Aσs,εTs)(Ids + εMσ

ε L
σ
ε ) + (Idf + εLσεM

σ
ε ) exp

(
Aσf,ε
ε
Ts

)
Lσε ,

F σ,ε
22 (Ts) =− εLσε exp(Aσs,εTs)Mσ

ε + (Idf + εLσεM
σ
ε ) exp

(
Aσf,ε
ε
Ts

)
.

Nous notons que bien que le changement de variables (x, z) 7→ (xs, zf ) puisse dépendre du mode
σ, il est utilisé uniquement pour le calcul de l’exponentielle de Aσε ; l’expression dans (III.23)
est dans les coordonnées de départ.

De plus, le modèle obtenu ci-dessus est obtenu par le calcul exact de l’exponentielle et est
équivalent à celui en temps continu pour des instants de commutations qui sont des multiples
entiers de Ts. Par conséquent, si le SCSP de départ (en temps continu) est GUAS, alors il est
évident que le discrétisé exact ci-dessus est également GUAS, et ce, indépendamment de Ts.
Dans la suite, nous considérons des approximations des matrices F σ

ε (Ts) selon différents choix
de Ts = Ts(ε) et on étudie la stabilité du SCSP à temps discret obtenu en remplaçant F σ

ε (Ts)
par ces approximations dans (III.16).

2.2 Echantillonnage d’ordre 1 ou échantillonnage lent

On parle d’échantillonnage lent lorsque Ts = 1 (ou Ts = c, avec c > 0, ce qui est équivalent
pour la suite). Dans le but d’identifier une limite lorsque ε → 0+ de F σ,ε

22 (1), σ = 1, . . . , N , il
est nécessaire de renforcer l’Hypothèse 1 comme suit.

Hypothèse 2. Pour tout σ ∈ {1, . . . , N}, la matrice Aσ22 est Hurwitz.

Sous l’Hypothèse 2, il existe limε→0+ ε−k exp
(
Aσf,ε/ε

)
= 0 pour tout k ∈ N.

2.2.1 Cas des SSPs linéaires

La discrétisation des systèmes singulièrement perturbés (sans commutations), c’est-à-dire
en prenant N = 1 dans (III.15), a été étudiée dans les années 80s [30, 51, 52]. Afin d’approximer
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le modèle discret exact associé au système linéaire singulièrement perturbéẋ(t)
ż(t)

 = Aε

x(t)
z(t)

 =
Ids 0

0 ε−1Idf

A11 A12

A21 A22

x(t)
z(t)

 . (III.24)

dans [36], les auteurs proposent le modèle suivant pour une période d’échantillonnage Ts = 1
x(k + 1)
z(k + 1)

 =
E11 εE12

E21 εE22

x(k)
z(k)

 (III.25)

où

E11 = exp(As,0),
E12 = − exp(As,0)A12A

−1
22 ,

E21 = −A−1
22 A21 exp(As,0),

E22 = A−1
22 A21 exp(As,0)A12A

−1
22 .

Avant de discuter de la préservation de la stabilité de ce modèle, nous proposons le lemme
suivant que nous utiliserons dans la preuve des propositions 1 et 3.

Lemme 2. On suppose que l’hypothèse 1 est vérifiée et que (III.24) est GUAS lorsque ε → 0.
Alors As,0 et A22 sont Hurwitz.

Démonstration. En partant de (III.22), il est clair que si (III.24) est GUAS lorsque ε → 0+

alors As,ε et Af,ε sont Hurwitz pour ε assez petit. En particulier, comme nous supposons que
A22 = limε→0Af,ε est inversible, nous avons nécessairement que A22 est Hurwitz. Quant à As,0,
pour raisonner de la même manière que pour A22, nous devons montrer qu’elle est inversible.
On sait que As,ε est Hurwitz (en particulier, inversible) pour ε > 0 assez petit et que ε→ As,ε

est analytique. En particulier, pour tout vecteur non-nul v, la courbe ε→ As,εv est analytique
et différente de la courbe constante à l’origine. Donc, il doit exister un entier positif p tel que

∩pq=0KerA(q)
s,0 = (0),

avec
A

(q)
s,0 = dq

dεq
As,ε

∣∣∣∣
ε=0
.

On raisonne par l’absurde en supposant que As,0 est singulière et on montre que pour tout
q ∈ N le noyau de As,0 est inclu dans le noyau de A(q)

s,0.
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On rapelle que As,ε est définie par (III.19) avec Lε solution de (III.18), c’est-à-dire,

Lε = A−1
22 (A21 + εLεAs,ε).

D’où, pour tout q ≥ 1,

L
(q)
0 = dq

dεq
Lε

∣∣∣∣
ε=0

= A−1
22

q−1∑
k=0

(
q − 1
k

)
L

(k)
0 A

(q−1−k)
s,0

et
A

(q)
s,0 = −A12L

(q)
0 .

Une simple récurrence montre alors que Ker(As,0) ⊂ Ker(A(q)
s,0), ce qui termine la preuve du

lemme.

Nous pouvons alors montrer la proposition ci-dessous qui affirme que le modèle discrétisé
(III.25) préserve la stabilité du SSP (III.24).

Proposition 1. On suppose que N = 1 et que A22 est Hurwitz. Alors la discrétisation (III.25)
préserve la stabilité de (III.24).

Démonstration. Tout d’abord, on rappelle que si E11 et ε(E22 −E21E
−1
11 E12) sont stables au

sens du temps discret (c’est-à-dire Schur), alors il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε ∈ (0, ε0), le
système (III.25) soit asymptotiquement stable [29, 30]. Or,

E11 = exp(As,0),
E22 − E21E

−1
11 E12 = 0.

Il suffit alors de montrer que E11 est Schur, c’est-à-dire que As,0 est Hurwitz. On conclut par
le lemme 2 qui permet d’affirmer que As,0 est Hurwitz si (III.24) est GUAS lorsque ε→ 0+.

2.2.2 Cas des systèmes à commutations

Dans le cas des SCSPs, on fait le choix d’approximer chacun des quatre termes ε 7→ F σ,ε
jk (1)

(see (III.23)) par leurs termes d’ordre zéro par rapport à ε, ce qui nous permet d’obtenir le
modèle à commutations discrétisé lent suivantx(k + 1)

z(k + 1)

 = Sσ(k)

x(k)
z(k)

 =
Sσ(k)

11 0
S
σ(k)
21 0

x(k)
z(k)

 , σ(k) ∈ {1, . . . , N}, (III.26)
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avec

Sσ11 = exp(Aσs,0),
Sσ21 =− Lσ0 exp(Aσs,0).

En comparant (III.26) avec (III.25), on peut voir que nous avons décidé de négliger dans (III.26)
les termes d’ordre ε qui approximent F σ,ε

12 and F σ,ε
22 , ce qui n’a pas d’impact sur l’analyse de

stabilité qui est faite ci-dessous.
On peut interpréter le système (III.26) de la manière suivante. Si l’ordre du temps entre deux

instants de commutations dans le système (III.15) est plus grand que celui du paramètre de
perturbation ε alors les variables lentes se comportent comme des constantes dans la dynamique
rapide pour un temps assez long, pour permettre à cette dernière de converger vers Sσ21x(k),
indépendamment de la condition z(k) à l’instant k. Egalement, sur l’intervalle de temps [k, k+1],
les composantes lentes évoluent indépendamment de z(k). Elles évoluent comme si z était
constamment égale à Sσ21x(k).

De cette interprétation, la stabilité du modèle échantillonné lent (III.26) parait claire : il
est GUAS si et seulement si le sous-système

x(k + 1) = S
σ(k)
11 x(k), σ(k) ∈ {1, . . . , N}, (III.27)

est GUAS, c’est-à-dire, comme rappelé dans le Théorème 19, si et seulement si le rayon spectral
joint de {Sσ11 | σ = 1, . . . , N} est plus petit que 1.

Nous pouvons alors prouver le résultat suivant.

Proposition 2. On suppose que l’Hypothèse 2 est vérifiée. Si (III.27) est GUAS, alors le
système à temps discret (III.16) où Ts = 1 est GUAS lorsque ε→ 0.

Démonstration. On suppose que (III.27) est GUAS. Alors le rayon spectral joint associé au
système à commutations à temps discret (III.26) est également inférieur à 1. Ceci tient du fait
que le rayon spectral joint des systèmes à commutations triangulaires par blocs correspond au
maximum parmi les rayons spectraux joints des systèmes associés aux blocs diagonaux [26,
Proposition 1.5]). En effet, si les N matrices Ai d’un ensemble A = {A1, ..., AN} ont la forme
suivante

Ai =
Bi Ci

0 Di

 , i = 1, ..., N

alors le rayon spectral joint est ρ̂(A) = max(ρ̂({B1, ..., BN}), ρ̂({D1, ..., DN})).
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Il reste à montrer que si (III.26) est GUAS alors (III.16) est GUAS lorsque ε → 0. Pour
cela, rappelons à quoi correspond la distance d’Hausdorff. On note Σ1 = {F 1

ε , . . . , F
N
ε } et

Σ2 = {S1, . . . , SN}. La distance d’Hausdorff permet de mesurer la distance des ensembles de
points dans un espace métrique

D(Σ1,Σ2) = max{ sup
A∈Σ1

{ inf
A′∈Σ2

||A− A′||}, sup
A′∈Σ2

{ inf
A∈Σ1

||A− A′||}}.

De plus, le rayon spectral joint des ensembles de matrices bornés est continu par rapport à la
distance de Hausdorff dans Mn(R)(voir [26, Proposition 1.10]), c’est-à-dire, pour tout ensemble
de matrices borné Σ1,Σ2 ∈Mn(R), et pour tout γ > 0, il existe un scalaire δ > 0 tel que

d(Σ1,Σ2) < δ → |ρ̂(Σ1)− ρ̂(Σ2)| < γ.

On peut alors conclure que pour ε assez petit (III.16) est GUAS.

Concernant la préservation de la stabilité de manière générale, la question reste ouverte.
L’exemple qui suit permet de montrer la non-préservation des CQLFs du temps discret vers le
temps continu.

Exemple 3. Soit le SCSP où N = 2, ds = 1, df = 1 et caractérisé par les matrices suivantes

A1
ε =

−1 −2
1/ε −5/ε

 et A2
ε =

−1 −1
2/ε −6/ε

 , (III.28)

qui a pour discrétisé d’ordre 1 le système à temps discret décrit par

S1 =
0.2466 0

0.0493 0

 et S2 =
0.2636 0

0.0879 0

 . (III.29)

Or, le système à commutations décrit par (III.29) admet pour CQLF la fonction V (x) = xTPx

avec

P =
67.7050 −0.2242
−0.2242 66.0945

 .
En effet, les valeurs propres de S1TPS1−P et S2TPS2−P sont respectivement {−66.1133,−63.4138}
et {−66.1085,−62.4868}. Quant aux équations A1

ε
T
P+PA1

ε et A1
ε
T
P+PA1

ε leurs valeurs propres
sont représentées respectivement sur les figures III.1 et III.2. On voit sur ces figures que pour
chacun des modes, une valeur propre est positive lorsque ε → 0, et donc que V n’est pas une
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Figure III.1 – Valeurs propres de ε 7→ A1
ε
T
P (ε) + PA1

ε

Figure III.2 – Valeurs propres de ε 7→ A2
ε
T
P (ε) + PA2

ε
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fonction de Lyapunov pour le SCSP décrit par (III.29). Nous noterons tout de même que le
système à temps continu est GUAS. En effet,

8
ε

= Γ(A1
ε , A

2
ε) > −

√
det(A1

ε) det(A1
ε) = −2

√
14
ε

.

En nous reportant au théorème 22, on conclut que le système à temps continu est quadratique-
ment stable (cas SP1.1).

Ainsi, lorsque l’on s’intéresse à l’échantillonnage des SCSPs, choisir une période d’échan-
tillonnage d’ordre 1 ne permet pas de préserver les CQLFs du temps discret vers le temps
continu.

2.3 Echantillonnage d’ordre ε

On considère dans cette section le choix d’une période d’échantillonnage de l’ordre de ε. Sans
perte de généralité, nous prendrons Ts = ε. Nous associons alors à (III.15) le modèle discrétisé
d’ordre ε suivant x(k + 1)

z(k + 1)

 = Dσ
ε

x(k)
z(k)

 =
Ids + εDσ

11 εDσ
12

Dσ
21 Dσ

22

x(k)
z(k)

 , (III.30)

avec

Dσ
11 = Aσs,0 +Mσ

0 (Ids − exp(Aσ22))Lσ0 , (III.31a)
Dσ

12 = Mσ
0 (Ids − exp(Aσ22)), (III.31b)

Dσ
21 = (exp(Aσ22)− Idf )Lσ0 , (III.31c)

Dσ
22 = exp(Aσ22). (III.31d)

Voir en annexe pour plus de détails sur l’obtention du modèle. Nous notons que le modèle
que nous donnons ci-dessus est identique (à la dépendance de σ près) au modèle standard de
discrétisation pour les systèmes singulièrement perturbés (sans commutations) proposé dans
[6, 36].

2.3.1 Cas des systèmes sans commutations

Dans cette section, on considère des systèmes singulièrement perturbés du type (III.15), où
un seul mode est considéré (N = 1), c’est-à-dire, décrit par (III.24). Dans ce cas, la discrétisation
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d’ordre ε de (III.24) donne lieu au modèle
x(k + 1)
z(k + 1)

 = Dε

x(k)
z(k)

 =
Ids + εD11 εD12

D21 D22

x(k)
z(k)

 (III.32)

où les matrices Dij, i, j = 1, 2, sont obtenues comme décrit précédemment en prenant N = 1.
Le modèle étant donné, nous pouvons énoncer la proposition suivante.

Proposition 3. On considère que N = 1 et que A22 est inversible. La discrétisation (III.32)
préserve la stabilité de (III.24).

Démonstration. Il a été montré dans [36] (voir également [28]) qu’il existe ε0 > 0 tel que
pour tout ε ∈ (0, ε0) (III.32) est asymptotiquement stable lorsque lorsque D22 est Schur-stable
et D11 + D12(Idf − D22)−1D21 est Hurwitz et que cela est vérifié si As,0 et A22 sont Hurwitz,
puisque

As,0 = D11 +D12(Idf −D22)−1D21,

D22 = exp(A22).

Il reste donc à prouver que si (III.24) est GUAS lorsque ε → 0+ alors As,0 et A22 sont
Hurwitz. Le lemme 2 permet alors de conclure.

2.3.2 Cas des systèmes à commutations

Proposition 4. On suppose que l’hypothèse 1 est vérifiée. Alors la discrétisation (III.30) ne
préserve pas les CQLFs de (III.15).

Pour illustrer la proposition ci-dessus, considérons l’exemple suivant d’un SCSP admettant
une CQLF qui ne l’est pas pour le discrétisé.

Exemple 4. On considère le SCSP de dimension deux avec N = 2 décrit par les deux matrices
suivantes

A1
ε =

−1.35 0.5
−1.8/ε −0.001/ε

 et A2
ε =

−0.65 1
−1/ε −0.001/ε

 (III.33)

Le théorème 22 permet d’affirmer que pour ε petit, il existe une CQLF pour ce SCSP. En

70



Systèmes à commutations singulièrement perturbés à temps discret

appliquant le théorème 20, on calcule pour ε petit, une CQLF V (x) = xTP (ε)x avec

P (ε) =
49.9891 + 40.8828ε 45.4253ε

45.4253ε 50.4726ε

 .
En effet, il existe ε0 ≈ 1.9 ∗ 10−7 tel que pour tout ε ∈ (0, ε0)

AiεP (ε) + P (ε)Aiε
T
< 0 i = 1, 2.

On associe à (III.33) son discrétisé à l’ordre ε qui est caractérisé par les matrices

D1
ε =

1− 1.79985ε −1.7991ε
0.49975 0.999

 et D2
ε =

1− 1.14983ε −0.9995ε
0.9995 0.999

 .
Les figures III.3 et III.4 représentent les valeurs propres associées respectivement aux équations
de Lyapunov D1

ε
T
P (ε)D1

ε − P (ε) et D2
ε
T
P (ε)D2

ε − P (ε). On peut voir sur ces figures que pour
chacun des modes, on a une valeur propre positive lorsque ε → 0. D’où la conclusion de la
non-préservation des CQLFs par la discrétisation d’ordre ε.

Figure III.3 – Valeurs propres de ε 7→ D1
ε
T
P (ε)D1

ε − P (ε)

Quant à la préservation de la stabilité asymptotique uniforme du modèle (III.30), la question
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Figure III.4 – Valeurs propres de ε 7→ D2
ε
T
P (ε)D2

ε − P (ε)

reste ouverte. Enfin, l’exemple qui suit montre un SCSP à temps continu instable qui admet
pour discrétisé un système quadratiquement stable, c’est-à-dire que ni la stabilité ni les CQLFs
ne sont préservées du temps discret vers le temps continu.

Exemple 5. Considérons le SCSP planaireẋ(t)
ż(t)

 =
1 0

0 1/ε

Aσ
x(t)
z(t)

 (III.34)

où σ = 1, 2 et A1 =
 0 1
−1 −1

, A2 =
0 −1.1

1 −1.1

. Alors

Γ(A1
ε , A

2
ε) = −2.1

2ε ,
√

det(A1
ε) det(A2

ε) =
√

1.1
ε

,

et par conséquent le système est instable pour tout ε > 0.
Nous montrons ensuite l’existence, pour ε > 0 assez petit, d’une CQLF dépendante de ε
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pour le SCSP planaire à temps discret obtenu par la discrétisation (III.30), c’est-à-dire
xk+1

zk+1

 = Dσ
ε

xk
zk

 with σ = 1, 2

avec

D1
ε =

1− 0.367879ε 0.632121ε
−0.632121 0.367879

 , D2
ε =

1− 0.393519ε −0.667129ε
0.606481 0.332871

 .
Effectivement, pour tout σ = 1, 2 et ε ∈ (0, ε0), en prenant

P (ε) =
1 0

0 ε

 ,
nous obtenons l’inégalité suivante

Dσ
ε
TP (ε)Dσ

ε − P (ε) < 0 (III.35)

pour ε assez petit, permettant de conclure sur la stabilité quadratique du discrétisé (voir fi-
gures III.5 et III.6).

Figure III.5 – Valeurs propres de ε 7→ D1
ε
T
P (ε)D1

ε − P (ε)
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Figure III.6 – Valeurs propres de ε 7→ D2
ε
T
P (ε)D2

ε − P (ε)

Ainsi, à travers les deux exemples précédents, nous voyons que la discrétisation d’ordre ε ne
permet de pas de préserver les CQLFs, que ce soit du temps continu vers le temps discret, ou
vice-versa.

2.4 Echantillonnage d’ordre ε2

Les sections précédentes ont montré que choisir une période d’échantillonnage d’ordre 1 ou ε
n’est pas suffisant pour préserver la stabilité ou les CQLFs du SCSP à temps continu de départ.

Dans cette section, nous allons montrer que choisir une période d’échantillonnage de l’ordre
de ε2 permet de préserver des fonctions de Lyapunov quadratiques communes de (III.15). Pour
cela, nous introduisons l’opérateur-δ (δ = (q−I)/Ts) permettant de décrire les systèmes à temps
discret. Nous rappelons que cet opérateur, que l’on peut voir comme l’opérateur de dérivation
discret, a été introduit dans les années quatre-vingts par Goodwin et Middleton [20, 44, 45], afin
de surmonter les problèmes de sensibilité numérique qui apparaissent lorsque l’on échantillonne
des systèmes linéaires

ẋ(t) = Ax(t) (III.36)

avec une fréquence d’échantillonnage élevée. L’opérateur-δ permet d’associer à (III.36), le mo-
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dèle à temps discret
δx(k) = Aδx(k)

avec Aδ = exp(ATs)−I
Ts

et δx(k) = (x(k + 1) − x(k))/Ts. Ainsi, le SCSP à temps discret (III.16)
peut être réécrit de façon équivalente en utilisant l’opérateur-δ de la manière suivanteδx(k)

δz(k)

 = A
σ(k)
δ,Ts

x(k)
z(k)

 (III.37)

où Aσ(k)
δ,Ts

= (exp(Aσ(k)
ε Ts) ∗ −I)/Ts.

La propriété intéressante qui nous amène à utiliser cette écriture est la convergence de Aδ
vers A lorsque Ts tend vers 0 dans le cas linéaire non singulièrement perturbé. Dans le cas
des SCSPs, on peut choisir Ts = f(ε) de manière à ce que cette propriété de convergence des
matrices du modèle à temps discret vers les matrices du modèle à temps continu. La propriété
se traduit alors par Id1 0

0 εId2

(Aσδ,Ts − Aσε )→ 0 lorsque ε→ 0 pour tout σ ∈ {1, . . . , N}. (III.38)

et est très importante pour les résultats de préservation des CQLFs des SCSPs que l’on donne
dans la suite. Nous notons que la convergence du modèle à temps discret vers le modèle à temps
continu n’est plus vérifiée lorsque la période d’échantillonnnage est prise égale à 1 ou à ε. En
effet, lorsque Ts = 1, on a

Aσδ,1 =
exp(Aσs )− Ids 0
−Lσ0 exp(Aσs ) −Idf


et Ids 0

0 εIdf

(Aσδ,1 − Aσε ) =
Ids 0

0 εIdf

exp(Aσs )− Ids 0
−Lσ0 exp(Aσs ) −Idf

−
Aσ11 Aσ12

Aσ21 Aσ22

 ,
=
exp(Aσs )− Ids − Aσ11 −Aσ12

−εLσ0 exp(Aσs )− Aσ21 −εIdf − Aσ22


qui ne vérifie pas (III.38).
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De même, lorsque Ts = ε, on a

Aσδ,ε =
 Dσ

11 Dσ
12

ε−1Dσ
21 ε−1Dσ

22


avec Dσ

11, D
σ
12, D

σ
21 et Dσ

22 définit par (III.5). De plus,
Ids 0

0 εIdf

(Aσδ,ε − Aσε ) =
Aσs,0 +Mσ

0 (Ids − exp(Aσ22))Lσ0 Mσ
0 (Ids − exp(Aσ22))

(exp(Aσ22)− Idf )Lσ0 exp(Aσ22)

−
Aσ11 Aσ12

Aσ21 Aσ22

 ,
=
Aσs,0 +Mσ

0 (Ids − exp(Aσ22))Lσ0 − Aσ11 Mσ
0 (Ids − exp(Aσ22))− Aσ12

(exp(Aσ22)− Idf )Lσ0 − Aσ21 (exp(Aσ22)− Idf )− Aσ22


Nous considérons maintenant le choix Ts = ε2 dans la discrétisation exacte (III.37) et nous

approximons le modèle-δ parδx(k)
δz(k)

 = Aσδ,ε2

x(k)
z(k)

 =
Ids 0

0 ε−1Idf

Gσ
11,ε2 Gσ

12,ε2

Gσ
21,ε2 Gσ

22,ε2

x(k)
z(k)

 , (III.39)

où les matrices Gσ
jk,ε2 sont les termes d’ordre 1 obtenus dans les séries de Taylor par rapport à

ε de F σ,ε
jk (ε2)− δjkI, c’est-à-dire,

Gσ
11,ε2 = Aσ11,

Gσ
12,ε2 = Aσ12,

Gσ
21,ε2 = Aσ21,

Gσ
22,ε2 = Aσ22.

La discrétisation d’ordre ε2 ainsi obtenue est alors identique à la discrétisation d’Euler en
prenant Ts = ε2. Si les termes d’ordres supérieures par rapport à ε sont considérés, alors la
discrétisation d’Euler correspondrait à la limite lorsque ε → 0, dans la mesure où (III.38) est
vérifiée.

Le but des sections suivantes est d’étudier comment la stabilité se comporte sous une dis-
crétisation dont la période d’échantillonnage est de l’ordre de ε2 (ou, plus généralement, o(ε))
et qui satisfait (III.38).
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2.4.1 Fonctions de Lyapunov et cas sans commutations

Nous commençons par faire quelques remarques sur la préservation de la stabilité quadra-
tique pour les systèmes singulièrement perturbés sans commutations.

Lemme 3. On suppose que N = 1 et que l’Hypothèse 1 est vérifiée. Si un système singuliè-
rement perturbé à temps continu ẋ = Aεx est GUAS lorsque ε → 0+, alors il existe ε0 > 0 et
une matrice Q de dimension d × d définie positive telle que pour tout ε ∈ (0, ε0) il existe une
matrice définie positive

P (ε) =
 P11(ε) P12(ε)
P12(ε)T P22(ε)

 (III.40)

avec P11(ε), P12(ε) et P22(ε) des matrices de dimensions respectives ds × ds, ds × df et df × df ,
qui vérifient P12(ε) = O(ε), P22(ε) = O(ε), et ATε P (ε) + P (ε)Aε = −Q+O(ε) lorsque ε→ 0.

Démonstration. La preuve repose sur la diagonalisation par blocs introduite dans la sec-
tion 2.1. On remarque que Hε, As,ε, Af,ε sont analytiques par rapport ε dans un voisinage de
zero. On rappelle que

Aε = Hε

 As,ε 0
0 Af,ε

H−1
ε

et que

H−1
ε =

 O(1) O(ε)
O(1) O(1)

 lorsque ε→ 0.

Nous rappelons également que la stabilité asymptotique uniforme globale lorsque ε → 0+

de ẋ = Aεx implique que As,0 est Hurwitz, comme nous l’avons montré dans la Proposition 3.
Soit Q1 et Q2 deux matrices définies positives de dimensions respectives ds et df , telles que

ATs,0Q1 +Q1As,0 = −Ids ,
ATf,0Q2 +Q2Af,0 = −Idf .

Soit P (ε) définie de la manière suviante

P (ε) =
(
H−1
ε

)T Q1 0
0 εQ2

H−1
ε .

En particulier, P (ε) est définie positive pour ε assez petit et P12(ε) = O(ε), P22(ε) = O(ε).
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Alors, un simple calcul montre que

ATε P (ε) + P (ε)Aε =
(
HT
ε

)−1
(−Id +O(ε))H−1

ε = −
(
HT

0

)−1
H−1

0 +O(ε),

avec

H0 =
 Ids 0
−L0 Idf

 .
On termine la démonstration en prenant Q =

(
HT

0

)−1
H−1

0 .

Nous allons voir dans la prochaine section, que l’existence d’une fonction de Lyapunov telle
que celle guarantie par le Lemme 3 fournit la stabilité de la discrétisation d’Euler pour une
période d’échantillonnage de l’ordre de o(ε).

2.4.2 Fonctions de Lyapunov : cas des systèmes à commutations

Le théorème ci-dessous donne une condition suffisante sur la période d’échantillonnage afin
que l’on préserve les CQLFs des SCSPs.

Théorème 29. On suppose que l’hypothèse 1 est vérifiée. Considérons un SCSP de la forme
(III.15) admettant, pour tout ε > 0, une CQLF qui correspond à une matrice définie positive
P (ε) comme dans (III.40) avec P12(ε) = O(ε), P22(ε) = O(ε), et, pour tout σ = 1, . . . , N ,
(Aσε )TP (ε) + P (ε)Aσε = −Qσ + O(ε) lorsque ε → 0, avec Qσ une matrice définie positive. On
suppose, de plus, que la discrétisation Aσδ (ε) avec la période d’échantillonnage Ts qui dépend de
ε est donnée telle que Id1 0

0 εId2

 (Aσδ (ε)− Aσε ) = o(1) lorsque ε→ 0 pour tout σ ∈ {1, . . . , N}. (III.41)

Alors la discrétisation préserve la CQLF de (III.15) si Ts = o(ε).

Démonstration. La démonstration consiste simplement à tester la fonction de Lyapunov
xTP (ε)x pour le système à commutations à temps discret δxk = Aσδ (ε)xk.

Notons tout d’abord que, en raison de (III.41) et des relations P12(ε) = O(ε), P22(ε) = O(ε),
nous avons

P (ε)Aσδ (ε) = P (ε)Aσε + o(1) = O(1).
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Par conséquent,

(I + TsA
σ
δ (ε))TP (ε)(I + TsA

σ
δ (ε))− P (ε) = Ts(Aσδ (ε)TP (ε) + P (ε)Aσδ (ε)) + T 2

sA
σ
δ (ε)TP (ε)Aσδ (ε)

= Ts((Aσε )TP (ε) + P (ε)Aσε + o(1)) + T 2
sA

σ
δ (ε)TO(1)

≤ TsQ
σ + Tso(1) + T 2

sO(ε−1).

Etant donné que Ts = o(ε), on conclut que (I + TsA
σ
δ (ε))TP (ε)(I + TsA

σ
δ (ε))− P (ε) ≤ Ts(Qσ +

o(1)) < 0 pour ε petit. Et donc, δxk = Aσδ,εxk est GUAS lorsque ε→ 0+.

Il s’en suit les deux corollaires suivants, le premier pour le cas sans commutations, et le
second pour les systèmes à commutations.

Corollaire 4. On considère N = 1 et que l’hypothèse 1 est vérifiée. Si une discrétisation
vérifie (III.41) et si, de plus, Ts = o(ε) alors elle préserve également la stabilité. En particulier,
la discrétisation d’ordre ε2 préserve la stabilité.

Démonstration. On suppose que N = 1 et que (III.15) est GUAS. Alors le lemme 3 nous
assure l’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique pour (III.15). Le théorème 29 ga-
rantit alors que, pour Ts = o(ε) et ε assez petit, cette fonction est également une fonction de
Lyapunov pour (III.39).

Corollaire 5. On suppose que l’hypothèse 1 est vérifiée. Si les conditions du théorème 20 sont
vérifiées, alors la discrétisation d’ordre ε2 préserve la stabilité.

Démonstration. Il suffit de montrer que les conditions du théorème 20 impliquent l’existence
d’une CQLF pour le système (III.39). On suppose que (III.15) admet une CQLF vérifiant les
conditions du théorème 20. Etant donné que

(I + ε2Aσδ,ε2)TP (ε)(I + ε2Aσδ,ε2)− P (ε) = ε2((Aσδ,ε2)TP (ε) + P (ε)Aσδ,ε2) + ε4(Aσδ,ε2)TP (ε)Aσδ,ε2 ,

et que Aσδ,ε2 = Aσε , alors il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε ∈ (0, ε0), on a

(I + ε2Aσδ,ε2)TP (ε)(I + ε2Aσδ,ε2)− P (ε) < 0,

ce qui termine la preuve.
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3 Conclusion

Cette section a d’abord permis de mettre en avant l’insuffisance du choix Ts = 1. Alors que
dans le cadre des systèmes singulièrement perturbés sans commutations, le discrétisé d’ordre 1
permet de préserver la stabilité, lorsque l’on considère les SCSPs, le modèle discrétisé d’ordre
1 obtenu ne préserve pas les CQLFs du temps discret vers le temps continu.

Pour ce qui est de la discrétisation d’ordre ε, nous avons proposé deux exemples permettant
de montrer qu’elle ne préserve pas les CQLFs, et ce, aussi bien du temps continu vers le temps
discret, que du temps discret vers le temps continu. Quant à la préservation de la stabilité
asymptotique uniforme globale, cela reste un problème ouvert.

Enfin, nous avons proposé un modèle discrétisé avec une période d’échantillonnage Ts = ε2

permettant de préserver les CQLFs pour les SCSPs. En effet, nous avons montré qu’en consi-
dérant les modèles-δ, ce choix pour la période d’échantillonnage permet d’obtenir la propriété
intéressante de convergence des matrices du temps discret vers celles du temps continu, de la
même manière que pour les systèmes linéaires, ce qui n’est pas le cas pour les choix précédents
de Ts. La figure III.7 résume quel type de stabilité est préservé selon le choix de la période
d’échantillonnage.
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Figure III.7 – Tableau rassemblant les différents liens possibles entre les SCSPs à temps continu et
leurs discrétisés selon le choix de la période d’échantillonnage. Les flèches simples correspondent aux cas
préservant la stabilité qui ont été démontrés. Les flèches barrées correspondent aux cas qui ne préservent
pas le type de stabilité considéré. Enfin, les flèches surmontées d’un point d’interrogation correspondent
aux différents cas où ni exemple ni démonstration n’ont pu être fournis.
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce mémoire, il a été question d’analyse de stabilité des systèmes à commutations sin-
gulièrement perturbés. Alors que de nombreux résultats concernant la stabilité des systèmes
linéaires à commutations ont vu le jour ces 15 dernières années, très peu de travaux ont été
consacrés à la stabilité de cette classe de systèmes. Cette thèse se penche donc sur cette dernière
quelle que soit la loi de commutations.

Dans un premier temps, nous avons pu caractériser complètement les SCSPs dans le cas planaire
et comportant deux modes, et ce, grâce à une approche géométrique. En effet, nos résultats
permettent de conclure sur le comportement asymptotique d’un SCSP du second ordre, qu’il
soit quadratiquement stable, GUAS, stable ou instable. De plus, nous donnons les conditions
nécessaires et suffisantes pour la stabilité quadratique qui permettent de mettre en évidence
le conservatisme des résultats à base de LMIs donnés dans [37, 38] . Nous avons également
entamé une discussion permettant de caractériser le comportement du SCSP lorsque l’on fai-
sait croître le paramètre de perturbation. En particulier, nous montrons qu’au maximum deux
changements de comportement peuvent se produire.

Ensuite, nous nous sommes intéressés à la discrétisation des SCSPs. Dans le cadre des sys-
tèmes à commutations, la discrétisation est un sujet auquel les chercheurs commencent tout
juste à s’intéresser. En effet, alors que les autres problématiques concernant les systèmes à com-
mutations ont connu un certain succès ces 15 dernières années, très peu de résultats pour la
discrétisation des systèmes à commutations existent. Nous en avons rappelé quelques uns pour
introduire le dernier chapitre. Pour la discrétisation des SCSPs, il n’existe pas travaux anté-
rieurs à notre connaissance. Nous avons proposé des modèles pour différents choix de périodes
d’échantillonnage que nous comparons avec les modèles proposés dans la littérature dans le cas
des systèmes linéaires sans commutations. En particulier, nous avons discuté de la préservation
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de la stabilité du temps continu vers le temps discret des différents modèles. Enfin, nous avons
introduit un nouveau modèle permettant de préserver des fonctions de Lyapunov quadratiques.

A la suite de ce travail, plusieurs perspectives peuvent être envisagées. Dans le cadre de l’analyse
de stabilité des SCSPs à temps continu, les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité
asymptotique du système quelle que soit la loi de commutations sont toujours manquantes.
Même dans le cas des systèmes linéaires à commutations classiques, le problème est ouvert.
Une perspective intéressante et accessible consiste à trouver des conditions moins conservatives
pour l’existence de CQLFs que celles proposées dans [37]. Une autre piste de recherche concerne
l’évaluation de la valeur maximale de ε qui garantit la stabilité. Déterminer cette valeur est
un problème difficile. Quelques travaux ont permis de proposer des bornes supérieurs conserva-
tives (voir [14] et les références qu’il contient). Enfin, concernant la discrétisation des SCSPs,
la figure III.7 montre plusieurs "transitions" non élucidées. On peut donc tenter de trouver des
contre-exemples ou des preuves permettant de montrer la préservation ou la non-préservation
de la stabilité et des CQLFs dans les cas restants.
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Annexe

1 Modèles à temps discret des systèmes à commutations
singulièrement perturbés

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé des modèles de discrétisation pour différents
choix de la période d’échantillonnage Ts pour les SCSPs à temps continu. Nous détaillons ici
les calculs permettant d’obtenir ces modèles. On rappelle qu’un SCSP à temps continu s’écrit
sous sa forme standard  ẋ(t)

εż(t)

 =
Aσ(t)

11 A
σ(t)
12

A
σ(t)
21 A

σ(t)
22

x(t)
z(t)

 (III.1)

ou, de manière équivalente,ẋ(t)
ż(t)

 = Aσ(t)
ε

x(t)
z(t)

 =
Ids 0

0 ε−1Idf

Aσ(t)
11 A

σ(t)
12

A
σ(t)
21 A

σ(t)
22

x(t)
z(t)

 (III.2)

avec x ∈ Rds , z ∈ Rdf , σ(t) ∈ {1, . . . , N}, et où ε > 0 représente le paramètre de perturbation
singulière.

Sous l’hypothèse que (Ai22)−1 est inversible pour tout i = {1, ..., N}, nous rappellons égale-
ment que le discrétisé exact associé à (III.2) s’écrit

x(k + 1)
z(k + 1)

 =
F σ,ε

11 (Ts) F σ,ε
12 (Ts)

F σ,ε
21 (Ts) F σ,ε

22 (Ts)

x(k)
z(k)

 (III.3)
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avec

F σ,ε
11 (Ts) = exp(Aσs,εTs)(Ids + εMσ

ε L
σ
ε )− εMσ

ε exp
(
Aσf,ε
ε
Ts

)
Lσε ,

F σ,ε
12 (Ts) =ε

[
exp(Aσs,εTs)Mσ

ε −Mσ
ε exp

(
Aσf,ε
ε
Ts

)]
,

F σ,ε
21 (Ts) =− Lσε exp(Aσs,εTs)(Ids + εMσ

ε L
σ
ε ) + (Idf + εLσεM

σ
ε ) exp

(
Aσf,ε
ε
Ts

)
Lσε ,

F σ,ε
22 (Ts) =− εLσε exp(Aσs,εTs)Mσ

ε + (Idf + εLσεM
σ
ε ) exp

(
Aσf,ε
ε
Ts

)
.

et où Lσε et Mσ
ε sont les solutions respectives des équations suivantes

Aσ21 + εLσεA
σ
11 − Aσ22L

σ
ε − εLσεAσ12L

σ
ε = 0,

− εAs,εMσ
ε +Mσ

ε Af,ε + Aσ12 = 0,

et Aσs,ε, Aσf,ε sont définies comme ci-dessous

Aσs,ε = Aσ11 − Aσ12L
σ
ε

Aσf,ε = Aσ22 + εLσεA
σ
12.

Les différents modèles que l’on a proposés et/ou qui ont été donnés dans la littérature résultent
de l’approximation, lorsque ε → 0, de chacun des termes F σ,ε

ij (Ts), i, j = 1, 2, en fonction du
choix de la période d’échantillonnage Ts. Pour cela, il est utile d’étendre les définitions ci-dessus
au cas ε = 0, c’est-à-dire

Lσ0 = (Aσ22)−1Aσ21,

Mσ
0 = −Aσ12(Aσ22)−1,

Aσs,0 = Aσ11 − Aσ12(Aσ22)−1Aσ21,

Aσf,0 = Aσ22.
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1 Modèles à temps discret des systèmes à commutations singulièrement
perturbés

1.1 Modèle discrétisé à l’ordre 1

Ainsi, en posant Ts = 1 dans (III.3), les quatres matrices F σ,ε
ij (Ts), i, j = 1, 2 s’écrivent

F σ,ε
11 (1) = exp(Aσs,ε)(Ids + εMσ

ε L
σ
ε )− εMσ

ε exp
(
Aσf,ε
ε

)
Lσε ,

F σ,ε
12 (1) =ε

[
exp(Aσs,ε)Mσ

ε −Mσ
ε exp

(
Aσf,ε
ε

)]
,

F σ,ε
21 (1) =− Lσε exp(Aσs,ε)(Ids + εMσ

ε L
σ
ε ) + (Idf + εLσεM

σ
ε ) exp

(
Aσf,ε
ε

)
Lσε ,

F σ,ε
22 (1) =− εLσε exp(Aσs,ε)Mσ

ε + (Idf + εLσεM
σ
ε ) exp

(
Aσf,ε
ε

)
.

et dont le développement limité d’ordre 1 par rapport à ε est

F σ,ε
12 (1) = exp(Aσs,0) +O(ε),
F σ,ε

12 (1) =O(ε),
F σ,ε

21 (1) =− Lσε exp(Aσs,0) +O(ε),
F σ,ε

22 (1) =O(ε).

Ainsi, en ne gardant que les termes d’ordre 1 dans le développement limité des quatres expres-
sions ci-dessus, nous obtenons le modèle discrétisé à l’ordre 1 proposé dans la section 2.2 du
chapitre précédentx(k + 1)

z(k + 1)

 =
Sσ(k)

11 0
S
σ(k)
21 0

x(k)
z(k)

 , σ(k) ∈ {1, . . . , N}, (III.4)

avec

Sσ11 = exp(Aσs,0),
Sσ21 =− Lσ0 exp(Aσs,0).
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1.2 Modèle discrétisé à l’ordre ε

En posant Ts = ε dans (III.3), les blocs de la matrices F σ
ε se réécrivent

F σ,ε
11 (ε) = exp(Aσs,εε)(Ids + εMσ

ε L
σ
ε )− εMσ

ε exp
(
Aσf,ε

)
Lσε ,

F σ,ε
12 (ε) =ε

[
exp(Aσs,εε)Mσ

ε −Mσ
ε exp

(
Aσf,ε

)]
,

F σ,ε
21 (ε) =− Lσε exp(Aσs,εε)(Ids + εMσ

ε L
σ
ε ) + (Idf + εLσεM

σ
ε ) exp

(
Aσf,ε

)
Lσε ,

F σ,ε
22 (ε) =− εLσε exp(Aσs,εε)Mσ

ε + (Idf + εLσεM
σ
ε ) exp

(
Aσf,ε

)
.

L’obtention du modèle discrétisé à l’ordre ε se fait de manière à ce que seul le premier terme
non nul apparaisse dans le modèle δ, qui rappelons-le est caractérisé par les matrices

Aiδ,ε = (F i
ε − I)/ε, i = 1, ..., N

Ainsi, en approximant Lσε ,Mσ
ε , A

σ
s,ε, A

σ
f,ε, et exp(Aσs,εε) par respectivement Lσ0 ,Mσ

0 , A
σ
s,0, A

σ
f,0, et

I + εAσs,0 lorsque ε→ 0, on obtient

F σ,ε
11 (ε) =I + (Aσs,0 +Mσ

0 (I− exp(Aσf,0))Lσ0ε+O(ε2),
F σ,ε

12 (ε) =εMσ
0 (I− exp(Aσf,0)) +O(ε2),

F σ,ε
21 (ε) =− (I− exp(Aσf,0))L0 +O(ε),
F σ,ε

22 (ε) = exp(Aσf,0) +O(ε)

qui permet de définir notre système discrétisé d’ordre ε approximant (III.3) par
x(k + 1)
z(k + 1)

 =
Ids + εDσ

11 εDσ
12

Dσ
21 Dσ

22

x(k)
z(k)

 ,
avec

Dσ
11 = Aσs,0 +Mσ

0 (Ids − exp(Aσ22))Lσ0 ,
Dσ

12 = Mσ
0 (Ids − exp(Aσ22)),

Dσ
21 = (exp(Aσ22)− Idf )Lσ0 ,

Dσ
22 = exp(Aσ22).
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1 Modèles à temps discret des systèmes à commutations singulièrement
perturbés

1.3 Modèle discrétisé à l’ordre ε2

Enfin, le dernier modèle permettant de préserver les CQLFs est obtenu en posant Ts = ε2

dans (III.3). On a alors

F11(ε2) = exp(Aσs,εε2)(Is + εMσ
ε L

σ
ε )− εMσ

ε exp(Aσf,εε)Lσε ,
F12(ε2) = ε(exp(Aσs,εε2)Mσ

ε −Mσ
ε exp(Aσf,εε)),

F21(ε2) = −Lσε exp(Aσs,εε2)(Is + εMσ
ε L

σ
ε ) + (If + εLσεM

σ
ε ) exp(Aσf,εε)Lσε ,

F22(ε2) = εLσε exp(Aσs,εε2)Mσ
ε + (Idf + εLσεM

σ
ε ) exp(Aσf,εε).

En approximant Lσε , Mσ
ε , exp(Aσs,εε2) et exp(Aσf,εε) lorsque ε → 0 par respectivement Lσ0 , Mσ

0 ,
(Is + ε2Aσs,0) et (If + εAσf,0), on obtient alors

F11(ε2) = (Is + ε2Aσs,0)(Is + εMσ
0 L

σ
0 )εMσ

0 (If + εAσf,0)Lσ0 +O(ε2),
F12(ε2) = ε((Is + ε2Aσs,0)Mσ

0 −Mσ
0 (If + εAσf,0)),

F21(ε2) = −Lσ0 (Is + ε2Aσs,0)(Is + εMσ
0 L

σ
0 ) + (If + εLσ0M

σ
0 )(If + εAσf,0)Lσ0 ,

F22(ε2) = εLσ0 (Is + ε2Aσs,0)Mσ
0 + (Idf + εLσ0M

σ
0 )(If + εAσf,0).

Après, développement et simplification, ces équations se réécrivent

F11(ε2) = Is + ε2(Aσs,0 −Mσ
0 A

σ
f,0L

σ
0 ) +O(ε2),

F12(ε2) = −ε2Mσ
0 A

σ
f,0 +O(ε2),

F21(ε2) = εAσf,0L
σ
0 +O(ε),

F22(ε2) = Idf + εAσf,0 +O(ε).

Enfin, en remplacant Aσs,0 et Aσf,0 par leur expressions, on obtient

F11(ε2) = Is + ε2Aσ11 +O(ε2),
F12(ε2) = ε2Aσ12 +O(ε2),
F21(ε2) = εAσ21 +O(ε),
F22(ε2) = Idf + εAσ22 +O(ε).
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Nous pouvons ainsi approximé (III.3) lorsque ε→ 0 par le modèle suivant
x(k + 1)
z(k + 1)

 =
Ids + ε2Gσ

11 ε2Gσ
12

εGσ
21 Idf + εGσ

22

x(k)
z(k)

 ,
ou de manière équivalente sous la forme du modèle-δ donné dans la section 2.4 du chapitre IIIδx(k)

δz(k)

 =
Gσ

11 Gσ
12

Gσ
21 Gσ

22

x(k)
z(k)

 ,
avec

Gσ
11 = Aσ11,

Gσ
12 = Aσ12,

Gσ
21 = Aσ21,

Gσ
22 = Aσ22.

De la même manière que pour l’échantillonnage d’ordre ε, l’obtention du modèle discrétisé à
l’ordre ε2 ci-dessus se fait de manière à ce que seul le premier terme non nul apparaisse dans le
modèle δ.
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Résumé
Un grand nombre de phénomènes nous entourant peuvent être décrit par des modèles hybrides,
c’est-à-dire, mettant en jeu simultanément une dynamique continu et une dynamique discrète.
Également, il n’est pas rare que ces dynamiques puissent évoluer dans des échelles de temps
différentes. Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’analyse de stabilité des systèmes à com-
mutations singulièrement perturbés à temps continu. En présence de commutations, l’analyse
de stabilité des systèmes singulièrement perturbés dite "classique" (séparation des échelles de
temps)n’est plus valable. En nous plaçant en dimension deux et en considérant deux modes,
nous donnons une caractérisation complète du comportement asymptotique de tels systèmes
lorsque le paramètre de perturbation tend vers zéro. Ensuite, nous étudions la discrétisation
des systèmes à commutations singulièrement perturbés, en portant un intérêt particulier aux
méthodes de discrétisation permettant de préserver la stabilité et les fonctions de Lyapunov
quadratiques communes.

Mots clés : systèmes à commutations, perturbation singulière, stabilité, discrétisation.

Summary
Many phenomena we encounter can be described by hybrid models, namely, consisting of one
continuous dynamic and one discret dynamic at the same time. Moreover, these dynamics often
evolves in different time scales. In this thesis, we deal with the stability analysis of singularly
perturbed switched systems in continuous time. When we consider switchings, the "classical"
approach (decoupling fast and slow dynamics) allowing to analyse stability of singularly per-
turbed systems doesn’t hold anymore. Considering second order singularly perturbed switched
systems woth two modes, we completely characterize de stability behavior of such systems
when the perturbation parameter goes to zero. Then, we study the discretization of singularly
perturbed switched systems. In particular, we focus on methods allowing to preserve stability
and common quadratic Lyapunov functions.

Keywords : switched systems, singular perturbation, stability, discretization.
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