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Résumeé

Les ensembles turbo-alternateurs des centrales électriques sont de grandes machines
tournantes de plus de 50 metres de long et de plusieurs centaines de tonnes. Lors du fonc-
tionnement normal d’une telle machine, une probabilité non nulle existe d’un détachement
accidentel d’une aube. Dans une telle situation, un balourd important est généré et du con-
tact apparait entre les parties tournantes et non tournantes de la machine. Il est alors capital
de pouvoir simuler efficacement la dynamique de ce type d’évenement faisant intervenir
de fortes non linéarités dans le systeme.

Cette these a été réalisée dans le cadre du projet ANR (Agence Nationale de la Re-
cherche) IRINA (SImulation et maitRise des rIsques en coNception des mAchines tour-
nantes) et en particulier entre le LaMCoS (LAboratoire de Mécanique des Contacts et des
Structures) de I’'INSA de Lyon et le département AMA (Analyses Mécaniques et Acous-
tiques) d’EDF R&D a Clamart. Elle a pour objectif de mettre au point une technique
rapide de simulation du comportement des lignes d’arbres de machines tournantes en cas
de présence de non linéarité de type contact entre rotor et stator.

Pour atteindre cet objectif, une double démarche a été mise en place. La premicre
consiste a mettre au point des modeles simplifiés afin de réduire le nombre de degrés de
liberté du probleme. De surcroit, une technique de réduction de modele adaptée au cas
de non linéarité localisée est utilisée afin de réduire encore plus la taille du systeme a
résoudre. La seconde démarche consiste a mettre au point une technique de résolution
rapide du systeme réduit afin d’obtenir la solution encore plus rapidement. Pour cela,
au lieu d’utiliser les traditionnelles techniques d’intégration temporelle directe, c’est la
méthode de la balance harmonique qui est mise a profit. Cette technique permet d’obtenir
directement la réponse stabilisée du systeme grace a une résolution des équations dans le
domaine fréquentiel.

Dans ce cadre, une maquette numérique a €té mise au point mettant en ceuvre les
fonctionnalités citées. Cette derniere permet de reproduire les phénomenes physiques
périodiques ainsi que quasi-périodiques et de déterminer leur stabilité. Des études pa-
ramétriques sur des exemples de problemes de contact rotor-stator viennent illustrer cette
démarche. Enfin, une application sur un cas industriel de groupe turbo alternateur EDF
est présentée.

MOTS CLES: dynamique des machines tournantes, contact rotor-stator, réduction de
modele, méthode de la balance harmonique.
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Abstract

Power plants turbo-generator sets are large rotating machines of more than 50 meters
long and weight several hundred tons. During normal operation of such a machine, there
is a nonzero probability of an accidental disconnection of a blade. In such a situation, a
significant imbalance is generated and contact may occur between the rotating and non-
rotating parts. It is therefore essential to be able to effectively simulate the dynamics of
this type of event involving strong nonlinearities in the system.

This PhD was conducted within the framework of the ANR (Agence Nationale de
la Recherche) IRINA (Simulation and risk control in rotating machinery design) and in
particular between the LaMCoS (LAboratory of Contact Mechanics and Structures) of
the INSA Lyon and the AMA department (Mechanical and Acoustic Analysis) at EDF
R&D in Clamart. It aims to develop a fast technique for simulating the behavior of shafts
of rotating machinery in case of presence of non-linearity of contact between rotor and
stator.

To achieve this goal, a dual approach was implemented. The first is to develop sim-
plified models to reduce the number of degrees of freedom of the problem. In addition, a
model reduction technique suitable for the case of localized nonlinearity is used to further
reduce the size of the system to be solved. The second approach is to develop a tech-
nique for efficient resolution of the reduced system to obtain the solution more quickly.
To do this, instead of using the traditional direct temporal integration techniques, the har-
monic balance method is put to use. This technique allows to directly obtain the stabilized
response of the system thanks to a resolution of the equations in the frequency domain.

In this context, a numerical model has been developed to implement the features men-
tioned. The latter allows to reproduce the physical periodic and quasi-periodic phenomena
and to determine their stability. Parametric studies of examples of problems of rotor-stator
contact will illustrate this approach. Finally, an application on an industrial case of turbo
generator EDF is presented.

KEYWORDS: rotating machinery dynamics, rotor-stator contact, model reduction,
harmonic balance method.
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Introduction

La sécurité des turbomachines passe par la maitrise des situations a risques induites
par les contacts entres parties fixes et parties tournantes. Dans ce contexte, on distingue
deux types de configurations. Dans la premiere configuration, des contacts entre le som-
met des aubes et le carter associés a des niveaux d’efforts relativement faibles vont générer
un échange énergétique entre la partie tournante et la partie fixe. Différents régimes peu-
vent alors apparaitre, selon la vitesse de rotation du rotor, le chargement et les parametres
géométriques et physiques du systeme. Ces régimes peuvent induire des phénomenes in-
stables, dont les conséquences peuvent s’avérer désastreuses. La deuxieme configuration,
dite a fort balourd est en général consécutive a une perte accidentelle d’aube. Elle va con-
duire a un contact sévere entre le rotor et le stator qui va perdurer lors du ralentissement
de la machine. Cette situation bien que rare doit étre envisagée et qualifiée. Ces travaux de
these s’intéresseront en particulier a cette situation la. Néanmoins, quelle que soit la con-
figuration, dans une démarche de conception, il est impératif de maitriser les phénomenes
physiques engendrés lors des contacts ainsi que les conséquences qui peuvent en découler
(rupture de pieces, rétention des débris...).

De nombreux travaux ont été consacrés a la dynamique non-linéaire d’ensemble en-
gendrée par des contacts rotor/stator et aube/carter. Cependant, aucun d’entre eux n’a
encore permis d’avoir une compréhension exhaustive du phénomene. La principale rai-
son est liée aux nombreux mécanismes mis en jeu qui sont a la fois multi-physiques (vi-
brations, contact frottant, échauffement, usure, etc.), multiéchelle (couplage local/global
des réponses dynamique et thermomécanique, grandes vitesses de rotation), non-linéaires
(contacts, mouvements de grande amplitude, déformations importantes, efforts de grande
ampleur dans les structures palieres, plasticité...). Le comportement en présence de con-
tacts est ainsi caractérisé par un fort couplage entre la dynamique globale du systeme
et les phénomenes locaux mettant en jeu les caractéristiques matériaux et tribologiques
(température, abradabilité...).

Cette these s appliquera en particulier au cas du contact rotor-stator dans les groupes
turbo-alternateurs au sein d’une centrale électrique EDF. Les groupes turbo-alternateurs
sont des composants imposants dont la longueur dépasse 50 metres. Un groupe est con-
stitué, entre autres, d’une turbine et d’un alternateur. La turbine est elle-méme constituée
de plusieurs corps ( un corps haute pression ainsi que plusieurs corps basse pression ). Au
travers de tous ces corps, passe un arbre aubé qui a pour fonction de transformer 1’énergie
fournie par la vapeur d’eau en énergie mécanique. EDF doit s’assurer de I’intégrité de ses
installations méme en cas de situation accidentelle.
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FIGURE 1: Turbine réelle de centrale électrique [ROQ 09]

Nous allons plus particulierement nous intéresser au cas de détachement d’aube. Des
études réalisées par EDF R&D ont montré des concentrations de contraintes suscepti-
bles d’initier des fissures dans les attaches d’ailette. La propagation de ces fissures peut
conduire au départ de I’ailette. Le dimensionnement doit alors vérifier que les structures
palieres sont capables de supporter I’effort résultant du balourd généré dans 1’instant qui
suit I’accident et lors du passage des vitesses critiques en phase de ralentissement. Le cas
le plus défavorable est rencontré lorsque 1’aube qui se détache se situe sur 1’étage terminal
d’un corps basse pression. Le détachement d’une aube entraine alors un balourd important
(environ 90Kg.m) et une procédure d’arrét d’urgence est automatiquement déclenchée.
Dans cette configuration, des interactions rotor-stator peuvent apparaitre entre I’arbre et le
diaphragme (un diaphragme est un ensemble d’aubes fixes dont la fonction principale est
de redresser le flux de vapeur afin d’optimiser le rendement). Les conséquences de cette
situation doivent étre maitrisées dans le cadre de la vérification de la tenue mécanique des
structures.

Les développements réalisés par [ROQ 07] ont permis de mettre en place des modeles
exhaustifs permettant d’envisager une étude détaillée du comportement temporel généré
suite a une perte d’aube et a un contact rotor-stator induit. En particulier, la méthode
permet de prendre en compte le ralentissement de la ligne d’arbre, ainsi que les valeurs
caractérisant ce ralentissement (force de contact, flexibilité du stator, coefficient de glisse-
ment, torsion). En parallele une série d’études expérimentales a été réalisée sur banc (EU-
RoPE) afin de qualifier les résultats de la maquette numérique (Figure 2). Cette maquette a
montré qu’elle était capable de donner des résultats fiables mais souffre d’un inconvénient
majeur. En effet, bien que ne dépassant jamais le millier de degrés de liberté, 1’étude d’un
cas industriel concret avec cette maquette nécessite plusieurs jours de calcul. Le traite-
ment des non linéarités (en particulier I’algorithme de détection de contact) est ce qui
nécessite le plus de temps de calcul. Ce délai est incompatible avec les contraintes de
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FIGURE 2: Banc EUROPE (EDF R&D)

I’ingénierie et interdit alors toute éventuelle étude paramétrique. L’ objectif de nos travaux
est alors de trouver un moyen d’obtenir des résultats plus rapidement tout en conservant
la riche phénoménologie générée.

Dans un premier temps, il s’agira de présenter une synthese bibliographique la plus
complete possible autour des comportements de machines tournantes en présence de con-
tacts rotor/stator. Il s’agit plus particulierement de recenser les phénomenes physiques
mis en jeu, les modeles adaptés ainsi que les résultats expérimentaux disponibles. Ces
développements généraux seront ensuite illustrés par le résultat d’'une double démarche
numérique développée dans le cadre du contact rotor-stator.

Une premiere démarche pour accélérer les calculs consistera a simplifier au maxi-
mum les modeles sans sacrifier la précision des résultats. Cette démarche de simplifica-
tion pourra étre amplifiée par I’emploi d’une technique de réduction de modele qui permet
de diminuer encore davantage le nombre de degrés de liberté sans altérer les résultats. Les
techniques de réduction de modele ont ét€ mises au point afin de tenter de bénéficier de
la précision des modeles de grande taille tout en profitant de la vitesse d’exécution de
modeles de petite taille. Dans une seconde démarche parallele, on cherchera a résoudre
efficacement les modeles issus de la premiere démarche afin de réduire au maximum les
temps de calcul.

Dans un second temps, en vue de répondre a cet objectif, la méthode de la balance
harmonique sera présentée. Le principe de cette méthode est de résoudre les équations
du mouvement dans le domaine fréquentiel plutot que dans le domaine temporel. Cette
technique permet de déterminer les réponses périodiques. On montrera comment cet al-
gorithme peut étre complété et amélioré par diverses techniques permettant de prendre en
compte facilement les efforts non linéaires de contact mais permettant aussi de rendre la
méthode fiable et robuste. Une technique de continuation permettant de mener a bien des
études paramétriques sera exposée. Cette stratégie montrera son efficacité sur des modeles
de contact rotor-stator.

Ensuite, seront détaillées, testées et comparées diverses méthode de calcul de stabilité
basées sur la théorie de Floquet. Ces techniques permettent de déterminer si une solution
calculée par HBM peut-€tre obtenue dans la réalit€ ou non. Ces différents algorithmes
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seront comparés en terme de précision et de temps de calcul. Ces techniques sont utiles
pour détecter des bifurcations le long des branches solutions, certaines pouvant indiquer
I’apparition de régimes quasi-périodiques.

Une extension de la méthode de la balance harmonique sera ensuite proposée pour
prendre en compte les spéficités des régimes quasi-périodiques générés par le frottement.
Une description complete du principe ainsi que le détail de 1’adaptation des fonction-
nalités annexes a la méthode de la balance harmonique sera exposée. En particulier, une
extension de la méthode de continuation mettra en évidence la faisabilité d’une telle ap-
proche.

Enfin, une étude sur un modele de turbine de centrale nucléaire montrera la faisabilité
de I'utilisation d’une telle approche sur des problemes industriels réels.
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Chapitre 1

Bibliographie & état de I’art

Ce premier chapitre vise a établir un bilan des diverses
méthodes de réduction de modele et techniques de résolution
numériques existantes dans la littérature afin d’envisager la

plupart des possibilités permettant de réduire les temps de
calcul associés au traitement des non linéarités de contact.
Néanmoins il s’agit dans un premier temps, de recenser les

phénomenes physiques rencontrés expérimentalement et

numériquement dans la littérature. Ce sont effectivement ces
phénomenes qui conditionnent les choix a effectuer dans la
modélisation des problemes et leur méthode de résolution.

Les méthodes employées devront en effet étre capables de

reproduire ces phénomenes qui nous intéressent.
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Aspects phénoménologiques du contact rotor-stator

1.1 Aspects phénoménologiques du contact rotor-stator

Avant de s’intéresser aux modélisations et techniques de réduction de modele, il est
important de faire le bilan des phénomenes physiques principaux que 1’on rencontre
lors de situations réelles de contact rotor-stator (rubbing). Les modeles et techniques de
résolution qui seront choisis ensuite devront étre capables de fidelement reproduire ces
phénomenes de maniere a la fois qualitative et quantitative.

1.1.1 Comportements observés

En ce qui concerne la caractérisation du contact a fort balourd dans des situations
de type rubbing, une synthese de la littérature est donnée par [MUS 89][MUS 05] et
[AHM 10]. Le spectre des scénarios observés va du contact frottant occasionnel jusqu’au
frottement annulaire établi incluant le phénomene violent de précession inverse. Le retour
d’expérience met en évidence trois types de comportements.

1.1.1.1 Mouvement annulaire en précession directe

orbite centre
rotor

FIGURE 1.1: [llustration du phénomene de contact annulaire en précession directe.

Le frottement annulaire complet se produit généralement en précession directe a la
méme vitesse que la vitesse de rotation du rotor (Forward synchronous whirl). Le rotor
est maintenu en contact toujours frottant avec le stator et le glissement s’établit sur la
précession complete du rotor (voir figure 1.1). Ce mouvement résulte d’un équilibre de la
réponse non linéaire du rotor sous balourd, combinant I’action des forces centrifuges, des
forces élastiques, ainsi que des forces de contact et de frottement.
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orbite centre
rotor

FIGURE 1.2: Illustration du phénomene de précession inverse.

1.1.1.2 Mouvement en précession inverse

Correspond a I’entrainement du rotor en précession inverse dans le stator et s’établit
suite au frottement induit a I’interface de contact [BAR 00] (voir illustration figure 1.2).
Le rotor roule ou glisse de maniere continue sur la surface de contact et subit un mou-
vement de précession inverse a une vitesse non synchrone. La précession inverse se car-
actérise donc par une fréquence qui n’est ni li€ée harmoniquement a la fréquence de rota-
tion de I’arbre, ni a la fréquence d’excitation. La configuration de roulement sans glisse-
ment correspond au terme ’dry whirl’ et la configuration frottante avec glissement au
terme 'dry whip’. La vibration du rotor est largement impactée par le frottement a 1’in-
terface. En effet, le niveau vibratoire du rotor augmente et peut se stabiliser autour d’une
valeur moyenne constante ou continuer a augmenter. Dans ce dernier cas, le phénomene
devient instable. Lors du contact, les forces de frottement sur la zone d’interaction en-
trainent le rotor dans la direction de la précession inverse. Si par exemple au moment du
contact le rotor orbitait dans cette direction ou si le frottement est suffisamment important
pour entrainer le rotor dans cette direction, les forces de frottement agissent dans la méme
direction que le mouvement et dans ce cas un transfert s’établit entre I’énergie de rotation
et la vibration latérale du rotor. La vibration tend a étre amplifiée de maniere continue.
Cette situation perdure jusqu’a ce que la vitesse de précession devienne plus grande que
la vitesse circonférentielle du rotor au contact. Dans ce cas la vitesse relative change de
signe ce qui inverse la direction des forces de frottement qui s’opposent a la précession du
rotor et dissipent de 1’énergie. L’ amplitude de vibration tend alors a diminuer jusqu’a ce
que la vitesse relative change a nouveau de signe au contact, ce qui entralnera a nouveau
une tendance a 1I’augmentation des amplitudes de vibration. Dans ce contexte I’amplitude
du rotor oscille autour d’une valeur correspondant au cas de vitesse relative nulle au con-
tact et la vibration devient auto-entretenue. Une fois engagé ce phénomene s’établit et lors
d’une descente en vitesse ne décroche qu’a tres faible vitesse quand la vitesse relative de
glissement reste tout le temps tres proche de zéro.
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La fréquence correspondant au dry whip est tres proche de la fréquence du systeme
rotor/stator liés. Cette constatation impose d’avoir une treés bonne estimation de la raideur
du stator dans les modeles. Le balourd n’a pas d’effet sur le phénomene une fois engagé
mais il influence les conditions d’engagement (vitesse de rotation). [BEN 02b] montre
expérimentalement que pour un méme rotor, la rigidité du support peut jouer un grand
role. Le frottement annulaire en précession inverse est obtenu facilement avec un support
tres rigide mais pas avec un support flexible.

1.1.1.3 Rebonds

F1GURE 1.3: Illustration du phénomene de rebonds.

Le frottement partiel est caractérisé par un contact discontinu sur la précession du ro-
tor. Leffet principal provient dans ce cas des rebonds répétés entre le rotor et le stator
(voir illustration figure 1.3). La configuration de rebond peut étre une configuration per-
manente ou une transition. En effet, I’établissement d’un comportement en frottement an-
nulaire passe toujours par une phase transitoire et il en est de méme pour les changements
de précession. Les amplitudes de rebond augmentent avec 1’augmentation du balourd.
Ainsi lorsque le balourd est trop important alors le rebond ne peut plus étre compris dans
I’espace laissé€ par le jeu et la transition vers un frottement annulaire est inévitable.

La nature des rebonds peut étre chaotique, quasi périodique ou méme périodique. Ces
deux dernieres configurations sont les plus traitées. Elles impliquent la présence de com-
posantes vibratoires subharmoniques ou super-harmoniques de la vitesse de rotation et
vont jusqu’a la naissance de comportements chaotiques. On distingue donc le cas des
réponses avec des impacts périodiques en sous et sur harmoniques de la fréquence syn-
chrone et des impacts périodiques asynchrones. Pour le second type, [COL 03] montre
que si le mouvement du rotor ne présente pas de périodicité dans le repere fixe, il devient
périodique une fois transformé dans le repere tournant.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0146/these.pdf
© [L. Peletan], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. Bibliographie & état de I’art

1.1.1.4 Mouvements multi-phases

L’existence de différentes phases de comportement et leurs limites d’apparition et de
disparition dépend des parametres du systeme.

Dry whirl Dry whip
(roulement sans : (roulement avec
glissement) ; glissement)

=fréquence
rotor-stator
liés

Fréquence de
précession inverse

: : >
Vitesse rotation rotor

FIGURE 1.4: Evolution de la fréquence de précession inverse en fonction de la vitesse de
rotation du rotor [CHI 07].

[LIN 90] étudie un rotor sous balourd en montée et descente en vitesse. Il constate
un déplacement sans frottement puis une zone de frottement annulaire synchrone puis un
retour aux conditions sans frottement. Au moment du frottement, un phénomene de saut
en fréquence est observé. Lors de I’expérimentation il constate que 1’apport d’une exci-
tation externe (choc sur le rotor) peut faire muter a tout moment la réponse synchrone
vers un comportement de type frottement annulaire en précession inverse. Une fois en-
gagé, le mouvement s’établit en configuration roulement sans glissement a une fréquence
super-synchrone égale a la fréquence synchrone multipliée par un coefficient égal au ratio
rayon du rotor sur jeu. En montée en vitesse la ligne supersynchrone est suivie jusqu’a
I’apparition d’un seuil ou le frottement apparait. Au dela les amplitudes augmentent et la
fréquence reste constante (dry whip). Le seuil est lié a la fréquence combinée du systeme
rotor-stator (voir figure 1.4).

[CRA 90] observe que le phénomene de dry whip peut s’établir sans perturbation
externe mais €tre induite par le balourd et I’historique du mouvement. Lorsque le balourd
est important les forces de contacts crées sont auto-suffisantes pour initier et maintenir le
phénomene. Lorsque le balourd est plus faible, une perturbation extérieure est nécessaire
a ’initiation.

[WIL 10] montre expérimentalement que la fréquence constante traduisant un com-
portement en régime whip peut, lors d’une montée en vitesse, se terminer par un saut
marquant un retour vers un comportement de type whirl. La poursuite de la montée en
vitesse peut mettre en évidence plusieurs alternances whip/whirl avec un saut a chaque
transition [BHA 09] . Ces transitions n’avaient pas été détectées lors d’études effectuées
par la méme équipe sur le méme systeme [CHI 07]. L’explication releve ici également
de I'influence des conditions initiales. La premiere étude traitait d’une mise en contact
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par augmentation continue des amplitudes de vibration alors que la derniere se base sur
une perturbation radiale impulsionnelle. Jiang [JIA 09], [SHA 11] justifie I’apparition de
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FIGURE 1.5: Coexistence possible de plusieurs réponses en fonction de la vitesse de
rotation et du coefficient de frottement [JIA 09].

différents scénarios en mettant en évidence des zones de fonctionnement ou co-existent
différents comportement possibles. Il explique le phénomene de saut par 1’existence de
zones ou comportement sans frottement et frottement annulaire synchrone co-existent.
La figure 1.5 issue de [JIA 09] montre les zones ou peuvent s’établir les différents mou-
vements possibles d’un rotor de Jeffcott soumis au balourd et au contact rotor stator en
fonction de la vitesse de rotation et du coefficient de frottement. Ces résultats sont issus
d’une étude analytique. La ligne DF montre la frontiere a droite de laquelle le mouve-
ment de précession inverse existe et est stable. La ligne HP quant a elle indique la limite
d’apparition du mouvement de rebonds quasi-périodiques. La ligne DW indique a partir
de quelle vitesse de rotation la seule force de balourd est suffisante pour déclencher le
mouvement de précession inverse. La ligne SN indique la limite au-dela de laquelle le
mouvement annulaire en précession directe n’est plus possible. A partir de ces frontieres,
il est possible de découper le graphique en différentes zones. Les zones marquées "0’ sur
le graphique désignent les zones ol coexistent le mouvement sans contact (no-rub) et le
mouvement en précession inverse (dry whip). Le mouvement réellement obtenu dépend
donc des conditions initiales. La zone ’1’ est une zone ou coexistent la précession in-
verse et le mouvement annulaire en précession directe (synchronous full annular rub).
Dans la zone ’2’, le mouvement de précession inverse et le mouvement de rebonds quasi-
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périodiques coexistent. Le mouvement sans contact et le mouvement de contact annulaire
en précession directe coexistent dans la zone *3’. Il existe méme, dans cet exemple, une
petite zone ('4’) ou trois mouvements sont possibles. Jiang montre que pour une zone
donnée la précession inverse est la seule configuration stable.

[COL 08] montre également qu’avec la méme configuration de départ, des réponses
tres différentes peuvent €tre obtenues en fonction des conditions initiales. Les réponses
possibles varient de configurations périodiques a chaotiques [MUS 95]. L’analyse des sig-
naux de déplacement révele des harmoniques multiples 2X, 3X..., des demi-harmoniques
tels que X/2, 3X/2... et méme des tiers d’harmoniques de type X/3, 2X/3...

1.1.2 Parametres numériques influents

L’examen des différentes publications permet de mettre en €évidence les parametres
les plus influents.

1.1.2.1 Coefficient de frottement

[CHO 02] montre que le coefficient de frottement joue un role majeur. Dans cette
étude le coefficient de frottement n’est pas fixé a priori mais déduit du systeme de
forces calculées au contact. Les résultats montrent une trés grande variation du coef-
ficient de frottement selon la plage de fonctionnement. [PEN 09] constate également
expérimentalement une grande variation du coefficient de frottement pres de la vitesse
critique. [CHO 94] précise que le ratio entre force tangentielle et normale au contact ne
doit pas €tre assimilé au coefficient de frottement. En utilisant la théorie de Coulomb, le
coefficient de frottement ne peut pas excéder la valeur classique associée aux surfaces en
présence. Le ratio entre force tangentielle et normale mesure en revanche un coefficient
de frottement dynamique.

1.1.2.2 Excentricité du rotor

[CHO 94][CHO 02], montre que I’effet de I’excentricité du rotor est important. En
revanche [ZHA 09] conclut de maniere inverse sur ce point en comportement annulaire
synchrone. De maniere générale, la présence d’anisotropies liées par exemple aux car-
actéristiques de palier, au mésalignement ou aux charges externes peut avoir une influ-
ence majeure sur le comportement du systeme frottant. Pour plus de réalisme [POP 07]
considere un décalage entre les centres géométriques du rotor et du stator non déformé
sans étudier spécialement son effet.

1.1.2.3 Rigidité du rotor

[CHO 87] montre que la rigidité du rotor joue un réle important sur les limites d’ap-
parition du mouvement en précession inverse. En effet, plus le stator est rigide, plus les
forces de frottement a I’interface sont importantes.
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Résultats expérimentaux et numériques convergent pour établir que la meilleure fagcon
d’éviter le phénomene destructeur de *dry whip’ est d’avoir le maximum d’amortissement
modal dans le systeme, d’avoir un coefficient de frottement a I’interface le plus faible
possible et d’avoir un coefficient de restitution a I’impact également le plus faible possible
(voir [BAR 00] en particulier).

1.1.3 Prise en compte des effets colinéaires a la rotation

La plupart des études numériques ne retiennent que les degrés de liberté latéraux
traduisant le comportement du rotor en flexion. [ALB 00] montre un effet significatif
sur les réponses ainsi que la possibilité d’apparition de résonance liée aux excitations
paramétriques couplant flexion et torsion. En particulier, il montre que la prise en compte
des termes de torsion peut entrainer un dédoublement des pics de résonance en flexion.
Cependant ces études se basent généralement sur un modele tres simplifié du rotor de
type Jeffcott. Les comportements couplés flexion/torsion sont bien pris en compte dans
les études s’intéressant aux rotors fissurés. [PAT 09] étudie cette configuration a partir
d’une modélisation poutre et montre la possibilité de résonances en torsion induites par
le frottement. L’ étude est centrée sur la problématique d’identification de défauts (fissure,
contact).

Du point de vue du systeme frottant, en complément des efforts normaux et tangentiels
au contact, ces modeles appliquent un moment de torsion dont 1’expression est obtenue
par le produit du rayon du rotor et de la force tangentielle.

Tres peu de travaux concernent I’étude du ralentissement induit par le contact frottant.
[PEN 09] évoque cette possibilité mais ne la considere pas en justifiant que le moteur
utilisé sur le banc d’essai est capable de maintenir une vitesse constante dans les con-
ditions de I’étude. [GRA 06] propose un modele ou les changements globaux d’énergie
cinétique sont considérés et 1’applique au cas des roues inertielles (flywheels). Lors de
I’interaction, I’énergie cinétique est partiellement dissipée et peut étre également partielle-
ment transférée a I’énergie cinétique du rotor en flexion. [ROQ 07] [ROQ 09] s’intéresse
au cas du ralentissement d’une turbine a vapeur en situation accidentelle. Le modele
¢léments finis développé tient compte du caractere variable de la vitesse de rotation.
Une méthode de résolution par intégration temporelle est utilisée et permet de calculer la
réponse transitoire de la ligne d’arbre. Des contacts rotor-stator se produisent au passage
de la vitesse critique et provoquent une décélération de la turbine. [BRA 07] s’intéresse
¢galement au ralentissement en situation accidentelle et présente une démarche couplée
numérique expérimental.

1.2 Etudes expérimentales

Pour le contact rotor-stator, les conditions expérimentales permettant de retrouver les
modes de fonctionnement les plus critiques et d’identifier les zones d’instabilité ne sont
pas encore totalement maitris€ées. Cependant les différents résultats obtenus sur bancs
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expérimentaux confirment que les comportements dynamiques peuvent varier en intensité
ou évoluer d’une forme a I’autre en fonction de différents parametres (voir [ISM 95],
[FUM 97], [BAR 00], [BEN 02b], [CHO 02], [DAI 02], [CHU 07], [WIL 10]).

1.2.1 Le frottement entre stator et rotor

Un frottement annulaire complet peut donner lieu a une précession inverse en cas
d’augmentation des forces de frottement. Ces dernieres sont étroitement liées aux états de
micro-soudure qui se créent entre partie tournante et partie fixe. Les expériences montrent
que la présence d’un film lubrifiant entre rotor et stator élimine tout risque de précession
inverse instable. La présence d’huile n’empéche pas, néanmoins, I’établissement de mou-
vements en précession inverse.

Un couplage dynamique rotor/stator associé aux fréquences respectives du rotor et du
stator peut exister. Le couplage rotor-stator 1i€ au contact induit une variation de masse et
de rigidité du systeme couplé. Il peut en résulter une augmentation ou une réduction de
la fréquence critique du systeme si la masse modale ajoutée est supérieure ou inférieure a
I’augmentation de rigidité modale. Si la fréquence du stator est supérieure a celle du rotor,
les vibrations du rotor sont d’amplitude plus élevée en phase d’accélération qu’en phase
de décélération. Le pic de vibration se trouve a une fréquence plus élevée en accélération
qu’en décélération (phénomene de jump). Si la fréquence du stator est inférieure a celle
du rotor, on peut observer 1’effet contraire. En ce qui concerne I’établissement d’une
précession directe ou inverse, on constate que ’effet du frottement est dominant sur 1’ effet
associé a la position respective des fréquences du rotor et du stator. [DAI 02] montre qu’il
est possible d’identifier un ratio des rigidités stator/palier permettant d’éviter le full rub-
bing. Les résultats expérimentaux montrent que plus le stator est rigide et plus I’excitation
nécessaire pour engendrer du frottement annulaire complet est petite.

Le contact rotor-stator peut également se traduire par des phénomenes de couplage dy-
namique forts accompagnés par la propagation d’ondes dans la structure. Ce phénomene
se présente uniquement avec des stators caractérisés par la propriété de symétrie cyclique.
Le temps de maintien a une vitesse de rotation constante est une autre condition impor-
tante pour 1’établissement du couplage. En phase transitoire et en présence d’un stator
non-isotrope le risque de couplage fort est réduit.

1.2.2 Le jeu rotor/stator

Si le ratio entre le jeu et le diametre de I’arbre au point de contact est petit, les rebonds
sont fréquents et le phénomene est plutdt instationnaire. Avec 1’augmentation du jeu, le
phénomene perd son caractere chaotique et devient stationnaire. Plus le jeu est élevé, plus
I’excentricité vibratoire nécessaire pour dépasser le jeu et plus le niveau d’excitation du
rotor sont importants. La forme de I’orbite du rotor devient alors tres sensible a la vitesse
de rotation.
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1.2.3 L’effet gyroscopique et la vitesse de fonctionnement

On constate que 1’effet gyroscopique est généralement négligeable. Néanmoins, avec
un effet gyroscopique important, on peut séparer les modes directs et les modes inverses.
Cette configuration est représentative d’un moteur d’avion mais moins d’un corps a basse
pression d’une turbine, ou les modes direct et inverse sont tres proches.

Pour un méme ensemble de parametres expérimentaux, 1’établissement d’un com-
portement vibratoire en précession directe ou inverse semble dépendre des conditions de
vitesse antérieures (rotor en ralentissement ou en accélération). Cependant, aucune con-
clusion générale ne peut étre donnée.

1.2.4 D’amortissement

On releve que I’augmentation de I’amortissement modal limite I’apparition de mou-
vements en précession inverse. [CHE 10] reproduit sur banc la configuration de contact
rotor-stator au sein d’une turbine aéronautique (dimension du prototype €gale au tiers
d’une turbine réelle : figure 1.6). Il démontre que le fait d’adopter un support flexible per-

(a) Photo of the aero-engine rotor tester (b) Section drawing of the aero-engine rotor tester

FIGURE 1.6: Banc d’essais Turbine aéronautique [CHE 10]

met non seulement d’éviter la vitesse critique de flexion mais aussi de réduire les excen-
tricités vibratoires a cette vitesse critique. Il constate que le fait d’augmenter la flexibilité
du support permet de générer beaucoup moins de composantes non linéaires (multiples
ou fractionnelles). Le risque de comportement chaotique observé avec un support rigide
est réduit.

[CHO 01] analyse expérimentalement les phénomenes non linéaires de super-
harmoniques, de sous-harmoniques et de jump a 1’aide d’un banc d’essais mettant en
jeu des contacts intermittents. L’étude compare des résultats numériques obtenus avec
deux modeles de contact (un modele de pénalisation linéaire et un modele de rebonds de
type coefficient de restitution) aux résultats expérimentaux. Les parametres de restitution,
le coefficient de frottement et la raideur de contact sont recalés expérimentalement. Les
résultats numériques les plus proches des résultats d’essais en termes de niveau vibra-
toire et de forme d’orbite sont obtenus a 1’aide du modele de contact linéaire pénalisé.
Les orbites expérimentales et numériques sont parfois completement différentes lors de la
montée en vitesse. Ceci parait indiquer I’existence de réponses multiples, qui peuvent po-
tentiellement donner naissance aux phénomenes de jump, de sous et super-harmoniques,
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voire a des régimes chaotiques.

[CHU 05] présente différents bancs d’essais avec une structure statorique spéciale
utilisée pour obtenir un frottement annulaire complet. La concentricité du rotor et du
stator est ajustable. Le jeu peut étre modifié en inter-changeant les manchons intérieurs
pour contrdler I’instant de contact et sa sévérité. Quatre bancs sont utilisé€s, allant d’un
simple rotor mono-disque a un bi-rotor multi-disque. On peut observer les vibrations non
linéaires correspondant aux états de contact léger (harmoniques 1 et 2 avec mouvement
périodique régulier), contact léger et lourd avec bifurcation (harmoniques 1, 2, 1/2 et
3/2 avec mouvement bi-périodique régulier, tri-périodique dans certaines configurations
donnant naissance en plus a I’harmonique 3 ainsi qu’aux composantes fractionnelles 1/3,
2/3, 4/3 et 5/3), contact lourd (mouvement quasi-périodique irrégulier avec un spectre
continu autour de I’harmonique 1), comportement chaotique. On observe aussi 1’effet
rigidifiant du contact.

[DIA 00] réalise des expérimentations de contact rotor-stator pour différentes vitesses
de rotation. Les mesures des vibrations latérales sont conformes aux résultats classiques
de la littérature. En ce qui concerne les mesures des vibrations en torsion, on constate que
la fréquence de torsion mesurée lors du frottement est supérieure a celle sans frottement
et atteint une valeur maximale seuil.

[FUM 97] étudie le contact entre un rotor et plusieurs stators de matériaux différents
(Graphite, Bronze Béryllium, Bronze, Nylon) associés a des conditions de suspension
différentes. Un point intéressant abordé est I’échange d’énergie lors des différentes phases
de fonctionnement entre les deux corps en interaction. Une partie de 1’énergie de rotation
sert a maintenir le mouvement de précession, 1’autre partie correspond a la perte ther-
mique sous forme de chaleur.

[BEN 02b] réalise des essais de contact frottant acier/téflon de type annulaire complet
avec précession directe (forward precessional full annular rub) et précession inverse (re-
verse precessional full annular rub ou dry whip) entre un rotor et un joint d’étanchéité.
L’analyse s’intéresse au phénomene de saut lors de la précession directe, au mécanisme
de déclenchement du rub lors de la précession inverse, aux effets du balourd, de I’état
de lubrification en surface, de la vitesse de rotation et de la rigidité du joint. De grands
efforts de contact sont générés et I’échauffement local par frottement déforme de facon
sévere le joint en téflon et change, par conséquent, la direction normale de contact et le
coefficient de frottement équivalent. Le frottement annulaire complet avec mouvement de
précession directe peut se transformer en frottement annulaire complet avec mouvement
de précession inverse autour de la fréquence de résonance et ce quand le coefficient de
frottement rotor/joint devient grand dans les configurations avec petits ratios rayon du
rotor/jeu (de I’ordre de 10 a 40) méme sans perturbation externe. Pour ce cas de figure,
le rotor vient au contact du joint a une fréquence pratiquement constante, supérieure a
la fréquence naturelle du rotor seul mais inférieur a la fréquence naturelle du systéme
couplé. Une fois généré, le rub a mouvement de précession inverse peut se maintenir sur
toute la gamme de vitesse de rotation du moment qu’il y a encore glissement.
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1.3 Etudes existantes en analytique et numérique

La modélisation numérique des phénomenes envisagés suppose des choix de base
comme un modele de contact adapté ou la technique de résolution du probleme non
linéaire. Compte tenu des efforts de calcul nécessaires, il est en général indispensable
d’inclure des techniques de réduction efficaces dans la boucle de résolution.

1.3.1 Modeles de contact

FIGURE 1.7: Loi de contact par pénalisation classique.

La modélisation la plus simple est basée sur I’utilisation d’un coefficient de restitution
qui lie les vitesses du rotor avant et apres le contact [CON 11]. Ce modele suppose que
le contact est intermittent et qu un temps significatif sépare deux contacts successifs. Le
contact n’induit pas de perte d’énergie. Le temps d’impact et les déformations induites ne
sont pas pris en compte, ce qui rend ce modele peu adapté aux cas du contact rotor stator.
De maniere plus générale, Les conditions de contact peuvent €tre intégrées de différentes
manieres, voir par exemple [WRI 08] :

1. Méthodes des multiplicateurs de Lagrange, ou le probleme de contact unilatéral
est traduit en ajoutant des efforts inconnus. Cette méthode permet de respecter les
conditions de contact (pas de pénétration aux erreurs numériques pres) mais conduit
a augmenter la taille du probléme en fonction du nombre de multiplicateurs qui reste
variable.

2. Méthodes de pénalité qui transforment le probleme de contact en un probleme
d’optimisation sans contraintes. La pénalité extérieure, qui autorise une légere
pénétration entre les structures, est la plus répandue dans les codes commerciaux.
Au contraire, pour la pénalité intérieure ou méthode de barriere, une force empéche
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les corps de rentrer en contact. Dans ce cas on maintient actives toutes les con-
traintes de contact, contrairement aux cas des méthodes de Lagrange ou de pénalité
extérieure.

3. Méthodes hybrides ou mixtes. La méthode des Lagrangiens perturbés a été
développée en modifiant les contraintes de contact par des termes de pénalité
extérieure. La méthode des Lagrangiens augmentés combine les avantages des La-
grangiens classiques et des méthodes des pénalités. Dans ce cas la condition de non-
pénétration est respectée et le probleme non-linéaire est équivalent a un probleme
d’optimisation sans contraintes.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange est utilisée dans [BAT 08], [BAT 10],
[LEG 05], [LEG 09], [ROQ 07], [ROQ 09]. Cependant, la majorité des modeles se basent
sur la pénalité et inserent donc une raideur de contact entre rotor et stator lorsque le
déplacement radial du rotor (d) devient égal au jeu (e). Le contact apporte alors une
raideur ajoutée qui induit une force de rappel (voir figure 1.7) :

fi=k(l—e/d)(x—uy)
ou
Jr=k(1—e/d)(x+puy)
Sy =k(1—e/d)(y+px)
ou

fy=k(1—e/d)(y— ux)

k représente la raideur du stator dans la direction radiale. L’'effort tangentiel est
généralement obtenu a partir de la loi de Coulomb avec u coefficient de frottement. x
et y sont les déplacements plans du centre du rotor. Le signe + ou - utilisé est conditionné
par le signe de QR+ V;, avec Q la vitesse angulaire du rotor, R son rayon et V; la vitesse
du centre du rotor dans la direction tangente au contact comptée positive dans la direction
trigonométrique. Si le signe est positif, la force de frottement agit dans la direction anti-
trigonométrique et les signes - /+ s’appliquent respectivement pour f, et fy. Les modeles
ne prenant pas en compte 1’évolution possible de ces signes ne sont pas en mesure de
rendre compte du phénomene de dry whip.

La prise en compte d’un systeme ressort amortisseur ne pose pas de difficulté de
principe mais dans tous les cas ce type de modele suppose une bonne estimation de la
raideur de contact et du coefficient d’amortissement. Les études réalisées considerent sou-
vent une raideur de contact trop faible, ceci pour améliorer la convergence des schémas
numériques. [ZHA 09] propose une technique permettant d’assurer une bonne estimation
de k. [WIL 10] recale le coefficient d’amortissement a partir de résultats expérimentaux.
[POP 07] établit une relation entre la raideur du ressort et le coefficient d’amortissement
par I'intermédiaire de la théorie des chocs [BRA 91]. Il peut ainsi fixer la raideur et en
déduire la valeur du coefficient d’amortissement.

Pour les modeles incluant un amortisseur, il est nécessaire de faire attention aux con-
ditions de séparation du rotor et du stator. La séparation correspond a I’instant ou la force
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de contact s’annule. Du fait de la prise en compte de I’amortissement, il n’y a plus coinci-
dence entre annulation de la force et pénétration nulle, la force s’annulant généralement
un peu avant la fin de la pénétration.

D’autres modeles existent pour le contact rotor-stator/aube-carter. La théorie de Hertz
suppose que la force au contact est proportionnelle a (d — e)(3/ 2). L utilisation de ce type
de modele pose deux problémes. Son caractere non linéaire le rend complexe a manipuler
et les géométries en contact ne respectent généralement pas les conditions d’utilisation de
la théorie qui suppose que les rayons de courbure des surfaces ne soient pas trop proches.
Selon [POP 07], [RIV 99] propose deux relations pour décrire la force de contact en-
tre deux surfaces cylindriques de rayons proches. Une linéaire k(d — e) valable pour les
faibles valeurs de forces et k(d — e)? ailleurs. [WIL 10] modélise la force au contact sous
la forme k| (d — e) +ka(de)? +c(d — e)(d — e) dérivée de la théorie de contact développée
par Hunt et Crossley. [CHU 07] s’intéresse a la raideur globale du systéeme au moment
de I’'impact. Il identifie cette raideur a partir de résultats numériques ou expérimentaux.
La prise en compte de déformations plastiques induites par le contact est évoquée dans
plusieurs publications qui suspectent un effet significatif mais n’est jamais mise en ceuvre.

1.3.2 techniques de résolution numériques

Pour I’analyse numérique des problemes dynamiques en présence de contacts
on distingue les méthodes temporelles et les méthodes fréquentielles. Les méthodes
fréquentielles permettent de déterminer des régimes périodiques ou quasi-périodiques,
tandis que les méthodes temporelles permettent également de déterminer des régimes
chaotiques.

1.3.2.1 Méthodes temporelles

Les méthodes temporelles sont basées sur les schémas d’intégration numérique
usuels : Runge-Kutta [EDW 99], [FEN 02], [CHO 02], [WIL 10], [CHU 98], [GRA 06],
[CHU 97], schéma prédicteur correcteur [ALB 00], Newmark [BAT 08], [BAT 10],
[CHO 87], [LEG 05], [LEG 09], [PAT 09], [QIN 04], [PEN 09], [ROQ 07], [ROQ 09],
time forward integration [POP 07], implicit Hilbert-Hughes-Taylor [CHE 97]. L’ utilisa-
tion de schémas numériques nécessite de détecter avec précision les instants de mise en
contact et de séparation. Ces parametres influencent fortement la précision des résultats
calculés.

1.3.2.2 Méthodes fréquentielles

La plus ancienne mais également la moins élaborée des méthodes fréquentielle est la
méthode spectrale. Nelson et Alam dans [ALA 85] utilisent cette méthode pour estimer la
réponse d’un rotor a la suite d’une perte d’aube. Ils utilisent une approche spectrale issue
de la théorie des chocs. Cette approche est efficace mais reste lin€aire, tant du point de
vue du comportement des paliers que de I’absence de prise en compte du contact possible
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rotor-stator. Une méthode similaire mais cette fois appliquée a un systeme non linéaire est
proposée par Ferreira et Serpa dans [FER 05]. Dans leur article, I’hypothese est faite que
la fréquence fondamentale a une importance prépondérante dans la réponse du systeme,
les harmoniques ayant alors une influence du second ordre.

La recherche des solutions périodiques se fait le plus souvent par la méthode de la
Balance Harmonique (HBM) qui consiste a rechercher les solutions sous la forme d’une
série de Fourier contenant un certain nombre d’harmoniques. Les expérimentations mon-
trent que le contenu fréquentiel des réponses en fonctionnement est souvent limité, ce
qui justifie I’intérét pour ce type de méthodes. En revanche, pour étre intéressante et ne
pas nécessiter I’emploi de trop de composantes, I'utilisation de la balance harmonique
suppose une certaine connaissance a priori du comportement du systéme, connaissance
obtenue a partir de I’expérience acquise, d’expérimentations ou de simulations tem-
porelles préalables. Plusieurs variantes existent : HBM appliquée dans le repere tournant
en se basant sur la fréquence fondamentale du contact [COL 03], HBM appliquée dans le
repere fixe avec continuation par longueur d’arc [VON 01], HBM simple [CHU 98], HBM
et algorithme alterné temps fréquence [KIM 96] (I’étude néglige le frottement). Cette
méthode a déja prouvé son efficacité dans 1’étude des interactions entre plusieurs étages
d’une méme turbine [HE 02] ou pour I’étude de zones de contact avec frottement en cas
de perte d’aube [PET 04, PET 08a, PET 08b, PET 06]. Petrov va plus loin en proposant
aussi une étude analytique de la stabilité et de la sensibilité [PET 09b, PET 09a, PET 03]
de sa méthode. Une autre variante de la balance harmonique est la technique dite de la
balance harmonique incrémentale. Les premiers travaux concernant cette méthode ont été
effectués par Lau et Cheung [LAU 81, LAU 82]. Bien qu’elle soit 1égerement plus com-
plexe a mettre en ceuvre, cette variante est en réalité équivalente a la méthode de balance
harmonique standard. Néanmoins, les termes non-linéaires sont plus faciles a calculer car
la procédure de Newton-Raphson est effectuée en premier ce qui linéarise les équations
du mouvement. Des améliorations ont été proposées pour ces méthodes afin de pouvoir
prédire des régimes quasi-périodiques (ce qui peut arriver par exemple lorsque plusieurs
excitations périodiques de périodes incommensurables sont exercée en méme temps sur
la structure). Lau [LAU 83] ainsi que Kim et Choi[KIM 97] ont développé la MHBM
(Multiple Harmonic Balance Method). Coudeyras [COU 09] propose une généralisation
de la méthode de la balance harmonique qu’il nomme GCHBM pour Generalized Con-
strained Harmonic Balance Method qui permet elle aussi de calculer des réponses pseudo-
périodiques.

Comme autre méthode fréquentielle, on peut également mentionner la méthode de col-
location trigonométrique. Zhao [ZHA 94a, ZHA 94b] utilise cette méthode pour étudier le
comportement d’un rotor en présence de paliers non linéaires a film d’huile. Pour étudier
un systeme similaire, Shiau [SHI 93] propose une méthode hybride entre la HBM et la
méthode de collocation trigonométrique.
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1.3.2.3 Méthodes analytiques

Dans le cas de modeles de rotors simples, quelques formulations analytiques ont été
développées. [ZHA 09] propose une formulation analytique adaptée a la configuration de
frottement annulaire synchrone. Déja cité plus haut, Jiang [JIA 09] développe une for-
mulation analytique plus générale incluant différentes phases de comportement. Pour les
phases de comportement en frottement partiels, il met en évidence les limites d’appari-
tion du comportement frottant. [GRA 06] traite un probleme de roue inertielle avec un
rotor rigide et peut ainsi développer une formulation analytique simple. [CHI 07] traite
les mouvements établis whirl et whip a partir d’un modele réduit obtenu apres projection
des équations du rotor en base modale.

1.4 Réduction de modele

Pour les systemes linéaires, on distingue quatre grandes familles de techniques pour
développer des modeles réduits.

— Les méthodes d’approximation modale
Les méthodes de Krylov (Krylov based methods)

Les méthodes basées sur la décomposition en valeurs singulieres (SVD methods)
Les méthodes hybrides Krylov-SVD qui tentent d’allier les avantages de ces deux
dernieres

Ces techniques sont largement traitées dans la littérature. En revanche, en ce qui con-
cerne les techniques de réduction en non-linéaire, nous verrons que moins de choses sont
disponibles.

Dans un premier temps on peut s’intéresser a 1’utilisation de méthodes de projections
modales en linéaire. L. approche la plus simple consiste a réduire le nombre de degrés de
liberté du probleme non linéaire en projetant les équations dans la base des modes propres
linéaires. Pour étre efficace les bases modales sont tronquées et il est possible d’utiliser des
techniques spécifiques (Mode Acceleration ou Modal Truncation Augmentation [PAR 04,
SUN 03, SUN 08] ) pour diminuer I’effet des troncatures. On peut étudier pour cela la
these de Batailly [BAT 08] ainsi que les travaux de Ahrens et Ahaus [AHR 06].

Une évolution de cette premiere possibilité consiste a distinguer au sein de la struc-
ture quelles sont les parties qui conservent un comportement linéaire et les parties qui sont
susceptibles d’avoir un comportement non linéaire (typiquement ici, les parties qui peu-
vent subir du contact) [ZHE 99][SIN 07]. On sépare alors les degrés de liberté en degrés
de liberté linéaires et degrés de liberté¢ non-linéaire. On peut alors traiter s€éparément les
deux en projetant la partie linéaire sur ses modes propres pour en réduire le nombre de
degrés de liberté tout en conservant I’ensemble des degrés de liberté non linéaire dans la
base physique. On peut coupler les deux parties par des méthodes de type mortar method
[FAU 03] pour retrouver la dynamique de I’ensemble. Dans la méme famille de méthode,
notons également la méthode dite d’hyper-réduction [RYC 05]. Cette méthode est aussi
une méthode de projection modale cependant I’intérét est ici de ne pas avoir a calculer
a priori les modes propres de la structure. En effet, I’algorithme détermine lui-méme, a
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partir de criteres d’erreur bien choisis, les modes qui sont a calculer et a utiliser pour la
projection du champ de déplacements. Cette méthode fait I’objet de recherches en cours
et pourrait etre creusée avec intérét.

Une autre branche consiste a effectuer une décomposition de domaine du systeme. La
these de Sternschiiss [STE 09] fait un état de 1’art de I’ensemble des méthodes de dé-
composition de domaine qui ont un intérét dans le cadre de 1’étude de turbines davion.
On peut noter en particulier la méthode de synthese modale (Component Mode Syn-
thesis method (CMS)) qui est utilisée par Sundararajan et Noah [SUN 98] et par Blah
[BLA Ola, BLA O1b, BLA 02] consistant a décomposer la structure en un ensemble de
sous-structures indépendantes qui sont séparées par des interfaces et sur lesquelles on
peut condenser les degrés de liberté. Le nombre global de degrés de liberté de la structure
est réduit tout en conservant les degrés de liberté sur lesquels vont agir les non linéarités.
Les schémas de résolution restent cependant inchangés et le défi consiste a réaliser et op-
timiser le degré de réduction. Le principe de base de ces méthodes est maintenant bien
connu et illustré dans la littérature sur des exemples restant souvent simple. De nom-
breuses techniques de sous-structuration existent. On peut citer les techniques de Craig
et Martinez, MacNeal, Rubin, Hurty ou bien Hintz, la plus souvent employée étant la
technique de Craig et Bampton.

Enfin, il existe des développements qui introduisent le concept de modes non linéaires.
Un mode non linéaire est vu comme un mouvement vibratoire libre d’un systéme au-
tonome avec un déphasage éventuel entre les degrés de liberté. Il n’y a alors plus besoin
de faire de séparation entre les domaines avec comportement linéaire ou non. On peut citer
les travaux de Butcher [BUC 01, BUT 07], Laxalde et Thouverez [LAX 09] et Pesheck
et Pierre [PES 01, PES 02b] qui appliquent cette méthode dans le cas de machines tour-
nantes. Cette méme technique est utilisée sur des modeles de structures minces par Touzé
[TOU 04][TOU 06][TOU 08]. La technique dite des variétés (variétés centrales, variétés
invariantes) (center manifolds, invariant manifolds) [SIN 04b, SIN 05b, SIN 05a] semble
allier qualité des résultats et rapidité d’exécution.

1.4.1 Principe général

De maniere générale, toutes les techniques de réduction de modele visent a résoudre
un systeme matriciel de plus petite taille que le probleme initial.
Le systeme non réduit a résoudre peut s’écrire de la fagon suivante :

Mi(t) + Cx(1) + Kx(1) = F(1,x) (1.1)

Avec,
M la matrice de masse,
C la matrice d’amortissement (qui peut contenir les termes gyroscopiques),
K la matrice de rigidité.
On note x le vecteur déplacement des nceuds et F le vecteur des efforts extérieurs.
Ce systeme est caractérisé par sa taille n qui dépend de la discrétisation en éléments
finis du modele physique.
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Les techniques de réduction de modele consistent donc a trouver une base ¢ de
vecteurs sur laquelle le systéme sera projeté. On aboutit aprés projection a un systeme
du type : L R

Mij+Cq+Kq=F (1.2)
évec,
M = ¢"M¢ la matrice de masse réduite,
C = ¢” C¢ la matrice d’amortissement réduite,
K = ¢" K¢ la matrice de rigidité réduite.
q= o7 x représente la nouvelle inconnue dans la base réduite.
F = ¢TF est le vecteur des forces extérieures projeté.

Le nouveau probleme a résoudre n’est plus de taille n X n mais m x m avec m le nombre
de vecteurs retenus dans la base ¢.

1.4.2 Techniques de projection sur modes linéaires
1.4.2.1 Principe de base

Une premiere approche possible pour traiter le probleme serait d’effectuer une ré-
duction de modele par projection sur une base tronquée des modes propres linéaires non
amortis obtenus par résolution de :

Ko = Mo’ (1.3)

ol w? représente la matrice diagonale contenant le carré des fréquences propres des modes
retenus.

Cette technique peut permettre une résolution directe avec, par exemple, une technique
d’intégration temporelle. Cependant, elle présente certains inconvénients. La premiere
question qui se pose est relative au nombre de modes qu’il convient de conserver pour
bien représenter le comportement dynamique du systeme. En général, on ne conserve que
les modes dont la fréquence propre est inférieure a une valeur choisie. On peut alors se
contenter de ne calculer que les m premiers modes propres du systeme par une méthode
de Krylov (Lanczos, Arnoldi) ou bien par une méthode de Newton (Jacobi, Davidson), ce
qui permet de gagner du temps.

Appliquée a un probleme non linéaire, en plus du probleme concernant le nombre de
modes a conserver pour avoir une bonne représentation dynamique du systeme, se pose
celui du traitement des non linéarités. En effet, dans le cas que nous cherchons a traiter,
apparaissent des efforts extérieurs non linéaires qui nécessitent donc la connaissances des
déplacements dans la base physique pour pouvoir étre déterminés. Or, la détermination
des inconnues se fait dans la base modale. Il serait donc nécessaire, a chaque pas de
temps, de basculer dans la base physique afin de calculer les efforts F, puis rebasculer
dans la base modale pour avoir F et résoudre le probleme réduit. Le colt en terme de
temps de calcul de cette opération peut étre pénalisant.
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Lors de la projection des efforts extérieurs F, seulement une partie de la dynamique de
I’effort est représentée. Cette troncature provoque une perte d’information sur le second
membre de 1’équation a résoudre. Plusieurs techniques existent pour tenter de diminuer
I’effet de cette troncature. Parmi elles, la méthode MTA (Modal Truncation Augmentation
method) (détaillée en annexe A) est la plus souvent utilisée. Il a notamment été prouvé
que cette derniere est supérieure a la méthode MA (mode acceleration method) [DIC 97].

1.4.2.2 Technique d’hyperréduction de modele

Toutes les méthodes de réduction modale sont des méthodes dites a posteriori car il
est nécessaire de d’abord calculer la base de projection avant de pouvoir effectuer une
résolution de modele réduit. Une piste potentiellement intéressante est celle des tech-
niques dites d’hyperréduction a priori [RYC 05]. La méthode décrite dans cet article parle
de I’extension de la technique de Karhumen-Loeve a priori. L’algorithme détermine tout
seul quels sont les modes a calculer afin de respecter des criteres d’évolution sur les vari-
ables choisies. La construction du modele réduit est alors automatisée et son adaptation
se fait en complétant le sous-espace des fonctions de forme puis en sélectionnant celles
qui représentent au mieux 1’évolution de la variable d’état choisie. L’hyperréduction est
obtenue en faisant une prévision de 1’évolution des variables du modele réduit en util-
isant une partie des points d’intégration du modele éléments finis. Ainsi, on réduit a la
fois le nombre de degrés de liberté et le nombre de points d’intégration. Dans la publi-
cation [RYC 05], la technique est appliquée a un probleme de thermique transitoire non
linéaire 3D mais rien en théorie n’en empéche I’adaptation a un probleme de contact avec
frottement. Il ressort que la taille du modele réduit ne dépend pas du nombre de degrés
de liberté utilisé initialement pour discrétiser la structure. Ainsi, 1’auteur fait remarquer
que les gains en vitesse d’exécution deviennent appréciables pour un modele non réduit
d’environ 2000 degrés de liberté.

Cette méthode pourrait étre utilisée avec intérét dans le cadre de notre problématique.
Cependant, il est difficile de prévoir a I’avance si les gains seront réellement au rendez-
vous. En effet, I’étude de cas industriels aboutit a des modeles 1D de I’ordre du millier
de degrés de liberté. Bien que le type de probleme traité soit différent que celui de Ryck-
elynck il n’est pas sur que les gains soient effectifs. Cette technique est surtout adaptée
a des problemes 3D. De plus, I'implémentation de cette technique est particulierement
complexe.

1.4.3 Les techniques de décomposition de domaine (condensation)

Les techniques de décomposition de domaine consistent a découper le modele en sous-
domaines reliés entre-eux par des interfaces. L’objectif initial de ces techniques est de
pouvoir traiter indépendamment chaque sous-domaine dans des buts de parallélisation des
calculs. Comme nous venons de le voir, le principal inconvénient des techniques de pro-
jection modale classiques pour des problemes non linéaires est le fait qu une fois projetés
sur la base modale, on ne peut plus utiliser les coordonnées physiques des degrés de lib-
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FIGURE 1.8: Gain en terme de nombre d’opérations a virgule flottante de la méthode
APHR par rapport a une intégration temporelle directe [RYC 05]

erté. Le calcul des efforts non linéaires requiert donc un aller-retour continu entre la base
physique et la base modale. Or, comme nous allons le voir dans ce paragraphe, derriere les
techniques de décomposition de domaine se cachent des techniques de condensation qui,
pour certaines, permettent de réduire le modele tout en conservant la possibilité de garder
certains degrés de liberté choisis dans le domaine physique. Ces techniques utilisent aussi
les notions de modes de projection.

1.4.3.1 Aspects théoriques

Quelle que soit la méthode CMS appliquée il est nécessaire de procéder a un
découpage du domaine d’étude Q. La frontiere dQ est partagée en trois sous-domaines
tels que 0Q = 0, UdQ s, UdQy,. 0, est la partie de la frontiere dQ ou sont appliquées
des conditions aux limites en déplacement. 0Q, est la partie de la frontiere ot sont ap-
pliqués des efforts non nuls (avec 0Qf, N9, = @). Enfin, dQ, est la partie de la frontiére
ot I’on impose un effort extérieur nul (avec 02y NIQ s, = & et 0Q,NIQ, = ). On fera
dans la suite la distinction entre les degrés de liberté dits < extérieurs > qui sont les degrés
de liberté appartenant a I’ensemble 0Q,, UdQ, et les degrés de liberté < intérieurs > qui
sont ceux qui appartiennent a ’ensemble Q UdQ , (cf Fig 1.9).

Nous allons nous intéresser a deux méthodes particulieres. Une méthode dite a inter-
face fixe, celle de Craig et Bampton [CRA 68], qui est la méthode de décomposition de
domaine la plus répandue. En effet, sa facilité de mise en ceuvre, sa stabilité et la qualité
de ses résultats en ont fait une référence en la matiere. La seconde méthode que nous
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FIGURE 1.9: Représentation symbolique d’une structure [BAT 08]

allons voir est une méthode a interfaces libres, la méthode de Craig et Martinez. Ces deux
méthodes sont comparées de facon complete dans la these de Batailly [BAT 08]. Elles

1.4.3.2 La technique de Craig et Bampton

La réduction de modele par la méthode de Craig et Bampton se fait en plusieurs étapes.
Apres permutation des lignes et des colonnes des matrices K, M et C suivant qu’elles sont
associées a des degrés de liberté intérieurs ou des degrés de liberté extérieurs, plusieurs
modes linéaires sont calculés. Dans la méthode de Craig et Bampton, il existe deux types
de modes.

— Les modes statiques. Les modes statiques correspondent aux déformées du domaine
lorsque 1’on impose un déplacement unitaire a un des degrés de liberté extérieurs
alors que tous les autres degrés de liberté extérieurs sont bloqués. Il existe donc
autant de modes statiques que de degrés de liberté extérieurs.

— Les modes encastrés. Les modes encastrés correspondent au modes libres de la
structure ayant ses degrés de liberté extérieurs bloqués. En réalité, pour avoir une
réduction de modele effective, on tronquera cette base.

La matrice de projection peut ainsi étre construite en concaténant les modes statiques

et la partie des modes encastrés que I’on aura conservé. La projection du systeme s’ opere
alors comme décrit plus haut (voir Eq. 1.1 et 1.2).

1.4.3.3 La technique de Craig et Martinez

La méthode de Craig et Martinez est une méthode dite a interfaces libres, c’est a dire
que la base modale de la structure est calculée lorsque les degrés de liberté extérieurs
sont libres. Les modes que 1’on calcule alors sont donc les modes propres classique de
la structure. Cependant, dans la méthode de Craig et Martinez, ces modes propres sont
enrichis par des modes de correction pseudo-statiques. Ces modes existent du fait qu’en
projection modale classique, seulement une partie des efforts qui s’exercent sur la struc-
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Réduction de modele

ture est prise en compte. En effet, lors de 1’étape de projection du modele complet sur
la base réduite, le vecteur force F est lui aussi projeté. Il en résulte que certaines des
composantes modales de F ne sont pas représentées dans le modele réduit. Les termes
de correction pseudo-statiques sont calculés en faisant I’hypothese que les composantes
modales non représentées de F n’ont qu’une influence sur la statique du systeme (I’in-
fluence dynamique est nulle). Cette hypothese est d’ailleurs la base de la méthode MA
(Mode Acceleration [WIL 45]).

1.4.4 Les méthodes basées sur la SVD

I1 existe une autre classe de méthodes de réduction : les méthodes basées sur la POD
(Proper Orthogonal Decomposition). En dimension finie, ces techniques se basent sur la
SVD ( Singular Value Decomposition). Contrairement aux techniques que nous avons vu
dans les précédents paragraphes, les techniques basées sur la SVD traitent le probleme de
facon purement mathématique. En effet, dans les techniques de projection modale ou bien
dans les techniques de condensation de type Craig et Bampton, on fait appel a des modes
composants qui ont une signification physique (modes libres, modes contraints). Avec la
SVD, ces notions la n’existent pas. La construction du modele réduit se base sur le calcul
de la solution du modele non réduit sur quelques pas de temps.

Le principal avantage de la méthode SVD est qu’elle permet de prendre en compte le
chargement réel ( et non pas une projection sur des modes ) pour la détermination de la
base de projection. Ceci constitue aussi sont plus gros inconvénient car il est nécessaire de
faire un calcul sur le modele non réduit sur plusieurs pas de temps. Méme si le nombre de
pas de temps est faible, le temps de calcul nécessaire peut-étre handicapant. De plus, dans
notre cas, la complexité du chargement di notamment a sa nature intermittente (contact),
nécessiterait d’effectuer plusieurs calculs de cette base a des instants différents. Le cofit
de calcul serait alors potentiellement prohibitif. Ces techniques sont développées plus en
détails en annexe A.

1.4.5 Techniques basées sur la notion de modes non-linéaires
1.4.5.1 Non linear Normal Modes

Une autre branche, qui reste ’objet de nombreuses recherches est la famille des
méthodes qui se basent sur la notion de modes non linéaires ou modes normaux non
linéaires (NNM Nonlinear Normal Mode). Comme vu plus haut, il est tout a fait possi-
ble de se contenter des modes linéaires pour traiter un probleme non linéaire, cependant,
essayer d’appliquer une analyse linéaire a un systeme non linéaire aboutit au mieux a
un résultat non optimal. C’est pourquoi on pourrait penser que les NNM sont de bons
candidats pour aboutir a une analyse plus fine du probleme.

En réalité, les modes non linéaires ont eut plusieurs définitions selon 1’époque et
les auteurs. Dans [KER 09], les auteurs retracent de fagon générale I’histoire des modes
non linéaires depuis les premiers développements fait par Rosenberg [ROS 60, ROS 62,
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ROS 66] jusqu’aux développements les plus récents fait entre autres par Pierre et Shaw
[SHA 91, SHA 93]. La définition la plus large que I’on peut donner a un NNM (celle
de Rosenberg) est vibration a l’unisson du systéme. Notons que cette définition englobe
aussi aux modes normaux linéaires (LNM Linear Normal Mode). Cette définition signi-
fie que lorsqu’un systeme vibre selon un NNM, tous les points matériels atteignent leur
déplacement maximal au méme moment. De méme, cela signifie aussi qu’ils passent par
leur zéro en méme temps. Cependant, les NNM se distinguent par le fait que la fréquence
de vibration évolue en fonction de I’amplitude du mouvement (autrement dit, en fonction
du niveau énergétique). Cette définition sera plus tard étendue pour prendre en compte
les systéme amortis ainsi que pour représenter les résonances internes. On préférera alors
parler de mouvement périodique non nécessairement synchrone.

On remarque que 1’utilisation industrielle des NNM est quasi-inexistante. Les princi-
pales raisons qui expliquent cela sont :

1. Garder un modele linéaire est plus pratique car les systemes non linéaires peuvent
avoir des comportements complexes : sauts, bifurcations, résonances internes, inté-
ractions modales, chaos, etc.

2. Les NNM ont deux limitations que les LNM n’ont pas. Le principe de superposition
ne s’applique pas. Les NNM ne vérifient pas les mémes propriétés d’orthogonalité
que les LNM. Il est donc plus délicat de former des bases de NNM pour faire, par
exemple, de la réduction de modele.

3. Laplupart des exemples d’application dans la littérature n’utilisent que des modeles
a tres faible nombre de degrés de liberté.

4. 1l existe relativement peu de méthodes numériques pour calculer les NNM. Beau-
coup d’approches, en revanche, consistent a faire des développements asympto-
tiques, ce qui implique des traitements mathématiques assez lourds.

Les NNM ont cependant un gros potentiel car ils permettent de modéliser la réalité
plus fidelement, mettant plus facilement en évidence certains phénomenes physiques
[KER 09]. Les NNM ont des propriétés uniques.

1. Contrairement aux LNM, les NNM ont une fréquence qui dépend du niveau éner-
gétique de celui-ci. Cette dépendance interdit la séparation entre temps et espace
dans les équations du mouvement.

2. 1l existe avec les NNM, des phénomenes d’interaction modales et de résonance
interne. L’interaction modale est le fait de pouvoir observer un transfert d’énergie
entre les modes. Par exemple, si on excite une structure selon un modes haute fré-
quence alors il est possible que la réponse soit un mouvement selon un mode de
basse fréquence.

3. 1l se peut que certains NNM soient instables. On peut en effet observer des bifur-
cations dans la réponse modale d’un systeme. Ce phénomene n’existe pas avec les
LNM. De plus, pour un systeme discrétisé a n degrés de liberté, il peut exister un
nombre de NNM supérieur a n. Les modes de résonance interne en sont un exemple.
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Réduction de modele

1.4.5.2 Calcul des NNM

Il existe plusieurs méthodes pour calculer les NNM d’un systeme. Elles sont ici
classées en méthodes analytiques et en méthodes numériques. Ceci n’est en aucun cas
une liste exhaustive.

Méthodes analytiques Les méthodes analytiques ont été les premicres a avoir été
développées. Rosenberg est a I'origine de la premiere méthode basée sur 1’énergie
[ROS 66]. 11 existe aussi les méthodes basées sur les variétés invariantes (invariant man-
ifold method) introduites par Shaw et Pierre [SHA 91, SHA 93] qui est une extension de
la méthodes des variétés centrées (center manifold method) qui est similaire dans I’esprit
a la méthode énergétique de Rosenberg.

Dans un autre registre on peut aussi noter les méthodes basées sur les échelles multi-
ples (multiple scales method) qui sont des méthodes de perturbation [NAY 94, GEN 04,
WAN 07].

Les détails de ces méthodes ne sont pas développés ici car ces méthodes analy-
tiques ont plusieurs inconvénients tres handicapants dans le cadre de notre problémati-
que. Comme ces méthodes se basent sur des développements asymptotiques, elles ne sont
valables que pour de faibles non-linéarités géométriques seulement. De plus, leur nature
analytique rend leur mise en ceuvre délicate, surtout pour des systeémes dont le nombre de
degrés de liberté dépasse quelques unités.

Méthodes numériques Relativement peu de méthodes numériques ont été développées
pour le calcul des NNM. Nous allons en citer deux exemples. Les méthodes numériques
n’ont pas les inconvénients des méthodes analytiques citées ci-dessus, c’est a dire qu’elles
sont applicables a des systemes ayant beaucoup plus de degrés de liberté et comportant
de fortes non-linéarités. Plusieurs de ces méthodes sont des extensions des méthodes an-
alytiques citées ci-dessus.

La premiere méthode, basée sur la définition des NNM de Rosenberg, consiste a
faire une intégration temporelle directe des équations du mouvement en utilisant des
algorithmes de type Newmark ou Runge-Kutta [SLA 96] puis a isoler une période de
la réponse une fois le régime périodique atteint. Cette méthode, tres lourde en terme
de temps de calcul, ne présente évidement que peu d’intérét sauf si elle est couplée
avec des techniques pour réduire le temps de calcul comme la méthode de tir (Shooting
method[PEE 09]) et des méthodes de continuation comme la continuation séquentielle ou
(pseudo-) continuation par longueur d’arc ((pseudo-)arc length continuation). D’autres
méthodes se basent sur I’extension de la méthode des variétés invariantes ou la formu-
lation polynomiale est remplacée par une méthode de Galerkin [PES 00, PES 02a], et
d’autres sur I’extension de la méthode a échelles multiples.

La seconde méthode est celle de la méthode de la balance harmonique
[LAX 09][GUS 08][COU 09][SAR 11]. Cette technique peut d’ailleurs €tre considérée
comme une méthode semi-analytique car bien qu’elle puisse €tre mise en ceuvre
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enticrement numériquement, elle peut aussi étre améliorée par des considérations ana-
lytiques.

1.4.5.3 Réduction de modele utilisant les NNM

Un des axes de recherche sur les NNM concerne la réduction de modele. En effet,
il est légitime d’essayer d’utiliser les NNM pour la construction de bases de projection
a la maniere dont on utilise habituellement les LNM. On s’attend a ce que 1’usage des
bases de projection €tablies a partir des NNM permettent d’obtenir de meilleurs résultats
que celles obtenues a partir de LNM car les NNM représentent directement les réponses
libres ou forcées du systeme. Cette différence de précision dans les résultats serait d’au-
tant plus accentuée que le systeme posséderait de fortes non-linéarités (voire méme, des
non-linéarités non linéarisables). Cependant, comme dit plus haut, la principale difficulté
réside dans le fait que les NNM ne possedent pas les mémes propriétés d’orthogonalité
que les LNM. On ne peut donc pas former les bases de NNM de la méme fagcon que 1’on
forme des bases a partir de LNM. La construction de modele réduit a partir de NNM se fait
par un changement non linéaire de coordonnées [TOU 06] (qui peut étre couplé ou non
avec une réduction classique utilisant les modes linéaires). Dans [TOU 08], les auteurs
appliquent cette méthode a un probleme de vibration de plaque fine avec non linéarité
géométrique. Les résultats obtenus avec un seul NNM sont similaires a ceux obtenus avec
une dizaine de LNM (voir Fig 1.10).

%

reference / 11 LNM

1.5t 157 4 15 LNM

max(wy ;/h)
max(w, /h)

0.5f

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 1.6 1.8 2 22

0o, 0o,

FIGURE 1.10: Comparaison de 1’évolution vibratoire d’un degrés de liberté entre la
référence et le modele réduit avec NNM ou LNM. [TOU 08]

Deux approximations font que la mise en ceuvre est limitée a des non linéarités
géométriques et a de relativement faibles amplitudes d’excitation. La premiere est liée
au fait que les NNM sont calculés par un développement asymptotique par la technique
des variétés invariantes. D’ autres part, les NNM calculés ainsi ne dépendent pas du temps
mais sont cependant utilisés pour approximer des variétés invariantes qui elles dépendent
du temps [JIA 05a] [PES 00]. Il existe, néanmoins, des techniques qui utilisent des NNM
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Conclusion

qui dépendent du temps (des NNM calculés numériquement) pour s’affranchir de ces lim-
itations au prix d’un temps de calcul plus long. Ceci a été fait par Jiang [JIA 04, JIA 05b]
ainsi que par Pesheck [PES 00, PES 02a]. Le principal intérét de ces techniques qui sont
quasiment entierement numériques est qu’il est alors possible d’étudier des systemes avec
de fortes non linéarités [SIN 05b] [PES 01].

On peut encore notamment citer les travaux d’Apiwattanalunggarn [API 05] qui a
proposé une extension de la technique CMS de Craig et Bampton pour pouvoir utiliser
des modes non linéaires. Les modes a interfaces fixes sont alors des NNM calculés par la
technique des variétés invariantes. Les auteurs affirment que leur méthode est utilisable
sur des systemes éléments finis avec de nombreux degrés de liberté.

D’autre part, les travaux de Butcher ont mis en évidence la possibilité d’utiliser les
modes non linéaires avec des non linéarités de type contact/choc. Les auteurs proposent
dans [BUT 07] deux méthodes pour construire un modele réduit a partir de NNM. Une de
ces méthode est appliquée sur un systeme a 4 degrés de liberté avec des non linéarités de
type choc, géométrique et amortissement.

1.5 Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis de dresser un bilan des aspects et phénomenes
physiques dont il faut tenir compte dans le choix de modélisation et de résolution du
probleme de contact rotor-stator afin d’obtenir des simulations rapides tout en restant
fidele a la réalité physique. Si 1’on met de c6té le cas chaotique relativement peut étudié,
I’étude bibliographique met en évidence trois comportements typiques du contact rotor-
stator :

— Le contact annulaire complet (ou partial) périodique en précession directe.

— Le contact partiel quasi-périodique en précession directe.

— Le contact violent en précession inverse (avec ou sans glissement).
Les parametres les plus influents pour 1’apparition ou non de ces phénomenes sont le coef-
ficient de frottement rotor-stator, le jeu entre le rotor et le stator, I’excentricité et la rigidité
du rotor, I’amortissement du systeme et du contact en particulier, 1’effet gyroscopique et
la vitesse de fonctionnement. Il a été montré qu’a cause de la nature non linéaire de ce
type de probleme, ces phénomenes peuvent coexister pour un jeu de parametres donné.

Plusieurs modeles de contact ont été répertoriés. La méthode de pénalisation (couplée
a un simple modele de frottement de Coulomb) est celle qui semble la plus répandue,
la plus facile a implémenter et celle qui donne des résultats les plus proches des
résultats expérimentaux. Malgré sa simplicité, elle permet de reproduire I’intégralité des
phénomenes physiques répertoriés a condition que le modele de frottement puisse pren-
dre en compte un changement de signe potentiel dans la vitesse de glissement entre rotor
et stator (sous peine de ne pas pouvoir reproduire le phénomene de précession inverse).
Un modele simple est préférable a un modele complexe pour une résolution rapide. C’est
cette méthode que nous avons choisi pour la suite.
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Les méthodes de réductions de modele basées sur la notion de modes non linéaires
ne semblent pas encore assez mdres pour une utilisation industrielle. Ces derniers ont des
propriétés tres différentes des modes linéaires classiques ce qui rend leur appréhension
délicate. De plus, leur calcul et leur utilisation ne sont pas aisés. On leur préférera les
techniques de projection sur base tronquée de modes linéaires a condition que celles-ci
soit utilisées au sein de techniques de condensation qui permettent de conserver les degrés
de liberté non linéaires dans la base physique. Dans cet esprit, les méthodes de Craig et
Bampton ou Craig et Martinez semblent bien adaptées. On préférera toutefois la méthode
de Craig et Bampton qui est la plus utilisée et qui semble donner des résultats 1égerement
meilleurs. On peut oublier en revanche la technique d’hyperréduction de modele qui ap-
parait adaptée a des modeles 3D de grande taille de méme que les techniques basées sur
la SVD davantage adaptées a d’autres types de probleme comme la mécanique des fluides
par exemple.

Enfin, en ce qui concerne les méthodes de résolution des modeles. Les méthodes
d’intégration temporelle directe sont les plus utilisées, les plus robustes et les plus
génériques. Cependant ce sont aussi les plus lourdes en temps de calcul et dans le cas
de problemes non linéaires, le résultat dépend souvent des conditions initiales choisies.
On préférera utiliser une technique fréquentielle (la méthode de la balance harmonique)
qui bien que limitée aux réponses périodiques et quasi-périodiques, permet des gains sub-
stantiels en temps de calcul. Cette méthode est le plus souvent utilisée sur des problemes
présentant des non linéarités faibles mais 1I’usage de non linéarités fortes n’est pas exclu a
condition d’implémenter quelques amélioration a la méthode. Parmi ces améliorations,
on notera en particulier les techniques de continuation qui permettent d’effectuer des
études paramétriques robustes et qui permettent également de plus facilement capturer
les différents comportements possibles du rotor pour un jeu de parametres donné ce que
ne permettent pas facilement les méthodes d’intégration temporelle directe.

Les choix de modélisation retenus sont développés, illustrés et validés dans les
chapitres suivants.
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Chapitre 2

Calcul des solutions périodiques

Ce second chapitre se focalise sur les aspects théoriques de la
méthode retenue de la balance harmonique (HBM) et sur les
fonctionnalités et améliorations qui ont été développées. Des
techniques de continuation permettant des études
paramétriques sont présentées. Ce chapitre fait le point
également sur des méthodes permettant d’augmenter la
robustesse de I’algorithme et d’optimiser la vitesse
d’exécution sans impacter la précision des résultats. Des
exemples d’application en lien avec la problématique de
contact rotor-stator illustrent ces développements.
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Méthode de la Balance Harmonique (HBM)

Les problemes dynamiques non linéaires sont lourds a traiter car il n’existe pas
de méthode générale pour les traiter. Les méthodes utilisées dépendent de nombreux
parametres comme la nature du probleme ou le type de solution recherchée (transitoire,
périodique, etc.). Le type de non linéarité rencontré est un élément également impor-
tant. Certaines méthodes sont connues pour pouvoir traiter des non linéarités dites faibles
(non linéarité géométrique par exemple) c’est a dire les non linéarités ou il n’y a pas
de variation brusque dans la dérivée premiere de la fonction caractéristique de la non
linéarité. D’autres méthodes peuvent gérer plus facilement les non linéarités dites fortes
comme celle associée au contact unilatéral pénalisé avec jeu par exemple. La méthode qui
a été retenue dans notre cas est la méthode de la balance harmonique. C’est une méthode
classique qui résout les équations du mouvement dans le domaine fréquentiel plutdt que
dans le domaine temporel. Cette méthode est généralement utilisée dans des cas de non
linéarité faible mais il est également possible de I’utiliser dans des cas de non linéarités
fortes, méme si alors elle a tendance a moins bien converger. Nous allons montrer qu’il
est possible de pallier a ces difficultés de convergence grace a des techniques spécifiques.

2.1 Méthode de la Balance Harmonique (HBM)

2.1.1 Principe de la méthode

Une fois le modele éléments finis établit, 1’équation de la dynamique non linéaire a
résoudre est la suivante :

Mi(r) + C(0)d(r) +Ka(r) +£(q(r) = p(r) @.1)

ou M, C et K, représentent respectivement les matrices assemblées de masse d’amortisse-
ment (qui inclut également la matrice de gyroscopie) et de rigidité. Le vecteur f représente
ici les efforts non linéaires et le vecteur p les efforts linéaires extérieurs. Etant donné que,
dans les cas d’application qui nous intéressent, les efforts extérieurs p sont périodiques
(force de balourd a vitesse de rotation constante) il est alors raisonnable de supposer que
la réponse en régime établi est également périodique. Avec cette hypothese on peut écrire
les grandeurs d’intérét sous forme de séries de Fourier :

N
q(t) =Qo+ Y _Qaj1cos(kjor) + Qy;sin(k;or) (2.2)
j=0

ot les Q; (j = 0..2N) sont les vecteurs de coefficients harmoniques et les k; sont les har-
moniques retenues dans la décomposition tronquée a I’ordre N. Le nombre d’harmoniques
retenu peut étre aussi élevé que désiré afin d’approximer correctement la solution. La
grandeur ® est la pulsation fondamentale du systeme correspondant a la période de vi-
bration T telle que ® = 21/T. De la méme facon, les efforts linéaires et les efforts non
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2. Calcul des solutions périodiques

linéaires peuvent étre écrits sous forme de série de Fourier :

N

p(t) = P0+ZP2j_1cos(kj0)t) + P sin(kjwr) (2.3)
j=0
N

f(t) =Fo+ Y Faj 1cos(kjor) +Fa;sin(kjor) (2.4)
j=0

Si on pose
\A/ = [ Id ,Id-cos(mjmt),Id - sin(mjot),...,Id-cos(mywt),Id - sin(myt)]
nxn(2N+1) nxn nxn

ou Id représente la matrice identité, on peut alors reformuler les équations (2.2) (2.3) (2.4)
ainsi :

q(t) = Alo) - Q

~—~

—— ~—
nx1  nxn(2N+1) n(2N+1)x1

avec

\Q/ =®,Q1,---,Q2N71,Q2N]T

n(2N+1)x1 nx1

vecteur de I’ensemble des coefficients de Fourier regroupant tous les degrés de liberté
de déplacement. De méme, P = [Py, Py,...,Poy]” et F = [Fy,Fy,...,Foy]” représentent
I’ensemble des coefficients de Fourier des efforts linéaires extérieurs et des efforts non
linéaires respectivement. Les écritures (2.2), (2.3) et (2.4) sont injectées dans I’équation
(2.1) ce qui aboutit a :

N
KQo + ) _[Qaj-1[cos(m;or) (K —mje’M) — m;oCsin(m,or)]
j=1
+Qa[sin(mjor ) (K — m50°M) + m;0C cos (m o )]
+A(0)-F(Q) —A(w)-P=0

que I’on peut réécrire en :

AC  Zo)  Q+FQ)-P)=0 (2.5)
n(2N+1)xn(2N+1)
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Méthode de la Balance Harmonique (HBM)

avec ©
K 0 0 o 0 0 ]
0 K-KBo™M  koC ... 0 0
0 —koC K-KBo’M ... 0 0
Z(w)=|. . . : : :
0 0 0 . KoM  k,oC
0 0 0 o —kC  K—kio?M

Une procédure de Galerkin permet alors d’annuler 1’équation 2.5 en moyenne temporelle
pondérée. Les fonctions de pondération utilisées sont les fonctions trigonométriques
(cos(mjoxr), jallantde 1 a N et sin(m ot), j allant de 1 a N). On multiplie donc I’équation
2.5 successivement par chacune de ces fonctions de pondération puis on integre sur une
période [0, T]. Cette opération s’appelle la balance harmonique ou bien [’équilibrage des
termes harmoniques. Cela conduit au systeme :

R(Q,0) = Z(®)Q+F(Q) —P =0 2.6)

qui représente 1’équation du mouvement dans le domaine fréquentiel. Cette équation a
pour inconnue Q c’est a dire I’ensemble des coefficients de Fourier des déplacements. Ce
systeme est de taille plus importante (ngpy = n(2N + 1)), cependant il s’agit maintenant
d’un systeme algébrique et non plus d’un systeme d’équations différentielles. Méme dans
le domaine fréquentiel, I’équation du mouvement est toujours non linéaire car les coeffi-
cients de Fourier des efforts non linéaires (F) dépendent des coefficients de Fourier des
déplacements (Q). Usuellement, I’équation (2.6) est traitée de facon itérative par un algo-
rithme de Newton-Raphson par exemple. L’itération de Newton-Raphson s’écrit comme
suit :

—1
Q(k+1) _ Q(k) + (g_g) R(Q(k)) 2.7)
|QWX)

avec R(QW) = Z(0)Q™ + F(QW) — P qui est le résidu de I’équation d’équilibre du
mouvement a I’itération (k). Ainsi, I’équation (2.7) peut se réécrire :

1
Q" -0+ (2(0)+ 5 ) R@¥) @8
9Q/ 1w

A cause de la nature non linéaire des problemes traités, 1’algorithme de Newton-Raphson
n’a aucune garantie de convergence. La non linéarité rend potentiellement la solution de
I’équation (2.8) non unique. Dans ce cas, la solution vers laquelle I’algorithme converge
dépend de la solution initiale Q© choisie pour initialiser les itérations. Si la solution
initiale Q(O) est trop éloignée de(s) (la) solution(s) de I’équation (2.8) alors il se peut que
les itérations de Newton-Raphson ne convergent pas. Dans tous les cas, a chaque itération
de I’algorithme il faut calculer le résidu RW = R(Q(k)) et la jacobienne du systeme g—g
Nous allons voir dans les sections suivantes comment effectuer ces opérations.
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2. Calcul des solutions périodiques

Pour pouvoir effectuer les itérations de Newton-Raphson, il faut étre capable d’évaluer
le résidu R du systeme et donc étre capable de calculer F(Q). Il faut donc étre capable de
calculer les coefficients de Fourier des efforts non linéaires en fonction des coefficients de
Fourier des déplacements. Il existe plusieurs facons de procéder pour atteindre ce but. La
premiere consiste a déterminer une relation analytique entre les deux grandeurs F et Q.
Ainsi, lors des itérations de Newton-Raphson, une fois que Q est connu, on en déduit F
grace a la formule analytique. La formule analytique reliant les efforts aux déplacements
est connue dans le domaine temporel alors que, dans le domaine fréquentiel elle reste
inconnue a priori. Des développements analytiques spécifiques a chaque type de non
linéarité sont nécessaires et selon le type de non linéarité, ces développements peuvent
étre tres lourds voire impossibles. Cette facon de procéder permet cependant une vitesse
d’exécution rapide.

K
W P =P, cos(wt)
C

FIGURE 2.1: Schéma d’un oscillateur de Duffing

Hlustration sur ’oscillateur de duffing [’ oscillateur de duffing est un systeme discret
a un degré de liberté (voir schéma 2.1). La non linéarité est une force de rappel propor-
tionnelle au cube du déplacement de la masse. L’équation différentielle d’équilibre du
systeme est la suivante :

mi(t) +cq(t) +kq(t) +kuq(1)* = pocos(ar)
Ici, f(q(t)) = kuq(t)® avec k,; représentant la rigidité non linéaire. Pour connaitre la

formule analytique donnant F en fonction de Q il faut développer I’expression de f(g(t))
en remplagant ¢(¢) par son développement en série de Fourier.

3
f(q()) = kuq(r)
N
=ku | Qo+ Z Q2j_1cos(mjwt) + Q2 jsin(m;wt)

j=1
Cette opération aboutit a des développements fastidieux et dans le cas de non linéarités
plus complexes, ils deviennent généralement impossibles en particulier dans le cas d’-
expressions non analytiques pour f(g,q). C’est la cas par exemple pour les forces non
linéaires dans les paliers hydrodynamiques qui sont obtenues en résolvant 1’équation
différentielle de Reynolds pour les films minces.
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Méthode de la Balance Harmonique (HBM)

Déplacements

1
Q@ U
Résoudre dans Calcul des efforts
le domaine domaine i domaine non linéaires dans
fréquentiel frequentiel temporel le domaine
: temporel
fft

F f
Forces non linéaires

FIGURE 2.2: Méthode AFT (Alternating Frequency Time)

2.1.2 La méthode AFT (Alternating Frequency Time)

La technique retenue dans ce travail consiste a utiliser la méthode AFT (Alternating
Frequency Time) (voir figure 2.2) [CAM 89] qui consiste a exploiter le fait que la force
non linéaire reste facile a exprimer dans le domaine temporel. A chaque itération de 1’al-
gorithme de Newton-Raphson, les déplacements sont basculés dans le domaine temporel
par transformée de Fourier inverse. Une fois dans le domaine temporel, les efforts non
linéaires sont facilement obtenus. Ces efforts non linéaires sont ensuite a nouveau bas-
culés dans le domaine fréquentiel par transformée de Fourier directe. Cette méthode a
I’avantage d’étre beaucoup plus générique que la méthode analytique car elle permet de
traiter n’importe quel type de loi non linéaire. En revanche, les aller-retour tres fréquents
entre le domaine temporel et le domaine fréquentiel induisent un coiit de calcul plus
élevé que dans le cas analytique. Toutefois, le colit en calcul peut étre limité tout en
maintenant une excellente précision en utilisant les routines existantes de transformée de
Fourier rapide (Fast Fourier Transform (fft)). Il est alors préférable d’échantillonner la
période T avec un nombre d’instants €gal a une puissance de deux. La finesse minimale
de la discrétisation temporelle qu’il faut utiliser dépend notamment de 1’harmonique la
plus élevée retenue dans la décomposition en série de Fourier. Plus les harmoniques sont
élevées et plus les variations des phénomenes observés sont susceptibles d’étre rapides
et plus la discrétisation temporelle doit étre fine. Typiquement, il faut que la composante
fréquentielle ky soit représentée par environ 10ky instants durant la période T. Le cal-
cul de F n’est cependant pas la seule opération délicate a effectuer lors des itérations du
Newton-Raphson.

2.1.3 Calcul de la Jacobienne

L’autre opération qui doit €tre effectuée a chaque itération corrective du Newton-
Raphson est le calcul de la matrice jacobienne g—F Il s’agit alors de calculer la matrice
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2. Calcul des solutions périodiques

qui décrit la variation des coefficients de Fourier des efforts non linéaires en fonction des
coefficients de Fourier des déplacements.

JFy  JFy dF
2Q 20Q 2Q
oF | L of o
JQ) == = dQp  dJQ aQuoy
0Q : s :
anN anN aF2N
Qo 0Q, aQuy
avec,
B aF,O aFiO aFtO T
dQjo 9Qj 0Q;,
9F JF;;  JF; i1
_l — anO ale an
9Q; : : oo
JF;, JF;, . JF;,
| 9Qj0  9Qj 0Qjn |

La encore, il existe plusieurs facons de calculer cette matrice jacobienne.

2.1.3.1 Calcul par différences finies

N

La premiere facon est purement numérique et consiste a calculer la matrice par
différences finies. Si on écrit la jacobienne comme suit :

Jo_ | F O OF OF  oF

| 9Qoo '9Qoi  "9Qon Q10" 9Qann
——
n(2N+1)x1

Chaque terme est alors calculé selon la formule d’approximation d’ordre 1 suivante :

oF B F(Q +Ae,-j) — F(Q)
0Q;; A

ou bien avec I’approximation d’ordre 2 :

OF  F(Q+Ae;;)—F(Q—Ae;))
0Q;; N 2A

ol ¢;; est un vecteur de méme taille que Q rempli de zéros sauf a I’emplacement ij ou se
trouve un 1. La jacobienne est alors calculée colonne par colonne. La qualité de 1’approx-
imation dépend de A qui doit étre choisi suffisamment petit (de 1’ordre de 1071 a4 107%).
L’évaluation de F(Q £ Ae;;), comme précédemment, peut se faire grace a une formule
analytique ou bien grace a une méthode AFT qui est ici aussi plus facile a programmer,
tres générique mais qui peut s’avérer assez lourde en temps de calcul.
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Techniques de continuation

2.1.3.2 Calcul semi-analytique

Une autre facon de calculer cette matrice est d’utiliser une technique semi-analytique
qui consiste a écrire la dérivée des efforts non linéaires par rapport aux déplacements dans
le domaine temporel ce qui normalement est toujours possible mais nécessite des efforts
de développement théoriques et de programmation supplémentaires. Pour ce faire il faut
réécrire la jacobienne comme suit :

T 300 §02j-1) JO2j)  JO02N=1)  §(0.2N)]

J(2i;1.,0)
J(Q) — J(Zi,o)

Qo>

J(ZN._ 1,0)
J(ZN,O)

L’expression des €éléments de la jacobienne est donnée dans 1’annexe B. En pratique,
comme pour I’AFT, on préférera utiliser les fonctions de transformée de Fourier rapides.
On calcule ainsi la jacobienne par blocs de n colonnes par n colonnes. Pour chaque bloc
de n colonnes on calcule la transformée de Fourier de la dérivée des efforts qui aura été
préalablement multipliée par la fonction cosinus ou sinus adaptée. Cette technique est
plus rapide a exécuter que la méthode par différences finies dans le cas de I’usage d’une
technique AFT.

2.1.4 Bilan

Les méthodes décrites pour calculer les efforts non linéaires F et la jacobienne J per-
mettent de mener a bien les itérations de Newton-Raphson. Les itérations sont stoppées
lorsque le critere sur le résidu R(Q(k)) est atteint. Typiquement, un critere sur la norme
du résidu (L, ou L) est appliqué. La solution ainsi obtenue correspond directement a la
réponse périodique du systeme pour un jeu de parametres donné. Cependant, on est sou-
vent intéressé par I’évolution de la réponse du systeme pour un parametre donné (étude
paramétrique). Typiquement, dans les études de rotor, on est intéressé par 1’évolution
de la réponse du systeme avec la vitesse de rotation du rotor. Pour effectuer un étude
paramétrique avec la méthode de la balance harmonique, il convient de 1’associer a une
technique de continuation.

2.2 Techniques de continuation

2.2.1 Continuation incrémentale (ou séquentielle)

Plusieurs facon existent pour déterminer I’évolution d’un systeme en fonction d’un
parametre (nommé A). La facon la plus simple consiste a effectuer une continua-
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2. Calcul des solutions périodiques

tion incrémentale consistant a progressivement augmenter (ou diminuer) la valeur du
parametre. Une fois la réponse connue pour une certaine valeur du parametre, la valeur
du parametre A est 1égérement augmentée (ou diminuée) et une nouvelle procédure de
Newton-Raphson est entamée avec comme condition initiale la solution du pas précédent
soit :

}Vj-i-l = 7Lj+A7L
0 _
Q7\.j+1 - Qki

ou ij représente la solution convergée pour la valeur A; du parametre A.

Q A

solution initiale

. brédiction

prédiction initiale

-
FIGURE 2.3: Continuation incrémentale

Une illustration graphique de la méthode est présentée figure 2.3. L’avantage de ce
type de continuation est qu’elle est simple a programmer en revanche elle ne permet pas
de suivre la branche solution si cette derniere présente des points de rebroussement. Cette
technique peut également présenter des difficultés de convergence si la solution réelle
varie beaucoup apres une incrémentation de A a cause notamment des phénomeénes de
saut de réponse.
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Techniques de continuation

2.2.2 Continuation par pseudo longueur d’arc

Les systemes non linaires ont la particularité de souvent présenter plusieurs réponses
possibles pour une valeur donnée du parametre A. La continuation incrémentale ne pourra
ne donner qu’une solution par valeur de A. Il est alors plus judicieux d’utiliser une tech-
nique capable de suivre les branches solution a travers les points de rebroussement. La
technique de continuation par longueur d’arc permet cela. Soit un point M(; de coor-
données (Q(i) ) k(i)) vérifiant R(Qy;),A(;)) = 0, on cherche un point M, 1) de coordonnées
(Q(,-H) = Qi) +AQ(i), Aiy1) +A7»(,-)) vérifiant également R(Q;4.1),A(i1)) = 0. La con-
tinuation se fait alors en deux étapes :

— une étape de prédiction

— une étape de corrections

Q A

solution initiale

prédiction

prédiction initiale

.
FIGURE 2.4: Continuation par pseudo-longueur d’arc.

2.2.2.1 Prédiction.

L’ étape de prédiction consiste a essayer de deviner la solution pour la prochaine valeur
de A. La prédiction se fait dans une direction tangente a la courbe solution. Sous 1’hy-
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2. Calcul des solutions périodiques

Q A

FIGURE 2.5: Continuation par pseudo-longueur d’arc. Détail d’un couple de prédiction /
corrections.

pothese de petites variations, on peut faire 1I’approximation du premier ordre suivante :

oR oR
F(Q(Hﬂ, Mit1)) = }Q(Q@K ) +AQ() )30 e +A}\‘(i)ﬁ‘M<l> (2.9)
=0 =0
avec,
g% —ZM)+ 5
_ dZQ

Le vecteur tangent t;) [AQT A ;)] est de norme :

1t |I* = AQ( AQ(;) +AAf,
Soita(;) = A?u(,-), AQ = a(i)AQ(i) et le vecteur tangent de norme 1 défini par :

Ito)]1> = 1 & af, (AQ(,AQ +1) =1

Il vient alors : i

aip =+ (2.10)

\/AQ(Ti)AQ(i) +1
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e signe de a(;) est choisi de sorte a ce que deux vecteurs tangents successifs aient un
L d t ch d te 2 d t t t f: t
produit scalaire positif (conservation du sens de parcours). L’équation (2.9) devient :

JdR JdR

Etant donné les expressions de ag (ag) = A)\,(i)) etde AQ(;) (AQ(;) = a(i)AQ(i)), I’équation
(2.11) peut également s’écrire ainsi :

~ OR oR
ayAQ; 20 " + a5y " =0 (2.12)

La procédure pour déterminer le vecteur tangent t;) se résume ainsi :

0 (2.11)

— Résoudre le systeme suivant pour AQ(i) :

a_R AQ (i) = _B_R
9Q M ;) oA
— En déduire ag (voir équation (2.10))
— En déduire AA;) = a;) :
Une fois le vecteur tangent normalisé calculé, on fait une prédiction a partir de la derniere
solution convergée obtenue :

© _
Qi) = Quy + 45 -t (2.13)

avec As(; la taille du pas tangent.

2.2.2.2 Corrections :

La solution prédite ne vérifie pas, a priori, I’équation d’équilibre. Cette solution doit
étre corrigée de fagon itérative de sorte a annuler le résidu. A 1’itération (k) on a :
(k) (k) \ _ (k) (k) (k)
R(Qi4 1y Mitn)) = Zi4) Qiyy T F(Qiy)) —P
N 7 N—— ———

-~

=R®) =7k )

On abandonne la notation (i + 1) dans la suite pour alléger les écritures. On impose
également que les corrections se fassent dans une direction orthogonale au vecteur t, le
systeme a résoudre devient :

agg> algik) |:AQ(k+1):| B |:_R(k):| (2 14)
AQ[) Ak | (MM ]| 0 '

La continuation par pseudo-longueur d’arc ajoute donc une équation et une inconnue au
systeme a résoudre. A chaque itération de la procédure de Newton-Raphson, une correc-
tion sur A et Q sera apportée. Comme pour la version sans continuation de la HBM, on
itere jusqu’a ce que le résidu atteigne une valeur suffisamment basse. Une illustration de
cette méthode est présentée figure 2.4 et figure 2.5. Cette méthode est plus robuste que
la continuation incrémentale et permet de suivre les branches solution. Par la suite c’est
cette méthode qui sera utilisée dans nos applications.
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2. Calcul des solutions périodiques

2.3 Robustesse et optimisation

La méthode de la balance harmonique est habituellement utilisée pour des problemes
ou la non linéarité est dite faible. Cependant dans nos applications, les non linéarités
rencontrées sont dites fortes. En théorie, rien n’empéche la HBM de fonctionner avec
des non linéarités fortes. D’ailleurs il n’y a pas de définition rigoureuse permettant de
distinguer ces deux types de non linéarités. Ceci dit, comme nous allons le voir, certains
aménagements se sont avérés nécessaires afin que la HBM avec continuation par pseudo
longueur d’arc puisse étre utilisée de facon efficace et robuste sur des applications réelles.

2.3.1 Pas adaptatif

Pour davantage de robustesse, la valeur du pas de continuation As (voir équation
(2.13)) peut étre adaptée de facon continue tout au long de 1’étude paramétrique en fonc-
tion de la difficulté de convergence de la procédure de Newton-Raphson. Dans les zones
ou un plus grand nombre d’itérations est nécessaire pour converger (par exemple dans une
zone ou la réponse varie fortement avec A) alors la valeur de As est réduite afin de faire
en sorte que le nombre d’itérations nécessaire a la convergence soit réduit pour le pas
suivant. De maniere générale, nous avons remarqué qu’il est préférable que la procédure
de Newton-Raphson converge en cinq itérations maximum. Au dela de cinq itérations,
des phénomenes non désirables peuvent se produire comme des sauts de branche par ex-
emple. Au contraire, lorsque 1’algorithme de Newton-Raphson converge en une ou deux
itérations seulement, on peut se permettre d’augmenter la valeur de As afin de décrire la
branche solution plus rapidement et d’€viter ainsi une discrétisation inutilement trop fine
de cette derniere. Ainsi, apres chaque solution calculée, on ajuste la valeur de As avec la
formule suivante :

Niter —Nopt

As(i+1) = AS(i) -2 Topt (2.15)

avec nj, représentant le nombre d’itérations de Newton-Raphson au point i et n,;
représentant le nombre ciblé d’itérations de Newton-Raphson. Typiquement, on cherche
a ce que le nombre d’itérations soit compris entre 2 et 3. Apreés de nombreux essais, nous
avons retenu la valeur de n,,, = 2,7.

2.3.2 Sélection automatique des harmoniques

La méthode de la balance harmonique exploite 1’hypothese de périodicité des
déplacements et des efforts pour les ré-écrire sous forme d’une série de Fourier tronquée.
La question est de savoir comment tronquer cette série de Fourier et quelles harmoniques
retenir dans la décomposition. Il n’est pas toujours évident de savoir a priori comment ef-
fectuer ce choix. Une solution est de tronquer la série de Fourier a une valeur tres grande
de N. Cependant, cette solution a évidemment un coiit non négligeable en terme de temps
de calcul et d’usage mémoire car le systeme a résoudre a une taille qui croit proportion-
nellement avec le nombre d’harmoniques. A 1’image de ce qui a été fait dans la these de
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Robustesse et optimisation

Laxalde [LAX 07] ou bien dans I’article de Jaumouillé [JAU 10], une procédure a été€ mise
en place permettant de sélectionner automatiquement les harmoniques les plus pertinentes
a retenir dans la décomposition. La procédure se résume ainsi :

— Converger par Newton-Raphson avec un jeu d’harmoniques arbitraire.
Une fois le résidu annulé. Effectuer une analyse spectrale des efforts non linéaires
dans le domaine temporel.
Déduire de cette analyse spectrale les harmoniques prépondérantes qui apparaissent
dans le systeme.
Projeter la solution actuelle avec le nouveau jeu d’harmoniques.
Recommencer une procédure de Newton-Raphson jusqu’a convergence avec ce
nouveau jeu d’harmoniques.
Retourner au point 2 jusqu’a convergence sur le jeu d’harmoniques a utiliser.
Le tout premier choix d’harmonique peut se résumer au fondamental. Il est souvent
nécessaire de fixer une limite supérieure au nombre total d’harmoniques que cette
procédure peut retenir. Dans ce cas 13, il se peut que cette procédure dans certaines cir-
constances ne converge pas. Par exemple, la procédure peut basculer en permanence entre
deux jeux (parfois davantage) d’harmoniques sans jamais converger.

2.3.2.1 illustration sur oscillateur de Duffing.

Fondamental seul

N w b w1 [*)}
T T T T T
| | | I

amplitude déplacement (m)

=
T
.

% 20 40 60 80 100

w, (rad/s)

FIGURE 2.6: Courbe de réponse de I’oscillateur de Duffing avec seulement le fondamen-
tal.

On rappelle ici I’équation du mouvement de I’oscillateur de Duffing :

m{j(1) +cq(t) +kq(t) +kuq(1)* = pocos(ex)
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2. Calcul des solutions périodiques

Efforts non linéaires
600000F ‘ ‘ ‘

400000F

200000

-200000

~400000| :
—  FXtheorique
-- FXreel
~600000™551"6.02 0.03 0.04 005 0.06 007

temps (s)

FIGURE 2.7: Courbe pleine : efforts non lin€aires calculés a partir des déplacements et
de la loi non linéaire. Courbe pointillés : efforts non linéaires issus de F'

400000F
300000/
1200000}

100000F

0 1 2 3 4 5 6
frequency / Q

FIGURE 2.8: Analyse spectrale des efforts non linéaires calculés a partir des
déplacements et de la loi non linéaire. Le fondamental apparait clairement ainsi que 1’har-
monique 3.

Sur la figure 2.6 on peut voir la courbe de réponse du systeme pour les parametres suiv-
ants : m = 10kg, k = 1000N.m~!, k,; = 2000N.m~3, ¢ = 10N.s.m~!, pg = S000N. Le
calcul a été effectué en ne retenant que le fondamental dans le développement en série de
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Robustesse et optimisation

Fourier (N = 1). La figure 2.7 montre le détail des efforts non linéaires sur une période
pour un point de la courbe choisi a proximité du point de rebroussement (point rouge sur
la courbe 2.6). La courbe pleine montre la courbe des efforts non linéaires tels qu’ils sont
calculés a partir des déplacements et de la loi non linéaire. La courbe pointillée représente
les efforts non linéaires calculés par transformée de Fourier inverse a partir du vecteur F
a convergence. Cette courbe en pointillés n’a donc qu’une seule composante fréquentielle
(en 1 X ®). On peut constater que les deux courbes ne se superposent pas. Ceci est du
au fait que la prise en compte des harmoniques supérieures est nécessaire. L’analyse
spectrale en puissance de la courbe pleine (voir figure 2.8) montre que 1’harmonique 3
a une influence significative. Lorsque la méme simulation est faite en activant le choix

7 T . .
Fondamental seul
6/ — Choix auto harmoniques

m)

amplitude déplacement (

% 20 20 60 80 100

w, (rad/s)

FIGURE 2.9: Courbe noire : courbe de réponse de 1’oscillateur de Duffing avec seule-
ment le fondamental. Courbe bleue : courbe de réponse avec sélection automatique des
harmoniques.

automatique des harmoniques (voir courbe de réponse figure 2.9) les deux courbes d’ef-
fort non linéaire (voir figure 2.10) concordent parfaitement. Enfin, la figure 2.11 montre
I’évolution du nombre d’harmoniques utilisées dans la HBM en fonction de 1’abscisse
curviligne. On constate que dans le cas ou le choix des harmoniques est automatique,
ce nombre varie entre 2 et 20 (20 étant la limite maximum imposée) suivant la position
sur la branche solution. Au niveau des basses fréquences d’excitation, de nombreuses
résonances sur-harmoniques sont présentes, d’ou le nombre plus élevé d’harmoniques
dans cette zone. Au niveau de la résonance principale du systeme (a environ 78rad/s) ce
sont 4 composantes fréquentielles qui sont utilisées au total (composantes 1,3,5,7).
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2. Calcul des solutions périodiques

600000 Efforts non linéaires

400000¢}

200000
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-200000¢

-400000¢ -
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-600000656—6.01 0.02 003 0.04 005 006 007 008
temps (s)

FIGURE 2.10: Efforts non linéaires dans le domaine temporel. Les courbes pointillée et
pleine sont confondues.

20 ‘ ‘
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— Choix auto harmoniques

Nombre harmoniques
= =
o w

;]
T
|

al

200 200 600 800
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FIGURE 2.11: Nombre d’harmoniques retenues dans la HBM en fonction du numéro du
pas de la continuation. Le nombre maximum d’harmoniques est ici limité a 20.

2.3.3 Adimensionnement numérique des équations

La continuation par longueur d’arc aide a suivre les branches solution a travers les
points de rebroussement éventuels. Cependant, suivant les parametres du probleme traité
la continuation peut soit tres bien se dérouler comme dans [VON 01] ou les auteurs Von
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Robustesse et optimisation

Groll et Ewins traitent un modele rotor de Jeffcott avec contact rotor stator soit au con-
traire s’interrompre prématurément faute de convergence de la procédure de Newton-
Raphson. Nous allons voir ici au travers d’un exemple de modele de rotor a plusieurs
nceuds avec des valeurs réalistes de masse, de rigidité de jeu et autres que la continuation
peut tres mal fonctionner et I’algorithme se terminer prématurément faute de convergence
(voir figure 2.13).

FIGURE 2.12: Modc¢le de rotor éléments finis [LAL 98]

Courbe de réponse noeud 6

— avec adimensionnement numérique
— sans adimensionnement numérique

1.10

1.05

excentricité / jeu

1.00

3500 4000 4500 5000 5500 _ 6000
Vitesse de rotation (w,) (tr/min)

FIGURE 2.13: Courbe de réponse d’un modele de rotor réaliste avec contact rotor stator
(u=0,2). rouge : courbe sans adimensionnement. bleu : courbe avec adimensionnement
numérique.

Le systeme académique présenté ici (issu de [LAL 98]) est représentatif des systemes
réels (voir figure 2.12). Il s’agit d’un modele éléments finis composé de 13 éléments
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2. Calcul des solutions périodiques

poutres de type Timoshenko ayant un total de 69 degrés de liberté. Le modele représente
un rotor d’environ 1 metre de longueur avec un diametre d’arbre de 10cm. Les structures
palieres se situent a chaque extrémité du rotor. Bien que linéaires, ces dernieres possedent
une certaine orthotropie. Les disques sont au nombre de 3 et sont placés respectivement
aux aux nceuds 3, 6 et 11. Ils sont modélisés par des masses et des inerties ajoutées sur
les neuds du maillages. L’excitation extérieure est provoquée par une force de balourd
présente sur le disque numéro 2 (nceud numéro 6 du maillage) d’une valeur de 2.102
kg.m et le contact est possible sur ce méme noeud avec un modele de stator fixe et rigide
d’une rigidité de I’ordre de 10 fois supérieure a la rigidité des paliers. Le jeu initial entre le
rotor et le stator est choisi 2 Imm. L’équation du mouvement (2.16) est écrite sous forme
éléments finis.

Mi(r) + C(w)q(r) + Kq(t) +f(q) = p(o,7) (2.16)

ou M, C(m) et K représentent respectivement les matrices de masse, d’amortissement et
de rigidité.

D’un point de vue numérique, le mauvais comportement de la continuation provient
du mauvais conditionnement de la matrice utilisée lors des itérations de Newton-Raphson

(voir équation (2.14)). Ce mauvais conditionnement est causé par les grandes différences

k)
dans les ordres de grandeur des valeurs numériques trouvées dans ses sous-blocs agQ ,

ax , AQT et A}\,() Autrement dit, d’une fagon un peu plus physique, il faut que les
composantes du vecteur tangent t soient du méme ordre de grandeur pour que la continu-
ation par pseudo longueur d’arc fonctionne bien. Dans I’illustration présentée ici, typique-
ment, la derniere composante d’un vecteur tangent t (correspondant a la composante selon
A = m) est environ 10 millions de fois supérieure aux autres composantes du vecteur (les
variations selon ® sont beaucoup plus importantes que les variations selon Q). Avec de
telles différences entre les composantes de t, de tres petites valeurs de As sont nécessaires
pour pouvoir espérer passer les points de rebroussement. Valeurs tellement petites que
d’autres problemes numériques interviennent et empéchent la convergence. Il est donc
primordial de faire en sorte que toutes les composantes de t soient du méme ordre de
grandeur. Pour cela, nous proposons un adimensionnement numérique des équations du
mouvement.

La technique consiste a définir un temps caractéristique 7. et une dimension car-
actéristique /. du probleme. Typiquement, on peut choisir t, =T = correspondant a
la période cherchée de la réponse. Si la continuation se fait sur le parametre ®, une valeur
moyenne de ® peut tre estimée a priori permettant ainsi d’évaluer f.. Dans les cas de
contact rotor-stator, la dimension caractéristique /. peut par exemple étre prise égale a la
valeur du jeu initial entre le rotor et le stator.

Une fois ces valeurs caractéristiques évaluées, on définit deux nouvelles variables
adimensionnées f = é etq= lﬂc et on remplace ces grandeurs dans I’équation temporelle
du mouvement :

:ZM‘I(HZ C(w)q(r) +1Kq(1) +£(q(7)) = p(7) (2.17)

ol C
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C’est cette nouvelle équation qui est utilisée pour effectuer la procédure de Galerkin
menant a la formulation du probléme dans le domaine fréquentiel.

Z(®)Q+F(Q) —P=0 (2.18)

Cette nouvelle équation est résolue pour Q. Pour retrouver la grandeur physique Q il suffit
de remultiplier par /. c’est a dire Q = [.Q. Cette procédure d’adimensionnement donne
de tres bons résultats comme illustré figure 2.13.

2.4 Exemples d’illustration

2.4.1 Application sur un modele de rotor de Jeffcott

2.4.1.1 Description du modele

FIGURE 2.14: Schéma du rotor de Jeffcott

Le modele de rotor de Jeffcott n’est pas un modele éléments finis mais un modele
discret de seulement deux degrés de liberté (déplacements radiaux) [CHO 02]. Il s’ agit du
modele de rotor le plus simple cependant il est souvent suffisant pour mettre en évidence
un grand nombre de phénomenes physiques spécifiques aux rotors réels (du moins quali-
tativement) tels que le phénomene de précession inverse [CHI 07] ou bien le contact inter-
mittent [JIA 09]. Une masse ponctuelle est suspendue par un systeme classique ressort et
amortissement linéaires dans les deux directions de I’espace. L’absence de degré de liberté
de rotation implique le fait qu’il n’y ait pas de matrice de gyroscopie a prendre en compte
dans ce modele. Des modeles de Jeffcott modifiés peuvent intégrer un ou plusieurs degrés
de liberté supplémentaires comme par exemple un ddl de déplacement axial [AN 09] ou
bien un ddl de torsion [EDW 99]. Pour la prise en compte de la non linéarité de type
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2. Calcul des solutions périodiques

contact, un modele de stator fixe [JIA 01] [BEN 02a] ou suspendu [POP 07] peut étre
employé.

Les équations pour le modele qui a été utilisé pour tous les exemples présentés dans
cette these sont les suivantes :

m,§, (1) +¢,q,(¢) + krqr(t) +£(1) = p(t) (2.19)
msiis(t) + cs(ls<t> +ksqs(t) - fc(t) =0 (2.20)

ou m, et my représentent les matrices de masse du rotor et du stator respectivement. De
méme, ¢, et ¢; sont les matrices d’amortissement et k- et kg sont les matrices de rigidité.
q,(t) = [qry(t),qrz(t)]T représente le déplacement du rotor et q () = [qsy(t),qsz(t)]T le
déplacement du stator. f.(r) représente la force de contact et p(¢) 1’excitation extérieure.
Dans I’exemple présent une loi de contact pénalisée a été couplée a une loi de friction de
type Coulomb :

Vrell?
£(1) = £,(0) +0) = —&3(0) — ko (0| @2y
[Ivrer(2)]]
ou f, et f; représentent la force de contact normale et tangentielle respectivement.
t)—0 t) si d
5(1) = { 0) = 80)norm (1) s r> Do, (2.22)
[0,0] sinon.
ou
(1) =\ (@rs(0) = 4y (0))2 + (12(0) — 452 (0))?
et

T
n (1) = (qry(t) —qsy(1)) (qra(t) —gs2(2))

norm . (t) s p (t)
k est la rigidité de contact et § est le jeu initial entre le rotor et le stator. u est le coefficient

de friction de Coulomb et vy est la vitesse relative entre le rotor et le stator au point de
contact. Dans ce modele, I’excitation externe est générée par un balourd :

p(1) = pow? [cos (o), sin (ar)]” (2.23)

Dans les exemples ou le stator est modélisé comme étant fixe, I’équation (2.20) est ignorée
et g, est forcé a zéro dans les autres équations.

2.4.1.2 Résultats numériques, confrontation avec des résultats de référence

L’exemple montré ici est inspiré de 1’article de Jiang [JIA 09]. Dans ce modele, le
stator est fixe. Les parametres du modele sont les suivants : k, = 100N.m~ Y, m, = kg,
¢, =5N.s.m™!, po=0,1w?, § =0,105m, k = 2500N.m~!, rayon arbre= 2, Im, u =0, 1.
Les données sont fournies ici en fonction de la pulsation adimensionnée Q telle que Q =

o —./k
o, Avec 2 =/,
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Intégration temporelle

Pas de contact

0.4 0.6 0.8
vitesse de rotation Q(rad/s)
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FIGURE 2.15: Courbe de réponse du rotor de Jeffcott avec contact. Comparaison HBM,

1.0f

0.5
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—0.5}

-1.0t

intégration temporelle directe.

0.0t

cercle unité

0.0 0.5
Y /jeu
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FIGURE 2.16: Orbite HBM du Jeffcott a petite vitesse de rotation. Il n’y a pas contact

entre le rotor et le stator.

La figure 2.15 montre la courbe de réponse obtenue par HBM. On distingue deux
types de phénomenes. Pour des vitesses de rotation faibles (0 < Q < 0,15), la force de
balourd est trop faible et le rotor n’entre pas en contact avec le stator. La réponse est donc
linéaire dans cette zone de fréquence. L’ orbite du rotor est parfaitement circulaire car les
paliers sont isotropes. Dans la bande de fréquence de 2 = 0, 15 environ jusqu’a = 0, 85,
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FIGURE 2.17: A gauche : Orbite HBM du Jeffcott a vitesse moyenne. Il y a phénomene
de full annular rub.

le phénomene de full annular rub est le seul a étre prédit par la HBM. L’orbite du rotor
en full annular rub peut étre vue figure 2.17. L’orbite est toujours parfaitement circulaire
et le diametre de I’ orbite dépasse la valeur du jeu car le modele de contact est un modele
par pénalisation et donc autorise I’interpénétration.

Dans la bande de fréquence Q = 0,85 a Q = 1,0, la HBM prévoit 3 comportements
possibles, deux comportements en full annular rub et une solution sans contact. Au dela
de Q = 1,0, seule la solution sans contact est prédite.

La figure 2.15 montre également la courbe de réponse calculée par intégration tem-
porelle directe. Dans ce cas 1a, deux passes successives sont effectuées. Dans la premiere
passe une augmentation progressive, par paliers, de la vitesse de rotation du rotor est ef-
fectuée. Apres chaque augmentation de la vitesse de rotation, la situation finale du pas
précédent est prise comme condition initiales du nouveau pas. Alors, les équations du
mouvement sont intégrées suffisamment longtemps pour que le régime transitoire dis-
paraisse completement. La vitesse de rotation est ainsi augmentée par pas réguliers. Dans
la seconde passe, on effectue une démarche similaire mais en descente en vitesse cette
fois-ci.

La simulation transitoire montre bien le cycle d’hystérésis que présente ce systeme.
Lors de la montée en vitesse, la réponse du systeme est d’abord une solution sans contact
comme prédit par la HBM. L’amplitude de la réponse croit avec . A partir de Q =0, 15
environ, le contact est établi entre le rotor et le stator et le phénomene de contact annulaire
complet (full annular rub) apparait. L’amplitude de la réponse vibratoire continue d’aug-
menter avec  jusqu’a un maximum se situant a environ Q = 0,92. Une fois franchie cette
vitesse critique, I’amplitude de la réponse décroit a nouveau jusqu’a Q = 1,0 ou alors un
saut de réponse apparait vers une solution sans contact. Une fois le saut vers la réponse
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Exemples d’illustration

sans contact effectué, I’amplitude vibratoire continue a diminuer 1égerement avec Q.

Lors de la descente en vitesse, la premiere réponse du systeme est une réponse sans
contact. Le systeme persiste en mouvement sans contact en dessous de = 1,0 jusqu’a
Q = 0,85 ou un autre saut de réponse intervient cette fois-ci en brutale augmentation
vibratoire. Lorsque 1’on continue la descente en vitesse la courbe de réponse suit alors la
meéme courbe que lors de la montée en vitesse mais en sens de parcourt inverse.

On constate alors une parfaite concordance entre la courbe de réponse HBM et la
courbe de réponse par intégration temporelle. Une portion de la courbe de réponse HBM
n’est pas retrouvée par intégration temporelle et correspond en réalité a une partie de
branche instable. Comme on le verra dans le chapitre 3, les solutions instables sont des
solutions qui vérifient les équations du mouvement mais qu’on ne peut pas obtenir dans
la réalité.

2.4.2 Application sur un modele de rotor éléments finis

Le modele étudi€ ici est le méme que celui décrit au paragraphe 2.3.3. Une analyse
de I’influence de la réduction de modele sur la courbe de réponse et les performances en
temps de calcul est effectuée a la fois en linéaire et en non linéaire. L’influence d’autres
parametres comme le nombre d’harmoniques retenues dans la décomposition en série de
Fourier est également présentée.

2.4.2.1 Effet dela réduction de modele sur la réponse linéaire

Courbe de réponse noeud 6

10-2 L

excentricité (m)

5000 10000 15000 20000 25000 30000
Vitesse de rotation (w,) (tr/min)

FIGURE 2.18: Réponse linéaire du rotor a trois disques sur la plage de fréquence Otr/min
a 30000tr/min
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2. Calcul des solutions périodiques

La figure 2.18 montre la courbe de réponse du rotor sans prise en compte de la non
linéarité de contact. Quand le probléme est linéaire, seul le fondamental (premiere har-
monique) et nécessaire dans la décomposition en série de Fourier. Cette courbe de réponse
est obtenue sans réduction de modele. La simulation est donc effectuée sur les 69 degrés
de libertés de la base physique (calcul de référence). Ce nombre total de degrés de liberté

Cour‘be de réponse noeud 6

— 69ddls
7 ddls
— 9ddlis
102
E
o
[
g 10°
x
()
10™

5000 10000 15000 20000 25000 30000
Vitesse de rotation (w,) (tr/min)

FIGURE 2.19: Réponse linéaire du rotor a trois disques. Réduction de modele Craig et
Bampton. bleu : pas de réduction de modele. orange : 2 modes encastrés. vert : 4 modes
encastrés.

n’est, dans 1’absolu, pas tres €levé et la vitesse d’exécution n’est ici pas un probleme. En
revanche, lors d’un calcul non linéaire, le nombre total de degrés de liberté influe beau-
coup sur le temps de calcul de la stabilit€ de la solution HBM (voir chapitre 3). Dans ce
contexte, il est important de réduire au maximum le nombre de degrés de liberté. Pour
cela, comme présenté dans la section 1.4, une réduction de modele par la méthode de
Craig et Bampton est effectuée. Les degrés de liberté non linéaires du nceud numéro 6
(correspondant au nceud du disque 2) sont toujours conservés dans la base physique. La
base de projection Craig et Bampton est donc toujours constituée de 5 modes statiques.
La courbe de réponse a été calculée avec différents nombres de modes encastrés retenus
dans la base de projection. Le nombre de degrés de liberté total est donc égal au nombre
de modes encastrés retenus plus 5.

La figure 2.19 montre la courbe de réponse du rotor avec 2 et 4 modes encastrés
retenus dans la base de projection (respectivement 7 et 9 degrés de liberté généralisés).
A chaque fois ce sont les modes encastrés de plus faible fréquence propre qui sont con-
servés. La réduction a 7 degrés de liberté semble a premiere vue plutdt correcte pour
approximer la réponse pour les deux premiers pics de résonance (aux alentours de 3700
tours par minute). En revanche, au dela, la réponse est trop €loignée de la référence. Avec
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FIGURE 2.20: Réponse linéaire du rotor a trois disques. Réduction de modele Craig et
Bampton. bleu : pas de réduction de modele. orange : 2 modes encastrés. vert : 4 modes
encastrés. Zoom sur les deux premieres fréquences de résonance.

deux modes encastrés supplémentaires (9 degrés de liberté au total), le second couple de
fréquences de résonance (aux alentours de 11000tr/min) est correctement approximé. En
revanche au dela, la réponse s’écarte de la référence. Une vue agrandie de la courbe de
réponse aux alentours du premier couple de pics de résonance est montrée figure 2.20. La
figure 2.21 montre la courbe de réponse avec 9 et 16 modes encastrés retenus dans la base
de projection (respectivement 14 et 21 degrés de liberté généralisés). La courbe de réponse
apparait correctement approximée sur la plage de fréquence de O tr/min a 30000tr/min des
I’utilisation de 9 modes encastrés (14 degrés de liberté). La figure 2.22 montre une vue
agrandie de la courbe de réponse autour du premier couple de fréquences de résonance. Il
est tres difficile de distinguer la courbe de réponse obtenue avec 16 modes encastrés (21
degrés de liberté) avec la courbe de référence.

En conclusion, seul un faible nombre de modes est nécessaire pour bien approximer la
solution linéaire autour des toutes premieres vitesses de résonance du systeme. La ques-
tion est maintenant de savoir si un plus grand nombre de modes est nécessaire lors du
calcul de la réponse non linéaire.

2.4.2.2 Effet de la réduction de modele sur la réponse non linéaire

Dans cette section, I’étude de I’influence de la réduction de modele de type Craig et
Bampton est faite sur la réponse non linéaire du systeme. Dans cet exemple, le jeu entre le
rotor et le stator a été fixé a Imm et le coefficient de frottement a u = 0, 1. La figure 2.23
montre les courbes de réponse linéaire et non linéaires dans le cas ou aucune réduction
de modele n’est effectuée. La réponse non linéaire a été calculée avec un maximum de 32
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2. Calcul des solutions périodiques

Courbe de réponse noeud 6

— 69 ddls
— 14 ddls
— 21ddls
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FIGURE 2.21: Réponse linéaire du rotor a trois disques. Réduction de modele Craig et
Bampton. bleu : pas de réduction de modele. marron : 9 modes encastrés. magenta : 16
modes encastrés.

Courbe de réponse noeud 6 Courbe de réponse noeud 6
— 69ddls — 69 ddls
— 14 ddls — 14 ddls
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FIGURE 2.22: Réponse linéaire du rotor a trois disques. Réduction de modele Craig et
Bampton. Zoom sur les deux premieres fréquences de résonance puis sur le premier pic
de résonance

harmoniques. Sur la vue globale, on constate un écrasement des pics de résonance corre-
spondant a la grande rigidification apportée par le contact. Un décalage de la fréquence
de résonance vers des vitesses de rotation plus élevées en est la conséquence. La loi de
contact par pénalisation autorise un dépassement du jeu. Ce dépassement est plus aisé a
observer sur la vue agrandie de la courbe de réponse de cette méme figure. On observe de
nombreuses résonances internes sous forme de pics de réponse tres fins tout au long de la
branche solution. Une analyse un peu plus détaillée de 1’évolution de la réponse le long

60

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0146/these.pdf
© [L. Peletan], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Exemples d’illustration

Courbe de ‘répor‘\se npeud 6

— réponse linéaire
— réponse non linéaire
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FIGURE 2.23: Réponses linéaire et non linéaires du rotor éléments finis avec jeu = Imm
et u=0,1 sans réduction de modele. En haut : vue globale. En bas : vue agrandie sur la
réponse non linéaire.

de cette branche solution est donnée chapitre 3.

L’évolution de cette branche solution en fonction du nombre de modes encastrés peut
étre observée figures 2.24, 2.25 et 2.26. On peut constater qu’avec 16 modes encastrés
retenus (21 ddls au total), la courbe de réponse n’est quasiment pas modifiée par rapport a
la référence. Les résonances internes sont toujours présentes. En revanche lorsque 1’on ne
retient que 11 modes encastrés (16 ddls au total) les résonances internes disparaissent. La
disparition des résonances internes est plutot une bonne chose car parcourir ces dernieres
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2. Calcul des solutions périodiques

Courbe de réponse noeud 6

— 69ddls
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16 ddlIs
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4000

FIGURE 2.24: Réduction de modele Craig et Bampton. Effet de la réduction a 21 ddls et
16 ddls.
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FIGURE 2.25: Réduction de modele Craig et Bampton. Effet de la réduction a 14 ddls et
11 ddls.

est assez pénalisant en terme de temps de calcul alors qu’elles ont une probabilité quasi-
nulle de se produire dans la réalité. A part cette remarque sur les résonances internes, le
reste de la courbe de réponse est trés proche de la courbe de référence.

Les courbes de réponse obtenues avec respectivement 9, 6, 4 et 2 modes encastrés (14,
11, 9 et 6 ddls) montrent cette fois-ci des différences non négligeables avec la référence.
On note donc qu’un plus grand nombre de modes est nécessaire pour calculer une réponse
non linéaire que pour calculer une réponse linéaire. Alors qu'une réduction a 7 ddls
seulement donnait une bonne approximation de la solution linéaire aux alentours de la
premiere fréquence de résonance du systeme, on constate que cette approximation n’est
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Exemples d’illustration
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FIGURE 2.26: Réduction de modele Craig et Bampton. Effet de la réduction a 9 ddls et 7
ddls.
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plus du tout valable lorsque c’est la réponse non linéaire qui est étudiée. Cette constatation
n’est pas étonnante car la réponse non linéaire fait intervenir des composantes modales
de fréquence plus élevées que la réponse linéaire (décalage du pic de résonance vers des
vitesses de rotation plus élevées). Pour la suite de I’étude, une réduction utilisant 11 modes
encastrés est utilisée car nous venons de voir que c’est le choix permettant d’obtenir le
meilleur compromis entre réduction du nombre de ddls et précision des résultats.

2.4.2.3 Effet du nombre d’harmoniques sur la réponse non linéaire

Dans cette section, la non linéarité de contact est prise en compte. Nous allons voir
maintenant 1I’évolution du nombre d’harmoniques sur la réponse non linéaire du systeme.
Dans cette section, le modele a été réduit a 16 ddls en utilisant une méthode de Craig et
Bampton.

Les figures 2.27 2.28 2.29 montrent 1’influence du nombre d’harmoniques retenues
sur la courbe de réponse. Comme on peut le voir, avec une seule harmonique (le fon-
damental seul) la réponse est tres approchée. Avec 4 harmoniques, certaines partie de la
courbe de réponse semblent tres bien approchées. A partir de 6 ou 8 harmoniques retenues,
la courbe de réponse est tres proche de celle obtenue avec 32 harmoniques. A partir de
12 harmoniques retenues, il devient tres difficile de faire une distinction avec la courbe
de référence. La courbe de réponse converge donc rapidement avec le nombre d’har-
moniques. Cette convergence est accélérée grace a la procédure de sélection automatique
des harmoniques. En effet, la figure 2.30 montre 1’évolution du nombre d’harmoniques en
fonction de I’abscisse curviligne de la continuation par pseudo-longueur d’arc. Comme on
peut le voir, sur certaines parties de la courbe solution seul un petit nombre (entre 4 et 6)
d’harmoniques est nécessaire pour obtenir la solution. Imposer davantage d’harmoniques
sur ces parties n’aurait aucun sens et ne ferait que ralentir les calculs sans améliorer la
précision.
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2. Calcul des solutions périodiques

Courbe de réponse noeud 6

— 32 harmoniques

— 4 harmoniques
1 harmonique
/ ’

—
10°F / | J
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Vitesse de rotation (w,) (tr/min)

excentricité / jeu

FIGURE 2.27: Réponse non linéaire du rotor éléments finis, modele réduit a 16 ddls.
Influence du nombre maximal d’harmoniques (4 harmoniques et 1 harmonique).

Courbe dg réponse r)oeud 6
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FIGURE 2.28: Réponse non linéaire du rotor éléments finis, modele réduit a 16 ddls.
Influence du nombre maximal d’harmoniques (8 harmoniques et 6 harmoniques).

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, le principe de la méthode de la balance harmonique a été rappelé.
La méthode consiste a transformer le systeme d’équations différentielles du mouvement
du domaine temporel en un systeme algébrique d’équations dans le domaine fréquentiel.
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Conclusion
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FIGURE 2.29: Réponse non linéaire du rotor éléments finis, modele réduit a 16 ddls.
Influence du nombre maximal d’harmoniques (16 harmoniques et 12 harmoniques).
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FIGURE 2.30: Evolution du nombre d’harmoniques en fonction de 1’abscisse curviligne.

Plusieurs fonctionnalités associées ont également été présentées comme, par exemple, la
procédure AFT (Alternating Frequency Time) qui permet de traiter virtuellement n’im-
porte quelle loi non linéaire. Il a également été montré comment coupler la méthode HBM
a une technique de continuation (continuation par pseudo-longueur d’arc) afin de pouvoir
mener a bien des études paramétriques efficacement tout en suivant les branches solutions
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2. Calcul des solutions périodiques

au travers des points de rebroussement. La méthode HBM est davantage optimisée grace a
une procédure de sélection automatique des harmoniques et grace a une procédure d’adi-
mensionnement numérique des équations. La sélection automatique des harmoniques per-
met d’optimiser a la fois la vitesse d’exécution et la précision des résultats. L.’ adimension-
nement permet de rendre robuste la procédure de continuation lorsque des systemes aux
dimensions réalistes sont étudiés.

Le tout a été illustré sur des exemples de problemes de contact rotor-stator ou la HBM
s’est révélée €tre un outil rapide et fiable. Un exemple de modele de rotor éléments fi-
nis a permis d’illustrer la faisabilité de I’usage d’une technique de réduction de modele
(comme la méthode de Craig et Bampton) afin de réduire la taille du systeme algébrique
et d’accélérer encore davantage la vitesse de résolution.

Cependant, il a également été montré que la méthode de la balance harmonique avec
continuation converge vers des solutions stables ainsi que des solutions instables. Une
technique de calcul de la stabilité des solutions est donc nécessaire pour pouvoir discrim-
iner les différents types de solutions.
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Chapitre 3

Calcul de la stabilité des solutions

Ce troisieme chapitre recense les principales méthodes de
calcul de stabilité des solutions HBM. Certaines d’entre-elles,
basées sur la théorie de Floquet, sont testées et comparées en

terme de précision et de coiit de calcul sur des exemples de
problemes principalement en lien avec la dynamique des
machines tournantes et du contact rotor-stator.
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Introduction

3.1 Introduction

Comme nous 1’avons vu, la technique de la balance harmonique permet des gains sub-
stantiels dans la vitesse d’obtention d’une solution périodique d’un systeme dynamique
non linéaire. Cependant, cette technique (tout comme la technique de shooting [SUN 98]),
converge aussi bien vers les solutions stables que vers les solutions instables du systeme.
Or, seules les solutions stables peuvent €tre obtenues dans la réalité. Une solution instable
est une solution qui vérifie I’équation du mouvement mais n’est associée a aucun bassin
d’attraction. Ainsi, une infime perturbation de ce mouvement instable le modifie et le fait
s’éloigner de cette position instable pour aller se stabiliser sur un autre état d’équilibre
(stable cette fois-ci) ou bien pour diverger en cas d’absence de solution bornée.

Une solution dynamique est donc considérée comme stable si le mouvement induit par
une perturbation reste borné avec le temps. Il existe plusieurs définitions mathématiques
associées : stabilité au sens de Lyapunov, stabilité Lagrangienne, stabilité orbitale, sta-
bilité asymptotique, stabilité locale, etc. La stabilité globale d’une solution étant en
pratique tres difficile a prouver, on ne s’intéresse en général qu’a sa stabilité locale.
Déterminer la stabilité locale consiste a déterminer 1’évolution d’une < petite > perturba-
tion autour de I’état d’équilibre. Si la perturbation s’ atténue avec le temps alors la solution
est considérée comme stable sinon elle est instable.

L’évolution de la stabilité d’une solution en fonction d’un parametre de contrdle peut
¢galement faire apparaitre des bifurcations de solution (cyclic fold, period doubling, sec-
ondary hopf, etc.). Davantage de détails sur la définition de la stabilité d’une solution
et sur les différents types de bifurcation rencontrés sont donnés dans les these de Guskov
[GUS 07], Demailly [DEM 03], et Lesaffre [LES 07] par exemple. Il est important de pou-
voir déterminer le type de bifurcation car cela permet par exemple de détecter I’apparition
de solutions quasi-périodiques (bifurcation de type Hopf secondaire) (voir chapitre 4).

Il est donc primordial de pouvoir discriminer les solutions stables des solutions insta-
bles. La recherche sur les techniques de calcul de stabilité, depuis plusieurs décennies,
a engendré une vaste quantité de références bibliographiques. Ces techniques ont
d’abord été principalement appliquées a I’étude de systemes lin€aires avec coefficients
périodiques comme dans le cas des rotors non axisymétriques, des rotors sujets a des ef-
fets aérodynamiques ou bien des rotors embarqués avec support a mouvement périodique
[FRI 77, FRI 86, GAO 81, SIN 91, WU 94].

Dans notre cas il n’est pas possible de déterminer la stabilité des solutions a priori,
en revanche il est possible de la déterminer a posteriori par un calcul supplémentaire
intervenant apres le calcul de la solution périodique. La théorie de Floquet et la tech-
nique basée sur l’utilisation des exposants de Lyapunov sont les deux moyens les plus
utilisés pour déterminer la stabilité des solutions périodiques. Plusieurs implémentations
de ces théories ont déja été développées et utilisées par le passé (voir 1’article de Fried-
mann [FRI 86]). Plus récemment, ces méthodes ont été appliquées sur des systemes non
linéaires. Liaw [LIA 93] a étudié la stabilité d’un oscillateur d’un degré de liberté avec
rigidité linéaire par morceaux avec la technique des exposants de Lyapunov. Plus tard,
Raghothama et Narayan [RAG 99] ainsi que Zhen et Hasebe [ZHE 99] ont appliqué
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3. Calcul de la stabilité des solutions

cette technique a des modeles de rotor. Différentes variantes de la théorie de Floquet ont
également été fréquemment utilisées. Kim et Noah [KIM 96] ont étudié la stabilité d’un
modele de rotor de Jeffcott non linéaire en construisant et analysant la matrice dite de
monodromie (ou matrice de transition de Floquet) tandis que Shen [SHE 08] a opté pour
une approximation de cette derniere dans leur étude d’un oscillateur de Mathieu-Duffing.
La méthode de Hill, qui est également une variante de la théorie de Floquet, a été utilisée
par Rook [ROO 02] pour étudier la stabilité d’un oscillateur de Duffing et par Von Groll
et Ewins [VON 01] ainsi que par Sinha [SIN 04a] dans des applications de dynamique
des rotors.

Les techniques qui viennent d’€tre mentionnées ne sont pas équivalentes en terme
de précision et temps de calcul. Comme nous allons le voir, ’aspect performance est
tres important car les techniques de calcul de stabilité ont tendance a étre tres lourdes et
peuvent annuler le principal avantage de la méthode de la balance harmonique. Dans la
suite de ce chapitre, plusieurs implémentations différentes de la théorie de Floquet sont
passées en revues et cinq d’entre-elles sont testées et comparées en terme de précision et
de temps de calcul sur des exemples de problemes non linéaires principalement en rapport
avec les machines tournantes. Le choix a été fait de ne pas considérer les techniques
basées sur les exposants de Lyapunov car ces dernieres sont moins souvent utilisées que
les techniques basées sur les coefficients de Floquet. De plus, ces deux méthodes étant
différentes sur le principe, leurs résultats ne sont pas directement comparables.

Parmi les différents algorithmes inspirés de la théorie de Floquet certains se basent sur
la description du probleme dans le domaine temporel et consistent a construire la matrice
de monodromie puis a calculer ses valeurs propres tandis que d’autres se basent sur la
description du probléme dans le domaine fréquentiel. Il faut souligner le fait que toutes
ces techniques peuvent étre utilisées avec d’autres techniques de résolution telle que la
méthode de shooting ou bien par la méthode de collocation trigonométrique [NAT 89].
Cependant I’effort de programmation ainsi que les performances en temps de calcul peu-
vent grandement varier.

3.2 Méthodes dans le domaine temporel

3.2.1 Calcul de la matrice de monodromie par intégration temporelle
en 2n passes (désigné comme la méthode ’2n-passes’ par la
suite)

On rappelle ici I’équation du mouvement dans le domaine temporel :
Mi(r) + C(0)q(2) + Kq(r) +(q(r)) = p(r) (3.1)

Pour cet algorithme, 1’équation du mouvement doit étre réécrite sous forme d’état :

X(r) = Lx(r) — £(x(r)) +p(r) (3.2)
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Meéthodes dans le domaine temporel

ot x(r) = [a(r), a()]" ; F(x(r)) = [0,M'f(q,@)] " : B(r) = [0,M'p()] " et:
0 Id
~-M 'K —-MIcC

ou Id représente la matrice identité. On note Xo(7) une solution de 1’équation (3.2), et
y(t) une petite perturbation de cette derniere. Quand x(7) = X¢(¢) +y(¢) est injectée dans
I’équation (3.2), on obtient :

L= (3.3)

Xo(1) +¥(r) = L x (xo(r) +¥(t)) —F(xo (1) +y(1)) + B(7) 3.4)
Comme y(t) est petit par hypothése, I’approximation du premier ordre suivante est valide :

fixt) =fx) + (5) 0

avec !

of 0 0
= M) M

L’équation (3.4) peut alors étre simplifiée comme suit :

y() = J(xp:1)y(r) (3.5)

o
Jxgt) =L (a—)_ (0 (3.6)

Il est important de remarquer que J(x,,?) est également périodique de période T et
que I’équation (3.5) a un maximum de 2n solutions linéaires indépendantes. On note
yo,(t) ,i€ [1..2n] ces 2n solutions de I’équation (3.5), et on note yo(¢) la matrice 2n x 2n
formé par ces solutions. Si y((0) est solution de 1’équation (3.5), alors yo(7') est également
solution. Cela signifie que les vecteurs de yo(7) sont des combinaisons linéaires des
vecteurs de yo(0). Autrement dit, il existe une matrice H(y,)) telle que :

Yo(T) = H(y,)yo(0) (3.7)

Si on choisit yg de sorte que yo(0) = Id, alors :
H =H(Id) = yo(T) (3.8)

H est appelée la matrice de monodromie ou bien la matrice de transition de Floquet. C’est
un opérateur linéaire qui décrit I’évolution d’une perturbation sur une période. Ses valeurs
propres sont appelées les multiplicateurs de Floquet. Si un seul de ces multiplicateurs a
un module supérieur a 1, alors la solution est instable, sinon cette derniere est stable.
Davantages de détails (sur les différents types de bifurcations notamment) sont donnés
dans les theses de Demailly [DEM 03] et de Lesaffre [LES 07].
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3. Calcul de la stabilité des solutions

La premiere maniere de calculer H est de procéder colonne par colonne. L’ équation
différentielle linéaire (3.5) doit étre traitée en procédant a 2n intégrations temporelles sur
une durée de une période T en utilisant 2n conditions initiales linéairement indépendantes.
Typiquement on choisit y;(0) = e;, i€ [1,...,2n] ol e; est le i°™ vecteur unité.

H=[y1(T),y2(T),....y2u(T)] (3.9)

Cet algorithme requiert relativement peu d’effort de programmation car il existe de nom-
breux outils numériques dans les librairies scientifiques de la plupart des langages de
programmation permettant de traiter des équations différentielles ordinaires du premier
ordre. Du moment que I’intégration temporelle est faite correctement(choix d’un pas de
temps suffisamment petit), cette méthode donne des résultats tres précis. Dans les résultats
qui seront donnés par la suite, cette méthode est utilisée comme référence relativement a
la précision des résultats. Cette méthode requiert cependant de tres long temps de calcul.
Notons cependant que dans le cas ou I’équation du mouvement est traitée par une méthode
de shooting la matrice de monodromie est un sous-produit de la procédure de résolution.
Ainsi, aucune opération supplémentaire n’est requise pour obtenir cette matrice.

Une version simple passe de cet algorithme existe dans laquelle 1’équation (3.5) est
réécrite en transformant la matrice J en une matrice 4n” x 4n” et de sorte a ce que les
vecteurs y;(0) =e;, i€ [l,...,2n] de taille 2n soient assemblés pour former un vecteur
de taille 4n%. L’ intégration temporelle se fait sur un systeme de plus grande taille mais une
seule fois au lieu de 2n fois. Cet algorithme simple passe peut, d’apres Gaonkar [GAO 81],
réduire le cofit de calcul jusqu’a 50% mais seulement dans le cas d’un calcul en simple
précision. Sinha [SIN 91] montre que cette facon de faire n’est pas significativement plus
efficace en double précision qui constitue le standard actuel.

3.2.2 Calcul de la matrice de monodromie par approximations avec
des exponentielles de matrice (noté ’exponentielles’ par la suite)

La matrice de monodromie peut €tre approximée de facon a réduire le temps de
calcul avec peu de perte de précision. Pour cela, on suppose que J(x,,?) est con-
stante par morceaux (voir les travaux pionniers de Hsu [HSU 72], puis ceux de Fried-
mann [FRI 77][FRI 86]). L’intervalle de temps [0,7] est subdivisé en K intervalles
([0,¢1,12,...,tk—1,tg]). La matrice J(x,,7) est supposée constante dans chaque sous-
intervalle. Ainsi, H peut étre approximée par la formule suivante :

1
H~H-= H e (t—te-1) (3.10)
k=K

ou Ji est la valeur moyenne de J(x,,?) sur l'intervalle [f;_;,#]. En pratique, comme
J(x,,1) est calculée seulement aux instants #;  k € [0..K], on peut écrire J; = (J(Xy, %) —
J(xy,t%—1))/2. La qualité de I’approximation dépend de K. En effet :

lim H=H (3.11)
K—+-o0
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Meéthodes dans le domaine temporel

En pratique des exponentielles de matrice doivent étre calculées. Parmi les trés nom-
breuses méthodes existante permettant de calculer des exponentielles de matrices on peut
citer I’approximation de Padé, de Taylor ou bien le calcul basé sur la décomposition en
valeurs singulieres. Dans [CAR 98], Cardona détermine une formule maximisant I’erreur
d’approximation lorsque la technique de Taylor est utilisée.

3.2.3 Calcul de la matrice de monodromie par intégration temporelle
simple-passe avec schéma de Ruge-Kutta (noté ’RK 1-passe’
par la suite)

Comme précisé, la méthode 2n-passes peut €tre modifiée de sorte a ne faire qu’une
seule intégration temporelle au lieu de 2n. Friedmann [FRI 77] a proposé une version
simple passe améliorée basée sur le schéma de Runge-Kutta d’ordre quatre. Dans cet
algorithme H est calculé avec la formule suivante :

H=]]G(T—kh)
k=1

avec h = T'/K le pas de temps et G une matrice (qui dépend du temps) calculée a partir
de la matrice J ainsi que d’autres parametres (les coefficients de Gill notamment). D’un
point de vue programmation, cette méthode est tres similaire a la méthode ’exponentielles’
car la matrice de monodromie est calculée comme un produit d’autres matrices calculées
a I’avance. Ces deux méthodes différent simplement par la fagcon dont ces matrices in-
termédiaires sont calculées.

3.2.4 Calcul de la matrice de monodromie par intégration temporelle
simple-passe avec schéma de Newmark (noté ’Nm 1-passe’ par
la suite)

De nombreux schémas d’intégration temporel peuvent €tre utilisés pour calculer la
matrice de monodromie. A titre d’illustration, Gaonkar [GAO 81] compare différents
schémas (y compris les schémas de Runge-Kutta, de Hamming and de Gear) a la fois
en simple-passe et en multi-passes. Dans le domaine de la dynamique des rotors et des
structures linéaires, le schéma implicite de Newmark a accélération moyenne est souvent
utilisé du fait de propriétés intéressantes comme la stabilité inconditionnelle du schéma
par exemple. Une méthode de shooting couplée a la version non linéaire du schéma de
Newmark a été utilisée dans [PEE 09, IBR 09] pour calculer la réponse non linéaire de
systemes. Il est montré que la matrice de monodromie peut étre obtenue lors de 1’étape de
calcul de la Jacobienne du systeme au sein du solveur de Newton-Raphson. On aboutit a
un systeme d’équations linéaires semblable a celui décrit dans la section 3.2.1 mais avec
un systeme de taille n au lieu de taille 2n puisqu’il n’est pas nécessaire de mettre les
équations du mouvement sous forme d’état.
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3. Calcul de la stabilité des solutions

3.2.5 Autres méthodes

3.2.5.1 Calcul implicite de la matrice de monodromie par intégration temporelle
k-passes

Dans [BAU 01] Bauchau et Nikishkov ont développé une méthode qui ne requiert pas
le calcul explicite de la matrice de monodromie. Seulement ses k (k < 2n) plus grandes
valeurs propres sont approximées grace a 1’algorithme d’Arnoldi. A partir de conditions
initiales aléatoires, k intégrations numériques sont effectuées sur une période. A la fin
de chacune des k intégrations, une colonne de H est déterminée. H est une matrice de
Hessenberg de taille & qui représente la vraie matrice de monodromie H. Les valeurs
propres de H sont des approximations des plus grandes (en module) valeurs propres de
H. Si 2n intégrations sont effectuées sur une période alors les valeurs propres de H sont
exactement les mémes que celles de H. Dans ce cas, cette méthode est équivalente a la
méthode 2n-passe.

Cette méthode est plus rapide que la méthode 2n-passe car seulement k intégrations
sont effectuées au lieu de 2n. Cependant, cette méthode est plus lente qu’une
méthode simple passe tout en introduisant un degré d’approximation supplémentaire. En
conséquence cette méthode montrant a priori peu d’intérét n’a pas été retenue.

3.2.5.2 Calcul de la matrice de monodromie par utilisation des polynomes de
Chebyshev

Sinha et Wu [SIN 91] ont développé une technique efficace basée sur I’'idée que
I’équation d’état linéarisée peut étre développée sous forme d’un polyndome de Cheby-
shev sur la période T. En conséquence, au lieu d’effectuer une intégration temporelle
d’un systeme d’équations différentielles linéaires du premier ordre sur une période, on
doit résoudre un systeme algébrique linéaire. Cette méthode a été testée sur des systemes
de taille relativement petite (jusqu’a 10 ddls dans [WU 94]). Bien que cette méthode
ait ’air intéressante en terme de performance, elle introduit un degré d’approximation
supplémentaire puisque la précision du résultat dépend du nombre de termes retenus dans
I’expansion de Chebyshev. Cette méthode n’a pas été retenue.

3.2.5.3 Calcul de la matrice de monodromie par la procédure de ondelette-
Galerkin

Dans [PER 01] puis plus tard dans [PER 03], Pernot et Lamarque ont introduit le con-
cept de la procédure d’ondelette-Galerkin dans le but d’obtenir les solutions transitoires et
périodiques de systemes dynamiques linéaires et non linéaires multi-ddl avec coefficients
périodiques. Grace a de bonnes propriétés de localisation temps-fréquence, cette méthode
basée sur les ondelettes s’est montrée fiable méme dans les cas de problemes a grand
nombre de degrés de liberté impliquant des excitations paramétriques a la fois régulieres
et non régulieres. D’apres les auteurs la procédure d’ondelette-Galerkin est efficace pour
calculer la matrice de monodromie en une seule passe. On peut alors construire rapide-
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Meéthodes dans le domaine fréquentiel

ment des diagrammes de stabilité caractérisant les aires stables et instable en fonction de
parametres. On peut également construire des indicateurs de niveau de stabilité/instabilité.
Cette méthode requiert cependant un important effort de programmation. Pour cette rai-
son, cette méthode a également été rejetée.

3.3 Méthodes dans le domaine fréquentiel

3.3.1 Meéthode de Hill (notée "Hilll’ par la suite)

Toutes les méthodes décrites ci-dessus sont basées sur une description du probleme
dans le domaine temporel. Toutefois, comme I’équation du mouvement 3.1 est traitée dans
le domaine fréquentiel grace a 1a méthode de la balance harmonique, il parait plus naturel
de considérer la stabilité des solutions également dans le domaine fréquentiel. La méthode
de Hill permet justement de rester dans le domaine fréquentiel pour la détermination de
la stabilité.

Pour Hill, la perturbation est écrite sous forme d’un produit entre un terme périodique
et un terme d’exponentielle décroissante.

Le déplacement q(r) est écrit comme somme d’une solution qg(z) de I’équation (3.1)
et d’une perturbation s(7) :

q(t) = qo(r) +s(1) (3.12)

avec s(r) =8§(¢)e ™, ot § est périodique de période 7. Comme on suppose s petit, on peut
ici aussi faire une approximation du premier ordre pour f, soit :

of
fla() ~tao() + (5 ) 0s00 6.13)
q q4=4q0
En substituant les équations (3.12) et (3.13) dans 1’équation (3.1) :
Ks(z) 4 Cs(t) +Ms(r) + <§) (1)s(t) =0 (3.14)
J9q q9=qp

Une procédure de Galerkin, similaire a celle utilisée pour la méthode HBM, peut étre ap-
pliquée a I’équation Eq. (3.14). On obtient alors le probleme aux valeurs propres quadra-

tique suivant :
(Ho+AH; +A°H)§ =0 (3.15)

ou Hy = (%)Q o =7(Q,) + (%)Q_QO avec Qp étant une solution convergée, et :

o C 2mioM C 2myoM
Hl_dlag<c’[—2m1mM C 1""’{—2mNmM C D

. M 0 M 0
etHz—dlag(M,{O M}""’[O M})
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3. Calcul de la stabilité des solutions

L’équation (3.15) est un probleme aux valeurs propres quadratique de dimension
n(2N +1). Les valeurs propres solution représentent les exposants de Floquet (A). Comme
c¢’est un probléme quadratique, il y a 2n(2N + 1) solutions. Les multiplicateurs de Floquet
(n) peuvent étre déduits des exposants de Floquet a partir de la formule suivante :

n; = eM’ (3.16)

Comme H; est inversible (c’est toujours le cas car M est toujours inversible),
I’équation (3.15) peut étre réécrite sous la forme suivante :

(H—Md)§=0 (3.17)

avec H = 0 1d ets = s
- |-H,'Hy -H;'H, )

En conséquence, trouver les valeurs propres de 1’équation (3.15) est équivalent a
trouver les valeurs propres de la matrice réelle H de taille 2n(2N + 1) x 2n(2N + 1).
Néanmoins, comme § est écrit sous forme d’une série de Fourier tronquée, la précision de
cette méthode dépend du nombre d’harmoniques retenu dans cette décomposition. Utiliser
un nombre infini d’harmoniques menerait au résultats exact mais conduirait également a
une matrice H de taille infinie. Pour des raisons numérique évidentes seul un nombre
restreint d’harmoniques peut étre utilisé dans la pratique. Cette méthode est connue pour
donner des résultats peu fiables la plupart du temps, surtout pour des systemes de taille rel-
ativement grande [FRI 86, SIN 91]. Elle est également connue pour étre lourde en temps
de calcul pour des systeme de grande taille. Pour ces raisons, les résultats donnés par cette
méthode ne seront pas montrés par la suite.

3.3.2 Amélioration de la méthode de Hill (notée *Hill2’ par la suite)

La méthode Hilll donne 2n(2N + 1) multiplicateurs de Floquet mais seulement 2n
parmi eux ont une réelle signification physique. L’existence des multiplicateurs de Flo-
quet non physiques peut avoir pour conséquence une mauvaise évaluation de la stabilité
des solutions. Pour tenter de résoudre ce probleme, Lazarus et Thomas [LAZ 10] ont
proposé une technique pour identifier puis filtrer les multiplicateurs non physiques. La
technique est 1égerement différente de celle utilisée dans Hilll. I’équation (3.5) a 2n so-
lutions linéairement indépendantes y;, k € [1,...,2n|. Toute solution y de 1’équation
(3.5) peut donc étre écrire sous forme d’une somme des 2n solutions :

2n
y() = ayi(t) (3.18)
k=1

En faisant I’hypothese que yj; peut €tre écrit sous la forme suivante :

yi(r) = dg (1)eM (3.19)
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Meéthodes dans le domaine fréquentiel

ou dy, est une fonction T-périodique qui peut étre développée en série de Fourier :

o0
de(t) = > djel (3.20)
jzfoo
I1 vient,
2n +o0 o
YO =) o Y dieli/orhr (3.21)
k=1 j=—oo

De maniere analogue, J peut également étre développée sous forme de série de Fourier
car également périodique de période T :

+oo
J(xp, ) = > Jpe" (3.22)
h=—oo

Les équations (3.21) et (3.22) sont substituées dans 1’équation (3.5) puis une procédure
de type Galerkin est appliquée afin d’obtenir le probleme aux valeurs propres suivant :

(A —Md)s=0 (3.23)

Jo+iold J_4 )
Ji Jo Ji (3.24)
J2 Ji Jo—iold

an]
I

Pour les mémes raisons que dans la méthode Hilll, H doit étre tronquée a une taille
finie. Les valeurs propres de H sont filtrées 2 partir d’un criteére basé sur les vecteurs
propres associés s;. Davantage de détails sont donnés dans [LAZ 10]. Cette approche
souffre des mémes inconvénients que la méthode Hilll en ce sens qu’un choix sur les
harmoniques a retenir dans la décomposition doit étre fait mais est également censée
donner des résultats plus précis grice au filtrage. Cette technique de filtrage ne peut pas
étre directement appliquée a la méthode Hilll.

L’effort de programmation entre ces deux méthodes de Hill est similaire, cependant
la construction de H ou de H peut &tre plus ou moins lourde en fonction de la méthode
employée. par exemple, la matrice H est un sous produit de la méthode HBM lorsque
cette derniere est couplée a la méthode asymptotique numérique (MAN [COC 07]) pour
la continuation. Inversement, H est plus facile a construire quand la HBM est associée a
la technique de continuation par pseudo longueur d’arc. Notons par ailleurs que la matrice
H décrite ici n’est pas seulement non symétrique mais également complexe. De telles pro-
priétés ne sont pas optimales pour le calcul des valeurs propres. De surcroit, contrairement
2 la méthode de Hilll, le jeu d’harmoniques utilisé pour la construction de H doit, a priori,
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3. Calcul de la stabilité des solutions

étre différent de celui utilisé pour calculer la solution périodique en elle-méme. En effet,
ici ce sont les coefficients de Fourier de la matrice jacobienne J(x,,7) qui doivent &tre
déterminés. Or le calcul de la Jacobienne implique la détermination de la dérivée partielle
premiere des efforts non linéaires (%)X . (voir équation (3.6)). Ainsi, si par exemple
=X0

les non linéarités contiennent des termes en x> (comme dans le cas de 1’oscillateur de
Duffing par exemple), alors la dérivée premiére contiendra des termes en x2. Toutefois,
I’expansion en série de Fourier de termes en x° produit des coefficients de Fourier d’or-
dre pair non nuls et les termes en x” ont des coefficients de Fourier d’ordre impair non
nuls. Donc dans la pratique, a la fois les coefficients de Fourier d’ordre pair et impair sont
utilisés dans la construction de H.

3.4 Cas tests

Les algorithmes mentionnés ont été€ implémentés dans la maquette numérique associée
a ce travail. Trois cas tests ont été utilisés pour analyser leurs précision et performances.
Il est important de préciser que ces techniques sont paramétrables et que ces parametres
ont une tres grande influence sur la précision des résultats et sur les performances.

Contrairement aux autres techniques, la méthode 2n-passes n’a pas de parametre im-
portant car le schéma d’intégration temporelle de Scipy [JON ] (bibliotheque python de
calcul scientifique de syntaxe similaire a celle de matlab qui a été largement utilisée pour
¢laborer la maquette numérique) a des routines intégrées qui permettent de régler automa-
tiquement les parametres importants comme la durée du pas de temps par exemple.

La technique exponentielles a deux parametres principaux. Le plus important est le
nombre d’intervalles choisi. Des tests préliminaires ont permis de déterminer que 256
intervalles réguliers étaient suffisants pour obtenir une précision satisfaisante dans toutes
les situations testées. Ce nombre a été utilisé dans tous nos tests. Le second parametre
est la précision avec laquelle les exponentielles de matrice sont calculées. Lorsque les
méthodes de Taylor ou de Padé sont utilisées, les fonctions Scipy utilisent des valeurs par
défaut qui s’averent fournir une précision satisfaisante dans tous les cas.

La méthode Nm I-passe utilise également une période découpée en 256 intervalles
réguliers. Les parametres du schéma de Newmark ont été choisis a y= 0.5 and B = 0.25
correspondant a I’accélération moyenne. La technique RK [-passe utilise également 256
intervalles de temps. Les coefficients de Gill ont été utilisés. Cependant pour des raisons
de convergence, le schéma de Runge-Kutta d’ordre quatre n’étant pas inconditionnelle-
ment stable, un plus grand nombre d’intervalles (1024) a du étre utilisé pour le dernier cas
test (rotor multi-ddl). La derni¢re variante du dernier cas test a d’ailleurs nécessité 2048
intervalles de temps pour converger.

La méthode Hill2 utilise tous les harmoniques entre O et la plus grande harmonique
utilisée lors du calcul HBM.
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3.4.1 Oscillateur de Duffing
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FIGURE 3.1: Oscillateur de Duffing. Courbe de réponse. (A) stable, (.) instable

On rappelle ici I’équation du mouvement pour un oscillateur de Duffing :
mii(t) +cq(t) +kq(t) + kg’ (t) = p(t) (3.25)

Dans le cadre de ce cas test, les parametres suivant ont été utilisés :

m = 10kg, ¢ = 10N.s.m~ !, k = 1000N.m~!, k,; = 2000N.m 3, p(t) = pocos(wt), py =
100N.

Le calcul HBM a été effectué avec 3 harmoniques ({1,3,5}) en plus du terme d’ordre
constant. Comme expliqué plus haut, le jeu d’harmoniques {1,2,3,4,5} a été utilisé pour
construire H dans le cas de la méthode Hill2. La figure 3.1 montre la courbe de réponse
du systeme avec mise en évidence de la stabilité. Toutes les méthodes testées donnent
ici une précision satisfaisante. La précision du résultat est jugée insatisfaisante lorsque
qu’au moins deux points de la courbe de réponse indiquent un mauvais état de stabilité (la
référence étant donnée par la méthode 2n-passes). Du point de vue des performances en
temps de calcul tous les résultats sont regroupés Table 3.2 et les méthodes sont comparées
relativement au temps mis par le calcul HBM sans calcul de stabilité (temps normalisé
a 1). Sur ce cas test, la méthode Hill2 semble la plus prometteuse car elle donne une
précision satisfaisante tout en étant la plus rapide (augmentation du temps de calcul de
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3. Calcul de la stabilité des solutions

seulement 30% comparé a un calcul HBM sans détermination de la stabilité). La méthode
de référence (2n-passes) multiplie quant a elle le temps de calcul par un peu plus de 7.
les autres méthodes du domaine temporel multiplient les temps de calcul par une valeur
comprise entre 2 et 4 suivant la méthode. On constate donc des a présent que le calcul de
stabilité représente une part importante du cofit de calcul total.

3.4.2 Rotor de Jeffcott non linéaire

excentricité / jeu
e S

w

07 08 09 10 11 12 13 14 15
Vitesse de rotation Q (rad.s™)

FIGURE 3.2: Rotor de Jeffcott. Courbe de réponse. Stabilité calculée par la méthode 2n-
passes. (A) stable, (.) instable.

Le second cas test est un rotor de Jeffcott modifié, inspiré de [VON 01], qui peut venir
au contact d’un stator. Deux variantes de ce modele ont été testées. Dans la premicre vari-
ante, le stator est fixe. Cette variante n’a donc que deux degrés de liberté. Dans la seconde
variante, le stator agit comme un oscillateur interagissant avec le rotor. Cette variante
possede quatre degrés de liberté. Les supports du rotor sont orthotropes. Lorsque les sup-
ports sont isotropes I’orbite du rotor demeure circulaire en toutes circonstances et ainsi
seul la fréquence fondamentale est sollicitée dans le calcul HBM. Inversement, lorsque les
supports sont orthotropiques, 1’orbite du rotor n’est pas circulaire. Ainsi le contact avec le
stator n’est pas permanent (a priori). Plusieurs harmoniques sont ainsi sollicitées dans le
calcul par balance harmonique. Dans 1’exemple présent, 24 harmoniques ont été utilisées
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FIGURE 3.3: Rotor de Jeffcott. Courbe de réponse (agrandissement). A gauche : stabilité
calculée par la méthode Hill2. A droite : stabilité calculée par les autres méthodes (2n-
passes, exponentielles, RK 1-passe, Nm I-passe). (A) stable, (.) instable
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FIGURE 3.4: Rotor de Jeffcott. Multiplicateurs de Floquet d’une solution a environ
1,36 rad/s (voir point rouge figure 3.3). A gauche : multiplicateur donnés par la méthode
Hill2. A droite : multiplicateurs donnés par la méthode 2n-passes.

dans la premiere variante et 32 dans la seconde. Ces deux variantes sont résumées table
3.1. Les équations du mouvement sont décrites section 2.4.1.

Les figures 3.2 et 3.3 montrent les résultats de la simulation pour les cinq techniques
(2n-passes, exponentielles, RK 1-passe, Nm I-passe, Hill2). Tous les résultats sont re-
groupés dans le tableau 3.2.

La méthode 2n-passes est tres lente puisque le temps de calcul est multiplié par 23
comparé a la méme simulation sans calcul de la stabilité. Les méthodes exponentielles,
RK I-passe et Nm I-passe restent quant a elles relativement rapides (entre 1,3 et 1,7

81

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0146/these.pdf
© [L. Peletan], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



3. Calcul de la stabilité des solutions

fois plus lentes que sans le calcul de la stabilité), tout en donnant des résultats avec une
bonne précision. La méthode Hill2 s’est montré plutot lente en comparaison, et de surcroit
donne des résultats erronés. Contrairement au cas de 1’oscillateur de Duffing, la technique
de filtrage des multiplicateurs de Floquet ne semble pas fonctionner dans ce cas test.
Les multiplicateurs de Floquet correspondant aux méthodes Hill2 et 2n-passes pour une
solution aux environ de 1,36 rad/s (voir points rouges figure 3.3) sont montrés figure 3.4.
On peut constater qu’effectivement, la méthode Hill2 a conservé un multiplicateur de
Floquet qui a un module plus grand que 1.

3.4.3 Modeéele de rotor éléments finis

FIGURE 3.5: Modele de rotor éléments finis [LAL 98]

modele Nele n N NHBM

Duffing NA| 1|3 7
Jeffcottv.l | N/A | 2 | 24 98
Jeffcottv.2 | N/A | 4 | 32| 260
FE rotor v.1 4 24 1 12 | 600
FE rotor v.2 6 34 112 | 850
FE rotor v.3 9 49 | 12 | 1225
FErotorv4d | 13 | 69 | 12 | 1725
FErotorv.5 | 17 | 89 | 12 | 2225

TABLE 3.1: Les différents modeles testés. n.jc = nombre d’éléments. n = nombre de ddl.
N = nombre d’harmoniques dans le calcul HBM. nygy = n(2N + 1) = dimension du
systeme algébrique HBM.

Pour cette étude comparative, cinq variantes de ce modele ont été testées. Pour quatre
d’entre elles, le nombre total de ddls a ét€ modifié en jouant sur le nombre d’éléments du
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FIGURE 3.6: Modele de rotor éléments finis. Courbe de réponse avec stabilité calculée
par la méthode 2n-passes. Comparaison avec résultats intégration temporelle directe. (A)
stable, (.) instable.

modele (voir table 3.1). L’influence du nombre total de degrés de liberté peut ainsi Etre
testée.

Dans les variantes 1 et 2, le systeme a été réduit a 24 ddls et 34 ddls. Dans les troisieme
et derniére variantes, le nombre de ddl a été modifié a 49 et 89. Le nombre d’éléments
dans le modele a toujours été suffisant pour éviter de modifier significativement la courbe
de réponse du systeme dans la plage de fréquence testée. Le calcul HBM a été effectué
dans tous les cas avec 12 harmoniques au total.

La courbe de réponse du systeme est tracée figure 3.6 et les résultats sont regroupés
table 3.2. La méthode Nm [-passe donne des résultats avec une bonne précision et est de
loin la plus rapide des cinq méthodes testées. Toutefois, on peut voir que le coft relatif de
la méthode augmente avec le nombre de degrés de liberté. Le temps de calcul est multiplié
par 1,4 dans le cas du rotor de Jeffcott a 2 ddls mais est multiplié par 10 dans le cas du
rotor éléments finis avec 89 ddls. Les méthodes exponentielles et Rk 1-passe deviennent
€galement plus lentes avec I’augmentation de la taille du systeme traité mais a un rythme
bien plus élevé que la méthode Nm I-passe. La méthode Hill2 est a peu pres aussi lente
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3. Calcul de la stabilité des solutions

que la méthode 2n-passes tout en fournissant des résultats imprécis.

La figure 3.6 montre également une comparaison entre les résultats donnés par le
calcul HBM et les résultats issus d’un calcul effectué par intégration temporelle directe.
Le calcul dans le domaine temporel a ét€ conduit avec une procédure tout a fait similaire
a celle présentée pour le rotor de Jeffcott. Ici aussi, une tres bonne corrélation entre les
résultats est obtenue. Le calcul de la stabilité des solutions est confirmé par le calcul
transitoire. Les solutions données comme instables par la HBM ne sont pas retrouvée par
le calcul temporel. A I'instar du modele de Jeffcott présenté plus haut, un phénomene
d’hystérésis entre la montée en vitesse et la descente en vitesse peut étre observé.

Cette étude de stabilité (voir figure 3.6) montre que malgré une forme assez complexe,
seule une relative petite partie de la courbe est stable. Les figures 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 et

1.20 Courbe de réponse noeud 6

= =
= =
o ul

Ly
o
v

excentricité / jeu

1.00

V\
0.95

'“73500 4000 4500 5000 5500 6000 6500 7000 7500
Vitesse de rotation (w,) (tr/min)

FIGURE 3.7: Déformée du rotor juste avant contact

3.11 montrent I’évolution de la déformée de la ligne d’arbre en fonction de la vitesse de
rotation du rotor. D’abord, la figure 3.7 montre la déformée du rotor a environ 3410tr/min
associ€é a un mouvement sans contact avec le stator. L’orbite (en vert) du nceud 6 ne
touche pas le stator (représenté par un cercle de couleur magenta). On peut constater que
la déformée est largement dominée par le premier mode de flexion du rotor. L’ orbite n’est
pas circulaire mais elliptique 2 cause de 1’orthotropie des paliers. Etant donné que cette
vitesse de rotation est relativement €loignée de la premiere vitesse de résonance, la force
de balourd (en rouge) est quasiment en phase avec le mouvement. Seule la fréquence
fondamentale est présente dans cette réponse.

Les figures 3.8, 3.9 et 3.10 montrent le rotor en mouvement de contact annulaire com-
plet a différentes vitesses de rotation. Les orbites ont tendance a perdre leur forme ellip-
tique et le second mode de flexion devient de plus en plus prépondérant dans la déformée
de la ligne d’arbre a mesure que la vitesse de rotation augmente. En réalité, ces mou-
vements de contact annulaire complet n’ont pas une grande richesse spectrale puisque
moins de 5 composantes fréquentielles sont présentes. On remarquera que seules les har-
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FIGURE 3.8: Déformée du rotor pendant full annular rub 1
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FIGURE 3.9: Déformée du rotor pendant full annular rub 2

moniques impaires composent ces mouvements du fait de la nature de la loi non linéaire
de contact.

Enfin, la figure 3.11 montre une solution instable qui n’est pas en contact annulaire
complet. Le mouvement illustré sur cette figure fait intervenir des harmoniques d’ordre
élevé ce qui explique la complexité des orbites surtout au niveau des paliers (nceuds 1 et
14).

Une discussion sur les performances ainsi que d’autres informations sont fournies
dans la section suivante.
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F1GURE 3.10: Déformée du rotor pendant full annular rub 3
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FIGURE 3.11: Déformée du rotor instable

3.5 Discussion

Les résultats des trois cas tests sont regroupés dans le tableau 3.2. Bien que la précision
des résultats donnés par la méthode Hill2 soit le plus souvent mauvaise, une analyse fine
des performances atteintes par les cinq méthodes permet une meilleure compréhension
des méthodes et une anticipation de leurs performances sur des systemes de taille en-
core plus grande. Indépendamment de la précision des résultats, on peut constater que
les différentes techniques testées ne sont pas du tout équivalentes en terme de cofit de
calcul. Suivant les exemples traités, le colit additionnel du calcul de la stabilité peut aller
de 30% (dans le cas de la méthode RK I-passe sur I’exemple du rotor de Jeffcott) a pres
de 1 x 107% (méthode 2n-passes dans le cas du rotor éléments finis 2 89 ddls). De facon
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Discussion

Pas de domaine domaine
stab. | fréquentiel temporel
modele Hill2 2n-passes | exponentielles | RK I-passe | Nm I-passe
Duffing 1 1.3 7.2 3.7 2.4 2.2
Jeffcott v.1 1 9.5% 23 1.7 1.3 14
Jeffcott v.2 1 151% 45 2.0 1.6 1.5
FE rotor v.1 1 24x10%* | 1.4x103 10 7.9 1.8
FE rotor v.2 1 4.6x10%* | 53x10° 22 16 2.3
FE rotor v.3 1 L1x10%* | 1.3x10* 51 34 3.5
FE rotor v.4 1 5.9x10%* | 3.7x10% 170 81 5.7
FE rotor v.5 1 N/A 9.9x10* 260 300 10

TABLE 3.2: Temps de calcul relatif. Le temps passé a calculer la courbe de réponse sans
stabilité est normalisé a 1 comme indiqué dans la colonne ’Pas de stab.”. Les nombres
avec une astérisque (*) indiquent une précision insatisfaisante.

générale, et quelle que soit la méthode employée, on constate une augmentation du cofit
relatif lorsque la taille du systéme traité augmente. Pour mieux comprendre cette ten-
dance, il est important de noter que le calcul de stabilité se fait principalement en deux
étapes :

— construire une matrice H,

— calculer ses valeurs propres.

La nature de H et/ou la facon de construire cette derniere est différente suivant la méthode.
Lorsque c’est une méthode fréquentielle qui est utilisée, la taille de Hest d =2n(2Ny +1)
alors quelle est de taille d = 2n lorsque c’est une méthode temporelle qui est utilisée
(ou Ny représente le nombre d’harmoniques utilisées dans la méthode de Hill). Dans
les cas tests qui ont été€ présentés ici, Ny = 2N — 1 pour la méthode Hill2. Suivant la
situation, la plus grande partie du temps de calcul sera passée soit sur la construction
de la matrice, soit sur le calcul de ses valeurs propres. Les tableaux 3.3 et 3.4 indiquent
la proportion de temps passée sur chacune de ses deux étapes pour les méthodes Hill2
et exponentielles respectivement. Les résultats relatifs aux autres méthodes du domaine
temporel (2n-passes, RK 1-passe et Nm I-passe) ne sont pas montrés car tres similaires
aux résultats de la méthode exponentielles.

Dans le cas de la méthode Hill2, on constate que pour les systemes de relative petite
taille comme dans le cas de I’oscillateur de Duffing, la plus grande partie du temps est
passée a construire H. En revanche, la tendance s’inverse rapidement a mesure que la
taille du systeéme augmente. Pour la premiere variante du rotor de Jeffcott, la construction
de la matrice ne représente plus que 17% du temps de calcul. Dans tous les autres cas
tests, la construction de la matrice représente moins de 2% du temps de calcul. La plus
grosse partie du temps est alors passée a calculer les valeurs propres. Les algorithmes
classiques pour le calcul des valeurs propres d’une matrice ont une complexité algorith-
mique en O(d?) mais la complexité algorithmique pour construire H est en O(d?). En
conséquence, la proportion de temps passée a calculer les valeurs propres de la matrice est
censée augmenter avec la taille du systeme. Les mauvaises performances de la méthode
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3. Calcul de la stabilité des solutions

Hill2 viennent donc du fait que la taille de la matrice H est grande (d = 2n(2Ny + 1)) ce
qui demande beaucoup de temps pour calculer les valeurs propres.

Hill2
dimension | construction | calcul valeurs

modele de H de H propres

Duffing 22 85% 15%
Jeffcott v.1 380 17% 83%
Jeffcott v.2 1016 2% 98%
FE rotor v.1 2256 0.1% 99.9%
FE rotor v.2 3196 <0.1% >99.9%
FE rotor v.3 4606 <0.1% >99.9%
FE rotor v.4 6486 <0.1% >99.9%
FE rotor v.5 8366 <0.1% >99.9%

TABLE 3.3: Répartition du temps de calcul avec la méthode Hill2

exponentielles
dimension | construction | calcul valeurs

modele de H de H propres

Duffing 2 99.8% 0.2%
Jeffcott v.1 4 99.8% 0.2%
Jeffcott v.2 8 99.8% 0.2%
FE rotor v.1 48 99.9% 0.1%
FE rotor v.2 68 99.9% 0.1%
FE rotor v.3 98 >99.9% <0.1%
FE rotor v.4 138 >99.9% <0.1%
FE rotor v.5 178 >99.9% <0.1%

TABLE 3.4: Répartition du temps de calcul avec la méthode exponentielles. Les méthodes
2n-passes, RK 1-passe and Nm [-passe donnent des résultats tres similaires.

Contrairement a la méthode de Hill, pour les méthodes temporelles, la plupart du
temps est passé a construire H. Ceci est du au fait que la dimension de H dans ces
méthodes est uniquement proportionnel a n (et pas a V). La taille de cette derniere est donc
beaucoup plus petite qu’avec les méthodes fréquentielles. Le calcul des valeurs propres
reste donc relativement rapide d’autant plus que dans 1’absolu, la construction de H est
par nature plus longue avec les méthodes temporelles qu’avec les méthodes fréquentielles.
Cependant, dans I’absolu, les méthodes temporelles deviennent également relativement
inefficaces avec I’augmentation de la taille du systeme. Au sein des méthodes temporelles,
de grands écarts de performances peuvent €tre notés. La méthode 2n-passes est de loin la
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Conclusion

plus lente car 2n intégrations numériques doivent étre effectuées sur une période. Cette
propriété devient évidemment problématique lorsque n augmente. Les méthodes simple
passe n’ont pas ce probleme et sont de fait plus rapides. Néanmoins, la méthode Nm 1-
passe est notablement plus rapide que la technique exponentielles ou la technique RK 1-
passe. Ces deux dernieres sont similaires dans leur implémentation puisque la matrice H
est calculée dans ce cas comme un produit de matrices intermédiaires pré-calculées. Dans
la méthode exponentielles, ces matrices intermédiaires sont calculées par des fonctions
permettant de calculer des exponentielles de matrices. Ces fonctions ont une complexité
algorithmique en O(d>) et ces opérations deviennent prépondérantes quand n augmente.
On peut en conclure que les performances de cet algorithme ne peuvent que se détériorer
davantage avec I’augmentation de la taille du systeme.

La méthode RK I-passe, d’un coté ne nécessite pas de coliteux calcul d’exponentielle
de matrice mais d’un autre c6té, un nombre sans cesse plus important de pas de temps est
nécessaire pour éviter la divergence numérique. Pour cette raison, les méthodes exponen-
tielles et RK 1-passe deviennent toutes les deux lentes lorsque n augmente.

La figure 3.12 montre le temps de calcul relatif comme une fonction de la taille totale
du systtme HBM et ce pour les cinqg techniques étudiées ici. La méthode Nm I-passe s’est
montrée la plus efficace. Comme le schéma de Newmark ne nécessite pas de transformer
les équations du mouvement sous forme d’état, la taille du systeme reste a n au lieu de
2n. De plus, seulement 256 pas de temps suffisent pour obtenir une bonne précision dans
tous les cas grace aux bonnes propriétés de stabilité du schéma d’accélération moyenne.
Cependant, dans 1’absolu, cette méthode multiplie malgré tout les temps de calcul par 10
dans le cas du rotor éléments finis a 89 ddls par rapport a un calcul HBM sans stabilité.
La complexité algorithmique de la méthode Nm I-passe est plus élevée que celle de la
balance harmonique. Ainsi, les performances relative de cette méthode sont amenées a se
dégrader avec I’étude de systemes plus complexes.

3.6 Conclusion

Cing techniques basées sur la théorie de Floquet couramment utilisées pour déterminer
la stabilité de solutions périodiques de systemes dynamiques ont été testées et comparées
en termes de précision et de temps de calcul sur différents cas tests. Une technique est
basée sur la méthode de Hill (domaine fréquentiel) et les autres méthodes sont basées sur
le calcul de la matrice de monodromie dans le domaine temporel. Toutes ces techniques
requicrent principalement la construction d’une matrice H suivi du calcul de ses valeurs
propres. Elles difféerent principalement de par la nature de H et/ou de par la facon de
I’ obtenir.

Il a été montré que malgré les améliorations apportées par lazarus et Thomas
[LAZ 10], la version modifiée de Hill ne donne pas des résultats de précision suffisante
pour les applications de contact rotor-stator. De plus, les temps de calcul avec cette tech-
nique deviennent tres longs avec 1’augmentation de la taille du systeme traité (beaucoup
de temps passé a calculer les valeurs propres de H).
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FIGURE 3.12: Temps CPU relatif en fonction de nggym. Temps passé a calculer la stabilité
des solutions de la courbe de réponse par rapport a une simulation HBM sans calcul de la
stabilité. A Hill2, ¥ 2n-passes, . exponentielles , @ RK [-passe, % Nm [-passe.

Les quatre techniques basées sur le calcul de la matrice de monodromie dans le do-
maine temporel montrent une bien meilleure précision et contrairement a la méthode de
Hill, la plus grande partie du temps est passé a construire H. Le calcul de la matrice
de monodromie par la méthode d’intégration temporelle en 2n passes, bien que don-
nant des résultats tres précis, est extrémement lente a cause des nombreuses intégrations
temporelles a effectuer. Les techniques simple passes (exponentielles, Runge-Kutta-Gill,
Newmark) sont beaucoup plus rapides tout en conservant une précision tres acceptable.
Cependant, de nombreux écarts au sein de ces technique simple-passe ont été notés.

Toutes choses considérées, pour les exemple traités ici, c’est la méthode de Newmark
simple passe qui semble offrir le meilleur compromis entre la précision des résultats et les
temps de calcul. Sa précision est tres satisfaisante tout en étant de loin la plus rapide des
techniques testées.

Quelle que soit la méthode utilisée, le colit de calcul de la stabilité est plus élevé que le
colit de calcul de la solution périodique et ce surcofit augmente avec la taille du probleme.
Il est toutefois possible de limiter 1’augmentation du surcofit de calcul en ayant recours
a des techniques de réduction de modele. Pour des systemes ou les non linéarités sont
localisées, utiliser une technique de condensation [HAH 94, SAR 11] [SUN 98] ou de
variétés invariantes [GAB 11] est un bon moyen de maintenir relativement bas le nombre
de degrés de libertés comme montré dans la section 1.4.

Quoi qu’il en soit, un grand avantage de ces techniques est de pouvoir détecter des
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Conclusion

bifurcations y compris les bifurcations de type Hopf secondaire annonciatrices de 1’ap-
parition de régime quasi-périodique. La méthode de la balance harmonique a été adaptée
a ce genre de situation comme montré dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Traitement des phénomenes
quasi-périodiques

Ce quatrieme chapitre détaille I’extension de la méthode de la
balance harmonique aux systemes multi-fréquentiels. Toutes
les adaptations a apporter a la HBM ainsi qu’aux
aménagements supplémentaires (AFT, détermination
automatique des harmoniques, continuation, etc.) sont
présentées. Cette extension est illustrée au travers de divers
exemples ot la relation entre les fréquences fondamentales est
soit connue soit inconnue.
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Problématique

4.1 Problématique

Comme vu dans les chapitres précédents, la dynamique associée au contact rotor-
stator est, lors de la réponse stabilisée au balourd, parfois sujette a des comportements
non pas périodiques mais quasi-périodiques. Il a été constaté lors de simulations dans le
domaine temporel que la vitesse de rotation du rotor n’est pas la seule fréquence fonda-
mentale qui peut apparaitre dans la réponse du systeme. Contrairement au cas classique
du bi-rotor (voir these de Guskov [GUS 07]), la seconde pulsation fondamentale qui ap-
parait dans la réponse ne provient pas d’une excitation extérieure mais est le résultat d’une
excitation interne auto-entretenue causée par le frottement. Pour illustrer ceci, reprenons
I’exemple du rotor de Jeffcott présenté section 2.4.1. La seule différence ici est que le
coefficient de frottement n’est pas égal a u = 0,1 mais égal a u =0,2.

La courbe de réponse est montrée figure 4.1. Trois calculs ont été effectués avec
ce systeme. La courbe bleue montre la courbe de réponse telle que calculée par la
HBM périodique. La HBM périodique permet de mettre en évidence les phénomenes
périodiques que sont le mouvement sans contact (I’excentricité est tout le temps inférieure
au jeu) et le mouvement en contact annulaire complet (ou le rotor est en contact per-
manent avec le stator). Le calcul HBM montre cependant une perte de stabilité de la
solution en contact annulaire complet pour une valeur de Q (grandeur adimensionnée)
légerement inférieure a 0,3 environ. Les multiplicateurs de Floquet donnés par I’étude de
stabilité de la solution périodique a Q ~ 0,33 peuvent étre visualisés figure 4.2. On con-
state qu’une paire de multiplicateurs de Floquet est sortie du cercle unité avec une valeur
imaginaire non nulle. Ceci indique 1’apparition d’une bifurcation de Hopf secondaire sig-
nalant 1’apparition d’une seconde pulsation dans la réponse et I'initiation d’un régime
quasi-périodique. Bien que la réponse périodique en contact annulaire complet soit tou-
jours théoriquement possible (vérifie les équations du mouvement), il n’est plus possible
de I’obtenir dans la réalité a cause de son instabilité.

Cette perte de stabilité est confirmée par un calcul temporel effectué grice a
Code_Aster [EDF ] (courbe jaune) qui met alors en évidence un phénomene de con-
tact partiel (voir figure 4.3) qui est effectivement quasi-périodique. La figure 4.4 montre
I’analyse spectrale de la réponse temporelle quasi-périodique a Q ~ 0,33. L’analyse de
ce graphique montre que les pics présents le sont a des combinaisons linéaires de deux
fréquences incommensurables. La premiere de ces fréquences (notée m;) correspond na-
turellement la vitesse de rotation du rotor (1 x Q). La seconde fréquence (notée m,) ne
peut pas étre précisément mesurée depuis cette analyse spectrale mais peut néanmoins
étre estimée a environ 1,08 x Q pour cette vitesse de rotation du rotor (Q ~ 0,33). Cette
méme analyse spectrale menée a différentes vitesses de rotation montre que cette seconde
fréquence varie de facon non linéaire avec Q (voir figure 4.5). Cependant, dans tous les
cas, les pics dans le spectre fréquentiel apparaissent toujours par paires selon la formule
suivante :

Ong = 2n+1)©; + (n+0)o; 4.1)
O = 2n+ 1)+ (n+1)m, (4.2)
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FIGURE 4.1: Rotor de Jeffcott. Courbe de réponse pour u = 0,2. Comparaison entre
HBM et intégration temporelle directe.

Les valeurs de o, et ®,; pour les premicres valeurs de n sont données table 4.1.

Cette seconde pulsation est donc inconnue a priori et évolue de surcroit de fagcon non
linéaire avec la vitesse de rotation du rotor. La méthode de la balance harmonique doit
donc étre adaptée en conséquence afin de pouvoir traiter ce genre de situation.

Une étude bibliographique montre que la HBM quasi-périodique est utilisée pour
divers type d’applications. On trouve un certain nombre de travaux qui étudient les
réponses autonomes (sans excitation extérieure) de systemes montrant des cycles lim-
ites : Roques et Legrand [ROQ 06] sur des systemes de turbines d’avion interagissant
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Problématique
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FIGURE 4.2: Multiplicateurs de Floquet de la solution HBM périodique a Q ~ 0, 33.

1.5} — cercle unité

1.0t

0.5

0.0

Z/jeu

—0.5}

-1.0t

—1.5¢

15 1.0 —05 00 05 1.0 15
Y /jeu

FIGURE 4.3: Orbite quasi-périodique calculée par intégration temporelle directe a Q ~
0,33 pour u=0,2.

avec leur carter, Coudeyras [COU 09] pour des problemes de crissement de freins. Ce
concept est assez proche de celui de mode non linéaire complexe ou la HBM quasi-
périodique est utilisée pour calculer des réponses libres de systeémes amortis : Laxalde
[LAX 07] ainsi que Laxalde et Thouverez [LAX 09] pour des problemes de contact frot-
tant aube-carter. On peut également noter les travaux de Lau [LAU 83] consistant a utiliser
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FIGURE 4.4: Analyse spectrale des efforts de contact de la réponse temporelle a Q ~
0,33.
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FIGURE 4.5: Evolution de ®; en fonction de ®; d’apres analyse spectrale des solutions
temporelles.

la HBM incrémentale pour calculer la réponse libre quasi-périodique d’une poutre en-
castrée-encastrée sujette a de grandes flexions.

La HBM quasi-périodique est également utilis€ée pour calculer la réponse forcée de
systemes subissant plusieurs excitations extérieures a différentes fréquences : Guskov
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Généralisation de la HBM aux systémes multi-fréquentiels

no Op(XQ) 0 (xQ)
0 1 2,08
1 4,08 5,16
2 7,16 8,24
3 10,2 11,3

TABLE 4.1: ®,, et ®,, calculés pour les premicres valeurs de n pour le mouvement de
contact partiel a Q = 0,33. Ici, ; = 1 x Q et mp ~ 1.08 x Q.

[GUS 07] pour des problemes de bi-rotors. Aucun travaux n’existe dans le cadre qui nous
intéresse. On peut néanmoins citer I’article de Kim et Noah [KIM 96] ou les auteurs font
usage d’une méthode HBM couplée avec I’AFT pour étudier un rotor de Jeffcott soumis
au balourd et a du contact rotor-stator. Leur méthode fait usage d’une analyse fréquentielle
basée sur un algorithme de transformée de Fourier rapide pour déterminer le ratio entre les
deux pulsations fondamentales de la réponse. Cependant, la technique nécessite certains
développements analytiques spécifiques au modele étudié et manque de généralité. De
plus, aucun développement sur une quelconque technique de continuation n’est donné.

Dans la suite du chapitre une nouvelle méthode HBM quasi-périodique est développée
permettant la détermination des réponses quasi-périodiques des problemes de contact
rotor-stator. Via une extension de la méthode de continuation par pseudo-longueur d’arc,
des études paramétriques sont menées a bien. La méthode développée permet de calculer
automatiquement la seconde pulsation fondamentale ®, (générée par le frottement) du
systeme en fonction de la vitesse de rotation du rotor. Les aménagements supplémentaires
(AFT, détermination automatique des harmoniques, etc.) adaptés au cas quasi-périodique
sont également détaillés.

4.2 Généralisation de la HBM aux systemes multi-
fréquentiels

4.2.1 Conventions d’écriture

On rappelle, principalement pour les notations, I’équation du mouvement dans le do-
maine temporel :

Mi(r) + C(0)d(r) + Ka(t) +£(q(t)) = p(t) (43)

L’hypotheése HBM consiste a supposer le mouvement quasi-périodique. En réalité on fait
appel au concept d’hypertemps et on dit le mouvement bi-périodique d’ou 1’écriture sous
forme de série de Fourier suivante :

N
q(t1,t2) = Qo+ ZQZJ‘*I COS(kjl(Dltl + kj20)2t2) +Qy; Sin(kjl(x)ltl + ka(x)ztz) “4.4)
=0
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4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques

On se limite ici au cas bi-périodique, c’est a dire au cas ou il n’y a que 2 pulsations
de référence mais I’écriture est généralisable a un nombre arbitraire de pulsations. Les
deux pulsations ®; et ®, sont censées €tre incommensurables. Deux nombres sont in-
commensurables si leur ratio appartient a2 R\Q. On note en particulier que le temps réel
Iréel @ €té remplacé par un temps bi-dimensionnel comprenant deux temps indépendants
t = (11,12). 1l est bien entendu toujours possible, connaissant les coefficients de Fourier
Q; i€ [0..2N], de reconstruire les déplacements dans le domaine temporel "réel’ par la
formule suivante :

N

qtreer) = Qo+ Y Qa1 cos((kj, 01 +kj,)treer) + Qajsin((kj, 01 +kjp )treer) (4.5)
=0

Il faut cependant bien garder a I’esprit que 1’ utilisation du temps ’réel’ #,4.] est uniquement
réservé a un éventuel posttraitement visuel des données. Dans la suite des développements
théoriques ainsi que dans I’implémentation informatique finale, le temps 'réel’ #; n’ex-
iste plus et est remplacé par le temps bi-dimensionnel t = (#,t;). Une autre conséquence
du passage en dimension 2, les harmoniques k; sont également bi-dimensionnelles,
k; = (kj,,kj,). Il est donc également important de noter que dans la suite du texte, a
chaque fois que I’on parle d’une harmonique il s’agit en fait d’un couple de deux nombres.
De méme, la pulsation ® est bi-dimensionnelle, ® = (®;,0,). Ainsi, une autre écriture
possible pour q est la suivante (écriture généralisée) :

N

q(t) = Qo+ Z Q2_1cos(kjmt) +Qy;sin(kwt) (4.6)
j=0

ou les grandeurs sont bi-dimensionnelles comme décrit ci-dessus. On remarque alors
que cette écriture est completement identique a celle employée lorsque que 1’on fait de
la HBM classique (ie mono-dimensionnelle). Dans la suite, on utilisera indifféremment
I’écriture de 1’équation (4.4) ou bien de 1’équation (4.6) suivant celle qui parait la plus
adaptée. Les deux écritures sont bien évidement équivalentes.

4.2.2 Passage de I’équation du mouvement dans le domaine
fréquentiel

L’écriture généralisée permet de se rendre compte que la procédure pour passer du

systeme d’équations différentielles (dans le domaine temporel) aux systeme algébrique

(dans le domaine fréquentiel) est analogue a celle utilisée pour la HBM classique. Ainsi,
le systeme algébrique a résoudre est :

R(Q,01,m;) =Z(0,0:)Q+F(Q)—P 4.7)

avec,
Z(0) = diag(Zo, Z,(®), ..., Zy (o)) (4.8)
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Généralisation de la HBM aux systémes multi-fréquentiels

K- (kj0)’M  (k;o)C(0)
—(k;j0)C(w) K- (kj0)’M |’
K — (kj, 01 +kj,02)*M  (kj 01 +kj,02) (01, 0)
(kj, 01 +kjm)C(wr,0) K—(kjl(o1+kao)2)2M

On cherche a annuler le résidu R et la procédure est la méme qu’avec la HBM
classique (AFT, Newton-Raphson, continuation, etc.). Cependant chaque étape doit étre
adaptée au cas quasi-périodique.

ouZo=KetZ;(o) = {

ou bien Zj((l)l,(.l)2> = [ _

4.2.3 Procédure AFT en quasi-périodique

Déplacements

LS
Q \ . l q(tl’tz)

Résoudre dans Calcul des efforts
le domaine domaine : domaine non linéaires dans
fréquentiel fréquentiel : temporel le domaine

: temporel

i . f(tl ’tz)
" T 0 4

Forces non linéaires

FIGURE 4.6: Méthode AFT (Alternating Frequency Time)

Point du vue général. Les termes non linéaires sont déterminés par AFT adaptée au cas
bi-périodique. L’équation (4.4) peut étre utilisée pour reconstruire le déplacement dans le
domaine temporel a partir des coefficients de Fourier. On obtient ainsi le déplacement
(q(t1,12)) fonction de #; et de #, . Les efforts non linéaires sont alors déduits de fagcon
classique. On obtient les efforts non linéaires (f(z1,#;)) également en fonction de #; et
de ;. Ensuite, les coefficients de Fourier correspondant en sont déduits. Les formules
classiques sont les suivantes :

11 n
Fo=—— / f(r1,1)dtrrdn 4.9)
nhTxJo Jo (f11)
11 n
sz_1 =2—— / f(t1 ,lz)COS(kjl(Dltl —f—ka(l)ztz)dtzdt]
hTaJo Jo
11 fh e
sz =2—— / f(tl,tz) sin(kj, W1t +kj2(02t2)dt2dt1
h'T>Jo Jo
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4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques

ouTly = fo—’f et = (20—’2‘ représentent respectivement les périodes relatives aux deux dimen-
sions temporelles. En pratique on préférera les fonctions de transformée de Fourier rapide
en dimension 2 (fft; et fft, D) qui allient performance, robustesse et précision (voir figure
4.6).

Détails sur la fft,. Lorsque les efforts (f(z1,72)) sont disponibles dans le domaine tem-
porel sous forme discrétisée, 1’objet f est un tableau de dimension 2 de taille n;, X ny,
avec n;, et n;, les nombres arbitraires d’instants choisis pour I’AFT. Typiquement on a
donc un tableau f de taille 256 x 256 (on choisit n;, = n;, par facilit€) qui doit étre traité
par la fonction ffty. Il en ressort un tableau F de méme dimension calculé par la formule

suivante :
nrl n,z

F(ky,ky) = Z Z f(nl,nz)e(_iznkh”l)e(—i2ﬂkj2n2)

n1=0n=0

Pour étre correct, ce tableau doit étre normalisé selon :

O
ny X ng,

F(0,0
F(0,0)z—(z’ )

Utiliser la fonction fft, revient rigoureusement a appliquer n; + n, fft mono-
dimensionnelles sur le tableau f (d’abord sur les lignes puis sur les colonnes). Il y a donc
12 un surcofit non négligeable en terme de performances par rapport a la procédure AFT en
mono-périodique. Dans le cas d’un nombre arbitraire de 256 instants AFT, la procédure
AFT sera donc 512 fois plus lente qu’en mono-périodique. On a donc intérét a réduire le
nombre d’instants AFT au strict minimum pour ne pas trop affecter les performances.

4.2.4 Sélection automatique des harmoniques

FIGURE 4.7: Choix automatique des harmoniques, étape 1.
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Généralisation de la HBM aux systémes multi-fréquentiels

FIGURE 4.9: Choix automatique des harmoniques, étape 3.

De facon classique, un choix arbitraire des harmoniques est effectué pour mener a
bien la simulation. Par exemple Chua et Ushida [CHU 81] ou bien Kim et Choi [KIM 97]
choisissent les harmoniques en fonction d’un nombre arbitraire M. Les harmoniques sont
alors choisies de sorte que :

k1| + k2| <M

Legrand [LEG 05] utilise une formule encore moins restrictive :
pour i dans [1,2], |ki| <M

Ces choix arbitraires font utiliser un treés grand nombre d’harmoniques (le nombre d’har-
moniques retenues croit tres vite avec M) dont la plupart se révelent finalement inutiles
d’une part et sans garantie, d’autre part, que M aura €té choisi suffisamment grand pour
prendre en compte toutes les harmoniques prépondérantes.

Pour pallier a ce probleme et de 1a méme facon qu’en mono-périodique, on peut met-
tre au point une procédure pour choisir automatiquement les harmoniques prépondérantes
dans la réponse du systeme. Le principe est le méme qu’en périodique seulement le raison-
nement doit maintenant étre fait en deux dimensions au lieu d’une seule. On peut résumer
la procédure en trois étapes. Une fois la convergence atteinte :
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4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques

— Etape 1 : Transformée de fourrier rapide en dimension 2 des efforts non linéaires
(voir figure 4.7). A gauche, on peut voir la représentation sous forme d’image
du tableau contenant les efforts non linéaires dans le domaine temporel (bleu =
valeur basse, rouge = valeur haute). Notons que 1’origine de ’image (correspon-
dant au temps (¢; = 0,7, = 0)) se situe en haut a gauche. A droite, la transformée de
Fourier (en puissance) de ces efforts est dessinée. Chaque carré de couleur (ou pixel)
représente une composante du spectre. Le pixel est bleu lorsque la composante est
nulle et rouge lorsque la composante est d’intensit¢ maximale. Ce spectre, comme
dans le cas mono-dimensionnel, présente un phénomene de repliement. L’ informa-
tion est redondante.

— Etape 2 : Suppression des informations redondantes du spectre (voir figure 4.8).
Cette étape consiste a supprimer le repliement pour ne garder que des informations
uniques. On peut arbitrairement conserver soit la premiere moitié des lignes, soit
la premiere moiti€ des colonnes. Ici, le choix a été fait de conserver la premiere
moitié des lignes. Cependant cette étape n’est pas suffisante et la moitié droite de
la premiere ligne doit également étre supprimée. Dans le cas ou on conserve la
premiere moitié des colonnes, c’est la moitié basse de la premiere colonne qu’il
faut également supprimer.

— Etape 3 : Décalage (ou ’shift’) de la partie droite du spectre puis détection des
harmoniques les plus importantes en terme de puissance (voir figure 4.9). Pour
des raisons de commodité, la moitié droite du spectre restant est intervertie avec
la moitié gauche et on utilise des coordonnées négatives pour les colonnes de la
nouvelle moitié gauche. Dans I’exemple montré ici, on détecte 8 (couples d’) har-
moniques {(0,1);(0,3);(1,-2);(1,0);(1,2);(2,—1);(2,1);(3,0)}. 1l faut ensuite
vérifier que ces couples correspondent bien a des fréquences positives. Par exemple
si dans I’exemple présent on a @; = 1 et wp = 1/y/2 ~ 0,707 alors I’harmonique
numéro 3, (1,—2) correspond a une fréquence négative 1 X 0] —2 x 0y ~ —0,414.
Il convient alors de remplacer I’harmonique (1, —2) par son opposé (—1,2) afin de
conserver une fréquence positive (=~ +0,414) (cette harmonique opposée apparait
dans le spectre complet en tant qu’information redondante).

Cette étape de discrimination des harmoniques utiles est encore plus intéressante en quasi-
périodique qu’en périodique car elle permet de réduire encore plus le nombre d’har-
moniques retenues dans le calcul et donc de réduire le temps CPU tout en optimisant
la précision du calcul.

4.2.5 Calcul de la Jacobienne

Comme pour le cas périodique, les étapes de correction lors du Newton-Raphson
nécessitent le calcul de la jacobienne du systeme. Pour rappel, 1’étape de correction du
Newton-Raphson est la suivante :

-1

IR(QW, @y, ) R(Q®Y, 0y, 02) (4.10)

0Q

Q(k+1) — Q(k) +
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Généralisation de la HBM aux systémes multi-fréquentiels

Etant donné 1’expression du résidu R donné par I’expression (4.7) :

OR(QW w;, ) IF QW)
-7 —x J
30 (0, ) + 20
On va s’intéresser en particulier au calcul du terme J (Q(k))) = aF(a%(k)). Comme dans le

cas périodique, il est pertinent de calculer ce terme d’une fagon semi-analytique. En s’in-
spirant des travaux de Lesaffre [LES 07], on peut travailler sur une expression analytique
de cette jacobienne.

B J(0,0) J(O,Zj—l) J(O72j) J(O,2N—1) J(O,ZN)_

J(Zi;170)
JQ) =| J=0

Qo>

J(ZN.—LO)
J(ZN,O)

L’expression de chacun des termes de cette matrice (et la démonstration qui va avec)
est donnée en annexe C. En pratique, comme pour I’ AFT, on préférera utiliser les fonc-
tions de transformée de Fourier rapides en dimension 2. On calcule ainsi la jacobienne
colonne par colonne. Pour chaque colonne on calcule la transformée de Fourier d’ordre 2
de la dérivée des efforts qui aura été préalablement multipliée par la fonction cosinus ou
sinus adaptée. On doit donc la encore faire face a un surcofit en terme de temps CPU.

4.2.6 Continuation par pseudo longueur d’arc

QA

R(Q,w,\)=0

P

0, =f(w)

FIGURE 4.10: Continuation sur 2 parametres. A gauche, les 2 parametres sont
indépendants. A droite, les deux parametres sont liés.
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4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques

Ici la continuation se fait sur deux parametres (®; et ®,), seulement, ces deux
parametres sont liés. La figure 4.10 montre, a gauche, le cas ou la continuation se fait
sur deux parametres indépendants (notés m et A). Dans ce cas 1a, I’ensemble des points de
I’espace ou le résidu est nul forme une surface (ou bien plusieurs surfaces). A droite, dans
le cas ou les deux parametres sont liés (notés ®; et ®;), I’ensemble des points ou le résidu
est nul est une ligne (ou bien un ensemble de lignes). Dans le cadre qui nous intéresse,
il existe une relation entre les deux parametres. On est donc dans le cas de la figure de
droite. En revanche cette relation entre ®; et ®; n’est pas forcément connue a priori.

4.2.6.1 Cas de relation affine connue entre ®; et

. = cw +b
2 1

FIGURE 4.11: Continuation sur 2 parametres avec relation affine connue entre les deux.

On se place dans un premier temps dans le cas ou la relation entre les deux parametres
®; et 0 est de forme affine ®; = cm; + b avec ¢ et b connus (ou imposés). Une
fois convergé sur un point de la ligne d’équation R(Q,®;,®;) = 0, il faut suivre la
tangente a cette ligne qui est d’équation dR = 0. Soit un point M(;) de coordonnées
(Q(i),(ol(,-),mz(i)) vérifiant R(Q(i),col(,-),coz(i)) = 0, on cherche un point M(i+1) de
coordonnées (Q(i11) = Qi) +AQ(i), ®y(jx1) = Oy(j) + AWy (), W(ir1) = W) + AWy(;)
vérifiant également R(Q ;4 1), ®y(i+1), Da(it1)) = 0
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Généralisation de la HBM aux systémes multi-fréquentiels

Prédiction : Sous I’hypothese de petites variations, on peut faire 1’approximation du
premier ordre suivante :

R(Q(i+1), ®1(i11): @2+ 1)) = R(Qpi), @15y, o))

~~ ~

-0 =0
oR oR
+AQy, L A® () O (4.11)
79Q M, Py M 209 2 (Mg,
avec,
‘g% =Z(o,0) + 3‘5
IR _ IZ ()
dw; =y Q
Le vecteur tangent t;; [AQT ;A®y (), A0y ;)] est de norme :

It 1> = AQ(AQ(;) +Aw] ;) + A3,
Etant donnée la relation affine entre ®; et @,, on a Ay (;y = cAwy(;y, d’ou:
Htl(i) ’ ’2 = AQZ)AQ(z) + A(l)%(i) (1 + 02)

Soita(;) = Awy;V1+ c?et AQ() = a(i)AQ(i)-

On souhaite avoir un vecteur tangent de norme 1.

[t |* = 1 & af;) (AQ(AQ() +1) = 1

d’ou,
1
ap == 4.12)

\/AQZ)AQ@ +1

Le signe de a; est choisi de sorte que deux vecteurs tangents successifs aient un produit
scalaire positif (conservation du sens de parcours). L’équation (4.11) devient :

dR dR oR
AQn S thAop [ 4 -0 4.13

Etant donné les expressions de ag) (ag) = Ao vI1I+ c?)etde AQ;) (AQ(;) = a(,-)AQ(i)),
I’équation (4.13) peut egalement s ecrlre ainsi :

/(g)l/\/l—Fc AQ aQ|M + Ao (a—R +ca—R ):0 4.14)

001, IO

On peut donc résumer la procédure ainsi :
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4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques

— Résoudre le systeme suivant pour AQ@ :
oR A 1 oR oR
- AQ(i) = ——2 e +c=—
aQ |M(z) V 1 +c a(l)l ‘Mm a(DZ |M(,)
— En déduire ag (voir équation (4.12))
— En déduire Awl(z‘) et A(,l)z(i) :
(i)
V142
AO)Z(,-) = CA(Dl(l-) =

Ay ;) =
ca(,-)
V1+c?

Corrections : En ce qui concerne I’étape de corrections, on cherche a annuler de fagcon
itérative le résidu (non nul) de la solution prédite du point M (i+1)- A I’itération (k) on a :

(k) (k) (k) _ (k) (k) (k) (k)
R(Q i1y Oy 1) Do i 1)) = Z(O (1 1) Oy 1)) Qiceyy FF(Qiy)) =P
N N 4 N v vV
—R®) —7.k) —F %)

On abandonne la notation (i + 1) dans la suite pour alléger les écritures. On impose
également que les corrections se fassent dans une direction orthogonale au vecteur t;,
le systeme a résoudre devient :

re oregre 7 [AQETVT
[ } @.15)

E)AQT o0 00, Amgkﬂ) _
AQG) Aoy Awxp] |\ e 0

Comme on peut le constater ce systeme est sous déterminé ((n(2N + 1) +2) colonnes (in-
connues) pour (n(2N + 1) + 1) lignes (équations)). Il faut en effet définir une derniére
équation pour que le systeme soit completement déterminé. On comprend vite qu’il

manque, dans le systéme, une relation entre A(x)ng) et A(x)ékﬂ). En effet, la relation affine
entre ®1 et @, doit également s’appliquer aux corrections. On doit donc imposer la rela-
tion suivante entre Ac)ng) et Acogkﬂ) :
Aol = caplt (4.16)
Le systeme (4.15) devient alors :
oR®  9R®) oRW (k+1) X
Q. 0, | |AQ i) —R®
0 - 1 ||sefY 0

Cette derniere relation peut étre vue comme une condition additionnelle d’orthogonalité
des corrections par rapport a un vecteur t; (voir schéma figure 4.11). Les corrections se
font donc dans une direction orthogonale a la fois aux vecteurs t; et t;. Les vecteurs t; et
tp sont orthogonaux entre eux.

108

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0146/these.pdf
© [L. Peletan], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Généralisation de la HBM aux systémes multi-fréquentiels

4.2.6.2 Cas de relation non linéaire connue entre ®; et m,

QA

(@)

connue

FIGURE 4.12: Continuation sur 2 parametres avec relation non linéaire connue entre les
deux.

La relation liant ®; a ®, peut tout a fait ne pas €tre linéaire (ou affine). Dans le cas
ou la fonction non linéaire qui relie ®; a @, est connue (voir figure 4.12), une procédure
de continuation similaire a celle utilisée dans le cas ou la relation entre ®; et M, est affine
peut étre utilisée. Cependant, certaines modifications sont a prendre en compte.

Prédiction : L’étape de prédiction est trés similaire a celle du cas affine. Le parametre ¢
est cependant ici variable selon le point (c(;)) et correspond en fait a la pente de la fonction
Jfeonnue @u point M(i).

_ d feonnue

Le reste de la procédure de prédiction reste inchangée. Il faut noter toutefois qu’a

(0) 0 - _

(i+1)> ne vérifie pas W)iy1) =

la différence avec le cas affine, le point prédit (M

fconnue(wg?l)-+1 ))

109

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0146/these.pdf
© [L. Peletan], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques

Corrections : Les corrections, ici aussi se font de facon orthogonale au vecteur t;
défini lors de I’étape de prédiction. D’une facon similaire également, une équation
supplémentaire doit €tre fournie pour obtenir un systeme completement déterminé.
L’équation utilisée dans le cas affine (voir eq. (4.16)) ne peut pas étre utilisée ici a cause

de la non linéarité. En effet, la correction Acogkﬂ) doit étre telle que (avec I’hypothese des
petites corrections) :

k k+1 k k+1
cog ) +Aco§ 1) :fconnue(cog )+Acog * ))
~—_———
:(x)ngrl) :(ong)
_ (k) (k+1) d fconnue
N feomme(0}7) + A0 dop |
d’ou la relation :
(k+1) _ d feonnue (k+1) (k) (k)
AN Ty g T Jeome(@7) 0,
Le systeme (4.17) devient alors :
oR™®) oR™®) oR®)
20 o G0, | [AQKFY —R®
AQly  Awyy Ay | |ae Y| = 0 k (4.18)
0 _df;)%‘w(lk) 1 A(J)gk_H) connue(wg )) - (Dg )

Les itérations sont effectuées jusqu’a ce que k soit suffisamment grand pour que | |R(k) || <

eret| fconnue(cogk)) — (ng) | < &y, avec eR et €5 des constantes arbitraires choisies suffisam-
ment “petites’. En réalité, le cas affine n’est qu’un cas particulier de relation "non linéaire’
(au sens large). Une seule implémentation informatique englobant ces deux configurations
est nécessaire.

4.2.6.3 Cas de relation inconnue (a priori non linéaire) entre ®; et o,

Le cas ou la relation entre ®; et M, existe mais n’est pas connue a priori est plus
délicat. On rencontre cette situation dans des systemes ou la seconde pulsation n’est pas
issue d’une excitation extérieure mais est une fréquence propre au systeme et qui ap-
parait spontanément dans sa réponse lorsque les conditions favorables sont réunies. Dans
ce genre de situation la continuation est plus compliquée car la pulsation m, doit étre
déterminée en mé€me temps que le reste des inconnues du probleéme.

Corrections : Pour ce faire, on ajoute au systeme (4.15) une condition d’orthogonalité
des corrections par rapport a un vecteur f, qui a des composantes nulles selon ®; et
@ (fp =1...,0,0]). Ce vecteur t, doit étre modifié a chaque itération (pour ne pas se
priver d’une partie de 1’espace de recherche) mais doit toujours rester orthogonal a t;.
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Généralisation de la HBM aux systémes multi-fréquentiels

QA

u
i
.

w, = f(w,)
F1GURE 4.13: Continuation sur 2 parametres avec relation inconnue entre les deux.

De facon analogue a ce qui est fait dans 1’algorithme du gradient conjugué, on choisit
ték) = [AQ(k)T, 0,0]. Le systeme a résoudre devient alors :

oR®) oRK) oRK) (k+1)
Q. dor 0w AQ(k ) ~RW
AQ(Ti) Ay Amypy | Ay = 0 (4.19)
AQ(k)T 0 0 AmékJrl) 0

La premiere correction (et uniquement la premiere) est alors apportée par une résolution
par moindres carrés sur le systeme sous déterminé (4.15).

Prédiction : L’étape de prédiction est inchangée a 1’exception du fait que le coefficient
¢(;) doit étre approximé par différences finies sur les deux derniers points solutions cal-
culés :
o W) — W2(i-1)
® O ;) — O1(j—1)
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4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques

4.3 Exemples d’application

Quelques applications sont données en exemple pour illustration de ces
développements.

4.3.1 Oscillateur de Duffing avec relation linéaire connue entre ®; et
V)

o 5

3

T

I=a

s 4

o

Q

3

o 3

(o)

o

3

S 2

=3

) 0.0

2 5
1 0

1.5

o 208

15 5, 35
@ (radys) 2.5 4.0

FIGURE 4.14: Oscillateur de Duffing. o, = % Courbe de réponse en fonction de m; et

de ;. Les projections sur les trois plans sont en pointillés.

Dans un premier temps nous allons nous intéresser au cas de I’oscillateur de Duffing
avec relation linéaire connue entre les deux fréquences fondamentales. Ici, c’est 1’exci-

tation extérieure qui présente deux fréquences fondamentales. L’équation du mouvement
est la suivante :

mij(t) + cq(t) +kq(t) + knq(t)® = cos(w1) 4 sin(wyr)

avec m = 1kg, ¢ =0, INm~ls, k= INm!etky= 0,2N.m_3. D’autre part, 0, = o1

La figure 4.14 montre la courbe de réponse du systetme. On note deux résonances prin\g—
pales et une multitude de résonances sur-harmoniques. La figure 4.15 montre le détail du
déplacement de la masse en fonction de f et de f, pour un point situé 2 ® ~ 1,9rad.s™!
(point rouge sur la figure 4.14). Pour étre plus facilement lisible, ce méme déplacement
a été reconstruit, sur la figure 4.16, dans le temps réel (f¢e) sur une durée corre-

spondant a 25 x Tj. Le caractere non périodique de la réponse apparait clairement. Le
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Exemples d’application

t2

FIGURE 4.15: Oscillateur de Duffing. o, = \“’—}2 Détail 2 w; ~ 1,9rad.s~!. Déplacement
en fonction de #; et de 7,. Bleu : valeur basse. Rouge : valeur haute.

Déplacement - fft déplacement

deplacement (m)
amplitude
=1
[}

_3 1
0.0l—= L

0 20 40 60 80 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
temps (s) frequence / w,

FIGURE 4.16: Oscillateur de Duffing. @, = % Détail a w1 ~ 1,9rad.s_1. A gauche :
déplacement en fonction de #,¢.). A droite : transformée de Fourier de la figure de gauche.

spectre fréquentiel de ce signal a été tracé en partie droite de la figure. On note un
pic a 1 x @ correspondant a la premiere fréquence excitatrice fondamentale. On note
aussi un pic a ~ 0,707 X ®; ce qui correspond a la seconde fréquence fondamentale
(1/ V2 ~ 0,707). D autres pics sont présents a des fréquences combinaison linéaire de
ses deux fréquences fondamentales. Par exemple, un pic de fréquence ~ 0,414 x ®; est
présent. Or 0,414 ~ 2 x % — 1 ce qui correspond a I’harmonique (-1,2).
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4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques

(w) juswade|dap apnydwe

FIGURE 4.17: Oscillateur de Duffing. o, = —0,903% 4+ 5m; — 1. Courbe de réponse en
fonction de ®; et de m,.

4.3.2 Oscillateur de Duffing avec relation non linéaire connue entre
W] et ™

L’exemple est ici tres similaire a celui considéré précedemment. La seule différence
vient du fait que la relation liant ®; a @, est non linéaire : w, = —0,9 x 0)% +5xmw —1.
La figure 4.17 montre la courbe de réponse en fonction de ®; et de m;.

4.3.3 Rotor de Jeffcott avec contact rotor-stator et relation non
linéaire inconnue entre ®; et m,

Dans les deux exemples précédents, la relation entre ®; et m; était imposée. Dans
I’exemple qui suit m, est le résultat d’une excitation interne auto-entretenue générée par
le frottement, I’excitation extérieure étant monoharmonique. Il s’agit d’un cas simple de
contact rotor-stator inspiré de Jiang [JIA 09] dont les caractéristiques sont identiques a
celles du modele présenté section 4.1. Le mouvement quasi-périodique est parfaitement
reproduit grace a la HBM quasi-périodique (courbe verte figures 4.18 et 4.19 rendant
compte de I’état de contact partiel). La HBM quasi-périodique a pour cela été initialisée
avec les données issues du calcul temporel. La figure 4.21 montre la courbe de réponse
donnée par la HBM quasi-périodique en fonction des pulsations adimensionnées €21 et de
Q. On constate le caractere non linéaire de la relation entre les deux pulsations fonda-
mentales. Q, décroit lorsque la vitesse de rotation du rotor (2 = Q) croit.

Il y a de surcroit une tres bonne concordance avec les données de la figure 4.5 qui
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1.2
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qj? Intégration temporelle
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Qg; — HBM quasi-périodique
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F1GURE 4.18: Rotor de Jeffcott. Courbe de réponse. (A) stable, (.) instable.

— HBM périodique
Intégration temporelle
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FIGURE 4.19: Rotor de Jeffcott. Courbe de réponse (vue agrandie autour de la zone de
contact partiel). (A) stable, (.) instable.
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FIGURE 4.20: Rotor de Jeffcott. Orbite quasi-périodique du rotor a Q ~ 0,35 (point rouge
sur la figure 4.19).

montre I’évolution de Q; en fonction de €2; issu des résultats de I’intégration temporelle
directe. Un exemple d’orbite quasi-périodique du rotor calculée par HBM est montré fig-
ure 4.20. L’algorithme de sélection automatique des harmoniques montre également son
efficacité car les harmoniques retenues dans le calcul correspondent aux formules données
équation 4.1.

Malgré une procédure qui est censée théoriquement Etre en tout point identique, la
méthode présentée n’a pas été en mesure de reproduire le mouvement de précession in-
verse. Le résidu initial en erreur dans le domaine fréquentiel étant anormalement élevé, la
procédure de Newton-Raphson ne parvient pas a converger sur la branche solution. Cette
situation est problablement causée par un boggue qui n’a pas pu €tre corrigé par faute de
temps.

4.3.4 Rotor éléments finis a 3 disques

Des phénomenes quasi-périodiques ont pu également étre relevés sur le modele de
rotor éléments finis a trois disques. La figure 4.22 montre la courbe de réponse du modele
pour un coefficient de frottement u = 0,2. La courbe de réponse du systeme donnée par
la balance harmonique périodique est tres similaire a celle obtenue pour u = 0,1 (revoir
figure 3.6), cependant la stabilité des solutions, elle, change de facon notable. En effet,
la solution HBM périodique est donnée instable au dela d’une vitesse de rotation environ
égale a 4500tr/min alors qu’elle était donnée stable jusqu’au point de rebroussement le
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FIGURE 4.21: Rotor de Jeffcott. Courbe de réponse HBM quasi-périodique. En jaune est

reportée la courbe 4.5.
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FIGURE 4.22: Rotor éléments finis. Courbe de réponse. (A) stable, (.) instable.
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FIGURE 4.23: Rotor éléments finis. Courbe de réponse (vue agrandie). (A) stable, (.)
instable.

plus avancé (a environ 6000tr/min) lorsque le coefficient de frottement était égal a 0,1. La
vue agrandie de la courbe de réponse (voir figure 4.23) montre que la courbe de réponse
obtenue par intégration temporelle s’éloigne de celle obtenue par balance harmonique
périodique lorsque cette derniere devient instable. La solution stable devient alors quasi-
périodique et une nouvelle branche solution est révélée. Cette derniere a pu €tre suivie
grace a la méthode de la balance harmonique quasi-périodique.

Comme dans le cas du rotor de Jeffcott, la maquette a du €tre initialisée avec une
solution temporelle. On peut constater sur la courbe de réponse du systeme (figures 4.22
et4.23) que les solutions données par intégration temporelle et par HBM sont tres proches.
Un exemple de réponse quasi-périodique a environ 5200tr/min peut étre observé figures
4.25 et 4.26.

4.4 Conclusion

Ce chapitre montre que 1’extension de la méthode de la balance harmonique aux
systemes multi-fréquentiels est possible dans le cadre de la dynamique des machines
tournantes. L’extension fait appel a la notion de temps multi-dimensionnel. L’ algorithme
de HBM multi-fréquentiel est globalement tres similaire a celui en mono-fréquentiel,
cependant chaque étape du calcul doit étre modifiée pour prendre en compte plusieurs
fréquences fondamentales. En particulier, les procédures AFT et le calcul de la jacobi-
enne doivent faire appel aux algorithmes de transformée de Fourier (directe et inverse)
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FIGURE 4.24: Rotor éléments finis. Courbe de réponse HBM quasi-périodique.
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FIGURE 4.25: Rotor éléments finis. Orbites du noeud 1 calculé a w; = 5200tr/min (voir
point rouge sur la figure 4.23). a gauche : HBM quasi-périodique. a droite : intégration
temporelle.

de dimension supérieure. Tout ce qui a été implémenté et testé dans ce contexte a été
limité a la dimension 2 (2 fréquences fondamentales). Cet augmentation de la dimen-
sion de certains opérateurs se traduit par une augmentation significative du temps de cal-
cul ; augmentation qui reste néanmoins raisonnable et les gains de vitesse par rapport a
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FIGURE 4.26: Rotor éléments finis. Vue d’ensemble du rotor a ®; ~ 5200tr/min (voir
point rouge sur la figure 4.23).

I’intégration temporelle directe restent effectifs. La procédure de sélection automatique
des harmoniques reste valable et montre d’ailleurs un intérét encore plus grand qu’avec la
HBM périodique.

La continuation par pseudo-longueur d’arc a du étre adaptée pour pouvoir prendre
en compte les situations ou la seconde pulsation fondamentale du systeme est une in-
connue du probleme (fréquence issue d’une excitation interne du systeme générée par le
frottement et donc inconnue a priori) situation fréquente dans les cas de contact rotor-
stator. Cette adaptation de la technique de continuation constitue ici le principale apport
du chapitre. La méthode a été illustrée sur divers exemples de contact rotor-stator avec
une tres bonne concordance constatée entre les résultats de la HBM quasi-périodique et
les résultats issus de I'intégration temporelle directe.

En perspective on peut évoquer une alternative a la facon d’initialiser la HBM quasi-
périodique. Dans les exemples de contact rotor-stator donnés ci-dessus I’initialisation se
fait a partir d’un résultat obtenu par intégration temporelle directe. Une alternative consis-
terait a utiliser une technique d’embranchement (branch switching) a partir de la réponse
HBM périodique. En effet, la perte de stabilité de la réponse périodique est détectée par
I’analyse de Floquet ce qui permet de déterminer de facon arbitrairement précise I’endroit
de la bifurcation. De plus, les multiplicateurs de Floquet qui sortent du cercle unité don-
nent une information sur la valeur de la seconde pulsation fondamentale qui apparait dans
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Conclusion

le systeme. Les vecteurs propres associés a ces multiplicateurs donnent une information
sur la direction de recherche a emprunter pour bifurquer sur la branche quasi-périodique.
Cette facon de faire permettrait de s’ affranchir de fastidieuses simulations dans le domaine
temporel.

Aussi, la notion de stabilité des solutions existe également pour les régimes quasi-
périodiques et des extensions de la théorie de Floquet existent. On pourra étudier par ex-
emple la these de Guskov [GUS 07] pour implémenter une technique de calcul de stabilité
basée sur I’extension de la notion de section de Poincaré aux dimensions supérieures.
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4. Traitement des phénomenes quasi-périodiques
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Chapitre 5

Application industrielle : groupe
turbo-alternateur GTA1300

Ce cinquieme et dernier chapitre est consacré a l’étude d’un
cas industriel réel. L’étude porte sur un modele de groupe
turbo-alternateur 1300MW de centrale électrique exploitée
par EDF. Une confrontation est faite entre résultats donnés

par HBM et résultats donnés par intégration temporelle. Les

résultats sont comparés d’un point de vue précision et temps

de calcul. A travers quelques études, on montre la faisabilité

de calculs paramétriques par la maquette HBM.
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5. Application industrielle : groupe turbo-alternateur GTA1300

5.1 Présentation du modele

©copyright EDF alternateur

corps BP _

étage tl fiinal

X HP BP1 BP2 BP3 alternateur

zone de
contact

o—>
O—>
O—>
O—>

— ) =

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

FIGURE 5.2: Modele éléments finis du GTA1300

On analyse le comportement accidentel du Groupe Turbo Alternateur (GTA) (voir
figure 5.1) suite a la perte de 1’ailette au niveau du dernier étage du premier corps basse
pression, c6té deuxieme corps basse pression (amplitude du balourd égale a 90 kg.m.)
Le modele (voir figure 5.2) représente la géométrie basée sur approximativement 300
noeuds (environ 1200 degrés de libert€) décrivant les différentes caractéristiques de la
ligne d’arbres (sections, inerties, matériaux, etc...). Comme pour le cas académique du
rotor a trois disques vu précédemment, ce sont des €léments de type poutre de Timoshenko
qui ont été utilisés. Le GTA 1300 repose sur 7 paliers reposant eux-méme sur un support
rigide.

Pour les calculs dits linéaires, les sept paliers de la ligne d’arbres sont caractérisés
par des matrices de coefficients de raideur et d’amortissement linéarisés, obtenues par des
calculs avec le code EDYOS (Etudes DYnamiques des Organes de Supportage (logiciel
EDF)) autour de la position d’équilibre du palier en condition nominale, pour des vitesses
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Réponse linéaire
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FIGURE 5.3: Schématisation d’un flux BP

allant de 750 tr/min a 1500 tr/min. Le support du GTA est, quant a lui, considéré comme
rigide.

Les simulations numériques du comportement accidentel du GTA 1300 MW montrent
que le contact rotor/stator survient principalement au niveau des jantes porte-étanchéité

des diaphragmes de la rangée 10 (voir figure 5.3). L’aubage 10 est constitué par 46 ailettes
soudées a une structure en acier moulé.

En plus de la sollicitation due au balourd, ici le poids propre de I’ensemble doit Etre
pris en compte. La prise en compte du poids se fait en effectuant un premier calcul statique
de la ligne d’arbres en ne prenant en compte que le poids propre (appelé calcul de la
chainette de la ligne d’arbres). La déformée ainsi obtenue est utilisée pour la définition du

maillage. La réponse au balourd est ainsi calculée dans un second temps, sans prendre en
compte la pesanteur, autour de cette position sous poids propre.

5.2 Réponse linéaire

On s’intéresse dans un premier temps a la réponse linéaire du systeme. Suivant la
méme démarche que pour le cas du rotor éléments finis a trois disques présenté section
2.4.2, le calcul a été fait sur une base réduite par la technique de Craig et Bampton ou
22 modes encastrés ont été retenus dans la réduction pour un total de 26 degrés de liber-
tés généralisés. La courbe de réponse du noeud 90 (noeud ou se situent le balourd et le
contact) est montrée figure 5.4. On s’intéressera en particulier a la résonance principale
située a environ 750 tr/min et correspondant au premier mode de flexion du rotor BP1. La
déformée de la ligne d’arbres a cette vitesse de rotation peut étre observée figure 5.5.
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5. Application industrielle : groupe turbo-alternateur GTA1300

Cou‘rbe de réponse noeud 90

=
o
N
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=
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FIGURE 5.4: Courbe de réponse du GTA1300 sur la plage de fréquence de 500 tr/min a
1600 tr/min par la HBM.

FIGURE 5.5: Déformée de la ligne d’arbres au premier pic de résonance du noeud 90
(=750 tr/min).

5.3 Réponse non linéaire

Pour les calculs non linéaires, conformément aux modeles de contact déja développés
précédemment chez EDF, le diaphragme est modé€lisé par un stator fixe et le contact
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Réponse non linéaire
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FIGURE 5.6: Maillage et conditions aux limites. Aubages 9 et 10 fixes.

est traité par pénalisation avec modele de frottement de Coulomb (comme dans le cas
du rotor académique a 3 disques). L’ensemble constitué de la couronne intérieure (CI),
de la couronne extérieure (CE) et des aubages est donc réduit a une rigidité de contact
équivalente et a un coefficient de frottement équivalent. Cette rigidité équivalente a été
déterminée préalablement par EDF par des calculs statiques éléments finis ou les aubes
constituant le diaphragme, la CI et la CE sont modélisées avec des éléments poutres et
éléments 3D (voir figure 5.6). Le ratio entre une force statique et le déplacement résultant
donne la rigidité de contact équivalente.

Afin de prendre en compte les incertitudes inhérentes a cette procédure simplifiée
plusieurs valeurs de raideur, autour de la valeur calculée, seront considérées. Pour les
mémes raisons, trois simulations avec différents coefficients de frottement seront con-
frontées dans cette section.

Les études effectuées par EDF par le passé ont montré, a partir de calculs temporels,
que I'intégrité de la ligne d’arbre n’est pas remise en cause dans les conditions qui ont été
exposées. Il s’agit de montrer que la méthodologie basée sur la HBM permet d’obtenir
des résultats comparables dans des délais plus courts.

Dans toute la suite, les calculs (HBM et intégration temporelle) ont été effectués sur
base réduite avec, comme dans le cas linéaire, 26 degrés de libertés généralisés. Une étude
de convergence préalable a montré qu’une limitation a un maximum de 16 harmoniques
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5. Application industrielle : groupe turbo-alternateur GTA1300

(borne supérieure) était suffisant pour obtenir convergence des résultats HBM. Les calculs
par intégration temporelle sont, pour rappel, effectués en deux passes. La premiere passe
est une montée en vitesse progressive par paliers de 2 tr/min. A chaque palier, les condi-
tions initiales en vitesse et déplacement sont récupérées des conditions finales du palier
précédent et la vitesse de rotation est maintenue constante. Alors, 100 révolutions rotor
sont simulées afin d’atteindre le régime stabilisé. Une fois les 100 révolutions simulées,
on passe au palier de vitesse supérieur et ainsi de suite. La seconde passe fonctionne sur
le méme principe mais en descente en vitesse. Les deux passes sont nécessaires afin de
reproduire la plus grande part possible de la courbe de réponse calculée par HBM a des
fins de validation (validation de la solution HBM et de sa stabilité).

5.3.1 Influence de la rigidité de contact

Dans tous les cas présentés dans cette sous-section, le coefficient de frottement est
réglé a 0,2 et le jeu radial est de 8mm. Le contact est donc attendu aux alentours de la
premiere fréquence de résonance a environ 750 tr/min. Quatre parametres de pénalisation
différents ont été testés. La rigidité de pénalisation va ainsi, suivant le modele, de
2,551.10°N.m~ " 2 1,277.10'"°N.m~! en passant par 5,376.10°N.m~! et 7,634.10°N.m~".

5.3.1.1 Casn’l

ICourbg de réponse noeud 90

— HBM - réponse linéaire
— HBM
Integration temporelle

=
o
N

excentricité (m)

SN

i \
P el N
700 720 740 760 780 800 820
Vitesse de rotation (w,) (tr/min)

-4

FIGURE 5.7: Courbe de réponse du GTA1300 (cas n°1 : 2,551.10°N.m~!) sur la plage de
fréquence de 700 tr/min a 800 tr/min. Comparaison HBM avec intégration temporelle.

Le premier cas d’étude est celui de la rigidité de pénalisation la plus faible
(2,551.10°N.m™1). La courbe de réponse du systéme au noeud 90 peut étre visualisée
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Réponse non linéaire

| Courpe de réponsg noeuq 90

10°f — HBM
Integration temporelle

excentricité (m)

730 740 750 760 770 780 790
Vitesse de rotation (w,) (tr/min)

FIGURE 5.8: Courbe de réponse du GTA1300 (cas n°1 : 2,551.10°N.m ') sur la plage de
fréquence de 730 tr/min a 790 tr/min. Comparaison HBM avec intégration temporelle.

figures 5.7 et 5.8. Cette derniere est similaire a ce qui avait pu étre observé dans le cas du
rotor académique a trois disques. Globalement, on observe logiquement une rigidification
du systeme qui se traduit par un aplatissement du pic de résonance et un décalage de cette
derniere vers des fréquences plus élevées.

Plusieurs phénomenes physiques sont mis en évidence le long de la branche solution.
Tout d’abord, entre 735 tr/min et 740 tr/min environ, un phénomene stable de contact par-
tiel périodique est mis en lumiere. Lors de ce mouvement, deux contacts par révolution ont
lieu toujours au méme endroit du stator (voir figure 5.9 pour illustration). A des vitesses de
rotation plus élevées (de 740 tr/min a 782 tr/min environ) c’est un phénomene de contact
annulaire complet en précession directe qui est capté (voir figure 5.10). Ce phénomene
est présent sous forme stable et sous forme instable, la limite entre ces deux zones de
stabilité se trouve au niveau du point de rebroussement (a environ 788 tr/min). On trouve
enfin une zone de contact partiel instable avec également deux contacts rotor-diaphragme
par révolution dont I’illustration est montrée figure 5.11.

L’évolution du nombre d’harmoniques peut étre observée figure 5.12. On con-
state clairement que le phénomene de contact annulaire complet est spectralement
pauvre puisque seulement trois composantes fréquentielles sont nécessaires pour une
représentation exacte du phénomene. Seize harmoniques (le maximum autorisé pour cette
simulation) ont été utilisées pour le calcul des mouvements de contact partiel. Une plus
grande richesse spectrale est effectivement provoquée par la discontinuité du contact au
cours du mouvement.

La solution HBM ainsi que sa stabilité sont validées par le calcul par intégration
temporelle. La courbe de réponse temporelle se superpose parfaitement a celle obtenue
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5. Application industrielle : groupe turbo-alternateur GTA1300
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FIGURE 5.9: Déformée de la ligne d’arbre a environ 740 tr/min. Orbite du noeud 90.

par HBM (partie calculée comme stable uniquement). On observe le méme phénomene
d’hystérésis entre la montée en vitesse et la descente en vitesse que dans le cas du rotor de
Jeffcott ou que dans le cas du rotor a trois disques étudiés dans les chapitres précédents.
Un comparatif des performances entre HBM et intégration temporelle est donné table
5.1. Les résultats affichés ne prennent pas en compte le temps nécessaire pour la mise en
données du probleme. Pour ne pas fausser les résultats, le temps requis pour appliquer
la réduction de modele (21 secondes dans cet exemple) n’est pas non plus comptabilisé
a cause d’un manque notable d’optimisation de cette procédure dans 1’état actuel de la
maquette. Dans le cas de I'intégration temporelle, la montée et la descente en vitesse
prennent sensiblement le méme temps de calcul (environ 1500 secondes) pour un total
d’un peu moins de 3000 secondes. Le calcul HBM a quant a lui duré 71 secondes dont
12 secondes pour le calcul de stabilité en utilisant I’algorithme de Newmark 1 passe (voir
section 3.2.4). La HBM se montre alors environ 42 fois plus rapide que le calcul par
intégration temporelle. Pour information, le méme calcul HBM sur base physique (sans
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Réponse non linéaire
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FIGURE 5.10: Déformée de la ligne d’arbre a environ 765 tr/min. Orbite du noeud 90.

réduction de modele) a pris 442 secondes mais sans le calcul de stabilité qui, avec les
quelque 1200 degrés de liberté, est alors extrémement lourd.

Intégration temporelle HBM Gain
montée descente total | solution stabilité total
1480s 1500s  2980s 59s 12s 71s 42

TABLE 5.1: Comparaison temps de calcul entre HBM et intégration temporelle.

5.3.1.2 Casn’2,n’3etn’4

Dans le second cas étudié, la rigidité de contact est plus €levée que dans le premier
cas. La courbe de réponse du systeme est montrée figure 5.13. Qualitativement la courbe
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5. Application industrielle : groupe turbo-alternateur GTA1300

Courbe de réponsg noeud 90
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FIGURE 5.11: Déformée instable de la ligne d’arbre a environ 788 tr/min. Orbite du
noeud 90.

est tres similaire a celle du premier cas. On retrouve les mémes phénomenes physiques
dans le méme ordre d’apparition avec la méme stabilité. Quantitativement, on remarquera
simplement que 1I’amplitude des déplacement est plus faible que dans le premier cas, ce
qui est cohérent avec le fait que la rigidité de contact soit plus élevée (la courbe de réponse
du cas n°1 est superposée en gris pour comparaison).

Le troisieme cas étudi€ présente une rigidité du stator encore accrue par rapport aux
deux précédents exemples. Ici aussi, les choses sont qualitativement les mémes. Quan-
titativement, on note la méme évolution des résultats, c’est a dire une légere diminution
de I’amplitude des déplacements (la courbe de réponse du cas n"2 est superposée en gris
pour comparaison).

Les conclusions sont les mémes pour le dernier cas de figure ou la rigidité de contact
est alors maximale. La maquette HBM développée montre ici sa robustesse et sa capacité
a faire face a des non linéarités de plus en plus fortes. Dans tous les cas, le calcul HBM
est validé par le calcul par intégration temporelle. Les temps de calcul en HBM ou en
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Réponse non linéaire
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FIGURE 5.12: Evolution du nombre d’harmoniques en fonction de 1’abscisse curviligne.
Mise en évidence des différents phénomenes physiques.
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FIGURE 5.13: Courbe de réponse du GTA1300 (cas n°2 : 5,376.10°N.m~!) sur la plage
de fréquence de 730 tr/min a 790 tr/min. Comparaison HBM avec intégration temporelle.

intégration temporelle sont sensiblement les mémes que dans le premier cas.
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5. Application industrielle : groupe turbo-alternateur GTA1300

_Courbe de rép‘onse noeud 90

— HBM cas n°2
— HBMcas n°3
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FIGURE 5.14: Courbe de réponse du GTA1300 (cas n°3 : 7,634.10°N.m™!) sur la plage
de fréquence de 730 tr/min a 790 tr/min. Comparaison HBM avec intégration temporelle.

| Courbe de réponse nqeud 90‘

— HBMcas n°3
— HBMcas n°4
Intégration temporelle

excentricité (m)

730 740 750 760 _ 770 780 790
Vitesse de rotation (w, ) (tr/min)

FIGURE 5.15: Courbe de réponse du GTA1300 (cas n°4 : 1,277.10'°N.m~!) sur la plage
de fréquence de 730 tr/min a 790 tr/min. Comparaison HBM avec intégration temporelle.

5.3.2 Influence du coefficient de frottement

Dans cette section c’est le coefficient de frottement qui varie de 0,1 a 0,3. La rigidité
de contact est prise égale a 5,376.10°N.m~! correspondant au cas n°2 de la section
précédente.
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Courbe de réponse noeud 90
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FIGURE 5.16: Courbe de réponse du GTA1300 sur la plage de fréquence de 730 tr/min a
790 tr/min avec différents coefficients de frottement.

La figure 5.16 montre les courbes de réponse obtenues pour u=0,1, u=0,2 et u =
0,3. Ici, contrairement au cas du rotor académique a trois disques, la branche solution en
contact annulaire complet ne perd pas sa stabilité avec I’augmentation du coefficient de
frottement. Ainsi, que ce soit avec un coefficient de frottement relativement faible (u =
0, 1) ou relativement élevé (u = 0, 3), la physique des phénomenes observés ne change pas
qualitativement.

La partie de la courbe solution correspondant au contact partiel périodique stable (en-
tre 735 tr/min et 740 tr/min environ) semble tres peu affectée par le changement de co-
efficient de frottement. En revanche, I’influence du frottement sec est davantage marquée
sur le mouvement de contact annulaire complet. A mesure que y augmente, on observe
une diminution de 1’amplitude ainsi qu’un raccourcissement de la partie de la branche
solution correspondant. En effet, le point de rebroussement correspondant au changement
de stabilité de ce mouvement passe de 795 tr/min pour y = 0,1 a 775 tr/min environ
pour u = 0,3. On observe donc, sur cette partie de la réponse, une augmentation de la
dissipation énergétique causée par le frottement.

La partie instable de la courbe correspondant a du contact partiel est également mod-
ifiée par ’augmentation du frottement mais se traduit cette fois-ci par un rallongement
de la branche solution correspondant a ce mouvement. Ces solutions restent néanmoins
instables et donc impossibles a obtenir dans la réalité.
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5. Application industrielle : groupe turbo-alternateur GTA1300

5.4 Conclusion

La faisabilité¢ de I’utilisation de la méthode de la balance harmonique sur un cas in-
dustriel a ici été démontrée. Les résultats donnés par la balance harmonique concordent
parfaitement avec ceux donnés par intégration temporelle tout en s’exécutant 40 fois plus
rapidement environ.

Au niveau des phénomenes physiques pour ce cas de figure réglementaire, quels que
soient la rigidité ou le coefficient de frottement utilisés, apparaissent les mouvements
périodiques de contact partiel stable et de contact annulaire complet en précession di-
recte stable. Des phénomenes de contact périodique partiel de plus grande amplitude sont
révélés par la HBM mais ces derniers sont instables. Aucun phénomene quasi-périodique
n’a été capté. La méthodologie basée sur la méthode de balance harmonique montre donc
ici sa robustesse, sa rapidité et sa capacité a traiter des problemes industriels réels.
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Conclusions et perspectives

Conclusion générale

Dans le cadre de cette these nous avons développé une méthode numérique rapide
pour la simulation de la dynamique d’ensemble des machines tournantes dans les situa-
tions de fort balourd et de contact rotor-stator. Il a été montré que lors de telles situations,
une grande variété de phénomenes physiques peut apparaitre. La solution stabilisée du
systeme peut-étre périodique, quasi-périodique voire chaotique suivant les conditions. Si
on exclut le comportement chaotique, les trois types de phénomenes qui sont fréquemment
rencontrés sont :

— Le contact annulaire complet (ou partiel) périodique

— Le contact partiel quasi-périodique

— Le phénomene de précession inverse quasi-périodique
Le soucis de reproduction de ces phénomenes a été au coeur des développements réalisés
dans le cadre d’une démarche efficace, compatible avec une utilisation industrielle.

La rapidité d’exécution de la méthode de résolution qui a été mise au point est le
résultat d’une double démarche.

Premierement, un travail sur la simplification du modele de ligne d’arbre a permis
une premiere réduction du nombre de degrés de libertés. La ligne d’arbre est pour cela
modélisée par une succession de poutres de Timoshenko. Cette ensemble de poutres con-
tient I’intégralité des degrés de liberté du systeme. Les roues aubées sont alors modélisées
par des ajouts de masses et d’inerties sur les nceuds concernés du maillage. La non
linéarité de contact est localisée autour d’un nceud. Le stator (circulaire et infiniment
rigide) est modélisé par une loi de contact unilatérale avec jeu et traitée par pénalisation
couplée a une loi de friction de type Coulomb. Le contact se fait donc entre un nceud et
une ligne géométrique. Il a été montré que le nombre total de degrés de liberté du systeéme
peut davantage €tre réduit grace a une méthode de réduction de modele de type Craig et
Bampton qui, bien qu’ancienne, se montre bien adaptée a cette problématique ou les non
linéarités sont localisées. En effet, dans la technique de Craig et Bampton, les degrés de
liberté non linéaires sont conservés dans la base physique ce qui facilite le traitement des
efforts non linéaires. Il a ét€ montré que seulement une dizaines de modes encastrés sont
suffisants pour représenter fidelement la réponse non linéaire du systéme pour des vitesses
de rotation du méme ordre de grandeur que la vitesse associée a la premiere fréquence de
résonance. La taille du systeme a résoudre s’en trouve ainsi grandement réduite.
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Conclusions et perspectives

En parallele, a été développée une technique de résolution accélérée des équations. La
technique adoptée est celle de la balance harmonique dont le principe est de transformer le
systeme d’équations différentielles en un systeme algébrique dans le domaine fréquentiel.
Cette technique, couplée a une méthode de continuation par pseudo-longueur d’arc, per-
met de mener a bien des études paramétriques et donc de suivre 1’évolution de la réponse
en fonction de la vitesse de rotation de la machine tout en suivant les branches solu-
tions au travers des points de rebroussement. Cette méthode a été davantage optimisée
grace a diverses procédures comme I’adaptation automatique du pas de continuation,
la sélection automatique des harmoniques ou bien 1’adimensionnement numérique des
équations. Cette combinaison d’algorithmes s’est montrée fiable et robuste pour obtenir
les réponses périodiques de modeles de rotor réalistes.

Bien que fiable et rapide, nous avons vu que la méthode de la balance harmonique
convergeait vers les solutions stables ainsi que les solutions instables. Pour palier cet
inconvénient, de nombreuses techniques de détermination de la stabilité des solutions
périodiques existent. Cependant, il s’est avéré qu’elles montrent toutes rapidement leurs
limites que ce soit en termes de difficulté¢ d’implémentation, de colt de calcul (souvent
tres €élevé) ou de précision. Ainsi, un recensement et un comparatif des différentes tech-
niques existantes a permis d’en révéler une en particulier qui offre une bonne précision
tout en étant ayant un surcolit raisonnable en terme de temps de calcul et de difficulté
d’implémentation. Toutes ces techniques d’évaluation de stabilité permettent non seule-
ment de déterminer si une solution est stable ou instable mais permettent également de
connaitre le type de bifurcation. Notamment, elles permettent de détecter 1’apparition
d’une bifurcation de Hopf secondaire souvent synonyme de 1’apparition d’une seconde
pulsation fondamentale dans la réponse du systeme, ce qui rend la réponse non plus
périodique mais quasi-périodique.

Un comportement quasi-périodique est un comportement faisant intervenir une sec-
onde pulsation (en plus de celle liée a la vitesse de rotation du rotor) issue non pas d’une
seconde excitation externe mais issue d’une excitation interne auto-entretenue générée
par le contact-frottant. La méthode de la balance harmonique a du €tre adaptée pour pou-
voir reproduire ces phénomenes. La difficulté vient du fait que cette seconde fréquence
fondamentale est a priori inconnue et doit étre déterminée en méme temps que le reste des
inconnues du probleme.

Enfin, il a été montré que 1’ensemble de cette stratégie est appliquable a un modele
de rotor industriel réel. L’algorithme développé s’est tres bien comporté face a 1I’augmen-
tation du nombre de degrés de liberté comparativement aux petits modeles académiques
considérés auparavant. Une rapide étude paramétrique a permis de mettre en évidence des
phénomenes périodiques ne contact partiel et de contact annulaire complet ne compro-
mettant pas 1’intégrité de la ligne d’arbres.

Perspectives

Les suites de ces travaux peuvent se partager en trois catégories :
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— L’amélioration de I’outil numérique. La maquette numérique qui a été développée
pendant ces travaux de these pourrait bénéficier encore de nombreuses
améliorations et compléments. La premiere d’entre elle consisterait a automa-
tiser la bascule entre la HBM périodique et la HBM quasi-périodique et mettre
a profit les techniques existantes d’embranchement (branching) afin de se dispenser
des fastidieux calculs temporels pour initialiser la HBM quasi-périodique. Le cal-
cul de la stabilité de ces réponses quasi-périodiques devra idéalement également
étre implémenté. Enfin, des optimisations purement informatiques peuvent €tre en-
visagées. Ces optimisations consisteraient a passer tout ou partie du code (actuelle-
ment en langage python) en langage compilé (C ou Fortran) pour gagner en perfor-
mances.

— Enrichissement du modele. Une fois I’outil numérique finalisé, le modele de ro-
tor pourra étre enrichi. D’autres modeles de contact et d’autres modeles de stator
pourront étre testés. Aussi, la non linéarité des paliers est un élément important
a modéliser et a prendre en compte. Cette prise en compte pourra dans un pre-
mier temps se faire par I’intermédiaire de modeles analytiques de paliers infiniment
courts ou longs. Dans un second temps, ces modeles simplifiés pourront étre rem-
placés par des modeles plus évolués et plus proches de la réalité. Dans cet objectif,
des travaux effectués par le pass€ a EDF pourront €tre mis a profit. Ces travaux
ont permis de précalculer (a partir de simulations numériques transitoires) de fagon
discrétisée les rigidités et amortissement équivalents des paliers réels des turbines
en fonction de la position et de la vitesse de la ligne d’arbre a I’intérieur des ces
paliers.

— Comparaison numérique expérimentale. Les résultats numériques obtenus devraient
étre confrontés avec les résultats expérimentaux donnés par la banc d’essais EU-
ROPE situé dans les locaux d’EDF. Ce banc modulable, dont la ligne d’arbre mesure
environ 3 metres de long, permet de tester une grande variété de situations de con-
tact rotor-stator aussi bien en ralentissement qu’a vitesse constante.
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Annexe A

Ameélioration avec la méthode MTA

La méthode MTA consiste a ajouter a la base ¢ un certain nombre de vecteurs qui sont
calculés de la facon suivante. On part de 1’équation d’équilibre (1.1) et que 1’on réécrit
sous la forme suivante.

MXx (1) + Cx(r) + Kx(t) = Ro(x)p(?)

avec Ro(x) qui représente la composante spatiale des chargements et p(¢) qui représente la
composante temporelle. Ry(x) est de dimension n X n, avec n. le nombre de chargements
spatiaux. p(¢) est de dimension n, x 1. On écrit Rg = Ry + R, avec R la composante des
efforts qui est représentable par la base ¢ et R; la composante non représentable. Ainsi le
probléme statique est :
Kx = R()
On définit R; comme suit :
R, = K(I)q
d’ou
¢0"Koq = ¢0"R;
Mais comme R; est la partie non représentable par ¢ alors :
¢"K¢q=0"R;+9'R, = ¢"Ro
—— ——
? =0
d’ou
a=(0*)"'0"Ro
donc
R, = Ko(0?)"1¢"Ry
Ce qui, d’apres 1.3, donne
R, = Mo (0®)(0*) " "Ry
=Id
d’ou finalement,
Ry = M¢¢TR0

Pour calculer les vecteurs a ajouter a la base ¢, on procede donc de la facon suivante :
On résout le probleme statique suivant :

KX =R,
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Annexe A

On calcule ensuite les matrices suivantes :

K =X"KX

M =X"MX
On résout ensuite le probleme aux valeurs propres suivant :

KQ = MQ®’
Les vecteurs a ajouter a la base peuvent maintenant étre calculés :

¢=XQ

La nouvelle base de projection ainsi formée est :

0= (01,02, Om, @1, P, ]

Cette technique calcule donc autant de vecteurs additionnels qu’il y a de charge-
ments spatiaux indépendants. Une fois que le probleme réduit est résolu, on recalcule
les déplacements physiques exactement de la méme fagon qu’avec une projection modale
standard. Les nouveaux vecteurs @ ne dépendent pas de la composante temporelle du
chargement et n’ont donc pas a étre recalculés a chaque pas de temps. L’utilisation de
la MTA ne dispense cependant pas pour autant de basculer a chaque pas de temps entre
I’espace physique et I’espace projeté afin de pouvoir calculer les chargements.

La technique de Craig et Bampton

La réduction de modele par la méthode de Craig et Bampton se fait en plusieurs étapes.
Premierement, il faut permuter les lignes et les colonnes des matrices K, M et C suivant
qu’elles sont associées a des ddl intérieurs ou des ddl extérieurs.

K:{Kn‘ Kie] M:{Mii Mie] C:[Cii Cie‘|
Kei Kee Mei Mee Cei Cee
Les indices i correspondent aux ddl intérieurs et les indices e correspondent aux ddl
extérieurs (qui sont généralement en nombre beaucoup plus faible que les ddl intérieurs).

La seconde étape consiste a calculer des modes linéaires qui formeront la base de
projection. Dans la méthode de Craig et Bampton, il existe deux types de modes.

— Les modes statiques. Les modes statiques correspondent aux déformées du domaine
lorsque 1’on impose un déplacement unitaire a un des ddl extérieurs alors que tous
les autres ddl extérieurs sont bloqués. Il existe donc autant de modes statiques que
de ddl extérieurs. La base contenant les modes statiques est notée Pg. Cette base
est la solution du systéme suivant.

K K Ps | (0
K. K. Id| \O

@5 = —K; 'K;

On a donc :
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— Les modes encastrés. Les modes encastrés correspondent au modes libres de la
structure ayant ses ddl extérieurs bloqués. Les modes encastrés sont donc solutions
du probleme aux valeurs propres suivant.

Kii Kie | _ 2| Mi M Q| _ (0
Kei Kee Mei Mee 0 0

En réalité, pour avoir une réduction de modele effective, on tronquera la base g
afin de ne conserver qu’un nombre N de modes (dont les fréquences propres seront
les plus faibles). On note &, 5 cette base tronquée.
La matrice de projection peut ainsi €tre contruite en concaténant les modes statiques
et la partie des modes encastrés que 1’on aura conservé. La base de projection est donc.

_ g CDE.N
cb_[ld 0 ]

La projection du systéme s’opere alors comme décrit plus haut (voir équations (1.1) et
(1.2)). On remarque alors effectivement qu’une partie des ddl restent physiques. En effet,
ona:

x =Pq
X o cI)S (DE,]V qda
~ < X, ) - { d 0 a
N ( Xj ) _ ( C5qq + P yAb >
Xe da
d’oux, =qq

On a bien conservation des ddl extérieurs.

La technique de Craig et Martinez
Si on note Pj;p, 1a base des modes propres de la structure alors :

X = Ppq + RF 5.1

terme de correction
pseudo-statique

avec,
R= cI)lib (CI)IY;bK(I)lib) -1 q)17;b
—_———

Q
R est appelé terme de flexibilité statique résiduelle. Si on réécrit I’équation (5.1) en termes
de ddl intérieurs et extérieurs on a :
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X; Py, ; R
= ’ + F carF; =0 5.2
( X, ) ( Diip ¢ )q ( Re. ) ‘ l 62

Lorsque 1’on injecte la seconde ligne de (5.2) dans la premiere ligne de cette méme
équation on aboutit apres calcul a :

-1 -1
x; = (Piib,; — RieR,, Prive)q+RiR,, X,
Ceci s’écrit sous forme matricielle :

Xi |\ _ Piiv,i — RieR, P Rie Ry, q
X, 0 Id X,

~~

P

& constitue alors la base de projection de la méthode de Craig et Martinez. On a bien
conservation des ddl extérieurs.

Les méthodes basées sur la SVD

Principe théorique Soit B une matrice a coefficients réels de taille n x m. La
décomposition en valeurs singulieres de B consiste a écrire B sous la forme :

B=Uxv’

avec U matrice unitaire de dimension »n X n, V matrice unitaire de dimension m X m et
Y matrice n X m dont les coefficient diagonaux sont des réels positifs ou nuls et tous les
autres sont nuls (matrice < diagonale >). La matrice X contient les valeurs singulieres
de B. Cette décomposition a comme propriété d’exister pour toute matrice B mais n’est
pas unique. Par convention, on organise la matrice X de telle sorte a ce que les valeurs
singulieres soient classées par valeurs décroissantes, cependant les matrices U et V ne
sont pas uniques.

Utilisation de la SVD pour la réduction de modele Il est possible de faire de la
réduction de modele en utilisant la décomposition en valeurs singulieres. Supposons que
I’on connaisse 1’état du systeme pour m pas de temps donnés (par exemple, on connait le
vecteur déplacement x de tous les ddl pour les m premiers pas de temps), on peut alors
former la matrice B de dimension n x m telle que :

B= [X17X27“' ,Xm]

On peut ensuite effectuer une décomposition en valeurs singulieres de B. Cette décom-
position est ensuite tronquée a I’ordre s (s < min(m,n)), c’est a dire qu’on ne conserve
que les s plus grandes valeurs singulieres de X. Ceci aboutit a la matrice By suivante :

B, = UL,V
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ou Uj représente la troncature de U a ses s premieres colonnes, V; la troncature de V a
ses s premieres lignes. X est alors une matrice carrée diagonale ne contenant que les s
plus grandes valeurs singulieres de X. By est alors toujours de dimension m X n mais on
prouve que c’est alors la meilleure approximation de B d’ordre s au sens de la norme
de Frobenius [ANI 00]. Il est plus avantageux d’un point de vue temps de calcul de ne
calculer que les s premieres valeurs singulieres de X plutdt que de faire la décomposition
complete puis d’effectuer la troncature a I’ordre s. La matrice B, contitue alors une base
de projection du probleme. Le probleme réduit est alors :

qu + qu + qu = Fs

avec, M; = BTMB;, C; = B! CB,, K; = B'KB; et F; = B’F.
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Annexe B

Expression des éléments de la matrice jacobienne (dans le cas ou les efforts non
linéaires dépendent des déplacements et des vitesses :)

T
3(0.0) _ 1 [7of@) di

T Jo oq
. 1 (T [of(z) of(r) .
(0.2j-1) _ — of) — k: :
J T/o < 3 cos(k;or) —k;o 3 sm(kjmt)) dt
J0.2) — T/o (—agfl) sin(k;ot) +k;j ma;—((i) cos(k; (ot)) dt
. 2 [T o)
(2i-1,0) _ = .
J T cos(k;or )dt
; 2 (Tof(r) .
(2i0) _ = .
J T )y “aq sin(k;t )dt
. 1 (T [of(r)
(2i-1,2j-1) - o) ) _
J T/o ( 3 os(kjor) —k;jm sm (kjor) )cos (kiot)d
17 af(t)
(2i—1,2j) - o\l
J T/o < 8q (kcot)—i—kco cosk(ot)cos (kjort)d
1 (T [of(r)
(2i,2j-1) - o) ) .
J T/o ( 3 cos(kjwt) k] s1n (kjor) ) sin(k;wt)d
T
JGi2j) l/ <8f(t) sin(kjot) +kj0) cos (k joor ) sin(k;wt)d
T 0 aq
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Expression des éléments de la matrice jacobienne en quasi-périodique

Lo rToof(q(r, 1)

J0.0) (t1,12))
—— = dh dt
T1T2/ / 2 hidty

0,2j—1) LT of( (
1 Tl T2 o Jo a Cos(kjlmltl+kj20)2l‘2)dl‘1dt2

Lo rToof(q(r,t
02] / / 17 2 Sln(kjl(!)ltl —|—kj2(02t2)dt1dt2
Tl I Jo Jo

J(2l 1,0) 12 /0T2 /OTI af tl’tz ————>cos(k;, 01t + ki, nt2 )dt  dty

J2i0) 12 /0T2 /0T1 oM tl’tz sin(k;, 0111 + ki, 0ot2)dt1dtr
J@i-12j-1) _lTiz/OTz /OT1 of(q tl’tz —————cos(kj, 1] +kj,nty) cos(k;, w1ty + ki, ntr)dtidr,
J2i-1.2)) _ - ;2 /OTZ/OTI of(q tl’tz sin(kj, 01t + kj,0t2) cos(k;, @1t + ki, 0012 )dt1drr
§(2i2j-1) 7{2 /0 " /0 " of(q tl’tz — 2222 cos(k;j, 0111 + kj,0a12) sin(k;, @111 + ki, 0ot2)drdt
y2i2j) Tl /0T2/0T1 of(q tl’tz sin(kj, 01t + kj,0t2) sin(k;, 0111 + ki, 12 )dt 1 dty

Démonstration. Pour le premier terme :

JoF
J(070) —_
dQo
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d’apres I’équation (4.9) :

oF, 1 1 h Tz
—:— — f(q(t1,10))dtrdt
0=, (i [, ], Hatasan
I 2af( l‘],tz))
= ———"""dtrdt
Tz/o /o Q
/Tl /Tz of(q(t,12)) dq dnndt
T1 T Jo Jo dq  9Qo
or d’apres I’équation (4.4) :
L
Qo
donc, -
oF b2 of(q(t,12))
(0,0) — 9¥0 _ —1’2 dtdt;, CQFD
] 0Q Ti Tz/ / 2 CQ

D’une facon similaire :
J(O 2j— l) aFO
aQZ j—1

E)FO o /Tl /T2 af l‘1,t2 aq dirds
0Q2j-1 T1T2 dq  0Qy; 1 2

or toujours d’apres 1’équation (4.4) :

dq
Q21

= cos(kjl (O1A] +kj2(!)2t2)
d’ou,

aF T b af t ¢ ))
0271 — = # ki ®(f + ki @ot2)dtrdt; COQFD
! aQZ} 1 T1 Tz/ / aq cos(kj, @11y +kj,t2)dirdt; CQ

Pour le terme J(2—1.0),
J2i-10) _ dFi-

9Qo
aFZi—l norh af tl,l‘z COS(kll(,Olﬁ —|—k12(,02t2) aq
= dirdt
dQo T1 Tz dq dQo
=1

d’ou,

- anl;l 4 T af tl,tz))
J(2z 1,0) _ B—QO = T1 T2/ / —qCOS(kll(Dltl + ki, otp)dtrdt;  CQFD

Tous les autres termes de la jacobienne se démontrent de fagon tres analogue.
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