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2.5.3 Temps de calcul et nombre d’itérations . . . . . . . . . . . . . 60
2.5.4 Résultats avec frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3 Introduction d’une échelle macro 71
3.1 Définition des champs macro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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3.3 Algorithme de type GSNL multiéchelle . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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Introduction générale

Le Laboratoire de Mécanique et Génie Civil de Montpellier développe une partie
de son activité dans le domaine de la simulation numérique en mécanique, avec une
compétence particulière dans la gestion des interactions non régulières. Il a l’ambi-
tion nouvelle de se doter d’un outil numérique capable de traiter de “grands systèmes
granulaires”. Le travail développé dans cette thèse fait suite aux recherches menées
par le laboratoire sur la décomposition de domaine de milieux discrets non réguliers
[50], en se focalisant ici sur les milieux granulaires.

Les applications concernées seront essentiellement des systèmes granulaires de
grande dimension et stables, c’est-à-dire sans écoulements collectifs de grains. Les
développements de cette thèse ont donné lieu à des échanges avec la SNCF, intéressée
pour augmenter ses capacités de calcul pour des simulations de ce type. En effet, la
société a pour objectif la simulation du ballast de Lignes Grandes Vitesses soumises
à un trafic intense, sur une longueur de plusieurs traverses, soit un milieu granulaire
3D sous chargement dynamique. D’autres types de simulations peuvent être cités,
comme le déclenchement d’avalanche neigeuse et les maçonneries soumises à des
chargements sismiques ou cycliques thermiques. De telles simulations en dynamique
granulaire impliquent des interactions non régulières entre grains répartis sur l’en-
semble du système à traiter, et des connectivités qui varient — on suppose faiblement
— au cours de la simulation. Même sans écoulement, les grains en contact potentiel
ne sont pas les mêmes tout au long de la simulation. En effet, le “maillage” reliant les
centres des grains qui peuvent entrer en contact est susceptible d’évoluer localement.

Afin de répondre au besoin de simulations granulaires de grande taille, l’idée dans
cette thèse est de se placer au carrefour de deux champs d’intérêts : la mécanique non
régulière “Non Smooth Contact Dynamics (NSCD)” et les méthodes de décomposition
de domaine “Domain Decomposition Methods (DDM)”, et de voir dans quelle me-
sure il est possible de les combiner. La première a fait ses preuves pour le calcul
de milieux discrets denses avec des interactions de contact, tandis que la seconde a
permis l’augmentation des capacités de résolution sur des milieux continus.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La mécanique non régulière (NSCD) a été développée par J.J. Moreau et M.
Jean durant les deux dernières décennies [34, 49]. Elle est adaptée à de nombreuses
applications mais tout particulièrement quand des collections de corps rigides ou
déformables sont assemblés dans un échantillon dense, sujet à des chargements dy-
namiques. Aussi, beaucoup d’attention a été portée à la façon dont la méthode
converge et à la manière d’évaluer la qualité d’une simulation numérique. C’est une
difficulté importante quand on étudie un échantillon de grande taille pour lequel le
nombre et la nature des solutions est loin d’être unique. En conséquence, la simu-
lation numérique doit être réalisée à l’aide d’une résolution implicite des forces de
contact. Le LMGC est doté de la plateforme de calcul LMGC901 particulièrement
adaptée au calcul avec NSCD pour les milieux granulaires. À chaque pas du problème
d’évolution, toutes les contraintes cinématiques sont prises en compte en même
temps que les équations du mouvement afin de déterminer toutes les forces d’in-
teraction. Ceci permet de traiter les transferts d’efforts non locaux qui peuvent être
impliqués dans des collisions multiples, contrairement à la dynamique moléculaire
classique dans laquelle on considère le système en évolution comme une succession
de collisions binaires [13]. Même si le coût de calcul peut être assez élevé, le gain
reste important. Par exemple dans les milieux granulaires, les répartitions classiques
de contraintes que l’on peut trouver dans un milieu continu ne sont plus réalistes.
Les châınes d’effort agissent entre les grains de deux façons : le réseau fort des forces
de contact est porteur des contraintes de cisaillement, tandis que le réseau faible
supportera plutôt la pression interne [52].

Initialement prévues pour résoudre des problèmes sur des milieux continus discrétisés,
les méthodes de décomposition de domaine (DDM) se sont beaucoup développées
ces vingt dernières années, dans un contexte de calcul multiprocesseur. Pour éviter
d’avoir à résoudre les équations d’équilibre sur l’ensemble de la structure, ces méthodes
utilisent la décomposition en sous domaines pour n’avoir plus qu’un ensemble de
résolutions de problèmes locaux sur chacun des sous domaines. On peut alors pro-
jeter ces résolutions dans une étape, généralement nommée condensation sur les
interfaces, quand le problème est linéaire, qui correspond à la résolution du raccord
entre sous domaines voisins. On pourra citer parmi les différents développements les
approches primales, duales et mixtes [40, 26, 27, 9]. La recherche de méthodes à taux
de convergence plus élevés a conduit au développement d’algorithmes mettant en
jeu des problèmes grossiers ou macroscopiques. En effet, l’extensibilité numérique
des algorithmes n’est garantie qu’au prix de l’ajout de problèmes, dits grossiers,

1http ://www.lmgc.univ-montp2.fr/˜dubois/LMGC90/
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éventuellement issus d’une description multi-échelle des champs inconnus d’inter-
face [8]. Rappelons qu’un algorithme de décomposition de domaine est extensible si
le nombre d’interactions ne s’accrôıt pas quand le nombre de sous domaines aug-
mente en même temps que la taille du problème complet. Des techniques issues
de méthodes multigrilles ou d’éléments finis hiérarchiques permettent de propager
l’information rapidement à l’ensemble des sous domaines [44][29]. L’utilisation d’un
problème global sur l’ensemble de la structure a été réalisée dans la méthode FETI,
pour laquelle les mouvements de solide rigide des sous domaines doivent être obli-
gatoirement introduits, ou dans la “ balancing domain decomposition method”, où
l’on ajoute la prise en compte des mouvements de solide rigide dans la phase de
pré-conditionnement du solveur de type gradient conjugué.

Pour combiner ces deux approches, nous partirons de la méthode NSCD et
nous y adapterons les méthodes de Décomposition de Domaine ainsi que leurs
développements multiéchelles. En lien avec la méthode NSCD, nous développerons
une stratégie de Décomposition de Domaine (DDM) en utilisant uniquement des
solveurs génériques, robustes et non réguliers. Le premier est dérivé de la méthode
LATIN initiée par Ladevèze [38]. Le second, développé par Moreau dans le cadre
de la NSCD [49], peut être interprété comme un algorithme de Gauss Seidel Non
Linéaire (NLGS) [35], un des objectifs étant d’implanter et de tester ces solveurs
dans la plate-forme de calcul LMGC90.

Les algorithmes de Gradient Conjugué Projeté traitant donc un problème d’op-
timisation sous contraintes unilatérales [15, 47, 55] n’ont pas été retenus. Car si ils
sont aussi utilisés par les méthodes de décomposition de domaine pour des problèmes
linéaires (BDD [44], FETI [27]), ces méthodes, encore efficaces pour le contact sans
frottement [55], sont difficiles à étendre à des problèmes de contact avec frotte-
ment et pour des comportements non réguliers plus généraux tels que la capillarité,
l’adhésion. Leurs performances ne sont alors pas très bonnes ; par exemple l’approche
Gradient Conjugué montre des difficultés de convergence quand le coefficient de frot-
tement augmente [55]. N’ont pas été non plus retenues les extensions dites “directes”
des méthodes de type FETI pour les problèmes sans [21, 5, 4] ou avec frottement
[54], de même que les approches de Dostál sans [16, 17], ou avec frottement [32, 18],
qui concernent des problèmes d’assemblage, l’ensemble de ces méthodes limitant le
contact aux interfaces des sous domaines, mais ne pouvant traiter des contacts diffus
et nombreux sur l’ensemble d’une structure.

Ici nous élaborons un algorithme pour des problèmes de dynamique non régulière
qui vise à être numériquement extensible, en vue d’une parallélisation de calculs de
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taille importante.
Dans une première partie, quelques méthodes de décomposition de domaine se-

ront présentées, de façon succincte en faisant le point sur leurs différentes utilisations
des quantités d’interface. Les possibilités d’extension à des problèmes non linéaires
par de telles méthodes seront alors étudiées. Après un choix de décomposition du
milieu que nous présenterons, les différents objectifs de la thèse en seront déduits.

Pour répondre à ces objectifs, dans une deuxième partie, on introduira la dy-
namique granulaire nécessaire à la mise en place d’algorithmes dédiés. Deux algo-
rithmes de décomposition de domaine adaptés à un système discret de type gra-
nulaire seront alors mis en place, testés et comparés. Enfin nous verrons, dans le
contexte de l’utilisation d’un logiciel fonctionnant avec NSCD, l’implantation de ces
algorithmes et quelles sont les difficultés numériques associées.

Pour augmenter les capacités de calcul du logiciel nous mettrons en place une
échelle macroscopique pour laquelle les deux solveurs seront adaptés. Enfin dans
une dernière partie nous verrons comment il est possible d’enrichir un des deux
algorithmes, de manière à obtenir un passage des informations à grande longueur
d’onde, et d’en déduire éventuellement un comportement homogénéisé tangent.

Dans tout le mémoire, les non linéarités seront toutes non régulières. Nous utili-
serons cependant indifféremment les vocables non linéaires et non réguliers.
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CHAPITRE 1. DÉCOMPOSITION DE DOMAINE

1.1 Introduction

Dans de nombreuses simulations numériques (ballast, géomatériaux), on a affaire
à des systèmes tridimensionnels de grande dimension, mettant en jeu des comporte-
ments non linéaires voire non réguliers. Par exemple, si l’on vise comme simulations
de très grands systèmes granulaires comme dix mètres de ballast ferroviaire sou-
mis à un chargement cyclique dynamique [58], ou le comportement des arènes de
Nı̂mes, ou l’aqueduc d’Arles soumis à un chargement sismique [53], un challenge en
mécanique numérique est d’arriver à réaliser les calculs en des temps raisonnables.
Des études précédentes se sont focalisées sur l’aspect calcul parallèle [55, 56], en
utilisant des architectures à mémoire partagée, de manière à éviter les difficultés de
sous structuration d’un milieu, qui est une collection de particules en réarrangement
permanent, allant dans certains cas jusqu’à un écoulement fluide.

Le LMGC est doté d’une plate-forme de calcul LMGC90 particulièrement adaptée
au calcul avec NSCD pour les milieux granulaires. Ce logiciel peut fonctionner en
utilisant une architecture parallèle avec mémoire distribuée, mais cela ne permet pas
de réaliser des simulations à une échelle suffisamment grande, tant du point de vue
de la taille mémoire que de celui de l’efficacité et du temps de calcul. En mécanique
des milieux continus, la résolution des problèmes linéaires en utilisant des méthodes
de décomposition de domaine est plus efficace lorsqu’elle est associée à une architec-
ture à mémoire distribuée (la géométrie et les calculs sont séparés entre les différents
processeurs, chacun avec sa propre mémoire). De plus, les machines multiproces-
seurs connaissent actuellement un fort développement et équipent dorénavant des
ordinateurs de bureau classiques et non plus seulement les gros calculateurs. Pour
en tirer parti, des algorithmes adaptés doivent être développés.

Une première approche en décomposition de domaine utilisant le solveur LATIN
a été réalisée sur un milieu discret modèle [50] : un système de tenségrité mettant en
jeu des corps déformables avec des interactions non régulières. Le comportement de
cette structure est ainsi par certains côtés comparable à celui d’un milieu granulaire
sans frottement. Le solveur mis en place pour ce milieu dans [50] est basé sur le
solveur LATIN initialement proposé par Ladevèze dans [37]. L’utilisation qui en est
faite est en quelque sorte dégénérée vu que le coté évolution globale en temps n’est
pas utilisé (il s’agit uniquement d’une version incrémentale). Toutefois les inconnues
principales intervenant dans le problème sont à la fois les champs de déplacement et
d’efforts aux interfaces, et en ce sens cette approche sera qualifiée de mixte.

En s’inspirant de ces travaux ainsi que de l’ensemble des méthodes de décomposition
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1.1. INTRODUCTION

de domaine, des algorithmes adaptés aux milieux granulaires sont mis en place. Le
lien avec les systèmes de tenségrité sera fait, et on justifiera le choix de découpage
réalisé sur le milieu granulaire et conservé sur l’ensemble du mémoire. Ce choix,
ainsi que le descriptif des méthodes de décomposition de domaine nous permettra
de mettre en place les objectifs auxquels devra répondre la suite du mémoire.
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CHAPITRE 1. DÉCOMPOSITION DE DOMAINE

1.2 Méthodes de décomposition de domaine

Les méthodes de décomposition de domaine vont inspirer les développements de
cette thèse et vont être parcourues ici de manière succincte. Le principe n’est pas
ici de décrire complètement les algorithmes étudiés, que l’on peut trouver dans la
littérature citée, mais bien de voir les avantages et points particuliers de chacune
des méthodes et dans quelle mesure elles sont applicables à un milieu granulaire. De
plus le milieu granulaire étant, en termes de comportement, fortement éloigné de
celui de milieux continus il ne s’agit pas ici de comparer les méthodes sur un critère
de vitesse de convergence mais bien de voir quels ont été les développements réalisés
et comment on pourrait s’en inspirer.

1.2.1 Décomposition de domaine et calcul multiprocesseur

L’efficacité des méthodes de décomposition de domaine, associées à un contexte
de calcul multiprocesseur, est bien établie, que ce soit d’un point de vue théorique ou
pratique quand on traite des systèmes linéaires issus de la discrétisation de problèmes
continus [40, 26].

Selon [41] on peut séparer les méthodes de décomposition de domaine en deux
classes, les méthodes avec et sans recouvrement.

Les méthodes avec recouvrement ont l’avantage de ne pas introduire de nouvelles
grandeurs mécaniques. En revanche les quantités d’interface sont calculées plusieurs
fois et en fonction de la taille du problème, elles peuvent alourdir considérablement
les calculs. Parmi les méthodes avec recouvrement on peut citer la méthode alternée
de Schwarz introduite dans [59].

Fig. 1.1 – Deux sous domaines se recouvrant partiellement.

On a ici deux sous domaines se recouvrant partiellement. Dans des cas simples
de recouvrement, l’algorithme de Schwarz présente une analogie avec la méthode
de Gauss-Seidel par bloc et peut se ramener à une interprétation en tant que sous-
partitionnement sans recouvrement avec un troisième sous domaine correspondant
à la zone d’intersection [11].
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1.2. MÉTHODES DE DÉCOMPOSITION DE DOMAINE

Les résultats en terme de convergence peuvent être sensiblement différents de
ceux des méthodes sans recouvrement, mais si l’on vise une application à un mi-
lieu granulaire où la non linéarité est diffuse dans toute la structure, celle-ci serait
présente notamment dans la zone de recouvrement. On viendrait dupliquer des cal-
culs non linéaires et risquer ainsi d’augmenter les temps de calculs.

Fig. 1.2 – Deux sous domaines sans recouvrement.

Les méthodes sans recouvrement ont une interface de taille plus réduite et moins
dépendante de la taille du problème traité, mais nécessite l’introduction de quantités
d’interface. En effet le principe pour les méthodes sans recouvrement est de réduire
le problème sur les inconnues d’interface. Ce problème peut alors être résolu soit
par un solveur direct soit par une méthode itérative, par exemple une méthode du
gradient conjugué pré-conditionné [40]. Il est alors primordial de trouver un pré-
conditionneur adapté.

On peut à nouveau séparer ces méthodes en deux catégories : les méthodes pri-
males et duales. Si on se restreint aux équations de la mécanique du solide. Soit on
cherche à déterminer le champ de déplacement aux interfaces solution du problème
soit le champ d’effort dual aux interfaces. La méthode primale permet de vérifier en
permanence la continuité des déplacements aux interfaces et tendra à trouver une
solution équilibrée en effort à convergence. La méthode duale quant à elle permet de
vérifier en permanence l’équilibre en effort aux interfaces et va tendre vers une solu-
tion à déplacements continus à convergence. Enfin, les méthodes mixtes n’imposent
ni la continuité des déplacements, ni l’équilibre des efforts au cours des itérations.

Méthodes primales.

Parmi les méthodes primales on peut citer la méthode de Schur primale initiale-
ment appelée méthode de sous-structuration. Cette méthode à la base était employée
pour une analyse de structure où les non-linéarités sont confinées dans une zone a
priori déterminée (un sous domaine) [36]. Cependant, de par le partitionnement du
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CHAPITRE 1. DÉCOMPOSITION DE DOMAINE

domaine qu’elle entrâıne, on a pu l’utiliser pour la création d’algorithmes adaptés
aux calculateurs parallèles. En condensant les inconnues sur les interfaces, on pourra
trouver une description détaillée dans [40]. On obtient alors un problème faisant in-
tervenir la matrice de Schur et les seules inconnues d’interface.

On considère le problème de référence du type,

[K][q] = [f ] (1.1)

où K est la rigidité associé à un maillage élément fini, q le déplacement aux noeuds
et f les efforts extérieurs correspondants. On découpe l’ensemble du domaine Ω en
deux sous domaines ΩE et Ω′E. Le système peut être réécrit sous la forme, KEE 0 KEΓ

0 KE′E KE′Γ

KΓE KΓE′ KΓΓ

 qE
qE′
qΓ

 =

 fE
fE′
fΓ

 . (1.2)

Pour réaliser la condensation du problème on utilise une méthode de substitution
pour les inconnues qE et qE′ (élimination de Gauss par bloc) de manière à réduire le
problème sur les seules inconnues qΓ,

[S][qΓ] = [b] (1.3)

avec

[S] = KΓΓ −
nsd∑
E=1

KΓE(KEE)−1KEΓ (1.4)

[b] = fΓ −
nsd∑
E=1

KΓE(KEE)−1fE (1.5)

[S] est appelée matrice du complément de Schur [7] et [b] est le résultat de la
condensation des efforts généralisés [f ] sur Γ et nsd le nombre de sous domaines. On
notera que pour revenir aux degrés de libertés internes aux sous domaines :

qE = K−1
EE(fE −KEΓqΓ) (1.6)

Le problème peut alors être résolu par une méthode directe faisant intervenir l’as-
semblage complet de cette matrice de Schur. Celle-ci, bien qu’issue de la réduction
sur les seules inconnues d’interface est pleine et peut devenir de taille imposante
si le nombre de sous domaines est grand [19]. Il peut être envisagé des étapes
supplémentaires dans la condensation pour arriver à des tailles de problèmes les
plus réduites possibles [22].
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1.2. MÉTHODES DE DÉCOMPOSITION DE DOMAINE

L’autre façon de résoudre ce problème implique des méthodes itératives. On peut
ainsi éviter d’expliciter la matrice de Schur grossissant avec le nombre de sous do-
maines. En revanche, le conditionnement de la matrice du problème réduit (matrice
de Schur) est meilleur que celui de la matrice initiale du problème complet K. La
différence entre ces deux conditionnements est montrée dans [40]. Cette différence a
plaidé en faveur du développement d’algorithmes itératifs de résolution du problème
condensé, de type gradient conjugué. Une étude plus détaillée de cette résolution
pourra être trouvée dans [19]. Toutefois un phénomène important lors de cette
résolution est à noter : il n’est pas nécessaire d’assembler [S].

En effet, lors de la résolution, le produit [S][qΓ] est calculé [19] à partir de l’ajout
de contributions locales [SE][qEΓ] ; on n’a donc pas besoin d’assembler [S]. En re-
vanche comme l’on veut s’assurer que le champ de déplacement est cinématiquement
admissible (méthode primale) il faut prendre en compte la condition aux bords :
qE|Γ = qEΓ. La résolution de ce problème de type Dirichlet fait intervenir KEE qui
devra être factorisée selon (1.6). On peut alors calculer les efforts de bords généralisés
SEqE = KΓEqE +KE

ΓΓq
E
Γ . On a assuré la continuité à l’interface et on fait tendre les

efforts de bords généralisés vers l’équilibre entre sous domaines.
Le gradient conjugué sur le problème condensé peut s’interpréter comme un

gradient conjugué pré-conditionné sur le problème de départ [19].

Méthodes duales.

La deuxième catégorie comporte les méthodes duales. Il s’agit ici de ne plus
résoudre en déplacement mais en efforts sur les bords. Avec la méthode de Schur
duale on arrive comme pour la résolution en déplacement à condenser le problème
sur les seules inconnues d’interface qui sont cette fois-ci des efforts.

Si l’on considère à nouveau le problème de référence (1.1), mais qu’on ajoute
cette fois un multiplicateur de Lagrange associé à la condition de continuité de
déplacement [19], on peut alors exprimer les déplacements dans chaque sous domaine
sous la forme (à partir du moment où KE est inversible) :

qE = (KE)−1
(
fE −BT

EFΓ

)
(1.7)

où BE sont les matrices de restriction aux noeuds de bord à une convention de
signe près et FE le multiplicateur de Lagrange donnant les actions généralisées du
sous domaine ΩE sur ΩE′ (FE = −FE′ = FΓ).

Le problème après condensation s’écrit :

[∆][FΓ] = [c] (1.8)

avec [∆] =
∑nsd

E=1BE(K−1
E )BT

E =
∑nsd

E=1 ∆E
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CHAPITRE 1. DÉCOMPOSITION DE DOMAINE

et [c] =
∑nsd

E=1 BE(KE)−1fE =
∑nsd

E=1 cE
où
∑

représente l’assemblage des quantités locales aux sous domaines.

Si les matrices KE sont toutes inversibles on peut alors utiliser l’exacte duale de
la méthode primale. En effet les inconnues sont ici les efforts à l’interface et on peut
toujours utiliser une méthode de gradient conjugué. Lors de la résolution on a cette
fois besoin du produit [∆][FΓ] qui est calculé à partir de l’ajout des contributions
locales : [∆][FΓ] =

∑nsd
E=1 ∆EFEΓ où FEΓ = BT

EFΓ.

Le calcul se fera toujours en deux temps mais cette fois-ci la première étape,
si l’on regarde l’équation (1.7), sera le calcul des déplacements correspondant au
problème de Neuman avec efforts imposés FEΓ. La deuxième étape n’est plus que la
restriction des déplacements de sous domaines à l’interface ∆EFE = BEqE puis la
somme de toutes ces contributions.

∆E permet alors à partir d’un champ d’effort de bord comme seul chargement, de
trouver le champ de déplacement correspondant ; à un champ d’effort de bord, [∆]
fait donc correspondre le champ de saut de déplacement de bord. Il s’agit bien de la
méthode duale de la précédente : au niveau des matrices locales, on a ∆E = (SE)−1

Dans le cas où les matrices KE ne sont pas toutes inversibles (donc si il y a au
moins un domaine flottant), on peut déterminer la solution du problème de Neumann
précédent à un mouvement de solide rigide près [28]. (1.7) s’écrit alors :

qE = K+
E

(
fE −Bt

EFΓ

)
+REαE (1.9)

où K+
E est un inverse généralisé de la rigidité KE, RE l’ensemble des mouvements

de solide rigide possibles du sous domaine ΩE et αE les coefficients d’une combinaison
linéaire entre eux. Par conséquent on retrouve dans le problème condensé l’influence
de ces mouvements de solide rigide [19]. Une condition de solvabilité est cependant
nécessaire : les forces extérieures au sous domaine ΩE doivent être globalement
équilibrées.

Si l’on écrit l’équilibre sous forme discrétisée (il correspond à l’orthogonalité avec
tous les champs de mouvement de solide rigide),

Rt
E

(
fE −Bt

EFΓ

)
= 0 (1.10)

ce qui s’assemble en le système RT
BFΓ = d, où RB est la matrice colonne des

mouvements de solide rigide bord BERE , et d la matrice colonne des déséquilibres
Rt
EfE .

On en déduit l’expression du nouveau système condensé, ∆FΓ = c + RBα où α
est le vecteur colonne des coefficients αE , et c l’assemblage des charges condensées
locales BEK

+
E fE.
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1.2. MÉTHODES DE DÉCOMPOSITION DE DOMAINE

Dans le cas de sous domaines flottants, la méthode FETI a été développée de
manière à traiter ces mouvements de solide rigide grâce à un projecteur, en gardant
la logique d’utilisation de l’algorithme de gradient conjugué [29]. La projection se
fera sur le sous espace des efforts de bord équilibrés par sous domaine. Un projecteur
doit donc intervenir pour renvoyer un champ FΓ dans Ker(RT

B). Par exemple [29],
p = Id −RB(RT

BRB)−1tRB .

1.2.2 Ajout macroscopique et extensibilité

Dans cette thèse un critère important concernant les algorithmes étudiés sera
l’extensibilité. Ce critère traduit la faculté d’un système à accrôıtre sa capacité de
calcul quand des ressources sont ajoutées. On cherche à adapter la puissance de la
machine (par choix d’un certain nombre de processeurs) à la taille du problème.
Travaillant à taille de problème local par processeur constant, un algorithme est dit
numériquement extensible s’il n’y a pas (ou peu) de perte de convergence lorsque
l’on augmente le nombre de processeurs, et donc la taille du problème à traiter.

L’extensibilité peut être prouvée de manière théorique quand un problème ma-
croscopique est ajouté au pré-conditionneur de l’algorithme de gradient conjugué
appliqué au problème d’interface [44].

L’avantage de la méthode FETI est que lors de la projection le système à résoudre
est de taille réduite (nombre de degrés de liberté de chacun des sous domaines
considérés comme un solide rigide) et que cette projection permet d’obtenir l’ex-
tensibilité du problème. On a introduit un problème macro qui correspond aux
mouvements de solide rigide des sous domaines. Cette projection associée à un
pré-conditionneur adapté (Dirichlet ou Lumped) permet de garantir un taux de
convergence élevé et l’extensibilité des calculs [19].

De façon symétrique on peut obtenir l’extensibilité des méthodes primales en
ajoutant un problème grossier et un pré-conditionneur adapté [44]. La phase supplémentaire
consiste à corriger le déplacement obtenu par des mouvements de solide rigide sur
chaque sous domaine : qE − REαE de façon, après prise de moyenne, à déterminer
un nouveau résidu qui soit équilibré par sous domaine [19].

Dans le cas de problèmes de dynamique, on n’a plus de sous domaines flot-
tants ; Schur dual peut s’appliquer directement mais n’est pas extensible, il est alors
nécessaire d’ajouter un problème macro pour retrouver l’extensibilité [23]. Dans la
suite, pour les milieux granulaires, la partie pré-conditionneur nous concernera moins
que l’ajout d’un problème global permettant d’obtenir l’extensibilité en propageant
l’information globalement.

L’enrichissement du problème grossier est apparemment nécessaire si l’on veut
retrouver l’extensibilité sur des problèmes d’ordre 4 ; (FETI-DP [46, 24] ou les
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méthodes duales BDDC [45]), les problèmes 3D exigent un enrichissement supplémentaire
[25].

1.3 Extension aux problèmes non linéaires

L’extension des méthodes de décomposition de domaine à des problèmes non
linéaires est généralement traitée comme la résolution en série de problèmes linéarisés.
Chacun d’eux est résolu avec un solveur classique en décomposition de domaine
fonctionnant comme une bôıte noire [14, 6]. Peu d’études tentent de traiter la non
linéarité et la décomposition de domaine dans un algorithme global ; nous avons pu
trouver les références suivantes : [31, 9, 10, 21]. Une telle stratégie est difficile à
étendre aux problèmes de type granulaire.

Dans cette thèse l’objectif est de pouvoir traiter des milieux granulaires ou des
milieux discrets modèles comme la tenségrité dont la particularité est que leur non
régularité est diffuse sur l’ensemble de la structure. De tels systèmes sont assez
différent de structures discrétisées issues de milieu continus. Dans le milieu micro-
fissuré considéré dans [50] le nombre de degrés de liberté liés à du contact est faible
même si cet exemple implique un nombre important d’interfaces de contact.

Dans [51] une méthode de décomposition de domaine multiéchelle est utilisée à
la fois pour simuler le comportement d’un milieu discret non régulier, et pour four-
nir un comportement numérique macroscopique de ce même système. De manière
analogue au problème des “coins” ou “arêtes” des problèmes continus en 3D, des
problèmes d’interfaces faibles apparaissent dans le problème macroscopique. Ils sont
caractéristiques de la sous structuration d’un milieu discret. Cependant l’étude est
limitée à la simulation quasi-statique d’une nappe de tenségrité de dimension im-
portante. Le modèle dynamique utilisé pour simuler le comportement d’un milieu
granulaire est assez différent comme on pourra le voir par la suite.

Un milieu modèle à non linéarité diffuse. Si un système discret est défini
comme un ensemble de noeuds et de leurs interactions, alors la non linéarité ne peut
apparâıtre que dans les relations de comportement des interactions. Un matériau
granulaire avec du contact frottant entre ses grains est un exemple type de milieu
non linéaire dans lequel chaque interaction a un comportement non linéaire : contact
unilatéral avec frottement sec. Le problème est que pour commencer il n’est pas
évident de concevoir les domaines issus de la décomposition et de mettre en place
des tests de validation. En effet pour modéliser un milieu granulaire dans une bande
large de comportements (de l’évolution quasi statique à l’écoulement dynamique)
il est d’usage d’utiliser une formulation en vitesse-impulsion couplée à un schéma
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d’intégration en temps de type “time stepping”. Avec une telle formulation, la sous
structuration du milieu granulaire doit être remise à jour régulièrement pour tenir
compte des changements de connectivités.

Dans [50] il a donc été choisi d’étudier un problème statique mettant en jeu une
structure discrète dite de tenségrité. Un tel système est plus proche des problèmes
élastostatiques de milieux continus initialement traité par les méthodes de décomposition
de domaine [40]. Les structures de tenségrité sont des assemblages de barres et de
câbles utilisés en Génie Civil dont un exemple est donné Figure 1.3. Suivant une
définition de Motro [50], ce sont des “systèmes autocontraints en état stable compor-
tant un ensemble discontinu d’éléments en compression à l’intérieur d’un continuum
d’éléments en tension”. En conséquence le comportement unilatéral des câbles, char-
geables uniquement en tension, dominant sur l’ensemble de la structure, confère aux
grandes structures de tenségrité un caractère intéressant pour tester une approche
non linéaire multiéchelle. Afin de les modéliser, il est effectivement nécessaire de
prendre en compte la non régularité diffuse à travers toute la structure.

Fig. 1.3 – Needle Tower (Snelson 1968).

Le comportement des câbles, pouvant se tendre ou se détendre, est très proche
de celui de grains rentrant en contact ou non. La principale simplification est que les
connectivités restent les mêmes au cours de l’évolution dynamique. La loi de contact
entre deux rigides fait intervenir l’impulsion de contact et les vitesses de ces deux
corps et traduit la non inter-pénétrabilité des deux corps. La loi de comportement
d’un câble relie tension et allongement (déplacement relatif) et exprime le fait qu’en
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sollicitation de traction uniquement celui-ci a une certaine rigidité.

n

V

V

2

1

n
U

U

1

2

Fig. 1.4 – Conditions unilatérales : contact entre particules et inextensibilité d’un
câble.

Les graphes correspondant aux comportements sont dessinés sur la Figure 1.5.

       Impulsion Tension

nT(V1-V2) nT(U1-U2)

Fig. 1.5 – Loi de comportement de contact unilatéral entre particules, à gauche, et
d’un câble extensible, à droite.
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1.4 Découpage du domaine

La stratégie de calcul utilisée va reposer sur un partitionnement spatial du
domaine en un ensemble de sous structures et interfaces, chacune de ces entités
possédant ses propres variables et ses propres équations. Le découpage adapté d’une
structure afin d’utiliser une approche en décomposition de domaine est un parti-
tionnement géométrique du domaine occupé par cette structure. Dans le cas d’une
structure discrète, il y a deux façons classiques de réaliser ce partitionnement : (i) dis-
tribuer les éléments, liens, ou interactions parmi les sous structures (Figure 1.7), ou
(ii) distribuer les noeuds, ou grains parmi les sous structures (Figure 1.8). D’un point
de vue topologique, elles correspondent au découpage de deux graphes différents : le
graphe de connectivité ou son dual, celui des noeuds.

Dans notre cas, de la même façon que dans [50], puisque la non régularité peut
apparâıtre dans les interactions entre grains, on choisit de distribuer ces interactions
parmi les sous structures comme sur la Figure 1.7.

Cette option correspond à celle déjà utilisée par [6] pour les milieux cellulaires et
[20] pour les systèmes de tenségrité. Elle se justifie dans tous ces cas, comme pour les
milieux granulaires, par le fait que la non régularité (de contact) est diffuse à travers
l’ensemble du domaine d’étude, et qu’elle sera donc forcément présente dans les sous
domaines. Autant donc isoler la non régularité dans les sous domaines et chercher
à conserver des interfaces parfaites facilitant par là-même la définition de quantités
homogénéisées (donc régulières) à ces interfaces. Pour une approche “duale”, avec
non régularité aux interfaces et régularité dans les sous domaines, se référer à [21]
et [39].

D’un point de vue pratique, l’interface est donc discrète et constituée des centres
de masse de grains ayant au moins deux contacts avec des grains de sous domaines
différents. Un algorithme de partitionnement doit éviter tous les cas pathologiques
inhérents aux milieux granulaires. On définit au préalable un découpage du do-
maine total en sous domaines réguliers a priori parallélépipédiques, définissant des
interfaces rectilignes. Les contacts sont ensuite répartis entre les sous domaines (on
procède en distribuant le point milieu entre les centres de masse des grains en inter-
action, selon leur position). Ensuite on repère les grains qui ont des contacts avec
deux sous domaines adjacents. On voit tout de suite surgir les difficultés liées à des
grains appartenant à plus de deux sous domaines. Une réflexion sur ces interfaces
dites faibles à déjà été entamée dans [3] dans le cadre des systèmes de tenségrité.
Cependant la stratégie de décomposition en granulaire s’avère plus complexe que
pour les systèmes de tenségrité, le plus souvent réguliers. Elle exige une grande ri-
gueur dans la démarche et les tests réalisés dans ce mémoire n’ont certainement pas
révélé toutes les situations pathologiques.
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Fig. 1.6 – Partitionnement en sous domaines (à gauche) et interface discrète parfaite
entre sous structures (à droite) pour une nappe de tenségrité.

Un changement important est qu’au lieu d’avoir des noeuds sans masse ni inertie
aux interfaces, on a des grains dotés d’une masse. Les grains d’interface sont “coupés”
en deux, chacune des deux parties appartenant à une sous structure différente. La
masse et l’inertie de ces grains sont réparties lors de la construction des matrices
de masse pour chacune des sous structures. Cet aspect diffère de la stratégie de
décomposition de domaine pour les systèmes de tenségrité où la masse était prise
en compte dans les liens eux-mêmes (barres essentiellement) donc au sein des sous
structures et non aux interfaces.

Fig. 1.7 – Partitionnement en sous domaines : distribution des interactions.
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Fig. 1.8 – Partitionnement en sous domaines : distribution des grains.

L’interface entre sous domaines est définie comme l’ensemble de ces grains d’in-
terface, joignant une sous structure à une autre. La non régularité est ainsi localisée
à l’intérieur des sous structures uniquement. Ce choix de modélisation est identique
à [6] et en quelque sorte le dual de celui proposé dans [39] où les non linéarités sont
isolées aux interfaces. Une relation de “recollement” parfait des grains d’interface
est donc à adjoindre au problème multidomaine.
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1.5 Objectifs

Mise en place d’algorithmes en décomposition de domaine adaptés à un
système discret de type granulaire. Les travaux précédents au sein du labora-
toire ont permis de mettre en place un algorithme muldidomaine, multiéchelle adapté
à un milieu discret modèle, un système de tenségrité. Une des premières questions,
à laquelle on a commencé à répondre dans cette première partie, est : la méthode
mise en place est-elle applicable au milieu granulaire et quels aménagements sont
à prévoir d’une part pour faire une résolution multidomaine mais également pour
avoir une double échelle (micro-macro) ?

Utilisation des algorithmes en décomposition de domaine pour paralléliser
une plate forme de calcul existante. Une utilisation optimale de la démarche
proposée sur les milieux granulaires demandera des améliorations algorithmiques,
une adaptation à un environnement multiprocesseur, le recours à une stratégie de
reconfiguration dynamique de la sous structuration. Les développements utiliseront
la plate-forme logicielle LMGC90, dédiée à la simulation numérique des milieux
discrets mais sans décomposition de domaine. Cette plate-forme fonctionnant déjà
sous OpenMP pour faire les gros calculs en mémoire partagée, il est souhaitable pour
diminuer la taille en mémoire, de combiner la décomposition de domaine avec une
librairie d’échanges de messages, en l’occurence MPI, afin que chaque sous domaine
soit traité par une instance de la plate-forme avec une taille mémoire réduite.

Optimisation des algorithmes. Une fois la décomposition de domaine fonc-
tionnelle et permettant d’alléger les calculs, l’étape ultérieure consiste à améliorer
la convergence des algorithmes en ciblant prioritairement les outils classiques de
décomposition de domaine que sont, l’introduction d’une échelle macro, celle d’un
problème grossier et son enrichissement. Les spécificités de notre problème nous
amèneront à envisager d’autres stratégies.
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Dans cette partie on va s’attacher à décrire le milieu granulaire de manière à poser
le problème à traiter dans la suite. Ce problème dit de référence va être utilisé pour
comparer deux solveurs. Les deux solveurs sont basés sur la méthode LATIN pour
l’un et GSNL pour le second. Ces algorithmes moins efficaces que par exemple, une
méthode de gradient conjugué, quand ils sont appliqués à un milieu continu discrétisé
ou à un problème de contact sans frottement, ont l’avantage d’être robustes et de
fonctionner lorsqu’on introduit le frottement [55].

En effet le réel objectif est ici de traiter des problèmes granulaires avec frottement
voire avec des interactions plus complexes (cohésion/décohésion, capillarité...). Dans
un premier temps on pose le problème de référence. Seul le cas sans frottement
sera traité dans un premier temps. Ce problème de référence plus simple à traiter
numériquement sera étudié afin de comparer les solveurs sous MATLAB. Ensuite,
dans la dernière partie de ce chapitre on intégrera à nos tests le cas avec frottement,
en mettant en évidence l’implantation en parallèle dans une plate-forme de calcul
dédiée au traitement du contact.

2.1 Un modèle non régulier pour les milieux gra-

nulaires

Dans le cadre d’une modélisation granulaire basée sur une collection de corps
rigides, deux repères sont nécessaires, l’un lié au corps, dit global, pour écrire la dy-
namique, l’autre lié au contact, dit local, pour exprimer les interactions de contact.
Pour cela des minuscules seront utilisées pour toutes les grandeurs exprimées dans
une base locale de contact. Les majuscules seront quant à elles réservées aux gran-
deurs exprimées dans le repère des grains.

Les exposants c symbolisent le fait que la grandeur est issue d’un contact entre
solide, on utilisera l’exposant d pour les autres. G est le centre de masse du corps.

Pour des raisons de simplicité on considérera des contacts unilatéraux sans frot-
tement dans un premier temps.
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Notation Objet Repère

F c Résultante de l’effort dû à un contact grain
F d Résultante des actions extérieures grain
M c Moment au centre de masse de l’effort dû à un

contact
grain

Md Moment au centre de masse des actions
extérieures

grain

P Impulsion due à un contact grain
K Moments d’impulsion de contact au centre de

masse
grain

r Impulsion de contact contact
k Moment d’impulsion de contact au point de

contact
contact

U Vitesse du centre de masse pour un grain grain
v Vitesse relative entre deux grains contact
Ω Vitesse de rotation d’un grain dans la base

principale d’inertie
grain

ω Vitesse de rotation relative entre deux grains contact(
v
ω

)
Quantités cinématiques relatives entre deux
grains

contact

V =

(
U
Ω

)
Vitesse et vitesse de rotation grain

V − =

(
U−

Ω−

)
Vitesse et vitesse de rotation juste avant l’ins-
tant du choc

grain

R =

(
P
K

)
Torseur des efforts de contact grain

Rd =

(
P d

Kd

)
Torseur des efforts donnés extérieurs grain

Tab. 2.1 – Notations générales.

2.1.1 La dynamique des grains

Chaque grain (indicé par i), interagit avec ses voisins (indicés par ī) par un
ensemble fini de contacts ponctuels. Sa masse est notée mi, et son centre de masse
Gi. Son opérateur d’inertie au point Gi est JiG.

Au contact α, localisé au point Mα, les deux corps entrant en contact sont

27



CHAPITRE 2. SOLVEURS EN DYNAMIQUE GRANULAIRE

nommés par convention candidat et antagoniste. Au point Mα le vecteur directeur
normal nα est dirigé vers le corps antagoniste.

i

i

Gi

Mα

α
nα

Gi

i

αM

nα

i

Fig. 2.1 – Grains et contacts.

La dynamique des corps est décrite par 6 paramètres en 3D : 3 pour les compo-
santes du vecteur vitesse Ui du centre de masse et 3 pour les composantes du vecteur
taux de rotation Ωi.

Afin de calculer l’évolution du système dans le temps, un schéma d’intégration en
temps est nécessaire et fournit une discrétisation des différentes équations différentielles
liées à la dynamique. Dans le cas régulier, il est possible d’utiliser n’importe quel
schéma d’intégration pour les équations différentielles, ces schémas ayant diverses
propriétés en termes de précision, de conservation de l’énergie, de stabilité, de conver-
gence [33]. Dans le cas non régulier [57], le problème est différent car les solutions
perdent les propriétés nécessaires à la construction des schémas d’ordre élevé :
dérivabilité, continuité.

À cause du très grand nombre de contacts mis en jeu dans un milieu granulaire
dense, un schéma de type “time-stepping” (où la taille des pas de temps est fixée
à l’avance) est choisi plutôt qu’un schéma “event-driven” (où chaque collision est
isolée dans un unique pas de temps), qui conduirait à des pas de temps trop petits.
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Plus spécifiquement, le schéma “event-driven” est incapable de prendre en compte
des contacts simultanés [30, 42, 43].

Un schéma “time-stepping” donne une équation discrète de la dynamique met-
tant en jeu des impulsions dans son membre de droite, c’est à dire l’intégrale
sur ]t−, t+[ des quantités d’efforts et de moments. Les quantités cinématiques et
sthéniques devront être déterminées à la fin du pas de temps t+.

En intégrant entre 2 instants t− et t+, en supposant que les résultantes et mo-
ments des efforts extérieurs ont des limites finies non nulles lorsque la durée de
l’intervalle de temps tend vers 0, on obtient l’expression de la discontinuité du vec-
teur quantité de mouvement et du moment cinétique,

{
m
[[
U(Gi,i/Rg)

]]
t[[

δ(Gi,i/Rg)

]]
t

}
Gi

=

{ ∫ t+
t−
F c
i (̄i→ i)dt+

∫ t+
t−
F d
i (̄i→ i)dt∫ t+

t−
M c

iGi
(̄i→ i)dt+

∫ t+
t−
Md

iGi
(̄i→ i)dt

}
Gi

(2.1)

Ce qui s’écrit aussi, {
mi

(
U+
i − U−i

)
JiG

(
Ω+
i − Ω−i

) }
Gi

=

{
Pi + P d

i

Ki +Kd
i

}
Gi

(2.2)

où les actions extérieures agissant sur le système sont : l’impulsion de contact

résultante Pi, l’impulsion des actions autres que les contacts P d
i =

∫ t+
t−
F d
i dt (où

F d
i est la résultante des actions autres que les contacts), le moment d’impulsion de

contact en Gi, Ki, le moment d’impulsion des actions autres que les contacts exprimé

en Gi, K
d
i =

∫ t+
t−
Md

i dt (où Md
i est le moment des actions autres que les contacts en

Gi).
En assemblant masse et inertie dans une matrice localeMi, les variables cinématiques

Ui et Ωi dans un vecteur local Vi, les impulsions Pi et Ki dans un vecteur Ri, et fina-
lement les quantités données P d

i et Kd
i dans un vecteur Rd

i , l’admissibilité dynamique
se synthétise en,

MiV
+
i = Ri +RD

i +MiV
−
i . (2.3)

Pour des raisons de simplicité l’exposant + sera omis dans la suite. Ces vecteurs,
associés à chaque grain, peuvent être assemblés en des vecteurs globaux de manière
à réécrire la dynamique du milieu granulaire dans une équation où la matrice M est
diagonale, si les coordonnées globales du vecteur taux de rotation sont exprimées
dans la base d’inertie principale de chaque grain,

MV = R +RD +MV −. (2.4)
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Dans la suite on simplifiera à nouveau cette équation en considérant que la partie
MV − est incluse dans les impulsions données Rd. A chaque itéré on connâıt :

Rd = RD +MV −, (2.5)

et au final la dynamique est résumée dans l’expression,

MV = R +Rd. (2.6)

2.1.2 Passage de l’espace des grains à l’espace des contacts

Pour les milieux granulaires on a régulièrement à faire le passage entre l’espace
dit des grains (sur lequel on vient d’écrire la dynamique), et l’espace des contacts
dans lequel on retrouve les lois d’interaction généralement écrites dans un repère
local dépendant de chaque contact. Pour cela on met en place un opérateur noté H
caractéristique du graphe des contacts entre les grains.

Fig. 2.2 – Repère lié aux grains.

Dans l’espace associé au grain i, les deux grandeurs à déterminer à t = t+ sont les
vitesses des grains V et les impulsions R tandis que dans l’espace associé au contact
α, ce seront les vitesses relatives entre grains v et les impulsions de contact r. Ceci
signifie que les repères de contact sont figés sur l’intervalle ]t−, t+].

Construction de la matrice de passage H.

Soit U la vitesse du centre de gravité, dans le repère global Rg, v la vitesse
relative entre deux grains A et B en contact au point P , dans le repère local. La
matrice H assure le passage du repère local au repère global [57].
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Fig. 2.3 – Repère lié aux contacts.

Dynamique

Contact

RV

rv

HHT

Fig. 2.4 – Diagramme commutatif.

v = U(P∈A/Rg) − U(P∈B/Rg)
=

(
U(GA∈A/Rg) − U(GB∈B/Rg)

)
+
(
Ω(A/Rg) ∧GAP − Ω(B/Rg) ∧GBP

) (2.7)

On va chercher à exprimer v dans la base locale : Soit Ω(A/Rg) = Ωααm+Ωββm+
Ωγγm, où (αm, βm, γm) est la base principale d’inertie pour le grain A. On pose,

GAP = GAP(1)e1 +GAP(2)e2 +GAP(3)e3 (2.8)
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αm = α1e1 + α2e2 + α3e3

βm = β1e1 + β2e2 + β3e3

γm = γ1e1 + γ2e2 + γ3e3

. (2.9)

Soit P1 la matrice (orthogonale) de passage de la base principale d’inertie au repère
global,

P1 =

 α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

 , (2.10)

et P2 la matrice (orthogonale) de passage de la base locale au contact (n, t, s) au
repère global,

P2 =

 n1 t1 s1

n2 t2 s2

n3 t3 s3

 . (2.11)

En posant MA = P2TRA et MB = P2TRB où,

RA =

 α2GAP(3) − α3GAP(2) β2GAP(3) − β3GAP(2) γ2GAP(3) − γ3GAP(2)

α3GAP(1) − α1GAP(3) β3GAP(1) − β1GAP(3) γ3GAP(1) − γ1GAP(3)

α1GAP(2) − α2GAP(1) β1GAP(2) − β2GAP(1) γ1GAP(2) − γ2GAP(1)

 ,

(2.12)

on obtient l’expression de la transposée de Hα pour un seul contact α dans le cas
où on utiliserait toutes les inconnues cinématiques au contact,

v =


P2T MA 0 0

0 P2TP1 0 0
0 0 −P2T −MB

0 0 0 −P2TP1

( VA
VB

)
(2.13)

où VA =


UGA(1)
UGA(2)
UGA(3)

ΩAα

ΩAβ

ΩAγ

 et VB =


UGB(1)
UGB(2)
UGB(3)

ΩBα

ΩBβ

ΩBγ

.

La matrice complète H sera l’assemblage des matrices de chaque contact.
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Utilisation de la matrice H.

La vitesse relative entre le candidat et l’antagoniste pour le contact α est égale
à la différence des vitesses des particules en contact, c’est à dire vα = HαTV et de
façon symétrique l’impulsion au contact rα exercée par l’antagoniste sur le candidat
contribue à la résultante R via Hαrα. Les vitesses relatives aux contacts et les
impulsions sont assemblées dans les équations de compatibilité,{

en vitesse : v = HTV
en efforts :R = Hr

. (2.14)

2.1.3 Relations de comportement et interaction

Contact inélastique unilatéral sans frottement.

Un premier comportement est le contact unilatéral simple qui est naturellement
exprimé comme une condition de complémentarité liant les efforts de contact à une
distance inter grains notée ici un. En dynamique, Moreau a prouvé dans un lemme
de viabilité [49] que l’on pouvait utiliser une loi de complémentarité en vitesse-
impulsion. Dans le cas d’un contact inélastique unilatéral sans frottement, le couple
(vn,rn) doit satisfaire la loi de comportement,{

Si un > 0 rn = 0
Si un = 0 0 ≤ vn⊥ rn ≥ 0

, (2.15)

où [0 ≤ vn⊥ rn ≥ 0]⇔ [vnα ≥ 0 rnα ≥ 0 vnαrnα = 0 ∀α].

En utilisant un schéma d’intégration en temps du type “time stepping” on ob-
tient, {

Si upn > 0 rn = 0
Si upn ≤ 0 0 ≤ vn⊥ rn ≥ 0

, (2.16)

où up est la prédiction de l’espace inter grain (positive si aucun contact n’est
détecté) ; on utilise ici le prédicteur ‘leapfrog’ classique [49] : up = u− + h

2
v−, avec

h = t+−t− comme pas de temps. Cette relation est résumée dans l’équation formelle
suivante,

R(v, r) = 0 (2.17)

La relation de comportement dans le cas du contact sans frottement se réduit à
une écriture sur la composante normale vn de la vitesse relative v. Ce qui réduit H
à la première ligne de la matrice décrite précédemment.
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Contact inélastique unilatéral avec frottement de Coulomb.

Au lieu de se limiter ici aux composantes normales on a besoin des trois compo-
santes tant en vitesse qu’en effort.

v =

(
vn
vt

)
, r =

(
rn
rt

)
(2.18)

avec vt et rt les vitesses et impulsions tangentielles (vecteurs à deux composantes).
On a toujours la relation précédente concernant les normales,{

Si upn > 0 rn = 0
Si upn ≤ 0 0 ≤ vn⊥ rn ≥ 0

(2.19)

où upn est un prédicteur de la position cherchée. On peut alors la réécrire sous la
forme algorithmique suivante,{

Si upn > 0 rn = 0
Si upn ≤ 0 rn − ProjR+ (rn − ρnvn) = 0, ρn > 0

. (2.20)

A cela on ajoute la relation liant vitesse et impulsions tangentiel du au frottement,
avec µ le coefficient de frottement,

‖rt‖ ≤ µ|rn| et vt 6= 0⇒ rt = −µrn
vt
‖vt‖

. (2.21)

que l’on peut réécrire sous la forme d’une égalité,

rt − ProjrnDµ (rt − ρtvt) = 0, ρt > 0, (2.22)

avec Dµ = {st : ||st|| ≤ µrn}.
Le comportement de l’interaction de contact frottant, résumé dans la relation

formelle R (v, r), est régi par le système d’équations et inéquations,

R (v, r) = 0⇔


{

Si upn > 0 rn = 0
Si upn ≤ 0 rn − ProjR+ (rn − ρnvn) = 0, ρn > 0

rt − ProjrnDµ (rt − ρtvt) = 0, ρt > 0
.

(2.23)
Il faut noter que puisque cette relation de comportement porte sur les compo-

santes normales et tangentielles seules de v et r, on ne prend pas en compte les
différences de rotation et les moments associés, ce qui pourrait être le cas avec un
modèle de Coulomb généralisé dit aussi frottement de roulement. La matrice H sera
réduite à ses trois premières lignes et les vecteurs v et r ne comprendront dans la
suite que trois composantes vn, vt et rn, rt.
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2.1.4 Problème de référence

En prenant en compte la dynamique des grains (2.6) et les équations de compati-
bilité (2.14), on peut obtenir une formulation en impulsion du problème de référence
(que l’on appellera dynamique réduite),

v −Wr = vd, (2.24)

où W est l’opérateur de Delassus W = HTM−1H, et les quantités données sont
vd = HTM−1Rd.

On notera ici que cette équation est écrite classiquement en milieu granulaire
avec l’introduction de ce que l’on appelle vitesse libre vd, qui correspond à la vitesse
de la particule si on enlève les contacts. Si l’on reprend l’expression de Rd de (2.5)
on voit intervenir dans cette vitesse libre à la fois les efforts imposés mais aussi les
vitesses initiales V − qui traduisent la dynamique d’un grain sans contact.

Quand des vitesses sont imposées sur une partie Ω1 des grains : V |Ω1 = Vd, les
degrés de liberté des grains peuvent être séparés en deux ensembles : avec l’indice u
les valeurs inconnues, et avec l’indice p les valeurs données. La dynamique réduite
(2.24) s’écrit alors,

v −Wur = vd, (2.25)

avec H =

(
Hu

Hp

)
, Wu = HT

uM
−1
u Hu, v

d = HT
uM

−1
u Rd

u +HT
p Vp.

Puisque ce problème a la même structure que (2.24), et pour simplifier les nota-
tions, (2.24) sera utilisé dans la suite.

Pour fermer le problème il reste à ajouter l’équation de comportement (2.17), ce
qui donne le problème de référence suivant,{

Wr − v = −vd
R(v, r) = 0

. (2.26)

2.1.5 Problème sous structuré

Introduire le découpage proposé au chapitre 1.4 induit la création de nouveaux
champs d’inconnues :

– sur chaque interface entre un sous domaine ΩE et un sous domaine ΩE′ , une
répartition discrète d’impulsions FEE′ exprimant les actions du sous domaine
ΩE′ sur le sous domaine ΩE (impulsion de cohésion des grains coupés),

– un champ de vitesse discret VEE′ qui est la réduction du champ de vitesse du
sous domaine ΩE sur son interface locale avec le sous domaine voisin ΩE′ .
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Une sous structure E, est soumise aux actions des interfaces voisines ΓEE′ (aux
impulsions FEE′ et aux vitesses VEE′). En considérant l’ensemble des interfaces lo-
cales de la sous structure E les assemblages des champs précédents sont notés FEΓ

et VEΓ. Une interface ΓEE′ transfère les impulsions moyennes FEE′ et les vitesses
VEE′ de part et d’autre de ses côtés.

Avec le choix précédent de découpage, le comportement de l’interface est parfait,
c’est à dire qu’on assure la continuité des vitesses des centres de masses et l’équilibre
des efforts entre demi-grains, {

FEE′ + FE′E = 0
VEE′ = VE′E

(2.27)

La structure de données du problème de référence est donc complexifiée par
l’ajout des quantités d’interface. Par exemple, pour un sous domaine E parmi nSD
sous domaines, l’indice EΓ exprime l’ensemble de ses interfaces. On met en place
pour la suite une matrice booléenne CEΓ qui fait le passage des degrés de liberté
d’interface locale aux degrés de liberté du sous domaine. Elle est définie de manière à
projeter l’ensemble des vitesses du sous domaine VE sur VEΓ qui assemble les vitesses
des interfaces du sous domaine,

VEΓ = CEΓVE. (2.28)

L’équation duale, permettant de distribuer sur l’enssemble des grains du sous
domaine les impultions d’interface, s’écrit à partir de cette même matrice CEΓ,

FE = CT
EΓFEΓ. (2.29)

Les quantités locales au sein des sous domaines sont indicées par E pour montrer
qu’elles ne sont plus prises en compte sur l’ensemble du domaine mais bien sur sa
limitation à E. Ainsi pour chaque sous domaine E on a les quantités locales (rE, vE).

La solution s =
⋃
E sE avec sE = (vE, rE, VE, RE) du problème de référence doit

vérifier sur tous les sous domaines ΩE,
– La compatibilité des vitesses,

VE|Ω1∩ΩE = Vd|Ω1∩ΩE vE = HT
EVE (2.30)

– L’admissibilité des efforts,
RE = HErE (2.31)

– La dynamique non régulière, avec l’ajout des quantités d’interface s’écritMEVE =
RE − FE +Rd

E et la réduction sur les inconnues de contact donne,

vE −WErE = vdE −HT
EM

−1
E CT

EΓFEΓ (2.32)

où WE = HT
EM

−1
E HE et vdE = HT

EM
−1
E Rd

E.
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– La relation de comportement,

R(vE, rE) = 0 (2.33)

et sur toutes les interfaces ΓEE′ ,
– Le comportement d’interface,{

FEE′ + FE′E = 0
VEE′ = VE′E

. (2.34)
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2.2 Un algorithme LATIN multidomaine

Cette méthode de décomposition de domaine associée à la méthode LArge Time
INcrement method (LATIN) créée au départ pour les milieux continus [38] fait
intervenir une formulation mixte en déplacement et tension pour les systèmes de
tenségrité en quasi-statique [50], ou vitesse et impulsion ici.

A cause de la non régularité dynamique des problèmes granulaires, on n’utilisera
et on ne présentera ici qu’une version incrémentale de la méthode LATIN.

2.2.1 Méthode LATIN monoéchelle

Dans le cas présent d’une approche incrémentale, la méthode LATIN [38] est une
méthode itérative qui à chaque pas nécessite deux étapes différentes, une étape lo-
cale, où les relations locales de comportement sont traitées, et une étape linéaire, où
les conditions linéaires, d’admissibilité notamment, sont vérifiées. Ce schéma itératif
conduit à des approximations successives de la solution, c’est à dire les vitesses rela-
tives de contact et impulsions (vE, rE), E = 1, ..., nSD, et les vitesses et impulsions
sur chaque interface (VEE′ , FEE′).

Étape locale.

Une fois (vE, rE) et (VEE′ , FEE′) connus, l’étape locale consiste à trouver (v̂E, r̂E)

et (V̂EE′ , F̂EE′) satisfaisant :

– pour chaque interface, le comportement d’interface parfaite :{
F̂EE′ + F̂E′E = 0

V̂EE′ = V̂E′E
(2.35)

– et la direction de recherche sur l’interface :

(F̂EE′ − FEE′) + d+(V̂EE′ − VEE′) = 0. (2.36)

– pour chaque interaction de chaque sous domaine, la relation de comportement :

R(v̂E, r̂E) = 0 (2.37)

– et la direction de recherche pour les interactions :

(r̂E − rE)− l+(v̂E − vE) = 0. (2.38)

38



2.2. UN ALGORITHME LATIN MULTIDOMAINE

d+ et l+ sont deux paramètres positifs de la méthode. Pour des interfaces parfaites et
par exemple pour des interactions de contact sans frottement, la solution de l’étape
locale est explicite :{

F̂E′E = −F̂EE′ = 1
2
[(FE′E − FEE′) + d+(VE′E − VEE′)]

V̂EE′ = V̂E′E = 1
2
[(VE′E + VEE′) + d+−1

(FE′E + FEE′)]
(2.39)


si up > 0, r̂E = 0 et v̂E = vE − (l+)−1rE
si up ≤ 0, r̂E =< rE − l+vE >+ et

v̂E = −(l+)−1 < rE − l+vE >−
. (2.40)

Étape linéaire.

Une fois (v̂E, r̂E) et (V̂EE′ , F̂EE′) connus, l’étape linéaire consiste à trouver (vE, rE)
et (VEE′ , FEE′) satisfaisant,

– pour chaque sous domaine, son évolution dynamique,

MEVE = RE − FE +Rd
E, (2.41)

avec les équations d’admissibilité : vE = HT
EVE, RE = HErE, FE = CT

EΓFEΓ,
VEΓ = CEΓVE. Par rapport à l’équation du cas non sous structuré (2.6) on
ajoute ici FE, les impulsions exercées par le sous domaine sur l’interface.

– pour chaque sous domaine et ses interfaces, les directions de recherche :{
(rE − r̂E) + l−(vE − v̂E) = 0

(FEΓ − F̂EΓ)− d−(VEΓ − V̂EΓ) = 0
. (2.42)

d− et l− sont aussi deux paramètres positifs de la méthode. En utilisant les directions
de recherche, le problème linéaire global sur chaque sous domaine est

(ME +HEl
−HT

E + CT
EΓd

−CEΓ)VE = R̂E +Rd
E (2.43)

où R̂E = HE(r̂E + l−v̂E)−CT
EΓ(F̂EΓ−d−V̂EΓ) est une quantité donnée à cette étape.

Une fois VE obtenu, les autres quantités sont obtenues par post-traitement,

vE = HT
EVE

rE = r̂E + l−v̂E − l−HT
EVE

FEΓ = F̂EΓ − d−V̂EΓ + d−VEΓ

. (2.44)

Une façon classique de représenter la méthode LATIN est donnée sur la Fi-
gure 2.5. A gauche se trouve la représentation pour une résolution de problèmes
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non linéaires et à droite une représentation possible dans un cas de problèmes non
réguliers. Ces non régularités sont représentées par la droite indicée NR mais ici la
représentation est faite de manière simplifiée, avec une seule cassure, alors que le
nombre de non régularités est beaucoup plus important et correspond au nombre de
contacts. En notant s un élément solution d’un groupe d’équation, on a défini deux
ensembles : Ad l’ensemble des éléments sn vérifiant les équations linéaires et NL
(respectivement NR) l’ensemble des éléments ŝn vérifiant les équations locales non
linéaires (respectivement non régulières). La solution du problème est alors l’inter-
section des ensembles Ad et NL (respectivement NR).

Se

Etape
locale

Etape
linéaire

S

^
S

Ad

NL

Se

Etape
locale

Etape
linéaire

S

^
S

Ad

NR

Fig. 2.5 – Principe de la méthode LATIN : illustration pour les cas régulier et non
régulier.

Remarque concernant le contact frottant.

Dans le cas du contact frottant explicité à la section 2.1.3, à l’étape locale la
direction de recherche s’écrit,

(r̂ − r)− l+ (v̂ − v) = 0. (2.45)

Au final, on a le problème,{
(r̂ − r)− l+ (v̂ − v) = 0
R (v̂, r̂) = 0

(2.46)

qui est semi-couplé entre les composantes normales et tangentielles. Dans le cas où
la direction de recherche l+ est diagonale on a une expression explicite des diverses
composantes.
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Si upn > 0


r̂n = 0
v̂n = vn − l−1

n rn
v̂t = vt − l−1

t rt
r̂t = 0

Si upn ≤ 0


v̂n =< vn − l−1

n rn >+

r̂n = −l−1
n < vn − l−1

n rn >−
r̂t = ProjrnDµ (rt − ltvt)
v̂t = r̂t − (rt − ltvt)

(2.47)

2.2.2 Recherche des paramètres optimaux

Dans le cas de la méthode LATIN classique, les directions de recherche, d+ et
l+ et leurs homologues d− et l− sont généralement choisies identiques, d+ = d− et
l+ = l−, notamment pour justifier la convergence de la méthode. Les valeurs choisies
pour ces directions de recherche doivent être déterminées. Dans [50] cette valeur
pour la tenségrité en quasi-statique est liée à la matrice de rigidité qui joue le rôle
de notre matrice de masse. Ici on teste la vitesse de convergence autour d’une valeur
liée à la matrice de masse. Ainsi, les directions de recherche l+ = l− sont prises égales
à la moyenne de la matrice de masse et d+ = d− sont prises égales à la moyenne des
masses des seuls grains d’interface.

L’essai utilisé pour réaliser cette étude est un essai bidimensionnel de cisaillement
avec un millier de grains, ces grains sont confinés dans une boite dont les bords
latéraux sont penchés de manière à venir cisailler l’échantillon à l’intérieur, ce même
essai est utilisé et décrit au chapitre 2.4.2. On lance alors une série de calculs non
linéaires dans lesquels on ne fait varier que ces deux paramètres. Ceux-ci n’influent
pas sur la solution à convergence mais sur le nombre d’itérations nécessaires pour
arriver à un même niveau d’erreur par rapport à une référence ( construite ici en
laissant converger le calcul avec un très grand nombre d’itérations).

Sur la Figure 2.6 chaque point de la surface représente pour un même nombre
d’itérations l’erreur par rapport à la solution de référence en fonction des valeurs de
d et de l. Le point repéré de façon particulière correspond au choix précédent, avec
x = l, y = d et z l’erreur. Cette surface peut être décomposée en trois parties. Pour
les décrire, on a une surface presque horizontale que l’on nommera “plancher” et
deux surfaces verticales que l’on pourra nommer “murs”. En fait le “plancher” n’est
pas tout à fait plan, il est penché vers le coin où se trouve le point particularisé.
Cette pente se présente suivant les deux paramètres l et d. La Figure 2.6 est un
zoom sur des valeurs de paramètres proches du point particularisé, mais cette surface
“plancher” conserve la même tendance pour des valeurs plus éloignées de l et d. Les
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Fig. 2.6 – Erreur par rapport à la référence en fonction des valeurs choisies pour les
paramètres de directions de recherche.

deux “murs” illustrent le fait que, proche des valeurs optimales par valeur inférieure,
l’algorithme, appliqué à un milieu granulaire, diverge.

Le point particularisé semble bien être l’optimum, ce qui sera confirmé plus loin
en comparant l’algorithme LATIN à une méthode de type Gauss Seidel non linéaire.
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2.3 Un algorithme GSNL multidomaine

Avant de chercher à formuler un solveur de type Gauss-Seidel dans un contexte
de décomposition de domaine, on s’attache dans une première partie à comparer
la méthode LATIN à deux étapes avec l’algorithme de Gauss-Seidel ne comportant
qu’une étape à chaque itération, cette étape consistant à résoudre successivement
des problèmes non réguliers locaux (par contact), les contacts précédents ayant été
mis à jour. Cette dernière actualisation est une caractéristique de Gauss-Seidel qui
le distingue d’un algorithme de type Jacobi, où tous les contacts sont traités en
parallèle. On trouvera dans [56] des expériences numériques pour une approche pa-
rallèle restreinte à une structure à mémoire partagée.

2.3.1 GSNL versus LATIN (monoéchelle et monodomaine)

Dans un premier temps on se place dans un cas monoéchelle, avec une seule
structure, pour partir de l’écriture du solveur LATIN et montrer que par un choix
de directions de recherche appropriées on retrouve une formulation de type GSNL.

À chaque itération on effectue deux étapes, une première étape dite linéaire qui va
permettre de passer des variables (r̂, v̂) aux variables intermédiaires (r, v), puis une
deuxième étape dite locale qui va permettre de passer de ces variables intermédiaires
aux variables (r̃, ṽ).

(r̂, v̂)
Étape 1−→ (r, v)

Étape 2−→ (r̃, ṽ) (2.48)

– Étape linéaire
Après écriture de la dynamique réduite, cf. chapitre 2.1.4, les équations de
cette étape se résument de la façon suivante,{

v −WHr = vd dynamique
r + l−v = r̂ + l−v̂ direction de recherche

. (2.49)

En choisissant l− = 0 on obtient,{
v = vd +Wr̂

r = r̂
(2.50)

– Étape locale
Les équations de cette étape se résument de la façon suivante,

{
R (r̃, ṽ) = 0 où R est la relation de comportement au contact

r̃ − l+ṽ = r − l+v Direction de recherche
. (2.51)
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En notant l+ = W−1
D on obtient,{

WDr̃ − ṽ = WDr − v
R (r̃, ṽ) = 0

, (2.52)

et avec les équations obtenues à l’étape linéaire,{
WDr̃ − ṽ = WDr̂ −

(
vd +Wr̂

)
R (r̃, ṽ) = 0

. (2.53)

On obtient alors une écriture GSNL,{
WDr̃ − ṽ = −vd − (W −WD) r̂

R (r̃, ṽ) = 0
. (2.54)

Sous cette forme, le système non linéaire ci-dessus peut être résolu par un algo-
rithme de Jacobi non linéaire (par bloc) si WD est pris égal à la diagonale (par bloc
de contact) de W , ou par un algorithme de Gauss-Seidel non linéaire (par bloc) si
WD est pris égal à la triangulaire inférieure (par bloc de contact), notée aussi WL,
de W . Dans la méthode LATIN il est cependant d’usage de choisir, afin de préserver
la localité, une direction de recherche diagonale (par bloc éventuellement). Ceci rap-
proche donc pour les choix particuliers effectués ici la méthode LATIN incrémentale
d’une méthode de Jacobi non linéaire par bloc.

2.3.2 Stratégies de type GSNL en décomposition de do-
maine

On souhaite remplacer le solveur de type LATIN tel que présenté dans les sections
précédentes par un solveur de type GSNL dans un contexte de décomposition de
domaine multiéchelle. La raison tient d’une part à la robustesse constatée de GSNL
sur les problèmes granulaires, et d’autre part au constat effectué précédemment
qu’une méthode de type LATIN incrémentale s’apparente plutôt à un algorithme
de Jacobi a priori moins performant. Nous reprenons donc ici la formulation d’un
problème non régulier à non régularité diffuse en utilisant des notations des méthodes
de décomposition de domaine. Au delà de la dynamique granulaire (grains rigides)
d’autres applications sont aussi visées : la dynamique de multicorps déformables, la
dynamique de systèmes de tenségrité.

On adopte ici une formulation de type FETI, où un multiplicateur de Lagrange
est introduit pour imposer le raccord cinématique aux interfaces. La condition de
continuité du champ de vitesses sur l’interface Γ nécessite un opérateur booléen signé
AEΓ qui extrait du champ de vitesses d’un sous domaine VE sa restriction signée à
l’interface. Cette condition de continuité s’écrit alors,
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nsd∑
E=1

AEΓVE = 0. (2.55)

On définit FΓ comme le multiplicateur de Lagrange associé à cette contrainte.
(Par rapport à l’équation (2.32), FΓ est l’assemblage par une matrice booléenne
signée des quantités FEΓ de chaque sous domaine en un unique vecteur pour toutes
les interfaces.) La dynamique réduite (2.24) sur chaque sous domaine s’écrit alors,

WErE − vE −HT
EM

−1
E ATEΓFΓ = −vdE. (2.56)

La combinaison de la dynamique (2.56), de la condition de continuité (2.55) et
de la relation de comportement (2.17) donne la formulation,

WErE − vE −HT
EM

−1
E ATEΓFΓ = −vdE

R(vE, rE) = 0

}
E = 1, ..., nSD

nsd∑
E=1

AEΓVE = 0

. (2.57)

Les deux premières équations sont locales par sous domaine, la troisième est
globale aux interfaces. Seule la seconde est non linéaire ; on peut donc aussi condenser
la première équation (linéaire) sur les inconnues FΓ et remplacer la troisième équation
de raccord en privilégiant FΓ comme inconnue principale de cette équation. On
obtient alors,

WErE − vE −HT
EM

−1
E ATEΓFΓ = −vdE

R(vE, rE) = 0

}
E = 1, ..., nSD

XFΓ −
nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E RE =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E Rd

E

(2.58)

où X =
∑nsd

E=1AEΓM
−1
E ATEΓ et RE = HErE.

Le problème réduit sur (rE,vE,FΓ), avec les notations f̂ =
∑nsd

E=1 AEΓM
−1
E Rd

E et

ÂTEΓ = HT
EM

−1
E ATEΓ, s’écrit,

WErE − vE − ÂTEΓFΓ = −vdE
R(vE, rE) = 0

}
E = 1, . . . , nsd

XFΓ −
nsd∑
E=1

ÂEΓrE = f̂
(2.59)
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Un algorithme de type Gauss Seidel appliqué à la résolution de ce système sera
constitué de deux pas. Le premier contient la résolution d’une seule itération de
Gauss-Seidel pour chaque sous domaine E,{

WL
E rE − vE = ÂTEΓF̃Γ − vdE − (WE −WL

E )r̃E

R(vE, rE) = 0
(2.60)

où F̃Γ et r̃E sont fixés à cette étape.
Le découpage classique de Gauss-Seidel de WE utilise la partie triangulaire

inférieure WL
E (incluant la partie diagonale WD

E ) : WE = WL
E + (WE − WL

E ). Ce
premier pas est réalisé sous domaine par sous domaine et pourra être facilement pa-
rallélisé. Le problème (2.60) est résolu, une paire d’inconnues (vαE,rαE) après l’autre,
pour lesquelles une technique d’intersection de graphes donne comme pour la méthode
LATIN un résultat explicite (au moins dans un cas sans frottement).

Après mise à jour des quantités d’impulsion grain par grain RE, le second pas
consiste à résoudre la dernière équation du système (2.58),

XFΓ =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E (RE +Rd

E). (2.61)

Une particularité de l’opérateur X est qu’il est ici diagonal. En effet il est créé en
sommant les projections des matrices de masse de chaque sous domaine sur l’interface
globale. La matrice de masse, si elle est exprimée dans la base principale d’inertie,
est diagonale et il en est donc de même pour son inverse. Elle ne permet pas de
coupler les mouvements d’un grain à celui de ses voisins. En faisant la réduction sur
l’interface, on ne fait que sélectionner les inverses des masses des grains d’interface
qui ne sont donc pas reliés aux autres grains du sous domaine. La sommation ne
fait alors que l’addition des inverses de la masse d’un grain d’un sous domaine et de
celle de son homologue dans le sous domaine voisin. L’opérateur X est donc diagonal
avec sur sa diagonale l’inverse de la masse des grains d’interface.

La formulation algorithmique associée est décrite dans l’algorithme 1, où N est
le nombre de pas de temps et nGS le nombre d’itérations de Gauss-Seidel réalisées
afin de résoudre sur chaque sous domaine la dynamique non régulière.
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Algorithm 1 (Version générique)

for i = 1, . . . , N do {Boucle sur les pas de temps}
initialisation des inconnues (rE, vE, FΓ) au temps ti.
while ζ < ζmax (critère de convergence) do

(rE,vE,FΓ) sont connus, calcul de (r̄E,v̄E,F̄Γ) :
Étape 1 : Calcul de r̄E,v̄E en parallèle pour E = 1, . . . , nsd
avec nGS itérations de Gauss-Seidel sur :{

WE r̄E − v̄E = −vdE + ÂTEΓFΓ

R(v̄E, r̄E) = 0

Étape 2 : Calcul de F̄Γ :

XF̄Γ = f̂ +

nsd∑
E=1

ÂEΓr̄E

for E = 1, . . . , nsd do
(rE, vE, FΓ)← (r̄E, v̄E, F̄Γ)

end for
end while

end for
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2.3.3 Analogies algorithmiques des deux méthodes

Afin de comparer les deux méthodes multidomaines précédentes, il faut dégénérer
chacune d’entre elles.

Premièrement, on considère une version Jacobi de l’approche Gauss-Seidel précédente,
ce qui revient à prendre la partie diagonale WD

E dans le découpage : WE = WD
E +

(WE − WD
E ). Avec un tel choix, en passant de Gauss-Seidel à Jacobi, le taux de

convergence de la méthode NLGS diminue.
Deuxièmement, un choix de direction de recherche dégénéré de la LATIN doit

être fait de manière à identifier les deux algorithmes résultants. Pour identifier la
méthode LATIN à l’algorithme de Jacobi précédent il faut choisir d+ = 1

2
XD−1

et
l+ = (WD

E )−1 à l’étape locale et d− = l− = 0 (soit des directions de recherche
“verticales” à l’étape linéaire. Avec ces choix, le taux de convergence de la méthode
LATIN diminue aussi.

L’unification des deux algorithmes précédents est donc sujette à la dégénérescence
de chacun d’eux.

2.4 Comparaison de performances sur un incrément

de temps

2.4.1 Résultats dans un cas linéaire abstrait

Pour tester l’extensibilité des méthodes on traite ici un exemple de milieu modèle
linéaire sans réalité physique, mais considéré comme un problème intermédiaire avant
de s’attaquer au problème granulaire. Un échantillon granulaire est créé en utilisant
la plate-forme LMGC901 dédiée aux problèmes multicontacts [34]. Les interactions
de contact, écrites à l’origine avec une complémentarité vitesse-impulsion, sont rem-
placées par des liens entre les centres des grains. De cette manière, l’exemple peut
être considéré comme un treillis composé de nœuds massifs et de liens linéaires. Le
seul changement dans le problème de référence est la relation de comportement,

R(v, r) = 0⇔ r = −kv (2.62)

(k est le coefficient de linéarité homogène à une masse).
Dans un tel cas, le problème de référence peut être ramené en une seule équation,

(W + k−1)r = −vd. (2.63)

1http ://www.lmgc.univ-montp2.fr/˜dubois/LMGC90/
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Le membre gauche de l’équation est composée d’une partie diagonale régulière k−1

et de l’opérateur de Delassus W , qui est a priori singulier.

L’exemple testé est constitué de 991 grains, Figure 2.7, la vitesse des grains
inférieurs est imposée nulle, tandis que les bords droit et gauche sont soumis à une
rotation globale de manière à simuler un essai de cisaillement.

Fig. 2.7 – Réseau de 991 noeuds et 1700 interactions.

Deux valeurs de k sont testées :

– une valeur de référence k0 choisie égale à la moyenne des termes (diagonaux)
de (WD)−1

– une valeur k1 réduisant la contribution régularisante : k1 = 50k0.

Plusieurs courbes de convergence sont tracées dans chacun des cas, Figures 2.8
et 2.9, pour chacune des méthodes, et des nombres différents de sous domaines,
nSD = 1, 2, 4 ou 8. Pour ce problème linéaire test, et contrairement au cas granulaire,
la solution est unique en terme d’impulsions, rref. En conséquence, une erreur relative
est utilisée pour tester la convergence,

η =

√
(r − rref)T (r − rref)

(r + rref)T (r + rref)
(2.64)
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où rref est le vecteur contenant l’ensemble des impulsions des liens. On choisit de
comparer la solution obtenue par rapport à la solution de référence en se basant
sur les impulsions rref plutôt que sur les vitesses vref. Ce choix est en accord avec
l’approche NSCD où les impulsions sont les variables privilégiées.

De plus lors des simulations on a remarqué une très grande sensibilité des données
en impulsions au nombre de chiffres significatifs (proches de celui du zéro machine).

Fig. 2.8 – Évolution de l’erreur relative en fonction des itérations pour k = k0.

Pour la méthode LATIN, les directions de recherche sont choisies telles que l+ =
l− = k et d+ = d− = k.

Une première remarque est que l’on vérifie bien que le taux de convergence de
chacune des méthodes diminue quand l’influence de la partie régulière diminue. Sur
ce test, NLGS montre un taux de convergence plus élevé que la LATIN, l’écart se
réduisant pour le cas moins régulier (k = k1, Figure 2.9).

Afin de pouvoir tirer des conclusions avec plus de sous domaines la taille de
l’exemple a été augmentée de manière à ce que les sous domaines ne soient pas de
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Fig. 2.9 – Évolution de l’erreur relative en fonction des itérations pour k = k1 =
50k0.

trop petite taille. On a déposé dans une bôıte faisant la même hauteur mais 5 fois la
largeur de la précédente 5 000 grains. Cet exemple est représenté Figure 2.10 avec par
dessus en trait pointillé la grille de décomposition en 16 sous domaines. C’est cette
grille qui va permettre de choisir à quels sous domaines appartiennent les contacts.

Fig. 2.10 – Réseau de 5000 noeuds et 10000 interactions avec grille de décomposition
en 16 sous domaines.
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Les résultats illustrés dans les Figures (2.11 et 2.12) sont alors très similaires aux
premiers.

Fig. 2.11 – Évolution de l’erreur relative en fonction des itérations pour k = k0.

Fig. 2.12 – Évolution de l’erreur relative en fonction des itérations pour k = k1 =
50k0.

L’extensibilité numérique est perdue quand le nombre de sous domaines dans ce
milieu discret augmente mais ce n’est pas systématique (contrairement aux résultats
connus pour un milieu continu).

– Pour k = k0 (Figure 2.11) l’extensibilité se dégrade très régulièrement pour
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NLGS. Ceci est moins vrai pour LATIN avec un taux de convergence similaire
pour nsd = 4, 8, 16, 32.

– Pour k = k1, correspondant à un treillis plus “rigide”, la situation est moins
claire, la dégradation de l’extensibilité s’effectuant “par saut”. Ainsi pour
NLGS on identifie aisément trois comportements : nsd = 1, puis nsd = 2, 4, 8
et enfin nsd = 16, 32. Avec LATIN on ne retrouve que deux “paquets” :
nsd = 1, 2, 4, 8, puis nsd = 16, 32.

2.4.2 Résultats pour un milieu granulaire

Le problème précédent est cette fois considéré avec des interactions de contact
sans frottement (2.16). Dans ce cas on a pu constater lors de ces simulations une très
forte sensibilité aux données initiales. Pour initialiser un pas de temps, utiliser des
données stockées précédemment dans un fichier formaté avec 14 chiffres significatifs
(notamment pour les impulsions de contact), ne s’avère pas suffisant pour avoir des
comportements comparables des solveurs et de leurs solutions, il a fallu pour cela
utiliser plus de 20 chiffres significatifs pour traiter les exemples qui possédaient une
solution unique.

Cependant même sans frottement, l’unicité de la solution n’est pas garantie
(en particulier pour les impulsions) dans le cas général, notamment avec un grand
nombre de grains et des déplacements imposés en conditions aux limites. De ce point
de vue, l’introduction du frottement amplifiera encore cet effet c’est pourquoi l’erreur
relative est remplacée par un indicateur relatif de convergence, à l’itération i,

ζi =

√
(ri − ri−1)T (ri − ri−1)

rTi ri
. (2.65)

La Figure 2.13 trace son évolution au cours des itérations d’un pas de temps, pour
chacune des méthodes avec 1 à 8 sous domaines. Dans ce cas test, toutes les conver-
gences sont semblables. On notera qu’avec un zoom très fin on retrouve l’ordre
précédent des taux de convergence mais que les écarts sont négligeables.

Les deux méthodes différentes, avec leurs décompositions, semblent avoir le même
comportement de convergence. Ces méthodes semblent être de plus en plus exten-
sibles quand les comportements d’interaction sont de plus en plus non réguliers, alors
qu’aucun enrichissement multiéchelle n’est pour l’instant introduit. Ceci peut être
attribué d’une part à la rusticité des solveurs non linéaires (basés sur une méthode
de point fixe) en comparaison à d’autres algorithmes plus sophistiqués de type gra-
dient conjugué par exemple en décomposition de domaine [17, 21]. Il faut noter que
cette dernière approche n’est pas adaptée au problème que l’on traite ici, où la non
régularité est diffuse sur l’ensemble du domaine [51] et non restreinte aux interfaces.
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Fig. 2.13 – Évolution de l’indicateur de convergence en fonction des itérations pour
le cas non linéaire.

Utiliser une version multiéchelle de la présente approche aurait tout de même
certains avantages. Le premier est qu’elle permettrait l’accès à un comportement
homogénéisé des sous domaines, un outil pratique pour permettre de coupler deux
modèles à deux échelles différentes [48]. Le second est, au cours d’un problème
d’évolution, de ne pas avoir à effectuer les calculs sur certains sous domaines pen-
dant quelques pas. Cependant, avant de passer à cette échelle supplémentaire, on
souhaite s’intéresser aux résultats obtenus dans le cas de contacts frottants qui sont
véritablement l’objectif de cette thèse pour traiter des milieux granulaires réalistes.
Jusqu’à présent les échantillons étaient générés par LMGC90 et après programma-
tion d’un module permettant d’extraire les données de ce logiciel, les calculs étaient
lancés sur MATLAB. La partie traitement du contact frottant étant plus lourde à
mettre en place et existant déjà dans LMGC90, le traitement du contact frottant a
été réalisé directement dans ce logiciel. Pour cela, il a fallu y incorporer différents
éléments propres à la décomposition de domaine, ce que l’on va décrire dans le
chapitre suivant.
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2.5 Implantations dans LMGC90

L’objectif est maintenant de traiter des interactions plus complexes comme du
frottement (définies à la section 2.1.3) en utilisant LMGC90, un code par élément
discret, développé et maintenu par F. Dubois.

2.5.1 Échanges avec MPI

Dans les calculs effectués dans [50] la programmation était séquentielle. C’est à
dire que le programme est traité par un et un seul processus (Figure 2.14). Toutes
les variables et constantes du programme sont allouées dans la mémoire centrale
affectée au processus, qui s’exécute sur un seul processeur physique de la machine.
Des mécanismes internes au processeur peuvent alors permettre d’accélérer plus ou
moins les calculs (vectorisation...).

Mémoire 1

Tout le domaine

Processus 1

Fig. 2.14 – Architecture monoprocesseur.

Dans la plate-forme LMGC90, pour traiter des exemples de grande taille (de
l’ordre de 50 000 grains en tridimensionnel ou de 500 000 en bidimensionnel) le code
est développé de manière à pouvoir utiliser l’interface de programmation pour le
calcul parallèle OpenMP sur des architectures à mémoire partagée. On utilise alors
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un ensemble de processus qui ont tous accès à la même mémoire et on répartit
les calculs à réaliser entre ces processus qui peuvent êtres répartis sur l’ensemble
des processeurs physiques de la machine (Figure 2.15). On peut bénéficier ainsi des
capacités de calculs des machines modernes multiprocesseurs jusqu’à un nombre
modéré de processeurs efficacement utilisés en parallèle.

Mémoire 1

Tout le domaine

Processus 3Processus 1 Processus 2

Fig. 2.15 – Architecture multiprocesseur à mémoire partagée.

Toutefois pour augmenter encore la taille des calculs accessibles, le passage à une
architecture distribuée est nécessaire. Ce type d’architecture est, pour des milieux
continus, plus efficace que la mémoire partagée, associée à de la décomposition de
domaine. Elle permettra de ne stocker sur les différentes mémoires que l’informa-
tion nécessaire à chaque processeur, les algorithmes locaux traitant des domaines
plus petits (notamment s’il y a nécessité de réaliser des assemblages de matrices).
Ces algorithmes peuvent être plus efficaces qu’un algorithme appliqué à tout le do-
maine, et on peut arriver à gérer les sous domaines où un critère déterminerait si
on peut suspendre provisoirement le calcul non linéaire et ainsi alléger la charge.
MPI2 [60] “Message Passing Interface” est une norme définissant une bibliothèque
de fonctions qui permet d’exploiter des ordinateurs distants ou multiprocesseurs

2http ://www.open-mpi.org
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par passage de messages. Dans le modèle de programmation par échange de mes-
sages, chaque processus exécute un programme éventuellement différent, toutes les
variables du programme sont privées et résident dans la mémoire locale allouée à
chaque processus.

Processus 2 Processus 3

Mémoire 1

Processus 1

Mémoire 2 Mémoire 3

Fig. 2.16 – Architecture multiprocesseur à mémoire distribuée.

Un cas particulier qui nous intéresse ici est le modèle d’exécution SPMD “Single
Program, Multiple Data” pour lequel le même programme est exécuté par tous les
processus et qui a l’avantage d’être supporté par toutes les machines. En effet on
dispose déjà du logiciel LMGC90, permettant de réaliser les calculs avec de nom-
breuses options de lois d’interactions, qui fonctionne bien pour effectuer les calculs
désirés mais dont on veut augmenter les performances, pour permettre le calcul à
plus grande échelle. LMGC90 est composé de plusieurs couches, une couche en lan-
gage Fortran à la base du logiciel, une couche en langage Python qui se veut plus
éloignée de la programmation machine et une couche en langage C pour faire le
lien entre les deux. L’idée est donc d’utiliser cette structure déjà fonctionnelle, d’en
lancer plusieurs instances et d’arriver à les faire dialoguer entre elles. On voit dès
lors que c’est la couche Python qui va permettre ce dialogue.

Il reste à savoir comment piloter ces instances à un niveau plus élevé, mettre
en place le solveur multidomaine proposé, sans modifier le solveur du logiciel en
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Mémoire 1

Processus 1

Mémoire 2 Mémoire 3

python

lmgc90

Processus 2

python

lmgc90

Processus 3

python

lmgc90

Echange (MPI)

Fig. 2.17 – Architecture à mémoire distribuée : adaptation à la structure LMGC90.

lui-même. En fait, l’algorithme proposé est composé de deux étapes : la première
est traitée par sous domaine où on exécute une résolution locale des interactions de
contact. Cette opération est exactement la même que celle du solveur initial mono-
domaine, opérant sur l’ensemble du domaine. Donc, en lançant plusieurs instances
de LMGC90 on peut réaliser cette résolution directement par sous domaine. Ce-
pendant, il reste à ajouter le multiplicateur de Lagrange comme effort imposé pour
faire le lien entre les sous domaines. Ainsi mises à part les difficultés inhérentes au
développement numérique comme la récupération et le traitement des vitesses et
impulsions imposées, la première étape sera réalisée par chaque instance avec son
propre solveur (ici NLGS en l’occurrence) dans la couche Fortran.

La deuxième étape consiste à faire dialoguer l’ensemble des sous domaines et cor-
respond à une synchronisation des différents processus. Chaque sous domaine, à la
fin du calcul de l’étape précédente, réalise une projection de ses grandeurs nécessaires
sur son interface. En établissant les différents liens nécessaires entre Fortran et Py-
thon on fait alors remonter des données par sous domaine à un niveau plus haut.
Avec des procédures d’échange MPI on assure le dialogue entre ces interfaces et les
calculs correspondant à la deuxième étape de l’algorithme sont exécutés, chacune
ayant récupéré les données de l’interface globale.
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2.5.2 Structure et mise en place

Sans entrer dans les détails du code, sa structure, basée sur l’algorithme 1 et
permettant de répondre à la démarche proposée dans la section précédente 2.5.1,
on s’attache dans cette section à mettre en évidence les flots d’échanges de données
ainsi que le poids des différents calculs.

Un nom arbitraire a été fixé pour chacune des étapes du calcul de manière à
pouvoir les identifier dans la suite. Sur la droite de la Figure 2.18 est représentée
la taille mémoire de chacun des sous domaines. En effet, la procédure n’est ici pas
optimale. De manière à pouvoir faire le découpage en sous domaines, à un moment
donné chaque sous domaine charge l’ensemble des données du domaine complet
en mémoire pour pouvoir calculer le graphe des contacts, y superposer sa grille et
ensuite ne garder que ses propres contacts. On pourrait facilement optimiser ceci soit
en utilisant un processus mâıtre qui serait le seul à faire cette détermination, mais il
devrait tout de même charger l’ensemble du domaine et réaliser des échanges lourds
avec les autres processus une fois son calcul effectué. Une autre méthode serait
d’avoir une grille grossière, et dans une case de cette grille grossière (au lieu de
parcourir l’ensemble du domaine), chacun des sous domaines va chercher à savoir si
les contacts lui appartiennent. Toutefois, afin de limiter la partie développement déjà
importante, il a été choisi de laisser de côté les développements dits d’optimisation,
n’empêchant pas le développement d’algorithmes performants et qui ne sont pas
l’objet de ce manuscrit.

La notion de couche Fortran ou Python est importante car même en évitant de
trop dupliquer l’information en utilisant des pointeurs, les temps d’échange entre
couches ne sont pas forcément négligeables vis a vis des échanges MPI.

Les échanges MPI sont dans l’ensemble assez légers en termes de quantité de
données, puisqu’il sont limités aux quantités d’interface. Ceux qui nous importent
vis-à-vis du temps de calcul sont ceux réalisés en DD7 pour transmettre les efforts
d’interface entre les sous domaines et ceux réalisés en DD6 pour récupérer les sauts
de vitesses aux interfaces. Ces échanges sont réalisés à chaque itération et il a été
nécessaire de les optimiser un minimum de manière à ne pas trop pénaliser les
temps de calculs. En revanche, l’échange M1 réalisé en fin de pas de temps est assez
important car il permet de transmettre l’ensemble des données à chacun des sous
domaines. En effet, si l’on ne transfère pas toutes les données locales on risque,
lorsque chacun des sous domaines calcule un nouveau découpage, que celui-ci ne
soit pas identique pour tous les processus. Une possibilité pour les problèmes où les
positions n’évoluent pas beaucoup est de ne pas refaire le découpage à chaque pas
de temps mais de le faire évoluer dynamiquement. Par souci de simplicité ce n’est
pas cette option qui a été choisie ici.
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2.5.3 Temps de calcul et nombre d’itérations

On représente maintenant le temps pris par chacune de ces étapes à chaque
moment ou elle est réalisée, sur un unique pas de temps. La première figure (Fi-
gure 2.19) illustre ce qui se passe pour une simulation avec mille grains (décrite
ci-après) avec une décomposition en 4 sous domaines utilisant 4 processeurs. Les
temps illustrés sont les temps CPU par processeur. Il apparâıt clairement ici que les
temps d’échange prennent le dessus devant les temps de calcul. Les étapes DD6 et
DD7 sont prédominantes devant les temps de calcul (S2 et S3). De plus, le temps de
transmission des informations en fin de pas de temps M1 semble lui aussi important
devant les temps de calcul.

Toutefois, le nombre d’itérations effectuées par pas de temps est plus proche du
millier que de la dizaine représentée ici afin de voir ces étapes au cours du calcul.
Ainsi, il est difficile d’évaluer avec ces seules dix itérations l’importance de l’initia-
lisation par rapport au calcul global. On représente sur la Figure 2.20 pour chaque
étape les temps cumulés sur un pas de temps. De plus, on a choisi ici de décomposer
l’étape d’échange DD6 en plusieurs sous étapes. (On pourrait faire de même pour
DD7 et s’attendre à ce que les conclusions sur les temps d’échange pour transmettre
les informations de l’interface jusque au sous domaines aient une répartition com-
parable à ceux de DD6, des sous domaines vers l’interface). L’intérêt est que l’on
identifie les phases coûteuses : ici c’est la partie DD6a qui correspond à des échanges
entre Python et Fortran. Ce surcoût est lié à la réalisation d’opérations de bas ni-
veau dans un langage interprété comme Python. Le remède consisterait à coder ces
opérations dans une routine Fortran, appelée une seule fois depuis l’interpréteur
Python. La partie DD6b est bien plus légère (négligeable devant DD6a), elle cor-
respond au calcul de la contribution du sous domaine au second membre ATEΓVE.
Le temps d’échange et de sommation

∑nsd
E=1A

T
EΓVE entre les sous domaines réalisé

par MPI en DD6c lui n’est pas négligeable. Cependant ce temps d’échange est aussi
un lieu de synchronisation entre les processus. Ainsi le déséquilibre de charge entre
les sous domaines provoque un temps d’attente par processus cumulé sur l’ensemble
des itérations et on peut imaginer qu’en diminuant les temps globaux (donc DD6a)
les temps d’attente diminuent en conséquence. On comprend donc qu’ici l’optimi-
sation ne pourra être effectuée qu’avec une étude lourde de la programmation. En
revanche, la durée de mise en commun des données en fin de pas de temps (M1) est
négligeable.

On voit très nettement que les temps de calculs S2 sont négligeables devant les
temps d’échanges DD6 et DD7. Cependant, il convient de noter qu’on se place ici
dans le cas le plus coûteux en échanges : une seule itération de Gauss Seidel (S2)
entre chaque mise à jour de l’interface, ceci peut être modifié de manière à diminuer
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le surcoût liés aux échanges ; cependant des optimisations de code restent à prévoir.
Le but de ce manuscrit étant d’abord la mise en place d’algorithmes, il ne sera plus
fait état dans la suite de ces temps CPU, nécessaires en revanche à la recherche
d’optimisations qui devra être menée pour rendre le code efficace. On raisonnera
alors sur le nombre d’itérations nécessaires à la résolution d’un pas de temps, en
gardant en tête le coût des calculs en fonction de la taille du problème en mémoire
(que ce soit un domaine complet ou un sous domaine plus ou moins grand).

On va tâcher d’étudier l’extensibilité des algorithmes, qui permet, traduisant la
stabilité du nombre d’itérations à convergence vis à vis du nombre de sous domaine.
Ainsi, avec un nombre identique d’itérations ainsi que des sous domaines plus petits
donc moins lourds à calculer, on gagnera du temps de calcul.

2.5.4 Résultats avec frottement

Le premier exemple est un essai de grande taille à deux dimensions avec contact
frottant. Le coefficient de frottement est µ = 0.3, et 100 000 grains ont été déposés
par gravité pour obtenir l’échantillon de la Figure 2.21. Les bords de droite et de
gauche ont une rotation imposée. Le bord inférieur est bloqué. La bôıte est découpée
en deux sous domaines.

L’algorithme générique 1 est utilisé et deux indicateurs de convergence sont cal-
culés au cours des itérations. Bien sûr, aucune erreur de référence n’est disponible
du fait de la non unicité de la solution. L’indicateur relatif de convergence en volume
est calculé à chaque itération, et sommé sur l’ensemble du domaine. Il est défini à
l’itération i de la manière suivante,

ζi =

√
(ri − ri−1)T (ri − ri−1)

rTi ri
. (2.66)

Le second indicateur est défini uniquement aux interfaces, et permet de mesurer
la stationnarité des inter-impulsions,

Zi =

√
(FΓ,i − FΓ,i−1)T (FΓ,i − FΓ,i−1)

F T
Γ,iFΓ,i

. (2.67)

Leurs évolutions au cours des itérations sont décrites Figure 2.22. Ces évolutions
sont assez similaires, et le deuxième indicateur sera utilisé dans la suite, étant moins
coûteux à calculer.

On étudie maintenant la sensibilité au nombre de sous domaines, on compare
un découpage en 2 et 4 sous domaines que l’on illustre Figure 2.23. En se basant
uniquement sur l’indicateur de convergence, dont la courbe est tracée au cours des
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itérations sur un même pas de temps pour les découpages en 2 et 4 sous domaines,
Figure 2.24, les vitesses de convergence sont très similaires comme dans la partie
sans frottement. Basé sur ce critère uniquement l’algorithme semble extensible.

Pour valider le calcul précédent dans un cas 3D on a réalisé l’implantation du
code dans la version 3D de LMGC90. L’essai reste un essai de cisaillement, 1 000
sphères sont déposées dans une boite fermée (la paroi frontale étant transparente).
On réalise comme précédemment un essai de cisaillement qui permet de passer de
la Figure 2.25 à la Figure 2.26.

Sur la Figure 2.27 on trace, comme dans le cas 2D, les indicateurs de convergence
en volume et à l’interface au cours des itérations sur un pas de temps. Si on se base
sur l’indicateur en volume, le comportement de convergence est très similaire au cas
2D. Il n’est cependant pas possible de comparer les vitesses de convergence tant les
problèmes sont différents, en effet on a d’un côté en 2 dimensions 100 000 disques et
de l’autre en 3 dimensions 1 000 sphères. L’évolution des deux indicateurs n’est plus
tout à fait identique. La convergence de l’indicateur d’interface est moins régulière.
Ceci est peut-être dû à la taille réduite en terme de nombre de grains de l’interface.
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I2 initialisation

Itérations sur le temps:

T1: incrémenter le pas de temps
T2: calcul des efforts extérieurs
T3: calcul des efforts inférieurs
T4: calcul de la vitesse libre
T5: détermination du graphe des contacts
Stockage mémoire

DD1: envoi des informations de décomposition (grille) au module Fortran ajouté a lmgc90
DD2: récuprération des données de lmgc90
DD3: chaque sous domaine fait sa mise en données
Calcul_de_X: sommation des contributitions de chacun des sous domaines
DD4: mise en mémoire dans chacun des sous domaine de ses seules données

Itérations de résolution:

DD7: répartition des impulsions d'interface aux sous domaines
                                                                                        tAEГ FГ

T4: calcul de la vitesse libre (du second membre)

Sous itérations pour le solveur local:

     S2: résolution d'une itération avec le solveur nlgs

Détermination de VE a partir de vE

DD6_a: recupération des VE de la couche Fortran dans la couche Python
DD6_b: calcul de la contribution du sous domaine au second membre AEГVE

DD6_c: somme par MPI de l'ensemble des contributions Σ AEГVE

DD6_d: résolution et détermination du multiplicateur d'interface FГ=X-1Σ AEГVE

Calcul d'indicateur de convergence

T6: mise à jour des positions
M1: merger l'ensemble des données 
Ecriture des sorties 

   

T1: incrémenter le pas de temps
T2: calcul des efffff ofof rts extérieurs
T3: calcul des efffff ofof rts inférieurs
T4: calcul de la vitesse libre
T5: détermination du graphe des contacts
Stockage mémoire

DD1: envoi des infofof rmations de décomposition (grille) au module Fortran ajaja outé a lmgc90
DD2: récuprération des données de lmgc90
DD3: chaque sous domaine fait sa mise en données
Calcul_de_X: sommation des contributitions de chacun des sous domaines
DD4: mise en mémoire dans chacun des sous domaine de ses seules données

DD7: répartition des impulsions d'interfrfr ace aux sous domaines
                                                                                       tAEГ FГ

T4: calcul de la vitesse libre (du second membre)

Détermination de VE a partir de vE

DD6_a: recupération des VE de la couche Fortran dans la couche Python
DD6_b: calcul de la contribution du sous domaine au second membre AEГVE

DD6_c: somme par MPI de l'ensemble des contributions Σ AEГVE

DD6_d: résolution et détermination du multiplicateur d'interfrfr ace FГ=X-1Σ AEГVE

T6: mise à jour des positions
M1: merger l'ensemble des données
Ecriture des sorties

Domaine en mémoire
complet ou juste un
sous domaine par 
processus

Echange MPI

Echange MPI

Echange MPI

Echange MPI

Fig. 2.18 – Structure du programme.
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Fig. 2.19 – Répartition du temps cpu par étapes sur un pas de temps avec dix
itérations.



Fig. 2.20 – Répartition du temps CPU cumulé sur les itérations par étape sur un
pas de temps avec 2 000 itérations.



Fig. 2.21 – Echantillon bidimensionnel de 100 000 disques avec frottement pour essai
de cisaillement.
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Fig. 2.22 – Comparaison des indicateurs de volume et d’interface sur l’essai de
cisaillement bidimensionnel.



Fig. 2.23 – Découpage en 2 et 4 sous domaines sur l’essai de cisaillement bidimen-
sionnel.
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Fig. 2.24 – Comparaison des indicateurs d’interface avec 2 ou 4 sous domaines sur
l’essai de cisaillement bidimensionnel



Fig. 2.25 – Début d’un essai de cisaillement tridimensionnel avec 1 000 sphères avec
frottement.

Fig. 2.26 – Fin d’un essai de cisaillement tridimensionnel avec 1 000 sphères avec
frottement.
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3.4 Faible efficacité de l’échelle macroscopique . . . . . . . . 84

71



CHAPITRE 3. INTRODUCTION D’UNE ÉCHELLE MACRO

Sur la base des essais effectués dans le chapitre précédent, l’extensibilité numérique
des algorithmes monoéchelles semble préservée sans recourir à un problème grossier
ni à l’introduction d’une échelle macro. Cependant il peut être intéressant de dispo-
ser d’un comportement tangent homogénéisé à l’échelle d’un sous domaine. En effet
si ce comportement s’avère linéaire et stable sur plusieurs pas de temps, il peut être
conservé sans effectuer de résolution locale non linéaire sur un certain nombre de
pas ultérieurs (la validation de cette stratégie est cependant hors du propos de ce
mémoire).

Pour introduire cette échelle macro, on peut imaginer étendre les approches déjà
utilisées en milieu continu, (comme pour la LATIN) au cas de la dynamique granu-
laire, voire même à un algorithme de type GSNL en s’appuyant sur les comparaisons
algorithmiques déjà établies au chapitre 2.3.3.

La démarche employée est alors la suivante :

– on procède à un découpage du domaine discret en sous domaines et interfaces
comme décrit au chapitre 1.4 ;

– pour les champs définis à l’interface, on utilise une décomposition additive en
une partie macro, adaptée au cas des milieux granulaires, et une partie micro
complémentaire ;

– en ayant choisi un partitionnement tel que le comportement d’interface est
parfait (et linéaire), les parties macros vérifient aussi ce comportement ; on
impose alors un raccord cinématique supplémentaire (macro) au cours des
itérations.
Ces différentes étapes vont être décrites dans la suite.

3.1 Définition des champs macro

3.1.1 Une stratégie multiéchelle

Une fois la sous-structuration effectuée, la première étape consiste toujours à
définir le problème à partir des champs microscopiques et macroscopiques, champs
portant sur les quantités d’interfaces du problème sous-structuré. Par interface locale
ΓEE′ entre deux sous structures E et E ′, étant donnés un champ discret d’impulsions
moyennes FEE′ aux noeuds de l’interface agissant sur E et un champ discret de
vitesses VEE′ aux noeuds de l’interface connectés à E, nous décomposons en deux
partie ces champs : une partie Macro, marquée d’un exposant M , et une partie
complémentaire micro, marquée d’un exposant m,

VEE′ = V M
EE′ + V m

EE′ et FEE′ = FM
EE′ + Fm

EE′ . (3.1)
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Les espaces micro et macro doivent êtres définis de façon unique : ils doivent être
orthogonaux, c’est pourquoi un projecteur orthogonal doit être utilisé dans chaque
sous espace. En écrivant l’orthogonalité au sens de l’énergie, celle-ci s’écrit donc de
la façon suivante,∑

EE′

(FEE′)
TVEE′ =

∑
EE′

(FM
EE′)

T
V M
EE′ + (Fm

EE′)
TV m

EE′ . (3.2)

3.1.2 Représentation macro

La partie macro est représentée sur un espace de petite taille : les champs macros
sont définis à l’aide de peu de paramètres ; une base des champs macros peut être
choisie comme suit : FM

EE′ = PEE′fEE′ où PEE′ est le projecteur contenant l’ensemble
des vecteurs de base et fEE′ un vecteur contenant les paramètres macros des torseurs
impulsions. Par simplicité on choisit : V M

EE′ = PEE′wEE′ de manière à conserver les
mêmes vecteurs de base. Les paramètres macro peuvent être choisis en fonction du
problème à modéliser ; ici, nous choisissons les moyennes généralisées des champs
FEE′ et VEE′ sur ΓEE′ , d’ordre 1.

Un premier projecteur macro en moment et résultante, en termes de vitesses,
pourrait être un extracteur des mouvements de corps rigide de l’interface. Les vi-
tesses macroscopiques représentent la cinématique de corps rigides des interfaces, et
les impulsions, la résultante et le moment duaux d’une telle cinématique. L’enrichis-
sement de cette base revient, du point de vue de la cinématique macroscopique, à
considérer l’interface comme un milieu déformable, au lieu d’un simple corps rigide.

Soient les centres de masse des grains appartenant à l’interface, de coordonnées
xi, xG les coordonnées du centre de masse de l’interface et (n1, n2, n3) une base
associée à cette interface (avec n1, n2 dans le plan de l’interface et n3 le vecteur
normal).

Si on fait travailler l’ensemble des torseurs des impulsions aux différents nœuds,
dans un torseur cinématique représentant un champ virtuel de vitesse constante, on
obtient, ∑

i

{
Fi
Ci

}
xi

.

{
0
V ∗

}
.

=

(∑
i

Fi

)
︸ ︷︷ ︸

FM

V ∗, (3.3)

où FM contient les trois composantes de la résultante moyenne généralisée de FEE′ .
Notons qu’ici, les couples Ci interviennent. C’est une particularité du milieu

granulaire où chaque demi-grain agit sur sa moitié par une résultante, mais aussi
par un moment en son centre de masse. Ce n’est pas le cas d’un système de tenségrité
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Fig. 3.1 – Interface avec 4 grains i et le centre de masse G.

où un noeud, point, ne peut transmettre que la résultante et pour la même raison ces
micro-couples n’apparaissent pas non plus dans le cas de milieux continus discrétisés.

FM est alors la résultante duale du mouvement de translation de solide rigide
correspondant à V ∗ et les trois fonctions de base correspondant à la projection sur
l’espace des translations sont :

eMk = nk k = 1, 2, 3 appliqué aux résultantes. (3.4)

Fig. 3.2 – Champ de vitesses virtuelles V ∗ constant / Efforts duaux et généralisés.

Pour exprimer le mouvement de solide rigide de l’interface il manque les degrés
de liberté en rotation. Pour les obtenir, on fait travailler l’ensemble des torseurs des
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3.1. DÉFINITION DES CHAMPS MACRO

efforts des différents noeuds, par un torseur représentant un champ virtuel de vitesse
de rotation uniforme autour de G,∑

i

{
Fi
Ci

}
xi

.

{
Ω∗

0

}
xG

=
∑
i

(Ci + Fi ∧ xixG)︸ ︷︷ ︸
CM

Ω∗, (3.5)

où CM contient les trois composantes du moment moyen généralisé de FEE′ .
CM est alors le moment dual du mouvement de rotation de solide rigide corres-

pondant à Ω∗ représenté Figure 3.3 et les trois fonctions de base correspondant à la
projection sur l’espace des rotations uniformes sont :

eMk = xixG ∧ nk appliqué aux résultantes + nk appliqué aux moments k = 1, 2, 3
(3.6)

se qui s’écrit

eMk =

{
xixG ∧ nk

nk

}
(3.7)

tel que,

CM =
∑
i

eMi

{
Fi
Ci

}
. (3.8)

i

Ω M

i
i

Fig. 3.3 – Champ de vitesses virtuelles de rotation Ω∗ constante / Efforts duaux et
généralisés.

De manière à enrichir la cinématique des interfaces, on fait le choix d’utiliser un
projecteur dit d’extraction de la “partie linéaire” des champs. Pour cela on utilise
un champ virtuel de vitesse traduisant l’allongement dans deux directions et la
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déformation de cisaillement. Ces allongements dépendent linéairement de la distance
du point considéré, i, au centre de masse G.

Le champ de vitesse caractéristique d’un allongement dans les deux directions
du plan de l’interface et d’un cisaillement dans ce même plan est :

V ∗i = n1n
T
1 (xi − xG)α∗1

+ n2n
T
2 (xi − xG)α∗2

+
(
n1n

T
2 + n2n

T
1

)
(xi − xG)α∗3

.. (3.9)

En faisant travailler ce champ de vitesses,∑
i

{
Fi
Ci

}
xi

.

{
0
Vi
∗

}
xi

=
∑

i (Fi.V
∗
i )

=
∑

i

(
nT1 (xi − xG)nT1 Fiα

∗
1 + nT2 (xi − xG)nT2 Fiα

∗
2

+F T
i

(
n1n

T
2 + n2n

T
1

)
(xi − xG)α∗3

) (3.10)

On obtient les deux moyennes des deux tensions et la moyenne du cisaillement
dans le plan de l’interface.

Les trois fonctions de base correspondant à la projection sur l’espace des mou-
vements d’allongement et de cisaillement sont :

eMk = nkn
T
k (xi − xG) k = 1, 2 appliqué aux résultantes

eM3 =
(
n1n

T
2 + n2n

T
1

)
(xi − xG) appliqué aux résultantes

. (3.11)

Ainsi fEE′ comprend les neufs paramètres que l’on vient de définir : les trois
résultantes des forces, les trois moments, les deux tensions et le cisaillement dans
le plan de l’interface. Pour sa part, w′EE comprend les quantités duales qui sont les
trois translations, les trois rotations, les deux allongements et le cisaillement définies
virtuellement ci-dessus.

On remarque que 9 paramètres sont nécessaires par interface pour les champs de
forces macros généralisés (et 9 paramètres duaux pour les champs de vitesses macros
généralisées). Par rapport au cas de la tenségrité développé dans [50] le nombre et
le type de champs macros est inchangé mais il a fallut prendre en compte les micros
couples possibles aux interfaces dans l’expression de ces champs.
Comme simplification supplémentaire, la base PEE′ est orthonormée. Les fonctions
de base, que l’on vient de définir, que ce soit pour les moments ou les allongements ne
sont pas celles qui sont exactement ajoutées à la base, car elles ne sont ni orthogonales
aux autres fonctions de la base (au sens de la forme bilinéaire travail (., .)), ni
normées. Les fonctions ajoutées à la base sont déduites de celles-ci par le procédé
d’orthogonalisation de Schmidt,

P T
EE′PEE′ = Id, (3.12)
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3.1. DÉFINITION DES CHAMPS MACRO

Fig. 3.4 – Champ de vitesses virtuelles pour la composante d’allongement sur n2 /
Efforts duaux et généralisés.

(FM
EE′)

T
V M
EE′ = fTEE′P

T
EE′PEE′wEE′ = fTEE′wEE′ . (3.13)

Avec l’expression de l’énergie et l’orthogonalité,

wEE′ = PEE′
TVEE′ (3.14)

fEE′ = PEE′
TFEE′ (3.15)

P T
EE′V

m
EE′ = 0 = P T

EE′F
m
EE′ . (3.16)

Admissibilité macro. Pour traduire le fait qu’en moyenne on doit avoir la conti-
nuité des vitesses et le saut d’effort nul aux interfaces ces relations sont imposées
aux champs Macro,{

FM
EE′ + FM

E′E = 0
V M
EE′ = V M

E′E

ou

{
fEE′ + fE′E = 0
wEE′ = wE′E

. (3.17)

Introduire l’admissibilité macro dès la formulation simplifie grandement la présentation
de l’algorithme multiéchelle qui suit par rapport au travail précédent sur la tenségrité
où cette admissibilité macro intervenait a posteriori [[50],Chap 6.3, p128].
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3.2 Algorithme de type LATIN multiéchelle

Le solveur décrit ici est fortement inspiré de [50], cependant il est réécrit avec le
formalisme du milieu granulaire. Ceci va permettre de mettre en place un premier
algorithme mais aussi de commenter les résultats qui lui sont liés dans un cas de
tenségrité. La méthode LATIN [50] est utilisée ici de façon incrémentale comme
un solveur sur un pas de temps pour trouver la solution du problème de référence
(2.26). Le principe étant ici de séparer les équations à résoudre en deux groupes,
en introduisant des équations linéaires et locales comme directions de recherche. Les
notations désignant les deux groupes d’équations sont conservées. L’étape consistant
à construire ŝ connaissant s (l’étape “locale”) nécessite des paramètres de direction
de recherche positifs d+ et l+,

(r̂E − rE)− l+ (v̂E − vE) = 0 (3.18)

(
F̂EE′ − FEE′

)
+ d+

(
V̂EE′ − VEE′

)
= 0. (3.19)

L’étape consistant à construire s connaissant ŝ (l’étape “linéaire”) nécessite les
paramètres d− et l−,

(rE − r̂E) + l− (vE − v̂E) = 0 (3.20)(
FEE′ − F̂EE′

)
− d−

(
VEE′ − V̂EE′

)
= 0. (3.21)

On a ainsi introduit 4 paramètres numériques l+, l−, d+ et d−. Le choix de ces
paramètres permet d’agir sur les taux de convergence mais la solution à convergence
n’en dépend pas. Le choix de paramètres optimaux et leur influence sera étudié dans
la suite.

3.2.1 Étape locale.

Comme mentionné auparavant, cette étape consiste à trouver ŝ connaissant s
calculé à l’étape précédente. Elle mène à des problèmes locaux et linéaires sur chaque
interface parfaite ΓEE′ , et à des problèmes de complémentarité linéaire (LCP) diffus
sur chaque sous structure E.

Par interface. On vérifie l’équilibre des impulsions et la continuité des vitesses,{
F̂EE′ + F̂E′E = 0

V̂EE′ = V̂E′E
. (3.22)
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On ajoute la direction de recherche,(
F̂EE′ − FEE′

)
+ d+

(
V̂EE′ − VEE′

)
= 0 . (3.23)

Finalement, on obtient explicitement les champs .̂,{
F̂E′E = −F̂EE′ = 1

2
[(FE′E − FEE′) + d+ (VE′E − VEE′)]

V̂E′E = V̂EE′ = 1
2

[
(VE′E + VEE′) + 1

d+

−1
(FE′E + FEE′)

] (3.24)

Par contact. Chaque contact doit vérifier la relation de comportement (2.33),{
Si upn > 0 r̂n = 0
Si upn ≤ 0 0 ≤ v̂n⊥ r̂n ≥ 0

. (3.25)

3.2.2 Étape linéaire.

A partir de l’estimation de la solution ŝ obtenue à l’étape précédente, l’étape
linéaire consiste à trouver s qui satisfait la dynamique, la compatibilité des vitesses
par sous structures et l’admissibilité macro (2.32),(2.30) et (3.17).

Description Macro et direction de recherche. L’introduction de notations
supplémentaires est nécessaire :

– l’indice (EΓ) se rapporte toujours à l’ensemble des quantités (EE ′) liées à une
même sous structure E.

– pour manipuler l’admissibilité des impulsions macro, on utilise un champ ma-
cro fΓ défini sur l’interface globale Γ. fEΓ peut donc s’écrire fEΓ = BEfΓ où
BE est une matrice booléenne signée.

– La quantité duale de fΓ est wΓ =
∑nsd

E=1B
T
EwEΓ, celle-ci représente le saut des

quantités cinématiques macros généralisées sur les interfaces. L’admissibilité
macro impose que wΓ = 0.

Formulation de l’étape linéaire.

La direction de recherche micro s’écrit,{
(rE − r̂E) + l− (vE − v̂E) = 0(
Fm
EΓ − F̂m

EΓ

)
− d−

(
V m
EΓ − V̂ m

EΓ

)
= 0

. (3.26)

soit, en utilisant la compatibilité des vitesses,
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{
rE = r̂E + l−v̂E − l−HT

EVE

Fm
EΓ =

(
F̂m
EΓ − d−V̂ m

EΓ

)
+ d− (VEΓ − PEΓwEΓ)

. (3.27)

car V m
EΓ = VEΓ − V M

EΓ = VEΓ − PEΓwEΓ .
L’équation de la dynamique s’écrit,

MEVE = RE − FE +Rd
E. (3.28)

Avec la direction de recherche,

MEVE −HE

[
r̂E + l−v̂E − l−HT

EVE
]

+ Fm
E + FM

E = Rd
E (3.29)

soit,

MEVE −HE

[
r̂E + l−v̂E − l−HT

EVE
]

+CT
EΓ

[(
F̂m
EΓ − d−V̂ m

EΓ

)
+ d− (VEΓ − PEΓwEΓ)

]
+ CT

EΓPEΓfEΓ

= Rd
E

(3.30)

soit, [
ME +HEl

−HT
E + CT

EΓd
−CEΓ

]
VE + CT

EΓd
−PEΓ

(
d−
−1
fEΓ − wEΓ

)
=

Rd
E +HE (r̂E + l−v̂E)− CT

EΓ

(
F̂m
EΓ − d−V̂ m

EΓ

) (3.31)

soit enfin,

M̃EVE − Q̃EwEΓ
∗ = R̂d

E (3.32)

où
M̃E = ME +HEl

−HT
E + CT

EΓd
−CEΓ, (3.33)

Q̃E = CT
EΓd

−PEΓ, (3.34)

wEΓ
∗ = wEΓ −

1

d−
fEΓ (3.35)

et
R̂d
E = Rd

E − CT
EΓ

(
F̂m
EΓ − d−V̂ m

EΓ

)
+HE

(
r̂E + l−v̂E

)
(3.36)

C’est un problème couplé en (VE,w∗EΓ). Les équations d’équilibre s’expriment
grâce au couple d’inconnues (VE,wEΓ) sous la condition qu’elles soient liées par :

wEΓ = P T
EΓCEΓVE

⇔ P T
EΓd

−CEΓVE = d−
(
wEΓ − 1

d−
fEΓ

)
+ fEΓ

⇔ Q̃T
EVE − d−

(
wEΓ − 1

d−
fEΓ

)
= +fEΓ

. (3.37)
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Reformulation de l’étape linéaire.

En combinant (3.32) et (3.37),[
M̃E −Q̃E

−Q̃T
E d−Id

] [
VE
w∗EΓ

]
=

[
R̂d
E

−fEΓ

]
. (3.38)

Où l’on a trois inconnues : fEΓ, w
∗
EΓ, VE. Pour fermer le problème on ajoute l’admis-

sibilité macro,

nsd∑
E=1

BT
EwEΓ = 0. (3.39)

Problème macro homogénéisé.

La partie homogénéisée du comportement de la sous structure E est obtenue
numériquement par la condensation du système précédent sur les degrés de liberté
grossiers w∗EΓ,

AEw
∗
EΓ = −fEΓ + gE (3.40)

avec
AE = d−IdE − Q̃E

T
M̃E

−1
Q̃E (3.41)

et où
gE = Q̃E

T
M̃E

−1
R̂d
E. (3.42)

M̃E est inversible, tout comme ATE, ce qui donne,

w∗EΓ = A−1
E [−fEΓ + gE] (3.43)

Le problème macro à résoudre est constitué des équations suivantes,

w∗EΓ = A−1
E [−fEΓ + gE]∑nsd

E=1 B
T
EwEΓ = 0

FEΓ = PEΓfEΓ = PEΓBEfΓ

. (3.44)

Il s’écrit finalement aussi,

w∗EΓ = A−1
E [fEΓ + gE] = wEΓ − (d−)

−1
fEΓ (3.45)

soit,

wEΓ =
(
−A−1

E + (d−)
−1
Id

)
BEfΓ + A−1

E gE (3.46)
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soit le système,

∑nsd
E=1

BT
E

(
−A−1

E + (d−)
−1
Id

)
︸ ︷︷ ︸

LE

BE

 fΓ = −
∑nsd

E=1B
T
EA
−1
E gE (3.47)

Relocalisation.

Une fois le problème macro résolu, fEΓ est connu pour chaque sous structure E,
et wEΓ peut être post traité avec (3.46). En remontant par substitution (3.38), on
arrive à l’expression,

M̃EVE = QEw
∗
EΓ + R̂d

E (3.48)

qui est résolue grâce à la méthode de Cholesky. La partie micro additionnelle est
V m
EΓ = VEΓ − PEΓwEΓ et Fm

EΓ est calculé grâce à la direction de recherche (3.26).b.
La variation de distance entre les centres des grains est vE = HTVE et rE est calculé
grâce à la direction de recherche (3.26).a.

3.3 Algorithme de type GSNL multiéchelle

A partir du champ macroscopique définis précédemment, on impose un raccord
cinématique supplémentaire sur les parties macro des champs d’interfaces, que l’on
écrira,

nsd∑
E=1

P T
Γ AEΓVE = 0. (3.49)

ce qui correspond à la partie continuité des vitesses de l’équation (3.17).

Ce raccord supplémentaire macro (3.49) étant satisfait dès que le raccord stan-
dard (2.55) l’est, le nouveau problème est sur-contraint, autrement dit le multipli-
cateur de Lagrange fΓ associé au raccord macro est indéterminé. Cette approche est
similaire à l’augmentation des algorithmes FETI-DP [24] qui ont permis de retrou-
ver l’extensibilité pour les problèmes élastiques du 2nd ordre 3D. Le multiplicateur
FΓ + PΓfΓ satisfait la même équation que FΓ (2.56),

WErE − vE − ÂTEΓ(FΓ + PΓfΓ) = −vdE, E = 1, nSD (3.50)

On résume donc le problème dans le système d’équations suivant,
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WErE − vE − ÂTEΓ

F̂Γ︷ ︸︸ ︷
(FΓ + PΓfΓ) = −vdE

R (vE, rE) = 0

E = 1, nSD

∑nsd
E=1AEΓVE = 0∑nsd

E=1 P
T
Γ AEΓVE = 0

(3.51)

ou encore,



WErE − vE − ÂTEΓF̂Γ = −vdE
R (vE, rE) = 0

}
E = 1, nSD

XF̂Γ −
∑nsd

E=1 AEΓM
−1
E RE =

∑nsd
E=1AEΓM

−1
E Rd

E

XMfΓ −
∑nsd

E=1 P
T
Γ AEΓM

−1
E (RE − ATEΓFΓ) =

∑nsd
E=1 P

T
Γ AEΓM

−1
E Rd

E

(3.52)

avec XM =
∑nsd

E=1 P
T
Γ AEΓM

−1
E ATEΓPΓ. Cet opérateur est maintenant de taille réduite

et le système linéaire macro associé peut donc être résolu directement sans décomposition
de XM . Un algorithme de type Gauss-Seidel multiéchelle comporte alors trois étapes.
La première est similaire au cas monoéchelle avec la résolution en parallèle par
sous domaine et avec la méthode GSNL standard des équations (3.52)a et (3.52)b
en fixant les efforts (multiplicateurs) aux interfaces FΓ ou F̂Γ. La deuxième étape
consiste à déterminer une valeur provisoire de FΓ aux interfaces en résolvant (3.52)c,
par une itération de Gauss-Seidel linéaire (par exemple). On corrige dans la troisième
étape la valeur de ce multiplicateur par la résolution du problème macro d’interface
(3.52)d. Le caractère séquentiel et “Gauss-Seidel” est appliqué non seulement loca-
lement dans la résolution du problème non régulier dans chaque sous domaine mais
également globalement dans les trois étapes où l’on détermine chaque inconnue en
utilisant les valeurs actualisées des autres. Plus concrètement, connaissant r̃E, ṽE et
F̃Γ on détermine rE et vE, pour E = 1, nSD, par{

WD
E rE − vE = ÂTEΓF̃Γ − vdE − (WE −WD

E )r̃E

R (vE, rE) = 0
(3.53)

puis on prédit une première estimation de FΓ par

XDFΓ =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E (RE +Rd

E)− (X −XD)F̃Γ (3.54)

enfin on corrige FΓ par le calcul d’une correction macro fΓ via
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XMfΓ =

nsd∑
E=1

P T
Γ AEΓM

−1
E {RE − ATEΓFΓ +Rd

E} (3.55)

En pratique, pour passer de (3.53) à (3.54), on aura intérêt à actualiser les
torseurs cinématiques des grains dans chaque sous domaine via,

MEV̄E = Rd
E +HErE − ATEΓF̃Γ (3.56)

puis déterminer FΓ − F̃Γ via,

XD(FΓ − F̃Γ) =
∑
E

AEΓV̄E (3.57)

La correction macro prend alors également l’expression suivante,

XMfΓ =

nsd∑
E=1

P T
Γ AEΓ{V̄E −M−1

E ATEΓ(FΓ − F̃Γ)} (3.58)

3.4 Faible efficacité de l’échelle macroscopique

Comme avec l’algorithme LATIN en lançant de nouveau les calculs pour les cas
tests précédents, du chapitre 2.4.1 on obtient des résultats très similaires en terme
de convergence avec l’addition de l’échelle macro, à la fois pour le cas linéaire sur les
courbes 2.8 et 2.9 et pour le granulaire sans frottement sur la courbe 2.13, obtenues
sans approche multiéchelle. Les courbes avec et sans échelle macro étant quasiment
superposées on ne les réaffiche pas ici. Ceci est dû au faible couplage entre interfaces
d’un même sous domaine lié à la matrice X qui s’avère diagonale, car construite
par projection des matrices de masse ME diagonales. Le champ macro construit
comme une réduction de cette matrice (3.58) ne permet donc pas de transmettre
d’information à grande longueur d’onde, c’est à dire d’une sous structure à une
autre.

Cependant l’aspect macro pourrait permettre de ne pas effectuer les calculs micro
sur certaines sous structures si leur état n’évolue pas énormément, et si la solution
fine dans celles-ci n’est pas une quantité d’intérêt de la simulation. Comme men-
tionné dans l’introduction de ce chapitre, ceci permettrait de réalouer les ressources
de calcul. En effet, si un indicateur macro permettait de détecter si une sous struc-
ture n’a pas besoin d’être mise à jour, par exemple dans le cas où une partie du
domaine à son chargement variant très faiblement vis à vis du reste de la structure,
il est possible de ne pas calculer de nouveau cette partie du domaine et de profiter
ainsi des moyens de calcul disponibles pour le reste du domaine.
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C’est dans cette optique que la partie suivante vise à enrichir le problème, de
manière à retrouver un opérateur aux interfaces non diagonal, basé non plus seule-
ment sur une matrice de masse, mais aussi sur l’utilisation combinée du treillis sous
jacent au maillage, ayant pour noeuds les grains, et pour éléments les contacts po-
tentiels (voire avérés) et de la notion de direction de recherche de la LATIN, qui en
tant que paramètre numérique pourra être utilisé comme “rigidité” de ce maillage
fictif.
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CHAPITRE 4. ENRICHISSEMENT DE GSNL-DD

La formulation GSNL multidomaine est basée sur une approche de type FETI
où les sous domaines sont “collés” par un multiplicateur de Lagrange qui correspond
aux forces d’interaction entre les sous domaines. Ce choix est bien en accord avec
l’approche NSCD où les impulsions sont les variables privilégiées. La méthode de
résolution générique est constituée de deux étapes d’un algorithme de type Gauss-
Seidel. Une telle stratégie utilise l’algorithme générique “Gauss Seidel Non Linéaire”
(GSNL) associé à la formulation NSCD ; pour quelques résultats de convergence, voir
[35].

Les développements suivants ont trois objectifs principaux. Le premier est de pro-
poser un algorithme amélioré combinant à la fois les avantages de la LATIN et de
GSNL-DD (GSNL version décomposition de domaine) précédemment comparés au
chapitre 2.3.3. L’amélioration est motivée par la nature du problème d’interface
dérivé de l’approche FETI. L’opérateur associé s’est révélé être quasiment diagonal
de telle façon qu’aucune interaction à longue distance n’est générée et aucune quan-
tité macro à grande longueur d’influence ne peut être extraite de ce problème d’inter-
face (cf chapitre 3.4). Le second objectif est donc d’enrichir le problème d’interface
en vue d’accélérer la convergence et de définir un problème macro homogénéisé.
Enfin, en troisième objectif, le rôle des mouvements de corps rigides, par sous do-
maine, sur la convergence de l’algorithme doit être clarifié. En effet, l’insertion de
ceux-ci au sein du problème grossier est essentielle pour l’extensibilité de problèmes
élastostatiques, ce qui a motivé le développement de la méthode FETI [27].

Ce dernier chapitre sera plus théorique en vue essentiellement de proposer un
enrichissement de l’algorithme standard. L’analyse théorique permettra de justi-
fier les choix d’enrichissement que l’on illustrera par des exemples de petite taille.
Une première partie permettra de mettre en place la méthodologie et de tester la
convergence sur un problème linéaire élastodynamique des algorithmes standards
ou enrichis. Suivra alors une analyse asymptotique dédiée à l’étude de ces algo-
rithmes dans un cas non régulier pour une collection de corps rigides avec des inter-
actions de contact unilatéral sans frottement. On finira sur des premières validations
numériques de l’enrichissement proposé, en étudiant quels sont les gains obtenus et
comment les optimiser.
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4.1. ANALYSE DE CONVERGENCE DE GSNL MULTIDOMAINE

4.1 Analyse de convergence de GSNL multido-

maine

4.1.1 Méthodologie

L’algorithme 1 obtenu précédemment au chapitre 2.3.2 est basé sur les équations
suivantes :

– Dynamique :
MEVE −RE + ATEΓFΓ = Rd

E (Dyn)

– Admissibilité : {
vE = HT

EVE
RE = HErE

(Adm)

– Comportement :
R (vE, rE) = 0 (Compt)

– Continuité : ∑
E

AEΓVE = 0 (Conti)

C’est l’agencement de ces équations qui fournit l’algorithme générique des cha-
pitres précédents. On choisit de répartir ces équations entre deux étapes intervenant
à chaque itération ; on part d’une solution (rE, vE, FΓ) pour arriver à un itéré suivant
(r̄E, v̄E, F̄Γ)),

– Étape 1 : (Dyn) + (Adm) + (Compt)⇒
{
WE r̄E − v̄E = HT

EM
−1
E (ATEΓFΓ −Rd

E)
R (v̄E, r̄E) = 0

– Étape 2 : (Dyn) + (Conti) + (Adm) ⇒ X F̄Γ =
∑nsd

E=1AEΓM
−1
E (R̄E +Rd

E)
Cet agencement donne l’algorithme 1 mis en place au hapitre 2.3.2 et répété ici

pour faciliter la lecture.

En éliminant les variables locales (r̄E, v̄E) dans la première étape de l’algo-
rithme 1, on peut définir un algorithme de point fixe appliqué au multiplicateur
d’interface FΓ. Pour cela on introduit l’application TΓ qui permet de passer d’un
itéré de FΓ au suivant F̄Γ,

TΓ : FΓ 7→ F̄Γ. (4.1)

La deuxième étape permet de mettre à jour les impulsions d’interface F̄Γ à partir
des impulsions de contact r̄E mises à jour dans l’étape 1,

XF̄Γ = f̂ +

nsd∑
E=1

ÂEΓr̄E. (4.2)
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Algorithm 1 (Version générique)

for i = 1, . . . , N do {Boucle sur les pas de temps}
initialisation des inconnues (rE, vE, FΓ) au temps ti.
while ζ < ζmax (critère de convergence) do

(rE,vE,FΓ) sont connus, calcul de (r̄E,v̄E,F̄Γ) :
Étape 1 : Calcul de r̄E,v̄E en parallèle pour E = 1, . . . , nsd
avec nGS itérations de Gauss-Seidel sur :{

WE r̄E − v̄E = −vdE + ÂTEΓFΓ

R(v̄E, r̄E) = 0

Étape 2 : Calcul de F̄Γ :

XF̄Γ = f̂ +

nsd∑
E=1

ÂEΓr̄E

for E = 1, . . . , nsd do
(rE, vE, FΓ)← (r̄E, v̄E, F̄Γ)

end for
end while

end for
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La première étape est écrite sous la forme de l’application TΓE permettant de pas-
ser des grandeurs d’interface FΓ aux impulsions par sous domaine r̄E. Cet opérateur
est a priori très non linéaire,

TΓE : FΓ 7→ r̄E. (4.3)

L’opérateur TΓ s’écrit alors,

TΓ(FΓ) = F̄Γ = X−1(f̂ +

nsd∑
E=1

ÂEΓTΓE(FΓ)) (4.4)

et TΓ est contractante si X−1
∑nsd

E=1 ÂEΓTΓE(FΓ) l’est. Du fait de la non linéarité,
il n’est pas évident d’étudier les caractéristiques de cet opérateur dans un cas général.
Pour étudier le caractère contractant de cette application, on revient au cas linéaire
décrit au chapitre 2.4.1. Pour la suite il est pratique de mettre en place un paramètre
linéaire ε correspondant à l’inverse du paramètre linéaire kE, supposé identique pour
toutes les interactions. La relation de comportement s’écrit alors,

R(v̄E, r̄E) = 0⇔ r̄E = −kE v̄E = −1

ε
v̄E. (4.5)

Ce qui permet de réécrire la première étape sous la forme d’unique inconnue r̄E
(Id, matrice identité),

(WE + εId) r̄E = −vdE + ÂTEΓFΓ. (4.6)

L’opérateur TΓE peut alors être mis en évidence,

r̄E = (WE + εId)
−1
(
−vdE + ÂTEΓFΓ

)
(4.7)

et en posant WE,ε = (WE + εId) on obtient,

TΓE(FΓ) = W−1
E,εÂ

T
EΓFΓ + f̂dE, (4.8)

où f̂dE = W−1
E,ε

(
−vdE

)
. L’application TΓ caractéristique de l’application de point fixe

s’écrit alors,

TΓ(FΓ) = X−1

(
f̂ +

nsd∑
E=1

ÂEΓ

(
W−1
E,εÂ

T
EΓFΓ + f̂dE

))
. (4.9)

En posant f̂d = X−1
(
f̂ +

∑nsd
E=1 ÂEΓf̂

d
E

)
on obtient,
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TΓ(FΓ) = X−1YεFΓ + f̂d, (4.10)

avec

Yε =

nsd∑
E=1

ÂEΓW
−1
E,εÂ

T
EΓ, (4.11)

ou en écriture moins condensée,

Yε =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E HE(WE + εId)

−1HT
EM

−1
E ATEΓ. (4.12)

La matrice de contraction Bε dépend alors du paramètre de flexibilité ε,

Bε = X−1Yε, (4.13)

et l’application est contractante si le rayon spectral de Bε est inférieur à 1,

ρ(Bε) < 1. (4.14)

4.1.2 Analyse de convergence dans le cas linéaire

Une estimation théorique du rayon spectral de cette matrice n’est pas aisément
accessible, mais une évaluation numérique peut être réalisée pour des exemples
simples, en vue de comparer les performances de cet algorithme avec celui à ve-
nir. Le premier exemple simple consiste en un essai 2D sans frottement de problème
granulaire avec 4 disques et potentiellement 5 contacts, ces derniers représentés par
des lignes continues sur la Figure 4.1. Une solution est dessinée sur la même figure
pour une vitesse imposée sur un des disques ; certaines tensions sont positives ou
nulles (en gris), car la perte de contact n’est pas prise en compte dans cet exemple.
Ce système est divisé en deux sous domaines, chacun contenant un disque et deux
demi-disques. Deux exemples plus gros sont représentés dans les Figures 4.2 et 4.3.
Le rayon spectral de la matrice de contraction est donné en fonction de ε sur la
Figure 4.4 ; deux valeurs particulières sont distinguées : ε = 1 et le cas limite ε = 0.

Dans le cas ε = 0 le rayon spectral est à son maximum. On est dans un cas limite
rigide, donc la convergence est plus délicate ; toutefois les valeurs obtenues restent
inférieures à 1 : l’application reste contractante. Les valeurs obtenues pour ε = 1
sont indiquées car elles sont une référence pour la suite. Les masses des grains étant
unitaires ici, ce cas correspond au choix fait pour le paramètre régularisant dans
le chapitre 2.2.2. Plus ε est grand plus le problème est régularisé, le rayon spectral
diminue en conséquence. Enfin plus on a de disques, plus les liens sont nombreux,
et moins l’influence de la partie régularisante est grande.
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Fig. 4.1 – Un premier exemple avec 4 disques et 5 liens découpés en deux sous
domaines et un réseau de tensions résultant (noir pour la compression et gris pour
la tension).

4.2 Une tentative d’enrichissement

4.2.1 Algorithme enrichi

Pour un système granulaire dense, les équations de la dynamique seules ne suf-
fisent pas pour reproduire le comportement collectif (global) de l’exemple. L’opérateur
global précédent X ne mettait en jeu que la dynamique via les matrices d’inertie
ME ; cet opérateur est diagonal et ne peut ainsi fournir aucun transfert d’information
entre les grains à une longue distance. L’introduction d’un comportement collectif
doit donc aussi prendre en compte les interactions entre grains. Pour cela, nous
proposons d’introduire une direction de recherche additionnelle dans l’algorithme
précédent 1 qui, en gardant le problème de référence inchangé, peut s’interpréter
comme un comportement numérique tangent entre les grains. Cela introduit alors
un paramètre additionnel dont il faudra étudier la détermination optimale. Un com-
portement tangent est donc ajouté aux équations utilisées pour l’algorithme standard
du chapitre 4.1.1 sous la forme,

(r̃E − r̄E) + lE(ṽE − v̄E) = 0. (Dir)

Le seul changement dans la répartition des équations consiste à ajouter cette
direction de recherche à l’étape 2 :

– Étape 1 : (Dyn) + (Adm) + (Compt)
– Étape 2 : (Dyn) + (Conti) + (Adm) + (Dir)

L’algorithme précédent est donc modifié comme suit. La première étape consiste
toujours à trouver indépendamment sur chaque sous domaine E = 1, . . . , nsd, les
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Fig. 4.2 – Un second exemple avec 8 disques et 13 liens découpés en deux sous
domaines et un réseau de tensions résultant (noir pour la compression et gris pour
la tension).

quantités (v̄E, r̄E) satisfaisant,{
WE r̄E − v̄E = ÂTEΓFΓ − vdE
R(v̄E, r̄E) = 0

(4.15)

La deuxième étape est modifiée. Elle nécessite de trouver (ṽE, r̃E) et F̄Γ, une fois
que (v̄E, r̄E) sont connus de l’étape précédente, satisfaisant :

– les équations de la dynamique (Dyn),
– l’admissibilité (Adm),
– la contrainte de continuité à l’interface (Conti),
– la nouvelle direction de recherche (r̃E − r̄E) + lE(ṽE − v̄E) = 0 (Dir).
lE est un paramètre numérique additionnel dans l’algorithme. Comme pour kE, il

est commode pour l’analyse à venir d’introduire un paramètre identique pour toutes
les interactions, η = 1

lE
.
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Fig. 4.3 – Un troisième exemple avec 12 grains et 21 liens découpés en deux sous
domaines et un réseau de tensions résultant (noir pour la compression et gris pour
la tension).

En introduisant maintenant le champ de vitesse des grains ṼE, la dynamique
s’écrit,

MEṼE + ATEΓF̄Γ = Rd
E +HE r̃E. (4.16)

Substituer r̃E avec la nouvelle direction de recherche, en utilisant l’admissibilité
cinématique ṽE = HT

E ṼE, donne

Mη,EṼE = Rd
E +HE(r̄E +

1

η
v̄E)− ATEΓF̄Γ (4.17)

avec Mη,E = ME + 1
η
KE et KE = HEH

T
E qui contiennent des informations sur le

réseau des interactions grâce à la matrice de connectivitéHE. Comme précédemment,
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Fig. 4.4 – Évolution du rayon spectral de l’algorithme générique en fonction de ε
pour les 3 exemples : 4 disques (point), 8 disques (tiret), 12 disques (continus).

les équations de la dynamique sont condensées sur les impulsions d’interface, et la
condition de continuité à l’interface donne le nouveau comportement global avec F̄Γ

comme inconnue,

XηF̄Γ =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
η,E[Rd

E +HE(r̄E +
1

η
v̄E)], (4.18)

avec le nouvel opérateur global sur les impulsions d’interface,

Xη =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
η,EA

T
EΓ. (4.19)

Ceci constitue la deuxième étape modifiée de l’algorithme. L’algorithme enrichi est
écrit dans Algorithme 2.

4.2.2 Analyse de convergence dans le cas linéaire

Dans un tel cas, la première étape se simplifie en : trouver r̄E, pour chaque
sous domaine indépendamment, vérifiant (4.6). Pour la seconde étape, le membre de
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Algorithm 2 (Version enrichie)

for i = 1, . . . , N do {Boucle sur les pas de temps}
initialisation des inconnues (rE, vE, FΓ) au temps ti
while ζ < ζmax (critère de convergence) do

(rE,vE,FΓ) sont connus, calcul de (r̄E,v̄E,F̄Γ).
Étape 1 : Calcul de r̄E,v̄E en parallèle pour E = 1, . . . , nsd
avec nGS itérations de Gauss-Seidel sur :{

WE r̄E − v̄E = HT
EM

−1
E (ATEΓFΓ −Rd

E)

R(v̄E, r̄E) = 0

Étape 2 : Calcul de F̄Γ :

XηF̄Γ =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
η,E[Rd

E +HE(r̄E +
1

η
v̄E)]

for E = 1, . . . , nsd do
(rE, vE, FΓ)← (r̄E, v̄E, F̄Γ)

end for
end while

end for
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droite se simplifie,

r̄E + lE v̄E = (1− ε

η
)r̄E. (4.20)

Comme pour la méthode générique appliquée dans 4.1.1 au cas linéaire, les va-
riables locales peuvent être éliminées de manière à obtenir un algorithme de point
fixe sur l’inconnue FΓ. L’expression de TΓ correspondante à (4.4) s’écrit, à partir de
l’étape 2, pour cet algorithme,

TΓ(FΓ) = F̄Γ = X−1
η

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E,η

[
Rd
E +HE

(
1− ε

η

)
TΓE (FΓ)

]
(4.21)

et puisque l’étape 1 n’est pas modifiée on conserve l’expression de TΓE de (4.8).
On obtient la matrice de contraction qui est assez complexe et dépend à la fois

du paramètre physique de flexibilité ε et du paramètre additionnel numérique η :

Bε,η = X−1
η Yε,η (4.22)

où
Xη =

∑nsd
E=1AEΓM

−1
E,ηA

T
EΓ

Yε,η =
∑nsd

E=1AEΓM
−1
E,ηHE

(
1− ε

η

)
W−1
E,εÂ

T
EΓ

=
(

1− ε
η

)∑nsd
E=1AEΓM

−1
E,ηHEW

−1
E,εH

T
EM

−1
E ATEΓ

ME,η = ME + 1
η
KE

KE = HEH
T
E

(4.23)

Quand η = ε la matrice Yε,η est évidemment nulle et le rayon spectral de Bε,η est
nul aussi. Ceci signifie qu’il converge en une seule itération, parce que les deux étapes
sont totalement découplées : la deuxième étape est le problème condensé sur l’in-
terface du problème sous-structuré. Ce résultat ne fait que souligner la consistance
et l’enrichissement fort de cette seconde version de la méthode pour un paramètre ε
non nul. Le rayon spectral peut être évalué sur les exemples pour chaque valeur de
η, ε étant fixé à 1 ou 0 sur la Figure 4.5. Cependant pour le cas asymptotique, ε = 0,
la valeur optimale zéro du rayon spectral ne semble pas être atteinte, spécialement
quand la taille du système augmente de l’exemple 1 à l’exemple 3. Les traits hori-
zontaux de la Figure 4.5 correspondent à la version générique, celle-ci ne variant pas
en fonction de η, et dont les valeurs sont mises en évidence Figure 4.4.
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Fig. 4.5 – Rayon spectral de l’algorithme enrichi en fonction de η, pour ε = 1 et
pour ε = 0 et les trois exemples : 4 disques (point), 8 disques (tiret), 12 disques
(continus).

4.3 Analyse asymptotique et non régulière

Une telle analyse concerne deux cas limites. Le second, le cas non régulier,
consiste à déterminer les impulsions de contact et les vitesses induites à un temps
donné dans un granulat dense impacté par des particules. On se limite ici à l’étude
du contact sans frottement (ce cas est appelé non régulier dans la suite).

Le premier cas n’est pas relié à un cas physique réaliste, mais est un problème
intermédiaire vu comme le cas limite du problème linéaire régulier où le paramètre
de flexibilité ε tend vers zéro. On a alors à déterminer dans ce problème linéaire une
distribution d’impulsions entre corps rigides sans perte de contact possible. Ceci
est similaire à la détermination de tensions dans un réseau hyperstatique de barres
rigides.
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4.3.1 Cas limite rigide avec GSNL standard

Quand ε tend vers zéro, la matrice de contraction limite est alors égale à :

B0 = X−1Y0 où Y0 =

nsd∑
E=1

ÂEΓW
−1
E ÂTEΓ. (4.24)

Il n’est pas surprenant que le rayon spectral augmente quand le paramètre ε
tend vers zéro, comme montré sur la Figure 4.4. De plus cette matrice ne peut pas
toujours être évaluée si l’opérateur de Delassus WE est non inversible, c’est à dire
quand le réseau des contacts est hyperstatique. C’est une situation commune dans
les granulats denses, générant la non unicité de la distribution des impulsions de
contact. Cependant une telle difficulté n’est pas rencontrée dans les exemples traités
ici.

4.3.2 Cas limite rigide avec GSNL enrichi

Si l’on trace le rayon spectral de la matrice de contraction ρ(B0,η) en fonction
de η, comme sur la Figure 4.5, on obtient une valeur décroissante du rayon spectral
quand η tend vers zéro, mais un rayon spectral nul ne semble pas pouvoir être atteint.
Pour vérifier directement la cohérence du problème limite, η = 0 pour ε = 0, nous
avons à réaliser une approximation de la matrice M−1

E,η quand η tend vers zéro. Dans
l’algorithme enrichi (4.17) la matrice ME,η s’écrit,

ME,η =

(
ME +

1

η
KE

)
. (4.25)

ME est symétrique et définie positive et même diagonale, on peut donc extraire
sa racine carré,

M
1/2
E tel que ME = M

1/2
E M

1/2
E . (4.26)

On pourrait à partir d’ici utiliser le théorème de diagonalisation simultanée de
ME et KE, mais on va plutôt détailler la démarche pour faire apparâıtre la pseudo-
inverse de Moore-Penrose. Soit donc KEM = M

−1/2
E KEM

−1/2
E symétrique et définie

positive. Par le théorème de diagonalisation il existe QE orthogonale (QT
EQE = IE)

telle que,

KEM = QT
EDEQE avec dii ≥ 0, (4.27)

où DE est une matrice diagonale, dont les entrées dii sont positives.
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On a alors,

KE = M
1/2
E QT

E︸ ︷︷ ︸
OTE

DE QEM
1/2
E︸ ︷︷ ︸

OE

, (4.28)

OT
EOE = M

1/2
E QT

EQEM
1/2
E = ME. (4.29)

On a donc l’expression suivante de ME,η,

ME,η = OT
E

IE +
1

η
DE︸ ︷︷ ︸eDE

OE (4.30)

où D̃E est inversible car d̃ii = 1 + dii
η
> 0 (avec d̃ii les éléments de la matrice D̃E,

l’indice E étant omis pour simplifier l’écriture) et

M−1
E,η = O−1

E D̃−1
E O−TE . (4.31)

Détaillons D̃−1
E et son développement au premier ordre,

d̃−1
ii =

η

η + dii
∼ η

1

dii
si dii > 0 et η petit. (4.32)

Définissons alors D∞E et D+
E de la manière suivante :

d∞ii =

{
0 si dii 6= 0
1 si dii = 0

et d+
ii =

{
1
dii

si dii 6= 0

0 si dii = 0
. (4.33)

Il est clair alors que,

D̃−1
E ∼ D∞E + ηD+

E (4.34)

et, en posant M∞
E = O−1

E D∞E O
−T
E et K+

E = O−1
E D+

EO
−T
E ,

M−1
E,η ∼M∞

E + ηK+
E . (4.35)

Pour faire apparâıtre la pseudo-inverse de Moore-Penrose on passe par l’étude
des propriétés de M∞

E et K+
E .

Propriété 1 : ∀x vecteur, M∞
E x n’est non nul que sur le noyau de KE. Or HE

engendre Im(KE). Comme Ker(KE) ⊥ Im(KE) on a donc,

M∞
E HE = 0 (4.36)
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Propriété 2 : K+
E peut être interprété comme la pseudo-inverse de Moore-Penrose

modulo ME. En effet la pseudo-inverse de Moore-Penrose, indicée MP , s’écrit nor-
malement,

KMP
E = UT

EΛ+
EUE (4.37)

où KE = UT
EΛEUE avec UT

EUE = IE et Λ+
ii =

{
1

Λii
si Λii 6= 0

0 si Λii = 0
On a ici,

KE = OT
EDEOE = M

1/2
E QT

EDEQEM
1/2
E (4.38)

et

K+
E = O−1

E D+
EO
−T
E = M

−1/2
E QT

ED
+
EQEM

−1/2
E . (4.39)

En posant KEM = M
−1/2
E KEM

−1/2
E , de (4.38) on tire,

KEM = QT
EDEQE (4.40)

et de (4.39),

K+
E = M

−1/2
E KMP

EMM
−1/2
E . (4.41)

Limite du second membre de l’étape 2. l’ approximation au premier ordre du
second membre de l’étape 2 s’écrit,

nsd∑
E=1

AEΓ

[(
M∞

E + ηK+
E

)
F d
E +

(
M∞

E + ηK+
E

)
HE(r̄E +

1

η
v̄E)

]
, (4.42)

et avec (4.36) il reste,

nsd∑
E=1

AEΓ

[(
M∞

E + ηK+
E

)
F d
E + ηK+

EHE r̄E +K+
EHE v̄E

]
. (4.43)

Sa limite quand η tend vers zéro a alors une expression simple et l’étape 2 s’écrit
alors,

XFΓ =

nsd∑
E=1

AEΓ

[
M∞

E F
d
E +K+

EHE v̄E
]
. (4.44)
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Convergence de l’algorithme pour le problème limite rigide. Dans le cas
limite rigide ε = 0, l’étape 1 s’écrit,{

WE r̄E − v̄E = ÂTEΓFΓ − vdE
v̄E = 0

soit WE r̄E = ÂTEΓFΓ − vdE de seule inconnue r̄E. On peut réécrire la deuxième étape
de l’algorithme enrichi quand η tend vers zéro, et quelque soit la loi locale de com-
portement (même pour des lois non linéaires ou non régulières) :

X∞F̄Γ =

nsd∑
E=1

AEΓ[M∞
E R

d
E +K+

EHE v̄E] avec X∞ =

nsd∑
E=1

AEΓM
∞
E A

T
EΓ (4.45)

Cette étape est découplée de l’étape 1. On retrouve le cas limite ε = η du cas
régulier du chapitre 4.2.2. Le cas limite rigide linéaire est caractérisé par un champ
de variables cinématiques v̄E (vitesses relatives entre grains pour un système gra-
nulaire) égal à zéro, de sorte que les étapes de l’algorithme soient découplées, et la
convergence nécessite alors une seule itération comme pour le cas linéaire régulier. Il
est intéressant de noter que la matrice M∞

E extrait les mouvements de corps rigide
du sous domaine E, souvent utilisés comme pré-conditionneurs dans les problèmes
élastostatiques et même élastodynamiques de milieux continus.

4.3.3 Cas non régulier avec GSNL standard

Un premier essai pour analyser la convergence d’un cas non régulier consiste
à considérer une condition de complémentarité entre rE et vE (caractéristique du
contact unilatéral sans frottement entre les grains d’un granulat). Une telle condition
peut être interprétée comme une relation linéaire par morceaux. La convergence
globale est difficile à analyser [1, 35] mais on peut étudier la convergence locale telle
que réalisée par exemple dans [12].

La solution d’un problème de complémentarité est caractérisée mathématiquement
par le domaine de linéarité à laquelle elle appartient, et mécaniquement, si on se
réfère à un problème de contact, à la liste des contacts réellement actifs à conver-
gence. On introduit alors l’opérateur de compatibilité, noté ici GE, restriction de
HE à cette liste de contacts.

On illustre la différence entre GE et HE sur les trois exemples précédents des
Figures 4.1, 4.2 et 4.3. Parmi l’ensemble des contacts de HE, on distingue ceux de
GE en trait continu, ceux restant (différence entre HE et GE) étant représentés en
pointillés sur les Figures 4.6, 4.7 et 4.8. A cette restriction des contacts réellement
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actifs sont associées les trois nouvelles solutions correspondantes sur ces mêmes
figures.

Fig. 4.6 – Le premier exemple avec 4 disques et 5 liens découpés en deux sous
domaines et un réseau de compression résultant des seuls liens actifs (traits continus).

Fig. 4.7 – Le second exemple avec 8 disques et 13 liens découpés en deux sous
domaines et un réseau de compression résultant des seuls liens actifs (traits continus).

La solution respecte donc la “loi de comportement”,

v̄E = GEVE = 0 (4.46)

qui stipule que tous les contacts de GE sont actifs. On retrouve donc le cas limite
rigide associé à l’opérateur GE. Les impulsions sur les grains sont reliées aux seules
impulsions de contact actives par GE et à toutes les impulsions de contact potentiel
par HE,
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Fig. 4.8 – Le troisième exemple avec 12 grains et 21 liens découpés en deux sous
domaines et un réseau de compression résultant des seuls liens actifs (traits continus).

RE = HErE = GE r̄E (4.47)

alors, rE = CE r̄E et HECE = GE.
Lors des dernières itérations de l’Algorithme 2, les contacts actifs ayant été

déterminé, la première étape de l’algorithme générique 1 peut être écrite comme
suit : GE remplace HE dans WE, ÂEΓ et f̂Γ pour définir W̄E, ĀEΓ et f̄Γ (ĀTEΓ =
GT
EM

−1
E ATEΓ, W̄E = GT

EM
−1
E GE, on rappelle que dans ce cas v̄E est égal à zéro). On

ne résout le problème local que sur les contacts actifs,

Étape 1 : W̄E r̄E = −v̄dE + ĀTEΓF̄Γ (4.48)

La deuxième étape est aussi réécrite. On prend les r̄E calculés sur les contacts
actifs et 0 sur les autres de manière à travailler avec des vecteurs de même taille
qu’auparavant en prenant tous les contacts en compte, de sorte que r̄E est remplacé
par CE r̄E,

Étape 2 : XF̄Γ = f̂ +

nsd∑
E=1

ÂEΓCE r̄E = f̂ +

nsd∑
E=1

ĀEΓr̄E. (4.49)

La matrice de contraction limite correspond à celle associée au cas limite linéaire
rigide, utilisant GE à la place de HE. Pour les trois exemples, le rayon spectral est
représenté sur la Figure 4.9 avec une ligne horizontale, indépendante de η,

B̄ = X−1Ȳ où Ȳ =

nsd∑
E=1

ĀEΓW̄
−1
E ĀTEΓ (4.50)
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4.3.4 Cas non régulier avec GSNL enrichi

L’analyse locale de la convergence de l’algorithme enrichi nécessite de réécrire
l’expression de la nouvelle direction de recherche car ṽE et r̃E sont définis à partir de
HE tandis que v̄E et r̄E sont définis avec GE. r̃E et r̄E n’ont pas la même dimension,
le premier assemble toutes les impulsions de tous les contacts potentiels, avec de
nombreuses valeurs nulles, tandis que le second n’assemble que les impulsions des
contacts actifs.

(r̃E − r̄E) +
1

η
(ṽE − v̄E) = 0 =⇒ (r̃E − CE r̄E) +

1

η
(ṽE −HT

E V̄E) = 0 (4.51)

En suivant la méthode précédente,

R̃E = HE r̃E = HECE r̄E −
1

η
HEH

T
E ṼE +

1

η
HEH

T
E V̄E, (4.52)

et l’écriture de la dynamique (4.17) donne

ṼE = M−1
E,η

[
Rd
E +HECE r̄E +

1

η
HEH

T
E V̄E − ATEΓF̄Γ

]
. (4.53)

En conséquence, seule la deuxième étape de l’algorithme est modifiée comme
suit :

Étape 2 : XηF̄Γ =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E,η

[
F d
E +HECE r̄E +

1

η
KEV̄E

]
(4.54)

où Xη =
∑nsd

E=1AEΓM
−1
E,ηA

T
EΓ.

Analyse de la convergence. Il faut calculer r̄E et V̄E en fonction de FΓ sachant
que v̄E = 0 . r̄E satisfait la dynamique réduite,

r̄E = W̄E
−1 (−fdE + ĀTEΓFΓ

)
, (4.55)

et V̄E satisfait la dynamique,

MEV̄E − R̄E + ATEΓFΓ = Rd
E, (4.56)

or R̄E = GE r̄E donc V̄E s’écrit,

V̄E = M−1
E

[
GEW̄

−1
E ĀTEΓ − ATEΓ

]
FΓ +M−1

E

[
Rd
E +GEW̄

−1
E vdE

]
. (4.57)
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L’étape 2 s’écrit alors,

XηFΓ =
∑nsd

E=1AEΓM
−1
E,ηHE×[

CEW̄
−1
E ĀTEΓ + 1

η
HT
EM

−1
E

(
GEW̄

−1
E GT

EM
−1
E − IE

)
ATEΓ

]
FΓ

+
∑nsd

E=1AEΓM
−1
E,η

[(
IE + 1

η
HEH

T
EM

−1
E

)
Rd
E

+
(
−HECEW̄

−1
E + 1

η
HEH

T
EM

−1
E GEW̄

−1
E

)
fdE

] (4.58)

La matrice de contraction dépend du paramètre numérique de flexibilité η,

B̄η = X−1
η Ȳη (4.59)

où

Ȳη =
∑nsd

E=1AEΓM
−1
E,ηHEZE,ηA

T
EΓ

ZE,η = CEW̄
−1
E GT

EM
−1
E +

1

η

(
HT
EM

−1
E GEW̄

−1
E GT

EM
−1
E −HT

EM
−1
E

) (4.60)

Un tel opérateur est assez difficile à analyser d’un point de vue théorique. Cependant,
il peut être testé sur les exemples, en déterminant le rayon spectral en fonction de
η.

On remarque sur la Figure 4.9 que le rayon spectral est généralement plus petit
que celui de l’algorithme générique, se rapprochant de la valeur du générique quand
η augmente, mais devenant plus grand que 1 quand η tend vers zéro. Toutefois, plus
le nombre de disques est grand, plus la valeur optimale de η est proche de zéro. Un tel
comportement semble exclure l’utilisation de la version asymptotique (η = 0) pour
résoudre un système dynamique non régulier comme un milieu granulaire. Cepen-
dant, une telle analyse asymptotique illustre la consistance de l’approche précédente
et ouvre des perspectives numériques.

De la même façon que dans (4.25) M−1
E,η est développé au premier ordre, ce qui

permet d’obtenir l’expression de la seconde étape,

X∞F̄Γ =

nsd∑
E=1

AEΓ

[
M∞

E R
d
E +K+

EKEV̄E
]

(4.61)

Analyse de la convergence. En procédant comme précédemment on obtient,

X∞F̄Γ =
∑nsd

E=1AEΓK
+
EHE

(
HT
EM

−1
E GEW̄

−1
E GT

EM
−1
E −HT

EM
−1
E

)
ATEΓFΓ

+
∑nsd

E=1AEΓ

[(
M∞

E +K+
EHEH

T
EM

−1
E

)
Rd
E

+ K+
EHEH

T
EM

−1
E GEW̄

−1
E fdE

] .

(4.62)
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Fig. 4.9 – Rayon spectral asymptotique de l’algorithme enrichi en fonction de η
pour les 3 exemples : 4 disques (point), 8 disques (tiret), 12 disques (continus).

Ainsi, quand η tend vers zéro, la matrice de contraction prend la forme suivante,

B̄∞ = X∞Ȳ ∞ où Ȳ ∞ =
∑nsd

E=1AEΓK
+
EHEZ

∞ATEΓ

et Z∞ = HT
EM

−1
E GEW̄

−1
E GEM

−1
E −HT

EM
−1
E

. (4.63)

L’opérateur Z∞ s’annule quand GE = HE en accord avec les résultats de 4.3.2 :

Z∞ = HT
EM

−1
E GE︸ ︷︷ ︸

W̄E si GE=HE

W̄−1
E GEM

−1
E −H

T
EM

−1
E = 0 si GE = HE (4.64)

Les deux étapes sont découplées : la seconde calcule le multiplicateur à l’interface
FΓ et la première détermine les variables internes vE et rE. Un tel résultat peut être
étendu à un cas plus général où le rang de HE est plus petit que celui de GE. Si l’on
se réfère à un problème de type granulaire, ceci signifie que les contacts potentiels
considérés à l’étape globale sont moins nombreux que les contacts actifs. Dans ce
cas, les deux étapes sont toujours découplés mais la solution ne vérifie pas toutes
les équations, car la deuxième étape (globale) ne prend pas en compte tous les liens
actifs (contacts) représentés par la matrice de passage GE.

Cas où Im(HE) ⊂ Im(GE). Ceci correspond au cas où l’on prendrait pour
construire l’opérateur HE, supposé basé sur les contacts potentiels, des contacts
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dont on serait sûr a priori qu’ils seraient actifs à convergence. L’opérateur Z∞E agit
sur les torseurs des grains du sous domaine E, TE. Tout élément zE de TE peut être
décomposé en deux contributions,

zE = GExE + yE, (4.65)

l’une appartenant à Im(GE) et de sorte que son complémentaire yE soit M−1
E -

orthogonal à Im(GE), soit, xTEG
T
EM

−1
E yE = 0 ∀xE, donc GT

EM
−1
E yE = 0. Donc

∀zE ∈ TE,

Z∞E zE = HT
E

[
M−1

E GE

(
GT
EM

−1
E GE

)−1
GT
EM

−1
E −M

−1
E

]
(GEx+ yE) (4.66)

avec

Z∞E GExE = HT
E

M−1
E GE

(
GT
EM

−1
E GE

)−1
GT
EM

−1
E GE︸ ︷︷ ︸

IE

−M−1
E GE


︸ ︷︷ ︸

=0

xE (4.67)

et

Z∞E yE = HT
EM

−
E 1GE

(
GT
EM

−1
E GE

)−1
GT
EM

−1
E yE −HT

EM
−1
E yE. (4.68)

Or par définition GT
EM

−1
E y = 0 et puisque Im(HE) ⊂ Im(GE) alors HT

EM
−1
E y =

0. Au final dans le cas Im(HE) ⊂ Im(GE) on a,

Z∞E = 0. (4.69)

Les deux étapes de l’algorithme sont découplées. Si l’on considère un nombre de
contacts pour HE inférieur au nombre de contacts actifs, il suffit de résoudre l’étape
2 pour connâıtre FΓ puis la dynamique par sous domaine.

L’algorithme GSNL enrichi dans le cas limite η = 0, est écrit dans l’algorithme
3.
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Algorithm 3 (Version enrichie pour le cas limite η = 0).

for i = 1, . . . , N do {Boucle sur les pas de temps}
initialisation des inconnues (rE, vE, FΓ) au temps ti.
(rE,VE,FΓ) sont connus, calcul de (r̄E,V̄E,F̄Γ) :
while ζ < ζmax (critère de convergence) do

Étape 1 : Calcul de r̄E en parallèle pour E = 1, . . . , nsd
avec nGS itérations de Gauss-Seidel sur :{

WE r̄E − v̄E = HT
EM

−1
E (ATEΓFΓ −Rd

E)

R(v̄E, r̄E) = 0

Étape 2 : Calcul de F̄Γ :

X∞F̄Γ =

nsd∑
E=1

AEΓ

[
M∞

E R
d
E +K+

EKEV̄E
]

for E = 1, . . . , nsd do
(rE, VE, FΓ)← (r̄E, V̄E, F̄Γ)

end for
end while

end for

110



4.4. PREMIÈRES VALIDATIONS NUMÉRIQUES

4.4 Premières validations numériques

4.4.1 Comparaison des versions générique et enrichie

Fig. 4.10 – Découpage en 4 sous domaines d’un échantillon bidimensionnel à 1 000
disques.

Fig. 4.11 – Essai de cisaillement bidimensionnel sur 1 000 disques.

Les versions générique et enrichie sont testées sur un exemple de cisaillement
de faible dimension, avec quatre sous domaines dont le découpage est illustré Fi-
gure 4.10. Les configurations initiale et finale de ce test sont illustrées sur la Fi-
gure 4.11. Dans la version enrichie le paramètre η a été choisi η = 1

moyenne((WD)−1)
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Fig. 4.12 – Comparaison des algorithmes classique et enrichi sur l’essai de cisaille-
ment à 1 000 disques.

en accord avec le choix de la direction de recherche optimum réalisé au chapitre 2.3.3.
Pour chaque version, sur un pas de temps on réalise 100 itérations (que l’on considère
suffisante pour garantir la convergence) des algorithmes générique et enrichi. Pour
chacune de ces itérations on réalise un certain nombre d’itérations de GSNL (nGS)
entre chaque mise à jour d’interface. Deux nombres d’itérations de Gauss-Seidel par
sous domaine sont testés, nGS = 1 et nGS = 100, voir Figure 4.12.

De manière synthétique, les taux de convergence sont similaires, avec une faible
amélioration pour l’algorithme enrichi.

On interprète que que pour nGS = 1, le gain est plus prononcé pendant les
premières itérations dans la version enrichie, et disparâıt quand la majorité des
corrections sont locales, dans les sous domaines, et concernent principalement le
réseau des forces faibles [52].

Pour nGS = 100, la version enrichie donne moins d’amélioration au départ mais
le taux de convergence asymptotique est le même que la version générique est, bien
sûr, meilleur que celui de nGS = 1. Toutefois la différence entre les deux est faible
en rapport avec la différence de coût en nombre d’opérations.
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4.4.2 Stratégies de résolutions incomplètes

Il apparâıt Figure 4.12 qu’il n’est pas du tout évident de devoir faire converger
chaque sous domaine avant de faire la mise à jour des interfaces pour passer à l’itéré
suivant. Lors de l’écriture de la version enrichie de Gauss Seidel appliquée au cas
granulaire, la résolution des efforts d’interface à chaque itération s’écrit,

XηF̄Γ =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E,η

[
Rd
E +HE(r̄E +

1

η
v̄E)

]
. (4.70)

La résolution de cette équation est basée sur le Xη qui a été enrichi de manière à
coupler les interfaces. La dimension de cette matrice est fonction du nombre total
de grains d’interface. Cette résolution est par conséquent chère en temps de calcul.
Pour diminuer ce temps de calcul un découpage de Xη est réalisé, en extrayant XD

η ,
partie diagonale de Xη. Un nouveau paramètre est introduit : nInter, le nombre de
sous itérations du problème d’interface. Une sous itération d’interface est régie par
l’équation (4.71) réalisant un passage de F̂Γ à F̃Γ.

XD
η F̃Γ =

nsd∑
E=1

AEΓM
−1
E,η

[
Rd
E +HE(r̄E +

1

η
v̄E)

]
− (Xη −XD

η )F̂Γ. (4.71)

Ces valeurs d’interfaces sont des intermédiaires au cours des sous itérations entre FΓ

à F̄Γ, valeur du multiplicateur à l’interface au début et à la fin d’une itération. Une
itération complète comprenant désormais nGS sous itérations du problème local par
sous domaine et nInter sous itérations du problème d’interface.

Au sein d’un pas de temps on a un certain nombre d’itérations à faire. Pour
chacune de ces itérations on peut sous itérer le problème local qui donne la résolution
de l’ensemble des contacts dans chaque sous domaine, on ira donc plus ou moins loin
dans la résolution sur chaque sous domaine en fonction du nombre de sous itérations
nGS. Maintenant on peut aussi faire un certain nombre de sous itérations d’interface.
Avec cette décomposition de Xη l’algorithme enrichi à résolution partielle est écrit
dans l’algorithme 4.

Plusieurs options sont alors possibles en terme d’algorithme, en allant de la plus
à la moins coûteuse. La première consiste à faire suffisamment de sous itérations
d’interface nInter pour avoir convergé vers la solution du problème initial donnant
les efforts d’interface, et ce à chacune des itérations au sein d’un pas de temps.
Cette solution revient au même que la résolution directe du problème d’interface
et est aussi coûteuse. Dans le cadre de l’étude qui suit ce paramètre est de 100
sous itérations d’interfaces pour garantir la convergence du problème d’interface.
Il a été pris par défaut égal au nombre maximum d’itérations fait sur un pas de
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Algorithm 4 (Version enrichie avec résolution itérative du problème d’interface).

for i = 1, . . . , N do {Boucle sur les pas de temps}
initialisation des inconnues (rE, vE, FΓ) au temps ti.
quand (rE,VE,FΓ) sont connus, calcul de (r̄E,V̄E,F̄Γ) :
while ζ < ζmax (critère de convergence) do

Étape 1 : Calcul de r̄E en parallèle pour E = 1, . . . , nsd
avec nGS itérations de Gauss-Seidel sur :{

WE r̄E − v̄E = HT
EM

−1
E (ATEΓFΓ −Rd

E)

R(v̄E, r̄E) = 0

Étape 2 : Calcul de F̄Γ :
for j = 1, . . . , nInter do
XD
η F̄Γ =

∑nsd
E=1AEΓM

−1
η,E[Rd

E +HE(r̄E + 1
η
v̄E)]− (Xη −XD

η )FΓ

(FΓ)← (F̄Γ)
end for
for E = 1, . . . , nsd do

(rE, VE, FΓ)← (r̄E, V̄E, F̄Γ)
end for

end while
end for
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temps. Ensuite, on peut tenter de diminuer ce nombre de sous itérations d’interface
jusqu’à une seule sous itération. Dans la suite, trois valeurs de ce paramètre sont
testées : 100, le maximum garantissant une résolution complète de l’interface, 2 sous
itérations représentant une potentielle diminution du coût de calcul et une résolution
moins fine sur l’interface, et 1 sous itération qui serait l’optimum en terme de coût
mais qui semble ne pas fonctionner et qui n’est pas affichée sur les courbes suivantes,
l’algorithme divergeant.

Dans l’étude qui suit on va chercher à déterminer les valeurs optimums des deux
nombres d’itérations nInter et nGS.

Cas linéaire.

On se place dans le cas linéaire identique à celui du chapitre 2.4.1, le paramètre

linéaire k = moyenne
(
WD

)−1
et η = 1

k
.

On commence par réaliser entre chaque mise à jour d’interface une seule sous
itération du problème local soit : nGS = 1. La Figure 4.13 donne pour deux cas
de sous itérations d’interface (nInter = 2 ou 100) deux indicateurs au cours des
itérations (chaque itération comportant alors nGS = 1 sous itération dans le sous
domaine et suivant le cas nInter = 2 ou 100 sous itérations à l’interface). Le pre-
mier indicateur est un indicateur en volume décrit par l’équation (2.66) et le second
l’indicateur d’interface par (2.67).

Avec deux sous itérations d’interface, on a une erreur très proche de celle cal-
culée avec 100. Pour le cas nInter = 100 les valeurs aux interfaces sont justes dès la
première itération, en revanche il faut une quarantaine d’itérations pour converger
à l’intérieur des sous domaines. On est avec le cas η = 1

k
dans une configuration où

la résolution de l’interface est indépendante des valeurs obtenues par sous domaines
(cf chapitre 4.2.2) et l’on voit que le nombre d’itérations pour obtenir la convergence
sur l’erreur en volume reste lui à 40 malgré cela. Pour le cas nInter = 2 la résolution
à l’interface prend 40 itérations et au final l’indicateur en volume ne prend pas de
retard.

Il n’apparâıt pas si intéressant de résoudre complètement l’interface si la résolution
par sous domaine est trop incomplète (nGS = 1).

On réalise, ensuite, pour la Figure 4.14, entre chaque mise à jour d’interface 100
sous itérations du problème local soit : nGS = 100. Avec ce critère on estime qu’on
résout complètement le problème sur les sous domaines à chaque itération.

Les deux indicateurs sont représentés Figure 4.14. En ce qui concerne l’erreur en
volume dans le cas nInter = 100 on a bien convergence en une seule itération. Cette
itération comprend nInter = 100 sous itérations d’interface qui donnent avec η = 1/k
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la valeur solution des efforts d’interface et nGS = 100 sous itérations du problème par
sous domaine qui donne la solution puisque les valeurs d’interface sont les bonnes.
Pour le cas nInter = 2 on a au final besoin d’autant d’itérations que quand on avait
nGS = 1 sous itération du problème local (Figure 4.13). Dans le cas précédent on
avait un véritable parallèle entre interface et sous domaines. Si on ne résout pas
l’interface complètement il n’est pas utile de faire une résolution fine complète dans
les sous domaines.

On n’a donc pas besoin de beaucoup sous itérer sur l’interface et en parallèle il
faut peu itérer sur le sous domaine.

Non Linéaire.

On revient au problème non linéaire, contact unilatéral sans frottement, de la
Figure 4.10. On réalise, pour la Figure 4.16, entre chaque mise à jour d’interface, 1
sous itération du problème local soit : nGS = 1 mais ici dans le cas non linéaire. η
est toujours égal à 1

moyenne((WD)−1)
.

Sur la Figure 4.15, pour les deux indicateurs, les courbes sont parfaitement su-
perposées. Les cas nInter = 2 et nInter = 100 continuent à fonctionner. La convergence
au niveau de l’interface est très lente. Le cas nInter = 2 est tout à fait aussi efficace
que le nInter = 100. Il semble donc inutile, comme pour le cas linéaire, de réaliser
complètement le calcul de l’interface à chaque itération lorsque la résolution dans les
sous domaines n’est effectuée que partiellement (La deuxième étape dans le cas non
linéaire dépendant des valeurs des impulsions locales issues de la première étape).

On réalise, pour la Figure 4.16, entre chaque mise à jour d’interface 100 sous
itérations du problème local soit : nGS = 100. Avec ce critère on estime qu’on résout
complètement le problème sur les sous domaines à chaque itération.

Sur la Figure 4.16 et pour les deux indicateurs, les courbes sont à nouveau su-
perposées parfaitement. Les cas nInter = 2 et nInter = 100 continuent à fonctionner
et à donner des résultats similaires. Il semble donc à nouveau inutile de réaliser
complètement le calcul de l’interface à chaque itération, et ceci même en résolvant
finement les sous domaines (même si ici le calcul de l’interface est dépendant de la
résolution des sous domaines à l’inverse du cas linéaire). En conclusion aucune des
deux étapes n’a besoin d’être résolue finement. Le calcul de l’un dépendant fortement
de la mise à jour de l’autre, les deux étapes étant liées.

Pour la comparaison entre la résolution de 100 itérations sur le sous domaine et
une seule, on a vu Figure 4.12 qu’il est peu intéressant même avec une résolution
complète de l’interface de sous itérer sur les sous domaines. Ce résultat est confirmé
par les faibles différences entre les Figures 4.15 et 4.16, sur lesquelles des repères
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ont été ajoutés, donnant pour une valeur d’erreur donnée les nombres d’itérations
correspondants

Au final le choix optimum ici est d’utiliser à chaque itération, une seule sous
itération dans les sous domaines et 2 aux interfaces (1 seule ne semblant pas fonc-
tionner), ceci afin de véritablement résoudre de front les deux étapes.
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Fig. 4.13 – Erreur en volume et indicateur à l’interface dans le cas linéaire avec
η = 1

k
et nGS = 1.
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Fig. 4.14 – Erreur en volume et indicateur à l’interface dans le cas linéaire avec
η = 1

k
et nGS = 100.
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Fig. 4.15 – Erreur en volume et indicateur à l’interface dans le cas non linéaire
nGS = 1.
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Fig. 4.16 – Erreur en volume et indicateur à l’interface dans le cas non linéaire
(nGS = 100).
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Conclusions et perspectives

Afin de répondre au besoin du LMGC de disposer d’un logiciel permettant le
calcul de grands systèmes granulaires, des développements importants de LMGC90,
outil de calcul pour éléments discrets en contact, ont été réalisés. Ces développements
se sont appuyés sur les méthodes de décomposition de domaine, initialement mises en
place pour la résolution de problèmes de grande dimension sur des milieux continus
discrétisés. Ainsi, les objectifs de cette thèse consistaient à mettre en place des algo-
rithmes en décomposition de domaine, adaptés à un système de type granulaire. Ces
algorithmes devaient être utilisés pour paralléliser la plateforme de calcul existante,
et devaient également être optimisés de manière à améliorer leurs vitesses de conver-
gence. Deux stratégies d’optimisation numérique ont été testées : soit en recourant
à des méthodes classiques comme l’introduction de problèmes macroscopiques, soit
en envisageant des stratégies plus spécifiques au milieu considéré.

Notre but n’est pas simplement de disposer d’une version parallèle du code, ou
des parties de celui-ci (génération des corps, détection des contacts, solveur). Le sol-
veur GSNL bénéficie déjà d’une version OpenMP [56] exigeant de stocker dans une
mémoire partagée tout le problème. Il s’agit aussi de préparer l’exploitation des possi-
bilités de la décomposition de domaine dans le domaine du dialogue discret/continu.
En effet, si un milieu granulaire est intrinsèquement discret, la définition de gran-
deurs macroscopiques sur un sous-domaine, et de relations les liant, peut être en
mesure de nous fournir le comportement du milieu continu équivalent.

A l’issue d’une analyse des méthodes de décomposition de domaine et des spécificités
de la dynamique, certaines orientations ont été définies. Ainsi la nature diffuse des
interactions non régulières ne permet pas d’isoler les non régularités uniquement aux
interfaces entre sous-domaines. Le choix en ce qui concerne le découpage est donc
fait de manière à obtenir un comportement d’interface parfait : les non régularités se
retrouvent confinées au sein des sous-domaines. On retrouve une telle configuration
dans [2] pour les milieux cellulaires. Cependant le rapport nombre de contacts sur
nombre de degrés de libertés y était faible et justifiait l’utilisation d’un algorithme
de Newton généralisé.
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La décomposition de domaine était alors utilisée pour résoudre le problème
linéarisé à chaque itération de Newton. La valeur élevée du rapport défini précédemment
dans un milieu granulaire semble exclure ici cette approche. En conséquence la
méthode de décomposition de domaine sera directement appliquée au problème non
linéaire (non régulier) et non pas à un problème, ou une succession de problèmes,
linéarisés.

À partir de ce découpage, deux algorithmes ont été mis en oeuvre et comparés.
Les liens entre ces algorithmes ont mis en évidence l’influence du choix des pa-
ramètres numériques internes à chacune de ces méthodes, nommées directions de
recherche. L’implantation de ces algorithmes dans la plateforme de calcul à été et
reste une des difficultés de cette thèse. La version actuelle est basée sur des échanges
MPI permettant une résolution multiprocesseur et a été testée en parallèle avec plus
de 16 processeurs sur des exemples 2D et 3D avec frottement. Cette implantation
a permis de mettre en évidence l’extensibilité numérique des deux stratégies pro-
posées. En effet, sans ajout d’une échelle macroscopique, l’augmentation du nombre
de sous-domaines n’affecte que très faiblement le nombre d’itérations à réaliser par
pas de temps. La partie bloquante pour réaliser des simulations à plus grande échelle
ne concerne pas les algorithmes, mais l’implantation elle-même qui nécessite une op-
timisation du code en terme de mémoire et d’architecture logicielle.

Toutefois, une échelle macroscopique a été imaginée et mise en place dans cette
thèse au sein des deux premiers solveurs, afin d’en créer deux nouvelles versions. La
prise en compte d’une échelle macroscopique sur les variables d’interface, n’améliore
pas la convergence des schémas numériques. Ceci est imputable à la “pauvreté”
du problème d’interface lui-même où la matrice X s’avère diagonale dans GSNL.
Ainsi les variables d’interface d’un même sous-domaine ne sont pas couplées par
cette matrice. La projection sur un espace macroscopique n’induit aucun couplage
supplémentaire. La stratégie n’est donc pas capable de transmettre des informations
à grande longueur d’onde, autrement dit d’une interface à l’autre d’un même sous-
domaine.

L’enrichissement du problème d’interface est basé sur l’adjonction d’une direc-
tion de recherche impliquant un paramètre numérique non physique. La convergence
du schéma enrichi, est, à l’issue d’une première étude, faiblement améliorée. De plus
la détermination du paramètre numérique optimal reste une question ouverte. D’au-
tant que la valeur limite nulle semble exclue par notre analyse. Enfin le surcoût de
résolution du problème d’interface enrichi est important, puisque, contrairement à
la version générique, ce problème requiert lui-même un solveur de type méthode de
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décomposition de domaine. Une manière de pallier les inconvénients ci-dessus est de
procéder à des résolutions incomplètes des deux étapes du schéma numérique. Une
première étude montre l’intérêt de cette procédure et doit être poursuivie.

Les perspectives ouvertes par ce travail sont de différentes natures. La version
générique de l’algorithme GSNL en décomposition de domaine étant extensible, sa
mise en exploitation exige maintenant une optimisation du code, minimisant les
allocations mémoires à différents niveaux et le recours au langage interprété Python.

La version enrichie laisse, quand à elle, de nombreuses questions ouvertes et
donc des perspectives nouvelles en terme d’études théoriques et numériques. Ainsi
il est nécessaire d’analyser la pertinence d’un problème macroscopique sur la ver-
sion enrichie, sa signification et sa dépendance vis-à-vis d’un paramètre numérique.
Une fois cette question éclaircie, il sera alors envisageable de substituer, sous cer-
tains critères, le problème homogénéisé au problème par sous domaine. L’implan-
tation optimale de cette version requerra le branchement au code LMGC90 d’une
méthode de décomposition de domaine pour résoudre le problème d’interface. Enfin
un nouvel algorithme pourrait être dérivé de la version enrichie consistant en un
schéma incomplet de résolution sur un pas de temps, mais résolvant correctement le
problème d’évolution d’un granulat lors d’un processus. A ce titre le réseau fort des
contacts [52], relativement stable dans le temps serait un candidat à la définition
d’un problème d’interface grossier...
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