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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre de la thése

Dans de nombreux algorithmes de traitement du signal, on calcule & partir des données une
ou des matrices dont leur décomposition permet d’estimer les parameétres utiles au probléme
envisagé. C’est le cas par exemple en traitement d’antennes ot, a partir de la décomposition en
éléments propres de la matrice de covariance des données, on peut estimer le nombre de sources
actives, ’espace signal associé et les différents angles d’arrivée. C’est aussi le cas en séparation de
sources oll, par exemple, on peut estimer une matrice de séparation & partir de la décomposition
en éléments propres généralisée de deux matrices de corrélation des données, calculées & deux
instants différents.

De nombreux types de matrices peuvent étre envisagés, et ont été utilisées ces derniéres
années. On a, par exemple, des matrices liées :

— a des statistiques a l'ordre deux [1, 6, 20, 37|,

— a des statistiques d’ordre supérieur [3, 10, 11, 12, 13, 36, 47, 55, 60|,

— a une décomposition spectrale des données [27],

— a des décompositions temps-fréquences des données [7, 32|.

Une autre type de solution pour la séparation de sources a consisté a utiliser un schéma de
type déflation, ou les sources sont extraites une a une du mélange |28, 30, 31].

Les matrices précédentes peuvent étre réelles ou complexes. Dans quasiment tous les cas,
ces matrices possédent naturellement une propriétés de symétrie. Dans le cas réel, elles sont
trés souvent symétriques et dans le cas complexe, elles sont trés souvent hermitiennes. Plus
récemment, un intérét croissant est apparu concernant des matrices complexes symétriques. Par
exemple en télécommunications numériques, de telles matrices peuvent étre envisagées lorsque
les signaux considérés sont non circulaires [48, 50, 56, 64]. Mais il existe d’autres domaines

d’applications ou cela est le cas [38, 67, 71].
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En ce qui concerne les décompositions envisagées, elles dépendent bien évidemment du type de
matrices et du probléme considérés. Les plus classiques sont la décomposition en éléments propres
et la décomposition en valeurs singuliéres. Cependant, la prise en compte simultanée de plusieurs
matrices peut avoir un intérét important (voire primordial) comme en séparation de sources. La
premiére décomposition de ce type est la décomposition en éléments propres généralisée. Cette
derniére décomposition ne prend en compte que deux matrices. Une généralisation en a été faite
relativement récemment pour un nombre quelconque de matrices (en l'occurrence hermitiennes)
sous la dénomination “diagonalisation conjointe d’un ensemble de matrices” dans [18]. La matrice
de transformation recherchée était alors unitaire. Cela a donné lieu aux deux algorithmes de sépa-
ration de sources "Joint Approximate Diagonalization of Eigenmatrices" (JADE) [18] (généralisé
a n’importe quel ordre supérieur & 3 dans [54]) et "Second Order Blind Identification" (SOBI)
[6]. Cependant, la recherche d’une matrice unitaire nécessite au préalable une étape de blanchi-
ment des données [46]. Cette étape n’étant pas sans conséquences au niveau des performances
d’estimation [14]. L’idée a alors été de développer des algorithmes de diagonalisation conjointe

sans contrainte unitaire.

Un certain nombre d’algorithmes de ce type ont été publiés depuis, par exemple [19, 21, 29,
63, 73]. En général, il s’agit d’optimiser un certain critére lié a la décomposition. Il existe deux
grands types de critére. Le premier type correspond & un critére lié directement & une erreur de
décomposition (ou erreur de modele) qui sera appelé critére direct et le second type correspond

a un critére lié a l'inverse de la transformation qui sera appelé critére inverse.

Des nouveaux problémes sont apparus récemment, et ont nécessité une généralisation de la

diagonalisation conjointe au cas ou les matrices sont bloc-diagonales [39, 40].

On peut aussi considérer les ensembles de matrices comme des tenseurs, et faire les traitements
directement sur ceux-ci. La méthode originelle s’appelle PARAFAC [41] et d’autres solutions ont
été apportées par la suite [34, 35, 52, 53, 66].

La séparation de sources trouve des applications dans de nombreux problémes tels que le
biomédical [42, 44, 49], la spectroscopie [59], 'astronomie [27], la sismique [62, 72] et les commu-

nications numériques [20, 23, 37].

Le tableau 1.1 rappelle briévement un ensemble d’algorithmes de la littérature qui traitent de
la diagonalisation conjointe d’ensemble de matrices. Certaines de ces méthodes seront détaillées
plus longuement dans la suite, et nous servirons de comparaison par rapport a celles que nous
avons développé. On cite principalement "Alternating Columns - Diagonal Centers" (ACDC)[75],
"Uniformaly Weighted Exhaustive Diagonalization with Gauss itErations" (U-WEDGE)|70],
"Fast Approximate Joint Diagonalization" (FAJD)[51] , JADE[18], SOBI[6], "DIagonalization
using Equivalent Matrices" (DIEM)[22|, Joint-Diagonalization J-Di [68] et "Diagonalization Of
Matrices Using Natural Gradient" (DOMUNG)[76].
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Nom de l’algo. | Critére Corps Matrice transfo. Ensemble
ACDC direct | complexe rectangulaire hermitien/symétrique
U-WEDGE | inverse | complexe carrée hermitien(/symétrique ?)
FAJD inverse | complexe carrée hermitien
JADE inverse | complexe carrée hermitien
SOBI inverse | complexe carrée hermitien
DIEM direct | complexe carrée hermitien
J-Di direct réel carrée symétrique
NOJD [2] inverse réel carré symétrique
DOMUNG inverse réel carrée symétrique

TABLE 1.1 — Méthodes de diagonalisation conjointe

1.2 Objectifs et contenu du document

L’objectif principal de thése consiste & développer des algorithmes de diagonalisation con-
jointe de deux ensembles de matrices complexes. Le premier ensemble est constitué de matri-
ces hermitiennes et le second ensemble de matrice complexe symétrique. L’objectif est ainsi de
prendre en compte conjointement toute l'information disponible au niveau des statistiques des
données. Ces algorithmes seront appliqués dans un premier temps au probléme de la séparation
de sources de type télécommunications numériques et dans un second temps au probléme de la
réjection d’interférences liées a des signaux de télécommunications numériques dans un cadre de
radioastronomie.

Dans le chapitre 3, les algorithmes de type gradient que nous avons développé seront présen-
tés. Nous proposerons des méthodes novatrices, ou des extensions de méthodes déja existantes.
Par exemple, nous verrons I’extension de DOMUNG développé dans [76] au cas complexe. De
plus, nous proposerons des solutions qui nous permettront de nous affranchir du pré-traitement
des données consistant & blanchir celles-ci afin, entre autre, d’estimer des matrices de mélange
rectangulaires. De plus, nous proposerons des solutions qui nécessitent moins de ressources (temps
de calcul ou mémoire). Des simulations permettront de valider les algorithmes développés.

Le chapitre 4 développera deux méthodes de type algébrique. Il s’agit de calculer analy-
tiquement, en fonction des données en notre possession, la matrice de mélange ou la matrice
de séparation. Ces solutions s’appuieront sur des résultats présentés dans [9], [25] ou [65]. Nous
étendrons toujours ces algorithmes au cas complexe, en considérant des ensembles hermitiens,
symétriques, et en combinant ces deux types d’ensemble. Enfin, nous présenterons des simula-
tions numériques qui permettront de mettre en évidence les performances de nos algorithmes,
comparés a des algorithmes classiques.

Dans les chapitres précédents, le bon comportement des méthodes développées n’a été illustré

que dans le cadre de la diagonalisation conjointe. Le chapitre 5 présentera les performances des
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algorithmes développés dans le cas de la séparation de sources, ol les signaux sources sont des
signaux typiques de télécommunications numériques.

Enfin, le chapitre 6 présentera ’application des méthodes développées au domaine radioas-
tronomique. Le contexte est le suivant : les observations que font les astronomes peuvent étre
perturbées par des interférences issues du milieu terrestre, comme par exemple les signaux de
radiocommunications. Notre objectif sera alors d’estimer au mieux ces perturbations afin de les
éliminer des signaux regus, et donc de permettre aux utilisateurs d’avoir ’observation la plus
"propre" possible de ce qui se passe en dehors de la Terre. Dans un premier temps, nous véri-
fierons le bon comportement de nos algorithmes avec des données synthétiques simulant le type

d’observations que 1’on a classiquement. Puis, nous les appliquerons sur des données réelles.

1.3 Notations, définitions et outils

1.3.1 Notations classiques

On notera R I’ensemble des nombres réels et C I’ensemble des nombres complexes.

Dans ce qui suivra, les scalaires seront notés en minuscule m, les vecteurs en minuscule gras

m, les matrices en majuscule grasse M et M est une estimée de M.

Soit M € CM*¥ une matrice complexe. Les majuscules simples seront utilisées pour déter-
miner des quantités (nombre de matrices dans un ensemble, taille des matrices etc.) : M, N, K.
Le iéme élément d’un vecteur sera noté m;, et ’élément ayant pour indice (7,j) dans une matrice
M sera noté M; ;.

On notera M7 sa transposée, M* sa conjuguée et M sa transposée conjugué. M1 est
I'inverse d’une matrice, M' la pseudo-inverse.

Le module d’un nombre complexe m est noté |m)|.

R(m) est la partie réelle de m et I(m) sa partie imaginaire.

Produits matriciels Soient M et P des matrices de dimension respectives M x N et P X Q.
Le produit de Kronecker de M et P, noté M ® P et de dimension M P x N, correspond & :

leP e anP
M@P = : : (1.1)

mpm1P - mpy P

Soient M et P des matrices de dimension respectives M x N et P x N. Le produit de Khatri-
Rao de M et P, noté M ©® P et de dimension M P x N est un produit de Kronecker par colonnes
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défini par :

MeP=(M;®P,...,M, ®P,) (1.2)

1.3.2 Opération sur les matrices

Diag {M} annule les termes hors-diagonaux de M :

m171 0 e 0
0
Diag {M} = m2,2
0
0 0 Mmpmm

ZDiag {M} est 'opérateur annulant les termes diagonaux de M :
ZDiag {M} = M — Diag {M}

diag {M} est un vecteur contenant les termes diagonaux de M et Diag {m} construit une

matrice diagonale & partir des éléments de m.
tr {M} représente la trace de la matrice M.

Soient M et P deux matrices carrées. On a :
tr {MZdiag {P}} = tr {Zdiag {M} P} (1.3)
Soient M, N et P trois matrices carrées. On a :

tr (MNP} = tr {PMN} = tr {NPM} (1.4)

vec {M} correspond & I’empilement de toutes les colonnes de M dans un vecteur. Une des

propriétés de cet opérateur est :

vec (MNP} = (P” @ M) vec {N} (1.5)

De plus, si la matrice N est diagonale, on a

vec {MNP} = (P” © M) diag {N} (1.6)
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Norme de Frobenius La norme de Frobenius ||[M]|| d’une matrice M est définie comme suit :

NI

M| = (tr {MTM})? = Z |M; 4|2 (1.7)

Pseudo-inverse Dans le cas ot M est une matrice complexe rectangulaire, on utilisera la

pseudo-inverse de Moore-Penrose, notée M et vérifiant :

MMM = M
MMM = M

H
(Mmf)” = Mt
H
(MM)" =M™
Si le rang de M est égal & son nombre de lignes, on a :
M’ = M7 (MMH)
De méme, si le rang de M est égal & son nombre de colonnes, on a :
M’ = (MPM) ™ MH

Dérivation V sera utilisé pour le gradient complexe et nous introduisons deux définitions de

gradient :

_oTM) _9g M) .97 (M)

VIM) = =0 e = aroa) Y s (18)
qui représente le gradient naturel, et :
V,J (M) = VI (M) MY — ‘98‘771\(41\/:)1\41{ (1.9)

qui est le gradient relatif, introduit dans [15, 17] (qui peut étre vu comme un cas particulier de
[4]).
La propriété suivante, liant la dérivation de matrices et 'opérateur trace, nous sera utile pour

le calcul des différents gradients :

otr {Z'M}

7 M (1.10)
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Chapitre 2

Présentation du probléme

2.1 Diagonalisation conjointe

Dans ce paragraphe nous décrivons le probléme de la diagonalisation conjointe d’ensembles
de matrices complexes ainsi que les critéres associés. Nous allons considérer deux ensembles
de matrices complexes. Le premier concernera des matrices hermitiennes tandis que le second

concernera des matrices complexes symétriques.

2.1.1 Deécompositions matricielles

Plus précisément, on considére un premier ensemble M de Nj € N matrices carrées de

dimension N, x N, écrit de la maniére suivante
My, = {MP e CNoxNo =1, N,
h — { 4 S 5 1= gee ey h}

Pour chacune des matrices de cet ensemble on suppose qu’il existe une matrice A de dimension

N, x Ny, de telle maniére qu’idéalement on ait
M = ADMAH (2.1)

(h)

;" de dimension N x Ny, sont toutes diagonales. Dans (2.1), () est I'opérateur

)

ol les matrices D
de transposition conjuguée de la matrice en argument. Ainsi, lorsque les matrices diagonales DZ(-

) )

) . R " . . h
sont réelles, les matrices MZ( sont alors hermitiennes. Si les matrices DZ( sont complexes, on

fera I'opération

afin de les rendre hermitiennes.

On suppose dans toute la suite que la matrice A est de rang plein en colonne. L’ensemble de

10
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telle matrice sera noté
A={A eC"*Ns | A rang plein en colonne} (2.2)
Alinsi, il existe une pseudo inverse de A notée B, i.e.
B=Al (2.3)

de telle maniére que 'on ait
BA =1 (2.4)

ol I est la matrice identité. L’ensemble de telle matrice B sera noté
B= {B e CN*No | 3 une matrice de rang plein A telle que B = AT} (2.5)
Ainsi en utilisant (2.1), on a directement
BM"BY = DI (2.6)

On considére aussi un deuxiéme ensemble M; de N; € N matrices carrées de dimension N, x N,

écrit de la maniére suivante
M, =M e cNoxNo =1, N}
On supposera que chacune de ces matrices peut se décomposer de la maniére suivante
MY = ADVAT (2.7)
ou la matrice A est identique a celle ayant été utilisée dans la décomposition (2.1) et o es matri-

ces Dz(t) de dimension N, x N, sont toutes diagonales. Dans (2.7), (-)7 est I'opérateur de trans-

)

position de la matrice en argument. Ainsi toutes les matrices DZ( sont complexes symétriques.

A partir de (2.7) et en utilisant (2.4), on a directement
BM\"BY = D" (2.8)

A chaque fois que cela ne portera pas & confusion et afin de simplifier les notations, dans toute

la suite on utilisera la formulation commune suivante pour les deux types précédents

M, = AD,;A? (2.9)
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ot I'opérateur (-)} correspond donc soit a une simple transposition soit 4 une transposition
conjuguée. On aura donc aussi
BM,;B! = D, (2.10)

2.1.2 Diagonalisation conjointe approchée

Le probléme de diagonalisation conjointe considéré consiste, a partir d’un (resp. des) ensem-
ble(s) My, ou (resp. et) My, en l'estimation de la matrice A pour le probléme direct ou de la
matrice B pour le probléme inverse. En pratique, les matrices dans les deux ensembles M, et My
sont estimées par exemple & partir d’estimateurs empiriques de statistiques d’ordre deux ou d’or-
dre supérieur a deux en utilisant un nombre fini de donnée. Ainsi les décompositions précédentes
ne sont pas exactes mais “seulement” approchées. C’est la raison pour laquelle on parle alors de
diagonalisation conjointe approchée. Dans ce cadre, on aborde le probléme par 'intermédiaire
d’un critére mesurant cette diagonalisation approchée dont 'optimisation permettra de trouver
la matrice recherchée. Il existe de nombreux critéres possibles associés au probléme direct ou
au probléme inverse. Concernant le probléme direct, le critére peut étre le plus classique est le

suivant
N

D(A,{D:;}) =) |M; — AD;A%}|? (2.11)
i=1
qui correspond & un critére quadratique d’ajustement de modéle de décomposition. Concernant

le probléme inverse, le critére le plus classique est

N
J(B) = |ZDiag{BM;B'}| (2.12)
=1

ou lopérateur ZDiag{-} mets & zéro 'ensemble des éléments diagonaux de la matrice en argument,
i.e. (ZDiag{A})m = (1—10;;)A;j oud;j =1sii=jet0sinon. Ce critére étant nul pour une
matrice diagonale, il s’agit d’une mesure quadratique de la “diagonalité” d’une matrice. Dans
le seul cas hermitien, les deux critéres précédents seront notés D et Jj et dans le seul cas
symétrique, ils seront notés Dy et Js. Lorsque que l'on voudra prendre en compte de maniére
simultané les deux cas de matrices, on le fera par I'intermédiaire d’une simple combinaison linéaire

des deux critéres de la maniére suivante. Pour le critére direct on posera
Dy = (1 — )\)Dh + A\D, (213)
ot A € [0,1] et pour le critére inverse on posera

In=0=NTn+ A\JTs (2.14)
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Les critéres étant définis, le but est maintenant d’estimer les parameétres optimaux liés & leur op-
timisation. Pour le critére direct, 'objectif est d’estimer une matrice A et des matrices diagonales
ﬁi telles que
(A,D;) =arg min D(A,{D;}) (2.15)
AcA
D;eDiq
ou A est ’ensemble défini en (2.2) et D;, est 'ensemble des matrices diagonales. Pour le critére

inverse, l'objectif est d’estimer une matrice B telle que

B = arg anei%j (B) (2.16)

ou B est ’ensemble défini en (2.5).

2.1.3 Au sujet de l’identifiabilité

Il est d’abord important de remarquer qu’il ne sera pas possible, a partir des seuls critéres
précédents, d’identifier exactement A ou B. Cela est lié a ’aspect “aveugle” de I’identification.
Dans ce cadre, on se contente, mais c’est trés classique et largement suffisant en pratique, d’es-
timer A ou B au produit d’une matrice diagonale inversible prés et d’une matrice de permutation

pres.

2.2 Lien avec la séparation de sources

Dans ce paragraphe nous faisons un bref rappel du probléme de la séparation de sources dans
un cadre de mélange linéaire et instantané. Puis nous présentons son lien avec la diagonalisation
conjointe de matrices. En séparation de sources, on suppose disposer d’un certain nombre d’ob-
servations résultant du mélange d’un certain nombre de signaux d’intérét appelés sources. Dans

le cas le plus simple le modeéle de mélange est le suivant [42]

x(t) = As(t) (2.17)
y(t) = x(t) + b(¢) (2.18)

ot A est la matrice de mélange de dimension N, x Ny, s(t) le vecteur Ny x 1 des signaux sources,
b(t) le vecteur N, x 1 des bruits additifs, x(¢) le vecteur N, x 1 des observations sans bruit et y(¢)
le vecteur N, x 1 des observations bruitées. Par rapport & ce modéle, il est classique d’imposer un
certain nombre d’hypothéses. En I'occurrence, on supposera toujours les signaux sources centrés,
de puissance unité et statistiquement indépendants. En ce qui concerne le mélange, dans le cas
sur-déterming, i.e. lorsque N, > N, la matrice A sera supposé de rang plein en colonne et dans

le cas sous-déterminé, i.e. lorsque N, < Ny, la matrice de mélange sera supposée de rang plein
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avec des vecteurs colonnes deux a deux distincts. Dans le cas sur-déterminé, le but est alors

d’estimer une matrice de séparation B de telle maniére que le vecteur
z(t) = Bx(t) (2.19)

correspond aux signaux sources que ’on recherche. Dans ce cadre la matrice de séparation B
est recherchée en imposant des composantes indépendantes aux vecteurs z(t). On parle alors
d’analyse en composantes indépendantes. Il s’agit donc de restaurer la propriété d’indépendance
statistique perdue par le mélange. Cela sera le cas [24] lorsque ’on aura trouvé une matrice de
séparation B de telle fagon que

BA =DP (2.20)

ou D est une matrice diagonale inversible et ot P est une matrice de permutation.

Le probléme peut alors se schématiser de la fagon suivante :

s(t) N x(t) 5 z(t)

FIGURE 2.1 — Schéma de la séparation de sources

Cependant, il est rare de disposer de données totalement non bruitées. Ainsi, notre probléme
sera d’estimer cette matrice de séparation B & partir des observations bruitées (2.18), et donc la

schématisation est la suivante :

b(t)

R 0 B

FIGURE 2.2 — Schéma dans le cas bruité

Dans le but de restaurer cette propriété d’indépendance statistique, une premiére étape de
décorrélation peut étre envisagée. Cette premiére étape associée a une normalisation en puissance
des signaux est souvent appelée blanchiment des observations. Dans le cas d’observations bruitées,
elle peut avoir un intérét supplémentaire de réduction de bruit par projection sur I’espace signal
lorsque que le nombre d’observations N, est strictement plus grand que le nombre de sources N.
Cela peut aussi avoir 'intérét, dans le cas sur-déterminé, de ramener le probléme a un probléme

carré plutot qu’initialement rectangulaire.
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Dans ce cas, la matrice de mélange B se décompose en un produit matriciel entre une matrice

de blanchiment W et une matrice unitaire U :

s(t) N x(t) @ y(t) W u(t) - z(t)

FIGURE 2.3 — Schéma dans le cas d’un blanchiment

De trés nombreuses méthodes ont été proposées afin de résoudre ce probléme de séparation
de sources. Nous allons uniquement dans le cadre de la thése nous intéresser aux méthodes
dites de diagonalisations conjointes de matrices qui, quasiment toutes, tirent leur origine dans
les travaux initiaux de Cardoso et Souloumiac [18]. Dans ce cadre, en général, des statistiques
sont estimés et “rangés” dans des matrices et des décompositions algébriques conjointes de ces
matrices permettent I'estimation d’une matrice de séparation. On peut considérer les statistiques

d’ordre deux par l'intermédiaire de la matrice de corrélation classique des observations

R, (t,7) = E{x(t)x(t — T)H} (2.21)
et/ou de le seconde matrice de corrélation des observations

R, (t,7) = E{x(t)x(t — )"} (2.22)

dans le cas ou les signaux sources sont non circulaires. Dans le cas sans bruit, en remplacant x(t)

par son expression (2.17), on obtient directement

R, (t,7) = AR, (t, 7)AY (2.23)
R/ (t,7) = AR.(t,7)AT (2.24)

ou les deux matrices de corrélation des sources Rs(t, 7) et R (¢, 7) sont diagonales car les sources

sont supposées statistiquement indépendantes.

On peut aussi considérer des statistiques d’ordre supérieur comme par exemple les statistiques
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d’ordre quatre suivantes

Craped = Cum{za, 25, e, 23} (2.25)
abed = Cum{zq, 1y, Tc, T} (2.26)
abed = Cum{zq, xy, Te, 24} (2.27)

avec 1 <a,b,c,d < N.
Il doit étre précisé que les deux derniers types de statistique ne peuvent concerner que des
signaux non circulaires. A partir de ces statistiques d’ordre quatre, il est possible de construire

des matrices de différentes fagons. La maniére certainement la plus simple consiste & considérer

(Mac.a)yy, = Crabed (2.28)
( ,x,c7d)a7b = C;,a,b,c,d (229)
( g,ad)a’b = Cg,a,b,c,d (230)

Dans le cas sans bruit, en remplagant x(¢) par son expression (2.17), on obtient directement

Mz,c,d = AMs,x,c,dAH (231)
M/%Qd = AMIS,x,c,dAT (2.32)
Mg@d = AMIS/,x,c,dAT (2.33)
ou les matrices
M z,.ca = Cum{sq, s, 2, 23} (2.34)
;,I,c,d = Cum {S(I7 Spy L, .%'2} (235)
,s/,z,c,d = Cum {Smsbaxwxd} (236)

sont diagonales car les sources sont supposées statistiquement indépendantes.

Ainsi, & partir des statistiques d’ordre deux et/ou des statistiques d’ordre quatre, il est
possible de construire des ensembles de matrices se diagonalisant sous deux factorisations parti-
culiéres. Dans cette thése, nous ne nous préoccuperons que du cas ou les deux derniers indices

sont identiques, 7.e. ¢ = d. Les modéles que nous utiliserons alors sont :

M, = AMs,:v,c,cAH (237)
M, = AM, . AT (2.38)
M, =AM}, . A" (2.39)
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On considérera donc des matrices hermitiennes de la forme
M; = AD,AT  i=1,... K, (2.40)

avec D; des matrices diagonales. Ce modele décrit de maniere générique les décompositions
considérées en (2.23) et (2.37).

On considérera aussi des matrices complexes symétriques de la forme
M, = AD,AT  i=1,... K, (2.41)

Ce modele décit de maniére générique les décompositions considérées en (2.24), (2.38) et (2.39).

2.3 Description de quelques algorithmes

Dans ce paragraphe nous décrivons trois algorithmes de diagonalisation conjointe de matrices
qui nous servirons de comparaison lors des simulations informatiques.
Le schéma global pour I'algorithme U-WEDGE décrit dans [70] est développé dans le pseu-
docode Algorithme 1 ci-dessous. Pour cette méthode, les ensembles sont réels.
Algorithme 1: UWEDGE
Critere :7 (B,A) = I, |BA;B” — ADiag (BM;B”) AT||?
for k =1,2,... jusqu’a convergence do
Calculer R,; = BM,;B” pouri=1,...,N
Construire R = [diag(Ry1), ..., diag(Rsy)] et G = RRT

for I =1,..., Ny, (o0 Ny est le nombre de colonnes) do

Calculer C(I) = 32N R,;i(1) @ R(i), avec @ le produit terme a terme.
end for
Calculer A =1+ CoG-Diag(G)CT

) (GOGT —diag(G)diag(G)T)+1
B+~ A™B

Normaliser les lignes de B

end for
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Le schéma global pour I'algorithme ACDC décrit dans [75] est développé dans le pseudocode
Algorithme 2 ci-dessous. Il prend en compte ['utilisation de matrices hermitiennes ou symétriques.
Algorithme 2: ACDC
Critere : Crs (B, Ay) = SN | [|[M; — BA;BY|?
for k =1,2,... jusqu’a convergence do
if AC Phase then

(H1)
N N
Calculer P = YN wAl |[M; — 3 A,ib,bh,
=
Sélectionner la plus grande valeur propre p, ainsi que le vecteur 8 associé, de

Real (P —I P
P(sit=H)ouQ= al(P) mag(P) (sit=T)
—Imag(P) —Real(P)
if 4 =0 then
b; =0
else
if { = H then
by = — 2V
zilil wi()‘é)Q
else
by = BQ)+iB2)v/EB
£V:1 wi A{|?
end if
end if

else if DC Phase then
Calculer G = [(BHB)(TD ® (BHB)] -
fori=1,...,N do
A; = diag (Gdiag (BM;BUY))
end for
end if

end for

1
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Le schéma global pour 'algorithme FAJD décrit dans [51] est développé dans le pseudocode
Algorithme 3 ci-dessous. Pour cet algorithme, les ensembles sont hermitiens.
Algorithme 3: FAJD

Ns
Critere : T (W) = 2 i Xty 3o | [WIMW] |? — Blog|det(W)|
i
o, B sont des coefficients de pondération positifs.
for k =1,2,... jusqu’a convergence do
form=1,...,Ns; do
N,
Calculer Q; = Zf\il > o [Miwnngf + M{{wnwai]
o
g’ v

1 si m=s,n=t ou m=t,n=s

. G u
Trouver 1 < s < Ny et construire E; v, WE, n, = [ ] , avec

[Es,t]mm =<¢ 1 si m=n et m#s,t
0 sinon
de telle sorte que G soit inversible
Calculer dg = ([—gHG_l, 1] E; v,
opt VBQ; 'ds

Remplacer la miéme colonne de W avec wy, = —F————
V2dHQ; d,

)H

end for

end for

Ces algorithmes fonctionnent dans des cadres différents (cf Table 1.1), en fonction de :
— la dimension de la matrice (carrée, rectangulaire),
— des variables (réelles, complexes),

— des ensembles (hermitiens, symétriques).



Chapitre 3

Algorithmes de Gradient

Dans ce qui va suivre, nous présenterons un ensemble de méthodes itératives qui utilisent les
fonctions de cotlit présentées au paragraphe 2.1.2 et des mises & jour basées sur le gradient. Cela
a déja été considéré, en particulier dans [43, 76, 26, 45, 69]. Nous allons généraliser certaines

approches dans les deux cas complexes, mais aussi proposer des simplifications.

3.1 Description générale

Dans ce chapitre nous allons développer un ensemble d’algorithmes de type gradient afin d’es-

timer la matrice de séparation B par minimisation du critére 7 (B) dont on rappelle I'expression

N
J(B) = ||ZDiag{BM;B*}|? (3.1)

i=1
Le principe des algorithmes de type gradient est relativement simple, il s’agit, a partir d’une
matrice initiale, de construire de maniére itérative une estimée de B minimisant & chaque itération
le critére choisi. En ce qui concerne ’estimation d’une matrice, il existe deux grands types de

mise & jour. Le premier type est & une mise a jour additive correspondant &
B+~ B+7Z,

ou la matrice Z, est le terme de mise & jour dépendant du gradient du critére. Ce premier type
est trés classique. En effet, en utilisant la définition du gradient (1.8) & J(B), on pose pour un
algorithme de gradient classique

Z,=—pVJ(B)

ol u est une petite constante positive appelé le pas de mise & jour. Le deuxiéme type est & une

20
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mise & jour multiplicative correspondant &
B+~ (I+7Z)B (3.2)

ol la matrice Z est le terme de mise & jour dépendant également du gradient du critére.

Ce deuxiéme type est moins classique car il ne peut correspondre qu’au cas matriciel. La
notion de gradient relatif définie en (1.9), et appliquée & J(B), permet de considérer le terme de
mise & jour suivant

Z=—-uvV,J(B)=uF (3.3)
De plus, il a été montré dans [16], qu'il existait un lien entre le gradient en B et celui en Z

0J (I1+Z)B)

Vi (B) = 9Z*

Il se trouve que, dans notre cas, la dépendance du critére par rapport a la matrice recherchée
B peut étre rendue implicite, ce qui aura un grand avantage dans la suite. Il suffit pour cela de
considérer une mise a jour en paralléle de ’ensemble considéré de matrices.

A partir de ’ensemble initial et en posant
T; = BM;B! (3.4)

en utilisant la mise a jour (3.2), le critére J(B) peut se réécrire

N
J(Z) =" ||ZDiag{(I+ Z) T; 1+ Z)'}|’ (3.5)
i=1
tout en considérant donc une mise & jour en parallele des matrices T; en (3.4) de la maniére
suivante
T, « (1+Z)T,;(1+2)* (3.6)

Une mise & jour multiplicative posséde de nombreux avantages dans le cadre de notre probléme.

Tout d’abord elle permet (dans une certaine mesure, i.e. avec un pas suffisamment petit) de
garder le caractére inversible de la matrice B au cours des itérations. Il s’agit d’un algorithme de
type gradient relatif, et comme montré dans [76], cela permet d’avoir des performances indépen-
dantes de B. En effet ’algorithme global ne dépend que de Z.

Ainsi dans toute la suite, cette seule mise a jour multiplicative sera considérée.

Le schéma global pour 'algorithme de gradient décrit dans cette partie est développé dans
le pseudocode Algorithme 4 ci-dessous :

L’algorithme précédent dépend d’un paramétre supplémentaire qui est le pas de mise a jour
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Algorithme 4: Schéma Global pour les algorithmes de gradient

Initialisation : Ensemble de matrices M;, matrices initales B(©)
for £k =1,2,... jusqu’a convergence do

Mise & jour des matrices T; suivant (3.6)

Calcul du gradient (classique ou relatif) de (3.1)

Mise & jour de la matrices Z avec (3.3) puis de B avec (3.2)
end for

, cf. (3.3). Dans le cas le plus simple, ce pas est fixé & une certaine valeur définie par I'utilisa-
teur. Cette stratégie trés simple est largement sous optimale. Une idée courante consiste alors &
considérer ce pas comme un paramétre supplémentaire dans le probléme d’optimisation et donc
a le calculer & chaque itération par minimisation du critére considéré.

Dans notre cas en reportant 'expression de Z en (3.3) dans (3.5), il est alors clair que J est
une fonction quartique de p et que sa minimisation ne posera pas de probléme. C’est ce que nous

ferons dans la suite.

3.2 Calcul du gradient

Dans ce paragraphe nous allons calculer le gradient du critére dans le cas hermitien puis dans
le cas symétrique. Nous allons aussi déterminer les coefficients du polyndéme de degré quatre pour

le calcul du pas optimal.

3.2.1 Cas hermitien

On considére le critére suivant correspondant au seul cas hermitien

N

Jn(2Z) = | ZDiag{(1+Z) T; 1+ Z)"'} (3.7)
i=1

Dans ce qui suivra, seuls les résultats seront rappelés. Tous les développements des calculs

sont effectués dans I’Annexe A.1.1.

Le gradient de ce critére est donné par la formule suivante :

OIn(Z)
0Z*

N
= ZDiag{(1+2) T; 1+ 2)""} (1 + Z) T/
i=1

+ ZDiag{(I1+Z) T; I+ Z)" Y 1+ Z) T, (3.8)
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3.2.2 Cas symétrique

On considére le critére suivant correspondant au seul cas symétrique

N

Js(Z) =) |IZDiag{(I+ Z) T; (1 + Z)" }|* (3.9)
i=1

Le calcul du gradient de (3.9), effectué dans ’Annexe A.1.2, donne :

0Js(Z)
9Z*

N
=2 ZDiag{(I+2Z)T;1+2)"} (I1+Z)" T;} (3.10)
=1

3.2.3 Pas optimal

La recherche du pas optimal peut se faire de maniére globale. En remplacant Z, exprimé

comme en (3.3), dans (3.5), on obtient le polynome suivant :

N
J(Z) => tr{aio+ pais + plaig + plais + plaia} (3.11)
i=1
dont les calculs sont développés dans I’Annexe B.1 , et dont les coefficients a;; Vj = 0,...,4 y

sont donnés.

Le schéma global pour la détermination du pas optimal est détaillé dans I’Algorithme 5 :

Algorithme 5: Pas Optimal

Init : coefficients a; ;,j =0, ..., deg avec deg le degré du polynéme
Détermination des racines p de la dérivée du polynome (3.11)
Hopt = arngn {j (Z)}

3.3 Gradient et approximations du critére

Dans un but de réduction de la complexité des calculs, nous allons maintenant développer
plusieurs approximations du critére initial permettant un calcul de gradient simplifié. Ces ap-
proximations sont basées sur des idées développées dans les références [76, 77| qui ont conduit
aux algorithmes DOMUNG et "Fast Frobenius DIAGonalization" (FFDIAG) .
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3.3.1 Approximations sur le critére

Principalement deux hypothéses simplificatrices peuvent étre considérées. La premiére con-
cerne le terme de mise & jour Z dans (3.2). En fait l'algorithme itératif est construit de telle
facon que ce terme de mise & jour tend & s’annuler afin d’obtenir un point stationnaire. Ainsi
on peut supposer raisonnablement que, relativement rapidement, on ait ||Z|| < 1. Cela a deux

conséquences.

La premiére conséquence concerne la relation de mise & jour en (3.2) on Z n’intervient que
par intermédiaire de la somme I + Z. Ainsi si I'on suppose que la norme de Z est trés petite
alors les éléments diagonaux de Z peuvent étre considérés trés petits devant 1 correspondant aux

éléments diagonaux de la matrice identité I.

Ainsi, & la place de (3.2), on peut considérer la nouvelle mise suivante
B « (I+ ZDiag{Z})B (3.12)

ol les termes diagonaux de Z sont négligés devant 1.

La deuxiéme conséquence concerne directement le critére J(Z) en (3.5). En effet, en sup-

posant ||Z|| < 1, alors au premier ordre on a
I+Z)T, I+ 2}~ T, + ZT; + T, Z} (3.13)

conduisant & une approximation J,,(Z) du critére J(Z) donnée par
N
Ju(Z) =Y | ZDiag{T; + ZT; + T,Z}|? (3.14)
i=1

Une seconde hypothése simplificatrice peut étre considérée concernant cette fois les matrices
T, mises & jour au cours des itérations en (3.6). En effet I'algorithme est aussi construit de telle

fagon que ces matrices tendent a devenir des matrices diagonales au cours des itérations.

Ainsi on peut encore raisonnablement supposer que, relativement rapidement, on ait
ZDiag{T;}|| < 1
Cela a la conséquence suivante. En notant
TP = Diag{T;} et TZ = ZDiag{T;} (3.15)

ou Diag{-} est 'opérateur matriciel renvoyant une matrice diagonale & partir de la diagonale de

la matrice en argument.



3.3. GRADIENT ET APPROXIMATIONS DU CRITERE 25

Ainsi le membre de droite de (3.13) peut encore étre approché par
T +Z7T; + T,Z' ~ TP + 17 + 2TP + TP 7} (3.16)

conduisant & une deuxiéme approximation J,,(Z) du critére J(Z) déduite de (3.14) et donnée

par
N

Jar(Z) = || ZDiag{T/ + ZT} + T} Z'}|? (3.17)
=1

Comme les deux approximations précédentes ont la méme expression, on peut les réécrire
sous la forme générique suivante
N

Jo(Z) =" |zDiag{T{" + 2T + TP 7t} |? (3.18)
i=1

ol Tgl) = TZ(-Z) = T; quand J,,(Z) est considéré et ou Tgl) =TZ et TZ@) = TP quand 7,,(Z)
est considéré.

Une derniére approximation peut étre envisagée. En effet en utilisant le fait que ||ZDiag {-} ||> =

tr{(-)”ZDiag{-}}, o tr{-} est la trace de la matrice en argument, on a
H
Z tr { (T + 21 + TP71) " ZDiag {TV + 21 + TPZI L (3.19)

et en considérant de nouveau que ||Z|| < 1, une approximation supplémentaire J,(Z) de J,(Z)

est donnée par

H
Ztr {( +zT? + T§2>zi) TZ + TEI)HZDiag {Tgl) +z1® ¢ T§2>zi}}

(3.20)

car on a toujours ZDiag{TZ(.l)} =TZ.
De maniére explicite, lorsque que I'on posera Tgl) = TZ(
T, (Z) et lorsque l'on posera Tgl) =TZ et T§2) = TP il sera noté Jp,(Z).

2 s . ,
) = T; le critére précédent sera noté

3.3.2 Cas hermitien

On consideére les deux critéres J,(Z) et Jp(Z) du paragraphe précédent dans seul cas hermi-

tien. On les notera alors J, 1(Z) et Jp 4(Z) et ont les expressions

Tan(Z Z |ZDiag{T" + ZzT® + TP ZH |2 (3.21)
i=1
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et

N H
Ton(Z) =3 tr { (T + 21 + T27) " 17 4 T ZDiag { TV + 2T + T 2 }}
=1
(3.22)

Le développement du calcul du gradient de (3.21) est effectué en Annexe A.2.1 et donne :

N
Lj(ggfz) = [ZDiag {r }H T + zDiag {T{" } "

H
+ZDiag {ZT{? + T2 } T

H
+ zDiag {ZT + T 7" | T§2)] (3.23)
tandis que 1’on obtient le gradient suivant pour (3.22) (cf explication en Annexe A.2.1) :

@2)H

ajab;* Z ZDiag { } 52) + ZDiag {TZ(.I)} Ti2 (3.24)

3.3.3 Cas symétrique

On consideére les deux critéres 7, (Z) et J(Z) du paragraphe précédent dans seul cas symétrique.

On les notera alors J, s(Z) et J, s(Z) et ont les expressions

Tas( Z |ZDiag{T" + ZT® + T®ZT}))? (3.25)
=1
et
Tos Z tr { (T + z1® + T(Q)ZT) 17 + TV 2Diag { TV + ZT® + 17" }}
(3.26)

Le calcul des dérivées des critéres J, s(Z) et Jp (Z) par rapport a Z* est effectué en Annexe
A.2.2 et donne :

N

0Ta.s(Z) . H : T p@)*
g = Zzl {ZDlag {Tgl)} TZ(?) + ZDiag {Tgl)} T§2)

H
+ ZDiag {ZT + T 27} T

T *
+ 2Diag {zT{" + P77} T } (3.27)
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N

8{;72?) = {ZDiag {ri"} " | ZDiag {Tg”}T ng)*} (3.28)

i=1
3.3.4 Pas optimal
En introduisant (3.3) dans (3.18), on obtient un polynéme de degré 2 :
N
J(Z) = Ztr {bio + pbig + p?bio} (3.29)
i=1

Et lorsqu’on remplace Z par la formule (3.3) dans (3.20), on obtient alors un polynome de

degré 1 :

N
T(Z) = Ztr {bio + pbin} (3.30)
i=1

et dont les coefficients sont développés dans I’Annexe (B.2).

3.4 Description des algorithmes

Les pseudocodes ci-dessous décrivent les algorithmes issus des précédents calculs et auront
pour dénomination DESERT, pour "Diagonalization of complEx SEts using a Relative gradi-
enT". Le cas hermitien est décrit dans I’Algorithme 6 tandis que le cas symétrique est décrit
dans I’Algorithme 7.

Algorithme 6: HDESERT

Initialisation : Ensemble de matrices M;, matrices initales B(©)

for £k =1,2,... jusqu’a convergence do
Mise & jour des matrices T; suivant (3.6)
Calcul du gradient (3.8), (3.23) ou (3.24)
Mise & jour de la matrices Z avec (3.3) puis de B avec (3.2)

end for

Algorithme 7: SDESERT

Initialisation : Ensemble de matrices M;, matrices initales B(©)

for £k =1,2,... jusqu’a convergence do
Mise & jour des matrices T; suivant (3.6)
Calcul du gradient (3.10), (3.27) ou (3.28)
Mise & jour de la matrices Z avec (3.3) puis de B avec (3.2)

end for




28 CHAPITRE 3. ALGORITHMES DE GRADIENT

La vitesse de convergence de ces deux algorithmes peut étre améliorées en calculant de maniére

optimale le pas (cf I’Algorithme 5) avec les polynomes (3.11), (3.29) ou (3.30).

3.5 Simulations

Dans cette partie, nous allons présenter le comportement des algorithmes développés. Les
comparaisons avec les 3 algorithmes de référence seront faites ultérieurement. La matrice de
mélange est complexe de dimension N, x Ns. Celle-ci est générée aléatoirement en suivant une
loi uniforme entre -2 et 2, autrement notée U(—2,2). Les matrices diagonales sont construites
ainsi : la partie réelle suit la loi U(—1,2) et la partie imagine U (—2,1). Pour tester la robustesse
de ce type de méthodes, nous rajoutons du bruit B, dont la partie réelle et imaginaire suivent

une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance 05, de la maniére suivante :
M; = AD,A! + B

Enfin, nous considérons des ensembles composés de N matrices.

Dans les figures ci-dessous, nous affichons les résultats obtenus avec les déclinaisons des
algorithmes 6 et 7, en fonction du gradient et du pas optimal considérés, mais aussi en fonction du
critére lorsque I'influence des approximations est illustré. La dénomination standard des méthodes

est la suivante :

XDESERT;0S; J;

avec

— X représentant le fait d’utiliser un ensemble hermitien (H) ou symétrique (S).
— 1 correspond au degré d’approximation. ¢ = 1 signifie que 'on utilise le gradient exact
(critere J), ¢ = 2 le gradient avec ’approximation d’ordre un en Z (critére J,) et i = 3

pour Iapproximation d’ordre deux (critére Jp).

7 permet de déterminer quel polynoéme est utilisé pour déterminer le pas optimal. j = 1
représente le polyndéme de degré quatre, j = 2 celui de degré deux.

— [ indique quel type de critére est utilisé; [ = 1 pour J,1 ou Jp1 et I = 2 pourJye ou Jpo-
Les résultats ont été moyennés sur 100 réalisations de Monte Carlo. De plus, la définition en

diagonalisation conjointe du RSB est la suivante :

1
%

Enfin, pour évaluer I’estimation de la matrice recherchée, nous utiliserons I'indice de perfor-



3.5. SIMULATIONS 29

mance suivant [57, 58] :

Ns Ns Ns Ns ’G A‘Q
7/7]

1 Gijl?
I(G):NS(NS—l) Z Z ‘ 7’ -1 +j§1 Z

—1 (3.32)
2
=1 \ j=1 1ax |Gl i=1

max |Gy

avec G = BA, A étant la matrice recherchée et B est I'inverse de A (ou la pseudo-inverse, en

fonction de la dimension).

Ens. Nbr de mat. | RSB (dB) | Nbr it | N, | N, | Figure
Herm. 10 20 1:150 | 4 | 4 3.1
Herm. 10 30 1:200 | 5 3 3.2
Herm. 10 10 1:250 | 4 | 4 3.3
Herm. 10 10 1:100 | 5 | 3 3.4
Sym. 10 20 1:350 | 4 | 4 3.5
Sym. 10 30 1:350 | 5 | 3 3.6
Herm. et Sym. 10 + 10 30 1:250 | 4 4 3.7
Herm. et Sym. 10 + 10 -10 :30 350 4 4 3.8
Herm. et Sym. 10 + 10 30 1:300 | 5 3 3.9
Herm. et Sym. 10 + 10 -10 :30 350 5 | 3 3.10
Herm. et Sym. 10 + 10 10 1:150 | 4 4 3.11
Herm. et Sym. 10 + 10 10 1:150 | 5 | 3 3.12

TABLE 3.1 — Paramétres de simulations des algorithmes DESERT

3.5.1 Cas hermitien

A la vue des Figure 3.1 et Figure 3.2, on remarque que lorsqu’on utilise I’approximation &
Iordre deux, la vitesse de convergence est améliorée sans altérer les performances. On peut aussi
déduire que la recherche du pas optimal implique des compromis. En effet, 1'utilisation d’un
polynome de degré deux est moins complexe & mettre en oeuvre (et donc moins gourmand en
ressources informatiques), mais mettra beaucoup plus de temps & converger.

Les deux résultats présentés en Figure 3.3 et Figure 3.4 permettent d’arriver a la méme
conclusion, en mettant en lumiére I'influence du choix du critére : I'utilisation du critére (3.17)

améliore la vitesse de convergence de ce type d’algorithme.

3.5.2 Cas symétrique

Les Figures 3.5 et 3.6 confirment les résultats entrevus dans le cas hermitien, et prouvent
que ce type de méthode permet d’estimer correctement la matrice de séparation, en considérant

un ensemble composé uniquement de matrices symétriques. Cependant, on peut noter au niveau
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FIGURE 3.1 — Vitesse de convergence des algorithmes HDESERT.
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FI1GURE 3.2 — Vitesse de convergence des algorithmes HDESERT.
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FIGURE 3.3 — Vitesse de convergence des algorithmes HDESERT. Comparaison en fonction du
criteére.

de la Figure 3.5 que si on utilise le polyndme & l'ordre deux dans la recherche du pas optimal
dans le cas carré, on améliore significativement la vitesse de convergence. Ceci n’est alors plus

forcément vrai dans le cas ou la matrice de mélange est rectangulaire.

3.5.3 Combinaison des deux ensembles

La Figure 3.7 montre le comportement des algorithmes DESERT par rapport & HDESERT.
On remarque clairement que l'utilisation de deux ensembles de matrices améliore significative-
ment les performances d’estimation de la matrice de mélange, par rapport & la prise en compte
d’un seul ensemble. La Figure 3.8 apporte une information supplémentaire ; ces performances sont
meilleures, et ce quelque soit le niveau de bruit considéré. Il semble également que l'utilisation
combinée de deux ensembles améliore la vitesse de convergence.

La recherche d’une matrice de mélange rectangulaire est intéressante en plusieurs points,
et son illustration se fait grace & la Figure 3.9 et la Figure 3.10. En effet, on remarque qu’on
améliore non seulement les performances mais aussi la vitesse de convergence en combinant les
deux ensembles de matrices, ce qui vient conforter les observations réalisées dans le cas carré.

La Figure 3.11 et la Figure 3.12 permettent d’illustrer I'influence du critére approximé con-

sidéré. On remarque alors que si on utilise le critére Jp2(Z), on arrive a améliorer la vitesse de
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F1GURE 3.4 — Vitesse de convergence des algorithmes HDESERT. Comparaison en fonction du
critere.
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FIGURE 3.5 — Vitesse de convergence des algorithmes SDESERT.
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FIGURE 3.6 — Vitesse de convergence des algorithmes SDESERT.
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FI1GURE 3.7 — Vitesse de convergence des algorithmes DESERT.
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FIGURE 3.8 — Performance des algorithmes DESERT.
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FI1GURE 3.9 — Vitesse de convergence des algorithmes DESERT.
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FIGURE 3.10 — Performance des algorithmes DESERT.
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FI1GURE 3.11 — Vitesse de convergence des algorithmes DESERT. Comparaison en fonction du

critére.
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FIGURE 3.12 — Vitesse de convergence des algorithmes DESERT. Comparaison en fonction du
criteére.

convergence. Ceci est vraiment significatif dans le cas carré.

3.5.4 Complexité de calcul

Le tableau 3.2 présente les résultats que ’on obtient en termes de temps d’exécution, dans
le cas ot la matrice de mélange est rectangulaire. Cela permet de voir 'influence des différentes
approximations réalisées. On remarque clairement que le fait d’utiliser un polynéme d’ordre deux
pour la recherche du pas optimal (au lieu de celui d’ordre quatre) améliore significativement le
temps de calcul. On peut aussi remarquer que, bien que les méthodes utilisant ’approximation
la plus forte sur le critére convergent le plus rapidement, elles sont aussi plus chronophages.
Ainsi, on peut donc en conclure que le choix de la méthode est directement influencé par les
contraintes imposées par l'utilisateur, & savoir utiliser une méthode qui converge rapidement, ou

une méthode qui n’utilise que peu de ressources informatiques.

3.6 Conclusions sur les méthodes de type gradient

Dans ce paragraphe, nous avons illustré les résultats obtenus avec les algorithmes de type

gradient que I'on a développé. On montre alors que ceux-ci permettent d’estimer correctement
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Méthode cas herm. (ms) | cas sym.. (ms) | cas herm. + sym. (ms)
DESERT 051 J; 2.54 2.30 4.18
DESERT 052 J; 1.58 1.58 2.96
DESERT,051J; 1.91 1.97 3.79
DESERT0S1J2 1.81 2.05 3.86
DESERT20S2J; 1.30 1.48 2.74
DESERT08S5J5 1.43 1.54 2.90
DESERT30S1J; 1.66 1.94 3.68
DESERT30S1J5 1.81 1.97 3.75
DESERT 3052 J; 1.32 1.40 2.62
DESERT30S2J 1.34 1.51 2.78

TABLE 3.2 — Temps d’exécution des algorithmes DESERT

la matrice de séparation, et ce malgré la présence de bruit. De plus, nos méthodes permettent
de considérer le cas déterminé ou sur-déterminé, dans la mesure ot le nombre d’observations est
systématiquement supérieur ou égal au nombre de sources, que ’on suppose connu.

La prise en compte d'une diversité statistique permet également d’améliorer de maniére sig-
nificative les résultats obtenus classiquement, c’est-a-dire lorsqu’on ne considére que le seul en-
semble de matrices hermitiennes. Enfin, Les algorithmes que nous avons développés permettent
aux utilisateurs de choisir différents niveaux de complexité. En effet, nous montrons que les ap-
proximations ne dégradent pas la vitesse de convergence, tout en maintenant les mémes valeurs

de performances.



Chapitre 4

Algorithmes de mise a jour analytique

de la matrice

Dans ce chapitre, deux algorithmes vont étre présentés. L’un d’eux utilisera le critére direct,
tandis que ’autre sera basé sur le critére inverse. Tous les deux auront cependant une caractéris-

tique commune, en l'occurence celle de déterminer analytiquement la matrice recherchée.

4.1 Algorithme de mise a jour par couple de termes

4.1.1 Description générale

Dans ce paragraphe, nous présentons une nouvelle approche permettant de minimiser al-

gébriquement le critére J,o en (3.17)
N

Jar(Z) = || ZDiag{T/ + ZT} + T} Z'}|? (4.1)
i=1

Nous développons maintenant 1’équation précédente. On obtient, en notant

(T2) = Tim

38
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N Ns
ja2(Z) = Z Z ‘Zmnlel}@ + ZELmjjzl,)m + jjz,Zmn’2

i=1 mn=1

m¥#n

Ny N

m,n=1 i=1

m<n
N
= Y T (Zun: Znm) (4.2)
m,n=1
m<n
avec
N
I(me an) = Z ZmnTz‘% + ZrizmTz],jm + Ti,Zmn‘2 + ’anTi,Dm + annjﬁ + Tz,an’2 (4-3)
=1

Il apparait alors clairement que chaques termes de la double somme (4.2) ne dépendent que
de Zn et Zyy,. La minimisation de J,,(Z) correspond alors & la minimisation de chacun de ces
termes. Ainsi, le probléme initialement de dimension Ns(Ns—1) (et qui concorde avec le nombre
d’inconnues de Z) est réduit & Ng(Ng — 1)/2 problémes de dimension deux, ot chaque couple
(Zmns Znm) doit étre estimé conjointement.

Ainsi, dans la suite, on ne considérera plus que le probléme de dimension deux qui correspond

a la minimisation de Z (Z.n, Znm) en (4.3).

4.1.2 Calcul de la matrice de mise a jour Z

En partant des résultats obtenus dans la partie ci-dessus, les éléments non-diagonaux de Z
sont estimés par paire. Il s’agit donc de calculer (Z,,,,, Znm) pour chaque valeur de m et n (avec
m < n) minimisant Z dans (4.3).

Nous allons généraliser I’approche de [77] dans les deux cas complexes. Le fait de considérer
des variables complexes entraine certaines spécificités (cas de variables conjuguées ou non), et
nous devons ainsi distinguer le cas hermitien et le cas symétrique. Nous allons d’abord considérer

le cas hermitien, puis ensuite le cas symétrique.

4.1.2.1 Cas hermitien

Revenons tout d’abord au mélange hermitien. On considére ainsi le critére (4.3) en rem-
placant 'opérateur I par H pour des matrices. Pour un scalaire, cela correspond a l'opérateur
de conjugaison, noté (-)* dans la suite.

Dans ce cas, le critére du probléme de dimension deux, noté ZM); s’écrit de la maniére
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suivante :

nm=i,m

N
=1

Calculons alors la dérivée de (4.4), qui sera utile pour la minimisation, par rapport a Z,,

puis 2, :
ZARNE D | o+ oD Z \qpD* « D * D* | mZ *\mD
g = S (ZenTh + ZinTh + T ) TH + (ZinTH + Zon T + T )T,
mne =1
* h
= Hi\ Zogn + Hi2Z5, — " (4.5)
avec
N
Hy = 22 TP (4.6)
i=1
N
Hy =Y TH'Th, + THTh, (4.7)
i=1
N
h * *
i=1
La deuxiéme dérivée donne :
o™ Y D * D Z D * * D * D * Z  *\mD
82* = Z (Z”mTi,m + ZmnTi,n + Ti,nm)Ti,m + (ZmnTi,n + anTi,m + 1—;7mn )1—;7777,
nme =1
h *
=HnZ},, + HoZym — eé ) (4.9)
avec
N
Hy =) TS5 T35, + TO T, (4.10)
i=1
N
Hy =2 |TH)? (4.11)
i=1
N
h)* * *
i=1

En regardant les deux dérivées calculées en (4.5) et (4.9), les variables sont conjuguées. On va
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donc considérer dans la suite le conjugué de la seconde expression afin de résoudre le systéme :

(
oz(h)
=0
0z
(4.13)
oTh) FAOR .
0Zpym  \O0Zx, |
qui peut étre réécrit plus simplement :
Hz("), = e (4.14)
avec .
Hy1 His e§ )
Hoy  Hoy el
et
Zmn
2, = (4.16)
Znm
Lorsque la matrice H est inversible, les solutions du systéme ci-dessus peuvent étre calculées
analytiquement :
z", =H e (4.17)

4.1.2.2 Cas symétrique

Considérons maintenant le second cas ot les matrices ne sont plus hermitiennes mais symétriques.
L’opérateur I correspond alors au transposé dans le cas matriciel, mais qui n’a pas d’influence

lorsque des scalaires sont considérés. Dans ce cas, le critére est désormais noté Z(M) et s’écrit :

N
70 (Zimn, an) =2 Z ’ZmnTil,% + anTz‘D + T (4.18)

’2
,m ,mn
i=1

Le calcul de la dérivée de Z®) par rapport a Z7,, et Z,. donne :

oz
aZx .

N
2> (Zun T + Zam T, + T T

i=1

= 2(S11Zmn + S12Znm — egt)) (4.19)
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avec
N
Su=Y_|ThI (4.20)
i=1
N
*
S = ZTZ‘?% Th, (4.21)
i=1
N
t
i=1

Le calcul de la seconde dérivée donne :

oz - D D Z D *
nm i=1
— 2(S91 Zonn + S99 Zim — €) (4.23)
avec
N
*
Sor =y THTH, (4.24)
i=1
N
Sy =Y _|T I (4.25)
i=1
N
t *
i=1
Le systéme & résoudre
oz® 0
0Z%.,
(4.27)
oz 0
0Z%m
peut étre simplement écrit comme :
Szgfm),n —el® (4.28)
avec .
S11 Sz eﬁ)
S = y e(t) = (429)

Sar Sa2 eé”
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et
Zmn
z{l), = (4.30)
an
Quand la matrice S est inversible, les deux solutions du systéme ci-dessus sont obtenus
directement
z{t), =stel! (4.31)

4.1.2.3 Combinaison des deux ensembles

Malheureusement, les deux systémes (4.14) et (4.28) ne peuvent étre combinés directement,
puisque les deux vecteurs caractérisant les inconnus ne sont pas les mémes. Pour cela, nous
proposons de considérer les variables Z,,, et Z;, . comme indépendantes. Ainsi, nous introduisons

le nouveau vecteur, composé des 3 inconnues Z,,,, (similaire aux deux systémes), Z,,, et Z

Zmn
an
En définissant les deux nouvelles matrices suivantes
h
Hll ng 0 eg )
H21 HQQ 0 egh)
C= , e= (4.33)
Su 0 Sio el!
521 0 SQQ eg)
nous pouvons combiner les deux systémes développés en (4.14) et (4.28) :
Czppn=e (4.34)

qui sera résolu de la maniére suivante :

Zmn = Cle (4.35)

)
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4.1.3 Description des algorithmes

L’algorithme explicité ci-dessus, dénommé NOODLES pour "NOn Orthogonal Decomposition
of compLEx Sets", est décrit dans le pseudocode Algorithme 8 :
Algorithme 8: NOODLES

Initialisation : Ensemble de matrices M;, matrices initales B(©)

for k =1,2,... jusqu’a convergence do
Mise & jour des matrices T; suivant (3.6)
Mise & jour de la matrices Z suivant (4.17) dans le cas hermitien, (4.31) dans le cas
symétrique et (4.35) lors de la combinaison des deux ensembles

end for

4.2 Algorithmes de moindres carrés alternés

4.2.1 Description générale

Dans cette partie, nous n’allons plus nous intéresser a ’estimation de la matrice de séparation
comme cela a été fait précédemment. En effet, nous allons estimer directement la matrice de

meélange, par minimisation du critére D (A) suivant :

N
D(A,{D;}) =) |M; - AD;A*|? (4.36)
i=1

Un point important de I’algorithme consiste a considérer que A' est indépendant de A. On

notera cette matrice C. On réécrit alors D en (4.36) de la fagon suivante :

N
D(A,C{Di}) =} [M; - AD,C|? (4.37)
i=1
Le principe de la méthode qui va étre développée est relativement simple, rendant ainsi son
utilisation pratique dans plusieurs situations. On va s’inspirer de ce qui est fait en décomposition
tensorielle [9, 61, 25]. Cependant, il peut arriver que ce type d’algorithme ait des problémes de
convergence. Une solution sera aussi proposée et utilisera une recherche linéaire. L’origine de ces
travaux est accessible dans ces références [65, 25].

Elle consiste donc & estimer chacune des matrices en fixant les autres :
1. On fixe A et C, et on calcule alors D; pour tout 7,
2. On utilise 'estimation de D;, tout en gardant C fixe pour calculer alors A,

3. En ayant estimé D, et A que l’on fixera, on calcule finalement C.
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4.2.2 Mise a jour des matrices diagonales D;

Comme expliqué ci-dessus dans le schéma global de I’algorithme, nous allons tout d’abord
estimer les matrices diagonales. Pour cela, on fixe les valeurs de A et C. En considérant (1.6) a

I’ensemble des matrices M, on a :
[vec{Mi},...,vec{Mn}] = (CT ® A) [diag{D1},...,diag{Dn}] (4.38)
On en déduit que :
[D1,...,Dy] = undiag { (CT @A) [vec (M} ... vec {MN}]} (4.39)

ou undiag {(-)} construit une matrice diagonale a partir du vecteur (-), de telle maniére que

undiag {diag {(:)}} = ().

4.2.3 Mise a jour de la matrice de mélange A

Comme nous disposons d’une premiére mise a jour des matrices diagonales, nous allons utiliser
ce résultat pour déterminer une estimée de la matrice de mélange A. En conservant C comme

dans la premiére partie, et en concaténant horizontalement les matrices My, il vient :
[My,...,My] =A[D:C,...,DyC] (4.40)

Il apparait alors clairement que la matrice de mélange est accessible avec une multiplication

par pseudo-inverse :

A =[M,,...,My][D:C,...,DyC]' (4.41)

4.2.4 Mise a jour de C

Comme nous disposons désormais d’une estimation des matrices diagonales et de la matrice de
mélange, il ne nous reste plus qu’a chercher la derniére matrice encore inconnue. En concaténant

verticalement les matrices de ’ensemble, on observe que :

M, AD;,
=] : |c (4.42)
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On remarque alors que C peut alors étre aisément déterminée :
T

C= : : (4.43)
ADy My

Ainsi, nous avons réussi en trois étapes a déterminer toutes les inconnues de notre probléme
par résolution de systémes linéaires au sens des moindres carrés. Ce processus est alors répété
de maniére itérative, afin d’améliorer les estimations. Cependant, ce type de méthode peut avoir
un inconvénient important. La convergence peut étre trés lente. Ainsi, nous proposons, comme
dans tous les algorithmes que nous avons présentés précédemment, d’effectuer une mise a jour

en faisant une recherche linéaire optimisée (ELS).

4.2.5 Recherche linéaire optimisée

Reprenons la fonction de cott définie en (4.37), et réécrivons la a I'tération n :

N
D"(A,C.{Di}) = 3 IM; ~ AVD | (4.44)
i=1

Une mise a jour linéaire des matrices a l'itération n utilise les estimations de ces matrices

aux instants précédents n — 2 et n — 1, et s’écrit de la maniére suivante :

A — A=) ( Al _ A(H)) — A2 0,

c™ = c-2 4, (C(m) _ C(n—2>> —Cc"2 1 0.

D" =D" 4 (D™ ~ D) = D" 4 @), (4.45)
ol pu € R représente le pas.

Le développement de A(")DEH)C(") dans (4.44), en utilisant les mises a jour introduites dans

(4.45), permet d’obtenir un polynéme de degré six :

N
D™(A,C,{D;}) = Z €0 + pein + preio + piPeis + plea + pleis + puleg (4.46)

i=1

ol les coefficients sont calculés dans I’Annexe B.3.
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La dérivée de (4.46) par rapport & p nous donne un polynéme de degré cinq :

N
= Z €1+ 2pe; o + 3M26i,3 + 4M3€i,4 + 5M46i,5 + 6M5€i,6
i=1

oD (A, C,{D;})
o

Ainsi, la racine de (4.47) qui minimise (4.46) correspond & fiop;.

L’algorithme ELS est développé dans le pseudocode Algorithme 9.

47

(4.47)

Algorithme 9: ELS

Init. : coefficients e; j, j = 0,...,6
Détermination des racines pu du polynome (4.47) (dérivée du polynome (4.46))
Hopt = argmﬂin {D(A’ C, {DZ})}

4.2.6 Description des algorithmes

L’algorithme ALS est développé dans le pseudocode Algorithme 10.

Algorithme 10: ALS

Initialisation : Ensemble de matrices M;, matrices initales A©) et DZ(O) et CO)
for k =1,2,... jusqu’a convergence do

Mise a jour de ng) en utilisant A*=1 et C*~1) suivant (4.39)

Mise & jour de A®) en utilisant ng) et C=1) suivant (4.41)

Mise & jour de C*) en utilisant ng) et A() suivant (4.43) ou C*) = A
end for

La vitesse de convergence peut étre amélioré en utilisant 1’Algorithme 9. L’algorithme ré-

sultant sera dénommé ALSgrg dans la suite, et est résumé dans le pseudocode Algorithme 11.

Algorithme 11: ALSgrg

Initialisation : Ensemble de matrices M;, matrices initales A©) et DZ(O) et CO

k=1,2:ALS

for k = 3,... jusqu’a convergence do
ELS
ALS

end for
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4.2.7 Remarque

Dans le cas hermitien, il est clair que C = A et dans le cas symétrique, C = AT. Cependant,
nous pouvons envisager plusieurs possibilités :
— L’estimation de C se fait indépendamment de A. Ceci est illustré dans les simulations
ci-dessous par lalgorithme ALS,
— L’estimation de C est directement obtenue & partir de A. L’illustration sera alors faite via

l’algorithme ALSH.

Ces méthodes, en fonction de ’application & traiter, peuvent sensiblement varier.

4.3 Simulations

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les résultats que nous obtenons avec nos différents
algorithmes, dans un cadre de diagonalisation conjointe. Les parameétres utilisés pour la con-
struction de chaque figure sont décrits dans le Tableau 4.1 avec :

— Ens. : Type d’ensemble utilisé (hermitien, symétrique),

— Nbr de mat. : Nombre de matrices,

— RSB (dB) : Rapport Signal sur Bruit en dB,

— Nbr it : Nombre d’itérations retenues pour les algorithmes,

— N, : Nombre d’observations,

— Ny : Nombre de sources,

— Figure : Numéro de la figure

et les résultats sont moyennés sur 100 réalisations de Monte Carlo.

Ens. Nbr de mat. | RSB (dB) | Nbrit | N, | N, | Figure
Herm. 10 -10 :30 250 ) 3 4.1
Herm. 10 30 1:50 ) 3 4.2
Herm. 10 -10 :30 250 4 4 4.3
Herm. 10 30 1:100 | 4 4 4.4
Herm. 10 -10 :20 50 3 8 4.5
Sym. 10 -10 :30 250 5| 3 4.6
Sym. 10 30 1:50 | 5| 3 4.7
Sym. 10 -10 :30 250 4 | 4 4.8
Sym. 10 30 1:250 | 4 | 4 4.9
Herm. + Sym. 10 -10 :30 250 5| 3 4.10
Herm. + Sym. 10 30 1:100 | 5 3 4.11

TABLE 4.1 — Parameétres de simulations des algorithmes ALS et NOODLES
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4.3.1 Cas hermitien

0 \
HALS
-10 HALS
HALS

ELS
HNOODLE

Index Performance (dB)
I
w
o

-90

_100 L L L L L L L
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30

RSB (dB)

FIGURE 4.1 — Performance des algorithmes ALS et NOODLES

La Figure 4.1 fournit comme information principale que les méthodes basées sur I’ALS don-
nent les mémes performances, qui sont légérement meilleures que celle obtenue en utilisant
NOODLES, dans le cas ol I'on recherche une matrice de mélange rectangulaire. Les vitesses
de convergence des 4 algorithmes sont illustrées dans la Figure 4.2. On remarque alors une dif-
férence par rapport au cas non bruité carré : 'ALSs converge moins vite que I’ALS.

La Figure 4.3 et la Figure 4.4 viennent confirmer que les remarques faites dans le cas rectan-
gulaire sont valables également dans le cas carré, que ce soit en termes de vitesse de convergence,
ou en termes de performances.

La Figure 4.5 présente les résultats obtenus dans le cas sous-déterminé, c’est-a-dire dans le
cas ou le nombre de sources Ny est supérieur au nombre d’observations N,. Nous remarquons

que nous arrivons avec ’algorithme ALS & obtenir des résultats satisfaisants.

4.3.2 Cas symétrique

Quant & la Figure 4.6, elle nous permet d’affirmer qu’en utilisant des ensembles hermitiens ou
symétriques, nous obtenons le méme niveau de performances en terme d’estimation de la matrice

de mélange (ou de séparation pour NOODLES ). La Figure 4.7 conforte les résultats que nous
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FIGURE 4.2 — Vitesse de convergence des algorithmes ALS et NOODLES
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FIGURE 4.3 — Performance des algorithmes ALS et NOODLES
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FIGURE 4.4 — Vitesse de convergence des algorithmes ALS et NOODLES
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FIGURE 4.5 — Performance des algorithmes ALS
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FIGURE 4.6 — Performance des algorithmes ALS et NOODLES

SALS
SDALS A

SALS, ¢

SNOODLES$|

Indice de Performance (dB)

_100 L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Iterations

FIGURE 4.7 — Vitesse de convergence des algorithmes ALS et NOODLES
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avons obtenus dans le cas hermitien, en termes de vitesse de convergence. NOODLES surclasse

toujours les méthodes basées sur I’ALS.

0 ‘
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FIGURE 4.8 — Performance des algorithmes ALS et NOODLES

Les résultats obtenus dans le cas carré sont illustrés par les Figure 4.8 et 4.9 et nous aménent

A tirer les mémes conclusions.

4.3.3 Combinaison des deux ensembles

Dans cette partie, nous illustrons l'intérét d’utiliser conjoitement deux ensembles simultané-
ment, et ce, en comparant les résultats obtenus lorsque un seul ensemble (en 'occurence hermi-
tien) est considéré.

Dans un cas bruité, et avec une matrice de mélange rectangulaire, non seulement ce type
de combinaison améliore les performances d’estimation (Figure 4.10) mais aussi la vitesse de

convergence (Figure 4.11).

4.3.4 Remarque sur les temps de calculs

Dans ce paragraphe, nous montrons l'influence des parameétres pris en compte dans les al-
gorithmes sur les temps de calcul. Le tableau 4.2 résume ceci. On remarque alors aisément que
I’ELS est la méthode qui nécessite le plus de ressources informatiques. Cependant, comme elle

améliore la vitesse de convergence par rapport aux méthodes ALS et ALSa, cela permet de
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contrebalancer la remarque. De plus, comme cela a déja été évoqué précédemment, 'ELS est ici
effectué a chaque itération. Or, il peut étre tout a fait envisagé, pour réduire le temps de calcul,
de n’effectuer ceci que toutes les n itérations. Enfin, on note que NOODLES est la solution la
moins couteuse. En effet, le temps d’exécution est trés proche de I’ALS, mais on a également

noté que cet algorithme converge trés rapidement.

Méthode | cas herm. (ms) | cas sym. (ms) | cas herm. + sym. (ms)
ALS 0.83 0.80 1.27
ALSA 0.56 0.55 0.83
ATSprs 251 252 451
NOODLES 0.88 0.87 2.06

TABLE 4.2 — Temps d’exécution des algorithmes ALS et NOODLES

4.4 Conclusions sur les méthodes de recherche analytiques

Aux vues des résultats que nous avons obtenu, nous pouvons dire que I’ALS est une bonne
solution & 'estimation de la matrice de mélange. En effet, sa mise en oeuvre est extrémement
simple et ne nécessite que peu de ressources. Cependant, sa vitesse de convergence peut étre

longue. C’est pour cela que 'ELS a été utilisé afin de réduire ceci, au détriment du temps de
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calcul. 11 est aussi utile de noter que parfois, I'utilisation de ’algorithme ALSA peut étre une
alternative intéressante. En effet, on améliore les temps de calcul, tout en gardant une vitesse de
convergence acceptable.

De plus, nous notons que l'algorithme NOODLES est celui qui offre le meilleur compromis
temps de calcul/vitesse de convergence, bien qu’il ne soit pas aussi évident a mettre en oeuvre
que ’ALS, et qu’il fournisse des performances légérement moins bonnes.

Enfin, la méme remarque que celle énoncée dans le chapitre précédent peut étre faite : la
prise en compte d’une diversité statistique permet d’améliorer les performances d’estimation de

nos algorithmes.



Chapitre 5

Application a la séparation de sources

de télécommunications

5.1 Séparation de sources

Comme énoncé précédemment, le probléeme de la séparation de sources peut se résoudre
de plusieurs maniéres. Le principe le plus couramment utilisé est ’Analyse en Composantes
Indépendantes (ACT), dont 'objectif est de rendre indépendantes les données collectées aprés
transformation linéaire.

Le principe précédent se transpose de maniére algébrique sur des problémes de diagonalisa-
tion conjointe de matrices. C’est ce que nous allons faire dans la suite, en utilisant les algorithmes
développés dans les parties précédentes, et les comparer a des méthodes proposées dans la lit-
térature.

Nous reprenons le modeéle défini en (2.18) :
y(t) = As(t) + b(t) (5.1)

Nous allons utiliser les définitions des cumulants vues en (2.25) et (2.26). Le cumulant présente
plusieurs avantages. Tout d’abord, comme les sources et le bruit sont statistiquement indépen-

dants, on peut écrire le cumulant de y de la maniére suivante :

Cob et = Cum {Ya, U3 Ve, v}
= Cum {zq, x5, xc, x;} + Cum {bg, by, be, b }
— Cg,b,c,d + Cg’b’c’d (52)

De plus, comme nous considérons dans cette partie que le bruit est issu d’un processus

o7
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gaussien, son cumulant sera nul. On obtient alors :

a,b,e,d __ va,b,c,d
cabed = Co (5.3)

5.2 Hypothéses de simulation

Dans ce qui va suivre, nous allons mettre en place notre cadre de travail. Nous allons aussi
énoncer toutes les hypothéses qui vont nous étre utiles.

— Toutes les variables sont complexes,

— Nous considérons M capteurs, et N sources, avec N < M,

~ La matrice de mélange est générée aléatoirement, suivant une loi uniforme 2(v/—3,/3) et

ou chaque vecteur a, est ensuité normé,

— Le bruit est gaussien, de moyenne nulle et de variance oy.

Concernant les sources s, nous allons utiliser des "Quaternary Phase Shift Keying" (QPSK).
Cependant, ces signaux sont circulaires, i.e. E {SST} = 0. Afin d’utiliser des ensembles symétriques,
nous rendons ces sources non circulaires, & chaque instant ¢, en utilisant la formulation suivante :

s. = real(s)cos(6) + jimag(s)sin(0) 0 € }o, % [ U } % g[ (5.4)

Dans ce qui suivra, 0 sera fixé a $.

Afin de valider le bon fonctionnement de nos algorithmes, nous allons les comparer aux trois
méthodes rappelées dans les Algorithmes 1, 2 et 3. Cependant, certaines de ces méthodes (U-
WEDGE et FAJD) ne peuvent traiter directement le cas N < M. Ainsi, nous effectuerons une
étape préalable classique, consistant a projeter les données sur le sous-espace signal, obtenu en
considérant les vecteurs propres associés aux N plus grandes valeurs propres de la décomposition
en valeurs propres de la matrice de covariance.

Dans les simulations qui suivront, nous définirons le RSB comme étant le ratio entre la
puissance des sources o} et la puissance du bruit ag, dont la mise en équation donne :

2

RSBag = 101ogo -5 (5.5)
g

b

Les paramétres sont décrits dans le Tableau 5.1 avec :

Nbr de pts : Nombre de points pour 'estimation des cumulants,
— Ens. : Type d’ensemble considéré,

—~ RSB(dB) : Rapport Signal sur Bruit en dB,

— Nit : Nombre d’itérations,

— N, : Nombre d’observations,
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— Ns. : Nombre de sources,

— Figure : Numéro de la figure

Les résultats de simulation sont moyennés sur 100 réalisations de Monte Carlo (MC). Le
nombre de matrices est égal au nombre d’observations, puisque ’ensemble est directement déduit

de I'estimation des cumulants d’ordre quatre.

Nbr de pts Ens. RSB(dB) | Nit | N, | N | Figure
210 Herm. 10 1:100 | 3 | 2 5.1
210 Herm. -10 :20 150 | 3 | 2 5.2
210 Herm. 10 1:250 | 4 | 4 5.3
210 Herm. -10 :20 150 | 4 | 4 5.4
210 Sym. 10 1:120 | 3 | 2 5.5
210 Sym. -10 :20 150 | 3 | 2 5.6
210 Sym. 10 1:180 | 4 | 4 5.7
210 Sym. -10 :20 150 | 4 | 4 5.8
212 Herm. + Sym. 20 1:200 5 | 2 5.9
212 Herm. + Sym. | -10 :20 200 | 5 | 2 | 5.10
o1l Herm. + Sym. 30 1:100 | 5 | 3 | 5.11
o1l Herm. + Sym. | -10 :30 100 5) 3 5.12

TABLE 5.1 — Paramétres de simulations de signaux de télécommunications

5.3 Cas hermitien

La Figure 5.1 montre la vitesse de convergence des différents algorithmes considérés. Nous
remarquons alors que NOODLES converge légérement plus rapidement que U-WEDGE, et bien
plus vite que, respectivement, FAJD et DESERT. En ce qui concerne les méthodes utilisant le
critére direct, nous remarquons que I’ALS converge plus rapidement que ACDC.

La Figure 5.2 illustre les performances des méthodes en fonction du RSB. On remarque que
I’on obtient sensiblement les mémes résultats pour les algorithmes FAJD et U-WEDGE mais qui
sont meilleurs que NOODLES et DESERT pour des niveaux de bruits élevées (RSB< 10 dB).
Puis les performances deviennent égales au-dela de 10dB. L’ALS et ACDC fournissent quant a
eux la méme estimation de la matrice de mélange, et ce quelque soit le bruit.

La Figure 5.3 illustre les résultats que ’on observe dans le cas carré. Les remarques faites
dans le cas rectangulaire restent vraies : NOODLES et U-WEDGE convergent sensiblement aussi
rapidement, et bien plus vite que, respectivement, FAJD et DESERT. [’ALS converge toujours
plus vite que ACDC.

La Figure 5.4 présente 'influence du bruit sur les performances d’estimation dans le cas carré.

On remarque que les algorithmes utilisant le critére inverse fournissent sensiblement les mémes
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résultats, qui sont meilleurs que ceux obtenus avec les méthodes utilisant le critére direct.

5.4 Cas symétrique
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FIGURE 5.5 — Vitesse de convergence des algorithmes

La Figure 5.5 montre la vitesse de convergence des différents algorithmes considérés, dans le
cas ou la matrice de mélange est rectangulaire. Les remarques faites dans le paragraphe précé-
dent, ou les méthodes utilisent un ensemble composé de matrices hermitiennes, peuvent étre

maintenues.

La Figure 5.6 illustre les performances que I’on obtient dans le cas ol les ensembles considérés
sont symétriques. On remarque que les méthodes DESERT et NOODLES fournissent de moins
bons résultats que les autres méthodes lorsque 'on est en présence de bruits ayant une forte

variance.

Les résultats illustrant la vitesse de convergence des algorithmes est illustré dans la Figure 5.7.
On remarque ici que NOODLES est bien plus rapide que les autres méthodes, surtout U-WEDGE
qui, dans les simulations précédentes, convergeait sensiblement aussi rapidement. L’influence du
bruit sur les ensembles symétriques, dans le cas ot la matrice de mélange est carrée, est présentée

dans la Figure 5.8. On note que toutes les méthodes fournissent sensiblement les mémes résultats.
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5.5 Combinaison des deux ensembles

Comme nous 'avons évoqué précédemment, nous allons illustrer, dans un premier temps,
I'influence de la prise en compte des ensembles hermitiens et symétriques en méme temps, en
comparant nos algorithmes DESERT, NOODLES et ALS avec leurs versions n’utilisant que
I’ensemble hermitien.

La Figure 5.9 nous montre 'influence de la combinaison des deux ensembles sur la vitesse de
convergence. On remarque que cela n’a pas une grande influence sur NOODLES, contrairement
aux méthodes ALS et DESERT.

La Figure 5.10 illustre le comportement de ces méthodes en fonction du RSB. On remar-
que une amélioration des performances lorsqu’on combine les deux ensembles. Ceci nous ameéne
a penser que ce type d’utilisation est plus robuste aux pertubations, comparé aux méthodes
n’utilisant qu’un seul ensemble.

La Figure 5.11 compare la vitesse de convergence des méthodes DESERT, NOODLES, ALS
et FAJD. Nous remarquons que NOODLES surclasse les autres méthodes, et que I’ALS et FAJD
convergent aussi rapidement. De plus, on se rend compte que les algorithmes basés sur 1’estima-
tion du gradient mettent beaucoup plus de temps & converger en présence de perturbations, et
sont donc bien plus sensibles que les autres méthodes illustrées.

L’évaluation de la robustesse des méthodes & différents niveaux de puissance de perturbations
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est présenté dans la Figure 5.12. Pour de faibles niveaux de RSB (< 0dB), FAJD et ’ALS
fournissent des résultats similaires, et meilleurs que ceux obtenus avec DESERT et NOODLES.
Au dela de 10dB, on remarque que I’ALS donne une bien meilleure estimation de la matrice de
mélange que les trois autres méthodes utilisées pour la comparaison, qui donnent, quant & elles,

des résultats identiques.

5.6 Conclusions sur Papplication aux sources de télécommunica-

tions numériques

Les résultats obtenus dans ce chapitre permettent d’illustrer le fait que les méthodes dévelop-
pées en diagonalisation conjointe peuvent étre utilisables afin de résoudre des problémes de sé-
paration de sources. Nous remarquons que ’ALS fournit des résultats intéressants, que ce soit
en termes de performances ou de vitesse de convergence. De plus, on observe cet algorithme,
ainsi que DESERT et NOODLES, sont trés intéressants lorsque la matrice recherchée est rect-
angulaire, puisqu’ils permettent de s’affranchir de ’étape de blanchiment tout en affichant des

performances similaires.



Chapitre 6

Application & la radioastronomie !

6.1 Présentation

Dans ce qui va suivre, nous allons considérer des données issues du radiotéléscope LOFAR,
développé par la fondation astronomique néerlandaise ASTRON. Outre sa dimension, ce ra-
diotéléscope se distingue par une approche tout numérique et par une hiarchisation astucieuse

de son architecture :

1. les antennes 'basse fréquence’ ou LBA (30MHz & 80 MHz) sont de simples dipoles en V.
Réparties aléatoirement par paquet de 96 dans un disque de 80m de diamétre, elles forment
une station. Ces 96 antennes sont échantillonnées puis phasées numériquement entre elles
pour fournir deux faisceaux et deux polarisations par station. Il y a actuellement 41 stations
LBA dont une grosse partie est concentrée dans un disque de 3km de diameétre (cf. figure
6.1), une autre partie est disponible dans un anneau qui s’étend sur 80km et quelques
stations sont disponibles & des distances de plusieurs centaines de kilométres, comme par
exemple la station LOFARFR606 installée sur le site de la station de radioastronomie de

Nancay dans le Cher.

2. les antennes ’haute fréquence’ ou HBA (110 MHz & 250 MHz) sont d’abord sommées
analogiquement par groupe de seize afin d’augmenter la sensibilité. Le signal obtenu ainsi
que celui de 95 (ou 48 selon les configurations) autres paquets sont numérisés puis phasés
pour former des stations de maniére similaire & la description faire pour le réseau LBA.

Actuellement 65 stations HBA sont connectées.

3. ’ensemble de ces stations sont connectées via des fibres optiques vers un calculateur a trés

haute capacité qui va combiner tous ces signaux en temps réel afin de fournir les différents

1. En collaboration avec G. Hellbourg et R. Weber de I'Observatoire de Paris (station de Radioastronomie de
Nangay), et de l'institut de radioastronomie néerlandais ASTRON, dans le cadre du PPF ISSO
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modes d’observation du radiotelescope LOFAR. Le seul mode qui nous intéresse (Direct
Storage) sera détaillé, les autres (Interferometric et Beam-Formed) sont décrits sur ce site
[5].

4. Le mode Direct Storage est décomposé en deux sous-modes : le "Transient Buffer Board"
(TBB) et le Single Station Observations. Le premier nous concerne tout particuliérement,
puisque les données traitées dans la suite proviennent de ce procédé. Il permet de sauve-
garder 1.3 s des 96 signaux issus des antennes d’une station HBA ou LBA. La fréquence
d’acquisition est de 200MHz.

FIGURE 6.1 — Superterp, le coeur du coeur de LOFAR prés de Exloo aux Pays-Bas®

a. Toutes les photos et les figures sont utilisées avec ’aimable autorisation de ASTRON

Grace a ses capacités d’imagerie multi-fréquence et multi-faisceaux, ’objectif scientique de
LOFAR est d’observer 'univers & différentes échelles afin de détecter des signatures caractéris-
tiques. Les phénoménes potentiellement détectables, grace a ce type de matériel, sont la réioni-
sation de I’hydrogeéne neutre (caractéristique de la création des premiéres étoiles et galaxies, et
donc de I’Univers), les galaxies massives, les pulsars, I’éjection de masse coronale du Soleil et la
cartographie des vents solaires, les rayons cosmiques et les champs magnétiques, les irrégularités
dans la ionospheére et éventuellement d’autres détections non prévues ni envisagées.

Les sources cosmiques sont étudiées & travers les ondes radios qu’elles émettent. Cependant,
ces émissions naturelles partagent les mémes bandes de fréquence que les émetteurs de télé-
communications développés pour diverses applications (Télévision Numeérique Terrestre, Radio
FM, GSM, GPS ,etc). Bien que quelques bandes de fréquence soient réservées (en théorie) ex-

clusivement a la radioastronomie, les besoins scientifiques imposent d’utiliser tout le spectre
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électromagnétique. I1 faut donc développer des techniques de traitement du signal [33, 74, 8] qui
permettent aux radioastronomes d’obtenir des observations de qualité méme en présence d’emis-
sions d’origine anthropique. Dans le milieu de la radioastronomie, on parle de "Radio frequency
interference" (RFI).

Notre objectif est alors le suivant : Déterminer au mieux la matrice de mélange de ces in-
terférences, afin d’éliminer (ou du moins réduire) leur influence sur nos données. Ainsi, cela
permettra, en principe, d’avoir une bien meilleure observation des sources cosmiques, et donc de
déterminer si ce que l'on a en notre possession est déja parfaitement connu, ou alors si ce sont
de nouvelles signatures & considérer plus précisemment.

Pour évaluer I'intéret des méthodes proposées nous allons utiliser dans un premier temps des
données synthétiques issues d’un simulateur de station LOFAR puis dans un deuxieme temps

des données réelles obtenues via les TBB.

6.2 Données synthétiques

6.2.1 Modéle

On s’intéresse a 'analyse de signaux recus sur un réseau de M antennes phasées. Le signal recu
est un mélange composé de N sources cosmiques et de N, interférences. De plus, ces observations
sont perturbées par du bruit additif. Nous considérons alors le signal recu sur chaque capteur, &

chaque instant ¢, comme un mélange linéaire instantané. Cela s’écrit de la maniére suivante :

() = 3 (@) (525 (1) 3 (@) yug (503 (8) + 2 (8) (6.1)
=1 k=1

Nous supposons dans la suite que nous sommes dans une situation ou les signaux sont &

bande étroite. Cette relation peut alors s’écrire sous forme matricielle :
x(t) = Apsp(t) + Agss(t) + n(t) (6.2)

avec A, la matrice de mélange contenant les signatures spatiales des interférences dont les élé-
ments sont les coefficients (a,),,, sr contient le signal des interférences a chaque instant, A la
matrice de mélange caractérisant la signature spatiale des sources cosmiques dont les éléments

sont les coefficients (as), ., 85 contient le signal émis par celles-ci, et n représente un bruit additif

mai’
venant des capteurs et de 1’électronique. Tout ceci nous permet donc d’obtenir les observations

au niveau du radiotéléscope x a chaque instant ¢.

On s’intéresse & 1’élimination de ces interférences. Comme ce sont, dans un premier temps,
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ces signaux qui doivent étre éliminés, nous allons réécrire le modele (6.2) sous la forme :
x(t) = Aps,(t) + b(t) (6.3)

Nous faisons donc une nouvelle interprétation. Nos signaux d’intérét sont les signaux de
télécommunication, et tout le reste n’est considéré que comme des perturbations. Les sources
cosmiques sont des signaux gaussiens, tout comme le bruit. Quant aux signaux de télécommu-
nications, ils sont dans cette simulation de type "Binary Phase Shift Keying" (BPSK), mis en
forme en utilisant un filtre gaussien, et ont pour porteuse une exponentielle complexe.

Nos méthodes de développement utilisant conjoitement des matrices hermitiennes et symétriques
ne seront pas utilisées dans cette partie. En effet, nous nous sommes seulement concentrés sur
I’utilisation d’un ensemble de matrices, et non plus d’une seule matrice, comme cela est fait
classiquement dans ce domaine, afin d’en étudier les bénéfices. Nous n’utiliserons alors, a I’ordre
deux, que les matrices de corrélation pour différentes valeurs de 7.

Traditionnellement, le traitement des interférences, lorsque des méthodes de type séparation
de sources ou traitement d’antennes sont utilisées, est effectué en utilisant simplement la matrice
de covariance des observations. L’objectif principal est donc d’utiliser un ensemble de matrices
plus grand que ce qui se fait usuellement dans cette application, afin d’estimer de maniére plus
précise la matrice de mélange des interférences et donc de les éliminer au mieux des observations
que l'on recueille.

Nous utilisons alors un simulateur développé au sein I’ASTRON par G. Hellbourg. Il permet
de prendre en compte plusieurs parameétres comme le nombre d’échantillons, le nombre d’inter-
férence, la puissance des interférences, le type d’antenne et ’espacement intercapteurs. Nous ne
présenterons des résultats qui ne traiteront que de 'influence des trois premiers paramétres.

Dans les simulations qui suivront, nous définirons le RIB comme étant le ratio entre la
puissance des interférences 0? et la puissance du bruit 05, dont la mise en équation donne :

@qm | @qw

6.2.2 Simulations informatiques

Dans cette partie, nous présentons les résultats que nous obtenons avec le simulateur, et
comparons les méthodes DESERT, NOODLES et ALS.

La Figure 6.2 illustre une simulation de vue du ciel dans le cas ou aucune perturbation n’est
visible, et ou trois sources cosmiques d’intérét sont clairement observables. Ce type de figure est
créé & partir de la matrice de corrélation a 7 = 0.

La Figure 6.3, quant & elle, illustre la méme vue mais en présence d’interférences terrestres.
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FIGURE 6.3 — Vue du ciel avec les interférences
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En ’'occurence, nous en observons sept, dont trois proches des sources. Ce cas est d’autant plus
intéressant que les perturbations sont proches des sources, angulairement parlant. Notre objectif
est donc d’estimer au mieux la matrice de mélange des interférences, afin de les éliminer des

observations, et ainsi avoir une bonne connaissance des sources cosmiques.

L’élimination peut se faire de plusieurs maniéres. Soit nous projetons les données sur le sous-
espace orthogonal au sous-espace lié au interférences, soit nous soutrayons leur influence sur la

matrice de corrélation pour 7 = 0.
Les paramétres sont décrits dans le Tableau 6.1 avec :

— Nbr de pts : Nombre de points,

~ Nbr de mat. : Nombre de matrices (égal au nombre de décalages 7 considérés),
— RIB (dB) : Rapport Interférences sur Bruit en dB,

— Nbr it : Nombre d’itérations retenues pour les algorithmes,

— Nbr poll. : Nombre de pollueurs (interférences),

— MC : Nombre de réalisations de MC,

— Figure : Numéro de la figure

Nbr de pts | Nbr de mat. | RIB (dB) | Nbr it | Nbr poll. | MC | Figure
212 10 10 1 :150 7 100 6.4
214 10 20 1:150 10 100 | 6.5
2l4 10 0 :20 150 10 100 6.6

27 M4 10 0 150 8 100 | 6.7
27 .ol4 10 20 150 10 100 | 6.8
214 10 10 150 2 :10 100 | 6.9
214 10 20 150 2 :10 100 | 6.10

TABLE 6.1 — Paramétres de simulations pour les données simulés LOFAR

De plus, le réseau sera systématiquement de type LBA, composé de 48 antennes, réparties
réguliérement de d = %)\, et les vues du ciel seront construites de telle sorte que le niveau de

couleur représentera la puissance des sources éventuelles.

6.2.2.1 Comparaison des vitesses de convergence

La Figure 6.4 et la Figure 6.5 présentent les vitesses de convergence de nos trois méthodes
(la courbe rouge, présentant la performance d’estimation obtenue par Décomposition en Valeurs
Singuliéres, n’est pas itérative, et c’est pour cela que la pente est nulle). On remarque que
NOODLES converge respectivement plus rapidement que ALS (pourtant amélioré avec I'ELS)
et DESERT .
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FIGURE 6.5 — Vitesse de convergence des algorithmes
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FIGURE 6.6 — Performance des algorithmes en fonction du RIB

6.2.2.2 Influence de la puissance des interférences

Les résultats illustrés dans la Figure 6.6 attestent du comportement de nos trois méthodes. On
remarque que pour de faibles RIB, ’ALS fournit des résultats plus satisfaisants que les autres
méthodes. Ceci est essentiellement di au fait que cette méthode nécessite des hypothéses de
travail moins fortes que DESERT et NOODLES (surtout en ce qui concerne le fait d’avoir des
matrices strictement diagonales). De plus, on remarque que DESERT fournit, dans ce scénario,
de moins bons résultats en termes de performances, mais il met également plus de temps &

converger.

6.2.2.3 Influence du nombre d’échantillons

La Figure 6.7 et la Figure 6.8 donnent l'influence du nombre d’échantillons sur les per-
formances d’estimations. On remarque que, évidemment, plus le nombre de points est impor-
tant, plus ’estimation est précise. Cependant, on remarque également qu’en fonction des autres
parameétres (en l'occurence le nombre de pollueurs ainsi que le RIB), les performances obtenues
sont différentes, I’ALS étant plus efficace que NOODLES et DESERT dans un cas ou les con-

traintes sont plus fortes (cf Figure 6.7).
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6.2.2.4 Influence du nombre de pollueurs

10 ‘
DVP
HDESERT, OS, J_|

3 1 "aZ
St HNOODLES i

HALS

o Or

z

[0]

o

& -5

£

2

g

o 10}

©

[0]

Q

©

£ -15¢

_20 -
_25 L L L L L L L
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre de RFI

FIGURE 6.9 — Performance des algorithmes en fonction du nombre de pollueurs

La Figure 6.9 et la Figure 6.10 permettent de voir I'influence de la dimension du sous-espace
interférences sur les performances. Il est a noter que cette dimension est strictement égale au
nombre de pollueurs effectivement présents dans le mélange. Plusieurs remarques peuvent étre
établies. Tout d’abord, plus le nombre de pollueurs est grand, plus ’estimation est bonne. Il est
quand méme bon de noter que ceci reste vrai tant que la dimension de celui-ci reste inférieure
a la dimension du sous-espace bruit. On notera également une légere différence entre les deux
situations. En effet, on remarque une amélioration de la performance donnée par ’ALS pour un
RIB de 10dB en présence de dix polleurs. Sinon, nous obtenons, le reste du temps, sensiblement

les mémes performances entre les trois méthodes

6.2.2.5 Autres résultats

La Figure 6.11 présente les résultats obtenus aprés projection sur le sous-espace orthogonal
au sous-espace interférences. Le fait intéressant a noter est que bien que les interférences soient
"proches" des sources cosmiques, celles-ci n’ont pas été éliminées de I'image.

La Figure 6.12 illustre ce que I'on obtient aprés soustraction de la contribution des pollueurs.
On remarque plusieurs différences entre projection et soustraction. Tout d’abord, la projection

élimine trés précisément dans une direction, et cette précision diminue au fur et & mesure. On
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FIGURE 6.11 — Vue du ciel aprés projection
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ALSELS Soustraction

FIGURE 6.12 — Vue du ciel aprés soustraction

I'observe clairement dans la Figure 6.11, ou on a un "trou" ponctuel (de couleur bleue) a la
position de 'interférence, et la suppression décroit rapidement. Dans le cas de la soustraction,
on ne remarque pas de suppression en un point comme pour la projection mais la suppression

est plus homogeéne sur toute la zone d’influence de la perturbation.

6.3 Données expérimentales

Dans la suite, nous allons voir si les méthodes que nous avons présentées ci-dessus donnent
toujours des résultats satisfaisants sur des données expérimentales. La campagne de mesure s’est

déroulée en février 2010, et les signaux ont été recus sur 48 LBA.

Comme le signal est étalé sur une grande plage fréquentielle, et que les perturbations sont
nombreuses, nous allons nous focaliser sur deux bandes de fréquence. La premiére sera centrée sur
55MHz, fréquence utilisée par un réseau mobile terrestre ("land mobile" en anglais), la seconde
sur 27.3MHz, correspondant & un "pager". Ensuite, nous allons séparer le réseau d’antennes en
deux. Les antennes "paires" et les antennes "impaires", qui correspondent & deux polarisations

différentes d’'un seul et méme réseau.



80 CHAPITRE 6. APPLICATION A LA RADIOASTRONOMIE

6.3.1 Justification empirique de ’utilisation d’une matrice aléatoire comme
point initial
Avant d’illustrer tous les résultats que nous avons pu obtenir sur les données, nous allons
expliquer les raisons qui nous ont poussé a utiliser une matrice aléatoire comme point initial.

Considérons tout d’abord la bande de fréquence "land mobile". Sur les antennes impaires, on

obtient la vue du ciel illustrée en Figure 6.13.

FIGURE 6.13 — Vue du ciel sur les antennes impaires. Scénario "land mobile"

On observe alors plusieurs sources (les coordonnées correspondent a (i,j) dans I'image) :

Deux perturbations en (-0.7,0.4) et (0.9,0.4), respectivement dénommeées PA et PB dans
la suite,

— Cassiopée A en (-0.2,0.7) dénommée CasA

— Cygnus A en (-0.2,0.2), appelée CygA

— La voie lactée autour de (-0.1,0.8), abrégée en MW.

Tout d’abord, nous allons essayer de voir le comportement de ’algorithme ALS dans le cas
ou l'on considére qu’il n’y a qu’une seule interférence. Nous utilisons comme point de départ &
la méthode le vecteur propre associé & la plus grande valeur propre , afin de comparer avec la
méthode usuelle. Puis, nous prenons le vecteur propre associé a la deuxiéme plus grande valeur
propre . Les résultats sont visibles en Figure 6.14.

En comparant les résultats obtenus, on peut remarquer qu’en prenant un seul vecteur propre,
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FIGURE 6.14 — (a) : DVP avec VecP associé a plus grande ValP, (b) : ALS avec VecP associé a
plus grande ValP, (c) : DVP avec VecP associé¢ a 2nd plus grande ValP, (d) : ALS avec VecP
associé a 2nd plus grande ValP

qui de plus est associé a la plus grande valeur propre, ’ALS apporte une légére amélioration,
en terme de finesse. En revanche, lorsqu’on prend le vecteur propre associé a la deuxiéme plus
grande valeur propre, on remarque que I’ALS, malgré tout, évolue afin d’éliminer l'interférence
la plus puissante. Cela présente un avantage certain : quelque soit ’entrée considérée pour ini-
tialiser I’ALS, la méthode semble toujours converger vers une solution acceptable, en I'occurence

I’élimination de la perturbation la plus puissante.

De plus, afin d’éviter de tomber dans un minimum local, nous n’initialiserons pas la méthode
ALS avec les vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres dans la suite, mais avec
une matrice proche de l'identité. De plus, comme nous ne nous intéressons qu’a la matrice de
mélange, nous ne présenterons que des résultats utilisant la méthode ALS, puisque les algorithmes

DESERT et NOODLES ne concerne principalement que la matrice de séparation.



82 CHAPITRE 6. APPLICATION A LA RADIOASTRONOMIE

6.3.2 Justification empirique de 1’utilisation des cumulants

Nous allons montrer ici pourquoi nous utilisons des ensembles créés & partir de statistiques
d’ordre supérieurs afin d’estimer la matrice de mélange. Comme cela a été développé dans le
chapitre 5, les matrices de corrélation ainsi que les cumulants d’ordre quatre ont la méme struc-
ture, c’est-a-dire la matrice de mélange A, multipliée & droite par une matrice (celle-ci est par
contre différente si on considére des statistiques a 'ordre deux ou quatre). La Figure 6.15 présente
les différences que I'on obtient sur la vue du ciel. Sur cet exemple, on observe que PB est éliminée
plus efficacement, mais on observe aussi & coté de cette interférence qu’une autre interférence
est détectée, et elle est aussi mieux éliminée. PA est également éliminée plus finement. Ainsi,
dans la suite, nous n’estimerons la matrice de mélange des interférences qu’a partir d’ensembles

constitués a partir de cumulants d’ordre quatre.
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FIGURE 6.15 — Influence de ’estimation de la matrice de mélange, en fonction des statistiques
utilisées. (a) : Ordre 2, (b) : Ordre 4

6.3.3 Traitements pour le scénario "land mobile"

Nous allons ici présenter les résultats obtenus avec la méthode ALS sur les signaux issus
de la bande de fréquence autour de la perturbation correspondant au réseau terrestre mobile.
Nous comparerons nos résultats avec ce qui se fait classiquement ; la projection des données sur
le sous-espace issu de la décomposition en valeurs propres de la matrice considérée. Observons
maintenant l'influence de la dimension du sous-espace interférence sur les données a 1’aide de la
Figure 6.16 et de la Figure 6.17, dans le cas ol on considére les antennes uniquement impaires.

On remarque que 1’élimination de PA et PB est bien meilleure en utilisant I’ALS pour un
sous-espace interférence de dimension un. De plus, on remarque que la puissance de CasA est
conservée avec I’ALS, tandis qu’avec la méthode basée sur la, décomposition en valeurs propres ,
la présence de cette source d’'intérét est réduite. La considération d’un sous-espace interférences

de dimension deux rameéne & des résultats plus proches, entre les deux méthodes. En effet, les
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FIGURE 6.17 — dim(SEI) = 2 pour (a) : DVP et (b) : ALS

deux ont une incidence sur CasA et éliminent correctement PB. La différence se fait sur PA et
les deux autres sources cosmiques.

Regardons maintenant la vue du ciel que 'on obtient dans le cas ot on considére seulement
les antennes paires (Figure 6.18)

Voyons également l'influence des traitements sur les données, illustrée sur la Figure 6.19 et
la Figure 6.20. On observe :

— une interférence PA de coordonnées (-0.7,0.4),

— une interférence PB de coordonnées (0.9,0.4),

— une interférence PC de coordonnées (-0.4,0.9)

— les trois sources cosmiques CasA, CygA et MW toujours & la méme place.

On remarque sur la Figure 6.19 et sur la Figure 6.20 que les choses différent par rapport a
ce que l'on a pu observer sur les antennes impaires. Tout d’abord, en considérant un sous-espace
interférence de dimension un, la méthode utilisant la décomposition en valeurs propres n’élimine

absolument pas les interférences, contrairement a la méthode ALS qui en réduit considérablement
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FIGURE 6.18 — Vue du ciel sur les antennes paires. Scénario "land mobile"

FIGURE 6.19 — dim(SEI) = 1 pour (a) : DVP et (b) : ALS

I'influence. De plus, en considérant un sous-espace interférences de dimension deux, on remarque
que ’ALS élimine de maniére plus précise les interférences, mais vient également réduire I'influ-
ence des sources cosmiques. La décomposition en valeurs propres , dans ce cas précis, n’apporte
pas forcément de meilleurs résultats que si on avait considéré un sous-espace interférences de

dimension un.
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FIGURE 6.20 — dim(SEI) = 2 pour (a) : DVP et (b) : ALS

6.3.4 Traitements pour le scénario "pager"

Nous allons maintenant considérer une autre plage fréquentielle, dans laquelle se situe une

interférence prédominante, dans le cas ol ne nous prenons en compte que les antennes paires.

FI1GURE 6.21 — Vue du ciel sur les antennes paires. Scénario "pager"

Contrairement au cas précédent, on remarque que l'interférence est bien plus puissante, ce
qui fait que nous n’observons pas clairement CasA, CygA et MW. Lorsque nous commengons

le traitement, le fait de prendre un sous-espace de dimension un pour I’ALS n’apporte aucune
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amélioration par rapport a la méthode utilisant la décomposition en valeurs propres , tout comme

un sous-espace interférences de dimension deux. La Figure 6.22 illustre ce fait.

FIGURE 6.22 — dim(SEI) = 1 pour (a) : DVP et (b) : ALS

Néanmoins, la Figure 6.23 nous fournit un résultat intéressant, en considérant un sous-espace
interférences de dimension trois : la méthode basée sur la décomposition en valeurs propres élimine
en partie une des trois sources cosmiques (en l'occurence CygA), contrairement a ’algorithme

ALS. Ceci est également vrai pour un sous-espace de dimension quatre (Figure 6.24).

FIGURE 6.23 — dim(SEI) = 3 pour (a) : DVP et (b) : ALS

Concernant les antennes impaires, les résultats ne sont pas satisfaisants. En effet, pour un
sous-espace interférence de dimension un, deux ou trois, nous obtenons des résultats similaires.
Puis pour un sous-espace de dimension quatre, 'influence de CygA est réduite (Figure 6.25)
en utilisant les deux méthodes, puis est complétement supprimée en prenant un sous-espace de
dimension cing (Figure 6.26). Le seul avantage, dans ce cas la, que I'on peut voir pour la méthode

ALS, est de ne pas altérer significativement CasA et MW.
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FIGURE 6.26 — dim(SEI) = 5 pour (a) : DVP et (b) : ALS
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Chapitre 7

Conclusions et Perspectives

7.1 Conclusions

Les travaux menés s’inscrivent dans un cadre de traitement du signal multidimensionnel.
Dans un tel cadre, pour des signaux complexes, I'information statistique peut alors facilement se
représenter sous une forme matricielle. On rencontre alors principalement deux types de matrices :
les matrices hermitiennes et les matrices symétriques complexes conduisant respectivement a deux
types de décompositions permettant de les diagonaliser. Le but principal des travaux a été de
proposer des algorithmes de diagonalisation de matrices complexes pouvant s’adapter au deux
types de matrices conjointement. Cela nous a permis entre autre de généraliser des approches
existantes tout en en proposant de nouvelles.

Nous avons & la fois considéré des algorithmes de type gradient et des algorithmes algébriques,
a chaque fois dans un souci de simplicité algorithmique. En ce qui concerne les algorithmes de
type gradient, nous les avons placé dans un cadre commun en explicitant différents niveaux
d’approximation du critére quadratique classique de mesure de distance & une matrice diagonale.
En ce qui concerne les algorithmes algébriques, nous nous sommes principalement inspirés de ce
qui ce fait dans le cadre des décompositions tensorielles.

Ces algorithmes de diagonalisation conjointe trouvent une application directe en séparation
de sources lorsque celles ci sont statistiquement indépendantes. Cette application nous a permis
de tester les performances des algorithmes proposés et de considérer une application en radioas-

tronomie ot les signaux de radiocommunication terrestre sont vus comme des interférences.

7.2 Perspectives

Les développements présentés dans ce manuscrit ont été fait dans le cadre de la diagonali-

sation conjointe de matrices. Il serait judicieux de voir si cela peut s’appliquer dans le cas ou

88
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les statistiques ne seraient plus représentées sous forme matricielle, mais sous forme tensorielle
directement. En ce qui concerne 'application & la séparation de sources, nous ne nous sommes in-
téressés qu’a des situations ot les mélanges sont linéaires et instantanés. Il serait aussi intéressant
d’aborder le cas de mélanges convolutifs.

En ce qui concerne la décomposition des matrices, le seul type que nous avons considéré
concerne les matrices diagonales. L’ensemble des algorithmes présentés peuvent ce généraliser
assez facilement & des décompositions de type bloc diagonales.

L’application principale considérée a été la séparation de sources. Cependant, le domaine du
traitement d’antennes nécessite aussi des décompositions matricielles. Il serait aussi certainement
intéressant d’étudier de maniére systématique ’apport des algorithmes de diagonalisation con-
jointe, comme ceux développés dans cette thése, a la problématique du traitement d’antennes.
L’application & la radioastronomie présente des résultats dans un contexte trés simplifié. Il serait
intéressant d’étudier la réjection des interférences par soustraction plutdt que par projection. Il
serait aussi intéressant d’aborder les signaux de radiocommunication terrestre par une modélisa-
tion considérant les aspects circulaires ou non et les aspects cyclostationnaires par I'intermédiaire

de statistiques d’ordre supérieur a deux.



Annexe A

Développement des calculs des

algorithmes de gradient

A.1 Calcul du gradient

A.1.1 Cas hermitien

Le gradient de (3.7) formulé en (3.8) s’obtient comme suit. Réécrivons tout d’abord le critére
(3.7) avec (1.7) :
N H
Ti(Z) =3 tr { <(I +Z)T; (1 + Z)H> ZDiag{(I+ Z)T; (I + Z)H}}

i=1

Développons le produit matriciel suivant :
I+2)T; I+ 2)7 =T, + 2T, + T,2" + 21T,2"

On calcule maintenant les dérivés partielles de tous les termes, et on ne conserve ensuite que les

termes composés de Z* et ZH | les autres dérivées partielles n'intervenant pas dans le calcul du
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otr{ (ZT,; ZH) ZDiag{T;Z"}}
otr{ (ZT,; ZH) ZDiag{ZT;Z"}}

A.1. CALCUL DU GRADIENT
gradient :
otr{(T; + T.2") " ZDiag{T,Z"}}
otr{(T; + T;2") " ZDiag{Z T, 2" }}
otr{(ZT;)" ZDiag{T; + ZT;}}
otr{(2T,2")" ZDiag{T; + ZT;}}
otr{(ZT;)" ZDiag{T;Z"}}
otr{(ZT;)™ ZDiag{ZT;Z"}}
(
(
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En appliquant la propriété (1.3) au premier des termes ci-dessus, puis la propriété (1.4), on a :

tr{(T; + TiZH)H 0ZDiag{T;Z"} = tr{ZDiag{T; + T,Z" }" T,0Z"}
= tr{0Z" ZDiag{T; + T;Z" }" T}

Enfin, la définition (1.10) relative a la dérivation donne :

otr{Z"ZDiag{T; + T,Z" }1'T;}

7 = ZDiag{T; + T;Z" }"'T;

En appliquant ce schéma a tous les termes & dériver, on arrive & :

otr{ (T; + 1,2 2Diag{ZT; 2"
(T + Ti27) _ ZDiag] Y _ 7Disg{T, + T,2"}" 7T,

0Z*
otr{(ZzT)? Zgi;*g{Ti +ZTi}} ZDiag{T; + ZT,} T
otr{ (ZTiZH)Hggiag{Ti +ZTi}} = ZDiag{T; + ZT,}ZT!
otr{(ZT,)" aZ;kiag{TiZH}} — ZDiag{T,Z2"}T¥ + ZDiag{ZT;}"'T;
or{(2T)" Z@Z‘fg{ZTizH}} — ZDiag{ZT,Z" }T¥ + ZDiag{ZT;}" ZT;
atr{(ZTiZH);{ZiDiag{TiZH}} _ ZDiag{T,Z"1ZT" + ZDiag{ZT,Z" }"'T,
8tr{(ZTiZH)H8 ;*Diag{ZTiZH}} — ZDiag{ZT,Z"}ZT! + 7Diag{ZT, 2"\ 1 7T,

et on retrouve alors tous les termes qui composent le gradient du critére (3.7).
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A.1.2 Cas symétrique

Le gradient de (3.9) formulé en (3.10) s’obtient comme suit. Réécrivons tout d’abord le critére
(3.9) avec (1.7) :

N H
T(Z) = tr { ((I +Z)T; (I+ Z)T> ZDiag{(I+ Z) T; (1+ Z)T}}

Développons le produit matriciel suivant :
I+2Z2)T;1+2)" =T;+ 72T, + T,Z2" + 21,2"

Dans la suite, on posera (I 4+ Z)T; (I+ Z)T = S; par souci de clarté. On ne conserve ensuite que
les termes composés de Z* et Z, les autres dérivées partielles n’intervenant pas dans le calcul

du gradient :

otr{(ZT;)" ZDiag{S;}}
otr{(T:2")" ZDiag{S;}}
otr{ (2T:Z7)" ZDiag{S;}}

En appliquant les propriétés (1.3), (1.4) et (1.10) aux termes ci-dessus, on a :

otr{(ZT;)"” ZDiag{S;}} _ ZDiag{Si}Tf{
0Z*
otr{ (T,27)" ZDiag{s;
r{( ) lag{Si}} = (Tf{ZDiag{Si})T
0Z*
otr{ (ZT;Z7)" ZDiag{s;
r{( a)z* ag{Si} _ ZDiag{S;}Z* T/ + ZDiag{S;}' Z*T}
De plus, les matrices T; étant symétriques, on a T/ = T} et les matrices S; sont aussi

symétriques. On obtient finalement :

otr{(ZT;)" ZDiag{S;}}

Oz = ZDiag{S;}T;
otr{ (T:27)" zDiag{S;
r{( ) |ag{ }} _ ZDiag{S,}Tj
0Z*
otr{(zT,Z7)" ZDiag(S;
I’{( 8)Z* iag{S;} — zDiag{Si}z*T: 4 ZDiag{Si}Z*T;‘

On retrouve alors tous les termes qui composent le gradient du critére (3.9).
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A.2 Calcul du gradient pour un critére simplifié

A.2.1 Cas hermitien

Nous développons ici le calcul du gradient du critére (3.21), dont le résultat est donné en

(3.23). En appliquant (1.7) a cette fonction de coit, on a :
H
Tun(Z Ztr{( + 2T + TP7") " ZDiag(T(" + ZT? + TP 71 }}

On conserve ensuite tous les termes ayant une dérivé partielle en Z* et Z :
otr{ (Tg” + Tf?)zH) " ZDiag{T?Z"})
atr{<ZT§2)>H ZDiag{T" + ZT®'}}
otr{ <ZT§2)> " ZDiag{T?Z"})

En appliquant les propriétés (1.3), (1.4) et (1.10) aux termes ci-dessus, on a :

8tr{( 1>+T(2>ZH> ZDiag{T\?Z1}}

— ZDiag{T!" + TPz} T

oz
H

atr{<ZT§2>) ZDiag{T\" + ZzT®}} o o (a1
— ZDiag{T" + ZT! }<TZ. )

oZ*

H

otr{(zT?) " zDiag{T\PZ"}} "
( ) 7 — ZDiag{T\®' 2"} (TZ(Q)) + ZDiag{ZT*} AT

(A1)

On retrouve alors tous les termes qui composent le gradient du critére (3.21). Pour avoir la
formulation du gradient de la fonction de cott (3.22), il suffit de ne pas considérer les termes qui

comportent un Z dans (A.1).

A.2.2 Cas symétrique

Le calcul du gradient de (3.25) et de (3.26) est développé dans cette partie. Reprenons tout

d’abord le critére (3.25) et réécrivons le en utilisant (1.7) :

H
Jas( Ztr{( +2T® + 127" ZDiag(T\" + ZT? + T77})
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Seuls les termes ayant une dérivé partielle en Z* et Z sont conservés :

otr{ (ZT§2>)H ZDiag{T\" + zT? + T®Z"}}

atr{ (T§2>ZT>H ZDiag{T\" + zT? + T® 7T}
L’applications des propriétés (1.3), (1.4) et (1.10) aux termes ci-dessus donne :

H
oref(zT) " zDiag(T(" + ZT® + T Z7})
oz
H
ore{(T27) " zDiag({T(" + ZT® + T 27}
oz

H
— zDiag{T{" + 2T + T 27} (T{")

~ 2Diag({" + 21 4 1277 (1)

Ces termes sont bien ceux qui composent le gradient de (3.25). De plus, en ne considérant que
les termes indépendants de Z, on retrouve les éléments qui permettent de calculer le gradient du
critere (3.26).



Annexe B

Développement des calculs pour les

coeflicients des pas optimaux

B.1 Calcul du pas optimal pour le critére initial

Reprenons le critére défini en (3.5) :
N
J(Z) = ||ZDiag{(1+ Z) T; (1 + Z)'}||? (B.1)
i=1

et utilisons la mise & jour de Z énoncée en (3.3)

Z = —uV,(B) = yF (B.2)
On introduit alors (B.2) dans (B.1), et on obtient :

N
J(Z) =Y ZDiag{(I + uF) T, (I + uF)}| (B:3)
=1

Utilisons alors la définition de la norme de Frobenius (1.7), ainsi que (1.3) a I’équation ci-
dessus. Il vient :
N
) t
7@ =3 { (T )T (48 ) " ZDisg((X 4 P T (14 F) ) (B

i=1

95
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Le développement de (I + pF)T; (I+ pF)* nous donne un polynome d’ordre deux en p :

(I+ uF) T; (1+ pF)f = Ty + <FTZ- + TiFi) + 1 2FTF} (B.5)

Il ne nous reste plus qu’a développer le produit en argument de la fonction trace, et nous

obtenons alors le polynome de degré quatre en p (3.11), dont les coefficients sont les suivants :
a0 = THZDiag{T;}
H
ai1 = TfZDiag{FT; + TF*} + (FT; + T;F*)  ZDiag{T:}
H H
a; = T{'ZDiag{FT;F*} + (FTiF*) ZDiag{T;} + <FTi + TiFi> ZDiag{FT; + T;Ff}
H H
aj3 = (FTzFi) ZDiag{FT; + T;F*} + <FTi + TiFi> ZDiag{FT,Fi}

H
a4 = <FTiFi> ZDiag{FT;F}}

B.2 Calcul du pas optimal dans le cas d’un critére simplifié

Une fois qu’une grande partie des approximations ont été faites sur les matrices qui composent
le critére (3.5), on se retrouve,dans un premier temps, avec la fonction de cotit vue en (3.18).
N
. 1 2 2
Jo(Z) =" |ZDiag{T{" + 2T + TP zt}|? (B.6)

i=1

I1 ne reste alors qu’a utiliser le principe vu pour le gradient exact. On remplace Z par (B.2) dans
(B.6), et on obtient :

N
Ja(2Z) =" | ZDiag{T(" + yFT + T uFt} |2 (B.7)

i=1

On utilise alors la définition (1.7), ainsi que (1.3), dans I’équation ci-dessus, et on arrive & :
N H

Ju(Z) =3 tr { (TE” + uFT® 4 TEQ)MF1> ZDiag{T" + ,FT® + TZ(Q)uFi}} (B.8)
i=1

Le développement du produit en argument de la fonction trace nous donne alors le polynome
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de degré deux en p (3.29), dont les coefficients sont détaillés ci-dessous :

H
bio =T ZDiag {Tg”}
H H
by =T\ zDiag {FT{® + TPFH} + (FT 4+ T'F) " ZDiag { TV |
H
bio = (FT + TPF?) " ZDiag {FT{® + TR}
En ce qui concerne le critére (3.20), on remarque vite que la différence provient de ’approx-
imation en Z dans le développement du produit en argument de la fonction trace dans (B.8).

Ainsi done, on se retrouve avec seulement un polynéme de degré un en pu, exprimée en (3.30), et

dont les coefficients sont ceux ne contenant pas de double produit en Z, soit b; o et b; 1.

B.3 Calcul des coefficients pour ELS

Reprenons le critére défini en (4.44) :

(A, D;) ZHA(” DM ct — My (B.9)

Comme cela a été énoncé précédemment, nous pouvons mettre & jour les matrices qui nous

intéressent de la maniére suivante :

AW = A2 4 (A(nl) _ A(n*2)) =AM 4 0,

c™ = c-2 4, (C(nn _ C(n—2>> — Cc"? 4 0.

D" = D" 4 (D"~ D) = D" + uep, (B.10)
dont les coefficients & l'itération n estimés a partir des coefficients a I'itération n — 1 et n — 2. Si
nous remplacons A, C™) et Dgn) dans (B.9), on obtient :

N

(A, D) =Y | (A2 + u04) (DI 4 10p, ) (CU 2 + uOc) — M2 (B.11)
=1
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Le développement du produit matriciel donne un polynéme de degré trois :
A(n)DZ(")C(n) —M, = A(n—2)D§H*2)C(n—2) — M,
+ 4 (A2DIPec + (A2 ep,c 7 1 @,D" P )
42 <A(n72)@Di@C i GADE"’”GC i @A@DiC(WQ))
+1°(©40p,0.)

=Zio+ pZi1+ 12 Zio + 1°Zi 5 (B.12)

En utilisant la propriété (1.3), le critére C™ (A, D;) s’écrit alors :

N
H
CM(A,Dy) =) tr { (Zio + pZiy + 1*Zio + 11°Zi3) " (Zio + pZin + 1°Zi 2 + sti,B)}
i=1

(B.13)
qui peut également s’écrire sous la forme d’un polynéme de degré six :
N
CAD) = eio+pein + lein + pleis + plea + pleis + pleig (B.14)
i=1
et dont les coefficients e; ;Vj = 0,...,6 sont :

€0 = tr {Z%Z%Q}

€1 = tr {ZleLO + Z%ZiJ}

eio=tr {220+ 2Z; > + 217, 1)

€3 = tr {Z%ZLQ + Z%Zi73 + Z%Zzﬂ + Zflzm}
€4 =tr {ng,zm + Z@'{{lzi,i’, + Z{?QZLQ}

€i5 = tr {Z%Zzﬁ + Zi{{5Zi76}

€6 = tr {Z{?GZLG}
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