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énario "pager" . . . . . . . . . . . . . . . . 856.22 dim(SEI) = 1 pour (a) : DVP et (b) : ALS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 866.23 dim(SEI) = 3 pour (a) : DVP et (b) : ALS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 866.24 dim(SEI) = 4 pour (a) : DVP et (b) : ALS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 876.25 dim(SEI) = 4 pour (a) : DVP et (b) : ALS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 876.26 dim(SEI) = 5 pour (a) : DVP et (b) : ALS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Chapitre 1Introdu
tion
1.1 Cadre de la thèseDans de nombreux algorithmes de traitement du signal, on 
al
ule à partir des données uneou des matri
es dont leur dé
omposition permet d'estimer les paramètres utiles au problèmeenvisagé. C'est le 
as par exemple en traitement d'antennes où, à partir de la dé
omposition enéléments propres de la matri
e de 
ovarian
e des données, on peut estimer le nombre de sour
esa
tives, l'espa
e signal asso
ié et les di�érents angles d'arrivée. C'est aussi le 
as en séparation desour
es où, par exemple, on peut estimer une matri
e de séparation à partir de la dé
ompositionen éléments propres généralisée de deux matri
es de 
orrélation des données, 
al
ulées à deuxinstants di�érents.De nombreux types de matri
es peuvent être envisagés, et ont été utilisées 
es dernièresannées. On a, par exemple, des matri
es liées :� à des statistiques à l'ordre deux [1, 6, 20, 37℄,� à des statistiques d'ordre supérieur [3, 10, 11, 12, 13, 36, 47, 55, 60℄,� à une dé
omposition spe
trale des données [27℄,� à des dé
ompositions temps-fréquen
es des données [7, 32℄.Une autre type de solution pour la séparation de sour
es a 
onsisté à utiliser un s
héma detype dé�ation, où les sour
es sont extraites une à une du mélange [28, 30, 31℄.Les matri
es pré
édentes peuvent être réelles ou 
omplexes. Dans quasiment tous les 
as,
es matri
es possèdent naturellement une propriétés de symétrie. Dans le 
as réel, elles sonttrès souvent symétriques et dans le 
as 
omplexe, elles sont très souvent hermitiennes. Plusré
emment, un intérêt 
roissant est apparu 
on
ernant des matri
es 
omplexes symétriques. Parexemple en télé
ommuni
ations numériques, de telles matri
es peuvent être envisagées lorsqueles signaux 
onsidérés sont non 
ir
ulaires [48, 50, 56, 64℄. Mais il existe d'autres domainesd'appli
ations où 
ela est le 
as [38, 67, 71℄. 3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONEn 
e qui 
on
erne les dé
ompositions envisagées, elles dépendent bien évidemment du type dematri
es et du problème 
onsidérés. Les plus 
lassiques sont la dé
omposition en éléments propreset la dé
omposition en valeurs singulières. Cependant, la prise en 
ompte simultanée de plusieursmatri
es peut avoir un intérêt important (voire primordial) 
omme en séparation de sour
es. Lapremière dé
omposition de 
e type est la dé
omposition en éléments propres généralisée. Cettedernière dé
omposition ne prend en 
ompte que deux matri
es. Une généralisation en a été faiterelativement ré
emment pour un nombre quel
onque de matri
es (en l'o

urren
e hermitiennes)sous la dénomination �diagonalisation 
onjointe d'un ensemble de matri
es� dans [18℄. La matri
ede transformation re
her
hée était alors unitaire. Cela a donné lieu aux deux algorithmes de sépa-ration de sour
es "Joint Approximate Diagonalization of Eigenmatri
es" (JADE) [18℄ (généraliséà n'importe quel ordre supérieur à 3 dans [54℄) et "Se
ond Order Blind Identi�
ation" (SOBI)[6℄. Cependant, la re
her
he d'une matri
e unitaire né
essite au préalable une étape de blan
hi-ment des données [46℄. Cette étape n'étant pas sans 
onséquen
es au niveau des performan
esd'estimation [14℄. L'idée a alors été de développer des algorithmes de diagonalisation 
onjointesans 
ontrainte unitaire.Un 
ertain nombre d'algorithmes de 
e type ont été publiés depuis, par exemple [19, 21, 29,63, 73℄. En général, il s'agit d'optimiser un 
ertain 
ritère lié à la dé
omposition. Il existe deuxgrands types de 
ritère. Le premier type 
orrespond à un 
ritère lié dire
tement à une erreur dedé
omposition (ou erreur de modèle) qui sera appelé 
ritère dire
t et le se
ond type 
orrespondà un 
ritère lié à l'inverse de la transformation qui sera appelé 
ritère inverse.Des nouveaux problèmes sont apparus ré
emment, et ont né
essité une généralisation de ladiagonalisation 
onjointe au 
as où les matri
es sont blo
-diagonales [39, 40℄.On peut aussi 
onsidérer les ensembles de matri
es 
omme des tenseurs, et faire les traitementsdire
tement sur 
eux-
i. La méthode originelle s'appelle PARAFAC [41℄ et d'autres solutions ontété apportées par la suite [34, 35, 52, 53, 66℄.La séparation de sour
es trouve des appli
ations dans de nombreux problèmes tels que lebiomédi
al [42, 44, 49℄, la spe
tros
opie [59℄, l'astronomie [27℄, la sismique [62, 72℄ et les 
ommu-ni
ations numériques [20, 23, 37℄.Le tableau 1.1 rappelle brièvement un ensemble d'algorithmes de la littérature qui traitent dela diagonalisation 
onjointe d'ensemble de matri
es. Certaines de 
es méthodes seront détailléesplus longuement dans la suite, et nous servirons de 
omparaison par rapport à 
elles que nousavons développé. On 
ite prin
ipalement "Alternating Columns - Diagonal Centers" (ACDC)[75℄,"Uniformaly Weighted Exhaustive Diagonalization with Gauss itErations" (U-WEDGE)[70℄,"Fast Approximate Joint Diagonalization" (FAJD)[51℄ , JADE[18℄, SOBI[6℄, "DIagonalizationusing Equivalent Matri
es" (DIEM)[22℄, Joint-Diagonalization J-Di [68℄ et "Diagonalization OfMatri
es Using Natural Gradient" (DOMUNG)[76℄.



1.2. OBJECTIFS ET CONTENU DU DOCUMENT 5Nom de l'algo. Critère Corps Matri
e transfo. EnsembleACDC dire
t 
omplexe re
tangulaire hermitien/symétriqueU-WEDGE inverse 
omplexe 
arrée hermitien(/symétrique ?)FAJD inverse 
omplexe 
arrée hermitienJADE inverse 
omplexe 
arrée hermitienSOBI inverse 
omplexe 
arrée hermitienDIEM dire
t 
omplexe 
arrée hermitienJ-Di dire
t réel 
arrée symétriqueNOJD [2℄ inverse réel 
arré symétriqueDOMUNG inverse réel 
arrée symétriqueTable 1.1 � Méthodes de diagonalisation 
onjointe1.2 Obje
tifs et 
ontenu du do
umentL'obje
tif prin
ipal de thèse 
onsiste à développer des algorithmes de diagonalisation 
on-jointe de deux ensembles de matri
es 
omplexes. Le premier ensemble est 
onstitué de matri-
es hermitiennes et le se
ond ensemble de matri
e 
omplexe symétrique. L'obje
tif est ainsi deprendre en 
ompte 
onjointement toute l'information disponible au niveau des statistiques desdonnées. Ces algorithmes seront appliqués dans un premier temps au problème de la séparationde sour
es de type télé
ommuni
ations numériques et dans un se
ond temps au problème de laréje
tion d'interféren
es liées à des signaux de télé
ommuni
ations numériques dans un 
adre deradioastronomie.Dans le 
hapitre 3, les algorithmes de type gradient que nous avons développé seront présen-tés. Nous proposerons des méthodes novatri
es, ou des extensions de méthodes déjà existantes.Par exemple, nous verrons l'extension de DOMUNG développé dans [76℄ au 
as 
omplexe. Deplus, nous proposerons des solutions qui nous permettront de nous a�ran
hir du pré-traitementdes données 
onsistant à blan
hir 
elles-
i a�n, entre autre, d'estimer des matri
es de mélangere
tangulaires. De plus, nous proposerons des solutions qui né
essitent moins de ressour
es (tempsde 
al
ul ou mémoire). Des simulations permettront de valider les algorithmes développés.Le 
hapitre 4 développera deux méthodes de type algébrique. Il s'agit de 
al
uler analy-tiquement, en fon
tion des données en notre possession, la matri
e de mélange ou la matri
ede séparation. Ces solutions s'appuieront sur des résultats présentés dans [9℄, [25℄ ou [65℄. Nousétendrons toujours 
es algorithmes au 
as 
omplexe, en 
onsidérant des ensembles hermitiens,symétriques, et en 
ombinant 
es deux types d'ensemble. En�n, nous présenterons des simula-tions numériques qui permettront de mettre en éviden
e les performan
es de nos algorithmes,
omparés à des algorithmes 
lassiques.Dans les 
hapitres pré
édents, le bon 
omportement des méthodes développées n'a été illustréque dans le 
adre de la diagonalisation 
onjointe. Le 
hapitre 5 présentera les performan
es des



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONalgorithmes développés dans le 
as de la séparation de sour
es, où les signaux sour
es sont dessignaux typiques de télé
ommuni
ations numériques.En�n, le 
hapitre 6 présentera l'appli
ation des méthodes développées au domaine radioas-tronomique. Le 
ontexte est le suivant : les observations que font les astronomes peuvent êtreperturbées par des interféren
es issues du milieu terrestre, 
omme par exemple les signaux deradio
ommuni
ations. Notre obje
tif sera alors d'estimer au mieux 
es perturbations a�n de leséliminer des signaux reçus, et don
 de permettre aux utilisateurs d'avoir l'observation la plus"propre" possible de 
e qui se passe en dehors de la Terre. Dans un premier temps, nous véri-�erons le bon 
omportement de nos algorithmes ave
 des données synthétiques simulant le typed'observations que l'on a 
lassiquement. Puis, nous les appliquerons sur des données réelles.1.3 Notations, dé�nitions et outils1.3.1 Notations 
lassiquesOn notera R l'ensemble des nombres réels et C l'ensemble des nombres 
omplexes.Dans 
e qui suivra, les s
alaires seront notés en minus
ule m, les ve
teurs en minus
ule gras
m, les matri
es en majus
ule grasse M et M̂ est une estimée de M.Soit M ∈ C

M×N une matri
e 
omplexe. Les majus
ules simples seront utilisées pour déter-miner des quantités (nombre de matri
es dans un ensemble, taille des matri
es et
.) : M,N,K.Le ième élément d'un ve
teur sera noté mi, et l'élément ayant pour indi
e (i,j) dans une matri
e
M sera noté Mi,j .On notera MT sa transposée, M∗ sa 
onjuguée et MH sa transposée 
onjugué. M−1 estl'inverse d'une matri
e, M† la pseudo-inverse.Le module d'un nombre 
omplexe m est noté |m|.
ℜ(m) est la partie réelle de m et ℑ(m) sa partie imaginaire.Produits matri
iels Soient M et P des matri
es de dimension respe
tives M ×N et P ×Q.Le produit de Krone
ker de M et P, noté M⊗P et de dimension MP ×NQ, 
orrespond à :

M⊗P =




m1,1P · · · m1,nP... . . . ...
mm,1P · · · mm,nP


 (1.1)Soient M et P des matri
es de dimension respe
tives M×N et P ×N . Le produit de Khatri-Rao de M et P, noté M⊙P et de dimension MP ×N est un produit de Krone
ker par 
olonnes



1.3. NOTATIONS, DÉFINITIONS ET OUTILS 7dé�ni par :
M⊙P = (M1 ⊗P1, . . . ,Mn ⊗Pn) (1.2)1.3.2 Opération sur les matri
es

Diag {M} annule les termes hors-diagonaux de M :
Diag {M} =




m1,1 0 . . . 0

0 m2,2
. . . ...... . . . . . . 0

0 . . . 0 mm,m




ZDiag {M} est l'opérateur annulant les termes diagonaux de M :
ZDiag {M} = M− Diag {M}

diag {M} est un ve
teur 
ontenant les termes diagonaux de M et Diag {m} 
onstruit unematri
e diagonale à partir des éléments de m.
tr {M} représente la tra
e de la matri
e M.Soient M et P deux matri
es 
arrées. On a :

tr {MZdiag {P}} = tr {Zdiag {M}P} (1.3)Soient M, N et P trois matri
es 
arrées. On a :
tr {MNP} = tr {PMN} = tr {NPM} (1.4)

vec {M} 
orrespond à l'empilement de toutes les 
olonnes de M dans un ve
teur. Une despropriétés de 
et opérateur est :
vec {MNP} =

(
PT ⊗M

)
vec {N} (1.5)De plus, si la matri
e N est diagonale, on a

vec {MNP} =
(
PT ⊙M

)
diag {N} (1.6)



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONNorme de Frobenius La norme de Frobenius ‖M‖ d'une matri
e M est dé�nie 
omme suit :
‖M‖ =

(
tr
{
MHM

}) 1

2 =


∑

i,j

|Mi,j |2



1

2 (1.7)Pseudo-inverse Dans le 
as où M est une matri
e 
omplexe re
tangulaire, on utilisera lapseudo-inverse de Moore-Penrose, notée M† et véri�ant :
MM†M = M

M†MM† = M†

(
MM†

)H
= MM†

(
M†M

)H
= M†MSi le rang de M est égal à son nombre de lignes, on a :

M† = MH
(
MMH

)−1De même, si le rang de M est égal à son nombre de 
olonnes, on a :
M† =

(
MHM

)−1
MHDérivation ∇ sera utilisé pour le gradient 
omplexe et nous introduisons deux dé�nitions degradient :

∇J (M) =
∂J (M)

∂M∗ =
∂J (M)

∂ℜ(M)
− j

∂J (M)

∂ℑ(M)
(1.8)qui représente le gradient naturel, et :

∇rJ (M) = ∇J (M)MH =
∂J (M)

∂M∗ MH (1.9)qui est le gradient relatif, introduit dans [15, 17℄ (qui peut être vu 
omme un 
as parti
ulier de[4℄).La propriété suivante, liant la dérivation de matri
es et l'opérateur tra
e, nous sera utile pourle 
al
ul des di�érents gradients :
∂tr
{
ZHM

}

∂Z∗ = M (1.10)
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Chapitre 2Présentation du problème
2.1 Diagonalisation 
onjointeDans 
e paragraphe nous dé
rivons le problème de la diagonalisation 
onjointe d'ensemblesde matri
es 
omplexes ainsi que les 
ritères asso
iés. Nous allons 
onsidérer deux ensemblesde matri
es 
omplexes. Le premier 
on
ernera des matri
es hermitiennes tandis que le se
ond
on
ernera des matri
es 
omplexes symétriques.2.1.1 Dé
ompositions matri
iellesPlus pré
isément, on 
onsidère un premier ensemble Mh de Nh ∈ N matri
es 
arrées dedimension No ×No é
rit de la manière suivante

Mh = {M(h)
i ∈ C

No×No , i = 1, . . . , Nh}Pour 
ha
une des matri
es de 
et ensemble on suppose qu'il existe une matri
e A de dimension
No ×Ns, de telle manière qu'idéalement on ait

M
(h)
i = AD

(h)
i AH (2.1)où les matri
esD(h)

i de dimension Ns×Ns, sont toutes diagonales. Dans (2.1), (·)H est l'opérateurde transposition 
onjuguée de la matri
e en argument. Ainsi, lorsque les matri
es diagonales D(h)
isont réelles, les matri
es M

(h)
i sont alors hermitiennes. Si les matri
es D

(h)
i sont 
omplexes, onfera l'opération

M
(h)
i ← 1

2

(
M

(h)
i +M

(h)
i

H
)a�n de les rendre hermitiennes.On suppose dans toute la suite que la matri
e A est de rang plein en 
olonne. L'ensemble de10



2.1. DIAGONALISATION CONJOINTE 11telle matri
e sera noté
A =

{
A ∈ C

No×Ns | A rang plein en 
olonne} (2.2)Ainsi, il existe une pseudo inverse de A notée B, i.e.
B = A† (2.3)de telle manière que l'on ait
BA = I (2.4)où I est la matri
e identité. L'ensemble de telle matri
e B sera noté

B =
{
B ∈ C

Ns×No | ∃ une matri
e de rang plein A telle que B = A†
} (2.5)Ainsi en utilisant (2.1), on a dire
tement

BM
(h)
i BH = D

(h)
i (2.6)On 
onsidère aussi un deuxième ensembleMt de Nt ∈ N matri
es 
arrées de dimension No×Noé
rit de la manière suivante

Mt = {M(t)
i ∈ C

No×No , i = 1, . . . , Nt}On supposera que 
ha
une de 
es matri
es peut se dé
omposer de la manière suivante
M

(t)
i = AD

(t)
i AT (2.7)où la matri
e A est identique à 
elle ayant été utilisée dans la dé
omposition (2.1) et où es matri-
es D(t)

i de dimension Ns ×Ns, sont toutes diagonales. Dans (2.7), (·)T est l'opérateur de trans-position de la matri
e en argument. Ainsi toutes les matri
es D
(t)
i sont 
omplexes symétriques.A partir de (2.7) et en utilisant (2.4), on a dire
tement

BM
(t)
i BH = D

(t)
i (2.8)A 
haque fois que 
ela ne portera pas à 
onfusion et a�n de simpli�er les notations, dans toutela suite on utilisera la formulation 
ommune suivante pour les deux types pré
édents

Mi = ADiA
‡ (2.9)



12 CHAPITRE 2. PRÉSENTATION DU PROBLÈMEoù l'opérateur (·)‡ 
orrespond don
 soit à une simple transposition soit à une transposition
onjuguée. On aura don
 aussi
BMiB

‡ = Di (2.10)2.1.2 Diagonalisation 
onjointe appro
héeLe problème de diagonalisation 
onjointe 
onsidéré 
onsiste, à partir d'un (resp. des) ensem-ble(s) Mh ou (resp. et) Mt, en l'estimation de la matri
e A pour le problème dire
t ou de lamatri
e B pour le problème inverse. En pratique, les matri
es dans les deux ensemblesMh etMtsont estimées par exemple à partir d'estimateurs empiriques de statistiques d'ordre deux ou d'or-dre supérieur à deux en utilisant un nombre �ni de donnée. Ainsi les dé
ompositions pré
édentesne sont pas exa
tes mais �seulement� appro
hées. C'est la raison pour laquelle on parle alors dediagonalisation 
onjointe appro
hée. Dans 
e 
adre, on aborde le problème par l'intermédiaired'un 
ritère mesurant 
ette diagonalisation appro
hée dont l'optimisation permettra de trouverla matri
e re
her
hée. Il existe de nombreux 
ritères possibles asso
iés au problème dire
t ouau problème inverse. Con
ernant le problème dire
t, le 
ritère peut être le plus 
lassique est lesuivant
D(A, {Di}) =

N∑

i=1

‖Mi −ADiA
‡}‖2 (2.11)qui 
orrespond à un 
ritère quadratique d'ajustement de modèle de dé
omposition. Con
ernantle problème inverse, le 
ritère le plus 
lassique est

J (B) =
N∑

i=1

‖ZDiag{BMiB
‡}‖2 (2.12)où l'opérateur ZDiag{·}mets à zéro l'ensemble des éléments diagonaux de la matri
e en argument,i.e. (ZDiag{A})

i,j
= (1 − δi,j)Ai,j où δi,j = 1 si i = j et 0 sinon. Ce 
ritère étant nul pour unematri
e diagonale, il s'agit d'une mesure quadratique de la �diagonalité� d'une matri
e. Dansle seul 
as hermitien, les deux 
ritères pré
édents seront notés Dh et Jh et dans le seul 
assymétrique, ils seront notés Ds et Js. Lorsque que l'on voudra prendre en 
ompte de manièresimultané les deux 
as de matri
es, on le fera par l'intermédiaire d'une simple 
ombinaison linéairedes deux 
ritères de la manière suivante. Pour le 
ritère dire
t on posera

Dλ = (1 − λ)Dh + λDs (2.13)où λ ∈ [0, 1] et pour le 
ritère inverse on posera
Jλ = (1− λ)Jh + λJs (2.14)



2.2. LIEN AVEC LA SÉPARATION DE SOURCES 13Les 
ritères étant dé�nis, le but est maintenant d'estimer les paramètres optimaux liés à leur op-timisation. Pour le 
ritère dire
t, l'obje
tif est d'estimer une matri
e Â et des matri
es diagonales
D̂i telles que

(Â, D̂i) = arg min
A∈A

Di∈Dia

D(A, {Di}) (2.15)où A est l'ensemble dé�ni en (2.2) et Dia est l'ensemble des matri
es diagonales. Pour le 
ritèreinverse, l'obje
tif est d'estimer une matri
e B̂ telle que
B̂ = argmin

B∈B
J (B) (2.16)où B est l'ensemble dé�ni en (2.5).2.1.3 Au sujet de l'identi�abilitéIl est d'abord important de remarquer qu'il ne sera pas possible, à partir des seuls 
ritèrespré
édents, d'identi�er exa
tement A ou B. Cela est lié à l'aspe
t �aveugle� de l'identi�
ation.Dans 
e 
adre, on se 
ontente, mais 
'est très 
lassique et largement su�sant en pratique, d'es-timer A ou B au produit d'une matri
e diagonale inversible près et d'une matri
e de permutationprès.2.2 Lien ave
 la séparation de sour
esDans 
e paragraphe nous faisons un bref rappel du problème de la séparation de sour
es dansun 
adre de mélange linéaire et instantané. Puis nous présentons son lien ave
 la diagonalisation
onjointe de matri
es. En séparation de sour
es, on suppose disposer d'un 
ertain nombre d'ob-servations résultant du mélange d'un 
ertain nombre de signaux d'intérêt appelés sour
es. Dansle 
as le plus simple le modèle de mélange est le suivant [42℄

x(t) = As(t) (2.17)
y(t) = x(t) + b(t) (2.18)où A est la matri
e de mélange de dimension No×Ns, s(t) le ve
teur Ns×1 des signaux sour
es,

b(t) le ve
teur No×1 des bruits additifs, x(t) le ve
teur No×1 des observations sans bruit et y(t)le ve
teur No×1 des observations bruitées. Par rapport à 
e modèle, il est 
lassique d'imposer un
ertain nombre d'hypothèses. En l'o

urren
e, on supposera toujours les signaux sour
es 
entrés,de puissan
e unité et statistiquement indépendants. En 
e qui 
on
erne le mélange, dans le 
assur-déterminé, i.e. lorsque No ≥ Ns, la matri
e A sera supposé de rang plein en 
olonne et dansle 
as sous-déterminé, i.e. lorsque No < Ns, la matri
e de mélange sera supposée de rang plein
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 des ve
teurs 
olonnes deux à deux distin
ts. Dans le 
as sur-déterminé, le but est alorsd'estimer une matri
e de séparation B de telle manière que le ve
teur
z(t) = Bx(t) (2.19)
orrespond aux signaux sour
es que l'on re
her
he. Dans 
e 
adre la matri
e de séparation Best re
her
hée en imposant des 
omposantes indépendantes aux ve
teurs z(t). On parle alorsd'analyse en 
omposantes indépendantes. Il s'agit don
 de restaurer la propriété d'indépendan
estatistique perdue par le mélange. Cela sera le 
as [24℄ lorsque l'on aura trouvé une matri
e deséparation B de telle façon que
BA = DP (2.20)où D est une matri
e diagonale inversible et où P est une matri
e de permutation.Le problème peut alors se s
hématiser de la façon suivante :

A B
s(t) x(t) z(t)Figure 2.1 � S
héma de la séparation de sour
esCependant, il est rare de disposer de données totalement non bruitées. Ainsi, notre problèmesera d'estimer 
ette matri
e de séparation B à partir des observations bruitées (2.18), et don
 las
hématisation est la suivante :

A + B
s(t) x(t)

b(t)

y(t) z(t)Figure 2.2 � S
héma dans le 
as bruitéDans le but de restaurer 
ette propriété d'indépendan
e statistique, une première étape dedé
orrélation peut être envisagée. Cette première étape asso
iée à une normalisation en puissan
edes signaux est souvent appelée blan
himent des observations. Dans le 
as d'observations bruitées,elle peut avoir un intérêt supplémentaire de rédu
tion de bruit par proje
tion sur l'espa
e signallorsque que le nombre d'observations No est stri
tement plus grand que le nombre de sour
es Ns.Cela peut aussi avoir l'intérêt, dans le 
as sur-déterminé, de ramener le problème à un problème
arré plut�t qu'initialement re
tangulaire.



2.2. LIEN AVEC LA SÉPARATION DE SOURCES 15Dans 
e 
as, la matri
e de mélange B se dé
ompose en un produit matri
iel entre une matri
ede blan
himent W et une matri
e unitaire U :
A + W U

s(t) x(t)

b(t)

y(t) u(t) z(t)Figure 2.3 � S
héma dans le 
as d'un blan
himentDe très nombreuses méthodes ont été proposées a�n de résoudre 
e problème de séparationde sour
es. Nous allons uniquement dans le 
adre de la thèse nous intéresser aux méthodesdites de diagonalisations 
onjointes de matri
es qui, quasiment toutes, tirent leur origine dansles travaux initiaux de Cardoso et Souloumia
 [18℄. Dans 
e 
adre, en général, des statistiquessont estimés et �rangés� dans des matri
es et des dé
ompositions algébriques 
onjointes de 
esmatri
es permettent l'estimation d'une matri
e de séparation. On peut 
onsidérer les statistiquesd'ordre deux par l'intermédiaire de la matri
e de 
orrélation 
lassique des observations
Rx(t, τ) = E

{
x(t)x(t− τ)H

} (2.21)et/ou de le se
onde matri
e de 
orrélation des observations
R′

x(t, τ) = E
{
x(t)x(t− τ)T

} (2.22)dans le 
as où les signaux sour
es sont non 
ir
ulaires. Dans le 
as sans bruit, en remplaçant x(t)par son expression (2.17), on obtient dire
tement
Rx(t, τ) = ARs(t, τ)A

H (2.23)
R′

x(t, τ) = AR′
s(t, τ)A

T (2.24)où les deux matri
es de 
orrélation des sour
es Rs(t, τ) et R′
s(t, τ) sont diagonales 
ar les sour
essont supposées statistiquement indépendantes.On peut aussi 
onsidérer des statistiques d'ordre supérieur 
omme par exemple les statistiques
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Cx,a,b,c,d = Cum {xa, x∗b , xc, x∗d} (2.25)
C ′
x,a,b,c,d = Cum {xa, xb, xc, x∗d} (2.26)

C ′′
x,a,b,c,d = Cum {xa, xb, xc, xd} (2.27)ave
 1 ≤ a, b, c, d ≤ N .Il doit être pré
isé que les deux derniers types de statistique ne peuvent 
on
erner que dessignaux non 
ir
ulaires. A partir de 
es statistiques d'ordre quatre, il est possible de 
onstruiredes matri
es de di�érentes façons. La manière 
ertainement la plus simple 
onsiste à 
onsidérer

(Mx,c,d)a,b = Cx,a,b,c,d (2.28)
(
M′

x,c,d

)
a,b

= C ′
x,a,b,c,d (2.29)

(
M′′

x,c,d

)
a,b

= C ′′
x,a,b,c,d (2.30)Dans le 
as sans bruit, en remplaçant x(t) par son expression (2.17), on obtient dire
tement

Mx,c,d = AMs,x,c,dA
H (2.31)

M′
x,c,d = AM′

s,x,c,dA
T (2.32)

M′′
x,c,d = AM′′

s,x,c,dA
T (2.33)où les matri
es

Ms,x,c,d = Cum {sa, s∗b , xc, x∗d} (2.34)
M′

s,x,c,d = Cum {sa, sb, xc, x∗d} (2.35)
M′′

s,x,c,d = Cum {sa, sb, xc, xd} (2.36)sont diagonales 
ar les sour
es sont supposées statistiquement indépendantes.Ainsi, à partir des statistiques d'ordre deux et/ou des statistiques d'ordre quatre, il estpossible de 
onstruire des ensembles de matri
es se diagonalisant sous deux fa
torisations parti-
ulières. Dans 
ette thèse, nous ne nous préo

uperons que du 
as où les deux derniers indi
essont identiques, i.e. c = d. Les modèles que nous utiliserons alors sont :
Mx = AMs,x,c,cA

H (2.37)
M′

x = AM′
s,x,c,cA

T (2.38)
M′′

x = AM′′
s,x,c,cA

T (2.39)
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onsidèrera don
 des matri
es hermitiennes de la forme
Mi = ADiA

H i = 1, . . . ,Kh (2.40)ave
 Di des matri
es diagonales. Ce modèle dé
rit de manière générique les dé
ompositions
onsidérées en (2.23) et (2.37).On 
onsidèrera aussi des matri
es 
omplexes symétriques de la forme
Mi = ADiA

T i = 1, . . . ,Ks (2.41)Ce modèle dé
it de manière générique les dé
ompositions 
onsidérées en (2.24), (2.38) et (2.39).2.3 Des
ription de quelques algorithmesDans 
e paragraphe nous dé
rivons trois algorithmes de diagonalisation 
onjointe de matri
esqui nous servirons de 
omparaison lors des simulations informatiques.Le s
héma global pour l'algorithme U-WEDGE dé
rit dans [70℄ est développé dans le pseu-do
ode Algorithme 1 
i-dessous. Pour 
ette méthode, les ensembles sont réels.Algorithme 1: UWEDGECritère :J (B,A) =
∑N

i=1 ‖BΛiB
T −ADiag

(
BMiB

T
)
AT ‖2for k = 1, 2, . . . jusqu'à 
onvergen
e doCal
uler Rsi = BMiB

T pour i = 1, . . . ,NConstruire R = [diag(Rs1), . . . , diag(RsN )] et G = RRTfor l = 1, . . . , Ns, (où Ns est le nombre de 
olonnes) doCal
uler C(l) =
∑N

i=1Rsi(l)⊘R(i), ave
 ⊘ le produit terme à terme.end forCal
uler A = I+ C⊘G−Diag(G)CT

(G⊘GT−diag(G)diag(G)T )+I

B← A−1BNormaliser les lignes de Bend for
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héma global pour l'algorithme ACDC dé
rit dans [75℄ est développé dans le pseudo
odeAlgorithme 2 
i-dessous. Il prend en 
ompte l'utilisation de matri
es hermitiennes ou symétriques.Algorithme 2: ACDCCritère : CLS (B,Λi) =
∑N

i=1 ‖Mi −BΛiB
‡‖2for k = 1, 2, . . . jusqu'à 
onvergen
e doif AC Phase thenCal
uler P =

∑N
i=1 wiλ

l
i


Mi −

N∑
n=1
n 6=l

λn,ibnb
‡
n




(H‡)Séle
tionner la plus grande valeur propre µ, ainsi que le ve
teur β asso
ié, de
P (si ‡ = H) ou Q =

[
Real(P) −Imag(P)

−Imag(P) −Real(P)

] (si ‡ = T )if µ = 0 then
bl = 0elseif ‡ = H then

bl =
β
√
µ

√

∑

N

i=1
wi(λl

i)
2else

bl =
(β(1)+jβ(2))

√
µ

√

∑

N

i=1
wi|λl

i
|2end ifend ifelse if DC Phase thenCal
uler G =

[(
BHB

)(T ‡) ⊙
(
BHB

)]−1for i = 1, . . . , N do
Λi = diag

(
Gdiag

(
BHMiB

(H‡)))end forend ifend for
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héma global pour l'algorithme FAJD dé
rit dans [51℄ est développé dans le pseudo
odeAlgorithme 3 
i-dessous. Pour 
et algorithme, les ensembles sont hermitiens.Algorithme 3: FAJDCritère : J (W) =
∑N

i=1 αi

∑Ns

m=1

Ns∑
n=1
n 6=m

|
[
WHMiW

]
ij
|2 − βlog|det(W)|

αi, β sont des 
oe�
ients de pondération positifs.for k = 1, 2, . . . jusqu'à 
onvergen
e dofor m = 1, . . . , Ns doCal
uler Qi =
∑N

i=1

Ns∑
n=1
n 6=m

αi

[
Miwnw

H
n MH

i +MH
i wnw

H
n Mi

]Trouver 1 ≤ s ≤ Ns et 
onstruire Es,Ns
WEn,Ns

=

[
G u

gH v

] , ave

[Es,t]m,n

=





1 si m = s, n = t ou m = t, n = s

1 si m = n et m 6= s, t

0 sinonde telle sorte que G soit inversibleCal
uler ds =
([
−gHG−1, 1

]
Es,Ns

)HRempla
er la mième 
olonne de W ave
 w
opt
m =

√
βQ−1

i
ds√

2dH
s Q−1

i
dsend forend forCes algorithmes fon
tionnent dans des 
adres di�érents (
f Table 1.1), en fon
tion de :� la dimension de la matri
e (
arrée, re
tangulaire),� des variables (réelles, 
omplexes),� des ensembles (hermitiens, symétriques).



Chapitre 3Algorithmes de GradientDans 
e qui va suivre, nous présenterons un ensemble de méthodes itératives qui utilisent lesfon
tions de 
oût présentées au paragraphe 2.1.2 et des mises à jour basées sur le gradient. Celaa déjà été 
onsidéré, en parti
ulier dans [43, 76, 26, 45, 69℄. Nous allons généraliser 
ertainesappro
hes dans les deux 
as 
omplexes, mais aussi proposer des simpli�
ations.3.1 Des
ription généraleDans 
e 
hapitre nous allons développer un ensemble d'algorithmes de type gradient a�n d'es-timer la matri
e de séparation B par minimisation du 
ritère J (B) dont on rappelle l'expression
J (B) =

N∑

i=1

‖ZDiag{BMiB
‡}‖2 (3.1)Le prin
ipe des algorithmes de type gradient est relativement simple, il s'agit, à partir d'unematri
e initiale, de 
onstruire de manière itérative une estimée deBminimisant à 
haque itérationle 
ritère 
hoisi. En 
e qui 
on
erne l'estimation d'une matri
e, il existe deux grands types demise à jour. Le premier type est à une mise à jour additive 
orrespondant à

B← B+ Zaoù la matri
e Za est le terme de mise à jour dépendant du gradient du 
ritère. Ce premier typeest très 
lassique. En e�et, en utilisant la dé�nition du gradient (1.8) à J (B), on pose pour unalgorithme de gradient 
lassique
Za = −µ∇J (B)où µ est une petite 
onstante positive appelé le pas de mise à jour. Le deuxième type est à une20
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ative 
orrespondant à
B← (I + Z)B (3.2)où la matri
e Z est le terme de mise à jour dépendant également du gradient du 
ritère.Ce deuxième type est moins 
lassique 
ar il ne peut 
orrespondre qu'au 
as matri
iel. Lanotion de gradient relatif dé�nie en (1.9), et appliquée à J (B), permet de 
onsidérer le terme demise à jour suivant

Z = −µ∇rJ (B) = µF (3.3)De plus, il a été montré dans [16℄, qu'il existait un lien entre le gradient en B et 
elui en Z

∇rJ (B) =
∂J
(
(I+ Z)B

)

∂Z∗Il se trouve que, dans notre 
as, la dépendan
e du 
ritère par rapport à la matri
e re
her
hée
B peut être rendue impli
ite, 
e qui aura un grand avantage dans la suite. Il su�t pour 
ela de
onsidérer une mise à jour en parallèle de l'ensemble 
onsidéré de matri
es.A partir de l'ensemble initial et en posant

Ti = BMiB
‡ (3.4)en utilisant la mise à jour (3.2), le 
ritère J (B) peut se réé
rire

J (Z) =
N∑

i=1

‖ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)‡}‖2 (3.5)tout en 
onsidérant don
 une mise à jour en parallèle des matri
es Ti en (3.4) de la manièresuivante
Ti ←

(
I+ Z

)
Ti

(
I+ Z

)‡ (3.6)Une mise à jour multipli
ative possède de nombreux avantages dans le 
adre de notre problème.Tout d'abord elle permet (dans une 
ertaine mesure, i.e. ave
 un pas su�samment petit) degarder le 
ara
tère inversible de la matri
e B au 
ours des itérations. Il s'agit d'un algorithme detype gradient relatif, et 
omme montré dans [76℄, 
ela permet d'avoir des performan
es indépen-dantes de B. En e�et l'algorithme global ne dépend que de Z.Ainsi dans toute la suite, 
ette seule mise à jour multipli
ative sera 
onsidérée.Le s
héma global pour l'algorithme de gradient dé
rit dans 
ette partie est développé dansle pseudo
ode Algorithme 4 
i-dessous :L'algorithme pré
édent dépend d'un paramètre supplémentaire qui est le pas de mise à jour



22 CHAPITRE 3. ALGORITHMES DE GRADIENTAlgorithme 4: S
héma Global pour les algorithmes de gradientInitialisation : Ensemble de matri
es Mi, matri
es initales B(0)for k = 1, 2, . . . jusqu'à 
onvergen
e doMise à jour des matri
es Ti suivant (3.6)Cal
ul du gradient (
lassique ou relatif) de (3.1)Mise à jour de la matri
es Z ave
 (3.3) puis de B ave
 (3.2)end for
µ, 
f. (3.3). Dans le 
as le plus simple, 
e pas est �xé à une 
ertaine valeur dé�nie par l'utilisa-teur. Cette stratégie très simple est largement sous optimale. Une idée 
ourante 
onsiste alors à
onsidérer 
e pas 
omme un paramètre supplémentaire dans le problème d'optimisation et don
à le 
al
uler à 
haque itération par minimisation du 
ritère 
onsidéré.Dans notre 
as en reportant l'expression de Z en (3.3) dans (3.5), il est alors 
lair que J estune fon
tion quartique de µ et que sa minimisation ne posera pas de problème. C'est 
e que nousferons dans la suite.3.2 Cal
ul du gradientDans 
e paragraphe nous allons 
al
uler le gradient du 
ritère dans le 
as hermitien puis dansle 
as symétrique. Nous allons aussi déterminer les 
oe�
ients du polyn�me de degré quatre pourle 
al
ul du pas optimal.3.2.1 Cas hermitienOn 
onsidère le 
ritère suivant 
orrespondant au seul 
as hermitien

Jh(Z) =
N∑

i=1

‖ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)H}‖2 (3.7)Dans 
e qui suivra, seuls les résultats seront rappelés. Tous les développements des 
al
ulssont e�e
tués dans l'Annexe A.1.1.Le gradient de 
e 
ritère est donné par la formule suivante :
∂Jh(Z)
∂Z∗ =

N∑

i=1

ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)H} (I+ Z)TH
i

+ ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)H}H (I+ Z)Ti (3.8)
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onsidère le 
ritère suivant 
orrespondant au seul 
as symétrique
Js(Z) =

N∑

i=1

‖ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)T }‖2 (3.9)Le 
al
ul du gradient de (3.9), e�e
tué dans l'Annexe A.1.2, donne :
∂Js(Z)
∂Z∗ = 2

N∑

i=1

ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)T } (I+ Z)∗ T∗
i } (3.10)3.2.3 Pas optimalLa re
her
he du pas optimal peut se faire de manière globale. En remplaçant Z, exprimé
omme en (3.3), dans (3.5), on obtient le polyn�me suivant :

J (Z) =
N∑

i=1

tr
{
ai,0 + µai,1 + µ2ai,2 + µ3ai,3 + µ4ai,4

} (3.11)dont les 
al
uls sont développés dans l'Annexe B.1 , et dont les 
oe�
ients ai,j ∀j = 0, . . . , 4 ysont donnés.Le s
héma global pour la détermination du pas optimal est détaillé dans l'Algorithme 5 :Algorithme 5: Pas OptimalInit : 
oe�
ients ai,j, j = 0, . . . , deg ave
 deg le degré du polyn�meDétermination des ra
ines µ de la dérivée du polyn�me (3.11)
µopt = argmin

µ
{J (Z)}

3.3 Gradient et approximations du 
ritèreDans un but de rédu
tion de la 
omplexité des 
al
uls, nous allons maintenant développerplusieurs approximations du 
ritère initial permettant un 
al
ul de gradient simpli�é. Ces ap-proximations sont basées sur des idées développées dans les référen
es [76, 77℄ qui ont 
onduitaux algorithmes DOMUNG et "Fast Frobenius DIAGonalization" (FFDIAG) .



24 CHAPITRE 3. ALGORITHMES DE GRADIENT3.3.1 Approximations sur le 
ritèrePrin
ipalement deux hypothèses simpli�
atri
es peuvent être 
onsidérées. La première 
on-
erne le terme de mise à jour Z dans (3.2). En fait l'algorithme itératif est 
onstruit de tellefaçon que 
e terme de mise à jour tend à s'annuler a�n d'obtenir un point stationnaire. Ainsion peut supposer raisonnablement que, relativement rapidement, on ait ‖Z‖ ≪ 1. Cela a deux
onséquen
es.La première 
onséquen
e 
on
erne la relation de mise à jour en (3.2) où Z n'intervient quepar l'intermédiaire de la somme I + Z. Ainsi si l'on suppose que la norme de Z est très petitealors les éléments diagonaux de Z peuvent être 
onsidérés très petits devant 1 
orrespondant auxéléments diagonaux de la matri
e identité I.Ainsi, à la pla
e de (3.2), on peut 
onsidérer la nouvelle mise suivante
B← (I+ ZDiag{Z})B (3.12)où les termes diagonaux de Z sont négligés devant 1.La deuxième 
onséquen
e 
on
erne dire
tement le 
ritère J (Z) en (3.5). En e�et, en sup-posant ‖Z‖ ≪ 1, alors au premier ordre on a

(I+ Z)Ti (I+ Z)‡ ≈ Ti + ZTi +TiZ
‡ (3.13)
onduisant à une approximation Ja1(Z) du 
ritère J (Z) donnée par

Ja1(Z) =
N∑

i=1

‖ZDiag{Ti + ZTi +TiZ
‡}‖2 (3.14)Une se
onde hypothèse simpli�
atri
e peut être 
onsidérée 
on
ernant 
ette fois les matri
es

Ti mises à jour au 
ours des itérations en (3.6). En e�et l'algorithme est aussi 
onstruit de tellefaçon que 
es matri
es tendent à devenir des matri
es diagonales au 
ours des itérations.Ainsi on peut en
ore raisonnablement supposer que, relativement rapidement, on ait
‖ZDiag{Ti}‖ ≪ 1Cela a la 
onséquen
e suivante. En notant

TD
i = Diag {Ti} et TZ

i = ZDiag {Ti} (3.15)où Diag{·} est l'opérateur matri
iel renvoyant une matri
e diagonale à partir de la diagonale dela matri
e en argument.
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ore être appro
hé par
Ti + ZTi +TiZ

‡ ≈ TD
i +TZ

i + ZTD
i +TD

i Z
‡ (3.16)
onduisant à une deuxième approximation Ja2(Z) du 
ritère J (Z) déduite de (3.14) et donnéepar

Ja2(Z) =
N∑

i=1

‖ZDiag{TZ
i + ZTD

i +TD
i Z

‡}‖2 (3.17)Comme les deux approximations pré
édentes ont la même expression, on peut les réé
riresous la forme générique suivante
Ja(Z) =

N∑

i=1

‖ZDiag{T(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i Z‡}‖2 (3.18)où T

(1)
i = T

(2)
i = Ti quand Ja1(Z) est 
onsidéré et où T

(1)
i = TZ

i et T(2)
i = TD

i quand Ja2(Z)est 
onsidéré.Une dernière approximation peut être envisagée. En e�et en utilisant le fait que ‖ZDiag {·} ‖2 =
tr
{
(·)HZDiag {·}

}, où tr {·} est la tra
e de la matri
e en argument, on a
Ja(Z) =

N∑

i=1

tr

{(
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i Z‡

)H
ZDiag

{
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i Z‡

}} (3.19)et en 
onsidérant de nouveau que ‖Z‖ ≪ 1, une approximation supplémentaire Jb(Z) de Ja(Z)est donnée par
Jb(Z) =

N∑

i=1

tr

{(
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i Z‡

)H
TZ

i +T
(1)H

i ZDiag
{
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i Z‡

}}(3.20)
ar on a toujours ZDiag{T(1)
i } = TZ

i .De manière expli
ite, lorsque que l'on posera T
(1)
i = T

(2)
i = Ti le 
ritère pré
édent sera noté

Jb1(Z) et lorsque l'on posera T
(1)
i = TZ

i et T(2)
i = TD

i il sera noté Jb2(Z).3.3.2 Cas hermitienOn 
onsidère les deux 
ritères Ja(Z) et Jb(Z) du paragraphe pré
édent dans seul 
as hermi-tien. On les notera alors Ja,h(Z) et Jb,h(Z) et ont les expressions
Ja,h(Z) =

N∑

i=1

‖ZDiag{T(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZH}‖2 (3.21)
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Jb,h(Z) =

N∑

i=1

tr

{(
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZH

)H
TZ

i +T
(1)H

i ZDiag
{
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZH

}}(3.22)Le développement du 
al
ul du gradient de (3.21) est e�e
tué en Annexe A.2.1 et donne :
∂Ja,h(Z)

∂Z∗ =

N∑

i=1

[
ZDiag

{
T

(1)
i

}H

T
(2)
i + ZDiag

{
T

(1)
i

}
T

(2)
i

H

+ ZDiag
{
ZT

(2)
i +T

(2)
i ZH

}
T

(2)
i

H

+ ZDiag
{
ZT

(2)
i +T

(2)
i ZH

}H

T
(2)
i

] (3.23)tandis que l'on obtient le gradient suivant pour (3.22) (
f expli
ation en Annexe A.2.1) :
∂Jb,h(Z)

∂Z∗ =
N∑

i=1

ZDiag
{
T

(1)
i

}H

T
(2)
i + ZDiag

{
T

(1)
i

}
T

(2)
i

H (3.24)3.3.3 Cas symétriqueOn 
onsidère les deux 
ritères Ja(Z) et Jb(Z) du paragraphe pré
édent dans seul 
as symétrique.On les notera alors Ja,s(Z) et Jb,s(Z) et ont les expressions
Ja,s(Z) =

N∑

i=1

‖ZDiag{T(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZT }‖2 (3.25)et

Jb,s(Z) =
N∑

i=1

tr

{(
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZT

)H
TZ

i +T
(1)H

i ZDiag
{
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZT

}}(3.26)Le 
al
ul des dérivées des 
ritères Ja,s(Z) et Jb,s(Z) par rapport à Z∗ est e�e
tué en AnnexeA.2.2, et donne :
∂Ja,s(Z)

∂Z∗ =

N∑

i=1

{
ZDiag

{
T

(1)
i

}
T

(2)
i

H
+ ZDiag

{
T

(1)
i

}T

T
(2)
i

∗

+ ZDiag
{
ZT

(2)
i +T

(2)
i ZT

}
T

(2)
i

H

+ ZDiag
{
ZT

(2)
i +T

(2)
i ZT

}T

T
(2)
i

∗
} (3.27)
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∂Jb,s(Z)
∂Z∗ =

N∑

i=1

{
ZDiag

{
T

(1)
i

}
T

(2)
i

H
+ ZDiag

{
T

(1)
i

}T

T
(2)
i

∗
} (3.28)3.3.4 Pas optimalEn introduisant (3.3) dans (3.18), on obtient un polyn�me de degré 2 :

Ja(Z) =
N∑

i=1

tr
{
bi,0 + µbi,1 + µ2bi,2

} (3.29)Et lorsqu'on rempla
e Z par la formule (3.3) dans (3.20), on obtient alors un polyn�me dedegré 1 :
Jb(Z) =

N∑

i=1

tr {bi,0 + µbi,1} (3.30)et dont les 
oe�
ients sont développés dans l'Annexe (B.2).3.4 Des
ription des algorithmesLes pseudo
odes 
i-dessous dé
rivent les algorithmes issus des pré
édents 
al
uls et aurontpour dénomination DESERT, pour "Diagonalization of 
omplEx SEts using a Relative gradi-enT". Le 
as hermitien est dé
rit dans l'Algorithme 6 tandis que le 
as symétrique est dé
ritdans l'Algorithme 7.Algorithme 6: HDESERTInitialisation : Ensemble de matri
es Mi, matri
es initales B(0)for k = 1, 2, . . . jusqu'à 
onvergen
e doMise à jour des matri
es Ti suivant (3.6)Cal
ul du gradient (3.8), (3.23) ou (3.24)Mise à jour de la matri
es Z ave
 (3.3) puis de B ave
 (3.2)end forAlgorithme 7: SDESERTInitialisation : Ensemble de matri
es Mi, matri
es initales B(0)for k = 1, 2, . . . jusqu'à 
onvergen
e doMise à jour des matri
es Ti suivant (3.6)Cal
ul du gradient (3.10), (3.27) ou (3.28)Mise à jour de la matri
es Z ave
 (3.3) puis de B ave
 (3.2)end for
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onvergen
e de 
es deux algorithmes peut être améliorées en 
al
ulant de manièreoptimale le pas (
f l'Algorithme 5) ave
 les polyn�mes (3.11), (3.29) ou (3.30).3.5 SimulationsDans 
ette partie, nous allons présenter le 
omportement des algorithmes développés. Les
omparaisons ave
 les 3 algorithmes de référen
e seront faites ultérieurement. La matri
e demélange est 
omplexe de dimension No ×Ns. Celle-
i est générée aléatoirement en suivant uneloi uniforme entre -2 et 2, autrement notée U(−2, 2). Les matri
es diagonales sont 
onstruitesainsi : la partie réelle suit la loi U(−1, 2) et la partie imagine U(−2, 1). Pour tester la robustessede 
e type de méthodes, nous rajoutons du bruit B, dont la partie réelle et imaginaire suiventune loi gaussienne de moyenne nulle et de varian
e σ2
b , de la manière suivante :

Mi = ADiA
‡ +BEn�n, nous 
onsidérons des ensembles 
omposés de N matri
es.Dans les �gures 
i-dessous, nous a�
hons les résultats obtenus ave
 les dé
linaisons desalgorithmes 6 et 7, en fon
tion du gradient et du pas optimal 
onsidérés, mais aussi en fon
tion du
ritère lorsque l'in�uen
e des approximations est illustré. La dénomination standard des méthodesest la suivante : XDESERTiOSjJlave
 :� X représentant le fait d'utiliser un ensemble hermitien (H) ou symétrique (S).� i 
orrespond au degré d'approximation. i = 1 signi�e que l'on utilise le gradient exa
t(
ritère J ), i = 2 le gradient ave
 l'approximation d'ordre un en Z (
ritère Ja) et i = 3pour l'approximation d'ordre deux (
ritère Jb).� j permet de déterminer quel polyn�me est utilisé pour déterminer le pas optimal. j = 1représente le polyn�me de degré quatre, j = 2 
elui de degré deux.� l indique quel type de 
ritère est utilisé ; l = 1 pour Ja1 ou Jb1 et l = 2 pourJa2 ou Jb2.Les résultats ont été moyennés sur 100 réalisations de Monte Carlo. De plus, la dé�nition endiagonalisation 
onjointe du RSB est la suivante :RSBdB = 10 log10

1

σ2
b

(3.31)En�n, pour évaluer l'estimation de la matri
e re
her
hée, nous utiliserons l'indi
e de perfor-
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e suivant [57, 58℄ :
I(G) =

1

Ns(Ns − 1)





Ns∑

i=1




Ns∑

j=1

|Gi,j |2
max

l
|Gi,l|2

− 1


+

Ns∑

j=1




Ns∑

i=1

|Gi,j |2
max

l
|Gl,j|2

− 1





 (3.32)ave
 G = BA, A étant la matri
e re
her
hée et B est l'inverse de A (ou la pseudo-inverse, enfon
tion de la dimension).Ens. Nbr de mat. RSB (dB) Nbr it No Ns FigureHerm. 10 20 1 :150 4 4 3.1Herm. 10 30 1 :200 5 3 3.2Herm. 10 10 1 :250 4 4 3.3Herm. 10 10 1 :100 5 3 3.4Sym. 10 20 1 :350 4 4 3.5Sym. 10 30 1 :350 5 3 3.6Herm. et Sym. 10 + 10 30 1 :250 4 4 3.7Herm. et Sym. 10 + 10 -10 :30 350 4 4 3.8Herm. et Sym. 10 + 10 30 1 :300 5 3 3.9Herm. et Sym. 10 + 10 -10 :30 350 5 3 3.10Herm. et Sym. 10 + 10 10 1 :150 4 4 3.11Herm. et Sym. 10 + 10 10 1 :150 5 3 3.12Table 3.1 � Paramètres de simulations des algorithmes DESERT3.5.1 Cas hermitienA la vue des Figure 3.1 et Figure 3.2, on remarque que lorsqu'on utilise l'approximation àl'ordre deux, la vitesse de 
onvergen
e est améliorée sans altérer les performan
es. On peut aussidéduire que la re
her
he du pas optimal implique des 
ompromis. En e�et, l'utilisation d'unpolyn�me de degré deux est moins 
omplexe à mettre en oeuvre (et don
 moins gourmand enressour
es informatiques), mais mettra beau
oup plus de temps à 
onverger.Les deux résultats présentés en Figure 3.3 et Figure 3.4 permettent d'arriver à la même
on
lusion, en mettant en lumière l'in�uen
e du 
hoix du 
ritère : l'utilisation du 
ritère (3.17)améliore la vitesse de 
onvergen
e de 
e type d'algorithme.3.5.2 Cas symétriqueLes Figures 3.5 et 3.6 
on�rment les résultats entrevus dans le 
as hermitien, et prouventque 
e type de méthode permet d'estimer 
orre
tement la matri
e de séparation, en 
onsidérantun ensemble 
omposé uniquement de matri
es symétriques. Cependant, on peut noter au niveau
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Figure 3.1 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes HDESERT.
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Figure 3.2 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes HDESERT.
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Figure 3.3 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes HDESERT. Comparaison en fon
tion du
ritère.de la Figure 3.5 que si on utilise le polyn�me à l'ordre deux dans la re
her
he du pas optimaldans le 
as 
arré, on améliore signi�
ativement la vitesse de 
onvergen
e. Ce
i n'est alors plusfor
ément vrai dans le 
as ou la matri
e de mélange est re
tangulaire.3.5.3 Combinaison des deux ensemblesLa Figure 3.7 montre le 
omportement des algorithmes DESERT par rapport à HDESERT.On remarque 
lairement que l'utilisation de deux ensembles de matri
es améliore signi�
ative-ment les performan
es d'estimation de la matri
e de mélange, par rapport à la prise en 
ompted'un seul ensemble. La Figure 3.8 apporte une information supplémentaire ; 
es performan
es sontmeilleures, et 
e quelque soit le niveau de bruit 
onsidéré. Il semble également que l'utilisation
ombinée de deux ensembles améliore la vitesse de 
onvergen
e.La re
her
he d'une matri
e de mélange re
tangulaire est intéressante en plusieurs points,et son illustration se fait grâ
e à la Figure 3.9 et la Figure 3.10. En e�et, on remarque qu'onaméliore non seulement les performan
es mais aussi la vitesse de 
onvergen
e en 
ombinant lesdeux ensembles de matri
es, 
e qui vient 
onforter les observations réalisées dans le 
as 
arré.La Figure 3.11 et la Figure 3.12 permettent d'illustrer l'in�uen
e du 
ritère approximé 
on-sidéré. On remarque alors que si on utilise le 
ritère Jb2(Z), on arrive à améliorer la vitesse de
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Figure 3.4 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes HDESERT. Comparaison en fon
tion du
ritère.
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Figure 3.5 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes SDESERT.
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Figure 3.6 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes SDESERT.
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Figure 3.7 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes DESERT.
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Figure 3.8 � Performan
e des algorithmes DESERT.
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Figure 3.9 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes DESERT.
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Figure 3.10 � Performan
e des algorithmes DESERT.
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Figure 3.11 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes DESERT. Comparaison en fon
tion du
ritère.
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Figure 3.12 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes DESERT. Comparaison en fon
tion du
ritère.
onvergen
e. Ce
i est vraiment signi�
atif dans le 
as 
arré.3.5.4 Complexité de 
al
ulLe tableau 3.2 présente les résultats que l'on obtient en termes de temps d'exé
ution, dansle 
as où la matri
e de mélange est re
tangulaire. Cela permet de voir l'in�uen
e des di�érentesapproximations réalisées. On remarque 
lairement que le fait d'utiliser un polyn�me d'ordre deuxpour la re
her
he du pas optimal (au lieu de 
elui d'ordre quatre) améliore signi�
ativement letemps de 
al
ul. On peut aussi remarquer que, bien que les méthodes utilisant l'approximationla plus forte sur le 
ritère 
onvergent le plus rapidement, elles sont aussi plus 
hronophages.Ainsi, on peut don
 en 
on
lure que le 
hoix de la méthode est dire
tement in�uen
é par les
ontraintes imposées par l'utilisateur, à savoir utiliser une méthode qui 
onverge rapidement, ouune méthode qui n'utilise que peu de ressour
es informatiques.3.6 Con
lusions sur les méthodes de type gradientDans 
e paragraphe, nous avons illustré les résultats obtenus ave
 les algorithmes de typegradient que l'on a développé. On montre alors que 
eux-
i permettent d'estimer 
orre
tement
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as herm. (ms) 
as sym.. (ms) 
as herm. + sym. (ms)DESERT1OS1J1 2.54 2.30 4.18DESERT1OS2J1 1.58 1.58 2.96DESERT2OS1J1 1.91 1.97 3.79DESERT2OS1J2 1.81 2.05 3.86DESERT2OS2J1 1.30 1.48 2.74DESERT2OS2J2 1.43 1.54 2.90DESERT3OS1J1 1.66 1.94 3.68DESERT3OS1J2 1.81 1.97 3.75DESERT3OS2J1 1.32 1.40 2.62DESERT3OS2J2 1.34 1.51 2.78Table 3.2 � Temps d'exé
ution des algorithmes DESERTla matri
e de séparation, et 
e malgré la présen
e de bruit. De plus, nos méthodes permettentde 
onsidérer le 
as déterminé ou sur-déterminé, dans la mesure où le nombre d'observations estsystématiquement supérieur ou égal au nombre de sour
es, que l'on suppose 
onnu.La prise en 
ompte d'une diversité statistique permet également d'améliorer de manière sig-ni�
ative les résultats obtenus 
lassiquement, 
'est-à-dire lorsqu'on ne 
onsidère que le seul en-semble de matri
es hermitiennes. En�n, Les algorithmes que nous avons développés permettentaux utilisateurs de 
hoisir di�érents niveaux de 
omplexité. En e�et, nous montrons que les ap-proximations ne dégradent pas la vitesse de 
onvergen
e, tout en maintenant les mêmes valeursde performan
es.



Chapitre 4
Algorithmes de mise à jour analytiquede la matri
e

Dans 
e 
hapitre, deux algorithmes vont être présentés. L'un d'eux utilisera le 
ritère dire
t,tandis que l'autre sera basé sur le 
ritère inverse. Tous les deux auront 
ependant une 
ara
téris-tique 
ommune, en l'o

uren
e 
elle de déterminer analytiquement la matri
e re
her
hée.
4.1 Algorithme de mise à jour par 
ouple de termes4.1.1 Des
ription généraleDans 
e paragraphe, nous présentons une nouvelle appro
he permettant de minimiser al-gébriquement le 
ritère Ja2 en (3.17)

Ja2(Z) =
N∑

i=1

‖ZDiag{TZ
i + ZTD

i +TD
i Z

‡}‖2 (4.1)Nous développons maintenant l'équation pré
édente. On obtient, en notant
(
TZ

i

)
mn

= TZ
i,mn

(Z)mn = Zmn

(
TD

i

)
nn

= TD
i,n38
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Ja2(Z) =

N∑

i=1

Ns∑

m,n=1
m6=n

|ZmnT
D
i,n + Z‡

nmTD
i,m + TZ

i,mn|2

=

Ns∑

m,n=1
m<n

N∑

i=1

|ZmnT
D
i,n + Z‡

nmTD
i,m + TZ

i,mn|2 + |ZnmTD
i,m + Z‡

mnT
D
i,n + TZ

i,nm|2

=

Ns∑

m,n=1
m<n

I (Zmn, Znm) (4.2)ave

I (Zmn, Znm) =

N∑

i=1

|ZmnT
D
i,n + Z‡

nmTD
i,m + TZ

i,mn|2 + |ZnmTD
i,m + Z‡

mnT
D
i,n + TZ

i,nm|2 (4.3)Il apparaît alors 
lairement que 
haques termes de la double somme (4.2) ne dépendent quede Zmn et Znm. La minimisation de Ja2(Z) 
orrespond alors à la minimisation de 
ha
un de 
estermes. Ainsi, le problème initialement de dimension Ns(Ns−1) (et qui 
on
orde ave
 le nombred'in
onnues de Z) est réduit à Ns(Ns − 1)/2 problèmes de dimension deux, où 
haque 
ouple
(Zmn, Znm) doît être estimé 
onjointement.Ainsi, dans la suite, on ne 
onsidèrera plus que le problème de dimension deux qui 
orrespondà la minimisation de I (Zmn, Znm) en (4.3).4.1.2 Cal
ul de la matri
e de mise à jour ZEn partant des résultats obtenus dans la partie 
i-dessus, les éléments non-diagonaux de Zsont estimés par paire. Il s'agit don
 de 
al
uler (Zmn, Znm) pour 
haque valeur de m et n (ave

m < n) minimisant I dans (4.3).Nous allons généraliser l'appro
he de [77℄ dans les deux 
as 
omplexes. Le fait de 
onsidérerdes variables 
omplexes entraine 
ertaines spé
i�
ités (
as de variables 
onjuguées ou non), etnous devons ainsi distinguer le 
as hermitien et le 
as symétrique. Nous allons d'abord 
onsidérerle 
as hermitien, puis ensuite le 
as symétrique.4.1.2.1 Cas hermitienRevenons tout d'abord au mélange hermitien. On 
onsidère ainsi le 
ritère (4.3) en rem-plaçant l'opérateur ‡ par H pour des matri
es. Pour un s
alaire, 
ela 
orrespond à l'opérateurde 
onjugaison, noté (·)∗ dans la suite.Dans 
e 
as, le 
ritère du problème de dimension deux, noté I(h) ; s'é
rit de la manière



40 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE MISE À JOUR ANALYTIQUE DE LA MATRICEsuivante :
I(h) (Zmn, Znm) =

N∑

i=1

|ZmnT
D
i,n + Z∗

nmTD
i,m + TZ

i,mn|2 + |ZnmTD
i,m + Z∗

mnT
D
i,n + TZ

i,nm|2 (4.4)Cal
ulons alors la dérivée de (4.4), qui sera utile pour la minimisation, par rapport à Z∗
mnpuis Z∗

nm :
∂I(h)
∂Z∗

mn

=

N∑

i=1

(
ZmnT

D
i,n + Z∗

nmTD
i,m + TZ

i,mn

)
TD
i,n

∗
+
(
Z∗
nmTD

i,m

∗
+ ZmnT

D
i,n

∗
+ TZ

i,nm

∗)
TD
i,n

= H11Zmn +H12Z
∗
nm − e

(h)
1 (4.5)ave


H11 = 2

N∑

i=1

|TD
i,n|2 (4.6)

H12 =
N∑

i=1

TD
i,n

∗
TD
i,m + TD

i,nT
D
i,m

∗ (4.7)
e
(h)
1 = −

N∑

i=1

TZ
i,mnT

D
i,n

∗
+ TZ

i,nm

∗
TD
i,n (4.8)La deuxième dérivée donne :

∂I(h)
∂Z∗

nm

=

N∑

i=1

(
ZnmTD

i,m + Z∗
mnT

D
i,n + TZ

i,nm

)
TD
i,m

∗
+
(
Z∗
mnT

D
i,n

∗
+ ZnmTD

i,m

∗
+ TZ

i,mn

∗)
TD
i,m

= H21Z
∗
mn +H22Znm − e

(h)∗

2 (4.9)ave

H21 =

N∑

i=1

TD
i,n

∗
TD
i,m + TD

i,nT
D
i,m

∗ (4.10)
H22 = 2

N∑

i=1

|TD
i,m|2 (4.11)

e
(h)∗

2 = −
N∑

i=1

TZ
i,nmTD

i,m

∗
+ TZ

i,mn

∗
TD
i,m (4.12)En regardant les deux dérivées 
al
ulées en (4.5) et (4.9), les variables sont 
onjuguées. On va
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onsidérer dans la suite le 
onjugué de la se
onde expression a�n de résoudre le système :




∂I(h)
∂Z∗

mn

= 0

∂I(h)
∂Znm

=

(
∂I(h)
∂Z∗

nm

)∗

= 0

(4.13)qui peut être réé
rit plus simplement :
Hz(h)m,n = e(h) (4.14)ave


H =




H11 H12

H21 H22


 , e(h) =




e
(h)
1

e
(h)
2


 (4.15)et

z(h)m,n =




Zmn

Z∗
nm


 (4.16)Lorsque la matri
e H est inversible, les solutions du système 
i-dessus peuvent être 
al
uléesanalytiquement :

z(h)m,n = H−1e(h) (4.17)4.1.2.2 Cas symétriqueConsidérons maintenant le se
ond 
as où les matri
es ne sont plus hermitiennes mais symétriques.L'opérateur ‡ 
orrespond alors au transposé dans le 
as matri
iel, mais qui n'a pas d'in�uen
elorsque des s
alaires sont 
onsidérés. Dans 
e 
as, le 
ritère est désormais noté I(t) et s'é
rit :
I(t) (Zmn, Znm) = 2

N∑

i=1

|ZmnT
D
i,n + ZnmTD

i,m + TZ
i,mn|2 (4.18)Le 
al
ul de la dérivée de I(t) par rapport à Z∗

mn et Z∗
nm donne :

∂I(t)
∂Z∗

mn

= 2
N∑

i=1

(
ZmnT

D
i,n + ZnmTD

i,m + TZ
i,mn

)
TD
i,n

∗

= 2
(
S11Zmn + S12Znm − e

(t)
1

) (4.19)
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S11 =

N∑

i=1

|TD
i,n|2 (4.20)

S12 =

N∑

i=1

TD
i,n

∗
TD
i,m (4.21)

e
(t)
1 = −

N∑

i=1

TZ
i,mnT

D
i,n (4.22)Le 
al
ul de la se
onde dérivée donne :

∂I(t)
∂Z∗

nm

= 2
N∑

i=1

(
ZmnT

D
i,n + ZnmTD

i,m + TZ
i,mn

)
TD
i,m

∗

= 2
(
S21Zmn + S22Znm − e

(t)
2

) (4.23)ave

S21 =

N∑

i=1

TD
i,nT

D
i,m

∗ (4.24)
S22 =

N∑

i=1

|TD
i,m|2 (4.25)

e
(t)
2 = −

N∑

i=1

TZ
i,mnT

D
i,m

∗ (4.26)Le système à résoudre 



∂I(t)
∂Z∗

mn

= 0

∂I(t)
∂Z∗

nm

= 0

(4.27)peut être simplement é
rit 
omme :
Sz(t)m,n = e(t) (4.28)ave


S =




S11 S12

S21 S22


 , e(t) =




e
(t)
1

e
(t)
2


 (4.29)
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z(t)m,n =




Zmn

Znm


 (4.30)Quand la matri
e S est inversible, les deux solutions du système 
i-dessus sont obtenusdire
tement

z(t)m,n = S−1e(t) (4.31)4.1.2.3 Combinaison des deux ensemblesMalheureusement, les deux systèmes (4.14) et (4.28) ne peuvent être 
ombinés dire
tement,puisque les deux ve
teurs 
ara
térisant les in
onnus ne sont pas les mêmes. Pour 
ela, nousproposons de 
onsidérer les variables Znm et Z∗
nm 
omme indépendantes. Ainsi, nous introduisonsle nouveau ve
teur, 
omposé des 3 in
onnues Zmn (similaire aux deux systèmes), Znm et Z∗

nm

zm,n =




Zmn

Z∗
nm

Znm




(4.32)
En dé�nissant les deux nouvelles matri
es suivantes

C =




H11 H12 0

H21 H22 0

S11 0 S12

S21 0 S22




, e =




e
(h)
1

e
(h)
2

e
(t)
1

e
(t)
2




(4.33)
nous pouvons 
ombiner les deux systèmes développés en (4.14) et (4.28) :

Czm,n = e (4.34)qui sera résolu de la manière suivante :
zm,n = C†e (4.35)
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ription des algorithmesL'algorithme expli
ité 
i-dessus, dénommé NOODLES pour "NOn Orthogonal De
ompositionof 
ompLEx Sets", est dé
rit dans le pseudo
ode Algorithme 8 :Algorithme 8: NOODLESInitialisation : Ensemble de matri
es Mi, matri
es initales B(0)for k = 1, 2, . . . jusqu'à 
onvergen
e doMise à jour des matri
es Ti suivant (3.6)Mise à jour de la matri
es Z suivant (4.17) dans le 
as hermitien, (4.31) dans le 
assymétrique et (4.35) lors de la 
ombinaison des deux ensemblesend for4.2 Algorithmes de moindres 
arrés alternés4.2.1 Des
ription généraleDans 
ette partie, nous n'allons plus nous intéresser à l'estimation de la matri
e de séparation
omme 
ela a été fait pré
édemment. En e�et, nous allons estimer dire
tement la matri
e demélange, par minimisation du 
ritère D (A) suivant :
D (A, {Di}) =

N∑

i=1

‖Mi −ADiA
‡‖2 (4.36)Un point important de l'algorithme 
onsiste à 
onsidérer que A‡ est indépendant de A. Onnotera 
ette matri
e C. On réé
rit alors D en (4.36) de la façon suivante :

D (A,C, {Di}) =
N∑

i=1

‖Mi −ADiC‖2 (4.37)Le prin
ipe de la méthode qui va être développée est relativement simple, rendant ainsi sonutilisation pratique dans plusieurs situations. On va s'inspirer de 
e qui est fait en dé
ompositiontensorielle [9, 61, 25℄. Cependant, il peut arriver que 
e type d'algorithme ait des problèmes de
onvergen
e. Une solution sera aussi proposée et utilisera une re
her
he linéaire. L'origine de 
estravaux est a

essible dans 
es référen
es [65, 25℄.Elle 
onsiste don
 à estimer 
ha
une des matri
es en �xant les autres :1. On �xe A et C, et on 
al
ule alors Di pour tout i,2. On utilise l'estimation de Di, tout en gardant C �xe pour 
al
uler alors A,3. En ayant estimé Di et A que l'on �xera, on 
al
ule �nalement C.
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es diagonales DiComme expliqué 
i-dessus dans le s
héma global de l'algorithme, nous allons tout d'abordestimer les matri
es diagonales. Pour 
ela, on �xe les valeurs de A et C. En 
onsidérant (1.6) àl'ensemble des matri
es Mi, on a :
[vec {M1} , . . . , vec {MN}] =

(
CT ⊙A

)
[diag {D1} , . . . , diag {DN}] (4.38)On en déduit que :

[D1, . . . ,DN ] = undiag
{(

CT ⊗A
)†

[vec {M1} , . . . , vec {MN}]
} (4.39)où undiag {(·)} 
onstruit une matri
e diagonale à partir du ve
teur (·), de telle manière que

undiag {diag {(·)}} = (·).4.2.3 Mise à jour de la matri
e de mélange AComme nous disposons d'une première mise à jour des matri
es diagonales, nous allons utiliser
e résultat pour déterminer une estimée de la matri
e de mélange A. En 
onservant C 
ommedans la première partie, et en 
on
aténant horizontalement les matri
es Mi, il vient :
[M1, . . . ,MN ] = A [D1C, . . . ,DNC] (4.40)Il apparaît alors 
lairement que la matri
e de mélange est a

essible ave
 une multipli
ationpar pseudo-inverse :
A = [M1, . . . ,MN ] [D1C, . . . ,DNC]† (4.41)4.2.4 Mise à jour de CComme nous disposons désormais d'une estimation des matri
es diagonales et de la matri
e demélange, il ne nous reste plus qu'à 
her
her la dernière matri
e en
ore in
onnue. En 
on
aténantverti
alement les matri
es de l'ensemble, on observe que :




M1...
MN


 =




AD1...
ADN


C (4.42)



46 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE MISE À JOUR ANALYTIQUE DE LA MATRICEOn remarque alors que C peut alors être aisément déterminée :
C =




AD1...
ADN




† 


M1...
MN


 (4.43)Ainsi, nous avons réussi en trois étapes à déterminer toutes les in
onnues de notre problèmepar résolution de systèmes linéaires au sens des moindres 
arrés. Ce pro
essus est alors répétéde manière itérative, a�n d'améliorer les estimations. Cependant, 
e type de méthode peut avoirun in
onvénient important. La 
onvergen
e peut être très lente. Ainsi, nous proposons, 
ommedans tous les algorithmes que nous avons présentés pré
édemment, d'e�e
tuer une mise à jouren faisant une re
her
he linéaire optimisée (ELS).

4.2.5 Re
her
he linéaire optimiséeReprenons la fon
tion de 
oût dé�nie en (4.37), et réé
rivons là à l'tération n :
D(n)(A,C, {Di}) =

N∑

i=1

‖Mi −A(n)D
(n)
i C(n)‖2 (4.44)Une mise à jour linéaire des matri
es à l'itération n utilise les estimations de 
es matri
esaux instants pré
édents n− 2 et n− 1, et s'é
rit de la manière suivante :

A(n) = A(n−2) + µ
(
A(n1) −A(n−2)

)
= A(n−2) + µΘA

C(n) = C(n−2) + µ
(
C(n1) −C(n−2)

)
= C(n−2) + µΘC

D
(n)
i = D

(n−2)
i + µ

(
D

(n1)
i −D

(n−2)
i

)
= D

(n−2)
i + µΘDi

(4.45)où µ ∈ R
+∗ représente le pas.Le développement de A(n)D

(n)
i C(n) dans (4.44), en utilisant les mises à jour introduites dans(4.45), permet d'obtenir un polyn�me de degré six :

D(n)(A,C, {Di}) =
N∑

i=1

ei,0 + µei,1 + µ2ei,2 + µ3ei,3 + µ4ei,4 + µ5ei,5 + µ6ei,6 (4.46)où les 
oe�
ients sont 
al
ulés dans l'Annexe B.3.



4.2. ALGORITHMES DE MOINDRES CARRÉS ALTERNÉS 47La dérivée de (4.46) par rapport à µ nous donne un polyn�me de degré 
inq :
∂D(n)(A,C, {Di})

∂µ
=

N∑

i=1

ei,1 + 2µei,2 + 3µ2ei,3 + 4µ3ei,4 + 5µ4ei,5 + 6µ5ei,6 (4.47)Ainsi, la ra
ine de (4.47) qui minimise (4.46) 
orrespond à µopt.L'algorithme ELS est développé dans le pseudo
ode Algorithme 9.Algorithme 9: ELSInit. : 
oe�
ients ei,j , j = 0, . . . , 6Détermination des ra
ines µ du polyn�me (4.47) (dérivée du polyn�me (4.46))
µopt = argmin

µ
{D(A,C, {Di})}

4.2.6 Des
ription des algorithmesL'algorithme ALS est développé dans le pseudo
ode Algorithme 10.Algorithme 10: ALSInitialisation : Ensemble de matri
es Mi, matri
es initales A(0) et D(0)
i et C(0)for k = 1, 2, . . . jusqu'à 
onvergen
e doMise à jour de D

(k)
i en utilisant A(k−1) et C(k−1) suivant (4.39)Mise à jour de A(k) en utilisant D(k)

i et C(k−1) suivant (4.41)Mise à jour de C(k) en utilisant D(k)
i et A(k) suivant (4.43) ou C(k) = A‡(k)end forLa vitesse de 
onvergen
e peut être amélioré en utilisant l'Algorithme 9. L'algorithme ré-sultant sera dénommé ALSELS dans la suite, et est résumé dans le pseudo
ode Algorithme 11.Algorithme 11: ALSELSInitialisation : Ensemble de matri
es Mi, matri
es initales A(0) et D(0)

i et C(0)

k = 1, 2 : ALSfor k = 3, . . . jusqu'à 
onvergen
e doELSALSend for



48 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE MISE À JOUR ANALYTIQUE DE LA MATRICE4.2.7 RemarqueDans le 
as hermitien, il est 
lair queC = AH , et dans le 
as symétrique,C = AT . Cependant,nous pouvons envisager plusieurs possibilités :� L'estimation de C se fait indépendamment de A. Ce
i est illustré dans les simulations
i-dessous par l'algorithme ALS,� L'estimation de C est dire
tement obtenue à partir de A. L'illustration sera alors faite vial'algorithme ALSA.Ces méthodes, en fon
tion de l'appli
ation à traiter, peuvent sensiblement varier.4.3 SimulationsDans 
e paragraphe, nous allons présenter les résultats que nous obtenons ave
 nos di�érentsalgorithmes, dans un 
adre de diagonalisation 
onjointe. Les paramètres utilisés pour la 
on-stru
tion de 
haque �gure sont dé
rits dans le Tableau 4.1 ave
 :� Ens. : Type d'ensemble utilisé (hermitien, symétrique),� Nbr de mat. : Nombre de matri
es,� RSB (dB) : Rapport Signal sur Bruit en dB,� Nbr it : Nombre d'itérations retenues pour les algorithmes,� No : Nombre d'observations,� Ns : Nombre de sour
es,� Figure : Numéro de la �gureet les résultats sont moyennés sur 100 réalisations de Monte Carlo.Ens. Nbr de mat. RSB (dB) Nbr it No Ns FigureHerm. 10 -10 :30 250 5 3 4.1Herm. 10 30 1 :50 5 3 4.2Herm. 10 -10 :30 250 4 4 4.3Herm. 10 30 1 :100 4 4 4.4Herm. 10 -10 :20 50 3 8 4.5Sym. 10 -10 :30 250 5 3 4.6Sym. 10 30 1 :50 5 3 4.7Sym. 10 -10 :30 250 4 4 4.8Sym. 10 30 1 :250 4 4 4.9Herm. + Sym. 10 -10 :30 250 5 3 4.10Herm. + Sym. 10 30 1 :100 5 3 4.11Table 4.1 � Paramètres de simulations des algorithmes ALS et NOODLES
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Figure 4.1 � Performan
e des algorithmes ALS et NOODLESLa Figure 4.1 fournit 
omme information prin
ipale que les méthodes basées sur l'ALS don-nent les mêmes performan
es, qui sont légèrement meilleures que 
elle obtenue en utilisantNOODLES, dans le 
as où l'on re
her
he une matri
e de mélange re
tangulaire. Les vitessesde 
onvergen
e des 4 algorithmes sont illustrées dans la Figure 4.2. On remarque alors une dif-féren
e par rapport au 
as non bruité 
arré : l'ALSA 
onverge moins vite que l'ALS.La Figure 4.3 et la Figure 4.4 viennent 
on�rmer que les remarques faites dans le 
as re
tan-gulaire sont valables également dans le 
as 
arré, que 
e soit en termes de vitesse de 
onvergen
e,ou en termes de performan
es.La Figure 4.5 présente les résultats obtenus dans le 
as sous-déterminé, 
'est-à-dire dans le
as où le nombre de sour
es Ns est supérieur au nombre d'observations No. Nous remarquonsque nous arrivons ave
 l'algorithme ALS à obtenir des résultats satisfaisants.4.3.2 Cas symétriqueQuant à la Figure 4.6, elle nous permet d'a�rmer qu'en utilisant des ensembles hermitiens ousymétriques, nous obtenons le même niveau de performan
es en terme d'estimation de la matri
ede mélange (ou de séparation pour NOODLES ). La Figure 4.7 
onforte les résultats que nous
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Figure 4.2 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes ALS et NOODLES
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Figure 4.3 � Performan
e des algorithmes ALS et NOODLES
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Figure 4.4 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes ALS et NOODLES
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Figure 4.6 � Performan
e des algorithmes ALS et NOODLES
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Figure 4.7 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes ALS et NOODLES



4.3. SIMULATIONS 53avons obtenus dans le 
as hermitien, en termes de vitesse de 
onvergen
e. NOODLES sur
lassetoujours les méthodes basées sur l'ALS.
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Figure 4.8 � Performan
e des algorithmes ALS et NOODLESLes résultats obtenus dans le 
as 
arré sont illustrés par les Figure 4.8 et 4.9 et nous amènentà tirer les mêmes 
on
lusions.4.3.3 Combinaison des deux ensemblesDans 
ette partie, nous illustrons l'intérêt d'utiliser 
onjoitement deux ensembles simultané-ment, et 
e, en 
omparant les résultats obtenus lorsque un seul ensemble (en l'o

uren
e hermi-tien) est 
onsidéré.Dans un 
as bruité, et ave
 une matri
e de mélange re
tangulaire, non seulement 
e typede 
ombinaison améliore les performan
es d'estimation (Figure 4.10) mais aussi la vitesse de
onvergen
e (Figure 4.11).4.3.4 Remarque sur les temps de 
al
ulsDans 
e paragraphe, nous montrons l'in�uen
e des paramètres pris en 
ompte dans les al-gorithmes sur les temps de 
al
ul. Le tableau 4.2 résume 
e
i. On remarque alors aisément quel'ELS est la méthode qui né
essite le plus de ressour
es informatiques. Cependant, 
omme elleaméliore la vitesse de 
onvergen
e par rapport aux méthodes ALS et ALSA, 
ela permet de
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Figure 4.9 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes ALS et NOODLES
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Figure 4.10 � Performan
e des algorithmes ALS et NOODLES
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Figure 4.11 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes ALS et NOODLES
ontrebalan
er la remarque. De plus, 
omme 
ela a déjà été évoqué pré
édemment, l'ELS est i
ie�e
tué à 
haque itération. Or, il peut être tout à fait envisagé, pour réduire le temps de 
al
ul,de n'e�e
tuer 
e
i que toutes les n itérations. En�n, on note que NOODLES est la solution lamoins 
outeuse. En e�et, le temps d'exé
ution est très pro
he de l'ALS, mais on a égalementnoté que 
et algorithme 
onverge très rapidement.Méthode 
as herm. (ms) 
as sym. (ms) 
as herm. + sym. (ms)ALS 0.83 0.80 1.27ALSA 0.56 0.55 0.83ALSELS 2.51 2.52 4.51NOODLES 0.88 0.87 2.06Table 4.2 � Temps d'exé
ution des algorithmes ALS et NOODLES4.4 Con
lusions sur les méthodes de re
her
he analytiquesAux vues des résultats que nous avons obtenu, nous pouvons dire que l'ALS est une bonnesolution à l'estimation de la matri
e de mélange. En e�et, sa mise en oeuvre est extrêmementsimple et ne né
essite que peu de ressour
es. Cependant, sa vitesse de 
onvergen
e peut êtrelongue. C'est pour 
ela que l'ELS a été utilisé a�n de réduire 
e
i, au détriment du temps de
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al
ul. Il est aussi utile de noter que parfois, l'utilisation de l'algorithme ALSA peut être unealternative intéressante. En e�et, on améliore les temps de 
al
ul, tout en gardant une vitesse de
onvergen
e a

eptable.De plus, nous notons que l'algorithme NOODLES est 
elui qui o�re le meilleur 
ompromistemps de 
al
ul/vitesse de 
onvergen
e, bien qu'il ne soit pas aussi évident à mettre en oeuvreque l'ALS, et qu'il fournisse des performan
es légèrement moins bonnes.En�n, la même remarque que 
elle énon
ée dans le 
hapitre pré
édent peut être faite : laprise en 
ompte d'une diversité statistique permet d'améliorer les performan
es d'estimation denos algorithmes.



Chapitre 5Appli
ation à la séparation de sour
esde télé
ommuni
ations
5.1 Séparation de sour
esComme énon
é pré
édemment, le problème de la séparation de sour
es peut se résoudrede plusieurs manières. Le prin
ipe le plus 
ouramment utilisé est l'Analyse en ComposantesIndépendantes (ACI), dont l'obje
tif est de rendre indépendantes les données 
olle
tées aprèstransformation linéaire.Le prin
ipe pré
édent se transpose de manière algébrique sur des problèmes de diagonalisa-tion 
onjointe de matri
es. C'est 
e que nous allons faire dans la suite, en utilisant les algorithmesdéveloppés dans les parties pré
édentes, et les 
omparer à des méthodes proposées dans la lit-térature.Nous reprenons le modèle dé�ni en (2.18) :

y(t) = As(t) + b(t) (5.1)Nous allons utiliser les dé�nitions des 
umulants vues en (2.25) et (2.26). Le 
umulant présenteplusieurs avantages. Tout d'abord, 
omme les sour
es et le bruit sont statistiquement indépen-dants, on peut é
rire le 
umulant de y de la manière suivante :
Ca,b,c,d
y = Cum {ya, y∗b , yc, y∗d}

= Cum {xa, x∗b , xc, x∗d}+ Cum {ba, b∗b , bc, b∗d}
= Ca,b,c,d

x + Ca,b,c,d
b (5.2)De plus, 
omme nous 
onsidérons dans 
ette partie que le bruit est issu d'un pro
essus57
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umulant sera nul. On obtient alors :
Ca,b,c,d
y = Ca,b,c,d

x (5.3)5.2 Hypothèses de simulationDans 
e qui va suivre, nous allons mettre en pla
e notre 
adre de travail. Nous allons aussiénon
er toutes les hypothèses qui vont nous être utiles.� Toutes les variables sont 
omplexes,� Nous 
onsidérons M 
apteurs, et N sour
es, ave
 N ≤M ,� La matri
e de mélange est générée aléatoirement, suivant une loi uniforme U(√−3,√3) etoù 
haque ve
teur an est ensuité normé,� Le bruit est gaussien, de moyenne nulle et de varian
e σb.Con
ernant les sour
es s, nous allons utiliser des "Quaternary Phase Shift Keying" (QPSK).Cependant, 
es signaux sont 
ir
ulaires, i.e. E{ssT} = 0. A�n d'utiliser des ensembles symétriques,nous rendons 
es sour
es non 
ir
ulaires, à 
haque instant t, en utilisant la formulation suivante :
sc = real(s)cos(θ) + jimag(s)sin(θ) θ ∈

]
0,

π

4

[
∪
]π
4
,
π

2

[ (5.4)Dans 
e qui suivra, θ sera �xé à π
8 .A�n de valider le bon fon
tionnement de nos algorithmes, nous allons les 
omparer aux troisméthodes rappelées dans les Algorithmes 1, 2 et 3. Cependant, 
ertaines de 
es méthodes (U-WEDGE et FAJD) ne peuvent traiter dire
tement le 
as N < M . Ainsi, nous e�e
tuerons uneétape préalable 
lassique, 
onsistant à projeter les données sur le sous-espa
e signal, obtenu en
onsidérant les ve
teurs propres asso
iés aux N plus grandes valeurs propres de la dé
ompositionen valeurs propres de la matri
e de 
ovarian
e.Dans les simulations qui suivront, nous dé�nirons le RSB 
omme étant le ratio entre lapuissan
e des sour
es σs

s et la puissan
e du bruit σ2
b , dont la mise en équation donne :RSBdB = 10 log10

σ2
s

σ2
b

(5.5)Les paramètres sont dé
rits dans le Tableau 5.1 ave
 :� Nbr de pts : Nombre de points pour l'estimation des 
umulants,� Ens. : Type d'ensemble 
onsidéré,� RSB(dB) : Rapport Signal sur Bruit en dB,� Nit : Nombre d'itérations,� No : Nombre d'observations,



5.3. CAS HERMITIEN 59� Ns. : Nombre de sour
es,� Figure : Numéro de la �gureLes résultats de simulation sont moyennés sur 100 réalisations de Monte Carlo (MC). Lenombre de matri
es est égal au nombre d'observations, puisque l'ensemble est dire
tement déduitde l'estimation des 
umulants d'ordre quatre.Nbr de pts Ens. RSB(dB) Nit No Ns Figure
210 Herm. 10 1 :100 3 2 5.1
210 Herm. -10 :20 150 3 2 5.2
210 Herm. 10 1 :250 4 4 5.3
210 Herm. -10 :20 150 4 4 5.4
210 Sym. 10 1 :120 3 2 5.5
210 Sym. -10 :20 150 3 2 5.6
210 Sym. 10 1 :180 4 4 5.7
210 Sym. -10 :20 150 4 4 5.8
212 Herm. + Sym. 20 1 :200 5 2 5.9
212 Herm. + Sym. -10 :20 200 5 2 5.10
211 Herm. + Sym. 30 1 :100 5 3 5.11
211 Herm. + Sym. -10 :30 100 5 3 5.12Table 5.1 � Paramètres de simulations de signaux de télé
ommuni
ations5.3 Cas hermitienLa Figure 5.1 montre la vitesse de 
onvergen
e des di�érents algorithmes 
onsidérés. Nousremarquons alors que NOODLES 
onverge légèrement plus rapidement que U-WEDGE, et bienplus vite que, respe
tivement, FAJD et DESERT. En 
e qui 
on
erne les méthodes utilisant le
ritère dire
t, nous remarquons que l'ALS 
onverge plus rapidement que ACDC.La Figure 5.2 illustre les performan
es des méthodes en fon
tion du RSB. On remarque quel'on obtient sensiblement les mêmes résultats pour les algorithmes FAJD et U-WEDGE mais quisont meilleurs que NOODLES et DESERT pour des niveaux de bruits élevés (RSB< 10 dB).Puis les performan
es deviennent égales au-delà de 10dB. L'ALS et ACDC fournissent quant àeux la même estimation de la matri
e de mélange, et 
e quelque soit le bruit.La Figure 5.3 illustre les résultats que l'on observe dans le 
as 
arré. Les remarques faitesdans le 
as re
tangulaire restent vraies : NOODLES et U-WEDGE 
onvergent sensiblement aussirapidement, et bien plus vite que, respe
tivement, FAJD et DESERT. L'ALS 
onverge toujoursplus vite que ACDC.La Figure 5.4 présente l'in�uen
e du bruit sur les performan
es d'estimation dans le 
as 
arré.On remarque que les algorithmes utilisant le 
ritère inverse fournissent sensiblement les mêmes
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Figure 5.1 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes
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Figure 5.2 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du RSB
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Figure 5.3 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes
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Figure 5.4 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du RSB
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eux obtenus ave
 les méthodes utilisant le 
ritère dire
t.5.4 Cas symétrique
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Figure 5.5 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmesLa Figure 5.5 montre la vitesse de 
onvergen
e des di�érents algorithmes 
onsidérés, dans le
as où la matri
e de mélange est re
tangulaire. Les remarques faites dans le paragraphe pré
é-dent, où les méthodes utilisent un ensemble 
omposé de matri
es hermitiennes, peuvent êtremaintenues.La Figure 5.6 illustre les performan
es que l'on obtient dans le 
as où les ensembles 
onsidéréssont symétriques. On remarque que les méthodes DESERT et NOODLES fournissent de moinsbons résultats que les autres méthodes lorsque l'on est en présen
e de bruits ayant une fortevarian
e.Les résultats illustrant la vitesse de 
onvergen
e des algorithmes est illustré dans la Figure 5.7.On remarque i
i que NOODLES est bien plus rapide que les autres méthodes, surtout U-WEDGEqui, dans les simulations pré
édentes, 
onvergeait sensiblement aussi rapidement. L'in�uen
e dubruit sur les ensembles symétriques, dans le 
as où la matri
e de mélange est 
arrée, est présentéedans la Figure 5.8. On note que toutes les méthodes fournissent sensiblement les mêmes résultats.
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Figure 5.6 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du RSB
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onvergen
e des algorithmes
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Figure 5.8 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du RSB5.5 Combinaison des deux ensemblesComme nous l'avons évoqué pré
édemment, nous allons illustrer, dans un premier temps,l'in�uen
e de la prise en 
ompte des ensembles hermitiens et symétriques en même temps, en
omparant nos algorithmes DESERT, NOODLES et ALS ave
 leurs versions n'utilisant quel'ensemble hermitien.La Figure 5.9 nous montre l'in�uen
e de la 
ombinaison des deux ensembles sur la vitesse de
onvergen
e. On remarque que 
ela n'a pas une grande in�uen
e sur NOODLES, 
ontrairementaux méthodes ALS et DESERT.La Figure 5.10 illustre le 
omportement de 
es méthodes en fon
tion du RSB. On remar-que une amélioration des performan
es lorsqu'on 
ombine les deux ensembles. Ce
i nous amèneà penser que 
e type d'utilisation est plus robuste aux pertubations, 
omparé aux méthodesn'utilisant qu'un seul ensemble.La Figure 5.11 
ompare la vitesse de 
onvergen
e des méthodes DESERT, NOODLES, ALSet FAJD. Nous remarquons que NOODLES sur
lasse les autres méthodes, et que l'ALS et FAJD
onvergent aussi rapidement. De plus, on se rend 
ompte que les algorithmes basés sur l'estima-tion du gradient mettent beau
oup plus de temps à 
onverger en présen
e de perturbations, etsont don
 bien plus sensibles que les autres méthodes illustrées.L'évaluation de la robustesse des méthodes à di�érents niveaux de puissan
e de perturbations
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Figure 5.9 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes
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e des algorithmes en fon
tion du RSB
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Figure 5.11 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes
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Figure 5.12 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du RSB



5.6. CONCLUSIONS SUR L'APPLICATION AUX SOURCES DE TÉLÉCOMMUNICATIONS NUMÉRIQUES67est présenté dans la Figure 5.12. Pour de faibles niveaux de RSB (< 0dB), FAJD et l'ALSfournissent des résultats similaires, et meilleurs que 
eux obtenus ave
 DESERT et NOODLES.Au delà de 10dB, on remarque que L'ALS donne une bien meilleure estimation de la matri
e demélange que les trois autres méthodes utilisées pour la 
omparaison, qui donnent, quant à elles,des résultats identiques.5.6 Con
lusions sur l'appli
ation aux sour
es de télé
ommuni
a-tions numériquesLes résultats obtenus dans 
e 
hapitre permettent d'illustrer le fait que les méthodes dévelop-pées en diagonalisation 
onjointe peuvent être utilisables a�n de résoudre des problèmes de sé-paration de sour
es. Nous remarquons que l'ALS fournit des résultats intéressants, que 
e soiten termes de performan
es ou de vitesse de 
onvergen
e. De plus, on observe 
et algorithme,ainsi que DESERT et NOODLES, sont très intéressants lorsque la matri
e re
her
hée est re
t-angulaire, puisqu'ils permettent de s'a�ran
hir de l'étape de blan
himent tout en a�
hant desperforman
es similaires.



Chapitre 6Appli
ation à la radioastronomie 1
6.1 PrésentationDans 
e qui va suivre, nous allons 
onsidérer des données issues du radiotélés
ope LOFAR,développé par la fondation astronomique néerlandaise ASTRON. Outre sa dimension, 
e ra-diotélés
ope se distingue par une appro
he tout numérique et par une hiar
hisation astu
ieusede son ar
hite
ture :1. les antennes 'basse fréquen
e' ou LBA (30MHz à 80 MHz) sont de simples dip�les en V.Réparties aléatoirement par paquet de 96 dans un disque de 80m de diamètre, elles formentune station. Ces 96 antennes sont é
hantillonnées puis phasées numériquement entre ellespour fournir deux fais
eaux et deux polarisations par station. Il y a a
tuellement 41 stationsLBA dont une grosse partie est 
on
entrée dans un disque de 3km de diamètre (
f. �gure6.1), une autre partie est disponible dans un anneau qui s'étend sur 80km et quelquesstations sont disponibles à des distan
es de plusieurs 
entaines de kilomètres, 
omme parexemple la station LOFARFR606 installée sur le site de la station de radioastronomie deNançay dans le Cher.2. les antennes 'haute fréquen
e' ou HBA (110 MHz à 250 MHz) sont d'abord somméesanalogiquement par groupe de seize a�n d'augmenter la sensibilité. Le signal obtenu ainsique 
elui de 95 (ou 48 selon les 
on�gurations) autres paquets sont numérisés puis phaséspour former des stations de manière similaire à la des
ription faire pour le réseau LBA.A
tuellement 65 stations HBA sont 
onne
tées.3. l'ensemble de 
es stations sont 
onne
tées via des �bres optiques vers un 
al
ulateur à trèshaute 
apa
ité qui va 
ombiner tous 
es signaux en temps réel a�n de fournir les di�érents1. En 
ollaboration ave
 G. Hellbourg et R. Weber de l'Observatoire de Paris (station de Radioastronomie deNançay), et de l'institut de radioastronomie néerlandais ASTRON, dans le 
adre du PPF ISSO68



6.1. PRÉSENTATION 69modes d'observation du radioteles
ope LOFAR. Le seul mode qui nous intéresse (Dire
tStorage) sera détaillé, les autres (Interferometri
 et Beam-Formed) sont dé
rits sur 
e site[5℄.4. Le mode Dire
t Storage est dé
omposé en deux sous-modes : le "Transient Bu�er Board"(TBB) et le Single Station Observations. Le premier nous 
on
erne tout parti
ulièrement,puisque les données traitées dans la suite proviennent de 
e pro
édé. Il permet de sauve-garder 1.3 s des 96 signaux issus des antennes d'une station HBA ou LBA. La fréquen
ed'a
quisition est de 200MHz.

Figure 6.1 � Superterp, le 
oeur du 
oeur de LOFAR près de Exloo aux Pays-Bas aa. Toutes les photos et les �gures sont utilisées ave
 l'aimable autorisation de ASTRONGrâ
e à ses 
apa
ités d'imagerie multi-fréquen
e et multi-fais
eaux, l'obje
tif s
ientique deLOFAR est d'observer l'univers à di�érentes é
helles a�n de déte
ter des signatures 
ara
téris-tiques. Les phénomènes potentiellement déte
tables, grâ
e à 
e type de matériel, sont la réioni-sation de l'hydrogène neutre (
ara
téristique de la 
réation des premières étoiles et galaxies, etdon
 de l'Univers), les galaxies massives, les pulsars, l'éje
tion de masse 
oronale du Soleil et la
artographie des vents solaires, les rayons 
osmiques et les 
hamps magnétiques, les irrégularitésdans la ionosphère et éventuellement d'autres déte
tions non prévues ni envisagées.Les sour
es 
osmiques sont étudiées à travers les ondes radios qu'elles émettent. Cependant,
es émissions naturelles partagent les mêmes bandes de fréquen
e que les émetteurs de télé-
ommuni
ations développés pour diverses appli
ations (Télévision Numérique Terrestre, RadioFM, GSM, GPS ,et
). Bien que quelques bandes de fréquen
e soient réservées (en théorie) ex-
lusivement à la radioastronomie, les besoins s
ienti�ques imposent d'utiliser tout le spe
tre
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tromagnétique. Il faut don
 développer des te
hniques de traitement du signal [33, 74, 8℄ quipermettent aux radioastronomes d'obtenir des observations de qualité même en présen
e d'emis-sions d'origine anthropique. Dans le milieu de la radioastronomie, on parle de "Radio frequen
yinterferen
e" (RFI).Notre obje
tif est alors le suivant : Déterminer au mieux la matri
e de mélange de 
es in-terféren
es, a�n d'éliminer (ou du moins réduire) leur in�uen
e sur nos données. Ainsi, 
elapermettra, en prin
ipe, d'avoir une bien meilleure observation des sour
es 
osmiques, et don
 dedéterminer si 
e que l'on a en notre possession est déjà parfaitement 
onnu, ou alors si 
e sontde nouvelles signatures à 
onsidérer plus pré
isemment.Pour évaluer l'intéret des méthodes proposées nous allons utiliser dans un premier temps desdonnées synthétiques issues d'un simulateur de station LOFAR puis dans un deuxieme tempsdes données réelles obtenues via les TBB.6.2 Données synthétiques6.2.1 ModèleOn s'intéresse à l'analyse de signaux reçus sur un réseau deM antennes phasées. Le signal reçuest un mélange 
omposé de Ns sour
es 
osmiques et de Nr interféren
es. De plus, 
es observationssont perturbées par du bruit additif. Nous 
onsidérons alors le signal reçu sur 
haque 
apteur, à
haque instant t, 
omme un mélange linéaire instantané. Cela s'é
rit de la manière suivante :
xm(t) =

Ns∑

i=1

(as)mi (ss)i (t) +

Nr∑

k=1

(ar)mk (sr)k (t) + nm(t) (6.1)Nous supposons dans la suite que nous sommes dans une situation où les signaux sont àbande étroite. Cette relation peut alors s'é
rire sous forme matri
ielle :
x(t) = Arsr(t) +Asss(t) + n(t) (6.2)ave
 Ar la matri
e de mélange 
ontenant les signatures spatiales des interféren
es dont les élé-ments sont les 
oe�
ients (ar)mk, sr 
ontient le signal des interféren
es à 
haque instant, As lamatri
e de mélange 
ara
térisant la signature spatiale des sour
es 
osmiques dont les élémentssont les 
oe�
ients (as)mi, ss 
ontient le signal émis par 
elles-
i, et n représente un bruit additifvenant des 
apteurs et de l'éle
tronique. Tout 
e
i nous permet don
 d'obtenir les observationsau niveau du radiotélés
ope x à 
haque instant t.On s'intéresse à l'élimination de 
es interféren
es. Comme 
e sont, dans un premier temps,
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es signaux qui doivent être éliminés, nous allons réé
rire le modèle (6.2) sous la forme :
x(t) = Arsr(t) + b(t) (6.3)Nous faisons don
 une nouvelle interprétation. Nos signaux d'intérêt sont les signaux detélé
ommuni
ation, et tout le reste n'est 
onsidéré que 
omme des perturbations. Les sour
es
osmiques sont des signaux gaussiens, tout 
omme le bruit. Quant aux signaux de télé
ommu-ni
ations, ils sont dans 
ette simulation de type "Binary Phase Shift Keying" (BPSK), mis enforme en utilisant un �ltre gaussien, et ont pour porteuse une exponentielle 
omplexe.Nos méthodes de développement utilisant 
onjoitement des matri
es hermitiennes et symétriquesne seront pas utilisées dans 
ette partie. En e�et, nous nous sommes seulement 
on
entrés surl'utilisation d'un ensemble de matri
es, et non plus d'une seule matri
e, 
omme 
ela est fait
lassiquement dans 
e domaine, a�n d'en étudier les béné�
es. Nous n'utiliserons alors, à l'ordredeux, que les matri
es de 
orrélation pour di�érentes valeurs de τ .Traditionnellement, le traitement des interféren
es, lorsque des méthodes de type séparationde sour
es ou traitement d'antennes sont utilisées, est e�e
tué en utilisant simplement la matri
ede 
ovarian
e des observations. L'obje
tif prin
ipal est don
 d'utiliser un ensemble de matri
esplus grand que 
e qui se fait usuellement dans 
ette appli
ation, a�n d'estimer de manière pluspré
ise la matri
e de mélange des interféren
es et don
 de les éliminer au mieux des observationsque l'on re
ueille.Nous utilisons alors un simulateur développé au sein d'ASTRON par G. Hellbourg. Il permetde prendre en 
ompte plusieurs paramètres 
omme le nombre d'é
hantillons, le nombre d'inter-féren
e, la puissan
e des interféren
es, le type d'antenne et l'espa
ement inter
apteurs. Nous neprésenterons des résultats qui ne traiteront que de l'in�uen
e des trois premiers paramètres.Dans les simulations qui suivront, nous dé�nirons le RIB 
omme étant le ratio entre lapuissan
e des interféren
es σ2

i et la puissan
e du bruit σ2
b , dont la mise en équation donne :RIBdB = 10 log10
σ2
i

σ2
b

(6.4)6.2.2 Simulations informatiquesDans 
ette partie, nous présentons les résultats que nous obtenons ave
 le simulateur, et
omparons les méthodes DESERT, NOODLES et ALS.La Figure 6.2 illustre une simulation de vue du 
iel dans le 
as ou au
une perturbation n'estvisible, et où trois sour
es 
osmiques d'intérêt sont 
lairement observables. Ce type de �gure est
réé à partir de la matri
e de 
orrélation à τ = 0.La Figure 6.3, quant à elle, illustre la même vue mais en présen
e d'interféren
es terrestres.
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Figure 6.2 � Vue du 
iel sans perturbateurs
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uren
e, nous en observons sept, dont trois pro
hes des sour
es. Ce 
as est d'autant plusintéressant que les perturbations sont pro
hes des sour
es, angulairement parlant. Notre obje
tifest don
 d'estimer au mieux la matri
e de mélange des interféren
es, a�n de les éliminer desobservations, et ainsi avoir une bonne 
onnaissan
e des sour
es 
osmiques.L'élimination peut se faire de plusieurs manières. Soit nous projetons les données sur le sous-espa
e orthogonal au sous-espa
e lié au interféren
es, soit nous soutrayons leur in�uen
e sur lamatri
e de 
orrélation pour τ = 0.Les paramètres sont dé
rits dans le Tableau 6.1 ave
 :� Nbr de pts : Nombre de points,� Nbr de mat. : Nombre de matri
es (égal au nombre de dé
alages τ 
onsidérés),� RIB (dB) : Rapport Interféren
es sur Bruit en dB,� Nbr it : Nombre d'itérations retenues pour les algorithmes,� Nbr poll. : Nombre de pollueurs (interféren
es),� MC : Nombre de réalisations de MC,� Figure : Numéro de la �gureNbr de pts Nbr de mat. RIB (dB) Nbr it Nbr poll. MC Figure
212 10 10 1 :150 7 100 6.4
214 10 20 1 :150 10 100 6.5
214 10 0 :20 150 10 100 6.6

27 :214 10 0 150 8 100 6.7
27 :214 10 20 150 10 100 6.8
214 10 10 150 2 :10 100 6.9
214 10 20 150 2 :10 100 6.10Table 6.1 � Paramètres de simulations pour les données simulés LOFARDe plus, le réseau sera systématiquement de type LBA, 
omposé de 48 antennes, répartiesrégulièrement de d = 1

2λ, et les vues du 
iel seront 
onstruites de telle sorte que le niveau de
ouleur représentera la puissan
e des sour
es éventuelles.6.2.2.1 Comparaison des vitesses de 
onvergen
eLa Figure 6.4 et la Figure 6.5 présentent les vitesses de 
onvergen
e de nos trois méthodes(la 
ourbe rouge, présentant la performan
e d'estimation obtenue par Dé
omposition en ValeursSingulières, n'est pas itérative, et 
'est pour 
ela que la pente est nulle). On remarque queNOODLES 
onverge respe
tivement plus rapidement que l'ALS (pourtant amélioré ave
 l'ELS)et DESERT .
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Figure 6.4 � Vitesse de 
onvergen
e des algorithmes
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e des algorithmes
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Figure 6.6 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du RIB6.2.2.2 In�uen
e de la puissan
e des interféren
esLes résultats illustrés dans la Figure 6.6 attestent du 
omportement de nos trois méthodes. Onremarque que pour de faibles RIB, l'ALS fournit des résultats plus satisfaisants que les autresméthodes. Ce
i est essentiellement dû au fait que 
ette méthode né
essite des hypothèses detravail moins fortes que DESERT et NOODLES (surtout en 
e qui 
on
erne le fait d'avoir desmatri
es stri
tement diagonales). De plus, on remarque que DESERT fournit, dans 
e s
énario,de moins bons résultats en termes de performan
es, mais il met également plus de temps à
onverger.6.2.2.3 In�uen
e du nombre d'é
hantillonsLa Figure 6.7 et la Figure 6.8 donnent l'in�uen
e du nombre d'é
hantillons sur les per-forman
es d'estimations. On remarque que, évidemment, plus le nombre de points est impor-tant, plus l'estimation est pré
ise. Cependant, on remarque également qu'en fon
tion des autresparamètres (en l'o

uren
e le nombre de pollueurs ainsi que le RIB), les performan
es obtenuessont di�érentes, l'ALS étant plus e�
a
e que NOODLES et DESERT dans un 
as où les 
on-traintes sont plus fortes (
f Figure 6.7).
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Figure 6.7 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du nombre d'é
hantillons
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e des algorithmes en fon
tion du nombre d'é
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e du nombre de pollueurs
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Figure 6.9 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du nombre de pollueursLa Figure 6.9 et la Figure 6.10 permettent de voir l'in�uen
e de la dimension du sous-espa
einterféren
es sur les performan
es. Il est à noter que 
ette dimension est stri
tement égale aunombre de pollueurs e�e
tivement présents dans le mélange. Plusieurs remarques peuvent êtreétablies. Tout d'abord, plus le nombre de pollueurs est grand, plus l'estimation est bonne. Il estquand même bon de noter que 
e
i reste vrai tant que la dimension de 
elui-
i reste inférieureà la dimension du sous-espa
e bruit. On notera également une légère di�éren
e entre les deuxsituations. En e�et, on remarque une amélioration de la performan
e donnée par l'ALS pour unRIB de 10dB en présen
e de dix polleurs. Sinon, nous obtenons, le reste du temps, sensiblementles mêmes performan
es entre les trois méthodes6.2.2.5 Autres résultatsLa Figure 6.11 présente les résultats obtenus après proje
tion sur le sous-espa
e orthogonalau sous-espa
e interféren
es. Le fait intéressant à noter est que bien que les interféren
es soient"pro
hes" des sour
es 
osmiques, 
elles-
i n'ont pas été éliminées de l'image.La Figure 6.12 illustre 
e que l'on obtient après soustra
tion de la 
ontribution des pollueurs.On remarque plusieurs di�éren
es entre proje
tion et soustra
tion. Tout d'abord, la proje
tionélimine très pré
isément dans une dire
tion, et 
ette pré
ision diminue au fur et à mesure. On
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Figure 6.10 � Performan
e des algorithmes en fon
tion du nombre de pollueurs
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iel après proje
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Figure 6.12 � Vue du 
iel après soustra
tionl'observe 
lairement dans la Figure 6.11, où on a un "trou" pon
tuel (de 
ouleur bleue) à laposition de l'interféren
e, et la suppression dé
roit rapidement. Dans le 
as de la soustra
tion,on ne remarque pas de suppression en un point 
omme pour la proje
tion mais la suppressionest plus homogène sur toute la zone d'in�uen
e de la perturbation.
6.3 Données expérimentalesDans la suite, nous allons voir si les méthodes que nous avons présentées 
i-dessus donnenttoujours des résultats satisfaisants sur des données expérimentales. La 
ampagne de mesure s'estdéroulée en février 2010, et les signaux ont été reçus sur 48 LBA.Comme le signal est étalé sur une grande plage fréquentielle, et que les perturbations sontnombreuses, nous allons nous fo
aliser sur deux bandes de fréquen
e. La première sera 
entrée sur55MHz, fréquen
e utilisée par un réseau mobile terrestre ("land mobile" en anglais), la se
ondesur 27.3MHz, 
orrespondant à un "pager". Ensuite, nous allons séparer le réseau d'antennes endeux. Les antennes "paires" et les antennes "impaires", qui 
orrespondent à deux polarisationsdi�érentes d'un seul et même réseau.
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ation empirique de l'utilisation d'une matri
e aléatoire 
ommepoint initialAvant d'illustrer tous les résultats que nous avons pu obtenir sur les données, nous allonsexpliquer les raisons qui nous ont poussé à utiliser une matri
e aléatoire 
omme point initial.Considérons tout d'abord la bande de fréquen
e "land mobile". Sur les antennes impaires, onobtient la vue du 
iel illustrée en Figure 6.13.

Figure 6.13 � Vue du 
iel sur les antennes impaires. S
énario "land mobile"On observe alors plusieurs sour
es (les 
oordonnées 
orrespondent à (i,j) dans l'image) :� Deux perturbations en (-0.7,0.4) et (0.9,0.4), respe
tivement dénommées PA et PB dansla suite,� Cassiopée A en (-0.2,0.7) dénommée CasA� Cygnus A en (-0.2,0.2), appelée CygA� La voie la
tée autour de (-0.1,0.8), abrégée en MW.Tout d'abord, nous allons essayer de voir le 
omportement de l'algorithme ALS dans le 
asoù l'on 
onsidère qu'il n'y a qu'une seule interféren
e. Nous utilisons 
omme point de départ àla méthode le ve
teur propre asso
ié à la plus grande valeur propre , a�n de 
omparer ave
 laméthode usuelle. Puis, nous prenons le ve
teur propre asso
ié à la deuxième plus grande valeurpropre . Les résultats sont visibles en Figure 6.14.En 
omparant les résultats obtenus, on peut remarquer qu'en prenant un seul ve
teur propre,
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Figure 6.14 � (a) : DVP ave
 Ve
P asso
ié à plus grande ValP, (b) : ALS ave
 Ve
P asso
ié àplus grande ValP, (
) : DVP ave
 Ve
P asso
ié à 2nd plus grande ValP, (d) : ALS ave
 Ve
Passo
ié à 2nd plus grande ValPqui de plus est asso
ié à la plus grande valeur propre, l'ALS apporte une légère amélioration,en terme de �nesse. En revan
he, lorsqu'on prend le ve
teur propre asso
ié à la deuxième plusgrande valeur propre, on remarque que l'ALS, malgré tout, évolue a�n d'éliminer l'interféren
ela plus puissante. Cela présente un avantage 
ertain : quelque soit l'entrée 
onsidérée pour ini-tialiser l'ALS, la méthode semble toujours 
onverger vers une solution a

eptable, en l'o

uren
el'élimination de la perturbation la plus puissante.De plus, a�n d'éviter de tomber dans un minimum lo
al, nous n'initialiserons pas la méthodeALS ave
 les ve
teurs propres asso
iés aux plus grandes valeurs propres dans la suite, mais ave
une matri
e pro
he de l'identité. De plus, 
omme nous ne nous intéressons qu'à la matri
e demélange, nous ne présenterons que des résultats utilisant la méthode ALS, puisque les algorithmesDESERT et NOODLES ne 
on
erne prin
ipalement que la matri
e de séparation.
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ation empirique de l'utilisation des 
umulantsNous allons montrer i
i pourquoi nous utilisons des ensembles 
réés à partir de statistiquesd'ordre supérieurs a�n d'estimer la matri
e de mélange. Comme 
ela a été développé dans le
hapitre 5, les matri
es de 
orrélation ainsi que les 
umulants d'ordre quatre ont la même stru
-ture, 
'est-à-dire la matri
e de mélange Ar multipliée à droite par une matri
e (
elle-
i est par
ontre di�érente si on 
onsidère des statistiques à l'ordre deux ou quatre). La Figure 6.15 présenteles di�éren
es que l'on obtient sur la vue du 
iel. Sur 
et exemple, on observe que PB est éliminéeplus e�
a
ement, mais on observe aussi à 
�té de 
ette interféren
e qu'une autre interféren
eest déte
tée, et elle est aussi mieux éliminée. PA est également éliminée plus �nement. Ainsi,dans la suite, nous n'estimerons la matri
e de mélange des interféren
es qu'à partir d'ensembles
onstitués à partir de 
umulants d'ordre quatre.

Figure 6.15 � In�uen
e de l'estimation de la matri
e de mélange, en fon
tion des statistiquesutilisées. (a) : Ordre 2, (b) : Ordre 46.3.3 Traitements pour le s
énario "land mobile"Nous allons i
i présenter les résultats obtenus ave
 la méthode ALS sur les signaux issusde la bande de fréquen
e autour de la perturbation 
orrespondant au réseau terrestre mobile.Nous 
omparerons nos résultats ave
 
e qui se fait 
lassiquement ; la proje
tion des données surle sous-espa
e issu de la dé
omposition en valeurs propres de la matri
e 
onsidérée. Observonsmaintenant l'in�uen
e de la dimension du sous-espa
e interféren
e sur les données à l'aide de laFigure 6.16 et de la Figure 6.17, dans le 
as où on 
onsidère les antennes uniquement impaires.On remarque que l'élimination de PA et PB est bien meilleure en utilisant l'ALS pour unsous-espa
e interféren
e de dimension un. De plus, on remarque que la puissan
e de CasA est
onservée ave
 l'ALS, tandis qu'ave
 la méthode basée sur la dé
omposition en valeurs propres ,la présen
e de 
ette sour
e d'intérêt est réduite. La 
onsidération d'un sous-espa
e interféren
esde dimension deux ramène à des résultats plus pro
hes, entre les deux méthodes. En e�et, les
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Figure 6.16 � dim(SEI) = 1 pour (a) : DVP et (b) : ALS

Figure 6.17 � dim(SEI) = 2 pour (a) : DVP et (b) : ALSdeux ont une in
iden
e sur CasA et éliminent 
orre
tement PB. La di�éren
e se fait sur PA etles deux autres sour
es 
osmiques.Regardons maintenant la vue du 
iel que l'on obtient dans le 
as où on 
onsidère seulementles antennes paires (Figure 6.18)Voyons également l'in�uen
e des traitements sur les données, illustrée sur la Figure 6.19 etla Figure 6.20. On observe :� une interféren
e PA de 
oordonnées (-0.7,0.4),� une interféren
e PB de 
oordonnées (0.9,0.4),� une interféren
e PC de 
oordonnées (-0.4,0.9)� les trois sour
es 
osmiques CasA, CygA et MW toujours à la même pla
e.On remarque sur la Figure 6.19 et sur la Figure 6.20 que les 
hoses di�èrent par rapport à
e que l'on a pu observer sur les antennes impaires. Tout d'abord, en 
onsidérant un sous-espa
einterféren
e de dimension un, la méthode utilisant la dé
omposition en valeurs propres n'élimineabsolument pas les interféren
es, 
ontrairement à la méthode ALS qui en réduit 
onsidérablement
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Figure 6.18 � Vue du 
iel sur les antennes paires. S
énario "land mobile"

Figure 6.19 � dim(SEI) = 1 pour (a) : DVP et (b) : ALS
l'in�uen
e. De plus, en 
onsidérant un sous-espa
e interféren
es de dimension deux, on remarqueque l'ALS élimine de manière plus pré
ise les interféren
es, mais vient également réduire l'in�u-en
e des sour
es 
osmiques. La dé
omposition en valeurs propres , dans 
e 
as pré
is, n'apportepas for
ément de meilleurs résultats que si on avait 
onsidéré un sous-espa
e interféren
es dedimension un.
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Figure 6.20 � dim(SEI) = 2 pour (a) : DVP et (b) : ALS6.3.4 Traitements pour le s
énario "pager"Nous allons maintenant 
onsidérer une autre plage fréquentielle, dans laquelle se situe uneinterféren
e prédominante, dans le 
as où ne nous prenons en 
ompte que les antennes paires.

Figure 6.21 � Vue du 
iel sur les antennes paires. S
énario "pager"Contrairement au 
as pré
édent, on remarque que l'interféren
e est bien plus puissante, 
equi fait que nous n'observons pas 
lairement CasA, CygA et MW. Lorsque nous 
ommençonsle traitement, le fait de prendre un sous-espa
e de dimension un pour l'ALS n'apporte au
une



86 CHAPITRE 6. APPLICATION À LA RADIOASTRONOMIEamélioration par rapport à la méthode utilisant la dé
omposition en valeurs propres , tout 
ommeun sous-espa
e interféren
es de dimension deux. La Figure 6.22 illustre 
e fait.

Figure 6.22 � dim(SEI) = 1 pour (a) : DVP et (b) : ALSNéanmoins, la Figure 6.23 nous fournit un résultat intéressant, en 
onsidérant un sous-espa
einterféren
es de dimension trois : la méthode basée sur la dé
omposition en valeurs propres élimineen partie une des trois sour
es 
osmiques (en l'o

uren
e CygA), 
ontrairement à l'algorithmeALS. Ce
i est également vrai pour un sous-espa
e de dimension quatre (Figure 6.24).

Figure 6.23 � dim(SEI) = 3 pour (a) : DVP et (b) : ALSCon
ernant les antennes impaires, les résultats ne sont pas satisfaisants. En e�et, pour unsous-espa
e interféren
e de dimension un, deux ou trois, nous obtenons des résultats similaires.Puis pour un sous-espa
e de dimension quatre, l'in�uen
e de CygA est réduite (Figure 6.25)en utilisant les deux méthodes, puis est 
omplètement supprimée en prenant un sous-espa
e dedimension 
inq (Figure 6.26). Le seul avantage, dans 
e 
as là, que l'on peut voir pour la méthodeALS, est de ne pas altérer signi�
ativement CasA et MW.
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Figure 6.24 � dim(SEI) = 4 pour (a) : DVP et (b) : ALS

Figure 6.25 � dim(SEI) = 4 pour (a) : DVP et (b) : ALS

Figure 6.26 � dim(SEI) = 5 pour (a) : DVP et (b) : ALS



Chapitre 7Con
lusions et Perspe
tives
7.1 Con
lusionsLes travaux menés s'ins
rivent dans un 
adre de traitement du signal multidimensionnel.Dans un tel 
adre, pour des signaux 
omplexes, l'information statistique peut alors fa
ilement sereprésenter sous une forme matri
ielle. On ren
ontre alors prin
ipalement deux types de matri
es :les matri
es hermitiennes et les matri
es symétriques 
omplexes 
onduisant respe
tivement à deuxtypes de dé
ompositions permettant de les diagonaliser. Le but prin
ipal des travaux a été deproposer des algorithmes de diagonalisation de matri
es 
omplexes pouvant s'adapter au deuxtypes de matri
es 
onjointement. Cela nous a permis entre autre de généraliser des appro
hesexistantes tout en en proposant de nouvelles.Nous avons à la fois 
onsidéré des algorithmes de type gradient et des algorithmes algébriques,à 
haque fois dans un sou
i de simpli
ité algorithmique. En 
e qui 
on
erne les algorithmes detype gradient, nous les avons pla
é dans un 
adre 
ommun en expli
itant di�érents niveauxd'approximation du 
ritère quadratique 
lassique de mesure de distan
e à une matri
e diagonale.En 
e qui 
on
erne les algorithmes algébriques, nous nous sommes prin
ipalement inspirés de 
equi 
e fait dans le 
adre des dé
ompositions tensorielles.Ces algorithmes de diagonalisation 
onjointe trouvent une appli
ation dire
te en séparationde sour
es lorsque 
elles 
i sont statistiquement indépendantes. Cette appli
ation nous a permisde tester les performan
es des algorithmes proposés et de 
onsidérer une appli
ation en radioas-tronomie où les signaux de radio
ommuni
ation terrestre sont vus 
omme des interféren
es.7.2 Perspe
tivesLes développements présentés dans 
e manus
rit ont été fait dans le 
adre de la diagonali-sation 
onjointe de matri
es. Il serait judi
ieux de voir si 
ela peut s'appliquer dans le 
as où88



7.2. PERSPECTIVES 89les statistiques ne seraient plus représentées sous forme matri
ielle, mais sous forme tensorielledire
tement. En 
e qui 
on
erne l'appli
ation à la séparation de sour
es, nous ne nous sommes in-téressés qu'à des situations où les mélanges sont linéaires et instantanés. Il serait aussi intéressantd'aborder le 
as de mélanges 
onvolutifs.En 
e qui 
on
erne la dé
omposition des matri
es, le seul type que nous avons 
onsidéré
on
erne les matri
es diagonales. L'ensemble des algorithmes présentés peuvent 
e généraliserassez fa
ilement à des dé
ompositions de type blo
 diagonales.L'appli
ation prin
ipale 
onsidérée a été la séparation de sour
es. Cependant, le domaine dutraitement d'antennes né
essite aussi des dé
ompositions matri
ielles. Il serait aussi 
ertainementintéressant d'étudier de manière systématique l'apport des algorithmes de diagonalisation 
on-jointe, 
omme 
eux développés dans 
ette thèse, à la problématique du traitement d'antennes.L'appli
ation à la radioastronomie présente des résultats dans un 
ontexte très simpli�é. Il seraitintéressant d'étudier la réje
tion des interféren
es par soustra
tion plut�t que par proje
tion. Ilserait aussi intéressant d'aborder les signaux de radio
ommuni
ation terrestre par une modélisa-tion 
onsidérant les aspe
ts 
ir
ulaires ou non et les aspe
ts 
y
lostationnaires par l'intermédiairede statistiques d'ordre supérieur à deux.



Annexe A
Développement des 
al
uls desalgorithmes de gradient
A.1 Cal
ul du gradient
A.1.1 Cas hermitien

Le gradient de (3.7) formulé en (3.8) s'obtient 
omme suit. Réé
rivons tout d'abord le 
ritère(3.7) ave
 (1.7) :
Jh(Z) =

N∑

i=1

tr

{(
(I+ Z)Ti (I+ Z)H

)H
ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)H}

}Développons le produit matri
iel suivant :
(I+ Z)Ti (I+ Z)H = Ti + ZTi +TiZ

H + ZTiZ
HOn 
al
ule maintenant les dérivés partielles de tous les termes, et on ne 
onserve ensuite que lestermes 
omposés de Z∗ et ZH , les autres dérivées partielles n'intervenant pas dans le 
al
ul du90



A.1. CALCUL DU GRADIENT 91gradient :
∂tr{

(
Ti +TiZ

H
)H

ZDiag{TiZ
H}}

∂tr{
(
Ti +TiZ

H
)H

ZDiag{ZTiZ
H}}

∂tr{(ZTi)
H
ZDiag{Ti + ZTi}}

∂tr{
(
ZTiZ

H
)H

ZDiag{Ti + ZTi}}
∂tr{(ZTi)

H
ZDiag{TiZ

H}}
∂tr{(ZTi)

H ZDiag{ZTiZ
H}}

∂tr{
(
ZTiZ

H
)H

ZDiag{TiZ
H}}

∂tr{
(
ZTiZ

H
)H

ZDiag{ZTiZ
H}}En appliquant la propriété (1.3) au premier des termes 
i-dessus, puis la propriété (1.4), on a :

tr{
(
Ti +TiZ

H
)H

∂ZDiag{TiZ
H} = tr{ZDiag{Ti +TiZ

H}HTi∂Z
H}

= tr{∂ZHZDiag{Ti +TiZ
H}HTi}En�n, la dé�nition (1.10) relative à la dérivation donne :

∂tr{ZHZDiag{Ti +TiZ
H}HTi}

∂Z∗ = ZDiag{Ti +TiZ
H}HTiEn appliquant 
e s
héma à tous les termes à dériver, on arrive à :

∂tr{
(
Ti +TiZ

H
)H

ZDiag{ZTiZ
H}}

∂Z∗ = ZDiag{Ti +TiZ
H}HZTi

∂tr{(ZTi)
H
ZDiag{Ti + ZTi}}
∂Z∗ = ZDiag{Ti + ZTi}TH

i

∂tr{
(
ZTiZ

H
)H

ZDiag{Ti + ZTi}}
∂Z∗ = ZDiag{Ti + ZTi}ZTH

i

∂tr{(ZTi)
H
ZDiag{TiZ

H}}
∂Z∗ = ZDiag{TiZ

H}TH
i + ZDiag{ZTi}HTi

∂tr{(ZTi)
H
ZDiag{ZTiZ

H}}
∂Z∗ = ZDiag{ZTiZ

H}TH
i + ZDiag{ZTi}HZTi

∂tr{
(
ZTiZ

H
)H

ZDiag{TiZ
H}}

∂Z∗ = ZDiag{TiZ
H}ZTH

i + ZDiag{ZTiZ
H}HTi

∂tr{
(
ZTiZ

H
)H

ZDiag{ZTiZ
H}}

∂Z∗ = ZDiag{ZTiZ
H}ZTH

i + ZDiag{ZTiZ
H}HZTiet on retrouve alors tous les termes qui 
omposent le gradient du 
ritère (3.7).



92ANNEXE A. DÉVELOPPEMENT DES CALCULS DES ALGORITHMES DE GRADIENTA.1.2 Cas symétriqueLe gradient de (3.9) formulé en (3.10) s'obtient 
omme suit. Réé
rivons tout d'abord le 
ritère(3.9) ave
 (1.7) :
Jt(Z) =

N∑

i=1

tr

{(
(I+ Z)Ti (I+ Z)T

)H
ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)T }

}Développons le produit matri
iel suivant :
(I+ Z)Ti (I+ Z)T = Ti + ZTi +TiZ

T + ZTiZ
TDans la suite, on posera (I+ Z)Ti (I+ Z)T = Si par sou
i de 
larté. On ne 
onserve ensuite queles termes 
omposés de Z∗ et ZH , les autres dérivées partielles n'intervenant pas dans le 
al
uldu gradient :

∂tr{(ZTi)
H ZDiag{Si}}

∂tr{
(
TiZ

T
)H

ZDiag{Si}}

∂tr{
(
ZTiZ

T
)H

ZDiag{Si}}En appliquant les propriétés (1.3), (1.4) et (1.10) aux termes 
i-dessus, on a :
∂tr{(ZTi)

H
ZDiag{Si}}

∂Z∗ = ZDiag{Si}TH
i

∂tr{
(
TiZ

T
)H

ZDiag{Si}}
∂Z∗ =

(
TH

i ZDiag{Si}
)T

∂tr{
(
ZTiZ

T
)H

ZDiag{Si}
∂Z∗ = ZDiag{Si}Z∗TH

i + ZDiag{Si}TZ∗T∗
iDe plus, les matri
es Ti étant symétriques, on a TH

i = T∗
i et les matri
es Si sont aussisymétriques. On obtient �nalement :

∂tr{(ZTi)
H
ZDiag{Si}}

∂Z∗ = ZDiag{Si}T∗
i

∂tr{
(
TiZ

T
)H

ZDiag{Si}}
∂Z∗ = ZDiag{Si}T∗

i

∂tr{
(
ZTiZ

T
)H

ZDiag{Si}
∂Z∗ = ZDiag{Si}Z∗T∗

i + ZDiag{Si}Z∗T∗
iOn retrouve alors tous les termes qui 
omposent le gradient du 
ritère (3.9).
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ul du gradient pour un 
ritère simpli�éA.2.1 Cas hermitienNous développons i
i le 
al
ul du gradient du 
ritère (3.21), dont le résultat est donné en(3.23). En appliquant (1.7) à 
ette fon
tion de 
oût, on a :
Ja,h(Z) =

N∑

i=1

tr{
(
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZH

)H
ZDiag{T(1)

i + ZT
(2)
i +T

(2)
i ZH}}On 
onserve ensuite tous les termes ayant une dérivé partielle en Z∗ et ZH :

∂tr{
(
T

(1)
i +T

(2)
i ZH

)H
ZDiag{T(2)

i ZH}}

∂tr{
(
ZT

(2)
i

)H
ZDiag{T(1)

i + ZT
(2)
i }}

∂tr{
(
ZT

(2)
i

)H
ZDiag{T(2)

i ZH}}En appliquant les propriétés (1.3), (1.4) et (1.10) aux termes 
i-dessus, on a :
∂tr{

(
T

(1)
i +T

(2)
i ZH

)H
ZDiag{T(2)

i ZH}}
∂Z∗ = ZDiag{T(1)

i +T
(2)
i ZH}HT

(2)
i

∂tr{
(
ZT

(2)
i

)H
ZDiag{T(1)

i + ZT
(2)
i }}

∂Z∗ = ZDiag{T(1)
i + ZT

(2)
i }

(
T

(2)
i

)H

∂tr{
(
ZT

(2)
i

)H
ZDiag{T(2)

i ZH}}
∂Z∗ = ZDiag{T(2)

i ZH}
(
T

(2)
i

)H
+ ZDiag{ZT(2)

i }HT
(2)
i(A.1)On retrouve alors tous les termes qui 
omposent le gradient du 
ritère (3.21). Pour avoir laformulation du gradient de la fon
tion de 
oût (3.22), il su�t de ne pas 
onsidérer les termes qui
omportent un Z dans (A.1).A.2.2 Cas symétriqueLe 
al
ul du gradient de (3.25) et de (3.26) est développé dans 
ette partie. Reprenons toutd'abord le 
ritère (3.25) et réé
rivons le en utilisant (1.7) :

Ja,s(Z) =
N∑

i=1

tr{
(
T

(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZT

)H
ZDiag{T(1)

i + ZT
(2)
i +T

(2)
i ZT }}



94ANNEXE A. DÉVELOPPEMENT DES CALCULS DES ALGORITHMES DE GRADIENTSeuls les termes ayant une dérivé partielle en Z∗ et ZH sont 
onservés :
∂tr{

(
ZT

(2)
i

)H
ZDiag{T(1)

i + ZT
(2)
i +T

(2)
i ZT }}

∂tr{
(
T

(2)
i ZT

)H
ZDiag{T(1)

i + ZT
(2)
i +T

(2)
i ZT }}L'appli
ations des propriétés (1.3), (1.4) et (1.10) aux termes 
i-dessus donne :

∂tr{
(
ZT

(2)
i

)H
ZDiag{T(1)

i + ZT
(2)
i +T

(2)
i ZT }}

∂Z∗ = ZDiag{T(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZT }

(
T

(2)
i

)H

∂tr{
(
T

(2)
i ZT

)H
ZDiag{T(1)

i + ZT
(2)
i +T

(2)
i ZT }}

∂Z∗ = ZDiag{T(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i ZT }T

(
T

(2)
i

)∗Ces termes sont bien 
eux qui 
omposent le gradient de (3.25). De plus, en ne 
onsidérant queles termes indépendants de Z, on retrouve les éléments qui permettent de 
al
uler le gradient du
ritère (3.26).



Annexe B
Développement des 
al
uls pour les
oe�
ients des pas optimaux
B.1 Cal
ul du pas optimal pour le 
ritère initialReprenons le 
ritère dé�ni en (3.5) :

J (Z) =
N∑

i=1

‖ZDiag{(I+ Z)Ti (I+ Z)‡}‖2 (B.1)et utilisons la mise à jour de Z énon
ée en (3.3)
Z = −µ∇r(B) = µF (B.2)On introduit alors (B.2) dans (B.1), et on obtient :

J (Z) =
N∑

i=1

ZDiag{(I+ µF)Ti (I+ µF)‡}‖2 (B.3)Utilisons alors la dé�nition de la norme de Frobenius (1.7), ainsi que (1.3) à l'équation 
i-dessus. Il vient :
J (Z) =

N∑

i=1

tr

{(
(I+ µF)Ti (I+ µF)‡

)H
ZDiag{(I+ µF)Ti (I+ µF)‡}

} (B.4)95



96ANNEXE B. DÉVELOPPEMENT DES CALCULS POUR LES COEFFICIENTS DES PAS OPTIMAUXLe développement de (I+ µF)Ti (I+ µF)‡ nous donne un polyn�me d'ordre deux en µ :
(I+ µF)Ti (I+ µF)‡ = Ti + µ

(
FTi +TiF

‡
)
+ µ2FTiF

‡ (B.5)Il ne nous reste plus qu'à développer le produit en argument de la fon
tion tra
e, et nousobtenons alors le polyn�me de degré quatre en µ (3.11), dont les 
oe�
ients sont les suivants :
ai,0 = TH

i ZDiag{Ti}

ai,1 = TH
i ZDiag{FTi +TiF

‡}+
(
FTi +TiF

‡
)H

ZDiag{Ti}

ai,2 = TH
i ZDiag{FTiF

‡}+
(
FTiF

‡
)H

ZDiag{Ti}+
(
FTi +TiF

‡
)H

ZDiag{FTi +TiF
‡}

ai,3 =
(
FTiF

‡
)H

ZDiag{FTi +TiF
‡}+

(
FTi +TiF

‡
)H

ZDiag{FTiF
‡}

ai,4 =
(
FTiF

‡
)H

ZDiag{FTiF
‡}

B.2 Cal
ul du pas optimal dans le 
as d'un 
ritère simpli�éUne fois qu'une grande partie des approximations ont été faites sur les matri
es qui 
omposentle 
ritère (3.5), on se retrouve,dans un premier temps, ave
 la fon
tion de 
oût vue en (3.18).
Ja(Z) =

N∑

i=1

‖ZDiag{T(1)
i + ZT

(2)
i +T

(2)
i Z‡}‖2 (B.6)Il ne reste alors qu'à utiliser le prin
ipe vu pour le gradient exa
t. On rempla
e Z par (B.2) dans(B.6), et on obtient :

Ja(Z) =
N∑

i=1

‖ZDiag{T(1)
i + µFT

(2)
i +T

(2)
i µF‡}‖2 (B.7)On utilise alors la dé�nition (1.7), ainsi que (1.3), dans l'équation 
i-dessus, et on arrive à :

Ja(Z) =
N∑

i=1

tr

{(
T

(1)
i + µFT

(2)
i +T

(2)
i µF‡

)H
ZDiag{T(1)

i + µFT
(2)
i +T

(2)
i µF‡}

} (B.8)Le développement du produit en argument de la fon
tion tra
e nous donne alors le polyn�me



B.3. CALCUL DES COEFFICIENTS POUR L'ELS 97de degré deux en µ (3.29), dont les 
oe�
ients sont détaillés 
i-dessous :
bi,0 = T

(1)
i

H
ZDiag

{
T

(1)
i

}

bi,1 = T
(1)
i

H
ZDiag

{
FT

(2)
i +T

(2)
i F‡

}
+
(
FT

(2)
i +T

(2)
i F‡

)H
ZDiag

{
T

(1)
i

}

bi,2 =
(
FT

(2)
i +T

(2)
i F‡

)H
ZDiag

{
FT

(2)
i +T

(2)
i F‡

}En 
e qui 
on
erne le 
ritère (3.20), on remarque vite que la di�éren
e provient de l'approx-imation en Z dans le développement du produit en argument de la fon
tion tra
e dans (B.8).Ainsi don
, on se retrouve ave
 seulement un polyn�me de degré un en µ, exprimée en (3.30), etdont les 
oe�
ients sont 
eux ne 
ontenant pas de double produit en Z, soit bi,0 et bi,1.
B.3 Cal
ul des 
oe�
ients pour l'ELSReprenons le 
ritère dé�ni en (4.44) :

C(n)(A,Di) =

N∑

i=1

‖A(n)D
(n)
i C(n) −Mi‖2 (B.9)Comme 
ela a été énon
é pré
édemment, nous pouvons mettre à jour les matri
es qui nousintéressent de la manière suivante :

A(n) = A(n−2) + µ
(
A(n1) −A(n−2)

)
= A(n−2) + µΘA

C(n) = C(n−2) + µ
(
C(n1) −C(n−2)

)
= C(n−2) + µΘC

D
(n)
i = D

(n−2)
i + µ

(
D

(n1)
i −D

(n−2)
i

)
= D

(n−2)
i + µΘDi

(B.10)dont les 
oe�
ients à l'itération n estimés à partir des 
oe�
ients à l'itération n− 1 et n− 2. Sinous remplaçons A(n), C(n) et D(n)
i dans (B.9), on obtient :

C(n)(A,Di) =
N∑

i=1

‖
(
A(n−2) + µΘA

)(
D

(n−2)
i + µΘDi

)(
C(n−2) + µΘC

)
−Mi‖2 (B.11)



98ANNEXE B. DÉVELOPPEMENT DES CALCULS POUR LES COEFFICIENTS DES PAS OPTIMAUXLe développement du produit matri
iel donne un polyn�me de degré trois :
A(n)D

(n)
i C(n) −Mi = A(n−2)D

(n−2)
i C(n−2) −Mi

+ µ
(
A(n−2)D

(n−2)
i ΘC + (A(n−2)ΘDi

C(n−2) +ΘAD
(n−2)
i C(n−2)

)

+ µ2
(
A(n−2)ΘDi

ΘC +ΘAD
(n−2)
i ΘC +ΘAΘDi

C(n−2)
)

+ µ3 (ΘAΘDiΘC
)

= Zi,0 + µZi,1 + µ2Zi,2 + µ3Zi,3 (B.12)En utilisant la propriété (1.3), le 
ritère C(n)(A,Di) s'é
rit alors :
C(n)(A,Di) =

N∑

i=1

tr
{(

Zi,0 + µZi,1 + µ2Zi,2 + µ3Zi,3

)H (
Zi,0 + µZi,1 + µ2Zi,2 + µ3Zi,3

)}(B.13)qui peut également s'é
rire sous la forme d'un polyn�me de degré six :
C(n)(A,Di) =

N∑

i=1

ei,0 + µei,1 + µ2ei,2 + µ3ei,3 + µ4ei,4 + µ5ei,5 + µ6ei,6 (B.14)et dont les 
oe�
ients ei,j∀j = 0, . . . , 6 sont :
ei,0 = tr

{
ZH
i,0Zi,0

}

ei,1 = tr
{
ZH
i,1Zi,0 + ZH

i,0Zi,1

}

ei,2 = tr
{
ZH
i,2Zi,0 + ZH

i,0Zi,2 + ZH
i,1Zi,1

}

ei,3 = tr
{
ZH
i,3Zi,0 + ZH

i,0Zi,3 + ZH
i,2Zi,1 + ZH

i,1Zi,2

}

ei,4 = tr
{
ZH
i,3Zi,1 + ZH

i,1Zi,3 + ZH
i,2Zi,2

}

ei,5 = tr
{
ZH
i,6Zi,5 + ZH

i,5Zi,6

}

ei,6 = tr
{
ZH
i,6Zi,6

}
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