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Introdu
tion
Au 
ours de 
es trois années de thèse, mes re
her
hes ont porté prin
ipalement sur unmodèle de 
roissan
e 
ristalline que nous nommons i
i modèle de Gates-West
ott, ainsi quesur des questions relatives au pro
essus de 
onta
t. En préambule à l'étude de 
es objetsj'ai aussi ré�é
hi à une représentation simple des systèmes markoviens ave
 une in�nité departi
ules en intera
tion.Chapitre 1 : 
onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionDans les années 60, sous l'impulsion de la mé
anique statistique, a été introduite unefamille très générale de pro
essus sto
hastiques markoviens : les systèmes de parti
ules enintera
tion. Cette innovation a été le point de départ d'un grand nombre de travaux, aussibien sur des problèmes globaux relatifs à 
ette famille que sur des pro
essus parti
uliersfaisant partie de 
ette famille : modèle d'Ising, de votant, de 
onta
t. . .Le point 
ommunde tous 
es pro
essus est de dé
rire simultanément l'évolution dans le temps des étatsasso
iés à un 
ertain nombre (souvent in�ni) de sites, la dynamique étant gouvernée parla pres
ription de règles d'évolution lo
ales.Dans un premier temps s'est posé le problème de la dé�nition : sous quelle 
ondition at-on l'existen
e et l'uni
ité de tels pro
essus ? Pré
isons le sens de 
ette question : nous
onsidérons un ensemble V de sites, un ensemble E d'états possibles pour 
haque site, etpour η ∈ EV et T ⊂ V �ni, des mesures

cT (η,dξ) sur ET .On souhaite dé�nir sans ambiguïté un pro
essus (ξt, t ≥ 0) sur EV tel que, dans la 
on�gu-ration η, la 
on�guration lo
ale η T soit rempla
ée par une nouvelle 
on�guration ξ selonla mesure de transition cT (η, ·), 
e
i pour tout T �ni.Ce problème de dé�nition a été d'une 
ertaine façon résolu dans les premières années. Dansle 
as où E est 
ompa
t, Liggett [34℄ a en parti
ulier montré, sous une hypothèse très peurestri
tive sur les taux de transition (hypothèse (H1), page 8), que le prégénérateur deMarkov asso
ié à la dynamique dé
rite dé�nissait un unique semi-groupe de Feller, don
un unique pro
essus de Feller. L'outil prin
ipal de sa démonstration est la théorie de Hille-Yosida. 1



2 Introdu
tionDans le 
as E = {0, 1}, et sous une hypothèse légèrement plus faible (hypothèse (H ′1),page 9), nous avons 
her
hé à donner une autre 
onstru
tion qui se passe de la théorie deHille-Yosida, en se basant sur une idée plus naïve qui est la suivante. Lorsque V est �ni, leproblème de l'existen
e et uni
ité du pro
essus (ξt, t ≥ 0) est sans di�
ulté. Pour V in�ni,on �xe une suite Vn ↑ V de boîtes �nies et on 
onstruit d'abord des pro
essus (ξnt , t ≥ 0)où seules les 
oordonnées de Vn évoluent. Le résultat le plus important du 
hapitre est quesi (H ′1) est véri�ée,Théorème (
orollaire du théorème 3, 
hapitre 1). Pour t ≥ 0, v ∈ V , ξnt (v) 
onvergequand n→∞.Ce
i est fait d'une façon qui met en valeur le 
ara
tère naturel de l'hypothèse (H ′1), quin'apparaît pas 
lairement dans la 
onstru
tion de Liggett par exemple. On véri�e ensuiteque le pro
essus limite 
orrespond à l'objet re
her
hé :Théorème (théorème 4, 
hapitre 1). Le semi-groupe dé�ni par le pro
essus ξt := limn→∞ ξnta le générateur de Markov souhaité.Chapitre 2 : Modèle de Gates-West
ottLe modèle de Gates-West
ott est un pro
essus sto
hastique de déposition verti
ale, oùun 
ertain nombre n de sites 
apturent à 
ertains taux des parti
ules environnantes, faisantainsi 
roître un édi�
e 
ristallin. Le taux de 
apture en un site peut prendre trois valeurs
β0, β1 et β2 selon la géométrie du site (voir la �gure 2.1.2 page 34). Ce sont des paramètresdu problème.L'évolution de l'édi�
e est dé
rite par un ve
teurXn

t = (Xn
t (1), . . . ,X

n
t (n)) et on s'intéresseà la forme de la surfa
e du 
ristal, dé
rite par le ve
teur Hn

t = (Xn
t (1)−Xn

t (2), . . . ,X
n
t (n−

1)−Xn
t (n)). Le 
ara
tère (ré
urrent positif, ré
urrent nul ou transitoire) du pro
essus deMarkovHn doit être interprété 
omme la nature stable/instable, autrement dit lisse/rugueuse,de l'interfa
e du 
ristal. On emploiera indi�éremment l'adje
tif ergodique pour désigner unpro
essus ré
urrent positif. Les résultats les plus importants de 
e 
hapitre sont liés à laquestion suivante : selon les valeurs des paramètres β0, β1, β2 et n, quelle est la nature de

Hn ?Si β2 < β0, les sommets 
roîssent plus vite que les trous, de sorte qu'il est aisé de montrerque Hn est transitoire. On donne une des
ription plus pré
ise du 
omportement asympto-tique de Hn, 
omportement qui est parfaitement visible dans les simulations de la �gure2.7.Théorème (Théorème 11, 
hapitre 2). Si β2 < β0, le ve
teur
1

t
(Xn

t (1), . . . ,X
n
t (n))
onverge presque sûrement quand t→∞ vers un ve
teur aléatoire G, qui est d'une formedonnée par (2.18), (2.19), ou (2.20) selon les paramètres.Si β0 < β1 ≤ β2, il est déjà 
onnu [3℄ que Hn est ergodique. La nature de Hn resteà déterminer pour deux zones de paramètres : β1 ≥ β0 ≥ β2 et β0 ≤ β2 < β1. Nous



3nous sommes 
on
entrés sur 
ette dernière zone. La 
onséquen
e la plus importante de nosrésultats est que 
ette zone est mixte :Théorème (
onséquen
e des théorèmes 13 et 14, 
hapitre 2).(i) Il existe des valeurs β0 < β2 < β1 telles que, pour tout n ≥ 2, Hn soit ré
urrentpositif.(ii) Il existe des valeurs β0 < β2 < β1 telles que, pour tout n ≥ 5, Hn soit transitoire.Nous avons introduit deux outils nouveaux pour démontrer 
es résultats. Le premierest la vitesse asymptotique vn = limt→∞Xn
t (1)/t, dé�nie quand Hn est ré
urrent positif.Le se
ond est un 
ouplage monotone entre le pro
essus Xn et un autre pro
essus X̃n pourlequel la valeur de β2 est rempla
ée par β1. Nous donnons une 
ondition su�sante pourqu'une 
omparaison existe entre 
es deux pro
essus.Nous avons aussi 
onsidéré le pro
essus (Ht, t ≥ 0) qui suit la même dynamique que 
elledé
rite 
i-dessus, mais ave
 une in�nité de sites. Lorsque β2 > β0 et β1 = (β0+β2)/2, nousnous inspirons de l'expression expli
ite de la distribution stationnaire pour n �ni donnéedans [17℄ pour démontrer l'existen
e d'une distribution stationnaire (là en
ore expli
ite)pour (Ht, t ≥ 0).Théorème (Théorème 16, 
hapitre 2). Soit m la probabilité sur Z dé�nie par :

m(k) =
1

Z

(√
β0
β2

)|k|
,où Z est la 
onstante de normalisation.Si β2 > β0 et β1 = (β0 + β2)/2, alors la mesure produit µ := m⊗Z sur Z

Z est invariantepour le pro
essus (Ht, t ≥ 0).Chapitre 3 : pro
essus de 
onta
t sous-
ritique vu du bordLe pro
essus de 
onta
t (ξt, t ≥ 0) en une dimension est un exemple de système departi
ules. L'espa
e des 
on�gurations est {0, 1}Z et les sites sont dits o

upés s'ils sontdans l'état 1, et vides s'ils sont dans l'état 0. La 
on�guration identiquement nulle est notée
0. En 
haque site peuvent survenir des évènements de deux types :� des dé
ès : 1→ 0 au taux 1,� des naissan
es : 0→ 1 au taux λ × le nombre de sites voisins o

upés.On prend i
i la 
onstante λ stri
tement inférieure à la valeur 
ritique λc du pro
essus de
onta
t. Supposons qu'on parte d'une 
on�guration ave
 un nombre �ni d'individus. Laprobabilité P(ξt 6= 0) de non extin
tion à l'instant t 
onverge alors vers 0, quand t → ∞.Cette 
onvergen
e est d'ailleurs exponentiellement rapide. La 
on�guration 0 est un étatabsorbant du pro
essus et l'absorption arrive don
 presque sûrement en temps �ni.Le pro
essus de 
onta
t vu du bord (ζt, t ≥ 0) est dé�ni par ζt(v) = ξt(v + sup ξt), où
sup ξt = sup{v : ξt(v) = 1}. Autrement dit ζt s'obtient en translatant la 
on�guration ξt defaçon à 
e que l'individu le plus à droite se retrouve à l'origine. Con
ernant le 
omportementasymptotique de ζt, deux questions se posent :



4 Introdu
tion(a) Si on part d'un nombre �ni de sites o

upés, on peut 
onsidérer la loi de ζt 
ondi-tionnée à la non extin
tion, soit L(ζt|ξt 6= 0). Est-
e que 
ette loi 
onditionnelle admetune limite 1 quand t → ∞, indépendante de la 
ondition initiale ? Autrement dit, lepro
essus ζt admet-il une limite de Yaglom ?(b) Si on part d'une 
on�guration η ave
 une in�nité de sites o

upés, mais telle que
sup η < +∞, l'évènement {ξt 6= 0} est bien sûr de probabilité 1, don
 on ne fait plusde 
onditionnement. Est-
e que L(ζt) admet une limite quand t→∞ ?Il existe un lien entre 
es deux questions. Heuristiquement, puisque la probabilité de non-extin
tion est exponentiellement dé
roissante, si l'on part d'une 
on�guration 
omme dans(b) l'individu le plus à droite qui a une des
endan
e à l'instant t a très probablement passéune grande partie de l'intervalle de temps [0, t] très isolé du reste de la population, 
e quifait que la 
on�guration de sa des
endan
e doit ressembler à 
e qu'elle serait si l'individuen question avait été tout seul à l'instant 0. Par 
onséquent, la limite de Yaglom dans leproblème (a), si elle existe, est une bonne 
andidate pour être aussi la solution du problème(b). Dans la se
tion 3.3, nous répondons positivement à la question (a).Théorème (
orollaire du théorème 22, 
hapitre 3). Le pro
essus (ζt, t ≥ 0) admet unelimite de Yaglom : il existe une mesure ν portée par l'ensemble des 
on�gurations �niestelle que, quelle que soit la 
ondition initiale,

L(ζt|ξt 6= 0)⇒ ν, t→∞.L'équivalent du problème (b) a été résolu ré
emment par Andjel [2℄ pour un modèleanalogue en temps dis
ret. Nous sommes pour l'instant arrêtés par des di�
ultés te
hniquespour adapter la preuve de 
e résultat en temps 
ontinu. Nos tentatives infru
tueuses nousont 
ependant amené à établir une preuve alternative du résultat de Andjel, que nousdonnons dans la se
tion 3.2. Nous espérons qu'elle puisse être le point de départ d'unpassage au temps 
ontinu.

1. au sens de la 
onvergen
e faible des mesures.



Chapitre 1Le problème de la 
onstru
tion dessystèmes de parti
ules en intera
tionDans 
e 
hapitre, on s'intéresse au problème de la 
onstru
tion de systèmes de parti
ulesen intera
tion (SPI dans la suite). Dans le sens où on emploie 
e terme, il s'agit d'une 
lassede pro
essus aléatoires dé
rivant simultanément l'état d'un nombre in�ni de 
oordonnées(
orrespondant aux états des parti
ules), où la dynamique est telle que l'évolution de
haque parti
ule n'est pas né
essairement markovienne, mais l'évolution du système dansson ensemble l'est. On note E l'ensemble des états possibles d'une parti
ule, et V l'ensembledes sites. L'état global du système est dé
rit par une 
on�guration, 
'est-à-dire une fon
tion
η = (η(v), v ∈ V ), et on note

X := EVl'espa
e des 
on�gurations. Dans le 
as où E = {0, 1}, une 
on�guration η pourra être
onfondue ave
 le sous-ensemble de V donné par {v ∈ V : η(v) = 1}. Dans 
e 
hapitre lessites seront toujours notés par des lettres latines 
omme v,w, et les 
on�gurations par deslettres gre
ques telles que ξ, ζ, η ou χ.Comme nous allons le voir, le fait que le nombre de parti
ules ne soit pas �ni soulève desproblèmes de dé�nition. Il arrive souvent que des modèles que l'on 
her
he à étudier soientdéterminés par une des
ription intuitive de son 
omportement. Malheureusement il n'estpas impossible que la des
ription heuristique de la dynamique qui anime nos parti
ulespuisse ne pas 
orrespondre à un unique pro
essus sto
hastique, d'autant plus qu'il n'y apas une unique façon de dé�nir une telle 
orrespondan
e (voir dé�nition 1).La généralisation du 
as E = {0, 1} au 
as d'un espa
e �ni ou même d'un espa
e 
ompa
tquel
onque n'étant pas l'obsta
le majeur à la problématique de 
e 
hapitre, nous énonçonstous les résultats an
iens et nouveaux ave
 E = {0, 1}, jusqu'à la se
tion 1.4 où on prendra
E = Z. Par ailleurs les résultats de 
ette thèse sont donnés, par sou
i de simpli
ité, dans le
ontexte a priori restri
tif où un seul site à la fois peut 
hanger d'état (sauf dans la se
tion1.4), ex
luant par exemple le pro
essus d'ex
lusion de la dis
ussion. Nous 
royons que
ette restri
tion n'est pas non plus profonde, de sorte que notre 
adre 
apture l'essentieldes questions liées à la 
onstru
tion des SPI.Ces deux dernières restri
tions dé�nissent le 
adre des systèmes de spins. On 
onsidère une5



6 Chapitre 1. Le problème de la 
onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionfamille de réels positifs
c = (cv(η), v ∈ V, η ∈ X), (1.1)et on 
her
he à dé�nir un pro
essus de Markov sur E où dans la 
on�guration η, 
haque 
o-ordonnée η(v) 
hange d'état au taux cv(η). Sous quelle 
ondition 
ette pres
ription est sansambiguïté ? Le générateur in�nitésimal 
orrespondant à 
ette des
ription est l'opérateurdé�ni par

Ωf(η) :=
∑

v∈V
cv(η)

[
f(ηv)− f(η)

]
, (1.2)où ηv est la 
on�guration qui 
oïn
ide ave
 η partout sauf en v :

ηv(w) :=

{
η(w), si w 6= v,
1− η(v), si w = v.Dans (1.2) la somme peut ne pas 
onverger, par 
onséquent Ω n'est pas dé�ni sur l'ensemblede toutes les fon
tions, mais en tout 
as il l'est au moins sur l'ensemble F(X) des fon
tionsdites lo
ales :

F(X) := {f : X → R ne dépendant que d'un nombre �ni de 
oordonnées}. (1.3)L'espa
e X = {0, 1}V étant muni de sa topologie produit, nous rappelons qu'il s'agit d'unespa
e topologique 
ompa
t métrisable. C(X) désignera l'espa
e des fon
tions 
ontinuesde X dans R, muni de sa norme naturelle
‖f‖ := sup

η∈X
|f(η)|On désignera par

D := D(R+,X) (1.4)l'espa
e des fon
tions de R
+ dans X 
ontinues à droite et admettant des limites à gau
he.Formellement, tous les pro
essus évoqués sont dé�nis par une famille (Pξ, ξ ∈ X) de pro-babilités sur l'ensemble des traje
toires telles que
∀ξ ∈ X, Pξ(ξ0 = ξ) = 1, et Pξ(D) = 1, (1.5)où ξt désigne l'appli
ation qui à (ηs, s ≥ 0) ∈ D asso
ie la valeur ηt. L'espéran
e asso
iéeà Pξ sera notée Eξ. Par abus, on pourra aussi parler de pro
essus pour désigner la famille

(ξt, t ≥ 0). On note Gt la tribu engendrée par la famille de variables (ξs, 0 ≤ s ≤ t) et G latribu engendrée par la famille de variables (ξs, s ≥ 0). Le pro
essus sera dit markovien si
∀ξ ∈ X,∀A ∈ G, Pξ (ξs+· ∈ A | Gs) = Pξs(A), Pξ − p.s. (1.6)Dé�nition 1. On dit que le pro
essus (Pξ, ξ ∈ X)� est solution de (MG) si ∀ξ ∈ X,∀f ∈ F(X), f(ξt)− ∫ t

0 Ωf(ξs)ds est une martingalerelativement à Pξ.



1.1. Historique du problème 7� est solution de (MG') si ∀v,w ∈ V ave
 v 6= w, ∀t ≥ 0,
Pξ(ξt+h(v) 6= ξt(v) | Gt) = cv(ξt)h+ o(h),

Pξ(ξt+h(v) 6= ξt(v), ξt+h(w) 6= ξt(w) | Gt) = o(h).� est solution de (SG) si 
'est un pro
essus markovien dont le générateur est donné par(1.2) pour f ∈ F(X).Un pro
essus de Markov est dit de Feller s'il a la propriété raisonnable que les opérateurs
S(t) dé�nis par

S(t)f(η) = Eηf(ξt) (1.7)préservent C(X). Dans 
e 
as la famille (S(t), t ≥ 0) est un semi-groupe de Markov sur
C(X) : elle véri�e les propriétés(a) S(0) = Id et S(t+ s) = S(t)S(s),(b) S(t)1 = 1,(
) f ≥ 0⇒ S(t)f ≥ 0,(d) ∀f ∈ C(X), t 7→ S(t)f est 
ontinue à droite dans C(X)(en fait seul (d) requiert que le pro
essus de Markov ξt soit de Feller). De plus, il est bien
onnu ([35℄, 
hapitre I, théorème 1.5) que la relation (1.7) 
onstitue une 
orrespondan
ebi-univoque entre les pro
essus de Feller sur X et les semi-groupes de Markov sur C(X).Ce
i réduit la question (SG) à la question de re
her
her les semi-groupes de Markov telsque pour f ∈ F(X),

lim
t→0

S(t)f − f

t
= Ωf. (1.8)Dans la se
tion 1.1, nous rappelons brièvement les résultats des années 70 
on
ernant 
ettequestion. Dans la se
tion 1.2 nous résumons le prin
ipe de la 
onstru
tion (qui est la plus
ouramment utilisée) donnée par Liggett dans [34℄ sous la 
ondition (H1). Cette 
onditiona été légèrement a�aiblie par la suite en (H ′1). Depuis 
ette dé
ennie et en parti
ulier grâ
eà [34℄, on peut dire que le problème de la 
onstru
tion est résolu, 
ependant dans [12℄on a essayé de donner un é
lairage nouveau sur la raison d'être de la restri
tion (H ′1), en
onstruisant le SPI par des outils uniquement probabilistes à l'aide de 
ouplages adéquatsde systèmes �nis. On peut lire dans plusieurs des papiers 
ités que la 
ondition heuristiquepour que la dynamique soit bien posée est que �l'in�uen
e ne puisse pas provenir de l'in�ni�.Plus pré
isément, il est né
essaire que 
e qui arrive dans un 
ourt instant en un site donnéne soit pas soumis à l'in�uen
e d'une 
haîne d'intera
tions venant d'in�niment loin entemps �ni. Notre 
onstru
tion, donnée en se
tion 1.3, montre que la pres
ription (H ′1)n'est pas imposée par des raisons te
hniques, mais qu'elle est réellement le re�et du faitque sans elle la dynamique est mal posée. Dans la se
tion 1.4 en�n, pour les besoins dela se
tion 2.11, nous faisons un travail analogue lorsque E = Z mais ave
 des intera
tionssupposées de rang �ni.1.1 Historique du problèmeLes origines des SPI sont largement enra
inées dans la mé
anique statistique. La pre-mière analyse par Glauber en 1963 d'une évolution markovienne d'un système ave
 une



8 Chapitre 1. Le problème de la 
onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionin�nité de 
oordonnées en intera
tion était un modèle d'Ising sto
hastique [21℄. Cependant,seules les espéran
es des spins sont 
onsidérées, de sorte que le problème mathématiqueréside en un système d'équations di�érentielles. En 1970, Spitzer [42℄ étudie des pro
essusdé
rivant 
ertaines mar
hes aléatoires 
ouplées (dont un pro
essus d'ex
lusion ave
 desparti
ules à vitesse variable) qui sont faits pour que leur mesure invariante soit une mesurede Gibbs pour un potentiel pres
rit. Ce
i est fait dans un premier temps pour un nombre�ni de parti
ules, et dans la deuxième partie le 
as d'un nombre in�ni de parti
ules estévoqué mais sans pouvoir faire plus que d'énon
er des 
onje
tures basées sur des 
al
ulsformels.La même année Holley [27℄ véri�e les 
onje
tures de Spitzer en dé�nissant proprement lespro
essus in�nis en jeu. La méthode est d'appro
her le pro
essus par des pro
essus �nis,puis d'utiliser un théorème de Trotter-Kato, 
e qui revient en fait à passer par le théo-rème de Hille-Yosida. Ces résultats s'appliquent spé
i�quement aux pro
essus introduitspar Spitzer et par ailleurs pour leur démonstration le fait d'être en dimension 1 (V = Z)est 
ru
ial.Un arti
le très important est 
elui de Liggett [34℄ en 1972 qui améliore 
e dernier résultat :il montre via le théorème de Hille-Yosida l'existen
e et l'uni
ité d'une solution de (SG)dans deux 
ontextes légèrement di�érents : d'abord pour le pro
essus d'ex
lusion ave
 desparti
ules à vitesse variable introduit dans [42℄, puis pour les systèmes de spins ave
 destaux cv(η) quel
onques (voir se
tion 1.2) supposés 
ontinus et véri�ant
B := sup

v∈V

∑

w 6=v

a(w, v) < +∞, (H1)où
a(w, v) := sup

η∈X
|cv(η)− cv(η

w)|, w 6= v,et a(w,w) = 0. La valeur a(w, v) quanti�e l'in�uen
e maximale de l'état du site w sur letaux de saut au site v. La 
onstru
tion plus générale qu'il donne plus tard dans [35℄ uni�e
es deux situations.La même année Harris [26℄ améliore lui aussi le résultat de [27℄ en le généralisant à V = Z
d,mais spé
i�quement pour un pro
essus d'ex
lusion à vitesses variables introduit dans [42℄,et en imposant de plus un rang d'intera
tion �ni. La généralité est don
 bien moindre quedans [34℄ mais son appro
he, qui est plus pro
he de 
elle que nous adoptons en se
tion 1.3, al'avantage de fournir une 
onstru
tion qui permet de garder tra
e de l'histoire individuelledes parti
ules : par exemple l'évènement que deux parti
ules é
hangent leur position estinvisible dans la 
onstru
tion de [34℄. Simultanément Holley [28℄ énon
e aussi un résultatmoins général que 
elui de [34℄ mais dont la preuve est beau
oup plus 
ourte.Holley et Stroo
k [29℄ adoptent en 1976 le point de vue �problème de martingales�. Biensûr, les problèmes (MG) et (SG) ne sont pas équivalents mais ils sont liés. Cet arti
le
ontient les résultats suivants :� Le problème (MG) admet toujours une solution pourvu que les taux cv(η) soient
ontinus en η.� Il existe des exemples où (MG) admet plus d'une solution.� Lorsqu'il existe une unique solution à (MG), 
'est aussi une solution de (SG).Le résultat de Liggett y est aussi redémontré via l'uni
ité de la solution de (MG).La 
ondition (MG') est une 
ondition plus faible que (MG). Gray et Gri�eath [24℄ donnent



1.2. Point de vue analytique. Constru
tion de Liggett via Hille-Yosida 9un exemple pathologique d'un pro
essus véri�ant (MG') mais pas (MG). Ainsi (MG'),bien qu'étant la formulation la plus intuitive de la dynamique que l'on veut 
onstruire,n'est pas la plus judi
ieuse. Un résultat notable de [24℄ est que le résultat de [34℄ reste vraisous l'hypothèse, plus faible que (H1), qu'il existe une famille (λv, v ∈ V ) de réels positifsvéri�ant λ = infv∈V λv > 0 et telle que
A := sup

v∈V

∑

w 6=v

λw

λv
a(w, v) < +∞. (H ′1)Gray [23℄ obtiendra le même résultat sous la même 
ondition (H ′1) en introduisant dessystèmes de spins �
ontr�lés�. Citons en�n les travaux de Liggett et Spitzer [36℄ et Andjel[1℄ où le problème de la 
onstru
tion est étudié pour 
ertains pro
essus pour lesquels E = N.Dans 
es pro
essus la 
oordonnée en un site représente le nombre de parti
ules qui o

upent
e site, 
es parti
ules e�e
tuant des mar
hes aléatoires sujettes à un 
ouplage. Dans [36℄le 
ouplage est donné par le fait que toutes les parti
ules o

upant un site utilisent lamême horloge pour le quitter. Dans [1℄ il s'agit du pro
essus zero-range, pour lequel unsite 
ontenant k parti
ules expulse une parti
ule à un 
ertain taux g(k). Dans 
es deux 
asil est né
essaire de se restreindre à des 
on�gurations η(v) �pas trop 
roissantes� quand

v → ∞. Ces deux papiers sont à mettre en lien ave
 notre se
tion 1.4 où on traite unesituation ave
 des taux d'une forme quel
onque mais un rang �ni d'intera
tion.1.2 Point de vue analytique. Constru
tion de Liggett via Hille-YosidaIl est instru
tif de 
omprendre où pré
isément intervient la 
ondition (H1) dans la
onstru
tion de Liggett basée sur l'analyse fon
tionnelle sur l'espa
e X, 
e
i a�n de pouvoir
omparer ave
 notre 
onstru
tion donnée dans la se
tion 1.3. Le 
ontenu de la présentese
tion reprend de manière 
ondensée les se
tions I.1 et I.2 de [35℄ où plus de détails seronttrouvés.Rappelons d'abord 
e que nous dit la théorie de Hille-Yosida. Ce qui suit jusqu'au théorème1 est valable pour un espa
e X 
ompa
t quel
onque.Dé�nition 2.
• Un prégénérateur de Markov (pGM) sur X est un opérateur Ω, dé�ni sur un s.e.v.dense D(Ω) de C(X), véri�ant� Ω1 = 0,� ∀f ∈ D(Ω),∀α ≥ 0, min f ≥ min(f − αΩf).
• Ω est dit fermé si son graphe est fermé dans C(X)× C(X).
• On dit que Ω a pour 
l�ture Ω si l'adhéren
e du graphe de Ω est le graphe de l'opé-rateur Ω.Il est bien 
onnu que F(X) est dense dans C(X) et que l'opérateur dé�ni sur F(X) par(1.2) est un pGM. En fait nous verrons qu'il est même dé�ni sur l'espa
e suivant :

D(X) := {f ∈ C(X) : |||f ||| =
∑

v

∆f (v) <∞}, (1.9)



10 Chapitre 1. Le problème de la 
onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionoù ∆f (v) := supη∈X |f(η) − f(ηv)| (attention, ||| · ||| n'est pas une norme). On rappelle unrésultat 
lassique qui est que tout pGM admet une 
l�ture qui est en
ore un pGM.Dé�nition 3. Un générateur de Markov (GM) est un pGM Ω fermé et tel que Im(Id −
αΩ) = C(X) pour α > 0 assez petit (et alors automatiquement pour tout α ≥ 0).De 
es dé�nitions on déduit la 
hose suivante. Si Ω est un pGM, une 
ondition su�santepour que Ω soit un GM est que pour α > 0 assez petit,

Im(Id− αΩ) = C(X). (1.10)Le théorème suivant justi�e l'importan
e de la notion de générateur de Markov.Théorème 1 (Hille-Yosida). Il existe une 
orrespondan
e bi-univoque entre un générateurde Markov Ω sur X et un semi-groupe de Markov S(t) sur C(X). Cette 
orrespondan
eest donnée par
Ωf = lim

t→0

S(t)f − f

t
, dé�ni sur D(Ω) = {f ∈ C(X) telles quef 
ette limite existe},
S(t)f = lim

n→∞

(
Id− t

n
Ω

)−n
f, f ∈ C(X).Ainsi si le 
ritère (1.10) est véri�é, 
e théorème fournit une solution à (SG), et parailleurs on véri�e assez aisément que Ω est déterminé par sa restri
tion à F(X), 
e quisigni�e l'uni
ité de 
ette solution. Expliquons maintenant 
omment pour le prégénérateur(1.2) la 
ondition (H1) permet de véri�er que (1.10) a lieu.Liggett fait, en plus de (H1), les deux hypothèses naturelles suivantes :

∀v ∈ V, cv(η) est une fon
tion 
ontinue de η, (H2)et
C := sup

v∈V,η∈X
cv(η) < +∞. (H3)Ces deux restri
tions sont moins signi�
atives que (H1). (H3) implique que pour f ∈ D(X)la série (1.2) 
onverge uniformément. Par ailleurs (H2) fait que Ωf ∈ C(X) et on a

‖Ωf‖ ≤ C|||f |||. (1.11)Si f ∈ D(X) et g := f − αΩf , on a l'inégalité
∆f (w) ≤ ∆g(w) + α

∑

v 6=w

a(w, v)∆f (v). (1.12)À l'aide de l'opérateur Γ sur ℓ1(V ) dé�ni par Γβ(v) =∑w 6=v a(w, v)β(v), dont la 
onstante
B dé�nie en (H1) est en fait la norme subordonnée, 
ette estimation s'é
rit∆f ≤ ∆g+Γ∆f .En itérant on obtient ∆f ≤

∑n
k=0 α

kΓk∆g+αn+1Γn+1∆f . Si α < 1/B le passage à la limitedans 
ette inégalité donne
∆f ≤ (Id− αΓ)−1∆g. (1.13)



1.3. Une 
onstru
tion élémentaire des systèmes de spins ave
 intera
tions de rang in�ni11Théorème 2 (Liggett,'72). Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3), On a Im(Id− αΩ) =
C(X) pour α assez petit. Par 
onséquent il existe un unique pro
essus de Markov sur Xvéri�ant (SG).Résumé de la preuve. Soit une suite exhaustive de sous-ensembles Vn ⊂ V , et Ωnf(η) :=∑

v∈Vn
cv(η)

[
f(ηv)− f(η)

]. La famille cv(η) est 
elle dé�nie en (1.1), et les opérateurs Ωnsont 
omme Ω dé�nis sur D(X). Les quantités analogues à C,B,Γ pour Ωn sont notéesave
 l'indi
e n. L'idée 
lassique est d'exploiter les bonnes propriétés de 
e générateur ��ni�en montrant qu'elles passent à la limite.Clairement Cn ≤ C, Bn ≤ B et Ωnf → Ωf uniformément pour f ∈ D(X). Prenons
g ∈ D(X) et montrons que g est limite d'une suite de Im(Id − αΩ). Puisque Ωn est unopérateur borné sur C(X), on véri�e que pour α < 1/‖Omegan‖, Id− αΩn est inversibleet don
 Im(Id − αΩn) = C(X). Il existe ainsi fn ∈ C(X) telle que fn − αΩnfn = g. Iln'est pas di�
ile de voir que fn ∈ D(X), de sorte qu'on peut 
onsidérer gn := fn − αΩfn.Puisque Γn ≤ Γ, l'inégalité (1.13) donne ∆fn ≤ (Id − αΓ)−1∆g. En utilisant (1.11) onobtient en�n

‖g − gn‖ = α‖(Ω − Ωn)fn‖
≤ αC

∑

v/∈Vn

∆fn(v)

≤ αC
∑

v/∈Vn

(Id− αΓ)−1∆g(v),qui tend vers 0 quand n→∞ pourvu que α < 1/B, puisque (Id− αΓ)−1∆g ∈ ℓ1(V ).Avant de poursuivre on pré
ise que nos tentatives pour adapter 
ette preuve sous la
ondition a�aiblie (H ′1) ont été infru
tueuses.1.3 Une 
onstru
tion élémentaire des systèmes de spins ave
intera
tions de rang in�niConsidérons une 
olle
tion de taux de transition (cv(η), v ∈ V, η ∈ X). On fait dans
ette se
tion l'hypothèse suivante :
A := sup

v∈V

∑

w 6=v

λw

λv
a(w, v) < +∞, (H ′1)où a(w, v) est dé�ni à la page 8, et (λv, v ∈ V ) est une famille de réels positifs telle que

λ = inf
v∈V

λv > 0.La 
ondition (H ′1) dit que la dépendan
e de cv(η) en les 
oordonnées (η(w), w ∈ V ) estd'une 
ertaine façon faible pour les sites w lointains de v. En plus de (H ′1) on supposeen
ore que (H2) et (H3) sont satisfaites.L'obje
tif premier du travail que nous présentons est de donner une expli
ation intuitive de
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onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tion(H ′1), et 
e faisant de proposer une 
onstru
tion assez générale basée uniquement sur desoutils probabilistes élémentaires. De 
e point de vue, notre 
onstru
tion est dans le mêmeesprit que le travail de Harris dans un 
adre parti
ulier ([26℄), mais nous ne demandonspas des intera
tions de rang �ni. Nous montrons que quand (H ′1) est véri�ée, un 
ertainpro
essus de Markov, à espa
e d'état dénombrable, a la propriété de ne pas exploser entemps �ni. Ce
i implique qu'il ne peut pas y avoir d'in�uen
e venant d'in�niment loin enun site donné en temps �ni. Heuristiquement, l'idée prin
ipale est que pour déterminerl'état ξηt (v) de notre système de spins au site v à l'instant t, partant d'une 
on�guration
η à l'instant 0, il est né
essaire de 
onnaître η(w) pour un 
ertain ensemble (aléatoire)
F de sites w. Notre interprétation de (H ′1) est qu'elle donne le 
ontr�le adéquat sur lesdépendan
es à longue portée de cv(η) pour que F reste �ni presque sûrement. Ce
i impliqueque le fait de geler tous les sites en dehors d'une boîte �nie n'a pas d'in�uen
e sur la valeurde ξηt (v), pourvu que 
ette boîte soit su�samment grande. Ce
i 
onstitue le programmede la sous-se
tion 1.3.1, qui nous amènera à 
onsidérer la limite de systèmes de spins�nis. Dans la sous-se
tion 1.3.2, nous nous atta
hons à faire le lien entre 
e pro
essuslimite et le prégénérateur de Markov (1.2) asso
ié aux taux cv(η) dé�nis en (1.1). En�n,il est te
hniquement important, lorsqu'on donne une 
ertaine 
onstru
tion d'un pro
essus,d'avoir une 
ara
térisation de ses mesures invariantes. C'est aussi fait dans la sous-se
tion1.3.2.1.3.1 Couplage et existen
e du pro
essus limiteOn introduit l'ensemble des 
on�gurations ave
 un nombre �ni de 1, soit

X ′ = {η ∈ X : Card(η) < +∞}, (1.14)où Card(η) := Card{v ∈ V : η(v) = 1}.Si η1 et η2 sont deux 
on�gurations qui 
oïn
ident sur un sous-ensemble W de V , on a
∀v ∈W, |cv(η1)− cv(η2)| ≤

∑

w∈W c

a(w, v). (1.15)Il s'agit d'une 
onséquen
e dire
te de la dé�nition de a(w, v) et de l'inégalité triangulaire(ainsi que de l'hypothèse (H2) dans le 
as où W c est in�ni). En�n, On dé�nit la notation
a(w, v) := a(v,w).On insiste sur le fait que l'intérêt de notre 
onstru
tion est de mettre en lumière l'aspe
tnaturel de (H ′1), qui n'est pas palpable dans la démonstration du théorème 2. On utilisepour 
ela essentiellement une méthode de 
ouplage et une relation de dualité entre deuxpro
essus.Pour résumer notre stratégie, nous allons d'abord dé�nir un pro
essus en laissant évolueruniquement les 
oordonnées à l'intérieur d'une boîte �nie Vn ⊂ V , puis nous ferons tendre

Vn vers V en 
roissant, et prouverons que la suite de pro
essus obtenus 
onverge presquesûrement. Le théorème 3 rend tout 
e
i possible en mettant en ÷uvre une 
onstru
tiongraphique. L'idée de 
onstru
tion graphique a été développée très t�t par Harris dans un
adre parti
ulier et s'est avérée fru
tueuse au delà des problèmes liés à la 
onstru
tion de



1.3. Une 
onstru
tion élémentaire des systèmes de spins ave
 intera
tions de rang in�ni13pro
essus (voir par exemple [25℄). Elle 
onsiste à fabriquer un pro
essus sur X 
omme unefon
tion déterministe d'un graphe aléatoire sous-ja
ent, qui 
ontient une réalisation desinstants et des lieux des di�érentes transitions éventuelles, généralement obtenus à partird'une famille de pro
essus de Poisson indépendants, indexée par l'ensemble des sites. Toutl'aléa est alors 
ontenu dans 
ette famille de pro
essus de Poisson.Nous utilisons i
i des pro
essus de Poisson indépendants d'intensité égale et assez grandepour pouvoir gouverner les transitions de tous les sites. Lorsque l'un d'entre eux saute, ilse produit éventuellement un saut pour l'état de la 
on�guration au site 
orrespondant.Ce saut a lieu ou pas selon une 
ertaine probabilité imposée par la dynamique.Avant d'expliquer 
omment obtenir un système de spins, 
ommençons par dé�nir les sys-tèmes de spins �nis. Il s'agit de simples pro
essus de Markov à espa
e �ni.Dé�nition 4. Soit η ∈ X et W un sous-ensemble �ni de V . On dit qu'un pro
essus
ξ = (ξt, t ≥ 0) est un système de spins �ni partant de η et de paramètres (W, c) si 
'est unpro
essus de Markov sur XW

η = {θ ∈ X : θ W c = η W c} tel que� ξ0 = η ;� pour θ, θ′ ∈ XW
η , son taux de saut de θ à θ′ est cv(θ) si θ′ = θv pour un v ∈W , et 0sinon.On note Pη,W la loi d'un tel pro
essus et Eη,W l'espéran
e sous 
ette loi. En utilisant 
esnotations on 
ontinuera à noter ξt la valeur du pro
essus à l'instant t.On �xe désormais une suite 
roissante (Vn, n ≥ 1) de boîtes �nies telles que ∪n≥1Vn = V .Nous voulons dé
rire 
e qui arrive à un système de spins �ni partant de η et de paramètres

(Vn, c), losque n→∞.On passe maintenant à la dé�nition de pro
essus de Markov auxiliaires, qu'on appellerapro
essus d'invasion, et qui nous serviront 
omme outils pour 
ontr�ler les 
onséquen
esde la modi�
ation d'un des paramètres η ou W sur l'évolution d'un système de spins �ni.Ce sont eux aussi des pro
essus à valeurs dans l'espa
e des 
on�gurations, similaires aupro
essus de per
olation de premier passage mais ave
 des temps de passage exponentielsde paramètres dépendant des arêtes, et où les arêtes entre tous les 
ouples de sommetssont éventuellement 
on
ernées par les passages.Soit W ⊂ V et α = (α(w, v), w 6= v) une famille de réels positifs. Plus tard, le r�le de α serajoué par a ou par a, selon le 
ontexte. Le prin
ipe est que, indépendamment pour 
haque
ouple de sites (x, y), on pla
e des �è
hes de x vers y aux instants de saut d'un pro
essusde Poisson, et qu'on dé
ide que les 1 se propagent selon 
es �è
hes. Plus rigoureusement on
onsidère une famille de pro
essus de Poisson mutuellement indépendants (Px,y, x 6= y),où Px,y a pour intensité α(x, y), et on dé�nit un graphe orienté (aléatoire) G sur l'ensemble
V × R+ en pres
rivant que ((x, s), (y, t)) est une arête de G si l'une des deux 
onditionssuivantes est véri�ée :1. x = y et s ≤ t,2. s = t et s est un instant de saut de Px,y.On note alors

{(w, s)→G (v, t)} (1.16)l'évènement qu'il y ait un 
hemin orienté de (w, s) vers (v, t) dans G, 
'est-à-dire une suite�nie de �è
hes mises bout-à-bout de w vers v à des instants 
roissants.



14 Chapitre 1. Le problème de la 
onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionDé�nition 5. Soit PW,α la loi du pro
essus (ζt, t ≥ 0) sur X dé�ni par
ζt(v) = 1⇔ ∃w ∈W, (w, 0) →G (v, t),et EW,α l'espéran
e sous 
ette loi. En utilisant 
es notations on 
ontinuera à noter ζt lavaleur du pro
essus à l'instant t. Tout pro
essus dont la loi est PW,α sera appelé un pro
essusd'invasion de paramètres (W,α). Si W = {w} ave
 w ∈ V , on é
rit simplement Pw,α.Une 
onséquen
e immédiate de 
ette dé�nition est qu'un pro
essus d'invasion possèdela propriété de monotonie vis-à-vis du paramètre α. Plus pré
isément si α et α̃ sont telsque ∀w 6= v, α(w, v) ≤ α̃(w, v), alors un argument standard de 
ouplage montre que pourtoute fon
tion positive f mesurable sur X et 
roissante pour l'ordre partiel 
anonique sur

X, on a
EW,α[f(ζt)] ≤ EW,α̃[f(ζt)]. (1.17)On dé�nit, pour v ∈ V et χ ∈ X,

γα(v, χ) := (1− χ(v))
∑

w 6=v

α(w, v)χ(w),

gα(χ) :=
∑

v∈V
λvγα(v, χ),où λv est dé�ni dans (H ′1). Remarquons qu'en prenant α = a, on a

γa(v, χ) ≤ λ−1λv

∑

w 6=v

λ−1v λwa(w, v),et par 
onséquent
γa(v, χ) ≤ λ−1λvA. (1.18)On dé�nit également la fon
tion

q(χ) :=
∑

v∈V
λvχ(v), χ ∈ X.Dans le 
as parti
ulier où λv ≡ 1, remarquons que q(χ) est simplement le 
ardinal de χ. Lerésultat que l'on énon
e maintenant donne une des
ription simple du pro
essus d'invasiondans deux 
as spé
iaux : dans le premier, on part d'une 
on�guration ave
 un nombre �nide 0, et dans le deuxième ave
 un 1 en un 
ertain site et des 0 partout ailleurs. On se
on
entre sur 
es deux types de 
onditions initiales par
e que 
e sont en fait les seules quivont nous servir.Dans la suite on note 1W la 
on�guration telle que 1W (v) = 1 si v ∈ W et 0 sinon. Larestri
tion d'une 
on�guration η à un ensemble W ⊂ V sera notée η W .Proposition 1. (i) Supposons que W c soit �ni. Sous PW,a, (ζt, t ≥ 0) est un pro
essusde Markov sur l'ensemble �ni XW = {χ ∈ X : χ W ≡ 1}, partant de ζ0 = 1W . Deplus, dans la 
on�guration χ, le site v 
hange d'état au taux γa(v, χ).
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tion élémentaire des systèmes de spins ave
 intera
tions de rang in�ni15(ii) Supposons maintenant que W = {w} et que (H ′1) soit véri�ée. Alors
Ew,a[q(ζt)] ≤ λwe

At, (1.19)
A étant la 
onstante dans (H ′1). En parti
ulier sous Pw,a, (ζt, t ≥ 0) est non-explosifau sens où Pw,a(Card(ζt) < +∞) = 1, et (ζt, t ≥ 0) est un pro
essus de Markovà valeurs dans l'ensemble dénombrable X ′, partant de ζ0 = 1w. De plus, dans la
on�guration χ, le site v 
hange d'état au taux γa(v, χ).Démonstration. Dans 
ha
un des deux 
as le 
ara
tère markovien de (ζt, t ≥ 0) dé
ouledu fait que les pro
essus de Poisson sont à in
réments indépendants et stationnaires. Pour
al
uler les taux de saut dans le premier 
as, remarquons simplement que pour une 
on�-guration initiale χ ave
 χ(v) = 0, la 
oordonnée ζt(v) saute si et seulement si l'un despro
essus Pw,v (ave
 χ(w) = 1) saute. Le résultat est don
 une 
onséquen
e du fait que∑

w:χ(w)=1 Pw,v est un pro
essus de Poisson d'intensité γα(v, χ). Si par 
ontre χ(v) = 1 letaux de saut en v vaut 0 
ar seules des transitions 0→ 1 surviennent.Quant à la se
onde assertion, 
onsidérons d'abord
an(x, y) :=

{
a(x, y), si x, y ∈ Vn,

0, sinon ; (1.20)et an(x, y) := an(y, x). Soit un(t) := Ew,an [q(ζt)]. D'une part, un simple 
al
ul utilisant(H ′1) montre que gan(χ) ≤ Aq(χ). D'autre part, sous Pw,an , (ζt, t ≥ 0) est à valeurs dansun ensemble �ni don
 la formule suivante est une simple 
onséquen
e de la dé�nition dugénérateur d'un pro
essus de saut appliquée à la fon
tion q :
Ew,an [q(ζt+h)|ζt] = q(ζt) + gan(ζt)h+ o(h).En prenant l'espéran
e dans 
ette formule, il vient

lim
h→0

un(t+ h)− un(t)

h
= Ew,an [gan(ζt)] ≤ Aun(t).Mais alors le lemme de Grönwall ave
 le fait que un(0) = λw donnent l'inégalité un(t) ≤

λwe
At.Pour terminer la preuve nous dé�nissons un 
ouplage des pro
essus (ζn, n ≥ 1) et ζ, quisont des pro
essus d'invasion de paramètres respe
tifs (w, an) et (w, a), 
e 
ouplage ayant lapropriété que ζnt (v) est une suite 
roissante qui 
onverge vers ζt(v). Pour 
e
i, on 
onsidèrela 
onstru
tion Poissonienne 
i-dessus et on dé�nit ζn exa
tement 
omme ζ sauf que ζnutilise uniquement Px,y ave
 x, y ∈ Vn. Plus pré
isément on dé
ide que ((x, s), (y, t)) estune arête dans le graphe Gn si l'une des deux 
onditions suivantes est véri�ée : soit x = yet s ≤ t, soit s = t, x, y ∈ Vn et s est un instant de saut de Px,y. Maintenant on dé�nit ζntpar

ζnt (v) = 1⇔ (w, 0)→Gn (v, t).Tout 
hemin �xé dans le graphe G est aussi un 
hemin du graphe Gn dès que Vn estassez gros pour 
ontenir tous les sommets de 
e 
hemin. Par 
onséquent ζt(v) est bien lalimite 
roissante quand n→∞ de ζnt (v) presque sûrement. Par le théorème de 
onvergen
e
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onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionmonotone, on a que Ew,a[q(ζt)] = limn→∞ un(t). Ainsi la borne donnée pour un(t) est aussivalable pour Ew,a[q(ζt)].Puisque le pro
essus ζt n'explose pas en temps �ni, il s'agit d'un simple pro
essus de sautpur sur l'ensemble X ′ dénombrable. On peut don
 pro
éder 
omme dans le 
as où W c est�ni pour déterminer ses taux de transition.Remarque. C'est pré
isément dans la preuve pré
édente que (H ′1) agit. Imaginons parsou
i de simpli
ité que λv ≡ 1. Alors 
e qui apparaît dans 
ette preuve 
on
ernant lepro
essus d'invasion ζt de paramètres (w, a) est que par (H ′1) on a un 
ontr�le |ζt| ≤ Bt,où Bt est un pro
essus de bran
hement binaire en temps 
ontinu, d'intensité A. C'est 
elaqui assure la non-explosivité de ζt, qui est 
ru
iale dans le 
orollaire 1.La proposition suivante établit une relation de dualité entre le pro
essus d'invasion deparamètre a et 
elui de paramètre a.Proposition 2. Soit v ∈ V et W ⊂ V . Alors
PW,a(ζt(v) = 1) = Pv,a(∃w ∈W, ζt(w) = 1). (1.21)Démonstration. Soit t ≥ 0. Pour s ≤ t, on pose

P̃x,y(s) = Py,x(t)− Py,x(t− s).Les pro
essus de Poisson étant à a

roissements indépendants et stationnaires, P̃x,y estaussi un pro
essus de Poisson sur l'intervalle de temps [0, t], d'intensité a(y, x), et lespro
essus (P̃x,y, x 6= y) sont mutuellement indépendants puisque les (Px,y, x 6= y) le sont.On dé�nit un nouveau graphe G̃ sur V × [0, t] de la même façon que G, mais en utilisant
ette fois P̃x,y au lieu de Px,y. L'équation (1.21) dé
oule alors de l'équivalen
e :
(w, 0) →G (v, t)⇔ (v, 0)→G̃ (w, t),qui traduit le fait qu'un 
hemin de (w, 0) vers (v, t) dans G 
orrespond, en retournant les�è
hes et en inversant le sens du temps, à un 
hemin de (v, 0) vers (w, t) dans G̃.Passons maintenant au résultat prin
ipal de 
ette se
tion.Théorème 3. Soient n ≥ 1 et η ∈ X. Il existe un 
ouplage de pro
essus (ξη,n, η ∈ X,n ≥ 1)et (ζn, n ≥ 1) tels que(i) ξη,n soit un système de spins �ni partant de η et de paramètres (Vn, c),(ii) ζn soit un pro
essus d'invasion de paramètres (V c

n , a),(iii) pour tout t ≥ 0 et v ∈ Vn, on ait
{ζnt (v) = 0} ⊂ {∀k ≥ n, ξη,nt (v) = ξη,kt (v)}.Démonstration. Comme annon
é, nous allons utiliser une 
onstru
tion graphique 
ommunepour 
onstruire une famille de systèmes de spins �nis sur un même espa
e de probabilité.On 
ommen
e don
 sans surprise par 
onsidérer une famille (Nv, v ∈ V ) de pro
essusde Poisson mutuellement indépendants, Nv étant d'intensité C + Aλ−1λv. On introduitaussi une famille, indépendante de (Nv, v ∈ V ), de variables aléatoires (Uv,i, v ∈ V, i ≥ 1)
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onstru
tion élémentaire des systèmes de spins ave
 intera
tions de rang in�ni17mutuellement indépendantes, Uv,i étant distribuée selon la loi uniforme sur [0, C+Aλ−1λv].Tout 
e matériel aléatoire est dé�ni sur un espa
e de probabilité approprié (Ω,F ,P), etl'espéran
e sous P est notée E. Pour n ≥ 1, on 
onsidère
Nn =

∑

v∈Vn

Nv.Les sauts de Nn sont presque sûrement distin
ts et n'ont pas de point d'a

umulation,de sorte qu'il existe une suite stri
tement 
roissante (tj , j ≥ 1) telle que les sauts de Nnsoient les tj , j ≥ 1. Soit vj le site de Vn tel que Nvj (tj)−Nvj (t
−
j ) = 1, et uj = Uvj ,Nvj

(tj).On dé�nit alors ξη,nt de pro
he en pro
he, sur les intervalles de temps [tj , tj+1) (sa valeurest 
onstante sur 
ha
un de 
es intervalles) :� pour t ∈ [0, t1), ξη,nt = η ;� pour t ∈ [tj , tj+1), ξη,nt =





(
ξη,ntj−1

)vj
, si uj < cvj (ξ

η,n
tj−1

),

ξη,ntj−1
, sinon.On dé�nit aussi ζn de pro
he en pro
he, à partir du même matériel aléatoire :� pour t ∈ [0, t1), ζnt = 1V c

n
;� pour t ∈ [tj , tj+1),

ζnt =





(
ζntj−1

)vj
, si ζntj−1

(vj) = 0, et An
j ≤ uj ≤ An

j + γa(vj , ζ
n
tj−1

),

ζntj−1
, sinon ;où An

j := infk≥n cvj (ξ
η,k
tj−1

). La valeur de An
j représente le taux de saut simultané de tousles pro
essus ξη,kt , k ≥ n, lors de 
ette j-ième transition. Rappelons que γa(vj , ζ

n
tj−1

) =∑
w 6=vj

a(w, vj)ζ
n
tj−1

(w), lorsque ζntj−1
(vj) = 0.Il dé
oule en
ore des propriétés des pro
essus de Poisson que 
ha
un des pro
essus ξη,n et

ζn a la propriété de Markov. Par ailleurs les taux de saut sont 
eux voulus, par 
onstru
tion.En e�et, pour 
haque pro
essus le taux de saut d'une 
oordonnée est donnée par la longueurinstantanée de l'intervalle auquel on demande à uj d'appartenir pour que la 
oordonnéesaute, puisque dans notre 
onstru
tion 
et intervalle est toujours 
ontenu dans [0, C +
Aλ−1λvj ] d'après (1.18). Observons alors que 
ette longueur a été justement 
hoisie pourque tous 
es pro
essus aient la dynamique désirée.Montrons (iii) par ré
urren
e sur j. Ave
 la 
onvention t0 = 0, on doit prouver que pourtous j ≥ 0 et v ∈ V ,

{ζntj (v) = 0} ⊂ {∀k ≥ n, ξη,ntj
(v) = ξη,ktj

(v)}. (1.22)Le 
as j = 0 est une 
onséquen
e de la dé�nition des pro
essus. Supposons que (1.22) soitvéri�ée pour un j ≥ 0 et que ζntj (vj+1) = 0 (dans le 
as 
ontraire la 
on
lusion est triviale).Alors (1.15) donne
sup
k≥n

cvj+1(ξ
η,k
tj

) ≤ inf
k≥n

cvj+1(ξ
η,k
tj

) + γa(vj+1, ζ
n
tj ).Par 
onséquent, lorsque la transtion à l'instant tj+1 fait sauter ξη,kt (vj+1)mais pas ξη,k′t (vj+1),pour deux entiers k, k′ ≥ n, elle doit né
essairement faire sauter aussi ζnt (vj+1) de 0 à 1.Ainsi (1.22) reste vraie pour j + 1.
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onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionCorollaire 1. Dans le 
ouplage pré
édent, pour tout v ∈ V et t ≥ 0, la suite ξη,nt (v) estpresque sûrement 
onstante à partir d'un 
ertain rang n (aléatoire), et on peut don
 dé�nir
ξηt (v) := lim

n→∞
ξη,nt (v).Démonstration. Fixons v ∈ V et t ≥ 0. La suite d'évènements

En := {∀k ≥ n, ξη,kt (v) = ξη,nt (v)}est 
roissante don
 par le théorème 3 (iii) il su�t de montrer que limn→∞PV c
n ,a (ζt(v) =

1) = 0. Or la relation de dualité (1.21) implique que
lim
n→∞

PV c
n ,a(ζt(v) = 1) = lim

n→∞
Pv,a(∃w ∈ V c

n : ζt(w) = 1)

= Pv,a(Card(ζt) = +∞)

= 0,où la dernière égalité dé
oule de (1.19).1.3.2 Générateur et mesures invariantes du pro
essus limiteJusqu'à présent nous avons seulement établi l'existen
e du pro
essus limite (ξηt , t ≥ 0)mais nous n'avons au
une réelle information 
on
ernant sa loi. Dans 
ette se
tion nousmontrons qu'il possède la propriété de Markov et que l'expression de son générateur est
elle attendue, à savoir que (1.8) a lieu pour les fon
tions f dans un ensemble que nousintroduisons maintenant.Pour une fon
tion f sur X, on rappelle la notation ∆f (v) := supη∈X |f(η) − f(ηv)| quimesure l'in�uen
e de η(v) sur la valeur de f(η). Plut�t qu'ave
 les fon
tions lo
ales nouspréférons travailler i
i ave
 l'espa
e fon
tionnel suivant qui s'avère plus adapté à notreproblème que l'espa
e F(X). Soit
D(X) = {f : X → R, f est 
ontinue et ∑

v∈V
λv∆f (v) < +∞}.Remarquons que la notation D(X) 
hange par rapport à la se
tion 1.2 du fait de la présen
edes λv, v ∈ V . D(X) doit être vu 
omme un espa
e de fon
tions régulières au sens où 
esont des fon
tions qui dépendent peu des 
oordonnées lointaines. Pour f ∈ D(X) on note

|||f ||| :=
∑

v∈V
λv∆f (v).Il faut noter que 
es deux notations ont légèrement 
hangé par rapport à la se
tion 1.2, dufait que (H1) a été rempla
ée par (H ′1). Nous rappelons la dé�nition du prégénérateur

Ωf(η) :=
∑

v∈V
cv(η)

[
f(ηv)− f(η)

]
, f ∈ D(X),
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onstru
tion élémentaire des systèmes de spins ave
 intera
tions de rang in�ni19et de sa restri
tion en volume �ni
Ωnf(η) :=

∑

v∈Vn

cv(η)
[
f(ηv)− f(η)

]
, f ∈ D(X).La preuve du théorème 4 montre que Ω est bien dé�ni sur D(X). Quant à Ωn, il dé�nitmême un opérateur borné sur C(X) entier.Pour f ∈ C(X) et η ∈ X, on dé�nit

Sn(t)f(η) := Eη,Vn [f(ξt)], et S(t)f(η) := E[f(ξηt )].Il dé
oule du théorème de 
onvergen
e dominée que
lim
n→∞

Sn(t)f(η) = S(t)f(η). (1.23)Puisque nous utiliserons 
e théorème à plusieurs reprises (sur l'espa
e de probabilité, surun intervalle de temps, ainsi que sur l'ensemble V ) nous l'appellerons simplement TCD.Le résultat prin
ipal de 
ette se
tion est le suivant.Théorème 4. S(t) dé�nit un semi-groupe de Markov sur C(X), et pour f ∈ D(X) on a
lim
t→0

S(t)f(η)− f(η)

t
= Ωf(η). (1.24)Démonstration. Rappelons deux identités 
on
ernant les opérateurs Sn(t). Pour f ∈ D(X)et η ∈ X, on a

Sn(t)f(η) = f(η) +

∫ t

0
ΩnSn(s)f(η)ds, (1.25)et pour t1, t2 ≥ 0, on a

Sn(t1)Sn(t2)f(η) = Sn(t1 + t2)f(η). (1.26)Puisque (1.25) et (1.26) portent sur un pro
essus de Markov à espa
e d'état �ni, elles sontélémentaires (voir par exemple le théorème 2.1.1 dans [38℄). On 
ontinue en établissant desinégalités utiles pour la suite. Premièrement, pour f ∈ D(X),
|Ωf(η)| ≤ λ−1C|||f |||, (1.27)
|Ωnf(η)| ≤ λ−1C|||f |||, (1.28)

|(Ωn − Ω)f(η)| ≤ C
∑

v∈V c
n

∆f (v). (1.29)L'inégalité (1.27) vient simplement de 
e que |Ωf(η)| ≤ ∑v∈V cv(η)|f(ηv) − f(η)| ≤
C
∑

v∈V ∆f (v) ≤ C
∑

v∈V λ−1λv∆f (v). Les inégalités (1.28) et (1.29) s'obtiennent de ma-nière similaire.Nous 
her
hons maintenant à 
ontr�ler ∆S(t)f (w). Nous 
onsidérons pour 
ela deux 
on�-gurations η1 et η2 = (η1)
w et nous dé
rivons un nouveau 
ouplage basé sur une idée similaireà 
elle du 
ouplage de la sous-se
tion 1.3.1. On prend (Nv, v ∈ V ), (Uv,i, v ∈ V, i ≥ 1), etles suites vj , tj et uj 
omme dans la preuve du théorème 3, puis on dé�nit les pro
essus

(ξη1,n, t ≥ 0) et (ξη2,n, t ≥ 0) par :
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onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tion� pour t ∈ [0, t1), ξηi,nt = ηi ;� pour t ∈ [tj , tj+1), ξηi,nt =





(
ξηi,ntj−1

)vj
, si uj < cvj (ξ

ηi,n
tj−1

),

ξηi,ntj−1
, sinon.On dé�nit 
onjointement un troisième pro
essus (Γn

t , t ≥ 0) à partir du même matérielaléatoire :� pour t ∈ [0, t1), Γn
t = 1w,� pour t ∈ [tj , tj+1),

Γn
t =





(
Γn
tj−1

)vj
, si Γn

tj−1
(vj) = 0, et Bn

j ≤ uj ≤ Bn
j + γan(vj ,Γ

n
tj−1

),

Γn
tj−1

, sinon,où Bn
j := mini=1,2 cvj (ξ

ηi,n
tj−1

). On observe que (ξηi,nt , t ≥ 0) est un système de spins �nipartant de ηi, de paramètres (Vn, c), et que (Γn
t , t ≥ 0) est un pro
essus d'invasion deparamètres (w, an) (on a gardé la notation (1.20)). Ce
i se justi�e de la même façon quepour les pro
essus ξη,n et ζn dans le théorème 3. Par ailleurs, pour tout site v, puisquel'in
lusion {ξη1,nt (v) 6= ξη2,nt (v)} ⊂ {Γn

t (v) = 1} a lieu pour t = 0 et qu'elle est préservéepar n'importe quelle transition, elle est vraie pour tout t ≥ 0. Il dé
oule alors des équations(1.17) et (1.21) que
P(ξη1,nt (v) 6= ξη2,nt (v)) ≤ P(Γn

t (v) = 1) = Pw,an(ζt(v) = 1) ≤ Pv,a(ζt(w) = 1).Ce 
ouplage nous permet d'é
rire
|Sn(t)f(η1)− Sn(t)f(η2)| ≤ E

[
|f(ξη1,nt )− f(ξη2,nt )|

]

≤ E

[
∑

v∈V
∆f (v)1{ξη1,nt (v)6=ξ

η2,n
t (v)}

]

≤
∑

v∈V
∆f (v)P(ξ

η1,n
t (v) 6= ξη2,nt (v)).Ainsi, en 
onsidérant 
e
i pour toute paire (η1, η2) de 
on�gurations 
oïn
idant partoutsauf en w, on obtient

∆Sn(t)f (w) ≤
∑

v∈V
∆f (v)Pv,a(ζt(w) = 1). (1.30)Puis, en faisant n→∞, on obtient aussi

∆S(t)f (w) ≤
∑

v∈V
∆f (v)Pv,a(ζt(w) = 1). (1.31)En sommant sur w puis en inversant l'ordre des deux sommes, on a alors grâ
e à (1.19) :

|||Sn(t)f ||| ≤
∑

v∈V
∆f (v)

∑

w∈V
λwPv,a(ζt(w) = 1)

≤
∑

v∈V
∆f (v)Ev,a[q(ζt)]

≤
∑

v∈V
∆f (v)λve

At.
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onstru
tion élémentaire des systèmes de spins ave
 intera
tions de rang in�ni21Par 
onséquent Sn(t)f ∈ D(X) dès que f ∈ D(X), et on a l'inégalité suivante :
|||Sn(t)f ||| ≤ eAt|||f |||. (1.32)En partant de (1.31) on obtient de manière similaire :
|||S(t)f ||| ≤ eAt|||f |||. (1.33)Pour montrer que (S(t), t ≥ 0) est un semi-groupe de Markov (voir la dé�nition page 7),les deux seules propriétés non évidentes à véri�er sont(a) ∀f ∈ C(X), S(t+ s)f = S(t)S(s)f ,(d) ∀f ∈ C(X), t 7→ S(t)f est 
ontinue à droite,et il su�t de les véri�er pour f ∈ D(X) puisque 
'est un sous-espa
e dense de C(X).Pour (a) on remarque que la 
onvergen
e dans (1.23) est en fait uniforme pour f ∈ D(X).En e�et, en utilisant le 
ouplage introduit dans le théorème 3,

|Sn(t)f(η)− S(t)f(η)| ≤ E
[
|f(ξη,nt )− f(ξηt )|

]

≤ E

[
∑

v∈V
∆f (v)1{ξη,nt (v)6=ξηt (v)}

]

≤
∑

v∈V
∆f (v)P(ξ

η,n
t (v) 6= ξηt (v))

≤
∑

v∈V
∆f (v)PV c

n ,a(ζt(v) = 1), (1.34)qui tend vers 0 par le TCD puisque f ∈ D(X) et limn→∞PV c
n ,a(ζt(v) = 1) = 0 (voir lapreuve du 
orollaire 1). Ainsi,

lim
n→∞

‖Sn(t)f − S(t)f‖∞ = 0. (1.35)Maintenant, ave
 (1.26) on voit que pour obtenir (a) pour f ∈ D(X) il su�t de montrerque limn→∞ ‖Sn(t1)Sn(t2)f − S(t1)S(t2)f‖∞ = 0. Pour 
ela on dé
ompose :
‖Sn(t1)Sn(t2)f − S(t1)S(t2)f‖∞ ≤ ‖(Sn(t1)− S(t1))Sn(t2)f‖∞

+ ‖S(t1)(Sn(t2)− S(t2))‖∞. (1.36)Le premier terme à droite de l'égalité (1.36) est majoré par
∑

v∈V
∆Sn(t2)f (v)PV c

n ,a(ζt(v) = 1).Quand n→∞ 
ette somme tend vers 0 par le TCD. En e�et, par (1.30), son terme généralest borné par∑u∈V ∆f (u)Pu,a(ζt2(v) = 1), et la somme sur v ∈ V de 
ette borne est �nie
ar (1.19) implique que 
elle-
i est majorée par λ−1|||f |||eAt.Le se
ond terme dans (1.36) tend aussi vers 0 grâ
e à (1.35) et à l'inégalité ‖S(t1)(Sn(t2)−
S(t2))f‖∞ ≤ ‖Sn(t2)f − S(t2)f‖∞. Ainsi (a) est démontrée.Maintenant pour montrer (d) on 
ommen
e par établir que pour f ∈ D(X),

S(t)f(η) = f(η) +

∫ t

0
ΩS(s)f(η)ds. (1.37)
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onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionL'intégrale est bien dé�nie puisque (1.27) et (1.33) donnent
|ΩS(s)f(η)| ≤ λ−1CeAs|||f |||. (1.38)Grâ
e à (1.25) on a seulement à montrer que pour s ≥ 0 �xé, limn→∞ΩnSn(s)f(η) =

ΩS(s)f(η). En e�et 
e
i ave
 le TCD implique l'inégalité (1.37). On est en droit d'utiliserle TCD grâ
e à la majoration |ΩnSn(s)f(η)| ≤ λ−1CeAs|||f |||, voir (1.28) et (1.32).D'une part par (1.29),
|(Ωn − Ω)Sn(s)f(η)| ≤ C

∑

w∈V c
n

∆Sn(s)f (w)

≤ C
∑

w∈V c
n

∑

v∈V
∆f (v)Pv,a(ζs(w) = 1)

= C
∑

v∈V
∆f (v)

∑

w∈V c
n

Pv,a(ζs(w) = 1),et pour v ∈ V , on a limn→∞
∑

w∈V c
n
Pv,a(ζs(w) = 1) = 0 puisque

∑

w∈V
Pv,a(ζs(w) = 1) ≤ λ−1Ev,a[q(ζs)] < +∞,don
 une nouvelle appli
ation du TCD donne limn→∞ |(Ωn − Ω)Sn(s)f(η)| = 0. D'autrepart,

Ω
(
Sn(s)− S(s)

)
f(η) =

∑

w∈V
cw(η)

[(
Sn(s)f(η

w)− Sn(s)f(η)
)

−
(
S(s)f(ηw)− S(s)f(η)

)]
.Dans le terme de droite le terme général de la somme tend vers 0 quand n→∞, et grâ
e à(1.30) et (1.31) il est majoré par C(∆Sn(s)f (w)+∆S(s)f (w)) ≤ 2C

∑
v∈V ∆f (v)Pv,a(ζs(w) =

1), qui ne dépend pas de n. Puisque la somme sur w de 
ette borne est plus petite que
2λ−1CeAs|||f ||| < +∞, une appli
ation du TCD permet de terminer la preuve de (1.37).On peut maintenant 
on
lure pour (d) puisque (1.37) et (1.38) fournissent l'inégalité

‖S(t)f − f‖∞ ≤ λ−1A−1C(eAt − 1)|||f |||, (1.39)
e qui implique que l'appli
ation t 7→ S(t)f est 
ontinue en t = 0, et la 
ontinuité s'étendà R
+ en utilisant (a).Pour terminer la preuve du théorème il reste à montrer que pour f ∈ D(X) et η ∈ X,

lim
t→0

S(t)f(η)− f(η)

t
= Ωf(η).L'appli
ation t 7→ ΩS(t)f(η) est 
ontinue en t = 0. En e�et on peut é
rire

Ω
(
S(t+ s)− S(t)

)
f(η) =

∑

w∈V
cw(η)

[(
S(t+ s)f(ηw)− S(t+ s)f(η)

)

−
(
S(t)f(ηw)− S(t)f(η)

)]
,et 
on
lure par un argument analogue à 
elui de la preuve de (1.37) en utilisant la 
ontinuitéde t 7→ S(t)f(η). La 
ontinuité de t 7→ ΩS(t)f(η), ave
 (1.37), implique dire
tement

(1.24).



1.4. Cas d'un espa
e d'état dénombrable ave
 des intera
tions de rang �ni 23Soit µ une probabilité sur X. On note µS(t) l'unique distribution sur X telle que
∀f ∈ C(X),

∫
fd[µS(t)] =

∫
S(t)fdµ.La mesure µ est dite invariante si µS(t) = µ pour tout t ≥ 0, 
e qui est équivalent à la
ondition suivante :

∀f ∈ D(X),

∫
S(t)fdµ =

∫
fdµ.On donne maintenant un 
ritère 
on
ret pour véri�er qu'une mesure µ est invariante enterme des fon
tions lo
ales.Proposition 3. Soit µ une probabilité sur X. Si

∫
Ωfdµ = 0 (1.40)pour toute fon
tion f ∈ F(X), alors µ est invariante.Démonstration. Le théorème 5.2 de [35℄ établit que la loi du pro
essus (ξηt , t ≥ 0) 
or-respond à l'unique solution du problème de martingale pour Ω partant de η. Ainsi 
eproblème de martingale est bien posé. Ce
i nous autorise à utiliser la proposition 6.10 dela même référen
e. Celle-
i établit que (1.40) est une 
ondition su�sante pour que µ soitinvariante.1.4 Cas d'un espa
e d'état dénombrable ave
 des intera
tionsde rang �niDans 
ette se
tion on adapte la se
tion pré
édente à une situation plus générale endeux points : premièrement les transitions a�e
tent éventuellement plusieurs sites simulta-nément, et deuxièmement les 
oordonnées prennent leurs valeurs dans un ensemble dénom-brable (disons Z). C'est le 
ontexte du théorème 2.11 du 
hapitre 2, pour lequel à notre
onnaissan
e au
une 
onstru
tion générale n'a été donnée jusqu'à présent. Le prix pour
es généralisations est l'hypothèse (H ′′1 ) qui dit que les intera
tions sont de rang �ni.I
i on note don
 X = Z

V , V étant l'ensemble des sommets d'un graphe non orienté
G = (V,E). Z est muni de la topologie dis
rète et X de sa topologie produit. L'existen
ed'une arête entre deux sites w et v signi�e que l'état du pro
essus au site w in�uen
e lestaux de transition au site v (ou vi
e-versa), ou qu'un évènement lié au site v peut a�e
terl'état du site w (ou vi
e-versa). L'ensemble B(v, r) ⊂ V désigne la boule de 
entre v et derayon r, au sens de la distan
e de graphe. On suppose G de degré �ni, 
'est-à-dire que lesvoisinages Nv := B(v, 1), v ∈ V, sont d'ordre borné :

D := max
v∈V
|Nv| <∞.Si η ∈ X et W ⊂ V, ξ ∈ Z

W , l'opération qui 
onsiste à rempla
er η par ξ sur W seranotée η|W |ξ, soit :
(η|W |ξ)(v) =

{
η(v), si v ∈W c,

ξ(v), si v ∈W.
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onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionDans 
ette se
tion on note
∆f (v) := sup

η=η′ o� v
{|f(η)− f(η′)|},où η = η′ o� v signi�e que η et η′ 
oïn
ident en dehors de v, et

D(X) := {f : X → R, f est 
ontinue et ∑
v∈V

∆f (v) <∞}.Pour f ∈ D(X) on note |||f ||| :=∑v ∆f (v). On dé�nit Cb(X) l'espa
e des fon
tions 
onti-nues bornées surX, ainsi que F(X) = {f ∈ Cb(X) ne dépendant que d'un nombre �ni de 
oordonnées}.En 
haque sommet v, le pro
essus peut subir des transitions� a�e
tant les sites de Nv ,� dont les taux dépendent éventuellement de l'état des sites de Nv.Autrement dit l'évolution est gouvernée par une 
olle
tion de taux de transition
c =

(
c(v, η, ξ), v ∈ V, η ∈ X, ξ ∈ Z

Nv
)sur lesquels on fait les hypothèses suivantes :

c(v, η, ξ) ne dépend que des 
oordonnées (η(w), w ∈ Nv), (H ′′1 )
C := sup

v∈V,η∈X

∑

ξ∈ZNv

c(v, η, ξ) < +∞. (H ′′3 )Remarquons que (H2) est alors automatiquement satisfaite 
omme 
onséquen
e de (H ′′1 )et de la dé�nition de la topologie sur X. On 
onsidère l'opérateur
Ωf(η) :=

∑

v∈V

∑

ξ∈ZNv

c(v, η, ξ)
[
f(η|Nv|ξ)− f(η)

]
,et, x étant un sommet arbitraire pris 
omme origine, la restri
tion de Ω en volume �ni :

Ωnf(η) :=
∑

v∈B(x,n)

∑

ξ∈ZNv

c(v, η, ξ)
[
f(η|Nv|ξ)− f(η)

]
.La preuve de l'équation (1.27') 
i-dessous montre que Ω et Ωn sont bien dé�nis sur D(X).On rappelle que le théorème 1 est en
ore valable pour les semi-groupes sur un espa
e Ylo
alement 
ompa
t. L'espa
e C(Y ), sur lequel ‖ · ‖∞ n'est plus dé�nie, doit simplementêtre rempla
é par Cb(Y ) := {f ∈ C(Y ) : f est bornée}. On donne i
i une 
onstru
-tion analogue à 
elle de la se
tion pré
édente d'un semi-groupe S(t) sur Cb(X) véri�ant

limt→0 t
−1(S(t)f − f) = Ωf , pour f ∈ D(X). Comme dans le 
as 
ompa
t, en fait 
ettepres
ription détermine S(t) de manière unique.Lemme 1. f ∈ D(X) =⇒ f ∈ Cb(X).Démonstration. Soient η, η′ ∈ X. On a |f(η) − f(η|B(x, n)|η′)| ≤ ∑v∈B(x,n)∆f (v), et la
ontinuité de f donne limn→∞ f(η|B(x, n)|η′) = f(η′). Don
 |f(η)−f(η′)| ≤∑v∈V ∆f (v).
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e d'état dénombrable ave
 des intera
tions de rang �ni 25Lemme 2. Pour f ∈ D(X),

‖Ωf(η)‖ ≤ CD|||f |||, (1.27')
‖(Ω − Ωn)f(η)‖ ≤ CD

∑

v∈B(x,n−1)c
∆f (v). (1.28')Démonstration. On ne montre que la première inégalité, l'autre étant similaire. Elle dé
oulede (H ′′1 ) et (H ′′3 ) 
omme le montre le 
al
ul suivant : pour η ∈ X,

|Ωf(η)| ≤
∑

v∈V
C
∑

w∈Nv

∆f (w)

≤ C
∑

w∈V

∑

v∈Nw

∆f (w)

≤ CD
∑

w∈V
∆f (w).Puisque le prégénérateur Ωn ne met en jeu que les transitions des 
oordonnées de

B(x, n), il dé�nit un unique semi-groupe (Sn(t), t ≥ 0) sur Cb(X), qui à son tour 
or-respond à un pro
essus markovien de saut pur (ξη,nt , t ≥ 0) sur un ensemble dénombrable.On va maintenant donner un 
ouplage des pro
essus ξηn , pour n ≥ 1 et η ∈ X.Pour 
ela on 
onsidère une famille (Nv, v ∈ V ) de pro
essus de Poisson indépendants, tousd'intensité C. On �xe n ≥ 1 et η ∈ X, et on dé�nit des suites tj et vj 
omme dans lapreuve du théorème 3. On dé�nit ξη,nt de pro
he en pro
he, 
onstant sur 
haque intervalle
[tj , tj+1[. On pose ξη,n0 = η, et pour j ≥ 0 si on note χ := ξη,ntj

alors ξη,ntj+1
prend la valeur� χ|Nvj |θ ave
 probabilité c(vj ,χ,θ)

C , pour θ ∈ Z
Nvj ;� χ ave
 probabilité 1− 1

C

∑
θ∈ZNvj

c(vj , χ, θ).Con
rètement, 
ette valeur est 
hoisie à l'aide de variables uniformes prises 
omme dansla se
tion 1.3, en dé
oupant l'intervalle [0, 1] en sous-intervalles de longueurs adéquates.La valeur retenue à l'issue d'une transition est 
elle 
orrespondant à l'intervalle auquelappartient la variable uniforme qu'on asso
ie à 
ette transition.Le pro
essus (ξη,nt , t ≥ 0) prenant ses valeurs dans un espa
e dénombrable, montrer qu'iladmet Ωn 
omme générateur ne pose pas de problème supplémentaire par rapport authéorème 3. On a par 
onséquent pour f ∈ D(X) :
Sn(t)f(η) = E[f(ξη,nt )].On 
onstruit, 
onjointement à 
es pro
essus, un graphe aléatoire (non orienté) sur V ×R+de la manière suivante. Pour 
haque v ∈ V on pla
e, à 
haque instant de saut t de Nv, desarêtes entre (w, t) et (v, t) pour 
haque w ∈ Nv. Si w et v sont deux sommets et 0 ≤ s ≤ t,on dé�nit l'évènement {(w, s)→ (v, t)} 
omme dans (1.16).Une fois donnés les pro
essus de Poisson, ξη,nt (v) ne peut dépendre de la valeur de η(w)que pour les sites w tels que (w, 0)→ (v, t). Plus pré
isément, on a

{Kv
0,t ⊂ B(x, n)} ⊂ {∀k ≥ n, ξη,kt (v) = ξη,nt (v)}, (1.41)
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onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionoù
Kv

s,t := {w ∈ V : (w, s)→ (v, t)}, 0 ≤ s ≤ t.Le pro
essus (|Kv
t−s,t|, 0 ≤ s ≤ t) peut être majoré par un pro
essus markovien (Xs, 0 ≤

s ≤ t) sur N tel que X0 = 1 et de mé
anisme donné par les taux q(n, n + D) = Cn.Comme pour un pro
essus de bran
hement standard, on a que (Xse
−CDs, s ≥ 0) est unemartingale. Ce
i nous donne la majoration

E
∣∣Kv

0,t

∣∣ ≤ eCDt. (1.42)En parti
ulier l'ensemble Kv
0,t est presque sûrement �ni. Ce
i, ave
 (1.41), implique quepour tout v, la suite ξηn,t(v) est 
onstante à partir du premier rang (aléatoire) n0 tel que

Kv
0,t ⊂ B(x, n0). On peut don
 dé�nir le pro
essus ξη par

∀v ∈ V, ξηt (v) = lim
n→∞

ξη,nt (v),
e qui s'é
rit aussi :
ξηt = lim

n→∞
ξη,nt .Pour f ∈ Cb(X), on dé�nit

S(t)f(η) := E[f(ξηt )].Par 
onvergen
e dominée, on a immédiatement
S(t)f(η) = lim

n→∞
E[f(ξη,nt )] = lim

n→∞
Sn(t)f(η). (1.43)Théorème 5. S(t) dé�nit un semi-groupe de Markov sur Cb(X), et pour f ∈ D(X) on a

lim
t→0

S(t)f(η)− f(η)

t
= Ωf(η).Démonstration. On peut suivre la preuve du théorème 4, les équations (1.27)�(1.35) deve-nant respe
tivement :

∀η ∈ X, |Ωf(η)| ≤ CD|||f |||, (1.27')
∀η ∈ X, |Ωnf(η)| ≤ CD|||f |||, (1.28')

∀η ∈ X, |(Ωn − Ω)f(η)| ≤ CD
∑

v∈B(x,n)c

∆f (v), (1.29')
∆Sn(t)f (w) ≤

∑

v∈V
∆f (v)P((w, 0) → (v, t)), (1.30')

∆S(t)f (w) ≤
∑

v∈V
∆f (v)P((w, 0) → (v, t)), (1.31')
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 des intera
tions de rang �ni 27
|||Sn(t)f ||| ≤ eCDt|||f |||, (1.32')
|||S(t)f ||| ≤ eCDt|||f |||, (1.33')

‖Sn(t)f − S(t)f‖∞ ≤
∑

v∈V
∆f (v)P

(
∃w /∈ B(x, n) : (w, 0) → (v, t)

)
. (1.34')

Soit µ une probabilité surX,et µS(t) l'unique mesure surX telle que ∀f ∈ Cb(X),
∫
fd[µS(t)] =∫

S(t)fdµ, ou de manière équivalente,
∀f ∈ D(X),

∫
fd[µS(t)] =

∫
S(t)fdµ.

µ est dite invariante si ∀t ≥ 0, µS(t) = µ. Soit I l'ensemble des probabilité invariantes.Proposition 4. Une probabilité µ appartient à I si et seulement si
∀f ∈ D(X),

∫
Ωfdµ = 0. (1.44)Démonstration. L'identité (1.37) est en
ore valable pour f ∈ D(X) dans la présente se
-tion. Ce
i fait partie de la preuve du théorème 5 qui est analogue à 
elle du théorème 4.Par 
onséquent ∫

S(t)fdµ =

∫
fdµ+

∫ t

0

[∫
ΩS(s)fdµ

]
ds. (1.45)Supposons µ ∈ I et soit f ∈ D(X). On a 
omme dans la se
tion 1.3 la 
onvergen
euniforme de S(t)f vers f quand t → 0, qui nous est fournie par une inégalité analogue à(1.38). L'appli
ation s→

∫
ΩS(s)fdµ est par 
onséquent 
ontinune 
ar

∣∣∣∣
∫

Ω(S(t)− S(s))fdµ

∣∣∣∣ ≤ CD‖S(t− s)f − f‖∞.La primitive de 
ette appli
ation étant nulle par dé�nition de I , on 
on
lut que sa valeuren 0 est nulle, soit ∫ Ωfdµ = 0.Ré
iproquement, supposons que (1.44) a lieu. Alors pour f ∈ D(X), S(s)f ∈ D(X) etdon
 le dernier terme dans (1.45) est nul.Théorème 6. µ ∈ I si et seulement si
∀f ∈ F(X),

∫
Ωfdµ = 0. (1.46)
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onstru
tion des systèmes de parti
ules en intera
tionDémonstration. Soit f ∈ D(X). On doit montrer que ∀ε > 0,∃g ∈ F(X) telle que∣∣∫ Ω(f − g)dµ
∣∣ ≤ ε. Fixons un entier n1 tel que ∑v/∈B(x,n1)

∆f (v) ≤ ε, puis un autreentier n2 tel que ∑v/∈B(x,n2)
∆f (v) ≤ ε

CardB(x,n1)
.On prend une 
on�guration η′ arbitraire et on 
onsidère la fon
tion

g(η) := f(η′|B(x, n2)|η).Bien sûr g ∈ F(X) puisque g(η) ne dépend que de la restri
tion de η à B(x, n2). Parailleurs ‖f − g‖∞ ≤ ε
CardB(x,n1)

, et ∆g(v) ≤ ∆f (v). On é
rit
∣∣∣∣
∫

Ω(f − g)dµ

∣∣∣∣ ≤ CD|||f − g||| ≤ CD


 ∑

v/∈B(x,n1)

∆f−g(v) +
∑

v∈B(x,n1)

∆f−g(v)


 .Pour majorer le premier terme, on é
rit ∆f−g(v) ≤ ∆f (v) + ∆g(v) ≤ 2∆f (v). Pour lese
ond, on utilise le fait que ∆f−g(v) ≤ 2‖f − g‖∞. Au �nal,

∣∣∣∣
∫

Ω(f − g)dµ

∣∣∣∣ ≤ CD
(
2ε+ 2|B(x, n1)|.‖f − g‖∞

)
≤ 4CDε.



Chapitre 2Résultats sur le modèle deGates-West
ott
2.1 Modèles de 
roissan
e aléatoirePour situer le 
ontexte de notre étude, nous 
ommençons par faire un survol (nonexhaustif) de di�érents types de modèles de 
roissan
e, dont fait partie le pro
essus deGates-West
ott. Cette 
lasse de modèles a été l'objet d'une grande attention dans les der-nières dé
ennies.Ces modèles dé
rivent l'a

roissement d'un amas de parti
ules qui se fait par agrégationssu

essives à partir d'un germe initial qui peut être par exemple un site de nu
léation seulou bien une ligne de sites o

upés. Ils réduisent généralement un phénomène 
omplexe à unpro
essus élémentaire simple gouverné par une règle basique, mais dont le 
omportementpeut posséder une grande 
omplexité.Mathématiquement, il s'agit de pro
essus aléatoires dont les états possibles sont les 
on�-gurations d'amas. Pour qu'ils soient bien dé�nis il nous faut spé
i�er leurs mé
anismes de
roissan
e. Autrement dit pour 
haque site va
ant voisin de l'amas à un instant donné, ilfaut spé
i�er la probabilité qu'une parti
ule vienne s'y agréger en un intervalle de tempsdonné. Di�érents mé
anismes ont déjà été imaginés, donnant lieu à divers modèles. Nousen dé
rivons i
i quelques uns.2.1.1 Modèle d'Eden, DLA et déposition verti
aleDès 1961 Eden propose dans [11℄ un modèle de 
roissan
e 
ellulaire pour étudier laprolifération de tumeurs. Il s'agit d'une 
haîne de Markov (An, n ≥ 0) à valeurs dans lessous-parties �nies de Z

2, telle que
A0 = {0},et

An+1 = An ∪ {xn+1}, (2.1)où xn+1 est 
hoisi uniformément dans l'ensemble {z ∈ Z
2 : d(z,An) = 1}, 
'est-à-direl'ensemble des sites adja
ents à An. La version arête de 
e même modèle 
onsiste à 
hoisir29



30 Chapitre 2. Résultats sur le modèle de Gates-West
ott
Figure 2.1 �

xn+1 = z ave
 une probabilité proportionnelle au nombre d'arêtes reliant z à An. Cettedernière version 
orrespond aux 
on�gurations su

essives prises par l'amas dans le modèlede per
olation de premier passage (pour des temps de passage de loi exponentielle). Pourplus de détails on peut 
onsulter [31℄.Le modèle iDLA (di�usion limitée par agrégation interne) est aussi 
onstruit selon la re-lation (2.1), mais sa
hant An, xn+1 est 
hoisi selon la loi de Xτ , où (Xk, k ≥ 0) est unemar
he aléatoire symétrique partant de 0 et τ = inf{k ≥ 0 : Xk /∈ An}. Voir [7℄ pour unebonne introdu
tion à 
e modèle.Dans d'autres modèles, les parti
ules tombent aléatoirement de façon verti
ale sur un sub-strat horizontal, s'empilant ainsi sur 
haque 
olonne. On parle alors de déposition verti
ale.Dans 
e 
as l'amas obtenu est sans trous, et seule la surfa
e présente des irrégularités. Làaussi il faut pré
iser ave
 quelles probabilités (ou ave
 quels taux, en temps 
ontinu) lesparti
ules viennent se déposer sur 
haque 
olonne. Le 
hoix de 
es probabilités doit tra-duire l'in�uen
e de la géométrie de l'amas autour d'un site sur l'attra
tivité de 
e site. Les
olonnes sont numérotées selon leur abs
isse et la hauteur de la 
olonne i est notée x(i). Onpeut 
iter par exemple les mé
anismes suivants (voir [22℄ et [5℄ où en
ore d'autres modèlesde 
roissan
es de surfa
es sont dé
rits) :
• déposition ave
 relaxation : une parti
ule arrive en un site i 
hoisi uniformément, puisse �xe sur le site j de hauteur minimale parmi les sites qui sont à une distan
e auplus R du site i (voir �gure 2.1 pour une simulation ave
 R = 2).
• une parti
ule arrive en un site i 
hoisi uniformément, puis migre éventuellement selonla règle suivante. On dit qu'un site j est un trou si les sites min(x(j − 1), x(j +1)) ≥

x(j), et on dé
ide que la parti
ule reste en i si i est un trou, sinon elle se dépla
edans une dire
tion où la pente est vers le bas jusqu'à se �xer au premier trou qu'elleren
ontre (voir �gure 2.2 pour une simulation ave
 R = 2).Notons aussi que des modèles de déposition de parti
ules gluantes ont été étudiés : dans[15℄ une parti
ule tombe ave
 égale probabilité en 
haque 
olonne et dans sa 
hute elles'arrête et se �xe dès qu'elle rentre en 
onta
t ave
 une parti
ule de l'amas (voir �gure 2.3pour une simulation, en noir les sites o

upés par des parti
ules). Tous les sites en dessousde 
ette nouvelle parti
ule sont alors 
onsidérés 
omme o

upés. Il est possible (voir [32℄)d'envisager une version où les 
hutes des parti
ules se font de manière oblique ave
 un
ertain angle d'in
iden
e. La �gure 2.4 montre une réalisation d'un tel pro
essus.Pour 
ha
un de 
es modèles, un des obje
tifs prin
ipaux est de 
omprendre 
omment se
omportent les �u
tuations de l'interfa
e, a�n d'avoir une idée de sa régularité. C'est aussi
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Figure 2.2 �

Figure 2.3 �le 
as pour le modèle de Gates-West
ott qui est notre objet d'intérêt dans 
e 
hapitre etque nous allons maintenant présenter.2.1.2 Modèle de Gates-West
ottOn présente i
i un modèle markovien en temps 
ontinu qui dé
rit la 
roissan
e verti
aled'un 
ristal. Nous donnons à 
e modèle le nom des auteurs l'ayant introduit et étudié dansune série de papiers. Il s'agit d'un pro
essus de déposition aléatoire verti
ale, où l'agré-gation résulte de 
aptures aléatoires de parti
ules �ottant dans le milieu par la surfa
ed'un réseau 
ristallin, qui sera i
i à maille 
arrée (Gates et West
ott ont aussi dé
rit unmodèle analogue ave
 un réseau à maille triangulaire). La 
apture d'une parti
ule en unsite donné se fait à un taux pres
rit par (2.5) qui ne dépend que de la forme lo
ale de lasurfa
e au voisinage immédiat de 
e site. La donnée de 
es taux détermine entièrementnotre pro
essus.Plus pré
isément, on �xe un entier n ≥ 2 et la base du 
ristal est 
onstituée d'un ensemblede n sites alignés, 
ha
un de 
es sites 
orrespondant à une pile de parti
ules qui va 
roîtreave
 le temps. Bien sûr l'édi�
e 
ristallin 
onsidéré est de dimension 2 : pour plus d'infor-mations sur de tels 
ristaux, dits lamellaires, voir [40℄. L'état du 
ristal à un instant donnéest don
 dé
rit par un ve
teur
x = (x(1), . . . , x(n)) ∈ N

n,
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Figure 2.4 �appelé 
on�guration, où la valeur x(i) représente la hauteur de la pile 
orrespondant ausite i. Pour j ∈ {1, . . . , n}, ej désignera par la suite le ve
teur unitaire :
ej(i) = δi,j.Pour x ∈ N

n et j ∈ {1, . . . , n} on dé�nit Vj(x) le nombre de sites adja
ents à j dont lahauteur de la pile ex
ède stri
tement 
elle du site j, soit
Vj(x) = 1{x(j−1)>x(j)} + 1{x(j+1)>x(j)} ∈ {0, 1, 2}. (2.2)Si Vj(x) = k on dit que le site j est dans l'état k. Pour que Vj(x) soit bien dé�ni, il se posebien sûr un problème pour j = 1 et j = n : il faut 
hoisir la valeur de x(0) et x(n + 1),autrement dit imposer des 
onditions au bord. Nous utiliserons plusieurs 
onventions :� Condition zéro : on pose x(0) = x(n+1) = 0. Cela revient à ajouter un site à gau
hedu site 1 et à droite du site n, 
es deux sites étant bloqués au niveau 0.� Condition périodique : on pose x(0) = x(n) et x(n + 1) = x(1). L'ensemble des sitesse referme sur lui-même.� Condition in�ni : on pose x(0) = x(n+ 1) = +∞.� Condition zéro/in�ni : on pose x(0) = 0 et x(n+ 1) = +∞. La 
ondition in�ni/zéroest obtenue en posant l'inverse.A partir de la se
tion 2.7, on travaillera ave
 la 
ondition zéro qui s'avère plus 
ommode àmanipuler. Cependant, les résultats des se
tions 2.7, 2.8 et 2.9 s'adaptent aux 
onditionspériodiques. En e�et dans les se
tions 2.7 et 2.9 tous les arguments utilisés dans nosdémonstrations restent valables sous la 
ondition périodique, et quant à la se
tion 2.8
ette adaptation se fait en suivant la preuve du théorème 1.1 de [3℄. Initialement, Gates etWest
ott n'ont travaillé que sous la 
ondition périodique, 
elle-
i ayant l'avantage d'éviterles e�ets de bord. La 
ondition zéro a été introduite plus tard dans [3℄ : ave
 elle la preuvedu résultat prin
ipal gagne en simpli
ité. Dans 
ette référen
e, le résultat 
orrespondantave
 
onditions périodiques est aussi énon
é. Il est en fait obtenu 
omme 
onséquen
e de
elui ave
 la 
ondition zéro.Pour une 
on�guration x, le pro�l h de x est dé�ni 
omme le ve
teur

h := (∆1x, . . . ,∆n−1x) , (2.3)
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∆jx := x(j) − x(j + 1), j = 1, . . . , n− 1.∆jx := x(j) − x(j + 1), j = 1, . . . , n− 1. (2.4)Remarque. La donnée des 
onditions au bord nous permettra si né
essaire d'utiliser lesnotations h(0) = x(0)− x(1) et h(n) = x(n)− x(n+ 1).Connaître le pro�l h revient à 
onnaître la 
on�guration x à translation verti
ale près.Notre étude portera en fait plus sur h que sur x, 
e qui se justi�e par le fait que la formede l'interfa
e du 
ristal nous intéresse plus que sa position verti
ale.On s'autorisera quelques abus de notation 
on
ernant les 
on�gurations et les pro�ls. Iln'y aura pas d'ambiguïté sur le fait que la lettre h désigne systématiquement le pro�lde la 
on�guration x. Si une fon
tion F (x) ne dépend de x qu'à travers son pro�l, onpourra é
rire F (h). Par ailleurs pour un pro�l h donné, la lettre x désignera en généralune quel
onque 
on�guration de pro�l h.Dé�nition 6 (Pro
essus de Gates-West
ott). Soit ω(a, b) une fon
tion bornée de Z

2 dans
]0,+∞[. Le pro
essus de déposition de fon
tion ω est le pro
essus de Markov à valeursdans N

n de générateur in�nitésimal donné par
Ωf(x) =

n∑

i=1

ω(∆i−1x,−∆ix) [f(x+ ei)− f(x)] , pour f bornée sur N
n. (2.5)Soit β = (β0, β1, β2) ∈]0,+∞[3. Le pro
essus de Gates-West
ott de paramètre β est lepro
essus de Markov à valeurs dans N

n de générateur in�nitésimal donné par
Ωf(x) =

n∑

i=1

βVi(x) [f(x+ ei)− f(x)] , pour f bornée sur N
n. (2.6)Il s'agit don
 du pro
essus de déposition de fon
tion

ω(a, b) = β1{a>0}+1{b>0}
. (2.7)Ce pro
essus sera usuellement noté (Xn

t , t ≥ 0).Il est né
essaire de pré
iser quelle 
ondition est imposée pour que le générateur (2.5)soit dé�ni sans ambiguïté.Remarque. La forme que prennent les taux de transition pour le pro
essus de Gates-West
ott s'explique par des 
onsidérations physiques : il est raisonnable que le taux de
apture d'une parti
ule soit fon
tion de la géométrie de l'empla
ement visé. En l'o

uren
eil vaut β0, β1 ou β2 selon que la parti
ule doit 
réer 0, 1 ou 2 liaisons latérales ave
 desparti
ules voisines.Nous allons voir que di�érents 
hoix de paramètres donnent des 
omportements trèsdi�érents, 
omme les simulations suivantes permettent déjà de 
onstater.Dé�nition 7 (Pro�l de Gates-West
ott). Le pro�l de déposition (resp. de Gates-West
ott)est dé�ni par
Hn

t = (∆1X
n
t , . . . ,∆n−1X

n
t ) ,où Xn

t est le pro
essus dé�ni par (2.5) (resp. par (2.6)).
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Figure 2.5 � Les trois types de sites di�érents 
apturent les parti
ules à des taux di�érentsProposition 5. Ave
 la 
ondition périodique, le pro�l de déposition (Hn
t , t ≥ 0) est unpro
essus de Markov irrédu
tible à valeurs dans Z

n−1 de générateur donné par
Lg(h) =

n∑

i=1

ω(h(i− 1),−h(i))
[
f(h+ e′i)− f(h)

]
, g bornée sur Z

n−1. (2.8)où
e′i =





e1, si i = 1,

ei − ei−1, si 1 < i < n,

−en−1, si i = n.Ce
i est en
ore vrai ave
 la 
ondition zéro, dans le 
as parti
ulier du pro�l de Gates-West
ott.Démonstration. Une 
ondition su�sante pour que Hn soit markovien est que la valeur de
ω(∆i−1x,−∆ix) ne dépende de x qu'à travers h. Ce
i est bien sûr le 
as ave
 la 
onditionpériodique quelle que soit la forme des taux, ainsi qu'ave
 la 
ondition zéro pour des tauxde la forme (2.7).Remarque. Sans supposer que ω est de la forme (2.7), ave
 la 
ondition zéro, Hn n'esten général pas markovien.La notation Px, respe
tivement Ph, désignera la loi de la traje
toire du pro
essus (Xn

t , t ≥
0) partant de x, respe
tivement du pro
essus (Hn

t , t ≥ 0) partant de h. Les notations
P
n
x et P

β
x pourront aussi être utilisées s'il y a ambiguïté sur la valeur de n ou de β. La
on�guration nulle et le pro�l nul (pro�l plat) seront notés 0. En l'absen
e de pré
ision, la
ondition initiale sera la 
on�guration nulle.Dans la suite on fera référen
e à la symétrie de Xn et de Hn pour désigner la propriétésuivante, qui est une 
onséquen
e dire
te des dé�nitions de 
es pro
essus. Cette propriétéest valable sous toutes les 
onditions ex
epté les 
onditions zéro/in�ni et in�ni/zéro.Proposition 6. Xn

t est identique en loi au pro
essus (Xn
t (n), . . . ,X

n
t (1)). De même lepro
essus Hn

t est identique en loi au pro
essus (−∆n−1Xn
t , . . . ,−∆1X

n
t ).
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Figure 2.6 � Une réalisation de Xn
t ave
 la 
ondition zéro pour n = 100, t = 500 et (a)

β = (1, 2, 3), (b) β = (1, 6, 2), (
) β = (10, 4, 3), (d) β = (1, 1, 10), (e) β = (1, 20, 5).
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ott2.2 Ré
urren
e du pro�lOn a déjà mentionné qu'une question 
lé est de 
omprendre la régularité (ou stabilité)de la surfa
e du 
ristal. La ré
urren
e et la transien
e du pro
essus (Hn
t , t ≥ 0) sont des
ara
térisations mathématiques naturelles des notions physiques de 
roissan
e stable (voirla surfa
e régulière (a) dans la �gure 2.6) et instable (voir la surfa
e rugueuse (
) dans lamême �gure). Plus pré
isément, on a les trois alternatives :� le pro
essus Hn est ré
urrent positif (ou ergodique),� le pro
essus Hn est ré
urrent nul,� le pro
essus Hn est transitoire.Heuristiquement, l'ergodi
ité 
orrespond véritablement à une surfa
e stable : Hn passe l'es-sentiel de son temps dans des pro�ls �pro
hes� du pro�l plat. Le 
as transitoire 
orrespondà une instabilité dramatique et la ré
urren
e nulle peut être vue 
omme une situation à lalimite entre les deux pré
édentes.On rappelle que l'ergodi
ité est une propriété équivalente à l'existen
e d'une distributionstationnaire, qui est alors la limite en loi du pro
essus partant de n'importe quel pro�linitial. Un autre 
ritère bien 
onnu d'ergodi
ité de Hn est la tension :

Hn ergodique ⇔ ∀ε > 0,∃A �ni ⊂ Z
n−1 : ∀t ≥ 0,P(Hn

t ∈ A) ≥ 1− ε. (2.9)On pourra se référer à [38℄ pour plus de détails. On va maintenant dé�nir la tensionexponentielle, qui est une propriété plus forte que la tension. On introduit d'abord unedernière notation : si f est une fon
tion positive dé�nie sur N ou R
+, on é
rira

f(x) = Oexp(x) (2.10)s'il existe des 
onstantes C,α > 0 telles que f(x) ≤ Ce−αx. Si f dépend aussi d'une autrevariable t, la notation
f(x) = Ot

exp(x)signi�e que l'inégalité (2.10) est véri�ée pour des 
onstantes C et α qui ne dépendent pasde t.Dé�nition 8. On dit que (∆jX
n
t , t ≥ 0) est exponentiellement tendu si

P0(|∆jX
n
t | ≥ k) = Ot

exp(k),et que (Hn
t , t ≥ 0) est exponentiellement tendu si (∆jX

n
t , t ≥ 0) est exponentiellementtendu pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1}.Bien sûr la tension exponentielle de Hn implique son ergodi
ité, mais aussi le faitque sa mesure invariante ait des queues exponentielles. Travailler ave
 la tension présentel'avantage d'être ramené à manipuler les 
oordonnées du pro
essus Hn séparément.Déterminer laquelle des trois alternatives a lieu est une question di�
ile, mais on peutdéjà faire une remarque heuristique : puisque β0 est la vitesse statistique des sommetset β2 
elle des trous, l'intuition nous dit qu'augmenter β0 devrait rendre la surfa
e plusirrégulière, et plus plausible que Hn soit transitoire. Inversement, augmenter β2 devraitrendre la surfa
e plus régulière, et plus plausible que Hn soit ré
urrent. Malheureusementpour l'instant au
un résultat général ne rend rigoureuse 
ette remarque.



2.3. Constru
tion poissonienne pour le modèle de Gates-West
ott 372.3 Constru
tion poissonienne pour le modèle de Gates-West
ottNous dé
rivons i
i une 
onstru
tion du pro
essus de Gates-West
ott Xn, et don
 de
Hn, qui utilise une famille de pro
essus de Poisson et qui est 
ommode à plusieurs égards.Nous verrons notamment dans le 
hapitre 2.4 qu'elle a l'avantage de fournir des 
ouplagesutiles. On 
ommen
e par ranger les trois paramètres dans l'ordre 
roissant : soient b0, b1 et
b2 tels que {b0, b1, b2} = {β0, β1, β2} et b0 ≤ b1 ≤ b2. On 
onsidère une famille de pro
essusde Poisson (Nk,j, 0 ≤ k ≤ 2, 1 ≤ j ≤ n) telle que- Nk,j a pour intensité bk,- les triplets (N0,j , N1,j, N2,j)1≤j≤n sont mutuellement indépendants,- pour tout j, il existe trois pro
essus de Poisson Ñ0,j, Ñ1,j et Ñ2,j , mutuellementindépendants, d'intensités respe
tives b0, b1 − b0 et b2 − b1, tels que





N0,j = Ñ0,j,

N1,j = Ñ0,j + Ñ1,j ,

N2,j = Ñ0,j + Ñ1,j + Ñ2,j.L'idée est de faire en sorte que les sauts d'un site j qui est dans un état 
orrespondantà bk soient gouvernés par le pro
essus Nk,j. Les sauts des pro
essus Ñk,j sont des sautssupplémentaires des sites qui ont un taux de 
apture bk par rapport à 
eux qui ont un tauxde 
apture bk−1. Pour une 
ondition initiale x0 on 
onstruit don
 le pro
essus (Xn
t , t ≥ 0)en posant Xn

0 = x0, puis de pro
he en pro
he en posant à 
haque instant de saut t de l'undes pro
essus Nk,j :
Xn

t =

{
Xn

t− + ej , si βVj(Xn

t−
) ≥ bk,

Xn
t− , sinon. (2.11)De 
ette façon, il est aisé de véri�er que (Xn

t , t ≥ 0) possède la propriété de Markov etque ses taux de transition sont 
eux désirés. Ce
i est une 
onséquen
e du fait que, dansnotre 
onstru
tion, un site j qui a un taux de 
apture égal à bk e�e
tue une 
apture si etseulement si Nk,j saute, et que Nk,j est bien un pro
essus de Poisson d'intensité bk. Par
onséquent (Xn
t , t ≥ 0) est une version du pro
essus de Gates-West
ott partant de x0, ave


n sites, et de paramètre β.Dans tout le 
hapitre la notation Nk,j désignera les pro
essus de Poisson introduits 
i-dessus.2.4 CouplagesIl sera utile plus tard de 
omparer le pro
essus Xn partant de deux 
on�gurationsinitiales di�érentes, ou bien ave
 des valeurs di�érentes des paramètres. Les 
omparaisonsque l'on donne ne sont pas sto
hastiques mais traje
torielles puisqu'on met en ÷uvre des
ouplages obtenus grâ
e à la 
onstru
tion poissonienne.On notera ≤ l'ordre partiel 
anonique sur Nn : si x, y ∈ N
n,

x ≤ y ⇔ x(i) ≤ y(i), i = 1, . . . , n.
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ottDé�nition 9. Le pro
essus de Gates-West
ott est dit attra
tif si pour x ≤ y, il existe un
ouplage de deux pro
essus (Xn
t , t ≥ 0) et (Y n

t , t ≥ 0) de lois respe
tives Px et Py, tels quepresque sûrement, on ait
∀t ≥ 0, Xn

t ≤ Y n
t .Proposition 7. Si n ≥ 2 et β0 ≤ β1 ≤ β2, le pro
essus de Gates-West
ott est attra
tif,quelle que soit la 
ondition aux bords.Démonstration. Soient x ≤ y. On 
onsidère Xn et Y n 
onstruits 
omme dans la se
tion2.3, ave
 Xn

0 = x et Y n
0 = y, en utilisant pour l'un et l'autre la même famille de pro
essusde Poisson. On raisonne par ré
urren
e sur les instants de saut su

essifs de 
ette famille :on suppose don
 que Xn

t− ≤ Y n
t− et que t est un instant de saut du pro
essus Nk,j, et onmontre que

Xn
t (j) ≤ Y n

t (j). (2.12)Si Xn
t−(j) < Y n

t−(j) alors (2.12) est véri�ée puisque les 
oordonnées ne peuvent sauterque d'une unité. Si par 
ontre Xn
t−(j) = Y n

t−(j) alors ave
 Xn
t−(j − 1) ≤ Y n

t−(j − 1) et
Xn

t−(j+1) ≤ Y n
t−(j+1) on obtient que Vj(X

n
t−) ≤ Vj(Y

n
t−) (quelle que soit la 
ondition aubord) don
 notre hypothèse β0 ≤ β1 ≤ β2 et la 
onstru
tion de la se
tion 2.3 font que

Xn
· (j) saute à l'instant t⇒ Y n

· (j) saute à l'instant t.Par 
onséquent l'inégalité (2.12) est préservée.En général il n'est pas vrai que le fait d'augmenter l'un des βi, ou n, augmente lepro
essus Xn au sens de la relation ≤. Cependant on a les deux propositions suivantes quiseront su�santes pour nos besoins. La proposition 8, à nouveau, est valable quelle que soitla 
ondition aux bords.Proposition 8. Soient n ≥ 2, x ∈ N
n, et β, β′ ∈]0,+∞[3. On suppose qu'on a βk ≤ β′ℓpour k ≤ ℓ. Alors il existe un 
ouplage de deux pro
essus (Xn

t , t ≥ 0) et (X ′nt , t ≥ 0) de loisrespe
tives P
β
x et Pβ′

x , tel que presque sûrement, on ait
∀t ≥ 0, Xn

t ≤ X ′nt .Démonstration. On 
onstruit le 
ouplage en partant d'une famille de pro
essus de Poisson
Nk,j 
omme dans la se
tion 2.3 et d'une famille supplémentaire N̂k,j indépendante de lapremière, où N̂k,j est d'intensité β′k −βk et n'est utilisée que par X ′n. Le pro
essus Xn est
onstruit selon (2.11) et le pro
essus X ′n suit d'une part les transitions dé
rites par (2.11)mais également pour 
elui-
i un site j dans l'état k augmente d'une unité lorsque N̂k,jsaute. Il est aisé de 
onstater que 
e sont deux pro
essus de Gates-West
ott de paramètres
β et β′, et par ailleurs au
une transition ne peut briser l'inégalité à montrer. En e�et si
Xn

t (i) = X ′nt (i) et si Xn
· (i) saute à l'instant t, alors X ′n· (i) doit aussi sauter grâ
e à notrehypothèse.La proposition suivante dit que, dans le 
as attra
tif, rajouter des sites augmente lepro
essus Xn. Sa preuve est en
ore basée sur un 
ouplage.



2.5. Vitesse asymptotique de 
roissan
e 39Proposition 9. On se pla
e sous la 
ondition zéro. Soient m ≤ n, x ∈ N
n et x(m) =

(x(1), . . . , x(m)). On suppose que β0 ≤ β1 ≤ β2. Alors il existe un 
ouplage de deuxpro
essus (Xm
t , t ≥ 0) et (Xn

t , t ≥ 0) de lois respe
tives Px(m) et Px, tels que presquesûrement, on ait
∀t ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . ,m}, Xm

t (i) ≤ Xn
t (i).Démonstration. On dé�nit Xn

t 
omme dans la se
tion 2.3 ave
 une famille de pro
essus dePoisson (Nk,j, k ∈ {0, 1, 2}, j = 1, . . . , n), et Xm
t de la même manière ave
 les pro
essus

(Nk,j, k ∈ {0, 1, 2}, j = 1, . . . ,m). Supposons que Xm
t− ≤ Xn

t− , que Xm
t−(j) = Xn

t−(j)pour un 
ertain j et que Nk,j saute à l'instant t. On observe que Xn
t−(j + 1) −Xn

t−(j) ≥
Xm

t−(j+1)−Xm
t−(j), et de même Xn

t−(j−1)−Xn
t−(j) ≥ Xm

t−(j−1)−Xm
t−(j). Par 
onséquent,

Xm
· (j) saute à l'instant t⇒ Xn

· (j) saute à l'instant t.
2.5 Vitesse asymptotique de 
roissan
eDans 
ette se
tion on se pla
e sous la 
ondition zéro, mais 
ette restri
tion n'a d'impor-tan
e que pour la proposition 11. Le résultat suivant dit que quand Hn est ergodique, tousles sites 
roissent linéairement à la même vitesse, appelée vitesse asymptotique de Xn.Proposition 10. Supposons le pro
essus Hn ergodique, et notons πn son unique distri-bution stationnaire. Alors il existe une 
onstante vn > 0 telle que pour j ∈ {1, . . . , n},presque sûrement partant de n'importe quelle 
on�guration,

lim
t→∞

Xn
t (j)

t
= vn.De plus, pour j ∈ {1, . . . , n}, la vitesse est égale au taux moyen de saut au site j selon ladistribution stationnaire :

vn =
∑

h∈Zn−1

βVj(h)π
n(h). (2.13)Démonstration. Soit j ∈ {1, . . . , n}. Puisque (Xn

t (j), t ≥ 0) est un pro
essus de 
omptaged'intensité instantanée βVj(Xn
t ), on a que

Mt := Xn
t (j) −

∫ t

0
βVj(Xn

s )ds est une martingale, (2.14)et que
Lt := M2

t −
∫ t

0
βVj(Xn

s )ds est une martingale. (2.15)Le théorème ergodique donne la 
onvergen
e presque sûre
lim
t→∞

1

t

∫ t

0
βVj(Xn

s )ds =
∑

h∈Zn−1

βVj(h)π
n(h),
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ottdon
 il nous reste à montrer que lim t−1Mt = 0 presque sûrement. Or (2.15) nous autoriseà utiliser l'inégalité de Doob : pour r ≤ t, on a
P

(
sup
s∈[r,t]

|Ms|
s
≥ ε

)
≤ P

(
sup
s∈[r,t]

|Ms| ≥ rε

)

≤ E[M2
t ]

r2ε2

≤ Kt

r2ε2
,où K = max(β0, β1, β2). La dernière inégalité est une 
onséquen
e dire
te de (2.15). On adon


P

(
sup

n2≤s≤(n+1)2
s−1|Ms| ≥ ε

)
≤ K(n+ 1)2/(ε2n4),et on 
on
lut par le lemme de Borel-Cantelli.Il reste à remarquer que la somme qui appraît dans (2.13) est une quantité qui est né
es-sairement indépendante de j. Dans le 
as 
ontraire il y aurait une 
ontradi
tion ave
 laré
urren
e de Hn.Le 
as n = 2, de par sa simpli
ité, a la parti
ularité que la vitesse peut être 
al
uléefa
ilement, 
omme le montre la proposition suivante. Pour n ≥ 3, à part dans un 
asparti
ulier (voir la se
tion 2.6), il semble inespéré d'obtenir une telle expression expli
ite.Proposition 11. H2 est ergodique si et seulement si β1 > β0. Dans 
e 
as, on a

v2 =
2β0β1
β0 + β1

.Démonstration. Le pro
essus H2
t = X2

t (1) − X2
t (2) est à valeurs dans Z. Il s'agit d'unemar
he aléatoire au plus pro
he voisin dont les taux de saut sont donnés par :





q(i, i+ 1) = β0, q(i, i − 1) = β1, si i > 0,

q(0, 1) = q(0,−1) = β0,

q(i, i+ 1) = β1, q(i, i − 1) = β0, si i < 0.La première assertion dé
oule don
 de 
onsidérations basiques sur 
ette mar
he. Si β1 > β0,on véri�e que la mesure sur Z dé�nie par
µ(i) =

β1 − β0
β1 + β0

(
β0
β1

)|i|est une probabilité, et qu'elle est réversible pour 
ette mar
he aléatoire. Il s'agit don
 deson unique distribution stationnaire π2. Pour s'en 
onvain
re il su�t de s'assurer que
µ(i)q(i, i + 1) = µ(i+ 1)q(i + 1, i), i ∈ Z.
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roissan
e 41Il ne reste plus qu'à 
al
uler :
v2 =

∑

i∈Z
π2(i)(β01{i≥0} + β11{i<0}) = β0π

2({0, 1, . . .}) + β1π
2({. . . ,−2,−1}) = 2β0β1

β0 + β1
.

On termine 
ette se
tion sur la question de la monotonie de vn en fon
tion du paramètre
β. Soient β et β′ tels que� β0 < β1 ≤ β2 et β′0 < β′1 ≤ β′2 ;� βk ≤ β′k, pour k = 0, 1, 2 ;� β 6= β′En anti
ipant sur la partie 2.6, on note vn et v′n les vitesses 
orrespondantes, qui existentpuisque l'ergodi
ité des pro
essus 
orrespondants est garantie par le théorème 10. La pro-position 8 implique que

vn ≤ v′n,mais l'inégalité stri
te est moins évidente. C'est l'objet de la propriété suivante.Proposition 12. Supposons que n ≥ 3 et que β et β′ véri�ent les hypothèses 
i-dessus.Alors
vn < v′n.Démonstration. On suppose pour simpli�er que β0 = β′0, β1 = β′1 et β2 < β′2. Le 
asgénéral se traite de manière similaire. On garde les notations de la proposition 8. Ona don
 une famille de pro
essus de Poisson Nk,j et une autre famille indépendante N̂2,jutilisée uniquement dans le pro
essus X ′n par les sites qui sont des trous. On prend 
omme
ondition initiale h0 = (1,−1, 0, . . . , 0) le pro�l présentant un trou de profondeur 1 au site

2, le reste étant plat. On introduit la suite (τm,m ≥ 0) des instants su

essifs de visite de
h0 par le pro
essus Hn :





τ0 := 0

τ̃0 := inf{t > 0 : Hn
t 6= h0}

τ1 := inf{t > τ̃0 : H
n
t = h0}

· · ·
τ̃m−1 := inf{t > τm−1 : Hn

t 6= h0}
τm := inf{t > τ̃m−1 : Hn

t = h0}Pour m ≥ 0, on dé�nit Am l'évènement qu'à partir de l'instant τm les premiers pro
essusde Poisson qui sautent soient dans l'ordre N̂2,2, N0,2, N1,1, N1,3, . . . , N1,n. Cette suited'évènements fait que, pour 
haque entier m où l'évènement Am a lieu, le pro
essus X ′ngagne au moins un étage d'avan
e supplémentaire sur Xn : on a, pour r ∈ N,
{X ′nτm −Xn

τm ≥ r} ∩Am ⊂ {X ′nτm+1
−Xn

τm+1
≥ r + 1}.La propriété de Markov forte assure que les évènements Am, m ≥ 0, sont indépendants etde même probabilité p = Ph0(A0). Par ailleurs la ré
urren
e positive fait que τm

m 
onverge
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ottpresque sûrement vers une 
onstante C < +∞. De 
es deux observations on déduit quepour j quel
onque,
lim inf
t→∞

X ′nt (j) −Xn
t (j)

t
≥ p

C
> 0presque sûrement, 
e qui donne le résultat voulu.2.6 État des 
onnaissan
es sur le modèle de Gates-West
ottOn fait i
i un survol 
hronologique des prin
ipaux résultats 
on
ernant la ré
urren
e dupro
essus de Gates-West
ott jusqu'à 
ette thèse. Le premier résultat est tiré de [17℄, où la
ondition

β2 > β0, β1 =
β0 + β2

2
(2.16)est 
onsidérée. Cette 
ondition a une pertinen
e physique : elle 
orrespond à un modèle oùles parti
ules environnantes s'atta
hent par leur fa
e inférieure (nu
léation) à un 
ertaintaux β0, et par leurs fa
es latérales (extension) à un autre taux ν, de sorte que β1 = β0+νet β2 = β0+2ν. Dans le théorème 7 la simpli
ité de l'expression de πn survient de manièreétonnante dans la preuve, que nous reproduisons dans l'appendi
e. Dans [17℄ un résultatanalogue est aussi donné pour un modèle analogue ave
 un 
ristal à maille triangulaire.Théorème 7 (Gates, West
ott, '88). Si β véri�e (2.16) et sous la 
ondition périodique,

Hn est ergodique et
πn(h) =

1

Z
exp

(
−J

n∑

i=1

|h(i)|
)
, (2.17)où J = 1

2 log(β2/β0) et Z est la 
onstante de normalisation.Dans la se
tion 2.11 nous obtenons un analogue de 
e résultat pour un modèle ave
 unein�nité de sites.Dans la suite [18℄ de l'arti
le [17℄, Gates et West
ott utilisent (2.17) pour donner uneformule expli
ite de la vitesse asymptotique, ainsi que des approximations pour di�érentsordres de grandeur des paramètres. Dans [19℄ le même modèle pour des 
ristaux en 3dimensions est introduit. Le modèle est paramétré par des valeurs βi, i = 0, . . . , 4. Mal-heureusement la dimension supplémentaire ajoute de la 
omplexité et Gates et West
ottn'obtiennent des résultats d'ergodi
ité et de transien
e que sous des 
onditions très fortessur les paramètres. Ils sont obtenus en utilisant des 
ritères de type Foster ave
 des fon
-tions de Lyapounov assez simples. Depuis 
e papier rien n'est paru sur 
e modèle 3D bienque plusieurs questions ouvertes y soient évoquées. Il n'est pas impossible que des fon
tionsde Lyapounov plus judi
ieuses prodiguent des 
onditions moins restri
tives d'ergodi
ité etde transien
e. L'analogue 2D des résultats de [19℄ est donné dans [20℄ :Théorème 8 (Gates, West
ott, '93). Sous la 
ondition périodique,� Si min(β1, β2) > (n− 1)2β0 alors Hn est ergodique.� Si β2 < β0 alors Hn est transitoire.� Si β2 = β0 alors Hn est non ergodique.
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e papier, au lieu de la première assertion on trouve la 
ondition
β2 > (n− 1)2β0. C'est une légère erreur puisque sans au
une hypothèse sur β1 l'assertiondevient fausse. Cependant sous l'hypothèse supplémentaire que β1 > (n− 1)2β0 la preuvedonnée dans [20℄ fon
tionne. Dans 
e même arti
le Gates et West
ott obtiennent égalementdes 
onditions su�santes d'ergodi
ité pour le pro
essus de déposition ave
 des taux d'uneforme quel
onque :Théorème 9 (Gates, West
ott, '93). Le pro
essus de déposition Hn de fon
tion ω sous la
ondition périodique est ergodique si l'une des deux 
onditions suivantes est véri�ée :� ω est symétrique, 
roissante, et pour tout x, y 7→ ω(x, y) n'est pas une suite 
onstanteà partir d'un 
ertain rang ;� il existe c > 0 tel que lim|x+y|→∞(x+ y)[ω(x, y)− c] =∞.Finalement, on termine par un résultat tiré de [3℄ qui nous sera utile dans la se
tion 4 :Théorème 10 (Andjel, Menshikov, Sisko, '06). Sous la 
ondition périodique et sous la
ondition zéro, si β0 < β1 ≤ β2 alors Hn est ergodique et la distribution stationnaire a desqueues exponentielles. De plus il existe dn < β1 tel que P0(X

n
t (n) ≥ dnt) = Oexp(t).Nos notations seront 
ompatibles autant que possible ave
 
elles de 
ette dernière réfé-ren
e. Les résultats des trois pro
haines se
tions sont 
ontenus dans [13℄.On pré
ise que dans [3℄ le théorème 10 est en fait énon
é sous l'hypothèse β0 < β1 < β2mais le le
teur est invité à véri�er que si β1 = β2 sa preuve est toujours valable. Nous nepouvons pas i
i détailler 
ela davantage du fait que la preuve en question est longue ette
hnique.Remarque. Con
ernant l'autre frontière du domaine grisé de la �gure 2.8, 
'est-à-direpour les paramètres tels que β0 = β1 < β2, il existe un argument simple pour établirque Hn n'est pas ergodique sous la 
ondition zéro. En e�et s'il l'était, la formule (2.13)donnerait� pour j = 1 : vn = β0, puisque si β1 = β0 alors Xn

t (1) est simplement un pro
essus dePoisson d'intensité β0 ;� pour j /∈ {1, n} : vn > β0 puisque la somme dans (2.13) est un bary
entre nondégénéré entre β0 et β1.2.7 Théorème de peigne pour β2 < β0Pour la 
ondition périodique, on sait déjà que si β2 < β0, le pro�l de Xn est transitoire.Ce
i est valable aussi pour la 
ondition zéro 
ar la preuve de la deuxième assertion duthéorème 8 donnée dans [20℄ fon
tionne aussi sous la 
ondition zéro. Ce n'est pas unesurprise puisque 
ette 
ondition dit que les pi
s 
roissent plus vite que les trous. Notrebut dans 
ette se
tion est de dé
rire plus pré
isément le 
omportement asymptotique dupro
essus Xn sous 
ette hypothèse. Notre théorème 11 dit que presque sûrement le pro�l�nit par adopter une forme de peigne. La forme exa
te du peigne dépend en l'o

uren
e dela position relative de β1 par rapport à l'intervalle [β2, β0], par 
onséquent on établit troisrésultats analogues dont les preuves di�èrent légèrement.Avant d'énon
er 
es résultats nous avons besoin d'introduire quelques notations. On é
rira
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ott
t−1Xn

t pour le ve
teur (t−1Xn
t (1), . . . , t

−1Xn
t (n)

). Pour deux ve
teurs a = (a1, . . . ak) et
b = (b1, . . . bℓ) on dé�nit le ve
teur

(a, b) := (a1, . . . ak, b1, . . . bℓ).On désignera par (−) le ve
teur vide. Soit E1 l'ensemble des n-uplets de la forme
(a1, β2, a2, . . . , ak−1, β2, ak), (2.18)où k ∈ N, et pour 1 ≤ i ≤ k, ai est un ve
teur qui vaut soit (β0), soit (v2, v2). ai peut ainsiêtre un élément de R ou de R

2.On dé�nit de même E2 
omme l'ensemble des n-uplets de la forme
(βi1 , . . . βin), (2.19)où ij ∈ {0, 1, 2}, ij 6= ij+1 pour 1 ≤ j ≤ n− 1 et i1, in 6= 2.Soit Hn,∞ le pro�l de Gates-West
ott ave
 la 
ondition in�ni au bord. Con
ernant lepro
essus H2,∞, on remarque que 
elui-
i est identique au pro
essus H2, ave
 β0 rempla
épar β1, et β1 par β2. La preuve de la proposition 11 s'applique don
 aussi à H2,∞ et par
onséquent 
elui-
i est ergodique si β2 > β1, ave
 une vitesse asymptotique

v2,∞ = 2
β1β2

β1 + β2
.On dé�nit alors E3 
omme l'ensemble des n-uplets de la forme

(eL, β0, a1, β0, a2, . . . , ak−1, β0, ak, β0, eR), (2.20)où k ∈ N, ai = (β2) ou (v2,∞, v2,∞) pour 1 ≤ i ≤ k, et eL, eR = (β1) ou (−).Théorème 11. Soient n ≥ 1 et x ∈ N
n. On se pla
e sous la 
ondition zéro.(i) Si β2 < β0 ≤ β1 alors t−1Xn

t 
onverge Px-p.s. et
Px

(
lim
t→∞

t−1Xn
t ∈ E1

)
= 1.(ii) Si β2 < β1 < β0 alors t−1Xn

t 
onverge Px-p.s. et
Px

(
lim
t→∞

t−1Xn
t ∈ E2

)
= 1.(iii) Si β1 ≤ β2 < β0 alors t−1Xn

t 
onverge Px-p.s. et
Px

(
lim
t→∞

t−1Xn
t ∈ E3

)
= 1.Pour illustrer 
e
i la �gure 2.7 présente trois réalisations de Xn

t pour n = 100, t = 1000et trois paramètres di�érents 
orrespondant respe
tivement aux assertions (iii), (ii) et (i).Remarque. Il est vraisemblable que la 
onvergen
e presque sûre du ve
teur t−1Xn
t aitlieu même sans l'hypothèse β2 < β0. Par exemple lorsque β0 < β2 < β1 notre 
onje
ture,motivée par l'intuition et les simulations, est que les n sites �nissent toujours par se diviseren un 
ertain nombre de blo
s (possiblement un seul, 
omme dans le 
as ergodique) de
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Figure 2.7 � Xn
t pour n = 100, t = 1000, et (a) β = (3, 1, 2) (b) β = (3, 2, 1) (
)

β = (2, 3, 1)diverses largeurs, séparés par des trous de largeur 1, 
ha
un de 
es blo
s étant ergodiqueen pro�l. Si 
e
i est vrai alors 
haque site admet une vitesse asymptotique qui est soit vk, kétant la largeur du blo
 
ontenant le site, soit β2 si le site devient un trou. Malheureusementnous n'avons pas pu montrer un tel résultat.La preuve du théorème 11 utilise le résultat te
hnique suivant.Lemme 3. Soit (Zt, t ≥ 0) un pro
essus markovien de saut sur un ensemble dénombrable
E, et A ⊂ E. Pour un sous-ensemble F ⊂ E on dé�nit le temps d'entrée TF := inf{t ≥
0 : Zt ∈ F}. On suppose qu'il existe p > 0, N ∈ N et des sous-ensembles B1, . . . , BN et
C1, . . . , CN de E tels que(a) pour tout x /∈ (A ∪B), où B = ∪Ni=1Bi, on ait

Px(TB < +∞) = 1,
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ott(b) pour tout i ∈ {1, . . . , N}, et x ∈ Bi\A,
Px(TCi∪A < +∞) = 1,et
Px(ZTCi∪A

∈ A) ≥ p.Alors pour x ∈ Ac, on a Px(TA < +∞) = 1.Démonstration. On 
onsidère la partition (B′1, . . . B
′
N ) de l'ensemble B dé�nie par B′1 = B1et

B′k = Bk\
(
∪k−1i=1Bi

)
, 2 ≤ k ≤ N.On 
ommen
e par dé�nir par ré
urren
e une suite 
roissante de temps d'arrêt. Pour que
ette suite soit bien dé�nie, on est obligé d'adjoindre un élément ∂ à l'ensemble E etd'utiliser les 
onventions inf ∅ =∞ et Z∞ = ∂.Soit x /∈ A. On pose

τ1 := inf{t ≥ 0 : Zt ∈ B},et on dé�nit i1 l'indi
e tel que Zτ1 ∈ B′i1 , puis
τ ′1 :=

{
inf{t ≥ τ1 : Zt ∈ Ci1 ∪A}, si Zτ1 /∈ A,

∞, sinon.Pour n ≥ 2, on pose
τn :=

{
inf{t ≥ τ ′n−1 : Zt ∈ B}, si Zτ ′n−1

/∈ A ∪ {∂},
∞, sinon, ,et on dé�nit in l'indi
e tel que Zτn ∈ B′in si τn <∞, et

τ ′n :=

{
inf{t ≥ τn : Zt ∈ Cin ∪A}, si Zτn /∈ A ∪ {∂},
∞, sinon.Dans 
ette 
onstru
tion la suite (Zτ1 , Zτ ′1

, . . . , Zτn , Zτ ′n , . . . ) est telle que Zτ1 /∈ A, Zτ ′1
/∈

A, Zτ2 /∈ A . . . jusqu'à 
e qu'un de ses termes appartienne à A, alors tous les termessuivants sont égaux à ∂. En pro
édant par ré
urren
e, la propriété de Markov forte et leshypothèses (a) et (b) donnent :
∀n ≥ 1, Px(Zτ1 /∈ A,Zτ ′1

/∈ A, . . . Zτn /∈ A,Zτ ′n /∈ A) ≤ (1− p)n.En faisant n→∞ dans 
ette inégalité, on obtient Px(∀t ≥ 0, Zt /∈ A) = 0.Preuve du théorème 11 . Pour tout pro�l h et i < j, on note
∆i,j(h) := h(i) + · · · + h(j − 1) (2.21)
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e de hauteur entre les sites i et j. On va 
onsidérer les sous-ensembles suivantsde Z
n−1. Pour simpli�er les notations, dans les a

olades x désignera n'importe quelle
on�guration de pro�l h.
Bi := {h ∈ Z

n−1 : h(i) = 0}, 1 ≤ i ≤ n− 1,

Ai := {h ∈ Z
n−1 : h(i− 1) ≥ 0, h(i) ≤ 0}, 2 ≤ i ≤ n− 1,

A := ∪n−1i=2 Ai,

B := ∪n−1i=1 Bi,

C1 := {h ∈ Z
n−1 : min(x(1), x(2)) = x(3)},

Ci := {h ∈ Z
n−1 : min(x(i), x(i + 1)) = max(x(i− 1), x(i + 2))}, 1 ≤ i ≤ n− 2,

Cn−1 := {h ∈ Z
n−1 : min(x(n − 1), x(n)) = x(n − 2)}.

Ci est l'ensemble des pro�ls dans lesquels le site le plus bas du blo
 {i, i+1} est au mêmeniveau que le site le plus haut parmi les sites voisins de 
e blo
 (il y a en général deuxvoisins ex
epté si i = 1 ou si i = n− 1). Remarquons que si h ∈ (A ∪B)c alors h est de laforme
h(1) < 0, . . . , h(i0 − 1) < 0, h(i0) > 0, . . . , h(n − 1) > 0,pour un i0 qui est don
 l'unique site de hauteur maximale. Ce
i sera utilisé plusieurs foisdans 
ette preuve.Quelques notations doivent maintenant être introduites. Si 1 ≤ a ≤ b ≤ n et x0 ∈ N

b−a+1,on note
(Xa:b,x0,t0

t , t ≥ 0) (2.22)le pro
essus de Gates-West
ott ave
 b−a+1 sites et 
ondition zéro, partant de x0, et dé�niselon la 
onstru
tion (2.11) mais en utilisant les pro
essus de Poisson Nk,j(t0+ ·), a ≤ j ≤
b, 0 ≤ k ≤ 2. Lorsque t0 = 0 
et exposant sera abandonné pour alléger les notations. Parailleurs pour tout ve
teur x ∈ R

n, on dé�nit
x(a : b) := (x(a), x(a + 1), . . . , x(b)).On 
ommen
e par la preuve de (i), en pro
édant par ré
urren
e sur n. Le 
as n = 1 esttrivial. Le 
as n = 2 est une 
onséquen
e de la proposition 11 si β1 > β0, et du fait quesi β1 = β0 alors X2

t (1) et X2
t (2) sont des pro
essus de Poisson d'intensité β1. On prendmaintenant n ≥ 3 et on suppose que (i) est véri�ée pour tout k < n. Pour Y ⊂ Z

n−1 onnotera TY := inf{t ≥ 0 : Hn
t ∈ Y }, et on utilise aussi les notations suivantes :

EY (t) := {∀s ≥ t,Hn
s ∈ Y },et

FY := ∪t≥0EY (t).Soit i ∈ {2, . . . , n − 1}. Sur l'évènement EAi
(t), à partir de l'instant t la valeur de Xn

t (i)augmente d'une unité aux instants de saut de N2,i, et uniquement à 
es instants. En e�et,pour s ≥ t, si à la fois Hn
s (i− 1) > 0 et Hn

s (i) < 0 alors Vi(H
n
s ) = 2, et par 
ontre si l'un
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ottdes deux est nul alors tout saut du site i est prohibé par l'évènement EAi
(t). On a par
onséquent

EAi
(t) ⊂ {∀s ≥ t,Xn

s (i) = Xn
t (i) +N2,i(s)−N2,i(t)},et par suite, pour tout x ∈ Z

n,
Px-p.s., FAi

⊂ {lim t−1Xn
t (i) = β2}. (2.23)On utilise maintenant le fait que tant queHn

t ∈ Ai, les ve
teursXn
t (1 : i−1) etXn

t (i+1 : n)évoluent 
omme deux 
opies indépendantes du pro
essus de Gates-West
ott ave
 i − 1(respe
tivement n− i) sites. Plus pré
isément sur l'évènement EAi
(t0) ∩ {Xn

t0 = x0}, on a- Xn
t0+t(1 : i− 1) = X

1:i−1,xℓ
0,t0

t , où xℓ0 = x0(1 : i− 1), et- Xn
t0+t(i+ 1 : n) = X

i+1:n,xr
0,t0

t , où xr0 = x0(i+ 1 : n).Par 
onséquent l'hypothèse de ré
urren
e assure que Px-p.s.,
FAi
⊂
{
t−1Xn

t (1 : i− 1) et t−1Xn
t (i+ 1 : n) 
onvergentet leurs limites sont de la forme (2.18)}. (2.24)Grâ
e à (2.23) et à (2.24) il su�t de montrer que

Ph(∪n−1i=2 FAi
) = 1 (2.25)pour a
hever la preuve. On prouve d'abord l'existen
e d'une 
onstante r > 0 telle que pourtout h ∈ Ai,

Ph(EAi
(0)) ≥ r. (2.26)D'une part, en partant d'un pro�l h ∈ Ai, un saut des sites i− 1 et i+1 su�sent à rendrele site i stri
tement plus bas que ses deux voisins, don
 il existe r1 > 0 tel que pour h ∈ Ai,

Ph

(
∀t ≤ 1, Hn

t ∈ Ai; Hn
1 (i− 1) > 0 et Hn

1 (i) < 0
)
≥ r1. (2.27)D'autre part si h′ est un pro�l tel que h′(i−1) > 0 et h′(i) < 0, alors on a Ph′-p.s. l'in
lusion

{∀t ≥ 0, N2,i(t) ≤ min(N0,i−1(t), N0,i+1(t))} ⊂ EAi
(0)(on rappelle que les sauts de N0,j sont aussi des sauts de N1,j puisque β1 ≥ β0). Puisque

β2 < β0, on peut trouver une 
onstante r2 > 0 telle que pour h′ 
omme plus haut, on ait
Ph′(EAi

(0)) ≥ r2. (2.28)Par 
onséquent (2.26) ave
 r = r1r2 dé
oule de (2.27) et de (2.28). Finalement (2.25) seraune 
onséquen
e de (2.26), de la propriété de Markov forte et du fait que pour tout h /∈ A,
Ph(TA < +∞) = 1, (2.29)
ette dernière propriété restant maintenant à montrer. Pour 
ela on va véri�er que leshypothèses (a) et (b) du lemme 3 sont satisfaites.Pour (a) on prend h /∈ (A ∪ B). Soit i l'unique site de hauteur maximale dans le pro�l h.Si i > 2 alors h(i− 2), h(i − 1) < 0 (et si i = 2 
'est aussi le 
as par 
onvention), de sorte
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omme 
es deux inégalités restent véri�ées jusqu'à l'instant
t, on a

Hn
t (i− 1) = h(i− 1) +N1,i−1(t)−N0,i(t), Ph-p.s.On déduit de 
ette égalité que

Ph(TB = +∞) ≤ Ph(∀t ≥ 0, h(i − 1) +N1,i−1(t)−N0,i(t) < 0) = 0.Par la symétrie du pro
essus, le 
as i = 1 peut être traité de manière analogue au 
as
i = n.On passe maintenant à (b), en 
onsidérant don
 un pro�l initial h ∈ Bi\A. Pour un telpro�l h, il existe un indi
e i ∈ {2, . . . n− 1} tel que

h(1) < 0, . . . , h(i− 1) < 0, h(i) = 0, h(i + 1) > 0, . . . , h(n − 1) > 0. (2.30)Notons que sur l'évènement {TCi∪A > t}, toutes les inégalités stri
tes dans (2.30) doiventêtre préservées jusqu'à l'instant t, ainsi {TCi∪A > t} ⊂ {∀s ∈ [0, t], Vi−1(Hn
s ) = 1}. Par
onséquent on a, pour toute 
on�guration x dont le pro�l est h :

Px-p.s., {TCi∪A > t} ⊂ {Xn
t (i− 1) = x(i− 1) +N1,i−1(t)}.Par un argument analogue on a aussi :

Px-p.s., {TCi∪A > t} ⊂ {
(
Xn

t (i),X
n
t (i+ 1)

)
= X

i:i+1,(0,0)
t },et en 
ombinant 
es deux in
lusions on obtient {TCi∪A > t} ⊂ {Hn

t (i − 1) = h(i − 1) +

N1,i−1(t)−X
i:i+1,(0,0)
t (1)}, Px-p.s. En laissant t→∞ on a alors

Ph(TCi∪A = +∞) ≤ P(∀t ≥ 0, h(i − 1) +N1,i−1(t)−X
i:i+1,(0,0)
t (1) < 0). (2.31)Si β1 > β0 la probabilité dans (2.31) est nulle puisque p.s.,

lim
1

t

(
h(i− 1) +N1,i−1(t)−X

i:i+1,(0,0)
t (1)

)
= β1 − v2 > 0,où la dernière inégalité est une 
onséquen
e dire
te de la dé�nition de v2. Si β1 = β0 
etteprobabilité est aussi nulle puisque h(i − 1) +X

i:i+1,(0,0)
t (1) −N1,i−1(t) n'est alors rien deplus qu'une mar
he aléatoire symétrique sur Z. Maintenant par symétrie le 
as i = 1 setraite de la même façon que le 
as i = n− 1.Finalement, la loi du pro
essus (X2

t , t ≥ 0) étant é
hangeable (permuter les 2 
oordonnéesde X2
t ne modi�e pas sa loi), on a que

Ph(H
n
TCi∪A

∈ Ci ∩A) ≥ Ph(H
n
TCi∪A

∈ Ci ∩Ac).En parti
ulier, Ph(H
n
TCi∪A

∈ A) ≥ 1/2, 
e qui 
on
lut la preuve de (i).Les preuves de (ii) et (iii) sont basées sur les mêmes idées. Attaquons-nous à (ii). Lapropriété (ii) est triviale pour n = 1. Pour n = 2 elle n'est pas beau
oup plus dure : lepro
essus H2
t ∈ Z est une mar
he aléatoire au plus pro
he voisin, plus pré
isément |H2

t |augmente d'une unité au taux β0 et dé
roît d'une unité au taux β1 (ex
epté bien sûr en
0). On a don
 Ph(FN ∪ F−N) = 1, 
e qui nous permet de 
on
lure.
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ottComme on l'a fait pour (i), on va utiliser le lemme 3 pour montrer que Ph(TA < +∞) = 1pour h /∈ A, et 
on
lure par ré
urren
e. Cependant 
ette fois-
i 
ette égalité n'est vraieque si n ≥ 4, don
 il est né
essaire de traiter d'abord le 
as n = 3 séparément.Pour n = 3 posons
K1 = {h ∈ Z

2 : h(1) ≥ 0, h(2) ≤ 0},
K2 = {h ∈ Z

2 : h(1) ≤ 0, h(2) ≥ 0}.Comme dans la preuve de (i) il existe r > 0 tel que Ph(EKi
(0)) ≥ r pour tout h ∈ Ki, etune fois qu'on sait que H3

t �nit par rester dé�nitivement dans l'un de 
es deux ensembles,
'est terminé. En posant K = K1 ∪K2, il est en
ore une fois su�sant, grâ
e à la propriétéde Markov, de montrer que pour h ∈ Kc on a Ph(TK < +∞) = 1. Supposons par exempleque h(1), h(2) > 0. Alors sur l'évènement {TK > t}, on a H3
t (1) = h(1)+N1,1(t)−N1,2(t),

Ph-p.s., don

Ph(TK = +∞) ≤ P(∀t ≥ 0, h(1) +N1,1(t)−N1,2(t) > 0) = 0à 
ause de la ré
urren
e de la mar
he aléatoire symétrique sur Z.Fixons maintenant n ≥ 4 et véri�ons (a) dans le lemme 3. Soit h /∈ (A∪B) et i l'unique sitede hauteur maximale dans le pro�l h. On peut supposer que i ≥ 3 sans perte de généralitégrâ
e à la symétrie. Sur l'évènement {TB > t}, on a

Hn
t (i− 2) = h(i− 2) +N1,i−2(t)−N1,i−1(t), Ph-p.s.En
ore une fois on obtient Ph(TB = +∞) = 0 par la ré
urren
e de la mar
he aléatoiresymétrique sur Z.On véri�e maintentant (b) dans le lemme 3. Soit h ∈ Bi\A. On suppose que 2 ≤ i ≤ n−1,puisque le 
as i = 1 est identique au 
as i = n− 1 par symétrie. Sur l'évènement {TCi∪A >

t}, on a Ph-p.s.,
(
Hn

t (i− 1),∆i−1,i+1H
n
t

)
=
(
h(i− 1),∆i−1,i+1h

)
+
(
N1,i−1(t), N1,i−1(t)

)
−X

i:i+1,(0,0)
t(la notation ∆i−1,i+1h est introduite dans (2.21)). On dé�nit les évènements

G1(t) = {∀s ≥ t,Xi:i+1,(0,0)
s (1) < Xi:i+1,(0,0)

s (2)},

G2(t) = {∀s ≥ t,Xi:i+1,(0,0)
s (1) > Xi:i+1,(0,0)

s (2)}.On a
{TCi∪A = +∞} ∩G1(t) ⊂ {∀s ≥ t,Hn

s (i− 1) = Hn
t (i− 1)+

(
N1,i−1(s)

−N1,i−1(t)
)
−
(
N1,i(s)−N1,i(t)

)
}.En
ore par la ré
urren
e de la mar
he aléatoire symétrique on déduit de 
e
i que

Ph({TCi∪A = +∞} ∩G1(t)) ≤ Ph

(
∀s ≥ t,Hn

t (i− 1) + (N1,i−1(s)−N1,i−1(t))

− (N1,i(s)−N1,i(t)) < 0
)
= 0. (2.32)



2.7. Théorème de peigne pour β2 < β0 51Similairement, on a
{TCi∪A = +∞} ∩G2(t) ⊂ {∀s ≥ t,∆i−1,i+1H

n
s = ∆i−1,i+1H

n
t +
(
N1,i−1(s)

−N1,i−1(t)
)
−
(
N1,i+1(s)−N1,i+1(t)

)
},et on déduit que

Ph({TCi∪A = +∞} ∩G2(t)) = 0. (2.33)Par la remarque 
i-dessus sur le pro
essus à 2 sites, on obtient
P





⋃

t≥0
G1(t)


 ∪



⋃

t≥0
G2(t)




 = 1,et par 
onséquent (2.32) et (2.33) impliquent que Ph({TCi∪A = +∞}) = 0. Le fait que

Ph(H
n
TCi∪A

∈ A) ≥ 1/2 dé
oule de l'argument de symétrie 
omme pour la preuve de (i).En�n, la preuve de (iii) est analogue à 
elle de (i). On va montrer qu'ave
 probabilité 1,
ertains sites deviennent (et restent dé�nitivement) plus hauts que leurs voisins. Quand
e
i survient la 
on�guration est divisée en deux parties disjointes, mais 
ette fois-
i desbords in�nis sont éventuellement 
réés et 
e
i doit être pris en 
ompte. Pour 
ette raisonil est né
essaire d'étudier les trois types de 
onditions au bord (0, 1 ou 2 bords in�nis)pour faire fon
tionner la ré
urren
e. Ainsi notre hypothèse de ré
urren
e 
ontiendra troispropriétés. On pose
(Hn) : pour tout x ∈ N

n, t−1Xn
t 
onverge Px-p.s. (resp. P∞x -p.s. et P

0,∞
x -p.s.) vers unve
teur aléatoire G (resp. G∞ et G0,∞), qui est de la forme

(bℓ, β0, a1, β0, a2, . . . , ak−1, β0, ak, β0, br), (2.34)où bℓ et br sont donnés par :- pour G : bℓ, br = (β1) ou (−) ;- pour G0,∞ : bℓ = (β1) ou (−), et br = (β2) ou (v2,∞, v2,∞) ;- pour G∞ : bℓ, br = (β2) ou (v2,∞, v2,∞).Si w et w′ sont deux ve
teurs de la forme (2.34) alors le ve
teur 
on
aténé (w, β0, w
′) estaussi de la forme (2.34). Puisque (H1) et (H2) sont véri�ées, le problème est en
ore réduità montrer que la séparation en deux blo
s survient presque sûrement pour n ≥ 3. On pose

Di := {h : h(i− 1) ≥ 0, h(i) ≤ 0}, i = 1, . . . , n(les 
oordonnées h(0) et h(n) sont dé�nies par les 
onditions au bord), et on doit montrerque :
Ph(∪ni=1FDi

) = 1, P
∞
h (∪n1i=2FDi

) = 1, et P0,∞
h (∪n−1i=1 FDi

) = 1.Mais β0 est maintenant le paramètre le plus petit, don
 on obtient aisément l'analogue de(2.26), et il reste à montrer que
Ph(TD < +∞) = 1, P

∞
h (TD∞ < +∞) = 1, et P

0,∞
h (TD0,∞ < +∞) = 1,où D = ∪ni=1Di,D∞ = ∪n−1i=2 Di etD0,∞ = ∪n−1i=1 Di. La première de 
es trois égalités est une
onséquen
e du fait que toute 
on�guration appartient à l'ensemble D. Pour prouver lesdeux autres inégalités on peut suivre exa
tement la preuve de (i), sauf que Ai est rempla
épar Di, β2 et β0 inversent leurs r�les, v2 est rempla
é par v2,∞ et les ensembles Ci sontdé�nis par des inégalités opposées.
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ott2.8 une 
ondition su�sante d'ergodi
ité dans le domaine β0 <
β2 < β1Remarquons tout de suite que même si notre système admet trois paramètres β0, β1 et

β2, il n'y a en réalité que deux vrais degrés de liberté. Dans la suite on 
onsidère β0 
ommeune 
onstante �xée une fois pour toutes (β0 = 1 par exemple). Ce 
hoix est justi�é 
ar onpeut toujours se ramener à β0 = 1 en travaillant ave
 le pro
essus (Xn
t/β0

, t ≥ 0).Comme on peut le voir sur la �gure 2.8, les théorèmes 10 et 11 font que le 
ara
tère(ré
urrent, ergodique) du pro
essus de Gates-West
ott reste in
ompris dans deux zones deparamètres. Dans 
ette se
tion et la suivante on 
hoisit de se 
on
entrer sur les paramètresdans le domaine
D = {β = (β0, β1, β2) : β0 < β2 < β1}, (2.35)et on se pla
e sous la 
ondition zéro. Notre premier résultat dans 
ette dire
tion, le théorème12, donne une 
ondition su�sante d'ergodi
ité. En soi 
ette 
ondition n'est pas expli
itepuisque la valeur de d̃n(β1) dé�nie en (2.37) n'est pas 
onnue a priori. La valeur de β0étant désormais �xée égale à 1, notre stratégie est de donner pour 
haque β1 > β0 unevaleur seuil de β2 au dessus de laquelle l'ergodi
ité a lieu.L'idée prin
ipale est d'exploiter la 
omparaison qui existe entre Xn et le pro
essus auxiliaire

X̃n dé�ni 
omme le pro
essus de Gates-West
ott de paramètres
β̃0 = β0, β̃1 = β1 et β̃2 = β1. (2.36)D'après la proposition 8, on peut 
onstruire Xn et X̃n de façon que Xn

t ≤ X̃n
t , t ≥ 0. Or
e pro
essus auxiliaire a plusieurs avantages :

• il est attra
tif d'après la proposition 7, et 
e 
ontrairement à Xn. Dans le théorème10, Xn était attra
tif, 
e qui avait une 
ertaine importan
e dans sa démonstration,mais i
i le 
ara
tère attra
tif de X̃n est su�sant pour nos besoins.
• il ne fait plus intervenir la valeur de β2, 
e qui est 
ru
ial pour obtenir une 
onditionexpli
ite d'ergodi
ité,
• on va voir qu'il peut être majoré de façon à obtenir les résultats (a) et (b).Remarque. Rien ne dit qu'il existe un 
ouplage monotone entre les pro
essus de para-mètres (β0, β1, β2) et (β0, β1, b), pour b ∈]β2, β1[. La proposition 8 ne le garantit que pour

b ≥ β1.Toutes les quantités relatives au pro
essus X̃n seront notées ave
 un ∼. Pour β1 > β0 et
n ≥ 2, on dé�nit

d̃n(β1) := inf{d > 0 : P0(X̃
n
t (n) ≥ dt) = Oexp(t)}. (2.37)Puisque X̃n

t (n) est dominé par un pro
essus de Poisson d'intensité β1, et minoré par unautre pro
essus de Poisson d'intensité β0 on a bien sûr d̃n(β1) ∈ [β0, β1]. Par ailleurs ildé
oule des propositions 8 et 9 que
d̃n(β1) est une fon
tion 
roissante de n et de β1. (2.38)Théorème 12. Soient n ≥ 2 et β ∈ D. Si β1 > β0 et β2 > d̃n(β1), alors Hk est ergodiquepour k ≤ n+ 2.



2.8. une 
ondition su�sante d'ergodi
ité dans le domaine β0 < β2 < β1 53Corollaire 2. Si β1, β2 > β0 alors H3 est ergodique.Le théorème suivant est une appli
ation pratique du résultat abstrait que 
onstitue lethéorème 12 :Théorème 13. Soient n ≥ 2 et β ∈ D. Le pro
essus Hk est ergodique pour 2 ≤ k ≤ n+2si β satisfait l'une des 
onditions suivantes :(a) β2 > nβ0,(b) β2 > ((n− 1)β1 + β0)/n.De plus Hk est ergodique pour tout k ≥ 2 si le paramètre β véri�e :(
) β2 > 4
√
2
√
β1β0.Avant de passer aux preuves de 
es résultats nous 
ommentons brièvement leur intérêt,en gardant à l'esprit la �gure 2.8. Dans le théorème 13, la 
ondition (a) améliore signi�-
ativement la seule 
ondition d'ergodi
ité dans D que nous avions jusque là, à savoir la
ondition β2 > (n − 1)2β0 du théorème 8. La 
ondition (b) a l'avantage de montrer quepour tout n il existe un voisinage à droite du domaine {β : β0 < β1 ≤ β2} traité dans[3℄, dans lequel l'ergodi
ité a en
ore lieu. La 
ondition (
) est la plus importante des troispuisqu'elle fournit une zone d'ergodi
ité qui est indépendante du nombre de sites, 
e quin'est pas le 
as de (a) et (b). Dans la se
tion suivante le théorème 14 donnera de mêmeune zone de transien
e indépendante de n.

β0

β0

β1

β2

0

(n− 1)2β0

Théorème 7Theorème 10
Theorèmes 13 et 14Theorème 11

← Théorème 8

Figure 2.8 � Les di�érents résultats sur le diagramme des paramètresNous avons d'abord besoin d'introduire quelques notations et de deux lemmes prélimi-naires.
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ott- ∆s,t
j Xn := Xn

t (j)−Xn
s (j),- τ jt := sup{s ≤ t : ∆jX
n
s = 0}. Ce n'est pas un temps d'arrêt.- Pλ désignera toujours une variable aléatoire de loi Poisson(λ).- a+ := max(a, 0), a ∈ R.Remarque. Puisque ∆jX
n
t est égal en loi à −∆n−jXn

t , montrer la tension exponentiellede (Hn
t , t ≥ 0) revient à véri�er que pour tout j,

P0(∆jX
n
t ≥ k) = Ot

exp(k), (2.39)
'est-à-dire la tension exponentielle de ((∆jX
n
t )

+, t ≥ 0).Lemme 4. Supposons qu'il existe des 
onstantes Cj, αj > 0 telles que
∀t ≥ 0, ∀ℓ ∈ N ∩ [0, t], P0(∆jX

n
t > 0; τ jt ∈ [ℓ− 1, ℓ[) ≤ Cje

−αj(t−ℓ). (2.40)Alors ((∆jX
n
t )

+, t ≥ 0) est exponentiellement tendu.Démonstration. Soit t ≥ 0 et k ∈ N. On pose
m = min{q ∈ N : t− q ≤ k

2β1
}.On a k/(4β1) ≤ (t −m) ≤ k/(2β1), dès que k ≥ 4β1 et t ≥ k

2β1
. Mais on peut supposerque 
es deux 
ontraintes sont véri�ées : la première par
e que la 
on
lusion du lemme nedépend pas des valeurs de P0(∆jX

n
t ≥ k) pour un nombre �ni de k, et la se
onde par
eque quand elle n'est pas véri�ée la 
on
lusion s'obtient en é
rivant : P0(∆jX

n
t ≥ k) ≤

P(Pβ1t ≥ k) ≤ P(Pk/2 ≥ k) = Oexp(k).On dé
ompose
P0(∆jX

n
t ≥ k) ≤ P0(∆jX

n
t ≥ k, τ jt ≥ m) + P0(∆jX

n
t > 0, τ jt ≤ m).Dans 
ette somme, le premier terme est majoré par

P(Nj,1(t)−Nj,1(m) ≥ k) ≤ (Pβ1(t−m) ≥ k) ≤ P(Pk/2 ≥ k) = Oexp(k),et le se
ond terme est majoré par
∑

ℓ≤m
Cje

−αj(t−ℓ) ≤
∑

t−ℓ≥k/(4β1)

Cje
−αj(t−ℓ)

≤
∑

u≥0
Cje

−αj(k/(4β1)+u)

= Cj(1− e−αj )−1e−
αj
4β1

k
.Lemme 5. Soit β ∈ D et 1 ≤ j ≤ n − 1. On suppose que pour i = 1, . . . , j − 1,

((∆iX
n
t )

+, t ≥ 0) est exponentiellement tendu, et qu'il existe dj < β2 tel que
P0(X̃

j
t (j) ≥ djt) = Oexp(t), (2.41)où X̃j est le pro
essus dé�ni par (2.36). Alors ((∆jX

n
t )

+, t ≥ 0) est exponentiellementtendu.De plus, pour j = n− 1, l'hypothèse (2.41) est super�ue.



2.8. une 
ondition su�sante d'ergodi
ité dans le domaine β0 < β2 < β1 55Démonstration. Prenons d'abord j ≤ n − 2, et 
hoisissons une 
onstante L > 0 assezgrande pour que
dj +

j

L
< β2. (2.42)La 
on
lusion va dé
ouler de (2.40) que nous prouvons maintenant. Les évènements

A1 :=

{
max

i=1,...j−1
∆iX

n
ℓ >

t− ℓ

L

} et A2 :=

{
∆jX

n
ℓ >

t− ℓ

L
, τ jt ∈ [ℓ− 1, ℓ[

}véri�ent
P0(A1),P0(A2) ≤ Dje

−γj(t−ℓ),pour des 
onstantes Dj, γj > 0. Cette majoration de P0(A1) a lieu par hypothèse, et 
ellede P0(A2) a lieu par
e que
P0(A2) ≤ P(Nj,1(ℓ)−Nj,1(ℓ− 1) >

t− ℓ

L
) = P(Pβ1 >

t− ℓ

L
).On remarque maintenant que

(
{∆jX

n
t > 0; τ jt ∈ [ℓ− 1, ℓ[} ∩Ac

1 ∩Ac
2

)
⊂ {∆jX

n
s > 0,∀s ∈ [ℓ, t]; max

i=1,...,j
∆iX

n
ℓ ≤

t− ℓ

L
},don
 il ne reste plus qu'à montrer qu'il existe Cj, αj > 0 telles que

∀t ≥ 0,∀ℓ ≤ t,P0

(
∆jX

n
s > 0,∀s ∈ [ℓ, t]; max

i=1,...j
∆iX

n
ℓ ≤

t− ℓ

L

)
≤ Cje

−αj(t−ℓ).Notons A 
e dernier évènement. On observe que
A ⊂ {∆ℓ,t

j Xn > (dj +
j − 1

L
)(t− ℓ)} ∪ {∆ℓ,t

j+1X
n ≤ (dj +

j

L
)(t− ℓ)},don


P0(A) ≤ P0

(
A ∩ {∆ℓ,t

j+1X
n ≤ (dj +

j
L)(t− ℓ)}

)

+P0

(
A ∩ {∆ℓ,t

j Xn > (dj +
j−1
L )(t− ℓ)}

)
. (2.43)Puisque

{∆ℓ,t
j+1X

n ≤ (dj+
j

L
)(t−ℓ)}∩{∆jX

n
s > 0,∀s ∈ [ℓ, t]} ⊂ {Nj+1,2(t)−Nj+1,2(ℓ) ≤ (dj+

j

L
)(t−ℓ)},le premier terme de la somme (2.43) est majoré par

P

(
Pβ2(t−ℓ) ≤ (dj +

j

L
)(t− ℓ)

)
,qui est Oexp(t − ℓ) par (2.42). Notons Ej = {x ∈ N

j : maxi=1,...j−1∆ix ≤ t−ℓ
L }. Uneappli
ation de la propriété de Markov nous donne que le se
ond terme de (2.43) est majorépar :
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sup
x∈Ej

Px

(
∆0,t−ℓ

j Xj > (dj +
j − 1

L
)(t− ℓ)

)
≤ sup

x∈Ej

Px

(
∆0,t−ℓ

j X̃j > (dj +
j − 1

L
)(t− ℓ)

)

≤ P0

(
X̃j

t−ℓ(j) > dj(t− ℓ)
)

= Oexp(t− ℓ),où la première inégalité provient de la proposition 8, la se
onde de la proposition 7 etdu fait que max(x) − x(j) ≤ (j − 1)/L pour x ∈ Ej . La dernière inégalité est simplementdûe à l'hypothèse (2.41). Ce
i a
hève la preuve pour j ≤ n− 2.En�n on traite le 
as j = n−1. En appliquant le théorème 10 à X̃n, on obtient (2.41) pourune 
ertaine 
onstante dn−1 < β1. Cette fois on 
hoisit L tel que dn−1 + n−1
L < β1. On aen
ore (2.43). Remarquons que sur l'évènement {∆n−1Xn

t > 0}, on doit avoir Vn(X
n
t ) = 1.Don
 dans la somme (2.43) on pro
ède 
omme pour j < n − 1 pour le se
ond terme, etquant au premier terme il est majoré par

P

(
Pβ1(t−ℓ) ≤

(
dn−1 +

n− 1

L

)
(t− ℓ)

)
= Oexp(t− ℓ).Preuve du théorème 12 . En gardant (2.38) à l'esprit, notre hypothèse implique que β2 >

d̃k(β1) pour k ≤ n. Ainsi nous n'avons qu'à montrer le résultat voulu pour k = n + 2.Prenons r ∈]d̃n(β1), β2[. Par la proposition 9 et la dé�nition de d̃n(β1) on a pour tout
j ∈ {1, . . . , n} :

P0(X̃
j
t (j) ≥ rt) = Oexp(t).On montre par ré
urren
e sur j que pour j = 1, . . . , n+ 1, on a :

(Hj) : ((∆jX
n+2
t )+, t ≥ 0) est exponentiellement tendu,qui d'après la remarque pré
édant le lemme 4 est une 
ondition su�sante pour l'ergodi
itéde Hn+2. Pour j = 1 on applique simplement le lemme 5, dont les hypothèses sont véri�éespuisque β2 > β0 et X̃1

t est un simple pro
essus de Poisson d'intensité β0. Pour j ≤ n, lefait que (Hi) pour i = 1, . . . , j − 1 impliquent (Hj) est une 
onséquen
e dire
te du lemme5. Pour j = n+ 1 
'est en
ore le 
as en utilisant la dernière assertion du lemme 5.Preuve du théorème 13 . À la lumière du théorème 12, on pourra 
on
lure si on montreque pour tout ε > 0,
P0

(
X̃n

t (n) ≥ (nβ0 + ε)t
)
= Oexp(t), (2.44)

P0

(
X̃n

t (n) ≥
(
(n− 1)β1 + β0

n
+ ε

)
t

)
= Oexp(t), (2.45)

P0

(
X̃n

t (n) ≥ (4
√
2
√

β1β0 + ε)t
)
= Oexp(t). (2.46)
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ité dans le domaine β0 < β2 < β1 57Premièrement, (2.44) dé
oule simplement de l'inégalité
X̃n

t (n) ≤ max
i=1,...,n

X̃n
t (i)et du fait que maxi=1,...,n X̃

n
t (i) est majoré par un pro
essus de Poisson d'intensité nβ0.Montrons maintenant (2.45). Pour alléger les formules on notera gn := n−1((n−1)β1+β0).Prenons η < 2(n− 1)−1ε. On pose δ = nε− n(n− 1)η/2 > 0. On a alors

P0

(
X̃n

t (n) ≥ (gn + ε) t
)
≤ P0

(
X̃n

t (n) ≥ (gn + ε) t; min
i=1,...n−1

∆iX̃
n
t ≥ −ηt

)

+ P0

(
min

i=1,...n−1
∆iX̃

n
t ≤ −ηt

)Pour x ∈ N
n on dé�nit

Σx :=

n∑

i=1

x(i).Alors d'une part
P0

(
X̃n

t (n) ≥ (gn + ε) t; min
1≤i≤n−1

∆iX̃
n
t ≥ −ηt

)

≤ P0

(
ΣX̃n

t ≥
n∑

j=1

(gn + ε− (n− j)η)t
)

≤ P0

(
ΣX̃n

t ≥ (ngn + δ)t
)

= Oexp(t),puisque dans toute 
on�guration x, on doit avoir Vj(x) = 0 pour au moins un site, 
e quiimplique que ΣX̃n
t est dominé par un pro
essus de Poisson d'intensité ngn. D'autre parton a aussi

P0

(
min

i=1,...n−1
∆iX̃

n
t ≤ −ηt

)
= Oexp(t)
omme 
onséquen
e dire
te du théorème 10. Ces deux observations a
hèvent la preuve de(2.45).Finalement terminons par la preuve de (2.46). On pose t0 := 1/(4

√
2
√
β1β0). Nous allonsmontrer que pour k ≥ 1, j ≥ 0 et 1 ≤ i ≤ n, on a

pik,j := P0

(
X̃n

kt0(i) ≥ k + j − 1
)
≤
(
1

2

)j

. (2.47)Ce
i implique le résultat voulu : si (2.47) est véri�ée alors pour ε > 0,
P0(X̃

n
t (n) ≥ (1/t0 + ε)t) ≤ P0(X̃

n
t0(⌊t/t0⌋+1)(n) ≥ ⌊t/t0⌋+ ⌊εt⌋) ≤ (1/2)⌊εt⌋ = Oexp(t)(i
i ⌊t/t0⌋ désigne la partie entière de t/t0). Pour démontrer (2.47) on pro
ède par ré
ur-ren
e, en montrant que (Hℓ) est véri�ée pour tout ℓ ≥ 1, où

(Hℓ) : ∀k ≥ 1, j ≥ 0 ave
 k + j = ℓ,∀i ∈ {1, . . . , n}, pik,j ≤ (1/2)j .
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ottDans la suite on peut supposer sans perte de généralité que
β1 ≥ 2β0, (2.48)puisque si 
e n'est pas le 
as on a d̃n(β1) ≤ β1 ≤ 2β0 ≤ 4

√
2
√
β1β0 et que don
 (
) nouspla
e dans le 
adre du théorème 10. On introduit la notation τv,d := inf{s ≥ 0 : X̃n

s (v) = d}.On dit qu'un site i est un noyau au niveau ℓ si le ℓ-ième 
arré déposé sur le site i est déposéà un instant où le site i est au moins aussi haut que ses voisins, autrement dit si
Vi(X̃

n
(τi,ℓ)−

) = 0.Pour i1 ≤ i2 on dit que i1 se propage à i2 dans l'intervalle de temps [s, t] si N1,i1+1, N1,i1+2,
. . . , N1,i2 sautent su

essivement entre l'instant s et l'instant t. Pour i1 > i2 
ette dé�nitions'étend de manière symétrique.L'inégalité (2.47) pour j = 0, et par 
onséquent (H1), est triviale. On suppose maintenantque (Hℓ) est véri�ée et on prend i ∈ {1, . . . n} et k, j ≥ 1 ave
 k + j = ℓ+ 1. Alors

pik,j = P0

(
X̃n

kt0(i) ≥ k + j − 1
)

≤
n∑

u=1

k∑

m=1

P0

(
X̃n

(m−1)t0(u) < k + j − 1; X̃n
mt0(u) ≥

k + j − 1; u est un noyau au niveau k + j − 1; u se propageà i dans l'intervalle [τu,k+j−1, kt0]
)
.

Pour que 
e dernier évènement ait lieu, les trois 
onditions suivantes doivent être réunies :- τu,k+j−2 ≤ mt0,- N0,u saute au moins une fois dans l'intervalle [max(τu,k+j−2, (m− 1)t0),mt0],- u se propage à i après le premier de 
es sauts.En utilisant le fait que la loi de Poisson véri�e P(Pλ ≥ 1) ≤ λ, il en dé
oule que
pik,j ≤

n∑

u=1

k∑

m=1

pum,k−m+j−1β0t0P0

(
P(k−m+1)β1t0 ≥ |u− i|

)
,
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ondition su�sante de transien
e dans le domaine β0 < β2 < β1 59et par l'hypothèse de ré
urren
e,
pik,j ≤

k∑

m=1

(1/2)k−m+j−1β0t0
n∑

u=1

P0

(
P(k−m+1)β1t0 ≥ |u− i|

)

≤
k∑

m=1

(1/2)k−m+j−1β0t0
∑

v∈Z
P0

(
P(k−m+1)β1t0 ≥ |v|

)

≤ (1/2)j−1β0t0
k∑

m=1

(1/2)k−m(1 + 2E[P(k−m+1)β1t0 ])

≤ (1/2)j−1β0t0

[
k−1∑

r=0

(1/2)r + 2β1t0

k−1∑

r=0

(r + 1)(1/2)r

]

≤ (1/2)j−1β0t0(2 + 8β1t0)

≤ (1/2)j .La dernière inégalité est une 
onséquen
e de (2.48) et du 
hoix de t0.2.9 une 
ondition su�sante de transien
e dans le domaine
β0 < β2 < β1Dans 
ette se
tion on exhibe des paramètres appartenant au domaine D pour lesquels

Hn est transitoire, indépendamment de la valeur de n. Ave
 la se
tion pré
édente 
elamontre que le domaine D est mixte, 
e qui pose à l'avenir le problème de dé
rire la zonedes paramètres pour lesquels Hn est ergodique, et de 
eux pour lesquels Hn est transitoire.Dans le théorème suivant on se pla
e sous la 
ondition zéro.Théorème 14. Fixons β0 > 0 et β2 ∈]β0, 2β0[. Alors il existe B > β0 tel que Hn soittransitoire pour tout β1 > B et n ≥ 5.On 
ommen
e par un lemme qui dit que pour n = 3, prendre β1 très grand rend lavitesse asymptotique v3 pro
he de sa borne 3β0. On rappelle que par le 
orollaire 2, v3existe dès qu'on prend β1 et β2 stri
tement supérieurs à β0.Lemme 6. Soit β1, β2 > β0 et ε > 0. On suppose que
β1 ≥

27β2
0β2

ε(β2 − β0)
. (2.49)Alors la vitesse asymptotique véri�e

v3 ≥ 3β0 − ε.Démonstration. On note i
i A l'ensemble des 
on�gurations ave
 un trou :
A = {h ∈ Z

2 : h(1) > 0, h(2) < 0}.
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ottPour x ∈ N
3 on notera aussi x ∈ A si le pro�l de x appartient à A. On dé�nit une doublesuite de temps d'arrêt en posant :

T0 = 0,
U1 = inf{t ≥ 0 : X3

t ∈ A}, T1 = inf{t > U1 : X
3
t /∈ A},. . .

Uk+1 = inf{t ≥ Tk : X3
t ∈ A}, Tk+1 = inf{t > Uk+1 : X

3
t /∈ A}, pour k ≥ 2.On dé�nit aussi

Yn := ΣX3
Tn
.Pour montrer le résultat voulu il nous su�t de montrer que limn→∞ Yn/Tn ≥ 9β0− 3ε. Ona�rme d'abord que la suite

In := Yn − (9β0 − 3ε)Tnest une sous-martingale. Par la propriété de Markov forte 
'est le 
as si pour tout x /∈ A,
Ex[Y1 − (9β0 − 3ε)T1] ≥ 0. (2.50)Pour établir 
ette inégalité on fait les observations suivantes :- Soit Z1 = ΣX3

U1
le nombre de sauts du pro
essus avant d'atteindre A. Pour n'importequelle 
on�guration initiale y /∈ A la probabilité que la première transition mène à

A est majorée par β0/β1. Ainsi par la propriété de Markov, Z1 est sto
hastiquementplus grande que la loi géométrique de paramètre β0/β1, et par 
onséquent
Ex[Z1] ≥ β1/β0. (2.51)- Toute 
on�guration y /∈ A telle que Σy /∈ 3Z admet au moins un site j tel que

Vj(y) = 1. Don
 
onditionnellement à Z1, au moins (2Z1/3 − 1) transitions jusqu'àl'instant U1 surviennent à un taux supérieur ou égal à β1, et de toute façon lesautres surviennent à un taux qui est au moins 3β0. On déduit de 
ette remarque que
Ex[U1|Z1] ≤ 2Z1

3β1
+ Z1/3+1

3β0
, et par 
onséquent

Ex[U1] ≤
(

2

3β1
+

1

9β0

)
Ex[Z1] +

1

3β0
. (2.52)- La 
on�guration X3

U1
appartient à l'ensemble A∩{x ∈ N

3 : x(1) = x(2)+1 ou x(3) =
x(2) + 1}. Or, pour toute 
on�guration y dans 
et ensemble, le temps de sortie de Apartant de y est sto
hastiquement supérieur au temps d'atteinte de 0 par un pro
essusde naissan
e et de mort sur Z+ partant de 1, ave
 un taux de naisan
e égal à β0 etun taux de mort égal à β2. Par 
onséquent

Ex[T1 − U1] ≤
1

β2 − β0
. (2.53)Maintenant (2.52) et (2.53) nous donnent

Ex[Y1 − (9β0 − 3ε)T1] ≥ Ex[Z1]− (9β0 − 3ε)

[(
2

3β1
+

1

9β0

)
Ex[Z1] +

1

3β0
+

1

β2 − β0

]

=

[
2ε− 6β0

β1
+

ε

3β0

]
Ex[Z1]− (9β0 − 3ε)

(
1

3β0
+

1

β2 − β0

)
.
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e dans le domaine β0 < β2 < β1 61La 
ondition (2.49) implique que (2ε − 6β0)/β1 + ε/(3β0) ≥ 0. En utilisant (2.51) on aalors
Ex[Y1 − (9β0 − 3ε)T1] ≥

[
2ε− 6β0

β1
+

ε

3β0

]
β1
β0
− (9β0 − 3ε)

(
1

3β0
+

1

β2 − β0

)

≥ ε
εβ1
3β2

0

− 9
β2

β2 − β0
,qui est positif sous l'hypothèse (2.49). On 
on
lut qu'on a bien (2.50) et don
 que la suite

In est une sous-martingale.On dé�nit une autre suite (Sk, k ≥ 0) d'entiers naturels en posant S0 = 0, et pour k ≥ 0,
Sk+1 = inf{n > Sk : H3

Tn
= 0}.On remarque que TS1 = inf{t ≥ 0 : H3

t = 0 et H3
t− = (1,−1)}. Or pour un pro
essusde Markov ergodique sur un ensemble dénombrable et deux états s1 et s2 ave
 un tauxde saut positif de s1 à s2, l'instant (aléatoire) de la première transition de s1 vers s2 estd'espéran
e �nie. De 
ette remarque on déduit que E0[TS1 ] < ∞, et par 
onséquent on aaussi E0|IS1 | < ∞. La propriété de sous-martingale nous donne E0[IS1 ] ≥ 0. Puisque parla propriété de Markov ISk

est la somme de k variables qui sont des 
opies indépendantesde IS1 , et que la même 
hose a lieu pour TSk
, une simple appli
ation de la loi des grandsnombres donne :

3v3 = lim
k→∞

YSk

TSk

= lim
k→∞

ISk

TSk

+ 9β0 − 3ε =
E0[IS1 ]

E0[TS1 ]
+ 9β0 − 3ε ≥ 9β0 − 3ε.

Preuve du théorème 14. On rappelle d'abord un fait basique. Si (Nt, t ≥ 0) est un pro
essusde Poisson d'intensité λ, et f est une fon
tion déterministe positive telle que lim∞ f(t)/t =
µ > λ, alors

P(∀t ≥ 0,Nt ≤ f(t)) > 0. (2.54)Ce
i peut s'obtenir 
omme 
onséquen
e du fait que P(Nt ≥ λ+µ
2 t) = Oexp(t). De la pro-position 11 et du lemme 6 ave
 ε = 3β0 − β2, on déduit qu'une 
ondition su�sante pourque

β2 < min(v2, v3)est que β1 > B, où
B := max

(
β0β2

2β0 − β2
,

27β2
0β2

(3β0 − β2)(β2 − β0)

)
.Pour n ≥ 5 il est possible de dé
omposer les n sites en blo
s de largeur 2 ou 3 séparéspar des trous de largeur 1. Cependant, pour que la suite soit plus lisible, on supposeradésormais que n ∈ 3Z + 2, de sorte à n'utiliser que des blo
s de largeur 2 et don
 seulel'inégalité β2 < v2 sera né
essaire. Bien sûr 
e qui suit s'adapte sans problème si on nesuppose plus que n ∈ 3Z+2, auquel 
as il est né
essaire d'utiliser aussi l'inégalité β2 < v3.
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ottOn part de la 
on�guration x := (1, 1, 0, 1, 1, 0, . . . , 1, 1, 0, 1, 1) et on montre que l'évène-ment E = {∀t ≥ 0,Hn
t 6= 0} véri�e Px(E) > 0, 
e qui implique que Hn est transitoire. Onutilise la notation (2.22) et on remarque que

E ⊃
{
∀t ≥ 0,Xn

t (3) < min
(
Xn

t (2),X
n
t (4)

)}
∩ · · · ∩

{
∀t ≥ 0,Xn

t (n − 2) <

min
(
Xn

t (n − 3),Xn
t (n− 1)

)}

=
{
∀t ≥ 0, N3,2(t) < min

(
X

1:2,(0,0)
t (2),X

4:5,(0,0)
t (1)

)}
∩ · · · ∩

{
∀t ≥ 0, Nn−2,2(t) <

min
(
X

n−4:n−3,(0,0)
t (2),X

n−1:n,(0,0)
t (1)

)}
.Le pro
essus mt = min

(
X1:2

t (2),X4:5
t (1), . . . ,Xn−4:n−3

t (2),Xn−1:n
t (1)

) véri�e
lim
t→∞

mt

t
= v2,et il est indépendant des pro
essus de Poisson N3,2, N6,2, . . . , Nn−2,2. Par 
onséquent lerésultat dé
oule de (2.54) et du fait que β2 < v2.2.10 Étude du 
as n = 4Dans 
ette se
tion on montre, toujours sous la 
ondition zéro :Théorème 15. Si β1, β2 > β0 alors H4 est ergodique.Ce résultat n'est pas in
lus par le théorème 13. Il peut paraître sans importan
e 
ar en soil'étude du pro
essus Hn pour n = 4 n'est pas 
ru
iale. On a 
hoisi 
ependant de l'exposer
ar sa démonstration utilise un ingrédient supplémentaire par rapport au théorème 13, or
omme on expliquera dans la se
tion 2.12, on espère que 
et ingrédient puisse être utilepour n quel
onque a�n d'a�aiblir les 
onditions du théorème 13.On 
ommen
e par deux lemmes et un résultat préliminaire sur le pro
essus de Gates-West
ott ave
 n = 2 et ave
 les 
onditions au bord : in�ni à gau
he et zéro à droite.Ce pro
essus sera noté Yt = (Yt(1), Yt(2)) dans 
ette se
tion. Notre proposition 13 est unrésultat préliminaire qui dit en substan
e que dans le pro
essus Yt, le site de gau
he a pourvitesse asymptotique β1. La démonstration de 
ette proposition requiert elle-même deuxlemmes préliminaires que nous énonçons en premier lieu.Remarque. Par prin
ipe standard de grandes déviations, on entend que si (Xi, i ≥ 0) estune suite i.i.d. ave
 des moments exponentiels, alors pour tout ε > 0,

P

(
n∑

i=1

Xi ≥ (EX + ε)n

)
= Oexp(n), et P

(
n∑

i=1

Xi ≤ (EX − ε)n

)
= Oexp(n).Dans 
ette se
tion on note qi(x) := βVi(x), x ∈ N

n.Lemme 7. On suppose qu'il existe des 
onstantes v,C, α > 0 telles que
∀t ≥ 0, P0

(∫ t

0
qi(X

n
s )ds ≤ vt

)
≤ Ce−αt. (2.55)



2.10. Étude du 
as n = 4 63Alors pour ε > 0 il existe des 
onstantes C ′, α′ > 0 tels que
∀t ≥ 0, P0 (X

n
t (i) ≤ (v − ε)t) ≤ C ′e−α

′t (2.56)Démonstration. On va utiliser le pro
essus Mα
t := (1 − α)X

n
t (i)eα

∫ t

0
qi(Xn

s )ds. Le théorèmeT2, page 165 de [8℄, implique que pour tout α < 1, (Mα
t , t ≥ 0) est une martingale sous

P0, dite martingale exponentielle (ou de Doléans). On é
rit alors
P0(X

n
t (i) ≤ (v − ε)t) ≤ P0

(∫ t

0
qi(X

n
s )ds ≤ vt

)
+ P0

(
Xn

t (i) −
∫ t

0
qi(X

n
s )ds ≤ −εt

)
.On 
hoisit α > 0 assez petit pour que − log(1−α)

α < βk

βk−ε/2 , k = 0, 1, 2. Alors
P0

(
Xn

t (i)−
∫ t

0
qi(X

n
s )ds ≤ −εt

)
= P0

(
log(1− α)Xn

t (i)−
∫ t

0
log(1− α)(qi(X

n
s )− ε/2)ds

≤ −1

2
log(1− α)εt

)

≤ P0

(
log(1− α)Xn

t (i) + α

∫ t

0
qi(X

n
s )ds ≥ −

1

2
log(1− α)εt

)

= P0

(
Mα

t ≥ e−
1
2
log(1−α)εt

)

≤ E0[M
α
t ]e

1
2
log(1−α)εt

= e
1
2
log(1−α)εt.D'où le résultat annon
é ave
 ε′ = min(α,− log(1− α)ε/2) et C ′ = C + 1.Lemme 8. Soit une suite (Zi, i ≥ 1) de variables i.i.d ave
 Zi ≥ 0 et E[Z1] = +∞. Onpose N(t) = inf{n : Sn ≥ t}, ave
 Sn = Z1 + · · · + Zn. Alors pour tout ε > 0, il existe

α > 0 tel que
P(N(t) ≥ εt) ≤ e−αt.Démonstration. Soit Z̃i = Zi ∧M , ave
 M assez grand pour que E[Z̃1] > ε−1. Soit S̃n =

Z̃1+ · · ·+ Z̃n, et Ñ(t) = inf{n : S̃n ≥ t}. On note ⌊a⌋ la partie entière supérieure d'un réel
a, et on é
rit que

P(N(t) ≥ εt) ≤ P(Ñ(t) ≥ εt)

≤ P

(
Ñ(t) ≥ t

EZ̃1 − δ

)
, pour δ assez petit

≤ P

(
S̃⌈ t

EZ̃1−δ
⌉ ≤ t

)

≤ P

(
S̃⌈ t

EZ̃1−δ
⌉ ≤

t

EZ̃1 − δ
(EZ̃1 − δ)

)

≤ exp

(
− γt

EZ̃1 − δ

)
,pour un 
ertain γ > 0, grâ
e au prin
ipe standard de grandes déviations.
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ottOn est maintenant en mesure de donner le résultat annon
é sur Yt.Proposition 13. Pour tout ε > 0,
P0(Yt(1) ≤ (β1 − ε)t) = Oexp(t). (2.57)Démonstration. En vertu du lemme 7, il su�t de montrer que pour ε > 0,

P0

(∫ t

0
q1(Ys)ds ≤ (β1 − ε)t

)
= Oexp(t).Soit A = {y ∈ N

2 : y(1) < y(2)}, et T (t) = ∫ t
0 1A(Ys)ds. On a

∫ t

0
q1(Ys)ds = β2T (t) + β1(t− T (t)),de sorte qu'il su�t de montrer que pour a > 0, P0(T (t) ≥ at) = Oexp(t). On note

τ1, τ ′1, τ2, τ ′2, . . . , les durées des ex
ursions alternativement dans Ac et dans A. Il s'agitd'une suite de v.a. indépendantes, où les τi sont de même loi ave
 E[τi] = +∞, et
m = E[τ ′i ] < +∞. De plus, E[eατ ′i ] < +∞ pour α assez petit.Soient Sn :=

∑n
i=1(τi + τ ′i) et Nt := sup{n ∈ N : Sn < t}. On 
hoisit λ < a/m, et on é
rit
P0(T (t) ≥ at) ≤ P0(Nt ≥ λt) + P0



⌈λt⌉∑

i=1

τ ′i ≥
a

λ
⌈λt⌉


 .Le premier terme est Oexp(t) grâ
e au lemme 8. Le se
ond terme aussi grâ
e au 
hoix de

λ, au fait que la loi de τ ′i a des queues exponentielles, et au prin
ipe standard de grandesdéviations.Remarque. il est important pour la preuve suivante de noter que si r ≤ 0,
P(0,r)(Yt(1) ≤ (β1 − ε)t) ≤ P0(Yt(1) ≤ (β1 − ε)t) = Oexp(t).Preuve du théorème 15. (i) On peut supposer que β1 ≥ β2 
ar sinon le résultat dé
oule duthéorème 10. On doit montrer que pour j = 1, . . . 3, il existe Cj, αj > 0 tels que

∀t ≥ 0, P0(∆jX
n
t ≥ k) ≤ Cje

−αjk. (2.58)Comme on l'a dit dans la preuve du théorème 12, les hypothèses du lemme 5 sont auto-matiquement véri�ées pour j = 1, don
 (2.58) est véri�ée pour j = 1. Par ailleurs si l'onsuppose qu'elle est véri�ée pour j = 2 alors elle l'est aussi pour j = 3 (par la dernièreassertion du lemme 5). Il reste don
 à montrer (2.58) pour j = 2, et par le lemme 4 il su�ten fait de montrer qu'il existe C2, α2 > 0 telles que
∀t ≥ 0, P0

(
∆2X

4
t > 0, τ2t ∈ [ℓ− 1, ℓ[

)
≤ C2e

−α2(t−ℓ). (2.59)On prend d2 
omme dans le théorème 10, puis on 
hoisit γ > 0 assez petit et L assez grandpour que
γ < β2 − β0, et d2 + 2/L

1− 1
(β2−β0−γ)L

< β1.



2.10. Étude du 
as n = 4 65Puisqu'on sait déjà que
P0(∆1X

4
ℓ >

t− ℓ

L
) = Oexp(t− ℓ), que P0(−∆3X

4
ℓ >

t− ℓ

L
) = Oexp(t− ℓ),et que

P0(∆2X
4(ℓ) >

t− ℓ

L
, τ2t ∈ [ℓ− 1, ℓ[) ≤ P(Pβ1 >

t− ℓ

L
) = Oexp(t− ℓ)),on peut noter D = {x ∈ N

4 : max(∆1X
4
ℓ ,∆2X

4
ℓ ,−∆3X

4
ℓ ) ≤ (t − ℓ)/L} et la preuve de(2.59) et don
 du résultat annon
é sera a
hevée si l'on montre que

P0

(
∆2X

4
s > 0, ∀s ∈ [ℓ, t]; X4

ℓ ∈ D
)
= Oexp(t− ℓ). (2.60)Notons E l'évènement dans (2.60). On remarque que E ⊂ {∆ℓ,t

2 X4 > (d2 +
1
L)(t − ℓ)} ∪

{∆ℓ,t
3 X4 ≤ (d2 +

2
L)(t− ℓ)}. Ainsi,
P0(E) ≤ P0

(
E ∩ {∆ℓ,t

2 X4 > (d2 +
1
L)(t− ℓ)}

)

+P0

(
E ∩ {∆ℓ,t

3 X4 ≤ (d2 +
2
L)(t− ℓ)}

)
. (2.61)Puisque X2 est attra
tif (en e�et dans X2, la valeur de β2 ne joue au
un r�le don
 laproposition 7 est valable), on a

P0

(
E ∩ {∆ℓ,t

2 X4 > (d2 +
1

L
)(t− ℓ)}

)
≤ P0

(
X2

t−ℓ(2) > d2(t− ℓ)
)
= Oexp(t− ℓ),grâ
e au 
hoix de d2. Quant au deuxième terme dans la somme (2.61), on utilise la propriétéde Markov forte. En notant T 0 := inf{s ≥ 0 : Ys(1) = Ys(2)}, 
elle-
i donne :

P0

(
E ∩ {∆ℓ,t

3 X4 ≤ (d2 +
2

L
)(t− ℓ)}

)
≤ max

0≤r≤⌈ t−ℓ
L
⌉
P(0,r)

(
Yt−ℓ(1) ≤ (d2 +

2

L
)(t− ℓ)

)

≤ max
0≤r≤⌈ t−ℓ

L
⌉
P(0,r)

(
T 0 ≥ t− ℓ

(β2 − β0 − γ)L

)
+ P0

(
Y(

1− 1
(β2−β0−γ)L

)
(t−ℓ)(1) ≤ (d2 +

2

L
)(t− ℓ)

)

= P(0,⌈ t−ℓ
L
⌉)

(
T 0 ≥ t− ℓ

(β2 − β0 − γ)L

)
+ P0

(
Y(

1− 1
(β2−β0−γ)L

)
(t−ℓ)(1) ≤ (d2 +

2

L
)(t− ℓ)

)(la première inégalité utilise la remarque suivant la proposition 13). Or� on a
P(0,⌈ t−ℓ

L
⌉)

(
T 0 ≥ t− ℓ

(β2 − β0 − γ)L

)
= Oexp(t− ℓ).C'est une 
onséquen
e du fait qu'une mar
he aléatoire sur Z ave
 un rappel 
onstantvers 0 atteint 0 en un temps qui a des moments exponentiels.� par ailleurs, (2.57) implique que

P0

(
Y(

1− 1
(β2−β0−γ)L

)
(t−ℓ)(1) ≤ (d2 +

2

L
)(t− ℓ)

)
= Oexp(t− ℓ)grâ
e à l'hypothèse faite sur γ et L.Ce
i a
hève la preuve.



66 Chapitre 2. Résultats sur le modèle de Gates-West
ott2.11 Existen
e d'une mesure stationnaire pour une in�nitéde sites, ave
 β1 = (β0 + β2)/2Le résultat de 
ette se
tion 
on
erne le pro
essus de Gates-West
ott ave
 une in�nitéde sites, et ave
 un paramètre véri�ant (2.16). Ce pro
essus, désormais noté (Ht, t ≥ 0),est à valeurs dans l'espa
e non dénombrable E = Z
Z des 
on�gurations h = (h(k), k ∈ Z).Ce pro
essus est déterminé par son générateur in�nitésimal dé�ni par

Ωf(h) :=
∑

k∈Z
qk(h)

[
f(hk)− f(h)

]
,pour les fon
tions f ∈ D(X) (voir la se
tion 1.4 du 
hapitre 1). On a noté qk(h) = βVk(h),et hk = h + e′k où e′k est le ve
teur dé�ni dans (2.8). On rappelle que dans le 
as d'unnombre �ni de sites et sous la 
ondition périodique, on a le théorème 2.17. La mesure πnqui apparaît dans 
e résultat est dé�nie sur l'ensemble En := {h ∈ Z

n :
∑n

i=1 h(i) = 0}qui est 
anoniquement en bije
tion ave
 Z
n−1. On note m la mesure sur Z dé�nie par

m(k) =
1

Z
r|k|,ave
 r =

√
β0/β2 et Z = (1+ r)/(1− r). Alors une autre façon de dé
rire la mesure πn duthéorème 2.17 est de remarquer que

πn = m⊗n|En,
'est-à-dire la mesure produit m⊗n sur Z
n 
onditionnée par le sous-ensemble En de Z

n.Remarquons au passage que
m({0, 1, . . .}) = 1

1 + r
, m({0, 1, . . .}) = r

1 + r
. (2.62)Lorsque n → ∞, il est naturel de penser que le 
onditionnement par En, qui est dûaux e�ets de bord, n'a que peu d'in�uen
e sur la proje
tion de πn sur un ensemble �xéde 
oordonnées. En d'autres termes, pour n = ∞ on s'attend à voir le 
onditionnementdisparaître. Le théorème suivant 
on�rme 
ete intuition.Théorème 16. La mesure produit µ := m⊗Z est invariante pour le pro
essus (Ht, t ≥ 0).Le pro
essus (Ht, t ≥ 0) n'étant pas un pro
essus de saut 
omme l'était le pro
essus

(Hn
t , t ≥ 0), il est impossible pour montrer 
e théorème d'utiliser le 
ritère des 
y
les pourla réversibilité dynamique, 
omme dans le 
as d'un nombre �ni de sites (voir l'appendi
e).Il nous faut don
 pro
éder d'une manière plus dire
te.Dans la démonstration suivante, on notera pour a ∈ Z,

signe(a) =





+1, si a > 0,

−1 si a < 0,

0, si a = 0.



2.11. Existen
e d'une mesure stationnaire pour une in�nité de sites, ave
 β1 = (β0+β2)/267Preuve du théorème 16. Forts du théorème 6 de la se
tion 1.4, il nous su�t de montrerque ∫
Ωfdµ = 0, (2.63)pour toute fon
tion f bornée et lo
ale. Par 
onséquent, quitte à sommer il est su�sant demontrer que (2.63) est véri�ée par les fon
tions de la forme

f(h) = 1(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj),où i < j et ai, ai+1, . . . aj ∈ Z. On notera
µ0 :=

∫
fdµ = µ(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj) =

1

Zj−i+1
r
∑j

k=i |ak|.On dé�nit aussi la 
onstante
ρ :=

1

rZ
µ0(β1r + β0).Puisque f(hk) = f(h) pour k /∈ {i, . . . , j + 1}, on a

Ωf(h) =

j+1∑

k=i

qk(h)
[
f(hk)− f(h)

]

=

j∑

k=i+1

qk(h)
[
1(h(i) = ai, . . . , h(k − 1) = ak−1 + 1, h(k) = ak − 1, . . . , h(j) = aj)

− 1(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj)
]

+ qi(h)
[
1(h(i) = ai − 1, h(i + 1) = ai+1, . . . , h(j) = aj)− 1(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj)

]

+ qj+1(h)
[
1(h(i) = ai, . . . , h(j − 1) = aj−1, h(j) = aj + 1)− 1(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj)

]
.On note ∑j

k=i+1Ak(h) le premier terme de 
ette somme, puis B(h) et C(h) les deuxsuivants. On 
ommen
e par le 
al
ul de ∫ Bdµ.Si ai > 0, on remarque que
B(h) =

[
β11h(i−1)>0 + β01h(i−1)≤0

]

×
[
1(h(i) = ai − 1, h(i + 1) = ai+1, . . . , h(j) = aj)− 1(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj)

]
,qui s'intègre en

∫
Bdµ =

(
β1

r

1 + r
+ β0

1

1 + r

)(
µ0

r
− µ0

)

=
1− r

r(1 + r)
µ0(β1r + β0)

= ρ.Si ai < 0, on remarque que
B(h) =

[
β21h(i−1)>0 + β11h(i−1)≤0

]

×
[
1(h(i) = ai − 1, h(i + 1) = ai+1, . . . , h(j) = aj)− 1(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj)

]
,



68 Chapitre 2. Résultats sur le modèle de Gates-West
ottqui s'intègre en
∫

Bdµ =

(
β2

r

1 + r
+ β1

1

1 + r

)
(µ0r − µ0)

= −1− r

1 + r
µ0(β2r + β1)

= −ρ(la dernière inégalité utilise l'hypothèse (2.16)).En�n si ai = 0,
B(h) =

[
β21h(i−1)>0 + β11h(i−1)≤0

]
1(h(i) = ai − 1, h(i + 1) = ai+1, . . . , h(j) = aj)

−
[
β11h(i−1)>0 + β01h(i−1)≤0

]
1(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj),qui s'intègre en

∫
Bdµ =

(
β2

r

1 + r
+ β1

1

1 + r

)
µ0r −

(
β1

r

1 + r
+ β0

1

1 + r

)
µ0

=
µ0

1 + r
(β2r

2 − β0)

= 0.En mettant 
es résultats ensemble, on a obtenu
∫

Bdµ = signe(ai)ρ. (2.64)Par un 
al
ul analogue, on obtient
∫

Cdµ = −signe(aj)ρ. (2.65)On é
rit en�n
Ak(h) = qk(h)

[
1(h(i) = ai, . . . , h(k − 1) = ak−1 + 1, h(k) = ak − 1, . . . , h(j) = aj)

− 1(h(i) = ai, . . . , h(k − 1) = ak−1 + 1, h(k) = ak, . . . , h(j) = aj)
]

qk(h)
[
1(h(i) = ai, . . . , h(k − 1) = ak−1 + 1, h(k) = ak, . . . , h(j) = aj)

− 1(h(i) = ai, . . . , h(j) = aj)
]
.En pro
édant pour 
ha
un des deux termes de 
ette somme 
omme on l'a fait dans lespré
édents 
al
uls, on aboutit à

∫
Akdµ =

(
signe(ak)− signe(ak−1)

)
ρ. (2.66)Les égalités (2.64), (2.65) et (2.66) impliquent le résultat voulu.



2.12. Questions ouvertes 692.12 Questions ouvertesPour terminer 
e 
hapitre, nous évoquons 
ertains problèmes ouverts et 
onje
tures quisont apparus durant nos re
her
hes et peuvent motiver une poursuite des investigationssur le pro
essus de Gates-West
ott.1. Y'a t-il des 
as où Hn est ergodique et où il est possible de dire quelque 
hose sur lavitesse de 
onvergen
e vers la distribution stationnaire ?2. Après avoir fait la remarque à la �n de la Se
tion 2.2, on peut se poser pré
isément laquestion suivante : si β = (β0, β1, β2) et β′ = (β0, β1, β
′
2) ave
 β2 < β′2, les impli
ationssuivantes sont-elles vraies ?

Hn est ré
urrent sous Pβ
0
⇒ Hn est ré
urrent sous Pβ′

0
,

Hn est ergodique sous Pβ
0
⇒ Hn est ergodique sous Pβ′

0
.3. Comme mentionné dans la remarque qui suit le théorème 11, on peut se poser laquestion de savoir s'il est vrai, pour n'importe quelles valeurs des paramètres, que

∀i ∈ {1, . . . , n}, lim
t→∞

1

t
Xn

t (i) existe presque sûrement,autrement dit que t−1Xn
t 
onverge presque sûrement vers un ve
teur a priori aléa-toire (qui peut être en fait déterministe, par exemple si Hn est ergodique). Un ré-sultat de 
e type (pour un modèle assez di�érent 
ependant) est obtenu dans [37℄.Pour 
ommen
er par un 
as simple, on pourrait véri�er (ou in�rmer) la 
onje
turesuivante : si β1 > β0 et β2 < v2, alors lim

t→∞
1

t
X5

t = (v2, v2, β2, v2, v2).4. Pour β ∈ D, nous pensons qu'il est possible d'obtenir une 
on
lusion plus forteque dans le théorème 12. Sous les mêmes hypothèses, nous allons expliquer qu'il estvraisemblable que
Hk soit ergodique pour k allant jusqu'à 2n + 2. (2.67)Pour montrer 
e
i il su�t de prendre k = 2n+2 et de véri�er que (2.39) a lieu pour

j = 1, . . . , 2n + 1.Pour j = 1, . . . n, il su�t de suivre la preuve du théorème 12.Pour j = n+1, . . . 2n+1, on espère pouvoir obtenir (2.39) en s'inspirant de la preuvedu théorème 15 : il faudrait d'abord montrer que la 
on
lusion de la proposition 13est toujours valable ave
 r sites si β2 > d̃r−1(β1) 2. Ensuite il resterait à adapter 
equi est fait dans la preuve du théorème 15.2. Cela paraît raisonnable : dans 
e pro
essus le site 1 évolue alternativement selon un pro
essus dePoisson d'intensité β1 et β2. Les périodes d'intensité β1 sont d'espéran
e in�nie, alors que les périodesd'intensité β2 sont d'espéran
e �nie sous l'hypothèse β2 > d̃r−1(β1).
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ott5. Prenons n pair pour simpli�er, et supposons que la 
onje
ture (2.67) soit véri�ée, desorte que vn existe si β2 > (n/2− 1)β0 et β1 > β2
3. Si l'on fait varier β1, est-il vraique

lim
β1→∞

vn = nβ0?Dans le lemme 6 nous avons déjà montré 
e
i dans le 
as simple où n = 3. Pour nquel
onque, l'intuition reste la suivante : si β1 est immense, partant de l'état plat onattend un 
ertain temps distribué selon la loi Exp(nβ0), pour que le premier 
arrésoit posé, puis ave
 probabilité pro
he de 1 le reste de l'étage se remplit presqueinstantanément.6. Si les deux points pré
édents sont démontrés, on déduira l'existen
e d'un phéno-mène 
ritique losque l'on augmente β2, pour β1 �xé (β1 grand). Plus pré
isément, onmontrerait aisément que� Hn est ergodique pour β2 > (n/2− 1)β0,� Hn est transitoire pour β2 en dessous d'une 
ertaine valeur pro
he de (n/2− 1)β0.7. Dans le (
) du théorème 13, on montre en fait que si β1 > 32β0,
lim
n→∞

d̃n(β1) < β1. (2.68)Est-il vrai que (2.68) a lieu pour tout β1 > β0 ? Si, 
omme nous le 
royons, laréponse est positive, 
ela fournirait un voisinage à droite de D, indépendant de n, oùl'ergodi
ité a lieu.8. Nous avons été obligés d'introduire la 
onstante d̃n(β1), mais il paraît plausible qu'enfait l'égalité suivante ait lieu :
d̃n(β1) = ṽn.Par une appli
ation du prin
ipe standard de grandes déviations, on peut montrerque 
'est le 
as si H̃n a des temps de retour qui, en plus d'être intégrables, ont desmoments exponentiels. Malheureusement [3℄ ne 
ontient pas de résultat à 
e sujet et
e
i reste une question ouverte.9. Dans la se
tion 2.11, nous avons seulement pu exhiber une distribution stationnairepour le pro�l de Gates-West
ott. Rien de plus n'est 
onnu sur l'ensemble des dis-tributions stationnaires, ou sur la 
onvergen
e en loi du pro
essus partant du pro�l

0.

3. en fait β1 > β0 su�t grâ
e au théorème 10



Chapitre 3Le pro
essus de 
onta
t sous-
ritiquevu du bord
3.1 Dé�nitions et notationsCe 
hapitre porte sur le pro
essus de 
onta
t sur Z, ainsi que sur un modèle dis
ret, enrelation ave
 
e dernier. Le modèle dis
ret, introduit dans [10℄, 
onsiste en une per
olationorientée sur un graphe en 2 dimensions et 
onstitue un analogue en temps dis
ret dupro
essus de 
onta
t. L'intérêt de 
e dernier vient du fait qu'il partage la plupart despropriétés importantes du pro
essus de 
onta
t 
ontinu tout en gardant la simpli
ité demanipulation dûe au 
ara
tère dis
ret. C'est 
ommode pour travailler dans un premiertemps en é
artant les di�
ultés te
hniques propres au temps 
ontinu, avant d'adapteréventuellement les raisonnements au 
onta
t 
lassique. Ku
zek [33℄ s'est par exemple pla
édans 
e 
adre pour établir un théorème limite 
entral pour le bord du pro
essus.Les deux pro
essus seront notés par la lettre ξ, le 
ontexte permettant de lever touteambiguïté. Soit

X := {0, 1}Z.On rappelle qu'une 
on�guration η ∈ X peut être identi�ée ave
 la sous-partie {v ∈ Z :
η(v) = 1} de Z. Par 
onséquent on é
rira sup η au lieu de sup{v ∈ Z : η(v) = 1}, et |η| aulieu de ∑v∈Z η(v). La 
on�guration identiquement nulle sera notée 0. On dé�nit aussi lesensembles suivants (
eux notés ave
 un Y 
on
ernent le 
onta
t dis
ret) :

X∞ := {η ∈ X : |η| =∞, sup η < +∞}.

Xf := {η ∈ X : |η| <∞}.
Y := P(2Z), Y ′ := P(2Z + 1).

Y∞ := {A ⊂ 2Z : |A| =∞, supA < +∞}, Y ′∞ := {A ⊂ 2Z+ 1 : |A| =∞, supA < +∞}.
Yf := {A ⊂ 2Z : |A| <∞, A 6= ∅}, Y ′f := {A ⊂ 2Z + 1 : |A| <∞, A 6= ∅}.

Xb
∞ := {η ∈ X : |η| =∞, sup η = 0}, Xb

f := {η ∈ X : |η| <∞, sup η = 0} ∪ {0}.
Y b
∞ := {A ⊂ 2Z : |A| =∞, supA = 0}, Y b

f := {A ⊂ 2Z : |A| <∞, supA = 0} ∪ {∅}.71



72 Chapitre 3. Le pro
essus de 
onta
t sous-
ritique vu du bordSi η ∈ X et v ∈ Z on note η ⊕ v la translatée de η selon v, 
'est-à-dire :
η ⊕ v(w) = η(w − v), w ∈ Z.Une 
on�guration non vide majorée peut être dé
rite par la donnée de la position desa parti
ule la plus à droite, ainsi que de la 
on�guration vue de 
ette dernière parti
ule.Cette deuxième donnée est l'objet d'étude dans 
e 
hapitre. Plus pré
isément, on 
onsidèrel'appli
ation

B : X∞ ∪Xf → Xb
∞ ∪Xb

f

η 7→
{
η ⊕ (− sup η), si η 6= 0,

0, si η = 0.

(3.1)On dit que B(η) est la 
on�guration �η vue du bord�. B est dé�nie de manière similairesur Y∞ ∪ Yf et sur Y ′∞ ∪ Y ′f .Dé�nition 10. Le pro
essus de 
onta
t partant de η ∈ X d'intensité λ est le système despins sur Z, noté (ξηt , t ≥ 0), dé�ni par ξη0 = η et par les taux de transition suivants.
cv(η) =

{
1, si η(v) = 1

λ(1η(v−1)=1 + 1η(v+1)=1), si η(v) = 0.
(3.2)On dit que le site v est o

upé si η(v) = 1 et va
ant si η(v) = 0. Alors (3.2) ditqu'un site o

upé devient va
ant au taux 1 et qu'un site va
ant devient o

upé à un tauxproportionnel au nombre de sites voisins o

upés. Si η = {a}, on é
rit ξat au lieu de ξ
{a}
t .Par un simple argument de 
ouplage, il existe une valeur 
ritique λc ≥ 0 telle quesi λ < λc, |η| <∞⇒ P(∀t ≥ 0, ξηt 6= 0) = 0, (3.3)si λ > λc, P(∀t ≥ 0, ξ0t 6= 0) > 0. (3.4)Il est bien 
onnu que λc ∈]0,+∞[, et que lorsque λ = λc 
'est en
ore (3.3) qui a lieu [6℄.Par ailleurs (voir [35℄, Partie VI, Théorème 3.4) si λ < λc alors il existe K, r > 0 tels que

P(ξ0t 6= 0) ≤ Ke−rt, t ≥ 0. (3.5)On pourra se référer pour plus de détails sur le pro
essus de 
onta
t au 
hapitre VI de[35℄. On dé
rit maintenant le modèle dis
ret. Il met en jeu le graphe G orienté dé�ni parl'ensemble de sommets
V = {(x, n) ∈ Z

2 : n ≥ 0, x+ n ∈ 2Z},et par l'ensemble d'arêtes
E = {〈(x, n), (x + 1, n+ 1)〉 , (x, n) ∈ V } ∪ {〈(x, n), (x − 1, n+ 1)〉 , (x, n) ∈ V }.Soient (Xe, e ∈ E) des v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre p. On dit que l'arête eest ouverte si Xe = 1 et fermée sinon. Un 
hemin dans G est une suite �nie (e1, . . . , en)d'arêtes 
onsé
utives. Un 
hemin (e1, . . . , en) est dit ouvert si 
haque arête ei est ouverte.



3.1. Dé�nitions et notations 73Pour v1, v2 ∈ V, on note {v1 → v2} l'évènement qu'il existe un 
hemin ouvert de v1 vers
v2, et pour V1, V2 ⊂ V , on note

{V1 → V2} = {∃v1 ∈ V1,∃v2 ∈ V2 : v1 → v2}ainsi que {V1 9 V2} son 
omplémentaire. Pour k ∈ N et A ⊂ 2Z + k (
'est-à-dire A ⊂ 2Zsi k pair ou A ⊂ 2Z+1 si k impair), on s'autorise à é
rire (A, k) au lieu de {(a, k), a ∈ A}.Dé�nition 11. Le pro
essus de 
onta
t dis
ret partant de A ⊂ 2Z est dé�ni par
ξAn = {y : (y, n) ∈ V, (A, 0) → (y, n)}.C'est une 
haîne de Markov prenant ses valeurs alternativement dans Y et Y ′.Pour A ⊂ 2Z+ k on utilisera aussi la notation

ξAk,n = {y : (y, n) ∈ V, (A, k)→ (y, n)}, n ≥ k.Comme dans le 
adre 
ontinu, il existe une valeur 
ritique pc ∈]0, 1[ telle que� si p ≤ pc, ∀A ⊂ 2Z �nie, P(∀n ∈ N, ξAn 6= ∅) = 0,� si p > pc, P(∀n ∈ N, ξ0n 6= ∅) > 0.En outre, si p < pc, il existe ρ > 0 tels que
P(ξ0n 6= ∅) ≤ e−ρn, n ≥ 0. (3.6)Un fait élémentaire 
on
ernant le pro
essus de 
onta
t est que si la 
on�guration initialea la propriété d'être in�nie et majorée, 
ette propriété est 
onservée à tout instant (ondit qu'une 
on�guration est majorée si l'ensemble de ses sites o

upés est borné à droite).Autrement dit

∀η ∈ X∞,P (∀t ≥ 0, ξηt ∈ X∞) = 1,et de la même façon on a
∀η ∈ Xf ,P (∀t ≥ 0, ξηt ∈ Xf ) = 1.Ce
i reste bien sûr vrai pour le 
onta
t dis
ret.

Figure 3.1 � Une réalisation du pro
essus de 
onta
t dis
ret



74 Chapitre 3. Le pro
essus de 
onta
t sous-
ritique vu du bordDé�nition 12. Supposons que η ∈ X∞ ou η ∈ Xf . Ce qui pré
ède nous autorise à 
onsi-dérer le pro
essus de 
onta
t vu du bord dé�ni par
ζηt := B(ξηt ).L'invarian
e par translation dans (3.2) fait de (ζηt , t ≥ 0) un pro
essus de Markov à valeursdans Xb

∞ si η ∈ X∞, ou dans Xb
f si η ∈ Xf .Dans le 
adre dis
ret on dé�nit de même les pro
essus

ζAn = B(ξAn ), n ≥ 0,ainsi que ζAk,n = B(ξAk,n), n ≥ k. Ce sont des 
haînes de Markov à valeurs dans Y b
∞ si

A ∈ Y∞ ou dans Y b
f si A ∈ Yf .Dans 
e 
hapitre on s'intéresse à la 
onvergen
e en loi des pro
essus vus du bord,lorsqu'on part d'une 
on�guration quel
onque η in�nie et majorée, 
omme par exempleune demi-droite de sites o
upés. Nous rappelons que X est muni de sa topologie produit.Dans 
e 
ontexte la 
onvergen
e faible d'une suite µn de probabilités sur X vers une autreprobabilité µ sur X, notée µn =⇒ µ, a lieu si

lim
n→∞

∫

X
fdµn =

∫

X
fdµ,pour toute fon
tion lo
ale f sur X.Dans le 
as sur
ritique, Galves et Presutti [16℄ ont montré que ∀η ∈ Xb

∞, le pro
essus ζηt
onverge en loi vers une unique mesure invariante. Ce résultat a ensuite été étendu au 
as
ritique par Cox, Durrett et S
hinazi [9℄. Dans 
es deux derniers 
as, les démonstrationss'adaptent sans di�
ulté à la situation du temps dis
ret. Ces deux résultats sont énon
ésdans le 
adre 
ontinu mais le passage au temps dis
ret ne pose pas de problème. Dans le
as sous-
ritique, il est démontré dans le 
adre dis
ret [41℄ et 
ontinu [4℄ que le pro
essus
ζ n'admet pas de distribution stationnaire. Cependant Andjel [2℄ a montré ré
emmentdans le 
adre dis
ret l'existen
e d'une distribution ν telle que pour A ∈ Y b

∞, la loi de ζAn
onverge faiblement vers ν. Il ne s'agit pas à proprement parler d'une 
onvergen
e en loipuisqu'il s'avère que la mesure ν est portée par Y b
f , autrement dit elle ne 
harge que les
on�gurations �nies, alors que le pro
essus ζAn est à valeurs dans Y b

∞. La mesure ν 
oïn
ideave
 la limite de Yaglom du pro
essus restreint aux 
on�gurations �nies (voir théorème18).Dans la se
tion 3.2, nous donnons une preuve alternative de 
e résultat. Ensuite dans lesse
tions 3.3 et 3.4 nous abordons, sans le résoudre, le problème d'adapter 
e même résultatau pro
essus de 
onta
t 
lassique. En parti
ulier nous prouvons l'existen
e d'une limite deYaglom pour le 
onta
t sous-
ritique vu du bord, 
e qui 
onstitue un premier pas dans
ette dire
tion. Bien sûr 
e résultat possède aussi un intérêt en lui-même.3.2 Une preuve alternative de la 
onvergen
e du 
onta
t sous-
ritique vu du bordDans 
ette se
tion on fait l'hypothèse que p < pc, et on donne une nouvelle preuve duthéorème suivant dû à Andjel [2℄. Outre le fait qu'elle soit plus 
ourte, notre motivation



3.2. Une preuve alternative de la 
onvergen
e du 
onta
t sous-
ritique vu du bord 75initiale était de disposer d'une démonstration qui soit plus aisément adaptable au 
adredu temps 
ontinu.On note L(Z|D) la loi d'une v.a. Z 
onditionnellement à un évènement D.Théorème 17 (Andjel, '12). Supposons que p < pc. Il existe une probabilité ν sur Y b
f telleque pour tout A ∈ Y b

∞, on ait la 
onvergen
e faible
L(ζAn ) =⇒ ν, n→∞.Pour notre preuve 
omme pour 
elle de [2℄, l'ingrédient prin
ipal est le théorème 1dans [14℄, qui appliqué à notre 
ontexte donne l'existen
e d'une limite de Yaglom pour lepro
essus ζn :Théorème 18 (Ferrari, Kesten, Martinez, '95). Supposons que p < pc. Il existe une pro-babilité ν sur Y b

f telle que
L(ζ0n|ξ0n 6= ∅) =⇒ ν, n→∞.On 
ommen
e par introduire quelques notations supplémentaires. Pour a ∈ Z on note

]a,∞[ l'ensemble {a+ 2, a+ 4, . . .}. Pour (x, k) ∈ V , on dé�nit
Cx,k := {(y, n) ∈ V : |y − x| ≤ n− k},

Lk := {(x, r) ∈ V : r = k},
Fk = σ(Xe, e ∈ Ek), F−x,k = σ(Xe, e ∈ E−x,k), F+

x,k = σ(Xe, e ∈ E+
x,k),où

Ek = {< v1, v2 >∈ E : v1, v2 ∈ ∪kj=0Lj},
E−x,k = {〈(y, n), (z, n + 1)〉 ∈ E : n ≥ k, y − x ≤ n− k, z − x ≤ n+ 1− k} ,

E+
x,k = E\E−x,k.Désormais A = ξ0 et n sont �xés, et pour simpli�er les notations on é
rira ξn et ζn au lieude ξAn et ζAn . Soit

G(n) = {(γ0, . . . , γn) : γ0 ∈ 2Z;∀i = 1, . . . , n, |γi − γi−1| = 1}l'ensemble des 
hemins de L0 vers Ln. γ sera 
onfondu ave
 la sous-partie {(γ0, 0), . . . , (γn, n)}de V . Pour γ ∈ G(n), on note G(γ) le sous-graphe de G 
onstitué des arêtes dont l'un dessommets est stri
tement à droite de γ, et F(γ) la tribu engendrée par les variables re-présentant l'état des arêtes de G(γ) (voir �gure 3.2). On dé�nit aussi Γ = (Γ0, . . . ,Γn) le
hemin ouvert le plus à droite de A vers Ln
4. En�n on dé�nit l'évènement

{ℓ est un point de rupture} = {ξℓ∩]Γℓ,Γℓ + 2(n− ℓ)] = ∅},et on note
R := min{ℓ ≥ 0 : ℓ est un point de rupture}.En�n, pour n ∈ N on note √n la partie entière de la la ra
ine 
arrée de n.4. Γ est bien dé�ni par
e que si (γ0, . . . , γn) et (γ′

0, . . . , γ
′
n) sont deux 
hemins ouverts alors

(max(γ0, γ
′
0), . . . ,max(γn, γ

′
n)) en est aussi un.



76 Chapitre 3. Le pro
essus de 
onta
t sous-
ritique vu du bordLemme 9. Soit A′ ⊂ 2Z+ ℓ telle que |A′| =∞ et a = supA′ < +∞. Alors
L(ζA′

ℓ,n|R = ℓ,Γℓ = a) = L(ζA′

n−ℓ|0→ Ln−ℓ). (3.7)Démonstration. ζA
′

ℓ,n ne dépendant que des états d arêtes appartenant à E−a,ℓ, 
'est unevariable F−a,ℓ-mesurable. On a�rme par ailleurs que l'évènement {R = ℓ} ∩ {Γℓ = a} estl'interse
tion de {(a, ℓ) → Ln} ave
 un évènement F+
a,ℓ-mesurable. Les tribus F+

a,ℓ et F−a,ℓétant indépendantes, 
ar engendrées par des v.a. 
orrespondant à deux parties disjointesde E, 
e
i implique que
L(ζA′

ℓ,n|R = ℓ,Γℓ = a) = L(ζA′

ℓ,n|(a, ℓ)→ Ln),
e qui donne le résultat annon
é par l'invarian
e par translation.L'a�rmation du paragraphe pré
édent est une 
onséquen
e du fait que
{R = ℓ} ∩ {Γℓ = a} = {(a, ℓ)→ Ln} ∩ {(A, 0)→ (a, ℓ)}

∩
ℓ−1⋂

k=0

{(
A ∩ [Γ0,∞[, 0

)
→
(
]Γk,Γk + 2(n − k)[, k

)}

∩
{(

A ∩ [Γ0,∞[, 0
)
9
(
]a, a+ 2(n− ℓ)], ℓ

)}

∩
{(

ξℓ∩]a+ 2(n− ℓ),∞[, ℓ
)
9 Ln

}
,où on remarque que dans le terme de droite tous les évènements hormis {(a, ℓ)→ Ln} sont

F+
a,ℓ-mesurables.On notera par la suite γ [a,b[ l'ensemble γ ∩

(⋃b−1
j=aLj

).Lemme 10. il existe k0 ∈ N et q < 1 tels que ∀k ≥ k0,∀γ ∈ G(k),
P
(
{γ [0,k[ → (]γk,∞[, k) dans G(γ)} ∪ {(]γ0, γ0 + 2k2], 0)→ Lk dans G(γ)}

)
≤ q.

Figure 3.2 � En pointillés, l'évènement {γ [0,k[ → (]γk,∞[, k) dans G(γ)}.Démonstration. Soit p(γ) := P({γ [0,k[ → (]γk,∞[, k) dans G(γ)}). On utilise le fait que
max
γ∈G(k)

p(γ) = p(γ0), (3.8)



3.2. Une preuve alternative de la 
onvergen
e du 
onta
t sous-
ritique vu du bord 77où γ0 est le 
hemin droit de pente −1, 
'est-à-dire γ0 = (0,−1, . . . ,−k). La �gure 3.2, quireprésente simultanément γ et γ0, suggère une façon simple de montrer l'égalité (3.8). Orpar symétrie, on a
p(γ0) = P ((]0,∞[, 0) → {(1, 1), . . . , (k, k)}) ,et par 
onséquent p(γ0) ≤ r := P

(
(]0,∞[, 0) → C0,0

). Une 
onséquen
e de (3.6) est que
r < 1.Par ailleurs on a aussi

P
(
(]γ0, γ0 + 2k2], 0)→ Lk dans G(γ)

)
≤ P

(
(]0, 2k2], 0)→ Lk dans G(γ)

)
,qui est majorée par k2P((0, 0) → Lk), qui tend vers 0 quand k → ∞ grâ
e à (3.6). Onobtient le résultat en prenant k assez grand pour que k2P((0, 0)→ Lk) ≤ 1−r

2 .Lemme 11. limn→∞ P(R ≤ n/2) = 1.Démonstration. On montre que pour tout ε > 0, on a pour n su�samment grand :
max
γ∈G(n)

P(R > n/2|Γ = γ) ≤ ε. (3.9)Fixons γ ∈ G(n). La probabilité dans (3.9) vaut
P

( ⋂

j≤n/2
{γ [0,j[ →

(
]γj, γj + 2(n − j)], j

) dans G(γ)}

∪ {(A∩]γ0,∞[, 0)→
(
]γj , γj + 2(n − j)], j

) dans G(γ)}
∣∣∣Γ = γ

)
,Or l'évènement à gau
he du signe | est un évènement F(γ)-mesurable 
roissant 5, tandisque {Γ = γ} est l'interse
tion de l'évènement {γ est ouvert} ave
 un évènement F(γ)-mesurable dé
roissant. Puisque {γ est ouvert} est indépendant de F(γ), il su�t pour avoir(3.9) de prouver que

max
γ∈G(n)

P

( ⋂

j≤n/2
{γ [0,j[ →

(
]γj , γj + 2(n − j)], j

) dans G(γ)}

∪ {(A∩]γ0,∞[, 0)→
(
]γj , γj + 2(n − j)], j

) dans G(γ)}
)
≤ ε, (3.10)pour n assez grand. Pour m ≥ 0, on pose

Fm :=
{
γ [m

√
n,(m+1)

√
n[ ∪

(
[γm
√
n, γm

√
n + 2n],m

√
n
)
→ L(m+1)

√
n dans G(γ)

}
.Les Fm sont des évènements mutuellement indépendants, or d'après le lemme 10 on apour n ≥ k20 l'inégalité P(Fm) ≤ q < 1. Il reste à remarquer que l'évènement dans (3.10)est in
lus dans F0 ∩ F1 ∩ · · · ∩ F√n/2, et par 
onséquent sa probabilité est majorée par

P(F0) . . . P(F√n/2) ≤ q
√
n/2, qui est inférieur à ε pour n assez grand.5. on rappelle que 
e
i signi�e que son indi
atri
e est une fon
tion de (

Xe, e arête de G(γ)
), et 
ettefon
tion est 
roissante vis-à-vis de la relation d'ordre 
anonique ≤.



78 Chapitre 3. Le pro
essus de 
onta
t sous-
ritique vu du bordNotre dernier lemme est identique au lemme 3.1 de [2℄. On dit qu'une fon
tion f sur
Y b
f ∪ Y b

∞ est lo
ale s'il existe un entier r ≥ 1 tel que f(A) ne dépende de A qu'à travers
A ∩ {−2r, . . . ,−2}.Lemme 12. Soit f une fon
tion lo
ale sur sur Y b

f ∪ Y b
∞. On a

lim
n→∞

E[f(ζA
′

n )|0→ Ln]− E[f(ζ0n)|0→ Ln] = 0,uniformément en A′ ∈ Y b
f ∪ Y b

∞.Démonstration. Soit r telle que f(A) ne dépende que de A ∩ {−2r, . . . ,−2}. On pose
Φ = {(x, k) : k ≤ n, (0, 0) → (x, k)}, et on remarque que pour toute valeur possible φ de
Φ,
|E[f(ζA′

n )|Φ = φ]− E[f(ζ0n)|Φ = φ]| ≤ E[|f(ζA′

n )− f(ζ0n)| |Φ = φ]

≤ 2‖f‖P(f(ζA′

n ) 6= f(ζ0n)|Φ = φ)

≤ 2‖f‖P
(
([−2(n + r), 0[, 0)→ Ln sans utiliser les points de φ

)

≤ 2‖f‖P
(
([−2(n + r), 0[, 0)→ Ln

)

≤ 2(n + r)‖f‖∞e−ρn,qui tend vers 0, 
e qui 
on
lut la preuve du lemme.Preuve du théorème 17. Grâ
e au théorème 18, nous n'avons qu'à montrer que pour toutefon
tion lo
ale f sur Y b
f ∪ Y b

∞,
lim
n→∞

E[f(ζAn )]− E[f(ζ0n)|0→ Ln] = 0.Fixons f et posons
un = sup

k≥n
|E[f(ζ0k)|0→ Lk]−

∫
fdν|.La suite un est dé
roissante ave
 limn→∞ un = 0. D'après le lemme 12, il existe aussi unesuite vn dé
roissante telle que limn→∞ vn = 0 telle que

∀A′ ∈ Y b
∞, |E[f(ζA

′

n ) | 0→ Ln]− E[f(ζ0n) | 0→ Ln]| ≤ vn.On pose wn = vn + 2un. Alors
|E[f(ζAn )|R = ℓ]− E[f(ζ0n)|0→ Ln]| ≤ |E[f(ζAn )|R = ℓ]− E[f(ζ0n−ℓ)|0→ Ln−ℓ]|

+ |E[f(ζ0n−ℓ)|0→ Ln−ℓ]− E[f(ζ0n)|0→ Ln]|
≤ vn−ℓ + un + un−ℓ
≤ wn−ℓ
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ritique vu du bord admet une limite de Yaglom79(le fait que |E[f(ζAn )|R = ℓ]−E[f(ζ0n−ℓ)|0→ Ln−ℓ]| ≤ vn−ℓ est une 
onséquen
e du lemme9). Ainsi,
|E[f(ζAn )]− E[f(ζ0n)|0→ Ln]| ≤ 2‖f‖P(R > n/2)

+ |E[f(ζAn )1R≤n/2]− E[f(ζ0n)|0→ Ln]P(R ≤ n/2)|

≤ 2‖f‖P(R > n/2) +

n/2∑

j=0

P(R = j)wn−j

≤ 2‖f‖P(R > n/2) + wn/2,la dernière inégalité étant dûe au fait que wn est dé
roissante. On 
on
lut par le lemme11.3.3 Le pro
essus de 
onta
t �ni sous-
ritique vu du bord ad-met une limite de YaglomSi l'on veut adapter la preuve du théorème 17 au temps 
ontinu, le premier pas estd'avoir un résultat analogue au théorème 18. C'est l'objet de 
ette se
tion.3.3.1 Un théorème général sur la 
onvergen
e 
onditionnelle des pro-
essus de Markov absorbantsOn 
onsidère i
i (Xt, t ≥ 0) un pro
essus markovien de saut sur un ensemble S dénom-brable. On note Q = (qx,y)x,y∈S son génerateur in�nitésimal, 
'est-à-dire que pour x, y ∈ Sdistin
ts,
lim
t→0

1

t
Px(Xt = y) = qx,y.On note

P t(x, y) := Px(Xt = y)le semi-groupe asso
ié à 
e pro
essus. On suppose qu'il existe un état absorbant 0 ∈ S :
P0(Xt = 0) = 1, t ≥ 0, (3.11)
e qui est équivalent à 
e que q0,x = 0 pour tout x 6= 0. Soit S′ := S\{0}. On suppose quela restri
tion de Q à S′ est irrédu
tible, autrement dit que pour tous x, y ∈ S′,

P 1(x, y) > 0. (3.12)Pré
isons qu'en temps dis
ret, l'hypothèse d'irrédu
tibilité s'é
rirait de la manière sui-vante : pour tous x, y ∈ S′,
∃m ≥ 0 : Pm(x, y) > 0. (3.12')On suppose en outre que l'absorption est 
ertaine, soit

∀x ∈ S′, Px(T <∞) = 1, où T := inf{t ≥ 0 : Xt = 0}. (3.13)



80 Chapitre 3. Le pro
essus de 
onta
t sous-
ritique vu du bordLemme 13. Il existe R ≥ 1 tel que pour x, y ∈ S′, limt→∞ P t(x, y)1/t = 1/R. Le réel Rest appelé taux d'absorption du pro
essus.Démonstration. Pour x ∈ S′, la 
onvergen
e de P t(x, x)1/t vient du fait que P t(x, x) estune fon
tion surmultipli
ative du temps qui admet don
 une limite par le théorème sous-additif. Sa limite est la même pour tout x, 
e qui s'explique par l'en
adrement
P 1(y, x)−1P t+2(y, y)P 1(x, y)−1 ≥ P t(x, x) ≥ P 1(x, y)P t−2(y, y)P 1(y, x).On obtient similairement la 
onvergen
e de P t(x, y)1/t, ave
 x 6= y, en é
rivant

P 1(y, x)−1P t+1(y, y) ≥ P t(x, y) ≥ P 1(x, y)P t−1(y, y).Une idée largement exploitée est d'utiliser le fait que pour r > 0, (rtP t, t ≥ 0) est en
oreun semi-groupe. Les propriétés de 
e semi-groupe lorsque r = R sont d'un intérêt parti
ulier
ar RtP t(x, y) est �d'ordre 1� et il a des points 
ommuns ave
 le semi-groupe asso
ié à unpro
essus irrédu
tible (sans absorption). Il est bien 
onnu qu'il y a trois alternatives :� la R-transien
e : ∀x ∈ S′,
∫∞
0 RtP t(x, x)dt <∞ ;� la R-ré
urren
e nulle : ∀x ∈ S′,

∫∞
0 RtP t(x, x)dt =∞, mais limRtP t(x, x) = 0 ;� la R-ré
urren
e positive : limRtP t(x, x) > 0.Pour une introdu
tion à 
es notions on pourra 
onsulter [39℄. Pré
isons que lorsque l'unede 
es propriétés est véri�ée pour un état x ∈ S, elle l'est aussi pour tous les états. Lesnotions 
i-dessus ne dépendent don
 pas du 
hoix de x.Bien sûr 
e
i s'adapte au 
adre des 
haînes de Markov à temps dis
ret. Cette se
tion doitbeau
oup aux idées utilisées dans [14℄, dont on utilisera d'ailleurs le théorème prin
ipal :Théorème 19 (Ferrari, Kesten, Martìnez). Soit (Yn, n ≥ 0) une 
haîne de Markov à tempsdis
ret véri�ant (3.11), (3.12') et (3.13). On suppose qu'il existe un ensemble A ⊂ S′, unélément y0 ∈ A et des 
onstantes C1, C2, C3, ε0 > 0 et n0 ∈ N telles que(i) ∀x ∈ A, ∀n ≥ 0, Px(T > n;Y1, . . . Yn /∈ A) ≤ C1(R+ ε0)

−n,(ii) ∀x ∈ A, ∀n ≥ 0, Px(T > n) ≤ C2Py0(T > n),(iii) ∀x ∈ A, Px(∃n ≤ n0 : Yn = y0) ≥ C3.Alors (Xn, n ≥ 0) est R-ré
urrente positive.Dans 
ette référen
e les auteurs mentionnent qu'un résultat analogue en temps 
ontinudoit pouvoir être obtenu d'une façon similaire à 
elui-
i. Cependant, 
ertaines di�
ultéste
hniques surviennent si on essaye d'adapter la preuve de 
e théorème en temps 
ontinu.Nous énonçons i
i 
et analogue 
ontinu du théorème 19, mais plut�t que de l'obtenir ave
une preuve similaire nous l'obtenons 
omme une 
onséquen
e du théorème 19 lui-même.Théorème 20. Soit (Xn, n ≥ 0) la 
haîne de Markov issue du pro
essus (Xt, t ≥ 0) prisaux temps entiers. On suppose que (Xn, n ≥ 0) véri�e (i), (ii) et (iii). Alors (Xt, t ≥ 0)est R-ré
urrent positif.Démonstration. On déduit du théorème 19 que limn→∞RnPn(x, x) > 0, 
e qui entraîneque limt→∞RtP t(x, x) > 0 puisque 
ette limite doit exister dans tous les 
as.
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ritique vu du bord admet une limite de Yaglom81Pré
isons qu'en général la R-ré
urren
e positive n'entraîne pas l'existen
e de mesuresquasi-stationnaires, et en
ore moins la 
onvergen
e 
onditionnelle. Cependant dans notre
as on peut montrer le résultat suivant.Théorème 21. On suppose que (i)�(iii) sont véri�ées, et on fait l'hypothèse supplémentairesuivante :(iv) Card{x ∈ S′ : q(x, 0) > 0} <∞.Alors il existe une probabilité µ sur S′ telle que pour tout x, y ∈ S′,
lim
t→∞

Px(Xt = y | T > t) = µ(y). (3.14)Démonstration. On a né
essairement R > 1, puisque si on avait R = 1 la R-ré
urren
epositive impliquerait lim supt→+∞ Px(T > t) ≥ limt→+∞ P
t(x, x) > 0, 
e qui 
ontredit(3.13). Le théorème 10 dans [39℄ établit alors l'existen
e et l'uni
ité d'une probabilité ν sur

S′ véri�ant νP t = R−tν. Or sous 
ette hypothèse le théorème 12 de 
ette même référen
enous donne la 
onvergen
e (3.14).Remarque. La mesure µ dans (3.14) est appelée limite de Yaglom du pro
essus (Xt, t ≥ 0).3.3.2 La limite de Yaglom pour des systèmes de spins �nisOn véri�e i
i que le pro
essus de 
onta
t vu du bord véri�e toutes les hypothèses duthéorème 21 et par 
onséquent admet une limite de Yaglom. Cependant on va se pla
erdans un 
adre général qui est 
elui des systèmes de spins sur Z (rempla
er Z par Z
d neposerait au
une di�
ulté additionnelle mais pour nos besoins une dimension su�t). C'estl'analogue du 
adre des automates 
ellulaires probabilistes traité par Ferrari, Kesten etMartìnez [14℄.On utilise les notations introduites au début du 
hapitre. La 
on�guration nulle sera notée

0. On répète que l'abus de 
onfondre une 
on�guration η ave
 l'ensemble {v ∈ Z : η(v) = 1}pourra être 
ommis. En parti
ulier on pourra é
rire η1 ∪ η2 au lieu de max(η1, η2), et {v}pour la 
on�guration qui vaut 1 en v et 0 ailleurs. Avant de poursuivre nous énonçons unlemme élémentaire. Désormais si Z est une v.a. et A un évènement, on utilisera la notation
E[Z;A] := E[Z1A].Lemme 14. Soit (Zn, n ≥ 1) une suite i.i.d. telle que pour un 
ertain a > 0, E[eaZ1 ] <∞.Alors pour tout p ≥ 1,

1

n

n∑

i=1

Zi
Lp

−−−→
n→∞

EZ1. (3.15)Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que EZ1 = 0. Soit ε > 0, et
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δ(ε) > 0 tel que P(|n−1∑n

i=1 Zi| > ε) ≤ e−nδ(ε). En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz,
E|n−1

n∑

i=1

Zi|p ≤ εp + E

[
|n−1

n∑

i=1

Zi|p; |n−1
n∑

i=1

Zi| > ε

]

≤ εp + ‖n−1
n∑

i=1

Zi‖p2pe−nδ(ε)/2

≤ εp + ‖Z1‖p2pe−nδ(ε)/2.Par 
onséquent, lim supE|n−1∑n
i=1 Zi|p ≤ εp, 
e qui donne le résultat voulu puisque ε estarbitrairement petit.Soit une famille {cv(η), η ∈ X, v ∈ Z} de réels positifs. On fait les hypothèses suivantes :

cv(η) dépend de η seulement à travers η(u), |u− v| ≤ 1, (H1)
c0(0) = 0, (H2)

cv+u(η ⊕ u) = cv(η), η ∈ X, u, v ∈ Z. (H3)Bien sûr 
e qui suit fon
tionnerait de la même manière si cv(η) dépendait des valeurs
η(u) pour |v − u| ≤ K, ave
 K ∈ N. Néanmoins on dé
ide de prendre K = 1 pour nepas alourdir les démonstrations inutilement. Comme 
onséquen
e de (H1) et (H3), cv(η)ne peut prendre qu'un nombre �ni de valeurs (en fait 8 au maximum) dont le maximumest noté

M := sup
η∈X,v∈Z

cv(η) < +∞.Sous nos hypothèses (voir le 
hapitre 1), le prégénérateur L dé�ni sur l'ensemble desfon
tions lo
ales f par
Ωf(η) :=

∑

v∈Z
cv(η)

[
f(ηv)− f(η)

] (3.16)dé�nit un unique pro
essus de Markov (Pη, η ∈ X) sur X. L'état de 
e pro
essus à l'instant
t sera noté ξt. Le lemme suivant exprime le fait que dans 
e pro
essus, l'information nepeut pas être transmise de site en site plus vite qu'un pro
essus de Poisson d'intensité M .Lemme 15. On peut 
onstruire, 
onjointement au pro
essus (ξt, t ≥ 0), deux familles(indépendantes l'une de l'autre) de pro
essus de Poisson notées (Nv,←

t , t ≥ 0) et (Nv,→
t , t ≥

0), v ∈ Z, tous 
es pro
essus étant d'intensité M , telles que pour η ∈ Xf ,

ξt ⊂
⋃

v∈η
[−Nv,←

t , Nv,→
t ], Pη − p.s. (3.17)En parti
ulier (3.17) implique que

Pη(∀t ≥ 0, ξt ∈ Xf ) = 1. (3.18)Par ailleurs si u < w1 < w2 < v, les ve
teurs (ξt(r), r ≤ u) et (ξt(r), r ≥ v) sont indépen-dants 
onditionnellement à l'évènement {Nw1,←
t > u} ∩ {Nw2,→

t < v}.
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t �ni sous-
ritique vu du bord admet une limite de Yaglom83Démonstration. Une 
onstru
tion graphique du pro
essus ξt 
omme dé
rite dans la se
tion1.3 est possible grâ
e à l'hypothèse (H1). La valeur de ξt(w) pour un site w qui n'est pasdans l'ensemble ⋃v∈η[−N
v,←
t , Nv,→

t ] n'est pas in�uen
ée par les 
oordonnées de η quivalent 1. Don
 ξt(w) a la même valeur qu'en partant de la 
on�guration identiquementnulle, 
'est-à-dire la valeur 0.Conditionnellement à l'évènement {Nw1,←
t > u}∩ {Nw2,→

t < v}, les ve
teurs (ξt(r), r ≤ u)et (ξt(r), r ≥ v) sont des fon
tions des pro
essus de Poisson de la 
onstru
tion graphiqueen restri
tion à deux parties disjointes de Z× R
+. Ce
i entraîne leur indépendan
e.Dans 
ette se
tion la 
on�guration ξ0 est toujours �nie, de sorte que le pro
essus (ξt, t ≥

0) est à valeurs dans l'espa
e dénombrable Xf ∪{0}. Les hypothèses (H1)�(H3) impliquentque 0 est un état absorbant pour 
e pro
essus, dont le temps d'absorption est noté
T := inf{t ≥ 0 : ξt = 0}.On fait en outre les hypothèses supplémentaires suivantes :

ξt est irrédu
tible en restri
tion à Xf , (H4)
sup
η∈X

Pη(ξt(0) = 1) = o(1/t), (H5)
ξt est additif (H6)L'hypothèse (H6) signi�e qu'il est possible de 
onstruire 
onjointement des pro
essus

{ξη, η ∈ X}, où la loi de ξη est Pη, de telle manière que
∀t ≥ 0, ξη1∪η2t = ξη1t ∪ ξη2t . (3.19)L'additivité du pro
essus ξ implique qu'il est attra
tif : si η1 ⊂ η2 alors ξη1t ⊂ ξη2t . La
ondition (H5) s'é
rit ainsi plus simplement
PZ(ξt(0) = 1) = o(1/t).Selon les besoins, on utilisera indi�éremment la notation ξt en pré
isant la 
ondition initialedans le symbole Pη, ou bien la notation ξηt , auquel 
as la probabilité sous-ja
ente sera notéesimplement P.Une 
onséquen
e de l'additivité (voir [25℄, théorèmes 1.8 et 2.17 du 
hapitre II) est quepour η ∈ Xf , la variable |ξηt | est majorée de la manière suivante (le symbole ≤s désignel'inégalité sto
hastique) :

|ξηt | ≤s

|η|⊕

j=1

Yj, où les Yj sont indépendantes et de même loi que |ξ0t |. (3.20)Par la suite, P (λ) désignera une v.a. de loi Poisson(λ). Une 
onséquen
e du prin
ipe degrandes déviations est que pour a > λ, on a
lim
t→∞

E[P (t)1{P (t)>at}] = 0. (3.21)Le lemme suivant est une adaptation au temps 
ontinu du théorème 2 de [14℄.
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t sous-
ritique vu du bordLemme 16. Supposons que le pro
essus ξt véri�e les hypothèses (H1)�(H6). Alors pourtout γ > 0 il existe des 
onstantes K,C > 0 telles que
∀η tel que |η| ≤ K, Pη(|ξ1| > K, . . . , |ξn| > K) ≤ Cγn. (3.22)Démonstration. Pour a ∈ R on note ⌊a⌋ la partie entière de a. Nous allons montrer lesdeux 
hoses suivantes :

lim
t→∞

E{0}|ξt| = 0, (3.23)
∀r ≥ 1,∃Cr > 0 : ∀t ≥ 1,∀η ∈ Xf , Eη

|ξt|r
tr|η|r ≤ Cr. (3.24)Expliquons d'abord pourquoi (3.23) et (3.24) impliquent le résultat voulu. Par (3.23), onpeut prendre n0 ∈ N tel que E{0}|ξn0 | ≤ 1/2. On prend alors r > 0 tel que (2/3)r/n0 <

γ. Grâ
e au lemme 14 
ombiné ave
 (3.20), on peut 
hoisir K assez grand pour que
sup|χ|>K Eχ

|ξn0 |r
|χ|r ≤ (2/3)r . Si |η| ≤ K, on peut é
rire :

Pη(∀ℓ = 1, . . . n, |ξℓ| > K) ≤ Pη(∀ j = 1, . . . ⌊n/n0⌋, |ξjn0 | > K)

≤ 1

Kr
Eη

[
|ξ⌊n/n0⌋n0

|r;∀ j = 1, . . . ⌊n/n0⌋, |ξjn0 | > K
]

=
|η|r
Kr

Eη



⌊n/n0⌋−1∏

j=0

|ξ(j+1)n0
|r

|ξjn0 |r
;∀ j = 1, . . . ⌊n/n0⌋, |ξjn0 | > K




≤ sup
|η|≤K

Eη
|ξn0 |r
|η|r

(
sup
|χ|>K

Eχ
|ξn0 |r
|χ|r

)⌊n/n0⌋−1

≤ nr
0Cr(2/3)

r(⌊n/n0⌋−1)

≤ (3/2)2rnr
0Crγ

n.Il reste maintenant à prouver (3.23) et (3.24). On a
E|ξ{0}t | =

∑

u∈Z
P0(ξt(u) = 1)

≤
∑

|u|≤2Mt

P0(ξt(u) = 1) + 2
∑

|u|>2Mt

P0(N
0,→
t ≥ u)

≤ 2Mt sup
η∈E0

Pη(ξt(0) = 1) + 2E[N0,→
t ;N0,→

t ≥ 2Mt].Le premier terme de 
ette somme tend vers 0 par (H5), et le deuxième aussi par (3.21), d'où(3.23). Pour (3.24), on sait grâ
e à (3.20) et (3.17) que |ξηt | est sto
hastiquement inférieurà P (2|η|Mt) + |η|. Par le lemme 14, il existe t0 tel que pour tout η et tout t ≥ t0,
Eη
|ξt|r
tr|η|r ≤ 2(2M)r .La majoration voulue pour tout t ≥ 1 se déduit alors de la 
ontinuité de l'appli
ation

λ 7→ E[P (λ)r].
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t �ni sous-
ritique vu du bord admet une limite de Yaglom85L'objet qui nous intéresse n'est pas le pro
essus ξt lui-même. En e�et on ne peut pasespérer que 
elui-
i admette une limite de Yaglom, puisque si 
'était le 
as elle serait enparti
ulier la limite de P{v}(ξt = · | T > t) pour tout v ∈ Z, et don
 elle serait invariantepar translation, 
e qui est en 
ontradi
tion ave
 le fait qu'elle doit être portée par l'ensembledes 
on�gurations �nies.On s'intéresse plut�t, pour η ∈ Xf , au pro
essus
ζηt := B(ξηt ),où B est l'appli
ation dé�nie dans (3.1). ζηt est bien dé�ni grâ
e à (3.18). L'invarian
epar translation (H3) implique que (ζηt , t ≥ 0) est un pro
essus markovien de saut surl'ensemble Xb

f , absorbé en 0. On a |ζt| = |ξt|, et en parti
ulier le temps d'absorption Tvéri�e T = inf{t ≥ 0 : ζt = 0}.Théorème 22. On suppose que (ξt, t ≥ 0) véri�e (H1)�(H6). Alors le pro
essus (ζt, t ≥ 0)admet une limite de Yaglom : il existe une probabilité µ sur Xb
f telle que

∀η, χ ∈ Xb
f\{0}, limt→∞

Pη(ζt = χ | T > t) = µ(χ). (3.25)Démonstration. Le pro
essus ζt est bien irrédu
tible en restri
tion à Xb
f\{0} grâ
e à (H4).Par ailleurs pour η ∈ Xb

f\{0}, on a
Pη(ζt 6= 0) ≤ |η|P{0}(ζt 6= 0) ≤ |η|E{0}|ζt|, (3.26)don
 (2.44) fait que l'absorption est 
ertaine. Il reste à véri�er que les hypothèses (i)�(iv)du théorème 21 sont toutes véri�ées. Pour 
ela on prend γ < 1/R et on 
hoisit :� A = {η ∈ Xb

f\{0} : |η| ≤ K}, où K est assez grand pour véri�er l'inégalité (3.22) dulemme 19,� {0} joue le r�le de y0.L'hypothèse (i) est une 
onséquen
e du 
hoix de A. Ensuite l'inégalité (3.26) donne aussi (ii)ave
 C2 = K. Pour terminer nous allons voir que (iii) est une 
onséquen
e de (3.13). On in-troduit une notation pour gagner en 
on
ision : la valeur de c0(η) sera notée c(η(−1), η(0), η(1)).On a né
essairement
c(0, 1, 0) > 0,sinon 0 ne pourrait pas être atteint par ξt, 
e qui 
ontredit (3.13). Par ailleurs il estimpossible que c(1, 1, 0) = c(0, 1, 1) = 0, 
ar alors la monotonie imposerait d'avoir éga-lement c(1, 1, 1) = 0 (voir la 
ara
térisation de la monotonie par les taux de transitiondans [35℄), auquel 
as partant d'une 
on�guration ave
 η(v) = η(v + 1) = 1, on aurait

Pη(∀t ≥ 0, ξt(v) = ξt(v + 1)) = 1, 
e qui est en
ore en 
ontradi
tion ave
 (3.13). On peutdon
 supposer par exemple
c(1, 1, 0) > 0.Soit une 
on�guration initiale η ∈ Xb

f ave
 |η| ≤ K, et v1, . . . , v|η| ses parti
ules. On re-marque que pour qu'à l'instant 1 il reste une et une seule parti
ule, une 
ondition su�santeest que dans l'intervalle de temps [0, 1],� v|η| ne subisse au
une transition� les sites voisins des vj qui ne sont pas des parti
ules ne subissent au
une transition
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essus de 
onta
t sous-
ritique vu du bord� pour j = 1, . . . |η|−1, vj disparaisse dans l'intervalle de temps [(j−1)/(|η|−1), j/(|η|−
1)], et ne subisse au
une autre transition.Cette remarque se traduit par la minoration

Pη(ξ1 = {0}) ≥
[
exp(−M)

]3|η|[
1− exp

(
− (|η| − 1)−1 min(c(1, 1, 0), c(0, 1, 0))

)]|η|−1

≥
[
exp(−M)

]3K[
1− exp(−(K − 1)−1 min(c(1, 1, 0), c(0, 1, 0)))

]K−1

> 0.Corollaire 3. Si (ξt, t ≥ 0) est le pro
essus de 
onta
t de paramètre λ < λc alors (ζt, t ≥ 0)admet une limite de Yaglom qui sera notée ν.Démonstration. Pour le pro
essus de 
onta
t, l'hypothèse (H5) est une 
onséquen
e de(3.5), et les hypothèses (H1)�(H4) et (H6) sont aussi des faits bien 
onnus.3.4 Problèmes pour adapter la se
tion 3.2 en temps 
ontinuIl semble plausible qu'un passage au temps 
ontinu soit possible dans le théorème 17,en travaillant ave
 la stru
ture de per
olation qui gouverne le pro
essus de 
onta
t, 
'est-à-dire la 
onstru
tion graphique de Harris. Il s'agit d'un travail en 
ours.
ζt désignant i
i le 
onta
t vu du bord, Nous voulons montrer l'a�rmation suivante :Conje
ture. Supposons λ < λc. Pour tout A ∈ Xb

∞, on a la 
onvergen
e faible
ζAt =⇒ ν, t→∞.Ce
i présente deux di�
ultés. Premièrement, 
ertains 
onditionnements par rapport àun nombre �ni d'évènements (
omme dans la preuve du lemme 12) ne sont plus pertinents.Cependant nous pensons que 
et obsta
le te
hnique peut être réglé en travaillant ave
 destribus bien 
hoisies. La deuxième di�
ulté, plus profonde, vient du fait que les 
�nes dedépendan
e droits Cx,n ne sont plus utiles puisqu'en temps 
ontinu des 
hemins de pentearbitrairement grande existent ave
 probabilité positive. Même si les probabilités de voirdes 
hemins très pentus sont 
ontr�lées par des inégalités de grandes déviations sur lespro
essus de Poisson, il n'est pas évident que 
es 
ontr�les résistent au 
onditionnementpar des évènements 
omme la survie d'individus jusqu'à des instants grands, 
eux-
i étantaussi de probabilité très faible. Cette di�éren
e ave
 le 
as dis
ret est l'obsta
le le plussérieux pour prouver notre 
onje
ture.On peut toujours 
onsidérer (Γs, 0 ≤ s ≤ t) le 
hemin le plus à droite du niveau 0 vers leniveau t, et dé�nir l'évènement

{s est un point de rupture} = {(Γ0, 0) 9 (]Γs,∞[, s)}∩{(A, 0) 9 (]Γs,Γs+2m(n−s)], s)},où m est une 
onstante à 
hoisir, représentant la pente des 
�nes. Ave
 
es dé�nitionsl'analogue du lemme 9 en temps 
ontinu est 
ertes faux mais on peut espérer que les deuxtermes de (3.7) soient asymptotiquement pro
hes si m est assez grand.
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tion 3.2 en temps 
ontinu 87Le lemme 10 ne s'adapte pas non plus dire
tement au temps 
ontinu. En e�et il faut prendreen 
ompte le fait que les 
hemins n'ont plus une pente minorée par −1 : ils peuvent au
ontraire être arbitrairement pentus. Ce
i nous empê
he de trouver un point de ruptureassez bas de la même manière que nous l'avons fait dans le lemme 11.
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Appendi
e : preuve du théorème 7Nous résumons i
i la preuve de 
e résultat remarquable pour plusieurs raisons : elleest simple, élégante et instru
tive. On 
ommen
e par introduire une généralisation de lanotion de réversibilité. Soit E dénombrable, φ : x 7→ x une involution sur E, et (Xt, t ≥ 0)un pro
essus markovien de saut sur E de mé
anisme donné par une fon
tion q(x, y). Ondit que X est φ-dynamiquement réversible si pour T > 0, les pro
essus (Xt, 0 ≤ t ≤ T ) et
(Xt, 0 ≤ t ≤ T ) sont identiques en loi. Plus de détails peuvent être trouvés dans [30℄. Ilexiste notamment un analogue du 
ritère des 
y
les de Kolmogorov : supposons qu'il existe
x0 tel que x0 = x0 et que(i) q(x, y) > 0⇔ q(y, x) > 0 ;(ii) q(x) = q(x) ;(iii) ∀x1, x2, . . . , xn, on a q(x1, x2) . . . q(xn, x1) = q(x1, xn) . . . q(x2, x1).Alors

µ(x) := C
q(x0, x1) . . . q(xn, x)

q(x, xn) . . . q(x1, x0)
(27)ne dépend pas du 
hemin x0 → x1 · · · → xn → x 
hoisi. De plus si µ est une probabilitéalors en 
hoisissant L(X0) = µ, le pro
essus X est φ-dynamiquement réversible. Dans 
e
as X est don
 en parti
ulier stationnaire et sa distribution stationnaire est la mesure µ.On applique maintenant 
e
i au pro
essus Hn. Il est i
i plus 
ommode d'ajouter à unve
teur pro�l (h(1), . . . h(n−1)) la 
oordonnée h(n) = −∑n−1

i=1 h(i), 
'est-à-dire de dé
rireun pro�l par un élément de l'ensemble
E = {h ∈ Z

n :
n∑

i=1

h(i) = 0}.On 
onsidère la fon
tion h 7→ h = −h, et h0 = 0. La 
ondition (i) est bien sûr véri�ée par
Hn. Pour (ii), il su�t d'é
rire

q(h) = nβ0 + ν
n∑

i=1

1h(i)6=0 = q(−h).En�n pour montrer (iii) on remarque d'abord, en notant h(i) = h + e′i (e′i est le ve
teurdans (2.8)), que 



q(h, h(i)) = β0 ⇔ q(−h(i),−h) = β2,

q(h, h(i)) = β1 ⇔ q(−h(i),−h) = β1,

q(h, h(i)) = β2 ⇔ q(−h(i),−h) = β0.

(28)
89



90 Appendi
e : preuve du théorème 7On 
onsidère un 
y
le h1 → · · · → hr → h1 , et on doit montrer que
q(h1, h2) . . . q(hr, h1) = q(−h1,−hr) . . . q(−h2,−h1).De 
haque 
�té, tous les fa
teurs sont égaux à β0, β1 ou β2. On peut don
 é
rire que leterme de gau
he est de la forme βa

0β
b
1β

c
2, et de même, 
elui de droite vaut βa′

0 βb′
1 β

c′
2 . Ladeuxième équivalen
e dans (28) donne b = b′. Par ailleurs, de hj à hj+1, la valeur de lafon
tion

f(h) :=
n∑

i=1

|hi|augmente de 2 unités lorque q(hj , hj+1) = β0 et diminue de 2 unités lorsque q(hj , hj+1) =
β2. Par 
onséquent a = c = a′ = c′ = r−b

2 , d'où (iii).On 
her
he maintenant à exprimer dans 
e 
ontexte la mesure dé�nie par (27). On notedon
, pour h ∈ E,
m(h) =

q(h0, h1) . . . q(hr, h)

q(−h,−hr) . . . q(−h1, h0)
= B

r∏

j=0

q(hj , hj+1)

q(−hj+1,−hj) ,où h0 → h1 → · · · → hr → hr+1 = h est un quel
onque 
hemin de h0 à h. D'après (28), ona m(h) = (β0/β2)
M(h), où

M(h) = Card
{
j = 0, . . . r : q(hj , hj+1) = β0

}
− Card

{
j = 0, . . . r : q(hj , hj+1) = β2

}
.Mais en observant que f(h) = f(h)− f(h0) = 2M(h), on 
on
lut que

m(h) = exp

(
−1

2
log

β2
β0

n∑

i=1

|h(i)|
)
.La somme d'une série géométrique de raison stri
tement inférieure à 1 étant �nie, m estune mesure �nie. Ce
i implique que Hn est ergodique et que sa distribution stationnaireest la mesure m normalisée.
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RésuméLes résultats de 
ette thèse sont 
omposés de trois parties relativement indépendantes.Dans la première partie, nous reprenons le problème de la dé�nition d'une 
lasse de pro-
essus markoviens à une in�nité de 
oordonnées (systèmes de parti
ules en intera
tion).Nous en proposons une 
onstru
tion ne mettant en jeu ni d'analyse fon
tionnelle (ou peu),ni de problème de martingale. Ce
i est fait en utilisant des outils probabilistes élémen-taires, notamment des 
ouplages adéquats. On fait pour 
ela une 
ertaine hypothèse surles taux individuels de transition, qui a été déjà exploitée dans la 
onstru
tion de T. M.Liggett (1972) notamment. Notre 
onstru
tion a l'avantage d'expliquer, plus 
on
rètementque dans les autres 
onstru
tions, le 
ara
tère naturel de 
ette hypothèse.Dans une se
onde partie, nous 
onsidérons un modèle de 
roissan
e 
ristalline introduit parD. J. Gates et M. West
ott en 1987, où des parti
ules du milieu environnant s'agrègent àla surfa
e d'un 
ristal à maille 
arrée. Le modèle est 
ara
térisé par des taux de dépositionen 
haque site qui prennent une 
ertaine forme. Nos résultats portent prin
ipalement surla question de la ré
urren
e et de la ré
urren
e positive de la surfa
e du 
ristal en fon
tionde 
ertains paramètres. Nous montrons notamment l'existen
e d'une zone de paramètresdans laquelle transien
e et ré
urren
e positive 
oexistent, et suspe
tée de présenter un phé-nomène 
ritique.La troisième partie porte sur la question de la 
onvergen
e en loi pour le pro
essus de
onta
t (sur Z) sous-
ritique vu du bord, partant d'une demi-droite de sites o

upés. Nousdonnons dans un premier temps une démonstration alternative d'un résultat ré
ent de E.D. Andjel, pour la 
onvergen
e en loi dans la per
olation 2D orientée qui est un équivalentdis
ret du 
onta
t. Nous établissons un résultat en relation : le pro
essus de 
onta
t vudu bord, sur les 
on�gurations �nies, admet une limite de Yaglom. En�n nous mettons enéviden
e les di�
ultés à surmonter pour adapter le résultat d'Andjel au temps 
ontinu.Mots-
lés : Systèmes de parti
ules en intera
tion, modèles de déposition, pro
essus de
onta
t, per
olation orientée.



Abstra
tThe results of this thesis are organized in three parts that are nearly independent.In the �rst part, we treat the problem of the de�ntion of a 
lass of Markov pro
esses within�nitely many 
oordinates, namely intera
ting parti
le systems. We propose a 
onstru
-tion involving neither fun
tional analysis, nor martingale problems. This is done usingelementary probabilisti
 tools, su
h as proper 
ouplings. Our te
hnique requires a 
ertainassumption on the jump rates whi
h is, up to a slight generalization, the one used in T.M. Liggett's 
onstru
tion. Our 
onstru
tion has the advantage to give more intuition onthe ne
essity of this assumption.In the se
ond part, we 
onsider a 
rystal growth model proposed by D. J. Gates and M.West
ott in 1987, where �oating parti
les are pa
ked on the surfa
e of a square-latti
e
rystal, with pres
ribed deposition rates. We treat the question of the re
urren
e and pos-itive re
urren
e of the interfa
e, a

ording to the value of 
ertain parameters. We studyespe
ially a zone of parameters where transien
e and positive re
urren
e 
oexist. In thiszone a 
riti
al phenomenon is suspe
ted to o

ur.The third part deals with the question of the 
onvergen
e in law for the sub
riti
al 
onta
tpro
ess (on Z) seen from the edge, starting from a half-line of o

upied sites. First we givean alternative proof of a re
ent result by E. D. Andjel, stating that 
onvergen
e holds in a
losely related dis
rete-time model. In 
ontinuous time we establish that the �nite 
onta
tpro
ess seen from the edge has a Yaglom limit.Keywords: Intera
ting parti
le systems, deposition models, 
onta
t pro
ess, oriented per-
olation.


