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Introduction

Au cours de ces trois années de thése, mes recherches ont porté principalement sur un
modéle de croissance cristalline que nous nommons ici modéle de Gates-Westcott, ainsi que
sur des questions relatives au processus de contact. En préambule & ’étude de ces objets
j’al aussi réfléchi a une représentation simple des systémes markoviens avec une infinité de
particules en interaction.

Chapitre 1 : construction des systémes de particules en interaction

Dans les années 60, sous "impulsion de la mécanique statistique, a été introduite une

famille trés générale de processus stochastiques markoviens : les systémes de particules en
interaction. Cette innovation a été le point de départ d’un grand nombre de travaux, aussi
bien sur des problémes globaux relatifs & cette famille que sur des processus particuliers
faisant partie de cette famille : modéle d’Ising, de votant, de contact...Le point commun
de tous ces processus est de décrire simultanément 1’évolution dans le temps des états
associés a un certain nombre (souvent infini) de sites, la dynamique étant gouvernée par
la prescription de régles d’évolution locales.
Dans un premier temps s’est posé le probléme de la définition : sous quelle condition a
t-on l'existence et 'unicité de tels processus? Précisons le sens de cette question : nous
considérons un ensemble V' de sites, un ensemble E d’états possibles pour chaque site, et
pour n € EV et T C V fini, des mesures

cr(n,d€) sur ET.

On souhaite définir sans ambiguité un processus (&, > 0) sur EV tel que, dans la configu-
ration 7, la configuration locale 1|7 soit remplacée par une nouvelle configuration & selon
la mesure de transition cp(n,+), ceci pour tout 7' fini.

Ce probléme de définition a été d’'une certaine fagon résolu dans les premiéres années. Dans
le cas ou E est compact, Liggett [34] a en particulier montré, sous une hypothése trés peu
restrictive sur les taux de transition (hypothése (Hj), page 8), que le prégénérateur de
Markov associé & la dynamique décrite définissait un unique semi-groupe de Feller, donc
un unique processus de Feller. L’outil principal de sa démonstration est la théorie de Hille-
Yosida.



2 Introduction

Dans le cas E = {0,1}, et sous une hypothese légérement plus faible (hypothese (Hj),
page 9), nous avons cherché a donner une autre construction qui se passe de la théorie de
Hille-Yosida, en se basant sur une idée plus naive qui est la suivante. Lorsque V est fini, le
probléme de l'existence et unicité du processus (&,t > 0) est sans difficulté. Pour V infini,
on fixe une suite V,, 1V de boites finies et on construit d’abord des processus (£}, > 0)
ou seules les coordonnées de V,, évoluent. Le résultat le plus important du chapitre est que
si (Hjp) est verifiée,

Théoréme (corollaire du théoréeme 3, chapitre 1). Pour t > 0, v € V, £'(v) converge
quand n — 0.

Ceci est fait d’une fagon qui met en valeur le caractére naturel de 'hypothese (H), qui
n’apparait pas clairement dans la construction de Liggett par exemple. On vérifie ensuite
que le processus limite correspond & l'objet recherché :

Théoréme (théoréme 4, chapitre 1). Le semi-groupe défini par le processus & := lim,,_, o0 &'
a le générateur de Markov souhaité.

Chapitre 2 : Modéle de Gates-Westcott

Le modéle de Gates-Westcott est un processus stochastique de déposition verticale, o
un certain nombre n de sites capturent a certains taux des particules environnantes, faisant
ainsi croitre un édifice cristallin. Le taux de capture en un site peut prendre trois valeurs
Bo, B1 et Bo selon la géométrie du site (voir la figure 2.1.2 page 34). Ce sont des paramétres
du probléme.

L’évolution de I'édifice est décrite par un vecteur X;* = (X7*(1),..., X{*(n)) et on s’intéresse
a la forme de la surface du cristal, décrite par le vecteur Hj* = (X7'(1) — X} (2),..., X' (n—
1) — X7*(n)). Le caractére (récurrent positif, récurrent nul ou transitoire) du processus de
Markov H™ doit étre interprété comme la nature stable/instable, autrement dit lisse /rugueuse,
de l'interface du cristal. On emploiera indifféremment 1’adjectif ergodique pour désigner un
processus récurrent positif. Les résultats les plus importants de ce chapitre sont liés a la
question suivante : selon les valeurs des parameétres 5y, 81, 82 et n, quelle est la nature de
H"?

Si By < Bo, les sommets croissent plus vite que les trous, de sorte qu’il est aisé de montrer
que H™ est transitoire. On donne une description plus précise du comportement asympto-
tique de H™, comportement qui est parfaitement visible dans les simulations de la figure
2.7.

Théoréme (Théoréme 11, chapitre 2). Si By < By, le vecteur
1 n n
Z(Xt (1)7 s 7Xt (n))

converge presque sirement quand t — oo vers un vecteur aléatoire G, qui est d’une forme
donnée par (2.18), (2.19), ou (2.20) selon les paramétres.

Si Bo < B1 < Pa, il est déja connu [3] que H™ est ergodique. La nature de H™ reste
a déterminer pour deux zones de parameétres : 81 > By > P2 et By < [ < B1. Nous



nous sommes concentrés sur cette derniére zone. La conséquence la plus importante de nos
résultats est que cette zone est mixte :

Théoréme (conséquence des théorémes 13 et 14, chapitre 2).

(i) 1l existe des valeurs By < Po < [ telles que, pour tout n > 2, H™ soit récurrent
positif.
(i1) Il existe des valeurs Py < Po < p1 telles que, pour tout n > 5, H" soit transitoire.

Nous avons introduit deux outils nouveaux pour démontrer ces résultats. Le premier

est la vitesse asymptotique v = limy_,o, X;*(1)/t, définie quand H™ est récurrent positif.
Le second est un couplage monotone entre le processus X" et un autre processus X" pour
lequel la valeur de 2 est remplacée par (1. Nous donnons une condition suffisante pour
qu’une comparaison existe entre ces deux processus.
Nous avons aussi considéré le processus (Hy,t > 0) qui suit la méme dynamique que celle
décrite ci-dessus, mais avec une infinité de sites. Lorsque 82 > 5y et 81 = (8o + B2)/2, nous
nous inspirons de ’expression explicite de la distribution stationnaire pour n fini donnée
dans [17] pour démontrer I'existence d’une distribution stationnaire (1& encore explicite)
pour (Hy,t > 0).

Théoréme (Théoréme 16, chapitre 2). Soit m la probabilité sur Z définie par :

) 5 ||

ot Z est la constante de normalisation.
Si Bo > Bo et B1 = (Bo + B2)/2, alors la mesure produit p := m®% sur Z” est invariante
pour le processus (Hy, t > 0).

Chapitre 3 : processus de contact sous-critique vu du bord

Le processus de contact (§,¢ > 0) en une dimension est un exemple de systéme de
particules. L’espace des configurations est {0,1} et les sites sont dits occupés s’ils sont
dans I’état 1, et vides s’ils sont dans I’état 0. La configuration identiquement nulle est notée
0. En chaque site peuvent survenir des événements de deux types :

— des déceés : 1 — 0 au taux 1,

— des naissances : 0 — 1 au taux A x le nombre de sites voisins occupés.

On prend ici la constante A strictement inférieure & la valeur critique A. du processus de
contact. Supposons qu’on parte d’une configuration avec un nombre fini d’individus. La
probabilité P(& # 0) de non extinction & I'instant ¢ converge alors vers 0, quand ¢ — co.
Cette convergence est d’ailleurs exponentiellement rapide. La configuration O est un état
absorbant du processus et 'absorption arrive donc presque stirement en temps fini.

Le processus de contact vu du bord ({;,t > 0) est défini par (;(v) = (v + sup&), on
sup & = sup{v : &(v) = 1}. Autrement dit (; s’obtient en translatant la configuration & de
fagon a ce que 'individu le plus a droite se retrouve a Uorigine. Concernant le comportement
asymptotique de (;, deux questions se posent :
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(a) Si on part d’un nombre fini de sites occupés, on peut considérer la loi de {; condi-
tionnée a la non extinction, soit £((¢|& # 0). Est-ce que cette loi conditionnelle admet
une limite! quand t — oo, indépendante de la condition initiale ? Autrement dit, le
processus (¢ admet-il une limite de Yaglom ?

(b) Si on part d'une configuration n avec une infinité de sites occupés, mais telle que
supn < 400, 'événement {&; # 0} est bien str de probabilité 1, donc on ne fait plus
de conditionnement. Est-ce que £(¢{;) admet une limite quand ¢t — oo ?

Il existe un lien entre ces deux questions. Heuristiquement, puisque la probabilité de non-
extinction est exponentiellement décroissante, si l’on part d’une configuration comme dans
(b) I'individu le plus & droite qui a une descendance a 'instant ¢ a trés probablement passé
une grande partie de U'intervalle de temps [0, ¢] trés isolé du reste de la population, ce qui
fait que la configuration de sa descendance doit ressembler & ce qu’elle serait si 'individu
en question avait été tout seul & l'instant 0. Par conséquent, la limite de Yaglom dans le
probléme (a), si elle existe, est une bonne candidate pour étre aussi la solution du probléme
(b). Dans la section 3.3, nous répondons positivement & la question (a).

Théoréme (corollaire du théoréme 22, chapitre 3). Le processus ((;,t > 0) admet une
limite de Yaglom : il existe une mesure v portée par lensemble des configurations finies
telle que, quelle que soit la condition initiale,

£(<t|£t 75 0) = U, t — oo.

L’équivalent du probléme (b) a été résolu récemment par Andjel [2] pour un modéle
analogue en temps discret. Nous sommes pour 'instant arrétés par des difficultés techniques
pour adapter la preuve de ce résultat en temps continu. Nos tentatives infructueuses nous
ont cependant amené & établir une preuve alternative du résultat de Andjel, que nous
donnons dans la section 3.2. Nous espérons qu’elle puisse étre le point de départ d’un
passage au temps continu.

1. au sens de la convergence faible des mesures.



Chapitre 1

Le probléme de la construction des
systémes de particules en interaction

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme de la construction de systémes de particules
en interaction (SPI dans la suite). Dans le sens ol on emploie ce terme, il s’agit d’une classe
de processus aléatoires décrivant simultanément ’état d’un nombre infini de coordonnées
(correspondant aux états des particules), ou la dynamique est telle que I’évolution de
chaque particule n’est pas nécessairement markovienne, mais I’évolution du systéme dans
son ensemble I’est. On note F 'ensemble des états possibles d’une particule, et V' I’ensemble
des sites. L’état global du systéme est décrit par une configuration, c’est-a-dire une fonction
n = (n(v),v € V), et on note

X :=EV

lespace des configurations. Dans le cas ou F = {0,1}, une configuration 7 pourra étre
confondue avec le sous-ensemble de V' donné par {v € V : n(v) = 1}. Dans ce chapitre les
sites seront toujours notés par des lettres latines comme v, w, et les configurations par des
lettres grecques telles que &, ¢, n ou Y.

Comme nous allons le voir, le fait que le nombre de particules ne soit pas fini souléve des
problémes de définition. Il arrive souvent que des modéles que ’on cherche & étudier soient
déterminés par une description intuitive de son comportement. Malheureusement il n’est
pas impossible que la description heuristique de la dynamique qui anime nos particules
puisse ne pas correspondre & un unique processus stochastique, d’autant plus qu’il n’y a
pas une unique fagon de définir une telle correspondance (voir définition 1).

La généralisation du cas E = {0, 1} au cas d’un espace fini ou méme d’un espace compact
quelconque n’étant pas l'obstacle majeur & la problématique de ce chapitre, nous énoncons
tous les résultats anciens et nouveaux avec £ = {0, 1}, jusqu’a la section 1.4 ou on prendra
E = 7Z. Par ailleurs les résultats de cette thése sont donnés, par souci de simplicité, dans le
contexte a priori restrictif ot un seul site a la fois peut changer d’état (sauf dans la section
1.4), excluant par exemple le processus d’exclusion de la discussion. Nous croyons que
cette restriction n’est pas non plus profonde, de sorte que notre cadre capture 1’essentiel
des questions liées a la construction des SPI.

Ces deux derniéres restrictions définissent le cadre des systémes de spins. On considére une
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famille de réels positifs
c=(cy(n),veV,neX), (1.1)

et on cherche & définir un processus de Markov sur E ou dans la configuration 7, chaque co-
ordonnée n(v) change d’état au taux ¢, (n). Sous quelle condition cette prescription est sans
ambiguité ? Le générateur infinitésimal correspondant a cette description est 'opérateur
défini par

Qf() =>_ com)[f") = F(0)], (1.2)

veV

ou 1Y est la configuration qui coincide avec n partout sauf en v :

nv(w) = {T,(w)7 Si w # U,

1—n(), siw=w.

Dans (1.2) la somme peut ne pas converger, par conséquent €2 n’est pas défini sur I’ensemble
de toutes les fonctions, mais en tout cas il I’est au moins sur I’ensemble F(X) des fonctions
dites locales :

F(X) :={f: X — R ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées}. (1.3)
L’espace X = {0,1}" étant muni de sa topologie produit, nous rappelons qu’il s’agit d’un

espace topologique compact métrisable. C'(X) désignera l'espace des fonctions continues
de X dans R, muni de sa norme naturelle

If1] == sup | f(n)|
neXx
On désignera par
D :=DR", X) (1.4)

I’espace des fonctions de RT dans X continues a droite et admettant des limites & gauche.
Formellement, tous les processus évoqués sont définis par une famille (P¢,§ € X) de pro-
babilités sur I’ensemble des trajectoires telles que

VEE X, Pe(bo =€) =1, et Pe(D) =1, (1.5)

ou & deésigne 'application qui & (ns,s > 0) € D associe la valeur 7. L’espérance associée
a P¢ sera notée E¢. Par abus, on pourra aussi parler de processus pour désigner la famille
(&,t > 0). On note G la tribu engendrée par la famille de variables (§5,0 < s <t) et G la
tribu engendrée par la famille de variables (§s,s > 0). Le processus sera dit markovien si

VEE X, VAE G, Pe(€sr. € A| Gs) =P (A), Pe —p.s. (1.6)

Définition 1. On dit que le processus (P¢, & € X)
— est solution de (MG) siV¢ € X,Vf € F(X), f(&) — fg Qf(&s)ds est une martingale

relativement a Pe.



1.1. Historique du probléme 7

— est solution de (MG’) siVv,w € V avec v # w, VYt > 0,
Pe(&en(v) # &(v) [ Gr) = co(&)h + o(h),
Pe(§en(v) # &(v), Stn(w) # &(w) | Gt) = o(h).

— est solution de (SG) si ¢’est un processus markovien dont le générateur est donné par

(1.2) pour f € F(X).

Un processus de Markov est dit de Feller s’il a la propriété raisonnable que les opérateurs
S(t) définis par
S(t)f(n) =Enf(&) (1.7)

préservent C'(X). Dans ce cas la famille (S(¢),t > 0) est un semi-groupe de Markov sur
C(X) : elle vérifie les propriétés

(a) S(0) =1Id et S(t+s) = S(t)S(s),

(b) S(t)1 =1,

(©) £20=S@)f =0,

(d) Vf € C(X),t— S(t)f est continue & droite dans C(X)
(en fait seul (d) requiert que le processus de Markov & soit de Feller). De plus, il est bien
connu ([35], chapitre I, théoréme 1.5) que la relation (1.7) constitue une correspondance
bi-univoque entre les processus de Feller sur X et les semi-groupes de Markov sur C'(X).
Ceci réduit la question (SG) a la question de rechercher les semi-groupes de Markov tels
que pour f € F(X), )

S f—f
%1_13(1) — = Qf. (1.8)

Dans la section 1.1, nous rappelons briévement les résultats des années 70 concernant cette
question. Dans la section 1.2 nous résumons le principe de la construction (qui est la plus
couramment utilisée) donnée par Liggett dans [34] sous la condition (H;). Cette condition
a été légerement affaiblie par la suite en (H]). Depuis cette décennie et en particulier grace
a [34], on peut dire que le probléme de la construction est résolu, cependant dans [12]
on a essayé de donner un éclairage nouveau sur la raison d’étre de la restriction (Hj), en
construisant le SPI par des outils uniquement probabilistes a l'aide de couplages adéquats
de systémes finis. On peut lire dans plusieurs des papiers cités que la condition heuristique
pour que la dynamique soit bien posée est que “I'influence ne puisse pas provenir de 'infini”.
Plus précisément, il est nécessaire que ce qui arrive dans un court instant en un site donné
ne soit pas soumis a l'influence d’une chaine d’interactions venant d’infiniment loin en
temps fini. Notre construction, donnée en section 1.3, montre que la prescription (Hj)
n’est pas imposée par des raisons techniques, mais qu’elle est réellement le reflet du fait
que sans elle la dynamique est mal posée. Dans la section 1.4 enfin, pour les besoins de
la section 2.11, nous faisons un travail analogue lorsque E = Z mais avec des interactions
supposées de rang fini.

1.1 Historique du probléme

Les origines des SPI sont largement enracinées dans la mécanique statistique. La pre-
miére analyse par Glauber en 1963 d’une évolution markovienne d’un systéme avec une
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infinité de coordonnées en interaction était un modeéle d’Ising stochastique [21]. Cependant,
seules les espérances des spins sont considérées, de sorte que le probléme mathématique
réside en un systéme d’équations différentielles. En 1970, Spitzer [42] étudie des processus
décrivant certaines marches aléatoires couplées (dont un processus d’exclusion avec des
particules & vitesse variable) qui sont faits pour que leur mesure invariante soit une mesure
de Gibbs pour un potentiel prescrit. Ceci est fait dans un premier temps pour un nombre
fini de particules, et dans la deuxiéme partie le cas d’un nombre infini de particules est
évoqué mais sans pouvoir faire plus que d’énoncer des conjectures basées sur des calculs
formels.

La méme année Holley [27] vérifie les conjectures de Spitzer en définissant proprement les
processus infinis en jeu. La méthode est d’approcher le processus par des processus finis,
puis d’utiliser un théoréme de Trotter-Kato, ce qui revient en fait & passer par le théo-
réme de Hille-Yosida. Ces résultats s’appliquent spécifiquement aux processus introduits
par Spitzer et par ailleurs pour leur démonstration le fait d’étre en dimension 1 (V' = Z)
est crucial.

Un article trés important est celui de Liggett |34] en 1972 qui ameéliore ce dernier résultat :
il montre via le théoréme de Hille-Yosida ’existence et 'unicité d’une solution de (SG)
dans deux contextes légérement différents : d’abord pour le processus d’exclusion avec des
particules & vitesse variable introduit dans [42], puis pour les systémes de spins avec des
taux ¢, (n) quelconques (voir section 1.2) supposés continus et vérifiant

B :=sup Z a(w,v) < 400, (Hy)

veV wv

ol
a(w,v) = sup |ey(n) — co(n”)]; w # v,
neX

et a(w,w) = 0. La valeur a(w,v) quantifie I'influence maximale de 1’état du site w sur le
taux de saut au site v. La construction plus générale qu'’il donne plus tard dans [35] unifie
ces deux situations.
La méme année Harris [26] améliore lui aussi le résultat de [27] en le généralisant a V = Z¢,
mais spécifiquement pour un processus d’exclusion & vitesses variables introduit dans [42],
et en imposant de plus un rang d’interaction fini. La généralité est donc bien moindre que
dans |34] mais son approche, qui est plus proche de celle que nous adoptons en section 1.3, a
I’avantage de fournir une construction qui permet de garder trace de histoire individuelle
des particules : par exemple ’événement que deux particules échangent leur position est
invisible dans la construction de [34]. Simultanément Holley [28] énonce aussi un résultat
moins général que celui de [34] mais dont la preuve est beaucoup plus courte.
Holley et Stroock [29] adoptent en 1976 le point de vue “probléme de martingales’. Bien
sar, les problémes (MG) et (SG) ne sont pas équivalents mais ils sont liés. Cet article
contient les résultats suivants :

— Le probléme (MG) admet toujours une solution pourvu que les taux c¢,(n) soient

continus en 7.

— Il existe des exemples ou (MG) admet plus d’une solution.

— Lorsqu’il existe une unique solution a (MG), c’est aussi une solution de (SG).
Le résultat de Liggett y est aussi redémontré via 'unicité de la solution de (MG).
La condition (MG’) est une condition plus faible que (MG). Gray et Griffeath [24| donnent
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un exemple pathologique d'un processus vérifiant (MG’) mais pas (MG). Ainsi (MG’),
bien qu’étant la formulation la plus intuitive de la dynamique que l'on veut construire,
n’est pas la plus judicieuse. Un résultat notable de [24] est que le résultat de [34] reste vrai
sous I’hypothese, plus faible que (Hy), qu'il existe une famille (A,,v € V') de réels positifs
vérifiant A = inf,cyy A, > 0 et telle que

Aw
A = sup Z —a(w,v) < 4o0. (HY)
veV wH )\v

v

Gray [23| obtiendra le méme résultat sous la méme condition (H}) en introduisant des
systémes de spins “controlés”. Citons enfin les travaux de Liggett et Spitzer [36] et Andjel
[1] ou le probléme de la construction est étudié pour certains processus pour lesquels £ = N.
Dans ces processus la coordonnée en un site représente le nombre de particules qui occupent
ce site, ces particules effectuant des marches aléatoires sujettes & un couplage. Dans [36]
le couplage est donné par le fait que toutes les particules occupant un site utilisent la
méme horloge pour le quitter. Dans [1] il s’agit du processus zero-range, pour lequel un
site contenant k particules expulse une particule a un certain taux g(k). Dans ces deux cas
il est nécessaire de se restreindre a des configurations n(v) “pas trop croissantes” quand
v — 00. Ces deux papiers sont & mettre en lien avec notre section 1.4 ou on traite une
situation avec des taux d’une forme quelconque mais un rang fini d’interaction.

1.2 Point de vue analytique. Construction de Liggett via Hille-
Yosida

Il est instructif de comprendre ou précisément intervient la condition (Hp) dans la
construction de Liggett basée sur ’analyse fonctionnelle sur 'espace X, ceci afin de pouvoir
comparer avec notre construction donnée dans la section 1.3. Le contenu de la présente
section reprend de maniére condensée les sections I.1 et 1.2 de [35] ou plus de détails seront
trouvés.

Rappelons d’abord ce que nous dit la théorie de Hille-Yosida. Ce qui suit jusqu’au théoréme
1 est valable pour un espace X compact quelconque.

Définition 2.

e Un prégénérateur de Markov (pGM) sur X est un opérateur Q, défini sur un s.e.v.
dense D(Q) de C(X), vérifiant
- Q1 =0,
- VfeD(),Va >0, min f > min(f — aQf).

o () est dit fermé si son graphe est fermé dans C(X) x C(X).

o On dit que Q a pour cloture Q si Uadhérence du graphe de Q) est le graphe de ’opé-
rateur €.

Il est bien connu que F(X) est dense dans C'(X) et que 'opérateur défini sur F(X) par
(1.2) est un pGM. En fait nous verrons qu’il est méme défini sur ’espace suivant :

D(X):={f € C(X): Ifl =) Af(v) < oo}, (1.9)
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oit Ay(v) :=sup,ex |f(n) — f(n°)| (attention, || - || n’est pas une norme). On rappelle un
résultat classique qui est que tout pGM admet une cloture qui est encore un pGM.

Définition 3. Un générateur de Markov (GM) est un pGM Q fermé et tel que Im(Id —
aQ)) = C(X) pour a > 0 assez petit (et alors automatiquement pour tout o > 0).

De ces définitions on déduit la chose suivante. Si 2 est un pGM, une condition suffisante
pour que € soit un GM est que pour « > 0 assez petit,

Im(Id — aQ) = C(X). (1.10)
Le théoréme suivant justifie 'importance de la notion de générateur de Markov.

Théoréme 1 (Hille-Yosida). Il existe une correspondance bi-univoque entre un générateur
de Markov Q sur X et un semi-groupe de Markov S(t) sur C(X). Cette correspondance
est donnée par
Sit)f—
Qf = lim 7( )= f

t—0

, défini sur D(Q) = {f € C(X) telles quef cette limite existe},

S(t)f = lim (Id—%Q) “rreo)

n—o0

Ainsi si le critére (1.10) est vérifié, ce théoréme fournit une solution a (SG), et par
ailleurs on vérifie assez aisément que € est déterminé par sa restriction a F(X), ce qui
signifie I'unicité de cette solution. Expliquons maintenant comment pour le prégénérateur
(1.2) la condition (H;) permet de vérifier que (1.10) a lieu.

Liggett fait, en plus de (H7), les deux hypothéses naturelles suivantes :

Vv € V, ¢y(n) est une fonction continue de 7, (Ha2)
et
C:= sup c(n) < +oo. (Hs)
veVneX

Ces deux restrictions sont moins significatives que (H1). (H3) implique que pour f € D(X)
la série (1.2) converge uniformément. Par ailleurs (Hg) fait que Qf € C(X) et on a

£ < CIA- (1.11)
Si feD(X)etg:=f—afdf, on alinégalité

Ap(w) < Ag(w) +a Y alw,v)Af(v). (1.12)
vFEW

A l'aide de I'opérateur T sur £!(V') défini par T'3(v) = > wzy @(w,v)B(v), dont la constante
B définie en (H) est en fait la norme subordonnée, cette estimation s’écrit Ay < Ag+T'Ay.
En itérant on obtient Ay < >°1_ &*T*A,+a" M T 1A, Sia < 1/B le passage a la limite
dans cette inégalité donne

A < (Id — al) A, (1.13)
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Théoréme 2 (Liggett,’72). Sous les hypothéses (Hy), (Hz) et (Hs), On a Im(Id — o)) =
C(X) pour « assez petit. Par conséquent il existe un unique processus de Markov sur X
vérifiant (SG).

Résumé de la preuve. Soit une suite exhaustive de sous-ensembles V,, C V', et Q,f(n) :=
> vev, Cu(n) [f(n¥) — f(n)]. La famille c,(n) est celle définie en (1.1), et les opérateurs €2,
sont comme 2 définis sur D(X). Les quantités analogues a C, B,I" pour €, sont notées
avec U'indice n. L’idée classique est d’exploiter les bonnes propriétés de ce générateur “fini”
en montrant qu’elles passent a la limite.

Clairement C,, < C, B, < B et Q,f — Qf uniformément pour f € D(X). Prenons
g € D(X) et montrons que g est limite d’une suite de Im(Id — af?). Puisque €, est un
opérateur borné sur C'(X), on vérifie que pour o < 1/||Omegay||, Id — o€, est inversible
et donc Im(Id — af),,) = C(X). 1l existe ainsi f,, € C(X) telle que f, — aQ,f, = ¢g. 1l
n’est pas difficile de voir que f,, € D(X), de sorte qu’on peut considérer g, := f, — aS)f,.
Puisque I',, < T, I'inégalité (1.13) donne Ay, < (Id — aI')™*A,. En utilisant (1.11) on
obtient enfin

Hg - gn” = aH(Q - Qn)fn“
<aC Z Ay, (v)

v¢Vy,
<aC ) (Id—al) ' Ay(v),
veVy,

qui tend vers 0 quand n — oo pourvu que a < 1/B, puisque (Id — ol')™1A, € (4(V). O

Avant de poursuivre on précise que nos tentatives pour adapter cette preuve sous la
condition affaiblie (H}) ont été infructueuses.

1.3 Une construction élémentaire des systémes de spins avec
interactions de rang infini

Considérons une collection de taux de transition (¢,(n),v € V,n € X). On fait dans
cette section I’hypothése suivante :

A = sup Z A—wa(w,v) < +o0, (H1)
vGVw;é >\v

v
ou a(w,v) est défini a la page 8, et (\,,v € V) est une famille de réels positifs telle que
A= inf A\, > 0.
veV

La condition (H}) dit que la dépendance de ¢,(n) en les coordonnées (n(w),w € V) est
d’une certaine fagon faible pour les sites w lointains de v. En plus de (H]) on suppose
encore que (Hs) et (Hs) sont satisfaites.

L’objectif premier du travail que nous présentons est de donner une explication intuitive de
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(Hj), et ce faisant de proposer une construction assez générale basée uniquement sur des
outils probabilistes élémentaires. De ce point de vue, notre construction est dans le méme
esprit que le travail de Harris dans un cadre particulier (|26]), mais nous ne demandons
pas des interactions de rang fini. Nous montrons que quand (H]) est vérifiée, un certain
processus de Markov, a espace d’état dénombrable, a la propriété de ne pas exploser en
temps fini. Ceci implique qu’il ne peut pas y avoir d’influence venant d’infiniment loin en
un site donné en temps fini. Heuristiquement, 1’idée principale est que pour déterminer
Iétat &' (v) de notre systéme de spins au site v a Uinstant ¢, partant d’une configuration
n & linstant 0, il est nécessaire de connaitre n(w) pour un certain ensemble (aléatoire)
F de sites w. Notre interprétation de (Hp) est qu’elle donne le controle adéquat sur les
dépendances a longue portée de ¢, (1) pour que F reste fini presque strement. Ceci implique
que le fait de geler tous les sites en dehors d’une boite finie n’a pas d’influence sur la valeur
de &/(v), pourvu que cette boite soit suffisamment grande. Ceci constitue le programme
de la sous-section 1.3.1, qui nous ameénera & considérer la limite de systémes de spins
finis. Dans la sous-section 1.3.2, nous nous attachons & faire le lien entre ce processus
limite et le prégénérateur de Markov (1.2) associé aux taux c,(n) définis en (1.1). Enfin,
il est techniquement important, lorsqu’on donne une certaine construction d’un processus,
d’avoir une caractérisation de ses mesures invariantes. C’est aussi fait dans la sous-section
1.3.2.

1.3.1 Couplage et existence du processus limite

On introduit 'ensemble des configurations avec un nombre fini de 1, soit
X' ={ne X :Card(n) < +oc}, (1.14)

ou Card(n) := Card{v € V : n(v) = 1}.
Si m1 et m2 sont deux configurations qui coincident sur un sous-ensemble W de V', on a

Yo e W, ley(m) — cp(n2)| < Z a(w,v). (1.15)
weWe

Il s’agit d’une conséquence directe de la définition de a(w,v) et de l'inégalité triangulaire
(ainsi que de ’hypothése (Hz) dans le cas on W€ est infini). Enfin, On définit la notation

a(w,v) := a(v,w).

On insiste sur le fait que 'intérét de notre construction est de mettre en lumiére ’aspect
naturel de (H{), qui n’est pas palpable dans la démonstration du théoréme 2. On utilise
pour cela essentiellement une méthode de couplage et une relation de dualité entre deux
processus.

Pour résumer notre stratégie, nous allons d’abord définir un processus en laissant évoluer
uniquement les coordonnées a l'intérieur d’une boite finie V,, C V, puis nous ferons tendre
V,, vers V en croissant, et prouverons que la suite de processus obtenus converge presque
sirement. Le théoréme 3 rend tout ceci possible en mettant en ceuvre une construction
graphique. L’idée de construction graphique a été développée trés tot par Harris dans un
cadre particulier et s’est avérée fructueuse au dela des problémes liés a la construction de
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processus (voir par exemple [25]). Elle consiste & fabriquer un processus sur X comme une
fonction déterministe d’un graphe aléatoire sous-jacent, qui contient une réalisation des
instants et des lieux des différentes transitions éventuelles, généralement obtenus a partir
d’une famille de processus de Poisson indépendants, indexée par 'ensemble des sites. Tout
I’aléa est alors contenu dans cette famille de processus de Poisson.

Nous utilisons ici des processus de Poisson indépendants d’intensité égale et assez grande
pour pouvoir gouverner les transitions de tous les sites. Lorsque 'un d’entre eux saute, il
se produit éventuellement un saut pour ’état de la configuration au site correspondant.
Ce saut a lieu ou pas selon une certaine probabilité imposée par la dynamique.

Avant d’expliquer comment obtenir un systéme de spins, commengons par définir les sys-
témes de spins fines. 1l s’agit de simples processus de Markov & espace fini.

Définition 4. Soit n € X et W un sous-ensemble fini de V. On dit qu’un processus
&= (&,t >0) est un systeme de spins fini partant de n et de parameétres (W, c) si c¢’est un
processus de Markov sur X,‘;V ={0€ X :0lwe =nye} tel que

B 50 =n;
— pour 0,0' € X};V, son taux de saut de 6 a 0’ est c,(6) s1 0’ =60V pour un v e W, et 0
sinon.

On note Py w la loi d’un tel processus et K, w l'espérance sous cette loi. En utilisant ces
notations on continuera a noter & la valeur du processus a ['instant t.

On fixe désormais une suite croissante (V;,,n > 1) de boites finies telles que Up>1V,, = V.
Nous voulons décrire ce qui arrive & un systéme de spins fini partant de n et de parameétres
(Vp, ©), losque n — co.

On passe maintenant a la définition de processus de Markov auxiliaires, qu’on appellera
processus d’invasion, et qui nous serviront comme outils pour controler les conséquences
de la modification d’un des paramétres n ou W sur I’évolution d’un systéme de spins fini.
Ce sont eux aussi des processus a valeurs dans ’espace des configurations, similaires au
processus de percolation de premier passage mais avec des temps de passage exponentiels
de paramétres dépendant des arétes, et ou les arétes entre tous les couples de sommets
sont éventuellement concernées par les passages.

Soit W C Vet a = (a(w,v), w # v) une famille de réels positifs. Plus tard, le role de « sera
joué par a ou par @, selon le contexte. Le principe est que, indépendamment pour chaque
couple de sites (z,y), on place des fleches de = vers y aux instants de saut d’un processus
de Poisson, et qu’on décide que les 1 se propagent selon ces fleches. Plus rigoureusement on
considére une famille de processus de Poisson mutuellement indépendants (P ,, = # y),
ou P, , a pour intensité o(z,y), et on définit un graphe orienté (aléatoire) G sur I’ensemble
V x Ry en prescrivant que ((z,s), (y,t)) est une aréte de G si 'une des deux conditions
suivantes est vérifiée :

l.x=yets<t,
2. s =t et s est un instant de saut de P, .
On note alors

{(w,s) =g (v,t)} (1.16)

Pévénement qu’il y ait un chemin orienté de (w, s) vers (v,t) dans G, c¢’est-a-dire une suite
finie de fléches mises bout-a-bout de w vers v & des instants croissants.
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Définition 5. Soit Py la loi du processus (C¢,t > 0) sur X défini par
Gv)=1<JweW, (w,0) =g (v,t),

et Ew,o Uespérance sous cette loi. En utilisant ces notations on continuera a noter ; la
valeur du processus a linstant t. Tout processus dont la loi est Py o sera appelé un processus
d’invasion de parameétres (W, ). Si W = {w} avec w € V', on écrit simplement Py, .

Une conséquence immeédiate de cette définition est qu’un processus d’invasion posséde
la propriété de monotonie vis-a-vis du parameétre «. Plus précisément si « et a sont tels
que Yw # v, a(w,v) < a(w,v), alors un argument standard de couplage montre que pour
toute fonction positive f mesurable sur X et croissante pour 'ordre partiel canonique sur
X,ona

Ew,alf(¢)] < Ewalf ()] (1.17)

On définit, pour v € Vet x € X,

Ya(v,X) = (1= x(v)) Y a(w,v)x(w),
wH#v

9a(X) = Z AvYa(V, X),

veV

ou A, est défini dans (Hj). Remarquons qu’en prenant « = a, on a

"Ya('l), X) S )‘_1)\11 Z )\JlAwa(w, 'U),
w#v

et par conséquent
Ya(v,x) < ATINA. (1.18)

On définit également la fonction

a(x) =D Ax(v), x € X.

veV

Dans le cas particulier ou A, = 1, remarquons que ¢() est simplement le cardinal de x. Le
résultat que 'on énonce maintenant donne une description simple du processus d’invasion
dans deux cas spéciaux : dans le premier, on part d'une configuration avec un nombre fini
de 0, et dans le deuxiéme avec un 1 en un certain site et des 0 partout ailleurs. On se
concentre sur ces deux types de conditions initiales parce que ce sont en fait les seules qui
vont nous servir.

Dans la suite on note 1y la configuration telle que 1y (v) = 1 si v € W et 0 sinon. La
restriction d’une configuration 1 a un ensemble W C V sera notée 1)y .

Proposition 1. (i) Supposons que W€ soit fini. Sous Py q, ((t,t > 0) est un processus
de Markov sur 'ensemble fini Xyww = {x € X : xy;yv = 1}, partant de (o = 1y . De
plus, dans la configuration x, le site v change d’état au tauz vy,(v, X).



1.3. Une construction élémentaire des systémes de spins avec interactions de rang infinil)

(ii) Supposons maintenant que W = {w} et que (Hj) soit vérifiée. Alors
Eualg(¢)] < Awe™, (1.19)

A étant la constante dans (Hy). En particulier sous Py, g, (G, t > 0) est non-explosif
au sens ot Py, g(Card(¢;) < +o0) = 1, et (¢,t > 0) est un processus de Markov
a valeurs dans l’ensemble dénombrable X', partant de (o = 1. De plus, dans la
configuration x, le site v change d’état au tauz vz(v, X).

Démonstration. Dans chacun des deux cas le caractére markovien de ({;,t > 0) découle
du fait que les processus de Poisson sont & incréments indépendants et stationnaires. Pour
calculer les taux de saut dans le premier cas, remarquons simplement que pour une confi-
guration initiale x avec x(v) = 0, la coordonnée (;(v) saute si et seulement si l'un des
processus P, , (avec x(w) = 1) saute. Le résultat est donc une conséquence du fait que
Zw:X(w)zl P, , est un processus de Poisson d’intensité v, (v, x). Si par contre x(v) =1 le
taux de saut en v vaut 0 car seules des transitions 0 — 1 surviennent.

Quant & la seconde assertion, considérons d’abord

) bl i b 6 VTL7
an(2,y) = {““E vh oy (1.20)

0, sinon ;

et @y (z,y) = an(y, ). Soit u,(t) := Eyg,[q(¢;)]. D’'une part, un simple calcul utilisant
(H7) montre que gz, (x) < Ag(x). D’autre part, sous Py, z,, ((t,t > 0) est a valeurs dans
un ensemble fini donc la formule suivante est une simple conséquence de la définition du
générateur d’'un processus de saut appliquée a la fonction ¢ :

Eua, [a(Cern)lCi] = a(Ce) + ga, (G)h + o(h).

En prenant ’espérance dans cette formule, il vient

lim Un (t + h) — uy(t)
h—0 h

= Ey.a,9a, ()] < Aup(t).

Mais alors le lemme de Gronwall avec le fait que u,(0) = A, donnent l'inégalité u,(t) <
A At

we’.
Pour terminer la preuve nous définissons un couplage des processus (¢",n > 1) et {, qui
sont des processus d’invasion de paramétres respectifs (w, a,) et (w, @), ce couplage ayant la
propriété que (;*(v) est une suite croissante qui converge vers (;(v). Pour ceci, on considére
la construction Poissonienne ci-dessus et on définit (" exactement comme ( sauf que ("
utilise uniquement P, avec x,y € V,,. Plus précisément on décide que ((z,s), (y,t)) est
une aréte dans le graphe G,, si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée : soit x =y
et s <t,soit s =1, x,y €V, et sest un instant de saut de P, ,. Maintenant on définit ¢;*
par
¢('v) =1 (w,0) —¢, (v,1).

Tout chemin fixé dans le graphe G est aussi un chemin du graphe G, dés que V,, est
assez gros pour contenir tous les sommets de ce chemin. Par conséquent (;(v) est bien la
limite croissante quand n — oo de (}*(v) presque siirement. Par le théoréme de convergence
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monotone, on a que By, 5[q((;)] = limy, o0 up (t). Ainsi la borne donnée pour uy,(t) est aussi
valable pour Ey, z(q(¢)]-

Puisque le processus (; n’explose pas en temps fini, il s’agit d’un simple processus de saut
pur sur 'ensemble X’ dénombrable. On peut donc procéder comme dans le cas ou W€ est
fini pour déterminer ses taux de transition. O

Remarque. C’est précisément dans la preuve précédente que (H}) agit. Imaginons par
souci de simplicité que A, = 1. Alors ce qui apparait dans cette preuve concernant le
processus d’invasion (; de parameétres (w,a) est que par (H{) on a un controle || < By,
ol By est un processus de branchement binaire en temps continu, d’intensité A. C’est cela
qui assure la non-explosivité de (;, qui est cruciale dans le corollaire 1.

La proposition suivante établit une relation de dualité entre le processus d’invasion de
parametre a et celui de paramétre a.

Proposition 2. Soitv eV et W C V. Alors

PW@(Ct('U) = 1) = Pv@(EIw S VV,Q(w) = 1) (121)

Démonstration. Soit t > 0. Pour s < ¢, on pose

Pyy(s) = Pyu(t) — Pyo(t —s).
Les processus de Poisson étant & accroissements indépendants et stationnaires, ﬁ:&y est
aussi un processus de Poisson sur lintervalle de temps [0,t], d’intensité a(y,x), et les
processus (ﬁLy,az # y) sont mutuellement indépendants puisque les (P, ,,z # y) le sont.
On définit un nouveau graphe G sur V x [0,t] de la méme fagon que G, mais en utilisant
cette fois lgw,y au lieu de P, ,. L’équation (1.21) découle alors de I’équivalence :

(w,0) =g (v,t) & (v,0) =5 (w,1),

qui traduit le fait qu’un chemin de (w,0) vers (v,t) dans G correspond, en retournant les
fleches et en inversant le sens du temps, & un chemin de (v,0) vers (w,t) dans G. O

Passons maintenant au résultat principal de cette section.

Théoréme 3. Soientn > 1 et n € X. Il existe un couplage de processus ("",n € X,n > 1)
et (C",n > 1) tels que

(i) &P™ soit un systéme de spins fini partant de n et de paramétres (V,,c),

(ii) ¢™ soit un processus d’invasion de paramétres (V.S a),

(iii) pour toutt >0 et v € V,,, on ait

{CP(v) =0} C {Vk >n, " (v) = F ()}

Démonstration. Comme annoncé, nous allons utiliser une construction graphique commune
pour construire une famille de systémes de spins finis sur un méme espace de probabilité.
On commence donc sans surprise par considérer une famille (N,,v € V) de processus
de Poisson mutuellement indépendants, N, étant d’intensité C' + AX"'\,. On introduit
aussi une famille, indépendante de (N,,v € V), de variables aléatoires (U, ;,v € V,i > 1)
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mutuellement indépendantes, U, ; étant distribuée selon la loi uniforme sur [0, C+AA"!A,].
Tout ce matériel aléatoire est défini sur un espace de probabilité appropriée (Q, F,P), et
I’espérance sous P est notée E. Pour n > 1, on considére

N™ = Z N,.

VeV

Les sauts de N™ sont presque stirement distincts et n’ont pas de point d’accumulation,
de sorte qu'il existe une suite strictement croissante (¢;, j > 1) telle que les sauts de N™
soient les ¢, 7 > 1. Soit v; le site de V;, tel que Ny, (t;) — Ny, (t;) =1, et u; = qu,ij (t)-
On définit alors &"" de proche en proche, sur les intervalles de temps [tj,tjy1) (sa valeur
est constante sur chacun de ces intervalles) :

— pour t € [0,t1), & =n;

o
m,n J 3 m,n
_ siuj < ey (")
_ ot nn _ (tjfl) ’ J ViSti—1 )
pour t € [tj,tj+1), & = o .
b sinon.

On définit aussi (" de proche en proche, & partir du méme matériel aléatoire :
— pour t € [0,t1), ¢ = lye;
— pourt e [tjvtj-‘rl)a

Uj 5
()" sicn () =0, et A7 <uj < AT+ 70(vj, 7).

n M .
CtJ; . sinon ;

G =

ou A} 1= infr>p ¢y, (5;7: .)- La valeur de A} représente le taux de saut simultané de tous

les processus &; ’k, k > n, lors de cette j-iéme transition. Rappelons que va(vj,g;”_il) =
Zw#}j a(w,v;)¢_ (w), lorsque ¢! (v;) = 0.

Il découle encore des propriétés des processus de Poisson que chacun des processus {7 et
(™ ala propriété de Markov. Par ailleurs les taux de saut sont ceux voulus, par construction.
En effet, pour chaque processus le taux de saut d’une coordonnée est donnée par la longueur
instantanée de 'intervalle auquel on demande & u; d’appartenir pour que la coordonnée
saute, puisque dans notre construction cet intervalle est toujours contenu dans [0,C +
A)\_l)\vj] d’aprés (1.18). Observons alors que cette longueur a été justement choisie pour
que tous ces processus aient la dynamique désirée.

Montrons (iii) par récurrence sur j. Avec la convention ¢ty = 0, on doit prouver que pour
tous j >0etwv eV,

{¢(v) = 0} € {Vk > n, §"(v) =& ()} (1.22)

Le cas j = 0 est une conséquence de la définition des processus. Supposons que (1.22) soit
vérifiée pour un j > 0 et que ¢ (vj41) = 0 (dans le cas contraire la conclusion est triviale).
Alors (1.15) donne

777’? 3 7k .
21212 Cvjqa (gtj ) < égi Cujpa (Etj ) + ’7a(vj+1a Cg)

Par conséquent, lorsque la transtion a l'instant ¢, fait sauter &; ok (vj4+1) mais pas §f’kl(vj+1),
pour deux entiers k, k" > n, elle doit nécessairement faire sauter aussi ¢;*(v;4+1) de 0 a 1.
Ainsi (1.22) reste vraie pour j + 1. O
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Corollaire 1. Dans le couplage précédent, pour tout v € V et t > 0, la suite §""(v) est
presque strement constante & partir d’un certain rang n (aléatoire), et on peut donc définir

& (v) == lim & (v).

n—o0

Démonstration. Fixons v € V et t > 0. La suite d’événements
7k b
B, = {Vk > n, M (v) = " (v)}

est croissante donc par le théoréme 3 (iii) il suffit de montrer que lim, ;0o Pye o (G(v) =
1) = 0. Or la relation de dualité (1.21) implique que

h_)m PV,f,a(Ct(U) = 1) = h_)m Pv@(flw S Vrf . Ct(lU) = 1)
=P, g(Card(¢;) = +00)
=0,

ou la derniére égalité découle de (1.19). O

1.3.2 Générateur et mesures invariantes du processus limite

Jusqu’a présent nous avons seulement établi 1'existence du processus limite (£, ¢ > 0)

mais nous n’avons aucune réelle information concernant sa loi. Dans cette section nous
montrons qu’il posseéde la propriété de Markov et que 'expression de son générateur est
celle attendue, a savoir que (1.8) a lieu pour les fonctions f dans un ensemble que nous
introduisons maintenant.
Pour une fonction f sur X, on rappelle la notation Af(v) := sup,cx [f(n) — f(n")] qui
mesure Uinfluence de 7n(v) sur la valeur de f(n). Plutot qu’avec les fonctions locales nous
préférons travailler ici avec ’espace fonctionnel suivant qui s’avére plus adapté a notre
probléme que ’espace F(X). Soit

D(X)={f:X — R, f est continue et Z A (v) < 400}
veV

Remarquons que la notation D(X) change par rapport a la section 1.2 du fait de la présence
des Ay, v € V. D(X) doit étre vu comme un espace de fonctions réguliéres au sens ou ce
sont des fonctions qui dépendent peu des coordonnées lointaines. Pour f € D(X) on note

HEDIRTNIO!
veV

I1 faut noter que ces deux notations ont légérement changé par rapport a la section 1.2, du
fait que (H;) a été remplacée par (H]). Nous rappelons la définition du prégénérateur

Qf(n) = com)[f(°) = f()], | € D(X),

veV
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et de sa restriction en volume fini

Qf(n) =Y em[f0°) = f(n)], feDX).

VeV

La preuve du théoréme 4 montre que  est bien défini sur D(X). Quant a Q,, il définit
méme un opérateur borné sur C'(X) entier.
Pour f € C(X) et n € X, on définit

Sn(t)f(n) =B, [f(&)], et S@)f(n) =E[f(&)]-

Il découle du théoréme de convergence dominée que

lim Sy, (8) f(n) = S(t)f(n)- (1.23)

n—oo

Puisque nous utiliserons ce théoréme & plusieurs reprises (sur l'espace de probabilité, sur
un intervalle de temps, ainsi que sur I’ensemble V') nous 'appellerons simplement TCD.
Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 4. S(t) définit un semi-groupe de Markov sur C(X), et pour f € D(X) on a
S#)f(n) = f(n)
t

—Qf(n). (1.24)

lim
t—0

Démonstration. Rappelons deux identités concernant les opérateurs S, (t). Pour f € D(X)
etne X, ona

&wﬂm:ﬂm+ém@mﬁwm, (1.25)

et pour t1, t2 > 0, on a

Sn(t1)Sn(t2) f(n) = Su(ts +t2) f(n). (1.26)

Puisque (1.25) et (1.26) portent sur un processus de Markov a espace d’état fini, elles sont
¢lémentaires (voir par exemple le théoréme 2.1.1 dans [38]). On continue en établissant des
inégalités utiles pour la suite. Premiérement, pour f € D(X),

f ()] < ATCULL (1.27)

[ f ()] < ATICULL (1.28)

(0 =) f ()] <C Y Ag(v). (1.29)
veVE

L’inégalité (1.27) vient simplement de ce que [Qf(n)] < Y oy co(M[f(n”) — f(n)] <
CY ey Ap(v) <C Y ey AP AAf(v). Les inégalités (1.28) et (1.29) s’obtiennent de ma-
niére similaire.

Nous cherchons maintenant & controler Ag)(w). Nous considérons pour cela deux confi-
gurations 71 et 2 = (71)" et nous décrivons un nouveau couplage basé sur une idée similaire
a celle du couplage de la sous-section 1.3.1. On prend (Ny,v € V), (Uys,v € V,i > 1), et
les suites v;, t; et u; comme dans la preuve du théoréme 3, puis on définit les processus
(€Mt >0) et (£™",t>0) par :
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_ pourt c [0 tl) 7717 =ni;
n\ Y . N
. v Sl U; < Cy. i
- pOllI' t c I:tj7t]+1)7 gt“n <£t ) ’ J Vj (é'tjfl)7
& sinon.
ti— 17

On définit conjointement un troisiéme processus (I'},¢ > 0) a partir du méme matériel
aléatoire :

— pour t € [0,t1), [} = 1,

— pourt € [tj,tj+1),

v
- (r"_f ) ", SiTE(v) =0, et BY <u; < BY 470, (07,TF ),
sinon,

olt BY := min;—1,2 ¢y, ( Zlfi) On observe que (&"",t > 0) est un systéme de spins fini
partant de 7;, de parameétres (V},,c), et que (I'},¢ > 0) est un processus d’invasion de
parametres (w,a,) (on a gardé la notation (1.20)). Ceci se justifie de la méme facon que
pour les processus £7" et (" dans le théoréme 3. Par ailleurs, pour tout site v, puisque
Vinclusion {&™"(v) # &P (v)} C {T}(v) = 1} a lieu pour ¢t = 0 et qu'elle est préservée
par n’importe quelle transition, elle est vraie pour tout £ > 0. Il découle alors des équations
(1.17) et (1.21) que

P(& " (v) # &7 (0)) S P(IF(0) = 1) = Py, (G(v) = 1) < Pya(Ge(w) = 1).

Ce couplage nous permet d’écrire

Sn(t)f (m) — Sn(t)f (m2)] < E[If(&"") = fF(&7")]]

SE D Ap(0) Ly zemn )
veV

<D AP (v) # &P (v)).

veV

Ainsi, en considérant ceci pour toute paire (11,72) de configurations coincidant partout
sauf en w, on obtient

As, () <D Ap()Pya(G(w) =1). (1.30)

veV
Puis, en faisant n — oo, on obtient aussi

Asyr(w) <) Ap(w)Pyz(¢(w) =1). (1.31)
veV
En sommant sur w puis en inversant l’ordre des deux sommes, on a alors grace a (1.19) :

IS (S <D - Ap() D AuPualCe(w) =1)

veV weV

< Z Af [q(Ct)]

veV

< Z Af(v))\veAt

veV
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Par conséquent S, (t)f € D(X) dés que f € D(X), et on a I'inégalité suivante :
IS ()£1 < e I£l- (1.32)

En partant de (1.31) on obtient de maniére similaire :

IS@)fll < eI (1.33)

Pour montrer que (S(t),t > 0) est un semi-groupe de Markov (voir la définition page 7),
les deux seules propriétés non évidentes a vérifier sont

(a) Vf e C(X), St+s)f =S5(t)S(s)f,

(d) Vf e C(X), t— S(t)f est continue a droite,
et il suffit de les vérifier pour f € D(X) puisque c’est un sous-espace dense de C(X).
Pour (a) on remarque que la convergence dans (1.23) est en fait uniforme pour f € D(X).
En effet, en utilisant le couplage introduit dans le théoréme 3,

1S () f () = S F ()] < E[IF(E™) — FEN]

SE D Ap0)Lenn)er oy

veV
<3 A )BE" (v) # E(v)
veV
<3 APy a(Glv) = 1), (1.34)
veV

qui tend vers 0 par le TCD puisque f € D(X) et limy,_o0 Pyeo((i(v) = 1) = 0 (voir la
preuve du corollaire 1). Ainsi,

Jim [1S,(6)f = S(6) o = 0. (1.35)

Maintenant, avec (1.26) on voit que pour obtenir (a) pour f € D(X) il suffit de montrer
que limy, o0 ||Sn (1) Sn(t2) f — S(t1)S(t2) f|loo = 0. Pour cela on décompose :

150 (£1)Sn(t2) f = S(t1)S(t2) flloo < [[(Sn(t1) = S(£1))Sn(t2) flo
+[1S(t1)(Sn(t2) = S(t2))llo-  (1.36)

Le premier terme a droite de I’égalité (1.36) est majoré par

> Ag ) (0)Prea(G(v) = 1).

veV

Quand n — oo cette somme tend vers 0 par le TCD. En effet, par (1.30), son terme général
est borné par ) v Ar(u)Pya((r,(v) = 1), et la somme sur v € V' de cette borne est finie
car (1.19) implique que celle-ci est majorée par A\~ f|leA?.

Le second terme dans (1.36) tend aussi vers 0 grace a (1.35) et a l'inégalité ||.S(t1) (S (t2) —
S(t2)) flloo < [|Sn(t2)f — S(t2) fllco- Alnsi (a) est démontrée.

Maintenant pour montrer (d) on commence par établir que pour f € D(X),

S () = Fn) + /0 Q5 (s)f(n)ds. (1.37)
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L’intégrale est bien définie puisque (1.27) et (1.33) donnent
QS(s)f ()] < A~ Ce™| £l (1.38)

Grace a (1.25) on a seulement & montrer que pour s > 0 fixé, lim, o0 Q,5,(5)f(n) =
QS(s)f(n). En effet ceci avec le TCD implique I'inégalité (1.37). On est en droit d’utiliser
le TCD grace a la majoration |Q,,5,(s)f(n)] < A7 Ce?®|| f]l, voir (1.28) et (1.32).

D’une part par (1.29),

[(Qn — QSa(s)f (M S C D> Ago)5(w)

weVe

é C Z ZA]‘ va Cs )— )
weV,veV

=CY Ap(v) Y PualGs(w) =1),
veV weV,¢

et pour v € V, on a limp 00 Y- yeye Poa(Cs(w) = 1) = 0 puisque
Z PU,E(CS(U)) = 1) < A_lEv,E[Q(CS)] < 00,
weV

donc une nouvelle application du TCD donne lim,, o (2, — 2)S,(s)f(n)| = 0. D’autre
part,

— (S(s)f (") = S(s)f(m) |
Dans le terme de droite le terme général de la somme tend vers 0 quand n — oo, et grace a
(1.30) et (1.31) il est majoré par C'(Ag,, (o) (w)+Ag(s)p(w)) <203 oy Ap(v)Pya((s(w) =
1), qui ne dépend pas de n. Puisque la somme sur w de cette borne est plus petite que
227109 f|| < +o0, une application du TCD permet de terminer la preuve de (1.37).
On peut maintenant conclure pour (d) puisque (1.37) et (1.38) fournissent l'inégalité

ISt f — flloo < ATLATIO(A — 1) £]], (1.39)

ce qui implique que 'application t — S(t)f est continue en ¢t = 0, et la continuité s’étend
a R en utilisant (a).
Pour terminer la preuve du théoréme il reste & montrer que pour f € D(X) et n € X,

t—0 t
L’application ¢ — QS(t)f(n) est continue en ¢t = 0. En effet on peut écrire

QS(t+5) = SM)F) = D cwlm)[(SE+ )1 () = S(t+5)f ()

weV

— (S@Of (") = SO F ).

et conclure par un argument analogue a celui de la preuve de (1.37) en utilisant la continuité
de t — S(t)f(n). La continuité de ¢t — QS(t)f(n), avec (1.37), implique directement
(1.24). O
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Soit p une probabilité sur X. On note puS(t) Punique distribution sur X telle que

Vi e C(X), / falus(t)] = / S(t) fdp.

La mesure p est dite invariante si puS(t) = p pour tout ¢ > 0, ce qui est équivalent a la
condition suivante :

vf € D(X), / () foy = / Fdu.

On donne maintenant un critére concret pour vérifier qu’'une mesure p est invariante en
terme des fonctions locales.

Proposition 3. Soit u une probabilité sur X. Si

/Qfdp =0 (1.40)

pour toute fonction f € F(X), alors p est invariante.

Démonstration. Le théoréeme 5.2 de 35| établit que la loi du processus (&, t > 0) cor-
respond & l'unique solution du probléme de martingale pour 2 partant de 7. Ainsi ce
probléme de martingale est bien posé. Ceci nous autorise & utiliser la proposition 6.10 de
la méme référence. Celle-ci établit que (1.40) est une condition suffisante pour que p soit
invariante. O

1.4 Cas d’un espace d’état dénombrable avec des interactions
de rang fini

Dans cette section on adapte la section précédente a une situation plus générale en
deux points : premiérement les transitions affectent éventuellement plusieurs sites simulta-
nément, et deuxiémement les coordonnées prennent leurs valeurs dans un ensemble dénom-
brable (disons Z). C’est le contexte du théoréme 2.11 du chapitre 2, pour lequel & notre
connaissance aucune construction générale n’a été donnée jusqu’a présent. Le prix pour
ces généralisations est ’hypothese (H{') qui dit que les interactions sont de rang fini.

Ici on note donc X = ZY, V étant I'ensemble des sommets d'un graphe non orienté
G = (V,E). Z est muni de la topologie discréte et X de sa topologie produit. L’existence
d’une aréte entre deux sites w et v signifie que I'état du processus au site w influence les
taux de transition au site v (ou vice-versa), ou qu'un événement lié au site v peut affecter
Pétat du site w (ou vice-versa). L’ensemble B(v,r) C V désigne la boule de centre v et de
rayon r, au sens de la distance de graphe. On suppose G de degré fini, c’est-a-dire que les
voisinages N, := B(v,1), v € V, sont d’ordre borné :

D := max |N,| < oc.
veV

Sine Xet WV, ¢ eZW, lopération qui consiste & remplacer n par € sur W sera
notée n|W|¢, soit :

~nv), sive W,
W I)w) = { e
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Dans cette section on note

Ag(v) = sup {[f(n) — f()I},

n=n" off v

ou n =1 off v signifie que 1 et ' coincident en dehors de v, et

D(X):={f: X = R, f est continue et Z A¢(v) < oo}
veV

Pour f € D(X) on note || f|| := >, A¢(v). On définit Cy(X) I'espace des fonctions conti-
nues bornées sur X, ainsi que F(X) = {f € Cp(X) ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées}.
En chaque sommet v, le processus peut subir des transitions
— affectant les sites de N, ,
— dont les taux dépendent éventuellement de 1’état des sites de N,.
Autrement dit ’évolution est gouvernée par une collection de taux de transition

¢ = (clv,n,€),v € V,ne X, & e ZNv)

sur lesquels on fait les hypothéses suivantes :

c(v,m, &) ne dépend que des coordonnées (n(w), w € Ny), (HY)
C:= sup Z c(v,m, &) < 4o0. (HY)
veVneX €N

Remarquons que (Hsz) est alors automatiquement satisfaite comme conséquence de (H{')
et de la définition de la topologie sur X. On considére 'opérateur

= > com[FINE) — fm)],

veV geZNv

et, z étant un sommet arbitraire pris comme origine, la restriction de € en volume fini :

= S e O [FmINIE) — F)].

vEB(z,n) E€ZNV

La preuve de I’équation (1.27’) ci-dessous montre que 2 et €2, sont bien définis sur D(X).
On rappelle que le théoreme 1 est encore valable pour les semi-groupes sur un espace Y
localement compact. L’espace C(Y), sur lequel || - [ n’est plus définie, doit simplement
étre remplacé par Cp(Y) := {f € C(Y) : f est bornée}. On donne ici une construc-
tion analogue a celle de la section précédente d’un semi-groupe S(t) sur Cp(X) vérifiant
limg ot~ L(S(t)f — f) = Qf, pour f € D(X). Comme dans le cas compact, en fait cette
prescription détermine S(¢) de maniére unique.

Lemme 1. f € D(X) = f € Cy(X).

Démonstration. Soient n,n" € X. On a |f(n) — f(n|B(z,n)|n")| < ZveB(xn #(v), et la

continuité de f donne lim,,_, f(n|B(xz,n)|n") = f(n'). Donc |f(n)— f(n")] < Y ver Ap(v).
O
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Lemme 2. Pour f € D(X),

1Qf ()l < CDIfI, (1.277)
Q=) <CD > Ag(w). (1.28")
veB(z,n—1)°

Démonstration. On ne montre que la premiére inégalité, 'autre étant similaire. Elle découle
de (HY) et (HY) comme le montre le calcul suivant : pour n € X,

Qf ) <> C > Ap(w)
veV  weN,

<CY Y Ap(w)
weV veNy

<CD Y Ag(w).

weVvV
O

Puisque le prégénérateur €2, ne met en jeu que les transitions des coordonnées de

B(z,n), il définit un unique semi-groupe (Sy(t),t > 0) sur Cy(X), qui & son tour cor-
respond & un processus markovien de saut pur (§",¢ > 0) sur un ensemble dénombrable.
On va maintenant donner un couplage des processus &7, pour n > 1 et n € X.
Pour cela on considére une famille (N,,v € V) de processus de Poisson indépendants, tous
d’intensité C. On fixe n > 1 et n € X, et on définit des suites ¢; et v; comme dans la
preuve du théoréme 3. On définit &"" de proche en proche, constant sur chaque intervalle
[tj,tj+1[- On pose EO’" =, et pour j > 0 si on note x := Etj’" alors Qj’fl prend la valeur

— X|Noy, |0 avec probabilité w, pour 0 € 7N :

~ x avec probabilité 1 — %Zeezmj c(vj, x,0).
Concrétement, cette valeur est choisie & 'aide de variables uniformes prises comme dans
la section 1.3, en découpant 'intervalle [0, 1] en sous-intervalles de longueurs adéquates.
La valeur retenue a l'issue d’une transition est celle correspondant a l’intervalle auquel
appartient la variable uniforme qu’on associe & cette transition.
Le processus (£",t > 0) prenant ses valeurs dans un espace dénombrable, montrer qu’il
admet 2, comme générateur ne pose pas de probléme supplémentaire par rapport au
théoréme 3. On a par conséquent pour f € D(X) :

Sn(t)f(n) = E[f(&")]-

On construit, conjointement & ces processus, un graphe aléatoire (non orienté) sur V x R
de la maniére suivante. Pour chaque v € V on place, & chaque instant de saut ¢t de NV, des
arétes entre (w,t) et (v,t) pour chaque w € N,. Si w et v sont deux sommets et 0 < s < ¢,
on définit I’événement {(w,s) — (v,t)} comme dans (1.16).

Une fois donnés les processus de Poisson, £ (v) ne peut dépendre de la valeur de n(w)
que pour les sites w tels que (w,0) — (v, t). Plus précisément, on a

{KY, C Blz,n)} C {Vk > n,&"(v) = " (v)}, (1.41)
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ou
Ky ={weV:(ws)— (v,t)},0<s<t

Le processus (|K{_g,[,0 < s < t) peut étre majoré par un processus markovien (Xs,0 <
s < t) sur N tel que Xg = 1 et de mécanisme donné par les taux ¢(n,n + D) = Cn.
Comme pour un processus de branchement standard, on a que (X e D5 g > 0) est une
martingale. Ceci nous donne la majoration

E|K§,| < e“Pt. (1.42)

En particulier '’ensemble K§, est presque strement fini. Ceci, avec (1.41), implique que
pour tout v, la suite £Z7t(v) est constante & partir du premier rang (aléatoire) ng tel que
K§, C B(z,n9). On peut donc définir le processus £" par

n — l' m,n
Yo e V, & (v) nl_)noloft (v),
ce qui s’écrit aussi :
& = lim &M
n—oo

Pour f € Cy(X), on définit
S f(n) = E[f(&)].

Par convergence dominée, on a immédiatement

S()f(n) = lim E[F(€0")] = lim S, (1)1 (n). (1.43)

n—o0

Théoréme 5. S(t) définit un semi-groupe de Markov sur Cy(X), et pour f € D(X) on a

lim
t—0

Démonstration. On peut suivre la preuve du théoréme 4, les équations (1.27)-(1.35) deve-
nant respectivement :

Vi € X, [Qf(n)| < CD| 1], (1.27)

v € X, [Qnf(n)| < CD| 1], (1.28)

Vi€ X, [(Qn - Q) f(n)| <CD Bz(: )CAf(v), (1.297)
Ag, (W) < ;Af(v)lp’((wﬁ) = (v,1)), (1.307)
Asir(w) < D Ap(0)P((w,0) = (v, 1)), (1.31)

veV
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15, (0 F1 < P 11, (1.32))

IS £l < “PH£, (1.33)

1Su(t)f = S() flloo < ;Af P(3w ¢ B(z,n) : (w,0) = (v,t)). (1.34)
[l

Soit 4 une probabilité sur X et ©S(t) 'unique mesure sur X telle que Vf € Cy(X), [ fd[pS(t)] =
[ S(t)fdp, ou de maniére équivalente,

Vf e DX /fduS /s )Fdy.

w est dite invariante si V& > 0, uS(t) = p. Soit .# I'ensemble des probabilité invariantes.

Proposition 4. Une probabilité p appartient a & si et seulement si
VfeD(X), /Qfd,uzo. (1.44)

Démonstration. L’identité (1.37) est encore valable pour f € D(X) dans la présente sec-
tion. Ceci fait partie de la preuve du théoréme 5 qui est analogue a celle du théoréme 4.

Par conséquent
t
/S(t)fd,u = /fdu+/0 [/ QS(s)fd,u} ds. (1.45)

Supposons p € # et soit f € D(X). On a comme dans la section 1.3 la convergence
uniforme de S(t)f vers f quand ¢t — 0, qui nous est fournie par une inégalité analogue a
(1.38). L’application s — [ QS(s)fdu est par conséquent continune car

1 [ s )fdu‘ < CDIS(t—5)f — flo.

La primitive de cette application étant nulle par définition de .#, on conclut que sa valeur
en 0 est nulle, soit [ Qfdu = 0.

Réciproquement, supposons que (1.44) a lieu. Alors pour f € D(X), S(s)f € D(X) et
donc le dernier terme dans (1.45) est nul. O

Théoréme 6. u € .7 si et seulement si

vf € F(X), /Qfduzo. (1.46)
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Démonstration. Soit f € D(X). On doit montrer que Ve > 0,3g € F(X) telle que
U Q(f —g)d,u‘ < e. Fixons un entier n; tel que ngéB(x,nl) A¢(v) < €, puis un autre
entier no tel que ZUgB(x,m) Ag(v) < 7Card§(m7m).

On prend une configuration 7 arbitraire et on considére la fonction

g(n) = f(7'| Bz, n2)n).

Bien sir g € F(X) puisque g(n) ne dépend que de la restriction de n a B(x,ng). Par
ailleurs ||f — glloo < W@cm)’ et Ag(v) < Af(v). On écrit

\ / Q(f—g)du‘SCD\Hf—gH\SCD Y ALm Y AW

v¢ B(z,n1) vEB(z,n1)

Pour majorer le premier terme, on écrit Ar_g(v) < Af(v) + Ag(v) < 2Af(v). Pour le
second, on utilise le fait que Ay_g4(v) < 2[|f — gl/oc- Au final,

‘/Q(f —g)d,u' < CD(2e + 2|B(z,m)|.||f — glloo) < 4CDe.



Chapitre 2

Résultats sur le modéle de
Gates-Westcott

2.1 Modéles de croissance aléatoire

Pour situer le contexte de notre étude, nous commencons par faire un survol (non
exhaustif) de différents types de modéles de croissance, dont fait partie le processus de
Gates-Westcott. Cette classe de modeéles a été I'objet d’une grande attention dans les der-
niéres décennies.

Ces modeéles décrivent 1’accroissement d’un amas de particules qui se fait par agrégations
successives & partir d’'un germe initial qui peut étre par exemple un site de nucléation seul
ou bien une ligne de sites occupés. Ils réduisent généralement un phénomene complexe a un
processus élémentaire simple gouverné par une regle basique, mais dont le comportement
peut posséder une grande complexité.

Mathématiquement, il s’agit de processus aléatoires dont les états possibles sont les confi-
gurations d’amas. Pour qu’ils soient bien définis il nous faut spécifier leurs mécanismes de
croissance. Autrement dit pour chaque site vacant voisin de I'amas & un instant donné, il
faut spécifier la probabilité qu'une particule vienne s’y agréger en un intervalle de temps
donné. Différents mécanismes ont déja été imaginés, donnant lieu & divers modeéles. Nous
en décrivons ici quelques uns.

2.1.1 Modéle d’Eden, DLA et déposition verticale

Dés 1961 Eden propose dans [11] un modeéle de croissance cellulaire pour étudier la
prolifération de tumeurs. Il s’agit d’une chaine de Markov (A,,n > 0) a valeurs dans les
sous-parties finies de Z2, telle que

Ao = {0},
et
Apy1 = Ap U{xpi1}, (2.1)
ol T,41 est choisi uniformément dans I'ensemble {z € Z? : d(z, A,) = 1}, c’est-a-dire
I’ensemble des sites adjacents & A,,. La version aréte de ce méme modeéle consiste & choisir

29
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FIGURE 2.1 —

Tpi1 = z avec une probabilité proportionnelle au nombre d’arétes reliant z a A,. Cette
derniére version correspond aux configurations successives prises par I’amas dans le modele
de percolation de premier passage (pour des temps de passage de loi exponentielle). Pour
plus de détails on peut consulter [31].

Le modele iDLA (diffusion limitée par agrégation interne) est aussi construit selon la re-
lation (2.1), mais sachant A,,, z,4+1 est choisi selon la loi de X, ou (X, k > 0) est une
marche aléatoire symétrique partant de 0 et 7 = inf{k > 0: X} ¢ A, }. Voir 7] pour une
bonne introduction a ce modele.

Dans d’autres modéles, les particules tombent aléatoirement de fagcon verticale sur un sub-
strat horizontal, s’empilant ainsi sur chaque colonne. On parle alors de déposition verticale.
Dans ce cas ’amas obtenu est sans trous, et seule la surface présente des irrégularités. La
aussi il faut préciser avec quelles probabilités (ou avec quels taux, en temps continu) les
particules viennent se déposer sur chaque colonne. Le choix de ces probabilités doit tra-
duire l'influence de la géométrie de ’amas autour d’un site sur l’attractivité de ce site. Les
colonnes sont numérotées selon leur abscisse et la hauteur de la colonne 7 est notée x(i). On
peut citer par exemple les mécanismes suivants (voir 22| et [5] ot encore d’autres modéles
de croissances de surfaces sont décrits) :

e déposition avec relaxation : une particule arrive en un site ¢ choisi uniformément, puis
se fixe sur le site j de hauteur minimale parmi les sites qui sont & une distance au
plus R du site ¢ (voir figure 2.1 pour une simulation avec R = 2).

e une particule arrive en un site ¢ choisi uniformément, puis migre éventuellement selon
la régle suivante. On dit qu’un site j est un trou si les sites min(x(j — 1), z(j +1)) >
x(j), et on décide que la particule reste en i si ¢ est un trou, sinon elle se déplace
dans une direction ou la pente est vers le bas jusqu’a se fixer au premier trou qu’elle
rencontre (voir figure 2.2 pour une simulation avec R = 2).

Notons aussi que des modeéles de déposition de particules gluantes ont été étudiés : dans
[15] une particule tombe avec égale probabilité en chaque colonne et dans sa chute elle
s’arréte et se fixe dés qu’elle rentre en contact avec une particule de 'amas (voir figure 2.3
pour une simulation, en noir les sites occupés par des particules). Tous les sites en dessous
de cette nouvelle particule sont alors considérés comme occupés. Il est possible (voir [32])
d’envisager une version oil les chutes des particules se font de maniére oblique avec un
certain angle d’incidence. La figure 2.4 montre une réalisation d’un tel processus.

Pour chacun de ces modéles, un des objectifs principaux est de comprendre comment se
comportent les fluctuations de l'interface, afin d’avoir une idée de sa régularité. C’est aussi
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FIGURE 2.2 —

FIGURE 2.3 —

le cas pour le modéle de Gates-Westcott qui est notre objet d’intérét dans ce chapitre et
que nous allons maintenant présenter.

2.1.2 Modéle de Gates-Westcott

On présente ici un modéle markovien en temps continu qui décrit la croissance verticale

d’un cristal. Nous donnons a ce modéle le nom des auteurs ’ayant introduit et étudié dans
une série de papiers. Il s’agit d’un processus de déposition aléatoire verticale, ou ’agré-
gation résulte de captures aléatoires de particules flottant dans le milieu par la surface
d’un réseau cristallin, qui sera ici & maille carrée (Gates et Westcott ont aussi décrit un
modele analogue avec un réseau a maille triangulaire). La capture d’une particule en un
site donné se fait & un taux prescrit par (2.5) qui ne dépend que de la forme locale de la
surface au voisinage immédiat de ce site. La donnée de ces taux détermine entiérement
notre processus.
Plus précisément, on fixe un entier n > 2 et la base du cristal est constituée d’un ensemble
de n sites alignés, chacun de ces sites correspondant & une pile de particules qui va croitre
avec le temps. Bien str I’édifice cristallin considéré est de dimension 2 : pour plus d’infor-
mations sur de tels cristaux, dits lamellaires, voir [40]. L’état du cristal a un instant donné
est donc décrit par un vecteur

x = (z(1),...,z(n)) € N*,
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FIGURE 2.4 —

appelé configuration, ou la valeur x(i) représente la hauteur de la pile correspondant au
site 4. Pour j € {1,...,n}, e; désignera par la suite le vecteur unitaire :

ej(i) = 6ij-

Pour z € N" et j € {1,...,n} on définit V;(z) le nombre de sites adjacents a j dont la
hauteur de la pile excéde strictement celle du site 7, soit

Vi(z) = La(-1)>20)} T Lizg+1)>2()y € {0,1,2} (2.2)

Si Vj(x) = k on dit que le site j est dans I'état k. Pour que Vj(z) soit bien défini, il se pose
bien sir un probléme pour j = 1 et j = n : il faut choisir la valeur de z(0) et z(n + 1),
autrement dit imposer des conditions au bord. Nous utiliserons plusieurs conventions :
— Condition zéro : on pose x(0) = x(n+1) = 0. Cela revient a ajouter un site a gauche
du site 1 et & droite du site n, ces deux sites étant bloqués au niveau 0.
— Condition périodique : on pose z(0) = x(n) et z(n + 1) = z(1). L’ensemble des sites
se referme sur lui-méme.
— Condition infini : on pose z(0) = z(n + 1) = +o0.
— Condition zéro/infini : on pose x(0) =0 et x(n + 1) = +o0. La condition infini/zéro
est obtenue en posant l'inverse.
A partir de la section 2.7, on travaillera avec la condition zéro qui s’avére plus commode &
manipuler. Cependant, les résultats des sections 2.7, 2.8 et 2.9 s’adaptent aux conditions
périodiques. En effet dans les sections 2.7 et 2.9 tous les arguments utilisés dans nos
démonstrations restent valables sous la condition périodique, et quant & la section 2.8
cette adaptation se fait en suivant la preuve du théoréme 1.1 de [3]. Initialement, Gates et
Westcott n’ont travaillé que sous la condition périodique, celle-ci ayant ’avantage d’éviter
les effets de bord. La condition zéro a été introduite plus tard dans [3] : avec elle la preuve
du résultat principal gagne en simplicité. Dans cette référence, le résultat correspondant
avec conditions périodiques est aussi énoncé. Il est en fait obtenu comme conséquence de
celui avec la condition zéro.
Pour une configuration z, le profil A de x est défini comme le vecteur

h = (Alx, e ,An_laz) 5 (23)
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ou
ANjx:=x(j) —z(j+1), j=1,....n—1Ajx:=2() —z(j+1), j=1,...,n—1. (24)

Remarque. La donnée des conditions au bord nous permettra si nécessaire d’utiliser les
notations h(0) = z(0) — z(1) et h(n) = z(n) —z(n + 1).

Connaitre le profil h revient & connaitre la configuration x a translation verticale prés.
Notre étude portera en fait plus sur h que sur z, ce qui se justifie par le fait que la forme
de l'interface du cristal nous intéresse plus que sa position verticale.

On s’autorisera quelques abus de notation concernant les configurations et les profils. 1l
n’y aura pas d’ambiguité sur le fait que la lettre h désigne systématiquement le profil
de la configuration z. Si une fonction F(x) ne dépend de x qu’a travers son profil, on
pourra écrire F'(h). Par ailleurs pour un profil A donné, la lettre = désignera en général
une quelconque configuration de profil h.

Définition 6 (Processus de Gates-Westcott). Soit w(a,b) une fonction bornée de Z* dans
10, +o0[. Le processus de déposition de fonction w est le processus de Markov a valeurs
dans N" de générateur infinitésimal donné par
n
Qf(x) = Zw(Ai_lx, —Ax) [f(x + ) — f(x)], pour f bornée sur N". (2.5)
i=1
Soit B = (Bo, B1,B2) €]0,+00[. Le processus de Gates-Westcott de parameétre 3 est le
processus de Markov & valeurs dans N™ de générateur infinitésimal donné par

Qf(x) = ZﬁVi(x) [f(x+e)— f(x)], pour f bornée sur N". (2.6)
i=1

1l s’agit donc du processus de déposition de fonction

w(a, b) = /Bll{a>0}+]1{b>0} . (27)

Ce processus sera usuellement noté (X', t > 0).

I est nécessaire de préciser quelle condition est imposée pour que le générateur (2.5)
soit défini sans ambiguité.
Remarque. La forme que prennent les taux de transition pour le processus de Gates-
Westcott s’explique par des considérations physiques : il est raisonnable que le taux de
capture d’une particule soit fonction de la géométrie de ’emplacement visé. En I'occurence
il vaut By, 81 ou B selon que la particule doit créer 0, 1 ou 2 liaisons latérales avec des
particules voisines.

Nous allons voir que différents choix de paramétres donnent des comportements trés
différents, comme les simulations suivantes permettent déja de constater.

Définition 7 (Profil de Gates-Westcott). Le profil de déposition (resp. de Gates- Westcott)
est défini par
H = (A X7, A1 XY,

ou X[ est le processus défini par (2.5) (resp. par (2.6)).
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taux 60 taux 61 taux 62

FIGURE 2.5 — Les trois types de sites différents capturent les particules & des taux différents

Proposition 5. Avec la condition périodique, le profil de déposition (H{*,t > 0) est un
processus de Markov irréductible & valeurs dans Z"' de générateur donné par

n

Lg(h) = Zw(h(z’ —1),=h(@)) [f(h+€) — f(h)], g bornée sur /A (2.8)
i=1
ol
e1, sttt =1,
e =<e —e_1, sil<i<n,
—en—1, ST 1 =mn.

Ceci est encore vrai avec la condition zéro, dans le cas particulier du profil de Gates-
Westcott.

Démonstration. Une condition suffisante pour que H™ soit markovien est que la valeur de
w(Aj_1z,—A;x) ne dépende de x qu’a travers h. Ceci est bien sir le cas avec la condition
périodique quelle que soit la forme des taux, ainsi qu’avec la condition zéro pour des taux
de la forme (2.7). O

Remarque. Sans supposer que w est de la forme (2.7), avec la condition zéro, H™ n’est
en général pas markovien.
La notation P,, respectivement Py, désignera la loi de la trajectoire du processus (X/*,t >
0) partant de z, respectivement du processus (H;',t > 0) partant de h. Les notations
P? et ]P’g pourront aussi étre utilisées s’il y a ambiguité sur la valeur de n ou de . La
configuration nulle et le profil nul (profil plat) seront notés 0. En I"absence de précision, la
condition initiale sera la configuration nulle.
Dans la suite on fera référence a la symétrie de X™ et de H™ pour désigner la propriété
suivante, qui est une conséquence directe des définitions de ces processus. Cette propriété
est valable sous toutes les conditions excepté les conditions zéro/infini et infini/zéro.

Proposition 6. X' est identique en loi au processus (X{'(n),..., X" (1)). De méme le
processus H]' est identique en loi au processus (—Ap_1 X7, ..., —A1X]").
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(a) (b)
(c) (d)

(e)

FIGURE 2.6 — Une réalisation de X" avec la condition zéro pour n = 100, ¢t = 500 et (a)

8=1(1,2,3), (b) B =(1,6,2), (c) B =(10,4,3), (d) B8 =(1,1,10), (e) 8 = (1,20,5).
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2.2 Reécurrence du profil

On a déja mentionné qu’une question clé est de comprendre la régularité (ou stabilité)
de la surface du cristal. La récurrence et la transience du processus (H;',t > 0) sont des
caractérisations mathématiques naturelles des notions physiques de croissance stable (voir
la surface réguliére (a) dans la figure 2.6) et instable (voir la surface rugueuse (c) dans la
méme figure). Plus précisément, on a les trois alternatives :

— le processus H™ est récurrent positif (ou ergodique),

— le processus H" est récurrent nul,

— le processus H" est transitoire.

Heuristiquement, ’ergodicité correspond véritablement a une surface stable : H" passe l’es-
sentiel de son temps dans des profils “proches” du profil plat. Le cas transitoire correspond
a une instabilité dramatique et la récurrence nulle peut étre vue comme une situation a la
limite entre les deux précédentes.

On rappelle que lergodicité est une propriété équivalente a 1’existence d’une distribution
stationnaire, qui est alors la limite en loi du processus partant de n’importe quel profil
initial. Un autre critére bien connu d’ergodicité de H™ est la tension :

H" ergodique < Ve > 0,3A fini ¢ Z" ' :Vt>0,P(H' € A)>1—«. (2.9)

On pourra se référer a [38] pour plus de détails. On va maintenant définir la tension
exponentielle, qui est une propriété plus forte que la tension. On introduit d’abord une
derniére notation : si f est une fonction positive définie sur N ou R™, on écrira

f(@) = Ocgp() (2.10)

sl existe des constantes C, v > 0 telles que f(z) < Ce™**. Si f dépend aussi d'une autre
variable ¢, la notation

f(z) = Oy ()
signifie que 'inégalité (2.10) est vérifice pour des constantes C' et « qui ne dépendent pas
de t.

Définition 8. On dit que (A;X}',t > 0) est exponentiellement tendu si
Po(|A; X7 = k) = Ocgp(k),

et que (H{*,t > 0) est exponentiellement tendu si (A; X}, t > 0) est exponentiellement
tendu pour tout j € {1,...,n—1}.

Bien sir la tension exponentielle de H™ implique son ergodicité, mais aussi le fait
que sa mesure invariante ait des queues exponentielles. Travailler avec la tension présente
l'avantage d’étre ramené & manipuler les coordonnées du processus H" séparément.
Déterminer laquelle des trois alternatives a lieu est une question difficile, mais on peut
déja faire une remarque heuristique : puisque [y est la vitesse statistique des sommets
et B celle des trous, l'intuition nous dit qu’augmenter §y devrait rendre la surface plus
irréguliere, et plus plausible que H™ soit transitoire. Inversement, augmenter (o devrait
rendre la surface plus réguliére, et plus plausible que H™ soit récurrent. Malheureusement
pour l'instant aucun résultat général ne rend rigoureuse cette remarque.
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2.3 Construction poissonienne pour le modéle de Gates-Westcott

Nous décrivons ici une construction du processus de Gates-Westcott X™, et donc de
H™, qui utilise une famille de processus de Poisson et qui est commode & plusieurs égards.
Nous verrons notamment dans le chapitre 2.4 qu’elle a 'avantage de fournir des couplages
utiles. On commence par ranger les trois parameétres dans 'ordre croissant : soient by, by et
by tels que {bg, b1,b2} = {Po, b1, B2} et by < by < by. On considére une famille de processus
de Poisson (Vg ;,0 <k <2,1 <j < n) telle que

- Ny ; a pour intensité by,

- les triplets (No j, N1,j, N2,j)1<j<n sont mutuellement indépendants,

- pour tout j, il existe trois processus de Poisson No,j, Nl,j et Ng,j, mutuellement
indépendants, d’intensités respectives by, by — by et ba — by, tels que

NO?] = NO?j’
Nij = Noj + Nij,
Naj = Noj+ Nij + Noj.

L’idée est de faire en sorte que les sauts d’un site j qui est dans un état correspondant
a by, soient gouvernés par le processus Ny ;. Les sauts des processus Ny ; sont des sauts
supplémentaires des sites qui ont un taux de capture by par rapport & ceux qui ont un taux
de capture by_1. Pour une condition initiale zy on construit donc le processus (X[, ¢ > 0)
en posant X = xg, puis de proche en proche en posant a chaque instant de saut ¢ de 'un
des processus Ny ; :

X7 — {Xt tej, sl 5\@-(){;) > by, (2.11)

X, sinon.

De cette fagon, il est aisé de vérifier que (X[',t > 0) posséde la propriété de Markov et
que ses taux de transition sont ceux désirés. Ceci est une conséquence du fait que, dans
notre construction, un site 5 qui a un taux de capture égal & by effectue une capture si et
seulement si IVy ; saute, et que Ny ; est bien un processus de Poisson d’intensité by. Par
conséquent (X}',t > 0) est une version du processus de Gates-Westcott partant de xg, avec
n sites, et de paramétre 5.

Dans tout le chapitre la notation N} ; désignera les processus de Poisson introduits ci-
dessus.

2.4 Couplages

Il sera utile plus tard de comparer le processus X" partant de deux configurations
initiales différentes, ou bien avec des valeurs différentes des parameétres. Les comparaisons
que ’on donne ne sont pas stochastiques mais trajectorielles puisqu’on met en ceuvre des
couplages obtenus grace & la construction poissonienne.

On notera < l'ordre partiel canonique sur N” : si z,y € N,

r<y<ex(i)<y@), i=1,...,n.
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Définition 9. Le processus de Gates-Westcott est dit attractif si pour x <y, il existe un
couplage de deux processus (X', t > 0) et (Y*,t > 0) de lois respectives P, et Py, tels que
presque stirement, on ait

vt >0, X <Y/

Proposition 7. Sin > 2 et By < 1 < o, le processus de Gates-Westcott est attractif,
quelle que soit la condition aux bords.

Démonstration. Soient x < y. On considére X™ et Y construits comme dans la section
2.3, avec X} =z et Y;’ = y, en utilisant pour I'un et 'autre la méme famille de processus
de Poisson. On raisonne par récurrence sur les instants de saut successifs de cette famille :
on suppose donc que X < Y™ et que t est un instant de saut du processus Ny ;, et on
montre que

XP(j) < Y7 (). (2.12)

Si X' (5) < Y/ (j) alors (2.12) est vérifice puisque les coordonnées ne peuvent sauter
que d’une unité. Si par contre X' (j) = Y (j) alors avec X* (j —1) < Y2 (j — 1) et
XP(j+1) <Y (j+1) on obtient que V;(X{) < V;(Y™) (quelle que soit la condition au
bord) donc notre hypothése 5y < 51 < B2 et la construction de la section 2.3 font que

X" (j) saute a l'instant ¢t = Y."(j) saute a l'instant ¢.

Par conséquent l'inégalité (2.12) est préserveée. O

En général il n’est pas vrai que le fait d’augmenter 1'un des [;, ou n, augmente le
processus X" au sens de la relation <. Cependant on a les deux propositions suivantes qui
seront suffisantes pour nos besoins. La proposition 8, & nouveau, est valable quelle que soit
la condition aux bords.

Proposition 8. Soient n > 2, x € N", et 3, €]0,+oc[3. On suppose qu'on a By < 3,
pour k < L. Alors il existe un couplage de deuz processus (X}',t > 0) et (X,",t > 0) de lois

respectives Pf et IP?', tel que presque sdrement, on ait

vt >0, X < X"

Démonstration. On construit le couplage en partant d’une famille de processus de Poisson
Ny, ; comme dans la section 2.3 et d’une famille supplémentaire ]/\7;.37]- indépendante de la
premiére, ou Nk,j est d’intensité 3, — By et n’est utilisée que par X'™. Le processus X" est
construit selon (2.11) et le processus X suit d’une part les transitions décrites par (2.11)
mais également pour celui-ci un site j dans ’état k augmente d’une unité lorsque Nk,j
saute. Il est aisé de constater que ce sont deux processus de Gates-Westcott de parameétres
B et B, et par ailleurs aucune transition ne peut briser I'inégalité & montrer. En effet si
X7(i) = X{™(4) et si X™ (i) saute a Uinstant ¢, alors X/™(i) doit aussi sauter grace a notre
hypothése. O

La proposition suivante dit que, dans le cas attractif, rajouter des sites augmente le
processus X™. Sa preuve est encore basée sur un couplage.
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Proposition 9. On se place sous la condition zéro. Soient m < n, z € N" et z(™) =
(z(1),...,x(m)). On suppose que By < B1 < Po. Alors il existe un couplage de deuz
processus (X", t > 0) et (X{*,t > 0) de lois respectives P um) et Py, tels que presque
stirement, on ait

VE>0, Vie{l,...,m}, X"(i)< X").

Démonstration. On définit X' comme dans la section 2.3 avec une famille de processus de
Poisson (Nj;,k € {0,1,2},7 = 1,...,n), et X;* de la méme maniére avec les processus
(Nkj,k € {0,1,2},5 = 1,...,m). Supposons que X;” < X', que X;"(j) = X;*(j)
pour un certain j et que Ni; saute a l'instant £. On observe que X" (j +1) — X}* (j) >
X (j+1)—=X"(4), et de méme X* (j—1)—X}* (j) > X} (j—1)—X]"(j). Par conséquent,

X™(j) saute a Uinstant t = X"(j) saute a l'instant .

2.5 Vitesse asymptotique de croissance

Dans cette section on se place sous la condition zéro, mais cette restriction n’a d’impor-
tance que pour la proposition 11. Le résultat suivant dit que quand H™ est ergodique, tous
les sites croissent linéairement & la méme vitesse, appelée vitesse asymptotique de X™.

Proposition 10. Supposons le processus H" ergodique, et notons ©™ son unique distri-
bution stationnaire. Alors il existe une constante v > 0 telle que pour j € {1,...,n},
presque stirement partant de n’importe quelle configuration,

X7 (g
lim =t~ () =™

t—00 t
De plus, pour j € {1,...,n}, la vitesse est égale au taur moyen de saut au site j selon la
distribution stationnaire :
v = D By (). (2.13)
hezn—1

Démonstration. Soit j € {1,...,n}. Puisque (X{'(j),t > 0) est un processus de comptage
d’intensité instantanée ﬁvj (xp), O & que

t
M, = X['(j) —/ By, (xn)ds est une martingale, (2.14)
0

et que
t
Li = M? — / By, (xn)ds est une martingale. (2.15)
0
Le théoreme ergodique donne la convergence presque stre
1 t
. _ n
i, ;/0 Brxpds = > Brym" (h),

hezn—1
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donc il nous reste a montrer que lim¢~'M; = 0 presque strement. Or (2.15) nous autorise
a utiliser 'inégalité de Doob : pour r < ¢, on a

M
P sup | ‘25 <P | sup |Ms| >re
selrt] S s€lrt]

E[M?]
r2g2
Kt

IN

ou K = max(fy, 51, 32). La derniére inégalité est une conséquence directe de (2.15). On a
donc
P|  sup sTUM>e| < K(n+1)%/(enh),
n?<s<(n+1)?
et on conclut par le lemme de Borel-Cantelli.
Il reste a remarquer que la somme qui apprait dans (2.13) est une quantité qui est néces-

sairement indépendante de j. Dans le cas contraire il y aurait une contradiction avec la
récurrence de H". O

Le cas n = 2, de par sa simplicité, a la particularité que la vitesse peut étre calculée
facilement, comme le montre la proposition suivante. Pour n > 3, & part dans un cas
particulier (voir la section 2.6), il semble inespéré d’obtenir une telle expression explicite.

Proposition 11. H? est ergodique si et seulement si 31 > . Dans ce cas, on a

U2 _ 2ﬁ0ﬁ1
Bo+ b1

Démonstration. Le processus H} = X?(1) — X2(2) est a valeurs dans Z. Il s’agit d’une
marche aléatoire au plus proche voisin dont les taux de saut sont donnés par :

q(i,i+1) = Po, q(i,i —1) = p1, sii>0,
q(07 1) = Q(07 _1) = /807
q(i,i+1) =B, q(i,i —1) = fo, sii<O0.

La premiére assertion découle donc de considérations basiques sur cette marche. Si 51 > Sy,
on vérifie que la mesure sur Z définie par

= 8=t (2
B1+ Bo \ b1

est une probabilité, et qu’elle est réversible pour cette marche aléatoire. Il s’agit donc de
son unique distribution stationnaire 72. Pour s’en convaincre il suffit de s’assurer que

pu(i)q(i,i+1) = p(i+1)g(i +1,10), i € Z.
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Il ne reste plus qu’a calculer :

U2 = Zﬂ'z(i)(ﬁoﬂ{izo} + ﬁl]l{i<0}) = ﬁoﬂ'Q({O, 1, .. }) + ﬁ17r2({. cey —2, —1}) = ;ﬁoﬂl .
i€z 0+ B

0

On termine cette section sur la question de la monotonie de v™ en fonction du parameétre
B. Soient 3 et B’ tels que

— Po <P < Baet By < B <P

~ Br < By, pour k=0,1,2;

- B+
En anticipant sur la partie 2.6, on note v™ et v les vitesses correspondantes, qui existent
puisque l'ergodicité des processus correspondants est garantie par le théoréme 10. La pro-
position 8 implique que

Un S ,U/n’

mais l'inégalité stricte est moins évidente. C’est I'objet de la propriété suivante.

Proposition 12. Supposons que n > 3 et que 3 et 3 vérifient les hypothéses ci-dessus.
Alors
" <™,

Démonstration. On suppose pour simplifier que 8y = B, /1 = B et B2 < . Le cas
général se traite de maniére similaire. On garde les notations de la proposition 8. On
a donc une famille de processus de Poisson NN ; et une autre famille indépendante NQ,]-
utilisée uniquement dans le processus X'™ par les sites qui sont des trous. On prend comme
condition initiale hy = (1,—1,0,...,0) le profil présentant un trou de profondeur 1 au site
2, le reste étant plat. On introduit la suite (7,,,, m > 0) des instants successifs de visite de
hg par le processus H" :

70 =0
70 =inf{t > 0: H # hy}
T =1inf{t > 70 : H* = ho}

Tm—1 = inf{t > 71 : H # ho}
Tm =inf{t > 7,—1 : H = ho}

Pour m > 0, on définit A,, ’événement qu’a partir de l'instant 7,,, les premiers processus
de Poisson qui sautent soient dans l'ordre Noo, Noa2, Ni1, Ni3, ..., Ni,. Cette suite
d’événements fait que, pour chaque entier m ot I’événement A,, a lieu, le processus X'
gagne au moins un étage d’avance supplémentaire sur X™ : on a, pour r € N,

(X0 — X2 >rinA, c{X2, —X . >r+1}

1 Tt

La propriété de Markov forte assure que les événements A,,, m > 0, sont indépendants et
de méme probabilité p = Py (Ag). Par ailleurs la récurrence positive fait que 7™ converge
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presque strement vers une constante C' < 4o00. De ces deux observations on déduit que

pour j quelconque,
L XPG) = XP0)
t—00 t

>=>0

Ql=

presque stirement, ce qui donne le résultat voulu. [l

2.6 Etat des connaissances sur le modéle de Gates-Westcott

On fait ici un survol chronologique des principaux résultats concernant la récurrence du
processus de Gates-Westcott jusqu’a cette thése. Le premier résultat est tiré de [17], ou la

condition 3 3
+
B2 > Bo, B1= %

est considérée. Cette condition a une pertinence physique : elle correspond & un modéle ou
les particules environnantes s’attachent par leur face inférieure (nucléation) a un certain
taux [, et par leurs faces latérales (extension) a un autre taux v, de sorte que 1 = Sy +v
et Bo = P+ 2v. Dans le théoréme 7 la simplicité de I’expression de 7" survient de maniére
étonnante dans la preuve, que nous reproduisons dans l'appendice. Dans [17]| un résultat
analogue est aussi donné pour un modéele analogue avec un cristal a maille triangulaire.

(2.16)

Théoréme 7 (Gates, Westcott, '88). Si 5 vérifie (2.16) et sous la condition périodique,
H"™ est ergodique et

1 n
m"(h) = exp (—JZ; |h(z’)|> , (2.17)
ot J = $log(Ba/Po) et Z est la constante de normalisation.

Dans la section 2.11 nous obtenons un analogue de ce résultat pour un modéle avec une
infinité de sites.
Dans la suite [18] de l'article [17]|, Gates et Westcott utilisent (2.17) pour donner une
formule explicite de la vitesse asymptotique, ainsi que des approximations pour différents
ordres de grandeur des parameétres. Dans [19] le méme modeéle pour des cristaux en 3
dimensions est introduit. Le modeéle est paramétré par des valeurs 5;,¢ = 0,...,4. Mal-
heureusement la dimension supplémentaire ajoute de la complexité et Gates et Westcott
n’obtiennent des résultats d’ergodicité et de transience que sous des conditions trés fortes
sur les parameétres. Ils sont obtenus en utilisant des critéres de type Foster avec des fonc-
tions de Lyapounov assez simples. Depuis ce papier rien n’est paru sur ce modéle 3D bien
que plusieurs questions ouvertes y soient évoquées. Il n’est pas impossible que des fonctions
de Lyapounov plus judicieuses prodiguent des conditions moins restrictives d’ergodicité et
de transience. L’analogue 2D des résultats de [19] est donné dans |20] :

Théoréme 8 (Gates, Westcott, 93). Sous la condition périodique,
~ Simin(B1, B2) > (n —1)28y alors H™ est ergodique.
- Si By < By alors H™ est transitoire.
- Si By = Bo alors H™ est non ergodique.



2.7. Théoréme de peigne pour fs < Py 43

Remarque. Dans ce papier, au lieu de la premiére assertion on trouve la condition
B2 > (n —1)28y. C'est une légére erreur puisque sans aucune hypothése sur 81 I’assertion
devient fausse. Cependant sous I’hypothése supplémentaire que 81 > (n — 1)28y la preuve
donnée dans [20] fonctionne. Dans ce méme article Gates et Westcott obtiennent également
des conditions suffisantes d’ergodicité pour le processus de déposition avec des taux d’une
forme quelconque :

Théoréme 9 (Gates, Westcott, '93). Le processus de déposition H™ de fonction w sous la
condition périodique est ergodique si l'une des deuz conditions suivantes est vérifiée :
— w est symétrique, croissante, et pour tout x, y — w(x,y) n’est pas une suite constante
a partir d’un certain rang ;
— il existe ¢ > 0 tel que lim|y 4y o0 (7 + y)[w(x,y) — c] = c0.

Finalement, on termine par un résultat tiré de |3| qui nous sera utile dans la section 4 :

Théoréme 10 (Andjel, Menshikov, Sisko, ’06). Sous la condition périodique et sous la
condition zéro, si By < B1 < B2 alors H™ est ergodique et la distribution stationnaire a des
queues exponentielles. De plus il existe d, < By tel que Po(X['(n) > dpt) = Oeap(t).

Nos notations seront compatibles autant que possible avec celles de cette derniére réfé-
rence. Les résultats des trois prochaines sections sont contenus dans [13].
On précise que dans |3] le théoréeme 10 est en fait énoncé sous 'hypothése fy < S1 < [
mais le lecteur est invité a vérifier que si 81 = P2 sa preuve est toujours valable. Nous ne
pouvons pas ici détailler cela davantage du fait que la preuve en question est longue et
technique.
Remarque. Concernant l'autre frontiére du domaine grisé de la figure 2.8, c’est-a-dire
pour les paramétres tels que Sy = (1 < [o, il existe un argument simple pour établir
que H™ n’est pas ergodique sous la condition zéro. En effet s’il I’était, la formule (2.13)
donnerait
— pour j =1 : 0" = [y, puisque si 51 = [y alors X[*(1) est simplement un processus de
Poisson d’intensité Sy ;
— pour j ¢ {1,n} : v" > By puisque la somme dans (2.13) est un barycentre non
dégénéré entre [y et 5.

2.7 Théoréme de peigne pour (5, < Sy

Pour la condition périodique, on sait déja que si B3 < Bo, le profil de X™ est transitoire.
Ceci est valable aussi pour la condition zéro car la preuve de la deuxiéme assertion du
théoréme 8 donnée dans [20] fonctionne aussi sous la condition zéro. Ce n’est pas une
surprise puisque cette condition dit que les pics croissent plus vite que les trous. Notre
but dans cette section est de décrire plus précisément le comportement asymptotique du
processus X" sous cette hypothése. Notre théoréme 11 dit que presque strement le profil
finit par adopter une forme de peigne. La forme exacte du peigne dépend en 'occurence de
la position relative de (31 par rapport a l'intervalle [B2, 5y], par conséquent on établit trois
résultats analogues dont les preuves différent légérement.

Avant d’énoncer ces résultats nous avons besoin d’introduire quelques notations. On écrira
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t71X7 pour le vecteur (t7'X7(1),...,t7 X (n)). Pour deux vecteurs a = (ay,...ax) et
b= (by,...by) on définit le vecteur

(a, b) = (al,. . .ak,bl, ‘e .bg).

On désignera par (—) le vecteur vide. Soit £; I'ensemble des n-uplets de la forme

(a1,52,a2,...,CLk_l,BQ,ak), (218)

oit k € N, et pour 1 <14 <k, a; est un vecteur qui vaut soit (3g), soit (v?,v?). a; peut ainsi
étre un élément de R ou de R2.
On définit de méme & comme 'ensemble des n-uplets de la forme

(Biys - Bin), (2.19)

ot i € {0,1,2}, ij # ;41 pour 1 < j <n—1et iy, iy #2.

Soit H™*° le profil de Gates-Westcott avec la condition infini au bord. Concernant le
processus H>> on remarque que celui-ci est identique au processus H?, avec 3y remplacé
par 31, et B1 par fa. La preuve de la proposition 11 s’applique donc aussi & H>* et par
conséquent celui-ci est ergodique si B2 > (1, avec une vitesse asymptotique

2,00 __ B152
T 2ﬁ1 + B

On définit alors & comme 1’ensemble des n-uplets de la forme

(er,Bo, a1, Bo, a2, - .., ak—1,Bo,ax, Bo, e€r), (2.20)
oit k €N, a; = (f2) ou (v¥*°,v%®) pour 1 <i <k, et er,ep = (B1) ou (—).

Théoréme 11. Soientn > 1 et x € N*. On se place sous la condition zéro.
(i) Si Ba < By < B1 alors t71 X} converge Py-p.s. et

P, (lim D o= 51) ~1.
t—o00
(i3) Si B2 < B1 < Bo alors t=* X converge Py -p.s. et
P, (hm t1XT e 52> =1
t—00
(ii3) Si By < PBa < Bo alors t= X converge Py-p.s. et
P, (lim X7 € 53) = 1.
t—o00

Pour illustrer ceci la figure 2.7 présente trois réalisations de X}* pour n = 100, ¢ = 1000
et trois parameétres différents correspondant respectivement aux assertions (iii), (ii) et (i).

Remarque. Il est vraisemblable que la convergence presque sire du vecteur t_lXt" ait
lieu méme sans ’hypothése B3 < fy. Par exemple lorsque 5y < f2 < 1 notre conjecture,
motivée par 'intuition et les simulations, est que les n sites finissent toujours par se diviser
en un certain nombre de blocs (possiblement un seul, comme dans le cas ergodique) de
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FIGURE 2.7 — X pour n = 100, t = 1000, et (a) 8 = (3,1,2) (b) 8 = (3,2,1) (c)
B=(2,3,1)

diverses largeurs, séparés par des trous de largeur 1, chacun de ces blocs étant ergodique
en profil. Si ceci est vrai alors chaque site admet une vitesse asymptotique qui est soit v*, k
étant la largeur du bloc contenant le site, soit 2 si le site devient un trou. Malheureusement
nous n’avons pas pu montrer un tel résultat.

La preuve du théoréme 11 utilise le résultat technique suivant.

Lemme 3. Soit (Z;,t > 0) un processus markovien de saut sur un ensemble dénombrable
E, et A C E. Pour un sous-ensemble F' C E on définit le temps d’entrée T := inf{t >
0: Zy € F}. On suppose qu’il existe p > 0, N € N et des sous-ensembles By,...,By et
C4,...,Cn de E tels que

(a) pour tout x ¢ (AU B), ot B =UYN,B;, on ait

]P)w(TB < —|—OO) =1,
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(b) pour touti € {1,...,N}, et x € B;\A,
Px(TCiUA < +OO) = 1,

et
]P)Z'(ZTCiUA €A)=p.
Alors pour x € A, on a Pp(Ty < +00) = 1.

Démonstration. On considére la partition (Bj,. .. B)y) de I'ensemble B définie par B] = B;
et

B =B\ (US/B;), 2<k<N.

On commence par définir par récurrence une suite croissante de temps d’arrét. Pour que
cette suite soit bien définie, on est obligé d’adjoindre un élément O & l’ensemble E et
d’utiliser les conventions inf @ = oo et Z,, = 0.

Soit = ¢ A. On pose

71 :=inf{t > 0: Z; € B},

et on définit 4; Uindice tel que Z,, € B} ,» buis

00, sinon.

, {inf{t >7: 7 €Cy UA}, siZy, ¢ A,
7—1 =

Pour n > 2, on pose

. )
0, sinomn,

{inf{t >7l 1 Z €BY, siZy ¢ AU{0},
Ty = n—
et on définit i, I'indice tel que Z, € Bj si 7, < oo, et

00, sinon.

) {inf{t >1,:Z,€Cy UAY, siZ. ¢ AU{0Y,
T, =

Dans cette construction la suite (Zr,, Zy, ..., Zr,, Zy,...) est telle que Z, ¢ A, Z1 ¢
A, Z., ¢ A... jusqu’a ce qu'un de ses termes appartienne a A, alors tous les termes
suivants sont égaux a 0. En procédant par récurrence, la propriété de Markov forte et les
hypotheéses (a) et (b) donnent :

Vn>1, Po(Zn ¢ A Zy ¢ A,... 2, ¢ A Zy ¢ A) < (1—p)".

En faisant n — oo dans cette inégalité, on obtient P, (Vt > 0,7y ¢ A) = 0. O

Preuve du théoréme 11 . Pour tout profil h et ¢ < j, on note

Aij(h) = h(i)+ - +h(G—1) (2.21)
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la différence de hauteur entre les sites i et 7. On va considérer les sous-ensembles suivants
de Z"!. Pour simplifier les notations, dans les accolades x désignera n’importe quelle
configuration de profil A.

Bi:={heZ" ' :h(i)=0}, 1<i<n-—1,

Ai:={heZ" ' :h(i—1)>0,h(i) <0}, 2<i<n—1,

A= U A,

B:=U"]'B,

Cy:={h € Z" ' :min(z(1),2(2)) = z(3)},

Ci:={hez" ' :min(x(i), (i + 1)) = max(x(i — 1),z(i +2))},1 <i<n—2,
Cp1:=1{h € Z" ' :min(z(n — 1), 2(n)) = z(n — 2)}.

C; est ’ensemble des profils dans lesquels le site le plus bas du bloc {i,7 + 1} est au méme
niveau que le site le plus haut parmi les sites voisins de ce bloc (il y a en général deux
voisins excepté si i = 1 ou si ¢ = n — 1). Remarquons que si h € (AU B)€ alors h est de la
forme

h(1) <0,...,h(ip — 1) < 0,h(ig) > 0,...,A(n —1) >0,

pour un ¢y qui est donc 'unique site de hauteur maximale. Ceci sera utilisé plusieurs fois
dans cette preuve.
Quelques notations doivent maintenant étre introduites. Si 1 <a <b<n et zg € Nb_“+1,
on note

(X bmoto ¢ > () (2.22)

le processus de Gates-Westcott avec b—a+1 sites et condition zéro, partant de xg, et défini
selon la construction (2.11) mais en utilisant les processus de Poisson Nk,j(to +),a<j<
b, 0 < k < 2. Lorsque tg = 0 cet exposant sera abandonné pour alléger les notations. Par
ailleurs pour tout vecteur z € R™, on définit

z(a:b) = (z(a),z(a +1),...,2(b)).

On commence par la preuve de (i), en procédant par récurrence sur n. Le cas n = 1 est
trivial. Le cas n = 2 est une conséquence de la proposition 11 si 81 > fy, et du fait que
si 81 = Bp alors X?(1) et X?(2) sont des processus de Poisson d’intensité 3. On prend
maintenant n > 3 et on suppose que (i) est vérifiée pour tout k < n. Pour Y C Z"~! on
notera Ty :=inf{t > 0: H{> € Y'}, et on utilise aussi les notations suivantes :

Ey(t) = {Vs > t, H” € Y},
et
Fy = UtzoEy(t).

Soit ¢ € {2,...,n — 1}. Sur 'événement E4,(t), & partir de U'instant ¢ la valeur de X}'(4)
augmente d’une unité aux instants de saut de Na;, et uniquement & ces instants. En effet,
pour s > t, si alafois HY(i — 1) > 0 et H(i) < 0 alors V;(H") = 2, et par contre si l'un
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des deux est nul alors tout saut du site i est prohibé par I’événement Ey4,(t). On a par
conséquent
Ea,(t) C{Vs 2 t, X{ (1) = X{'(i) + Noi(s) — Noa(t)},

et par suite, pour tout x € Z",
P,-p.s., Fa, C {limt ' X7 (i) = B} (2.23)

On utilise maintenant le fait que tant que H{* € A;, les vecteurs X*(1:i—1) et X{*(i+1 : n)
évoluent comme deux copies indépendantes du processus de Gates-Westcott avec ¢ — 1
(respectivement n — i) sites. Plus précisément sur I'événement 4, (to) N {X{ = o}, on a

. 1:i—1,28 ¢t N .
- X (i —1) = X, 0% ot zf = mo(1:4 — 1), et
i+1:n,zq,to

- X{ i+ 1:in) =X, ,ounxy =xo(i+1:n).
Par conséquent '’hypothése de récurrence assure que P.-p.s.,

Fa, C {t_lth(l ci—1) et t 71X (i +1:n) convergent
et leurs limites sont de la forme (2.18)}. (2.24)

Grace a (2.23) et a (2.24) il suffit de montrer que
Pu(Ufy Fa,) =1 (2.25)

pour achever la preuve. On prouve d’abord 'existence d’une constante r > 0 telle que pour
tout h € Ai,
Pr(E4,(0)) = 7. (2.26)

D’une part, en partant d’un profil h € A;, un saut des sites i — 1 et ¢ + 1 suffisent a rendre
le site ¢ strictement plus bas que ses deux voisins, donc il existe r; > 0 tel que pour h € A;,

Pp(Vt <1, H' € A; H{'(i —1) > 0et H'(i) <0) > r1. (2.27)
D’autre part si b’ est un profil tel que h/(i—1) > 0 et h'(i) < 0, alors on a Py/-p.s. 'inclusion
{Vt >0, N27i(t) < Hlin(N07i_1(t),N0,i+1 (t))} C EAZ.(O)

on rappelle que les sauts de Ny ; sont aussi des sauts de N ; puisque 51 > By). Puisque
7] 7]
B2 < By, on peut trouver une constante ro > 0 telle que pour ' comme plus haut, on ait

]Ph’(EA,-(O)) > ro. (2.28)

Par conséquent (2.26) avec r = ryry découle de (2.27) et de (2.28). Finalement (2.25) sera
une conséquence de (2.26), de la propriété de Markov forte et du fait que pour tout h ¢ A,

P (T4 < 400) =1, (2.29)

cette derniére propriété restant maintenant a montrer. Pour cela on va vérifier que les
hypothéses (a) et (b) du lemme 3 sont satisfaites.

Pour (a) on prend h ¢ (AU B). Soit i I'unique site de hauteur maximale dans le profil A.
Sii> 2 alors h(i —2),h(i —1) <0 (et si i = 2 c’est aussi le cas par convention), de sorte



2.7. Théoréme de peigne pour fs < Py 49

que sur I'événement {Tp > t}, comme ces deux inégalités restent vérifiées jusqu’a U'instant
t,on a

th(l — 1) = h(i — 1) + Nl,i_l(t) — Noﬂ'(t), Pp-p.s.
On déduit de cette égalité que

Pn(Tp = 400) < Pp(Vt > 0,h(i — 1) + Nl,i_l(t) — N()J'(t) <0)=0.

Par la symeétrie du processus, le cas ¢ = 1 peut étre traité de maniére analogue au cas
1 =n.

On passe maintenant a (b), en considérant donc un profil initial h € B;\A. Pour un tel
profil h, il existe un indice ¢ € {2,...n — 1} tel que

h(1) <0,...,h(i—1) <0,h(i) =0,h(i+1)>0,...,h(n—1) > 0. (2.30)

Notons que sur I'événement {T¢,ua > t}, toutes les inégalités strictes dans (2.30) doivent
étre préservées jusqu'a Uinstant ¢, ainsi {To,ua > t} C {Vs € [0,¢t],Vi_1(HY) = 1}. Par
conséquent on a, pour toute configuration = dont le profil est h :

P.-p.s., {TCQ-UA >ty c{X{Gi—-1)=z(G—-1)+ N17i_1(t)}.
Par un argument analogue on a aussi :
P,-p.s., {Te,ua >t} C {(X7@), X['(i + 1)) = X, 000y

et en combinant ces deux inclusions on obtient {Te;ua > t} C {H{* (i —1) = h(i — 1) +
Nii—1(t) — XZ:ZH’(O’O)(l)}, P,-p.s. En laissant ¢ — oo on a alors

P (To,ua = +00) < P(VE> 0,h( — 1) + Ny () — X200 1) < o). (2.31)

Si 51 > Bp la probabilité dans (2.31) est nulle puisque p.s.,
1 i
lim — (h(i — 1) + Ny (t) = X} OO )) = gy —v? >0,

ot la derniére inégalité est une conséquence directe de la définition de v2. Si 51 = By cette
probabilité est aussi nulle puisque h(i — 1) + XZ:Hl’(O’O)(l) — Np,i—1(t) n’est alors rien de
plus qu’une marche aléatoire symétrique sur Z. Maintenant par symétrie le cas ¢ = 1 se
traite de la méme fagon que le cas i =n — 1.

Finalement, la loi du processus (X7, > 0) étant échangeable (permuter les 2 coordonnées
de X? ne modifie pas sa loi), on a que

Ph(H'?c-uA eCiNA) > ]P)h(H%C-UA € C; N A°).

En particulier, Pp(H7, , € A) > 1/2, ce qui conclut la preuve de (i).

Les preuves de (ii) etz(iii) sont basées sur les mémes idées. Attaquons-nous a (ii). La
propriété (ii) est triviale pour n = 1. Pour n = 2 elle n’est pas beaucoup plus dure : le
processus H? € Z est une marche aléatoire au plus proche voisin, plus précisément |H?|
augmente d’une unité au taux By et décroit d’une unité au taux 1 (excepté bien sir en
0). On a donc P, (Fy U F_y) = 1, ce qui nous permet de conclure.
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Comme on ’a fait pour (i), on va utiliser le lemme 3 pour montrer que P,(T4 < +o0) =1
pour h ¢ A, et conclure par récurrence. Cependant cette fois-ci cette égalité n’est vraie
que si n > 4, donc il est nécessaire de traiter d’abord le cas n = 3 séparément.
Pour n = 3 posons

Ky ={he€Z*:h(1) >0,h(2) <0},

Ko ={heZ?:nh(1) <0,h(2) > 0}.

Comme dans la preuve de (i) il existe r > 0 tel que Py (EK,(0)) > r pour tout h € K;, et
une fois qu’on sait que H} finit par rester définitivement dans 1'un de ces deux ensembles,
c’est terminé. En posant K = K U K3, il est encore une fois suffisant, grace a la propriété
de Markov, de montrer que pour h € K€ on a P, (T < +00) = 1. Supposons par exemple
que h(1),h(2) > 0. Alors sur I'événement {T) > t}, on a H}(1) = h(1)+ Ny 1(t) — N12(t),
Py-p.s., donc

]P’h(TK =+o0) < P(Vt >0, h(l) + N171(t) — N172(t) > 0) =0

a cause de la récurrence de la marche aléatoire symeétrique sur Z.

Fixons maintenant n > 4 et vérifions (a) dans le lemme 3. Soit h ¢ (AU B) et i 'unique site
de hauteur maximale dans le profil ~. On peut supposer que ¢ > 3 sans perte de généralité
grace a la symétrie. Sur 'événement {Tp > t}, on a

th(z — 2) = h(i — 2) + N17,'_2(t) — Nl,i—l(t)a Pp-p.s.

Encore une fois on obtient Pp(Tp = 4+00) = 0 par la récurrence de la marche aléatoire
symeétrique sur Z.

On vérifie maintentant (b) dans le lemme 3. Soit h € B;\ A. On suppose que 2 < ¢ <n—1,
puisque le cas i = 1 est identique au cas i = n — 1 par symeétrie. Sur I’événement {T¢,ua >
t}, on a Pp-p.s.,

(H{' (i = 1), 811 HYY) = (h(i = 1), Ai—141h) + (N1io1(t), Niioa(t) — X, 00
(la notation A;_q;11h est introduite dans (2.21)). On définit les événements
Gi(t) = {vs > £, X700 (1) < XFHO0(2)),

GQ(t) _ {VS > t’X;':i-i-l,(O,O)(l) > X;’:i+1,(0,0)(2)}‘

{Te,ua = +o0} NG1(t) C{Vs > t, H} (i — 1) = H'(i — 1)+ (N1,i-1(s)
—Ni,i—1(t)) — (N1,i(s) — Nig(0)) }-

Encore par la récurrence de la marche aléatoire symétrique on déduit de ceci que

]P)h({TCiUA = —l—OO} NG (t)) < ]P’h(VS >t H'(i — 1) + (Nl,i—l(s) — N17,'_1(t))
— (N1,i(s) — Nyi(t)) < 0) = 0. (2.32)
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Similairement, on a
{To,ua = +00} NGa(t) C{Vs > t,Ai_1 i1 HY = A1 H'+(N1i—1(s)
—Nii—1(t)) — (N1ita(s) — Niiva (1))},

et on déduit que
Pr({Tc,ua = +oo} N Ga(t)) = 0. (2.33)

Par la remarque ci-dessus sur le processus & 2 sites, on obtient

PlUG®|u|JGw®||=1

>0 >0

et par conséquent (2.32) et (2.33) impliquent que P, ({Tc,ua = +oo}) = 0. Le fait que
Pn(Hf, ,, € A) > 1/2 découle de 'argument de symétrie comme pour la preuve de (i).
Enfin, la preuve de (iii) est analogue a celle de (i). On va montrer qu’avec probabilité 1,
certains sites deviennent (et restent définitivement) plus hauts que leurs voisins. Quand
ceci survient la configuration est divisée en deux parties disjointes, mais cette fois-ci des
bords infinis sont éventuellement créés et ceci doit étre pris en compte. Pour cette raison
il est nécessaire d’étudier les trois types de conditions au bord (0, 1 ou 2 bords infinis)
pour faire fonctionner la récurrence. Ainsi notre hypothése de récurrence contiendra trois
propriétés. On pose

(Hy) : pour tout z € N", 71X converge Py-p.s. (resp. P2-p.s. et PY™-p.s.) vers un
vecteur aléatoire G (resp. G et G%*), qui est de la forme

(bf) 607 at, /807 ag,...,0k—1, /80) ag, 607 bT)7 (234)

ol by et b, sont donnés par :

- pour G : by, b, = (B1) ou (—);

- pour GO : by, = (1) ou (—), et b, = (B2) ou (v v2>);

- pour G : by, b, = (B2) ou (v>>°,v>>).
Si w et w' sont deux vecteurs de la forme (2.34) alors le vecteur concaténé (w, By, w’) est
aussi de la forme (2.34). Puisque (#H1) et (H2) sont vérifiées, le probléme est encore réduit
& montrer que la séparation en deux blocs survient presque stirement pour n > 3. On pose

D;:={h:h(i—1)>0,h(i) <0}, i=1,...,n

(les coordonnées h(0) et h(n) sont définies par les conditions au bord), et on doit montrer
que :
Pp(Ufy Fp,) =1, PR(UM,Fp,) =1, et YUl Fp,) = 1.

Mais Sy est maintenant le paramétre le plus petit, donc on obtient aisément I"analogue de
(2.26), et il reste & montrer que

Pn(Tp < +o00) =1, Pp°(Tpee < +00) =1, et IP’?L’OO(TDO,OO < 4o0) =1,

ou D = U, D;, D® = U D; et D% = U D;. La premiére de ces trois égalités est une
conséquence du fait que toute configuration appartient & 1’ensemble D. Pour prouver les
deux autres inégalités on peut suivre exactement la preuve de (i), sauf que A; est remplacé
par D;, B2 et By inversent leurs roles, v? est remplacé par v>> et les ensembles C; sont
définis par des inégalités opposées. O
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2.8 une condition suffisante d’ergodicité dans le domaine 3y <

P2 < b1

Remarquons tout de suite que méme si notre systéme admet trois paramétres Sy, 81 et

B2, il n’y a en réalité que deux vrais degrés de liberté. Dans la suite on considére 5y comme
une constante fixée une fois pour toutes (Sy = 1 par exemple). Ce choix est justifié car on
peut toujours se ramener & By = 1 en travaillant avec le processus (Xt”/ gt 2 0).
Comme on peut le voir sur la figure 2.8, les théorémes 10 et 11 font que le caractére
(récurrent, ergodique) du processus de Gates-Westcott reste incompris dans deux zones de
parameétres. Dans cette section et la suivante on choisit de se concentrer sur les paramétres
dans le domaine

D ={B = (Bo, 1, P52) : Bo < B2 < B1}, (2.35)

et on se place sous la condition zéro. Notre premier résultat dans cette direction, le théoréme
12, donne une condition suffisante d’ergodicité. En soi cette condition n’est pas explicite
puisque la valeur de d,(8;) définie en (2.37) n’est pas connue a priori. La valeur de S
étant désormais fixée égale & 1, notre stratégie est de donner pour chaque B; > By une
valeur seuil de B2 au dessus de laquelle 'ergodicité a lieu.

L’idée principale est d’exploiter la comparaison qui existe entre X" et le processus auxiliaire
X™ défini comme le processus de Gates-Westcott de parameétres

Bo = Bo, B1 =P et B = B (2.36)

D’aprés la proposition 8, on peut construire X" et X" de fagon que X' < )N(t", t>0.Or
ce processus auxiliaire a plusieurs avantages :

e il est attractif d’aprés la proposition 7, et ce contrairement & X™. Dans le théoréme
10, X™ était attractif, ce qui avait une certaine importance dans sa démonstration,
mais ici le caractére attractif de X™ est suffisant pour nos besoins.

e il ne fait plus intervenir la valeur de B, ce qui est crucial pour obtenir une condition
explicite d’ergodicité,

e on va voir qu’il peut étre majoré de fagon a obtenir les résultats (a) et (b).
Remarque. Rien ne dit qu’il existe un couplage monotone entre les processus de para-
metres (o, B1, B2) et (Bo, £1,b), pour b €]52, B1]. La proposition 8 ne le garantit que pour
b>p. B
Toutes les quantités relatives au processus X" seront notées avec un ~. Pour 51 > [y et
n > 2, on définit

dn(B1) :=inf{d > 0: Po(XP(n) > dt) = Oupp(t)}. (2.37)

Puisque )N(t"(n) est dominé par un processus de Poisson d’intensité (1, et minoré par un
autre processus de Poisson d’intensité 5y on a bien sir d,(81) € [Bo, f1]. Par ailleurs il
découle des propositions 8 et 9 que

Elvn(ﬁl) est une fonction croissante de n et de ;. (2.38)

Théoréme 12. Soientn > 2 et B € D. Si By > By et B2 > Jn(ﬁl), alors H* est ergodique
pour k < n+ 2.
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Corollaire 2. Si (1,32 > By alors H? est ergodique.

Le théoréme suivant est une application pratique du résultat abstrait que constitue le
théoréme 12 :

Théoréme 13. Soient n > 2 et B € D. Le processus HF est ergodique pour 2 < k < n+ 2
st B satisfait 'une des conditions suivantes :

(a) B2 > npo,

(b) B2 > ((n—1)B1 + Bo)/n.
De plus H est ergodique pour tout k > 2 si le paramétre B vérifie :

(c) B2 > 4V2y/BiBo.

Avant de passer aux preuves de ces résultats nous commentons briévement leur intérét,
en gardant a lesprit la figure 2.8. Dans le théoréme 13, la condition (a) améliore signifi-
cativement la seule condition d’ergodicité dans D que nous avions jusque la, & savoir la
condition 8o > (n — 1)28y du théoréme 8. La condition (b) a I'avantage de montrer que
pour tout n il existe un voisinage a droite du domaine {f : Sy < 1 < (2} traité dans
[3], dans lequel Iergodicité a encore lieu. La condition (c) est la plus importante des trois
puisqu’elle fournit une zone d’ergodicité qui est indépendante du nombre de sites, ce qui
n’est pas le cas de (a) et (b). Dans la section suivante le théoréme 14 donnera de méme
une zone de transience indépendante de n.

N
§
§
'O
&
52 I'
’
’
K
(n—1)%8y 1 Theorgme 10 /oo < Théoréme 8
K
’
’
’
’
’
,' Theorémes 13 et 14
K
y)
/80
Theoreme 11
0 50 Bl

FIGURE 2.8 — Les différents résultats sur le diagramme des parameétres

Nous avons d’abord besoin d’introduire quelques notations et de deux lemmes prélimi-
naires.
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- AYX" = X7 () - X0,

- 77 :==sup{s <t:A;X? = 0}. Ce n’est pas un temps d’arrét.

- P, désignera toujours une variable aléatoire de loi Poisson ().
- at := max(a,0), a € R.
Remarque. Puisque A; X" est égal en loi & —A,,_; X", montrer la tension exponentielle
de (H}',t > 0) revient a vérifier que pour tout 7,
PO(A]th = k) = Ozxp(k)v (239)
c¢’est-a-dire la tension exponentielle de ((A;X7*)T,t > 0).
Lemme 4. Supposons qu’il existe des constantes Cj,a; > 0 telles que
Vt >0, Ve NN[0,t], Po(A;X] >0; 7 € [¢—1,4]) < Cje =0, (2.40)

Alors ((AjX7)T,t > 0) est exponentiellement tendu.

Démonstration. Soit t > 0 et k € N. On pose

k
m=min{g e N:t—q¢g< —1}
{q q 251}

On a k/(481) < (t —m) < k/(2p1), dés que k > 45 et t > % Mais on peut supposer
que ces deux contraintes sont vérifiées : la premiére parce que la conclusion du lemme ne
dépend pas des valeurs de Po(A; X" > k) pour un nombre fini de k, et la seconde parce
que quand elle n’est pas vérifiée la conclusion s’obtient en écrivant : Po(A; X7 > k) <
P(Pg,e > k) < P(Pyja > k) = Ocap(k).
On décompose

Po(A; XTI > k) < Po(A; X7 >k, 7/ >m) +Po(A; X1 > 0,7 <m).
Dans cette somme, le premier terme est majoré par

P(Nja(t) = Nji(m) 2 k) < (P, 4-m) = k) < P(Prja = k) = Ocap(k),
et le second terme est majoré par

Z Cje= =0 < Z Cje (t—0)

£<m t—L>k/(451)
< 3 Gjemash/p+

u>0
1 -k
=Cj(1 —e ) e B1",
O

Lemme 5. Soit B € D et 1l < j < n — 1. On suppose que pour i = 1,...,5 — 1,
(A X)) T, t > 0) est exponentiellement tendu, et qu’il existe dj < (o tel que
Po(X] (j) = djt) = Ocqp(1), (2.41)

ot X7 est le processus défini par (2.86). Alors ((A;X7)T,t > 0) est exponentiellement
tendu.
De plus, pour j =n — 1, Uhypothése (2.41) est superflue.
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Démonstration. Prenons d’abord 7 < n — 2, et choisissons une constante I > 0 assez
grande pour que

dr%%<ﬁz (2.42)

La conclusion va découler de (2.40) que nous prouvons maintenant. Les événements

L t—1l no t—=0
v o A S e {0 > S el

vérifient
Po (A1), Po(A2) < D; e~ i (t=6) ,

pour des constantes Dj,v; > 0. Cette majoration de Po(A;) a lieu par hypotheése, et celle
de Pg(As2) a lieu parce que
t—/ t—¢
]P’()(Ag) < ]P’(N%l(g) — Nj71(€— 1) > T) = ]P’(Pﬁl > T)

On remarque maintenant que

(1857 > 05 7 € 0= 1,0} N AT A5) € {AXT > 0, %5 € 8] max AX} < %},
donc il ne reste plus qu’a montrer qu’il existe C}, o;; > 0 telles que
Vi > 0,V0 < t,Pg <AjX§L > 0,Vs € [¢,t]; zI:nlaX] A X < %) < Cje—aj(t—@_
Notons A ce dernier événement. On observe que
AC{AYX™ > (d; + %)(t — OYU{AYL X" < (dj + %)(t —0)},
donc
Po(4) < Po (AN{AN,X" < (d;+ )t -0}

+P, (A N{AY X" > (dy + ) (1t - 5)}) : (2.43)

Puisque

(ALY X" < (db D) (t—IN{A XD > 0¥ € [6,1]} € (Nyynalt) =Ny 2(0) < (di+-2)(t-0),

le premier terme de la somme (2.43) est majoré par
J
P <P52(t—z) < (dj + f)(f - f)) ;
qui est Oggp(t — ) par (2.42). Notons E; = {z € I\ maxj—1, j—1 Az < %} Une

application de la propriété de Markov nous donne que le second terme de (2.43) est majoré
par :
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v i1 e i1
sup P, (A?’t X7 > (dj + j—)(t — €)> < sup P, <A(;’t X7 > (d; + '7—)(t - €)>
Z‘EEj L :CEEj L

< Po (X1_,() > dy(t — )
= Oeap(t — 1),

ol la premiére inégalité provient de la proposition 8, la seconde de la proposition 7 et

du fait que max(z) — z(j) < (j —1)/L pour z € Ej;. La derniére inégalité est simplement
dte a I'hypotheése (2.41). Ceci achéve la preuve pour j <n —2.
Enfin on traite le cas j = n—1. En appliquant le théoréme 10 & X™, on obtient (2.41) pour
une certaine constante d,_1 < (1. Cette fois on choisit L tel que d,_1 + "T_l < fB1. On a
encore (2.43). Remarquons que sur I’événement {A,_1X}* > 0}, on doit avoir V,,(X{") = 1.
Donc dans la somme (2.43) on procéde comme pour j < n — 1 pour le second terme, et
quant au premier terme il est majoré par

n—1

P (Pgl(t_g) < (dn_l +— ) (t — é)) = Oegp(t = 1).

O

Preuve du théoréme 12 . En gardant (2.38) a l'esprit, notre hypothése implique que B2 >
d(B1) pour k< n. Ainsi nous n’avons qu’a montrer le résultat voulu pour k = n + 2.
Prenons r €|d, (1), 82[- Par la proposition 9 et la définition de d,(81) on a pour tout
jed{l,...,n}: o

]P)O(Xg (.7) > T‘t) = Oewp(t)-

On montre par récurrence sur j que pour j =1,...,n+1,on a:
(H;) - ((A; X7T2)F,t > 0) est exponentiellement tendu,

qui d’apres la remarque précédant le lemme 4 est une condition suffisante pour 'ergodicité
de H™*2 Pour j =1 ~on applique simplement le lemme 5, dont les hypothéses sont vérifiées
puisque B2 > fBo et X} est un simple processus de Poisson d’intensité Bp. Pour j < n, le
fait que (H;) pour i =1,...,75 — 1 impliquent (#;) est une conséquence directe du lemme
5. Pour j = n 4+ 1 c’est encore le cas en utilisant la derniére assertion du lemme 5.

0

Preuve du théoréme 18 . A la lumiére du théoréme 12, on pourra conclure si on montre
que pour tout € > 0,

Po ()Zf(n) > (nfBo + E)t) = Oup(t), (2.44)
Po ()?;‘(n) > <(n_1)# + s) t> = Oeap(1), (2.45)

Po (X7'(n) = (4V2V/B1Bo +2)t) = Ocaylt). (2.46)
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Premiérement, (2.44) découle simplement de l'inégalité

X(n) < max X7(0)

_17“'7”

et du fait que max;—1,. )A(:[L(z) est majoré par un processus de Poisson d’intensité nfg.
Montrons maintenant (2.45). Pour alléger les formules on notera g, := n~*((n—1)81 + o).
Prenons 7 < 2(n — 1)7e. On pose § = ne — n(n — 1)n/2 > 0. On a alors

Po (X0(0) 2 (g0 +2)8) < Po (X0() 2 (g +e)t _min AKP > e

i=1,..n—

—{-]P)() ( min 1AZXF < —77t>
i

=1,..n—

Pour x € N” on définit

n

Yx = Z x (7).

i=1

Alors d’une part

Po (Xt (n) > (gn + ) t; 1glg%1£_1AiXt > —77t>

<Po(SX) > (g0 +e = (n—jim)t)
j=1

< Po(SX]' > (ngn +)t)
= Ocap(t),
puisque dans toute configuration z, on doit avoir Vj(z) = 0 pour au moins un site, ce qui

implique que XX}* est dominé par un processus de Poisson d’intensité ng,. D’autre part
on a aussi

]P)O (_min IAZ)A(:p < —7]t> - Oe:cp(t)

i=1,..n—

comme conséquence directe du théoréme 10. Ces deux observations achévent la preuve de
(2.45).

Finalement terminons par la preuve de (2.46). On pose to := 1/(4v/2v/B15o). Nous allons
montrer que pour k>1,7>0et 1 <i<m,ona

. ~ N7
Pij = Po (tho(i) Zk+j- 1) < <§> : (2.47)
Ceci implique le résultat voulu : si (2.47) est vérifiée alors pour € > 0,

Po(X['(n) = (1/to + €)t) < Po(X{, (1700 141)(n) 2 [t/t0] + [£t]) < (1/2)1) = Ocay(2)

(ici |t/to| designe la partie entiére de t/tg). Pour démontrer (2.47) on procéde par récur-
rence, en montrant que (Hy) est vérifiée pour tout £ > 1, ou

(He): Vk>1,j>0avec k+j=4(Yie{l,...,n}, pi; < (1/2).
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Dans la suite on peut supposer sans perte de généralité que

B1 > 2By, (2.48)

puisque si ce n'est pas le cas on a dn(81) < B1 < 280 < 4vV2\/B1 By et que donc (c) nous
place dans le cadre du théoréme 10. On introduit la notation 7, 4 := inf{s > 0 : X7 (v) = d}.
On dit qu’un site ¢ est un noyau au niveau ¢ si le ¢-iéme carré déposé sur le site ¢ est déposé
& un instant ou le site ¢ est au moins aussi haut que ses voisins, autrement dit si

Pour i < i3 on dit que i1 se propage a iz dans U'intervalle de temps [s,t] si N1 4,41, N1, +2,
..., N1, sautent successivement entre 'instant s et 'instant ¢. Pour ¢ > iy cette définition
s’étend de maniére symétrique.

L’inégalité (2.47) pour j = 0, et par conséquent (#1), est triviale. On suppose maintenant
que (Hy) est veérifiée et on prend i € {1,...n} et k,j > 1 avec k+ j = £+ 1. Alors

Phj = Po <X'z?to (i) > k+j— 1)

n k
<33 r (i(m_l)to (u) <k+j—1; X2y (u) >

u=1m=1

k+ 7 —1; w est un noyau au niveau k 4+ j — 1; u se propage

a 1 dans lintervalle [7y, k451, kto]>.

Pour que ce dernier événement ait lieu, les trois conditions suivantes doivent étre réunies :
- Tuktji—2 < mio,
- No,u saute au moins une fois dans U'intervalle [max(7, x+;j—2, (m — 1)tg), mto),
- u se propage & ¢ aprés le premier de ces sauts.

En utilisant le fait que la loi de Poisson vérifie P(Py > 1) < A, il en découle que

n k
Phj < DY Dkemtj—1B0toPo (Premsnypie > u—1il)

u=1m=1
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et par 'hypothése de récurrence,

(/2" Boto 3 Po (Pr-manysrte > [u = il)
1 u=1

M=

pﬁw' <

3
Il

x>

<D/ B0t0 Y Po (P 1yt = [0])
1 VEZL

3
I

k
< (1/2) 7 Boto Y (1/2)" (1 + 2E[Py—rms1)8,10))

m=1
k-1 k—1
< (1/2) Byt Z(l/2)r + 2B1to Z(r +1)(1/2)"
r=0 r=0

IN

(1/2)77" Boto (2 + 8Bto)
(1/2).

La derniére inégalité est une conséquence de (2.48) et du choix de ¢o. O

IN

2.9 une condition suffisante de transience dans le domaine

Bo < B2 < i

Dans cette section on exhibe des paramétres appartenant au domaine D pour lesquels
H'™ est transitoire, indépendamment de la valeur de n. Avec la section précédente cela
montre que le domaine D est mixte, ce qui pose & ’avenir le probléme de décrire la zone
des parameétres pour lesquels H"” est ergodique, et de ceux pour lesquels H" est transitoire.
Dans le théoréme suivant on se place sous la condition zéro.

Théoréme 14. Fizons By > 0 et By €]8o,200[. Alors il existe B > By tel que H™ soit
transitoire pour tout B > B et n > 5.

On commence par un lemme qui dit que pour n = 3, prendre (31 trés grand rend la
vitesse asymptotique v3 proche de sa borne 33;. On rappelle que par le corollaire 2, v?
existe dés qu’on prend S et By strictement supérieurs a Sy.

Lemme 6. Soit 81,8 > By et € > 0. On suppose que

2708 52
b2 7~ 2.49
(B2 — Bo) (2.49)
Alors la vitesse asymptotique vérifie
v® > 306y —e.

Démonstration. On note ici A ’ensemble des configurations avec un trou :

A={heZ*: h1)>0,h?2)<0}.
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Pour = € N3 on notera aussi « € A si le profil de = appartient & A. On définit une double
suite de temps d’arrét en posant :

Ux

Ty =0,

=inf{t >0: X} € A}, Ty =inf{t > U, : X} ¢ A},

Upgr =inf{t > Tj: X} € A}, Tpyr = inf{t > Upy1 : X7 ¢ A}, pour k > 2.

On définit aussi

Y, =%X3 .

Pour montrer le résultat voulu il nous suffit de montrer que lim,,_,~, Y,,/T;, > 98y — 3e. On
affirme d’abord que la suite

Iy ==Y, — (98y — 3¢)T,

est une sous-martingale. Par la propriété de Markov forte c’est le cas si pour tout = ¢ A,

E.[Y1 — (960 — 3¢)T1] > 0. (2.50)

Pour établir cette inégalité on fait les observations suivantes :

- Soit Z1 =¥ X E’]l le nombre de sauts du processus avant d’atteindre A. Pour n’importe

quelle configuration initiale y ¢ A la probabilité que la premiére transition meéne a
A est majorée par 5y/[1. Ainsi par la propriété de Markov, Z; est stochastiquement
plus grande que la loi géométrique de paramétre 3y//1, et par conséquent

E.[Z1] > 1/ Bo- (2.51)

Toute configuration y ¢ A telle que Yy ¢ 3Z admet au moins un site j tel que
Vj(y) = 1. Donc conditionnellement & Z;, au moins (27;/3 — 1) transitions jusqu’a
linstant U; surviennent a un taux supérieur ou égal a (1, et de toute fagon les
autres surviennent a un taux qui est au moins 35y. On déduit de cette remarque que
E.[U1]Z1] < 2Z1 + Z1/3+1 , et par conséquent

2 1 1
E.[U1] < <3ﬁ1 + 950> E.[Z1] + T (2.52)
La configuration X appartient a I'ensemble AN{z € N : z(1) = 2(2)+1 ou z(3) =
x(2) + 1}. Or, pour toute configuration y dans cet ensemble, le temps de sortie de A
partant de y est stochastiquement supérieur au temps d’atteinte de 0 par un processus
de naissance et de mort sur Z, partant de 1, avec un taux de naisance égal & 5y et
un taux de mort égal & By. Par conséquent

1
Bo[T) — Ur] € . (2.53)
Maintenant (2.52) et (2.53) nous donnent
2 1 1 1
Ee[Y1 — (960 — 3¢)Th] > Ee[Z1] — (980 — 3¢) [<3—51 + 96()) E.[Z1] + 35 Ao ﬁo}

[26 8, £ } Ee[Z1] = (980 — 3¢) <% + ﬁ) :
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La condition (2.49) implique que (2¢ — 65p)/51 + /(35p) > 0. En utilisant (2.51) on a
alors

2e — 650 9 51 1 1
E;[Y1 — (960 — 3¢)Th] > [T + %] o (980 — 3¢) <% t g ﬁ0>

~ 382 TBa— B0’

qui est positif sous 'hypothése (2.49). On conclut qu’on a bien (2.50) et donc que la suite
I,, est une sous-martingale.
On définit une autre suite (Sk, k > 0) d’entiers naturels en posant Sy = 0, et pour k > 0,

Sk+1 = inf{n > S : H%n = 0}.

On remarque que Ts, = inf{t > 0 : H} = 0et H} = (1,—1)}. Or pour un processus
de Markov ergodique sur un ensemble dénombrable et deux états s; et sy avec un taux
de saut positif de s; a so, l'instant (aléatoire) de la premiére transition de s; vers sy est
d’espérance finie. De cette remarque on déduit que Eg[Ts,| < oo, et par conséquent on a
aussi Eo|Ig,| < oo. La propriété de sous-martingale nous donne Eg[lg,] > 0. Puisque par
la propriété de Markov Ig, est la somme de k variables qui sont des copies indépendantes
de Ig,, et que la méme chose a lieu pour T, , une simple application de la loi des grands
nombres donne :

_ Eo [151]
k—oo Ts,  k—oo T, Eo[Ts,]

4+ 98y — 3¢ > 98y — 3e.
[l

Preuve du théoréme 14. On rappelle d’abord un fait basique. Si (N, t > 0) est un processus
de Poisson d’intensité A, et f est une fonction déterministe positive telle que lim, f(t)/t =
> A, alors

P(Vt > 0,N; < f(t)) > 0. (2.54)

Ceci peut s’obtenir comme conséquence du fait que P(N; > #t) = Oeap(t). De la pro-
position 11 et du lemme 6 avec ¢ = 35y — f2, on déduit qu’'une condition suffisante pour
que

By < min(v?, v®)

est que 51 > B, ou

B~ max < BoB2 27523 > .

260 — B2’ (380 — B2)(B2 — Bo)

Pour n > 5 il est possible de décomposer les n sites en blocs de largeur 2 ou 3 séparés
par des trous de largeur 1. Cependant, pour que la suite soit plus lisible, on supposera
désormais que n € 37Z + 2, de sorte & n’utiliser que des blocs de largeur 2 et donc seule
inégalité By < v? sera nécessaire. Bien sir ce qui suit s’adapte sans probléme si on ne
suppose plus que n € 3Z+ 2, auquel cas il est nécessaire d’utiliser aussi 'inégalité By < v3.
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On part de la configuration z := (1,1,0,1,1,0,...,1,1,0,1,1) et on montre que I’événe-
ment E = {Vt > 0, H]* # 0} vérifie P,(F) > 0, ce qui implique que H™ est transitoire. On
utilise la notation (2.22) et on remarque que

E> {Vt > 0, X7(3) < min (X;L(2),X;L(4))} A---n {Vt >0,XM(n —2) <
min (X7(n — 3), X (n — 1))}
_ {Vt > 0, N32(t) < min (Xj:z’(o’o)@),Xf:5’(°’°>(1))} NN {\ﬁ >0, Nyp_aa(t) <
min (X700 (), xpmt OO ) 1,

Le processus m; = min (X}2(2), X5 (1), ... L XPEnT3(2), X (1)) verifie

m
lim —¢ = v?,
t—oo t
et il est indépendant des processus de Poisson N32, Ng2,...,N,—22. Par conséquent le
résultat découle de (2.54) et du fait que B2 < v2. O

2.10 Etude du cas n =4

Dans cette section on montre, toujours sous la condition zéro :

Théoréme 15. Si 31,2 > Bo alors H* est ergodique.

Ce résultat n’est pas inclus par le théoréme 13. Il peut paraitre sans importance car en soi
I’étude du processus H™ pour n = 4 n’est pas cruciale. On a choisi cependant de 'exposer
car sa démonstration utilise un ingrédient supplémentaire par rapport au théoréme 13, or
comme on expliquera dans la section 2.12, on espére que cet ingrédient puisse étre utile
pour n quelconque afin d’affaiblir les conditions du théoréme 13.

On commence par deux lemmes et un résultat préliminaire sur le processus de Gates-
Westcott avec n = 2 et avec les conditions au bord : infini & gauche et zéro & droite.
Ce processus sera noté Y; = (Y3(1),Y;(2)) dans cette section. Notre proposition 13 est un
résultat préliminaire qui dit en substance que dans le processus Y%, le site de gauche a pour
vitesse asymptotique (1. La démonstration de cette proposition requiert elle-méme deux
lemmes préliminaires que nous énoncons en premier lieu.

Remarque. Par principe standard de grandes déviations, on entend que si (X;,7 > 0) est
une suite i.i.d. avec des moments exponentiels, alors pour tout € > 0,

P (Z X; > (EX + E)n> = Oup(n), et P (Z X; < (EX — €)n> = Oup(n).
i=1 i=1
Dans cette section on note q;(x) := By; (g, v € N™.

Lemme 7. On suppose qu’il existe des constantes v,C,a > 0 telles que

t
YVt >0, Po </ gi(Xds < vt) < Ce (2.55)
0
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Alors pour € > 0 il existe des constantes C', o/ > 0 tels que
Vt >0, Po (X[(i) < (v—e)t) < Cle " (2.56)
Démonstration. On va utiliser le processus M := (1 — a)X¢ (e Jo 3:(X)ds L theoreme

T2, page 165 de [8], implique que pour tout a < 1, (M, t > 0) est une martingale sous
Py, dite martingale exponentielle (ou de Doléans). On écrit alors

Po(X7' (i) < (v—e)t) <Po </Ot gi(Xg)ds < Ut> +Po <Xt"(z) — /Ot gi(Xg)ds < —€t> .

log(1—a) <

On choisit a > 0 assez petit pour que —==— ﬁ;ﬁ]z/w

k=0,1,2. Alors

Po (X7~ [ a(xX7ds < —<t) = Bo (1og(1 ) X70) — [ log(1 — a)ar(X2) -~ </2ds
< —% log(1 — a)€t>

t 1
<Pg <log(1 —a) X[ (1) + a/ gi(X:)ds > ~3 log(1 — a)6t>
0
o <Mta > e—%log(l—a)et)

P
< K, Mta]e% log(1—a)et

D’ou le résultat annoncé avec ¢/ = min(a, —log(l — a)e/2) et C' = C + 1. O

Lemme 8. Soit une suite (Z;,i > 1) de variables i.i.d avec Z; > 0 et E[Z1] = 4+00. On
pose N(t) = inf{n : S, > t}, avec S, = Z1 + --- + Z,. Alors pour tout ¢ > 0, il existe
a >0 tel que

P(N(t) > et) < e .

Qémonstmﬁion. Sgit Z =7Z; N\ ]\~4, avec M assez grand pour que E[Zl] > 1. Soit §n =
Zy 4+ Zy, et N(t) =inf{n : S, > t}. On note |a] la partie entiére supérieure d'un réel
a, et on écrit que

P(N(t) > et) <P(N(t) > et)
. ¢

<P({N() > , our 0 assez petit
<p(F0> =) b
<P <§( o< t>

EZ1—6
<P N( _t ]§ ~t (Egl_é)

Bz -6 EZ, —9§

pour un certain v > 0, grace au principe standard de grandes déviations. O
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On est maintenant en mesure de donner le résultat annoncé sur Y;.

Proposition 13. Pour tout € > 0,
Po(Yi(1) < (B1 —€)t) = Oegp(t). (2.57)

Démonstration. En vertu du lemme 7, il suffit de montrer que pour € > 0,
t
Po (/ q1(Ys)ds < (81 — €)t> = Oegp(t).
0

Soit A= {y € N?:y(1) <y(2)}, et T(t) = fg 14(Ys)ds. On a

/0 a1(Yo)ds = BoT(t) + Bu(t — T(1),

de sorte qu’il suffit de montrer que pour a > 0, Po(T(t) > at) = Oecyp(t). On note
T1, Ty, T2, T,..., les durées des excursions alternativement dans A° et dans A. Il s’agit
d’une suite de v.a. indépendantes, ou les 7; sont de méme loi avec E[r;] = 400, et
m = E[r]] < +o0. De plus, E[e®™] < 400 pour «a assez petit.

Soient Sy, := Y i~ (1i + 7]) et Ny :=sup{n € N: S, < ¢}. On choisit A < a/m, et on écrit

[At]
Po(T(t) > at) < Po(Ny = M) +Pg | Y 7/ > %(/\ﬂ

i=1

Le premier terme est Ocyp(t) grace au lemme 8. Le second terme aussi grace au choix de
A, au fait que la loi de 7/ a des queues exponentielles, et au principe standard de grandes
déviations. O

Remarque. il est important pour la preuve suivante de noter que si r < 0,
Pog(Yi(1) < (81 — €)t) < Po(Yi(1) < (B1 — €)t) = Ocap(?t)-

Prewve du théoréme 15. (i) On peut supposer que 31 > o car sinon le résultat découle du
théoreme 10. On doit montrer que pour j = 1,...3, il existe Cj, a; > 0 tels que

Vt >0, Po(A; X[ > k) < Cje k. (2.58)

Comme on 'a dit dans la preuve du théoréme 12, les hypothéses du lemme 5 sont auto-
matiquement vérifiées pour j = 1, donc (2.58) est vérifiée pour j = 1. Par ailleurs si 'on
suppose qu’elle est vérifiée pour j = 2 alors elle lest aussi pour j = 3 (par la derniére
assertion du lemme 5). Il reste donc & montrer (2.58) pour j = 2, et par le lemme 4 il suffit
en fait de montrer qu’il existe Cs, as > 0 telles que

Vt >0, Po (AoX) >0, 77 €[0—1, €]) < Coe2(=0, (2.59)

On prend do comme dans le théoréme 10, puis on choisit v > 0 assez petit et L assez grand
pour que
dy +2/L

1 <,81.

v < /82 - /807 et 1
~ (B2—Bo—)L
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Puisqu’on sait déja que
4 t—=4 4 t—=4
]P)O(AIXZ > T) = Oemp(t - E), que ]P)()(—Ang > T) = Oewp(t - E),
et que
4 t—¢ t—1¢
PO(AQX (6) > T, Tt € [@— 1, g[) S ]P)(Pﬁl > T) = Oexp(t - 6)),
on peut noter D = {z € N* : max(A1 X}, Ao X}, —A3X}) < (t — £)/L} et la preuve de
(2.59) et donc du résultat annoncé sera achevée si ’on montre que
Po (A2X? >0, Vs € [(,t]; X} € D) = Oegp(t — 0). (2.60)

Notons E 'événement dans (2.60). On remarque que E C {Ag’tX4 > (da+ 1)t -0} U
(A X < (dy + 2)(t — £)}. Ainsi,

Po(E) < Po(EN{ALX > (dy+3)(t—0)})
+Pg (E N{AS XY < (dy + 2)(t - e)}) . (2.61)

Puisque X? est attractif (en effet dans X?2, la valeur de B2 ne joue aucun role donc la
proposition 7 est valable), on a

Po (E N{AS XY > (dy + %)(t — e>}> < Po (X7 4(2) > da(t —£)) = Ocgp(t — 0),

grace au choix de dy. Quant au deuxiéme terme dans la somme (2.61), on utilise la propriété
de Markov forte. En notant 7° := inf{s > 0 : Y;(1) = Y;(2)}, celle-ci donne :

2 2
Po(EN{AS X" < (dy + E)(t —0)}) < 0<n<1?3<4] P(o.r) (Yie(1) < (da + E)(t — 1))
A
< max P <TO > L) + Po (Y 1 (1) < (d2 + g)(t - f))
0<r<[t=t] (B2 — Bo — )L (- @=A=r) =0 L

t—/ 2
~Forsn (12 G ) 80 (Yoo 0 5 o D00

(la premiére inégalité utilise la remarque suivant la proposition 13). Or
—~ ona

t—/¢
P e 0> — ) = Oup(t — ).
ort (12 =gy 7z ) = Ot =0
C’est une conséquence du fait qu’une marche aléatoire sur Z avec un rappel constant
vers 0 atteint 0 en un temps qui a des moments exponentiels.
— par ailleurs, (2.57) implique que

2

grace & hypotheése faite sur v et L.
Ceci acheve la preuve. O
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2.11 Existence d’une mesure stationnaire pour une infinité
de sites, avec 51 = (6y + 52)/2

Le résultat de cette section concerne le processus de Gates-Westcott avec une infinité
de sites, et avec un parameétre vérifiant (2.16). Ce processus, désormais noté (Hy, t > 0),
est & valeurs dans I’espace non dénombrable E = Z% des configurations h = (h(k), k € Z).
Ce processus est déterminé par son générateur infinitésimal défini par

Qf(h) =D a(h) [ F(0Y) = F(B)]

pour les fonctions f € D(X) (voir la section 1.4 du chapitre 1). On a noté qx(h) = By, ),
et h¥ = h + e, ou €'k est le vecteur défini dans (2.8). On rappelle que dans le cas d’un
nombre fini de sites et sous la condition périodique, on a le théoréme 2.17. La mesure 7"
qui apparait dans ce résultat est définie sur Uensemble E,, := {h € Z" : > " | h(i) = 0}
qui est canoniquement en bijection avec Z"~!. On note m la mesure sur Z définie par

avec r = \/fo/B2 et Z = (1+r)/(1 —r). Alors une autre fagon de décrire la mesure 7" du
théoréme 2.17 est de remarquer que

7" =m®"|E,,

n

c’est-a-~dire la mesure produit m®" sur Z" conditionnée par le sous-ensemble E, de Z".

Remarquons au passage que

1 T

m({0,1,..) = ;om0 L)) =

(2.62)

Lorsque n — o0, il est naturel de penser que le conditionnement par FE,, qui est da
aux effets de bord, n’a que peu d’influence sur la projection de 7" sur un ensemble fixé
de coordonnées. En d’autres termes, pour n = oo on s’attend & voir le conditionnement
disparaitre. Le théoréme suivant confirme cete intuition.

Théoréme 16. La mesure produit pn := m®% est invariante pour le processus (Hy,t > 0).

Le processus (H;,t > 0) n’étant pas un processus de saut comme ’était le processus
(H{*,t > 0), il est impossible pour montrer ce théoréme d’utiliser le critére des cycles pour
la réversibilité dynamique, comme dans le cas d’'un nombre fini de sites (voir Pappendice).
Il nous faut donc procéder d’'une maniére plus directe.

Dans la démonstration suivante, on notera pour a € Z,

+1, sia>0,
signe(a) =¢ -1 sia <0,
0, sia=0.
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Preuve du théoréme 16. Forts du théoréme 6 de la section 1.4, il nous suffit de montrer
que

/ Qfdy =0, (2.63)

pour toute fonction f bornée et locale. Par conséquent, quitte & sommer il est suffisant de
montrer que (2.63) est vérifiée par les fonctions de la forme

F(h) = 1(h6) = asv-...,h(j) = ay),

oui < jeta;,aiy1,...a; €Z. On notera

: , 1 I_ila
:/fd,u:,u(h(z) = a;,...,h(j) :aj) = Zj_H_lT e ol

On définit aussi la constante

pi= TLZ,UO(/BlT + Bo).

Puisque f(h*) = f(h) pour k ¢ {i,...,j +1}, on a
Jj+1

= (b [f(h") = £ ()]
k=1

J
= > a® L) =ai,... bk —1) = a1 + 1, h(k) = ar, — 1,...,h(j) = a;)

k=i+1
) =0 ) =)
+ qi(h [ﬂ(h(z =a; — 1L,h(i + 1) = aiy1, ..., h(j) = aj) — L(h(i) = a;,..., h(j) = a;)]
+ qj1(h) [L(h(i (G = 1) = a1, h(G) = aj +1) = L(h() = ai, ... h(j) = a;)].

On note ?ﬁ:i—l—l Ag(h) le premier terme de cette somme, puis B(h) et C(h) les deux
suivants. On commence par le calcul de [ Bdu.
Sia; > 0, on remarque que
B(h) =[A1Lng-1)>0 + Boln(i-1)<o]
x [L(h(i) = a; — 1, h(i + 1) = aiq1, ..., h(j) = a5) — L(h(i) = as, ..., h(j) = a;)],

qui s’intégre en

Sia; < 0, on remarque que

B(h) =[Balpi—1)>0 + Bilpi-1)<0]
x [L(h(i) = a; — 1, h(i + 1) = aiq1, ..., h(j) = a5) — L(h(i) = a;, ..., h(j) = a;)],
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qui s’intégre en

/Bdu=<ﬁ T4 >(u°7’—u°)

21—1—7‘ 11—1—7‘
1—7
= —mﬂ (Bar + B1)
=—p

(la derniére inégalité utilise ’hypothése (2.16)).
Enfin si a; = 0,

B(h) =[Balpi—1)>0 + Brlpi—1y<o) L(h(i) = a; — 1, h(i + 1) = aiy1, ..., h(j) = a;)
— [Bilp—1y>0 + Bolp—1y<o] L(h(i

SN—
I
&
>
—
.
~—
|
S
<
SN—

qui s’intégre en

- T 1 0 r 1 0
[ Bu— <ﬁ21+r+ﬁ11+r>u , (611+T+601+T>u

0
= 15 (B — o)

=0.

En mettant ces résultats ensemble, on a obtenu

/Bd,u = signe(a;)p. (2.64)

Par un calcul analogue, on obtient

/Cd,u = —signe(a;)p. (2.65)
On écrit enfin

Ag(h) = ge(R) [L(h(i) = az, ..., h(k = 1) = ag—1 + L h(k) = ar, — 1,...,h(j) = a;)
—1(h(i) = a;, ..., h(k — 1) = ap—1 + 1, h(k) = ay, ..., h(j) = a;)]
qr(h) [ﬂ(h(z) =a;,...,hk—1)=ar_1+1,h(k) =ak,...,h(j) = a;

— L(h(i) = ai, ..., h(j) = a;)].

~—

En procédant pour chacun des deux termes de cette somme comme on l’a fait dans les
précédents calculs, on aboutit a

/Akd,u = (signe(ax) — signe(ag—_1))p. (2.66)

Les égalités (2.64), (2.65) et (2.66) impliquent le résultat voulu. O
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2.12 Questions ouvertes

Pour terminer ce chapitre, nous évoquons certains problémes ouverts et conjectures qui
sont apparus durant nos recherches et peuvent motiver une poursuite des investigations
sur le processus de Gates-Westcott.

1. Y’a t-il des cas ou H™ est ergodique et ot il est possible de dire quelque chose sur la
vitesse de convergence vers la distribution stationnaire ?

2. Aprés avoir fait la remarque a la fin de la Section 2.2, on peut se poser précisément la

question suivante : si 5 = (0o, 81, B2) et 8 = (Bo, b1, 85) avec B2 < (5, les implications
suivantes sont-elles vraies ?

!
H™ est récurrent sous Pg = H" est récurrent sous Pg ,

H™ est ergodique sous ]P”g = H" est ergodique sous ]P”g,.

3. Comme mentionné dans la remarque qui suit le théoréme 11, on peut se poser la
question de savoir s’il est vrai, pour n’importe quelles valeurs des paramétres, que

1
Vie{l,...,n}, tliglo ZX?(Z) existe presque strement,

autrement dit que t~'X[* converge presque strement vers un vecteur a priori aléa-
toire (qui peut étre en fait déterministe, par exemple si H™ est ergodique). Un ré-
sultat de ce type (pour un modele assez différent cependant) est obtenu dans [37].
Pour commencer par un cas simple, on pourrait vérifier (ou infirmer) la conjecture
suivante :

. 1
si B1 > Py et B < v?, alors lim — X} = (v?, 0%, 52,02, 0%).
t—oo t

4. Pour 8 € D, nous pensons qu’il est possible d’obtenir une conclusion plus forte
que dans le théoréme 12. Sous les mémes hypothéses, nous allons expliquer qu’il est
vraisemblable que

HF soit ergodique pour k allant jusqu’a 2n + 2. (2.67)

Pour montrer ceci il suffit de prendre k = 2n + 2 et de vérifier que (2.39) a lieu pour
ji=1....2n+ 1.

Pour j =1,...n, il suffit de suivre la preuve du théoréme 12.

Pour j =n+1,...2n+1, on espére pouvoir obtenir (2.39) en s’inspirant de la preuve
du théoréme 15 : il faudrait d’abord montrer que la conclusion de la proposition 13
est toujours valable avec r sites si 8y > gl:n_l(ﬁl) 2. Ensuite il resterait a adapter ce
qui est fait dans la preuve du théoréme 15.

2. Cela parait raisonnable : dans ce processus le site 1 évolue alternativement selon un processus de
Poisson d’intensité (1 et B2. Les périodes d’intensité 1 sont d’espérance infinie, alors que les périodes
d’intensité [z sont d’espérance finie sous I'hypothése B2 > dr—1(81).
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. Prenons n pair pour simplifier, et supposons que la conjecture (2.67) soit vérifiée, de

sorte que v" existe si B2 > (n/2 — 1)By et B1 > P23, Si l'on fait varier 1, est-il vrai
que
lim o™ =npy?
[1—00

Dans le lemme 6 nous avons déja montré ceci dans le cas simple ot n = 3. Pour n
quelconque, l'intuition reste la suivante : si 51 est immense, partant de I’état plat on
attend un certain temps distribué selon la loi Exp(nfy), pour que le premier carré
soit posé, puis avec probabilité proche de 1 le reste de l'étage se remplit presque
instantanément.

. Si les deux points précédents sont démontrés, on déduira l’existence d’un phéno-

meéne critique losque l'on augmente (2, pour J; fixé (81 grand). Plus précisément, on
montrerait aisément que

— H" est ergodique pour B2 > (n/2 —1)fp,

— H™ est transitoire pour (2 en dessous d’une certaine valeur proche de (n/2 —1)5p.

. Dans le (¢) du théoréme 13, on montre en fait que si 51 > 320,

Tim d,,(B1) < fr. (2.68)

Est-il vrai que (2.68) a lieu pour tout 1 > [y 7 Si, comme nous le croyons, la
réponse est positive, cela fournirait un voisinage & droite de D, indépendant de n, o
I'ergodicité a lieu.

. Nous avons été obligés d’introduire la constante c?n (1), mais il parait plausible qu’en

fait ’égalité suivante ait lieu : B
dn(B1) =0".

Par une application du principe standard de grandes déviations, on peut montrer
que c’est le cas si H™ a des temps de retour qui, en plus d’étre intégrables, ont des
moments exponentiels. Malheureusement [3] ne contient pas de résultat a ce sujet et
ceci reste une question ouverte.

. Dans la section 2.11, nous avons seulement pu exhiber une distribution stationnaire

pour le profil de Gates-Westcott. Rien de plus n’est connu sur ’ensemble des dis-
tributions stationnaires, ou sur la convergence en loi du processus partant du profil
0.

3. en fait 51 > fo suffit grace au théoréme 10



Chapitre 3

Le processus de contact sous-critique
vu du bord

3.1 Définitions et notations

Ce chapitre porte sur le processus de contact sur Z, ainsi que sur un modéle discret, en
relation avec ce dernier. Le modéle discret, introduit dans [10], consiste en une percolation
orientée sur un graphe en 2 dimensions et constitue un analogue en temps discret du
processus de contact. L’intérét de ce dernier vient du fait qu’il partage la plupart des
propriétés importantes du processus de contact continu tout en gardant la simplicité de
manipulation die au caractére discret. C’est commode pour travailler dans un premier
temps en écartant les difficultés techniques propres au temps continu, avant d’adapter
éventuellement les raisonnements au contact classique. Kuczek [33] s’est par exemple placé
dans ce cadre pour établir un théoréme limite central pour le bord du processus.

Les deux processus seront notés par la lettre &, le contexte permettant de lever toute
ambiguité. Soit

X :={0,1}2.
On rappelle qu'une configuration € X peut étre identifiée avec la sous-partie {v € Z :
n(v) = 1} de Z. Par conséquent on écrira supn au lieu de sup{v € Z : n(v) = 1}, et |n| au
lieu de 3, ., n(v). La configuration identiquement nulle sera notée 0. On définit aussi les
ensembles suivants (ceux notés avec un Y concernent le contact discret) :

Xoo :={n € X :|n| = oco,supn < +o0}.
Xp={neX:|n <oo}.
Y = 2(27), Y = P(2Z+1).
Yoo :={A C2Z: |A] = co,sup A < +oo}, Yo, :={AC2Z+1:|A] =o0,supA < +oo}.
Yi:={AC2Z:|Al <00, A# @}, Yi:={AC2Z+1:|A] <oc0,A# 2}
Xt :={n€ X :|n| = oo,supn =0}, X}:={neX:|n <oo,supn=0}U{0}.
Y2 :={AC2Z:|A| = oo,sup A =0}, Y}’ ={AC2Z:|A| < oco,supA=0}U{a}.

71
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Sine X et veZonnote n® v la translatée de i selon v, c’est-a-dire :
n®v(w) =nlw—v),w € Z.

Une configuration non vide majorée peut étre décrite par la donnée de la position de
sa particule la plus & droite, ainsi que de la configuration vue de cette derniére particule.
Cette deuxiéme donnée est 'objet d’étude dans ce chapitre. Plus précisément, on considére
I’application
B : XoUX; — Xf;ouX]é
n& (—supn), sin#0, (3.1)

'_>
K 0, sin=0.

On dit que B(n) est la configuration “n vue du bord”. B est définie de maniére similaire
sur Yoo UYy et sur Yo U Y],

Définition 10. Le processus de contact partant de n € X d’intensité A est le systéme de
spins sur Z, noté (&, t > 0), défini par & = n et par les tauz de transition suivants.

1, sinw) =1
co(n)) = n(v) _ (3.2)
)‘(]]-17(1)—1):1 + ]ln(v—i-l):l)a St 77(7)) =0.

On dit que le site v est occupé si n(v) = 1 et vacant si n(v) = 0. Alors (3.2) dit
qu’un site occupé devient vacant au taux 1 et qu’un site vacant devient occupé & un taux
proportionnel au nombre de sites voisins occupés. Si n = {a}, on écrit & au lieu de Et{a}.
Par un simple argument de couplage, il existe une valeur critique A, > 0 telle que

SiA< A, 7] <oo=P(Vt>0,£ #0)=0, (3.3)

sid> A, P(Vt>0,8) #0)>0. (3.4)

Il est bien connu que A. €]0,+o0[, et que lorsque A = A, c’est encore (3.3) qui a lieu [6].
Par ailleurs (voir [35], Partie VI, Théoréme 3.4) si A < A. alors il existe K,r > 0 tels que

P(¢) #0) < Ke™™, t>0. (3.5)
On pourra se référer pour plus de détails sur le processus de contact au chapitre VI de

[35]. On décrit maintenant le modele discret. Il met en jeu le graphe G orienté défini par
I’ensemble de sommets

V ={(z,n) € Z® :n >0,z +n € 27},
et par I’ensemble d’arétes
E={((zn),(x+1n+1),(z,n) e VIU{{(zn)(x—Ln+1)),(z,n) eV}

Soient (X¢,e € E) des v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de parameétre p. On dit que l'aréte e
est ouverte si X, = 1 et fermée sinon. Un chemin dans G est une suite finie (eq,...,e,)
d’arétes consécutives. Un chemin (eq,...,e,) est dit ouvert si chaque aréte e; est ouverte.
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Pour vy,vy € V, on note {v; — v9} I'événement qu’il existe un chemin ouvert de vy vers
vg, et pour Vi, Vo C V), on note

{1 = Vo ={3v, € V1,3vy € Vo :v1 — v}

ainsi que {Vj - V2} son complémentaire. Pour k € N et A C 2Z + k (c’est-a-dire A C 27Z
si k pair ou A C 2Z+1 si k impair), on s’autorise a écrire (A, k) au lieu de {(a, k),a € A}.

Définition 11. Le processus de contact discret partant de A C 27 est défini par

& ={y: (y,n) € V,(A,0) = (y,n)}.

C’est une chaine de Markov prenant ses valeurs alternativement dansY et Y.

Pour A C 27 + k on utilisera aussi la notation
&en={y: (y,n) € V,(A k) = (y,n)},n > k.

Comme dans le cadre continu, il existe une valeur critique p. €]0, 1] telle que
— si p < pe, VA C 27 finie, P(Vn € N, &2 # @) = 0,
—sip>pe, P(Vn € N, &0 # @) > 0.

En outre, si p < pe, il existe p > 0 tels que

P(E0 # @) < e P n > 0. (3.6)

Un fait élémentaire concernant le processus de contact est que si la configuration initiale
a la propriété d’étre infinie et majorée, cette propriété est conservée a tout instant (on
dit qu’une configuration est majorée si 'ensemble de ses sites occupés est borné a droite).
Autrement dit

Vn € Xoo, P(Vt > 0,¢] € Xoo) = 1,

et de la méme fagon on a
Vne Xy, P(VE>0,¢ € Xp) =1

Ceci reste bien sir vrai pour le contact discret.

FIGURE 3.1 — Une réalisation du processus de contact discret
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Définition 12. Supposons que n € Xoo ou n € Xy. Ce qui précéde nous autorise a consi-
dérer le processus de contact vu du bord défini par

G = B(fg)

L’invariance par translation dans (3.2) fait de (¢;',t > 0) un processus de Markov & valeurs
dans X8, sin € Xo, ou dans XJIZ sime Xy.
Dans le cadre discret on définit de méme les processus

¢ =B(&)), n>0,

ainst que C,fn = B({I?n), n > k. Ce sont des chaines de Markov d valeurs dans Y2 si
A €Y, ou dans Y;’ si AeYy.

Dans ce chapitre on s’intéresse a la convergence en loi des processus vus du bord,
lorsqu’on part d’une configuration quelconque n infinie et majorée, comme par exemple
une demi-droite de sites ocupés. Nous rappelons que X est muni de sa topologie produit.
Dans ce contexte la convergence faible d’une suite pu,, de probabilités sur X vers une autre
probabilité p sur X, notée u, = p, a lieu si

lim szjfw,
X X

n—o0

pour toute fonction locale f sur X.

Dans le cas surcritique, Galves et Presutti [16] ont montré que ¥ € Xgo, le processus ¢,/
converge en loi vers une unique mesure invariante. Ce résultat a ensuite été étendu au cas
critique par Cox, Durrett et Schinazi [9]. Dans ces deux derniers cas, les démonstrations
s’adaptent sans difficulté & la situation du temps discret. Ces deux résultats sont énoncés
dans le cadre continu mais le passage au temps discret ne pose pas de probléme. Dans le
cas sous-critique, il est démontré dans le cadre discret [41] et continu [4] que le processus
¢ n'admet pas de distribution stationnaire. Cependant Andjel [2] a montré récemment
dans le cadre discret I'existence d’une distribution v telle que pour A € Yobo, la loi de C;?
converge faiblement vers v. Il ne s’agit pas & proprement parler d’'une convergence en loi
puisqu'’il s’avére que la mesure v est portée par Y2, autrement dit elle ne charge que les
configurations finies, alors que le processus (' est & valeurs dans Y2 . La mesure v coincide
avec la limite de Yaglom du processus restreint aux configurations finies (voir théoréme
18).

Dans la section 3.2, nous donnons une preuve alternative de ce résultat. Ensuite dans les
sections 3.3 et 3.4 nous abordons, sans le résoudre, le probléme d’adapter ce méme résultat
au processus de contact classique. En particulier nous prouvons ’existence d’une limite de
Yaglom pour le contact sous-critique vu du bord, ce qui constitue un premier pas dans
cette direction. Bien str ce résultat posséde aussi un intérét en lui-méme.

3.2 Une preuve alternative de la convergence du contact sous-
critique vu du bord

Dans cette section on fait I’hypothése que p < p., et on donne une nouvelle preuve du
théoréme suivant di & Andjel [2]. Outre le fait qu’elle soit plus courte, notre motivation
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initiale était de disposer d’une démonstration qui soit plus aisément adaptable au cadre
du temps continu.
On note £(Z|D) la loi d’une v.a. Z conditionnellement & un événement D.

Théoréme 17 (Andjel, '12). Supposons que p < p.. Il existe une probabilité v sur Y}’ telle
que pour tout A € Yobo, on ait la convergence faible

L = v, n— .

Pour notre preuve comme pour celle de [2], 'ingrédient principal est le théoréme 1
dans [14], qui appliqué a notre contexte donne l'existence d’une limite de Yaglom pour le
processus (p, :

Théoréme 18 (Ferrari, Kesten, Martinez, '95). Supposons que p < p.. Il existe une pro-
babilité v sur Y}’ telle que

LY # @) = v, n — occ.

On commence par introduire quelques notations supplémentaires. Pour a € Z on note
la, 00[ Pensemble {a + 2,a +4,...}. Pour (z,k) € V, on définit
Co={(y,n) €V :|y—a| <n—k},
Ly :={(z,r) eV :r=k},
FF=0(Xe,e€ B, F, =0(Xe,e € E,), i, =0(Xe,e € EY,),

ou
k k
E :{< v,y >€ E v, 09 EU]-ZOL]'},

E ={{yn)(zn+1))eE:n>ky—z<n—kz—z<n+1-—k},

x
+ —
ECCJi‘ - E\E:CJ{;’
Désormais A = & et n sont fixés, et pour simplifier les notations on écrira &, et ¢, au lieu
de &' et ¢2. Soit
g(n) = {(707 7771) Y S 2Z7VZ - 1, ,n, ”)/Z —")/Z'_l‘ = 1}

I’ensemble des chemins de Ly vers Ly,. v sera confondu avec la sous-partie {(70,0), ..., (7, n)}
de V. Pour v € G(n), on note G(7) le sous-graphe de G constitué des arétes dont I'un des
sommets est strictement a droite de v, et F(v) la tribu engendrée par les variables re-
présentant 1’état des arétes de G(7y) (voir figure 3.2). On définit aussi I' = (I'g,...,T',) le
chemin ouvert le plus a droite de A vers L, *. Enfin on définit I’événement

{¢ est un point de rupture} = {&N|Ty, Ty +2(n — £)] = &},

et on note
R :=min{¢ > 0 : £ est un point de rupture}.

Enfin, pour n € N on note /n la partie entiére de la la racine carrée de n.

4. T' est bien défini parce que si (y0,...,7vn) €t (Y0,---,7n) sont deux chemins ouverts alors
(max(Y0,70), - - -, max(yn,¥5,)) en est aussi un.
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Lemme 9. Soit A’ C 27 + { telle que |A’| = 0o et a = sup A’ < +o00. Alors
L(GilR = 0.T = a) = L(GL4l0 = Ln—). (3.7)
Démonstration. C{‘,; ne dépendant que des états d arétes appartenant a E_,, c’est une

variable F_,-mesurable. On affirme par ailleurs que I'événement {R = £} N {I'; = a} est

Vintersection de {(a,f) — L,} avec un événement F, ,mesurable. Les tribus ./, et 7.,
étant indépendantes, car engendrées par des v.a. correspondant & deux parties disjointes
de F, ceci implique que

LA IR =T, =a) =L |(a,6) — Ly),

ce qui donne le résultat annoncé par l'invariance par translation.
L’affirmation du paragraphe précédent est une conséquence du fait que

{R=0tn{ly=a} ={(a,0) = Lo} N{(A,0) = (a,0)}
/—1
N () {(AN[Co,00[,0) = (J0% L +2(n — k)|, k) }
k=0

N {(A N [T, o], 0) — (]a,a +2(n — E)],E)}
N{(&Nla+2(n—¢),00[,€) » Ly},
ou on remarque que dans le terme de droite tous les événements hormis {(a,?¢) — L, } sont
]::Z—mesurables. O
On notera par la suite 7|, I'ensemble v N (Ug;}l Lj).
Lemme 10. il existe kg € N et g < 1 tels que Yk > ko, Vv € G(k),

P({¥)jo,ef = (s 00f, k) dans G(7)} U {70, 70 + 2%, 0) = Ly dans G(7)}) < q.

FIGURE 3.2 — En pointillés, 'évenement {7 ;o xf — (]7k,00[, k) dans G(v)}.

Démonstration. Soit p(7) = P({|0x — (|7, o0[, k) dans G(v)}). On utilise le fait que

_ 0
Vrél%)p(v) =p(7"), (3.8)
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ot 7Y est le chemin droit de pente —1, c’est-a-dire 4° = (0, —1,..., —k). La figure 3.2, qui
représente simultanément vy et 4, suggére une facon simple de montrer I’égalité (3.8). Or
par symétrie, on a

p(,}/O) =P ((]0’ OO[’O) - {(17 1)7 S (k’ k)}) )

et par conséquent p(y°) < r := P((]0,00[,0) — Cop). Une conséquence de (3.6) est que
r <1
Par ailleurs on a aussi

P((]70,70 + 2k?],0) — Lj, dans G(y)) < ]P’((]O, 2k%],0) — L;, dans G(y)),

qui est majorée par k2P((0,0) — Ly), qui tend vers 0 quand k — oo grace a (3.6). On
obtient le résultat en prenant k assez grand pour que k*P((0,0) — L) < % O

Lemme 11. lim,_,oo P(R <n/2) =1.

Démonstration. On montre que pour tout € > 0, on a pour n suffisamment grand :

max P(R>n/2]l' =7) < (3.9)
v€6(n)

Fixons v € G(n). La probabilité dans (3.9) vaut
]P’( () (gt = (s> +2(n = 5)1,4) dans G(7)}
j<n/2

U (Ao, 00[,0) = (1957 + 2(n = )], ) dans G} =),

Or I’événement & gauche du signe | est un événement J(y)-mesurable croissant ®, tandis
que {I' = ~} est l'intersection de I’événement {7 est ouvert} avec un événement F(7)-
mesurable décroissant. Puisque { est ouvert} est indépendant de F (), il suffit pour avoir
(3.9) de prouver que

max ]P’( (M (gt = (s> +2(n = 51, 4) dans G(7)}
V€6 (n) j<n/2

U{(AN0,00[,0) = (1957 + 21— )], j) dans G()}) <&, (3.10)

pour n assez grand. Pour m > 0, on pose

Fy, = {’7|[m\/ﬁ,(m+l)\/ﬁ[ U (h/m\/ﬁv Vm\/ﬁ + 2n]’ m\/ﬁ) - L(m'f‘l)\/ﬁ dans G(V)} ’

Les F}, sont des événements mutuellement indépendants, or d’aprés le lemme 10 on a
pour n > k& l'inégalité P(F,,) < ¢ < 1. Il reste & remarquer que I’événement dans (3.10)
est inclus dans Fo N Fy N --- N F /9, et par conséquent sa probabilité est majorée par

P(Fp) ... P(F m/0) < q\/ﬁ/Q, qui est inférieur a € pour n assez grand. O

5. on rappelle que ceci signifie que son indicatrice est une fonction de (Xe, e aréte de G(fy)), et cette
fonction est croissante vis-a-vis de la relation d’ordre canonique <.
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Notre dernier lemme est identique au lemme 3.1 de [2]. On dit qu’une fonction f sur
Y}’ U Yobo est locale s’il existe un entier r > 1 tel que f(A) ne dépende de A qu’a travers
An{=2r,...,—2}.

Lemme 12. Soit f une fonction locale sur sur Y}’ UYL. On a

lim E[f(¢)]0 = L] — E[f(¢D)|0 — L,] =0,

n—o0
uniformément en A’ € Y}’ uY?l.
Démonstration. Soit r telle que f(A) ne dépende que de AN {—2r,...,—2}. On pose

& = {(x,k) : £ <n,(0,0) = (x,k)}, et on remarque que pour toute valeur possible ¢ de
P,

E[f(¢2))® = ¢] — E[f(¢0)|® = ¢]| <E[F(C) - F(CO)] @ = ¢]
<2l fFIP(f(¢) # F(CD)|@ = ¢)

< 2[|f|P(([-2(n +7),0[,0) = Ly, sans utiliser les points de ¢)
< 2[fIP(([~2(n +7),0[,0) — Ly)
<2(n + 1) flloce™",

qui tend vers 0, ce qui conclut la preuve du lemme. O

Preuve du théoréme 17. Grace au théoréme 18, nous n’avons qu’a montrer que pour toute
fonction locale f sur Y}’ U Yobo,

lim E[f ()] — E[f(¢D)]0 = Ly] = 0.

n—o0

Fixons f et posons

tn = sup [E[F(CR)I0 — L] ~ [ .

k>n

La suite u,, est décroissante avec lim,,_ o u, = 0. D’aprés le lemme 12, il existe aussi une
suite v,, décroissante telle que lim,,_,, v, = 0 telle que

VA" € Y2, [E[f(G) 10 = Ln] —E[f(C2) | 0 = Ly)| < v
On pose w, = v, + 2u,,. Alors

[E[f(¢HIR =€ —E[f(¢]0 — Ly]| < [E[f(GHIR =€) = E[f(¢h_)|0 = Ly—g]|
+E[f(C2_0)]0 — Lu—d] — E[£(¢)]0 — Ly]|
S Up_pg+ Uy +Up_yp
< Wp—y
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(le fait que [E[f(¢2)|R =€ —E[f(¢°_,)|0 — Ly_]| < v,—¢ est une conséquence du lemme
9). Ainsi,

E[f(¢H] — E[f(¢0)|0 — Ly]| < 2| fIIP(R > n/2)

+ [E[f ()L R<n2] — ELF(CD)|0 = LyJP(R < n/2)]
n/2

<2 fIB(R > n/2) + 3 B(R = .,
j=0

< 2[FIP(R > n/2) + wy2,

la derniére inégalité étant dte au fait que w, est décroissante. On conclut par le lemme
11. O

3.3 Le processus de contact fini sous-critique vu du bord ad-
met une limite de Yaglom

Si l'on veut adapter la preuve du théoréme 17 au temps continu, le premier pas est
d’avoir un résultat analogue au théoréme 18. C’est 'objet de cette section.

3.3.1 Un théoréme général sur la convergence conditionnelle des pro-
cessus de Markov absorbants

On consideére ici (X¢,t > 0) un processus markovien de saut sur un ensemble S dénom-
brable. On note @ = (¢z,y)z,yes son génerateur infinitésimal, c’est-a-dire que pour z,y € S
distincts,

o1
lim =P, (Xt = y) = gz y-

t—0 t

On note
Pl(z,y) =P (X; =)

le semi-groupe associé & ce processus. On suppose qu’il existe un état absorbant 0 € S :
Po(X;=0)=1, t >0, (3.11)

ce qui est équivalent & ce que go = 0 pour tout z # 0. Soit S’ := S\{0}. On suppose que
la restriction de Q a S’ est irréductible, autrement dit que pour tous z,y € S’,

PY(z,y) > 0. (3.12)

Précisons qu’en temps discret, ’hypothése d’irréductibilité s’écrirait de la maniére sui-
vante : pour tous z,y € 5,
dm >0: P"(x,y) > 0. (3.127)

On suppose en outre que ’absorption est certaine, soit

Ve e S, Pu(T<o0)=1, ouT :=inf{t >0:X; =0} (3.13)
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Lemme 13. I existe R > 1 tel que pour x,y € S', limy_,o P(z,y)"/* = 1/R. Le réel R
est appelé taux d’absorption du processus.

Démonstration. Pour z € S', la convergence de P!(x,z)Y/* vient du fait que P*(x,z) est
une fonction surmultiplicative du temps qui admet donc une limite par le théoréme sous-
additif. Sa limite est la méme pour tout x, ce qui s’explique par ’encadrement

Py, z) ' P2 (y, y) P (x,y) ! > Pla,x) > P (x,y) P2 (y,y) P (y, 2).

1/t

On obtient similairement la convergence de P!(z,y)!/t, avec x # y, en écrivant

Py, z) ' P (y,y) > P'(z,y) > P'(z,y) P (y,y).

0

Une idée largement exploitée est d’utiliser le fait que pour 7 > 0, (r'Pt ¢ > 0) est encore
un semi-groupe. Les propriétés de ce semi-groupe lorsque » = R sont d’un intérét particulier
car R'P!(z,y) est “d’ordre 1” et il a des points communs avec le semi-groupe associé a un
processus irréductible (sans absorption). Il est bien connu qu’il y a trois alternatives :

— la R-transience : Vo € ', fooo R'PY(x,x)dt < co;

— la R-récurrence nulle : Vx € S', [;° R'P'(x,2)dt = oo, mais lim R*P'(z,z) = 0;

— la R-récurrence positive : lim R'P!'(z,x) > 0.

Pour une introduction a ces notions on pourra consulter [39]. Précisons que lorsque I'une
de ces propriétés est vérifiée pour un état x € S, elle ’est aussi pour tous les états. Les
notions ci-dessus ne dépendent donc pas du choix de x.

Bien sir ceci s’adapte au cadre des chaines de Markov a temps discret. Cette section doit
beaucoup aux idées utilisées dans [14], dont on utilisera d’ailleurs le théoréme principal :

Théoréme 19 (Ferrari, Kesten, Martinez). Soit (Y,,,n > 0) une chaine de Markov a temps
discret vérifiant (3.11), (3.12°) et (3.13). On suppose qu’il existe un ensemble A C S, un
élément yo € A et des constantes C1,Cs,C3,e0 > 0 et ng € N telles que

(i) Vo € A, ¥n >0, Po(T > m Y,... Y, & A) < C1(R+ o)™,

(it) Ve € A, ¥n >0, P(T > n) < CoPy, (T > n),

(11i) Yr € A, Pp(In < ng:Y, =yo) > Cs.
Alors (Xp,n > 0) est R-récurrente positive.

Dans cette référence les auteurs mentionnent qu’un résultat analogue en temps continu
doit pouvoir étre obtenu d’une fagon similaire & celui-ci. Cependant, certaines difficultés
techniques surviennent si on essaye d’adapter la preuve de ce théoréme en temps continu.
Nous énoncons ici cet analogue continu du théoréme 19, mais plutot que de 'obtenir avec
une preuve similaire nous l'obtenons comme une conséquence du théoréme 19 lui-méme.

Théoréme 20. Soit (X,,,n > 0) la chaine de Markov issue du processus (X¢,t > 0) pris
auz temps entiers. On suppose que (X,,n > 0) vérifie (i), (ii) et (iii). Alors (X¢,t > 0)
est R-récurrent positif.

Démonstration. On déduit du théoréme 19 que lim,, o R"P"(z,x) > 0, ce qui entraine
que lim;_, o R'P!(x,x) > 0 puisque cette limite doit exister dans tous les cas. O
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Précisons qu’en général la R-récurrence positive n’entraine pas l’existence de mesures
quasi-stationnaires, et encore moins la convergence conditionnelle. Cependant dans notre
cas on peut montrer le résultat suivant.

Théoréme 21. On suppose que (1)—(iii) sont vérifiées, et on fait ’hypothése supplémentaire
suivante :

(iv) Card{z € S": q(x,0) > 0} < oc.
Alors il existe une probabilité p sur S’ telle que pour tout x,y € S,

tli)m P Xy =y | T >t) = uy). (3.14)

Démonstration. On a nécessairement R > 1, puisque si on avait R = 1 la R-récurrence
positive impliquerait limsup,_, o Po(T" > t) > limy 4o P(z,2) > 0, ce qui contredit
(3.13). Le théoreme 10 dans [39] établit alors I'existence et l'unicité d'une probabilité v sur
S’ vérifiant vP! = R™'v. Or sous cette hypothése le théoréme 12 de cette méme référence
nous donne la convergence (3.14). O

Remarque. La mesure p dans (3.14) est appelée limite de Yaglom du processus (X, t > 0).

3.3.2 La limite de Yaglom pour des systémes de spins finis

On vérifie ici que le processus de contact vu du bord vérifie toutes les hypothéses du
théoréme 21 et par conséquent admet une limite de Yaglom. Cependant on va se placer
dans un cadre général qui est celui des systémes de spins sur Z (remplacer Z par Z% ne
poserait aucune difficulté additionnelle mais pour nos besoins une dimension suffit). C’est
I’analogue du cadre des automates cellulaires probabilistes traité par Ferrari, Kesten et
Martinez [14].

On utilise les notations introduites au début du chapitre. La configuration nulle sera notée
0. On répéte que I’abus de confondre une configuration 7 avec I’ensemble {v € Z : n(v) = 1}
pourra étre commis. En particulier on pourra écrire 11 U7, au lieu de max(n,n2), et {v}
pour la configuration qui vaut 1 en v et 0 ailleurs. Avant de poursuivre nous énongons un
lemme élémentaire. Désormais si Z est une v.a. et A un événement, on utilisera la notation

E[Z; A] .= E[Z14].

Lemme 14. Soit (Z,,n > 1) une suite i.i.d. telle que pour un certain a > 0, E[e®?!] < oo.
Alors pour tout p > 1,

1 n
Nz, YRz (3.15)
n P n—o00

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que EZ; = 0. Soit € > 0, et
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5(e) > 0tel que P(In~t 321, Zi| > €) < e (). En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

—IZZ|P<sp+E 1ZZ|p In~ 1ZZ|>5

=1
<€p+||n 1ZZ|| —n6(a
<EP+HZ1H _”5 (€)/2,

Par conséquent, limsup E[n=1 Y% | Z;|P < P, ce qui donne le résultat voulu puisque € est
arbitrairement petit. O

Soit une famille {c,(n),n € X,v € Z} de réels positifs. On fait les hypothéses suivantes :

cy(n) dépend de 1 seulement & travers n(u), |u—uv| <1, (H1)
0(0) = 0, (H2)
Copu(n @ u) =cy(n), n € X, u,v €Z. (H3)

Bien siir ce qui suit fonctionnerait de la méme maniére si ¢,(n) dépendait des valeurs
n(u) pour |v —u| < K, avec K € N. Néanmoins on décide de prendre K = 1 pour ne
pas alourdir les démonstrations inutilement. Comme conséquence de (H1) et (H3), ¢,(n)
ne peut prendre quun nombre fini de valeurs (en fait 8 au maximum) dont le maximum
est noté

M := sup c¢y(n) < +oo.
neX,veZ
Sous nos hypothéses (voir le chapitre 1), le prégénérateur L défini sur l'ensemble des
fonctions locales f par

= e [f (") = F()] (3.16)

VEL

définit un unique processus de Markov (P,,n € X) sur X. L’état de ce processus a I'instant
t sera noté &. Le lemme suivant exprime le fait que dans ce processus, l'information ne
peut pas étre transmise de site en site plus vite qu’'un processus de Poisson d’intensité M.

Lemme 15. On peut construire, conjointement au processus (§,t > 0), deux familles
(indépendantes 'une de Uautre) de processus de Poisson notées (N, t > 0) et (N7t >
0), v € Z, tous ces processus étant d’intensité M, telles que pour n € Xy,

& C U [—N T NS, Py — pes. (3.17)
ven

En particulier (3.17) implique que
P, (vt > 0,6 € Xg) = 1. (3.18)

Par ailleurs si u < wy < we < v, les vecteurs (§(r),r < u) et (§&(r),r > v) sont indépen-
dants conditionnellement & Uévénement {N;"2 > u} N {N">7 < v}.
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Démonstration. Une construction graphique du processus & comme décrite dans la section
1.3 est possible grace a 'hypothése (H1). La valeur de & (w) pour un site w qui n’est pas
dans Uensemble (J,c, [~ N/ " N/7] n'est pas influencée par les coordonnées de 7 qui
valent 1. Donc &(w) a la méme valeur qu’en partant de la configuration identiquement
nulle, c’est-a-dire la valeur 0.

Conditionnellement & 'événement { N,V > u} N{N;"*" < v}, les vecteurs (&(r),r < u)
et (§(r),r > v) sont des fonctions des processus de Poisson de la construction graphique
en restriction & deux parties disjointes de Z x RT. Ceci entraine leur indépendance. O

Dans cette section la configuration &g est toujours finie, de sorte que le processus (&;,t >
0) est a valeurs dans I’espace dénombrable X rU{0}. Les hypotheses (H1)-(H3) impliquent
que 0 est un état absorbant pour ce processus, dont le temps d’absorption est noté

T :=inf{t > 0:& = 0}.

On fait en outre les hypothéses supplémentaires suivantes :

&t est irréductible en restriction a Xy, (H4)
sup Py (§:(0) = 1) = o(1/1), (H5)
neX

& est additif (H6)

L’hypothése (H6) signifie qu’il est possible de construire conjointement des processus
{&",n € X}, ou laloi de &7 est Py, de telle maniére que

Vi >0, §MT =g ugl. (3.19)

L’additivité du processus £ implique qu’il est attractif : si g1 C 72 alors &' C &P, La
condition (H5) s’écrit ainsi plus simplement

Pz(£:(0) = 1) = o(1/t).

Selon les besoins, on utilisera indifféremment la notation &; en précisant la condition initiale
dans le symbole P, ou bien la notation &/, auquel cas la probabilité sous-jacente sera notée
simplement P.

Une conséquence de 'additivité (voir [25], théorémes 1.8 et 2.17 du chapitre II) est que
pour € Xy, la variable |¢]| est majorée de la maniére suivante (le symbole <, désigne
Iinégalité stochastique) :

Inl
&7 <s @Y], ot les Y; sont indépendantes et de méme loi que [€7|. (3.20)
j=1

Par la suite, P(\) désignera une v.a. de loi Poisson(\). Une conséquence du principe de
grandes déviations est que pour a > A, on a

lim E[P(t)1{p)>aty] = 0. (3.21)

t—o0

Le lemme suivant est une adaptation au temps continu du théoréme 2 de [14].
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Lemme 16. Supposons que le processus & vérifie les hypothéses (H1)-(H6). Alors pour
tout v > 0 il existe des constantes K,C > 0 telles que

Vn tel que |n| < K, Py(|&] > K, ..., [&| > K) < Cy". (3.22)

Démonstration. Pour a € R on note |a] la partie entiére de a. Nous allons montrer les
deux choses suivantes :

Jim By [&] =0, (3.23)

&l (3.24)

vr>1,3C, > 0:Vt > 1,vn € Xy, Entrm,r =

Expliquons d’abord pourquoi (3.23) et (3.24) impliquent le résultat voulu. Par (3.23), on
peut prendre ng € N tel que Egy[§,,| < 1/2. On prend alors r > 0 tel que (2/3)r/m0 <
~v. Grace au lemme 14 combiné avec (3.20), on peut choisir K assez grand pour que
sup‘XbKEX% < (2/3)". Si |n| < K, on peut écrire :

P,(V0=1,...n, |&| > K) <P,V j=1,...[n/nol, |&ne] > K)

1 L
< _En [|£\_n/nojn0| Vi=1,... L’I’L/’I’L()J, |£jno| > K]

=K
ol | €l
:KTET] H ﬁ;vj:17"'Ln/n0J7 |£j"0|>K
]:0 Jno

) N ln/mo)—1
< sup E ’énO’ (Sup E ’fno‘ )

Tk Il \ e X
< ngcr(g/g)r(Ln/noJ—l)
< (3/2)"npCry™.

Il reste maintenant a prouver (3.23) et (3.24). On a

Elef” = 3 Po(é(u) = 1)

UEZ

< D P& =1)+2 > Po(NST > u)

|u|<2Mt lu|>2Mt
< 2Mt sup P, (&(0) = 1) + 2E[N"7; N > 2M].
n€Eo

Le premier terme de cette somme tend vers 0 par (H5), et le deuxiéme aussi par (3.21), d’on
(3.23). Pour (3.24), on sait grace a (3.20) et (3.17) que |&| est stochastiquement inférieur
a P(2|n|Mt) + |n|. Par le lemme 14, il existe o tel que pour tout 7 et tout ¢t > ¢,

s
A < ooy,
trinl"

La majoration voulue pour tout ¢ > 1 se déduit alors de la continuité de ’application
A= E[P(N)T]. O
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L’objet qui nous intéresse n’est pas le processus & lui-méme. En effet on ne peut pas
espérer que celui-ci admette une limite de Yaglom, puisque si c’était le cas elle serait en
particulier la limite de Pg,y (& = - | T' > t) pour tout v € Z, et donc elle serait invariante
par translation, ce qui est en contradiction avec le fait qu’elle doit étre portée par ’ensemble
des configurations finies.

On s’intéresse plutot, pour n € Xy, au processus

Ct = B(é?%

ott B est I'application définie dans (3.1). ¢/ est bien défini grace a (3.18). L’invariance
par translation (H3) implique que (¢;,¢ > 0) est un processus markovien de saut sur
I’ensemble XJ(Z, absorbé en 0. On a |(;| = |&/, et en particulier le temps d’absorption T
vérifie T = inf{t > 0: (; = 0}.

Théoréme 22. On suppose que (§,t > 0) vérifie (H1)-(HG). Alors le processus (C,t > 0)
admet une limite de Yaglom : il existe une probabilité pu sur Xf} telle que

Vi, x € XP\{0}, lim Py (¢ = x | T > #) = u(x)- (3.25)

Démonstration. Le processus (; est bien irréductible en restriction a X?\{O} grace a (H4).
Par ailleurs pour n € XJIZ\{O}, on a

P (G # 0) < [nIPyoy (Gt # 0) < [nlEqoyIel, (3.26)

donc (2.44) fait que I'absorption est certaine. Il reste a vérifier que les hypothéses (i)—(iv)
du théoreme 21 sont toutes vérifiées. Pour cela on prend v < 1/R et on choisit :

- A={ne XJQ\{O} :|n] < K}, ou K est assez grand pour vérifier I'inégalité (3.22) du

lemme 19,

— {0} joue le role de yo.
L’hypothése (i) est une conséquence du choix de A. Ensuite I'inégalité (3.26) donne aussi (ii)
avec Co = K. Pour terminer nous allons voir que (iii) est une conséquence de (3.13). On in-
troduit une notation pour gagner en concision : la valeur de ¢y(n) sera notée c(n(—1),7(0),n(1)).
On a nécessairement

¢(0,1,0) > 0,

sinon 0 ne pourrait pas étre atteint par &, ce qui contredit (3.13). Par ailleurs il est
impossible que ¢(1,1,0) = ¢(0,1,1) = 0, car alors la monotonie imposerait d’avoir éga-
lement ¢(1,1,1) = 0 (voir la caractérisation de la monotonie par les taux de transition
dans [35]), auquel cas partant d’une configuration avec n(v) = n(v + 1) = 1, on aurait
P, (Vt > 0,&(v) = &(v+ 1)) = 1, ce qui est encore en contradiction avec (3.13). On peut
donc supposer par exemple

c(1,1,0) > 0.

Soit une configuration initiale n € XJIZ avec || < K, et vi,...,v), ses particules. On re-
marque que pour qu’d l'instant 1 il reste une et une seule particule, une condition suffisante
est que dans l'intervalle de temps [0, 1],

— Uy ne subisse aucune transition

— les sites voisins des v; qui ne sont pas des particules ne subissent aucune transition
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— pour j = 1,...|n|—1, v; disparaisse dans l'intervalle de temps [(j—1)/(|n|—1),5/(|n|—
1)], et ne subisse aucune autre transition.
Cette remarque se traduit par la minoration

P, (&1 = {0}) > [exp(—M)]*" [1 = exp (= (In] — 1)  min(e(1,1,0),¢(0,1,0)))] "
[exp(—M)]gK [1—exp(—(K — 1)~ min(e(1,1,0), (0,1, 0)))] K=t
> 0.

v

0

Corollaire 3. Si (&,t > 0) est le processus de contact de paramétre X < X\ alors ((¢,t > 0)
admet une limite de Yaglom qui sera notée v.

Démonstration. Pour le processus de contact, '’hypothése (H5) est une conséquence de
(3.5), et les hypothéses (H1)—(H4) et (H6) sont aussi des faits bien connus. O

3.4 Problémes pour adapter la section 3.2 en temps continu

Il semble plausible qu’un passage au temps continu soit possible dans le théoréme 17,
en travaillant avec la structure de percolation qui gouverne le processus de contact, c’est-
a-dire la construction graphique de Harris. Il s’agit d’un travail en cours.

(¢ désignant ici le contact vu du bord, Nous voulons montrer I'affirmation suivante :

Conjecture. Supposons A\ < A.. Pour tout A € X, on a la convergence faible

{tA:M/, t — oo.

Ceci présente deux difficultés. Premiérement, certains conditionnements par rapport a
un nombre fini d’événements (comme dans la preuve du lemme 12) ne sont plus pertinents.
Cependant nous pensons que cet obstacle technique peut étre réglé en travaillant avec des
tribus bien choisies. La deuxiéme difficulté, plus profonde, vient du fait que les cones de
dépendance droits Uy, ne sont plus utiles puisqu’en temps continu des chemins de pente
arbitrairement grande existent avec probabilité positive. Méme si les probabilités de voir
des chemins trés pentus sont controlées par des inégalités de grandes déviations sur les
processus de Poisson, il n’est pas évident que ces controles résistent au conditionnement
par des événements comme la survie d’individus jusqu’a des instants grands, ceux-ci étant
aussi de probabilité trés faible. Cette différence avec le cas discret est 1’obstacle le plus
sérieux pour prouver notre conjecture.

On peut toujours considérer (I's,0 < s < t) le chemin le plus & droite du niveau 0 vers le
niveau t, et définir ’événement

{s est un point de rupture} = {(I'y,0) - (|I's, 00, s)}N{(4,0) - (JT's,[s+2m(n—s)],s)},

ol m est une constante a choisir, représentant la pente des cones. Avec ces définitions
I’analogue du lemme 9 en temps continu est certes faux mais on peut espérer que les deux
termes de (3.7) soient asymptotiquement proches si m est assez grand.
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Le lemme 10 ne s’adapte pas non plus directement au temps continu. En effet il faut prendre
en compte le fait que les chemins n’ont plus une pente minorée par —1 : ils peuvent au
contraire étre arbitrairement pentus. Ceci nous empéche de trouver un point de rupture
assez bas de la méme maniére que nous ’avons fait dans le lemme 11.
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Appendice : preuve du théoréme 7

Nous résumons ici la preuve de ce résultat remarquable pour plusieurs raisons : elle
est simple, élégante et instructive. On commence par introduire une généralisation de la
notion de réversibilité. Soit £ dénombrable, ¢ : x — T une involution sur E, et (X, ¢ > 0)
un processus markovien de saut sur £ de mécanisme donné par une fonction ¢(x,y). On
dit que X est ¢-dynamiquement réversible si pour T > 0, les processus (X, 0 <t <T) et
(X;,0 <t < T) sont identiques en loi. Plus de détails peuvent étre trouvés dans [30]. II
existe notamment un analogue du critére des cycles de Kolmogorov : supposons qu’il existe
o tel que xg = Tg et que

(i) q(z,y) >0« q(@,T) > 0;

(i) g(z) = q(@);

(iii) Va1, xo,..., Tp, on a q(r1,22)...q9(xn, 1) = ¢(T1,T0) - .. ¢(T2,T7).
Alors
CQ($07$1) - q(zn, )

(T, ) - q(T1,T0)
ne dépend pas du chemin xy — x;1--- — x, — x choisi. De plus si p est une probabilité
alors en choisissant £(Xg) = u, le processus X est ¢-dynamiquement réversible. Dans ce
cas X est donc en particulier stationnaire et sa distribution stationnaire est la mesure p.
On applique maintenant ceci au processus H™. Il est ici plus commode d’ajouter a un
vecteur profil (h(1),... h(n—1)) la coordonnée h(n) = — S ! h(i), c’est-a-dire de décrire
un profil par un élément de 'ensemble

plx) = (27)

E={hez": f:h(z') = 0}.
i=1

On considére la fonction h +— h = —h, et hg = 0. La condition (i) est bien sir vérifiée par
H". Pour (ii), il suffit d’écrire

g(h) =nBo+v > Tyayzo = a(=h).
i=1

Enfin pour montrer (iii) on remarque d’abord, en notant h() = h + ¢} (¢} est le vecteur
dans (2.8)), que

Q(hv h(z)) = [ & Q(_h(i)7 _h) = fo.

89
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On considére un cycle h! — --- — k" — h! | et on doit montrer que
Q(hlv h2) s Q(hT7 hl) = q(_hlv _hT) ce Q(_h27 _hl)'

De chaque coté, tous les facteurs sont égaux & Sy, $1 ou [2. On peut donc écrire que le
terme de gauche est de la forme Bgﬂ{’ﬂg, et de méme, celui de droite vaut ,83/ ﬂi’/ﬂgl. La
deuxiéme équivalence dans (28) donne b = b'. Par ailleurs, de A/ & h/*!| la valeur de la

fonction .
fh) = |hl
i=1
augmente de 2 unités lorque g(h’, /1) = By et diminue de 2 unités lorsque q(h?, /1) =
Bo. Par conséquent a = c = a’ = ¢ = 5, d’ou (iii).
On cherche maintenant & exprimer dans ce contexte la mesure définie par (27). On note
donc, pour h € E,

O h) gl k) o a(W Y
m(h)_q(—h,—hr). a(—h1, h0) H “hitt, —hi)

o h — ! — .-~ — A" — A"t = h est un quelconque chemin de A% & h. D’apreés (28), on

a m(h) = (Bo/B2)" ™), ot
M(h) = Card {j = 0,..7: (b, 17*1) = By} = Caxd {j = 0,....7: g(b,h7*1) = o}

Mais en observant que f(h) = f(h) — f(h°) = 2M(h), on conclut que

m(h) = exp (—— log =—= Z | (i) )

La somme d’une série géométrique de raison strictement inférieure & 1 étant finie, m est
une mesure finie. Ceci implique que H™ est ergodique et que sa distribution stationnaire
est la mesure m normalisée.
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Résumé

Les résultats de cette thése sont composés de trois parties relativement indépendantes.
Dans la premiére partie, nous reprenons le probléme de la définition d’une classe de pro-
cessus markoviens & une infinité de coordonnées (systémes de particules en interaction).
Nous en proposons une construction ne mettant en jeu ni d’analyse fonctionnelle (ou peu),
ni de probléme de martingale. Ceci est fait en utilisant des outils probabilistes élémen-
taires, notamment des couplages adéquats. On fait pour cela une certaine hypothese sur
les taux individuels de transition, qui a été déja exploitée dans la construction de T. M.
Liggett (1972) notamment. Notre construction a l’avantage d’expliquer, plus concrétement
que dans les autres constructions, le caractére naturel de cette hypotheése.

Dans une seconde partie, nous considérons un modéle de croissance cristalline introduit par
D. J. Gates et M. Westcott en 1987, o des particules du milieu environnant s’agrégent a
la surface d’un cristal & maille carrée. Le modéle est caractérisé par des taux de déposition
en chaque site qui prennent une certaine forme. Nos résultats portent principalement sur
la question de la récurrence et de la récurrence positive de la surface du cristal en fonction
de certains parameétres. Nous montrons notamment ’existence d’une zone de parameétres
dans laquelle transience et récurrence positive coexistent, et suspectée de présenter un phé-
nomene critique.

La troisiéme partie porte sur la question de la convergence en loi pour le processus de
contact (sur Z) sous-critique vu du bord, partant d’une demi-droite de sites occupés. Nous
donnons dans un premier temps une démonstration alternative d’un résultat récent de E.
D. Andjel, pour la convergence en loi dans la percolation 2D orientée qui est un équivalent
discret du contact. Nous établissons un résultat en relation : le processus de contact vu
du bord, sur les configurations finies, admet une limite de Yaglom. Enfin nous mettons en
évidence les difficultés & surmonter pour adapter le résultat d’Andjel au temps continu.

Mots-clés : Systémes de particules en interaction, modeles de déposition, processus de
contact, percolation orientée.



Abstract

The results of this thesis are organized in three parts that are nearly independent.
In the first part, we treat the problem of the defintion of a class of Markov processes with
infinitely many coordinates, namely interacting particle systems. We propose a construc-
tion involving neither functional analysis, nor martingale problems. This is done using
elementary probabilistic tools, such as proper couplings. Our technique requires a certain
assumption on the jump rates which is, up to a slight generalization, the one used in T.
M. Liggett’s construction. Our construction has the advantage to give more intuition on
the necessity of this assumption.
In the second part, we consider a crystal growth model proposed by D. J. Gates and M.
Westcott in 1987, where floating particles are packed on the surface of a square-lattice
crystal, with prescribed deposition rates. We treat the question of the recurrence and pos-
itive recurrence of the interface, according to the value of certain parameters. We study
especially a zone of parameters where transience and positive recurrence coexist. In this
zone a critical phenomenon is suspected to occur.
The third part deals with the question of the convergence in law for the subcritical contact
process (on Z) seen from the edge, starting from a half-line of occupied sites. First we give
an alternative proof of a recent result by E. D. Andjel, stating that convergence holds in a
closely related discrete-time model. In continuous time we establish that the finite contact
process seen from the edge has a Yaglom limit.

Keywords: Interacting particle systems, deposition models, contact process, oriented per-
colation.



