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n ���8��6��P���FX��S; ���8����?�=����C7����`7��y��6�?A���H���T���F; �����1�S; ����	�������7��h ����9�8�� ����8����68�����-��	�	+����K��C�����P�������������s��6
���� �	�68�Co

n �����8�EX<���>���� 9����K�F����7��� ������8�� ��9�8�
�<���P���A�����h����68��aS�����87�68�T	3�� 56��6Úc�	Û/Ùp
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p ���`�P��MN�� �?O���������8�������y�����H68����78���8�`�S; ����	������C7��h ����9�8�� ����8�T�����H�`����6� @��?�?A�@�y�5�� �H��������K���������68�:MN�� �?A���
7<; ���y���P��K����8��?�?AK����cÛ)�¬áaâ�Ú�Õp*Ø�Ö�!EB��C�����H��7��������y���P��K���kH6��)���8�l��	8��6������y���S; �P��MN�� �?O���������E! f �z�����5�����H�`?��za
���P?O�������178���8�:���5�����8�:�y�����5�����y�������� �K���6��P�9�����: �������6� ��8K��:	��� :���5��w�����W�?A�F!
p �Q �K���6��P�9���T �������6� ��8K>��6����� �?A�x7��O���� ������8�� ��9�8�x�����T7����8�>��68�������K��8K� 9������?A���y���8��?�?AKx7��y��6�?A���H�l!
q-��6����@MN�����lX�78���8�1�����l��7� 9��7������� ��9���P�8���5��	�	��P���l���������8�lX3�S; 6����P��KC7<; �z��M��� �?O���������[ �������6� ��8K��T����?�?A�� �K���6��za
�9���D	3��6���t��� ���6��8�:	��� ������17<; 6��O7��y��6�?A���H�5���l���D7������� ����9�8�� ����8�`7���	������9������lX��l���D7������� ����9�8�� ����8�`78���8�
�����17��H��6�?A���y���1���� �68����6� �K��:}�� p �@!

p �[ ������8�� ��9�8�>7<; �P��MN�� �?O������������	+��6� A��=�u��������zM`���L7�K@�8���P�������o7��x?A�H7�W������A���A7��>��w�����W�?A���T7�K�7���K��
RQ���Q ���	� �K������H�9�����P���]7����57��y��6�?A���H�9�lX+	+�� �?A�����9���H���S; ������W���Rx�����57��y��6�?A���H�������s�y68��7��T�9��������MS���P ��T�����
=+�������P�8��7<; �P��MN�� �?O���������s78���`68�9����� ��l!<B��������T7�K@�8���P�������L�P�y�� ��H7�6��P�����C�����8����	��57<;�â/Ö^ß¬�/ÕpÞQ��6îâ�Øj��
 �UÖ^ßnØ�Õpâ�Þ�X
kH6��< ���	� �K������y�����S; ���y���P��K5�H6�?O���P�8�hkH6��E�����:���
kH68t����57<; 6��8���P��MN�� �?O���������E! p �T	��������57����S; 68�9����� 1������������a
�� 9������	�6�����kH68���F; �����h�P6��&kH6��)MN�� �?C6����0���� �K�������=3�������P�V7<; �P��MN�� �?O���������]���h�F; �����5�P6��DkH6��&7�K����� �?��P�8�A���/�����
 �K���6��P�9������ �������6� ��8K����P6��|��	�	3�� ������y�C�9��������MS�����������]��6��8���E!Yn5���8�h�8�F�h�� 9�l�F��6�U<X<�8��68���8��68�h�P�y��K� ����������8�
�@U����P68���P�H��?A���H�|R`��� j I)��6�����?O��������K��:	��� /6����P�P���9���������Q7����&�� �7��P��������6� ��l! p ���&7��y��6�?A���H���D?O�����P	�6���K��D�����y�
7����8�h�y6�?AK� ���kH68���`�@�1�����1��6����P���1kH6��E	3�� �?A���������y�`���T?������h����ã�6��y 9�h7��5���A���� 9����K�F���h7��h ������8�� ��9�8�������y�
7����1��6����P�����P��MN�� �?O������kH68���l!
d �P�8����6��O78�H��6�?A���y�|�����&6��8�1���H���P��K�������?���kH68�1kH6���	3��6���t��� ��1 ������8�� ��9�8K��FXH ����� ���6���K��`���������8��6��P��K��FXH�9���8�
	+��6� ���6��9���y�ht��� ��T�8K��������9���P ���?A���H�h	��yw�����kH68��?A���H�h�9��6��H��H�� �7�K�������?�?A�T6����T���y���P��KT6�����kH68�T�P�87�K�	3����a
78���y���F!3B`; �����17����8�h���hkH6��E��K�������6����5�S; �P��MN�� �?O���������LkH6��<	3��6��1	� ����87� ��5	��P68������6� ���MN�� �?A���C�Ø���@U����FX��P?O����FX
�����EXy�y��7�K���X��������@!8B����8�� �W�����?A���y�lX�6��>7��H��6�?A���y��	3��6� � 9�T7����8��t��� ��`68�>�� ����������57���u���6� ������SXy6��8���������������
��6
6���������	��P�� ���7<; 6��
�P�z�y 9��X�6��8�5	��� 9�����FX8�����F!
_1�8�& ���kH68t����D�����E���/�HK�������6����D7�6�=3�������P�C7<; �P��MN�� �?O���������T7��/�S; 68�9����� l! f �h�K��8K� 9������� j I@X����| ���kH68t����D�����Y6��
���8����?C=����:7���?A������aJ����K��lX��� �7������8K��D��6A�8���EXF	3���87�K� �K��D��6A�8���EXF�P��K��&K��H���H��68���P����?A���y�D	��� D7����&��	+K� 9������6� ��
	��� 5�@U���?�	����C=3�y����K����8�l!+n`�z�<K� ����y��������������������7��� ���kH68t������57��z�<K� ����H�����5���y��K���KT7�K����� �?��P�8K����A�Ø?A������aJ����K��
6�����kH68��?A���y�lXH ���kH68t������D7����8�D7����D����68��aS	��� ���������7��17��H��6�?A���y���lXy�����F! �@!�B��:�����y�&�����D������H�������7��: ���kH68t������
kH6��D7�K@�8�����������y�����QMN�� �?A�O7����h ���kH68t������Q�Ø ���kH68t�������=3�H����K������8���lXY?A����������K��h	+���87�K� �K��lXE ���kH68t����������� �68�@a
��6� �K����x�Ø������H����O} � 68�� �wHX<}�Z/�����3�@XE ���kH68t������C����68�5MN�� �?A�A7<; �@U�	� ������������8�� �K�F6��P��W� ����lXE������H����O������6� ����
�����F! �@!
B����&7��z�<K� ����y���&�����8����	����D�����H�/?O�����P	�6���K��D7�6� 9���y�&���|	� ��H��������68�&7�� j IYkH6��8����7��P�y�����|����	8�z6����P��6� 9�/	����������
7�K��� ��P�����178���8�:���T����������������6��P�F���y���F!
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�hÏ�Ð��VÍt�HÏ�ÐLÌ)ÊYË�èlÐe��ëØËV×�Ï�íHË�Î�ÍØÔ Óp� ×�Ô3ë�ëØÐH×FÎlÐ�Õ)Ö�×�Ô�Ï�Ì)ÖYè B���?�?A�CK��H�HkH68K�	� �K���K�7���?�?A���y�lX36��L7����
	� �K@aS ���kH6�����	+��6� C7�K�?O�� � ��� C6��V	� ��H��������68�C7�� j I�������7��O7�����	3�F���� C7<; 6��]���8����?�=����Q7<; �P��MN�� �?O���������8����6
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�����P�O7�����kH68���P�����D�F�h�l; ��	3K� ��� ����� ����9�8�� �������! e ����6� ����P����?A���H��7����8�FX����5	� ���?���W� ��1	��������17��:����6���	� ��H��������68�
7�� j ID���������C?������5���>	��������h7������T�����P�������������[7��57��y��6�?A���H���1�����8�����P��6����y�:�S; ����	������h7��� ����9�8�� ����8�F!�Z-��6� 
7����>��w�����W�?A���>7�� j IA��6� x���L����= ������6� 9��?�?A���y�[��	�	+����K��>?A������6� ��
7��L ������8�� ��9�8���@X����������P����������7����
�P��MN�� �?O���������8�`���`MS���P�17���MS�������
	+K� ����H7���kH68�T��6
�� 9���H�� ��17����:áaÞgßy��
�ÕpÞpÖCkH6��E	��� �����6� ����H�������`����	��P ����H�@�|�����
	�������D7����D���P�����&�|��=Q���O��6��P�F���y�&�����&�P�����8�D�Hwy	+�� �aS���@U������l!Hn5���8�&����?A����7��`���l��7�K�?���kH68�FX�	+��6� D	3�� �?A������ 9�
7����&K���687����D ���	� ��H7�68�����P=����l����6� D7����&���8����?C=������D7��:7��y��6�?A���H���D	� ��y���8����7�6A?A���87��: �K����SX�7����D�����P�������������8�
��7��P�����h7��T�������@�`�����y�h�����8���� �6��P�����h7���	�68�P�h	��P68������6� ��������8K����lXE���� ��9���P�8���������H�h�����8�����P��68K�����7<; �� �������������7��
u���6� �����6�U<X�7<; ��6��� ����/�����H�)7����)�@U��� 9���P���)7�6C����=EX������F!FB|���)�����P�������������8�/�����y�-6����P�P����K����-	3��6� )�S; K��F���z63�������������
���:����?�	��� 9����������7����)��w�����W�?A���-7�� j I@Xl7����8�Y�����l��7� ���7����l��?�	���F�8���/7<; K��F���P6���������������?�?A�$����ö ð ��q-�@U��
j1f �� ������F����B�����MN�� ����8���,Q ÙDR �@X ð ÔJö\�$�SBD ��F��� p ����F6����� f �F���P6����������A{��� �6�?�Q ÙFÙ à R �@X^	M� ð ï���� e`d B�B�iyI�i�a
e I�IDq-�����`B����P�������������
MN�� :IJ��MN�� �?O��������� j ���� ������F���XQ à R �@X8�����F!

�<ÐH×�Ô Ó Õ-Ð>Ì)ÊYË�èlÐ��)ëJì�Í Ó Õ-Ð)(EË�Î�ÍØÔ ÓýZ)��6� �?A���8�� :7��1MS�������
�@�O�l���������`	� ��y��������68��7�� j I@Xy�P�<�l; �����:���HK� �K
�8K��������9���P ��:7���?A������ ��:���A	���������6��8��	8�������|	� �Kl������=����17<; �������Pw����17����&7��y�@68?A�@�y���lXHkH6��8�����&�P�87�K�	3���878���y���
7�6
=3�������P��7<; �P��MN�� �?O���������E! f ���@�<���lX��P�<MS��687� 9���P�1�@�<������68�� 16��8�5 ����9�8�� ����8��7��P ���������?A���y�`78���8�:���������P�����@a
�������]7��O7��H��6�?A���y���TR
�9����kH68�A�8��6������P���O ���kH68t����F!Y_1�V���� ��9���P�]�8��?C=� ��O7��A�� 9���P����?A���y���C	3��6��H���H�Ct��� ��
MS���P�������o��?A���H�Lo/�P���l; ��F�P�A���������y�����@�P����?A���y�O7��>�� �K��� �6��8�x ���	� �K������H�9�����P����7�����7��y��6�?A���H���OkH6��| ����87��
������K����` 9��	���7�������6� 5������W��`���� ���kH68�C��6� ��y�����H�`6��8�C7���?O���87��T7����S; 6����P�P���9������6� l!EB��������C���������87���	��������C�����
�S;����Û/Õ¿í)ßnØj�����! p �L ���	� �K������H�9����������7����A7��y��6�?A���H���Q�����A6��8�
7������� ��P	�������������6������y�A	��P68�A��6������P�8������kH68�
���������H�����y6[�P6��Y?At�?A�F! p ; 6����P�P���9���������s7����1 ���	� �K������y�9���H���`	��P6��!"���kH68��7����`7��y�@68?A�@�y������6�UyaS?At�?A���`	3��6��
���H���P �6��
�P?�	������1��6� �����kH6����P�P��Kh7������T ������8�� ��9�8�O�Ø	+�� ����h7<; �P��MN�� �?O���������3�@!
Z-��6� &�����8���� �6��P ������1 ���	� �K������y�9���������A7����)7��y��6�?A���H���lXF7��z�<K� ����y�����/���� 9����K�F�����/�@U����������H�������:	��P68�/����?�?C6��8�
�����8���������AR>��K����������������8�� ������h?A������kH6��/ ���	� �K������y�����H������?�����6�Us���A�����H�����y6]��K�?O���H����kH68�O7�6V7��H��6�?A���y�
���A����6� Q������ ��P=�68�� Q6���	+����7��A�P�87���kH6����H�O����6� O�P?�	3�� ��9���8���[78���8�A����7��H��6�?A���y�l!|B������������� 9����K�F���
	3��6��
t��� ��x����?�	���K���K��>	��� ����L��6�	�	� ������������m7�����?A�����ùã¬��Û/Õ}ÖV�Ø?A�����TM� �K�kH68���y�����������P?AK����9���8�TF 9���87��>	3�� ���K��
��K�?O���H����kH68�FX-�����C	� ����8��?A�lX-�����C�����Fu����8���������8�lX-	� �K�	+�F���P�������8�lX)�����F! �@X-����
�ÕpÚ<ÚcßnØj�UÖ^ßnØj����ó�Ø ���?�	��������� T�����
?A������	3�� �����6� h 9�����P�8���@X+���Q ������������������9���8���A7��T���� �?A���h����?�	����@U����Q�Ø6����P�P���9����������78�C���8K��9��6� �68�lXE7��T7��P�@a
�������������P ��FX �����F! �@!/B����5�� 9���P����?A�@�y���C7������8���y�h���������9���8���QRQ6����P�87��@U�kH6��D�����h�����K��8K� 9���D6��8�A���� �68����6� ��
	3�� �?A�����9���y��7<; �������H������ �Rh�9����kH68�:?A���5�Ø���� �?A���D7<; �P�87��@U8���������Q���h�P�������17�����7��y��6�?A���H���|���1�����H���������y�lX����
	��P68��K������y��68���P����?A���H�17����|�P��MN�� �?O���������8�:����?�?A�����`	+����7���7�6x���� �?A�FX������|	3�F���P�������8�:7��������|�y���@68 � ����8�����lX
���������� �?A���`���H����������kH68�������P���:����aJ�H����6� � ����y�`78���8�:6��
7��y��6�?A���H�lX������F!

! Ï�Ô3ÍØè�Ít����ÐVÌ)ÊYË�èlÐc�:ëJì�Í Ó ÎlÐHÏ�Ï�Ô�é�Ë�Î�ÍØÔ Ó _1�8�CMN�����5�S; �P�87��@Us�����8���� �6��P�lX<�P�&�����5	+�F�����P=�����7��T�� 9���P���� h�����
 ���kH68t������|7����|6����P�P�P�9���9�@68 ��l!8B`; ����������	���������7<;���*Ø�ÕpÞpÞ¿�g�)ßnØj����[kH6��+���`7�K��������8�9�8�5RC������kH68�` ���kH68t����F!8B��������
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��7����y����kH68���C	8 ��l�H�������H��7��Q����6� ������T7��z�<K� ����y�����l! f �m�@�<���lXY�P���8�Q���� 9���P�T7<; ��68��6��o��	�	3�� ���7��AMN��6� ����P T���
?At�?A�`7��y��6�?A���H�|	��P68������6� ��DMN�����D���Q �K�	3���8����R56��8�`7���?O���87��`7��:�S; 6����P�P���9������6� l!�n��:	��P68�lXH���h7�6�	��P���l���������
	+��6��`���<�������� :�����:	3�� �MN�� �?O���8�����`7��Ci j ID���5=����9���H�1��6� :����M� �K�kH68���8���h7��y��6�?A���H�@���z 9�:�+p�7��������� �?A���:	��� 
�@U���?�	����F!
_1�8��7����-MS�������8�/7���	� ����87� ������A����?�	����|�S; ������ �����������?A���H�D�����9���P�P�P��7����&�����P�������������8�D�����/7��|����F?A���y���� &�����
�����P�������������8�/	+��6� /K��y�P���� )�S; ������ �����������?A���y�&7����)����?�	8�/7��� ����9�8�� ����8�|	��� &�@U���?�	����F! p ��7�K@�A�����/7<; ��7����H���z���� 
����=������s��6� >����kH68���P�������@�����s����F?A���y�9�����������F��t��� ��LMS���P���F! f �P���s	+��6��
���[MS���P ���R]=�������7��skH68�����������8�
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��6�U�kH68���P�������S; 6����P�P���9������6� 1 �K�	3���87���6
7<; 6��
	� ����8�YK��9��=��P�EF 9G�����RT6��>���������� ���kH68�h7����� ����9�8�� ����8����Q ÙFÙ � R X8R
=�������7���?AK��9��aJ7������8K�����	3�� ��9���y����6� 5����=3�������P�V���s�P��MN�� �?O���������]7����S; 6����P�P���9������6� ����5����6V��6� h���Q������6� ��
��6[�S; 68�9�����7�����7��H��6�?A���y���$Q � à R !EiH6� ������V��=EX36��8�T�����P6��������s�����`�S; 6����P�P���9����������7������8��?A��7��T7���?O���P�8���
ç�êUág��ÚÑæ�ê�Õ¿Û�â/æ�ÕaØQá	ê é�!
p �� ���kH68�`��������������F?A���H�9���������
�����8���� ��8�`�����|�����P�������������8�:7��1�������lXy���|kH68�1�S; ���>����6������P����K���687����� |�S; �P?�	������
7��
���s�9���P�P���[��6� O�����O	3�� �MN�� �?O���8�����x7��si j I@X/�P�1�8����6��A�Q	����QkH68�
�����O�9���P�P�P���x7����Q�����P�������������8�x���������y�
�� ��������9���H������	+��6� OkH68�x�S; ���m	�6��������x���P ��� O7����A�����8���P68�������8�A��6� �������	+�� �MN�� �?O���8�����O7�6���w�����W�?A�F!DiH�������
�����P�������������8�������H�|�����8�����P��68K����|7��:MS�������Q�� ���	>7��z�<K� ����H���FXy�P�+���� 9��7��z�O���P����7��`7��������H������ |78���8�������� �K���6��P�9�����
��=������H68�C���
	��� ��T7�68�QR
�S; �P�±°868���8���x7��A���
�9���P�P���Q7��O���
�����P�������������m���C���>	��� ��T7�68�x��6�U��������y�����H6m7����@�
�����P�������������8�C���P������aS?At�?A���l!YIJ�D�����h�8K��������9���P ��A7��O���������0©��� ��O����78�A�����H�� !"����� C����=��������h�P�87�6��P��	��� C���AkH6��
�����8�����P��68�Q�����������P�������������8�l!/_1�8�x7�����MS�������8��7��Q���OMS���P ��Q������7��x�� �K��� �7�����K����3���H���P�P�����8�ùÖp��Ú<��
�ß���Þ}Õ}Öx7��
�����P�������������8�1���17����9���P�P���h�� ��������9���y���F!

ç ìPíH×�ÊYË Ó Î�Í�ë�ëØÔ Ó-Ó Ë�é�Ð
_1�CK��������y���P�P�����������Y6��8�&M� 9�����������C ���	� �K������H�9�����P�H��7<; 6����D	3��	�6������������E! f �TK������8��?AK��� ����|���-���8K��� �����7����

�����878������lX8���[7�K����PF�8�h	��� 1K��9�����H���P�P�����[6��[�@�����@?C=�����7<; �P�87��P�y��7�68�`�@U��� 9���P���17<; 6��8�h	+��	�6������������[�P���P���������F!
B����5���8����?�=�����7����P�5��=3K��P �RA6��s���� ��9���P�s�8��?�=� ���7��C �W�F�����h���8�s7��T�l; ������6� ��� �7��C�S; �8��?A���K��8K��P��KA���57��
���T ���	� �K������H�9�����P�y�P��K�78�h���5F ���6�	3�F! p �5	+���P�H�`�����H�� 9���-7��5�S; K��9�����H���P�P�������3����C���������ùÞ}Õ��*Þgà}Ö¬Õp*ØQßnØj��ã¬�jØ�àC7����
K��������y���P�P�����8�������8���� �6��P���l! p �O���9������������kH68���l; ��	�	�6�����K�H������?A���y����6� 1�����8���������[7<; K��9�����y���P�z���F�[	�6�����kH6E; ���P���
�
	+��6� T=�6��A7��OMN���P ��xK�?A�� ���� A7����T	� ���	� ���K���K��A7<; 6��m���8����?C=����x7��Q�F�� �����=��������������y68���T6�����kH68��?A���y�OR
�� 9���H�� ���kH68����kH68���|6������:7��5�����| �Kl���P���9���������8����kH6��E�����������P��68���H�:6��
K��������y���P�P������7���7����8�8K����@��! f �>���8K��� ����
7�6����PF�����SX|����	��� ����L7<; K��9�����H���P�P�������3����L	+��6� >kH6����P�z���� x���V�� 9���8��MN�� �?O��������� 7E; 68�����PF�����h����������F��kH68�
�������H���P�y63�1���L���PF�����)�H6�?AK� ���kH68�>��7������� ����@�@X+���s�l��	���6� 9���H�h7����`�F�����@68 ��5RA�P�H���� ��F���P���T7����9�@?�	��` �K�F6��P���� 
�Ø�����|����?�	8�������AR�	� ����87� ��
��6m�����8�T���� ���x���A�l; ��	8	��P�PkH6��>R�����6������PF�����Ø�@!/n����T�� 9���F��6�Um���y��K� �����6� ��A���
 ������8�� ��9�8�Q7<; �P��MN�� �?O����������=�G������������y�C7����C����68��aJ�����P�������������8�C	+��6� C�����CK���687����C���C	��� ������H�T7<; K��9�����H���P�P�������
7��5�����P�������������8�lX3������ ��:kH68�h7<; ��6��� ����:�� 9���F��6�U>	��� ������H�1���P?�	�����?A���y�`7��5����68��aJ�����P�������������8�l!
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p ���&�� 9�l�F��6�UA7��,#Óß� ÚcßnØ�è�ß$ÕaØÀß�
�ê�Q ÙläFä0R ���H��K���687���K:����MN�� �?A�1kH68��	� ����87A���h7������� ��P=�6��������x7����D������ ����
7���	3�� ����P�8���8���T�1��ÕaØjÞp�QÕpã`ß�
Z�̄ØQßnØjâ/Öúù�ß�
 â Õ}Ö`��6���¯¢ù��)7����&7��y��6�?A���H���D	+�� ����P�8���H�����Ø �����	E!F�8���O	3�� ����P�8���y���@�
	3��6� 57��z�<K� ����H����?A�H7�W������57�� j I@!/Nòßy�Fÿ	�����ÕaØ|���/ûgÕaÞaØ�Ö^�`̈ Q ò Þ R ��	�	��P��kH68���y�����A���8K��� ����T7��C7�K���������������7��
���PF�����ERC��� j I&���>6����P�P���9���H�:7��z�<K� ����y�����|MN�� �?A����7��57������� ��P=�6��������
7��5������ ���78��7��H��6�?A���y����	+�� ����P�8���y���:���
7��1������ 9�:7��17��y��6�?A���H�����8���O	+�� ����P�8���H���l!�B��������:���8K��� ����1����6� D	+�� �?A����7<; ��=��������P �	+��6� ��9����kH68��MN�� �?A�17��
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�Õ}Ö�� è�ß`Ö¬Õ}ÖÑÛ�â$�*Þ¿�	á}Õ}Ö}Öpâ/ÖÑÛ/ÕH��ï
7������� ��P=�6����P���A7��������� ����P���-	+�� �MN�� �?O���8�����&���������87�68���/7�6T��w����9W@?A�����CM������@���P����7�6T�8��?�=� ��|7��|7��H��6�?A���y���
�����8����7�K� �K��l!

É�Ï�íHÐHÏQÕ)Í|ûDíHÏ�Ð Ó ÎlÐHèAèlÔ3ÖYèa�9×�Ô3ë�ëØÐH×FÎ�ÍØÔ Ó è�Õ-Ð
ÎlË8Í�ë�ëØÐHèA×�Ï�Ô3ÍØèlèlË Ó ÎlÐHè
n5���8�-���:	��� ������|�@U�	3K� ��P?A���y�9�����|7�������6� ��-�� 9���F��6�U�6����P�P���9���y�)���17�K���������������7�6����PF���������-���17������� ��P=�6��������

7����`������ ����`7��h	3�� ����P�8���8���T7����17��y��6�?A���H���lX«Nòßy�Fÿ	����lÕ^Ø\���/ûgÕpÞaØ�Ö^��cQ ò Þ R ���H�`�����8�����P��68K��� ������1�vwy	3���`7��
����68��aJ�����P�������������8�2O�s57������������P�����������������y����W� �� �

n �����-����68��aJ�����P�������������8�)7��P�����Y6����zMN�� �?A�����l���C�� �K��
n
K��������y���P�P�����8�-	� ��P?O���P ����-7��&�9���P�P���DK�H�����F! d �P�8���������

����68��aJ�����P�������������8������?�	3�F��K����|7��1�9���P�P���
2/n, 3/n, · · · , (n− 1)/n

�����H�|�����8�����P��68K����|���x����?�	3�F�9���y�
�����

n
K��������y���P�P�����8�|����?�?A�1���1?A���H�� ��1�S; �@U���?�	����`��6��P�F���y�D	+��6� D6��xK��������y���P�P�����>7��:�9���P�P���

3/7
�H���

�����8�����P��68�5����6��17<; ��=3�� �7
7
K��9�����H���P�P�����8�1	� ��P?O���P ����17����Nu����P�H�����y6�?AK� �����K��

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
���:7����y�

�S; 6��������[���������T�����P���������������P���P���������F!3^1���� �K��h���8��6��P���
7
K��9�����H���P�P�����8�`����?�	+�F���P�����1����?�?A�h��6��P�h�

(0, 1, 2), (1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 5), (4, 5, 6), (5, 6, 0)
���

(6, 0, 1)
! p ���:���������1����MN���y�1��6� 1�9������6��8�

7��L�����x����68��aJ�����P�������������8�>����?�	+�F��K����>���Q���� �K���6��P�9���x ���	+�� ���K[	+��6� x�S; K��������y���P�P������7��[�9���P�P���
3/7���� � �����	+���87[R�6��8�5?A��w���������7����: �K���6��P�9�����`��6� :����6������`�����`����68��aJ�����P�������������8�l! d �P�8���SX������1?A����6� ����

?A��w������8���� ���	3�� ���K�����	+��6� C������kH68�A�9���P�P���O7��A����68��aJ�����P�������������8��	� ������8���y�C���V����?�	����O����6������h�����
7������8K����17��5���T�����P���������������P���P���������F!

n �����x����68��aJ�����P�������������8�x 9K@	8�z��kH68K����s��^1��	� ����87������xK��9�����H���P�P�����8�>	� ��P?O���P ����>7����9���P�P���
1/10

�Ø	��� 
�@U���?�	�������7��x���s�����P�����������������H����W� ������A���������� �K�	��P��kH68�>6����8��?�=� ���7��xMN���P���H��6��P6�	3��6� O�� �K��� 
7����T����68��aJ�����P�������������8�A7<; 6��8�x���� ��9���P�8�Q�9���P�P���F!/Z-��6� ��9����kH68�Q�9���P�P���x7��Q����68��aJ�����P�������������EX)���
�F������6� 
7���	+�� �MN�� �?O���8���5 ��������y68����6x�8�����E������6��8�5����?C=��P������������7������F������6� ��:7���	3�� �MN�� �?O���8���h��=������y68���
	+��6� :�����:7��z�<K� ����H���1K��9�����H���P�P�����8�`7��5���������5�9���P�P���F!
f U���?�	����O�

(0), (0, 0), ..., (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
X
(9), (9, 9), ..., (9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9)

n �����A����68��aJ�����P�������������8�O7��P������ûp��ß��UÖ¬àgÕ}ÖV� p ���A7������8K����O7��c����ö ð å�üm�����y�A��6�=37��P�y����K��������
5
����68��a

�����P�������������8�57����Nuv���P�y�����`��6��P�F���y�1����6� `�� ��PF�P�8�F!E^1�
MS���P�`7��h�S; ���8����?C=����C7���78�H��6�?A���y����7����9������6��8�
7����A����6� ������T6���K��������y���P�P�����EX/?O�����A�����A���8����?�=������A7��z�<W� ����y�A���m�8��?�=� ��
7��x7��y��6�?A���H���O���A���
�9���P�P���
��7��

235, 4
�[�>R

564, 1
�[�H�1��������6� ��57��y��6�?A���H���5�E; ���y�5	����`������?At�?A���5	� ���=���=��P�P�P��K��h7��

	+�� ����P�8���8���F!
p ���x?AK����8�H7����>7��ýNòßy�Fÿ	����þÕaØ���/ûgÕpÞaØ�Ö^�� Q ò Þ R 7��L�����8���� �68��������� 7��L�����P������������� 7��[�9���P�P���L���H�x	3��6� 
��=�u��������zM-7��:MN��6� ����P �6��x�l��7� ��`7<; K���687���7��1�S; �P�±°868���8����7�6Q	������9�����R5�S; K��9�8���P������6� D������	3�� �MN�� �?O���8������7����
��w�����W�?A���:7�� j I@!
p ���| �K���6��P�9�����:��=������H68�:���x6����P�P���9���H�:�����|7��z�<K� ����y���|�vwy	3����7<; K��������y���P�P�����8�:7��������P�������������8�:�����y�|	� �K������H��K��
r�{�ýh(*)p+-I'61x:3z70(*)p70(q<*354:)�6�/1.:<'619 354>70(q<'(*)\)�35.:)�� <*35w w (*<'619 354:)\/1(*4y70(*4 6\709 )�<*.06G;�}:w (qw�; ;�8:8J(*w w ;!619 354$7>; I*<Gxy;�4D619 w w 3D4 F (*4�6135.06
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�
�ÕaØrÕaØ�ß�
�ê\Q � à R kH68�T�����5�����P6��������8�h	� ���	3�F��K����C��6s	� ���=���W�?A�A7������Q ��@a
	� �K������H�9���������V7��CF 9���87��5�����P6�?A���h7<; �P��MN�� �?O���������8�h�����y��	��� ������P�����P ����A�<�����P�5���P�����h��=+�� �7����H�h6��L���P�H�l��6
�����8����	���68�����Ø	+��6
7����� 9�l�F��6�U��@X������P�:���P������ �K���6��P�����y�:7<; 6��8�5������������kH68�5�P��K���RT7�������	+K����z���l���������8�17<; �� �7� ��
	��Hw�����kH68�C������	������`7��`�����H�9�F����:	� ��P�8���P	�������?A���H�lX��8��?�=� ���7<; ���H�� �K����5���� ������FXy�����F! �@!yIJ�3���� 9���P�D�P�y��K� ������9���H�
7<; ���P���� D���� ��D7����D�����P6��������8�D=�����K����D��6� &���h�����8����	���6����P���9���������x7����&�P�87��@U<X��S; ��=�u��������zME�y����K:K@�@���H��7<; �P�y��K�F ��� 
78���8�16���?At�?A��?A�y7�W����������`�����y�� 9���P�H�����57����`7��z�<K� ����H���`���P���l��6�U[7<; ��=8���� 9�����������s���8�L7<; ���L7�K�7�6��P ��C7����
 �W�F�����:7��h�����8����	��������[7���F 9���y6������17<; �P��MN�� �?O���������E!
_1�8�:MN�����D�����|7��H��6�?A���y���| ���	� �K������H��K��:��6x�����P�x7��1�S; �P�87��@U<Xy�����|7���?O���87�����7�����6����P�P���9������6� ���	+��6������y�|t��� ��
�� 9���P��K����17��`MS�������
	��P68�1������K��F!
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ð è�ßp�*�jØjÞ}Õ,��êBÔ,Õ���ß`ÖgÖ^ß¬�/Õ<ôc
gÜ àgápè�Õp
U
�Õ<Û)ß��Ö�
�Õ}Ö�� è�ß`Ö¬Õ}ÖÑÛ�â$�*Þ¿�	á}Õ}Ö}Öpâ/ÖÑÛ/ÕH��ï
�,��� �Ê� 2�2 ��� #�� ¡0�1¢/*��C#p¡!¡�#�Î ��¤�( ¡0����.103#)(3(�� ��� 03,!�:.

p ; �P�H���� � ���H���������������Y����	���������7�6�	� ��y��������68�-7�� j I+kH6��y���D7�K��������8���8��R:�9����kH68�D�8��6������P����7���?O���87��|7��
�S; 6����P�P���9������6� l!FqE ������)K��9��	3���-	8 ��P�8���z	3���P���/�����y�-	� �K������H�����)78���8�)���������D	��������`������6��)7<; ��=3�� �7C����MN�� �?�6������������
7�6O=3�������P�Q7<; �P��MN�� �?O���������Q7��:�S; 68���P�z���9������6� ���	�	3����K�����68������ ���kH68t����FXH���8��6��P�������5 ������8�� ��9�8�178���8�&���:���� �	�68�
7<; �P��MN�� �?O���������8�h���������8�[���A	� �K������y�9���������s7����` �K���6��P�9�����������������T7��� �����W� ��TK��9��	3�C	3��6��5t��� ����y68�C����?�?A�
6��8�O	��������QRx	��� ��T���H����W� ��Q7�6V	� ��H��������68�C7�� j I����C�F; �����h	+��6� �kH68�����8��68�h���>�� 9���P�����8��Rx	��� ��C78���8�����
������������� � ! ò �@! p ���l��7� ������8K��� ���kH68�A7��C�S; �P�y���� � ���H���������]�����h7����8������?�	+�F��K�7<; 6��6Úc�	Û/Ùp
�Õ�Û/Õ$ÞgÕgúaâ ìaØ�ÕQ���
7<; 6��8��Ýa���á^Øj����õÛJÜ ßp�)��ß`Þa��ÕaÚ�Õp*ØN!

n p ��?A�y7�W����L7��
 ���kH68t����L7�K��� ��P�x����?�?A���y�x���
=+�������P��7<; �P��MN�� �?O��������� 7����S; 6����P�P���9������6� >7����P�xt��� ��
MN�� �?C6���KT	+��6� �t��� �������?�	� ��������5�� 9���P��K�	��� h���Oi j I@!+n����5�� 9�l�F��6�Us���������H�h	3���8�9�8K��h��6� 5���QMS�������
7<; ����7��� T�S; 6����P�P���9������6� �78���8�����>MN�� �?C6�������������78�O�����]=3�������P��7<; �P��MN�� �?O���������E! p ����?A�y7�W������T7�� j I
	� ��������y�T��������?�	����Q���A �������6� �7��O	3�� ����P�8���8���Q	+�� �?A���������H��K�H������?A���y�AR
�S; 6����P�P���9������6� �7<; ���A�8�� 
�����>=+�������P��7<; �P��MN�� �?O���������L��6
����6� ��17������T ������8�� ��9�8�F!

n p ��MN���8���������L7<; ��	�	��� �����?A���H����7����y���z���������`7��H��6�?A���y�������� � �����	+���878���H�hR����� ���kH68t����C7��h�S; 6����P�P���9��a
����6� D��6A7��y��6�?A���H���D	3�� ����P�8���y���`�Ø	3�� ����P�8���8���1��w�����W�?A���@!FZ)��6� D����MS���P ��FX����P��������?�	��� ��:���` ���	� �K�������a
�9���������x7��1���5 ���kH68t�����R������P������7����|7��H��6�?A���y���|�������P���:MN��6� ����P��6��8�1�P�������17��`7��H��6�?A���y����aS �K���6��P�9�����l!
B���������MN���8���������skH6��/�����1MN�� �����?A���H�h���� � �K���K�����6�U[ ���	� �K������H�9���������8�O��7�����7��y��6�?A���H���h����7��C���O ��@a
kH68t������|������6��8�h7�����	� ��P�8���P	��������`�l�� 9������K� ���������kH68���1kH6��E7��z�<K� ����8�����h������?A�H7�W������17�� j I@!

��T���TGS � HCVXW~[)N�HCVX]ú_�i�L�Y|Y½L'P/NQR*IMR�VL[
IJ�y�@U��������D	��P68������6� ��-?A�y7�W������)7�� j IE��wy���H�)�9������6����9�������9������kH68�|7��D ���	� �K������y�9����������7���7��y��6�?A���H�9�/���

7��: ���kH68t����1���D�9�`MS�������Q7�����������	�	��� ����� l! p ���D?A�H7�W������D�� 9��7��P���������8�����|���H��K���K17�K��� ��P���D7���MS�������O78K@�@���z�P��K��
�*Q Ù � Û R X��9����	>Ýy�������*Q Ùlä0R X��9����	 � �@!�_1�8��7������� ��P	��������
=� �W��H�57����S; ����	������57��� ���	� �K������y�9���������]��7��y��6�?A���H�lX
 ���kH68t��������������y����K��hRTkH68����kH68����?A�y7�W������1������������kH68���:7�� j ID�����:7������8K��h78���8��������	��� 9��F 9��	��8���1��6��P�F���y���l!

P Ô<Õ��yëØÐHèOÐ Ó èlÐ���")ë�ÍØè�ÎlÐHè
p �`?A�y7�W�����=3�y����K����
�����|6��x?A�H7�W����h�@����������kH68����� j I&kH6��3MS���z��	��� �������7����|?A�y7�W������:���8����?�=��P���������:7��

j I�oH78���8�����:?A�y7�W����FXy�9����kH68�17��y��6�?A���H�������D ���	� �K������H��K`	��� D�S; ���8����?�=8�P��7����D���� �?A����kH6������`����?�	3�F�����y�
���Q���s ���kH68t����[7��
�S; 6����P�P���9������6� >�����AM��� �?�6���K��LRs�S; ����7��[7<; 6��8�[�@U�	� ������������o=+�H����K������8�m��7����O���� �?A���x���
7���������68��aJ�@U�	� ������������8�T�������8������K���	��� �7����T��	+K� 9������6� ��T=+�H����K����8�@�@!DB`; �����T6���?A�H7�W����>7��P���@U8�������l�� T�P�
�8�� ����H�H������kH68�T�����h7��y��6�?A���H���h �K�	+���878���H�C7��CMS���������@U8�������ORQ���Q ���kH68t����F!EIJ�&��K�	��� ��A������ ��5�������� �	�68�
7���7��H��6�?A���y���h���s7���6�U[F ���6�	3���O��7��H��6�?A���y���5��K� ��z�3���y�5���O ���kH68t����T��6L�8���3�`�����8�C	3�� �?A���h7����8�T	����
7<; �� �7��������@ ������|7��y��6�?A���H���1Rh �������6� ��8�� :R��S; 6����P�P���9������6� l!�Z)��6� |F 9��7�68�� |�S; ��	�	��� ����������8�l�h��6QF ���6�	+��7����
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U
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@�A�B�� � ! ú n iy���� ��L��=������y6�	+��6� x���V ���kH68t����[=3�y����K������8���

t1 Ou (Non(t2)Et t3 )
�O���oMN���8����������7�6

�����H�����y6�7�6�7��H��6�?A���y�
D

t1 ∈ D t2 ∈ D t3 ∈ D
������ ��57��5	3�� ����P�8���8����7��

D

1 x x 1

0 1 x 0

0 0 0 0

0 0 1 1

7��H��6�?A���y����	3�� ����P�8���y���lX)	��P68������6� ��T?A�y7�W������T=�����K�����6� T�������8K��� ����>7���������68��aJ���8����?�=������>°���68�����H�AK���K
7�K���������	�	+K�� Q Ùlä à R ! p �A?A�y7�W����O=3�y����K����m�
K�H������?A�@�y��K���KOK������87�6]	3��6� C�� 9���P���� �������	+����7��C7��������� �?A���
����	3�� �?A������ ��h7<; �� �7������8�� 1�����:7��H��6�?A���y���`R� �������68 ��8�� Q Ù � à R !�n������@U������8�������8�:7�6>?A�y7�W�����=+�H����K��������y�
��68�����<K���K�	� ���	+�F��K�����	3��6� :	� ����87� ��5���
����?�	����FX8���y�� ��h��6��� ����lX����C	� ��lU��P?��P��K5���y�� ��������:�H����6� � ����8�����17����
���� �?A���17��h���T ���kH68t�����78���8�:����7��H��6�?A���y�`�����P�H�� ��y7�6����9���H�`6�����	+K� 9������6� ,	�ö � ��Q Ù � â R ! p ���9��=���� � ! ú
7������8��6��L�@U���?�	����C7<; ��	�	��� �����?A���y�5���y�� ���6��L7��H��6�?A���y�����`6��8�� ���kH68t����C78���8�`���h?A�y7�W�����=+�H����K����s7��
=������F!

P Ô<ÕC��ëØÐHèAË8ëØé�í/"-Ï�Í � ÖYÐHè

p ��?A�H7�W����A�H�������� ������/MS���P�hkH63���H�CRx�P6��/	��� ������A7����5?A�y7�W������C���P�K�=� ���kH68���l! p ���h ���kH68t������h���h������7���a
��6�?A���H���h�����y�� ���	� �K������y��K��5	��� h7������H��������6� ��h7����H�5�����h����?�	3�F�9���y�����h�����y��������	+����7��5	3��6� 5�����5���� �?A���
7�6m���y�l��=�6������P ��F!�BD����������kH68��?A���H�lX/���x	3����7��

w(d, t)
7�6m���� �?A�

t
78���8�T���>7��y��6�?A���H�

d
7�K�	+���87�7��x���

M� �K�kH68���8����7�6s���� �?A�
��Ø Ý+�`78���8�h����7��H��6�?A���y�����h7��T���AM� �K�kH68���8���A7��H��6�?A���y�9���P ��A7������T���� �?A�FXE�F; ������a
R�aJ7��P ��Q7�6V�8��?C=� ��Q7��Q7��H��6�?A���y���T�y�]���A���� �?A�

t
��	�	��� 9�0©��l! f �V	� 9������kH68�FX-	��P68������6� ��hMN���8���������8�C	3��6� 

���T�l������6��D7��T���OM� �K�kH68���8����7�6s���� �?A�����5	+��6� 5�S; �P�H�H�� �����7��T���OM� �K�kH68���8����7��H��6�?A���y�9���P ��[����Û¿Ý3�`���y�hK���K
6����P�P����K����l!3B����17���6�U�7������8K����`�����H�`R����T=������h7����1?A�H7�W������`����?�?�68�8K�?A���H�5��	�	+����K��ÑØ Ý^ê���Û¿Ý@X��F; ������avR�aJ7��P ��
7����|?A�y7�W������:�y�
���5������ 9�57���	3�� ����P�8���8����7<; 6��
7��y��6�?A���H�`RC6��8�5 ���kH68t����5�����:7<; ��6��9���H�:	��P68�:K������HK5kH6E; �P�
�����H�������y�17��`����?�=� ���68�����|MN�����������|���� �?A���:7������C ���kH68t����57����S; 6����P�P���9������6� C��MS��������6� :Ø ÝgæÀØ�ÕpÞpÚ Ý}Þ}Õ¿úaâ Õp�áa×���X
���/kH68�|�����)���� �?A���&7������� ��P?��P�8���H�&�����/7��y��6�?A���H���D���H�� �����6�U>��MS��������6� ���Û¿ÝgæO�� ã�ÕpÞ}Ö¬Õ�Û)�	áaâ�Ú�Õp*Ø/Ý}Þ}Õ¿úaâ Õp�áa×���!
p ���F������6� �7������P?��P���� ��P��K5���y�� ��`���`�H��������6� | ���	� �K������y�9���H�:6��>7��H��6�?A���y�:���|���`�H��������6� | ���	� �K������y�9���H�:6��8�
 ���kH68t����A7������8�A���x	3�� ����P�8���8���O78�����O7��H��6�?A���y��	��� h 9��	�	+�� ��CRx���x ���kH68t����poY���������A���P?��P���� ��P��KO�����������za
��6���K��C	��� �6��L	� ��y7�6��P�h���l�������P ��T��6��Ø���C	8�z6�������6��H���H�@�:	��� 5���O?A����6� ��T7�6s���F���P�y68��7��C�S; ����F�������y�� ��C�����
7���6�U>����������6� ��Q Ù � â R ! p ���9��=���� � ! ò 7������8��kH68����kH68����6��8���17�����MN���8���������8�:�P?�	���K�?A���H��K�����78���8�:���� ��9���P�8�
?A�H7�W������:	+��6� : ���	� �K������H���� `�����:7���6�UQMS��������6� ��l!
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@gA�B�� � ! ò n f U���?�	������:7���MN���8���������8�òØ Ý�������Û¿Ý�Q Ù ú R !
f(d, t)

�����������8��?�=� ��h7E; �y����6� � ����8�����`7�6>���� �?A�
t78���8�|���`7��y��6�?A���H�

d
Xy7yM��Ø�@�D���������1�8��?C=� ���7��`7��y��6�?A���H���1��6x�����P�x7�����kH68���������`���� �?A�

t
��	8	��� 9�0©��lX | D |�����:�����8��?C=� ��5�����9���Y7��57��y��6�?A���H���l!

{����8���������8�:Ø Ý �P?O���� {����8���������8�ò��Û¿Ý �P?O����
tf(d, t) = f(d, t) [0, 1] idf(t) = log(|D|

df(t) [0, log(| D |)]
tf(d, t) = f(d, t)

maxt′ (f(d,t′)) [0, 1] idf(t) = 1
df(t) [ 1

|D| , 1]

tf(d, t) = 1 + log(f(d, t)) [0, +∞] idf(t) = log( |D|−df(t)
df(t) ) [−∞, log( |D|−1

|D| )]

P Ô<Õ��yëØÐHèOÌ-Ï�Ô*"-Ë�")Í�ë�ÍØè�ÎlÐHè
p ; ��	�	� ��H�9�8�C	� ���=���=��P�P�������T��� j I:�AK���K��P���P����K���	��� #Óß�Þ¿��îÕaØ�nòâ/è/�ÖT���

1960
Q Ùlä � R !�n���	�6����lX3���P���

�����C?������Q����ã�6��y ��O	��� T7��P���� ��������9���9������kH68���T78���8�C�������� 9���F��6�U]7���#Óß�Þ¿��MÕaØ ð �	�p��ÕpÞ�X-����6�U]7���ã`ß�
��� ýgÖ¬ûgÕpÞQ�/Õp[��6x���8���� ��57�� ð Þg�¿ÝpØ½ÕaØ2��â�ÞaØj
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	� ���	+�F��K����5	��� :n<Õp*ØrÕaØ�ß�
�ê/�+���T 9��	�	+���&�����5���Q	� ���	3�� ��������]7���7��H��6�?A���y���h �������6� ��8K��5	��� �?��&����6�UskH6��
�����y�:	+�� ����P�8���H���������� ��`kH68�5���T	� �K������������[�����:���T	� ���	+�� ��������L7��h7��y��6�?A���H���1	+�� ����P�8���H���`	��� �?��-����6�U
kH6��
�����y�D �������6� ��8K��l! d �P�8���SXy��6O�� 9�l�H�� ���7��1������7���6�UO?AK��� ���kH68���lXH�S; K��F���P6����������x�������H�|����?�	����`7����|7��H��6�?A���y���
	+�� ����P�8���H����7�K���������K��C	��� ����
��w�����W�?A�O7�� j I����T7����C7��H��6�?A���y���C�8���]	3�� ����P�8���y���C ��@MN��6���K���	��� C���O��w���a
��W�?A�h7�� j I`�Ø�8���
 �������6� ��8K��@�@! b K��8K� 9������?A���y�lX8���5 9��	�	3���Y���:���C	� �K������������������y��6����P�P����K��:���8����?C=����O������68�
MN�� �?A�Q7E; 68�8�Q����6� �=+�O 9��	�	+���t��	� �K������������������8���� �6��P���Q�K��8K� 9������?A���H�A�����l������6������y�T���
?A�lwH�����8�Q7��O 9��	�a
	+���t��	� �K������������T	+��6� -6��T��w�����W�?A�D7�� j I+	3��6� )6��C���8����?C=�����7��D ���kH68t������@�@! p ���Y?AK��� ���kH68���)?A���P�8�)�������H68���
�@U����������y�lX�����?�?A�5����Ýaß�
�
���â�Ø�kH6��<7������8������	� ���	+�� ���������7���7��y��6�?A���H���:�8���x	+�� ����P�8���H���1kH6��+�8�������y�|	����
 �������6� ���K��:��6x���Ñ�/àp'àpÞgß�
 �jØ�à5kH6��<����������	� ���	3�� ��������
7���7��y��6�?A���H����	3�� ����P�8���y���:��6>�����P�>7��`���C�����P�������������E!
p �[�8F6� ���Û�! Ý�7������8�
7����A7�K@�8���P�������8�O7��>������?AK��� ���kH68���l! � 68����kH68���A	� ���=���W�?A���O�����H�A��������87� �K��A	��� 
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�q�t�q��Û�! Û n j K�	��� ����P�������[7����:7��H��6�?A���y���17<; 6��8�h�����P�������������
MS������RC6��8�5 ���kH68t����O�Ø	3�� ����P�8���8���h=��P�����P ����@!

�q�t�q��Û�! Ý n �[K��� ���kH68����������������kH68���|7�� j I1�Ø	+�� ����P�8���8����=��P�����P ����@! p ���:7��z�<K� ����H�������8����?C=������������y��7�K@�8�����
���x�8F6� ���Û�! Û

Z/ �K������������ j ��	�	3��� {3���P����6�� b K��8K� 9���P�P��K

|Pert∩Ret|
|Ret|

|Pert∩Ret|
|Pert|

|C−Pert|
|C−Ret|

|Pert|
|C|

�S; 6����P�P���9����������7��h������?AK��� ���kH68�����
n 	+��6� E���) 9��	�	+���SX��P�H�����<�8K��������9���P ��&7��/���������0©��� ��&�S; ���8����?�=����D7��/����68�<�����E7��y�@68?A�@�y���-7��)���������P�������������
kH6��y�����H�Y	3�� ����P�8���y���Y	��� Y 9��	�	+�� ��)R�6��8�& ���kH68t����po�78���8�E�����-�����P�������������8�Y�H���P6�?��P�8��68�����lX��������y�l; ���HW� ��
�P?�	+�F�����P=����F!

n �S; 6����P�P���9������6� T?A��w����������� 9�� ���?A���H�T�P�H�9K@ 9������KO	��� C6��V�9��6�U]7��A 9��	�	+���|K�������KL�N��6��� ���?A���H��7��P�C���
���������������9���8���[7�������68�A�����Q7��y��6�?A���H���Q	+�� ����P�8���H���@�@X�?At@?A�[�l; �P�`�@U���������7����x��	�	��P���l���������8�Q	3��6� 
������kH68���P�����:�����9��6�U
7��� 9��	�	+���Y�l; ���HW� ����P?�	+�� ��9���H�l!

n 6��8�C	� �K������������LF����=������C�8�C7������8�C	�����7��� ����8�����PF�8��?A���y���5��6� `���O	3�F���P�������s7�����7��H��6�?A���y����	3�� �a
���P�8���y���l! p �Q?A����6� ���7��C����6����T	8 �K��@�����������Ø	� �K���������������6� ������5	� ���?����@ 9�h7��H��6�?A���y���5 �������6� ��8K��@�'û�p
	+�� �?A���C7���	3���z�P���� �R>����	� ���=���W�?A�F! f �V�@�<���lXY�F; �����h6��8�A?AK��� ���kH68��MN�� �����?A���H�C���� � �K���K��xRx���>�9��a
������MS�����������L7��h�S; 6����P�P���9������6� `?A��w������8���@��?�?A�@�y��	3��6� `���� ������8�� ��9�8�C��6� 1���h����=�o37��h	��P68�`���P���������
MS�����P����RC�P�y���� �	� �K����� l!

n ����?AK��� ��PkH6���7��h	� �K������������L��6� 1�����1	� ���?����� ��`7��y��6�?A���H���` �������6� ��8K��`�8�h	+�� �?A���`����6����@MN�����1	����`7��
=�������7������� ��P?��P�8�� T�����C��w�����W�?A���C7�� j I������P���Q�l; �H����6�	+�A�8��������?A���y�T6�����kH68��?A���H��7��O���>	� �K������8���
��6��8����7����x7��H��6�?A���y���x	3�� ����P�8���y���x	��� �?��������Q	� ���?����� ��Q �K���6��P�9�����@�@!|n���	��P68�lXD�P�������x7��z�O���P���
7<; �P�y���� �	� �K����� 
6��8�L?A�lwH�����8�[MS���P���[	+��6� 
���������L?AK��� ���kH68�L	3��6� 
7��z�<K� ����y�����> ���kH68t������������P���s�����
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���P�H�l��6�U[7��C 9��	�	3���/���������L�����` ���kH68t������@�@!+nT; ��	� �W��`�����`�� 9�l�F��6�U[7��$ù�â�ápÿ	
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10
7��H��6�?A���y���| �������6� ��8K��|	��� |�@U���?�	����5�h6��8�1?O�� ����7<; �� � ���6� |	��P68��F 9���87���kH68�

7<; ��6��� ����:?AK��� ���kH68���C� j aS	� �K����������������,#õÕ¿ß� � ã�ÕpÞgß¬�/Õ,�ÞgÕgáa�UÖp����[�8���9��?�?A���H���@!
n B��� ��9���P�8����w�����W�?A���17�� j ID�8�5MN��6� ������������y�1	����:6��[�� �7� ��h�����9���-���y�� ��h�����`7��H��6�?A���y���` �������6� ��8K��Lo
78���8�����x�����H���@U����FX)�P���T?AK����8�H7����A7��x���������� �68���������m78�Q����6� �=+���T	� �K��������������� 9��	�	+�����8�x�����H�T	����
7��P ���������?A���y�16����P�P���9��=������l!

p �s	� �K����������������O���
 9��	�	3���1 ��5°�W������y�Q7����x����	3�������Q7��������P�8�����O���Q����?�	���K�?A���H�9���P ����x7����A	+�� �MN�� �?O���8�����
7����`��w�����W�?A���:7�� j I����`�����H�17������56����P�P����K��`���8����?�=����FX3���� ��9���P�8����6�����6� ��`��6�F�W� ����H�1�S; 6����P�P���9���������L7<; 6��8�
?AK��� ���kH68�|6�����kH68�|	3��6� /�S; K��F���P6����������E!Fn����)?AK��� ���kH68���&����?�=��P�����y�/���� 9��	�	+���8���)���1	� �K������������A���T6��8������6����
�F������6� 1���y�1���P�8���E�y6>���|u���6� ���?A�lwH�����8�5���� �?A������kH68�FX f aS?A�l����6� ��FX������F!

IJ�8�@U���������K�H������?A���y��7����/?AK��� ���kH68���D=�����K����&��6� &���`	� �K������������Q���&���| 9��	�	+��������?�?A�:��� j aS	� �K������������[�
RK��9���y�D�����8��?C=� ��17��:7��y��6�?A���H����	3�� ����P�8���y���D	+��6� &���5 ���kH68t����1���������P78K@ 9K����D���P�8����kH68�:78���D����������F 9��?�?A���

7��|	� �K������������A ���kH68t����|	��� / ���kH68t����F! p ����å��*ÞgÕgáa�UÖp����Q�����/6��8�:��	�	� ��H�9�8��	+��6� / �K�����687� ��|�����/	� ���=���W�?A���D7��
����	� �K������������
��	� �W���6��x�8��?�=� ��`��U��`7��`7��y��6�?A���H���������+kH68�1	� �K������y��K`	� �K���K�7���?�?A���y�h�y������kH6��1 ���kH68t����
�����|K��F���z6�K��5��6O	+���P�H�|�y�Q���5	� �K������������x�������: 9��	�	+���+�����y�D��7����y����kH68���l!�i��5?O�� ���`7<; �� � ���6� ������D	��P68�DMN���P=����
kH68�h�����P���h7��

P@10
?O������	��P68��F 9���87���kH68�5�����P���h7������ # � � Q � Û R !

p ��?AK��� ���kH68�Ê# � �û�����O����?A�lwH�����8�[7����O	� �K������������8�x��=������y68���>��	� �W��Q�9����kH68�[7��H��6�?A���y�Q	+�� ����P�8���H�
 �������6� ���K�������68���P�z�����x�lK� ��s����?�?A�x	� �K������������m	+��6� T������7��y��6�?A���H���A	3�� ����P�8���y�����8���m �������6� ��8K��@�@! f �P���
���� � �����	+���87A�K���?AK��� ���kH68��?A���y��R����� �K�F�����Q����68�/���h����6� �=3�:�8���A�P�y���� �	+����K��`7��� 9��	�	+���t��	� �K������������E!�B��������
?AK��� ���kH68�O�l; ��	�	�6����A��6� 5	��P68�h7<; �P��MN�� �?O���������]��6� 5���Q�P�������A7����5 �K���6��P�9�����h���������5	��P68�5	�6������9���y�������h	��P68�
���9��=����FX�?O�����:	����1������K��hRT�P�H���� �	� �K����� l!
n5���8�Q�����x7��z�<K� ����H�����x	����������Q7����x�l��?�	���F�8���>7<; K��F���P6����������EX��P���@U���������7����Q?AK��� ���kH68���>��78��	���K����
R����
�9G��9�8�0����=�u��������zMN���y����K���78���8�����������A	����������E�@U���?�	����A���Á#ú��� ç�#õÕ¿ß����Õgáa� �*Þ¿�	ágß�
p��ß��ÿgé��Ø?A�lwH�����8�O��6� 
�S; �P�y���� ����A7�6� 9�����7�6�	� ���?����� C7��H��6�?A���y��	3�� ����P�8���y�@�578���8�h���Q�9G��9�8� 	òß�Ú�Õ���ß¬�/Õ=�À���Û�����F! p ���5	� ���a
=���W�?A���C����68�������y�C���>?AK����8�y7�������F���x7��A?������O���V	��������Q7��O�����P�������������8�T7��A�������T���<���������y�C7��P ���������?A���y�
����6������`�����:?AK��� ���kH68���lX8	��� �������6��P��W� ���?A���y�`�S; �P�8����?�	���K���6878�C7����&uv6����?A���H�9�17��h	3�� ����P�8���8����	3��68 :�����1�����za
�������������8�-�����P6�?��P�8��68�����l!�n��&	��P68�lX������E?AK��� ���kH68���)�����H�-�� ������H��K����)��w�����W�?A�&���Y�8�&	� ��������@�y�-	����-���C����?�	����
�S; 6����P�P���9������6� l!
f �P�������8�C�����y�`	����` ���=�68�������1MS�����TRO�S; �z������?�	8�PK���687���7�����uv6����?A���y����7��C	3�� ����P�8���8���F!<Z-��6� �	����P�P���� hRQ���
	� ���=���W�?A�FXH�����&�� 9�l�F��6�UA7��Hù�â�ápÿ	
�Õp×�ÕaØªù��	��Þ}è�ÕgÕ}Ö>Q � Ý R 	� ���	3�F�����y�D6��8�:?AK��� ���kH68�17<; K��F���P6����������O=�����K��1��6� 
�����D	+�F���P�������8�D ����������P�H���|7�����7��H��6�?A���y����	3�� ����P�8���y���|����7�����7��H��6�?A���y���Fý}ân�/à}Ö����D�8���O	+�� ����P�8���y���l! p ; ��7�K��
������7��`?A����6� ��� �������	+�� �MN�� �?O���8�����:7<; 6��>��w�����W�?A�����>���1=����9���y�|6�����kH68��?A���y�:��6� �������7��H��6�?A���y���/uv6��K��l!
p ���T?AK��� ���kH68���C�� 9���P��K����T	� �K���K�7���?�?A���y���8�AMN���y�T�����@�<���A��68��6��8�x7��������P�8���������m���y�� ��x7����T7��H��6�?A���y���
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uv6��K����8���V	+�� ����P�8���y���T��6��P���Q��6B���	��
 ����s���T7����C7��H��6�?A���y���C�8���[uv6��K��l!)B��������Q�8��6������P���O?AK��� ���kH68�Q���
����6��5t��� ���68�8�hMN���8���������s7�6L�8��?C=� ��T7���MN�����`�y�L6��s7��H��6�?A���y�|uv6��KT�����8���[	+�� ����P�8���H�h�����` �������6� ��8KAR
6��> 9�����?A���P�P����6� 1kH6E; 6���7��H��6�?A���y�&uv6��K�	3�� ����z���@�y�Lo8���P���h���`=������57����8�h��6� �6��8���8����������7���	� �K@MNK� ����8���
7<; �y�
�P�5�8��?²û��*ÞgÕjÝ�	+��6� <ûp���ß�Þp×��*ÞgÕjÝ^ÕpÞ}Õp�á}Õ�!
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t
�lwH���y�

R
7��H��6�?A���y���:uv6��K��5	+�� ����P�8���H�������

dpert

6���7��y��6�?A���H��	3�� ����P�8���y��	3��6� 
t
o+���

û��*ÞgÕjÝV�����5�l������6���K��A�@�LMN���8����������7����57��y�@68?A�@�y���
d
�8���L	+�� ����P�8���H���h	3��6� 

t
���� �������6� ��8K��5	��� �?��/�����

R	� ���?����� ��17��H��6�?A���y���17��5���C�P�������h7����� �K���6��P�9�����:����?�?A����6��P�h�

bpref =
1
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1 − d retourné avant dpert
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bpref − 10 =
1

R

∑

dpert

1 − d retourné avant dpert

10 + R
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�q�t�q��Û�! ú n f U��� 9���P�17����/uv6����?A���y���17���	+�� ����P�8���8���CRC�� ������17���F �K���������68�:7������������P������������� ¦���ü�'îl
ØQ�p�*��á n��y��6�?A���H� n���F �Kh7��

	+�� ����P�8���8���
451 0 WTX007 − B50 − 87 0

451 0 WTX008 − B17 − 23 0

451 0 WTX008 − B26 − 172 0

451 0 WTX008 − B37 − 10 2

451 0 WTX008 − B38 − 114 0

451 0 WTX008 − B39 − 477 0

451 0 WTX011 − B03 − 195 0

451 0 WTX011 − B16 − 71 1

451 0 WTX011 − B28 − 183 0

451 0 WTX011 − B28 − 222 0
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	3��6� :�8�F�1�@U�	3K� ��P?A���y�9���������8�Lo8�8��68�����T	� �K������H�����8�:	��P68�1���
7�K��9���P�Y���[��6
�9����	��P�� ��5Ý8!

ÒC×>ÿ�Ø � p �L�9G��9�8�
�K��8K� 9������7<; 6�����w�����W�?A�
7��> ������8�� ��9�8�[78���8�O7����O7��H��6�?A���y���O}�� p �����O7�K@�8�����
����?�?A�������P���T78�C �������6� ��8�� lX+�8���s	����57�����7��y��6�?A���H�9�h���H������ ��lX+?O�����57����5����?�	3�F�9���y���h7��T7��H��6�a
?A���H���[��K���K�?A���H���O}�� p �CkH6��:�����H�A���x	��P68�ùÖ�� à¿áa� ó½úaâ Õ}Ö[���A���x	��P68��Õ¿í`è�ß�â/ÖaØj� ÝgÖ
	��� A 9��	�	3�� ��x��6
=3�������P�L7<; �P��MN�� �?O����������7����S; 68���P�z���9������6� �!+n5���8�1���O�l��?�	���F�8�T7<; K��F���P6����������sI e`f }TX8���A	3�� ����P�8���8���

Þ�Û



ð è�ßp�*�jØjÞ}Õ�¬�êBöã`ß�
 â�ßnØj����BÕp̀ ��ï:ÕaØ���ß`Ö}Ö^ß¬�/Õ<ôc
gÜ àgápè�Õp
U
�Õ
������6��8���8��������������?�	����@U��5 ���	� �K������y��K��5	��� 1�����:7���6�U
����	+�������1kH68�5�����H�����S;UÕ¿í`è�ß�â/ÖpØj��ã¬�jØ�àx��kH6��E ��@a
°�W�����R`kH68����7���F �K|6�������?�	+�F�9���H�D7��|7��H��6�?A���y�/	��� �����7�6���6Fu����/7��� ���kH68t������-���)���òÖ�� à¿áa� ó½áa�jØ�à���kH6��
 ��5°�W���������?�=������s6��s����?�	+�F�9���H��7�������6����T7���MS�������s�@U����P68���P�H�T7�6s��6Fu����57��C���O ���kH68t������@!YBD������6��
7��������5����	3�������`�P�±°868���H�5��6� 1���A	3�� ����P�8���8�����8�������T7<; 6��[K���K�?A���y��}�� p �8	��P68���@U�����68�����zMD���`	��P68�
��	3K����z��kH68�A6��VK���K�?A���H�C�����lX<	��P68��������K���K�?A���H�C����������6������P��KA����?�?A�A �K�	+���8����	��� h�S; 6����P�P���9������6� l!
BD������6���7��[�����x7���6�U�����	+�������O	+��6��Q	� ����87� ��[	��P68������6� ��Q�F������6� ��L������?�	� ��������x78�����O�S; ���8����?C=����
{0, 1, 2, 3} �@!<B����57���6�UL7��P?A���8�������8��	3��6��H���y�5���8��6��P���Tt��� ��T����?�=8�z��K����5	+��6� `MN��6� ����P �6��8�T����6����K����8���P���h78��	+�@ ����P�8���8�����@�
6����P�P���9���y�:6��8�`MN���8����������7��hkH6����y���z���l���������[����?�?A�h��6��P�h�

fquant(e, s) : ES −→ [0, 1],

d R�������kH68������6�	����[7��
�F������6� Q7<; �@U�����68�����P�y�P��K����Q7�����	+K����z�����P��KFX����������
MN���8�����������������y�����>6��8�
�F������6� D78���8�&�S; �P�H���� ��F���P���

[0, 1]
	+��6� D7�K��� ��P ��:�S; ���8����?�=����17����&	� �K@MNK� ����8�����D7����S; 6����P�P���9������6� lXHkH6��������

���T7���F �K�7��T	3�� ����P�8���8���A7��T�S; K���K�?A���H�����skH68�����������E!<n`�P�H�� ������1MN���8���������8�h7���kH6����H���z���l���������V�����y�
6����P�P����K����T�����P����kH68�O�S; ��������6������P���O	� ��z�y�P��K�F���� T�S; �@U�����68�����P�y�P��Kx��6V������	+K����z�����P��KQ7����TK���K�?A���H���AR
 �������6� ��8�� C�+nÑßz�¬ß��HQ à ò0R �@!

× ! É Ò î p ���`�l��?�	���F�8��� e q1B�I j ���H�1	3��6� `��=�u��������zM&7��h	3�� �?A������ ��C7����1K���687����`��6� :��� j I|78���8�17����
7��H��6�?A���y���)���`u���	3���������l!�qE ������)7���F �K��-7��D	3�� ����P�8���8���|���y�)K@�9K���7���	���K��|�l	+�� ����P�8���H�lX�	��� ��������P����?A���y�
	3�� ����P�8���y�1���:�8���
	3�� ����P�8���y�l!

É�Ô3ë�ëØÐH×FÎ�ÍØÔ Ó ê�ëJì C
Ó Í � ÐHÏ�è�Í�Îlí
Õ-Ð ! Ë ��Ì&ÐHÏ�ÐÊ� n5���8�������l��7� ��A7<; 6���	� ���u�����RQ�S; _1���P���� ����P��K�7��Aq-��?Ta
	3�� ��FXl������uv6����?A���y���Y7��/	+�� ����P�8���8���&	+��6� 

38
ØQ�p�*��ápÖD������68�E7����E�����P�������������8�-7�������ö ð å�2`���H����ö ð å�Ù

���H�`K���K5 ��@MS���P���l! p �h=�6��17��h���h	� ���u����1K��9���P�`7��h�� �K��� 16��8�h�����P�������������[	3��6��F���y�`t@�� ��56����P�P����K��h	3��6� 
K���687����� ������h7��y��6�?A���H������ �W��h	3�� ����P�8���y���lXE���>�l��	������P��KO7�������w�����W�?A����RQ�����h �������6� ��8�� C���h������7��zMØa
MNK� ����8�����`7��h	+�� �MN�� �?O���8������7<; 6��[��w�����W�?A�h���� ���kH6E; �P�-�����`K��F���P68KC���[���H�y�P ������8��?A���y�hR�	3�� ����P�8���8���
=��P�����P ��
	��� A 9��	�	3�� ��xRs�����oK��F���P6�������������6o�����P�o7<; 6��o���y�y�P ������8��?A���H�>RL	3�� ����P�8���8���
?C6��P���P�F��a
�P68K��F! � 6����� ��s78�@F 9K���7��L	+�� ����P�8���8�������y�
K���KV��7���	���K��>	+��6� 
���������������P�������������Â���8��7��L?�����6�U
7��������P��F68�� T�����T7��y��6�?A���H����?O�� �F�P��������?A���y��	+�� ����P�8���H����78����7��H��6�?A���y���T	+�� ����P�8���H���A���T7����T7���a
��6�?A���H���>�� �W��x	+�� ����P�8���H���l! f ���@�<���lX��S; 6����P�P���9���������ó7��[�� ������>���P���l��6�U 7��[	+�� ����P�8���8����78���8�>7����
�����P�������������8�D����?�?A�:��� ¦���ü�'îl�	8 �K����@�y��K�	� �K���K�7���?�?A���y���8�|	+�� �?A���&	����D���������:��K�	��� 9���������L�G¯'��Þpå
Ú<â�'Õp»Q Ù Ý ò:R �@! p ; K��9�8���P����RAkH6����� ��h	3���P�y���16����P�P����K���	3��68 1�����Duv6����?A���H����7��h	+�� ����P�8���8���C�����`�����P���
6����P�P����K��5	3��6� :���������8���� �68���������[7<; 6��8�h�����P�������������[���>�8�������878�����`��6������P�
7��5�S; _1���P���� ����P��Kh7��hq-��?Ta
	3�� ��F! f �P���O7������8�A7����h�P�87����l���������8����68 h���AkH6��&�����C���������87�6V7<; 6��V7��y��6�?A���H�C7��A�9����kH68�����P���l��6
7��:	+�� ����P�8���8�����G'̄��ÞpÚ<â�'ÕpÊQ Ù ÝHú R �@!yZ)�� |�@U���?�	����FXy���1�� ��P��W� ��`	3��6� �6��x7��y��6�?A���H�)uv6��KÝaß`�Qûp
UÕpÚ�Õp*Ø
��ÕpÞaØj��'Õp*Ø 3 �|������kH6E; �P�+����?�	3�� �����7����D�P��MN�� �?O���������8�:R5	� ���	+�F��7�6Q=3�������P�x7<; �P��MN�� �?O���������>7��1�S; 6����P�P�za

4 % £u!�#�d��ô�)!�côc ø¢#�%!c %+õ+!��,�
Þ�Ý



¬�ê��/êBöã`ß�
 â�ßnØj����BÕp`��ï½��ß�Þ�
�ßò��ÕpÞaØj��'Õp�ápÕòÚ<â�
�Øj��ã`ß�
 â àgÕ
�9������6� 1?O�����1kH6E; �P�-����?�	3�� ����C���E	+��6�7<; �P��MN�� �?O���������skH6E; �P�Y�����y�� ��P=�68��7��z�O���P����?A���y�5RA�����P6����������8�� 
����	� ���=���W�?A��7��5�S; 6����P�P���9������6� 3 O�!�B��������h�����P�������������[���� 9�T7�����	+�����P=����h����6� 9���y�

2007
!

! ÐHÏ�Ë�"/w<ÎlÐ�� B���������	���������7��M����ö ð �H���P�/���)u���6� &���
2004

���D���P���|6����P�P���������������P�������������Q��	�	+����K��ïlHòù��H!
p ���huv6�����O���y�O6����P�P����K>6��8��K��9�8���P���[RL�� ������Q7���F �K��Q7��>	+�� ����P�8���8�����Ø�8���o	3�� ����P�8���y�lX&	+�� ����P�8���H��X
����6�����?A���H�D	+�� ����P�8���H�@�@! p ���Euv6�����/�H6�?O���P�8�D7�K����� �?��P�8���y����6�UT?At�?A���/�����&�� ��P��W� ����D7��:7��������P�8���������
���H�� ���7��y��6�?A���H���
	+�� ����P�8���H�������
7��y��6�?A���H������ �W��x	+�� ����P�8���y���l!`B���	3���878���y�lX����� ��
7��s���]	��������
7<; K��F���P6����������EX������:?AK��� ���kH68����RT	+�� ����P�8���8����=��P�����P ��������y�:6����P�P����K��lX����hkH6��EMS���P�:	3�� �7� 9�h���5=+K��8K@�����
kH68��	+��6� � 9���P�`��	�	+�� ����� 1�����17���F �K��:7��5	3�� ����P�8���8���Q� ð 
�ß�Þ}ÿnÕ<ÕaØ\'̄ápè���
�ÕpÞúQ Û ÙDR �@!

¸�T���Tt� Ä ªÃ[nP/NG«��ÀR�]úÈËY�R PJ[)NGVÀR�VXW�RñIc�Xd�[)N�Â'L�d1�\ª R
p ���h	� ��P�8���P	���������?AK��� ���kH68���h	� ��������y�C���V����?�	����A���x	+�� ����P�8���8���A?C6��P���P�F���P68K��O�����y�5������68����7����5�� 9��a

�F��6�U>7��:n<Õ}ÿ]í�
�í���'ÕpBÕaØgtRí�Þpã�Õp
 ���!�n5���8�:�9������6��8�h7��h�����:?AK��� ���kH68���lX8������kH68�h7���F �K�7���	+�� ����P�8���8���������
 ���	� �K������H��K�	��� �6��8�T�F������6� 5�y6�?AK� ���kH68�
�N�� �=��P�� 9���P ����@!E_1�8��7����5kH68�����������8�5����������������� Us7����������F������6� ��
�������A�����8�C7����H�T�@�P������	+��6������y�Ct��� ��A	+�� �����68�����l!YZ/�� C�@U���?�	����O�������P�H�l��6]7��A	+�� ����P�8���8���XR:è�ß�â�Ø�ÕpÚ�Õp*Ø
��ÕpÞaØj��'Õp*Ø�Ty������ ���	� �K������H��K5	��� |���C�F������6� ��H6�?AK� ���kH68�

3
�@���������P���l��6ÚRòÚcß�Þ������ß�
�ÕpÚ�Õp*ØO��ÕpÞaØj��'Õp*Ø�TH	��� 

���x�F������6� 
1
oE������aJ���QR>7��P ��OkH6E; 6��V7��y��6�?A���H�C����6�����?A���H�C	+�� ����P�8���H�T�����

3
MN�����h	��P68�h	3�� ����P�8���y�TkH6E; 6��

7��H��6�?A���y�1?O�� �F�P��������?A���y�`	+�@ ����P�8���H��É�B���������kH68������������7�6��9�8���zU
7����:�F������6� ��:�y6�?AK� ���kH68���`RA�������y������ 
��6�Us���P�H�l��6�U�7��A	+�@ ����P�8���8���Q���������P���O7�6V�8��?C=� ��O7��O7���F �K��C7��A	3�� ����P�8���8���O ����������y�C��6����� ������C��� j I@!
Z)�� �?��E�����|?AK��� ��PkH6����:	� ��������H�1���
����?�	����5	��P68������6� ��:7���F �K��:7���	3�� ����P�8���8���FX8�P�<wx�T�����P�����:kH6��<K������87����y�
������?AK��� ���kH68���T������������kH68���C����?�?A�Q���>	� 9K������������m���C���A 9��	�	+���|���T�����P�����TkH6��D�P�y�� ��H7�68�P�����y�T6��]�8��6����l��6
�����8����	����������P6��Y7�6
H���P��7<; �P��MN�� �?O���������� �Kl���P����Kh���xMN���8����������7�6�7���F �Kh7���	+�� ����P�8���8����7�6
7��y��6�?A���H�l!
qY��6������:������?AK��� ���kH68�����8K����������P�����y�17����� 9���8��MN�� �?A�� ��S; ����	+�����:kH6����P�P�9�����zM&7<; 6��>���P���l��6�7���	3�� ����P�8���8�������
6��8���F������6� 5kH6����H���P�9�����P�H�F! p ���`�� 9�l�F��6�U[���H���K��8K� 9������?A���y����7���	���KC6��8���� 9���8��MN�� �?O������������?�	��P ���kH68�T���
Öpâ ûjý^Õ¿á^Øj��ã�Õ�! e ��68�:7�������6������8�17��h���������5�� 9���8��MN�� �?O���������[��6�������	��P�� ��hÝ8!

-CÎ�ÎlÏ�Í�")ÖEÎ�ÍØÔ Ó ÕDì�Ö Ó Ð � Ë8ë�ÐyÖYÏ Ó Ö,��íHÏ�Í � ÖYÐ
ês×�ÊYË � ÖYÐ Ó Í � ÐHË8ÖoÕYÐ�Ì&ÐHÏ�Î�Í Ó Ð Ó ×�Ð
n5���8�:�����:�� 9�l�F��6�U
kH6��EH�� �7����y�1�����17���F �K��`7��h	3�� ����P�8���8���1uv68��kH6E; RT���T	��3�����h7<; K��F���P6����������m������?�?A�

7��P��	� �K���K�7���?�?A���y�lX����C	��P6�	��� ��`7������� 9���F��6�U> ���F ���6�	3���y�1�����:7��z�<K� ����y���:7���F �K��17��5	3�� ����P�8���8�������:	3��6� 
���1	��������|7<; K��F���P6��������������1	3�� ����P�8���8���� ���7����y�����H�/=��P�����P ����@X��P�������-�P�8�����y����6� �����=����:7<; ������ ��P=�68�� /6������F������6� 
�H6�?AK� ���kH68�QR
������kH68�A���P���l��6]7���	+�� ����P�8���8���x���8�V7��A �Kl���P������ h�������l������6����C7����h�F������6� ���7����h?AK��� ���kH68���
7<; K��F���P6����������E! p ���:�� 9�l�F��6�U�7��:n<Õ}ÿ]í�
�í���'ÕpËQ àFà R =�����K��1��6� 1kH6����� ���7���F �K��`7��h	3�� ����P�8���8���C���y�1	� ���	3�F��K
kH6����� ��x���9�8K�?O����7��x	3���87�K� 9����������7��z�<K� ����H���lX/���3��kH68�x���9�8K�?O�L7��Q	+���87�K� 9���������o�����������8��KQ 9��°3K@�9�@ A���
4 r ?�428J(*.06L4:3�61('/Cw�; .0619 w 9 )1;!619 354�70(*)�61('/1+-(*)�<*35+-+-(�*,%+"H35.W �� Ûm !��c %+£�%+�,� � .:9^)�354 6�70(*)L4:3�619 354:)L)�.:}L=t(*<'619 vD(*)*�

Þ�ú



ð è�ßp�*�jØjÞ}Õ�¬�êBöã`ß�
 â�ßnØj����BÕp̀ ��ï:ÕaØ���ß`Ö}Ö^ß¬�/Õ<ôc
gÜ àgápè�Õp
U
�Õ

�q�t�q��Û�! ò n � 6����� ����1���9�8K�?O���:7<; ������ ��P=�6��������L7����F������6� ����y6�?AK� ���kH68���`��6�U>7���F �K��17��5	3�� ����P�8���8���MQ àFà R
�� �W���	+�� ����P�8���H� 	3�� ����P�8���y� Ýpß��Qûp
�ÕaÚ�Õp*Ø�	3�� ����P�8���y� �8���
	3�� ����z���@�y�

���9�8K�?O�
1 1 1 1 0���9�8K�?O�
2 3 2 1 0���9�8K�?O�
3 10 5 1 0���9�8K�?O�
4 100 10 1 0

�F������6� �kH68�O�S; 6����P�P���9������6� A�����T��6�	8	3�F��KQ7����8�8�� A��6�U]7��y��6�?A���H���A7����T7��z�<K� ����H�9�T7���F �K���7��Q	3�� ����P�8���8���
�Ø�H���P ����5�9��=����l��6�7��5�����8F6� ���Û�! ò �@!

ÿ (<ÎlÐ Ó è�ÍØÔ Ó Õ-ÐHè���í�ÎlÏ�Í � ÖYÐHè�×HëØË�èlè�Í � ÖYÐHèú�ÝÜW�2~'�PÞCß�Z|�"à2�Zá ~'[�~ X>�+~[ßâÞ)ãqp�Þ$�Zä2�+^,�![�~åß�~[áwÞx�ZäZß�Z+Z
n<Õ}ÿ]í�
�í���'ÕpZÕaØ«t�ß�Þpã�Õp
 ��úQ à�Þ R 	� ���	+�F�����H�Y�����E?AK��� ���kH68���F�/Õp'ÕpÞ¿ß�
 ���	ÕgÛr��� å¿ûp���ß�Þp×�ÞgÕgágß�
�
�ß��Û½�*ÞgÕgáa�UÖp����

�Ø	� �K������������T���Y 9��	�	3���y�8����=��P�����P ����@�+�8����K����
gP

���
gR

kH6��H�����y�-7����Y�@U������8�������8�-7����E?AK��� ���kH68���-������������kH68���
�Ø	� �K������������x���D 9��	�	3���Ø�/	� ��������y�|�@�Q����?�	����1	��P68������6� ��D���P�H�l��6�UA7��:	+�� ����P�8���8���F!�iy���P�

R
�S; �@�����@?C=����`7����

n7��y��6�?A���H���1 �������6� ��8K��`���1��	�	��� ����������y��RT�S; ���8����?�=�����7����:78�H��6�?A���y���`�lwH���y�:6��>���P�H�l��6�7��5	3�� ����P�8���8���
	+��6� �6��8�A ���kH68t����O7������8K��FX

R ⊆ D
X<�S; ���8����?C=����Q7����9��68�h�����C7��H��6�?A���y���LoY�9����kH68�O7��y��6�?A���H�

d
�x���

���P�H�l��6�7���	+�� ����P�8���8���
NivPertinence(d)

kH6��E������6��
�8��?�=� ��h �K����E7��5�S; �P�H���� ��F���P���
[0..1]

X����
	3�F���

gP =
∑

d∈R

NivPertinence(d)/n

���
gR =

∑

d∈R

NivPertinence(d)/
∑

d∈D

NivPertinence(d)

B���?�?A�������-?AK��� ���kH68���)7��&	� 9K����������������)7��D 9��	�	3����������������kH68���lX������Y?AK��� ���kH68���-	+�� �?A���������H�&7����Y?A��w������8���
��6� 1�S; ���8����?C=����C7����1 ���kH68t������lX37����1?A�lwH�����8����7��h	� �K������������sRA7����1���P�H�l��6�U�7��� 9��	�	3���SX37����`����6� �=+����7��
	+�� �MN�� �?O���8�����l!+Z)��6� 57������@�y�y�P ������8��?A���y���5�y�[�����`���P�H�l��6�U[7���	+�� ����P�8���8���C�8�C�����y�`	���������?�	� ����578���8�
�S; �P�y���� ��F���P���

[0..1]
X+�P���h	3��6��H���H��t��� ��A 9��?A���8K��CR>�����h�P�H���� ��F���P���A	��� h6��8���8�� �?O���P���9���������������sMS�����9���y�5���

 9��	�	+�� ��`�l�����5����	��P68�:F 9���87>���P���l��6�7���	+�� ����P�8���8���h	��� 1�@U���?�	������@!

ÉCÖ,�sÖ-ëØË�ÎlÐHÕ %xË8Í Ó Ð�Î E ÍØèl×�Ô3Ö Ó ÎlÐHÕ ÉCÖ,�LÖ-ëØË�ÎlÐHÕ %xË8Í Ó
p ���>?AK��� ���kH68��� ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õ l�ß���$����ë��UÖ^á}��â�*Ø�Õ¿Û ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õ l�ß`��Â�����H�
K�H������?A���y��7����>?AK@a

�� ���kH68���QkH6��:	� ������8���y�Q��������?�	����
	��P68������6� ��O���P�H�l��6�U�7��
	3�� ����P�8���8���[���O	� ���	+�F��K����O	��� YtRí�Þpã�Õp
 �� Õ^Ø
n<Õ}ÿ]í�
�í���'Õp®Q à ä0R !<Z-��68 56��8�������P�������������V7������8K������56��]i j I@X+������?AK��� ���kH68���h�l������6������y�5���TH���P����6�?C6���K
7<; �P��MN�� �?O���������m	3�� ����P�8���y���xkH6E; ���V �Kl���P�����x��6VM�6� C����R>?A����6� ��QkH6E; ���]	��� �����6� ��T���
�P�������O7����� �K���6��P�9���9�
 �������6� ���K��O	3�� O���[i j IT��6� O���������
�����P�������������E!�n5���8�A�����l���O7��>���L?AK��� ���kH68�Óë��UÖ^á}��â�*Ø�Õ¿Û ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õ

Þ ò



¬�ê��/êBöã`ß�
 â�ßnØj����BÕp`��ï½��ß�Þ�
�ßò��ÕpÞaØj��'Õp�ápÕòÚ<â�
�Øj��ã`ß�
 â àgÕ
l�ß����X3�S; �P��MN�� �?O���������]	3�� ����P�8���y���QRQ6��� 9�����7������8KO�����5	+���87�K� �K��A	��� 56��8�TMN���8���������]7�K��� ��������9���H���O7�6
 9����8X<�l�F���y�57<; t��� �����6�?�6���K��F!EZ-��6� h�9������6��8��7��T������?AK��� ���kH68���lX+6��s����������6� hkH6��/7������8�T	3��6� h�9����kH68�
 9������S; �P��MN�� �?O����������	+�� ����P�8���H������6�?C6���K��h7�6>	� ���?����� 1 9����5uv68��kH6E; RT���5 9����A�����:��=������y6E!3B������H��������6� ��
	3��6��H���H��t��� �������?�	��� �K���RA7����1����������6� ��`7��hH���P�[7<; �P��MN�� �?O���������s��6�?�6���K���	3��68 1�����l���17<; 6��si j I���Û/àgß�

�Si j I5kH6��D �������6� ��8�Q�����C7��H��6�?A���y����78���8�����O?A���P�P����6� ��� �7� ��Q7��A�8�z�H�l��6�7��O	3�� ����P�8���8���FX-	+��6� T�9����kH68�
 ���kH68t������@!<^1��	+��6��������z������?�	��� ��� 5R�6��[ 9����x7������8K

r
���hH���P�L��6�?C6���K�	��� 1 9��	8	3�� ��5��6[H���P�[��6�?C6���K

��7�Kl���SX������P�:�y����6����P�����@ :�����|H���P�8�1��6�?�6���K��`RT�9����kH68�� 9����O����68�|MN�� �?A�57<; 6��8�h����6� �=3�F! d 6��> 9���8A7������8K
r
X3���CH���P��7<; �P��MN�� �?O���������V��6�?�6���K����������Q����?�?A����6�?�6���K���7����57���F �K��h7��C	3�� ����P�8���8���A7����57��H��6�?A���y���
7��� 9����A�P��MNK� �����6� `R

r
X������P���







CG(1) = I(NivPertinence(d1))

CG(i) = CG(i − 1) + I(NivPertinence(di)) si i 6= 1
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DCG(1) = I(NivPertinence(d1))
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1 si e = emax et s = smax
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	+�� ����P�8���H�9�C���Qê�Õ¬ê87��y��6�?A���H���`kH6��E�8�h�����H�&uv6��K���	+�� ����P�8���H���1	+��6� `��68��6��
ØQ�p�*��á��@XD���xK������y��68���P����?A���H�
7���7��H��6�?A���y���Cuv6��K��O	+�� ����P�8���H���x	3��6� x7<; ��6��� ����ÓØQ�p�*��ápÖL7��z�<K� ����H���x7��

t
!

Z-��6� :7�����7��H��6�?A���y���/uv6��K��|	3�� ����P�8���y����	3��6� �	��P68������6� ���ØQ�p�*��ápÖ�Xy�P���������y�|�P�8��K� �K��|6��8������6����1MN������78���8�|���
àFú
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�
��� �ß¬�/ÕÑÛ/Õ}ÖÑág��
�
�Õ¿á^Øj�����Ö�����â�Þ<àaØjâ�Û��QÕpÞò
�Õ���ß`Ö}Ö^ß^��ÕÑôc
gÜ àgápè�Õp
U
�Õ
�8��6��H���P���A�����P�������������EXYRQ���x	3�F���P�������V7�K@�8������	��� 5����	� ���?����� �7����cØQ�p�*��ápÖA�����8���� ��8K��h�� 9���P��K�� 3 û�! d �P�8���SX+���
7������9���8���5 �K����P�������H�� ��h7���6�U
7��H��6�?A���y���:	+�� ����P�8���H���17��

t
�8����K��

Er(t)
�����������P���hkH68���

Er(t) ≤ E(t)+ | (
⋃

k∈T Pert(k)) − Pert(t) | !
B��������P�y�� ��H7�6��P�O7����8�>6��m=��������A��6� ��S; 6����zMN�� �?��P��K
kH6E; ��������6������P�������H���P A��6� ����L�����P�������������E!nò/�9���y�

7������8K5kH68�`���`�8��?�=� ��������9���E7���7��H��6�?A���y����7����8�����C�����P���������������������� �W���K������HK`	��� | 9��	�	3�� ��1��6x�8��?C=� ��
7���7��y��6�?A���H���`	3�� ����P�8���y����� | ⋃

k∈T Pert(k) |<<<| D | �@X8���h=��������`�����:	+�@6[���PF���z���l�����zM����:�E; �P�±°86��@�����	����T�S; 6����zMN�� �?��P��K>7��O���[7������� ��P=�6���������7����T7��y��6�?A���H����	3�� ����P�8���y����K��9��=��P���>��6� C���[�����P�������������E! p �� ���7�6
7�K�����6�	�����
7��Q���[�����P�������������o����	3�� ��������8��������68��aJ�����P�������������8�@�@X)�����9���P�P���x7��x����������68��aJ�����P�������������8�� ��������
��6��O�9��?�?A���y�5K�������K��C	3��6� 5kH68���S; �P�±°868���8����7��C����=��������������P�`�8K�F�P�P�K��F!+n��C	��P68�lX3����=��������������`6��L����?Ta
	� ���?������8K��������9���P ��`	3��6� |��=��������P |6��8�`�����P�������������
��6x�����z�x7��1����kH68���P���1������7��y��6�?A���H���|	+�� ����P�8���H���������H��R
���CMN�����: �K�	��� ������:6����zMN�� �?AK�?A���y�T����6[RT	+��6
	� �W��@��	+��6� 1�9����kH68�cØQ�p�*��áh���: �K�	��� ������16����zMN�� �?AK�?A���H������6[R
	+��6
	� �W��@�����<�S; ���[�����8����7�W� ��h�S; ���8����?�=�����7����:ØQ�p�*��ápÖ�! p ; ���P��� ��P����?A���K��8K� 9���-7��5�8���� ���7�K�?O�� �������7<; 6����za
MN�� �?����9���������[�����:7������8K5	��� :�����8F6� ��5Ý8! Ù !
e ��68�:K��9�lw����8�1���������h7�K�?O�� ����8�h	��� :6��
�@U���?�	����F!
iH6�	�	+�F�����8�DkH68�|���������P�������������A�P���P���������1�����z�D����?�	3�F��K��:7��

30
7��H��6�?A���y���

D = {d1, · · · , d30}
���&7��:7���6�U

ØQ�p�*��ápÖ
T = {t1, t2}

X-���H���
Pert(t1) = {d1, d7, d18}

���
Pert(t2) = {d7, d21}

! p �O7��H��6�?A���y�
d7

�����
	+�� ����P�8���H�1	+��6� 

t1
����	+��6� 

t2
!

E(t1) =
|D|−| ó k∈T Pert(k)|

|Pert(t1)| = (30−4)
3 ≈ 8

���
E(t2) = (30−4)

2 ≈ 13n5���8�:���T�����P��������������6����zMN�� �?A�FX������:7��y��6�?A���H���`�����H�1�� �7������8K��1����?�?A�h��6��P�h�

{d2, d3, d4, d5, d6, d8, d9, d10, d1
︸︷︷︸

, d11, d12, d13, d14, d15,
︷︸︸︷

d7
︸︷︷︸

, d16, d17, d19,

d20, d22, d23, d24, d25, d18
︸︷︷︸

, d26, d27, d28, d29, d30,
︷︸︸︷

d21 }

n���MS�������L���8K��� ���kH68�FX3���Q7������9���8�����@�y�� ��T7���6�UL7��H��6�?A���y���5	3�� ����P�8���y���57��
t1
������7��

E(t1)
7��H��6�?A���y���

�8���
	+�� ����P�8���H���l!�n5���8�����5�l���1�@U��� �t�?A�5	3��6� :�S; �@U���?�	����5	� �K���K�7����y�lX����������h7������9���8���h�����:7��
E(t1)+ | (P (t1

⋃
P (t2)) − P (t2) |

�����P�
E(t1) + 1

!
^1�T ���?O�� �kH6���kH68�|���|7��y��6�?A���H�

d7
�����)�P�8��K� �K|6��8������6�����MN�����/78���8�/���������P�������������E! p ��7������9���8���| �K����P���

���y�� ���7���6�U�7��H��6�?A���y���1	+�� ����P�8���H����7�6BØQ�p�*��á
t1
�����17��z�<K� ����y����7��h����7������9���8���C���������87�68�h	��� �����kH68�����

7��y��6�?A���H�C�����5	3�� ����P�8���y�h	+��6� h	��P68������6� ��cØQ�p�*��ápÖ�! p �T=��������hkH68���������x�P?�	��P��kH68�A��6� 5�S; 6����zMN�� �?��P��KA7������
�����P���������������E; �����:	����:���PF���z���l�����zM&���E�����P���@aJ���Y�������H���P6�?��P�8��68���F!

4 ü!&�(*<*9Z(*+-8)t*<Gx:(|70(\/1I*8:w 9 � .:('/p8:w .:)�9 (*.0/1)�uP359 )pw (q+ut*+-(X703 <*.:+-(*4 6��>�Z4(��^('6 F 8J35.0/\70(*)�+-3z7Lþ*w (*)p70(Ñ�CsL.0619 w 9 )1;�4 6X70(*)
8y;!/G;�+¡þ'6�/1(*)L<*35+-+-(�w�; �� 0öH35.2w (¢� ö F w ;X/1(*8:w 9 <�;!619 354�70(\703 <*.:+-(*4 61)�8J(*.06C;�vD359 /C.:4:(�9 4Îôy.:(*4:<*(�)�.0/Cw (*)L8J('/�uP3�/1+�;�4:<*(*)*�

à ò
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�q�t�q��Ý8! Ù n d �P��� ��P����?A�h7��h�� �Kl����������7��5���T�����P��������������6����zMN�� �?A�
Z)�� ���� f �� ��P�5ñ̀ { d _1}eo
∀t ∈ T

}
� IJ���P�������z������ 1����?�	�����6� ��Ø�@��o
�ýB|�����@68�P�� f �Ø�@��o
�ýB����8�����P��68�� 1Z)�� ����Ø�@��o~
NP = {d ∈ D/∀t ∈ T, d /∈ Pert(t)} X P =

⋃

t∈T Pert(t)q)���H��kH68���
NP 6= ∅ �v����� ∃d ∈ P/NonMarquer(d, P )

��}
� ∀t ∈ T

}
� iH�D������?�	�����6� ��Ø�@��ñ�ñ f �Ø�@����}
� 7�ñ`7��H��6�?A���y�`7��hZ-�� ����Ø�@��o
� iH�D� e ���8�L�� �kH68�� ���7<X Z���} f �� ��P �����7���o �L�� �kH68�� ���7<X Z|��o ~
� ~
� j �@aJIJ���P�������P������ :����?�	�����6� ��Ø�@��o
� Z-�� ���� f �� ��P�5ñ ü�j1d I�o
��~
�ýiH�D��Z)�� ���� f �� ��P�5ñ,ñ�{ d _1}h��}
� 7�ñ̀ 7��H��6�?A���y�`7�� e Z`o
� f �� ��P �����7���o
� ∀t ∈ T

X�����?�	�����6� ��Ø�@��ñ̀ �l��?�	�����6� ��Ø�@�!ð Ù o
� ~~

à�Þ
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�
��� �ß¬�/ÕÑÛ/Õ}ÖÑág��
�
�Õ¿á^Øj�����Ö�����â�Þ<àaØjâ�Û��QÕpÞò
�Õ���ß`Ö}Ö^ß^��ÕÑôc
gÜ àgápè�Õp
U
�Õ
ÿ ÎlË�Ì&ÐLï»� ÿ ×�ÊYË Ó Î�Í�ëNëØÔ ÓYÓ Ë�é�Ð�Õ-Ð[ëØËs×�Ô3ë�ëØÐH×FÎ�ÍØÔ Ó

e ��68�5��=������8���8�C�l���������>7�K�?O�� ����8�O�@U�	��P��kH68K������zaJ7�������68�56��8�A�����P�������������äâ� � Ýa��ÞpÚ�Õ����h �K�6����P�P�P�9��=8�P�
	+��6� x7��z�<K� ����y���Q�Jwy	+���Q7<; �@U�	+K� ��P?A���H�9���������8�l!:B��������L�����P��������������	+��6��xt��� ��[7�K�����6�	+K��L����	3�� ��������8�>7��
�9���P�P�����T7��z�<K� ����H�����T���C7��O7��z�<K� ����y�����hMS�������8�lXE	�6�����kH68�A���O�8��?�=� ��Q7��O7��y��6�?A���H���C	+�� ����P�8���H�9�T��6� h6��8�
	+�� ���������������	� 9��	3�� ����������8���/RT�9�C�9���P�P���F!

Z-��6� D�S; �@U���?�	����:	� �K���K�7����y�lXH	3��6� ���=��������P �7���������68��aJ�����P�������������8�|7����9���P�P���1�� ��������9���y���FX��P�������&	+�F�����P=����
7��h7�K�����6�	3�� 1���������P�������������[���

N = 3
	+�� ��������8�17��5�9���P�P��� |D|

N
= 10

n _1�8��	8 ���?��PW� ��h	+�� ��������������
D1 = {d2, d3, d4, d5, d6, d8, d9, d10, d1, d11}

n _1�8�5���������87��5	+�� ��������������
D2 = {d12, d13, d14, d15, d7, d16, d17, d19, d20, d22}

n _1�8���� ��������PW�?A�h	3�� ��������[�����
D3 = {d23, d24, d25, d18, d26, d27, d28, d29, d30, d21}d �P�8���SX��S; ���
	+��6��1�����8���� �6��P ��h7����:���8����?C=������17��5����68��aJ�����P�������������8�`����?�?A�h��6��P�h�

{S1 = D1, S2 = D1
⋃

D2, S3 = D1
⋃

D2
⋃

D3}
��6 {S1 = D2, S2 = D1

⋃
D3, S3 = D1

⋃
D2

⋃
D3}

!
n���6�Us���8����?C=������h�����8�����P��68K�����������6��V7��T�� ������h����68��aJ�����P�������������8��7��T�9���P�P���A�� ��������9���y������6� 5������kH68���P�����5���
7������� ��P=�6����P���[7��h7��H��6�?A���y���:	+�� ����P�8���H���`�����:���C?At�?A�h�����y�1���P�8���Y�����8���� �6��P���l!

� ÎlË�Ì&Ð��c� ÿ Î�ÖYÕ-Ð�Õ-Ð[ëJì�Í Óaõ ÖYÐ Ó ×�Ð
Õ-Ð[ëØËLÎlË8Í�ë�ëØÐ�Õ-Ð�×�Ô3ë�ëØÐH×FÎ�ÍØÔ Ó
n5���8�h���������OK��9��	3�FXE����������68��aJ�����P�������������8�C7����9���P�P���O�� ��������9���H���A��68 5������kH68���P�����h���>�l�� 9������K� ���������kH68�

C���������
?At�?A�Q�����H�C7�����	+�����P=������>��78���8���8���� ��Q�l���C7<; K���687��O�����l�� 9������K� ���������kH68�Q���������
7������� ��P=�6��������m7����
7��y��6�?A���H���5	3�� ����P�8���y���@�@! p ����	� ���	� ���K���K��

Pi
	+��6������y�57����8�Tt��� ��CK���687���K����5��6� ��9����kH68�C����68��aJ�����P�������������

���:���5����?�	+�� �����?A���y�`7��5�����:	� ���	� ���K���K��1kH6����87>���C�9���P�P���h7��h�����P�������������L��6�F?A���H���h	3��6��1t��� ����������Pw���KF!

u\Tt��T�u D ÀpY-ª P/N�IMR�VC[nL�[)N�HCVX]
E Ô Ó-Ó íHÐHè

e ��68���l�����8�D�� 9���F���P�P��K`��6� D���h�����P�������������x7��:��������7��:���h������MNK� ����8���`q j1f B�7�K��8��?�?AK��1��q Ùlä b Q ÙFÙDR !
p ���x=3�������P�8�x7<; �P��MN�� �?O��������� 	+��6� Q�8�F�Q���������x���� � �����	3���87����y����6�UÃØQ�p�*��ápÖ[ÝHú Ù avú äFä 	3��6� x������kH68�����Q6��
���8����?C=����57��|uv6����?A���H���:7���	3�� ����P�8���8���h7�����7��y��6�?A���H���1������MN��6� ����S!�B��������5�����P��������������7��`�������:�����H�������y�
1 692 096

7��y��6�?A���H���:�l�����
2 617

uv6����?A���H����7��1	3�� ����P�8���8����	3��6� |������=3�������P�8�|7<; �P��MN�� �?O���������8��ÝHú Ù avú äFä
 �K�	��� ������1����?�?A�h����?A���y�� ��5������F6� ��5Ý8! � !

p ���9��=�����Ý8! Ù 7����8�8�[7����x���9������������kH68���Q��6� Q�����x7��H��6�?A���y���x	3�� ����P�8���y���
��6������z��7������V�����P�������������
��q Ùlä b !

T = {451, · · · , 500} X
D
�����1��q Ùlä b ��� | D |= 1692 096

X | ⋃

t∈T Pert(t) |= 2588
!+B����

2 5887��y��6�?A���H���O���� � �����	+���87����H�xR
2 617

uv6����?A���y���A7��x	3�� ����P�8���8���FXD�l�����
29

7��y��6�?A���H���OkH6��������y�5uv6��K��
àFà
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@gA�B���Ý8! Ù n B����P����������������q Ùlä b �����9������������kH68���:��6� ����5�8��?C=� ��h7��57��y��6�?A���H���1	3�� ����P�8���y���:	��� :ØQ�p�*��á
?��P� ?O��Uå?A��w��������á?AK�7������8�
Ù ú Ù â ú � X Û�Ý � â

	3�� ����P�8���y���:	+��6� �	��P68������6� ��:����	������`RC���CMN����� 3�3 !

ç ÐHèAÏ�Ð � Ö
ö�ÎlÐHèQÖEÎlÍNë�ÍØèlíHÐHè
d 	��� ����P 17�����ØQ�p�*��ápÖ�7��5q j1f B|â�X��8��68�1���H���8�������8���� �6��P��6��
���8����?C=����57��� ���kH68t�������	+��6� ��S; �P�y���� � ���a

H����������7����h7��y��6�?A���H���l!E_1�8�T ���kH68t����������56������8����?C=�����7��T?A�����h����K��hkH6��/���������8���H������?�	����A7�6s���P�� ��
7�6þØQ�p�*��á������DkH68�CMN��6� ����&	��� �q j1f BÂ����7�6�7������� ��P	����zM:7�����7��H��6�?A���y���h	+�� ����P�8���H���T���������87�68�h	+��6� ����
ØQ�p�*��á�!-Z)��6� T����ØQ�p�*��á

460
7��Qq j1f B 	� �K������y��KQ����?�?A�>�@U���?�	����x���V�8F6� ��>Û�! Ù 7�6��9����	��P�� ��>Û�X-�8��68�

�����8���� �6��������8�����O 9��kH6�t@�9�qRòïgÖpÞ¿ß/Õp
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���h?O������W� ��`��6��P�F���y�����y���O	� ����87Q7����D	+���P�H������6Q�����9�� �7[�Ø6����zMN�� �?AK�?A���y�@�D78���8�����1�l�� � �K

[0, 1]× [0, 1]
���

���
 ���H�� �7��h����?C=������[�����H�:78���8�:���5kH6��� ��17��h7�����kH68�57��5�����y�� ��úÂ���:7��5 9�lw����
r
�Ø�H���P ����C�8F6� ��5Ý8! Ù ú��@!

p �1 9��	�	+�� ��|7�6O�8��?C=� ��`7��1	3���P�y���|R5�S; �P�y��K� �����6� ���6� D���:�8��?�=8 ��1�����9���+7��:	3���P�y���|������	� ��H�9�8�`7�6O 9��	�	+�� ��
7��5���T��6� �MS�����h7�6
kH6��� ��17��5���� ���������6� ����T��6� �MS�����h7�6
�l�� � �KFX8�����P�

π/4
!3^1�>?A���y�� ��hkH68���

Nombre de points dans l′aire grise

Nombre de points dans le carre
s′approche de

1/4 × π × r2

r2
=

π

4
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�q�t�q��Ý8! Ù ú n � 6��� ���7������� �������6����P�P����K�	3��6� �7�K����� �?��P�8�� ������F������6� `7��
π/4

	��� `����?AK����8�H7��T7����[���y���
B|�� �����!

���� ���kH68�������8��?C=� ��h7��5	3���P�y���`��6�F?A���H���F!
_1�8��7�����?������������
ã�6��y ����P��MN�� �?O������kH68���:�����8���������hRC�����8����7�K� ��� 1kH68���������� ������h������7��� 9��wH���

r = 1
! f �

�K��8K� 9���H��7��TMS�������V����Kl�������P ��A7���6�UL�8��?C=� ����
x
���

y
����?�	� ����h78���8�5�S; �P�y���� ��F���P����Q ä X Ù5R ���h����6����P�P���9���H�

���A���8K��� �W�?A�Q7����×nØ�è�ß¬�)��ÞgÕ�X)���]��=��������H�C���
7������9���8���Q7��A�S; �� ��PF�P�8�
(0, 0)

�������y�� ��Q7�6]���� ��������@!/iH�����������
7������9���8���|�����-�P��MNK� �����6� �����6�K�H������R

1
������ ��)����	3���P�y�/�����)78���8�)�S; ���P ���F ������F! f �T �K�	+K��9���H�&���������|�@U�	+K� ������8���

6��CF 9���87��8��?C=� ��|7��&MN�����lX����T��=��������H�)6��8�D�F������6� /7��D	��P68�-���C	��P68�-	� ��y���8�|7��������P����7��
π/4

! p �:?AK����8�y7��
7��1�[���y����B|�� ����C�����D6����P�P����K��`78���8��7�����7���?O���P�8����7��P���� ��������F�� ���K�������?�?A�1�S; K������8��?�������6O���h	��Hw�����kH68�F!
d �����T���������C?AK����8�y7��FX+6��s��w�����W�?A�C���� ���T	3��6��ht��� ��TK��9�����H���P�P�������8KA����7������������8F6� 9�������F�8�h�9�8�����������57��
MS�������Q����Kl�������P ��FXH���D�����&�������8F6� @���������8�������y�/6����P�P����K����&	+��6� D7�K��� ��P ��1���9������������kH68��?A���H�D���:��w�����W�?A�:�@�y������ l!

� [�����p.Z�[��Tè�ÖYÏQëØËsÕ)ÍØè�ÎlÏ�Í�")ÖEÎ�ÍØÔ Ó ÕDì�Ö Ó Ð � Ë�Ï�ÍØË�")ëØÐ
p �5���� �?A�>ù��¬í@ß��Ûð¦Zè/�UÖ}ÿnÕpÞ}Ö,�
��nØ|�����:6��8�5�P�y�����y�������[7��Á��â/ÿnÕp×x��� Ù â�ÞFÞT	3��6� 1 ���	� �K������H���� `���9�8K@a

?O������kH68��?A���H�`6��8��7������� ��P=�6��������E!3n���MS��������	��P68�:�K��8K� ���kH68�FX����5���� �?A�>ù��¬íM�
��nØ������`��68�����E6����P�P����KF!+B����
7���6�U[���� �?A���� �������6��y ����H�56��8�CF 9���87��T�F�� ���K���KT7��T7�����F 9��?�?A���h���[MN�� �?A�T7��C=+�:©������l! p ������ 9��7�68���������8�
M� 9���8����	��8���8���:����6� 9��?�?A���H�:6����P�P����K����������y�������P������7��cû¿�]yjØ�Õ:ô$Úc��â/ÖaØQß)ápè�Õ}Ö���6Bû¿�]yjØ�Õ:ôr��ßnØ�Ø�Õ}Ö�! p �� ���	� �K@a
�����H�9���������VF 9��	�����kH68�AkH68�T�8��68�h6����P�P�������8���l; ��	�	�6����A��6� 5���x?AK�7������8�A���h�����hkH6��� ����P�����������8���� ������y��6��8�
��K� ����57��5�F������6� ��Lo��8��68�: 9��	�	3�������8�:�����17�K@�8���P�������8�17��h�����1�����8����	����:	��� :6��
�@U���?�	����F!
iy���P�:������K� ����57��

9
�F������6� ��17������8K������

1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 15

n p �5?AK�7������8�1�����&����	+���P�H��kH6��8	��� ��9����:���5��K� ����1���O7���6�U�F ���6�	+���D7<; �@�<�������zMN�DK�H��6�U,oH���P���:��������68�����
�8��?�?AK���7���6�U���W�?A�hkH6��� ����P���F!8Z)��6� :�8���� ��h��K� ����h���z���5�F��6��

6
X

n p � Ù �� 5kH6��� ����P���
Q1

 ���	��� ��9����T���CF ���6�	3��7�6L=������Ø�F������6� ����P��MNK� �����6� ����hRO���O?AK�7������8���`���s7���6�U
F ���6�	+���17<; �@�<�������zMN�:K�H��6�U,o��P�<�F��6��

4
	+��6� :�8���� ��h�@U���?�	����FX

n p �>Û���?A�QkH6��� ����P���
Q3

 ���	��� ��9����Q���OF ���6�	3�x7�6]����6��>�Ø�F������6� ��T��6�	+K� �����6� �����R
���
?AK�7������8�������
7���6�U>F ���6�	3���17<; �@�<�������zMN�1K�H��6�U,o��P�<�F��6��

9
	3��6� :�8���� ��h�@U���?�	����FX
Ùlä Û



ð è�ßp�*�jØjÞ}Õ���êfï�ápè�ß�*Øj��
�
��� �ß¬�/ÕÑÛ/Õ}ÖÑág��
�
�Õ¿á^Øj�����Ö�����â�Þ<àaØjâ�Û��QÕpÞò
�Õ���ß`Ö}Ö^ß^��ÕÑôc
gÜ àgápè�Õp
U
�Õ
iy��������kH68�[�S; �@�<�������zM�7��[���]��K� ����s�����x	����P >��6��P?�	����P lX:����	� ��y��W�7��s7��z�<K� ���?�?A���H�
	+��6� >K��F���P68�� >�����
kH6��� ����P�����l! p ; K��l�� ��T�P�y���� �kH6��� ����P���s�

Q1 − Q3
�h���� � �����	+���87mR

50%
7����C�@�<�������zMN�T���P��68K��T78���8�C���
	��� ������

�����y�� 9�����h78�����T7������� ��P=�68�������E!
iH6� 
���V=+�:©�����R]?A��68���9���9�8���
7<; 6��8�s�F�� �����=����FX����  ����� ���6��H�� 9�]�S; K��9�8���P����7����x�F������6� ��
7��L���]�F�� �����=����FX
�����Q�F������6� ��Q7����Q	� ���?����� lX�7���6�U���W�?A�L���Q�� ���������W�?A�[kH6��� ����P�����l!�^1�� ����� ���6����s��68�����`7���6�Uo?A��68���9�����8���
�P��MNK� �����6� ��C���1��6�	+K� �����6� ���kH6��Y7�K��P�P?��P�����y�`�����:�F������6� ��17��P�����<ß)Û¿ýaß)á}Õp*Ø�Õ}ÖTkH6��Y�����y�17�K����� �?��P�8K����5RT	��� ������
7����S; K��l�� ��`�P�y���� �kH6��� ����P���F! p ���`�F������6� ��`7��P�����`�@U��� �t�?A���lX+���Jwy	���kH68������6[�@U�����	����������8���P�����5���P��68K�������6[7�����R
7����:�F������6� ��:ß)Û¿ýaß)á}Õp*Ø�Õ}ÖC�����y�1��68�����< ���	� �K������H��K����1	��� :7����:?O�� �kH68��6� ���	��� ����P��6��P���� ��l!

Ò�Ó ÎlÐHÏ � Ë8ë�ëØÐ�Õ-Ð�×�Ô Ó #)Ë Ó ×�Ð[è�ÖYÏOÖ Ó Ð���ÔRw3Ð Ó-Ó Ð
p ; �P�H���� ��F���P���D7��/�������3���8���D��6� <6��8�/?A�lwH�����8�

µ
MN��6� ����P�E6��8�-MN��6� ��9�8�������&7<; �������P?O���������C7<; 6��8�/?A��w������8�

RT	��� ����P 17<; 6���K��������y���P�P�����E! p �5���P���l��6�7��h�������3���8���h���:���C�9���P�P���h7��5�S; K��������y���P�P�������P�y���� ��y�������8���H�l!
iy���P�hRA�l������6����� ��S; �P�H���� ��F���P���T7��C�������3���8���T7��h�8�z�H�l��6

1 − α
7<; 6��8��?A��w������8�

µ
MN���87�KC��6� 1���A?A�lwH�����8�

��?�	��P ���kH68�
µ̂
��=8���� ��HK��T��	� �W��16��8�C�@U�	+K� ������8���C	3�� ��9���y����6� 

n
�P�87��P�y��7�68�Lo����A�F�� ������8���C��=8���� ���K��

s2 �����
�l������6���K��A���56����P�P����K��T	3��6� 5�����l������6��&7��T�S; �P�H���� ��F���P����	��� 5�S; ��	�	� ���U��P?O���������V�8�� �?O�����T68��68���P���
�Ø���8K��� �W�?A�
7��5���C�P�P?��P���������H�� �K����5�

IC(1−α)% = [µ̂ − z1−α
2
× s√

n
; µ̂ + z1−α

2
× s√

n
]

B`; �����A�S; �P�y���� ��F���P����7��
�������3���8����7��>���P�H�l��6���	�	� ��H�9�8K
α
��6� A���L?A�lwH�����8�
��6o���8���� ��
�S; �P�H�9�@ ������P���[7��

�������3���8���sR
(1 − α)%

��6� O���s?A��w������8�F! p ; ��	�	8 ���U��P?O��������� ���zaJ7�������68�Q������uv6��K��[�9��������MS�����9���H���
	+��6� 
n ≥ 30

!
(1 − α)%

�����C����	� ���=���=��P�P�P��K>R
	� ����� ���kH68�A�����C�F������6� ��T�l������6���K����AR>	��� ����z �7��O�S; K��9�����H���P�P�����
�P�8���P68���y�C���>�y 9�������F������6� T7��

µ
!
z1−α

2

7�K�	3���87]7��
α
XY�F; ���������OkH6����H���P���xR

1 − α
2 %

7��A���>�����D�8�� �?O�����
�����y�� �K��O �K�7�6��P���F!YZ/�� C�@U���?�	����O	3��6� �6��V�P�y���� ��F���P���O7��O�������3���8���x�l�����A���A���P���l��6]7��O�������3���8���

95%
X

�����P�
α = 5%

X
z1−α

2

�F��6��
1, 96

!

u\Tt¸�Tt� ð HC]�g�vpY�H�[^g\¼�]̀ R�]
p ���h�Hwy	+�����8W�������K�?��������h	3��68 h�S; K��9�����H���P�P�������3����O	��� h���>?AK@���8�H7��O�[���y���@a�B|�� ����������y�h	� ��H�9�8���C7��

�����P�����T7��A���
	� ���?���W� ��O?AK����8�y7�������F���FX)���]���QkH6��������8���� ��8�O�����C�l�� 9������K� ���������kH68����7��A���
�����P�������������mkH6��
 ����������y�Q�P�8�9�������K����xkH63���87����@�P���@aJ���5�� ��:©��>�@���9���P�P���F! p ; 6����P�P���9��������� 7�������?AK����8�y7��L7����L���H���sB|�� ����
	+�� �?A���Y7<; ��=��������P Y	+��6� E6��8�/�9���P�z���D7������8K��/6��hF 9���875�8��?�=� ��D7��/����68��aJ�����P�������������8�l! p ���E	3�� �MN�� �?O���8�����-7��
�����|����68��aJ�����P�������������8�|�����y�D �����68���P�P�P���������D	+��6������y�|t��� ��16����P�P����K����D	+��6� |K��9��=��P�P |7������������Pw����������9������������kH68���
	��� :�9���P�P���h7��h����68��aJ�����P�������������E!
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u\Tt¸�Tt¸ Ä ªÃ[^gÀHp_ÀHCdQHLÇJNQR
e ��68�1�����8���� �6��������8�`7����1����68��aJ�����P�������������8��7��5�9���P�P������ ��������9���y���F!�Z)��6� 16��8�h�9���P�P����7������8K��FX86���F 9���87

�8��?�=� ���7��C����68��aJ�����P�������������8�h7��T���������C�9���P�P���T�����������8���� �6��P�l! p �Q�l�� 9������K� ���������kH68�
C
7��C�9������6��8�T7��T�����

����68��aJ�����P�������������8�T�����h��7����y����kH68�xR
�����P���O7��A���������P�P�����������m���y����W� ��F! p ���CK��9��	3���T7��O���������A?AK����8�y7�������F���
�����H�:�����1��6��P�F���H�����h�

Ù !:_1�8�1�����P�������������Q�P���P���������`������7�����	3�����P=����`���D���h�l�� 9������K� ���������kH68�
C
������K���687���K��`��6� ����������1�����P�������������E!

� !:Z-��6� |6��8�:�9���P�P���`7������8K��FXy6��OF 9���87O�8��?C=� ��`7��`����68��aJ�����P�������������8�|�����������8���� �6��P�|7��`���������1�9���P�P���`���
�@�<������6����H�/6��8����K��������������O����Kl�������P ��|7����)7��y��6�?A���H���/?O�����)7��DMS��������R1 �����	3�������� )���`�l�� 9������K� ���������kH68�
C
!

Û�!:Z-��6� �6��8���9���P�P���C7����8�8K���X3�����`	� ���	� ���K���K��
Pi

�����H��K���687���K�������6� �������kH68�C����68��aJ�����P�������������s7��C���������
�9���P�P���h���������:	� ���	� ���K���K��

Pi

���� � �����	3���878���y��RT���������5�9���P�P���h�����y�:7�K�7�6��P�����l!
Ý8! p ���>	� ���	� ���K���K��[���� � �����	3���878���y�LR�������kH68�s�9���P�P����7��s����68��aJ�����P�������������8�[�����H�
��=8���� ��HK����>F 9��	����za

kH68��?A���H�[�����m6����P�P���9���y��	��� O�@U���?�	����>7�����=3�:©������OR[?A��68���9���9�8���@�T�����N; ����	3��6��Q������ ��O�������Pw����� 
�S; �P�±°868���8����7������T�9���P�P���h��6� :�����:7��� �����W� ����17<; 6��
	+���P�H�17��5�y68�5���9������������kH68�F!

u\Tt¸�T�u U L�]`_�i �p[)NGd�NG]`L�[)N�HCV RÃ[�RÃÀpY-ª P/N�IMR�VC[nL�[)NQHCVX]
_1�8��MN�����57��T	��P68�lX<���������T?AK����8�y7�������F���O�xK���KA��	�	��P��kH68K��A��6��l���h7��C�S; K��F���P6����������V��� j I@! p ����	8 ���a

	� ���K���K��
Pi

�����y�D������?AK��� ���kH68���|7<; K��F���P6����������
��� j I��NRh	+�� ����P�8���8���`=��P�����P ����D���������l�� 9������K� ���������kH68�����������
	� ���	3�� ��������[7��h7��H��6�?A���y���:	+�� ����P�8���H���`78���8�:���3��kH68�5����68��aJ�����P�������������E!

É�Ô3ë�ëØÐH×FÎ�ÍØÔ Ó èJö)Ï�Ð � Ö
ö�ÎlÐHèJö½��Ô+Õ��yëØÐHèAÕ-Ð�î Ò
p ���������P�������������8�lX+�����` ���kH68t������5���������`?A�y7�W������57�� j I:kH68���8��68�h���H���8�`?O�����P	�6���K��h78���8�����������C	3�� �a
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�S; ���8����?C=����x7����T���P���l��6�U�7��Q	3�� ����P�8���8���>7��
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Rt 	+��6� `�9����kH68��ØQ�p�*��á

t
!�n���6�U
7��y��6�?A���H���������y�178���8�1����?At�?A�������������h7<; K�kH6��P�F�������8����	+��6� 16��îØQ�p�*��á
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nivi ≻ nivj
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i > j
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	3�F���P���P�H�5���1�� ��������9���y�������
n I(nivi) > 0

���
I(nivi) > I(nivj)

���
nivi ≻ nivj

�Qê�Õ¬ê
i > j

n����`MN���8���������8�5����?�?A�
I(nivi) = a × i + b

��6
I(x) = a × i2 + b

	+��6������y�5?A�H7�K��P������ 5�S; �P?�	+�� ��9���8���
7��������P���l��6�U
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4
���P���l��6�Uo7��
	+�� ����P�8���8���wRhq�Z TH	3��6� xqE �W��QZ)�� ����P�8���H�lX�RhZ TH	+��6� QZ)�� ����P�8���H�sXR�{)ZwTH	3��6� �{����P=�����?A���y�T	+�@ ����P�8���H�lX�R e Z TH	+��6� e ����Z-�� ����P�8���y�lX)����������K��C����?�?A�x��6��P�

TP ≻ P ≻
FP ≻ NP

!3^1���T�����:7���6�UQMN���8���������8�
I1(nivi) = i

���
I2(nivi) = i2

!
I1(TP ) = 3

���
I1(FP ) = 1

!
I2(TP ) = 9

���
I2(FP ) = 1

!+Z)��6� 5���AMN���8���������
I1
X+q�Z�������?A���P�8�
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d ���� ��P=�68�� AR
�9����kH68�O���P���l��6�7��O	3�� ����P�8���8���Q6��8�O�F������6� >��kH6��|�l�� 9������K� ������Q�����]�P?�	3�� ��9���8�����C78���8�
�S; ��=8�����P6[�8�h���PF���z���h ������EX�?O���P�`78���8�1���5 ����������zM&	��� 1 9��	�	+�� �����6�U[��6��� ����1���P���l��6�U�7��5	+�� ����P�8���8���C���������
�F������6� :	� ����87
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{������`Rh7���6�UO7��H��6�?A���y���|�lwH���y��7����&���P�H�l��6�UO7��:	3�� ����P�8���8���`7��z�<K� ����y���D	3��68 D6���ØQ�p�*��á�XH���A�E; �����9�@��7

	��������>?At�?A�OkH6����y���P��KO7<; �P��MN�� �?O���������]	+�� ����P�8���y���F!-IJ�D�������P�H��K� ������9���y�C7��A	3��6��H���P CkH6����y���z���� ��S; �P��MN�� �a
?O���������
	+�� ����P�8���H���5H��F�8K��O����6>	3�� �7�68���|kH6����87>���>	���������7<; 6��>���P�H�l��6
7���	3�� ����P�8���8���CR�6�����6��� ��F!3B��
H���P�s�����`6��8�hMN���8���������L78���`���P�H�l��6�U[7���	3�� ����P�8���8���>�

Gain(nivi, nivj) = g(nivi, nivj)
! � 68���P�����������y�

�����1���� @���@�9K@ ��P�����PkH6����`7<; 6��8�5�����P����MN���8���������
g
É

n g(nivi, nivj) > g(nivi, nivk)
���

nivj ≻ nivk

�Qê�Õ¬ê����
j > k

� Ù �
n g(nivi, nivj) < g(nivk, nivj)

���
nivi ≻ nivk

�Qê�Õ¬ê����
i > k

� � �
n g(nivi, nivi) = 0

�NÛ����F�����8�|H��F�8��	����/7<; �P��MN�� �?O���������O	3�� ����P�8���y���:kH6����87����� �����������6� /���|?At�?A�
���P�H�l��6�7��/	+�� ����P�8���8�����Ø?At�?A�D�������C����������D7��&7��y��6�?A���H�lX��l�� E�����Y7��y��6�?A���H���-7<; 6���?At�?A�&���P���l��6
�����y��7�������?At�?A�T�����������C7<; K�kH6��P�F�������8�����@!E^1�[�8��	+�� �7�	����`�8���[	��P68��7<; �P��MN�� �?O���������L	+�� ����P�8���H���
���
 ������9���H�1��6� ����5?At�?A�5���P���l��6�7��5	3�� ����P�8���8���F!

Z/�� A7�K�7�68���������o7���� � �C�����NÛ��@X/���o�]�
g(nivi, nivj) < 0

���
nivi ≻ nivj

�Qê�Õ¬ê/���
i > j

! f ���@�<���A���
���]�

nivi ≻ nivj

XE������ ��h�������x���PF���z���AkH68�T���xkH6����H���P��KA7<; �P��MN�� �?O���������V	3�� ����P�8���y���AkH68�������y�������H�h����6��
7��y��6�?A���H�17������P���l��6
7���	3�� ����P�8���8���

nivi

�����|	��P68��F 9���87��5kH68�`���TkH6����H���P��K57<; �P��MN�� �?O���������
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kH68�������H�������y������6���7��H��6�?A���y�:7��1���P�H�l��6>7��`	3�� ����P�8���8���

nivj

!yn����8�FX�kH6����87x���x	��������`7<; 6��>7��y��6�?A���H�
7��/�8�z�H�l��6�7��/	+�� ����P�8���8���

nivi

R|6���7��y��6�?A���H�)7��/���P���l��6C7��/	3�� ����P�8���8���
nivj

Xl���h	+�� �7h7��/�S; �P��MN�� �?O���������
	+�� ����P�8���H���F!�n��5?At�?A�FX87��O� Ù �����C�NÛ�������7�K�7�6��P���

g(nivi, nivj) > 0
���

nivj ≻ nivi

�Qê�Õ¬ê8���
i < jp �`kH68�����������A7�6T�P���������y�� ��|�S; �P?�	3�� ��9���8���:7������8K��:��6�UC���P�H�l��6�UT7���	+�� ����P�8���8���:���)����H���P�A7<; �P��MN�� �?O��a

�������
 �Kl���P����Kh���H�� ��h7���6�Ux���P�H�l��6�U>7���	+�� ����P�8���8�������`	+�F�����y�l! ü 6>���T��K�?O���H����kH68�h7��h�����:7���6�U>�����8����	����lX
�P�Y�����:����F��kH68�hkH68�5���CMN���8���������[7��5H���P��7<; �P��MN�� �?O���������[	3�� ����P�8���y�������y�� ��h7���6�U>���P�H�l��6�U
7��5	3�� ����P�8���8���
7�K�	+���87��|K������y��68���P����?A���H�&7��D�S; �P?�	3�� ��9���8���:�������� �7�K���R1��������6���7����Y���P�H�l��6�U<X/�Qê�Õ¬ê�7��D�����F������6� /������ ��P=�68K��
R�������kH68�5���P�H�l��6
7��5	3�� ����P�8���8���F! d �z�����NX��S; ���>	+��6��`���H���P 

g(nivi, nivj) = fonction(I(nivi), I(nivj))
!

��Tt��Tt¸ § L¨_½NG]0[nL�VXW�RñIML�[^g\ª*IML�[)NG«��ÀRbW�HJIKIMRBRÃÀ�R*Ï Y|dQRe_ÀRek�HCVXW~[)NQHCV¿Ç�LONGV
n��QMS���������P�H��6��P���P�H�FX/�����)ß����7<; �P��MN�� �?O���������o	+�� ����P�8���H�������y�� ��
7���6�Um���P���l��6�U�7��x	+�� ����P�8���8�����@Uya

	� ��P?A�56��8������ ��9���P�8�5�8���������
7��cÛ��UÖaØQß��á}Õ5���y�� ���������7���6�UQ���P�H�l��6�Ux7���	3�� ����P�8���8���F!+B��������57������9���8���h�������
	� ���	� ��PK���K��`���9���878�� �7��1kH6��E�����H���

n ����wy?AK��� �������� ∀i, j, d(nivi, nivj) = d(nivj , nivi)

Ù � ò
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U
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n ����K�	��� 9���������3�5� ∀i, d(nivi, nivi) = 0

n �Ø�P�8K�H���P�P��Kh�� �������F6������P ����h� ∀i, j, k d(nivi, nivj) ≤ d(nivi, nivk + d(nivk, nivj)Z/6�����kH68�[������kH68�[���P���l��6�7���	+�� ����P�8���8���L�����>�������H����KLR�6��8���F������6� Q�y6�?AK� ���kH68�LkH6��`�l�� 9������K� ������L�����
�P?�	3�� ��9���8���FXy���A	+��6��D�����8���� �6��P ��:���cÛ��UÖaØQß��ápÕ1���H�� ��:�����D7��z�<K� ����H���&�8�z�H�l��6�UA7���	+�� ����P�8���8���1���O����=����9���y�
��6� ��������F������6� ����y6�?AK� ���kH68���17<; �P?�	3�� ��9���8�l��kH6��<����6� 1�����H�`�������H����K����:���
d(nivi, nivj) = d(I(nivi), I(nivj))

!3^1�> ���?O�� �kH68��kH6E; ���>	� ��������y���






g(nivi, nivj) = −d(I(nivi), I(nivj)) pour nivi ≻ nivj

g(nivi, nivj) = d(I(nivi), I(nivj)) pour nivj ≻ nivi���x �����	+��������=������>����6������������|	� ���	� ���K���K��`���������87�68���:7������hMN���8���������
g
kH6��<?A�H7�K��P���������ò�)ß���[���y�� ��57���6�U

���P���l��6�Ux7��`	+�� ����P�8���8���F! d �P�8���SXy�����8���������
7��$Û��UÖaØQß��á}Õ�?O�����8K�?O������kH68��	+��6���t��� ���6����P�P����K��`	+��6� |?A������ ��
���
ã�6��y ��5�8���� ���MN���8����������7��:�)ß����!

f U���?�	����h� e ��68�/ ���	� ����8���8�&�S; �@U���?�	�����	� �K���K�7����H��7��|���5�������������Oú�! � ! Ù ���/�8��68�&6����P�P�������8�/����7������9���8���
?O�����8K�?O������kH68�57���#Óß��è�ßnØ�ØQß�
7������3���H�

d(x, y) =| x− y | oy���x	3��6��:�l�����P g(TP, FP ) = −(4− 2) =

−2
���������9�8�������P�

I1
����?�?A�|MN���8���������A7<; �P?�	3�� ��9���8���17������P�H�l��6�7��|	3�� ����P�8���8���:���

g(TP, FP ) = −(16−
4) = −12

���E���
�9�8�������P�:	��P6��!"��
I2
!

��Tt��T�u � LONGVÆ_�iUNGV\k�H�P/IML�[)NQHCV WÃ�½Ic�Xd1ª�È¨�XV P)L�V\Ç®_ÀHCVXV\ª
n����1�� 9�l�F��6�UL���H��K� �����6� ���	� �K������y��K���78���8�`���C�9����	��P�� ���ÛA���y�`	� ���	+�F��KC7����`?AK��� ���kH68���`=�����K�������6� `���

H���P�Q7<; �P��MN�� �?O���������Q �Kl���P����K`R5�9����kH68�: 9����8X����� ���kH6E; ���A	3�� �����6� ��D���5�P�������:7�����7��H��6�?A���y���D �������6� ��8K���	��� 
6�����w�����W�?A�57�� j ID��6� :6��8�h�����P�������������[7������8K��F!�n5���8�������:�� 9���F��6�U
7��ïtRí�Þpã�Õp
 ��BÕaØ'n<Õ}ÿ]í�
�í���'ÕpcQ à ä0R X����
H���P��7<; �P��MN�� �?O���������L��6�?�68�PKQ� ð â�Ú<â�
�ßnØ�Õ¿ÛOl�ß��� ð l5�|RT6��
 @����

r
�����:��������?�?A����6�?�68�PK��C7����17���F �K��

7���	+�� ����P�8���8����7����:7��H��6�?A���y���17��5 9����A�P��MNK� �����6� `R
r
X������P�:���
6����P�P���9���H�:�8�F�:�8���9���������8� 3 MA�







CG(1) = I(NivPertinence(d1))

CG(i) = CG(i − 1) + I(NivPertinence(di))p �s?AK��� ���kH68�õëò��Ö^á}��â�*Ø�Õ¿Û ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õ l�ß��� çjë ð l,é[�l������6����LK�H������?A���H�>7����OH���P�8�x7<; �P��MN�� �?O���������8�
?O������6�����ã`�O�������H�`7��5	3���87�K� 9���������[kH6��E�����:6��8�`MN���8����������7�K��� ��������9���y���h7�6
 9����O�����1��	�	��P��kH68KF!







DCG(1) = I(NivPertinence(d1))

DCG(i) = DCG(i − 1) + NivPertinence(di) ×b log(i) si i 6= 1
d 6��O 9����C7������8K

r
XF�S; ���O	3��6��������P�D����?�	��� ��� �����H���P�Q��6�?C6���K:	��� & 9��	�	+�� ��|��6OH���P�O��6�?C6���K:��7�Kl���SXH�����P�

�y����6����P������ h������H���P�8����6�?C6���K��TR
������kH68�O 9����[����68�5MN�� �?A�O7<; 6��8�O����6� �=+�F! p �
�y����6����P���9���������V	� ���	3�F��K��
	3��6� :���F��?AK��� ���kH68���1�l; ��	�	�6�������6� :���5?At�?A�h	� ��P�8���P	3�po����P���h�����1�@U�	��P��kH68K��h����7�K��9���P�-78���8�������1�������������8�
RC�������P l! p ���:?AK��� ���kH68����	� ���	+�F��K����:	��� H'̄ß`ÿ�ß��HQ Ù � ú R �����H�:=�����K����1��6� ����C�8���������[7���H���P����6�?C6���KF!
4 S

NivPertinence(d)
(*)�6�w (L4:9 vD(�;�.�70(L8J('/�619 4:(*4:<*(C70.�703 <*.:+-(*4 6

d
<*35+-+-(�4:35.:)�w�; 9 4 6�/13z70.:9 )�354:)�7:;�4:)�w ;p)�(*<'619 3547ÿ � � � ÿ
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ð è�ßp�*�jØjÞ}Õ��/êÓöã`ß�
 â�ßnØj����õÛ�â<��ß`Ö}Ö^ß¬�/Õ:ô$
gÜ àgápè�Õp
U
�ÕÑÛ)ß��ÖòÛ/Õ}Ö:Õp ã¬��Þg�� 'ÕpÚ�Õp*Ø�Öòôr��ÕpÞaØj��'Õp�ápÕ�Ú<â�
�Øj��ã`ß�
 â àgÕ

��Tt��T�� U �½Ic�XdQR PÁdQR�]úÇ�LONGVX]�_�iUNGV\k�H�P/IML�[)NQHCV¿Y�HC�ÀPAªÃÂ'L�dG�ÀR P
p �|	� ��P�8���P	+�:7�����6�?C6���7��|H���P�A7<; �P��MN�� �?O���������x��6T�8��7����/ 9������D��K���K| �K�6����P�P����K�	+��6� /�8�F�/?AK��� ���kH68���l!

d 6��Q 9����T7������8K
r
������H���P�8�|7<; �P��MN�� �?O���������8�| �Kl���P����K��|���H�� ��`������7��y��6�?A���H����aS �K���6��P�9���9��7��`7���6�UQ�����P�����@a

�������8�:	3��6� :����68�������� 9������:�P��MNK� �����6� ��1R
r
�����y�:��6�?�6���K��l!�n<Õ}ÿ]í�
�í���'ÕpîÕaØ�tRí�Þpã�Õp
 ��s��6�?�6������y�:	8�z68�!"��1���

kH68�h�8��68����	�	3�������8�`�S; �P?�	3�� ��9���8�l�C7����`7���F �K��`7��h	3�� ����P�8���8���T7����17��y��6�?A���H����aS �K���6��P�9������7<; 6��[��w�����W�?A�
7�� j Ih��6� C6��8�x�����P�������������E!&n���6�U]�l����K���� ������A7��Q?AK��� ���kH68�������y�TK���KQ	� 9��	3�F��K����>�-�����C	� ���?���W� �����	3�� �a
?A���������y��7<; K��F���P68�� 1�S; K��H���P6��������L7����1	3�� �MN�� �?O���8������7<; 6��[��w�����W�?A��7�� j I����y�� ���7���6�U������P�������������8�����1�����
���������87����1	3�� �?A���������y�`7<; ��=8���� ��H�� :�S; K��l�� ��`���y�� ��5�����:	+�� �MN�� �?O���8�����`7<; 6��Li j I���6� :6��8�h�����P�������������L���:�����
	+�� �MN�� �?O���8������kH6E; ��6� 9���P�&MN��6� ����8���`i j I½��Û/à¿ß�
 3 Q���6� /����?At�?A�1�����P�������������Q7��:7��y��6�?A���H���l! e ���� ��:��=�u��������zM
������7<; �������Pw����� �������K��l�� ����:��6Q�8�<7��`���C�� ��������9���8���57����|�����P�������������8�:����7�K����� �?��P�8�� :�S; �P?�	������:7��`�����9���P�P���F!

ÿ�� Ë8ë�ÖYÐHÏOÐ Ó ÎlÏ�Ð[Õ-ÐyÖ�(m×�Ô3ë�ëØÐH×FÎ�ÍØÔ Ó èú� P í�ÎlÏ�Í � ÖYÐHè
Ñ
iy�������H�x7���6�U������P�������������8�

C1
���

C2
7����9���P�P���[�� ��������9���H���[���Q6���i j I

S
!�^1������6������P���L�������Pw����� 

���xK��F���z6��@ Q��������?�	+�� �����?A���y�x7��
S
��6� Q�9������6��8�[7����Q7���6�Uo�����z�������������8�CoD�8���9��?�?A���H��X����o�H��687� 9���P�

7�K����� �?��P�8�� x���:������	+�� �MN�� �?O���8�����Q7��
S
�l; ��?AK��P���� ����H�lXD ����������H�Q���9��=������O��6o���>7�K���K� ����� ����y�Q���� ���kH68�>���

�9���P�P����7��1���������P�����@���P������6�F?A���H���F!�Z-��6� |6��ÓØQ�p�*��á̀ 7������8K
t
X�Rh�9����kH68�1 9����8Xy���Q�F���l������6����� |���hkH6����y���P��K

7<; �P��MN�� �?O���������
	+�� ����P�8���y����H��F�8K���RC���� 9��������� ���kH6E; ���
����������57��5�����P�������������E! e �F�|�8���9���������8�:�����y�|�����
��6��P�F���y�����h�

n N
���������5	3���P�y�1�y�>�S; ��������6������P���h�l; �� � �t����� 178���8�:���C�P�������h7����:7��H��6�?A���y���lX

n q-��6��17��H��6�?A���y�
d
 �������6� ��8K��T6��>���P�H�l��6�7���	+�� ����P�8���8����kH6��E���� 9�C�8����K

NivPertinence(d)
X

n Z)��6� `7���6�U
���P�H�l��6�U�7��h	3�� ����P�8���8���
nivi

���
nivj

X����L�����5H���P�
g
kH6E; ���� �Kl���P������78���8�1���AkH6����P�P��K

7����� �K���6��P�9�����1���
	������9���H�17�6>���P�H�l��6
7��5	3�� ����P�8���8���
nivi

��6>���P�H�l��6
nivj

!
p �CMN���8����������7����������y�`R�������kH68�5 9����

k
���h7��H��6�?A���y�: �������6� ��8Kh�����:7�K@�8�����h	��� h�

dt(Ci) :




N → Ci

k 7→ dt
k(Ci)





Z/6����D�8��68�&�8���������
Retrievedt(Ci) = dt(Ci)(N)

�����5�P�������17��:����68�&������7��H��6�?A���y���� �������6� ��8K��D	+��6� 
���5�����P�������������

Ci
���

Retrievedt
N (Ci) = dt(Ci)([1, .., N ])

�������
N
	� ���?����� ��D7��y��6�?A���H�9�& �������6� ��8K��&	+��6� 

���������P�������������
Ci

!
Z)��6� `���P?�	��P�z���� `������MN�� �?C6������`R��H�@�8�z �X��8��68�1�8��?�?A���8����ß`Ö}Ö^ß¬�/ÕC���y�� ��h�����:�P���������17��h �K���6��P�9�����`7���7���6�U
�����P�������������8�

Ci

���
Cj

RO6��[ 9���8
k
���$�)ß���]7<; �P��MN�� �?O���������s	+�� ����P�8���H�������y�� ��C���C���P�H�l��6s7��C	3�� ����P�8���8���

7�6m7��H��6�?A���y�����P��68KQ���]	+�F���P�������
k
7��O�����P�������Q7��O �K�	3���8�����T7��

Ci

	3��6� T����ØQ�p�*��á
t
���T���O���P���l��6m7��

4�T ýh(¤6 �Csh9 70I�;�wz/1('6135.0/14:(�w (*)�7z3z<*.:+-(*4D61)±8y;!/�70(*B�/1I�70(�8J('/�619 4:(*40<*(5��5�35.:)Z;�vD354:)±/1I*.0619 w 9 )�ILw ;�<*354:<*(*80619 354q70(
Òg%�,���c ���ô�>%+�
%+������#+õ�%!c �ô�

Ù � à



�/ê���êb#õà^ØjÞp��úaâ Õ}Ö�����â�Þò
gÜ àpã`ß�
 â�ßnØj�����Û�â$��ß`Ö}Ö^ß^��ÕÑôc
gÜ àgápè�Õp
U
�Õ

	3�� ����P�8���8���T7�6[7��H��6�?A���y�����P��68K�����	3�F���P�������
k
7��h�����P��������7��h �K�	+���8�����`7��

Cj
	3��6� `���h?At�?A��ØQ�p�*��á

t
!

^1���>�
Passaget

k(Ci, Cj) = g(NivPertinence(dt
k(Ci)), NivPertinence(dt

k(Cj)))

Z-��6� /�l�����P -���&H���P�T7<; �P��MN�� �?O���������C	+�� ����P�8���H���� ����������zM+R�6��� 9����8X�6��C��ã`�O�������y�/7��&	3���87�K� 9���������
�N�@	+�
kH6��E7�K�	+���87�7�6
 9����O�����:6����P�P����KF!3B|�h��ã`�O�����@�y��7��5	3���87�K� 9���������m��kH6��Y���� 9�T6��8��MN���8���������[7�K��� ��������9���H���
7�6Q 9����y�&�����D�8K��������9���P ��`	3��6� � �K�7�6��P ��`	� ���F ��������P�H��?A���H�����OMN���8���������x7�6Q 9����C�S; �P?�	�������7�6QH���P����	3�� ����
7<; �P��MN�� �?O���������s	+�� ����P�8���H���F!-B���?�?A����6�F�K� �KC	��� WtRí�Þpã�Õa
 ��6ÕaØgn<Õ}ÿ]í�
�í���'Õp Q à ä0R X3�S; ���L	+��6��`MS���P ��T���������
 �K�7�68���������L����	+���H���� 9��	���7��x�N���H���h6��8�5MN���8���������L����?�?A���S; �P�H�H�� �����7�6� 9����

cp(k) = 1/k
��78���8�1�����l���

�y�O������7��y��6�?A���H�������O��t����`7��:�P�������`�����H�|����6�UO��6� D������kH68���������Q����6��DM��y�l���P������ ��S; K@�F���P6����������>��6x���O	+���H���
?A���P�8�� 9��	���7��O�S���H����6��8��MN���8��������������?�?A�5�S; �P�y���� ����h7�6>����O7�6
 9����

cp(k) = 1/logb(k)
�@!

f U���?�	����C���P �KT7�� Q à ä:R �3Z-��6� 
b = 2

X
log2(2) = 1

���
log2(1024) = 10

! d �P�8���-	+��6� `���C 9����
1024

X
���mH�� �7��� 9���P�QkH6����87�?At�?A�
���8���� ��

1/10 � 7�6mH���P����	+�� �����7<; �P��MN�� �?O���������o	3�� ����P�8���y���������� ��OkH68�
���H���
6��8�x ���7�68�������������m	+���H���> 9��	���7��[���H���x	��� O�9U���?�	����

p(k) = 1/k
X/�����8�xH�� �7��� 9���P�QkH68�

1/1024 � 7�6H���P����	3�� �����7<; �P��MN�� �?O����������	+�� ����P�8���H�1	3��6� :���5 9����
1024

!
d �P�8���SX�	3��6� 1�9����kH68�cØQ�p�*��á

t
X��8��68�1��=������8���8�:6��
����������6� 17���	3�����9������

< Passaget
1(Ci, Cj), . . . , Passaget

N (Ci, Cj) >

����6��
����������6� 17��5	������9�������	3���87�K� �K��

< cp(1) × Passaget
1(Ci, Cj), . . . , cp(N) × Passaget

N (Ci, Cj) >

n���6�Ux	+�F�����P=��P�z�P��K��1�l; ���+ ����y�1RT�8��68�h�
n p ��	� ���?���W� ��������|7��`�l������6����� |6��8������?�?A�`7����|K���K�?A���H����7�6Q�H��������6� |7��1	������9�������	+���87�K� �K��|7<; 6��
ØQ�p�*��ás���8��7<; �l�����P x6��8���F������6� x6�����kH68��	+��6� x�9����kH68�îØQ�p�*��ásR�6��8��	+�F���P��������78�����8K

N
! e ��68�

7�K@�8�����������8�17����8�5���C	� ���?���W� ��h?AK��� ���kH68�h����?�?A�h��6��P���

Metrique1t
N (Ci, Cj) =

N∑

k=1

cp(k) × Passaget
k(Ci, Cj)

_1�8��?A�lwH�����8��	+��6� � 9�T���8��6��P���5t��� ��`MS���P���`	+��6� ��S; ���8����?�=����h7�����ØQ�p�*��ápÖ�!�B���������?AK��� ���kH68���8��	3��6��
���A�l������6����� TkH68�A��6� h�S; ���8����?C=����O7���ØQ�p�*��ápÖQ�lwy���H��78���� �K���6��P�9��������6� ��9������6��8�O7����C7���6�U������P�����@a
�������8�

Ci

���
Cj

o/	��P68�A	� �K�������K�?A���y�Q��68 O7�����ØQ�p�*��ápÖ�kH6��1��K� ��z�����y� | Retrievedt(Ci) |≥ N
���

| Retrievedt(Cj) |≥ N

n p �x7���6�U���W�?A�T	+�F�����P=��P�P�P��K������57��T�l������6����� h���Q����?�?A��7����5K���K�?A���y���h7���������������6� ��O�Ø	3���878K@ 9K�����6
�8���3�`7��C����68�������$ØQ�p�*��ápÖT 9����x	3�� � 9����8X+���TkH6��-MN�� �6����P��68�s����6��)����������6� `�������/7��

N
K���K�?A���H���

	+��6� :�����òØQ�p�*��ápÖO�

< cp(1) ×
∑

t

(Passaget
1(Ci, Cj)), . . . , cp(N) ×

∑

t

(Passaget
N (Ci, Cj)) >
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B����H��������6� �aJ����?�?A�s������?At�?A�[�9���P�P���[kH68�������Q����������6� ��>7���	������9������Q7��L������kH68�îØQ�p�*��á\o������
i � K���K�?A���y�|�����D��������?�?A�178��� i � K��PK�?A���y���|7����D�H��������6� ���78�1�9����kH68�:ØQ�p�*��á�!�^1�Q	3��6��|7����8�:MS���P ��16����6�?C6��<��6A�8�+7����D 9������������y����6����P������ ������D����������6� ��|����68�&MN�� �?A�17��`����6� �=3����H���P����	+�� ����T����68 D����68�
�����òØQ�p�*��ápÖ�����6�?C6���K5	��� : 9����8!

ÿ�� Ë8ë�ÖYÐHÏOÌ-Ë�ÏQÏ�Ë�Ì-Ì/Ô�Ï�Î�Ë8ÖoèxwEè�Îz����Ð[Õ-ÍØÎAÍØÕ-íHË8ë�� P í�ÎlÏ�Í � ÖYÐHèQæ
p �h���������87>F ���6�	3��7���?AK��� ���kH68���`������=�����Kh��6� ����5?At�?A�5	� ��P�8���P	+�hkH68�5�����:�[K��� ���kH68��� Ù !�Z)��6� :6��8�

�����P�������������x7������8K��
C
XF���`i j I

S
 �������6� ��8�:6��8���P�������:7��� �K���6��P�9�����

Retrievedt(C)
	+��6� &6���ØQ�p�*��á17������8KF!

p �T�P�������$��Û/à¿ß�
�Õ�7��� �K���6��P�9�����:	+��6� 1���cØQ�p�*��áh�����:�����8���� �6��P���h����?�?A�h��68�z���
n �����P�

Documentst(nivi)
�S; ���8����?�=�����7����/7��y��6�?A���H���&7������P�H�l��6�7���	+�� ����P�8���8���

nivi

	+��6� /���rØQ�p�*��á
t
���:	� �K������H���178���8�����������P�����@���P���

C

n N
���������5	3���P�y�1�y�>�S; ��������6������P���h�l; �� � �t����� 178���8�:���C�P�������h7����:7��H��6�?A���y���l!

^1���� �K��
6��8���z�������[7���7��H��6�?A���y���
Retrieved � idealt(C)

kH6��`�����O���s�P������� R5��7�Kl������TykH6�����6� 9���P�O	�6
t��� ��h �������6� ��8K���	��� 1���Ti j ID	+��6� `���cØQ�p�*��á�! p �h	� ��P�8���P	+�������17<; �P�y�� ��y7�6��P ��C78���8�1���������h�P��������7<; ��=3�� �7������RD?A���P�P����6� ���Ty7��y��6�?A���H���lX����8��6��P���������)=+���8�&���D���P�8���87�����6��P���F!FZ-��6� D�9����kH68�|���P���l��6O7��|	3�� ����P�8���8���

nivi

X
���
	��� ��9���H�`7�6>	��P68�:	3�� ����P�8���y�:�H�� ��|���5?A���P�8��	+�� ����P�8���y�lX8���
�P�H�� ��y7�6��P�

nb
7��y��6�?A���H���ÐR:�������zMN�>T���wy���H�

���5���P���l��6�7��5	3�� ����P�8���8���FX3�l�����A�

nb =




N − ∑n

j=i+1 | Documents(nivj) |
���

N − ∑n
j=i | Documents(nivj) | < 0

sinon | Documents(nivi) |





Z)��6� C7���6�U�7��y��6�?A���H���
di

���
dj

	� ����C78���8�����������A�P�������FXE���
di

�����h	�������KO�l�F���y�
dj

������ ��
di

����� R`	��P68�
	+�� ����P�8���H�TykH68�

dj

	3��6� :���$ØQ�p�*��á\o8��6��� ���?A���y�`7��P���S; �P?�	��P���l���������L��6��P�F���H���h����������6Fu���6� ��:��K� ��z��K��A�

i < j =⇒ NivPertinence(di) > NivPertinence(dj)

f U���?�	����>� e ��68�` ���	� ����8���8�5�S; �@U���?�	����C6����P�P����KT78���8�������5�������������8�5ú�! � ! Ù ���hú�! � ! Ý8X<�l�����C�����`���P�H�l��6�UL7��
	+�� ����P�8���8���:q�Z-X�Z-XF{)Z���� e Z)!�iy���P�/����ØQ�p�*��á

t
������kH6�� | Documentst(TP ) |= 7 , | Documentst(P ) |=

10 , | Documentst(FP ) |= 25
���1���
�9�8�������P�

N = 30
!

Z-��6� T�9����kH68�O���P���l��6�7��O	3�� ����P�8���8���FX)�����l������6����O���O�8��?�=� ��x7��O7��y��6�?A���H���A��wy���H�T���A���P�H�l��6�7��
	+�� ����P�8���8���CRC�P�8��K� ��� 178���8�����T�P����������7�Kl�����h78�� �K���6��P�9�����17����9���P�P���

N = 30
!

n Z)��6� C���O���P�H�l��6
TP

XY���m�
N − ∑3

j=3 | Documents(nivj) | = 30 − 7 > 0
XY���m��u���6����x7����8�

| Documents(TP ) |= 7
7��H��6�?A���y���17��5���P���l��6�7��5	3�� ����P�8���8���

TP
!

n Z)��6� :�������P�H�l��6
P
X����[�

N − ∑3
j=2 | Documents(nivj) | = 30 − 7 − 10 > 0

X�������u���6����h7����8�
| Documents(niv2) |= 10

7��y��6�?A���H�9�17������P�H�l��6�7���	+�� ����P�8���8���
P
!
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n Z)��6� 
FP

X)���m�
N − ∑3

j=1 | Documents(nivj) | = 30 − 7 − 9 − 30 < 0
X)���m��u���6����x7����8�

N − ∑3
j=2 | Documents(nivj) | = 30 − 7 − 10

7��H��6�?A���y���17��5���P���l��6�7��5	3�� ����P�8���8���
FP

!
p �C�P�������$��Û/à¿ß�
�Õ5MN�� �?AK��h���� 9�T�����8�����P��68K�������?�?A�h��6��P�h�

TP, . . . , TP
︸ ︷︷ ︸

7fois

, P, . . . , P
︸ ︷︷ ︸

10fois

, FP, . . . , FP
︸ ︷︷ ︸

13foisB���?�?A�578���8�������l����	� �K���K�7����H�1�����8���� ������y�:�������[K��� ���kH68��� Ù X�7���6�Ux	3�F�����P=��P�P�P��K��:�l; ���+ ����H�1R�����68�5�
n �����P�:�8��68�:�l������6������8�`RT6��>	+���P�H�17������8K

N
����	+��6� �6��BØQ�p�*��á

t
X

Metrique2@N t(C) = Metrique2t
N (C) = Metrique1t

N (Retrieved(C), Retrieved � idealt(C))

B��������T?AK��� ���kH68��7������8�T���CH���P�L?A��w����s��6� ����QkH6����P�P��K�kH6E; ���L �Kl���P�����T���L	������9���y�57��C���O�P�������T7��
 �K���6��P�9�����1��=������y68�h��6� ����������P�������������

C
	��� : 9��	�	3�� ���RC���T�P�������<��Û/à¿ß�
�Õ�7��5 �K���6��P�9�����l!

n �����P�:�8��68�:�l������6������8�16��8�h����?�?A�h7����:K���K�?A���H���`7������H��������6� ���	+���87�K� �K��17��5����68�������òØQ�p�*��ápÖh 9����
	��� : 9����O���1�����C6��
6�����kH68�5����������6� ��8�����Y7��

N
K���K�?A���H���:	+��6� :����68�������òØQ�p�*��ápÖO�

< cp(1) ×
∑

t

(Passaget
1(C, C � ideal)), . . . , cp(N) ×

∑

t

(PassageN (t)(C, C � ideal)) >

B��`����������6� �����?�?A�5�h���h?At�?A�`�9���P�P����kH68�1����������������6� ���7��1	������9������|7��`�9����kH68�ÑØQ�p�*��á�!8iy���
i
W�?A�

K���K�?A���y�A�����C���[����?�?A�x7����
i
W�?A�xK���K�?A���y����7����C�H��������6� ���7��x������kH68�ÓØQ�p�*��á�!&^1��	3��6������8��6��P���

MS���P ��h6��[��6�?�6��/��6>�8�-7����: 9������`���1�y����6����P������ :�����:�H��������6� ��`����68��MN�� �?A��7��h����6� �=+���1H���P����	3�� ����
����6� :����68�������òØQ�p�*��ápÖ�����6�?C6���K5	��� : 9����8!

e ��68�:�����8���9���9���8���8��������?A���y�`kH68�5���h�����8����	���kH6��E�F�T���� ��y�P 178���8�:�����:?AK��� ���kH68���`�����1���@�P6��-7��5H���P�
7<; �P��MN�� �?O�������������y�� ��h7���6�Ux���P���l��6�U
7���	3�� ����P�8���8���F!�IJ�<	3��6��1t��� ��h7�K@�8���Y���
�l; ��	�	�6�wH���y�1��6� ����5�����8����	��
7<; �P?�	3�� ��9���8���A7<; 6��L���P���l��6s7���	+�� ����P�8���8���T?O�����1�8��������?A���y�5�P�-	+��6��h��68�����)���Lt��� ��C�P�87�K�	+���878��?�?A���y�
7�K@�8���S!�n5���8���������@U�	+K� ��P?A���H�9�������F�8�1kH68���8��68�:�l�����8��?A���8K����lX��8��68�:�@U�	����� ����8�������:7���6�U>�l����7��`�8F6� ��F!

ç ÍØÐ Ó Ë � ÐH×[ëØÐHèc��í�ÎlÏ�Í � ÖYÐHèAÐ)(YÍØè�ÎlË Ó ÎlÐHè��
ô E ÍØèl×�Ô3Ö Ó ÎlÐHÕ\÷:ÉCÖ,�LÖ-ëØË�Î�Í � Ð$%xË8Í Ó � f �T��	��9���H�-	+��6� -���17������9���8���D?O�����8K�?O������kH68�|7���#Óß��è�ßnØ�ØQß�

d(x, y) =| x−y | ����?�?A�)MN���8���������C7��/�l������6��y7����<	������9������lX��8��68�E ����� ���6��H���8�E6��5�P�����C�l�����/�����<?AK��� ���kH68���ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õml�ß���[���rë��UÖ^ág��â�*Ø�Õ¿Û ð â�Ú$â�
�ßnØj�UãnÕml�ß����! f ���@�<���h�
DCGN (Ci) − DCGN (Cj)

=
∑N

k=1 cp(k)I(NivPertinence(dt
k(Ci))) −

∑N
k=1 cp(k)I(NivPertinence(dt

k(Cj)))
�Nú�! Ù �

=
∑N

k=1 cp(k)[I(NivPertinence(dt
k(Ci))) − I(NivPertinence(dt

k(Cj)))]
�Nú�! � �

=
∑N

k=1 cp(k)g(NivPertinence(dt
k(Ci)), NivPertinence(dt

k(Cj)))
�Nú�! Û��

=
∑N

k=1 Passaget
k(Ci, Cj)

�Nú�! Ýy�
= Metrique1t

N (Ci, Cj)
�Nú�! ú��

Ù Û Ù
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n��>�S; K�kH6����������Â�Nú�! � ��R[�S; K�kH6����������Â�Nú�! Û��@X/�8��68�A6����P�P�������8�A���
��������6��`7��>����MN���8���������
g
7�K��@ ��z�Q78���8�A���

�������������Vú�! � ! ÛQ6����P�P���9���y�56��8��MN���8����������7������9���8���F! f �s�@�<���lX+	3��6� h7���6�UL���P���l��6�Us7��C	+�� ����P�8���8���
nivi

���
nivj

X

I(nivi) − I(nivj) =







d(I(nivi), nivj) si nivi ≻ nivj

−d(I(nivi), nivj) si nivi ≺ nivj

f �[	+�F�9���H�57���	��P68�
cp(k) = 1 ∀k

���Qê�Õ¬ê3���)���L�8�hMS���P�`	�����7���	+���87�K� 9��������������MN���8���������s7�6[ @����y�@X
�8��68�: ����� ���6������8�1���������5?At�?A�5 ��������������L���H�������T?AK��� ���kH68� ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õml�ß����!
p �C�P�����L���y�� ��������`?AK��� ���kH68��� � ���`�����`?AK��� ���kH68���òë��UÖ^á}��â�*Ø�Õ¿Û ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õúl�ß������� ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�ÕIl�ß���
���57�K�7�6��P�`7��P ���������?A���H�`7�6
�P���������H�� ��h�[K��� ���kH68� Ù ���1�[K��� ���kH68� � ! d �P�8���&�
DCGN (C)−DCGN (Cideal) = Metrique2N (C) = Metrique1N (C, Cideal)

�������`MN���8���������Q7��:�l������6��
7����:	������9������:���8���������h���������CMN���8����������7������9���8���5?O�����8K�?O������kH68��7���#Óß��è�ßnØ�ØQß��!

ç ÍØÐ Ó Ë � ÐH×óÕ-ÐHèä��í�ÎlÏ�Í � ÖYÐHèmê Ì&ÐHÏ�Î�Í Ó Ð Ó ×�ÐÃ")Í Ó Ë8ÍØÏ�Ðµ� p �L�l���>7������V	3�� ����P�8���8���s=��P�����P ��L���
?A�y7�K��P�����
���o������ ��P=�6����y�O7������F������6� ��A7<; �P?�	+�� ��9���8���
	� ����A78���8���S; ���8����?C=����>=��P�����P �� {0, 1} !/n5���8�A��������y���@U����FX��P���@U��P���9�D6��T�P���������y�� ��������/�[K��� ���kH68��� Ù ���)���1	� �K������������A��	� �W��)6��T�8��?C=� �����U��|7��|7��H��6�?A���y���l!
f ���@�<���lX

n ���5��� ���8�������P�>6��8��MN���8����������7��[H���P�����H�� ��L���P���l��6�U�7��[	+�� ����P�8���8��������6����P�P���9���H�>���]7������9���8���
?O�����8K�?O������kH68��7��>#Óß��è�ßnØ�ØQß��X

n ���<�S; �������8�������P�:6�����ã`�O�������H�`7��5	3���87�K� 9���������
cp(k) = 1∀k������ ��

Metrique1t
N (Ci, Cj)

�F��6��
CGN (Ci) − CGN (Cj)

X������P�
N × (P@N(Ci) − P@N(Cj))
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?O���������8�&�P��K��DR5���������������P�������������E!HZ)��6� &�����&�@U�	3K� ��P?A���y�9���������8��7����/?AK��� ���kH68���DR�	3�� ����P�8���8���:?�6��P���P�F���P68K��FX
����������?At�?A�C�����P�������������L7��h���������AK���Kh6����P�P����K��F! p ���Duv6����?A���H����7��h	+�� ����P�8���8���hMN��6� ������1	+��6� 1�����ÑØQ�p�*��ápÖ
ÝHú Ù avú äFä 	� ������8���y�T��������?�	����Q�� ����������P�H�l��6�UV7��O	+�� ����P�8���8���s�Ø ���	� �K������H��K��T	��� ������C�F������6� ��
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278���8�:�����/uv6����?A���H����MN��6� ������:	��� 2	�ï!¯p�̀ �@!
p ���| ���kH68t������|6����P�P����K����������y���K��8K� �K����������P�P����kH68��7�K��� ��P������78���8�|����������	��P�� ���Ý8! p �h�8F6� ��5ú�! Ù ?A���y�� ������
 �K�	��� ����P�������[7����17��H��6�?A���y���:	��� 17���F �Kh7���	+�� ����P�8���8���h	3��6� 1�9����kH68�cØQ�p�*��á�!
p ���:?A�H7�W������17�� j I&6����P�P����K��1�����H�:K�H������?A���y�`����6�U>7�K��� ��P���178���8�����h������	��P�� 9�5Ý8!
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�hÏ�Ô8ÎlÔ+×�Ô3ëØÐHèAÕDìPÐ)(EÌ&íHÏ�Íj��Ð Ó ÎlË�Î�ÍØÔ Ó

B���?�?A��?A���y���������8K578���8�|���5������	��P�� ��5Ý8Xy���� �K�	��� ����P��������7�����7��y��6�?A���H����	+�� ����P�8���H���C��kH68���<kH68�������P�
����7���F �K57���	3�� ����P�8���8�����|78���8�����C�����P�������������
��q Ùlä b ������kH68���������8kH68�F! p �C?AK����8�y7�������F���h7��� 9���87���?��za
�9����������7�K��� ��P���O78���8�5�����9����	��P�� ���Ý
���V��������������Ý8! Û>�>K���KT6����P�P����K��FX<	+��6� h�K��8K� ��� �7����h����68��aJ�����P�������������8�
Öp��Ú<��
�ß���ÞgÕ}Ö����Q7��
�9���P�P������ ��������9���y�������O	3�� �?A�����9���y�x7��
?A������ ��[�����H��6��y ��
�����O?AK��� ���kH68���O	� ���	3�F��K����l!
p �[�l�� 9������K� ���������kH68�x78�Q���P?��P���� ��P��K>7����T����68��aJ�����P�������������8�������T���
	� ���	+�� ���������7��x7��H��6�?A���y���T	��� �7���F �K
7��C	+�� ����P�8���8���F! d �P�8���SX<������kH68������68��aJ�����P�������������V�����h���������� �6��P�����������8�����������9���y�h7���MS�������V����Kl�������P ��A7����
7��H��6�?A���y���lXF?O�����/����	� ���	3�� ��������Q7���7��y��6�?A���H���&	��� D7���F �K:7��|	+�� ����P�8���8����	+��6� D������kH68�òØQ�p�*��á������/��7�����a
����kH68�hRT���������h	� ���	3�� ��������[78���8�����������P�������������[���H����W� ��F!
Z-��6� A������kH6��Q�9���P�P���FX
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����68��aJ�����P�������������8�A���y��K���Kx�����8���� �6��P�����l!/Z-��6� �6��8�Q�9���P�P���>7������8K��FX)�����T�F������6� ��

7�����?AK��� ���kH68���|	� �K������y��K����������H��7�����?A��wH�@�8�8����7������F������6� �����=������H68����	3��6� ��9����kH68������68��aJ�����P�������������
7��
���������5�9���P�P���F!
f �Q���`kH6��3�����8���� ��8�1���5MN���8���������Q7<; �P?�	+�� ��9���8����7<; 6��x7���F �K`7��:	+�� ����P�8���8���FXy���:�9��=����l��6>ú�! Ù 	� �K������H���1�����
�����8K�?O���17���	+���87�K� 9����������6����P�P����K��lX��P�8��	��P �K��17��5����6�U
7���n<Õ}ÿ]í�
�í��QÕp�78���8��Q àFà R !
Z-��6� /����H���P��7<; �P��MN�� �?O���������O���H�� ���7���6�U����P�H�l��6�UT7���	3�� ����P�8���8���FX�78���8�)6��T	� ���?����� /����?�	8�)�����/7������9���8�����
?O�����8K�?O������kH68���T���H�CK���KO6����P�P�P��K����x� Ù �@ T�l������� � �87V�l���@�@!Yn5���8��6��]���������87�����?�	8�lXE�S; ������ ��P=�6��������m7����
�F������6� ��&7���H���P�8�D7<; �P��MN�� �?O���������>��6�UT���P�H�l��6�UA7���	3�� ����P�8���8���`����MS���P�D�9���8�/	��������� &	��� &6��8��R&MN���8��������� T3X
?A�H7�K��P���9���y�T���P�8���&���A�l���h�y������H���P�]7<; �P��MN�� �?O���������]���y�� ��A78�@6�UL���P�H�l��6�U�7���	+�� ����P�8���8���A�E; �����h	����h�P�za
�8Kl���P ����NÛ��`�l���@�&�������`�l���|�y�Q���1H���P�>7<; �P��MN�� �?O���������
���H�� ���7���6�UO���P�H�l��6�UQ��68�����������zMN�D�E; ������	���������6Fu���6� ��
����?At�?A�O�ØÝ��h�l���@�@! p ���:�9��=����l��6�U�ú�! � X�ú�! Û�X8ú�! ÝO���`ú�! ú�MN��6� ������������y��	��P68�17��57�K��9���P���l!

qE ������C��ã`�O�������H���C7��A	3���87�K� 9�������������y��K���KA6����P�P����K��O�
cp(k) = 1/k

X
cp(k) = 1/log2(k)

X
cp(k) =

Ù ÛFÛ
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@gA�B��3ú�! Ù n ü ������6� ��17<; �P?�	3�� ��9���8�l�C������ ��z=868K����5��6�Ux���P�H�l��6�U
7��5	+�� ����P�8���8���Q�Ø	+��6� 1���h�l������6��-7��hnhB b
����B b �8���9��?�?A���y�@�@!

���9�8K�?O� Ù ���9�8K�?O� � ���9�8K�?O�AÛ
���P�>Û � Ùlä ÙläFä � uv6��K���	��� � 78���8����q Ùlä b �
���P� � Ù ú Ùlä � uv6��K���	��� Ù 78���8����q Ùlä b �
���P� Ùöä ä ä � uv6��K���	��� ä ��6
�8����uv6��K��:78���8�:��q Ùlä b �

@gA�B��yú�! � n d ���� ��P=�6��������Q7����/H���P�8�D7<; �P��MN�� �?O���������Q���H�� ������P�H�l��6�U�7���	3�� ����P�8���8���F! Ù ��� �����8K�?O���8� � X Ù X ä �a/���`H���P�
7<; �P��MN�� �?O�����������������l���P��6���K����H���`���C7������9���8���57��#Óß��è�ßnØ�ØQß�����y�� ��`�����|�F������6� ���7<; �P?�	+�� ��9���8���F!

���P� Ù ���P� � ���P�>Û
���P� Ùöä Ù �
���P� � a Ù ä Ù
���P�>Û a � a Ù ä

@gA�B��Hú�! Û n d ���� ��P=�6��������O7����/H���P�8�D7<; �P��MN�� �?O���������Q���H�� ������P�H�l��6�U�7��|	+�� ����P�8���8���F! � �87����9�8K�?O���8� Ùlä XHú�X
ä �3a3���&H���P�C7<; �P��MN�� �?O���������T�����-�l������6���K|���H���&����7������9���8����7��-#Óß��è�ßnØ�ØQß�����H�� ��D�����E�F������6� ��-7<; �P?�	+�� ��9���8���F!

���P� Ù ���P� � ���P�>Û
���P� Ùöä ú Ùlä
���P� � avú ä ú
���P�>Û a Ùlä avú ä

@gA�B���ú�! Ý n d ���� ��P=�6��������>7����DH���P�8�|7<; �P��MN�� �?O���������>���y�� ��1���P���l��6�UQ7��1	3�� ����P�8���8���F!8Û � ���9�8K�?O�O� ÙläFä X Ùlä Xä �@X+���TH���z��7<; �P��MN�� �?O���������V�����5�l������6���KO���H���C���OMN���8���������
g(nivi, nivj) = signe(i − j) × pas|i−j| ���

i 6= j
X
0
���P�8���E! p �5	����:���8�������E�F��6��

10
!

���P� Ù ���P� � ���P�>Û
���P� Ùöä Ùlä ÙläFä
���P� � a Ùlä ä Ùlä
���P�>Û a ÙläFä a Ùlä ä
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78���8���x���H���A�����h�F������6� ��T7<; �P?�	3�� ��9���8������! p �AH���P��7<; �P��MN�� �?O�������������y�� ��Q7���6�U����P���l��6�U]7��A	3�� ����P�8���8���
��68�����������zMN�|�E; ������	����:����6Fu���6� ������5?At�?A�F!
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���P� � a Ùlä ä ú ä
���P�>Û avú ä a Ùlä ä

�q�t�q�Hú�! � n B b 	��� &�9���P�P���:7��:�����P�������������L�Ø?A�y7�W����17�� ð 
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1/log10(k)
! p �[	� ���?����� 
�l���Q?A�H7�K��P�����L6��8�[ �K�7�68��������������	+���H���L 9��	���7��L����MN���8��������� 7�6� 9������Ø�����

	� ���?����� ��5 9������h�����y�57����8�T�� �W��5�P?�	+�� ��9���H���@�5������ ��hkH68�C�����h7���6�Us7��� ������� ��h�l���h���� � �����	3���87����y�CRQ6��8�
 �K�7�68���������
	��P68�:�����H���O�Ø�H���P :�������������[ú�! � ! ú��@!

��Tt¸�Tt� fAª�]y�Xd�[nL�[^]
f �]	��P68�T7����C?AK��� ���kH68����kH68�A����68�C	� ���	3�F�����8�lX-	��� �?��|�����C?AK��� ���kH68����kH6���6����P�P�������H��K�H������?A���H�����

�8���������A7��|	+�� ����P�8���8����?C6��P���P�F���P68K��FXF�����)?AK��� ���kH68��� ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õ�l�ß`��Q���ë��UÖ^á}��â�*Ø�Õ¿Û ð â�Ú<â�
�ßnØj��ã�Õ�l�ß���
���H�5K���K��P?�	���K�?A���H��Kl���l!+Z)��6� ����A?AK��� ���kH68�TnhB b X���������ã`�O�������H���h7���	3���87�K� 9���������

cp(k) = 1/log2(k)���
cp(k) = 1/log10(k)

���y�QK���K
6����P�P����K��l!D_1�8�>�H�� ��������o7��
���s?AK��� ���kH68��nhB b kH6��:6����P�P�����
	��P6��!"��Q���
��ã`�O�������H��7��5	+���87�K� 9���������

cp(k) = 1/k
��K�H������?A���H��K���K5?������������H��6��y ��F!+B��������h�H�� ��������������:	� ���	� ��

Rh�8�F���� 9���F��6�UQ���|�8�`���� � �����	3���87x	�����Rh����7�K@�8���P�������>7��`���h?AK��� ���kH68��nhB b �����P���`kH68�:MN��6� ������`	��� HQ à�Þ R !
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Ì&Ô Ó Õ-íHÏ�Ë�Î�ÍØÔ Ó ôbÖ�ö|Ñ�öDæ�÷
p ���|����6� �=+����7��hB b ����nhB b �����H��7������8K�����7��`���h�8F6� ��5ú�! � Rh���h�8F6� ��5ú�! Þy! p ���| �K���6��P�9������MN��6� ������

	3�� ������y�1��6� ������� 9������&uv68��kH6E; R ÙläFä ���:���8��6��P���5�P���|MN�H�l���P�������y�1��6� �������	� ���?����� ��: 9������l!
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	� ���	3�F�����8�&�l������6������H�&	��P6��!"��/����H���P�A7<; �P��MN�� �?O���������A	3�� ����P�8���y���| �Kl���P����K|���� ���kH6E; 6��T?At�?A�1i j IY�����)6����P�P����K
��6� h7��z�<K� ����y�����������P�������������8�l! d �P�8���SXE���]��	�	��P��kH6����H���8�F�h?AK��� ���kH68���C��6� h7���������68��aJ�����P�������������8�C7����9���P�P���
�� ��������9���H���T7<; 6��8�C�� �W���F 9���87��T�����P�������������EX+�P�/�����`	+�F�����P=����C7<; K��F���P68�� 5���O�l��	������P��K�7�6Vi j I:RQ������������ `�����
7��H��6�?A���y���|���OMN���8���������8�|7��1���@68 |7���F �K`7��:	+�� ����P�8���8���`���� ���kH68�1�S; ���Q	��������`R5�S; K��9�8���P���`78���8�����h�9���P�P���`7��
�����P�������������E!
p �1�� @���F���P�+ �Kl���P����K���6� |���1	+���P�H��78�:MS�������>�@U�	3K� ��P?A���y�9�����h���H���`7��z�<K� ����y���1i j I/�����|K�H������?A���y��	� �K������H��KF!
p ���������y�� 9���P�H�����5�P��K����5RA�S; ������ ��P=�6����P���V7����`�F������6� ��`�y6�?AK� ���kH68���57<; �P?�	3�� ��9���8�l�A��6�U����P�H�l��6�U[7��C	3�� ����za
�8���8���5���y�:K���K`MN�� �?O���P����K����l! p �C�8����������7���H���P�
7<; �P��MN�� �?O���������[���H�� ��h7���6�Ux���P���l��6�U>7���	+�� ����P�8���8���h�����
�P�H�� ��y7�6��P���x���������C6����P�P����K��Q	+��6� T7�K@�8���P �7����C?AK��� ���kH68���������8���� ������H�����O	������9����xR
�S; K��9�8���P���F! p ��?������
���> ����������P����7����8�F��?AK��� ���kH68���1���H���57����|?AK��� ���kH68���:�@U������9���y�����|	� 9�@�3���H�1���
����?�	�����	��P68������6� ������P�H�l��6�U
7��h	3�� ����P�8���8�����AK�H������?A���H�5K���Kh �Kl���P����K��C7��5MS�����������8K��� ���kH68�C���`�@U�	3K� ��P?A���y�9�����F! p ���1�8���������8�`7��hH���P�
7<; �P��MN�� �?O���������s�@�y�� ������P���l��6�U[7��h	+�@ ����P�8���8���hMN��6� ������������y�16��L�l��7� ��CkH6��Y	3�� �?A���lX3����MN���8���������L7����1	���a
 9��?AW��� ��������8���������lX�7<; 6��8��	��� ���7��h ����� ���6��H�@ `�����1?AK��� ���kH68�����@U������9���H�����`����7<; ��6��� ���	��� ��`7���	� ����87� ��C���
����?�	����h7����:�l���:kH68�h������?AK��� ���kH68���:�8���W� ����y�:	����1�l�����h�������F!
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Ü TUS#"�i�f�mp[`¨�mp[cb�[$£UX�mp]�¹�¶p[�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�TrT�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�TîS^è/´
Ü T�sÐ·�¸ f�mp]�¹�¶p[cb�[�¶r\	i�f�m}_^o�¢'¦*mpoUi�f�¶�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�TrT�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�TîS^è)Î
Ü T�´ VJoUklo�mp[`¶�[`m� ½[`_^¶}ÒJ[�\¬mpoF=�[�¶ñT�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�TrT�T�T�T�T�T�T�T�T�T�T�TîS^èhÜ

.���� $ �:.103#�¦�03#��C#�¡ � 0���·/2�#

p ���� ��������9���8�����@U�	3���8���y�������P���57��1�S; �P��MN�� �?O���������
���H�� 9�0©��8��7��`�8��?�=� ���68����������?�	��P���l���������8�:78���8������68�
�����Q7���?O���P�8���x7����H�Q������ã�6� x�����O���s?O�����P	�6�������������7��
�S; �P��MN�� �?O���������E! p ��7���?O���P�8�L7��
���� ������8�� ��9�8�
7<; �P��MN�� �?O�����������E; K�������	�	+��	����Q��6�Uo�@�<�����O7��������������� ��������9���8���F!|B������������8W����
���
���P��6��
78���8�Q����7��� �a
������ O7���?O���P�8�����A�y�����
RsK���687����� O�S; �P�±°868���8���[7�6�	������9�����RL�S; K����8���P������6� A������?A�y7�W������Q7��> ������8�� ��9�8�
7<; �P��MN�� �?O���������E!

n5���8�Y���������/���8W����FXl�S; ������ ����������@?A���y�)7��/����kH6����H���P��KD7<; �P��MN�� �?O���������C�H6�?AK� ���kH68����K���KD�@U8��?��P�8KD��6h�� 9��a
���� ��D7��1�����&�l��68���������D7<; K���687�����kH6����y���P�9�����P�����l! e ��68�/	8 �K����@�y�����8�D�����D�����8����	�����7��:=������:7��:���5 ������8�� ��9�8�
7<; �P��MN�� �?O���������L�8���9��?�?A���y�h�@�L	��� �����6� 9���H�5������K��9��	3����������������kH68����7<; 6��[	� ��y��������68��7��� ������8�� ��9�8�T7<; �P��a
MN�� �?O���������E! e ��68�D�������Pw������8�&�S; �P?�	�������7�6A	������9����1R��S; K��9�8���P���1��6� D��������6��8�17��:�����DK��9��	+���D���O��=8���� ��F���y�
���:����?�	+�� �����?A���y�|7����&?A������6� ��|7��� ����9�8�� ����8�T������?�?A�� �������6�U��D�@�|��6O�� 9�l���� ��D7��D�� 9���F��6�UQ���H��K� �����6� ��|7�6
7���?O���P�8�T7������A ����9�8�� ����8��7<; �P��MN�� �?O���������EXE���P�8���)kH68��������7��z�<K� ����H�����`MS�������8��7�������	� ����87� ��T���L����?�	����
78���8�O��������6��8��7��
�����OK��9��	3���l! d �P�8���SX/7��>���s�����8���� �68����������7��>�S; ����	�������7��> ������8�� ��9�8�[RL���L	��������
7��
 �������6� :�����y����6����P���9����������7����| �K���6��P�9�����17��� ������8�� ��9�8�FX8���>	������9���y�|	��� :������K��9��	+���:7<; �P�87��@U8�������������:7<; �P��a
���� � ���H���������EX3���h	������9����CRA�S; K��9�8���P�����8K����������P����6��8�� �K����z���C	� ����������[����?�	����T���8�L7����8�h	��������<�������� �7��
MS�������[�8K�H�����P���C���h	� 9�H��������68��7��� ������8�� ��9�8�F!EB���������	� ������C���L����?�	����T���5MS���P��7���	��P68�����[	��P68�`78���8�`�����
�� 9���F��6�UO7��� ����9�8�� ����8�F! p �����l��?�	���F�8����7<; K��F���P6����������Q6����P�P�������y��7����D�����P�������������8��7��:�������D7��:	��P68�D���O	��P68�
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�H���P6�?��P�8��68�����lX<�P���5�����9������kH68���h7��T�y����6����P���9���������V7�����F 9���87�����kH6����H���P��K���7���7������8K����h�l; ��	�	��P��kH68���y��7��
	��P68�`���
	��P68�`RT���T�y����6����P���9���������[7����: �K���6��P�9�����1���� ������8�� ��9�8��7<; �P��MN�� �?O���������EX�	��P68������6� ��1�� 9���F��6�U>�y�������y�
R� ����87� 9�������&	����������D7<; �P�87��@U8���������Q����7<; �P�H���� � ���H�������F�Q	��P68�/ @��	���7����D���&	��P68�D�@�O�l�������l!Hn���6�U�	����������D���H�
 ��������y6�	��� ������@68�z��W� ���?A���y�`�8���� ��T���������H���������������P����7��h?������h����	���������7��h�S; ����	������C7��5 ����9�8�� ����8�C���`�����P���
7<; K��F���P6����������E!
p �>	��������A7���?������O����	��������A7��A�S; ����	������A7��A ������8�� ��9�8�O�����8���������A�������
�����P�P�������Q7����h�P��MN�� �?O���������8�T��6
�����P��7�����kH68���P������	+��6� � 9�x�l; �@�<������68�� 56��8�C ����9�8�� ����8�F!EZ)��6� hK���687����� 5�S; �P?�	������h78�C	������9�����RQ�S; K����8���P���FX<�P�
����?C=�������	�	+�� ���6���7���7�����	+�F���� 578�T7��P�H�� ��5����	��������h7��T ������8�� ��9�8�A7��C�9���P�P���A�� ��������9���H������6� 5������kH68�����������
	+�� �MN�� �?O���8������7����1��w�����W�?A���17�� j I|���� ����H���������Pw���K����l! e �F�:	� ���	+�F���P�������[	3�� ����C��6� :6��8�h?AK����8�y7�������F���
	+��6� 1���T?������h���
	���������7��h�������1����	��������17��5 ����9�8�� ����8�FX�	3�� �?A�����9���y��7<; �������Pw����� 1���8��6��P���h�S; �@�<���17�6�	�����a
�9�����RC�S; K��9�8���P����!
p �[	��������x7<; K��F���P6�����������7�������w�����W�?A����7��Q ������8�� ��9�8�>7<; �P��MN�� �?O����������	3�� �?A���A7��Q?A����6� ��� ������T	3�� �MN�� �a
?O���8�����57�������w�����W�?A���`���5K������y��68���P����?A���H�h7�������������?�	��� ��� l!YB��������C	��������C�����8�����P��68�C���C��ã�6� 57�����7��zMØa
MNK� ����y�������l��?�	���F�8���A7<; K��F���P6�����������7�6m7���?O���P�8�F! p ���T	3�� �MN�� �?O���8�����A7�������w�����W�?A���T�����y�T?A����6� �K����AR
�S; ����7���7���7��z�<K� ����H�����|?AK��� ���kH68���:��wy���y������6������|6��x�����8����	������>����?�?�6����H���`�����8����	��:7��1���h	+�� ����P�8���8���F!
e ��68��7�������6������8�A7��x���x�����8����	��A����7� ������9���H��6��mK��9���A7��Q�S; �� ��A7����T�� 9���F��6�U�kH6����l; w]�����H�T�P�y��K� �������K��
��6��P�F���y��7���6�U[F 9���87����h��	�	� ��H�9�8���������O	3�� ����P�8���8��������?�?A�������8����	���=��P�����P ��T�������A	+�� ����P�8���8��������?�?A�
�����8����	��T?�68�z���z�F���P68KF! p �O	� ���?����� ������C�����P6��|kH6��D	� �K��F��6��T78���8�C�����C�l��?�	���F�8���T7<; K��F���P6����������m���T78���8�
7��C�8��?C=� ���6�U[�� 9�l�F��6�UL�@� j I@!3qY��6����@MN�����lX<7���	��P68�5���L	��P68��7��C�� 9�l�F��6�U[�l; �P�y��K� ����������H�hRO���O	3�� ����P�8���8���
����?�?A�C�����8����	��1?�6��P���P�F���P68KC���1����������7��� �����W� ��C��7��h�8��?�=� ���6�UL�� �F6�?A���H���`kH6��E���A����6������87����H�����1kH68�
�8��68�D	��� ��9��������8�l! e ��68�����H���8�D7����8�:	� ���	3�F��K17����&?AK��� ���kH68���D	3��6� D�S; K��F���P6����������Q7�6O	������9����1R��S; K����8���P���
6����P�P���9���y�:���T	3�� ����P�8���8���h?�6��P���P�F���P68K��F!

.��'� ´H¶5.10���·/2�#��C#/2�*��:.10�(+,� >¤h03,!�:.C2

f �����|kH6��������8���� ��8�|�8���� ��|	� ���?����� &��U��|7����� 9�l�����P�SX��8���� ���	� ���	+�F���P��������	3�� ����|��68 -6��8��?AK����8�y7�������F���
	+��6� ����Q�����8���� �68����������7<; ����	��������57��C ����9�8�� ����8�����P?��P�����P ����5���57��C�9���P�P���T�� ��������9���y���F! p �Q�l�� 9������K� ���������kH68�
7������P?��P���� ��P��K�7����O����	��������Q7��> ����9�8�� ����8�[�����8���� �6��P���Q7�K�	3���87o7��z 9��������?A���y�x7������
kH68�>�S; ��������6������P���
��=8���� ��H�� :kH63���87>���
	��������hRC�S; K��9�8���P���F!3B��������5?AK����8�y7�������F�������57�K����P�P�8��7��57���6�U>?O������W� ������

n _1�8�|	� ���?���W� ��:������������kH68�:	3�� �?A���D7���	��� ����P D7<; 6��A����	������:7��| ����9�8�� ��������H���P6�?��P�8��6�U<X�7��|���|�� 9������a
MN�� �?A�� h�@�s6��s����	������T7��C ����9�8�� ����8��7��P�56����zMN�� �?A�C	��� 5 9��	�	3�� ���RO6��8�T�l�� 9������K� ���������kH68�A7������8K��F!
B��5���������87
����	�������	+��6��:t��� ��57�K�����6�	+Kh���
����68��aJ����	��������:7��� ����9�8�� ����8�h7��5�9���P�P�P�h�� ��������9���y���FX��9���8�
�����y�� 9���P�H���`��6� D���:7�K�����6�	�����poy�9������6��Q7���������68��aJ����	����������5�����&?At�?A�����l�� 9������K� ���������kH68����kH68�:�S; ����a
	�������7��`7�K�	��� ��lX�����kH6��3	3�� �?A����7<; �������Pw����� |�S; �P�±°868���8���57��1���h�9���P�P�������>�l; ���+ 9���8���������9���y�|7�6x=��������
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�P��K���6������H�����y6�7����:����68��aJ����	��������17��� ����9�8�� ����8�F!
n _1�8�Q���������87��O�����9������kH68�xkH6��������C�S; �@U������8�������m7��O���
	� ���?���W� ��x���������P���9�QR������8���� �6��P ��x7����C����68��a
����	��������O7��x ����9�8�� ����8��7��x�9���P�P���
�� ��������9���y���FX&�����9�8�����������9���H�O7��QMS�������o����Kl�������P ��
����6� O�����H�����y6EX
�l�����C	3��6� 5�����y�� 9���P�H�9�TkH68�C���O�l�� 9������K� ���������kH68��7<; �P�H��K� �t��h�����P�`���O?At�?A�T��6� ��9����kH68�T����68��aJ����	������
�����8���� �6��P�l! f �������8���� �6����9���y�Y	3��6� -������kH68�&�9���P�P���&6��hF 9���87h�8��?C=� ��D7��&����68��aJ����	��������Y7��/ ����9�8�� ����8�FX
���
�9�8���zUo����Kl�������P ���7��>����6� ��O�����H�����y68�O�l; ��	�	�6�������6� A�N; 6����z�P���9����������7����������9������kH68���O���9������������kH68���
�������y68���:����?�?A�5���C������������kH68�h�[���H���@a�B|�� �����	+��6� :����?C=��P�8�� :�����| �K���6��P�9�����:���|MN��6� ����P :7������P�H���� �a
	� �K��9���������8�`���9������������kH68��?A���H�:�3��=������l!
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Ù ! Ù Z/ ��y��������68���K��8K� 9���-7������ j �����8�� ��9�8�h7<; IJ��MN�� �?O���������>!5!h!h!5!h!5!h!5!h!h!5!h!5!h!5!h!h!5! Þ
� ! Ù n`�z�<K� ����8���h���y�� ��56��8�h7������8K��h����6��8�5�P��MN�� �?O���������º!5!h!h!5!h!5!h!5!h!h!5!h!5!h!5!h!h!5! Ù Ý
� ! �ðf U���?�	����17��:7��y��6�?A���H��������6A7������5�����P�������������Q��q Ùlä b 7��:q j1f B|â�! p ���D=����P�P����� c q�� p
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Ý8! Ùlä j ��	�	3���t��	� �K�������������	+��6� ������
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]_Aa`Öb:C7dBCED¨O4ACE�U8P1MEP�E9ORPsACE©DeP1T1PRf7MQORXÊfCE9S[hiP1j7P�B A4@&kHP�E�V�DÏE�CbE�UbA7M8kHf7V�D�ACE�MQP1VmMbDnP1j7fCB <O|/�¬Ê	{p���zÝ�¯�on�`D̄Ý�<
tpÆ	Æ�¯�u

/ Æ0Ý70�Ç@uaª {p�Gç��¬y/�_��u7�n�¬� ~�x	y u`��{}� {}Å¬�¬y/zg{J�	����{p�����r{}y	~��*�¬y/����{g~���� {}Å^�¬�`�Gàn�Q~�{}�î{}Å¬�¬� �/�^~�� x	y uyCbE�UbA7M8kHf7V�D�ACEHb&V"A7MQf+GyP
fCE9S_DrP1VmMbDnP1j7fCB <)�<Â �¬�`�7o��:ê^Æ�<�tpÆ0Ý	Æ)u

/ Æ�¯�0Hw�u/�Ou�ª �)�)y ue�ä�Q~��^~����Q~���z}�¬���¬|)|)��x`�	z��Ñ~�xò�r{pz��/�¬y)��z}�¬� {}y/zgx)�n� y)Êò�¬y/�$��{p�¬��z��)� y)Ê�x�ÈO� � ~�{}���¬�'à:� y:È�x	�����^~�� x	y u
CQ×t`Í{)A7|:MbE9fCBÕAEU5DrP8T�PRf7MQORX�fCE9S_hiP1j�P�B A4@&kHP�E�Vm< ty~����½Â �	Ì	Æ7o��nt^ȳ<�tpÆ:ê`¯�u
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Abstract 
 
Information grows continuously; for professional or personal reasons the need of easy access to it 
comes under the Information Retrieval field. We first of all make a tour of IR works linked to the 
scalability, and we notice that few of theses works tackled the questions of Information Retrieval 
Systems effectiveness in the context of scalability in corpus size.  
 
After that, the first part of our work is about a methodology which makes it possible to study the 
scalability influence on some properties of IR models. This methodology constructs a succession of 
collections of growing sizes on which a given characteristic C (that acts on the studied properties) is 
the same; then we analyze the properties as the collection size increases.  
 
The second part of our work relates to metrics for evaluating the ability of IRS to rank documents 
according to their relevance levels when collection size increases. Indeed, for the user's point of 
view, in large environments, it can be desirable to have Information Retrieval Systems that retrieve 
documents according to their relevance levels. Relevance levels have been studied in some previous 
Information Retrieval works while some others (few) IR research works tackled the questions of 
IRS effectiveness and collections size. These latter works used standard IR measures on collections 
of increasing size to analyze IRS effectiveness scalability. In this part of our work, we bring 
together these two issues in IR (multigraded relevance and scalability) by designing these metrics.
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Résumé  
Les évolutions technologiques de ces dernières années ont entraîné une croissance exponentielle de 
la quantité d'information numérique disponible. La Recherche d'Information, discipline dont le 
cœur  de métier est la manipulation de cette information est questionnée par cette croissance rapide. 
Les travaux présentés dans cette thèse se sont penchés sur le problème de l'influence du passage à 
l'échelle sur les performances des modèles de Recherche d'Information.  
 
Après un tour des travaux du domaine qui prennent en compte le passage à l'échelle, des 
méthodologies pour construire des espaces de recherche de tailles croissantes et dont le contenu est 
contrôlé sont proposées dans un premier temps; ces espaces de recherches sont utilisés pour 
observer les performances de divers modèles de RI en fonction de la taille des données manipulées.  
 
Dans un second temps, les travaux portent sur la proposition de métriques prenant en compte  
plusieurs niveaux de pertinence pour un document; la notion d'importance d'un niveau de  
pertinence est formalisée et la notion de gain d'information entre deux niveaux de pertinence est 
introduite. Ces deux notions permettent de fournir des métriques dédiées à analyser la capacité des 
systèmes de RI à retourner des documents en fonction de leur niveau de pertinence, au fur et à 
mesure que la taille de l'espace de recherche augmente. 
 


