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A quantitative description of the properties
of the single waves of a thin fluid flow layer in
the presence of viscosity and surface tension
will obviously be associated with such

serious mathematical difficulties that one

can scarcely expect to overcome them.

— Kapitza et Kapitza [25]






RESUME

Dans cette these, nous proposons de décrire la dynamique d’un film liquide mince entrainé
par un écoulement gazeux.

Dans une premiére partie, nous montrons comment écrire des modéles a une équation, sur la
hauteur, ou a deux équations, sur la hauteur et le débit, a partir des équations de Navier-Stokes
en utilisant la méthode des développements asymptotiques. Nous étudions alors les propriétés
des systémes ainsi obtenus.

Dans la deuxiéme partie, nous utilisons la méme méthode pour étendre les modeéles aux cas
des écoulements sur une topographie quelconque mais aussi aux écoulements bi-couches a
surface libre et les écoulements de deux fluides entre deux plaques.

La derniére partie consiste en une étude numérique d’'un écoulement cisaillé a 'aide du code
SLOSH et d’une application d'un des modéles trouvé dans le cas de deux fluides superposés a
surfaces libres.

ABSTRACT

In this study, we focus on describing the dynamic of a thin liquid film when a stream of air
flows over its surface.

The first part is devoted to the formal derivation of one and two equation models (height or
flow rate) from the complete Navier-Stokes system, using asymptotic expansion method. Then
we study the properties of those models.

In the second part, we use the same way to obtain models in case of flow over an arbitrary
topography, bi-layer flows with free surface and bi-layer flows in a pipe.

The third part is devoted to a numerical study of an air blown flow using SLOSH and the
application of our model for bi-layer flows with free surface.
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INTRODUCTION

’étude d’écoulements de films minces sous I'influence de la gravité a de larges implications
dans les phénomeénes naturels tels que la modélisation du mouvement des océans, des
zones cotiéres, 'écoulement des riviéres et de débris lors d’avalanches.

Dans lI'industrie, les films minces interviennent dans la limitation de flux ou le transfert de
chaleur et de masse, ou pour protéger des surfaces. Ils peuvent étre utilisés pour la conception
de peintures, d’adhésifs ou lors de dépé6t de plusieurs couches de pellicules pour des films
photographiques.

De plus dans 'aéronautique, I'ingestion d’eau par les moteurs conduit a la formation d’une
fine couche de liquide sur les parois. De la méme maniere, 'injection du carburant dans la
chambre de combustion peut créer des films liquides ou dans une tuyere de fusée, une accumu-
lation de carburant forme un film (voir 'article de Oron et al. [40] sur la dynamique des films
minces ainsi que leur bibliographie).

’objectif de ce travail est de développer des modéles de films minces pouvant modéliser
I’écoulement d’un film sur, par exemple, ’aube d’un moteur d’avion. Ce qui permettra
ainsi de fournir des modeles a implémenter dans le code CEDRE de I’'Onera.

Comme la surface de 'aube d’'un moteur est courbe, nous avons développé des modeéles pour
fond quelconque (cf Partie IT page 49). Ceci a fait ’objet d’'un article Boutounet et al. [6].

De plus T'air cisaille le film, une premiére maniére de voir ce terme a alors été de I'intégrer
au modele comme un terme de cisaillement extérieur sur la surface du film (cf Partie I chapitre
3 page 35). Il existe beaucoup de travaux sur le cisaillement au fond (cf Partie III page 117).

Une deuxiéme optique a été de considérer en plus du film, la sous couche limite laminaire
du gaz. Pour ne pas alourdir les notations, nous avons supposé qu’il n’y avait pas d’effets de
turbulence et donc que la sous couche limite laminaire était suffisamment épaisse par rapport
au film. Cela nous a amené a des modéles multicouches. Peuvent étre cités ici les travaux de
Kliakhandler [27], qui a écrit de tels modeles, ainsi que les résultats du chapitre 5 (page 119).

Comme ici nous ne nous intéressons pas a la hauteur du gaz, une simplification est de
considérer que la hauteur totale est constante : ce qui revient a faire un modele ou le film (avec
le gaz) est situé entre deux plaques. On peut citer a ce sujet les travaux de Charru et Fabre
[13] et le chapitre 7 de ce manuscrit (page 155) .

istoriquement, le premier modele applicable aux écoulements de type films minces ruis-
H selants est celui de Barré De Saint-Venant [2]. Il s’agit en fait d'un modeéle d’hydraulique
composé de deux équations donnant la hauteur et le débit d’un canal.
Les premiers a avoir vraiment étudié des films liquides ruisselants le long d’'un plan incliné,
sont Kapitza et Kapitza [25] alors que Pyotr Leonidovich Kapitza était en résidence surveillée
en URSS. Ils ont montré qu'’il existe une valeur critique du nombre de Reynolds a partir de
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laquelle se développent les instabilités de la surface libre (valeur toutefois erronée dans leur
configuration verticale - toujours instable).

Puis Benjamin [3] et Yih [68]Jont résolu le probléme de la stabilité linéaire et donné la valeur
du Reynolds critique.

Par la suite Benney [4] a trouvé une équation donnant la hauteur du film qui permet de
retrouver formellement le critére de stabilité de Benjamin [3] et Yih [58] . Mais cette équation
est fortement non-linéaire et ne décrit pas le comportement du film au-dela du seuil de stabilité.

Suite a cela, de nombreuses personnes ont proposé des modeles issus des équations de
Navier-Stokes et basés sur la généralisation de la méthode intégrale de Karmann-Polhausen
introduite par Shkadov [51] (modéles a deux équations, mais non consistants), Ruyer-Quil et
Manneville [48, 50, 49] (modeéles a deux équations consistants), Kuramoto et Tsuzuki [28], et
Sivashinsky [62] (modeles a une équation). En premiére approximation, on peut supposer en
effet que la vitesse est constante sur la hauteur du fluide, cette approche est justifiée dans
le cas d’écoulements de type Saint-Venant pour des fluides Newtoniens incompressibles ou
la viscosité est négligeable. Dans leur article, Gerbeau et Perthame [20] ont ainsi fait une
dérivation formelle des équations de Navier-Stokes ainsi que des simulations numériques sur
le systeme de Saint-Venant résultant, mais avec des hypothese de glissement au fond.

Ces méthodes permettent de retrouver les équations de Saint-Venant, & un coefficient
correcteur pres Vila [53] et Chang et Demekhin [11]. De nombreux modeéles ont été établis
pour diverses situations (films en rotation, film vertical...) qu’Oron et al. [40] ont parfaitement
synthétisé. Néanmoins il ne s’agit que de modeles d’écoulements sur fond plat.

Bouchut et Westdickenberg [5] ont alors introduit un systéme de coordonnées curvilignes
quelconque (non-forcément orthogonal) apte a décrire un écoulement sur une topographie
quelconque. Toutefois ils se sont limités au cas non-visqueux.

I1 existe donc de nombreux modéles intégraux a une ou deux équations, mais limités a des
cas simples comme le ruissellement sur un plan incliné, et souvent peu justifiés. Il existe un
modele intéressant dans le cas d’un fond variable, mais il ne traite pas la viscosité. De plus il
n’existe pas d’étude rigoureuse pour un film entrainé par un écoulement gazeux.

Il reste a trouver des modeles incluant 'entrainement du film par le gaz et incluant un fond
variable en se basant sur une analyse mathématique rigoureuse afin de connaitre la validité
de ces modeles. Il s’agit donc de décrire le comportement dynamique d’un film liquide mince
sur une paroi quelconque, mi par inertie et par cisaillement du gaz en utilisant 1la méthode
des développements asymptotiques pour trouver des solutions approchées des équations de
Navier-Stokes afin d’écrire des modeles intégraux.

ette theése se décompose en trois parties. Dans la premiére partie, nous modéliserons I’écou-
lement laminaire d’un film liquide incompressible newtonien soumis a une contrainte
de cisaillement a I'interface. Pour cela, nous écrivons le systéme d’équations nous permettant
d’étudier I’écoulement d’un film mince a surface libre, dans un repére 3D en mouvement.
Nous voulons alors expliquer comment obtenir un systéme de type Saint-Venant a partir des
équations de Navier-Stokes a surface libre en étudiant le cas 2D ( plus de simple a écrire que
le cas 3D). Le systeme d’équations ainsi trouvé sera mis a I’échelle pour faire apparaitre les
nombres adimensionnels définissant ’écoulement. Puisque le film est par définition mince, et
en faisant certaines hypotheses, il est possible de résoudre asymptotiquement les équations
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de Navier-Stokes autour de la solution d’équilibre. Ce développement sera fait par rapport a
un petit parameétre €, appelé parametre onde longue, qui est le rapport entre la hauteur et la
longueur caractéristiques du film. La solution ainsi obtenue sera injectée dans les équations
de Navier-Stokes moyennées sur la hauteur pour obtenir des modeéles a une équation sur la
hauteur et deux équations sur la hauteur et le débit.

Pour finir cette partie, nous étudierons les propriétés des différents modeles pour mieux les
distinguer entre eux. Ainsi il faudra réaliser une analyse de stabilité linéaire qui permettra de
retrouver le seuil a partir duquel se développent les instabilités. On imposera au systéme d’étre
hyperbolique, puis on cherchera une entropie convexe. On montrera alors que ces modeles sont
linéairement stables. Pour finir nous nous intéresserons aux formations de roll-waves et aux
travaux déja effectués sur leur étude.

Dans la deuxiéme partie, nous considérerons un écoulement sur une topographie quelconque.
En effet, les films qui nous intéressent ne s’écouleront pas, en générale, sur des surfaces planes,
mais sur des surfaces courbes. Le film étant mince, il restera donc en contact avec la paroi.
On supposera alors qu’il ne se décroche pas. Il faudra alors définir un systéme de coordonnées
curvilignes adapté pour y réécrire les équations de Navier-Stokes ainsi que les conditions
limites.

Les résultats de cette partie ont été publié Boutounet et al. [6], mais la version présentée ici
inclue deux termes modélisant I'influence du gaz sur le film : un gradient de pression extérieure
et une contrainte de cisaillement.

Dans la troisiéme et derniére partie, nous voulons nous assurer que les modeles d’équations
intégraux peuvent reproduire des résultats expérimentaux donnés. Les seuils d’instabilité et
les profils de hauteur seront comparés aux résultats de la littérature Liu et Gollub [33] ainsi
qu’aux résultats expérimentaux réalisés a 'Onera par G. Heid. Or 'hypothése de modélisation
en une seule couche s’est avérée insuffisante. Pour affiner les prédictions des modéles, les
méthodes précédentes ont été réutilisées pour développer un modele a deux couches, une pour
le film et une pour le gaz. Pour ce faire, le modele de Charru et Fabre [13] a pu étre réutilisé et
étendu.

Dans un premier chapitre, nous montrerons comment développer les solutions des équa-
tions de Navier-Stokes dans le régime Shallow-Water. En utilisant ce développement, nous
obtiendrons une hiérarchie de modeéles pour des écoulements bi-fluides de type Shallow-Water.

Tout d’abord, nous écrierons des modéles de lubrification : en utilisant le premier (resp.
deuxieme) ordre du développement du champ de vitesse, nous obtiendrons un modele non
visqueux (resp. visqueux) de lois de conservations sur les hauteurs des fluides ou couplé aux
équations de Kuramoto-Sivashinsky si 'on prend en compte les forces de capillarité. Puis,
avec le deuxiéme (resp. troisieme) ordre du champ de vitesse, nous trouverons un modéle
Shallow-Water non-visqueux (resp. visqueux).

Kliakhandler [27] a déja fait des modeles a n couches (une équation par couche), donc n
équations couplées et a réalisé une étude par morceaux. Il a aussi montré le caractere bien posé
de ces systéemes dans certaines situations. Nous généralisons ici cette étude, en construisant
un systéme a 2n (n = 2) équations ainsi qu'une analyse de stabilité compléte.
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De plus grace a ces modeles bi-couches, nous pourrons construire des modeles de glissement
en considérant que les deux couches sont constituées d'un méme fluide et que la couche du
dessous est de tres faible épaisseur.

Dans un deuxiéme chapitre, nous appliquerons le modele développé dans I'article Boutounet
et al. [7] soumis, pour un écoulement a surface libre de deux fluides superposés coulant le long
d’un plan incliné, toujours sous ’hypothése film mince.

Nous souhaitons ici simuler un écoulement bicouche conforme aux prédictions avec une
analyse de stabilité (pour I'existence de roll-waves dans le domaine instable avec asymptotique
pour petites longueurs d’onde, se référer a I’article Noble [38]).

Puis dans un troisieme chapitre, nous étudierons un écoulement bicouche 2D contenu entre
deux plaques, il n’y a donc pas de surface libre dans ce cas, ce qui ajoute une contrainte a notre
probleme. On réalisera un développement asymptotique comme dans le chapitre 2. Mais ici
la condition de continuité des contraintes ne pourra pas étre vérifiée car le saut de la vitesse
tangentielle est non nul a l'interface ([w] # 0). Nous utiliserons I’article de Charru et Fabre [13],
ou ils font une étude d’écoulement bi-fluides entre deux plaques mais ils n’ont pas considéré ce
probléme de continuité a I'interface, il y a donc une incompatibilité de leurs conditions limites
avec cette étude. Néanmoins ce point ne pose pas de probleme dans le cas d’'ondes de petites
amplitudes. Ici nous réglerons ce probléme en ajoutant un degré de liberté a nos équations,
c’est-a-dire en faisant intervenir la pression un ordre plus t6t que normalement en posant
0 =~ 0 (1). Nous réaliserons aussi un modeéle de pression et contrainte a l'interface o1 nous
justifierons les corrélations utilisées par Jurman et McCready [24], bien que dans notre cas le
gaz n’est pas turbulent. En effet ils ont proposé un modele Saint-Venant pour un film liquide
entrainé par un écoulement turbulent. Il s’agit d'un modeéle qualitatif basé sur les résultats
expérimentaux de Abrams et Hanratty [1] sur le cisaillement d’'un gaz au-dessus d’une surface
solide rugueuse (de forme sinusoidale).

Dans un dernier chapitre, nous allons utiliser les résultats des expériences réalisées a
I’Onera par Gilles Heid et dans le travail de thése de Marie Lalo [29], méme si tous deux ne
s'intéressent pas exactement aux mémes phénomeénes que nous. Nous testerons nos modéles
sur des écoulements cisaillés : films liquides plans et verticaux avec écoulement de gaz pour
tenter de retrouver ces résultats expérimentaux.
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I - Modélisation

ANS cette partie, nous montrons comment écrire un systéme de Navier-
Stokes en 3D dans un repére en mouvement. Puis nous faisons une simpli-
fication de ce cas en passant au systéme en 2D, ou1 nous construirons des

modeles a une ou deux équations, de type Saint-Venant en utilisant la méthode des
développements asymptotiques. Les propriétés des systémes ainsi obtenus sont

alors étudiées.






ETABLISSEMENT DES EQUATIONS

ans ce chapitre, nous allons écrire le systeme d’équations nous permettant d’étudier
I’écoulement d’un film mince a surface libre, dans un repére 3D en mouvement.
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1.1 EQUATIONS DECRIVANT LA DYNAMIQUE DU FILM
1.1.1 Equations de Navier-Stokes-Coriolis

Nous commencons par écrire les équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien
incompressible s’écoulant dans un sous-domaine de R3.

Le fluide s’écoule sur un fond variable et est soumis aux effets de 'inertie (gravité variable).
On se place alors dans un repére en rotation autour d’un axe, situé a une distance |E| de cet

axe de rotation et avec une vitesse angulaire Q, de maniére a ce que le modele obtenu dans la
suite puisse s’appliquer par exemple aux aubes du moteur d’un avion (cf figure 1).

Comme la masse volumique est considérée constante, I'équation de conservation de la masse
se réduit a la divergence nulle de la vitesse. En exprimant le mouvement dans le repére en
rotation, on obtient le systeme d’équations suivant :

vV-U =0
0,0 +(U -v)U :—252/\17—52/\(52/\7) 1.1)

L1 -
+vW2U - —Vp +1
o

avec comme notations :
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Fond

FIGURE 1: Repeére du film liquide mince en 3D

o U= (uw,v,w)T , la vitesse dans le repére en mouvement;

« (), le vecteur vitesse angulaire ;

e 7, le vecteur position de I’élément de fluide dans le repére fixe par rapport a 'axe de
rotation ;

o« 207U et -Qn (fl A F) sont respectivement la force de Coriolis et la force centrifuge;

e vV2U |, le tenseur des contraintes visqueuses (v est la viscosité cinématique du fluide) ;

e p,lapression (p estla masse volumique du fluide);

o [ = (i1,i9,i3)T , les forces volumiques d’inerties qui, si le repére n’est pas soumis a un
mouvement de translation accéléré, se réduisent & une constante, la gravité g .

Développement des forces

On se donne Q = (w1,ws,w3)T et R = (r1,r9,73)T , vecteur orienté de I'axe de rotation vers
Porigine du repeére (%,5,Z). On suppose que 2 et R sont constants au cours du temps.
e Accélération centrifuge :

ri+x
—ﬁ/\(ﬁ/\?)=—ﬁ/\ Qn ro+y 1.2)
rg+z
e Accélération de Coriolis :
w3l — Wl
207U =2| ww-wsu (1.3)

wol — W1V
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Elle correspond a l'accélération du repére or contrairement au cas général ou il s’agit de la
rotation de la Terre, on consideére ici la rotation d’'une aube d’un avion.
o Inertie I(¢).

1.1.2 Conditions aux limites

¢ Condition de non-glissement sur le fond :

U(x,y,0,6)=0 (1.4)

¢ Conditions a la surface libre :
A la surface libre z = h(x,y,t), i la normale a la surface au point (x,y) est donnée
1 —hy 1

par i = ——| —p. |, ty et fy les tangentes par tr=———| 0 et fy =

VIHWRE| Y Jrer|
X

1 0 (1452) Bax = 2hehy iy + (14 B2) By
1 |, et la courbure . par A = .

Vi+hi| . (1+h,2€+h§)%

y

o Condition d’imperméabilité :

ht+up=phy +V=phy —w;= =0 (1.5)

o Continuité de la contrainte :

by (l7|z:h) B = (Pla=h + OFOVIL = —pgli+ Tnlt + Ty bx + T4 Ty (1.6)

) , tenseur des contraintes visqueuses;

o est la tension de surface du fluide;

Tn(x,v,t), la contrainte normale de la phase gazeuse;
7;, (x,y,t), la contrainte tangentielle du gaz selon x ;
7t,(x,y,1) , la contrainte tangentielle du gaz selon y ;

VVVVvVVvVvy

pg(x,y,t),la pression du gaz sur la surface libre.

Soit 7; , un vecteur tangent a la surface libre, alors (1.6) se réduit a :

My

(o= 7 =7, 1.7)
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En utilisant 7, et fy , on obtient :

1
(1 —hxz)(uz twy)—hyhy (U, +wy) — 20y (vy +2ux) —hy (uy +vx) = p

1
(1 —hy2) (ve+wy) —hyhy(uy +wy)—2hy (uy+20y) —hy (v +uy) = i

(1.8)

(1.9)

oll 1 est la viscosité dynamique du fluide. La composante en Z de (1.6), avec les résultats

(1.8) et (1.9) donne :

_-1f;2(Zux(1+h§)+h§(2uy+hyﬂk*ﬂﬂﬂ)+hxhy(uy+vxn
_ 1_Nh‘z (2vy (1+h§) +h2 Quy+ o Uz + W)+ hyhy (uy +”x))
Yy

=ph—PgtoA +1,

1.2 SYSTEME COMPLET

Récapitulons toutes les équations que 'on a obtenu :

(1.10)

Equations de volume :

v-U =0
6&7+(U‘-V)ﬁ = —2@/\(7—52/\(52/\?)
+vV2U - lVp +1
0
Condition de non glissement :
U(x,y,0,t)=0

Imperméabilité :

ht + u|z:hhx + U|Z:hhy —W|z=h = 0

Continuité des contraintes tangentielles en % :

1
(l—hxz)(uz twy)—hyhy (U, +wy)—2hy (vy +2ux) —hy (uy +vx) = ﬁTtx

Continuité des contraintes tangentielles en y :

1
(l—hyz) (vz + wy) —hyhy(u, +wy)—2h, (ux +20y) —hy (vx + uy) = ﬁrty

Continuité des contraintes tangentielles en Z :
(Zux (1 + hi) +h2 (20 +hy (Vs +wy)) +hihy (1, + vx))

1-h2
u

2
1-h2

(2vy (1 + hi) 15 Qug + Ry +w,) + By (uy + vx))

=pjp—Pg+toH+T,

TABLE 1: Systéme complet 3D
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1.3 MISE A L’ECHELLE
1.3.1 Choix des échelles

On se fixe comme longueurs caractéristiques horizontales L1 suivant X et Ly suivant y. On
se donne aussi H et Uy , respectivement la hauteur et la vitesse moyenne en ¥ de la solution
uniforme. On utilisera aussi 7o = If | le module des forces d’inertie d’accélération, r = IEI la
distance a I'axe et @ la vitesse de rotation moyenne.

N LyU, HU
A partir de ces valeurs, on définit d’autres grandeurs caractéristiques : i 0 et L—O
1 1

L
vitesses suivant y et Z; Fl grandeur de temps.

On adimensionne les for%es d’inertie par la combinaison des contributions des forces d’inerties
d’accélération et des forces d’inerties centrifuges, c’est a dire par i¢ +r@2, ce qui donne comme
adimensionnement pour les forces de pression pH (i + rd)2).

La pression et les contraintes extérieures sont adimensionnées par :

vV, 1
oV o+ FEE _,v2liy (1L.1D)
—— Hg Reg
pression inertielle —

pression visqueuse

ol pg, [y , Vg et H, sont les dimensions caractéristiques du gaz dans la sous-couche laminaire
(masse volumique, vitesse, viscosité dynamique, et hauteur caractéristique) qui définissent R,

V.H
, le nombre de Reynolds du gaz par R, = pg#‘
Hg
Les équations adimensionnées font apparaitre les nombres adimensionnels suivants :
UoH
> Nombre de Reynolds : R, = i
U2
> Nombre de Froude : F? = '—0_
H (10 + rw2)
Uy
> Nombre de Rossby : R, =——
ombre de Rossby 0 =5om
pUgH
> Nombre de Weber : W, =
o

Remarque. Cette définition des nombres adimensionnels correspond a I’écriture classique
de ces nombres, telle que I'on peut le voir en mécanique des fluides. Néanmoins, les articles

traitant des films minces n’utilisent pas toujours ces formes, certains définissent comme

UzH
H(ig+rd?)
U

nombre de Weber et comme nombre de Froude ( Cf Chang et Demekhin [11] pour

13
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plus de détails ). Les lecteurs doivent donc préter attention a la définition de ces nombres lors
de l'utilisation des différents modeles adimensionnels.

Voici un tableau récapitulatif des différentes dimensions :

X L1 u UO
L
y | L v Up =2
b
z | H w Ujy—
Ly
R t L1
r —
Uy
Qo D pH (ig +ra?)
. 1
I | ig+ra? T, Pg Png2 1+
Reg

TABLE 2: Dimensions caractéristiques

On définit alors deux parametres onde longue dans chacune des directions de 'écoulement :
H H . . . ) R
e1= - eteg = o Ces deux parametres seront petits dans le cas de I'étude de films minces ou
1 2
la hauteur caractéristique de 'écoulement H sera plus petite que les longueurs caractéristiques
horizontales : L1 suivant X et Lo suivant .

1.3.2 Traitement du terme de force de Coriolis

Comme vu précédemment, la force de Coriolis est prise en compte dans le systeme (1.1),
or cette force vaut (—2() A ﬁ) et fait intervenir la vitesse du fluide. Il serait souhaitable de
simplifier cette écriture.

Etudions Pinfluence du nombre de Rossby R,, qui représente le rapport entre les forces
d’inerties et les forces dues a la rotation :

e Si R, > 1, alors les forces de Coriolis, dues par exemple a la rotation terrestre, sont

négligeables devant l'inertie de I’écoulement.

e Dans le cas contraire, R, < 1, les forces de Coriolis dominent le mouvement du fluide.
Le fait que le nombre de Rossby soit grand devant I'unité signifie que la vitesse de rotation

U U
moyenne doit étre faible devant le rapport ﬁ =R,, cest a dire & <« ﬁ. Or la hauteur

moyenne de I'écoulement, H, est de I'ordre de 100um = 10™*m ainsi :

U,
[EO] ~10%s71

et donc R, > 1 équivaut a dire que @ < 5.102 tours/s. Il faut donc que la vitesse de rotation
moyenne soit inférieure a 3.10% tours/min. Cette limite est tout a fait envisageable dans le cas
de la rotation des aubes d’'un moteur d’avion.
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Pour notre étude, on peut donc conclure que le nombre de Rossby sera élevé ainsi les effets
de la force de Coriolis seront négligeables devant la force centrifuge.

1.3.3 Nombre de parametres indépendants

L'écoulement est défini a partir de cinq parameétres : R, le nombre de Reynolds, F' le nombre
de Froude, W, le Weber, € = ¢1 le parameétre onde longue suivant x pour le cas 2D et 6 la pente
de la surface d’écoulement du fluide (en 2D et I'inertie iy dans le cas général).

Physiquement I'état de référence est un régime permanent décrit par sa vitesse moyenne dé-
bitante Uy et sa hauteur d’équilibre H. L'écoulement physique de référence est alors déterminé
par les grandeurs suivantes : R,, F, p, v et 8. Ainsi si on prend un écoulement permanent
comme échelle pour représenter I'état de référence, on trouve une relation entre le nombre de

R

Froude et le Reynolds grace au parametre A = 7o Le systéme est alors entiérement défini avec

3 parametres sans perte de généralité.

1.3.4 Récapitulatif de quelques adimensionnements dans le domaine des films minces

Nous allons présenter dans un premier temps un adimensionnement classique puis nous
analyserons quelques variantes trouvées dans la littérature. Nous présenterons alors comment
retrouver les adimensionnements de la littérature a partir de notre adimensionnement.

¢ Introduction aux équations de Navier-Stokes avec surface libre et film de Nus-
selt
Le concept de film mince avec étude asymptotique de type onde longue meéne a des
conditions de flux de type Poiseuille a surface libre uniforme. Si 'on ne considéere que les
forces de gravité comme dans les forces extérieures, les champs de vitesse et de pression
pour z < H (H la hauteur de I’écoulement uniforme) sont donnés par :

i B z\ gsin6

i) w@=(H-)"—=,
(1.12)

(ii) p(x,z2)=pg(H —z)cosl

H?gsin®
La vitesse a 'interface est alors vg = u(H) = % et la vitesse moyenne dans le fluide
v
est :
H?gsin®

U, = 857 (1.13)

3v

15
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On peut voir que si I'on prend en compte la pression hydrostatique donnée par (1.12), la
pression caractéristique pg est telle que :

po=p8sH (1.14)

Si ce flux uniforme est pris comme flux de référence, les nombre adimensionnels utilisés
doivent vérifier :

R
3=_—sind (1.15)
cl
On pose :
U2
Gz=""0 (1.16)
Po

On définit le nombre de Froude classique (o1 ’on ne considére que les forces de gravité) et
le nombre de Weber :

U? UZH
2 20 w, = 2o (1.17)
¢ gH o

On a alors deux listes de paramétres (a,3,6) et (x,1,®):

G? R
a= £ s p=¢eR,, 0= Ele
R, G?
€2G2 Re G2 (1.18)
K= , A=—sinf, ®=—cosO
W, F? 2
cl cl
On peut voir que :
e2=ad, eG*=ap (1.19)

Le poids relatif des différents parametres est libre et on a :

(1.20)
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De plus avec Fcz,l, R., W,, on peut trouver un nouveau nombre adimensionnel qui ne dépend
que des grandeurs caractéristiques du fluide et de la gravité, le nombre de Kapitza :

wl

K,=Zvig (1.21)
0

Adimensionnement de Vila
Dans la méthode développée par Vila [53, 54] pour un film ruisselant sur un plan incliné,
on pose :

po=pgH (1.22)

De ce fait G2 = Fczz’ ce qui simplifie les écritures des différents parametres, tel que :

eF? eR
cl _ _ €
a= R—e, ,3 ERe, o= le
c2F2 ¢ (1.23)
sz:l, /12—231n6, ® = cos0

En premieére approche, on considere (a, ,6,6) petits alors que (x, A, ®) seront en € (1). Sil'on
choisit comme référence la vitesse moyenne du flux uniforme (1.13), on peut alors choisir
A =3. Il n’est cependant pas nécessaire de faire cette hypothese lors du développement
asymptotique.

Le fait de supposer que k¥ ~ @ (1) au lieu d’étre un petit parametre (a cause du fait que
€2 = ad) peut se justifier par l'utilisation de grand nombre de Kapitza (1.21) dans les tests
d’adimensionnement puisque :

® ol

4

e2F? 4 4 ad \® sin0)3

K =—¢£ - d_2rp p3ps |22 | K (_) (1.24)
a We’ K We ERalve el \/B a 1

Cet adimensionnement est utilisé dans le livre de Chang et Demekhin [11]. Dans ce cas,
la stabilité d'un flux uniforme est restreinte au domaine ot :

H3gsi
Hgsinb _p _5coto (1.25)

R, =
¢ 3v2 6

17
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avec R. définissant un nombre de Reynolds critique.

¢ Adimensionnement de Roskes & Nakaya

L'adimensionnement de Roskes [45] et de Nakaya [36] est basé sur :

Uy = H?gsin6
2v
(1.26)
po=pgHsin6

La vitesse du flux uniforme a I'interface u(H) est alors prise comme référence, ce qui
implique que les nombres adimensionnels ne doivent plus vérifier (1.15) mais :

2= %sin@ (1.27)

cl
ou R correspond a leur définition du nombre de Reynolds. Ainsi le domaine de stabilité est
restreint a :

H3gsinf 5
R="8Y B _20th (1.28)
22 4

ce qui donne a la place de (1.18) :

2
a= —EFCZ B=¢eR.,, 6= £Re
R ’ - e - F2
‘ cl (1.29)
£2le R,
K:—C, /12—2, (DZCOte
We Fcl

On peut aussi noter que Roskes et Nakaya définissent leur nombre de Weber W tel que :

o o o UH R

— p— = py 1-30
pgH?  2vpUj pHUg 2v. 2W, ( :

Roskes réalise un développement jusqu’a 'ordre 3 en ¢ (les effets de tension de surface
doivent donc apparaitre) cependant il suppose que W et R sont de 'ordre de @ (1). De plus
il fait une étude petite amplitude d’ondes monochromatiques jusqu’au troisiéme ordre.
Nakaya a aussi étudié (partiellement) le cas W ~06(1).

¢ Adimensionnement de Liu & Gollub
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Ils utilisent :

Us = H?g sinH’
2v
(1.31)
po=pgHsinf
et leur nombre de Reynolds est tel que :
p = Lgsing (1.32)
2 ’
Et ils introduisent :
H R
o g o uoH _ (1.33)

" pgH?sind  20vU, pHUZ 2v  2W.

Dans le premier article de Liu et Gollub [32], ils étudient la stabilité du modele ; dans le
deuxiéme article Liu et Gollub [33], ils s’intéressent au comportement non-linéaire. Ils
présentent un grand nombre de résultat d’expériences treés documentées, ce qui constitue
une base intéressante pour la validation de modeles.

e Adimensionnement de Ruyer-Quil & Maneville
Dans leur analyse, Ruyer-Quil et Manneville [48] prennent :

L=H-= v§ (gsinB)_% ,

(1.34)
pbo= pUg = p(gvsin9)§
Ce qui correspond a :
e=1, F%=sinf, R,=1 (1.35)
Ils ne disposent que de deux degrés de liberté :cotf et I', définis tels que :
1 K
7 ? =—=— (1.36)

) pHUY B pvg(gvsine)% W, sinf

Ils utilisent partiellement une asymptotique onde longue, des petites perturbations
(f < 1) et un développement petite amplitude. A notre connaissance, c’est le premier

article présentant des modeéles de type Shallow Water a deux moments. Pour faire une

19
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comparaison avec leur travail, il faut poser L # H et garder £ pour que 'asymptotique
onde longue soit plus simple. Ce qui donne :

(1.37)
=1, ®=coth

e Adimensionnement de Panga, Mudunuri & Balakotaiah
Panga et al. [41] utilisent :

gH?sin6

Uy = ,
0 3v

(1.38)
_ L eHsino
po= 5 pgHsin

De plus ils imposent 0 = 5 et n’ont que deux parametres K, et ' =W, 1. Leurs nombres
de Reynolds et Weber sont définis tels que :

pHUy

R,, =4 4R,
7}
(1.39)
r=w,1
La solution uniforme vérifie alors :
R R R
3= —2sinf= — = —= (1.40)
F? F% 4F}

1
3

5
Ils supposent que K, = v‘%g‘% =TR:2™

=0 (1) et que K, est grand tel que re2=0Q1)
et A=0(1) ainsi :

(1.41)

Donc R, = @(52) et :

a=0), /3:@’(5%), §=0(), Kzﬁ(eg) (1.42)
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11
Ils réalisent alors un développement jusqu’a I'ordre €5 et étudient différents modeéles a
une équation en gardant des dérivées temporelles (a la place de dérivées spatiales) pour
corriger certains termes dans le calcul des moyennes des moments.
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1.4 SYSTEME FINAL

En négligeant la force de Coriolis, on obtient le systéme suivant :

Equations de volume :

Q¢

V- =0
8, U + (U -VU :—ﬁ/\(ﬁ/\? +vV2U

1 .
-——Vp+1
P

Condition de non glissement :
Ulx,y,0,t)=0

Condition cinématique :

ht + u|2:hhx + vlz:hhy —Wz=h = 0

Continuité des contraintes tangentielles en X :

1
(1—hx2)(uz twy)—hyhy (U, +wy)—2hy (vy +2ux) —hy (uy +vx) = ;_Lrt

x

Continuité des contraintes tangentielles en vy :

1
(l—hyz) (vz + wy) —hyhy(u, +wy)—2h, (ux +2vy) —hy (vx + uy) = ;Tty

Continuité des contraintes tangentielles en Z :
K (Zux (1 + hi) + h?c (2vy +hy (v +wy)) +hohy (uy + vx))

1-h2
u

(20 (1+72)+ A2 @us+ he (s + w2) + hyhe (g +02)

2
1-h2

=ph—PgtoA +1,

TABLE 3: Systéme final 3D

Le systeme adimensionné sera écrit dans le chapitre suivant ou les équations seront moins
compliquées.



OBTENTION DU MODELE DE SAINT-VENANT 2D

Le but de ce chapitre est d’expliquer comment obtenir un systéme de type Saint-Venant a
partir des équations de Navier-Stokes a surface libre en étudiant le cas 2D, qui sera plus
simple au niveau de I’écriture des équations que le cas général.

SOMMAIRE
2.1 Equations de Navier-Stokes 23

2.2 Conditions aux limites 24

2.3 Systéeme complet 26
2.4 Solution uniforme stationnaire 26
2.5 Mise a l’échelle 27
2.5.1 Nombre adimensionnels 28
2.5.2 Parametres adimensionnels 28
2.6 Equations adimensionnées 29
2.6.1 Equations moyennées 29
2.7 Asymptotique onde longue 29
2.8 Développements asymptotiques 30
2.8.1 Ordre0 30
2.8.2 Ordrel 31

2.8.3 Le modele a deux équations 32

2.1 EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

On considere le cas 2D suivant : un film liquide se déplacant sur une surface solide non
rugueuse supposée plane, de longueur caractéristique L trés grande, formant un angle 6 avec
I'horizontale et uniquement soumis aux effets de la gravité.

On part des équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien incompressible s’écoulant
dans un sous-domaine de R? (cf figure 2).

23



24 OBTENTION DU MODELE DE SAINT-VENANT 2D

FIGURE 2: Repére du film liquide mince en 2D

Comme la masse volumique est considérée constante, 'équation de conservation de la masse

se réduit a la divergence nulle de la vitesse. En utilisant le fait que le repére est fixe, on obtient

le systeme d’équations simplifié suivant :

]

V- =0

NP . L1 (2.1)
atU+(U-V)U — W20 - ~Vp+§
0

avec comme notations :

2.2

U= (w,w)T, la vitesse dans le repére en mouvement ;

vV2U, le tenseur des contraintes visqueuses (v est la viscosité cinématique du fluide) ;
p, la pression;

2 =(gsinf,—gcosO), la gravité.

CONDITIONS AUX LIMITES

Condition de non-glissement au fond :

U(x,y,0,t)=0 2.2)

La vitesse du fluide est nulle sur le fond.

Condition a la surface libre :
Au niveau de la surface libre z = h(x,?), la normale a la surface en chaque point est

, . 1 —hy - 1 1
donnée par 71 = —— , la tangente par t = —— , et la courbure par
V1i+hZ\ 1 V1+h2\ he
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hxx
(14—h§)%

o Condition cinématique :

=

ht+u|z:hhx—w|2:h =0 (2.3)
Cette condition exprime le fait que le fluide ne traverse pas la surface libre.
o Continuité de la contrainte (en absence de gaz sur le fluide) :
(2.4)

ou 2 est le tenseur des contraintes visqueuses.
> En réalisant le produit scalaire de 'équation (2.4) avec Z, et en utilisant I'’équation de

conservation de la masse, on peut écrire :
(1-52) @2 +we) ~4heu, =0 (2.5)

> La composante en Z de (2.4), avec le résultat (2.5) donne :

(2.6)

1+h2
—Zﬁlmux =D +o A
X
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2.3 SYSTEME COMPLET

Récapitulons le systéme d’équations obtenu :

Equations de volume :

Condition de non glissement :
U(x,y,0,t)=0

Condition cinématique :

hi+ u|z:hhx —Wz=h = 0

Continuité des contraintes tangentielles en X :
(1-h2) o +w)—4heu, =0

Continuité des contraintes tangentielles en z :
1+h2

X

1-h2

—2u Uy =pp+0FH

TABLE 4: Systéme complet 2D

2.4 SOLUTION UNIFORME STATIONNAIRE

Dire que I’écoulement est stationnaire signifie qu’il n’y a ni variation longitudinale, ni
variation en temps des caractéristiques du fluide :

P =@x=0

ou ¢ représente une caractéristique de ’écoulement, par exemple le débit ou la hauteur.

Donc la hauteur moyenne du fluide est une constante : 4 (x,z) = H. De plus ’écoulement que
I’on veut considérer est uniforme en z, ce qui veut dire que pour z fixé, la vitesse ne varie pas
ainsi w = 0.

Les équations (2.1)-(2.5) deviennent alors :

gsinf
Uzz =—
v
pz=—pgcost
4 2.7

ux,0)=u,(x,H)=0
p(x,H)=0




2.5 MISE A L’ECHELLE

Apres intégration, on trouve :

u(x,z) = gsin@ (H— %)z

p(x,z) =pg(H-2z)cosh

(2.8)

On obtient bien un film de Nusselt qui a un profil de vitesse de type Poiseuille. La vitesse a
I'interface est donnée par :

H?gsin6
vo = u(H)= = &3Y (2.9)
2v

et la vitesse moyenne du film de Nusselt est :

H?gsin6

Uo= 3v

(2.10)

On peut voir que si 'on prend en compte la pression hydrostatique donnée par (2.8), la
pression caractéristique pg est telle que :

po=psH (2.11)

2.5 MISE A L’ECHELLE

Choix des échelles

On se fixe comme longueur caractéristique horizontale L suivant X . On se donne aussi H et
Uy, respectivement la hauteur et la vitesse moyenne en X de la solution uniforme.

0 . .
vitesse suivant

A partir de ces valeurs, on définit d’autres grandeurs caractéristiques :

. L

Zet - grandeur de temps.
0

On adimensionne les forces de gravité par g, ce qui donne comme adimensionnement pour

les forces de pression pgH. C’est a dire :

t L u Uy
U,
H
L Uy—
x w 0
z | H g g
p,7 | pgH

TABLE 5: Dimensions caractéristiques
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28 OBTENTION DU MODELE DE SAINT-VENANT 2D

H
On définit un petit parameétre, appelé parameétre onde longue ¢ = I dans la direction de

I’écoulement.

2.5.1 Nombre adimensionnels

Les équations adimensionnées feront apparaitre les nombres adimensionnels suivants :

UoH
> Nombre de Reynolds : R, = 0—,
v

2
> Nombre de Froude : F2 = —0,
Hg
pUgH
> Nombre de Weber : W, = .
o

2.5.2 Paramétres adimensionnels

On a alors deux listes de parametres (a, §,6) et (k,1,®) :

F2 R
a= £ ’ ﬁZERe> 6: Ele
R, F? (2.12)
e2F? A R, :
K= = —
w, ’ F2

En premieére approche, on considére (a, ,8) petits alors que (x, 1) seront en @ (1). Si I'on
choisit comme référence la vitesse moyenne du flux uniforme (2.10), on peut alors choisir

R
Asinf = —;sinH = 3 (si on fait le choix de prendre la vitesse a l'interface, on aura alors

Asin@ = 2). Il n’est cependant pas nécessaire de faire cette hypothése lors du développement
asymptotique.

On retrouve ce qui a été présenté dans la partie 1.3.3, '’écoulement est défini par quatre
parameétres : R,, W,, 0 et € ou le parameétre A relie le nombre de Froude et le Weber par la
relation définie ci-dessus.

Pour plus de clarté, on pose ici @ = f =0 = ¢, c’est a dire F2=R,=06().
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2.6 EQUATIONS ADIMENSIONNEES

Le systeme adimensionné a résoudre s’écrit alors tel que :

Equation de conservation de la masse :

Duy+w,=0

Equation de bilan de quantité de mouvement selon % :
.. 1 (., 1 (sin@
() us+tuuy+wu, = R, (g uxx+uzz)+IT2 . Px

Equation de bilan de quantité de mouvement selon Z :

1
i) wtuw, +ww, = (£2wxx+wzz)—2—F2(cos0+pz)
£

Elve

Condition de non glissement :
(Gv)u(x,0)=w(x,0)=0

Condition cinématique :

Guv)hi+ux,h)h,—w(x,h)=0

Continuité des contraintes tangentielles en X :
) (12 (h)?) (12 + %0, ) — 46 hati = 0

Continuité des contraintes tangentielles en z :
wid) 2¢euy (1+e2h2) R, N R, &%hyy
Vil) ——————— = Pht
272 2 3
1-¢2h2 F W, (1+£2h2)>

TABLE 6: Equations adimensionnées 2D

2.6.1 Equations moyennées

En intégrant ’équation de continuité (2.1) sur la hauteur du fluide, on obtient une premiere
équation qui nous permet de développer des modeles a une équation :

h
ht+(f u) =0 (2.13)
0 x

De méme, en intégrant I’équation (2.19), on a :

h h Ah h _
(f u +(f uz) :—sin9+hxp|zzh—(f p) _EZE20 L 6 (e (2.14)
0 t 0 x £ 0 x £

2.7 ASYMPTOTIQUE ONDE LONGUE

On suppose que € est petit :

ex1l

29
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On réécrit les équations du tableau 6, en développant par rapport a &.

o sin@ Px 9
Uyy =€ | — 72 +€ uux+ut+wuz+}72 — E%Uyy (2.15)
__0 2 3
Pz=—€ €080 +EeW,, — € [UWy + Wi +WW, ]+ E Wyy (2.16)

L'équation (vi) du tableau 6 nous donne la valeur de la dérivée normale de la vitesse
tangentielle en A :

() =0 ¢?) 2.17)
Ce qui donne pour I’équation (vii) :
Pih = —Khyy —2euy +0 (€2) (2.18)

et pour les équations de volume :

Ups = €(Up+Uly+WU)—E2Ugy (2.19)
+epy —Asind
pz= —cost—ew,, (2.20)

+E2 (Wi + UWy + WW,) + E3 Wy

2.8 DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
On développe la vitesse et la pression en séries entiéres en ¢ :

u= Zunenzu0+6u1+£2u2...
n=0

w=w0+£w1+£2w2...

p =p0+£p1+£2p2...
2.8.1 Ordre0

Lorsqu’on prend le premier ordre du développement asymptotique, le systéme (2.19) se réduit
a:

Uy, = —Asinb +0O(¢) (2.21)
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Avec les conditions aux limites (2.2) et (2.17), on obtient une premiere approximation de la
vitesse :

u®= z(n- g) Asind +G(e) (2.22)
En intégrant '’équation de continuité sur la hauteur du fluide, on obtient un premier modele
a une équation du type équation de Burgers :
hs+hih?Asing = G(e) (2.23)
Si Uy est la vitesse moyenne du fluide, alors on a la condition suivante sur A :

1
_1=1
fO Ulh(x,t)=1 (2.24)
=> Asinf =3+ 0(¢)

Le modeéle (2.23) s’écrit en variables dimensionnées :

phye+hoh2psind=0 (¢) (2.25)

On obtient un modele dans lequel seules sont prises en compte les forces centrifuges et
d’inertie.
En utilisant la derniére équation (2.20) avec la condition limite (2.18), il vient :

pO = —xh,+(h—2)cosO+0(e) (2.26)
On déduit w© de u©@ :

z
w© = —f u§§”+@(s)
0

2.27)
22
= —Elsithx + 0 (¢)

2.8.2 Ordre 1

A Taide des valeurs calculées a I'ordre 0, on peut apporter des corrections pour augmenter la
précision.

z
4D :f
0

On utilise la relation (2.23) pour remplacer £; par une fonction de la dérivée spatiale dans

Iécriture de u(to).

h
_f (u§°)+u(°)u§?)+w(°)u(20)+p§60))) +6 () (2.28)
V4
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z . hh

u®=z(h- 5) ((Asm(@))z 5 (4R2 + 2Rz = 22) + Khee — co8 (e)hx)

Le modele a une équation (2.13) s’écrit maintenant plus précisément avec les termes correc-
tifs.
h . . 22,3 2
he+| 5 | Asin©) + & (Asin©) Zh%hs + Ky —cos @) hs ||| =0 (2] (2.29)
X

On peut utiliser la relation Asinf = 3 (qui correspond au choix de la vitesse moyenne comme
vitesse de référence) pour simplifier et obtenir le modéle suivant (dérivé pour la premiere fois
par Benney [4]) :

6 K cos(0)
3 3 3 — 2
ht+(h +eh (—5h hx+—3hm 3 hx))x @(E )

En variables dimensionnées :

3 .
phe+ i pgsin(6) 1+Mgh3hx
3 vZ 5

+ O Ry — pgcos(G)hx)) =0 (82)

X
2.8.3 Le modéle a deux équations

Le but est de développer des modeles basés sur I'intégration exacte des équations de Navier-
Stokes. Comme on I'a déja vu, on trouve facilement une famille de modéles a4 une équation en
intégrant I’équation de conservation de la masse. Un inconvénient important de cette approche
est que le modele s’effondre deés que 'on regarde une situation physique qui n’est plus assez
proche de la limite d’équilibre. Ceci est bien connu pour 'équation du premier ordre (¢°), les
singularités arrivent en temps fini méme si la solution initiale est réguliére, notons que cette
discontinuité reste bornée et I'unicité de la solution faible est garantie dans un certain sens
(solution entropique).

Pour le schéma a l'ordre deux, la situation n’est pas claire. Supposons que la tension de
surface est négligeable, I'existence d’'une solution bornée impose d’avoir un Reynolds inférieur
a une valeur limite, une instabilité de Hadamard apparait si cette condition n’est pas satisfaite.
Il est connu que la capillarité stabilise les hautes fréquences, et on attend plus de stabilité
dans ce cas, les expériences et les résultats mathématiques (méme partiel) (cf Pumir et al.
[43], Roskes [45], Ruyer-Quil et Manneville [48, 50, 49], Roy et al. [47], etc...) montrent que des
singularités en temps fini sont possibles, sauf dans le cas du régime de petite amplitude.

Le comportement de systémes de type Saint-Venant est plus robuste. En partant d'une solu-
tion uniforme avec des perturbations a longueur d’onde donnée, la solution semble converger
vers la roll-wave associée (cf Yu et Kevorkian [60]). Ce fait n’est pas completement démontré
d’un point de vue mathématique, néanmoins tous les résultats expérimentaux le prouvent,
méme pour une tension de surface nulle. Nous nous référons a Noble [38] pour quelques
résultats préliminaires sur la stabilité des roll-waves visqueuses.
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Pour construire des modeles de type Shallow Water a deux équations en 2D (3 équations en
3D), on se donne une seconde inconnue en plus de la hauteur 4, le débit q = f(fl u. La premieére
équation est déja connue, il s’agit de la conservation de la masse intégrée sur la hauteur (2.13) :

hi+qx=0

Cette équation est exacte, il n’y a pas d’approximation.

Pour fermer les modeles a deux équations, il faut une équation qui nous donne le débit. On
Pobtient a 'aide de 'équation moyennée de bilan de quantité de mouvement tangentielle (2.14)
et en utilisant les développements de la vitesse et de la pression. Mais pour obtenir un modele
d’ordre €1, il faut utiliser les développements en €2 de la vitesse. En effet dans cette équation,

1
les contraintes a I'interface et au fond apparaissent dans le terme — ()l sinfh —u 2|z:0). Si on
€

(0)

ne prend que les premiers termes du développement (19 et p@) qui sont d’ordre ! alors les

termes de contraintes sont de Iordre de 1 (¢°). La seconde équation s’écrit, & Pordre 1 en ¢ :

b o) 1/, . " © o)
qt+(f0 (u ))x:g()Ls1n9h—uzlz:0)+hxplzzh—(fop

Avec la premiére estimation de la vitesse, on obtient :

+0 (¢)

X

f (£®)" == (sin@)?A°
o 15
hxpfglh - (j; p(O)) =Khh e —hhycos(0)

u© = Asin6h

z|z=0

En utilisant I'expression du débit :
1. . 3
q= §As1n(9)h + 0 (¢)

on peut réécrire I'intégrale du carré de la vitesse et la contrainte au fond en faisant intervenir

le débit :

2
Néanmoins ’expression des équations de Saint-Venant classique ne fait intervenir que du %,

et il reste alors un terme correctif en 4° qui est souvent omis :

h 9 2 h5
o) _49 . 2
[O (u ) = T+ 25 (Asin(6)

Comme il n’y a pas de raison de privilégier une des deux formes, on choisit ’écrire sous forme
paramétrée :

fh w@)? =c q—2+i(7tsin(6))2h5(6—50) CieR
0 = v1 A 45 1), 1
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I1 y a donc une infinité combinaisons possibles, et donc de modeles a deux équations. De la
méme maniére, la contrainte au fond peut s’écrire sous la forme suivante :

(0) o 4
uzlz:O _3ﬁ
h
:@%msmeg(s—cy, Cy R

ou Cy est un deuxiéme parametre. Le choix des constantes C; et Cy sera discuté dans le
chapitre suivant.
Avec l'ordre suivant, on détermine la contrainte au fond :

C q
= —~|Asinf— - —
(51 : h2)
_ Cof, . b q 2 1 . 2,4
= ?(Asmeg—ﬁ)+(1—5C2—§)(/1sm(6)) h hx

+ (1 — %) (hhx cos(0)— Khhxxx)

_ G, ﬁ_i) ((E _1) : 2h_5)
= - ()LsmH + 15C2 3 (Asin(0)) 5.

2
+(1—%) ((h—cos(e)) _Khhxxx)
3 2 x

En utilisant ces estimations des différents termes, on a un systéeme de type Saint-Venant sous
forme conservative :

ht+qx:O
2 2
q . 2,5 1 Cl 202 h
qt+(CéT+(AS1n(0)) h (%_?_ﬁ +CQ€COS(0) ) (230)
. h
:?2(/1511195—%)4'?21(}1}13@35"'@(5)

Notons qu’en prenant Cq = g et Co = 3, on retrouve un modele de type couche limite intégral
de Shkadov (cf Vila [53]) :

hi+qx=0

6 q2 ) 9 h5 h2 )
qt+(5 n (Asin(0)) 75+ 3 cos(0) .

1
== (/lsineh —3%) + KBy + O ()
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ans ce chapitre nous allons essayer de déterminer des valeurs pour les constantes qui
D parametrent les modeles, afin que le probléme soit mathématiquement bien posé. On
impose au systéme d’étre hyperbolique, puis on cherche une entropie convexe. On montre alors
que ces modeles sont linéairement stables. Pour finir nous nous intéressons aux formations de
roll-waves et aux travaux déja effectués sur leur étude.

h . . .
En posant U = ( ), on peut réécrire le systéeme a deux équations (2.30) sous forme matri-

q
cielle :
1
Ut+Fx:ES+K+6’(e) (3.1)
ou :
- B A 251_ﬁ_2_c2) R”
f(h,q) Clh +(Asin@)“h (5 9 = +Cy : cosf
0
<S=( 0 )= co(1sing™ _ 4
s(h,q) 2( sin §—ﬁ)
X 0
- %Khhxxx

On restreint ’étude au cas o K = 0, c’est a dire sans tension de surface.
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3.1 DU MODELE DE SAINT-VENANT A L’EQUATION DE BENNEY

Montrons d’abord que les différents modeles peuvent se classer suivant le schéma :

Equations de Navier-Stokes 3 équations sur la vitesse u,w et la pression p
l |
Modeles type Saint-Venant 2 équations sur hauteur A et le débit ¢
l l
Modeles type Benney 1 équation sur la hauteur 2

En effet, a partir du modele a deux équations, on peut retrouver le modele a une équation.
Intéressons nous a la deuxiéme équation du modele (3.1). Réalisons une asymptotique de
Chapman-Enskog, c’est a dire supposons que 'on est proche de ’état d’équilibre. Nous avons
donc s(h,q) = 0 (écoulement uniforme stationnaire défini en 2.4 page 26) état autour duquel
on a réalisé 'asymptotique. Grace au théoreme des fonctions implicites, on peut écrire le débit
q sous la forme :

h3
g=@h)= Asineg

ou ¢ (h) est la valeur de g qui annule s(h,q) et (p’ (h) = AsinOh? = —Z‘ET’L’Z; .

Faisons un développement de Taylor au voisinage de ¢ = ¢ (h), on a alors :

0
s(h,q)=s(h, o) +(q-9) a—s (h,p(h)) +@’(£2)

On peut alors réécrire la deuxiéme équation du modele (3.1) sous la forme :

sth,q)=¢€(qe+ frhs+1qqx)

Doncon a:

0s -1 9
a=pe( 5o (ho®)] (gt fihst fra) ()

ou si ¢ = @(h) alors g, = (p/(h)hx et g; = (p’(h)ht = —(p/(h)qx = —(p’2(h)hx en utilisant la
premiere équation du modele (3.1), le modele se réécrit tel que :

hi+qx=0
h2 5 ) (3.2)
q=¢<h>—ec—2(fh (ha o)) + £y (R () @' () = (0" (1)?) s + € (?)
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0 1 p2?
ou (6—8 (h,(p(h))) = o C’est a dire le modele (2.29). On a donc un probléeme de Cauchy
q 2

bien posé si :

0s -1
(5 (h,wh))) (15 (B0 @) + £y (R0 ) 9" () - (9" )] <0 (3.3)
On peut trouver des preuves rigoureuses et des justifications de cette asymptotique, valide

deés que 'on considére un flux uniforme linéairement stable caractérisé par la condition (3.3),
par exemple dans l'article Chen et al. [14] et Yong [59].

3.2 HYPERBOLICITE

Le systéme est strictement hyperbolique si les vitesses caractéristiques, données par la
relation suivante :

Ai:%(aqfi\/aqf2+4ahf)

sont réelles et distinctes. On peut les développer sous la forme suivante :

2
As :Cl%i\/(01—1)01%+(/1sin9)2h4(1—7—— +

La condition d’hyperbolicité est donc :

2 ( L 5C1 2Cs
9 15

h
(01—1)01% +(Asin0)2ht ——)+02§cose>0

On a donc démontré la propriété suivante :

Proposition. Si on veut que le flux F soit hyperbolique sur tout le domaine physique & =
{h =0 et q € R}, la condition d’hyperbolicité conduit alors a l'ensemble des conditions suivantes :

(C1-1)C120 Ci=1ouC1<0
5C 2C
1—71—1—5220 ©1{ 45>25C;+6Cs (3.4)
Cy>0 C2>0

3.3 ENTROPIE

On cherche une entropie E (h,q) associée au flux d’entropie % (h,q) qui vérifie la relation :

EvFuv)y =%u
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soit :

(Eqfn) (E‘Ifh)q
Ehh+(quq)h th+(qu‘1)q
=y

(EyFy)y =

De plus & doit étre symétrique, on a alors obligatoirement que :

(Eqfn), =Enn+(Eqfq),,
>Epp+Epgfq—Eqqfn=0

Si on se restreint a la recherche d’'une entropie quadratique en ¢ (ce qui semble raisonnable en

regardant le bilan de I’énergie cinétique) :
1 r_ 2
E= §h q” +e(h)

alors I'équation sur I'entropie devient :

rir-1)

5 h g e ek T g = R =0
soit :

r(r—1) r— r— r
e":——2 R 2¢%—rh 1qfq+h fn

Apres avoir remplacé [ par sa valeur, on trouve :

r—2q2
e"= —(r?+@C1-1r+2Cq)
5C; 2C h
+h" ((Asinﬁ)2 ht (1 e —2) +Co— cos@)
9 15 3

e ne dépend que de &, donc la partie en ¢ doit s’annuler :
0=r?+(4C1-1)r+2Cy

ce qui impose la relation suivante entre r et C1 :

_r(-r)

1= 9@r+1)

La condition (3.4) sur Ciimpose que :

1 1
rel]-oo,—2]U —1,—5 U —5,0 U[1,+oo[

(3.5)



3.3 ENTROPIE

De plus on veut que I'entropie soit convexe, et donc que la hessienne de I’entropie soit
semi-définie positive, ce qui s’écrit V (a,b) € R? :

(a,b)( Enn Enq )( @ )20
th qu b

o a’Epp+2abEp, +b%E ;=0
E

E 2 9 2
N Ehh(a+bE—ZZ) +b (qu—ﬁ >0

Les conditions suffisantes pour que E soit convexe sont donc :

Ep,=0
2
EnnEqq —th =0

La premiere condition donne :

-1 5C 2C h
rir )hr_zqz +h" (()Lsin@)2 ht (1— Tl - 1—52) +Cz§cose) =0

Enp =

On veut que cette condition soit vérifiée sur tout le domaine physique £ ={h =0 et q € R}, et
puisque le flux est hyperbolique on sait déja que e" = A" ((/1 sin@)? h* (1 - 59& - 21—%2) + Cz% cos 9) >
0. La condition se réduit donc a :

r(r—-1)=0=re]-o0,0]U[1,+o0[

La seconde condition donne :

r(r+ 1)h2(r—1)

2>0
9 7=

2 _gpr v _
EwpEqq—Ej, = h'e
or e" est positive, donc la condition se réduit a :

rir+1)=s0=>re[-1,0]

Et donc il faut que :

€ U L 0
r a0
2

-1,-=
2

Si on fait le choix de prendre r = —1, 'entropie s’écrit alors :

142 5C; 2C h
E=-L {hanh- 1)(()Lsin0)2h4 (1— i —2) +C2—cos9)
2h 9 15 3

2
On retrouve la forme de I’énergie cinétique %%
En conclusion :
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Proposition. Si on veut que le flux F soit hyperbolique sur tout le domaine physique 7 =
{h=0et q € R}, et si on veut avoir en plus une entropie quadratique en q, alors les parametres
C1 et Cy doivent vérifier (d’apres les relations (3.5) et (3.4)) :

.

2
Remarquons que la valeur C; = 1 est la forme classique de Saint-Venant : g;+ (% + g%z)x =0.

3.4 STABILITE LINEAIRE (ET LIEN AVEC ORR-SOMMERFELD)

h
On linéarise le systeme (3.1) (sans tension de surface) autour de I’état d’équilibre Uy = ( 0 )
q0

en posant U = Uy + £U et on obtient le systéme linéarisé suivant :

- - 1 -
£ [Ut+A(U())Ux] = ; [S(U0)+E‘SU(U0)U]

0 1
fh fq

s(hg,qo)=0. Au deuxiéme ordre en £, on a :

ou A = . Au premier ordre en £, on retrouve 1’état d’équilibre : S(Upy) =0 <

_ _ 1 _
Ui+AUp)U, = ;SU(UO)U

On réalise alors une transformée de Fourier en x sur ce systéeme :

N A1 N
Ui +ikAUp)U = =Sy Uy)U
€

A 1 A
< Ut: ;SU(U())—LkA(U())]U

en intégrant on trouve :

Ij(t,k) =exp

(%SU(UO)—ikA(Uo)) t] U (0,k).

1
La solution est stable si la partie réelle des valeurs propres de —Sy (Uy) —ikA (Uy) est

négative pour tout £ € R. Notons s ces valeurs propres, elles sont solutions de ’équation :
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det|sl— %SU(U0)+ ikA(U())) =0

On trouve alors ! :

1. 1 .

s1= —Elqu ~ 5 | St \/sq2 —(f,2 +4fn) k2e2 — 2ik (fys, +25h) €
1. 1 .

Sg = —élqu ~ 5 |75 \/sq2 —(f 2 +4fn) k2e2 = 2ik (fys4+ 254 €

ol $1 < s9. On s’'intéresse donc au signe de s9. Le terme sous la racine carrée de la valeur
propre sg peut se développer. On pose :

1 1- 1/
82=%Sq—§lqu+% ?RA‘I‘C\\SA
VRA+SA=p+iq

alors on a (p +ig)? =Ra + Sa dout
{ Ra= p®-q°
Sa= 2pq

ce qui donne

ie]
Il
[N

\/2 (Ra+ /2 +32)
et donc

1 1 1]1 R

Sog=—8q—=ikfg+—|2 2(%A+\/§Rz+<\‘si)+i s
2¢ 2 2¢ |2 s
2(Ra+ /% +93)

avec

{ Ra = Sq2—£2k2(fq2+4fh)
Sa= —2ke(fgsq+2sh)

Un développement onde longue de cette valeur propre (i.e. quand 2 — 0) donne :

1. Remarque : sq est négatif, en effet s = —Cg, et 'hyperbolicité requiert Cg >0
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S9 = 2hik -

5q N 3 ((sh)2+shsqfq—(sq)2fh)k2 +@’(k3),

La condition de stabilité s’écrit donc :

( 1)3 ((Sh)2 +3h3qfq - (Sq)2fh) <0
S

p=2 (fh——fq S ))<0
q

o s {fu+o' B - (0’ W)) <0
Sachant que ¢’ (h) = z”EZ’Z;, on retrouve alors la condition de stabilité (3.3). Ce qui cor-
respond au méme critere (dans le cas asymptotique onde longue) que I'analyse complete de
stabilité du flux uniforme.

Notons que la stabilité linéaire du flux uniforme implique ’hyperbolicité du systéme homo-
géne linéarisé associé.

On peut aussi remarquer que méme si le systéme 2 x 2 dépend de cinq parametres, I’équation
d’évolution a l'ordre 1 ou 2 ne dépend pas des cinq parametres.

Les premiers termes du développement onde longue de la valeur propre s’écrivent :

S9 = Sloik + 820k2 + Sgoik3 + 840k4 +

avec :
s10= -3
6
S90= €& gRe—COtH
3-C 6
2 1
S$30 = £2Re( )(—Re—cotH)
3 240({;2 2165 144C; 36\ R 36 , 12 , 43 C; | cot(0)R2
si= (-3 -2 Tc—z-—)czsmﬂ(c—ﬁ#‘*c—z-?‘*—) C,
(cot(0))*R, 2(36 , 216 , 24C7  144C,
Yo, ( 1+R, ( 56, T 5T T 5 O,

a comparer avec le développement donné par la théorie d’'Orr-Sommerfeld pour le systéme de
Navier-Stokes (donné dans Chang et Demekhin [11] 2)

NS_ NS 2 NS- 3 NS 4
s 310 lk+82 k k™ +syk

2. Dans Chang et Demekhin [11] le développement est donné en fonction de w =is.
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NS _
S10 = -3

6
s%s =¢ (gRe - cot(H))
12 10
Sé\gs = 62 (3 + 7R§ - 7Re COt(Q))
9 1413 75872 17363
NS — g3 (—cot(@)— 3

R,

2 R
224 ¢ 33025 e * prrm COHOR~ 5 (ot @ Re - o

S40 =€ 3We

Le premier coefficient donne la vitesse des vagues a I'interface qui est le triple de la vitesse
moyenne. Le deuxiéme permet de retrouver le nombre de Reynolds critique (le résultat classique
de Benjamin [3]) :

Rcritique = E cot

Le coefficient s3g caractérise la dispersion des vagues, et le dernier coefficient, avec s9y, donne
le taux de croissance sous la forme :

c= k2820 + k4840
Donc pour R, > Rcritigue €t s40 <0, il existe un nombre d’onde de croissance nulle donné par :

$20
ko=

S40

et un nombre d’onde de croissance maximale :

km = @ko (3.7
2
Alors que la vitesse des ondes et le Reynolds critique sont identiques dans les deux cas, on voit
bien qu’en jouant sur les coefficients C; et Cy (dans la limite des conditions 3.6) on peut fixer le
taux de croissance et la fréquence la plus amplifiée (voir aussi les expériences numériques 8.2.4
page 205). Toutefois le développement d’Orr-Sommerfeld est un développement limité au cas &
petit, choisir les constantes Ciet Co a partir de ces résultats ne serait pas forcément le meilleur
choix possible pour %2 quelconque.
Par ailleurs si on poursuit le développement asymptotique a 'ordre suivant en ¢ on retrouve
le terme suivant 313\{)5 du développement d’Orr-Sommerfeld.
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3.5 FORMATIONS DE ROLL-WAVES

Lorsque le nombre de Reynolds R, est au-dessus de la valeur critique Rcritigue, il y a
croissance des instabilités. Dans le cas des modeéles a une équation au dela de ce seuil toute
simulation va étre numériquement instable. Mais dans le cas des modeéles de type Saint-Venant
des instabilités non-linéaires particulieres appelées roll-waves peuvent étre observées. Ce
sont des ondes périodiques continues par morceaux dont on peut voir des exemples dans les
expériences de Liu et Gollub [33] (figure 3).

Dans les chapitres 6 page 145 et 8 page 191 des simulations numériques ont été réalisées et
ont mis en évidence I'existence de roll-waves pour des écoulements bicouches et des écoulements
cisaillés.

VE 1 | [ T o
(&)
1.3 -
= Il
2 ol N\ U
0.7 —I1 1 | B | i | B T R —
45 53 65 75 B85 G5
1.5 (s e
(b
1.3
¥
=
£ 1.0k g
0.7 | I 1 1 1 1 | |
85 95 105 115 125 135
I'ﬁ - T T T 1 I 1 I I I |
(e
[ S -
=
P |
= 1.0
0.7 el | | H— | | L 1
120 130 140 150 16O 170

Downstream Distance (cm)

FIGURE 3: un exemple de roll-wave (FIG. 3. de I'article de Liu et Gollub [33])

Le mécanisme qui permet d’obtenir des roll-waves a été modélisé par Dressler [16] comme
des solutions des équations de Saint-Venant sans viscosité ni tension de surface. Ce sont des
solutions périodiques non-linéaires composées de morceaux continus séparés par des chocs qui
vérifient les conditions de Rankine-Hugoniot et de Lax.

Dans le cas visqueux Novik [39] a proposé un modele pour obtenir des profils continus. A
l'aide d’'une analyse utilisant les bifurcations de Hopf pour un systéme Saint-Venant avec
viscosité, Merkin et Needham [34] ont montré qu’il existe des roll-waves continues et de petite
amplitude. Lanalyse de stabilité linéaire et non-linéaire des roll-waves a été étudiée par Noble
[37], Johnson et al. [23] pour le cas visqueux et non-visqueux.



3.5 FORMATIONS DE ROLL-WAVES

Lorsqu’on est en présence de tension de surface il y a encore peu de résultats, principalement
en utilisant ’équation de Kuramoto-Sivashinsky pour un nombre de Froude proche de 1 (Chang
et Demekhin [11]). Pumir et al. [43] ont montré que méme si la tension de surface stabilise les
hautes fréquences, I'existence de roll-waves est possible pour un nombre de Reynolds petit.

45






Deuxieme partie

ECOULEMENTS SUR UNE TOPOGRAPHIE QUELCONQUE






II - Ecoulements sur une topographie quelconque

ANS cette partie, nous utilisons la méthode des développements asympto-
tiques pour étendre les modeles aux cas des écoulements sur une topogra-
phie quelconque mais aussi aux écoulements bi-couches a surface libre et

les écoulements de deux fluides entre deux plaques.
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ETABLISSEMENT DES MODELES SUR UNE TOPOGRAPHIE
QUELCONQUE

n s'intéresse maintenant a un écoulement d’un seul fluide mais sur un fond variable. En
O effet, les films qui nous intéressent ne s’écouleront pas, en générale, sur des surfaces
planes, mais sur des surfaces courbes. Le film étant mince, il restera donc en contact avec
la paroi. On suppose alors qu’il ne se décroche pas. En conséquence, il convient d’utiliser les
coordonnées curvilignes liées a la paroi. On cherche alors des modeles caractérisants ce type
d’écoulement.

Remarque. Les résultats de ce chapitre ont été publié Boutounet et al. [6], mais la version
présentée ici inclue deux termes modélisant 'influence du gaz sur le film : un gradient de
pression extérieure et une contrainte de cisaillement.
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4.7.1 Equation de Benney dans le cas plan 111
4.7.2 Modele Saint-Venant dans le cas plan 111
4.7.3 Modele de plus grande pente 112

Les principaux résultats trouvés sont résumés ici, les détails de la méthode et des calculs
sont donnés ensuite.

Dans un premier temps, on définit le systeme de coordonnées curvilignes adapté a la géomé-
trie du probléme a partir du vecteur de coordonnées curvilignes & paramétrant le fond et de la
hauteur normale 7 .

rA
(Courbure de 'interface)

i
(normale au fond)

7
7

>
////////////// e

FIGURE 4: Film mince s’écoulant sur un fond variable

La position d'une particule du fluide X =(X,2)") se décompose par projection sur le fond
(voir la figure 4) :

X (&m) =P &) +nii 4.1)

La réécriture des équations de Navier-Stokes dans ce systéme fait intervenir le jacobien o/
et le tenseur de courbure du fond # .

Lintégration sur la hauteur du film, selon la généralisation de la méthode intégrale de
Karman-Polhausen introduite par Shkadov [11], fait apparaitre comme variables une hauteur
L et une vitesse moyenne ¢ définies par :

B h 1 1k
h:f Jdn, 17=7f JVdn
0 hJo

L'adimensionnement des équations fait intervenir quatre nombres adimensionnels qui sont
le Reynolds R, e Weber W, , le Poiseuille P, et le Froude F, dont les définitions sont les
suivantes :

UoH pUgH H2Apm pU(? (4.2)
Re = , We = s o= 5 r= : :
v K uUoL

pHYO + Apexl + TO
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Remarque. Ici I'écriture du nombre de Froude est une écriture généralisée ou sont pris en
compte les effets de gravité pHyo, de pression A,_, et de forcage par le gaz 7¢.

F?2 R R, P,F? ¢F?
En faisant les hypotheses ¢R,, e— et e — petits devant I'unité, et —, ——— =" de l'ordre
yp e Re 2 p Frz Re We

de I'unité, on peut résoudre les équations de Navier-Stokes.
A Tordre 0 en ¢, on trouve le premier modele, le plus simple possible, qui traduit la conserva-
tion de la masse et qui s’écrit :

2 h3

1_ .
u@th + (Vf + 3V§J) . (?To + ? (pYO — Movfpext) =0(¢) (4.3)

Ce modele est cohérent avec le modele trouvé par Fabignon et al. [17] (en coordonnées polaires)
et généralise le modele trouvé au chapitre précédent. Si on pousse les développements a 'ordre
suivant, le modéle integre des effets de courbure et de tension de surface. Il se met sous la
forme d’'une équation d’advection-diffusion non linéaire avec un terme de tension de surface :

73
u0eh+ V- (Y (B)) = V- (uv (R) Veh) + Ve - (K?)%Movf;e) _ () (4.4)

avec comme notations :

—

Y= (YO,YO)T vecteur des forces d’inerties
7o la contrainte de cisaillement qu’exerce le gaz a I'interface avec le liquide
Pext la pression exercée par le gaz
My métrique du changement de coordonnées

J jacobien de la transformation

A courbure de l'interface

Le coefficient de diffusion de ’équation vaut :

v(h) = —%MOMO - %3—2 % Tt + %rorf - % 125?6 I (4.5)

ou I' regroupe les forces volumiques prépondérantes :
I'=pyog—MoVepext (4.6)
Comme 7 est une accélération, négative (en général la gravité dirigée vers le bas), le coefficient
de diffusion ——?3py0M o est positif (le signe donne le critére bien posé et donc de stabilité pour

le systeme hyperbolique).
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et la vitesse de transport vaut :

V(h)= —=7to+ A I+ A% T1+ R (ltrH 1-2H )‘r
T o2g 0 gg2 egz 'agzlzn 0)*0
73 B3 (1 1 73 53
MoyoVed + — | =t -— MoV + MoV
3J4p 0YoVe J( rHo 247'10) 24J37'l0 oVeDext p8J oVeyo
5h3 (( h? h3 r
+£—_((—_VE(T—_O)+—_V§‘(_—))F—at1'0)
w2 24J2 \\2J J ] 3J J2
p 3h* ( = 4 To ) p 2h*
+—=——|Ve-(JT0) —=—-M T0-Ve)T
12 20T £ (I70) 55 ~Mer = (T0-Ve)To w2 15J4 "
LpR (Jro) T =2 LA? (Mtr + (V) To+J (To-V )(lr))
12 60J6 ° 12 12075 ’ ¢ \g
p 11A8 p h® ) 2}16( - (1 ))
— Ve -T)T+ — (Ve -T')t0— — Mrr+J(T-Vg) | =T
”SOJG(E) a5 (Ve T)7o 2356 |4 T-ve)| 5
4.7
avec les termes en .# qui représentent I’évolution des vecteurs de la base curviligne :
Moy = (agx)_l (6§£x~10-10 +1'6M61’H010s)
M :(a};x)_l(OEEX-F-TO+FtM51’H0T()S) (4.8)

Mrr = (0p%) 7! (02,x T -T+T*My HoT's)

A cet ordre d’approximation, on peut aussi écrire un modéle a deux équations. En posant

U= ( , le systéme s’écrit sous la forme conservative suivante :
)]

S

3:U +V:-(GWU) =T W) +K (k) +0(e) (4.9)

avec G (U) le terme de flux donné par :

G(U)=( ho ) (4.10)
)
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ou:
so . 1(1 Cqp\hA?

f) —Cth@V'l‘E g—I ﬁ‘rO@TO
1 h4 1(2 ho
+— 5 G }f—(r®ro+r0®r)+— 2. G h_—r®r
u2l24 6 )J3 p2l15 9 ) J4

(4.11)
h? 1 7Cy\ h*

—y9Co—My+ — [1- —=| —=T'7}
%67 0+,u2( 20)24J3 %o
1(1 p4 1 2 ho
—2(——3—Cz)h—_3roft+—2( —ﬂ) h_4ITt
u2\3 20 )8J L 5 ) 15J

avec C1 et Cgy deux constantes pouvant étre choisies arbitrairement (cf Chapitre 3). Les effets
de tension de surface K () valent :

0

K (k)= Cy - 4.12
(A) %thovgff )

et T'(U) le second membre :

0
TWU)=| Cy(J h J?
— | =To+ - I—-pu—=v|+

1 (4.13)
o \2 3 h P
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ou :

®(i~z)— %fn _5(27-[ +1tr7-£ ]l)r +E(5—C YtrHol — pH E
_21 02006J 20902JY0

72 72
+h(1—C—)(27—[0+tr’HOIl)ro+pMo(Jh—Vg(3}2) (1—2) h sz)

h2

A2 ( 5C,
2J

1
1-—|[Ho(T —MoVepes ——6
2J )( 0( ovep t) tTO)

C
12 (1 2) (pM()V{)/O 2H,o +tr7—lo)F)

o (3}23 11 At 2 hP

2O\ a0t S 1 5

A2 1 A3 ( 202)
0,T
u

— M Co—V My)+——([1-—=
rr)P2J§(Y0 0) v 32 5

S En——

(4.14)

Linterprétation des coefficients est difficile, c’est pourquoi on étudie des cas particuliers en
utilisant des jeux de coordonnées plus simples dans la section Quelques modeéles particuliers
(4.7 page 111).

4.1 EQUATIONS DE NAVIER-STOKES EN COORDONNEES CURVILIGNES

On notera les vecteurs de R? sous la forme U , et U les vecteurs de R?™1, d étant la
dimension de I’espace, ici d = 2, 3.
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4.1.1 Systémes de coordonnées

Dans cette partie, on cherche un systéme de coordonnées adapté a la géométrie du probleme.

La premiere formulation, trés générale, proposée par Bouchut et al. [5], ne fait pas d’hypothese
sur la forme du fond ; 1a seconde suppose qu’il n’existe pas de point de la surface localement
sphérique, c’est a dire que les courbures principales ne coincident pas et donc qu’il existe une
base orthogonale curviligne (cf Roy et al. [47], Roberts et Li [44]).

On peut voir le systéme de coordonnées utilisé sur la figure suivante :

—

e X

Y/

FIGURE 5: Changement de coordonnées
avec X la position d’une particule du fluide et P sa projection orthogonale sur le fond.

Systéme de coordonnées curvilignes quelconques

Soit z = b(x) la topographie du fond. La normale au fond 7i est donnée par :

ﬁz___l___(_vﬂ’):(_s) (4.15)
Vi+vgb?\ 1 c

Ou ¢ est le cosinus de 'angle entre la normale 7i et la verticale. Avec ces notations, on a
immédiatement la relation suivante :

IslIZ+c?=1 (4.16)
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En dérivant cette relation, on obtient :

1
Oxc = ——s'0xs 4.17)
C

En divisant par ¢2, puis en multipliant & gauche par s et & droite par sf, on remarque que :

t
(1—sst)(11+sci2) =1 (4.18)

Ce qui permet d’exprimer la dérivée de s :

s=cVxgb

t

SS

= (]l+—2
c

O0xS = cOxxb
= 0xs=c(1—ss')0xxb
Supposons que I'on connaisse une paramétrisation du fond donnée par £ — x(¢) , on peut définir

L. L X .
localement un changement de variables X — ¢ ou X = ( ) — &= ( J ) avec ¢ est le vecteur
Z

n
de coordonnées curvilignes paramétrant le fond, et ) 1a distance signée dans la direction de la

normale 7i. La position d’une particule du fluide X =(X,2)!) se décompose par projection sur
le fond (voir la figure 5) :

X(&mn) =P@+ni
x(&) )+ (—s(x(:))), 0<7n<h(&?) (4.19)
b(x(&)) c(x(&))

En observant que X = x—1s, on peut écrire :
OEX = (Id — T]axs) a:x (4.20)

La matrice jacobienne de la transformation et son inverse s’expriment facilement :

) X - d -
A-1=agX:( 1 S ):( 7 )( 0¢X 0) (4.21)
C

st ¢ 0o 1
C

(4.22)

c

_ ( (0:X) (1-ss) ¢(0:X) s )
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ainsi que le jacobien :

5y 1
J = det (0;X | = ~det(0:X) (4.23)
La métrique de Riemann est donnée par la relation :

G = (GEX)tGEX =A"A71

[ esx) %(ngys)( 0% —s)
gt e Zstagx c
B (afx)t(mi—f)agx 0 (4.24)
0 1
[ M! o)
o 1

dont la partie bloc est inversible :

t
M = axt(1+i)ax
(0:X) 2 )7t (4.25)

M= (0:X) ! (1-ss")(0X)

Systéme de coordonnées curvilignes orthogonales

Une autre maniére de définir un systéme de coordonnées curvilignes est de définir une

oP
paramétrisation particuliere du fond (& = (¢1,...,&4-1)!) telle que les vecteurs de base 0_5" 1=
1,...,d —1, parcourent les lignes de courbures principales de la topographie (voir Roberts let Li

[44], Roy et al. [47]). 1] faut pour cela supposer que les courbures principales ne coincident pas.

Les vecteurs de la base tangente au fond E,; sécrivent :

. 1 0P
Ei=—— 1=1,...,d-1 (4.26)
m; 0¢;

La normale au fond ne change pas de forme.
W L o= -s
n=eg=Eg= ( ) 4.27)

La famille de vecteurs {E’ i} forme une base orthonormée. Les coefficients m; e la

i=1,..,

oP

métrique sont donnés par m; = E
i
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On peut maintenant expliciter la matrice jacobienne de & — x

(afx)i,jzl,...,d—l =m k",
(4.28)

(097, .- miEf

D’apres les formules de Frenet ', puisque les vecteurs E; parcourent les lignes de courbures
principales, la variation du vecteur normal le long des lignes de courbure vaut :

on oP .
—=—k;,— =-m;k;E; ;=1,....,d-1 4.29
oc; lafi miR;fug, 1 yeees ( )

ou les %£; sont les courbures principales. On en déduit que :

(0¢8); i1, a1 mk,E} (4.30)

Retournons au changement de coordonnées au voisinage du fond X — ¢ définit précédemment
pour lequel on a :

X =P +nit (4.31)

La famille de vecteurs {¢;};—; _ de la base curviligne orthogonale est donnée par :

R 0X

s =92

Lo i=1,...d-1 (4.32)
_ml(l_'r]kl)El _,---, .
= hE;

&=mE;, hg=1, i=1,...d (4.33)

donc la jacobienne de la transformation et son inverse s’expriment simplement :

(6£X)i,j:1,...,d—1 = th§'
(4.34)
-1 _ i %
((afx) )i,j:l,...,d—l - hiEi

1. Les formules de Frenet pour un arc paramétré plan s’écrivent : % =yN % =—yT, avec N le vecteur

unitaire normal, T le vecteur unitaire tangent et y la courbure
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Ce qui implique le résultat utile suivant :

d-1_ _  d-1 1
Y EPER =Y 1i(0:X);, — (0:X),; =0ij, Vi,j=1,....,d~-1 (4.35)
p=1 p=1 hj

auquel on peut rajouter :

a-1_ _  d-1
Y EYEN =% 0,X,0x,&; =hi0,¢§; =0, Vi=1,...,d-1 (4.36)
p=1 p=1

La métrique de Riemann s’écrit sous la forme d’'une matrice diagonale G :

G =(0:%) (0:%)
(4.37)

- .. Ly ola |2 )
Gij-1,..d=€i-€j=0;jlé;|" =6;;h; 'Ei =0i;h;

On note \/E la matrice diagonale de valeurs (\/5) 1
1,j=1,...,

coordonnées peut étre vu comme la composition d'une rotation et d'un changement d’échelles.

=0;;h;. De plus le changement de

Repere Repere Repere
curviligne orthogonal de Darboux-Ribaucour cartesien
. N 1. - (4.38)
(€i)i=1,..d - (E;= h_iei)izlv~>d - (ei)izl,..,d
¢ - e ~  QVG§
avec @ = (El, ... ,Ed) matrice de rotation. La jacobienne de la transformation s’exprime telle
que :
1
A =—@!
_ R G
ATl =@,...,8) _(1 _ 12 )t
= (mEs,....haEq) TR
:Q\/E — ié’ ig (4.39)
hz 1? M hZ d
1 d
-1 _ -7
(A )lJ - e;’ 1_;
Aij = ﬁ i

1.1 - -
AAY). . =Y —EF—_Ek = =[G 4.4
( )L,J:l,.,,,d ; hl 2 h] J hlh] (G )i’j:]_’m,d ( O)

61



62

ETABLISSEMENT DES MODELES SUR UNE TOPOGRAPHIE QUELCONQUE

Pour retourner aux notations du paragraphe précédent, G est bien une matrice diagonale par

M—l
blocs de la forme ( 0 ) avec :
0 1

-1 _ 72
(M )i,j:l,...,d—l - hi 0ij
Yy (4.41)
M; -1, . 4-1= #

12

Le jacobien de la transformation vaut :

J = det (A7) = det (\/5) = d]:[l hi (4.42)
i=1

Lemme 1. La variation des vecteurs de base est déterminée par lexpression de la variation de
la matrice de rotation dont la valeur est donnée par :

o, i i
(@2R), s = By O Ty O (4-43)

ou la notation h; j représente O;;ﬁi, et on a de plus :
J

d_l"p = hnj ﬁin
EnogE; =—0in=—70ij ,n,ji=1,...d-1 (4.44)
=1 ] n

p

Preuve du lemme 1. Cf. page 211

On retrouve en particulier les formules de Frenet pour j=d eti=1,...,d -1,
0z Eq=-m;k;E; (4.45)
Dans le cas d = 3, les formules développées donnent :

- - hig N - hoi
a;lEl Zmlk1E3—h—2E2 6§2E2 :m2k2E3_h_1E1

(4.46)

0¢,E3 = —makoEss 0yE1=0,E9=0,E3=0
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4.1.2 Tenseur de courbure

Endomorphisme de Weingarten

Calculons d’abord 7 la courbure du plan tangent au fond, translaté a une hauteur normale
n a celui-ci.

‘H (Courbure du plan tangent translaté
a une hauteur normale 1)

FIGURE 6: Courbures

Ce plan contient le point X La premiere forme fondamentale de cette surface est donnée
par:

(O{X)tagi =M1 (4.47)

et la seconde par :

ang-ﬁ =|0¢] 1 .
—Stagx C
C
2
|, aatx t ( s )
= t ss s’ :
Z(a§X) (]l+§)6£s+ ?G&X c (448)

t

t SS
=03, X s+(0:X)" 1+ 0—2) dgs +s'05,X

t
= (0:X)" (11 + iiz)afs
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L'endomorphisme de Weingarten dans la base curviligne s’exprime en fonction des deux formes
fondamentales :

_1n-1 o -
H o=(M1) 05X q t
= (0:X) ' (1 - s8) (0:X) " (0:X)" (11 + Sc%) dgs (4.49)
= (0:X) ;s
Le tenseur de courbure du fond pris en 7 =0 est donc donné par H; :

Ho =(0:x)"ogs (4.50)

Les courbures principales (21, k2) sont les valeurs propres de Hg, la courbure de Gauss est son
déterminant, et la courbure totale sa trace.

detHo =kiko
trHg =ki+ke

(4.51)

On a par ailleurs les relations suivantes

xS = (agx) H(9:x)"

1
Oxh = ~ (11 S8
C

i (4.52)
=) @) (0

Tenseur de courbure en coordonnées curvilignes orthogonales

L'endomorphisme de Weingarten s’exprime :

. -1 At mkj g oy
(H)l] 1,.. Z (6{X)ik (ags)kj = Z EiEj = 5ij (4.53)
k=1 k=1

et le tenseur de courbure :
(Ho)ij=1,..a-1=kidij (4.54)

Le tenseur de courbure est naturellement diagonal dans le systéme de coordonnées des cour-
bures principales.

4.1.3 Equations de I'écoulement

On consideére les équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien incompressible soumis
a une pression p et une particule de fluide a la position X, se déplacant & une vitesse U.

De plus I’écoulement est laminaire, le fluide s’écoule donc en couches paralleles, sans mélange
entre les couches, le nombre de Reynolds est petit et il n’y a aucun effet de turbulence.
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Conservation de la masse et de la quantité de mouvement

Les équations de conservation de la masse et de quantité de mouvement s’écrivent :

Vs -U=0
R | 2 s o o (o = (4.55)
0,0 +(0 V) = ~—Vgp+ Wz -0+7-20T0 -G (QAR)
0
ou o est le tenseur visqueux des déformations donné par :
— 7 FT\t
o= 62U+(62U) (4.56)

et f), R sont respectivement le vecteur vitesse angulaire du repére en rotation et le vecteur
position de la particule de fluide par rapport a 'axe de rotation dans le repeére fixe.

On peut remarquer que le tenseur des contraintes visqueuses s’écrit (uo — 1p).

Les forces de Coriolis et centrifuge peuvent s’écrire sous forme matricielle en introduisant la
matrice antisymétrique Q définie par :

0 -Q3 Q9
ﬁ = Q3 0 Ql (457)
Qo -Q1 O

La force de Coriolis devient :
—2Q AU = -2QU (4.58)
et la force centrifuge :

—QA (fl/\ﬁ) =-QO°R (4.59)

Conditions aux limites

On ajoute des conditions aux bords aux équations de Navier-Stokes :
¢ une condition de non-glissement au fond :

Upp=0=0 (4.60)
¢ une équation de continuité des contraintes a l'interface :
uoN = (KFE+ piy=h —Dext)N+T% (4.61)

avec N le vecteur normal a la surface libre, x la tension de surface, / la courbure de
I'interface, T le vecteur des contraintes tangentielles liées a I'entrainement du fluide par le
gaz dans les directions des vecteurs colonnes de la matrice T' tangents a la surface libre;
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e une condition d'imperméabilité (nécessaire pour I’écriture des équations moyennées) :

0:h=U-U-Vxh (4.62)

4.1.4 Vitesse covariante

Afin de simplifier Pécriture des équations dans le systéme curviligne, on utilise la vitesse
covariante V | reliée a la vitesse physique par la relation :

V=AU (4.63)

U=A"1V o 1 (4.64)

ce qui donne notamment V = U-7, qui est donc la composante normale de la vitesse au fond.
Notons que la partie tangentielle de la vitesse est donnée par :

1 0:XV (4.65)
810XV Zst |f
C C

Les regles de dérivations en coordonnées curvilignes nous donnent les relations utiles
suivantes :

{.
Ve =A'V;
X K (4.66)
U'VX Z(AU)VE
=V-V;

4.1.5 Changement de coordonnées

On multiplie les équations de Navier-Stokes par la matrice A, et on réécrit chaque terme
dans le nouveau systéme de coordonnées.

Divergence

L'équation de divergence nulle de la vitesse conserve sa forme dans le repeére curviligne,
cependant elle fait apparaitre la vitesse curviligne V multipliée par le jacobien, c’est a dire
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une nouvelle vitesse qui fait intervenir, en plus des composantes de la vitesse dans le nouveau
repere, la déformation de ce repére (cf chapitre 4.2).

JVg-U =Vg(JIV) (4.67)

Terme convectif non linéaire

On définit les symboles de Christoffel par la relation suivante :

M =AU VU -(V-VaV (4.68)

Lemme 2. Les symboles de Christoffel représentant I’évolution des vecteurs de base s’écrivent
dans la base curviligne quelconque sous la forme :

M = M(V)-2VHV
M =VHIMIV (4.69)
Mo(V) = (0gX) ! (0EX-V-V+.us)

Preuve du lemme 2. En utilisant les relations de dérivation (4.66), 'expression se simplifie a :

Vi :A(V-vg)(A—lx?)—(V.vg)V
:AaEA—l V.V (4.70)
=A2X- V.V
&&

Le calcul de 6?25( est donné dans 'annexe A.

Lemme 3. Les symboles de Christoffel du changement de coordonnées curviligne orthogonal se
réduisent @ :

1 d-1 A b
Misi, a1 = 7 ZHi,pVi_h_l,)hp,in Vp_2Vm7; Vi
i p=1 i i
4.71)
d-1
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Ou encore en trois dimensions d’espace :

1 h

M = — (ﬁ1 1V% +2h1 9V Vo — —2hg 1V§ - 2m1k1VV1)
hl ’ ’ hl ’
1 h

My =— (n2 V5 +2Hg 1 VoV — L P\ 2m2k2VVz) *.72)
hg ’ ’ h2 ,

M = V%mlklﬁl +V§m2k2h2

Preuve du lemme 3. Cf. page 214

Tenseur des contraintes

On définit o’ le nouveau tenseur des contraintes dans le repére curviligne par :

a’:AaAt:( S r ) (4.73)
r f

Lemme 4. Les composantes S € #;_1(R), re R%™1, et f € R du tenseur des contraintes o' sont
données par

S =(06X) 05 (0sXV) M + M (3¢ (0,XV))" (9X)
+(0:X) " s (HV) + HVs! (0:X) " —2VHM

(4.74)
r =0,V+MV;V

f =20,V
Preuve du lemme 4. Cf. page 215

Lemme 5. Dans un systéeme de coordonnées curviligne orthogonal, les composantes du tenseur
des contraintes o' sont données par :

1 1 2 (&l
Sij=1,.,d-1 ZﬁazjVi+§0giVj+ﬁ Vo hig—Vmik; |6,
J 1 i i \g=1
4.75
ri=1,..d-1 =0nVi+ﬁ6;iV ( )
i
£ =20,V

Preuve du lemme 5. Cf. page 216
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Le tenseur des contraintes prend la forme suivante pour d =3 :

/ 1 1 1
04 —2652V1 + —20§1V2 anvl + —Qaglv
h2 hl hl

1
o= . T 0pVa+ 505,V (4.76)
2

20,V
ou:
, 2
on =3 (0¢, (h1V1) + Valir g — Vm1k1)
1

!

2
05 =73 (08, (12V2) + Vihy, 1~ Vimaks)
2

Terme visqueux

Lemme 6. La divergence du tenseur des contraintes visqueuses se transforme suivant la regle :

JAVg -0 :( Ve IS +0,(Ir) ) g (4.77)
V- (Jr) + 0, (Jf)
ou :
B :( Bo —27ir ) (4.78)
B
avec .
ss!
B = (0;s) 1+—)axs
(0cs) )t (4.79)

By =(0;X) " (63X S +sB
Preuve du lemme 6. Cf. page 217

Lemme 7. En coordonnées curvilignes orthogonales, la divergence du tenseur des contraintes
visqueuses se met sous la forme :

JAV; -0 :( Vf'(JS)+0n<Jr)) _

+JB (4.80)
Vi (Jr)+ 0, (Jf)
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ou :
1d-1 hi mik;
Bi-1,.4-1 =EZ 2hi,jSij_h—J_hj,iSjj -2 ;; T
L j=1 ! v
s (4.81)
B = Zlmpkphpspp
p:

Preuve du lemme 7. Cf. page 218
Pour d = 3, on obtient :

1 h
— (hl,lsll - —2ﬁ2,1S22 +2(h1,2812 - mlklrl))
i i
B = (4.82)
1 i
— |h2.2822 — —Nh1,2S11 + 2 (hig, 1821 — makars)
hio hio
m1k1h1S11+maokahaSag
Navier-Stokes

Reprenons maintenant tous les éléments du paragraphe 4.1.5 qui nous permettent d’écrire
les équations de Navier-Stokes dans le repére curviligne.
Les équations de Navier-Stokes se réécrivent donc en coordonnées curvilignes :

Ve (JV)=0
o =~ 1. 14 / 3 =
OV + (VN +.l =2 G Wep+ (Ve+ (o) + JB) + AT (4.83)
~-2A0A7V - AQ’R
On néglige la force de Coriolis et on définit I'inertie totale dans le repére curviligne comme une
fonction de I'espace :

-

?tot =Y- ﬁzﬁ

N (4.84)
FEN =AFror = ( 4 )
Y

L'équation de la conservation de quantité du mouvement peut étre réécrite en séparant la
composante normale (la composante suivant 1) :

» 1
OV +(V VAV +.M =——MVyp+ 5 (Ve (JS) +3, (Jr)+ JB) +y

P (4.85)
N 1 :
OV +(V VAV +ll == Opp+ 3 (Ve (JE) + 0y (J )+ TB) +y
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Normale et tangentes a la surface libre

Lemme 8. N la normale unitaire & la surface libre d’équation 1n = h(&,n) est donnée par :

~Veh

_1
N: (1+6§hM|n:h Vzh) 2At|n:h ( ) ) (4.86)

et une famille de vecteurs génératrice de la surface libre est donnée par les vecteurs colonnes de

la matrice T :
1
(4.87)

)c
dgh

T =AY (
avec .
C = (ddiag(m; !, + V{hagh))_% (4.88)

ot ddiag(¢p) est une matrice diagonale, de diagonale la diagonale de .

Preuve du lemme 8. Cf. page 219

Continuité des contraintes a linterface
Lexpression de la normale et des tangentes permet d’écrire la continuité des contraintes

(4.61) sous la forme du systéeme suivant :

-Veh ~ -Veh
/JOJM:h ( 1£ ) :(K%"'pm:h _pext)G|_nl:h ( 1£ )

(4.89)

;( 1 )c~

+|1+0:AM,_;, Veh T

( ¢ n=n V¢ ) och
Ce qui donne

(4.90)

H (r|17:h - S'U:h Vgh) =" (K‘;f_'_p\n:h _pext) M|17:h Veh +T
H (f|17:h - r|t17:h Vgh) = (K‘;f'i'pln:h _pext) + ath

ourt= \/ 1+0:hM In=h V¢hCT est la contrainte de cisaillement mise a I'échelle avec le rapport
des facteurs de normalisation de la normale et des vecteurs tangents. Aprés réarrangement

des termes, on obtient la forme finale :
—_ [yt 1
Fpoh + (f|,]:h Mjyp ~ S|y ) Veh = (rmzh Vih + ﬁa.;hr) My Veh + T wo)

H (f|'7:h _r|tn:h Vgh) = (K*%+p|n:h _pext) +6§h‘r
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4.1.6 Systéme d’équations de la dynamique

Résumons les résultats obtenus jusqu’ici. La dynamique du film est soumise aux équations
suivantes :

VE'(JV) =0
_ 1 v
OtV+(V-VE)V+J{ = —EMV§p + j (V;~(JS)+6,,(Jr)+JB) +y (4.92)

. 1
6tV+(V-V3)V+Jﬂ=—Eanp+g(vf'(Jr)+6,7(Jf)+JB)+y

avec les conditions au fond et a la surface libre :

V|n=0 =0
1 1
ry +(thh—Sh)V§h= I‘ZVgh-f——aghT MhV§h+—T (4.93)
p 0

w(fn— rZV,gh) = (K,ic”+p|,7:h — Pext) +0chT

ou on utilise la notation ¢ pour représenter ¢;-j.

4.2 EQUATIONS INTEGREES

Pour obtenir une équation d’évolution sur la hauteur de fluide (&) et sur une vitesse moyennée

h
( f Vdn), on integre 'équation de conservation de la masse et la composante en & de ’équation
0
de conservation de quantité de mouvement sur la hauteur normale du film.

Remarque. V n’est pas la vitesse tangentielle a ’écoulement, voir 4.1.4.
Pour écrire les équations intégrées, nous avons besoin de la condition d’imperméabilité (ou
condition de conservation de la masse) :

dth = (V =V -Veh)yn (4.94)

et de rappeler la formule liant la dérivée de I'intégrale a I'intégrale de la dérivée :

a(0) a(0)
Vo - (f w(G,Z)dZ) = (f Vg - <p(0,2)d2) +¢(6,a(0))-Vga(0) (4.95)
0 0

En intégrant ’équation de continuité sur toute la hauteur du film, il vient :

h _ h
f Vg'(JV)dT] ZV;-(f JVdT]) —JpVp-Veh + IV}
0 0

=0

(4.96)
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en utilisant la relation (4.94) on obtient :
h
V{'(f JVdn)—JhOthzo 4.97)
0

Puisque le jacobien ne dépend pas du temps,

h h h
0 0 0

Et donc I'équation de continuité intégrée s’écrit :

h
0

Or, équation intégrale classique (en repere cartésien) s’écrit :

h
+Vg- ( f JVdn) =0 (4.99)
0

1 h
0:h+Vx-(hv)=0, v= Ef Udz (4.100)
0
Pour retrouver cette notation usuelle, on pose :
- h 1 h
h:f Jdn, 17:7f JVdn
0 hJo

qui sont respectivement la hauteur et la vitesse moyenne dans le repére curviligne corrigées de

la variation du volume élémentaire (/). On utilisera comme inconnues le vecteur ( _ ) au lieu
17
h
de| 1 p2 . Léquation (4.99) devient :
h Jo
0:h +Vg-(hD)=0 (4.101)

On procede de la méme maniére en intégrant ’équation de bilan de quantité de mouvement
en & multipliée par le jacobien :

h "
f T (0, +(V VoV +.4 ) dn
AR (4.102)
:fo J(—;Mv(gp+3(V‘;-(JS)+6n(Jr)+JB)+y)dn

Etudions chaque terme séparément. La dérivée temporelle se transforme facilement :

h h
f J0o,Vdn =0, ([ JVdn) — J,0:hV}, = 04(h) — J5,0:h V), (4.103)
0 0
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Pour le terme de transport advectif, on utilise la conservation de la masse (4.92) et 'imperméa-
bilité (4.94) :

h
f J(V-V)Vdn
0
h h
= f J(V-Ve)Vdn + f JVa,Vdn
Oh 0 h
:f Vg-(JV®V)dn—f

h
f Vi (JVeVdn - f V- (JV)Vdny - f 3y (JVIVdn + I, ViV, (4.104)

h
Ve - (JV)Vdn + f JVo,Vdn

=Vg- f JVeVdn—-dJj (Vh Vgh)Vh f V*'(JV)Vdn+JthVh

=V¢ f JVeVdn+dJ; (Vh —V-V;h)Vh
0

= V‘f'f JVeVdn+ J,0:AVy
0

Le membre de gauche se simplifie pour donner :
h o - h h
f J (atV+ V- Vg)V+J{) dn = 0,(h#) + Vg - f JVeVdn+ f JMdn (4.105)
0 0 0

Le gradient de pression s’integre grace a (4.95) :

1k 1 rh 1k
——| JMVgpdn :——f Vg~(JMp)dn+—f pVe-(JM)dn
pJo pJo pJo

1 h 1 (4.106)
= —;V‘;- (f JMpdn|+ ;pthMhV,gh
0
1 h
+o [ pVe- My
pJo
De méme que le terme visqueux :
h h
vf (Ve -(JS)+ 0y (Jr))dn = vV - (f JSdn) +velp, (vp, —SpVeh) — vdorg (4.107)
0 0

Avec (4.93), on élimine le terme de pression a 'interface pour le remplacer par la pression
extérieure connue :

1 J J
= phd W MyVeh +vdy (v — Sy Veh) = =22 (KA = pors My Veh + (4.108)
p p p
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On obtient finalement le systéme d’équations d’évolution sur les variables & et & caractérisant
la dynamique du film liquide :

0th + V- (h$)=0

i h 1 h
at(hf))+V§'f0 JV®Vdn+;Vs-(f0 JMPd’I)+f51J“”d’7 (4.109)

1 rh h h
:—f pV;~(JM)dn+vV,g'(/ JSdn)+vf JBdn
pPJo 0 0

h o
+f0 Jydn—vdory + Fh [T —(KH — pext) MpVih]

Ce systeme est exact, mais il n’est pas complet ; il faut exprimer les intégrales faisant apparaitre
la vitesse et la pression en fonction de 7 et & pour le fermer.

4.3 MISE A L’ECHELLE

Dans cette partie, les équations de Navier-Stokes (4.92) et les conditions aux bords (4.93)
sont adimensionnées. Sous certaines hypothéses sur ’écoulement, on peut calculer un déve-
loppement asymptotique de la vitesse et de la pression, qui permettent de fermer le systeme
d’équations moyennées (4.157).

4.3.1 Facteurs d’échelle et adimensionnement

Il y a trois groupes de dimensions caractéristiques qui définissent la dynamique du film :
e le fluide est défini par ses propriétés physiques :

o la masse volumique p,

o la viscosité dynamique p ou cinématique v = %,

o la tension de surface « ;
e I’écoulement se caractérise par :
o ses dimensions, la hauteur moyenne H et la longueur d’onde des solutions L, qui
définissent un facteur d’échelle ¢ = E <1,
o et une vitesse de référence Uy qui peut aussi bien étre la vitesse a 'interface ou la
vitesse moyenne;
e le film est ma par des forces extérieures dont les grandeurs sont données par :
o 7¢,la valeur moyenne de la contrainte de cisaillement qu’exerce le gaz a I'interface avec
le liquide,
o Ap,., ,lavariation de la pression extérieure,
o vo=|7|l , dimension de la gravité et des forces d’inertie dues au mouvement (rotation
et translation) de la paroi.

A ces grandeurs de 'écoulement, il faut rajouter la dimension caractéristique de la courbure de
L

la paroi, R le rayon de courbure moyen et le parametre adimensionnel O = 7
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Cela permet de définir des nombres adimensionnels usuels comme le nombre de Reynolds, le
nombre de Weber, le nombre de Poiseuille, et un « nombre de Froude généralisé » pour tenir
compte de tous les effets moteurs :

2 2 2
_UoH . _PUGH Ap,., ~ pU; , (4.110)

Re ’ e ’ = r—

v K " uUoL ’

pHYO + Apext + TO

Les dimensions caractéristiques de ’écoulement sont des grandeurs représentées dans le
repére naturel de ’écoulement : si le fluide s’écoule sur une spheére, la hauteur moyenne est
portée par le vecteur radial et ne correspond pas a la hauteur cartésienne. C’est pourquoi il
faut adimensionner les équations écrites dans le systéme de coordonnées curvilignes. Ce qui
donne, en notant avec un astérisque les variables adimensionnées :

* L
Slor| ¢ ) t=—t*,
n en’ Uo
V):UO( v ) h=Hh",
v ev (4.111)

* A +7T
T :(pHYO"I‘AP t+T0) T , )7:(’)/0+—pext O)?*,
ex. p* pH

_ *
Pext = Apextpext

1
La dérivée de s et le tenseur H représentent la courbure, et sont donc de dimension 7 :

* @ *
c c* H L\ 3
La courbure est adimensionnée par :

1
SO = Zif* (4.113)

La mise a ’échelle des symboles de Christoffel et des contraintes visqueuses découle de (4.111)
et (4.112) :

. U2 . £ g . .
=20 g g ST gy Uog. (4.114)
L H\ (p*) ef* HL
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4.3.2 Solution uniforme

Selon le choix des dimensions caractéristiques, des relations entre les nombres adimension-
nels apparaissent.

Dans le cas d’un film liquide s’écoulant le long d’un plan incliné d’un angle 6, le probleme
stationnaire et uniforme est donnée par :

_gsin@
v (4.115)
u(H) =u(0)=0

Uzz =

ou u est la composante tangentielle de la vitesse du fluide. La solution, connue sous le nom de
film de Nusselt, est un film d’épaisseur constante et de profil de vitesse semi-parabolique :

_ gsinf

L z(H— f) (4.116)

v 2

On connait donc la vitesse moyenne et la vitesse a I'interface :

1 (2 q H?gsin®
V1= — uaz = ———
1 H 2=0 3V
(4.117)
H?gsinf
veo=u(H)= 7 gsmy
2v

En choisissant 1'épaisseur H du film comme hauteur de référence, chacune de ces vitesses
permet de calculer un nombre de Reynolds :

3 5t 3 .
Ry :w’ Ry _ H'gsind (4.118)
3v2 2v2

3
Les deux valeurs du Reynolds ne different que d'un rapport 3 De la méme maniere le nombre

de Froude, définit en ’absence de pression extérieure et de contrainte de cisaillement par :

F \/ Ug (4.119)
r— H_g .

est déterminé par la vitesse de référence :

3 s 2 3 s 2
go Hesm0 g, Higsind (4.120)
1 9y2 2 4v2

On a alors une relation explicite entre les nombres de Reynolds et de Froude :

Rqsin6
F? =———
1 3
(4.121)
72 __ Rgsinf

2 2
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4.3.3 Développements asymptotiques
Développons a présent tous les termes intervenant dans les équations du film (les équations
de Navier-Stokes et les équations intégrées), en omettant volontairement les astérisques pour

ne pas alourdir les notations.

Termes liés a la géométrie

La matrice jacobienne du changement de coordonnées & — X apparait comme la jacobienne
de & — x avec une correction d’ordre ¢ (donc petite par définition) liée a la courbure de la paroi.

0:X =0:x(1—enOrH,) (4.122)
Ce qui permet de trouver les termes dominants du développement de son inverse :

(0:X) ™" = (1 +en®rHo) (95x) ' +0(e?) (4.123)
et donne immédiatement le développement du tenseur de courbure # :

€ =Ho (1 +enOrHo) +O(e*) (4.124)

En utilisant le développement limité & 'ordre un du déterminant, on obtient le jacobien :

J = Ldet(0:X)
c
1
== det (0;x)det (1 — en®rHo) (4.125)

= % det (0:x) (1 - en@ptr(Ho)) + O(e)

= 1
On pose o = —det (0;x) et on obtient le résultat final :
c

J = J (1-enOgtr(Ho)) + O(e?) (4.126)
En appelant My la restriction au point 7 = 0 du bloc de la métrique M :

Mo = (0;x) " (1—ss?) (0gx) " (4.127)
on calcule aisément M :

M =My +en®g (HoMo + MoH}) +O(e?) (4.128)
Comme il est démontré dans 'annexe A (équation (A.35)), HoMo = MyH?!, et finalement :

M =My +2en®rHoMo + O (e?) (4.129)
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Le méme résultat permet d’écrire son inverse (sans approximation) :

Mt = Mal —en®g (M(;l?-[o +H6M61) + £2n2®%H6M61H0
= Mal - 2£n®RM61’H0 + eznzG)%Hf)Mal/Ho

Termes dans Navier-Stokes

Les coefficients du tenseur des contraintes visqueuses s’écrivent :

S =(0:X) " 05 (0XV) M + M (3¢ (0:XV))" (0:X) '
+Og (0:X) ' s(HV)' + Op HVs' (0;X) " - 260 VHM

r =0,V+eZMVV

f =20,V
et les termes liés aux dérivations dans le nouveau systéme de coordonnées :

M =Mo-26OrVHV
M =OrVIHIMV
Mo =(0,X) (02 X-V -V +.ut5)

On peut utiliser le résultat page 216, pour réécrire .# sous la forme :
M =OrV M IHV
Appelons # 1 le terme dominant de 4 :

My =M1+0(€)
My = (0gx) 7 (02,x- V-V +OpV M HoVs)

et:

E—( EB()—ZGRHI' )
B
ol :
-1 2
B = (0,X) " (0%,X S +5B|

" ss’
B =0p (3:s) (]1 ¥ —2) 9;X S
c

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)
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Le terme d’inertie est défini par :

YEm =A¥ior
(0:X) 1 (1 — 88" Fror + ¢ (0:X) " $Fr0r (4.136)

~ t~
CYtot —S Ytot

En écrivant le terme principal y,, :

Yo=(0ex) " (1 - 88" ¥eor + cSTrot) (4.137)
La dépendance normale de la composante tangentielle s’explicite :

¥ = (1 +en®OrHo) ¥, +0(e?) (4.138)

Comme de plus I'inertie totale ?tot dépend de la distance de la paroi a ’axe de rotation, c’est
a dire de la position ¢ sur la paroi et de 1a hauteur normale 7, qui est plutot petite, on peut
écrire que l'inertie dépend principalement de ¢, les termes en 71 sont des corrections d’ordre &.
On peut finalement écrire :

_ 2
{ Y&m =(1+enOrHo)y(§)+0(?) (4.139)
Y(&,m =v0(§)+0()
En posant :
1
— 3d; ~1\"3 =
19 =ddiag(M;') *7 , (4.140)
71 =ddiag(M, Ho)ddiag(M;') 2 T
La contrainte de cisaillement s’écrit :
T=10+chOpT1 +0(c2) (4.141)

Enfin, il reste a exprimer la nouvelle variable de hauteur définie lors de I'intégration des
équations de Navier-Stokes a la partie 4.2 :

- h - h
h:f Jdn:Jh(l—EEGRtrHo +0(?) (4.142)
0

En notant qu’a Pordre 1 en €, & vaut JA, on peut inverser la relation précédente pour exprimer
h en fonction de £ :
h A2
h == +&—=0ptrHo + O(e?) (4.143)
g ogz T
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4.3.4 Equations adimensionnées

A Taide des paragraphes précédent, on développe maintenant les équations du film par
H

rapport au petit parametre € = T

Conservation de la masse et de la quantité de mouvement

Les équations de Navier-Stokes (4.92) sont adimensionnées en faisant apparaitre les nombres
de Reynolds, de Froude et le petit parameétre ¢ :

Ve (JV)+3,(JV)=0

. 1
0:V+(V VoV +.Mo—2e0pVHV = —ﬁMvg P+ 5 (e2Vg-(JS)+0,(Jr))

r e

N 1 (€By — 20 Hr) + 1 (4.144)
R 0 'R 8F,2.Y

e

1
—0 +
E2F,2 nP eJR,

N 1 £
atV+(V-VE)V+;/%:— (V;-(Jr)+6,,(Jf))+ITeB+

e2F?2 Y

On en extrait les équations sur les dérivées normales de la pression et de la vitesse (contenue
dans le vecteur r du tenseur des contraintes) :

1 R, _ eR,
jan(Jr) = —FTEY +£Re (atV+(V . VE)V+./{0) + F_rz‘vap + 2E®RHI‘

2
—262R, O VHV - %V{ (JS)-€2Bg

(4.145)
2 3772
T2 eF; . 22 T e°F;
Opp =y —€F: M+ JR. (Ve (Jr)+0,(Jf)) - F; (atV+(V Vf)V) + R, B
La dérivée du jacobien se calcule en utilisant la formule de Jacobi :
1
Opd = -0, (det(0:X))
c
(4.146)

= %tr (Adj (0¢X) 0, (0£X))

ou Adj(-) est I’ « adjugate matrix », c’est a dire la transposée de la comatrice. Et puisque le
jacobien n’est pas nul, on peut exprimer cette matrice sous la forme :

Adj(0;X) = det (3:X) (0:X) "

-1 (4.147)
= cJ (3¢X)
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et donc la dérivée du jacobien fait juste intervenir le tenseur de courbure :

0y =tr(J (0,X) " 9, (9¢X))
= —eJOptr ((9:X) " o¢s)
= —eJOptrH
= —£JOp (trHo +enOptr (H]))

(4.148)

Il ne manque plus qu’a utiliser la définition de r pour trouver ’expression de la dérivée seconde
de la vitesse :
R eR
2 _ e e
G,WV = —FTE’}’ + F_g
+eOR (2H +trHo + enOptr (H2))r (4.149)
2

MV:p+eR, (atV+ W - VE»)V+./{0)

~262R,Or VHV - %V{ (TS) - 2By — 20, (MV V)

Conditions aux limites

Les équations (4.93), une fois mises a I’échelle, donnent des conditions aux bords de la vitesse
et de la pression :

‘7|n=0 =0

R,
(0,V) — T &My (VeV),,p, — € (faMy —Sp)Veh

In=h = F2
" R (4.150)
+&% rl Veh + ITgaghT MpVeh ‘
r
P,F? eF? F? ;
Ply=h = ?erpext - W:Jf_ €0:hT + EITZ (Fn— rthh)
4.3.5 Hypotheses sur l’écoulement
Soient «, 3,0,1,(,k les parameétres adimensionnels suivant :
F? R
azsR—re; B=¢€R,; 6:&‘17;;
(4.151)
/’l:&; C:POFg’ 1_<:EF,2.
F? R, We
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Les équations de la vitesse et de la pression s’écrivent avec ces nouveaux parametres :

2V =-Ay+5MVep+p(0V+(V-VIV+.4o)
+eOp (2]5 +trHo + enOptr (Hg)) r
2
~262R,Op VHV - %V{ (JS) - 2By — 20, (MV;V) (4.152)

Opp =Y7- gﬂ + % (Ve (Jr)+0n(Jf)) —ap (atv +(V- VE)V) +ae?B

auxquelles s’ajoutent les conditions aux bords :

‘7|n=0 =0

(0nV),op = AT =M (VV),,_y, — 2 (faMy ~ Sp) Vih

(4.153)
+e2 (I‘ZV{h + ﬂagh‘l') MpVeh

{ _
Pin=h = ~Pext - RA —0cht +a(fy -1} Veh)

On sait déja que le parametre onde longue ¢ est petit devant I'unité. Il faut évaluer les
parametres a, 8,0,1,(,k par rapport a € pour pouvoir résoudre les équations (4.152-4.153). Les
hypotheéses suivantes donnent ces relations :

o profil parabolique : 'inertie et la contrainte de cisaillement sont les effets dominants
générant le profil de vitesse, et donc § et § sont au plus du méme ordre que ¢, et 1 est de
Pordre de I'unité ;

e pression hydrostatique : de méme la distribution de pression est générée par I'inertie et la
pression extérieure, et donc a <G(e) et ( =0O(1);

o effets capillaires apparents : arbitrairement, on choisit de faire apparaitre les effets de la
tension de surface en posant x« =~ 0(1).

En résumé, on a :

{ a,B,6 <0O(€) (4.154)

A,¢,k=0(1)

En développant par rapport a &, on obtient les systéemes d’équations sur la pression et la
vitesse :

02V =-A(1+en®rHo)yo+MVep+p (atV+ - VE)V+J{1)
+eOR (2Ho +trH) 0,V + O(e2)
(04V),)=p  =A(T0 +ehORT1)+O(?)
Vip=o =0

(4.155)
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Opp =Y0+0(e)
(4.156)
¢ _
Pin=h = _Pext — KA+ O (€)

4.3.6 E’quations intégrées

Le systeme (4.157) une fois mis a ’échelle s’écrit :

0:h + Vg - (h$)=0

3 h 5 h h
Ot(hﬁ)+V;-f0 JV®Vd17+BVg-(f0 JMpdn)+f0 JMdn

5 b s i s o (4.157)
=5f pVg'(JM)dn+FV§~(f JSdn)+7ﬁf() JBdn
0 0

AR 1 A
+—f Jydn——=dJoro+—=dJp (T —(f(&]f—(pext)MhVEh)
BJo B p
En ne retenant que les termes jusqu’a 'ordre zéro en ¢ et en intégrant le terme B :

0:h+Vg-(hD)=0

. h 5 h h _
6t(hﬁ)+V§'L JV®Vd17+BV£-(fo JMpdn)+f0 JAM1dn

(4.158)

5 (" 5 - 1
=Bj; pVg'(JM)dn—ZQREJ’H()Vh—BJ()I'()

h
+% (/ JYdT]+JhT) + %Jh (gpext—f(%) MhV§h +0(g)
0

Pour obtenir le systéme de Saint-Venant, il reste plusieurs termes & exprimer en fonction de A
et 7, notamment les termes faisant intervenir la vitesse et la pression. Il suffit pour cela de
résoudre les systéemes (4.155) et (4.156) a 'ordre zéro. Par contre, on voit apparaitre des termes
en 71, donc tres grand : un terme qui fait intervenir les forces extérieures, et qui ne pose pas
de problémes, et le terme ry, la dérivée de la vitesse. Pour que le systéme soit au final d’ordre
total £, il faut aller a I'ordre suivant pour la vitesse. C’est ce qui est fait au chapitre suivant.
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4.4 ASYMPTOTIQUE ONDE LONGUE

Dans cette partie, nous résolvons les équations de Navier-Stokes adimensionnées. La vitesse
et la pression sont développées en série asymptotique de ¢ :

V =Vo+eVi+e2Vo+...
0TEVL 52 2 (4.159)
P =potEp1tEpat...

Ces expressions sont injectées dans les équations (4.155) et (4.156), et en collectant les termes
de méme ordre en € on obtient des équations pour chaque ordre.

4.4.1 Asymptotique a lordre zéro

Pression

L'équation d’ordre zéro sur la pression ne contient que le terme d’inertie, et a la surface libre
la pression extérieure.

anPO =%Yo
(4.160)
¢ _
Poin=n = Epext KA
Une simple intégration donne directement la pression en tout point du film :
p(&n.t)= gpext (&,t)—«kA —(h—n)yo(&,t)+0O(e) (4.161)

Comme le terme de pression extérieure est trés grand, la pression dans ’équation de la vitesse
qui était d’ordre 1 en € va apparaitre dans ’équation a 'ordre zéro.

Vep = gvfpext +0 (50) (4.162)

Vitesse

A Tordre zéro, seuls les termes d’inertie et de pression extérieure apparaissent. Pour simpli-
fier ’écriture, appelons I' le terme dominant dans ’équation (4.155) :

F:YO—(M()Vgpext (4.163)

Le systeme (4.155) a 'ordre zéro est une simple équation différentielle ordinaire :

07, Vo =-AT
(04V0) s =ATo (4.164)
V()m:() =0
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qui se résout par une double intégration :
n h n
Vo = f (/110 + f )Lqu) dv = Ay (ro + (h - —) r) (4.165)
v=0 u=v 2

Variables moyennées

En premiére approximation, la variable de hauteur dans le systéme curviligne est la hauteur
physique au déterminant jacobien pres :

h
h= f Jdn=Jh+0(e) (4.166)
0
La variable de débit 2¥ s’exprime gréce a 'expression de V :

5 h ~ h2 3
hV:f JVdn:J/l(—‘to+—F
0 2 3

+0(¢) (4.167)

4.4.2 Premier modeéle

A partir de 'approximation en g, le seul modele que I'on puisse écrire est celui de I'équation
de conservation de la masse intégrée (4.99) :

_ _ h2 h3
Joh+ V- (J/l (?ro + ?r)) =0(e) (4.168)

en variables dimensionnées, aprés avoir divisé par le jacobien :

1_ -\ (R A?
Math + (V{ + jV};J) . (?To + ? (pYO —M()prext) =0(g) (4.169)

si on se restreint au cas mono-dimensionnel orthogonal, on retrouve le modele de Fabignon
et al. [17].

4.4.3 Modeéle a deux équations au premier ordre

Terme convectif

[OhJV®Vdn = J/lzfohn2 (‘ro + (h - g)r) ® (ro + (h - g)r) dn+0(e)
(4.170)
3 5h4 5

- o(h 2h
:J/12(?ro®ro+E(F®TO+TO®F)+EF@F)+@(6)
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(4.171)
- (A3 h* h®
=J/12(Z'ro®‘ro+ E(F®TO+TO®F)+ 31“@1“) +0(¢)
On peut exprimer le terme intégral du carré de la vitesse 4.170 en fonction des variables

moyennées et de termes de couplage inertie—forcage (4.171)

h . 1 C\A3
fJV@Vdn= Chveov+A2 ———)_—‘ro®‘ro
0 3 4/ J2
+A2(3—9)E(F®r +19®1) (4.172)
24 6)J3 0T ro '
2 C\A®
+A2(———)_—r®r+@>(5)
15 9)J4

Que l'on veuille privilégier I'inertie (qui comprend la force centrifuge) ou la contrainte tangen-
tielle, plusieurs choix sont possibles pour la constante C, dont les trois principaux sont ceux
qui font disparaitre un des termes :

74 75

h 4. o h g 2
f JVeVdn= —-hvev+A Tetog+t90)+ A
0 3 7 13

— I'el'+0(e
973 (e)

5J4

6 - h? ht
= —h\7®\~7+12 ‘l’()®‘l’()+l2
5 3 12

0J2 0j3(F®T0+To®F)+@(£) (4.173)

73 9 I5
To®To+A
18

= §ﬁ€7®€7+7t2 _ _T'ol+0()
4 482 0J4

Termes liés a la pression

Les termes de pression font intervenir le produit du jacobien </ et de la métrique M, qui
s’exprime sous la forme :

JM =J(1-enOptrHo) (Mo +2enOrHoMo) + O (c?)

_ (4.174)
=J (Mo +en®r (2Ho — trHo1) My) + O(e2)

JMp =JM, g Dext — KA — (b —1)yo |+ JInOr 2Ho — trHol) Mopexs + O(€) (4.175)
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En intégrant sur la hauteur, puis en dérivant suivant la coordonnée curviligne, on trouve le
premier terme de pression du systéme 4.157 :

h

fJMpdT}: thO(Epext_k%)

° h2 y (4.176)
+j? ((Or @Ho —trHol) pext — Yol) Mo + O(¢)

La deuxiéme intégrale de pression est liée aux variations du produit /M :

Vi (JM) = Vg (TMo) +enOr Ve - (J (2Ho — trHol) Mo) + 0 () (4.177)

h ( h _
fo pVe(JM)dn= h (gpext — kA — EYO)V: - (J M)
2

3 (4.178)
+(pext7®RV2;’ . (j(27‘[0 —tI‘HQﬂ)Mo) +0(g)
Ce qui donne au final :
h h
V;-(f JMpdn)—f pVe-(JM)dn
0 0
- 4 ~ - h2
= JM()V{ h ;pext—KJLo —JM()Vf YQE (4.179)
2

- h
+{OrJ 2Ho—trHol) MoV, (pext?) +0(¢)

On peut remarquer que les deux intégrales de pression comprennent des termes redondants
avec les termes issus de la continuité des contraintes a la surface libre :

<

¢ _
h (Epext _Kjé)) My,

J (gpext - 1‘(%) (1-ehOgrtrHo) (1 +2ehOrHo) My + @’(82) (4.180)

J(gpext _k%)MO""h@RJ(pext(z'Ho —trHo1) My +6(e)
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Ce qui permet de simplifier les termes de pression :

h h
Vf~(j(; JMpdn) —f pVg'(JM)dn—Jh(gpext—f(%)Mthh

’ h
- (Jh(Ell+®R§(2’Ho—tr7-[0]l))M0V§pext
_ _ h2
—RTRMoV s 6 — TMyV ( —)+@’(€)
v ove|Yosg (4.181)

h h? s
= ( (;]l +0Op 77‘[0) M()Vgpext - T(hM()V{:]Lﬂ
72

- h
—JM()V‘; (]/Oﬁ +0(¢)

Symboles de Christoffel

En remarquant que la matrice M 1o est symétrique (cf page 216), on peut exprimer
simplement les symboles de Christoffel :

My = (0gx) 7 (0%,x- Vo Vo + OrV' My HoVs)

= 222 (0px) ! (0% 70 7o + ORTH My HoTos) (4.182)
+2A2p2 (h - g) (0x) 7" (035"' [-7o+OrT' My 1H0’°s)

2,2 m? -1(52 tay-1
#2272 (- 5) (0g%) " (02T T+ O T* My Hol's)
Pour simplifier écriture par la suite, introduisons les notations suivantes :

My = (afx)_l (aggx “To To+OR T(t)Mal'HoTQS)
Mry = (0gx)" (ngx-r-ro+®RFtMalHoros) (4.183)

Mrr = (0p%) "} (0% T T+ ORI My HoT's)

2
My = NPl + 2070 (- g)ﬂrr #2202 (- g) My (4.184)
Lintégration sur la hauteur est alors immédiate :

- I 5h* 2h5
h _ 792 v
Jo JMdn =JA ( 3 Mo+ 1 Mry+ = .ﬂrr)

(4.185)

% 5h* 2h°
2 —_./ﬂ + —_.ﬂ +
(3J2 T 193 T 1504
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Inertie et contrainte tangentielle

Le terme d’inertie et de contrainte tangentielle apparait avec un facteur =1 ; il faut donc le
développer jusqu’a 'ordre deux en €.

h h
f Jydn :f J (1-en®ptr(Ho)) (1 +en®rHo) yodn + O (¢?)
0 0

2
:J(h]L +£%G)R (Ho—tr(Ho)ﬂ))yo +0 (€% (4.186)

- h
=h (11 +eOp Q—JHO) Yo+0 (€2)

Jnt =J(1-ehOptr(Ho))(to +ehOrT1)+0 (¢?)
(4.187)
=dJ71o+ehOg (t1—tr(Ho)T0) + O (¢?)

Systeme & deux équations

En compilant tous les résultats obtenus jusqu'’ici, on peut écrire le systéme d’évolution sur
(h,hv) suivant :

0:h+Vg-(h$)=0

C\h? 5 C)\h*
2(- _ 2|12 21 = 2| To+T
at(hv)+ Ve [Chv®v+it 3 )J2T0®T0 +A ( ) Tt vol)

2 C\A® 5
MZ(E__)EFM +ﬁ®Rh(H0 o+ (2H +tr(7—lo)]l)‘ro—1'1) (4.188)
6 h? 5h4 2h°
— = |RAM VA + T MoV +/12(—J{ t— M+ —— M )
ﬁ( 0vé 0 f(”zﬂ) N AR T Y TS Tt

1 A~ _
= —=dJorog+—=(hI'+JT1o)+0(¢)
B oro /5( 0)

1
Pour fermer le modéle, il reste encore a exprimer le terme de frottement au fond EJOrO =

J

- (OT,V)M:O. Si on utilise 'approximation d’ordre un en ¢ sur la vitesse, on commet une erreur

d’ordre @ (%) Or on a fait I’hypothese (4.154) que B est au plus en O (¢), ce qui fait une erreur

sur le frottement au fond qui est au mieux d’ordre un. Alors globalement le systéme aura une
erreur du méme ordre que les inconnues adimensionnées. Donc il faut évaluer la vitesse a
Pordre un pour obtenir le systéme a l'ordre ¢.
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4.4.4 Asymptotique a l'ordre 1
En substituant dans 'équation de la vitesse 4.155 les approximations des gradients de la
vitesse et de la pression déja trouvées, on a :
{ 5Vgp = C)vapext — 1?5V§Jf— (h - 17)5V§’)’() - Y()(SVgh + @(52)
M = (Mo +2£1]®R7-[0M0) +0(e2)

= 5MV5p =(A (M() + ZEUG‘)RH()M()) V{pext —1?5M0V§<}L0—(h—1])5M0V§YO—Y06M0V5h+@(£2)

2
My = 220 Mg+ 2007 (- g).ﬂr, + A% (R - g) Mrr (4.189)
pour obtenir 'équation différentielle de la vitesse a l'ordre 1 :

07, V="—AT=6nOrHo (T —(MoVepext) + B (atVO +(V- Vg)Vo)
P (M 2 (= D)t (- D) e
TT 2 T 2

—0Mp ((h —-mMVeyo+YoVeh + T(VEJLO)

) +560Or (2H, +tr7—[0)(ro+(h—n) F) +@’(£2) (4.190)
(04V) e = AT +ehORT1)+O(E?)
Vip=o= 0

dans laquelle il reste a exprimer la dérivée lagrangienne de la vitesse Vj. De plus on va voir
apparaitre dans la dérivée temporelle la dérivée en temps de la hauteur, que I'on peut ramener
a des dérivées spatiales en utilisant le premier modele que nous avons trouvé (4.168) :

1 - (h? h3
ath = —3V5 . (J/l(?'l'() + ?F ) +@)(E)
(4.191)
Jh? 10| J2h3 ry 1 9 .
D’ou1 'expression de 9;Vy :
_ _n
Vo= An (6t‘ro+ (h z)atr)
(4.192)

71,2 721, 3
—/1277 ﬂv . T—_O + Jh V§~ _L
2 J 3 J2?

1 9 _
+ 3 (hro +h F) 'th) I'+0()
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Par ailleurs, il faut aussi connaitre la vitesse normale, que 'on extrait de ’équation de diver-
gence nulle :

0, (TV) = —Vg-(IV0)+6(e)
= —AT](V.E'(JT())+F-V§E+J(h—g)v.f-r)+@)(€)

Vip=o =0 (4.193)
3V=—if(V‘g-(j‘ro)+r-Vgil+J(h—Q)V,g-r)+@(£)
J 2 3

Les dérivées de la vitesse se mettent sous la forme suivante :

0;Vy+ V@,,Vo +Vy- VfV()

(oo (1= 2)ar) - 22 (((bn)ro (1 1)1 -wih)r

/12

2
J 2

Jh? 1o\ J2h3 r
(e (3 )+ v g ) (4199

(V§~(JT())+F-V§}~L+J(}1—g)V§~r)To

_A2n?(h-n)

3 (Ve (Two)+J (A - 2) VT T

3

+/12T]2‘l'0 . Vf‘l’o + /12172 (h — g) (F . V;To +dJ (TO . Vg) (%F))

2.2, - M gr.v, (L
#2772 2) JT vE(Jr)m(s)
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En injectant cette expression dans I'’équation a résoudre, et en réarrangeant pour faciliter
les intégrations successives, on obtient :

02, V=" —AI' -6 (Mo (yoVeh + &RV ) - Op (2Ho +trHo1) 7o)

Jh? J2h3 I
-1 (5@1{7’[0 (F —(M()Vgpext) - ﬁlat‘to) -7 (ﬁ/lZ (va . (%) + 3 Ve- (ﬁ)) 1“)

—5(h—n) (MoVeyo - Or 2Ho + trHo)T) - A2 ((v; (T70) + T Vo) 22—l (10 Ve) To)

A - A2 " A2n?(h- .
—mn(h—g) (jh(r-v‘;h)r—atr) - ﬁjn (h—n)(vo-Veh)T - %Mv;-(ho)r

+pAZy? (h—g)(%«w(r-varoﬂ (TO'Vf)(?))‘ﬁ"zg(h-n) (r-3) (e )T

—m2”2—2 = g) (Ve-T) 7o+ pA%n? (- gf (J{rr +J (V) (3r)) +0(e?)
(4.195)
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Une premiére intégration entre 1 et 2 donne :

6,7V = Atg+06hOpT1+ (h — T)) (/11—' +0 (MO (YQV{h + T(Vge]f) —Or 2Ho+ tI‘Hoﬂ)To))

h2_n2
t— (60rHo (T —{MoVepext) — BAO:To)
h2-n?(  o(Jh? 0\ J2R3 r
e (e (5 e ())1)
(h=n)*
+0 2 (MoV;Yo—@R(Q/H() +tr7'[0)r)
h3—n? - - T
+,3/12 n ((V{~(JT0)+F~V§h)2—3—./ﬂn-—(‘l'o'Vg)To)
13 5 po2y (2 (4.196)
+BA ?J”%_%) (jh(r-vgﬁ)r—atr)
pA? 2(h n) - ﬁ/12(h4 n* h773) -
—— - - - 'V r —— - e v . r
+ 7 (h ) 6+3 (T() gh) + 7 \22 3 6 & (JT())
5t n* hnpd - 1
—,3/12(§+%—%)(2.//{1"1+(F~V;)10+J(T0-V5) (EF))

h4 n4 h773 h5 175 h174 h2ﬂ3
e | I P (g, ) 7 + /12(———+———) v, T)T
ﬁ(s 24 6)(5)T°ﬁ 50 3076 6 ) D

m(15 50" 1 3 Mrr+d (T V) Jr +0 (€?)

A ce niveau, on peut fermer le systéeme (4.188) puisque le terme r(y de frottement ne dépend
que de la dérivée de la vitesse :

ro=(0,V)y=0 =A(to+hD)+eR1+0 (¢?) (4.197)



avec :

8R1=
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O0hOrT1+ho (M() (}’0V£h + f(VfJf) —Or2Hp+ tI‘Ho]l)T())

h? h? o (Jh? 10\ J2h3 r
+?(5®RHO (F—CMOV{pext)—ﬂﬂ«atTO)"'?ﬁA (Tvg(j)'i‘ 3 Vg(ﬁ))r
2 3

h h - -
+57 (M()Vg)/() -0Ogr (27‘[0 +tI‘H0)F) +ﬁ/12? ((Vf . (JT()) +F-V§h) % —./{n- - (T() -V‘f) T())

ﬁAth ﬁA2 4 4

- - - h
— . —_— — . . — — . 2— .
(V)T atr)+ e (o VeR) T+ vy (Jro) T+ 225 (- T) g

R3 (A
+PA—
ﬁ3(

5

5h* . 1 h
—/5/125 (Mtr, +(T-Vg)To+d (T0- Vi) (jr)) +ﬁ/12% (Ve-T)T

_ 22_"5( 7 (T (l ))
BA 15 .I{rr+J(r V{) JF
(4.198)
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Une seconde intégration entre 0 et 77 donne la vitesse :

V= n(Atg+dhOrty)

+n (h - g) (/11“ +0 (M() ()/()V;h + T(Vfi&o) —Or2Ho+ tI'Ho]l)To))

2
+ (h2 - %) (60rHo (T ~{MoVepext) — BAO T0)

2 752 721,3
B e 5 2 )

N3

+
N3

—_——

2

2
+5g (% - hT] + hz) (MOV{')/O — ®R (27—[0 + trHO)F)

3
n(y3_1 j )~
+/ﬁ2§ (h3 _ Z) ((Vg (JT0) +T-Vgh) ﬁ — My - (ro~V:)TO) (4.199)
3 2
- A ot v at)

U ?) (2.,¢{r, +(T-Ve) 7o+ (10- V) (}r))

4 3 5 5 4 2.3
n(,4. n° hn o [R° m° hn hn)

o Ve T PR LR M M L/ i FEV A O s
(h+ )(‘f JTo+p (30 18030 22 ) Ve D)

2h5 175 h1’]4 h2n3 B 1
2 2
_ _ L RN, r-vy)|=r
A n(15 120 20 12 )( e+ ‘f)(J ))+@>(£)
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Et enfin une derniére intégration sur la hauteur du film va permettre d’écrire le débit moyen :

h h2
f Vd17= ?(1T0+5h®RT1)
0

3
+% (AT + (Mo (yoVeh + RV #) — O (2Ho + trHo 1) 7o)

5h*
o1 (6©rHo (T —{MoVepext) — BAO:T0)

5ht Jh?
+— 4+ A2 (—Vg - (T—_O
24 2 J

h4
+5§ (MOV{')/O —Opr (2Ho+ tI‘Ho)F)

(4.200)
3h° 2 i X
S ((Vz (TT0) +T-Veh) % = Mxe = (7o- Vo) ’0)

2h5 A2 7h -
f“-(; (C-Veh)T— at) %_(To.vgh)r

5 1115

e (ZJ{FT +(T-Vg) 7o+ (- Ve) Gr))

_ﬁ/l

pA% nS - N o 11A7
+——Ve-(JT0) I + PA*— (V- T + BA
7 60"¢ (Jro)T+p 18( ¢ T)To+p 180

(Ve-T)T

—/3/12 28] (./{rr+J( )(%r

Le débit moyen curviligne vaut :

h h h
h{z:f JVdn =J(f Vdn—£®Rtr7'lof 77V0d77)+@(52)
0

5h%

A (4.201)
—Jf Vdn - 6J®RtrH0(—ro+—F) +0(e2)

24
Ce qu’on écrit sous la forme :
2 3

h¥ =J(A(?ro+§r) +£R2) +0 (£?) (4.202)
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avec :

K3 h®
eRy = ?5(9131'1 + 35 (M() (Y0V§h +1?Vgﬁ) —20gr (Ho +tI"H0]l)T0)

5h*
+ = 0Or (Ho — trHo)T = (HoMoVepes:)

5h4  _( (JR2_ (1o\ J2K3_ (T
o S VO 0 A=]lr-s
o1 MJ(A( g Ve (J)+ 3 V¢ (J2)) m’)

h4
+5§ (M()Vf}/() — @R (27’[0 + tr?—lo)l")

3h5 - .

+/ﬂ2% ((Vf +(JT0) +T-Veh) 2—3 ~ Mz~ (10" V) TO) (4.203)
2h5 (A _ BAZ Th® -
— | =h(-Veh )T =0;T | + —— -Veh)T

Tk (Jh( AL )+ s (70 Vi)

BAZ B8 - o 11A7

+ 7 60V£ (JTo)I‘+ﬁA 180 (Vf F)F
9 11A5 3 1

_ﬁl 120 2.,/{1",-+(F-V§)T0+J(T0-Vg) 31“

h 247 - 1

2 2

BAZ— (Vs T 1o - BAZ=— | T +J(T-V:)| =T
A 18( ¢ ) 0 A 35( T ( f)(,] ))

On peut alors exprimer la contrainte au fond en fonction du débit de deux manieres différentes,
selon qu’on élimine la contrainte tangentielle ou les termes d’inertie :

2J%.  _(Ah
Joro :ﬁh\7+J(?F+£R)+@’(£2)
(4.204)
72 e
= 3hi2h‘7+J(—§‘ro+sR’) +0(€?)
Ou de maniére plus générale :
C.. - C C\h C\ h?
J()I'() = ﬁhV'f‘ J(A ((1 — 5) To+ (1 — g) jf) +0 (1 — g) 2—J2®Rtr7‘[0r)
(4.205)

§ c
+de (Rl —~ ﬁRQ) +0(€?)
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hoR2 ,

h=5+eo=OptrHo +0 (¢?) (4.206)
avec C une constante que 'on peut choisir arbitrairement. En utilisant la relation qui lie les
hauteurs A et &, on a :

< _ 4.207
w72 A ( )
Jorg = C—°72~—J5@) trH (ﬁr +h—2r +)L((1—9)Jr +(1—9)ﬁr)
oro = 3 v R~2 ol5Tot 3 B 0 3
- C\ h C
J|6|1- = | —=OrtrHoT +eR1— — Rz |+ (£
+ ( ( 3)2J2 rtrHol + Ry e 2)+ (¢%) (4.208)
CJ? C) - C\-. -
= TV+A(1—§)J10+A(1—§ hT +JeR3(C)+0 (£2)
On retrouve les deux formes principales pour C=2ou 3 :
2J% .
Joro = ﬁ—°]2h6+J(%F+sR3(2))+@(52)
(4.209)

3J2. (A
= —/’L\7+J(—§TQ+ER3(3)

7 +0 (€2)

99



100 ETABLISSEMENT DES MODELES SUR UNE TOPOGRAPHIE QUELCONQUE

Avec les termes d’ordre € qui sont donnés par :

2

() h h
eR3(C) = 5(1—— h@RTl—5®RtrH0( T0+—(5 c)r

+h (1 - g) 0 (M() (Y()Vgh + RV{Jf) —-Or2Ho + tI‘Ho]l)TQ)

R (. 5C
? (1 - E) (5®RHO (r - (Movfpext) - ﬁ/latTO)

2 77,2 7213 r
R PR L R N
2 12 2 J 3 J2

h? C
+6? (1 - Z) (M()Vf)f() —Or2Ho+ tI‘HQ)F)

1 3C
,B/l2h3(3 20)(( (JTo)+T- Vgh) — My~ (To-Vg)To) (4.210)

+,6/1%3 (1 - %) (gh (r-vfﬁ)r—atr)

ﬁf ’;3 (1—%) (To.vgh)n%"z%‘l(z—%) ¢ (JTo)T
,6/12 i (5 - %) (u{r, +(T-Vg)To+dJ (To- Vi) (%r))
+,6/12h4 (Z - g) (Ve-T) 7o +m2g (1— %) (Ve-T)T

P 22h5(1 C

-Gt
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4.5 MODELES A UNE ET DEUX EQUATIONS
4.5.1 Modeéle a une équation & lordre 1

Avec l'expression de AV calculée jusqu’a 'ordre un en ¢, on peut affiner le modeéle a une
équation, qui s’écrit sous la forme d’un probleme d’advection-diffusion non-linéaire avec un
terme de tension de surface supplémentaire :

73
0k + V- (WY (R)) = Ve - (v (7) Veh) + Ve - R;?wovgyf) ~0(e?) (4.211)

avec la vitesse de transport 7 (/) :

" h h? h? h? 1
V(h)z /12—JTQ+/1ﬁ 2J25®R1'1 ?5@13 (itr’Ho]l—Z'Ho)To

73 73

h - h 1 1
—06MyyoV —00g (= -— r
+3J4 0Y0 §J+ J3 R (Gtr/H() 247‘[0)

5h3 A3
YN T 0OR(HoOMoVepex: + 5@1‘/-’0%7’0

5h3 h2 10\ A3 r
242" ( (ZJ ¢ (J) 37 ¢ (J )) "‘To)

(4.212)
3h* -\ To 714
+BAZ— (v (JT0) == — M vz — (T0-V ) A
P oga Ve Tl 35 (7o-Ve)wo | = P 730
\ ;15 76
+BA 60J6 (JT()) I'+ ﬁﬂ 180J6 (Vf : F) r
o 11A5 . 1
-BA 12075 211 + (F . Vf) To+dJ (TO : V{) jl"
h® 2h58 . 1
+BA2——= (V¢ -T) 10— PAZ — (.ﬂ +dJ (T-V (—_r))
PV e s Ver D) To= PR oo [ Mrr + T (V)| 5
et le coefficient de diffusion ou viscosité du modele v (4) :
" h3 h5 3 7 2h6
= Mo— A% — | =Tzl + —10T 211! 4.21
v(h) 373 —08yoMoy - B (40 0+ 15070 ) BA 576 (4.213)
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Ce modele peut se réécrire en variables dimensionnées :

- . . - h3
pdsh + V- (B (R)) = V- (v(h) Veh) + Vg (KﬁMOV&%’) =0/(e?) (4.214)
ou le coefficient de viscosité v est donné par :
. h3 p 5 (3 7 p 2h8
h)=—-—pyoMo— —=— | —TIth+— rt)—— _IT! 4.215
v(h) =~ 55p10Mo u2J5(40 ST e (4.215)

et la vitesse 7 par :

v (k)= ﬁr+ﬁzr+ﬁzr+52(tr7-[]l 2H)T+fl3 MoyoVed
T 27 "T3g2 Tag2 tTsgzlz 0 0)FOF g FaPH0YOVe

A3 (1 1 5h3 A3
+— T — — 7{ MyV 4+ 0—MyV
( ) SYRE 0MoVEPext p8J3 oveYo

R3 ((h2 h3 r
+£ 5 = ((—_V§-(T—_O)+—_Vf-(_—))r—atl'o)
p22ag2\\2d ¢\ J) 37 ¢ |\ g2

p 3h* ( = To ) p 2h*
+ 5 22V (TT0) -2 — M er — (T0- Vi) To | — Fo —=—0,T 4.216
12 2074 ¢ (J70) o7 wr—(T0-Ve) 7o 21574 t ( )
h® - p 11A8
+ B v (Jr) T+ & —— (V;-T)T
12 60J6 ° (7o) 12 1076 V¢ 1)
p 1172 (Mz +(0-Ve)To+J (T0-V )(lr))
= —— . T T . e
1212005 \ "7 §ro W
8 fgags [+ 099 51
L (VeD)to- o (Mrr + T (T-Vg) | =T
12 TN ASCIAL 123546\ 1T (V)| 5
avec :
I'= PYo —M()Vgpext (4.217)
et:

Mir = (ng)_l (agfx"ro “To+ rf)Mal”HO-rOs)
Mry = (agx)_l (ngx-l“ -To+ FtMalHotos) (4.218)

Mrr = (0p%) 7! (02,x T -T+T*My HoT's)
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4.6 SYSTEME SAINT-VENANT
4.6.1 Premiére formulation

On a tous les éléments pour écrire le systéme final, ou plutét une classe de modeles paramé-
trés par le couple(C1,C2) € R? :

0ch + V- (h$)=0

0, (h#) + Vg - [C{f;\”r@\”w /12(% - %) gf" ® T +)LQ(% jz%) %(T ®T9+T0®I) (4.219)
/12(135 _ %) %r@jr - % (kﬁMOV§J£+ JMV (yo%))
= % (%Jro + %ﬁl‘— Jf\?) +®+0(e)
ou @ est un terme correctif donné par :
© - _@ _ %@Rﬁ (%2%% T+ (2Ho + tr(Ho) 1) 7o —n)
(4.220)
—A? h—3.ltn 5—}14-/”1"1' 2h AMrr
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et qui se développe tel que :

5Cy - 5 . 1 h? h?
d= ——0Ogrh —Or|-h|2 —t 1 —(5-Cy)t I'-Ho—
572 R 1'1+’3 R( ( 7—[0+2 rHo )To+6J( 9)trH HOZJYO)

) + T(ngf) —Or(2Ho+ trHoﬂ)To)

| S

5 (1) (o [rove

0
(EGRHO (T —CMoVepest) - /wtfo)

72 72 73
(50 B g (2] o (L)
2J J 3J J?

- — (1— I) (M()Vg)/o —-Br(2H +tr7'lo]l)r)

3Cy A3 11Cy A* 2C5 h°
—/12 (_2— +T212J3-ﬂr‘r+_2_—vﬂrr)

(4.221)

4.6.2 Formulation conservative

Etape intermédiaire

h

On réécrit ®@ et on pose : U = ( . ) Le systeme Saint-Venant s’écrit maintenant :
hv

.U +AU)V:U + V- (FU)=SU)+K (h) +0(e) (4.222)
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avec le terme de flux F :

ho
. 1 Cp\ A8
FU)= C1hvev+A2 §_T1)ﬁ10®10 (4.223)
74 9 75
/12(3—ﬁ)h_—(r®ro+ro®r)+/12(——ﬂ)}f—r®r
24 6 )J3 15 9 )J4
les termes de capillarité :
0
K(ﬁ) = 5 (4.224)
2_~
——KkhMyV¢
pa 0
les termes de dérivées :
A(U)=( E{) O) (4.225)
alh) O
. 5 h Co 2}13( 702) ;
= —yo==—M —|1- r
a(h) YOﬁJ 3 6J3 20 0
(4.226)
Qh_s(l_&) rt+,12h_4(1_2_02)rrt
2J313 20 3J4 5
et le second membre :
0
SWU)= S A 72 (4.227)
f(—Jro+§ﬁr—7€z)+®(ﬁ)
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o 8Cy . 8. C
®(h) = B?2®Rh11+Eh(1—§)83(2H0+trHoﬂ)ro

+§G) (—E(Z’H +1tr7-£ Il)‘r +E(5—C YerHol —H E )
5 R 0 D) 0 0 67 2 0 02JY0

—};«2 Yo Cy 5,2 -
Mol v [0 o (1-22)y By,
0( 2 f(Jz) ( 3)Y0J2 f)

5C )
2) (—@RHO (T ={MoVepest) - Aatro)

+’3_‘°ivf.(_£))r

5C A2
1-22) (B [
3J J2

2J J

— (1 - %) (MOVEYO —Or 2Ho+ tI‘H())F) (4.228)

3 A3 11 hA* 2 Ao
2
A 02( At S o5 @7“”)

- p3 2
-A _—(———) (V;'(JTo);—;—(To-Vg)T())-f-/l% (1—%)@1‘

74
———)V;-(J‘to)r—/lzh—

(1 Cs
2J3

Z—?)(V‘;-F)To

=2)((0- 9w+ I (0 Vi) [ =T
J

Calcul du flux total

On transforme le terme A (fz,é ) pour faire apparaitre des divergences.
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n
Lemme 9. On pose A" (h,§) = ZEA (h,&) et A9 (&) = A(h,&). Alors on peut démontrer la

propriété sutvante pour n =1 :

- ;o k @ g P (-R)* )
Ah.¢)Veh = ,;0 b v"(A 58 i) Gy Ve (A (.0)
) (4.229)
(_il’)n ) (1 7
ol
0 -

(A(k)( f)) Zaf ij(h”g)lﬁ:constante (4.230)

J J

Preuve du lemme 9. Cf. page 220

Puisque la matrice A (ﬁ,f) ne comporte qu'un terme polynomial de degré 4, A® (ﬁ,f) =

4
a(h,&)Veh= V (Z< *a® (R ,«s)

A t
+A—2(1—7—02)(vf-(?rrg)_ﬁﬁtv{.(?)) (4.231)

A el 5F)

813 20 J3 J3
A2 2C, h® . IT!
Z1- =2V [ =TTt - RSV (—))
+15( 5 )( ¢ (J4 ) ¢\ 74
Modeéle conservatif
0:U + V¢ - (G(U))—T(U)+K( )+0(e) (4.232)

avec le terme de flux G :

GU) = ( ho ) (4.233)
FU)
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(4.234)

Les termes de capillarité sont inchangés ; le second membre devient :

0
TWU)= J?
JTo+ hF—Tv)

Ca (
B
avec :

- 0 Cs

)
——@Rh‘rl +—0g

B2 B

il

( 2(2H0+

2] 12 )\ B

5  h? Yo )
—5C2=V M
626 ° (J )" 32

1 3Cy

A3 - T
2 -_2x2 ) _Vs- £o 2
+14—= J2 (3 20 ) ((TO Vf) T Vf (JT()) ZJ) +A

_53Cy
120

(T-Ve)

17Cy
40

= 1=

23C2
60

44Cy
105

(F-V:)F+/1

1
5131‘7‘[0]].)

C 8 _h? h2
2)@3 (27‘[0 +tI‘H0]l)T0 + EMO (J?V;; (%) - (1— —)70_—V§J)

h3
FA— (1 - —)atr 1202(

-1 (T()'V{j)r+l2

2 B°

. (4.235)
®(2)

h? h?
+—GB-C tHF_H — )
70 6J( 2)trto 02JY0

h? 5C2\ (6 5 h? C
(1 - —2) (—G)RHO (T ={MoVepext) - /wtro) D (1 - f) (MoVeyo — Or (2Ho + trHo)T)

3 A3
— M

2C9
20 J2 tt—

At (5302
12J3 | 240

, 1) (Ve-T) 7o

A5 (18702

2|(Vs-T)T
15J4 120 )(‘)

(15702

L —1) (C-vI)T

15.J°
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(4.236)
Systéme dimensionné
Le vecteur des inconnues est : U :( . ) Le systeme dimensionné s’écrit :
hv
0.U +Ve-(GWU) =TU)+K (h) +0(e) (4.237)
avec le terme de flux G :
ii,.
G(U):( Y ) (4.238)
)
ou :
o so . 1(1 Cqp\hA? 1(5 Cq)\h*
f(U) —Cth®V+F(§—T)ﬁTQ®T0+E Q—F)ﬁ(r®‘to+10®r)
1 7Co\ h* 1(2 Cp\h® =
+—2(1——2) - rrg+—(———1)_—r®r—yo(12h—_MQ (4.239)
0 20 ) 24J3 p2\15 9 ) J4 6
1 (1 3Cg\ A* 1 2C9\ A®
LA F 1 20
u2\3 20 )8J3 2 5 ) 15J4
et le second membre :
_ 0
K(h)= Cs - 4.240
(A) K 2 MoV e (4240
p 3
0
TO)=| Cco(d h J2 1= . (4.241)
—2 ETO‘FgF—ﬂT{I +—(D(h)
0
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avec :
(k)= Copp —ﬁ(sz +Loren)r +ﬁ(5—c )ytrHol
= 9 1 0 9 0 0 6J 2 0
h? _ Co %2 (yo Co\ h%_ -
—pHo—=yo+h|1- 22| (@Ho +trHol Mo|J =V [22]-|1- 22 |yo =V
PHog Y0t ( 3)(%”%0 Totp 0( 2 ‘f(ﬂ) ( 3)Y0J2 ¢ )
P (1 502)(7{ (T = MoVepew) - 20 ) s (1 Cz)( MoVgyo—(2Ho + trHo)T)
i e - - = - = - = - I'
o 12 0 0VéDext v tT0 ¥ 4 pMoVEYO 0 0
h? Yo 1 A3 2C, o 3 A3 11 At 2 hb
—pCo—Ve- | 2My|+=—— [1-222|0,T - £Co | = e + —— + U
P=2%g g(J 0) v3J2( 5 )t 12 2(20J2 T 12g8 7 T g5 gt T
pﬁ3(1 302)( - ro) p h* (5302 )
Ta =a - - 'V _V * J — T a T =a —_1 V 'r
+fﬂ€]2 3 20 (TO f)TO 3 ( TO)ZJ'ﬁ_u212J3 240 ( 4 )TO
NS (1 5302)(r Vi) To+ -2 n (902 1)(r V)
e - M T Ta T =. - = M T
12 43 120 GR0T g e 20 §</ %0
LR (1 1702)( VI +2L 2 (1702 1)(v 7o) T
e - T T a T =a - *
12 43 a0 )V 2473 40 &0
p h* (2302 ) - p h° (18702 )
L= ~1| (- Ved)T+ & — —2|(Ve-T)T
12874\ 60 (Fo-Ve )T+ 5 1557 T120 (Ve-T)
I E5( 4402) p h° (15702 ) }
+——[1- T-Vg) T+ — — Tr-vJ)I
2 5J4 105 ) UV 515575 om0 (r-vJ)
(4.242)
et:
I'=pyo— Movfpext (4.243)
Moy =(agx)_l(0§€X~To-‘l’0+‘réMalfHoTos)
M1+ :(agx)_l(agfx-l“-‘ro+l"tM51H0‘ros) (4.244)

derr = (0p%) ! (02,x T -T+T* My HoT's)
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4.7 QUELQUES MODELES PARTICULIERS
4.7.1 Equation de Benney dans le cas plan

On pose :

M=1, Or=1, J=1,
H=0, #=0%h, 1=0,
y* =sinf, "= -cosf

Le systeme s’écrit :

3 3

h B3 2h8 h
Och +0x | A5 sin0 - (3 Scosh — A2 = sin B)h R 503 h)—@’(£2) (4.245)

xXxx

Avec la relation Asinf = 3, on retrouve ’équation de Benney [4] :

EZVR‘;‘? h3hm) -0 (52) (4.246)

e

d:h + 0, (h3 te

6
gReh6 - cot9h3) hy+

4.7.2 Modeéle Saint-Venant dans le cas plan

On se raméne au modele plan connu en posant :

M=1, Or=1, J=1,
H=0, #=0%h, 1=0,
y* =sinf, "= —cosf

Le systeme s’écrit alors :

0¢h + 05 (hv) = O (€2)

1 ¢ 2c B2
0y (hv) + 0 (Clhv +/12(———1— 2)h5sm 0 +cosO— Cz— (4.247)
9 75 5926

Cz 17 602
5 ( hsin Z) hE . Khmm( )
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En posant le changement de variable suivant sur les parameétres du modele : C; = g +A,
C,=3B

0th +0,(hv) =0(e)

6 1 A 2B 5 h?
0¢ (hv)+ Oy ((g +A) hv2 + /12 (B - 5 - %) h5 sin29 +BCOS957 (4.248)
B 3 5
=5 ()Lh sinf — 7”) +BhE1‘<hxxx +0(e)

On retombe exactement sur les modeles paramétrés par (A,B) de J.P. Vila [53].

4.7.3 Modeéle de plus grande pente

Dans ce qui suit, nous décrivons le modele de plus grande pente en coordonnées curvilignes
et nous écrirons les équations Shallow-water dans cette configuration. En premier, définissons
0 et ¢ tels que la normale n a la surface .# soit donnée par :

V.2
I sin6 cos
V14 IV.2]? mOcosg
n= V.2 <n=| sinfsing (4.249)

J1+1Vazl? cos0

Ici 6 représente la pente locale du fond. Nous allons utiliser les coordonnées curvilignes de
plus grande pente 1 et {2 tel que nous aillons :

Ox 0 ox .

— =cosfcos$p, — =—sing, )

9¢1 ¢ 9¢2 ¢ o dex= cosfcos¢p —sing
Yy . .

—— =cosfsin¢p, —— =cosq, cosfsin¢g cos¢

0¢1 TS ¢

Ce systeme de coordonnées est défini de maniere unique prouvant que la direction de plus
grande pente existe ; cette condition est satisfaite si s # 0. Cette direction est a I'intersection
du plan tangent au fond et du plan défini par la normale a la surface et le vecteur gravité;
nous verrons plus tard qu’il s’agit de la direction principale de ’écoulement. Grace a cette
définition, nous pouvons voir que ce systéme de coordonnées est fait pour les écoulements
gravitaires mais n’est plus pertinente pour les fluides soumis a d’autres forces. Dans ce systéme
de coordonnées, les quantités mises a I'échelle J et M associées au changement de référentiel

sont particulierement simples. Il est facile de montrer que :

J=1,M=1, c(agx)_ls =—sin(@)e
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avec e = (1,0)!. Ecrivons maintenant le développement asymptotique de la courbure mise &

I’échelle de la surface libre. La normale unitaire N a la surface libre s’écrit N = ”ZT” avec :

—s—¢(1—s5")(0ex) " Veh
c—¢ (c (0ex) " s)t Veh

n=

L0 (829R). (4.250)

La courbure mise a I’échelle est alors donnée par :

(ss (1 —ss?) (0:x) " Vgh)
7 ’ (4.251)
= Ontr((9ex) " 0gs) +etr ((9ex) 1 0¢ ((9ex) Veh)) + 0 (7).

T =V,

Ainsi, le développement de # suivant € est donné par :

7= OrHy +£(Dch +0rVeh- Vo g) +0 (¢, (4.252)

a1 )t
cosf)
Ici, Or Hpreprésente la courbure du fond. A ce point, deux situations se présentent. Si

avec Vg g = (cosHsin (2¢) 02¢ — tan 001 ¢, —

Or =0 (1), dans ce cas la courbure moyenne du fond est :

%:—(g—i+sin6§—i +0(¢g).

Dans ce cas, les équations Shallow-water se réécrivent :

0:h+Vg-(hD)=0
. " 5 h? 1 2C3) -
0,(h®)+ Ve - [Clh\7®€r+ 502 cos(e)E+A2 (— _G_ ﬂ) R®(sin(@))%e1 ®eq

6Cy - . Co (A7 s G
= 5% RV (01+sin©0) o) + S (3hsin@)er - F)+

LS Go1+0r1(($-2)01+ (752 -8)sin(0) )
p 2 & (0 +Ogsin(0) 1)

253C
1_15(1+ 8402)61

~Z2 5in(9) ¢

(4.253)

+A2h5 cos(0)sin(0) [ +0(¢)
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Si'on s’intéresse au systéme de Navier-Stokes en 2D avec 6 = 1, on peut facilement voir
que le modeéle Shallow-water 1D associé est :

0th +0:(ho) =

s h? 1 2
01(ho) +0; h ( C1_2C

;o O A el G ) 5 ]
C1ho +ﬁCgcos(0) +A £ 9 78 h® (sin(0))

= —%%T(ﬁ@gg@+ Co ( hsin(0) — E:) (4.254)
72
+%%sm(9)(— - —)056

#2205 cos (0)sin () £ (1+ 25352 0.0 + 012

Ici la variable ¢ est la coordonnées curviligne classique. On peut voir qu’aucune contribution
des dérivées méme du troisieéme ordre de /, n’apparaissent dans le terme de capillarité. Les
effets capillaires sont donc essentiellement supportés par la courbure du fond qui n’est pas
petite : la capillarité n’est pas dispersive dans ce cas et agit comme un terme classique de
friction ou d’amortissement —KﬁVgH b, dépendant du signe de la courbure moyenne du fond.

Pour retrouver le terme classique de capillarité « dispersif » incluant la dérivée du troisieme
ordre de £, supposons que la courbure du fond est petite : plus précisément nous considérons
que Or = €0g. Dans ce cas, nous trouvons :

76 = e0rHy + ech +0 &) (4.255)

La contribution au terme de capillarité est négligeable si k = @ (1) : nous voyons seulement
I'influence des termes de capillarité prouvant que ¢k = @ (1). Notons k¥ = €k, le terme de
capillarité s’écrit :

—R%thJf = —k%ﬁvf (OrRHp + Ach) + 0 (¢) (4.256)
Dans le cas d’écoulement Shallow-water sur un fond plat et horizontal, nous retrouvons
clairement le terme classique de capillarité —f%fLVAfz trouvé dans la littérature (cf Bresch et
Desjardins [8],Bresch et al. [9]) pour une analyse mathématique des modeles Shallow-water
avec ce type de capillarité et plus de références.
Ces résultats sont été publiés dans I'article Boutounet et al. [6].
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ECOULEMENTS MULTICOUCHES






III - Ecoulements multicouches

ANS cette partie, nous avons voulu voir plus finement le comportement de la
couche de gaz se situant au dessus du film mince. Il a donc fallu modéliser
cette couche. Deux méthodes différentes ont alors été mises en oeuvre, une

premiére consistant a voir le gaz comme un fluide a surface libre, ce qui fait 'objet
d’une publication a venir (Boutounet et al. [7]) et une seconde méthode qui consiste
a fixer la hauteur maximale des fluides, en contraignant le film et le gaz a s’écouler
dans un tuyau.
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ECOULEMENT DE TYPE SHALLOW-WATER DE DEUX FLUIDES A
SURFACE LIBRE

ans cette partie, nous montrons comment développer les solutions des équations de Navier-
Stokes dans le régime Shallow-Water. En utilisant ce développement, nous obtenons une
hiérarchie de modeles pour des écoulements bi-fluides de type Shallow-Water.

Tout d’abord, nous écrirons des modeles de lubrification : en utilisant le premier (resp.
deuxiéme) ordre du développement du champ de vitesse, nous obtiendrons un modele non
visqueux (resp. visqueux) de lois de conservations sur les hauteurs des fluides ou couplé aux
équations de Kuramoto-Sivashinsky si I'on prend en compte les forces de capillarité. Puis, avec
le deuxiéme (resp. troisiéme) ordre du champ de vitesse, nous trouvons un modele Shallow-
Water non-visqueux (resp. visqueux).

Kliakhandler [27] a déja fait des modeles a n couches (une équation par couche), donc n
équations couplées et a réalisé une étude par morceaux. Il a aussi montré le caractére bien posé
de ces systémes dans certaines situations. Nous généralisons ici cette étude, en construisant
un systeme a 2n (n = 2) équations ainsi qu'une analyse de stabilité complete.

De plus grace a ces modeles bi-couches, nous pouvons construire des modeles de glissement
en considérant que les deux couches sont constituées d'un méme fluide et que la couche du
dessous est de tres faible épaisseur.

SOMMAIRE

5.1 Description d’écoulements bi-fluides dans le régime Shallow-Water 119
5.1.1 Mise a I’échelle des équations de Navier-Stokes 120

5.1.2 Développement asymptotique des solutions des équations de Navier-
Stokes 123

5.2 Théorie de la lubrification 125
5.2.1 Lois de conservation avec et sans diffusion 126
5.2.2 Analyse de stabilité linéaire 129

5.3 Modeles de type Saint-Venant 137
5.3.1 Modele de glissement 142

5.1 DESCRIPTION D’ECOULEMENTS BI-FLUIDES DANS LE REGIME SHALLOW-WA-
TER

Nous écrivons ici les équations adimensionnées de Navier-Stokes pour des écoulements
bi-fluides dans le régime Shallow-Water. Puis nous utilisons un développement asymptotique
des solutions en respectant le rapport £ (défini plus loin) dans le voisinage de la solution
stationnaire de Nusselt.

119



120
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5.1.1 Mise a l’échelle des équations de Navier-Stokes

Nous considérons deux fluides incompressibles et non-miscibles superposés, de masses
volumiques, viscosités et capillarités (p;,v;,0;) ,i = 1,2 s’écoulant sur un plan incliné de pente
6 (cf figure 7).

(P2, 12, 02)

hy(z,t) + ho(z,t)

FIGURE 7: Deux fluides s’écoulant sur un plan incliné.

On peut alors étudier le nombre de parametres dont dépend le systéme, comme vu dans la
premiére partie en 1.3.3. Le systéme est ici défini par deux nombres de Reynolds R, ;, de Froude
F; et de Weber W, ; (un dans chaque fluide), les deux viscosités v; et masses volumiques p;
ainsi que la pente 6 de la surface d’écoulement des fluides. Il y a donc au total onze parameétres
régissant cet écoulement. Or comme précédemment, on dispose d’'une relation reliant les

nombres de Reynolds et de Froude dans chacun des fluides A; = %, il ne reste donc que neuf
parametres pour décrire ce systéme : R, ;, W, ;, v;, p; et 0. L

On choisit de ne garder qu'un seul nombre de Reynolds et de Froude pour écrire notre
systéme. On introduit alors le parameétre € qui représente le rapport entre la hauteur H et
la longueur L caractéristique de ’écoulement et les nombres adimensionnels de Reynolds
R. =R, 1, de Froude F et le nombre de Weber W; du fluide i :

H HU U? ;
£€=—, Re:pl ’ F2:_ i:L,
piHU?

L Vi gH ’
ou L est la longueur caractéristique prise dans le sens de ’écoulement. La vitesse caractéris-
tique U peut étre choisie comme la vitesse moyenne du fluide dans un écoulement de type

Poiseuille. Nous introduisons aussi deux rapports supplémentaires p et v :
v
p = &, V= _2.
p1 Vi

i=1,2,
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Le mouvement des fluides (1) et (2) est décrit par les équations de Navier-Stokes :

0i (Otui +6xu?+02uiwi) + ;‘1271 = gFL;—i— E'L;ée (azzui +£26xxui),

0.pi pic Wi
. . s 2 zrr ! L2 . 5.1
Pi (dtw, + 0 uw; +02wi) + 2F? - 22F? TR, (azzwt +e 0xxwz), ®.1)

Oxui+0,w; =0, =12
Ici p1 =1, p2=p, g1 =1, pya = v. Ces équations s’appliquent dans le domaine :
Q1 ={(x,2) e R0 <2 < ha(x, 1)}
et:

Qg = {(x,2) € R¥h1(x, 1) < 2 < hy + ha(,6) = h(x, 1)}

Les conditions limites cinématiques au fond, a I'interface et a la surface libre sont :
u1(0,x) =w1(0,x) =0,
ui(hy) =(h1),
w1 (h1) =wsa(h).

0th1+u1(h1)0xh1=w1i(h1),
0th +ug(h)0, (k) =wz(h), (5.2)

On suppose que les tenseurs des contraintes sont continus a I'interface et a la surface libre.
Tout d’abord, la continuité du tenseur des contraintes normales donne :

()= — ko F20,,.h 2veF?

1+ €2(0,.h)?

dun(h) 05
(1+c20.n2)F Re — 1-c20.hP

F20,.h
pilhy)—po(hy) = ——1 FmBl
(1+£2(35h1)2)2
2¢F2 1+ £2(05h 1)
- 0 h1)—vo hy))————
Re (0xu1(h1)—vo ua( 1))1—52(0xh1)2’
avec k; = e2W;.

Pour prendre en compte les termes de capillarité, nous posons que «;
des contraintes tangentielles donne :

Oxug(h)
2 _ 4.2 O«
(0;ug+e%0,w2) (h) = 4e e anE

O(1). Puis, le tenseur

Oxlbg — Oy h
v(0,ug + €20,ws) (h1) — (0,u1 + £20,w1) (h1) = 462 (v0xu2 u1)(h1)

1-€2(d,h1)?

Oxh1.
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Décrivons maintenant la solution stationnaire du systéme. Le champ de vitesse ne doit pas
dépendre des variables x et ¢t. Les hauteurs de fluides sont constantes A1(x,#) = h, ho(x,t)=1-h
alors que la pression est hydrostatique :

p1@)=c(h—2)+pc(l-h), Y0<z=<h, pa(z)=pc(l-2),

et les vitesses des fluides ont un profil semi-parabolique :

[e— [e— 2 f—
ui(z) = /l(p(l—h)z+hz— %), VO0<z<h,

— — h_ A - —h)? —
u2(z):/lh(p(1—h)+—)+—p((1—h)(z—h)—(Z )), Vh<z<1,
2 v 2
. Resin0
ou A= T est une constante.

Dans ce qui suit, nous analyserons ’écoulement bicouche dans le voisinage de cette solution
stationnaire, ce qui méne a une mise a ’échelle naturelle pour la vitesse caractéristique du
fluide U, la constante A doit alors satisfaire une relation supplémentaire. Si 'on choisit le
rapport entre le débit total et la masse totale du fluide alors :

h 1 _ _
f u1+pﬁ lL2=h+p(1—h),
0 h

h+p(1—h)

A=3 . .
B +30h (1-T)+30%h(1-h)2 + %(1—%)3

Notons que pour un seul fluide p = v = 1, on retrouve la condition A = 3 de Vila [54]. Un
autre choix possible pour la vitesse caractéristique serait de prendre la vitesse du fluide a la
surface libre, on retrouve alors la valeur classique A = 2. Dans les deux cas, on peut imposer
une relation entre le Reynolds et le Froude dépendant du choix de la vitesse caractéristique.
Dans la suite, nous avons choisi une vitesse caractéristique de maniere a ce que A = 3. Il reste
R,, 0, E, Ki, 0, v comme parameétres indépendants pour décrire I’écoulement bicouche de fluides
Newtoniens.

Nous calculons ensuite les moyennes des équations dans la direction de ’écoulement. D’abord
nous intégrons la condition de divergence nulle dans chaque couche en utilisant les conditions
cinématiques, nous trouvons alors pour la loi de conservation de la masse :

h1 h
0ih1+ 0y (f ul(z)dz) =0, O0tho+0, (/
0

hiy

ug(z)dz) =0.

Notons que ¢1 = hiu; = f(;”ul et qo = houo = f,fll ug sont les débits dans la direction de
I’écoulement : de masse donnent alors :

athl + ax(hlﬂl) = 0, athz + 6x(hzﬂz) =0. (5.3)

On écrit ensuite un systéme d’évolution pour q; = h;u;, en intégrant les équations des
quantités de mouvement sur ’épaisseur du fluide :
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hi 0xh10xch
+0x(f 2 p1) 4 K102710xch1

h1
o[
0

uj+ =5 =
F2) (14 e2(0,h1)%)?
0,u1(0) A 2¢e hy
-——t hi1+—=-0 0 -9
¢R, ¢R, ' R, x( 0 xul)
(5.4)
h h 0:h0yih
Ot(pf us +6x(f pu§+§—é) +K2x—xx§:
h h (1+£2(0,h)2)2
Aphg  2€ fh
+—0 0 +9
¢R, R, x( . xu2) >
avec J défini tel que :
po(h1)osh v vE
g = —% — £‘Re 62u2(h1)+ E(Zaxug(hl)axhl —axwz(hl)).

Pour écrire le systeme d’évolution fermé, il faut relier 1a variation des moyennes des quantités,

les tenseurs des contraintes tangentielles au fond et a I'interface et 9 avec les inconnues 4;,q;.

Nous allons suivre la méthodologie introduite par Vila [54] dans le cas d'une seule couche, en
développant le champ de vitesse par rapport a €, on obtient un développement des quantités
précédentes et de g; comme des fonctions de A; et de ses dérivées pour les différents ordres
voulus. Pour un ordre donné, nous pouvons alors écrire les inconnues en un systéme (5.4)
comme des fonctions de (A;,q;) et obtenir des modeéles fermés.

5.1.2 Développement asymptotique des solutions des équations de Navier-Stokes

Dans cette partie, nous montrons comment écrire le développement de la pression dans chaque
couche dans le régime Shallow-Water € = 0. Dans ce régime, les inconnues u;, p; satisfont un
systeme différentiel en z ; w; est déterminé grace a la condition de divergence nulle. Pour faire
le développement asymptotique, écrivons les équations de Navier-Stokes comme un systéme
différentiel en z pour u;, p;. Les équations différentielles sur u; sont écrites pouri=1,2:

eR
Wiz ui+pid= gRepi(Gtui +u;0u; +wi62ui) + F—;axpi —,uiszaxxui, (5.5)

avec les conditions limites :

0y
ous(h) = 4£2u—2(h)26xh—526xw2(h),
1-¢2(0.h)
duttg —dput)(h
Vosusth)—uy(hy) = 4202 Oxta)Ay)

1- 82(axh1)2
—&? (voywa(h1) —0,wi(h1)),

et u1(0)=0, wui(h1)=uz(hy).

123



124 ECOULEMENT DE TYPE SHALLOW-WATER DE DEUX FLUIDES A SURFACE LIBRE

Ensuite écrivons le systéme différentiel pour la pression du fluide :
2 3702
€ e°F
0upi +pic = i ——0z010; — 2F %0 (0,10 + 102w + ;0,1 ) + i —— Ot (5.6)
R, Re

et les conditions limites associées :

ko F20,.h 2veF? 1+ €2(0,.h)?
pah) = - — Osug(h)— =,
(1+£2(6xh)2)2 R, 1—¢e4(0.h)
F23,.h
p1lh) - po(hy) = ——2 Fwll
(1+€2(0,h1)2)?
2eF?2 1+%(0,h1)?

(0xu1(h1)—vdsua(hi))

Re 1_82(axh1)2,

Enfin, les vitesses verticales sont déterminées par la condition de divergence nulle :
0,w; = —0zu;, w1(0)=0, wi(h1)=wz(h1).

Avec cette formulation des équations, nous voyons que I'on peut introduire «, 8,0 trois nombres
adimensionnels pour écrire le développement des solutions :
eF?

a= R, B=¢eR.,, 0O

_¢€R,

=25 (5.7

Le parameétre a apparait avec les termes de diffusion visqueuse, f adimensionne les termes de
transport convectif, et § la pression. Le choix des parametres R, et F' peut étre fait arbitraire-
ment a condition que a, §,6 < 1, de manieére a rester proche de la solution de type Nusselt. Cela
nous permet d’envisager un large éventail de parameétres pour le développement des solutions.
Considérons un développement de Hilbert de la vitesse et de la pression du fluide de la forme :

Q) N (k)
ui=y u, pi=y p;,
k=0
tels que (pour les ordres qui nous intéressent) :

ui—u(io):@’(ﬁ+5), pi—p(io):@’(aﬂqg),

ui—u®—uV =06 (a6 +p(B+06)+x;p).

l 1

Calculons en premier u(io), p(l.o). Posons a, 3,0 — 0 dans les équations précédentes, ce qui

donne un systeéme différentiel en z similaire a celui qui permet de déterminer la solution
stationnaire. On obtient alors la pression hydrostatique pour p(io), i=1,2:

p(lo)(z) =c(pho+h1—2)— Kleaxxhl - Kzeaxxh,

(0) 2 (5.8)
Dy (2)=pclth1+hg—2)—x2F 0y h.
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Les vitesses des fluides dans la direction de I'écoulement ont un profil semi-parabolique :

2
u0z)= 1 (ph2z+h1z—%), (5.9)

_ 2
u(z) = Ahq (phz + %) +2£ (hQ(z hi)— % . (5.10)

Le calcul des ordres suivants se fait alors comme il suit : supposons que I'on connait déja les

(J) (@) (k+1)
u',p;’, j<k,alors u;

se calcule en résolvant un systeme différentiel de la forme :
pi0ou® Y =Fi P, pd), <k, n=1,2 (5.11)

avec les conditions limites :

0:uF D(hy+ho)=gP, vouFP(hy)-0,ulV(hy)=gP,

(5.12)
u(1k+1)(h1) — u(2k+1)(h1), u(1k+l)(0) =0.

La solution u(ik 1 de ce systéme est alors écrite sous la forme :

u(1k+1) _ (Vg(2k) (k) szk(y)dy ffthlk(y)dydz

hi pha
u(2k+1) _ hl(vg(zk) (k) fF2k(y)dy) f | F1r(y)dydz
z

+

gP(z~h1)- fszk(y)dydz

De la méme maniére, on peut déterminer le développement asymptotique de la pression dans
le fluide a tous les ordres en résolvant le systéme différentiel associé.

5.2 THEORIE DE LA LUBRIFICATION

Dans cette partie, nous allons construire des modéles de lubrification. En effet les calculs
précédents montrent que la vitesse du fluide peut étre développée en fonction des petits
parametres a, 8,9, les hauteurs des fluides & ; et leurs dérivées en temps et en espace.

Nous allons utiliser ici le premier et le deuxiéme ordre du développement de u; pour calculer
respectivement non visqueuses et visqueuses sur les hauteurs de fluides A 1,h9.

Nous ferons alors une étude de stabilité linéaire des solutions stationnaires : ce qui revient
a déterminer la stabilité linéaire de ’écoulement de type Nusselt dans la limite de longue
longueur d’onde.
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5.2.1 Lois de conservation avec et sans diffusion

Tout d’abord nous écrivons le systéme non-visqueux de lois de conservations, qui est analogue
aux équations de Burgers dans le cas d’'une seule couche de fluide.

En utilisant le développement asymptotique dérivé précédemment, on obtient u; = u(io) +0(B+0).
On peut alors facilement déduire de cette estimation que :

ha ho h
f u1:Ah§(u+—1)+@’(ﬁ+5),
0

2 3
. b aphd (5.13)
fu2:Ah1h2(ph2+—)+——+@(5+5).
h1 2 v 3

En utilisant ces développements dans les lois de conservation de la masse (5.3), on obtient :

h h
dsh1+0, (Ah? (—p22 + ?1)) =0(p+0),
0th2+ax(/1h1h2(ph2+7l +7p?2)=@(ﬂ+5).

Nous déduisons du systeme (5.14) un systéeme fermé d’équations aux dérivées partielles sur
(h1,h9) en négligeant les termes d’ordre faible.

Ce systéme est hyperbolique et posséde des singularités en temps fini. Néanmoins il donne
une information utile sur les vitesses caractéristiques perturbées par des petits nombres
d’ondes. Elles sont données par A1 > Ay , respectivement la vitesse caractéristique a la surface
libre et a 'interface :

A
A= 4—(2ph§ +6pvhihg +3vhT +VA)
v

A
Ag = ™ (2ph§ +6pvhihg+ 3vh% -VA) (5.15)

A=h? ((2ph2 +hi)+ 8p2h§) V2 +4ph2hy (2phs — i) v+4p2hi,

Le systéme est strictement hyperbolique si et seulement si A > 0. Comme A est un polynéme de
degré deux par rapport a v, son discriminant vaut —128p3h:2lhg (h1+ ph2), qui est strictement
négatif puisque les variables p, h; et 2 sont strictement positives. Donc la condition 21 >0 et
ho > 0 assure ’hyperbolicité du systeme (5.14).

Ensuite, nous écrivons un systéme de lois de conservation en considérant I'ordre suivant des

termes dans le développement de u; = u(io) + u(il) +0|ad+p(f+6)+ Kig . On introduit alors
0 1
© 1 4@

le développement du débit g; =g, + h.o.t dans les lois de conservation de la masse, on
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en déduit un systéeme d’équations de type Benney ou Kuramoto-Sivashinsky (si I’on prend en
compte les termes de capillarité) :

pha

A /lhz(— =)
at( ' )+ax hi 2 Ap s
ho /1h1h2(ph2+—)+_
= AP0y (d(hi)ax( 1 ))+ﬁax (K(hi)af;( h )) (5.16)
h2 h2

. . " cotd .
avec les coefficients de viscosité d; ; = R_di’j’l —Ad; j2ou:
e

h
di11 = ( p22 )
dig1 = ph? };1 + %),
de11 = p3_h§ ph1h2 + h2 h2
d221 = F;)i + ,ohlh2 + ph2 h%
Hiz = 8 (21};34 ¥ 7112p0vh3h 23p g ks ( 62 %)hlhg + %3113),
insa = O (P e (G i o

ho (5V2R2 25 11p2v2
d2,1’2 = 2( + pV h4h2 ( pYy +ﬂ)h?1'h%

V2 24 24 6
5p2 20% | 2 3
(pv 207 )h2h3 ( P20 )h1h4 20 hg)
15 3 15
ho (BV 25pv3 302v3 v
dego = pvz2(24 h5 p h4h2 ( pz p )h3h2
110212 4p%vh1h: 2,2
LRy h§h3+u+ihg
5 15

De plus d _  est une matrice 2 x 2 et dépend des 4;. Elle est de la forme :

d _( diir  diok )
k= .
do1r  doop
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Les termes capillaires sont donnés par :

h h h h

2 1 2 9 1 9

Kr1=hy arrg ey ) KLF’“;(?*?)’ .
xgh hah K2h xshoh

Ks1= 2+1<2h§h1+(1<1+1<2) 2 L Kog= 2+1<2h1h§+ 272 L

’ 3v 2 3v 2

(5.17)

>

Ce systéme est complétement en accord avec celui dérivé par Kliakhandler [27]. Comme cela
est mentionné par Vila [54] dans le cas d’une seule couche de fluide, les équations de Benney
donnent un critere de stabilité linéaire pour les solutions stationnaires qui est consistant avec
celui donné par les équations d’Orr-Sommerfeld a 'ordre @(e) (si on suppose que les nombres
de Reynolds et de Froude sont en ©(1)) et dans la limite de perturbations de petits nombres
d’onde.

De la méme manieére, les équations du systéme de Benney permettent de faire une analyse
de stabilité spectrale consistante pour des écoulements bicouches.

Ce point de vue a été particulierement étudié par Kliakhandler [27] : méme s’il considere
séparément I'influence des effets capillaire, de la flottabilité (buoyancy), de I'inertie et leurs
interactions avec les termes conservatifs. On retrouve exactement ses coefficients en faisant le
changement de variable suivant :

hi(x,t) Hy(x,t)
ha(x,t) (H1—H3)(x,t)
K1 Y2sinf
Ko y1sinOR ™1
m — M1 (5.18)
r R1
A 2RM !
) 2R (M sin@)~*
B R.(Msing)~!

Son analyse est donc valable, sauf qu’il sépare chaque terme alors que nous faisons ici une
analyse globale sans écrire de systéme de type Saint-Venant.

Un des objectifs ici est d’étudier la formation de roll-waves dans des écoulements bicouches.
Dans le cas simple couche, elles sont le résultat de la concurrence entre la flottabilité et
Iinertie. Par conséquent, nous considérons ici la compétition entre I'inertie, la flottabilité et
leur interaction avec les termes convectifs.

Ici nous considérerons des roll-waves non visqueuses : selon la méthodologie de Dressler [16],
les roll-waves sont des ondes progressives périodiques en espace et continues par morceaux.
Les chocs doivent satisfaire des conditions admissibles et appropriées. Dans le cas de lois de
conservation hyperboliques avec terme source, ces conditions sont la condition de Rankine-
Hugoniot ainsi que la condition de Lax pour les chocs.
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Pour obtenir un modele Shallow water particulier, Dressler [16] a prouvé I'existence et
I'unicité d’une famille de roll-waves a large amplitude paramétrée par le taux de décharge
relative et la longueur d’onde. Ce résultat a été généralisé pour les lois générales hyperboliques
de conservation avec terme source.

5.2.2 Analyse de stabilité linéaire

Dans ce qui suit, nous considérons la stabilité spectrale d’états constants pour le systeme
sans tension de surface :

Ahz(ﬁﬁ_’m)

al 4o 3 2

' ho i Ah1h ( h +ﬂ)+/1—ph3
12| ph2 2 3y 2

(5.19)

= Apo, (d(h»ax( h1 ))
ho

Linéarisons les équations de ce systéme dans le voisinage d’une solution constante (h1,h2),
ce qui donne :

at( 1 )+J(ﬁi)ax( h1 ):Aﬁd(ﬁi)axx( h1 ) (5.20)
hz h2 2

Nous pouvons poser sans perte de généralité que A = 1. Notons que nous avons négligé la
contribution des termes de capillarité qui ne sont observables que dans le cas de régimes a
grand nombre d’onde. Une transformation Fourier/Laplace en temps/espace sur (5.20) avec
x; =1,i = 1,2 donne la relation de dispersion suivante :

det (AL +ikd (h)+k%d () =0, VkeR (5.21)

Intéressons nous a la limite de faible nombre d’onde % = 0, notons A = ik A et développons

(5.21) dans le voisinage de £ =0 :
< - . < T (7 9
det (A +J (k) = iktr (com (AL +J (B))" d () + 0 (£?)

avec :
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— — _ 1 -
Ahy (pho+h1) §pAh§
J(h)= i o i
A(2ph3 +4pvhohy+vh?)
2v

/U_Lz (p}_lz + f_Ll)

Nous rappelons que le systéme d’équation de type Burgers est strictement hyperbolique et
les valeurs propres A; = A; (h1,hs) de JJ (k) sont réelles et A1 >0> Ag. Le fait que les racines
A1 (k), A2 (k) se développent dans le voisinage de k& =0 tel que :

tr(com J (h:) —/_\jﬂ)Td (}_Li))
tr(J (hi)) - 27,

Aj(k) = —ikA; - k2 +0(k?) (5.22)
est une simple conséquence du théoreme des fonctions implicites. Ainsi les solutions station-
naires sont stables pour des perturbations de type longue longueur d’onde, ce qui nous donne
la condition suivante :

tr (com (7 (£) - A11)" d () <O,

N (5.23)
tr (com ( (£) - Az1)" d (4)) >0
Dans ce qui suit, nous analysons deux situations particuliéres : densité de stratification
stable et instable. Nous allons voir que dans certaines situations, les instabilités de type
Rayleigh Taylor peuvent étre supprimées (dans la limite de longueur d’onde longues) a cause
d’interactions entre flottabilité et convection. Nous analyserons aussi ici I'influence des termes
d’inertie.
Sachant que d (i_z) = c;—ted_,_,l - Ad_ 2, le systeme (5.23) correspondant aux conditions de

e
stabilité a la surface libre et a 'interface, s’écrit :

cotanf cotanf

z, <laz(p), b1(p) R.

a1(p) > Abs (p).

ax (p) = tr(com (J (A) - As1)"d_ 1 (R)),
bi (p) = tr (com (7 (&) - Ao1)"d_1 (R)),

d _( diir  disk )
ok = .
da1r  dazp
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Pour la stabilité de la surface libre, on peut voir que tous les a; sont strictement négatifs
ainsi la condition de stabilité s’écrit :

a1(p)

R, <
“ " Aas(p)

cotand.

La situation est plus complexe pour la condition de stabilité a 'interface puisque les b;
peuvent changer de signe. Le tableau suivant fait un récapitulatif des cas possibles.

tand
b1 2 by Stabilité
e
b1
b1,b9>0 R, < ﬁcotane Interface (h1) stable en-dessous de fs
2
ai,a2<0 Surface libre (k1 + h9) stable en-dessous de f1
b1
b1,b9<0 R,> ﬁcotane Interface (h1) stable au-dessus de fo
2
ai,a2<0 Surface libre (i1 + ko) stable en-dessous de fi
b1
b1<0,b9>0 | R, < ﬁcotane Interface (k1) stable en-dessous de fo
2
ai,a2<0 Surface libre (k1 + h9) stable en-dessous de [
b1
b1>0,b2<0 | R, > ﬁcotane Interface (h1) stable au-dessus de f2
2
ai,a2<0 Surface libre (k1 + h9) stable en-dessous de f1

TABLE 7: Conditions de stabilité

Dans ce qui suit, on pose que &1 = hy = 1 et on différencie les trois cas suivants v<1,v=1
et v> 1. Ce qui correspond a différents types de stratification visqueuse.
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Pour chaque cas, on détermine la courbe de stabilité R, = f, (p) cotanf pour k£ = 1,2 associée

b
aux instabilités de surface : f1 (p) = ;1—(}(0)), et au modele d’interface : f3(p) = /wl—(l({)))
az (P 20

des tests ont été réalisés pour v=0,3,v=0,7 et v=0,9, ce qui donne une bonne représen-
tation de ce qui se passe quand p varie.
o Casv=0,3

Il existe ici une valeur p. = 3,3 telle que si p > p. alors ba <0 et si p < p. les deux b;

sont positifs. Alors si p > p., 'interface entre les deux fluides est stable et le systéme est
stable si R, < f1(p) cotan6.

e Casl:v<l1

sign of b1 and b2 as functions of rho, m=0.3
201

FIGURE 8: b7 et by pour v=0,3

fi(rho) for m=0.3

Re/cotan(theta)
N

051

rho

FIGURE 9: Courbes critiques f; (p) = cofﬁ pour v =0,3.
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Si R, est suffisamment petit, on a p < p. = f1(p) < f2(p)(avec p. = 3,4), le flux est

stable et quand R, augmente, la surface libre devient instable en premier suivie par
I'interface.

o Casv=0,7

sign of b1 and b2 as functions of rho, m=0.7

b1
- - -b2

0.5

FIGURE 10: Pour v=0,7 et i = 1,2, valeurs des b; .

fi(rho) for m=0.7

o
)

s
\
0.6

Re/cotan(theta)
N

041 -

FIGURE 11: Pour v=0,7 et i = 1,2, courbes critiques f; (p) = R

— _fte
cotanf

On peut voir qu'avant p. = 1,4, le mode interfacial est instable alors que la surface est
stable pour R, < f2(p) cotanf.

Quand p < p., il existe p; < p2 (avec p1 = 0,2 et p2 = 0,4) tels que pour tout p < p; ou
P2 < p < p¢, quand R, augmente, la surface devient instable en premier puis I'interface

suit. Pour p; < p < p2, le mode interfacial est le premier a étre déstabilisé quand R,
augmente.

o Casv=0,9
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sign of b1 and b2 as functions of rho, m=0.9
0.12f

0.08

0.04F 4 \

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
rho

FIGURE 12: by et by pour v=0,9.

fi(rho) for m=0.9
|
091 ~ - - -f
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4

Re/cotan(theta)

0.3

0.2

0.1

FIGURE 13: Courbes critiques f; (p) = C(fﬁ pour v =0,9.

Ce cas est similaire au cas précedent, avec ici p. = 1,1. Mais pour p; < p < pg (avec
p1=0,2et pg =0,72) et R, suffisamment grand ou le flux est toujours instable : le mode
interfacial est toujours instable.
e Cas2:v=1
On peut observer qu’il existe une valeur p. = 0,2 avant laquelle le mode interfacial
est toujours stable. Pour p < p., il existe p; < p. pour lequel le mode interfacial est
instable quand p; < p < p.. Quand p < pj, la surface libre est en premier instable suivie
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sign of b1 and b2 as functions of rho, m=1
0.07

0.06 B
0.05F - -~

0.04 - N
0.03F ’ A
0.02F 7

0.01F P \

-0.01+ \
-0.02 \

~0.03} !

FIGURE 14: b1 et by pour v=1.

fi(rho) for m=1
0.8

0.7r
0.6

0.5r

0.3r

Re/cotan(theta)

0.2
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t

|

|
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|

|

|

|
|
01F
|

FIGURE 15: Courbes critiques f; (p) = —LBe_ pourv=1.

cotanf

par linterface, quand R, augmente. Pour p > p., b1(p) est négatif, il faut alors que
R, > f1(p) cotanf pour que I'interface soit stable, ce qui est toujours le cas pour R, = 0.
e Cas3:v>1

Nous avons choisi d’étudier les cas v=1,1et v=1,5.

o Casv=1,1
Il existe une valeur p. = 3,5 apres laquelle le mode interfacial est stable.
Regardons de plus pres le cas ou p < p.. Pour p; < p < p2 (avec p1 = 0,2 et p2 = 1), le
flux interfacial est stable et pour p < p1, le comportement est le méme que pour les cas
précédents ou p était petit.
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sign of b1 and b2 as functions of rho, m=1.1
0.06 -

b1
- —-b2
0.04

0.02

~0.02} !
~0.04 |
~0.06 !

-0.08 \

FIGURE 16: b1 et by pour v=1,1.

fi(rho) for m=1.1
|
0.18 | - - —f2
0.16 \
0.14
0.12 !
0.1

0.08

Re/cotan(theta)

0.06} \
0.04} A

0.02 N

FIGURE 17: Courbes critiques f; (p) =

= toep pour v=1,1.
Le comportement est différent si p > pg : le mode interfacial est stable si R, > f2 (p) cotand.
Ainsi méme a faible nombre de Reynolds, le mode interfacial est instable. 11 est facile de
voir qu’il existe alors pg < p3 < p. tels que le flux est toujours instable si pg < p < p3 et
stable si p3 < p < p. et fa(p)cotand < R, < f1 (p) cotanf.

o Casv=15
Pour tout p > p1, le flux est instable dans le cas de perturbations de type onde longue.
Quand p < p1, on observe le méme type de comportement que dans les cas ou v <1
quand p est stable : le flux est stable pour des petits nombres de Reynolds et le flux est
instable en premier a cause de la surface puis du mode interfacial.
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sign of b1 and b2 as functions of rho, m=1.5

b1
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0.015
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FIGURE 18: b1 et by pour v=1,5.
fi(rho) for m=1.5
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FIGURE 19: Courbes critiques f; (p) =

= mfﬁ pour v=1,5.
Les équations du type Benney sont donc suffisantes pour obtenir un critéere de stabilité et de
consistance d’états stables pour des perturbations de type onde longue. Néanmoins les solutions

explosent en temps fini dans les régimes d’instabilité et peuvent mener a des imprécisions dans
la description du mouvement de fluides bicouches.

5.3 MODELES DE TYPE SAINT-VENANT

Les lois de conservation visqueuses qui régissent I'évolution de h; sont suffisantes pour
obtenir un critere définissant 1’état bien ou mal posé du systéeme, ce qui est un critére de
stabilité uniforme des états constants dans le régime de basse fréquence pour le systéme hyper-
bolique (Saint-Venant) (voir 3). Toutefois, les solutions de ce systéme explosent en temps fini
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lorsque le débit est instable et peut conduire a une certaine imprécision dans la description du
mouvement de flux bi-couche. Dans ce qui suit, nous considérons des modeles de type Shallow
water : en effet dans le cas d’écoulement mono-couche, ils produisent des ondes non linéaires,
dites "roll-waves" qui sont bien connues des instabilités hydrodynamiques (cf 3.5 page 44).
Ainsi, les modeles Shallow water sont utiles pour décrire la transition a I'instable dans les
écoulements de faible profondeur. A notre connaissance, il n’y a pas de modéle Shallow-Water
uniforme qui décrit les flux bi-couche s’écoulant sur une rampe (le cas une seule couche n’a été
traité que récemment Ruyer-Quil et Manneville [48],Vila [54]).

Gardons les termes en G(1) et G(¢71) dans (5.4) :

h h 2, P1
0y (f ul) +0, (f uit —) + K10,h10xch1 = (5.24)
0 0 F?

1 (h1)dsh
W vazu2(h1)—azu1(0))+’%

h h 2 P2
at(pfh u2)+0x(pfh u2+FT2) + k90,hO0xh =

1 1
p2(h1)0h1
F? '

(5.25)

R (/lphz - Vaqu(O))—

Nous calculons d’abord un développement des intégrales : les intégrales des pressions sont
données par :

hi_1+h; h1 0 B
f pizf p(i)+6’(a+1<i—), 1=1,2,
hio 0 0

hy h2
f p(10) = 071 +pchihg —h1F%((k +K1)0xch1 — K20xih2), (5.26)
0
P R 2
[ Dy =pc—=—«k2F holyyho.
i 2

alors que les intégrales des termes de convection sont données par

hi-1+h; hi-1+h; 2
f u? f (ug‘))) +O(B+6), i=1,2
h h

i-1 i-1
hy 2 5 p2h3
02 _ 4233( 4,2, 2 2
fo @2 = Ah1(15h1+12ph1h2+ . )
h 2p? 2 h?
02— 22( 2P g5 2P op kg + —L)R3
hl(u2) (T5yahat 3, PRk + 5005
hoh?
+A%h2(0%R3 + ph2hy + —-1)).

Dans les deux cas, nous ne conservons que les termes en O(1). Pour écrire ces quantités en
termes convectifs classiques, nous introduisons @;,i = 1,2 de sorte que :

h1 2 h 2
f (u(10)) = h1u3 +Q1(h1,hs), f (u(ZO)) = hotz +Qa(h1,hs). (5.27)
0 h

1
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Ici, les @; dépendent des & ; et sont définis tels que :

h2 h p2 h5
—22R3(L 1 P25 4 on —28 72
Q1 1(45 12 (h1+p 2)), Q2 T
En utilisant (5.26) et (5.27) dans (5.24), on trouve :

c h%
72 hihg+ 5 +Q1) — h10xxx(x2(h1 + he) +x1h1)

+

0u(h1TE1)+ 0 (P13
1
T E(Vazuz(hl) -0,u1(0)),
c h%
ﬁ ? + QZ)) - KZhZaxxxh

- —%hzaxhl +

+

p(0u(haTia) + 0. (ko
pshe v

0 hy).
F® R, uz2(hy)

Ce systéme est presque sous forme fermée. Ecrivons maintenant d,u1(0) et d,us(hi) en
fonction de u; et h;. Nous voyons clairement que le développement de u; jusqu’a l'ordre
O (ad + B (B +6) +«ip) est nécessaire. Nous utilisons la méthode introduite par Vila [54] dans
le cas d’'une seule couche de fluide pour écrire ces termes sous forme fermée. Dans cet article,
la contrainte a la paroi est choisie pour étre proportionnelle a la vitesse moyenne. Il faut
développer a la fois la contrainte a la paroi et la vitesse moyenne jusqu’a l'ordre 1 et on obtient
un développement de la contrainte de la paroi avec un terme d’ordre zéro proportionnel a la
vitesse moyenne, le terme suivant dépend de la hauteur du fluide et de ses dérivées temporelles
et spatiales (pour une justification mathématique de cette dérivation, voir Bresch et Noble [10]).

La situation est plus complexe pour les écoulements bi-couche et plusieurs fermetures sont
possibles. Toutefois, afin de s’adapter au modele figurant dans Vila [54], nous cherchons a lier
la contrainte au fond au rapport de la vitesse moyenne sur la hauteur :
uy
azul(o) = Yl(hl,hQ)h— + (h.O.t),
1

avec y1(h1,0) = 3. La contrainte au fond du fluide est donnée par :

u
d,u1(0) =y1<h1,h2>h—1 +Ry, (5.28)
1
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) hi+phg
t Ry défi —f—— 2
avec y1 et R1 définis par y; Sh1 + 3phs e
A2B 9 hihgy
R —— (R110.h1+R190:hs) —8c(p% - p)——2— 0,k
1 2h1+3ph2( 110xh1+R120:he)—bc(p p)2h1+ph2 ho
Shihs
172 5 hi+x9(p—1)h1+h
2h1 +3phs xxx(Klp 1+x2(p 051 2));
41 13 3 2 3
Ry = 2hi+ ph4h2 p 2P p3p2y (p p—)h§h§+”—h1h4,
’ 15 4 3v
2 41 21 13 3
Rz = 2Pwos P A0 gy ( p’ +p—)h3h2 p’ h2h3 Ly
’ 15 20 | 4v 312

Ensuite, nous écrivons la contrainte du fluide a I'interface telle que :

U9 — Uint

O,ug(h1) = 3——,
ua(hi) e

avec Uiy = u1(h1) = ug(hq) et développons u;,; sous la forme u;,;
contrainte du fluide a I'interface s’écrit alors :

3
0 ua(hi)= —(uz —You1)+Rg,

=va(h1,ho)ui +(h.o.t). La

hi+2ph
avec yg et Ro définis par Y2:32hll+—3:)oh226
B2 5 3h20.hs
Ry = —————(R910,h1+R990,ho)-6 -p)———————
2 Fa@hy + 3phg) (e210xh 1+ Ra20chs) =0c(p™ = ploorrmma s
36h%

m xxx((Klp +x2(p—1)h1+x2(p— 1)h2)

11p

6 5 4 2
R2,1 = %h1+—h1h2 hh

2v 4

2p” P) 2pd PP s Pt
+ hihg+—hihy+——h
(151/2 2 3v2 12T 5202

2

_ ﬁa 20% 5 p” 11793)42 50° 5.3
Ryo = h1+ = hihg+ 8v+ 120 hih hihy
19 4 2 3 4
P h2ng+ (—+L)h R+ Lns.

30 5v2  15v3 5v3

Notons que nous avons implicitement utilisé la loi de conservation de la masse :

dthi = —0:q"" +(h.o.t)

pour transformer les dérivées en temps en dérivées spatiales.
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Ainsi, nous obtenons un modele Shallow water pour les écoulements bi-couches sous forme

fermée :
0th1+0x(h1u1) = 0, 0ihe+0.(haug)=0, (5.29)
ch? 1 U9 —Y2u1 ui
0i(h1u1) + 0x(h1U2 + —2) = Ahi+3v———"""2 3y —)+ R 5.30
t(h1uy) + 0x(h1uy 2F2) eRe( 1+3v Iy Ylhl) 1, ( )
ch? 1 31/52—)/251
Op(hotin) + Oyhotiy + —2) = hy— ———"2)+ % 5.31
t(hotig) + 0x( 2u2+2F2) sRe( 2 Iy )+ R, ( )

C ~ C ~
R1= _ﬁhzaxhl +R1, Ro= —ﬁhlax’m +Ro,

ot les %;,i = 1,2 sont seulement fonctions des A; et ses dérivées spatiales. Ce sont des termes
correctifs de la répartition de la pression hydrostatique dans les liquides qui sont dus a la
tension de surface, la flottabilité et 'inertie. Ils sont écrits comme

- 1
1 = ~0:Q1+ = (VR2 —R1)+ h1duu(ka(hy + ho) +x1h),
e
~ 1 v K
Ry = ——0,Q2— R2+—2h26xxx(hl+h2)'
o eR.p p

Ce systéme n’est pas sous forme conservative, ce qui peut conduire a une certaine indétermina-
tion en présence de chocs. On peut dépasser cette indétermination par 'utilisation de "chemins
non conservatifs".

Par commodité, nous réécrivons le systéme sous forme matricielle. Posons W = (h1,49,q1,92)"
ou q; = h;u;. Nous écrivons le systeme (5.29, 5.30, 5.31) tel que :

OW + 0, F(W)=B(W)3,W +G(W), (5.32)

ou F' est défini par :

q1
q2
2 h2 h2 h
Fwy=| 91 M1 gops(™1 pPR2
PR R brass e GRIZL)

qg . ch% . )LQphg
ho 2F2  45v2

et B est donné par :

0 0O 0 O Oxh1

ow 0 0O 0 O 0,h
BW)— = ¥
0x Bi1 Bz 0 O 0xq1

Bs1 Bz 0 0 0xq2

avec :
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c A2 VA2
B =——ho+ Ri1- R
U T TR T on 130k ' by (2hy+3pha) 2!
22 3h?2 v
Bis =—-|—Rgg+c|p?- L
12 [h2 2,2 C(P p)2F2 (2h1+3ph2)

A2 1 9 hihg
+————Ri9+— -p| ———
2h1+3pho 1.2 cm(p p)2h1+ph2

vA2
By = Ry
th(2h1+3ph2)
22 3h? v c
By =|—Rga+c|p®- : ~ =l
2 7| g (0*~0) 372 p(2h1+3phy) F2
Le terme source G (W) s’écrit :
0
0
G(W)= eR, Ah1+3v—u2 —h)’zul —3)’1%
3VL2L —Yoll !
Ahg+ 2 2~ Yau1l
hgo

5.3.1 Modéle de glissement

A partir du modele que l'on vient d’établir, on peut écrire un modele de glissement en
posant que le premier fluide a une épaisseur tres faible et connue, c’est-a-dire 41 = constante.
On peut exprimer la contrainte a l'interface d,us(h1) en fonction de la vitesse interfaciale
Uint =ui(h1)=ug(hg):

20h9

dyug(hy)= ———2
uz(h) Vhl(zph2+h1)

Uint +R3

ou R3 regroupe les petits termes en S et 6 :

hoA?
R3 Zﬁp 22 (R3,10xh1 +R3,2£5xh2)+5
6v v

hox
2‘/ 2 axxac (hl + h2)
h
6272 08, (h1+ho)
v
R31 = 3vh?i + 2ph1hg + 9pvh%h2 + 6p2vh1h§ + 2p2hg
Rso =3v2h3 +8pvhihs+9pvihihg +2ph3
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. h1(2phg+h n . . . .
Le coefficient % peut étre vu comme une longueur de glissement, en particulier si

h1 < hg, c’est-a-dire si on consideére I’écoulement d’un fluide sur un autre film beaucoup plus
mince, alors la contrainte a I'interface se transforme en une condition de glissement :

Uint = vh10;uz(h1)

Le systéme des équations couplées écrit pour i1 = constante, donne un débit constant pour la
couche du bas :

AR3
/1h1—371%=0:><h=—1

1 311

Le systeme se réduit aux inconnues (hg,q2) :

45v2
= ﬁ (/Ulz - %6zu2(h1))

2
atq2+ax(Z—;+%(h1+h2)h A2 ) 52 hy0uachs

La contrainte liée au glissement de la couche 2 sur la couche 1 fait intervenir la longueur de
glissement vhq :

1 hi
0:us(h1) = ——tint + 5 (9pedshy — OkoOsachs — 1) +0 (#3)
hi
Et le systeme a deux équations avec glissement s’écrit alors :

Othg + quz =0

hy
o[t o+ 4 122 ) <5 (g 5ot

int h2
ol o))+ 013
Uat = 3v 22— A2 (L2 1+ 16h1 ) G520cho + ARy (- 3vp) + (% — 3v) (kaOuerhs — pcdshs) 61 + 0 (h3)







APPLICATION NUMERIQUE : BICOUCHE A SURFACE LIBRE

e but de cette partie est d’appliquer le modele développé dans 'article Boutounet et al. [7]
L soumis, pour un écoulement a surface libre de deux fluides superposés coulant le long
d’un plan incliné, toujours sous I’'hypothese film mince.

Nous voulons ici simuler un écoulement bicouche conforme aux prédictions avec une analyse
de stabilité (pour I'existence de roll-waves dans le domaine instable avec asymptotique pour
petites longueurs d’onde, se référer a ’article Noble [38]).

SOMMAIRE

6.1 Modele 145
6.2 Simulations numériques 147

6.2.1 Couches internes et externes instables 149
6.2.2 Couche interne instable et couche externe stable 151

6.1 MODELE

Nous utilisons un schéma classique décentré comme décrit dans Harten et al. [22]. Nous
posons x € [0,L] et nous intégrons (5.32) sur l'intervalle de temps [0,T]. Le systéeme (5.32)
est strictement hyperbolique si les valeurs propres de M (W) = A(W) - B(W) sont réelles et
distinctes. Ici A (W) représente la matrice jacobienne de F :

0 0 1 0
0 0 0 1
A:E— 2q1
ow Agr Asg T 0
L9
q2
0 A 0 —
42 hrg
R
avec (rappelons que les nombres adimensionnels 8,5, sont définis par f=¢eR. , 6 = EF; et
e . .
)L——zsme).
2
g7  chy 2,21  ph2 2 3(2h1 Ph2)
Ag1=——=+—+31"h + hi+pho)|+ AR | —+—
AT TR R 135t 1g (rtehe) s " 12
2
ha hi  phs
Asp = 2213 | £ (hy+ pha) + ] /lzh3[—+ ]
52 113 p22) 12 1127 6
ho BA°ph
Ap=-22,22 2P
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La matrice M est alors donnée par :

= —_— = 2
MW)=AW)-BW) Ms; Msy hill 0 (6.1)
2
My My O %
2
et:
2 2
91 chy 10,001 pho 2 3(2h1 Ph2)
M31= ——=+—+31°h{|-=+—=(h1+phe) |+ A°h]|—+—
N TR TR 135+ 1g r+eh) 5 " 12
A2 A?
+ih2— R11+ v R21
F? 2h1+3ph2 ’ h2(2h1+3ph2) ’
h1 ph2 /12 3h? v
M3y = /12h3[—+— +|=Rga+c|p®-
25 PEM 19T 6 |7 hy 2 e(*-¢) 32 (2h1+3phs)
A2 1 9 hihs
e Rio—— S A b
2h1+3phg 12 F? ¢ (P P) 2h1+ pho
vA2?
My = - Ry
th(2h1+3ph2)
2 2 74
5A%ph
M42= _%4_@ &4_& 1
hZ F?2  45v2  F?
A2 3hn2 v
I L SN O 1
ho 2.2 C(p p)2F2 p(2h1+3ph2)
Nous approximons le systéme (5.32) par le systéme régularisé :
oW o ow
—+—FW)=G(W)+B(W)—
EYER (W) (W)+B( )ax
0 (Ax ow
+—|—=—2W)—]. 6.2
Ox( 2 W) ax) 6.2)

ou ﬁax (2 (W)0,W) représente la diffusion numérique introduite par le schéma. La matrice de
diffusion 2 (W) doit prendre en compte le fait que le terme de transport effectif dans (5.32) est
M (W)o,W, ou M est donné par (6.1). Nous proposons de discrétiser le produit non-conservatif
en utilisant la relation BW, = (BW), — B, W. Nous utilisons un schéma d’ordre deux en temps a
deux étages.



6.2 SIMULATIONS NUMERIQUES

Le schéma numérique s’écrit tel que :
W.'”é))
l

I e v e )
_ l

At
Wit = W+ 5 (f (W) +f

1
W' =W Atf (WF)

14 15

. itz +
i— 2 2 2 2 2 n
+ — w?,

ny _ n
Fv)=awi) - =5 2Ax Ax ‘

ou Wi" est le second ordre MUSCL de I'état reconstruit de W;* en utilisant la fonction classique
du limiteur minmod comme décrit dans Vila [55], Wl’: L= W‘”2—+W‘ est un état intermédiaire
2

entre Wl.” et Wi

[ 1> le flux numérique ¢ est alors donné par :

)= 22 p ) Wi W
2 v’

o} = Fo (W7, W na) =

i+1
ou F¢ et D sont respectivement des approximationsde F et Z enx =x,, 1 :
2

FU)+F(V)
2
DU, V)=X|AIX!

FcU,V)=

avec A la matrice diagonale des valeurs propres de M (%) et X la matrice définie par les

vecteurs propres associés. Notons que (d;);—;__4 sont les valeurs propres de f D, la condition
CFL est alors donnée par :
At

— max d; <1
Axi=1,..4

6.2 SIMULATIONS NUMERIQUES

On cherche a mettre en évidence le cas ou la couche interne est instable et la couche externe
est stable. .

On se place dans le cas v=0,9, p = 0,5 (cf chapitre 5). De plus on choisit = 1 pour que le
vaf

6

Reynolds soit égal au paramétre f et F2 = . Enfin le petit parametre onde longue est fixé a

H
e=f=0,01<< 1.

On utilise les résultats de stabilité linéaire du modele Benney couplé (deux équations
couplées) car il y a équivalence entre le modele Saint-Venant (quatre équations couplées) dans
le cas ou € est petit. Pour ces parameétres, différentes zones de stabilité sont identifiables :

Sur la figure 20, la zone en gris clair représente le domaine bien connu ou la couche externe
est instable, réciproquement, en-dessous de la courbe en pointillé se trouve la zone ou la couche
externe est stable.
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148 APPLICATION NUMERIQUE : BICOUCHE A SURFACE LIBRE

----- =7,
1 |
|
08 o l\ I
interne |
’ externe instable /
0,67
Je
x|z
8
I 0,4
0,21
0_

R,

FIGURE 20: Courbes critiques f; (p) = %5 pour p=0,5et v=0,9

Le domaine au-dessus de la courbe en tirets correspond aux cas ou la couche interne est
instable, en-dessous de cette courbe, nous trouvons la zone ou la couche interne est stable.

Nous allons ici étudier les deux cas représentés par les ronds noirs sur la figure 20.

Ils correspondent tous les deux au cas ou p = 0,5, le premier cas étudié est choisit pour
f =0,5 dans la zone ou les couches internes et externes sont instable. Le deuxiéme cas est pris
pour f =0,2 dans le domaine ou la couche interne est instable et 1a couche externe est stable.

Nous partons de I'état d’équilibre donné par W :

h1 1
= h 1
w=| "2 |=
g1 1.75
q2 4.56

auquel on ajoute une perturbation (de 5%) dans la direction du vecteur propre associé a la
valeur propre de plus grand module de la matrice M. Les simulations sont effectuées sur une
seule période du signal. Pour plus de clarté, on affiche trois périodes du signal obtenu sur le

graphe.



6.2 SIMULATIONS NUMERIQUES
6.2.1 Couches internes et externes instables

. Construisons I’état initial, 'unique

2
Rappelons que I'on prend f =0,5 |R, = f et F2 = g

valeur propre instable de la matrice OwS — 27 M est 19 = 13.4444 + 3.075i et le vecteur propre
associé est :

0.0436415-0.03217691
—-0.0916431 - 0.400677:
0.047492 4+ 0.109129:
0.902194 + 01

— —_dre 1 ;dhim
Ag= = @)+

On initialise la simulation numérique avec la condition initiale :

Winit =W +5.1073 (cos(2nx)<D;e - sin(2nx)®;m) .

On prend 250 points de maillage sur une période en temps. Le signal est ensuite répété trois
fois sur les graphes. A t =0, interface et la surface libre sont périodiques de méme période
mais d’amplitudes différentes. Comme nous utilisons une perturbation de 5%o, les interfaces
sont proches de I'état stable.

Heights, t, = 0.0
3 T 1.2
hy
hy+hy oo
2.5 1.15
2 1.1
=
f 15 105 =
=
1 1
0.5 0.95
0 0.9
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

FIGURE 21: Hauteurs a ¢t =0

Notons que I’échelle est différente pour la surface libre et 'interface : I'échelle de gauche
correspond a la hauteur totale des deux fluides superposés A1+ kg, alors que 1’échelle de droite
correspond a la hauteur de la surface libre A 1. Ces échelles restent les mémes pour 1’état initial
et final.
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Heights, t, = 10.0001710369
1.2

1.15

h,

1 1.05

0.95

0.5

2.5

FIGURE 22: Hauteurs a ¢ = 10

On observe bien la formation de roll-waves au niveau de la surface libre mais aussi a

I'interface des deux fluides. De plus ces ondes sont en phase.
On effectue alors une transformée de Fourier en espace sur le signal obtenu a chaque temps
(figure 23), il est composé d’environ 60 amplitudes différentes ou les vingts premiéres sont
les plus importantes. Nous avons aussi tracé dans la figure 23 I’évolution en temps des deux

premiers modes : pour ¢ € [0, 1.2], les amplitudes des deux interface ne varie pas beaucoup et

pour ¢ €[1.2,2], il y a création de roll-waves avant de se stabiliser.

Time evolution of amplitude of the two first modes

0.2 | k.

0.15

0.1 :

amplitude

0.05
; !

0
time

FIGURE 23: Evolution en temps de 'amplitude des deux premiers modes



6.2 SIMULATIONS NUMERIQUES

6.2.2 Couche interne instable et couche externe stable

Comme souhaité, le modele utilisé produit donc des roll-waves dans le premier cas étudié.
On veut maintenant étudier un cas différent ou la couche interne sera instable et la couche
externe stable.

On prend alors f =0,2 |R,=f =0.1et F2 = . L'unique valeur propre instable de la

v2f
6

matrice OwS — 21 M est A3 =12.9785 + 3.07333: et le vecteur propre associé est :

0.0307893 —0.0100245:

g | 0:0979189-0413505i | _ o+ ipim
0.00564626 + 0.0685013i

0.902027 + 01

On initialise la simulation numérique avec la condition initiale :

Winic =W +5.1073 (cos(2nx)<l>£e —sin(27x) @’2"’) .

On prend 250 points de maillage sur une période en temps. Le signal est ensuite répété trois
fois sur les graphes. A ¢ = 0, 'interface et la surface libre sont périodiques de méme période
mais d’amplitudes différentes. Comme nous utilisons une perturbation de 0.5promille, les
interfaces sont proches de 1’état stable, il s’agit ici du méme état initial que celui de la partie
précédente mais un zoom plus important est fait ici. Rappelons que I’échelle est différente
pour la surface libre et I'interface : I'échelle de gauche correspond a la hauteur totale des deux
fluides superposés h1+ hg, alors que I’échelle de droite correspond a la hauteur de la surface
libre & 1. Ces échelles restent les mémes pour I’état initial et final.

On peut observer la hauteur des deux couches de fluide au temps ¢ =0 et au temps ¢ = 10 sur
les figures 24 et 25.

On peut voir sur la figure 24, que la simulation débute avec une surface libre perturbée et
une interface périodique. La surface libre a tendance a se stabiliser (cf figure 25) et I'interface
semble plutot étre de plus en plus perturbée.

On effectue alors une transformée de Fourier en espace sur le signal obtenu a chaque temps,
il est composé de moins de cinq amplitudes différentes o1 seulement la premieére porte toute
Iinformation du signal.

Le graphe 26 montre I’évolution en temps de 'amplitude des deux premiers modes.

L'amplitude du mode externe est élevée a ¢ = 0 mais elle décroit lentement alors que 'am-
plitude du mode interne pourtant tres faible au départ, augmente et finit 4 un peu plus de
3.1074.

La couche interne a donc bien tendance a se stabiliser alors que la couche interne est instable.

151



152

2.01

2.005

+h,

1.995

h

1.99

1.985

1.98

2.01

2.005

+h,

1.995

h

1.99 K

1.985

1.98

Heights, t, = 0.0

h, —
hy+hy -
0.5 1 1.5 2 2.5
X
FIGURE 24: Hauteurs a t =0
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FIGURE 25: Hauteurs a ¢ = 10
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Time evolution of amplitude of the two first modes
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FIGURE 26: Evolution en temps de 'amplitude des deux premiers modes
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ECOULEMENT DE DEUX FLUIDES ENTRE DEUX PLAQUES

ous étudions ici un écoulement bicouche 2D contenu entre deux plaques, il n’y a donc pas
de surface libre dans ce cas, ce qui ajoute une contrainte a notre probleme. On réalise
un développement asymptotique comme dans le chapitre 2. Toutefois cette méthode conduit
a un probléme au niveau de la condition de continuité des contraintes qui ne peut pas étre
vérifiée car le saut de la vitesse tangentielle est non nul a I'interface ([w] # 0). Dans ce chapitre
nous avons réglé ce probléme en ajoutant un degré de liberté a nos équations, c’est-a-dire en
faisant intervenir la pression un ordre plus t6t que normalement en posant § = @ (1). Nous
avons utilisé I'article de Charru et Fabre [13], ou ils font une étude d’écoulement bi-fluides
entre deux plaques mais ils n’ont pas considéré ce probleme de continuité a 'interface, il y a
donc une incompatibilité de leurs conditions limites avec cette étude. Néanmoins ce point ne
pose pas de probleme dans le cas d’ondes de petites amplitudes.

Dans ce chapitre, nous avons obtenu une asymptotique onde longue pour la description
des différents champs (vitesse et pression) au-dela du régime de petite amplitude qui était
le seul étudié rigoureusement jusqu’alors. Nous avons aussi réalisé un modele de pression et
contrainte a I'interface ou nous avons justifié les corrélations utilisées par Jurman et McCready
[24], bien que dans notre cas le gaz n’est pas turbulent. En effet ils ont proposé un modele
Saint-Venant pour un film liquide entrainé par un écoulement turbulent. Il s’agit d’'un modéle
qualitatif basé sur les résultats expérimentaux de Abrams et Hanratty [1] sur le cisaillement
d’un gaz au-dessus d’'une surface solide rugueuse (de forme sinusoidale). Nous avons également
écrit des modeles réduits a une et a deux équations.
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156 ECOULEMENT DE DEUX FLUIDES ENTRE DEUX PLAQUES

7.6 Stabilité linéaire 175

7.7 Solution a l'ordre 1 177

7.8 Equations moyennées 183
7.8.1 Modéle a une équation 183
7.8.2 Modele a deux équations 185

7.1 EQUATIONS DE L’ECOULEMENT

Ui

Soit U ; et p; lavitesse et la pression dans le fluide i, i = 1,2 ou l7i = ( ) dans le repere

w;
X= (x,2). Les équations de Navier-Stokes pour ’écoulement donnent pour Xe Q;aveci=1,2:

(7.1)

—

Vi Ui=0
. . 1 R .
o0.U; +(U; 'VX)Ui = —;V)?pi +g+ ViVXzUi
l

avec p; et v; les caractéristiques du fluide i, respectivement sa masse volumique et sa viscosité
cinématique et g la gravité.

Au fond on impose une condition de non-glissement, la paroi supérieure peut translater
(vitesse tangentielle non-nulle), et du fluide peut s’en échapper (vitesse normale non-nulle) :

Ullz=—p, = Wil=—p, =0 (7.2)

Uglz=p, =Up =Uoup, wal,=p, =Wp=Uowp

Ceci est illustré sur la figure 27 :

W,
vy
hs ¢ z
A U,
z hQ
r Y n f
—
Interface
hy
—hy \

%« Z

Vitesse nulle au fond

FIGURE 27: Ecoulement de deux fluides entre deux plaques



7.2 EQUATIONS ADIMENSIONNEES

On peut voir que A et ig sont les hauteurs moyennes des deux fluides et 1) représente 'écart
relatif a I'état d’équilibre.
A Pinterface entre les deux fluides, on raccorde la vitesse et les contraintes :

[ul=[w]=0

(7.3)
[£-Z7] =0, [A-Zf]=-0

avec la notation [¢] = (92— ¢1)|

z=1n "

_ ~\T
z=-pl +,u(VXUi + (VXUL-) ) et A qui représente la
courbure de I'interface. La pression de référence est fixée comme étant la pression du fluide
inférieur, a 'interface :

Pil,=p =Po(x)=p18hipo(x) (7.4)

Enfin on restreint 'étude au cas ou il n’y a pas de transfert de masse a 'interface entre les
deux fluides :

Nt = Wily=p = Nx Uil (7.5)
7.2 EQUATIONS ADIMENSIONNEES
7.2.1 Dimensions caractéristiques
On note les variables adimensionnées avec une tilde, et on fait la mise a I'échelle suivante :

x=Lx, u;=Uyi;, t=

(7.6)
z=¢eLz, w;,=¢eUow;, p=pi8hip.

avec L la longueur d’onde, Uy une vitesse caractéristique (vitesse a l'interface, vitesse
moyenne...). A partir de ces dimensions, on introduit les nombres adimensionnels usuels
suivants :

U2
Nombre de Froude : F?= —0,
gh1

_ p1haUo _ Uohy
H1 vy

Nombre de Reynolds: R (7.7)

B p1UZh4

g

Nombre de Weber : w
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ECOULEMENT DE DEUX FLUIDES ENTRE DEUX PLAQUES
auxquels on rajoute d,m,r les rapports des hauteurs, des viscosités et des masses volumiques :

h
=22 a2 P2 (7.8)

d_ >
h1 H1 P1

On peut définir ces ratios dans chaque couche en posant :

di=-1, dg=d, mi:&, ri=&, i1=1,2 (7.9)

H1 P1

La figure suivante correspond a la figure 27 qui a été adimensionnée. On ne travaillera plus
que dans ce cadre ci.

Wp
PV 7.
A Up
z
oLz . n
Interface
1

/%« Z

Vitesse nulle au fond

FIGURE 28: Ecoulement en variables adimensionnées

7.2.2 Equations de volume

Les équations de Navier-Stokes se développent telles que :

Uix+twi,=0
1 sinf m; 1 [,
{ atui+uiui’x+wiui’z:_Wpi’x+g?+r_i£(€ ui,xx"'ui,zz) , i=1,2
S + N 1 cos(9+mi 1, N
tWi TUW x TWiW; 2 = — Piz— __(5 Wi xx wi,zz)
e2rF? e2F2  r; eR



7.2 EQUATIONS ADIMENSIONNEES 159

7.2.3 Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

ullz:—]_ = wl'z:—l =0
Usgl,—q =up, wal—q=wp (7.10)

pl'z:r] =po(x)

avec les sauts a I'interface :

[ul=[w]=0

(7.11)
[£-Z7] =0, [A-Zi]=-0

2piuix—p  Hi(Uiz+wix)
pi(wiz+wix) 2piwi—p

9 .8 ) 1 mi( - 2 )
:p1U2 mlRuz,x sz R UjzTE wlz,x

m; &

# (uiz+€%wiy) 2miEwi,z ~ 7P

et ou 71,7,/ la normale, la tangente et la courbure s’écrivent :

. 1 ( —EMNy ) z 1 ( 1 )
n= ——F— s e —
1+¢e2n? 1 \/1+e2n2 \ €N

&2 _3
J£=_h Nex (1+€202) 2
1

Ainsi :
€n ( ! 2 ¢ Lo ( +€ )
x| g P m; S Ujyx - (Uiz Wi x
. p1U? F E R
2n =
1+¢e2n2 £ 1
—EMNx (uzz+5 wl,x)+2mLRwi,z_FTQP



160 ECOULEMENT DE DEUX FLUIDES ENTRE DEUX PLAQUES

et:
N U2 m
t->n 1:)_182172 Rl (2022 (Wi —uiy) +(1-€202) (wi, + 2w )
X
ple E(_477x5 Uix (1_52772) (uiz"'gzwix))
1+e2n92 R ’ T ’
De plus
4¢?
[miui,]= % [miwi ] &2 [miw; ] (7.12)
1-e%n%
Alors
n-Zn
U? 1 € m;
= lil—s2172(_ (1 + 821]?6) 72P +2mi1—2 (wi,z + Ezniui,x) - 25779:# (ui,z + szwi,x))
X

1 e 1-¢e2n? m;
_ 2 & X . v . 2.
=-pU (F2p+2R 1+62n92¢mlul’x+2gan(1+£21792c) (ul’z+€ wl’x)

On obtient 'expression suivante :

1 2 (102 O] e e 2 o)
€My 22 3
= anx (1 + 52773%) ’

Et en remplagant [m;u; .| par I'expression déja trouvée :

212

e“F -3
[p]= 7 (1+£2ni) .

eF2 1+¢&%n>
2—— ——= [mju, 4] (7.13)
R 1-¢n3
Et la condition d’'imperméabilité a I'interface est inchangée :

Nt = Wilg=y—Nx Uilz=y (7.14)
7.2.4 Lien avec Charru & Fabre
Dans I'adimensionnement de Charru et Fabre [13], la pression est adimensionnée par la

pression inertielle, le nombre de Weber est pris de l'ordre de € et leur nombre de Froude (F)
differe de la définition précédente :



7.3 EQUATIONS MOYENNEES

p=p1U2p
W=¢
Uz F2

_ _ _ _ 2
S Uongh a-n = ATnE=F

r

Le systeme d’équations décrivant la pression s’écrit sous la forme :

r;cos6 £
Piz= _(ll——r)Fr + mig (€2wi,xx + wi,zz) —&2r; (0pw; + ujw; x +wiw; ;)
-3 € 1+e2n?
\ [p] =€7)xx(1+£277?c) ’ - 1—{1_—8217326 [miu ]
X

Pil=py=po(x)
et donc I’équation sur la vitesse tangentielle est :
r; Rsinf eR

__—+_
mi 1-r)F, m;

ri 9
+—eR (atui Uiy +wiui,z) —E%Uj xx
m;

Pix

Ujzz =

On retrouve bien ’équation (7) de Charru et Fabre :

r
Uizze= —€R(Oiui+ujuix+wiu;;),

m;
3R

€
2 4
+26%W; yoz — ri(Quwi +uiwi +wiw; ;) + € Wi rxx

1

(7.15)

(7.16)

(7.17)

Probleme : Si dans cette expression (7.16) on veut garder les termes de pression, il faut alors
avoir eR = 0 (1) or dans la condition (8h) de Charru et Fabre, le Reynolds est explicitement

donné comme étant en O (1).

7.3 EQUATIONS MOYENNEES

Le débit dans chaque couche s’écrit :

n d
q1 :f uidz qo =f uodz
-1 n

qu’on peut résumer par la formule suivante :

. rdi
qi=(—1)1[ u;dz
n

(7.18)
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162 ECOULEMENT DE DEUX FLUIDES ENTRE DEUX PLAQUES

On utilise la formule de dérivation suivante :

di di
f @y (x,2,t)dz = (f (p(x,z,t)dz) + (oc,m(x,2),8) 15 (x, 2) (7.19)
U 1

(x,t) (x,t) x
7.3.1 Conservation de la masse

On intégre ’équation de conservation de la masse :

di di di
f (ui,x+wi,z)dz =f ui,xdz+f w; dz
n n n

d;

= (f uidz) 0y wily + wilg, — wily

n x
=(-1)'qix+t@—Dwp—1n;

ce qui nous donne :

i+1

Ne+(-1)""qix+(1-Dw, =0, i=1,2 (7.20)

7.3.2 Modéle & deux équations
La conservation de la quantité de mouvement suivant X s’écrit :
d;

f (Gtui Uil .t wiui,z) dz

n i ;
= f (atui + (ul)x +Wwiug), —u; (ui,x + wi,z)) dz

ndi

:fn (dtui +(u?))x+(wiui),z)dz

d;
:(f uidz) +1e wily +
n t

. d;
=(-D'qis+ ([ u?dz) + uily (N +nx wily — wily) + winilg,
n

X

d;
f u?dz) + 1y u?| twiuilg, —wiuil,
0 n

X

. d;
=(-1)q;s+ U u?dz) +(i-Dwpu,
n

X

or:

atui TUU T WU =—

Dix+ EUjxxTUizz
riF? eF? r; eR

1 sind m; 1 (2 )



7.4 ASYMPTOTIQUE ONDE LONGUE

Donc :
di( 0 Asin@ m; 1l 4
f __pi,x+—+__(£ ui,xx+ui,zz))dz
r; ri
SN
== Pixdz i—1n
r
miliB 71. | ‘B m; 82 d; . d
o G PR T R TR

En utilisant la conservation de la masse, on obtient :

N +(=1"1g; =0
‘ n 5 [ .
1 (—1)l+1q,-,t+(f u?dz) + f pixdz+(1-Dwpu, , 1=1,2 (7.21)
d; « TriBJq 0
_1m;(riAsin6 m;e“ (N
= Br_z (Tz (Tl—di)+ ui,z|n— ui’zidi) + r_zﬁ 5 u; xxdz

On peut prendre indifféremment le systéme avec comme variables (17,<I1) ou (n,qz). Si on
choisit la couche inférieure comme référence, on obtient :

Netqix= 0
n S
) Q1,t+(f u%dz) +—f pi1xdz (7.22)
-1 x ,6 -1
L (1500 1+ 1)+ sl il )+ 5 [ uned
= - sin u —U; — u z
,3 n 1,z n i,2|-1 ﬂ ) 1,xx

7.4 ASYMPTOTIQUE ONDE LONGUE

Dans cette partie on met en place un paramétrage servant pour réaliser un développement
formel des champs de pression et de vitesse.

Les systémes d’équations différentielles a résoudre pour la pression et les deux composantes
de la vitesses sont :

eF?
Piz= —rijcosf + mi—R (£2wi,xx + wi,zz) - 82riF2 (atwi TUW; T+ wiwi,z)
22 3 2 2.2
_&eF 2 2\ "2 _,EF” 1+emmy (7.23)
[p]= W nxx(1+£ nx) -2 R 1—5277325 [miui,x]

Pilz=p=po ()
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et:
r; Rsin0 eR ri
Ujzz = —i? + Wpi,x + ;lifR (dtui tUU;xt+ wiui,z) - fzui,xx
4¢

[miuiz] = T [miti ] — € [miw; ]

X Ty (7.24)
[u]=0
uil,=—1=0
Ugly=q = Up
Wiz="Ujx

=0

J (7.25)
w1|2:_1 =0
waly=q = wp

On introduit alors «, 3,0,x,1 de nouveaux nombres adimensionnels dérivés du Reynolds, du
Froude et du Weber :
3 eF? eR 3 e2F? R

RoPER 0t oty Mg

a
Ainsi les systémes se réécrivent :

_ 2

Piz=-Ticos0+am; (e°w; vy + Wi z2) — aPri (Ow; + ujw; x + w;iw; ;)
2.2

8 1+e%n;

[P]=Kknxx (L+€%03) 2 — 20— [miu; ] (7.26)
1-¢e4ny
pllz:n =P0(x)
et:
ri o, . 6 ri 9
Uiz, =——Asin(@)+ —pj; .+ —ﬁ(@tui +Uily +wiu,~,z) —E°U; xx
m; 0 m; m;
4¢
[miuiz] = 1% [miniy] - € [miw; ]
{ & (7.27)
[u]=0
LL1|Z:_1 =0
Ugl,=q =up

Les équations sur w restent les mémes.
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7.4.1 Validité du développement

On fait les hypothéses suivantes, de maniére a conserver les termes de pression dans le
développement de la vitesse :

a,fxl, 6,4, x=0(1) (7.28)

Sion pose R =¢" et A = ¢! alors

a<e=el<cloel>121<0
B<e=>r>0

521>t >151+41<0>1<-1
donc I'asymptotique est réalisée sous les hypothéses suivantes :

R=¢", r>0

A=¢, 1<-1

Ce qui donne :

2
a<e®, 6=1
5 A 1 ou encore (7.29)

> —
&

Les systemes a résoudre pour obtenir la vitesse et la pression jusqu’a 'ordre deux sont les
suivants :

Piz=-ricos0+0 (%)
[p]= KNy + O (%) (7.30)
pl'z:n =DPo (x)

et:

[miuiz] =0(e?)
wil=0 (7.31)

ul'z:—l =0

ri o, . 6 ri
Ujzz = ——/1S1ﬂ(9)+ ;pi,x + ;ﬁ(atui +uu; . +wiui,z) +0 (82)
14 15

u2|2:d = up
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Wiz="Ujx
[w]=0

wily=-1=0

(7.32)
Walz=q = Wp
7.4.2 Pression
L'équation de la pression s’intégre facilement et donne :
pi=po()+(n-2)ricos0+ (i~ ke +0 (¢ (7.33)
Le gradient de pression s’écrit :

Pix = P0x(X)+1xr;cosO+ (i —1)KNyxx + O (62) (7.34)

7.4.3 Développement de la vitesse et de la pression

La vitesse et la pression de référence s’écrivent comme la somme de la solution uniforme, la
solution stationnaire en x (notée par une barre), une perturbation d’ordre zéro qui donne la
solution non-uniforme, et une perturbation en e et en § :

u;(z,x,t) =u;(2)+ uﬁo) (z,x,t)+ Euglg) (z,x,t)+ ﬁu%(z,x, t)+O(2)

)

—5— . 0 1 2 (7.35)
pO,x(x,t) —pO,x+p0,x(x,t)+£p0’x(x,t)+6(5 )

Par commodité, nous utiliserons la notation suivante, ce qui permet de traiter ensemble les
(1)

deux développements en ¢ et § pour la vitesse (méme si mathématiquement u ;" n’est pas
bornée) :
o _. O, B D
Upm SUictelip (7.36)

ui(z,x,t) =u;@)+ ugo)(z,x, t)+ suél)(z,x,t) +0(£2)

En intégrant directement le gradient pression on obtient la pression en tous points des
fluides :

Die = Do +127: €080 + (i = Ditcxe + Dy ) (5,8) + 2D, (5,2)+ O (2] (7.37)

De méme la vitesse a la paroi se décompose en une partie constante et une partie variable
enx:

up@,t) =dp+ul (x,1) (7.38)

wy(x,8) =0+w (x,)
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7.4.4 Solution uniforme

On pose :

iy=0, w=0, ;=0 n=0
Les systémes a résoudre deviennent :

_ ri . N
Uize = —;Asm(@) + ;po’x
13 13

[midiz], =0

[@i],=0=0

u1|z:—1 =0

ﬁ2|z:d = L-tp
avec :

| 3Ki2-K11+Ki0=0
2
%Kzg +dK21+Koo =1

T .
K22 =—P0x— —Asinf
m m

K12 =mKjyy
Ainsi :
2
m z
u; = — (ng— +K212) + Koo
m; 2
ou:

A
Ko = — (epox —rsin(0))
m

1 _ m—d?
K21:d+m(uP+d(1 dI){22
m +
Koo = 1, - 20D e
20 d+m(up 5 22)

Vitesse a linterface

Si la vitesse de référence est la vitesse a l'interface, alors :

1=1u1l,—0=usl,—0 =Ko =Ko

(7.39)

(7.40)

(7.41)
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2 m+d
Koy = 7
22 d(1+d)(”p m )
1 d“—-m
Koy =— |g, +——7"
2 d(1+d)(up+ m )

La solution uniforme est donc donnée par :

G =2 7 _

a1 —d(1+d)(m(1+z)(up 1)+d(d-2))+1
iy = —— ((1+z)(a —1)+d(d_2))+1
“2 Taatad) P m

La constante K99 dimensionnée vaut :

2

,ulllfo (m - p28 sin@)

mK22 = 5p0,x —-riA=

et donc :

d(1+d)
m+d

Up= —

% _
— Up+ 2_M1 (p2gs1n9 —Po,x)

Si K99 =0 (1 =0 et Py =constante) (écoulement de type Couette : uniquement le mouvement de
la paroi supérieure), on a :

_m
Uo_m+dUP
u1=z+1
ﬁ2=%+1

dans le cas U, = 0 (paroi immobile) et § = 0 (fond plat) (Poiseuille)

%
__1p ad+d)

Uo= 20 0 m+d

_ 2 2 _
ul_—d(1+d)(d m (m+d)z)+1
i —;(—(1+z)+d(d_z))+1
27 d(1+d)
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7.4.5 Solution a Uordre 0

Vitesse tangentielle

Le systeme a résoudre est :

0
2O (pﬁ)o,)ﬁnxr cosO+ (i — 1)K77xxx)

1,22
[m, (u, 2+ u(o))] 0
[ui + u(io)] =0

0) (s 0
u a =@ -Du,

(7.42)

i

z=

Alors la perturbation de la vitesse s’écrit :
)
u(O) (z- 17) (pg); +1.ricosf+ (i — 1)1<17xxx) + u(o)

i f U0
= (i-Duf)

+(z—d;)

Z:ﬂ

WO= O
15 13

2

z+d; 1)
( i —77) (pg)) +nericosO+(i— 1)K77xxx) + u(O)

Z:T)

(x,t) se trouve avec le raccord de la vitesse et

et la valeur des contraintes a I'interface u(0)|

de la contrainte a I'interface :
[ml(ul2+u(0))] [m u(o)] 0

(7.43)
4] = =21 = (m - 1) (KQZE +sz)

© comme inconnue :

le raccord des dérivées permet de ne garder que u

2,z z=n
0) _ 0)
ul,z z=n =m u2,z z=n
et donc :
. z—d; [(z+d;
u(io):(z—l)ug))+—.l 5 L —n)é( © T xTi cosH+(z—1)Knxxx)+m ug); n]
1
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et le raccord des vitesses permet de trouver u, :
< lz=n

2 2
(ﬂ—d) -m (TI“‘ 1) 5p(0)

2
(m—1) (K} + Korn) = ul -

2m 0.
2 2
o (n-d) -m(n+1) 517, cos0 (7.44)
2m
(n-d) ©

mais u(20) dépend de la perturbation de la pression de référence Poy ) (x,%) qui est inconnue.
=1

Vitesse normale

Ona:

i,z m

w® = _,©®

_d, |
- a-iufl+ = (6nx( (0)+77x’"icose+(l_1)m7xxx)_m( o

i)

z—d; Z+d' .
SN

or w(o) L= (i- l)w(o) donc w(o) =(- l)w(o) / (0)(()df, et:
z= d

w®= (1- z)((z duf)-w)

(z—- d) ‘
+2—’m (57]95 (pg)j)c +1nyricost+ (i — 1)1<1;xxx) - m(u(zol

(z=d) o z+2di\(
’ 2m; 6(17_ 3 )( 0,xx

-

+ NxxlicosO + (i — 1)1<17xxxx)

On peut avoir une équation différentielle sur la pression pgc en écrivant le raccord de w(O)

mais c’est assez lourd a résoudre.

Débit volumique total

Considérons plutot le débit volumique total @ . @ est la somme du débit de ’écoulement
liquide et du débit de I’écoulement gazeux :

n d
Q :f uldz+f ugdz
_1 n

D’apres la formule 7.20, la variation du débit suivant x vaut :

Qx:qu+qu:_w$)
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n d
Q: = (f uldz+f uzdz)
-1 n x

n d
=/1 u1xdz + 1y Uily=y +[ ug xdz — 1y ugl=p
- n

n d
= _flwl,zdz_f w2,zd2_nx[ui]
- n

= [w;]-w$ —n.lu;]

Or on a déja assuré la continuité de la vitesse [u;] = 0 donc @, + wfuo) = [w;] = 0. On peut

remplacer la condition de continuité de la vitesse normale par un débit total constant. Si on
suppose qu’il existe une abscisse de I’écoulement pour laquelle les perturbations du débit et
de la vitesse normale s’annulent, le débit est donné plus simplement a ’aide de ’écoulement
uniforme :

Qx, 0+ f Wy (E,0)dE = @ (x, 8) + B (x,8) = 1 + o (7.45)

ou:

et si on exprime ce débit avec I’écoulement uniforme et la perturbation, on obtient :

d;
@ =|["(mo+u¢rn)u|+o@

+ + +0(g)

d;
| @

z

fzoai(odc

fo L

d;
- f u!? (¢, x,1)dl | +O(e)

d 0
=f az<odz+f a1(Q)d¢ -
0

fozﬁi(()dl

=qo+q1— + +0(¢)

d;
[ wP e na

[ “ai0a

et:

d;
[ | u§°)<c,x,t>dc] =

[a@a)-["uproe
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Appelons WV les variations de la solution uniforme autour de 7 :

z

-

UK n?
a; (O)dl| = (1—m)(K22E +K213)

De plus :

d;
| w0cwna =G-ni-2u

_(2—011')2
2m;

z+2d; i
( 5 l_n)5(pg)0;+nxr COSH+(l—1)K7’xxx)+mu(20:

)

et:

)(0) (”_d)Z_ (77+1) O

d;
(0)
[ uanna] (- 5 2
d - 1
( - m o+ )617 cosf
d)? 1
( 57<77xxx + (77 ) (TI+ ) PYN()
3m
Introduisons les notations suivantes :
(n-d)’-m(n+1)®
F =
() -
(7.46)
G( ) r(n—d)3—m(n+1)3
o= 6m
Alors :
[[ (0)(( x t)d(] (0) -mF, u(zoi +2G 61, cosO
2 |z=y
-d
) 61<nxxx+2F5p(0)
3m
Ainsi :

3
x -d
Y- f w® = (d -n)u® - mF, (°)| +2F5p(0)+2G5nxcos0+(n3 )(anxxx (7.47)
m

On peut remarquer que dans I’équation de continuité de la vitesse (7.44) apparaissent les
dérivéesde F, G, H,et V¥ :

2
~d
~Wy=ul) +mFpuy)| ,F 10Dy, Gydn cos - (T’Zm) KT (7.48)
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Les deux équations (7.47) et (7.48) forment un systéme linéaire en u, et p(o) :
=1
% (0) © © © (n-a)®
V- [fw, =(d-n)u, —-mF, Uss|, n+2F(5p +2G 61, cosh + o OKNxx
Oy 0| ~Fy5p) - Gyonscosd (n-d)
¥y =up +mFpyu, 2 Py, n0nxcost — om KN xxx

Comme 2FF, - F,zl #0, le systéme linéaire peut étre résolu, et on trouve :

-1 x
mu‘z"; » :(2FF,,,,—F,2,) [F,,(‘I’— f w§,°>)_sz —(2F +(d -n)Fy)uy

-d -d
+2(FG',7 —GF,,)&]x cosO + (77 - ) (F— (77 3 )F,,)(Sknxxx

-1
6p(0) :(2Fan—F3) [Fnﬂ(\y_f (O)) FyW¥y— (Fy+ (d—n) Fyy) uyy)

—-d 2(n—-d
+ (F,,G,, - 2GF,m) O6nycosf + (n2m) (Fn - (nT)an)5K7]xxx]

On peut linéariser ces équations :

-1
= (zF(O)F,,,, (0)—F2 (0)) [— (Fp) (0)+1Fp,(0)) f wS —2nF (0) ¥, (0)
—(2F (0) + dF;(0) + 1 (Fyy (0) + dFy; (0))) Y
2
+2(F (0)Gy (0) — G(0) F,y (0)) 577 cos0 + % (F©@+4F,0) 51<nxxx]

mu2z

+0 (n?)

-1
5P = (2F (0)Fyy (0)-F2(0)) [— (Fyy (0) + nFn (0)) f O _1F, (0) ¥, (0)
~ (Fp(0)+dF 5 (0) + nd Fy (0))
d2
+(Fy (0)Gy (0)=2G (0)Fyy (0) 81056+ - — (4 (0)+ & F,, (0) 51<nxxx]

+0 (n?)

Ce qui s’écrit aussi :
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-1
Ol = ((d2—m)2+4md(1+d)2) [Gm(zn(m+d)—d2+m)fwg’)
+4mnKa1 (1—m) (m +d®) +6m (2m +3dm —d®+3n (d? + m +2md)) u

+2md?(1+d)(1-7)8n,cos0 — 2md? (1 +d) 6xMxax | + O (0?)

mu
Z=1

e [0 andc ] zmtrm-on - [l

+2mnKa1 (1-m) (m +d?) +6m (m +2dm +d? +2nd (m - 1)) u’
—(rd*+4mrd? + 3mrd? + 3md? + 4md + m2) 61, cos 0
~d?(d? +3m +4dm) 6xnex| + O (0?)

Les résultats de Charru et Fabre [13] s’obtiennent en prenant 1) = en(ex, t) (petites perturba-

tions) et ug)) = wg)) =0:

© —2F (0) ¥, (0) 4m(m—-1)(m +d?3)
mug | _ =10 Ty 2l 2 2
#lz=n (2F (0) Fyy (0) - F7 (0)) (d2 - m)* +4md (1+d)
4
—F,(0)¥,,(0) 6m (d?-m)(m—1)
pE)OJ)C =7 n nm ¢ :K2177 ( > ) .
’ (2F (0)Fy; (0)— F7(0)) (d2-m)* +amd (1 +d)
8
0) 0)
@23 T gmPox
] u(O)
© 22lz=n 6 (0
U =7 4 3mPox

7.5 MODELE DE PRESSION ET CONTRAINTE A L'INTERFACE

Jurman et McCready [24] ont proposé un modéle Saint-Venant pour un film liquide entrainé
par un écoulement turbulent. Il s’agit d'un modele qualitatif basé sur les résultats expérimen-
taux de Abrams et Hanratty [1] sur le cisaillement d'un gaz au-dessus d’'une surface solide
rugueuse (de forme sinusoidale). Bien que dans notre cas le gaz n’est pas turbulent, on peut
justifier les corrélations utilisées.

Si on garde les dérivées de 1 en espace, c’est-a-dire en prenant n = en(x,t) on peut écrire

la contrainte a l'interface 1 = m u(zoi (ainsi que la pression) sous une forme 751+ T5i7y
*lz=n
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ainsi que proposé dans I’article de Jurman et McCready [24]. On retrouve effectivement une
expression analogue, mais qui contient aussi un terme correctif de tension de surface :

T =TegN+TsiNx+ Talxxx
o Kadm(m- 1)(m+d3)
7 (cl2—m)2+4md(1+ol)2
3
o __2md®5cosf(d+D(r-1)
” (d2-m)? +4md (1 +d)?
o 2md26x (1+d)
T (d2-m)? +dmd (1+d)?

La pression s’écrit sous la méme forme

o) _ 0) 0) 0)
6p0,x - 5p0,x,srn + apO,x,sinx + apO,x,Knxxx

o _ 6m(d*-m)(m-1)
(d2-m)®+4md (1+d)?

©0) 6cos9(d4r+3d2m+3mrd2+m2+4rd3m+4md)

(d2-m)®+4md (1+d)?

© d?%6x (d? +3m +4md)
OPoyx =~ 2
o (d2-m)" +4md (1+d)?

7.6 STABILITE LINEAIRE

On cherche a écrire 'équation linéarisée pour ensuite étudier la stabilité linéaire.
L'équation régissant I'écoulement est :

Nig+q12=0

De plus :

) _ : 0)
u, = @C-1u,
z—d;

+

m;

Z+di
2

0)
2,z

_n)6(pgl)c +1,ricosf+ (i — 1)1<17xxx) +mu

.
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et:

n+1 -2
( ) ((_773 —n)&(pg?i+nxcost9)+mu(£;

)

n
q1(7) =f1(a1+u§°))(c,x,t)d(+@(e)

=(n+1) (m(K22172—n—1 + Ko (n—l))+1)

6 2

2
1
A (g

2
o3 (n+1)6 (pgfg)c + 1y cos@)) +0(¢)

Proposition 10. Le systeme linéaire associé est :

(0)

mu, = ((d2 —m)®+4md 1+ d)2)_1 [4mnKa1 (1 —m)(m +d?)

z=n
+2md?(1+d)(1-r)dn,cos0 — 2md? (1 +d) 6k Ny | + O (172)

) -1
spy, = ((d2-m)*+4md (1 +d)?) " [2mnKa(1—m) (m+d?)
- (rd4 +4mrd?®+3mrd?+3md? +4md + mz) Onycosb
~d?(d? +3m +4dm) 6kNxxx| + O (n?)
On a alors :

g1 =n.+((d2-m)* +4md(1+d)2)‘1 [gmnxK21(1_m)(m+d3)
—% ((d2 - m)2 +4md(1+ d)2) OMxx cOsO + md2(1+d)(1- )01y cosO
+% (rd*+4mrd3 +3mrd? + 3md? + 4md + m2) 61, cos6
—md?(1+d) KN yxxx + %d2 (d? +8m +4dm) K Nxxxx
+0 (e +1?)

On se place dans le cas petite amplitude en prenant n = en(ex,t) et ug)) = w1(00) =0, on retrouve

les coefficients de Charru et Fabre [13] :
0)
3m Ug, -

Ne+n. |1+ =0 (¢)
61

e+, =0 ()
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3m u(zol ~ —26pg);
O =14 =1
2md?(1-m)(d +1
C 14Ky md“(1-m)( )

(d2-m)®+4md (1+d)?

En linéarisant la vitesse autour de n(¢,x) =0, on obtient :

md2(1+d)(1-m)

(d2-m)® +4md (1+d)?
.\ 8d3 (m +d) (KN gxxx — Nax (1 — 1) cos0)

3. (A2~ m)” +4md (1 +d)?)

CE)O) = K20 + 2K21

8d3(m +d) (KN yxxx — Nax (1 —7)cos6)
3 ((d2 - m)” +4md (1+d)?)

= K20 +L(m,d) +

On obtient ’équation de dispersion en posant 7 = e!**~®% dans 'équation 7, + cg)o)nx =0:

6d3(m +d)((1-r)cosb +xk?)

w =k (Koo +L(m,d))—ik> 5
3k ((d2 - m)” +4md (1 +d)?)

)
la célérité des ondes est ¢, = §Rz = Koo+ L(m,d) et le taux de croissance temporelle est

36d3 (m+d)((1-r)cosd +xk?)

w; =Sw = qui définit une fréquence critique 2. donnée par :

3k ((d2-m)” +4md (1+dy?)

(r—1)cosf
2 = (- Lcost
K
donc l'ordre zéro est linéairement instable pour les k& < k. seulement si le fluide le plus lourd se
7
trouve au-dessus (r >1ou 8 > 5). Sans la tension de surface, le systéme est instable.

7.7 SOLUTION A L’ORDRE 1

Maintenant que nous avons un développement complet des champs de vitesse et de pression
a l'ordre 0, nous pouvons les utiliser pour développer la solution a I'ordre suivant et écrire des
modeles a deux équations.
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Vitesse tangentielle

La perturbation de la vitesse a 'ordre 1 est solution du systéme suivant :

1)
' = p(l) E(atu@ (u +u(0)) (0)+w(0) (u,z+u(0)))
122 m; Ox m; € i 1,
(1)]
m;u 0
[ o (7.49)
ik
uP| =0
v Z:di
ou :
0 0 0
u(l ) :f z T] nx,nxxx,ufu),pgi, _T])
0 _ ) .0 () 0) 0 )
w; =flzm, a5 Mocxe> Nxaaes Nocxzaes Up >, Wp ™5 Ug :Tl’(u2’2 z:ﬂ) ’pox’p()xx)
0) 0) 0
Us, 2=n M5 Macs Nacxxes Up 7pr )
0 0 0
Pgi =f|n nx,nxxx:ufu),[wfu))

De plus, on peut transformer la dérivée temporelle de la surface libre en une dérivée spatiale
en utilisant la relation :

ni=-q ) +0()
et donc :

u®

122 = 21,02, Max, Mo > M, U ( ) ug),)x,fwg)),wg)))

Ainsi les termes faisant intervenir les dérivées de la vitesse se mettent sous la forme d’'un
polyndme en z dont les coefficients ne dépendent que de 7, de ses dérivées et de la vitesse de la
paroi supérieure (les coefficients ¢;; sont entierement déterminés par les résultats de 'ordre
0):

Otugo) + (u + u(O)) © w(o) (ul s+ u(o))

y - (7.50)
Z (J— 1Dy (77 N> Moo Nocaces Noxacxcoe > U (0) ug?jc’fwg))’w;m) 2

Donc la perturbation a lordre 1 de la vitesse s’integre facilement :

u = 2 TLE S 1
zzz m; Ox m; Ej=2 ¥



7.7 SOLUTION A L’ORDRE 1

@ — D

i,z l z

e

lZn

§ @, riBd. J-1_j-1
+le=n)smpg ot Y (e -0
m; € ;-9
Le raccord des contraintes a l'interface s’écrit :

(1) ne

(1) _
[mu ] muQ,Zn 12"—0
ou:
@_ 1 e o, B J-1_ -1
ui,Z:; muz,z‘n+(z—n)5p0,x+ri;ZJ¢ij(z -n )
i j=2
et:
1 1 a
O alp], [
i Ja; v
—d; 1 di 1
_zmi (m u(2,; n+(z+2 )6p( ) +rlﬁ26 2(/)1.1( ))
Or:
= 1ok et o1k S ek
. kgi-1-k  _ +1 3j-1- J-
(Z_dz)zz di - Z di —ZZ di
k=0 k=0 k=0
Lo piop e kit
— p P _ -
= ZZ d; ZZ d;
p=1 k=0
Jj-1 . ol - .
= zpdf_p+zJ—szd{_ —d{
p:l k=1
=zj—df
donc

m; 22

d; +d;
o a_{m<n{4a;_ o)or +rif 35 oyl - WIU

J=2k=0

(6] ‘

Il reste & déterminer u,,| et p(l) La continuité de la vitesse donne :

[ugl)] = ﬂ—d)—m(77+1)) u(zll n_((n_d)z—m(n+1) )Z(jnpi)l;
2 i
ijé;:: (r(sz (n-d) (nkdj_l_k _j”j_l) —m(n+1) ¢y, (ﬂk (—1)y "1k _jnf—l))
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Ainsi :

o] _ (1 16
[ui ]— mFy, uzz -F 5p

ﬁz( P2 (1= = (@71 = i1 d) = 1 (A= + (12 = i)

(1)

— (1)
= mFy, u22 —F 6p

£ 6 . . . .
i, 2 (A=D1 (repaj—maprj) = (repo; (@1 = jn/ ™) d + mpy; (-1~ = jn/ 1))
j=2

Conservation du débit

On procéde comme a l'ordre zéro, en poussant le développement du débit jusqu’a 'ordre
suivant :

d;
@ =|[ (B@+uCr o+ en ¢ xn)a| +06)

d;

= f _L
z
d;

= [ _l
0

d 0
f a2(5>dc+f a1 ()dl -
0 -1

z
| a
0

d;
(1@ x 0+ euP @2, 0) de | +0(e)

z

d;
(1@ %)+ 2u" ¢ x,0) AL | + O

z ¥4

d;
(1@ %0+ 2uP €2, 1) dE | + 0

z
| a
0

d;
(u(io) ,x,t)+ Eu(il) (¢, t)) d¢

z

=q2+q1— +0(e%)

z

avec :

d;
U (u(io)((,x,t)+£u(il)((,x,t)) dC] =

z X
f ﬁi(odz] - f wy) +0(e?)
0
On obtient comme condition :

d;
[ u@mna| -0
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et:
d; 2
eN _ (z=dy) 1 z2+2d; W
l u; ((,x,t)d{ __2—rm(m 227]+£-T 6p
+ +1 2
ri B 6 JdJ 2/ J 1% di
+—E | ——————+2d] - n-
mieg"b”( J+1 ? 2
(z—d;)? a z+2d; o))
" om (muZZ T 1)%P0s
r
+—’EZ Y i - di)(Fa " = o)
m; & J=2k=0
alors :

di
[ fz u(il)((,x,t)d(] = 2F5p)) — anu(Zl’ln

B s s+l j+l 2
Jja’r " —n \n*-d )
+i P [ d] J g
mj§:2, (’"(/’21( i+l n 9
_]( 1)j+1 T]J+1 ) ) __11,]2+1))
— -+ _1.]_ J LA
m¢y( i1 n(=1y —jn 5

Pour simplifier, posons :
6 _ .
i (2,m) = Y- 91 (n) (+7 - ]
j=2
On a alors :

6 .
[@;1= Y oi(n/ —d/) =1, (0 —(-1Y)

=2

6 .
[ri®; ] = Z2J'17’ “Hrpz; - ¢1))
£

sz = (g + Dl — jaitt — 2t
/2 i ngjﬂ(Z(” )] -] =27"1)
[ 2 [T o] = S L (a0 - ja)ar =)
miJ, " = 2m]+1

¢J

1 (G +D+)) = 1y -/t
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La vitesse tangentielle se réécrit donc :

5 ri B
uf=(e—dpa}+ (s~ d}) 5 = pg+ e Lo (1)
avec :
a} =ma2+17x [7‘ ;]

et:

di al 5 r d;
fz utdz =-(z-d;)* (71 +(z+2di)6—mipé7x)+nx—lé ®;dz

d; 1
f u;dz
V4

La conservation du débit total conduit a ’équation suivante :

1 6 218 Bri (¢
:Fa2+G%p0yx+(17+l) [riq)i,z]-an; ; q)idZ
1 Jz

2
1) n+1 r; (%
Fa%+G%p(1)yx:—nx§(( ) [riq)i,z]"' —lfz ®;dz )

i

Solution de lordre 1

Gréce a la continuité de la vitesse, on a :

%@i] —(n+1) [riq>i,z])

12

[uzl]— Fhay- Gn6 ,x+77x§(

o B
1 1
Frag +GU%P0x =77x;(

>

r—?cpi] _(n+1) [ricpi,z])

On obtient le systéme résultant :

(n+1)

Fa2+G— =

O,x [7‘ (DL z

[ [

n+1 r(I)lz)

E

E

4 p
Fna%“‘an E(

Comme FG;—GF, #0, le systéme admet une solution.

Proposition 11. La perturbation a lordre 1 de la vitesse tangentielle s’écrit sous la forme :

0 ri
u; Lo (z- d)a +(z —d2)%p0yx+nx#§(l)i(z,n)
1



7.8 EQUATIONS MOYENNEES

ott les coefficients p(l) cet aé sont donnés par :

p
5 o Mk ( r; ]
omP0x =7, —ar, L m
+1 ;[
+(F,,(17 )—F)(n+1)[riq>iz]+F,,i @idz)
2 ’ m;Jz
3 al :maé+nx§[ri®i,z]
o =g (6] ol
2 " GF,-FG,\" |m; *
+1 ;[
+(G,7M—G (n+1) [ri®;.] + Gy if CDidz)
2 ’ m; Jz

et ou interviennent les fonctions F et G définies par l'équation 7.46 page 172 et des coefficients ©
définis par les relations 7.51 page 181 et 7.50 page 178.

Vitesse normale

A partir du résultat précédent, on peut écrire la perturbation a I'ordre 1 de la vitesse normale.

En effet,on a :

5
wl, =-ul = —G-d) (nxa},n ] o+ @A) | gD g+ Ty — .pé,x,n,nx))
13 13
.
_ig (T]iq)i,r] + nqu)i)
2 (z—d;)
wll - [d. wil,((()dc - 2 l (Tlxal{n + nxxa},n,nx + SLmi (z+2d;) (nxp(l),x,n + nxxp(l),x,n,nx))

T (g 5 01 (6 ) 1 94 () )

7.8 EQUATIONS MOYENNEES
On integre la vitesse tangentielle de chaque fluide sur leur hauteur afin de trouver le

débit correspondant, et les équations de ’écoulement pour obtenir un systéme d’équations
hauteur-débit.

7.8.1 Modeéle & une équation

Ona:

e = wilz:n —TNx uilzzn
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ou :
n d
CI1=[ uidz, (I2=f ugdz
-1 n
et:
. rdi . d;
qiz(—l)‘f uidz = (-1)'g; =f u;dz
n n
De plus :
di di
f (uir+wiz)dz = ([ uidz) + 1y Uily + Wilg, — wily
n n x
:(_l)lQi,x_nt
Donc :
ne+(-1)"1g; =0
En posant :
m 0 (d; d;
Ai =K20—di(m—iag+—i(jp8,x+ El(ri—l)H?(r—ri))l//))
o
B; =Koy +ag+n—(r—ri)w (7.52)
m
Ci =mK22+6(p8)x+(ri—1)1//)
on trouve :
m 22
u; ZAi+Z—Bi+ Ci+@(£)
i m;
=Ko +Zmﬂi(K21+§K22)
+mii(z—di)[mag+n6(r—ri)u/]
+2Lmi(z2—d?) [pg’x‘f'(l”i—l)W]
+0 (¢)
et:

2 2
. n“+nd;+d;
(_l)Hl(]i:(TI_di) (Ai+(17+di) 2m Bi+ ! Ci +0 (¢)

m; 6m;

Ce qui permet d’écrire la proposition suivante :
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Proposition 12. Le modeéle & une équation sur la hauteur s’écrit sous deux formes équivalentes

2 _
N+ ((n+ 1) (Al +(n-1) gBl 41 6n+cl)) =0 (¢)

2 d d2
e Cz)) —0()
X

d
( - )Bg-i-
6m

Ui
e+ ((n—d) (Az +
ott les coefficients A;, B;, C; sont définis par les relations 7.52 page précédente.

On peut également retrouver ce modele sous la forme d'une équation de transport a la vitesse

¢ (n) en partant de la condition d’imperméabilité & I'interface :

= wi'z:r] —MNx ui'z:n

|

|

|

|

|

Nt
=—Tlx0(fl)
= —1x(¢(n) +co(n) +ec1(n) +0 (%)
ou :
w1l
c(n) = uil, - , 1 =co(n) +ec1(n)
X
m 2
C_:—. K22%+K2117)+K20
12
m n?
co(n) = K22§+K2177)+K20
13
n—di(.(n+d; (n+d;))ri—-D+2n(r—r;)
T ey
(m-d;)" (n+2d; 6
L . lm_i((pg,x)n+(ri—1)wn)+a?yn
-1
=(n+1) (%6pg’x +n6(r—-Dy+ ngzg +ma2)
(n+1)? (n-2
L (Tépg,xn+a1”7)+n+1
On a donc :
ne = w1|17_77x ullq

= w(1)|n—nx(a1|n+ u(1)|n)+@’(£)

=—nxco(n) +0(e)

7.8.2 Modéle a deux équations

On part des équations moyennées exactes 7.21 page 163 que 'on rapelle ici :
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ne+(=1)*lg; . =0

. n 5 n .
1 D rgi+ U u?dz) +— | pindz ,i=1,2
di « riBJa; ,
_ 1m; (r;Asinf m; € n
- E’"_z ( m; (Tl—di) + ui,zl,7 - ui,z|di + T_LF 9 Ujxxdz

On peut prendre indifféremment le systéme avec comme variables (1,q1) ou (1,g2). Si on
choisit la couche inférieure comme référence, on obtient :

Ne+q12=0

n o, 5
Q1,t+(f uldz) +—f P1.dz
-1 x PBJa

1 K
= B (Asin@(n+ 1) + u172|n - u1,z|_1) + %f_lui,xxdz

A

Et en ne retenant les termes que jusqu’a 'ordre 1 :
Nt+91.=0

n o "
2
+ u dz) +—f «dz
qit (-/;1 1 B _1p1,

= % (Asin@(n+ 1)+ u1,2|77 - ul,z'—l) +@(%)

A

Une autre solution consiste a considérer non pas le débit d’'une seule des deux couches, mais
le débit massique total g1 +rqq :

(I-r)n:+(q1+rqe), =0

n d 5 rd
(q1+rq2)t+(f u%dz+rf ugdz) +—f pxdz
-1 n ﬁ -1

X

A

7

1 m
=3 (/lsine(n+ 1+r(d-n))+—uoz|, - ul,z|_1) +0
r

Il y a plusieurs termes a expliciter :

— lintégrale de la pression % f(Z_ pixdz;

— la contrainte a la paroi %"'f—; (ui,z|17 - ui,2|di) ;

— lintégrale du carré de la vitesse fg u?dz.
Les deux premiers termes vont étre traités ensemble car ils sont tous les deux en /—13 et néces-
sitent d’utiliser les développements a l'ordre 1.



7.8 EQUATIONS MOYENNEES

Contrainte a la paroi et pression

La pression vérifie les équations suivantes :

Dix Zm"'(ri—1)1//(n)+pg)x+€p(l),x+@’(£2)
fndipxdz =(d;-n) (;T,,ﬁpg,x +epg, +(ri- 1)w) +0(c?)

et la vitesse est telle que :

m 0
Ujz= — Koz +Ko1)+z— (pgx +(ri— 1)w) +a¥+eaj
m; m; >

€0 1 i el 2
t2—ph 1P Y. jijz T +0(e?)
m; m; ;-2

i

m 1) ed
(n—d;) (EKm + . (Pg,x +(r; - 1)1!/) + ;P(l),x)

ui,Z| ‘ui,2|d =
n i i

+1 iﬁiﬂb"(ﬂj‘l—d'j‘l)%’(sz)
xmi j=2 Y '

m 0 (o 0 1
ui,z|n = s (Koon + Koa1) +n;i (po’x +(r; - 1)w) ta; +ea;
+77Ep0)x+anﬁJ;2J¢)l]z +@’(8 )

Ainsi :

m; 0

d;
F(ui,z|n_ui,z|di)+5[7 pxdz

1 5___ 6 - .
Z(W—di)(mBKm—Epo,x +77xrijg,2j¢ij(77] 1_a;/ 1)+@(%)

1 6 - -
= rﬁsine (di —77) T 1xT; Z.](,bij (T’J ! —d/ l) +@(%)
j=2

Le systéeme précédent devient :

ne+(-1)"1g; =0

A

(-1 g+ (fn u?dz) = %sin@(n—di)(ri -r)
d.

1 X

1Y g0 (1= ) v 5)

Il ne manque que les intégrales de u2....

(7.53)

(7.54)

(7.55)
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Intégrale du carré de la vitesse

On rappelle que la vitesse s’écrit :

d? d:
L_ti+u? :K20—2—L5(p8x+(ri—1)1//)——L(mag+1}5(r—ri)w)
1
+z(—K21+—(ma2+176(r ri )w))
m; m;
> 0
m; 2 2m; (Po,x'*‘(’“i—l)ll/)

et en utilisant les coefficients A;, B;, C; définis 7.52 page 184 :

2
m z
u; =Ai+Z—Bi+—Ci
m; 2m;

En introduisant la vitesse moyenne dans chaque couche :

1 [ i +d; m . P+ndi+d?
C— D A n —Bj+——(;
vi di—nfn i &i=n i i 2 m; 6m; '

d; +nd; +d?
! f u?= A§+—AB (n+d;)+ —AC —32 e ndi+d
di-nJy ' 3

m 1 +ledz+nd?+d? 9 1 nt+n3d; +nd? +n?d? +d}
+BiCi—2 i o
m? 4 m 20

i i

et:

9 9 1 m?2 9
u? = Aj +277 AB +n —AiCi+—2Bi
m; m

i

1 17
m 2
+B;C; mln +C ? 1
2 92 2
9 m n?+nd;+d? m o (n+di)
U? =Ai+EAiBi(T]+d)+—ACT+m—?BiT
2
m (772+77di+di2) (n+d;) 1 (n2+ndi+d?)
+B,C;— vor T
m’ 6 m’ 36

2 2
Cgiéln +7nd; +4d;
13

2B,(mB +Ci(n+d;))+ '

_ 2

1 fd‘ 2 o (n=di)" [m
u' i -

n m; i
m

i
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avec :

2 42 , 2
&41} +7nd; +4d;

7.56
m?2 15 ( )

C.
Ri ZBi (Bi+—1(n+di))+
m

On a alors tous les éléments pour écrire le sytéme réduit énoncé dans la proposition suivante :

Proposition 13. Le systéme réduit a deux équations de I’écoulement s’écrit sous la forme :

Nt +(=1)"1gq; =0

< (—1)i+1ql',t+((di_77) (v?+——2Ri)) =%sin0(n—di)(ri—r) ,i=1,2 (7.57)

10 g0 (- w0 5)

ot i =1 ou 2 selon que l’on choissise la couche du bas ou du haut comme référence, et les

coefficients A;, B;, C;, R; et ¢;; sont définis par les relations 7.52 page 184, 7.56 et 7.50 page 178.

Le systéeme s’écrit en variables (n,ql) de la maniere suivante :

Ng+q12=0

A

n+1 12

2 3
1
q1,t+( q; +(’7+ ) m2R,

= %sinQ(n+1)(1—r) (7.58)
6 X
0 Z

2
b1 [+ (=1) @(E_)
J2J<Plj(77 1) vo |

Sachant que les débits q1 et qo sont reliés par la relation :

qixtq2x= _wg))
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APPLICATIONS NUMERIQUES : ECOULEMENT CISAILLE

ans ce dernier chapitre, nous appliquons nos modéles a des écoulements cisaillés : films

liquides plans et verticaux avec écoulement de gaz. Les expériences utilisées ici ont été

réalisées a 'Onera par Gilles Heid et dans le travail de thése de Marie Lalo [29], mais tous
deux ne s’intéressent pas exactement aux mémes phénomeénes que nous.
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8.2.2 Régimes de comportement d'un film liquide mince soumis a un ci-
saillement aérodynamique 195

8.2.3 Code de calcul 195
8.2.4 Tests numériques 196

8.1 APPLICATION AUX EXPERIENCES DE GILLES HEID

On s’intéresse ici uniquement a décrire la dynamique d’un liquide incompressible newtonien
soumis a une contrainte de cisaillement a I'interface avec le gaz et a des forces capillaires,
et s’écoulant sur un fond plat. Deux types de modeéles sont dérivés a partir des équations de
Navier-Stokes. La méthode de dérivation est la suivante : aprés une mise a ’échelle appropriée
des équations de Navier Stokes, en faisant les hypothéses de pression hydrostatique et de
profil parabolique de la vitesse tangentielle, les solutions des équations sont développées
asymptotiquement autour d’une solution d’équilibre. Ce développement se fait par rapport a
un petit parametre ¢ , appelé parametre onde longue, rapport entre la hauteur du film et d'une
longueur caractéristique.

8.1.1 Modéle a une équation a lordre 1

Avec I'expression Av calculée jusqu’a 'ordre un en € , on peut affiner le modele & une équation,
qui s’écrit sous la forme d’'un probleme d’advection-diffusion non-linéaire avec un terme de
tension de surface supplémentaire. Ce modéle peut se réécrire en variables dimensionnées :

2 3

(10;h + 0 (%r + % (Kaf;xxh - pgaxh)) =0 (82) :
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ou u est la viscosité dynamique, 7 est la contrainte de cisaillement exercée par le gaz sur le
liquide, « la tension de surface, p la masse volumique et g la gravité.

8.1.2 Application

La rugosité qui apparait dans le montage expérimental peut étre considéré, du point de vue
de la modélisation, comme un fond variable. Pour déterminer la valeur de la contrainte de
cisaillement exercée par le gaz sur le film, puisque ’écoulement gazeux est donc totalement
développé lorsqu’il arrive sur le film liquide, on peut utiliser 'abaque de Moody, ou la formule
de Colebrook (ce qui donne sensiblement les mémes résultats) :

ApgU?Z
ET g

1. —0.86861n 251
Vi VIR,

avec A = 1% et ol les variables indicée avec un 'g’ représentent les grandeurs relatives au gaz.

Par itérations successives, on obtient A =~ 0.014, et donc 7, = 1.95[Pa]. Les premiers résultats
obtenus par Gilles Heid de ’Onera de Toulouse, sont présentés sur la figure 29. La courbe
(en rouge) représente la hauteur retrouvée a partir des modeles, et les symboles (en vert)
correspondent aux trois hauteurs de mesures : hauteur minimale, hauteur moyenne et hauteur
maximale du film, sont tracées pour différents débits.

Néanmoins, le modele ne permet pas de retrouver les instabilités de surface. Différents

problémes se posent :

e le choix d’'un modele de pression du gaz sur le film (par exemple celui de la théorie des
profils minces);

o le fait que les modeles — de par la méthode de dérivation — ne capturent que les instabi-
lités de grande longueur d’onde, alors que les instabilités produites par la rugosité sont
strement petites;

o le fait que 'asymptotique soit réalisée autour d’une solution d’équilibre constante, alors
que le film physique est décroissant.

8.2 MOYENS ET RESULTATS EXPERIMENTAUX DE MARIE LALO

Nous allons présenter ici les expériences réalisées dans la these de Lalo [29], auxquelles
nous comparerons les résultats de nos modeles.



Epaisseur du film (u m)

FIGURE 29: Comparaison entre la hauteur moyenne calculée et les hauteurs mesurées

8.2 MOYENS ET RESULTATS EXPERIMENTAUX DE MARIE LALO
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8.2.1 Dispositif expérimental de mesure de la phase liquide

Un réservoir pressurisé relié aux réseaux d’air comprimé a 7 bars et d’eau de ’Onera assure

une alimentation liquide continue de la maquette.

La maquette d’injection (figure 30) est équipée d’un réservoir alimenté suivant deux entrées
opposées ce qui assure un film liquide uniformément réparti sur sa largeur. La nappe liquide a
une largeur de 40mm et une épaisseur variable selon la maquette d’injection utilisée : 300um,

600um et 1mm.

FIGURE 30: Schémas de principe et photographies de la maquette d’injection, vues de face et de profil

Llactionneur doit étre monté avec une précontrainte, c’est a dire un serrage qui lui est imposé
et qui évite tout risque de décollement des couches de céramiques le constituant. Le montage

final est présenté sur la figure 30.
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Les axes ont été choisis comme illustré sur la figure 31.

46 mm
PR

AIR E-i AIR |
2 :
. Z7‘ ﬂ !hr Z/ ) ﬂ |
X b Y |
[ i
! |
iz { bg !
Coordonnées " ; ! :

de mesure { B r’ —A0mm

SHIVANEE. © LA e
PR Y220 ¥=+20
Largeur de mesure Y=0
suivant X Coordonnées de mesure suivant Y
Vue de profil Vue de face

FIGURE 31: Localisation des points de mesure LDA

Pour ces expériences, M.Lalo a utilisé de I'eau et de l'air a 20°C avec les parameétres donnés
dans le tableau 8.

TABLE 8: Parametres des expériences de M.Lalo

Eau (a 20°C) | Air (a 20°C) Valeur min. | Valeur max.
p (kg/m?) 998.21 1.2 Vg (m/s) 10 100
v (m%s) | 1.003810°¢ 1.51075 Vi (m/s) 0.23 2.32
u(kg/m.s) | 1.0021073 1.81075 h; (mm) 0.3 1
o (kg/s?) 0.07275 -
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8.2.2 Régimes de comportement d’un film liquide mince soumis a un cisaillement aérodyna-
mique

Marie Lalo [29] a positionné les comportements du film liquide décrits ci-dessus ainsi que
leurs frontiéres en fonction des vitesses liquide et gaz : la figure 32 présente la carte obtenue
pour h; =300um.

801, (g " Domaine d'étude .
i
0 i
1
1
Film élargi et -
%01 totalement perturbé !
I
80 1 i
1
1
1
ol \‘:
Film "ouvert"” et progression vers :
0 I'amont de la zone perturbee :
;
1
Apparition d'ondes !
2+ longitudinales sur lesbords '
: | Film liquide convergent |
4 1 A
" ! | Transition varsun
' écoulement turbulent
. —v . V{{rmis)
] : = : ; { R
0 05 o 1 15 2 2 25

FIGURE 32: Régimes de comportement du film liquide en fonction des vitesses liquide et gaz pour
h; =300um — Vues de face.

8.2.3 Code de calcul

Pour simuler numériquement ces écoulements, le code SLOSH a été utilisé. Ce code, déve-
loppé par Chanteperdrix [12] est basé sur un modéle bi-fluide compressible pour les écoulements
diphasique a surface libre, et résout les équations de Navier-Stokes. Dans ce modéle les deux
fluides sont considérés comme non miscibles, et on utilise en plus des variables propres a
chaque fluide (masse volumique, vitesse, pression) la fraction volumique du premier fluide a.
Le second fluide a alors pour fraction volumique 1 — a. On peut alors introduire des quantités
mélangées sous la forme

Om =apr+(1-a)ps, (8.1)

bien qu’il n’y ait pas physiquement de mélange.

Afin de représenter correctement les expériences, deux nouvelles conditions aux limites
ont été introduites. D’abord au fond une condition d’adhérence partout sauf sur une zone
d’injection ou1 une vitesse est imposée pour injecter un débit fixé. Puis, aprés avoir rencontré
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des problémes pour réaliser un écoulement subsonique, une condition de pression imposée en
sortie. Comme on ne peut pas imposer directement la pression, il faut trouver les valeurs de p;
et pa2 correspondantes. La pression est définie comme pour (8.1) :

p*=api(p1)+1-a)p2(p2)

Autour d’un état de référence (p(o), p(o)), et pour un faible nombre de Mach, la loi d’état des

fluides peut se linéariser et détermine la pression :

0 0
PFPE )+C?(Pi_P(i ))

on a alors
p*= ac%pl +(1- a)c%pz +a (p(lo) - p(lo)c%) +(1-a) (p(zo) - cgpg)))
En faisant intervenir la masse volumique « de mélange » :
p=ap1+(l—-a)ps
on obtient les conditions sur p; et pg pour imposer une pression p*

o =l -t alpt?-Pt) -t

e Gt B et

8.2.4 Tests numériques

Définition de I’écoulement de Blasius

H. Blasius a étudié, en 1908, le cas le plus simple d’écoulement a couche limite sur une
plaque plane (cf Cousteix [15]). On considére une plaque plane mince infinie en aval. Le plan
de la plaque est paralléle a la direction de ’écoulement a 'infini en amont de I’écoulement ;
Porigine des axes est pris au bord d’attaque de ’écoulement.

On introduit la variable adimensionnelle np = y(%)% ou u, est la vitesse maximale de
I’écoulement (c’est-a-dire a la surface libre), et on pose :

u=1ucdp,f (1)

ou f est la fonction courant telle que :

_ u)_( oy
el )
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L'équation de conservation de la masse est automatiquement satisfaite. On a :

DI

vue)

1
v=-dy=3 ( - (nBOnsf — ) (8.2)

et 'équation de quantité de mouvement devient une EDP ordinaire du troisiéme ordre :

foy,f+205,f=0 (8.3)

avec les conditions limites :

{ennB:O, f=0 et 0p,f=0
quand ng — oo, 0p,f =1

A la paroi, les conditions limites imposent v =0(f =0) et u =0 (05 f =0). Malheureusement
I’équation (8.3) n’est pas intégrable analytiquement. On I'intégre entre n* = 0 et une valeur
assez grande de %, avec les conditions limites :

enn*=0,f" :O,a,,BfZOetG%szl
A cette frontiére, on trouve une valeur de f* & partir de laquelle on calcule k pour que
f=1=Fkf*. On a alors la fonction f (n*) et donc f (ng). Cette solution fournit la distribution

de la vitesse longitudinale en fonction de la distance a la paroi.
On constate que ’épaisseur de couche limite définie par u = 0.99u, est a peu pres :

00.99=5

UeX
v

La solution de Blasius donne encore la distribution de la vitesse verticale (équation (8.2)).
On remarque alors que lorsque 1 augmente, elle devient constante, mais elle n’est pas nulle.

La distribution du frottement a I'intérieur de la couche limite est donnée par :
Ut
— relz 52
T = UU, (vx) O, f
La contrainte pariétale est donc :

1 1
2

Tp = fille (%)2 0%, f (0) = puu, (%) x 0.332 (8.4)
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Représentation et paramétres de Uexpérience

Pour réaliser des films minces, M.Lalo injecte de ’eau dans un écoulement d’air établi suivant
la figure 33.

L'écoulement gazeux (air) est initialisé avec un profil de Blasius ayant une vitesse de 20 m/s
a4 0.07m du bord d’attaque. On injecte alors a 0.074 m du début de I'écoulement gazeux (quand
celui-ci est établi) un fluide, ici de eau, avec un débit de Qo = 8.10 4 m?/s.

L'écoulement liquide est un écoulement de Poiseuille dans une conduite de 300 um de

300
hauteur. Ce qui se traduit par une injection de W um = 1.16 mm de largeur, avec un profil
sin

parabolique incliné de 15° par rapport a la verticale (c-a-d {5 = 0.262rad). Notons que cet
écoulement est vertical et donc soumis a la force de pesanteur d’un intensité de 9.81m/s?.

Les calculs sont réalisés avec 300 points de maillage selon x et 50 points selon y pour le code
Navier-Stokes et 600 points pour le code Saint-Venant 1D. Le code SLOSH est utilisé comme
référence pour tester le modele a deux équations (code Saint-Venant).

Les caractéristiques de I'eau et de l'air sont les mémes que celles prises par M.Lalo (cf
tableau 8).

Les parameétres utilisés pour les simulations sont résumés dans le tableau 9.

Vitesse du gaz Uga> =20m/s
Débit du liquide Qo=8-10"*m?/s
Largeur d’injection 1.16-103m
Début de I'injection 74-102%m
Fréquences des perturbations 500Hz et 7T50Hz
Maillage 300 x 50 points (Navier-Stokes)
600 points (Modele Saint-Venant)

TABLE 9: Parameétres des simulations numériques
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FIGURE 33: Schéma de ’écoulement
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Gaz seul

On cherche d’abord a établir un écoulement gazeux pour retrouver la solution de Blasius.
Pour ne pas avoir a mailler un domaine trop grand, on impose a I’entrée un profil de vitesse
solution de Blasius a4 7 em du bord d’attaque.

u, t=0.0200001153207

0.0020 20.00001942
17.50000000
0.0015 15.00000000
12.50000000
= 0.0010 10.00000000 =
7.50000000
0.0005 5.00000000
2.50000000
00000070 0.075 0.080 0.085 0.090 0.095 000000000
€T
u(z = 0.074) v(x =0.074)
0.0020 ‘ 0.0020 — ‘
|
|
0.0015 | 10.0015 | .
|
= 0.0010 | 0.0010} | .
1
1
0.0005 0.0005 .
|
000005 5 10 15 20" %% 00 0.01 0.0z 0.03 0.04 0.05 006
u v

FIGURE 34: Profils des vitesses de ’écoulement gazeux (en pointillés : résultat théoriques)

Sur le graphique 34 on a représenté :
— en haut la vitesse tangentielle ainsi que 1’épaisseur de la couche limite définie par dg g9 =
{y1OVU 0. = 0.99} ;
— en-dessous les profils de la vitesse tangentielle et la vitesse normale en x = 0.074m,
c’est-a-dire a I’endroit ou le liquide sera injecté.
Les résultats prédits par la solution de Blasius sont tracés en pointillés noirs, et les résultats
numériques en traits pleins.
Les résultats numériques coincident bien avec la théorie, méme si sur le graphe de droite, la
vitesse normale semble plus éloignée du profil théorique elle reste toutefois quasi-négligeable.
Ceci nous permet donc de valider ’écoulement gazeux et d’utiliser le résultat pour initialiser
les calculs avec le film liquide.
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Ecoulement stationnaire avec film

A partir du moment ot ’écoulement gazeux est établi on commence a injecter de 'eau. La
figure 35 montre la fraction volumique «a et la hauteur du film lorsque celui-ci est établi. La
hauteur est définie comme I'intégrale de la fraction volumique sur la hauteur. On peut observer
qu’il y a un mélange des deux fluides a I'interface.

o, t=0.0400004122227

0.0020

0.0015

= 0.0010

0.0005

00000070

0.075 0.080 0.085 0.090 0.095 0.100
T

FIGURE 35: Hauteur de I’écoulement stationnaire

Les profils de vitesse sont affichés sur la figure 36. A gauche on retrouve le profil de vitesse
de Blasius qui est imposé a I’'entrée, et a droite le profil au milieu de la veine (x = 0.085m) ou
on voit qu'un profil en forme de Poiseuille est établi dans le film et se raccorde avec le profil de
Blasius dans le gaz.

La contrainte du gaz sur le film a I'interface est tracée sur la figure 37, en trait continu la
valeur calculée numériquement, en pointillés la contrainte théorique donnée par ’équation
8.4. On peut observer que la courbe reste trés proche de la contrainte du Blasius, malgré la
perturbation en x = 0.074 due a 'injection.

Modeéle de type Saint-Venant

On utilise le modele (4.237) page 109 a deux équations sur la hauteur et le débit sous forme
dimensionnée qui s’écrit sous la forme suivante :

h q 0
0y + 0, = 2(1 +ﬁ v (8.5)
q f(h,q) 0 2T0 3Pg IJh
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u, t=0.0400004122227

0.0020 21
18
0.0015 15
12
= 0.0010 s
9
0.0005 6
3
0'00%9070 0.075 0.080 0.085 0.090 0.095 0
xT
u(z = 0.07) u(z = 0.085)
0.0020 T 0.0020 T
0.0015 40.0015 F
= 0.0010 | + 0.0010 | b
0.0005 40.0005 | R
0-0000 5 1‘0 1‘5 200'0000 5 lb 1‘5
u u
FIGURE 36: Epaisseur de couche limite et profil de vitesses
ou:
1(1 C 1(1 C; C
fU) =Crhv?+ = (— - —1) e (— St —2) htpgT
w3 4 w\2 3 30 8.6
+— —-————-—|h°p +——|—=—hhy,
w\5 9 75 p 3|2

et comme on vient de le voir 7 est la contrainte de Blasius donnée par 8.4.

Enfin on fixe les parameétres C1 = 1 et Co = 3 pour vérifier les conditions définies au chapitre 3
page 35.

Afin d’étre plus proche des résultats donnés par le code SLOSH on utilise une hauteur
d’injection de 250 um (cf figure 38).

Ecoulement perturbé

On fait alors varier la vitesse d’injection en ajoutant une perturbation de la forme :

U =Uy(1+0.05sin(27f))
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7, t=0.0400004122227
1.0 T T T
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F1GURE 37: Contrainte tangentielle
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FIGURE 38: Hauteurs stationnaires

pour f =500Hz et f =750Hz. Les résultats sont présentés sur les figures 39 et 40. (Attention,
les échelles ne sont pas les mémes pour le calcul avec le code SLOSH et le calcul avec le code
Saint-Venant).

Analyse par transformée de Fourier

Afin d’analyser plus en détails les résultats, on opére une transformée de Fourier en espace
a chaque instant de la hauteur a laquelle on a retiré la hauteur d’équilibre pour ne garder
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a, t=0.0699007591234 t = 0.0748004019138
0.0020 0.0010
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code SLOSH code Saint Venant (C; =1, C9=3)

FIGURE 39: Hauteurs pour f =500H,

a, 1= 0.0699007505539 ) t = 0.0750006146095
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code SLOSH code Saint Venant (C; =1, C9 =3)

FIGURE 40: Hauteurs pour f = 750H,

que les perturbations. On peut alors suivre la fréquence la plus excitée au cours du temps. La
figure 41 représente cette évolution pour le code SLOSH (pris comme référence) et le modele a
deux équations.

On trouve un bon accord entre les deux codes, la croissance suivie d’'une saturation est bien
capturée par le modele pourtant beaucoup plus simple (car 1D au lieu de 2D).

Cependant les longueurs d’ondes les plus instables pour le code Navier-Stokes et le code
Saint-Venant ne sont pas les mémes. On peut voir ces valeurs dans le tableau 10.

Cette différence peut s’expliquer simplement. Dans la partie Stabilité linéaire (et lien avec
Orr-Sommerfeld) ( 3.7 page 43), on a montré que le taux de croissance et le nombre d’onde le

Navier-Stokes | modéle Saint-Venant
f=500Hz 6.76 mm 5.52mm
f=T7T50Hz 4.55mm 3. 76 mm

TABLE 10: Longueurs d’ondes les plus amplifiées
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FIGURE 41: Courbes de croissance

plus excité dépendent des parametres C; et Cs. Ainsi si on choisit C; = 1.06 et Cy = 3 alors on
trouve que la longueur d’onde vaut 6.72 mm pour le modéle Saint-Venant avec f = 500 Hz, ce
qui correspond a la valeur donnée par le code SLOSH. Sur la figure 42, on voit que le modeéle
Saint-Venant avec C1 = 1.06 approche mieux la solution de Navier-Stokes. Par ailleurs, 'aspect
des vagues est différent, comme on le voit sur la figure.

R t = 0.0750005520759
0.00007 0.0010

0.00006
0.00005
/ 0.0006
0.00004
0.00003
/ 0.0004 2 A

DN AVAVAVAY

0.0002

0.00001

0.00000 L L 0.0000
Woto 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.075 0.080 0.085 0.090 0.095 0.100
x

Courbes de croissance Hauteur

FIGURE 42: Résultats pour f =500H,, C1 =1.06 et Co =3

Conclusion

Le modele Saint-Venant donne qualitativement les mémes résultats que les équations de
Navier-Stokes, mais surtout permet un gain en temps de calcul énorme, puisqu’on passe
d’une résolution 2D a une résolution 1D. Par contre on peut modifier la longueur d’onde la
plus amplifiée et le taux de croissance ¢ = k2s99(C1,C2) + k%549 (C1,C2) (voir Stabilité linéaire
(et lien avec Orr-Sommerfeld)) en jouant sur les parametres C; et Co sans avoir de moyen
systématique pour trouver les valeurs les plus précises.

Pour poursuivre I’étude, il y a deux principales pistes a explorer : pour lever la dépendance
en C; et Cq il faudrait étudier écrire les modeles a 'ordre suivant en &, comme l'ont fait (dans
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le cas du film ruisselant sur un plan incliné) Ruyer-Quil et Manneville [48, 50], Vila [563]. Un
autre axe serait de considérer comme écoulement de référence non pas un écoulement de
Poiseuille, mais un écoulement de Blasius.



CONCLUSION

Dans cette these, nous avons écrit des modeéles simplifiés des équations de Navier-Stokes
pour des écoulements de type films minces en passant des modeles complets en trois
dimensions (resp. 2D) a des modéles en deux dimensions (resp. 1D).

Dans la premiére partie nous avons établi les équations de Navier-Stokes générales décrivant
la dynamique d’un film liquide mince s’écoulant sur une paroi quelconque en rotation. A partir
de ces équations nous avons montré comment il est possible, en intégrant les équations sur
la hauteur du film et en réalisant un développement asymptotique de la solution autour d’'un
écoulement uniforme stationnaire d’écrire des modeles simplifiés. Nous avons étudié le cas
simple d’un écoulement 2D sur un plan incliné. Deux familles de modeéles sont proposées : des
modeles a une équation sur la hauteur (modeles de type équation de Benney), et des modéles a
deux équations sur la hauteur et le débit (modeles de type systéme Saint-Venant ou shallow-
water). Les modeéles a une équation ne sont pas stables numériquement pour les écoulements
instables, mais les modeles a deux équations (qui contiennent les modéles a une équation) sont
eux plus robustes. Les modeles a deux équations sont paramétrés par deux constantes. En
analysant les propriétés des modeéles, nous donnons des ensembles de valeurs possibles pour
ces constantes afin de préserver 'hyperbolicité du systéme et pour avoir une entropie. Enfin,
nous avons montré que les premiers termes du développement en onde longue de la stabilité
linéaire du systéme Saint-Venant sont compatibles avec la théorie d’'Orr-Sommerfeld pour le
systéme des équations de Navier-Stokes.

Nous nous sommes ensuite intéressé a la description d’écoulements plus complexes. Dans la
deuxieéme partie de cette thése, nous avons établi des modeéles analogues a ceux trouvés dans
la premiére partie, mais pour des écoulements sur des surfaces quelconques caractérisés par
leurs courbures. Linfluence de 'écoulement gazeux est modélisé par 'introduction d'un terme
de contrainte et d’'un terme de pression extérieure a la surface libre du film. Ceci a fait 'objet
d’un article Boutounet et al. [6].

Puis, pour étudier plus en détail les interactions entre le film et le gaz, nous avons considéré
des écoulements multicouches : une couche de liquide recouverte par une couche de gaz. Deux
possibilités ont été explorées : le cas de deux couches a surface rigide, et le cas a surface
libre. Dans le cas de ’écoulement a surface libre, nous avons montré a I'aide de simulations
numériques qu’il est possible d’avoir la couche externe stable alors que la couche interne est
instable. Les résultats ont été soumis pour publication (Boutounet et al. [7]).

Enfin, dans la derniére partie de la these, nous avons étudié un cas réel de film liquide mince

soumis a un cisaillement aérodynamique. Nous avons comparé les résultats obtenus par un
code de calcul résolvant les équations de Navier-Stokes et les résultats donnés par les modeles
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a deux équations (hauteur-débit). Les modeéles utilisés ont permis de retrouver qualitativement
les mémes résultats que le code Navier-Stokes, tout en permettant un gain en temps de calcul
(d'un facteur 100) puisqu’on passe d’un calcul 2D a un calcul 1D.

Pour avoir une description compléte de I'écoulement, il manque encore un modéle pour le
front du film. Cela permettrait de continuer les simulations numériques déja réalisées afin
d’observer les effets de pincement de ’écoulement (en 3D). Une étude des problémes au niveau
du front est en cours (Roux [46]) il reste a raccorder la solution au front avec la solution du film
mince.
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DEMONSTRATIONS DES LEMMES

Preuve du lemme 1 page 62. La matrice de rotation est par construction une matrice ortho-
gonale, on a donc

RIQ=Id=> 0;(Q'Q)=0 (A1)

Développons le membre de gauche
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de la méme maniére, on développe GE_E’;’ et on remplace 'expression de 0%?X par la relation
Y 44

précédente :
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Revenons a I’égalité initiale avec ces nouveaux résultats :

R Pin,i Fin,j d 1 3P 7P oD 5 TP
0ijot, a0 = —25201+ FL0n+ FLOin—h Z( LER0; B + L Edo; BY)

L
hin hni i
= =27+ O + faln—’g—22Epa E? - Mg+ hfam (A.5)
p:
h. h d —>p —
=fea e o e S BB
Ce qui donne apres réarrangement des termes :
u PD A 7D P j hin
ZEnagiEj = h}- 5in_h_;6ij
p=1 i jn=1,...d (A.6)
_(pta.
- (Q aéQ)n,j,i:L...,d
De plus, pour i,j,n=1,...,d -1,
e = Loap 2p mda wd
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= Y Ebo: EP ~Ede;: E¢
i J i J
p=1
Le dernier terme est nul :
nd
Ej = ﬁjazfj
_ -1
=hjc ((G;X) s)j
d-1 I (A.8)
=-c) EVE]
p=1
=0
et donc :
a-1_ . .
ZlEflOgiE‘; = ,IZJ’ Oin— #6”’ (A9)
p:

Preuve du lemme 2 page 67. Les symboles de Christoffel sont donnés par la formule
M = A@?EX-V-V (A.10)

On rappelle 'expression de I'inverse de la matrice jacobienne du changement de coordonnées :

- X -
A-1=agX:( O S ) (A.11)
%stagX c
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Chaque composante de la matrice est dérivée par rapport a ér, p=1,...,d:

- 0z, (06X -0,
0z, (O;X) :( fp( 4 ) &S )
s s

Oz, (8'06X)  0gc

(A.12)
_ agp (agX) —agps
- t
agp (s?) 0£X+ %Stagp (a§X) —%Stagps
En multipliant par la jacobienne
Adg, (0|
~ ( (0:X) ' dd-ss) c(0:X)'s ) 0z, (0;X) ~0,5
gt ¢ 0z, (2)0rX+ L5, (0,X) -S0p,8 (A.13)

[ (06X)7H (0, (0X) + 50z, (£)0:X) - (36X) oz,
B cdz, (£)0,X 0

Le vecteur g se dérive simplement a I’aide de la relation 4.17 :

t t

05(5 ) ! (afs)t(1d+ %) (A.14)
C

(4 4

ce qui permet d’expliciter Aag,, (03 9) :

A0, (0,%) =( 0 )

0

A0, (0:X) =A0g(0,%) :( -(afxg‘lags )z( _f ) (A.15)
[ (0eX)7(02,X+5(0gs)" (1d+ 55 ) 0,X]

Adg (OEX) = ( (ags)t(1d+‘°’c—f)65X

Et apres deux produits contractés avec le vecteur vitesse covariante, on obtient le résultat final

M =Mo(V)-2VHV
M =VH'MIV (A.16)
MoV = (0gX) ! (02X -V-V+.us)
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O
Preuve du lemme 3 page 67. Rappelons d’abord quelques formules obtenues dans la sec-
tion 4.1.1 page 59

(aéx)i,jzl,...,d—l = hjE; A1D
((0:%)7Y) = L -
¢ ij=l,..,d-1 M1
mik;
Hij-1,.d4-1= #50 (A.18)
1
M1 =125, ; (A.19)
ij=1,....d-1 1Yl .

(HM)5y g1 =mikihidi; (A.20)
D'ou :
-l
M= Zlvpmpkphp (A.21)
o=
D’autre part
-1 2D D
((65X) S)i:l ,,,,, -1 h_ipzlEiEd =0 (A.22)
—152 15 2 q
((6‘5X) affx)ijpzl d-1 T 2 B0, (h/E )
yeeey gq=1
d-1_ N N
-4 1E‘g (hy.p B +0g,Eny) (A.23)
q:
d-1
hi h; o =
= 720ij+ 7 E‘ilag Eg
g=1
D’apres le lemme 1,
d-1 L s - B
ZEL. angj = #5@ — 7 0jp (A.24)
g=1 ij,p=1,...d

ce qui permet de conclure :

-1 hi, hij h;
((06%) ag(sx)ijp:1 PREE R R (A.25)



DEMONSTRATIONS DES LEMMES 215

d-1
(Mo Vit 41 =1 (2hl oVi— 12l lv,,)vp (A.26)
p=1
1d—l A N
Mizi, g =1 Y (2hipVi- 120V, )V, -2V RRY, (A.27)
p=1

O
Preuve du lemme 4 page 68. Le tenseur des contraintes en coordonnées cartésiennes est
donné par

. S\t
0 =050 +(030) (A.28)
donc le tenseur des contraintes curvilignes est symétrique et s’écrit donc :
! At sat)l S r
o' =AdzUA" +(A050A") = (A.29)
rt f
avec S une matrice symétrique € .#z(R). Calculons le demi-terme de ¢’ :
AdzUA! =Ad;(A717)a!
= A9;(4717)AA!
= Aa;g (OEXV) é_l
=A(2X V+A10V)G! (830
& ¢
= (402X -V +0,7)G
144
= (Aag X-V+VA2 X +ag\7) G!
113 &n
Le scalaire f se calcule aisément a I'aide des formules donnant AG%{X calculées page 212 :
<
f =20,V
ainsi que le vecteur r :

r =0,V-HV+M(0;V) +M(ags (1a+ )agx)
=0,V + MYV + (M (35X)" (1d + %5 ) s - H)
=0,V + MYV +((0gX) ' 0ps - H|V

=0,V+MVV

(A.31)
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En continuant de l1a méme maniére le bloc matrice est :

S =(06X) ! (04X V) M+ (0;X) ' s(HV) - VHM +0,VM

Lo o t t (A.32)
+M (02,X-V| (0,X) "' + HVs" (0;X) "' - VMH" + M (9;V)

en réordonnant les termes, il vient :

s =[x (agfx-v) +6;V)M
+M (02, x-v) (0:X) " + (9¢V)')
+(0:X) " s(HV)! + HVs' (0;X) ™"
_V (HM + MH")

(A.33)

S =(06X) ™05 (9:XV) M + M (0; (9:XV))' (0sX) "
+(0:X) "s(HV)' + HVs' (0:X) " (A.34)
-V (HM + MH")

De plus on peut simplifier le dernier terme :
HM =(0:X)" afsM
=cM (0:x (Id —1(0x8)") Oxxb0rxM

0sx)" (Id — 7¢Oy (Id — 88%)) OxxbOsxM

(02
(9¢x)’
(0sx)

=cM (O,gx)t (0xxb —1cOxxb (Id — s8") Oxxb) 0exM (A.35)
oex) |
( )

t (Id+ = )a£XM

pour obtenir le résultat final :

S =(0:X) 10z (0;XV) M + M (3 (9;XV))" (0,X)”*

1 s (A.36)
+(0:X) " s(HVY + HVs! (0,X) " —2VHM

Preuve du lemme 5. Puisque

(0X)s)_, | =& LEE=0 (A.37)
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on a

0:X) Ls(HV) + HVs! (0:X) ' =0 (A.38)
¢ £

1 -
((0:%)™" 0 (a«fXV))U_l ,,,,, ea = 2 wET (raEfV,)
pl’qd_1 o (7D D
=R _1Ei (Eqafj (hqvq)"‘hqvqa{,Eq)
i d-1 da-1_
- Loy v+ Y nqvq(zEfaf,.Eg)) (439
g=1 p=1
d-1
= hil agj (h; V) + Zlhqvq (%5ij - %51'(1))
1 ot
=5 agj (h; Vi) + quhi,q&j— ﬁivjhj’i)
g=1
h.
Sij=1..,d-1 = h,-lhf (a«f,- (ﬁiVi)—h—jthj,i)
hi
+irz (06, (13V) - Vi) (8.40)

d-1
+% ( quﬁi)q _Vmiki)5ij
12 q:1

Sij=1,..d-1 =230;Vi+ 50V
h] J ht
s (A.41)
+$ quhi,q—Vmiki 6ij
i \g=1

O
Preuve du lemme 6 page 69. La divergence du tenseur des contraintes visqueuses se trans-
forme suivant la regle :

JAVg -0 =AVE~(JUAt) (A.42)
Le membre de droite se développe sous la forme :

Avg-(JaAt) =AVE~(JA‘1U’)
:AA—lvg-(Ja’HJAaEA-l o’ (A.43)
=V (Jo)+ JAOEEX' o’

d’ou le résultat :

JAVg -0 =V;(Jo)+JA0X o (A.44)
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En utilisant la structure de o' et le résultat A.13, il vient :

JAVg -0 =Vi(Jo+d (Aa&)? S +2A0z,Xr+ A0, X
V- (JS)+0,(Jr)+J (0X) ! (02X +5(0gs)' (1d + 5 | 0,X) S - 2J Hr
B Ve () +0,(JF)+J (0gs)' (1d+55) X S

(A.45)
Qui se réécrit en posant :

B =(0;s) (1d+%5)0;X S A6
By =(0;X) (02X S+sB| '

JAVg -0 :( Ve (JS)+0,(Jr) )+J( B, - 2Hr ) A
Ve () +0, (I f) B

O
Preuve du lemme 7. D’apres le lemme 6, on sait que

B0—2Hr

JAV; -0 —( Ve (I8)+ 0, (r) )+J
B

N\ Ve (I +0, (1)

(A.48)

avec

B = (ags)t (Id + SC—S;) 0:X S (A.49)
By =(0;X) " (63X S +sB| '

Il ne reste qu’a expliciter B et By :

B =(0;s) (1d+55)0;X S
d-1
_ o 1 ppr )
_ijl%zlmikiEf (5pq+c—2E§E3)hjE§Sij (A.50)
d-1
= Zlmpkphpspp
p:
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En appliquant les résultats du lemme 1, Bg s’écrit :

d-1
Bo)i-1,..., Z lEfa?f .fX Sqj—Bh; ) ETEY
qu 1 p=1
< 1
- L *E 57 (njog, BY + hj g E?) S g
p7 7J:
d-1 ) d=1, d-1, (A.51)
= 2 mhiSi— 2 7zhiiSii+ L w5 Si
Jj=1 J:1 v Jj=1
K=
~h Z (2hl Sij = hJ lSJJ)
J:
et on a immédiatement
= . "
Bi-1,.d-1 =7 (2ﬁi,jsij—ﬁjhj,13 ) 2m r; (A.52)
=1

O
Preuve du lemme 8. Soit T' 1a matrice dont les colonnes sont des vecteurs tangent a la surface
libre d’équation n = h(&,n). T est défini, & une matrice diagonale de normalisation pres, par la
relation

T=0¢(%,.)C, Cetu® (A.53)

T =0g(X,)C
=3¢ (X +(h-m)7)C

= 6§X+ﬁ6£h+(h—n)( 1d )6;5)0

st
c

) (6§X - hags) + fiagh) C (A.54)

- ( IS; )(a,;x)ln:h +( _CS )agh)c

_ Id
=AY, ( )C
O¢h

Il
—_—
ola, E
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Le produit (TC _l)t TC~! nous donne la norme des vecteurs tangents :

“1\E e _ _ Id
(rey're (1 Ven JapoA 1'":h( o¢h )

Ml o0 Id (A.55)
[ )l

= M|‘nl:h +Vehogh

et donc (avec 'opérateur diag est définit au sens de matlab)

1

C = (diag(diag (M} L, +Vehogh))) * (A.56)

Pour simplifier ’écriture, appelons ddiag(-) 'opérateur diag(diag(-)) :

N\H

C = (ddiag(M; L, +Vehogh)| (A.57)

Si h est suffisamment petit pour que la matrice A_1|n:h soit de rang plein, alors les d — 1
vecteurs tangents sont linéairement indépendants et la normale est définie de maniére unique

parlacondltlonNJ_Tl,z— .,d— lcestadlreNtT 0
N'T =0
Y’
> (A N) A T=0
e[ T
= (A‘t|n:hN)( 4 e=o (A.58)
0zh

= A‘t|n:h2_\70( ( ~Vih )
1

Et donc la normale unitaire vaut

-1 _
N = (1+0¢hM),_; Vih) ZAtM:h( veh ) (A.59)

Preuve du lemme 9. Soit P, la propriété suivante :

ARV =T |DF Ve (A% (.8) ) + G Ve (4P ,0) 60

ou

B i
Ve (A(k)("‘f)) =257 Aij (7= constante (A.61)
7 0%
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Il est immédiat de vérifier que la propriété P est vraie :

Eh)—hVe-(AC,E))-ho;A (R, &) Veh

e Y (A.62)
= Vg (AQ (R, &) h) - hVe- (AQ &) -RAD (R,§) V¢

Supposons la propriété vraie au rang n. Le reste peut se réécrire sous la forme de deux
termes de divergence, et d'un nouveau reste :

%A(n) (fl, f) Vgil —(=1)"A™ (il,f) vy ((2:11)!)

~ pn+l pn+l ~
=" (Vf'(A(n) (7,€) (ﬁ+1)1)_(2+1)lvf A(n) h,§ ) (A.63)
~ 7n+ —il ~ ~ .
= (-1)" V- (A(n) (h,f) ﬁ)"'((rw)l)' A(+1) (h f) Veh
3 n+1
((n+)1)' Ve (AC,9)
Ce qui permet de retrouver P, .1 n+1 a partir du rang P,
AREVeR =3 |1 ve (A® () 2L )+ C g (a® (. p)
§) Ve $ E+1)! E+DT VES ¢
k=0 (A.64)

((n+)1)' (n+1) (h 5) vfh
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