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Notations

(a); est le symbole du Pochhammer défini par : (a); =a(a+1)...(a+j—1).

— L?(, i), I'espace de Hilbert des fonctions réelles de carré intégrable sur I'ouvert
Q) C R pour la mesure de Borel u positive sur 2.

1112y = max| (0]

Nl = (Jo | F17 du) 7.

En une variable
— P : 'espace vectoriel des polyndémes réels a une variable.

— P, : Pespace vectoriel des polynémes réels a une variable de degré au plus égal
an.

— f) est la dérivée d’ordre k de f.

— En s variables

S
— Pour tout élément n = (n1,...,ns) € N, |n| = 3" nj.
i=1
— P? est 'espace des polynoémes réels a s variables.
Pour r = (ry,...,7s) € N¥,

— Py est Uespace des polynomes réels a s variables de degré total au plus 7.

— Q, est I'espace vectoriel des polynomes réels a s variables de degré au plus égal
a r; par rapport a la variable x;, j = 1,...,s.

— pour v = (vy,...,vs) de N*

vy Mp
Ot ... 0z

0
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Introduction

Dans la théorie de I'approximation les inégalités dans les espaces de Sobolev sont
d’une grande importance, notamment pour certaines démonstrations ou pour des mé-
thodes de calcul variationnel. L’une des inégalités les plus importantes est celle de Poin-
caré :

Soit Q@ C R® un domaine borné dans, au moins, une direction. on définit les espaces de

Sobolev
HY(Q) = {u | ™ € LA i), m = 0, 1}, (1)
Hy(Q) = {ueHY(Q) | ulr=0}, (2)

ou I' est la frontiére de €.
Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant que de la géométrie de €, telle que
pour tout u € HX(Q), on a

1
2

°.. du
Jull2@) < C Z; HaTjHi?(Q)
iz

D’autres inégalités importantes font intervenir des polynomes et leur dérivées. Les
plus célébres sont celles de Markov-Bernstein. Elles connaissent un énorme intérét depuis
plus d’un siécle et des généralisations sont constamment proposées. Une seconde famille
d’inégalités polynomiales concernent les inégalités de Landau-Kolmogorov qui font inter-
venir plus d’une norme et peuvent étre étendues a des fonctions d’espaces de Sobolev.

Ce sont ces derniéres inégalités qui nous ont le plus intéressé pour ce travail. Comme
nous allons le développer dans la partie suivante, plusieurs auteurs les ont étudiées depuis
presqu’un siécle, mais beaucoup de problémes demeurent sans solution. Dans cette thése
nous nous sommes intéressés uniquement aux inégalités en norme L? qui sont trés utiles
mais aussi trés difficiles a étudier. Pour cette raison nous avons commencé par chercher
les polynomes extrémaux liés aux inégalités faisant intervenir les normes utilisées par
Milovanovi¢ [6] et Dimitrov [7]-[8] qui semblaient assez simples et étroitement liées aux
cas d’Hermite. Nous avons étudié des inégalités faisant intervenir un nombre quelconque
de normes de dérivées, c’est-a-dire des inégalités de la forme :

| p H%Z(Q,MO) + Z Ad |l P(i) H%?(Q,M)> Z(—)‘z‘) | p(i) H%%Q,M), VpeP, (3)
i€l U{N} iel~
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ou It ={ieN|XN >0} ={ieN|\N<O0},ITetlI C{1,2,...,N —1} avec
N >=2et Ay > 0.

La démarche utilisée consiste & étudier la positivité d’une certaine forme bilinéaire.
Les bases de ce travail sont dans [15] et [16] ott Draux et El Hami caractérisent les do-
maines ot cette forme bilinéaire est positive pour les mesures qui nous intéressent, car
c’est la frontiére de ces domaines qui nous donne les meilleures constantes A;. Néanmoins
leur étude est assez générale et ne dit pas comment on fait pour trouver le domaine exact,
ni & quelles régles obéissent les ensembles d’entiers I™ et I~ qui donnent la forme géné-
rale de nos inégalités.

Dans ce mémoire de thése nous allons essayer de répondre & ces questions. Il se com-
pose de trois chapitres :

Chapitre 1. Dans le premier chapitre nous rappelons les définitions et les propriétés
habituelles des suites de polynémes orthogonaux, ce qui nous permet d’introduire nos
notations. Ensuite, nous faisons une synthése des résultats les plus importants concer-
nant les inégalités polynomiales.

Nous commengons par les inégalités de Markov-Bernstein en une et plusieurs va-
riables, en privilégiant celles qui font intervenir la norme L? pour les mesures qui nous
intéressent. On termine ce chapitre par une grande partie consacrée aux inégalités de
Landau-Kolmogorov qui sont l'objet de la quasi totalité de cette thése. La aussi, nous
nous focalisons sur les inégalités en norme L%. Toutes les inégalités de type Landau-
Kolmogorov citées sont en une variable, car nous n’avons pas trouvé de références qui
les généralisent aux polyndémes en plusieurs variables.

Cette synthése est faite en respectant I’enchainement historique pour montrer 1'inté-
rét grandissant aux inégalités polynomiales, en particulier aprés la traduction des articles
originaux (|36], [38] et [10] pour les inégalités de Markov-Bernstein et [33] et [27] pour
les inégalités de Landau-Kolmogorov).

Chapitre 2. Le deuxiéme chapitre est consacré aux inégalités de type Landau-
Kolmogorov en norme L? pour les polynomes en une seule variable réelle. Les mesures
utilisées sont celles d’Hermite, de Laguerre-Sonin et de Jacobi mais en considérant des
normes qui rendent ces deux derniers cas étroitement liés & celui d’Hermite et donc leur
étude est tres similaire.

Nous commengons ce chapitre par montrer quelques propriétés nécessaires & nos
développements et rappeler les résultats importants de [15] et [16] qui permettent de
caractériser le domaine D ot une certaine forme bilinéaire est positive. Il est obtenu
par lintersection d’hyperplans H;. Cette partie permet aussi de comprendre nos choix
pour la méthode et les mesures utilisées. Nous avons commencé notre étude par le cas
particulier on I° = (), i.e. le cas oil les normes de toutes les dérivées jusqu’a I'ordre N
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sont présentes (N + 1 normes). Nous proposons deux démonstrations pour le Théoréme
2.2.1 qui donne le signe des composantes des points d’intersection des hyperplans H,;,
nous montrons un deuxiéme théoréme qui avec le premier nous donne les conditions né-
cessaires et suffisantes pour avoir des points sur la frontiére de D.

Ensuite, nous considérons le cas général ot on prend r normes parmi celles des N
dérivées d’un polyndéme. Nous montrerons les propriétés sur lesquelles sont basés tous
les résultats de ce chapitre. Pour définir la frontiére du domaine D, nous distinguerons
deux cas selon la parité de r. Pour chaque cas nous étudierons un exemple en détail.
Pour 7 = 2 nous comparons nos résultats avec ceux déja connus dans la littérature (par
exemple les inégalités de Bojanov et Varma [12] et celles de Agarwal et Milovanovié [6]).
Nous donnons les meilleures constantes pour toutes les inégalités possibles quand N =5
dans le cas de la mesure de Laguerre-Sonin. Nous proposons également un exemple d’ap-
plication de ces inégalités dans I'étude de la V-ellipticité d’une forme bilinéaire. Pour
clore cette partie, nous dressons une liste, non exhaustive, des problémes liés & ces in-
égalités qui restent ouverts.

Chapitre 3. Le dernier chapitre est dédié aux inégalités de Markov-Bernstein et
Landau-Kolmogorov faisant intervenir des polynoémes de plusieurs variables. Nous utili-
serons pour cela le produit tensoriel des espaces L? en une variable et nous considérons
uniquement le cas N = 2.

Nous commengons par définir nos notations et démontrer quelques propriétés équi-
valentes & celles connues en une variable. Nous nous intéressons dans un premier lieu
aux inégalités de Markov-Bernstein, dont les meilleures constantes demeurent inconnues
outre le cas trés simple de la mesure d’Hermite et ce malgré leur simplicité, du moins
pour les normes considérées. Au départ, nous avons cru pouvoir nous inspirer de ce qui
a été fait en une variable pour étendre ces inégalités mais la démarche s’est avérée com-

plétement différente et les constantes dépendent de ’espace vectoriel considéré.

Dans le cas des mesures d’Hermite et Laguerre-Sonin nous donnons la frontiére exacte
du domaine D ce qui nous permet d’étendre les inégalités a toutes les fonctions d'un cer-
tain espace de Sobolev en montrant que la suite des polyndémes orthogonaux est totale
dans cet espace. Pour le cas de la mesure de Jacobi, c¢’était plus compliqué et nous
n’avons pu résoudre le probléme que pour les polynémes de degré fixé par rapport a
chaque variable ce qui ne nous permet pas d’avoir D et donc I'inégalité pour des fonc-
tions. Nous terminons cette partie par quelques résultats partiels qui peuvent orienter
de futures recherches.
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Chapitre 1

Inégalités polynomiales

1.1 Rappels

1.1.1 Les polyndmes orthogonaux standards

Soit L2(€, p1), 'espace de Hilbert des fonctions réelles de carré intégrable sur 'ouvert
Q) C R pour la mesure de Borel p positive sur Q.

Définition 1.1.1 On définit ¢, forme linéaire sur L*(Q, 1) a valeur dans R par :

«f) = [ f@dne) v € X0 ()
Définition 1.1.2 On a les définitions suivantes :

i) La forme c est dite quasi-définie sur son support @ C R si, et seulement si, ¢(p(x)) # 0
pour tout polynome réel p(x) non négatif sur Q0 et non identiquement nul sur ).

ii) La forme c est dite définie positive sur son support  C R si, et seulement si,
c(p(x)) > 0 pour tout polynome réel p(x) non négatif sur Q et non identiquement
nul sur §2.

Définition 1.1.3 [13] La suite de polynomes { P, ()}, est orthogonale par rapport a
la forme linéaire c, si elle satisfait les conditions suivantes VYn, m € N

1. P,(x) est un polynome de degré n.
2. ¢(Pp(x)Pp(x)) =0 sin #m.
3. c(P%(z)) #0.

On choisit de normaliser le coefficient de téte que 'on prendra égal a 1.

Nous donnons briévement les propriétés générales satisfaites par une suite de poly-
nomes orthogonaux que l'on peut trouver dans [13] ou [53].

11



12 CHAPITRE 1. INEGALITES POLYNOMIALES

Théoréme 1.1.4 Relation de récurrence a trois termes

Soit { Pn(x)},,50 une suite de polynomes orthogonauzr unitaires associée a la forme linéaire
c définie comme dans (1.1). Alors {P,(x)},<, satisfait la relation de récurrence a trois
termes suivante :

Poi1(z) = (z — Bn)Pp(x) + yu Poe1(2) Vn >0 (1.2)

avec : P_1(z) =0 et Py(z) = 1.
Si ¢ est quasi définie, alors v, # 0, et si ¢ est définie positive, alors v, > 0.

La réciproque a été démontrée par Favard en 1935

Théoréme 1.1.5 Théoréme de Favard-Shohat
Soient {Bn},=o €t {1n},=o deux suites arbitraires de réels et soit { Py ()}, la famille
de polynomes définis par la relation de récurrence suivante :

Poii1(z) = (z—Bn)Pu(x) + v Pr1(x), Vn >0,
P_1<1') = O, Pg(:L‘) =1.

Alors, il existe une forme linéaire c : P — R définie par ses moments c¢; = c(z') unique
deés que l'on fize co # 0. Cette forme est telle que c(Pp(x) Py (x)) =0 si n # m, c’est-a-
dire, les polynomes { Pp(z)},,~q sont orthogonauz par rapport a c.

Si c(1) =~y # 0, alors ¢ est quasi-définie, et elle est définie positive si v, > 0.

Définition 1.1.6 Le noyau reproduisant associé¢ a la suite {P,(x)},5o, de polynomes
orthogonauz par rapport & une forme linéaire ¢, est le polynéme a deuzx variables Ky (z,y),
défini par :

Katew) = 3 (1.3

Proposition 1.1.7 Propriété de reproduction du noyau
Pour tout polynome p € Py, le noyau reproduisant Kn(z,y) associé a la suite { P, (2)},,50,
de polyndémes orthogonauzx par rapport a la forme c, vérifie la propriété suivante :

c(Kn(z,y)p(r)) = p(y) (1.4)

Proposition 1.1.8 Identité de Christoffel-Darboux
Le noyau reproduisant K, (x,y) associé a la suite de polynomes orthogonaux unitaires
{Pn(z)},,50 vérifie lidentité suivante :

—y)Kn(z,y) = 1.5
(v~ 9)Kn(z,) S (1.5
Corollaire 1.1.9 La forme confluente
La forme confluente de la relation de Christoffel-Darbouz est :
P P,(x) — P/ (z)P,

c(Pi(z))
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Si la forme ¢ est définie positive, alors on peut décrire le comportement des racines
du n™ polynome orthogonal P, (z).

Théoréme 1.1.10 Propriété d’entrelacement des racines

Si ¢ est définie positive, alors les racines du n®™ polynome orthogonal sont toutes réelles,
distinctes et localisées a Uintérieur de €, le support de c.

En plus, les racines de P,(x) sont séparées par celles de Pp_1(x).

1.1.2 Les polyndmes orthogonaux classiques

Les familles des polynoémes orthogonaux les plus étudiées dans la littérature sont
celles des "classiques". Ils sont "classiques" car leurs dérivées sont orthogonales par rap-
port a la méme famille de mesure.

Nous résumons dans le tableau suivant les propriétés des polyndémes orthogonaux
classiques qui nous intéressent. Nous donnons les notations habituelles que nous allons
respecter tout au long de ce travail, leur support €2, 'expression des mesures et les
restrictions qu'’il peut y avoir [4].

Nom Hermite | Laguerre-Sonin Jacobi
Py (z) H,(z) Ly () B (a)
Q | — 00, +00[ [0, +o00] [—1,1]
w(x) e’ xve " (1—2)(1+x)°
Restriction a>—1 a, > —1
Tableau 1

Proposition 1.1.11 Equation de Pearson
Soit p(x) une mesure de Borel positive et Q son support. Si p(x) est classique, alors elle
satisfait l’équation différentielle suivante :

D(®p) = Vpu (1.7)

ot D est l'opérateur différentiel, ® est un polynome de degré < 2 et W est un polyndéme
de degré 1.

Dans le tableau suivant nous donnons l’expression de ces polynémes dans le cas des
mesures d'Hermite, de Laguerre-Sonin et de Jacobi [4].

Nom | Hermite | Laguerre-Sonin Jacobi

d(x) 1 x 1—2?

U (x) —2r (a+1)—=z B—a)—(a+5+2)x
Tableau 2

La notion d’orthogonalité a été affaiblie en la notion de quasi-orthogonalité par Shohat
[51] et celle de pseudo-orthogonalité par Dupuy [21] (pour plus de détails voir [45]).
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Définition 1.1.12 Soit ¢ le produit scalaire habituel dans espace de Hilbert L?(S2; p).
Soient Ry, (x) et Ry (x) deux polyndmes a coefficients réels de degrés respectifs n et m.
On définit les trois notions suivantes :
- Ry (z) et Ry (x) sont quasi-orthogonaux si ¢(Rpy,, Ry) =0 |n—m| > 1,
~ Ry (x) et Ry, (x) sont quasi-orthogonauz d’ordre k si ¢(Rp,, R,) =0 |n—m| >k,
— Ry (x) et Ry (x) sont pseudo-orthogonaux si ¢(Ry, Ry) =0 |n—m| #2 et |n—
m| # 0.

Ces notions permettent de définir de nouvelles familles qui généralisent les familles clas-
siques et qui satisfont des propriétés de quasi ou pseudo orthogonalité. Ces familles
forment des bases qui peuvent étre plus intéressantes que celles des polynomes orthogo-
naux classiques dans certains cas.

D’autres auteurs se sont intéressés a classer les polynémes. Nous citons principalement
P. Maroni [40] qui parle des polynémes de classe s.
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1.2 Inégalités polynomiales

Les inégalités faisant intervenir un polynéme et ses dérivées constituent un outil fon-
damental dans la théorie de 'approximation. En effet, plusieurs démonstrations sont
basées sur ce genre d’inégalités et les problémes extrémaux qui leurs sont liés. Ceci ex-
plique l'intérét que I'on porte & ces questions depuis plus d’un siécle.

Les plus célébres inégalités polynomiales sont celles de Markov-Bernstein, qui ont
connu une effervescence particuliére ce dernier siécle et elles continuent & susciter I'inté-
rét de plusieurs mathématiciens qui proposent a chaque fois de nouvelles généralisations,
sans oublier le grand nombre de problémes intéressants et importants qui restent tou-
jours non résolus.

Il existe un autre type d’inégalités polynomiales aussi intéressantes que celles de
Markov-Bernstein. Il s’agit des analogues polynomiaux des inégalités de type Landau-
Kolmogorov, qui débouchent elles aussi sur des problémes importants et leurs applica-
tions sont diverses. D’ot1 'intérét que leurs portent beaucoup d’auteurs.

Nous allons faire une synthése des résultats les plus importants concernant ces deux
familles d’inégalités. Nous porterons un intérét particulier a celles qui font intervenir la
norme L? pour les mesures qui nous intéressent.

1.2.1 Les inégalités de Markov-Bernstein
Une inégalité de Markov-Bernstein est définie par
1™ < Mugllpll,  Vp € Pa, (1.8)

ou ||.|| est une norme sur P, et M, ; est une constante qui dépend de n et k. La plus
petite valeur possible de M, ;. est appelée la constante de Markov-Bernstein.

Pour trouver l'origine de ces inégalités, il faut remonter au 19°"¢ siécle quand le trés
célébre chimiste russe Mendeleiev se posait des questions sur le comportement de ses
courbes [41]. Son probléme se traduit mathématiquement par :

Si p(x) est un polynome quadratique arbitraire défini sur l'intervalle [a,b] tel que

—mi _—
argggbp(x) agl;gbp(w) :

alors quelle largeur pourrait avoir p'(z), la dérivée de p(z), sur [a,b] ?

En 1889, Andrei Markov traite le probléme dans son article "On a question by D. I.
Mendeleiev"” [36], et donne I'inégalité 1.8 pour k=1 :

P/l oo (o1,1) < PPlIPllzse(=11)), YD E P
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M,, = n? est la plus petite constante, I’égalité est atteinte pour p = ¢T},, ott ¢ € R et T},
est le polynome de Chebyshev de premiére espéce de degré n.

Vladimir Markov, le jeune frére d’Andrei, étend ce résultat & des ordres de dérivation
plus élevés et publie en 1892 [38] I'inégalité suivante :

k—1
1 |
PPl < Gy LL (0 =) Iplle(oray: - W€ Pus 1<k <,
T i=0

C’est S. N. Bernstein qui découvre et popularise les articles des Markov en 1912 [10]
et démontre I'inégalité pour la norme du maximum sur le disque unité du plan complexe,
|Ip|| = max,j<; [p(2)]. 11 trouve :

lprll < nllpll,  Vp € P

L’égalité est atteinte pour p(z) = ¢z™, ou ¢ € R.

En 1916, Bernstein organise une traduction en allemand de la preuve de V. Markov,
mais il faut attendre 1961 [24] pour avoir un exposé en anglais de cette preuve et 2002
pour avoir la traduction de I'article de A. Markov concernant le cas k = 1. La barriére
de la langue, a rendu les articles des Markov parmi les plus cités et les moins lus (ceci
est aussi le cas des problémes de Landau-kolmogorov qui ont été abordés initialement
par des russes).

Les inégalités de Markov-Bernstein ont suscité un grand engouement chez les mathé-
maticiens et en particulier les spécialistes de la théorie de I'approximation, une douzaine
de preuves différentes ont été proposées [48] et des centaines de généralisations, dans
plusieurs sens, sont faites (voir [43] pour plus de développements).

Nous nous limitons a donner les plus importants résultats sur les inégalités qui font
intervenir la norme L? pour les mesures auxquelles nous nous sommes intéressés dans ce
travail :

1P 200 < Magllpll2@py: VP E Pa

Pour k = 1 nous avons les résultats suivants pour les mesures d’Hermite, de Laguerre
et de Legendre :

— En 1944, E. Schmidt [46] montre que pour u(z) = e~ et Q = R, M,, = v/2n. Les
polynémes extrémaux sont de la forme cH,,, ol ¢ est une constante réelle et H,
est le polynémes orthogonal d’Hermite de degré n.

— En 1960, P. Turan [54] montre que pour u(x) = e % et Q = [0,400[, M,, =

2.%. Les polynomes extrémaux sont de la forme
sin( 4n+2)

gm

p(z) = c; sin ST 1Lj(a;)
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ol ¢ est une constante réelle et les L; sont les polynémes orthogonaux de Laguerre
de degré j.
— Pour u(x) = 1 et Q = [—1,1], la meilleure constante demeure inconnue mais E.

2
Schmidt dans [46] décrit son comportement asymptotique M,, ~ %.

Guessab et Milovanovié¢ [23] donnent les meilleures constantes pour un k quelconque
mais pour des normes particuliéres dans le cas des mesure de Laguerre-Sonin et Jacobi :

Théoréme 1.2.1 Vp € P, nous avons les inégalités suivantes :
Pour la mesure d’Hermite [49],

k n!
P a0 < 2% m"p”L2<Q’“)'

Pour la mesure de Laguerre-Sonin,

E (k n!
H<Z5(37)2p( )HLZ(Q,M) < \/m’\p”m(g,m-

Pour la mesure de Jacobi,

k nl'n+a+6+k+1
1¢(2)2 0™ L2 < \/( ( ) [Pl L2 (0p0)-

n—k)I'n+a+p+1)

L’égalité est a chaque fois atteinte pour p = cP,, ¢ € R, et P, est le polyndémes orthogonal
de degré n par rapport a la mesure p

Les mesures 1 et les ensembles ) sont ceux donnés dans le Tableau 1 et les polynomes
¢(x) sont dans le Tableau 2

Dans le cas général, les constantes de Markov-Bernstein pour la norme L? sont tou-
jours inconnues. Quelques auteurs ont essayé de les estimer pour certaines mesures clas-
siques : Laguerre-Sonin, Gengenbauer, Legendre, Jacobi .... Pour plus de détail nous
invitons le lecteur & consulter, par exemple, [19], [14], [17], [43] ...

Cette famille d’inégalités a aussi été étudiée pour les polyndémes en plusieurs variables,
mais la plupart des résultats concernent la norme infinie, car, comme pour les inégalités
en une variable, il est trés difficile de les étudier en norme L9.

Wilhelmsen [56] donne une estimation de la meilleure constante pour la norme infinie
sur un ensemble K convexe
My(K) < ——
TK
ol n est le degré total du polynéme & plusieurs variables considéré. rx est le poids de
I’ensemble K défini par le rayon de la plus grande boule contenue dans K.
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Kellogg [30] considére quant a lui le cas particulier ou K est une boule. Dans [43], on
trouve une généralisation de ces inégalités toujours pour la norme du maximum sur un
cube de R?

Théoréme 1.2.2 Si Q = [a,b]® alors, pour « € N°, on a :

o 2 [ev]
Il < { 250} Inllon

ou r est le degré total de p.

A. Kroo, commence en 2009 [31] a étudier les inégalités de Markov-Bernstein pour les
normes L9, 1 < q¢ < oo. Il donne une estimation de type Wilhelmsen de la meilleure
constante de Markov-Bernstein pour l'inégalité :

110pIll acxy < Mg (K)Ipl|La(i)-

ot K est un ensemble compact et |Jp| est la norme euclidienne du gradient du polynome
p

2

opl=| > (8?)2

1<j<d >
Théoréme 1.2.3 Soit K un corps conveze de R, d > 2 et 1 < g < oo alors

d*7nd
—nN

M, q.(K)<c
rK

)

ot T est le poids de K et n est le degré total de p.

Au cours de cette année (2012), A. Kroo et J. Szabados ont consacré un article [32]
a I’étude de la constante exacte dans le cas de la norme L? pour certaines mesures
classiques, notamment celle d’Hermite et de Laguerre-Sonin.

2
J

d
Théoréme 1.2.4 Soit K =R, u(x) = [] €%, alors pour les polynémes de degré total
j=1

n nous avons

Les polynémes extrémaux sont :

d
p(x) = > o [ ] H(2))
|k|=n  j=1

d

oticy €ER, k= (ky,...,kq) € N |k| = kj et les Hy,; sont les polynomes orthogonaux
j=1
d’Hermite en une variable x; de degré k;.
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d .
Théoréme 1.2.5 Soit K = [0, +oo[?, u(z) = [] a:?ge_“"j, alors pour les polyndémes de
j=1
degré total n nous avons

n
M, { ——.
1+ min «j
1<j<d
Une partie de ce travail est consacrée aux inégalités de Markov-Bernstein en plusieurs
variables pour ces mémes mesures et, aussi, pour la mesure de Jacobi. Nous retrouverons

la méme constante pour la mesure d’Hermite et nous la donnons pour les deux autres
mesures, mais en considérant des cas trées liés & celui d’Hermite.

Les inégalités de Markov-Bernstein en une variable jouent un réle trés important
dans la résolution des équations différentielles ordinaires. Celles en plusieurs variables
sont susceptibles de jouer un roéle similaire dans la résolution des équations aux dérivées
partielles.

1.2.2 Les inégalités de Landau-Kolmogorov

En mathématique, les inégalités de Landau-Kolmogorov sont la famille suivante d’in-
égalités entre plusieurs dérivées d’une fonction f définie sur un ensemble 2 C R

1—m m
1A < KA1 pour 1< m < n (19)

ot fU) est la j¢m€ dérivée d’une fonction f suffisamment dérivable et K est une constante
dépendant de m et n. ||.|| est une norme sur 'espace vectoriel considéreé.

L’inégalité fut initialement montrée en 1913 par Edmund Landau [33] pour m =1 et
n=2.

Théoréme 1.2.6 Si f € C?([0,1]) est telle que

1 o o7y = 1, 1"z o,1) = 4,

alors
1l oo (po,1]) < 4.

Un an apres, Hadamard [25] montre un résultat analogue pour la norme infinie sur
R. Puis, Landau montre ce nouveau résultat :

Théoréme 1.2.7 Si f € C?(R) est telle que
[ fllLoe®) < 1, Lo ) < 8,

alors
/Lo () < 4
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Entre 1937 et 1939, Shilov [50] étend ces résultats pour n < 4, m < n et il conjecture
que les fonctions extrémales dans le cas général seraient des splines d’Euler.

Théoréme 1.2.8 Si f € C3 (R) est telle que

[ fllzoo®) < 1, " oo (m) < 24,

alors
1 | 2o () < 3, 1"l oo () < 12.

Théoréme 1.2.9 Si f € C*(R) est telle que

. 384
[l Loe®) < 1, 1| ooy < 5

i

alors 16 48 192
1l oo () < = "] oo ) < = | poo(m) < -

L’intérét pour ce probléme commence réellement en 1939 quand Andrey Kolmogorov
publie son remarquable article [27] dans lequel il résout le probléme de Landau pour
tous les choix possibles des ordres de dérivation pour la norme infinie sur la droite réelle.
Ainsi les meilleures constantes sont déterminées et il confirme la conjecture de Shilov sur
les fonctions extrémales.

1—m m
1y < K )£ 2 w17y pour 1< m <n. (1.10)
K (m,n) est la meilleure constante dépendant de m et n. Elle est donnée en fonction des
coefficients de Favard

i 1
14k 4 (=P

Comme pour les inégalités de Markov-Bernstein, il a fallu attendre 1962 pour avoir
une traduction 28] de article de Kolmogorov.

En 1972 I. J. Schoenberg et A. Caravetta établissent dans [47] une version analogue
au théoréme de Kolmogorov pour la norme infinie sur la demi-droite réelle. Ils donnent
également un algorithme pour déterminer les meilleures constantes K (m,n) qui sont
toutes des nombres algébriques.

D’autres généralisations de ces inégalités ont été faites pour d’autres normes :
17 oy < B ()]l F oyl 7y pour 1 <m < . (111)

Chacune des trois normes peut étre différente des autres, et € est une partie quelconque
de R.
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Stein dans [52] le fait, le premier, pour p = ¢ = r = 1 et pour p = ¢ = r et
1 < p < oo. Il montre que les inégalités peuvent étre déduites de celles en norme L
avec des constantes majorées par celles de ces derniéres.

N. P. Kupcov s’intéresse dans [29] aux inégalités de Kolmogorov en norme L? sur
[0, +00] et démontre le résultat suivant

1
£ N £2[0,00]) S

mn

||f”%2([o,oo[)Hf(n)||%2([o,oo[) pour 1 <m<n

pour f dans L?([0, co[) ainsi que ses dérivées successives jusqu’a Pordre n.
Les constantes 7,,, ne sont pas données explicitement pour tout n et tout k, mais il
donne quelques propriétés et les valeurs des premiéres

Yor = 1
3
Y1 o= Ys2=1\/3-2V2
Y41 = 743 = la plus petite racine positive de
B =67t =82 +1=0
v42 = la plus petite racine positive de

—29 4y +1=0

Dans le livre "Inequalities” [26], dont certaines parties sont disponibles en consulta-
tion sur internet, Hardy, Littelewood et Poélya établissent des inégalités semblables en
norme L?. Mais les constantes de Kolmogorov sont inconnues dans le cas général.

Les inégalités de Markov-Bernstein ont motivé certains auteurs a chercher des ana-
logues polynomiaux aux inégalités de Landau-Kolmogorov. Le premier & s’étre penché
sur le probléme pour des polyndomes de degré fixé, est Varma qui donne en 1987 [55] les
inégalités suivantes pour la norme L? dans le cas de la mesure d’Hermite

Théoréme 1.2.10 Vp € P, nous avons

1 2n?
2 2 2
1P 720, < m”p”HL?(Q,u) + 5,7 IPl2 0, (1.12)
1 2n2(2n — 3)
/012 /1!
[Ip ||L2(ﬂ,u) < 4(3n2 — 6n + 2) [Ip HL w Tt m”pHL?(Q Mk (1.13)
4n?(n —1)2

2n —1)
/ < ( /1!
Hp HLQ(Q,M) = 2(3n2 —6n + 2) H

12 () + m”?”m(gu) (1.14)

Ces trois inégalités deviennent des égalités si et seulement si p(x) = cHy(z), ot ¢ est
une constante arbitraire et Hy,(x) est le polynéme orthogonal d’Hermite de degré n.
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Varma donne trois inégalités supplémentaires :
Théoréme 1.2.11 Vp € P, nous avons
n?(4n3 — 9n? + 10n — 1)

il < 2
1
4)12
T 16@n —on? + 11— 3) 121122000 (1.15)

2n%(n — 1)%(2n — 5)

12 2

[Ip HLz(Q,u) S (2n3 — 9n? + 11n — 3) HpHLQ(Qu)
1

6@ —onZ 1 1in —3) 1P 1720, (1.16)
W 1isan < Anlpllzeqo, + Bullollze a0, (.17)
avec
1 4n2(n —1)%(n — 2)%(4n3 — 18n2 4 24n — 11)
" (2n —1)(3n2 — 12n + 11)(2n3 — 9n? + 11n — 3)’
B — (n—1)2(n —2)%2 +4(2n — 1)(2n — 3)(2n> — 9n? 4 11n — 3)

8(2n — 1)(3n%2 — 12n + 11)(2n® — 9n2 + 11n — 3)

Dans Particle de Varma a la place de la norme ||p®|| de I'inégalité (1.15), il y avait la
norme |[p(*)|| mais les hypothéses du théoréme nous ont poussé a mettre un (4) a la
place du (v). Malheureusement, ces trois inégalités ((1.15)-(1.17)) sont fausses. Pour le
voir il suffit de prendre p(z) = H,(z), le polynéme unitaire d’Hermite dont la norme est
donnée dans le Tableau 3.

L’inégalité (1.15) donne

n?(4n® — 9n? + 10n — 1) 5 1 2012
(2n —1)(2n3 — 9n2 + 11n — 3) 1Hnlliz@p + 16(2n3 — 9n2 + 11n — 3) 1PN g2
H|P _ _ﬁn3(n3—9n2+12n—5)(n—1)!
L2 (@) 2n=1(2n — 1)(2n — 3)(n2 — 3n + 1)’

qui est positive si n < 7 et négative Vn > 8.
L’inégalité (1.16) donne
2n%(n —1)%(2n — 5)
(2n3 — 9n? + 11n — 3)

1
16(2n% — 9n? + 11n — 3)

_ Vm(n—3)4(4n - 3)n!
@) 2n(2p —3)(n2 —3n+ 1)’

1HallF20,) + NHO 22

—~[[Hp[72
qui est négative Vn > 4.
L’inégalité (1.17) donne

AnllHnlF2i) + BallHS 20 — 1HY 20,0
~ Vmn(n— 1)2(n —2)2(8n3 — 29n2 + 24n — 9)n!
9n=1(2n — 1)(2n — 3)(n2 — 3n + 1)(3n% — 12n + 11)’
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qui est négative Vn > 3.

En 1996, Bojanov et Varma [12] montrent 'inégalité suivante toujours pour la norme
L? dans le cas de la mesure d’Hermite.

Théoréme 1.2.12 Soit j, m et n des entiers arbitraires tels que 0 < j < m < n, alors
Vp € Pn nous avons l'inégalité suivante

D120 < AP B + {2 (it — 427 Comi} ol (119

avec

A< —I !
m2m=I (n—m~+1)m,—;

et (§) = "=

(1.18) devient une égalité si p(x) = cHy(z), ¢ € R.

Le mathématicien serbe G. V. Milovanovi¢ a consacré une grande partie de ses travaux
aux inégalités polynomiales, les problémes extrémaux qui leur sont liés et 1'utilisation
des polynémes orthogonaux. Dans le livre "Topics in polynomials : extremal problems,
inequalities, zeros" [43] qu’il a écrit avec D. S. Mitrinovi¢, Th. M. Rassias, on trouve
une grande bibliographie et un recensement des résultats les plus importants sur les in-
égalités polynomiales, mais la partie qui parle de celles de Landau-Kolmogorov est trés
limitée. Plus récemment, il a publié des articles consacrés essentiellement aux inégalités
polynomiales.

Dans [6] il cite un travail non publié¢ qui date de 1987 [42] dans lequel il considére le
probléme extrémal général suivant :

pour k, m et X fixés, tels que 1 < k <m < n et 0 < X< 1, déterminer la meilleure
constante Cy, telle que

k
P® Bz < Cn (Ml + (1= VP Iemy) . VP E P
ol 1 est une mesure non-négative sur R.

Une méthode est proposée pour calculer la meilleure constante C),, en cherchant les
valeurs propres d’une certaine matrice. Dans le cas de la mesure d’Hermite cette constante
est explicitée :

2n 4n?
Cn = , ——— <A<
Ntdn(n—D@a x> <1 T an? >

Un peu plus tard, en 1991, Agarwal et Milovanovi¢ [6] montrent I'inégalité suivante
en utilisant ’équation différentielle satisfaite par les polynémes orthogonaux classiques :
Vp € Pn,
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ot p est I'une des trois mesures classiques données dans le Tableau 1, ®(z) et ¥(x) sont les

polynémes donnés dans le Tableau 2 et \,, = nﬁ,(ll), les §,(lk) sont donnés dans le Tableau 3.
Dimitar K. Dimitrov s’intéresse lui aussi a ce genre d’inégalités. Dans un premier
article [7], il montre avec Alves un résultat plus général pour la mesure d’Hermite :

Théoréme 1.2.13 Soit j, m et n des entiers arbitraires tels que 0 < j < m < n, A et
B des constantes positives. Alors Vp € Py, nous avons

(i) Si

alors

I (j)|’2 < AHp(m)H%%Ru "‘BHPHB (R,1)
P2 S A2m=i(n — N[(n —m)]"1 + B27i(n — j)I(n)~1"

L’égalité est atteinte si p = cH,, c € R.
(i) Si

27" A _om
(m+1)!m-—j B =2 m!(m —j)’
alors
Hp(j)H2 < A||p ||L2(RM —I—B||p||L2 (R, 1)
L2Rp) = A9m=i(m — j)! + B2 (m — j)!(m!)~1°

L’égalité est atteinte si p = cH,,, ¢ € R.

(iii) Si
A .
S 27m+,
B m!(m — j)
alors )
1P| < AP "N 2w, + BllpllZe ()
PR En = Bai(m —j — Dm — DY
L’éqgalité est atteinte sip = cHpy_1, ¢ € R,
(iv) Si
A m J

Z_9om___J
B m!(m —j)’

alors les inégalités des cas (ii) et (ii1) coincident et sont satisfaites toutes les deux.

L’égalité est atteinte pour toute combinaison linéaire de Hy, et Hy,_1.

L’inégalité de Bojanov et Varma est une conséquence directe de (i).
Dans l'article on donne également une caractérisation compléte du cas particulier ou
m=2et j=1.

Dans un second papier paru en 2004, De Andrade, Dimitrov et De Sousa [8| étendent
les inégalités précédentes aux cas des mesures de Laguerre-Sonin et Jacobi
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Théoréme 1.2.14 Soient j, m et n des entiers arbitraires tels que 0 < j < m < n et
D une constante positive. ¥p € P, nous avons

(i) Si D < S,—1, alors

1

Hp(j)Hiz(Q,W) < Do+ .

(m)|2 2
T AP 20 )+ P10 -

L’égalité est atteinte si p = CL%CV) pour la mesure de Laguerre-Sonin et si p =
cP,ga”B) dans le cas de la mesure de Jacobi, c € R.

(ii) Si S, < D < Sy,—1, alors

1

16117200, < Do

(m)|)2 2
o A g+ 91 20,00}

L’égalité est atteinte si p = chff) pour la mesure de Laguerre-Sonin et si p =
cP,S]a”B) dans le cas de la mesure de Jacobi, ¢ € R.

(iii) Si D > Sy,—1, alors

b
Hm—1
()

m—1

Hp(j)H%?(Q,uj) < {DHp(m)H%z(Q#m) + HpH%2(Q,MO)} '

L’égalité est atteinte st p = cL pour la mesure de Laguerre-Sonin et si p =

CP&O[_”@;) dans le cas de la mesure de Jacobi, c € R.

(iv) Si D = Sy,—1, alors les inégalités des cas (it) et (iii) coincident et sont satisfaites
toutes les deux. L’égalité est atteinte pour toute combinaison linéaire des polynéomes
extrémauzx de chacune des deux inégalités.

Les expressions des constantes Sk, 0k et ujp sont données dans 'article. Les mesures
sont celles pour lesquelles les dérivées des polynémes orthogonaux par rapport a g sont
orthogonales, elles sont données dans le Tableau 3. Ce choix de mesures permet de les
traiter de fagon analogue au cas de la mesure d’Hermite.

D’autre part, pour m = 2 et £ = 1, comme on va le montrer dans le chapitre suivant
(Propriété 2.1.5), ces inégalités sont équivalentes a celles données par Milovanovié et
Agarwal (1.19).

En 2009, Emad Az-Zo’bi [9] donne une nouvelle généralisation de I'inégalité de Bo-
janov et Varma (1.18) pour des fonctions.

Théoréme 1.2.15 Soient k et r deux entiers arbitraires tels que 0 < k < r. Soit f une
fonction suffisamment dérivable, alors nous avons l'inégalité suivante pour la mesure
d’Hermite :

1712, < ANFE2(000 + BIFIZ2(00:
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I1 donne la plus petite valeur possible pour B quand A est fixée positive.

Nous remarquons que tous les analogues polynomiaux des inégalités de type Landau-
Kolmogorov trouvés dans la littérature sont donnés pour des polynémes d’un degré fixé.
Or certaines inégalités sont vraies quel que soit le degré. En effet, Draux et El Hami ont
montré qu’il existe un domaine convexe ol ces inégalités sont vraies pour tous les poly-
nomes de P. Donc il suffit de déterminer ce domaine. Ceci nous permettra d’étendre ces
inégalités aux fonctions d'un espace de Sobolev. Ainsi nous montrerons que les inégalités
de Varma (1.15), (1.15) et (1.15) et celles de Milovanovi¢ et Agarwal (1.19) correspondent
& un point sur la frontiére de ce domaine et sont donc vraies Vp € P.



Chapitre 2

Inégalités en une variable

Ce chapitre est consacré aux inégalités de type Landau-Kolmogorov en norme L2.
Les mesures utilisées sont celles d’Hermite, de Laguerre-Sonin et de Jacobi.

2.1 Préliminaires

Soit L2(Q, ftm), m = 0,..., N, I'espace de Hilbert des fonctions réelles de carré
intégrable sur 'ouvert 2 C R pour la mesure de Borel pu,, positive sur €.
Le produit scalaire sur cet espace est défini par :

(. 9) L2 / F@)g(@)dpm(z),  Vf.g € LA ) (2.1)

et la norme est : )
HfHLQ(Q;,u,m ((f’ f) ,um))a'
On définit I'espace de Sobolev H™ (; po, 1, . - ., jun) par

N po, g1, v = {f AR ELQ(Q;Mm),mZO’--wN},

ot les dérivées f(™ d’ordre m sont prises au sens des distributions. Le produit scalaire
classique sur cet espace est donné par :

N
(fa ) Q50,41 UN) Z(f(m)7g(m))L2(Q;um)a Vf,g € HN(Q;NOMUJ)"'a,UJN)

m=0

et la norme correspondante est :

||f||HN(Q;p,0,...,uN ((f’ f) Qpo0,.- ’HN))

Notons A I'élément de RY de composantes \,,, m =1,..., N.
Maintenant on considére la forme bilinéaire symétrique a) :

NI

ax: HN(Qpo, .. un) x HY(Q po, ..., puv) — R

27
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définie par :

N

ax(£,9) = (. D2y T O Am(F"™ 0™ t2(upmy.  Vf et g€ HN (0, )
=1
(2.2)
ou A, m=1,..., N, sont N réels fixés tels que Ay # 0.
Nous cherchons le domaine D C R ot la forme bilinéaire a est définie positive

D={AeR" | alp,p)>0, VYpeP—{0}}
On notera D,, le domaine de RY tel que
Dp = {A eRY | a(p,p)>0, VYpeP,— {0}}.
On notera D et D,, les domaines de RY tels que

D = {AeRY | a(pp)
D, = {NeRY | a(p,p)

, VpeP},

>0
>0, VpeP,}.
Remarque 2.1.1 Naturellement, tout X € RY tel que A\, > 0 pour m = 1,..., N, est

un point de D (resp. Dy,). En d’autres termes l'orthant positif est inclus dans D (resp.
Dy).

Propriété 2.1.2 D, D,, D et D sont des domaines convezes.

Démonstration.

Soient a,, et a, deux formes bilinéaires définies par (2.2) telles que p et v appartiennent
a D, (resp. D, D, D).

Soit 6 € [0,1]. Alors

N
Aou+(1—0) (P;D) = Z(Wm + (1= 0)n) @™, p™) 120001y
=0
N N
- gzﬂm(p(m)vp( ))LQ(QWm) +(1-0) Zym(p(m)’p ))LQ(Q;um)
=0 1=0

= Oau(p,p) + (1 —0)au(p,p).
Donc, si ay, et a, sont définies positives, aq,(1—-qa), 1'est aussi.
O

Soit I 'ensemble d’entiers {1,2,..., N —1}. On note par I°, I, I~ les sous-ensembles
de I tels que A\, = 0Vm € I, A\, > 0Vm € IT et Ay, < 0, Vm € I~. Naturellement
I=1-ul’urlt.
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Maintenant nous faisons ’hypothése () suivante

Hypothése (H)
Soit N > 2. Pour un Ay fiz€ positif, il existe A € D (resp. Dy,) de composantes A,
m=1,...,N, tel que l’ensemble I~ est non vide et Ay = A\n.

Remarque 2.1.3 Ay est fizé positif dans Uhypothése (H) car dans [15] et [16] il a été

établi que le domaine D est tel que Ay > 0 (Propriété 2.1.13).

Propriété 2.1.4 Dans [15] et [16] Draux et El Hami ont montré que [’hypothése (H)
est satisfaite dans les cas suivants

1. po=...=pN = p est la mesure d’Hermite.
+o0

(f7 g)L2(Q;/.L) - f($)g($)€_x2dx

2. ug est la mesure de Laguerre-Sonin.
+oo
(fsDr2pe) = / f(x)g(x)z%e "dx avec o > —1,
0

+o0
™ ) oy = /0 £ ()9 ()2 e pour m =1, N,

3. po est la mesure de Jacobi.
1

(f, )Lz Qo) = f(:v)g( )(1—2)*(1 —i—a:)’Bd:n avec o > —1 et > —1,

("™, 9" 2y = / £ (@)g"™ (@) (1 = 2)* (1 + 2)" e pour m =1,

4. o= ...= pun = p est la mesure de Laguerre-Sonin.

5. po=...=pun = est la mesure de Jacobi.
Propriété 2.1.5
(s 92 uum) = (@) f,9) 12(050) V9 € LZ(Q;Mm) (2.3)

ot ®(z) est le polynome donné dans le Tableau 2

Démonstration.
La propriété est évidente dans le cas de la mesure d’'Hermite (ppm, = po et ®(z) = 1).
Dans le cas de la mesure de Laguerre-Sonin, ®(z) = = et donc

+o0
(fv g)LQ(Q;Mm) = /0 f(fﬂ)g(l’)fﬁa—i_me_mdl‘

+oo
= /0 " f(z)g(x)z%e Tdx
= (®(x)"f,9)r2 (sp20) -
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Dans le cas de la mesure de Jacobi, ®(z) = 1 — 22 et donc

—+00

(fs 92 pm) = ; F@)g(@)(1 —a)* (1 + )7 " da

+oo
= [Ta- e - o0+ o
= (®(2)"f,9) L2(Qp0)-

O

A partir du point A de I'hypothése (H), on peut générer d’autres points dans le domaine
D.

Propriété 2.1.6 Soit A€ Dun point vérifiant Uhypothese (H). Alors tous les points

X\ € RY de composantes A, m =1, ..., N, telles que A\, — )\ >0, ppurm=1,...,N,

appartzennent a D (resp. Dy). Tous les points X € RN tels que A\ — Am 0 pour
=1,...,N, appartiennent a D (resp. D).

Démonstration.

Si Ay, — 5\m >0 pour m =1,...,N, alors le point A — ANeED (remarque 2.1.1) et donc
a, 5(p,p) >0 VpeP—{0}.

D’autre part A € D donc as(p,p) >0 VpeP—{0}.

Or ay = a, 5 + a3, d’'ott le résultat. La démonstration est identique pour les autres
domaines.

O

Soit \ un point de D comme dans ’hypothése H auquel on associe le point A0 e RN

dont les composantes 5\7(7(2), m=1,..., N, sont
A0 = A, sio melItU{N},
A — 0 si. melI-UTO.

Evidemment, A\(© appartient & D, ainsi que tous les points de l'intervalle [5\, 5\(0)] (voir
la figure 2.1).

On définit le point A* € RY par \* = O\ + (1— 9)5\(0) avec 0 > 1. Ce point appartient &
la demi-droite sur ()\ A )) qui commence en . Les composantes d'un tel point sont :

Ay, =0 sio mel®
A= Am si melTU{N}
A= 0Am si o mel”
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o M0 + 2" x
La frontiére de D Le domaine D

FIGURE 2.1 — les points A* sur la demi-droite sur (A, A(9).

Propriété 2.1.7 Les points \* qui sont dans D, sont & une distance finie de 2O (la

N
distance étant définie par la norme euclidienne sur RN : [|A|[2 = (Y )\,Qn)%)
m=1

Démonstration.
Il suffit de montrer que pour avoir A* € D, il faut que le 6 qui le définit, soit fini.
Nous avons

ax-(p,p) = a5 (P, p) + 0(a5(p, p) — a5 (P; p))-

En utilisant la définition de A\(9) on trouve

ax (p,p) = a30)(:p) +0 > @™, 2™ r2(0p0n)-

MO eDie 0< as o (p,p) < +o0.
Si § =1, alors ax«(p,p) = a;(p,p) > 0 car ANeD.
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D’autre part, pour m € I~ les Am sont négatifs, donc, Glim ax(p,p) = —o0.
—+00

Alors, il existe 0 < +o0 tel que ay- (p,p) =0.
Pour A* = O\ + (1 — )N et 0 € 1,6, ax-(p,p) > 0, YVp € P — {0}.

Pour la suite des préliminaires on désigne par \* le point de RY défini par :
N =0A+ 11—\, 6eL,64

Ces points sont dans D, donc pour tout A*, nous avons ay«(p,p) = 0,¥p € P, c’est-a-dire

(pap)L2(Q;,u,0) + Z )‘:n(p(m)ap(m))LQ(Q;,um) + Z )‘:(n(p(m))p(m))L%Q;,um) 2 0.
mel— meltU{N}

Ceci nous donne immédiatement une inégalité de type Landau-Kolmogorov.

Théoréme 2.1.8 Inégalité de type Landau-Kolmogorov
VpeP ona

Pl + 2o Al ™ ey = S AP Bagyy (24)
mel+U{N} mel-

On remarque qu’a chaque point A* de D tel que I~ # (), correspond une inégalité de
type Landau-Kolmogorov différente.

Une application intéressante des inégalités de type Landau-Kolmogorov (2.4) est liée
a la coercivité de certaines formes bilinéaires a, sur I'espace P.
En utilisant les mémes ensembles d’entiers I°, IT et I~ que dans I'inégalité (2.4), on
définit la forme bilinéaire a,, : HN(Q o, - .., puv) x HN(Q; po, ..., uy) — R par

aﬂ(fv g) = (fv g)LQ(Q;,uo) + Z pm(f(m)vg(m))LQ(Q;um)a (25)
melOUI+tU{N}

Vi, g€ HY(Q;po,. .., uN), avec py, >0, ¥m € I°UTT U{N}.

Théoréme 2.1.9 Si (2.4) est satisfaite, alors il existe une constante k > 0 telle que,
Vp € P, on ait
2

Démonstration.
On ajoute aux deux membres de I'inégalité (2.4) la quantité suivante :

1€I0uItu{o,N}
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Nous obtenons

A+ min DlPZe @+ 2. O+ min IGDIP™ 12y,

meltU{N}
+ min (N P70 =
Jel melo
> Pl ™y + min A7 > 1211 2(05)-
mel- J i€IOUI+U{0,N}

Une borne supérieure de la partie gauche de I'inégalité obtenue, qui fait apparaitre ’ex-
pression de a,(p, p), est

AS,  min [ \Y] min |\%|
max | 1+ min |A7|, max e 7 max e 1 a,(p,p) = Ca,(p,p)
jer- 7" mer+tU{ny D " meld Pm P PR S

Une borne inférieure de la partie droite de I'inégalité obtenue est

: * 2
jnel}r_l |/\jH|pHHN(Q;uo,~--,uN)'
min [Aj
Donc k = 2 ——
]
Corollaire 2.1.10 (ap(p,p))% est une norme sur HN(Q; o, ..., un) équivalente a la

norme HpHHN(Q;uo,---,uN)'

Démonstration.
A partir du théoréme précédent 2.1.9, Ik > 0 telle que a,(p,p) = HHpH%{N(Q'MO i)
Donc il reste & montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que

ap(pvp)) < MHpH%IN(Q;/LO,...,p,N)'

Nous avons

2 2
ap(p,p) = HpHLZ(Q;MO) + Z pme(m)HL2(Q,um)

melOUI+tU{N}

< HPH%Q(Q;MO) + Z pme(m)H%%Q;um) + Z Hp(m)H%Q(Q;um)
melOUItU{N} mel~

< 2 :

< maxl Iy PP @,

Donc M = max(1, max Pm)-
melOUI+tU{N}
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Si 19 = (), alors le Théoréme 2.1.9 nous donne le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.11 Si (2.4) est satisfaite et I° = 0, alors il eviste une constante i > 0
telle que, Vp € P

12132000 T D AllD ™Ry = BP0 ) (2.6)
meltU{N}

Démonstration.
Il suffit de prendre p,, = A\,, Ym € I'T U{N}, dans le Théoréme 2.1.9. Alors il existe
une constante & > 0 telle que, Vp € P

ap(p,p) = HPH%%Q;MO) + Z )\;anP(m)HQB(Q;M,,L) = /%HPHJZLIN(Q;MO,...,MN)'
meltU{N}

O

La forme bilinéaire ay définie par (2.2) est un produit scalaire sur HY (Q; uo, ..., un) x
HN(Q; po, ..., o) quand X € D. Alors, on peut définir la suite des polynémes unitaires
de Sobolev {S),}nen orthogonaux par rapport a ce produit scalaire. Cette suite forme
une base de P. Les propriétés précédentes sont satisfaites pour tout polynéme p € P,
donc, elles sont aussi satisfaites pour tout les polynémes S,,, n € N et inversement. De
plus, si la suite { S, }en est totale dans H™ (Q; po, . . ., ), alors une propriété satisfaite
par tous les S, est aussi satisfaite par toute fonction f € HN(; po, ..., un). Dans [15]
et [16] Draux et El Hami ont montré que la suite des polynomes de Sobolev {S,, },en est
totale dans H™ (Q; uug, . . ., ) pour les cing mesures de la propriété 2.1.4.

Les résultats précédents permettent de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.1.12 Le probléeme variationnel suivant a une solution unique u € HN(Q;

[0s -5 UN)
ap(u,v) = L(v) Yo e HY(Qpuo,. .., un),

0w a, est la forme bilinéaire définie par (2.5) et L est une forme linéaire continue sur

HN(Q; po, ..., 1)

Démonstration.
L’existence et I'unicité de la solution sont une conséquence du Théoréme de Lax-Milgram
(voir [18] p.1217). En effet, a, est continue sur H™ (; g, . . ., puy) X HN(Q; o, - .., )

|ap(u,v)| <

melori,l?fu{]v} |om|llul ’HN(QWOv---,HN) ||v] ’HN(Q§M07---,MN)'

Et on a déja montré qu’elle est coercive. D’oti le résultat.

0

La suite de ce chapitre sera consacrée aux trois premiéres mesures citées dans la
propriété 2.1.4. Ces cas sont étroitement liés : dans le cas de la mesure d’Hermite les
dérivées des polyndémes orthogonaux sont orthogonales par rapport & la méme mesure.
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Dans les deux autres cas si yg est la mesure associée aux polynémes orthogonaux, alors
les dérivées d’ordre m de ces polyndémes sont orthogonales par rapport a la mesure fi,.
Cette propriété rend leur étude simple et trés similaire.

Nous nous intéressons a la positivité de la forme bilinéaire a définie comme dans (2.2)

N

(I(f, g) = Z )‘m(f(m)vgm)LQ(ﬂ;um)v

1=0

Vfetge HY(Qpo, ..., puy)

lorsque pg, ...,y correspondent aux trois cas cités ci-dessus.

Nous rappelons dans le tableau suivant certains éléments correspondants aux cas
Hermite, Laguerre-Sonin et Jacobi.

Nom Hermite Laguerre-Sonin Jacobi
Q | — 00, +00[ 10, +o00] | —1,1]
1o e x%e " (1 —z)*(1 +2)°
fom 110 ™ g (1 —2)™po
((n_fﬁl)m)z ﬁ;z__mm)' (n—m)IT(n+a+1) 20n (n, — m)!r(a”)zﬁ’i}éi&)’;;mrm)
avec oy, = +n—+1
Bn=B+n+1

5n:an+16n_]—

(m)
clm = ]ZELO) 2™M(n—m+ 1), (n—m+ 1), m—m+Dpn+a+8+1)n
S 2m 1 n+a+pB+1m
Restrictions a>—1 a>-—1, > -1
Tableau 3

ot I est la fonction Gamma. )
m
Pour avoir les expressions des coefficients C’,(Lm) = kn

, on utilise les relations suivantes :

k)
(Ho(2)) = nHyi(2),
(La(x)) = nLoti(x),
(P&F(x)) = nPo ().

Propriété 2.1.13 [15]

i. a(Pp, P;) = 0 Vi # n, alors {Py}nen est aussi une suite de polynémes de Sobolev
unitaires orthogonaux par rapport @ a.

N
ii. a(Pp, Py) = k,(«bo)(l + > C’ﬁbm))\m), avec la convention C\™ = 0,sin—m+1<0
m=1

pour un indice m, en d’autres termes cet indice n’existe pas dans la somme.
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ii. Soient Oy, i > 1, les demi-espaces de RN définis par

N
O;={re RN 1+ 3" ™A, > 0},

m=1

Alors D= ) O;.
i1
. St N > 2, chaque demi-espace O; contribue a réduire le domaine D dans lequel a

est définie positive, c’est-a-dire D est inclus dans () Oj strictement, ou encore
Jj=1,j#i
e ) O;etA¢D.
Jjzl,j#i
v. D est tel que Ay > 0.

vi. Soient H;, i > 1, les hyperplans de RY définis par :
N
Hi={reRY | 1+ "™, =0}
m=1

Alors, N + 1 hyperplans différents H; n’ont aucun point commun.

vii. Soit E le domaine de RN défini par :
E={eRY | N\,>=0m=1,...,N}.
Alors D\ E # 0.

Cette propriété permet de caractériser D, le domaine de positivité de la forme bilinéaire
ay. Mais elle ne donne aucune information sur le signe ou la valeur des constantes qui
interviennent dans les inégalités de type Landau-Kolmogorov. Toute la suite de ce tra-
vail sera consacrée a ’étude des points de la frontiére de ce domaine qui est une surface
polyédrale pour les trois mesures qui nous intéressent. Nous nous intéresserons en parti-
culier aux points extrémaux de cette surface, et grace a la convexité du domaine et a la
Propriété 2.1.6 nous pourrons générer les autres points.
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2.2 Cas de N + 1 Normes (I° = ()

Pour trouver des points sur la frontiére de D, nous nous sommes intéressés aux points
d’intersection de NV hyperplans H; différents, leurs propriétés et les conditions pour qu’ils
appartiennent au domaine de positivité. Les coordonnées de ces points sont les constantes
qui donnent les inégalités de type Landau-kolmogorov dans le cas ou I = IT U ™.

Théoréme 2.2.1 Soit Ay, .,y le point obtenu par l'intersection de N hyperplans diffeé-
rents He,, i =1,...,N, ; e Net1 <ly <ly <...<[ly. Soient \j, j=1,...,N les
coordonnées d’un tel point. Alors le signe de \j = (—=1)7, j=1,...,N.

Nous proposons deux démonstrations différentes : dans la premiére, on utilise les pro-
priétés des différences finies mais malheureusement elle ne s’applique que si ¢; > N.
Pour la seconde on résout par la méthode de Cramer le systéme linéaire qui donne les

coordonnées du point Ay, . g, -

Démonstration A

La forme particuliére des C’i(m) nous a poussé a utiliser les propriétés analytiques des
différences finies. Malheureusement, méme si cette démonstration semble séduisante, elle
s’applique uniquement quand ¢; > N. Notons que numériquement nous avons observé
cette alternance de signe tout le temps. D’ailleurs la seconde démonstration le prouve.

Les coordonnées du point d’intersection de N hyperplans Hy,, ¢ =1,...,N, {; € N,
doivent satisfaire I’équation de chacun d’entre eux, c’est-a-dire :

N
1+ Y ¢™An=0, i=1,....N (2.7)
m=1
ou encore :
N
ZC}ZW))\m:O avec \g=1, 71=1,....N
m=0

i) Cas Hermite et Laguerre-Sonin.

A cause de I'expression des coefficients CZ.(m) =2""(n—m+ 1)y, € = 1 dans le cas
d’Hermite et € = 0 dans le cas Laguerre-Sonin, ces équations peuvent étre considérées
comme ’expression d'un polyndéme écrit dans la base de Newton associée aux points

d’interpolation entiers z; =1, 7= 20,1,..., N, et pris ensuite pour x =¥;, 1 =1,..., N.
On définit les polyndémes de Newton par
No(z) =1, Np(2) = N1 (z) (2 — z), YVm >1 (2.8)

Un polynome de degré N dans cette base s’écrit :

N
pa) =Y B Nm(). (2.9)
m=0
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Alors le systéme (2.7) peut étre considéré comme un polynoéme p(x) de degré N tel que
p(l;) =0,i=1,...,N, avec

B =2\,  m=0,...,N.

€ = 1 dans le cas d’Hermite et ¢ = 0 dans le cas de Laguerre-Sonin.

Les ¢;, i =1,..., N sont les N racines de p(z), donc p(z) s’écrit aussi comme :
N
o) = (- b) (2.10)
i=1

Pour trouver la constante C', on calcule p(0) & partir des deux expressions de p(z).

N 1)V
(2.9) donne : p(0) = By = 1 et (2.10) donne : p(0) = C(—1)" ] 4. Donc C = (Ni)
i=1
Alors
N N
(.’E — fl) (61 - I)
ple) = ()N T =g (2.11)
¢ 4
i=1 i=1
N N
= 2 An N () = Y BN ().
m=0 m=0
Les Bm = plxo, . .., Ty) sont aussi les différences divisées d’ordre m basées sur les points
ri=1,1=0,...,m.

Nous rappelons le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2 Si f € CF[a,b] et z;, i = 0,...,k sont k + 1 nombres distincts dans
)

(
[a,b], alors 3¢ €la, b| tel que f(];)('f = flxo, ..., xk].

Dans notre cas on obtient :

(k)
/Bk = p[x07 cee ,:L'k] = b (k()é;k) avec gk e] min Z;, Max wi[:}l'(),l'k[-

o<i<k  0<i<k

Pour 4 > N—letaxz <l ional;—xz>0Vi=1,...,N. Doncp(j)(:c) a le signe de
(=1 pourz <flietj=0,....,N—1.01r& < <zy=N < /. Doiu le signe des 3.

O

i) Cas Jacobi.
Dans le cas de la mesure de Jacobi, nous faisons le changement de variable suivant :
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~ A m A
b=t + %ﬁﬂ Alors C’éim) se transforme en an) = [1(2 - (%BH +ji—1)%) et le

j=1
systéme (2.7) devient
N
14+ Y CMAn=0 i=1,...,N. (2.12)
m=1

Ce systéme peut étre considéré comme 'expression d’un polynoéme écrit dans la base de
Newton associée aux points d’interpolation x; = (%ﬁ“ +j—1)2%4i=0,1,...,N, et
pris ensuite pour x = @f, 1=1,...,N.

Les polynomes de Newton sont définis de la méme fagon que dans (2.8).
Alors le systéme (2.12) peut étre considéré comme un polynéme p(z) de degré N écrit
dans la base de Newton, tel que p(¢?) =0,i=1,..., N, avec

Bm = Am, m=0,...,N.

Les t?, i=1,...,N, sont les N racines de p(z). Donc p(x) s’écrit aussi comme :
N
pa) =C[J@-2). (2.13)
i=1
. " .y (-~
On calcule la constante C' de la méme maniére que précédemment, on trouve C' = -
e%
i=1
Alors
N5
IGRE
p(@)="—F—— (2.14)
I
i=1
N N
= AnNo(@) = Y BN ().
m=0 m=0
Les By = plzo, ..., %m] sont les différences divisées d’ordre m basées sur les points z;,
i =0,...,m. En utilisant le théoréme 2.2.2, nous obtenons
Br = plx x| = M avec { €] min x;, max x;[=|xo, rx|
k= PlT0os ..., Tk &)! k €I, T, MaX Ti 0, Tk |-

Pour = < 2 ona@?—$ >0,Vi=1,...,N. Donc p\¥)(z) a le signe de (—1)7 pour z < 2
et j=0,...,N—1.0r & <z, < oy = (N—l—i—%ﬁﬂ)2 <2 = (El—i—%ﬂ“)Q si
1 > N — 1. D’ou le signe de G,,.

0
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Démonstration B. Résolution du systéme linéaire

Pour cette deuxiéme démonstration, nous allons calculer directement les coordonnées
de Ay, ..y, le point d’intersection de N hyperplans différents Hy,, ¢ =1,..., N, f; € N.

Aghm’gN:()\1,...,)\]\1)67'[&, i=1,...,N.

Donc il vérifie I’équation de chaque hyperplan :

N
1+ Y /A =0, i=1,...,N.
m=1
Par conséquent ses coordonnées A;, j = 1,..., N, sont la solution du systéme linéaire
suivant :
o) ¢ oM /n 1
3 3 :N S el
o) ¢ oM \aw 1
On calcule les \; par la méthode de Cramer.
1 i—1 j+1 N
&/ e/ L RS W e/ &/
(1 -0 A N)
N &/ S N o/ i RS W/ AR O &/
J 1 N
Uz
o) ()
Coy -+ Coy
1 i—1 j+1 N
1o el ooty L eV
L oW U1 oG o)
(1Y o - Ciy i . Oy 515
= (=1 (1) (N) (2.15)
Gy’ o Oy
&) ()
Coy -+ Coy
_ (_1)ij,N(€17~-7£N)'
QN (l1;- - EN)

Les C,(Lm) sont donnés dans le Tableau 3.

Dauns le cas de la mesure d’"Hermite ou de Laguerre-Sonin (resp. de Jacobi) Qn (41, ..., ¢N)
et Q;N(l1,...,¢n) pour j < N sont des polynomes de NN variables 4;, i = 1,..., N, de
degré au plus N (resp. 2N) par rapport a chaque variable ¢;, i = 1,...,N — 1, et de
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degré N (resp. 2N) par rapport a la variable £. Pour Qn n (41, ..., {y) on doit changer
la référence au degré N (resp. 2N) en N — 1 (reps. 2(N —1)).

Qn(lq,...,LN) se calcule facilement par récurrence. En effet, ¢’est un polynome de degré
N (resp. 2N) par rapport a £. Dans le cas d’Hermite ou de Laguerre-Sonin, 0;¢;,j =
1,...,N — 1, sont ses N racines et dans le cas Jacobi 0;¢;,j =1,...,N —1;—a — 3 —
i~ —a—p—1,7 = 1,...,N — 1, sont ses 2NN racines. Le coefficient de téte est
Qn-1(l1,... . lN_1).

Alors, dans le cas d’Hermite et Laguerre-Sonin :

(NW+1) ) N
QN(l1,.. . IN) =&y 2 6o I @ - (2.16)
j=1 1<s<r<N
Dans le cas de Jacobi :
N
Qn(lr, ... tn) =6 +a+8+1) J] G-t +ti+a+p+1). (217)
j=1 1<s<r<N
Ainsi, Qn (41, ...,¢n) > 0 dans les trois cas.
De la méme fagon on calcule QN n(¢1,...,¢N).
Dans le cas d’Hermite et de Laguerre-Sonin
(NW+1) )
QNN .. IN) =&y 2 I @ —c¢). (2.18)
1<s<r<N
Dans le cas de Jacobi
Qun(ly,....tn) = J[ =)l +Lls+a+B+1). (2.19)
1<s<r<N
QnN(l1, ..., 0n) > 0 dans les trois cas.
Maintenant nous allons montrer par récurrence que Q;n(¢1,...,¢n) > 0, Vj < N.

Nous séparons les cas de la mesure d’Hermite et de Laguerre-Sonin du cas de la mesure
de Jacobi.

i) Cas Hermite et Laguerre-Sonin.

Supposons que tout déterminant Q, x(41,...,0;) > 0, V& € N tels que 1 < 41 <
by <...<lp,Ym=1,...;ketVk=1,...,N — 1.
Cette propriété est évidente pour Q12(41,¢2) et Q2.2(¢1,¢2).
Montrons que QN (f1,...,¢n) >0, V4 € Ntels que 1 <4 < lp <...<Uly_1 <y et
Ym=1...,N—1.
Nous développons Q, v (¢1,...,¢N) par rapport & sa derniére ligne, puis nous l'expri-

mons dans la base canonique ({y)7, 7 =0,..., N.
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N
QN1 Un) =Y N Emj(l, .. ). (2.20)

J=0

Le coefficient de téte est

EnnWi, ... IN—1) = gj(VN)Qm,Nfl(gla oo N—a).

A cause de I'hypothése de récurrence Qm.N-1(l1,...,¢Nn_1) est positif.
Nous avons la relation suivante : C( m) _ Cé, )Cénill).

(3

Sim = 1, le terme constant se calcule de la méme maniére que (2.16). On trouve :

N (R n, N1
Eio(ly, ... n-1) = ()N ey, [Tew-v JI @ -
i=1 1<s<r<N-1

Il est nul si £1 =1 et il a le signe de (—1)V =1 si 3 > 1.
Sim > 1, alors le terme constant est

N—1
Emo(l1,. .. Inoq) = (-1)N H Céil)Qm—l,N—l(El —1,... 0y —1).

=1

Si 6y > 2, alors Q-1 nv—1(41 — 1,...,¢n—1 — 1) > 0 en appliquant I’hypothése de
récurrence.

Si 41 = 1, alors le déterminant Q-1 n—1(¢/1 — 1,...,fny—1 — 1) a sa premiére ligne
(1,0,...,0) et donc

N-1
Qm-1n-1(l1 —1,...,{ny_1 —1) H Cf ._1Qm oN—2(le —2,... . Iny_1—2).
=2

Par récurrence, on en déduit que Vm =1,..., N et V{; e Ntelsque 1 </l </l < ... <
{n, le terme constant dans (2.20) est nul ou a le signe de (—1)V1.
Par conséquent, le polynoéme de degré N, Qn, n(¢1,...,LN) considéré comme polynéme

N Em,o(f1,...0N_1)

de la variable /y a un produit de racines donné par (—1)" & N in - 1 est non

positif.
Or Qmn(f1,...,¢n) a N —1 racines positives évidentes : 4;,i =1,..., N —1, la derniére
racine est forcément non positive. Donc Qp, n(41,...,0n) > 0, Vln > {n_7 et le signe

de \j, j=1,...,N est celui de (—1).
#1) Cas Jacobi.

Dans ce cas il sera plus commode de changer les ¢; en ¢;, avec {; = £; + %’BH Les

coefficients Céim) =i —m+1)pnl; + o+ B+ 1), deviennent
) =" a (&2 —
j=1
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On pose

QN(gly"'aéN) = QAN(avﬁvé%""aé?\/)v
Qin(l,....tn) = Qin(a,B,8,...0%).

Alors . .
Q]N( LB, 03, ... %)
Qn(a,B8,83,...,03)
Supposons que tout déterminant ka(a,ﬁ,@, . ,E?V) >0, Vl; € N tels que 1 < /1 <
by < ...<lp,Nm=1,....k,Vk=1,...,N —1et Va > —1,V8 > —1.

La propriété est évidente pour Qog(a,ﬁ,@?lﬁ%) et Ql,g(a, B,l?,l%)

Montrons que Qm,N(a,B,l?%, ... ,é?v) >0,V e Ntelsque 1 <0 <l <...<ln_1<
Iy, Ym=1,...,N —1letVa>—-1,V3 > —1.

A = (—1 (2.21)

Nous développons le déterminant Qm ~N(a, B, él, .. l%,) par rapport a sa derniére ligne,
et nous I'exprimons dans la base canonique (62 Y, 7=0,...,N.
N
Qm(a, 8,6, .. = (3Y Emj(a, 8,03, 03 _1) (2.22)
7=0

Nous avons la relation suivante C’;n)(a, B) = C’lg_l)(oz, B)C’gmfl)(oz +1,8+1).

Le coeflicient de téte est

( B7£1)" ) QmN (aalgaé%w'wé%—l)'

A cause de I'hypothése de récurrence il est positif.
Si m =1, le terme constant Eyo(a, 3,0%,... (3 ) est

“H(ﬁ EEE) (B ) [T @-
1<s<r<N-1

Il vaut 0 si /1 = 1 et il a le signe de (—1)V "1 si £ > 1.
Sim > 1, alors le terme constant est

a+B+1,
Emola, 8,03, 0% ) = (—1)N ! H 02— L) )Qmo1.n—1(a+1,B+1, 03, ... %,

=1 2
Si ¢y > 2, alors Qm,l,N,l(a + 1,6+ 1,@%, e ,f?v_l) > 0, en appliquant 'hypothése de
récurrence.
Si ¢ =1, alors le déterminant Qm,l,N,l(a + 1,6+ 1,@%, e ,@V_l) a sa premiére ligne
(1,0,...,0) et donc il devient

N—-1
a+pB+1 A .
H <&2 - (L + 1)2> Qm_QJV_Q(Oé—I—Q,B—{—Q,l%,...,5?\[_1)

. 2
=2

).
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qui est un cas précédent. Alors, Vm =1,... , NetVl; € Ntelsquel <1 < ly < ... < /ly,

le terme constant de (2.22) est nul ou a le signe de (—1)V 1.
Toujours & cause de ’hypothése de récurrence Qm]\/,l(oz”B,E%7 ce ,E%\,_l) est positive.
Donc le polynéme @y, n(cv, B, a ... ,ﬁ?v), considéré comme un polynéme de degré N de

N E’m,O(a:ﬁvéim:é?\I—l)
Em,N(auB:E%"“ve?\l—l)

la variable X = f?v a un produit de racines donné par (—1) L est

non positif.

Or QmN(oz,/B,l?%,...,l?N,l,X) a N — 1 racines positives évidentes : @2,@ =1,...,N —
1, donc la derniére racine est non positive, elle correspond a un ¢y complexe. Alors
Qm’N(a,B,é%, e ,EN) >0Vln > {n_q etlesignede \j, 5 =1,..., N est celui de (—1)7.

O
Propriété 2.2.3 Dans les cas d’Hermite et de Laguerre-Sonin
1 1
Ay = (—1)N£(T>T- (2.23)
N TT G
j=1
Dans le cas de Jacobr
Ay — (=) 2.24
N="y : (2.24)
4 +a+5+1)
j=1

Démonstration.

Par la méthode de Cramer
QNN )

AN = .
N QN )
Il suffit de remplacer QN n(¢1,...,¢N) et Qn({1,...,¢N) par (2.16) et (2.18) dans le cas
Hermite et Laguerre-Sonin, et par (2.17) et (2.19) dans le cas Jacobi.

O

Maintenant nous donnons quelques conditions nécessaires pour que Ay, /. soit dans D.

Propriété 2.2.4 Si N est impair, alors Ay, n’appartient pas a D.

----- N
Démonstration.
signe de(A\y) = (—=1)V < 0.

Or Ay doit étre positif si Ay, est dans D (voir Propriété 2.1.13).

N

O

Théoréme 2.2.5 Soit Ay, . .. le point obtenu par l'intersection de N hyperplans diffeé-
rents He,, t=1,...,N, l; EN et 0 <ty </ly <...</ly. Dans le cas ou N est pair, ce
point appartient a D si et seulement st

N
521‘:€2i71+1 ViEN, 2':1,...,5.
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Démonstration.
Dans la propriété 2.1.13, D est défini par D = () O;, donc un point A = (Aq,..., An)

1>1

_ N )
appartient & D si et seulement si A € Oy, Vm > 1, c’est-a-dire si 1 + > )\jCy(,]L) > 0,

j=1
VYm > 1.
Soit Qn () le polyndome défini par :
N .
Qn(r) = 25](\],) (x—J+ 1)) dans le cas Hermite et Laguerre-Sonin.
j=1
N
Qn(r) = Z(m —J+je+a+B+1)) dans le cas Jacobi.

.
Il
-

Alors Ay, 4y €D < Qn(m)>=0 VmeN".

C’est-a-dire, le polynome @y (x) doit étre positif pour tout entier positif.

Dans le cas d’Hermite et de Laguerre-Sonin, le polynéme Qn(x) est de degré N et le
coefficient de 2V est §](VN))\N. Dans le cas de Jacobi, il est de degré 2N et le coefficient
de 22N est \y.

Or A¢, .oy € Hey i =1,...,N. Donc Qn(¢;) =0,7=1,...,N. Dans le cas Jacobi on
aaussi Qn(—l;—a—p—-1)=0,i=1,...,N, mais —¢;, —a— 5 —1<0.

Alors, dans les deux cas, les seules racines positives du polynéme Qn(z) sont les 4;,
i =1,...,N et son terme de téte est positif si N est pair. Par conséquent, Qn(z) < 0
si lg;—1 < x < 9. Donc pour que le polynéme Qu(x) reste positif pour tout entier
m, m > 1, il faut qu'il n’y ait pas d’entier dans Uintervalle |fo;_1, £2;], i.e on doit avoir
lo; = fo;1 + 1, V’L'EN,Z':L...,%.

0

Comme on 'a déja précisé, ces démonstrations ne concernent que le cas particulier ot
I° = . Donc avant d’aller plus loin dans I’étude des domaines de positivité, on propose
de généraliser ces propriétés dans le cas ot on prend un nombre quelconque de normes
parmi les N.
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2.3 Cas général : » normes parmi N

2.3.1 Propriétés générales

Le but de cette partie est de chercher des points A = (A1,..., Ax) sur la frontiére du
domaine de positivité D. Nous nous intéressons plus particuliérement aux points extrémes
de cette frontiére qui sont obtenus en utilisant I'intersection d’hyperplans H; et d’hyper-
plans A\; = 0 de telle sorte que le nombre total d’hyperplans utilisés soit égal a N. Les
coordonnées )\, du point obtenu de cette intersection nous donnent les coefficients d’une
inégalité de Landau-Kolmogorov (2.4). Nous allons aussi donner des informations pré-
cises sur les ensembles d’entiers I°, I et I~ qui donnent la forme générale des inégalités.

Le lemme suivant donne le signe de certains déterminants qui seront rencontrés dans le
calcul des A\,

Lemme 2.3.1 Soit r un entier fizé, r > 2.

Soient b;, 1 =1,...,r, r entiers tels que 1 <l < ly < ... < ;.
Soient q;, i =1,...,r—1,r—1 entiers tels que 1 < g1 < @20 < ... < Gp_1.
Soit D le déterminant défini par :
b, Ay
qq -+, dr—1
(q1) (gr—1)
1 C’el1 s G !
D =: : : )
by, Ay : ('ql) (q.—1)
a .- qr—1 1 Cer Czr
i) Sil; > qi—1,Vi=2,...,r, alors D > 0.
by ..., Ay
qa -+ gr-1
ii) S’il existe j € N, 2 < j <, tel que, {; < qj—1, alors D 0 0 =0.
I ) T
<QI PRI QT—I)
Démonstration.

Commengons par montrer le ii). Comme les ¢; et les ¢; sont ordonnés, s'il existe un entier
J,2<j<r tel que, ¥ < qj_1alors {; < q, Vi=1,...,jetVk=j—1,...,r. Donc
W =0,¥i=1,.. jetk=j—1,...,r

Dans ce cas, les j premiéres lignes de D 0 0 sont :
1 geeey r
(ql sy QT‘—l)
1 Cé?l) Cé?j‘z) 0 -~ 0 pouri=1,...7.

3 3

Le déterminant est nul car ces j lignes ne sont pas indépendantes.
Pour montrer le i), nous allons faire une démonstration par récurrence sur la taille d du
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déterminant.
Cette propriété est trivialement vraie pour d = 2. En effet,

D =
€1 €2

On suppose la propriété vérifiée pour tout déterminant de taille d < r — 1, Ve; € N,
i=1,...,d, telsque 1 < e <ey < ...<eg,etVp; € N i =1,...,d—1, tels que

1o

o)| = cpr) _ C’g’l) >0 dés que eg > e et ex > pi.
€2

€2

1<p1 <p2<...<pg_1, qui satisfont la condition e; > p;—1, Vi=1,...,d :
1o Loy
D =|: : : > 0. (2.25)
e o ) (pa1)
bt 5---5 Pd-1 1 Cefi)l ce Cedd71

El PRI ET’—I
qa .-+ Q4r-2
de coordonnées (Cégl),...,C’égr’2)), pour ¢ = 1,...,r — 1, ne sont pas dans le méme

D’apres cette hypothése de récurrence, D ( ) > 0. Donc les r — 1 points

hyperplan de R"~2, et forment donc un (r — 1)-simplexe de R"~!. On peut alors définir
I'hyperplan de R™™! qui passe par les » — 1 points de coordonnées (Cé:h), . ,C’éf’"_l)),
pour i =1,...,r — 1, par '’équation :

1o ooy
L =0 (2.26)
1o ey
1 X, . X,

On définit z;(t), pour i = 1,...,r — 2, par
zi(t) = O

et on définit f(t) par
f@) =i,

Rappelons que CT(Lm) =0,sin—m+1<0.

Pour r = 2, ¢1 = 2 et ¢ = 5, 'hyperplan (2.26) est la droite bleue de la figure 2.3 et
f(t) est représentée par la courbe rouge.

Les z;(t), i =1,...,r — 2, sont des fonctions convexes en fonction de t. En effet, ce sont
des fonctions polynomiales dont les racines respectives sont les ¢; premiers entiers, or,
d’aprés la définition des C,gm), ces fonctions sont nulles pour t < ¢; — 1 qui est la plus
grande racine, donc elles sont convexes.

Pour les mémes raisons f(t) est une fonction convexe de t. Elle est aussi strictement

convexe en fonction de z;(t), i =1,...,r =2, quand t > ¢,—1 — 1 (Voo > =1l et § > —1
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dans le cas Jacobi).
L’hyperplan, défini par (2.26), peut étre considéré comme 1’hyperplan passant par (r—1)
points (an)’ ey Céiqr_l)), i=1,...,7r—1,situés sur le graphe de f(t) (voir la figure 2.3).

50 —
40 —
30 -

20 4

L'hyperplan pour (7) —
— 70 T h=2el=s nm sz‘

FIGURE 2.2 — La fonction convexe f(t).

On prend X, = Céfj) pour j =1,...,7—2, avec £, > l,_1 et £, > q,_1. A ces Xg;y J =
1,...,7—=2, correspond un X, _, (¢.) tel que le point de coordonnées (X, ..., Xq 5, Xq,_, (¢r)),
soit dans I’hyperplan (2.26). Alors on peut écrire :

Lo o o ol gl o)
D T - 1 C(:‘Il) C(QT—2) C(q;—1) -\ (i11) (gr—2) (q:r—l)
a Gr_1 [ lr—1 Lr—1 1 CZT,1 e C[,«,l CET,1
o 1 Xq Xgr s Clgfril) 1 Xg 0 Xgop Xgo(6)
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En développant les deux déterminants par rapport a leurs derniére ligne on trouve

qa .-+ dr—1 qa .-+ dr-2

_ (gr-1) _
D(el ey Ay ) = (G, X’“—l(m)D«l zr_1>

Comme f(t) est strictement convexe pour t > ¢,—; — 1 et que chaque z;(¢,) > C§ff ),

pour i =1,...,r— 1 et j=1,....r — 2, alors X,_1(f;) < C{ .

Donc D > 0.
L T
q -+ QGr—1
O
A partir de ce Lemme on en déduit la positivité d’autres types de déterminants.
Corollaire 2.3.2 Soit r un entier fixé, r > 2.
Soient £;, i =1,...,r, r entiers tels que 1 < U1 < by < ... </l,.
Soient q;, i =1,...,r, r entiers tels que 1 < q1 < q2 < ... < qp.
Sil; = q,t=1,...,7, alors le déterminant
(q1) (ar)
Cy, s G
: : (2.27)
ol g
est positif.
Démonstration.
q;—q1)

Dans le cas des mesures d’Hermite et de Laguerre-Sonin nous avons Cé(fj ) = C’gh)Cé
donc le déterminant (2.27) donne :

i—q1

r
C(Ql)D .
1131 bi El_(h Yooy ET’_ql
92 —q1 ,---5 qr —q1

Dans le cas de la mesure de Jacobi nous avons Cé?j)(a, B) = C’gl)(a, 5)C’éfﬂ;lq1)(a, B) et
donc le déterminant (2.27) donne :

f[cgg.ql)(avﬁ)D(anl’ﬁ_‘_ql) .

=1 ‘ 1—4q1 ..., gT_ql

<Q2Q1 ) QTq1)
Onposeei:&—ql etpi:qi_l—i—ql,pourizl,...,r.
Onal<<b<.. <l , 1<qi<@<..<gel>q,i=1...r,
alors 0 < e <es <...<eret 1 <p <p2<...<Dpp.

Ore;, =4—q =2 q¢—q = pi—1, 7 = 2,...,7. Donc le Lemme 2.3.1 s’applique et le
déterminant 2.27 est positif pour les trois cas de mesure.
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O

Maintenant nous allons donner une propriété qui concerne le signe des coordonnées non-
nulles )\, d’un point obtenu par l'intersection d’un ensemble de r hyperplans H; et un
ensemble de N — 7 hyperplans \; = 0.

Théoréme 2.3.3 Soit r un entier fizé, r > 2.

Soient U;, 1 =1,...,r, r entiers tels que 1 < 1 < ly < ... < l,.
Sotent q;, i =1,...,r, r entiers tels que 1 < q1 < q2 < ... < qp.
On considere le systéme linéaire suivant :

¢ e AN 1
: : =11 (2.28)
Céfl) . Cégr) AQT 1
i) Sil; > q;, Vi = 1,...,r, alors le systéeme linéaire (2.28) a une solution unique, et

signe(Ng;) = (=1)7, pour j =1,...,7.

ii) S’il existe i, 1 < i < r, tel que {; < q;, alors le systéme linéaire (2.28) n’a pas de
solution.

Démonstration.

i) D’apres le Corollaire 2.3.2, le déterminant du systéme linéaire (2.28) est positif. Donc
il admet une solution unique.

Pour obtenir le signe de chaque Ay, il suffit de les calculer par la méthode de Cramer :

o oo o) o)
N céfl) céf;'—l) 4 Céf.j“) clff”
v c@ o)
cw ol
1o el ol o)
—l o/ e/ e/ A O o/
o o
o o)
Vj=1,...,r, avec la convention : si j = r, alors la derniére colonne aura des exposants

(%"—1)-
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On pose p; = q;, pour i =1,...,5 — 1, et p; = giy1, pour ¢ = j,...,r — 1. Alors

D (51 ey Ay )
. pr ..oy DPr—1
Mg, = (—1) . (2.29)
v cm L)
o .. o

Le dénominateur de \,; est positif (voir le corollaire 2.3.2). Montrons que le numérateur
I’est aussi.

Sii=1,...,7—1,alors p;_1 =¢q;_1 et £; > q; > q;_1, donc £; > p;_1.
Sii=j,...,7r—1,alors p;_1 = ¢q; et £; > q;, donc £; > p;_1.

Alors, d’apreés le Lemme 2.3.1, le numérateur est aussi positif, d’out le résultat sur le signe

des A, .
ii) Soit ¢ le premier entier, 1 < i < r, pour lequel ¢; < ¢;, i.e. ¢; > ¢q;,Vj=1,...,i—1.
Comme les /; et les g, sont ordonnés alors £; > g pour j =1,...,ietk=14,...,7 — L

Et donc les i premiéres lignes de la matrice du systéme (2.28) sont :

(q1) (gi-1)
c,lt Cy, Yoo o...00
(@) (@) '
C&_1 C&_ Yoo o...00
oLy
En utilisant le Corollaire 2.3.2, | : > 0.
&/ e/
En utilisant le Lemme 2.3.1, le déterminant D , / >0, car l; > l;_1 >
1 5.0 7
(Q1 PR %—1)
qi—1- .
Par conséquent, le vecteur (—1 e —1) , second membre du systéme linéaire (2.28)

ne peut pas appartenir a ’espace vectoriel engendré par les colonnes de sa matrice. Donc
le systéme n’a pas de solution.

0

Désormais on pose g, = N.

Le systéme linéaire (2.28) peut étre considéré comme le systéme donnant les coor-

données du point d’intersection de r hyperplans H,,, 7 = 1,...,r, avec N —r hyperplans
Aj=0,1<j<N,etj#q,i=1,...,r.
Pour ¢; > ¢;, Vi = 1,...,r, ce systéme a une solution unique qui est un point de RY de

composantes \j, j =1,...,N,avec \; =0, Vj # ¢; pour i =1,...,r.

Propriété 2.3.4 Sir est impair, alors ce point n’appartient pas a D.
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Démonstration.
D’apreés le Théoréme 2.3.3
signe de (An) = signe de (A, ) = (—1)" <0.
Or Ay doit étre positive pour que le point A soit dans D (voir la propriété 2.1.13).
O

Propriété 2.3.5 Le point A de RN de coordonnées \;, i =1,...,N, ou Mgt =1,...,r,
sont la solution de (2.28) et \j = 0, Vj # q; pour i = 1,...,r, n'appartient pas a un
autre hyperplan Hs, Vs £ 4;, i =1,...,7.

Démonstration.
Le systéme linéaire
cla)  olar) 1
l ¢
. h Agi .
' ' == (2.30)
cl) o) \ 1
r T q’)"
cla g 1
n’a pas de solution.
En effet, si on effectue des permutations sur la suite {¢1,...,¢,, s} pour obtenir une
suite {o1,...,0,41} telle que o7 < g9 < ... < 0,41. Alors le vecteur (1,...,1)7
de R™! et la matrice de (2.30) nous donnent une matrice dont le déterminant est
D . D’aprés le Lemme 2.3.1, ce déterminant est soit positif, soit nul.
01 .-y Or4l
q]. AR qT

S’il est positif, alors (2.30) n’a pas de solution. S’il est nul, alors il existe 7,2 < j <r+1,
tel que o < gj—1. Par conséquent, le systéme (2.30) n’a pas de solution d’aprés le point
ii) du Théoréme 2.3.3.

O
Dans le cas ou r est pair, la suite {¢1,...,¢,.} doit satisfaire certaines conditions pour
que le point solution du systéme linéaire (2.28) soit dans D.
Théoréme 2.3.6 Sir est pair, le point A de RV dont les composantes Agi, t=1,...,7,

sont la solution de (2.28) et \j = 0, Vj # q; pour i = 1,...,r, appartient ¢ D si et
seulement si ,
lo; = loj_1 + 1, Vi:1,...,§.
Démonstration.
D’aprés la propriété 2.1.13, un point A = (Aq,...,A\y) appartient a D si et seulement si
N A
A€ O, Vs > 1, Clest-a-dire si 1 + ) Angj) > 0, Vs > 1. Dans notre cas, ceci revient &

J=1

T .
montrer que 1+ > quCéq”) >0,Vs>1.
i=1
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Les Ag;, j = 1,...,7, solution du systéme linéaire (2.28) peuvent étre considérés comme
les coefficients de X, dans le rapport de déterminants suivant

1 X, ... X,
1o oo
e e

O E— (231
oo

G o

En effet, en développant le numérateur par rapport & la premiére ligne on retrouve 'ex-
pression donnée par (2.29).
Si (2.31) est nul, on obtient I'hyperplan qui passe par les r points de coordonnées

(C’éiql), . ,Céiq’")), 1=1,...,r, c’est-a-dire 'hyperplan d’équation :
T
1+ Mg, Xy, =0.
j=1

r .
Maintenant, on veut montrer que 1+ ) /\qst(qJ) > 0,Vs # {; pour i = 1,...,7, soit
i=1

encore : !
1 o Lol
1o oo -
. P >0, Vs#/lipouri=1,...,r (2.32)
1o o)
On permute la suite d’entiers {s, ¢1, ..., ¢, } pour obtenir la suite {o1,09,...,0,41} telle

01 s.vvy Opg1

que 01 < 09 < ... < 0p41. Donc (2.32) = (=1)ID
<q1 I qr

> , ol j est le nombre

de permutations

Sij=0,alorsoy =seto; =41 >¢qi—1,1=2,...,7.

Sij >0, alorséj < S<A€j+1 donco, =4; >2q; >qi—1,1=1,...,7, Oj+1 = S >‘€j 2(]]'
et o =4;_1 > qi—1,t=7+1,...,7.

Alors les conditions du Lemme 2.3.1 sont satisfaites et le déterminant D (0’1 o O’r+1)

a .-, qr
est positif.
Donc le signe de (2.32) est donné par (—1)7. Il est positif si le nombre de permutations
j est pair, Vs # ¢;, i = 1,...,r, ce qui revient & prendre

by = lo; 1+ 1, Vi:1,...,g.
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O

Dans la propriété suivante, nous allons étudier le comportement asymptotique des
deux derniéres composantes non-nulles du point A (i.e Ay, et Ag.).

Propriété 2.3.7 Soit r un entier fizé, r > 2.
Soient q;, i =1,...,r, r entiers tels que 1 <1 < qa < ...<qr < N.
Soit X\ un point de RN dont les composantes ANj=0,Vj#q pouri=1,...,r.

i) Soit H; un hyperplan quelconque d’équation
T
1+ 2, 0% =o.
j=1

Alors tout point X € H; est tel que Ny, tend vers 0 quand i tend vers l'infini.

ii) Soient H; et H;—1 deux hyperplans quelconques d’équations

14+ 2, 0% = o
j=1

1+ 2,04 = o
j=1

Alors tout point X € H; N H;_1 est tel que

lim A

= lim A = 0.
00 qr i qr—1

—00

Démonstration.

i) Cette propriété est déja connue pour g, = N, mais il est intéressant de refaire la
démonstration car on utilise la méme technique pour le ii).

Un point A € RY tel que Aj = 0,Vj # g pour i = 1,...,7 et A, fixés pour m =

r .
1,...,r —1, appartient a un hyperplan H; s'il vérifie son équation : 1+ > A, Ci(q]) =0.
j=1

Donc en divisant par le coefficient de A, on trouve :

1 r—1 Ci(qm)

—— Y A+ A, =0 (2.33)
Ci(%“) o Ci(qr)
avec (@)
Cﬂm 1
Z(q): F—— pour m=1,...,7r — 1.
Ci 3 é-l 3 m (Z — q7’ + ]‘>Q7‘_(Im
(am)
Alors lim (1 y = lim 01(7) =0,m=1,...,7r — 1. Par conséquent, lim A\, = 0.
i—o0 C;7 i—oo C;I7 i—oo

ii) Soit)\eRNtelque)\j =0,Vj#qgpouri=1,...,ret )y, fixéspourm =1,...,7r—2.
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Si A€ H;NH;—1, alors, en utilisant la méme technique que pour i), nous obtenons deux
équations (2.33) pour les indices ¢ et i — 1, leur différence donne

C(Qr) _ Czqu) r—1 C(q )C grit) _ C(Qr)c(Qm)

i i—1 4
+ Ag,, = 0.
C( 1)05%) mZ:I C( )C( qar) 4

11— 2

Nous divisons cette équation par le coefficient de A,,_,

(qr) (qr) r—2 (gr) ~(q ) (gr) ~(am)
@) <Ci—1> _Cz( sy Dl - (C ) C( >C< 1 ham + Ages = 0.
Gt T = G r1 c; m=1C; (o) (G Cri szr
C'(QT)_C_(QT) Cf‘lr)ofir;t)_ofi’rl)CZ(Qm)

Soit A le coefficient

i 1—1 3 3
o e 7y et soit By, le coefficient ——5——— o P
clr)glan=b _glor) glar=1 clarglor=H _glan) glar=1)7

pour m =1,...,r — 2. Donc
A = dr
& (g — )i — o1+ D)g,
B, = r—dn ! L
= qr—1 (0= gr—1+1)g_1—gm fl-(?fﬁ;jm)

Quand i tend vers 'infini, lim A = lim B,, = 0.
1— 00 1—00
Par conséquent, lim A, _, = 0.
1—00

Propriété 2.3.8 Soit r un entier pair fixé, r > 2.

Soit A le point de RN appartenant & D, dont les composantes Agi» i =1,...,7, sont la
solution de (2. 28) et \j =0,Vj#q pouri=1,...,r

Alors lim A, = lim A, _, = 0.

lr—00 lr—00

Démonstration.

Comme 7 est pair et A, solution de (2.28), est dans D, alors & partir du Théoréme 2.3.6
onalt,=40._1+1,

Donc, a partir de la Propriété 2.3.7 (i = £,.), on en déduit que les limites sont nulles.

0

Remarque 2.3.9 Sous les hypothéses du Corollaire 2.3.2, ce résultat est satisfait pour
tout ensemble d’hyperplans Hy;, j = 1,...,7, v pair, tels que by = by + 1, Vi =

1,...,5, et ly fixés pouri=1,...,5—1.
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Dans la partie suivante nous allons définir la frontiére du domaine de positivité pour
pouvoir écrire les différentes inégalités de type Landau-Kolmogorov. Nous distinguerons
deux cas : r pair et r impair. Dans chaque cas nous détaillerons un exemple (r = 2 et
r=3).

2.3.2 Inégalités faisant intervenir r + 1 normes, r > 2 pair

Dans cette partie nous voulons donner des inégalités de type Landau-Kolmogorov
faisant intervenir r 4+ 1 normes, r pair.
Soit r > 2 un entier pair.

Soient ¢;, i =1,...,r, rentiers tels que 1 < ¢ < g2 < ... < ¢q. = N.
Soient ¢;, i = 1,...,r, r entiers tels que 1 < ¢ < ¥l < ... < £, vérifiant les conditions
suivantes : £; > q;, Vi =1,...,r et ly; =l 1 +1,Vi=1,...,3.

Soit A = (A1,...,AnN), le point d’intersection des hyperplans Hy,, ¢ = 1,...,r, et des
hyperplans (A\; =0),Vj #q;, i =1,...,7.
Nous obtenons immeédiatement le résultat suivant :

Corollaire 2.3.10 Au point A, défini ci-dessus, correspond l'inégalité de type Landau-
Kolmogorov suivante pour tout polynéme p € P :

meltU{N} mel—
ou encore !
s+ S All®@ 0™ R > S L 18 5™ e
mel+tU{N} mel-

(2.35)
avec It ={qj,j =1,....,5 =1} et I~ ={q2j41,j =0,..., 5 —1}.

Démonstration.
Les 4;, i = 1,...,r et les q;, i = 1,...,r, satisfont les hypothéses du Théoréme 2.3.3.
Alors le point A appartient & D, domaine de positivité de a, c¢’est-a-dire

T
aa(p:p) = 1Pl 2(0) + D AP 120, = O
=1

De plus, les coordonnées non nulles de A sont données par le systéme linéaire (2.28).
Alors signe A\, = (=1)%, i = 1,...,r, (voir le Théoréme 2.3.3 i) et A, = Ay > 0. D'ott
les ensembles d’entiers 1=, IT et 10 :

_ . r

I :{q2j+1,j:0,...,§—1},
. T

I+:{QQ]',]:1,---,*—1},

2
I"={meN,1<m<N,m#gpouri=1,...,r}
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Ce qui donne 'inégalité (2.34).
L’inégalité (2.35) est une conséquence de la Propriété 2.1.5. En effet

||p(m)||%2(Q;,ﬂm) - (p(m)ap(m))%%ﬂ;um) - (q’(fﬁ)mp(m)ap(m))LQ(Q;uo)
El

= (@(@) %P, B(2) F ™) 20y = 19(2) F P
U

A partir de ces points A nous allons définir une partie de la frontiére de D de facon
plus précise.
Soit Vs la variété linéaire de dimension r—2 obtenue par Vs = (Hs ([ Hs+1) () (Am = 0).
melO
A cause du Théoréme 2.3.6, un point A® de D qui appartient a 'hyperplan H,, est soit
dans Vs, soit dans Vs_1. Alors, sur chaque hyperplan g, on a deux ensembles de points
As € D.

Le premier ensemble de points est défini par  |J (( () Vi) Vs) ou Jg est un ensemble
JsCN* i€,
d’entiers tel que :

—card Jg =5 — 1,
—touti € Jyesttelquei+1<soui>s+1,
Le second ensemble de points est donné par  |J (( () Vi)[)Vs—1) ot JZ est un ensemble
JrCN*  ieJy
d’entiers tel que
—card Jy =5 — 1,
—touti € Jlesttelquei+1<s—1loui>s,
- Yi,jeJr li—j| = 2.

Théoréme 2.3.11 Tous les (r — 1)-simplexes obtenus par r points A® sont sur la fron-
tiere de D.

Démonstration. Chacun des points A® appartient & D qui est un domaine convexe.
Alors le (r — 1)-simplexe formé par ces points appartient & D. Mais il est aussi dans Hs,
donc il appartient a la frontiére de D.

O

Remarque 2.3.12 Un sous-ensemble de r points A® pris uniquement dans l'un des deux
ensembles définis précédemment n’est pas un (r — 1)-simplexe. En effet, dans ce cas les
r points seront dans la méme variété linéaire de dimension r — 2.

Mais tout sous-ensemble de r points A® contenant au moins un point de chacun de
ces deuzx ensembles est un (r — 1)-simplexe, car ils sont dans deux variétés linéaires de
dimension r — 2 différentes mais dans le méme hyperplan Hs qui est de dimension r — 1.
Donc pour former un (r — 1)-simplexe & partir des points A®, il faut prendre au moins
un point dans chacune des deux variétés linéaires Vs et Vgi1.



58 CHAPITRE 2. INEGALITES A UNE VARIABLE

Corollaire 2.3.13 Tout point, pris dans n’importe lequel des (r — 1)-simplexes définis
précédemment, nous donne une inégalité de type Landau-Kolmogorov similaire a (2.34)

(ou(2.35)).

Démonstration. Un point de la frontiére appartient forcément & un (r — 1)-simplexe
formé par r points A® qui ont le méme signe de composantes. Donc les inégalités de type
Landau-Kolmogorov correspondantes seront similaires a (2.34).

O

La collection de ces simplexes nous donne une partie de la frontiére de D sur H,. Chaque
point de ce domaine donne une inégalité de type Landau-Kolmogorov. Les non triviales
sont celles qui correspondent & un point dans D — E, ou E est orthant positif de RY.

Inégalités faisant intervenir 3 normes

Dans cette partie nous donnons toutes les inégalités de type Landau-Kolmogorov
faisant intervenir trois normes. Certaines sont déja connues dans la littérature (voir le
premier Chapitre). Nous allons les comparer avec les notres et nous ajoutons des résul-
tats sur les meilleures inégalités.

Soit k£ un entier fixé tel que 1 < k < N — 1. On considére le cas ou A, = 0,
m=1,....N—1,m # k,ie.r =2, g = k et go = N. Les ensembles de points
introduits au début de cette section, sont réduits a un point donné par 'intersection de
deux hyperplans consécutifs H; et H; 1 avec les hyperplans A\, =0, m=1,..., N — 1,
m # k. Donc 'étude se fera uniquement dans le plan de coordonnées (A, An).

Sii < k alors H; N (Ak, Ay) = 0, et si ¢ > k Uintersection de chaque hyperplan H; avec
le plan de coordonnées (A\g, An) est une droite dans ce plan. Par souci de simplicité nous
continuerons a désigner ces droites par H;.

Soit A; le point du plan (Ag, Any) donné par H; N H; 1. Ses coordonnées sont :

A = (Me(Ai), A (49))

C(_emeay oo
A0l —eMe, el ~ e,

Remarque 2.3.14 :
Ae(A;) <0 et )lN(Ai) > 0 pour les trois mesures.
De plus, A; € D alors

aa,(Pj,Pj)) = Opourj=ieti+]l,

> 0 Pour tout autre entier positif,

ot Pj est le polynome orthogonal de degré j par rapport a la mesure pug.
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Par conséquent, nous obtenons I'inégalité de type Landau-Kolmogorov :

1 An(Ay)
()2 S ST CAN(AD) 2 Y
Hp |’L2(Q§Mk) = Ak(Az) HpHLQ(Q;MO) )\k(Az) Hp HLQ(Q;MN)avp eP ( 36)

L’égalité est atteinte si et seulement si p = ¢ P; + ca Piy1 ol ¢ et ¢ sont des constantes

arbitraires.

Remarque 2.3.15 (2.36) correspond au cas (iv) du Théoréme 1.2.13 (le Théoréme 1
dans [7]).

Remarque 2.3.16 A chaque point A; de la frontiére de D correspond une inégalité
(2.86) satisfaite ¥p € P.

Nous explicitons les coordonnées du point A; pour les trois mesures

A = N L i & |- (2.37)
(N —k)(i—k+2)k&" (N—Fk)(i—N+2)n
Ainsi, Vp € P,
(®)
Hp ||L2(Q;#k) < N HpHLQ(Q,MO)—’_Ng(i\Ikk) (’L — N+ 2)N—k||p HLQ(Q;,U,N)‘

Le segment [A; 1 A;] est une partie de la frontiére de D. Alors tout point M = (A, (M), Ay (M))
défini par M = pA;_1 + (1 — p)A;, avec p € [0, 1], nous donne une inégalité de type
Landau-Kolmogorov, Vp € P,

1 Av(M)
(k)12 < - - 2 _ N (N)12
Hp ||L2(Q“u,k) ~ )\k(M) ||p||L2(Q,‘u,0) )\k(M) Hp ”LZ(Q;#N)' (238)

Si p €]0, 1], 'égalité est atteinte si et seulement si p = c¢P;, oil ¢ est une constante réelle
arbitraire.
Les coordonnées du point M sont données par
. W . 3%
—N(z—k—i—l%—kpg(f)) k(z—N+1+Np£(f))
M — - i—1 , N) i—1
(N =E)EP G~k + Dr (N =R)EN (i = N+ 1)y

et donc l'inégalité (2.38) devient

(N — k)fz(k) (1 —k+1)pn
(1)

N(i—k+ 1+kp§(2f’) )

i—1

k
||p( )HQLQ(QM) < ||p||%2(9;#0)

, e
k(i— N +1+ Np=2-— N
(@ pfﬁl) Hp( )H%Q(Q;uw)
(1) N-k),. .
Ni—k+1+ k‘p?{') ) fz'(Jrk )(Z —N+1)n_g
i—1

_l’_
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— 1 -
Les droites H;,i=1..800 [ p/(rR?)"
| | L'orthant positif

FIGURE 2.3 — Le domaine de positivité dans le cas de la mesure Laguerre-Sonin pour k = 1 et N = 2.
Remarque 2.3.17 :

Pour les trois mesures, si k =1 et N = 2 l'inégalité (2.38) correspond a l'inégalité
(1.19) pour un point M du segment [A;—1A;]. En effet, en utilisant la Propriété 2.1.5,
linégalité (1.19) devient

(2nl) + U ODIIP' 1720y < E NPT 2(0400) + 19112 (2)-

Par identification on trouve

W
- Z 2(1) (zng;1>+(n+1)\11'(0)).

) G i s o n—1
Dans le cas de la mesure d’Hermite (inégalité (1.12)) et Laguerre-Sonin p = "5~ < 1.

(2n+a+p42)(ntatB)(n—1) _ 4
2n(n+a+pB+1)(2n+a+p+1) :

Dans le cas de la mesure de Jacobi p =
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Pour la mesure d’Hermite :
Sik =1 et N =3, linégalité (2.38) correspond a l'inégalité de Varma (1.13) pour le

point M du segment [A;_1A;] obtenu avec p = % < 1.
Sik =2 et N =3, linégalité (2.38) correspond a linégalité de Varma (1.14) pour le
point M du segment [A;—1A;] obtenu avec p = % < 1.

Les points M qui donnent toutes ces inégalités, sont sur la frontiere du domaine de
positivité D. Donc ces inégalités sont vérifices Vp € P et non pas uniquement sur Py,.

Tous les points B du plan (Ag, Ay) tels que B € D\ E donnent des inégalités de type
Landau-Kolmogorov Vp € P. Mais 'égalité n’est atteinte que pour le polynéme nul.
On peut définir ces points par : Ay(B) = An(M), A\pg(M) < Ap(B) <0 et A\j(B) =0 si
j#ketj#N,ou M est un point de la frontiére de D\ E.

Inégalités pour p € P,

Les inégalités données jusqu’a présent sont vraies Vp € P. Mais si on s’intéresse

uniquement & celles qui sont satisfaites juste pour les polyndémes de degré au plus n,
n

il faut considérer le domaine D, = [ O;. Sa frontiére est limitée par les droites H;,

=1
i =1,...,n, dans le plan de (g, Ay). La derniére droite H,, coupe 'axe (Ay = 0) au

point B, = (—@,0) et 'axe (A = 0) au point F,, = (0, —ﬁ) (voir la figure 2.4).
Ces deux points appartiennent a D ainsi que toute la demi-droite sur #,,, commencant
au point A,_1 vers (—o0, 00).
Soit M un point du segment [A,,_1 By,]. Ses coordonnées sont données par :
M = pAp1+(1=p)Bn = (M(M),An(M))
N) ~(k k k N) ~(k k k
<pa€ (O — ) — (@2 —ofal)  pe — o)

1
e e e )

n—

—(N _ k) _ kpglelN—l
o kp
(N =R (n—k+ 1) (N —keM (n— N+ 1)y

n—1

avec p € [0, 1].
Donc Vp € Py, nous avons 'inégalité de type Landau-Kolmogorov suivante

(N=K)EP n—k+1p, o
5(1) ||pHL2(Q;u0)
N —k+kp ";(f\)“l

n—1

Hp(k)H%Z(Q;Mk) <

N2
k‘p”p( )||L2(Q;#N)

B M
St (N = k) = 4 p)(n = N + 1)y

n+N-—1

(2.39)
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Remarque 2.3.18 Dans le cas ot pg est la mesure d’Hermite, (2.39) est l'inégalité
(1.18) du Théoréme 1.2.12 (donnée par Bojanov et Varma dans [12]).

1BD12 2000y < AP 2y + {250 =k + D — A2V (= N + D} bl 2 -

VA, A< N2N*k(ni€N+1)N_k' Nous avons la relation suivante entre p et A.

_ N—Fk [ A2V Fn—N+1)n_y
P= % \1-A2V "k —N+ 1w/’

0.5

e A, o B F, ——H etH, ——H,

FIGURE 2.4 — D3 dans le cas de la mesure de Laguerre-Sonin.

Soit M le point défini par

P 1—p
Tl e
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Pour p €]0, 1] ce point appartient au segment | B,,, F;,[. De plus A\ (M) < 0et Ay (M) < 0.
Alors, Vp € P, nous avons une nouvelle inégalité de type Landau-Kolmogorov

2 P2 1—p, (w2
HpHLQ(Q;MO)>C£ﬁ)Hp HL?(Q;M)"‘C?(IN)HP HL2(Q;MN)' (2.40)

L’égalité est atteinte pour cF,, ¢ € R.

Pour p < 0, le point M appartient a la demi-droite |F),, (—o0,00)[ sur H,. De plus
Ap(M) > 0 et Ay(M) < 0. Alors nous avons encore une autre inégalité de type Landau-
Kolmogorov

2 P (k)2 L—p, (v)2
1PI1Z2(s0) — WHP( N F2 () = WHP( N2uyy 7P € P (2.41)
n n
Quand p = 0 ou p = 1, les inégalités (2.40) et (2.41) sont réduites aux inégalités de
Markov-Bernstein suivantes :

1
HPH%?(Q;;LO) Z C(N)Hp(N)H%Q(Q;#N)’

1
HPH%Q(Q;MO) Z WHP(MH%?(Q;M)'

Remarque 2.3.19 Les inégalités (2.39), (2.40) et (2.41) ne sont pas satisfaites pour
n’importe quel polynome de degré au moins égal a n + 1.

Pour terminer cette partie dédiée aux inégalités faisant intervenir seulement deux
dérivées, nous cherchons le meilleur point M sur le segment [A;_1A;] qui minimise la
partie droite de I'inégalité (2.38) quand p est fixé de degré au plus i.

On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 2.3.20 Pour les trois cas de mesures nous avons

)\k(Ai—l) < )\k(Ai)<07
)\N(Ai—l) > )\N(AZ')>O.

Démonstration. Ces résultats sont une conséquence directe de la relation (2.37) qui
donne les coordonnées du point A; pour les trois cas de mesures.

0

Théoréme 2.3.21 Le meilleur point M sur le segment [A;—1A;] qui minimise la partie
droite de l'inégalité (2.38) pour tout polynome fixé p € P;, est le point A;_q.

Démonstration. Soit M € [A;_1A;] alors M = p(A;—1 — A;) + A, avec p € [0, 1].
On note par g(p) la partie droite de (2.38). Alors

o(p) = 1P11Z2(050) _POW(A) — M(Ai ) = () v o
PAR(Ai) = A(Aio1)) — Ae(Ai)  p(Ak(Ai) — Ap(Aim1)) — Ae(Ai) LA (@un):
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Dans la base des polynémes orthogonaux un polynéme p de P; s’écrit comme

7=0
alors
: 0
HpH%Q(Q;,uO) = a?k]( ) et
=0
: N . N),.(0
sy = 7 = 3 0
J=N J=N
Donc, la dérivée de g(p) est
/ 1 2 (0)
5(0) (P(Ae(Ai) = Ap(Ai1)) — Z s A1) = 2l dy)
N = 5,0
+ OV O (A M(Aim1) — Me(AD)AN(Ai-1)) — e(Ay) = M(Ai) Y a2kl
=0
A partir du Lemme 2.3.20, —(Ag(A4i) — Ae(A4i—1)) < 0.
Par ailleurs,
Me(Aiz1) — Ae(Ai)  + CJ('N)()\N(Ai)Ak(Ai—l) — Ae(Ai)AN(Ai-1))
N
o Yo Nk 1 1_(j—N+1)N5a()
N @(EJ{D (N—k)(t—k+ 1)1 (i—N+1)n f(N)

Cette quantité est négative pour les trois mesures. Donc ¢’(p) < 0 et g(p) est une fonction
décroissante sur [0, 1]. Son minimum est atteint pour p = 1. Il correspond au point A4;_.

O

Corollaire 2.3.22 Pour les trois cas de mesures, la meilleure inégalité de type Landau-
Kolmogorov pour p € P; sur le segment [A;—1A;] est

159 ey < S (7 = 8106k + Dl + o W i)
PN ) S Ty t FIPHL2(Q300) N(G@—N+1ng

k+z
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2.3.3 Inégalités faisant intervenir r + 1 normes, r impair, 3 <r < N

Dans cette partie nous souhaitons donner des inégalités de type Landau-Kolmogorov
faisant intervenir r 4+ 1 normes, r impair. Dans ce cas nous ne pouvons plus définir le
domaine de positivité D de la méme facon que précédemment car les points A donnés par
I'intersection de 7 hyperplans Hy,, pour ¢ = 1,...,7 et les hyperplans \,, = 0, Vm # g¢;,
pour i = 1,...,r, n’appartiennent plus a D (voir la Propriété 2.3.4).

Soit r un entier impair tel que 3 < r < V.

Soient ¢;,7 = 1,...,7, r entiers tels que 1 < ¢1 < q2 < ... < ¢ = N. Soient
biyvi=1,...,7—1,r—1entiers tels que 1 < 1 < ly < ... < l._q, avec lo; = lo; 1 + 1,
Vi=1,...,[5], ot [5] est la partie entiére de £. On suppose que £; > ¢;, Vi =1,...,7—1.
Soit V/ 0 0 la variété linéaire de dimension 1, obtenue par I'intersection de
1 5eees r—1
<Q1 Yy qr

r — 1 hyperplans Hy,, pour ¢ = 1,...,7 — 1, et N —r hyperplans (\,, = 0), Ym # g;,

pourt=1,...,7.

Soit B le point obtenu par (Ay =0)NV . Ce point
(a m) (el m)

qr - qr qr .- qr
appartient a D. En effet, comme Ay = 0, B est le point d’intersection d’un nombre pair,
r—1, d’hyperplans Hy,, pouri =1,...,r—1, et N—r+1 hyperplans (A,, = 0), Vm # g¢;,
pour ¢ =1,...,7 — 1. Il correspond au cas étudié dans la section précédente.

Soit A A le point obtenu par H; NV , avec j # 4;,
El ) g’r‘—l) J P P J El R E’I‘—l ]7é !
qa .-, qr qa .-, qr

Vi=1,...,r — 1. Les coordonnées de ce point sont la solution du systéme (2.28). Donc,

d’aprés le Théoréeme 2.3.3, si j > f,._1, alors A existe si et seulement si j > ¢,. Si
lo;_o < j < f9;_1, alors A existe si et seulement si j > ¢o;_1. On suppose que ces condi-
tions sont satisfaites. Evidemment le point A n’appartient pas a D, car Ay (A4) < 0 (voir
la Propriété 2.3.4).

Maintenant on va montrer que les points M sur la variété linéaire V' , ,
1 5 r—1
_ <q1 AR ] qr )
tels que A (M) > 0, appartiennent a D.
Théoréme 2.3.23 Soit M le point obtenu par
M=(1-pA N +pB our p = 1. 2.42
(1=7) O e by, G\ PP (G ) PP (2.42)
ql AR q”‘ ql AR QT

Sil; > q;, Vi = 1,...,7"_— Letj=qrsij>Lle—1 0uj > qoj1 siloi_o<j<{lo_1.
Alors M appartient a D, Vp > 1.

Démonstration.
Soient Ay, (M), i=1,...,r, les composantes de M dans le plan (A, = 0), Vm # ¢;, pour
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1=1,...,r—1. Alors
Agi(M) = (1= p)Ag(A) +pAg,(B) i=1,...,7.

Montrer que M € D, revient a montrer que M € Oy, Vs > 1

i)s=j

Le point B de la variété linéaire V' appartient & € D.

U S Y S

ql PR q”n ql AR ] QT

T
Mais cette variété n’est pas dans #H;, alors 1+ ) )\qi(B)C](-qi) > 0.
i=1
-

Le point A N appartient & H;, alors 1+ > )\qi(A)C(»qi) =0.

fl Yoy ET—I? J i=1 J

q1 .- dr
Par conséquent,

T
1+ 3" A (M) = 14 Z = )+ pAq, (B)) O™

=143 A, (A — p1+ Z A (A)CS) 4 p(1+ 3 Mg, (B)CS®)
=1 j

1=1
= p(1+ Z Mg, (B)CS®))

Donc M appartient a O;.

i) s#/l,i=1,....r—lets#j
Soit g(p) =1+ 3 Ay, (M)CL),
1=1

A €Ddonc g(p) >0,Vs# 4, i=1,...,r—1.
qa .-y dqr
Supposons que, pour un s # ¢;, i =1,...,r —let s # j, il existe p € R, 1 < p < 40

tel que

Pourpzl,M:B<

M=(1-p)A \ +pB € Hs.
( p) El Yoy grflv J +p El Yoy grfl
qa .-, qr qa .-, qr

Alors 14 3 A, (M)CY) = 0.
=1
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€1 PR érfl

MeHset M eV
(ql PR qr

Or A\, (M) = (1 - ﬁ))\qr(A) (1 =p)AN(A) > 0, ce qui est impossible car, d’apres le
Théoréme 2.3.3, signe de g, (M) est (—=1)" = —1 (M étant le point d’intersection de 7
hyperplans, et r impair).

Donc Vs # £, i = 1,...,r — 1 et s # j, g(p) ne s’annule pas et garde le méme signe
positif. C’est-a-dire M reste dans le demi-espace positif délimité par Hg.

iii) s=4;,i=1,...,r—1
M appartient aux hyperplans Hy,, i = 1,...,7 — 1. Alors il est dans la frontiére de D,
Vp > 1.

0

Maintenant, nous donnons une propriété sur la variation de signe des A, (M), i =
1,...,r—1.

Théoréme 2.3.24 Vi = 1,...,r — 1, A\j;(M) changent de signe quand p varie de 1 a
linfini.

Démonstration.

Soit M un point donné par (2.42) alors

Agi (M) = Aq,(A) + p(Ag,(B) = Ag;(A))  pour i=1, ..., r

Les coordonnées du point A sont la solution du systéme

14+ 3" A (O =0, i=1,...r—1,
t=1

r (2.43)
14+ ) A (A) ) =0
t=1
Et celles de B sont solution du systéme
14+ Y A (B =0, i=1,...r—1, (2.44)

B e D, alors B € Ojcarj#4;,i=1,...,r =1, c’est-a-dire :

1+ Z Ay, (B = 7; >0, (2.45)
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ol Z; est une constante réelle positive.
La différence entre (2.43) et 'ensemble de relations (2.44)-(2.45) donne le systéme linéaire
suivant

ZAthgt):o i=1,...,r—1,

Z )\qt C](Qt)

ol Ay, = A, (B) — A, (A), t=1,...,r
On calcule par la méthode de Cramer les Ay, t = 1,...,7, solution du systéme (2.46).
Le déterminant de ce systéme est

(2.46)

o el

o
q qr

Cj CJ

Sijg>/l._q,alorsonal <l </l <...</l1<j,1<q <q<...<gq.De
plus ¢; > q;,Vi=1,...,r—1et j > q-. Donc le déterminant est positif d’aprés le
Corollaire 2.3.2.

Si lo;_o < j < l;_1, alors, pour réordonner les lignes, il faut faire un nombre pair de
permutations. De plus, ¢; > ¢;, Vi = 1,...,7r — 1 et j > g2;—1. Donc le Corollaire
2.3.2 s’applique aussi dans ce cas et le déterminant du systéme est positif.

Alors, le signe des Ay, t = 1,...,7 est le méme que celui du numérateur de la méthode
de Cramer :
o oo o o) L o)
le(j% C%ft_lli 0 C%fjl; cg(g%
q qt— . qt -
le Cj Yoz Cj AR Cj
o ool gl )
=(=)""z;| : : :
Gl oy oy o,

Avec le méme raisonnement et en utilisant le Corollaire 2.3.2, ce déterminant est aussi
positif. Donc le signe de A, est (—1)7" = (—=1)"*1 car r est impair.
D’autre part,

signe Ay, (A) = signe A\, (B) = (=1)", t=1,...,r—1,
Ag.(A) < 0.



2.3. CAS GENERAL : R NORMES PARMI N 69

Alors, quand p varie de 1 a l'infini, Ay, (M) = Ay, (A)+p(Ag, (B)—Ag, (A)) varie de Ay, (B) &
(—1)"too, c’est-a-dire, son signe varie du signe Ay, (B) = (—1)* a celui de (—1)*™!. Donc
le signe de Ay, (M) change.

O

On note par M) le point M défini par (2.42) pour lequel A, (M*)) = 0, et par p) la
valeur du parameétre correspondant a M®).

Théoréme 2.3.25 Nous avons, Vv =1,...,r — 1,
signe Ag,( MW)) = (=1) sii<u,
signe )\qi(M(”)) = (-D)"! sii>w
Démonstration.
M®) est obtenu par Uintersection de V 0 , avec ’hyperplan A\, = 0, c’est-
1 500 r—1
<QI sty qr )
a~dire ses composantes )\qi(M(”)), i =1,...,r, sont solution du systéme linéaire r x r
suivant.
A
(a1) (av) (ar) a
Cgll o GOy o Gy : 1
: 20 N N
(a1) (av) (ar) v
Z'ril CZT'*l C[771 . é

Ag,
Encore une fois, les Ay, (M (")) sont calculés par la méthode de Cramer. Le déterminant
du systéme est

o o) o) o)
GO : : :
T R &/ T o/

Or1<h<b<..<b1,1<qn<@p<...<qgel;>q,Vi=1,...,r— 1. Donc,
en utilisant le Corollaire 2.3.2, le signe du déterminant est (—1)" .
Le signe du numeérateur de Ay, (M (v )) dépend de la valeur de i par rapport a celle de v.

Si i < v, le numérateur est

&/ O o/ L S B/ o/ L O ¢/
T N O AT & LN e
0 ... 0 0 0 .. 1 .. 0

~ (1D

(ST |
q1,---,4i—1,49i+1,-- -y qu—1,9u+1,---,qr
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Les by, t=1,....,r—1letlesq,t €{1,...,i—1,i+1,...,v—1,v+1,...,r}, vérifient
les conditions du Théoréme 2.3.3. Donc le signe du numérateur est (—1)"(—1)".
_1)rtv+i

Le signe de A, (M®)) est donné par ((—)lw = (-1)%

Si ¢ > v, le numérateur est

o oo el ol ol
o oo g )
0O ... 1 .. 0 0 0 .. 0
_ (_1\rtr_1\i—1
=ETEDTD lry ooyl '
a5 Qu—19u+15 - - -5 4i-1,Gi+15 - - -5 Qr

Pour les mémes raisons le signe du numérateur est (—1)""¥(—1)""1.
r+rv+i—1 .
Donc le signe de Ay, (M®)) est donné par % = (1)L
O

Grace a ce résultat nous allons déterminer 'ordre dans lequel les coordonnées d’un point
M changent de signe.

Corollaire 2.3.26 Les composantes Ay, (M) changent de signe l'une aprés l'autre en
commengant par Aq,_, (M).

Démonstration.
Pour p = 1 le point M défini par (2.42) correspond a B et le signe A\, (B) = (—1)7,
i =1,...,7r — 1. Or d’aprés le Théoréme 2.3.25 qui donne le signe des coordonnées

de M®™), on a signe A\, (M®™)) = (=1)" = signe \,,(B) si i < v, et signe \,,(M®)) =
(=1)"1 = —signe A\, (B) si i > v. Cest-a-dire pour p = pW), le signe des v — 1 premiéres
coordonnées n’a pas encore changé, alors que celui des autres a déja changé. D’ot 'ordre
donné dans I’énoncé du corollaire.

O
Corollaire 2.3.27 1 < p=Y < p(r=2) < < p(1),

Démonstration.

Nous savons déja que chaque composante change de signe quand p varie de 1 & I'infini. Le
Corollaire 2.3.26 donne 'ordre dans lequel ce changement de signe se fait. D’ott 'ordre
des valeurs p(*) du paramétre p qui annulent Ay M), v=1,...,r—1.

O

Remarque 2.3.28 Les Théorémes 2.53.23, 2.3.25 et les deux Corollaires 2.53.26 et 2.3.27
sont indépendants du choix de j pour obtenir A(£ 0 j) .
1 5.0 r—1,

q -y qr
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Comme r — 1 composantes Ay, (M), 1 =1,...,7—1, changent de signe 'une aprés 'autre
pour p croissant de 1 a I'infini, nous avons 2r — 1 différentes inégalités de type Landau-
Kolmogorov. En effet nous avons une inégalité de type Landau-Kolmogorov pour chaque
choix de M dans |M®+D M@ ou M = MW).

Nous donnons les différents ensembles d’entiers 10, IT et I~ dans les trois cas. Nous
avons pt1) < p®) alors :

sur |[M®+D M®)[ nous avons :

P={m1<m<N-1m#gq,i=1,...,r},

. v . v+1 r—3
I+:{QQZ',Z:1,...,[2]}U{q%+1,2:[ 9 ],..., 5 },

B . v+1 . v r—1
I I{q2i1,’L:1,...,[ 2 ]}U{QQi,ZI[Q]Jrl,..., 5 },

et sur M®), nous avons :

Ioz{m71gmgN_”m#(:h?i:]-a"'?r}U{QI/}?

. r—1 ) v+1 r—3
I+:{q2i,'L:17...,[ 5 ]}U{QQZ'+1,Z:[ 9 ],..., 5 },

_ ) v . v r—1
I Z{CJ%1,121,---7[2]}U{Q2i722[2]+1,~--, 5 }

Ainsi, les inégalités de type Landau-Kolmogorov suivantes sont satisfaites, Vp € P,

11720000 T 2 AP 2 = D (A IPD 132 -
ieI+U{N} iel-

ou encore

Pl + Do Al @) E D gy = S0 A | 1122) E 0B
meltU{N} mel-

m
2

A partir des propriétés précédentes on peut spécifier la structure de la frontiére de D.
Il suffit d’utiliser les différents (r — 1)-simplexes du Théoréme 2.3.11 et de définir la
variété linéaire de dimension 1 & partir des hyperplans qui donnent les sommets de ces
simplexes comme au début de cette section. Tous les points dans ’enveloppe convexe
des (r — 1)-simplexes et de la partie de la variété linéaire de dimension 1 pour laquelle
An > 0 sont sur la frontiére de D.
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Maintenant nous allons détailler le cas particulier ou r = 3.

Inégalités faisant intervenir 4 normes (r = 3)

Soient k et £ deux entiers fixés tels que 1 < k < £ < N — 1. On considére le cas
ot Ay, =0, m=1,...,N =1, m # k et m # {£. étude de la frontiéere du domaine
de positivité se réduit dans ce cas & I'étude de l'intersection de chaque plan H; avec
le plan de coordonnées (Ag, Ag, Ay). Si @ < k, alors H; N (Mg, Ag, An) = 0. Sii > k,
I'intersection de chaque hyperplan H; avec le plan de coordonnées (Ag, Ay, Any) est un
plan de dimension 2 dans ce plan. Par souci de simplicité on continuera & noter ces plans
par H;, i > k.

Nous appliquerons les théorémes précédents pour r = 3 (voir la figure 2.5 ).

La variété linéaire V; est une droite dans le plan de coordonnées (Ag, A\¢, An) donnée par
I'intersection de deux hyperplans consécutifs H; et H;y1.

HiNHir1N(Any = 0) est un point B; dans le plan (Mg, Ag, A\ny) qui appartient a la frontiére
de D.

Hi N Hip1 N H; est un point A;; dans le plan (Mg, A¢, Ay) qui n’appartient pas a la
frontiére de D, mais il va nous permettre de définir la partie de la variété V; dans D.
Tout point M;(p) = pB; + (1 — p)Aij, p > 1, c’est-a-dire un point appartenant a la
demi-droite (B;A;;), tel que Ay > 0, appartient a la frontiére de D.

Les coordonnées de ces points dans le plan (Mg, A, Ax) sont :

B; (Ae(By), Ae(By),0),
Aij = (Me(Aij), Me(Aiz), An(Aij)),
M,; (Ae(Mi), Ae(M;), An (M)

Les inégalités de type Landau-Kolmogorov qui correspondent au point Bj;, sont celles
vues dans la partie précédente (3 normes).

Au point A;; ne correspond aucune inégalité de type Landau-Kolmogorov, car il n’ap-
partient pas au domaine D.

A tout point M; correspond une inégalité de type Landau-kolmogorov. Comme on 1'a
déja vu dans le Corollaire 2.3.26, Ai(M;) et Ag(M;) changent de signe, donc on a 3 formes
différentes d’inégalités de type Landau-Kolmogorov.

La Figure 2.5 est une représentation du domaine D dans le cas de la mesure de
Laguerre-Sonin. Le plan en bleu clair correspond au plan (Ay = 0), il constitue la base
de la frontiéres. L'intersection des différents hyperplans H; avec (Ay = 0) donne la fron-
tiere du cas r = 2 (voir la Figure 2.3). Les parties délimitées par les intersections de
3 hyperplan consécutifs et le segment correspondant sur la base forment les différentes
facette de la frontiére du domaine de positivité.
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FIGURE 2.5 — Le domaine D pour N = 3 dans le cas de la mesure de Laguerre-Sonin.

Soient p! et p? tels que

M;(p") = (0, \e(M;(p"), \n(M;(p"))) = A; quand r = 2 dans le plan (\g, Ay).
M;(p*) = (M(Mi(p?)),0, A\n(Mi(p?))) = A; quand 7 = 2 dans le plan (A, Ay).

Comme p! > p?, on retrouve les inégalités de type Landau-Kolmogorov suivantes :

1. 1< p < p?, ce qui correspond 4 la zone 1 dans la Figure 2.6
{4 N k
2. p? < p < p', ce qui correspond 4 la zone 2 dans la Figure 2.6
1120y + AW oy = —Mellp®1 22 = APl (248)
3. p' < p, ce qui correspond a la zone 3 dans la Figure 2.6

112 0y + Ml By + AP iy = =AllpO] 22y (2:49)
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\ H{A=0) .

FIGURE 2.6 — Les trois zones d’une facette de D pour N = 3.
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2.4 Les constantes dans le cas N =5

Pour N = 5 nous allons énumérer toutes les inégalités de type Landau-Kolmogorov
possibles. Pour cela nous donnons a chaque fois 'expression des \; et la composition des
ensembles 17,1~ et I°. Nous avons choisi pour cet exemple de considérer la mesure de
Laguerre-Sonin, car les expressions des constantes sont plus simples que dans les autres
cas.

Les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour r=2et N =5
Pour tout point M = (Ag, Ag,) € R? tel que M = pA; + (1 — p)A;_1 avec p € [0,1], nous
avons l'inégalité de type Landau-Kolmogorov suivante

1

)‘41

e

Agi sl ‘%Q(Q;uqz)’

2 2
P2 ) < =5 P12 0200
Les coordonnées d’'un point A; = H; N H;11 et les ensembles d’entiers sont donnés dans

le tableau suivant

5 5 5 5
Agi (Ai) ) " 3i(irD) " 2= (i) T G—)(Ei—2)(i+D)
SV O/ V) E— S— — — S S R — —
492 41(1—3)(i—2)(i—1)i(i+1) | 3i(i—3)(i—2)(e—1)i(i+1) | 2i(i—3)(:—2)(i—1)i(s+1) | i(:—3)(i—2)(i—1)i(i+1)
It 5 S 5 S
I~ 1 2 3 4
1 2,3, 4 1,34 1,2 4 1,2,3

Les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour r=3 et N =5
Pour tout point M = (Mg, Agys Ags) € R3 tel que M = pBi+ (1 — p)A;, avec p > 1, nous
avons une des trois inégalités de type Landau-Kolmogorov suivantes

1. Sil<p<p?
HPH%?(Q;MO) + )‘quP(qﬂH%?(Q;Mql) + )‘%Hp(%)H%Z(Q;qu) 2 —)‘quP(QI)H%%Q;Mql)-
2. Sip? < p<pt
HPH%Z(Q;MO) + )‘qup(qS)H%%Q;qu) Z _/\q1|’p(ql)H2L?(Q;uq1) - )‘qup(%)H%Q(Q;u@)'
3. Sipt<p
12112 (0) + A Hp(ql)H%Q(Q;uql) + )‘ngquH%Z(Q;M%) Z _)‘qz||p(q2)|‘%2(ﬂ;uq2)~
Les coordonnées des points A; = H; N Hiy1 N Hivo et By = Hi N Hip1 N (Agy = 0), la

composition des ensembles d’entiers et les valeurs de p' et p? sont donnés pour tous les
choix possibles de g, g2 et ¢3 dans les tableaux suivants :
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B, A; M? M?
2 5 5
Ao | —w1 | T IG+1) 0
92 | i(i+1) 3(¢ +312+2) " 31(21+1)
Ags 0 ~ 6i(i*=5i2+4) | 4i(i*+512—5i3+5i1—6) | 3i(i*+5:2—5i3+5i—6)
It 2 5 5
I~ 1 1,5 1 2
1Y | 3,4,5 3,4 2,3,4 1,3,4
2_5 1 _ 5(+1D)
P 1 0 =3i3 =3
(1 =1,q2=2,93=5)
B, A, M? MT
3 15 5
Ags _2(1i+1) _8(5i+2) ~40+]) 05
Ags 2i(i2—1) 4i(2+3i+2) 0 ~2i(i2-1)
3 1 3
Ags 0 "~ 8i(11=5i2+4) | 4i(i"+5:2—53+5i—6) | 2i(i14+5i2—5i3+5i—6)
It 3 3 5 5
I~ 1 1,5 1 3
IV | 2,4,5 2,4 2,3.4 1,2,4
_ 5(i+1
p | 1 0 =5 ot ="
(1 =1,92=3,q3=15)
B; A; M? M!
A — i — a2 5 0
q 3(i+1) 3(i+2) 4(i+1)
2 T 5 0 — 5
92 | 3i(3—i—2i%+2) | 3i(i3—i+2i>-2) 1(13—1—21212)
A 0 —— S — N S—
93 i(11=5i2+4) 4i(i*+5:2=5i34+5i—6) | 1(12+5:2—5i3+5i—6)
It 4 4 5 5
I~ 1 1,5 1 4
10 2,3,5 2,3 2,3,4 1,2,3
2 _ 51—2 1 _ 5(i+1
p L 0 P=455 P =
(1 =1,q2=4,93=5)
B, A, M? M!
Agi | — i(ii—l) — i2+§i+2 B 3z'(i5+1) 0
Ago i(i22—1) i(i2+%i+2) 0 Qi(z‘g—l)
1 2 3
Ags 0 — (A =52+4) | 3i(i*+5:2—53+5i—6) | 2i(1*+5i2—5i3+5i—6)
It 3 3 5 5
I~ 2 2,5 2 3
IV | 1,4,5 1,4 1,2,4 1,2,4
p | 1 0 P =i Pl=5is
(Q1 — 2#]2 - 37% = 5)
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B; Ai M? Mt
A __Z ___T0o 5 0
q1 i(i+1) 3(12+31+2) 3i(i+1)
92 | (i3 —i—2i%+2) i(i3—i+2i2—2) i(i3—i—2i12+2)
A 0 — e S —
3 3i(i*—5:24+4) | 3i(4*4+5i2—5i3+5i—6) | i(i*+5:2—5i34+5i—6)
I* 4 4 ) 5
I ) 2.5 ) 1
1° 1,3,5 1,3 1,3, 1,2,3
p 1 0 = P =3
(1 =2q=4,g3=5)
B; A; M? M!
X I S R (- I 0
a i(i2—1) 1(12+3i+2) 2i(i2—1)
Ngy | s T 0 e
92 | i(:3—i—242+42) | i(:3—i+2i%2-2) i(i3—i—21°4+2)
A 0 - - S —
43 1(11=5i24+4) | 2i(i*+5i2—5i3+5i—6) | i(i*+5i2—5i3+5i—6)
It 4 4 5 5
T 3 35 3 1
10 1,2,5 1,2 1,2,4 1,2,3
2 _ 512 1 _ 5:—1
P 1 0 P =1i3 P =3i3
((h =3,q2 —4>C_I3 = 5)

Les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour r =4 et N =5
Pour tout point M = (Mg, Agas Aggs Agu) € R* tel que M = pA; + (1 — p)A;_1 avec
p € [0, 1], nous avons l'inégalité de type Landau-Kolmogorov suivante :

‘|p‘|%2(Q;uo)+>\q2||p(q2)|‘%2(Q;pq2)+)\q4|‘p(q4)‘|%2(ﬂ;uq4) 2 _A‘h”p(ql)H%Q(Q;uql)_)\%Hp(qS)H%Q(Q;u%)'

7

Les coordonnées d'un point A; j = H;NH;11NH;NHj41 et la composition des ensembles
d’entiers sont données pour tous les choix possibles de q1, g2, q3 et q4.

\ 4% —15i+7ji—1—15j+45°
q 2+ )G+ (G+i—4)

\ 1344512 —612—185i+11i+452i+11j—6—652+75°
a2 ISV ESVGETEY

\ _ 3i°+45i—15i—155j+1843;5°
a3 20 (A DD +i=A)

A

% 2 (D) G+ DG +i=4)
| IT={2,5} [I- ={1,3} | I"={4} |
(@1 =1,q2=2,93 = 3,914 =5)

2(2+11i+i° —8i2+11j+47i° —145i+45%i—85°+5°)

Agi B (1) (G+1)(j2—9j+4ji+i2—9i+14)

\ _ 12—28i—28j—8i3+23j?+23i2+?4—8j?+j4'—f—62‘]:i—'32ji?+4ji3—32j2i+10j2i2+4j3i
42 1 (i+1) (J+1) (52 —9j5+4ji+i%—9i+14)

\ - 3i24+45i—15i—15j+18+352
a3 i (i+1) (5 +1) (72 =95 +45i+:%—9i+14)

X — 2(i+5—2)
da ig i+ 1) (5+1) (72 =95 +45i+i%—9i+14)

| IT={2,5} [I" ={1,4} | I"={3} |
(1=1,02=2,q3=4,q4 =5)
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3752 —5j+47i—5i+3i°—2

Aar 20+ D+ D+ -2)

\ — 12—28i—287—8i°+235%+23i% +i? =853+ +625i—3251% +45i° —325%i+105%i° +457i
q2 265G+ 1) i+ 1) (i+5—2)

I\ 4457 —642—185i+11i+45%i+11j—6—65°+5°
3 ij(G+1) G+ (i+5—2)

\ _ i2=3i+4ji+5%2-35+2
q4 2i5(G+1) (i+1)(i+5—2)

| IT={3,5} [ I" ={1,4} | I"={2} |
(1 =1,g2=3,93=4,q4 = 5)

 3j%—5j+4ji—5i+3i°—2

Agi ij(i+1)(j+1)

A 22+ 11i+1° —8i2+115+45:% —145i+452i—852+5°)
a2 (-1 (—1)ij(i+1)(G+1)

A 447 —15i+7ji—1—15j+45°
a3 (=D(GE=1)ij(i+1)(G+1)

A 2(i+7)
4 -1 E—1Dij(i+1)(G+1)

4] I"={35} [ I ={2,4} [ I°={1} |
(1 =2,92=3,93=4,q4 = 5)

Les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour r=5et N =5

Dans le cas ot les cing normes sont présentes, si on définit la frontiére du domaine de
positivité avec le point d’intersection de 5 hyperplans H;, les expressions des constantes
deviennent trés complexes. Pour contourner ce probléme, nous donnerons les différentes
inégalités de type Landau-Kolmogorov en utilisant les points M®) qui sont tels que
Ag, = 0. En effet, les coordonnées de ces points correspondent & celles déja données dans
la partie r = 4.

Pour chaque point M, nous avons une des cinq inégalités de type Landau-Kolmogorov
suivantes :

1. Si M =pB;j+ (1 — p)M@W et p € [0,1] alors
1Pz 2 00y AaellP 22y + A 1P T2 (0,) T Aas PN 20500 =
Rl P W [ [ P
2. Si M =pM®W 4+ (1 — p)M® et p € [0,1] alors
1122 0)  + quHp(qQ)H%Z(Q;M) + )\qs\|p(q5)|’%2(sz;uq5) 2
S W 1 P W 1 CEI S
3. Si M = pM®) 4+ (1 —p)M®@ et p € [0,1] alors
1212200 + )\q2HP(qQ)H%2(Q;Mq2) + )‘anp(qS)H%%Q;u%) + AquP(q‘L”)H%?(Q;M%) Z
A 1P 2,y — Aasl PN 2 2, -
4. Si M = pM® 4 (1 — p)MD et p € [0,1] alors
BB+ AaollP® B + el e ) >

)‘q1 Hp(ql)H%Q(Q;uql) - )‘qzup(%)”%?(g;’uq?) - >\q4||p(q4)”%2(ﬂ;uq4)'
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5. 81 M = pM?+ (1 — p)M* et p>1 alors
P P P

2
P2y + Ao lP N2 ) + Al 1) + ool PP 22, )

- AQZHP(qQ)H%?(Q;pqz) o )‘Q4||p(q4)|’%2(ﬂ;,uq4)'

Les coordonnées d'un point B; ; = H; N Hit1 NH; NH 1 N (Ags = 0) sont données par :

\ — 2(ity)
Q@ (i+1)(j+1)
A i2—3i+4j5i+5%—3j+2
a2 ij(i+1)(G+1)
A __2(+5-2)
a3 ij(i+11)(j+1)
Ags ij(1+1)(G+1)
Ags 0
It 2,4
I~ 1,3
1Y 5
p 1
Le point M® correspond au point A pour (g1 =1,q2=2,93=3,q4 =5) du cas r = 4.
Le point M®) correspond au point A pour (g1 = 1,¢0 = 2,q3 = 4,q4 = 5) du cas r = 4.
Le point M correspond au point A pour (1 =1,92 =3,q93 =4,q4 = 5) du cas r = 4.
Le point MM correspond au point A pour (g1 =2,q2=3,93 =4,q4 = 5) du cas r = 4.
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2.5 Exemples d’application des inégalités de Landau-Kolmogorov

Dans cette partie nous détaillons un exemple d’application de ces inégalités polyno-

miales, qui restent vraies pour toute fonction de 'espace de Sobolev associé & la mesure
considérée.
Les exemples traités ne correspondent pas & des problémes existants, ils sont construits
dans le seul but d’illustrer 'intérét de ce genre d’inégalités. D’autre part, rappelons que
les mesures étudiées sont trés particuliéres et leur application est trés restreinte par rap-
port & la mesure de Lebesgue.

Soit le probléme différentiel suivant :

(P){ u®(-1) =u® (1) =0,

Soit I'espace de Sobolev H?(Q)
dans cet espace est :

Il
~—
=

<

S

m

~
(V)

=

3

Il

0,.. .,2}. Le produit scalaire

(u,v) r2(0) = (u,v)2() + (U(l),v(l))m(ﬂ) + (U(Q),U(Q))H(Q)-

Soit v € H%(2) quelconque. On multiplie les deux parties de ’équation précédente par
v, puis on intégre sur le domaine 2. On obtient la formulation variationnelle suivante
(aprés deux intégrations par partie) :

(PV) /u(2)v(2)dx+/uvdx:/fvd:c.
Q Q Q

On cherche une solution u au probléme variationnel a(u,v) = L(v), v € H?*(Q) qui est
aussi une solution faible au probléme initial (P).

a(u,v) = (U(Q), 0(2))1:2(9) + (u, U)L2(Q)-

1 continuité de a

la(u,v)] < (@, @) 20 + [ (u, v) 20|

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur L?(Q),

la(u,v)| @] 20y 0P| 220 + [Jllz2@)] vl 220

<
< @2 W@ 2 ) + a2y o] 20 + ull 2@l vl 2@

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur R? muni du produit scalaire clas-
sique,
la(u, v)| < l[ullg2(9)llv] H2(0)-

Donc a(u,v) est continue.
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ii H?-ellipticité de a
F?a > 0 tel que a(v,v) > QHUH%IQ(Q)

lollZr2(0) = l10l1220) + 100122 + 110P122(q)-

On utilise 'inégalité de Landau-Kolmogorov suivante :

161320 + Yello®22(q

"”(1)”%2(9) < —e (2.50)
Cette inégalité est vraie Vo € H?(§). Donc :
101172 + Aellv®172(0
|w#m><|m@mﬁuwmam+( e
1 A2
= (1+ TM)H”H?}(Q) + 01+ _7>\1)HU(2)H%2(Q)
1 A2
< max(l + e L+ _7)\1)(’\7}”%2(9) + HU(Z)H%%Q))
= aa(u,v)
Alors Ja = maz(Hé 725 tel que a(u,v) > aHvH%IQ(Q). Par conséquent, a est
AT M

H?-elliptique.

Si L(v) = fQ fuv est continue, le Théoréme de Lax-Milgram s’applique et le probléme
variationnel (PV) admet une solution unique.

Remarque 2.5.1 Dans cet exemple nous avons considérer la mesure de Lebesque, donc
linégalité de type Landau-Kolmogorov 2.50 est aussi pour cette mesure. Mais malheu-
reusement dans notre étude nous n’avons pas pu obtenir le domaine qui nous donne les
constantes de cette inégalité.

Remarque 2.5.2 Si Q =| —a,b[ borné , on peut toujours se ramener a | — 1,1] par
un changement de variable.

Nous donnons d’autres exemples de formes bilinéaires H?-elliptiques.
Exemple 1

a(u,v) = ol 2y + 10 172q) + 10?1172

3?7 > 0 tel que a(u,v) > aHvH%ﬂ(Q).
On utilise I'inégalité de Landau-Kolmogorov suivante :

10]1720 + Asllv®[ 720y = =Xl V@320
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Cette inégalité est vraie Vo € H3(2) Donc :

Palllollfraiy = Pel(llolFagq) + 072 + 0@ 72 +110P]72(q))
(L+ P2)lolF2q) + PellloW]F2q) + (s + DI [F2(q

<
< maz((1+ [A2]), [A2l, (A3 + [A2]))a(u, v).

A
Alors Ja = maz((1+|A2||),|2A|2|,(>\3+\>\2|)) telle que a(u,v) > aHU||12LI3(Q)' Donc a(u,v) est

H3-elliptique.
Exemple 2

a(u,v) = ||’U||%2(Q) + ||'U(3)||%,2(Q)'

I?7a > 0 tel que a(u,v) > aHvH%IS(Q) :
On utilise 'inégalité de Landau-Kolmogorov suivante :

10172 + Asll0@17200) = =Ml[v®][F2(q) = Al ||Z2(0y-
Cette inégalité est vraie Vo € H3(£). Donc :

1013y + Asllv® By = min(Aal, el Ulo @22y + 1 220):

En ajoutant
min(|al, D]} (10132 0) + 110 F2(0)

aux deux cotés de I'inégalité on trouve :

(L +min(| M, Me))l[]1F200) + (s +min(Ihal, o)) [0@]1321q) = min( M, X))ol s q)
mazx((1+min(|\l, [A2]), (As +min(hl, [A2]))a(u, v) = min([A], A2])][0] | Fs -

min([M],[A2])
maz((T+min([A1],[X2])),As+min((Ai],[A2]))
a(u,v) est H3-elliptique.

Donc Ja = tel que a(u,v) > a|\v||§{3(ﬂ). Alors
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2.6 Problémes ouverts

A T’issue de cette premiére partie, certains problémes demeurent encore non-résolus
et indiquent de possibles directions de recherche pour 'avenir. En effet, nous savons que
I'hypothése (H) est satisfaite pour au moins cing cas de mesures (voir [15] et [16]), mais
nous n’étions capable de définir le domaine de positivité, et donc de donner les constantes
des inégalités de Landau-Kolmogorov, que pour le cas de la mesure d’Hermite et ceux
qui lui sont étroitement liés, c’est-a-dire les cas ot on change de mesure selon 'ordre
de dérivation considéré pour avoir I'orthogonalité des dérivées des polynémes orthogo-
naux par rapport a la mesure initiale. Donc le probléme reste ouvert dans le cas ou
Ho = ... = N = i, i est la mesure de Laguerre-Sonin ou celle de Jacobi.

L’intérét de résoudre ces probléme réside dans le fait que la mesure de Lebesgue qui
est la mesure la plus utilisée est un cas particulier de celle de Jacobi (o = 8 = 0).

Nous donnons un petit apercu de résultats qui constituent une base importante pour
étudier ces deux cas.
Pour illustrer ce probléme nous détaillons le cas, relativement simple, ot N = 2. Toutes
les bases théoriques sont dans [16].
Soit la forme bilinéaire a) définie par :

a(fa ) (fa )LQQM +A1(f g)L2Qu +>‘2(f Y )Lz(Qu)a vf etg€L2(Q;N)
avec

w= ,a>—1 Q=1]0,00] dans le cas Laguerre-Sonin,
uw=(1- x) (1+2),a>-1,>—-1 Q=[-1,1] dans le cas Jacobi.

Rappelons qu’on s’intéresse toujours aux différents domaines de positivité de a

= {AeR> | alpp)
= {AeR> | alpp)

0, VpGPn},
0, VpEP}.

o] :6‘

>
2

{Ri}i>0 est la base des polynémes quasi-orthogonaux d’ordre 2 par rapport a la
mesure p. Dans cette base un polynéme p € P, s’écrit comme

n
p=> vRi=Y'R,
=0

avecy; ER,i=0...n, YT = (yo,...,yn) et RT (Ro,...,Ry).
Ceci nous permet de donner ’écriture matricielle de a(p, p), pour p € P,

a(p,p) = YT(KQ + M KD + MK2)Y =vYTA,Y



84 CHAPITRE 2. INEGALITES A UNE VARIABLE

ou KT(LV) (Za]) = (RZ(V)7R§'V))L2(Q;/J,)7 v=0,1,2.

Les matrices Kfly) sont symétriques. Et pour ce choix de base, KT(Z2

) )

est diagonale, KT(Z1
est tridiagonale (resp. a cinq diagonales) et K;LO) est & cinq diagonales (resp. a neuf dia-
gonales) dans le cas de Laguerre-Sonin (resp. dans le cas de Jacobi).

a(p,p) = 0, Vp € Py, si et seulement si la matrice A, est positive, i.e. si toutes ses valeurs
propres sont positives.

Soit @Qn(A1, A2) le déterminant de A,,. Qn(A1, A2) = 0 est 'équation d’une courbe algé-
brique dans R%. On note par F},(A1, A2) la nappe correspondant & la plus grande racine
de Q,,. Alors D,, est donné par :

D,={NeR® | F,(\,)\)>0}.

20 4

N 10 4

l 070 ——0,=0 —— 0;=0 942-00;95:0‘

FIGURE 2.7 — D5 dans le cas Laguerre-Sonin pour o = 1

Dans la figure 2.7, nous observons l'entrelacement des racines de @, et celles de
Qn—1. Cette propriété est déja démontrée. Nous observons aussi que les nappes F, (A1, A2)
s’empilent et que Fj,(A1, A2) touche F,,_1(A1, A2) en quelques points. Ceci a été vérifié
numériquement pour les premiéres nappes mais aucune démonstration n’a été faite dans
le cas général pour avoir le nombre exact de points de contact.
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Probléme 1
Quelle est la limite de F, (A1, \2) quand n tend vers oo ¢
Cette branche limite donne la frontiére du domaine de positivité

D= {A € R?| lim F(Ai, o) > o} .

Mais il est impossible de donner de facon formelle les racines d’un polynéme de degré
supérieur ou égal a 5, et donc de donner 'équation des nappes F, (A1, A2) au dela de
n = 4. Ceci nous suggére de s’orienter dans un premier temps vers la recherche d’une
majoration de Fioo(A1, A2).

Nous avons tenté de trouver des points dans la partie D\(R?)* en localisant la plus
petite des valeurs propres de A,, a 'aide des disques de Gershgorin, mais nous n’avons
pas obtenu de bons résultats, juste une majoration grossiére de \o dans le cas particulier
ol —1 < a < 0 pour la mesure de Laguerre-Sonin.

Probléme 2
Caractériser les Fy (A1, \2) et trouwver Fso(A1, A2) dans le cas Jacobi.

Probléme 3 Considérer le cas général ou on prend r mormes parmi N pour ces deux
cas de mesures.
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Chapitre 3

Inégalités en plusieurs variables

3.1 Préliminaires

Soit © = (z1,...,xs) un point de R¥ s > 2.

Pour tout élément n = (ny,...,ns) de N°, on note par |n| la somme de ses composantes.
S
In| = E n;.
J=1
Si on est amené a comparer deux éléments u = (uq,...,us) et v = (v1,...,vs) de N°* ou

R®, on utilisera les inégalités classiques : u < v (resp. u < v) < u; < vj (resp. uj < vj),
j=1,...,s.

Soit i = (i1,...,17s) un élément de N°. Soit LQ(Q;uij,j), j=1,...,s, 'espace de Hilbert
des fonctions réelles de carré intégrable en la variable z; sur Uouvert 2 C R. p;, ; est
une mesure de Borel positive supportée sur 2.

Le produit scalaire sur cet espace est défini par :

(f(l‘j)?g(l‘j))[/%ﬂ;,uij’j) = /Qf(xj)g(x])diulj,](x])v Vf?.g € LQ(Q;MZ'j,j)v

et la norme est

1
|’fHL2(Q;uij7j) = ((fa f)LQ(Q;,LLij’J‘))2'

A partir des différentes mesures pi; 5, on définit la mesure p; par le produit tensoriel
S
Hi = H Hig,j-
=1

S
L’élément (0, ...,0) de N* sera noté simplement 0. Alors po = [] po,;-
j=1

Comme on s’intéresse particuliérement aux cas d’Hermite, de Laguerre-Sonin et de Ja-
cobi, on rappelle 'expression des mesures pour ces trois cas (Voir le Tableau 3).

87
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— Dans le cas de la mesure d’Hermite,
,ui].,j:,ug’j:e_mﬂz, Vz’jENethzl,...,s.

— Dans le cas de la mesure de Laguerre-Sonin,

&g

_ —r; i
pogj = x;7e 7, j=1,...,s, avec aj > —1.
i aj+i; —g. . .
Pijj = Hosz] =) Ye W, j=1,...,s, et Vi; €N
On posera a = (a, ..., a)

— Dans le cas de la mesure de Jacobi,
po; = (1—z;)%(1 +a:j)5j, j=1,...,s, avec aj > —l et B; > —1.
pisg = pog(l—a3) = (L—a)® (1 4a;)5%5, j=1,..s, etVijeN.
On posera a = (aq,...,a5) et f=(B1,...,Bs).

Maintenant on définit les espaces classiques de polyndémes a plusieurs variables.

S
Définition 3.1.1 Soit r = (r1,...,rs) un élément de N°. |r| = 3" r;.
j=1

P? est l'espace des polynomes réels a s variables.

Py est Uespace des polynomes réels a s variables de degré total au plus égal a Ir|. Sa
dimension est (!r\|:’— 3) .

I}, est l'espace des polyndmes réels a s variables de degré total égal a |r|. Sa dimension

-1
est <|T’ ts > :
|
Q, est l’espace vectoriel des polyndomes réels a s variables de degré au plus égal a r; par
rapport a la variable xvj, j =1,...,s.

Qr =P, Pr, ... P,

ou Py, est lespace vectoriel des polynomes réels a une variable x; de degré au plus égal

< i - m — S
arj. La base canonique de Q, est {x }0 <my <y avec m = (mq,...,mg) € N°. Sa
1<j<s
S
dimension est [[ (r; +1).
j=1
Sans perte de généralité on peut supposer que r; > 1, Vj =1,...,s pour Q.. En effet, si

une des composantes 7; est nulle, I'espace R® peut étre réduit a R*~!. Et quand on cherche
des inégalités dans P, on suppose que || = 1, car sinon toutes les dérivées seront nulles.

Pour produire les suites des polyndémes orthogonaux a plusieurs variables par rapport
aux mesures qui nous intéressent, on commence par rappeler la définition de 'orthogo-
nalité donnée par Dunkl et XU. [20].
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Définition 3.1.2 Soit P un polynéme unitaire de P).. On dit que P est un polynome
orthogonal par rapport & une forme linéaire ¢ si et seulement si

co(P,q) =0  Vq€P,_y.

En fixant le degré total, on a la garantie que P est orthogonal & tout polynome de
degré inférieur. Mais plusieurs polynémes du méme degré total avec des degrés partiels
différents peuvent vérifier cette condition. En fait, la dimension de I’ensemble de ces po-
lynémes orthogonaux de degré total |r| est égale a la dimension de I1},. Cette multiplicité
constitue une difficulté majeure dans I’étude des polyndémes & plusieurs variables, car il
n’y a pas de choix naturel d’un ordre total dans N*, méme si on peut proposer quelques
ordres totaux (par exemple l'ordre lexicographique) mais rien ne justifie la préférence
d’un choix par rapport a un autre.

Nous donnons une autre définition de 'orthogonalité formelle qui concerne les poly-
nomes de degré fixé par rapport a chaque variable.

Définition 3.1.3 Soit P, r = (r1,...,rs) € N°, un polynéome unitaire de Q,. P, sera
orthogonal formel par rapport a une forme linéaire ¢ définie par produit tensoriel ¢ =

S .
[T cY) si et seulement si
j=1

c(™P) =0 VmeN* tel que0<mj<rjpourj=1,...5 et |m|<]|r|

En écrivant P, dans la base canonique,

P. = Z apz™, n=(ny,...,ng) avec a, = 1,
Ognngj
j=1,...,s

on obtient le systéme linéaire suivant

Z anc(z"t) =0 (3.1)
0 g nj § Tj

7=1,...,s

pour 0 < m; <rjavecj=1,...set|m| <|r|
La matrice M, du systéme linéaire (3.1) dont les inconnues sont les a,, pour |n| < |r|
conditionne l'existence et 'unicité de P,.

Théoréme 3.1.4 [20] Le polynéme orthogonal unitaire P, existe et est unique si et
seulement st M, est inversible.

Lemme 3.1.5 Si P, () est le polynome orthogonal unitaire de degré n; par rapport a

Oénjgrj
1<j<s

D, j=1,...,s, alors Uensemble { I1 Pn, (:U])} est une base de Q, .
j=1
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Démonstration.
S

On vérifie aisément que le cardinal de cet ensemble est [] (; 4+ 1) qui est la dimension
j=1
de Q,.
On suppose qu’il existe des b, € R tels que :
> bp Py (x) = 0, alors Vm € N°, > bpc(z™ Py (z)) = 0.

Ognngj Ognjgrj
j=1,...,s j=1,...,s
In| <|r| In| <|r|
En prenant successivement |m| = 0 on trouve by = 0, puis les différents m tels que
|m| =1 on trouve b, = 0, et ainsi de suite pour |m| = 2,...,|r|. Alors les éléments de

cet ensemble de polynémes forment une famille libre et donc une base.

O
S
Théoréme 3.1.6 P. = [] P (7)) ot Py (x;) est le polynéme orthogonal unitaire de
j=1
degré rj par rapport a la forme linéaire ),

Démonstration.
P, satisfait les conditions (3.1). Donc si M, est inversible, P, est de la forme proposée a
cause de I'unicité.
Si on suppose que les formes linéaires ¢\) sont quasi-définies, j=1,...,s, les polynémes
unitaires, orthogonaux par rapport a chaque ¢\), existent et sont uniques. On dispose

S
donc d’une nouvelle base de Q. :  [] Pn, (%) (Lemme 3.1.5 ).
j=1 Osn; <y
I<j<s
Si P’ est le polyndme orthogonal unitaire de degré r, alors en ’exprimant dans cette

base on obtient :
P = Z an P (x) avec a, = 1.
0< n; < T
j=1,...,s
In| < |r|

En utilisant la méme technique que pour montrer 'indépendance des P,(z), on montre
que a, = 0 pour |n| = 0, ensuite que tous les a,, pour [n| = 1 sont nuls, ...Il ne restera
que a,.
Conclusion : Si toutes les formes linéaires c¢U) sont quasi-définies, alors P = P, =

[T Pr;(x5).
j=1
O

Si les ¢U) sont quasi-définies pour j = 1,...,s, les polynomes Py (x;) satisferont une
relation de récurrence & trois termes

Py (x;) = (zj + By, j) Pryj—1(25) — Cr) i Prj—1(25)
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avec Py =1et P, =0.
On en déduit que tout polynome P, (x) satisfait une relation de récurrence a 2°+1 termes
que l'on peut écrire sous forme tensorielle

S

Pr(a) = [T [(@j + Bryj)Pryi(x5) = Cry i Py ()]
j=1

avec Py =1 et P, =0, pour tout £ € N® tel que ; = -1 ou0 et [¢| < —1.
(voir le livre de Dunkl et Xu [20]).

Soit p un polynéme de P, ou de Q,. Soit v = (v1,...,Vs) un élément de N°. On
notera par 9p la dérivée partielle suivante de p :

allp
p=——F5--
p Ozt ... Oxs
Si Pg(;jj )(:rj) est la dérivée d’ordre v; de P;(x;). On note par kz’j ) la norme carrée
suivante : ) ) )

Vi Vi Vi
ky ' = (Pe].] (wj)apgj] (%))H(Q;uyj,j)

J

(

et par k;) la norme carrée tensorielle

Y _ T L)
k=T k.
j=1

Bien siir kéy) = ( ¢’il existe au moins un j tel que £; < v;.

On rappelle les kgj ) pour les trois mesures qui nous intéressent (voir [13]).
— Dans le cas Hermite,
) _ V().

;o 2€j—1/j (EJ -V + 1)Vj'

— Dans le cas Laguerre-Sonin,
B = ()0 + g+ 1)(6 — v+ 1y,

ou I est la fonction Gamma.
— Dans le cas Jacobi,

R — 2% () (e, ;)0 (Be, )T (0, 5 — U5 + v;) (05— v+ 1),
7 d¢;5 (T (0, 5))? T ’

avec
Qg j = 0y —l—fj +1,
5@73‘ =B+ 4 +1,

6£j7j =5+ fojJ -1
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Toutes ces normes satisfont le rapport suivant (Voir Tableau 3)

w R
CZjJ = k(JO) = §gjj (gj — v+ 1)1/j
b
avec
{ij ) = 9% dans le cas Hermite,

=1 dans le cas Laguerre-Sonin,
= ({j + aj + Bj + 1), dans le cas Jacobi.

Il sera plus commode d’écrire

s ) s kél’j)
=M1t -1
=1 =1 Ky,
B
——=¢"'(l-v+1),
KO

on &) = T1 &) et ((—v +1), = L6 = s+ 1.
J:

Jj=1

Remarque 3.1.7 Si ({; —v;j+1),, =0 (i.e pour v; > 1 et ({; —v; +1) < 0), alors
(l—v+1), =0 et aussi C’éy) = 0. Mais par souct de simplicité de Uécriture de toutes

les relations, on gardera tous les indices, méme ceux pour lesquels Céy) = 0.

On donne Céy) pour les différentes mesures.

C’él’) = 2¥(¢ — v +1), dans le cas Hermite,
= ({—v+1), dans le cas Laguerre-Sonin,
= (+a+pB+1),({—v+1), dans le cas Jacobi,

avec ((+a+p+1), = [[ (4 +aj+Bj+1),,.
j=1

Remarque 3.1.8 Comme il n’y a qu’une seule différence entre les cas Hermite et Laguerre-
Sonin, il sera plus pratique d’avoir une notation unique,

) =2 (g; —v; 4+ 1),

avec € = 1 dans le cas Hermite et € =0 dans le cas Laguerre-Sonin.
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Comme dans le chapitre précédent, le meilleur outil pour étudier les différents types
d’inégalités est I'utilisation d’une forme bilinéaire a) définie pour les fonctions d’un espace
de Sobolev.

Soit HN(Q%; u,, [v| < N), I'espace de Sobolev défini par

HY (%, | S N)={f | 0"f € LX(Q%m),¥Iv| < N}
avec
L% ) = L5 0 1) @ . @ L2(Q; )

Le produit scalaire sur cet espace est donné par

(D) v @ frleny) = D (07 F,0°9) 205 (3.2)

[v|<N

et la norme correspondante est

N

I e~ @ssp i<y = (s PN @350 1<) 2
On définit la fonctionnelle bilinéaire ay
ax: HY (9%, [v] < N) x HN(Q% iy, [v] < N) = R
par

ax(f,g) = Z MO F,0°9) 120y, Vo9 € HYN (9% iy, |v] < N). (3.3)

W<

Les A, sont n = <N: S) nombres réels fixés tels que A\g = 1 et v tel que |v| = N et

Ay # 0. X est le vecteur de R7~1 de composantes \,, |v| > 0.

Proposition 3.1.9 a)(P,, P;)) = 0, Vr # £, ot les P, sont les polyndémes orthogonaux
unitaires classiques.

Démonstration.

ax(Pr, Pr) = Y A(0"Pr, 0 Po) 120530,

[v|<N

Mais les dérivées des polynoémes orthogonaux classiques sont aussi orthogonales par
rapport & la méme famille de mesures. Donc, pour les trois cas considérés, si P, est
orthogonal par rapport a ug, 0“F, est orthogonal par rapport & u,. Par conséquent,
(0" Py, 0" Pr)r2(0syp,) = 0 8ir # £ et les P, sont aussi les polynomes orthogonaux uni-
taires par rapport a la forme bilinéaire a).
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O
Maintenant nous définissons quelques domaines de R7~1,
D = {)xe R | ax(p,p) >0, VpePs—{0}}, (3.4)
Dr = {)\ € Rnil | aA(p,p) > 07 VP € Qr - {O}} )
DYy = {AeR"™" | a\(p,p) >0, VpeP, —{0}}.

On notera par D, D, et D_*M les domaines de R7! tels que

D = {NeR"™ | a\(p,p) =0, VpeP},
D, = {NeR"™ | a\(p,p) =0, VYpeQ},
'Zj*w = {)\ERn_l | ax(p,p) =0, VpEPM}.

Propriété 3.1.10 Tous les domaines D, D, Dx,, D, D, et ﬁ*\ﬂ sont des domaines
CONVeTeSs.

Démonstration.

Soient A et A* deux points de I'un de ces domaines, et soient ay et ay« les formes bilinéaires
correspondantes définies par (3.3).

Pour tout 6 € [0,1], on a

CLO)\+(1—0))\* (p7 p) = Z (GAV + (1 - 6))\;)(8’/2?, 8Vp)L2(QS;;L,J)
[v|<N
= GZ)‘ paapL2(Qs 1—9 Z)\* p,ap[p(gs’uu)
[v[<N [v|<N

= Oax(p,p) + (1 — 0)ax-(p,p).

Si ay et ay~ sont positives (resp. non négatives), alors ay At (1—6)A+ est aussi positive (resp.
non négative).

0

Quand N =1, les A obtenus dans les domaines précédents nous donneront des inégalités
de Markov-Bernstein.

Quand N > 2, les X obtenus dans les domaines précédents nous donneront les différentes
inégalités de type Landau-Kolmogorov.

On peut obtenir ces domaines & partir des polynémes orthogonaux unitaires P,. En
effet, nous avons la propriété évidente suivante :

Théoréme 3.1.11
ax(p,p) >0, Vpe Q,—{0} (resp. Vp € P, —{0})

S ax(Py(x), Py(x)) >0, Ye<r (resp. V|| <|rl).
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Démonstration.
= évidente.
< Si p est exprimé dans la base des polynémes orthogonaux unitaires Py(x), alors

p(z) =Y BiPi().

Donc ax(p,p) = - Bjar(Pu(x), Pe(x)) > 0.
Ces sommes sont prises pour tous les £ tels que 0 < ¢; <r;,Vj=1,...,s,sip€ Q,, ou
tels que || < |r| sip € P

0

ax(P,, P;) = 0 est alors I'hyperplan H, de R7~! qui a pour équation :

1+ > ACY=o.

0<|v|<N

Touts les hyperplans ,. coupent R”~! en deux demi-espaces I'un correspond & ay(Py, P,) >
0 et Pautre a a)(P,, P,) < 0. On notera par O, le demi-espace positif. Alors :

D, = ﬂOg,

<r

DY = [) O
eIl

D = ﬂ Oy.
(eNs

S .
Remarque 3.1.12 A cause de [’expression des kéy) =11 kgj]), les hyperplans H, ne
j=1

dépendent que des valeurs des 1 et non pas de leur ordre.

L’étude de la positivité de la fonctionnelle bilinéaire dans le cas général s’est avérée
trés compliquée. Pour cette raison, nous avons décidé de nous intéresser uniquement au
cas homogeéne, c’est-a-dire, au cas ou tous les \, sont égaux pour un |v| fixé.

Nous commencerons par le cas simple des inégalités de Markov-Bernstein. Ensuite,
nous donnerons les résultats pour les inégalités de types Landau-Kolmogorov pour N = 2.
Nous séparerons les cas des mesures d’Hermite et de Laguerre-Sonin du cas de la mesure
de Jacobi.
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3.2 Inégalités de Markov-Bernstein

Cette partie est consacrée au cas N = 1.

On cherche le plus petit A € R pour lequel ax(p,p) =20 Vp € Q, (resp. P},)).
ax(p,p) = (0, D) r2(0wu0) T A D (0D, 0°D) 12530
lv|=1
En utilisant le résultat du théoréme 3.1.11, notre recherche se réduit a I’étude de la

positivité de

U,)\(PZ,Pg) = (PZ’PK)LQ(QS;MO) + A Z (aVPg,aVPg)L2(Qs;MD), \44 <7 (resp. |f| < |7"|)

lv|=1
Or
a)\(Pg,Pg) = kéo) + A Z kéy)
lv|=1
(v)
_ kg
=k [1+AD O]
lv|=1 "¢
_ .00 @)
= k' |1+A) G
lv|=1
Alors .
ot
lv|=1 ¢

Les inégalités de Markov-Bernstein sont obtenues pour un choix de A correspondant a

1
max( 32 C))

lv|=1

A:

Le maximum dans cette relation est pris pour tous les choix possibles de ¢ < r (resp.
|| < |r|) ce qui correspond a tous les choix possibles de P € Q, (resp. Pj,).

Théoréme 3.2.1 Pour les mesures d’Hermite et de Laguerre-Sonin nous avons l'inéga-
lité de Markov-Bernstein suivante, ¥p € Q, (resp. P\Tl)

1

14 14 1
< > (0"p,0 p)LQ(QS;,uV)> < _WHPHLQ(QS;MO)' (3.5)

lv|=1
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avec € = 0 dans le cas Laguerre-Sonin et € = 1 dans le cas d’Hermite.

Cette inégalité devient une égalité si et seulement si p = cP., Ve € R, quand p € Q,.

Mais, si p € Py, alors l'inégalité devient une égalité si et seulement sip = Y coPy,
€]=Ir|

Vep € R.

Démonstration.

)

Nous cherchons le maximum de Céy .
lv|=1

Les seules possibilités pour avoir [v| = 1 sont de prendre un seul v; =1, 1 < j < s et

tous les autres nuls, alors

> = Y atu-ve,

lv|=1 lv|=1

= 2 ) f[(ej —v;+1),

lv|=1j=1
S
= 2°) 4; =2
j=1

Par conséquent, le maximum est égal a 2¢|r|. D’ou l'inégalité de Markov-Bernstein Vp €
Qr (I“esp. P\r|)

1
v v 2 1
( Z (9"p,0 p)LQ(QS;,uV)> < —WHPHLQ(QS;M))'

lv|=1

)

L’égalité est atteinte si et seulement si p = c¢P,, Ve € R, car le maximum de ) C’éy
lv|=1
correspond a Y C’ﬁy) pour un unique r et donc un unique P, dans l'espace Q,. Un
lv|=1

tel polynome est appelé un polynéome extrémal. Bien évidemment, les seuls polyndémes

extrémaux intéressants sont ceux pour lesquels ¢ # 0.

Ir|+s—1
|

qui donnent autant de polynomes dans P, du méme degré total mais de degrés partiels

différents. Alors, les polynémes extrémaux sont toutes les combinaisons linéaires possibles

de ces polyndémes orthogonaux.

p= Z ce Py, Ve € R
[el=|r|

Dans I'espace P),|, nous avons < ) différents éléments de N* pour un |r| donné

Les seuls intéressants sont ceux pour lesquels au moins une des constantes ¢y est différente
de 0.

0
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Remarque 3.2.2 La constante de Markov-Bernstein vient d’étre donnée par Kroo et
Szabados dans le cas de la mesure d’Hermite [32].

Théoréme 3.2.3 Pour la mesure de Jacobi nous avons les inégalités de Markov-Bernstein
suivantes :

i)

1

, 2 [Ipll 20,

Vp € Q, < > o p||ig(9%)) < — (@%50) - (36)
=1 (; lrj(rj"’o‘j+ﬁj+1))§
j:
Les polynomes extrémaux sont cP,, Ve € R.
ii)

2 s.

vp c P|r|7 < Z Hal/pH%Z(Qs;“U)) < HpHLQ(Q 7”0) T (37)
= (7l + max (a; + ;) +1))?

Les polynémes extrémauzr sont donnés par les combinaisons linéaires suivantes

p= Z ce Py, Ve € R

€]=Ir|
Démonstration.
Encore une fois, on doit trouver le maximum de ) C’éy)
lv|=1
SN = Y (tatBr1),(-v+1),
lv|=1 lv|=1
S
= > W+ a;+ B+ 1)
j=1

Soit v; la somme a; + B;, pour j =1,...,s.
S

Nous cherchons le maximum de o (¢,7) =
J

(¢;+vj+1)¢;, sous les contraintes suivantes
1

i) {<rsipeQ,,
ii) || <|r|sipe Py
Le maximum est évident dans le premier cas. Il est atteint pour £ = r. Donc

s

maxo(£,7) = o(r,y) = > (it + Dy

Jj=1
Dans le second cas, le maximum est atteint pour ¢; = |r|, avec i, 1 < i < s, tel que
; = max ;.
Yi o0 Y5

Alors max o (6, 7) = [rl(Ir] + max 75 +1).
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Pour prouver que cette expression correspond bien au maximum, montrons que la diffé-
rence suivante est non négative

S
Iri(rl + 1+ max ;) - z;(ﬁj +75)t, VEeN avec [(] <|r]
p

S
[rI(r] 42+ max ;) — || - 252 Z 2+ ) + ||

N _ 2
> [rl(rl 42+ max ;) — |r| — [¢7 — (2 + max ;) §l€ + /]
J
= (Il = 1eD(Irl + €] + 1+ max ;) >0,
<JSs

car [r| > 1et vj =a; + 85 > —2.
D’ou les deux inégalités de Markov-Bernstein.
Les polynémes extrémaux sont trouvés de la méme fagon que précédemment.

0

Remarque 3.2.4 D’apres la propriété 2.1.5 nous pouvons écrire les inégalités (3.5)-
(3.7) sous la forme suivante :
~ Dans le cas Hermite et Laguerre-Sonin, Vp € Q,. (resp. 73|,,|),

I

- 1—€)/2 (s 1
Z H xg /2gv)y H%z(gsm) < = |HPHL 5 10)
J=1

e =1 dans le cas d’Hermite, € = 0 dans le cas de Laguerre-Sonin.
— Dans le cas Jacobt

(ST

v |IpllL2(0s;

Vp e Q, Z | (1 =220 Dp 200y | < — (2°3110) 5

(3 73(rj + a5+ +1))2

]:

1
S < 2 1pll 20
p € ,P‘Tl’ Z [NC e x?)1/2au(3)p H%Q(QS'M ) X e 1-
i=1 ’ (fri(lrl + max (a; + §5) + 1))

v(j) =W, ..,v(j)s) € N°, est tel quev; =1 etv; =0, Vi # j.
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3.3 Inégalités de Landau-Kolmogorov dans le cas Hermite
et Laguerre-Sonin

Dans cette partie nous prenons N = 2 et nous considérons uniquement les cas Her-

mite et Laguerre-Sonin. En effet, le cas Jacobi ne correspond pas aux résultats qui sont
communs aux mesures d’Hermite et de Laguerre-Sonin.
En outre, nous allons faire deux études différentes quand p € QT ou quand p € P,
Ce dernier cas nous permet de donner exactement le domaine D en prenant la limite
de @I*TI' Nous montrerons que la frontiére des différents domaines de positivité de a)
est constituée par des suites de droites et leurs points d’intersection qui jouent un roéle
important dans 'obtention des constantes des inégalités de type Landau-Kolmogorov.

Pour N = 2 'expression de la forme bilinéaire a) est :

ax(p,p) = (P, D) r2(@wu) T M D (87D, 0"D)r2(0sn) + A2 D (07D, 0°D) 12050
lv|=1 lv|=2

Comme nous allons utiliser le Théoréme 3.1.11, nous commencons par donner I’expression
de ax(Py, Py) pour £ = (¢1,...,05) un élément de N*.

P Pr) = HPEH%Q(QS;uo) +M Z HaVPZH%?(QS;uu) + A2 Z HaVPZH%Z(QS;MU) :
lv|=1 |v|=2
= B YK e SR
lv|=1 [v|=2

= &Y <1 a Y ey qf”)).
lv|=1 lv|=2

= k) <1 Y )+ Y € v+ 1),,).
lvl=1 [v|=2

Pour avoir |v| =1, il faut prendre v; =1, pour un 1 < j < s, et v; = 0si i # j. Alors :

S

S e -v1), =22 4 =2,

V=1 j=1

Pour avoir |v| = 2, on peut soit prendre v; =2 pour un 1 < j < s et v; = 0si i # j, soit
prendre v; =1, vj =1pour 1 <i<j<sety,=0sik#ietk#j Alors:

S e -v+, =22 Y 6 -0+ Y ). (3.8)
j=1

v|=2 1<i<j<s

avec € = 0 dans le cas Laguerre-Sonin et € = 1 dans le cas d’Hermite.

On note par ¢(¢) la quantité p(£) = > £;(¢; — 1)+ > Ll
j=1

1<i<j<s
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Propriété 3.3.1 Pour tout polynéme p de Q, on a

11720y = > B2k

psrT
Z |’8Vp”%2(gsmy) - ZQEk/()O)ﬂi‘p‘_ (3'9)
lv|=1 p<r
SN Do ey = D25k B20(p). (3.10)
[v|=2 p<r

Démonstration.
Soit p un polynéme de Q,.. Alors p peut étre exprimé dans la base des polynémes ortho-
gonaux unitaires P,, p <.

p=2)_ BoPp

p<rT

Donc

1172000y = D Bk

psr
10Dl 72 sy = D BaEY)
psr

Par conséquent,

S ey = S S AR

lv|=1 lv|=1 p<r

= Y 2kl

psT

Et

SRy, = D S BEY

vl=2 v|=2 p<r

- T )

P |v|=2

= > 2%k 820(p).

psT

0

Remarque 3.3.2 Pour simplifier les notations et alléger les expressions, toutes les normes

k,()'/) sont prises en compte méme celles qui sont nulles (quand il existe au moins un p;
tel que p; < v;). C’est la raison pour laquelle on peut garder la somme de tous les p tels
que p < r dans (3.10).
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ax(Py, Py) = 0 correspond a une droite Hy,
He = {(A1, A2) € R?|1+2°[¢| Ay + 2p(£) X2 = 0} .
Remarque 3.3.3 Si [¢| = 1, alors toutes les droites Hy se réduisent a une seule droite
Hqi: 142N =0.
Remarque 3.3.4 Toutes les droites Hy telles que |l| est fixé, passent par le méme point

(M = 57, 22 = 0).

Lemme 3.3.5 Dans une famille de droites H, pour || fixé, seulement deux sont inté-

ressantes :
14+ 2500 4 2% )y |1£T|1ax o(l) =0,
142504 + 2%\, ﬁun e(l) =0.
Démonstration.

Si |¢] est fixé, alors toutes les droites Hy, passent par le méme point, et donc, elles sont
comprises dans l'espace du plan (A1, A2) délimité par ces deux droites qui correspondent
a la pente minimale et la pente maximale. Elles sont les seules qui contribuent & la
restriction du domaine de positivité de la forme bilinéaire ay.

O
On en déduit immédiatement le résultat suivant :

Lemme 3.3.6 Pour |{| fixé, les demi-espaces ouverts positifs Op donnent un espace ou-
vert positif [ Op, dont la frontiére est donnée par deuz demi—droites L’une d’elles corres-
pond a la droite ayant la plus petite pente dans la partie Ay < 25‘“ L’autre correspond

a la droite ayant la plus grande pente dans la partie \; > _25|€|

Nous transformons ¢(¢) afin de simplifier ’étude de ces droites.

p(l) = i@‘(@‘—l)Jr >ty
j=1

1<i<j<s
= Y G-+ > bl
j=1 1<I<J<S
>ty = Ze%z > ity
1<I<J<s 1<i<j<s

= (Z&')Q = lel=1er” - |el.
j=1
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La somme des deux relations donne

() == | Y G+ —2l | (3.11)
j=1

|—— He,0p— His 1) Hy, o) Hg, s

FIGURE 3.1 — Les droites Hjy,50) telles que j1 + j2 = 6 pour N =2 et s = 2.

La figure 3.1 représente les droites Hy telles que |¢| = 6 et s = 2 dans le cas de la me-
sure de Laguerre-Sonin. Toutes ces droites passent par le méme point et sont comprises
entre Hg ) (en rouge) et Hz 3y (en vert).

Propriété 3.3.7 Soient p et 7 deux éléments de N°. Si p > 7 alors
i) ¢(p) > (7).
i) |7le(p)) > lple(T).
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Démonstration.

i) En remplagant ¢(p) et p(7) par (3.11) on trouve
(Z(/)? —72) + (Il = 17N (ol + || = 2)>,

Jj=1
qui est une quantité positive.

ii) |7]e(p)) — lple(r) = é(hé p; — \p\;Tf + I7[lpl(lpl = I71))-

N[ —

@(p) — (1) =

. S S
Etant donné que ) p? > > Tjpj et que
=1 j=1

S
= =

S

2 .

lTj < Zl p;jTj, on obtient
J:

J

ITle(p) — lple(r) = ! (Ipl = I71) (ITHP\ - Zpﬂj)-
j=1

N |

S

S S
)22 pi) — X2 piTi = > piTi > 0.
1 7=1 7j=1 7,#]

S

S
Mais [7|[p] = >_ pjTj = (
Jj=1 J
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3.3.1 Les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour p € Q,

On cherche les A = (A1, A2) € R? pour lesquels ay(p,p) =0, Vp€ Q,.
a)x(pap) = (pvp)LQ(QS;uo) + A Z (aypa 8Vp)L2(QS;MD) + A2 Z (8Vp7 8yp)L2(QS;p,V)'
lv[=1 lv|=2
Nous nous intéressons aux droites H, quand ¢ < r, c’est-a-dire quand 0 < ¢; < rj,
pour j =1,...,s.
Dans 'espace des polynémes réels Q,., on a une unique droite H,., mais on a au plus s

différentes droites Hy telles que |[¢| = |r| — 1 et 0 < £ < r. Elles passent toutes par le
int (——1 4 __

point ( 26(|r\—1)’0)' Leur pente est Foll)

En utilisant les Lemmes 3.3.5 et 3.3.6, les seules droites qui interviennent dans la limita-

tion de l'espace ouvert [ Oy, sont celles qui ont la plus petite et la plus grande pente.
[el=[r|—1

Soit L le sous-ensemble de N® défini par :
L={eN° | ¢<ret|l=]|rl—1},
c’est-a-dire
L={eN° | li=r;i—1, 1<i<s, etlyj=rj; jFi}.
Alors, pour ¢ € L, nous pouvons exprimer ¢(¢) en fonction de r.

s

pO) =5 D 4= 17+ (Ir[ = 1)(Ir| - 3)

J=1j#i
=(r) —r —|r|+2.

Donc
. E — — 2— L
mipell) = o) =il +2 - moxr
0 = - 2 — min ;.
maoll) = o(r) = Ir| +2— min

Lemme 3.3.8 Soit A la quantité A = |r|+ max 7 — 2.
<i<s
Quand |r| = 2, alors o(r) — |r|A < 0.

Démonstration.

1 - 2 2
o) = IrlA = 53203 =1l + 201 = 2l s )
J:

1 S
= Qerj(rj —|r] —|—2—21n<1?<><8m)
]:

1<i<s 1<i<s

1 S
= 5 er <(r]- — max ;) + (2 — |r|) — max ri) .
j=1

Quand |r| > 2, cette derniére expression est négative.
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O

Soit £* un élément de £ qui réalise le minimum de ¢(¥).
Maintenant on considére le point By obtenu par l'intersection de H, et Hy« quand
Ir] > 2.
La propriété suivante nous donne les coordonnées d’un tel point.

Propriété 3.3.9 Quand |r| > 2, les coordonnées de By« sont

A
2(p(r) = [r|A)
B 1

22 (p(r) — Ir|A)

A1 (By+)

<0, (3.12)

A2(By+)

> 0. (3.13)

€ =0 dans le cas de Laguerre-Sonin et € = 1 dans le cas d’Hermite.

Démonstration.

Comme By« est le point d’intersection des deux droites H,. et Hy«, il vérifie leurs équa-
tions, donc ses coordonnées sont immédiatement obtenues en résolvant le systéme sui-
vant :

L+ 2 M(Bee)lr| + 2% X (Bee ) (r) = 0,
{ 1 220, (B )|6°] + 2% Ao Bee )i (€)= O,
Or |t*] = |r| =1 et p(£*) = p(r) —|r| — max r; +2 = p(r) — A. Alors le systéme qui
donne (3.12) et (3.13) est le suivant :
1+ 2°A1(Bg)|r| + 2% Ao (B )(r) = 0,
{ 1+ 2°X1(Be)(|r| — 1) 4+ 2% Xo(By+ ) (0(r) — A) = 0.

De plus A > 0 et ¢(r) — [r]A < 0 (Lemme 3.3.8). D’ou le signe des coordonnées.

Maintenant on montre que By« appartient & la frontiére de D,.

Théoréme 3.3.10 Le point By, obtenu par 'intersection des droites H, et Hyp+, appar-
tient o la frontiére de D,..

Démonstration.
By« appartient & D, si et seulement si il appartient & tous les demi-espaces ouverts positif
O, pour tout p € N¥ tel que p < r. Soit encore si

1+ 2°X1(Be=)|p| + 2% X2 (Bp)p(p) =0, Vp <. (3.14)

Evidemment (3.14) est égale a 0 quand p = r et quand p = ¢*, car By appartient aux
deux droites H, et Hyp=.
De plus, Hy« est la droite qui a la plus petite pente parmi toutes les droites H, quand
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¢ € L. Alors (3.14) est aussi satisfaite pour tout ¢ € L.
Donc, il nous reste & montrer (3.14) pour tous les p tels que [p| < |r| —2 et p < 7.
En remplacant Aj(By) et Ao(By+) par (3.12) et (3.13), (3.14) devient :

o(r) —(p) = (Ir| = |p)A
o(r) — |r|A '

Le signe du dénominateur est donné dans le Lemme 3.3.8. Il est négatif.
Nous remplagons ¢(r), ¢(p) et A par leurs expressions dans le numérateur

S

_ 1 2 2 '
p(r) =lp) — (rl=1lphAa =3 ;(rj =72 = (Irl = Ip) (1| = Ip] = 2+ 2 max 1)
]:
1 S
= B z;(rj - Pj) ((Tj - 11252{5”) + (pj — 112?2(87«2) + (Ip] = (Ir| — 2))) ]
]:

Cette quantité est aussi négative. Donc le quotient est bien positif.
Finalement, comme By« € H,, alors il appartient a la frontiére de D,..

O

A partir du précédent Théoréme, on en déduit immédiatement, les inégalités de type
Landau-Kolmogorov correspondantes ainsi que les polynémes extrémaux.

Corollaire 3.3.11 Vp € Q,, Nous avons linégalité de type Landau-Kolmogorov sui-
vante :

aV 2 . g - 2 .. o 8” 2 N ‘
|V|Z:1 I P||L2(Q ) A (Bg) ||p||L2(Q o) A1 (Byg) 14222 I p||L2(Q )

e =0 dans le cas de Laguerre-Sonin et € =1 dans le cas d’Hermite.
L’égalité est atteinte si et seulement si

p=cP. + ZCEPE'
lelx

ou L*={e L | ol)=wpl*)}. cetlescy appartiennent a R.
Evidemment les polynomes extrémaux intéressants sont ceux correspondant a un choix
de coefficients non tous nuls.

Maintenant on veut montrer que la partie de H,., commencant a partir du point By« au
point (oo, —o0), appartient a la frontiére de D,. Comme conséquence, nous obtiendrons

trois formes d’inégalités de type Landau-Kolmogorov correspondant & trois parties sur
: : ) 1 1 1 1
cette demi-droite de H, : [Bg*, (—25—‘”, 0)], [(_W’ 0), (0, _225730(1”))} et [(0, _W)’ (00, —00) |.

Commengcons par montrer que le point (0, —QQ%W(T)) appartient a la frontiére de D,..
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Propriété 3.3.12 Le point (0, —22%@(”) appartient a la fronticre de D,.

Démonstration.

I1 faut montrer que ce point appartient a tous les demi-espaces O, pour tout p < r et
|p| < |r|, c’est-a-dire que 'équation de la droite #, correspondante est non négative.
En remplacant les coordonnées de ce point dans I’équation de H, on obtient

Or ¢(r) — ¢(p) > 0 (voir la Propriété 3.3.7)
De plus ce point se trouve sur H,, donc on en déduit qu’il appartient & la frontiére de
D,.

O

Corollaire 3.3.13 Tous les points de l'intervalle [By~, (0, —QQ%M)] appartiennent a la
frontiére de D,..

Démonstration.
By« et le point (0, —22%90“)) appartiennent & la frontiére de D,. Or D, est un domaine
convexe. Alors tous les points de I'intervalle [By-, (0, —QQ%M)] appartiennent a D,. Mais

ils sont tous sur H,. Dong, ils appartiennent a la frontiére de D,..

]
A partir du Corollaire précédent on peut en déduire deux inégalités de type Landau-
Kolmogorov, et sur les points (—Q%M,O) et (0, —22%@(7,)) on obtient deux inégalités de

Markov-Bernstein.

Corollaire 3.3.14 Vp € Q,,

i) Si M €|By-, (—%M, 0)[, l’inégalité de type Landau-Kolmogorov suivante est satisfaite :

1 Xo(M)
Vo112 2 2 Vo112
|;1 ||8 pHL2(Qs;Hu) < *WHPHL%QSWO) - )\1(M) |;2 ||a pHLQ(QS;Mu)’ (315)

ii) Si M E](—Q%M,O), (0, —QQ%W(T))[, linégalité de type Landau-Kolmogorov suivante est
satisfaite :

HPHQLQ(QS;MO) Z —M(M) Z H(?”pH%z(st) — X2 (M) Z Hal’pH%%Qs;uu)- (3.16)
lv|=1 [v|=2

Dans ces deux cas les inégalités deviennent des égalités si et seulement si p = cP,.,
Ve e R.
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iii) En (— 0), on obtient l'inégalité de Markov-Bernstein (3.5) :

25‘7‘|7

1
2
( S (@, a”mzms;uy)) < VIl

lv|=1

iv) En (0, —22%80(7,)), linégalité de Markov-Bernstein suivante est satisfaite :

2
HpHL2(QS;“0) 226 Z HGVPHB(QS )
| |=2
Cette inégalité devient une égalité si et seulement si p = cP,, ¢ € R.

e =0 dans le cas de Laguerre-Sonin et € = 1 dans le cas d’Hermite.

On termine 'étude de la demi-droite [By«, (0o, —00)[ sur H,, en montrant que tout
point M €](0, _22%90(1”))’ (00, —00)[ appartient aussi a la frontiére de D,..

Propriété 3.3.15 Tout point M sur H, défini par M = 6(— 25|T|, 0)+(1-6)(0, —22%@(”),
VO < 0, appartient a la frontiére de D,.

Démonstration.

Pour montrer que M € D,., il suffit de montrer que 1+ 25Xy (M)|p| + 22 Xa(M)p(p) > 0,
Vp <, avec |p| < |r|.

Les coordonnées d’un tel point sont :

0

Al(M) = _257|r\’
1-6

Ao (M) = T

En remplacant dans ’équation de H, on trouve :

1+0—

Ipl L elp)
RG]

Ainsi nous devons donner le signe de

[r1(p(r) = @(p)) = B(lple(r) = Irle(p)
|7l (r) '

o(r) —@(p) et |ple(r) — |r|e(p) sont positives d’aprés la Propriété 3.3.7.
Donc le numérateur est positif car § < 0. De plus M € H,., alors il appartient a la
frontieére de D,..

0
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0.3 7

0.2

0.1

0 0.2

0.03 4
0.02 1
0.01 1
-0.2 0.1 0.2
H(2,2) H(3,2) Type 1l —— Type 2 — Type 3

FIGURE 3.3 — les zones des différents types d’inégalités de Landau-Kolmogorov sur la droite Hz,2)-

Dans la Figure 3.2, nous avons le domaine D,., pour r = (3,2), N = 2 et s = 2 dans le
cas de la mesure de Laguerre-Sonin. Il est délimité par H, = H39) (en rouge) et pour
|| = |r| — 1 =4, la droite qui intervient est Hs,| = H(22) (en noir). Dans la Figure 3.3,
nous montrons les différentes parties de la demi-droite [Bys, (00, —00)[ sur H, = H 3 9).
Les points de chacune de ces trois parties (rouge, bleue et verte) nous donnent une égalité
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de type Landau-Kolmogorov différente.

Tout point M €](0, 722%@(7,)), (00, —00)[ nous donne une nouvelle inégalité de type
Landau-Kolmogorov.

Corollaire 3.3.16 Pour tout point M €](0, —QQ%M), (00, —00)[ sur H, et toutp € Q,,
on a l'inégalité de type Landau-Kolmogorov suivante :

1 1(M)
9 2 . < — 2 N _ E oY s, . 3.17
|V§:2: H pHLQ(Q ) )\2(M)HpHL2(Q 310) M | -t H HLQ(Q ( )

e =0 dans le cas de Laguerre-Sonin et € = 1 dans le cas d’Hermite.
Cette inégalité devient une égalité si et seulement si p = cP,, Vc € R.

Dans les Corollaires 3.3.14 et 3.3.16 nous avons donné les différentes inégalités de
type Landau-Kolmogorov pour les points appartenant aux différentes parties de la demi
droite [By«, (00, —00)[ sur H,.

Nous terminons cette partie consacrée aux inégalités dans Q, en donnant les meilleures
inégalités dans le sens de minimiser la partie droite de I'inégalité (3.15) sur [B,, ( _Q%ITI’ 0)]
et de D'inégalité (3.17) sur la demi droite [(0, — 5= o )) (00, —00)[ ou de maximiser celle

de (3.16) sur l'intervalle [(—Q%VPO), (0, — 52 (r))] pour tout polynome fixé p € Q,. .

Théoréme 3.3.17 Le meilleur point M sur lintervalle [By«, (— 0)] qui minimise la

1
28|r|”

partie droite de l'inégalité (3.15) pour n’importe quel polynome fizé p € Q, est le point
By«

Démonstration.
Soit M un point de l'intervalle [Br,(—Q%M,O)], M = 6B, + (1 —0)(— 25\T|’0)’ avec
6 € [0,1].
Les coordonnées d’un tel point sont données par :
0D =~ o)+ o)
2] 2°|r|

Ao(M) = 6OAy(Bp).

avec 0 € [0, 1].
Soit G(#) la partie droite de (3.15). Sa dérivée est

1 1 v
G/(G) = W (Al(BK*) + 2€| |> HpHLQ(QS i140) + Z Ha p”LQ(QS SH)
lv|=2
G

(A (M))*
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En utilisant les coordonnées (3.12) et (3.13) du point By«, on obtient

- 1
G = 228 2 . _ o 9 S
232 (o (1) — 7| A7 P(1PI172 (051100) %::2 110" Dl 22 (0 1)

G*
25 (p(r) — [r|A)|r|
Rappelons que A = |r| + max r; — 2.

1\\

On sait déja que ¢(r) — |r|]A < 0 (voir le Lemme 3.3.8), donc il nous reste a déterminer
le signe de G*.
Soit p un polynéme de Q,. Alors, en utilisant la Propriété 3.3.1,

||p‘|%2(95;p0) = Zﬁgk/()())

psT
S0l Ro ey = D 22K B20(p).
v|=2 psT

Donc G* = 2% " k‘f(,o)ﬁ%(go(r) —¢(p)) qui est positif, car ¢(r) — p(p) = 0si p < r (voir

p<r
la Propriété 3.3.7).
Alors G' < 0 et G(0) est une fonction strictement décroissante par rapport a 6 € [0, 1].
Le minimum est atteint pour € = 1, c’est-a-dire quand M = Byx.

O

Théoréme 3.3.18 Le meilleur point M sur lintervalle [(—%M,O), (0,—22%30(0)] qui
maximise la partie droite de l'inégalité (3.16), pour tout polynéme fixé p € Q,, est le
point (—Z%M,O).

Dans ce cas linégalité de type Landau-Kolmogorov tend vers l'inégalité de Markov-
Bernstein (3.5) quand M tend vers (—52—,0).

26‘7»'7

Démonstration.
Les coordonnées d'un point M de I'intervalle [(_Q%ITI’ 0), (0, —QQ%GD(T))] sont :
0
MM) = ——— 3.18
O = g (3.18)
6—1
M) = ——. 3.19
M) = s (3.19)
avec 0 € [0, 1].
On note par G() la partie droite de (3.16). Sa dérivée est
1 v 14
G0) = gy | 290 X 10y — I X 10D
[v|=1 lv|=2
G*

2%rlp(r)”
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Soit p = > B,P, un polynéme de Q, alors, en utilisant la Propriété 3.3.1,

p<T
Z Hal/pH%Q(QS;uU) = ZQak;(JO)ﬁlzy‘p‘

lv|=1 psr
> 10" Pl 720y = 222%,(,0)5,2,80(0)-
lv|=2 psT

D’ou
G* =23 kDB (lle(r) = Irlep)).

p<r

Or nous avons déja montré dans la Propriété 3.3.7 que |p|p(r) —|r|¢(p) > 0 quand p < r
et |p| < |r|. Pour |p| = |r|, la seule possibilité est que p = r. Alors |p|e(r) — |rle(p) = 0.
Donc G* > 0 et G(6) est une fonction strictement croissante en fonction de 6 € [0, 1]. Par
conséquent le meilleur point M est ( 0). Mais, dans ce cas, on obtient I'inégalité

de Markov-Bernstein (3.5).

1
25|T|7

0

Théoréme 3.3.19 Le meilleur point M sur la demi droite [(0, _22%&0(7"))’ (00, —00)] de
H, qui minimise la partie droite de [’inégalité (3.17), pour tout polynome fizé p € Q,,
est le point (0o, —00).

Dans ce cas linégalité de type Landau-Kolmogorov tend vers linégalité de Markov-
Bernstein suivante :

v Zp(r v
Z ||a pH%?(QS;yU) < |7’(‘ ) Z ||8 pH%Q(QS;uV)' (320)
v|=2 lv|=1

Démonstration.

Soit M le point dont les coordonnées sont données par (3.18) et (3.19). Quand 6 < 0, ce
point appartient a la demi-droite [(0, —QQ%SD(T)), (00, —00)].

Encore une fois, on note par G(#) la partie droite de (3.17). Sa dérivée est

1 2 v, 112
FO = o | APl = 2 107l
lv|=1

G*
25rTe(r) ()

En utilisant la Propriété 3.3.1 on obtient

G* =27 KD B2(r - |pl).

psT

Comme p < r, alors |p| < |r| et donc G* > 0.
G (0) est une fonction croissante par rapport a # < 0. Son minimum est atteint au point
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(00, —00) de la droite H,. Dans ce cas on doit donner la limite de I'inégalité de type
Landau-Kolmogorov quand 6 tend vers —oc.

() = 0 et
ot oMy T 0 °
. A1 (M) . 0 2°p(r)  2%p(r)
S = an) o — 1 |r| 7]

Ainsi, la limite de l'inégalité de type Landau-Kolmogorov est l'inégalité de Markov-
Bernstein (3.20).

O

Remarque 3.3.20 Comme dans la Remarque 3.2.4, on peut transformer toutes les in-
égalités (3.15)-(3.17) pour faire intervenir uniquement la norme || . || 12(qs;0)-

Nous devons remplacer > ||3”p\|%2(95.# ) par
lv|=1 "

> 1— 2 (g
> 1125 2 Db 2 e
j=1

ou v(j) = (vi,...,vs) € N* est tel que v; =1 et v; =0, Vi # j,
2
et remplacer V‘Z:2H8VPHL2(WWV) par

S
> N 0" bl e ey + D i) 20 b e
Jj=1 1<i<j<s
ou v(j) = (01,...,05) € N* et v(i,j) = (vf,...,v) € N°. D(j) est tel que 0; = 2 et
D=0, Vi#j. v(i,j) est tel quevi =vi =1 (i<j)etvy,=0,Ym#i,j.
€ =0 dans le cas Laguerre-Sonin et € = 1 dans le cas d’Hermite.

Pour conclure cette section, nous pouvons dire que les meilleurs cas décrits dans les
Théorémes 3.3.18 et 3.3.19 ont un intérét tres limité, car une inégalité de type Landau-
Kolmogorov est réduite & une inégalité de Markov-Bernstein. Par ailleurs, 1’étude déve-
loppée dans la section suivante va montrer que le domaine dans lequel les inégalités de
type Landau-Kolmogorov (3.16) et (3.17) sont satisfaites, n’est pas inclus dans D.
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3.3.2 Les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour p € P},

Dans ce cas nous considérons les familles de droites H; pour des |¢| successifs.
Comme on 'a déja vu, quand |¢] est fixé, toutes les droites Hy : 1425 A1 €| +2% Xa0(£) = 0
passent par le méme point (—Q%M, 0). Dans une telle famille de droites, seulement deux

droites H, sont intéressantes (Lemme 3.3.5) :

1+ 2\ |4] + 2% Ao max o(¢) =0,
|¢] fixé

14 250 |0) + 2%\ ‘anfiln’ ©(f) = 0.
Xe

En effet, toutes les autres droites sont comprises dans l’espace du plan (A1, A2) délimité
par ces deux droites, et donc elles ne contribuent pas dans la définition du domaine de
positivité de la fonctionnelle bilinéaire a (voir la Figure 3.1).

Nous commengons par chercher les éléments ¢ € N°® pour lesquels le minimum et le
maximum de ¢(¢) sont atteints et donner la valeur de ces extrémums.

Théoréme 3.3.21 Pour |{| fizé, le minimum de p({£) est égal a

min () = % (W e+ 200 Pf] s ['?] s K'D (3.21)

ou [.] est la partie entiére.

Il est atteint pour les points de N° tels que s(1 — §) composantes d’un tel point soient
s 1

égales a - — 0 et les s0 autres composantes soient égales a % +1—0, avec § = % — [%] .

Démonstration.

S S
On doit minimiser ¢(¢) = 1 (Zl G+ [0 - 2[6\) sous la contrainte '21 ¢;—|¢] = 0, pour
j= Jj=
un |¢| donné.
Nous commencons cette minimisation par donner un £ € R® en utilisant les multiplica-
teurs de Lagrange.

SZ—T:O, pour ,j=1,...,s (7 € R),

> 4= =o.
j=1

S
Or 37?‘; =/{;. Alors {; = 7, pour j = 1,...,s. D’autre part, la contrainte Zléj - =0
J:
donne s7 — |[¢| = 0. Donc on obtient une solution rationnelle ¢; = 7 = %, j=1,...,s.

A partir de cette solution rationnelle nous cherchons la solution entiére de notre probléme
de minimisation.



116 CHAPITRE 3. INEGALITES EN PLUSIEURS VARIABLES
Si %' € N, le minimum est atteint pour le point £ € N* tel que ¢; = %, j=1,...,s.

Si % ¢ N, montrons que le minimum de ¢(¢) est atteint pour tout ¢* € N® tel que
o = [ﬂ} ou £ = ['ﬂ +1,5 = 1,...,s, soit encore, £ = & —§ ours = 4 115,

J S s s
j=1,...,s, avec d = % — [%} . Dans le cas ot cette propriété est vraie, pour trouver le
nombre n~ de composantes E; < % et le nombre n™ = s —n~ de composantes E; > %, il
S
o . —/e /1l
suffit d’utiliser la contrainte z:lﬁ;'f—w = 0. Alors n (%—5)—1—(5—71 )(%+1—5)—|€| =0.
j:
Donc n~ = s(1 —6) et n™ = s6.

Dans ce cas,
s 2 2

([ e[ ). o

Ainsi la valeur de ce ¢(£*) est

ot =1 (w? —20e]+ 5 (['ﬁ'rwa ] +6>> .

Maintenant nous vérifions que cette valeur est bien le minimum de ¢(¢) dans le domaine
S

[0,]€]]* pour un choix entier des ¢; et sous la contrainte ) ¢; = |¢| fixé. Pour cela on
i=1

montre que, pour tout autre choix de ¢ dans ce domaine, la valeur de () est supérieure

ou égale a ().

S
Soit £ € [0, |¢]]* "N* tel que Zl ¢; = |€]. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
]:

que les ¢ premiers Bj, 7 =1,...,1, sont supérieurs ou égaux a [%} + 1.
P - | |
=5+ ; +1, j=1,...,i, avecy; €N

Alors, les (s — i) ¢; suivant, j =4+ 1,...,s, sont inférieurs ou égaux a [%}
Gry=9) =it eN
it = j=1i+1,...,5, avecy; € N

S
Comme ) ¢; = |{|, alors
j=1

£ e ) £ ()

7j=1 Jj=i+1
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Par conséquent, nous obtenons

> - Zw lfl—z—s[‘i']. (3.23)
j=1

Jj=i+1

D’autre part,

1 - e 5,8

(3.24)

7j=1 Jj=i+1
= > (p+1*+ Zv]+2z["]+s[’s‘] 2[‘5’] Dovi— D
J=1 J=it1 J=1 J=i+1
i 2
l
- Z(’YJ +1)%+ Z ’y] +2i [W] {W] +2 [w] <\€] i—s [H]> en utilisant (3.23)
= Pt s s s
g 2
= nyﬁl +Z +2|£[| q ["]
Jj=i+1 s
Comme () —p(£*) = E E *, alors il suffit de comparer cette derniére expression

]:
a (3.22).

> oz 1] - {'e’]—{’”]—“[’”}”

(3.24) — (3.22) Zyﬂ—l +
J=1 Jj=1+1
(3.25)

A partir de la définition de J, nous avons

56 = |¢| — ['i'] (3.26)
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> a0 ]] -2 M (1+2|4]) (10— [4))

Z’yj—l—l +
Jj=i+1

= S > -t [ Y]

j:l j=i+1
S
— Z v+ 1)+ Z ’Yj —q— Z% Z v;  en utilisant (3.23).
j=i+1 Jj=i+1
7 s
= D ((u+D? = +1)+ D (4 —m)
j=1 Jj=t+1
(2 S
= Y vy +D+ > vty +1)
j=1 j=i+1
S
= > vy +1)
j=1

Cette derniére expression est non négative. Elle est nulle si et seulement si tous les ~;
sont nuls. A partir de (3.23) et (3.26), on trouve que, dans ce cas, i = s0.
Pour retrouver (3.20) il suffit de remplacer sé par (3.26) dans l'expression de ¢(¥).

min o(6) = ;<|f|2—2|é|+s['ﬁ'} +26{'ﬁ']+sé>
S R )
- ;(w +210 [10] - ['”]—M)

Le minimum est atteint pour tous les points de N* qui ont s(1 — d) composantes égales

M

a = — 0 et les autres s composantes égales & | Lr1-4.

S
Maintenant nous donnons le maximum de ¢(¢) sous la contrainte ) ¢; = |¢|.
j=1

S
Théoréme 3.3.22 Le mazimum de ¢(¢) sous la contrainte ) ¢; = |¢| est [¢|(|¢|—1). 1l
j=1

est atteint en tout point £ € N° tel que £; = || pour un j donné, 1 < j < s. Evidemment
les autres composantes seront nulles.
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Démonstration.
1 S
o) =5 [ S +102 210
j=1
S S
et G<O L) =10
j=1 j=1

S
Donc ¢(¢) atteint son maximum, sous la contrainte ) ¢; = |¢|, quand un /¢; est égal a
j=1
|| et les autres sont nuls.
En remplagant par un de ces points dans I'expression de ¢(¢), on trouve max ¢(¢) =

|€] fixé
[1(lel = 1).
O

Pour tout |[¢| fixé, soit £* un point de N* pour lequel ¢(£*) = |glfiin’ ©(0) et soit £ un point
xXe

de N* pour lequel ¢(f) = max (f).
|¢] fixé
Soit Mra (resp. lel) I’ensemble de tous les points de N* pour lesquels le minimum

(resp. le maximum) est atteint.
My = {Le N | fixe |p(l) = o(7)}, (3.27)
My = {z e N, || fixé |p(¢) = gp(é)} . (3.28)

Pour |¢| fixé, les ¢léments de chacun de ces deux ensembles My et My, ont les mémes
composantes mais avec un ordre différents. Alors, comme nous l'avons déja mentionné
dans les préliminaires (Remarque 3.1.12), a tous les éléments ¢* € ./\/li}l correspond une

droite Hrfl et & tous les éléments ¢ € M|g| correspond une droite 7:[|g|. Leurs équations
sont données par :

Hiy o 142900 + 2% Xap(€*) = 0,
Hig 1+ 2200 + 22 X0p(f) = 0.

Bien str |[¢*] = || = |¢].
Le point commun & ces deux droites est : (—2%%, 0).

y 4 ] N
La pente de H| est o) et la pente de HIZ\ est 7ol
négatives et la pente de Hy est supérieure a celle de 7—[*@‘.
Soit Ajg«|—1 le point obtenu par I'intersection de /HTK\ et Hl*fl—l’ /HTK\—l étant la droite

. Elles sont toutes les deux

pour laquelle ¢(¢) atteint son minimum pour tout ¢ € MT@H
Il est évident que nous devons prendre [¢*] > 2.
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Nous allons prouver que Ajp-|_; appartient a la frontiére de 15[2*‘ (reps. D).
Pour un |[¢*| donné nous avons
W L2+ 2% Mﬁnil? | o(0) =0,
Do TE25M(0] - 1) + 2% . H‘lgin‘ 1<p(z) = 0.

A partir des équations de ces deux droites nous obtenons les coordonnées du point

Aw*‘_l .

min f) — min (¢
[|=[e|—1 2 ) \f\=|€*|(p( )

M= : (3.29)
2 (1= 1) puin ()~ 6] min o(0))

N = ! . (3.30)
2 (1= 1) uin p(0) ~ 6] min (0

Dans la propriété suivante nous donnons une expression plus précise de ces coordon-
nées.

Propriété 3.3.23 :

i) Si [@} = &1 alors

s 7

1

A1(Ajge—-1) =T

<0, (3.31)
1
AQ(AM*'_]_) = 228_1‘6*’ (’€*|$ _2) > 0. (332)

i) i [M} = ['Z*l_l}, alors

S S

- [2]

A (Ape—1) = - (Iﬁ*\(!f*! "t [%} <[@] N 1)) <0, (3.33)
1
A2(Ajpr-1) = o (lﬂ*l(lf*\ EPp [Q] ([@} +1)> >0. (3.34)
Démonstration.

i) Si [@} = 21 alors [@} = %1 _ 1. Dans ce cas

s s s

min  p(l) = 1 <\€*2 — 4|0+ 4+ ler — 2£*’> , (3.35)
lel=[¢=] -1 2 s s
min p(f) = 1 <|e*2 — 2|0 + WQ). (3.36)
|e|=|ex| 2 s
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En remplagant le minimum dans (3.29) et (3.30) par (3.35) et (3.36), on obtient (3.31)
et (3.32).
Par ailleurs [£*[#t2 — 2 > 0 des que [£*] > 2

if) Si | 5] = [I12] ators
min (0) = . (w*\? 10| + 216 [M*'] s ['i'] s ['i'D , (3.37)

min () = ;(WP 316° + 2+ 2(¢*| — 1) [@]_S{W]_S{WD. (3.38)

e]=]e*|—1 s s

En remplagant le minimum dans (3.29) et (3.30) par (3.37) et (3.38), on obtient (3.33)
et (3.34).
Les dénominateurs de A\; et Ay sont positifs. Le numérateur de \; est négatif. D’ou le
résultat.

Remarque 3.3.24 Ces coordonnées tendent vers zéro quand |0*| tend vers l'infini.

Pour montrer que Ajy_; appartient a la frontiére de D, on commence par montrer qu’il
est dans celle de D*f*\' Pour cela on montre quelques propriétés géométriques concernant
les différentes droites Hp qui vont nous permettre de définir la frontiére des domaines
qui nous intéressent.

Propriété 3.3.25 La pente de HW est plus grande que celle de H\f\ 1

Démonstration.

Les pentes des deux droites sont négatives. De plus, le point (— 0) € HI*EI et le point

2%‘@‘7
(—m 0) € Hip_1- Or —2%‘& < —m. Mais le signe des coordonnées du point
commun Ajp«|_ (A1 < 0 et Ay > 0) nous permet de positionner chaque droite par rapport
a l'autre (voir la Figure 3.4) et donc on peut en déduire que la pente de ’le' est plus

grande que celle de 7—[| -1
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-0.01

--0.01

--0.02

FIGURE 3.4 — Position de #Hj par rapport & H: pour s = 2 dans le cas de la mesure de Laguerre-Sonin.

Propriété 3.3.26 Nous avons

Démonstration.

Le signe des coordonnées est une conséquence évidente de la Propriété 3.3.25.

Les deux points Ajp«_; etAjp«|_o appartiennent a la droite H*p«_; qui a une pente
négative. Il suffit alors de prouver I'une des deux propriétés pour avoir 'autre. On choisit
de montrer la (3.40).

Les dénominateurs de Aa(Ajp_2) et Aa(Ajp-|_1) sont positifs. Par conséquent il ne nous
reste & vérifier que le signe du numérateur de Aa(Ajp+|—2) — A2 (A1), lequel est égal &

min /) + min /) —2 min 0). 3.41
WZIK*ISO( ) IKIZV*\—QSD( ) [¢|=]€x| -1 ) ( )

Nous considérons les cas suivants :

i) Pour s > 2, si [@] = Q, alors

e1-1] _iel-2] [l
s s s '
En utilisant les différentes expressions de min ¢(¢) données par (3.21) on obtient :
(3.41) =1 > 0.
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le* |—1 & |

, alors

ii) Pour s > 2, si [

[ GRS [ I ES
s s
Dons ce cas (3.41) =
iii) Pour s > 2, si ['g l} [lf*l 1} % M*' 1, alors
@ RIGE
s s s '
Donc (3.41) =2 > 0.
O
0.04 A
0.02 A

-0.3 -0.2

—— H,

FIGURE 3.5 — Ordonnancement des points d’intersection des H*¢=1, |£] = 3,4,5, pour s = 2 dans le
cas de la mesure de Laguerre-Sonin .

Evidemment ce résultat sera également satisfait pour tous les couples de points Ajpr -1
et Aj,+| avec [p*| > 2. Donc nous avons :

A(Ar) < A(Az) <o < A(Apr ) < A(Aps-1) <0,

)\2(141) < )\2(142) < ... < )\2(A|£*|_2) > AQ(A|(*|_1) > 0.
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Maintenant nous allons donner le domaine ﬁrﬁ*\'

Théoréme 3.3.27 15‘*@*‘ est le domaine convexe bordé par la frontiére suivante :

i) La demi-droite [Ay, (—5,00)[ sur H} : 142\,

ii) Les segments [A|,«|_1, A|p=|] successifs pour 2 < |p*| < |[€*] — 1,
iii) Le segment [Ajp«|_1, (—ﬁ,O)],

iv) La demi-droite [(—ﬁao)y (00, —00)[ sur 7:[|é\-

Démonstration.

Le premier point A1 appartient a la droite Hy : 1 +2°A; = 0 qui a une pente infinie.

Un couple de points A |, A, appartient a la droite 7—[|*p| et donc le segment [A|,«|_1, Aj,+|]
est aussi sur cette droite.

De plus, la pente négative des droites ’H‘*p‘ est croissante en fonction de |p| et la pente

de la droite 7:[‘ 0 est supérieure a celle de H|*e*|'

Donc le domaine, défini dans le théoréme, est convexe (voir la Figure 3.6).

Par construction, ay est non négative pour tout point de ce domaine, Vp € P, car
nous n’avons retenu que les droites H, qui interviennent dans la restriction du domaine
de positivité et I'enveloppe convexe de toutes ces droites donne le domaine ot a) est non
négative (NO,).
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0.4

0.2 4

-0.6 -0.5

, :
-0.4 -0.3 0.2 \‘\Jﬂ%
}"l
0.2
0.4 -
Huo = Hoo=—Hpyy — Huyy — Hy

FIGURE 3.6 — Le domaine D pour N =2 et s = 2 dans le cas de la mesure de Laguerre-Sonin .

Dans cette figure, nous avons représenté uniquement les droites qui interviennent dans
la restriction du domaine de positivité Dy, c’est-a-dire H1 = Hy ), H5 = H(1,1), H =
Ha,1), Hi = Ha2) et Ha =Hoa),

Corollaire 3.3.28 Tout point A x|, avec 1 < |p*| < [£*| — 1, appartient a @l*f*l'

Théoréme 3.3.29 Si |{| = |[¢*| tend vers Uinfini, alors la limite de H* (g (resp. 7-Al|é‘)

est la droite Ay = 0.

Démonstration.

La pente négative de 7:[‘ i est plus grande que la pente négative de H*|p-|. Donc il suffit
de montrer le résultat pour H* .

L’équation de H* |y« est

H e 2 L+ 2900 + 226Xy min @(¢) =0

ou encore

* .
/H ‘g*' .

Ay =

_;<
22 min @(¥)

|€]=|e]

|€]=(e]

1+ 2€>\1|£*|)
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« . «12
mvee mip o) =3 <W|2 —let 2o ] - s [ ] - [ 1] > '
[@} ~ @ au voisinage de l'infini. En effet,

w< [Mq <@+1 donc
s s s

{If*l
S

*]

/

}<1+ lim — =1

1< lim
- |+ |——o0 | £*]

[£*]——o0

~

S

Un équivalent & la pente est

21—a|€*’ _ 21—58 1

A+ 2-Djerp s+1je]

1-¢
2 s 1 0.

Alors la limite de la pente est  lim ST =

[6*]|——o0
Un équivalent de 'ordonnée a ’origine est

21—25 _21—58 1
L+ 2-DLep s+1 [

217258 1 o
S+1 |e*‘2 —_— 0

Alors la limite de ordonnée a lorigine est  lim

[¢*|——o0
Donc lim /H*M*‘ = ()\2 = O)

[0*]——o0
]

Par ailleurs, les coordonnées du point Aj._; tendent vers zéro quand |€*| tend vers
I'infini. Alors nous pouvons donner le domaine D.

Théoréme 3.3.30 D est le domaine convexe délimité par :
i) La demi-droite [Ay, (—5=,00)[ sur Hj,

ii) Les segments successifs [Ajp|—1, A|p|] pour [p*] < 2,

iii) La demi-droite [(0,0), (0, 00)[ sur l’aze Ay = 0.
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0.4

-0.4

FIGURE 3.7 — Le domaine de positivité D pour N = 2 et s = 2 dans le cas Laguerre-Sonin.

Dans la Figure 3.7, nous avons représenté le domaine de positivité dans le cas s = 2
pour la mesure de Laguerre-Sonin. Nous avons retenu uniquement les droites Hy qui in-
terviennent dans la restriction du domaine de positivité, c’est-a-dire #; et les Hj, 10| > 2.

Maintenant que TDTM et D, domaines de positivité de ay, sont connus, nous pouvons
donner les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour tout polynéme p € P, (resp.
p € P?). On rappelle que les coordonnées du point Ay _; sont données dans la Pro-
priété (3.3.25).

Théoréme 3.3.31 Vp € P,
i) VM € [Ajprj—a, Ajpr|—1] avec 3 < [F| <7y et VM € [Ap g, (—%M,O)[, on a :
1

8” 2 s < ENZ YN 2 ER -
|V|§::1 H pHLz(Q ) Al(M) HpHLQ(Q 10)

Z Hal/p‘ |%2(Qs;p,u)‘ (342)

Ao (M)
A lv|=2

M)

ii) VM € 7:[|,:‘ tel que M G](—%‘T',O),(O,—QQ%M)[, on a :

1P1172(5 ) = =M (M) D 110Dl 720005 ) = A2(M) D 110 DlF2(000, ) (3:43)
lv[=1 lv|=2
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iii) VM € 7:[‘f| avec \{(M) >0, on a :

1 A1 (M)
2 2 1 2
Z 10" PlI 7205,y < _WHPHLQ(QSWO) N Z 10" plI 72 (o) (3-44)
[v]=2 lv|=1
iv) En (—Q%M, 0), on a linégalité de Markov-Bernstein :
Z HaypH%?(Qs;p,u) < 2€|T‘||p||%2(ﬂs;yo)' (345)
lv|=1
v) En (0, _22%«9(?))’ on a l'inégalité de Markov-Bernstein :
Z Hal/pH%Z(QS;MV) < 22890(f1)"p|’%2(§25;/40)' (346>
|v]=2

Nous pouvons donner les polynémes extrémaux dans chaque cas. Pour les obtenir
nous devons déterminer la droite H* |y ou 7:[|g‘ sur laquelle se trouve le point M. Ces
droites sont satisfaites uniquement par quelques polynémes orthogonaux unitaires. En
outre, les mémes polynémes rendent les équations des autres droites positives. Donc une
combinaison linéaire de ces polynémes est un polynéme extrémal.

On rappelle que les ensembles M\*f*l et le\ sont donnés par (3.27) et (3.28).

Théoréme 3.3.32 :

i) Si M €]Ajps|—9, Ajg+|—1[, les polynomes extrémauz de (3.42) sont

p= Z cpPp.
PEM a4
ii) En Aj_1, les polynomes extrémauz de (3.42) sont

p= Z cpPp + Z cpbPy.

pEMTZ*‘,l PEMTZ*‘

iii) Si M €]A,_, (—Z%M,O) [, les polynomes extrémaux de (3.42) sont

p= Z cpbPp.

pEMF

7]

iv) SiM e 7:(‘“ avec Aa(M) < 0, les polynomes extrémaux de (3.43), (3.44) et (3.46)sont

p= Z cpPy.

PEM|
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V) Si M = (—52,0), les polynémes extrémaux de (3.45) sont

—
p= Z cpP) + Z cpPy.

pEMI,, ﬂEM|r|

Dans le cas du domaine D nous avons une forme unique d’inégalités de type Landau-
Kolmogorov, satisfaite pour tous les polynoémes.

Théoréme 3.3.33 Si M € [Ajpe_1, Ap=|], avec [€*| > 2, nous avons l'inégalité de type
Landau-Kolmogorov suivante, ¥p € P?,

1 Ao (M)
Vo112 2 2 Vo112
|Zl |0 pHLz(Qs;#V) < _WHPHLZ(QS;HO) - (M) |ZQ||8 pHL2(Qs;#V). (3.47)

Si M €] Ajpe—1, Ajg=|[; (3.47) devient une égalité si et seulement si

p= Z cpbPp.

pEMTeﬂ

Si M = Ajge|_1, (5.47) devient une égalité si et seulement si

p= Z cpbPp.

PEM e UM
Remarque 3.3.34 Soit Ry [’ensemble des réels non négatifs. Alors :

Pour tout point M dans le domaine D}\(Ry)?, nous avons des inégalités de type
Landau-Kolmogorov. Leur forme dépend des signes de A1 (M) et Ao(M). Au moins 'un
de ces signes est négatif. Si une des coordonnées de M est nulle, alors nous obtenons une
mégalité de Markov-Bernstein. L’égalité n’est pas toujours atteinte.

Pour tout point M dans le domaine D\(R4)?, nous avons une forme unique d’in-
égalité de type Landau-Kolmogorov : celle donnée par (3.47). Dans ce cas A\ (M) < 0.
L’égalité est atteinte si et seulement si M appartient a la frontiere de ce domaine. Les
polyndomes extrémauz sont ceux donnés dans le Théoreme 3.5.53.

Maintenant nous souhaitons résoudre le probléme du meilleur point M sur le seg-
ment [Ajg<|_1, Ajp=|]. Pour 'obtenir nous minimisons la partie droite de I'inégalité (3.42)
pour tout polynéme fixé p appartenant a l'espace Qg+, £* = ({3,...,0%) étant un élé-
ment de MI*Z*I' Ce probléeme de meilleur point est résolu uniquement pour cet espace de
polynémes.

Théoréme 3.3.35 Le meilleur point M sur [Ajg«_1, Ayp+|] qui minimise la partie droite
de l'inégalité (3.42) pour tout p € Qg est Ajp_y.
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Démonstration.
Soit M le point de coordonnées

AM(M) = M(Ap)) + 0 (Apr—1) — M(Apes)))s
A2(M) = Aa(Ajpep) + 0 A2(Apps—1) — A2(Aje=)),

pour 0 € [0, 1]
On note par G(#) la partie droite de (3.42). Sa dérivée est

AL(Ajgr—1) = A (Ap)

G/(e) ()\1(M))2 HpH%Q(QS,MO)
A2(Ajpr =) A (Ayer)) — A (Ajps—1) A2 (Aee)) y
()\1(M))2 WZ::2H8 pH%Q(QS;uy)
B G
(M (M)

Comme Ajge_1 et A se trouvent sur H*|p«|, leurs coordonnées vérifient I'équation de
cette droite

1+ 2°10% | A1 (Ajpr)) + 2% A2 (Ajpe)) |£1|rrii‘%l ol) = 0, (3.48)
1+ 2°10% | A1 (Ajpr—1) + 2 A2 (Ajp—1) lgllrii‘?*l o) = 0. (3.49)

La différence de ces deux relations donne :

2°[0*| (A1 (Ajpep) = M (Ajer—1)) + 22 (A2 (Appr) — A2(Ajpey—1)) \ff?iil?*l () =0. (3.50)

Pour £* € M., on a |£1|ni‘? | o) = p(0*).
On multiplie (3.48) par Ag(Ajp<|_1) et (3.49) par A2(Ajp+|) et on fait la différence des deux
nouvelles relations. Nous obtenons

251 (AL (Apps A2 (A =1) = A1 (Appr—1) A2(Ajpe))) + A2 (A —1) — A2(Ap)) = 0.

Donc
1
M(ApPA2 (A=) = A(Ajpr =) A2(Ayer)) = 3 (A2(Ajerj=1) — A2(Ajes))
A(Ajpe—1) = A(Ajpe)) .
2% o () en utilisant (3.50). (3.51)

Nous utilisons cette derniére relation (3.51) pour transformer l’expression de G.

G = A1(144*)A1(144*1)(

2% (%)

A1 (Ajge) = A (Apgs—1)
225¢(£*)

_22590(6*)”p”%2(95;u0) + Z 8Vp%2(95;uy)) :
[v|=2

G*.
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Dans la Propriété 3.3.26, nous avons montré que Aq(Ajg«|) > A1(Ajg+—1). Donc le facteur
de G* est positif.
Soit p un polynéme de Q. Alors, en utilisant la Propriété 3.3.1,

D720y = D Bk,

p<L*
Z Hal/pH%Q(Qs;uu) = Z 22Ek/(30)5§@(p)
lv|=2 p<L*

Par conséquent, G* = > 22%,(,0)53(@@) — @(£*)).
p<Lx
Or, si p < 0%, alors ¢(p) — p(£*) < 0 (voir la Propriété 3.3.7).
Donc G'(0) < 0 et G(0) est une fonction décroissante. Son minimum est atteint pour
¢ =1, ce qui correspond au point A _;.

H

Le probléme du meilleur point M peut aussi étre traité pour les autres formes d’inégalités
de type Landau-Kolmogorov obtenues précédemment.

Théoréme 3.3.36 Soit r* un élément de N* tel que p(r*) = |r|nfiin’g0(7").
T e

Le meilleur point M sur le segment [Aj«_q, (—m,())[ qui minimise la partie droite

des inégalités (3.42) pour tout p € Qp, est le point Ajpe_;.

Démonstration.
Soit M un point de [A|T*|,1, (—ﬁ, 0)[, ses coordonnées sont données par

M(M) = ! +9<>\2(Ar*|_1)+1>,

_2€|r*| 2¢ 1|
Ao(M) = OXa(Apri—1),
avec 0 €]0,1].

On note par G(#) la partie droite de (3.42). On retrouve la méme expression que dans
la démonstration précédente (Théoréme 3.3.35). Alors

G
“O = mone
- )\1((—m,0))—>\1(14\r*|—1> .
“ = (1) “
G o= D 2K B2((p) — ().

psr*

En utilisant la Propriété 3.3.7, ¢(p) — ¢(r*) < 0.

Les deux points, Aj,«|_ et (—ﬁ, 0), appartiennent a la méme droite de pente négative
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Hy. et Aa(Ajpe 1) > 0, alors, )q((—ﬁ,())) — A1 (Apys—1) > 0.
Donc G'(0) < 0 et G(0) est encore une fonction décroissante. Son minimum est atteint
pour ¢ = 1, c’est-a-dire au point Aj.-_;.

O

Théoréme 3.3.37 Soit 7 un élément de N° tel que p(7) = ln‘a%x’go(r).
T e

Le meilleur point M sur le segment [(—Q%M, 0), (0, —QZ%M)} qui maximise la partie droite
de (3.43) pour tout polynome p € Q; firé, est le point (—52—,0).

T 9e |T" )
Démonstration.
Il suffit de prendre » = 7 dans le Théoréme 3.3.18.

O

Théoréme 3.3.38 Le meilleur point M sur la demi-droite [(0, —22%%72)), (00, —00)[ sup-
portée sur 7—%, qui minimise la partie droite de (3.44) pour tout polynome p € Q; fixé,
est le point (0o, —00).

Dans ce cas linégalité de type Landau-Kolmogorov tend vers linégalité de Markov-
Bernstein suivante :

Z Hal/pH%Q(QS;uy) <

|v|=2

D 10"l 2 (s - (3.52)

2°¢(7)
‘ lv|=1

|r

Démonstration.
Il suffit de prendre » = 7 dans le Théoréme 3.3.19.

O

Les précédents Théorémes 3.3.35-3.3.38 peuvent étre étendus a un ensemble de différents
espaces Q. Fn effet, dans le cas des Théorémes 3.3.35 et 3.3.36, la droite H\*f*l correspond
a tous les polynémes P, pour £ € MTE*I et dans le cas des Théorémes 3.3.37 et 3.3.38,

la droite 7:[|T| correspond a tous les polynémes P, pour £ € MM. Par conséquent les

résultats concernant le meilleur point M obtenus dans les théorémes précédents restent

vrais pour tout polynéome p € |J Qg dans les deux premiers théorémes et pour tout
Le M},
[ ]

pe |J Qg dansles deux autres.
ZGMM

Théoréme 3.3.39 Pour tout polynome p € |J Qyp fixé, nous avons :
LeM:,
[e*]

— Le meilleur point M sur [A|g*|_1, A\f*\] qui minimise la partie droite de [’inégalité
(3.42), est le point Ajpe_;.

— Le meilleur point M sur le segment [A|T*|,1, (—ﬁ,O)[ qui minimise la partie
droite des inégalités (3.42), est le point A 1.
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Théoréme 3.3.40 Pour toutp € |J Qy fixé nous avons :

KEMW
— Le meilleur point M sur le segment [(—ﬁ, 0), (0, _22%50(?“))] qui maximise la par-
tie droite de l’inégalité (3.43), est le point (—ﬁ,O).
— Le meilleur point M sur la demi-droite [(0, —22%@(72)), (00, —00)][, supportée sur s,

qui minimise la partie droite de l'inégalité (3.44), est le point (0o, —00).

Démonstration. )
pe U Qu(resp.pe U Q). Alors I € MT@*| (resp. € M|;) tel que p € Q.
ZGMTZ*\ ZEM|T|

Donc, en utilisant les Théorémes 3.3.35-3.3.38, les meilleurs points, dans chaque cas,
restent les mémes puisque leur coordonnées ne dépendent que de |¢| = |¢].

0
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3.3.3 Les inégalités de type Landau-Kolmogorov dans H™(Q?, yu,, |v| <
N), avec N =2

Le but de cette section est d’étendre les inégalités de type Landau-Kolmogorov, sa-
tisfaites pour tout point du domaine D\ (R, )?, pour tout polynome p € P*, a toutes les
fonctions f de € HN(Q%, .., |v| < N). Pour cela, il suffit de montrer que la suite des poly-
nomes orthogonaux unitaires { P}, par rapport a ay est totale dans HN(QS, iy, |v| <
N) pour le produit scalaire ay. En effet, si tel est le cas, cette suite formera alors une
base hilbertienne orthonormale de HY (Q%, u,, |v| < N). Ce résultat sera démontré pour
tout N > 2 pour la mesure d’Hermite, de Laguerre-Sonin et celle de Jacobi.

Soit D le domaine défini par (3.4) pour N > 2.
Si X est choisi dans D, la forme bilinéaire symétrique ay est définie positive sur P* x P*.
Donc elle est un produit scalaire sur P? x P?, et il existe une suite de polynémes ortho-
gonaux { P}, s par rapport a ay. Cette suite, appelée suite des polynémes orthogonaux
unitaires de Sobolev, est, en fait, la suite des polynémes unitaires d’Hermite, de Laguerre-
Sonin ou de Jacobi & s variables définis dans les préliminaires.

Nous allons montrer que la suite {P;},cy. est totale dans H™(Q*, p,, [v| < N).
Commencons par rappeler la définition d’'une suite totale.
Définition 3.3.41 Une suite {w;},, est dite totale (compléte) dans un espace de Hil-

bert E(Q), ( Q ensemble owvert de R®) muni d’un produit scalaire, noté par (.,.) si, pour

feEW), (f,w)=0,Vi>0, alors f = 0. )

Ceci est équivalent a dire, que pour tout f € E()), il existe une suite {W;};5o (W; =
> bjiw;) telle que lim (w; — f,w; — f) =0 (voir [18]).

]:0 1— 00

Alors, Vf € E(Q), il existe une suite {fi}iso telle que, f =3 fiw,.

120

L’espace L?((, fw; ), muni du produit scalaire (2.1), est un espace de Hilbert sépa-
rable. Alors L2(Q, u1,), qui est le produit tensoriel d’espaces de Hilbert séparables, et
I'espace de Sobolev H™ (Q%, ,,, |v| < N), muni du produit scalaire (3.2), sont aussi des
espaces de Hilbert séparables.

On sait déja (voir [13]) que les suites des polynomes orthogonaux d’Hermite, de
Laguerre-Sonin et de Jacobi {P;},., & une variable, sont totales dans l'espace L2(S2, po).

Les dérivées de ces polynoémes %Pi sont aussi des polynémes orthogonaux de la méme
famille. Alors les suites L3'.134,(%'-) , 7 = 1,...,s, sont totales dans l'espace
dxjj J J z <
2V
L?(Q, juy, j). Done, la suite produit {0” Py(x)},s,,, est aussi totale dans L*(Q°, u,).

Maintenant on montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.42 Si A € D, alors pour N > 2
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i) La forme bilinéaire symétrique ay est définie positive sur HYN(Q°, p,,|v| < N) x
HN(QF, iy, |v] < N). Donc ay est un produit scalaire sur HN(Q°, u,, |v] < N) x
HN(Q, py, |v| < N).

ii) La suite des polynomes orthogonauz unitaires { Py} oy est totale dans HN (QF, p,, [v] <
N) pour le produit scalaire ay.

Démonstration.

On commence par montrer que la suite { Py} oy est totale dans HY(Q°, ., [v| < N) pour
le produit scalaire classique (3.2) défini sur H™ (QF, py, [v| < N) x HN(Q°, ., [v| < N).
Soit f € HN(Q°, uy, [v| < N). Alors, pour tout 1 < [v| < N, 9 f € L*(Q%, u,). D’autre
part la suite {0" Py(x)},s, est totale dans cet espace L*(QF, ju,). Alors

f= o Pix) avec f{¥) €R, (3.53)
(>v
et
10" FlF2aeyny = DU Pe@)l e )
>v
= YUY < +oo.
>v
Notons par v*/, j = 1,..., s, les éléments de N® associés a v tels que
Z/;j = v;—1,
V:j = UV, 7i:17"'737 Z%]

Dans lespace des distributions D'(Q¢), F“”7) = fe(y)(?”*ng(:r) est une primitive de
>v
la dérivée 0¥ f par rapport a la variable x;.

La primitive F) appartient a L?(Q%, p1,+). En effet,

HF(V*J)H%Q(QS%*ﬂ = Z(fg(y))2||al/“ Pz(x)HQL?(QS,uV*j)' (3.54)
(>v
Or
Z/*. l/*j
1077 Pe(@) ooy = R0

= K00 1),

= KM -v+1),

(v*7)
_ kél/) SZ 1

¢ (G—vi+1)
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Dans le cas des mesures d’Hermite et de Laguerre-Sonin, nous avons :

v*d 2 NGO ; "
107 P (@) = K 3oy <1

Dans le cas de la mesure de Jacobi, nous avons :

oY JP 2 . — k(l’) < k(”)
N PN @) = M S G =0y + D) S 29,

Ainsi, dans le cas d’Hermite et de Laguerre-Sonin,

I/*j R P v
|0 f”%z(gs;uu*j) < Zf;ké ) < +00,

>v

et dans le cas Jacobi,

*j A 1 N v
19" ny%Q(QS;MU*j) < i ngké ) < +o0.

D’autre part |[v*| < |[v| < N. Alors 9" f est aussi une primitive de 8 f et elle

appartient & L?(2°, 11,+;). Donc elle s’écrit de fagon unique comme fEV Do p Py(x)
O>v*i

avec fz(y*j) eR.

La difference 8" f — F“™) de ces deux primitives de 8 f par rapport a x; est une
constante de cette variable, i.e. 8~ f—F*") = h(z*7), avec 2% = (z1,...,%j—1,Tj41,...,Ts) €
R*~1. Comme ces deux primitives sont dans L?(Q%, y,+;), alors h(z*/) est aussi dans
L?(Q°, j1,,+5) et donc on peut Pécrire de facon unique comme > hed”” Py(z), hy € R.

O>v*]

Zfé(u)ay*jpé(x) . Z féy*j)ay*jpg(l‘) _ Z h[ay*jpg(l‘)

(v ] (>v*i

Alors

Mais comme h ne dépend pas de la variable x;, alors hy = 0 si ¢; — v 0. Ainsi,

J
f f(V] Vetfg(y* =hg,pour b; > v i =1,...,s, i Fjet {; =v; — 1.
Donc, pour f € HN(QS,M,,, lv| < N), il existe une suite P; avec ]f’p* = e;}féy)Pg, telle
que
|p1|1in Haw 8V*]fHL? (©@5p,.;) = 0-
Cette propriété est satisfaite pour j =1,...,s. R R
Alors, pour f € HN(Q% py, |v] < N), il existe une suite P,, avec P, = g}ngg, telle

que, pour tout v € N° |v| < N, on ait :

lim 0¥ P —a”fuLz(stuy): hm | > fi0" P Zfz 0" Py(2)|| £2(0 ) = 0,

lpl= v<U<p vl
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puisque, f; = fg pour { > v.
Par conséquent,

lim pr - fHHN(QS,MUJVKN) hm Z Hc‘?” - anHL2(QS,Mu) =0. (355)

—00
ol % TN

Donc on en déduit que {P} . est totale dans HY(QF, u,, [v| < N) pour le produit
scalaire (3.2).

Pour montrer que la forme bilinéaire symétrique a) est un produit scalaire sur
HN(Q%, py, [v] < N) x HN(Q%, i, [v] < N), il faut montrer que ay est définie posi-
tive sur cet espace, c’est-a-dire ay(f, f) > 0, Vf € HN(Q°, p,, |v| < N) — {0}.

ay est continue sur HY (Q%, i, [v| < N) x HY(Q%, py,, |v| < N). En effet,

lax(£,9)1 < max Al £1[r% (@2 g 1<) 191 0% (02 g i<y V29 € HY (R, s [v] < N).

\m\
Alors
s A
lim ax(F, — f,P,—f) = lm Am D 10 By = 0 fll 200 )
lpl—>00 lpl—=o0 “— e
< A 1 vp, — 8 ]
127%\/’ m||p‘1m |Z<:NH8 p — 0 fllz2(05 1)
< lénang])\m| hm HP TN s i i<y = 0 en utilisant (3.55).
De plus
|1|1m lax(P, = £, f)] < | ax A |p1\ii>noo 1B = FllEn @8 gun 1<) | F 1 N (95 s Juj<vy = O
Donc
Jimlax(Fp Bp) = ax(£, Pl = lim Jax(F, = .5, = f) +2ax(B, = £, ) = 0.
pl—oco

En conséquence, lim aA(Pp,Pp) =ax(f, f)-
|| o0

Mais a) est définie positive sur P*. Alors

et

£) =Y flax(P, P) >0, VfeHY(Q, p,|v| <N).
LeNs

D’ou les résultats ©) et 7).
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O

Dans la section 3.3.2, quand N = 2 pour les mesures d’Hermite et de Laguerre-Sonin,
nous avons montré comment construire le domaine D (Théoréme 3.3.30) et nous avons
donné les inégalités de type Landau-Kolmogorov (3.47) satisfaites dans le domaine D\ (R4 )*
(voir le Théoréme 3.3.33).

D’ot les propriétés évidentes.

Corollaire 3.3.43 Quand N =2, si A\ € D, les suites des polynomes orthogonaux d’Her-
mite ou Laguerre-Sonin sont des bases hilbetiennes de H*(QF, u,, |v| < 2).

Corollaire 3.3.44 Quand N =2, si A = (A1, \2) € D\(R)%, alorsVf € H*(Q°, p,, |v| <
2), nous avons l'inégalité de type Landau-Kolmogorov suivante

v 1 A v
> 10" 132 o) < =5 12 @ei0) = f > 07 F1l72 00 -

lv|=1 lv|=2

Remarque 3.3.45 FEn utilisant la Propriété 2.1.5, on peut transformer cette inégalité
pour ne faire intervenir que la norme || . || L2(qs;p0)-

u 1—€)/2 qu(4 1 )\2 S —£gru
Z”“”ﬁ' )24 DRy € — A7l|yf\|%2(gsm) - ATE l125750"D £1172 (05510
j=1 !

A _ v(i,5
_ )\% Y i) 20 D 2 )

1<i<j<s
ouv(j) = (v1,...,vs) € N® est tel quevj =1 etv; =0, Vi# j,. v(j) = (i1,...,0) € N?
est tel que vj =2 et 0; =0, Vi # j et v(i,j) = (v],...,v5) € Nest tel que vj = v =1
(i<j)etvi,=0,YVm+#i,j.
€ =0 dans le cas Laguerre-Sonin et € = 1 dans le cas d’Hermite.
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3.4 Inégalités de type Landau-Kolmogorov dans le cas Ja-
cobi

Les méthodes utilisées dans cette partie sont suffisamment différentes de celles utili-
sées dans les cas précédents pour ne pas les présenter ensemble. En plus, pour la mesure
de Jacobi on n’a pas réussi a aller plus loin que les inégalités pour p € Q,. Dans ce
cas, les droites Hy pour |¢| fixé, ne passent plus par un méme point, ce qui complique la
définition du domaine de positivité de D,..

3.4.1 Les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour p € Q,

Comme dans les cas précédents, nous allons utiliser le Théoréme 3.1.11 pour dé-
finir quelques points appartenant a la frontiére de D,. Nous commencons par donner
'expression de aA(Pé(a”B) (x), Pg(a’ﬂ) (z)) quand £ < 7.

(auB) (azﬁ) _ (avﬁ) 2 14 (azﬁ) 2 14 (anB) 2
a(P7, Py = || \LQ(QSM) o ; o P! \LQ(Q%) 4o lZJa P, \L2(QSWV).
= Ve Y B xS K.
lv|=1 |v|=2
= K0+ n Y o+ Y o).
lv|=1 |v|=2

Par souci de simplicité on pose

pr() =S ¢

S50t 4254 1)

v]=1 j=1
p2(0)= 30 = N4 - 1) v+ D)+ +2)
[v|=2 Jj=1
+ ) LGty DG+ + 1)
1<i<j<s

ouny; =a;+B5,j=1,...,s.
Alors a)\(Pg(a’ﬁ), Pg(a’ﬁ)) = 0 correspond a la droite H,.

He = {(A1,X2) € R?|1 4+ A1 (€) + Aagpa(€) = 0} .
ay (Pé(a”B ), Pz(a’ﬁ )) > 0 correspond au demi-espace ouvert positif Oy.

O = {(M,A2) € R?1+ A1o1(£) + Aaga(£) > 0}
Et, comme nous "avons mentionné dans les préliminaires, D, = () O.

<r
Rappelons que D, (resp. D,) est un domaine convexe.
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Propriété 3.4.1 Si £ < r avec £ # r, alors

p1(r) — ¢1(£) > 0,
>

Démonstration.

s

pi(r) —e1(l) = Z(rj(rj+7j+1)—fj(5j+’7j+1)>

j=1

= ) <7"j2 — 05+ (3 + 1)(rs — Eﬂ)
=1

= > =)+ L+ + 1),
j=1

Orvj =a; +8; > —2etr; > 1. Doncrj+¥; +7; +1 > 0. De plus, £ < r. Donc
p1(r) — p1(¢) = 0. Mais ¢ # r, donc il existe au moins un r;, 1 < i < s, tel que 4; < ;.
Donc ¢1(r) — ¢1(¢) > 0.

S

pa(r) —pa(l) = > (Tj(rj =D+ + D+ +2) = 46 =)+ + )G+ + 2))
j=1

+ D (7%‘7’]‘(7%‘ i+ D)+ 1) = Gl (6 i+ 1) (6 + 7 + 1))

1<i<j<s

= ZC]'—F Z dij.
j=1

1<i<j<s

Dans la premiére somme :
Sil; =0oul;=1,alors ¢; =rj(r; —1)(rj +v; + 1)(r; +v; +2) > 0.
Sifl; > 2, alors

Ti = l; = 1,
rj—12> ;i —1 > 1,
rityt+lz fi+v+1 =21,
ri+y+22 i+ +2 =21

Donc ¢; > 0.
Dans la deuxiéme somme :
Sil;=0out;=0,alors dij = rjri(r; +v; + 1)(ri+v;+1) > 0.
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Siflijl; > 1, alors

Donc d;; = 0.

rj = ¢ 21,
T = ¢; =1,
rit+y+1lz> Lty +1l =21,
rity+l>z bLi+v+1 =21

Mais ¢ # r, alors il existe au moins un indice j tel que r; > ¢;. D’ot la positivité stricte

de 1(r) — @1(0)-

Maintenant, nous donnons une autre expression de @a(¥).

Propriété 3.4.2

2
s

1 [ 1o
p2(0) = 3 > Ll +y+ 1) +§Zf?(fj+7j+1)2—Z(2+’Yj)5j(5j+%'+1)
j=1

= %(@1(5

Démonstration.

p2(l) =

j=1 j=1

1 S S
)? + B S B4+ 1) = 201(0) = >yl + 5 1),
i=1

j=1

DG+ + DG =1+ + 1+ 1)
j=1

S ity + D)+ + 1)

1<i<j<s

DG+ 1)(@‘(@ i+ =Gy 1)+ 4 - 1)
j=1

> Gl v+ DG+ + 1)
1<i<j<s

DBy 1) =) 2494+ + 1)
o =1

> ittty + )G+ + 1),

1<i<j<s

(3.56)

(3.57)
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Alors

p2(0) + Y Ll i+ )G+ + 1)

1<i<j<s
= > B+ +D P +2 ) Lty DG+ + 1)

j=1 1<i<j<s
— D@+l s+

j=1

S 2 S
= (D GW+y+1 | =D @+l ++1). (3.58)
j=1 j=1

Le résultat est obtenu en additionnant (3.57) et (3.58).

Propriété 3.4.3 Le point A = (_wl(r) ,0) appartient a la frontiere de D,.

Démonstration.

D, = () Oy, alors, pour montrer que le point A appartient a ce domaine, il faut montrer
<r
que A € Oy, V0 < 1, Op est le demi espace positif défini par

1+ )\1g01 (5) + )\2(,02(5) > 0.

Or 1+ M(A)p1(¢) = %(f)l(@ et, d’aprés la Propriété 3.4.1, ¢1(r) — ¢1(¢) > 0 pour

(<retl#r. Sil=r alors A€ H,. Par conséquent A appartient & la frontiére de D,..
O

On note par By le point obtenu par 'intersection de H, et Hy, avec £ < r et £ # r. Les
coordonnées d’un tel point sont :

_ pa(r) — @a(f)

MBY) = o)~ a0 () (3.59)
-

MB) = o) e D) (3.60)

Nous souhaitons montrer que, pour £ < 7 et |[{| = |r| — 1, un des points B, appartient
a la frontiére de D,.. Nous commencons par donner le signe des coordonnées de ces points.

Théoréme 3.4.4 \(By) <0 et A\a(By) > 0 pour £ < r avec |£] = |r| — 1.

Démonstration.
Si ¢ < ravec || = |r| — 1, alors il existe un indice 7, 1 < i < s, pour lequel ¢; = r; — 1 et
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fj =Ty, V] 75 1.
©1(€) et p2(¢) peuvent étre exprimées en fonction de ¢1(r) et pa(r).

e1(6) = o1(r) — (2ri + ),
p2(0) = p2(r) — 2ri +7i)(p1(r) + (ri = 2)(ri + v+ 1)).

On pose

Ay = pi(r) —¢1(0),
Ay = pa(r) — pa(f).

A partir de la Propriété 3.4.1, A; > 0 et Ay > 0.
Montrons que le dénominateur commun de A;(By) et A\a(By) est positif.

pa(r)e1(l) —p2(O)ei(r) = @a(r)e1(f) — pa(r)pi(r) + a(r)er(r) — e2(O)i(r)
= %2()(91(0) = 91(1) = P1(1) (22(0) — 2(r))
= @1(r)Ag — pa(r)Aq.

D’autre part

Ay = pa(r) — p2(f)
= (2ri + %) (e1(r) + (ri = 2)(ri + 7 + 1)),

et
A1 =¢i(r) — e1(€) = 2r; + ;.
Donc
Ag = Ar(p1(r) + (ri — 2)(ri + v + 1)). (3.61)
Alors,

1A — (AL = () <A1(901(r)+(7“z-—2)(n+%+1))) = o)A,

" (sm(r)(sol(r) 02—y — 29— 2) — 802(7“)>-
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On remplace @a(r) par (3.61). Nous obtenons
p1(r)Bz2 —@2(r)A1 = Ay <901(7“)(901(7“) +rf =i — 29— 2) = (1(r))?

S
- Z (rj + 75 + 12+ 201(r) + Y vri(r +’Yj+1)>
: j:l

= A (;(801( ))2—;;rf(rj+7j+l)2

S
+ o1(r)(rf =i+ rivi — 2m) + Z'erj(rj +; + 1)> (3.62)
j=1

s 1 s
= Alzrj(rj +’7j+1)<2 Z rm(rm+7m+1)

j=1 m=1,m#j

+ (’I”i — 2)(7‘1' + Vi + 1) + 2 + ’7j> . (363)

Sir; > 2, alors la relation (3.63) est positive.
Sir; =1, alors (3.62) devient :

1 1<
A | G(er(r)? =5 Y rilry+ 9+ 1% = @a(r)yi+ D yrilr + 75 +1)
j=1 j=1
A1 LS 2
= A1 5(901(7" §Z]TJ+’YJ+1 + Z —)ri(rj +y +1) . (3.64)
J=1 J=Lj#i
Or
1 S
*5 7"]2 Ty +'YJ+1) = Z ri(rj + 95 + Drm(tm + m + 1)
j=1 1<j<m<s

S
= ri(i+v+1) > rirj+y+1D)+R
j=1,j

ol R est une quantité positive. Donc la nouvelle expression de (3.64) est

S S
AL R+@+7) Y rlrj+u+D+ D (g — )il +7;+1)
j=Li j=Li

=AL | R+ ) @+y)ri(rj+y+1) | >0.
=L

D’ou le résultat.
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0
Maintenant on choisit un point By« parmi les points By qui vérifient
A2(Bg+) = min \a(B
2(Be-) = min Az (By)
on L={eN° | L<ret]l=]|r|—1}
Ouencore L={{eN° | li=r;—1,1<i<setlj=r;j=1...57F#i}.
Nous avons ) 0
wilr) — ¢
A2(By) = ( :
pa(r)e1(f) — p2(£)er(r)
En remplacant le numérateur par A et le dénominateur par (3.63), nous trouvons :
1
Xo(By) = — 5 :
er(rj +’Yj+1)(% Z Tm(rm+7m+1)+2+7])+( 2)(“ +'Yz+1)§01( )
=1 m=1,m#j
(3.65)

Pour minimiser A2(By), on doit maximiser (r; —2)(r; +v; +1)p1(r). Notons par (7« y+)
un couple qui maximise (r; — 2)(r; +v; + 1).

Montrons que By« appartient a la frontiére de D,..
Théoréme 3.4.5 Le point By« appartient a la frontiére de D,.

Démonstration.

Les pentes des droites Hy, pour |[¢| > 2, sont négatives. Elles sont données par _%'
Chaque droite Hy passe par le point (_@%(Z)’ 0). Quand ¢ < r avec |¢| # |r|, ce point est
a gauche de A sur I'axe des A1, car dans ce cas ¢1(r) > ¢1(f).

De plus :
<_<P1(7“)> < e1(l )> p2(r)e1 () — p2(O)er(r)
pa(r) 2(£) pa2(r)e2(f) '
D’aprés le Théoréme 3.4.4, quand |¢| = |r| — 1 et ¢ < r, cette quantité est positive,
c’est-a-dire les pentes des droites H, correspondantes sont plus petites que celle de la
droite H,.. Alors le point By« sur H, qui correspond au ?éi? A2(By), appartient a tous les

demi-espaces Oy, pour [{| =|r|—1let £ <r

Montrons que By € Oy, V¢ < r avec |{| < |r| — 2, c’est-a-dire
L+ @1(0)A1(Be) + @2(€)A2(Be) > 0. (3.66)

En remplacant A (By+) et Aa(By+) par (3.59) et (3.60) dans cette la relation, nous
obtenons :

(p1(r) = @1(7))(2(0) — p2(1)) + (p2(r) — @2(&))(1(r) — e1(6) (3.67)
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Dans le Théoréme 3.4.4 nous avons déja montré que le dénominateur est positif.
D’autre part,

S

p1(r)— 1) = D (rj—4)(rj+ L+ + 1),

=1
()02(7“) - ()02(£) = %(‘Pl(T) - 901(5))(901(7’) + 901(6)) + %Z(sz'(rj + v + 1)2 B f?(fj n v+ 1)2)
=1
B %Z(Q + 'Yj)(rj(Tj + v+ 1) — éj(ﬁj + 5 + 1)).
=1

Donc en utilisant (3.61), le numérateur de (3.67) peut étre écrit comme

(o1(r) — p1(£%)) (wr) () r(r) 1% — e e — 2y — 2) — (o) — mw)))

= (p1(r) = @1(£9) D_(rj(r + % +1) = (6 + 75+ 1) (;(%(7‘) —1(0) + 77 —7ie

j=1

1
i = 293 = 2= S (i + 5 + 1) = 45(6 + 5 + 1)) + 2 +7j>

= (1(r) = @1(€) Y _(rj = €)(rj + 45 +7; + 1) <1 D (= ) (T + b+ + 1)

, 2
j=1 m=1

1
H((rie = 2)(rie 3 +1) = (15 = 2)(15 + 5 + 1)) + 5 (rj =€) (g + L + 5+ 1) = 215 —’Yj>

S S

= (p1(r) = @1(£)) D _(rj = £5)(rj + 45+ +1) (; > rm = ln) (o A b+ Y+ 1)
J=1 m=1,m#j

+((rie = 2)(ri= +7ie + 1) = (r; = 2)(rj + 7 + 1))
+(’I"j — Kj)(?”j +4;+ v + 1) — 2r; — ’yj>. (3.68)

Tous les facteurs de (3.68) sont positifs, sauf éventuellement
(rj =€) (rj + 4+ +1) = 2r; — . (3.69)

Sir;—4¢; =1, alors (3.69) = 0.
Sirj=4{;+ 0 avec § > 2, alors (3.69) = (6 — 1)(2¢; +~; +9) > 0.

) implique que le
1

Sir; —€; = 0, alors le facteur (r; — £;) dans la premiére somme (

S
]:
terme correspondant est nul :

s

1
(rj =) (rj+ 4+ +1) <2 Z (rm = o) (rm + b 4 ym + 1) + ((rie = 2) (7= + 73
m=1,m#j

+1) — (Tj — 2)(T‘j + v+ 1))+ (Tj —fj)(Tj +4;+ v + 1) — 2r; — 'yj> =0.
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Par conséquent (3.68) est toujours positive.

Conclusion

By« est sur H, et il appartient & tous les demi-espaces Oy pour ¢ < r, £ # r. Donc By«
est bien sur la frontiére de D,.

O
Remarque 3.4.6 Dans le cas particulier ou |r| = 2, les droites Hy, pour |[¢| = 1 et
£ < r, sont données par les équations suivantes :
1 1 1
Al pr— = — _=

R0 G+ +1) 247

L’ensemble des demi-espaces positifs Oy, quand |¢| =1 et £ < r, donne un demi-espace
positif global Op« défini par

1
A1 > —
2 + maxy;
j
Alors M\ (Byg+) = —5—~—— et M\o(By+)) est donné par (3.65).

~ 2Fmaxn;
J

Corollaire 3.4.7 Tout point M = (1 — 6)A + 0By, pour 0 < 0 < 1, appartient a la
frontiére de D,..

Démonstration.

Les points A et By« appartiennent a la frontiére de D,. Or D, est un domaine convexe,
alors tous les points de U'intervalle [By«, A] sont dans D,. Mais ils sont tous sur H,-. Donc
ils appartiennent a la frontiére de D,..

0

Pour chaque point M de lintervalle [By«, A] nous avons une inégalité de type Landau-
Kolmogorov.

Corollaire 3.4.8 Pour tout point M = (1 — 6)A + 0B+, avec 0 < 0 < 1, nous avons
l'inégalité de type Landau-Kolmogorov suivante, Vp € Q,,

1 Ao (M)
V(12 2 2 Vo112
|Zl 10" PlIT2(05p,) < —WHPHLZ(QS;HO) T N0 |22||6 P2 ) (3.70)

Quand 0 < 0 < 1, cette inégalité devient une égalité si et seulement si p = cPT(a’B) avec
ceR.

St 0 = 1, alors cette inégalité devient une égalité si et seulement si p = cP,ga’B) +
E: széaJ%'
leLx

L* est le sous ensemble de L tel que, pour tout élément de L*, nous avons le maximum
de (r;i — 2)(r; + v + 1). ¢ et les ¢y sont dans R.
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Démonstration.
A (M) <0, \o(M) >0et M € D,. Dot I'inégalité (3.70).
Si0 <6 <1, alors M appartient a H,., c’est-a-dire

L+ M (M)p1(r) + A2(M)pa(r) = 0.

Donc (3.70) est une égalité pour ep?).
Sif =1, alors M = By« appartient a la fois & H, et aux différents H, tels que £ € L*.
Par conséquent (3.70) sera une égalité pour toute combinaison linéaire des polynémes de

Jacobi P«,ga’ﬁ) et Pe(a’ﬁ) pour £ € L*.
O

Remarque 3.4.9 5i 0 =0, nous avons l'inégalité de Markov-Bernstein suivante

1
6V 2 s < N /7 AN 2 5. 9 v e
142::1 H pHLQ(Q ) )\I(A) HpHLQ(Q H0) pe Q

c’est-a-dire

S
S 0Dl sy < D+ 75 + DIl 2 o) WP E O
lv|=1 j=1

PT(OMB)

Cette inégalité devient une égalité si et seulement si p = c avec ¢ € R.

Pour terminer cette étude, nous proposons un point M optimal sur le segment [By«, A]
qui minimise le membre de droite de 'inégalité (3.70) quand p est un polynome fixé de

Q.

Théoréme 3.4.10 Le meilleur point M sur le segment [By«, A qui minimise la partie
droite de linégalité (3.70) pour tout polynome p € Q, fixé, est le point Bj.

Démonstration.
Un point M du segment [By«, A[ est donné par M = (1 — 0)A + 0By avec 0 < 6 < 1.
Ses coordonnées sont :

| 1 .
M(M) = —@1<T) +40 <<,01(7”) —I—)\1(B£)> ,

X (M) = 0 a(By).

Soit G(#) la partie droite de I'inégalité (3.70). Sa dérivée G'(0) est

1 *
+ A1 (B)) Xo(BF) 1
_ e ¢ 2 25y Vo2
O = TonaneE Pleew 6 thany 2 197Pl Z2(miun)
lv|=2

A~

I
(A (M))*
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En remplacant Ai(B)) et A\a(B]) par les relations (3.59) et (3.60), nous obtenons

& = p1(L7) — pu(r

)
P1(r)(p2(r)@1 () — 2(€*) 1 (r))
)

e1(£*) —pa(r

Z HanH%z(Qs;MV)

lv|=2

@2(71) ’ ‘p| ’%2 (Q%;p0)

*

e1(r)(@2(r)p1 (%) — pa(E*)pr(r))

Le facteur de G* est négatif (voir le Théoréme 3.4.4).
Soit p un polynéme de Q,.. Alors p peut étre exprimé dans la base des polyndémes de

p:Z@)P[g B)

Jacobi Pp(“ﬂ), p <.

Nous avons

’ ‘p| ’%2 (92%;10)

psT

D_Boky

psT
110"p| ’%2(98;,@) Z 5,379,2”) = Z C,S”)ﬁ,fk,ﬁo),
p<r p<r
DDy = D D CYBRY
v|=2 lv|=2 p<r
v) 221.(0
> 2 G
PET |v|=2
= Z 53@(/7)74?;0)
psT

Donc G* = X k) 82(ps (r) -

p<T
Par conséquent G’ < 0 et G(6) est strictement décroissante en fonction de 6 €]0, 1]. Le
minimum est atteint pour = 1, c’est-a-dire quand M = Bys«.

w2(p)) > 0, en utilisant la Propriété 3.4.3.

O

Remarque 3.4.11 En wutilisant la Propriété 2.1.5 pour les polynomes a une variable
réelle, nous avons

(p(”j)(l‘j),p(”j)(ivj))mm;uyj,j) = ((1 = 23)"2pW) (), (1 — 23)52p) (2)) 12( 010, )-
Alors

> Dl = ZH ) 20D 17200 ) (3.71)
lv|=1

D NPl Eaary = DM =PIz

v|=2 =

+ Z (1 —a2)

1<’L<j<S

m?))1/2ay(2,])p‘ |%2(QSW0) (372)
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ou v(j) = (vi,...,vs) € N® est tel quev; =1 etv; =0, Vi # j. 0(j) = (01,...,05) € N?

est tel que vj =2 et ; =0, Vi# j et v(i,j) = (Vf,...,v)) € N® est tel que v} = vi =1
(i<j)etv: =0 VYm#i,j.

Nous utilisons (3.71-3.72) dans (3.70) pour donner des inégalités de type Landau-Kolmogorov
faisant intervenir uniquement la norme définie sur l'espace L*(Q0%; o).

: v(j 1 Ao (M) o(j

2 1 0=y 20 Wiy < =3y 1005, Gy 25100000 Pl

J= J=
A2 (M)
A (M)

Z H((l - .’E%)(l - x?))l/QaV(iJ)p"%Q(QS;MO)'

1<i<j<s
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3.5 Problémes ouverts

L’étude de la positivité de la forme bilinéaire dans le cas général s’est avérée trés
compliquée. En effet, nous ne nous somme intéressés qu’au cas homogéne, c¢’est-a-dire le
cas ol tous les A, sont égaux pour un |v| fixé et nous ne sommes pas allés au dela de
lv| = 2.

De plus, pour la mesure de Jacobi, les inégalités de type Landau-Kolmogorov sont don-
nées uniquement pour p € Q,..

Nous donnons quelques résultats partiels qui pourront orienter de futures recherches.

3.5.1 Les inégalités de Markov-Bernstein dans le cas non homogéne

Considérons le cas de deux variables (s = 2) dans le cas des mesures d’Hermite ou
Laguerre-Sonin.

On cherche A = (A10,A01) € R? tel que ax(p,p) = 0, ¥p € Q, — {0}. Rappelons
I’'expression de la forme bilinéaire a) dans ce cas

ax(p,p) = (s P) 12(50) + A10(0M0D, 0M0D) 12105y ) + A0,1 (021 P, D1 p) 12050

Pour trouver son domaine de positivité, nous allons utiliser les droites H; de R2, j =
(j1,72) € N2, dont 'équation est :

H]' = {)‘ = (>‘1,07 /\0,1) S R2|1 + 26)\1,oj1 + 25)\071j2 = O} .
Lemme 3.5.1 Les droites H, ), s € N, sont paralléles.

Démonstration.

En effet, 'H(S’S) = {)\ = ()\170,)\071) S RQ‘ L4 )\170 + )\071 = 0}.

28s
Donc elles ont toutes la méme pente —1.

0

Lemme 3.5.2 Pour un s1 (resp. s2) fixé, toutes les droites H s, s,y passent par le méme
point (—ﬁ,()) (resp. (O,—ﬁ)).

Démonstration.
On fixe par exemple s

Hisrse) = (A= (A0, 201) € RP[1+2°N1 051 +2°Ag,152 = 0}
S1 1
= A= (Mo, A R Ao = —— A0 — =—
{ (A1,0,20,1) € R*|Ao1 5 10 T 35 }
Il est clair que ces droites passent toutes par le méme point (0, fﬁ) sur 'axe Ao = 0.

Leur pente est —i—; ; elle est négative.
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O
Théoréme 3.5.3 Le domaine D, est bordé par :
1
Hio) = YA0= S 2ery [
B B 1
Hor) = (ro1= oy [
/H(TLT2) = {1 + 28)\1707‘1 + 26)\0717‘2 = 0} .
0.5 7
0.4
0.3 7
A
(1,0)
0.2
0.1 7
T T T T T T T 1
-0.6 | -04—-0.2 O 0.2 0.4 0.6 0.8 1
N A’fn 1)
U.1 (U, 17
-0.2
-0.3 -
— Hyy, o Hy s Hy, s
FIGURE 3.8 — Le domaine D(; 5y pour N =1 et s = 2 (cas non-homogene).
Démonstration.
En utilisant les deux Lemmes précédents (3.5.1 et 3.5.2), on trouve :
— Pour un sy fixé, toutes les droites H,, ,,) passent par le méme point (0, —ﬁ),

donc il n’y a que deux droites qui interviennent dans la restriction du domaine de
positivité. Elles correspondent a la pente maximale et & la pente minimale. Or la
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pente négative de ces droites est —i—; et 0 < s1 < 1. Donc ces deux droites sont
7'[(0,52) et H(rl,SQ)-

— les droites H g s,), 0 < s2 < 71, sont paralléles. Donc celle qui intervient dans la
restriction du domaine D,. est celle qui correspond & la plus grande ordonnée
ce qui revient a prendre so = ro.

— Les droite H;, s,) ont un premier indice fixé, donc elles passent toutes par le méme

__1
2889

point (—ﬁ, 0) et celles qui interviennent dans la restriction du domaine de posi-
tivité sont Hg ) €t Hpy -

0

Théoréme 3.5.4 Pour tout point de la frontiére du domaine D,, définie dans le Théo-
reme 3.5.8, nous avons les inégalités de Markov-Bernstein suivantes, Vp € Q,. :

1172 (s gy = —A1,0(0M0D, 0M0D) L2(5 sy 5) = A0,1 (001D, 91D) 1200 ) (3:T3)
L’égalité est atteinte pour p = cP;.

Corollaire 3.5.5 D = R x Ry, c’est-a-dire le domaine ou ay est non-négative pour
tout polynome de P?, est l'othant positif.

Démonstration.
Il suffit de faire tendre r1, ro vers +oo

H(n,O) — {)‘1 = 0}7

Hor) — {A2 =0},
H(ﬁﬂ"z) — {/\1 + Xy = 0} .

Probléme 1
Les inégalités pour la mesure d’Hermite et Laguerre-Sonin quand s > 2 ¢

Pour s > 2, la démarche pourrait étre la méme, mais, au lieu de comparer des droites,
nous aurons a manipuler des hyperplans.

Probléme 2
Les inégalités dans le cas de la mesure de Jacobi ¢

3.5.2 Les inégalités de type Landau-Kolmogorov pour N > 2 dans le
cas Hermite et Laguerre-Sonin

Dans le cas Homogéne il serait intéressant d’avoir des inégalités de type Landau-
Kolmogorov pour un nombre N quelconque de normes, au moins pour deux variables.
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Dans ce cas les hyperplans H,, sont donnés par

N
Mo =14 N Y Cl)=o.

=l =g

On notera Eg) le terme Cgf).

lv|=3j
En s’inspirant de ce qui a été fait dans le cas N = 2 et dans le cas ol on avait une seule
variable, on s’intéresse a la relation de construction des H,, tels que |m| est fixé.

Nous avons fait la conjecture suivante :

Conjecture
(20+1) . . (@) . p
1. By, s’exprime en fonction des By, 1 =¥, ...,20 avec des coefficients ne dépen-

dant que de |m|.
2. ET(,%Z) ne peut pas s’exprimer en fonction des ET(,? précédents avec des coefficients
ne dépendant que de |m)|.

Cette propriété a été vérifiée jusqu’a un certain ordre, mais nous n’avons pas de
démonstration dans le cas général.
Si la conjecture est vérifiée, nous aurons les résultats suivants :

Lemme 3.5.6 Soit M) la matrice suivante

1 Y o B
MM — | : :
1 N
1 ESL .. EW
avec |mj| =p, j=1,...,N + 1. Alors nous avons,
N
le rang de MN) = [2} + 1.

Démonstration.
On fait une démonstration par récurrence en séparant le cas N pair du cas N impair.
On vérifie aisément que les rangs de M) et de M®) sont égaux a 2, et on suppose la
propriété vraie jusqu’a l'ordre N — 1.
Nous avons

rang MW= rang MM rang MWN=D g,

— Si N est pair,
E,(n]\j) ne peut pas étre exprimé en fonction des E}fl)] précédents avec des coefficients
ne dépendant que de |m;|. Par conséquent, la derniére colonne est indépendante

des autres et donc le rang de M) = rang MWN-1 41 = [%] +2= % + 1.
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— Si N est impair,
E,(n]\;) s’exprime en fonction des Efé)], i = [%] S, 2 [%] avec des coeflicients ne
dépendant que de |m;|. Dans ce cas, la combinaison linéaire qui donne Eﬁnj\;) donne

aussi la derniére colonne en fonction des précédentes. Alors le rang de M =
rang MWN=1) — [7N2—1] +1= [%} + 1.

Corollaire 3.5.7 Tous les hyperplans H,, pour |m| fizé passent par la méme variété

linéaire de dimension [%]

Démonstration.
La dimension de la variété linéaire commune est donnée par N —rang M), Or le rang de

MW est donné dans le lemme précédent. Donc la dimension est N — ( [%] + 1) = [%] .

Par exemple, pour N = 2, la variété commune est un point. Pour N =3 ou N =4, la
variété commune est une droite ...

Dans la figure suivante (Figure 3.9), on voit que, pour N = 3 et s = 2 dans le cas
de la mesure de Laguerre-Sonin, tous les hyperplans H;, ;,) tels que ji + j2 = 8 passent
par la méme droite. En effet, d’aprés les deux vue représentées, on en déduit que tous
les plans sont compris entre le noir et le bleu qui correspondent a H 4 4) et Hgg)-
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&

FIGURE 3.9 — Les hyperplans H(j, j,) tels que j1 + j2 = 8 pour N =3 et s = 2.

J1,d2
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Probléme 1
Montrer la conjecture.

Probléme 2
Quels sont les hyperplans H,, qui interviennent dans la restriction du domaine de posi-
tiwité pour un |m| fizé.

FIGURE 3.10 — Le domaine de positivité Dg pour N = 3 et s = 2.

Sans I'hyperplan H g 2), la frontiere du domaine Dg ressemble fortement a ce qu’on
avait en une variable (voir la Figure 2.5). De plus ce sont les mémes hyperplans H(j1,j2)
qui interviennent que pour le cas N = 2, c’est-a-dire ceux qui correspondent & H|*e|’ pour

[/ =1,...,8 et Hs. Mais, a cause de la position de H g ), I'étude se complique. Et on
ignore s’il est possible d’exploiter ces résultats numériques pour étendre nos inégalités a
un nombre quelconque de dérivées.
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Probléme 3
Définir le domaine de positivité pour N quelconque et s quelconque.

3.5.3 La mesure de Jacobi

L’étude du cas Jacobi s’est avérée plus compliquée que celle d’Hermite et Laguerre-
Sonin, car on n’a plus cette propriété o les hyperplans H,, pour un |m| fixé passent
par la méme variété (point pour N = 2). Donc on n’a pu donner des inégalités que pour
p € Q. Leur intérét est trés limité, car on ne sait pas quels sont les points qui restent
dans D, ce qui nous aurait permis d’étendre les résultats aux fonctions de I’espace de
Sobolev.

Probléme 1
Trouver la frontiére du domaine de positivité pour les polynomes de P, et donner D.

3.5.4 Autres problémes

Probléme 1
Donner le domaine de positivité dans le cas non homogéne avec un nombre quelconque
de dérivées partielles.

Probléme 2
Etudier le cas général ot po = p, = p, v € N*, pour le cas Laguerre-Sonin et le cas
Jacobi.
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Résumé

Cette theése est dédiée a I'étude des inégalités de type Landau-Kolmogorov en normes L2. Les mesures
utilisées sont celles d’Hermite, de Laguerre-Sonin et de Jacobi. Ces inégalités sont obtenues en utilisant
une méthode variationnelle. Elles font intervenir la norme d’un polynémes p et celles de ces dérivées p(i),
elles sont de la forme suivante :

I » HiQ(Q,p,) + Z A || pt” ”iQ(Q,u)> Z (=) || p® H2L2(Q,u)7 Vp e P,
i€ITU{N} i€l—

ou It ={eN|N>0L T ={ieN|X\<0}, Itetl C{l,2,...,N—1}avec N >2et Ay > 0.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux inégalités en une variable réelle. Nous montrons
comment construire le domaine D ol une certaines forme bilinéaire est définie positive ce qui nous permet
d’avoir les constantes \;. Ensuite, nous généralisons ces résultats aux polynémes de plusieurs variables
réelles en utilisant le produit tensoriel dans L? et en faisant intervenir au plus les dérivées partielles
secondes. Pour les mesures d’Hermite et de Laguerre-Sonin, ces inégalités sont étendues & toutes les
fonctions d’un espace de Sobolev. Pour la mesure de Jacobi nous donnons des inégalités uniquement
pour les polynémes d’un degré fixé par rapport a chaque variable.

Mots-clés : Inégalités de type Landau-Kolmogorov, Inégalités de Markov-Bernstein, Mesure d’Her-
mite, Mesure de Laguerre-Sonin, Mesure de Jacobi, Polynémes orthogonaux, Méthodes variationnelles,
Espace de Sobolev, plusieurs variables.

Abstract

This thesis is devoted to Landau-Kolmogorov type inequalities in L? norm. The measures which are
used, are the Hermite, the Laguerre-Sonin and the Jacobi ones. These inequalities are obtained by using
a variational method and they involve the square norms of a polynomial p and some of its derivatives

(2)
.
2 i) 12 ) 112
22, + Z i || pt” 220,02 Z (=) || p® Iz2(0,), YPEP,
ieItU{N} i€l—
where IT = (i e N| X\ >0}, I" ={i e N|X\; <0}, [T et I™ C {1,2,...,N — 1} with N > 2 and
An > 0.

Initially, we focus on inequalities in one real variable that involve any number of norms. The cor-
responding constants are taken in the domain where a certain bilinear form is positive definite. Then
we generalize these results to polynomials in several real variables using the tensor product in L? and
involving at most the second partial derivatives. For the Hermite and Laguerre-Sonin cases, these in-
equalities are extended to all functions of a Sobolev space. For the Jacobi case, inequalities are given
only for polynomials of degree fixed with respect to each variable.

Keywords : Landau-Kolmogorov type inequalities, Markov-Bernstein inequalities, Hermite mea-
sure, Laguerre-Sonin measure, Jacobi measure, orthogonal polynomials, variational method, Sobolev

spaces, sevral variables.



