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Motivation

structure algébrique ~» complexe (V®7,d,)
sur un e.v. V

e.v. ~  Koszul : dk(v1...vp) =
n .
.Zl(—l)’_le(v,-)vl...\7,-...v,,,
=

str. auto-distributive (=AD) : ~- distributive monoterme :

(S, < 5><5—>S) dAD(al,...,a,,):
(a<tb)<ic= Y (-1)Ya1<aj...,ai-1 < aj,
i=1
(a<ic)<(b<c) 3j4+1,--,dn),
vV =kS rack:dszD—dK
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Motivation

structure algébrique ~» complexe (V®7,d,)
sur un e.v. V

algébre associative ~s  bar: dpa(vi...vp) =
n-1 ,
unitaire Y (-1)'vi...vic1(Vi-vis1)
i=1
(AAU) Vieo...Vp,
algébre de Leibniz ~»  Leibniz :
unitaire : (V,[],1) diei(vi...vp) =
v, [w, u]] = [[v, w], u] = [[v, u], W] Lz (-1 v vica [vi v
<i<j<n
1,v]=[v,1]=0 Viel oo Vi Vi

Victoria LEBED (Paris 7, IMJ) Objets tressés 13 décembre 2012 3 /31



Motivation

dK(Vl

dAD(a1,...

dpar(vy ...

diei(vi-..

Victoria LEBED (Paris 7,

Les formules ont la méme allure :

n .
Vn):Z(—l)’_lf(v,')vl...\//\,'...Vn,
i=1
- i1
,an):Z(—l)" (a1 <aj,...,ai-1<aj,ai+1,-.-,an),
i=1
n—-1 i
Vo)=Y (=1)'vi...vic1(Vi-vig1)Vieo ... vp,
i=1
va)= Y (1Y twvievica[vi, v]Vien e G v,
1<i<jsn
IMJ) Objets tressés

13 décembre 2012

4/31



Motivation

Les formules ont la méme allure :

n
dK(Vl---Vn):Z V1...\//\,‘...Vn,
i=1
n
dAD(alw")an) = Z (al <aj,...,ai-1 <]al')al'+1’-~-!an))

i=1
n-1

dpar(vi...vp) = Vi Vic1 (Vi Vig1)Vigo ...V,
i=1

diei(vi...vp) = Vi vic1[Vi vilVisl .. Vi v,
1<i<jsn
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Une réponse tressée

Définition
Un e.v. pré-tressé est un e.v. V muni d'un pré-tressage, i.e. d'une
application o: VoV — V® V qui satisfait

(celdy)o(ldy®a)o(oeldy) = (YB)
(|d\/ ®0)0(0'® |d\/)0(|d\/®0’).
A Le pré-tressage n'est pas inversible en général.
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Une réponse tressée

Définition
Un e.v. pré-tressé est un e.v. V muni d'un pré-tressage, i.e. d'une
application o: VeV — V® V qui satisfait

(0’®|dv)0(|dv®0’)0(0’®|d\/): (YB)
(|d\/®0’)0(0’®|dv)0(|dv®0).

Définition
Un caractére tressé pour (V,0) est une application €: V —k qui satisfait

(e®€)oo =€we.

LR . .
L/-/iT N

Victoria LEBED (Paris 7, IMJ) Objets tressés

13 décembre 2012 7 /31



Une réponse tressée

str. algébrique sur V' | ~~ pré-tressage sur V — complexe (V®",d,)

~= 1 construction & la main

Exemple

— : théorie homologique
des e.v. pré-tressés

structure

pre-tressage

e.v.
AD
AAU
ALU

flip r(vew)=wev
UAD(a,b):(b,a<1b)
opau(vew)=1ov-w
garv(vew)=wev+1lev,w|
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L'homologie tressée

Théoréme

Soient €, deux caractéres tressés pour (V,a). Alors T(V) peut étre munie
d’une structure de bicomplexe comme suit :

V®n - V®(n—1)
“dp = (e®1dy-1)0 M

dr(1 — (_1)n—1(|dn_1 ®C)O|:T(_’7n—1,1

lci (U est la comultiplication de battage quantique.
-0

Victoria LEBED (Paris 7, IMJ)

Objets tressés

13 décembre 2012 9 /31




L'homologie tressée

Théoréme

Soient €, deux caractéres tressés pour (V,a). Alors T(V') peut étre munie
d’une structure de bicomplexe comme suit :

V®n N V®(n71)

“dn = (e®ldp—1) o D" =X, (-1)" €dp;i

d5 = (=1)""}(ldy-y 80) o " =X, (-1)"d,

¢
: ]
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L'homologie tressée

Remarque

o une famille de différentielles, souvent compatibles entre elles;

o caractére : (e®e)om'! =0;
-0
o signes “cachés” ;
o relations “locales” ;
o opérations homologiques;
o I'hyper-bord de Loday :
V®n N V®(n—k)
e,(k)dn — (€®k ® Idn—k) ° L—L’k,n—k
-0
(k _k(k+1) o
dﬁ( ):(_1)kn 5 (|dn_k®€®k)0LL|n k,k
-0
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L'homologie tressée

Théoréme

Les d,.; forment une structure pré-bisimpliciale, méme faiblement

bisimpliciale si (V,0) est en plus muni d'une “bonne” comultiplication A,
avec comme dégénérescences

Spi=ldis1®A®Id,_; = YA

i

= On a un (bi)complexe normalisé.

Exemple
structure une bonne comultiplication
e.v. une A coassociative cocommutative
AD Aap(a)=(aa) si a<a=aVae$
AAU AAAu(V)=1®V
ALU AALu(V)=1®V+V®1
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Direction 1 : coefficients

Définition

Un module tressé a droite sur (V,0) est un e.v. M muni d’une application
p:MeV — M qui satisfait

po(peldy)=po(peldy)e(ldyec): MeVeV — M.

M M
p - 23
N
MV V MV V

Exemple

Pour M =k, module tressé a droite = module tressé & gauche = caractére.
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Direction 1 : coefficients

Théoréme

Soient (M, p) (resp. (N,1)) un module tressé a droite (resp. a gauche)
pour (V,0). Alors M® T(V)® N peut étre munie d’une structure de
bicomplexe comme suit :

?dy=(p®lds-1®ldy)o(ldye D" eldy)

d*=(-1)"(ldy ®ld,_ 1 ®1)o(ldy ® 97"—1’1 ®ldy)
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Direction 2 : systémes tressés

Définition

Un systéme tressé est une famille finie d’e.v. (V4,..., V) munie d’une
collection d'applications o;;: V;® V; — V;® V; Vi<, qui satisfont (YB)
sur tous les V;® Vj® Vj avec i <j<k.

Définition
Un module multi-tressé sur (V, &) est un e.v. M muni d’une collection

d’applications p; : M® V; — M qui satisfont

pjo(p,'®|dj)=p,'0(pj®|d,')0(|d/\//®0',',j):M® \/,®\/J—>M Vﬁ

Théoréme

Soient (M, p) (resp. (N, 1)) un module multi-tressé a droite (resp. a
gauche) sur (V,a). Alors Mo T(V1)®---® T(V,)® N peut étre munie
d’une structure de bicomplexe.
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Direction 2 : systémes tressés

Exemple

o La structure de bigébre de dimension finie est encodée par le systéme
tressé suivant :
Hy:=(H,H*;011 =0aau(H),022 =04au(H"),
O'1_2(h® /) = /1(/72) /2 ® hl)

Med. -~ H
o Modg =Mody.
o 01 est inversible ssi H est une algébre de Hopf.

o On retrouve la (co)homologie de Gerstenhaber-Schack.
OHH= H OH,H* = ~. OH*H* =% &A%
’ eV\\\J ’ /// \\\
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Direction 2 : systémes tressés

Exemple

Produits (bi-)croisés / smash.

Exemple

La structure d’algébre de Poisson est encodée par le systéme tressé
suivant :
(V,V;011=0440,022=0aL0=012).
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Produits tensoriels multi-tressés d’algébres

Théoréme

Soient V4,...,V, des AAU munies d’une collection d’applications

(ijiVieVi— VieV; Vi<j. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

@ (tressée) Les ¢&;j complétées par 0 =0 aau( Vi) définissent un
systéme tressé sur V.

@ (algébrique) Les ¢;; permettent de munir V= V,eV, 1®---0Vy
d’une structure d’AAU, appelée produit tensoriel multi-tressé.

Hi+1@ QM
& it

Vi+1 ‘/I Vi+1 Vi

A L’ordre inverse des composantes dans V.

Victoria LEBED (Paris 7, IMJ) Objets tressés 13 décembre 2012 18 / 31



Produits tensoriels multi-tressés d’algébres

Proposition

Mody,,..v,) = Mody, oVi10.0V;-

Proposition

On a une action partielle explicite de S, sur les systémes tressés a r

composantes, et une S,-action compatible sur les produits tensoriels
multi-tressés d'algébres.
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(Bi)modules de Hopf

Exemple

Modules de Hopf = Mody, =Mod - (n),

ou J(H) est le double de Heisenberg de H.

Exemple
o Bimodules de Hopf ~ Modﬁ‘1 ~Mod (1), ol
Z'(H):= ((H*)°p®H*)§>(H°p®H)
est I'algebre 2 de la bigébre H (Rosso-Cibils).

o Si H est une algébre de Hopf, alors S, “agit” sur Hj, et donc sur
Z (H).

= On a 4! =24 algébres 2 a 2 isomorphes, y compris les algébres %
et 2 (Panaite).

Victoria LEBED (Paris 7, IMJ) Objets tressés 13 décembre 2012 20 / 31



Applications homologiques

Proposition
o MeT(V1)®---® T (V) est un module multi-tressé sur (Vs,..., V;).

o Les différentielles tressées préservent cette structure.
Exemple

Le complexe bar avec des coefficients dans un bimodule de Hopf est un
complexe de bimodules de Hopf.
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Modules de Yetter-Drinfel'd

Exemple

Modules YD : deux interprétations.

@ Comme coefficients :
HYD =Mod e 11+, ) = Mod (1),
ou Z(H):=H* ® H°P est le double de Drinfel'd de H.

@ Comme composantes du systéme tressé (H, Ma,...,M,_1,H*), avec le
pré-tressage de Woronowicz comme o;; pour i <.

—> Structures de produit tensoriel sur yfYD".
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Direction 3 : catégorification

Applications
O super-versions
o co-versions

o versions miroir

Probleme

Définition catégorique de I'auto-distributivité :

(a<b)<c=(a<c)<(b<c)
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Auto-distributivité catégorique

Probleme
Définition catégorique de I'auto-distributivité :

tressage
(a<b)<c=(a<c)<(b<c)
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Auto-distributivité catégorique

Probléme

Définition catégorique de I'auto-distributivité :

tressage
(a<b)<c=(axc)<(b<«c)

comultiplication
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Motivations “virtuelles”

Théoréme

La catégorie des tresses virtuelles est équivalente a la catégorie symétrique
libre engendrée par un objet tressé.

Q%% /J’%

Applications
O représentations
o structures AD virtuelles (Manturov)

o représentation de Burau tordue
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Motivations “virtuelles”

Théoréme

La catégorie des tresses virtuelles est équivalente a la catégorie symétrique
libre engendrée par un objet tressé.

niveau catégorique | “symétressage’ global sur € | tressage local sur V
niveau VB, partie S, partie B,
niveau ADC % symétrique <, A~ T Apc
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Auto-distributivité catégorique

Définition
L'auto-distributivité dans une catégorie symétrique (€,¢) :

ADC = comultipliccn A+  opération binaire <
=>coassociative, =*AD, avec A comme diagonale,
=*“presque” =*respecte A, dans le sens
cocomutative de bigébre tressée

Proposition

oapc :=(ldy®<)o(c®ldy)o(ldy ®A) est un pré-tressage.

Cadeau
Une théorie homologique pour les objets ADC.
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Auto-distributivité catégorique

Exemple

A

interprétation de I'’ADC

V =kS, A(a) =(a,a) (ADC) « (AD)
A=veg
A=v®J+<1®V

(ADC) © (Ass)
(ADC) < (Lei)

Exemple

Pour une algébre de Hopf H, A = Ay et <t= Adj munissent H d'une

structure ADC.
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A faire

()

homologies cycliques;
o structure de Poisson;;
o complexe de Chevalley-Eilenberg comme complexe normalisé ;

liens avec les opérades;

©

©

systémes AD et G-familles de quandles;

©

filtrations sur le sous-complexe dégénéré
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Merci !

Joyeuses fétes!!!
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