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Introduction

La mécanique quantique a permis d’expliquer de manière extrêmement précise
le comportement de la matière à l’échelle microscopique, introduisant pour cela des
états de systèmes physiques non accessibles à la physique classique. Pour le champ
électromagnétique, la lumière en particulier, le caractère non classique d’un état
peut être une ressource privilégiée pour le traitement quantique de l’information
[Cerf 07]. Elle peut par exemple assurer la sécurité de protocoles de partage de clé
quantique (cryptographie quantique) entre deux parties [Ekert 91] ou être utilisée
pour la téléportation quantique d’états du champ [Vaidman 94, Braunstein 98]. Les
états non-classiques trouvent encore une importance dans le domaine de la métrologie
quantique [Giovannetti 11].

En optique quantique des variables continues, les variables mesurées sont à spectre
continu et correspondent généralement aux quadratures du champ. Dans ce régime,
en opposition au régime de comptage de photons, le caractère non-classique du champ
se manifeste à travers les propriétés de bruit et de corrélation des quadratures. Les
sources de lumière lasers stables ont des fluctuations quantiques qui définissent une
limite appelée "bruit quantique standard" (shot noise, en anglais), calculable à l’aide de
la mécanique quantique, et qui s’applique également à l’état vide du champ. Les états
dont toutes les quadratures sont au bruit quantique standard sont appelés cohérents
[Glauber 63].

De nombreuses expériences d’optique quantique, tirant partie de phénomènes non-
linéaires du deuxième ou du troisième ordre, ont pour but de manipuler les fluctuations
quantiques des quadratures pour les emmener en dessous du shot noise, créant ainsi
des états non-classiques dits comprimés (observés pour la première fois en 1985 avec
de la lumière continue [Slusher 85] et en 1987 en régime impulsionnel [Slusher 87]).
Les mêmes dispositifs permettent de créer des états intriqués, c’est-à-dire possédant
de fortes corrélations d’origine quantique entre différents modes [Laurat 04].

Les modes de propagation de la lumière correspondent à des solutions des équations
de Maxwell. D’une manière générale, un mode est défini par sa polarisation, son
profil transverse et ses propriétés spectrales/temporelles. Certains états quantiques
sont dits multimodes, car leur description complète implique nécessairement au moins
deux modes orthogonaux (plus il faut des modes pour décrire un état plus il est
dit multimode). Le traitement multimode de la lumière trouve un grand nombre
d’applications. Il est par exemple nécessaire pour augmenter le nombre de canaux
disponibles en information quantique et satisfaire la complexité croissante des algo-
rithmes [Cerf 07]. Notre groupe a une histoire importante dans l’étude des propriétés
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Introduction

quantiques des images (régime multimode spatial) [Treps 05, Chalopin 10] et s’inté-
resse depuis quelques années aux propriétés quantiques multimodes des OPO dans le
régime impulsionnel, ce qui nous a emmené à l’étude des peignes de fréquences.

Les peignes de fréquences optiques, objets qui suscitent beaucoup d’intérêt aussi
bien dans la recherche fondamentale qu’appliquée, ont attiré encore plus l’attention
de la communauté scientifique mondiale lorsque le Prix Nobel de Physique a été
décerné à Roy J. Glauber, John L. Hall et Theodor W. Hänsch en 2005. Glauber, "par
ses contributions à la théorie quantique de la cohérence optique" ; Hall et Hänsch
"par leurs contributions au développement de la spectroscopie de précision basée sur
les lasers, y compris la technique du peigne de fréquences optiques". En effet, ces
objets constituent des outils très adaptés à des applications en métrologie de haute
précision [Udem 02, Holzwarth 00], et l’extension de leurs propriétés extraordinaires
au régime quantique peut mener à des progrès significatifs dans plusieurs domaines de
la physique quantique, comme la métrologie quantique et l’estimation de paramètres
[Lamine 08, Pinel 12b], mais aussi le calcul quantique dans le régime des variables
continues [Lloyd 99, Menicucci 08].

Un des grands défis liés à l’implémentation des ordinateurs quantiques en variables
continues, en ce qui concerne, par exemple, le calcul quantique avec des clusters
states [Menicucci 06, Zhang 06], est la génération d’états non-classiques fortement
multimodes de la lumière (et la "scalabilité" de cette génération). Une des solutions
proposées pour ce problème est le mélange linéaire de faisceaux non-classiques
provenant de différents sources [Yukawa 08, O’Brien 09]. Néanmoins, la difficulté à
implémenter cette stratégie augmente avec le nombre de modes, et il semble plus
intéressant, au contraire, d’utiliser une seule source fortement multimode qui génère
directement des ressources non-classiques partagées par plusieurs modes dans le même
faisceau. Dans cette perspective, les peignes de fréquences, qui peuvent s’étendre
sur plusieurs milliers de modes longitudinaux monochromatiques, ont un potentiel
gigantesque pour la génération extensible d’états quantiques multimodes (temporels
ou spectraux).

La lumière quantique multimode a déjà été observée expérimentalement avec des
faisceaux multimodes spatiaux produits par des Oscillateurs Paramétriques Optiques
(OPO) [Janousek 09, Chalopin 10] ou à travers le processus de mélange à quatre ondes
[Boyer 08], mais aussi, plus récemment, avec les modes longitudinaux d’un OPO
[Pysher 11]. Dans le domaine des modes temporels, la génération d’états comprimés
monomodes a déjà été observée dans de nombreuses situations, la première en 1987,
avec des impulsions nanosecondes en simple passage dans un cristal non-linéaire
[Slusher 87]. Des états non-classiques d’impulsions femtosecondes uniques font l’ob-
jet également de plusieurs études récentes (par exemple, [Wenger 05]). Des solitons
comprimés multimodes ont été générés dans une fibre optique [Spälter 98]. La ré-
duction monomode du bruit quantique de peignes de fréquences picosecondes a été
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Introduction

possible avec un OPO pompé en mode synchrone (SPOPO, de l’anglais Synchronously
Pumped OPO) [Shelby 92], qui consiste en un OPO pompé par un train d’impulsions
ultracourtes synchronisées avec les impulsions effectuant des tours dans la cavité
optique [Cheung 90, Edelstein 89, van Driel 95].

Plusieurs travaux théoriques réalisés au sein de notre groupe [de Valcarcel 06,
Patera 09, Jiang 12] ont démontré que les SPOPOs génèrent des peignes de fréquences
comprimés et multimodes. En effet, ces dispositifs se comportent comme une assemblée
d’OPOs qui compriment leurs modes-propres de façon indépendante les uns des
autres. Ces différents modes comprimés sont en réalité des peignes de fréquences
ayant différents profils spectraux ou, de manière équivalente, des trains d’impulsions
avec différents profils temporels. Les états générés par ce genre de dispositif sont
potentiellement très fortement multimodes et se présentent donc comme une solution
possible au problème de la scalabilité de la génération d’états multimodes.

Nous présenterons dans cette thèse la réalisation expérimentale de tels états en
utilisant deux versions différentes d’un SPOPO en régime femtoseconde. Nous dé-
montrons, en particulier, la production expérimentale d’états contenant 4 modes
comprimés indépendants dans un même faisceau. Des mesures plus récentes montrent
des faisceaux contenant jusqu’à 8 modes comprimés !

Plan de la thèse

Cette thèse est divisée en deux grandes parties. La première (chapitres 1 à 4) vise à
décrire tous les éléments théoriques nécessaires pour comprendre le fonctionnement
d’un SPOPO. La seconde partie (chapitres 5 à 8) présente la réalisation expérimentale
des sources d’états comprimés dans le domaine temps-fréquence.

Le premier chapitre introduit succinctement les impulsions femtoseconde et le
concept de peigne de fréquence. Le couplage de ceux-ci dans une cavité résonnante
dispersive est ensuite présenté en détail. Le deuxième chapitre est consacré à la
description détaillée de phénomènes non-linéaires d’ordre deux avec des impulsions
ultracourtes. Nous traitons seulement les phénomènes intéressants dans le contexte
expérimental de la thèse, à savoir : le doublage de fréquences, la conversion para-
métrique et la somme de fréquences. Dans le troisième chapitre, nous exposons
quelques outils essentiels d’optique quantique. Ces outils sont nécessaires notam-
ment dans le quatrième chapitre, dédié au traitement quantique du SPOPO avec
une nouvelle approche mixte en temps-fréquence dans le cadre d’un formalisme
symplectique.

Le cinquième chapitre débute par une brève explication du principe général de
l’expérience et s’achève avec une description détaillée des sources laser et du montage
de préparation des faisceaux. Il possède également les schémas complets de référence
des deux versions de l’expérience. Le sixième chapitre s’intéresse à la première ver-
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Introduction

sion de l’expérience, qui a servit essentiellement comme une validation de principe.
Nous avons notamment observé l’amplification sensible à la phase avec un SPOPO en
régime femtoseconde et mis en évidence le caractère quantique multimode des états
produits par le dispositif. Dans le septième chapitre, nous présentons la génération la
plus récente de l’expérience, munie d’un nouveau design de cavité et d’une détection
homodyne avec mise en forme d’impulsions. Les résultats obtenus sont très consé-
quents, avec une amélioration significative de la quantité de squeezing, et montrent la
génération d’états quantiques fortement multimodes. Le dernier chapitre est consa-
cré au bilan des résultats et à une présentation des perspectives expérimentales à court
et à long termes.
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Outils Théoriques
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones
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Dans ce chapitre nous introduisons des notions de base pour comprendre le fonc-
tionnement d’une cavité optique injectée par un peigne de fréquences. Les peignes
de fréquences, lorsque l’on passe en régime quantique, sont les principaux objets
d’étude de cette thèse, tandis que les cavités synchrones se présentent comme un
moyen presque incontournable pour leur création, manipulation et analyse.

1.1 Peignes de fréquences

Un peigne de fréquences se caractérise par un spectre qui possède des pics d’intensité
à des fréquences disposées de façon parfaitement uniforme, ce qui constitue une
sorte de règle pour la mesure de fréquences optiques inconnues. On appelle chaque
fréquence du spectre, dont on connaît toutes les valeurs avec grande précision, une
"dent" du peigne. La méthode développée par Hänsch et ses collaborateurs [Udem 99,
Reichert 99] consiste à déterminer de manière très précise des fréquences optiques
inconnues à travers la mesure des battements entre celles-ci et les dents du peigne.
Le grand atout de cette technique est le fait qu’un seul peigne de fréquences suffit
pour faire le lien entre une fréquence optique située n’importe où sur une large bande
spectrale et une fréquence de référence (par exemple dans les microondes, comme dans
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones

le cas de l’horloge atomique à Césium). Ceci a représenté une grande simplification
par rapport à des méthodes utilisant les chaînes de fréquences [Schnatz 96, Udem 97].

Aujourd’hui, les applications des peignes de fréquences sont diverses. En plus de
la métrologie de fréquences et de la physique fondamentale, on peut les utiliser pour
faire de la spectroscopie de haute précision [Coddington 08], des mesures de distance
[Schibli 06], de la caractérisation du bruit des lasers, de la télécommunication, etc.
Ils sont également des candidats pour réaliser du transfert de temps à des précisions
impressionnantes qui iraient jusqu’à la yoctoseconde (10−24 s) [Lamine 08].

Les sources de peignes de fréquences disponibles commercialement sont variées et
les applications liées à la mesure de temps à haute précision ne cessent de gagner de
l’importance technologique.

1.1.1 Peignes de fréquences et impulsions ultracourtes

La façon la plus standard de générer des peignes de fréquences est à travers les
lasers à verrouillage de mode (mode-locked lasers, en anglais). Ces lasers délivrent un
train d’impulsions lumineuses ultracourtes avec une enveloppe périodique. La durée
typique d’une impulsion est comprise entre quelques femtosecondes et une dizaine de
picosecondes, ce qui fait que la largeur spectrale d’un peigne de fréquences produit
par un laser à verrouillage de modes peut aller de moins d’un nanomètre jusqu’à
couvrir tout le spectre visible.

Non seulement l’enveloppe du champ est périodique, avec un taux de répétition
qui fixe l’intervalle de fréquence entre deux dents consécutives du peigne, mais aussi
le champ électrique E(t) lui même (à un déphasage progressif près par rapport à
l’enveloppe). Ce déphasage correspond, dans le domaine spectral, à un décalage de
toutes les dents du peigne par rapport aux multiples entiers du taux de répétition
ωr = 2πfr. La figure 1.1.1 explicite le lien entre les propriétés d’un train d’impulsions
et le peigne de fréquences respectif.

La périodicité (ou quasi-périodicité) du champ électrique est une propriété très
importante qui exprime la cohérence entre les différentes impulsions du train et aussi,
de façon équivalente, entre les différentes dents du peigne. En effet, on peut voir un
train d’impulsions comme une porteuse cohérente de fréquence optique ω0 modulé
par une enveloppe périodique qui donne la forme temporelle des impulsions. Quand
la période T0 de cette enveloppe n’est pas un multiple entier d’un cycle optique,
c’est-à-dire de 2π/ω0, la porteuse se décale progressivement par rapport à l’enveloppe
quand on passe d’une impulsion à la suivante. Ainsi, si dans l’impulsion "zéro" le
maximum du champ électrique correspond au maximum de l’enveloppe, ceci n’est plus
nécessairement vrai pour l’impulsion n, qui subit un écart φCE = n∆φCE, souvent
appelé CEP (de l’anglais carrier-envelope phase, phase relative porteuse-enveloppe).
La différence de CEP entre deux impulsions consécutives, ∆φCE, se convertit dans le
CEO (carrier-envelope offset), qui est le décalage en fréquence des dents du peigne,
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1.1 Peignes de fréquences

Figure 1.1.1: Comparaison entre le domaine temporel (trains d’impulsions ultracourtes)
et le domaine fréquentiel (peigne de fréquences), liés par transformée de
Fourier. Le déphasage progressif de la porteuse par rapport à l’enveloppe
dans le domaine temporel est à l’origine du décalage en fréquence du
peigne.
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones

suivant la formule

ωCE = ωr
∆φCE

2π
. (1.1.1)

À l’intérieur de la cavité laser, l’écart entre l’enveloppe et la porteuse évolue au
cours de la propagation sous l’effet de la dispersion de vitesse de phase. En effet, ce
déphasage par tour de cavité s’écrit

∆φCE =

(
1

vg

− 1

vφ

)
ω0L0, (1.1.2)

où vg et vφ représentent les vitesses de groupe et de phase moyennes sur un tour de
cavité et L0 le chemin optique d’un tour de cavité à la fréquence ω0.

Si on écrit le champ électrique d’une impulsion individuelle avec φCE = 0 en
fonction de son enveloppe g(t) :

Eimpulsion(t) = g(t)e−iω0t, (1.1.3)

alors le champ du train d’impulsions peut s’exprimer comme une somme qui porte sur
chaque impulsion avec un facteur supplémentaire qui tient compte du CEO :

Etrain(t) =
∑
n

g(t− nT0)e−iω0(t−nT0)e−in∆φCE . (1.1.4)

La transformée de Fourier de ce champ donne un peigne de fréquences décalé de ωCE

par rapport à l’origine, dont l’enveloppe est la transformée de Fourier du champ d’une
impulsion individuelle :

Etrain(ω) = Eimpulsion(ω)
∑
n

δ(ω − ωn), (1.1.5)

où les fréquences du peigne sont

ωn = ωCE + nωr. (1.1.6)

Il est parfois plus commode d’indexer les fréquences du peigne par rapport à sa
fréquence centrale, que l’on redéfinie comme ω0, et qui s’écrit

ω0 = ωCE +Nωr, typiquement N ∼ 106 − 107 . (1.1.7)

On a alors une nouvelle expression pour les composantes spectrales du peigne :

ωn = ω0 + nωr, (1.1.8)

n pouvant prendre des valeurs négatives.
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1.1 Peignes de fréquences

L’équation (1.1.6) nous montre tout de même que deux paramètres définissent les
fréquences du peigne de manière générale : le CEO et le taux de répétition, donnés
respectivement en fonction de la dispersion de vitesse de phase dans le laser et de la
longueur de la cavité. Ces deux grandeurs sont sensibles à des fluctuations dues aux
bruits techniques, mais peuvent être asservies. On parlera alors de "stabilisation du
peigne de fréquences".

Le lien entre spectre et profil temporel étant fait par la transformée de Fourier,
pour obtenir des spectres larges il faut naturellement des impulsions courtes. Une
impulsion gaussienne de durée ∆t à mi-hauteur en intensité, par exemple, a un spectre
de largeur donnée par ∆ω = 4 ln 2/∆t, aussi à mi-hauteur en intensité. On pourra
également exprimer la largeur spectrale en longueur d’onde, quand ω0 � ∆ω, à
travers la relation

∆λ ' λ2

2πc
∆ω. (1.1.9)

Ainsi, par exemple, une impulsion gaussienne de durée 100 fs (∆ω ' 10 THz) et
spectre centré à 800 nm a une largeur spectrale en longueur d’onde d’environ 9,4 nm.

1.1.2 Propagation dans un milieu dispersif linéaire

Lorsqu’une impulsion se propage dans un milieu dispersif, les différentes com-
posantes spectrales accumulent des phases différentes. On appelle φ(ω) cette phase
spectrale. Lors d’une propagation dans un matériau linéaire, homogène et isotrope, la
phase spectrale accumulée dépend uniquement du type de matériau et de l’épaisseur
traversée : elle est indépendante des caractéristiques du faisceau lumineux, comme
son intensité ou la durée des impulsions.

Les réflexions sur des miroirs diélectriques introduisent elles aussi des phases ayant
une dépendance spectrale, ce que l’on peut interpréter qualitativement par le fait
que les différentes fréquences pénètrent plus ou moins dans les miroirs avant d’être
réfléchies.

Sous réserve que le spectre soit localisé autour d’une fréquence ω0, on peut effectuer
le développement de Taylor de la phase spectrale et s’intéresser aux termes d’ordres
successifs :

φ(ω) = φ(ω0) + φ′(ω0)(ω − ω0) +
1

2
φ′′(ω0)(ω − ω0)2 + . . . (1.1.10)

Retard de groupe La phase linéaire (2e terme) est liée à la dispersion de vitesse de
phase. La dérivée première φ′(ω0) est, en effet, appelée "retard de groupe" et a pour
conséquence que la porteuse et l’enveloppe se propagent à des vitesses différentes,
sans pourtant déformer l’enveloppe.

Dispersion de retard de groupe La dérivée seconde φ′′(ω0), aussi appelée GDD
(de l’anglais Group Delay Dispersion), change la vitesse de propagation de chaque com-
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones

temps

Figure 1.1.2: À gauche (droite), une impulsion lumineuse gaussienne avec un chirp
provoqué par la traversée d’un matériau à GDD positive (négative). Les
couleurs indique le temps d’arrivée des différentes composantes spectrales.

posante spectrale. L’impulsion est donc déformée, possédant une phase quadratique et
ce que l’on appelle le chirp (gazouillis, en français) : un glissement de fréquence qui
fait que les différentes composantes spectrales se répartissent vers l’avant ou l’arrière
de l’impulsion (la figure 1.1.2 illustre cet effet). La GDD est souvent donnée en fs2.

On peut aussi développer le module k(ω) du vecteur d’onde, dérivée de la phase
spectrale φ(ω) par rapport à z (direction de propagation)

k(ω) =
∂φ

∂z
(ω), (1.1.11)

ce qui donne

k(ω) = k(ω0) + k′(ω0)(ω − ω0) +
1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 + . . . (1.1.12)

Ses deux premières dérivées sont également associées à des grandeurs dispersives :

Vitesse de groupe La vitesse de groupe vg à la fréquence ω0 s’écrit comme l’inverse
de k′(ω0).

Dispersion de vitesse de groupe La dérivée seconde k′′(ω0) donne directement
la GVD (Groupe Velocity Dispersion), qui n’est rien d’autre que la GDD par unité de
longueur traversée. Il s’agit donc d’une grandeur non-extensive, qui ne dépend pas de
la longueur du matériau, mais uniquement du milieu lui-même.

En guise d’exemple, une impulsion gaussienne de durée ∆t à mi-hauteur en
intensité qui accumule une phase quadratique φ′′(ω0)(ω − ω0)2 due à la traversée
d’un milieu possédant de la GVD subit un élargissement temporel donné par

∆télargi = ∆t

√
1 +

(
4 ln 2φ′′(ω0)

∆t2

)2

. (1.1.13)
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1.2 Cavités synchrones
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Figure 1.1.3: Effet de l’ajout d’une phase quadratique sur la durée d’impulsions gaus-
siennes limités par transformé de Fourier. L’impulsion est d’autant plus
élargie que sa durée initiale est petite.

Cette équation est complètement analogue à celle qui régit l’évolution du profil
transversal d’un faisceau gaussien en propagation libre 1 :

w(z) = w0

√
1 +

(
zλ/π

w2
0

)2

, (1.1.14)

de sorte que, de la même façon qu’un faisceau gaussien diverge sous l’effet de la
propagation d’autant plus qu’il est focalisé au départ, une impulsion gaussienne
s’élargit sous l’effet de la GVD d’autant plus que sa durée initiale est petite. La durée
de l’impulsion gaussienne à largeur spectrale donnée est minimale quand toutes les
fréquences ont la même phase. On parle alors d’impulsion limitée par transformée
de Fourier. La figure 1.1.3, obtenue à partir de l’équation (1.1.13), montre l’effet de
l’acquisition d’une phase quadratique par ces impulsions.

1.2 Cavités synchrones

On appelle cavités synchrones les cavités optiques capables de faire résonner un
train d’impulsions ultracourtes. La difficulté technique supplémentaire par rapport
aux cavités monochromatiques est que ce type de cavité doit pouvoir transmettre
toutes les composantes spectrales du peigne de fréquences incident. De plus, la finesse
d’une telle cavité doit idéalement rester constante sur toute la largeur de bande du
peigne, ce qui signifie que les miroirs doivent souvent avoir des traitements spéciaux
large-bande pour avoir un coefficient de réflexion qui ne varie pas avec la fréquence.
Heureusement, aujourd’hui, cela n’est presque jamais une limitation technologique,

1. ... ou encore l’élargissement du paquet d’onde en Mécanique Quantique.
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones

grâce à la qualité des traitements que l’on peut trouver dans le marché, surtout si le
spectre n’est pas excessivement large.

L’asservissement d’un peigne de fréquences sur une cavité optique fut réalisé par Ja-
son Jones et al. en 2000 [Jason Jones 00]. Des cavités optiques injectées par des peignes
de fréquences sont maintenant utilisées pour des mesures d’absorption [Gherman 02].
On peut aussi améliorer les performances de techniques de spectroscopie basées sur
les peignes de fréquences en plaçant l’objet à étudier dans une cavité synchrone. Une
application intéressante consiste à mesurer la concentration des différentes molécules
présentes dans l’haleine humaine [Thorpe 08]. L’étude des cavités optiques dans ce
régime est intéressante pour cette thèse car l’OPO (Oscillateur Paramétrique Optique)
que nous allons présenter dans les chapitres suivants fonctionne en régime femtose-
conde. D’autre part, nous avons construit une cavité synchrone femtoseconde à haute
finesse ayant pour but d’asservir le laser-lui même sur cette cavité de référence.

1.2.1 Généralités sur les cavités optiques

Une cavité optique, aussi appelée interféromètre de Fabry-Pérot, est un dispositif
linéaire avec une certaine réponse spectrale t(ω) qui relie les champs à l’entrée et à la
sortie :

Eout(ω) = t(ω)Ein(ω), avec t(ω) = |t(ω)|eiΦ(ω), (1.2.1)

de sorte que T (ω) = |t(ω)|2 est le coefficient de transmission en intensité et Φ(ω) la
phase spectrale introduite par l’ensemble du dispositif.

Les cavités optiques possèdent en général un miroir d’entrée et un miroir de sortie
de coefficients de réflexion et transmission en amplitude notés r1, r2, t1 et t2, supposés
réels sans perte de généralité. Une cavité parfaitement alignée et injectée avec un
faisceau dans mode propre transverse a alors une réponse qui s’écrit

t(ω) =
t1t2eiφ(ω)/2

1− r1r2eiφ(ω)
, (1.2.2)

où φ(ω) est le déphasage que subit la lumière par tour de cavité. Il est important de
bien faire la distinction entre les deux phases spectrales présentées ici. En effet, Φ(ω)
est l’argument du nombre complexe t(ω), qui lui dépend de φ(ω).

A partir de (1.2.2), le coefficient de transmission en intensité s’écrit

T (ω) = Tmax
1

1 + ζ sin2
(
φ(ω)

2

) , (1.2.3)

avec

Tmax =

(
t1t2

1− r1r2

)2

et ζ =
4r1r2

(1− r1r2)2
. (1.2.4)
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1.2 Cavités synchrones
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Figure 1.2.1: Pics de résonance Fabry-Pérot pour différentes réflectivités des miroirs
coupleurs. R1 = r2

1 et R2 = r2
2 représentent les coefficients de réflexion

en intensité.

Notez que T (ω) ≤ Tmax et que l’égalité est satisfaite si et seulement si φ(ω) est
un multiple entier de 2π. On voit apparaître des pics de résonances de cavité pour
ces valeurs-là. Un autre résultat important est le fait que Tmax ne vaut 1 que quand
r1 = r2. Dans ce cas, les miroirs coupleurs ont donc le même coefficient de réflexion
et on dit que la cavité est adaptée en impédance, car toute l’intensité lumineuse
incidente est transmise par la cavité résonnante (la figure 1.2.1 montre des pics de
résonance de cavité dans trois cas différents). L’intervalle spectral entre deux pics de
résonance d’une cavité est appelée intervalle spectral libre (ISL) et équivaut donc à
un intervalle de phase de 2π. On définit la finesse d’une cavité Fabry-Pérot comme
le rapport entre l’ISL et la largeur spectrale à mi-hauteur d’un pic de résonance. La
finesse dépend exclusivement des pertes dans la cavité, n’étant pas fonction de sa
longueur. Si on appelle ρ la fraction de puissance lumineuse qui reste dans la cavité
après un tour complet (1− ρ étant les pertes en intensité), la finesse vaut

F =
π

2 arcsin
(

1−√ρ
2 4
√
ρ

) . (1.2.5)

Dans le cas d’une cavité à un miroir d’entrée et un miroir de sortie comme celle
considérée ici, ρ = (r1r2)2. On montre alors que l’équation (1.2.3) s’écrit en termes
de la finesse comme

T (ω) = Tmax
1

1 +
sin2(φ(ω)

2 )
sin2( π

2F )

. (1.2.6)

Notez que, si les pertes en intensité sont inférieures à 10%, il est raisonnable de faire
l’approximation
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones

F ≈ π

1−√ρ
≈ π

1− ρ
(1.2.7)

et de remplacer sin2
(
π

2F

)
par
(
π

2F

)2 dans (1.2.6).

1.2.2 Déphasage d’un tour de cavité

Il est clair que si on souhaite faire résonner un peigne de fréquences dans une cavité
optique, le comportement de φ(ω) autour de la fréquence centrale du peigne joue un
rôle essentiel. En effet, pour que toutes les fréquences du peigne soient complètement
transmises par la cavité, il faut que

φ(ωn) = 0 [2π], ∀n. (1.2.8)

Plusieurs éléments interviennent dans l’expression de φ(ω). La propagation libre
sur un chemin optique L contribue avec un déphasage qui dépend linéairement de
la fréquence : ωL

c
. La phase de Gouy, liée à la propagation des modes transverses, ne

dépend que des paramètres géométriques de la cavité et rajoute un terme constant dans
φ(ω). Les miroirs de la cavité, en plus de contribuer avec une phase constante, sont
potentiellement dispersifs au premier et au deuxième ordre, de même pour d’éventuels
éléments insérés dans la cavité, comme les cristaux présents dans les OPOs. Les effets
de dispersion intracavité sont de manière générale amplifiés par la finesse, de sorte que
dans une cavité de finesse élevée, injectée par un peigne suffisamment large-bande,
même l’effet de la dispersion du troisième ordre de l’air peut devenir important.

Du fait de toutes ces complications, il n’est pas toujours possible de satisfaire à
la condition (1.2.8). Tous les modes ne vont donc plus pouvoir être parfaitement
résonnants et si la cavité est réglée pour que le mode de fréquence ω0 soit résonnant,
alors les modes sur les ailes du spectre risquent d’être filtrés par la cavité. On cherche
ici à comprendre et quantifier l’influence de tous ces facteurs dans la transmission d’un
peigne à travers une cavité. On trouve une analyse très détaillé de ces phénomènes
dans la thèse d’Olivier Pinel [Pinel 10]. Néanmoins, il est pertinent de développer ici
quelques points importants.

Tout d’abord, il faut écrire une expression détaillé pour φ(ω). Sur un tour complet
de cavité on a

φ(ω) = φGouy +
ωL

c
+ ϕ(ω) , (1.2.9)

où on met en évidence les contributions de la phase de Gouy et du chemin optique et
on rassemble dans un seul terme, ϕ(ω), tous les autres éléments qui peuvent ajouter
un déphasage. Ce terme contient notamment des informations sur la dispersion
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1.2 Cavités synchrones

(linéaire et non-linéaire) des miroirs et de l’air. Il peut être développé en série de
Taylor, exactement comme dans (1.1.10), ce qui donne

φ(ω) = φGouy + ϕ0 − ω0ϕ
′
0 +

ω

c
(L+ cϕ′0) +

1

2
ϕ′′0(ω − ω0)2 + . . . (1.2.10)

Les indices 0 sur les dérivées indiquent qu’elles sont calculées à ω0. On peut réécrire
cette équation en rassemblant tous les termes constants dans

α = φGouy + ϕ0 − ω0ϕ
′
0 , (1.2.11)

de sorte que

φ(ω) = α +
ω

c
Leff +

1

2
ϕ′′0(ω − ω0)2 + . . . (1.2.12)

où on voit apparaître un chemin optique effectif

Leff = L+ cϕ′0 (1.2.13)

dû à la dispersion de vitesse de phase 2, 3. Quant à la dispersion de vitesse de groupe,
elle joue un rôle à part, étant isolée dans le terme quadratique de (1.2.12).

Pour une analyse complète il faut tenir compte d’un paramètre qui provient non
pas de la cavité, mais du peigne injecté lui-même : son décalage en fréquence, ωCE.
On verra que pour assurer une transmission optimale du peigne à travers la cavité, il
est nécessaire de trouver le bon jeu de paramètres entre α, Leff et ωCE, mais qu’on ne
peut rien faire pour compenser l’effet nuisible de ϕ′′0 : il faut rendre la dispersion du
deuxième ordre aussi petite que possible. Heureusement, ces conditions ne sont pas
très contraignantes lorsqu’il s’agit de cavités à basse finesse, ce qui est le cas de notre
OPO. Toutefois, pour des applications qui exigent des cavités haute finesse (& 500),
comme le filtrage temporel en régime femtoseconde, le contrôle de ces paramètres
devient crucial.

1.2.3 Couplage d’un peigne de fréquences sans CEO à une cavité sans
dispersion et sans phase de Gouy : effet du chemin optique

On s’intéresse au cas simple où on ne prend en compte que l’effet de la propagation
libre dans une cavité de chemin optique total L. Le déphasage par tour de cavité vaut
alors

φ(ω) =
ωL

c
. (1.2.14)

2. Le terme cϕ′0 est en général très petit (de l’ordre de la longueur d’onde de la porteuse) devant
L ' 4 m.

3. On note que la dispersion de vitesse de phase contribue aussi avec un terme constant, compris
dans α.
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones

Figure 1.2.2: Résonance totale d’un peigne de fréquences dans une cavité optique. Les
composantes spectrales (traits rouges) du peigne gaussien (enveloppe en
pointillés) sont parfaitement superposés aux pics de transmission de la
cavité grâce à l’accord entre l’ISL de la cavité et le taux de répétition du
train d’impulsions.

Les fréquences qui satisfont à (1.2.8) sont donc des multiples entiers de l’ISL de la
cavité :

ISLω =
2πc

L
. (1.2.15)

Résonance totale

Pour qu’un peigne sans CEO et de taux de répétition ωr soit résonnant dans la
cavité, il suffit de régler la longueur de celle-ci pour que son ISL égale ωr (figure 1.2.2).
La seule longueur qui permet une résonance totale est donc

L0 =
2πc

ωr

, (1.2.16)

qui est exactement la distance entre deux impulsions successives. La résonance totale
correspond ainsi à la situation où l’impulsion qui pénètre la cavité se superpose
parfaitement à celle qui y est déjà, produisant une interférence constructive dans
toutes les composantes spectrales. On dit alors que le temps d’aller-retour dans la
cavité est synchronisé avec l’intervalle de temps entre deux impulsions successives,
d’où le terme "cavité synchrone". Dans le cas des peignes de fréquences utilisés au
cours cette thèse, avec un taux de répétition de 76 MHz (×2π), L0 vaut environ 4 m.
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1.2 Cavités synchrones

Résonances partielles

Même s’il n’y a qu’une seule longueur de cavité qui est compatible avec la résonance
totale, il en existe bien d’autres qui autorisent une résonance partielle. Ces longueurs
s’écrivent

Lp = L0 + pλ0, (1.2.17)

où λ0 = 2πc
ω0

est la longueur d’onde centrale du peigne. On parle alors de résonance
partielle d’ordre p. Pour un p donné, la fréquence ω0 est toujours résonnante et les
fréquences ωn = ω0 + nωr subissent un déphasage 4

φ(ωn) =
ω0 + nωr

c
(L0 + pλ0)

= p

(
ωn − ω0

ω0

)
2π. (1.2.18)

Afin d’estimer le taux de transmission du peigne à travers la cavité, ce déphasage doit
être évalué en tenant compte de la largeur spectrale ∆ω du peigne et de la finesse F
de la cavité, comme indiqué en (1.2.6). Dans tous les cas, la transmission de la cavité
est symétrique par rapport à ω0, c’est-à-dire T (ωn) = T (ω−n). La figure 1.2.3 montre
une simulation sur les résonances partielles avec une cavité basse finesse et une cavité
haute finesse.

Les résonances partielles s’interprètent aussi bien dans le domaine temporel que
dans le domaine fréquentiel. Dans le domaine temporel, pour L = Lp, la porteuse
reste en phase avec elle-même après un tour de cavité, car ce sont les longueurs de
résonance de la fréquence centrale. Néanmoins, ceci n’est pas vrai pour les enveloppes
des impulsions, qui subissent un déphasage par tour de cavité qui est d’autant plus
important que p est grand. Dans le cas d’une cavité à haute finesse, cela est critique
car une grande quantité d’impulsions d’enveloppes déphasées entre elles (mais dont
les porteuses sont en phase) s’accumulent dans la cavité, ce qui fait qu’on se retrouve
avec une impulsion très large temporellement, et donc de spectre étroit, en sortie de
cavité.

Dans le domaine fréquentiel, on peut se servir de la figure 1.2.2 pour comprendre
ce qui se passe au niveau du recouvrement entre les pics de transmission et les dents
du peigne lorsque l’on change lentement la longueur de la cavité en passant par les
longueurs de résonance partielle. On peut imaginer les pics de transmission de la
figure comme un énorme soufflet d’accordéon qui a un bout fixé à ω = 0 et qui
s’étend jusqu’à la région de ω0. Lorsque l’on augmente doucement la longueur de la
cavité, par exemple, ce soufflet est comprimé peu à peu vers la gauche (l’ISL diminue)
jusqu’à ce que le pic de transmission qui coïncidait avec la dent ω0 + ωr vienne se
superposer à la fréquence centrale. Ainsi, nous sommes arrivés à la première résonance

4. On sous-entendra dans les calculs que les phases spectrales sont définies modulo 2π.
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones
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Figure 1.2.3: Résonances partielles. Spectre transmis par les différentes résonances
partielles d’une cavité synchrone injectée par un peigne gaussien de largeur
spectrale FWHM ∆ω = 18 THz (∆λ = 6 nm centré à 795 nm). La courbe
p = 0 correspond à la résonance totale. En haut : cavité à basse finesse
(OPO). En bas : cavité à haute finesse. On voit que l’effet de coupure
des ailes du spectre quand on passe aux résonances partielles d’ordres
supérieurs est beaucoup plus important dans le deuxième cas.
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1.2 Cavités synchrones

partielle, p = 1, et l’ISL de la cavité a légèrement changé (L n’a varié que d’une
longueur d’onde), mais il reste encore très proche de celui du départ. Ainsi, si les pics
de transmission ne sont pas excessivement fins et que le peigne n’est pas trop large,
celui-ci est toujours bien résonnant dans la cavité. Par contre, pour p suffisamment
grand, le recouvrement entre les pics et les dents ne résiste plus au changement
important de l’ISL, qui devient trop petit devant ωr pour assurer la résonance des ailes
du spectre. On a donc un effet de moiré de fréquence.

Transmission du peigne vs. Longueur de cavité

Si on néglige la largeur spectrale de chaque dent du peigne, on définit le coefficient
de transmission total en intensité comme

Tpeigne =

∑
n T (ωn)I(ωn)∑

n I(ωn)
, (1.2.19)

où I(ωn) est l’intensité spectrale de la fréquence ωn du peigne. La figure (1.2.4)
représente la valeur, obtenue par simulation numérique, de Tpeigne en fonction de
L sur quelques dizaines de longueurs d’onde autour de L0. Cela reproduit ce que
l’on peut observer expérimentalement en plaçant une photodiode en sortie de cavité
lorsqu’on balaye sa longueur. La cavité est, bien entendu, supposée alignée pour que
seulement le mode TEM00 soit résonnant. On observe alors une série de pics sous
une enveloppe centrée en L = L0. Le pic central, celui où l’intensité transmise est
maximale, correspond à la situation où la résonance est totale, et les pics adjacents
représentent les résonances partielles, à L = L0 + pλ. On constate que la largeur des
pics augmente avec p. On peut aussi montrer que les pics de transmission sont limités
par une enveloppe dont la largeur varie avec l’inverse de la finesse de cavité.

1.2.4 Couplage d’un peigne de fréquences avec CEO à une cavité avec
phase de Gouy et dispersion linéaire

Admettons maintenant que les fréquences du peigne sont décalées de ωCE par rapport
à l’origine, de sorte qu’on écrit, comme dans (1.1.6),

ωn = ωCE + nωr, (1.2.20)

et que, pour l’instant, on ne tient compte que des phases constantes et de la dispersion
linéaire dans l’expression de φ(ω) :

φ(ω) = α +
ω

c
Leff . (1.2.21)
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones
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Figure 1.2.4: Transmission d’une cavité synchrone de finesse F = 27 en fonction de sa
longueur (40 longueurs d’ondes, soit environ 30 µm, autour de la longueur
de résonance totale, L = L0 ∼ 4 m). La simulation a été réalisée avec un
peigne de fréquences centré à λ0 = 795 nm, avec ∆λ = 6 nm.

Résonance totale

On définit alors les fréquences ωcav
n comme celles qui sont parfaitement résonnantes

dans la cavité. Elles doivent alors satisfaire φ(ωcav
n ) = 2πn. On trouve donc que

l’ensemble des ωcav
n forme un "peigne de fréquences" avec son propre taux de répétition

et son propre décalage par rapport à l’origine :

ωcav
n = − α

2π

(
2πc

Leff

)
+ n

(
2πc

Leff

)
(1.2.22)

≡ ωcav
CE + nωcav

r . (1.2.23)

Pour assurer la résonance du peigne (1.2.20) il faut alors imposer simultanément
ωcav

r = ωr et ωcav
CE = ωCE, soit,

Leff = L0 =
2πc

ωr

(1.2.24)

et
η ≡ ωCE

ωr

+
α

2π
= 0 , modulo 1. (1.2.25)

Expérimentalement, il existe plusieurs stratégies pour satisfaire à ces conditions.
De manière générale, on peut agir soit sur la cavité soit sur le peigne de fréquences.
Pour satisfaire à (1.2.24), par exemple, on peut asservir Leff sur ωr en rétroagissant
sur la longueur physique de la cavité ou, inversement, on peut adapter le peigne à
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1.2 Cavités synchrones

la cavité en changeant la longueur de la cavité laser (qui est la source du peigne)
pour contrôler ωr. Cela s’applique tout aussi bien au cas traité en section 1.2.3. Ici,
la différence est que régler les taux de répétitions du peigne et de la cavité ne suffit
pas. En effet, on peut même avoir une transmission nulle si on ne tient pas compte
de (1.2.25). On doit donc aussi accorder les décalages en fréquence du peigne et de la
cavité en agissant sur ωCE et/ou α. La phase de Gouy étant fixée par les propriétés
géométriques de la cavité, on peut contrôler α à travers la dispersion linéaire ϕ′0 de la
cavité, en y introduisant un coin de verre monté sur un actuateur piézo-électrique,
par exemple.

Afin de satisfaire exactement aux conditions (1.2.24) et (1.2.25), on doit, en règle
générale, choisir au moins deux paramètres à ajuster parmi ωCE, ωr, ϕ′0 et L (la
longueur physique de la cavité), sachant que ces conditions sont couplées par ωr et
ϕ′0. Cependant, comme déjà évoqué précédemment, la précision avec laquelle on doit
respecter ces équations dépend de la finesse de la cavité, du spectre à transmettre et,
bien évidemment, du but de l’expérience.

Résonances partielles

Si on écrit, cette fois-ci, les fréquences du peigne autour de la fréquence centrale

ωn = ω0 + nωr (1.2.26)

avec
ω0 = Nωr + ωCE, (1.2.27)

alors le déphasage accumulé par tour de cavité, pour une longueur effective Leff =
L0 + δλ0, s’écrit

φ(ωn) = α +
ωCE + (N + n)ωr

c
(L0 + δλ0)

=

(
η + δ

ωn
ω0

)
2π. (1.2.28)

Le déphasage de la fréquence centrale vaut alors

φ(ω0) = (η + δ) 2π. (1.2.29)

On peut donc généraliser la condition (1.2.17), qui donne les résonances partielles, en
imposant que η + δ soit un nombre entier :

(Leff)p = L0 + pλ0 − ηλ0. (1.2.30)

Notez que, si on n’a pas d’accord de décalage en fréquence entre la cavité et le
peigne, c’est-à-dire si η 6= 0, alors il n’y a jamais de résonance totale, pour aucune
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones
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Figure 1.2.5: Transmission d’une cavité synchrone de finesse F = 500 en fonction de sa
longueur (10 longueurs d’ondes autour de la longueur de résonance totale,
Leff = L0) pour un peigne de fréquences centré à λ0 = 795 nm, avec
∆λ = 6 nm. Pour η = 0, 5 (configuration la plus défavorable possible), on
a au mieux 50% de la puissance du peigne qui est transmise, ce qui est
atteint quand Leff = L0 ± 0, 5λ0.

longueur de cavité Leff . Ainsi, les résonances seront toutes partielles et décalées
de ηλ0 en longueur par rapport au cas où η = 0. Par contre, si η = 0, on est
dans une situation complètement équivalente à celle où ni le peigne ni la cavité
n’ont de décalage en fréquence. La figure 1.2.5 donne un exemple de comment les
pics de transmission d’une cavité "glissent" sous leur enveloppe lorsqu’on change le
paramètre η. Remarquons que, comme il s’agit d’une cavité d’assez haute finesse, la
transmission totale de la cavité chute brusquement du pic de résonance totale au pic
de résonance partielle p = 1 (en opposition à la figure 1.2.4, où F = 27). Pour assurer
la transmission de la totalité du peigne de fréquences, le contrôle du paramètre η
devient alors d’autant plus important que la finesse de la cavité est haute.

1.2.5 Couplage d’un peigne de fréquences à une cavité avec GDD

Le rôle que joue la dispersion du deuxième ordre dans le couplage d’un peigne à
une cavité peut être analysé de façon indépendante de la phase de Gouy ou de la
dispersion linéaire. En effet, en supposant η = 0, on revient au cas abordé dans la
section 1.2.3 et il suffit d’ajouter un terme quadratique dans l’équation (1.2.18), ce qui
donne, dans le cas particulier où L = L0,

φ(ωn) =
1

2
ϕ′′0(ωn − ω0)2. (1.2.31)
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1.2 Cavités synchrones

On voit que, même dans la configuration où on avait résonance totale, maintenant il y
a un terme supplémentaire qui reste pour ωn 6= ω0 et qui peut devenir non-négligeable
pour des grandes valeurs de n et si la finesse est assez haute.

Basé sur (1.2.6), on peut établir un critère qui nous donne une limite supérieure pour
ϕ′′0 . Par exemple, on peut exiger que le taux de transmission en intensité à la fréquence
ω0 +∆ω soit plus grand que la moitié du taux de transmission à la fréquence centrale :

T (ω0 + ∆ω) >
1

2
T (ω0)⇒ ϕ′′0 <

2π

F(∆ω)2
. (1.2.32)

Si on considère un peigne gaussien de longueur d’onde centrale 795 nm et de largeur 6
nm, le critère précédent conduit, pour une cavité telle quelle notre OPO, de finesse 27,
à une limite supérieure de 718 fs2, tandis que si on prend F = 500, la limite descend
à 39 fs2. Afin de donner un ordre de grandeur caractéristique, le passage à travers 1
cm de silice fondue induit une GDD de 350 fs2 à 800 nm.

Dispersion de l’air La dispersion de l’air peut devenir gênante pour une cavité
longue à assez haute finesse. On peut utiliser l’équation d’Edlén [Birch 93], qui donne
l’indice de réfraction de l’air en fonction de la longueur d’onde, de la pression et de
la température, pour accéder à ses propriétés dispersives. En effet, on trouve que, à
pression et température ambiantes, la GVD de l’air à 800 nm est de 20 fs2/m, et à
400 nm cette valeur augmente à 50 fs2/m. On peut aussi montrer que les variations
typiques de température dans le laboratoire ont une influence négligeable sur la GVD
de l’air, et que celle-ci croît à peu près linéairement avec la pression, depuis P = 0
jusqu’à la pression ambiante. Il est donc clair que concevoir une cavité de finesse 500
et longueur 4 m, par exemple, (GDD totale de l’air : 80 fs2 à 800 nm) implique soit de
la mettre sous vide, soit de compenser la dispersion intracavité. Dans des cas extrêmes
(cavités longues de haute finesse et spectre de quelques dizaines de nanomètres de
largeur), la dispersion de l’air du troisième ordre devient aussi non-négligeable, ce
que l’on montre facilement avec des simulations numériques. Alors, compenser la
GDD ne suffit pas et il convient de mettre la cavité sous vide.

Dispersion des miroirs À l’heure actuelle, des miroirs à différentes valeurs de GDD
(y compris négatives) sont disponibles dans le marché. La dispersion de l’air dans une
cavité peut alors, dans certains cas, être compensée par des miroirs à GDD négative.
Une autre possibilité est de mettre la cavité sous vide et d’utiliser des miroirs à GDD
nulle. Cette solution s’avère souvent plus efficace, car les fabricants ont actuellement
du mal à garantir des miroirs avec une GDD négative plate sur tout le spectre, ce qui
a pour conséquence de déformer le spectre transmis.
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1 Peignes de fréquences et cavités synchrones

Figure 1.2.6: Passage d’une cavité synchrone de longueur (a) L = L0 à une cavité de
longueur (b) L = L0/q, avec q = 3. Les courbes noirs correspondent aux
pics de résonance et les traits rouges représentent les fréquences du peigne,
séparées de ωr. De (a) à (b), la finesse reste constante car elle ne dépend
que des pertes, tandis que l’ISL et la bande passante de la cavité sont
multipliés par 3.

1.2.6 Cavités synchrones à longueur réduite

La condition de résonance totale L = L0 = 2πc
ωr

impose des contraintes spatiales
importantes pour la construction de cavités synchrones si le taux de répétition ωr

2π
est

faible. En l’occurrence, le train d’impulsions généré par notre laser à verrouillage de
modes a un taux de répétition de 76 MHz, ce qui fait qu’une cavité fonctionnant à
résonance totale doit avoir une longueur d’environ 4 m. Si on les plie par souci de
stabilité et de compacité (car, sur une table optique de taille moyenne, les différentes
cavités peuvent vite prendre trop de place), alors le prix à payer est d’avoir un design
plus complexe avec un plus grand nombre de miroirs, pouvant d’ailleurs induire plus
de pertes.

Toutefois, il y a des régimes où des cavités assez courtes peuvent transmettre un
certain nombre de fréquences du peigne tout en préservant son enveloppe. Si L = p

q
L0,

avec p < q et p, q ∈ N∗, alors les fréquences ωn = ω0 + nωr = (N + n)ωr sont
résonantes quand (N + n)p

q
est un entier. Dans le domaine temporel, cela signifie

qu’une impulsion pénétrant la cavité effectue q tours complets avant d’interférer
constructivement au niveau du miroir d’entrée avec la p-ième impulsion suivante.
Dans le cas simple où p = 1 et L devient un sous-multiple de L0 (figure 1.2.6),
une fréquence du peigne sur q est transmise, et toutes les autres sont réfléchies.
Comme l’impulsion intracavité rencontre le miroir de sortie q fois avant l’arrivée de
l’impulsion suivante, le taux de répétition du train de sortie est multiplié par q. On
démontre ainsi une des applications premières de ce genre de cavité : augmenter le
taux de répétition d’un train d’impulsions (quitte à perdre environ q−1

q
de l’intensité

initiale).
Les cavités synchrones à longueur réduite évitent ainsi l’encombrement sur la table
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1.2 Cavités synchrones

optique et sont commodes dans des situations où il n’est pas essentiel de garder toutes
les fréquences du peigne. Elles peuvent donc faire office de cavité d’analyse ou de
cavité de référence, comme on le verra en section 5.2.3.

Lorsqu’on balaye la longueur d’une cavité autour de L = L0/q et on essaye de
reproduire la même sorte de graphique que celui de la figure 1.2.4, un effet nouveau
apparaît : on a maintenant q pics de transmission par longueur d’onde balayée, et
non seulement un, comme ce serait le cas si L = L0. Ceci s’explique facilement dans
le domaine fréquentiel. Prenons l’exemple de la figure 1.2.6b, où q = 3. Modifier
la longueur de la cavité d’une fraction de longueur d’onde revient, grosso modo, à
décaler les pics de résonance (vers la gauche si on l’augmente, vers la droite si on
la diminue). Quand on passe de L = L0 à L = L0 + λ0/3, par exemple, les pics de
résonance se décalent d’un taux de répétition vers la gauche et viennent se reposer
sur les dents adjacentes à celles de départ. Donc, à cette longueur là, les fréquences
résonnantes ne sont pas les mêmes que celles qui résonnent à L = L0. La même chose
arrive quand on passe à L = L0 + 2λ0/3, et on ferme la boucle à L = L0 +λ0, quand
les fréquences résonnantes sont à nouveau celles de départ.

27

te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



2 Optique non-linéaire du second ordre
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Les phénomènes non-linéaires sont des outils très importants pour la création
d’états quantiques de la lumière. Dans cette thèse, on utilise les phénomènes du
second ordre pour préparer ces états et on montre qu’ils constituent potentiellement
un outil important pour leur manipulation.

L’optique non-linéaire (en particulier du second ordre) a déjà été abondamment
abordée dans la littérature (voir [Grynberg 10] ou [Joffre 10], par exemple). On repren-
dra dans ce chapitre quelques notions et démonstrations bien connues (sections 2.1 et
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2 Optique non-linéaire du second ordre

2.2), mais on présentera également des notions qui sont intrinsèquement liées au fait
que l’on travaille avec un spectre large-bande et des notations qui sont importantes
pour la bonne lecture des chapitres suivants (section 2.3).

2.1 Champs électromagnétiques réel et complexe

Considérons un champ électrique classique réel oscillant 1 E(r, t). On écrit la
décomposition de Fourier du champ sous la forme

E(r, t) =

∫ ∞
−∞

E(r, ω)e−iωtdω
2π
. (2.1.1)

Ce champ étant réel, on a nécessairement E(r, ω) = E∗(r,−ω), ce qui implique que
la décomposition de Fourier précédente contient une part d’information redondante.
On introduit donc le champ complexe E(+), aussi appelé signal analytique, que l’on
définit par une intégration sur les fréquences positives du champ uniquement :

E(+)(r, t) ≡
∫ ∞

0

E(r, ω)e−iωtdω
2π
. (2.1.2)

Le champ complexe contient les mêmes informations que le champ réel et tous deux
sont liés par la relation

E(r, t) = E(+)(r, t) + E(−)(r, t) , (2.1.3)

où E(−)(r, t) ≡
[
E(+)(r, t)

]∗
correspond à l’intégration sur les fréquences négatives

du champ.
On peut aussi définir un signal analytique dans le domaine spectral. Il suffit de

prendre la transformée de Fourier du signal analytique temporel :

E(+)(r, ω) ≡
∫ ∞
−∞

E(+)(r, t)eiωtdt. (2.1.4)

On a alors

E(r, ω) = E(+)(r, ω) + E(−)(r,−ω) , (2.1.5)

où E(−)(r, ω) ≡
[
E(+)(r, ω)

]∗
.

1. D’une manière générale, dans tout ce manuscrit, les vecteurs et matrices seront notés en gras.
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2.2 Équations de propagation pour l’optique non-linéaire

2.2 Équations de propagation pour l’optique non-linéaire

Au sein d’un milieu matériel non magnétique où les densités de charge et de
courant sont nulles (ρ = 0 et J = 0), l’équation de propagation des signaux analy-
tiques se déduit aisément à partir des équations de Maxwell. On trouve (voir, p. ex.,
[Grynberg 10])

∆E(+)(r, t)− 1

c2

∂2E(+)(r, t)

∂t2
=

1

ε0c2

∂2P(+)(r, t)

∂t2
, (2.2.1)

où P(+) représente la polarisation du milieu. En passant dans le domaine fréquentiel
par transformée de Fourier, on a

∆E(+)(r, ω) +
ω2

c2
E(+)(r, ω) = − ω2

ε0c2
P(+)(r, ω). (2.2.2)

On supposera que la polarisation du milieu se prête bien à un développement en
puissances du champ électrique, de sorte que l’on peut définir une partie linéaire et
une partie non-linéaire :

P(+) = P
(+)
L + P

(+)
NL , (2.2.3)

avec P
(+)
L = P(+,1) et P

(+)
NL = P(+,2) + P(+,3) + . . . où P(+,n) est proportionnel au

champ électrique à la puissance n. Ceci est légitime quand le champ se propageant
dans le matériau est beaucoup moins intense que le champ électrique caractéristique
du système (le champ reliant l’électron au noyau atomique, par exemple) 2. L’équation
(2.2.2) prend alors la forme

∆E(+)(r, ω) +
ω2

c2
E(+)(r, ω) +

ω2

ε0c2
P

(+)
L (r, ω) = − ω2

ε0c2
P

(+)
NL (r, ω) (2.2.4)

L’équation ci-dessus peut être simplifiée si nous ne nous intéresserons qu’à des
grandeurs scalaires. Les composantes du vecteur P =

∑
i Piei dans l’espace des

fréquences sont

Pi = ε0
∑
j

χ
(1)
ij Ej + ε0

∑
jk

χ
(2)
ijkEjEk + ε0

∑
jkl

χ
(3)
ijklEjEkEl + . . . (2.2.5)

où χ(n) est la susceptibilité électrique d’ordre n, décrite par un tenseur complexe
d’ordre n + 1. L’équation (2.2.5) nous permet de voir que la partie linéaire P (1)

i de

2. Ce qui est normalement le cas pour les faisceaux lasers ordinaires utilisés en laboratoire.
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2 Optique non-linéaire du second ordre

Pi est couplée en général à toutes les composantes du champ électrique. Toutefois,
χ(1) est symétrique et diagonalisable. Il est donc toujours possible de trouver un
changement de base où P (1)

i ne dépend que de Ei. Il en va de même pour sa partie
à fréquences positives, P (+,1)

i , qui ne dépend que de E(+)
i . Après ce changement de

base, pour chaque polarisation du champ E, on a une équation de propagation de la
forme :

∆E(+)(r, ω) +
ω2

c2

(
1 + χ(1)(ω)

)
E(+)(r, ω) = − ω2

ε0c2
P

(+)
NL (r, ω) (2.2.6)

Les champs couramment utilisés dans le laboratoire sont des faisceaux lasers
avec une dimension transverse finie. Ces faisceaux peuvent être décrits comme une
onde plane enveloppée par une fonction u(r, ω) liée à ses dimensions finies et à la
diffraction :

E(+)(r, ω) = u(r, ω)eik(ω)·r. (2.2.7)

Nous supposerons que le vecteur d’onde est aligné avec la direction de propagation z,
de sorte que l’exponentielle de l’onde plane ne dépend que de z :

eik(ω)·r −→ eik(ω)z (2.2.8)

Le calcul du laplacien de E(+) donne alors

∆E(+) =

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
+ 2ik

∂u

∂z
− k2u

)
eikz,

où nous allons pouvoir négliger le terme ∂2u/∂z2 si nous admettons que l’enveloppe
du champ varie lentement à l’échelle de la longueur d’onde, ce qui s’inscrit dans le
cadre de l’approximation paraxiale et peut être exprimé comme la condition suivante :∣∣∣∣∂2u

∂z2

∣∣∣∣� k

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣ , (2.2.9)

où k = 2π/λ.
De plus, nous nous limiterons à l’analyse des effets longitudinaux (dépendance

en z), de sorte que les dérivées secondes en x et en y seront aussi négligées dans
l’expression du laplacien du champ électrique. Cette approximation revient à consi-
dérer le mode transverse du faisceau laser comme "assez proche" d’une onde plane.
Ces approximations simplifient très efficacement les calculs et restent d’autant plus
raisonnables que la longueur d’interaction est courte devant la longueur de Rayleigh
du faisceau.

Sous ces conditions, l’équation de propagation pour l’enveloppe du champ devient
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2.2 Équations de propagation pour l’optique non-linéaire

2ik(ω)
∂u

∂z
(z, ω)−

[
k2(ω)− ω2

c2

(
1 + χ(1)(ω)

)]
u(z, ω) = − ω2

ε0c2
P

(+)
NL (z, ω)e−ik(ω)z.

(2.2.10)
On peut définir la valeur de k(ω) à partir du cas d’une onde plane se propageant

dans un milieu linéaire, dont l’équation de propagation s’écrit, tout simplement,[
k2(ω)− ω2

c2

(
1 + χ(1)(ω)

)]
u(ω) = 0, (2.2.11)

ce qui nous conduit à choisir

k2(ω) = n2(ω)
ω2

c2
, avec n2(ω) = 1 + χ(1)(ω), (2.2.12)

où n(ω) est l’indice de réfraction au premier ordre du milieu, qui peut avoir une partie
complexe responsable de l’absorption. 3 La relation de dispersion (2.2.12) garantit des
solutions non-triviales pour l’équation de propagation (2.2.11).

On conserve donc cette expression pour k(ω) aussi dans le cas non-linéaire et on
obtient une équation très simplifié pour u(z, ω) :

∂u

∂z
(z, ω) =

iω

2ε0nc
P

(+)
NL (z, ω)e−ik(ω)z (2.2.13)

que l’on peut encore écrire en termes de E(+)(z, ω) :

∂E(+)

∂z
(z, ω) = ik(ω)E(+)(z, ω) +

iω

2ε0nc
P

(+)
NL (z, ω) . (2.2.14)

On constate que l’évolution de E(+) suivant z est composée d’une partie liée à la
propagation libre (terme en ik) et d’une autre partie associée à l’effet non-linéaire, où
intervient la polarisation du milieu.

Dans la suite du chapitre, nous allons étudier quelques phénomènes non-linéaires
du second ordre avec des impulsions ultra-rapides. Nous allons essentiellement utiliser
l’équation (2.2.13) avec l’écriture adéquate de la polarisation non-linéaire. Pour ce
faire, comme les champs traités sont à spectre large, il faudra tenir compte du fait
que la polarisation du milieu provient d’une intégrale sur les fréquences optiques du
produit de deux champs électriques, pondérée par le bon coefficient non-linéaire.

3. Lorsqu’on étudie les phénomènes non-linéaires tels que la conversion ou l’amplification para-
métriques (et bien d’autres effets non-linéaires), le cas intéressant expérimentalement est celui où
l’absorption du matériau est nulle : χ(1)(ω) et n sont réels.
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2 Optique non-linéaire du second ordre

2.3 Effets non-linéaires avec des impulsions ultra-rapides :
généralités

Nous traiterons ici seulement des cas particuliers d’effets non-linéaires du second
ordre qui nous seront utiles dans la suite du manuscrit. Tous les champs sont supposés
non-monochromatiques. Nous allons donc développer un formalisme qui s’adapte
naturellement à la description des phénomènes non-linéaires avec des impulsions
ultra-rapides ou des peignes de fréquences.

Nous commencerons par étudier le doublage de fréquence, processus par lequel on
crée le faisceau qui sert de pompe pour le SPOPO : un peigne de fréquences centré
à 800 nm est converti en un peigne centré à 400 nm. Ensuite, on discutera de la
conversion paramétrique, qui est à la base de la production d’états quantiques dans
notre cas. Enfin, la somme de fréquences, dont le doublage est un cas particulier, nous
servira comme moyen de manipulation d’états quantiques multimodes, ce qui est
décrit en section 8.2.5.

2.3.1 La polarisation d’ordre deux

Les processus non-linéaires du second ordre résultent de la polarisation d’ordre
deux induite dans le matériau :

P
(2)
i (t) = ε0

∫
χ

(2)
ijk(ω1, ω2)Ej(ω1)Ek(ω2)e−i(ω1+ω2)tdω1

2π

dω2

2π
, (2.3.1)

où j et k sont supposées les seules composantes du champ électrique. En fréquence,
on a

P
(2)
i (ω) = ε0

∫
χ

(2)
ijk(ω1, ω2)Ej(ω1)Ek(ω2)e−i(ω1+ω2−ω)tdω1

2π

dω2

2π
dt

= ε0

∫
χ

(2)
ijk(ω1, ω2)Ej(ω1)Ek(ω2)2πδ(ω1 + ω2 − ω)

dω1

2π

dω2

2π
(2.3.2)

Comme on est systématiquement proche de la zone de transparence du matériau
et que la bande de fréquence n’est pas trop large, la dépendance en fréquence du
coefficient non-linéaire peut être légitimement négligée. On écrit donc χ(2)

ijk(ω1, ω2) ≈
χ(2), de sorte que l’on peut sortir ce facteur de l’intégrale. Cette hypothèse revient
à affirmer que la réponse du matériau est instantanée, de sorte que, à une position
donnée, sa polarisation à un instant t ne dépend que du champ électrique à cet instant :

P (2)(t) = ε0χ
(2)E(t)2 (2.3.3)

Pour l’application directe de la formule (2.2.13), on s’intéressera plutôt au signal
analytique de la polarisation :
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2.4 Doublage d’un peigne de fréquences

P
(+,2)
i (ω) = 2πε0χ

(2)

∫
E

(±)
j (ω1)E

(±)
k (ω2)δ(±ω1 ± ω2 − ω)

dω1

2π

dω2

2π
(2.3.4)

où le choix des signes sera fait suivant le phénomène non-linéaire traité 4.

2.3.2 Le nombre d’onde autour de la fréquence centrale

Le nombre d’onde k(ω) joue un rôle très important dans l’équation de propaga-
tion et sa dépendance en fréquence est non-négligeable pour les largeurs spectrales
rencontrées dans notre cas (typiquement d’une dizaine de nanomètres).

Pour prendre en compte quantitativement cette dépendance, on réécrit le dévelop-
pement (1.1.12) sous la forme

k(ω) = k(ω0) +
1

vg(ω0)
(ω − ω0) +

1

2
GVD(ω0)(ω − ω0)2 + . . . (2.3.5)

où

vg(ω) =

(
∂k(ω)

∂ω

)−1

=
c

n(ω) + ω ∂n(ω)
∂ω

(2.3.6)

GVD(ω) =
∂2k(ω)

∂ω2
=

∂

∂ω

(
1

vg

)
(2.3.7)

représentent respectivement la vitesse de groupe et la dispersion de vitesse de groupe, déjà
abordées dans la Section 1.1.2.

2.4 Doublage d’un peigne de fréquences

Dans le cas monochromatique, le doublage de fréquence (aussi connu par SHG, de
Second Harmonic Generation) n’est rien d’autre que la transformation d’une onde de
fréquence ω0 en une onde de fréquence double, 2ω0, grâce au passage à travers un
milieu non-linéaire. Lorsque, à l’entrée du milieu, on injecte à la place un peigne de
fréquences (comme décrit en Section 1.1), le terme "doublage" n’est plus exactement
rigoureux. Pour un peigne à l’entrée composé des fréquences ωs

n = ω0 + nωr, avec
ω0 = ωCE +Nωr, le doublage strict de chaque fréquence mènerait à un peigne de taux

4. En effet, le signal analytique n’est pas "stable" dans le sens où le produit de deux signaux
analytiques de fréquences positives peut donner un signal de fréquence négative. Autrement dit, on
peut avoir ω = ω1 − ω2 < 0 même si ω1 > 0 et ω2 > 0.
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2 Optique non-linéaire du second ordre

Signal

Somme de 
fréquences

Pompe 
(signal doublé)

Figure 2.4.1: Doublage multimode en fréquence. Un photon à une fréquence pompe
donnée peut avoir plusieurs "paires-sources" différentes, pourvu qu’il y ait
conservation de l’énergie (somme de fréquences).

de répétition deux fois plus grand, car 2ωs
n = 2ω0 + n(2ωr), ce qui est absurde. En

effet, un train d’impulsions "doublé" doit bien garder son taux de répétition original,
car le doublage se produit aussi impulsion par impulsion. Le processus sous-jacent à ce
doublage qui conserve le taux de répétition est la somme de toutes les paires possibles
des fréquences du peigne signal (y compris le doublage de chaque fréquence), de sorte
que les fréquences du peigne généré sont

ωp
m+n = ωs

m + ωs
n = 2ω0 + (m+ n)ωr. (2.4.1)

La figure 2.4.1 schématise ce processus 5.
On remarque que la fréquence centrale est effectivement doublée, d’où l’usage

courant du terme doublage de fréquence, même dans ce cas multimode en fréquence.
Par conséquent, le décalage en fréquence du peigne (CEO) vaut aussi le double :
2ω0 = 2ωCE + 2Nωr. Le taux de répétition reste inchangé.

2.4.1 Solution de l’équation de propagation

La polarisation d’ordre deux du matériau s’écrit à partir de l’équation (2.3.4), avec
tous les signes pris positifs et les champs E correspondant au champ signal. On trouve

5. Pour éviter des confusions lorsqu’on passe d’un effet linéaire à l’autre, l’indice "s" (comme
"signal") sera utilisé pour les fréquences des peignes infrarouge, et "p" (comme "pompe") quand il
s’agit de peignes dans la région du bleu, même si, techniquement, le peigne infrarouge est la pompe du
processus de doublage. On fait ce choix en référence au SPOPO, où l’infrarouge est le signal et le bleu
est la pompe.
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2.4 Doublage d’un peigne de fréquences

ainsi

P (+,2)
p (z, ω) = ε0χ

(2)

∫
E(+)

s (z, ω′)E(+)
s (z, ω − ω′)dω′

2π
(2.4.2)

et, comme E(+)
s (z, ω) = us(z, ω)eiks(ω)z , l’équation de propagation de l’enveloppe up

du peigne généré est

∂up

∂z
(z, ω) =

iωχ(2)

2nc

∫
us(z, ω

′)us(z, ω − ω′)ei∆k(ω,ω′)z dω′

2π
, (2.4.3)

où
∆k(ω, ω′) = ks(ω

′) + ks(ω − ω′)− kp(ω) (2.4.4)

est appelé l’accord de phase. L’équation (2.4.3) est facilement soluble en intégrant
directement suivant z sur toute la longueur du matériau : un cristal de longueur lc et
d’extrémités zA = −lc/2 et zB = lc/2.

Si on suppose que le taux de conversion est faible, alors l’intensité du peigne
fondamental varie très peu avec z : us(z, ω) ≈ us(ω). On obtient donc une solution
analytique pour (2.4.3) de la forme :

up(zB, ω) =
iωχ(2)lc

2nc

∫
us(ω

′)us(ω − ω′)Φ(ω, ω′)
dω′

2π
, (2.4.5)

où Φ(ω, ω′) est une fonction liée à l’accord de phase définie par

Φ(ω, ω′) = sinc

(
∆k(ω, ω′)lc

2

)
. (2.4.6)

Il est pertinent de souligner que, pour un accord de phase donné, cette fonction est
d’autant plus étroite que le cristal est long, ce qui rend plus difficile la génération
efficace de spectres larges, comme on le verra en détail avec l’exemple du cristal BIBO.

2.4.2 L’accord de phase

Dans le cas idéal, l’accord de phase est parfait et la fonction Φ(ω, ω′) prend la
valeur unitaire quels que soient ω, ω′ et lc, de sorte que l’enveloppe du champ pompe
généré est une auto-convolution de l’enveloppe du champ signal. Avec un accord de
phase parfait, un peigne gaussien centré à ω0 et de largeur spectrale ∆ω génère un
peigne aussi gaussien, mais centré à 2ω0 et avec une largeur spectrale de

√
2∆ω, ce

qui fait que, temporellement, les impulsions créées sont plus courtes d’un facteur
√

2.
Curieusement, si on fait cette analyse en longueur d’onde, la largeur ∆λp du peigne
de sortie est plus petite que celle du peigne d’entrée ! En effet, si ω0 � ∆ω, alors un
calcul simple montre que ∆λp ' 0, 3∆λs.
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2 Optique non-linéaire du second ordre

Dans des cas plus réalistes, en revanche, l’accord de phase "parfait" n’est pas
toujours facile à atteindre, en particulier quand il s’agit d’effets non-linéaires avec des
impulsions ultracourtes, où les largeurs spectrales sont suffisantes pour faire ressortir
les effets de la dispersion du matériau.

En développant chaque terme de (2.4.4) autour des fréquences centrales (ω0 pour ks

et 2ω0 pour kp) jusqu’à l’ordre 2 à l’aide de (2.3.5), on trouve

∆k(ω, ω′) = ∆k(2ω0, ω0) +

(
1

vg,s

− 1

vg,p

)
(ω − 2ω0)

+
1

2
(GVDs −GVDp) (ω − 2ω0)2 −GVDs(ω

′ − ω0)(ω − ω′ − ω0),

(2.4.7)

où les indices "s" et "p" indiquent si la grandeur est calculée en ω0 ou en 2ω0, respecti-
vement.

Le terme constant ∆k(2ω0, ω0) est nul quand n(ω0) = n(2ω0). Cette condition
suffit pour un accord de phase parfait dans le cas des ondes monochromatiques et
peut être satisfaite en jouant sur la biréfringence du matériau. En pratique, il faut
choisir le bon angle de coupe du cristal par rapport à l’axe optique (ou un des axes
optiques, s’il s’agit d’un milieu biaxe), et chercher la bonne orientation du cristal par
rapport aux polarisations des faisceaux signal et pompe, qui doivent être croisées pour
tirer parti de la biréfringence 6.

Quand il s’agit de faisceaux de large bande spectrale, cette condition n’est plus
suffisante, vu que les vitesses de groupe et les dispersions de vitesse de groupe entrent
aussi dans le calcul pour des fréquences différentes de ω0 et 2ω0. La prise en compte
de ces grandeurs dispersives fait l’objet de la suite.

2.4.3 Doublage avec un cristal BIBO

On s’intéresse maintenant aux effets quantitatifs de la dispersion dans un cristal
BIBO [Ghotbi 04] lors du doublage d’un peigne centré à 800 nm en supposant l’accord
de phase du type I e+ e→ o, ce qui signifie que la polarisation du peigne signal est
alignée sur l’axe extraordinaire et celle du peigne doublé, alignée sur l’axe ordinaire.

Dans la Section 4.3 de la thèse de Giuseppe Patera [Patera 08], on trouve les dérivées
de ks et kp pour le BIBO calculées aux longueurs d’onde centrales. A partir de ces
valeurs, on obtient

6. On peut aussi ajuster l’accord de phase par le biais d’autres paramètres comme la température,
la pression, etc.
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2.4 Doublage d’un peigne de fréquences

vg,s/c = 0, 5319, GVDs = 164 fs2/mm, (2.4.8)

vg,p/c = 0, 5010, GVDp = 472 fs2/mm. (2.4.9)

Si on compare les ordres de grandeurs suivants

∣∣∣∣ 1

vg,s

− 1

vg,p

∣∣∣∣∆ω ∼ 103 m−1 (2.4.10)

|GVDs −GVDp| (∆ω)2 ∼ 10−6 m−1 (2.4.11)

on constate que le désaccord entre les GVD ne contribue pas, en pratique, pour le
désaccord de phase. On peut vérifier, d’ailleurs, grâce à des simulations numériques,
que la GVD n’a pas d’influence significative sur l’allure du spectre généré, ce qui est
vrai même pour des cristaux assez épais et est dû essentiellement à la largeur spectrale
limitée du peigne infrarouge de départ. On prend donc, pour simplifier,

∆k(ω, ω′) ' ∆k(ω) =

(
1

vg,s

− 1

vg,p

)
(ω − 2ω0), (2.4.12)

ce qui nous permet de sortir Φ(ω, ω′) de l’intégrale et retrouver le produit d’auto-
convolution du champ signal, mais cette fois-ci enveloppé par un sinus cardinal qui
diminue l’amplitude des fréquences éloignées du centre :

up(zB, ω) =
iωχ(2)lc

2nc
sinc

(
∆k(ω)lc

2

)∫
us(ω

′)us(ω − ω′)
dω′

2π
, (2.4.13)

d’où l’intensité spectrale s’écrit

Ip(zB, ω) ∝ l2csinc2

(
∆k(ω)lc

2

)
(us ? us)

2(ω) . (2.4.14)

On voit que si, d’une part, un cristal long favorise l’efficacité du doublage quand
∆k(ω) = 0, il est, d’autre part, nuisible pour les ailes du spectre si l’accord de
phase n’est pas parfait, comme montre la figure 2.4.2, qui permet de comparer les
profils d’intensité spectrale normalisés générés par le doublage en utilisant différentes
longueurs de cristal. On rajoute que cet effet est d’autant plus marqué que le désaccord
des vitesses de groupe est important, ce qui varie suivant le cristal.
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2 Optique non-linéaire du second ordre
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Figure 2.4.2: Spectre d’un peigne doublé en utilisant des cristaux de BIBO de différentes
longueurs. Pour cette simulation, on emploie un peigne initial centré en 800
nm avec une largeur de 6 nm à mi-hauteur. La ligne pointillée correspond
au cas où ∆k(ω) = 0 sur tout le spectre. Dans cette situation, la longueur
du cristal n’intervient plus dans l’allure du spectre, mais uniquement dans
l’efficacité du doublage.

2.5 Conversion paramétrique "descendante"

La conversion paramétrique descendante (ou PDC, de l’anglais Parametric Down
Conversion) correspond au processus non-linéaire au cours duquel un photon-pompe
donne naissance à deux photons habituellement appelés signal et complémentaire
(signal et idler, en anglais). Lorsque les photons signal et complémentaire sont à
la même fréquence optique, on peut parler de conversion paramétrique dégénérée
en fréquence. Si ces deux photons sont également dans le même mode spatial et de
polarisation, on dira tout simplement conversion paramétrique dégénérée.

Ce processus peut aussi avoir lieu en régime femtoseconde, avec des peignes de
fréquences. Chaque photon-pompe à une fréquence spécifique est converti en une
paire de photons, mais pas nécessairement à la même fréquence (comme schématisé
sur la figure 2.5.1). Les photons-pompe dans les modes monochromatiques subissent
donc des conversions paramétriques qui peuvent être dégénérées ou non-dégénérées.
Cette conversion paramétrique multimode en fréquence mène souvent à la création
d’un seul peigne de fréquences, appelé signal. Pour cette raison, on parle aussi de
conversion paramétrique dégénérée. On suit en quelque sorte le chemin inverse au
doublage : le peigne de départ a une fréquence centrale qui est l’harmonique de la
fréquence centrale du peigne généré.

Durant cette thèse, ce phénomène a été exploré expérimentalement en cavité, consti-
tuant ce que l’on appelle un oscillateur paramétrique optique (OPO) dégénéré pompé
en régime femtoseconde. Comme pour les OPOs monomodes, on peut distinguer deux
régimes de fonctionnement en ce qui concerne la puissance de pompe : en dessous
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2.5 Conversion paramétrique "descendante"

Signal

Pompe

PDC

Figure 2.5.1: Conversion Paramétrique Descendante (PDC) d’un peigne de fréquences.
Grâce à la pompe multimode, les photons signal sont tous couplés entre
eux.

du seuil et au dessus du seuil. Dans le premier cas (à basse puissance de pompe), on
génère des états comprimés dans les longueurs d’onde du signal, qu’il soit à l’état
initial vide où qu’il soit injecté dans la cavité. Lorsqu’on dépasse une certaine valeur
de puissance de pompe appelée le seuil, un faisceau signal brillant est émis par la
cavité même en l’absence de signal injecté à l’entrée : c’est le régime d’oscillation.
Dans la partie d’étude des propriétés quantiques de ce type d’OPO, on se limitera au
cas où le dispositif est en dessous du seuil, mais le formalisme classique présenté dans
la suite sert dans les deux cas.

2.5.1 L’équation de propagation

La polarisation d’ordre deux dans les fréquences du signal s’écrit

P (+,2)
s (z, ω) = ε0χ

(2)

∫
E(+)

p (z, ω + ω′)E(−)
s (z, ω′)

dω′

2π
, (2.5.1)

où le choix des signes sur les composantes du champ vient du fait que la fréquence
signal générée vient de la différence entre des fréquences pompe et des fréquences
signal.

Dans l’équation (2.2.13), cela donne

∂us

∂z
(z, ω) =

iωχ(2)

2nc

∫
up(z, ω + ω′)u∗s (z, ω′)ei∆k(ω,ω′)z dω′

2π
, (2.5.2)

avec
∆k(ω, ω′) = kp(ω + ω′)− ks(ω

′)− ks(ω). (2.5.3)
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2 Optique non-linéaire du second ordre

On voit donc que, contrairement au cas du doublage de fréquence, la dérivé de l’enve-
loppe par rapport à l’espace dépend ici de l’enveloppe elle-même. Plus précisément,
elle dépend de son complexe conjugué. On peut simplifier le problème en faisant
l’hypothèse que l’enveloppe du signal est réelle : u∗(z, ω) = u(z, ω). Cela signifie
que la phase spectrale de l’enveloppe vaut soit 0 soit π (si on choisit judicieusement
la référence de phase) sur tout le spectre, car ce sont les seules valeurs qui conduisent
à des nombres réels : ei0 = 1 et eiπ = −1. D’un point de vue plus expérimental,
cette hypothèse revient à supposer l’absence de toute mise en forme d’impulsion qui
introduise des phases autres que 0 ou π. En particulier, on suppose que toute phase
linéaire ou quadratique (chirp) due à la traversée de matériaux dispersifs est annulée
par un compensateur de dispersion.

Cette hypothèse nous conduit à un cas plus simple et proche des conditions expéri-
mentales pour lequel on peut calculer assez facilement les profils spectraux des modes
propres de l’interaction, ce qui nous suffit pour ce chapitre. Néanmoins, une analyse
plus générale sera nécessaire dans le chapitre 4, où nous allons démontrer l’existence
de corrélations quantiques entre peignes à CEO opposés générés par un SPOPO en
configuration quasi-dégénérée. Ainsi, dans la suite de la section, on analysera en
détail le premier cas et on finira par donner les bases pour l’étude du cas plus général,
qui sera utile dans le chapitre ultérieur.

2.5.2 Solution simplifiée : hypothèse de l’enveloppe réelle

Si l’enveloppe du signal est réelle, alors l’équation de propagation (2.5.2) peut se
réécrire sous la forme d’une équation différentielle linéaire ordinaire :

∂us

∂z
(z, ω) = K(z)us(z, ω), (2.5.4)

où K(z) est une forme intégrale agissant sur l’enveloppe du champ de la manière
suivante :

K(z)u(z, ω) =

∫
K(z, ω, ω′)u(z, ω′)

dω′

2π
(2.5.5)

et son noyau s’écrit

K(z, ω, ω′) =
iωχ(2)

2nc
up(z, ω + ω′)ei∆k(ω,ω′)z. (2.5.6)

La solution de (2.5.4) est alors donnée exactement par

us(zB, ω) = eS0us(zA, ω), (2.5.7)

où zA = −lc/2 et zB = lc/2 sont les points où se situent les extrémités du cristal et
S0 est la forme intégrale

S0 =

∫ zB

zA

K(z)dz. (2.5.8)
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2.5 Conversion paramétrique "descendante"

Son noyau, S0(ω, ω′), s’obtient également par intégration de K(z, ω, ω′) entre zA et
zB. Si on fait l’hypothèse de non-déplétion de la pompe, up(z, ω) ≈ up(ω), l’intégrale
se calcule très facilement et on trouve :

S0(ω, ω′) =
iωχ(2)lc

2nc
up(ω + ω′)Φ(ω, ω′) , (2.5.9)

Φ(ω, ω′) étant la fonction liée à l’accord de phase définie en (2.4.6).
Pour la suite, il sera également utile de définir la fonction de distribution spectrale

conjointe

L(ω, ω′) = up(ω + ω′)Φ(ω, ω′) . (2.5.10)

Pour des largeurs spectrales suffisamment petites, on peut faire l’approximation
ω/n ' ω0/n0. Ainsi, S0(ω, ω′) et L(ω, ω′) sont liées par une constante :

S0(ω, ω′) =
iω0χ

(2)lc
2n0c

L(ω, ω′). (2.5.11)

On note que, comme l’enveloppe signal est supposée réelle, l’équation (2.5.7) nous
dit que le noyau de S0 doit être réel. Ainsi, l’hypothèse initiale impose que up soit un
imaginaire pur, c’est-à-dire la pompe a un déphasage de ±π/2 par rapport au signal.
Ceci nous placera dans les situations d’amplification et déamplification maximales du
signal, comme on le verra plus tard.

Avant de passer au calcul des modes propres de l’interaction, présentons d’abord
quelques considérations sur l’accord de phase et les différences fondamentales entre
la conversion paramétrique et le doublage de fréquence.

2.5.3 L’accord de phase

Le développement autour des fréquences centrales des termes de ∆k(ω, ω′) dans
(2.5.3) donne, jusqu’à l’ordre 2 :

∆k(ω, ω′) = ∆k(ω0, ω0) +

(
1

vg,p

− 1

vg,s

)
(ω + ω′ − 2ω0)

+
1

2
GVDp(ω + ω′ − 2ω0)2 − 1

2
GVDs

[
(ω − ω0)2 + (ω′ − ω0)2

]
,

(2.5.12)

où, comme dans le cas du doublage, le terme constant ∆k(ω0, ω0) s’annule quand
n(2ω0) = n(ω0).
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2 Optique non-linéaire du second ordre

2.5.4 Conversion paramétrique vs. Doublage de fréquence

Les conditions d’accord de phase de la conversion paramétrique sont strictement les
mêmes que celles du doublage. On atteint donc la condition ∆k(ω0, ω0) = 0 via un
accord de phase du type I (o→ e+ e), sur les mêmes plans du cristal, avec les mêmes
angles de coupe. Néanmoins, on ne peut pas considérer la conversion paramétrique
comme un processus parfaitement inverse à celui du doublage, dans le sens où, si
on double le peigne généré par PDC, on ne retrouve pas la pompe de départ avec un
cristal identique de même longueur.

Cette asymétrie existe pour une raison simple. Lors du doublage, si on prend un
cristal d’épaisseur assez faible, afin qu’on puisse négliger l’effet de la dispersion, la
largeur du peigne doublé dépend essentiellement de la largeur du peigne initial, ∆ω.
En revanche, lors de la conversion paramétrique en utilisant ce même cristal fin, la
conservation de l’énergie autorise qu’un photon à 2ω0, par exemple, soit converti en
deux photons aux fréquences ω0 +nωr et ω0−nωr, même pour des valeurs de n telles
que nωr dépasse largement ∆ω. Le peigne infrarouge généré peut être donc beaucoup
plus large que celui de départ, et sa largeur sera limitée seulement par les conditions
d’accord de phase du cristal. Comme on suppose ici un cristal fin, les conditions
d’accord de phase sont très favorables, mais peuvent rester assez peu contraignantes
même pour des épaisseurs importantes.

Pour cette raison, contrairement au cas du doublage, on ne peut pas négliger
l’influence de la GVD dans la conversion paramétrique afin de décrire correctement
les propriétés spectrales du peigne généré. On conserve donc l’expression (2.5.12) avec,
bien sûr, ∆k(ω0, ω0) = 0.

On peut alors calculer la fonction de distribution spectrale conjointe, qui dépend de
l’accord de phase et du profil spectrale de la pompe. Le graphe (b) de la figure 2.5.2
montre le résultat de ce calcul pour un cristal BIBO de longueur lc = 0, 5 mm et une
pompe gaussienne de largeur spectrale ∆λ = 2, 1 nm (FWHM en intensité) centrée à
400 nm. Le graphe (a) montre, à titre de comparaison, ce que l’on obtient si on ne prend
pas en compte la GVD : c’est alors la dispersion du deuxième ordre qui limite la bande
spectrale de la conversion paramétrique. Un calcul supplémentaire montre que l’effet
des ordres supérieurs de la dispersion sur l’allure de L(ω, ω′) est négligeable. L’allure
antidiagonale des graphes montrés ici est résultat de la conservation de l’énergie, qui
impose que la somme des fréquences d’une paire de photons créée, ω + ω′, doit rester
dans la bande spectrale de la pompe.

2.5.5 Modes propres de la conversion paramétrique

Les modes propres de la transformation définie par (2.5.7) peuvent s’obtenir à partir
de S0. En effet,

S0u = λu⇔ eS0u = eλu. (2.5.13)
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2.5 Conversion paramétrique "descendante"
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Figure 2.5.2: Amplitude de la distribution spectrale conjointe |L(ω, ω′)| de la conversion
paramétrique avec un cristal BIBO (a) sans prendre en compte la GVD
(b) avec la GVD. Les abscisses et les ordonnées donnent la distance de la
fréquence ω (ou ω′) à la fréquence centrale ω0 en unités de ωr = 2π × 76
MHz.

Comme S0(ω, ω′) est proportionnelle à la distribution spectrale conjointe, ces modes
propres sont entièrement déterminés par la fonction d’accord de phase et les propriétés
spectrales de la pompe. Si on pompe avec un peigne de fréquences, les modes propres
sont aussi des peignes de fréquence 7, et leur largeur spectrale typique est limitée
par l’accord de phase (GVD et longueur du cristal, essentiellement, dans le cas de la
conversion paramétrique). On peut déduire l’enveloppe spectrale des modes propres de
la conversion paramétrique en effectuant l’équivalent d’une décomposition de Schmidt
sur la distribution spectrale conjointe. Or L(ω, ω′) est une fonction symétrique dans
ce cas. Donc cette décomposition prend la forme suivante :

L(ω, ω′) =
∑
j

Λju
(j)
s (ω)u(j)

s (ω′), (2.5.14)

où les Λj sont les "coefficients de Schmidt" et les u(j)
s sont les "modes de Schmidt". Si

on ne considère que les fréquences ωn du peigne, la fonction L(ω, ω′) devient une
matrice L d’éléments

Ln,n′ =
∑
j

Λju
(j)
s,nu

(j)
s,n′ , (2.5.15)

7. Ce résultat, qui paraît évident, sera démontré en détail dans le chapitre 4.
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2 Optique non-linéaire du second ordre

avec Ln,n′ = L(ωn, ωn′) et u(j)
s,n = u

(j)
s (ωn). On a donc

L =
∑
j

Λj |u(j)
s 〉 〈u(j)

s | , (2.5.16)

où on définit les vecteurs (Attention ! Malgré la notation, ces calculs sont clas-
siques.)

|u(j)
s 〉 =



...
u

(j)
s,n−1

u
(j)
s,n

u
(j)
s,n+1

...

 et 〈u(j)
s | = |u(j)

s 〉
†

= |u(j)
s 〉

T
. (2.5.17)

Les "modes de Schmidt" sont les vecteurs propres de L :

L |u(j)
s 〉 =

∑
j

Λj |u(j)
s 〉 〈u(j)

s |u(i)
s 〉 = Λi |u(i)

s 〉 . (2.5.18)

Trouver les modes propres de la conversion paramétrique revient alors à diagonaliser
cette matrice. Le vecteur propre |u(j)

s 〉 donne le profil spectral du j-ème mode propre
et Λj est sa valeur propre.

Si à l’entrée du cristal nous avons un mode propre de l’interaction, c’est-à-dire
|us〉A = |u(j)

s 〉, la relation d’entrée-sortie (2.5.7) s’écrit

|us〉B = eiglcL |u(j)
s 〉 = eiglcΛj |u(j)

s 〉 (2.5.19)

où nous avons utilisé (2.5.11) avec g ≡ ω0χ
(2)/2n0c. On voit donc que le signal est

amplifié (ou désamplifié) si la partie imaginaire de Λj est négative (ou positive). Or,
d’après (2.5.10) et (2.5.14), et du fait que l’enveloppe du signal est supposée réelle, la
phase de la pompe (up) détermine la phase des Λj . On retrouve donc le phénomène
connu par le nom d’amplification sensible à la phase.

D’une manière générale, quand la pompe a un profil gaussien, le calcul des modes
propres donne des peignes de fréquences dont les profils s’assimilent à des fonctions
d’Hermite-Gauss 8 et les valeurs propres sont toutes imaginaires pures. Ces modes
propres sont souvent appelés supermodes, car ils consistent en des superpositions de
plusieurs dizaines de milliers de modes monochromatiques. Le premier supermode,
celui avec la plus grande valeur propre en valeur absolue, Λ0, a un profil proche d’une
gaussienne. Le deuxième a une valeur propre de signe inversé et qui correspond à la

8. Les modes propres seraient exactement des fonctions d’Hermite-Gauss si la fonction L(ω, ω′)
était gaussienne.
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2.5 Conversion paramétrique "descendante"
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Figure 2.5.3: Conversion paramétrique quasi-dégénérée avec un cristal BIBO de longueur
0,5 mm. (a) Distribution spectrale conjointe dans l’espace des longueurs
d’onde. (b) 100 premières valeurs propres (normalisées). (c) Profils spec-
traux des trois premiers modes propres.

deuxième valeur propre la plus grande en valeur absolue. Son profil spectral est proche
de la deuxième fonction d’Hermite-Gauss. Les supermodes suivants correspondent
aux fonctions d’Hermite-Gauss d’ordres supérieurs et les signes des valeurs propres
continuent de s’alterner, leurs valeurs absolues diminuant progressivement, comme
on peut voir sur les figures 2.5.3 et 2.5.4, établies pour une pompe de largeur ∆λ = 2, 1
nm et des longueurs de cristal différentes. L’alternance de signe des valeurs propres
montre que tandis que les modes paires (j = 0, 2, 4, . . .) sont amplifiés (pour un
choix judicieux de la phase relative de la pompe), les modes impaires (j = 1, 3, 5, . . .)
subissent une désamplification.

Dans le cas du cristal de longueur 0,5 mm (figure 2.5.3), les modes propres sont
très larges spectralement : ∆λ & 50 nm. Au delà de j = 100, les valeurs propres
sont négligeables. Les supermodes correspondants ne se couplent donc pas à la pompe.
Notez que la dimensionnalité du problème a été considérablement réduite : si au départ
nous avions des dizaines de milliers de modes longitudinaux monochromatiques, on a
affaire à moins d’une centaine de modes large-bande après la diagonalisation.

Lorsqu’on utilise un cristal plus large, l’accord de phase devient plus contraignant
et les supermodes peuvent devenir substantiellement plus étroits spectralement. La
figure 2.5.4 donne l’exemple d’un cristal de 2 mm de longueur, pour lequel la largeur
du premier mode propre (7 nm, FWHM en intensité) est comparable à celle du mode
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2 Optique non-linéaire du second ordre
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Figure 2.5.4: Conversion paramétrique quasi-dégénérée avec un cristal BIBO de longueur
2 mm. (a) Distribution spectrale conjointe dans l’espace des longueurs
d’onde. (b) 150 premières valeurs propres (normalisées). (c) Profils spec-
traux des trois premiers modes propres.

nécessaire pour générer la pompe par doublage à travers un cristal BIBO fin. On voit
que la première quinzaine de supermodes se couple à la pompe avec à peu près la
même intensité, ce qui n’est pas le cas pour le cristal de 0,5 mm, où les valeurs propres
diminuent en valeur absolue assez rapidement. On remarque aussi que les valeurs
propres deviennent virtuellement nulles seulement à partir de la 150ème environ. Si on
explore des cristaux plus épais, une quantité encore plus grande de modes est couplée
à la pompe avec la même intensité que le premier supermode et le nombre de valeurs
propres non-négligeables devient aussi plus important. On a alors un processus très
multimode, même si le couplage individuel de chaque supermode à la pompe est plus
faible, car il est dilué dans une quantité plus élevée de modes.

2.5.6 Solution générale de l’équation de propagation via
développement de Magnus

Lorsque l’on ne fait pas l’hypothèse de l’enveloppe réelle, us(z, ω) peut prendre des
valeurs complexes et on doit utiliser l’équation de propagation telle qu’elle est écrite
en (2.5.2). Dans ce cas, us se couple 9 à u∗s et nous devons traiter l’équation comme un

9. Lorsqu’on passera au traitement quantique des phénomènes non-linéaires, la dépendance de us

en u∗s (et vice-versa) se traduira par un couplage entre les opérateurs d’annihilation et de création.
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2.5 Conversion paramétrique "descendante"

problème à deux dimensions, où il convient de définir le vecteur

us(z, ω) =

(
us(z, ω)
u∗s (z, ω)

)
. (2.5.20)

Alors on peut réécrire l’équation de propagation sous la forme d’une équation matri-
cielle différentielle linéaire ordinaire

∂us

∂z
(z, ω) = K(z)us(z, ω), avec K(z) =

(
0 K(z)
K∗(z) 0

)
, (2.5.21)

où K(z) est défini comme dans (2.5.5) et (2.5.6).
Afin de trouver la solution de l’équation ci-dessus, il faut tenir compte du fait que

K(z) et K(z′) ne commutent pas pour toute paire (z, z′). Ceci implique que l’on ne
peut pas, en général, écrire la solution comme l’exponentielle de l’intégrale de K(z),
le tout multiplié par la condition initiale. Dans ce cas, la solution exacte peut être
écrite sous forme d’un développement de Magnus [Mukamel 95] :

us(zB, ω) = exp

(
∞∑
k=1

Pk(zB, zA)

)
us(zA, ω), (2.5.22)

où

P1(zB, zA) =

∫ zB

zA

K(z)dz

P2(zB, zA) =
1

2

∫ zB

zA

dz
∫ z

zA

dz′[K(z),K(z′)]

P3(zB, zA) =
1

6

∫ zB

zA

dz
∫ z

zA

dz′
∫ z′

zA

dz′′([K(z),[K(z′),K(z′′)]]+

[K(z′′), [K(z′),K(z)]])
. . .

Un des avantages du développement de Magnus par rapport à d’autres méthodes
réside dans le fait que la transformation reliant la solution obtenue et la condition
initiale reste unitaire et elle conserve les relations de commutation à tous les ordres
du développement, ce qui sera utile quand on passera à la description quantique.

À l’aide de l’équation (2.5.6), on voit que K(z) est proportionnel au produit entre
le coefficient non-linéaire et l’amplitude de la pompe, χ(2)up, quantité liée au gain
paramétrique en simple passage à travers le cristal. Le terme Pn(zB, zA) de la série
est donc proportionnel à

(
χ(2)up

)
n. Si on suppose le gain paramétrique suffisamment
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2 Optique non-linéaire du second ordre

Figure 2.6.1: Schéma de la somme de fréquences dégénérée en fréquence. s : signal ; c :
complémentaire ; p : pompe. Les faisceaux se propagent en configuration
colinéaire suivant z et les faisceaux signal et pompe, tous deux centrés en
ω0, sont discernables car ses polarisations sont croisées.

petit, on peut alors garder uniquement le premier terme de la série, ce qui conduit à la
solution approximée :

us(zB, ω) = G0us(zA, ω), avec G0 = exp

(
0 S0

S∗0 0

)
, (2.5.23)

où S0 est définie comme dans (2.5.8). Quand l’interaction a lieu dans une cavité
optique, le taux de conversion paramétrique par tour de cavité est généralement faible
en dessous du seuil. Cette solution reste donc une bonne approximation dans le cas du
SPOPO et sera utilisée pour établir les relations d’entrée-sortie de ce dispositif dans le
chapitre 4.

2.6 Somme de fréquences

Passons maintenant à l’étude du phénomène de somme de fréquences (SFG, de l’an-
glais Sum Frequency Generation). D’une manière générale, trois ondes prennent part
dans ce processus : un faisceau pompe, un mode signal et un mode complémentaire,
dont on note les fréquences centrales, respectivement, ωp, ωs et ωc = ωp + ωs. On
s’intéresse au cas particulier dégénéré en fréquence, où ωs = ωp = ω0, mais pompe et
signal sont discernables, ce qui le différencie du doublage traité en section (2.4). Une
autre différence fondamentale entre le doublage ordinaire et la somme de fréquences
traitée ici est le fait que la pompe, centrée en ω0, est supposée intense par rapport aux
deux autres faisceaux, et elle n’est donc pas perturbée pendant la propagation.

Pour étudier cet effet non-linéaire, on choisit une configuration colinéaire du type
II (pompe et signal ont des polarisations croisées, d’où leur discernabilité) où tous les
faisceaux se propagent selon un axe z (figure 2.6.1).
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2.6 Somme de fréquences

2.6.1 Équations de propagation

On s’intéresse à la propagation des faisceaux signal et complémentaire dans le
cas où la pompe est suffisamment intense devant ces deux faisceaux. On peut alors
négliger la déplétion du faisceau pompe et supposer que son enveloppe up ne dépend
pas de z. Comme dans les cas précédents, on exprime d’abord les polarisations non-
linéaires :

P (+,2)
s (z, ω) = ε0χ

(2)

∫
E(−)

p (z, ω′ − ω)E(+)
c (z, ω′)

dω′

2π
(2.6.1)

P (+,2)
c (z, ω) = ε0χ

(2)

∫
E(+)

p (z, ω − ω′)E(+)
s (z, ω′)

dω′

2π
. (2.6.2)

On obtient ainsi, grâce à (2.2.13), les équations de propagation du signal et du complé-
mentaire

∂us

∂z
(z, ω) =

iω0χ
(2)

2nsc

∫
u∗p(ω′ − ω)uc(z, ω

′)e−i∆k(ω′,ω)z dω′

2π
(2.6.3)

∂uc

∂z
(z, ω) =

i2ω0χ
(2)

2ncc

∫
up(ω − ω′)us(z, ω

′)ei∆k(ω,ω′)z dω′

2π
(2.6.4)

où ns ≡ ns(ω0), nc ≡ nc(ω0) et l’accord de phase s’écrit

∆k(ω, ω′) = kp(ω − ω′) + ks(ω
′)− kc(ω). (2.6.5)

Dans (2.6.3) et (2.6.4), on suppose que les spectres du signal et du complémentaire
sont suffisamment étroits pour qu’on puisse écrire ω/ns(ω) ' ω0/ns et ω/nc(ω) '
2ω0/nc, ce qui est tout à fait raisonnable pour des impulsions d’une centaine de
femtosecondes.

Pour résoudre ces équations il convient de les réécrire sous forme matricielle. On
définit alors le vecteur

u(z, ω) =

√ ns

ω0
us(z, ω)√

nc

2ω0
uc(z, ω)

 (2.6.6)

et on a une équation matricielle différentielle linéaire ordinaire

∂u

∂z
(z, ω) = K(z)u(z, ω), avec K(z) =

(
0 −K†(z)
K(z) 0

)
, (2.6.7)

où K(z) est une forme intégrale de noyau

K(z, ω, ω′) =
iω0χ

(2)

c
√

2nsnc

up(ω − ω′)ei∆k(ω,ω′)z. (2.6.8)
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2 Optique non-linéaire du second ordre

Notons que la définition du vecteur u(z, ω) comprend les enveloppes signal et complé-
mentaire, tandis que l’équation différentielle matricielle de la conversion paramétrique
a été établie précédemment pour un vecteur us(z, ω) contenant l’enveloppe signal
et son complexe conjugué (cf. équation (2.5.20)). Dans chaque cas on décrit donc des
phénomènes fondamentalement différents, mais avec des équations formellement très
proches dans l’écriture matricielle. Afin de trouver la solution de l’équation (2.6.7),
on applique alors la même technique qui a été utilisée dans le cas de la conversion
paramétrique : le développement de Magnus.

2.6.2 Solution via Développement de Magnus

La solution de (2.6.7) peut s’exprimer de façon approximée, comme dans le cas de
la conversion paramétrique, par un développement de Magnus tronqué au premier
ordre. On intègre donc K(z) suivant z entre les extrémités du cristal, zA = −lc/2 et
zB = lc/2. L’exponentielle du résultat donne la matrice de la transformation dans le
cristal, qui relie les valeurs du vecteur u(z, ω) à l’entrée et à la sortie :

u(zB, ω) = G0u(zA, ω), avec G0 = exp

(
0 −S†0
S0 0

)
(2.6.9)

où le noyau de S0 est établi par intégration de (2.6.8) suivant z :

S0(ω, ω′) =
iω0χ

(2)lc
c
√

2nsnc

up(ω − ω′)Φ(ω, ω′) , (2.6.10)

où Φ(ω, ω′) est défini en (2.4.6).
On voit donc apparaître la distribution spectrale conjointe de la somme de fré-

quences :
L(ω, ω′) = up(ω − ω′)Φ(ω, ω′) (2.6.11)

qui diffère de celle de la conversion paramétrique (différence de fréquences), par le
signe moins dans l’argument de l’enveloppe de la pompe. Nous verrons dans la suite
de ce chapitre que ce signe joue un rôle fondamental dans la forme de la distribution
spectrale conjointe et fait ressortir des phénomènes qui nous seront utiles dans la
manipulation d’états quantiques.

2.6.3 L’accord de phase avec un cristal BIBO

Le développement de Taylor de l’accord de phase jusqu’au deuxième ordre donne

∆k(Ω,Ω′) = ∆k0 +
(
k′p − k′c

)
Ω +

(
k′p − k′s

)
Ω′

+
1

2

(
k′′p − k′′c

)
Ω2 +

1

2

(
k′′p + k′′s

)
Ω′2 + k′′pΩΩ′, (2.6.12)
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2.6 Somme de fréquences

où Ω = ω − 2ω0 et Ω′ = ω′ − ω0 se réfèrent respectivement aux fréquences du mode
complémentaire et du mode signal ; ∆k0 = kp(ω0)+ks(ω0)−kc(2ω0) donne l’accord
de phase aux fréquences centrales ; k′i = 1/vg,i et k′′i = GVDi, avec i = s, c, p, sont
des dérivées calculées aux fréquences ω0 (pour le signal et la pompe) et 2ω0 (pour le
complémentaire).

L’accord de phase au premier ordre, ∆k0 = 0, est atteint quand

nc(2ω0) =
np(ω0) + ns(ω0)

2
. (2.6.13)

A l’aide du logiciel SNLO, on trouve facilement une configuration où cet accord de
phase est possible avec un cristal BIBO pour une pompe centrée en 800 nm : accord
type II (o+ e→ o) sur le plan principal xz du cristal. La pompe et complémentaire
se propagent donc avec l’indice de réfraction ordinaire et le signal avec l’indice de
réfraction extraordinaire. D’après ce logiciel, les angles de propagation du vecteur
kp/||kp|| = sin θ cosφux + sin θ sinφuy + cos θuz dans le cristal 10 sont θ = 84, 4◦

et φ = 0◦. Le coefficient non-linéaire effectif vaut deff = 0, 354 pm/V (environ
10 fois plus petit que dans la configuration du doublage type I et de la conversion
paramétrique quasi-dégénérée, deff = 3, 72 pm/V). Les dérivées des ki sont aussi
données :

k′p = 6127 fs/mm k′′p = 155, 2 fs2/mm

k′s = 6614 fs/mm k′′s = 200, 8 fs2/mm (2.6.14)

k′c = 6898 fs/mm k′′c = 579, 6 fs2/mm

2.6.4 Forme de la distribution spectrale conjointe

Considérons un cristal BIBO de longueur lc = 0.5 mm et une pompe gaussienne de
largeur spectrale à mi-hauteur en intensité équivalente à ∆λ = 6 nm. La figure 2.6.2
donne la distribution spectrale conjointe dans ce cas particulier et explicite l’influence
de l’accord de phase et de l’enveloppe de la pompe sur la forme de la distribution. La
fonction d’accord de phase est pratiquement antidiagonale alors que l’enveloppe de la
pompe est parfaitement diagonale, grâce au signe moins dans son argument :

up(Ω− Ω′) = exp

[
−(Ω− Ω′)2

2σ2

]
. (2.6.15)

Le croisement de ces deux fonctions réduit considérablement l’étendue de la distri-
bution spectrale par rapport à la conversion paramétrique (si on compare les mêmes

10. ux, uy et uz sont les vecteurs orthonormaux qui définissent les axes propres du cristal. Attention
à ne pas confondre l’axe z du cristal avec l’axe de propagation des faisceaux, aussi appelé z.
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2 Optique non-linéaire du second ordre
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Figure 2.6.2: Distribution spectrale conjointe de la somme de fréquences avec un cristal
BIBO de longueur 0.5 mm et pompe gaussienne de largeur ∆λ = 6 nm.
Les axes expriment les fréquences Ω (en ordonnées) et Ω′ (en abscisses)
en unités de 106 × ωr.

longueurs de cristal). Dans ce dernier cas, le graphe de l’enveloppe up(Ω + Ω′) est
antidiagonal et parfaitement aligné à celui de l’accord de phase au premier ordre, la
limitation étant la dispersion d’ordre 2 (GVD). Ici, toutefois, le spectre de la pompe
"coupe" la fonction d’accord de phase à des fréquences proches du centre, en annulant
l’effet de la GVD. Donc seulement la partie linéaire du développement (2.6.12) est
importante :

∆k(Ω,Ω′) =
(
k′p − k′c

)
Ω +

(
k′p − k′s

)
Ω′. (2.6.16)

2.6.5 Modes propres de la somme de fréquences

Quand nous avons traité la conversion paramétrique, le fait que la distribution
spectrale conjointe était symétrique faisait que sa décomposition de Schmidt revenait
à une simple diagonalisation de la matrice L. Or, la distribution spectrale conjointe de
la figure 2.6.2 n’est pas symétrique car sa projection sur l’axe horizontal est centrée
en 800 nm et, sur l’axe vertical, en 400 nm. Il faut alors procéder à une décomposition
en valeurs singulières (SVD, de l’anglais Singular Value Decomposition) de cette
matrice. On a ainsi une décomposition du type (On rappelle que tous les calculs de
ce chapitre sont classiques.)

L =
∑
j

Λj |u(j)
c 〉 〈u(j)

s | . (2.6.17)

Le résultat du calcul numérique de la SVD est montré dans la figure 2.6.3. Le graphe
(a) montre les coefficients de Schmidt Λi obtenus, normalisés tels que

∑
i Λ

2
i = 1. On

voit que le premier coefficient est beaucoup plus grand que les suivants (on montre
également en (b) et (c) les modes signal et idler couplés par le premier coefficient).
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2.6 Somme de fréquences
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Figure 2.6.3: Décomposition de Schmidt de la somme de fréquences. Les modes signal
et idler présentés sont ceux couplés par le premier coefficient de Schmidt,
celui le plus grand.

L’interaction est alors presque monomode. En effet, si on oublie les oscillations
dues au sinus cardinal de l’accord de phase, la distribution spectrale conjointe peut
presque être écrite comme le produit de deux gaussiennes, l’une dépendante de Ω,
l’autre de Ω′, et la décomposition de Schmidt n’a qu’un seul terme important. La
distribution spectrale est alors factorisable. Cette propriété est intéressante car elle
permet d’envisager la manipulation d’états quantiques multimodes en transférant au
faisceau complémentaire les propriétés quantiques d’un mode choisi du signal, comme
on le verra dans la section 8.2.5.

On précise que la factorisabilité est d’autant plus juste que l’accord de phase est
proche de l’antidiagonale. On peut satisfaire à cette condition, du moins en principe,
en accordant les vitesses de groupe du signal et du complémentaire, ce qui nous
permettrait d’écrire :

∆k(Ω,Ω′) =
(
k′p − k′s

)
(Ω + Ω′) , si k′s = k′c. (2.6.18)

Pour disposer des accords de phase et de vitesse de groupe simultanément, on peut
imaginer par exemple de passer en configuration non-colinéaire et jouer sur l’angle,
supposé petit, entre la pompe et le signal. On se contentera néanmoins ici d’étudier la
configuration colinéaire.

On peut quantifier le rang de cette transformation, c’est-à-dire le nombre de modes
qui interviennent dans l’interaction, à travers le nombre de Schmidt [Eberly 06] :

KS =
1∑
j Λ4

j

. (2.6.19)

Le calcul de KS avec lc = 0.5 mm et ∆λ = 6 nm donne ' 1, 24, qui est la valeur la
plus basse qu’on puisse avoir avec toutes les longueurs possibles de cristal (à ∆λ fixé),
comme le montre la figure 2.6.4. En effet, changer la longueur fait que les largeurs
de l’enveloppe de la pompe et de l’accord de phase ne sont plus les mêmes, de sorte
que le produit des deux donne une distribution spectrale plutôt allongée sur une des
diagonales, rendant difficile sa factorisation.
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2 Optique non-linéaire du second ordre
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Figure 2.6.4: Nombre de Schmidt pour la somme de fréquences en fonction de la longueur
du cristal. On atteint le minimum à lc = 0.5 mm.
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3 Description du champ quantique et outils
pour l’optique quantique
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3.1.3 Représentation de Schrödinger vs. Représentation de Hei-
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3.2 Les modes du champ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2.1 Changement de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2.2 Monomode vs. Multimode . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.3 Représentation des états quantiques en variables continues . 63
3.3.1 Matrice densité et fonction de Wigner . . . . . . . . . . . 63
3.3.2 États gaussiens et matrice de covariance . . . . . . . . . . 63

3.4 Enveloppes lentement variables : représentation d’interaction 65
3.4.1 Notion d’enveloppe lentement variable . . . . . . . . . . 65
3.4.2 Opérateurs quantiques lentement variables . . . . . . . . 65

3.5 Relations d’entrée-sortie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.5.1 Transformations symplectiques . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.5.2 Forme générale d’une transformation symplectique en

représentation d’interaction . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Dans ce chapitre, nous allons introduire de façon très succincte le formalisme et les
notations de l’optique quantique qui nous seront utiles dans cette thèse.

3.1 Quantification du rayonnement libre

La quantification du champ classique se fait par une procédure basée sur le forma-
lisme hamiltonien et connue comme quantification canonique, introduite par Dirac en
1927 pour l’électrodynamique quantique. On développe d’abord le champ électroma-
gnétique (radiation libre) sur une base de modes normaux de vibrations complètement
découplés. La dynamique de chaque mode est décrite par deux variables qui cor-
respondent aux parties réelle et imaginaire d’une variable normale à une constante
multiplicative près. Ensuite, on montre que l’énergie totale du champ peut s’écrire
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3 Description du champ quantique et outils pour l’optique quantique

sous la forme d’un hamiltonien qui est la somme des énergies associées à chaque
mode normal, ce qui nous permet d’identifier des paires de variables canoniques conju-
guées. Enfin, comme cet hamiltonien est formellement identique à celui qui décrit une
assemblée d’oscillateurs harmoniques indépendants, on peut quantifier le champ et
la notion de photon apparaît naturellement comme une excitation élémentaire d’un
mode de ce champ, dont l’état fondamental est le vide. Cette procédure est développée
en détail en [Grynberg 10] en représentation de Schrödinger. Nous en montrons ici
les résultats pertinents et passons ensuite en représentation de Heisenberg.

3.1.1 Opérateurs d’annihilation et de création

Le découplage des modes normaux nous permet d’écrire le signal analytique du
champ électrique comme une somme discrète d’ondes planes indexées par `, indice
qui définit la polarisation et les composantes du vecteur d’onde :

E(+)(r, t) = i
∑
`

ε`E`α`(t)e
ik`·r. (3.1.1)

Dans l’expression ci-dessus, E` =
√

~ω`/2ε0L3 (où L est la dimension de la boîte
de quantification) pourra être interprété a posteriori comme l’amplitude du champ
classique avec l’énergie équivalente à celle d’un photon unique dans le mode ` ; le
vecteur ε` est la polarisation du champ ; et α` est la variable normale du mode `.

La quantification du champ consiste à associer à la variable normale α`(t) un
opérateur indépendant du temps â` qui satisfait aux relations de commutation

[â`, â
†
`′ ] = δ`,`′ et [â`, â`′ ] = 0 . (3.1.2)

â` et â†` sont les opérateurs d’annihilation et de création de photons dans le mode `,
parfois aussi appelés opérateurs bosoniques. Les états propres de l’opérateur d’annihi-
lation sont appelés états cohérents. Ces états sont particulièrement présents dans le
quotidien des expérimentateurs car ils correspondent à l’état d’un faisceau produit
par un laser largement au-dessus du seuil. On note un état cohérent par |α〉, où α est
sa valeur propre. Dans le mode `, on écrit alors

â` |α〉` = α` |α〉` . (3.1.3)

L’opérateur nombre de photons est représenté par N̂` = â†`â` et l’hamiltonien du
champ libre s’écrit

Ĥ0 =
∑
`

~ω`
(
N̂` +

1

2

)
. (3.1.4)

58

te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



3.1 Quantification du rayonnement libre

3.1.2 Opérateurs de quadrature

Les opérateurs bosoniques â et â† ne sont pas hermitiens et ne sont donc pas des
observables. On peut toutefois définir des opérateurs hermitiens de quadrature pour
un mode donné

x̂` = â†` + â`

p̂` = i
(
â†` − â`

) (3.1.5)

Classiquement, les quadratures du champ correspondent, à facteur multiplicatif près,
aux parties réelle et imaginaire du signal analytique. x̂` et p̂` sont des observables que
l’on peut mesurer par exemple à l’aide d’une détection homodyne. Ils satisfont aux
relations de commutation suivantes

[x̂`, p̂`′ ] = 2iδ``′ et [x̂`, x̂`′ ] = [p̂`, p̂`′ ] = 0 (3.1.6)

d’où on peut déduire une inégalité de Heisenberg :

∆x2
` ·∆p2

` ≥ 1, (3.1.7)

où ∆x2 = 〈(δx̂)2〉 et δx̂ = x̂− 〈x̂〉 représente les fluctuations de l’opérateur x̂. Les
états satisfaisant l’égalité dans l’équation ci-dessus avec ∆x2

` = ∆p2
` = 1 sont dits "au

bruit quantique standard" (ou shot noise, en anglais). Les états cohérents, en particulier
le vide, sont des exemples d’états qui ont cette propriété. Les fluctuations du champ
d’un état cohérent ne dépendent pas du nombre total moyen de photons N = 〈N̂〉. En
revanche, comme le nombre de photons d’un tel état suit une statistique poissonienne,
son écart-type vaut

√
N . Les fluctuations d’intensité sont donc croissantes avec le

nombre total de photons pour un état cohérent, même si celles du champ restent
constantes.

Plus généralement, on peut définir l’opérateur quadrature selon la direction fixée
par l’angle θ :

x̂θ` = eiθâ†` + e−iθâ` (3.1.8)

et les relations (3.1.5) à (3.1.7) restent valables en remplaçant x̂` et p̂` par x̂θ` et x̂
θ+π

2
` .

3.1.3 Représentation de Schrödinger vs. Représentation de Heisenberg

En représentation de Schrödinger, l’opérateur champ électrique est définit en
remplaçant la variable normale par l’opérateur d’annihilation dans l’équation (3.1.1).
On a ainsi

Ê(r) = Ê
(+)

(r) + Ê
(−)

(r)

= i
∑
`

ε`E`
(

eik`·râ` − e−ik`·râ†`

)
. (3.1.9)
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3 Description du champ quantique et outils pour l’optique quantique

Il est souvent utile de passer en représentation de Heisenberg, où la dépendance
temporelle est transférée des états aux opérateurs. À partir de l’équation de Heisenberg
avec l’hamiltonien (3.1.4), on trouve l’expression de l’opérateur annihilation dans
cette représentation

âH,`(t) = â`e
−iω`t. (3.1.10)

La substitution de cette expression dans l’équation (3.1.9) nous donne alors le champ
avec une dépendance temporelle (représentation de Heisenberg) :

ÊH(r, t) = Ê
(+)

H (r, t) + Ê
(−)

H (r, t)

= i
∑
`

ε`E`
(

ei(k`·r−ω`t)â` − e−i(k`·r−ω`t)â†`

)
. (3.1.11)

Par la suite, on se placera en représentation de Heisenberg du champ et on oubliera
l’indice H en l’absence d’ambigüité.

3.2 Les modes du champ

La quantification canonique décrit le champ électrique comme une assemblée
d’oscillateurs harmoniques dont les excitations élémentaires s’appellent les photons.
En général, ces oscillateurs harmoniques correspondent à des ondes planes oscillant
aux fréquences ω` = c ‖k`‖. Rien ne nous empêche cependant d’effectuer la procédure
de quantification du champ en le décomposant dans une autre base de modes (spatiaux,
temporels ou spatio-temporels) qui soit plus adaptée à la réalité des expériences.
Ici, on supposera que tous les modes du champ ont une polarisation linéaire et se
propagent selon un axe z. On admettra également que tous les modes ont un spectre
concentré autour d’une fréquence centrale moyenne ω0, avec une largeur spectrale
∆ω petite devant ω0, ce qui est raisonnable pour des impulsions produites par un laser
femtoseconde de 100 fs de durée.

Soit {vi(r, t)}i une base orthonormée de modes du champ, où r = (ρ, z), ρ
représentant les coordonnées transverses. Si on appelle S la surface du détecteur et T
la durée finie de la mesure, alors cette base vérifie les relations∫ t0+T

t0

∫
S

v∗i (r, t)vj(r, t)dρdt = δij, (3.2.1)

où t0 est quelconque car le temps de détection est très supérieur à l’intervalle entre
deux impulsions successives.
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3.2 Les modes du champ

Le signal analytique classique 1 s’écrit comme une combinaison linéaire des diffé-
rents modes de la base

E(+)(r, t) =
∑
i

civi(r, t) (3.2.2)

= iE0

∑
i

αivi(r, t) (3.2.3)

où les αi sont les variables normales et E0 =
√

~ω0/2ε0ScT [Treps 01]. L’opérateur
quantique du champ s’écrit

Ê(+)(r, t) = iE0

∑
i

âivi(r, t) . (3.2.4)

La définition des opérateurs de quadrature et les relations de commutation sont
identiques à celles présentées dans la section précédente.

3.2.1 Changement de base

On peut écrire les champs classiques dans une autre base de modes {wi(r, t)}i, qui
est reliée à {vi(r, t)}i par biais d’une transformation unitaire U définie par

Uij =

∫ t0+T

t0

∫
S

v∗i (r, t)wj(r, t)dρdt. (3.2.5)

On a ainsi
wj(r, t) =

∑
i

Uijvi(r, t). (3.2.6)

Le mode wi(r, t) est alors associé à de nouveaux opérateurs bosoniques b̂i et b̂†i , et le
champ quantique s’écrit

Ê(+)(r, t) = iE0

∑
b̂iwi(r, t). (3.2.7)

Le lien entre les opérateurs de création des deux bases s’exprime aussi par biais de U

b̂†j =
∑
i

Uij â
†
i (3.2.8)

et, comme U† = U−1, les opérateurs d’annihilation se relient par :

b̂j =
∑
i

U∗ij âi =
∑
i

(
U−1

)
ji
âi. (3.2.9)

1. Pour simplifier, on ne s’intéresse qu’à la valeur scalaire du champ.
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3 Description du champ quantique et outils pour l’optique quantique

3.2.2 Monomode vs. Multimode

Dans le cadre général de cette thèse, la notion d’état quantique monomode ou
multimode est essentielle. Nous montrons ici quelques points importants liés à ce
concept, traité plus en détails dans [Treps 05].

Définition Un état quantique pur |ψ〉 est dit monomode s’il existe une base de
modes {v0, v1, . . .} dans laquelle il s’écrit

|ψ〉 = |φ〉 ⊗ |0, . . . , 0, . . .〉 (3.2.10)

où |φ〉 est l’état du champ dans le premier mode de la base, v0, et tous les autres
modes sont dans l’état vide, |0〉. Un état quantique est dit multimode s’il n’est pas
monomode.

On peut montrer qu’un état est monomode si et seulement si les actions, sur cet
état, de tous les opérateurs d’annihilation âi d’une base donnée {vi}i donne des
vecteurs qui sont colinéaires. Autrement dit, tous les âi |ψ〉 sont parallèles 2. Ainsi,
une superposition quelconque d’états cohérents dans différents modes

|ψ〉 = |α0〉 ⊗ . . .⊗ |αi〉 ⊗ . . . (3.2.11)

est toujours monomode, car les vecteurs âi |ψ〉 = αi |ψ〉 sont colinéaires. En effet,
pour écrire cet état sous la forme (3.2.10), il suffit de prendre n’importe quelle base
dont le premier vecteur correspond au mode du champ moyen. L’état sera alors
cohérent dans ce mode et vide dans tous les autres. Cet état est donc intrinsèquement
monomode.

On appelle le degré n d’un faisceau multimode, le nombre minimal de modes
nécessaires pour le décrire, c’est-à-dire le nombre de modes qui ne sont pas vides dans
la décomposition modale de l’état. Toute base qui autorise cette écriture en nombre
minimal de modes est appelée une base minimale de l’état. Pour un état |ψ〉 de degré
n, on peut toujours trouver une base minimale de l’état où la valeur moyenne du
champ est non-nulle uniquement dans le premier mode (le mode du champ moyen,
par définition). En guise d’exemple, l’état (multimode de degré 2)

|ψ〉 = |α0〉 ⊗ |0sqz〉 ⊗ |0, . . . , 0, . . .〉 , (3.2.12)

où |0sqz〉 représente un état vide comprimé, est écrit dans une base minimale où le
premier mode correspond au mode du champ moyen.

2. La démonstration de ce résultat se trouve dans [Treps 05], où une interprétation concrète en est
également donnée.
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3.3 Représentation des états quantiques en variables continues

3.3 Représentation des états quantiques en variables
continues

3.3.1 Matrice densité et fonction de Wigner

Dans certaines situations physiques, on a affaire à des systèmes qui sont dans
états décrits par un mélange statistique d’états purs, |ψ1〉, |ψ2〉, etc. Ces mélanges
statistiques sont appelés des états mixtes. Pour les décrire, on utilise souvent le
formalisme de la matrice densité, définie par

ρ̂ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| , (3.3.1)

où les pi représentent les poids statistiques des différents états purs intervenant dans
l’état mixte. Ces poids vérifient

∑
i pi = 1 et on peut définir la pureté de l’état par

P = Tr
[
ρ̂2
]
. (3.3.2)

avec 0 < P < 1 pour un état mixte et P = 1 pour un état pur.
La matrice densité est un outil assez général mais s’applique difficilement à l’op-

tique quantique en variables continues car elle est difficile à manipuler et contient
notamment une infinité d’éléments. À sa place, on utilise souvent la fonction de
Wigner, qui est une fonction réelle dans l’espace des phases et dépend, dans le cas
d’un champ décomposé sur une base de N modes, des 2N quadratures du champ. Elle
a pour expression [Fabre 08]

W (x1, p1, . . . , xN , pN) =

=
1

(2π)N

∫
Tr
[
ρ̂e−i

∑
i(xix′i+pip′i)

]
ei
∑
i(xix′i+pip′i)dx′1dp′1 . . . dx

′
Ndp′N (3.3.3)

La fonction de Wigner est normalisée pour que l’intégration sur toutes les quadra-
tures (x1, p1, . . . , xN , pN ) donne 1. Si on intègre sur toutes les quadratures sauf une, le
résultat est la distribution de probabilité de cette quadrature-là. Même si ces propriétés
rapprochent la fonction de Wigner d’une distribution de probabilité de mesure sur les
quadratures, elle ne l’est pas car elle peut notamment prendre des valeurs négatives.
On dit alors que la fonction Wigner est une distribution de quasi-probabilité.

3.3.2 États gaussiens et matrice de covariance

Les états gaussiens sont, par définition, ceux dont la fonction de Wigner est gaus-
sienne. Ils sont déterminés de manière univoque par les deux premiers moments
des observables de quadrature. Le premier correspond aux valeurs moyennes des
quadratures du champ pour les différents modes considérés. Le second correspond
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3 Description du champ quantique et outils pour l’optique quantique

aux valeurs moyennes des produits des fluctuations des quadratures, par exemple,
〈(δx̂)2〉, 〈(δp̂)2〉 et 〈δx̂δp̂〉.

Les fluctuations de quadratures d’un état gaussien décrit dans une base deN modes
sont souvent représentées par une matrice de covariance V, de taille 2N × 2N . Soit
q = (x1, p1, . . . , xN , pN)T le vecteur des quadratures d’un tel état gaussien. Alors
les éléments de sa matrice de covariance sont définis par

Vij ou Vqi,qj =
〈δq̂iδq̂j〉+ 〈δq̂jδq̂i〉

2
(3.3.4)

où δq̂i = q̂i − 〈q̂i〉. La matrice de covariance est donc symétrique. Les éléments
diagonaux sont les variances 〈(δx̂1)2〉, 〈(δp̂1)2〉, 〈(δx̂2)2〉, ... et les éléments non-
diagonaux contiennent les informations sur corrélations entre les quadratures. Ces
corrélations peuvent être d’origine classique ou quantique, et parmi les états corrélés,
on distingue les états intriqués, qui ne peuvent être décrits comme une superposition
statistique de produits tensoriels.

L’inégalité de Heisenberg (3.1.7) impose des contraintes sur la matrice de covariance,
à savoir [Simon 00, Werner 01]

V + iΩ ≥ 0, (3.3.5)

où 3

Ω =


J

J
0

0
. . .

J

 , avec J =

(
0 1
−1 0

)
. (3.3.6)

L’équation matricielle (3.3.5) signifie que toutes les valeurs propres de V + iΩ sont
non-négatives (et implique, en particulier, que V > 0). Cette équation s’applique non
seulement à tous les états gaussiens, mais aussi, en général, à tous les états physiques.

La pureté d’un état peut se déduire [Adesso 04] à partir de sa matrice de covariance
par l’expression :

P =
1√

detV
. (3.3.7)

On peut citer deux exemples importants dans la classe des états gaussiens :

États cohérents Comme nous l’avons déjà vu dans ce chapitre, les états cohérents
sont les états propres de l’opérateur annihilation. Les variances des quadratures sont

3. Puisque V est symétrique, on peut remplacer le signe positif dans (3.3.5) par un signe négatif
sans changer la contrainte. On note également que le facteur devant iΩ (dans notre cas, 1) change en
fonction de la normalisation du bruit.
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3.4 Enveloppes lentement variables : représentation d’interaction

toutes égales à l’unité, et les quadratures ne sont pas corrélées entre elles. La matrice
de covariance d’un état cohérent est donc la matrice unité. Un cas particulier en est
l’état vide, dont les valeurs moyennes des quadratures sont toutes nulles.

États comprimés Pour un mode donné, la relation de Heisenberg impose ∆x2
i∆p

2
i ≥

1. Si la quadrature x̂i (resp. p̂i) a une variance inférieure à 1 et que les covariances
sont nulles, alors on parle d’état comprimé suivant la quadrature x̂i (resp. p̂i). Si l’état
est pur, l’inégalité de Heisenberg devient une égalité. Un état comprimé de champ
moyen nul est appelé vide comprimé. Il est important de préciser que le vide comprimé
comporte tout de même des photons, d’autant plus nombreux que l’état est comprimé.

3.4 Enveloppes lentement variables : représentation
d’interaction

3.4.1 Notion d’enveloppe lentement variable

Considérons un train d’impulsions (peigne de fréquences) tel que représenté dans la
figure 1.1.1 du chapitre 1. Comme nous avons vu précédemment, le champ électrique
a une porteuse à la pulsation ω0 qui est enveloppée par une fonction qui donne la
forme des impulsions. Si on se place à une position r = r0 bien définie et que l’on ne
s’intéresse qu’à la dépendance temporelle du champ classique, celui-ci s’écrit, à une
phase ajustable près,

E(t) = E(+)(t) + E(−)(t)

= A(t)e−iω0t + A∗(t)eiω0t, (3.4.1)

où A(t) est appelé l’enveloppe lentement variable du champ, car son spectre garde la
forme de celui de E(+) mais est centré à la fréquence nulle. En effet, la transformée
de Fourier de l’équation (3.4.1) donne

E(ω) = E(+)(ω) + E(−)(−ω)

= A(Ω) + A∗(−Ω), (3.4.2)

où Ω = ω − ω0 représente les (basses) fréquences de variation de A.

3.4.2 Opérateurs quantiques lentement variables

Une fois introduite la notion classique d’enveloppe lentement variable, le but à
présent est de définir un opérateur quantique lentement variable en lien avec le signal
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3 Description du champ quantique et outils pour l’optique quantique

analytique (3.2.4), ce qui nécessite une procédure plus propre prenant en compte la
dépendance transverse du champ et le processus de détection.

On se place alors, pour simplifier, dans le cas monomode transverse, c’est-à-dire
que la dépendance en ρ de tous les modes vi(r, t) pertinents est la même (par exemple,
le mode TEM00), les autres modes étant vides :

vi(r, t) = u0(ρ)v′i(z, t). (3.4.3)

Le signal analytique (3.2.4) peut alors être redéfini en omettant la dépendance trans-
verse :

Ê(+)(z, t) = iE0

∑
i

âiv
′
i(z, t) (3.4.4)

car elle n’intervient pas dans la définition des opérateurs liés à la détection, où on
intègre sur ρ le produit Ê(+)Ê(−), faisant apparaître l’intégrale

∫
S
u0(ρ)u∗0(ρ)dρ, qui

vaut 1.
Si on se place à une position z fixée, le champ analytique dépend uniquement du

temps : Ê(+)(z, t) → Ê(+)(t). On lui associe ainsi, comme dans [Kolobov 99], une
expression comparable à (3.4.1) :

Ê(+)(t) = iE0â(t)e−iω0t , (3.4.5)

où, cette fois-ci, E0 =
√

~ω0/2ε0Sc, le facteur 1/
√
T étant inclus dans â(t). La

formule (3.4.5) définit les opérateurs quantiques lentement variables â(t) et â†(t). On
parle aussi d’opérateurs bosoniques en représentation d’interaction. Sous l’hypothèse
d’un spectre pas trop large, on peut faire l’approximation suivante :

[â(t), â†(t′)] = δ(t− t′) et [â(t), â(t′)] = 0 . (3.4.6)

On peut aussi écrire l’opérateur du champ électrique positif dans le domaine
fréquentiel :

Ê(+)(ω) = iE0â(Ω) , Ω = ω − ω0, (3.4.7)

où â(Ω) =
∫

R â(t)eiΩtdt. Les relations de commutation (approximées) s’écrivent alors

[â(Ω), â†(Ω′)] = 2πδ(Ω− Ω′) et [â(Ω), â(Ω′)] = 0 . (3.4.8)

3.5 Relations d’entrée-sortie

Une expérience est en général composée de plusieurs éléments optiques linéaires
et non-linéaires qui viennent après la source et qui génèrent des faisceaux en sortie
qu’on pourra éventuellement détecter pour extraire des informations pertinentes. Si
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3.5 Relations d’entrée-sortie

on décompose le champ du faisceau en sortie sur une base de modes indexés i, en lien
avec (3.2.4),

Ê
(+)
out =

∑
i

Ê
(+)
i,out, (3.5.1)

alors le champ Ê(+)
i,out sur chaque mode en sortie est fonction de tous les champs sur

chaque mode en entrée et de leurs conjugués hermitiens, Ê(+)
1,in, Ê(−)

1,in, Ê(+)
2,in, Ê(−)

2,in, etc...
Cette relation d’entrée-sortie peut prendre de nombreuses formes suivant le schéma
expérimental, mais elle doit obéir à des contraintes pour que les champs en sortie
soient effectivement de vrais champs physiques. Autrement dit, elle doit conserver
les relations de commutation. Si c’est le cas, on dit que la relation d’entrée-sortie est
canonique. Le même raisonnement s’applique aux opérateurs d’annihilation et de
création : âi,out sera en général une fonction de â1,in, â†1,in, â2,in, â†2,in, etc...

3.5.1 Transformations symplectiques

Le cas le plus simple de transformation canonique est la propagation libre d’un
point à l’autre dans l’espace, qui ne fait que rajouter une phase à l’opérateur d’un
mode donné :

âi,out = eiφâi,in. (3.5.2)

Un exemple de transformation canonique qui mélange deux modes distincts 1 et 2
du champ est celui d’une lame séparatrice. En effet, si on appelle r et t les coefficients
de réflexion et de transmission en amplitude (r2 + t2 = 1) de la lame, on a, sur les
deux voies de sortie,

â1,out = tâ1,in + râ2,in (3.5.3)
â2,out = −râ1,in + tâ2,in. (3.5.4)

Comme dernier exemple, prenons le mélange à trois ondes, qui est à la rigueur
un phénomène non-linéaire, mais qui donne des relations d’entrée-sortie linéaires
si on suppose qu’un des champs (la pompe) est suffisamment intense pour que ses
fluctuations quantiques n’interviennent pas dans les équations d’évolution des opéra-
teurs. On peut alors parler de mélange à deux ondes. Les deux modes restants, dont la
somme des fréquences optiques donne la fréquence de la pompe, ω1 + ω2 = ω0, sont
couplés par interaction paramétrique dans un cristal non-linéaire à χ(2) en présence
de la pompe. Comme résultat, on a les relations

â1,out = â1,in cosh γ + â†2,in sinh γ (3.5.5)

â2,out = â†1,in sinh γ + â2,in cosh γ, (3.5.6)

où γ est un paramètre proportionnel à χ(2).
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3 Description du champ quantique et outils pour l’optique quantique

Figure 3.5.1: Système optique linéaire transformant les opérateurs d’annihilation et
création : les opérateurs en sortie s’écrivent linéairement en termes des
opérateurs initiaux.

Ce qui distingue le mélange à deux ondes des deux premiers exemples est le
couplage entre les opérateurs de création et d’annihilation. Et ce qui est commun à
tous les trois cas est le caractère linéaire des transformations. Ces transformations
appartiennent alors au groupe symplectique [Dutta 95], qui rassemble toutes les trans-
formations canoniques qui sont linéaires. On peut montrer que toute transformation
symplectique peut être écrite comme une succession de transformations des trois
types citées ci-dessus : propagation libre, lame séparatrice et mélange à deux ondes
[Simon 88]. Ce résultat sera mis en évidence lorsqu’on sera en train d’établir les
relations d’entrée-sortie du SPOPO, dans le chapitre 4.

3.5.2 Forme générale d’une transformation symplectique en
représentation d’interaction

L’analyse du cas du SPOPO dans le chapitre suivant sera menée de manière com-
plètement interchangeable entre temps et fréquence. Nous montrons ici une façon
assez générale d’écrire une transformation symplectique qui agit sur des opérateurs
bosoniques lentement variables, qu’ils soient écrits dans le domaine temporel, â(t),
ou fréquentiel, â(Ω).

Considérons un système optique linéaire et sans pertes. L’interaction du champ
avec ce système peut être décrite par une transformation linéaire reliant les opérateurs
bosoniques en sortie, âout et â†out, à ceux en entrée, âin et â†in (figure 3.5.1). La relation
la plus générale qu’on puisse avoir entre ces opérateurs s’exprime par l’équation
ci-dessous (et son hermitienne conjuguée) :

âout(t) = Câin(t) + Sâ†in(t)

=

∫
R
C(t, t′)âin(t′)dt′ +

∫
R
S(t, t′)â†in(t′)dt′ (3.5.7)

où C et S sont des formes intégrales et les fonctions C(t, t′) et S(t, t′) sont leurs
noyaux, qui peuvent aussi s’écrire dans le domaine spectrale en utilisant la transformée
de Fourier à deux dimensions :
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3.5 Relations d’entrée-sortie

C(Ω,Ω′) =

∫
R2

C(t, t′)e−i(Ωt+Ω′t′)dtdt′, (3.5.8)

S(Ω,Ω′) =

∫
R2

S(t, t′)e−i(Ωt+Ω′t′)dtdt′. (3.5.9)

Pour l’opérateur annihilation dans le domaine des fréquences on a une relation
similaire

âout(Ω) = Câin(Ω) + Sâ†in(Ω)

=

∫
R
C(Ω,−Ω′)âin(Ω′)

dΩ′

2π
+

∫
R
S(Ω,Ω′)â†in(Ω′)

dΩ′

2π
. (3.5.10)

où âout(Ω) =
∫

R âout(t)e
iΩtdt. On note la présence des dénominateurs en 2π et du

signe négatif dans C(Ω,−Ω′). L’action des transformations C et S n’est donc pas
définie de la même manière (vis-à-vis de ses noyaux) suivant le domaine où on se
place (temporel ou fréquentiel).

On peut ainsi, de manière très compacte, écrire l’équation matricielle suivante,
valable en temps et en fréquence 4 :(

âout

â†out

)
= R

(
âin

â†in

)
, avec R =

(
C S
S∗ C∗

)
. (3.5.11)

Comme R est une transformation symplectique, elle doit préserver les relations de
commutation. Une condition nécessaire et suffisante en est

R−1 = σR†σ avec σ =

(
1 0
0 −1

)
. (3.5.12)

Dans le chapitre qui suit, on utilise ce formalisme pour décrire les relations d’entrée-
sortie d’un SPOPO femtoseconde et en déduire ses propriétés quantiques.

4. Par convention, les caractères en gras désigneront des matrices ou des vecteurs, et ceux en police
manuscrite seront utilisés pour les formes intégrales. R, par exemple, est en gras et manuscrit, car il
s’agit d’une matrice de formes intégrales.
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en
mode Synchrone (SPOPO)
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Les trois chapitres précédents fournissent les bases nécessaires pour l’analyse des
propriétés classiques et quantiques d’un SPOPO (Synchronously Pumped Optical
Parametric Oscillator). Les propriétés quantiques d’un SPOPO ont déjà été étudiées
et établies grâce à une approche temporelle [Averchenko 10] et également avec une
approche fréquentielle [Patera 09]. Nous proposons dans ce chapitre l’utilisation d’un
formalisme symplectique qui permet le traitement à la fois en temps et en fréquence
[Jiang 12].

Nous allons établir les relations d’entrée-sortie des opérateurs quantiques du champ
à travers un SPOPO en dessous du seuil dans une base de peignes de fréquences
(section 4.4) et en déduire les propriétés quantiques des faisceaux générés (section et
4.4).
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

4.1 Définitions

4.1.1 OPO

Un OPO (Oscillateur Paramétrique Optique) est une source lumineuse similaire à
un laser. Comme celui-ci, un OPO est composé d’un résonateur optique et d’un milieu
à gain. La différence est que le fonctionnement de ce dispositif est basé non pas sur
l’émission stimulée, mais sur l’amplification paramétrique dans un cristal non-linéaire.
Les premières démonstrations expérimentales de l’oscillation paramétrique optique
ont étés réalisées en 1965, aux Bell Telephone Laboratories [Giordmaine 65] et à
Moscou [Akhmanov 66].

Dans le cas monochromatique, un OPO est pompé par un faisceau de pulsation ωp

appelé pompe, qui génère par conversion paramétrique descendante deux faisceaux,
appelés signal et complémentaire, de pulsations ωs et ωc, telles que ωp = ωs + ωc.
Si les modes des faisceaux signal et complémentaire sont identiques, alors on parle
d’OPO dégénéré. Un des intérêts d’un OPO est le fait que les longueurs d’onde signal
et complémentaire (déterminées par les conditions d’accord de phase) peuvent être
ajustées sur une large bande spectrale. Ainsi, avec un OPO, il est possible d’atteindre
des longueurs d’onde qui sont difficiles (voire impossibles) à atteindre avec un laser.
Les OPOs sont donc des instruments de grande valeur pour la spectroscopie. Une
application militaire courante consiste à utiliser la lumière large bande (3-5 µm) des
OPOs pour éblouir des missiles sensibles à la chaleur lors des attaques contre des
avions.

Comme les lasers, les OPOs possèdent un seuil, qui correspond à la puissance
de pompe nécessaire pour l’émission de faisceaux brillants dans les modes signal
et complémentaire. Ces dispositifs sont très utiles dans le domaine de l’optique
quantique : ils peuvent produire des états quantiques de la lumière, que ce soit en
dessous ou au-dessus du seuil, en configuration dégénérée ou non-dégénérée. On
peut, par exemple, créer des faisceaux jumeaux avec un OPO non-dégénéré au-dessus
du seuil, ou des états cohérents comprimés avec un OPO dégénéré sous le seuil. Ces
états comprimés peuvent être du vide comprimé (si on n’envoie que la pompe dans la
cavité) ou des faisceaux brillants, auquel cas il faut également injecter dans la cavité
un faisceau dans le mode signal.

4.1.2 SPOPO

Un SPOPO est un OPO pompé par un train d’impulsions ultracourtes dont le taux
de répétition est (en général) égal à l’intervalle spectral libre de la cavité 1. Dans le
domaine temporel, cela signifie que le temps d’un tour de cavité correspond à l’inter-

1. Dans des cas plus rares, l’ISL de la cavité est un multiple ou une fraction du taux de répétition
de la pompe.
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4.2 Relations d’entrée-sortie pour un OPO

valle entre deux impulsions consécutives. Un SPOPO est ainsi composé par une cavité
synchrone (voir chapitre 1), une pompe de large bande spectrale et, bien évidemment,
un cristal non-linéaire χ(2). Les spectres associés aux modes pompe, signal et complé-
mentaire ne sont plus monochromatiques, exactement comme pour les phénomènes
non-linéaires traités dans le chapitre 2. En effet, les modes pertinents sont des peignes
de fréquences et on note ωi, i = p, s, c, les fréquences centrales correspondantes. Dans
le domaine temporel, ce sont des trains d’impulsions de fréquences porteuses ωi. Un
avantage des SPOPOs par rapport aux OPOs monochromatiques sont les relativement
bas seuils, qui peuvent atteindre facilement les dizaines de milliwatts (même si la
pompe n’est pas résonnante) dû aux hautes puissances crêtes des impulsions.

Les premiers SPOPOs, fonctionnant en régime picoseconde, ont été conçus dans les
années 70 [Burneika 72, Tanaka 78], et les premières expériences en régime femtose-
conde ont été construites à la fin des années 80 [Edelstein 89, Mak 92]. Aujourd’hui
les SPOPOs sont disponibles commercialement et ont pour application principale la
génération d’impulsions ultracourtes à longueurs d’onde accordables.

Dans ce travail de thèse, nous nous intéressons à la création d’états quantiques
multimodes de la lumière à partir d’un SPOPO femtoseconde dégénéré en dessous
du seuil. On utilise ici le mot "dégénéré" dans le sens présenté en section 2.5, où un
peigne pompe génère, par conversion paramétrique, un peigne signal confondu avec
le complémentaire. Nous établirons dans la suite les relations d’entrée-sortie de ce
dispositif.

4.2 Relations d’entrée-sortie pour un OPO en anneau,
dégénéré, sous le seuil et sans pertes

Prenons un OPO avec une cavité en anneau et un cristal χ(2) type I en configuration
dégénérée, et admettons que la pompe n’est pas résonnante dans la cavité. M1 est le
miroir d’entrée et D représente l’ensemble de composants utilisés pour compenser la
dispersion intracavité (figure 4.2.1). On ignorera la dépendance spatiale transverse par
souci de simplicité. Dans l’espace libre en dehors de la cavité et dans l’approximation
des enveloppes lentement variables, les composantes à fréquences positives des champs
quantiques peuvent s’écrire, comme dans (3.4.5),

Ê
(+)
in (t) = iE0âin(t)e−iω0t (4.2.1)

Ê
(+)
out (t) = iE0âout(t)e

−iω0t (4.2.2)

où ω0 est la pulsation de la porteuse et les opérateurs (lentement variables) d’annihila-
tion âin et âout doivent satisfaire aux relations de commutation (3.4.6).

Pour simplifier le modèle, on admettra que les pertes sont négligeables. Alors,
comme la déplétion de pompe est négligeable en dessous du seuil, l’OPO peut être
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

Pump
M2

M1

M3

D

A B

Figure 4.2.1: Vue schématisé d’un OPO avec cavité en anneau. M1 fait office de mi-
roir d’entrée et de sortie et D représente la compensation de dispersion
intracavité.

considéré un système linéaire 2 sans pertes, où le champ de sortie ne dépend explicite-
ment que du champ d’entrée. Dans ce cas, les équations linéaires les plus générales
reliant ces deux champs sont (3.5.7) et (3.5.10), soit(

âout

â†out

)
= R

(
âin

â†in

)
, (4.2.3)

où, comme dans (3.5.11), R est une matrice 2× 2 de formes intégrales qui décrit une
transformation symplectique.

Le problème qui se pose maintenant est de trouver ce que vaut R. Puisque le
système est linéaire et sans pertes, l’expression de R peut être calculée à l’aide
des relations entre les champs classiques [Walls 08]. Cela signifie que l’on pourra
remplacer les opérateurs quantiques par les grandeurs classiques correspondantes
pour déduire le contenu de la matrice de la transformation, ce qui simplifie la notation.
Une fois la forme de R trouvée, on calculera ses vecteurs propres et valeurs propres
et on utilisera l’équation (4.2.3) pour analyser les propriétés quantiques du système.

Nous allons étudier dans la suite de cette section comment R dépend des trois
éléments indispensables de la cavité, à savoir, le miroir de couplage, la propagation
libre et l’interaction paramétrique, qui constituent les briques fondamentales des
transformations symplectiques.

4.2.1 Le miroir de couplage

On exprime un tour complet de cavité par la transformation T RT, qui relie les
champs intracavité avant et après le miroir de couplage M1, i.e.

2. Comme déjà évoqué en section (3.5.1), cela n’est pas contradictoire avec le fait que le processus
d’oscillation paramétrique est essentiellement un phénomène d’optique non-linéaire. En effet, même si
la polarisation du milieu va avec le carré du champ, les équations de propagation du champ signal sont
toutes linéaires dans l’approximation de non-déplétion de pompe (voir aussi chapitre 2).
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4.2 Relations d’entrée-sortie pour un OPO

(
A2

A∗2

)
= T RT

(
A1

A∗1

)
, (4.2.4)

où Aj(t) = E
(+)
j (t)eiω0t, j = 1, 2, représentent les enveloppes temporelles lentement

variables classiques du champ.
Au niveau du miroir M1, la condition de couplage sans perte des champs internes

avec les champs externes s’écrit

A1 =tAin + rA2

Aout =− rAin + tA2

(4.2.5)

où r et t sont les coefficients de réflexion et transmission en amplitude (r2 + t2 = 1),
qu’on admet réels et constants sur la bande spectrale considérée.

Dans le but de trouver la relation entre R, T RT, r et t on peut regrouper (4.2.3),
(4.2.4) et (4.2.5) dans un système d’équations reliant A1, A2 , Ain et Aout (où on
définit les vecteurs Ai ≡ (Ai, A

∗
i )
T ) :

Aout = RAin (4.2.6)
A2 = T RTA1 (4.2.7)
A1 = tAin + rA2 (4.2.8)

Aout = −rAin + tA2 (4.2.9)

En éliminant les champs de ses équations, on trouve R = (T RT−rI)(I−rT RT)−1,
où I est la matrice identité, soit

R =
T RT − r
1− rT RT

=
1

r

(
t2

1− rT RT

− 1

)
. (4.2.10)

Cette formule peut être considérée comme une généralisation de travaux précédents
(voir, par exemple, l’équation (5.13b) de [Reynaud 92]). On note qu’elle est indé-
pendante des conditions de pompage. Les informations relatives à ce qui se passe
dans le cristal, ainsi qu’à la propagation libre dans la cavité, sont comprises dans la
transformation T RT, qui est analysée dans la suite.

4.2.2 La propagation dans la cavité

Si on appelle SBA la transformation relative au cristal et UA1 et U1B les transfor-
mations de M1 au point A et de B à M1 (voir figure 4.2.1), on peut écrire

T RT = U1BSBAUA1.
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

On montrera dans la section 4.2.3 suivante que SBA peut être exprimée comme
le produit de deux matrices, l’une correspondant à la propagation à travers le cristal
dans l’absence de pompe et l’autre liée au gain paramétrique : SBA = UBAG0. Ainsi,

T RT = U1BUBAG0UA1 = URTGRT (4.2.11)

où URT = U1BUBAUA1 correspond à un tour dans la cavité sans pompe et GRT =
U †A1G0UA1 est une transformation liée au gain paramétrique par tour de cavité.
Dans la suite, on remplacera GRT par G0, ce qui revient à effectuer la transformation
unitaireA→ UA1A sur les enveloppes lentement variablesAin etAout simultanément.
Il convient de souligner que cette transformation n’affecte pas le lien entre Ain et
Aout. Ainsi, à partir de (4.2.11), on peut exprimer l’équation (4.2.10) sous la forme

R =
URTG0 − r
1− rURTG0

=
1

r

(
t2

1− rURTG0

− 1

)
, (4.2.12)

URT décrit une propagation linéaire dispersive et sans pertes qui transforme l’en-
veloppe initiale A1(Ω) en l’enveloppe finale A1(Ω)eiφRT(Ω), où φRT(Ω) est la phase
spectrale accumulée par la fréquence optique ω = ω0 + Ω sur un tour de cavité. C’est
une transformation unitaire et diagonale :

URT =

(
URT 0

0 U∗RT

)
(4.2.13)

de noyau fréquentiel

URT(Ω,−Ω′) =

(
URT(Ω,−Ω′) 0

0 U∗RT(Ω,−Ω′)

)
(4.2.14)

avec

URT(Ω,−Ω′) = 2πδ(Ω− Ω′)eiφRT(Ω). (4.2.15)

Nous avons ainsi, en effet,

URTA1(Ω) =

∫
R

2πδ(Ω− Ω′)eiφRT(Ω)A1(Ω′)
dΩ′

2π

= A1(Ω)eiφRT(Ω). (4.2.16)

La phase spectrale par tour de cavité peut être approximée autour de ω0 par une
fonction polynomiale en Ω. Par souci de simplicité, nous admettons que les dispersions
d’ordres supérieurs à 1 sont compensées (ou négligeables), de sorte que

φRT(Ω) = ∆RT + ΩT0, (4.2.17)
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4.2 Relations d’entrée-sortie pour un OPO

où T0 est le temps d’un tour de cavité et ∆RT est le déphasage par tour, qui décale les
pics de résonance.

On peut rendre l’écriture de (4.2.14) plus compacte en utilisant la matrice

σ =

(
1 0
0 −1

)
. (4.2.18)

On écrit alors

URT(Ω,−Ω′) = 2πδ(Ω− Ω′)eiσ(∆RT+ΩT0). (4.2.19)

Et le noyau correspondant dans le domaine temporel est donné par

URT(t, t′) = δ(t− t′ − T0)eiσ∆RT . (4.2.20)

Il décrit précisément une translation dans le temps plus un déphasage de l’enveloppe
du champ.

Nous avons donc établi, dans les domaines temporel et fréquentiel, la forme explicite
de la transformation URT décrivant la propagation libre dans la cavité. Examinons à
présent ce qui se produit en présence de la pompe.

4.2.3 Le gain paramétrique

Dans le cristal de longueur lc qui va de zA = −lc/2 à zB = lc/2, dans l’approxima-
tion de non-déplétion de la pompe, on peut décrire la propagation du signal par une
évolution linéaire de son enveloppe lentement variable :

As(z) = S(z)As(zA) (4.2.21)

où

As(z) =

(
As(z)
A∗s (z)

)
. (4.2.22)

Alors la transformation qui décrit le passage complet à travers le cristal χ(2) vaut :

SBA = S(zB). (4.2.23)

Pour montrer que SBA = UBAG0, on peut se servir d’un résultat du chapitre 2 qui
établi la transformation de la conversion paramétrique pour l’amplitude us du champ,
lié à As par la relation

As(z,Ω) = E(+)
s (z, ω) = eiσks(ω)zus(z, ω). (4.2.24)

On rappelle ici ce résultat (équation (2.5.23)) :
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

us(zB, ω) = G0us(zA, ω), avec G0 = exp

(
0 S0

S∗0 0

)
, (4.2.25)

où le noyau de S0 est, à une constante près, la distribution spectrale conjointe de la
conversion paramétrique (voir équation (2.5.11)) :

S0(ω, ω′) = iχlcup(ω + ω′)Φ(ω, ω′), avec χ =
ω0χ

(2)

2n0c
(4.2.26)

On trouve ainsi

SBA = UBAeiσks(ω)zAG0e−iσks(ω)zA , (4.2.27)

où UBA = eiσks(ω)lc est la transformation unitaire due au cristal en l’absence de pompe.
En utilisant le même argument grâce auquel nous avons pu remplacer GRT par G0

dans l’équation (4.2.12), on substitue ici G0 à la place de eiσks(ω)zAG0e−iσks(ω)zA .
De cette façon, on obtient le résultat annoncé précédemment :

As(zB,Ω) = SBAAs(zA,Ω), avec SBA = UBAG0 , (4.2.28)

qui montre que la transformation décrivant le passage à travers le cristal est composé
d’une partie équivalente à une propagation libre et d’une deuxième responsable par le
gain paramétrique.

Nous connaissons déjà la forme de G0 grâce à (4.2.25). On s’intéresse maintenant à
la forme explicite de S0 tenant compte des propriétés spectrales/temporelles de la
pompe.

On peut réexprimer (4.2.26) en termes de l’enveloppe lentement variableAp évaluée
au centre du cristal (z = 0) :

S0(Ω,Ω′) = iχlcAp(Ω + Ω′)Φ0(Ω,Ω′), (4.2.29)

où Φ0(Ω,Ω′) = Φ(Ω + ω0,Ω
′ + ω0).

Pour trouver le noyau de S0 dans le domaine temporel, on doit évoquer les pro-
priétés temporelles de la pompe. Dans le cas d’un SPOPO, l’intervalle de temps entre
deux impulsions successives de la pompe est synchronisé avec le temps T0 que met
la lumière pour réaliser un tour de cavité, de sorte que l’enveloppe de la pompe peut
s’écrire :

Ap(t) = Ep

∑
k

e2ik∆0αp(t− kT0) . (4.2.30)
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4.2 Relations d’entrée-sortie pour un OPO

Cette expression représente un train d’impulsions d’enveloppe individuelle αp(t).
D’une impulsion à la suivante, la porteuse prend un déphasage de 2∆0 par rapport
à l’enveloppe (le décalage en fréquence du peigne vaut donc 2∆0/T0). La fonction
αp(t) a comme support l’intervalle T0 = [0, T0] et est normalisée de telle sorte que∫

T0
|αp(t)|2dt = 1. E 2

p est l’énergie d’une impulsion.
La transformée de Fourier de Ap(t) vaut

Ap(Ω) = Ep

∑
k

eik(2∆0−ΩT0)αp(Ω), (4.2.31)

ce qui nous permet de calculer S0 dans le domaine temporel :

S0(t, t′)
(4.2.29)

=

∫
R2

iχlcAp(Ω + Ω′)Φ0(Ω,Ω′)e−i(Ωt+Ω′t′) dΩ

2π

dΩ′

2π

(4.2.31)
=

∑
k

e2ik∆0

∫
R2

iχlcEpαp(Ω + Ω′)Φ0(Ω,Ω′)

× e−i[Ω(t−kT0)+Ω′(t′−kT0)] dΩ

2π

dΩ′

2π

S0(t, t′) =
∑
k

Sc(t− kT0, t
′ − kT0)e2ik∆0 (4.2.32)

où nous avons défini la forme intégrale Sc, de noyau spectral

Sc(Ω,Ω
′) = iχlcEpαp(Ω + Ω′)Φ0(Ω,Ω′). (4.2.33)

S0(t, t′) représente l’interaction du cristal avec le train d’impulsions de la pompe,
tandis que Sc(t, t

′) symbolise l’interaction d’une impulsion unique avec le cristal. On
supposera pour la suite que

Sc(t, t
′) = 0, ∀t, t′ /∈ T0 = [0, T0] . (4.2.34)

Pour que ce soit valable il faut que la largeur spectrale de la fonction d’accord de phase
Φ0(Ω,Ω′) soit beaucoup plus large que le taux de répétition T−1

0 et que les impulsions
de la pompe soit localisées autour du centre de l’intervalle T0, leur durée étant
beaucoup plus petite que T0. La condition (4.2.34) est donc bien légitime dans le cas
des impulsions ultracourtes du SPOPO, où on compare une centaine de femtosecondes
à une dizaine de nanosecondes.
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

4.3 Peignes de fréquences : une base naturelle pour
analyser les propriétés du SPOPO

Cette section est dédié au calcul de la forme général des vecteurs propres de G0,
soit de l’interaction paramétrique. Différemment de ce qui a été fait dans le chapitre 2,
où nous ne donnons importance qu’aux enveloppes spectrales des champs impliqués,
nous tenons compte ici du fait que la pompe est un train d’impulsions avec un certain
taux de répétition. De plus, comme nous l’avons vu ci-dessus, les enveloppes des
impulsions ne sont pas forcément en phase avec la porteuse, et le champ n’est donc pas
périodique, mais quasi-périodique. La propriété de quasi-périodicité introduite par la
pompe sera explicitement utilisée comme indice pour trouver les vecteurs propres du
système, qui seront inévitablement des trains d’impulsions quasi-périodique générés
par PDC (conversion paramétrique descendante).

Dans le domaine spectral, la quasi-périodicité, c’est-à-dire l’évolution de la CEP
(carrier-envelope phase), correspond à un décalage en fréquence des dents du peigne,
ou CEO (carrier-envelope offset), comme nous l’avons vu dans le chapitre 1. Nous
verrons que cette approche fait apparaître naturellement un paramètre θ, que nous
pourrons interpréter à la fin comme le décalage en fréquence des vecteurs propres par
rapport aux fréquences centrales de PDC.

4.3.1 Système quasi-périodique

Comme l’enveloppe de la pompe est quasi-T0-périodique :Ap(t+kT0) = Ap(t)e2ik∆0

(cf. (4.2.30)), le système est quasi-périodique. En effet, on peut vérifier que les transfor-
mations SBA et G0 sont quasi-invariantes par translation périodique, par exemple :

G0(t+ T0, t
′ + T0) = eiσ∆0G0(t, t′)e−iσ∆0 . (4.3.1)

Il est facile de montrer que, grâce à cette propriété, G0 commute avec la pseudo-
translation temporelle unitaire U0, définie comme

U0(t, t′) = δ(t− t′ − T0)e−iσ∆0

(4.2.20)
= URT(t, t′)e−iσ(∆RT+∆0). (4.3.2)

Par conséquent, G0 et U0 ont une base commune de vecteurs propres, ce qui nous
aide à trouver les vecteurs et valeurs propres de G0.

4.3.2 Problème aux valeurs propres de l’interaction paramétrique

Soient f(θ) des vecteurs propres communs à G0 et U0, et soit H0 l’opérateur
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4.3 Peignes de fréquences : une base naturelle du SPOPO

H0 = ln G0 =

(
0 S0

S∗0 0

)
. (4.3.3)

On a ainsi :

H0f(θ) = g(θ)f(θ), (4.3.4)
U0f(θ) = eiθf(θ), (4.3.5)

où les valeurs propres de U0 sont des complexes sur le cercle unité car il s’agit d’une
transformation unitaire et g(θ) est réel puisque H0 est hermitien.

Si on écrit, de manière très générale, f(θ) = (fA(θ), fB(θ))T , alors les équations
(4.3.2) et (4.3.5) donnent

fA(θ, t− T0) = fA(θ, t)ei(∆0+θ), (4.3.6)
f ∗B(θ, t− T0) = f ∗B(θ, t)ei(∆0−θ), (4.3.7)

On peut alors montrer que, à un facteur près, fB(θ, t) = f ∗A(−θ, t). Le vecteur f(θ) a
donc nécessairement la forme f(θ) = (f(θ), f ∗(−θ))T .

Comme H0σ = −σH0, on vérifie que σf(θ) = (f(θ),−f ∗(−θ))T est également
vecteur propre de H0, mais avec valeur propre −g(θ). On peut montrer que U0 aussi
admet σf(θ) comme vecteur propre, vu que U0σ = σU0. Donc, si on définit les
vecteurs

f (±)(θ) =

(
f(θ)
±f ∗(−θ)

)
(4.3.8)

alors ils sont tous les deux vecteurs propres de H0 et de U0 et on écrit :

H0f
(±)(θ) = ±g(θ)f (±)(θ), (4.3.9)

U0f
(±)(θ) = eiθf (±)(θ). (4.3.10)

Comme H2
0f

(±)(θ) = g2(θ)f (±)(θ), (4.3.3) et (4.3.8) donnent

S0S∗0f(θ) = g2(θ)f(θ). (4.3.11)

Si on développe le premier membre de cette équation à partir de (4.2.32), on trouve
directement

S0S∗0f(θ, t) =

∫
R2

∑
k,k′

Sc(t− kT0, t
′ − kT0)S∗c (t′ − k′T0, t

′′ − k′T0)

× e2i(k−k′)∆0f(θ, t′′)dt′dt′′ (4.3.12)
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

Or, Sc(t, t
′) est nulle en dehors de T 2

0 (cf. (4.2.34)). Alors les termes de la somme pour
lesquels k est différent de k′ s’annulent, ce qui simplifie l’équation précédente :

S0S∗0f(θ, t) =
∑
k

∫
T 2
k

Sc(t− kT0, t
′ − kT0)S∗c (t′ − kT0, t

′′ − kT0)f(θ, t′′)dt′dt′′,

(4.3.13)
où on définit l’intervalle Tk = [kT0, (k + 1)T0]. Dans le cas particulier où t ∈ T0,
seul k = 0 contribue :

S0S∗0f(θ, t ∈ T0) =

∫
T 2

0

Sc(t, t
′)S∗c (t′, t′′)f(θ, t′′)dt′dt′′. (4.3.14)

On voit à partir de l’équation (4.3.14) que S0S∗0 et ScS∗c ont les mêmes valeurs
propres. Comme celles de ScS∗c ne dépendent pas de θ, on peut écrire

ScS∗cψn(t) = g2
nψn(t), (4.3.15)

où on a défini les vecteurs propres ψn(t) et supprimé explicitement la dépendance en
θ de g. Comme ScS∗c est une transformation Hermitienne L2 [Parker 00], {ψn(t)} est
une base complète et orthonormale sur l’intervalle T0 = [0, T0].

En résumé, ce qu’il faut retenir de cette section :

G0 et U0 ont des vecteurs propres f (±)
n (θ) en commun, et les valeurs propres sont

données par

G0f
(±)
n (θ) = e±gnf (±)

n (θ)

U0f
(±)
n (θ) = eiθf (±)

n (θ)
(4.3.16)

avec gn réel et θ ∈ [−π, π]. Les vecteurs propres ont la forme suivante :

f (±)
n (θ, t) =

(
fn(θ, t)
±f ∗n(−θ, t)

)
, (4.3.17)

où fn(θ, t) sont les fonctions propres de S0S∗0 :

S0S∗0fn(θ, t) = g2
nfn(θ, t) . (4.3.18)

S0S∗0 et ScS∗c partages les mêmes valeurs propres, mais pas les mêmes vecteurs
propres :

ScS∗cψn(t) = g2
nψn(t) . (4.3.19)

La transformation S0S∗0 symbolise l’interaction avec des trains d’impulsions. Ses
vecteurs propres fn(θ, t) sont donc aussi des trains d’impulsions (ou peignes de
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4.3 Peignes de fréquences : une base naturelle du SPOPO

Figure 4.3.1: Fonction χk(t) qui sélectionne la k-ième impulsion du train.

fréquences). ScS∗c , à son tour, représente l’interaction avec une impulsion pompe
unique, et ses vecteurs propres ψn(t) doivent évoquer des enveloppes d’impulsion
unique. Il ne nous reste plus qu’à trouver la relation entre les fn(θ, t) et les ψn(t).

4.3.3 Forme des fonctions propres

Dans cette partie, nous allons établir une équation reliant fn(θ, t) et ψn(t). Cette
relation sera analogue à l’équation (4.2.30) reliant Ap(t) et αp(t) (train d’impulsions
et impulsion unique). Pour cela, on introduit la fonction χk(t) de la figure 4.3.1 :

χk(t) =

{
1 si t ∈ Tk

0 sinon
. (4.3.20)

Comme {ψn(t− kT0)} est une base complète et orthonormale sur l’intervalle Tk,
la restriction de fn à Tk peut être décomposée sur cette base, de manière très générale,
comme suit :

χk(t)fn(θ, t) =
∑
m

amn,k(θ)ψm(t− kT0). (4.3.21)

Ainsi,

fn(θ, t) =
∑
k

∑
m

amn,k(θ)ψm(t− kT0). (4.3.22)

Lorsqu’on injecte l’équation ci-dessus dans (4.3.13), on obtient, d’une part

S0S∗0fn(θ, t)
(4.3.15)

=
∑
k

∑
m

amn,k(θ)g
2
mψm(t− kT0), (4.3.23)

et d’autre part, si on combine (4.3.18) et (4.3.22),

S0S∗0fn(θ, t) = g2
n

∑
k

∑
m

amn,k(θ)ψm(t− kT0). (4.3.24)
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

Figure 4.3.2: Peigne de fréquences décalé de θ/T0 par rapport aux fréquences centrales
de la conversion paramétrique, avec enveloppe spectrale ψn(ω).

Pour que (4.3.23) et (4.3.24) soient simultanément vraies, il faut que amn,k(θ) =
an,k(θ)δmn. L’équation (4.3.22) se simplifie donc :

fn(θ, t) =
∑
k

an,k(θ)ψn(t− kT0). (4.3.25)

Et comme fn(θ, t) doit respecter la propriété de quasi-T0-périodicité (4.3.6), on trouve

fn(θ, t) =
∑
k

ψn(t− kT0)eik(θ+∆0) . (4.3.26)

On voit que chaque fn(θ, t) représente un train d’impulsions avec un ∆CEP de
θ + ∆0. Dans le domaine fréquentiel, fn(θ, ω) est un peigne de fréquences décalé de
θ/T0 par rapport aux fréquences centrales de la conversion paramétrique descendante,
ωm = (2mπ + ∆0)/T0 (voir figure 4.3.2). Les enveloppes {ψn} sont ce que l’on
appelle les "supermodes" [Patera 09] et ont déjà été étudiées en simple passage à
travers le cristal et également dans le cas où la pompe est une impulsion individuelle
[Law 00, Wasilewski 06], i.e. T0 →∞. Une des différences de l’approche présentée
ici est le fait que l’on prend en compte le décalage en fréquence supplémentaire du
peigne, représenté par le paramètre θ.

Les enveloppes spectrales des supermodes correspondent aux enveloppes spectrales
des modes propres de la conversion paramétrique descendante, qui ont été calculées
dans le chapitre 2 dans le cas du cristal BIBO et pour deux épaisseurs différentes de
cristal (voir figures 2.5.3 et 2.5.4).

4.4 Transformation dans la base des supermodes

4.4.1 Réécriture de la transformation dans la base des supermodes

L’ensemble des fonctions fn(θ, t) forme une base orthonormale complète sur l’axe
temporel réel (voir annexe B de [Jiang 12]), de sorte que les opérateurs des enveloppes
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4.4 Transformation dans la base des supermodes

lentement variables se décomposent dans la base des peignes de fréquences comme
suit :

â(t) =
∑
n

∫ π

−π
ân(θ)fn(θ, t)dθ, (4.4.1)

â†(t) =
∑
n

∫ π

−π
â†n(−θ)f ∗n(−θ, t)dθ, (4.4.2)

où 3 ân(θ) =
∫∞
−∞ f

∗
n(θ, t)â(t)dt est l’opérateur annihilation d’un peigne de fré-

quences d’enveloppe spectrale définie par l’indice n et de CEO égal à θ/T0. Les
relations de commutations de cet opérateur s’écrivent

[ân(θ), âm(θ′)] = 0 et [ân(θ), â†m(θ′)] = δnmδ(θ − θ′). (4.4.3)

On cherche maintenant à écrire la transformation (4.2.3) dans la base {un,vn}n
des vecteurs

un =

(
fn(θ, t)

0

)
, vn =

(
0

f ∗n(−θ, t)

)
. (4.4.4)

Dans cette nouvelle base, les vecteurs définis en (4.3.17) s’écrivent

f (±)
n (θ, t) =

(
1
±1

)
n

, (4.4.5)

de sorte que nous pouvons exprimer le vecteur colonne des opérateurs bosoniques
(4.4.1) et (4.4.2) de la façon suivante :(

â(t)
â†(t)

)
→
∑
n

∫ π

−π

(
ân(θ)
â†n(−θ)

)
dθ. (4.4.6)

L’équation (4.2.3) devient alors(
âout,n(θ)

â†out,n(−θ)

)
= Rn

(
âin,n(θ)

â†in,n(−θ)

)
, (4.4.7)

où Rn est la restriction de la transformation 4 R au sous-espace engendré par un et
vn :

3. On choisit d’écrire −θ au lieu de θ dans l’intégrant de (4.4.2) (ce qui ne change pas la valeur de
l’intégrale) pour faire plus directement le lien avec (4.3.17).

4. Dans cette partie, on renonce aux caractères manuscrits en faveur des lettres majuscules pour
souligner le fait que les transformations ne sont plus exprimées par des formes intégrales, mais par des
matrices ordinaires.

85

te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

R = R1 ⊕R2 ⊕ . . .⊕Rn ⊕ . . . (4.4.8)

R est donc diagonale par blocs dans la base {un,vn}n. On vient ainsi d’effectuer ce
que l’on appelle une réduction de Bloch-Messiah [Braunstein 05b], dans le sens où le
dispositif (SPOPO), représenté par la transformation R, est maintenant décomposé en
une assemblée de dispositifs qui agissent chacun sur un mode différent et de façon
indépendante.

À l’aide des équations (4.3.2) et (4.3.16), on peut facilement trouver l’écriture de G0

et de URT sous forme matricielle dans cette nouvelle base :

G0,n =

(
cosh gn sinh gn
sinh gn cosh gn

)
et URT,n = eiθeiσ∆, (4.4.9)

avec
∆ ≡ ∆RT + ∆0. (4.4.10)

Cela nous donne, à partir de (4.2.12),

Rn =
eiθTn − r
1− reiθTn

, (4.4.11)

où

Tn = eiσ∆

(
cosh gn sinh gn
sinh gn cosh gn

)
. (4.4.12)

La relation d’entrée-sortie (4.4.7) impose des contraintes entre les éléments de Rn,
qui doit, par conséquent, avoir la forme suivante :

Rn =

(
Cn(θ) Sn(θ)
S∗n(−θ) C∗n(−θ)

)
. (4.4.13)

Le calcul explicite des éléments de cette matrice donne

Cn(θ) =
rei∆(1 + e2iθ)− eiθ(r2 + e2i∆) cosh gn
−ei∆(1 + r2e2iθ) + reiθ(1 + e2i∆) cosh gn

(4.4.14)

Sn(θ) =
ei(2∆+θ)(r2 − 1) sinh gn

−ei∆(1 + r2e2iθ) + reiθ(1 + e2i∆) cosh gn
(4.4.15)

On vérifie que
|Cn(θ)|2 − |Sn(θ)|2 = 1, (4.4.16)

ce qui confirme que les relations de commutation (4.4.3) sont préservées en sortie.
À partir de (4.4.7) et (4.4.13) on obtient l’équation
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4.4 Transformation dans la base des supermodes

pompe

Figure 4.4.1: Dans un SPOPO, les peignes de fréquences à CEO opposés sont intriqués.

âout,n(θ) = Cn(θ)âin,n(θ) + Sn(θ)â†in,n(−θ) , (4.4.17)

qui couple deux peignes de fréquences ayant la même enveloppe spectrale (déterminée
par la transformée de Fourier de ψn(t)) mais CEOs opposés. On montrera dans les
pages à suivre que cette équation décrit la génération d’un état comprimé si θ = 0
ou d’une paire de faisceaux jumeaux si θ 6= 0. Comme il y a une équation du type
(4.4.17) pour chaque mode n, on voit que le SPOPO est un générateur multimode
d’états comprimés pour des peignes de fréquences qui n’ont pas de décalage par
rapport aux fréquences centrales de PDC, c’est-à-dire tels que ∆CEP = ∆0. Pour
θ 6= 0, le SPOPO génère une paire intriquée de peignes de fréquences à CEOs
opposés, comme schématise la figure 4.4.1 (ou, dans le domaine temporel, une paire
intriquée de trains d’impulsions à ∆CEP symétriques par rapport à ∆0, i.e. ∆0 ± θ).
Ceci est l’équivalent du phénomène observé avec des OPOs continus, où les modes
longitudinaux aux fréquences ω0±Ω sont intriqués. Ces paires intriquées sont appelées
des états comprimés bimodes, et chaque part d’une paire, si observée individuellement,
se trouve dans un état thermique.

4.4.2 Seuil d’oscillation

Avant de passer à l’étude des propriétés quantiques du SPOPO, il est utile de
calculer le seuil d’oscillation du système. La puissance de seuil est définie comme la
puissance de pompe nécessaire pour que la cavité se mette à émettre un faisceau signal
brillant, même si l’état initial injecté est le vide. Mathématiquement, on définit le seuil
comme le point singulier de la transformation (4.4.7) où les éléments de la matrice
Rn prennent une valeur infinie, et il est exprimé en termes des gn, qui dépendent
logarithmiquement de la puissance de la pompe dans le supermode n. Le seuil du
système est le seuil du supermode m avec le plus grand gain paramétrique en valeur
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

absolue : |gm| = max |gn|. Il est atteint quand le dénominateur de Cm(θ) et Sm(θ)
s’annule (voir équations (4.4.14) et (4.4.15)), soit quand

cosh gm =
(r2 + 1) cos θ + i(r2 − 1) sin θ

2r cos ∆
. (4.4.18)

Comme cosh gm est réel et positif, et en supposant r > 0, le seuil ne peut être atteint
que dans deux situations : 1) θ = 0 et cos ∆ > 0 ; 2) θ = π et cos ∆ < 0. On arrive
donc au seuil quand

gm = gseuil ≡ cosh−1

(
1 + r2

2r| cos ∆|

)
. (4.4.19)

Le seuil est donc minimum pour ∆ = 0 ou ∆ = π.
L’origine de ces deux régimes de fonctionnement de l’OPO au-dessus du seuil

(θ = 0 et θ = π) est détaillée dans [Wong 10]. Dans le premier cas, la cavité
émet un peigne aux fréquences centrales de PDC (CEO = ∆0/T0), tandis que,
dans le deuxième, le peigne émis a un décalage en fréquence de (∆0 + π)/T0, soit
∆0/T0 + ωr/2, où ωr est le taux de répétition de la pompe.

4.5 Propriétés quantiques des peignes de fréquences en
dessous du seuil

On passe à présent à l’étude des propriétés quantiques de l’OPO en dessous du
seuil, traitées dans les cas θ = 0 et θ 6= 0. Quand il n’y aura pas d’ambigüité, nous
omettrons l’indice n pour alléger la notation, en sous-entendant que l’analyse se
fait pour un supermode quelconque donné. Du fait de (4.4.16), il sera pratique de
réexprimer (4.4.14) et (4.4.15) comme suit

C = eiϕc cosh γ et S = eiϕs sinh γ (4.5.1)

où γ > 0 et ϕc et ϕs sont les arguments des nombres complexes C et S.

4.5.1 Cas dégénéré (θ = 0)

Quand θ = 0, l’équation (4.4.17) devient

âout = âineiϕc cosh γ + â†ineiϕs sinh γ (4.5.2)

soit
âoute

−iϕ0 = âinei∆ϕ cosh γ + â†ine−i∆ϕ sinh γ, (4.5.3)

où on définit ϕ0 = (ϕc + ϕs)/2 et ∆ϕ = (ϕc − ϕs)/2. Cette équation est donc
l’équivalent de (3.5.5) dans le cas dégénéré si on ajoute un déphasage −∆ϕ au mode
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4.5 Propriétés quantiques des peigens de fréquences
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Figure 4.5.1: Variance de la quadrature comprimée en fonction de la valeur propre g
normalisée au seuil (ou, de façon équivalente, de la puissance de la pompe
normalisée au seuil).

d’entrée et un déphasage ϕ0 au mode de sortie. On montre alors qu’il s’agit d’une
transformation de squeezing. En effet, si on définit les opérateurs de quadrature en
entrée comme

x̂in = â†ine−i∆ϕ + âinei∆ϕ (4.5.4)

p̂in = i
(
â†ine−i∆ϕ − âinei∆ϕ

)
(4.5.5)

et en sortie comme

x̂out = â†oute
iϕ0 + âoute

−iϕ0 (4.5.6)

p̂out = i
(
â†oute

iϕ0 − âoute
−iϕ0

)
, (4.5.7)

alors les relations d’entrée-sortie pour les quadratures se déduisent très simplement à
partir de l’équation (4.5.3) et son hermitienne conjuguée. On trouve :

x̂out = eγx̂in ⇒ ∆x2
out = e2γ∆x2

in (4.5.8)

p̂out = e−γ p̂in ⇒ ∆p2
out = e−2γ∆p2

in (4.5.9)

Ainsi, si on a un état cohérent à l’entrée, on obtient, à la sortie, un état comprimé
en quadrature limité par la relation de Heisenberg (3.1.7), c’est-à-dire satisfaisant
∆xout∆pout = 1. La variance de la quadrature p̂out, est d’autant plus comprimée que
l’on est proche du seuil et vaut théoriquement zéro au seuil, comme on le voit sur la
figure 4.5.1.

En analysant les formules (4.4.14) et (4.4.15), on voit que si on change le signe de g,
alors C reste inchangé et S change de signe (sa phase est accrue de π). Ainsi,

g → −g ⇒ ϕ0 → ϕ0 +
π

2
, (4.5.10)
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

SPOPO

Base des supermodes

=
état vide

Figure 4.5.2: SPOPO dégénéré créant un état comprimé multimode dans la base des
supermodes à partir d’un état vide à l’entrée. La quantité de squeezing
dans le supermode n dépend essentiellement de sa valeur propre gn.

ce qui signifie, dans le cas θ = 0, que l’ellipse de bruit tourne de π/2 : la quadrature
comprimée devient anti-comprimée et vice versa. Pour comprendre pourquoi cette
propriété est intéressante, il faut revenir aux figures 2.5.3 et 2.5.4 du chapitre 2, où
on voit que les signes des valeurs propres de l’interaction paramétrique s’alternent
selon que l’on passe d’un supermode au suivant dans le cas d’une pompe gaussienne.
Dans le cas où ∆ = 0 (résonance parfaite des fréquences centrales de PDC), ϕ0 ne
dépend pas de g et donc ne dépend pas de la puissance de la pompe normalisée au
seuil. Alors, tous les supermodes pairs sont comprimés selon la même quadrature
et les supermodes impairs sont comprimés selon la quadrature orthogonale. À une
puissance de pompe fixée, en dessous du seuil, le premier supermode est celui le
plus proche du seuil et donc celui qui présente la plus grande quantité de squeezing.
Le niveau de compression diminue progressivement pour les supermodes d’ordres
supérieurs et le nombre de modes qui sont dans des états comprimés, lié au nombre de
Schmidt, donne le degré (section 3.2.2) de l’état quantique multimode créé. La figure
4.5.2 schématise l’effet du SPOPO sur un état vide à l’entrée.

4.5.2 Cas non-dégénéré (θ 6= 0)

Pour traiter le cas non-dégénéré, on se place, pour simplifier, dans la situation où
la résonance des fréquences centrales de PDC dans la cavité est parfaite (∆ = 0).
Alors, on montre que les coefficients C et S de la transformation se simplifient et
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4.5 Propriétés quantiques des peigens de fréquences

SPOPO
50/50

Figure 4.5.3: État comprimé bimode généré par le SPOPO.

deviennent des nombres complexes avec la même phase :

ϕc = ϕs ≡ ϕ = − arctan

[
(r2 − 1) sin θ

(r2 + 1) cos θ − 2r cosh g

]
, (4.5.11)

de sorte que (4.4.17) s’écrit

âout(θ) = eiϕ
[
âin(θ) cosh γ + â†in(−θ) sinh γ

]
(4.5.12)

et, comme ϕ(−θ) = −ϕ(θ),

âout(−θ) = e−iϕ
[
âin(−θ) cosh γ + â†in(θ) sinh γ

]
. (4.5.13)

Les deux dernières équations correspondent à une transformation de squeezing bimode
(cf. (3.5.5) et (3.5.6)) impliquant deux peignes de fréquences à CEO opposés. Les modes
comprimés à bruits décorrélés sont un mélange des deux modes "out" déphasés l’un
de −ϕ et l’autre de ϕ comme schématisé sur la figure 4.5.3. En effet, si on définit les
opérateurs

â±(θ) =
1√
2

(
e−iϕâout(θ)± eiϕâout(−θ)

)
, (4.5.14)

on voit que les variances des quadratures,

x̂±(θ) = â†±(θ) + â±(θ) = e±γ
(
x̂in(θ)± x̂in(−θ)√

2

)
(4.5.15)

p̂±(θ) = i
(
â†±(θ)− â±(θ)

)
= e∓γ

(
p̂in(θ)± p̂in(−θ)√

2

)
(4.5.16)

sont soit comprimées soit anti-comprimées si on a des états cohérents à l’entrée :

∆x2
±(θ) = e±2γ

(
∆x2

in(θ) + ∆x2
in(−θ)

2

)
⇒ ∆x2

±(θ) = e±2γ , (4.5.17)

∆p2
±(θ) = e∓2γ

(
∆x2

in(θ) + ∆x2
in(−θ)

2

)
⇒ ∆p2

±(θ) = e∓2γ . (4.5.18)
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4 Oscillateur Paramétrique Optique Pompé en mode Synchrone (SPOPO)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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shot noise

ou

Figure 4.5.4: Variance des quadratures comprimées de l’état bimode produit par le
SPOPO, avec r = 0, 9. L’effet de la bande passante de la cavité, δν, est
mis en évidence.

On note que les ellipses de bruit des modes décorrélés â+(θ) et â−(θ) tournent avec
θ et que le niveau de compression de ces modes (ou de corrélation entre les modes
âout(θ) et âout(−θ)) diminue avec θ, témoignant l’effet de la bande passante de la
cavité (figure 4.5.4). Ces corrélations entre peignes de fréquences à décalages opposés
dans un SPOPO sont complètement analogues aux corrélations entre les bandes
latérales de la porteuse dans un OPO continue, qui subissent d’ailleurs également
l’effet de la bande passante.

Enfin, on voit que l’état bimode produit par le SPOPO en configuration quasi-
dégénérée satisfait le critère d’inséparabilité de Duan [Duan 00, Simon 00] pour toutes
les valeurs de γ :

∆x2
+ + ∆p2

− = e2γ + e2γ ≥ 2, ∀γ > 0. (4.5.19)

4.6 Conclusion

Nous avons montré que les propriétés quantiques d’un SPOPO sont naturellement
décrites dans une base de peignes de fréquences à différents profils spectraux, appelée
la base des supermodes. Chaque supermode interagit de façon indépendante des
autres avec la pompe dans le cristal non-linéaire, de sorte que le SPOPO se comporte
comme une assemblée d’OPOs dégénérés capable de produire des états quantiques
fortement multimodes. On retrouve bien donc, avec cette nouvelle approche, les
résultats obtenus précédemment [Patera 09]. De plus, cette approche permet de traiter
le cas non-dégénéré où on prévoit la génération d’états comprimés bimodes non-
séparables. L’approche symplectique développée ici est également capable d’intégrer
les domaines temporel et fréquentiel dans un même formalisme.

Le caractère multimode des états générés se manifeste expérimentalement, comme
on le verra dans la deuxième partie du manuscrit, par la présence de fortes corrélations
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4.6 Conclusion

de quadrature entre les différentes régions du spectre optique.
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Deuxième partie

Expérience
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5 Principe de l’expérience, sources lumineuses
et préparation des faisceaux
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Dans ce chapitre introductif à l’expérience, on décrit d’abord son principe général
(section 5.1), d’une part en posant les objectifs et stratégies, d’autre part en donnant
une vue d’ensemble du schéma expérimental et un bref aperçu de la façon dont son
design a évolué au cours de cette thèse. Enfin, on donne les détails concernant les
sources lumineuses (Section 5.2) et la préparation des différents faisceaux principaux
utilisés dans l’expérience (Section 5.3).

5.1 Principe général de l’expérience

5.1.1 Objectifs

Le but principal de l’expérience est résumé par le titre de cette thèse : génération et
caractérisation de peignes de fréquences quantiques multimodes. On souhaite donc
générer des états quantiques de la lumière qui sont intrinsèquement multimodes 1

ainsi qu’analyser le contenu de ces états. Plus précisément, le but est de créer des
états comprimés multimodes dans une base de peignes de fréquences en utilisant un
Oscillateur Paramétrique Optique pompé en mode synchrone (SPOPO).

1. Au sens présenté en Section 3.2.2
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5 Principe de l’expérience, sources lumineuses et préparation des faisceaux

Les états multimodes créés sont inclus dans un seul faisceau et ont comme origine
un seul dispositif (le SPOPO en dessous du seuil). Le profil spatial est déterminé par la
cavité résonnante, qui filtre tous les modes transverses sauf le TEM00. On a ainsi des
faisceaux quantiques qui sont monomodes transverses et multimodes longitudinaux
(en temps ou en fréquence de manière équivalente). Les faisceaux produits peuvent
être brillants (les modes sont occupés par des états intenses comprimés) ou avec très
peu de photons (les états sont du vide comprimé), selon que l’état du signal à l’entrée
de la cavité est brillant ou vide, respectivement.

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, un SPOPO dégénéré sous le
seuil se comporte comme une assemblé d’OPOs qui compriment le bruit quantique
dans une base de modes que l’on appelle les supermodes. Les profils spectraux des
supermodes sont déterminés essentiellement par les conditions d’accord de phase et
par le profil spectral de la pompe. Le faisceau signal à l’entrée, qu’il soit vide ou brillant,
peut être décomposé dans la base des supermodes de façon à ce que son interaction
avec la pompe dans la cavité puisse être analysée vis-à-vis de chaque supermode
de manière complètement indépendante des autres. Chaque supermode subit alors
une compression de bruit optimale sur une des quadrature et présente de l’excès
de bruit sur la quadrature orthogonale, en respectant l’inégalité de Heisenberg. Le
niveau de compression est lié à la valeur propre de l’interaction associée au supermode
correspondant.

Les techniques de mesure pour caractériser le contenu multimode des états générés
sont diverses et incluent la détection équilibrée (ici, on dira plutôt "balancée") sans
oscillateur local, la détection homodyne avec mise en forme d’impulsion et la détection
multipixel. Nous aborderons chacune des ces possibilités en détail dans les chapitres à
venir.

5.1.2 Dispositif expérimental

Dans cette expérience, nous pouvons distinguer au moins trois grands blocs qui
s’articulent de façon plus ou moins indépendante, à savoir, un premier qui comprend
les sources lasers et la préparation des faisceaux, un deuxième relatif à la production
d’états quantiques et un troisième lié au système de détection (figure 5.1.1). Tous les
trois ont évolué de façon considérable au cours de cette thèse, mais seul le premier
a gardé son esprit original. On dédie les deux sections suivantes à la discussion des
différents éléments du premier bloc.

En ce qui concerne la partie production d’états quantiques, essentiellement consti-
tuée par la cavité OPO, nous avons essayé deux montages différents : d’abord une
cavité linéaire et ensuite une cavité en anneau. Le passage de l’un à l’autre (après
le déménagement du laboratoire, fin 2010) a demandé un changement important du
design général de l’expérience en ce qui concerne les chemins des divers faisceaux
et la disposition des différents éléments sur la table optique. Ce remaniement de
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5.2 Sources laser

pompe

signal

Source
Préparation 

des faisceaux
SPOPO Détection et 

caractérisation+

Figure 5.1.1: Schéma de principe de l’expérience.

l’expérience a non seulement changé la façon dont on crée des états quantiques, mais
aussi les types d’états quantiques créés et a ouvert de nouvelles possibilités de mesure
qui ont également transformé le troisième bloc de l’expérience, celui de la détection.

En guise de référence pour les chapitres à suivre, où on discutera des détails
expérimentaux de la production d’états quantiques et du système de détection, on
présente ici les deux schémas complets de l’expérience : le premier et plus ancien,
avec une cavité linéaire (figure 5.1.2), et celui le plus récent, comportant une cavité en
anneau et un nouveau système de détection (figure 5.1.3).

5.2 Sources laser

Deux sources laser sont utilisées sur la table optique. La première, qui émet de la
lumière continue à une longueur d’onde de 532 nm, sert de pompe à la deuxième, qui
fonctionne en régime femtoseconde émettant dans l’infrarouge proche.

5.2.1 Laser de pompe

Nous utilisons comme pompe pour laser femtoseconde le modèle VERDI V-18
[Coherent 05] de l’entreprise Coherent, pouvant émettre, en fonctionnement optimal,
jusqu’à 18 W de vert monochromatique à 532 nm. Le laser, composé d’une cavité en
anneau avec un cristal d’orthovanadate d’yttrium dopé au néodyme (Nd3+ : YO4), est
pompé par de la lumière fibrée provenant d’une paire de barrettes de diodes délivrant
une puissance totale de 70 W à la longueur d’onde de 808 nm. L’émission laser crée
ainsi une puissance intracavité d’environ 100 W à 1064 nm. Un processus de doublage
intracavité avec un cristal de triborate de lythium (LBO) permet de générer le faisceau
vert (non résonnant dans la cavité) de sortie du Verdi. Le faisceau de sortie présente
le profil spatial du mode TEM00 et un waist w0 proche du millimètre. Nous réglons la
puissance de sortie à 13 W, suffisante pour le pompage de la source femtoseconde.

Cette source est équipée d’une alimentation refroidie à air (qui fournit aux diodes
lasers un courant entre 40 et 50 A) et d’un circuit à eau qui refroidit la plaque
dissipatrice de chaleur (dissipant typiquement 60-80 W) sur laquelle est montée la tête
du laser. Le système consomme typiquement une puissance électrique totale d’environ
1,3 kW pour notre modèle, produit en 2005.
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M1M2

M3

M4
M5

M6

M7

FBR

AM

Fente
Lentille

Coupleur 
de sortie

Ti:Al2O3

Pompe

Figure 5.2.1: Schéma de la cavité laser Titane Saphir. FBR : filtre biréfringent réglable
qui permet de choisir la longueur d’onde centrale. AM : système amorceur
du verrouillage de modes.

5.2.2 Laser femtoseconde

La source femtoseconde de l’expérience est un laser Titane Saphir à verrouillage
de modes, de modèle MIRA-900 [Coherent 93], réglé pour délivrer un spectre (ni
parfaitement gaussien, ni parfaitement en sécante hyperbolique carrée, mais proche
des deux) de largeur à mi-hauteur en intensité ∆λ = 6 à 7 nm, centré à 795 nm
(transition D1 du rubidium). Les impulsions créées ont alors une largeur temporelle
à mi-hauteur en intensité entre 120 et 150 fs environ, limitées par transformée de
Fourier. Le taux de répétition des impulsions vaut environ 76,6 MHz (longueur de
cavité ' 3,92 m). En fonctionnement normal, pompé à 13 W, le laser peut délivrer de
1,8 W jusqu’à plus de 2 W de puissance moyenne en régime femtoseconde et plus de 3
W en régime continu.

La cavité laser (figure 5.2.1) est une cavité linéaire disposant d’un cristal épais de
Titane Saphir (Ti : Al2O3), qui a une courbe de gain très large spectralement. Un
filtre de Lyot dans la cavité est utilisé pour sélectionner la longueur d’onde centrale
entre 710 nm et 910 nm environ. Une ligne à prismes pour la compensation de la
dispersion permet de régler la largeur du spectre : nous pouvons au mieux obtenir un
spectre de 10 nm, soit ∼ 80 fs à 795 nm, au prix d’une certaine instabilité. À l’intérieur
de la cavité nous avons également un système pour amorcer le verrouillage de modes,
composé d’une barrette de verre montée sur un système agitateur qui oscille par
application d’une tension externe et par une fente qui sélectionne le mode spatial
correspondant au régime femtoseconde (en opposition au régime continu).

La stabilité du verrouillage de modes dépend fortement de la position du miroir M5,
que l’on peut régler avec une vis micrométrique. Le fonctionnement optimal est atteint
dans une plage de réglage d’une dizaine de microns. Ce réglage ne fait pas partie du
quotidien de l’expérience et on ne l’effectue que dans des cas extrêmes. Cependant, on
doit constamment vérifier la qualité du verrouillage de modes. Le MIRA dispose d’une
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5.2 Sources laser

Figure 5.2.2: Signal détecté par la photodiode rapide interne du MIRA, observé à l’aide
d’un oscilloscope.

photodiode interne rapide qui détecte une petite fraction de puissance prélevée de la
sortie du laser et qui nous permet de contrôler les propriétés temporelles/spectrales des
impulsions. On divise le signal de la photodiode en deux parties : l’une envoyée sur un
oscilloscope, ce qui nous permet de voir le profil temporel du signal de la photodiode
(figure 5.2.2), et l’autre envoyée sur un analyseur de spectre.

Avec l’analyseur de spectre, on s’attend à voir un peigne de radio-fréquences
correspondant à la fréquence du taux de répétition et ses harmoniques (grosso modo,
la transformée de Fourier de l’enveloppe du train d’impulsions). En faisant un zoom
aux alentours de 76 MHz on doit pouvoir observer le pic du taux de répétition de
façon claire et nette comme dans la figure 5.2.3a. Si la fente intracavité est un peu
trop ouverte, le pic devient instable ; si elle est un peu trop fermée, on observe des
bandes latérales indicatrices indicatrices du régime dit de Q-switched mode-locking
[Hönninger 99] : le paramètre d’absorption saturable devient trop fort dans la cavité et
les impulsions successives voient leur puissance fluctuer à la fréquence de relaxation
du laser, proche de 800 kHz dans notre cas (figure 5.2.3b).

5.2.3 Asservissements du laser femtoseconde

Quatre paramètres suffisent pour décrire le spectre d’un peigne de fréquences
gaussien : largeur du spectre, longueur d’onde centrale, taux de répétition et décalage
en fréquence. Les fluctuations de la largeur du spectre sont en général imperceptibles
sur un spectromètre et ne jouent pas de rôle important dans l’expérience. On se
contente de la régler à la valeur souhaité à l’aide de la ligne à compensation de
dispersion intracavité, sans nécessité de contrôle fin. En revanche, l’expérience peut
être très sensible aux variations de la longueur d’onde centrale, du taux de répétition
et du décalage en fréquence du peigne, en particulier lorsqu’on s’intéresse à observer
les pics de transmission d’une cavité femtoseconde. Nous présentons ici les stratégies
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5 Principe de l’expérience, sources lumineuses et préparation des faisceaux

(a) (b)

Figure 5.2.3: Signal de la photodiode interne du MIRA observé à l’aide d’un analyseur
de spectre autour du pic du taux de répétition (a) sans Q-switching (b)
avec Q-switching.

utilisées pour la stabilisation de ces paramètres.

Longueur d’onde centrale

L’asservissement de la longueur d’onde centrale s’effectue très simplement à l’aide
d’un réseau de diffraction et une photodiode à quadrant. On règle par défaut la
longueur d’onde centrale à 795 nm en touchant au filtre biréfringent. Avec le réseau
(1200 traits/mm), on disperse spatialement le spectre d’une partie du faisceau prélevée
proche à la sortie du laser. Le spectre dispersé est ensuite focalisé (f = 30 cm) et
centré sur la photodiode à quadrants (modèle PDP90A, Thorlabs). La photodiode
nous fournit directement un signal d’erreur correspondant à la différence entre les
puissances des deux côtés du spectre.

On rétroagit dans le laser à travers un actuateur piézoélectrique installé au niveau
du miroir de fond (M7, sur la figure 5.2.1), à la fin de la ligne à prismes. Nous avons
conçu une monture métallique (figure 5.2.4) qui effectue une légère rotation sur le
miroir lorsqu’une tension est appliquée à la piézo. Cette rotation est insignifiante
pour l’alignement de la cavité, mais décale de façon perceptible la plage de longueurs
d’onde sélectionnée par le filtre biréfringent. On obtient ainsi un asservissement très
robuste et qui reste stable typiquement pendant des heures, jusqu’à ce que la piézo
arrive en bout de course à cause des dérives thermiques lentes. Cette stabilisation
a contribué grandement à la qualité de l’expérience dans la mesure où les pics de
transmission du SPOPO sont devenus plus stables et la cavité plus facile à asservir.

Taux de répétition

Le MIRA dispose d’un actuateur piézo-électrique monté sur le miroir M2 permettant
de régler finement la longueur de cavité et ainsi asservir le taux de répétition. Une
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5.2 Sources laser

PZT

Figure 5.2.4: Photo du dispositif conçu pour incliner horizontalement le miroir de fond de
la cavité laser. Lorsqu’on applique une tension à l’actuateur piézoélectrique
(PZT), les bras de la pièce métallique sont écartés et le miroir subit une
rotation horizontale.

technique assez simple consiste à asservir une des harmoniques du signal de la
photodiode interne à une référence de fréquence par la méthode de verrouillage de
phase (phase-locking, en anglais), où le battement entre les deux fréquences fait office
de signal d’erreur. Le signal d’erreur va dans un régulateur proportionnel-intégral
(LB1005 High-Speed Servo Controller) et la sortie est amplifiée pour s’adapter aux
tensions limites de la piézo interne du MIRA (de -20 à 120 V).

Le fait de prendre une harmonique élevée du signal au lieu du taux de répétition
lui-même offre une plus grande précision à la méthode. On a donc intérêt à utiliser
une harmonique aussi lointaine que possible avec le compromis d’un bon niveau de
signal. Nous filtrons alors le signal provenant de la photodiode interne avec un filtre
passe-bande passif (marque K&L, modèle 5BT-500/1000) et sélectionnons typiquement
la 11e harmonique.

Nous arrivons à stabiliser le taux de répétition du laser assez facilement. Cependant,
on constate que l’étape d’amplification rajoute un fort bruit autour de 50 kHz qui
se répercute sur le faisceau laser et est très nuisible pour l’expérience. Ce problème
n’est pas encore résolu au moment de la rédaction de ce manuscrit et on préfère, pour
l’instant, ne pas asservir du tout le taux de répétition.

Décalage en fréquence

Avec la piézo de la figure 5.2.4, on peut envisager également l’asservissement du
CEO du peigne délivré par le laser. En effet, comme le spectre se trouve spatialement
dispersé sur le miroir M7, une rotation horizontale pure du miroir rajoute une phase
linéaire au spectre. Le contrôle fin de l’angle du miroir (et donc de la pente de la phase
linéaire) permet de compenser les fluctuations du CEO, qui vient, comme nous l’avons
vu dans le chapitre 1, de la dispersion linéaire dans la cavité.

Il existe plusieurs techniques pour obtenir un peigne de fréquences de CEO stabilisé
(p. ex. [Jones 00, Udem 02, Koke 10]). Cependant il en existe très peu qui marchent de
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5 Principe de l’expérience, sources lumineuses et préparation des faisceaux

PZT

EOM

~

signalRd'erreurR
CEO(a)

signalRd'erreurR
PDHR‐Rcavité

LASER (b)

Figure 5.2.5: (a) Schéma simplifié du montage pour asservir le CEO du laser. EOM : mo-
dulateur électro-optique. PDH : Asservissement Pound-Drever-Hall. PZT :
actuateur piézo-électrique. (b) Photographie de la cavité femtoseconde de
référence.

manière satisfaisante pour des impulsions qui sont aussi longues que les nôtres (> 100
fs). Une méthode, inspirée de [Jason Jones 01], utilise la lumière transmise par une
cavité femtoseconde de référence pour générer un signal d’erreur pour asservir le CEO.
Le schéma du montage (mis en place par Valérian Thiel, alors en M2), ainsi qu’une
photo de la cavité, est montré sur la figure 5.2.5. Le spectre transmis par la cavité est
dispersé par un réseau de diffraction et les ailes du spectre sont détectées par une
photodiode à quadrants, qui fait la différence entre les signaux provenant des hautes
et des basses fréquences. Dans son rapport de stage [Thiel 12], Valérian Thiel montre
que, si la longueur de la cavité est suffisamment stable et que les autres paramètres
du laser sont aussi asservis (taux de répétition et longueur d’onde centrale), alors
les fluctuations du CEO sont visibles par cette procédure avec une cavité d’assez
haute finesse et on peut en extraire un signal d’erreur. Dans notre cas, la cavité a une
longueur réduite 2 (L0/11 ' 32 cm) par souci de compacité et stabilité. Il s’agit d’une
cavité triangulaire adaptée en impédance (R1 = R2 = 99, 4%, en intensité) avec des
miroirs conçus pour être peu dispersifs. Afin de réduire les fluctuations thermiques de
la longueur, elle est également montée sur une plaque d’INVAR, qui est à son tour
posée sur une couche de Sorbotane pour amortir les vibrations mécaniques.

Pour que la méthode marche, la cavité doit être bien évidemment en résonance.
Comme l’asservissement du taux de répétition rajoute trop de bruit, nous avons
décidé d’asservir la cavité au peigne de fréquences au lieu de l’inverse. Pour cela, on
utilise une piézo collée au miroir courbe de la cavité et une boucle d’asservissement
Pound-Drever-Hall [Black 01], en modulant la phase du faisceau d’entrée avec un
modulateur électro-optique.

2. (Re)voir section 1.2.6 pour plus de détails concernant les cavités synchrones à longueur réduite.
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5.3 Préparation des faisceaux

Pour tester cette technique d’asservissement du CEO, on éteint l’asservissement
de la longueur d’onde centrale λ0, car il utilise aussi la piézo de la figure 5.2.4. Le
signal d’erreur obtenu pour le CEO présente les mêmes dérives lentes que celles que
l’on observe sur le signal d’erreur de λ0, ce qui nous indique que les fluctuations de
λ0 masquent celles du CEO. Idéalement, il faudrait trouver un moyen d’asservir λ0

d’abord, pour ensuite pouvoir asservir le CEO avec la méthode présentée ici. Une
seule piézo ne suffit pas pour asservir la longueur d’onde centrale et le décalage en
fréquence. Deux voies de rétroaction sur le laser se font alors nécessaires. La solution
technique pour le problème reste en suspens au moment de la rédaction.

En l’état actuel de l’expérience et en ce qui concerne la source laser, l’asservisse-
ment de la longueur centrale semble suffire pour assurer la stabilité de l’expérience.
Chronologiquement, il a d’ailleurs été le dernier asservissement à être essayé et mis
en place, parmi les trois cités. L’asservissement du CEO ne semble donc pas essentiel
pour cette expérience, mais la technique décrite ici sera surement utile dans un autre
projet développé au sein du groupe, portant sur la métrologie avec des peignes de
fréquences.

5.3 Préparation des faisceaux

5.3.1 Correction de l’astigmatisme

Le faisceau en sortie du laser Ti :Saph est très astigmate : il y a un facteur 2 environ
entre le rayon du faisceau selon l’axe horizontal et celui selon l’axe vertical au niveau
du coupleur de sortie (M1). On peut le mesurer en imageant ce miroir avec une ligne
2f . Après le périscope (premier élément sur la table optique après le laser), c’est le
rayon selon l’horizontale qui est le plus petit.

Dans le montage ancien de l’expérience, nous utilisions trois lentilles cylindriques
pour corriger l’astigmatisme. Actuellement, on utilise une paire de prismes anamor-
phosés, montage moins cher et très compact. Les prismes sont disposés de sorte
à élargir horizontalement le profil transverse du faisceau. On contrôle le facteur
d’agrandissement en ajustant les angles horizontaux des deux prismes (tout en faisant
attention pour que le faisceau sorte bien parallèle) et en surveillant la qualité de la
correction avec un analyseur de faisceau.

5.3.2 Compensation de la dispersion

À la sortie du laser femtoseconde, les impulsions n’ont a priori aucun chirp, ou
très peu. On souhaite que ce soit le cas également en un lieu bien défini : le centre
du cristal non-linéaire présent dans l’OPO. Cependant, le faisceau s’"imprègne" de
chirp tout au long de sa propagation, que ce soit à cause des différentes optiques qu’il
traverse ou même de l’air.
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5 Principe de l’expérience, sources lumineuses et préparation des faisceaux

miroir 
coupé

miroir incliné 
verticalement

prismes taillés à Brewster

Figure 5.3.1: Ligne de compensation de dispersion à 2 prismes et un miroir.

Éléments dispersifs : ordres de grandeur

D’après l’équation (1.1.13), la GDD nécessaire pour qu’une impulsion gagne un
facteur

√
2 en largeur est liée à sa durée initiale par

φ′′(ω0) =
∆t2

4 ln 2
' 0, 4∆t2 , (5.3.1)

ce qui fournit une limite pour le chirp, bien en dessous de laquelle on envisage de
rester. Pour des impulsions de 120-130 fs de durée, par exemple, cette limite correspond
à une GDD totale d’environ 6000 fs2.

L’élément le plus dispersif de notre montage est de loin l’isolateur optique (modèle
IO-5-795 HP, de chez OFR, groupe Thorlabs). En mesurant la durée des impulsions
avant et après l’isolateur optique à l’aide d’un autocorrélateur, on a calculé la disper-
sion de délai de groupe qu’il introduit : environ 2700 fs2.

Nos cubes polariseurs, faits soit de BK7 (51 fs2/mm @ 795 nm) soit de silice fondue
(36 fs2/mm @ 795 nm), ont deux épaisseurs possibles : 1/4" ou 1/2". Chaque PBS
introduit donc une GDD entre 230 et 650 fs2, qui dépend de sa taille et du matériau.
Les lames séparatrices à 45◦, la plupart en BK7 et 1/4" d’épaisseur, contribuent avec
460 fs2 chaque environ. Les lentilles sphériques, de largeurs comprises typiquement
entre 2 et 4 mm, introduisent une GDD moyenne approximée de 150 fs2. On peut
aussi inclure l’effet de l’air, qui contribue avec 20 fs2/m.

Ligne à prismes

Pour compenser l’influence de tous ces éléments dispersifs, nous avons construit
une ligne à compensation de dispersion, composée de deux prismes en SF10 et un
miroir plan (figure 5.3.1). Dans le schéma original [Fork 84], on propose l’utilisation
de 4 prismes, sans miroir. Dans le montage à deux prismes et un miroir, que nous
avons choisi car plus compact, le faisceau traverse chaque prisme deux fois et le miroir
de fond nécessite un léger angle vertical.
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5.3 Préparation des faisceaux

Comme on peut le voir sur la figure 5.3.1, le chemin optique des plus hautes fré-
quences sur un aller-retour du dispositif est plus long que celui des basses fréquences.
La ligne à prismes a donc pour effet de rajouter au faisceau une GDD négative
d’origine géométrique.

On rappelle que pour un faisceau incident sur un prisme au minimum de déviation,
les faisceaux incident et transmis ont la même incidence par rapport aux faces d’entrée
et de sortie du prisme. Il est donc possible, en taillant correctement les prismes, que
toutes les réfractions sur les faces des prismes se fassent à l’angle de Brewster, c’est-à-
dire sans pertes pour de la lumière polarisée horizontalement. C’est cette configuration
qui est choisie en pratique pour l’expérience. Pour le SF10, le angle de Brewster vaut
θB = 59, 7◦, ce qui correspond à un sommet faisant un angle α = 60, 6◦.

On peut montrer [Fork 84] que, pour des prismes taillés à Brewster, la GDD intro-
duite s’exprime essentiellement en fonction de la longueur L entre les sommets des
prismes et de la dispersion linéaire du matériau à la longueur d’onde centrale λ0 :

φ′′ligne(ω0) ' −2Lλ3
0

πc2

(
∂n

∂λ

∣∣∣∣
λ0

)2

. (5.3.2)

La quantité de dispersion négative ajoutée est réglée expérimentalement en ajustant
la longueur L de la ligne jusqu’à ce que les impulsions soient limitées par transformée
de Fourier au point désiré de la table optique. On note que l’endroit où la ligne est
insérée dans l’expérience n’a pas d’importance, l’essentiel étant que φ′′ligne compense
la dispersion qui vient de l’ensemble de tous les éléments entre la source est le cristal
non-linéaire du SPOPO.

Dans la configuration actuelle de l’expérience (figure 5.1.3), la ligne de compen-
sation de dispersion a une longueur L ' 75 cm, correspondant à une GDD totale
d’environ −6700 fs2. La ligne est pliée à l’aide de deux miroirs à angle d’incidence
proche de 0◦ placés entre les prismes, ce qui rend le montage plus compact.

5.3.3 Doublage de fréquence

Après la ligne de compensation de dispersion, une fraction de la puissance du
faisceau est prélevée à l’aide d’une lame demi-onde et un cube polariseur. Ce nou-
veau faisceau est doublé en fréquence en simple passage (figure 5.3.2) par un cristal
de triborate de bismuth, de formule brute BiB3O6, appelé couramment BIBO, déjà
introduit et exploité en section 2.3 pour les différents effets non-linéaires pertinents
dans cette expérience. Il s’agit d’un cristal biaxe aux propriétés dispersives similaires
à celles du BBO (béta borate de baryum, β-BaB2O4), qui est uniaxe. Les avantages du
BIBO sont une plus grande non-linéarité, une meilleure résistance aux contraintes
mécaniques et peu de sensibilité à l’humidité.
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5 Principe de l’expérience, sources lumineuses et préparation des faisceaux

Le design de l’expérience et la position de la ligne de compensation de dispersion
font que le faisceau à 795 nm approche le cristal avec un chirp négatif. Pour que les
impulsions soient limitées par transformée de Fourier au niveau du cristal, on a inséré
une lame de BK7 de 1/2" de longueur, qui contribue avec une dispersion de délai de
groupe positive.

Nos cristaux de BIBO ont été achetés à l’entreprise chinoise Fujian Castech Crystals.
Leur coupe est effectuée selon les angles θ = 152◦ et φ = 90◦, ce qui correspond à
une non-linéarité théorique de 3,72 pm/V, pour une interaction à deux ondes de type I
(e+ e→ o). Ils sont traités anti-reflet sur les deux côtés pour les longueurs d’onde
autour de 397 et 795 nm. Leur dimension transverse est de 3 x 3 mm2 et les épaisseurs
varient entre 100 µm et 2 mm. Un cristal de 200 µm d’épaisseur a été choisi pour le
doublage, car il fournit assez de puissance doublée sans trop être épais, pour éviter les
effets de dispersion. Avec une puissance infrarouge de 1,6 W, on produit typiquement
400 mW de bleu (soit une efficacité de 25%), puissance qui est largement suffisante
pour pomper le SPOPO.

Figure 5.3.2: Photographie du montage du doublage de fréquence en simple passage.

5.3.4 Délai entre les impulsions signal et pompe

Après ce processus de préparation de faisceaux, nous disposons d’un faisceau à
795 nm et d’un deuxième à 397 nm cohérents entre eux qui peuvent être utilisés
comme signal et pompe du SPOPO, respectivement. (Dans le nouveau design de
l’expérience le faisceau à 795 nm est encore divisé en trois parties, qui vont devenir
le signal, l’oscillateur local pour la détection homodyne et le faisceau utilisé pour
l’asservissement de la cavité SPOPO.)
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5.3 Préparation des faisceaux

Les dernières étapes avant l’injection dans la cavité sont l’adaptation des modes
spatiaux au mode de la cavité (mode matching, en anglais) et le réglage du délai
entre les impulsions de la pompe et du signal. Pour optimiser le couplage entre pompe
et signal dans le cristal intracavité, le délai doit être, en effet, nul. Étant donné que
les impulsions font typiquement quelques dizaines de micromètres de longueur, un
des bras de l’interféromètre doit disposer d’une ligne à retard réglable à quelques
micromètres près. Dans les chapitres suivants, nous verrons plus en détail comment
cet ajustement de délai est fait, grâce aux interférences entre la pompe et le bleu
généré intracavité par doublage du signal.
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6 Réalisation expérimentale d’états
non-classiques avec un SPOPO
femtoseconde en cavité linéaire
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6.2.3 Asservissement de la phase relative . . . . . . . . . . . . 117

6.3 Détection balancée et mesures d’états non-classiques . . . . 118

6.3.1 Détection balancée et mesure du bruit d’amplitude de
faisceaux brillants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6.3.2 Réduction du bruit quantique d’amplitude . . . . . . . . . 119
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6.3.4 Caractérisation d’états non-classiques multimodes . . . . 122

6.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

Dans ce chapitre nous décrivons d’une part le montage expérimental de la première
génération de l’expérience en ce qui concerne la cavité OPO (linéaire, cf. figure 5.1.2)
et le système de détection. D’autre part, nous montrons les résultats obtenus en
utilisant ce montage. En particulier, nous avons pu observer pour la première fois, en
fin 2010, la génération de peignes de fréquences multimodes en régime femtoseconde
à l’aide d’un SPOPO[Pinel 12a].

Cette version de l’expérience a été développée dans la cadre de la thèse d’Olivier
Pinel et donc toutes les procédures de mise en place et d’alignement, ainsi que les
techniques d’asservissement employées, sont décrites et discutées de manière très
détaillée dans son manuscrit de thèse [Pinel 10]. Nous nous contentons ici d’en donner
les éléments essentiels.
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6 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité linéaire

cristal

pompe

injection
M1 M2

M3
M4 M5

D1

Figure 6.1.1: Schéma de la cavité OPO en géométrie linéaire pliée. D1 : miroir dichroïque.
M1 : coupleur d’entrée. M4 : coupleur de sortie.

6.1 La cavité linéaire

6.1.1 Géométrie et design

La cavité OPO a été construite en géométrie linéaire pliée, comme montré sur la
figure 6.1.1. Deux miroirs sphériques (M1 et M2) de rayon de courbure Rc = 10 cm
sont placés à une distance d’environ 10 cm l’un de l’autre avec le cristal non-linéaire
(BIBO) au centre. M3, M4 et M5 sont des miroirs plans. Les longs bras allant de
M2 à M4 et de M1 à M5, d’environ 93 cm chaque permettent que la distance totale
d’aller-retour dans la cavité soit équivalente à la distance entre deux impulsions
successives du train d’impulsions, soit environ 392 cm. Le miroir M3, qui plie un des
bras, permet à la cavité d’être plus compacte et plus facile à manipuler.

La cavité est résonnante pour le signal (faisceau infrarouge à 795 nm polarisé
horizontalement) et non-résonnante pour la pompe (faisceau bleu à 397 nm polarisé
verticalement). Les miroirs M1 et M2 sont alors traités anti-reflet à 397 nm. Le coupleur
d’entrée M1 a une réflectivité R = 99, 9% @ 795 nm. Pour le coupleur de sortie,
M4, R = 80% @ 795 nm. Tous les autres miroirs possèdent des traitements haute
réflectivité (HR) à 795 nm.

6.1.2 Mode transverse résonnant

Le mode résonnant dans la cavité doit avoir trois waists, un au niveau du cristal,
w0, et deux autres de même rayon w1 sur les miroirs M4 et M5. Comme la cavité est
symétrique par rapport au cristal, on peut considérer le schéma équivalent de cavité
de la figure 6.1.2, où on ne prend qu’un des bras de la cavité et une lentille de distance
focale f = 5 cm est substituée au miroir de rayon de courbure 10 cm.

En fixant la distance totale S de la cavité équivalente, on peut calculer w0 en
fonction de L (la distance entre le waist et la lentille) et en déduire la zone de stabilité
de cette cavité, c’est-à-dire l’intervalle auquel doit appartenir L pour qu’il existe un
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6.1 La cavité linéaire

Figure 6.1.2: Cavité équivalente à la cavité OPO, où le miroir courbe de rayon de
courbure Rc est remplacé par une lentille de distance focale f = Rc/2.

mode transverse résonnant dans la cavité.
Si on considère le cas sans astigmatisme, on trouve facilement [Pinel 10]

w0 =

√
λ

π

(
(L− f)(Sf − L(S − L))

S − L− f

)1/4

. (6.1.1)

On peut donc montrer que le waist w0 n’est défini que pour 50 mm = L1 < L <
L2 ' 52, 8 mm et qu’il atteint sa valeur maximale, w0 ' 17 µm, pour L = Lmax '
51, 4 mm. Pour une autre valeur de L, très proche de Lmax, à 2 µm près environ, tous
les modes transverses pairs (resp. impairs) accumulent la même phase de Gouy sur un
tour : la cavité est alors équivalente à une cavité confocale.

En principe, comme les miroirs sphériques sont inclinés horizontalement par rapport
à l’axe d’injection, on doit prendre en compte les effets de l’astigmatisme, qui rend le
waist du mode résonnant elliptique. En revanche, on peut montrer que, comme notre
angle d’inclinaison des miroirs est petit (environ 4◦), le waist reste à peu près circulaire,
de valeur maximale 17 µm, et que l’intervalle de stabilité est juste légèrement décalé :
50, 2 mm . L . 53, 0 mm. On cherche donc à se placer à peu près au centre de cet
intervalle en essayant d’éviter la configuration confocale, de sorte qu’on puisse isoler
le pic de résonance du mode TEM00. Dans notre configuration, le faisceau au niveau
des miroirs plans est approximativement circulaire et de waist 0,5 mm.

6.1.3 Obtention des pics de résonance et effets thermiques

Une fois la cavité mise en place à peu près à la bonne longueur, avec un signal de
transmission visible sur une photodiode placée en sortie de cavité, l’étape suivante
est d’observer le schéma d’interférences typique d’une cavité Fabry-Pérot synchrone,
qui n’est visible que sur une plage de longueur petite (de l’ordre de la longueur des
impulsions) devant l’étendue totale de la cavité. Pour ce faire, nous déplaçons le miroir
M5 selon l’axe du faisceau à l’aide d’une translation à vis micrométrique, jusqu’à
l’obtention des interférences. Ce miroir est également monté sur un actuateur piézo-
électrique avec lequel il est possible de balayer la longueur de la cavité sur une zone
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6 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité linéaire

d’environ 10 µm (2× 5µm), permettant l’observation des pics de résonance sur un
oscilloscope. On optimise alors la position de M5 et on joue à la fois sur l’alignement
de la cavité et sur les miroirs d’injection pour supprimer les pics des modes autres que
le TEM00.

Du fait de sa taille importante, la cavité est très sensible aux fluctuations thermiques
de longueur. En effet, un changement relatif de température aussi petit que 0, 2◦C
entre la cavité laser et la cavité SPOPO est suffisant pour entraîner un désaccord de
longueur entre les deux cavités qui est de l’ordre de la course de la piézo. Nous devons
donc réajuster constamment la longueur de la cavité, typiquement deux ou trois fois
par heure.

6.1.4 Asservissement de la longueur

La cavité est asservie à résonance à travers la méthode de Pound-Drever-Hall en
transmission. Une modulation de phase est donc introduite dans le faisceau à injecter.
Pour minimiser les effets de dispersion, on module la phase de l’injection non pas avec
un modulateur électro-optique, mais avec un actuateur piézo-électrique attaché à un
des miroirs sur le chemin du faisceau. Pour atteindre des amplitudes de modulation
raisonnables à des fréquences entre 1 et 2 MHz, nous avons placé une bobine en
parallèle à la piézo. La fréquence de modulation doit être suffisamment haute pour
s’affranchir des bruits techniques à basses fréquences, mais suffisamment basse pour
qu’elle ne soit pas coupée complètement par la bande passante de la cavité.

La cavité ayant un intervalle spectral libre de 76 MHz et une finesse de 27, sa bande
passante, c’est-à-dire la largeur d’un pic de résonance à mi-hauteur en intensité, vaut
environ 2,8 MHz. Elle transmet donc 50% de l’intensité maximale à 1,4 MHz. Cette
dernière a été choisie comme fréquence de modulation typique.

La modulation de phase est convertie en modulation d’amplitude lors du passage à
travers la cavité et devient détectable par une photodiode. Le photocourant est alors
démodulé et ensuite on lui applique un filtre-passe bas. Cette procédure permet de
repérer la longueur de la cavité par rapport au pics de résonances en fonction du
signe du signal d’erreur généré, qui est ensuite amplifié et envoyé à la piézo du miroir
M5, fermant la boucle de rétroaction. La cavité reste alors asservie sur un des pics
de résonance. En pratique, on s’arrange pour que l’asservissement soit sur le pic de
résonance central, pour lequel l’intensité transmise est maximale.

6.2 SPOPO en dessous du seuil

6.2.1 Alignement du cristal non-linéaire et du faisceau pompe

L’alignement du cristal non-linéaire, milieu d’interaction entre la pompe et le signal
dans la cavité, se fait en absence d’asservissement de cavité. Lorsque l’on insère
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6.2 SPOPO en dessous du seuil

le cristal entre les deux miroirs sphériques, le chemin optique total du résonateur
augmente sensiblement (quelques centaines de microns) dû à l’indice de réfraction du
cristal. On doit donc récompenser la longueur en ajustant le miroir M5 jusqu’à-ce que
l’on retrouve les pics de résonance. Ensuite, on règle la position et l’angle du cristal
pour observer du doublage intracavité, qui génère un faisceau bleu intense facilement
visible à l’oeil. Ce faisceau sert de référence pour l’alignement spatial de la pompe
et pour la synchronisation des impulsions entre la pompe et le signal. L’alignement
spatial est réalisé en réglant les miroirs d’injection de la pompe. Le recouvrement
temporel est obtenu grâce à une ligne à retard motorisée mise en place sur le chemin
de la pompe (figure 5.1.2). On l’atteint lorsqu’on observe des interférences spatiales
entre le faisceau pompe et le bleu produit intracavité, la cavité étant asservie.

6.2.2 Amplification sensible à la phase et obtention du seuil

Une fois le recouvrement spatio-temporel accompli, nous pouvons observer, en
l’absence d’injection dans la cavité et pour une puissance de pompe assez élevée,
l’émission d’infrarouge. On atteint alors le seuil de la cavité. En dessous du seuil, il
n’y a pas d’émission, mais si l’infrarouge est injecté, on observe l’amplification du
signal sensible à la phase. Cela signifie que l’intensité du faisceau signal transmis
dépend de la phase de la pompe. La figure 6.2.1 montre la courbe d’amplification-
désamplification du signal lorsqu’on balaye la phase de la pompe avec une cale
piézo-électrique, la puissance de pompe étant très proche du seuil.

Nous avons mesuré la puissance de seuil du SPOPO en utilisant deux cristaux
d’épaisseurs différentes. Pour un cristal de 500 µm, le seuil est obtenu pour une
puissance de pompe (moyenne) de 32 mW (puissance crête de 4 kW). Pour un cristal
de 350 µm d’épaisseur, le seuil est obtenu pour une puissance moyenne de 50 mW
(puissance crête de 6 kW). Ces valeurs sont compatibles avec les prédictions théoriques.
On a observé une émission de faisceau intense au-dessus du seuil, prenant la forme de
pics de cavité quand on balaye la longueur de celle-ci. Il a été possible d’asservir cette
cavité sur un mode d’émission au-dessus du seuil. L’asservissement restait néanmoins
très instable et la caractérisation du mode émis n’a pas été effectuée.

6.2.3 Asservissement de la phase relative

Il a été possible d’asservir la phase relative entre la pompe et le signal par une
technique similaire à celle utilisée pour asservir la cavité à résonance. Une modulation
de phase est introduite sur le faisceau pompe à 1,8 MHz pour extraire un signal
d’erreur dont l’allure correspond à la dérivée de la courbe d’amplification dépendante
de la phase. Cette phase est ainsi asservie de sorte que le signal reste au minimum de
désamplification.
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6 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité linéaire

Figure 6.2.1: Écran d’oscilloscope témoignant l’amplification sensible à phase. Le signal
est négatif sur la courbe rose : l’amplification se trouve alors en bas de
la figure. Nous observons un gain maximal en amplification égal à 4,3 et
un gain minimal en désamplification de 0,25 selon la phase de la pompe
(courbe bleue). L’OPO se trouve donc très proche du seuil.

6.3 Détection balancée et mesures d’états non-classiques

La théorie du SPOPO développée au chapitre 4 (pour une autre approche, voir p.ex.
[Pinel 10]) relie le phénomène d’amplification sensible à la phase au changement
des propriétés de bruit du faisceau transmis. Pour un faisceau brillant au maximum
d’amplification, la quadrature phase est maximalement comprimée, tandis qu’au
minimum de désamplification, c’est la quadrature d’amplitude qui subit une réduction
maximale de bruit.

On passe maintenant à une description succincte du système de détection et des
résultats obtenus pour les mesures d’états non-classiques.

6.3.1 Détection balancée et mesure du bruit d’amplitude de faisceaux
brillants

La détection balancée est une façon simple d’accéder aux propriétés quantiques de
l’amplitude de faisceaux brillants. Elle consiste à séparer le faisceau en deux parties
de puissances égales, détectées par deux photodiodes parfaitement équilibrées. On
effectue ensuite la somme et la différence des deux photocourants. Le signal somme
équivaut au signal que l’on obtiendrait s’il n’y avait qu’une photodiode qui détecte
la totalité du faisceau initial. L’analyse spectrale de ce signal donne ainsi accès au
bruit d’intensité de l’état. La différence des photocourants, en revanche, fournit le
bruit quantique standard (shot noise) à la puissance du faisceau, quelque soit l’état
d’entrée.
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6.3 Détection balancée et mesures d’états non-classiques

vide

PBS

++
phase'relative

'longueur'de'cavité

ASSERVISSEMENTS
bruit'd'intensité
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Figure 6.3.1: Montage expérimental de la détection balancée. Dans notre cas, une partie
des signaux de photocourant est destinée aux asservissements et le restant
aux mesures de spectre de bruit.

En comparant qualitativement les spectres de bruit des signaux somme et différence
de la détection balancée, trois situations sont possibles :

1. Les signaux sont au même niveau de bruit. Le bruit d’intensité de l’état est
donc au shot noise, ce qui est le cas pour une faisceau cohérent, par exemple.

2. Le bruit de la somme est supérieur au bruit de la différence. L’état possède alors
un excès de bruit d’intensité. Cela peut correspondre à un état comprimé en
phase ou bien, tout simplement, à un état avec excès de bruit.

3. Le bruit de la somme est inférieure au bruit de la différence. Dans ce cas, le
bruit d’intensité est en deçà de la limite quantique standard : on a alors une
preuve du caractère non-classique de l’état.

La figure 6.3.1 montre un schéma du montage expérimental de la détection balancée,
où nous prélevons une partie du photocourant de chaque photodiode pour asservir à la
fois la longueur de la cavité et la phase de la pompe. Avec l’autre partie du signal, nous
extrayons la somme et la différence des photocourants pour la mesure des spectres
de bruit avec un analyseur de spectre. Les photodiodes utilisées ont une efficacité
quantique supérieure à 90% et le taux d’extinction entre la paire de détecteurs est
d’environ 30 dB.

6.3.2 Réduction du bruit quantique d’amplitude

La phase de la pompe étant asservie pour que le signal soit désamplifié, nous avons
pu observer une réduction du bruit d’intensité (et donc d’amplitude) du faisceau
signal transmis (~100 µW) au delà de la limite quantique standard entre 1 et 3 MHz
(figure 6.3.2, obtenue avec un cristal de 500 µm d’épaisseur). La production d’un état
comprimé en quadrature avec un SPOPO femtoseconde est un résultat qui n’avait
jamais été observé 1. La variance du bruit est comprimée d’environ 1,2 dB en puissance
par rapport au shot noise entre 1 et 1,5 MHz et s’égale au shot noise à partir de 3 MHz
environ. Cette chute du squeezing avec la fréquence est un effet de la bande passante

1. Le résultat avait déjà été obtenu en régime picoseconde [Shelby 92].
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6 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité linéaire
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Figure 6.3.2: Réduction du bruit d’amplitude du faisceau signal en dessous de la limite
quantique standard entre 1 et 3 MHz avec un SPOPO. Le pic à 800 kHz
correspond aux oscillations de relaxation du laser. La bande passante de
détection est ici de 30 kHz et la bande passante vidéo est de 10 Hz.

de la cavité 2. Le pic proche de 800 kHz provient des oscillations de relaxation du laser,
qui provoque un excès de bruit classique à cette fréquence. La hauteur de ce pic peut
être minimisée en ajustant finement la largeur de la fente dans la cavité laser, mais
nous ne l’avons jamais vu s’annuler complètement. On rappelle que 800 kHz est aussi
la fréquence des fortes modulations d’amplitude qui apparaissent quand le laser est
en Q-switched mode-locking (cf. figure 5.2.3b).

Nous avons pu observer la réduction du bruit d’amplitude plusieurs fois au cours
d’un an de manipulations, sans réussir à obtenir des quantités de squeezing plus
conséquentes, naturellement attendues grâce au facteur de désamplification et l’effi-
cacité de couplage avec la sortie (escape efficiency), qui consiste en le rapport entre
les pertes du miroir de sortie et les pertes totales (en intensité). Les raisons pour
lesquelles nous n’avons pas observé plus de compression de bruit, même si l’on prend
en compte la bande passante de la cavité, n’ont jamais été complètement comprises,
mais nous avons une explication possible (développée dans la thèse d’Olivier Pinel
[Pinel 10]) liée à une instabilité observée lors du balayage de la phase relative entre la

2. Dans la figure 6.3.2, on note l’absence des pics de modulation à 1,4 MHz et 1,8 MHz (pour les
asservissements de la longueur de la cavité et de la phase de la pompe, respectivement). En effet,
pour ces mesures-là, nous avons utilisé des fréquences de modulation au delà de 3 MHz, qui donnent
un bon aspect pour les courbes de bruit prises sur une grande plage de fréquences. En revanche, les
asservissements deviennent assez instables dans cette configuration car les modulations sont fortement
atténuées par la cavité (effet de la bande passante). Nous avons donc donné préférence aux basses
fréquences de modulation pour les mesures de la suite, où on regardera, par exemple, le bruit à une
fréquence d’analyse donnée (zero span).
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6.3 Détection balancée et mesures d’états non-classiques
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Figure 6.3.3: Détection balancée avec filtrage spectral permettant de sélectionner la
zone du spectre optique à mesurer.

pompe et l’injection. Comme on le verra dans le chapitre suivant, les états produits
par la nouvelle génération de l’expérience (avec une cavité en anneau) sont du vide
comprimé, car on peut se permettre d’"injecter du vide" dans la cavité tout en l’ayant
asservie. On n’aura donc plus les mêmes problèmes d’instabilité et les niveaux de
compression obtenus sont bien meilleurs.

6.3.3 Détection balancée à filtrage spectral

Pour interroger l’état produit par le SPOPO quant à sa nature multimode, au sens
présenté en section 3.2.2, nous avons étudié la distribution des fluctuations quantiques
d’intensité au long du spectre optique du peigne de fréquence, d’une manière similaire
à ce qui a été fait en [Spälter 98] et [Opatrny 02], où on relève les corrélations de bruit
entre les différentes régions du spectre.

Dans ce but, nous avons mis en place une détection balancée avec filtrage spectral,
schématisée sur la figure 6.3.3. Les composantes fréquentielles du faisceau sont d’abord
dispersées spatialement à l’aide de deux prismes taillés à Brewster (évitant ainsi des
pertes). Ensuite, une lentille sphérique focalise le faisceau sur son plan de Fourier, où
nous plaçons une fente réglable à lames de rasoir dont on peut régler la position et la
largeur. Le faisceau est ensuite recollimaté et envoyé dans une détection balancée.
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6 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité linéaire

(a) (b)

longueur d'onde

31   2   3   4

Figure 6.3.4: (a) Spectre divisé en 4 pixels de puissances égales. (b) Filtrage spectral :
les fréquences sont dispersées spatialement et les zones spectrales sont
sélectionnées par la fente réglable.

Le filtre spectral avait une résolution théorique d’environ 2 nm, calculée à partir
du rayon du faisceau, la dispersion des prismes et de la distance focale du premier
miroir sphérique. La résolution mesurée a été de 1,8 nm. Avec une telle résolution
nous avons pu diviser le spectre du peigne (d’une largeur FWHM d’environ 6 nm) en
quatre parties de puissances égales, appelées pixels, symétriques par rapport au centre
du spectre et numérotées de 1 à 4 (voir figure 6.3.4). De cette manière, il est possible
de sélectionner le pixel (ou la somme de pixels) sur laquelle on réalise la détection
balancée. Nous verrons dans la prochaine sous-section, comment cela nous aide en
pratique à extraire des informations sur le caractère multimode de l’état.

Une dernière remarque par rapport au montage concerne la façon dont nous
asservissons la cavité et la phase de la pompe en présence du filtrage spectral. Les
signaux d’erreur sont produits à partir d’une petite fraction de puissance (environ
10%) prélevée juste après la sortie de la cavité par un cube polariseur. On note que,
dans la figure 6.3.1, la séparation était faite au niveau électronique, donc après la
détection, tandis que, dans le cas de la figure 6.3.3, la séparation est optique et induit
des pertes qui dégradent les propriétés quantiques de l’état. 3 Néanmoins, le dernier
montage a l’avantage de nous permettre de régler le filtre spectral (et ainsi passer d’un
pixel à l’autre) sans perdre les asservissements de la cavité et de la phase ni changer
le niveau des signaux d’erreur, ce qui fait que les mesures des différents pixels sont
réalisées sous les mêmes conditions en termes de stabilité d’asservissement.

6.3.4 Caractérisation d’états non-classiques multimodes

Nous pouvons caractériser un état quantique multimode en termes des modes de
détection, plus précisément à travers les corrélations quantiques entre ces modes. Ici,
les modes de détection sont les quatre pixels que nous venons de définir, qui peuvent
être mesurés séparément par la détection balancée grâce au filtrage spectral.

3. On rappelle, par contre, que l’on peut naturellement corriger le squeezing des pertes, et que pour
1 dB de réduction de bruit, 10% de pertes ne changent pas brutalement la quantité de squeezing finale.
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6.3 Détection balancée et mesures d’états non-classiques

Principe

Le point de départ pour reconstruire une matrice de corrélation des pixels consiste
à mesurer les covariances

cov(ni, nj) = 〈n̂in̂j〉 − 〈n̂i〉 〈n̂j〉 (6.3.1)

où n̂i est le nombre de photons dans le pixel i. cov(ni, nj) est la fonction de corrélation
en nombre de photons entre les pixels i et j (pour i 6= j) et cov(ni, ni) donne la
variance du nombre de photons dans le pixel i :

cov(ni, ni) = ∆n2
i = 〈n̂2

i 〉 − 〈n̂i〉
2 . (6.3.2)

∆n2
i est obtenu directement à partir du signal somme de la détection balancée pour le

pixel i. Or,

∆(ni + nj)
2 = ∆n2

i + ∆n2
j + 2cov(ni, nj) . (6.3.3)

Les cov(ni, nj) peuvent donc être obtenues, en principe, à partir de la mesure de trois
variances : celles des pixels i et j séparément plus la variance de la somme des ces
pixels.

Ainsi, avec l’équation (6.3.3), un système à une fente unique réglable permet
d’accéder directement à cov(n1, n2), cov(n2, n3) et cov(n3, n4). Pour déterminer,
disons, cov(n1, n3), on peut alors utiliser l’équation

∆(n1 + n2 + n3)2 =∆n2
1 + ∆n2

2 + ∆n2
3

+ 2cov(n1, n2) + 2cov(n2, n3) + 2cov(n1, n3). (6.3.4)

Et de manière similaire on obtient toutes les covariances restantes. Au total, nous
effectuons donc des mesures de bruits sur 10 zones spectrales : {1}, {2}, {3}, {4}, {12},
{23}, {34}, {123}, {234} et {1234} (où {123}, par exemple, représente la somme des pixels
1, 2 et 3). Pour chaque zone {i1 . . . im} mesurée, les fluctuations d’intensité détectées
s’écrivent

∆

( ∑
i=i1,...,im

ni

)2

=
∑

i,j=i1,...,im

cov(ni, nj) (6.3.5)

et, au final, en résolvant un système linéaire de dix équations du type (6.3.5), on
retrouve toutes les covariances.

À partir de ces valeurs, on reconstruit la matrice de corrélation d’intensité, définie
comme

C(i, j) =
cov(ni, nj)√

∆n2
i∆n

2
j

− δij
∆n2

i,shot

∆n2
i

. (6.3.6)
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6 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité linéaire

Cette matrice est normalisée de sorte que |C(i, j)| ≤ 1 et l’élément diagonal C(i, i)
contient la différence (normalisée) entre le bruit d’intensité ∆n2

i et le shot noise
∆n2

i,shot mesurés pour le pixel i :

C(i, i) =
∆n2

i −∆n2
i,shot

∆n2
i

. (6.3.7)

Si l’état est monomode, comme les pixels ont tous la même puissance, alors tous les
éléments diagonaux de la matrice de corrélation doivent avoir la même valeur, et les
éléments non-diagonaux doivent avoir tous une autre valeur. Si ce n’est pas le cas,
alors l’état est multimode.

Résultats

Nous avons effectué les mesures de covariance sur un état avec un bruit normalisé
global d’intensité ∆n2/∆n2

shot = 0, 84 ± 0, 02 à 1,5 MHz, soit environ 0,7 dB de
squeezing d’intensité sur la totalité du spectre optique. Sur chaque zone de détection
{i1 . . . im}, nous avons mesuré le bruit d’intensité et le shot noise à la fréquence de
1,5 MHz pendant 5 s, pour un total de 1000 points pour chaque mesure. Pendant tout
le processus de mesure des 10 zones, la cavité et la phase sont restées asservies et
l’intensité totale transmise par la cavité était surveillée.

Les valeurs moyennes de chaque ensemble de 1000 points ont été utilisées pour
reconstruire la matrice de corrélation, montrée dans la figure 6.3.5. Dans le cas mono-
mode, on montre facilement que toutes les fonctions de corrélation (6.3.6) entre pixels
devraient être égales à -0,035. La présence d’un élément diagonal (1,1) avec moins de
squeezing local et d’un élément non-diagonal présentant plus d’anti-corrélation que
les autres coefficients suggère que le faisceau de sortie du SPOPO est de fait dans un
état non-classique multimode. Néanmoins, l’incertitude des éléments non-diagonaux
ne nous permet pas d’affirmer sans ambigüité que l’état généré est multimode. En
effet, l’écart-type des éléments diagonaux était 0,014, mais les écarts-type des éléments
non-diagonaux se distribuent entre 0,022 et 0,133.

Pour démontrer l’aspect multimode, nous avons effectué une autre analyse qui
consistait à calculer les modes propres impliqués dans cet ensemble de données et
vérifier si ces modes sont effectivement excités. Nous avons donc reconstruit la matrice
de covariance d’amplitude dans la base des quatre pixels :

Vxi,xj =
1

2
〈δx̂iδx̂j + δx̂jδx̂i〉 , (6.3.8)

où x̂i = âi + â†i est la quadrature d’amplitude et δx̂ = x̂− 〈x̂〉. Les informations sur
la quadrature de phase ne peuvent pas être relevées avec notre technique, puisque
nous procédons uniquement à des mesures du bruit d’intensité. Nous faisons donc
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6.3 Détection balancée et mesures d’états non-classiques

pixel pixel

Figure 6.3.5: Matrice de corrélation d’intensité entre les pixels, C(i, j), reconstruite à
partir des données expérimentales.

l’hypothèse que toutes les composantes du spectre ont la même phase, de sorte que
l’on peut les prendre toutes réelles, ce qui est tout à fait raisonnable dans le contexte
de l’expérience (et a d’ailleurs été vérifié par la suite). On montre alors, comme dans
[Opatrny 02], que cov(ni, nj) ≈ 〈x̂i〉 〈x̂j〉Vxi,xj . Le nombre moyen de photons dans
un pixel vaut alors 〈n̂i〉 ≈ 〈x̂i〉2 et on obtient une expression simple pour les éléments
de la matrice de covariance d’amplitude :

Vxi,xj =
cov(ni, nj)√

∆n2
i,shot∆n

2
j,shot

. (6.3.9)

La diagonalisation de la matrice de covariance V nous permet d’inférer que la
lumière générée par le SPOPO est constituée d’un ensemble de quatre modes décorrélés
(les vecteurs propres de V ) à bruits d’intensité donnés (les valeurs propres de V ).
On trouve que, parmi ces quatre mode propres S`, il y en a deux avec valeur propre
inférieure à 1 (la limite quantique standard) et un avec valeur propre supérieure à 1,
comme on peut le voir sur la figure 6.3.6. L’incertitude de la mesure est suffisamment
petite pour conclure que le premier et le troisième mode propre sont comprimés en
amplitude et que le deuxième a de l’excès de bruit en amplitude, mais pas suffisamment
petite pour pouvoir affirmer que le quatrième mode propre est excité. Cela montre
que le faisceau de sortie du SPOPO est décrit par au moins trois modes indépendants
et au moins deux d’entre eux sont dans un état comprimé, donc non-classique ; le
quatrième mode peut être considéré comme du vide.

L’incertitude du bruit d’intensité des modes propres a été estimée de la manière
suivante : on génère 10000 matrices de covariance à partir d’éléments pris hasards
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6 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité linéaire
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Figure 6.3.6: Profil spectral des modes propres S`, qui sont des combinaisons linéaires
des modes-pixel. Les modes-pixel sont lissés prenant en compte la résolution
du filtre passe-bande spectral : 1,8 nm. Lignes continues : modes propres.
Lignes interrompues : mode du champ moyen. P = fraction de la puissance
totale. BIN = bruit d’intensité normalisé au shot noise.

126

te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



6.4 Conclusion

dans l’ensemble de nos données expérimentales. Après rotation dans la base des S`, les
éléments non-diagonaux de ces matrices fluctuent autour de 0± 0, 03, ce qui montre
que les modes S` sont bien les modes propres de ces champs générés aléatoirement.
Les éléments diagonaux donnent le bruit d’intensité normalisé de ces modes, et leur
étalement autour de la moyenne fournit l’incertitude.

Le mode propre S1, dans lequel on trouve presque la totalité de la puissance du
faisceau, possède environ la même quantité de squeezing que le mode du champ
moyen. On observe également que les profils des modes propres calculés sont proches
des quatre premières fonctions Hermite-Gauss, ce qui est compatible avec la théorie,
qui prédit encore que le deuxième supermode du SPOPO est comprimé en phase et
présente donc de l’excès de bruit en amplitude.

La procédure que nous venons de décrire montre que l’état généré est décrit par au
moins trois modes (deux d’entre eux dans un état comprimé en amplitude). Néanmoins,
une description complète du champ généré par le SPOPO implique potentiellement
plus de modes : une séparation du spectre en plus de quatre pixels (il faudrait alors
un filtrage spectral avec une meilleure résolution) pourrait révéler des corrélations
d’intensité qui nécessitent plus de trois modes pour être décrites. De plus, cette
technique ne prend pas en compte la possibilité de corrélations avec les fluctuations
de phase, δp̂i. Une caractérisation complète de l’état quantique en sortie du SPOPO
nécessite la connaissance de Vpi,pj et Vxi,pj , qui demande la mise en place d’une
détection homodyne avec mise en forme de l’oscillateur local, ce que nous avons fait
dans la deuxième génération de l’expérience (chapitre suivant).

6.4 Conclusion

Nous avons observé pour la première fois à notre connaissance l’amplification
sensible à la phase avec un SPOPO femtoseconde. En régime de désamplification
maximale, nous avons démontré, à travers de mesures de bruit d’intensité, le caractère
non-classique du faisceau brillant produit par le SPOPO, ce qui constitue également
un résultat nouveau. De plus, nous avons (partiellement) caractérisé le contenu
multimode de l’état du faisceau en termes de modes propres décorrélés en bruit avec
des profils spectraux bien définis. On a donc une preuve expérimentale du fait que le
SPOPO est une source d’états quantiques multimodes.
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7 Réalisation expérimentale d’états
non-classiques avec un SPOPO
femtoseconde en cavité en anneau
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Dans ce chapitre nous présentons le montage expérimental de la nouvelle génération
de l’expérience (figure 5.1.3) ainsi que les nouveaux résultats obtenus. Nous discutons
en particulier des améliorations apportées à l’expérience grâce au nouveau design de
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

cavité en anneau et au système de détection avec mise en forme d’impulsions, mis en
place récemment par le post-doctorant Jonathan Roslund.

Dans la première section, nous décrivons les caractéristiques géométriques de la
nouvelle cavité. Les propriétés classiques du SPOPO sont présentées dans les sections
7.2 et 7.3. Le système de détection et les mesures d’états non-classiques sont décrits
dans les sections 7.4, 7.5 et 7.6.

7.1 La cavité en anneau

7.1.1 Pourquoi une cavité en anneau ?

Dans une cavité en anneau, par opposition à une cavité linéaire, il est possible
d’avoir deux faisceaux indépendants (qui n’interagissent pas si les impulsions ne sont
pas synchrones) circulant dans des sens opposés. Cette propriété nous permet d’avoir
un faisceau utilisé exclusivement pour l’asservissement de la cavité, ce qui n’était pas
le cas dans le montage précédent. En effet, dans la première version de l’expérience,
pour avoir un signal d’erreur et asservir la cavité nous étions obligés de prélever de
la puissance (optique ou électronique) provenant du faisceau signal. Ceci à la fois
détériore la qualité de la mesure et impose des contraintes sur quelle type d’états on
peut produire (impossible d’asservir la cavité à partir d’un état vide, p.ex.) et, comme
nous l’avons vu, sur comment on peut effectuer des mesures.

Outre découpler l’asservissement et la mesure, la cavité en anneau permet aussi un
asservissement plus robuste. D’une part, on peut contrôler librement la puissance du
faisceau d’asservissement et, d’autre part, comme le chirp du faisceau contrepropa-
geant n’intervient pas dans la détection, on peut se permettre de moduler la phase du
faisceau avec un modulateur électro-optique (EOM).

7.1.2 Conception et géométrie

La cavité linéaire de l’ancienne version de l’expérience présentait quelques difficul-
tés de mise place et d’alignement liées à la taille des montures des miroirs courbes
et à la grande sensibilité à la distance entre ces deux miroirs, qui nécessitait donc
un réglage très fin. Aussi, dû à des contraintes géométriques, nous n’avions pas de
référence visuelle claire pour le réglage du faisceau d’injection après la mise en place
des optiques, ce qui rendait l’alignement de la cavité souvent pénible. À cela se rajoute
le fait que, le waist du mode résonnant étant très petit (17 µm) et le miroir d’entrée
faisant office de lentille divergente, les lentilles de mode matching étaient positionnées
très proches de la cavité et cela rendait également difficile l’alignement du faisceau
d’injection. Nous avons donc conçu une nouvelle cavité pour contourner toutes ces
difficultés.
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7.1 La cavité en anneau
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Figure 7.1.1: Cavité OPO en anneau. (a) Mise en place expérimentale. (b) Schéma sim-
plifié équivalent. (c) Schéma linéaire équivalent, où on remplace les miroirs
courbes par des lentilles, et représentation du mode spatial résonnant.
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

Nous sommes notamment passé à un waist du mode propre plus grand (39 µm au
niveau du cristal), diminuant les effets d’astigmatisme et rendant le mode matching
moins contraignant. Nous avons aussi adopté comme coupleur d’entrée un miroir
plan et assez proche du cristal (figure 7.1.1a). Avec ces deux modifications, on a réussi
à découpler le mode matching et les miroirs d’injection, ce qui facilite grandement
la tâche d’aligner le faisceau par rapport à la cavité, celle-ci étant préalablement
alignée. La mise en place de la cavité et son pré-alignement ont été les plus grandes
complications, du fait de sa géométrie. Cependant, tout a été conçu pour que, une fois
la cavité alignée, le bon angle d’injection du faisceau se trouve très aisément à travers
une méthode simple et systématique d’alignement. Ceci consiste en une amélioration
importante par rapport au design précédent.

La cavité est monté sur une plaque d’INVAR (qui réduit considérablement les
fluctuations en longueur d’origine thermique) de 1 cm d’épaisseur et de dimensions 30
cm x 60 cm environ. Celle-ci est posée sur de la Sorbotane, dans le but de minimiser
l’influence des vibrations acoustiques.

Comme le montre la figure 7.1.1a, la cavité est constituée de 13 miroirs et le
faisceau laser subit 15 réflexions par tour (deux miroirs font double réflexion). Elle est
parfaitement équivalente à la cavité en anneau schématisée sur la figure 7.1.1b, mais
repliée par de nombreux miroirs pour qu’elle soit davantage compacte et puisse être
couverte et ainsi être plus stable. Des 13 miroirs, seulement 5 sont réglables (M4, M5,
M7, M11 et M12). On gagne donc en robustesse et encore en stabilité.

La cavité est résonnante pour le signal (faisceau infrarouge à 795 nm polarisé
verticalement) et non-résonnante pour la pompe (faisceau bleu à 397 nm polarisé
horizontalement). Le coupleur d’entrée M1 a une réflectivité R = 99% @ 795 nm.
Pour le coupleur de sortie, M10,R = 80% @ 795 nm. Tous les autres miroirs possèdent
des traitements haute réflectivité (HR) à 795 nm.

Les miroirs M2 et M13 possèdent un rayon de courbure Rc = 25 cm. M4 et M11
sont aussi des miroirs sphériques, avec R′c = 6 m. La cavité est symétrique par rapport
à l’axe représenté en pointillés dans la figure 7.1.1b, ce qui nous permet de l’identifier,
pour simplifier, à la cavité linéaire de la figure 7.1.1c où on remplace les miroirs
sphériques par des lentilles de distances focales f = Rc/2 et f ′ = R′c/2.

7.1.3 Mode transverse résonnant

Nous avons conçu et construit la cavité de telle sorte que M2 et M13 sont à une
distance f du cristal, au millimètre près. En effet, du fait de la plus grande distance
focale des miroirs sphériques proches du cristal, cette cavité est stable sur une plage
bien plus large que celle de la cavité linéaire. À L2 fixé (figure 7.1.2a), on voit que
l’on peut varier L1 sur plus de 1,2 cm autour de 12,5 cm tout en gardant la stabilité
de la cavité et que le waist w0 reste à peu près constant et égal à 39 µm pour
12, 4 cm < L1 < 12, 6 cm. La figure 7.1.2b montre que, à L1 fixé, la position des

132

te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



7.1 La cavité en anneau
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Figure 7.1.2: Waist du mode propre de la cavité au niveau du cristal en fonction de :
(a) L1, à L2 fixé et égal à 60 cm ; (b) L2, avec L1 = 12, 5 cm.

miroirs M4 et M11 a peu d’influence sur le waist du mode propre : il faut varier L2 de
presque 10 cm pour obtenir une variation de 1 µm sur w0.

Le mode propre transverse de la cavité possède trois autres waists : deux de même
rayon w1 ' 830 µm (l’un à proximité du miroir M3, l’autre, du miroir M12) et un
troisième proche de M9 et de rayon w2 ' 670 µm.

7.1.4 Mise en place et alignement

On commence la mise en place de la cavité en positionnant les miroirs M1 et M2 et
en s’assurant que le faisceau passe bien par le centre la face intérieure de M1 et est
réfléchi au centre de M2. Ensuite on le dirige vers le centre du miroir M4 en utilisant
M3 et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’il réalise un tour complet de cavité. Les miroirs
réglables M4 et M5 permettent que le faisceau soit bien aligné sur la ligne à retard et
avec les miroirs M11 et M12 on assure le bouclage du faisceau, qui doit se superposer
à lui-même à partir du miroir d’entrée.

Du moment où nous avons un signal en transmission correspondant à plusieurs
tours de cavité, nous réglons la longueur de la cavité grâce à la ligne à retard des
miroirs M8 et M9 et cherchons à obtenir les pics de résonance, en balayant la longueur
avec une piézo, exactement comme dans le cas de la cavité linéaire. Cette piézo, collée
sur un miroir qui fait double réflexion (M7), permet de balayer la longueur sur une
plage de 4× 5µm.

Une fois la cavité et le faisceau d’injection optimisés pour que seul le mode TEM00

soit transmis, nous alignons le faisceau contra-propageant de sorte qu’il soit parfaite-
ment superposé au premier. Nous optimisons les pics de résonance sans toucher à la
cavité : on n’a qu’à redresser le faisceau avec les miroirs d’injection car la cavité est
déjà alignée. Le faisceau contrepropageant est injecté dans la cavité par le miroir M1
également, mais en faisant un angle droit par rapport au faisceau signal, ce qui fait
qu’il sort par M10 aussi dans une direction orthogonale au signal.

133

te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

7.1.5 Asservissement de la longueur

Le faisceau contrepropageant est celui utilisé pour asservir la cavité à résonance.
Comme dans le cas de la cavité linéaire, on utilise la méthode PDH avec modulation
de phase à 1,4 MHz, la seule différence étant que la modulation est réalisée par un
EOM, au lieu d’un actuateur piézo-électrique.

7.2 SPOPO en dessous du seuil

7.2.1 Alignement du cristal non-linéaire et de la pompe

Les procédures d’alignement du cristal et de la pompe sont similaires à celles
décrites en section 6.2.1. Le recouvrement temporel est obtenu cette fois-ci grâce
à une ligne à retard manuelle réglable par vis micrométrique mise en place sur le
chemin du faisceau signal, comme on le voit dans la figure 5.1.3. Le recouvrement est
atteint lorsque l’on observe, derrière le miroir M2, des interférences spatiales entre le
faisceau pompe et le bleu résultant du doublage intracavité, la cavité étant asservie.
L’alignement de la pompe est alors optimisé pour que l’interférence soit en teinte plate,
tandis que le délai est réglé pour optimiser le contraste entre les régions d’interférence
destructive et constructive. Le contraste peut être observé en balayant lentement la
piézo de la ligne à retard.

7.2.2 Amplification sensible à la phase et obtention du seuil

Le recouvrement spatio-temporel entre la pompe et le signal entraîne naturellement
l’amplification sensible à la phase, comme dans la figure 6.2.1 du chapitre précédent.
On optimise le contraste entre l’amplification et la désamplification et ensuite on
augmente la puissance de la pompe pour obtenir le seuil du SPOPO. Avec un cristal
BIBO d’épaisseur 0,5 mm, nous mesurons typiquement un seuil de 85 mW. Nous
l’avons aussi mesuré pour un miroir de sortie de réflectivité R = 90%, transmettant
donc deux fois moins. Comme prédit par la théorie, nous avons obtenu une puissance
de seuil environ 4 fois plus basse (20 mW), car elle est proportionnelle au carré des
pertes totales en intensité. Nous soulignons le fait que la valeur de la puissance de
seuil est très sensible au mode matching et à l’alignement du faisceau pompe.

7.3 SPOPO au-dessus du seuil

7.3.1 Régimes de fonctionnement

Au-dessus du seuil, l’OPO émet de l’infrarouge même s’il n’y a pas de signal
injecté. Dans ce cas, en balayant la longueur de la cavité, on peut comparer les pics de
résonance en l’absence de pompe et les pics d’émission au-dessus du seuil (figure 7.3.1).
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7.3 SPOPO au-dessus du seuil

Figure 7.3.1: Pics observés lorsque l’on balaye la longueur de la cavité. Dans la partie
supérieure (en bleu) : pics de transmission du faisceau d’asservissement
(qui n’interagit pas avec la pompe). Dans la partie inférieure (en vert) :
pics d’émission SPOPO au-dessus du seuil (sans injection).

Sur cette figure, la ligne jaune représente la longueur de la cavité (plus précisément, la
tension appliquée à l’actuateur piézoélectrique du miroir M7) et les pics correspondent
à l’intensité lumineuse en sortie de la cavité. On voit que la distance entre deux pics
d’émission consécutifs est deux fois plus petite que la distance entre deux pics de
résonance sous le seuil, soit la moitié de l’intervalle spectral libre (ISL) de la cavité.

On observe donc, dans la partie inférieure de la figure, les deux régimes de fonc-
tionnement de l’OPO au-dessus du seuil décrits en section 4.4.2. Les pics d’émission
qui coïncident avec les pics de transmission de la partie supérieure correspondent à
l’émission d’un peigne de fréquences possédant un décalage ωCE qui vaut la moitié de
celui de la pompe, 2ωCE. Le peigne transmis lorsque l’on est sur un pic intermédiaire,
à son tour, a un décalage en fréquence de ωCE + ωr/2. Le profil spatial du mode émis
est un TEM00.

7.3.2 Spectre du premier supermode

Nous avons également mesuré le spectre de la lumière émise par le SPOPO au-
dessus du seuil, qui doit correspondre au profil spectral du premier supermode. Cela a
été possible en asservissant la cavité sur le pic central de résonance et en augmentant
suffisamment la puissance de pompe. Dans la figure 7.3.2a, on compare le spectre émis
au-dessus du seuil (en utilisant un cristal d’épaisseur 0,5 mm) avec le spectre émis par
le laser.

La largeur du spectre du premier supermode dépend essentiellement de la largeur
spectrale de la pompe et de la fonction d’accord de phase. D’après ce que nous avons
vu en section 2.4, pour un cristal doubleur assez fin et des spectres d’enveloppes
gaussiennes, comme dans notre cas, le spectre de la pompe a une largeur donnée
par celle du spectre laser multipliée par

√
2. Des spectres plus étroits peuvent être
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau
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Figure 7.3.2: Spectre laser et spectre d’émission du SPOPO au-dessus du seuil avec
un cristal d’épaisseur (a) 0,5 mm ; (b) 2 mm. Les largeurs indiquées sont
prises à mi-hauteur (FWHM).

générés en utilisant des cristaux plus épais, où les effets de la GVD deviennent non-
négligeables (figure 2.4.2). Quant à l’accord de phase de la conversion paramétrique
descendante, il dépend aussi uniquement de l’épaisseur du cristal (si on le suppose
parfaitement aligné). Pour une pompe de largeur 2,1 nm (FWHM en intensité) et un
cristal d’épaisseur 500 µm, on s’attendrait (figure 2.5.3) à un premier supermode de 40
nm bande spectrale environ (FWHM en intensité), alors que l’on ne mesure que 11
nm.

Nous avons réalisé très récemment que cela vient probablement du fait que les
miroirs de la cavité ne sont pas HR sur une bande spectrale assez large. En effet, sur
un ensemble de 15 réflexions par tour de cavité, cela pourrait entraîner suffisamment
de pertes pour que les longueurs d’ondes des ailes du spectre soient "coupées" du
spectre d’émission du SPOPO. Deux faits corroborent cette hypothèse. Le premier :
une analyse des courbes de transmission des différents miroirs fournies par le fabricant
(CVI Melles Griot) montre que les régions où la transmission est à peu près plate (et
proche de zéro) ne dépassent jamais une largeur de 30 nm, pouvant être plus petites que
20 nm. Le deuxième fait vient d’une mesure de spectre émis au-dessus du seuil réalisée
avec un miroir de sortie à réflectivité R = 10%. Nous avons observé un spectre
presque identique à celui émis par le laser, c’est-à-dire avec une largeur d’environ 6
nm (FWHM en intensité). La finesse plus élevée a donc amplifié l’effet de coupure
des ailes du spectre, mettant en évidence le fait que les courbes de transmission des
miroirs de la cavité ne sont pas suffisamment plates autour de la longueur d’onde
centrale. Les modes propres de la cavité ne sont donc pas nécessairement les modes
propres de la conversion paramétrique : les miroirs de cavité jouent un rôle du fait de
la dépendance spectrale des pertes et de la dépendance spectrale de la transmission du
miroir de sortie.

On peut envisager deux solutions pour ce problème :

1. Changer les miroirs de la cavité pour qu’elle soit résonnante pour une plage de
fréquences suffisamment large ;
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7.4 Détection homodyne avec mise en forme d’impulsions

2. Modifier les propriétés de la pompe et/ou du cristal intracavité pour produire
des supermodes de largeur comparable à celle du spectre laser, qui résonne sans
difficultés dans la cavité.

La deuxième option est préférable car avoir un supermode de spectre plus étroit permet
de réaliser la mesure de ces propriétés quantiques par une détection homodyne (voir
section 7.4) où l’oscillateur local est un faisceau provenant directement du laser, sans
avoir recours à des techniques d’élargissement spectral. En effet, si, à la place d’un
cristal de 0,5 mm d’épaisseur, on utilise un cristal de 2 mm, on montre (figure 2.5.4)
que la largeur spectrale théorique du premier supermode (7 nm) devient comparable
à celle du faisceau délivré par le laser (6 nm), qui peut donc être utilisé comme
oscillateur local. Nous avons donc expérimenté un cristal doubleur d’épaisseur 2 mm
pour optimiser le recouvrement des deux spectres 1. Le spectre émis au-dessus du
seuil, d’une largeur mesurée à mi-hauteur d’environ 7,5 nm, est en effet très proche
de celui prédit par la théorie (figure 7.3.2b). Avec ce cristal, le seuil est atteint pour
une puissance de pompe de 75 mW environ.

Dans les sections 7.5 et 7.6, où nous mettons en évidence la génération d’états non-
classiques, nous comparons les résultats obtenus avec ces deux différents cristaux.

7.4 Détection homodyne avec mise en forme
d’impulsions

7.4.1 Principe de la détection homodyne : mesure projective

La détection homodyne est une procédure très répandue en optique quantique, dans
le régime des variables continues, qui permet d’accéder aux quadratures du champ.
Il s’agit de faire interférer le champ quantique à mesurer (signal) avec un champ de
référence, "classique", intense et de phase ajustable θ, appelé oscillateur local (OL).
Étant une technique interférométrique, la détection homodyne est projective, dans le
sens où la mesure est réalisée sur la projection du champ signal sur le mode de l’OL.

Expérimentalement, les deux champs sont mélangés par une lame séparatrice
50/50 et on vient mesurer l’intensité lumineuse sur chaque voie de sortie avec des
photodiodes sensibles au bruit quantique. Si l’intensité moyenne de l’OL est très
supérieure à celle du champ à mesurer, alors la différence des deux photocourants, Î1

et Î2, est proportionnelle à la quadrature x̂θ du champ signal projeté sur le mode de
l’oscillateur local (voir, par exemple, [Welsch 99]) :

Î− = Î1 − Î2 =
√

2IOLx̂θ , (7.4.1)

1. On pourrait également envisager de rétrécir le spectre de la pompe (donc rallonger la durée des
impulsions) avec des filtres interférentiels.
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

OL :

Figure 7.4.1: Détection homodyne : le profil spectral/temporel de l’oscillateur local
(OL) détermine sur quel mode on réalise la mesure et sa phase définit la
quadrature mesurée.

où IOL est l’intensité moyenne de l’oscillateur local et la quadrature x̂θ est déterminée
par la phase ajustable θ (figure 7.4.1).

Lorsqu’il s’agit d’analyser les propriétés quantiques d’un état multimode tel que
celui produit par un SPOPO dégénéré, on peut adapter la forme temporelle/spectrale
de l’oscillateur local pour choisir le mode à mesurer 2. Pour mettre en forme, ou
façonner, les impulsions de l’OL, nous utilisons un dispositif appelé Spatial Light
Modulator (SLM), qui sera décrit dans la section suivante. La figure 7.4.1 schématise
une détection homodyne avec un oscillateur local mis en forme pour la mesure du
bruit de quadrature du deuxième supermode, par exemple.

7.4.2 Mise en forme de l’oscillateur local avec un SLM

Un SLM consiste en un écran composé de plusieurs pixels adressés individuellement
souvent utilisé en imagerie pour changer arbitrairement le front d’onde d’un faisceau
avec un certain profil transverse. Allié à une ligne 4f à dispersion nulle, un SLM peut
être employé pour contrôler de façon arbitraire les propriétés temporelles d’impulsions
femtosecondes. Dans ce cas, il fonctionne comme un masque de phase placé au plan de
Fourier du faisceau, dont le spectre optique est préalablement dispersé par un réseau
de diffraction. La figure 7.4.2 montre le schéma d’une ligne 4f pour la mise en forme

2. Les deux faisceaux mélangés (OL et signal) doivent, bien évidemment, avoir le même profil
transverse pour maximiser le recouvrement spatial et donc l’efficacité de la détection.

138

te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



7.4 Détection homodyne avec mise en forme d’impulsions
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Figure 7.4.2: Ligne 4f pour mise en forme d’impulsions avec un SLM en transmission.

Front d'onde réfléchi

Pixels électrodes

Miroir diélectrique

Cristal liquide 
(modulateur)

Lame électrode

Figure 7.4.3: Schéma de fonctionnement d’un SLM à cristal liquide en ré-
flexion. Source : http://www.bnonlinear.com/products/xyslm/
XYSeriesDS0909.pdf

d’impulsions avec un SLM fonctionnant en transmission. Après passage par le masque,
le faisceau est recollimaté et les différentes composantes spectrales transmises sont
rassemblées par un deuxième réseau de diffraction.

Il existe plusieurs types de SLM (adressés optiquement ou électroniquement, en
transmission ou en réflexion, 2D ou 1D, etc...). Dans [Weiner 00], on trouve une des-
cription assez détaillée de ces différentes configurations et des techniques employées
pour le façonnage d’impulsions femtosecondes. Pour mettre en forme l’oscillateur
local, nous utilisons un SLM modèle XY Series de chez Boulder Nonlinear Systems. Il
s’agit d’un SLM 2D, à cristal liquide, fonctionnant en réflexion et adressé électronique-
ment par des pixels électrodes (figure 7.4.3). La tension appliquée change l’orientation
des molécules du cristal liquide, modifiant l’indice de réfraction du milieu et donc
la phase accumulée par l’onde réfléchie, qui traverse deux fois la couche de cristal
liquide.

L’écran du SLM est composée de 512 x 512 pixels et d’une surface totale d’environ
60 mm2. Avant de venir interagir avec le SLM, le faisceau de l’OL est dispersé par
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau
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Figure 7.4.4: Montage expérimental de la ligne 4f avec un miroir cylindrique au lieu
d’une lentille. Encadré : schéma montrant le spectre dispersé sur l’écran
du SLM.

un réseau de diffraction (600 traits/mm) et focalisé horizontalement par une lentille
cylindrique de distance focale 500 mm. Le schéma sur la figure 7.4.4 montre une vue
de face de l’écran et la disposition spatiale de différentes couleurs du spectre dispersé.
Le faisceau réfléchi (possédant un très léger angle vertical par rapport au faisceau
incident) repasse par la lentille et par le réseau, étant ensuite réfléchi par un miroir
coupé pour être utilisé comme oscillateur local (figure 5.1.3, chapitre 5).

Avec un SLM en 2D, comme le nôtre, il est possible d’implémenter à la fois un
masque de phase et un masque d’amplitude. Ajouter une phase constante sur toute
une plage de fréquences consiste à appliquer un voltage constant sur la zone de
pixels correspondante. Pour réaliser un masque d’amplitude, la procédure est un peu
plus subtile : sur la région de fréquences d’intérêt on vient graver un masque de
phase diffracteur en forme de réseau de traits horizontaux (figure 7.4.5). Le SLM est
légèrement incliné vers le bas pour que les faisceaux diffractés soit réfléchis par le
miroir coupé. Quand la profondeur δ des "rainures" du réseau gravé vaut 1 (phase
variant de 0 à 2π), la puissance réfléchie dans l’ordre +1 est maximale. Si δ = 0, alors
l’écran équivaut à un miroir plan et la puissance réfléchi dans l’ordre +1 est nulle. Le
paramètre δ permet donc de contrôler la puissance réfléchie. L’angle entre l’ordre 0 et
l’ordre +1 est donné en fonction du pas du réseau, d. Celui-ci est choisi grand (d ' 0,8
mm), de sorte que l’angle est très petit (inférieur à une dizaine de mrad). Le faisceau
de l’ordre 0 est filtré par un pinhole 3 (positionné après le miroir coupé et entre les
lentilles d’un télescope) qui ne laisse passer que le faisceau de l’ordre +1.

Avec cette technique, des impulsions femtosecondes peuvent, en principe, être

3. Pinhole : "trou d’aiguille" micrométrique.
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7.5 Observation du vide comprimé sans mise en forme de l’oscillateur local

in

0
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(a) (b)

P
h
as
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Figure 7.4.5: Implémentation d’un masque d’amplitude en utilisant un SLM 2D. (a)
Masque diffracteur (avec δ = 1) appliqué sur la totalité de l’écran. (b)
L’écran (légèrement incliné) agit comme un réseau, dont l’ordre de diffrac-
tion qui nous intéresse est le +1.

mises en forme de façon presque arbitraire (sauf élargir le spectre en créant de
nouvelles fréquences), dans la limite de la résolution spectrale du montage. il suffit
d’implémenter un masque d’amplitude avec δ variant en fonction de ω (soit dans la
direction x de l’écran) et sur lequel on ajoute un masque de phase aussi variant avec
ω.

En ce qui concerne les types de mise en formes présentés dans ce manuscrit, la
profondeur δ des rainures vaut toujours soit 1 ("mode on", transmission maximale)
soit 0 ("mode off", transmission nulle). Lorsque δ = 1 et que l’on souhaite ajouter une
phase constante au masque, cela revient à changer son origine sur l’écran, comme on
le montrera plus loin (figure 8.2.1, pour illustration).

7.5 Observation du vide comprimé sans mise en forme de
l’oscillateur local

Dans un premier temps, nous avons réalisé des mesures du bruit quantique du
faisceau de sortie du SPOPO en utilisant une détection homodyne sans mise en forme
d’impulsion : le SLM est donc réglé pour se comporter comme un miroir plan et l’OL
passe par la ligne 4f sans modification de ses propriétés spectrales/temporelles.

7.5.1 Mode matching de l’oscillateur local

Le mode spatial de l’oscillateur local doit être adapté pour un recouvrement maximal
avec le mode transmis par la cavité. La qualité du recouvrement spatial peut être
évaluée en observant la visibilité des franges d’interférences entre l’oscillateur local
et un faisceau brillant (a priori avec les mêmes propriétés temporelles) transmis par la
cavité. Nous obtenons typiquement une visibilité de 90-92%. Songeant à déterminer
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

si cette "basse" visibilité provenait d’un mauvais recouvrement temporel ou d’un
mauvais recouvrement spatial, nous avons placé un filtre interférentiel avant la
photodiode utilisée pour mesurer les franges. Cela éliminerait en principe l’influence
d’un mauvais matching temporel. Nous avons toutefois obtenu le même résultat : il
s’agit donc d’un problème lié aux modes transverses. Au moment de la rédaction,
nous n’avons pas encore identifié la source exacte de ce mauvais matching spatial,
même si nous y avons engagé beaucoup d’efforts (caractérisation complète du mode
transverse des deux faisceaux, correction d’astigmatisme, placement d’un pinhole
entre les lentilles de mode matching de l’OL, mesure automatique de la visibilité
par ordinateur (ce qui facilite son optimisation), etc...). Dans un avenir proche, une
cavité de basse finesse et adaptée en impédance sera mise en place sur le chemin de
l’OL afin de mieux nettoyer son profil transverse. Tant que le problème n’est pas
résolu, nous devons corriger des pertes (15-20%) toute mesure de bruit réalisée dans
ces conditions 4.

7.5.2 Mesure du bruit quantique

Le signal de différence de la détection homodyne est obtenu en mélangeant les
parties hautes fréquences des signaux des photodiodes avec un Power Splitter ZSCJ-
2-2 (Minicircuits) et est envoyé dans un analyseur de spectre. Pendant la mesure, la
phase de l’OL est balayée lentement grâce à un actuateur piézoélectrique contrôlé par
haute tension. Ce balayage permet d’effectuer une caractérisation complète de l’état 5

projeté sur le mode de l’OL en mesurant le bruit de toutes les quadratures. Pour un
état comprimé dans la voie signal de la détection, on obtient ainsi les arches montrées
sur la figure 7.5.1. Le niveau de compression de l’état est déterminé en comparant
cette courbe au niveau du shot noise, obtenu en bloquant physiquement la voie signal.
On a donc une mesure du bruit de quadrature de l’état comprimé relative au bruit de
quadrature de l’état vide.

La compression de quadrature optimale est obtenue typiquement à 20-30% de la
puissance du seuil. Pour le cristal d’épaisseur 0,5 mm, nous mesurons 2,6±0,3 dB de
squeezing (sans corrections des pertes) à une fréquence d’analyse de 1 MHz. Nous
estimons des pertes totales d’environ 25% : 15-20% provenant du mauvais mode
matching spatial, les autres 5-10% dus aux pertes sur les optiques et à l’efficacité
quantique limitée des photodiodes. Le niveau de compression corrigé des pertes arrive
à 4,0±0,5 dB. Les résultats sont sensiblement meilleurs avec le cristal de 2 mm :
3,50±0,05 dB de squeezing sans corrections, soit 5,8±0,1 dB après corrections ! En
effet, ceci était attendu, car le profil spectral du premier supermode avec un cristal de

4. Une détection homodyne de visibilité 0 ≤ η ≤ 1 réalisée sur un état quantique qui n’a pas subi
de pertes équivaut à une détection homodyne de visibilité 1 réalisée sur un état quantique qui a subi
1− η2 de pertes.

5. Si on suppose que l’état est gaussien.
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7.5 Observation du vide comprimé sans mise en forme de l’oscillateur local
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Figure 7.5.1: Mesure du bruit des quadratures et mise en évidence de la réduction de bruit
en deçà de la limite quantique standard. Les arches rouges représentent
le bruit de l’état non-classique mesuré par les photodiodes. Les arches
bleues correspondent aux courbes rouges corrigées des pertes. (a) Cristal
d’épaisseur 0,5 mm. (b) Cristal d’épaisseur 2 mm. Fréquence d’analyse : 1
MHz. Bande passante de détection : 100 kHz. Bande passante vidéo : 10
Hz. Le temps de mesure est de 10 s pour les deux courbes.
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

2 mm s’approche de celui de l’oscillateur local (cf. figure 7.3.2).
Des fluctuations lentes de phase sont visibles principalement sur la courbe 7.5.1a.

Elles proviennent potentiellement d’une instabilité de phase du laser et des turbulences
sur les chemins des faisceaux.

On observe que les minima et maxima des arches de squeezing dans chacun
des deux cas ne sont pas symétriques par rapport au bruit quantique standard. La
quadrature maximalement amplifiée a donc plus d’excès de bruit que la quadrature
orthogonale n’est comprimée. L’état généré est donc un mélange statistique. La
pureté P de l’état généré (plus précisément, de sa restriction au mode de l’OL) peut
être calculée simplement à partir des variances des quadratures maximalement et
minimalement comprimées, tenant compte de la formule (3.3.7). Si on considère les
états corrigés des pertes, on obtient P ' 0, 7 dans le cas du cristal de 0.5 mm et
P ' 0, 8 pour celui de 2 mm.

7.6 Mise en évidence et caractérisation d’états
non-classiques multimodes

Pour dévoiler les propriétés quantiques multimodes de l’état créé par le SPOPO
en cavité en anneau, nous avons utilisé le même principe qu’au chapitre précédent :
à partir de mesures de corrélation de bruit entre les différentes régions du spectre
optique, plus précisément entre 4 "pixels" spectraux de puissances égales, on recons-
truit une matrice de corrélation que l’on diagonalise pour en extraire des modes
décorrélés. Dans cette deuxième génération de l’expérience, il y a toutefois au moins
deux "nouveautés" :

1. Pour réaliser les mesures de bruit de quadrature sur un mode-pixel, au lieu de
filtrer le spectre du faisceau comprimé, nous le mélangeons avec un oscillateur
local mis en forme par le SLM (figure 7.6.1).

2. Les mesures de bruit sont effectuées sur toutes les quadratures en balayant la
phase de l’oscillateur local, et non seulement sur la quadrature d’amplitude,
ce qui donne accès à une description plus complète de l’état car on peut avoir
accès à tous les éléments de la matrice de covariance (Section 3.3).

Du fait de la résolution spectrale limitée et pour éviter le recouvrement entre les
modes-pixels, nous avons dû introduire des espaces "vides" entre les masques de
phase (figure 7.6.1), de sorte que si les masques sont tous mis ensembles, on crée
des trous dans le spectre gaussien de départ. Autrement dit, le spectre laser n’est pas
reconstitué par la somme des 4 pixels. Cette résolution limitée est due essentiellement
aux optiques la ligne 4f , qui seront bientôt remplacées pour améliorer la résolution.
Cela ne nous empêche cependant pas d’observer de fortes corrélations entre les pixels
spectraux, comme on le verra dans la suite.
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7.6 Mise en évidence et caractérisation d’états non-classiques multimodes
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Figure 7.6.1: Mise en forme de l’oscillateur local avec le SLM : les 4 "pixels" à puissances
égales et les masques de phase correspondantes.

7.6.1 Matrice de covariance et protocole expérimental

Comme nous décrivons l’état généré dans une base de 4 modes-pixels, la matrice de
covariance V à reconstruire est de taille 8× 8. Puisque le champ moyen dans tous les
modes est nul (on travaille en dessous du seuil du SPOPO), on peut écrire les éléments
de cette matrice comme (cf. équation (3.3.4))

Vqi,qj = 〈{q̂i, q̂j}〉 , avec {q̂i, q̂j} =
q̂iq̂j + q̂j q̂i

2
(7.6.1)

où q peut être remplacé par x et p, les indices i, j = 1, 2, 3, 4. La matrice de covariance
prend alors la forme générale :

V =


∆x2

1 〈{x̂1, p̂1}〉 〈x̂1x̂2〉 〈x̂1p̂2〉
〈{x̂1, p̂1}〉 ∆p2

1 〈x̂2p̂1〉 〈p̂1p̂2〉 · · ·
〈x̂1x̂2〉 〈x̂2p̂1〉 ∆x2

2 〈{x̂2, p̂2}〉
〈x̂1p̂2〉 〈p̂1p̂2〉 〈{x̂2p̂2}〉 ∆p2

2
...

. . .

 . (7.6.2)

Le but est de déterminer tous les éléments de cette matrice pour une caractérisation
complète de l’état. Comme la matrice est symétrique, il y a 36 termes à déterminer, au
lieu de 64.
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

On peut aisément mesurer les éléments diagonaux à partir d’une série de détections
homodynes où l’oscillateur local est sous la forme des modes-pixels. On peut égale-
ment vérifier que tous les modes-pixels sont comprimés suivant la même quadrature
à partir de la procédure suivante : d’abord on détermine l’échelle temporelle typique
de fluctuation de la phase de l’OL à partir d’une trace de détection homodyne où
on ne balaye pas la phase ; ensuite, on réalise une détection sur un des modes-pixels
en balayant de 2π la phase de l’OL sur un intervalle de temps bien inférieur à cette
échelle typique, et, immédiatement après, on réalise exactement la même mesure sur
un autre pixel ; enfin, on n’a qu’à comparer les deux traces et vérifier que les minima
(resp. maxima) des deux courbes correspondent à la même phase de l’OL. Cela est
faisable grâce à l’adressage programmable du SLM et au contrôle par ordinateur de la
tension appliquée à la piézo qui balaye la phase.

Pour un pixel i donné, on appelle xi la quadrature de niveau de bruit le plus faible
et pi celle la plus bruitée. Grâce à ce choix, xi et pi sont décorrélés : les éléments
〈{x̂i, p̂i}〉 sont tous nuls. Comme la quadrature comprimée est la même pour tous
les modes, on peut encore montrer que les éléments 〈x̂ip̂j〉 avec i 6= j s’annulent
également [Braunstein 05a]. La matrice de covariance prend alors la forme simplifiée :

V =



∆x2
1 0 〈x̂1x̂2〉 0 〈x̂1x̂3〉 0 〈x̂1x̂4〉 0

0 ∆p2
1 0 〈p̂1p̂2〉 0 〈p̂1p̂3〉 0 〈p̂1p̂4〉

〈x̂1x̂2〉 0 ∆x2
2 0 〈x̂2x̂3〉 0 〈x̂2x̂4〉 0

0 〈p̂1p̂2〉 0 ∆p2
2 0 〈p̂2p̂3〉 0 〈p̂2p̂4〉

〈x̂1x̂3〉 0 〈x̂2x̂3〉 0 ∆x2
3 0 〈x̂3x̂4〉 0

0 〈p̂1p̂3〉 0 〈p̂2p̂3〉 0 ∆p2
3 0 〈p̂3p̂4〉

〈x̂1x̂4〉 0 〈x̂2x̂4〉 0 〈x̂3x̂4〉 0 ∆x2
4 0

0 〈p̂1p̂4〉 0 〈p̂2p̂4〉 0 〈p̂3p̂4〉 0 ∆p2
4


(7.6.3)

Il n’y a donc plus que 20 termes à déterminer en utilisant la détection homodyne, 10
concernant les quadratures x et 10 concernant les quadratures p.

En réordonnant la base dans laquelle s’écrit la matrice V , nous pouvons la réexpri-
mer comme :

V =

(
Vxx 0
0 Vpp

)
, (7.6.4)

où

Vqq =


∆q2

1 〈q̂1q̂2〉 〈q̂1q̂3〉 〈q̂1q̂4〉
〈q̂1q̂2〉 ∆q2

2 〈q̂2q̂3〉 〈q̂2q̂4〉
〈q̂1q̂3〉 〈q̂2q̂3〉 ∆q2

3 〈q̂3q̂4〉
〈q̂1q̂4〉 〈q̂2q̂4〉 〈q̂3q̂4〉 ∆q2

4

 . (7.6.5)

Les termes non-diagonaux de V , du type 〈x̂ix̂j〉 et 〈p̂ip̂j〉, sont obtenus à partir
d’une mesure où l’oscillateur local est une superposition des modes i et j, appelée
mesure {ij}. Ceci est réalisé expérimentalement en appliquant un masque de phase sur
le SLM qui est la somme des masques de phase des modes i et j, tel que représentés
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7.6 Mise en évidence et caractérisation d’états non-classiques multimodes

sur la figure 7.6.1. Cette mesure nous donne accès aux variances ∆(xi + xj)
2 et

∆(pi + pj)
2, qui permettent de calculer les éléments diagonaux grâce à l’expression

∆(qi + qj)
2 = ∆q2

i + ∆q2
j + 2 〈q̂iq̂j〉 , (7.6.6)

similaire à (6.3.3). Ainsi, tous les termes non-diagonaux sont calculés à partir du
résultat de seulement trois mesures, même si les modes en question ne sont pas
adjacents spectralement. (On note que ceci n’était pas possible avec la technique
de filtrage spectral sans oscillateur local employée dans la première génération de
l’expérience : le calcul de cov(n1, n4), par exemple, dépendait du résultat de 8 mesures,
ce qui rajoutait beaucoup d’incertitude à la valeur finale.)

Au total, nous devons effectuer 10 mesures : {11}, {12}, {13}, {14}, {22}, {23}, {24}, {33},
{34} et {44}. {11}, par exemple, correspond à la mesure où l’OL est dans le mode-pixel 1,
et {24} à celle où l’OL est dans une superposition des pixels 2 et 4. Dans chacune de
ces mesures, l’OL a la même puissance totale, ce qui fait que le shot noise est toujours
au même niveau (à de petites fluctuations de puissance près, qui sont d’ailleurs
enregistrées et prises en compte). Pour chaque mesure, nous enregistrons la trace de
la détection homodyne pendant 20 s (tout en balayant la phase de l’OL) et nous en
extrayons deux valeurs : le minimum et le maximum de la trace, qui correspondent
aux variances ∆(xi + xj)

2 et ∆(pi + pj)
2, respectivement (ou ∆x2

i et ∆p2
i ). Une

fois complète, la matrice de covariance expérimentale est ensuite diagonalisée et on
obtient les modes propres (décorrélés) du système, décrits dans la base des pixels. On
réalise également une mesure complémentaire sur l’ensemble des pixels, {1234}, afin
de pouvoir comparer les propriétés de bruit de chaque mode propre avec celles de
l’ensemble.

Nous passons à présent aux résultats obtenus avec chacun des cristaux BIBO,
d’épaisseurs 0,5 mm et 2 mm.

7.6.2 Résultats obtenus avec le cristal d’épaisseur 0,5 mm

La figure 7.6.2 contient les traces des 10 détections homodynes nécessaires pour la
caractérisation complète de l’état. La mesure complémentaire montre que le mode
"1234" est dans un état comprimé de -3,4 dB (quadrature x, par définition) et présente
un excès de bruit de 6,2 dB sur la quadrature orthogonale.

Les lignes horizontales sur les graphes de la figure indiquent :
– le shot noise (ligne noire) ;
– le niveau de bruit maximal, soit de la quadrature p (ligne rouge) ;
– le niveau de bruit minimal, soit de la quadrature x (ligne verte).

Les lignes rouges sont tracées à l’aide d’un algorithme qui identifie les pics des traces,
ajuste un polynôme sur les points qui sont autour de chaque pic et prend la moyenne
des valeurs maximales de tous les polynômes. La même idée est utilisée pour définir
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

les valeurs minimales, et leur moyenne donne la position des lignes vertes. Les dix
valeurs données par les lignes rouges (resp. vertes) sont enregistrées et utilisées pour
le calcul des éléments de la matrice de covariance relative aux quadratures p (resp. x).

Avant de reconstruire cette matrice de covariance expérimentale et en déduire les
modes à bruits décorrélés du système, analysons qualitativement les graphes de la
figure 7.6.2, qui contiennent des informations intéressantes sur la distribution du bruit
au long du spectre optique et les corrélations entre les différents pixels.

Les 8 premiers graphes, analysés par paires ({11} et {44}, {22} et {33}, {12} et {34}, {13}
et {24}) mettent en évidence une symétrie par rapport à la fréquence centrale, qui
vient des propriétés de symétrie de la distribution spectrale conjointe de la conversion
paramétrique (produit entre l’enveloppe spectrale de la pompe et la fonction d’accord
de phase, cf. section 2.5). On voit, par exemple, que les pixels extrêmes, 1 et 4, possèdent
les mêmes niveaux d’excès de bruit de quadrature (entre 1,6 dB et 3,2 dB environ).
Ces pixels manifestent par contre de fortes corrélations, comme on peut le voir sur la
graphe de la mesure {14} : le bruit de la quadrature x de la somme des deux modes
est presque 2 dB en deçà de la limite quantique standard. Cette analyse qualitative
s’applique aussi aux modes 2 et 3, même si leur niveau de corrélation est plus faible. À
la troisième ligne de graphes, nous comparons les propriétés de bruit des deux parties
du spectre : basses fréquences, {12}, et hautes fréquences, {34}. Chaque partie, isolée,
démontre un fort excès de bruit selon la quadrature p et un bruit proche du shot
noise selon x, alors que les deux mises ensembles (mesure {1234}) sont comprimées
de 3,4 dB selon x, comme déjà mentionné. Les propriétés de symétrie sont évidentes
et on pourrait en effet s’y attendre, vu la symétrie de la matrice de couplage entre
les fréquences dans le processus de conversion paramétrique. Il y a également des
corrélations non-triviales entre des paires de pixels qui ne sont pas symétriques par
rapport au centre du spectre : 1 et 3, 2 et 4, 3 et 4, etc... Nous passons donc à une
analyse quantitative en utilisant la matrice de covariance.

Les blocs de la matrice de covariance mesurée expérimentalement (écrite sous la
forme (7.6.4)) valent :

Vxx =


1, 43 −0, 07 −0, 24 −0, 79
−0, 07 0, 91 −0, 15 −0, 18
−0, 24 −0, 15 0, 90 −0, 01
−0, 79 −0, 18 −0, 01 1, 48

 , Vpp =


2, 11 0, 65 0, 72 1, 38
0, 65 1, 56 0, 55 0, 80
0, 72 0, 55 1, 54 0, 68
1, 38 0, 80 0, 68 2, 07

 .

Les vecteurs propres de la matrice de covariance et les valeurs propres respectives
(en dB) sont montrés sur la figure 7.6.3, qui doit être interprétée comme suit : 1) la
première (resp. deuxième) rangée horizontale montre les vecteurs propres liés à la
quadrature x (resp. p) ; 2) le profil spectral d’un vecteur propre donné est obtenu en
sommant les enveloppes des modes-pixels pondérées par les valeurs indiquées par les
colonnes.

Idéalement, les graphiques sur la même rangée verticale devrait être identiques,
et on pourrait les associer à un même "peigne propre". On aurait donc 4 peignes de
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7.6 Mise en évidence et caractérisation d’états non-classiques multimodes

{11} 2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

{44}

{22} 2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

{33}

{12} 2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

{34}

{13} 2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

{24}

{23} 2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

2

1

0

1

2

3

4

5(dB)

{14}

Figure 7.6.2: Traces de détection homodyne (corrigées des pertes) pour toutes les paires
de modes-pixels. État produit avec un cristal d’épaisseur 0,5 mm. Fréquence
d’analyse : 1 MHz. Bande passante de détection : 100 kHz. Bande passante
vidéo : 10 Hz. Temps de mesure : 20 s.
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau
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Figure 7.6.3: Vecteurs propres et valeurs propres de la matrice de covariance pour le
cristal d’épaisseur 0,5 mm. Le spectre correspondant à chaque vecteur
propre est obtenu en multipliant les amplitudes spectrales des pixels par
les valeurs indiquées par les colonnes.

fréquences complètement décorrélés, les valeurs propres de la n-ième rangée verticale
indiquant le niveau de bruit des quadratures x et p du n-ième peigne. Le fait que les
graphiques ne sont pas identiques (mais très proches) indique donc que pour toute
tentative de décrire l’état dans une base de peignes de fréquences, il existera toujours
de (légères) corrélations entre eux. Pour l’illustrer, réécrivons la matrice Vpp dans la
base des vecteurs propres de Vxx (première rangée horizontale de la figure 7.6.3). On
obtient

V ′pp =


4, 30 −0, 12 −0, 45 −0, 03
−0, 12 0, 70 −0, 05 0, 06
−0, 45 −0, 05 1, 26 −0, 02
−0, 03 0, 06 −0, 02 1, 02

 . (7.6.7)

La diagonale de cette matrice contient donc les variances des quadratures p des
peignes de fréquences associés aux modes propres de Vxx. Exprimées en dB (+ 6,3 dB,
- 1,6 dB, + 1,0 dB et + 0,1 dB), on voit qu’elles sont très proches de celles des modes
propres de Vpp. Les éléments non-diagonaux correspondent aux corrélations entre les
peignes. On voit que des corrélations non-négligeables persistent entre le premier et
le troisième peigne, ainsi qu’entre le premier et le deuxième.

Décrit dans cette base de peignes de fréquences, l’état est donc composé par un pre-
mier mode dans un état comprimé de 3,5 dB selon la quadrature x et anti-comprimé de
6,3 dB selon la quadrature p (on retrouve approximativement les bruits de quadrature
du mode "1234"). Le deuxième mode, à son tour, se trouve dans un état comprimé de
1,6 dB selon p. Le troisième mode est peut être dans un état très légèrement comprimé
selon x (il faudrait une analyse des incertitudes pour en être sûr) et le dernier présente
un très léger excès de bruit sur les deux quadratures (il est très proche d’un mode vide).
Les quadratures x des peignes sont complètement décorrélées, mais on observe des
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7.6 Mise en évidence et caractérisation d’états non-classiques multimodes

corrélations entre les quadratures p, surtout entre le premier et le troisième peignes.
On voit que les vecteurs propres reproduisent grosso modo l’allure des polynômes

d’Hermite. L’allure des profils spectraux des modes propres doivent donc s’approcher
des fonctions d’Hermite-Gauss (comme prévoit la théorie du chapitre 2) quand le
nombre de pixels spectraux est très grand.

7.6.3 Résultats obtenus avec le cristal d’épaisseur 2 mm

Ces mesures ont été refaites avec un cristal d’épaisseur 2 mm (figure 7.6.4) 6. La
mesure complémentaire montre que le mode "1234" est dans un état comprimé avec
un bruit de -4,4 dB selon la quadrature x et +7,2 dB selon la quadrature p.

Les propriétés de symétrie par rapport au centre du spectre sont également visibles
dans cette série de mesures, et de façon encore plus marquée (figure 7.6.4). On note
en particulier que les pixels 1 et 4, si isolés, présentent un excès de bruit constant
sur toutes les quadratures. La mesure {14} montre, cependant, que les bruits de ces
modes sont fortement corrélés. On observe donc des signaux claires d’intrication
entre les modes 1 et 4, qui, analysés individuellement, évoquent des propriétés d’états
thermiques. En effet, le calcul de la matrice de covariance montre, par rapport au cas
précédent, une augmentation de l’anticorrélation de bruit entre de x1 et x4 et de la
corrélation de bruit entre p1et p4 :

Vxx =


2, 19 0, 34 −0, 37 −1, 78
0, 34 1, 03 −0, 52 −0, 57
−0, 37 −0, 52 0, 92 0, 24
−1, 78 −0, 57 0, 24 2, 28

 , Vpp =


2, 19 0, 59 0, 69 1, 83
0, 59 2, 19 1, 39 0, 85
0, 69 1, 39 2, 25 0, 68
1, 83 0, 85 0, 68 2, 28

 .

La diagonalisation de la matrice de covariance mène à des résultats qualitativement
comparables à ceux obtenus avec le cristal de 0,5 mm (vecteurs propres visuellement
proches des polynômes d’Hermite), mais quantitativement plus conséquents en termes
de squeezing (figure 7.6.5). La ressemblance entre les modes propres de Vxx et de
Vpp est aussi plus marquante. En réexprimant, comme dans la section précédente, la
matrice Vpp dans la base des modes propres de Vxx, on retrouve, en effet, une matrice
où il n’y a qu’un élément non-diagonal non-négligeable et les éléments diagonaux
sont pratiquement identiques aux valeurs propres de Vpp :

V ′pp =


5, 24 0, 03 −0, 23 −0, 04
0, 03 0, 36 −0, 01 0, 01
−0, 23 −0, 01 2, 43 0, 06
−0, 04 0, 01 0, 06 0, 87

 , (7.6.8)

où, en dB, les éléments diagonaux s’expriment : + 7,2 dB, - 4,4 dB, + 3,9 dB et - 0,6 dB.
On observe cette fois-ci que tous les 4 peignes de fréquences se trouvent dans

des états comprimés (et à des quadratures inversées, en accord avec les prévisions

6. Le temps de mesure pour chaque trace a été doublé (40 s) pour améliorer la statistique dans la
détermination de minima et maxima des courbes de bruit de quadrature.
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau
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Figure 7.6.4: Traces de détection homodyne (corrigées des pertes) pour toutes les paires
de modes-pixels. État produit avec un cristal d’épaisseur 2 mm. Fréquence
d’analyse : 1 MHz. Bande passante de détection : 100 kHz. Bande passante
vidéo : 10 Hz. Temps de mesure : 40 s.
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7.7 Conclusion
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Figure 7.6.5: Vecteurs propres et valeurs propres de la matrice de covariance pour le
cristal d’épaisseur 2 mm. Le spectre correspondant à chaque vecteur propre
est obtenu en multipliant les amplitudes spectrales des pixels par les valeurs
indiquées par les colonnes.

théoriques présentées dans le chapitre 4). Le premier est d’ailleurs plus comprimé
(5,7 dB) que le mode "1234" (4,4 dB). Cette dernière valeur correspond au niveau de
compression du bruit de la quadrature p du deuxième peigne. Le troisième peigne
est comprimé de 2,0 dB selon x et le dernier, de 0,6 dB selon p. Dans cette base
particulière, les 4 peignes sont tous décorrélés en x, mais on observe un certain niveau
de corrélation entre le premier et le troisième peignes selon la quadrature p.

7.7 Conclusion

En utilisant un dispositif expérimental amélioré (SPOPO avec cavité en anneau
et détection homodyne avec mise en forme d’impulsions) nous avons sensiblement
augmenté le niveau de compression des états générés par rapport à l’expérience
précédente, passant de peu plus de 1 dB à presque 6 dB. Nous avons également réalisé
une caractérisation complète et précise du contenu multimode de l’état grâce à la
détection homodyne avec mise en forme de l’oscillateur local. En effet, nous avons
pu témoigner la génération d’un état décrit par au moins 4 modes comprimés en
quadrature partageant le même mode spatial. Ce résultat ouvre les portes pour la
génération extensive (à partir d’une seule source) d’états fortement multimodes.

En effet, les mesures plus récentes réalisées au sein de notre équipe montrent
qu’avec 6 à 8 pixels, un nombre encore plus grand de modes dans des états comprimés
(limité par le nombre de pixels) est nécessaire pour décrire toutes les corrélations
observées entre les pixels, une première en optique quantique.

On rajoute que ce sont des résultats très récents n’ayant pas encore reçu l’analyse
détaillée qu’ils méritent en ce qui concerne les divers critères d’intrication, comme
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7 Réalisation expérimentale d’états classique avec SPOPO en cavité en anneau

le critère EPR [Reid 88], le critère de Duan et Simon [Duan 00, Simon 00] et leur
caractérisation en termes de valeurs propres symplectiques [Simon 94, Arvind 95].
D’autre part, nous avons encore beaucoup de progrès techniques à faire pour améliorer
la pureté de ces états.
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8 Bilan et perspectives
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8.1 Bilan

Au niveau expérimental, cette thèse s’est appuyée sur deux versions d’une expé-
rience utilisant un OPO pompé par des impulsions femtosecondes. Grâce au premier
montage, conçu et mis en place principalement dans le contexte de la thèse d’Olivier
Pinel [Pinel 10], nous avons pu démontrer pour la première fois la génération de
peignes de fréquences quantiques multimodes avec un SPOPO en dessous du seuil.
Celui-ci était constitué d’une cavité linéaire et d’un cristal non-linéaire BIBO, pompé
par un train d’impulsions femtosecondes à 400 nm. Nous avons observé l’amplification
(sensible à la phase) du train d’impulsions infrarouges injecté et, en se plaçant en
régime de désamplification, nous avons mesuré son bruit d’intensité (qui était un peu
plus de 1 dB en deçà de la limite quantique standard) avec une détection balancée
sans oscillateur local. Ensuite, une analyse spectrale nous a permis d’explorer les cor-
rélations d’intensité entre différentes parties du spectre optique (pixels). Ce montage
nous a servi comme une expérience de validation de principe qui a permis de vérifier
le caractère multimode quantique des états (dans ce cas, brillants) produits par le
SPOPO, analysés naturellement dans une base de peignes de fréquences.

Après le déménagement du laboratoire, en fin 2010, nous avons trouvé le moment
propice pour apporter des modifications importantes à l’expérience : montage général
plus compact, cavité en anneau, détection homodyne avec mise en forme de l’oscilla-
teur local. Avec la deuxième version de l’expérience, en marche depuis environ un
an, nous avons pu obtenir des résultats plus conséquents tant quantitativement que
qualitativement, cette-fois ci en travaillant uniquement avec des états quantiques à
champ moyen nul (vide comprimé). Outre une augmentation considérable du niveau
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8 Bilan et perspectives

de compression des états générés (presque 6 dB), nous avons réalisé une analyse plus
complète des quadratures grâce à la détection homodyne et à la mise en place et
l’automatisation du SLM, pour contrôler la forme de l’oscillateur local.

À l’aide de quatre modes pixels en fréquence, nous avons montré expérimentale-
ment que notre SPOPO produisait des états quantiques dont les corrélations spectrales
ne peuvent être décrites que par la présence d’au moins 4 peignes de fréquences com-
primés. Les derniers résultats (qui ne sont pas exposés dans ce manuscrit) montrent
la production d’états multimodes de degré encore plus élevé lorsque l’on passe à
des dimensions supérieures (6 à 8, pour l’instant, avec des perspectives encore plus
ambitieuses). En effet, comme ce type de mesure n’est pas sensible aux corrélations
qui peuvent exister entre les parties du spectre situées à l’intérieur d’un pixel, l’aug-
mentation du degré (mesuré) de l’état multimode pour des mesures de plus haute
dimensionnalité n’est pas étonnante. Elle est tout à fait naturelle et attendue jus-
qu’à une certaine limite. D’autre part, plus on fait croître le nombre de pixels, plus
les modes propres obtenus après la mesure doivent s’approcher des modes propres
théoriques.

8.2 Perspectives

8.2.1 Améliorations à court terme

Afin d’effectuer des mesures de qualité avec une dimensionnalité supérieure à
8-10 pixels, la résolution spectrale sur le SLM devient critique. Elle dépend de la
distance focale du miroir cylindrique et du nombre de traits par unité de longueur
du réseau de diffraction (actuellement : f = 500 mm, n = 600 traits/mm). Ces deux
éléments seront bientôt remplacés (f = 250 mm, n = 1500 traits/mm) et on espère
augmenter ainsi la résolution d’un facteur 2.

La escape efficiency de la cavité OPO est actuellement estimée à environ 95%,
qui constitue le rapport entre les pertes actives (transmission du miroir de sortie :
20%) et les pertes totales (miroir de sortie + miroir d’entrée : 21%). On note que les
valeurs de squeezing corrigées des pertes présentées dans cette thèse ne prennent pas
en compte la escape efficiency. Avec un miroir d’entrée de coefficient de transmission
0,1% (au lieu de 1%), on estime une augmentation de plus de 0,5 dB dans la quantité
de squeezing générée (on peut donc aisément envisager les 7 dB).

Pour améliorer l’efficacité de la détection, et donc la quantité de squeezing mesu-
rée, on envisage de mettre en place une cavité de filtrage de mode spatial destinée à
l’oscillateur local. Cette cavité aurait naturellement une longueur d’environ 4 m, pour
assurer la résonance du peigne, et une basse finesse (comparable à celle de l’OPO)
pour faciliter l’asservissement de sa longueur. Le mode en sortie devra donc être un
TEM00 qui se recouvrera parfaitement au mode transmis par l’OPO. La cavité sera
également adaptée en impédance (miroir d’entrée et de sortie de même réflectivité)
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8.2 Perspectives

afin de maximiser la puissance totale transmise.
Enfin, deux modifications importantes (en cours) pourront améliorer significa-

tivement la qualité des données. La première est la stabilisation de la puissance
laser à travers le contrôle du pointé de la pompe (Verdi). Le pointé sera mesuré à
l’intérieur du MIRA avec une photodiode à quadrants et un signal d’erreur amplifié
sera envoyé aux miroirs d’injection de la pompe. Les fluctuations de la puissance laser
(fréquence typique de l’ordre du hertz), qui se répercutent directement sur la puissance
de l’oscillateur local, génèrent de petites oscillations indésirables sur les traces de
détection homodyne, rendant plus difficile la détermination précise des variances des
quadratures maximalement comprimées (surtout) et anti-comprimées.

La deuxième modification porte sur un protocole de mesure différent de celui
décrit dans ce manuscrit où le calcul des termes non-diagonaux de la matrice de
covariance ne nécessitent que 2 mesures (au lieu de 3, cf. section 7.6.1), ce qui augmente
la précision du résultat. De fait, les covariances entre les pixels i et j peuvent être
déterminées sans passer par la mesure des termes diagonaux, car on a la relation

cov(qi, qj) =
∆(qi + qj)

2 −∆(qi − qj)2

4
. (8.2.1)

Pour mesurer le terme ∆(qi − qj)
2 il suffit de réaliser une mesure {ij} avec un

déphasage de π sur le masque de phase du pixel j, par exemple, ce qui revient
à décaler verticalement d’une demi-période le masque gravé sur le SLM (figure
8.2.1). Nous pouvons aussi envisager de mesurer les covariances croisées, cov(xi, pj),
supposément nulles, à partir de ∆(xi + pj)

2 (mesure avec déphasage de π/2) et de
∆(xi − pj)2 (mesure avec déphasage de 3π/2).

On note que dans ce protocole, le nombre total de mesures à effectuer est plus grand
que dans le cas précédent, même si le nombre de mesures nécessaires pour déterminer
chaque covariance est plus petit.

On peut aussi envisager de mesurer directement le taux d’intrication entre deux
modes en déterminant directement le critère de Duan relatif à ces deux modes à
travers la mesure de ∆(xi + xj)

2 + ∆(pi − pj)2.

8.2.2 Détection multipixel

La détection multipixel est, en ce qui nous concerne, une façon rapide et compacte
d’extraire toutes les informations de corrélation entre "modes-pixels" sans passer
par une série exhaustive de détections homodynes où l’oscillateur local est façonné
sous différentes formes. En effet, tandis que le nombre de mesures nécessaires pour
reconstruire une matrice de covariance 2n × 2n croît, grosso modo, en n2 avec la
méthode habituel décrite ici, la détection homodyne multipixel ne demande qu’une
mesure, qui peut prendre seulement quelques secondes.
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8 Bilan et perspectives

Figure 8.2.1: Masque du SLM réglé pour une mesure directe de ∆(q2 − q3)2.

Prismes dispersifs 
à Brewster

50/50

SPOPO

LO

Barrettes de 
photodiodes

Figure 8.2.2: Détection multipixel dans le domaine spectral.

Ce type de détection a été employé récemment pour la caractérisation d’états
quantiques multimodes spatiaux [Armstrong 12]. Nous allons, dans un futur proche,
adapter cette technique au domaine temporel/fréquentiel. Le schéma du montage
est montré sur la figure 8.2.2. L’oscillateur local et l’état provenant du SPOPO sont
mélangés par une lame 50/50 et ensuite dispersés spatialement par des prismes, coupés
à Brewster pour minimiser les pertes. Les faisceaux dispersés sont alors imagés sur
deux barrettes de 16 photodiodes chacune (acquises chez Hamamatsu). Ainsi, chaque
photodiode détecte une région spécifique du spectre. Comme la puissance n’est pas
également repartie sur les barrettes, chaque photodiode doit avoir un amplificateur
à gain réglable pour assurer une détection parfaitement balancée. Les signaux de
différence entre les photodiodes correspondant à la même région spectrale seront
obtenus à partir de l’électronique analogique. Les 16 signaux de différence seront alors
amplifiés pour raccord avec un convertisseur analogique-numérique et les corrélations
entre ces signaux seront calculées par un ordinateur. Cette technique permettra donc
une reconstruction "en temps réel" de la matrice de covariance.

158

te
l-0

07
71

44
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
Ja

n 
20

13



8.2 Perspectives

Si la détection multipixel dispense la mise en forme de l’oscillateur local, elle exige
un effort technique considérable en matière d’électronique, mais reste parfaitement
faisable.

8.2.3 Façonnage d’états clusters

Nous avons vu que, lorsque l’on analyse dans une base de modes-pixels un état
multimode produit par le SPOPO, on observe des corrélations entre ces modes qui
sont représentées par les éléments non-diagonaux de la matrice de covariance. Le fait
d’avoir plusieurs modes corrélés quantiquement entre eux pourrait conduire à ce que
l’on appelle un cluster state [Briegel 01]. Les états clusters constitue une importante
ressource pour le calcul quantique en variables continues [Menicucci 06].

Dans le chapitre 2, nous avons vu que les modes propres de la conversion paramé-
trique (et donc du SPOPO) sont entièrement déterminés par le profil spectral de la
pompe et l’accord de phase au niveau du cristal non-linéaire. En modifiant la forme et
la durée des impulsions de pompe, on peut donc façonner l’état quantique multimode
de la lumière produite par le SPOPO [Patera 12], créant des états clusters diversifiés
(caractérisés par les corrélations entre les différents modes).

Supposons maintenant que nous avons un état cluster cible à générer (pour l’utilisa-
tion dans un algorithme de calcul quantique, p.ex.) et que nous pouvons contrôler la
forme de la pompe grâce à un SLM intégré à une ligne 4f . En partant d’une pompe de
profil gaussien, par exemple, on peut envisager de mesurer la matrice de corrélation en
utilisant la détection multipixel décrite ci-dessus et la faire converger vers l’état cible
par biais d’un algorithme génétique. Avec des barrettes de 16 photodiodes, on pourrait
a priori créer des états à 16 modes intriqués dont les corrélations sont ajustables à
partir du profil de la pompe.

8.2.4 Détection adaptative

Des algorithmes génétiques peuvent être employés non seulement pour le façonnage
d’états quantiques avec détection multipixel, mais aussi pour optimiser l’oscillateur
local dans le cadre d’une détection homodyne avec mise en forme d’impulsion. L’op-
timisation du mode de l’OL en fonction du résultat de la mesure peut apporter des
informations précieuses sur la structure de l’état. Ceci a déjà été réalisé pour déduire
les propriétés spectrales/temporelles d’un photon unique [Polycarpou 12].

Pour un état multimode donné produit par un SPOPO, on peut s’intéresser, par
exemple, à retrouver le mode dans lequel se trouve le plus de squeezing. Dans ce cas,
le squeezing mesuré avec la détection homodyne servirait de paramètre d’entrée de
l’algorithme génétique et, après plusieurs mesures, le mode de l’OL convergerait vers
celui qui minimise le bruit détecté (normalisé au shot noise). La figure 8.2.3 montre
un schéma illustratif du montage.
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8 Bilan et perspectives

SPOPO

Laser

OL

Figure 8.2.3: Schéma d’une détection adaptative où l’oscillateur local est corrigé pour
optimiser le squeezing mesuré.
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8.2 Perspectives

Avec la procédure actuelle, où nous observons des corrélations entre des modes-
pixels, nous pouvons déduire, en effet, un mode maximalement comprimé dans
l’espace engendré par la base de ces modes-pixels. Cependant, dû aux limitations
imposées par la résolution spectrale, ce mode ne constitue qu’une approximation
de celui qui est maximalement comprimé dans un espace plus large. Comme nous
l’avons vu, la théorie prédit que, pour une pompe gaussienne, le premier supermode
(celui le plus comprimé) a un profil spectral gaussien, qui est effectivement en dehors
de l’espace engendré par la base des modes-pixels. Le résultat d’une telle mesure
adaptative, c’est-à-dire le mode de l’OL optimisé, pourrait ensuite être comparé au
mode émis par cavité au-dessus du seuil, comme une façon de confirmer la théorie.

On peut spéculer qu’il serait aussi envisageable de déduire la forme exacte du
deuxième mode contenant le plus de réduction de bruit si on fait la supposition
qu’il ressemble à la deuxième fonction d’Hermite-Gauss. On pourrait ainsi imposer
certaines contraintes à l’algorithme génétique pour qu’il trouve une solution qui
converge autour de cette fonction. Une autre possibilité consisterait à prélever du
faisceau multimode le mode le plus comprimé (et uniquement ce mode-là). Cela
n’est pas évident car tous les modes partagent les mêmes propriétés spatiales et de
polarisation et sont centrés sur la même longueur d’onde. Si l’on suppose tout de
même que l’on peut le faire, une fois que le premier supermode est vide, le deuxième
devient celui le plus comprimé et on peut appliquer l’algorithme génétique, sans
imposer spécialement de contraintes, pour optimiser la forme temporel de l’OL jusqu’à
ce qu’elle converge vers le deuxième supermode.

En fait, comme nous le verrons dans la prochaine et dernière section, cette mani-
pulation monomode d’états multimodes est possible via certains type de processus
non-linéaires spécialement conçus, comme la somme de fréquences avec accord de
vitesse de groupe, abordée (classiquement) en section 2.6 du chapitre 2.

8.2.5 Manipulation d’états quantiques multimodes

D’une manière générale, un processus de somme de fréquences, faisant intervenir
deux modes initiaux â1 et â2, signal et complémentaire, associées aux fréquences
ω1 et ω2, ω2 > ω1, est formellement équivalent au mélange avec une lame semi-
réfléchissante lorsque la pompe, de fréquence ω3 telle que ω1 + ω3 = ω2, est suffisam-
ment intense pour que ses fluctuations n’interviennent pas. En effet, dans ce cas, la
relation entre les opérateurs initiaux âi et finaux b̂i s’écrit [Kumar 90] :

b̂1 = cos θâ1 − sin θâ2

b̂2 = sin θâ1 + cos θâ2

(8.2.2)

où le paramètre θ dépend essentiellement de la puissance de pompe. On note que
pour θ = π/2, par exemple, on a b̂1 = −â2 et b̂2 = â1. Cela signifie que, pour
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Champ pompe intense

Champ quantique multimode

SFG 
Monomode

Figure 8.2.4: Somme de fréquences monomode pour la manipulation d’états quantiques
multimodes.

certaines valeurs de la puissance de pompe, l’état du mode 1, avec toutes ses propriétés
quantiques, est transféré au mode 2 et vice-et-versa.

Quand la somme de fréquences implique des impulsions courtes (spectres optiques
larges centrés aux fréquences ω1, ω2 et ω3), le processus devient multimode dans le
cas général, les différents modes étant associés à de différents profils spectraux, et
(8.2.2) s’écrit pour chacun de ces modes, indexés par n :

b̂1,n = cos θnâ1,n − sin θnâ2,n

b̂2,n = sin θnâ1,n + cos θnâ2,n

(8.2.3)

où les θn sont en général différents pour une puissance de pompe donnée.
Néanmoins, dans des cas spéciaux où la distribution spectrale conjointe de la

transformation est séparable (voir chapitre 2), la transformation devient monomode.
La figure 8.2.4 illustre cette situation dans le cas où le faisceau signal est un état
multimode produit par le SPOPO et la pompe est un faisceau intense de profil gaussien
et aussi centré à 800 nm. Seul le premier mode du faisceau signal est converti, dans
ce cas vers 400 nm, et tous les autres modes traversent le cristal sans interagir avec
la pompe. Le faisceau complémentaire à 400 nm, initialement vide, porte en sortie
l’état comprimé du premier mode. Le premier mode du faisceau signal, à son tour, est
maintenant vide.

Grâce à cette la conversion de fréquences monomode, le premier mode a changé de
couleur et peut être facilement prélevé avec un miroir dichroïque. Il peut maintenant
être analysé et manipulé individuellement ou encore utilisé comme lien avec un autre
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8.2 Perspectives

système nécessitant une source quantique à cette longueur d’onde. Quant au restant du
faisceau signal, nous pouvons, par exemple, y effectuer une détection adaptative avec
un algorithme génétique pour déterminer la forme exacte du deuxième supermode, qui
est maintenant celui qui porte le plus de squeezing, contribuant pour la caractérisation
de l’état.

Dans [Eckstein 10] et [Brecht 11], cette idée est explorée également dans des cas où
la pompe est dans un mode autre que celui de profil gaussien. On peut alors montrer
que, quand la pompe et soit le signal soit le complémentaire ont la même vitesse de
groupe, alors la distribution spectrale conjointe est parallèle à un des axes lorsque
représentée sur un diagramme (ωsignal, ωidler) et est donc séparable. Dans ce cas, le
processus est monomode et on montre également que la forme de la pompe détermine
le mode signal qui est converti. Ainsi, en mettant la pompe judicieusement en forme
on peut choisir quel mode sera extrait. Si un tel processus est réalisé en cascade, on
peut alors séparer autant de modes que l’on souhaite de l’état multimode initial !

Une des difficultés expérimentales pour atteindre le régime monomode de la somme
de fréquences réside dans l’accord simultané de vitesse de phase et de vitesse de groupe
dans le cristal non-linéaire. Dans le chapitre 2, nous avons montré une configuration
avec un cristal BIBO où nous atteignons l’accord de phase avec un accord de vitesse de
groupe qui n’est pas parfait, et il est donc possible de rendre la conversion monomode
uniquement dans le cas d’une pompe gaussienne. Un autre inconvénient est le fait que
le coefficient non-linéaire semble être bas. Une alternative pour l’avenir sera de trouver
un cristal périodiquement polarisé, comme proposé en [Brecht 11], fonctionnant un
quasi-accord de phase et pour lequel l’accord de vitesse de groupe est atteint en
ajustant la période des couches polarisées.
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