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Equations de Schrodinger & données aléatoires : construction de
solutions globales pour des équations sur-critiques

Résumé

Dans cette thése, on construit un grand nombre de solutions globales pour de nombreuses équations de Schro-
dinger sur-critiques. Le principe consiste & rendre la donnée initiale aléatoire, selon les mémes méthodes que
Nicolas Burq, Nikolay Tzvetkov et Laurent Thomann afin de gagner de la dérivabilité.

On considére d’abord 1’équation de Schrédinger cubique en dimension 3. En partant de variables aléatoires
gaussiennes et de la base de L?(R?) formée des fonctions d’Hermite tensorielles, on construit des ensembles
de solutions globales pour des données initiales qui sont moralement dans L?(R3). Les points clefs de la dé-
monstration sont l’existence d’une estimée bilinéaire de type Bourgain pour l'oscillateur harmonique et la
transformation de lentille qui permet de se ramener a prouver l’existence locale de solutions & I’équation de
Schrodinger avec potentiel harmonique.

On étudie ensuite ’effet régularisant pour prouver un théoréme analogue ot le gain de dérivée vaut % — p%l ou
p correspond & la non linéarité de ’équation. Le gain est donc plus faible que précédemment mais la base de
fonctions propres quelconques. De plus, la méthode s’appuyant sur des estimées linéaires, on établit le résultat
pour des variables aléatoires dont la queue de distribution est & décroissance exponentielle.

Enfin, on démontre des estimées multilinéaires en dimension 2 pour une base de fonctions propres quelconques
ainsi que des inégalités de types chaos de Wiener pour une classe générale de variables aléatoires. Cela nous
permet d’établir le théoréme pour 1’équation de Schrodinger quintique, avec un gain de dérivée égal a %, dans
le méme cadre que la partie précédente.

Mots-clefs : Données aléatoires, équations de Schrédinger sur-critiques, estimées bilinéaires de type Bour-
gain, oscillateur harmonique, solutions globales.



Random data for Schrodinger equations: construction of global
solutions for supercritical equations

Abstract

In this thesis, we build a large number of global solutions for many supercritical Schréodinger equations. The
method is to make the random initial data, using the same methods that Nicolas Burq, Nikolay Tzvetkov and
Laurent Thomann in order to obtain differentiability.

First, we consider the cubic Schrodinger equation in three dimensional. Using Gaussian random variables and
the basis of L?(IR?) consists of tensorial Hermite functions, we construct sets of solutions for initial data that
are morally in L?(R?®). The main ingredients of the proof are the existence of Bourgain type bilinear estimates
for the harmonic oscillator and the lens transform which can be reduced to prove a local existence of solutions
for the Schrodinger equation with harmonic potential.

Next, we study the smoothing effect to prove an analogous theorem which the gain of differentiability is equal
to 3 — p%l which p is the nonlinearity of the equation. This gain is lower than previously but the basis of
eigenfunctions are general. As the method uses only linear estimates, we establish the result for a general class
of random variables.

Finally, we prove multilinear estimates in two dimensional for a basis of ordinaries eigenfunctions and Wiener
chaos type inequalities for classical random variables. This allows us to establish the theorem for the quintic
Schrédinger equation, with a gain of differentiability equals to %, in the same context as the previous chapter.

Keywords : Bourgain type bilinear estimates, global solutions, harmonic oscillator, random data, super-
critical non linear Schrodinger equations.
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Notations de cette thése

d dimension d’espace

U donnée initiale

H oscillateur harmonique

(hn)new  base de fonctions propres de H

A2 valeur propre associée a hy,

o régularité de la donnée initiale ug

" espace de Sololev Harmonique avec s dérivées dans L?

H? espace de Sololev usuel avec s dérivées dans L2

wP espace de Sololev Harmonique avec s dérivées dans LP

WP espace de Sololev usuel avec s dérivées dans LP

YST espace de Strichartz harmonique avec s dérivées sur Uintervalle de temps [T, 7T

X7 espace de Strichartz pour le laplacien avec s dérivées sur I'intervalle de temps [T, T
X? espace de Strichartz global pour le laplacien avec s dérivées

X espace de Bourgain harmonique avec s dérivées

Y?b espace de Bourgain harmonique avec s dérivées restreint a U'intervalle de temps [T, T
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Introduction

L’objectif principal de cette thése est de construire des solutions globales pour des équations de
Schrédinger sur-critiques, en utilisant la théorie des équations a données aléatoires développée dans
IBT2], [BTT] ou encore |[BT4].

Partir d’'une donnée initiale aléatoire afin de résoudre globalement presque surement des équations
sur-critiques est une méthode qui a déja montré ses preuves dans plusieurs situations. Citons,
- [BTT] qui démontrent que toutes les équations de Schrodinger défocalisantes en dimension 1 sont

1 2
presque surement globalement bien posées sur L?(R) (alors que le probléme est H2~ »-1(R) critique),
- [D] qui établit que toutes les équations de Schrédinger défocalisantes en dimension 2 radiale sont

presque surement globalement bien posées sur L?(IR?) (alors que le probléme est H =521 (R) critique),
- [BT4] qui prouvent que ’équation des ondes cubique sur le tore en dimension 3 est presque surement
globalement bien posée sur L?(T?3) (alors que le probléme est H %(T?’) critique),

- [Boud] qui prouve que I’équation de Schrédinger cubique sur le tore en dimension 2 "avec une non-
linéarité non usuelle” est presque surement globalement bien posée sur L?(T?) (alors que le probléme
est L2(T?) critique),

pour ne citer que quelques travaux. Ces résultats sont basés sur la preuve d’une existence locale
presque stre et sur un argument de globalisation de type conservation d’énergie ou de type mesure de
Gibbs invariante sous ’action du flot. Pour I’équation de Schrédinger, en dimension plus grande que
2, la situation ne semble pas aussi bonne. En effet, de nombreuses estimations ne sont a priori plus
vraies ('estimation L des fonctions propres de Poscillateur harmonique, qui est un des points clef

12 . .
de I’analyse en dimension 1, se détériore notablement) et le probléme n’est plus H2 ™ »—1 critique mais
. T
au moins H~ »-1 critique.

Cette theése est consacrée & I'étude de ce probléme en dimension quelconque, en utilisant un argu-
ment de globalisation de type transformation de lentille. On établit que la probabilité de 'ensemble
des données initiales pour lequel le probléme est globalement bien posé n’est plus égal & 1 mais est stric-
tement positif, cela permet de construire des solutions globales pour des équations sur-critiques. De
plus, on démontre que cet ensemble est de mesure de probabilité d’autant plus proche de 1 que ||ug]| g
est petit, sachant que dans notre situation, on prouvera que ||ug||ge petit n’implique pas forcément
||uol|| gro+e petit. Cela signifie, d'une part, que les solutions construites sont valables pour des équations
sur-critiques 4 données initiales non petites, et d’autre part, que la mesure de probabilité des données
initiales concernées peut étre choisie aussi proche de 1 qu’on le souhaite. L’avantage de cette méthode
est qu’elle convient a toutes les données initiales et & une trés grande classe de variables aléatoires (ce
qui n’est pas le cas lorsque 'on utilise 'argument mesure de Gibbs). On propose également dans ces

13



travaux une analyse de type multilinéaire, les résultats cités plus haut se limitant & une analyse linéaire.

Ce manuscrit est organisé comme suit. Le chapitre 1 est un chapitre préliminaire. On commencera
par présenter les équations de Schrodinger (section 1.1), puis, afin de motiver notre démarche, on
présentera le cas des séries de Fourier aléatoires (section 1.2). Les sections suivantes sont consacrées
a un état de Part général des résultats récents établis dans ce domaine (section 1.3) et a I’énoncé des
résultats contenus dans cette thése (section 1.4). Dans le chapitre 2, 'objectif est de construire des
solutions globales & I’équation de Schrédinger cubique en dimension 3 pour des données L?. Aprés
quelques notions sur les espaces de Bourgain, la transformation de lentille (section 2.1) et le calcul
pseudo-différentiel (section 2.2), on démontre une estimée bilinéaire de type Bourgain pour 1'oscil-
lateur harmonique (section 2.3). Ensuite, on établit 'existence de solutions globales, sous certaines
conditions sur la donnée initiale, & I’aide d’un argument de contraction (sections 2.4 et 2.5). On estime
ensuite la régularité de la donnée initiale (section 2.6) pour prouver le théoréme (section 2.7). Dans
la section 2.8, on vérifie que le probléme reste bien sur-critique en passant par l’aléatoire. On termine
avec la section 2.9 qui donne une généralisation du résultat. Dans le chapitre 3, on établit un théoréme
complémentaire a celui du chapitre 2. De maniére analogue & la section 2.8, on commence par montrer
en section 3.1 que les données aléatoires ne permettent pas de gain de dérivées dans L?. Ensuite, en
section 3.2, on effectue une preuve plus courte de 'effet régularisant pour l'oscillateur harmonique que
celle proposée dans la littérature. Puis, on suit le méme schéma que le chapitre 2 pour prouver un
théoréme de construction de solutions globales, en toute dimension, pour un grand nombre d’équa-
tions de Schrodinger sur-critiques avec une non linéarité assez grande. Dans le quatriéme et dernier
chapitre, on s’intéresse a ’équation de Schrodinger quintique en dimension 2. On établit des estimées
multilinéaires pour des fonctions propres quelconques de l'oscillateur harmonique (section 4.1) et une
inégalité de type chaos de Wiener pour une grande classe de variables aléatoires (section 4.2). Cela
nous permet d’en déduire le méme genre de théoréme, que les deux chapitres précédents, pour cette
derniére équation (section 4.3).



Chapitre 1

Historique, Etat de I’art et Résultats de
cette theése
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16 CHAPITRE 1. HISTORIQUE, ETAT DE L’ART ET RESULTATS DE CETTE THESE

1.1 Présentation des équations de Schrodinger

Dans ce manuscrit, on s’intéressera aux équations de Schrédinger suivantes :

01 L AG = Klalrla
{ %y :I—Au Kl|uP~ a, (NLS)

w(0,.) =ug € H*(R?),

avec s > 0, K € {—1,1} et p > 1. Pour simplifier les énoncés, on supposera souvent que p est un entier
impair strictement plus grand que 1 (méme s'il est souvent possible de supposer que p — 1 > [s] dans
le cas p non entier impair). Si K = 1, on parle d’équation de Schrédinger défocalisante et si K = —1
d’équation de Schrodinger focalisante.

1.1.1 Le probléme de l’existence locale

Définition 1.1.1 On dit que le probléme est localement bien posé sur H*(R®) si, pour toute
partie bornée B de H*(R?), il existe T > 0 et un espace de Banach de fonctions Xt continiment
inclus dans Uespace CO([—T,T], H*(RY)) tels que l'on ait les trois propriétés suivantes :

i) Pour toute donnée de Cauchy ug € B, le probléme admet une unique solution u € Xr.

ii) S’il existe o > s tel que ug € H°(R?), alors @ € CO([-T,T], H°(RY)).

i11) L’application ug € B — u € Xp est continue.

En remarquant que pour s > %, I'espace H*(R?) est une algébre, on établit le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.2 Si p est impair alors le probléme est localement bien posé sur HS(Rd) pour
5> %, avec X7 = CO([~T,T], H*(R%)).

Dans le cas s < %, ce que 'on supposera étre le cas dans la suite, introduisons les définitions suivantes
qui proviennent de 'invariance de I’équation. Rappelons que si (¢, x) est solution de I’équation de
Schrédinger linéaire alors i (t, ) = @(\%t, A\x) est aussi solution pour tout \.

Définition 1.1.3 Soit (q,7) € [2,00]? alors on dira que (q,7) est un couple admissible si

(Q7rad)7é(270072) et %:%_g
Définition 1.1.4 Pour s € R et T > 0, on définit
X’% = m Lq([_T7 T]a wer (Rd)) et Y’I‘2 = Z Lq([_Tv T]v wer (Rd)))
(¢,r) admissible (g,r) admissible
X = N LI(R, W*" (R%)) et VS = Yo LYR,W(RY).
(g,r) admissible (¢,r) admissible

On peut alors énoncer les estimées de Strichartz, dues a Strichartz, Ginibre, Velo, Keel, Tao, Yajima
et dont on peut trouver une démonstration en Théoréme 2.3 dans [Tal|, qui jouent un réle crucial
pour la résolution locale de ’équation (NLS)).
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Théoréme 1.1.5 Il existe une constante C > 0 telle que pour tout s € R et toutes fonctions ug €
H*(RY) et F € Y*, on ait les estimations suivantes :

i) e Puglxs < Clluol| g (ray,
i1) ' fRe*iSAF(s) ds < C||F||ys,
Hs(RY)
iii) H Jr €VAF(s) ds < C||F||ys.
Xs

Enfin, on donne une derniére définition qui va permettre de caractériser les équations (NLS|) en fonction
de leurs résolubilités.

Définition 1.1.6 Soient s € [07 g] et p > 1 définis dans l’équation ,

i) On dira que p est sous-critique au niveau HS(]Rd) st Uitnvariance d’échelle de ’équation est

supérieure o Uinvariance d’échelle de H*(R®), c’est a dire si |p < 1+ )
—2s

i1) On dira que p est critique au niveau HS(]Rd) st Uinvariance d’échelle de l’équation est égale

a Uinvariance d’échelle de H*(RY), ¢’est a dire si |p =1+

d—2s
i) On dira que p est sur-critique au niveau H*(R?) si linvariance d’échelle de I’équation est

inférieure a Uinvariance d’échelle de H*(R®), c’est o dire si |p > 1+

d— 2s

Dans [Bou5], on a la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 1.1.7 Sip est sous critique au niveau HS(]Rd) et si p est un entier impair alors le probleme
est localement bien posé sur H*(R?), avec X = X35.

Ce théoréme permet de dire que la théorie locale des équations de Schrédinger sous-critiques est abouti.

Pour le cas des équations critiques, la situation est différente. On montre que ’on a toujours existence
locale d’une solution mais le temps d’existence T ne dépend plus uniquement de B. Le théoréme, tiré
de [Tall, est le suivant :

Théoréme 1.1.8 Si p est critique au niveau HS(]Rd) et st p est un entier impair alors il existe € > 0
tel que pour tout T > 0 et tout ug € By ot

Br = € H*(R? ia S€rs
T {UO ( )/ He U0||L2(d;r2) (=T.1] WS"2(d;2) (Rd)) — €

) )

on ait une unique solution u € X7 4 l’équation avec donnée initiale ug.
De plus, pour tout T > 0, Uapplication ug € Br — u € X} est continue.

Enfin, il reste & énoncer le théoréme pour les équations sur-critiques qui est di & Christ, Tao et
Colliander et dont la preuve se trouve dans [CCT].
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Théoréme 1.1.9 Si p est sur-critique au niveau H*(R?) et si p est un entier impair alors, il eviste
une suite (t,) de réels strictement positifs et une suite de fonctions réguliéres (uy,), solutions de
sur [0, ty] telles que

i) 1 [[un (0, )]s (mey = 0,

i7) nli_}n;OHun(tn, M s (may = 00.
Cela prouve que le flot de l'équation (NLS|) n’est pas continu en 0 et que le probléme n’est pas
bien posé sur H*(RY). Ainsi, la théorie locale des équations de Schrodinger sur-critiques est ouverte.
Par conséquent, construire des solutions locales pour ce types d’équations, ce que l'on fera dans ce
manuscrit (et méme mieux) est un résultat intéressant.

1.1.2 Le probléme de l’existence globale

Définition 1.1.10 On dit que le probléme est globalement bien posé sur H3(R?) s’il est lo-
calement bien posé sur HS(]Rd) et que toute solution locale u se prolonge en une solution globale
@ € CO(R, H*(RY)).

Les théorémes suivants peuvent étre trouvés dans [Bou2|.

Proposition 1.1.11 Soient 1 <p <1+ %, up € L*(R?), I = [T, T] un intervalle et @& une solution

de dans X% avec donnée ug, alors pour tout t € I,

[a(t, )l r2mey = lluollL2(ra)-
Cela permet d’établir un premier théoréme de globalisation.

Théoréme 1.1.12 Si p est sous critique au niveau L>(R?), c’est a dire 1 < p < 1—1—3 alors le probléme
est globalement bien posé sur L2(RY).

On énonce ensuite le théoréme de conservation d’énergie.

Proposition 1.1.13 On suppose que p > 1 avec d =1 ou 1 < p < 1+ ﬁ avec d > 2, alors si

ug € HY(RY), I = [~T,T] est un intervalle et @ une solution de dans X+ avec donnée ug, on
a pour tout t € I,

a(t, )l r2mey = l|uollL2(ray,

- Lo 2 - +1
E(a(t,.)) = iHVu(t, M z2may + ﬁ”u(ta ')HI[)/;U+1(Rd) = E(uo).
Cela permet d’établir un second théoréme de globalisation.

Théoréme 1.1.14 Si est p sous critique au niveau H'(R?), c’est a dire d > 2,1 <p <1+ ﬁ et si
K =1, alors le probléeme est globalement bien posé sur H'(R?).

Bourgain a établi un résultat bien plus général que le Théoréme |1.1.14] qui est le suivant :
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Théoréme 1.1.15 Soit p un entier impair et notons sg son indice critique. On suppose que sg < 1
et que K=1, alors il existe s1 €|so, 1] tel que pour tout s > s1, le probléeme est globalement bien
posé sur H*(R?).

Donnons quelques exemples : - Pour d =2 et p =3, on a s;
-Pourd=3etp=3,0onas =

I
ot
.

—_
w

Pour les équations critiques, on a vu dans la partie précédente que le probléme n’était, a priori,
pas bien posé mais qu’on avait tout de méme existence locale de solutions pour toute donnée initiale.
On énonce deux derniers théorémes qui permettent de construire des solutions globales dans ce cas.

Théoréme 1.1.16 Soit s > 0 et p un entier impair qui est sous-critique ou critique au niveay HS(IRd),
Sip>1+ % alors il existe une constante € > 0 telle que si |[wo|| s (ray < € alors il existe une unique
solution globale dans X°® o [’équation avec donnée initiale ug .

Théoréme 1.1.17 On suppose que K =1, d=3, p=5ou K =1, d=4, p= 3. Alors pour toute
donnée nitiale ug € Hl(Rd) radiale, il existe une unique solution globale dans X' & l’équation
avec donnée initiale ug .

En revanche, pour ’équation de Schrodinger focalisante, méme dans le cas H'(R?) sous critique, on
sait qu’il existe des solutions qui explosent en temps fini. Dans ces cas, le probléme de globalisation
est assez complexe, on pourra regarder [Bou2| pour avoir plus de détails.

Ceci donne un panorama des théorémes acquis pour le probléme de globalisation des solutions. Que ce
soit dans le cas focalisant ou défocalisant, sous-critique ou critique, les questions ouvertes restent nom-
breuses. Ainsi, construire des solutions globales pour I’équation (NLS|) dans des contextes différents
des théorémes cités précédemment, ce que 'on fera dans ce manuscrit, est un résultat intéressant.

1.1.3 La question du scattering

On suppose dans cette partie que la donnée initiale ug € H*(R?) admet une solution globale
@ € C°(R, H*(R%)) a I'équation (NLS). Dans cette situation, une question naturelle est d’étudier le
comportement & l'infini de la solution. On introduit alors la définition suivante :

Définition 1.1.18 On dira que @ diffuse en oo, s’il existe uy € H*(R?) tel que

: SN it _
T [[a(t) — € Bu ey = 0.

De méme, on dira que @ diffuse en —oo, s’il existe u_ € H*(R?) tel que

. = itA _
t_l}r_nooHu(t) " u—_||gs(ray = 0.

Les théorémes suivants, qui peuvent étre trouvés dans [Bou2| ou dans [Boub|, résument les situations
dans lesquelles on est capable de prouver que les solutions diffusent.

Théoréme 1.1.19 Soient d > 2, 1+ % <p<l+ ﬁ et K =1 alors toutes les solutions de
diffusent en 400 et —oo dans H'(RY).
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Théoréme 1.1.20 Soient s > 0 et p un entier impair qui est sous-critique ou critique au niveau
H(RY). Sip>1+2 alors il existe une constante € > 0 telle que si |[uo|| s (ray < € alors la solution

globale & l'équation avec donnée initiale ug diffuse en +o0o0 et —co dans H*(RY).

Théoréme 1.1.21 On suppose que K =1, d=3, p=5ou K =1, d=4, p=3. Alors pour toule
donnée initiale ug € H'(R?Y) radiale, la solution globale & I’équation avec donnée initiale ug
diffuse en +o0o et —oo dans H'(R?).

Théoréme 1.1.22 On suppose que K =1, d>2etl <p <1+ %, alors la seule solution a [’équation
qui diffuse en +oo dans L?(R?) est la solution nulle.

En étant dans une situation différente des théorémes énoncés, on prouvera que les solutions globales
que nous construiront dans ce manuscrit diffusent en +o0 et en —oo.

1.2 Motivations et intéréts des données aléatoires : exemple avec les
séries de Fourier

L’objectif de cette partie est d’expliquer l'intérét de rendre la donnée initiale aléatoire. On donne
les résultats obtenus pour les séries de Fourier et on explique comment les appliquer pour gagner de
la dérivabilité sur la donnée initiale de notre équation.

1.2.1 Un théoréme prometteur

On considére une suite (¢, )nez de [(Z) et on définit la fonction

f(0) = Z cne™

neZ

D’aprés I'égalité de Parseval, on sait que f € L%([0,27]) et donc f € LP([0,27]) pour tout p € [1,2].
En revanche, le probleéme de savoir si f € LP(]0, 2x]) pour p > 2 est un probléme délicat et d’ailleurs
ce résultat est faux sous la seule hypothése (c,)nez € [?(Z). Néanmoins Zygmund, Paley, Kolmogorov
et Rademacher ont démontré que ce résultat était vrai en probabilité en partant de variables aléatoires
Bernoulli. Pour énoncer le théoréme, introduisons quelques notations. On suppose donnés (2, F, P)
un espace de probabilité et (g,)nez une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de mémes lois que X. On définit

f(w,0) = Z Cngn(w)e™.

nez

Théoréme 1.2.1 On suppose que la lot de X suit une Bernoulli d’epérance nulle, c’est a dire
P(X =1)=P(X = —1) = 1 et on notera X ~ B(3), alors f(w,.) € LP([0,27]) w presque surement
pour tout p fini.

Dans [BT2], on peut trouver une amélioration de ce résultat.
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Théoréme 1.2.2 On suppose qu’il existe une constante 6 > 0 telle que pour tout o € R,

2

E(eO‘X) < 0 (1.1)

alors f(w,.) € LP(]0,27]) w presque surement pour tout p fini.
Plus précisément, pour tout p fini, il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tout t > 0,

_ ct2
P(“ € Q/[|f (w, Mlre(o,2x)) = t) < ce "lea

Remarques

-L’intérét de ce théoréme est flagrant, en partant a priori d’une fonction uniquement dans L2([0, 27])
et pas mieux, on obtient une fonction qui est dans tous les espaces LP(]0, 27]).

-On verra une preuve de ce résultat dans le chapitre 3. Les outils de bases pour établir un tel théoréme
sont I'inégalité de Markov, 'inégalité de Minkowski et le fait que ||e™®|| r2(0,2x)) < Cp. Dailleurs, on
pourrait oublier cette derniére information et obtenir I'estimation de type grande déviation suivante :

ct?

Z ’CHPHQZ”ZHLP ([0,27])

P<w € Q/|f (w, e (o,2n]) = t) < Cexp (1.2)

-1 est également possible d’énoncer ce théoréme dans les espaces de Sobolev W*P(]0,27]) a condition
de supposer que (n.cp)nez € (7).

Enfin, pour vérifier que I'hypothése ([1.1) n’est pas vide, on donne quelques exemples de variables
aléatoires la vérifiant. On remarque déja que si X vérifie (1.1)) alors E(X) = 0. En effet pour « proche
de 0, on a E(e®X) =14 aB(X) + o(a) < €** =1+ 602 + o(a?) qui implique E(X) = 0.
Proposition 1.2.3 Si X « B(3) alors X vérifie Uhypothése .

Preuve

E(GQX):EGO[—I-E(B* i o? L_ a2
2 2 — !

Proposition 1.2.4 Si X « N(0,02) alors X vérifie ’hypothése .

Preuve

X 1 ,ﬁ 1 a?o? 7(93_‘72(’)2 o252
E(e*) = Noroe e*e 22 dr = Noroe e 2 e 22 dr =e 2 .
2mo® JR 2mo* JR
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1.2.2 Application aux espaces de Sobolev harmoniques

Dans cette partie, on applique les résultats de la partie précédente a la donnée initiale.
On note

H=—A+|z]? (1.3)

oscillateur harmonique sur R%. On rappelle que cet opérateur est & résolvante compacte sur L2 (]Rd),
il existe donc une base hilbertienne de L?(R?) formée de fonctions propres pour H. Notons (hy,, A2)
un couple fonction propre/valeur propre, que ’on va indexer par n € IN. Ainsi, on a

Hhy, = Mhy,, Y n € N. (1.4)

En dimension d = 1, on sait que A2 = 2n + 1, que chaque espace propre est de dimension 1 et que
2

hn(x) = %g; (e7*")eT est appelée la n-ieme fonction d’Hermite.

En dimension d > 2, on peut remarquer que H est une somme de d oscillateurs harmoniques de di-

mensions 1. Ainsi, les valeurs propres sont de la forme 2k +d avec k € IN et I’espace propre associé est

de dimension N} oy C (d)kdil. On peut remarquer qu'un exemple trés simple de base hilbertienne
—00

en dimension d est celle formée par les fonctions tensorielles des fonctions d’Hermite en dimension 1.
On introduit ensuite les espaces de Sobolev harmoniques.

Définition 1.2.5 On définit Uespace H (RY) comme la fermeture de Uespace de Schwartz sous la
norme

||l |ﬁ5(Rd) = [[H*2ul |22 (R4)-

Remarquons que,

ug € L2(R?)  si et seulement si  ug(z) = chhn(a:) avec Z|C"|2 < 00,

nelN nelN
ug € H (R?) si et seulement si  ug(x) = chhn(m) avec ZA%SICHIQ < 0.
nelN nelN

Définition 1.2.6 De maniére similaire, on définit ’espace Ws’p(Rd) comime la fermeture de ’espace
de Schwartz sous la norme

[[ullgo gy = 11 ul| o (ga)-

Dans [DG], on peut trouver la proposition suivante qui nous servira & maintes reprises dans ce ma-
nuscrit.

Proposition 1.2.7 Pour tous 1 < p < oo et s > 0, il existe une constante C' > 0 telle que

1
GHUHWW(W) < IVl ppray + | <2 > ul| ey < CHUHWS*P(Rd)-
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Cela permet d’établir que v € WP (RY) si et seulement si u € W5P(R?) et |z[*u € LP(RY). Lespace
de Sobolev harmonique est plus fort que Sobolev usuel et cela aura son importance dans les prochains
chapitres.

Une fois ces différentes notations établies, on peut rendre aléatoire la donnée initiale et expliquer
le résultat qu’on obtient. Soient (£2,.4, P) un espace de probabilité et (g )nen une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de mémes lois que X qui vérifie ’hypothése .
Remarquons que g, € L?(Q), puis que si ug € FU(]Rd) alors la variable aléatoire

Up: @ — H(RY)
wr— ug (x) = ug(w, ) : chgn hi ()
nelN
est dans L? (Q,FU(Rd)). A T'aide de , on obtient donc le théoreme suivant :
Théoréme 1.2.8 Il existe C, ¢ deux constantes positives telles que pour toust > 0 et s > 0 vérifiant

™ lenP (@) s sy < 00
neZ

on a

ct?
Plw e Q/f||luo(w, )||wsar2 2t> <Cexp| - .
< e ez lealPllhn @2 v e,

Pour comprendre l'intérét de ce résultat, énoncons une derniére estimation qui peut étre trouvée dans

[KT].
Théoréme 1.2.9 Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € IN,
[Pl Lame) < CAMS.

11 suffit ensuite d’appliquer successivement le Théoréme & s =0+1/6 et le Théoréme [1.2.9 pour
obtenir le résultat suivant :

Théoréme 1.2.10 [l existe C,c deuz constantes positives telles que pour tous t > 0, 0 > 0 el ug €
H'(R?)

[luol [

t2
P<w € Q/HUO(Wa -)|’WU+1/6,4(R2) > t> < Cexp ( C) )
(R2)

Ainsi, en partant de ug € H' (RR?), on obtient que ug(w,.) € wo e 4(R2) w presque surement, puis
i2 7

a laide de la Proposition 1 que up(w,.) € Wot1/6, 4(IRz) w presque surement. Cela signifie qu’on a
obtenu un gain de de dérivées sur notre donnée initiale et qu’il est possible de résoudre localement
quuatlon si Ie nombre de dérivées sur-critiques n’est pas supérieur a f Ces résultats sont la
base de la theorle locale des équations aux dérivées partielles aléatoires et ce sera notre point de départ.
Ce résultat énoncé, il en ressort diverses questions naturelles. Est-ce que le probléme reste sur-critique
en rendant la donnée initiale aléatoire 7 Comment faire pour globaliser les solutions 7 Peut-on gagner
plus de % de dérivées? Peut-on généraliser ce résultat & d’autres classes de variables aléatoires que
celles vérifiant I’hypothése 7 Nous répondrons & toutes ces questions dans ce manuscrit. Avant
d’énoncer les principaux théorémes de cette thése, on donne un état de ’art général sur le probléme.
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1.3 Etat de l’art

1.3.1 Equation de Schrédinger en dimension 1

Le but de cette partie est d’énoncer et d’expliquer le résultat de [BTT]. On suppose dans I’équation
(NLS)) que d = 1, que p est un entier impair supérieur a 5 et que K = 1. Soient (€, .A, P) un espace
de probabilité et (gn)new une suite de variables aléatoires indépendantes de mémes lois gaussiennes

standards complexes (c’est a dire X = Y\‘;%Z avec Y et Z indépendantes de lois gaussiennes centrées

réduites, et on notera X ~ Ng(0,1)). Comme g, € L?(Q2), en notant ¥ := ﬁoﬁ_e(R) que I’on munit
€>

de sa tribu borélienne B, alors on peut définir la variable aléatoire suivante :

U() 00— X
wr— ug () = ug(w, x) =Y \)\/fgn(w)hn(a:)

qui est dans L?(Q, H (R)) pour tout € > 0. Enfin, on définit y comme la probabilité image de P par
Iapplication Uy, c’est & dire la loi de Uy. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1 Il existe s € [0,%[ tel que l’équation admet pour p—presque toute donnée
mnitiale ug, une unique solution globale qui vérifie

a(t,.) — e"ug € CO(R, H*(R)).
De plus, p—presque surement, il existe deuz fonctions L™ et L_ € ﬁS(R) telles que

lm ||a(t,.) — e (ug + L1)|[ s (r) = 0.
t~>foo

La mesure de probabilité u est supportée dans X. Pour p > 5, I'équation (NLS) est critique sur
1 2

H2"p-1(R). Le passage par les données initiales aléatoires aboutit donc & un gain de % — 1% dérivées

et permet de montrer que le probléme (NLS|) est globalement bien posé en probabilité sur 3, ce qui

n’est pas le cas avec la théorie déterministe.

Expliquons brievement le procédé de démonstration du Théoréme [1.3.1]:

-En utilisant la transformation de lentille (on détaillera ce principe dans le chapitre 2), on se rameéne

& montrer l'existence locale d’une solution u sur ]—g, %[ a I’équation

(1.5)

9% — Hu = cos(2t)" ulP~1u,
u(0,.) = wup,

qui vérifie
ult,.) — e tHyg € C° (} {, ﬂ,ﬁs(m)) .
-En utilisant le principe de la partie 1.2.2, on établit une existence locale presque stire pour 1’équation

[T3).
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-1l reste & montrer que les solutions se prolongent & ] I [ presque surement (on peut méme montrer
que les solutions se prolongent & R tout entier). Pour établir un tel résultat, il suffit essentiellement de
montrer qu’il existe une mesure finie p, absolument continue par rapport & p et qui est "croissante"
sous l'action du flot, c’est a dire que

p(u(t)A) > p(u(0)A), pour tous |t| < % et AeB.

Enfin, pour établir 'existence d’une telle mesure, on remarque que griace & un théoréme de Liouville,
la mesure de Lebesgue A sur ¥ est invariante sous l'action du flot. Puis, on utilise que K = 1, que
Cp = ‘f et que g, ~ Ng(0,1). En effet dans cette situation, comme

1
du(u) = exp <—2 x ||V Hu|%2(R)> d\(u),
en utilisant la "décroissance" de l'énergie de I’équation (L.5)), on obtient que la mesure finie

cos"T (2t)

dp(u) = exp (— |

+1
w%w@ww
est "croissante" sous 'action du flot.

L’avantage de cette méthode et qu’elle permet de récupérer des solutions globales & partir de simples
solutions locales. En revanche, elle ne convient que pour une seule donnée initiale ug, puisque la valeur
de ¢, est imposée. Cela a pour conséquence de fixer la régularité de ug, & étre trés faible dans de
nombreux cas.

1.3.2 Equation de Schrédinger en dimension 2 radiale

De maniére trés similaire, on présente le résultat de [D]. On suppose dans l’équation que
d = 2 radiale, que p est un entier impair supérieur & 3 et que K = 1. Les fonctions propres pour
l'oscillateur harmonique H sont moins nombreuses et on a A2 = 4n + 2, que le sous espace propre
associé est de dimension 1 et que les fonctions propres sont liées aux fonctions de Laguerre. Plus
précisément,

2 n

1 sl
X e 2 .
V 271'77,' 8t7’l ( t=r2

Soient (€2, A, P) un espace de probabilité et (g, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes

hn(r) =

de mémes lois gaussiennes complexes. Avec ¥ = ﬂOH H,,;(R?) et les mémes notations que la partie
e<

précédente, on définit la variable aléatoire suivante :

U()ZQ—)Z

w i () = ug(w,z) == >

qui est dans L2(Q, H,,4(R?)) pour tout ¢ > 0. On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 1.3.2 [l existe s € [0,1] tel que l’équation admet pour pu—presque toute donnée
mnitiale ug, une unique solution globale qui vérifie

a(t, ) — e ug € COR, Hog(R?)).
De plus, p—presque surement, il existe deuz fonctions Lt et L_ € H,,,(R?) telles que

hm Hu( ) — e (ug + LDHHfad(]RQ) =0.
t—7

Pour p > 3, I'équation est critique dans H -5 (R?). Encore une fois, le passage par les données
initiales aléatoires aboutit & un gain de 1 — 1% dérivées et permet de montrer que le probléme
est globalement bien posé en probabilité sur X, ce qui n’est pas le cas avec la théorie déterministe.
La preuve de ce théoréme est la méme que celle de [BTT] sauf que les fonctions de Laguerre ont des
estimations "deux fois" meilleures que les fonctions de Hermite, ce qui explique que I'on gagne "deux
fois" plus de dérivées.

1.3.3 Equation des ondes en dimension 3 sur le tore

Le but de cette partie est d’énoncer et d’expliquer le résultat de [BT4]. On rappelle que I’équation
cubique des ondes,
—Aps u 4ud =0,
u(0,) =uo € HY(T?), (1.6)
2u(0,.) =u € HL(T3),

8t2

est localement (respectivement globalement) bien posée sur H*(T3) x H*~1(T?) pour s > % (respec-
tivement pour s > 3).
Soient (2,4, P) un espace de probabilité et (g, )nenw une suite de variables aléatoires indépendantes

de mémes lois gaussiennes réelles, centrées et réduites. Pour ug = > cone™ € HO(T3) et u; =
nelN

3 1,6 € HO7L(T3), ces deux espaces étant munis de leurs tribus boréliennes, on définit la va-
nelN
riable aléatoire suivante :

Up: Q — HO(T3) x H(T3)
W (u‘()’( ) = wo(w, x) Z congn(W)e™ 5 uf (z) = up(w, x) := Z C1ngn(w mx)
nelN nelN

qui est dans L2(Q, H°(T3) x H°~1(T3)). Enfin, comme pour les résultats précédents, on définit
comme étant la loi de Uy. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.3 Soit o € ]0,1[, alors l’équation admet pour pu—presque toute donnée initiale
(ug,u1) € H(T3) x H*Y(T3), une unique solution globale qui vérifie

u(t,.) — S(t)(ug,u1) € CO(R, H(T?)),

ot S(t)(uo,u1) désigne la solution de l’équation linéaire des ondes.
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Ce théoréme est trés intéressant car il permet de résoudre des équations ayant jusqu’a une demi dérivée
sur-critique. Expliquons briévement le procédé de démonstration :

-En utilisant le principe de la partie 1.2.2, on établit une existence locale presque stire pour ’équation
(L.6). En posant v(t) = u(t) — S(t)(uo, u1), on établit méme que v(t) € CO([-T,T], H'(T?)) puisque
dans cette situation, gagner une dérivée pour I’équation des ondes est plus facile que pour I'équation
de Schrodinger. 11 suffit de regarder les estimées de Strichartz pour s’en convaincre.

-1l reste & montrer que les solutions sont globales. Pour cela, on utilise I’énergie de ’équation ,

1 1 1
E(u) = 5|10l |F2ps) + 5IVul[T2eps) + 7 lullLa(ps)-
5 (%) T 5 (%) T 3 (%)

Le modéle choisi implique que

%(E(’v(t))) < B((t)"? x (£(t) + g() E(u(1)'/?), (1.7)

avec f,g € L} (R). Il suffit de conclure par un lemme de Gronwall pour montrer que I'énergie E(v(t))

est bornée sur tout compact de R et que |[v(t)||g1(r3) n’explose pas en temps fini.

Un autre point positif de ce théoréme est que les données initiales de départ sont quelconques (contrai-
rement aux deux théorémes précédents) et qu’il n’est pas nécessaire de supposer que les variables
aléatoires sont des gaussiennes. Néanmoins, la démonstration n’est toujours pas valide pour le cas fo-
calisant. De plus, comme nous ’expliquerons dans la section suivante, cette démarche est trés spécifique
a I’équation des ondes cubiques.

1.3.4 Autres résultats

On peut aussi citer [Boud] qui considére 1'équation

- Qu
{ igh +Arz u = ulul’ =2 ([pe [ufdz) u =0, (1.8)

u(0,.) =ug € H(T?).

Soient (£2,.4, P) un espace de probabilité et (g),cz2 une suite de variables aléatoires indépendantes

de mémes lois gaussiennes standards complexes. Pour ug = ﬁ en® e N H ¢(T? := %, on
n€Z2\{0} >0
définit la variable aléatoire suivante :

Uo:Q—)E

1 )
o (o) ) = Y (o)
nez2\{0}

qui est dans L2(Q, H=¢(T?)) pour tout € > 0. Puis, on définit x4 comme étant la loi de Up. On a alors
le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.4 Soit s > 0, alors [’équation (@ admet pour p—presque toute donnée initiale ug,
une unique solution globale qui vérifie

u(t,.) — 12y € COR, H5(T?)).
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La non-linéarité de I’équation est non usuelle mais est fondamentale ici. En particulier, elle per-
met de construire une mesure de Gibbs qui est de masse totale finie. Le probléme considéré est L?(T?)
critique, ainsi le théoréme énoncé permet de montrer que ce probléme critique est globalement presque
surement bien posé.

Enfin, pour conclure, on peut citer [Thi] qui s’intéresse a 1’équation en toute dimension et
qui montre une existence locale presque stire avec un gain de dérivée égal a ﬁ. Pour énoncer ce
résultat, on suppose donnés (h,)nenN, une base hilbertienne de L?(RY) formée de fonctions propres
pour H, (Q, A, P) un espace de probabilité et (g,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes
de mémes lois gaussiennes standards complexes. Soit o > 0, on munit H~ (R%) de sa tribu borélienne

B. Alors pour ug = 3. cphn(x) € H (RY), on peut définir la variable aléatoire suivante :
ne€lN

Up: Q — H’(RY)

wr— ug () = wo(w, x) == Z cngn(w)hy ()
nelN

qui est dans L2(Q, H” (R%)). On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.5 On suppose que p=3 dans . Pour tout o > %l o d%—?ﬂ il existe s > g -1
tel que pour P presque tout w € Q, il existe T,, et une unique solution locale sur [—T,,,T,] & 'équation

qui vérifie

a(t,.) — e e CO[-T,, T,,), H*(RY)).

Cela prouve que le probléme est localement presque surement bien posé avec un gain de dérivée
égal a ﬁ. Comme on I'expliquera au chapitre 3, les résultats de constructions de solutions globales
de ce manuscrit permettent également de montrer que le probléme est localement presque sur-
ement bien posé. On donnera une méthode permettant de gagner jusqu’a % dérivée, ce qui complétera
le Théoréme

Pour d’autres résultats aléatoires sur des équations aux dérivées partielles, on pourra également consul-
ter [Boud| et [CO| pour I’équation de Schrédinger, [BT2| et [BT3| pour I’équation des ondes, [O] pour
I’équation de Korteweg-de Vries.

1.4 Reésultats principaux de cette thése

Dans cette section, on introduit les notations que ’on conservera tout au long du manuscrit et on
énonce les théorémes principaux que nous avons établis.
1.4.1 Notations et objectifs

On consideére ’équation (NLS) avec p un entier impair. Soient (2,4, P) un espace de probabilité
et (gn)nen une suite de variables aléatoires indépendantes qui vérifie 'hypothése suivante :

il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € IN, E(|g,|?) < C|. ()
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On suppose donné (R, )nenN, une base hilbertienne de L?(R?%) formée de fonctions propres pour H
avec valeurs propres A2. Soit o > 0, on munit H’ (R%) de sa tribu borélienne B. D’aprés , pour

ug = . cphn(x) € H (RY), on peut définir la variable aléatoire suivante :
nelN

Up: Q— H’(RY)

wr— ug () = up(w, x) == Z cngn(W)hy(x)
nelN

qui est dans L?(€, FU(Rd)). Enfin, on définit y comme la probabilité image de P par ’application Uy,
c’est & dire la loi de Uj.

On utilisera a bon escient le théoréme de transfert suivant :

Théoréme 1.4.1 Pour toute fonction F : (H (R%),B) — (R,B(R)) mesurable et tout ensemble
A€ B(R), on a

PweQ/F(us) e A)=p (uo e T (RY)/F(u) € A) .

[Is9

La problématique est la suivante, on cherche une base (hy)nenN, une suite (gn)nen et 0 < § — ]% tels

qu'il existe un ensemble ¥ ¢ H (R?) vérifiant les conditions suivantes :

i) (s = 1.
ii) Pour tout uy € ¥, il existe une unique solution globale a I’équation (NLS)) avec donnée initiale wy.

Comme rappelé en section 1.3, cette problématique a déja été étudiée dans de nombreux cas. Néan-
moins, pour (NLS)), dés la dimension 2, les méthodes usuelles ont U'air d’étre impuissantes. C’est ce
que nous expliquons dans la partie suivante.

1.4.2 L’échec des méthodes standards présentées en section 1.3

Avec les résultats présentés en section 1.3, on constate qu’il existe essentiellement deux méthodes
pour répondre & notre problématique et pouvoir globaliser les solutions locales aléatoires : la mesure
de Gibbs et la conservation de I’énergie.

i) Pour utiliser une mesure de Gibbs, on a vu qu’il faut imposer ¢, = /\i Mais dans ce cas,
n

hn(m) 0 ;5d . nd=1 .
UO(.’B):ZTEH(R)SSIZW<OOSSIU<1—CZ.
nelN " nelN

Ainsi, dés que d > 2, il faudrait gagner au moins une dérivée sur la donnée initiale aléatoire pour avoir
un théoréme intéressant, ce qui ne semble pas trés raisonnable.

ii) Pour utiliser la méthode de [BT4], il faut avoir une inégalité de la forme (1.7) pour I’équation

(NLS]). Mais si
9 . .
za—: + Av = [v + Py [P (v + etPuy),
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alors
atE(U(t)) =R |: 8th(t).W(t)dx + /Rd 8tv(t)-’l)(t>.|vp_1(t)dx:|
=R |: - O (t). <5(t)|v|17_1(t) —m&)\v + GitAuo‘p_l(t)) de‘:|

< ow®Il, e X(ﬂﬂ+f@E@@»ﬁa_

2
Mais pour I’équation (NLS)), H(?tv(t)HLpTH(Rd)Z E(v(t))?*+1, méme pour p=3. Cette démarche a donc

I'air d’étre trés spécifique a 1’équation cubique des ondes.

iii) Dans le méme genre d’idée, on pourrait s’inspirer de la preuve du Théoréme [I.1.15[pour répondre
a la problématique. Le théoréme que nous avons obtenu est le suivant :

Théoréme 1.4.2 Supposons que g, ~ N¢(0,1), que d =2, K =1 et que p est un entier impair dans
l’équation . Il existe une base (hy)nen telle que pour tout o € [0, 1] vérifiant

p 3 (p—-1 p+1 p-1
it () e (BB <o 1.9
2+4<p+1) U( 2 Tpr1) =Y (1.9)
siug € H (R2) alors il existe un ensemble ¥ C H’ (R2) vérifiant les conditions suivantes :
) u(s) = 1. |
i1) Pour tout uy € X, il existe une unique solution globale dans l’espace ePug+ X1 o Uéquation
avec donnée initiale ug.

Ce théoréme n’est pas intéressant car déja il ne convient que pour des équation sous-critiques mais en
plus, il se situe dans le cadre du Théoréme . En effet, pour p=3, la condition donne o > %
contre % pour le Théoréme . On peut effectuer des calculs supplémentaires et voir que c’est le
cas pour tout entier p impair.

De plus, comme le Théoréme est démontré uniquement a 1’aide d’estimées linéaires, on en déduit
que les méthodes probabilistes linéaires donnent des résultats moins satisfaisants que les méthodes
déterministes multilinéaires, ce qui n’est pas le cas pour les résultats cités en section 1.3.

Par conséquent, pour globaliser nos solutions, on utilisera une autre méthode qui repose sur la trans-
formation de lentille. Le désavantage de cet argument est qu’il ne donnera plus un ensemble de données
aléatoires de probabilité égal & 1 mais strictement positif. En revanche, cela aura pour mérite d’exhiber
des solutions globales pour 1’équation .

1.4.3 Résultats de cette thése

Présentation des résultats du chapitre 2

On suppose que la base (hy)nen est formée des fonctions tensorielles des fonctions d’Hermite en
dimension 1, c’est a dire

B () = hay (T1) X oo X By (T4) avee A5 = A2+ ...+ A2 (®)

ng’
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que d=3 et que p=3.

Si la suite de variables aléatoires (g, )nen est identiquement distribuée avec g, ~ Ng(0,1) (on peut
noter que 'hypothése est alors satisfaite) alors on établit les deux théorémes suivants :

Théoréme 1.4.3 Soient o €]0, L[ avec ug € H' (R?) et s €]3,3 + o[, alors il existe un ensemble
Q' C Q vérifiant les conditions suivantes :

i) P(Q) > 0.

ii) Pour tout élément w € Q, il existe une unique solution globale @ a ’équation dans [’espace
eBug(w,.) + X° avec donnée initiale ug(w,.).

ii) Pour tout élément w € ', il existe Lt et L_ € H (R?) tels que

() pitA _ itA T+ _
tligloHu(t) e"Sup(w,.) — "L | gsmsy = 0,

: SN iA A _
tE@m|\u(t) e"Sup(w,.) — " L_||gsmsy = 0.

Théoréme 1.4.4 Si >0 >0 et ug € H°(R3) alors
7%i_r}]r(l) p (uo € H°(R3)/ on ait existence globale et scattering | H'LL()HFU(R;;) < 77) =1.
De plus, si (u},ud) € H (R?) x H  (R3) alors pour tout ¢ > 0,
}]i_r)% 1 ® ug( (ud,ud) € H (R3) x H (R3)/ay et g
sont globales avec ||U1 — 2| xo < € | Hu(l)Hﬁa(Rg) <, HugHﬁU(R;;) < 77) =1,

ot p; correspond a la loi de la variable aléatoire w — ul(w, .).

Si la suite de variables aléatoires (g, )nen est identiquement distribuée avec 2 ~ B(3), olt € est une
constante strictement positive (on peut remarquer que ’hypothése est encore satisfaite), alors on
établit le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.5 Soient o €]0, [ avec ug € H' (R3) et s €]3, 1 + o[ alors pour tout o €0, 1] il existe
une constante € > 0 et un ensemble Q. o vérifiant les condilions suivantes :

i) P(Qea) >1—a.

i) Pour tout élément w € Qe o, il existe une unique solution globale @ & l'équation dans l’espace
e*Pug(w,.) + X* avec donnée initiale ug(w,.).

ii) Pour tout élément w € Q. il existe LT et L_ € H' (R?) tels que

ey itA _itA T+ o
Jim J|a(t) — e Puo(w, ) — e LT[ o (rs) = 0,
: _o A A _
tlir_noo [a(t) — e"Fuo(w,.) — e L_||gsmsy = 0.

Enfin, dans ces deux situations, on établit le théoréme suivant :
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Théoréme 1.4.6
Pour tout s > 0, si ug ¢ H (R3) alors uf ¢ H*(R?) w presque surement.

De plus, sous les conditions du théoréme pour tout M > 1, il existe au moins une donnée
initiale ug € FJH)(IR?’) telle que

= (0o ) = M) >0

—ug ¢ ﬁg+6+0(R3) pour tout § > 0.

Enfin, sous les conditions du théoréme |2.0.14), pour tout t > 0, pour tout M > 1 el tout o €]0,1], il

‘ . L =0 +0
existe au moins une donnée initiale ug € H' ' (R3) telle que

- P(Qﬁ,a N HUBJHﬁU-{»O(R?)) > M) >1—a—t,

—50+0+0
(

—ug ¢ H R3) pour tout § > 0.

Commentaires : Ainsi, d’aprés le Théoreme [I.4.3] pour I'équation de Schrodinger cubique en di-
mension 3, on est capable de construire des solutions globales pour des données initiales qui sont
moralement dans L?(IR3), alors que le probléme est H %(]R?’) critique.

Le Théoréme donne une version probabiliste de ce résultat.

[’ensemble des données initiales pour lesquelles on ait existence globale d’une solution est de mesure de
probabilité d’autant plus proche de 1 que ||ug||5- (R3) €st petit. Le Théoréme Ig donne un exemple
de variable aléatoire pour laquelle ’ensemble en question est de mesure de probabilité aussi proche de

) . .
1 qu’on le souhaite, sans supposer HUOHﬁU(Rg) petit.

Le Théoreme [1.4.6| précise que les théorémes précédents ne sont pas triviaux, au sens ou les solutions
globales construites concernent des équations sur-critiques pour l'espace de Sobolev usuel, éventuelle-
ment pour des données initiales trés grandes.

Présentation des résultats du chapitre 3

On suppose que la base (hy,)nen est quelconque, que d est quelconque et que p est un entier impair
plus grand que 5. Ensuite, définissons les conditions suivantes :

> s
Il existe C,c > 0 tels que pour tous n € N et p € R, / dPy, + / Py, < Ceelel”, (H,)
N o

Pour tousne Netpe N, E (gip“) =0. (Hg,)

’ Pour tout n € N, E(g,) = 0. ‘ (Hp,)

’ Pour tous p >0 et n € N, P (|gy] <p)>().‘ (Ho1)
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Il existe ¢ > 0, telle que pout tout n € N, E (|gn|?) > c. (Ho2)

Si la suite de variables aléatoires (gn)new vérifie (H,) (Hg,|) (Hoi) (Ho2) ou (H,)(HE,) (Hoi) (Ho2) (on
montrera que ’hypothése est alors satisfaite) alors on établit les trois théorémes suivants :

_d-1
Théoréme 1.4.7 Soit ug € H > (R%) alors il eviste s €]3 — -2, 4[ et un ensemble Q' C Q tels que

les conditions suivantes soient réalisées : r

i) P(Q) > 0.

ii) Pour tout élément w € Q, il existe une unique solution globale @ o ’équation dans [’espace
eBug(w,.) + X° avec donnée initiale ug(w,.).

ii) Pour tout élément w € ', il existe Lt € H (R?) et L_ € H (R?) tels que

A () BitA _ itAT+ _
tlg&Hu(t) e"up(w,.) — " LT | gs(ray = 0,

A () itA _ A o
tLHPOOHu(t) e"Cug(w,.) — " L_||gsgay = 0.

De plus, siug ¢ H (R?) alors P (w € Q/up(w,.) € H*(R?)) = 0.

__d-1
Théoréme 1.4.8 Soit ug € H 2 (R?) alors il existe s €] — I%, 41 tel que pour tout w € Q, il existe
T, et une unique solution o [’équation dans l’espace eitAuo(w, )+ X7, avec donnée initiale
uop (w, )

Plus précisément, il existe C,c,d6 > 0 et pour tout temps 0 < T < oo un ensemble Qr tels que
PQr)>1— Ce_c/arctan@T)é’

et tels que pour tout élément w € Qr, il existe une unique solution & l’équation avec donnée

initiale uo(w,.) dans un espace continiment inclus dans C°([-T,T], H%(Rd)).

Théoréme 1.4.9 Si de plus, pour tout n € N, g, a une distribution symétrique, alors

__d-1
lim p (uo € H 2 (RY)/ on ait existence globale et scattering | ||uo||_a— < 17> =1.
n—0 H 2 (R9)
Commentaires : Le Théoréme [1.4.7] est un complément du Théoréme En effet il permet de
construire des solutions globales pour toutes les équations de Schrédinger avec des données initiales qui

sont dans H %(Rd), alors que le probléme est H 85T (R%) critique. De plus, les variables aléatoires
de départs sont supposées trés générales et la base de fonctions propres quelconque.

Le Théoréme |1.4.8| permet d’établir que le probléme est localement presque surement bien posé sur
H* (RY).

Enfin, le Théoréme [I.4.9) est I'analogue du Théoréme dans cette situation.
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Présentation des résultats du chapitre 4

On suppose que la base (hy)nen est quelconque, que d = 2, p = 5 et que la suite de variables
aléatoires (gn)nen vérifie (H,)(Hg,|) (Ho1) (Ho2) ou (HA)(H ) (Hoi) (Ho2l), alors on établit le résultat

sulvant :

Théoréme 1.4.10 Soient o € ]é,%[ et s € }%,%—i—a[, alors pour tout ug € H'(R?), il existe un
ensemble ' C Q qui vérifie les propriétés suivantes :

i) P(Q) > 0.

ii) Pour tout élément w € ', il existe une unique solution globale @ o l’équation dans ’espace
eBug(w,.) + X° avec donnée initiale ug(w,.)-

iii) Pour tout élément w € ', il existe Lt et L_ € H' (R?) tels que

() it AT
tli)lgHu(t) e"Cup(w,.) — "L | gs(rey = 0,

. ~ itA itA _
tLlI}loo [a(t) — e"uo(w,.) — " L_||gs w2y = 0.

De plus si ug ¢ H (R?) alors p (uo € H(R?)/ up € H*(R?)) = 0.

Commentaires : Sous les mémes hypothéses que le Théoréme le Théoréme permet,
pour I'équation de Schrédinger quintique en dignension 2, de construire des solutio?s globales pour des
données initiales qui sont moralement dans H & (R?), alors que le probléme est H2 (R?) critique. Cela
compléte le Théoréme qui était vide pour p = 5.

1.4.4 Lien avec un théoréme de Kakutani

Pour terminer ce chapitre, on énonce un théoréme de Kakutani qui permet d’expliquer que le
nombre de solutions globales indépendantes construites pour 'équation (NLS) est infini non dénom-
brable (et trés grand). Dans [BT4], en Proposition B.1, on trouve le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.11 On suppose que g et g2 ~ Nr(0,1) alors pour

ub =Y chha(z) e H'RY) et ud = Y Ehy(a) € H(RY),
nelN nelN

notons w1 et po les deur mesures construites a partir de u(l) et u% selon le méme principe que la section
1.4.1. Alors,

2
1
st Z(gg‘—l) <oo alors 1 < po L p,
nelN " 5
1
et si Y ( zg‘ — 1) =00 alors p1 et uo sont singulieres l'une par rapport & l'autre.
neN "

Il suffit ensuite de choisir ¢2 = tcl avec t # 1 pour obtenir la seconde condition et construire un

nombre non dénombrable de mesures singuliéres les unes par rapports aux autres.
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Dans ce chapitre, on construit un grand nombre de solutions globales pour I’équation de Schrédin-
ger cubique en dimension 3 pour des données initiales qui sont moralement dans L?(R?), alors que le
probléme est H'/ 2(R3) critique. On montre également que les solutions construites diffusent en 400
et en —oo. Comme rappelé dans le chapitre 1, pour prouver un tel résultat, on utilise les idées de
N.Burq, L. Thomann et N.Tzvetkov développées dans [BT2| et [BTT| en rendant la donnée initiale
aléatoire pour gagner de la dérivabilité dans un certain espace LP.

Il est a noter deux résultats fondamentaux intermédiaires :

-La transformation de lentille (introduite par |[N] et [C], utilisée en dimension 1 dans [BTT] et dont
nous rappelons les propriétés utiles en section 2.1.3) qui permet de se ramener a prouver l'existence
locale de solutions sur | — 7; [ pour I'équation de Schrédinger avec potentiel harmonique.
-L’existence d’une estimée bilinéaire de type Bourgain pour l'oscillateur harmonique qui va nous per-
mettre de gagner la demi dérivée manquante sur les termes d’ordre 1 en ug. Cette estimée est analogue
a Pestimée bilinéaire pour le laplacien prouvée par Bourgain (voir [S] pour avoir une démonstration).
On utilisera cette derniére ainsi que la transformation de lentille pour obtenir I’estimée bilinéaire ver-
sion oscillateur harmonique en section 2.3.

On passe ensuite & la démonstration des théorémes. En sections 2.4 et 2.5, par analogie aux Théorémes
1 de [CGI] ou 2 de [CG2|, on démontre que si la donnée initiale est petite pour une certaine norme,
alors on peut appliquer un théoréme de point fixe et obtenir des solutions globales. Puis, pour conclure
a la démonstration, on évalue en section 2.6 la régularité de la donnée initiale, pour enfin montrer, en
section 2.7, que ’ensemble des données initiales pour lesquelles la norme en question soit petite est de
probabilité non nulle. Pour cela, on utilise les méthodes de N.Burq et N.Tzevtkov développées dans
les paragraphes 3 et 4 de [BT2].

En section 2.8, on vérifie que la donnée initiale rendue aléatoire ne permet pas un gain de dérivées
dans L?(R3) et que le probléme reste bien sur-critique de méme indice. En analogie avec le Théo-
réme 2 dans [CGP], on montre également que la donnée initiale est "assez grande" dans H*(R?®) pour
0 < s < 1. Ainsi les solutions globales construites seront valables pour des équations sur-critiques a
données initiales grandes.

Pour simplifier les calculs, on suppose que (d,p) = (3,3) dans I’énoncé du théoréme et une grosse
partie de la démonstration. Mais, pour les lemmes préliminaires sans calculs, on supposera la dimen-
sion d quelconque. Cela nous permettra, dans la partie 2.9, d’expliquer pourquoi la preuve s’adapte
en dimension d > 2.

Dans tout ce chapitre, on suppose que la base (hy)nen vérifie hypotheése . Si la suite de va-
riables aléatoires (gn)nen est identiquement distribuée avec g, ~ N¢(0,1), alors on établit les deux
théorémes suivants :

Théoréme 2.0.12 Soient o €]0, 5[ avec ug € H' (R3) et s €]3,1 + o[, alors il existe un ensemble
Q' C Q vérifiant les conditions suivantes :

i) P(Q) > 0.

ii) Pour tout élément w € Q, il existe une unique solution globale @ a l’équation dans [’espace
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ePug(w,.) + X° avec donnée initiale ug(w,.).
iii) Pour tout élément w € ', il existe Lt et L_ € H (R3) tels que

A () pitA _ itA T+ _
tligloHu(t) e"Sup(w,.) — "L | gsmsy = 0,

: ~ oA _aA _
tE@m|\u(t) e"Sup(w,.) — " L_||gsmsy = 0.

Théoréme 2.0.13 Si 3 >0 >0 et ug € H’ (R?) alors
}]i_I>I(1) u (uo € H°(R3)/ on ait existence globale et scattering | HUOHFU(Rg) < 77) =1. (2.1)
De plus, si (u},ud) € H (R?) x H  (R3) alors pour tout ¢ > 0,
%ig%) H1 ® u2< (ud,ud) € H (R3) x H” (R3)/ay et iy

sont globales avec ||ty — Gg||x0 < € | HU(I)HFU(]R3) <, ”ug”ﬁg(Rg) < 77) =1,

(2.2)
ot p; correspond a la loi de la variable aléatoire w — ul(w, .).

Si la suite de variables aléatoires (g, )new est identiquement distribuée avec 2 ~ B(3), oli € est une
constante strictement positive, alors on établit le théoréme suivant :

Théoréme 2.0.14 Soient o €]0, 5[ avec ug € H' (R3) et s €], 1 + o[ alors pour tout a €]0,1] 4l
existe une constante € > 0 et un ensemble Q¢ o vérifiant les conditions suivantes :
i) P(Qeo) >1—a.
i) Pour tout élément w € Q. o, il existe une unique solution globale @ & l’équation dans l’espace
eBug(w,.) + X° avec donnée initiale ug(w,.).
iii) Pour tout élément w € Qo il existe LT et L_ € H (R?) tels que

lim [|a(t) — e ug(w,.) — eitAL+|]Hs(]R3) =0,

t—o0

. _oN QA _itA \ _

tl}r_noo [a(t) — e"Fuop(w,.) — e L_||gsmsy = 0.

Enfin, dans ces deux situations, on établit le théoréme suivant :

Théoréme 2.0.15
Pour tout s > 0, si ug ¢ H (R®) alors uf ¢ H*(R3) w presque surement.

De plus, sous les conditions du théoréme pour tout M > 1, il existe au moins une donnée
initiale ug € Fa+0(]R3) telle que

_ P<Q/ N ‘|UL6)HH(T+O(R3) > M> >0,

—70+6+40
(

—ug ¢ H R3) pour tout § > 0.
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Enfin, sous les conditions du théoréme |2.0.14), pour tout t > 0, pour tout M > 1 et tout o €]0,1], il

. . L. —70+0
existe au moins une donnée initiale ug € " (R3) telle que

— P<Qe7a N HugHﬁam(RS) > M> >1—a-—t,
—ugp ¢ FU+6+O(R3) pour tout 6 > 0.

Remarque : Dans le cas gaussien, il est a noter que 'ensemble P(Q) peut étre choisi aussi proche
de 1 qu’on le souhaite (mais jamais égal a 1) si ’on suppose HUOHﬁU(]Rg) petit.

En revanche, de maniére générale, P(Q) est petit. En effet, on peut démontrer (a I’aide des remarques
figurant dans la section 2.7.1) que pour tous o’ > o et a €]0, 1], il existe deux constantes R et C > 0
telles que

6

o —c
~Clluwoll 27

log ||uol|—,
" ) 108 ol

'(R3)

siug € ﬁa/(Ry’) avec HUOHFU’( > Ralors P(Y) > (1 —a) xe

R3)

2.1 Reésultats préliminaires

Dans cette section, excepté dans la quatriéme partie, on suppose la dimension d’espace d quel-
conque.

2.1.1 Les estimées de Strichartz pour l’oscillateur harmonique

Dans ce premier paragraphe, on établit les estimées de Strichartz pour 'oscillateur harmonique.

Définition 2.1.1 Soit (q,7) € [2,00)? alors on dit que (q,7) est admissible si et seulement si

2
(g,r.d) # (2,00,2) et - = g _ g
Définition 2.1.2 Pour s € R et T > 0, on définit
Xr = N LY-T. 7], W (RY).

(g,r) admissible

Proposition 2.1.3 Pour tout temps T > 0, il existe une constante Cp > 0 telle que pour toute
fonction u € H' (R?),
—itH
le™ s < Crllull ay-
Preuve
Quitte a remplacer u par 7y, il suffit de prouver I’estimation pour un certain 7' > 0, par exemple

. . s .. N
pour T'= 7. De méme, quitte & remplacer u par H2u, on peut limiter la preuve au cas ot s = 0.

T
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Dans [Ta2|, nous avons que

d/2 .

- 1 ) 1 7,12tan2t

—itH itA —iz_tanZi
t = X tan 2t, X 2.

e ult z) <cos2t> o (2 an 2t> ¢

Ainsi, si le couple (g, ) est admissible, on obtient

d/2
||e_itHuHLq © onf pr(RA)) = ! / x By, L — tan 2t < X e‘iz? Ea
(=%, 3LLm(RY) cos 2t 2 cos 2t

itA
= Helt UHL‘Z(]R,LT(]Rd))'

Lq(}_%vg [7LT(Rd))

Puis, nous pouvons utiliser les estimées de Strichartz pour le laplacien, soit le Théoréme [1.1.5 pour
conclure. X

Proposition 2.1.4 Pour tout temps T > 0, il existe une constante Cp > 0 telle que pour tout couple
(q,7) admissible, réel s et fonction F e LY ([T, T],W"™" (R%)),

t
‘ / e = p(5)ds
0
Preuve

Il s’agit de la méme preuve que celle des estimées de Strichartz pour le laplacien que I'on peut trouver
dans [Tall]. En utilisant la Proposition [2.1.3] par dualité, on obtient

e e S
T

T
isH
F < C F ’ —5s,r! .
Et finalement, on établit que
i(t—s)H
F(s)ds < C||F e )
H/ (5) ped i HL‘J( TLW (RY))
puis nous pouvons conclure en utilisant le lemme de Christ-Kiselev. X

2.1.2 Quelques propriétés des espaces de Bourgain

Dans ce second paragraphe, on définit les espaces de Bourgain puis on établit leurs différentes
propriétés.
Définition 2.1.5 On définit l’espace X = Ys’b(IR* R%) comme le complété de C°(R x R?) pour la

norme

b s S
||U|‘2ysb = § | <t+ )\721 > )‘zpnu(t)H%g(R,Lg(Rd))
nelN

= Z HHS/2€itHPnu(t7 )H%%(Rd,Hf(R)V
nelN

ol ]gn\u(t) désigne la transformée de Fourier de Pou :=< u,hn >r2Rd)xr2(Re) * hn par rapport a la
variable temps.
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Remarque : Au vu de cette définition, il est important de noter que

HHs/zeitHu(ty )l ‘L%(Rd,th(R)) < lul ’ys»b~

Dans les propositions suivantes 2.1.6] 2.1.7] 2.1.8] 2.1.9] 2.1.10] et R.1.12], quitte a remplacer u par
H?/?4, il sera légitime de limiter la preuve au cas ou s = 0.

Proposition 2.1.6 Pour tout temps T > 0 et tout entier b > %, il existe une constante Cp >

0 telle que pour tout entier s € R et pour tout couple admissible (q,7), si u € X alors u €
LI([=T,T], W™ (R%)) et
Nl o, (mayy < Crllulgse-

Preuve
Par la transformée de Fourier inverse, on a

/ Z ethP
nelN

On pose

ZP (10 — A2)

nelN

et on a alors ' o
eiltHfTO = Z eth)‘nPn(u)(To — A2,

nelN

Par conséquent, on obtient que

1 : . 1 ' -
%Afm“%ﬂ“dm—%EZ/wm”mﬂw%—&wm

= u(t,x).

Puis, comme b > %, en utilisant la Proposition et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on établit que
ull a(—r1), L7 (mAY) < CT/]R [ frollz2(ray do

1/2
<0r ([ <n> nlluqs dn) - < Clullgos

X

Proposition 2.1.7 Pour tout 6 € [0,1], si b > 1;29 alors il existe une constante C > 0 telle que pour

tout entier s et toute fonction u € Ys’b

lull, 2 ayy < Cllullzges-

L3 (R
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Preuve
A Paide de la transformée de Fourier inverse, on a
1 [ <7+
Pou(t) = — | ——2 7 x " x Pyu(T) dr.
) = o [ ST o < Pl

Puis, pour b > %, on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

- 1/2
|Pou(t)] < C (/ <7422 >2 | Pu(r)|? d7'> .
R

Ainsi, en élevant au carré, en intégrant sur R? puis en sommant pour n € IN, on obtient pour tout
) 1 . <0,b
réel b > 5 et fonction u € X 7,
|ul| oo (g, L2(me)) < Cllull50.0-
Mais, par définition,
HUHL?(R,LZ(]Rd)) = HUHY&O

donc le résultat suit par interpolation. X

Proposition 2.1.8 Pour toute constante 1 > 6 > 0, il existe deuzr constantes b’ < % et C' > 0 telles
que pour tout entier s € R et toute fonction u € L'tO(R, H’ (R?)),

HUHys,—b/ < C||U‘|L1+6(R,Hs(m))-
Preuve
D’aprés la Proposition , on a par dualité que pour tout 6 € [0,1] et b > 1%9, il existe C' > 0 telle
que pour toute fonction u € Lﬁ(]R, L?(R%))

lullgos < Cllel 525 g 12gayy

Puis on choisit 6 = % et b= 1%“5 < % pour obtenir la proposition. X

Proposition 2.1.9 Soit ¢ € C§°(R) alors pour tout b > 0, il existe une constante C > 0 telle que
pour tout s € R et toute fonction u € Ys’b,

(el oo < Clful| o

Preuve
En utilisant que

b
<THX 4> < 22 <>t x <7402 S

on obtient
HeitTouH%O,b = Z | <7470+ A2 >0 Pnu(T)H%Q(RLQ(]Rd))
nelN
b 2b 2 b p o 2
<2 <SP x Y | <7+ > Pou(n)| g 2 (re)

nelN
< 2t < 70 >2b ||UH2Y0,17-
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Puis, nous pouvons écrire
1 . 4
t) = — el g
vlt) = 3= [ )™ dm
pour établir
1 b b7
[Y()ullgor < 5 x 22 x <> [¥h(70)|d7o ) X [[uf|50.0-

Ainsi, la proposition est établie en utilisant que la fonction ¢ est & décroissance rapide. X

Proposition 2.1.10 Soit ¢ € C§°(R) alors pour tout 1 > b > L il existe une constante C' > 0 telle

2
que pour tout s € R et toute fonction F € Ys’bil,

t
HW) /O () ds)|

, S ClIFllgess.

Preuve
On utilise la méme preuve que celle du Lemme 3.2 de [G] avec & =1 — b et T = 1. En utilisant la

L. ~-0,b .
définition de X 7, on remarque qu’il suffit de prouver que

< Cllgllro-1(ry Vg € H(R). (2.3)
Hb(R)

oo | g(s)ds

En effet, nous pouvons appliquer (2.3) a g(s) = P, (¢®H F), élever au carré, intégrer sur 2 € RY et
sommer sur n € IN pour obtenir la Proposition [2.1.10}

On a

t 1 t )
/ g(s)ds = / / €T g(r)drds
0 21 Jo Jrer
1 t

= — g(T)/ €T dsdr
2m TER 0
1 e —1 1

27 Joem 0T 2m

Par conséquent,

- < [$(&) T 2wy + IV ()T 2wy + 1V ()| L2 (m)-
H°(R

oo | g(s)ds
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En utilisant que b > %, par linégalité de Hélder, on établit

eitT_l .
IOz < [ 155 % 600 % 90 szqmy dr
7€R 1T
</ €722 0 % 5 gy -/ €722 0 x 5 gy
- T 2 T - T 2 T
= S ir I\ L2 (R) |51 T L}(R)
< / 9(r)] dr + / P lg(r)] dr
[71<1 [T1>1
. 1/2
< ||g||Hb*1(]R) + </|T>1 ‘7_|2 " (1+ |T|2)b71 dT) X HgHHb*l(]R)
< [lgll zro—1(m)-

Et comme % < b, on a également

1OV (D] 2wy = [[0(2) T Tg(7) dr | 2w
t t

TeER

< () F A (Mpos 7190 O 2z + /|

7|<

_ 1/2
L r 2 b—1
< a7 90 L2y + </|<1 <1+|,T|2> dr | x|lgllmo-1(w)

< |lgll zro-1(mw)-

1 71" Hg(7)l dr

X

A partir de maintenant, on pose T = 7 Jjusque la fin du chapitre, puis on définit un nouvel espace de
Bourgain qui va nous intéresser.

Définition 2.1.11 On définit l’espace Y;b = Ys’b([—T; T] * RY) comme le sous ensemble de x*
pour lequel la norme suivante

lullgsp = inf {[wllges avee wl_pg) =u}
weX™’

est finie.
Proposition 2.1.12 Soient b > % et s € R alors
X5 C(-T,7), H'(R?).

Preuve
Soient une fonction u € XT’b, un réel t € [T, T] et une suite t;, € [-T,T] avec tlim tj, = t et montrons
_>
que Oo
klim [u(tr) — u®)||r2(rey = 0.
—00
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Soit w € X telle que w|_p ) = u, il suffit d’établir que

dim () = w(®)]2gn =0
—00

On a _
1 <TH A > : . _
Paw(t) — Pyow(ty) = — [ ———2"_ x ('™ — ™) x P, dr.
aw(t) = Pt = 5= | STE8 5w (617 = ) x Pratr) dr
Puis, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
1 . ) —
|w(t) = w(te) |72 gy = 3% DA< T+ >0 (' = eT) x Buw(7)| 172w 12.(me))-

nelN

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée,

. 2 .
Jim [lw(t) = w(te)] 3 g =0

2.1.3 La transformation de Lentille

Dans ce troisiéme paragraphe, on définit la transformation de lentille puis on établit ses propriétés
fondamentales.

Définition 2.1.13 Pour u(t,z) une fonction mesurable de | — %; Z[xR?, on définit pour t € R et
x € R, la fonction u(t,x) de la fagcon suivante :

im2t

1\ 1 x
u(t,x) = | ——— X u | = arctan(2t), ——— | x e1+42,
() <\/1+4t2> (2 20 \/1—1-4152)
Dans [N], [C] ou [Ta2], on peut trouver la proposition suivante :

Proposition 2.1.14 Soit K € R alors,

u est solution de i%—? — Hu= Kcos(2t)%(p_1)_2]u\p*1u
si et seulement si U est solution de 1%t + Au = K|afP~1a .

Proposition 2.1.15 Soit s > 0 alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tous p € [1,+0o0] et
q € [1, +o0] vérifiant % + g — % <0, on a pour toute fonction u € LP([=T,T], W ¥ (R%)),

HﬁHLP(R,stq(Rd)) < C"UHLp([_T,TLWS’q(Rd)y

Preuve
Par interpolation, il suffit de prouver le résultat pour s = n € IN. Soit o € IN? avec |a| < n, alors grace
a la formule de Leibniz, on obtient

d/2 .2
1 1 x€x 1t
oxu(t,x) = 0y —_— X u | = arctan(2t), ——— | x e1+4¢?
pil(h7) = 0; ((\/1+4t2> <2 ( )\/1+4t2> )

1 d/2 « 1 €T _ iz2t
() 2 ()% («(gmemen i) ) o (59
0<B<a
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Puis, comme

| ag—ﬁ(eilfjfz )| < Cap (1 + |$,|a—ﬁl> ’
' V14 42

on établit

1 d/2+8] T
o%a(t,x)| < Cop| —— x|0 = arctan(2t), ————— |a5>.
| %4, 2) Ogéa ﬂ<v1+4ﬁ) . M( arctan( )V1+4ﬁ> < ‘VTIZ?|

Par conséquent,

~ 1 d/2+d/q+|8| 1
10l < Y Cosll (s <l (G aretan(zn).. ) i o)

0<p<a

1 d/2+d/q—2/p+Bl
<)) —_— e .
QBH<V1+th%> X<l @)y gy e )

0<B<a
Pour conclure, il suffit de remarquer que 5 + —|— |B] > 0 pour 5 € IN¢. X

Finalement on a établi la proposition suivante :

Proposition 2.1.16 Soient s > 0 et u € X alors & € X* et il existe une constante C > 0 telle que
pour tout u € Xfp,
|allxs < Cllullss,-

Remarque : On peut énoncer une version locale de ce résultat. Soit s > 0, alors il existe une constante
C > 0 telle que pour tout temps 1" > 0 et toute fonction u € Xi/QXarctan@T)’

fallxs < Cllls
Ainsi, grace a la Proposition [2.1.6] on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.1.17 Soient b > %, s>0etuc Y;lb alors u € X?® et il existe une constante ¢ > 0

telle que pour tout u € Y;’b,
llxe < clfullgse-
T

Enfin, on conclut cette section par un dernier lemme qui nous permettra d’établir que les solutions
gloables construites diffusent en —co et en +oo.

Lemme 2.1.18 Pour toutt € R et x € R?, on a
< ztAF( arctan 2t, )> (t, )

_ <\/1}FW)3/2 « ("M p(t,.) <; arctan(2(),

izt

X e1+4t2

i
\/14—4t2>
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Preuve
Rappelons la formule de Mehler, pour t €] — T, T[ et z € R?, on a

3
. 1 2 1 cos x cos
(6_ZtHf)(t’ $) = <> /IR3 e 2 (sin gEIQ_siny%—"_sin g:yQ)f(y) dy

2 sin 2t

Par conséquent,

iz2t

X e 1+4t2

3/2 )
—itH x
> X (6 F(t, )) <2 arctan(2t), :H_4t2>
3

1 i(z—1 )2 1
_ <W> % /}RS e @ F (2 arctan(2t),y> dy
( ) 1

2.1.4 Propriétés basiques des fonctions propres de 1’oscillateur harmonique

Dans ce quatriéme paragraphe, on donne quelques estimations classiques des fonctions propres de
l'oscillateur harmonique. Rappelons que ’hypothése est satisfaite et que les estimations écrites
sont valables, a priori, uniquement dans ce cadre.

Proposition 2.1.19 Pour tout § > 0, il existe une constante Cs > 0 telle que pour tous n,m, k € IN3,

1l zagrsy < CAL 4 (log An)?,

||| oo (m3) < CAZYS,

thhmHL?(]RS) < Csmax(Ay, )\m)—l/2+57
thhmthL2(]R3) < Csmax(An, A, )\k)*l/2+5.

Preuve
Les estimations (2.4)) et (2.5)) sont trés connues en dimension 1 (voir [KT] pour une démonstration).

: - 2 2 2 2 1 oxcicte i 2 5 A2
Dans ce cadre en dimension 3, comme \;; = A2 + A7+ A7 alors il existe i € (1,2,3) tel que A > =
Ainsi, on obtient

Pnllzasy = [[Pny || La @) [1na | 23 () 1 oms | 24 ()
< ONNN L H 10g (A, ) Tog(An,) 10g(Any)
< OX Y4 (log An)?,

car )\nl S )\Tw )\ng S )\n et )\TL3 S )\n
Nous pouvons faire la méme preuve pour 'estimation (2.5).

Ensuite, Uestimation (2.6 est démontrée en dimension 1 dans [BTT].
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2
)‘7211, >"m1

2
On peut supposer que max(Ap, Apm) = Ay et max(An,, Anys Ang) = An,, alors )\%1 > %" > > gt
Puis, grace a (2.4]), on obtient

||hnhm”L2(]R3) = th1hm1HL%(]R)HhmzhmzHL%(]R)thghmsHLE(IR)
< Py oy [ 22 ) 1o | 28 () [ ms [ 28 () [ s || 22 () [ s [ 24 ()
< CpA; 2t
< CpA L2,

Pour l'estimation ((2.7), supposons que max(Ay, Am, Ap) = Ap. Alors, en utilisant (2.5) et (2.6), on

trouve
Pl bl 223y < PP | 22 w3) |kl oo (r3)
S C§>\7_Ll/2+6

< Csmax(Ap, A, Ap) "2
Ce qui démontre la proposition. X

LemmeE.l.ZO Pour tout s € R, il existe une constante C' > 0 telle que pour toutes fonctions
f.9.h € H(R),
£ @)@l gsy < C % (171912 1ol L2 m) + 11 22 gl e 1l 2y
+ 1 ez2@w)llgll L2y P77 ) )-
Preuve
11 suffit d’établir le résultat dans le cas ou f(x) = hy(x), g(y) = him(y), h(z) = hi(2).
Dans ce cas, on a
1 (@)g@)h(2)l [ msy = || H[f(@)g(w)h(2)] |2 (gs)
= | (A 4 X+ 20D [ (@) o (9) e (2)] [ £2w)
< Xl (@) han () hie (2)[ | L2 3y + Al n (2) han () e (2) || L2 (2
+ Al (@) P (y) e (2) || 22 (3
< NP Iz gy [P | L2 @) NPl [ L2y 4 [Pl L2 ) | am 7y [T e | 222
+ thHL2(R)HhmHLQ(R)Hthﬁs(R)'
X

Proposition 2.1.21 Pour tout 6 > 0 et tout s € [0,1], il existe une constante C > 0 telle que pour
tous n,m, k € IN3,

1 hnhMHES(RS) < C x max(Ap, )\771)“(”_1/2‘*‘57

| Al bkl [ sy < C X max(An, A, A)* /24,
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Preuve

Grace a (2.6) et (2.7), par interpolation, il suffit d’é¢tablir les inégalités pour s = 1.

Pour la premiére inégalité, on peut supposer que max(An, Am) = A et max(An,, Any, Ang) = An, -
En utilisant le Lemme [2.1.20] (2.4)) et le Lemme A.8 de [BTT] avec § = 1, on trouve

thhmHﬁl(Rg) <O X (Hhmhmluﬁl(m + thghm2”ﬁ1(k) + th3hm3]|’ﬁl(R))
< O x (max(Any, Ay ) Y20+ max(Any, Ay )20+ max (A, Ay )2 H9)
< C x max(Ap, Am )20,
Pour le seconde inégalité, on peut supposer que max(Ay, Am, Ax) = Ay, alors, grace a l'inégalité précé-
dente,
ool sy < ol 7t g el gy + oy el .o sy

< C x max(An, Am) Y2HON0 4 € x max (A, A ) TH/2HONY/C

< C x max(Ap, Am, M) /2.
Ce qui démontre la proposition. X
Proposition 2.1.22 Soient § > 0, 1 > 4 et N > 1, alors il existe une constante Cn > 0 telle que si

on suppose

Ang 2 )\%g‘; et Ay > Ay > ... > Ay, cela implique que < C’N)\QIN.

[ Tl

Preuve
En utilisant (2.4) et (2.5]), on obtient

‘/}Rgiljlhni(w)dm

l

< /\771% X HHk(H P Jny || L1 (R3)
=2

!
—ok
< AR x| Hhm||H2k(]R3)
=2

[
< O x A ZENZE S T T 1wl 21 s
(R3)
=2

< ne
<o (1)

—kd

< C X AT, VE e IN*,
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Soit 7 € C§°(R) tel que n(0) = n(1) = 1 et n(2) = 0, alors on définit pour N = 2% la suite d’opérateurs
suivante :

() = n(3E)u pour N > 1,
Barlu) = { 0 sinon.

Remarquons que si A, ¢ [%, V2N] alors A (hy) =0 et que 3. An(u) =
N

Lemme 2.1.23 I existe b/ < l tel que pour tous 6 > 0 et K > 1, on ait lexistence d’une constante

Cg > 0 telle que si on suppose N1 N1+5 et No > N3 > Ny alors pour tous ui,us,us,ug € X' b

‘/ L A () A, (u2) Ay (us) A, (us)
Rx*R;

< NS Lo ()| o
=1

Preuve
On commence par étudier le cas ou u;(t,x) = ¢;(t)hy,(z). D’apres les Propositions [2.1.22] et [2.1.7] on

trouve

[ A ) 0B (1) )
RxR3

’/}R*R3H¢ B, () dt dx:

/ |01 C4 | dt x

§CKN1 H

i=1

/3 By (2)...hp, (z) dz

Olzsm

4
< CgN; % H AN, (ui)| 1w, L2 (R3))
-1

4
< O NS T 1AW, ()|
i=1

Pour le cas général, on pose u;(t,z) = Y ¢; x(t)hi(z), alors
kelN

'/ AN (u1) AN (u2) Ang (uz) An, (ua)
R+R3

<

/ ANl (C],k1hk1)AN2 (Cg7k2hk2)AN3 (Cg,k3hk3)AN (647k1hk )
k1,k2,k3,k R+R
1,/%2,R3,Kk4

4
<OxNyS Y T IAN i) g0
k1,k2,k3,kq 1=1

4
< CKNI_K+12 Z H HANz (Ci,k‘ihki)H%O,b’ .
k1,k2,k3,kq 1=1
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Z ”ANz‘(Ci,kihki)HQyo,b’ = Z Z | <7+ A > Pn(ci,kih’ki)Hi%(R,L%(Rd))
kz‘ ki n

=D <7+ > Palcinhn)l72m.12me))
n
= Iluillgos
Ce qui démontre la proposition. X

Proposition 2.1.24 Pour tout s > 0, il existe deuzr constantes C1 > 0 et Co > 0 telles que pour tout
n € N,

CLAS < [|Voha| L2(ms) < CaXs.

Preuve
En utilisant la Proposition on a

C" ([IV*hallr2rs) + || <@ > hallrzrs) < A5 = [l ey < C IV hnllp2qre) + I < 2 > hnllr2ms))

puis

C'NIV*hallzoy < Xs < C (19 hnllizo) + 11V 0on) l2qe) + 1hnll 20ws)) -
Mais comme ’hypothése est vérifiée alors |hy, (x)| = |hn(z)], car cette égalité est vraie en dimension
1, et le résultat suit. X

2.2 Outils sur les opérateurs pseudo-différentiels et applications aux
fonctions propres

L’objectif de cette section est de présenter quelques notions de calcul pseudo-différentiel qui nous
serviront a montrer 'estimée bilinéaire de type Bourgain dans la prochaine section. On démontre
également une propriété de décroissance rapide que vérifie toutes bases de fonctions propres de H.

Définition 2.2.1 Pourm € R, on définit T™ comme l’espace vectoriel des symboles q(x,€) € C°(Rx

R?) qui vérifient pour tous a € N% et B € INY, Dexistence d’une constante Co,p telle que pour tout
(z,8) € R x R, on ait

0507 (@, &)| < Cap(1 + || + )7

Définition 2.2.2 Pourm € R, on définit S™ comme Uespace vectoriel des symboles q(x, &) € C(R%x
R%) qui vérifient pour tous a € IN% et B € INY, Dexistence d’une constante Co,p telle que pour tout

(z,€) € R x R, on ail
080 q(, )] < Cap(1+ €)™
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Définition 2.2.3 Pour q € S"™UT™ et h > 0, on pose Opy(q) Uopérateur défini par

Opn(g) f(x) = (2nh)~ / CHEVE g, €) F(y) dyde

RIxR4

=Gt [ gl g6 de

Dans [M], on peut alors trouver les deux théorémes suivants :

Théoréme 2.2.4 Soient q; € S™' (respectivement T™ ) et qo € S™2 (respectivement T™2) alors il
existe un symbole g € S™1™2 (respectivement T 1™2) tel que

Opn(q1) o Opr(g2) = Opn(q)
avec

hled
q= Z ol 0¢ 105 g2 + Wy o ry € §™FM2=(NHY egpectivement T2 (N4,
la]<N

Théoréme 2.2.5 Si q(z,&) € SO alors pour tout s € R, il existe une constante C > 0 telle que pour
tout h €]0,1] et toute fonction u € H*(RY),

|Opr(q(z, ) ull s (rey < Cllul| s (ray-

On énonce ensuite la propriété suivante qui va permettre d’inverser 1'oscillateur harmonique modulo
un terme de reste trés régularisant.

Proposition 2.2.6 Soit § > 0 et définissons la fonction n € C®(R?) telle que

(z) = 0 si|z] <149,
T Usi 2] > 1426

Posons p(x,&) = &2 + 2% — 1 et définissons Hy, = Opp(p) € Opy(T?) alors pour tout N € IN*, il existe
deuz opérateurs pseudo-différentiels Ex € Opp(T~2) et Ry € Opp (T~ N tels que
ExoHy, =n+hVHRy.

Preuve
On pose

et pour n > 1, on définit e,, par récurrence de la facon suivante :

1 1 9
lal+7=m,jn
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Enfin, on pose

Exn = Opy, Z hjej
0<j<N

Alors, par la Proposition

En o Hp, = Opy, Z hj@j o Oph(p)
0<j<N
h|a‘+J fo% N+1
:Oph Z Z‘ 856]8 p+h
lo|+j<N
h|04‘+3 a N+1
la]+i<N
avec Ry = Opp(rn) € Opy, (T_(NH)) .
Or
plal+i N o
D T Oedip=ent D Z ageja
la|+i<N 1<I<N |al+j= l

1
_ l a o
=n+ E h g ol O¢ej0;p+erp
1<IKN o] +j=1,57#1

X

On peut donc maintenant établir une propriété fondamentale de décroissance rapide que vérifie n’im-
porte quelle base de fonctions propres de 'oscillateur harmonique.

Proposition 2.2.7 Pour tous entiers K et N, pour ¢ > 1 et 1 < p < o0, il existe une constante
C > 0 telle que pour tout n € N,

| <@ > hallpo(ezen) < CALY

Preuve

Comme (—A + 22 — A2)h,, = 0, en posant h = 5 et ®(z) = h,(\,z) alors (—h?A + 2% - 1)® = 0.

)\2

Soient § < 1 et x € C®°(RY) tels que

(z) = 0si |x| <1,
XM= 1si |2) > 146,



2.2. OUTILS SUR LES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET APPLICATIONS AUX
FONCTIONS PROPRES 53

et ¥ € C°(RY) tel que

X

@[ 0si [l <1428
| 1siz| > 1+ 36.

Alors
Hy(x®) = —h*Ax® — 2h* V. V.
Puis, gréace a la Proposition [2.2.6] on trouve
nx® = —En(h?Ax® + 2h2Vyx.V®) — WV TIR N (x®).
Et finalement,

<z >Fynx® = — <z >E YEN(h2Ax® + 202V . V) — WV < 2 >K YRy (x®).

Estimation de < z >% YEy(Ax®) :
On a

K@ (Exaxe)e) = 0 [ A (@) dyde

Comme |z| > 1+ 26 alors |z — y| > 4. Puis comme f|z_y‘>5 < flx1—y1|>6+f\w2—y2\>6+“' + flzd—yd\>6’
on peut se ramener a traiter le terme ou |x; —y1| > 6.

De A 7 8gei(m_y)f/h = e!@=v)E/h ot Q'une intégration par parties, on déduit

(i(z1—y1))M

<z >% x(2)(EnAx®)(x)
O
T @2rh)? T Jea<yi<avs M (21— y1)M

Par conséquent, comme Ey € T72, on trouve

TV < SK QM B (2, €) (AX®) (y) dydé.

| < > X (B @) )] < € x 1 x X)) < [ AXED®) e,

e1<pyl<i4s (1 + 2|+ [§])2HM—K

On peut ensuite supposer que 2+M — K > 2d (ce qui est possible puisque dans le cas ot 2+ M — K < 2d,
on refait le méme calcul avec M’ > M vérifiant 2 + M’ — K > 2d puis il suffira de majorer A par
hM) pour obtenir

x(a)|
(T Jal7FA7=7=

| < 2 >F x(2)(EnAx®)(z) x | < C x kM4 x [AX®|] £2(Ray X

Et finalement, pour tous entiers M et K, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout h €]0, 1],

| <z > XEn(AX®)|| 1o (ray < C x B[ 12(ra).
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Estimation de < = >X YEN(VY.V®) :

Comme & satisfait —h?A® + 22® = & alors h[IV®|| 2(ra) < |[®]|12(re) Puis nous pouvons procé-
der comme le premier terme pour obtenir le méme genre d’estimation.

Estimation de WVt < 2 >K YRy (x®) :
On a

AN < & SE 3(2) Ry (x @) (2)

=B (271T)d x /Rd V8 < g ST (@) (a, hE) F(x®)(6) de

avec
<z >Ex@)ry(r, &) e TN K <10 8% pour N > K — 1.

En utilisant le Théoréme [2.2.5] et les injections de Sobolev, on trouve donc

1PV < 2 > X(2) Ry (x®) ()| o (rey
< [PV <@ ST x(@) Ry (x®) (@) grajz+1 (may
< O x BN X || ®]| gasa+1 (gay
< C X BV || o ay-

Finalement, on obtient pour tous entiers K et N, pour tous p € [1,00] et ¢ > 1, I'existence d’une
constante C' > 0 telle que pour tout 0 < h < 1, on ait

| <2 >% ®|pp(ajze) < C X WY X ||| jrajz+1(gay-

Puis, en retournant a la variable initiale, on trouve pour tous entiers K et N, pour tous p € [1,00] et

c > 1, qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous 0 < h <1etn € IN avec h = /\%, on ait

| < Vha > hollpr(azer,) < C x RN HEDZAT2 5 1| o gay

< C x WN-HER AT o || gjan

< C x RNTH PR | ra-

(R)

| <2 > hullio(azean) < nllir(azern + 2521 < Vhe > bl oz ean)

<O x thd/(Qp)fd/2flfK/2 % thHLQ(IRd)

< C x A;2N+d/p+d+K+2 « thHLQ(Rd)'

Ce qui démontre la proposition. X
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Remarque : Comme conséquence du Théoréme [2.2.7, on en déduit que si ¢ > 2 alors pour tous
entiers K, N et tout réel p > 1, il existe une constante C > 0 telle que pour tous M et wu,

1< 2> Anr (@)l uizenn < CM VA (@)l 2. (2.8)

On termine la section avec une propriété de calcul fonctionnel qui explique que certains opérateurs
peuvent étre approximés par des opérateurs pseudo-différentiels.

Proposition 2.2.8 Soient ® € C°(R) et xa € CP(RY) avec x2(z) = 1 pour x € B(0,17). Alors
pour tous N € IN* et s > 0, il existe une constante Ciy s > 0 telle que pour tous h €]0,1] et u € L?(R?),

N-1
|®(2* + (hD)? Z W Opn(¥;(x, €))xaul| gro(ray < Cnsh™ "% [Jul] 2 (ray,
7=0

ot Uo(z,€) = ® (22 + £2), Supp(¥;) C ((z,€)/2? + &% € Supp(®)) et ¥; € T~7 C SY.

Preuve
On se sert de la Proposition 2.1 de [BGT?2].
Si x1x2 = x1 alors

=

1@(2? + (hD)*)x1u — W Opu(¥;(z, €)xaullgs (ray < Cn,sh™~*[[ull L2 (ma).

<
I
o

avec Wo(z, &) = ®(2? 4 €2), Supp(¥;) C ((z,€) /2 + &% € Supp(P)) et U; € T,
Puis, il suffit de choisir correctement x; pour avoir
1@ (2? + (hD)*)(1 = x1)ul| g (may < b lull 2 (ray-

Il suffit alors d’utiliser la Proposition avec x1 = 1 sur B(0,17). X

2.3 L’estimée bilinéaire pour l’oscillateur harmonique

L’objectif de cette section est d’établir une estimée bilinéaire de type Bourgain pour 'oscillateur
harmonique. On suppose la dimension d’espace d > 2 et on propose de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 Pour tout § €]0 f], il existe une constante C > 0 telle que pour tous N, M, u et v,

1" An(v) € Apg ()| 2((-131),L2 (rey) SC X min(N, M) "2

(min(N, M)

1/2-6
) s Ml 18 )l

On remarque que pour prouver le Théoréme [2.3.1] il suffit de prouver le théoréme suivant :
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Théoréme 2.3.2 Pour tout 6 €]0, %], il existe une constante C' > 0 et un réel € > 0 tels que pour
tous N, M, u et v,

1 A (v) ™ Ay ()| p2 (e 2 (mey) <C x min(N, M)

<min(N, M)

1/2-8
W) ‘|AN(U>"LQ(Rd)HAM(U>HL2(Rd).

H

En effet, on peut remplacer u par e*?u et v par e*”v pour obtenir

d—2
2

1€/ H+OH Ay (v) €i(t+6)HAM(U)HLQ([—E;E],Lz(]Rd)) <C x min(N, M)

. (min(N, M)

1/2-6
HIEL)((]V,M) ||AN(U)|‘LQ(]Rd)HAM(u)HL2(Rd).

Puis, on utilise le changement de variable t «— ¢ + € et le Théoréme pour trouver que

a—2
2

e An(v) €™ A ()]l r2(— e, L2(mey) <C X min(N, M)

(min(N, M)

1/2-6
) w1 3ss ) ey

On peut ainsi itérer le procédé 2F (%) fois pour établir le Théoréme et on cherche donc & montrer
le Théoréme [2.3.2

Soit 7 < 1 et ¢ € Cg°(R) qui vérifie
b(z) = 1 pour z € [1/4;2],
1 0 pourze[0,1/4—7r]U[24 7, 00],

et posons Ay = ¢(<). Alors en utilisant que ¢(z) * (n(x) — n(4x)) = n(z) — n(4z) pour tout z € R,

on a la proposition suivante :
Proposition 2.3.3 Pour tout N, on a
AyoAn = Ap.
Par conséquent, pour prouver le Théoréme [2.3.2] il suffit de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.4 Pour tout § €]0, %], il existe une constante C' > 0 et un réel € > 0 tels que pour
tous N, M,u et v,

) . . a=2
e A (v) e A ()l (i 22y SCmin(N, M) 2
<min(N, M)

1/2—6
max(N,M)> HUHL2(Rd)HUHL2(Rd)~
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En effet, si le Théoréme est vérifié, nous pouvons appliquer cette inégalité 4 v remplacé par Ay (v)
et u remplacé par Ajps(u) puis nous pouvons utiliser la Proposition m pour obtenir le Théoréme

232
Cas M ~ N avec M > N :

Pour d = 2, nous pouvons utiliser les inégalités de Strichartz (soit le Théoréme [2.1.3) pour trou-
ver que

e Ay (v) e Al ()] 2 (e, r2ray) < €™ Al ()|l pa—aq,ramay X 1€ A ()| (—e, 28 (R2))
< e Al ()| a—mem zaray) ¥ 1€ AN () rorf Lo RAY)
< Cl|AN )| L2may * 1AN (V)| 22(Re)
< Clvllp2may x |ull g2 gray-

Pour d > 3, en utilisant encore le Théoréme [2.1.3] et les injections de Sobolev, on établit que

e Ay (v) € Al ()] p2((—ee,r2(ra)) < €™ AN ()] poo ((—esel,pa(ray) X |l€™ Ay ()] 2 (ead s % (R

e Al (v )II

Lo (|—mim[ W az2 2(Rd)) L2(]— ﬂ—Tr[Ld 2(]Rd))

< CHA'N(U)IIF%(M X [|AN ()] L2 re)

d—2
< ON 2 ||v|| 2 ey X [[ullL2(ra)-

< [l A ()|

Finalement, si nous posons uy = A, (u) et vy = A’y (v), on se rameéne a démontrer que pour tout
J €]0, %], il existe une constante C' > 0 et un réel € > 0 tels que pour tous N, M, u et v,

1/2-5
) ) a2 (N
HeZtHUN 6ZtH’LLM|’L2([_E’E}’L2(]Rd)) <CN 2 <M) HUHL?(]Rd)HuHL?(IRd) pour M >10N. (2.9)

On peut écrire
43:2 422
avec Y € C3°(RY) vérifiant
si

1 sl |x‘<1g,
w={y 5 EEE

Et, par 'inégalité triangulaire, nous devons estimer les deux termes suivants :

2
it [X (4952) UM:| ety
M L2([—e,d], L2 (R4))

) A2 )
eth [(1 _X) <A§2> UM:| ethUN

(2.10)

(2.11)

LQ([_Gve]vLQ(Rd)) '
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2.3.1 Estimation du premier terme : (2.10))
L’objectif de cette partie est donc de montrer le résultat suivant :

Proposition 2.3.5 Pour tout § €]0, f], il existe une constante Cy > 0 telle que pour tous N, M, u et
U}

1/2-6
itH itH 47352 <N N / M >N
le™ on €™ Ix | 3 ) unmr | l2-z 21,02 < GNZ {47 ul| L2 may|[v]|L2(ray pour M = N.

Pour établir cette proposition, nous utilisons ’estimée bilinéaire de type Bourgain pour le laplacien
due a Sogge que nous transposons, via la transformation de lentille, & I'oscillateur harmonique H. Le
Théoréme 2.4 de [S| nous donne le résultat suivant :

Proposition 2.3.6 Pour tout § > 0, il existe une constante Cy telle que pour tous u € H_1/2+5(1Rd)
etv e H%f‘s(Rd),

H ztA UHL2(]R L2(R4)) < C(;H’LLHH 1/2+6 Rd)HUH (]R‘i)

Ainsi, a I’aide de la transformation de lentille, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.3.7 Pour tout 6 > 0, il existe une constante Cy telle que pour tous u € H_1/2+5(Rd)
—_da—1_
etve H 2 6(Rd),

lle™u "ol L2z =) L2(may) < C5||U”H—1/2+5(]Rd)HUHF%—é(Rd)'
Preuve
D’aprés la Proposition 2.1.14] nous avons la formule suivante :
e "Mu(t,z) = o ety <tan(2t) x ) X eﬂw2 ?‘n(m.
cos(2t)% 2 cos(2t)

Par conséquent, en utilisant la Proposition [2.3.6] on obtient que

| ’(ZitHu 6itH fitHu efitH

Ollza- g = lle OllZa - g2

1 NPT tan(2t)
! e’ dtd
/] /Rd \cos( | cos(2t)[24 xle vl 2 "cos(2t) “

2
:/ / % ‘ ztA ztA |2 (tan( t>,1’> dtdz
] R \cos 2

1 o
/ / (14 (20)%)4271 x | Bue™v|?(t, ) dtdx
1/2 JRA

<O x / / By e A)2(t, ) ditda
R4

< Cx fullororsgay X I aca

~(RY)

<Cx ||UHH—1/2+5(R‘1) X ||v”ﬁ%*5(Rd)'
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ou dans la derniére inégalité on utilise la Proposition [I.2.7] X

Preuve de la Proposition [2.3.5]
En utilisant la Proposition m, il suffit de prouver que pour tout § €]0, %], il existe une constante
Cs > 0 telle que pour tous M et u

42 -
HX <]\42> UMHH—1/2+6(Rd) <CM 1/2+6HUHL2(Rd)'

Trivialement, nous avons que

422
1P% 2 UMHLQ(Rd) < HUMHLQ(]R"Z) = CHUHLQ(R{I)‘

Ainsi, par interpolation, il suffit de démontrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout M

et u,
42 1
|Ix e up |l g1 may < CM ™ |ul| 2 (ray- (2.12)

On utilise alors le calcul semi classique. Pour une fonction u, on définit u: z —— u(%) ol h = ﬁ

Remarquons que

(35) [35] @0 = ka2 + je?) ) (Vi) (2.13)
o (35) [¢ (1) | @@ = hiasio—28 + o) Ve .19

Ainsi, pour prouver (2.12)), il suffit d’établir I'existence d’une constante C' > 0 telle que pour tous
h €]0,1] et u € L2(RY),

lIx (42°) ¢(2® + (hD)*Yul| -1 (ray < ChlJul| 2 (ray- (2.15)
En effet,

42
I (72 ) warlis ey < I A28 + o) (VR s
< B3| (422 (—h2A + )] ()| -1 (may
< Ch2 3 Jull 2 o)
< Ch'2||ul| 2 (may
< C’M_lﬂu\ |L2(Rd).
Démontrons ensuite (2.15)). Grace a la Proposition [2.2.8] on a
X (422)¢(2? + (hD)?)ul| -1 (ray
= |Ix(42%)[¢(? + (hD)*)u — Opr(¢(x? + €))x2t + Opn((x® + €))x2ull | -1 ey
< hlfull g2 ray + [IX(42%)Opp(d(z® + €2)) x2ul| -1 (ra)-
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Ainsi, il suffit d’évaluer ||x(422)Opyp,(d(2? + 52))X2U‘|H—1(]Rd). On a

X(42%)Op (d(2* + €2)) x2u

LUQ .
S [ e €
g * L, e atola + (hP)F(ean)(€) de
— h T X(4$2)
= % J, Vel ) T oe® + () F(xu) () d
1'2

= (2?) _ X <vx ( /}R d eixf’dﬁlg)é(ﬁ + (h€)2) F(xau)(€) d§>

_ 61'1'5 X(4$2) $2 2 w

[ e (M e 1 06)) Foaue de)

< 2?4 52 < 2% implique 17 < 52, on en déduit que

8
X (4z?)
i€

Puis, comme 422 < % et %

x(42?)
i€
Ainsi, par le Théoréme [2.2.5] on a alors

H@Z)d Y (vm ( [ emﬁ"%)qxw? T (B F (o) (€) d§)> H

(z,§) —

p(x* +€%) € 8%et (2,6) — V, ( o(z? + 52)> € S0

H-1(R4)

X

22
e o+ e PO e
R t

<

~ (2m)d
< Chllx2ullp2(ra)
< Chl[ul[ L2 (ray

L2(R4)

et
h izé X(4932) 2 2
[z fueewe (St 0o ) o |
h iz X(4372) 2 2
< g o9 (Mo mom) Fowm@ ae|
< Chl|x2ullp2(ray
< Chllul|L2wa)-
Ce qui démontre . X

2.3.2 Estimation du second terme : (2.11]

L’objectif de cette partie est donc de montrer le résultat suivant :
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Proposition 2.3.8 1[I existe un temps T €0, §[ tel que pour tout R > 0, il existe une constante
Cr > 0 telle que pour tous N, M, u, v,

4 . 422
[leoy e [(1 ~x) <M2) UM] lz2-ry.c20me) < CrM ™ lull g2 lloll2gay pour M = 10N.

Pour démontrer cette proposition, on montre, dans un premier temps, qu’il est possible "d’intervertir"

la fonction de non troncature (1 — x) <@) et Iopérateur e | puis, dans on second temps, on établit

M2
I'inégalité pour ce nouveau terme. Cela revient & démontrer les deux propositions suivantes :

Proposition 2.3.9 Il existe un temps T €0, 5[ tel que pour tout R > 0, il eriste une constante
Cr > 0 telle que pour tous N, M,u,v, si M > 10N alors

i 82 i 4x
lean xx (325 ) e [0 =0 (25 ) ] s rimssn < CrM oz ez

Proposition 2.3.10 Pour tout temps T' €]0, 7| et pour tout réel R > 0, il existe une constante Cr > 0
telle que pour tous N, M,u,v, st M > 10N alors

% 8332 i 4x
e an x 1= ) (55 ) e [(1 =) (45 ) e samyaacnoy < Cod ol

Preuve de la Proposition m
Il suffit d’établir la proposition suivante :

Proposition 2.3.11 Il eziste un temps T €]0, %[ tel que pour tout N > 0, il existe une constante
Cn > 0 telle que pour tous M > 1 et u € L*(R%),

82%\ im 4a? —-N
[x 2 )€ (1—x) 2 ) M 2=, 2mey) < ONM ™7 |ul|p2(Ray.-
En effet, la Proposition [2.3.11] implique la Proposition [2.3.9]

De
[ul| oo ([a,5],Lo0 (Re)) < Cllul]

et la Proposition [2.3.11], on déduit pour M > 10N que
822\ 42 i
lIx (Mg) o [(1 ~X) <W) HM} x e Mon| 2oy, r2ray)
8x i 4z
<Ix (M > i [(1 - X) (M2> UM} | L2(—7,17, L2 (Re)) ¥ le* UNHD><> ([-T,1],L° (R%))

822\ um 42
<O x|lx 7z ) € (1-x) 2 ) M |’L2([—T,T],L2(Rd))XHUNHF%Jrl(Rd)

_Rad
< CrM RN?HHUHL?(IRGZ)HUHLQ(RGZ)

[
2t

Lo ([a,], H2 " (R))

_pad
< CrRM ™2 Juf| p2 gy | V]| 2 (Ra)-
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On cherche donc a prouver la Proposition 2.3.11} En utilisant I’analyse semi classique comme pour
(2.14), il suffit de prouver I'existence d’un temps T' €]0, ;[ tel que pour tout N > 1, il existe une
constante Cy > 0 telle que pour tous u € L?(R?) et h €]0, 1],

[ (82%)e /(1 = x) (40%)d(@? + (WD) )ul | 211, L2mey) < OnRY[[ul L2 (re)- (2.16)

En utilisant la Proposition il suffit d’établir le résultat suivant :
Pour toute fonction g(a:,f) € COO(IRd * R?) verifiant Supp(g) C {5 < &2+ 2? < 4} et tout entier
N > 1, il existe une constante Cy > 0 telle que pour tous u € L?(R%) et h €]0, 1],

HX(SfUQ)eihHh/h(l - X>(4$2)0Ph(9(9€7f))uHLQ([—T,T],LZ(Rd)) < CNhNHUHL2(Rd)~ (2.17)

En effet, par la Proposition [2.2.8]

[ (82%)e™ /(1 — x) (4a®)p(a® + (AD)*)ul| 277,12 (et
N—

< [[x(®a%)e /M (1 — x) (42 [9(a® + 1 Opp (W (2, €))ull| L2 (—1.11,L2 (m))
7=0

,_.

N—1
+ Z thX(sz)eitHh/h(l — x) (4w )Oph( i(z,8) )UHL2( [—T,T],L2(R%))
§=0
N-1 '
< CNhNHUHLQ(Rd) + Z hj\|X(8$2)€ltHh/h(1 —x)(4z )Oph( i, f))UHLQ —T,T],L2(R%))
j=0
< CNhNHuHLQ(Rd).

On se raméne donc & montrer le lemme suivant :

Lemme 2.3.12 1[I existe un temps T €]0, %[ tel que si g est une fonction CS(R? x RY) wvérifiant
Supp(g) C {% < €2 + 22 < 4} alors pour tout entier N > 1, il existe une constante Cy > 0 telle que
pour tous u € L*(RY) et h €]0,1],

[Ix(8a2)e ™ /M1 — X)(42)Opn (g (2, €))ul| L2 _177.22(Ra)) < CNEN|[ul] L2 (Ra)-

Preuve
On définit e d
_ %@(sxf
wsa) = [ eF (s € 1)) G
ol

a(s,z,&,h) = Zhajs:cg

Supposons que
@(07 'r? f) = x'€7
— V]2 — 22 =0,
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{ aO(Oa -'L',g) = (1 - X)(4$2)g($7£)7
0sap9 — 2V®.Vay — A(P)ag = 0,

et
aj(O,LU,f) = 07
dsaj — 2V®.Va; — A(®)a; = —iA(aj_1),
pour 1 < j5 < N.
Alors
ihow B Aw o+ st = BN [ R A (5,2, )i ot
R4 T h (27Th)d

= pNT2f
Par conséquent

X (82%)e™ /M (1 — y)(42?)Op(g(x, hé))u

t .
= x(8z)w(t,z) — ihN+2x(8x2)/ !t /b £ () ds.
0

Remarquons que si ¥ est solution de I’équation 9, ¥ + |V¥|? = 0 avec donnée initiale ¥(0,x,&) = z.£

alors ®(t,z,§) = W(=an2t 2 ¢) 4 2 tan2t est solution de l'équation 9;® — [V®|? — 22 = 0 avec

méme donnée initiale.

Par la méthode des caractéristiques, on trouve
U(t,@,8) = —tle]* + .,

puis on déduit que

Ainsi ¢
= cos(20) + xtan(2t) et AP = dtan(2t).

En utilisant la méthode des caractéristiques, on trouve

ao <t,m—2/tV<I>,§) _ 0.z, (2.18)
0

|cos2t\%7
t t
a; <t,x—2/0 V@,f) :—i/o

Or, pour tout £ € R% et |z| < 1,

et

d
cos(2s) |2 /5
—— Aaj;_ -2 P . 2.1
cos(20) aj—1 (s,:r ; \Y ,f) ds (2.19)

aO(O’ z, 5) =0
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Par conséquent, pour tout & € RY, ¢ €] — b1zl < % et jeN

t
a; <t,a:—2/0 V<I>,§> =0.

Or f(f Vo =¢F(t)— w avec F une fonction continue vérifiant F(0) = 0. Ainsi, pour tout € > 0,
il existe un temps 7" €]0, 7] tel que si |t| < T alors |F(t)| < € et [logcos2t| <e.

Remarquons que

t
y:x—2/ V& = z(1 + logcos2t) — 26F(t)
0

Yy +26F(1)

< =
1+ logcos 2t

et quesi [y| < 1, 2 <det |t| < T alors |z| < 1/14:;46 < %, si € choisi correctement.

Cela implique que pour tout j € Net [¢t| <T
1 C
Supp(a;(t)) C By <0, 4) x B¢ (0,2).

Par conséquent, si [t| < T, comme Supp(x(8z%)) C B,(0, %), on déduit que

t
M&%wﬂ“u—muﬁwM@@@m~rwW”mm%/eWSWWV@d&
0
Puis, par le Théoréme [2.1.4] on trouve
[ (822) e/ (1 — ) (42%) Opn (9, €) ull 2 (71,22 R

t
nm%/emﬂmmﬂ@@

0

L2([-T,T),L?(R4))
< BN\ Fl o ey 2 (ray)

< hN+2|’AaN"L,}([—T,T],L%(Rd,Lg(Rd))) x HUHL2(Rd)-

Le lemme est donc démontré si Aay € L} ([T, T], L2(R, Lz(Rd))).
On démontre par récurrence sur N € IN, que pour tout o € N¢, 0%y € L} ([T, T], L2(RY, Lg(]Rd))).

Pour N = 0, al’aide de 1) on voit par changement de variable que d%ag € L} ([T, T], L2(R¢, Lg (R%)))
si 9%ao(0) € LZ(RY, LE(RY)).
Or ag(0) € C®(R? x R?) avec Supp(ag(0)) C {(x,€)/2? < 1,2 < 4} et le cas N = 0 est évident.

Supposons le résultat établi au rang N — 1 et montrons le au rang N. A l'aide de 1D on note
que O%ay € L} ([-T, T],Lg(]Rd,Lg(Rd))) si 909 2an_1 € L ([T, T},L%(Rd,Lg(Rd))). Cette derniére
affirmation étant claire par hypothése de récurrence. X
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Preuve de la Proposition 2.3.10

Grace au Théoréme [2.1.3] on trouve pour tout R > 1,
i 822\ 42?
e vy x (1= X) <W> et [(1 —X) <M2> “M} L2y, L2 me)
3 — 8172 i 4I‘2

<l <> oo <> (1= (372 ) €[00 (72 ) o] laaqorm oy

_ i 822 i 422
<M< >R ety - (57 ) @ [- 0 (57 ) ] g rm s

-R 8 R _itH
SM XN =) | 775 ) <z >"e"on|lpaqorm,Lamay)

i 42?
e (1= (372 ) wnlloqor vy

_ 822 i
S M R X H(l — X) (W) <z >R (& tHUNHL‘l([_T7T]7L4(]Rd))

x [Jeftf (1 — y) da? unl| o o
M? LA(-T,TW T @1 (R9))
8x

_ . -2
<M< 58 (1= (377 ) € onllm sy % M g

N

Puis, comme Supp{(l -x) <?\/[L§>} C {]az\z > MTQ X %} C {|z|* > 5N?} alors par la Proposition
[2.2.7] on déduit

822 i
1020 (372 ) <2 " e onllamqrimssey < Ol

2.3.3 Estimées bilinéaires et espaces de Bourgain

L’objectif de cette section consiste & écrire ’estimée bilinéaire du Théoréme dans les espaces
de Bourgain. Plus précisément, on cherche & établir les deux théorémes suivants :
Théoréme 2.3.13 Il eziste 0y €]0, 3] tel que pour tout § €]0,00), il existe b/ < % et une constante
C > 0 tels que pour tous u,v, M, N,

: d—2
AN (V) Ax ()| p2m, p2(rey) <C X min(N, M)"7
( min(N, M)

max(N, M)
Théoréme 2.3.14 Soit ¢ € C;°(R) alors il existe & €]0,3] tel que pour tout § €]0,0), il eriste

b < % et une constante C > 0 tels que pour tous u,ug, M, N,

1/2—6
) KO lgar a0 o

AN (e ug) Anr ()] 2 12(rey) <C X min(N, M)+

(min(N, M)

1/2-6
HM) < AN (uo)ll 2 ray | Aar (u) || 0.0
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Pour démontrer ces théorémes, on adapte la preuve du Lemme 4.4 de [BGT3]. Commengons par
remarquer qu’il suffit de démontrer les deux propositions suivantes :

Proposition 2.3.15 Pour tout b E]%, 1] et § €]0, %], il existe une constante C' > 0 telle que pour tous
u,v, M, N,
. d—2
AN (0)Ap (w)|[2r,22(ra)) <C X min(N, M) 2

(min(N, M)

1/2-6
rnax(]\ﬂ]\i)) X HAN(U)‘|70J’HAM(U)HYO,17.

Proposition 2.3.16 Soit ¢ € C§°(R) alors pour tout b E}%, 1] et § €]0, %], il existe une constante
C > 0 telle que pour tous ug,v, M, N,

AN (e 1) Anr ()| ar, L2rayy <C X min(N, M) ‘T

. <min(N, M)

1/2-6
max(N,]\J)) X HAN(UO)HLQ(IRd)HAM(U)HYOJ).

En effet, pour tout € > 0, d’aprés la Proposition m (avec 0 = %), on obtient

HAN(v)AM(U)|’LZ(]R,LQ(IRd)) < HAN(U)HL‘l(R,LQ(Rd)) X HAM<U)HL4(R,L°°(]Rd))
< ClIAN)llgoasare X [[Br(w)l|garzeasase

HAN(w(t)eitHUO)AM(u”’L2(]R,L2(Rd)) < ||AN(¢(t)€itHU0)\|L4(1R,Loo(1Rd)) X [|An(w)|[Laqr, L2 (re)
< ClAN (uo)llgarz=1/2+e gay X 1A (w)llg01/2+

< A (wo)lgare-.

(R4
1| A (w)] o ase

(R+R9)
(R9) (RxR9)’
et
|\AN(T/J(t)eitHUO)AM(U”’L%]R,L?(]Rd)) < [[An(() itHUO)HL“(]R,LQ(Rd)) X |[An (W] La(w, oo (raY)
< CllAn(
< CllAn(

e
D)€" o) poo(m, L2(mety) X 1AM (W)l gaserensase
’LL())HLQ(]Rd) X ||AM(U)||Y¢1/2+€71/4+€-

Par conséquent, par interpolation, pour tout 6 € [0, 1], on trouve

d—
AN () Anr ()] p2(r 12(rey) < C X min(M, N)F 00+

(M, N)\ 1/2-91-0)
<m> X ||AN ()] lgos0-0) 1007210 [|Ans (W)]|0.00-0 100 /210

et
AN ()™ uo) Anr(u)|| 2w, r2(rayy < C X min(M, N )7 +00+9

< min(M, N) ) (1/2-6)(1-6)

m X HAN(UQ)HLz(Rd) X ‘|A]\/[(U)‘|Y0,b(1—0)+0(1/4+e).
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Choisissons § = 5 et 0 = i alors

1 be €1
1-— - =b——+ (=
b( 9)+0(4+e) b 4+4(4—|—e)
b_E_|_i_|_£ _
- 8 16 4 — 17

11 suffit alors de prendre b = § + 37 et de poser v = b(1 —0) + 0(3 +€) < 5 pour obtenir

AN () Anr ()] p2gr 12ty < C X min(N, M)*F ¢

<1njn(Al,DJ))(1/25x19)

max(N, M) | AN ()0 [1A2 ()| o
et

AN (W (E)e o) s (W) 2w 2(rey) < € x min(N, M)

( min(M, N) ) (1/2-0)(1-6)

(VL N X 112 a0 L 2y 1 () g

Pour terminer, il suffit de remarquer que

1 1 5e € 1
L | ) S
(2 )( J=3- 3 tgz3¢

et les Théeorémes [2.3.13] et [2.3.14] suivent avec §g = €.

Dés lors, on démontre donc les Propositions 2.3.15] et [2.3.16] Pour obtenir la Proposition [2.3.15] il
suffit d’établir la proposition suivante :

Proposition 2.3.17 Pour tout b E]%, 1] et 6 €]0, %], il existe une constante C' > 0 telle que pour tous

u,v, M, N,
"AN(U)AM(U)HL2([071LL2(R‘1)) SC X Hlln(N7M %
min(N, M 1/2-6
<mx(<NM)) X (1A ()llgoellAn (w)llgos-

)
En effet, si la Proposition [2.3.17) est vérifiée alors pour k € Z, on a

k k
AN )80 ) |28 14 12 mey) = AN = 5D Anr (- = 2|2 (o.122(000)

a—2

< C xmin(N,M) =z
in(N, M

 (mtocan

1/2-5
max(]\f,]\f)) x [|An(v(. = g))HyOJ’HAM(U(- — E))HYOb

2

min(N, M)

1/2—6
rnax(]\/',]W)> X ‘|AN(U)"y‘LbHAM(U)HYO,b.

ngmmmefx<
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Ensuite, utilisons une partition de l'unité. Soit ® € C§°(R) supportée dans [0, 1] telle que

Alors,

Comme les éléments (®(. —

188 (o) Aar () 2200 J [ZAN (1))

Z@(t—%):L vt € R.

nez

Z(I)t—fAN =) AN (2 Yo(t)).

neZ neZ

5))nez sont & supports presque disjoints deux & deux, on établit

2
X AM(U)

nez L2(R,L*(R4))

<||,/Z axa t—%)v(t»mm)

L2(R,L2(R%))

nez
<12 An(@(t = )0 Aur (w15 1 gy
nez

1/2
n
< (E [[AN(®(t — 2)U(t))QAM(u)2||L1([§,1+§},L1(Rd))>
1/2
n
< (Z HAN((I)(t - 2)’U(t))AM(U”|%2([72L’1+72L]7L2(]Rd))>

1/2
< (Z 0t = H)An( >|m> < 118010 o

nez

Ainsi, il suffit d’obtenir pour b € [0, 1] que

pour conclure.

Or comme la famille (®(. —

ainsi que

oo -3 ng—ob < ClI £l

nez

5))nez vérifie
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on trouve
ZH(I) 0°< ZH(I)t_* ||L2 (R,L2(R9))
nez ne”Z
< Z/ Bt — V2f(t,2)? dt do
neZ, teR,zcR4 2
< / SOt — D)2t n)? dt da
teRz€RY | =) 2
<C f(t,x)? dt da
teR,zeR4
< CHfH%O:O
et
>l (0.
neZz
é Z Z HQ) ’LtHP f( )||%2(Rd,H1(R))
neZ kelN
<SSO = D) PO ooy T D N E— ) P (D)1 2 e
neZ kelN neZ kelN
+ Z Z H(I) t 9 8t ltHP f( ))HL2 (R,L2(RR4))
neZ kelN
< (1100 + 3 100 P f ()12 5.2
kelN
< 1110

Puis, le résultat suit par interpolation. On peut donc passer aux preuves des Théorémes[2.3.17]et[2.3.16]

Preuve de la Propostion [2.3.17

Nous pouvons supposer que u et v sont supportées en temps dans l'intervalle [0, 1]. On peut écrire

Ap(u(t)) = e_itHeitHAM(u(t)) = e_itHAM(U(t))

et
An(v(t)) = e_itHeitHAN(v(t)) = e_itHAN(V(t)).

Alors

Ans(u(t)) = % /R it e=itH AT (r) dr et Ax(u(t)) = % /]R it =t A (VY (o) do.
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Par conséquent, si b > 1/2, alors par le Théoréme [2.3.1], on trouve

[[An () AN (V)] L2(0,1),22(R))

—

< C x / tr+0) =it H AL (T (1) An (V) (o) drdo
Rx+R

LF([0,1],L3 (R4))

< CX/RRle_“HAM(U)( Je AN (V) (o ez (o.1,r2(ra)) drdo

. =2 min(N, M)\ /*7° —

< Coxmin(,2) 5 (BT T [ A OO |88 7))y drd
. d—2 min(N, M 1/2-4

< Coomin(V, "% x (2R <5 K@) 0 sy

x || <o > AN(V)(U)HLE,(R,L?(RCI))

- (N M)\ /20
< O x min(N, M)*Z x (mm(M)> % || A (W) |50 X [ AN (0)] |00

Preuve de la Proposition 2.3.16
On peut supposer que Supp(¢)) C [—1,1]. On écrit
1

/ eitTe_itHA/M(\U)(T) dr.

Aasfu(t)) = e Any(u(t)) = e AU D) = 5 |

Par conséquent, si b > 1/2, alors par le Théoréme [2.3.1} on obtient
AN () e ug) Anr ()|l 220 11,2 (Ra)

< O x |[v@t) x / et eI HOH AL () (1) Ay (ug) dr
R

LE([-1,1],L3 (R4))

< COx / e Ap (U)(T)e™ ™ An(uo)||2((-1,17,22(Ray) drdo
R

. d—2 min(N, M 1/2=6

< C xmin(N,M) z x (max((N M))> / HAM )2y |AN (o)l 2 (ray dT
) d—2 min(N, M) 1/2-0

< Cxmin(N,M) 2 x max(N. M) X || <7 >" Ay (U) ()] L2 (w12 (ray) > ||AN (o)l L2(ra)
. d—2 min(N, M 1/2=8

< Coxmin(V, M) (2T Au )l gos x An ()3

2.4 L’argument de point fixe

Dans cette partie, on établit les estimées qui vont nous servir a appliquer un théoréme de point

fixe. ¢ désigne une fonction de C§°(R) égale a 1 sur [-7F, 7] et supportée dans [—27, 27].
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Proposition 2.4.1 Il existe V' < % tel que pour tous b > % et s > %, on ait Ueristence de deux

constantes C > 0 et k > 0 telles que pour tout v € X0 et tous N1 > Ng > N3,
AN, (V) A, (V) AN, (0)ls-v < ONTF[[0]Eowss. (2.20)

Preuve
Par dualité, il suffit de montrer qu’il existe une constante § > 0 telle que

[ A2 02w (w) < ONT Mol ] o
R*R3

Gréace au Lemme [2.1.23] nous pouvons nous ramener au cas ot M < N11+5.

Cas N3 < M < N}t .

En utilisant le Théoréme [2.3.13] on obtient

/ A (0) D (0) Ay (0) A g ()
RxR3

< AN, (V) AN, ()| 2R, L2(R3)) X Az (W) AN; (V)| L2(R, L2 (R3))

N N.
< (NaN3) /240 ()220 () 1270 | Ay, (0) o | A, (0) [0 | A g (0)] g0 [ A (w)] | zow
N, M X X X X
Ny 1/2—6 N3 1/2—6 1/2+6—s M 3
< (PG (NN VS () X ol e

_ _ — é
< (NQN:J,)I SM 1/2+5N1 1/2+(1+S) % ||/U||375’b”w”7_sﬁb/

< M—6M1/2—s+25N11/2_S+(1+S)6 X ||v|| 2 b||w||*fs b’

S M—5N11—28+(3+5)6 % HUH%S’bH’U}HY*Syb/.

Cas M < Nj:
En utilisant le Théoréme [2.3.13] on établit

/ A () A, (0) Ay (1) A g ()
RxR3

< |AN, (V) AN, (V)| 22(R, 22(R3)) X 1AM (W) AN, (V)]| 2R, 22(R?))
No 195, M /5
< (N2M)1/2+6(ﬁ1)1/2 6(ﬁ3)”2 2 x (1A N, (0) 150 1A N, (0) 150 | AN, (0) 500 [ A0 ()] |00
M

< NoM 1/2—6 3. —_— ,

M) ) % ool oo

s arl—sarl/2425, 1 s—
N e L

—dp7l— )
< M7ONyTEE ol Sl oo
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X

Proposition 2.4.2 I] existe b < % tel que pour tous b > % et s > %,

constantes C, k > 0 telles que si pour un certain A > 0, on a pour tout N,

on ait lexistence de deux

AN (€™ o) || 2((—2m 2], o0 (m3)) < AN TS
alors pour tout v € X et tous Ny > No > N3,
AN (0) A, (0) Ay (Y (e ) |omor < ONTE X ([[0] |30 + A7), (2.21)
18N (0) A, (W (e ug) Ay (v)||lgomvr < ONTF x ([0 +A%). (2.22)

Preuve

On montre (2.21), la preuve de (2.22)) étant similaire.

Par dualité, il suffit de montrer qu’il existe une constante § > 0 telle que
/ ,Am(v)AN, (0) A, (Y (t)e” M ug) Aps (w) < ONTPM 0 x (|[0] e + A%) X ([0l
R+R

Grace au Lemme [2.1.23] nous pouvons nous ramener au cas ou M < NIH‘S.
Cas N, < M < NP0

En utilisant le Théoréme [2.3.13] et la Proposition [2.1.6] on obtient

/ Ay (0) Ay () Ay (9(8)e ™ 110) Ay (1)
R«R3

< AN (V) Ay ()]l 2R 2R3 X AN (W) )| p2((—2m 2m), 1 (R3)) X AN, (V)] Loo (=2 20],12(R?))
246, N2 1/9_ it
< Ny/** (M)l/2 ? x| AN (0) g | AN, (0)] g0 [[ A (e o)l L2 (1 am,2n) Lo (2 || A1 () | o,
N- M _
< NP2 (NGO [l 0]

M NNy
< Ni-sme- 1/2+5N SN_l/GX)\HUH sb|’w|’775b/

< MTONJTEN, ETERR N ]”xxmusmwpﬂy

— - é
< MNP s N[l 1] s

Cas M < N, :
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En utilisant le Théoréme [2.3.13] et la Proposition 2.1.6] on établit

[ A2 @A (0 ) v ()
R+R3

< | AN, (0) Anr(w) | 2w, 2(r3)) X 1AN (W)™ o) || L2((—2m 2m), Lo (R3)) X AN (V)] oo (=220, L2 (R3))
M B 7
3 M1/2+6(F2)1/2 x| A, (0) oo 1A N (0) g0t 1A (€77 110) | 22 20] .o (B 101 () | o
M M -
< MY ()2 (NGO A0 1]

Ny N1Ny
e o
< NJPPONTs NGO s Al 12 2 ollwll e

1/2-5426

< M°N] [ —

X

Proposition 2.4.3 Il existe b/ < % tel que pour tous b > % et s > %, on ait 'existence d’une constante
C > 0 telle que si pour un certain A > 0, on a pour tout N,

"AN(eitHuo)"L4([—27r,27r],L°°(R3)) < ANTHE et I [el'tHuO]2 HL4([—27r,27r],HS(]R3)) < A2

alors pour tout v € Ys’b

o+ (t)e™ " ug * () Mgl gov < O([0]30n +A%). (2.23)
Preuve
En utilisant les Prop051t10ns 2.1.8 et 2.1.6] on trouve
[0 % (e Hug x (t)e™ " ug|| oo
< lvxep(t)e” P Y(t)e ZtHU0|‘L1+6(1R7H3(133))
< |lvxy(t)e™ g w(t)e_ZtHu()"L1+5([—27r,27r],ﬁs(]R3))

<1l oo (2 2y 770 ) €™ 00l T 2 2 100 ()
+ ‘|U||L2([—27r,27r},L°°(IR3)) || [‘31)5HU0]2 ||L4([_2W,2ﬂ],ﬁs(]}{3))

< M Jullgs + A2 Jol]
< C(l[v]ee + A7)

L2(R,W* (R3))

X

Proposition 2.4.4 I existe b’ < % tel que pour tous b > % et s > %, on ait l'existence d’une constante
C > 0 telle que si pour un certain A >0, on a

|| [eitHu ]3 < )\3

lzs((-2m2m, 77 (m2))
alors pour tout v € Ys’b

[(t)e ™ Hug s p(t)e " H g « w(t)e*itHuoHYS,,b/ < CN3. (2.24)
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Preuve
En utilisant la Proposition on établit

[[9(8)e ™" g+ (t)e™ Hug + (t)e™ M ug|| o v

< [lp(t)e” UO *Y(t)e” tHUO * w(t)eiitHud’L1+6(R7HS(R3))
< O [e"ug)? L4 ((—2m 20 7° (R3))
< CON3.

X

Proposition 2.4.5 I existe b/ < 5 tel que pour tous b > 2 et s E] ,1[, on ait lexistence de deuz
constantes C > 0, k > 0 et d’un réel R € [2,00][ tels que si pour un certain A > 0, on a pour tout N,

ol L2 (ra)) < A,
AN (€™ uo)|| La((—2r 27], Lo (RE)) < AN~Y/6,
0)

itH s—1/4
AN 10| (g oy 751 3y < AN ",

alors pour tout v € X0 et tous N1 > Ng > N3,
14N, (W (1) o) Ay (0) Ay (V) || pomvr < ONTF X (N [J0]300)- (2.25)

Preuve
Soit § > 0 assez petit, fixé par la suite.

Cas Ny > (NQNg)l—ls_—sM :
Par dualité, il suffit d’établir
/]R AN ) A, () A (1) A () € ONTEM 7 v (604 (ol

Gréace au Lemme |2.1.23] on peut se ramener au cas ot M < N11+5.

Si N3 < M alors en utilisant les Théorémes 2.3.13] et [2.3.14] on obtient

/ ,Am (W) ug) A, (v) Ay (0) Apr(w)
RxR
< AN, (Y (0)e™ M ug) Ay (v)|| 12 (r, 2 r3y) X 1AN; (V) Aps ()]l 2R, 22(R3))
N. _s NN _
< (NpN3) /28 (21228 (Z231/28 o AN, (uo)l| 2| AN, (V)] 0.0 [[ AN (0) | 0.0 [| A (w) [ 0,01

Ny M
N N. M
< (NaNa) Y/ (2B () X AN (0 s 1 (0) ol [ B ()]

< MONTONT 9 (N N3) = x Ao 2wl o
—d AT—0
< MOONTS Aol sl
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Puis, si N3 > M, en utilisant les Théoremes 2.3.13] et [2.3.14] on trouve

| A0 o) A, (0) 8 (0)Aas )
RxR3

< ||An, (Y (t)e " ug) A, (O)[lr2w,L2®3)) ¥ [|AN; (V) An (W) 2R, 22(R3))
N- M
< (NQM)1/2+5(ﬁ?)lﬂ_a(ﬁg)lﬂ_é X || AN; (wo)ll L2 [ An, ()] g0 [[AN; (V) I0.0 | A (w) [ 0.

N; M M,
G ) AR 0| A Wl ool An )l o

< MONTONT IO (NGN3) = s Ao 2 a0l oo
< MUNTS Aol el

(N M)1/2+6( )1/2 6( )1/276(

1—s
Cas N; < (NgNg) 1-s—45 3
En utilisant les Propositions [2.1.§] et 2.1.6] on établit

AN, ((t)e™" o) Ay (V) A (v)] | o,
< HANl (1/1( ) ZtHUO)ANQ(v)AN:s (v)HL1+6(R7ﬁs(R3))
< [|An (e UO)ANQ(U)AN3 (”)‘|L1+6([,2ﬂ72ﬂ]7ﬁ5(1&3))
(

itH
< [|An, (e UO)HL<1+6>(1+26>({ﬂﬂﬂwm(m))\|AN2(U)|’L2<1+26>(R,L8(RS))||AN3(U)|’L2<1+26>(R,L8(Rs))

+ | |AN1 (eitHuO) | |L4([—27r,27r],L°°(]R3)) | |AN2 (U) | ‘LOO([_QW’QWLHS(]R%) | |AN3 (U) | |L2([—27r,27r},W5’6(]R3))
+ ||AN1 (eitHu0)||L4 ([-2m,27],L>°(R3)) ||AN2 (U)|‘L2([—27r,27r],Ws’6(]R3)) | ‘AN3 (U)‘ |L°°([727r,27r],ﬁs(lR3))

< NSTVA(NyNg) 5~ 15 e[| +N‘1/6 X Aol 2es

(1—s)(s—1/4+96) 9_ 1 —_
< (NpNg) e (NpNg)s T8 N7 s Aol e + N7 Aol 2,
avec
1—s)(s—1/4+05) 9 1 1 46(s—3+0) 9 1
( s)(s /+)—|—7—7—8_S 7+5+—(S 4 )—I-*— —
1—s—46 8 1426 4 1—s5—4§ 8 1+2§
7Z+46(5—7+5) 1
8 1-s—46 142§
1
=——+0(9) <0.
8
Et finalement la proposition est démontrée avec R = w. X

Définition 2.4.6 Soit A > 0 et définissons Eg(\) comme 'ensemble des fonctions ug € L*(R3) qui
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vérifient
||UO|I|L2(]R3) S A
H [ethUOP |’L4([—27r,27r]7ﬁS(R3)) < /\2

?{0]3 HL4([—27I',271'],FS(]R3)) <X
||AN(€Z‘tHUO)||L4([727T,27T],L°°(]R3)) < AN—1/6 , VN
[| AN (e ug) SANeTUE, YN

ot R est fizé par la Proposition [2.4.5

Théoréme 2.4.7 Soient % < s <1let K e {11} alors il existe une constante C > 0 et un réel
b > 1/2 tels que si ug € Eg(\) avec A > 0 alors pour tout v € Ys’b,

Preuve

Pour tout b > %, en utilisant les Propositions et [2.1.10, on trouve
¢
|]¢(t)/ e = K¢ cos(25)0(s) [0 (s)e M ug + v]? x (¥(s)e ™ ug + v) ds||s
0
C|| K cos(2s)0(s)|[¢(s)e g + v|? x (¢(s)eHug + V)|l5gs.0-1
Cll [(s)e™ Mg +v]* x (¢(s)e™" " ug + v)[| o1

Puis en utilisant (2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24), (2.25)), on établit I'existence d’un entier b’ < 3
tel que pour tout ug € Eg(N),

| [ (s)e™* g + vl x ($(s)e™* M ug + )| oy < CON° + [J0][500)-

H [eitH

HLR([727r,27r} V4 (R3))

=S,b

¥(t) /0 t e =M (VK cos(28) [0 (s)e ™ ug + v]? x ((s)e *Hug +v) ds .

<Cx (N + ||'U”3ysb)

IA

IN

Il suffit alors de choisir b=1—1b" > % et la proposition est démontrée. X

Théoréme 2.4.8 Soient % < s <1letK e {-1,1} alors il existe une constante C > 0 et un réel
b > 1/2 tels que si ug € Eyg(\) avec X\ > 0, alors pour tout v € Y;’b,

HW) /0 t e =H K cos(25)y(s) [1(s)e ™ Fug + v|* x (¥(s)e™*Hug + v) ds

p— ’b
X7

< O+ (oS0,

s,b
T
Preuve )

Soit w e X telle que wl(_7,) = v alors

t
[4(t) /0 e MK cos(2s)0 ()W (s)e™Mug + v x (1(s)e™ ug + ) ds||gss

t
< [l () /0 eI K cos(25) () 16 ()€™ H g + w]? x (1(s)e™*Hug + w) ds]] s

<O\ + HwH?’YSb) pour tout w.



2.5. SOLUTIONS GLOBALES POUR L’EQUATION (NLS) 77

Puis le théoréme est démontré par définition de la borne inférieure. X

De maniére similaire, on pourrait démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.9 Soient % < s<1et K e {-1,1} alors il existe une constante C' > 0 et un réel
b > 1/2 tels que si ug € Eg(\) avec A > 0, alors pour tous vy, vy € Y;b,

HW /0 eI K cos(2)8(s) [ (s)e ™ Mg + 012 x (1(s)e™ g + v1) dis

— () /0 t e B¢ cos(25)1(s) [0 (s)e ™™ ug + va)? x ((s)e P ug + vo) ds

< ,b
Xr

< Cllor = vallgso x (A + (o1l + (02l ls0)-

2.5 Solutions globales pour 1’équation (NLS)

Dans cette partie, on applique un théoréme de point fixe pour établir existence de solutions
globales pour I’équation . On démontre également 'unicité des solutions, ainsi que quelques
propriétés qu’elles vérifient comme le scattering.

Commencgons par établir ’existence, pour cela considérons I’équation suivante :

9,
18—1; — Hu = K cos(2t)|u|?u,

u(0,x) = up(z).

(NLSH)

Théoréme 2.5.1 Soit % < s < 1 alors il existe une constante C > 0 et un réel b > 1/2 tels que si
ug € Eo(A) avec A < —L_ alors il existe unique solution & l’équation avec donnée initiale ug

2VC
dans Uespace e~ yq + By;b((), WE).
Preuve
On définit

L:v— —i¢(t)/0 e = K¢ cos(25) () [0 (s)e T ug + v(s) 2 (W(s)e *MTug + v(s)) ds,

u = e " + v est Punique solution de (NLSH)) dans 'espace e~"“ug + B (0, R) si et seulement
T

v est I'unique point fixe de L dans l'espace B4 (0, R).
T
Selon les Théorémes et il existe une constante C' > 0 telle que
3 3
L)l < OO+ o]l 5s0),

2 2 2
[1L(v1) = Lv2)ll s < Cllvr = vallges (A" + [[onllgss + [Jv2l5s0)-

s,b
T

Ainsi, si A < —= alors L est une application contractante de lespace complet Bss(0, 34/ L) et

2/C X\ 2y
admet donc un unique point fixe. X
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Théoréme 2.5.2 Soit % < s < 1 alors il existe deuzr constantes C,c > 0 telles que si ug € Eo(\) avec

A< % alors il existe une unique solution globale a ’équation avec donnée initiale ug dans
Vespace e®ug + Bxs (0, g\/g)

La constante C est donnée par les Théoremes|[2.4.8 et[2.4.9 et la constante ¢ par la Proposition[2.1.17

Preuve
Soit u donnée par le Théoréme et définissons

izt

1 \%? 1 x
uwt,r) = —— X u | = arctan(2t), ———— | x et+42,
() <\/1+4t2> <2 (%) \/1+4t2>
D’apres le Théoréme [2.1.14] comme u est solution de (NLSH)) sur | — T, T[ alors @ est solution globale
de (NLS).

Ainsi, pour obtenir le théoréme, il suffit de remarquer que

A 1 3/2 A 1 T is?t
P ug)(t, ) = <> x (e”ty, < arctan(2t ,) X el+dt?
(@ Bu)ta) = (=) x (o) (G aretan(2t), =
et d’utiliser la Proposition [2.1.17] X

L’existence de solutions étant prouvée, on démontre ensuite que les solutions sont uniques.

Théoréme 2.5.3 Soient % < s<1etuge Ey(N\) avec A > 0 alors si 4y et Uy sont deuz solutions de

de Uespace eug + X*, alors
@iy = @y dans C°(R, L*(R?))

Preuve

1l suffit de montrer que @y (t) = Gz (t) pour ¢ > 0 (on remarque que x;(t) := @;(—t) vérifie ;2 8t —Azx; =
—K|z;|?z; et on pourra faire la méme preuve pour obtenir que z1(t) = z2(t) pour t > 0, c’est a dire
u1(t) = ag(t) pour t <0).

Pour tout t € R,
|| (t) — ﬂ2(t)|’%2(1113) = 2R (< Ou(ar (t) — (1)), a1 (t) — Ga(t) > 2 (m3)xL2(R?))
< 2| < @ (6) P () — |as(t)Paz(t), a1 (t) — Ga(t) >12m3)x L2 (R9) |
< 2[|ay (t) — o (t)|| p2rey % || 1@ () Par(t) — |ao(t) Paa(t)]] r2ms)
< 4l (t) — Ga(t)|[ T2 ms) % (181 ()70 ms) + Hﬂz(t)\ﬁw(m))-
Par le Lemme de Grénwall, le théoréme est démontré si ||a; (¢ )H2 |12 ®?) € L} (R")

car ||a1(0) — &2(0)\@2(1&3) = 0.

Le théoréme est donc clair puisque grace & la Proposition [2.1.15]
- itA -
| L2, Lo (r3y) < |le™uollp2(r, oo r3y) + 1103l L2(r, oo (R3)
< C(|le™ uo|| ([~ 2r,2m), 1 (r3)) + ||Til | x+)
< O+ [[i][ x+)-
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On prouve ensuite que les solutions construites diffusent en co et —oo.

Théoréme 2.5.4 Soit u l"unique solution de construite dans le Théorémem alors il existe
Lt e H (R?) et L_ € H (R3) deuz fonctions telles que

. ~ it A itA T+ _
tlggo |[a(t) — e"Fug — "L || gs(msy = 0,

: ~on GAL QA _
tl&l_nooﬂu(t) e"ug — e" S L_||gs(r3y = 0.

Preuve
On a montré que

—it)(t) /Ot e [ cos(25)1(s) [ (s)e ™ *Hug + v(s) P (b(s)e *Hug + v(s)) ds € Yﬁ}’b.
Ainsi, par le Lemme 2.1.12]
—jetH /Ot e H K cos(25)h(s)|p(s)e ™ *Hug + v(s)|? (W (s)e *Hug + v(s)) ds € CO([-T,T), H (R?)).
Et donc, il existe une fonction L € H' (R?) telle que
0= Jing || —ie= [ "M cos(28)b(s) i) Mo+ u(s) () g + (5)) ds — Ll g
= 1= [ TR cos2a )+ o6 o) +0(6) s = Ll e

t—T
= lim || —4 /0 Lt cos(28)(s) |9 (s)e M ug + v(s)[*((s)e"*Mug + v(s)) ds — " L7+ gay,-
Or, pour t € [T, 7],
u(t) = e Hyg — je it /0 t e K cos(2s)1(s) [0 (s)e ™ ug + v(s) (¢ (s)e M ug + v(s)) ds.
Donc, par le Lemme [2.1.18] on obtient

%arc an2t ) )
a(t) = etPug 4 €A | —i / t testKcos(2s)¢(s)|¢(s)eﬂsﬂuo + v(s)|2(¥(s)e *Hug + v(s)) ds
0

— eitAuO + eitAF(t),

avec
. iTH ||, —
Tim [[F(8) = €7 L] 77 ) = 0.

Et le théoréme est démontré avec ‘
Lt =eTHL e H*(R?),
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car
: itA A T+ _ +
Jim [[e"2F () = "2 LT | gaqmey = Hm [[F(8) = L7 | o ms)
1 — + —s —
X

Enfin, pour conclure cette partie, on démontre que le flot de I’équation est lipschitzien en un certain
sens.

Théoréme 2.5.5 Soient u(l),u% € Eo(N\) avec X\ donné par le Théoréme m et soient Uy, uy les
solutions de , alors il existe une constante Cy > 0 telle que

i1 — 1i2|| xo < Callug — ugl|z2(m)-

Preuve
Gréace a la Proposition [2.1.16} il suffit d’établir que

[lur = uzllo < Callug — ugllr2(rs)-
Rappelons que
¢
uy (t) — up(t) = e (ul — ud) — iy (t) / e () K cos 2s
0
x ([(s)e™*Mug +v1(s) P (d(s)e™*Mug + v1(s)) — [ (s)e™ Mg +v2(s) [ ($(s)e™* Mg + v2(s)))ds.
Ainsi, en utilisant les estimées de Strichartz et par la Proposition le fait que
il L2 (rry,Log3)) < Vill Lo gy 706 (mayy < Cllvillgsp < O
on obtient

s — wallgo < C(llh — Bl 2y + on — vll oo (7 20

itH 7112 2
X [ 14 D N a1 2 amon oo mey) + Vil 2(r ), oo m2))
j=1,2

< ON(|Jug — vl r2ms) + o1 — v2l| Lo (1), 22 (R3Y))-
Ainsi, pour prouver le résultat, il suffit de montrer que
o1 = vl o (e, 12(R3Y) < Cllug — Ul r2Rs)-

Mais comme
10yv; — Hv; = K cos 2t\e*”Hu6 + v]? * (e*”Hué + v;),
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on en déduit
Ollen(8) — 02(0) 22 e
=20 ([ o) - a0) . w0~ a0
Rd

:2§R(—iKCOSQt*/ (|l Hud + vy 2 (e Hul + vy)
R3

— |e_’tH 21 0y | (e ’tHUQ +wv2)) . v1(t) — va(t) dx)
< Jlvi(t) — va ()| L2 (r3)
| e ug + o1 ()P * (e7 g + v1(1)) — le ™" ug + va ()P * (e7 g + va(t)) [ r2(me)
< v (t) — v2(t)]| p2rey % (o1 () — va(E)|| 2 (me) + [Jug — ugllr2(re))
X Z e Hud|[7 (R3) T ||UJHLoo(]R3)
j=1,2

Ainsi, on a établi
Bel[or (t) — w2 ()l 2(ms) < (o1 (t) = v2(O)l| 2 (ms) + llug — uf|L2(rs))
x Z HeltH ]HLOO (R3) +HUJHL°°(]R3)
J=1,2
Finalement, en utilisant le Lemme de Grénwall, on obtient

lvr = vall Lo o,y r2m2)) < Cllug — ugllr2(re)

itH J
erZu”e 0132 (a2, o0 3y T 72 Ly, oo 3

2
< Ce“ X [ug — up|| 2(rs).-

2.6 Estimation de la régularité de la donnée initiale aléatoire

Dans cette partie, on estime la régularité de la donnée aléatoire en démontrant des estimées de

types grandes déviations. En particulier, on établit que uf € |J Eop(n) w presque surement. On sup-
nelN

posera que g, ~ Ng(0,1) ou g, ~ B(%) car dans ce dernier cas, il suffira de remplacer ug par € * ug

pour revenir au cas ot £ ~ B(3).

On définit pour ¢t > 0,
Qt = <w S Q/‘|UBJHH"(]R3) <t, H [ itH w]2 HL4( omon|E (IR3)) < t2 7” [ itH w}?) HL4 (=2m.27], - ) < t3,

]Q | AN (e ug )| L4 ((—2m,20), L0 (R3)) < TN 16, ﬂ AN (e ug)|| < tN51/4> )

LR([—27,27]),W* (]R3))
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et 'objectif de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.1 Il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tout t > 0 et tout ug € HO(IR?’),

ct2

P(Qg) S C@ H’MOH%U(]RS) . (226)

On commence par établir des inégalités de types chaos de Wiener dans le cas ou g, ~ Ng(0,1) ou
gn ~ B(%) Pour cela, on introduit deux définitions et on démontre 3 lemmes préliminaires.

Définition 2.6.2 Pour p € IN*, on définit
Aoy ={0 €8y, /| 0* =1Id et o(i) #1, Vi{l,..,2p}},

et pour p € N* et o € Ay, on pose

Z(o,p)={i€{1,...,p} /] 0(2i) =2i —1}.
Lemme 2.6.3 Soit X,,, n € IN une suite de variables indépendanies telles que E(Xi%ﬂ) = 0 pour
tout k € N, alors pour tout 2p-upplet (ny,...ngy) € IN?P,
81 B(Xp, X ... X Xy, ) # 0 alors il existe une permutation o € Ay telle que ny ;) = ng, Vi € {1,..,2p}.
Preuve Le lemme se démontre facilement par récurrence sur p. X
Lemme 2.6.4 [l ezxiste une constante C > 0 telle que pour tout p € IN*,

Card(Aszp) < (Cp)P.

Preuve
Il suffit d’utiliser la formule de Sterling. En effet, on a

—

2p)!
21,.;! < (Cp)*.

Card(Azp) =2p—1)x ... x3x1=

Définition 2.6.5 On définit

2 = e = (comlum € FON X I / [[el ::\/mm ,

l~1 = {C = (Cn,m)n,m € I(IN X ]N) / HCHZl = Z |Cn7n| < OO} :

n

et
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Lemme 2.6.6 Pour tout p € IN*, toute permutation o € Ay, et toutes suites c,c?,...cP dans N 2,

Z |C}Ll,n2| |C’Ir)7,2p,1,n2p‘ S H chHil X H HC’LHZQ
N1,..,N2p, =1, =1,
Mo (i) =™ i€Z(o,p) i¢Z(o,p)

P
§H<Wmﬂwm)
=1

Preuve
La seconde inégalité est triviale & partir de la premiére. On démontre cette derniére par récurrence
sur p. Les cas p = 1, p = 2 et p = 3 sont clairs. Soit p > 4 et supposons le résultat établi pour

ge{l,...,p—1}

-Cas Z(o,p) # @.
Si p € Z(o, p) alors il existe une permutation o’ = o1 2p—1)} € As(p—1) telle que

Z |C7111,TL2’ ‘szp_1,n2p = Z ‘07111,71,2’ ‘ngpl_g,nzp_g‘ X HCpHZl
N1, N2p, n15-M2(p—1)
Mo (i) =" "ol (i) ="

et le résultat est prouvé par récurrence en remarquant que Z(o’,p — 1) = Z(o,p) \ {p}-
Sinon p ¢ Z(o,p) et il existe un entier ¢ € {1,...,p — 1} tel que i € Z(o,p).
Dans cette situation, posons

v AL 2pb\ {20 —1,2i} — {1,..,2p—2}
k — k si k¢ {2p—1,2p},
2 — 1 - 92— 1,
2p — 24,

T= U|{1,...,2p}\{2i71,2i} et 0/ =~y o1 o~ pour obtenir que

DD N [ =N el I S - [ 1= 1 i [ I |

ni,...,N2p, n17“'7n2(p—1)7
o (i) =M no—’(i):n’i

Remarquons que o’ € Ay,—1) et que Z(o',p — 1) = Z(o, p) \ {i}. Ainsi, nous pouvons appliquer 'hy-

pothése de récurrence a ¢! = ¢!, ...,c¢d =P, ...,cP~1 = P71 et le résultat suit.

Cas Z(o,p) =9 :
Nous devons prouver que

p
Z ’C’rlll,ng‘ |C€12p_1,n2p’ S H HC/LHP'
=1

n1,...,M2p,

no‘(i) =n;
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Ainsi, on remarque que le rdle des ¢’ est symétrique et qu’il est donc possible d’intervertir leurs posi-
tions. Par conséquent, il est possible de supposer que o(2p) =2p—2et 0(2p —1) =2p—3 ou 2p — 4.

Sous-cas o(2p) =2p—2et c(2p—1)=2p—3:
Il existe une permuation o’ = o[y, 9(p—2)} € Agp—2) telle que

-----

> namal | = [ | &
|Cﬂ17n2 Clep—lynQp - "1,712 . n2p 3,N2p—2 x cfz,k CZrJL,k'

N1, N2p, n1,..,M2(p—2), n,k

no(“:ni no’(i):"i

Puis, il suffit d’utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I’hypothése de récurrence pour prouver le
résultat.

Sous-cas 0(2p) =2p—2et o(2p—1)=2p—4:
Posons 7 = 0‘{1,A.,2p75}u{2p73}7
v: {L..2(p=2)} — {l,..2p—5}U{2p-3}

k —  ksike{l,..,2p—5},
2p—4 — 2p — 3,

et o' =y T oToy € Aypa).

Comme 2p —4=0'(2p—4) & 2p—3=0(2p—3) et o' =0 sur {1,...,2p — 5}, alors

1 1
Z ‘Cn1,n2| ’ngp_l,ngp‘ = Z Z|Cn1,ng * ngp 5,m‘ ‘Cg’)Lgp 4,71’ ‘cgz,n|‘

1500y M2p,s N1y (p—2), MM
o (i) =" ol (3) =T

Puis, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

—2 —1
Z\ ol 1 sl [chon \/Z\c?ups,mP-ZC%M,n!? x [ePllez,
m n

pour ensuite appliquer I’hypothése de récurrence a p — 2, o’ € Ap(p—2) et ch=cl, ... P3=cP3 et
- —2 -1
= [ 22 Il X Dl
m n

Il est important de remarquer qu’il n’est pas clair que Z(o’,p — 2) = & et qu’il est possible que
p—2¢€Z(o',p—2). On obtient alors

p—3
D Aehimal o 1y o, < T 2 < 1212 < ([ [i2,
N1y N2p,s =1

No(i) =™
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N ¥4 P 7
ot I} désigne la norme (% ou ',

Finalement, pour conclure, on note que
~p— —2 —1 — —
18722 = H\/ZICZ,WI2 X D 1 Pl = 1172l x 11 e,
m n

et par 'inégalité de Cauchy Schwarz que
o —9 —1 _ _
1872]p = I\/Z\CZmP-Z\Cﬁn Pl < NP2l x (1P|
m n

Ce qui acheéve la récurrence. X

Maintenant, grace aux Lemmes [2.0.3] [2.6.4] et [2.6.6] on peut démontrer les estimées du chaos de
Wiener qui nous serviront a estimer P()).

Proposition 2.6.7 Supposons que g, ~ Ng¢(0,1) ou g, ~ B(%) alors il existe une constante C' > 0
telle que pour tout q > 2 et toutes suites (c,), € 12(IN), (Cnm)nm € (N x IN) et (Cnme)nmk €
I2(IN x IN x IN),

Z cn X gn(w) <Cx q% X len |2, (2.27)
neN La(92) neN
Z Cnm X gn(W) X gm(w) SO xgx Z |Cnm|* + L Z enml | (2.28)
n,melN L1(Q) n,melN nelN
3 2
> Cnmik X gn(@) X gim(w) X gi(w) <C xq2 X > lenmnl+ (2.29)
n,m,k€N La(Q) n,m,k€IN
L | D 2 Jennal D D Jenmal?+ D [ D lemnal | |
nelN || melN nelN || melN nelN || melN
ot
I 0 dans le cas Gaussien compleze,
1 dans le cas Bernoulli (ou Gaussien réel).
Preuve

1- Dans [BT?2], il est montré que si
30 >0/Vae Ret n € N, E(e*") < b’ (2.30)

alors (2.27) est satisfait. Ainsi, (2.27)) est vérifie puisque (2.30)) est satisfait si g, ~ Ngr(0,1) ou
gn ~ B (%)
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2- Pour le cas Gaussien, d’aprés [T'T], Proposition 2.4 (Wiener chaos estimates), il existe une constante
C > 0 telle que pour tout g > 2,

‘ Z Cnm X gn(W) X gm(w) <C xqx Z Cnm X gn(W) X gm(w) (2.31)
n,meN L1(Q) n,melN LQ(Q)
Or
2
Z Cn,m X gn(w) X gm(w)
n,melN L2(Q)
= Z Cnm X Co ot X E (gn(w) X gm(w) X gnr(w) X gm/(w)>
n,n/ m,m’'€IN
< )R D D D D I D D
n=n'=m=m’/eN n=n/m=m'€lN n=m,n'=m’eN n=m',n'=melN
Mais

D

n=n'=m=m'/€lN

= Z ‘Cn,n‘QE(’gn(wMZl)

nelN

< Z |Cn,m’27

n,melN

Cnm X it X E (gn(w) X gm(w) X g (W) X Gy (w)) ’

et en utilisant que F(g,(w)?) = 0, on trouve

D

n=m,n’=m’€lN

= D len

n,melN

= > fennl % E (|ga(@)]*)

nelN

< Z ‘Cn,mlz-

n,meN

Cnym X Cory X E (gn(w) X gm(w) X g (W) X Gy (w)) ‘

X | Cmm]| X

B (gn(@)? X gm()?)

Ainsi (2.28)) est démontré dans le cas g, ~ N¢(0,1). Nous pouvons procéder de la méme maniére pour
obtenir (2.29) puisque l'inégalité (2.31)) est vraie pour un produit quelconque de variables aléatoires.

3- Dans le cas Bernoulli, démontrons (2.28). Nous pouvons limiter la preuve au cas o ¢ = 2p avec

p € IN*. 1l suffit alors de montrer que
2p
< (Cp)* x Z |Cnm|? + Z |cnnl
L?r(Q) n,meN nelN

2p

Z Cnym X gn(w) X gm(w)

n,melN
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Nous pouvons utiliser successivement les Lemmes [2.6.3] [2.6.6] et [2.6.4] pour obtenir
2p 4p
‘ - E : Cnyng--Cngp_1,n2p-Cropy1,napya---Crnap_1,map X E Hgm
LP(Q) ny,enap i=1
4p
< Y lemmbdens ol % |E (TTon )|
N1,...,N4p i=1
<) > lenrnsllenay 1m0

O’E.A4p ni,...,N4p,
no‘(’L) =ng

S o X () X gin(w)

n,meN

2p

< CCLT’d(A4p) X Z |Cn,m|2 + Z ’Cn,n’
n,meN nelN

2p

<@ x| [ X leaml* + ) lennl
n,meN nelN

Ce qui démontre (2.28). Pour obtenir (2.29)), on peut remarquer que le Lemme reste vrai pour
un produit de 3 variables aléatoires (il suffit de faire la preuve avec des suites de 3 variables). On peut

aussi regarder le Théoréme du chapitre 4. X

Remarque
La preuve dans le cas Bernoulli peut étre facilement adaptée au cas de variables aléatoires vérifiant
I’existence d’une constante C' > 0 telle que pour tous n € IN et p > 2,

E(lgnl") < CP.
On peut maintenant passer a la démonstration du Théoréme [2.6.1] On remarque que
P(©) < P (w € /5l > ¢)
+ P (w € QI [T Nl amam 7 sy = )

+ P (€ I U1 1 omam sy > 1)

+ P (U {w € Q/||AN(6%HU%))|’L4([727r,27r]7Loo(]R3)) > tN_1/6}>
N

+P (U {w € Q/||AN(eitHu5")|]LR([_%’%]’W&AL(W)) > th—1/4}>
N

ainsi il suffit d’établir la majoration (2.26) pour chacun des termes. Effectuons la démonstration pour
le second et le quatriéme terme (pour les autres termes, la démarche est identique).

I/ Cas || [e"Tug]® || pa(_omom 7 mey) = ¢
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Comme s €]3, 3 + of, il suffit d’obtenir le lemme suivant :

Lemme 2.6.8 Pour tout ¢ > 0, il existe 2 constantes C,c > 0 telles que pour tout t > 0 et uy €
H(R?),

ct2

" luglZ
—o+1/2—2€ > t2) S C@ 0 H <]R3>

itH w2
P (we o/l [ us | w2

LA([—2n,27],H

Preuve du Lemme [2.6.8
Remarquons qu’il suffit d’obtenir I'estimation pour ¢ > C||ug||g- (R3)-
Grace aux inégalités de Markov et Minkowski, on obtient pour g > 4,

P (CL) & Q/H [ wH w]2 HL4([—27T2 }ﬁ0+1/2_2€(R3)) Z t2)

<P (w e Q/H Ho/2+1/4fe [ itH w] > t2q>

HL4( —2m,27],L2(R3))

<% (H HO/2H1/A=e [gith w2 1% (2 2] L?(JR3)))

I A Lt L I

< t—2q X H HO’/2+1/4*6 [eitHu0]2 H (2 20], L2 (RP L9()°

Puis, par (2.28)), on établit

H HJ/2+1/4 € [ itH w]Q HL‘Z

< |[ Eeie | S MORRGh a)(o)an) )

n,melN

La(Q)

Z HORTA) ¢, e x HO/2H1/A—e [ () o (2)] X g (W) G (w)

S ’
n,melN

La(Q)

< Cxgx D lenlleml?| HOZHA [hy(@)him ()] [2 4 LY [enl*[HO2FVA 13 ()]
n,melN nelN

Prenons L = 0 pour simplifier les calculs (le terme avec L=1 s’estime de la méme fagon). Par I'inégalité
triangulaire, on trouve

P (we @/l [ Fug]? |
(%)

Cq\? - e
s()x S Jenl? el % 1| B4 () ()] 13m0

t2
n,melN

2
LA (=2 2m) T H/ 22 (Ray) 2 >
q/2

D leal® leml® x | HOPHVA hy(@)hn (@)]

n,meN

L2([-2m 27, L1 (R3))

q/2
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Puis gréace a la Proposition [2.1.21] avec § = ¢, on arrive a
| A (o)) sz om) ooy < Ce X max(ha A2 < O x ma (e, A

Et finalement, on a

P (w S Q/H [ itH w]Q HL4 ([~2m,27], FoH/2- ¢(R3)) = tz)

. q/2
C
< (;) X Z len|? X |em]? x max(Ay, A )?°
n,melN
CqlluollZe s\ *

< (H w )

1l suffit ensuite de choisir g = W > 4 pour conclure . X
H7 (R3)

II/ Cas [|An[e™ug]||a((—2r 20, Loo(R3Y) = N~ 1/6¢
Commengons par établir le lemme suivant :

Lemme 2.6.9 Pour tous p1,p2 € [2,00[ et € > 0, il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour
toust >0, N >1etuge H (R3),

_ ct?
HANwOm%U,E

(R3)

P (w0 & /| AN (g o1 (—am 2o e (e > ENTO77H) < Ce

Preuve du Lemme
Quitte a remplacer ug par Ayn(ug), on se rameéne a démontrer que

ct2

lugl2

P (W € Q|| AN ug) | L1 ((—2m 2m),wers (m3)) > tN71/670+26> <Ce HHWS)

Comme pour le Lemme [2.6.8] il suffit de prouver I'estimation pour ¢ > C||u0||FU_S(R3).

Grace aux inégalités de Markov et Minkowski, on obtient pour ¢ > p1, po,
w € Q|| AN (€)1 (am 2 wera ) = ENTHO702)

o—2¢ wH !
N2 5 B[] Ay ()l 27r,27r],W”’2(R3)))>
t

P
N1/6+0—2¢ . iH o
< ( ) x [[H2 A (g1,

N1/6+0— 2e>

IN

),LP1([—2m,2m]),LP2 (R3)

X ||H€/2A/N( it w)||LP1 ([—2m,27]),LP2 (R3),LI(Q)"
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Or, d’aprés (2.27)),

[|H2 AN (" ug) || Lago) <

> 0 (25 ) e enha(0)aw

nelN La(Q)
/\31 € _it)2
< Z ¢ m )‘ne "Cnhn(x)gn(w)
An~N L(Q)

X
<oxyix | X o () M < el iul

An~N
Alors, par (2.4) et (2.5)), on trouve

[ H2 Al ()| Lo ((—2m 2m)), L2 (89),L3(92)

3

Z )‘2 2 2 2 1/2

< Cx i o ( X A2 X Jenf? % [ha(2)|

ot N2 LP1/2([—2m,27]),LP2/2 (R3)
X

<Oxyix | Y ¢ (2 ¢ 26 Jeaf? ¢ (1o (2)] 2 g

) A2 5 e 2

< O x\/qx Z¢2<)\%§

2
< O x \/a % N—U—1/6+26 % Z ¢2 <]>\\/v7’;> % )\%(0*5) % |cn‘2

An~N
< C x /g x N6 || Al ()| 7o
< C x /g x N7 V62 5 Jug | o

(R?)
(R?)”

Finalement, on a pour tout g > p1, p2,

t

C % /7 % [Juollge—< gy \*
P(w € Q/|| A (e UG | o1 ([ 2m 20) Were (R3)) > tN*1/670+2e> < ( H'®9) |

2
Il suffit alors de choisir g = (M) > p1, p2 pour prouver le Lemme [2.6.9 X
H” (R

Ensuite, pour py = % +€,0na

WeP2(R3) < L®(R?).
Ainsi pour tous p; € [2,00[ et € > 0, il existe deux constantes C, ¢ telles que pour tous t > 0, N > 1
et ug € H (R?),

_ ct?
HAN(“O)H%J_E

(B3) |

(W € Q/|| AN (e ug)|| o1 (- 2m 2n] L (m3) = tN—1/6_0+2€) < Ce
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Ensuite, nous pouvons choisir p; = 4 et utiliser que ||AN(u0)H2ﬁU,E(R3) < N‘QEHUOH%U(W) pour

obtenir pour tout € > 0 'existence de deux constantes C, ¢ > 0 telles que pour tous ¢t > 0, N > 1 et
ug € H (R?),
eN2(o—€),2

P (w € QAN U8t amm ey > ENH0) < Ce (2.32)
Nous devons prouver qu’il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tous ¢t > 0, N > 1 et
ug € H (R?),

2

ct
itH , w " uolZ,
" <U {w € Q/|AN (" ug)||a(-an 2m) Lo (r3)) = EN ™ UG}) < Ce VY, (2.33)
N

Depuis

P (U {w € Q/[|AN ("™ u) || pa([—0m 2n], Lo (R3)) = N UG}) <1,
N

il suffit de montrer 1} pour t > CH'LLOHH"(R;%)-

2
On pose o = [ =———— ] et en choisissant € < o dans (2.32), il suffit de montrer que
Clluollz (R3)

¥5 >0, 3C,c>0/Va>1, Y e N < e (2.34)
N

1

Z —aN? Zefa 2k 1)6 /Oo eia(zz—l)éd‘r S /OO e_o‘y dy
Yy

N k>1 1/2
</°O e_azdz</°° etdt 2 g e
Jageys % o~ a(1/2) t 0 oo

et (2.33) est prouvé ainsi que l’estimation du terme dans le cas II. Nous pouvons procéder de maniére
similaire pour estimer les autres termes et montrer le Théoréme [2.6.1

2.7 Preuves des théorémes

2.7.1 Preuve du Théoréme [2.0.12

Pour montrer le Théoréme [2.0.12] il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, P(£2;) > 0. Pour cela,
on commence par établir qu’il suffit de montrer le résultat pour un nombre fini de termes dans la
donnée initiale. On commence par introduire la définition suivante :
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Définition 2.7.1 Pour ug = Z cnhn(z) une fonction de L*(R3), on définit pour K € IN*,
nelN

Pour ensuite énoncer le théoréme.
Théoréme 2.7.2 Pour tous t > 0 et a €]0,1], il existe un entier K € IN* tel que

= t 7 t2
Pmazu—mXA@eﬂmwvammmmszwuwﬂmmﬂwm%mﬁmms2,

1 (€ fuglx)? e < B oA anen LIV
oK) llpa(-oman, 7 (m3)) < 5 ()3 [1AN (€ [uo] )] (- 2m2m), oo (m3)) < 5 ,
N

th tN571/4
(]{HAN L
N

Preuve
Par indépendance, on trouve

t ; t2
P(y) ZN(H [0} |l 777 sy < > 11 (€™ ol )21l o 2777 (R3)) < 9

itHT 1K\3 < v t3 A (etH [y K _ N 1/6
(™ [uo]™)” [l La(om 2 77 (R3Y) s ()9 AN [uo] )| a (o, 2m), oo (m3)) < 5 ,
N

i tNs—1/A
A {HAN(G 0l gm0y 7 ) < 2} >

N

t2
<

ol )’ g zmom ooy < 5

t
i I ol ey < 5, 11 G

H (eitH[u ] )3 < = t3 A itH < tN_1/6
0l)” | La((—am 2, 7 (B3)) S AN [uo) )l 2 (27,201, Lo (B3)) < 5
N

itH tNs—1/4
m {HAN(e [uO]K)‘|LR([—27T,27T]7W5’4(]R3)) S T .

N

Notons par P; i le premier terme probabiliste de cette inégalité. Alors par le Théoréme pour
tous t > 0 et K € IN¥,

ct2

1ol 1o )

P,:KZ].—Ce

avec

. K |2 _
Klgnoo” [UO] Hﬁ"(RS) =0.
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Par conséquent, il existe bien un entier non nul K tel que

ct2

Ce 100 o)

X
Remarque :
Dans ce théoréme, s'il existe o/ > o avec ug € H' (R3) alors nous pouvons choisir
lo
M > HuOHH &) = ﬁ pour avoir Py /o) g 21— o
1
Puis, nous pouvons choisir K > (%) o'~ pour obtenir
PtK>PMK(ag >1—-a.
lluol |7 5 e E=
Et finalement K = : B % - satisfait le Théoréme [2.7.2
Enfin, on démontre le résultat pour un nombre fini de termes dans la donnée initiale.
Proposition 2.7.3 Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout K € N,
0 227 | e, |? 2 U Q/|| [u <! 2.35
we€Q/ Y Alenllgr(w)? < 1 ( €@ €W bkl me) < 5 1 (2.35)
M<K
21, 12 2 t* itH 2 t*
we Q) 3 XenPlgn() < g w & || (€ u§]K) 1oz 2 77 (15 < 2},
M<K
(2.36)
2. 2 2 t2 itH 3 t°
weQ 3 Nlenlgn(w)? £ o w & || (€ u811)° g am o 77°(13)) < 2},
M<K
(2.37)
t2 ; to
{w € Q) 3 NlePlgalw) < cm} < §w € UNAN (110 | (2m 2], 2oy < 5N 1/6},
M<K
(2.38)
" t2 t
{wea/ S 22y P gn(w) 2 < CK6} cﬂ w € VIIANEH 11 g o774 asy) < 5N 1/4}
A <K N
(2.39)

Preuve
On remarque qu’il existe deux constantes C1, Cy > 0 telles que Cln% <A< an% puis que
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{ A < K}| < CKS. Le résultat suit alors grace a la Proposition 2.1.19| et & l'inégalité de Cauchy-
Schwarz. X

Preuve du Théoréme
Par le Théoréme et la Proposition 2.7.3] il suffit de montrer que pour tout entier K > 1 et tout
réel ¢t > 0,

Plwe/ > Aleal’lga()® < > 0.

t
= 6
An <K CK

Mais, par indépendance,

12 12
PlweQ/ Z A2 el gn (W) < s =P ﬂ {w € Q/|gn(w)* < 3 5 }
Tk CK <K CK ||“0||ﬁ“(133)

t2
> PlweQ/|gn(w)® <
1L ( G -

>0,

car pour tout R > 0 et tout n € N, P(w € Q/|gn(w)] < R) > 0. X

Remarque
Dans le cas Gaussien, comme

PweQgn@P<R)=1-¢",

on en déduit
2 K°
CK12|lug |20

12 TR g g o
Ploe® 3 Mol < gpa | = | 1= o

Par conséquent, pour ¢’ > o, en utilisant la remarque du Théoréme on obtient qu’il existe deux

constantes R > 0 et C' > 0 telles que si HUOHF,/(W) > R alors

6

P
—CHUOH%G/U

log ||uol|—,
" o o8l

o (m3)

POQY>(1—-a)xe

2.7.2 Preuve du Théoréme [2.0.13

On démontre ici les deux assertions du Théoréme
En utilisant les Théoremes [2.5.2] [2.5.3] et [2.5.4] pour prouver ({2.1)), il suffit d’établir que pour tout
A >0,

limy P (1 € ] [l oy < 1) = 1. (2.40)

On adapte ici la preuve de I’Appendice A.2 de [BT4]. On commence par établir deux lemmes prélimi-
naires.
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Lemme 2.7.4 Pour j = 1,2, soient E; deux espaces de Banach munis d’une mesure [i;.
Soient f1, f2, f3, (fN)n, ()N : By x By — C et g : By — C une famille de fonctions mesurables alors

u1®u2(<x1,x2> CB By | Filan)] > A U [falna2)] > A U |fs(er,29)] > A
Q1A el > A g 1R el > X laGe)] <)

< sup 1 <:L"1 € b/ |filzr,22)] > A U [fa(zr,22)] > A U |f3(21,22)] > A
z2€E2/|g(z2)|<n

N N
Q1A )l > Ay 1 (o)l > ).

Preuve
On peut écrire
/E ]l{(m,xz) / fi(z1,22)|>A U [ fa(z1,22)|>A U | fa(z1,22)[>A g \fiv(th)b/\% |f& (z1,22)|>A}
1

X ]1{9026132 / 9(1?2)S77}dul(x1)

< sup 1 (1‘1 € El/]fl(xl,arg)\ >\ U |f2<371,l’2)‘ >\ U ’fg(%l,l'g)‘ > A
w2€E2 /|g(w2)|<n

Q1 el > Ay 1 100] > A) X U, st

Puis il suffit d’intégrer I'inégalité sur z9 € Fy contre la mesure us. X

Lemme 2.7.5 Soit g une variable aléatoire avec une distribution symétrique et soit h une variable
aléatoire de loi Bernoulli indépendante de g alors hg a la méme loi que g.

Preuve
Pour toute fonction ¢ continue bornée, on a

1 1
E(¢(hg)) = 5 E(6(9)) + SE((~9)) = E(4(9))-
Cela suffit & montrer que g et hg ont mémes lois. X

Ces différents lemmes étant établis, on peut alors démontrer (2.1)). On définit
Y = RN,

qui, muni de la norme [*°(IN), donne un espace de Banach. On munit Y de la mesure de probabilité
1o, définie comme la loi de la variable aléatoire

w— (bn(w))nelNa
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ou (bn)nen est une suite de variables aléatoires Bernoulli indépendantes et indépendante de la suite

(gn)nG]N-
Enfin, pour y = (yn)n € Y et f(z) = chhn(az), on définit 'opération ® de la fagon suivante :
nelN

yo f= Z yncnhn(l')~

nelN

En utilisant le Lemme on obtient

P (w € Q5 | 1677 ey < ”)

= U ® po <f e H (R%),y € X/| |ly © fllge sy = AU €y © F1? [ pa(omom 1 w3y = A
ull [Py o P HL4([727T,27T],F5(R3)) >\

Y ANy © F)lla(-2m 2], o ®R3)) > AN /6

itH s—1/4
WHANE™ Y © Pl gmom 74 mayy 2 ANl © Fllge sy < 77)

= U ® o (f e H' (R*),y € Y/ lly © fllgemsy = AUl €y © 1 | o ((_amom 1° m3)) = A
ull [Py o P HL4([727T,27T],F5(R3)) >\
UNAN (Y © )l a(-2mznl Ly = ANV

itH s—1/4
]L\Jf HAN(e yo f)HLR([,QWQﬂLWSv‘l(RS)) > AN / | Hf”ﬁo(RS) < 77)7

puisque
=0
ly © f”ﬁ"(RS) = Hf”ﬁ”(]g:%)a pour tout y € Y et f € H (]Rg)‘
Maintenant, en utilisant le Lemme (appliqué a Ey =Y, g = po, Fo = H (R3) et pup = p) et la
Proposition [2.6.1] (dans le cas Bernoulli avec e = 1), on trouve
P (w € 05 | Ilug iz us) <)

s _ sup 1o (y €Y /lly© fllgems) = AUl [y o f1? 4 (=2 20 B (R3)) 2 2
fed (R®)/[|flgo m3y<n

ull "y o f1° L4 (j—m 2m] 7 (R3)) = X’ Y AN (Y © F)l|pa(—2m2m) Lo m3y) = AN O

itH 1/4
UIANE Y © D)l g 775 ) = A )
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et (2.1) est démontré.
Ensuite, pour obtenir , il suffit de montrer que pour tous A > 0 et € > 0,
lim g @ o (uh € Eo(N), € Bo(N), 1 — el xo < e llubllgr sy < [z sy < ) = 1.
En utilisant le Théoréme [2.5.5] il suffit de démontrer que pour tous A > 0 et € > 0,
lim g @ g (uh € Eo(N). € BoN)| 1l sy < 1 b ey < ) = 1.

Ainsi, il suffit d’établir que pour tous A > 0 et € > 0,

limy 11 @ oy (o € BoN)| (bl gz gy < 1 g sy < ) = 0.
Mais

limy 1 @ oz (€ Eo(N)°Y |1l gy < .10y < )
= lim g (€ Bo(N)°| [[ufll 77 sy <) = 0.

et (2.2) est démontré.

2.7.3 Preuve du Théoréme 2.0.14

Pour prouver le Théoréme [2.0.14] il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0 et tout « €]0, 1], il existe
€ > 0 tel que P(€) > 1 — «. Ce résultat est clair en vu du Théoréme puisque

_ C
€2|ugl|2.

P(Qf) 21— Cre TED > 1 —asie<].

2.8 Données initiales aléatoires et espaces de Sobolev

L’objectif de cette partie est de montrer le Théoréme [2.0.15] En particulier, cela établira que les
Théorémes [2.0.12] et [2.0.14] ne sont pas triviaux et concernent bien des équations sur-critiques.

2.8.1 Gain de régularité dans L?(R?)

Le but de cette partie est de montrer que la donnée initiale rendue aléatoire ne permet pas de gagner
de dérivées dans L?(IR3). Tout d’abord, on s’intéresse au cas des espaces de Sobolev harmoniques.

Théoréme 2.8.1 Soit s > 0 alors,

ug € H (R3) si et seulement si ug(w,.) € H (R®) w presque surement.
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Preuve
Par indépendance, on a

— A281c 12 gn 2
B (e—nuo\\%sm?,)) _E <e X % lenl*lgn () )

o <H eA%S|cn2|gn<w>|2>

nelN
=11 E (e—AiS\cann(w)P)
nelN
H (1) dans le cas Gaussien
ON 14+ A25c, |2 ’

_ 2y2s|. |2 .
H (e € Az’len] ) dans le cas Bernoulli.
nelN

Par conséquent, dans les deux cas, on a

— . — 2.
up(w,.) ¢ H (R?) w presque surement < E(e HuoHHé(‘Rd)) =0

& Z M c,|? = oo
nc€lN
= U ¢ Hs(Rg).

Puis, on s’intéresse au cas des espaces de Sobolev usuels.

Théoréme 2.8.2 Pour tout s > 0, si
uo ¢ H'(R?)
alors

uo(w,.) ¢ H(R?) w presque surement.

Soit X une variable aléatoire ayant la méme distribution que les variables aléatoires g,, n € IN. Pour
prouver le théoréme, il suffit de considérer les cas ot X ~ N¢(0,1) ou X « B(%)
Soit x € C§°(R?) telle que x(z) = 1si|z| <1, x(z) =0si|z] >2et 0< x <1
)\2
et définissons 0%, = Z Y2 (N"2> cn| A2, Comme o3, > Z cn] 225 alors A}gnoo 0% = oo.
nelN An<N

Lemme 2.8.3 Soit X une variable aléatoire dans L*(Q2) alors pour tout A > 0,

2 B(X)?

PX 2 AB(X)) 2 (1= APy
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Preuve
Il suffit d’appliquer l'inégalité de Cauchy Schwarz, on pose A = {X > AE(X)} et on obtient

BE(X) = BE(X14 + X14) < /E(X2)P(A) + \E(X).

Donc
(1 - NE(X) < VE(X?)P(A),

et le résultat suit en élevant au carré. X

Proposition 2.8.4 Pour tout s >0, on a

H
PlweQ/ sup X<>u“’ s 3:oo)zlou:0.
(weor sup () o

Preuve
Rappelons que uf = Z Xi(w) avec (X;)i;en suite de variables aléatoires indépendantes vérifiant
i

X;(w) € H*(R3) w presque surement.

Pour tout K € N, on a

H
’X (m) K

donc si nous posons F; = o(X;, Xjt+1,...) on a que

= oo si et seulement si  sup
Hs(R3) NeN~

sup
NelN*

() (g

i>K HHG(RS)

H w
{w €/ sup ||x <N2> u§ || s (r3y = oo} € ﬂ Fk.
Nl KeN

H
Par conséquent {w €Q/ sup ||x <N2> ug || s = oo} est dans la tribu asymptotique et le lemme
NeN*

est prouvé par la loi du 0-1. X

Proposition 2.8.5 Pour s >0, st

Z |cn|2)\$f = 400
nelN

alors
< / | () ol > 1
w su Uu, s(R3) = OO == 1.
P SRY/ NGP* X N2 0 || Hs(R3)
Preuve

H H
Ou pose 31 = sup. [ (73 ) wollecs et S = I (2 ) wlaeo
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En utilisant le Lemme [2.8.3 on obtient

P <M2 > % E(X?) x C? a]%,> > P(S?V >

2
1 H

> P (Szzv Z3 <|X (NQ> UOH%IS(IR3)>)
i

2
E (11 (£) w3y gas) )
B (11 () wollty sy )

En effet, grace a la Proposition 2.1.24] nous avons

5 (11 (32) uonzs(ﬁa)) > 1 (Z (35) 1 (53) cxmon(lan@ [ 191G 9171 d:c)

n,m

BIXP) < 30 (35 ) a9 ol
(|X| ) X CIUN'

De plus, grace encore une fois a la Proposition 2.1.24] on établit

H
5 (I (2 ) wolloas

)\2 )\2 2
=E Z X(]\;L?>X<N2>Cncm In(W)gm (w / V¥ (hn)V®(hip) dz
2
M\ (AR
+E (Z X <]\72> X (1\72> CnCm gn(w)gm(w)>
XN RN RN /R
< E< > x <N§> X <N§> x(lvg’)x <N§> Cny Cg CnCny

ni,n2,n3,n4

X Gn1 (W) Gns (W) gng (W) gna (W) X | V(g )V () X Vs(hng)VS(hm))
RS RS

~|—E< > X(ﬁ;)x(ﬁ;)x@?;)x(ﬁ;)cm%cngcmxgm<w>gn2<w>gn3<w>gn4<w>)
)

ni,n2,n3,n4

2 )\2 2
X <]\;g> |Cn|2|0m|2||vs(hn)”%2(]R3)”vs(hm)H%Q(Rs)

2 )\2 2
+4E(X Y Zx< ) <J\;’;> |enl?[em]?

<A4E(|X|Y) x Cyo% +4E(1 X)) x O'N
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Et, par conséquent,

P <M2 > % E(X*) x ¢y a]2V> > Em X (21)4 X <C§1+ 1) .

Puis en utilisant le théoréme de convergence monotone, on trouve

Et finalement d’aprés la Proposition ona P(M=c)=1. X

Théoréme 2.8.6 Pour tout s > 0, il existe une constante C > 0 telle que pour tout N € IN* et toute
fonction u € H¥(R3),

H
Ix <N?> ul|gs(r3) < Cllull s (rs)-
Le Théoréme [2.8.6] et la Proposition impliquent le Théoréme [2.8.2]

En effet, si nous supposons que ug € H $(R?) w presque surement alors par la Proposition m,
on obtient

H
sup. 1 (72 ) o8 ey < €l ey,
NEN- N2 ) COlH#(R?) 0 11 H3(IR3)
puis
H w
sup ||x | «5 | 46|l rs(mrs) < 00 w presque surement.
NeN* N
Ce résultat contredit la Proposition et finalement il suffit de prouver le Théoréme [2.8.6)

Preuve du Théoréme
En utilisant (2.13]) et (2.14)), il suffit de montrer que :
Vs >0, 3C >0et hg tels que V 0 < h < hg, Yu € H*(R?)

| x(@? + (hD)*)ul| gs g3y < Cllul| s (ms)- (2.41)

En effet,
H 2 2 \/>
X\ 2 ) wllas ey < [ De(@™ + (D) (VA 1: ()
< || Ix(@® + (BD)*)u(Vh)| 2 gs) + [V [x(2? 4+ (RD))]u(Vh.)|| 12 (w3)
< W7 || porsy + 2 734Y] [x(@? + (RD))]ul| s rey
< JJull g2 sy + 0274l s ms)

< ||ul| g (r3)-
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Par interpolation, on peut limiter la preuve au cas ol s est un entier. Grace a la Proposition 2.2.§]
(avec N = s), il existe une constante C' > 0 telle que pour tout h €]0,1] et toute fonction u € L?(R3),
on a

N

Ix(2® + (hD)*)u = > W Opp (¥ (x, ©)ul [ s me) < Cllullr2(me),
j=0

avec Supp(W;(x,€)) C ((2,€)/2% + € € Supp(x)).

Ainsi, pour obtenir (2.41)), il suffit d’obtenir que pour tout s > 0, il existe deux constantes C' > 0 et
ho > 1 telles que pour tout h €]0, ko] et toute fonction u € H*(R3),

1Opn (¥ (x, &))ullsrz) < Cllul|rs(ws)- (2.42)
Enfin, pour établir (2.42)), il suffit d’utiliser le Théoréme et de remarquer que

(z,8) — x(2* + %) € S et (2,8&) — Vj(z,¢&) € S°. X

2.8.2 Données initiales grandes

L’objectif de cette partie est de démontrer que les Théorémes[2.0.12 et [2.0.14] sont valides pour des
équations sur-critiques & données initiales grandes. Pour cela, on commence par établir la proposition

sulvante :

Proposition 2.8.7 Soit 0 > 0, ug € FU(R:S) et s > 0. Supposons que pour tout n € IN,
)‘7218 ’Cn‘2 <1

alors pour tout t > 0,

(Yl |
of 2wz )ull sy gans te cas Gaussien,

Y H
v (UO eH (Rg)/HX <]\72> uOHﬁS(]Rg) < t> < t2762|lx<%>u0”2*
e

N " ®3) dans le cas Bernoulli.

Preuve
Effectuons la preuve dans le cas Gaussien. En utilisant que —In(1 +u) < —% pour tout u € [0,1] et



2.8. DONNEES INITIALES ALEATOIRES ET ESPACES DE SOBOLEV 103

I'inégalité de Markov, on obtient

—0c H H o)y
K <U0 €H (RS)/HX <J\72> u0||ﬁs(133) < t) =P (w €N/e HX( 2) & 112 *(B3) > e~ 2)
<’F (e_x(zﬁ)"o”iwﬁ))

< E< @ (3 )22l X|2>

nelN

t2 H ( ]. )
e
A2
nelw \ 1+ X2 (55) A% en?

t2 _§X (%)A%‘Slcnlg
<" 1 («
nelN
H
< I ) uoliZs s

X

Remarques :

1- L’hypothése A\2% |c,|? < 1, ¥n € IN peut étre remplacée par A\2° |¢,|?> < O, ¥n € IN. Tl suffit alors
de remarquer que —In(1 +u) < — 3= pour tout u € [0,C] et que la constante 3 est remplacée par
1+C dans la majoration.

2- Par exemple, pour € < 1, on peut choisir ¢, = 55 X ﬁ et obtenir pour t > 0,

0 H
i <u0 c H (R)/||x (]\72) ol (ray < t) <exp (! —C'éIn®*N) — 0,

N—oo

alors que ||U0||ﬁG(R3) =C"ex 1.
3- Par exemple, si ug ¢ H (R®) et \2* |c,|? < C, ¥n € IN, on obtient pour tout ¢ > 0,

— H
. 73 _
Jim g (w0 € ARV (2 ) wllgey < 1) =0

Encore une fois, cela signifie bien que la norme Sobolev de la donnée initiale n’est pas "petite".

4- Enfin, remarquons que I’hypothése précédente n’est pas vide et qu’il existe un trés grand nombre
de fonctions ug veérifiant ug € H (R?) et ug ¢ H (R?) avec A\2* |¢,|? < C, ¥n € N. Néanmoins, ce
n’est pas le cas pour tout ug € H (R?), on peut choisir

1 . k
z sin=k
cn—{’f ’

0 sinon,

avec o = 0 pour s’en convaincre.

Preuve du théoréme [2.0.15]
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1

Encore une fois, limitons la preuve au cas gaussien. Choisissons s = 0 +0 et ¢, = 17 X % pour avoir
n

ug € H' (R3). Ainsi, en effectuant la méme démarche que dans la section 2.7.1, nous avons

(ot sn(})) o0

Q= (w/uf € Ey(N\)) .

ou A est choisi de tel sorte que

Alors, par la remarque 3 précédente, nous avons l'existence de N tel que

HY\ 5

\)

Ainsi, nous avons

w A HY 5
P(we /s e B (3) nlix () il 2 31) = 3 >0

Soit maintenant vg € H' (R3) tel que vy ¢ ﬁSH(]R?’) pour tout § > 0.
Posons enfin, wy = x (%) ug + R(1 — x) (%) vg avec R fixé plus tard assez petit.

Alors wy € H' (R?) mais wy ¢ ﬁSM(Rg) pour tout 6 > 0. Et, par indépendance,

P (w e Q/uff € By () N[l (gs) = M)
> P (wen () e (3)n0-0(53) < B (55 ) 0l (5z) il = M)
> p (w € Q/x <JIV{2> s € By (;) Al (52) 8 | sy = M)
xP(weQ/(l—X) (152) o € By (%))

— 1
R—0

Donc P (w € Q/wyg € Ep (M) N ||w6J||ﬁs(R3) > M) > 0 si R choisi assez petit.

2.9 Généralisation du résultat

Dans cette partie, on suppose la dimension d’espace et on donne une généralisation du
théoréme . Si I’on suppose que les variables aléatoires (g, )nen sont indépendantes et de mémes
lois gaussiennes N¢(0,1), et que p est un entier impair dans I’équation , alors on peut alors
établir le théoréme suivant :

Théoréme 2.9.1 Soient o €]452 — %, 4 ;%[, up € H (RY) et s €]4 - Z%,U + 3 alors il eziste

un ensemble ' C Q vérifiant les conditions suivantes :
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i) P(Q) >0,

ii) Pour tout élément w € | il existe une unique solution globale u & l’équation dans espace
ePug(w,.) + X* avec donnée initiale ug(w,.).

iii) Pour tout élément w € ', il existe Lt et L_ € H (R?) tels que

_itA _ itA T+ _
Jim [[a(t) — ¢*2up(w, ) — 2L | ge ey =0,

tl}lmoo l|a(t) — e™Pug(w,.) — €ZtAL_HHs(Rd) =0.
Les points clefs de la démonstration du Théoréme sont 'existence de ’estimée bilinéaire de type
Bourgain pour 'oscillateur harmonique et la transformation de lentille, propriétés vraies en dimensions
quelconques plus grandes que 2. Rappelons que les inégalités du chaos de Wiener pour les variables
aléatoires gaussiennes sont établies pour une n-linéarité quelconque dans [T'T]. Ainsi, dans la preuve
du Théoréme le fait que p = 3 intervient surtout dans ’application du théoréme de point fixe
de Picard. Vu que les arguments de bases restent vrais en dimension d > 2, ce dernier reste applicable
pour p quelconque impair & condition de vérifier que ug(w,.) € L®(R, L®°(R?)) w presque surement
(si on utilise deux fois l'estimée bilinéaire, les termes restants sont a évaluer dans L, mais pour p = 3,
il n’y a pas de termes restants), ce que nous expliquons ici. On peut montrer que

, 1,
eyg(w,.) € L%®([-2m, 27], Wete (R%)) w presque surement.

Grace a l'inégalité de Minkowsky et les injections de Sobolev, on a pour tout € > 0,

it H it H
e uo|| Lo ((—am 20, Lo(ray) < €™ ol| Lo(ra, Loo (27 27]))

itH
< Clle™uo|| Lo (ra,w1/+en((—2m,20]))

< C|[HYP¥ ™ ug|| 1o (ra Lo(_ar.21]))-

. s .
Puis nous pouvons remplacer ug par H2wug pour obtenir que

. . .
1€ ) | o g g 77 ety < CHHEPH ]|t 1o a2

< C||H%+1/p+e itH

< CH@”HUOH

ol | Lo (=27 27), Lr(R4Y)
Lp([—2m,2a) W T2/ P22 (Ra))”
Ainsi, si € > g alors

itH it H
||e* UOHLoo([ o 2] O L/6- 40 (Ray) < C|le* 1L0||LOo ([—2m,20] W7 H/0=37 (ray)

it H
< C||eZ u0||Lp (=2 27], Wo'+1/6p(Rd))
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Dans le chapitre précédent, on a expliqué comment construire un grand nombre de solutions glo-
bales pour des équations de Schrédinger sur-critiques, en toutes dimensions plus grandes que 2. Dans ce
chapitre, on propose de compléter ce résultat, en particulier, en établissant le théoréme en dimension 1.
En dimension 1, dans [BTT], il est montré que leffet régularisant permet de gagner la % — p%l
dérivée manquante. Cette méthode est spécifique & la dimension 1 et ne se généralise pas en dimen-
sion plus grande pour des données initiales peu réguliéres. Néanmoins, on remarque que pour p > 5
et ug € g 2(IFid), la preuve s’adapte en dimension quelconque et permet de gagner la % —
dérivée manquante.

2
p—1

Ce résultat est trés intéressant car il n’est plus nécessaire de supposer que les fonctions propres soient
les fonctions propres tenseurs. Une base de fonctions propres quelconques convient et le théoréme reste
vrai pour un plus grand nombre de mesures de probabilité. De plus, comme il s’agit de termes linéaires
& estimer en probabilité, il n’est plus nécessaire de montrer des estimées de types chaos de Wiener.
On propose donc une preuve dans un contexte plus général que pour des variables aléatoires de types
Gaussiennes ou Bernoullis.

Ainsi, dans ce chapitre, la base de fonctions propres (h,)nen est quelconque et p désigne un entier
impair supérieur a 5 dans l'équation (NLS). On suppose que la suite (gn)nen vérifie les hypothéses
(H ) (HEg, ) (Hot) (Hoa2) ou (H4) (HE,) (Hoi) (Ho2l) et on établit les trois théorémes suivants :

Théoréme 3.0.2 Soit uy € F% (R?) alors il existe s G]% - p%l, %[ et un ensemble Q' C Q tels que
les conditions suivantes soient réalisées :

i) P(QY) > 0.

i) Pour tout élément w € Q, il existe une unique solution globale @ & l’équation dans espace
e ug(w,.) + X* avec donnée initiale ug(w,.).

i1i) Pour tout élément w € U, il existe LT € H (RY) et L_ € H (RY) tels que

. itA A T+ _
tll)l})lo |a(t) — e"Zuo(w,.) — "2 LT| s (ray = 0,

: SN itA _itA _
t_l}r_nOOHu(t) e"up(w,.) — " L[| gs(ray = 0.

De plus, si ug ¢ H (R%) alors P (w € Q/up(w,.) € H*(R?)) = 0.

_d-1
Théoréme 3.0.3 Soit ug € H 2 (RY) alors il existe s 6}% -2 %l[ tel que pour tout w € €, il existe

—1>
T, et une unique solution a l’équation dans [’espace ”Aug(w, )+ X7, avec donnée initiale
uo(w, .).

Q3

Plus précisément, il existe C,c,d > 0 et pour tout temps 0 < T < 0o, un ensemble Qp tels que
P(QT) >1- C(i_c/ arctan(?T)‘s7

et tels que pour tout élément w € Qp, il existe une unique solution a ’équation avec donnée

initiale up(w,.) dans un espace contindment inclus dans C°([-T, TLHCZ%I(Rd)).
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Théoréme 3.0.4 Si de plus, pour tout n € N, g, a une distribution symétrique, alors

__d-1
li H > (R it exist lobale et scatteri _ <n)=1
Ly g1 (ug € (R%)/ on ait existence globale et scattering | Hug\]ﬁ%md) < n)

3.1 Données initiales aléatoires et espaces de Sobolev

De maniére analogue a la section 2.8, on démontre que la donnée initiale rendue aléatoire ne permet
pas de gagner de dérivées dans L?(R?). On commence par établir un lemme trés simple

Lemme 3.1.1 Sous Uhypothése , il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € IN,

E(|lgnl*)? < E(lgal*) < C.

Preuve
E(lgal*) =4 3% p°P (w € Q/|gn(w)| > p) dp < 4C [ p*e™"dp < o0. X

Puis on peut établir le résultat pour les espaces de Sobolev harmoniques ainsi que les espaces de
Sobolev usuels.

Théoréme 3.1.2 Sous les hypothéses , et , pour tout s > 0,
ug € H'(RY) si et seulement si uf € H (RY) w ps.

Preuve
Grace au Lemme [3.1.1] on obtient

B0y o)) < Clluol By gy

Ainsi, si ug € H (R%) alors u§ € H (R?%) w ps. Puis, nous obtenons la réciproque grace au théoréme
qui suit. %4

Théoréme 3.1.3 Sous les hypothéses , et , pour tout s > 0,

siug ¢ H (RY) alors uf ¢ H*(R?) w ps.
Pour établir ce résultat, en analogie au Théoréme[2.8.2] nous devons montrer le méme type d’estimation
que la Proposition [2.1.24] pour des fonctions propres quelconques de l'oscillateur harmonique. Cela
justifie la proposition suivante :

Proposition 3.1.4 Pour tout s > 0, il existe deux constantes C1,Cy > 0 telles que pour tout n € IN,

C1Ay, < |IVPhal|p2(ray < C2A5. (3.1)
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Preuve
Nous posons h = /\% et &p(x) = hd—l/él X hyp(Apz) pour que (—h?A + 22 — 1)@, =0 et [ Pnllp2may = 1-
Pour démontrer (3.1]), il suffit d’établir qu’il existe une constante C; > 0 telle que pour tout h > 0,

hs| |VS(I)]—L| ’LQ(]Rd) Z C]_.
Raisonnons par ’absurde et supposons que
h7m h‘SHVSCDHLz(Rd) = 0. (32)
h—0

D’aprés le Théoréme 2 de [Bul, il existe une mesure positive g € M (R? * R?) telle que pour toute
fonction a € C§°(R? x RY) |

lim < a(xz, hDy)®p, Op >L2(Rd)*L2(]Rd):/ tr(a(z,€)) p(dzdf).
h—0 RAxR

Rappelons la définition suivante :

Définition 3.1.5 On dit que (z,£) € Supp(p)¢ si et seulement si il existe r > 0 tel que pour tout
¢ € C3°(B(z,r) x B(§,7)),

R4xR4

De maniére similaire & la Proposition [2.2.6} si a € C§°(R*RY) avec Supp(a)n{(z,&)/z?+2 =1} = @
alors pour tout N € IN, il existe Ey € Op(T~2) et Ry € Op(T~(N+D) tels que

Eno(=h?A + |z|? — 1) = a(z, hD,) — WV T Ry.
Par conséquent
_ 2 N+1
< CL(.ZU, th-)q)h, @h >L2(Rd)*L2(Rd)_ h < RN@h, @h >L2(Rd)*L2(]Rd),
puis
|, aleOutdzg) <o,
RIxRd
Et finalement, nous établissons que
Supp(p) C {(z,8) /2% + & =1},

Toujours de maniére similaire a la Proposition [2.2.6} si a € C$°(RY x RY) avec Supp(a) N {(z, )/ =
0} = @ alors pour tout N € IN, il existe Ex € Op(S~*) et Ry € Op(S~NV+D) tels que

d
Ex oY |hDy,|* = a(x,hD,) — BN Ry,
=1
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Or d’aprés le Théoréme et (3.2), on trouve

d d

}lli_%’ <Eno z; |hDe, [*®p, ©n > p2(rayer2(re) | < }lll)% |En o z; |hDe, |* @[ 2(Ra)
1= 1=

d
< Jim z; |hDa,[* ®pl|2(ray = 0
P

Par conséquent
[, ate.ou(drde) .
RIxR4

et nous établissons que
Supp(p) C {(x,€)/€* = 0}.

Ensuite, pour a € C$°(R? * RY) alors

0= [ [-12A+Ja 1~ Op(a)}0n By
R4

1 _ _
=5 [ A o - LOm@) @i+ hx [ Opu ()BT
7 JRd Rd

Ainsi, nous déduisons que pour toute fonction a € C§°(R?),

/ (£0za — x0ca) du(x,§) = 0. (3.3)
R4xR4
Soit alors (z, &) € R x R? et posons, pour t € R,

{ x(t) = x cos(t) + &sin(t),
&(t) = € cos(t) — xsin(t).

c’est a dire
{x(t) = ¢(t) avec z(0) = =,
§(t) = —a(t) avec £(0) = &.
D’aprés , on obtient pour tout ¢ € R et a € C§°(RY * RY),
[ alwcos(t) + €sin(0). € cos(t) - wsin(t) du(e,&) = | a(w.€) d(a,).
R4xR4 R4xR4

Par conséquent, si (zg,&) € Supp(p) alors pour tout r > 0, il existe a € C5°(B((xo,0),7)) tel que
pour tout t € R,

/ a(x cos(t) + &sin(t), € cos(t) — xsin(t)) du(z, &) # 0.
R4xR4
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Mais
Supp (a(x cos(t) + Esin(t), & cos(t) — xsin(t)))
C {( €) € R% « R4/ (x cos(t) + € sin(t), & cos(t) — zsin(t)) € B((xo, &), r)}
C B(cos(t)xo — sin(t)&p, 2r) x B(sin(t)xo + cos(t)&p, 2r),

et donc, pour tout ¢ € R, (cos(t)xo — sin(t)&o, sin(t)zo + cos(t)&y) € Supp(p).

Mais pour & = 0,23 = 1 alors sin(t)zo + cos(t)ép = sin(t)zgp = 0 est impossible et donc la pro-
position est démontrée par ’absurde. X

Reprenons les notations de la section 2.8. Pour une fonction y € C§°(RY) telle que x(z) = 1 si
|z| <1, x(x) =0si |z| >2et 0 <y <1, définissons

n€lN
H
S = lIx (Ng)uoHHs s
M = sup Sy
NelN*

Passons a la preuve du Théoréme [3.1.3] En analogie a la preuve du Théoreme [2.8.2] il suffit d’établir
que
P(M = o) > 0.

Grace a (3.1)) et aux hypotheses (Hg,)) et (Hog)), on trouve

B (I (32 ) ol ) = 2 (S (3 ) x (3 vt i@ [ 92009 h)
(1 (=) vlfue) (N g

n,m

(%x (35 ) enPlontc >|2r|vs<hn>||;(m>

> Cho%.

Par conséquent, grace a l'inégalité de Zygmound, soit le Lemme [2.8.3|, on établit

H 2
P <M2 > CIQUZQV> > P<512V > C12‘712\7> >p (SZQV > ||X(N2)ZO||H3(]RCI))

2
5 (I () ol )
E (I () wollly. )

>

»MH
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Puis, grace a (3.1), au Lemme et 'hypothése (Hg,), on a

H
E (HX <]\72> UOH%}s(Rd))
)\gL )‘2 s s
_E<ZX<NQ>X<N2>%% In(@)gm (w) / V* (hn)V*( )
AN AV ’
+FE ZX <N2> <N> CnCm gn(w)gm(w)
2NN AN /a2
< CE ( Z X <N21> X <JV5> X <]V§> X (]\é) X Cnl%cn:s%
n1,n2,n3,n4

X \Vs(hm)\|L2(1R3)Hvs(hn2)\L?(RB)HVS(hng)HB(RS)!Vs(hm)Hm(RB))

+CE (ZX ( ) |cn|2>2

2 2
pM22% leﬁ,
2 4 (O

puis, en utilisant un théoréme de convergence monotone, on trouve

< CQO'?V.

Par conséquent,

ct

P(M = > .
(M =00) 2 7 x &

=

Et le théoréme est démontré. X

3.2 L’effet régularisant pour l’oscillateur harmonique

Dans cette section, on donne une preuve de V'effet régularisant, plus courte et différente de [YZI]
et [YZ2]. Cet effet régularisant se révélera fondamental pour appliquer le théoréme de point fixe de
Picard. L’objectif de cette partie est donc de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 Soit € €]0, 7[ alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ug € L*(RY),

1 1/2—2¢
———VH ety < Clluo||p2(Rd)s (3.4)
H< x >1/2e L2([~2n,2n]*R4) (B
et pour tout ug € H =R (Rd)
1 A
——— 5 V| ey, < Olluoll_aor (3.5)
H< x >1/2e L2([—2m 27]*R4) H Z (R4)
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3.2.1 Quelques résultats préliminaires

On commence par établir 4 lemmes préliminaires.

Lemme 3.2.2 Soit a € C°(R%, RY) N L>®(R%, RY) tel que Va € L>®(R?, My(R?)) alors il existe une
constante C > 0 telle que pour tout u € H'/?(R%),

< CH“H?{lﬂ(Rd)'

‘ /R a(@).Vu(a)a(x) d

Preuve
On définit

b(u,v) —/ a(x).Vu(x)v(z) dz.
R4
Alors, clairement, on a
[b(u, v)| < Cllull g1 gayl[v] L2 (ra),

ainsi que

< Cllull 2 eyl [v]] 1 (rey-

d
ol = | [ u(@) 30 wa)ote)) do

i=1

Par conséquent, par interpolation, pour tout s € [0, 1], il existe une constante C' > 0 telle que

|b(u, v)[ < Cllull s gay [0l 1=+ (o)
Le lemme est donc démontré en choisissant s = 1/2. X

Lemme 3.2.3 Soita € C® (R4, RY) telle que |a(x)| < |z|* et [Va(x)| < 1 alors il existe une constante

C > 0 telle que pour tout u € ﬁ1/2+6(Rd),

‘ /R a(2)-Vu(@)(x) de

< Clulla/nve g

Preuve
Il s’agit essentiellement de la méme preuve que le Lemme [3.2.2]

On définit

Alors, on trouve
b0, )] < Cllul s ey 1ol g2 gy < Cllbz g 1ol g

ainsi que

d

a0l =| [ @)Y 0 osta)o(w) do

=1

< Ol gae g 1013 e

< C||u||ﬁ2€(Rd)||U||ﬁ1(Rd)'
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Puis, par interpolation, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout s € [0, 1],

|b(u, U)‘ < C‘ |u! ‘F(1—25)s+25(Rd) ‘ |U‘ |F1—s(1—2€)(Rd)-

Le lemme est donc prouvé en prenant s = 1/2. X

Lemme 3.2.4 Soient s1 et so deux réels.
- Si max(sa, 51 + s9) < 1 alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € L?(R%),

I WVH™™ < @ > ullpaqre) < Cllull 2,

- 8i 59 > —1 alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € H*1~H(R?),
IV < >7ullp2gray < Cllull ga-1ray,

- Si sg <1 alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € ﬁsrw(Rd),

| VHE "< 2> ul| 2 (ray < Cllullggss-s2 (gay:

Preuve

Pour évaluer la régularité du commutateur, on utilise le calcul pseudo-différentiel de Wey-Hérmander
de?
1+¢%-

soa Y dx?
associé a la métrique 1z T

La classe des symboles S(u,m) associée a la métrique précédente est espace des fonctions régu-
lieres sur R? * RY qui vérifient |8§‘8§a(m,§)] <Cup <z >P o< g >m B,

Ainsi, nous avons (voir [H| section 18.5, [R] ou [Boull) que si a1 € S(u1,m1) et ag € S(p2, ma)
alors le commutateur [Op(a;),Op(az)] est un opérateur pseudo-différentiel avec un symbole dans la
classe S(u1 + p2 — 1,me +ma — 1).

Par conséquent,
[\/ESIHQ, <x>""eS(sa—1,51+s2—1)C S(0,s1+s2—1).

De plus, comme rappelé dans [M], si ¢ € S(0, 1) alors pour tout s € R, il existe une constante C' > 0
telle que

|Op(@)ull frs—n(way < Cllul| s (ray-

Ainsi, nous pouvons prendre s = = $1 + s3 — 1 pour obtenir que
s1+s2 _
I[VH , <@ >"Mullpzgray < Cllull gsi+ss—1may < lull g2 (ray-
De maniére similaire,

[V <z >7%] € S(=s2 = 1,51 = 1) € 5(0,51 — 1),
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et nous pouvons conclure de la méme fagon pour le second point.
Pour le dernier point, nous avons
WH ;< z>2VH> ™" € 8(-1,55— 1) C 50,55 — 1).

Puis
IVHE ™ <2 >72VH? " ull 2 mey < Cllull 2 (e,

et il suffit de remplacer u par vV H Ty pour obtenir le résultat désiré. X
Lemme 3.2.5 Soit s > 0 alors il eviste deuz constantes C1,Co > 0 telles que pour tout f € H*(R?),
Cr X [ IVP (Nl z2@way < IV (Hllz2way < C2 x| [VIP(F)l L2(ray-

Preuve
En utilisant 1’égalité de Plancherel, il suffit de remarquer que la fonction

(52)”

&

%

b, - .. ,8) =

est positive, continue sur R? \ {0} et homogéne (c’est a dire que pour tout ¢ € R% et A € R*,

b(AE) = b(¢)). X

Ces différents lemmes établis, nous pouvons passer & la preuve de Deffet régularisant.
3.2.2 Preuve de (3.4)
Etape 1:

A Paide du calcul pseudo différentiel, soit le Théoréme on trouve

[ xz.D, ;A] _ z.D, A_A z.D,
<z >“ <z >¢ <z >¢

-on( 35 ) ort-e)-oneon (%)

—Op<—2i><< & -« (26" >+2a(d+2)<;’€+2a(a+2)<x'5$2>.

< x> <7z >a+2 >01+2 T >0¢+4
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Puis, en utilisant que o < 1, on obtient

R (z /Rd Op (—21’ x << fla - a<(§'§f+2> w(z) xa(z) dm))

—A .Dy)*u+i(z.D,
_23%(/ g B utilz Dy udx>
Rd < T > <z >t

U ) T . (@.Dy)u  _
§R< " Vu v(<m>0‘+2) a(z.Vu) x dw<<x>a+2> o _— ud:):)

:2/1Rd< Vul* _, @Yy dx>+2a§R</]Rd(a+2)$2(x'vu) T (d 1)V ud:z:)

<z >a < x >at? < g >atid

1

SR Freh

2 2
Vu z*(x.Vu) x.Vu dac) '

2a R 2)—————— u—(d+1)———— u
L2(1Rd)+ ) (/IRd(a+ )<ac>o“r4 u-(d+ )<:L‘>0‘+2 “

Grace au Lemme [3.2.2] on établit

2
§R<¢ /Rd Op <2a(d+ 2)<;‘>5a+2 +2(at z)x‘“) w T dx>

<z >a+4

a*(x.Vu) z.Vu  _ )
ol </Rd(a * Q)W a—(d+ 1)W u dx) < CHUHHl/z(Rd)-

Ainsi, pour tout a < 1, il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € Hl/z(IRd),

§R<i /}R [ 2Dy A] u(m)u(:n)dx) > 9201 — a)

1 2

< x>/

.D 2ix?
x.D, ;—:z:2 _ Op 1 7
< x>« <x>¢

§R<i /R L”“;D;;—ﬁ] u(z) u(x)) d = —2 /R - f>a|u(x)|2 do

> —Clul |2ﬁ<2—a>/2

Vu - CHUH12L11/2(R<1)-

<z >a’

L2(R%)

De maniére similaire, on a

et donc

(Rd)’

Finalement, nous avons montré que pour tout o < 1, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
F(2-0)/2 1hd
ue H (R%)

§R<i /]Rd [ z-Ds —H] u(x)u(:c)dx) >2(1— a)

<z >a’

2

= Ol oo gy (36)

v .
< x >e/? “ L2(R4) (R%)
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Etape 2 :

Si nous choisissons u = e~ #Hy alors on trouve

Dy
—i/ [ ’ ,H] u(t,x) u(t,x) dx
Re [ < T >

. - D, o
= — z/ 2. Voult, z) u(t,x) dx +i/ ’ u(t,x) Hu(t,z) dx
R <> Rd < T >%

Vg ta TRy . Vg a7 N
= — z/ 2.Vl z) u(t,x) dx — z/ aay u(t,z) Owu(t,z) dz
Rd <z >“ Rd <X >

. x.Vy
= —i0; (/Rd . >au(t,x) u(t, ) d:c) .

Ainsi, grace a (3.6]), on obtient pour 7' > 0,

2(1—a)/0T

2
1 —itH

2
W dt < CT||UO||H(2—Q)/2(R¢1

UO) )

.V Ve iTH —_—
+ R <Z/ L. VazUo g — T-Va€ Yo e—zTHuO d.%') .
R

L2(]Rd)

a <z > <z >“

Puis, par le Lemme [3.2.3} on trouve pour tout a €]0, 1], Uexistence d’une constante C' > 0 telle que
pour tout 7" > 0 et uy € F(z_a)/Q(Rd),

2

T
1 ,
— Ve ity dt < CT||uo||% (s .
/o <z >l Neogesy uollgza-o/2 gy
Etape 3 :
On prend a = 1 — 2¢ avec € €]0, %[ pour avoir
g 1 it H ? 2
—— Ve " u dt < CTlluol|“1/90e .
| e O ey @ S OT000E 511
En utilisant le Lemme [3.2.4] on obtient
4 1 1/2—¢/2 itH ?
—€ 1
/ WH e uQ dt
0 L2(R%)
T 2 T 2
1 4 1 .
1/2—¢/2 itH . r7l/2—€/2| _itH
< / H <$>1/2766 U +/ [<x>1/26’H ]e UuQ
0 L2(R4) 0 L2(R4)
T 2
< / H1/2—6/2 1 eitHuO +T‘|UO‘|%2 o
- 0 < T >1/2—E L2(Rd) (R )
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Puis, en utilisant la Proposition [I.2.7] on trouve

T 2
/ HH1/2—6/2 1 ¢itt
0 <z >1/2_E L2(R%)
T ) 2 T 1 ) 2
< / <z >1/2+e/2 ethuO dt—i—/ vlfe (”ethuO> dt
0 LQ(Rd) 0 < x> [2—¢ LQ(]Rd)
2 g 1 it H ?
< CTl|uo||2=1 j2re +/ V| —+—e""u > dt
I 0||H1/2+ (R7) 0 (< x >1/2-¢ 0 L2(R%)
2 4 1 it H ?
< CT||uo||%a1 j2se —I—/ — B dt
|| 0||H1/2+ (Rd) 0 <z >1/2_6 ( 0) LQ(Rd)
2
< CTHU’OHﬁl/?Jre(Rd)'
Par conséquent, nous trouvons
4 1 1/2—e/2 —itH ? 2
———H'T T Yy dt < CTlluol|%1/90e .
/0 <z >1/2_E 0 LQ(]Rd) o H 0HH1/2+ (Rd)
Et nous pouvons remplacer ug par H—1/47¢/2y, pour prouver le théoréme. X
3.2.3 Preuve de 1'
En utilisant le Lemme et (3.4)), on obtient
d/2—2 1 ;
H /H / € o ethuO
<z > L2([-27,27]*R4)
1 d/2—2¢ ; d/2—2 1 ;
< Hl/ze\/ﬁ Py + H [\/ﬁ N 1/26} ¢ug
<z > L2([—2n,2x]+R4) <z > L2([~27,27]*R4)

< Clluol| _azr .
77 (RY)

Puis, en utilisant la Proposition [1.2.7] on établit
’ d/2—2e < 1 itH )
Vv —e"uy

< €T >1/276
Et finalement, en utilisant les Lemmes et 13.2.9, nous pouvons conclure que

2 (R

< Cllugl|_a—1 .
L2([—2m 2n]¥R4) H

1 4
- |v‘d/2726(6thuO)
H< x >1/2=e L2([—2m,2x]%R4)
1 —2e i —2e 1 7
S H |: 1/2_5; |v‘d/2 2 :| e tH’LLO 4 ‘ vd/Z 2 ( 1/2_66 tHU())
<z > L2([—2n,2x]+R4) <z > L2([~27,27]*R4)

< CHUOHidfl . X
7 2 (RY)
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3.3 L’argument de point fixe

Dans cette partie, on établit des estimées qui seront utiles pour appliquer un théoréme de point
fixe de Picard. On commence par montrer deux lemmes préliminaires.
Lemme 3.3.1 Soient (q,7) € [2,00[x[2,00], s,50 > 0 el supposons que s — sg > % —2_ 4 glors il

existe deux constantes k,C' > 0 telles que pour tous T'> 0 et u € Y;,

1l oz 770 ey < CT"[ullx;-
Preuve
Soit € > 0 alors il existe k. > 0 tel que
||l |Lq([7T7T]7WSO’T(Rd)) < T [ul |Lq+e([7T,T},WSO’T(IRd))'

Or le couple (g + €, dzqﬁ‘éjjl) est admissible avec

g 2d(gte) —so.r d 2 d
Wisrd=i(RY) s WO (RY) sis —s9 > - — —— — —.

Mais,commes—so>%—g—galorsilexisteO<e<<1telques—soz5———7. X

Lemme 3.3.2 Soit s > 0 alors il existe une constante C > 0 telle que pour toutes fonctions f et g
dans S(RY),

IV*(£9)ll2qmeey < € x (N 191 CF) % gllcauay + I1F % V1)l 2qgey ) -

Preuve
Par la transformée de Fourier et le Lemme [3.2.5] on obtient

IV (FDll2ray < C x| EPF(f9)ll2ra)
< O EPFES) * Fla)ll 2 ray-

Or pour tous & et n dans R? |
€17 < (Inl + 1€ = nl)* < Cs x (Inl* + [€ = nl*).
Ainsi,
IV (f Dl L2(ray < Cs % ( IPFD) = F (@ rzray + 1F ) = (P F ()] 2(ra )
< C % ( IFAVISf X Dllzzway + 1F () * F(VIEGI L2 rey )
< Cox (1191 % gllamey + 1S < Vgl 2qaa) ) X

Puis, on établit les estimées attendues.
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Proposition 3.3.3 Soit s > ¢ — 2 alors il existe deuz constantes C > 0 et k > 0 telles que si nous

2 p—1
SUPPosons
—itH
[le™ " uol| Lo ((—2m,2n],Loo (R)) < A
pour un certain X\, alors pour tous 0 <T <1, v € Y; et f; =v ou f; = e "y,

p
1191 @) x TT fill o ey, r2ey < CTON + [0l ),

i=2
et
p
| <> xvx [] fillrrmpmay < CTHN + [0/ )-
=2
Preuve

D’apres I'inégalité de Holder et la Proposition [1.2.7]

P P
1V @) > [T fillorqermezmay < 1Y@ oo ormyreamay < LIl (er g, poe ey
i=2 i=2
P
< CHUHLoo([_nT],ﬁS(]Rd)) X H 1 fill Lo1(=1, 7,2 ()
i=2
et
P P
| <> xox [ fillprqermyremay <11 <@ > 0llpeoermyzzmay X [ 1fill oo, pe may)
i=2 i=2
P
< ol poe (e 7 (mEY) ¥ H il o=, Lo (R))-
i=2
Si f; = v alors comme s > % — z%’ nous pouvons utiliser le Lemme m pour obtenir

ol o1 (11,200 (rey) < CT" o]l -
Si f; = e ug alors d’aprés l'inégalité de Holder,

L RN B
ol po-1 (e peomayy < TP 7 |le™ o] | 1o (2 2m), 150 (R))

< TP(P1*1)>\, X

le

Proposition 3.3.4 Soit % > s > 0 alors il existe deuzr constantes C > 0 et k > 0 telles que si nous

Supposons que
—itH
[le™" uol| leeo S
LI]([72TF727T]7W8 (Rd))

et

Huo\lﬁ%(m) <A

pour un certain A, alors pour tout 0 < T <1,

H <x >s X (€_itHU0)p|‘Ll([_T7T]7L2(]Rd)) S CTH)\p.
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Preuve
D’apres l'inégalité de Holder et la Proposition [1.2.7], on obtient

| <@ > x (e uo)ll pr(-r,11,12(R))

.
<l <z >2 x (e uo)P| a1 r,L2(ma))

d—1 i 1 .
<l <z>"7 x e ™| oo p 2may ¥ || <z >T00 x eyl (7], (RY)
< CTYP||ug||_as x [l ug
H 2 (RY)) Lp([-T,T7, W (RT))
< CTYVP)P, X

Proposition 3.3.5 Il existe s E]% 2. g[ C >0 et k>0 tels que st nous supposons que

<A

— )

UOH 2 —%,oo d
L p([*Qﬂ',2ﬂ'LW (]R‘ ))

et
< A
huoll s, <

pour un certain X\, alors pour tous 0 <T <1, v € YST et fi =v ou f; = e My,

P
H |v’5(efltHuO) X HfiHLl([fT,T],LQ(Rd)) S CTH()\P + H'UH%;)
=2

Preuve
Pour tout € €]0, 1[, d’apres l'inégalité de Hélder, on a

p
11V (e o) x T fill pror.y.22(re)
=2

1 .
< ||tV )

— Sl XH||<9U>p T fz||L2(P U([=T,T],L° (R4))-

L2([-T,T],L2(R4))

Puis, nous choisissons s = ¢ — 2¢ avec € < 1 pour obtenir en utilisant (3.5) que
) D) p q

‘ p p oyl
| IV]* (e Hug) x HfiHLl([fT,T],LQ(IRd)) <AX H | <z >pT (37¢) fill 200 (2,17, L0 (Ra))
=2 i=2

<)‘XHHf2HL2<p (7] *<1_€)+e,g+1(Rd))a
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Si f; = e"*Huyyg, par interpolation, nous pouvons trouver I'existence d’une constante x > 0 telle que
—itH

He uOHL2(p—1)([ TT] Wﬁ*(%*ﬁ)«k{,%#»l(ﬁd))
< K itH 000 —itH 1-6
X T x e ol gy oo gy e woll 0 s
0N/ d—
on f = T2t et so = (1) (T + g — &) + §-
Or |le= " uy|| _a < [luo||_azr < A, puis comme
Lee([-T,T],W Ea #(R9)) H 2 (R9)
L e (e) < !
S0 — =7~ € ole =
"7 2(p—1) =7
—itH N —itH
alors |le™" uol| Lop ((_, 1) 70> (may) < A et donc [[e U0||L2<p71)([_Tﬂwﬁ*@—e>+e,g+1(Rd)) <A

Si fi = v, comme s — p%l (3 —€) > % - p%l - d‘f; (si e < m) alors par le Lemme ,
on trouve

o]l < CT" v xs.- x

L0 () T 3O 6 (may)
En analogie & la partie 2.4, on introduit la définition suivante :

a1
Définition 3.3.6 Soit A > 0 et définissons Eg(\) comme 'ensemble des fonctions ug € H 2 (R?)
qui vérifient

loll a1 <X
[l Hag]| L
L2P([—2m,27],W 7"°° (R9))

Enfin, on peut établir les deux théorémes principaux de cette partie.

Théoréme 3.3.7 I existe s €]4 p21’ S0

A > 0 alors pour tout v € Xy et 0 < T <1,

[, C >0 et k>0 tels que si ug € Ep(N\) pour un certain

t d(p—1) , )
H/ e =) | cos(25) e ey +oP7t x (e ug +v) ds
0

X7
<X T x (W + |l )-

Preuve
En utilisant les Propositions [2.1.4] et [[.2.7] on obtient

o d(p=1) ; j
/ e [¢ cog(25) 3 2le g +vPt x (e ug +v) ds
0

Xr

d(p—1) _ . _ _;

< C|| K cos(2s) R le 5 Hug + vP~L x (e7 "y +U)||L1([_T7T]7FS(R¢1))
< Ol e ™M ug + 0P~ x (7o + )| 1 (_p 1) 7 (ma)

< C|| A\ ( |€_iSHU0 + U|p_1 X (e_iSHU[) + U)) ||L1([7T,T},L2(]Rd))

isH

+ CH <z >S X|€_ uo + 'U‘p_l X (e_iSHU() + U)"Ll([—T,T],LQ(Rd))'
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Puis, en utilisant le Lemme 2| et les Propositions [3.3.3] [3.3.4] et |3 3.5] nous pouvons trouver une
constante £ > 0 telle que pour tous ug € Eg(\), 0 < T <1letve X,

| V* (lemHug + P~ x (e Hug + ) || g1 (1) 22 (may) < CT™(W + [[v] |%;)’
et

|| <z >° X’e_iSHUO + U|p_1 X (e_iSHUO + U)HLl([fT,T},LQ(IRd)) < CTH(/\p + ||’U||%;)

De maniére similaire, on démontre le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.8 Il existe s €]3 — L ;[ (le méme que dans le théoreme|3.5.7), C > 0 et k> 0 tels
que si ug € Eg(\) pour un certain )\ 0 alors pour tous 0 < T <1 et vy,v9 € X;,

|

v d(p—1) . .
/ e [¢ cos(25) E e B Hyg + o P x (e Hug 4 vy) ds
0

t d(p—1) . .
/ e =90 K cos(25) E ey 4 v P x (e Hug 4 vy) ds
0

X7
< OT" x ||o = valggy, x (W [lon] 5! + ozl 5

3.4 Solutions globales pour ’équation (INLS)

Dans cette partie, on applique un théoréme de point fixe pour établir I'existence de solutions
globales pour I’équation (NLS)). De maniére analogue a la section 2.5, on introduit I’équation suivante :
ou dp-1)
15 — Hu = Kcos(2t) 2 ulP~ 1,
U(O,ZU) = Uo(f’f)a

(NLSH)

ot p > 5 désigne un entier impair et K € {—1,1}.

Théoréme 3.4.1 [l existe s 6]% — —1, 2[ C >0 etd >0 tels que pour tout 0 < T < 1, siug € Eg(N)

avec A < C' x T~ alors il existe une unique solution & l’équation sur [=T,T] dans l’espace
e "y, + By (O A).

Preuve
Définissons

t
. (p—1) . .
L(v) = —i / eI ¢ cos(25) 5 2 e 5 Hug + v(s) P (e Hug + v(s)) ds,
0

et remarquons que u = e Hug + v est I'unique solution de (NLSH) sur

[-T,T] dans l'espace
—itH g 4 B+ (O R) si et seulement si v est I'unique point fixe de L sur By (0, R).
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Selon les Propositions et il existe deux constantes C' > 0 et k > 0 telles que
1L(0)lIx5 < CT™(A” + [vll%: )
- —1 —1
1L(v1) = L(va)llxgz, < CT"[Jvr = vallze, (N1 + [[on s+ [oal s )-
1
Par conséquent, si A < (g )71 alors L est une application contractante de By (O A) et le théoréeme
suit. X

Théoréme 3.4.2 Il existe s €)% — 29[ C1,Cy > 0 tels que si ug € Eg(\) avec A < Cy alors il
existe une solution globale a dans Vespace e*®ug + Bxs(0,Cs).

Preuve

Soit w donnée par le Théoréme avec T'= 7. On applique a u la transformation de lentille définie
en section 2.1.3 pour obtenir une fonction @ qui, d’apres les Propositions [2.1.14] et [2.1.16] vérifie les
conditions du théoréme. X

Théoréme 3.4.3 Il existe s €]% — Iﬁ,i[ C1,Cy > 0 et § > 0 tels que pour tout 0 < T < 1, si

ug € Eo(N) avee X < Cy(arctan2T) ™0 alors il existe une solution a sur [=T,T] dans lespace
GZtA'LLO + BX% (0, CQ)\p),

Preuve

Soit v donnée par le Théoréme a T remplacé par %arctan 2T. Puis, comme pour le théoréme
précédent, on applique a u la transformation de lentille définit en section 2.1.3 pour obtenir une fonc-
tion 4 qui, d’aprés la Proposition [2.1.14] et la remarque de la Proposition [2.1.16] vérifie les conditions
du théoréme. X

On démontre ensuite 'unicité des solutions construites.

Théoréme 3.4.4 Soient % > 5> % - p%l, ug € Ep(N\) et T €]0,1]. Supposons donnés u et Uy deux

solutions de sur [-T,T] de Uespace e*™ug + X4 alors,
1 (t) = ug(t) dans L*(RY), vt € [T, T).

Preuve
Comme pour le Théoréme m, il suffit de prouver le théoréme pour ¢t € [0, 7.
Pour tout t € R, on a

Ol (t) — U2 (t)|[72gay = 2R(< Be(aa(t) — A2(t)), @a(t) — G2 (t) > 2(ma) L2 (Re))
=2 < [a ()P~ (t) — |ag ()P~ (1), @ (t) — G(t) > 2 (rayx 2 (re) |
< 2l (t) — Ga(®)l| 2 may X || 1a1 (0P~ an (t) — a2 ()P a2(t)|| L2 (may
< 2(p — Vi () — a0 gy ¢ (1 (1102 )+ 1720 ) -
Puis, par le Lemme de Gronwall, le théoréme est prouve si ||aq(t )||Loo ®a) T |22 (t )||L00(Rd €L,

puisque [|a1(0) — a2(0)[[2, (re) = 0-
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Mais, en utilisant les Propositions [2.1.15]et [3.3.1] on obtient

il Lot (0,17, oo (rety < 1€ 0] o1 j0.77), Lo (ma)) + [Tl L1 j0.77), L0 (RA))
< Cr x ([le™™ uo| o-1((—2m,20)), 1o (rety) + |ITl | x2.)
< O x (A + [0l x2.)-

et le théoréme est démontré. X

Enfin, on démontre que les solutions globales construites diffusent en co et en —oo.

Théoréme 3.4.5 Soit u l'unique solution globale de construite dans le Théoréme m alors
il existe LT € H (RY) et L_ € H (RY) tels que

tA

A () _ itA T+ _
tli)rglOHu(t) e"“ug — "L | gs(ray = 0,

- SN itA itA P

tBEnOO |[a(t) — e"Fuo — "= L_|| s (gay = 0.
Preuve

On pose T' = 7, alors grace aux Propositions [3.3.3} [3.3.4] et [3.3.5] on obtient

t . —_ . . —s —s
/ e =) [¢ cos(25) A -2 [ le™ " g + v(s)|P~! x (e Hugy + v(s))] dse€ Xy — C[-T,T), H*(RY)).
0

Ainsi, il existe L € H (RY) tel que

t
) (p— ) )
lim ‘ / e =) H ¢ Cos(QS)d 2l _o [ le % Huyg + v(s) Pt « (e ®Hug + v(s))] ds— L ’ =0,
t—T 0 ﬁs(]R,d)
puis
lim ’ / UK cos(25)d(p2 22 [ le B Hyg +u(s)|P7L x (e ug + v(s))] ds — e THY, ‘ =0.
t—=T 0 F'S(]Rd)

Or, d’aprés le Lemme [2.1.18] on obtient

t

~ . . (p=1) ) .

o(t) = 6_”H/ etsH K cos(2s) A2 [ le=Hug 4+ v(s)[P~1 % (e"*Hug + v(s))] ds
0

) %arctan 2t ) d(p—1) . ;
= e”A/ e MK cos(2s)" 2 2 [ e " Mug +v(s)[P~" * (e7*Mug + v(s))] ds,
0

et donc

(g itA TH _
tl;noloHv(t) e U L|| gs(ray = 0.
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3.5 Estimation de la régularité de la donnée initiale aléatoire
Définition 3.5.1 Pourt > 0, définissons

Q= (w e Q/uf € Eyg(t)).
Le but de cette partie est d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.2 Sous les hypothéses et ou , il existe des constantes m(vy),C,c >0
telles que pour tout t > 0,

; m(y)
P(Qf) < Cexp | —c 7
ol gta-1r2 gay

otu
23_—77 sous si vy €0, 1],
2 :
m(y) = 715 sous si vy €0, 1],
0% sous (Hg, siy €]1,2],

2 sous (Hg, sty > 2.

Par I'inégalité triangulaire, nous pouvons écrire

P(Qg) S P (w S Q/ HugHﬁ(dfl)/Q(Rd) 2 t) + P (OJ S Q/ He*itHUOH 2 t) (37)

L2p([—2m27) W ™ (R4))

et il suffit de montrer la majoration du Théoréme pour chacun de ces deux termes. On commence
par évaluer les moments de nos variables aléatoires & travers le lemme suivant :

Lemme 3.5.3 Sous ’hypothése , il existe des constantes Cp,Co,c > 0 telles que pour tous p > 1
etn €N,

ya
v .
E(|gnl?) < { Cy X (%) sip >,
Co sip <.
Preuve
On a
E(lgnl?) =p | P x P(w € Q/|gn(w)| > p) dp
<p PP x Ce™" dp
0
§Cp><<1>w></ p xe M dy
Y c 0
Cp
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ou I' désigne la fonction gamma d’FEuler. En utilisant les estimées de la fonction I' suivantes :

Cz)*~ ! pourz >1,
pour x < 1,

on prouve le résultat. X

Puis, grace a ce dernier lemme, nous pouvons estimer le premier terme de (3.7)).

Proposition 3.5.4 Sous I’hypothése , il existe des constantes C,c > 0 telles que pour tout t > 0,

ct”

P (w €N/ HuL[}]JHﬁW*UW(Rd) > t) < Cexp

o 7
[[uol |F(d—1)/2(]Rd)

Preuve
Il suffit d’établir I'estimation pour t > C'HuoHﬁ(dﬂ)/z(Rd).

Soit ¢ > max(1, ) alors d’apres l'inégalité de Markov et le Lemme [3.5.3] on trouve

P (w € Q / [ugl a2 gay = t) =P <w €/ > M enlgn(w)* > t2>

nelN
q
- (z Az—1|cn|2|gn<w>|2)
nelN
<t x| A e Plgn ()
nelN La(%)
q
<t x <Z /\ﬁ_l!Cn\Ql\gn(-)H%zq(Q))
nelN
|Juo||__a=1 1\ %
<lox—HEZ®Y <QQ) "
t ye

”
Puis, nous pouvons choisir ¢ = & x (W) > max(1, §) pour obtenir
(rd)

P (W € Q@ / |[ug |-/ gay 2 t) S 5m

ct”

B 2l
|[uol |F(d—1)/2(]Rd)



3.5. ESTIMATION DE LA REGULARITE DE LA DONNEE INITIALE ALEATOIRE 129

Des lors, il reste le second terme de (3.7) a estimer. Pour cela, rappelons les estimées des fonctions
propres de loscillateur harmonique dont la preuve peut étre trouvée en Corollaire 3.2 de [KTJ.

Proposition 3.5.5 Pour tout p € [4,00], il existe une constante C > 0 telle que pour tout n € N,

_1
thHLp(Rd) SC)\H() S’idzl,
_14d
thHLP(Rd) SC)\nHQ sid > 2.

On établit ensuite la proposition fondamentale suivante qui permet d’estimer le second terme de (3.7)).

Proposition 3.5.6 On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle pour toute suite (¢, )nen € 12(IN)

et tout ¢ > max(2,7),
1
et <0t (Sl =)
Li(Q) nelN

nelN
alors, sous cette condition, il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tout t > 0,

m(y)
P<w€Q/|e WH @) oo 2t>§C’eXp —c !
L20([~2m, 20 T (R)) [lwollga-1/2 gay

Preuve

Comme ) ) L1 4
Wo'(RY) — WT(R? i T
(RY) I e

on se rameéne & démontrer 'existence de deux constantes C, c > 0 telles que pour tous t > 0 et r > 2,

m(v)
t
P<w€ Q / |le”Hug)| Zt) <Cexp | —c . (3.8)
122 (|22 W " (R)) ol lga-1/2 gay

Il suffit de montrer 'estimation pour ¢ > C/||ug| |ﬁ”(Rd)' D’apreés les inégalités de Markov et Minkowsky,
on obtient pour ¢ > max(2p,r,v),

> t) <t x |[emtH || .
L2p([-2m,2m], W "(RY)) La(Q,L2 ([—27,27],W 8" (R%)))

<t Ux |[HEe g,

P(wEQ/He itH ug ||

—2m,27],L" (R%,L4(2)))"

Puis, grace a I’hypothese (E,), on obtient

L itH w I
[|Hize "Hug||

— || 37 M ™, (2)g ()

nelN

1
< Cqit x \/Z A2 [Cn]2. A ()2

nelN

La(Q)
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Et finalement, par I'inégalité triangulaire et la Proposition [3.5.5] on a

. w Cqm(“/) 1
P<WGQ/”6 gl mwé”“(ad))Zt) S( ) H 2 Mleal® m @)

q

nelN LT(Rd)
Cqm(v) a/2
g( ) S Alenl? lha(@)]?
nelN Lr/z(Rd)

Cqm(“/) ! 9 9 a/2
Z)‘ cnl” [hn(z )HLT(Rd)
n€lN

q

_1
Cqm™ HuOHF(d—U/z(Rd)

<
o t

m(y)
Alinsi, il suffit de choisir ¢ = <20|u0||(td_1)/2( d)) pour obtenir 1} X
H R

Deés lors, on se raméne donc & démontrer (E,)) pour obtenir le Théoréme [3.5.2|

3.5.1 Preuve de (E,) sous I'hypothése (Hpy,) si v €]0,1]

On commence par énoncer le lemme suivant :

Lemme 3.5.7 Sous [’hypothése , il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ > 1 et

(Cn)HEJN € ZZ(IN>;
2q q
(Z n *gn«u)) < (Cq)' x E ((Z (cn * gn<w>>2> ) .
nelN nelN

Preuve
La démonstration de ce résultat est faite en Théoréme 4.6 de [QL] et repose sur les inégalités de
Khintchine. X

Ainsi, en utilisant I'inégalité triangulaire et le Lemme on obtient pour ¢ > 7,

> engn(w > cngn(w)?

neN L24(Q) neN La(Q)
q
7 <Z lenl? x HgnH%%(Q))
nelN

q
2
< (C xq T x Y Icn!2>

nelN
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Ce qui démontre (E,)).
On peut également utiliser les Lemmes 3| et [2.6.4] pour obtenir ce méme résultat. En effet, a

I’aide du Lemme [3.5.3] on trouve

2p

2p
= E Cny--Cny-Crpyq-Cngy X B (H gni>

Z Cndn (w)

nelN L2r(Q) n1,...,2p =1
2p
< > lemyldens, | < |E{ T[] ome
n1,...,M2p i=1

IN

(Z T ru) sup E (|gn/?)
nelN

o€A2p N15ye. N2,
no(i) :ni

2p
< Card(Asy) x (Cp)> x sup < > \cm...|cn2p|>

U€A2p ni,...,N2p,

No(i) =M

< (Cp)*E*3) x (Z rcﬁ)

nelN

3.5.2 Preuve de (E,) sous ’hypothése (Hp,) si v €]0,1]

On commence par démontrer deux lemmes fondamentaux.

Lemme 3.5.8 Soit (ux)ren une suite de wvariables aléatoires indépendantes et positives, alors pour
tout ¢ € IN*,
Vke{l.2q}, Va.,ar >2 tel que ay + ... + oy = 2q,

ZE(U?;) X oo X ZE(ugj) SE(() up)?).

Preuve
On prouve le résultat par récurrence forte sur g. L’inégalité est claire pour ¢ = 1 et ¢ = 2. Soit donc
g > 3 et supposons la propriété établie pour tout 1 < ¢’ < q.
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Si les aq, ag, ..., g sont tous pairs alors par 'inégalité de Jensen, on trouve

;E(U?‘f) X o X %E(U?:) §E<Zugl> X oo X E<§u?kk>
E(( ) > ! ><><E<<Zufk>q>2q
((

i
Z“k )*)

Ainsi, nous pouvons supposer que a1 et ao sont impairs. On a donc a1 = 261 + 1, ag = 262 + 1 avec

B, P2 > 1.

2k
2

| /\

IN

IN

E

I/Cas a; +as =2q (i.e 1+ P2 =q—1).
En utilisant 'inégalité de Holder, on obtient
S B x Y 66
( J
S \/E(uglﬂ) X B(uf ™) x B x Bu )

0]

IN

IN

Y Bt x B | x [ DBt x Bu*t)

1,3 ,J
1 _ 1 _
,ZE Qz1+1) > E<u?2 1) + 5 ZE(ulal 1) > E(’U,?TH)
7.7

< - ZE 514—1) Z 252 ZE 251 ZE(UJQ'(ﬁ2+1))'
J

J

| AN

Or, par l'inégalité de Jensen, on a

ZE ) N BWP) < B
J
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Et de maniére similaire,
2 2(Ba+1
S B x Y BT < B((Y ui ),
i j k
ce qui compléte la preuve du cas 1.
ITI/Cas a1 + a2 < 2q (i.e f1+ P2 < qg—1).
Ona2¢— (g +az)=2(q—01—PB2—1):=2¢ avec 1 < ¢ <q.
En utilisant le cas 1, ’hypothése de récurrence a ¢’ et 'inégalité de Jensen, on établit
D Bl x.ox Y B(ug)
i ik
< (ZE ZE ) X ZE(ug?)x...xZE(u“k
< B(( ) < B Zuk
[31+[32+1 q
Zuk X E((Y up))
k
Z ui,)
k
Ce qui compléte le cas 2 et achéve la récurrence. X

Lemme 3.5.9 Soit (ug)ren une suite de variables aléatoires indépendantes d’espérances nulles, alors

pour tout g € IN*, il existe une constante C(q) > 0 telle que
B( () w )*)<Clg) x B((Y_uj)?),
k

ot C(q) = désigne le nombre de partitions de {1, .. ,2q}.
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Preuve
En utilisant le Lemme [3.5.8] on obtient

2q
E((Zuk)2q):E<Z 3 3 uflx...xuifk'>
k

k=1 F1U..UEL= 110k
{1..2q} tous distincts

2q
— |1l | E|
= E E g E(ug, ") x oo x By, ™)

k=1 FEjU..UE,= 010

{1..2¢q} tous distincts

2q
_ | B | E|
= E E Eug, ) X oo x E(u;, ™)

k=1 FE1U..UEy= B1...0)

{1..2¢},|E;|>2 tous distincts
2q

< S Y Bl P x o x B, )

k=1 FE1U..UEx= 1i1...0
{1..2¢},|E;| >2

< > E(O_uw)

k=1 FE1U...UEx= k
{1..2¢}

< Clg) x B( (D ui)).
k
Ce qui démontre le lemme. X

Ainsi, pour prouver (E,)), il suffit d’estimer convenablement la constante C(g), ce que nous faisons
dans la proposition suivante :

Proposition 3.5.10 Il eziste une constante C > 0 telle que pour tout ¢ € IN*,
C(q) < (Cg)*.

Preuve
Il est connu que le nombre de partitions de {1, ...,2q} vaut

Cla) =SS =S S
k=1 j=1 j'(k_])' j=1 k=j ](k_]>
2q 2q—j

_ q <9 ](_1)kﬁ
i, k!
2q -9¢

J 2
< — < (2Q) qa
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puisque dans la derniére sommation, le terme dominant est obtenu pour j = €q. X
Et finalement (£,)) suit de la méme facon que dans la section 3.5.1.

Remarque : On verra dans le chapitre suivant une autre méthode qui nous permet d’obtenir m(y) =

3y . .
43 dans cette situation.

3.5.3 Preuve de (E,) sous ’hypothése (Hp,) si v €]1,2]
Dans cette partie, on s’inspire de la preuve de [BT2| en essayant de remplacer ’hypotheése (1.1)
par 'hypothese (H,).

Proposition 3.5.11 Soit X une variable aléatoire d’espérance nulle telle qu’il existe des constantes
C,c > 0 telles que pour tout t € [—2,2],

E(elX) < cet”,

alors il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout t € [—1,1],

E(e™) < et

Preuve
De

1
e“:1+u+u2/ (1—6)e* do,
0

on déduit pour tout t € [—1;1] que

1
E(e) = 1+t2/ (1—0)E(X%X) db
0

1
< 1+t2/ E(X4)E(e20X) df
0
1

<1+Ct / 20 g
0

<1+ Ct2 €2ct2

< ec,tQ,

X

Proposition 3.5.12 Sous les hypothéses et , il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
toutn € N et t € R,

et’ sift| <1,
0
et g |t > 1.

E(etgn) < {
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Preuve
Sous 'hypothese (H,)), on a pour tout ¢ € R,

B(eMlonly = 1 4 J¢] x / el x P (w € Qfgn(w)| = p) dp
0

o
<140 x / ltlo=clol” g,
0

o
<14 0ft] x sup (elfP=5I7) x / e g
pERT 0

~y—1

04
171 x (2
e vy

1/(y-1)
a) x

<1+4C(y) x |t x

0
<14 C(y) x [t] x e
Par conséquent,

Cleft it <2
E(e'tHgnl) < v -
T et it >,

et nous pouvons utiliser la Proposition [3.5.11| pour conclure. X

Proposition 3.5.13 Sous les hypothéses et , il existe deuzr constantes C,c > 0 telles que
pour tout p > 0 et (cp)new € *(IN),

,
e p
P (w eQ/ Z cngn(w)‘ > p> < Ce (HCan(N)) ‘
nelN

Preuve
On écrit,

P (w e Q/ Z cngn(w)‘ > p> <P (w € Q/ Z cngn(w) > p) +P (cu e Q/ Z —Cngn(w) > p) ,

nelN nelN nelN

et il suffit de montrer la majoration pour le premier terme.
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D’apreés l'inégalité de Markov et 1la Proposition [3.5.12] on obtient pour tout ¢ > 0,

P (w €Q/ Z cngn(w) > p) =P (w € Q/exp (t X Z cngn(w)> > et”)

nelN nelN

< e " x F (exp (t X Z Cn!]n(‘”)))
nelN
< eftp X H E (etxcngn(w)>

nelN
N

<e " x H max (ecx|cn-t|2,€cx|t-0nlﬁ>

nelN
<e " xexp (c X Z |cn.t|2> X exp <c X Z |tcn|w71>

nelN nelN
<e ' x exp (c X (t||cn]|l2)2) X exp (c X (tchng)ﬁ) ,
puis, il suffit de choisir ¢ = e% pour obtenir le résultat souhaité. X

Proposition 3.5.14 Sous les hypothéses et , il existe une constante C' > 0 telle que pour

tout ¢ > 2 et (cp)nen € I*(IN),
1
<Cxqgrx Z|Cn|2'
L1(2) nelN
Preuve

En utilisant la Proposition [3.5.13] on obtient

q 00
:q/ Pl IxPlweq/
La(Q) 0

Z Cndn (OJ)

nelN

Z Cngn(w)

> cngn(w)’ > p) dp

nelN nelN
o BrE——
ch/ g1 ¢\l ) g
0
o0
< (Cllealliego) x a w1 x e du
0
q
< (Clenllipavy)? % g7
Ce qui prouve la proposition. X

Et démontre .
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3.6 Preuves des théorémes

3.6.1 Preuve du Théoréme m

En utilisant les Théorémes (3.4.2] [3.4.4] [3.4.5] pour prouver le Théoréme[3.0.2] il suffit d’établir que
pour tout £ > 0,

P() > 0. (3.9)
On commence donc par établir ’analogue de la Proposition sous I’hypothese (H,).

Proposition 3.6.1 Sous les hypothéses et ou et (Hg,), pour tout t > 0, il existe
N € IN* tel que

1 t t
> - w o < itH < _
P 2 5 x P (0 @) | lulgoonagy < 5008, <5,

ou [f]n a été défini dans la section 2.7.1.

Preuve
Par indépendance, en utilisant le Théoréme [3.5.2] on obtient

P(S)

_ w w1N —itH |, w —itH |, w1N
—P(WGQH[%M+WM|@wwmm§tmk i) + e [%1mﬁm%%mﬁﬂmngﬁ

t _ t
> P ( w € Q[ [ug]nllgea-nrz gay < 5 Ol g v | = )

(R4) L2p([—2m,27], Wt F(R4) T 2

x P < we /| [UO]NHﬁ(d*U/?(Rd) < B Nlle tH[ ]NH

N |
N———

L2p([—27,27], W C(RI))

t i t
Ctm(’Y)
1— _
X CeXP ( Z )\ilfl % |Cn|2)m(’y)/2
An>N
Or
ctm()
li 1-C — =1
N TP TS M ey ’
An>N

ainsi, il existe N € IN* tel que

1—Cexp| — — =
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Par conséquent, pour obtenir (3.9), il suffit d’établir la proposition suivante :
Proposition 3.6.2 Sous I’hypothése , pour toust > 0 et N € IN*,

w itH
P((wef /Il lvllgumsiagey < 0 I, e St) >0

Preuve
En analogie a la Proposition 2.7.3] on trouve

—itH
r < w €/ uInllga-nregay < EONe RGN Ly oo boe ey S t)

Ct?

>P(we/ 3 N g < o

An <N

Puis, en utilisant ’hypothése (Hyl), on obtient

w itH
P (e @/ 11 sl < 00 Iy by <)

Ct?
>Plwe/ Y g < < Nod ol |2
Rt "7 (RY)
Ct?
>P| () | we/ gmw)?< N4 [ug[?
An<N s
Ct?
> H P weQ/lgn(”)|2§N4d><HUOH 0
A "7 (RY)

3.6.2 Preuve du Théoréme m

Grace aux Théoremes [3.4.2] [3.4.4] et [3.4.5] pour prouver le Théoréme il suffit d’établir que
pour tout A > 0,

lim P (1 € Q5] [l a2y <) = 0. (3.10)

Nous utilisons la méme méthode et les mémes notations que la partie 2.7.2. De maniére analogue au
Lemme [2 nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.6.3 Supposons donnés Ey, Ea deuz espaces de Banach respectivement munis d’une mesure
u1 et po. Soient fi, fo: E1 X Fo — C et g: Es — C des fonctions mesurables, alors

1 @ p2 ((r1,22) € B1 X By /| fi(w1,22)] > A U |fa(w1,22)] > Al [g(z2)] < 1)

< sup i1 (x1 EEl/’fl(l‘l,:L'Q)‘ >\ U ’fg(l’l,l‘g)‘ >/\).
z2€E2/|g(z2)|<n
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En utilisant le Lemme on obtient

P (w € 5 ||z oy <)

(d—1)/2
= n@puo (f e V@Y, y e X/| ly© fllgue =

H
> AU ey o f 20 (22,77 (2

(R?)
1y © Fll a2 guay <)

—=(d—1)/2 i
=@ po (feHVP®RY,y € X/| lly© fll g = AUI Ty o £ ] e gy 2 A

L2p([—2m 27], W R4)) —

1 lgga-nr2 gay < 77) ;

puisque
—(d—1)/2
1y © Fll g gay = 1l oy Yy €Y et f € HV2 (.
Puis, en utilisant le Lemme m (appliqué a Ey = Y Ml = po, Ey = ﬁ(dfl)p(Rd) et puo = p) et la
Proposition [3.5.2] (remarquons que Bernoulli vérifie et avec v = 2), on trouve

P (w € 95 | uf| a2 gy < 77)

< Sup HO ( e Y /HyQ f”i(d 1)/2(Rd) > )\U || ethyG f HL2p _on 27r] W1/7 oo(Rd)) Z A)

Hf”H(d 1)/2(Rd)§’fl

A2

<Ce WZ — 0.
n—0

Des lors (3.10) est démontré ainsi que le Théoreme [3.0.4] X

3.6.3 Preuve du Théoréme m

On adapte ici la preuve du paragraphe 5 de [BT2|. Grace aux Théorémes et [3.4.4] on sait
que si ug € Eo((arctan 27)79), alors il existe une unique solution a I'équation (NLS) sur [~T,T] dans

Pespace €"®ug + Bxs (0,Cr).

Définissons
Qp = (w € Q/uf € Ep((arctan 2T)_5)> ,

alors par le Théoréme [3.5.2]
P(Q%) < Cexp(—c(arctan 27)7%)).

Par conséquent, si nous posons

X = nEUIN*Ql/n

alors P(X) =1 et le Théoreme est prouve. X
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Dans le chapitre précédent, on a prouvé que effet régularisant permettait de démontrer un théo-

réme analogue a celui du chapitre 2, pour une base de fonctions propres quelconques. Le théoréme
énoncé est intéressant pour p trés grand car le nombre de dérivées gagnées vaut % — p%l. Et donc, par
exemple pour p = 5, le théoréme est vide.
Dans ce chapitre, on explique comment démontrer un théoréme analogue pour p = 5 en dimension 2
avec une base de fonctions propres quelconques et un gain de dérivée égal a % Pour cela, on s’inspire
de la preuve du chapitre 2, avec comme arguments de bases les estimées bilinéaires. On commence par
démontrer dans une premiére partie des estimées multilinéaires pour une base de fonctions propres
quelconques. Dans une seconde partie, on démontre une estimée de type chaos de Wiener dans un cadre
assez général de variables aléatoires. Ainsi, dans une troisiéme partie, on peut énoncer et démontrer
le théoréme pour des variables aléatoires satisfaisant les hypothéses du chapitre 3.

4.1 Estimées multilinéaires des fonctions propres de ’oscillateur har-
monique

Cette premiére partie est consacrée a la démonstration des estimées multilinéaires pour des fonc-
tions propres quelconques de 'oscillateur harmonique.
4.1.1 Estimées bilinéaires en toutes dimensions

Dans cette sous section, on se place en dimension d > 2 méme si notre preuve s’adapte aisément en
dimension 1. Dans ce dernier cas, les résultats ont déja été établis dans [BTT]| par un autre argument
qui est spécifique a la dimension 1.

Théoréme 4.1.1 1l existe une constante C > 0 telle que pour tous n et m,

ol

1rn£;LX()\n,)\m)7%+ ; si 2 <d<4,
2t si 4<d.

[NJisH

hnhm <(Cx
| L2 (re) { max(Ay. )

De méme, il existe une constante C > 0 telle que pour tous n et m,

k|| ars < C x max(An, Am) 7.
Ld+1 (R4)

Remarque :
L’estimation écrite n’est pas vrai en dimension 1 mais il suffit de multiplier le majorant par log (max(A,, Am))
pour qu’elle le soit.

On reprend les notations de [KT] et les théorémes qui y sont prouvés. On introduit
Dt = {z e R/ |a] € (1 — 2720 D) A (1 — 27200D)]} pour 1 < 27 < A/?,
D — {x e RY/ ||z — M| < A;l/?’},

Dpeat — {:1: € R/ |z| > An + %A;l/?’},
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et [1f1fs o = 111 Zn(ppay + 1 | To(peaty ¥ 22 HfHLp(Dmt
1<2i<\2/3

On remarque que R? = LJJ D"t u DY U D" et donc que ||| poway < ||f 2 zo-

On pose également y = )\;2/3()\,21 —2?), <y>_=1+y_et <y>;=1+y,, et on peut énoncer le
théoréme suivant ou nous pouvons trouver la preuve dans [KT].

Théoréme 4.1.2 Pour toul p € [2,00], il existe une constante C' > 0 telle que pour toul n,

1_d(1_1 _1(d43)(1 1 1_d(1_1
|IAn 3(2 p) <y>,' (% )(2 p)< y>_ 2(2 p) holligerr <C si2<p< 2%1:1)7
1,4(;,1) 1,4(;,1)
) T e <o i 20 < < oo
Conséquences :
2/3
1- Si z € D alors g /\2/3 )

et par conséquent, y, =0 et |y| = y, >C.

_1id(1_1
Finalement, on obtient ||hy||rp(pesty < CAy : 3<2 p>, pour p € [2, 0.

2- Si x € DY alors ||z — \u| < ARt ,
1
~3

puis |y| <2+ Ay 3 donc y est borné et on déduit comme
d
précédemment que |[An|[p(pray < CAn °

11
: ), pour p € [2,0].
3- Pour maintenant z € D}"t, le résultat est déja énoncé dans [KT] en label (9) et (10), on trouve

11 4(; d+3
1Bl o (pgey < CAR ERiCeny pour 2 < p < 2WED

—14+d(i-1) L g(1_1
il o (inty < Con 2 D) p(=1G-3) Do 2D ¢ < o
J

Preuve du théoréme 4.1.1]
n et m jouent des roles parfaitement symétriques, on peut donc supposer que A, < Ay.

Cas )\, <10\, <10\,
11 suffit d’appliquer une inégalité de Hoélder et d’utiliser les estimées linéaires des fonctions propres
rappelées dans [KT] en Corollaire 3.2. On a

PV RRED W si 2<d <4,
[ Pnhm| |2 (wey < [[hallpagray X |[ml|paray < C X ng i . -
A A si 4 <d,
W d<4
n si 2<d<4,
< Cx —2+4 .
An 2 si 4 < d.
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Et, de méme,

S WY S S |
L < |[hnll 2w+s) X |[hml| 2a+s) < Cs Ay 72200002
Ld+T1 (R4) L™dFT (R9) L™ dFT (R9)

< Cs )\;Ld%r?’+5
<C A;ﬁ.
Cas A\, > 10\, :

On rappelle la propriété suivante que nous avons prouvée au chapitre 2 section 3, pour tout K réel
positif, il existe une constante Cx > 0 telle que pour tout m € N, on ait

|l Pl o< (pema oz 00m) < Ck- (4.1)

Maintenant si [z| > 2\, alors |z > 22X, > 2),, et on en déduit que pour tout p € [2,00],

K K
”hnhmHLP(:ceRd/mz%)\n) < || |13’ hnHLp(xeRd/|x|Zg>\") x H |x| hm”LOO(JZERd/hC\Z%)\n)
-K
< Cr A [hal | o (ray
< CK)\;K—H-%

Alinsi, il suffit d’estimer
(D1™)

2 d
-5 . 5t6t .
TN 03 g9 < < 3,

An A
thhmHLQ(Dgnt) < hal| 264 e S HhmHLd+1(1Rd) <O x " T2+4+L
L d=1 (D) P si 4 <d,
_24d
A © si2<d<4
< C x 712+i o -
An 2 si4d<d.
Et de méme, on établit
1 ___bdg3
Wbl ass < |lhall 2w X |l aeeneen <O x Ay TR
Ld+1(Dirt) L™ d=T (Dint) [ d24+2d+5 (R4)
_1
<O x A\, T
Ce qui achéve la démonstration. X

4.1.2 Estimées multilinéaires en dimension 2

Dans cette sous section, on suppose que la dimension d = 2.
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Théoréme 4.1.3 FEn dimension 2, pour tout | entier plus grand que 3, il existe une constante C > 0
telle que pour tous ni, ... , ng,

)~

<O xmax(Ay,, .oy Any)~

thl 7L1HL2(]R2) < C x max()\m, .. ,An
[Py - A

W\H oa\»—t

nl|| 5(]R2)

Preuve

La démonstration est trés facile et utilise encore une fois les estimées linéaires de [KT]. 11 suffit de
remarquer qu’en dimension 2, n — [|hy||pec(r2) est bornée, d’appliquer une inégalité de Holder et
d’utiliser le théoréme |4.1.1] X

Remarques :

1- A priori, on ne peut pas améliorer cette estimation. Par exemple, pour [ = 3, si Ay, > Ay, Ang
alors [|hp, Ay fns || 2 pine) Peut étre au mieux estimé par ||hn, || s pinty X [|hny |23 ®2) X |[ns || Lo (Rr2)

—

avec ||hn1HL6 DmLt) < )\ 3

2- En dimension plus grande, il n’est pas évident que 'on ait des estimées multilinéaires intéres-
santes, méme pour 1=3 en dimension 3. En effet, pour Ay, = Any = Ang, [|hny by Bng || L2(r3) Peut étre
au mieux estimé par le produit des normes L°(IR?) qui ne donne aucune décroissance par rapport a la
valeur propre (on sait juste que c¢’est borné).

On peut également énoncer ce théoréme dans les espaces Sobolev H' (R?).

Théoréme 4.1.4 En dimension 2, pour tout | entier plus grand que 2, pour tout s > 0, il existe une
constante C' > 0 telle que pour tous ny, ... , ny,

ol

1oy oo-Frng 75 2y < € % max(Ay ooy Any)*7 5.

Preuve

Par interpolation, d’apres les Théorémes [£.1.1] et [£.1.3] il suffit de prouver le théoréme pour s = 2k
avec k € IN*. On peut également supposer que \,, > A, > ... > A, et il suffit d’estimer les deux
termes suivants :

V2 (o )oooFog| p2m2) €6 || < @ > By eoBiny || 12 (R2)-

Si Ap, < 10A,, alors par une inégalité de Holder, on a que

s s—1/3
1V ()bl 22y < ot oy X Wnallagmzy < ONG°,

1/3
| <@ > hoychigll2z) < [ llgpe R%xmmmum <ong .

Maintenant, si A, > 10),,, remarquons que

k
IV = Coj |20 hy. (4.2)
j=0
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Ainsi, comme pour la preuve du Théoréme en utilisant ({.1)) (et (4.2)) pour avoir le controle des

dérivées), on peut se ramener a estimer
Hvs(hm)mhm||L2(D§m) et [| <z>° hm“-hnsz(Dgnt),
et toujours grace a , il suffit d’établir I'inégalité pour le terme
| <@ >* hpyoohay || L2 piney-
Par le Théoréme [4.1.3] on obtient

|| < >S hnl“‘hanLz(Di”t) S )\;1||hn1...hnl||L2(Dint)
< Ay B [ L2 (R2)
< OoXs V3,

Ce qui prouve le théoréme. X

4.2 Une estimation de type chaos de Wiener généralisée

Dans cette section, on propose de démontrer une estimée de type chaos de Wiener dans un cadre de
variables aléatoires assez générales. On suppose donné (€2,.4, P) un espace de probabilité et (gn)nen

une suite de variables aléatoires indépendantes qui veérifie (H,) et (Hg,) ou (H,)) et (Hg,).

4.2.1 Enoncé et preuve du résultat sous I’hypothése des moments impairs nuls

Dans cette sous section, on suppose que les hypothéses (H,) et (Hg,) sont satisfaites. Dans le
chapitre précédent, on a démontré la proposition suivante :

Proposition 4.2.1 Il existe une constante C > 0 telle que pour tous c, € [*>(IN) et ¢ > 2,

LH
Z Cndn <Cqg2 x Z en|?
L1(Q) nelN

On a vu que cette inégalité permettait d’estimer en probabilité les termes linéaires de la donnée initiale.
On démontre maintenant une estimée de type chaos de Wiener du méme ordre de grandeur, qui va
permettre d’estimer en probabilité les termes multilinéaires de la donnée initiale.

Proposition 4.2.2 Il existe une constante C > 0 telle que pour tous ¢y m € 2N lNl(]N x N) et g > 2,

LJ'_Q
<Cg¢ 7 x > denml? + D lenm
La(Q) n,melN nelN

5 Cnom X Gn X gm
n,melN
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Preuve
On reprend la preuve du chapitre précédent établie dans le cas de variables aléatoires Bernoulli. 11
suffit de prouver le résultat pour ¢ = 2p avec p € IN*. On a

2p 4p
‘ Z Cn,m X gn(w) X gm(w) = Z Cn17n2"'CnQp—17n2p'Cn2p+17n2p+2"'Cn4p—lyn4p x E (H gm)
n,melN L2P(Q) N1,e.5M4p =1
4p
< Z |Cn1,n2"“|cn4p—1,n4p| X |E (Hfhh)‘
N1, Mdp i=1
4
(X % lmmbdens ) x s (i)
U€A4p ni,...,N4p, n€N
o (i) =N
ap
< Card(Agp) X p7 X sup Z |Cny,ma -+ Cnap_1,m4p |
U€A4p n1,y.-;N4p,
No (i) =™
2p
2p 2 2
<(Cp)* xp7 x| [ D7 feaml>+ D lennl
n,melN nelN
Ce qui prouve la proposition. X

On retrouve la propriété dans le cas des variables de Bernoulli car dans ce cas est vérifiée
pour ¥ = o0.

Dans le cas gaussien, on peut trouver une preuve de ce résultat dans [T'T] avec une majoration en g.
La démarche de la démonstration est trés spécifique au modéle gaussien et ne peut étre adaptée dans
un cadre plus général. Ici pour v = 2, (qui correspond au cas gaussien), on trouve une majoration en
¢, Vestimation démontrée est donc moins bonne pour v = 2.

2
Ensuite, pour v proche de 0, on trouve une majoration en ¢v, résultat réconfortant. La majoration
obtenue est donc satisfaisante pour - trés grand et trés petit mais mériterait d’étre raffinée pour v = 2.

Il sera donc légitime de s’intéresser dans les perspectives de recherche au cas v = 2. On remarque
qu’il faut étudier de maniére précise chacun des termes de la somme (passage de la ligne 2 a la ligne
4). Par exemple, dans le cas ou les n; sont tous égaux (1 seul terme de ce genre dans la somme),
'espérance vaut p?” et dans le cas extrémal ot les n; sont égaux deux a deux, ’espérance est bornée

etilya 41(,%712%! < (Cp)?P termes de cette forme dans la somme.

On énonce maintenant le résultat sous sa forme multilinéaire. L’inégalité est un peu technique & écrire

mais se comprend facilement : les sommations sur un seul indice sont en norme [?, les sommations sur
plusieurs indices égaux sont en norme ['.

Proposition 4.2.3 Pour tout r € IN*, il existe une constante C' > 0 telle que pour toute suite cp, . n,
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de r variables et tout réel ¢ > 2,

SCQT(E:Q) X Z ( Z Z ’CN1,---7nr’2>a

La(Q) 0€Dr “Ni=ng(;) \| ny/o(i)=1
81 o(i)#i

5 Cni,...ony Gny X oo X Gn,
”

N1y

ot D, désigne l'ensemble des permutations de S, qui sont formées uniquement de transpositions dans
leurs décompositions en cycles disjoints.

En analogie a la preuve de la Proposition £.2.2] pour démontrer la Proposition il suffit d’établir
le résultat suivant :

Lemme 4.2.4 Pour tous entiers v > 2 et p > 2, toute permutation o € A,, et toute suite (Cn1,...nr)
de r variables, on a

p
DI P MR ( 2 < > > |c"1""’m|2>) ‘

N1y sNpr €D, i =Ng(3) ni/o’(i):z
=g (4) 81 o(i)#i

Avant de prouver cette proposition, donnons quelques définitions.

Définition 4.2.5 Pour r € IN* et 7 € S, on définit pour toute suite ¢ de r variables,

HCHlZ = chh---,nrHlI = Z Z ’CN17---,nr‘2-

ni=nr) \| n;/7(i)=i
8t 7(i)#i
Définition 4.2.6 Supposons donné p un entier supérieur a 2, r1,...,7, des entiers supérieurs a 2 et

o une permutation de Ap, 1 iy,
On pose g = 0 et on définit pour k € {1, ...,p},

k
Rk = Z Tj, E]IC = {kal + 1, ...,Rk}, Ek = {1, ...,Tk},
7=0

F,={i€ B/ o(i) € Bt} = B, No(Ey)
et
F = F]; —Rp_ 1= {Z 4+ Rp_1 € E]/C/ O'(’i +Rk_1) S E];}
FEnsuite, en posant G = {i € Fy/ i+ Rx—1 < o(i + Ri_1)}, on obtient que
Fp =Gy | | (0(Gk+ Ri—1) — Ri—1) -

Ainsi pour un tel o, on peut définir pour tout k € {1,...,p}, les permutations suivantes :

(o) = [] (i»0(i+ Ri—1) — Ree1) € Sy
1€Gy



4.2. UNE ESTIMATION DE TYPE CHAOS DE WIENER GENERALISEE 149

Remarquons que 1, dépend de o, mais aussi des 11,72, ..., rp, dépendance que l'on écrira pas afin
d’alléger les notations. Ainsi, T,(0) est définit de la fagon suivante, pour i € Ey,

e (0)(0) = i siie FE,
b "\ o(i4 Ry_1) — Re—1  sii€ Fy.

Des lors, 1i:(0) dépend uniquement de F et ne dépend pas de l'ensemble Gy vérifiant
P, =Gy || (0(Gr + Rg—1) — Ry—1).

Finalement, pour démontrer le Lemme il suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.2.7 Soit p un entier supérieur & 2 alors pour tous entiers ri,...,1, supérieurs a 2, toutes
suites c* de ri variables, ..., cP de p variables et toute permutation o € Ar 4 4r,,

p
k
> ey bl < TN
k=1

NiyeeyNp

ni =g (i)
our=r1+..+71p

Preuve du Lemme [4.2.7]

On prouve le résultat par récurrence sur p.

Pour p = 2, supposons donnés r; et ry deux entiers supérieurs & 2 et une permutation o € A, 4r,.
Alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

} : 1 2
X
|C”17---7n7‘1 | Cnr1+17---anrl+'r2 |
N1, osNry4ry
=g (4)
E : E : § : 1 2
e X
‘Cnlw-anrl ’ |cn7'1+1:~~~7nr1+r2
Ni=Ng(3) Mi=Nq(3) i =Ng(3)
ieF] i€Fy  i€(F{)°NE{U(F))°NEY,

IN

§ § E 1 2 § 2 2
C”lw-,nrl X Cn'r1+ly-~~7nr1+r2 )

Ni=Ng(3) Ni=Nq(3)

ieF! i€F)

g n;
/ 4 i€E|No(E)) ieELNo(E))

puisque ¢ € (F])°N E7 si et seulement si ¢ € E} et o(i) € E}
et i € (F3)°N Eb si et seulement si ¢ € F) et o(i) € EY.

Ainsi,

E 1 2
’Cn1»~~~7nr1| X cnr1+17~~7n7‘1+r2

N1yeesNry +rg

"i=Ng(4)

E E 1 2 E E 2 2
C”la---ynrl X C”T1+17---7nr1+r2

N =Ng (i) i Ni=Ng (i) i
i€E N (E)) \ €PN (E) ieEBhno(BY) \ 1€B3No(BY)

IN
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Ensuite, remarquons que pour ¢ € Ef, alors 71 (0)(i) =i ssii € Ff = (F[)¢ = E,Uo(FE}) ssii € o(E))
et que 1 (0)(i) = o(i) ssi i € o(ES)¢ = o(E)).

Par conséquent,
> D leh P =ty

M=o Al M
i€B]No(E)) i€E;No(E5)

Enfin, en effectuant le changement d’indices r; + j = ¢ dans la sommation, on obtient

§ § 2 2 § § 2 2
Cnr1+17---anrl+'r2 | - C”l:---7n7‘2 |

ni=te() AN M n=No(+Ry)~Ry A| ™

i€ EyNo(E)) i€E5No(EY) jEEoNFy JEEQNFS
_ 2 2 (12
= ) S 1B = 12,
=M1y (0)(4) j

si ro(0)(i)#5  \ St m2(0)(d)=4
puisque pour i € Ey, alors m2(0)(j) = j ssi j € Fy.

Soit maintenant p > 3 et supposons le résultat établi pour tout p’ < p.
On pose 7p_1 = rp—1 + 1 et Pl = ¢P~L.eP pour appliquer ’hypothése de récurrence a o €
AT1+‘_,TP72+;p71 et ¢! =l P2 =P 2et P! = @1 On note 7, les permutations définies

dans la définition précédente pour obtenir le résultat suivant :

p—2
k ~p—
Y Lo bl ) S TTNE e < 17
k=1 * =1

k||lfk. Ainsi, il suffit d’établir que

Remarquons que pour k < p — 2, 7 = T}, puis que ||c*
Tk

oy = Il
1 s < 1 gy < 17l

Pour simplifier, notons 7 = 7, 1 et définissons E, 1 = {1,...,7p_1}, E;_l ={Ry2+1,.. Ry} =
B, UE, et X, ={rp-1+1,...;mp—1+1p}. Alors,
le)fl = E~;/371 Uo( ~;/;71)
=F UFU[E, Nno(E)UE,No(E, )],

et

Fpoy=Fy 1 U(Fp+rp1)U[E, 1 No(E)UE,No(E, ) — Ry_s]

c=F,  U(Fy+rp_1) UH,
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Ainsi,
sp—1|
117
Tp71
_ E : E : ~p—1 2
- ‘cflh---,nfp_l
| M=) ni/i€FS_ NEp_1
S1 ZerflmEp—l
. j : —1 2 § 2
— E E E ’621,...,71%_1 X ‘Cgrp71+1,...,n;p71 .
Ni=Nr)  Mi=Nr(4) ni=nr(;) ni/ieﬁgilﬂEp,l ni/ieﬁpcflﬁXp
Sl i€Fy,_1 8l i€Fp+ry_1 8l ieHpNE, 1
Remarquons ensuite que si i € E,_1, alors i € H, = 7(i) € X,
puis que si ¢ € X, alors i € Hy, = 7(i) € Ep_1.
Par conséquent, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
1| .
([P
Pyt
-1 2 § E 2
S < § z |c7€17---7nrp_1‘ > X < ’c?’)lrp,1+17---7n1:p_1| )
=N (i) \| my fi€(FS_ UHp)NEp 1 i=Nr(4) n;/i€(FS_y UHp)NXp
siieF,_q sl i€Fp+rp_1q

Pour évaluer le premier terme, on remarque que

(Fy 1 UHp)NEp 1 = [(prl U (Fp +rp-1))° N Epfl} NEp-1
= (Fp1 U (Fp +1p-1))° N Epy

= F;;:fl N (Fp + Tp_l)c N Ep_l

- F;ﬁl ﬂ Ep—17

puisque E,_1 C (£, +rp—1)°,

puis que pour i € Fj_1 C Fp_1, 7(i) = 0(i + Rp—2) — Rp—2 = 7p—1(0)(¢). Ainsi, on a établi que

1 _
) S LSRN Ll s [AYAY

— ~ —1
=N (i) \[ n fi€(FS_ UHp)NEp 1 r
siieF, 1

Pour évaluer le second terme, on pose j =i — 7,_1 et m; = n; dans la sommation pour obtenir que

> SR

T (d) n;/i€(FS_UHp)NXp
Sl $€Fp+rp_1

- ¥ SR D

MG =M (1) =rp—1 \| mj/FE(FS_ UHp —rp—1)NEp
si jeFp
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Puis, on remarque que
((ch—l UHp) —rp-1) [( 1 U(Fp+7rp 1)) NE,; — Tp—1] NE,

= ((Fpe1 —1p—1) UF,)NE,
= (Fy_1—rmp-1) NFyNE,

= F,NE,
puisque E, C sz_l — Tp—1,
et que pour j € F), C F},_1 —1p_1,

T(] + 741771) —Tp-1= U(] +rp—1 + Rpfz) — Rp,Q — Tp—1
=0(j+ Rp-1) — Rp—1
= 7p(0)(4)-

Ainsi, on a établi que

> S M = e
p

TN () n;/i€(FS_UHy)NXp
Sl 4€Fp+rp_1

Ce qui achéve la récurrence. X

4.2.2 Enoncé et preuve du résultat sous I’hypothése d’espérance nulle

Dans cette sous section, on suppose que les hypothéses (H,) et (Hg,) sont satisfaites. Dans le
chapitre précédent, on a démontré la proposition suivante :

Proposition 4.2.8 I existe une constante C > 0 telle que pour tous c, € I>(IN) et ¢ > 2,

Z Cnn < CqWT+1 X Z len]?.

neN La(Q) nelN

yt1 2v+3 )
Dans cette partie, on démontre que ’on peut améliorer la constante ¢ v+ en g 3v et on établit une

estimée de type chaos de Wiener du méme ordre de grandeur. Encore une fois, cela nous permettra
d’estimer en probabilité les termes linéaires et multilinéaires de la donnée initiale.

Proposition 4.2.9 Il existe une constante C > 0 telle que pour tous c, € [>(IN) et ¢ > 2,

> ngn

nelN

2743
<Cg 3 x Z len |
La(©) ne€lN

Proposition 4.2.10 II existe une constante C > 0 telle que pour tous ¢, m € 2nit (NxN) et qg>2,

4~v+6
<Cqg® x > lenml?+ D lennl
Le(Q) n,melN nelN

g Cnym X Gn X gm
nmeN
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Remarque :
Pour 7 proche de 0, on trouve la méme constante que sous 'hypotheése (Hg,|).

Pour démontrer ces propositions, on s’inspire de la preuve du chaos de Wiener, pour les variables
aléatoires Bernoulli, faite dans le chapitre 2. On commence par donner quelques définitions.

Définition 4.2.11 Pour p € IN*, on définit
By, = {0 €Sy [ o(i) #1,V1 € {1,..,2p} et dans la décomposition en
cycles disjoints de o les cycles sont de longueurs 2 ou 3 }

Et pour o € Bap, on pose
J(o,p) = {ie{1,.p} / o(2i) =2i — 1 et 0°(2i) = 2i}
Puis on démontre quelques propriétés de Bap.

Lemme 4.2.12 Soient (X, )new une suite de variables aléatoires d’espérance nulle et un 2p-uplet
(nl, ...ngp) e IN?p.

Si BE(Xpy X ... X Xpyp,) #0,
alors il eziste o € By tel que ng;) = ni, Vi € {1,..,2p}.

Preuve Le résultat se démontre facilement par récurrence sur p. X

4p

Lemme 4.2.13 1l existe une constante C > 0 telle que pour p € IN*, Card(Ba,) < (Cp) 7.

Preuve

A Taide de la formule de Stirling, on voit que :

-Pour un ensemble & 2n éléments, le nombre de permutations ne fixant aucun point et composées
: s p L (2n)! n

uniquement de transpositions est égal & w757 < (Cn)".

-Pour un ensemble & 3n éléments, le nombre de permutations ne fixant aucun point et composées

uniquement de cycles d’ordre 3 est égal a %?ZQ!! < (Cn)?.

Ainsi, en sommant sur les éléments qui vont appartenir & une transposition, on trouve

4(p—k)

p
Cardwzp)scpxkzo(fji) - k"5 < ()%
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Lemme 4.2.14 Pour tout p € IN*, pour tous o € Bay, et ', 2, ...cP dans I* N 12,
7

Z ‘61111,n2| |CJTJLQP_1,TL2;D’ S H HclHil X H chHp
N1,...,N2p, =1, =1,
Mo (i) =" i€J(o:p) i¢J (o,p)

p
<IT( 1l + i ).
=1

Preuve
On prouve le résultat par récurrence sur p. Les cas p=1,2,3,4 et 5 sont clairs (il suffit de traiter tous
les cas possibles). Fixons p > 6 et 0 € By, et supposons le résultat établi pour tout g € {1,...,p — 1}.

Cas J(o,p) # @ :
Sip € J(o,p) alors on pose 0’ = al(1 . 2p—1)} € Ba(p—1) Pour avoir

1 1 -1
Z |Cn1,n2‘ 01221)717”2? = Z |Cn1,n2‘ |C$LQP,3,TL2P,2| X ”Clej,
ni,...,N2p, n1,-.M2(p—1)
Mo (i) =M Mol (i) =

et le résultat est prouvé par récurrence en remarquant que J(o',p — 1) = J(o,p) \ {p}.
Sipé¢ J(o,p) alors il existe ¢ € {1,...,p — 1} tel que i € J(o,p).
Posons alors

v L2\ {20 — 1,20} — {1,...2p—2}
k — k sik ¢ {2p—1,2p},
% — 1 — % — 1,
2p — 21,

1

T= U|{1,...,2p}\{2i71,2i} et 0/ =y o1 o~ !, pour obtenir que

Z ‘07111,71,2’ ‘Cﬁgp_1,n2p = Z ‘07111,71,2’ "'%""(flgpl_g,ngp_zl ’Cﬁgi,hngi‘ X HCZHil

ni,...,N2p, ni5--M2(p—1)>5
P
N (i) ="i gl () ="

Remarquons que o’ € By,,_1y et que J(o’,p—1) = J(o,p) \ {i}, pour appliquer I'hypothése de récur-
(p—1)

rence acl =cl, ..., =cP, ..., P71 = P! et obtenir le résultat.

Cas J(o,p) =92 :
On doit prouver que

p
Z ‘0111,1,n2| ’c’ﬁgp_l,ngp‘ S HHC’LHZQ’
=1

ni,...,N2p,
o (i)="i
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On remarque que dans ce cas les ¢ jouent des roles complétement symétriques.

Si o est formée uniquement de transpositions alors le résultat a déja été prouvé au chapitre 2. On
peut donc se ramener au cas ou il y a au moins deux cycles d’ordre 3 dans la décomposition en cycles
disjoints de o.

Quitte a échanger les ¢* et a remplacer c ; par ;“ ;» on peut se ramener & ’étude des différents cas
suivants récapituler dans ce tableau :
Termes qui intervient dans la somme a étudier Au moins ces 2 cycles d’ordre 3 pour o
B | X || X | ] X .. (20— 2,2p — 1,2p) et (2p — 5,2p — 4,2p — 3)
[chanl X [chun| X || X [Fmr | X ... (2p —2,2p—1,2p) et (2p — 6,2p — 4,2p — 3)
B ] X || X |En2] % | Em| X .. (2p —4,2p — 1,2p) et (2p — 6,2p — 3,2p — 2)
[chanl X [ | X |chm | X | | X [hm| X . (2p —2,2p—1,2p) et (2p —8,2p — 6,2p — 4)
b X || X | o] X .. (2p —4,2p — 2,2p) et (2p—5,2p — 3,2p — 1)
b X || X || X || X .. (2p —4,2p — 2,2p) et (2p—6,2p — 3,2p — 1)
[l X [n | x || % | | X || X ... (2p—4,2p—2,2p) et (2p—8,2p—6,2p— 1)
[Pl < [Pt | X [Pn?] X [P | X [P | X || X oo | (2 — 4, 2p — 2,2p) et (2p — 10,2p — 8,2p — 6)

ou dans la seconde colonne, le premier cycle correspond a la sommation sur n et le second cycle & la
sommation sur m.

Effectuons la démonstration dans les deux cas extrémaux, c’est & dire pour o correspondant & la
premiére ou la derniére ligne du tableau.

Pour le premier cas, on trouve o’ = T, € By(,—3) telle que

,,,,, 2(p—3)}
1 3 —1 2
Z | n1 nz‘ ° | n2p— 1,n2p| = Z |Cn1,n2’ ‘C?rQLQ(p 3)— 1,n2(p 3) Z |C€L,n| X |c7p;7,,n‘ X ‘Cp |
ni,...,N2p, n1,y-M2(p—3)5 n,m
O ol (1) ="

Puis en remarquant que J(o/,p — 3) = &, on peut appliquer I’hypothése de récurrence a p — 3 avec
o' € By(,—3) et utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir que

p—3
i -1 —2
> emimal o b o | S TT N x DIl % D Idhal? x D [chml?
=1 n m m

ni,...,N2p,

o (i) =™

p—2
< TT 1€l > [> " 1chal? x D Ichal?
=1 n m,m
p .
<TT 1€l
=1

Pour le dernier Cas, On pose 7 = U|{1,..,21)*11}U{2p*9,2p77,2p75,2p*372p71}7

v: {L,..,2(p—=3)} — {1,.,2p—11}U{2p—9,2p—7,2p—5,2p—3,2p — 1}
k s ksike{l,.,2p—11}U{2p—9,2p— 7},
2 — 10 . % — 5,
2p — 8 — 2p — 3,
2p—6 — 2p — 1,
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et o/ =y oT oy € Byy).
Vuque2p—6=0'(2p—6) & 2p—1=0(2p—1),2p—-8=0'(2p—8) & 2p—3 =0(2p—3),

2p—10=0'(2p—10) & 2p—5=0(2p—5) et o’ = 0o sur {1,....2p—11}U{2p—9,2p— 7}, on obtient

Z ’67111,712‘ C’IPELQp—l,'VLQzJ’

n1,...,M2p,
N () ="

E E ‘C 9 | ’ ‘ ’ 9 ‘ | 7 ‘ |Cp ’ ‘C ’ ‘
nl,nz n (p—6)—1-2 (p—6) ngp 11,m nzp m ngp m n2p—10,N n2p—g,n TLgp 6,1
N1y No(p_3)s T

"cr'(i):ni
Puis a l'aide de 'inégalité de Holder et de I'injection [2 < [3, on établit

| (b gl [6ho ol [eha? ol o gl | |
n2p 11m n2p—97m n2p—7,Mm n2p 10,1 n2p—8,n n2p—6,n

-3 -1 —4 —2
S Z |C€L2p767n‘2' Z |C£L2p77am’2 X Z |C§)L2p787n|2' Z ‘C7I?L2p79am|2 X Z |C§L2p710» Z n2p 11,M
n m n m n

m
pour ensuite appliquer I'hypothese de récurrence a p — 3, o’ € Byp—3 ) etcl =cl,..., P70 = P76,
-5 —2 —519 ~p—d -1 —4 &
S A = S S = [ S
n m n m

Il faut remarquer que J(o/, p — 3) n’est pas forcément égal a ’ensemble vide et que p — 5 ou p — 4 ou
p — 3 pourraient trés bien appartenir & cet ensemble, on obtient donc

Z ‘67111,n2| ’cﬁgpfl,ngp H ”61”12 X H ”cl”l ’

ni,...,N2p, i=p—>5

o (i) =M

<77 P 7
ou I{ désigne la norme (2 ou [!.

Enfin, pour conclure, il suffit de remarquer que

~p— —2 -5 — —
11l = H\/Zc?,n 2% Y 1 2l = 1?2l < 1P|z,
n m

et par Cauchy Schwarz que

p— -2 -5 _ _
1&|lp = H\/Zc?’,n 25> PR Pln < el x 10 |ge.
n m

Puis, on peut faire de méme pour &~ et éP73, ce qui achéve la récurrence. X

Une fois ces différents lemmes établis, on peut montrer les Propositions et 4.2.10)
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Preuve de la Proposition [4.2.9
On peut réduire la preuve au cas ou g = 2p avec p € IN* et il suffit de prouver que

Z Cndn (w)

2p 2p(2v+3) 9 P
< (@) T < [ Slel)

L2 (Q) nelN

On peut ensuite utiliser successivement les Lemmes [4.2.12] et 4.2.13| pour obtenir que

2p

2p
Z Cngn(w) = Z Cny++Cry-Crip g +-Crigy X B (Hgm)

nelN LQP(Q) ni,...,n2p i=1
2p
< 5 fenlelensl | (ITov )|
ni,...,N2p i=1
(X T lenbedenl) % sup E (1)
UEBQp ni,..,N2p, nelN
o (i) ="
2p
< Card(Bay) x (Cp)~ x sup ( > ycmy...\%p\)
o€B2p n1,y..-M2p,
'VLO_<i):TLi
2p(2v+3) P
<00 (Tl
nelN
oil pour le passage & la derniére ligne, on utilise le fait que [2(IN) < [P(IN) pour p > 2. X

Preuve de la Proposition [4.2.10
On peut réduire la preuve au cas ot ¢ = 2p avec p € IN* et il suffit de prouver que

2p

2p 4p(27v+3)
<(@p)m x| D leaml® + Y lenal
L2P(Q) n,meN nelN

S o X 9a() X gin(w)

n,meN
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On peut ensuite utiliser successivement les Lemmes [4.2.12] [4.2.14] et 4.2.13| pour obtenir que

4p
‘ = E , Cn17n2"'Cn2p717n2p'Cn2p+17n2p+2"'Cn4p717n4p x E Hgm

2p

Z Cnym X gn(w) X gm(w)

n,melN L?P(Q)  ny,ngp i=1
4p
< Z |Cn1»n2|"'|cn4pflyn4p|>< E(HQM)‘
ni,...,MN4p =1
4
A Z T bl gl ) x s B (0.
0EByp N15..-,N4p, nel
no’(i):ni
1p
< Card(Byy) x (Cp)™ x sup ( > ycm,m\...ycwh%)
068417 N1,...,N4p,
na(i)=ni
2p
4p(2v+3) 9
<(Cp) ¥ X Z |enm® + Z |Cnunl
n,meN nelN
Ce qui prouve la proposition. X

Enfin, comme pour la partie précédente, on peut également établir le théoréme suivant :

Proposition 4.2.15 Pour tout r € IN*, il existe une constante C > 0 telle que pour toute suite ¢y, . n,
et tout réel ¢ > 2,

r(2y+3)
<o (2 [T k).
Li(Q) o€Tr “SNi=Ng(s) n;/o(i)=1t
§1 o (i)#i

E Cny,...mr Gng X oo X Gn,

Nyye. Ny

ot T, désigne l'ensemble des permutations de S, qui sont formées uniquement de transpositions et de
cycles d’ordre 3 dans leur décomposition en cycles disjoints.

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’établir un lemme du méme type que le Lemme mais
pour une permutation o € By 4. 4r,- Vu que ce résultat est trés technique, il n’est pas présenté dans
ce manuscrit.

4.2.3 Retour aux données initiales aléatoires : estimées de types grandes dévia-
tions

A T’aide des propositions précédentes, on peut obtenir des inégalités de type grandes déviations
pour la donnée initiale. D’abord énoncons et prouvons le résultat avec les termes multilinéaires.

Théoréme 4.2.16 Pour tous r € IN* et p > 2, il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tout
t>0,

m(7)
_ . r t
HJ 2 itH Y > T < _ -
K (“O € H R/ (" 0) 11 Ly g am 7o /2 m2y) 2 T ) s Cexp | —c (y\uouHa(W)) ’
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27 ) X
avec m(y) = W+2 sous Uhypothése (HE, ),
27+3 sous ’hypothése (Hp,).

Preuve
Effectuons la preuve sous I'hypothése (Hpg, ). 1l suffit de montrer le théoreme pour t > C||ug||z- (R2)

avec C qui sera fixé plus tard. A l'aide de I'inégalité de Markov et de linégalité de Minkowski, on
établit que pour tout g > p,

2 th r
n (uo eHd’ (R*)/ || ( ) HLp([_gmzﬂ °+1/3(]R2)) 2t )

o itH q
<t x| (e ) ||Lq(Q Lo ([-2m,2n), H P (R2)))

_ g4 1 H
<t || H2H5 (o) (10 o ol r2(v2 1o (@)

Puis, en utilisant 1a Proposition et le Théoréme [£.1.4] on obtient

gy 1 i r
| H2"% (6 tHUO) "LP([—QWQW},L2(R2,Lq(Q)))

r(v+2) 1
<o m x| Y Y TemPen H5 48 (g, ) ()2
oESy Ni=No(i) || ni/o(i)= L2(R?)
si o(i)#1
r(y+2) o1
<0 F xS ST fen Pelen, 2 IHES (b, ) @)
0ES, Ni=Ng (i) \| n;/o(i)=i
Si o(i)#i
=) 2 2 2
<Cqg o x>y Y > dem P len,? max(An,, A, )2
0ES, Ni=Ng () \| n;/o(i)=i
Si o(i)#i

r(y+2) r
< Cq X ||u0||ﬁ”(R2)‘

Ainsi, on a démontré que pour tout g > p,

2 rq
7 r q o
i (o € 7 (R?)/ || (¢"ug)" 2 (o 777132 2 )< (C T ’“O’H%JR?)) :

2y

72
Et le résultat est établi en choisissant ¢ = 201‘0't<Q)> , qui est bien plus grand que p vu le
H” (R

cadre dans lequel il suffit d’établir le théoréme. X

Comme il a été établi dans le chapitre 3, on peut aussi démontrer des estimées de types grandes
déviations sur les termes linéaires de la donnée initiale a partir de la Proposition (ou de la Pro-
position et des estimées linéaires des fonctions propres. En se rappelant que la norme L*°(R?)
de la fonction propre est bornée et que la norme L*(IR?) est & décroissance —i par rapport & la valeur
propre, on peut établir le théoréme suivant.
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Théoréme 4.2.17 Pour tout p > 2, il existe deuz constantes C,c > 0 telles que pour tout t > 0,

m(7)
) t
a 2 itH . > < _ -
H (“0 € H RO/ 11700l Ly (g o im+1/54 2y = t> sCow| (IuolH”(Rz)> ’

m(y)
| i
72 itH
p (0 € TR/ 1€l gy o=y 2 1) < Coxp | —c <\u0\HU(R2)) !

Y12

( ) B 2 SOUS l’hypOthéSe (HE1)7
avec m\vy) = % sous Uhypothése (Hg,).

4.3 Un dernier théoréme

Dans cette section, on énonce un dernier théoréme (le Théoréme [1.4.10) et on effectue une es-
quisse de démonstration. On suppose que la base (hp)nen est quelconque, que d = 2 et p = 5
dans I'équation (NLS) et que la suite de variables aléatoires (gn)nen vérifie (H,) (Hg,)) (Hoi) (Ho2) ou

() (HE,) (Hou) (Hoz)-
11

Théoréme 4.3.1 Soient o € }%,%[ et s € ]5,5 —1—0[, alors pour tout ug € FJ(]RZ), il existe un
ensemble ' C Q qui vérifie les propriétés suivantes :

i) P(Q) > 0.

ii) Pour tout élément w € ', il existe une unique solution globale @ a I’équation dans ’espace
e ug(w,.) + X° avec donnée initiale ug(w, ).

ii) Pour tout élément w € ', il existe Lt et L_ € H (R?) tels que

PN 17 _ itAT+ _
tlg(r)loHu(t) e"up(w,.) — "L | gs(r2y = 0,

: N 7 A _
tl}lr_nooHu(t) e"up(w,.) — " L_|[|gs 2y = 0.

De plus si ug ¢ H (R?) alors p (ug € H (R?)/ up € H*(R?)) = 0.

Esquisse de démonstration
La démarche est exactement la méme qu’au chapitre 2.
On pose, pour A > 0,
Y .
ol = {uo € H (R?)/ [Juollgzo(rey S A 1™ t0l] oo (o oy gpo1/0- gy
7 |’eltHUOI‘L;o([—27r,27r],L°°(]R2)) <A
it H
|l (ez uo) ‘|L4([*27T,27r},ﬁ0+1/3(]R2)) sA

pour r=2,3,4,5 }

Puis & I'aide de I’estimée bilinéaire de type Bourgain pour oscillateur Harmonique et de la transfor-
mation de lentille, on montre que si ug € Ep(A) avec A assez petit, alors on peut construire une unique
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solution globale & (NLS) dans e®“ug 4 X*.

On note ensuite Q' = {w € Q/ uf € Ep(N\)} et il reste a voir que P(€2) > 0. Cela est trés fa-
cile en vue des Théoremes [.2.17] et [4.2.76] puisque, comme dans les deux chapitres précédents, on
peut se ramener & prouver le résultat pour une somme finie de variables aléatoires (cf remarque fin
de chapitre 2 pour voir comment gagner la norme L a partir de la norme L} avec p trés grand).
Puis, au vu de ’hypothése , la propriété est claire pour une somme finie de variables aléatoires. X

Remarque

De cette maniére, on peut voir que le théoréme du chapitre 2 reste vrai pour des variables aléatoires
vérifiant , (HE,) ou (Hg,), (Hoil) et (Hoz)), avec un ensemble €' de mesure de probabilité plus
petit que dans le cas gaussien.







Conclusions et perspectives

Ces résultats s’inscrivent dans la lignée des travaux de N.Burq et N.Tzvetkov et L. Thomann, qui
depuis plusieurs années ont développé une théorie de résolution d’équations aux dérivées partielles pour
des données aléatoires. Pour le cas de I’équation de Schrodinger, les solutions globales construites par
les personnes citées précédemment concernent 1’équation défocalisante en dimension 1 (le cas focalisant
étant traité mais uniquement dans le cas cubique) pour une donnée aléatoire définie a partir de variables
aleatoires gaussiennes et d’une donnée initiale particuliére (¢, = i) Dans cette these, les solutions
globales construites sont valables dans des cas plus généraux, cas focalisant comme défocalisant, donnée
initiale quelconque, variable aléatoire trés générale mais, contrairement aux résultats précédents, on
peut regretter de ne plus avoir P(€2') = 1. Nous proposons deux perspectives. La premiére consiste
a trouver des cas intéressants on P(Q)') = 1 et la seconde & construire d’autre ensemble Q' pour un
gain de régularité supérieur a % Pour cela, il va nous falloir des hypothéses plus fortes sur la donnée
initiale ug.

Perspective N°1 : Vers un P(2') =17

Remarquons que si I'estimée sur les séries de variables aléatoires est vrai dans L>(2), c’est a dire

que
<C Z ‘Cn|2a (43)
Loo(9Q) nelN
alors P(Q)) =1 si ol (gay < 1.

En effet, remarquons que par I'inégalité de Markov, nous avons pour tout ¢ > 1,

[lwol 772 ray \ * .
P(Q) > (A” 2 0si [uolle ey < X

Z Cndn (w)

nelN

Néanmoins, il ne semble pas évident de trouver des exemples de lois de variables aléatoires pour les-
quelles I'inégalité soit vraie pour tout (¢, )nen € (?(IN).

En revanche, c’est le cas si (c,)nenw € IH(IN) et g, € L>(Q). De cette fagon, nous pouvons obtenir
P(Y) = 1 pour tout ug € H' (R?) vérifiant (A\7cp,)nen € [1(IN). Ce résultat est intéressant car il existe
de nombreuses données initiales ug vérifiant cette hypothése qui ne permettent pas de gagner de déri-
vées dans L?(R%), c’est & dire telle que ug ¢ F(H—E(]Rd). Néanmoins, I’hypothése est assez maladroite
car elle force ug & étre trés réguliére dans L*(R?) sans passer par I'aléatoire.
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Une fagon de contourner l'estimée (4.3) serait peut étre de tenter d’appliquer directement un théoréme
de point fixe dans un espace de probabilité ?

Perspective N°2 : Vers l’existence de ) pour toute équation sur-
critique ?

L’existence de la formule de Weyl suivante pour l'oscillateur harmonique

Vo >0, 3C >0, / Z hip(2)? < CAT0 < 2 >79 pour p <1< A,
k/ A< SA+p

permet d’établir le résultat suivant :

Théoréme 4.3.2 Pour A > 0, posons I(A\) = {n e N/A <\, < A+ 1}.
Pour tout 2 < p < oo et tout s < d (% - ;1)), il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tout
ug € L?(RY) vérifiant

C
3C >0, VAeN et ke I(N), |l < ol > el
nel(A)

alors, pour tout t > 0,

2
t
2 d =75, > < — —_
1% (UO € L*(R%)/ [luollw P(Rd) = t> <Cexp|—c (HUOHLQ(Rd)>

Ce résultat signifie que si les coefficients de ug sont du mémes ordres de grandeurs alors il est possible
1- de construire des solutions globales & (NLS) pour des données initiales L? pour toute non linéarité.
2- de montrer que le probléme (NLSH)) est localement presque surement bien posé sur L? pour toute
non linéarité.

Ce résultat doit pouvoir se généraliser au cas d’un potentiel plus général et non forcément quadratique.
Cette perspective est un travail en cours avec Didier Robert et Laurent Thomann.
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