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Notations

A Pexception des ensembles notés u dans I’indexation des indices de Sobol’, tout ensemble est noté
par une lettre majuscule. Tout vecteur noté sous forme développée (z1,...,x4) se voit implicitement
attribuer une notation contractée en gras x. De plus, pour tout sous-ensemble non-vide u C {1, ...,d},
la notation x,, désigne le vecteur dont les composantes sont les z;, ¢ € u, et la notation x,, : z,c désigne
le vecteur dont les composantes sont les x; pour i € u et les z; pour 7 € {1,...,d} \ u. Pour désigner
une famille de n vecteurs ou de n scalaires, on utilise la notation avec un exposant : x7, xi,, et z/,
jed{l,...,n}, u C {1,...,d} et i € {1,...,d}. Sauf mention contraire, on adopte les notations
suivantes

|E| cardinal de I’ensemble £
|al valeur absolue du nombre a

P(E) ensemble des parties d’un ensemble E

o(X),0(A) tribu engendrée par une variable aléatoire X, ou une tribu A
[1:d] ensemble des nombres entiers i tels que 1 < ¢ <d
1p fonction indicatrice de ’ensemble E : 1g(z) =1siz € E, et 0 sinon
E1AF, différence symétrique des deux ensembles E; et Es. C’est ’ensemble des éléments

de Ey ou F> qui ne sont pas dans E; et Fso

E[Y] espérance de la variable aléatoire Y
Var[Y] variance de la variable aléatoire Y
Cov(X,Y) covariance entre les variables aléatoires X et Y
MT transposée de la matrice M
| 2] partie entiére du nombre réel x
E\A partie complémentaire de ’ensemble A dans ’ensemble E
A¢, —A notations contractées de la notation précédente en I’absence de toute

ambiguité concernant ’ensemble F
ACB signifie que ’ensemble A est inclus dans, ou égal & ’ensemble B

ACB signifie que I’ensemble A est inclus dans, mais n’est pas égal a ’ensemble B

/ f(x)dx intégrale de f, au sens de Lebesgue, sur I’ensemble F
E

/f(x)dx intégrale de f, au sens de Lebesgue, sur ’hypercube unité dont la dimension est le

nombre de variables de f
Xy produit scalaire canonique des vecteurs x et y de R¥, k € N*

fog fonction composée des fonctions f et g



NOTATIONS

Les deux notations qui suivent peuvent induire une ambiguité avec la notation ensembliste d’un
singleton ; elles seront donc précisées & chaque utilisation par la suite :

{z}
{x}

supp(X)
C*, R*7 Q*, Z*7 N*

partie fractionnaire du réel z

vecteur dont les composantes sont les parties fractionnaires des composantes
du vecteur x

support de la variable aléatoire X

respectivement les ensembles des nombres complexes, réels, rationnels, entiers

et entiers naturels, privés du singleton {0}
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Introduction

Contexte applicatif de la thése

Du fait du développement continu des capacités de calcul en informatique, la modélisation numérique
de systémes complexes (physiques, mécaniques, biologiques, etc.) a connu une expansion ininter-
rompue durant les derniéres décennies, et devient aujourd’hui une composante incontournable dans
I’étude des phénomeénes réels. Ainsi le développement de pneumatiques dans 'industrie automobile,
la gestion des risques dans l'industrie nucléaire, la mise en ceuvre de politiques de péches pour la
gestion des ressources halieutiques ou encore la prévision météorologique requiérent & ’heure actuelle
I'utilisation de modéle numériques complexes — encore appelés simulateurs — et 'aide de moyens
de calculs adéquats.

Construction d’un simulateur

La construction d’un simulateur se compose principalement d’une phase d’expertise consistant a
modéliser le phénoméne réel d’intérét, et une phase technique se résumant successivement a discrétiser
puis & implémenter le modéle élaboré dans la premiére phase. Le processus de modélisation est dévolu &
Pexpert de la branche d’intérét (ingénieur en calcul de structures, biologiste spécialiste des écosystémes
marins, etc.) et consiste & identifier les variables d’état du systéme & modéliser, & déterminer leurs
lois d’évolution (en temps et en espace), et enfin & établir les degrés de liberté dans ces lois, en
introduisant un certain nombre de paramétres dont la valeur permettra a terme d’ajuster le modeéle
afin qu’il reproduise le plus fidélement possible le phénomeéne réel d’intérét. Dans la pratique, les lois
d’évolution sont établies plus ou moins empiriquement suivant le domaine d’étude. Par exemple, les
modéles développés en mécanique des fluides (météorologie, modélisation des circulations océaniques,
etc.) sont issus d’un systéme d’équations aux dérivées partielles non-linéaires, connu sous le nom
des équations de Navier-Stokes. Ils permettent de reproduire fidélement de nombreux phénoménes
a des échelles plus ou moins fines. Dans d’autres domaines, ces lois bénéficient d’une connaissance
théorique moins étendue et doivent faire appel a ’expérience, et ainsi faire face & toute I'incertitude
que cela engendre. Pour exemple, dans le modéle d’écosystéme marin MODECOGeL [Lac98] étudié
au Chapitre 8 de cette thése, la concentration en nitrate est donnée par I’équation de diffusion

Ono3 2
ot 0z

Ono3 .
<>\ 02: ) + nltrnh‘l X nh4 — Mno3pp X PP — ,Uno.'inp X np — Mno3mp X mp
ol no3, nh4, pp, np et mp désignent respectivement les variables d’état de concentration en nitrate, en
ammonium, en pico-, nano, microphytoplancton — fonctions du temps ¢ et de ’espace z (verticale)
— et A\, NilTana, [ino3pps Hnodnp € [nosmp sONt des coefficients dont les valeurs sont établies par des sous-
modeéles partiellement méconnus faisant intervenir parfois plus d’une dizaine de parameétres différents
(voir Croissance du phytoplancton dans la Section 8.1.5 de cette thése). De maniére plus appliquée,
parmi l'information globale que renferme un modéle, seules certaines quantités présentent un réel
intérét (usure d’un pneu, vitesse du vent, quantité de précipitations, etc.), chacune d’entre elles
devenant une sortie du modéle sous la forme d’une fonction des variables d’état et des paramétres

y(t,z)=f (x(t, z), 0)

ou ¢ est la variable temporelle, z est la variable spatiale — éventuellement vectorielle — x(¢, z) est le
vecteur formé des variables d’état, et 0 désigne le vecteur des paramétres. Remarquons qu’un méme
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6 INTRODUCTION

simulateur peut permettre d’étudier plusieurs sorties d’intérét simultanément. Par exemple, dans
I’étude préliminaire que nous consacrons au modéle MODECOGelL, on s’intéresse principalement a
la concentration de chlorophylle-a qui, de par sa définition, dépend directement des trois variables
d’état phytoplanctoniques

chla(t,z) = 1.59 x (pp(t, z) +np(t, z) + mp(t, 2)).

En particulier, nous privilégions des sorties scalaires en considérant le maximum annuel de cette
concentration a la surface de ’océan, sa moyenne annuelle de surface et son maximum annuel de la
moyenne en profondeur (de -20m a -50m).

Enfin, le modéle est discrétisé suivant des schémas adaptés (différences finies, volumes finis, etc.)
puis implémenté dans un langage bas niveau de préférence afin de privilégier les performances. Ainsi,
lorsqu’un utilisateur prend en main un simulateur, il doit obligatoirement assumer le fait que les
données qu’il simule forment une double approximation de la réalité, prenant en compte a la fois une
erreur conceptuelle de modélisation et une erreur technique de discrétisation.

Niveau de complexité d’un simulateur

Lorsque I'erreur conceptuelle commise lors de la modélisation apparait comme faible, la minimisa-
tion de l'erreur technique de discrétisation peut constituer le principal challenge dans la construction
d’un simulateur. Néanmoins, lorsque la phase de modélisation est extrémement difficile, et qu’aucun
simulateur ne donne des résultats satisfaisants quant & la reproduction fidéle des phénoménes réels
qu’il modélise, la recherche s’oriente principalement sur la minimisation de I’erreur conceptuelle. Cela
a conduit les modélisateurs & développer des simulateurs de plus en plus complexes, prenant en compte
un nombre toujours plus grand de variables d’état et de paramétres. Ce phénomeéne apparait en par-
ticulier dans le domaine de la biochimie dans lequel les modéles décrivant les réactions chimiques sont
difficiles & établir. Néanmoins la complexification croissante des simulateurs peut montrer trés rapide-
ment des limites lorsque, du fait d’une surparamétrisation, un simulateur complexe devient impossible
A ajuster par rapport aux données réelles, et reproduit moins fidélement la réalité qu’un simulateur
plus simple. En effet, le processus de calibration — ou d’ajustement — des parameétres, qui a pour but
d’ajuster les valeurs des différents parameétres afin de minimiser ’écart entre le phénomeéne simulé et
le phénomeéne réel lui-méme, consiste essentiellement en un probléme de minimisation d’une fonction
cout dépendant de tous les paramétres. En conséquence, plus le nombre de paramétres augmente, et
plus il est difficile d’établir une fonction cott qui permette de controler les différents paramétres. Ainsi
voit-on émerger depuis quelques années un mouvement inverse allant vers la simplification de modéles
complexes existants (voir, e.g., [RSG06] dans le domaine des écosystémes marins). Le but principal
dans cette problématique est de converger vers un simulateur "optimal", suffisamment complexe pour
étre capable de reproduire correctement les processus principaux du phénoméne réel considéré, et as-
sez simple pour conserver une certaine maitrise sur I’ensemble de ses paramétres et étre capable de
les ajuster.

Dans cette optique, ’étude des parameétres, et en particulier ’analyse qualitative et quantitative
de leur impact sur les sorties du simulateur peut constituer une aide précieuse ; c’est I’objet principal
de U'analyse de sensibilité.

Analyse de sensibilité : entre rigueur mathématique et méthodes
approximatives

L’analyse de sensibilité telle qu’elle est présentée dans les ouvrages modernes (voir, e.g., [SCS00])
et telle qu’elle est appliquée actuellement aux simulateurs numeériques complexes remonte approxi-
mativement au début des années 1970 (voir, e.g., [Ham94] pour ces considérations historiques). Elle
posséde néanmoins une préhistoire antérieure au développement de 'informatique moderne, qui se
situe au début du XXeéme siécle avec notamment les travaux de Fisher [Fis25, Fis35] et de ses con-
temporains sur ’analyse de la variance. L’objet principal dans ce domaine d’étude est typiquement,
un systéme d’entrées-sortie y = f(x) ot x est le vecteur d’entrée composé d’un certain nombre de
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parameétres, y la sortie scalaire observée et f un modéle déterministe qui permet de faire correspondre
a toute entrée x une sortie y. Le modéle f s’exprime idéalement sous la forme d’une fonction mathé-
matique explicite ; mais généralement elle se trouve sous une forme implicite, de sorte que la variation
de la réponse y en fonction des changements des valeurs de paramétres d’entrée n’est pas transpar-
ente. Ainsi, le but premier de ’analyse de sensibilité est de comprendre comment les variations des
paramétres d’entrée influent sur la réponse y dans un modéle implicite. Cette étude s’oriente & la fois
sur des aspects qualitatifs :

Leffet d’un parameétre sur la réponse y est-il monotone, linéaire, additif, etc. ?

Les paramétres x; et x; ont-ils un effet conjoint sur la réponse y ?
et sur des aspects quantitatifs :
L'effet du paramétre x; est-il plus important que celui du parameétre x; ¢ Est-il négligeable ¢

Pour répondre a ces questions, il existe un panel de méthodes établies mathématiquement de maniére
plus ou moins rigoureuse.

Méthode d’analyse locale

L’approche la plus élémentaire pour analyser 'influence des parameétres d’une fonction est de
comparer les variations de sa sortie lorsque les paramétres d’entrée sont perturbés un & un par un
incrément infinitésimal autour de leurs valeurs nominales. Cela revient essentiellement & considérer
les dérivées partielles

of / o

di = —(X )

8:1:1-
puis & comparer entre elles les valeurs renormalisées |d;z?|, afin de prendre en compte les différentes
échelles des paramétres. Plus généralement, il est possible de comparer les taux d’accroissements
relatifs & chacun des parameétres en considérant non plus un incrément infinitésimal, mais un terme
de lordre de 10%—20% de la valeur nominale de chacun des paramétres considérés. Une analyse
rapide conduit alors & déduire que plus la quantité |d;z| est grande et plus le paramétre z; est actif
sur la sortie y étudiée. Une telle analyse quantitative reste néanmoins limitée car d’une part, elle
ne permet pas de détecter les effets conjoints de plusieurs paramétres, et d’autre part elle n’intégre
aucune connaissance relative aux paramétres mise a part la donnée absolue de leur valeur nominale
respective. Ce dernier point a pour conséquence que la comparaison opérée ne prend pas en compte
la nuance entre un paramétre connu de maniére précise — i.e. par exemple avec une erreur relative
inférieure & 5% — et un parameétre dont la valeur est extrémement difficile & obtenir précisément —
i.e. par exemple avec une mesure qui varie du simple au double ou au triple. Par suite, cette analyse
de sensibilité locale peut facilement produire des résultats sans lien avec la réalité du modéle.

Pour pallier cette insuffisance, il est nécessaire de s’orienter vers une analyse qui prend en compte
les plages de variations supposées des paramétres.

Méthode d’analyse globale

Pour chaque 4 dans [1 : d], considérons D; U'intervalle de variation du paramétre x; ; alors 'objet
mathématique d’intérét est la fonction multivariée f : D = Dy x --- x Dy — R. L’idée principale de
I’analyse de sensibilité globale est d’appréhender cette fonction comme une superposition de fonctions
fu ne dépendant que des x;, i € u, o u parcourt ’ensemble des sous-ensembles de {1,...d}. Plus
précisément, il s’agit de considérer que la fonction f est la somme d’effets, chacun di & un groupe de
variables particulier :

f(x) = fo+ filwe) + -+ falza) + fra(w,z2) + -+ fialzs, ... 24). (1)

Une telle décomposition permet alors de produire une analyse de sensibilité qualitative en explicitant
les effets principauz f;(x;) ainsi que les effets d’interactions fy(xy), [u| > 2, et une analyse de
sensibilité quantitative en évaluant 'importance de ces effets par le biais d’une norme.
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Néanmoins, pour une fonction f quelconque, il existe une infinité de ces décompositions. On peut
par exemple retrancher une constante a 'un des termes et la rajouter & un autre. Plus généralement,
étant donnée une norme, il est possible de construire une décomposition de f dont les termes possédent
une norme arbitrairement petite ou grande. Le théoréme de Pythagore fournit alors une solution pour
obtenir 'unicité de cette décomposition moyennant une contrainte. En effet, si f est de carré intégrable
sur D, alors la décomposition (1) implique que

1FEIE < foll3 + a3 + -+ fa(z)ll3 + | frz@@r, 223 + - + [ fral@r, - 2a) |3

ou ||g]]3 = Jp 9°(x) dx, et que I'égalité n’a lieu que si les termes de la décomposition sont orthogonaux
deux & deux. Une telle décomposition sous contraintes d’orthogonalité existe effectivement et est
unique; elle se généralise en outre a la décomposition de fonctions de variables aléatoires, et est
connue sous le nom de décomposition ANOVA. Méme si elle n’est pas canonique au sens oil elle
dépend d’une norme particuliére, on retient néanmoins qu’elle a du sens puisqu’en termes physiques,
elle est la décomposition d’énergie minimale. Elle constitue la base de ’analyse de sensibilité globale
et permet, comme nous 1’avons décrit dans le paragraphe précédent, de mettre en ceuvre une analyse
de sensibilité a la fois qualitative et quantitative.

Dans la pratique, les termes de la décomposition ANOVA s’expriment tous de maniére explicite en
fonction de f et par conséquent, il est possible de connaitre explicitement les fonctions f,, ou tout du
moins de les approcher numériquement. Néanmoins, on se contente la plupart du temps de ne calculer
que leur norme, permettant de définir les indices de Sobol’ qui quantifient de maniére synthétique
I'influence des différents groupes de paramétres. Le calcul de ces indices, qui se résume essentiellement
a un calcul d’intégrales, peut étre abordé sous plusieurs angles, certains mathématiquement rigoureux
et d’autres plus approximatifs ou la notion d’erreur d’estimation est difficile & appréhender.

Meéthode d’analyse locale "globalisée"

Enfin, 'insuffisance de la méthode locale basée sur le calcul des dérivées partielles d’ordre 1 —
ou des taux d’accroissements — au point constitué des valeurs nominales des parameétres, peut étre
comblé en mettant en ceuvre un calcul de ces dérivées non plus en un seul point, mais sur un échan-
tillon & lintérieur de la plage de variation D des parameétres. Le traitement statistique de I’ensemble
des dérivées — i.e. principalement le calcul de la moyenne et de la variance empiriques — permet
alors de détecter les paramétres qui n’ont aucun influence significative sur la sortie y, ceux dont I’in-
fluence est linéaire et additive, et les autres. Cependant, méme "globalisée", 'analyse locale fournit
une information moins riche que I'analyse globale. En particulier, elle est incapable de différencier
non-linéarités et interactions, et sa validité reste dépendante de conditions de régularité.

Dans ce contexte, nous nous concentrons principalement sur la décomposition ANOVA qui con-
stitue un objet mathématiquement rigoureux et pertinent pour l’analyse de sensibilité globale, et
I’objectif de cette thése est de proposer une relecture du probléme de ’estimation des indices de Sobol’
au seul regard de la théorie de 'intégration numeérique. Dans cette démarche, en prenant appui sur
des théories classiques et des développements plus récents, notre travail vise a établir rigoureusement
les bases de méthodes existantes, & les développer, ainsi qu’a proposer de nouvelles pistes de réflexion
dans le but d’optimiser ’estimation des indices de Sobol’. Dans ce cadre, le but ultime est de constru-
ire un estimateur bénéficiant d’hypothéses d’application trés faibles et d’un rapport cott/précision
trés élevé quelle que soit la dimension — i.e. le nombre de paramétres — du systéme étudié.

Plan de la thése

Dans une premiére partie, nous nous attachons & présenter en détail les notions d’analyse de
sensibilité évoquées précédemment. En particulier, nous consacrons le Chapitre 1 a la revue de la
décomposition ANOVA et a I'introduction essentielle des définitions d’indices de Sobol’ et de dimen-
sions effectives. Nous donnons ensuite, dans le Chapitre 2, un apergu global, mais non exhaustif, des
méthodes d’estimation des indices de Sobol’. Dans ce chapitre, nous prenons soin de ne pas évoquer
les méthodes indirectes basées sur la construction préalable d’'un métamodéle ; seules les méthodes
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directes d’intégration numérique sont introduites. C’est 1'occasion d’entrevoir les différentes problé-
matiques des méthodes d’estimation des indices de Sobol’, principalement : champs d’hypothéses,
cotut, et vitesse de convergence. Enfin, dans un troisiéme chapitre, nous revenons briévement sur les
méthodes que nous avons décrites comme locale et locale "globalisée". On y décrit notamment les
indices de sensibilité basés sur les dérivées dont I'introduction récente a été motivée par un soucis de
minimiser le cotit dans la recherche des paramétres inactifs.

Dans une deuxiéme partie, nous regroupons nos contributions (publication et prépublications) au
probléme d’estimation des indices de Sobol’. Le Chapitre 4 aborde la problématique du biais dans
les méthodes Random Balanced Design (RBD) et Random Balanced Design-Fast Amplitude Sensi-
tivity Test (RBD-FAST). Ces méthodes sont construites & partir de plans d’expériences stratifiés et
bénéficient d’un post-traitement basé essentiellement sur ’analyse harmonique. En conséquence, les
estimateurs obtenus possédent un biais qui, bien qu’il soit asymptotiquement nul, peut s’avérer prob-
lématique lorsque sa vitesse de décroissance est d’un ordre inférieur ou égal & la vitesse de convergence
de P'estimateur lui-méme. Dans ce chapitre, nous proposons, de maniére heuristique, une méthode
de correction de ce biais. Dans le Chapitre 5, nous reprenons de maniére rigoureuse ’étude des
méthodes FAST et RBD. Dans un souci de mieux comprendre ces méthodes (champs d’hypothéses,
erreur d’estimation, biais, etc.), nous proposons une nouvelle introduction de celles-ci en remontant
a Papproximation originelle — i.e. application approximative du théoréme ergodique de Weyl (voir
Section 5.3.1) — sur laquelle elles sont construites. Par suite, nous définissons FAST et RBD de
maniére alternative, mais néanmoins rigoureusement équivalente, a 1’aide de notions classiques d’in-
tégration numérique. Cela nous permet en particulier de préciser et d’établir des résultats quant a la
question de l'erreur d’estimation, et également d’introduire de nouvelles variantes de ces méthodes.
Enfin, au Chapitre 6, nous introduisons une nouvelle maniére d’aborder le probléme d’optimisation
combinatoire dans la méthode de Sobol’ pour réduire son cotit. Dans ce cadre, pour tout k < d, ou d
désigne la dimension du modéle considéré, le calcul de tous les indices de Sobol’ d’ordre k ne requiert
que deux échantillons distincts.

Enfin, dans une troisiéme partie nous faisons figurer un certain nombre d’applications de ces
développements au calcul des indices de Sobol’. Dans le Chapitre 7, nous regroupons des tests com-
paratifs entre plusieurs méthodes effectués sur des modéles analytiques. Le Chapitre 8 est quant a
lui consacré a ’étude d’'un modeéle d’écosystéme marin de prés de 90 paramétres. Le travail proposé
dans ce chapitre est essentiellement introductif et a vocation & étre développé en vue de proposer une
aide au développement, et en particulier & la calibration, de ce type de modéles.
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état de lart
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Chapitre 1

La décomposition ANOVA

L’analyse de la variance (ANOVA) telle qu’elle a été théorisée au fil du XXeéme siécle remonte
essentiellement aux travaux de Fisher [Fis25, Fis35], et est étroitement liée aux notions d’ezpérience
factorielle et d’interaction entre facteurs. Dans ce cadre, le but de ’expérimentateur consiste & évaluer,
de maniére non ambigué, quels facteurs sont prépondérants dans ’expérience qu’il méne i.e. quel
facteur par sa variation propre, ou quels facteurs par leur variation conjointe produisent la plus grande
variation sur I’observation. Pour cela, il doit définir un modéle mathématique sur les observations qu’il
reléve afin de mettre en ceuvre des tests statistiques. Plus précisément, un modéle utilisé dans une
expérience a deux facteurs A et B peut par exemple se présenter sous la forme

Y(i,j) = f(i,5) + 2(i,5), iel, jeJ

ou [ et J sont des ensembles finis décrivant les valeurs — ou niveaux — possibles respectives de A et de
B,etY(1,7), f(i,7) et Z(i, j) sont respectivement la donnée observée, le modéle déterministe théorique
reliant les deux facteurs & la donnée observée et 'erreur d’observation, lorsque les deux facteurs
prennent respectivement pour valeurs i et j. Les erreurs d’observation sont généralement modélisées
par des variables aléatoires, et le modeéle dépend des hypothéses faites sur celles-ci. L’ANOVA consiste
dans un premier temps & décomposer le modéle déterministe théorique f de fagon non-équivoque
comme une somme d’effets factoriels

fG,3) = fo+ fa(@) + fB() + faB(i,5), i€l, je (1.1)

Puis, aprés avoir estimé ces effets factoriels, ’TANOVA se résume a tester leur importance, i.e. & évaluer
par des tests d’hypotheéses si les effets fa, fp et fap sont significatifs ou s’ils peuvent étre considérés
comme négligeables. Plus précisément ces tests ont pour but d’évaluer si les variances de deux effets
différents sont significativement égales ou pas. Notons que ces tests factoriels réalisés dans le cadre
de PANOVA discréte — i.e. I et J finis — ont été étendus a des facteurs continus par Antoniadis
[Ant84]. Dans ce cas, le modéle sous-jacent devient

X(s,t) = f(s,t) + Xo(s,t), s€8,teT

ou S et T sont des espaces métriques compacts, Xo(s,t) un processus gaussien de covariance K sur
(SxT)x(SxT),et fdoit se trouver dans l’espace de Hilbert & noyau reproduisant de noyau K.

L’intérét porté & PANOVA par le domaine de 'analyse de sensibilité globale ne tient toutefois pas
a ces tests d’hypothéses, mais uniquement & la décomposition du modeéle f en effets factoriels et & la
quantification de I'importance relative de ceux-ci par le calcul d’indices de Sobol’ — voir Section 1.2.3.
Cette décomposition, communément appelée décomposition ANOVA, functional analysis of variance
(FANOVA) ou encore high-dimensional model representation-ANOVA (HDMR-ANOVA), est le sujet
unique de ce chapitre. En prenant pour origine la décomposition due a Nelder en 1965 [Nel65]— dont
la décomposition de Tjur [Tju84] énoncée dans le Théoréme 1.1 est une généralisation essentielle — et
pour fin temporaire la décomposition généralisée & des variables aléatoires continues et dépendantes
due & Hooker [Hoo07] et précisée par Chastaing et al. [CGP12] en 2012, énoncée dans le Théoréme 1.3
— nous proposons une revue des contributions apportées a cette décomposition pendant les cinquante
derniéres années.

13
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Le chapitre se compose de deux sections principales et d’une section de notes. Dans chacune des
deux sections principales, la décomposition ANOVA est introduite sous un angle singulier, d’abord par
I’algébre combinatoire et ensuite par l'algebre tensorielle. Bien que la structure de ’exposé mette en
avant la dissymétrie entre ces approches, on constate que la frontiére entre les deux est extrémement
perméable. Et finalement, au dela des dénominations multiples, et de I'inflation d’abréviations, ne se
trouve qu’un seul objet mathématique essentiellement combinatoire qui est la décomposition ANOVA.

1.1 Décomposition ANOVA par I’algébre combinatoire

Cette section a pour but d’introduire la décomposition ANOVA telle qu’elle a été énoncée par
Tjur [Tju84], laquelle généralise une précédente décomposition proposée par Nelder [Nel65]. Dans le
cadre de ces articles, la décomposition ANOVA apparait comme un objet essentiellement combina-
toire. L’exposé qui suit s’inspire principalement de la synthése effectuée par Bailey sur 'utilisation
des partitions orthogonales dans les plans d’expérience [Bai96] et des articles de Tjur [Tju84, Tju91].
La section se décompose en cing sous-sections. Dans les quatre premiéres, nous introduisons succes-
sivement les notions de facteur, partition et structure en blocs — en anglais, block structure, introduit
par Nelder [Nel65] — puis nous énoncons la décomposition ANOVA pour un espace sous-jacent fini,
avant d’évoquer la notion d’effet des facteurs et leur quantification. Dans la cinquiéme sous-section,
nous abordons la généralisation & un espace probabilisé comme elle a été introduite par Helland
[Hel98]. Enfin nous concluons en énongant deux décompositions ANOVA classiques relatives a des
variables aléatoires. Nous présentons d’abord la décomposition ANOVA pour des variables aléatoires
indépendantes dans sa version donnée par Efron et Stein [ES81]— issue des travaux de Hoeffding sur
les U-statistiques [Hoe48] — comme un cas particulier de la généralisation de Helland, et ensuite la
décomposition généralisée pour des variables aléatoires dépendantes dans sa version trés récente due
a Hooker [HooOT7] et précisée par Chastaing et al. [CGP12].

1.1.1 Facteur et partition

Soit 2 un ensemble fini; nous commencons par donner la définition de facteur telle qu’elle est
introduite par Tjur [Tju9l].

Définition 1.1. (facteur) Un facteur F est une application

F:Q—)LF

ot L est un ensemble fini de cardinal ng représentant les niveaux du facteur.

Lorsque §2 se décompose comme un produit cartésien 21 X --- x 4, on retrouve naturellement
la notion de facteur — ou paramétre, ou variable etc. — communément utilisée dans I’étude d’une
fonction de plusieurs variables, en considérant pour ¢ € [1 : d], les applications

w=(w1,...,wq) — w;

Cette notion de facteur qui peut sembler centrale pour I’énoncé de la décomposition ANOVA n’est
toutefois pas retenue dans la construction qui suit. Plus précisément, un facteur F' peut étre vu
comme la donnée conjointe de ses niveaux [ € Ly, et des sous-ensembles (F‘l(l))le 1, qui forment
une partition de . Par la suite, la notion de facteur est appauvrie de la donnée des niveaux afin de
ne conserver que la notion purement algébrique de partition suivant une relation d’équivalence.

Définition 1.2. (partition) La partition associée d un facteur F est définie par la donnée de l’ap-
plication
Cr: Q — P
w — {ae]| Fla)=F(w)}

associant a chaque élément de 0 sa classe d’équivalence suivant le facteur I,
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Dans ce qui suit, la partition Cr associée & un facteur F' sera simplement notée F', I’absence
de notion de facteur par la suite levant toute ambiguité. Les classes d’équivalence suivant F' sont
appelées F'-classes.

Une partition est dite uniforme — ou équilibrée, ou réguliére — deés lors que ses classes d’équiv-
alence ont méme cardinal. Si F' est uniforme, on note kr le cardinal commun de ses F'-classes. Il
existe deux partitions uniformes triviales quel que soit 2 ; la partition U dans laquelle la seule classe
d’équivalence est ) est définie par

U(w)=Q pour w dans €,
et la partition F dans laquelle tout singleton est une classe d’équivalence est donnée par
E(w) ={w} pour w dans Q.

On définit en outre les notions duales d’infimum et de supremum de deux partitions en ayant au

préalable introduit un ordre partiel sur 'ensemble des partitions!.

Définition 1.3. (ordre partiel) Soient F' et G deux partitions de 2. Si chacune des F-classes est
contenue dans une G-classe, F est dite plus fine que G, ou G plus grossiére que F. Si F' est plus fine
que G on notera G =X F, et si F' est strictement plus fine que G — i.e. F' est plus fine que G et G
n’est pas plus fine que F — on notera G < F.

Définition 1.4. (infimum, supremum) Soient F' et G deux partitions de 0, on appelle infimum
de F et G, et on note F' A\ G, la plus fine des partitions plus grossiéres que F' et G. Le supremum de
F et G, noté F'V G, est quant a lui défini comme la plus grossiére des partitions plus fines que F' et
G. Ces deuz opérations sont clairement associatives et commutatives.

1.1.2 Espace fonctionnel et sous-espaces associés 4 une partition

Notons R I’espace vectoriel de dimension || des fonctions & valeurs réelles définies sur Q. Muni
du produit scalaire ( , ) donné par

1
(f.9) = @ Z fw)g(w)
weN
lespace R posséde une structure d’espace vectoriel euclidien. Par la suite, aprés avoir introduit

la notion de sous-espace vectoriel (s.e.v.) de R associé & une partition, on définit les projections
orthogonales sur ces s.e.v.

~

Définition 1.5. (s.e.v. associé a une partition) Soit F' une partition de §2; on définit le s.e.v.
Ve de R associé a F par

Vi = {f €R? | Y, o/ €Q, Flw) = F(W) = f(w)= f)}.
En notant trivialement que les fonctions caractéristiques des F-classes forment une base de Vi, on
déduit que dim Ve = np.

On note W < V pour signifier que W est un s.e.v. de I’espace vectoriel V. L’ensemble des sous-
espaces vectoriels de RY associés & des partitions de © peut étre muni trivialement d’une relation
d’ordre partiel induite par celle définie sur ’ensemble des partitions de {2 — voir Définition 1.3.

Lemme 1.1. Si G < F alors Vg < V.
En outre, on note Vi le s.e.v. de R® orthogonal & Vi défini par
Vi ={f €R®, |VgeVr, (f,9) =0}

et Pr la projection orthogonale sur Vp qui & tout élément de R, avec f = f1 + f2, fi € Vi et
fa € Vi, associe fi. Par la suite, la composée entre deux projections Pr et Pg sera simplement notée
Pr Pg. On aboutit alors & la notion fondamentale d’orthogonalité entre partitions.

1. On prendra garde en manipulant ces notions car la définition de l’ordre partiel ainsi que les définitions de
supremum et d’infimum sont parfois inversées comme on le constate dans [Tju91] et [Bai96]. Les définitions que l’on
donne sont celles de Tjur [Tju9l].
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Définition 1.6. (partitions orthogonales) Deuz partitions F et G sont dites orthogonales si
Vr N Vg et Va N Vi, g sont des s.e.v. orthogonauz.

En particulier, une partition est orthogonale & elle méme, et si une partition F' est strictement plus
fine ou plus grossiére que G alors F' et G sont orthogonales. On termine par le résultat élémentaire
suivant qui lie I'orthogonalité entre partitions & la commutativité entre projections associées.

Lemme 1.2. Deux partitions F' et G de ) sont orthogonales si et seulement si
PrpPg = PoPr = Prag. (1.2)
Démonstration. Soit v € R®; on a PgPr(v) = Pg(vr) oil on peut décomposer vp par
vp = Ppag(vr) +0 avec v’ € Ve N Vi

On a bien entendu que pour tout u € Vg N Veag, (v, u) = 0, et si F' et G sont orthogonales, on a
par la Définition 1.6 que pour tout u € Vi N Vi, 4, (v, u) = 0. Par suite on déduit que v’ € V7 et
on déduit

Pg(vr) = PgPrac(vr) = Prag(vr) = PragPr(v).

Finalement on a montré que P Pr = Ppag Pr et donc que Po Pr = Ppag. La conclusion de I'implica-
tion dans le sens direct suit par le role symétrique de F et G. L’implication réciproque est immédiate
en remarquant que la Formule (1.2) implique que Vg N VI%AG CVi+. (|

1.1.3 Structure en blocs et décomposition de Tjur

Une structure en blocs est simplement définie comme un ensemble structuré par une famille de
partitions.

Définition 1.7. (structure en blocs) Une structure en blocs est un couple (Q,F) ot Q est un
ensemble et § une famille de partitions de 2.

Une telle structure dépend naturellement des propriétés vérifiées par I’ensemble des partitions §.
Les conditions minimales sur § nécessaires & I’énoncé de la décomposition ANOVA ont été données
par Tjur [Tju84]. Elles sont au nombre de trois, et une structure en blocs qui vérifie ces conditions
est appelée structure en blocs de Tjur — en anglais, Tjur block structure.

Définition 1.8. (structure en blocs de Tjur) Une structure en blocs de Tjur est une structure
en blocs (0, F) dans laquelle la famille de partitions § vérifie

(T1) la partition la plus fine — i.e. E — est dans §,

(T2) § est stable pour linfimum,

(T3) les partitions de § sont orthogonales deux a deus.

Finalement, dans ce cadre élémentaire, on peut énoncer la décomposition ANOVA.

Théoréme 1.1. [Tjur, 1984] Soit (2, F) une structure en blocs de Tjur, alors il existe une unique
décomposition de R en somme directe orthogonale

1
R? = (P Wr (1.3)
Feg

telle que pour tout F' € §,
1
VF = @ WG)
GeF, GXF
ot les Vi sont les s.e.v. de R associés aux partitions F € §.
Nous reproduisons dans ses grandes lignes la preuve originale de Tjur — voir [Tju84] pages 42—44

— d’une part parce qu’elle permet de comprendre par quels mécanismes combinatoires on aboutit &
la décomposition ANOVA, et d’autre part parce qu’elle introduit des objets utiles par la suite.
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Démonstration. (Existence) D’abord on a 'égalité
1=T] (Pr+-Pr)
Feg

ot I est Popérateur identité sur R. Puis en développant le terme de droite, il vient

I=> Qe (1.4)

Gy

ou chacun des Qg est défini par

o (11

Notons alors que les opérateurs I — Pr, F' € §, sont les projecteurs orthogonaux sur Vi, et comme les
projections Pg, F' € §, commutent deux & deux — par (T3) dans la Définition 1.8 et le Lemme 1.2 —
on déduit que les Qu, & C §, sont des projecteurs orthogonaux commutant deux & deux également.
Définissons alors pour tout @ C § les sous-espaces vectoriels We = {Qe(f), f € R®} et notons qu’ils
sont, orthogonaux deux & deux du fait que

(R 75 &y = Q@1Q®2 =0.

On déduit alors de la Formule (1.4) la décomposition en somme directe orthogonale

1T (IPF))-

Feg\o

i
R® = P We. (1.5)
6CF

Néanmoins, la majorité des sous-espaces W, & C §, sont triviaux. En effet, soit & C §, on a

(a) si F' et F’ sont deux partitions de Q telles que F € &, F' ¢ & et F < F’, alors Qs = 0 car il
contient Pp(I — Pps) qui s’annule dés lors que F' < F’; et par suite Wg = {0}

(b) si G = A\pee I n'appartient pas & & alors il appartient néanmoins a § — d’apres (T2) dans
la Définition 1.8 — et on conclut que Qs = 0 car il contient le produit de (I — Pg) et de
[lree Pr="ra

(c) en revenant a la définition des Qg et en notant que par (T1) dans la définition des structures
en blocs de Tjur, la partition en singletons E est dans §, on aboutit aisément & Qyp =0

Par suite, seuls les & C § de la forme {F € §, G < F'}, G € § engendrent des sous-espaces W non
triviaux. On note alors simplement Wg = Wipeg, a=<r) et Qc = Qreg, g<ry et on déduit de la
Formule (1.5) la décomposition en somme directe orthogonale

iR
R = EBWF.

Feg

Puis en notant que
| Qe si GXF
PrQa = { 0 sinon

on a

Pp = PF(Z QG) = Qa (1.6)

GeF G=F

et par suite

iR
Vi = EB We.
G=F

(Unicité) Considérons une autre décomposition R? = @?63 W, supposons qu’il existe F' dans
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T tel que Wg # W} et montrons qu’on aboutit & une absurdité. En effet, on peut toujours trouver
G = F tel que W # W[, et Wy = Wy, pour tout H < G. Par suite, comme

1 1
VG = @ WH = @ W;{a
H=G H=G
on obtient que soit {H € § | H < G} est vide, soit @JB‘HG Wy # @J}‘HG W,. Le premier cas méne
a Vg # Vg et le second a @§<G Wy # @JI;HG Wy ; la conclusion suit. O
Les sous-espaces vectoriels Wg, F' € §, sont généralement appelés strates, et leurs dimensions
respectives, notées dg, sont appelées degré de liberté de F. Dans le cadre combinatoire introduit

précédemment, on parle couramment de décomposition en strates lorsqu’on évoque la décomposition
de la Formule (1.3). Ces sous-espaces Wr, F' € § peuvent étre explicités en fonction des Vg, G € §.

Corollaire 1.1. La strate Wg associée 4 une partition F de § se définit comme

WFVFm< > Vg)L.

GeF, G=F

Démonstration. On note d’abord que par définition des Qp, F € §, dans la preuve du théoréme
précédent

Qr = Qagez, F=c}
- (FE[G PG> <F1;IG(I - PG))
= PF( 1;[ (Pr — PF/\G))
F4G
= PF< 11 (Pr Pg)).
G<F

Ensuite, considérons f € R®, F € § et Gy < F'; alors comme les Py, G € §, commutent deux a deux,
on a

Qr(f) = (Pr=Pg,)Pr [ (Pr—Ps,)(/)

G<F, G£Gy
= (PF—PGO)(f/)a avec flGVF

et donc Qp(f) € Vg, . Par suite Qr(f) € (X gp Vg)L, et de la méme maniére il est aisé de constater
que Qp(f) € Vr. Finalement, on a l'inclusion

1
WngFm( Z VG>.

GEF, G<F
L’inclusion inverse se déduit également de la commutativité des projecteurs orthogonaux Pg, F € §,
en notant que si f € Vp N (EGE& G<F Vg)L alors Qr(f) = f. Et la conclusion suit. O

Remarque 1.1. Dans la preuve du Théoréme 1.1, lVitem (c) dans la caractérisation des projecteurs
orthogonauz Qg , & C § ne figure pas dans la prevve originale. C’est un ajout que l’on fait car Qg n’est
pas automatiquement l'application nulle, elle ’est dans le cas d’une structure en bloc de Tjur parce
qu’une telle structure contient la partition en singletons E. D’ailleurs, c’est a cet endroit seulement
de la preuve que (T1) dans la Définition 1.8 opére. En toute rigueur, la preuve originale ne permet
pas de conclure a (1.3).

Remarque 1.2. Bailey [Bai96] donne une démonstration extrémement réduite de ce théoréme en se
basant sur la formulation explicite des strates donnée dans le Corollaire 1.1 — voir Théoréme 2 page
56 dans [Bai96]. On conseille néanmoins la lecture de la prewve originale de Tjur plutét que celle de
Bailey tant les hypothéses d’application — les propriétés (T1), (T2) et (T3) de la Définition 1.8 —
sont masquées dans la version de cette derniére.



1.1. DECOMPOSITION ANOVA PAR L’ALGEBRE COMBINATOIRE 19

1.1.4 Effet des facteurs et leur quantification

Dans cette section, nous parlons d’effet de facteurs mais il s’agit en toute rigueur d’effet de
partitions induites par leurs facteurs correspondants.

En reprenant la définition des projecteurs orthogonaux Pp, F' € §, et le Lemme 1.1, on définit
naturellement Pr(f) comme Ueffet des facteurs G < F sur la fonction f € R. Et en introduisant la
norme euclidienne induite par le produit scalaire sur R, notée simplement || - ||, on peut quantifier
cet effet par

SCBr(f) = ||Pr (/)] (L.7)

ou SCB est ’abréviation de la dénomination classique somme de carrés brute — en anglais, crude sum
of squares (CSS). Dans ce cadre la décomposition ANOVA consiste simplement en un moyen d’isoler
Peffet de chacun des facteurs dans Pr(f). Plus précisément, a I’aide des projecteurs orthogonaux @
sur Wg, F € §, on définit naturellement Qp(f) comme I’effet du facteur F sur la fonction f € R®.
Cet effet est alors quantifié par

SCr(f) =1Qr(HIP

ou SC est 'abréviation de la dénomination classique somme de carrés — en anglais sum of squares
(SS). Ce formalisme est bien défini, au sens ou, les Qp, F' € §, étant deux & deux orthogonaux —
voir la preuve du Théoréme 1.1 — on a

SCBr(f) = Y SCa(/)

G=F

et en particulier pour F' = F

I£117 =" SCr(f)- (1.8)

FegF

En pratique, un calcul direct permet d’estimer les quantités SCBr(f), F € §, et on applique une
formule d’inversion de Mobius — voir par exemple [Stal2] — pour calculer effet de chacun des
facteurs comme suit,

SCr(f) = > u(G,F)SCBa(f)

G=F

avec la fonction de Mdbius définie récursivement

w(F, F) = 1 pour tout F € §
wG F)= - Z w(G,H) pourtous G <F, G, F€F.

G=H<F

En particulier, si la famille de partitions § est de la forme § = P({Fl, ce Fn}) alors ’ordre partiel
< est simplement la relation d’inclusion C, et (G, F) = (=1)IFI=I¢l F,G € §, et on aboutit alors
la formule classique

SCr(f) = > (~1)FII9ISCBG(f). (1.9)

GCF

1.1.5 Généralisation & un espace probabilisé

La généralisation de la décomposition de Tjur donnée par Helland [Hel98| consiste a appliquer
le formalisme combinatoire précédent en remplacant I’ensemble fini €2 par un espace probabilisé en
notant que la démonstration du Théoréme 1.1 ne met en jeu que des combinaisons de projecteurs
orthogonaux, et que le role spécifique de Q et de son espace fonctionnel associé R peuvent étre
marginalisés.

On considére dorénavant un espace probabilisé (2, £,P) ainsi que 1’espace vectoriel, noté L(€) =
L?(Q, &, P;R), des variables aléatoires réelles de carré intégrable définies sur (2, &,P). Sa structure
d’espace de Hilbert — pour le produit scalaire usuel (Y1, Y2)p = [V1Y2dP, Yy, Ya € L?(E) — permet
de définir des projecteurs orthogonaux via l'espérance conditionnelle.

Nous reprenons maintenant point par point le formalisme introduit dans la section précédente en
I’allégeant, néanmoins de la notion de facteur.
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Partition Une partition de (2,&,P) est une sous-tribu de £. Par la suite, on ne parle d’ailleurs
plus de partition, mais uniquement de sous-tribu.

Ordre partiel L’ensemble des sous-tribus de £ est naturellement muni d’un ordre partiel induit
par l'inclusion. Une sous-tribu F est dite plus fine que G si G C F. La partition la plus fine est la
tribu &, et la plus grossiére est la tribu grossiére {0, Q2}.

Infimum, supremum On définit Uinfimum et le supremum de deux sous-tribus F et G de £
respectivement par

FAG = FnNgG
FVG = o(FUg)

ot () désigne la tribu engendrée. Ces deux opérations sont clairement associatives et commutatives.

Sous-espace vectoriel associé a une tribu A toute sous-tribu F de £ est associé le sous-espace
vectoriel
L*(F)={Y € L*(€) | Y est mesurable par rapport a F}. (1.10)

Projecteur orthogonal associé a4 une tribu A toute sous-tribu F de &£ est associée le projecteur
orthogonal Pr sur L?(F) défini via ’espérance conditionnelle

VY € L*(Q), Pr(Y)=E[Y|F].

Tribus orthogonales Deux tribus F et G de & sont dites orthogonales si L2(F) N L?(F A G)* et
L3(G) N L3(F A G)* sont des s.e.v. orthogonaux.

Avec ce nouveau cadre, on aboutit & la généralisation du Théoréme 1.1 annoncée.

Théoréme 1.2. [Helland, 1998] Soit § une famille finie de sous-tribus constituant une structure
en blocs de Tjur — voir Définition 1.8 — alors il existe une unique décomposition de L*(E) en somme
directe orthogonale

L
L&) = @ Wr

Feg

satisfaisant pour toute sous-tribu F € §

1
L*(F)= P wg

ger
ot les L*(F) sont définis dans la Formule (1.10).

Démonstration. La preuve consiste d’abord & remarquer que la décomposition ANOVA donnée par
Tjur peut se réduire a la décomposition des projecteurs orthogonaux Pr, F' € § de la Formule (1.6),
la décomposition de I’espace euclidien R de la Formule (1.3) en étant seulement une conséquence
directe. Par suite, la preuve du Théoréme 1.1 est indépendante de la structure de ’espace de fonction
considéré et ne repose que sur les propriétés de la famille §; elle s’applique donc sans restriction
ici. O

1.1.6 Décomposition ANOVA de variables aléatoires

Il est possible de restreindre la décomposition de Helland & des familles de tribus engendrées
par des variables aléatoires indépendantes. Dans ce cas, la décomposition ANOVA obtenue est celle
énoncée par Efron et Stein en 1981 [ES81] — voir également [Van98] pages 158-159 — conséquence
des travaux initiaux de Hoeffding sur les U-statistiques [Hoe48]. Nous présentons donc ce résultat
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comme un corollaire anachronique du Théoréme 2. Nous terminons en donnant une version de cette
décomposition ANOVA pour des variables aléatoires dépendantes [Hoo07, CGP12]; dans ce dernier
cas, I'espace probabilisé L?(€) se décompose toujours en somme directe de strates Wr, F € F.
Néanmoins, les strates ne sont plus orthogonales, et par conséquent, le formalisme de la décomposition
de Tjur et Helland ne permettent pas d’aboutir a cette décomposition.

Corollaire 1.2. [Efron & Stein, 1981] Soient X1,..., X4 des variables aléatoires indépendantes
réelles définies sur un espace probabilisé (2, A,P), et & = o(X) la tribu engendrée par le vecteur
aléatoire X = (X1,...,Xq). Alors toute variable aléatoire réelle de carré intégrable Y définie sur
(Q,E,P) se décompose de maniére unique sous la forme

Y = Z Nu(Xu) Pp.s.
uCl1:d]

ow les 2¢ — 1 variables aléatoires dans le membre de droite sont deux ¢ deuzx orthogonales.

Démonstration. Pour tout u C [1 : d] non vide, considérons la tribu engendrée par les X,,, F, = 0(Xy)
et notons Fy la tribu grossiére. Alors § = {F,, u C [1 : d]} est une structure en blocs de Tjur. En
effet
(T1) est triviale
(T2) est vérifice en notant que pour tous u, v dans [1 : d], F, N Fy = Funo
(T3) est vérifiée en notant que pour tous u, v dans [1 : d], F, et F, sont indépendantes condi-
tionnellement a F, N F, (voir, e.g., [CMCO03]), et par suite pour toutes variables aléatoires Y7,
Ya respectivement dans L2?(F,) N L?(F, N Fp)t et L2(F,) N L2 (Fy N Fy)*t, on a

EViY] = E[EWMY: Fun F]| = E[E[IFR N FJENIF N F]] =0

et la conclusion suit.
Par suite le Théoréme 2 s’applique et on a la décomposition en somme directe orthogonale

1
P . (1.11)

uCl1:d]

avec pour tout u C [1 : d
L*(Fu) = Ep W (1.12)

Ensuite, soit Y € L?(€), notons Y = >_uc[i:q) Yu la décomposition de Y. Alors la Formule (1.12)
implique que B
E[Y|F ZY" P-p.s., uC|[l:d]

vCu

et par la formule d’inversion de Mo6bius donnée en (1.9), on obtient la forme explicite suivante des
Y, uC [l :d]
Y, = Z HH=PIE[Y|F] Pp.s.

vCu

et la conclusion suit. O

Dans le cas de variables aléatoires dépendantes, la décomposition en strates qu’on obtient dans la
Formule (1.11) du corollaire précédent est toujours valide, mais les strates ne sont plus orthogonales
deux & deux. Les travaux sur ces décompositions ont été initiés par Stone [Sto94] et Hooker [Hoo07],
et ont fait Pobjet d’'un développement récent par Chastaing et al. [CGP12].

Théoréme 1.3. [Chastaing, Gamboa et Prieur, 2012] Soient X1, ..., X, des variables aléatoires
dépendantes réelles définies sur un espace probabilisé (Q, A, P), £ = 0(X) la tribu engendrée par le
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vecteur aléatoire X = (X1,...,X4), et Px la mesure image de X. Si Px est absolument continue par
rapport 4 une mesure produit v et qu’il existe une constante 0 < M < 1 telle que pour tout u C [1: d]

dPx, dPx,. _ dPx
dv, dvye — dv’

M

alors on a la décomposition de L*(£) en somme directe
- D w

uCJ[1:d]

0w les strates Wy, u C [1: d], sont définies par
i
Wy = Vun (Z Vu>
vGu

ou Vy = L*(0(Xy))-
Démonstration. Voir la preuve du Théoréme 1 dans [CGP12]. O

Dans la décomposition de Efron & Stein, il est possible de quantifier 'effet de chaque variable ou
groupe de variables en utilisant la norme induite par le produit scalaire comme cela est fait dans la
Section 1.1.4. Plus précisément, pour u C [1 : d] non vide, on introduit les quantités

n = PR
= (Y, Pr,(Y))p (1.13)
et
ol = [lQr M) 1.14)
= (Y, Qr,(Y))e. (1.15)

On pose oj = 75 = 0, et pour tout u C [1 : d] non vide, on a aisément que
2
o = |[EY A = Var[E[Y | 7]
— car W, C L?(, Fy,P)* d’aprés le Corollaire 1.1. Par linéarité du produit scalaire, (1.13) et (1.15)

donnent
2 _ Z 2
T, = Oy
vCu
et en particulier, en notant o2 = Var[Y], on a

= > o (1.16)

uCll:d]

Puis par la formule d’inversion de Mobius de la Formule (1.9), on a

op =Y (~n=lizg, (1.17)

vCu

En ce qui concerne la décomposition ANOVA pour variables aléatoires dépendantes, la quantification
est moins compléte. On définit uniquement les o2, u C [1 : dJ, par la Formule (1.15) — notons au
passage que ’égalité entre (1.14) et (1.15) ne tlent plus par défaut d’orthogonalité. Dans ce cas, on
a pour tout u C [1: d], 02 = Cov(Y,7,(Xy)) ot Y se décompose sur les strates W, (voir Théoréme

1.3. ci-avant) comme
Y= ) nu(Xu.
uCl1:d]
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Et par suite on obtient trivialement

2 _ § 2
g~ = Oy

uCJ[1:d]

Nous remarquons qu’en introduisant dans le Corollaire 1.2 la notion de fonction de plusieurs
variables — rappelons que Y est mesurable par rapport & £ si et seulement si il existe une fonction
borélienne f : R? — R telle que Y = f(Xy,...,X4) — on fait apparaitre naturellement la notion de
produit tensoriel. C’est un outil important dans la décomposition ANOVA comme nous le montrons
dans la section suivante.

1.2 Décomposition ANOVA par I’algébre tensorielle

L’algébre tensorielle est extrémement adaptée au traitement de la décomposition ANOVA, comme
en témoigne l'article de Takemura en 1983 [Tak83]. Elle permet entre autre de retrouver la décom-
position ANOVA du Corollaire 1.2 d’'une facon différente. On obtient alors ce que nous appelons
décomposition de Sobol’ en référence au travail initial de Sobol’” [Sob93]. Notons que l'intérét essentiel
d’utiliser ’algébre tensorielle dans le cadre de la décomposition ANOVA est qu’elle permet de définir
des décompositions ANOVA spectrales relativement & des bases orthonormales.

1.2.1 Décomposition sur un espace sous-jacent fini

Cette section s’inspire en partie de la décomposition énoncée dans le Théoréme 3.2 pages 42—43
dans [Col70].

Espaces fonctionnels élémentaires Soient q,...,; des ensembles finis non vides, By, ..., By
leur tribu discréte associée — ie. B; = P(£;), ¢ € [L: d] — et p1, ..., puq des mesures de probabilité
définies sur chacun des B;, i € [1 : d]. Pour tout indice i € [1 : d], on considére I’espace vectoriel R
des fonctions réelles définies sur 2;, et on introduit ses deux s.e.v.

Wyio = {f € R% | f est constante ui—p.s.},
Waa = {rer® | [ fau=o}.
Q;

Notons que W,,, o et W,,, 1 sont supplémentaires I'un de I'autre dans R

Espace fonctionnel principal Notons

Q = Q x---xQy,
B = Bix---xBg = P(Q),
po= Q.

On peut alors définir ’espace R comme espace des fonctions réelles définies sur Q. Il est lié na-
turellement aux R par Iisomorphisme

R? ~ (X) R (1.18)
1€[1:d]

— voir par exemple le Corollaire 1 dans [CO68| page 84. En outre, on munit cet espace du produit
scalaire

(f.9)n =Y flwgw)pw),

weN

ce qui lui confére une structure d’espace de Hilbert.
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Sous-espaces vectoriels de R L’identification (1.18) permet d’introduire des sous-espaces vec-
toriels de R construits & partir du produit tensoriel. En particulier, on définit les espaces Vi

u C [1:d] par
Viw= & Ui
1€[1:d]
avec pour tout i € [1 : d]
Ui:{RQi s%z'Eu
Wy, 0 sinon.

Les éléments de V), , sont les fonctions f € R® telles que pour tout x et x’ dans €,
Xy =Xy = f(x) = f(x) pps.
Plus simplement, ce sont les fonctions qui ne dépendent pas des variables i ¢ u.

Le résultat principal de cette section repose essentiellement sur l'identification qui suit — voir
Théoréme 8.10 pages 94-95 dans [CO6S].

Lemme 1.3. Soient I et J;, i € I une famille d’ensembles finis non vides, et I; j, i € I, j € J; une
famille d’espaces vectoriels. Pour tout i € I, considérons

Ei =P Ei;-

JEJ:

Soit X l'ensemble des applications x de I dans U;c1J; telles que pour tout i € I, x(i) € J;. Pour tout

X € X, considérons
Ey = ® Ei x(i-

iel
Alors on a l’isomorphisme
R~ @ty
i€l XEX
Démonstration. Voir la preuve du Théoréme 8.10 [CO68]. O

Théoréme 1.4. Awvec les notations précédentes, il existe une unique décomposition de R en somme
directe orthogonale

@ W (1.19)
uCll:d]
telle que
L
Viw =P Wi (1.20)
vCu
Démonstration. (Existence) Pour tout u C [1: d] on définit les strates
Wi = @ W, 1.0)
i€u

Aprés avoir remarqué que pour tout i € [1: d], les s.e.v. de R®, W,,, o et W, 1 sont supplémentaires
dans R on applique le Lemme 1.3 aux espaces vectoriels E;, i € [1 : d], suivants

Ei =Wyio® Wy a

On obtient que

@ B = D Wi

ie[1:d] uC[1:d]
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et par identification (1.18) on aboutit & (1.19). Puis pour u C [1 : d], en appliquant le Lemme 1.3
aux espaces vectoriels F;, i € [1 : d], suivants

E, = WM7O@W¢,1 sii€Eu
Ei = Wm,O sinon

on aboutit & (1.20).

(Unicité) On le montre aisément en appliquant une preuve identique a celle de l'unicité de la dé-
composition dans le Théoréme 1.1.

(Orthogonalité) Soient u et v deux sous ensembles distincts de [1 : d] ; on montre que pour toutes
fonctions f € W, et g € Wy, u, on a (f,g), = 0. Dans un premier temps, on vérifie cette propriété
pour

f= @ fi avee fi € Wi 1,0

1€[1:d]
et

9= @ g avec gi € Wy 1,0)-
1€[1:d]

En effet, dans ce cas, comme u et v sont distincts, il existe j € [1 : d] tel que j € uAv. Par suite f;g; est
de moyenne nulle et on conclut par le théoréme de Fubini. La conclusion concernant 1’orthogonalité
suit en notant que les f et g considérés plus haut engendrent respectivement W, ,, et W, ;. O

1.2.2 Décomposition de Sobol’

La construction de la décomposition précédente se généralise de facon naturelle & la dimension
infinie. Pour la suite, considérons p tel que 1 < p < +oo.

Espaces fonctionnels élémentaires On considére les espaces LP(u;) = LP(R, B(R), pi; R), i € [1 :
d], ou B(R) désigne la tribu borélienne sur R, et y;, ¢ € [1: d], une famille de mesures de probabilité
sur R, et on introduit leurs deux s.e.v.

Wyo = {f € LP(u;) ‘ f est constante ui—p.s.}

[fer| /Q f =0},

Notons que W, o et W,,, 1 sont supplémentaires 'un de 'autre dans LP(u;).

Wﬂml

Espace fonctionnel principal Considérons I'espace vectoriel LP (1) = LP(R?, B(R?), u; R) ot =
1 ® - @ pg. Il est lié naturellement aux LP(u;) par I'isomorphisme

()~ Q) () (1.21)

i€([1:d]

— voir par exemple le Théoréme VI-20 page 212 dans [Vil08]. En outre, si p = 2, LP(u) est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire

(f,9)u = /Rd fg du.

Sous-espaces vectoriels de LP(u) L’identification (1.21) permet d’introduire des sous-espaces
vectoriels de L” (1) construits & partir du produit tensoriel. En particulier, on définit les espaces V), y,

u C [1:d] par
Viu= & U
i€([1:d]
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avec pour tout i € [1 : d]
{ LP(u;) si i€u
U, = .
Wy,0  sinon.
Dans ce cadre, on obtient une décomposition ANOVA qu’on désigne comme la décomposition de

Sobol’ en référence a la décomposition énoncée par Sobol’” en 1990 — voir Théoréme 1 page 408 dans
[Sob93] — dont le résultat ci-dessous n’est qu’'une généralisation.

Théoréme 1.5. (Décomposition de Sobol’) Avec les notations précédentes, il existe une unique
décomposition de LP () en somme directe

L’(w)= P W (1.22)

uCl1:d]

telle que
Viw =P Wi (1.23)

vCu

De plus, pour p =2, les sous-espaces vectoriels W, ,,, u C [1 : d] sont orthogonauzr deuz & deus.

Démonstration. La preuve est constructive, et pour tout u C [1: d], on introduit les strates

W#yu == ® WlM,lu(i)'

S

Ensuite, le lemme 1.3 n’étant pas conditionné a la dimension finie des espaces vectoriels, il s’applique
sans restriction ici et la preuve est identique & celle du Théoréme 1.4. O

Remarque 1.3. On retrouve rigoureusement [’énoncé de la décomposition ANOVA de Efron &
Stein — wvoir Corollaire 1.2 — en notant que Y est o(X)-mesurable si et seulement si il existe une
application borélienne f de R? dans R telle que Y = f(X).

Exemple 1.1. Lorsque p est la mesure uniforme sur [’hypercube unité [0,1]? et p = 1, on retrouve
le Théoréeme 1 dans [Sob93|.

1.2.3 Indices de Sobol’ et dimensions effectives

Nous revenons maintenant en détail sur la quantification des différents termes d’une décomposition
ANOVA relative a des variables aléatoires indépendantes. Par la Remarque 1.3, une telle décomposi-
tion s’obtient de maniére équivalente par le Théoréeme 1.2 ou 1.5. En outre, nous avons vu précédem-
ment que cette quantification se fait naturellement en utilisant la norme euclidienne de ’espace de
Hilbert considéré — voir Formules (1.13-1.17) —, et que la Formule (1.16) suggére de normaliser les
quantités obtenues par la variance de Y, notée o2, qui ne dépend d’aucun sous-ensemble u C [1 : d].
Cette normalisation méne & la définition des indices de Sobol’ ou indices de sensibilité basés sur la
variance dont nous donnons un résumé dans la définition suivante.

Définition 1.9. (Indices de Sobol’) Soit 0% = 2 oC(1:d] o2 la décomposition de la variance corre-
spondant a la décomposition ANOVA de d variables aléatoires indépendantes — wvoir Section 1.1.6.
Alors pour uw C [1: d], on définit

(i) Uindice de Sobol’ élémentaire

Sy =

IES

Siu={i}, S;y quantifie 'importance relative de [’effet principal dd a la variable X;. Siu| > 1,
Sy quantifie importance relative de l'interaction d’ordre |u| entre toutes les variables X;, i € u.

(i1) Uindice de Sobol’ descendant, ou global
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ol on rappelle

2 2
Iu*E Oy-

vCu

Il quantifie I'importance relative de tous les effets principaux dus o chacun des X;, i € u, et de
toutes les interactions entre plusieurs variables parmi les X;, i € u.

(i1i) lindice de Sobol’ ascendant, ou total

R
f=3 V)

ol
e

I

|

ou on définit
=2 2
2= o
uNv#)
1l quantifie limportance relative de tous les effets principauz et des interactions totalement ou
partiellement dus aux variables X;, i € u.

Notons que pour tout u C [1:d], 72 =02 —12.; et 0 < 02 < 72 <72 < o2

Ces notions permettent de quantifier 'importance relative des variables ou groupes de variables
d’entrée sur la variable de sortie. Une autre notion utile pour définir la structure des variables ou
groupes de variables non négligeables est celle de dimension effective [CMO97] qui se dédouble en
deux définitions.

Définition 1.10. (Dimensions effectives) La fonction [ a pour dimension effective s au sens de

la superposition si
Z 02> (1—¢)o?

lu|<s

et pour dimension effective s au sens de la troncature si

Z 02> (1—¢)o?

uCl:s

ot £ est un parameétre fixé arbitrairement ; généralement, on considére € = 0,01.

1.2.4 Décompositions spectrales

La décomposition de Sobol’, pour p = 2, s’adapte particuliérement bien au cadre des bases
orthonormales dans des espaces de Hilbert. La décomposition due & Sobol’ en 1990 [Sob93] n’est
d’ailleurs qu’une généralisation d’une décomposition obtenue en exploitant les décompositions en on-
delettes de Haar, vingt ans plus tot [Sob69]; citons également les travaux de Cukier et al. [CLST78]
exploitant les décompositions en série de Fourier dans les années 1970. De maniére plus générale, la
notion importante dans ce cas particulier est celle de base adaptée a une décomposition en somme
directe.

Définition 1.11. (base adaptée) Soient E un espace vectoriel, et Fy, ..., Fy une famille de s.e.v.
de E tels que
E=F & -3 F;. (1.24)

Une base (P;)icr de E est dite adaptée a la décomposition (1.24) si il existe une partition {I, ..., 14}
de I telle que pour tout k € [1:d], (®;)icr, est une base de Fy.

En particulier, on a la propriété suivante.

Proposition 1.1. Pour tout i € [1 : d], soit (®;;)jen une base orthonormale de L*(R, B(R), u;; R)
telle que ®;0 = 1. Alors (P15, ® -+ @ Pgj,)jene est une base adaptée a la décomposition ANOVA sur
L2(RY, B(RY), 4;R) énoncée dans le Théoréme 1.5.
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Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition des strates dans la décomposition de
Sobol’ et du lemme suivant. O

Lemme 1.4. Soient (P1;)ien et (Po;)ien des bases orthonormales respectives des espaces de Hilbert
Hy et Hy, alors (P15, @ Paj, )ienz est une base orthonormale de Hy @ Hs.

Démonstration. Voir par exemple Alinéa 6 pages 56-57 dans [CH53]. (|

Une base orthonormale adaptée & une décomposition de Sobol’ permet donc d’expliciter chaque
composante de la décomposition de maniére unique sur la famille de fonctions formant la base. En
outre, elle permet de donner une version spectrale des mesures d’importance o2, u C [1 : d] et par
suite des indices de Sobol’. Plus précisément, soient cy, k € N9, les coefficients de la décomposition
d’une fonction réelle f € L?(RY, B(R?), u;R) sur une base orthonormale (®1j, ® -+ ® ®gj, )jend, i-e.

F) =) ()

keNd
alors
2 _ 2
Oy = § |ck|
keN;
ol

Nz:{(kl,...,k/’d) |Vi€u, k; € N* et Vi € u°, kiZO}.

Les principaux exemples d’applications sont les décompositions en série trigonométrique (voir en
particulier le Chapitre 5) ou suivant des polyndémes orthogonaux associés & des lois de probabilités
classiques qui conduisent & des décompositions en chaos polynomial généralisés, dits de Wiener-Askey
— voir e.g. [Hoc72] pour des généralités sur les polynomes orthogonaux, et [Bla09] pour une étude
applicative en analyse de sensibilité — dont la correspondance est reportée dans la Table 1.1.

distribution polynomes support
continue gaussienne Hermite R
exponentielle Laguerre R4
gamma Laguerre généralisés R4
beta Jacobi [a, b]
uniforme Legendre [a, b]
discréte Poisson Charlier {0,1,2,...}
binomiale Krawtchouk {0,1,...,N}
binomiale négative Meixner {0,1,2,...}
hypergéométrique Hahn {0,1,...,N}

TABLE 1.1 — Distributions et familles de polynémes orthogonaux pour les chaos de Wiener-Askey.

1.3 Notes

1) De maniére analogue & la décomposition ANOVA, d’autres décompositions fonctionelles re-
posent sur la notion de projecteurs orthogonaux commutant deux & deux. Dans le domaine de I’ap-
proximation fonctionnelle, on peut citer par exemple la décomposition ancrée — en anglais, anchored
decomposition — (voir e.g.[Gri05, KSWW12]), qu’on trouve également dans la littérature sous le nom
de cut-HDMR (voir e.g. [RA99]).

2) Les conclusions des Théorémes 1.1 et 1.2 — i.e. les décompositions de Tjur et de Helland —
rendent, explicite une propriété de la décomposition ANOVA qui n’apparait ni dans le Corollaire 1.2
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— i.e. la décomposition de Efron & Stein — ni dans la décomposition de Sobol’ originale [Sob93].
En effet, les Théorémes 1.1 et 1.2 établissent que 'espace étudié R (resp. L2(€)) se décompose en
somme directe orthogonale de strates Wg, F' € § (resp. F € §) i.e. que tout élément de cet espace se
décompose de maniére unique sur une famille de s.e.v. orthogonaux. Mais en outre, ils affirment que
cette décomposition en somme directe — i.e. la donnée particuliére des s.e.v. — est unique sous la
contrainte que

iR 1
VEeg, Vi= @ Wo (esp.VFeF Vr= @ Wo).
GEeF,FLF Ges,GCF

3) Dans le domaine de l'intégration numérique, la notion de dimension effective a principalement
permis de caractériser les fonctions dont le calcul de I'intégrale par une méthode de Monte Carlo peut
étre optimisé par une méthode de quasi-Monte Carlo. En effet, sans hypothése particuliére sur 'inté-
grande, une méthode de quasi-Monte Carlo ne peut théoriquement étre plus efficace qu'une méthode
de Monte Carlo que pour des tailles d’échantillons trés grandes qui croissent avec la dimension (voir
e.g. [Thi00]). Néanmoins, certaines applications, en particulier & la finance (voir e.g. [PT95]), mon-
trent que les méthodes de quasi-Monte Carlo peuvent surpasser la méthode de Monte Carlo pour des
dimensions élevées — d = 360 — et des tailles d’échantillons raisonnables. Dans ce cas, l'intégrande
se révele étre la somme de fonctions de petites dimensions [CMO97]. Réciproquement Owen [Owe02]
a montré que pour des intégrations numeériques quasi-Monte Carlo relativement & des (t,m, s)-net
randomisés [Owe97], si une fonction f est moins bien intégrée par une méthode de Monte Carlo, alors
cette fonction posséde une petite dimension effective au sens de la superposition.

Parallélement & ces notions de dimension effective a été développée une théorie de l'intégration
numeérique sur des espaces de Hilbert & noyau reproduisant (RKHS) pondérés, comme les espaces de
Sobolev ou de Korobov pondérés (voir e.g. [KSS12] pour une revue récente). Dans ce cadre, lefficacité
de la méthode de quasi-Monte Carlo — une quadrature sur un sous-groupe fini du tore, également ap-
pelée lattice rule en anglais (voir e.g. [SJ94]) — dépend des poids qui paramétrisent le RKHS. Comme
nous le notons dans la Remarque 5.3, les cas particuliers dans lesquels la méthode de quasi-Monte
Carlo montre des performances remarquables s’expliquent essentiellement par la dimension effective
des fonctions appartenant a ces RKHS particuliers. Owen [Owel2b] a récemment formalisé ce lien
dans des espaces de Sobolev pondérés en introduisant une nouvelle notion de dimension effective.

4) En se basant sur la décomposition ANOVA et sur les indices de Sobol” élémentaires, Liu &
Owen [LOO06] présentent une distribution de la dimension d’une fonction f, en considérant une variable
aléatoire U prenant ses valeurs dans P([1 : d]), avec pour tout u C [1 : d], P(U = u) = Su(f). En
définissant les moments successifs de |U], ils résument les caractéristiques de la fonction f considérée.
Par exemple, si le moment d’ordre 1, p(1) = E[|U|}, est égal & 1 alors f est additive. Le moment

d’ordre 1, V) s’exprime explicitement en fonction des indices de Sobol’ ascendants d’ordre 1

d
nW=> 5.
i=1

5) Le chapitre qui précéde, bien qu’il privilégie 'abstraction mathématique, ne doit pas faire
oublier que la décomposition ANOVA d’une variable aléatoire Y = f(X7,..., X4) de carré intégrable
ou les X; sont des v.a. indépendantes, est un objet bien concret, :

Y=fo+ 1(X1)+- -+ fa(Xa) + fr2(X1, Xo) + -+ fra(Xe, ..., Xa),

dont chacun des termes s’exprime de maniére explicite comme

FuX) = S D)MPEY|o(X,)], uC L d).

vCu






Chapitre 2

Estimation des indices de Sobol’

Nous avons pu constater dans le chapitre précédent que les indices de Sobol’ sont définis par
des intégrales. Par conséquent ’approche la plus directe pour évaluer ces indices consiste a procéder
& une intégration numérique. Nous nous intéressons dans ce chapitre uniquement a ces approches
directes, en omettant volontairement les méthodes consistant a approcher le modéle d’étude par un
métamodeéle puis & évaluer les indices de Sobol” du métamodeéle ; la réponse donnée par ces méthodes
indirectes consistant essentiellement & troquer un probléme d’intégration numérique pour un prob-
leme d’approximation numérique. Méme si la différence entre ces deux approches n’est pas toujours
marquée, nous nous concentrons ici principalement sur les méthodes d’intégration.

Elles se divisent en deux familles trés distinctes : d’une part les méthodes exploitant la décompo-
sition ANOVA classique mettant en avant les espérances conditionnelles, et d’autre part les méthodes
exploitant une décomposition ANOVA spectrale relative & une base orthonormale particuliére. Dans
la premiére famille, nous présentons successivement la méthode de Sobol’ qui est la méthode de Monte
Carlo naturelle pour I'estimation des indices de Sobol’ (Section 2.1), puis la méthode de McKay qui,
bien qu’elle soit peu utilisée en pratique, constitue un apport technique considérable dans les aspects
combinatoires de I’estimation des indices de Sobol’ (Section 2.2). Nous abordons ensuite la famille
des méthodes relatives & une décomposition ANOVA spectrale. Nous commencons par une revue des
méthodes Fourier Amplitude Sensitivity Test (FAST), Random Balance Design (RBD) et RBD-FAST
telles qu’elles ont été introduites jusqu’a 'année 2010 (Section 2.3). Ces approches, toutes basées sur
une décomposition en série de Fourier, n’étaient jusqu’a présent pas rigoureusement établies d’'un
point de vue mathématique. Nous avons complété leurs bases théoriques, et les avons généralisées
dans cette thése (voir Chapitres 4 et 5). Enfin, nous terminons en présentant comment appréhender
lestimation des indices de Sobol’ en considérant une décomposition ANOVA spectrale quelconque
(Section 2.4). Une section de notes clot le chapitre.

2.1 Meéthode de Sobol’

Dans cette section, nous reprenons le cadre du chapitre précédent et nous considérons un modéle
Y = f(X1,...,Xq) oules X;, i € [1:d] sont des variables aléatoires indépendantes et f une fonction
réelle telle que E[Y?] < +o0o. On désigne par X7, et Z7, j € [1 : n] des vecteurs aléatoires indépendants
identiquement distribués suivant la loi de X. Nous rappelons également que pour tout u C [1:d], la
notation X, : Z_, — respectivement X3, : Z7 , — désigne le vecteur dont les composantes indicées
par 7 € u sont les X;, et dont les autres composantes sont les Z; — respectivement les Xij et les ZZ]
Enfin, pour tout u C [1 : d] on introduit les notations

Yo = [f(Xy:Z_y)
] = fX:2L), jellin]
Les indices de Sobol’ se définissant & ’aide d’intégrales, une méthode naturelle d’estimation con-
siste & évaluer ces intégrales par la méthode de Monte Carlo. La méthode ainsi obtenue est générale-

ment appelée méthode de Sobol’ et quelquefois Sobol’ Pick and Freeze (SPF). Les caractéristiques
d’une telle méthode sont donc celles de la méthode de Monte Carlo classique :

31
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- hypotheéses d’application peu restrictives, typiquement une condition d’intégrabilité sur la fonc-
tion f
- vitesse de convergence indépendante de la dimension, mais seulement en O(nil/ 2) pour une
taille d’échantillon égale & n.
La méthode de Sobol” posséde en outre une caractéristique spécifique due a la définition de ses
différents estimateurs, au sens o elle nécessite deux échantillons distincts pour estimer un seul indice
de Sobol’. Comme nous le présentons par la suite, certaines optimisations permettent néanmoins de
pallier cet inconvénient. [’exposé qui suit s’oriente principalement sur la question de I’estimation des
indices S, et Su, w C [1:d], ainsi que de leurs numérateurs respectifs 72 et 72 ; estimation de leur
dénominateur o2 étant généralement éludée en considérant ’estimateur de la variance empirique

n

=1 ; (e =23 f<Xk>)2. (2.1)

k=1

Le premier estimateur de 72 a été introduit par Sobol” en 1990 [Sob93] et indépendemment discuté
a la méme période par Hora et Iman [HI86, TH90a] et Ishigami et Homma [TH89]. Il est défini par

B =2 S 2 - (R 500) L weliial 2.2

Quant & la mesure d’importance 72 et son estimateur Monte Carlo associé, ils ont été introduits par
Homma et Saltelli [HS96]. L’estimateur est défini par

: 1« . 1 : ; :
Tom = = S JXIP == 3 [ (XL, 2. (23)
j=1 j=1

Les deux estimateurs définis dans les Formules (2.2) et (2.3), ainsi que I’estimateur de la variance
(2.1) ont subi des modifications jusqu’a trés récemment. Nous les présentons au fil des trois sections
thématiques suivantes. La Section 2.1.1 traite de I'estimation de I’erreur commise lors du calcul de
I'indice de Sobol’, la Section 2.1.2 présente la question de l'optimisation combinatoire en vue de
réduire le cott de calcul, et enfin la Section 2.1.3 est consacrée a ’accélération de la convergence des
différents estimateurs.

2.1.1 Estimation de l’erreur

La question du calcul de I'erreur d’estimation des indices de Sobol’ est traitée sous deux formes
différentes dés le milieu des années 1990. D’une part Homma et Saltelli [HS96] proposent de calculer
approximativement I’ erreur probable commise lors de 'estimation des indices de Sobol’. Comme nous
le constaterons par la suite, leur travail est étroitement lié & la construction d’intervalles de confiance
pour des estimateurs asymptotiquement normaux. D’autre part, Archer et al. [ASS97] dérivent des
intervalles de confiance par la technique du bootstrap (voir e.g. [ET93]). Dans les deux cas, I’analyse
est orientée vers les indices de Sobol’ S, u C [1 : d] mais elle se généralise naturellement aux
Su, u C [1 : d]. Plus récemment, Janon et al. [JKL 12| ont complété la démarche approximative
de Homma et Saltelli en montrant rigoureusement, par une application de la Delta méthode (voir
e.g. [Van98]) que l'estimateur Monte Carlo des indices de Sobol’ descendants est asymptotiquement
normal. Nous revenons en détail sur "approche originale de Homma et Saltelli [HS96] ainsi que sur
les résultats théoriques obtenus par Janon et al. [JKLT12] via la Delta méthode. Nous omettons
volontairement la méthode de bootstrap développée par Archer et al. [ASS97] qui n’est pas spécifique
a estimation des indices de Sobol’.

Approche originale de Homma et Saltelli

En négligeant les erreurs d’estimation de la moyenne de Y

() =E[Y] - - S 7, wCled),
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et
S =EY] = 2 Y SX), wCiid

— ce qui revient & supposer que la moyenne de Y est connue — les estimateurs définis dans les
Formules (2.1) et (2.2) peuvent étre respectivement approchés par les moyennes empiriques

et
fin(z2) = = 7 (FOK0) ~ BIY]) (/X4 22,) ~BIY]), wC 1 d)

Par suite, sous cette approximation, le théoréme Central Limit permet de conclure & la normalité
asymptotique des estimateurs 62 et iﬁ. En posant

in(0%) = < =D ((rx9) ~E])* - mn<o2>)2)

n—14%
J

1/2

et pour tout u C [1: d]

sule) = (5 30 (00~ B (0 2L, ~ EIY) mn(zﬁ))2>l/2,

on obtient alors les intervalles de confiance asymptotiques au seuil «

. (2
Ion(o?) = {di —5(62), 62 + 5(@—3)} . avec 6(¢2) = ula/QL\;),
n
2 .2 .2 .2 .2 .2 Sn(lﬁ)
Iaﬂl(zu) = Tun — 6(Iu,n) » Tun t 5(Iu,n) , avec 5(Iu,n) =Ui—q/2 \/ﬁ

Ol U1_q/2 est le quantile d’ordre 1 — o/2 de la loi normale centrée réduite. Les (7 ,,) et 6(62) sont
appelés erreurs probables par Homma et Saltelli [HS96], elles permettent aux auteurs de déduire une
erreur probable pour l'estimateur S, ,, = ifw /&2, par un raisonnement approximatif. En effet, en
considérant que, si les inégalités

a2 —5(62) o?

iﬁ,n - 5(1121,71)

6o+ 6(67),

<
< Tan+06(22,)

IN A

2

Tu

sont vérifiées avec une forte probabilité alors il en est de méme pour

op+6(6r) T 0 T 6n—6(67)
Puis en notant que
o +6(07) (63)* —d(63)?
0 R )
TR (63)?
et de maniére identique que
Tum T0(E00) | O+ £iad(67)
6z —45(62) T (63)? ’
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on peut définir 'erreur probable de I'estimateur Su,n par

3(tan) +8un0(57)
o2 '

6(511,71) =

Dans la dérivation précédente, ’obstacle majeur & une construction rigoureuse d’un intervalle de
confiance pour ﬁu,n est principalement le passage au quotient qui, en toute rigueur, ne permet pas de
conserver la propriété de normalité asymptotique. L’outil qui peut pallier cette difficulté est la Delta
méthode, elle a été appliquée par Janon et al. trés récemment [JKLT12].

Delta méthode et normalité asymptotique

Janon et al. [JKL*12| introduisent un nouvel estimateur des indices de Sobol’ S,,, u C [1 : d] et en
réintroduisent un second [MNMO6]. Nous les notons respectivement S, ,, = fi,n/&vi et S, , = fin/&i,
et ils sont définis par

= =
B LS00 2 - (1300 ) (T30 7)), el
52 = %é(f(xj)2+f;XJ ZJU>2> (% j: f(Xj)+f;X£ Z%))Q

2, = %]Z:f(xj)f(xi; zﬂ_u>—(%§f<xj”f;x“ ZY wciia

Du fait de la loi forte des grands nombres, il est aisé de remarquer que les estimateurs ﬁuyn, Su,n

et S, ,, sont fortement consistants — i.e. ils convergent presque siirement vers 'indice de Sobol” S,,.
Janon et al. ont montré, en outre, qu’ils sont asymptotiquement normaux.

Théoréme 2.1. [Janon, Klein, Lagnoux, Nodet et Prieur, 2012] Si E[Y*] est fini, alors pour
toutu C [1:d], on a

\/ﬁ(ﬁuyn _ﬁu) i> N(0,0’l),

\/ﬁ(guyn - ﬁu) néo N(O, 0’2),
\/ﬁ(su,n - §u) né))o N(O, 0'3)
Var[ (Y — E[Y)) (Vi ~ E[Y)) - 8, (¥ ~ EY))’]
I Var[V 2
et

Var (¥ — E[Y]) (Vi — E[Y]) = S,/2((v — E[Y))* + (Y — E[Y])°)]
Var[Y]?2 '

03 =

Démonstration. Pour les deux estimateurs introduits par Janon et al., nous renvoyons a la preuve
de la Proposition 2.2 dans [JKL*12]. Pour I'estimateur S, ,,, il est aisé de conclure en s’inspirant de
cette méme preuve. O

En outre, en reprenant les notations du théoréme précédent, on a toujours o3 < o1, et I’égalité est
stricte dés lors que S, = 0 ou 1. Ce résultat est complété par la propriété d’efficacité asymptotique
de S, ,, parmi une famille d’estimateurs trés généraux — voir Proposition 2.5 dans [JKL12].
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2.1.2 Optimisations combinatoires

Comme nous ’avons remarqué en introduction de cette section, les indices de Sobol” sont cotiteux
a calculer par la méthode de Sobol’ car leur estimation nécessite un certain nombre d’échantillons

. , V. . . -2 ., ., .
distincts. En effet, par définition, les ﬁw — respectivement les 7, , — sont des quantités qui nécessi-
tent l'utilisation des deux échantillons {X7}jerm) et {Xd 0 27, }jeq1.n) — respectivement {X7} e
et {X7, : Zi}jcpn) — et les estimateurs de o2, u C[1:d], dérivés des estimateurs respectifs des 72,
v C u, par la formule de Mdbius nécessitent théoriquement 2/*! échantillons. Il est néanmoins trivial
de constater qu’il est possible d’estimer tous les indices 1%1.}, i € [1 :d], ou tous les indices F%i},

i € [1:d], al'aide uniquement de d + 1 échantillons en mutualisant I’échantillon {X/ }iemm)- Des
résultats plus généraux ont été énoncés par Saltelli [Sal02], et une analyse extensive de ces questions
combinatoires a été récemment présentée par Owen [Owel2c|. Le travail de ce dernier permet en
particulier de retrouver les résultats originaux de Saltelli. Nous donnons un apercu non exhaustif des
notions et des résultats introduits par Owen.

Définition des indices de Sobol’ généralisés
L’objet central de tout ce qui suit est 'indice de Sobol’ généralisé (ISG) défini par

Z Z f(Xu:Zo )f(XD:Z,U)}

uC[1:d] vC[1:d]

ot les A(u, v) sont des coefficients réels, et ou il est important de noter que
E[f(Xu P2y f(Xy 1 Z )} = :u2 +I27(uAD)‘

L’ensemble de ces indices forme un espace vectoriel de dimension 22¢ alors que les indices de Sobol’
élémentaires, ascendants ou descendants sont chacuns au nombre de 2. Il est donc nécessaire de
classer les ISG suivant un certain nombre de propriétés particuliéres. Ainsi, un ISG est dit bilinéaire
deés lors que pour tous u et v inclus dans [1 : d], A(u,0) = A (1) A2(v). Un ISG bilinéaire tel que pour
tout u C [1:d], A\ (1) = A2(u) est dit carré. Un ISG bilinéaire tel que pour tout v C [1 : d],

)\2(U):{(1) s? v =10

simon

est, dit simple. Enfin, un ISG vérifiant Zue[l:d] Zne[l:d] A(u,v) = 0 est un contraste ; il a la particularité
de ne pas dépendre de 2 et par conséquent permet de définir des estimateurs Monte Carlo non biaisés.

Cofit d’un estimateur

Nous supposons ici que chaque terme, f(Xy : Z_y) ou f(X, : Z_,) dans le développement d’un
ISG est estimé par un échantillon de taille n. L’évaluation du cotit d’un ISG se réduit donc a connaitre
le nombre de termes distincts dans le développement de ce dernier. Notons A = (/\(u, U))u ve[l:d] la

matrice carrée de taille 2¢, et définissons

Cu()\)z{ 1 siJvell:d tel que M\(u,v) #0

0 sinon.

Alors le cott de 'ISG basé sur A est

CA = 3 (CulN) + CulAT) = CuA)CU(AT)).

uCll:d]

Pour les détails concernant ce dénombrement, nous renvoyons a [Owel2c] Section 3.3.
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| 0 j —j k —k [1:d]
0 [1:d —j j —k k 0
[1:d] 0 j —j k —k [1:d]

TABLE 2.1 — Table des ensembles —(uAv). u et v sont respectivement lus sur la premiére colonne et
la premiére ligne du tableau.

Optimisations combinatoires

Owen [Owel2c] montre que 'estimation des indices de Sobol’ élémentaires peut étre allégée con-
sidérablement en notant que la part de variance o2 s’exprime comme un ISG bilinéaire dont le cotit
est au plus 2L*/21+1 alors que le cott normal obtenu en utilisant la formule de Mdbius est 2/4. Plus

explicitement, il énonce le résultat suivant.

Théoréme 2.2. [Owen, 2012] Soit u C [1 : d], alors pour tout v; C u, on note ba =u\ vy, et on a

0121 = Z Z (71)|Dlim1|+‘U27m2|E[f(Xm1 : Z*ml)f(xnmufu : Z—(tUzU—u))]'

W1EL] W2EDY
Démonstration. Nous renvoyons a la preuve du Théoréme 3 dans [Owel2c]. O

Sur le plan de ’estimation des indices de Sobol” ascendants et descendants, on retrouve de maniére
naturelle les résultats de Saltelli [Sal02]. En rappelant que

E[f(Xu : Z7u>f(Xb : qu)} = MQ JrI2f(uAn)
et en établissant la table des ensembles —uAb suivante on aboutit aux deux résultats de Saltelli.

Théoréme 2.3. [Saltelli, 2002] Les d + 2 échantillons Y = f(Xi : Z7 ), 7 = [1 : n] avec
w e {0,{1},{2},....,{d},[1 : d|} permettent d’estimer tous les indices de Sobol’ descendants 13,
j€[l:d), et ascendants 75, j € [1 : d] et ?%j,k}’ J,kel:d.

Théoréme 2.4. [Saltelli, 2002] Les 2d + 2 échantillons Yy = f(X% : Z7 ), 7 = [1 : n] avec u €
{0,{1},...,{d},—{1},...,—{d},[1 : d]} permettent d’estimer tous les indices de Sobol’ descendants
T3, je(l:d et I%j,k}’ jok €[1:d], et ascendants 75, j € [1: d] et F%j,k}’ j,ke€[l:d).

Le formalisme combinatoire précédent peut laisser espérer d’autres résultats intéressants quant a
la minimisation du nombre d’échantillons distincts lors de ’estimation d’un indice ou de plusieurs
indices de Sobol’; Owen [Owel2c] donne d’ailleurs des applications autres que les deux principales
présentées ci-dessus. De notre coté, nous proposons une autre approche combinatoire pour optimiser
la méthode de Sobol’. Dans notre travail, la combinatoire n’opére plus de facon globale en combinant
plusieurs échantillons, mais de maniére locale en ne considérant que deux échantillons distincts et en
manipulant leur structure interne. Dans ce cadre, on est amené a considérer des hypercubes latins
[MCBT79]|, des hypercubes latins basés sur des tableauz orthogonauzr [Owe92, Tan93] et enfin, les
répliqués [McK95] de ceux-ci. Notre travail figure au Chapitre 6 sous la forme d’une prépublication
intitulée Estimating Sobol’ indices combining Monte Carlo estimators and Latin hypercube sampling
[TP12b], et les notions précédentes sont discutées dés la Section 2.2.

2.1.3 Accélération de la convergence

La question de ’accélération de la convergence de la méthode de Sobol’ est abondamment discutée
dans la littérature, principalement pour 72. Elle se pose sous deux formes principales.

La premiére approche consiste & accélérer la convergence de la méthode en améliorant I’échantillon,
i.e. typiquement en considérant des suites a discrépance faible [Nie92| en lieu et place des échantillons
aléatoires' ot tous les points sont supposés étre des réalisations indépendantes de X. Cette méthode

1. Dans la réalité, les échantillons aléatoires, ne font que simuler ’aléatoire, et en toute rigueur, on devrait parler
d’échantillons pseudo-aléatoires (voir par exemple [Thi00] Section 2.2.)
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de quasi-Monte Carlo est évoquée par Sobol’ dés 1990 [Sob93] lorsqu’il mentionne 1’éventualité d’une
utilisation de séquences quasi-aléatoires. Elle a été reprise dans la littérature un certain nombre de
fois comme par exemple dans [SAAT10] ot sont exploitées les séquences L P, [Sob67|. Cette approche
posséde néanmoins plusieurs inconvénients. D’abord, les vitesses de convergence ne sont valides que
si la fonction considérée est a variation bornée au sens de Hardy et Krause (voir par exemple [Nie92])
et comme le fait remarquer Thiémard [Thi00], certaines fonctions de faible complexité ne le sont pas,
comme par exemple

1 si y<uz

fley) = { 0 sinon.

Ensuite, la taille minimale de I’échantillon nécessaire pour obtenir une vitesse de convergence supérieure
a celle de la méthode de Monte Carlo augmente avec la dimension (voir [Thi00]). Et enfin, le calcul
d’une borne d’erreur de I’estimation suppose de disposer d’une majoration de la variation de la fonc-
tion ainsi que de la discrépance a origine de la suite quasi-aléatoire considérées. Or le calcul de telles
majorations reste un probléme souvent non trivial (voir [Thi00]).

La seconde approche consiste & améliorer 'estimateur lui-méme afin de minimiser sa variance.
Elle est discutée dés 1990 par Sobol’ [Sob93] qui mentionne que lorsque 'espérance de Y est grande,
on constate empiriquement que le recentrage des données par une constante ¢ proche de la moyenne
— typiquement la moyenne empirique des données — améliore la précision de I'estimateur. Cette
technique est discutée par Sobol” et Myshetskaya [SMO07] et reprise par Owen récemment [Owel2a].
On constate sur des exemples son effet positif.

Dans un second temps, Homma et Saltelli [HS96] remarquent que si pour u C D, 2 = 0 alors

Pestimateur iﬁ,n vérifie

Rt
I

:, %iﬂwva¢zaw(%éﬂwog

Y @) - (; if(XU)Q bs.

et donc que 'estimateur corrigé

fon == D FOXNFXL 2L, — = > f(X)f(Z)
Jj=1 Jj=1

est "exact" pour les parts de variance 72 nulles, et potentiellement meilleur pour les 72 proches
de zéro. Cet estimateur a été mentionné & de nombreuses reprises dans la littérature comme dans
[Mau02], [Sal02], [SMO7] et derniérement [Owel2a]. En pratique, il s’avére particuliérement efficace
pour estimer les indices de Sobol’ proches de zéro.

Enfin, Owen a derniérement introduit un nouvel estimateur dont le cotit est 4 — i.e. il utilise
quatre échantillons différents — mais dont la précision apparait empiriquement supérieure a tous les
estimateurs précédemment cités pour des indices de Sobol’ proches de zéro. Il est défini par

n

D (FX) = £(Z: XL)) ((F(XL = Y1) = (YY)

Jj=1

o2 1
T = —
Lu,n n

2.1.4 En résumé

La méthode de Sobol’, qui a été introduite en 1990 [Sob93], repose sur des bases mathématiques
rigoureuses et a bénéficié jusqu’a trés récemment de développements importants. Elle posséde prin-
cipalement deux caractéristiques. D’abord, elle s’applique & une classe considérable de fonctions —
elle ne suppose en effet qu’'une simple hypothése d’intégrabilité — alors que la plupart des autres
méthodes supposent une certaine régularité. Ceci a pour conséquence sa seconde caractéristique : la
vitesse de convergence de ses estimateurs est seulement en O(n~'/2). Avec Iintroduction des inter-
valles de confiance asymptotiques [JKL*12|, elle permet d’avoir une connaissance essentielle sur la
précision de I'estimation des indices de Sobol’ qu’elle fournit.
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Cette méthode doit donc étre considérée comme une méthode stire — la validité de ses résultats
ne dépend pas d’'une quelconque hypothése de régularité — présentant une vitesse de convergence
modeste. Enfin, le principal frein & son application en pratique est le nombre important d’échan-
tillons qu’elle requiert pour l'estimation des principaux indices de Sobol’. Dans cette optique, nous

introduisons au Chapitre 6 de cette thése une nouvelle approche d’optimisation combinatoire.

2.2 Meéthode de McKay

La caractéristique principale de cette méthode [McK95] consiste en sa technique d’échantillonnage
singuliére par hypercubes latins répliqués. Toutefois la méthode de McKay ne se résume pas & cette
particularité, et ses estimateurs peuvent se définir indépendamment de la notion d’hypercube latin
et de réplication. Dans une premiére section, nous présentons donc les estimateurs originaux dus &
McKay pour des échantillons aléatoires, faisant ainsi apparaitre la méthode de McKay comme une
simple méthode de Monte Carlo. Dans le paragraphe suivant, nous présentons la méthode de McKay
proprement dite en ayant au préalable introduit les notions de réplication, d’hypercubes latins et
d’hypercubes latins répliqués. Cela nous permet d’exposer la principale cararctéristique de cette
méthode qui consiste & pouvoir estimer tous les indices de Sobol’ descendants d’ordre 1 & un cofit
indépendant de la dimension.

Nous conservons le formalisme proposé en introduction de la Section 2.1. En outre, pour r > 2,
on désigne par Z*, k = [1 : 7], des vecteurs aléatoires indépendants identiquement distribués suivant
la loi de X. On note également pour tout k € [1 : r],

YE=f(X,:2Z*)

u

et

_ 1 <
YVi=-) Y}
u r u

k=1

2.2.1 L’estimateur Monte Carlo de la méthode de McKay

Avec les notations précédentes, le théoréme de la variance totale — voir par exemple Appendice
A4 p 74 dans [McK95] — s’énonce comme suit

Var[V,] = Var[E[Vu[X.] | + E|Var[Tu[Xu] |

Puis en notant que, conditionnellement & X,, les Y,* sont indépendants et ont méme loi, il vient
aisément

Var[?u] = Var [E[Y‘Xuﬂ + %E[Var[Y‘XuH .
Par suite, pour n’importe quel » > 2 on a
7 = Var[V,] — %E[Var [Y|Xu]}. (2.4)
Cette expression permet de définir naturellement un estimateur Monte Carlo de 72, en opérant une

double sommation pour la double intégrale qui figure dans le second terme du membre de droite de
(2.4). En conservant les mémes notations utilisées jusqu’a présent, on note

Vit = f(XI,Z0") (2.5)
— 1 .

Vo o= vt

k=1 j=1
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et on estime les deux termes de droite dans (2.4) par les quantités

1 n . 1 T n
1 VI 2 L Jk 2
D D LRI 3 S/ LI ¢
j=1 k=1j=1
Par suite, 'estimateur de McKay pour 72 s’écrit

n T n

_ 1SN 1 o
T = - >V =Y. - 2, MY =Y
k=1 j=1

Jj=1

Remarque 2.1. Cet estimateur nécessite d’effectuer une intégration numérique double suivant les
indices j € [1 : n] et k € [1 : r]. Il est donc nécessaire pour obtenir une convergence vers la valeur
théorique ciblée de considérer une valeur de r conséquente. On s’en persuade d’autant plus en con-
statant que pour le cas limite r = 2, on a

1 < , v 9
L2, MK _ 2 1 2
Iu,n,? - Iu,n + 8_TL Zl (Ytlj + th )
3=
o 72 est un estimateur de la méthode de Sobol’ introduit par [MNMOG| (voir Formule (2.4)).

u1

Pour ’estimateur de 02, on a

- Z Var[Y,f] = Var[Y],

puis en notant
n

Tk: % ZY£7ka

j=1

on définit naturellement I'estimateur de variance "par groupes"

G2ME _ Z Z
nr,gT rn

k=1 j=1

Toutefois, McKay lui préfére ’estimateur de la moyenne empirique qui ne regroupe pas les termes

suivant les r groupes
G2MK Z Z
k 175=1

On peut en effet considérer que ce dernier est asymptotiquement non biaisé du fait de la formule
suivante

2 MK _ -2MK 2
: — 0oy == E Y, -Y,)” — 0.
1o 1o . ( )

n,r,gr n,r u oo
k=1

Finalement McKay introduit ’estimateur suivant

- Z(Yi -Y.)? - 2, ZZ(YJ’k -V’
Sty = (2.6
m :1j:1

En I’état, c’est un estimateur qui ne présente aucun intérét, car sa dépendance vis-a-vis de r en fait un
estimateur, a priori, encore plus cotteux que ceux de la méthode de Sobol’. Néanmoins, en mettant
en ceuvre un échantillonnage particulier, McKay introduit une méthode qui permet de calculer tous
les indices de Sobol’ ﬁ{i}, i € [1 : d], pour un échantillon de taille totale égale a rn, indépendant de
la dimension d.
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2.2.2 La méthode de McKay

Nous restreignons dorénavant les discussions a des variables aléatoires X1,..., Xy uniformément
distribuées sur ’hypercube unité. Lorsque ce n’est pas le cas, on considére qu’on peut se ramener
numériquement, a ce cadre par une transformation inverse. Nous commencons par introduire les
notions d’hypercube latin, de réplication et d’hypercubes latins répliqués.

Définition 2.1. (hypercube latin) Soient d et n dans N*, et considérons I1,, l’ensemble de toutes
les permutations de {1,...,n}. On dit que (Xj)je[l:n} est un hypercube latin de taille n dans [0, 1]?
— et nous notons (X7); ~ LH(n,d) — si pour tout j €1:d

Xi — (Wl(j) “Uiy ) - Ud,j)

i)
n n

ou les m; et les U; ; sont des variables aléatoires indépendantes respectivement uniformément dis-
tribuées sur IL,, et [0, 1].
Quant a la réplication elle consiste & obtenir un échantillon B & partir d’un échantillon A en

permutant les valeurs des points de I’échantillon A, coordonnée par coordonnée. Pour les hypercubes
latins, on obtient la définition suivante

Définition 2.2. (hypercubes latins répliqués) Soient d et n dans N*, et considérons I1,, ’ensem-
ble de toutes les permutations de {1,...,n}. On dit que (Xj’l)je[ltn],. e (Xj”")je[lm] sont des hyper-
cubes latins répliqués de taille n dans [0,1] — et nous notons (X*); . ~ RLH(n,d,r) — si pour
tout j € [1:n] et k€ [l:7]

Sk (Wf(j) — Ui 75 5) i () — Ud,wg(j))

- ey -
ot les ¥ et les U; j sont des variables aléatoires indépendantes respectivement uniformément dis-
tribuées sur IL,, et [0, 1].

Cette définition est étendue aux hypercubes latins basés sur des tableaux orthogonaux de force
supérieure & 1 au Chapitre 6 de cette thése. On considére maintenant des hypercubes latin répliqués
X7k e [l:n], k€[l:r]. Et en notant que quelque soit i € [1 : d] et quelque soit j € [1 : n], on a

OOk _ @G _ J = Ui
3 3 n

est constant pour tout k € [1 : r|, on peut déduire que pour tout i € [1 : d],
TGk ay=1(s ﬂ'f “1Hn 7).k
YTk - f(x( ) (J),k) _ f(x§ OO )
La méthode de McKay consiste alors & appliquer 'estimateur introduit précédemment dans la Formule
(2.6) pour u = {3}, en remplacant les échantillons aléatoires yiﬁ deéfinis dans la Formule (2.5) par les

ky—1/.
échantillons stratifiés yg}) 7).k

sur de nouveaux échantillons pour chaque i, on se contente de réutiliser les mémes mais en ordonnant
les points de facon différente.

définis ci-dessus. Il n’y a donc pas besoin de réévaluer la fonction f

2.2.3 En résumé

Finalement, méme si la dépendance vis-a-vis de r» donne un aspect négatif a cette méthode et
semble I'avoir fait tomber dans I'oubli, le fait de pouvoir estimer tous les indices de Sobol’ d’ordre
1 & un coit indépendant de la dimension d est remarquable. C’est d’ailleurs 'idée qui sous-tend la
méthode que nous proposons au Chapitre 6 de cette thése. Dans son rapport, McKay généralise sa
méthode a I’estimation de tout indice de Sobol’ descendant en utilisant toujours des hypercubes latins
répliqués. Mais dés lors que |u| > 2, il ne conserve pas la propriété d’indépendance vis-a-vis de la
dimension d. Il est toutefois possible de la récupérer en introduisant des hypercubes latins basés sur
des tableaux orthogonaux de force supérieure a 1. Cette généralisation est d’un intérét trés relatif
pour la méthode de McKay qui ne s’applique pas vraiment en pratique & notre connaissance, mais
elle est importante dans la perspective de notre travail et elle est discutée au Chapitre 6.
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2.3 Meéthodes FAST, RBD et RBD-FAST

La présentation qui suit ne prend pas en compte nos contributions pour les méthodes citées dans
le titre de cette section. Nos travaux figurent aux Chapitres 4 et 5 de cette thése sous la forme
d’un article et d’une prépublication respectivement intitulés Bias correction for the estimation of
sensitivity indices based on random balance designs — & paraitre dans Reliability Enginnering and
System Safety — et Variance-based sensitivity analysis using harmonic analysis.

La méthode FAST a été introduite par quatre articles successifs de Cukier et al. [CFST73, CSS75,
CLS78] et de Schaibly et Shuler [SS73] au cours des années 1970, initialement afin d’étudier la ciné-
tique des concentrations dans des réactions chimiques; puis elle a été enrichie par Saltelli et al.
[STC99]. L’approche singuliére des travaux initiaux consiste principalement & quantifier les varia-
tions d’une fonction multivariée en analysant sa structure harmonique. Méme si le développement de
cette méthode est antérieur aux formalisations de la décomposition ANOVA dues a Efron & Stein
[ES81] et Sobol’ [Sob93], les mesures d’importances que FAST estime sont rigoureusement celles
définies dans le Chapitre 1 — voir Définition 1.9 — comme les indices de Sobol’ élémentaires 2. L’idée
principale de la méthode est de réduire le cotut de calcul des intégrales multiples qui constituent les
indices de Sobol’, par des intégrales simples. Cette simplification repose sur un théoréme ergodique
de Weyl [Wey38] et sur 'utilisation des séries de Fourier. Ces considérations théoriques font 1’objet
de la premiére section. Nous consacrons ensuite une section & la présentation des méthodes RBD et
RBD-FAST qui, toutes deux, introduites par Tarantola et al. [TGMO06], exploitent le cadre théorique
sous-jacent de la méthode FAST.

Dans ce qui suit, nous restreignons le modéle Y = f(X1,...,X4) a des variables aléatoires X1,
... X4 uniformes. Nous discutons cette hypothése par la suite dans la sous-section 2.3.1. Nous rap-
pelons par ailleurs que dans la notation des intégrales, ’ensemble d’intégration, s’il n’est pas spécifié,
est I’hypercube unité dont la dimension est celle de I'intégrande.

2.3.1 Meéthode FAST

Pour k = (ky,. .., kq) € Z%, nous notons

cx(f) = E[f(X) exp(—2irk - X)]| = /f(x) exp(—2imk - x)dx (2.7)
le k-éme coefficient de Fourier multidimensionnel de f.

Approximation du théoréme ergodique de Weyl et définition des estimateurs

Le point de départ de la méthode FAST est une réduction de la dimension de I'intégrale multiple
figurant dans la Formule (2.7); elle est obtenue par une approximation du théoréme ergodique qui
suit.

Théoréme 2.5. [Weyl, 1938] Soit g une fonction définie sur Uhypercube unité [0,1], bornée et
intégrable au sens de Riemann. Pour tout i € [1 : d], considérons les fonctions x;(t) = {wit}, t € R,
ot les w; sont des réels linéairement indépendants sur Q et ou {-} désigne la partie fractionnaire.
Alors

1

/g(x)dx: lim —/T g(z1(t), ..., za(t)).

T—+oo 2T -T

En particulier, pour tout k € Z% et g : x > f(x) exp(—2imk - x), ce résultat donne

. 1
Ck(f) - T1—1>r-{-100 ﬁ

/_T fox(t)exp (— 2im(k - w)t)dt.

2. Saltelli et Bolado [SB98] ont montré empiriquement que les effets principaux estimés dans la méthode FAST sont
comparables aux indices de Sobol’ élémentaires d’ordre 1. D’autre part, nous explicitons cette équivalence d’un point
de vue théorique dans le Chapitre 5 de cette thése en la généralisant aux indices de Sobol’ élémentaires de tous ordres,
lesquels étaient déja considérés par Cukier et al. [CLS78|, Section 5.C
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Par suite, afin de contourner le probléme de ’'intégration sur un ensemble infini, la courbe paramétrée
x(t) = {wt} est remplacée par x*(t) définie par

zi(t) = Gy (sin(2mw;t)), i€ [1:d
ou les w; sont cette fois-ci des entiers positifs, et les G; sont des fonctions définies sur [—1,1] a
image dans [0, 1]. Finalement, comme les courbes paramétrées z; sont 1l-périodiques, on obtient
I’approximation des coefficients de Fourier suivante

cx(f) =~ /0 fox*(t)exp (— 2im(k - w)t)dt

et en discrétisant l'intégrale sur une grille réguliére, par une méthode des rectangles, on obtient
Pestimateur

Ckn(f) = %nilf ox”* (%) exp ( - 2i7r(k-w)%).
§=0

On remarque alors que ¢k, (f) n’est autre que le k - w-éme coeffcient de Fourier du signal unidimen-
sionnel (f o x* (j/n))je[o:n_l]. Pour la suite, l'estimateur ¢k ,(f) est donc noté ¢x..n(f o x*). Les
estimateurs de la variance totale o2 et des variances partielles d’ordre 1 o%i}, i € [1 : d] introduits
dans la méthode FAST sont alors

N
.2, FAST ) .
Tipm = 22 [ekanl(fo X)), (2.8)
k=1
n—1
é.i,FAST _ Z |Ck,n(f ° X*)|2 (29)
k=1

et
N; . *
ZFAST _ 2Dt [Chwin (f 0 X )I?
it T -1, N

O ek (F o x)P2
ou les N; sont des ordres de troncatures historiquement fixés & 4 ou 6 (voir par exemple [SST73,
STC99, TGMO6]), mais I’expérience montre que des valeurs supérieures peuvent étre nécessaires. On
note également que par la formule de Parseval, 'estimateur de o2 de (2.9) est exactement I’estimateur
de variance empirique des f o x*(j/n), j € [0 : n — 1]. Enfin, comme remarqué dans [CLS78] (voir
Appendice 5.C), on peut définir les estimateurs des parts de variances partielles de tout ordre o2,
u C [1:d], de la méme maniére que dans (2.8) en considérant les combinaisons linéaires de fréquences
w; (voir Chapitre 5 de cette thése, Section 5.3.1).

Problémes liés au traitement du signal

La validité des estimateurs définis dans (2.8) est vérifiée par 'expérience dés les travaux initiaux
en 1973 (voir [SST73]). Néanmoins, elle peut étre remise en cause si certaines conditions, liées a la
théorie du traitement du signal, ne sont pas respectées. Nous en développons les deux principaux
aspects, la taille de I’échantillon et le choix des fréquences w;.

Tout, d’abord, le choix du nombre de simulations n est régi par le théoréme de Nyquist-Shannon
qui s’énonce comme suit

« La fréquence d’échantillonnage d’un signal doit étre égale ou supérieure au double de la fréquence
mazimale contenue dans ce signal. »

Ce critére implique que la taille de ’échantillon est bornée inférieurement,
n > 2NpWmax -

Dans le cas contraire, on s’expose au phénomeéne de repliement de spectre — ou aliasing — i.e. que
les composantes des fréquences supérieures a la fréquence critique |n]/2 ne sont pas correctement
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identifiées et sont attribuées & tort & des fréquences inférieures. Par conséquent, ’aliasing méne
principalement & une surestimation des indices de Sobol’.

D’autre part, le fait d’utiliser des fréquences entiéres conduit a des dépendances linéaires entre
ces derniéres, i.e. qu’il existe des p-uplets (a1, ..., a,) d’entiers relatifs tels que

P
E a;W; = 0.
i=1

Cela signifie que des interférences peuvent apparaitre et fausser I’estimation des indices de Sobol’, i.e.
des combinaisons linéaires de certaines fréquences peuvent étre identifiées comme une harmonique
d’une autre fréquence. Pour se prémunir de ce phénomeéne, Schaibly et Shuler [SS73] proposent d’im-
poser que les fréquences soient linéairement indépendantes "jusqu’a 'ordre M", i.e.

P

iaiwi;«éO pour Z|ai| <M+1.

i=1 i=1

Tls font aussi 'hypothése que pour des fréquences suffisamment grandes, les interférences sont nég-
ligeables. La constante M doit étre fixée par 'utilisateur ; il est évident que plus M est grand et plus
wmax sera grand. En 1973, Schaibly et Shuler la fixe & 4 et Saltelli et al. confirment ce choix en 1999
en imposant M = N, avec Ny =4 ou 6.

Développements de Saltelli et al. (1999)

L’ensemble des contributions effectuées par Saltelli et al. [STC99] sont quelquefois référencées sous
I’abréviation EFAST, pour Extended FAST. Nous les résumons dans cette section.

L’échantillonnage suivant la courbe paramétrée x* engendre de nombreuses contraintes car les
répartitions marginales des points de ’échantillon x*(j/n), j € [0 : n — 1] sont liées entre elles.
Néanmoins une question importante dans la méthode FAST a été de pouvoir générer des échantillons
respectant les distributions marginales des variables d’entrée. Une fois les fréquences w; fixées, les
seuls degrés de liberté disponibles sont les fonctions ;. Dans le cas ou les fonctions G; sont égales
a l'identité (voir figure 2.1 (a)), on peut constater que la répartition marginale des points semble
tres éloignée d’une distribution uniforme. La solution de ce probléme est donnée par Cukier et al.

1 - 1
08} : oof .7
05 osf.
0.47:.".‘- ".~.... ' '_."...7 o7l
02:- ..‘ ... '_.. .." ... ... ': o6k
0 05
02f R oaf
041" - - o 03f
-06 e o " . 02h"
05 oaf ™
Y N L o -
1 05 0 05 1 0 02 0.4 056 0.8 1
(a) Gi=Ga=T1d (b) G1 = G2 = 3 + Larcsin

F1GURE 2.1 — Répartition de 500 points pour les fréquences wi; = 3 et wo = 4.

[CLST78]. Ils montrent que, si 'on note fx, les densités des variables d’entrées X, ’échantillon généré
dans la méthode FAST respecte ? ces distributions a condition que chacune des fonctions G;(y) vérifie

3. i.e. que la longueur totale de I'arc contenu dans la bande délimitée par u; et u; + du; est égale a fx, (u;)du;.
L’échantillonnage respecte, de ce fait, les lois marginales, mais les points restent liés entre eux par la courbe d’échan-
tillonnage.
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I’équation différentielle suivante

dG;(y)

w1 ?) 2 (G

:17y€[7151]

avec la condition au bord G;(0) = 0. Dans le cas de paramétres d’entrée uniformément distribués,
Saltelli et al. [STC99] montrent que la solution est
11 . .
G; = 5 + —arcsin  (voir figure 2.1 (b))
™
ie.

1 1
x;(t) = 5 + = arcsin(sin(27w;t)) .

En outre, Saltelli et al. [STC99] éliminent un défaut majeur de la méthode FAST qui est que,
une fois les fréquences w; et les fonctions G; fixées, I’échantillonnage ne peut se faire que suivant la
courbe x*. Ce qui signifie que la majorité de ’espace d’état des variables ne peut étre échantillonné.
Plus précisément, ils constatent que le fait de déphaser les fonctions sinus comme suit

x;(t) = Gi(sin(2mw;t + ;) pouri=1,...,p,

ne modifie aucunement la théorie développée dans FAST. Au contraire, ce déphasage permet de
considérer — & fréquences w; et fonctions G; constantes — de nouvelles courbes d’échantillonnage
(voir figure 2.2). La nouvelle approche proposée consiste alors a estimer les indices de Sobol’ en

1 1
0.9} 1 09R"
0.8l i 08l ..

07f, . 07k

0.6

o6
osp R 05"
0al 1 04t .

03 03 -

oab” - ol
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1
(a) o1 =0.3, p2 =0.7 (b) 1 =0.25, @3 = 0.2

FIGURE 2.2 — Répartition de 500 points pour les fréquences wy = 3 et wy = 4, G1 = G2 = £+ Larcsin.

faisant la moyenne des indices calculés sur un nombre N,. de courbes d’échantillonnages aléatoirement
déphasées ; la taille de ’échantillon devient donc

n = (2thmax + 1)NT .

FAST devient ainsi une méthode entiérement probabiliste dont on peut juger la précision en calculant
la variance empirique de ’estimateur des indices de Sobol’. Les détails techniques se réduisent alors
a la question : "comment fixer la valeur NV, 7". Saltelli et al. émettent des suggestions concernant ce
choix en fonction de la fréquence maximale wmayx ; pour plus de détails nous renvoyons & leur article
[STC99].

Enfin, Saltelli et al. [STC99] introduisent un nouvel estimateur pour les indices ascendants d’ordre
1. L’idée est de considérer 'indice total St,, non pas par sa définition directe — somme des indices
de tous ordres contenant la i-éme variable — mais par sa définition alternative,

2

o<,
— - {Z}C
S{Z} - 1 - 0_2 .
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Et cette part de variance a%i}c est identifiée par les fréquences qui sont combinaisons linéaires de
toutes les fréquences initiales wy avec k # i. Ainsi Pestimateur proposé est

.2, FAS .
U?ifﬂnT = Z |ck,n(fOX*)|2
keK;

ou K; désigne ’ensemble des fréquences, combinaisons linaires jusqu’a un ordre N; des fréquences
initiales wy avec k # 1,

K, 2 Zakwk tels que Z lar] < N;
kA ki

L’efficacité de cet estimateur est toutefois soumise au fait que les fréquences, combinaisons linéaires
jusqu’a 'ordre NN; des fréquences initiales contenant w;, doivent se situer & 1’extérieur de ’ensemble
K; sous peine de créer des interférences et d’engendrer une surestimation probable des indices de
Sobol” ascendants. Pour éviter ce probléme, Saltelli et al. proposent de choisir la fréquence d’intérét
w; assez élevée et de cantonner les autres a des valeurs réduites (voir [STC99] pour quelques exemples
de jeux de fréquences). Ceci se traduit par deux conséquences principales :
1) les petites valeurs des fréquences autres que la fréquence d’intérét w; ménent & un échantillon-
nage médiocre.
2) le plan d’expérience — régi par le jeu de fréquences initiales et donc par la position de la
"grande" fréquence — est spécifique a chaque variable d’intérét. Il faut donc d échantillons
pour estimer les d indices de Sobol’ ascendants d’ordre 1.

Les solutions a la conséquence 1) sont, soit d’augmenter le nombre de rééchantillonnages N, —
introduit dans la nouvelle approche — et ainsi de mieux explorer ’espace d’état des variables, soit
d’accroitre la fréquence d’intérét w; afin de pouvoir choisir les autres fréquences plus librement.
Malheureusement, dans les deux cas, cela méne & une augmentation de la taille de 1’échantillon.

2.3.2 Meéthodes RBD et RBD-FAST

Les méthodes RBD et RBD-FAST ont été introduites par Tarantola et al. [TGMO06] dans le but
de contourner les difficultés inhérentes au choix des fréquences w;, 7 € [1 : d], dans la méthode FAST.
Initialement, ces deux méthodes restent cantonnées & ’estimation des indices de Sobol’ élémentaires
d’ordre 1. Néanmoins, par sa définition la méthode hybride RBD-FAST permet naturellement d’es-
timer les indices de Sobol’ élémentaires de tous ordres (voir [Mar09, TP12a]), et elle peut également
étre appliquée a l'estimation des indices de Sobol’ ascendants (voir [Mar09]). En outre, nous présen-
tons, au Chapitre 5 de cette thése une généralisation de la méthode RBD aux indices de Sobol’
descendants de tous ordres.

La construction de la méthode RBD se fait & partir du cadre de FAST avec p1 = --- = ¢4 = 0,
wp =+ =wyg =w € N* — généralement fixé & 1 — et en appliquant des permutations aléatoires
aux coordonnées des points x*(%) Plus précisément, soient 7y, ...,mq des permutations aléatoires
de {0,...,n — 1} et II,, 'ensemble des w = (m1,...,7q). Soit w € II,, considérons la fonction
x* = (z1,...,2}) définie sur {0, 1,..., %=1} telle que pour tout i € [1:d] et j€0:n—1,

. 1 o 1
z] (l) = — arcsin (sin (27rwm—(3))) + =
n ™ n 2

On définit alors
1

() - ()

o 7; ! désigne la permutation inverse de 7; (voir Figure 2.3). Et par suite, Tarantola et al. [TGMO6]
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. . . .2,RBD . :
introduisent les estimateurs &7 G2 RBD of GRBD

{i}m 7 {i}.n
N;
Stin’ = 2 Grwnlf ox™),
k=1
n—1
é’Z’RBD _ Zék,n(foxx);
k=1
N; X0
GRBD  _ 2Zk:1Ckw7n(fOX ")
{i}.,n - n—1 . «
> k=1 Chn(f 0 x%)

Comme dans la méthode FAST, on note également que par la formule de Parseval, ’estimateur de
o2 est exactement 'estimateur de variance empirique des f o x*(j/n), j € [0:n — 1].

1 T T T T T T T T T . 1 T T T T T T T T P 1

oo X* S el XX . 0" x X1 (1 /n)
08} L 0.8 ° . 0.8 **1(2/n)
07t ) 'x’:(2/n) 07 *x*(0) - 07
osf 056 06

*x*(1/n) . “x*d(n—1/n)
05 ) ,x:(o)x b 05 *x*(2/n) - 05 . x. _ix'l(O;L

04f «x*(n - 1/n) 0.4 . 04
03f . 03 o x*(1/n) 03
02f LT 02t 02
. x*(n—1/n)
o1, 01 . . 01

. . .
0 L L L L L L L L L 0 0
[ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 [ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 [ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

F1qURE 2.3 — Illustration des plans utilisés dans la méthode RBD.

La méthode hybride RBD-FAST consiste & combiner les deux fagons d’échantillonner. On com-
mence par scinder les variables d’entrées en plusieurs sous-groupes de tailles réduites & l'intérieur
desquels on échantillonne par la méthode FAST — i.e. on attribue des fréquences libres d’interférences
a lintérieur de chaque sous-groupe — puis on applique une permutation & chacun des sous-groupes
(voir Table 2.2). Cela permet selon les auteurs [TGMO06], de conserver la précision de la méthode
FAST et la faiblesse du cott de la méthode RBD.

6 parameétres : wy wo w3z W1 W2 W3

T ™2
6 parameétres : wy wy W] ws W1 Wo
S~—— S~——
™1 T2 T3

7 paramétres : w; ws w3 Wi W W3 Wy

™1 T2 ™3

7 paramétres : wy; wo W3 W4 Wy W4 Ws
N—_——— —— ——

T T2 3

TABLE 2.2 — Exemple d’attribution des permutations et des fréquences pour chaque paramétre dans
la méthode RBD-FAST.

Cette méthode n’est pas investiguée de maniére plus rigoureuse par la suite. On note cependant,
qu’au regard de notre travail proposé au Chapitre 5 de cette thése, la méthode RBD-FAST est
étroitement liée & la notion de supercube latin [Owe98| construit sur des sous-groupes cycliques du
tore unité.

2.3.3 En résumé

Les méthodes FAST, RBD et RBD-FAST se définissent principalement comme des méthodes
spectrales relatives a la base orthonormale constituée des exponentielles complexes. Méme si leurs
estimateurs des indices de Sobol’ ont pour origine un énoncé mathématique rigoureux — le théoréme
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ergodique de Weyl — elles apparaissent néanmoins comme des méthodes approximatives dont 1’anal-
yse de l'erreur d’estimation est difficile & appréhender rigoureusement, et le champs d’hypothéses
nécessaires a leurs applications reste flou. Cette problématique fait ’objet d’un travail théorique que
nous présentons au Chapitre 5.

2.4 Meéthodes relatives a une décomposition ANOVA spectrale

Dans le cadre d’une décomposition ANOVA spectrale relative & une base orthonormale ®y =
b1r, @+ @ Par,, k € N? comme décrite dans la Section 1.2.4, nous rappelons qu’estimer les indices
de Sobol’ revient & calculer les |ck|?> non-négligeables dans la décomposition de Y’

Y = Z Z P (Xy).
uC[l:d] keK,

Cette estimation des coefficients spectraux peut se faire principalement par régression linéaire, inter-
polation polynomiale et quasi-régression. Nous les résumons dans les sections qui suivent.

2.4.1 Reégression linéaire

Soient X7, j € [1 : n] une famille de vecteurs aléatoires indépendants distribués suivant la loi de
X, et soit K C N? un ensemble de troncature. Notons Y7 = f(X7), et considérons le modéle linéaire

Yj = Z ﬂk‘I’k(Xj) +€ja .7 S [1 : n]a
ke K

ot les paramétres Sy et les termes d’erreur €7 sont des nombres réels. Alors I’estimateur des moindres
carrés ordinaires (MCO) issu de la régression linéaire suivant les fonctions des bases ®y, k € K est
le vecteur B qui minimise la norme énergie de ’erreur € :

. [
8= argming 2(53)2.
j=1

On pose alors M(®) la matrice a n lignes et p = |K| colonnes de terme général @ (X7). Si M(®)
est réguliére alors ’estimateur MCO est donné par

-1

B=(ME@)TM®) M@)Y (2.10)
ot Y = (Y,...,Y"™)T. Par suite, pour u C [1 : d], on définit les estimateurs suivants :
R DY,

ke KNN,,

ou Ny = {(k1,...,kq) | Vieu, k € N et Vi € u®, k; =0}, et on aboutit & des estimateurs pour les
2

indices de Sobol’ en considérant en outre la variance empirique des Y7, j € [1 : n] pour estimer o2.
Remarque 2.2. D’un point de vue théorique, l’approche par régression consiste a donner une réponse
par optimisation dans l’espace fonctionnel — par minimisation de l'erreur quadratique — a une
question d’optimisation posée dans l'espace dual, au sens ot on veut minimiser l'erreur d’estimation
des indices de Sobol’ i.e. l’erreur d’estimation des coefficients spectraux. Par suite, si le dictionnaire de
fonctions ®y, k € K est insuffisant pour expliquer le modéle f, alors l'optimisation par les moindres
carrés ordinaires mene a une erreur minimale dans [’espace fonctionnel puisqu’on minimise [’erreur
quadratique, mais a une erreur qu’on ne controle malheureusement pas dans l’espace dual.

Au regard de la remarque précédente, la question du choix de 'ensemble de troncature K apparait
donc comme un probléme crucial, et ne semble pouvoir étre traitée que dans un cadre adaptatif par
un enrichissement du dictionnaire de fonctions ®y et également une augmentation de la taille de
Péchantillon pour assurer l'inversibilité de M(®) et un conditionnement correct (voir e.g. [Bla09,
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BS10]) Néanmoins, le cott de ce type d’approches adaptatives peut rapidement devenir prohibitif si
la méthode ne converge pas suffisamment vite, car la complexité algorithmique d’une régression est
en O(np?) en temps et O(p?) en espace, ce qui est loin d’étre négligeable si la taille de I’échantillon
n et le nombre de fonctions de bases p augmentent conjointement. Nous terminons en prolongeant
notre remarque précédente.

Remarque 2.3. En présence de composantes spectrales ®y de grande complexité — i.e. |{k;, k; # 0}]
et/ou max;c(1.q) |ki| grands — on peut raisonnablement concevoir que ces méthodes adaptatives n’ar-
rivent jamais a enrichir suffisamment le dictionnaire de fonctions de bases en un temps raisonnable
et aboutissent a une optimisation "biaisée” dans ’espace dual comme expliqué dans la remarque précé-
dente. Par conséquent, le calcul des indices de Sobol’ par régression linéaire suivant une décomposition
spectrale ne peut étre envisageable que sous des hypothéses restrictives concernant la structure spec-
trale de la fonction étudiée i.e. des connaissances a priori sur la décomposition ANOVA de cette
derniére. Ceci constitue un paradoze au sens ot cela revient a expliquer en partie de maniére a priori
lobjet étudié, i.e. la décomposition ANOVA du modéle.

2.4.2 Interpolation polynomiale

Nous résumons tout d’abord en quoi consiste I'interpolation polynomiale de fonctions de plusieurs
variables, puis nous détaillons les aspects pratiques en lien avec le calcul des indices de Sobol’ dans
un dernier paragraphe.

Interpolation lagrangienne en une variable Soient z°,...,2" € R, n + 1 points distincts, et
leurs n + 1 valeurs associées y/ = f(z7). Alors, il existe un unique polynéme P, de degré n tel que
pour tout j € [0: n], P,(z?) = f(27). Il est défini par

n
Py(z) =) f(a!)l;(x)
j=0
ot les [; sont les polynomes de Lagrange
n k
T—x
k#j, k=0
Interpolation lagrangienne multivariée par produit tensoriel Considérons maintenant une
fonction f a d variables et Xél, cee X,‘fd une famille d’ensembles de points distincts 22, ..., 20",

i € [1:d]. Notons P,, I'ensemble des polynomes d’une variable de degré au plus n, et l,(ji) les polynémes
de Lagrange relatifs a la i-éme variable. Alors il existe un unique polynome P, (x) dans P,,, ®---QP,,,
tel que pour tout x' € X @ -+ @ X | Po(x') = f(x'). Il est défini par

ni g

Pax)= Y - S fah, i @ 0 1 (x). (2.11)

Cette approche multidimensionnelle peut se révéler extrémement cotiteuse en grande dimension, car le
nombre de points d’interpolation est égal au produit n = nj X - - - X ng, et devient rapidement irréaliste
en grande dimension. Rappelons par exemple qu’en dimension 20, si il y a 4 abscisses d’interpolation
par variable — i.e. ny = --- = ng = 4 — on obtient 420 > 10'2 points d’interpolations et que 4
abscisses par variable peut étre largement insuffisant, méme pour des fonctions de faible complexité.
Pour cette raison, en pratique on s’oriente vers l'algorithme de tensorisation "partielle" de Smolyak
[Smo63].

Algorithme de Smolyak La méthode d’interpolation introduite par Smolyak [Smo63] consiste &
considérer des polynomes de la forme

Cfd—1
Ppax)= > (1) ""( |k|>f($’f1,...,x§d)l,(€11)®---®l,(€j)(x) (2.12)
q—d+1<|k|<q 4
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FIGURE 2.4 — Grille creuse pour l'interpolation de fonctions périodiques, avec ¢ = 4, d = 2 et
XL =22 ={0, 277 .. (ki —1)x27M}

ou k| = k1 + -+ kq et des ensembles de points d’interpolation en grille "creuse" (voir Figure 2.4)

Hgd= |J X o o
q—d+1<]k|<q

Notons

Pya = Z Pry—1 Q@ Pry1.
|k|=¢

Alors on a le résultat suivant (voir e.g. [BNROO]) :
Proposition 2.1. Soit f une fonction continue sur un compact L = L1 X --- X Lg, et supposons que
pour tout i € [1:d], Xf C Xy C --- C L;. Alors il existe un unique polynome d’interpolation Py q

dans Pg.q tel que pour tout x' € H(q,d), Pya(x') = f(x). Ce polynome est défini par la Formule
(2.12).

En pratique Dans la pratique, si les variables aléatoires d’entrée X; i € [1 : d] sont absolument
continues par rapport & la mesure de Lebesgue, ou par rapport & une mesure d’équiprobabilité sur un
ensemble {1,..., N}, avec une densité de probabilité classique w; reliée & une famille de polynomes
orthogonaux (Legendre, Hermite, etc., voir Table 1.1), alors on peut choisir les points d’interpolation
comme des points dont les composantes sont les racines de ces polynémes orthogonaux — i.e. les
points de quadrature de Gauss. Dans ce cas, le polynéme d’interpolation totalement tensorisé de
la Formule (2.11) se décompose sur la base tensorisée des polynomes orthogonaux considérés, notés

&y, ke N,
ni nd
Pa(x)= ) Y @c®i(x),
k1=0 kq=0

ou les Ck sont donnés par la formule de quadrature de Gauss

Ck = ijf(xj)q’k(xj)v

j=0
ot les poids de quadrature de Gauss w; sont définis a partir des polyndémes de Lagrange

d

w! = H/ ly) (x)w; (z)dx.

i—1 /supp(X;)

Les estimateurs des quantités o2, u C [1 : d], et o2 sont alors définies par

0-,121,IP — Z |/c\k|2

ke KNN,,
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et

0-,2,IP _ Z |/6k|2
ke KNN*
avec K =[0:nq] x -+ x[0:ng] et Ny = {(k1,...,kq) | Vi €u, k; € N* et Vi €u®, k; =0}.

Alternativement, on peut choisir les points d’interpolation comme des points dont les composantes
sont les racines des dérivées des polynémes orthogonaux — i.e. les points de quadratures de Gauss-
Lobatto. Dans ce cas, on peut construire des ensembles de points d’interpolation emboités et satisfaire
les hypothéses de la Proposition 2.1. On aboutit alors & une formulation similaire & la précédente ou
le polynome d’interpolation Py 4 se décompose sur la base tensorisée des polynomes orthogonaux, et
ses coefficients sont définis par un schéma de quadrature de Smolyak (voir e.g. [Bla09] Chap. 3 pour
plus de détails).

Nous retiendrons simplement que, tout comme 'approche par régression linéaire, I’approche par
interpolation polynomiale consiste en une optimisation dans l’espace fonctionnel alors que la question
posée — i.e. le calcul des indices de Sobol” — concerne ’analyse dans le domaine spectral. Les deux
remarques précédentes 2.2 et 2.3 s’appliquent donc également dans ce cas. Notons en outre, qu’il est
également possible de considérer des polynomes trigonométriques d’interpolation ; cette approche est
étroitement liée & la méthode FAST et est abordée au Chapitre 5.

2.4.3 Quasi-régression

Comme pour la régression linéaire, nous revenons & un cadre probabiliste, et nous considérons X7,
j € [1 : n] une famille de vecteurs aléatoires indépendants distribués suivant la loi de X. La quasi-
régression [AOO1] consiste a considérer 'estimateur de régression introduit dans la Formule (2.10) en

négligeant l'information donnée par la matrice (./\/l(*I>)T./\/l(<I>))71 et en la remplacant par sa valeur
asymptotique 1/n. Par conséquent, les coefficients |cx|? sont simplement évalués par I'estimateur

&= (5 ilf<Xj>q>k<Xj>)2;

certains parlent quelquefois de méthode de projection. On peut alors dériver un estimateur non biaisé

(voir [LO02]) n
— [< Zf (X7) @ (X) ) g (X982 X])}

Cependant, plus encore que la quantlte , ce sont les quantités normalisées ¢ = |cx|?/0? qui sont
intéressantes dans ’analyse de sensibilité. Pour ces derniéres, on peut définir un estimateur comme
le quotient de I’estimateur de la Formule (2.4.3) par ’estimateur de variance empirique

2
(%22_1 Yﬂ'@k(xn)
o=

s - (1T Yﬂ‘)g'

Dans ce cas, comme pour ’estimation par la méthode de Sobol’, on peut montrer un théoréme central
limit pour ces quantités normalisées. En effet, en notant que ’estimateur ﬁﬁyn est invariant par toute
translation des Y/ par —E[Y], puis considérant le vecteur

W = (7 - EY)@(X7), (Y7 —E[Y]), (Y7 ~E[Y])*)"

et la fonction

1.2

U(z,y,2) = Z_—yQ,
on a que 3 . = U(W,) avec W,, = (W' +--- + W")/n. Par suite, /n(W,, — (ck,0,0%)T) converge
en loi vers une loi normale centrée de matrice de covariance X, et la Delta méthode implique que
\/ﬁ(ﬁﬁn — ) converge en loi vers une loi normale centrée de variance gT¥g ot

g = V¥(cy,0,07%).
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Un rapide calcul nous indique alors que cette variance asymptotique est

4¢3
(02)

Ck
g"¥g = 5

Var [Y@k(X) — (¥ = E[Y])Q}.

Plus généralement, on peut montrer que ’estimateur
2
ZkGK (% Z?:l YJ‘I’k(XJ))

~2 o
’YK,n -

2
isn V2 (LS j
Ly e - (55, v9)
est tel que \/ﬁ(ﬁ(” — 'y%(n) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

 Dkek Cic

iVar[ Z ckY @i (X) 952

2
(0_2)2 (YﬁE[Y]) :|5
keK
avec 7%(,71 = ZkeK 63/02-
Pour finir notons que la quasi-régression ne souffre pas des problémes rencontrés dans la régression
linéaire et l'interpolation polynomiale mis en avant dans les Remarques 2.2 et 2.3.

2.4.4 En résumé

Les méthodes spectrales se divisent principalement en deux sous-familles. D’une part, elles com-
prennent des méthodes "optimisées" : régression et interpolation, et d’autre part une méthode que
I’on peut qualifier de "non-optimisée" : la quasi-régression. Les deux approches optimisées peuvent
étre assimilées a des techniques de métamodélisation au sens ol toutes les deux cherchent & obtenir
une estimation des indices de Sobol’ en passant au préalable par une approximation du modéle con-
sidéré. A contrario, la quasi-régression permet I'estimation des indices de Sobol’ sans procéder & une
approximation du modéle, et par conséquent en étant indépendante de la complexité des différents
effets du modéle. Dans nos applications, nous privilégierons la quasi-régression d’autant plus qu’elle
autorise, via la Delta méthode, de dériver des intervalles de confiance asymptotiques.

2.5 Notes

1) L’estimateur Monte Carlo couramment utilisé pour les 7, u C [1 : d] n’est pas celui introduit
par Homma et Saltelli [HS96] que nous présentons dans la Formule (2.3). Dans la pratique, Saltelli
et al. [SAAT10] ont montré qu’il est préférable d’utiliser la version de Jansen [Jan99)

wn ;n ST(FXY) - F(X,  ZE)

i=1

Sl:
I
|

En tant qu’indice de Sobol” généralisé (voir Section 2.1.2), cet estimateur est un contraste — tout
comme 'estimateur de la Formule (2.3) — et il est en outre positif, ce qui implique qu’il estime de
maniére exact les indices de Sobol’ théoriquement nuls.

2) Un certain nombre d’auteurs parmi lesquels Glen et Isaacs [GI12] appréhendent les indices de
Sobol’ descendants en considérant la définition
f(X) — E[Y] f(Xu : Zuc) _ E[Y]

S. =K
= o o

et les estiment par une simple méthode de Monte Carlo sur les sorties du modéle renormalisées.
Plusieurs variantes d’estimateurs sont proposées dans [GI12] suivant des corrections de biais dif-
férentes.
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3) De nombreuses autres méthodes ont été proposées pour I’estimation des indices de Sobol’. On
citera par exemple les approches par polynomes locaux ou fonctionnelles de densité [Da-07] qui ont
été développées pour I'estimation des indices de Sobol’ dans le cas ot les variables d’entrée du modéle
sont corrélées. Les approches par krigeage — i.e. processus gaussien — sont également discutées dans
la littérature (voir e.g. [Mar08]).

4) Dans ce chapitre, nous avons présenté I’estimation des indices de Sobol’ essentiellement, comme
une question d’intégration numérique. On remarque néanmoins que les méthodes de quasi-Monte
Carlo sont trés faiblement représentées, et en particulier des suites & discrépance faible comme les
(t,m, s)-nets [Nie92| brillent par leur absence. Il existe pourtant de nombreux résultats théoriques
concernant ces suites, et des développements tels que la randomisation de Owen [Owe97], qui ménent
aux scrambled (t,m, s)-nets, permettent de définir des méthodes d’intégration trés performantes en
lien avec la décomposition en ondelettes. Ces travaux constituent certainement un point de départ
au développement de nouvelles méthodes d’estimation des indices de Sobol’.

5) Le choix de I’ensemble de troncature K dans les approches spectrales n’est pas précisé. Il se
fait généralement de maniére empirique, en sélectionnant uniquement les composantes dépassant un
certain seuil. Ce seuillage, dans le cas d’une approche par quasi-régression, peut se faire plus intel-
ligemment en prenant en compte la variance de Pestimateur (voir en particulier [JO03]). Notons en
outre que ce type d’approche est évoqué au sujet de la méthode RBD par Tarantola et Koda [TK10];
ils font référence en particulier aux travaux de Donoho et al. [DJKP95].

6) La dérivation d’un théoréme central limit (TCL) pour 'estimation des indices de Sobol’ par
quasi-régression a été introduite initialement en 2011 par Xu et Gertner [XG11la]. Dans cet article,
en s’appuyant sur la Delta méthode, les auteurs introduisent un TCL pour lestimation des indices
de Sobol’ par quasi-régression dans le cas particulier d’une base trigonométrique.



Chapitre 3

Méthode de Morris et méthode basée
sur les dérivées

L’exploitation des dérivées partielles d’'un modeéle en analyse de sensibilité remonte principale-
ment aux années 1970 (voir e.g. [Ham94] pour des considérations historiques). On la trouve dans la
littérature sous le nom de méthode directe ou encore d’analyse de sensibilité différentielle. Elle est
basée sur 'approximation d’une fonction multivariée par son développement de Taylor a I'ordre 1.
En effet, dans le cas d’un accroissement de toutes les variables d’entrées par un incrément de méme
amplitude relative ¢, i.e.

yOZf(,f?,...,.Tg) et ?JZf($?(1+5),...,x2(1+5)),

il vient facilement

0 0
it PO (gf.(xo))w_é_
Yy =1 L Yy
Hi

Ainsi, la variation relative de la sortie au point x° se décompose comme une somme de mesures
d’importance p;, chacune quantifiant la variation due & la i-éme variable. Le calcul des dérivées
partielles au point x° peut s’effectuer analytiquement en dérivant le modéle adjoint de f, ou si la
complexité du modéle est telle que le modeéle adjoint n’est pas accessible, on opte généralement pour
une approximation par différences finies. Notons que I’approche par le modéle adjoint posséde un
cott indépendant de la dimension du modéle, car une seule simulation du modéle adjoint permet de
disposer des dérivées partielles d’ordre 1 dans toutes les directions — on estime généralement le cott
d’un modéle adjoint & 5 ou 6 fois le cotit du modéle direct. Néanmoins, ¢’est une méthode intrusive qui
requiert d’effectuer des manipulations a I’intérieur du code de calcul utilisé '. A I’opposé, ’approche
par différences finies constitue une méthode non intrusive, mais posséde un coit en O(d).

Cette approche par dérivées partielles posséde essentiellement un inconvénient. En effet, I’approx-
imation obtenue par le développement de Taylor & ’ordre 1 ne tient que sous hypothése de linéarité et
d’additivité. Si le modéle ne posséde pas ces caractéristiques extrémement restrictives, cette méthode
n’est valide que localement autour du points xy. Pour en faire une méthode de sensibilité globale, au
sens ou on étudie les variations du modéle en fonction de ses paramétres sur leurs domaines de défini-
tion tout entier, il est nécessaire d’analyser les dérivées en plusieurs points et d’opérer un traitement,
statistique des résultats. Cette nouvelle fagon d’utiliser les dérivées en faisant une analyse "locale glob-
alisée" a été introduite par Morris [Mor91] dans le cadre des méthodes de criblage — en anglais, screen-
ing — et a été considérablement développée depuis 2007 [CCS07, SK09, SK10, KRFPS09, LIPG12].
Dans un premier temps, nous présentons la méthode originale de Morris, ainsi que la contribution de
Campolongo et al. [CCS07]. Puis dans une seconde section nous abordons les développements plus

1. Cette dérivation peut généralement se faire par différentiateur automatique si le code ne présente pas de parties
trop complexes. Méme dans ce cas, la méthode est qualifiée d’intrusive au sens ot le modéle n’est pas considéré comme
une boite noire abstraite, mais doit étre lu en détail par le différentiateur automatique.

53
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récents et plus rigoureux qui ont mené & la définition formelle d’indices de sensibilité basés sur les
dérivées.

Pour commencer, le cadre d’étude est purement déterministe, et on considére un modéle y =
f(z1,...,xq) ot f est une fonction réelle définie sur ’hypercube unité dont les dérivées partielles
d’ordre 1 existent.

3.1 Meéthode de Morris

3.1.1 Description de la méthode de Morris

La méthode de Morris repose principalement sur la notion d’effet élémentaire qui n’est rien d’autre
qu'une approximation d’une dérivée partielle d’ordre 1 par un schéma aux différences finies. Pour
introduire cette notion, on discrétise tout d’abord 1’ensemble de définition des z; suivant une grille

réguliére & p niveaux
1 -2 d
0= {0, B 1}

pfl, -’pfl,

ol p est un entier naturel non nul. Soit A un multiple de ﬁ et i € [1:d]; on définit I’ensemble,

Qi = {XGQ | (21,05 Tim1, T+ A, Tigr,..., Tq) EQ}
et pour x € Qa 4, on introduit

L R +A,x?+1,...,:cg) — f(x%
A

appelé effet élémentaire du i-éme facteur au point x.

Le calcul de cet accroissement, permet d’évaluer I'impact de chacun des paramétres x; sur la
sortie au point x°. Les facteurs sont incrémentés de la quantité A suivant un schéma One-At-a-Time
(OAT), i.e. a tour de role. A ce stade, I'information obtenue n’a qu’un intérét purement local puisque
leffet élémentaire est calculé en un point x° particulier. On s’intéresse donc & la variable aléatoire
d;(X) — ou implicitement X suit une loi uniforme sur I’hypercube unité — dont ’espérance, notée
1i(X), et Vécart-type, noté o;(X), constituent des mesures globales de 'influence du i-éme facteur.
L’information contenue dans ces deux quantités permet d’exhiber une partition de la famille des
parameétres d’entrée résumée dans la Table 3.1. Notons que si la distribution des d;(X) est symétrique
par rapport a 0, alors 'espérance p;(X) est nulle quelle que soit 'amplitude des valeurs absolues des
d;(X). Pour cette raison Campolongo et al. [CCS07] ont proposé de considérer plutdt la quantité

pi(X) = E[ld;(X)[].

Ecart-type faible | Ecart-type élevé
influent
Espérance faible négligeable (effet
non-linéaire
influent et/ou interaction
Espérance élevée (effet linéaire avec d’autres
et additif) facteurs)

TABLE 3.1 — Classification des facteurs a l'issue de la méthode de Morris.

Ces espérances et ces écart-types sont estimés a 1’aide d’un échantillon de r effets élémentaires ou
r est généralement fixé & quelques dizaines [CCS07]. Pour chaque calcul d’un effet élémentaire, on
choisit une direction ¢, puis on tire un point uniformément dans Q24 ;. On peut évaluer I'efficacité de
la méthode par la définition d’'une grandeur proche d’un rendement — appelée economy par Morris
[Mor91]; il s’agit de la fraction du nombre d’effets élémentaires obtenus par le nombre d’évaluations
du modele qui ont été nécessaires. Un rapide calcul de la méthode exposée ci-dessus montre que son
rendement est de % On peut améliorer ce résultat en utilisant une méthode plus économique, c’est
I’objet de la section suivante.
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3.1.2 Description de la méthode économique

Le rendement de la méthode précédente est accru en diminuant le nombre de simulations du
modeéle tout en conservant le nombre d’effets élémentaires obtenus. Le cadre de simulation reste
inchangé : I’ensemble des entrées est modélisé par un hypercube unité discrétisé de dimension d, noté
Q, et chaque entrée posséde la méme probabilité d’étre sélectionnée. Comme le montre Morris, cette
derniére hypothése conduit & un cadre plus restrictif. Ainsi, on se place dans le cas ou

p
2(p—1)

La base de la méthode repose sur une famille de matrices particuliéres. Soit B(d) l'ensemble des
matrices ayant d + 1 lignes et d colonnes, dont les éléments sont 0 ou 1, et qui possédent la propriété
que, pour chaque colonne 1, il existe exactement deux lignes qui différent uniquement par leur i-éme
composante ; par exemple,

pest pair et A= (3.1)

00 - 0 0]

1 0 .0
s_|1 1

0 0

1 . 1 0

T 1 1|

Considérons la matrice AB et traduisons chacune de ses lignes comme une entrée du modéle; il est

alors aisé de constater que réaliser des simulations en ces d + 1 entrées permet d’obtenir d effets

élémentaires, un pour chaque facteur. Le rendement d’une telle méthode, #, tend vers 1 lorsque d

tend vers +o00; dans tous les cas, il est supérieur au rendement de la méthode classique, égal & %
La génération aléatoire de ces matrices se fait par le biais de la formule suivante,

B* £ |:Jd+1711'* + %((QB — Jd+17d)D* + Jd+17d)}P* (32)
ot J,, ) sont des matrices m par k remplies de 1,
x* est une entrée choisie aléatoirement de maniére équiprobable dans {0, ﬁ, c 1 =AY
D* est une matrice diagonale de dimension d dont les éléments diagonaux 1 et —1 sont
choisis avec la méme probabilité,
P* est une matrice de permutation de taille d tirée de maniére équiprobable.

Avec une telle matrice, on montre aisément que, pour 4 fixé entre 1 et d, chaque effet élémentaire
d;(x) calculé posséde la méme probabilité d’étre choisi; chaque variable aléatoire d;(X) est donc
échantillonnée de maniére uniforme.

Remarque 3.1. Dans lexpression (3.2), Morris [Mor91] fait remarquer que la matrice P* n’est
pas nécessaire pour obtenir I’équiprobabilité théorique, sa présence permet simplement de rajouter un
"brassage aléatoire” supplémentaire.

Remarque 3.2. On peut encore généraliser cette méthode en élargissant la famille de matrices B(d) ;
le nombre de lignes n’est alors plus réduit a d + 1 et surtout, le passage d’une ligne a ’autre peut se
faire en modifiant plus d’une composante, ce qui meéne a un screening non-OAT. La motivation d’une
telle généralisation réside essentiellement dans le fait que le rendement peut alors devenir supérieur
al.

3.1.3 Représentation graphique et lecture des résultats

Les quantités p;(X) — ou pf(X) — et 04(X) sont représentées dans le demi-plan supérieur, les
moyennes j; en abscisse et les écart-types o; en ordonnée. On fait également figurer les deux droites
définies par
T

7 (3.3)

ly| =2
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ou r est le nombre d’effets élémentaires calculés par facteur (pour des illustrations de la méthode
de Morris, voir les Figures 3.1 et 3.2 dans le premier paragraphe des notes de ce chapitre). Morris
explique que toute variable d’entrée se situant & ’extérieur du cone formé par ces deux droites —
ie. |pi(X)| > 20;/y/r — peut étre considérée de moyenne "significativement" différente de 0. Ce
dernier point reste discutable, car le raisonnement, de Morris se base, a priori, sur le théoréme de la
limite centrale qui est un résultat valide uniquement asymptotiquement. Or, le nombre limité d’effets
élémentaires calculés permet difficilement de se placer sous hypothése asymptotique.

3.2 Indices de sensibilité basés sur les dérivées

La définition des indices de sensibilité basés sur les dérivées (ISBD) peut se voir comme une
relecture rigoureuse de la méthode de Morris. Plus précisément, lorsque les dérivées partielles d’ordre
1 de f existent et sont de carré intégrable, on s’intéresse &

) = (52 <x0>)2 (3.4

et en particulier & l'espérance v; = E[d;(X)]. Dans la pratique, ces quantités sont estimées par
une méthode de Monte Carlo ou de quasi-Monte Carlo (voir [KRFPS09]), et on ne s’¢loigne que
trés peu de "approche de Morris. Cet indice synthétique a été introduit récemment par Sobol’ et
Kucherenko [SK09], alors que certaines variantes avaient été discutées antérieurement par Sobol’ et
Gresham [SG95] (voir [KRFPS09]). Dans le cas général, il est essentiellement introduit pour fournir,
via l'inégalité de Poincaré (voir e.g. [BBCGO08]), un majorant des indices de Sobol’ ascendants d’ordre
1. Nous présentons ces résultats dans la premiére section et nous discutons de sa généralisation aux
indices ascendants d’ordre quelconque dans la seconde section.

3.2.1 Majoration des indices ascendants d’ordre 1

Cette majoration a été énoncée initialement par Sobol’” et Kucherenko [SK09] pour des variables
d’entrée uniformément distribuées et généralisées par Lamboni et al. [LIPG12] a des mesures de
Boltzmann, i.e. des mesures absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue et dont la
densité est de la forme

p(z) =cexp(—v(z)), z€R (3.5)

ol v est une fonction continue et ¢ une constante de normalisation. Ces deux résultats s’énoncent
comme suit

Théoréme 3.1. [Sobol’ et Kucherenko, 2009] Avec les notations et sous les hypothéses qui
précédent, si X; suit une loi uniforme sur [0, 1], alors

S; < L (3.6)

V;.
w202

Théoréme 3.2. [Lamboni, Iooss, Popelin et Gamboa, 2012] Avec les notations et sous les
hypothéses qui précédent, si X; suit une loi de Boltzmann, alors

gi S O_—ZVZ', (37)

ot C; est la constante de Cheeger (voir Table 3.2 pour quelques valeurs classiques)

C. = sup min (E(m), 1— Fl(:n))

z€R pi(z) (38

avec F; et p; qui sont respectivement la fonction de répartition et la densité de X;.

Dans la pratique, plus I'indice de Sobol’ est petit, plus la majoration est fine.
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loi de probabilité constante de Cheeger

q

normale N (p, 0%) g
exponentielle £(A), A > 0 1
B

Gumbel G(u, B), échelle 8> 0 o)

g
Weibull W(k, \), k > 1, échelle A > 0 2og(2)1-k)/k,

lo

TABLE 3.2 — Constantes de Cheeger pour quelques lois de Boltzmann.

3.2.2 Majoration des indices ascendants d’ordre quelconque

Sobol” et Kucherenko [SK10] ont généralisé I'inégalité du Théoréme 3.1 aux indices de Sobol’
ascendants d’ordre quelconque en introduisant un nouvel indice synthétique basé sur les dérivées. Ils
énoncent également un résultat similaire pour des mesures gaussiennes. Nous les réunissons dans le
théoréme qui suit aprés avoir introduit la mesure

Tu = ;E{#—M (g—i(xi)f]. (3.9)

Théoréme 3.3. [Sobol’ et Kucherenko, 2010] Avec les notations précédentes, si X, suit une loi

uniforme sur [0, 1], alors
— 24

Su < mTu. (310)
Et si X, est un vecteur aléatoire gaussien, alors
— 2
Su S ;Tu' (3].].)

On a également le cas particulier suivant.

Proposition 3.1. Avec les notations précédentes, si f est linéaire par rapport auz variables X;, i € u,
alors -
Sy = — (3.12)

;.
3.3 Notes

1) Comme nous 'avons présenté, 'incrément A de la méthode de Morris doit étre fixé par 1'util-
isateur ; cela souléve la question de son impact éventuel sur les résultats. Nous exhibons le role de
cet incrément dans un exemple élémentaire. Nous considérons un modele additif fonction de deux
paramétres A et B qui influent différemment sur la sortie d’'un modéle. La variation de la sortie
en fonction de chacun de ces paramétres est décrite par la Figure 3.1. En conservant les notations
utilisées précédemment, on choisit un espace discrétisé € avec p = 50, et on effectue une méthode de
Morris dans le cas ou A = ﬁ — i.e. 'incrément le plus fin — et A = % — i.e. I'incrément imposé
par la méthode économique. Dans chaque cas, on calcule r = 25 effets élémentaires par paramétre ;
I’expérience est menée 20 fois. Les résultats présentés dans la Figure 3.2 montrent de nombreuses
divergences. Dans le cas de l'incrément le plus fin, les deux paramétres peuvent étre décrits comme
agissant sur la sortie de maniére non-linéaire et le paramétre A est légérement plus influent que le
paramétre B. Dans 'autre cas, o A = %, le paramétre A est proche de I'influence négligeable alors
que le parameétre B semble agir de maniére linéaire.

2) La méthode de Morris est introduite initialement comme une méthode de criblage, i.e. un tri
grossier des facteurs d’entrée afin d’indentifier ceux qui n’ont aucun effet sur la sortie, avant de mener
une analyse plus fine sur les facteurs actifs. Par cette définition, elle doit étre réalisée a faible cott en
terme de nombre de simulations. Ce n’est cependant pas une chose aisée lorsque le nombre de variables
d est élevé — pouvant largement dépasser la centaine — car le nombre de simulations nécessaires
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FIGURE 3.2 — Représentation graphique des statistiques issues de la méthode de Morris pour A = 45
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(a gauche), et A = %5

(a droite).
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dans Panalyse de Morris est en O(d). Dans ce cadre, il peut étre intéressant de se tourner vers une
approche séquentielle dans laquelle ’évaluation des effets élémentaires d’'un facteur est stoppée dés
lors qu’il est identifé comme actif dans le modéle; I’effort de calcul étant alors uniquement concentré
sur les facteurs non correctement identifiés. Boukouvalas et al. [BGMA10] ont récemment proposé
un tel algorithme séquentiel utilisant des hypercubes latins sous critére maximin, et avec un critére
d’arrét basé sur un dépassement de seuil de I’écart-type o; (voir Figure 1 page 9 dans [BGMA10]).

3) Comme mentionné dans [IPB112], I'information relative & la variance des dérivées partielles
lors du calcul des ISBD peut étre utilisée, comme dans la méthode de Morris, pour détecter un effet
linéaire et additif.
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Chapitre 4

Correction de biais des estimateurs

des indices de Sobol’ dans les
méthodes RBD et RBD-FAST

Dans ce chapitre nous revenons de facon partiellement heuristique sur le probléme lié au biais des
estimateurs des indices de Sobol’ dans méthodes RBD et RBD-FAST. Nous proposons en particulier
des méthodes de correction de biais pour les deux approches. En outre, nous introduisons une nouvelle
technique basée sur des considérations combinatoires visant a estimer tous les indices de Sobol’ d’ordre
1 et 2 de maniére plus efficace. Ce chapitre a fait 'objet d’une publication récente dans la revue
Reliability Engineering and System Safety [TP12a].

4.1 Introduction

Global sensitivity analysis of model output consists in quantifying the respective importance of
input factors over their entire range of variation. Many techniques have been developed in this field (see
[SCS00, SRAT08] for a review), this includes for example screening methods [Mor91], density-based
methods [Bor07, BCT11] and also derivative-based methods [SK09, SK10]. But the most popular are
the variance-based methods that rely on ANOVA decomposition [Sob93, Hoe48, ES81].

ANOVA decomposition and sensitivity indices Let X = (X7,...,X,) be a random vector and
Y = f(X) € R, where f is a square-integrable function. Under the assumption that the components
of X are independent, the variance V of the model output Y can be decomposed as :

S SEEE SRR (11)

k=1 1<iy<---<ip<p

where
Viiiw = Y. (=D)Feerdvar(B(Y|X;, ) € J))
JC{i1,.in}
where Var(-) and E(+|-) denote variance and conditional expectation, respectively. Thus, if V' # 0 (i.e.
Y is not almost surely constant), dividing both sides of (4.1) by V', yields a positive and normalized
decomposition,

P
1= Z Siy.i (4.2)
k=1 1<ii<--<ip<p

where

7/1---7:k

%

are the so-called k*®-order SIs — or Sobol’ indices —.

<

Sil...ik: )1§21<<2k§p
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In the case of an additive model — i.e. f(X1,...,X,) = > h_, fu(Xx) — all terms but the first-
order SI are zero and we obtain a full decomposition with only Si,...,S,. On the contrary, if f is a
non-additive function, it is necessary to evaluate higher-order terms to point out which interactions
are significant. In practice, the first- and second-order SIs generally provide a good overview of the
global variations of a model output.

FAST and its derived methods Different methods have been developed to estimate variance-
based SIs, the FAST method, introduced in the 1970’s, is one of the earliest. The three introduction
papers [CFS173, SS73, CSS75] describe how to compute main effects — i.e. first-order sensitivity
indices — exploiting Weyl’s ergodic theorem [Wey38]. Then, in a review article [CLS78], the authors
precise the underlying theory considering multiple Fourier series, and suggest a decomposition of
variance (see Eq. (2.29) in [CLS78]) which allows to consider higher-order SIs. But, in practice, many
sources of error occur and it is generally impossible to get accurate estimates at low computational
cost. As a consequence FAST has only been applied to estimate first-order and total SIs in small
dimension (see the EFAST method due to Saltelli et al. [STC99] for total SIs).

The RBD and Hybrid FAST-RBD (HFR) methods, proposed in 2006 by Tarantola et al. [TGMO06],
partially overcome the inherent drawbacks of FAST using a new sampling technique based on Satterth-
waite’s random balance designs [Sat59]. These methods have been introduced to estimate first-order
SIs, and as Mara [Mar09] notices, it is also possible to estimate SIs of any order or closed and total
sensitivity indices, using the HFR method (renamed RBD-FAST).

Recently Plischke [Pli10] derived another FAST-like method, named Effective Algorithm for com-
puting global Sensitivity Indices (EASI), which estimates sensitivity indices with any input sample
while FAST, RBD and RBD-FAST use specific experimental designs.

In Section 4.2, we briefly recall the FAST method and discuss the different sources of error that
affect the accuracy of SI estimates. In Section 4.3, we present the specific problem of interferences in
RBD which leads to the positive bias of the first-order SIs and we propose a bias correction method.
In Section 4.4, we extend this technique to the sensitivity indices of any order in RBD-FAST, and in
Section 4.5, we describe an efficient strategy to estimate all the first and second-order ST using RBD-
FAST. Numerical examples are presented in Section 4.6 to illustrate the accuracy of the proposed
bias correction method. Conclusions and ideas for a future work are summarised in Section 4.7.

4.2 Sources of error in the FAST method

4.2.1 Description of the FAST method

The FAST method is based on a specific experimental design — the so-called search curve —
which allows to use discrete Fourier transform. The experimental design (xk)kzlm ~ 1s such that

zk =Gi(sin(wisp+ i), i=1,....,p, k=1,...,N (4.3)

where the w;’s are integer frequencies — free of interferences up to a certain order (see Section 4.2.2),
the G;’s are functions to be settled so as to impose probability density functions on the input variables
X, ¢; are random phase-shifts and (sg)g=1...n is defined as

2r(k — 1)
—N

S =
In particular, to uniformly sample the marginal distributions over [0, 1], one shall use (see for example
[STC99)),
Gi(:) = —arcsin(’) + ;
i(-) = —arcsin(+) + = .
s 2

The Fourier spectrum of the discrete signal (f (le, ey z{o)) can be decomposed with respect
j=1..N
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to the frequencies wy, ..., wy, and the following estimators can be defined,
Vo= ) el (4.4)
1<[n|<N/2
‘//i\ = Z |ékw1 2 s (45)
1<|k|<N,
‘/l] = Z |ékwi+le |2 ) (4.6)

2<|k|+[l|<N2

and so on ; where N is the highest harmonic considered as non-negligible, N5 is the order over which
the linear combinations of w; and w; are considered as negligible, and

g (4.7)

N
. 1 j §Y —in2mU=1) N
Cn:NE f(xlv'-'v'rp)e N ) *?SRS

is the n-th complex discrete Fourier coefficient. Finally, dividing (4.5) (resp. (4.6)) by (4.4), we get
the estimator of a first-order (resp. second-order) ST :

Z |ékwi |2

— 1<|k|<Ny

S, ===, (4.8)
> el
1<|n|<N/2
Z |ékwi+le|2
Sz _ 25[k[H[l[<N2 — . (4‘9)
>l
1<|n[<N/2

The accuracy of these estimates naturally depends on the sample size and we can observe an empirical
convergence to the theoretical values as IV tends to +oc. But the dependence is intricate ; in addition
to the truncation error, we distinguish two main sources of error.

4.2.2 Interferences

Whenever a linear combination of the frequencies wy,. .., w, is equal to zero, some parts of variance
could be attributed by error to other ones in the decomposition of the Fourier spectrum. For example,
if —2w; + wy = 0, the discrete Fourier coefﬁment Cowy = ¢, contains information from both X; and
X5, and should not be totally attributed to S and S These interferences can sometimes cause a
bias, and to alleviate their effect, we adopt the criterion proposed by Schaibly and Shuler [SS73] to
choose frequency sets free of interferences up to a certain order M,

p p
D aw #0 for > fail <M +1. (4.10)

=1 i=1

4.2.3 Aliasing

Only linear combinations such that —N/2 < w = >"" | a;w; < N/2 are unambiguously represented
by the discrete sampled signal. If w is out of this range, its spectral component is falsely attributed
to another frequency inside the Fourier spectrum. To avoid this aliasing phenomenon, which can lead
to positively biased estimators, it is necessary to satisfy the Nyquist-Shannon theorem, i.e. to impose
that the sampling rate is large enough. As a consequence, the sample size is bounded from below as

follows :

N >2M X w; (4.11)
<isp

where M is defined in the previous paragraph. Practitioners generally set

Ny=Ny=---=Ng= M, (4.12)
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but this constraint is not necessary, and the criterion stated in (4.10) and (4.11) can be formulated
in a more general way. Indeed, for all 1 < ¢ < p, consider N, € N*, and for all 1 <i4; < --- < iy < p,
define

Agy iy = {((11, .,ap) €ZP

Vi ¢ {i1,...,ig}, a;=0and |aim|§Nq}

1<m<q
and
p
A=) U A
q=11<i3 < <ig<p

Hence we propose to replace (4.10) and (4.11) by

p
Z aw; #0 for all (a1,...,a,) € A (4.13)
i=1

and

p
N >2 max a;wi, 4.14
o (al 7777 G‘P)GA ; ( )

respectively. Note that if (4.12) is satisfied, (4.13) and (4.14) are equivalent to the classic criterion
stated in (4.10) and (4.11).

4.3 Random balance design method

As we noted in the previous section, using a distinct frequency per input factor in the FAST
method imposes restrictive constraints on the sample size. To overcome this drawback, an alternative
sampling method is employed in RBD.

4.3.1 Sampling method

In contrary to FAST, in the RBD method, all the w; are equal to a unique frequency w and
input variables are distinguished by taking random permutations of the coordinates of the sample
points. Let o1,...,0, denote random permutations on the set {1,..., N}, the experimental design
(2%)—1...n is such that

zf:Gi(sin(wsai(k))), Vi=1,....,p and Vk=1,...,N .

One shall choose an odd integer N to get a good space-filling design. In this case, RBD technique is
very close to Latin hypercube sampling introduced in 1979 (see [MCB79]) ; the only difference is that
the RBD design points are located at the center of the cells (see Fig. 4.1).

4.3.2 Estimator

RBD sampling method can be used to estimate first-order SI. The estimator of the total variance
is defined as in FAST and the part of variance due to the factor X; is estimated by

Vo= > I (4.15)
1<|k|<Ny
with
A0 1 al U-il(j) U-il(j) 7ikw727r(j71)
Chw = sz(xll peees Tp! )e T (4.16)
j=1
where o, !is the inverse permutation of o;. Indeed, considering a fixed i, the design points (:c(lr Y

-1/ —1/.
(4) ,zgi (J))

are such that the i*” coordinate is sampled with respect to the frequency w and the other ones are

j=1..N
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FIGURE 4.1 — Comparison between Latin hypercube and RBD samples in two-dimensional unit hy-
percube with sample size 15.

sampled in a random way because

1.
le @ _ Gk<sin (wsak(gil(j))))
{ G (sin(ws;)) k=i

. . . (4.17)

G (sin (wsaz(j))) ifk#1

where a}; =o0p00; 1is almost surely a non-trivial permutation. Therefore, in the Fourier spectrum

of the signal
o () o () )

i ey Tt , 4.18

(f(% Tp ) i—1N ( )

the harmonics of w are attributed to the partial variance of X;. Thus, using FAST estimator, we get
Eqgs. (4.15) and (4.16).

Remark 4.1. The choice of the frequency w seems to be of secondary importance. However, to
avoid aliasing, the most efficient value is the smallest one, typically w = 1. In this case, the aliasing
phenomenon is negligible and consequently, there is no more restriction on the sample size as in Fq.
(4.11).

4.3.3 Bias

As we explained in the last section, the RBD estimator is so defined because the harmonics of w

—1/. —1/.
in the signal (f (x(lr (J), ey z;i (J))) are supposed to be only related to the part of variance
j=1..N
Vi due to X;. But it is essential to notice that, since the factors (X)r.; are randomly sampled, the
-1/ —1.
remaining part of variance — denoted V_; — appears in the signal (f (x(lr (J), ceey z;i (])))
j=1..N

as a random noise. Therefore, a random fraction of each harmonic of w is related to V_; and is falsely
attributed to V;. Xu and Gertner [XG11b] quantified this interference between the harmonics of w
and the random noise, showing that for any ¢! we have

V_i

2
+ N

B(|ef,

?) = lef,

where ¢, denotes the theoretical unbiased k" harmonic of w. Thus, following Eq. (4.15), we define
the bias-corrected estimator of V; as

5o o
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where V_, is an estimator of V_; defined, assuming the bias correction, as

Vo, =V -=Ve
Hence
= _ o 2N =

and dividing both sides of the equality by \7, we obtain

where 3? et S‘} are the RBD estimator of the first-order sensitivity index and the corrected one,

respectively. Finally, setting A = 2%1 , we get the explicit formula

Remark 4.2. [t is important to observe that the larger N and S;, the lower the bias.

Remark 4.3. In his paper, Plischke [Plil0] suggests to apply exactly the same bias correction to
the EASI estimates (see Eq. (7) in [Plil0]). His approach is based on a bias correction method for
correlation ratios due to Kelley [Kel35].

4.4 Hybrid approach : RBD-FAST

The underlying idea in RBD-FAST is to combine both RBD and FAST sampling approaches.
Therefore, this new method is naturally faced with the classical drawbacks of FAST, but in a lesser
extent. The main interest, of the hybrid approach is that estimation of higher-order SI is possible.

4.4.1 Sampling method

For this purpose, the p input variables are divided into groups of approximatively equal cardinal.
Then each group is assigned a distinct random permutation and each factor of the group a distinct
frequency chosen from a frequency set assumed free of interferences up to a given order (see Section
4.2.2.). For example, we can have the following configurations :

6 factors : X1 X2 Xg X4 X5 X6
W) W2 W3 Wi w2 ws

o1 g2
6 factors : X1 X2 X3 X4 X5 XG
W1 W2 W1 W2 W W
1 Wy W1 We Wi W (4.19)
o1 o2 g3
7 factors : X1 X2 Xg X4 X5 XG X7
W1 W2 W3 W Wy W Wy .
———— e N——

o1 g2 o3

Remark 4.4. Tarantola et al. [TGMO6] and Mara [Mar09] present RBD-FAST (or HFR) in another
way : the p input variables are partitioned in the same way but the permutations are applied within
the groups and a different frequency is associated to each group. Actually, the methods are strictly
equivalent ; these just are two different points of view.



4.4. HYBRID APPROACH : RBD-FAST 67

4.4.2 Estimators

This hybrid sampling method allows to define the estimator of SI of any order. In particular,
considering two factors inside the m** group associated with the frequencies w; and w; respectively,
we can define the part of variance of their interaction as

7 m 2
Vi= Dl (4.20)
2<[K|+IUI<N,

where Ny is the value over which the linear combinations of w; and w; are considered as negligible
and where

N

Tm 1 U;Ll n) a;l(n —i(kw,; . ) 2™ (n=1)

Ck‘wr‘rle' = N Z f(zl ( yoresLp ))6 (hwitlw;) N . (421)
n=1

In the same way, considering a factor inside the m'" group associated with the frequency w;, we can
define its part of variance as

Vi= > P (4.22)

1<[K|< Ny

where N; is the highest harmonic considered as non-negligible and with

N
1 -1 -1 . T (n—
G =~ S ) e (4.23)
n=1
. .
Indeed, considering the sample points (2] @ LT (j))jzl...N where m is fixed, for 1 < k < p,

we have

(i) if X} is associated with the couple (w;, o) then

xziﬂ(j) -Gy (sin (%’Sg (Uml(j)))) = Gk(sin (wiSj)),

(ii) if X is associated with a couple (w;, 0y, ), for n # m, then

xz;Ll(j) = Gk (Sil’l (wisa (o’ml(]))))

where 0, 0 0,,! is almost surely a non-trivial permutation. Therefore, all input variables outside the
group associated with o, are randomly sampled, and the other ones are sampled with respect to
their frequencies. Applying FAST’s estimator, Eqgs. (4.20)—(4.23) follow.

4.4.3 Bias

The phenomenon leading to positive biases described for the RBD method occurs in the same
way for RBD-FAST. Therefore parts of variance can be corrected with an analogous technique.

Let X,.,,-..,Xm, be the d input factors inside the m!" group, and P be a nonempty subset of
{m1,...,mq}. We denote Vp the part of variance due to the interaction between the input variables
(Xi)iep (e.g. if P = {i}, Vp is simply V;, and if P = {3,j}, Vp is Vj;). Let \7; be the RBD-FAST
classical estimator of Vp, previously described in Eqs. (4.20) and (4.22) for card(P) = 1 and 2.
Following RBD bias correction, we first define the estimator of the positive bias Bp as

—~ n( P) —

BP = TV_P
and the corrected estimator of Vp as

VE=Vp—Bp
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where n(P) is the number of Fourier coefficients taken into account to estimate Vp. \7; is an estimate
of the part of variance which is not due to any subset of factors contained in {mq,...,mq} defined,
assuming the bias correction, as

D N
QC{muy,....mq}
Hence (P)
—~ — n ~ —
VP:VP_T(V_ Z VQ)’
QC{muy,....,mq}
#0
and dividing both sides of the equality by \7, we get
& o np) S
QC{muy,....,mq}
Q#0

where 5/‘; and gf\g are the RBD-FAST estimator of the SI Sp and the corrected one, respectively.
Then setting

Ag = @ for any nonempty subset Q € {m1,...,ma4} (4.25)
and _
A= > e
QC{ma,....,ma}
Q
we conclude with the explicit formula
— — Ap _
S¢ =8 — —|1- S, . 4.26
P=S-s(- Y ) (4.26
QC{mu,....,ma}
#0

(see details in Appendix 4.A).

Remark 4.5. This bias correction formula requires the knowledge of the biased estimators 5/‘; of any
order relative to the input factors (X;)icp. Unfortunately, the estimation of the terms over a certain
order is quite difficult; so in practice, it is necessary to neglect SI over a certain degree § and to
consider the following bias correction

- A _
Sp=5p = PX (1 - > SQ) (4.27)
- QC{ma,...,ma}
Q0. card(Q)<s

where

= > Ag - (4.28)
QC{mi,....,mq}
Q#D, card(Q)<é

Remark 4.6. An analagous formula for closed SI can be deduced from (4.26). Keeping the same
notations as previously, such indices are defined as

S]cglosed _ Z SQ

QCP, Q#0
and we have
Qclosed,c S\closed )\%losed <1 Z §\>
SC = —_— —_
P P Y Q

QC{m1,...,ma}
Q#D
where 551054 and S€°°°¢ qre the RBD-FAST estimator of the SI SS°%d and the corrected one

respectively, and
)\%l‘osed — Z )‘Q )
QCP, Q#0
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4.5 An efficient strategy to estimate both first- and second-
order sensitivity indices

Throughout this section, we develop a strategy using RBD-FAST to get all the bias-corrected
estimates of the first- and second-order ST of a model in which we assume that the SI over a certain
order § are negligible. In this case, we can get the first-order and second-order indices by applying
Eqgs. (4.27) and (4.28).

However, contrarily to the RBD method in which all the main effects of any model can be estimated
using only one experimental design, the computation of all the first-order and second-order indices
using RBD-FAST requires a number of sample sets increasing with the number of factors p. Through
an example, Mara [Mar09] observes that 5 sample sets are necessary to estimate all the 15 second-
order ST — and naturally the first-order ones — of a 6-dimensional model. In fact, in the case of 6
input factors, the number of experimental designs can be restricted to 4. More generally, we establish
that the required number of experimental designs is equal to :

14+ min ¢ for p > 4,
VP4
q prime (429)

1 for p < 3.,

where p is the number of input factors. Low-dimensional models — p < 3 — can be treated using
FAST method with only one design of experiments ; in the other cases we implement a strategy based
on elementary combinatory considerations.

It has to be noted that, in Mara’s paper [Mar09], input variables are divided into groups of 2
factors, while our configurations can contain subgroups of more than 2 factors. Thus, the constraints
on the sample size that arise from FAST — see Eqgs. (4.10) and (4.11) — are more restrictive in
our approach. Nevertheless, as we can observe in Table 4.1 p73, at the same computational cost, our
strategy provides second-order SI estimates with smaller variance.

4.5.1 Designs of experiments in the case p = ¢> with ¢ prime

In this particular case, the different configurations of the designs of experiments required to
estimate all the first-order and second-order SI are quite natural. First, we divide the set of input

variables {X1,...,X,} into ¢ groups of ¢ factors; for example, in the case p = 9, we can have,
configuration 0: Xy X;X5 X7XoXo X3XsXg . (4.30)
—_— Y Y=
et e G9

Following RBD-FAST approach, each group receives a set of free of interferences frequencies and is
randomly permuted. This allows to estimate the second-order indices Si4, Si5, Si5, S27, Sa29, S79,
Ss6, S3g and Sgg, and all the first-order terms.
We then obtain the other configurations applying the following rules :
(R1) each of the new configurations is a partition of the input variables into ¢ groups of ¢ factors,
(R2) each group in the new configurations is filled with one factor of each original group (G?);- 1...gs
(R3) if a set of two distinct variables {X;, X} is already contained in a group G¥, then we are
not allowed to define a group G!,, with [ # k and m # n, in a next configuration containing
both X; and Xj.
For instance, in the case p = 9, it is only possible to create three new configurations,

configuration 1:  XgXyXg X7X5Xg X3XoX3
—_— Y Y~

Gl Gl Gl
conﬁguration 2: XGXng X3X7X4 X2X8X5
—_— Y Y~

G? G3 G3
configuration 3: X7 X1 Xg X5X3X9 XgXoXy.
—_— Y Y

G a3 e

(4.31)
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Here, it is easy to notice that these four configurations 0, 1, 2 and 3 allow to compute one estimate
of all the second-order ST and four estimates of all the first-order terms.
More generally, we have the following proposition :

Proposition 4.1. In the case p = ¢> with q prime, there exists an efficient strategy using ¢+1 designs
of experiments and allowing to compute q + 1 estimates of all the first-order SI and one estimate of
all the second-order terms.

Proof. See Appendix 4.B.

4.5.2 Experimental designs for any p

In the general case, we first define

*= min ¢,
q P q
q prime
and )

Following the strategy presented in the previous section, we can create g + 1 designs of experiments
with p* factors, Xi,...,Xp,...,Xp~. We then delete variables X,1,...,X,+ in all configurations. For
example, considering an 8-dimensional model, we get ¢* = 3 and p* = 9, and we can use the designs
of experiments presented in Eqgs. (4.30) and (4.31), and deleting the factor Xy, we get

conﬁguration 0: X4X1X5 X7X2 X3X8X6
e e

GY G3 G3
configuration 1: Xy Xs X7X5Xs X3XoXi
S~ Y Y=
. i G2 G (4.32)
conﬁguratlon 2: X6X1 X3X7X4 X2X8X5
—— Y Y
G G3 G3
configuration 3: X7 X1 Xg X5X35 XgXoXy.
—_— = Y
G3 G3 G3

Hence, for any p, we have an economical strategy for which the number of experimental designs
satisfies Eq. (4.29).

Remark 4.7. Elaborating economical strategies is also of magjor importance for the Sobol’ method
in which the curse of dimensionality is clearly problematic. In particular, one can cite the work of
Saltelli [Sal02] who provides an economical way to estimate all the first-order, second-order and total
ST using the Sobol’ method.

4.6 Numerical tests

The accuracy of the proposed bias correction method is tested on the g-function introduced by
Sobol’ (see e.g. [SS95]). Considering uniformly distributed independent input variables (X;);=1..., on
the unit hypercube, this function is defined as

f(X17 cee 7Xp) = Hgl(XZ)
i=1
where ¢;(X;) is given by
|4Xi — 2| + a;
9i(X:) 7o,

We consider a 6-dimensional g-function where (a;) = (0,0,0,0.5,0.5,0,5), so that the three first
parameters are important, the others are less important and interactions are quite important. We
then add three dummy factors X7, Xg and Xg that don’t play any role in the model.

The bias correction method and the efficient strategy are tested on this 9-dimensional model.
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4.6.1 Test on RBD

The correction method is tested using increasing sample sizes, N = 501 and N = 2001 (see Figs.
2 and 3). In both cases, we estimate all the first-order SI with the basic RBD method and with the
corrected one. The experiment is replicated 200 times using different random permutations.

We observe that the corrected boxplots are centered on the analytical values whatever the sample
size. On the contrary, in the absence of correction method, the estimates are considerably biased,
even for a large sample size. For a low sample size, we can notice that the bias correction is of great
importance because a factor without any effect on the output can appear as a nonnegligible one using
the basic RBD method (see By, Bs and By in Fig. 4.2).
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F1GURE 4.2 — Estimation of the first-order ST using RBD. We compare, for a fixed sample size N = 501
(on the left side) and N = 2001 (on the right side), the basic estimator (B1 to B9) with the bias-
corrected one (C1 to C9). In each column, we mark the theoretical ST with a blue asterisk and plot
several summaries of a sample of 200 estimator replicates : the red central mark is the median ; the
box has its lower and upper edges at the 25! percentile ¢ and the 75" percentile @, respectively ;
the whiskers extend between g — 1.5(Q — ¢) and @ + 1.5(Q — q) ; the red crosses are outliers.

4.6.2 Tests on RBD-FAST

Computations using the efficient strategy

In this section, we test the bias correction method on RBD-FAST. Applying the efficient strategy
using RBD-FAST, we estimate all the first- and second-order ST using only 4 experimental designs —
those presented in Eqs. (4.30) and (4.31) — with sample size 4001. Following Remark 5, we neglect
the third-order effects — their contribution in the variance is theoretically lower than 10% —, so we
apply Eqs. (4.27) and (4.28) with § = 2.

Here, designs are constructed using different random permutations and the set of frequencies free
of interferences is {w1,wq,ws} = {177,186,193}. We show on Figs. 4.3—4.4 boxplots of 200 replicates ;
all first-order SI are shown in Fig. 4.3, and a representative subset of the second-order SI is shown
on Fig. 4.4. As in the previous test, the corrected indices are centered on their respective theoretical
value ; but some differences exist between main effects and interaction estimations. On the one hand,
first-order terms are accurately evaluated, and their bias, in the absence of correction, are rather
low ; on the other hand, interaction estimates suffer from a more important variance and a larger
bias in absence of correction. Two main reasons justify the difference between the variances. Firstly
the first-order terms are evaluated thanks to 4 estimates per indices while the second-order ones are
computed with only one estimate, and secondly the complexity of SI grows with the order. In terms
of bias, the lower performance of the interaction estimations without correction is essentially due
to the larger number of frequencies taken into account to evaluate the second-order indices. Indeed,
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considering Eq. (4.27), we can notice that the amplitude of the bias :

Ap —~
=(1- S
(- > 5
QCG(P),Q#0
card(Q)<d

is proportional to Ap = n(P)/N. In this test, we have n(P) = 2N; = 2 x 10 = 20 for the first-order
SI, and n(P) = 2N3(Ny — 1) =2 x 7 x (7 — 1) = 84 for the second-order SI. Note that the frequency
set {177,186,193} satisfies the criterion stated in Eqs. (4.13) and (4.14) with parameters N; = 10,
Ny =7 and N3 = 0.
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F1GURE 4.3 — Estimation of the first-order SI using RBD-FAST. We compare, for a fixed sample size
N = 4001, the basic estimator (B1 to B9) with the bias-corrected one (C1 to C9). In each column, we
mark the theoretical ST with a blue asterisk and plot several summaries of a sample of 200 estimator
replicates : the red central mark is the median ; the box has its lower and upper edges at the 25"
percentile ¢ and the 75" percentile @, respectively ; the whiskers extend between ¢ — 1.5(Q — q) and
Q@ + 1.5(Q — q) ; the red crosses are outliers.

Comparison with Mara’s approach

We now estimate all the first- and second-order SI using the strategy described in Mara [Mar09].
With such an approach, input variables are divided into 4 groups of 2 factors and 1 single term. Hence,
9 experimental designs have to be employed. To keep the same computational cost as for the previous
experiment in Section 4.2.1, sample size is 1791 and we use the set of frequencies {w1, w2} = {79, 83}.
Note that this frequency set satisfies the criterion stated in Eqs. (4.13) and (4.14) with parameters
N1 = 10, and Ny = 7. The experiment is replicated 200 times using different random permutations,
and results (empirical mean and variance for each strategy) are reported in Table 4.1. On the one
hand the accuracy of first-order SI estimates is the same, and on the other hand we observe that the
efficient strategy provides second-order indices with lower variance. We conclude that the choice of
strategy seems to be important in terms of variance reduction.

4.7 Conclusion

In this paper we presented a bias correction method for the estimation of SI of any order by both
RBD and RBD-FAST. In particular, as we can notice through the numerical tests, this technique
successfully avoids the over-estimation of the first-order and second-order indices, for any sample size.

We also introduced a strategy which, combined with the bias correction method, provides an
efficient way to estimate all the first-order and second-order indices using RBD-FAST. In particular,
this kind of approach allows to get a good overview of the sensitivity of a model output at a low cost.
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F1GURE 4.4 — Estimation of the second-order ST using RBD-FAST. We compare, for a fixed sample size
N = 4001, the basic estimator (Bij) with the bias-corrected one (Cij). In each column, we mark the
theoretical SI with a blue asterisk and plot several summaries of a sample of 200 estimator replicates :
the red central mark is the median ; the box has its lower and upper edges at the 25! percentile ¢ and
the 75" percentile ), respectively ; the whiskers extend between ¢ — 1.5(Q — ¢) and Q + 1.5(Q — q) ;
the red crosses are outliers.

S Sy | S7 | S | Sir | Sar | Si2 Sis | St

Theoretical value 0.129 | 0.057| 0 [0.019| O 0 |0.043|0.008| 0O
Mean ES 0.129 | 0.057| 0 |0.019| O 0 |0.042 | 0.008| 0O
Variance ES(x10~?) 1.1 08 (0.1 25 |09 10| 1.9 19 | 1.1
Mean MS 0.129 | 0.057| 0 |0.019| O 0 |0.042 | 0.008| 0O

Variance MS(x107°) | 1.3 0.8 |0.1| 100 | 64| 6.0]| 9.9 9 6

TABLE 4.1 — Estimation of the first and second-order ST using the RBD-FAST method with sample
size 4001 with Mara’s strategy (MS) and the proposed efficient strategy (ES). We give, together
with the theoretical value of the SI, the empirical means and variances of a sample of 200 estimator
replicates.

Finally this efficient strategy introduces the question of variance reduction techniques (see Section
4.2.2), and a further work is to improve RBD and RBD-FAST sampling methods. In particular,
optimization algorithms commonly used for Latin hypercube sampling could be adapted for RBD
experimental designs which are, as we have noticed in Section 4.3, very close to Latin hypercube
designs.
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4.A Details on formula (4.26)

We denote by (FP;);=1..., the nonempty subsets of {m1,..., m4} where n is given by

4 rd
= =2¢_1
=2 (i) =
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and, to simplify the notations, we denote by \; the coefficients Ap,. Applying Eq. (4.24) to each of
the P;, we get the linear system

Sp, =X =h e A [ SR .
Sp, o 1-dp —h oo —X2 S &
_ E : S S (4.33)
g; Ay e R [ VIR TR W @: An—1
§; “A —An 1= §Ic; An
A

The determinant A of the matrix of the system — denoted A — is easy to compute. Subtracting the
first column to all other ones, we get

1— X\ -1 -1
Ao 1 0 0

A=| 0o . T (4.34)
: 0
“An 0 0 1

and, using Laplace expansion,

In practice, we fix N so that

3

Z card(P;) < N

i=1

Hence, with the definition in Eq. (4.25), we have

=1

This implies that A is positive; in particular A is invertible.
We get A~! using the formula based on the adjugate matrix,

‘adj(A)
A= 7
A
We easily obtain,
A+ A2 ce An—1 An
A A+ N

adj(A) =

A + )\n—l )\n

)\1 )\2 o )\n—l A + )\n
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Finally we invert the linear system (4.33). It comes

S M M A T A

SP1 1+ 3 A A SP1 A

Too Az Az Ag Az IR Az

S, x 1+ 2 A Sp, A

= : : ; — : (4.35)

—_— —_—

c s, S An—1

Pp1 Pp_1 A

T An An An g An

SPn A A 1+ A SPn Kn

and we conclude that Eq. (4.26) holds.

4.B Proof of Proposition 4.1

Let p = ¢® with ¢ prime. It is obvious that if there exists g + 1 designs of experiments satisfying
the rules established in Section 4.5.1, then these configurations allow to compute g+ 1 estimates of all
first-order ST and one estimate of all second-order terms. So, to show that an efficient strategy exists,
it is sufficient to prove the existence of such configurations under the rules (R1), (R2) and (R3) of
Section 4.5.1. We give a constructive proof.

We begin by renaming the factors (X;);=1..,, and defining an initial configuration,

configuration 0:  X|---X{ X;---XJ ... X].. X7
GY G GY
where X f = X(i—1)q+j- We then obtain the q other experimental designs by considering fori =1,...,¢
1 1 1
configuration i : X7 xZ D xo @ xgi® o xoi@ | xei) (4.36)
| S S —

Gi G e

where for all 7 and j between 1 and g, af is a permutation on the set {1,...,¢}. These configurations

obviously satisfy rules (R1) and (R2) since each group (G%);=1.4 is filled with one factor of each
original group (GY)k=1.4; but (R3) is not always verified. However we can observe that, letting c be
a cyclic permutation of order ¢, the permutations

o] =c? =coco---0c¢ (4.37)
~———
ij times

allow to satisfy rule (R3). Indeed, following the formalism of Eq. (4.36), rule (R3) reads as : for all ¢,
i, k, k', j1 and jp between 1 and ¢, with i <4’ and j; # ja, either the factor from GY inside G} —

i . .. i . (K
ie. X;; *) _ is different from the factor from GJQ1 inside G}, — i.e. X;Z *) _ or the factor from
. J2 . ) .. i’ . J/2 K
GJQ2 inside G}, — i.e. X;; *) _ is different from the factor from ng inside G}, — i.e. X;; *) _

That is to say

ol (k) # ol ()
v:lgivilvkak/ajlaj?qu i<7:/7 jl %ij Or_ )
o (k) # o7 (k') .

So, assuming Eq. (4.37), let’s prove that

¢ (k) # ¢ (k)
v:lgivilvkak/ajlajégqv i<7:/7 jl ?éj27 or ,
2 (k) # P I2(k') .
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Suppose, by contradiction, that
(k) =K and ¢ (k) = ¢ 2 (K)
for some (7,4, k, k', j1,j2) with i # i’ and j; # jo. It follows that
=G =02) (k) = | .

Then, ¢ being a cyclic permutation of order ¢ with ¢ prime and ¢ being different from ', we deduce
that =) isa cyclic permutation of order ¢q. Hence, j; — jo = ¢r for a certain integer r. But, assuming
1 < j1,j2 < q, we conclude that » = 0 and j; = jo, a contradiction to our assumption j; # jo. The
conclusion follows.

Erratum dans D’article [TP12a] publié dans la revue Reliabilty Engineering
and System Safety :

Dans [TP12a] a la page 207, entre les Formules (24) et (25), ainsi que dans ce chapitre a la page
63, entre les Formules (4.17) et (4.18), il faut lire : "where o}, = o1 00; ! is a non-trivial permutation
with overwhelming probability.". En effet, la probabilité en question est égale & 1 — 1/(n!) et non a
1 comme cela est affirme.



Chapitre 5

Nouvelle introduction aux méthodes
FAST et RBD

Dans ce chapitre, nous effectuons un travail essentiellement théorique visant & réintroduire de
maniére rigoureuse les méthodes FAST et RBD. Pour ce faire, nous proposons une relecture de ces
techniques au regard de I’analyse harmonique sur les sous-groupes finis du tore unité, et de la notion
de tableau orthogonal. Nous évitons ainsi I’écueil lié & I’approximation du théoréme ergodique de
Weyl [Wey38| sur lequel FAST et RBD sont construites initialement. Cela nous permet de mieux
comprendre le fonctionnement de ces méthodes, de les généraliser, et également d’investiguer de
maniére rigoureuse la problématique du biais dans la méthode RBD. Ce chapitre a fait I'objet d’une
soumission dans la revue Information and Inference (Oxford Journals) [TP12c].

5.1 Introduction

Variance-based sensitivity analysis consists in computing indices — the so-called variance-based
sensitivity indices (SI) or Sobol” indices (see [Sob93]) — that are essentially multiple integrals. Many
numerical techniques have been developed to estimate these quantities. This includes the crude Monte
Carlo estimator (see [Sob93|, and [JKLT12] for a recent work), the polynomial chaos-based estimators
(see [Sud08] and [BS10]) and the FAST method (see [CLS78] and [STC99]) as well as its derived
approach, RBD (see [TGMO06]), and their hybrid approach, RBD-FAST (see [TGMO06] and [Mar09)]),
and many others (see [SCS00] for a review).

The main purpose of this paper is to revisit FAST and RBD by using the discrete harmonic
analysis framework, in order to carry out a theoretical error analysis. In these methods the SI es-
timation amounts to computing a finite number of the complex Fourier coefficients of the model of
interest defined on the unit hypercube. In theory these computations could be done by performing
a crude Monte Carlo integration or a cubature on a regular grid. But the rate of convergence of the
Monte Carlo method is low, and cubatures are generally unfeasible in high dimension because of the
exponential growth of the number of nodes, also known as the curse of dimensionality.

A first possible starting point to overcome these drawbacks is to note that the discrete complex
Fourier coefficients computed by using the cubature approach are exactly the coefficients in the
representation of the trigonometric interpolation polynomial of the model of interest on the regular
grid. Consequently this approach consists of a trigonometric interpolation issue and can be generalized
by using Smolyak algorithm on sparse grids (see [DS89]). Such interpolation schemes are quite efficient
as long as the model of interest is sufficiently smooth (see [BG04]). But the matrix of the interpolation
operator in such a method suffers from an increase of its condition number for both increasing
refinement of the regular grid and increasing model dimension, and thus makes the interpolation
scheme unstable (see [KK11]).

As a consequence, it turns out to be obvious that, in order to avoid the stability issue, one has to
focus on unitary operators. Thus DFT operators on finite subgroups of the torus (see e.g. [Loo53])
— i.e. the unit hypercube view as a group — whose matrices have a perfect condition number equal

7
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to 1 are particularly well-suited in the present framework. This leads to the use of lattice rules (see
[ST94] for a review) to which FAST, as shown in Subsection 5.4.1, is closely related. In a second time,
by viewing finite subgroups of the torus as orthogonal arrays (see [HSS99] for a review), the previous
method can be generalized by performing a randomization process on these arrays. This leads to the
use of randomized orthogonal arrays in numerical integration (see [Owe94] and references therein) to
which RBD, as shown in Subsection 5.4.2, is closely related.

The paper proceeds as follows. In Section 5.2, we set up the notation, we give background materials
related to the ANOVA decomposition and to the Fourier series representation, and we introduce the
class of estimators of interest. In Section 5.3, we first review both FAST and RBD, and then revisit
them. Section 5.4 is devoted to the error analysis by using the revisited definition provided in Section
5.3. At last, Section 5.5 gives numerical illustrations of RBD estimates on an analytical model. Most
of the proofs of the propositions are given in appendices.

5.2 Background

5.2.1 Notation

First, E[Y], E[Y|X] and Var[Y] denote the unconditional expectation of Y, the conditional ex-
pectation of Y given X and the variance of Y, respectively. By convention, we define E[Y'|(] = E[Y].
Secondly, consider a parameter d in N* — the dependence on which is omitted for convenience —
and define for any u € {1,...,d},

Zy, = {keZ|Vicu k;€ZandVigu, k; =0}
7: = {keZ|Vicu k€ Z" and Vi ¢ u, k; =0}
and for all ¢ € N*,
. i 174
Zui) = Zun (=53]
.. N i 114
zi) = zin (- 53]
Lastly, a design of experiments is commonly denoted by D and, for i € N*, the notation D(i) refers
to the regular grid in [0,1)¢
. d
1 —1
D(i):{o,—_,...,l. } . (5.1)
i i

5.2.2 Variance-based sensitivity indices

Let X = (X1,...,X4) € [0,1]¢ be a d-dimensional random vector and let us consider Y = f(X)
where f : [0,1]% — R is a measurable function such that E[Y2] < +o0. Under the assumption that
X has independent components, the Hoeffding decomposition [Hoe48, Van98] states that Y can be
uniquely decomposed into summands of increasing dimensions

d
Y —E[Y] = Zl {Z }fu(XZ-,i € u) (5.2)
m=1uC{1,....d
|lu|l=m

where the 2¢ — 1 random variables on the right-hand side of (5.2) should satisfy the property
Vo Gu, E[fu(Xiicu)|X;icn]=0. (5.3)

Note that in this case the random variables f,(X;,7 € u) have mean zero and are mutually un-
correlated. Therefore taking the variance of both sides in (5.2) gives the variance decomposition
[ES81, Sob93] of Y

d
Var[Y] = Zl {Z }Var[fu(Xi,ieu)] (5.4)
m=1uC{1,..., d
|ul=m
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Finally, if Var[Y] # 0, we define the so-called variance-based sensitivity indices — or Sobol’ indices

— as
sur ) =

(5.5)

In practice, global sensitivity analysis focuses on computing the first-order (Ju| = 1) and the second-
order (|u| = 2) terms.

5.2.3 Fourier series representation

From here on let us assume that the X;’s are independent and uniformly distributed on [0, 1].
Therefore the joint probability density function of X on [0, 1]? is equal to 1 and, denoting

n1 nqg
Pa(£,X)= > -+ Y clf)exp(2irk - X) (5.6)
k1:—n1 kd:—nd
where
ck(f) = / f(X)exp(—2itk - X)dX , (5.7)
[0,1]¢
the Riesz-Fischer theorem yields
2
P, X) 5 Y. (5.8)
In particular, we have
Y = Z e Z ck(f)exp(2itk - X) a. s. (5.9)

ki1€Z kq€Z
and as the following proposition shows, this Fourier series representation gives an harmonic approach
to handle the variance-based sensitivity indices.

Proposition 5.1. Let Xi,..., X, be independent random wvariables uniformly distributed on [0, 1]
and let us consider Y = f(X) where f : [0,1]% — R is a measurable function such that E[Y?] < +o0
and Var[Y] # 0. Then for any non-empty subset u of {1,...,d} we have

S Je(HI

keZy

Sl

ke(Z4)*

Su(f,X) = (5.10)

Démonstration. In view of (5.9), it is easy to notice that the components in the Hoeffding decompo-
sition satisfy

fulXiyieu) =Y adf)exp(ink - X) a.s. (5.11)
kezy,
and the conclusion follows from Parseval’s identity. O

As in (5.10) the index S, (f, X) does no more depend on X we now simply denote the sensitivity
indices by Sy(f). In the same way, we now denote V,(f) and V(f) the parts of variance Var[ f,(X;,i €
u)} and the total variance Var[Y], respectively. Lastly, when u = {iy,...,is} is explicitely given, we
use the more common notation V;,_; (f) and S;,. ;. (f).

5.2.4 Estimation

We now define basic estimators based on Proposition 5.1. For any non-empty subset uof {1,...,d},
let K, be a finite subset of Z¥ and D a finite subset of [0,1)? with |D| = n. Denoting

& (f, D) = % 3 f(x)exp(—2irk - x), (5.12)

xeD
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we define the estimator of V,(f ) as the truncated series

faKuvD Z |Ck f7 9 (5]‘3)

keK,

the estimator of V(f) as the empirical variance

~ 2
VD) == (100 -+ 3 5) (5.14)
xeD yeD
and the estimator of S, (f) naturally as
q (fa KuaD)
Sulf, Ky, D) = ——— 5.15
| 7= V(f,D) 19

Example 5.1. If the design of experiments D is a set of independent random points uniformly
distributed on [0,1]¢ and

K= || K, (5.16)
uC{1,...,d}
u#(

we have R ~

Vu(faKuvD) :Vu(f> (5-17)
where
fX)= > @lf D)X (5.18)
ke KU{0}

is the approzimation of f(X) using the quasi-regression approach [AOO01] based on the random sample
D. Note that [cx(f, D)|? is a biased estimator of |cx(f, D)|? and it is recommended to use the unbiased

estimator
— <6k f.D Z A (x ) (5.19)

xeD
(see e.g. [LOO02]). In the same way, the empirical variance \A/'(f, D) should be replaced by the unbiased

sample variance "5V (f, D).

Example 5.2. If the design of experiments D is the regular grid D(q) — with n = q%, ¢ € N* —
and if for all non-empty subsets u of {1,...,d}, K, =7Z%(q) and

K= || K (5.20)
uC{1,...,d}
u£Q
then by Parseval’s identity, it can be easily shown that
where B .
fx) = T(f. D(q))e ™ (5.22)
keK

is the trigonometric interpolation polynomial of f(x) (see e.g. [DR84]) at the n = q¢ equally spaced
nodes x € D(q).

5.3 New introduction to FAST and RBD
In the sequel, since the X;’s are independent and uniformly distributed on [0, 1], we have
E[f(X)] = /[ | f(x)dx (5.23)
0,1]4

so we use no more probabilistic notation. Moreover, the integrability assumption on f now reads
f e L*([0,1)9).
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5.3.1 Review of FAST

Numerical integration

FAST is essentially an application of the following result due to Weyl [Wey38] (see also the Weyl’s
ergodic theorem [Wey16] in German or [Sin77])

Theorem 5.1. [Weyl| Let g be a bounded Riemann integrable function on [0,1]% and for all i =
1,...,d, z;(t) = {w;t} where the w;’s are real numbers linearly independent over Q and {-} denotes
the fractional part, then

T
/[Ojl]dg(x)dx = Jim_ % /_Tg(:zjl(t), o xg(t))dt. (5.24)
In particular, for any k € Z% and g : x — f(x)exp( — 2irk - x), (5.24) reads
1 (T
ck(f) = TIEI;O oT LT fox(t)exp( — 2im(k - w)t)dt. (5.25)

Then FAST consists in replacing z;(t) = {w;t} with semiparametric functions z;(t) = G; (sin(w;t))
(see [CFST73]) where the w;’s are positive integers and the transformations G; are chosen to preserve
the marginal distributions of the X;’s. If the latter are uniformly distributed — as in the present
paper —, it can be shown (see [CLS78] and [STC99]) that G;(-) = < arcsin(-) + 4. Saltelli et al.
[STC99] also propose to add a random phase-shift ¢, € [0,27), getting the semiparametric functions
2} (t) = L arcsin (sin(27w;t + ¢;)) + 5. Hence, replacing x with x* in (5.25) gives

T
c(f) = lim — [T fox*(t)exp( — 2im(k - w)t)dt.

Thus, since the functions z} are 1-periodic, it comes

1
cx(f) =~ / fox*(t)exp( — 2im(k - w)t)dt
0
and applying the rectangle rule to the right-hand side integral gives

cx(f) ~ Cew(f 0 X7). (5.26)

where
" j k- w
o == (L — 2imj =)
kw(fox") anox (n)exp( imj—
7=0
is the complex discrete Fourier coefficient of the one-dimensional function f o x*. In the sequel, the
dependence on n, w and ¢ is generally omitted for convenience.

Estimation

The estimators of V(f), V(f) and consequently of S,(f) were introduced by using the approxi-
mation in (5.26) (see [CFST 73| and Appendix C in [CLS78]). On the one hand, for any non-empty
subset u C {1,...,d} and any finite subset K, C Z?, (5.26) leads to the definition of the estimator

of Vu (f) FAST

Ve (fEax) = Y [Gw(fox)]. (5.27)

keK,

On the other hand, (5.26) gives

V()

co(f?) — co(f)?

Co(f? ox*) —Co(f ox*)?
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and Parseval’s identity leads to the definition of the estimator of V(f)

n—1

(fix*) =3 [eu(f ox")|”

k=1

~FAST
A%

This naturally leads to the estimator of the variance-based sensitivity indices S, (f)

3 [okw(fox?)|”

~FAST ke K,

Su (faKIUX*) = n—1
S fe(foxn)|?
k=1

~FA
As in Example 5.2, note that by Parseval’s identity V
V(£ Ax"(£)}j=0.m—-1)-

ST
(f,x*) is equal to the empirical variance

Choice of parameters w and n

As discussed by Schaibly and Shuler [SS73] and Cukier et al. [CSS75], w and n should be cor-
rectly chosen so as to minimize the cubature error in the approximation in (5.26). In order to avoid
interferences i.e.

k-w—kK -w=0 fork k eZ? k#K

and aliasing i.e.
k-w—k w=jn fork k' ez k#k andjecZ*

— that both lead to Ck.., (f 0 x*) = Cir. (f 0 x*) — Schaibly and Shuler [SS73] propose to choose wy,
..., wgq free of interferences up to order NV € N* :

d
(k—K) - w#0 forallk, kK €Z? k#K, st. > |[ki—kj|<N+1 (5.28)

i=1
and n sufficiently large

n~ N max(wy,...,wd). (5.29)

More recently, referring to the classical information theory, Saltelli et al. [STC99] suggest to replace
(5.29) with Nyquist-Shannon sampling theorem (see e.g. [Mar09])

n > 2N max(wy, . ..,wq). (5.30)

In our opinion, the criterion stated in (13) should be written

d d
(k—K)-w#0 forallk, kK €Z? k#K,st. > [ki| <N and » [k <N’ (5.31)

i=1 i=1

since the main objective is to avoid interferences within a finite subset of Z¢ out of which the Fourier
coefficients of f are a priori negligible — in (5.31), this subset is the closed ['-norm ball of radius
N’. Thus we may reformulate the whole criterion stated in (5.28) and (5.30) with respect to the set
K = U, K, where the K,’s are the truncation sets in the FAST estimator of V,(f) given in (5.27).
We propose to choose wyq, ..., wg free of interferences within K i.e.

(k—k) w#0 forallk, K e K, k#k’" and n> Jnax (k—Kk) w). (5.32)

In the sequel, we refer to the latter as the "classic" criterion of FAST.
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5.3.2 Review of RBD

RBD makes use of the previous framework setting ¢ =0, w; = -+ = wyg = w € N* — usually set
to 1 — and applying random permutations on the coordinates of the resulting points x*(%) More
precisely, let o1, ...,04 be random permutations on {0,...,n—1} and & denote the set of all possible
o = (01,...,04). Given o € &, consider the function x* = (z1°,..., 2 ) defined on {0,2,... 21}

such that for all i € {1,...,d} and j € {0,...,n — 1}, !

z] (l) _ 1 arcsin (sin (Qmuw)) + %

n s n

Thus denoting o, ! the inverse permutation of o;, define

Xx,i(i) _ Xx(ofl(j)).
n n
Finally through a heuristic argument Tarantola et al. [TGMO6] introduce the RBD estimators of
Vu(f), V(f) and S,(f) for first-order terms — i.e. u = {i}, i € {1,...,d} —. For any finite subset
Ky € Z?i}, we have

~RBD

Vi (LK) ) = Y [w(fox™)],

keK 3y

~RBD

n—1
Vx4 = S e ox)?
k=1

and

S [Erwl(f o x|

~RBD keK

Sz’ (f’K{i}aXX) = T
S [er(fox )|’
k=1

~RBD
As in FAST note that by Parseval’s identity, the estimator V (f,x*) is equal to the empirical
variance V(f,{x*(Z£)}j=0..n—1). In the sequel, the dependence on w and o is generally omitted for
convenience.

5.3.3 FAST and RBD revisited
Main result

First we introduce more notation. For any p € N*, let

rp: [0,1] — [0,1]

and for any ¢ € [0, 27)

to: [0,1] — [0,1]

v +— {z+¢} withg=71+2Z.

Then we define the linear operators R, and 7T, (see Figure 5.1) on L2([0,1]¢) such that for all
x € [0, 1]d,
Rpf(x) = f(rp(:nl) . ,rp(:nd)) et Tof(x) = f(tg,1 (1), .. ,tw(:z:d)).
and note that R, = Ry o---0oR;. We also introduce two classical designs of experiments. For any
—_———

p times
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0 05 1 0 0.5 1

(a) Plot of f: z+ z + sin(z) (b) Plot of Ry f

L L L L L L
0 0.5 1 0 0.5 1

(c) Plot of Tz f (d) Plot of (T o R1)f

FIGURE 5.1 — Examples of operators R, and 7, in dimension 1.

w € (N*)4, we denote

6@ ={ ({Zerhoo (L)) s € Ovevnn=1}}

the cyclic subgroup — of order n/ged(ws, . .., wa,n) — of the torus T? = (R/Z)% ~[0,1)? generated
by ({£},...,{%4}) (see e.g. [Hal59]). For any & € & we also denote

A(a){("l—@,...,”dT@), jE{O,...,nl}}

n

the orthogonal array of strength 1 and index unity with elements taken from {0, %, ey "T_l} and

based on the permutation o (see e.g. [HSS99]). FAST and RBD methods are now introduced in a
new way by using the basic estimator in (5.15).

Proposition 5.2. Let f : [0,1]? — R be a square-integrable function. For any non-empty subset
uC{1,...,d}, any finite subset K, C Z%, ¢ € [0,27)? and w € (N*)¢, we have

S K x®) = 8u(Tp 0 R f, Koy G(). (5.33)

For any i€ {1,...,d}, any finite subset Ky; C Z?i}, o €6 and w € N*, we have

S (f Ky %) = 8,((Ta 0 Ru) f.wK iy, A(0)) (5.34)

2w

where & = ((1_w)7r T u;:j”) and WKy = {(wki,... ,wkyq), k € Ky}

Démonstration. It essentially consists in showing that for all j € {0,...n — 1}

o (2) = (Romar({ B} (3]
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and

(I _ o1(J) o4 (j)
fox*(2) = (Taorus (B2, L),
See details in Appendix 5.A. O

Remark 5.1. In the RBD method, the parameter w is usually set to 1 but its role is not well
understood up to now. In our opinion there is no reason to set w # 1 since if ged(w,n) = 1 then it
leads to the case w = 1, and otherwise the estimator in (5.34) is potentially less efficient than in the
case w =1 (see details in Appendiz 5.B).

What FAST and RBD are

It is clear from Proposition 5.2 that FAST and RBD only consist in applying the basic estimator
introduced in (5.15) to a particular transform (7, 0R,)f of the function f and a particular design of
experiments G(w) or A(o). Now it is also clear that the basic estimator generates an error term due
to truncations — in (5.13) — and an other one due to numerical integrations — in (5.12) and (5.14).
Moreover, the use of (7, o Rp)f instead of f could also have an impact on the sensitivity indices
estimation error. We now investigate this latter issue by introducing the notion of invariance of the
variance decomposition.

Definition 5.1. Let £ be a linear operator on L?([0,1]%). The variance decomposition is said to be
L-invariant on L%([0,1]?) if for any non-empty set uw C {1,...,d} and any function f € L*(]0,1]9)
we have

Viu(Lf) = Vulf)-
This leads to the following result

Lemma 5.1. For any p € N* and any ¢ € [0,2m)¢, the variance decomposition is R, and Tg,-
invariant on L%([0,1]%).

Démonstration. See Appendix 5.C (|

As a consequence, for any non-empty subset u C {1,...,d}, we have

Su((Te o Ryp)f) =Sulf)

and this asserts the validity of FAST and RBD methods. Note that the linear operator R, "regular-
izes" the function f in the sense that if x + f(x) is continuous on [0,1]% and x — f({z1},...,{z4})is
discontinuous on R then x — R, f({x1},...,{za4}) is continuous on R¢. This is an important prop-
erty since by Riemann-Lebesgue lemma |ci(f)| converges to 0 as ||k|| tends to oo, and the smoother
the function f, the faster the convergence (see e.g. [Zar68|). The other operator 7, essentially allows
to define randomized estimators in FAST.

Potential generalizations

To end with, we list three natural generalizations that are further discussed in the next section :

- the estimator S, (7, o R1)f, Ku, G(w)) can also be defined for a group G of any rank r < d

- the estimator @((7}, o Ru)f,wKyy, A(o)) can also be defined for a sensitivity index of any
order : §u((7f; o Ru)f,wKy, A(c)), note that it has been already applied in [XG11b]

~

- the latter estimator Sy ((7z © Rw)f,wKu, A(c)) can also be defined for an orthogonal array A
having any parameters.

5.4 Error analysis

For convenience, operators 7, and R, are now omitted. Moreover, we assume that the function

f has an absolutely convergent Fourier representation, i.e. Z lex ()] < 400 .
keza
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5.4.1 Cubature error in FAST
Two points of view

In this section we mainly focus on the error term

ex(f, G) =%(f, G) — cx(f) (5.35)

where G is a subgroup of T? of order n and k € Z%. By its definition, the term Ty (f, G) consists of
an equal weight cubature rule at the n nodes of the group G, also known as a lattice rule (see [SJ94]
for a survey). Moreover by the generalized Poisson summation formula (see e.g. [Loo53]), the error
term in (5.35) is precisely

alf,G) =" > acunlf) (5.36)

heG+\{0}

where G+ = {h € Z¢ | ¥x € G, h-x =0 (mod 1)} is the subgroup of Z¢ orthogonal to G, also known
as the dual lattice of G.

In the lattice rules field, eq(f, G) is the only term of interest, and there exist two main points of view
to control it. One consists in looking for "good" groups G such that the cubature rule is exact for a
set of trigonometric polynomials, i.e. for a finite subset K of Z<,

eo(f,G) =0 forall f such that Vk ¢ K, cx(f) =0.

The other point of view aims to find "good" groups G such that the cubature rule has an absolute
error |eg(f, G)| dominated by an explicit bound for all f in a particular space of smooth functions.
Note that these approaches are compatible to each other (see e.g. [CKN10] and the references therein).

Now concerning the study of error in FAST, the first point of view, which essentially corresponds
to the classic FAST, consists of a trigonometric interpolation issue and leads to a metamodel approach
of the estimation of the sensitivity indices. The second one, which is more original, allows to derive
error bounds for V,(f, K\, G) and V(f,G) in spaces of smooth functions. Both these methods are
discussed below.

Metamodel approach

Let K be a finite subset of Z¢. Then an immediate consequence of (5.36) is that a group G satisfies
the property

ex(f,G) =0 for all k € K and for all f such that Vk ¢ K, cx(f) =0

if and only if
Vk,k e K, k#k', 3xe€ G, (k—k')-x#0 (mod 1) . (5.37)

More fundamentally, for any E C Z%, consider the trigonometric polynomial

fo(x) =) @(f, G)exp(2irk - x) , (5.38)

kcE
then the equivalence above leads to the following result

Proposition 5.3. Let G be a subgroup of the torus T¢ of order |G| =n and K = Uuzo Ky satisfying
the criterion (5.37) where for all non-empty subsets u of {1,...,d}, K, C Z;
i) if |K| = n, then [k is a trigonometric interpolation polynomial of f at the n nodes x € G and
we have

gu(fa KuaG) = SU(fK)

ii) if |[K| < n, let H be any subset of 74 such that K C H, H satisfies the criterion (5.37) and
|H| =n. Then fy is a trigonometric interpolation polynomial of f at the n nodes x € G and
we have

Vulf, Ku, G) = Vu(fx) and V(f,G) = V(fr).
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Démonstration. The only difficulty is to prove that the trigonometric polynomials fx in the assertion
i) and fy in the assertion ii) are interpolation polynomials at the points x € G. We demonstrate it
for fi, the proof for fy is exactly the same.

Since the function f has absolutely convergent Fourier representation, we can write

f(x)= Z ck(f)exp(2imk - x) Z Z cr+n(f)exp(2ir(k +h) - x) (5.39)

keZd keK heG+

(see details in Appendix 5.D) and by definition of G+, we have that for any x € G,

Z Z ck+n(f)exp(2imk - x).

keK heG+

The conclusion follows from the definition in (5.38) since (5.35) and (5.36) give
> agn(f) =alf, G).

heG+
O

From this point of view, FAST returns analytical values from trigonometric metamodels of the
function (7, o R1)f and the error analysis should be performed on the metamodel itself.

In practice, a set of a priori non-negligible frequencies K = U4y, is given and a group G
satisfying the criterion (5.37) and with the smallest order |G| = n has to be found. Searching for this
group G is computationaly expensive and may rapidly become unfeasible. One of the cheapest way
is to look for cyclic groups G = G(w), coming back to the classic FAST. In this case, the criterion
(5.37) simply reads

Vk, k' € Kk #k', (k—k') - w#0 (mod n) . (5.40)

Note that this new criterion plays the same role as the classic criterion of FAST given in (5.32).
The main difference between these two approaches is that optimization on n is performed in (5.40),
consequently this new criterion allows to find group G with smaller order n. We illustrate the effi-
ciency of both criterions by using basic exhaustive algorithms with computational complexity O(n?).
The results are gathered in Table 5.1 and show that the new criterion leads to a non-negligible
improvement,.

Remark 5.2. Even if cyclic groups seem to be suitable in the previous issue, the computational cost
of the research of a generator w can become prohibitive in high-dimensional problems. In this case,
alternative algorithms can be used instead of a systematic research technique (for a recent reference,
see e.g. [KKP11]).

Error bounds

Searching for a finite subgroup G of the torus T? such that eg(f,G) has an explicit bound in a
particular function space is a problem known as the construction of good lattice rules (for a survey see
[SJ94] or more recently [Nuy07]). Most of the results in this field are established in Korobov spaces
which are suitable to handle lattice methods ; so we derive error bounds for sensitivity indices in these
spaces. For a > 1 and v = (V)ucqu,....qy With non-negative v,’s, define the weighted Korobov space
Ha,~ to be the Hilbert space with reproducing kernel

RK.~(x,y) =1+ Z r(k, a, ) exp(2iﬂ'k- (x—1y))
ke(Z4)*
where for any k # 0, r(k,a,7) = 7! [Ticy, |Fil®, where uy is such that k € Z, . For k such that

Yy = 0, we set by convention r(k, « 7) = 00. Thus the kernel can be rewritten

RK.~(x,y) =1+ Z r(k, a, ) eXp(2iﬂ'k- (x-y))
ke (24>
Yy 70
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d=2 d=3 d=4 d=5

N1 No |K| Nold Nnew |K| Nold Nnew |K| Nold Nnew |K| Nold Nnew
4 2 20 41 29 36 65 50 56 105 63 80 177 111
5 3 32 61 48 66 141 102 112 241 173 170 471 302
6 4 48 85 65 108 | 241 155 192 | 541 323 300 997 613
7 5 68 113 89 162 | 421 284 296 | 1177 586 470 | 1891 | 1279
8 6 92 145 120 228 | 625 429 424 | 1985 | 1033 680 | 3457 | 2222
9 7 120 | 181 149 306 | 937 645 576 | 3007 | 1706 930 - -
10 8 152 | 221 185 396 | 1281 933 752 | 4501 | 2529 | 1220 - -
11 9 188 | 265 228 | 498 | 1805 | 1284 | 952 | 7261 | 3684 | 1550 - -

TABLE 5.1 — Comparison in dimension d = 2, 3, 4 and 5 between the minimum sample size n given
by the classic criterion of FAST (denoted n,1q) and the new one proposed in (5.40) (denoted nyew)-
Here, the K{;)’s are equal to Z,, N {[ki| < N1}, the Ky; j)’s are equal to Z; . N {[ki| + [k;| < Na}
and for all u such that |u| > 2, K, = ). Such sets K are particularly well-suited to analyse functions
whose effective dimension is less than 2 — see Definition 5.4 in Section 5.4.2.

and we deduce that the norm of f € H, , satisfies

11, =colF)*+ D rlk,a,y)|ex(f)* < +oo
Kke(z)*
71lk7é0

and consequently
_ acllflBe,

< 71_[ R

€U

Vk € (Z%)* such that vy, #0, |ck(f)[?

Note that for any k € (Z4)* such that v, =0, f € Ha ~ implies ck(f) = 0. We also make a restriction
on the sets of frequencies K,’s. Here we assume that for any non-empty set u C {1,...,d}, K, is of
Zaremba cross-type (see Figure 5.2)

Ku = Zu,By — {k S sz H |kz| < ﬂu} (541)

S

where (3, > 1. This kind of sparse grids is particularly well-suited for the analysis of high-dimensional
smooth functions. We now give the result on error bounds for V(f, K,,G) and V(f,G) in H,.

5 T T T T T T T T T 10

4 . B L3

@

o
T
o
T T T T T T T T T T T T T T T T T
e o 0 0 0 0 0 0 0

3l . .

b . .

Se w4 s 2 a1 o0 1 2 s 4 s 99 & o 5 10
(a) Plot of Z(1 2y 4 (b) Plot of Z¢; 3y 9

FIGURE 5.2 — Illustration of crosses Z, g, -
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Proposition 5.4. Let f € Hqoy with o > 2 and v = (u)ucqu,....q} with non-negative components.
Let G be a subgroup of T® of order n such that the cubature error related to G is dominated by
the explicit bound B(a,n,d,~y) on the unit ball of He ~ i.e. for all f in Ho~, [Co(f,G) — co(f)] <

B(a,n,d,¥)||f||3...,- Then
i) if there exists o/ > 2 and ' = (v, )ucq{1,...,ay with non-negative components such that 2 €Hoy ~,
we have

V{1, @) = V(N < 113, Bla,n,d,y) (24 Bla,n,d, ) + 11 [, Bla' n,d, )

ii) for any non-empty set u C {1,...,d} and K, = 2, ,, we have
}vu(f, Kua G) - Vu(f)| S ||f||’%—£a-Y |:C(Oéﬂ75 ﬂua |u|) + B(a, n, dv 7)251(a,7,ﬂu,u)

+ Blawn,d,7)S (0,7, fusv)]

where
S1(, 7, Bu) = Ygrae 3 [[(EI+1D) L Yrrac = max d}%/%
keK, icu e o0
SQ(aa’Ya Buau) = ’Yfmc%lz/22a|u|/2|Ku|
and for Ju| < 2, the truncation error term C(«, By, [u|) are
2 max «
C(aavaﬁua 1) = ’yaifl() y Ymaz = ~HMAX Yy (542)
u uC{l,...,d}
Aymaz [C(@)? + ((a) (log(Bu) +2
Cla, 5, Bu,2) = [ a_l( W +2)] : (5.43)
u
Démonstration. See Appendix 5.E O

It is also possible to derive explicit formulas of the truncation error term for |u| > 2, but this
is more complicated and of second interest. Secondly, it has to be noted that, in the second item of
Proposition 5.4, the functions S; and S5 are increasing with respect to the parameter 3, while the
function C is decreasing. As a consequence, efficient bounds consist of a trade-off between S8, and n
such that B(a,n,d,v)%S1(a, 7, Bu,u), Bla,n,d,~v)S2(a,v, Bu,u) and C(a,~, By, |u|) have the same
order. For example,

i) if Ju| = 1 and o > 2, note that |K,| = 28, and deduce S;(a,, B, u) < 2214+ 31+ "and recall

that C(a, v, By, 1) = O(BL~*). Thus the trade-off gives

‘V (f, Ky, G) — ’— ( an,d,’y)lfé),

ii) if |u| = 2 and o > 2, note that | K| < 45, (log(By)+1) — see argument for (5.65) in Appendix
5.E — and deduce Si(a,7, By, u) < 20MF251+(log(B,) + 1) and recall that C(a,, By, 1) =
O(Bi~“log(By))- Thus the trade-off gives

Vulfs Ku, G) = V()] = O(log(Bla,n. d, 7)) Blayn, d,)' %),

Remark 5.3. In unweighted Korobov spaces i.e. v = 1, it is known that the optimal rate of conver-
gence of a rank-1 lattice rule is

(10gn)da/2
B(a,n,d,y) = O(W

(see e.g. [SJ94]). For weighted Korobov spaces, there exist better rates of convergence for product
weights i.e. vy = [[;c, 7 (see [Kuo03|) or for finite-order weights i.e Vu with |u| > d* (d* < d), vy =0
(see [DSWWO6]). The latter are essentially related to an assumption on the effective dimension of f
in the truncation sense and in the superposition sense, respectively (see [CMO97| for the definition
of effective dimension).
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5.4.2 Bias in RBD

We now give some results on the well-known issue related to the bias of the estimates in RBD.

Preliminaries

We begin with the definitions of an orthogonal array and the "coincidence defect" (see, e.g.,
[Owe94])

Definition 5.2. An orthogonal array in dimension d, with q levels, strength t < d and index X\ is a
matriz with n = \q¢' rows and d columns such that in every n-by-t submatriz each of the q' possible
rows — i.e. the distinct t-uples (I1,...,l;) where the l;’s take their values in the set of the q levels —
occurs exactly the same number \ of times.

Definition 5.3. Let A be an orthogonal array in dimension d, with q levels, strength t and index
A. We say that A has the coincidence defect when there ezist two rows of A that do agree in t + 1
columns ; otherwise we say that A is defect-free.

Let I1(q) be the set of permutations on {0, £, ..., %}, I = TI(q, d) the Cartesian product (II(g))?
and p = u(q, d) the normalized counting measure on II(g,d). Let A be an orthogonal array in dimen-
sion d, with ¢ levels {0, % cey %1}, strength ¢ and index ), and denote n = A¢’ its number of rows.
For any permutation w = (m1,...mq) € II, denote A(w) the orthogonal array obtained from A after

applying each permutation 7; on the levels of the corresponding j-th factor i.e.
forall 1<i<n and 1<j<d, (A(r))ij =m;(Aij) .

Note that the A(r)’s and A are orthogonal arrays with the same parameters (see [HSS99]). Conversely,
it is also easy to show that if A has strength and index equal to 1 — i.e. as in the classic RBD with
an odd integer ' n —; any other orthogonal array A’ with the same paramaters as A is of the form
A(m) for a permutation 7 € II. We are now interested in the quantities

E, [V(f, A(m)| and B, [Vu(f, Ku, A(m))]
where K, is a finite subset of Zj.

Bias of the estimator in RBD

Let ¢k (f) = ¢k(f, D(q)) denote the k-th complex discrete Fourier coefficient ; we begin with the
following important lemma

Theorem 5.2. [Owen] Following the previous notation, we have

Vo, [eo(,4m)] = & 3 ( uOB<u,r><1q>’“'“'>< > )

lu|>t ~r= keZz(q)

where

B(u,r) =YY Ljjiew Au=ayi=r

i=1 j=1
consists of the number of pairs of rows (A;, A;) that match on exactly r of the azes in u.

Démonstration. This is exactly Theorem 1 given by Owen in [Owe94|. Just note that, the embedded
ANOVA terms on a ¢¢ regular grid — denoted 3, by Owen — are

Bulx) = Y Cu(f)exp(2irk - x).

keZ;(q)

1. If n is even, the design of experiments in RBD consists of an orthogonal array with n/2 levels, strength 1 and
index 2, and may be faced with the coincidence defect.



5.4. ERROR ANALYSIS 91

by a trigonometric interpolation argument, and it is also easy to show that the random variables
Bu(X;, i € u) satisfy the property (5.3) for independent random variables X; uniformly distributed
on{O,%...,%}. O

Then we have the following proposition in which the bias of the variance estimate is investigated
in unweighted Korobov spaces Ho = Ha,1 (see Section 5.4.1.)

Proposition 5.5. Let A be a defect-free orthogonal array in dimension d with parameters q, t and
X in N* with t < d. If there exists a > 2t + 1 such that f and f? are in He, we have

BN 1
B[V Am)] =V =~ > V() +0(n0+) .
1<|ul<t
Démonstration. See Appendix 5.F (|
As a consequence, considering the classic definition of effective dimension in the superposition
sense (see e.g. [CMO9T])

Definition 5.4. The effective dimension of f, in the superposition sense, is the smallest ds(f) such

that
YVl 2 sV

1<[u|<ds (f)
where lg(f) is an arbitrary constant generally set at 0.99.

we have the corollary

Corollary 5.1. Under the assumptions of Proposition 5.5, let ds(f) and ls(f) be defined as in
Definition 5.4. If t > dg, we have

B, [T, 4] = (1= 2 ) Vi) + 0041
where 0 < e <1—1Ig(f).

Démonstration. Straightforward from Proposition 5.5. O

In a second time, since
o ~ 2
B[Vl K Am)] = 3 Bu[fac(r. Amm) ).
keK,
the analysis of the bias of the parts of variance estimates rests on the following result

Proposition 5.6. Let A be a defect-free orthogonal array in dimension d with parameters q, t and
A in N* with t < d. Let u be a non-empty subset of {1,...,d} and k € Z. If there exists o« > 2t + 1
such that f and f? are in H,, we have

n 1

B, [0l AN ] = Lol + S (V0 +eols)? = Ba = Ro) + O(n=0+)

Ri(q,t,\ k) = Z Z |ex+n(f)

1<|0|<t heZz (q)
uNo=0

consists of terms of order strictly higher than |u|, and

Rolgt Ak = 3 SO S Y e ()

1<|v|<tv/Co v/ Co’ heZ?,, ()
uNv#f)

where (ky'); =0 if i € v, and (ko ); = k; otherwise.
Démonstration. See Appendix 5.G (|

where
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We conclude that estimators in RBD are asymptotically unbiased in unweighted Korobov spaces
since

B[V Am)] = VI + o)
B [l A7 = Jexl?+ 2 4 ofn )
where B; < V(f) and By < V(f) + co(f)?, and more generally

EM |:<\/'u(f, Ku, A(ﬂ')):| - Vu(f) + % + Etrunc(Ku) + O(nil)
where Bs < |K,|(V(f) + co(f)?) and

Etrunc(Ku> - Z |Ck(f>|2

keZi\K,

is for instance of order O(M M=) if K, = Z*(M). Nevertheless, we propose a correction method to
reduce a part of these biases.

Application to bias correction

We do not propose any bias correction for the variance estimates since in practice the bias of the
latter is generally negligible. So, we are only interested in the bias of the parts of variance estimates

(f, Zy (M), A()) , 1< M <gq

{\/u(M) =
% (f, Ku, A(m)) , Ky CZi(q)

Va
Vu(Ky) = Vy
under the assumptions of Proposition 5.6. In practice, the truncation parameter M, as well as the

term |Ku|1/‘”‘, is of order 5 or higher, and is generally less than 15. For convenience, we now simply
denote Ry (k) = Ri(q,t,\, k) and Ri(K) = >, i Ri(q,t, A\, k).

Example 1 (t=1, [u/=1) Letl1 <i<dandke Ly, we have

B, [ £, Am) ] = £ + Vasl) = 2 Fa (1) + O(n™?) (5.449)

where V_;(f) = V(f) — Vi(f). Consequently, for any integer M < ¢, the estimator \A/'l(M) satisfies

B, [V.00)] = =0y ) - Mty ez, ) + 008 + 01 - )0 ()
and should be corrected as follows
~c n BN M-1 =
Vi (M) = mvi(M) - mv(ﬁfl(ﬂ’))-

Proceeding in this way, the remaining bias is

1

=) [O(M=) + (M = 1)O(n™") = R (2; (M))]

where Ry (Z7(M)) < >_.; Vij(f)- Note that (5.44) was partially guessed by Xu & Gertner in [XG11b]
(see (44) in their paper) and the bias correction is the same as suggested by Plischke in [P1i10] and
proposed by Tissot & Prieur in [TP12al. More generally, let Ky;; be a finite subset of Z?i} (q); the

estimator \A/i(K{i}) should be corrected as follows

G° ns Kyl o
Vi (Kgay) = mvi(K{i}) - mV(f,A(ﬂ')).
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Example 2 (t =1, |ul = 2) This example may be considered as a problematic case since |u| > t.
Let 1<i<j<dandk € Z?z}j}’ we have

B, [[o 7 AN ] = e £ + % (VI + col£2) +0(n72) = 1 (Ra(k) + Ra()

where

1
RS(k> - E(|Ck{i}(f)|2+ |Ck{j}(f)|2+ Z |Ck{¢}+h(f)|2+ Z |Ck{j}+h(f)|2)'
heZ?.;}(‘]) hEZ’E].}(q)
Then for any integer M < ¢, the estimator \A/'U(M ) satisfies
n+1 M —1)?
Vi (f) + ML)y

- (Rl( {l]}( ))+R3( {l]}(M)))
and should be corrected as follows
S = Gy - M= D2
Proceeding in this way, the remaining bias is
1 -«
o [nO(MQ ) + (M = 1)?0(n™") = Ry (Z, ;(M)) — Rs(Z}, (M ))}

where Ra(Zi, (M) < X0, Vin(F) and Re(Z:, 5, (M) < (M = 1)(Va(F) +V;(£) +2V55(£). More
generally, let K; ;1 be a finite subset of ZF; ., (q); the estimator Vy;(K{; ;) should be corrected as
follows

B, [V (1)) = (V) +co(£)?) +OM=) + (M~ 1)°0(n™?)

(V(r.A(m) +20(f, A(m)%)).

vgj(K{i,j}):nLHvij(K{i,j}> | {_:_J1}|( V(f, A(w ))+60(f,A(7r))2)).

Example 3 (t =2, [u[=1) Let 1<i<dandk €Z};,, we have

By [[e(, AN ] = el PP+ ~Verr ()~ Vi) — ~ Bi() + O(n~"?)

where VN[](f ( ZJ 1 V; ( ) - E(Ji;l Vl](f) and

= > > lacs(f)

[v|=2 heZj(q)
uNov=0

Consequently, for any integer M < g, the estimator \A/'l(M ) satisfies

E# [?Z(M)} _ n — (d*ig(M — 1)Vi(f)+M — IVNU(f)*—Rl( ’ }( ))+O(M17a)+(M*1)O(TL73/2)
where
By(Ziy (M) < 3 Vige(f
jJJ€<7]Zi

In this case a bias correction could be performed on the term V_;;(f), but this is quite intricate
— a linear system inversion is needed and the variance of the corrected estimator could significantly
increase — and we prefer to keep the basic estimator without bias correction. Proceeding in this way,
the bias is

A

B; = AVi(f) + CER/E)

Ve (f) = Ry (Zj;y (M) + O(M*=*) + (M — 1)O(n="/?).

d—1
where A = (d — 1)(M — 1)/n should be small in practice. More generally, let K;; be a finite subset
of Z7;,(q) ; the estimator \A/'Z-(K{i}) should be kept without bias correction.
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Example 4 (t =2, [u| =2) Let1<i<j<dandk€Z],, wehave

B[ )] = leFIP + Vs (F) = - Ra(k) — ~ Ry(k) + O(n?)

where Vi;(f) = V(f) — Vi(f) = V;(f) — Vi;(f), and

d
R3(k) = Z Z (lck{i}+h(f)|2 + |ck{j}+h(f)|2 - 2|Ck+h(f)|2

i Mo
D ek D+ D e, enew (92 -
h/EZ*Z}(q) h/EZ* }(q)

Then for any integer M < ¢, the estimator \A/'ij(M ) satisfies

EM{\A/U(M)} - M%UHM

n n

N %Rl (Z{ijy (M) = %R3 (Z{; 53 (M) + (M = 1)?0(n”%2) + O(M>7%).

and should be corrected as follows

\Afjj(M) = m (n\A/'ij(M) - (M — 1)2(\7(fa14(7")) ~Vi(M) - \A/j(M)))

Proceeding in this way, the remaining bias is

m[ Rl( {ZJ}( )) R3( {w}( ))+(M_1)2O(n_1/2)+nO(M2_a)+(M_1)2(Bi—i'Bj)}
where
Ri(Z (M) < Z Vi (f) + Z Vijri (f)
S [} (i) 0
Ry(Ziyy(M) < (2M =2Vigelf) + (M = DVir(f) + (M = )Vu(f))

k¢{i.g}

and where the B;’s are the remaining bias in Example 3. More generally, let K; j, be a finite subset
of Z7; ;,(q) ; the estimators i\/ij(K{iJ‘}) should be corrected as follows

Vi (K ig) = (n‘A’ia‘(K{z‘,j}) — [y | (V£ A(m) = Vilk ) - ‘A’j(K{j})))-

n— Kl

In the sequel, we denote S, (f, K, A()) the index Vi (f, K, A(w))/V(f, A(w)).

5.5 Numerical illustrations

In this section, we apply the bias correction method of Section 5.4.2. on the first and the second-
order sensitivity indices computed with RBD when the model is the Sobol’ g-function (see [Sob03])

H|4X 2| +a;

f( 1, a 1+a1
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where the a;’s are non-negative parameters and the X;’s are independent random variables uniformly
distributed in [0, 1]. Note that for any k € Z¢

0 it Jie{l,...,d} | ki #0 and k; is even
I 420 +a)!
i | k0
II &

i | ki0

otherwise.

We consider a test-case with d = 6 and a = (0,0,1,1,9,9). Exact values of the sensitivity indices
are known ; we have Sy (f) = Sa(f) = 0.303, S3(f) = S4(f) = 0.076, S12 = 0.101,S135(f) = S14(f) =
S23(f) = Sa4(f) = 0.025, Sz4 = 0.006 and the other indices are less than 5.1073. In each illustration,
we show boxplots of 100 estimates computed on a randomized array A(w) — see Section 5.4.2. — of
a certain orthogonal array A. In these boxplots, the red central mark is the median ; the box has its
lower and upper edges at the 25" percentile ¢ and the 75" percentile Q, respectively ; the whiskers
extend between ¢ — 1.5(Q — ¢) and @ + 1.5(Q — q) ; the red crosses are outliers and blue asterisks are
exact values. Two arrays A are tested. The first one, denoted A, ,, is an orthogonal array with index
unity, strength 1 and ¢ levels — and then n = ¢ —; it corresponds with the classic RBD method and
its construction is obvious. The second one, denoted A, is an orthogonal array with index unity,
strength 2 and ¢ levels, where ¢ is a prime — and then n = ¢?. This array is obtained by using Bose’s
construction (see [Bos38]).
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FIGURE 5.3 — Boxplots of the first-order sensitivity indices estimates. For each sensitivity index, S,
Ss,..., Se, from the left to the right are S;(R1f, Z{;3 12, A2(m)) (strength 2 orthogonal array, with-

out bias correction), S; (le, Ziiy a2, Al(ﬂ')) (strength 1 orthogonal array, without bias correction),
gi (le, Ziivaz, A1 (77)) (strength 1 orthogonal array, with bias correction), respectively.
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Figure 5.3 shows boxplots of the first-order sensitivity indices estimates when the orthogonal array
A is A17529, A2,529, A1,1681 and A2,168h with and without bias correction. We see obviously that
As leads to better estimates than A; in term of variance. We also notice that the bias correction
performed, when A; is used, is efficient ; and the estimates, when A, is used, are almost without any
bias.

Figure 5.4 shows boxplots of six of the fifteen second-order sensitivity estimates when the orthogo-
nal array Ais A1,16817 A2,168h A1,3481 and A273481, with and without bias correction. One more time,
As leads to better estimates than Ay in term of variance, and the bias correction methods perform
well.
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(b) n = 3481

FIGURE 5.4 — Boxplots of the second-order sensitivity indices estimates. For each sensitivity index,
S12, Si3,..., Ss6, from the left to the right are S;; (le, Z{i7j},12,A21n(7'r)) (strength 2 orthogo-

nal array, without bias correction), gfj (le, Z{i,j}712,A27n(7r)) (strength 2 orthogonal array, with
bias correction), gij (R1 [ 24y a2, A17n(7r)) (strength 1 orthogonal array, without bias correction),

§§j (Rif. Z(ijy 12 A1n()) (strength 1 orthogonal array, with bias correction), respectively.

5.6 Conclusions

In this paper we revisited the variance-based sensitivity methods, FAST and RBD, by linking them
to commonly used methods in numerical integration field. They are introduced in light of the DFT
on finite subgroups of the torus and the use of randomized orthogonal arrays for integration. First we
explained the classic FAST in terms of trigonometric interpolation and we introduced a new criterion
to choose the set of frequencies free of interferences. We also derived, from the lattice rules theory,
explicit rates of convergence for the estimators of the first and second-order partial variances, and the
total variance. In a second time, we explained the classic RBD in terms of integration on a randomized
orthogonal array with strength 1, and naturally generalized this method to any orthogonal array. We
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then studied the well-known issue due to the bias and proposed a correction method in the most
common cases. Further work will consist in investigating the variance of the estimators in RBD in
order to propose a bias-variance trade-off. As far as we know, apart from the application of shrinkage
due to Tarantola & Koda [TK10], this issue related to the variance is not studied much. It will also
consist in applying the FAST method by following Proposition 5.4 and employing embedded lattice

rules (see [CKNO06]).
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5.A  Proof of Proposition 5.2

On the one hand, noting that for all z € R,

{
arcsin (sin(z)) = arcsin (sin (Qﬂ{%})) = —
{
we get that for any i € {1,...d} and j € {0,...,n — 1},

. 1 >
x} (i) = — arcsin (sin (27rwil + @z)) +
m n

o (1) = oomus({Fen). - {2us)),

and we easily deduce that for all k € Z¢,
[ (f 0 x*)| = [Cic (T 0 R1) f, G(w)) ]
Finally we obtain that for any non-empty set u C {1,...,d} and any finite set K, C Z;

) o< {z) <!
iz} Hi<{r <3
} — 21 otherwise,

o

“3|z~z N’"’|z~z

|~
\
<
=
o)
~+
i
/N
— =
S
A
——
N—

Thus we have

Vo T Kax) = V(T 0 R K, G(W).

~FAS ~ _
Recalling that v T(f, x*) = V(f, {x*(£)}j=0..n1), (5.47) obviously leads to

~FAST ~
Vv (faX*) :V((noRl)faG(w))
We conclude to (5.33) by combining (5.49) and (5.50).

On the other hand, we also deduce from (5.45) that for any ¢ € {1,...d} and j € {0,...

z) (l) = = arcsin (sin (QWwM)) + - =ry0ta wn» (U (J))
2w n

n T n 2
Thus we have

fox* (n) (75 0 R)f(%gd—(j))

n
and we easily deduce that for all i € {1,...,d} and k; € Z,

Ekiw(f © Xx’i) :/C\(O ..... 0,k;w,0,...,0) ((7:.3 S Rw)f; A(O'))-
Finally we obtain that for any non-empty i € {1,...,d} and any finite set Ky;; C Z?i}
~RBD o ~
Vi (faK{i}aX ):V’L((’]}JORw>f7WK{Z}7A(U))
~RBD ~ .
Recalling that V- (f,x*) = V(f,{x*(£)}=0..n—1), (5.51) obviously leads to
RBD

VU x) = V((To 0 Ru) £, Ale)).
We conclude to (5.34) by combining (5.52) and (5.53).

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

an71}7

(5.51)

(5.52)

(5.53)
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5.B Further issue : influence of the parameter w in the classic
RBD

In the proof of Proposition 5.2, it is easy to show that Eqgs. (5.46) to (5.50) can be successively
replaced by

() = n({ei)),
o (2) - ms(fend) sy
Ekiw(foxx’i) = 6(0 ..... 0,k:,0,..., 0)(R1fa{wf4(‘7)})a
Vi (F Ky x) = Vi(Rof, Ky, {wA(o)})
and _RBD R
VO (f,x) = V(Rif, {wA(o)})
where

i)} = { ({(+22}, o). e onn =11

n
Consequently, (5.34) can be replaced by

g?BD(fv Ky, x*) = S, (Rif, Ky, {wA(o)}), (5.54)

and it means that w has an influence on the estimator through the orthogonal array on which the
function R4 f is evaluated.

Now following the Definition 5.2 in Section 5.4.2., note that if A is an orthogonal array with ¢ levels
{0, %, e %}, strength ¢ and index A — and denote n = \¢' its cardinal —, then for any p € N*,
{pA} is an orthogonal array with ¢’ = ¢/gcd(p, q) levels {0, %, ce q;,l }, strength ¢ larger or equal
to t, and index X = n/(¢'t’). Indeed, consider {0, %, ce %} as the cyclic group Z/qZ and note that
the homomorphism

. Z/qZ — Z/qZ
z — Dz

is surjective on Z/q'Z, where ¢’ = q/gcd(p, q). Consequently, it is easy to deduce that {pA} has ¢’
levels and has at least strength .

As a consequence, in the classic RBD, if w is relatively prime with the number of levels of the
orthogonal array A(e) — recall that it is |A(o)|/2 if A(o) is even and |A(o)| otherwise —, then the
method is exactly equivalent to the basic one with w = 1. On the contrary, if they are not relatively
prime, the orthogonal array on which R, f is evaluated has fewer levels and at least the same strength.
Moreover in this case, the orthogonal array could be not simple, i.e. its points are not distinct. Thus
the estimator (5.54) has potentially a larger bias and a larger variance.

5.C Proof of Lemma 5.1

Let Xi,..., X4 be d independent random variables uniformly distributed on [0,1] and denote
fu(Xi,i € u), u C {1,...d} the Hoeffding decomposition of f(X). We first prove the result for the
linear operator R;. Let s be a positive integer and QF be the set of the subset Q of [0, 1[* of the
form Q = [¢1,q¢1 + %[x oo X [gs, gs + %[ where ¢; € {0, %} Note that, since the Lebesgue measure is
isometry-invariant, we have for any Q € Q% and any function g € L*([0,1]%),

/’ng(x)dx:/ Rig(x)dx .
Q 0,3l
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Thus it comes

3
=
X3
Y
>
I
3
=
X}
Y
»

Il
[\
»

£~

=
=
X
QU

»

and the definition of R, gives

Rig(x)dx = / g(x)dx .

(0,1 [0,1[°

Then noting that for all x € [0,1[¢, (R1g(x))? = R1(g(x))?, we deduce that for all set u C {1,...

Var[Ry fu(X;, 1 € u)| = Var[fu(X;,i € u)].
We also deduce from (5.55) that for all set u C {1,...,d},
V8 Gu, E[Rifu(Xi i € w|X;i€f] =E[fu(Xi,i € w)|X;i€p],
and then, by the uniqueness of the Hoeffding decomposition and the criterion in (5.3),

Vug{l,---,d}, (le)uznlfu-
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(5.55)

) d}7
(5.56)

(5.57)

Finally (5.56) and (5.57) lead to the conclusion of Lemma 5.1 for the linear operator R;. The proof
of Lemma 5.1 for any R, with p € N* and for the 7,’s is exactly the same as the previous one. It
only sufficies to prove that the property in (5.55) hold for any R, and 7. This property for the
To's is a consequence of the translation-invariance of the Lebesgue measure and is omitted here.
For the R,’s, note that for all = € [0,1], r,(x) = r1({pz}) and deduce that for all x € [0,1]*,
Rpg(x) = Rig({pz1},...,{pzs}). Hence, noting that R,g is ——perlodlc in each direction, it comes

Rpg(x)dx = p° /[ . Rpg(x)dx

[071[5 1;[

I
=
w
E\ =)
=

Rig(pxy,...,prs)dx

5.D Proof of (5.39) in Proposition 5.3
Let ~ denote the relation such that for all k, and k’ in Z%,
k~k < k-k €G".

This is obviously an equivalence relation and its classes are of the form
Gy ={k+h, heG"}.

Hence we have

Z Z ck+h(f)exp(2ir(k + h) - Z Z cn(f)exp(2imh - x)

keK heGt keK heG:

Now, under the assumption that G satisfies the criterion (5.37), for all k € K the classes Gy are

distinct. Moreover, it can be shown that

7¢/G+ ~ @
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where G* is the dual group of G (see e.g. Paragraph 2.1.2. in [Rud62]) and as a consequence, the
number of classes — which is equal to the cardinal of the quotient Z¢/G+ — is equal to |G*| = |G| = n.
Thus we have

| | Gx =2z¢

keK
and we conclude that

Z Z ck+n(f)exp(2im(k +h) - x) = Z cx(f)exp(2ink - x) .

ke K heG+ kezd

5.E  Proof of Proposition 5.4

For convenience we now denote B(a) = B(a,n,d, ).
First for any k € Z% and f € Hq ~, denote fi : x — f(x)exp(—2irk-x) and note that fi € Ha .,
co(fx) = ck(f) and Co(fx, G) = ¢k(f, G). Now we have

“Ek(fa G)|2 - |Ck(f)|2’ ’(ﬁk(f, G) — Ck(f))ak(fa G) - Ck(f)(ck(f) —ck(f, G))‘

< [ek(f,G) — cx(H)| - [ex(f. G| + ex(f)] - |ex(f) — T (f. G)|
< [l Bl@) 2lex ()] + [ ful .., B(@)) - (5.58)
In particular, for k = 0, it comes
|[Co (£, G)I* = leo (/)] < II£113. , B(a)(2+ B(a)) - (5.59)

We now prove the two items of Proposition 5.4. For the first one, Note that

V(f,G) = V(f)]

LS RO - [ ekt el

gGG

[[Co (2, G| = leo ()| + [[Ea(f. G)* = [eo (/)]

IN

and the conclusion follows from (5.59). For the second item, (5.58) gives

Sl = Y (lew(h)P = il £.G)P)

KeZ:\ Ky keK,

}vu(fa Ky, G) - Vu(f)| =

£1., .
— 2> B, +2B(@) D le(H)] Al 5 (5.60)

oy Y g Ker

< D

keZI\ Ky

and the proof is then divided into two parts :
First part. In the second term in the right-hand side of (5.60), let 7(0, «,y) = 1 and note that

1B, = D rh e y)len(fidl? = > Mr(thk,aﬁ)ICMk(f)IQ

ez gt r(h+k, o, )
'Y“h#o 'Yuh?éo

Then denoting vfrac = MaXy v {1,...,d},v0£0 Tu/ Vo, for any k € K,

.....

r(h, a,7)
— < I I ; 1« 61
rth+k,a,v) ~ Agrac LL(Rl 1) (561)

S

and thus
1 ficl 30y < Verae [ Rl + D2 F Il -

St
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To prove (5.61), note that
o) oy < max(L, [ h]) )
rth+ka,y) L Cmax(1 [+ i)
and prove that for any h, k € Z, we have
max(1, [h[)
— < |k|+1. 5.62
max(1, |h+k|) ~ Ikl + (562)
Indeed, it is obvious if h = 0 or h = —k, otherwise
max(1,[h]) _ _[h]
max(1,|h+k|) |h+k|

At last (5.62) is still obvious if A and k have same sign and otherwise,

if |h| > |k| then |h/(k+h)| = |h|/(|h|—
i if || < [k| then |h/(k+h)| = |h|/(|k]—

|k|) decreases with respect to |h|, so |h/(k+h)| < |k|+1
|h]) increases with respect to |h|, so |h/(k+h)| < |k|—

Second part. In the first term in the right-hand side of (5.60), denote K¢, = (Z} \ Ku) NZ%,
I, = [1, 8™ N Z. Then for any set v ¢ u, define

Qum:{keKﬁJr, Vicv, ki€l and ¥iecu\v, k;iwu}

and note that

Hence denoting vpar = maxXyc{1,..

1
2 (k, o, )

r
keZ:\ Ky

Koo = || Quo

vGu

..d} T, 1t comes

Q‘u"ymaz Z Hki_a

keKy  icu
< 2 (3 TIK)
oGu “KEQu,v i€U
and it leads to the proof of (5.42) and (5.43). If u = {i},the proof is easy since we have
+oo
BRI SR
keQyiy,0 k=|Briy+1]
Biy] +oo
= 2 Z By +1) +4)7°
7=0
Lﬂ{i}] +oo
< D RBe +1)e
j=0 k=1
< C@)B” (5.63)
and the conclusion for (5.42) follows. If u = {4, j}, as in (5.63) it is easy to obtain
2
S ke < Sl (5.64)
keQi 1.0 ﬁ{w}
And if v = {i} or {j}, in view of (5.63) we have
Lﬁ:{{iﬂ +o0
2 KR =X ) KRS
keQi 3,0 ki=1 k;j=Pi 1 /ki
U’L/ZJ}J
< X3
kf'_l {7‘1.7}
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Then note that the harmonic number Zgil k~' is bounded by log(M) + 1 and deduce

S K< S (0Bl ) +1) 569

keQi,j},v {i,5}

Finally, (5.64) and (5.65) gives the conclusion for (5.43)

> 1 Amae[G@)? +2¢(a) (log(55)) + 1)]
€23y \Kti3y rikeny) ﬂ{W}
5.F Proof of Proposition 5.5
The proof is divided into three parts.
First part. If f € H, then for any k € Z¢ N (-4, %]d,
()] = lew(H)] +O(a™"?) (5.66)
and consequently
(NP = lew( NI +O0a/?) . (5.67)

Indeed, Poisson summation formula gives

RNl — el < S0 3 lewran(h)

uC{1,....d} heZ;

u#£0D
and for any non-empty subset u C {1,...,d}, we have
Do lekran(Hl < Ml Y T ks + ghal =72
hezZy heZr icu
+oo +oo o
Jul q a/2
< 2fll, 30 D T |ani -3

hi1=1 hjy=li€u

+o00 400
< g ergllOrary pp N ST T 2k — 10/

h1=1 h‘u‘ZI i€u

u]
—lula/29]ul(14+a/2) - (&
g2 (5) Nl -

IN

Second part. Recall that {0, %, . q%l}d is denoted by D(q). First we have

E, {Eo(f,A(ﬂ'))} = |H| Z <%if((14(7r))i17--'a(A(ﬂ-))id)>

- ;Z<|H|anf "t (AC))
LR

1
= = > ®

xe€D(q)

LS
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Thus, we deduce
B, [V(1.Am)] = B [eo(s2 () ~ (7. Am)|
- E, [60 (faA(Tr))} ~Eu[eo(f. Am)] "~ Var, [éo (£, A(x)|
1 , (1 ° .
- LY e (4 xe%:(q)f(x))  Var, [ea( . A(m)|
= V() +To(f2) — colf) + colf)? ~Go(f)? — Varu[Go(f, A(m)) | (5.68)
We conclude from (5.66) and (5.67)

E[V(f, A(m)] = V() — Var[eo (£, A(m))] + 0(a=/2) . (5.69)

Third part. From Theorem 5.2, we have

Vi fo(rAm)] = 23 Y - XY [l

[u|>1keZ;(q) 1< u| <t kEZ%(q)
Jol
1 . N )
b S (n Y BE - ) Y [ (5.70)
o>t r=0 keZz:(q)

And we now detail the three terms on the right-hand side of (5.70) :
i) the first term is

@) =2 ¥ et (5 ¥
T Do) 7" xéD(q

)f(X)) )

and is equal to L (V(f) + O(g=%/?)) (see (5.68) and (5.69)).

n
ii) the second term can be rewritten

_% Z (Vu(f) + Einteg (1) + Etwnc(u))

1<|ul<t
where, from (5.67), we have
1 1 N 2 2
—Cinteg(U) = > (|Ck(f)| —\Ck(f)\)
keZy (q)
1 —a
< —(g-1)Mo@?)
< ¢ 'q'0( )

O(g="?)
and letting for any v C u,

Q.,={keZ, Vicy, 1§ki§%, Vieu\ v, kizg}
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we have from (5.63)

1 1
ﬁet”m(u) =~ Z ‘Ck(f)‘Q

keZi\Zi(q9)

[u]
< B Y Tk

vGukeQy , i€u

< g (@) (se)
vGu k>3
< Ly (@) (@)
vGu
Jul u[—1 I-a
< By (")
vGu
[u t—a
< O g, em - (2)
= O(qia)v

iii) for the third term, note that, since A is defect-free, for all v > ¢, B(v,|v]) = n and for all
i>1, B(b,t+14) =0. Then it comes

o]

S (Y Bena -0 ) Y )

o>t keZz(q)

= %ZZB(UJ’)@*UFM Z (|Ck(f>|2+0(q—a/2))

ol KeZ; ()
= % > D Bl 1)’“*‘“‘(0(1) +0(qlu|fa/z))
[o|>t =0
= % Z ZB(U’T)(Q -1)" (O(q_‘“‘) + O(q—a/Q))

|o|>t =0

| Ly
< O(q” mm(t+1,a/2))§ > > Blor)(g 1)
|o|>¢r=0

< O(q— min(t+1,a/2)) (571)

since for all 7 <t < [o], B(v,7) < ("°)n%¢~". Indeed, consider

n n
B'(U,r) = ZZ 1|{zen, Au=Aj}|>r
i=1 j=1

we have B(v,7) < B’(v,r) and it easy to prove that

B'(v,t) = B(v,t) = (|z|)n(nq_t 1)
and to deduce that for all » < ¢
5o, < (" )atea -1
r

The conclusion follows.
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5.G  Proof of Proposition 5.6

The proof is divided into three parts.

First part. For any complex-valued random variable Z, define

Var[Z] = IE[]Z - E[Z]ﬂ

E[1Z)%] - [E[Z]]".
Hence, note that E,, [ck(f, A(m))] = Ck(f) and deduce
B [le(f, AN = [Bu el A)]| + Var [l s, AGe))]

= [a()| + Var, [6(f, A(x))]
= Jew()[* + Var, [e(f, A())] +O(q=/?)

where, from Theorem 5.2, we have

Vi Am)] = 22 Y e - Y Y [l
[o|>1heZ;(q) 1<|v|<t heZz(q)
[o
+ %Z(—”ﬂLZB(U,T)(l—q)T"”') S (N (5.72)
o>t r=0 hezZ:(q)

Denote Ty, T and T3 the three successive terms on the right-hand side of (5.72). T5 is given by (5.71)
in the proof of Proposition 5.6, and both the other terms are studied in the next parts.

Second part (details for T1). Note that for any u C {1,...,d} and any k € Z,,

Y R = Y () (5.73)

h€Zu(q) heZ.u(q)
Indeed, consider
s Zulg) — Zu(q)

h — h'

where for all ¢ ¢ u, hj = 0, and for i € u, hj is the remainder in (—%, Z] of the division of h; + k; by
q. Then, note that

Vh € Zy(q), 3y € Zy, k+h = i (h) + gl .

Hence, by Poisson summation formula, we have

Co,m(f) = Y Copmalf)

leze

= Z Ck+htq(1-1p) (f)

1€z4
= Cryn(f)
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Finally, noting that ®y is bijective, we conclude to (5.73). Then it comes

= %Z PRI

[o|>1heZ;(q)

Third part (details for Ts). We have

T, = —% oY )

1<|u|<t heZz (q)

= 2 T F (wen0F o)) ¥ F funif

" 1<Jol<thezz (o) 1<[o|<t heZ; (q)
uNo=0 uNv#£p
1 2 1 - 2 _
= > Y Jaen® -2 XY R 0@ ).
1<[v|<th€Z}(q) 1<|v|<t heZ;(q)
uno=0 unv#£p

The first term on the right-hand side is —R;(q,t,\,k)/n in Proposition 5.7. The second one, that
we denote R)(q,t\, k), consists of the sum of —Rs(q,t, A\, k)/n and an error term of order O(q’o‘/Q).
Indeed, by an application of the M&bius inversion formula (see e.g. [Stal2]), we have

Ry(q,t\. k) = —= Z ST DR ST ()]

™ <lel<toCo hez, (q)
uno£()

Now note that (5.73) can be generalized as follows

ke, Y e = Y [

heZy(q) heZy(q)

where we recall that (ky); = 0if ¢ € u, and (ky); = k; otherwise. Then it comes

Ry(q, 1A k) LS ST ST e ()

1<|u|<tu/Cu heZ,/(q)
uﬂn#@
S I DD L LD S D W
1<|u|<t 0/Co v’Co" heZy,, (q)
unv#()
1 /
= o) - T S S S e ()
" 1<|o|<tv'Co 0"Co’ heZy, (q)

uNv#£Q



Chapitre 6

Calcul des indices de Sobol’ en
combinant estimateurs Monte Carlo
et hypercubes latins

Dans ce chapitre, nous proposons de combiner ’estimateur de la méthode de Sobol’ avec des plans
d’expériences particuliers afin de rendre le cotit de cette méthode indépendant de la dimension d de la
fonction étudiée. Les plans d’expériences considérés sont des hypercubes latins répliqués [McK95] et
leurs versions généralisées a des tableaux orthogonaux de force quelconque. A aide de cette technique,
pour tout k < d, il devient possible d’estimer tous les indices de Sobol’ descendants d’ordre k & ’aide
de seulement 2 échantillons. Ce chapitre a fait 'objet d’une soumission dans la revue Technometrics
[TP12b].

6.1 Introduction and notation

Sobol” indices are quantities defined by normalizing parts of variance in an ANOVA decomposi-
tion. They allow to quantify the relative importance of input factors of a function over their entire
range of values. They essentially consist of integrals and as a consequence, their computation can
become rapidly expensive when the number of factors increases. Many techniques have been devel-
oped to estimate these indices including Fast Amplitude Sensitivity Test (FAST) [CLS78, STC99] and
Random Balance Design (RBD) [TGMO06] — for a recent survey see [TP12c] —, polynomial chaos
expansion-based estimators [Sud08, BS10] and the Sobol’ Pick-freeze (SPF) scheme [Sob93] (see also
[SRAT08] for a review).

Let f be areal square integrable function defined on the unit hypercube [0, 1] and X = (X1,..., X4)
a random vector with independent components uniformly distributed on [0, 1]. We consider the real
random variable Y = f(X). Note that this framework can be generalized to independent arbi-
trary marginal distributions (X;);—1. 4 by using the inverse transformation method. Then for any
u C {1,...,d}, denote X, the random vector with components X;, i € u. The ANOVA decomposi-
tion [Hoe48, ES81] states that Y = f(X) can be uniquely decomposed into summands of increasing
dimensions

f(X) = Z fu(Xu) (6-1)

uc{l,....d}
where fp = E[Y] and the other components have mean zero and are mutually uncorrelated. In
particular, the sum of functions
Jo+ [1(X1) + fo(X2) + -+ + fa(Xa) (6.2)

is the so-called additive part of f.

107
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The Sobol’ index with respect to the combination of all the variables in u C {1,...,d} (see [Sob93])
is then defined as

5 a_ﬁ B Var| fu(xu)]
Y02 VarlY]

and the Sobol’ index with respect to a subset of variables u C {1,...,d} (see [HS96]) is then defined
as

Eay o Var[zugu fﬂ(xn)] -

S = o2 Var[Y]

In practice, global sensitivity analysis focuses on the first-order — i.e. |u| = 1 — and the second-order
— i.e. |u| =2 — terms. Note that, thanks to the properties of the ANOVA decomposition, we have

S,=) 5

vCu

and the Mdbius inversion formula (see e.g. [Stal2]) gives

Su= S (=)=l

vCu

Concerning notation, when integrals are over a unit hypercube [0, 1]%, s < d, the integration set is
generally omitted, and for any u C {1, ..., d}, we denote by u¢ = {1,...,d}\u the relative complement
of u with respect to {1,...,d}.

Section 6.2 provides a short review of Monte Carlo estimators of Sobol’ indices and gives some
notation. In Section 6.3 we explain how to combine Monte Carlo estimators and Latin hypercube

sampling — see [MCB79] — in a basic way, and we give asymptotic and bias properties of such
a technique. In Section 6.4 we study the method introduced in Section 6.3 using replicated Latin
hypercubes — see [McK95] —, we give asymptotic and bias properties of this technique and we

explain how it allows to compute all the first-order Sobol’ indices using only two replicated Latin
hypercubes. Potential generalization to orthogonal array-based Latin hypercubes — see [Owe92] —
is also discussed in this section. Numerical illustrations are provided in Section 6.5, and Section 6.6
has conclusions. Note that technical lemmas are given in the Appendix.

6.2 Review of Monte Carlo estimators

6.2.1 Notation

Let u be a non-empty subset of {1,...d}, and j in {1,...n}, and consider
Z{; = (va - 'ng7|u|)

where the X f ’s are independent random variables uniformly distributed on [0, 1]. We also denote

Xi = (X{,.... X))
0 ‘ ,
X5 = (X XD)
o . .
X0 = (X Xag_ )

so that
i j i1 ~rj,2
Z{J. = (Xﬂ7X{10 7X{J.C ) .

Finally, for £ =1 and 2, consider

Yk = f(X3, X5E) (6.3)
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With this notation, we consider two estimators of the Sobol’ indices S,,, introduced in [HS96] and
[MNMO6], which are functions of (Z{);=1.,. They are defined by

1 1 < 1 .
o e (G ) (G
T j=1 j=1 j=1

Sun =25 = - - 5 (6.4)

' On 1 ; 1 .

D0 - (F )

Jj=1 j=1
and )
1 zn: yityie _ (L zn: Yl 4y
- fi n = u tu m = u u
3 2 (0807 (1)) = (5 Sovet v

j=1 -

respectively. Note that other Monte Carlo estimators exist (for a recent review, see [Owel2c]).

6.2.2 Statistical properties of the estimators

Asymptotic properties of both the estimators introduced in the previous section are detailed in
[JKL*12]. S, ,, and S, are strongly consistent and asymptotically normal estimators, and S, ,,
is, in addition, asymptotically efficient in some sense (see details in Proposition 2.5 in [JKLT12]).

Concerning the biases, it is easy to show that

. 1
Ef. = n--m
S T S
E[O’n] = o el
and — see e.g. [Owel2c] —
5 1
E[f..] = i~ 5 (0% +13)
. 1
B2 = o (4 22)

but as far as we know, there is no result on the global biases of Su,n and Su,n'

6.3 Monte Carlo estimators and Latin hypercube sampling
6.3.1 Notation and definitions

We begin with the definition of a Latin hypercube :

Definition 6.1. Let d and n in N*, and consider 11,, the set of all the permutations of {1,...,n}.
We say that (X7);—1., is a Latin hypercube of size n in [0,1]¢ — and we denote (X7); ~ LH(n,d)
—if for all j € {1,...,n},

Xi — (”1 W) —Uime — mal) — Ud,mm)

i)
n n

where the m;’s and the U, ;’s are independent random variables uniformly distributed on II,, and [0, 1],
respectively.

Now let u be a non-empty subset of {1,...d}, and j in {1,...n}, and consider

Zh = (X{,. . X3, ) (6.6)
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such that (Z); ~ LH(n,2d — |u|) and denote

X, = (X{,.... X))
o iy
Xi = (X X3)
X = Xy X)) (6.7)

so that (X4); ~ LH(n, |u]) and (XL ;, (X%2); ~ LH(n,d — |u). Finally, for k = 1 and 2, we denote
Vit = X4 X4 (6.8)

As in the previous section, we consider the estimators defined in (6.4) and (6.5) but we now replace

the simple random sample (Z);=1., by the stratified sample (Zﬂ)jzln The resulting estimators

~L ~LHS
~2,LHS ~ ~2,LHS 1~ .
are now denoted S, = 72 EHS G2LHS gng § 7 = 72LHS 52 LHS pegpectively.

6.3.2 Statistical properties of the estimators

. . ~LHS ~LHS . )
The statistical properties of S, ,, and S, ,, are gathered in the following result :

Proposition 6.1.
~LHS  ~LHS
(i) If f* is integrable then S, et S, , are strongly consistent.

~LHS ~LHS
(ii) If f© is integrable then /n(S, ,, —S,) and \/n(S,, —S,) converge in law to a zero-mean normal
distribution with lower variance than the respective variance given in the central limit theorem (CLT)

for the basic estimators S, ,, and S, ,, .
(i) We have
B[] = 24 B
E &i’LHS} = 0'2 =+ Bn,?
E[Zn "] = 12+ Bugs
E[a\i,LHS} o2 +Bn,3
where
L
p—1t S Baa <0
L 5
n— 1(7 S Bn,? S 0
1 2 2
—_— < B <0.
= 1)(0 +71) < Bps <
Démonstration.

(i) This is a consequence of the strong law of large numbers for Latin hypercube sampling given in
Theorem 3 in [Loh96].

(ii) The proof consists in translating the original proof, given for simple random sampling — see

~LHS
Proposition 2.2 in [JKLT12] — for Latin hypercube sampling. Concerning S

Syn it is easy to show
that

~LHS

2un :(I)(vn)
where

_ 1 <

VvV, =— A%

V= ((Yjvl —E[Y])(Y? - E[Y)) , P! -E[Y], V? —E[y], (YJ' - E[Y])Q)T
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and
T — Yz

¢(x7y’z’t) = t_yQ :

Then we deduce from Theorem 2 in [Loh96] that
Vi (Vi =) =5 Ni(0,T)
n—r oo

where 1 = (72,0,0,0%)T and T is the covariance matrix of R; = V; — A; — see details in Eq. (3) in
[Loh96] — defined by

Vie{l,...,4}, Ay is the additive part — see (6.2) — of V3, .

Thus the Delta method — see Theorem 3.1 in [Van98] — gives

~LHS
VS, —58.) <5 Ni(0,"Tg)

where g = V®(u). Developing the term ¢g’Tg does not seem to provide any useful information.
However, denoting o7 ;;¢ this term, and 0%, the analogous quantity in the CLT for simple random
sampling, we can show that o7 ;¢ < 07;,. Indeed we first note that, for simple random sampling,
the variance given in [JKL112| reads

9 Var [Vu - ﬁuVm]

g -
11D o2

and for Latin hypercube sampling, it is easy to show that

9 Var [Rll - ﬁuR14]

g =
LHS o2

Hence,
Var [All — ﬁuAl‘d
2

2 _ 9
Orrp = 0rgs + p

~LHS ~LHS
and the conclusion of (ii) for S, ,, follows. Concerning S the proof follows the same lines — see

Proof of (10) in [JKL+12] for details.

Bun

(iii) First we have

n n

~ —1 & e 1 i
EEr"S] = = MBIV - 5 DY E[¥YL]
j=1 j=11=1
l#7

(Cov(Vl!, V22) + BV )

_ n_l(E[YF—f—ﬁ)—n_l

n

and thanks to Lemma 6.4 in Appendix 6.A, it gives

E[fy "] =12+ Bay
with )
— 2<B,1<0
n — 1_u — n,l >
Concerning 625H9 we have
~2.LHS n—1 5142 1 -~ 5,1v01
E5or ] = —= Y B[] - > D E[NN]
=1 j=11=1
(=5
—1 . .
- Y gyl (cov(yulﬁl,yfﬁl) + E[Y]?)
n n
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and noting that
1,1 vr2,1y 1,1 2,2
COV(Yu ’Yu ) - COV(Yt{l,...,d}’Yt{l,...,d})
we conclude that

n

E[&Q,LHS} _ 0_2 +Bn,2

with

—— 0" < Bpp<0.

~2,LHS ~
As for 7,77 and 2115 | we have

n

R N A
E - il S
G

j=1
1 ) . 1 o o .
— EE[(Y,}J + Yu1,2)2} + @ Z ZE[(YJ,I + Yli],Q)(Ylf,l + YJ,Q):I
=1 1=1
T
1 1 -1 . . . .
= 5 (B3 + 22 + BV + B[] + T (Cov(¥; 1, ¥2) + Cov(¥;, ¥22))
n n
1 -1 ) ) ) )
= = (02 + Iﬁ) FEY]P? + (Cov(Yul’l, Y21) 4 Cov(V1, Yuﬂ)) .
2n 2n
Then it is easy to conclude that
E[z207%] = 12+ Bus
E[&i’LHS} = 0'2 =+ Bn13
with )
———— (0 +12)<B,3<0.
20— 1)(0 +7.) < Bns <
O
Remark 6.1. Due to their intricate structure, the biases of the estimators fi’ﬁHS, o2 LHAS fi:iHS
and G2FHS can’t be easily reduced. Nevertheless we can note that these biases are asymptotically

negligible, with a rate of convergence in O(n=') larger than the rate of convergence of the estimators
— to their theoretical values — themselves, which is in O(n=1/?).

6.4 Monte Carlo estimators and replicated Latin hypercube
sampling
6.4.1 Notation and definitions

We begin with the definition of replicated Latin hypercubes :

Definition 6.2. Let d and n in N*, and consider I1,, the set of all the permutations of {1,...,n}.
We say that (X7);=1. . and (X'7);_1 , are two replicated Latin hypercubes of size n in [0, 119 — and
we denote (X7, X'7); ~ RLH(n,d) — if for all j € {1,...,n},

XI — <7T1 (j) B U1771—1(j) Wd(j) - Ud,ﬂ'd(j)>

ey

n n

and

i)
n n

i (ﬂi(j) “Uimo) m(5) — Ud,w;o))

where the m;’s, the m}’s and the U; ;’s are independent random variables uniformly distributed on II,,,
I1,, and [0, 1], respectively.
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Now let u be a non-empty subset of {1,...d}, and j in {1,...n}, and consider

Z, = (X{,.. ., X3, )

and
X, = (X{,.... %) (6.9)
i
X = (K X))
o
X2 = (X X))

where (X%); ~ LH(n, [u]) and (X! XD2); ~ RLH(n,d — |u]), (XL); and (XL, X%2); being inde-
pendent. Finally, for £ = 1 and 2, we denote

Vi = XX (6.10)
As in Section 6.2, we consider the estimators defined in (6.4) and (6.5) but we now replace the
simple random sample (Z3);=1., by the stratified sample based on replicated Latin hypercubes
~RLHS

iy . . ~RLHS  _ ~
(Z},)j=1..n. The resulting estimators are now denoted S, , = Iﬁ’fLHS/J%RLHS and §,, =

filfLHS /52 BLHS “respectively. Note that estimators of sensitivity indices based on r replicated Latin

hypercubes have already been introduced by McKay [McK95] (see also the summarized presentation
by Saltelli et al. [SCS00]), but these estimators converge to their corresponding analytical Sobol’
index only as r tends to +oo.

6.4.2 Statistical properties of the estimators

HS ~RLHS

~RL
The statistical properties of S, ,, and S, ,,  are gathered in the following result :

Proposition 6.2.
~RLHS ~RLHS
(i) If f* is integrable then Sun ondS,,  are strongly consistent.

~RLHS ~RLHS
(ii) If f© is integrable then \/n(S,, — —S,) and /n(S,, —S,) converge in law to a zero-mean

L . . . . . . ~LHS
normal distribution with the same respective variance given in CLT for the estimators S, ,, and
~LHS
2u,n

(iii) We have

1
~2, S
E[IﬁnyH ] = Iﬁ - Elﬁ + Bpa1+ B|u|,n
E[gZ,RLHS] - 52 +Bn,3
A 1
E[Ii’,gLHS] = Ii- %Iﬁ + Bn1+ Bn2+ Blun
1
E ~2,RLHS — 2 - 2 B’n, Bn
[ ] 0% = 5-Tu+ Buj + Bng

where

|Bnil < (dJr Ly 2> <E>E[Y2]

n

£

s

»
A
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Démonstration.
(i) The proof is divided into two parts. In the first one, we only consider continuous functions, and
in the second one, we extend the result to the whole class of functions such that f# is integrable.

First part : Consistency is obvious as in Proposition 6.1, except for the term
) LN
— yIily .2
Ly
J=1

So denote Xﬂf the Latin hypercube defined by

<2 _ LanlCQJ +U;
uc
n

where the U;’s are independent random vectors uniformly distributed in [0, 1[d"“‘ independent from
all the permutations and shifts in the definition of (Z1),, and |-] is the floor function. We can write

EZnglygﬂ = —Zf (XI, XL f(X2, X22)

—Zf (X3, XN F(X2, X0

+

—Zf (X3, X0 ( FXI X2 - (X, XJ’Q)) . (6.11)

The first term on the right-hand side is an estimator as described in Section 6.3 since we note that

(XL, X5 X221~ LH(n, 2d— |u]) ; so it converges to E[Y]?+72 almost surely. The second term
on the rlght hand side converges to 0 since as f is bounded — by continuity on a compact — it is
bounded by

S
up|f|z’ij Xj2 f(X‘] X]a)
and by uniform continuity of f — due to Heine- Cantor theorem — this quantity tends to 0 as n tends

to +o0o. Thus the sum in the right-hand side, i.e. £ 3" Y'Y 2, converges to E[Y]? 4+ 72 almost
surely.

J=1

Second part : Since the space of continuous functions on [0, 1] — denoted C([0,1]?) — is dense in
L*([0,1]%), let (fm)men= be a sequence in C([0,1]%) such that E[|fn(X) — f(X)|*] converges to 0 as
m tends to +o0, where X is uniformly distributed on [0, 1]%.

Now let ¢ > 0 and M = M (g) € N* such that

2

E[(5(X) = F(X)*] < e

7[f2(X)] . (6.12)

We can write

1 2

EZYJJYJ*Q = —ZfXJ XEN (X3, X0
+ —Zf (4 X5 (1 (X0, X02) = Far (X0, X00))
+ —Zf (4 X5 (X0 XE2) = far (X0, X02))

+ Zf bM< ( (XX pXi X ’2)) (6.13)
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As noted in the proof of (i) in Proposition 6.1, the first term on the right-hand side of (6.13) converges
to 72 + E[Y]? almost surely as n tends to +oo i.e.

1 & N .
=3 IELXID LKD)~ EVP[ < S) =1, (614)
n

Jj=1

IP(VE >0, 3N, € N*, Vo > Ny,

Since fys is uniformly continuous on [0, 1], we have that

.. o ... _'12
A, = sup ‘f]u (Xfl, Xﬁ’g) — fu (Xfl, Xﬁc )

1<j<n

converges almost surely to 0 as n tends to +oo. Moreover, since f is integrable, we have that
L5 1f(X4, X3)| converges to E[[Y]] as n tends to +oo. Hence

]P’(Vs >0, 3N, € N*, ¥n > Ny, ‘— Zf(X{l,Xf;cl)(fM(X{l,Xff) - fM(Xﬁ,Xﬂ’f))\ < Z)
n
Jj=1
1 &
> P(¥e >0, 3N €N, ¥ > Ny, An= S| £ XD < Z)
j=1
- 1. (6.15)

For the third and the fourth terms on the right-hand side of (6.13), we apply twice the same proof.
First the Cauchy-Schwartz inequality gives

n

P(ve >0, 3Ny € N', ¥ > Ny, | D7 £, X (£ X82) — far (X3, X02)) | < 5)
j=1
1 & . N1/2/1 & 1/2
> IP(VE >0, 3N € N*, Vn > N3, (5 ZfQ(Xﬁ,Xf;})) (g 3 (f(Xﬂ,Xf;f)—fM(Xﬂ,Xfl’f))Q)
j=1 j=1

Then note that + 3", F2(X5, X2 and Dy (f(XL,X32) — fM(Xﬂ,Xﬂf))Q converge almost
surely to E[Y2] and E[(fa(X) — f(X))?] — where X is uniformly distributed on [0, 1] — respectively.
And deduce that there exists Ny € N* such that for all n > N4, we have %Z?:l XL, X <
2 E[Y?] and 150 (F(X4,X52) — fu (XL X32)7 < 2 E[(fur(X) — £(X))?] almost surely. As a
consequence, deduce from Eq. (6.12) that

LS 5 ) (LK) — (R K2 < )

j=1

IP(VE >0, 3N3 € N*, V¥n > Na,

4 15
IP(VE >0, 3Ny > Ny, ¥in > Na, &)/ == < Z)
o (6.16)

Y

Finally, Egs. (6.14-6.16) gives

P(vs >0, 3N € N*, Vn > N,

1

=N VY <) =1
n =

and we have the conclusion.

(if) As in (i), the only term to treat is

1 n

1 & iiiiri

- R e Sl
j=1
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so asymptotic normality is shown in the same way by using the decomposition in (6.11). We always
obtain the sum of a term already considered in Section 6.3 which converges in law to a normal
distribution and a term which converges to 0 in probability, and the conclusion follows from Slutsky’s

~RLHS ~RLHS
lemma. We only detail the proof for S, , it is exactly the same for S, ,, . So note that following
the proof of (ii) in Proposition 1 and the notation above, it is sufficient to show that

n—oo

\/ﬁ<%zl(f(xﬁ,xf;cl)E[Y])(f(Xﬁ,X{;f)f(XJ X ’2))> 0 (6.17)

. . ~RLHS
to prove the asymptotic normality of S, ,

So consider £, > 0 and prove that there exists N € N* such that for all n > N, the quantity
P= P(‘ (AKX - BY]) (F(X, XE2) —f()"(ﬁ,iﬂ’f))‘ >5)
j=1

is less than 7. First as f© is integrable, there exists a constant K > 0 such that P(|f(X%, X2H)| >
K) < n/4. Hence

P

IN

n

(7

P(L S e X0 - LX)
j=1

P((5 S (064 X02) — EIY]) (4 X42) - £, K) | > ) () (1064, X2 <)

S

(X4 X0 = BIYV)) (X4 X42) = F X3 X0D) | > ) () (1K X)) > K))

>5)+

Now note that the space of continuous functions on [0, 1]¢, denoted by C([0, 1]¢), is dense in L5(]0, 1]9)
and let (f,)men+ be a sequence in C([0, 1]¢) such that E[| f,,(X) — f(X)|%] converges to 0 as m tends
to +oo where X is uniformly distributed on [0, 1]%. It is easy to note that there exists M = M(n)
such that P(|fa(X) — f(X)| > 1/n) < n/4. Thus we get from Eq. (6.18) that

HM:

=13

(6.18)

4 n
K +|E[Y s
P o< §3P<( IS (10 R2) — (KL KD 1 an (4, K32) — KL K02)
i=1 j=1

7 7,2 n
LX) - 1L X)) 1 4:) + ]
where
B p— e 1 G <2 C i 2 1
Al - (|fM(XuaXuC) f(X X )| > E) N (|fM(Xu7XuC ) - f(XuﬂXuC) > E)
Ar = (IREXE) = FREXD] > —) 0 (1 (R K82 - (XKD < )
and A3 and A, are the complementary events of A; and As, respectively. So we deduce
P (P (a0 ) — 1 G U 1100 R KA — LX)
j=1
+ (XX - FXL X)) ﬂAs) + P(A1) + P(43) + P(As) + 7
K + E . . p—
P( | (2+Z|fM 5.2 fM(Xﬁ,Xﬁf)|) > 5) 1.

Now by an other density argument, note that there exists a sequence of Lipschitz continuous functions
with constant 1, denoted (far,q)qen+, such that supg qja [far,q(x) — far(x)| converges to 0 as g tends
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to +oo. Then there exists @ = Q(n) € N* such that supyg jja [fa,Q(x) — fa(x)] < 1/n and deduce
that

o —j.2 o —j.2

(HELEND ),

and the conclusion follows.

(243 (1Fan.e (X Xi2) = far@(Xi X2 + [ far (X4 X02) — far (X4, X32)|
j=1

))>€>+77

(iii) The proof is given in Appendix B. O

6.4.3 Estimating all the first-order Sobol’ indices using only two replicated
Latin hypercube

First note that for any independent random permutations 7; and 7o uniformly distributed in II,,,
we have that m; and 7 o w9 are independent.

Then, let (D71, D72); ~ RLH(n,d) be a design of experiments of 2n points in dimension d defined
as in Definition 6.2. Note that, by keeping the notation used in Definition 6.2, for any i € {1,...,d},
we have :

(i) (D}); ~ LH(n, 1)
(i) for all j € {1,...,n}, DZJ.'J _ D;rgflom(j),z

. r—1 .
(iii) (D)., Dy %), ~ RLH(n,d — 1)

. N i1 7" tomi(4),2 .
(iv) (D;"); and (D{i}C,D{i}C )j are independent.

As a consequence, we can estimate all the S;’s with the two replicated Latin hypercubes (D71, D7:2);
by considering successively as in Egs. (6.9-6.10), for any ¢ € {1,...,d} and j € {1,...,n},

Xj, = Dit=pr om0
v .1 _ i,1

X = Dy

2 " tomi(4),2

Xue = Dy

and for £k =1 and 2,
ik _ (R
Yy = F(Xg)-

6.4.4 Construction with Latin hypercubes based on general orthogonal
arrays

We first begin with the definition of an orthogonal array (OA) :

Definition 6.3. An orthogonal array in dimension d, with q levels, strength t < d and index X is a
matriz with n = \q¢' rows and d columns such that in every n-by-t submatriz each of the ¢ possible
rows — i.e. the distinct t-tuples (l1,...,l;) where the l;’s take their values in the set of the q levels
— occurs exactly the same number \ of times.

We now recall the definition of OA-based Latin hypercubes — see [Owe92] — and introduce the
general notion of replicated OA-based Latin hypercubes.

Definition 6.4. Let (Af)izl__dyjzlnn be an orthogonal array in dimension d, with n points and q levels
in {1,...,q}, and consider 11, the set of all the permutations of {1,...,q}. We say that (X7);—1.,
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is a Latin hypercube based on the orthogonal array (A7);—1.,, — and we denote (X7); ~ LH((AT);)
—if forall j € {1,...,n},

Xi — (Wl (A1) — U1,m(A{) ma(Ay) — Ud,wd(Ag))

q q

where the m;’s and the U; ;s are independent random variables uniformly distributed on I, and [0, 1],
respectively.

Definition 6.5. Let (Ag)izl__dd»:l“n an orthogonal array in dimension d, with n points and q levels
in {1,...,q}, and consider 11, the set of all the permutations of {1,...,q}. We say that (X7);—1. .,

and (X'7) ;=1 . are two replicated Latin hypercubes based on the orthogonal array (A7);—1 , — and
we denote (X7,X7); ~ RLH((AY);) — if for all j € {1,...,n},

d
gee ey

i — (m(A{)ULm(A{) Ta(A%) —Udmd(Aj))
q q

and

X7 =

> <7TI1(AJ1) = Uy a9 ma(Ag) — Ud,@(Ai))

. ey .
where the m;’s, the m’s and the U, ;’s are independent random variables uniformly distributed on II,,
I1, and [0,1], respectively.

Note that in the particular case of the orthogonal array (A7);_; with strength 1 and index unity
defined by

Vie{l,...d}, Vj€{l,...n}, Al =

these definitions are exactly Definitions 6.1 and 6.2.

Now the designs of experiments introduced in Definition 6.5 allow to estimate all the S, ’s with
|u| =t where t is the strength of the underlying orthogonal array of the replicated Latin hypercube.
More precisely, let (A7); be an orthogonal array with ¢ levels in {1,..., ¢}, strength ¢ and index unity,
and consider (D', D72); ~ RLH((A7);). For any u C {1,...,d}, with u = {i1,...,i;}, and any
k =1 or 2, define (D?():); as the set of points (D?*); ranked in increasing lexicographic order with
respect to the ii-, ..., i4-th coordinates. Then we can define estimators of the S, ’s by considering
those in Eqgs. (6.4) and (6.5) and by replacing (6.3) by

Yik = f(DIWF)

Remark 6.2. Theoretical properties of the estimators for this generalisation remain open issues and
will consist of a further work. The first step for strong consistency will be to state a strong law of
large numbers for OA-based Latin hypercubes with strength t > 1 since, as far as we know, such a
result does not exist. Asymptotic normality has already been proved for OA-based Latin hypercube with
strength t = 2 under smoothness conditions — see [Loh08] — but it is not sufficient to conclude in the
case of replicated OA-based Latin hypercubes since formulas as in (6.25) and (6.26) are necessary. As
for the biases of the estimators, it will be necessary to study covariances in OA-based Latin hypercubes
with strength t > 1 in order to state formulas as in (6.25) and (6.26) as well.

6.5 Numerical illustrations

6.5.1 Application to an analytical test-case

In this section, we apply the new method proposed in Section 6.4 to the Ishigami function, see
[THIOD] :
(X1, X2, X3) = sin(X;) + 7sin?(Xa) + 0.1X3 sin(X,)
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where the X;’s are independent random variables uniformly distributed on [—m, 7]. Analytical values
of Sobol” indices of this model are

S, =0.3139, S, =0.4424, S, =0, S,,=0.7563, Spy =0.4424, S5 =0.5575 and S, pq = 1.

We are interested in comparing the new method, with the classic one based on crude Monte Carlo
method and which need d+ 1 samples to estimate all the first-order Sobol’ indices, and 2d + 2 samples
to estimate all the second-order Sobol” indices, see [Sal02]). Here, both methods are compared at the
same sample size n in order to investigate the estimators themselves, but keep in mind that the new
method is definitely more efficient since only two samples are needed to estimate all the first-order
Sobol’ indices or all the second-order Sobol’ indices. In the experiment, we focus on the empirical
coverage — i.e. the empirical proportion of confidence interval containing the analytical value of the

Sobol’ index — of both estimators at different sample sizes between 10? and 10°, and for » = 100000
~ ~RLHS
replicates. We first investigate estimators Sy;, , and Sy, , @ € {1,...,d} and in both cases, we

provide asymptotic confidence intervals from the estimation of the asymptotic variance given in
[JKLT12| (see end of the proof of Prop. 2.2). Indeed, as we know that this asymptotic variance is :

2 Var[(Yul B E[Yul])(yu2 B E[Yul]) B §u/2((yul - E[Yul])2) (Yu2 B E[Yl])]

_ u

OIIDu = Var[Y 2 > O—?ZLHS,uv (6.19)

we can provide an estimator of the asymptotic confidence interval for the classic method

2 2
OIrpu Ya/2 I OIIDu Ua/2]

1 a — |: - )
IID,u, S, NG 2y Jn

and an other one for the new method

TRLHS e = {S B UJQ?,LHS,u Uo /2 S 4 O—JQR’,LHS,u “a/2}
[Red) —u \/ﬁ T =u \/ﬁ
where u,, /5 is the normal quantile at the significance level a.. By using the estimator of the asymptotic
variance given in (6.19) in both cases, the confidence interval lengths of the classic and the new
estimators are the same. More specifically, the estimated length of the new estimator is greater or
equal than its optimal value. Thus the asymptotic value of the empirical coverage of the new method
is greater or equal than the expected one. However at the moment, we do not know how to estimate
correctly 0% ms. because of its singular expression (see Proof of (ii) in Proposition 6.1 in Section
6.3.2). We just say few words about it in the next subsection and more fundamentally, it should
consist of a further work.
~ ~OA2—RLHS

We also investigate estimators Sy, ;1 ,, and Sy, 1, ,i# j€{l,...,d}, where the notation
OA2 — RLHS refers to the generalization to replicated latin hypercube based on orthogonal array
of strength 2 presented in Section 6.4.4. In this case, we conjecture that the Central Limit theorem
established in (ii) in Proposition 6.2 is also true under some smoothness assumption — note that,
here, Ishigami function is C*°. Results are gathered in Figures 6.1 to 6.4. For the second-order Sobol’
indices, we can observe that the bivariate stratification has a bad effect on the new estimator at low
sample size, but we can notice its good properties as the number of simulations increases.

Remark on the confidence interval length of the new estimator

Concerning the estimation of the right confidence interval length of the new estimators, note that
if the asymptotic empirical coverage — estimated using Formula (6.19) — is 1 — o’ instead of the
expected value 1 —a, then it means that the true asymptotic confidence interval should be /2 /4 /2
time as long, where u. denote the normal quantiles. More specifically in our first application, we obtain
in this way the true asymptotic normalized (x/n) confidence interval length of S, S5, S;5, S13 and
855 ; they are gathered in Table 6.1. Moreover considering these right normalized confidence interval
lengths, we can observe on Figures 6.5 and 6.6 that the empirical coverage of the new estimator
converges to the expected level 0.99 as n increases, and so we confirm the reliability of the empirical
confidence intervals constructed with the true asymptotic length. Unfortunately, evaluating the true
asymptotic confidence interval length is infeasible in practice since it requires a lot of replications
to estimate the empirical coverage. So the issue related to the construction of optimal confidence
intervals remains open.
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FIGURE 6.1 — Empirical coverage of confidence intervals for S; (top left), S, (top right) and S,
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6.5.2 Application to a marine ecosystem simulator

We now illustrate the new method to a one-dimensional coupled hydrodynamical- biological model
developed and applied to the Ligurian Sea (northwestern Mediterranean). This ecosystem simulator,
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MODéle d’ECOsystéme du GHER et du LOBEPM!' (MODECOGeL), combines a 1D (vertical)

1. GHER : GeoHydrodynamics and Environment Research, Université de Liége, Belgium. LOBEPM : Laboratoire
d’Océanologie Biologique et d’Ecologie du Plancton Marin, Université Pierre et Marie Curie, France




122

CHAPITRE 6. METHODE DE SOBOL’ ET HYPERCUBES LATINS

S Sy Sip Si3  Sos
estimated lengths using (6.19) 4.40 4.15 2.19 3.95 6.45
right lengths 3.96 3.28 153 237 5.16

TABLE 6.1 — Comparison between confidence interval lengths estimated using (6.19) and the right

lengths for Sy, Sy, S1, S15 and Syg
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version of the 3D GHER model which takes into account momentum and heat surface fluxes computed
from a real meteorological data set, and a biogeochemical model defined by a nitrogen cycle of 12
biological state variables (see Figure 6.7) controlled by 87 input parameters (see [LN98]). Here we
focus on the chlorophyll-a concentration which is defined as a function of time and depth

chla(t, z) = 1.59 % (pp(¢, 2) + np(t, ) +mp(t, 2))
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where pp, np and mp are the phyto-, nano- and microphytoplankton biomasses, respectively. The

assimilation ——
nitrification

excretion SE—
exsudation —
ingestion :

faecal pellets —
predator excretion =%
mortality —
sinking

predation

decomposition

FIGURE 6.7 — Biogeochemical model (NH4 : Ammonium ; NH3 : nitrate ; Pp, Np, Mp : pico-, nano-,
microphytoplankton ; Nz, Miz, Mez : nano-, micro-, mesozooplankton ; PON1, PON2 : type 1 and 2
particulate organic nitrogen ; Bac : bacteria; DON : dissolved organic nitrogen).

behavior of these three state variables are modeled by the following reaction-diffusion and reaction-
advection-diffusion equation

9 pp 9 (,9pp ;

TR ()\ 92 + (1 = exudyp)ppp — MOTtyp )PP — i11Gpp,nai2

0 0 (.0

% - 92 (A%) + ((1 — exUdyp) ftnp — mortnp)np — iNGnp,mizMiZ

Omp 0 ( Omp . . Omp
T2 = (VR ) (1~ cotg)ay  10rtag ) i, s iy

where nz, miz and mez are the nano-, micro- and mesozooplankton biomasses, respectively, and the

other notations are
vertical turbulent diffusivity (m2.s1!)

exud exudation of A (percentage)

1A growth rate of A (day™!)

mort 4 mortality rate of A (day ")

inga,p ingestion rate of A by predator B (mgChl)

$1Mmp sinking velocity of microphytoplankton (m.day ")

In our experiment, we focus on two different outputs : the annual maximum of chlorophyll-a concen-
tration in surface water Yg,.r and the annual maximum of the mean of cholorphyll-a concentration
between 20 and 50 meters in depth Ygeptn. These are practical indicators of biological activity. We
are interested in the influence of eight parameters among the 87 input factors. On the one hand, we
consider 6 a priori influent parameters (mazpp, Umaznps Wmazmps Loptpp> Loptnp aNd Iopimp Where fimaza
and I,p:4 denote the maximum growth rate of A and the optimum insolation for A, respectively.
These input factors are directly related to the growth rate of A, pa (see details in Appendix C). On
the other hand, we consider the maximum growth rate of bacteria pi,;,qzpac and the sinking velocity
of particulate organic nitrogen (type 1) sinpont which have a priori a negligible effect on chlorophyll-a
concentration since they do not act directly on pp, np and mp but on the state variables bac and pon1.
We take these eight parameters to be independent gamma distributed random variables with param-
eters given in Table 6.2. We estimate all first- and second-order Sobol” indices of both ouputs Yt
and Yiepth by using the estimators defined in Sections 6.4.3 and 6.4.4 with sample sizes n = 65536
and n = 66049, respectively.
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label & 0 mean standard deviation

fmazpp (day ") 19 033 3 1

maznp (day™") 2 9 028 25 0.83
fmazmp (day™") 39 02 2 0.67
Toptpp (W.m~2) 4 9 111 10 3.33
Ioptnp (W.m~2) 5 9 167 15 5

Toptmp (W.m™2) 6 9 222 20 6.67
mazbac (day™t) 79 022 2 0.67
Sifpons (m.day™') 8 9 017 15 0.5

TABLE 6.2 — Distributions of variables using gamma density f(z;k,0) = 2%~ exp(—z/0)/(T(0)0%),
where I'(+) is the gamma function.

The first-order Sobol’ indices are estimated by using nested replicated latin hypercubes following
Qian’s construction [Qia09]. They allow to visualize empirical convergence of the estimated indices
as shown in Figure 6.8. The estimated indices at the biggest sample size (n = 65536) are reported in
Tables 6.3 and 6.4; we can notice that both outputs do not define an additive model since in both
cases, the sum of the first-order Sobol’ indices are less than sixty percents. We also notice that tmaapp
is important in both outputs, while three other a priori important parameters — fimaznp, Loptap and
Lopimp— have actually no effect. At last, it is surprising to observe that the parameter (;nqabac, Which
does not act directly on both outputs, has non-zero values.

—2— mumaxpp
—2— mumaxpp

—o— mumaxnp
—e— mumaxnp

¢ mumaxmp
- mumaxmp

—v—iopty
‘optpp —— ioptpp

o ioptnp o ioptnp

first-order Sobol’ indices

2 ioptmp & ioptmp

first-order Sobol' indices

v mumaxbac Y| v mumaxbac

—*—sedpon1l —*—sedpon1l

L L L
32768 65536 131072

I I I I 1 I
32768 65536 131072 2048 2096 8172 16384
total sample size (2n)

I
2 16384
total sample size (2n)

FIGURE 6.8 — Plots of first-order Sobol’ indices with error bars — 99% confidence interval — for both
outputs Ygure (left) and Ygepen (right).

The second-order Sobol’ indices are estimated by using a replicated latin hypercube based on
an orthogonal array with 257 levels, index 1 and strength 2 — i.e. n = 66049 — following Bose’s
construction [Bos38]. The results are reported in Tables 6.5 and 6.6; they confirm that ft;,qzpp has
the main role in both outputs since the non-negligible second-order Sobol’ indices are all related to
the latter. As a conclusion, we can notice that both outputs are extremely complex and contain,
without any doubt, interactions of order more than or equal to 3. Such an analysis with the Monte
Carlo estimator of Sobol’ indices would be less efficient without the new approach we proposed in this
paper. More precisely, both order 1 and order 2 analysis using the classic Monte Carlo estimator —
i.e. estimating all the Sobol’ indices of order 1 or 2 — only could use a sample size of 30000 instead
of 132000 since this classic approach needs 9 independent samples while the new one only needs 2
for the order 1 analysis and 18 independent samples while the new one only needs 4 for the order 2
analysis (see [Sal02]).

6.6 Conclusion

We have introduced a new method to estimate all the k-th order Sobol” indices by using only 2
samples, for any k. This outperforms existing methods including the combinatorial results established
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Sy Spy Sy Sy Sy Sey Sy Sisy
cstimated index 0314 0 0.061 0060 0 0003 0051 0.010
estimated error  0.010 0.011  0.012 0.011 0.010 0.010 0.013 0.012

125

TABLE 6.3 — Estimation of first-order Sobol” indices for the output Y, ¢. The estimated error is the
radius of the 99% confidence interval.

Sy Sppy Sgzy Spay S5y Stey Sqny Sy
estimated index 0.451 0 0.055 0.034 0 0 0.035 0.011
estimated error  0.009 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.012 0.010

TABLE 6.4 — Estimation of first-order Sobol” indices for the output Ygep:n. The estimated error is the
radius of the 99% confidence interval.

Stioy Spay Spay Spsy Spey Spmy Spsy Spay Spay Spsy
cstimated index  0.374  0.479  0.424  0.339  0.324 0.400 0.318 _ 0.069 _0.066 _ 0.016
estimated error  0.012  0.011 0.013 0.011 0.011 0.010 0.011 0.011 0.011 0.011
Sio6y Sy Sasy Sysay Sgzsy Sizey Sz Sgzsy Sqasy Spaey
estimated index  0.015 _ 0.069 _0.015 _ 0.125 _0.074 _0.075 _ 0.128 _0.072 _ 0.077 _ 0.070
estimated error  0.010  0.015 0.010 0.011 0.011 0.011 0.013 0.011 0.011 0.011
Stary Susy Sisey Sy Sissy Sery Sesy  Syrsy
estimated index  0.121 __0.066 _ 0.017 _ 0.055 0.014 _0.056 _ 0.009 _ 0.050
estimated error 0.013 0.011 0.010 0.015 0.010 0.014 0.010 0.015

TABLE 6.5 — Estimation of second-order Sobol’ indices for the output Yy, ;. The estimated error is
the radius of the 99% confidence interval.

Stoy Spay Spay Spsy Spey Sy Spsy Spesy Spay Spesy
estimated index  0.506 0593 0.510 0.455 0.450 0.515 0.447 0.056 _ 0.034 _ 0.005
estimated error  0.010  0.009  0.010  0.009 0.009 0.008 0.009 0.011 0011 0.011
Sioe6y Sy Sasy Sysay Sy Sizey Sz Sgzsy Sqasy Spaey
cstimated index  0.008 _ 0.055 _0.009 _0.087 _0.057 0.064 0.109 _0.063 0.041 _ 0.043
estimated error  0.010  0.014  0.010 0.011 0.011 0.011 0.013 0.011 0.010 0.010
Sty Spasy Ssey Sy Sissy Sgeny Siesy  Sirsy
estimated index  0.082  0.041 __0.009 _0.040 _0.007 _0.046 _0.006 _ 0.041
estimated error 0.013 0.010 0.010 0.014 0.010 0.014 0.010 0.014

TABLE 6.6 — Estimation of second-order Sobol’ indices for the output Ygepen. The estimated error is
the radius of the 99% confidence interval.
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by Saltelli in 2002 [Sal02]. We derive theoretical results in the particular case of first-order Sobol’
indices from the work by Janon et al. [JKLT12] on asymptotical properties of Sobol” indices and from
the work by Loh [Loh96] on asymptotical properties of LHS. A further work will consists in deriving
these theoretical results to higher-order Sobol’ indices.
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6.A Lemmas for Proposition 6.1
Let X! and X2 two distinct points of a Latin hypercube of size n in [0,1]%. For any function f

defined on [0,1]%, consider Y! = f(X1!) et Y2 = f(X2). In Theorem 1 in [Ste87], Stein gives the
following result

Theorem 6.1. If [ is a square integrable function then as n tends to 400, we have
1A
Cov(Y1,Y?) = —— 24 o0(n7t) .
VYY) = =03 e+l

In this section, we prove an analogous result with more general settings and without the asymptotic
assumption on n (see Lemma 6.4).

6.A.1 Notation and definitions

For s and n in N*, define the partition of [0,1)® in elementary hypercubes of side 1/n,

Qé(n):{Qg[Oal)s ‘ Q:,l;[l[ai,ﬁi)’ aie{oa%a"'angl}a 612a1+%}

For any square integrable function ¢ defined on [0, 1)®, s < d, define the sequence with general term
2
unlg) =n° Y (/ g(x)dx) , neN.
Q

6.A.2 Preliminary results

The first lemma is the analogous result for Lebesgue integrability of a result given in Equation
(A.4) in [Ste87] for Riemann integrability. The second one gives an important inequality which allows
to work without asymptotic assumption on n. The last one consists in simplifying integrals under
Latin hypercube sampling using the ANOVA decomposition.

Lemma 6.1. If g is a square integrable function, the sequence (un(g)) converges to [ g*(x)dx as n
tends to +oc0.

Démonstration. Noting that
unl) = [ gn(x)ax

where

Vx €[0,1)%, gn(x) = > (ns/Qg(Y)dY)21Q(X)

QEQs(n)
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Lemma 6.1 is a straightforward consequence of the dominated convergence theorem. So let us prove
that there exists an integrable function h such that for all n € N*, |g,,| < h almost surely, and g,
converges pointwise to g2, and the conclusion will follow.

First since g is a square integrable function, we have |g(x)| < M a.s., and by their definition, the
gn’s are as well. Hence their exists an integrable function (h : x — M) such that |g,| < h almost
surely. Concerning the pointwise convergence, let us prove that for any x € [0,1)%,

(ns | g(y)dyf - )

where @Qx is the set @@ in Q¢(n) containing x. This is obvious if g2 is a simple function and we
easily generalize the result to any g2 since any measurable function is a pointwise limit of simple
functions. O

Ve >0, 3N >0, Vn> N, <e

Lemma 6.2. The sequence (u,(g)) is dominated by [ g*(x)dx

Démonstration. Let n € N*| the result is proved by showing that the sequence of general term
vk (g) = ugr,(g) is increasing. In this case, by Lemma 6.1, we have lim vk(9) = [ g?(x)dx, and since
vy, 18 increasing, all the terms of this sequence are dommated by [ ¢*( dx hence vy (g) = un(g) <
fg )dx. To prove that the sequence (vk (g)) is increasing, note that

@+ 3 (/Q g(x)dxf

QEQ:(2%F1n)

= W) > (22 > (/Pg(x)dx)2

QEQ;(2kn) PeP(Q,2k+1n)

vk+1(9)

where P(Q, 2% 1n) = Q(2¥+1n) N Q. Then by Jensen inequality, we have
2 2
2° Z (/ g(x)dx) > (/ g(x)dx)
PeP(Q2++1n) NP Q
and we conclude that vi11(g) > vi(g). O

For 0 < 1, xo <1 define

ro(x1,22) = 1 if |naq] = [naa)

= 0 otherwise ,

where || is the floor function. We now end with the following result
Lemma 6.3. Let v be a subset of {1,...,d}, we have
/f X1) (Xz)HTn(SCu,SCQz)ddez /Zfm(le)fm(X2m)HTn(ZE1i,SC2¢)dX1dX2 -
€0 wCo S
Démonstration. By the ANOVA decomposition — see (6.1) — we have
/f x1) f (X2 HTn T1i, Toi)dX1dxg = / Z Z fml(Xun1 Jros (X210, Hrn T1i, Toi)dX1dXs .
€D o1 C{1,..,d} w2 C{1,.. €0

Then note that a certain number of terms in the member on the right-hand side vanishe. If (10, N
v°) U (tog N v¢) # () then suppose without loss of generality that there exists k € to; \ v; we have

/fml lel)fmz(x2m2)Hrn(zu,zzz)dmdxz /(/fml lel)dzuc) fmz(szz)HTn(SCu,iEzz)quk}chz

1€D 1€ED
I
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and note that, by a basic property of the ANOVA decomposition, I; = 0. If (to; Nv¢) U (tog Nv¢) =)
and to; # o, then suppose without loss of generality that there exists & € to; \ wo. In this case, we
have

/ Fron (X1, ) fron (X2,) [ [ 7 (2101, 22 ) dxr dxcs

S

=/(/fml(lel)T“n(mk,%%)dwlkdw%) fmg(X2m2)( H Tn(wu,$2i))dx1{k}cdxz{k}c
ico\{k}

I

and note that by the definition of 7,,, we have

/fml(xlml)rn(xw,zzk)dzucdxzk = /fml(Xml)dShk

and thus Is = 0. The conclusion of the lemma follows. O

6.A.3 Main result

Let u be a non-empty subset of {1,...d} and consider (Z1); ~ LH(n,2d — |u|). For any function
f defined on [0, 1]¢, consider

Yol = f(XL X)) and Y22 = F(XE, X5
We have the following result

Lemma 6.4. If f is a square integrable function then we have

2

Ur20 1,1 12,2 O
- Y B <Cov(VLYP) < Y

— 1)\[w] — 1)l
D#wCu (TL 1) D#mwCu (TL 1)
[ro| odd [ro| even
Démonstration. Recall that for 0 < z1, x5 <1,
ro(x1,22) = 1 if |nxq| = |nag|
= 0 otherwise ,
where |-] is the floor function. For x; = (211,...,214) in [0, 1)d, define x1, = (214, - - - ,xlim) where

v = {i1,...,iy}. Due to the joint density of (X}l,Xﬁ) under Latin hypercube sampling — see
[MCB79] or [Ste87] — and by Lemma 6.3, we have

n

[
1) H (1 — (214, wzi))dxldXQ

S

Cov(¥,!, ¥22) + ( / f(X)dX)2 =[x )

n

= ( n 1)‘“‘Z(*l)“"/f(Xl)f(XZ)HTn(xu,:Ezi)dxlde

n —

vCu 1€D
n Ml
= (n—l) Z(_1)|D|/Zfm(xlm)fm(x2m)Hrn(xli;$2i)dxldx2
vCu wCo i€D

(ni )M Z(—l)l"l Z (%)‘UHM /fm(X1m)fm(X2m) Hrn(xu,xgi)dxlmdxm (6.20)

vCu wCo 1€

—_
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Then note that for any function of w denoted by A(w), we have

CILDY (%)‘”‘*‘m‘A(m

vCu wCo

- () Z ) e

[u| -] J_ . .
= ng:u kz:;) (|u| k|m|)(_ %)’HI | (%) [ |A(m)
N (n; 1)Mi‘m‘<—1>"“"A(m> (6.21)

3
N

u

Hence, we deduce that

Cov(V,¥2%) = Y (nf1)'“"(—1)\“’\/fm(xlm)fm(x%)Hrn(xu,m)dxlmdx%. (6.22)
wCu i€t

()

Finally by the definition of r,,, we have

2
0< /fm(le)fm(sz) I 7o (@i, 220 )dximdxon < ( fm(xlm)dxlm)
i€t QEQ|w|(n) Q
and by Lemma 6.2, this gives
o2
0< /fm(X1m)fm(X2m) H Tn(T1i, T2;)dX 10 X2y < n\—:;\ : (6.23)
1€

The latter inequalities and (6.22) lead to Lemma 6.4. O

6.B Proof of (iii) in Proposition 6.2

We first give three lemmas. The proof of (iii) in Proposition 6.2 is given in Section 6.B.2.

6.B.1 Preliminary results

Lemma 6.5. Let d € N*, if n > d—; then

d
1 d+1
(1+—> flgL.
n n

Démonstration. If d = 1, the result is obvious. Otherwise, for any x > 0, consider the function g4

defined by
d
1 d+1
ga(z) = (1—1—;) —-1- i )

xT

We show that
(1) if there exists zp > 0 such that gq(zo) < 0 then for all z > g, ga(z) <0
(2) ga(d?/2) < 0

and the conclusion follows. Concerning (1) note that

d d 1 1
=14 = “2y_1_-Z2_——_"=Z -2
gal@) =1+ =+ 0@ —1- = -~ = —~ 4+ 0@
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and then that g4 is negative as x tends to +oo. Moreover for any d > 1, gq4 is first decreasing and
then increasing. Indeed, we have

d N d+1
g{i(z)—<1+—> 3

and we deduce that g;(z¢) = 0 with

ECIR

and is negative on the left side and positive on the right side. The conclusion of (1) follows. Concerning
(2), it is easy to check that it is true for d = 1 and 2, and for d > 3 we have

u(®) = S (OE) 22

-2 (O)(2)

INA
\
o
+
a |l
x|~
7N
ISHEN
~_
B

k=4
d d—3
2 1 1 1
< —ZHY mtamllc ﬁ)
k=3 k=1
d
2 1
= T8 + Z dk
k=3
2 2
P EEE]
and the conclusion follows. O

With the same notation as at the beginning of Section 6.A.3, we have the following result
Lemma 6.6. If [ is a square integrable function, we have

E[f (X, Xy ) f (X4, Xa)] = EYP + 25 + Bun

where . .
—E[Y? — < By, <E[Y? —_— . 6.24
PAoCu® PAoCuc
[v] odd |v| even

Démonstration. First, due to the joint density of (Xlll’cl, Xﬁ’cl) under Latin hypercube sampling — see
[MCBT9] or [Ste87] — we have

d—|u|
E[f(XL Xy (XL XED] = /f(x,xl)f(x,XQ)( n ) H(l—rn(xu,xgi))dxdxldm
ceuc

n—1

- (nnl)d_u / (gf‘”” JECEDICES) | G

€0

1(x)

Jax.
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We now denote fx : y — f(x,y) and then by (6.20) and (6.21) we have

I(x) = Z(fl)“"/fx(xl)fx(XQ)Hrn(zli,:cgi)dxldXQ

vCuc €D
|D| 1 |U|7|m|
= Z (—1) Z (E) Fxr0 (X1rw) f, 0 (X210 ) H T (14, 21 ) dX 110 AXoro
vCuc wCo 1€

- (_1)|m|("_*1)d"“"'m'/fm(xlm)fx,m(xm)Hrn(:gu,xgi)dxlmdxm .

n :
wCuc i€

Hence by (6.23) we have for all to # (),

J fwim)dxie [ f2(x1)dxs

0< /fx,m(X1m)fx,m(X2m) H T (14, 2i ) dX1 10 dXopp <

nlwl - nlwl
S

and note that
/fx,@(xm)fx,@(xzw) [ (@i, wai)dxipdxag = £ -
i€l
Finally, note that
[ froix =i+ EDP

and / / 2(x1)dx dx = E[Y?]

and conclude that

d—|u|
E[f(X5, X f(Xh X0h)] = (n - 1> /I(x)dx =722 +E[Y]?> + Bunn
with 1 1
_E[Y?2 — < By, <E[Y? T
Y3 Y Gopm S B <EY X o
0#ovCu P#vCuc
|v] odd |v] even

Lemma 6.7. The inequalities in Equation (6.24) imply that

3 (%)m'BuUm,n < (%a) (wﬁ[yﬂ |

wCuc

Démonstration. By (6.24), we have

|ro

1

§ (_) Buum,n
n

o Cuc

— 1)l
0£0C (uUro)* (n — 1)

o 3 (% |m|<(1+ﬁ)d—u—m1)
() 2020

o Cuc o Cuc

d—|u] d—|u] d—|u|
1 1 1
n n n

and the conclusion follows by applying twice Lemma 6.5.

IN

A
&=
L.<
N
N
S|
~ ~—
El
—_

IN

A
=
~
N
7N
|
—

131



132 CHAPITRE 6. METHODE DE SOBOL’ ET HYPERCUBES LATINS

6.B.2 Proof of (iii) in Proposition 6.2

Démonstration. First note that by the definition of (Z%);=1.,, we have

Vil = f(X3, X0 and Y92 = f(X],X07)

u

with . '
X5t = m1(7) = Ut x () ma(j) — Ud,za(j)
e = - ey -
and / .
%2 _ 1( ) Uy 71'1(]) o Wd(]) - Ud,w;l(j)
u n 5 o

where the 7;’s, the 7’s and the U; ;’s are independent random variables uniformly distributed on II,,
— see Definition 6.1 —, II,, and [0, 1], respectively. Moreover note that if for an index i € u°, we
have m;(j) = m/(j) then X7"' = X7 and if m;(j) # 7.(j) then Uiz (j) and U; ;) are independent
and therefore Xfl and XfQ are two distinct points of a Latin hypercube of size n in [0, 1]. For
j€{1,...,n}, denote by e(j) the set of integers i € u® such that m;(j) = w}(j). Thus we have

Vi = o 3 Z D Lewem

wCus  mw(j)e e (j)e
{17 ,n} {1 VVVVV n}d Ju]
N N Py Iy
/f<7T1(J) Ull’___,ﬁd(J) Uld)f<7f1(J) qu’-“,ﬁd(]) U2d)du1du2(uUm)c
n n n n

where for all i € uUe(j), m(7) = 7.(j) and wy1;(j) = u2:(j). And noting that

(n—1)d= |u| [y d Z Z Lie)=wy -

ﬂ(])e Wuc(])e

{1,..n}4 {1, nyd=lvl

~~/f<7r1(j)ull,...,ﬂd(j)uld)f<7r/1(j)u21,...,7rl/i(j)uzd)duldug(uUm)c

n n n n

is equal to E[f(XlllUm,Xéutm) ) F(XL X201 .)j ~ LH(n,d), Lemma 6.6

’ (uUro
gives

Je .)] where (X7 X1

(uUto)e

[vo]
e 1
2567 = X (7)) (B o + Buom)

o Cuc

By Lemmas 6.5 and 6.7, and noting that E[Y]? + 72, < E[Y?], we obtain

E[YJ'V]?] =E[Y]> + 72 + Blun (6.25)
where
d—|ul+1 d—|ul+1
| Bluj,n| < (7| | +2) (L)E[W] : (6.26)
n n—1

Following the same proof, it is easy to show that for j # [, we have

E[V/'YV}!?] =E[Y]? + Bna

|Bna| < (dzl +2> <Zt1)ﬂz[y2]. (6.27)

where

Thus noting that
n—1__ &5« n—1
E[ 2, RLHS] ]E[Yul,lyul,Q] s
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we conclude that

133
~2,RLHS1 _ 2 1 o mn—1
E[Zu,n } =Ty~ gzu—’— (B"al +B\u\»n)
where the biases are O(n~!) as specified above. Concerning 72 RLHS, note that g2#LHS = 52,LHS
and the conclusion follows from (iii) in Proposition 6.1. Concerning 7 RLHS and o AQ RLHS ' we have
y 99
. <liYuJ’1+YJ’2> 1
n i 2

M:

2B R T g B3 B + R+ 8]
1 ; 11 ~1 . e
- (B[(FN] + B T0Y) + = (B P2 + BV 22))
Then using notation in (6.6-6.8), note that

B[

e
Sl
S

B[V V2] = Cov(V, V21) + E[Y]? = Cov(VEL V22
and by (6.26), (6.27) and Lemma 6.4, we deduce
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and B, is specified in (6.27). Then it is easy to conclude that

Lu,n

B [?Q,RLHS}

n—1
= Ii - %Ii + Bn,l + Bn,? ul,n
E[&?{RLHS} 0_2 o %Ii + Bn,l +Bn,2
where the biases are O(n~"') as specified above. O
6.C Phytoplankton growth model

The phytoplankton growth is given by the five following equations, where A stands for pp, np or
mp.

Ha = fmagalimpalimra (limyo,a + limye,a)
. NO3
thOSA =

—_— —UNH
NO3 + KNOSA) exp( 2

( NH, )
NH, + Knp,a

2(1 + fra) PAR
lim[A =

_ Topta
PAR PAR
(FAR)" 4280 AR 41

limNH4A

T—T.
. (1 + ﬁTA) ptA ljf‘l:tA
limpy = max e 7 ,0
—LletA letA
(Topr,A*TZetA) + QBIAT ptA—Tleta +1
where the parameters are defined in the following table




parameter definition

A growth rate of A

MmazA maximum growth rate of A

limno,A limitation by NOg3 for A

limn, A limitation by NH, for A

Knosa half-saturation coefficient of NO3 for A
Knm,a half-saturation coefficient of NH, for A
v inhibition coefficient by NHy

NO3 NO3 concentration

NH,4 NH, concentration

limga limitation by light for A

Bia shape factor for photoinhibition curve
Topia optimum insolation for A

PAR photosynthetic active radiation

limpa limitation by temperature for A

Bra shape factor for thermoinhibition curve
Topta optimum temperature for A

TieiA lower lethal temperature for A

T temperature

TABLE 6.7 — Parameters of the phytoplankton growth model
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Chapitre 7

Applications a des modéles
analytiques

Ce chapitre propose une étude synthétique des différents estimateurs des indices de Sobol’ que
nous avons évoqués précédemment. Les applications sont effectuées sur 3 modéles analytiques : une
fonction continue et multiplicative, une fonction continue mais non-multiplicative et enfin une fonction
discontinue. Ces cas d’études sont trés élémentaires et n’ont pour but que de mettre en évidence les
faiblesses éventuelles des différentes méthodes testées.

Nous nous intéressons a ’estimation des indices de Sobol’ d’ordre 1 et 2. Les méthode comparées
sont : la méthode de Sobol’, RBD, FAST et I'approche par quasi-régression suivant des polynomes
de chaos (PC). La méthode de Sobol’ est évaluée dans sa version classique (notée MC), ainsi qu’avec
la nouvelle approche introduite au Chapitre 6 (notée RLHS pour ’estimation des indices d’ordre
1 et RLHS-OA2 pour les indices d’ordre 2). La méthode RBD est testée dans sa version classique
(notée OA1), dans sa version classique avec correction de biais (notée OA1/corrigée), dans la ver-
sion construite & l’aide de tableaux orthogonaux de force 2 introduite au Chapitre 5 (notée OA2
et OA2/corrigée). La méthode FAST est appliquée dans sa nouvelle version introduite au Chapitre
5 a l’aide de jeux de fréquences — disponibles sur la page internet personnelle de Frances Kuo :
http ://web.maths.unsw.edu.au/~fkuo/ — construits par les algorithmes "composante par com-
posante" récents (voir [CKN06, Nuy07, CKN10]). La randomisation du plan d’expérience de FAST
se fait par la rotation de Cranley-Patterson qui consiste & translater, modulo 1 et composante par
composante, tous les points du plan original par un méme vecteur aléatoire uniformément distribué
sur [0, 1]%. Enfin, Papproche par quasi-régression suivant des polynomes de chaos est effectuée dans
un premier temps relativement a des hypercubes latins, puis généralisée & des hypercubes latins basés
sur des tableaux orthogonaux de force 2 (notée OA2).

Pour 'estimation des indices d’ordre 1 par les méthodes spectrales, I’ensemble de troncature choisi
est du type {1,..., M} pour les polynémes de chaos et {—M,...,—1,1,... M} pour les polynomes
trigonométriques ou M est un entier naturel non nul. Pour I’estimation des indices d’ordre 2, I’ensem-
ble de troncature est une croix de Zaremba du type {i*j | i,j € N* et ixj < M} pour les polynomes
de chaos et {i*j | i,j € Z* et |i*j| < M} pour les polyndomes trigonométriques ot M est également
un entier naturel.

Le critére de comparaison utilisé dans ces tests est la racine carrée de ’erreur quadratique moyenne
(RMSE) calculée sur 1000 réplications. Il est important de noter que lors de ’estimation des indices
de Sobol’ d’ordre 2, les quantités évaluées par la méthode de Sobol’ sont des indices descendants et
pour les méthodes spectrales, des indices élémentaires.
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7.1 Test sur la g-fonction

7.1.1 Descriptif du test

La premiére fonction testée est la g-fonction (voir e.g. [SS95], et Figure 7.1) :
d
Fx) =1 Hx0)
i=1

avec pour tout i € [1 : d]

1+a;

ot les X; désignent des variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur [0, 1].

fi(X5) , a; >0

2

F1GURE 7.1 — Courbe des composantes d’une g-fonction pour quelques valeurs de paramétres a.

Il est important de remarquer que, méme si la définition de cette fonction laisse entrevoir une
singularité au centre de son ensemble de définition, la g-fonction posséde une représentation en série
de Fourier relativement simple puisque son spectre décroit a I'infini de maniére trés rapide. En effet,
on note que pour tout k € Z¢

0 st Ji | k; #0 et pair

#0
II

i | ki#0

Le test est effectué sur une g-fonction de 12 variables dont les paramétres a; sont donnés par
a=1(0,0,0,1,1,1,1,9,9,9,9,9). Les valeurs théoriques des indices de Sobol’ de cette fonction peuvent
étre obtenues en notant que

o2 bt
G 31+ a2
o = Ilt
St
et N
0% = H(o?i} +1)—1.
=1

Les estimations sont réalisées pour plusieurs tailles d’échantillons : 1000, 4000, 10000, 40000 et

160000 ; et pour chacune, 1000 réplications sont effectuées. Le nombre d’harmoniques prises en compte
dans le calcul des indices de Sobol’ d’ordre 1 pour les méthodes spectrales est fixé a 8, 13, 17, 24
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et 30 pour chacune des tailles d’échantillons. Ces valeurs représentent également le paramétre des
croix de Zaremba (voir Formule (5.41)) considérées lors de P'estimation des indices d’ordre 2 pour les
méthodes spectrales.

7.1.2 Résultats du test et discussions

Les estimations des différents indices de Sobol’ d’ordre 1 et d’ordre 2 présentant toutes le méme
comportement, nous nous contentons de tracer uniquement les courbes pour deux indices d’ordre 1
— T'un dont la valeur est la plus grande (0,145) et autre dont la valeur est la plus petite (0,001) —
et pour un indice d’ordre 2 — dont la valeur est la plus grande (0.048). Les résultats sont présentés
dans les Figures 7.2 & 7.4.

Concernant, I’estimation des indices d’ordre 1, on remarque principalement que deux groupes se
dessinent. D’une part, on constate que la méthode FAST atteint une vitesse de convergence en O(n~1),
et d’autre part que les autres méthodes convergent a une vitesse de 'ordre de O(n~'/2). La vitesse de
convergence observée de la méthode FAST est une illustration de la Proposition 5.4 qui établit que
les estimateurs de 021.} et o2 produits par cette méthode peuvent converger & des vitesses supérieures
a celle de la méthoée de Monte Carlo. Parmi les autres méthodes, on remarque que les méthodes
de Sobol’ sont les moins précises, et que la méthode de quasi-régression suivant les polynomes de
Legendre est comparable & la méthode RBD classique. Enfin, on note que la correction de biais et la
stratification plus forte — par un tableau orthogonal de force 2 — tend a réduire 'erreur quadratique.

Concernant les indices de Sobol’ d’ordre 2, les remarques précédentes s’appliquent dans leur en-
semble. On remarque en outre que la méthode de Sobol’ permet d’atteindre un niveau d’erreur
comparable & celui de la méthode RBD,.

1073

—O— Méthode de Sobol’ (RLHS)
—A\— RBD (0A1)

[ - RBD (OAl/corrigée)

- Méthode de Sobol’ (MC)
—¥— RBD (0A2)
— @ — PC Legendre
FAST

-4

10

L L M| L L L L L PR
103 104 105
Taille de I'échantillon

10"

Racine carrée de I'erreur quadratique moyenne (RMSE)

F1GURE 7.2 — Estimation des indices de Sobol’ d’ordre 1 de la g-fonction ayant pour valeur 0.145.

Remarque 7.1. Dans ce test, nous avons "normalisé” la méthode de Sobol’ basée sur le hypercubes
latins (notée RLHS), i.e. que pour un test sur un échantillon de taille n, nous avons considéré une
méthode de Sobol’ sur deuzx hypercubes latins répliqués de taille n/2. Le comparatif est donc parfaite-
ment juste vis-a-vis des méthodes spectrales. Par contre, la méthode de Sobol’ classique n’a pas été
"mormalisée” de maniére a4 comparer la qualité de son estimateur relativement a celui de la méthode
de Sobol’” RLHS. On remarquera toutefois que sa RMSE doit, en toute rigueur, étre multipliée par
un facteur non-négligeable — ici V6.5 > 2,5 puisqu’elle nécessite au minimum 13 échantillons pour
estimer tous les indices d’ordre 1 et 26 pour l’estimation des indices d’ordre 2, au lieuw de 2 seule-
ment pour la méthode RLHS — qui se dégrade avec l'augmentation de la dimension. Cette remarque
s’appliquera également pour les tests suivants.



140 CHAPITRE 7. APPLICATIONS A DES MODELES ANALYTIQUES

10°°
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F1GURE 7.3 — Estimation des indices de Sobol’ d’ordre 1 de la g-fonction ayant pour valeur 0.001.
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FIGURE 7.4 — Estimation des indices de Sobol” d’ordre 2 de la g-fonction

7.2 Test sur une fonction continue non-multiplicative

7.2.1 Descriptif du test

La seconde fonction testée est une fonction continue mais non multiplicative en dimension 10
définie par
f(X) = min(Xl, ceey X5)

avec X = (Xy,...X10), o les X; désignent des variables aléatoires indépendantes uniformément
distribuées sur [0, 1]. On peut la trouver par exemple dans [LO0G].

La fonction présente donc uniquement s = 5 variables actives jouant des roles symétriques. Les
valeurs théoriques de ses indices de Sobol’ sont accessibles par les formules

2 |u -
7 = I,L 1 e 5
- (s+1)2(2s — [u]| +2) - { ’ ’ }

et
9 S

G+ 125 +2)
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Dans notre cas, les indices de Sobol” d’ordre 1 des variables actives prennent pour valeur 7/55, et
7/25 pour les indices de Sobol” d’ordre 2 descendants.

Les estimations sont réalisées pour plusieurs tailles d’échantillons : 2209, 10201, 41209, 109561,
491401 et 1002001 ; et pour chacune, 1000 réplications sont effectuées. Le nombre d’harmoniques
prises en compte dans le calcul des indices de Sobol’ d’ordre 1, ainsi que le paramétre des croix de
Zaremba (voir Formule (5.41)) considérées lors de 'estimation des indices d’ordre 2 pour les méthodes
spectrales, est maintenant choisi de maniére & minimiser I’erreur quadratique® Dans ce cadre, les
indices de Sobol” dont les valeurs sont nulles ne sont pas estimés par les méthodes spectrales, car
le paramétre optimal pour le nombre d’harmoniques & prendre en compte est 0. Ils sont néanmoins
estimés par les méthodes de Sobol’, et présentent dans tous les cas une RMSE 6 fois inférieure a celle
des indices non nuls présenté dans les Figures 7.5 et 7.6.

7.2.2 Résultats du test et discussions

Pour 'estimation des indices d’ordre 1, méme si contrairement au test précédent, toutes les méth-
odes présentent la méme vitesse de convergence, les résultats des Figures 7.5 et 7.6 montrent quand
méme une grande disparité entre les différentes méthodes. On constate d’abord un rapport égal &
20 entre la RMSE de la méthode de Sobol’ et celle de la quasi-régression suivant les polynomes de
Legendre. Ceci est principalement expliqué par une performance exceptionnelle de la quasi-régression
qui tient au fait que seules les 5 premiers coefficients du développement, en chaos polynomial de
Legendre sont prises en compte dans le calcul des indices de Sobol’. Seule la méthode FAST est capa-
ble d’obtenir une RMSE aussi faible que celle de la quasi-régression sur les polynéomes de Legendre.
Toutefois, le nombre d’harmoniques nécessaires pour atteindre ce niveau de précision varie entre 15,
pour I’échantillon de taille 2000, et 60 pour I’échantillon de taille 1000000. Ce nombre important est
désavantageux pour FAST car il fait apparaitre des interférences lors de ’estimation des coefficients
de Fourier; ils se traduisent, d’ailleurs par la trajectoire non lisse de la RMSE de FAST dans la Figure
7.5. Quant, aux méthodes RBD, elles sont nettement moins concurrentielles que la quasi-régression sur
les polynomes de Legendre, du fait principalement d’un nombre imposant d’harmoniques nécessaires
a l'estimation des indices de Sobol” : 9 pour I’échantillon de taille 2000, et 70 pour ’échantillon de
taille 1000000. En effet, plus le nombre d’harmoniques prises en compte dans I’estimation de I'indice
est important, et plus la variance et le biais résiduel aprés correction augmentent.

Pour 'estimation des indices d’ordre 2, les constats et les explications sont les mémes. La quasi-
régression suivant les polynéme de Legendre reste la méthode la plus compétitive ; et les méthodes
spectrales RBD et FAST doivent composer avec des paramétres de croix de Zaremba trés élevés —
jusqu’a 60 pour I’échantillon de taille 1000000 — qui contraignent FAST & une vitesse de décroissance
en O(n~'/?) et qui empéche RBD d’atteindre une RMSE inférieure 4 10~3. Ce dernier point illustre
la problématique principale de I’estimation des indices de Sobol’ par méthode spectrale : si 'indice
en question est la série de coefficients de Fourier — ou Fourier-Hermite, Fourier-Legendre etc. — qui
décroissent lentement & 'infini, alors I'estimateur de l'indice de Sobol’ doit prendre en compte un
nombre important de ces coefficients pour atteindre un niveau de précision donné, et malheureuse-
ment, plus ce nombre augmente et plus la variance de l'estimateur aussi. Ceci peut conduire dans
des cas pathologiques & un estimateur qui ne converge pas, c’est ce qu’on observe pour la méthode
RBD sur la Figure 7.6, car vraisemblablement la base trigonométrique ne permet pas d’approcher
leffet d’ordre 2 de la fonction étudiée par des harmoniques basse-fréquences. Enfin, on termine en
notant que le remplacement de ’hypercube latin par un hypercube latin basé sur un tableau orthog-
onal de force 2 dans la quasi-régression suivant les polynomes de Legendre permet de réduire I’erreur
quadratique de maniére importante.

1. Cela signifie qu’on réalise le test pour chacune des valeurs jusqu’a observé une dégradation de I’estimation du
fait d’un trop grand nombre de coefficients pris en compte, et on renvoie la meilleure estimation.
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FIGURE 7.5 — Estimation des indices de Sobol’ d’ordre 1 de la fonction-test numéro 2 ayant pour
valeur 7/55.

—O— Méthode de Sobol’ (RLHS-0A2)
[0 - RBD (OA1)
—=e— RBD (OA2/corrigée)
—¥— PC Legendre
— — — PC Legendre (OA2)
- Méthode de Sobol’ (MC)
FAST

Racine carrée de 'erreur quadratique moyenne (RMSE)

Taille de I'échantillon

F1GURE 7.6 — Estimation des indices de Sobol’ d’ordre 2 de la fonction-test numéro 2 ayant pour
valeur 7/25 (indice descendant) ou 7/275 (indice élémentaire).

7.3 Test sur une fonction discontinue

7.3.1 Descriptif du test

La derniére fonction testée est une fonction discontinue en dimension 10 définie par

f(X) = 1{X1<X2}(X)

avec X = (Xi,...X10), ou les X; désignent des variables aléatoires indépendantes uniformément
distribuées sur [0, 1].

La fonction présente donc uniquement 2 variables actives jouant des roles symétriques. Les indices
de Sobol’ des variables actives, Sf1y, Sgayet Sqi2y, prennent pour valeur 1/3.

Les estimations sont réalisées pour plusieurs tailles d’échantillons : 2000, 10000, 20000, 100000,
200000 et 1000000 ; et pour chacune, 1000 réplications sont effectuées. Le nombre d’harmoniques
prises en compte dans le calcul des indices de Sobol’ d’ordre 1, ainsi que le paramétre des croix de
Zaremba (voir Formule (5.41)) considérées lors de 'estimation des indices d’ordre 2 pour les méthodes
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spectrales, est maintenant choisi de maniére & minimiser ’erreur quadratique. Dans ce cadre, les
indices de Sobol’ dont les valeurs sont nulles ne sont pas estimés par les méthodes spectrales, car
le paramétre optimal pour le nombre d’harmoniques & prendre en compte est 0. Ils sont néanmoins
estimés par les méthodes de Sobol’, et présentent, dans tous les cas une RMSE 3 fois inférieure a celle
des indices non nuls présenté dans les Figures 7.7 et 7.8.

7.3.2 Reésultats du test et discussions

Concernant 'estimation d’ordre 1, une fois encore la méthode FAST est incapable d’atteindre
une vitesse de convergence supérieure a O(nil/ 2). De plus, pour atteindre cette vitesse, 'estimateur
FAST a dia prendre en compte un nombre gigantesque d’harmoniques : 25 pour I’échantillon de taille
2000, et jusqu’a 300 pour I’échantillon de taille 1000000. Cette précision obtenue & ’aide d’un tel
nombre d’harmoniques n’est possible que parce que le spectre global de la fonction-test est trés creux
— car seule 2 variables sont actives — ; dans un modéle présentant la méme discontinuité et plus de
variables actives, une telle précision serait tout simplement impossible du fait des interférences. En
terme de performance, arrivent ensuite la méthode de Sobol” nouvellement introduite au Chapitre
6 et la quasi-régression suivant les polynomes de Legendre. Pour cette derniére, il suffit d’une seule
harmonique pour converger vers l’indice de Sobol” d’ordre 1, ce qui explique son bon comportement.
Rajoutons qu’en utilisant un hypercube latin basé sur un tableau orthogonal d’ordre 2 pour cette
quasi-régression, on réduit la racine carrée de lerreur quadratique d’un facteur 3 & 4. Pour conclure
sur ces premiéres remarques, on note simplement que la présence de discontinuités dans un modéle
— méme la plus simple — fait rapidement apparaitre la méthode de Sobol’ comme une méthode
performante. On constate en outre que I’écart entre la méthode de Sobol’ originale et la méthode
exploitant les hypercubes latins est ici plus important que dans les tests précédents. Enfin, on note
que comme dans le test précédent, la méthode RBD n’arrive pas a converger du fait d’un trop grand
nombre d’harmoniques & prendre en compte.

Concernant, I'estimation des indices d’ordre 2, seules les méthodes de Sobol’ et la méthode FAST
sont, représentées. Comme précédemment pour l'estimation des indices d’ordre 1, la méthode FAST
ne doit son semblant de convergence qu’a la prise en compte d’un nombre gigantesque d’harmoniques
— par exemple, une croix de Zaremba contenant plus de 4000 coefficients pour ’échantillon de taille
1000000. Pour la méthode RBD, la convergence difficile observée pour 'estimation des indices d’ordre
1 se reproduit dans une plus grande ampleur, et la RMSE reste largement supérieure & 10~2. Le méme
phénomeéne s’observe pour la quasi-régression suivant les polynémes de Legendre. Et finalement, seule
la méthode de Sobol’ est robuste a la discontinuité de la fonction-test.
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FI1cURE 7.7 — Estimation des indices de Sobol” d’ordre 1 de la fonction-test numéro 3 ayant pour
valeur 1/3.
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F1GURE 7.8 — Estimation des indices de Sobol’ d’ordre 2 de la fonction-test numéro 3 ayant pour
valeur 1/3 (indice élémentaire) et 1 (indice descendant).

7.4 Conclusion

Aprés tout ces tests, on constate sans surprise que la, méthode de Sobol” est la seule & étre
robuste vis-a-vis d’une discontinuité. Plus encore, elle montre des erreurs quadratiques trés faibles
pour l'estimation des indices d’ordre 2. En effet pour ce type d’indices, méme si certains tracés
de RMSE peuvent faire apparaitre cette méthode en retrait des autres, on constate en réalité que
sa RMSE renormalisée par la valeur de 'indice estimé plaide plutot en sa faveur. Rappelons par
exemple, pour le test numeéro 2, les méthodes spectrales estiment I'indice élémentaire de valeur 7/275
et la méthode de Sobol’ I'indice descendant de valeur 7/25.

En second lieu, on remarque que les erreurs quadratiques observées pour les méthodes de quasi-
régression suivant les polynomes de Legendre ou suivant les polynémes trigonométriques (RBD)
peuvent varier énormément suivant le nombre de coefficients pris en compte dans le calcul de I'indice
de Sobol’. En particulier, un développement spectral & décroissance lente conduit a des estimateurs qui
n’arrivent pas & converger. Le probléme central dans ce type de méthode est donc de trouver la base
orthogonale sur laquelle le modéle posséde un spectre & décroissance rapide. Nous avons pu constater
que les polynomes de Legendre et les polyndmes trigonométriques échouent tous les deux dans le cas
d’une fonction présentant un front discontinu. Il existe bien évidemment d’autres bases orthogonales,
citons par exemple, les fonctions de Walsh [Bea75] — qui ont fait I'objet d’une généralisation de la
méthode FAST [PC81] — ou les ondelettes [Mey93].

Enfin, concernant la méthode FAST, nous avons pu observer qu’elle peut atteindre une vitesse
de convergence de l'ordre de O(n™!) pour une fonction dont le spectre de Fourier est & décroissance
rapide, mais qu’elle se heurte au probléme des interférences dés que cette propriété n’est pas vérifiée.
En dimension réduite, nous avons pu constater qu’elle peut rester compétitive si la fonction ne présente
pas de discontinuité, mais au regard de I’étude théorique du Chapitre 5, il n’apparait pas raisonnable
de l'appliquer en grande dimension (d > 20).



Chapitre 8

Application a un modeéle d’écosystéme
marin

Ce chapitre constitue une application des méthodes d’analyse de sensibilité & un simulateur d’é-
cosystéme marin dépendant de 85 parameétres. L’étude que nous proposons constitue un travail in-
troductif qui nous permet de tester les méthodes discutées dans cette thése sur un modéle non-
analytique qui s’exprime de maniére implicite. D’autre part, cette premiére étude avec un nombre
réduit de paramétres incertains, nous permet de prendre la mesure de la complexité du modeéle et
ainsi d’évaluer quels types de méthodes sont pertinents et réalisables en vue d’expériences & plus
grande échelle. A moyen terme, ce travail a idéalement pour but 'aide au développement de ce
modele (réduction/complexification, calibration, etc.), en complétant les analyses de sensibilité déja
existantes, comme par exemple I’analyse de colinéarité [BRKO01] (voir, e.g., [RSG06]) ou des approches
élémentaires de calcul de taux d’accroissement (voir, e.g., [Lac98]).

8.1 Description du modéle MODECOGelL

MODECOGeL est un modeéle 1D couplé (hydrodynamique/biogéochimie) simulant I’écosystéme
marin régional en mer Ligure (Méditerranée nord-ouest, voir Figure 8.1) suivant la dimension verticale
— jusqu’a —400m — en vue d’une étude de variabilité interannuelle entre les années 1984 et 1988. 11
a été développé par Lacroix [Lac98, LN98] et ensuite affiné par Lacroix et Grégoire [LGO02]. Il consiste
en un code FORTRAN de trois milles lignes résultant de la discrétisation par la méthode des volumes
finis d’un certain nombre d’équations différentielles couplées controlées par 85 paramétres. Les pas de
temps et d’espace sont respectivement 10 minutes ou 1 heure, et 1 métre ou 5 métres. La résolution la
plus grossiére permet de réaliser une simulation annuelle en 4 secondes avec un ordinateur de bureau
(processeur quatre coeurs cadencé & 3GHz, 4Go de mémoire vive). Dans ce qui suit, en nous référant
exclusivement & la thése de Lacroix, nous résumons les enjeux et la desription de ce modéle. Pour
plus de détails, nous renvoyons le lecteur au manuscrit original de Lacroix [Lac98].

8.1.1 Enjeux de la modélisation des processus biologiques de ’océan

L’étude des océans, et plus généralement des eaux naturelles, intéresse les chercheurs autant
dans 'optique de considérations climatiques, qu’écologiques. Dans l'introduction générale de sa thése
consacrée a la construction du modéle MODECOGeL, Lacroix [Lac98] pointe trois phénoménes dont
I'intérét ne cesse de grandir auprés de la communauté scientifique. Il s’agit d’une part de I’évolution
de la concentration en dioxyde de carbone (COs) dans I'océan, et plus généralement du cycle global
du CO2 (océan/atmosphére) d’autre part, de l’évolution des ressources halieutiques, et enfin du
probléme lié & I'eutrophisation — i.e. surplus de phosphore et d’azote dans les eaux naturelles qui
ont principalement pour conséquence une dégradation du milieu marin.
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F1GURE 8.1 — Schéma de la Mer Ligure.

Evolution de la concentration en CO; Le processus qui régule la température au sol de la Terre
— 15°C en moyenne — se résume principalement & un phénoméne naturel communément appelé effet
de serre. En effet, certains gaz présents dans "atmosphére terrestre comme la vapeur d’eau, le COa,
le méthane ou encore ’'ozone piégent une partie du rayonnement infrarouge émis par la Terre et le
réémettent vers cette derniére, ce qui a pour conséquence d’augmenter la température au sol. Sans ce
processus naturel, la température moyenne terrestre au sol serait seulement de —18°C [Bar07]. Selon
les données du rapport de I’année 2011 du Groupe d’Experts Intergouvernemental sur I’Evolution du
Climat (GIEC), la contribution des différents gaz a effet de serre se répartit comme suit

- vapeur d’eau, 60%
dioxyde de carbone, 26%
- ozone, 8%
méthane et oxyde nitreux, 6%.
Par conséquent, le cycle du COaq, et en particulier I’accroissement de sa concentration atmosphérique
da a lactivité humaine, apparait comme un objet d’étude important. Notons en outre que prés d’un
tiers des rejets anthropiques en CO4 est absorbé par l'océan via la photosynthése effectuée par les
organismes autotrophes [SS93] et peut étre piegé au fond de l'océan plusieurs centaines d’années
[LMO8]. La quantification des flux de carbone océanique revét donc une importance particuliére pour
réaliser des prévisions de la concentration en COs atmosphérique a I’échelle climatique.

Evolution des ressources halieutiques L’estimation des stocks de poissons est une probléma-
tique centrale dans le développement durable des ressources halieutiques. Elle permet en effet de
mettre en place une régulation de la péche et ainsi d’éviter ’épuisement des stocks de poissons. Cette
estimation est néanmoins extrémement difficile en pratique, et une technique alternative & 1’évalua-
tion directe des stocks consiste & évaluer la quantité de COs exportée dans les réseaux trophiques
supérieurs. Cette connaissance permet en effet d’estimer approximativement les stocks de poissons
[PTHS4].

Eutrophisation [’accroissement des concentrations en nitrate et phosphate dans les terres — no-
tamment par ’utilisation intensive d’engrais dans ’agriculture moderne — produit un surplus d’azote
et de phosphore dans les eaux naturelles. Ceci a principalement pour conséquence une croissance ex-
cessive et une prolifération des végétaux aquatiques qui peut mener & des extinctions d’espéces et a
des problémes de qualité de I’eau [Sch96]. Par conséquent, I’étude du cycle de ’azote et du phosphore
est tout aussi important que celui du dioxyde de carbone.

Meéme si les observations directes in situ — i.e. par analyse de prélévements au niveau d’une balise
permanente ou par campagne en mer (température, salinité, etc.) — et les observations par satellite
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— i.e. par analyse de la couleur de ’eau pour évaluer de maniére indirecte la concentration en phy-
toplancton — se font de plus en plus nombreuses sur un maillage de plus en plus fin, elles restent
néanmoins insuffisantes pour comprendre certains phénomeénes et les prévoir. Par conséquent, la mod-
élisation des processus biologiques peut apporter une aide considérable en océanographie. Néanmoins
un simple modéle biologique peut se révéler insuffisant, pour reproduire les phénoménes naturels orig-
inaux en adéquation avec les données observées. En effet, les phénoménes hydrodynamiques ont un
impact majeur sur les flux de nutriments, et les conditions de température et d’insolation controlent
en partie les processus de croissance des autotrophes. Notons en outre que comme le remarque Lacroix
[Lac98], les différents processus hydrodynamiques qui se déroulent & des échelles de temps proches
de ceux des processus biologiques vont avoir tendance & imposer leur structure spatiale [Nih81] — on
parle d’ajustement écohydrodynamique [ND90]. Par conséquent, le couplage du modéle biologique a
un modéle physique apparait comme incontournable. C’est ce qui est réalisé dans le modéle MOD-
ECOGeL que nous détaillons maintenant.

8.1.2 Description du modéle physique
Modélisation de la quantité de lumiére disponible pour la photosynthése

Le processus de photosynthése réalisé par les organismes autotrophes dépend essentiellement de
la quantité de lumiére recue par ceux-ci. Or la lumiére arrivant a la surface de 'océan est partielle-
ment réfléchie, suivant I’état de la surface de l'eau, et la quantité de lumiére décroit en outre avec
la profondeur du fait de la capacité d’absorption de l'eau et de l'auto-ombrage du phytoplancton
[PTHS84]. On considére généralement que 43% a 50% de la quantité de lumiére est active pour la
photosynthése une fois la surface de ’eau traversée, et que cette quantité décroit exponentiellement
avec la profondeur [AN88]. On aboutit alors au modéle suivant (voir e.g. [Lac98]).

PAR(z,t) = PARy % IS(t) * (1 — o) * exp(—Keg * 2)
ot le coefficient d’extinction de la lumiére avec la profondeur (m 1), K., est donné par

Kozt = Ky + Kepjn X chla+ Kopo X chla?/?

avec

PAR(z,1) : quantité de lumiére disponible pour la photosynthése a la profondeur z et au
temps t (Wm?)

PAR, : proportion de radiations disponibles pour la photosynthése (sans unité, dans [0, 1])

I15(t) : insolation totale arrivant en surface apres réflexion (Wm™2)

o : albédo de surface (sans unité, dans [0, 1])

K., : coefficient d’extinction de la lumiére avec la profondeur pour I'eau pure (m=1!)

Keopn et Kepia o coefficients d’extinction de la lumiére due & la biomasse phytoplanctonique
((mgChl)~'m?) et ((mgChl)=2/3m)

chla(z,t) : concentration en chlorophylle-a (mgChim?).

Modélisation hydrodynamique

Le modéle hydrodynamique est construit a partir des équations primitives décrivant la dynamique
de locéan, et ramené a la dimension verticale en supposant ’homogénéité horizontale [Lac90, LD92].
Il posséde cing variables d’état : la température T', la salinité S, les vitesses horizontales u et v, et
I’énergie cinétique turbulente k. Nous résumons les équations, les conditions initiales et les conditions
aux limites qui le régissent dans les deux paragraphes suivants (voir [Lac98], Annexe 2, pour plus
de détails). Notons qu’une version améliorée de ce modéle, & six variables d’état, a été proposée par
Lacroix et Grégoire en 2002 [LG02].
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Equations hydrodynamiques Les équations sont les suivantes :

ou 0 (~0u

ov 0 (+0v
= - 2z
ot az< 8,2) +fu
or _ o (o
ot 0z 0z
95 _ 9 (5595
ot 0z 0z
ok |, ) ||? o [0k
T N[EEE 0-Ry) —et+—(1E
ot o= || PR et M
avec
f : facteur de Coriolis (s71)
A : coefficient de diffusion turbulente associée & la vitesse (m?s1)
AT 1 coefficient de diffusion turbulente associée & la température (m?s—!)
A coefficient de diffusion turbulente associée a la salinité (m?s—')
Ry  :facteur de Richardson de flux (sans unité)
€ : taux de dissipation de 1’énergie cinétique turbulente (m?s=3).

Les coefficients 5\, :\S, AT et e sont donnés par

A=05%1*Vk
ou .
I = (1-072)+(1-R
K% 2 % 7)* ( 7)

avec

Kk :constante de Von Karman (= 0.4)

z : hauteur d’eau & partir du fond (m)

H  : hauteur d’eau totale (m);

et pour y =T ou S,

A = \x1.1%/1— Ry;

k2
E=—=.
16\

et enfin,

Conditions initiales et conditions aux limites La vitesse et I’énergie cinétique turbulente sont
supposées nulles au temps ¢t = 0 par défaut d’observations disponibles. Les conditions initiales de
cholorophylle-a, de température et de salinité jusqu’a 200m sont quant a elles issues des données
FRONTAL — programme d’étude des zones frontales — de 'année 1985 & 'année 1988 incluses.
Pour les valeurs entre 200m et 400m, il s’agit d’une interpolation linéaire entre la valeur a 200m issue
des données FRONTAL et de la valeur a 600m estimée d’aprés [JT86] et [Min69]. Les conditions aux
limites sont reportées dans I’Annexe B.

8.1.3 Description du modeéle biologique

Le modéle biologique est du type NPZD — Nutriments, Phytoplanctons, Zooplanctons et Détritus
— et posséde douze variables d’état répertoriées dans la Table 8.1.

L’unité utilisée pour les quantifier est la concentration en azote (mmol Nm™2), qui est le principal
élément limitant pour le développement phytoplanctonique. Les équations différentielles qui servent &
modéliser le modeéle biologique sont reportées dans la Table 8.3. Auparavant, nous donnons un rapide
descriptif des douzes variables d’état et de leurs interactions (voir également la Figure 8.2).
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classe variable d’état ‘ caractéristique ‘ notation
. ammonium nh4
nutriments -
nitrate no3
picophytoplancton taille : [0.2um, 2pum] PP
phytoplanctons nanophytoplancton taille : [2um, 20pum] np
microphytoplancton taille : [20um, 200p4m) mp
nanozooplancton taille : [2pm, 20pum] nz
zooplanctons microzooplancton taille : [20pm, 200pm)] miz
meésozooplancton taille : [200pm, 2mm) mez
bactéries bactéries bac
matiéres organiques issue des pico-, nano-,
. . m.o.p. de classe 1 ) . mop1l
particulaires (m.o.p.) microplancton et bactéries
(i.e. détritus) m.o.p. de classe 2 issue du mésozooplancton mop2
azote organique dissous | azote organique dissous nod

TABLE 8.1 — Variables d’état du modéle biologique.

assimilation
nitrification
excretion
exsudation
ingestion
faecal pellets
predator excretion ==
mortality —_—
sinking

predation

decomposition

il

FI1cURE 8.2 — Modéle biogéochimique. NH4 : Ammonium ; NH3 : nitrate; Nz, Miz, Mez : nano-,
micro-, mésozooplancton ; Pp, Np, Mp : pico-, nano-, microphytoplancton ; PON1, PON2 : matiére
organique particulaire de type 1 et 2; Bac : bactéries; DON : azote organique dissous.

Nutriments Les deux types d’azote inorganique dissous considérés, ’'ammonium et le nitrate, per-
mettent la croissance du phytoplancton. Le nitrate provient de la diffusion hivernale, et de la nitrifi-
cation de ’ammonium. Ce dernier provient, quant & lui, de ’excrétion des différents zooplanctons et
des bactéries.

Phytoplanctons Le taux de croissance des différents phytoplanctons est défini en prenant en
compte les effets limitants dus & l'insolation, la température, a la concentration en nitrate et en
ammonium. Les limitations dues aux deux derniers sont régies par une équation du type Michaelis-
Menten, en particulier ’équation relative au nitrate prend en compte ’effet inhibiteur de I'ammonium
[FDMO0]. Les phytoplanctons subissent des pertes par exsudation — suintement — qui alimentent le
compartiment d’azote organique dissous, des pertes par mortalité qui alimentent la matiére organique
particulaire de classe 1, et des pertes par broutage du zooplancton dont la taille est juste supérieure &
la leur — e.g. le nanophytoplancton est consommé par le microzooplancton. Le microphytoplancton
subit également des pertes par sédimentation.

Zooplanctons Les différents zooplanctons ingérent les phytoplanctons possédant une taille juste
inférieure a la leur. En outre, le nanozooplancton ingére des bactéries, le microzooplancton ingére de
la matiére organique particulaire de classe 1, et le mésozooplancton ingére de la matiére organique
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variables | valeur d’initialisation variables | valeur d’initialisation
nh4 0.2 mop1l 0.005
nz 0.02 mop2 0.005
miz 0.02 nod 0.005
mez 0.02 bac 0.02

TABLE 8.2 — Valeurs d’initialisations des variables d’état du systéme biologique ne dépendant pas des
données FRONTAL.

particulaire de classes 1 et 2. L’ingestion se fait par filtration et est modélisée par une équation du type
Michaelis-Menten. Seul environ 80% du volume filtré contribue & la croissance du zooplancton, le reste
alimente les compartiments de matiére organique particulaire de classes 1 et 2. Le zooplancton subit
également des pertes par excrétion et par mortalité alimentant respectivement les compartiments
d’azote organique dissous et d’ammonium, et la matiére organique particulaire de classes 1 et 2.
Enfin, le mésozooplancton subit des pertes par prédation — non explicitée dans les équations — qui
contribuent & alimenter les compartiments mop2, nod et nh4.

Matiére organique particulaire Comme nous I’avons remarqué dans les paragraphes précédents,
les deux compartiments de matiére organique particulaire sont alimentés par les processus d’ingestion
du zooplancton et de mortalité du plancton. Ils subissent en outre des pertes par sédimentation et
par dissolution, cette derniére alimentant le compartiment de ’azote organique dissous.

Azote organique dissous Comme nous I’avons vu précédemment, ’azote organique dissous provient
de la dissolution de la matiére organique particulaire de classes 1 et 2, de I’exsudation du phytoplanc-
ton et de ’excrétion du zooplancton. Il n’est assimilé que par les bactéries.

Bactéries L’ingestion par les bactéries de ’azote organique dissous et de 'ammonium est modélisé
par une équation du type Michaelis-Menten. La totalité de ce qu’elles assimilent contribuent & leur
croissance. Elles subissent ensuite des pertes par excrétion, par mortalité et par ingestion du nanozoo-
plancton.

Concernant les conditions aux limites du systéme biologique, les échanges en surface et au fond
sont, supposés nuls. Pour les conditions initiales, celles du nitrate jusqu’a 200 meétres de profondeur
sont issues des données FRONTAL entre les années 1985 et 1988 incluses; et entre -200m et -400m,
elles relévent d’une interpolation linéaire entre la donnée FRONTAL & -200m et une valeur estimée
a -600m [JT86, Min69]. Pour les autres variables, les conditions initiales consistent en des profils
constants (voir Table 8.2) sauf pour les différents phytoplanctons qui sont basés sur les données
FRONTAL de chlorophylle-a :

pp = 0.01x [chla|proNTAL
np 0.75 * [chla]FRONTAL
mp = 0.24x [chla]rroNTAL

ot [chla]pronTal est la donnée FRONTAL de chlorophylle-a convertie en mmol N m™3 en notant
que
1 mgChlm =2 = rCChl * rmmolmgC  rNC mmol Nm™>

avec rCChl = 50 (rapport carbone/chlorophylle), rmmolmgC = 1/12 (rapport carbone [mg|/ car-
bone [mmol]) et rNC = 8/53 (rapport azote/carbone).

8.1.4 Couplage des deux modéles

Le couplage entre les modeéles physique et biologique est un couplage faible : seul le modéle
physique agit sur le modéle biologique. Cette action se traduit par I’ajout d’un terme de diffusion
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dans chacune des équations controlant les variables d’état biologiques :

9 /\8bio

0z 0z
ol bio désigne 'une des variables biologiques et A = Ax1.1% /T— Ry (voir les équations dans la
Table 8.3).

8.1.5 Détail des processus biologiques
Le détail des processus est donné dans les paragraphes qui suivent; les valeurs nominales des

différents paramétres du modele sont donnés dans la Table 8.4.

Croissance du phytoplancton Le taux de croissance du phytoplancton est donné par les équa-
tions suivantes, ot A désigne pp, np ou mp.

HA =  [no3A T Hnnaa
Pmo3A =  fmazA * imya * limpa * limpeza
PmhaA = fmazA * imya x limpa + limanea
limpo3a = (ﬁ) * exp(—Unh4)
limphga = ot
nh4 + Kpnaa

2% (14 Bra) » TA8

optA

PAR )2 PAR
(1) 2% Bax o +1

lim[A =

T—T;
* letA
. 2 (1 + ﬂTA) * Topta—Tieta
limpa = max P 5 e ,0
————letA * k ——letA
(ToptA_TletA) +2 ﬂIA ToptA—Tieta +1

avec

1A taux de croissance de A (se dédouble en fino3a + finnana)
maza  taux de croissance maximum de A

limyo3a  limitation par no3 pour A

limppga  limitation par nh4 pour A

Kooza coefficient de demi-saturation en no3 pour A

Konaa coefficient de demi-saturation en nh4 pour A

v coefficient d’inhibition pour nh4

limya limitation par I'insolation pour A

Bra facteur de pente pour la courbe de photo-inhibition
Topta insolation optimale pour A

PAR radiations actives pour la photosynthése (photosynthetic active radiations)
limrp limitation par la température pour A

Bra facteur de pente pour la courbe de thermo-inhibition
Topta température optimale pour A

TietA température léthale basse pour A

T température.

Croissance des bactéries Le taux de croissance des bactéries est donné par les équations suivantes.

,ubac - Mmazbac * (limnodbac + limnh‘lbac)
sub = min(nh4,7 * nod)
li _ nod
!Mnodbac = sub + nod + Kpac
) sub
llmnodbac =

sub +nod + Kypac
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Ono3 0 Ono3 .
ot = & A 02 + nitrang * nhd — Hno3pp * PP — Hno3np * NP — [no3mp * MP
Onh4 0 Onh4 )

o = 7 A s — N4tTnng * Nh4 — Unhapp * PP — [nhdnp * NP — [lnhdnp * MP — [lnhdbac * DAC
+(1 — excrpoa) * €xcrpz *nz + (1 — eTCrpoq) * €TCTpiz *miz + (1 — €TCTpoq) * ETCTyez * MeZ
+(1 — excrnod) * €XClpred * pred * mez + excryacbac

Jpp 5 5pp

o = — exudpp) * (Hno3pp + Hnhapp) * PP — MOTlpp * PP — broutyps, * Nz

Onp 8 8 )

5 = ()\ P ) — exUlnp) * (nosnp + fnhanp) * NP — MOTtnp * NP — broUtnpmiz * Miz

Om 3 Omp

6—tp — ()\ ) — exUlnp) * (nosmp + Hnhamp) * MP — MOTtyp * MP — DrOUlmpnes * MEZ

sedmp 5

Onz 0 \ Onz ) ) . "

2 = 2.\*ar + S51Mnz * (1NGppnz + 1M Gbacnz) * NZ — EXCTnz * NZ — MOTly, * NZ
—broutpzmiz * Miz

Omiz 0 Omiz . ) ) . . .
ot - 8_ A o + asstMpiz * (’Lnganiz + annzmiz) *MIZ — €XCTniz * MIZ — MOTlniz ¥ MizZ
z z
*bTOUtmizmez * mez + aSSimmopmiz * 7:ngmoplmiz *miz
Omez 0 Omez . ) .
ot - 8_ A o + aSS1Mpez * (’Lnngmez + anmizmez) * MEZ — €T CTnez * MEZ — MOTnez * MEZ
z z
—pred * mez + assiMuopnez * (1MYmopinez + 1M Ynop2mez) * MEZ
Obac o Obac )
ot - 8_ A o + asstMpac * (,U/nodbac + ,U/nh4bac) *bac — excrpac * bac — mOTtbac * bac
z z
—broutpacnz * NZ — broutpacnizMiz
Omop1 0 ([, Omopl ]
T = & A 9% + mortpp * pp + MOrinp * Np + MOrtyy * mp + MOTty, * NZ + MOTlyiz * Miz

+m0rtbac * bac + (1 - ass’immiz) * (ingppmiz + ingbacmiz + ingnzmiz + ingnpmiz) *miz

Omop1
+(1 — assiMmnz) * (iNGppnz + MGbacnz) * NZ + (1 — ASSiMpac) * [inodvac * bac — sedmorn?
—QSS51Mmopmiz * 1NGnopimiz * MiZ — ASSiMnopmez * 1M Ynopinez * MEZ — diSSnept * MOP1

Omop?2 0 ()\ Omop?2

5t 5 o > + (1 — assiMmnpez) * (1MGnpmez + iMGnzmez + IMGmpmez + 1M Ynizmez) * MEZ
. . . Omop?2
+MOTtpez * MEZ — ASSIMpopmez * N Ynop2mez * MEZ — diSSpep2 * MOP2 — sedmopgw
+(1 — excrpreq) * pred * mez
Onod E ( N Onod
ot 0z 0z
+exudnp * (Unosnp + fnhanp) * 0P + €TUdnp * (nosmp + finhamp) * MP — [inodbac * bac

+eXCrpog * (ezcrnz * NZ + €LCTpiz * MiZ + €T CTpey * MEZ + €LCTpred * mez)

> + diSSmopt * MOP1 + diSSmop2 * MOP2 + exUdpp * (Unospp + Linhapp) * PP

TABLE 8.3 — Equations régissant le modéle biologique
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avec

Ibac taux de croissance des bactéries

Imazbac  taux de croissance maximum des bactéries
limpogpac  limitation par l’azote organique dissous
limppapae  limitation par 'ammonium

Kpac coefficient de demi-saturation pour les bactéries
sub concentration du substrat azoté
n rapport d’assimilation nh4 /nod.

Ingestion par les hétérotrophes Le processus d’ingestion par les hétérotrophes est donné par
les équations suivantes.

broutpsa = wolxepy * Bioma
inga
vol = ——
biomp
biompa = E €paA * biomy
proies
] { 0 si biompa < seuila
mga = biompa—seuila s
ImazA * (biomBA—seuilA +Ka ) smon

avec

broutgs taux de broutage sur la proie B par le prédateur A

vol volume exploré

biomp4  biomasse de proies capturables par le prédateur A
EBA efficacité de capture de la proie B par le prédateur A
biom 4 biomasse du prédateur A

ingab taux d’ingestion de A

Lnaza taux d’ingestion maximal pour A

seuil o seuil de nutrition minimal pour A

Ky coefficient de demi-saturation pour A.

Taux d’excrétion des hétérotrophes Le taux d’excrétion des hétérotrophes est donné par ’équa-
tion suivante.
ELCr A = vy * ﬁZ;

avec

excery taux d’excrétion de A

aa taux d’excrétion de A & 0°C
Ba facteur de pente pour la courbe d’excrétion
T température.

8.2 Analyse de sensibilité de MODECOGeL

Le travail d’analyse de sensibilité globale que nous présentons est essentiellement introductif, et
constitue un point de départ & des travaux futurs de plus grande envergure. Comme nous ’avons
remarqué jusqu’a présent, les travaux existants sur MODECOGeL en lien avec ’analyse de sensibilité
se résument principalement & étudier les variations d’une sortie d’intérét en faisant varier a tour de
role les valeurs des parameétres a plus ou moins 20% autour de leur valeur nominale. Ceci revient &
effectuer moins de deux cents simulations d’un modéle qui posséde plus de quatre-vingt paramétres,
et ne peut probablement pas produire une information fiable pour appréhender la sensibilité des
parametres.

Notre travail se restreint & une sortie d’intérét principale : la concentration de chlorophylle-a, qui
constitue un indicateur de l'activité biologique générale. Elle est étudiée sous trois versions distinctes :
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croissance des autotrophes unité PP np mp

HmazA j_l 3 2.5 2

Kooz mmolNm =3 0.5 0.7 1

Kinaa mmolNm~™3 0.3 0.5 0.7

v (mmolNm=3)~1  1.46

Bra sans dim. -0.8 -0.7  -0.6

Topta Wm™2 10 15 20

Bra sans dim. -0.5 -0.5 -0.55

,I‘letA °C 9 9 9

Topta °C 15 15 15

mort 5 51 0.06 0.05 0.04

exuda % 6 5 4

croissance des hétérotrophes unité nz miz  mez bac

n sans dim. 0.6

HmazA j71 2

LnazA g1 3 2 1.5

Ka mmolm =3 0.5 0.75 1 0.5

assim sans dim. 0.8 0.8 0.8 1

assiMmopA sans dim. 0.5 0.5

seuily mmolm ™3 0.05 0.03 0.01

mort 5 51 0.06 0.05 0.03 0.06

aa g1 0.15 0.1 0.05 0.15

Ba sans dim. 1.05 1.05 1.02 1.04

efficacité de capture des hétérotrophes unité bac PP np nz

€ Bnz sans dim. 0.8 1

€ Bmiz sans dim. 1 0.8
np nz mp miz

€ Bmez sans dim. 0.8 0.8
mopl mop2

Emopmiz sans dim. 0.2

Enopmez sans dim. 0.2 0.2

prédation par les carnivores unité

seilpreq mmolm ™3 0.02

predmaz I 1

Kpred mmolm =3 1

eTCT pred % 33

azote organique et inorganique unité mop1 mop2 nh4  nod

S€lmop A mj_1 1.5 95

di5Snop A g1 0.065  0.06

NitTona Gt 0.03

€XCTnod % 25

autres paramétres unité

5€dnp mj ! 1

PAR, % 50

Kean m~1 0.04

Kenn mgChl~'m? 0.0088

Kenio mgChl=2/3m 0.054

TABLE 8.4 — Valeurs nominales des différents paramétres du modéle MODECOGelL.
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- maximum annuel de la concentration de chlorophylle-a en surface

- moyenne annuelle de la concentration de chlorophylle-a en surface

- maximum annuel de la concentration moyenne de chlorophylle-a entre -20m et -50m.

Notre étude se divise principalement en deux phases distinctes. La premiére ne considére que six
paramétres incertains, les autres étant fixés & leur valeur nominale, et consiste essentiellement &
prendre la mesure de la complexité — intercations entre plusieurs paramétres, non-linéarités, etc. —
des sorties précédemment citées en mettant en ceuvre une analyse par les dérivées, et en calculant les
indices des Sobol” d’ordre 1 et 2 & des résolutions trés faibles — i.e. avec un nombre de simulations
inférieur & 2000 — puis & des résolutions moyennes — i.e. avec un nombre de simulations inférieur &
10000 — a 'aide de la méthode RBD.

Dans la seconde phase, nous incorporons deux nouvelles variables incertaines au modéle précédent
et nous effectuons des calculs d’indices de Sobol’ & des résolutions plus élevées — i.e. avec un nombre de
simulations entre 50000 et 100000. Dans cette seconde phase, au regard des conclusions de la premiére
phase qui laisse apparaitre des sorties de modeéle fortement non-linéaires et difficiles a appréhender
a l'aide d’'une méthode basée sur I'analyse harmonique telle que RBD — voir Chapitre 5, nous
privilégions des techniques d’estimation des indices de Sobol’ basée sur la méthode de Monte Carlo.
Plus précisément, nous appliquons la méthode de Sobol’ dans la version que nous avons introduite
au Chapitre 6 de cette thése — qui réduit le cout dans ce cas précis d’un facteur 5 par rapport
a la méthode classique — ainsi que ’approche par quasi-régression suivant une base de polyndémes
orthogonaux, qui comme nous I'avons remarqué au Chapitre 2 de cette thése permet de dériver des
intervalles de confiance pour les indices de Sobol’.

8.2.1 Premiére phase

Dans cette premiére étude, nous avons uniquement considéré comme sortie du modéle, le maximum
annuel de la concentration de chlorophylle-a en surface. De plus, sur les 85 paramétres du modéle
biologique, nous n’en considérons que 6 comme incertains, les autres étant fixés & leur valeur nominale.
La concentration en chlorophylle est définie & partir de la somme des concentrations des différents
phytoplanctons & un changement d’unité prés :

chla = (pp + np + mp) * 1.59

ou 1.59 = 1/(rCChl x rNC * rmmolmgC) est la constante prenant en compte le changement d’u-
nité, avec rCChl = 50 (rapport carbone/chlorophylle), rmmolmgC = 1/12 (rapport carbone [mg]/
carbone [mmol]) et rNC' = 8/53 (rapport azote/carbone). Les 6 paramétres considérés comme in-
certains dont on veut analyser la sensibilité sont les taux de croissance maximaux de chacun des 3
phytoplanctons notés mumazpp, mumaznp et mumazmp, et 'insolation optimale pour chacun des 3
phytoplanctons notés paroptpp, paroptnp et paroptmp ; nous les avons sélectionnés car nous pensons
a priori qu’ils jouent un role important sur les sorties du modéle que I'on souhaite étudier.

Estimation des indices de Sobol’ La premiére expérience consiste & évaluer indépendamment &
15 reprises les indices de Sobol’ d’ordre 1 des 6 paramétres a 'aide de la méthode RBD, et de donner
une représentation graphique des résultats sous forme de diagrammes en "boite & moustaches"!.
Les 6 paramétres d’entrée sont supposés indépendants et naivement uniformément distribués sur un
intervalle [Znom /3, Tnom X 3] O Tpom désigne leur valeur nominale (voir Table 8.5). Chacune des
15 estimations est menée sur un plan d’expérience — spécifique a la méthode RBD — contenant
1200 points, et les indices de Sobol’ d’ordre 1 sont évalués en prenant en compte les 12 premiéres
harmoniques relatives & chacun des paramétres d’intérét (voir Figure 8.3). Les résultats montrent une
variance importante des estimateurs, les différences entre les valeurs minimale et maximale pouvant
atteindre prés de 0.05. En outre, on remarque que la borne supérieure de la somme des 6 indices
d’ordre 1 reste en deca des 50%, ce qui laisse présager un modéle fortement non-additif.

1. Dans les "boites a moustaches", le trait rouge au milieu de la boite représente la médiane, les délimiteurs inférieurs
et supérieurs de la boite représentent respectivement les quantiles ¢ et Q a 25% et 75%, les "moustaches" représentent
les valeurs ¢ — 1.5 X (Q — q) et Q + 1.5 X (Q — q), et les croix rouges éventuelles représentent les valeurs en dehors des
deux moustaches — considérées comme statistiquement aberrantes.
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paramétre | valeur nominale
mumaxpp 3
mumaxnp 2.5
mumaxmp 2
paroptpp 10
paroptnp 15
paroptmp 20

TABLE 8.5 — Valeurs nominales des paramétres d’entrée.

0.15

0.125 b
T

0.1

0.075

J
U= 5

0.025

I I I I I I
S_mumaxpp S_mumaxnp S_mumaxmp S_paroptpp ~ S_paroptnp  S_paroptmp

F1GURE 8.3 — Graphique en "boite & moustaches" de 15 évaluations indépendantes des 6 indices de
Sobol” d’ordre 1 par la méthode RBD effectuée avec une taille d’échantillon de 1200.

La seconde expérience consiste a reprendre la précédente en appliquant cette fois-ci une méthode
RBD basée sur un tableau orthogonal de force 2 — voir Chapitre 5 — afin d’évaluer également
les indices de Sobol’ d’ordre 2 et ainsi d’avoir un premier apercu du comportement non-additif du
modéle. Les estimations des indices de Sobol’ d’ordre 1 et 2 sont répétées indépendamment 10 fois
sur un plan d’expériences contenant 1681(= 412) points. Les indices de Sobol’ d’ordre 2 sont évalués
en prenant en compte les harmoniques relatives a chaque paire de paramétres d’intérét suivant une
croix de Zaremba — ou croix hyperbolique — de paramétre 12 (voir Chapitre 5 Section 5.4.1). Les
résultats sont représentés graphiquement suivant des diagrammes en "boite & moustaches" sur la
Figures 8.4. Les résultats montrent une diminution de la variance des estimateurs des indices d’ordre
1 par rapport a ’expérience précédente, due a la fois a "'augmentation de la taille d’échantillon — 1681
contre 1200 précédemment — et & la stratification de force supérieure. Quant aux estimations des
indices d’ordre 2, elles présentent une variance élevée. On note également que la borne supérieure de
la somme des indices d’ordre 1 et 2 atteint approximativement les 100%, mais la variance importante
des estimateurs ne peut pas permettre de conclure catégoriquement que le modéle considéré posséde
une dimension effective par superposition de 2 — i.e. pas d’effets d’ordre supérieur a 2.

La troisiéme expérience consiste & considérer que les paramétres ne sont plus naivement supposés
distribués suivant des lois uniformes, mais suivant des lois plus localisées autour de la valeur nominale,
comme les log-normales ou gamma (voir Figure 8.5). L’expérience est toujours menée en appliquant
une méthode RBD basée sur un tableau orthogonal de force 2 afin d’évaluer également les indices
de Sobol” d’ordre 2 et ainsi d’avoir un premier apercu du comportement non-additif du modéle. Les
estimations des indices de Sobol’ d’ordre 1 et 2 sont répétées indépendamment 10 fois sur un plan
d’expériences contenant 1681(= 412) points. Les paramétres des lois log-normales et gamma sont
fixés de telle sorte que la moyenne soit la valeur nominale du parameétre considéré et que le quantile
4 99% corresponde a trois fois cette valeur nominale. Les plans d’expériences ad hoc pour une telle
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FI1cURE 8.4 — Graphique en "boite & moustaches" de 10 évaluations indépendantes des 6 indices de
Sobol” d’ordre 1 (& gauche) et des 15 indices d’ordre 2 aprés correction de biais (a droite) par la
méthode RBD effectuée avec une taille d’échantillon de 1681 et des lois uniformes en entrée. Légende
en abscisse : 1 (mumaxpp), 2 (mumaxnp), 3 (mumaxmp), 4 (paroptpp), 5 (paroptnp), 6 (paroptmp).

application de la méthode RBD & des distributions non-uniformes sont obtenus par transformation
inverse. Les résultats sont représentés graphiquement suivant des diagrammes en "boite & moustaches"
sur les Figures 8.6 et8.7.
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FIGURE 8.5 — Tracé des densités des distribution gamma f(x;k,0) = 28~ exp(—z/0)/(T(0)6%) (a
gauche) et des distributions log-normales f(xz;u,0) = exp(((In(z) — )/ )2/2)/(zov/27) (A droite)
pour quelques jeux de paramétres.
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FIGURE 8.6 — Graphique en "boite & moustaches" de 10 évaluations indépendantes des 6 indices
de Sobol’” d’ordre 1 (& gauche) et des 15 indices d’ordre 2 aprés correction de biais (& droite) par
la méthode RBD effectuée avec une taille d’échantillon de 1681 et des lois log-normales en entrée.
Légende en abscisse : 1 (mumaxpp), 2 (mumaxnp), 3 (mumaxmp), 4 (paroptpp), 5 (paroptnp), 6

(paroptmp).

On constate que les indices de Sobol’ ne sont pas robustes au changement de loi effectué, au sens
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F1GURE 8.7 — Graphique en "boite & moustaches" de 10 évaluations indépendantes des 6 indices de
Sobol” d’ordre 1 (& gauche) et des 15 indices d’ordre 2 aprés correction de biais (& droite) par la
méthode RBD effectuée avec une taille d’échantillon de 1681 et des lois gamma en entrée. Légende
en abscisse : 1 (mumaxpp), 2 (mumaxnp), 3 (mumaxmp), 4 (paroptpp), 5 (paroptnp), 6 (paroptmp).

ou la classification des différents indices d’ordre 1 est modifiée suivant qu’on utilise des lois uniformes
en entrée ou des lois non-uniformes. On remarque que le fait d’utiliser des lois recentrées autour de
la valeur nominale a pour effet de "simplifier" la structure du modéle, au sens ou certains paramétres
qui apparaissaient comme sensibles dans ’analyse vis-a-vis d’une loi uniforme sont, considérés comme
non-actifs vis-a-vis d’une distribution plus centrée autour de leur valeur nominale. Cette différence
d’appréciation pour les lois uniformes est due a ’attribution d’'un méme poids aux valeurs proches de
la valeur nominale et & celles en queue de distribution lorsqu’on s’éloigne de la valeur nominale par
valeur supérieure. Il nous semble donc plus judicieux de ne considérer par la suite que des distributions
"moins grossiéres" qui pondérent la valeur du paramétre suivant sa proximité avec sa valeur nominale.
Nous retenons la loi gamma, qui permet d’accéder & une grande variété de profils 4 ’aide de seulement
deux parameétres k et 6, et dont la moyenne est simplement donnée par le produit k6.

Enfin, dans la quatriéme expérience, nous reprenons les caractéristiques de la troisiéme expérience
en nous cantonnant & des entrées distribuées suivant des lois gamma, en augmentant le nombre
de points de simulations — ici 10000 — et en analysant les trois sorties différentes décrites dans
Iintroduction de cette section. En outre, les plages de variation des paramétres sont élargies : les
paramétres des gamma, sont fixés de telle sorte que la moyenne soit la valeur nominale du paramétre
considéré et le quantile & 99% corresponde & quatre fois cette valeur nominale. Les estimations des
différents indices de Sobol’ sont représentés graphiquement en fonction du nombre d’harmoniques
prises en compte (voir Figures 8.8 a 8.14).

‘ —8—mumaxpp —— mumaxnp — — —mumaxmp —e—paroptpp £  paroptnp paroptmp ‘
0.25

Indice de Sobol’ d’ordre 1

1 1 1 1 1
10 15 20 25 30 35 40 45 50
Nombre d’harmoniques prises en compte pour le calcul de I'indice

F1GURE 8.8 — Tracé des indices de Sobol’ d’ordre 1 en fonction du nombre d’harmoniques prises en
compte dans leur calcul. Sortie : maximum annuel de la concentration de chlorophylle-a en surface.

Concernant, ’estimation des indices de Sobol” d’ordre 1, on remarque que méme aprés avoir pris en
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FIGURE 8.9 — Agrandissement du tracé des indices de Sobol’” d’ordre 1 en fonction du nombre
d’harmoniques prises en compte dans leur calcul. Sortie : maximum annuel de la concentration de
chlorophylle-a en surface.
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F1cURE 8.10 — Tracé des indices de Sobol’ d’ordre 2 en fonction du nombre d’harmoniques prises en
compte dans leur calcul. Sortie : maximum annuel de la concentration de chlorophylle-a en surface.

compte 50 harmoniques, certains calculs d’indices ne semblent pas avoir convergé (voir e.g. paroptpp
sur la Figure 8.9). Ceci laisse penser que le spectre trigonométrique analysé ne décroit pas suffisam-
ment & l'infini, et donc que la décomposition en série de Fourier n’est pas adaptée a ce modéle. Cela
doit nous inciter a travailler sur une décomposition spectrale relative aux polynémes de Laguerre
généralisés qui, eux, forment un systéme orthonormé relativement a des lois gamma. La seconde re-
marque concerne l’estimation des indices de Sobol’ d’ordre 2. On remarque principalement que la
correction de biais effectuée produit des estimations d’indices qui diminuent avec I’augmentation du
nombre d’harmoniques prises en compte dans le calcul. Une telle dérive dans ’estimation corrigée
des indices ne doit pas apparaitre comme surprenante étant donnée I’expression des biais et des biais
résiduels aprés correction dans la méthode RBD (voir Chapitre 5). Néanmoins, pour pouvoir conclure
clairement sur les valeurs d’indices, il faudrait que la convergence se fasse trés rapidement, jusqu’a
atteindre un niveau bien marqué — i.e. I’estimation apparaisse comme constante par rapport a ’aug-
mentation du nombre d’harmoniques prises en compte — avant que ’estimation de l'indice diminue.
Dans notre cas, ce n’est généralement pas le cas au sens ot la convergence est plutdt lente vers Iesti-
mation la plus grande, cette valeur maximale est peu marquée et ’estimation diminue immédiatement
ce niveau maximal atteint. Une fois encore, la nécessité d’un spectre de Fourier & décroissance rapide
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F1GURE 8.11 — Tracé des indices de Sobol’ d’ordre 1 en fonction du nombre d’harmoniques prises en
compte dans leur calcul. Sortie : moyenne annuelle de la concentration de chlorophylle-a en surface.
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F1GURE 8.12 — Tracé des indices de Sobol’ d’ordre 2 en fonction du nombre d’harmoniques prises en
compte dans leur calcul. Sortie : moyenne annuelle de la concentration de chlorophylle-a en surface.

est centrale dans la méthode RBD, et le modéle ne semble pas remplir cette hypotheése.

De maniére plus générale sur l’ensemble des expériences menées, on remarque que le parameétre
mumaxpp apparait comme le plus actif sur les sorties considérées. Le modéle apparait en outre comme
assez complexe, ne présentant pas de paramétre totalement inactif. Ceci peut étre attribué aux plages
de valeurs relativement grandes qu’on considére pour chacun des paramétres, ceux-ci pouvant varier
du simple au triple, voire au quadruple dans la derniére expérience.

Analyse par les dérivées L’analyse de sensibilité précédente est complétée par une analyse plus
qualitative en considérant les dérivées partielles d’ordre 1 suivant chacun des paramétres d’entrée. Ces
dérivées partielles sont évaluées en 1681 points répartis sur un tableau orthogonal de force 2 construit
a partir de lois marginales log-normales — i.e. I'un des 10 plans utilisés dans l’expérience précédente
— en utilisant un schéma aux différences finies (avec ¢ = 1073). Les résultats sont représentés
graphiquement en histogramme dans la Figure 8.15.

On constate & la vue des résultats que le modéle ne présente aucune dépendance linéaire par
rapport & 'un des paramétres, et plus généralement aucune monotonie. De maniére plus fine, nous
cherchons & localiser ces valeurs de gradients afin de comprendre si les changements de signes sont
répartis sur tout le domaine de variation des parameétres (phénomeéne oscillatoire) ou si ils sont plus
localisés (effet sur la sortie trés marqué). Pour cela rappelons que le plan d’expérience ou les dérivées
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F1cURE 8.13 — Tracé des indices de Sobol” d’ordre 1 en fonction du nombre d’harmoniques prises
en compte dans leur calcul. Sortie : maximum annuel de la concentration moyenne de chlorophylle-a
entre -20m et -50m.
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FIGURE 8.14 — Tracé des indices de Sobol” d’ordre 2 en fonction du nombre d’harmoniques prises
en compte dans leur calcul. Sortie : maximum annuel de la concentration moyenne de chlorophylle-a
entre -20m et -50m.

partielles sont calculées est un tableau orthogonal de force 2 & 41 niveaux (=1681 points) — notons le
(xj)j=1.1681 OUX; = (xj1,...,T;¢) est un vecteur de dimension 6. Par conséquence, pour i € {1,...6},
les (z;)j=1..16s1 ne prennent que 41 valeurs distinctes et chacune est prise 41 fois; notons (mf)kzl_ﬂ
ces valeurs. Alors nous considérons les quantités

k 1 f(Xj + 11' * 0001) — f(Xj)
0 2. 0.001

dérivée moyenne(z

xj | wij=af

ou1l; = (0,...,0,1,0,...,0) avec la valeur 1 sur la i-éme composante, i.e. la valeur de la dérivée
partielle relative a la i-éme variable obtenue en moyenne lorsque les 5 autres variables parcourent
leur domaine de définition, et que la i-éme variable a pour valeur z¥. On peut alors représenter les
courbes formées par ces 41 valeurs moyennes pour chacun des parameétres. Les résultats sont présentés
a la Figure 8.16.

Le fait de considérer des valeurs moyennes lisse I'information et ne fait ressortir que les phénoménes
importants. Le seul phénomeéne intéressant qui ressort est que la valeur moyenne de la dérivée partielle
par rapport au paramétre mumazpp change de signe de facon trés marquée lorsque mumaxpp est
de part et d’autre de sa valeur nominale égale & 3. La valeur nominale de mumaxpp apparait ainsi
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FI1GURE 8.15 — Histogrammes représentant la répartition de 1681 dérivées partielles relatives & chacun
des paramétres.

comme un maximum local relatif pour la sortie considérée et corrobore le fait que mumazpp est
identifié comme un paramétre actif dans le calcul des indices de Sobol’ qui précéde.

8.2.2 Seconde phase

Au regard des résultats de la premiére phase, nous nous orientons vers le calcul des indices de
Sobol” par des méthodes autres que la méthode RBD ; en particulier des méthodes qui permettent
d’estimer I’erreur commise lors de Iestimation des indices de Sobol’. Ainsi, les 10 ou 15 estimations
indépendantes que nous effectuions avec la méthode RBD, afin d’avoir un apergu de 'erreur d’es-
timation, ne sont plus nécessaires, et donc nous pouvons effectuer par la suite une seule estimation
a l'aide d’un plan d’expérience de taille plus grande. Ainsi nous mettons en ceuvre la méthode de
Sobol’ dans sa version que nous avons introduite au Chapitre 6 qui en réduit le cott original, et nous
appliquons également une quasi-régression relativement & une décomposition spectrale suivant les
polynémes de Laguerre généralisés — adaptés aux distributions gamma. Les calculs par la méthode
de Sobol’ sont faits sur deux hypercubes latins répliqués (2 x 65536 points) pour les indices d’ordre 1,
et a ’aide de deux hypercubes latins répliqués basés sur un tableau orthogonal de force 2 (2 % 66049
points) pour les indices d’ordre 2. L’analyse par quasi-régression est menée a l’aide d’un des deux
hypercubes latins répliqués précédemment cités. Les 3 sorties du modéle étudiées restent inchangées,
mais nous ajoutons deux paramétres incertains dont nous souhaitons connaitre le comportement :
la vitesse de sédimentation de la matiére organique de classe 1, sedmopl, normalement fixée & sa
valeur nominale 1.5, et le taux de croissance maximal des bactéries, mumazbac, normalement fixé a
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FI1cURE 8.16 — Graphique des valeurs moyennes des dérivées partielles de chacun des paramétres
d’entrée en fonction de la valeur ou elles sont calculées.

sa valeur nominale 2. Les 8 paramétres incertains sont tous modélisés par des lois gamma centrées
sur leur valeur nominale et dont le quantile & 99% coincide avec le triple de cette valeur nominale.

Nous commencons 1’étude par ’analyse d’un certain nombre de distributions évaluées & partir des
données issues d’un des deux hypercubes latins répliqués mentionnés ci-avant. Plus précisément, nous
étudions la répartition des valeurs et la localisation du maximum annuel en surface de concentration
en picophytoplancton, en nanophytoplancton et en mésophytoplancton, et également du maximum
annuel de leur concentration moyenne entre -20m et -50m ; ceci dans le but de mieux comprendre
pourquoi le paramétre mumazpp ressort tellement parmi les variables actives par rapport aux autres
paramétres dans ’étude de la premiére phase. Les histogrammes sont présentés dans les Figures 8.17
a 8.22.

On constate que seul le maximum annuel relatif au picophytoplancton est bien localisé. En outre les
nanophytoplancton et mésophytoplancton montrent, dans une proportion importante, un maximum
annuel qui est localisé au début de I’année, qui laisse penser qu’aucune floraison printaniére n’a eu
lieu et que la concentration dérive au cours de ’année. Enfin, la plus forte concentration maximale
annuelle est clairement celle du picophytoplancton. Par suite on comprend mieux pourquoi ’analyse
du maximum annuel de chlorophylle-a en surface, ou en profondeur, fait apparaitre le paramétre
mumaxpp comme incontournable ; rappelons & cet effet que la concentration en chlorophylle-a est
définie dans le modéle comme la somme des concentrations en pico-, nano- et mésophytoplancton, a
une constante multiplicative prés.
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indices de Sobol’ des 3 sorties : maximum annuel en

surface, maximum annuel en profondeur (entre -20m et -50m) et moyenne annuelle de la concentration
en chlorophylle-a. Les deux premiéres sont, présentées dans le cadre du Chapitre 6, ot nous mettons
en ceuvre la méthode de Sobol’ conjuguée aux hypercubes latins répliqués, et nous renvoyons le

lecteur & la Section 6.5.2 pour les détails. Les

conclusions quant & I'estimation elle-méme est que les

différents estimateurs des indices d’ordre 1 et 2 convergent clairement et que les erreurs d’estimations

calculées analytiquement sont de l’ordre de +/

—1% sur chacun des indices — pour des échantillons de

taille 65536 et 66049. Méme avec cette précision plutot grossiére, les estimations réalisées ne laissent



8.2. ANALYSE DE SENSIBILITE DE MODECOGEL 165

1200

1000

1 02 03 04
Maximum annuel de la moyenne en profondeur

5 100 150 200 750 500 50
Localisation en temps (jours) du maximum annuel de la moyenne en profondeur (~20m/~50m) de concentration en picophyto.

FIGURE 8.20 — Histogrammes représentant les valeurs (concentration en azote) (& gauche) et la local-
isation (jours) (& droite) du maximum annuel de concentration moyenne en picophytoplancton entre
-20m et -50m.
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FIGURE 8.21 — Histogrammes représentant les valeurs (concentration en azote) (a gauche) et la local-

isation (jours) (& droite) du maximum annuel de concentration moyenne en nanophytoplancton entre
-20m et -50m.
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FIGURE 8.22 — Histogrammes représentant les valeurs (concentration en azote) (a gauche) et la local-

isation (jours) (& droite) du maximum annuel de concentration moyenne en mésophytoplancton entre
-20m et -50m.

absolument aucun doute sur le role prépondérant du paramétre mumazpp. Notons en particulier que
la somme de son indice d’ordre 1, et des indices d’ordre 2 qui lui sont relatifs, atteint prés de 60%
pour les deux sorties considérées. Se pose alors la question de savoir si ce déséquilibre a déja été
identifié dans ce modéle, et quelles peuvent étre ses conséquences.

La derniére sortie (moyenne annuelle) est étudiée en calculant les indices de Sobol” par quasi-
régression suivant une base de polynomes de Laguerre généralisés qui forment un systéme orthonormé
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relativement aux distributions gamma utilisées en entrée. L’analyse va montrer que cette sortie est
essentiellement additive — i.e. prés de 90% de la variance est expliquée par les effets d’ordre 1 — et
nous nous contentons donc de calculer les indices de Sobol” d’ordre 1. Ceux-ci sont estimés a ’aide des
20 premiéres harmoniques, ayant noté que ces derniéres sont déja négligeables au-dela de la 15éme.
Les résultats sont présentés a la Figure 8.23.
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FIGURE 8.23 — Tracé des indices de Sobol’ d’ordre 1 en fonction de la taille de I’échantillon (agran-
dissement & droite). Sortie : moyenne annuelle de la concentration de chlorophylle-a en surface.

On note d’abord que les barres d’erreurs obtenues analytiquement sont comparables a celles

dérivées dans la méthode de Sobol’ appliquée a la Section 6.5.2. Comme mentionné ci-avant, on
remarque que la somme des indices de Sobol” d’ordre 1 atteint prés de 90% démontrant que cette
sortie du modéle est essentiellement la somme de fonctions d’une seule variable. Le plus frappant reste
néanmoins le fait que I'indice de Sobol’ du paramétre sedmopl dépasse les 60%. Dans les deux sorties
étudiées précédemment, les deux parameétres incertains ajoutés, sedmopl et mumazxbac, n’avaient pas
fondamentalement bouleversé les analyses précédentes, mais dans le cas de la moyenne annuelle de
la concentration de chlorophylle-a en surface, le constat est tout autre. Une tentative d’explication
simpliste de ce phénoméne peut étre de penser qu’'une vitesse de sédimentation excessive va réduire
le processus de dissolution MOP1—NOD qui permet via le processus d’assimilation puis d’excrétion
des bactéries de regénérer des nutriments (N H4). Par suite, les NH4 et NO3 présents initialement
sont consommés jusqu’a épuisement, bloquant ainsi la croissance du phytoplancton. Cette hypothése
est corroborée par le graphique de 'effet principal di & sedmopl (voir Figure 8.24) qui montre que

1

"augmentation de sa valeur conduit & une diminution de la sortie étudiée. On trace en outre les effets

principaux — i.e. les fonctions d’une variable dans la décomposition ANOVA — des trois paramétres
prépondérants (voir Figures 8.24 & 8.26). On peut alors s’interroger sur la courbe de Peffet principal
de mumaxpp. On aurait pu croire que 'augmentation de sa valeur conduirait & une augmentation de
la concentration en picophytoplancton et donc & une augmentation de la sortie étudiée. Mais la courbe
présentée montre exactement le contraire. Est-ce qu’un taux de croissance maximal trop élevé prive
les autres phytoplanctons de nutriments et fait ainsi diminuer la concentration en chlorophylle-a ?

Enfin, nous terminons ’étude dans cette seconde phase en évaluant une borne pour les indices de

Sobol’ ascendants des paramétres paroptmp et mumazbac pour les trois sorties étudiées en calculant
des indices basés sur les dérivées (voir Chapitre 3), ceux-ci apparaissant comme inactifs dans toutes les
analyses faites jusqu’a présent. Ces calculs se font via un schéma aux différences finies en considérant
un incrément de 107°, et un échantillon en hypercube latin respectant les distributions marginales
suivant les lois gamma, de taille 65536. Les majorations obtenues sont

Sparoptpnp < 0.15 et Smumazbac < 4.6

pour la sortie : maximum annuel de la concentration moyenne de chlorophylle-a entre -20m et -50m,

Sparoptpnp < 0.19 et Smumambac < 6.2

pour la sortie : maximum annuel de la concentration de chlorophylle-a en surface, et

Sparoptpnp < 0.38 et Smumambac < 450
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FIGURE 8.24 — Effet principal du paramétre sedmopl. Valeur de la sortie du modéle en fonction du
paramétre sedmopl, et en moyenne par rapport, & tous les autres paramétres.
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FIGURE 8.25 — Effet principal du paramétre mumaxpp.Valeur de la sortie du modeéle en fonction du
paramétre mumaxpp, et en moyenne par rapport a tous les autres paramétres.
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FIGURE 8.26 — Effet principal du paramétre mumaxnp. Valeur de la sortie du modéle en fonction du
paramétre mumaxnp, et en moyenne par rapport a tous les autres parameétres.

pour la sortie : moyenne annuelle de la concentration de chlorophylle-a en surface. Elles ne présentent
malheureusement que peu d’intérét au sens ou l'indice de Sobol’” ascendant est essentiellement utilisé
pour trier les paramétres inactifs dont les indices sont petits, typiquement inférieurs & 0.01. Les bornes
obtenues ici étant bien au-dela, nous sommes pessimistes quant a 1’utilisation de cette approche sur
des modeles non-analytiques de grande complexité.
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Remarque 8.1. Le fait que les méthodes basées sur les dérivées ne soient pas adaptées a la quantifi-
cation des différentes parts de variance d’une fonction, tient par exemple au fait qu’elles ne sont pas
capables d’identifier un bruit fortement oscillatoire. En effet, considérons la variable aléatoire

1
Y = osin(kX), keN

ot X est uniformément distribuée sur [0,1]. Alors on peut constater que la variance de Y tend vers
0 lorsque k tend vers +oo — en effet, on a Var[Y] = 1/k? — alors que la distribution de sa dérivée
reste inchangée quelque soit k.

8.3 Conclusions et perspectives

Au cours de cette étude, nous avons pu mettre en ceuvre un certain nombre de méthodes d’-
analyse de sensibilité basées sur les dérivées et sur la décomposition ANOVA. Pour les approches
basées sur les dérivées, une fois 'hypothése d’effets linéaires additifs écartés (voir Figure 8.15), I'in-
formation obtenue est plutot pauvre et difficilement interprétable (voir Figure 8.16). De plus, les
derniers développements théoriques visant & majorer les indices de Sobol’ ascendants d’ordre 1 par
les indices de sensibilité basés sur les dérivées [LIPG12] ne permettent aucunement de conclure sur la
négligeabilité de certains paramétres dans notre cas. Concernant I’approche basée sur la décomposi-
tion ANOVA, 'information qu’elle fournit est extrémement riche et semble fiable pour la plupart des
méthodes appliquées. Néanmoins, la méthode RBD ne donne pas entiére satisfaction et devra étre
appliquée par la suite sur de plus grands échantillons, afin de réduire les problémes liés au biais. Pour
la suite, I’étude de sous-modéles prenant, en compte plus de paramétres incertains ne parait présenter
aucune difficulté si ce n’est la nécessité de disposer d’une ressource en calcul plus importante (ma-
chines paralléles par exemple), et peut étre d’une plus grande expertise pour fixer les distributions a
priori des paramétres considérés comme incertains.
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Conclusions

Dans cette thése, nous nous sommes principalement intéressés a la décomposition ANOVA qui
constitue un objet mathématiquement rigoureux et pertinent pour ’analyse de sensibilité globale,
et 'objectif principal a été d’analyser le probléme de l’estimation des indices de Sobol’ — qui se
définissent naturellement a partir de la décomposition ANOVA — au seul regard de la théorie de
I'intégration numérique. Dans cette démarche, en prenant appui sur des théories classiques et des
développements plus récents, notre travail a permis d’établir rigoureusement les bases de méthodes
existantes, de les développer, ainsi que de proposer de nouvelles pistes de réflexion dans le but de les
optimiser.

Méthode FAST. En nous appuyant sur des théories existantes liées & I'intégration numérique, nous
avons explicité le fonctionnement de la méthode FAST qui avait été introduite initialement par Cukier
et al. [CFST73]. Nous expliquons en effet que cette méthode qui reposait sur une approximation du
théoréme ergodique de Weyl [Wey38] doit étre appréhendée au regard de la théorie de la dualité sur
les sous-groupes cycliques du tore unité. Ce point de vue permet d’expliciter 'erreur commise lors
de l'estimation des indices de Sobol’ en s’appuyant sur la formule de Poisson généralisée (voir, e.g.,
[Bou67]). Comme conséquence directe, et en se référant a la théorie de I'intégration numérique relative
aux sous-groupes finis du tore unité — désignée en anglais par l'expression lattice rule — on peut
montrer que les estimateurs des parts de variances partielles o2 et de la variance totale o peuvent
atteindre une vitesse de convergence en O(n~%) avec a > 1/2, i.e. supérieure a celle de la méthode de
Monte Carlo. Néanmoins, ce résultat n’est théoriquement, vérifiable que dans des espaces de fonctions
dont le spectre de Fourier décroit suffisamment vite & l'infini — i.e. comme on le rencontre souvent
dans la littérature des espaces de Korobov pondérés ou des espaces de Sobolev pondérés.

De maniére pratique, la méthode FAST suppose de disposer d’un "bon" générateur du groupe
cyclique sur lequel est effectuée I'intégration numérique. Le critére original permettant de construire
un tel générateur a été introduit par Schaibly et Shuler [SS73]. Nous l'avons affaibli en nous basant
sur la formule sommatoire de Poisson généralisée, et comme nous le détaillons dans I’Annexe A,
ce critére est un cas particulier du critére destiné & se prémunir des confusions d’effets lors d’une
analyse de la variance effectuée sur un plan factoriel construit & partir d’'un morphisme de groupe.
Néanmoins ce nouveau critére, comme le critére original, du fait d’un coiit algorithmique trop grand
— il s’agit d’une recherche exhaustive — ne permet de construire que des générateurs faiblement
robustes aux interférences et uniquement en petite dimension. Pour contourner ce probléme, nous
proposons d’utiliser les algorithmes "composante-par-composante" récemment introduits par Nuyens
[Nuy07] et ses co-auteurs [CKN06, CKN10]. Ceci permet de lever la difficulté algorithmique liée a la
construction des générateur des groupes cycliques, mais ne change rien sur le fait que cette méthode
FAST ne peut étre efficace que pour des fonctions bien particuliéres possédant un spectre de Fourier
a décroissance rapide.

Méthode RBD. La méthode RBD, initialement introduite par Tarantola et al. [TGMO6], repose
essentiellement sur les mémes bases que la méthode FAST, et donc sur I’approximation originale du
théoréme de Weyl. Par conséquent, elle souffre tout comme FAST d’une faible connaissance théorique ;
ces estimateurs possédent en particulier un biais non négligeable pour des échantillons réduits. Dans
un premier temps, a I’aide d’un argumentaire encore insuffisant pour comprendre la méthode RBD de
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maniére totalement rigoureuse, nous avons proposé une correction de biais de ces estimateurs. Dans
un second temps, en nous appuyant sur la nouvelle maniére d’appréhender la méthode FAST que
nous avons introduite, et également en se référant & des notions classiques d’intégration numérique,
nous explicitons le fonctionnement de la méthode RBD, et la traduisons comme une quasi-régression
[AOO01] suivant la base des polynomes trigonométriques, relativement a un tableau orthogonal de force
1 [HSS99]. Comme noté récemment par Xu et Gertner [XG11b], on remarque alors que la méthode
RBD, qui avait été introduite initialement pour estimer les indices de Sobol’ élémentaires d’ordre 1,
peut étre utilisée pour estimer les indices de Sobol’ élémentaires d’ordres plus élevés. En outre, nous
généralisons son application & la quasi-régression relativement a des tableaux orthogonaux de force
supérieure & 1 — dans la pratique, de force 2 avec la construction de Bose [Bos3§].

Au regard de cette nouvelle introduction de la méthode RBD, il est, dés lors possible d’expliciter le
biais de ses estimateurs. Nous le faisons en nous appuyant sur les travaux d’Owen [Owe94] relatifs aux
tableaux orthogonaux randomisés — i.e. des tableaux orthogonaux dont on permute aléatoirement
les niveaux. En revisitant 'une des formules d’Owen en terme d’analyse harmonique, il nous est
possible d’expliciter les biais de RBD et de proposer des méthodes de corrections pour les différents
estimateurs. Néanmoins, comme pour la méthode FAST, ces résultats théoriques de correction de
biais ne sont performants que pour des fonctions possédant un spectre de Fourier & décroissance
rapide.

Méthode RBD-FAST. Avant I’étude théorique approfondie sur les méthodes RBD et FAST ef-
fectuée au Chapitre 5, nous avons proposé une technique pour estimer tous les indices d’ordres 1 et
2 d’une fonction donnée a ’aide de RBD-FAST, ainsi qu’une correction de biais de ces estimateurs.
Cette méthode souffre comme FAST et RBD d’une faible compréhension théorique. Au regard de
notre travail consistant & revisiter rigoureusement FAST et RBD, on peut voir RBD-FAST comme
une quasi-régression suivant des polynomes trigonométriques relativement a un supercube latin (con-
struit & partir d’un sous-groupe cyclique) — pour les supercubes latins, voir [Owe98]. Dans la pratique,
il est difficile de voir quels avantages on peut tirer de ce type de plans d’expériences extrémement
complexes.

Méthode de Sobol’ La méthode de Sobol’ bénéficie d’'un avantage inestimable face & toutes les
autres existantes : ses hypothéses d’applications ne contiennent aucune contrainte relative & la régu-
larité de la fonction étudiée, ou & sa structure spectrale relativement & une base particuliére. Chacun
de ses estimateurs bénéficie en outre d’une vitesse de convergence indépendante de la dimension d de
la fonction étudiée. Malheureusement sur ce dernier point, I’estimation de tous les indices de Sobol’
descendants d’ordre 1, ou de tous ceux d’ordres 1 et 2, requiert un nombre d’échantillons distincts
dépendant linéairement de la dimension d; et par conséquent la vitesse de convergence se dégrade
avec 'augmentation de la dimension. Pour pallier cet inconvénient, nous avons introduit une nou-
velle maniére d’utiliser cette méthode a l’aide d’hypercubes latins répliqués [McK95]. Cette nouvelle
méthode permet, pour tout k < d, d’estimer tous les indices de Sobol’ descendants d’ordre k a I’aide
de seulement 2 échantillons. Cette technique est complétée par des résultats théoriques pour le cas
k = 1; pour les indices d’ordre 1, estimateur ainsi introduit est fortement consistant, normalement
asymptotique et posséde un biais en O(n~!) dont nous explicitons un majorant de la constante.

Conclusion générale Dans le paysage de 'analyse de sensibilité globale, la décomposition ANOVA
nous apparait comme ’objet mathématique le mieux posé et le plus pertinent au regard des méthodes
de screening et des méthodes basées sur les dérivées. Et par conséquent, nous nous sommes uniquement
attachés a développer des aspects de 'estimation des indices de Sobol’. De plus, sur des modéles tels
que MODECOGeL dont le cott d’une simulation est inférieur & 5 secondes, il devient possible a 'aide
de machines de calcul paralléle d’envisager des analyses dépassant le million de simulations. Dans ce
cadre, la méthode de Sobol’ telle que nous ’avons introduite — i.e. indépendante de la dimension —
peut devenir un outil puissant.

Concernant l'intégration des dérivées en analyse de sensibilité globale, nous constatons qu’elles
permettent clairement, d’un point de vue qualitatif, d’identifier si un effet est linéaire ou non. A
contrario, nous remarquons que les indices de sensibilité basés sur les dérivées ne permettent pas de
quantifier clairement l'influence des différentes variables en terme de variance. En effet, nous avons
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remarqué que les bornes des indices de sensibilités ascendants d’ordre 1 fournis par les indices basés sur
la variance ne permettaient de tirer aucune conclusion. La raison de ce constat tient essentiellement
au fait que, contrairement aux indices basés sur la variance, les indices basés sur les dérivées ne sont
pas capables d’identifier un bruit fortement oscillatoire comme nous I'avons noté dans la Remarque
8.1.

Perspectives

Au regard de notre travail, on peut envisager des perspectives a la fois d’ordre théorique et d’ordre
pratique.

D’abord, il nous parait important d’analyser en détail I’article de Loh [Loh08] énongant les pro-
priétés asymptotiques de l'intégration numérique relativement & des hypercubes latins basés sur des
tableaux orthogonaux de force 2. Le théoréme central limit (TCL) qu’il énonce est en effet conditionné
a des hypothéses de régularité de la fonction étudiée, alors que son analogue pour les hypercubes latins
ne requiert qu’une simple hypothése d’intégrabilité. Il est donc nécessaire de comprendre pourquoi
la stratification & ’ordre 2 restreint le champ d’application du TCL, et éventuellement d’élargir ce
champ si cela est possible. En particulier, ce travail en amont permettra de préciser les propriétés
asymptotiques de la méthode de Sobol’ construite avec les hypercubes latins répliqués basés sur des
tableaux orthogonaux de force 2 (voir Chapitre 6).

Concernant, la méthode de Sobol’ construite avec les hypercubes latins répliqués, il reste une
question ouverte sur 'estimateur de la variance asymptotique. En effet, dans le Chapitre 6, nous nous
contentons d’utiliser I'estimateur introduit dans la méthode de Sobol’ classique, mais nous savons
qu’il n’est pas optimal et produit donc un intervalle de confiance plus large que l'intervalle théorique.

Nous avons constaté que la Delta méthode s’applique naturellement aux estimateurs des indices
de Sobol’ basés sur une décomposition ANOVA spectrale. En conséquence, il est possible d’avoir
asymptotiquement une estimation de la variance de chacun des coefficients spectraux. Par suite, il
devient possible d’envisager une méthode de seuillage afin de réduire la variance des estimateurs des
indices de Sobol’ spectraux. Un point de départ éventuel pour ce travail est I’article de Jiang et Owen
[JOO03]. Notons que la sélection automatique de coefficients spectraux dans le cadre du calcul des
indices de Sobol’ existe déja; citons par exemple la méthode de régression adaptative de Blatman et
Sudret [BS10].

D’un point de vue applicatif, 1a perspective principale consiste & notre avis a généraliser I'utilisation
de ’analyse de la variance, via ’estimation des indices de Sobol’ par la méthode de Monte Carlo que
nous avons développée au Chapitre 6, & des modéles de grande dimension — i.e. supérieure & 30
— en s’appuyant sur une puissance de calcul importante. Comme nous 1’avons noté précédemment,
MODECOGeL comme de nombreux autres simulateurs d’écosystémes, de pécherie ou de chimie, ont
un cott de calcul trés faible qui laisse entrevoir la possibilité de mener des intégrations numériques
prenant en compte des échantillons dont la taille peut excéder le million.
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Annexe A

Lien entre les plans d’expérience de
FAST et les plans factoriels
fractionnaires

Notations

Soit £ un ensemble. On note classiquement l'indicatrice

1 si ecé&
le(e) = { 0 sinon.

Si de plus & est fini,
IE] et P(E)

désignent, respectivement le cardinal et ’ensemble des parties de £. Enfin, on note Z le nombre
complexe conjugué de z, p A ¢ le pged des entiers p et g, et {«} la partie fractionnaire du réel x.
Dans ce qui suit, C* désigne classiquement le groupe des éléments inversibles de C.

A.1 Plans factoriels, modéle linéaire et ANOVA

1.1. Notons U l'ensemble des unités expérimentales et T ’ensemble des traitements — également
appelé domaine expérimental. Considérons "application

d: U — T
u — t=d(u)

qui associe & toute unité u € U le traitement d(u) € T effectué sur celle-ci. On suppose que U est
fini, on note || = n. On suppose, par ailleurs, que I’ensemble T se décompose comme un produit
cartésien fini 7 = T; X -+ X T, et on note m = {1,..., m}. Chaque traitement ¢ s’écrit donc comme
un m-uplet (t1,...,t,) dans lequel ¢; est le niveau du i-éme facteur. L’application d est appelée plan
factoriel. Lorsque les 7; sont finis, si les 7; ont tous méme cardinal, le plan factoriel est dit symétrique,
et asymétrique sinon. Si 'application d est injective, le plan est dit régulier, et si elle est surjective,
le plan est dit complet.

1.2. Laréponse sur l'unité expérimentale u € U est modélisée par une variable aléatoire (v.a.) notée
Y, dont la valeur observée aprés I’expérience est notée y,. On suppose que la v.a. Y, se décompose
comme suit

Y, =7(d(w)) + Z, (A.1)
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ol T(d(u)) est un terme dépendant du traitement d(u) appliqué a l'unité u — 7 étant une fonction
réelle définie sur 7 — et Z, est une variable aléatoire dépendant de Punité u. 7(d(u)) décrit Peffet
déterministe du traitement d(u) € T sur la sortie, tandis que Z, permet d’intégrer, de maniére
additive, Deffet aléatoire de I'unité u € U, elle-méme, di & la variabilité de 'expérimentation.

1.3. Dans le cas ot les 7; sont finis, il est aisé de munir chacun d’entre eux d’une structure d’espace
probabilisé a I’aide de la tribu triviale P(7;) et d’une mesure de probabilité sur cette derniére, notée
;. Pour chaque 1 < i < m, considérons alors R”7: I’espace vectoriel des fonctions réelles définies sur
7; ', ainsi que ses deux sous-espaces vectoriels O, o et ©,, 1 des fonctions, respectivement, constantes
et de moyennes nulles par rapport & p;. Puis, en notant p la mesure produit des p;, 1 < i < m, on
considére I’espace probabilisé (77, P(T), i) ainsi que R7 I’espace vectoriel des fonctions réelles définies
sur 7. Enfin, en identifiant I’espace vectoriel R7 au produit tensoriel @ ,R7: (voir Corollaire 1. p84
dans [CO68]), on introduit pour tout u C m, le sous-espace vectoriel de R7

eﬂ'vu = ®®Hi71u(i) :
i=1

1.4. En définissant le produit scalaire sur R7

< L9 >u=Y_ F(tgt)u(t)

teT

on obtient la décomposition orthogonale de R7 en somme directe de sous-espaces vectoriels de "com-
plexité" croissante, sous la forme du

Théoréme A.1. L’espace R7T wvérifie
R” = P O, (A.2)
uCm
En outre, la décomposition est orthogonale au sens ot, pour tous sous-ensembles distincts u et v de
m’
V€O u Vg€ OB, < f,g>,=0. (A.3)

Démonstration. On vérifie aisément qur R7: = 0, 0 ® ©,, 1, et on conclut & la Formule (A.2) par
un résultat élémentaire relatif aux produits tensoriels :

QR7 ~ P Ouu  (voir Théoreme 8.10. p94-95 dans [CO6S]). (A.4)
i=1 uCm
La preuve de la Formule (A.3) est essentiellement calculatoire; on la trouvera dans [Col70] (voir
Démonstration du Théoréme 3.2. p43). O
En notant,
- Tn
uCm

la, décomposition de la fonction 7 sur la somme directe des ©,,,, on a aisément la décomposition de

la variance
Var,[1] = Z Var, [ .
P#uCm

Les composantes 7¢;, sont appelées effets principauz de T par rapport aux variables t;, et les 7, avec
[u| > 1, sont qualifiees d’interactions d’ordre |u|.

1. Les fonctions de cet espace sont toutes, trivialement, mesurables par rapport a la tribu P(7;) et intégrables par
rapport & u;. Lorsque 7; n’est pas un ensemble fini, on ne peut éluder ces questions de mesurabilité et d’intégrabilité
(voir §1.5.).
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1.5. (Remarques)

1.5.1. Dans le cadre des plans factoriels, la décomposition orthogonale précédente est généralement,
exploitée sous ’hypothése que les u; sont des mesures d’équiprobabilité, d’ou

1

1.5.2. La décomposition de la Formule (A.2) est généralisable & des ensembles 7; qui ne sont pas
finis, typiquement R. En effet, il suffit de munir chacun des 7; de sa tribu borélienne et d’une mesure
de probabilité p; sur cette derniére; puis de considérer les espaces de fonctions intégrables LP(7;, ;)
et LP(T, ) — avec p € [1,+00[ — en lieu et place des R7 et R7. Dans ce cas, I'identification entre
LP(T, p) et @, LP(T;, p;) est possible (voir Théoréme VI-20 dans [Vil08] et Corollaire I-55 pour les
hypothéses d’application du Théoréme VI-20), les définitions des ©,,, o et ©,,, 1 sont les mémes et la
Formule (A.4) reste valide.

1.5.2. a) Pour p = 1 et des mesures y; uniformes sur [0, 1], on retrouve la décomposition L' donnée
par Sobol’ en 1990 [Sob93].

1.5.2. b) Pour p = 2, la Formule (A.3) du Théoréme A.1 est valide, et on obtient une décomposition
orthogonale pour le produit scalaire

< .9 >= /T F(g(t)u(t)d

Pour la suite, sauf mention contraire, les 7; sont supposés finis et les p; sont des mesures d’équiprob-
abilité.

A.2 Effets factoriels

Dorénavant < f, g >, désigne le produit scalaire hermitien

< fg>u=Y fO)gB)u(t) .

teT

2.1. Chacun des 7; est dorénavant muni d’une structure de groupe cyclique d’ordre ¢; = |7,
Ti ~Z/qiZ
et par conséquent, 7 est muni d’une structure de groupe abélien fini, produit des Z/¢;Z,
T~Z/@WZL X XTL/qmZ . (A.5)

Notons 7* = Hom(7,C*) I’ensemble des homomorphismes du groupe 7 dans le groupe multiplicatif
des nombres complexes C*. Pour tous x et x’ dans 7*, on définit le produit yx’, I'inverse x et le
neutre e7«, respectivement comme les homomorphismes qui & tout élément ¢ de T, associent x(¢)x’(¢),
(X(t))fl et 1. Par suite, 7* posséde trivialement une structure de groupe; c’est le groupe dual de T
et ses éléments, sont appelés caractéres de T .
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2.2. L’ensemble des caractéres de 7 vérifie le

Théoréme A.2. T* forme une base orthonormale de CT .

Démonstration. Notons d’abord que T est d’exposant ? fini et qu’il est égal & ¢ = ppem(qy, ..., qm),
et que les caractéres de 7 prennent leurs valeurs dans Uy, le sous-groupe de C* constitué des racines
g-iémes de 'unité. Par suite, on a

Puis, pour x, x’ € T* il vient

/ 1 Y 1 /—
<X >a= = XX () = = > xx (),
U= U=

et on obtient aisément que les caractéres forment une famille orthonormale — et par conséquent, libre
— de C7 en notant que pour tout caractére y non trivial, on a

> x(t)=0 (A.6)
teT
et que pour 1’élément neutre ey+, on a
Ser-(t) =T}
teT

On conclut en remarquant que le cardinal de cette famille de caractéres est égal a la dimension de
'espace C7 par la formule suivante,

S xler) = I7l, (A7)

XET™
ol e~ est I’élément neutre de 7. Pour les formules (A.6-A.7), voir Théoréme (somme de caractéres)
p65 dans [Fre01]. O

Cette propriété peut étre rendue plus explicite en exhibant un isomorphisme — non canonique —
entre le groupe 7 et son groupe dual 7*. Pour cela, on définit pour chaque 1 <i < m,

Xi - T — C*

(t1,..o ty) — e¥mti/a (A.8)
otl, suivant la Formule (A.5), les ¢; sont dans Z/q;Z *, et on a la
Proposition A.1. L’application
v (tl,.T,tm) : ;ixizr (A.9)
est un isomorphisme de groupe.
Démonstration. D’abord posons e; = (1,0,...,0),...,e; = (0,...,0,1). La famille (e;)1<i<m con-

stitue une base de 7. Maintenant, ¥ étant clairement un homomorphisme, montrons qu’elle est & la
fois injective et surjective.

U est injective. Soit, (k1, ..., k) un élément du noyau de ¥ i.e. pour tout t € T, x’fl cox R () =
e7~(t) = 1. En particulier, pour tout 1 < i < m, on a

kg
2 i
X’fl "'anm(ei) —eMu =1

et par suite, on a que k; = --- = k,,, = 0, et on conclut que le noyau de ¥ est trivial et donc que ¥
est injective.

2. L’exposant d’un groupe G est le plus petit entier strictement positif n, s’il existe, tel que Vg € G, g" = e, ol e
désigne 1’élément neutre de G.

3. Ici, et par la suite également, on ne distingue pas les éléments ¢; du groupe quotient Z/q;Z — qui sont des classes
d’équivalence — de leurs représentants dans Z.
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U est surjective. Soit y un caractére de T et 1 < i < m, on a x(e;)% = 1, et on en déduit qu’il
existe 0 < p; < ¢; tel que x(e;) = x¥*(e;). Par suite, il vient que pour tout t = (t1,...,tm),

m
X(8) = x(ter + -+ tmem) = [[x"(e)
=1
m
= HXiiti(ei)
i=1

m

= foi (tiei)
=1
m

- v

= \I](pla'-'vpm)

ce qui montre que W est surjective. O

Par suite, on déduit du Théoréme A.2 et de la Proposition A.1, que tout f € C7 se décompose
comme

f(t) = Zf(X)X(t) ) t:(tla""tm)eT
XET*
= S Flhe e () )

k1=0 km=0
q1—1 qm—1

= S Tk, et/ fan) (A.10)
k1=0 km=0

o~ o~

ou f(x) =< f,x >, et la notation f(ki,...,ky,,) désigne < f, Xy >,

2.3. La décomposition (A.10) s’applique en particulier & la fonction 7 qui décrit Ueffet des traite-
ments sur la sortie dans le modeéle linéaire (A.1). La quantité 7(x) = 7(k1,. .., km) peut étre appelée
parameétre canonique, ou effet factoriel, ou plus simplement contraste associé au traitement de niveaux
k1, .. km (voir [Kob95]). Plus généralement, la Formule (A.10) constitue la décomposition en série

o~

de Fourier de la fonction f et les f(ki,...,ky ) sont les coefficients de Fourier.

2.4. Remarquons que la base orthonormale constituée des caractéres de 7 — quelquefois appelée
base de Yates — est adaptée a la décomposition orthogonale de la Section 1.4., i.e. pour tout u C m,
toute fonction de ©,,, se décompose sur

By={x¥ - xkm 0<ki<q,siicu et k =0 sinon}

T*:|_|Bu.

uCm

et

Par suite en notant, pour tout u C m,
Ky ={(k1,....km), 0<k;<gqi, sii €u et k; =0 sinon},
on déduit de la formule de Parseval que pour tout u non vide inclu m,

Var, [7,] = Z ‘?(k)‘2 ,

keK,
et
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2.5. (Remarques)

2.5.1. Contrairement aux effets principaux et aux interations qui sont des objets canoniques, les
effets factoriels sont définis relativement & une base.

2.5.2. Si7T n’est pas fini, il est possible de dériver le formalisme précédent. Si les 7; sont les intervalles
[0,1] et p; des mesures uniformes — c.f. Remarque 1.5.2 a) —, on munit 7 d’une structure de tore
T™ ~ (R/Z)™ et toutes les propriétés énoncées précédemment se dérivent aisément et restent vraies
(voir [TP12c]). Notons néanmoins que la Proposition A.1 ne tient pas dans ce cas, le tore n’étant pas
isomorphe & son dual — I’hypothése de finitude est nécessaire —. L’isomorphisme exhibant une base
de (T™)* est ici

v 7m —  (T™)*
(kl,...,km) — X]fl"'anm
ou
Xi - ™ — C*
(tr,..o tm) +— eZimti,

A.3 Confusion d’effets (préliminaires)

Cette section est un préambule & la question de la confusion des effets factoriels que nous abor-
derons & la section suivante. Nous renvoyons & I’Annexe A.A. pour la notion de classe & gauche et de
groupe quotient.

3.1. Soient f € C7, S un sous-groupe de 7, i : S < T D’injection canonique, S* le groupe dual de
S et us la mesure d’équiprobabilité sur S, et considérons la restriction de f a S

fs: § — R

D’aprés le Théoréme A.2, S* forme une base de CS, d’oit la décomposition

Vse S, fs(s)= > Fs(€)é(s)

£es

ot les ﬁg(f) =< fs,€ >, peuvent étre reliés aux f(x) =< f,x >u, X € T*, par le biais de la formule
Sommatoire de Poisson généralisée (voir [Bou67] p127). On a d’abord la

Proposition A.2. Soit xo € T, alors on a l’égalité suivante

fs(xooi)= > Flxxo)

XESL

o ST ={xeT*|Vse€S, x(s) =1} est le sous-groupe de T* orthogonal a S.

puis en définissant ’homomorphisme dual de i

i T — S
X > XxXoi.

il vient le

Corollaire A.1. Soit £ € §*, on a l’égalité suivante

o= % 709

XES+

ot E est un antécédent quelconque de & par i*.



ANNEXE A 183

Démonstration. (de la Proposition A.2) Si xo est I’élément neutre e7«, on a

~

Fs(er+oi) = fs(es+)
= < fSaeS* >;,L5

= g sl ()

sES

- ﬁzfs<s>

seS
et la Proposition A.2 suit par la formule sommatoire de Poisson généraliste — admis, voir [Bou67]

— qui établit que
1 ~
E Zfs(s) = Z f)-

SES XES+
Dans le cas contraire, on considére I'application

fxo. 7T — C
t > f(t)xo(t)

et sa restriction & S, f&° = fX0 04. On a alors

Fstwooi) = 503 S

sES

- ézfgws)

sES
= f5'(es)

puis d’aprés ce qui précéde,

3% (es+)

> Fo(xest)

XES+

> Flxxo)

XES+

et la conclusion suit. [l
Démonstration. (du Corollaire A.1) Il suffit de montrer que i* est surjectif. On note d’abord que
Ker i* = S+

puis par le théoréme de factorisation des homomorphismes de groupes — voir Théoréme 1.1.4.3. p18
dans [Fre01] — on déduit

T*)S* o~ Tm i* .

Enfin, le résultat classique suivant

TS+ ~ 8" (A.11)

— voir preuve dans I’Annexe A.B. — permet de conclure. [l

3.2. Soit C =tyg+ S, tg € T, une classe a gauche de T suivant S, et considérons f¢ la restriction de
f a C vue comme une fonction définie sur S,

for & — R
s — flto+s) .
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D’aprés le Théoréme A.2, on a la décomposition

Vs €S, fols)= Y fe(€ (A.12)

£es+

ot les fe(&) =< f(to +-),& >,s peuvent étre reliés aux F(x), x € T* par le

Corollaire A.2. Soient C =ty + S et £ € §*, on a 'égalité suivante

o~

fe(&) = > x&lto) F(x€)

XES+
ot E est un antécédent quelconque de & par i*.

Démonstration. En notant g : t — f(to +t), le Corollaire A.1 donne

gx§) = ng

teT

- (t—t
7 t;g to)XE(t — to)

- |T| 'S sondn

teT
= XE(to) F(XE) -
O

3.3. (Remarque) Si les 7; sont les intervalles [0,1] — voir Remarques 1.5.2. et 2.5.2. —, les
résultats précédents restent vrais. Pour la Formule de Poisson généralisée on renvoie a [Bou67] et
pour la Formule (A.11), on se référe a [Rud62].

A.4 Confusion d’effets (suite) et méthode FAST

L’ensemble des unités expérimentales U est maintenant supposé muni d’une structure de groupe
abélien.

4.1. Nous considérons les plans factoriels d donnés par
d(u) =ty + ®(u)

ou ® est un homomorphisme du groupe U vers le groupe 7T, et ty un traitement dans 7. Dans ce cas
I’ensemble des traitements qui sont effectivement expérimentés correspond & ’ensemble

C :?t0‘¥1nl@

ot Im® = {®(u), u € U} désigne I'image de 'homomorphisme ®. C est une classe & gauche de T
suivant le sous-groupe Im®. L’ensemble des unités qui recoivent le méme traitement qu’une unité
Uy € U est

ug + Ker®

ou Ker® = {u € U, ®(u) = er~} désigne le noyau de ’homomorphisme ®. Cet ensemble constitue
une classe a gauche de U suivant le sous-groupe Ker®.
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4.2. Une application directe de (A.12) et du Corollaire A.2 donne la décomposition

Vuel, r(dw) = D 7e(&E(P(w)) (A.13)
£e(Imd)*
@)= Y. x&to)F(xE) . (A.14)
x€(Imd)L

ou E est un antécédent quelconque de & par i* : 7* — (Im®)*, Papplication duale de 'injection
canonique i : Im® < 7. Puis en notant ®* ’homomorphisme dual de P,

. TF — S*
X > xo@®,

et en remarquant que

{(x€ | x € (md)'} = {x¢|Vsem®, x(i(s)) =1}

{x | Vs € Im®, x(i(s)) = g(z(s))}
{x [ Vueld, x(®(u)) = &(®(u)}
{x[@*(x) =&o o}

la Formule (A.14) se réécrit simplement
@)=Y, x{to)7() (A.15)
x:@* (x)=Eod

Finalement les Formules (A.13) et (A.15) donnent

wew )= 3 (T xwr)eoow
£e(Imd)* * x: P (x)=Eod

et (i) =3 (F xwro Jew:
EEU* N x:d*(x)=¢

—

Tod(§)

On en déduit la notion de confusion d’effets

Définition A.1. Soit £ € U*. Les effets factoriels T(x) tels ®*(x) = £ sont dits confondus (avec
Tod()); on dit également que les caractéres x sont confondus (avec §).

La confusion d’effets est caractérisée par la proposition suivante

Proposition A.3. Deuz effets factoriels T(x1) et T(x2) sont confondus si et seulement si x1x5 = €
Kerd*.

Démonstration. Immédiat par la Définition A.1. O

4.3. De la méme maniére que pour 7 dans (A.5), posons
U=T/Di7 X - X L pm L
et comme pour 7 dans (A.8), posons pour chaque 1 < j < m/

fj : U — C*
(ul,...,um/) s eXTti/p
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Par suite, tout comme pour chaque x € T*, il existe (k1,...,km), 0 < k; < ¢;, tel que x = X’fl X+ X
xEm » pour chaque & € U*, il existe (h1,...,hm ), 0 < h; < p;, tel que & = §{“ X+ X 52177'. Rappelons
alors — voir §2.3. — que 7T(x) = 7(k1,...,kn) est Ueffet factoriel de 7 associé au traitement de

niveaux ki,...km,, et que c’est une quantité qu’on souhaite connaitre. Et d’autre part, si Z, = 0 —
voir §1.2. puis remarque en fin de section — les 7 0 d(§) = 7 o d(hq, ... hy) définis par

m(hl, coihgy) = —— Z 7(d(u)) e~

sont les quantités qu’on connait par expérimentation sur le plan d. Par conséquent, la formule de
confusion d’effets nous dit que si parmi les x confondus avec £, un seul posséde un effet factoriel 7(x)
non négligeable, ce dernier est correctement estimé. Une application directe de ce constat est donc, en
pratique, de fixer de maniére a priori ’ensemble des x ayant des effets factoriels 7(x) non négligeables,
noté Enn, et de trouver U et P satisfaisant au critére de confusion d’effets, i.e. construire ® : U — T

tel que Yy, X’ € Enn, X # X' xX' ' & Kerd.

4.4. D’aprés la Remarque 3.3., ce qui précede s’étend au cas ot T n’est pas fini. En particulier,
dans la méthode FAST on a 7; = [0, 1] et par suite 7 est le tore T<. Dans ce cas, par l'isomorphisme
de la Formule (A.9), se donner un sous-ensemble de x € 7* dont les effets factoriels sont a priori non
négligeables revient & se donner K C Z%. Imposons maintenant & U d’étre cyclique d’ordre n. Par
suite, la construction d’un plan factoriel sans confusion d’effets revient & construire

®: Z/nZ — T¢
k —  O(k)

® est connu explicitement par ®(1) car ®(k) = {k®(1)}; et remarquons que n®(1) € Z4. Par suite,
tout ® de la forme précédente peut donc s’écrire

o, : Z/nZ — T¢

ot w € N*. On en est donc réduit a chercher n — minimal — et w qui satisfont le critére de confusion
d’effets pour 'ensemble K introduit ci-dessus. On remarque alors que I’homomorphisme dual de ®,,
est
LN 74 — Z/nZ
(kl,...,k?d) —  kiwy + -+ kgwy

et par suite le critére pour éviter la confusion d’effets s’écrit
Vk,k' € K, k#Kk', (k—k') w#0 (mod n) (A.16)

ce qui est rigoureusement le critére dans la méthode FAST revisitée (voir Formule (5.40) dans le
Chapitre 5).

4.5. Le plan obtenu dans le paragraphe précédent est une fraction réguliere* du groupe fini
T ~ZJwAZ X - X L]wil

ol wW; = w;/(w; An). Vu comme un tableau orthogonal, il est de force 1 et a priori, il n’y a pas de
raison qu’il soit de force supérieure.

4. Le fait que @, soit injectif est une conséquence de ’optimisation sur n qui doit étre choisi le plus petit possible.
En effet, considérons (w,n) satisfaisant (A.16) et tel que ®., ne soit pas injectif; alors pour tout i, w; divise n. Par
suite, en posant p = w1 A -+ Awg An, on montre que (w/p,n/p) vérifie (A.16) et que @, ,,, est injectif.
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4.6. (Remarque) Si Z, n’est pas identiquement égal & 0, la valeur a laquelle on a accés est

Tod(hi,...hy) =Tod(h1,...hp)+ 7 Z Z,e~2imhu,
ueld

Et par conséquent, cette valeur ;?J/d(hl, ... hy) est aléatoire; on a
E[7od(hy,...hw)] =70 d(hi,... )+ By

ol

1 X
B, = — Z E[Z,)e~2mbu,
|U| weld

A.A Classe a gauche et groupe quotient

Les ensembles t + S, t € T sont appelés classes a gauche de T suivant S. Deux classes t1 + S
et to + S sont égales si et seulement si (—t1) + to € S; dans le cas contraire, les deux classes sont
disjointes. L’ensemble des classes a gauche est noté 7 /S. On définit de maniére analogue les classes
a droites dont I’ensemble est noté S\T. Si S est un sous-groupe distingué de T — autrement dit si
les classes & gauche et les classes & droites coincident — alors les classes & gauche (resp. & droites)
forment un groupe pour la loi

(t14+S)+ (ta+S) = (t1 +t2) + S.

Ce groupe est noté 7 /S et est appelé groupe quotient de 7 par S. Dans ce cas, on peut considérer
I’homomorphisme surjectif
m. 7 — 7T/S
t — t+S
— appelé projection canonique — dont le noyau est S.
On rappelle que dans le cas oit T est abélien, tout sous-groupe S de 7T est distingué, et par suite
Pensemble des classes a gauche T /S posséde automatiquement une structure de groupe.

A.B Preuve de la Formule (A.11)

Dans un premier temps, on considére I’lhomomorphisme de groupes
v: St — (T/S)*
X +— X:t+S—=x()
On vérifie aisément que W est bien défini, que son noyau est réduit a I’élément neutre, et qu’il est
surjectif car pour tout Y € (7/S)*, on a’yY = ¥(x) avec
x: T — C*
t — Xt+S).
Par suite, on a
(T/S)* ~ 8+ . (A.17)
Dans un second temps, notons que 7 étant supposé fini, (7/S)* est isomorphe & 7/S et, en
particulier, ils ont méme ordre, |7|/|S|; et donc d’aprés la Formule (A.17) on a

|SH- 181 =[T] - (A.18)
De méme, on a
(SIS =T (A.19)
Enfin, en notant que S € S*+ et S+ C St++, on déduit de (A.18) et (A.19) que
S=8. (A.20)

Finalement, (A.17) et (A.20) donnent
T /S8t ~S.






Annexe B

Conditions aux limites du modéle
hydrodynamique

Le modeéle hydrodynamique qu’il n’y a aucun flux de chaleur et de salinité au bord du domaine.
Quant aux autres conditions aux limites, elles sont données par les équations suivantes.

Flux de quantité de mouvement en surface

~0(u,v
A (82 ) f = CVO * (1 + 0.1 % ||(uvent7U’U€nt)||) * ||(uvent; Uvent)” * (uventavvent) (Bl)
sur jace
avec
Co :0.63.1076
(Upent, Vyent)  : vitesses horizontales du vent & 10 métres d’altitude.

Flux de I’énergie cinétique turbulente en surface

~ Ok _
)\a wurface 3.1073 % Co * || (Wpent, Voent)||°- (B.2)
Flux de chaleur en surface
vy OT
Q:P*Cp*AT*—ZSwface:QI*QR*QS*QL (B.3)
avec
p : masse volumique de 1'eau (kgm=3)
C,  : chaleur spécifique de l'eau (Jkg~1°C~1)
Q : flux de chaleur en surface (Wm™2)
Q;  :radiation solaire (Wm™2)
Qr :radiation infrarouge (Wm=2)

Qs  :flux de chaleur sensible (Wm~2)
Qr :flux de chaleur latente (Wm™2).

Flux de salinité en surface

g 08 1
2w == =—x(FE, — P.) xS B.4
0z sur face 1% ( Y T) 0 ( )
avec
P, : précipitations (ms~1)
E, :flux de surface de vaporisation (ms~1)
So : salinité en surface
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Flux de quantité de mouvement au fond

< 0(u,v) 2
N = B.5
H 0z fond [ln (21/20) } [ (utz )l (B-5)
avec
20 :longueur de rugosité (m)
K : constante de Von Karman (= 0.4)
z1  : hauteur du centre de la premiére maille (au fond) (m).

Flux d’énergie cinétique turbulente au fond

I<::4*[1n 21/20} [ (u(z1), w(z) | (B.6)
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Résumé : Dans les domaines de la modélisation et de la simulation numérique, les
simulateurs développés prennent parfois en compte de nombreux parameétres dont I'im-
pact sur les sorties n’est pas toujours bien connu. L’objectif principal de 'analyse
de sensibilité est d’aider & mieux comprendre comment les sorties d’'un modéle sont
sensibles aux variations de ces paramétres. L’approche la mieux adaptée pour ap-
préhender ce probléme dans le cas de modéles potentiellement complexes et fortement
non linéaires repose sur la décomposition ANOVA et les indices de Sobol’. En parti-
culier, ces derniers permettent de quantifier 'influence de chacun des paramétres sur
la réponse du modéle.

Dans cette thése, nous nous intéressons a lI’é¢tude théorique et au développement,
de méthodes d’estimation des indices de Sobol’. Dans une premiére partie, nous réin-
troduisons de maniére rigoureuse des méthodes existantes au regard de ’analyse har-
monique discréte sur des groupes cycliques et des tableaux orthogonaux randomisés.
Cela nous permet d’étudier les propriétés théoriques de ces méthodes et de les généraliser.
Dans un second temps, nous considérons la méthode de Monte Carlo spécifique a ’es-
timation des indices de Sobol’ et nous introduisons une nouvelle approche permettant
de I'améliorer. Cette amélioration est construite autour de la notion d’hypercube latin
et permet de réduire de maniére conséquente le nombre de simulations nécessaires pour
estimer les indices de Sobol’ par cette méthode.

En paralléle, nous mettons en pratique ces différentes méthodes au travers d’une
analyse de sensibilité introductive sur un modéle d’écosystéme marin.

Mots-clés : analyse de sensibilité, indices de Sobol’, décomposition ANOVA, inté-
gration numérique, analyse harmonique discréte



