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Yannis Manoussakis, qui a accepté de m’encadrer, de me guider avec ses

idées, ses encouragements et sa patience. Je suis tout simplement heureux
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Résumé

Un graphe arête-colorié Gc est un graphe dont les arêtes sont coloriées

par un ensemble de couleurs données. Un sous-graphe de Gc est dit propre-

ment colorié s’il ne contient pas d’arêtes adjacentes de même couleur.

Un graphe ou multigraphe arête-colorié Gc, est dit k-lié (respectivement k-

arête-lié) si et seulement si quels que soient 2k sommets distincts de V (Gc),

notés x1, y1, x2, y2, · · · , xk, yk, il existe k châınes élémentaires sommet-disjointes

(respectivement arête–disjointes) proprement arête-coloriées, reliant x1 à y1,

x2 à y2 , · · · , xk à yk.

Un arbre couvrant propre d’un graphe Gc est un sous-graphe de Gc qui est

un arbre couvrant proprement colorié.

Un arbre couvrant faiblement colorié est une arborescence telle qu’il existe

une châıne proprement coloriée entre la racine et chaque sommet du graphe.

Dans la première partie de cette thèse, nous donnons des conditions suffi-

santes pour qu’un graphe arête-colorié soit k-lié. C’est un problème classique

en théorie des graphes, avec des applications multiples. Ainsi, nous avons

établi entre autres les résultats suivants.

(A) Tout multigraphe 2-arête-colorié d’ordre n ≥ 242k tel que dc(Gc) ≥
n

2
+ k − 1, est k-lié.

(B) Tout multigraphe c-arête-colorié d’ordre n ≥ 2k et de taillem ≥ c
n(n− 1)

2
−

vii
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c(n− 2k + 1) + 1 est k-lié.

(C) Tout multigraphe c-arête-colorié d’ordre n ≥ 2k tel que dc(x) ≥ n

2
pour

tout sommet x, est k-arête-lié.

(D) Tout multigraphe 2-arête-colorié d’ordre n ≥ 2k ≥ 10 et de taille

m ≥ n2 − 5n+ 11 tel que dc(x) ≥ 1 pour tout sommet x, est k-arête-lié.

Dans la seconde partie de cette thèse, deux autres problèmes classiques

en théorie des graphes sont traités dans la version arête-coloriée. Il s’agit

des arbres couvrants et des châınes hamiltoniennes. Nous donnons ci-dessous

quelques résultats.

(E) Tout graphe simple c-arête-colorié k-connexe d’ordre n ≥
(
k+1
2

)
+ k + 2

avec c ≥
(
n−k−1

2

)
+ k + 1, a un arbre couvrant propre.

(F) Tout graphe Gc connexe c-arête-colorié de degré rainbow rd (Gc) = k et

d’ordre n ≥
(
k+1
2

)
+k+2 avec c ≥

(
n−k−1

2

)
+k+1, possède un arbre couvrant

propre.

(G) Tout graphe simple c-arête-colorié k-connexe d’ordre

n ≥ (k + j)2 + 3(k + j)− 2

2
avec c ≥ (n− k − j)(n− k − j − 1)

2
+ 2, où

j = d1 +
√
1 + 4k

2
e, possède un arbre couvrant faiblement colorié.

(H) Tout multigrapheGc d’ordre n ≥ 14 et de taillem ≥ (n−3)(n−4)+3n−2

tel que rd(Gc) = 2, possède une châıne hamiltonienne propre.

(I) Tout multigraphe c-arête-colorié d’ordre n 6= 5, 7 et de taille m ≥ n2 −
3n+ 4, possède une châıne hamiltonienne propre.

La plupart des résultats exposés, sont les meilleurs possibles relativement

aux propriétés sur les conditions suffisantes.

Mots clés : c-arête-colorié, k-lié, k-arête-lié, arbre couvrant propre, arbre

couvrant faiblement colorié, châıne hamiltonienne propre.
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Summary

A c-edge-colored graph Gc is a graph whose edges are colored by a given

set of colors. A subgraph of Gc is proper if no two adjacent edges have the

same color. A c-edge-colored graph or multigraph Gc is k-linked (respecti-

vely k-edge-linked) if for any 2k distinct vertices, say x1, y1, x2, y2, · · · , xk, yk,

there exist k vertex-disjoint (respectively edge-disjoint) proper paths joining

x1 to y1, x2 to y2 , · · · , xk to yk.

A proper spanning tree of a graph Gc is a spanning tree such that any two

adjacent edges differ in colors.

A weak spanning tree is a spanning rooted tree such that there exists a proper

path between the root and every vertex of the graph.

In the first part of this thesis, we provide conditions which are sufficient for

an edge-colored graph to be k-linked. It is a classic problem in graph theory

, with many applications. So, we established among others the following re-

sults.

(A) Every 2-edge-colored multigraph of order n ≥ 242k such that dc(Gc) ≥
n

2
+ k − 1, is k-linked.

(B) Every c-edge-colored multigraph of order n ≥ 2k and sizem ≥ c
n(n− 1)

2
−

c(n− 2k + 1) + 1 is k-linked.

(C) Every c-edge-colored multigraph of order n ≥ 2k is k-edge-linked if for

each vertex x, dc(x) ≥ n

2
.

(D) Every 2-edge-colored multigraph of order n ≥ 2k ≥ 10 and size m ≥
n2 − 5n+ 11 is k-edge-linked if for each vertex x, dc(x) ≥ 1.

In the second part of this thesis, two other classic problems in graph

theory are treated in edge-colored version : spanning trees and hamiltonian
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paths. We give below some results.

(E) Every c-edge-colored simple k-connected graph of order n ≥
(
k+1
2

)
+k+2

with c ≥
(
n−k−1

2

)
+ k + 1 has a proper spanning tree.

(F) Every c-edge-colored connected graph Gc of rainbow degree rd (Gc) = k

and order n ≥
(
k+1
2

)
+ k+2 with c ≥

(
n−k−1

2

)
+ k+1, has a proper spanning

tree.

(G) Every c-edge-colored simple k-connected graph of order

n ≥ (k + j)2 + 3(k + j)− 2

2
and c ≥ (n− k − j)(n− k − j − 1)

2
+ 2, with

j = d1 +
√
1 + 4k

2
e, has a weak spanning tree.

(H) Every c-edge-colored multigraph Gc of order n ≥ 14 and size m ≥
(n− 3)(n− 4)+3n− 2 such that rd(Gc) = 2, has a proper hamiltonian path.

(I) Every c-edge-colored multigraph of order n 6= 5, 7 and sizem ≥ n2−3n+4,

has a proper hamiltonian path.

Most of the given results are the best possible with regard to the properties

on the sufficient conditions.

Keywords : c-edge-colored, k-linked, k-edge-linked, proper spanning tree,

weak spanning tree, proper hamiltonian path.



Introduction

L’étude des graphes arête-coloriés connâıt un intérêt grandissant depuis

un peu plus d’une dizaine d’années. Les problèmes posés et étudiés dans

cette thèse ne sont pas des problèmes de coloration. Les arêtes des graphes

ou des multigraphes sont coloriées par un nombre donné de couleurs. Les

problèmes, dans ce domaine, s’énoncent facilement, mais nécessitent sou-

vent un travail théorique considérable. La difficulté est qu’on ne connâıt pas

de méthodes générales efficaces pour déterminer les solutions, lorsqu’elles

existent. D’importants travaux théoriques sont réalisés avec les graphes arête-

coloriés. Ainsi, plusieurs résultats prouvés pour des graphes orientés sont

étendus aux graphes arête-coloriés, à des graphes orientés arc-coloriés et des

hypertournois [5]. Certains résultats restent les mêmes en ce qui concerne leur

formulation, mais leurs preuves deviennent beaucoup plus élaborées. D’autres

résultats ne tiennent pas du tout. La plupart des travaux effectués avec les

graphes arête-coloriés, consiste à trouver des structures ayant des propriétés

d’alternance par la couleur des arêtes, par exemple des châınes ou des cycles

alternés. La propriété d’alternance de couleurs est particulièrement proche

d’une notion très importante en théorie des graphes, les couplages.

La théorie des graphes, on le sait, joue un important dans la modélisation de

beaucoup de problèmes pratiques. Il en sera de même avec les graphes arête-

coloriés qui vont apporter un supplément dans divers domaines tels que les

transports, les réseaux de communications, les architectures informatiques,

etc.

xi
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Le travail de cette thèse porte essentiellement sur le problème du k-linkage,

une sorte de généralisation de la connexité, et sur les arbres couvrants, dans

les graphes ou multigraphes arête-coloriés. Le premier problème évoqué, à

savoir, celui du k-lié sera abordé de deux façons, l’une concernant les châınes

alternées (ou propres) sommet-disjointes, l’autre les châınes propres arête-

disjointes. L’étude des arbres couvrants coloriés se subdivise également en

deux catégories : les arbres couvrants proprement coloriés et les arbres cou-

vrants faiblement coloriés. Dans les deux thématiques développées, le point

focal est mis sur les conditions suffisantes, pour un graphe arête-colorié,

d’avoir une ou plusieurs de ces propriétés.

Cette thèse est composée de deux parties, la première qui traite le k-linkage

et la seconde les arbres couvrants. Auparavant, toutes les définitions utiles

ont été données dans le chapitre Introduction. Les concepts de base de la

théorie des graphes sont rappelés conformément à l’orientation des besoins

spécifiques des tâches à accomplir. On a défini dans ce chapitre introduc-

tif, les notions liées à la coloration des arêtes. La notion de k-linkage y est

également bien définie dans ses versions sommet-disjoint et arête-disjoint.

Les deux concepts d’arbres couvrants, à savoir proprement ou faiblement co-

loriés, sont également clairement définis dans ce premier chapitre, avec des

schémas d’illustration.

La partie k-linkage comporte trois chapitres. Le premier chapitre fournit un

état de l’art sur le problème. Dans cet état de l’art, l’algorithmique existante

sur le k-linkage est revisitée. Certains aspects combinatoires de la question,

apparaissant dans divers travaux ont été rappelés ainsi que certains aspects

applicatifs. Des résultats sur le problème du k-linkage sur des graphes arête-

coloriés sont également rappelés. Au niveau du chapitre 3, des conditions

suffisantes sont déterminées pour garantir l’existence de k châınes alternées

sommet-disjointes reliant k paires de sommets donnés. Ces conditions portent

d’abord sur le degré colorié du graphe, ensuite sur le nombre d’arêtes du
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graphe et enfin sur les deux conditions à la fois. En ce qui concerne le chapitre

4, c’est un travail presque identique à celui du chapitre 3, mais avec la version

arête-disjointe où les hypothèses sont moins fortes. Dans ces chapitres, des

graphes extrémaux ainsi que des fonctions extrémales sont déterminés pour

garantir la propriété du k-linkage.

Dans la deuxième partie sur les arbres couvrants, on trouve des conditions

suffisantes, pour garantir l’existence d’arbres couvrants alternés proprement

ou faiblement coloriés. Les conditions sur les deux premiers chapitres 5 et 6

de cette partie se rapportent à la connexité, nombre minimum de couleurs

et au degré rainbow des graphes. Enfin, dans cette dernière partie, on traite

au chapitre 7, les châınes hamiltoniennes propres, qui constituent un cas

particulier d’arbres couvrants.



Chapitre 1

Définitions, terminologie, et

Notations

Nous débutons ce chapitre par un rappel des termes et concepts de base

de la théorie des graphes. Dans le premier paragraphe, nous donnons les

définitions de base et les notations. Au niveau du second paragraphe, nous

allons fournir les mêmes définitions mais dans la version des graphes arête-

coloriés. Enfin dans les deux derniers paragraphes, nous aborderons les no-

tions de k-linkage et d’arbres couvrants qui sont les principaux domaines

exploités dans cette thèse.

1.1 Concepts de base

Un graphe G est une paire d’ensembles (V (G), E(G)) où E(G) est un

ensemble de couples d’éléments de V (G). Les éléments de V (G) sont appelés

les sommets du graphe, et les éléments de E(G) sont appelés arêtes. Chaque

sommet d’une arête est appelé extrémité de l’arête. Un graphe est représenté

par un ensemble de points correspondant aux sommets, et de lignes reliant

les sommets des arêtes.

Une arête d’extrémités x et y sera notée par xy. Les sommets x et y seront

1



2 Définitions, terminologie, et Notations

appelés voisins l’un de l’autre. L’ensemble des voisins d’un sommet z est

noté N(z). De la même façon, le voisinage d’un ensemble X de sommets,

noté N(X), sera défini comme étant l’ensemble des voisins des éléments de

X privés de X, c’est-à-dire, ( ∪
x∈X

N(x)−X). Une arête e = xy sera dite inci-

dente à chacune de ses extrémités x et y. Deux arêtes qui ont une extrémité

commune, sont dites adjacentes.

Un sous-graphe de G = (V,E) est un graphe de la forme H = (V ′, E ′) où

V ′ ⊂ V et E ′ ⊂ E tels que toute arête de E ′ a ses extrémités dans V ′.

SoientH,K G′ des sous-graphes de G. Nous notons parNH(x) l’ensemble des

sommets voisins du sommet x ∈ V (G) dans H, c’est-à-dire, l’ensemble {y ∈
V (H) tel que xy ∈ E(Gc)}. Nous écrirons NG′

H (x) pour désigner l’ensemble

des sommets voisins de x dansH qui sont reliés à x par des arêtes dans E(G′),

c’est-à-dire, {y ∈ V (H) telle que xy ∈ E(G′)}. Nous donnerons également

la définition suivante NH(K) = ∪
x∈K

NH(x) − ∪
x∈K

NK(x). Pareillement, nous

avons NG′
H (K) = ∪

x∈K
NG′

H (x)− ∪
x∈K

NG′
K (x).

L’ensemble des arêtes qui relient le sommet x et un sommet dans V (H)

est noté par E(x,H), c’est-à-dire, E(x,H) =

{xy ∈ E(G) tel que y ∈ V (H)} et on définit plus généralement E(K,H) =

∪
x∈K

E(x,H). Pour une meilleure lisibilité, à chaque fois que nous écrirons

xy ∈ E(K,H), le lecteur doit comprendre que le sommet x ∈ V (K) et le

sommet y ∈ V (H). Nous utilisons aussi les notations E(K) et c(E) en lieu

et place de E (K,K) et ∪
e∈E

c(E), respectivement.

On appelle degré d’un sommet x, le cardinal de l’ensemble N(x). Le degré

d’un graphe G, noté δ(G), est le minimum des degrés des sommets de G.

Le nombre de sommets |V (G)| d’un graphe G est appelé ordre de G, et est

noté |V (G)|. Le nombre d’arêtes d’un graphe G est appelé taille de G, et

est noté |E(G)|. Cependant on notera souvent, pour des raisons pratiques,

l’ordre d’un graphe par n, la taille d’un graphe par m.

Soit X un ensemble de sommets du graphe G = (V,E). On appelle sous-
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graphe induit par X, noté G[X] le sous-graphe de G ayant comme ensemble

de sommets X et contenant toute arête de G dont les deux extrémités sont

dans X. G−X désigne le sous-graphe G[V −X]. Si X est réduit à un sommet

singleton x, on écrira G − x à la place de G− {x}. Pour toute arête e dans

G, le sous-graphe (V (G), E(G)− e) sera noté G− e.

Une châıne d’un graphe G = (V,E) est une suite de la forme :

(x0, e1, x1, · · · , ej, xj)

où j est un entier ≥ 0, les xi sont des sommets de G et les ei sont des arêtes

de G tels que pour i = 0, · · · , k − 1, xi et xi+1 sont les extrémités de ei+1.

Une châıne entre les sommets x et y, sera notée x− y. La taille d’une châıne

est le nombre de ses arêtes.

Une châıne est dite :

– élémentaire si elle ne passe qu’une seule fois par les sommets qui la

composent.

– simple si elle ne passe qu’une seule fois par les arêtes qui la composent.

Des châınes sont dites :

– sommet-disjointes si et seulement si elles n’ont pas de sommet commun.

– arête-disjointes si et seulement si elles n’ont pas d’arête commune.

Un graphe est dit :

– simple s’il y a au plus une arête entre deux sommets du graphe.

– stable s’il ne possède aucune arête.

– multigraphe s’il y a au moins deux sommets du graphe ayant au moins

deux arêtes qui les relient.

– complet s’il existe une arête entre deux sommets quelconques du graphe.

Un graphe non vide est connexe si pour toute paire de sommets quelconques

du graphe, il existe une châıne élémentaire qui les relie. Un sous-graphe

connexe maximal d’un graphe G est appelé composante connexe. Soit k un

entier naturel non nul. Un grapheG est k−connexe si |V (G)| > k etG−X est
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connexe pour tout sous-ensemble de sommets X de V (G) vérifiant |X| < k.

Un séparateur d’un graphe connexe G est un ensemble de sommets dont la

suppression rend G non connexe. La connectivité est le nombre d’éléments du

plus petit séparateur. Un graphe est également dit k-connexe si sa sommet-

connectivité est supérieure ou égale à k. Des concepts analogues peuvent aussi

être définis pour les arêtes. Un isthme dans E(G) est une arête dont la sup-

pression augmente d’une unité le nombre de composantes connexes du graphe

G. Si le graphe G est connexe, alors la suppression d’un isthme déconnecte

le graphe. Ce concept s’applique aussi pour tout sous-graphe K de G. Nous

écrirons B(K,H) pour désigner l’ensemble des isthmes dans E(K,H). De

façon plus générale, un arête-séparateur est un ensemble d’arêtes dont la

suppression augmente aussi, le nombre de composantes connexes du graphe.

L’arête-connectivité est la taille du plus petit arête-séparateur. On dit qu’un

graphe est k-arête-connexe si son arête-connectivité est supérieure ou égale

à k.

Un graphe est dit k-lié si et seulement si quels que soient 2k sommets dis-

tincts de V (G), notés x1, y1, x2, y2, · · · , xk, yk, il existe k châınes élémentaires

sommet-disjointes, reliant x1 à y1, x2 à y2 , · · · , xk à yk.

Un graphe est dit k-arête-lié si et seulement si quels que soient 2k sommets

distincts de V (G), notés x1, y1, x2, y2, · · · , xk, yk, il existe k châınes simples

arête-disjointes, reliant x1 à y1, x2 à y2 , · · · , xk à yk.

1.2 Définitions liées à la coloration

Nous allons introduire dans ce chapitre les concepts liés à la coloration des

arêtes. Un graphe arête-colorié est un graphe dont les arêtes sont coloriées

par un ensemble de couleurs données. Toute l’étude dans cette thèse portera

sur ces graphes et on ne cherchera pas à colorier les arêtes. Par contre, on
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essaiera d’établir des propriétés dans les graphes arête-coloriés par rapport à

certaines conditions liées par exemple au nombre de couleurs. Un multigraphe

arête-colorié est un multigraphe dans lequel toutes les arêtes parallèles reliant

deux sommets sont deux à deux de couleurs différentes. Nous supposerons

également qu’un multigraphe arête-colorié ne possède pas de composantes

connexes isolées, c’est -à-dire que le graphe associé non colorié est connexe.

De façon plus formelle , on considère un ensemble Ic = {1, . . . , c} de c couleurs
données avec c ≥ 2. Dans toute la suite du document, un graphe ou un

multigraphe arête-colorié tel que chaque arête a une couleur i ∈ Ic, sera noté

Gc . On parle aussi de graphe ou de multigraphe c-arête-colorié. Si Gc est

complet et d’ordre n, il sera noté Kc
n, en référence à la définition classique des

graphes complets d’ordre n. On dit que Gc est rainbow si toutes ses arêtes

sont deux à deux de couleurs différentes. L’ensemble des sommets de Gc sera

noté V (Gc) et E(Gc) désignera l’ensemble des arêtes de Gc. L’ensemble des

arêtes de Gc ayant une couleur donnée i, sera noté Ei(Gc). Les notations V ,

E et Ei pourront être utilisées respectivement à la place de V (Gc), E(Gc) et

Ei(Gc) s’il n’y a aucune ambigüıté à craindre.

Nous allons maintenant nous intéresser à la notion de degré colorié. Soit

x un sommet du graphe Gc et H un sous-graphe de Gc. Nous notons par

N i
H(x) l’ensemble des sommets de H qui sont reliés à x par une arête de

couleur i. Le i-degré colorié de x dans H, noté diH(x), est le cardinal |N i
H(x)|

de l’ensemble N i
H(x). Si H = Gc, nous utiliserons les notations simplifiées

suivantes : N i(x) et di(x). Le degré colorié d’un sommet x du graphe Gc est

défini par dc(x) = min
i∈Ic

di(x) qui correspond au plus petit des i-degré de x. Le

degré colorié du graphe Gc est le minimum des degrés coloriés de ses sommets

donné par la formule δ(Gc) = min
x∈V (Gc)

{ dc(x)}. Le degré rainbow d’un sommet

x d’un graphe Gc, noté rd(x), est le nombre de couleurs dénombrées parmi

les arêtes incidentes au sommet x.

Une châıne est proprement coloriée ou alternée (par couleurs) si et seulement
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si deux arêtes adjacentes de la châıne sont de couleurs différentes.

Nous adopterons pour la plupart du temps, la notation suivante c(xy) = i,

pour désigner une arête xy de Gc de couleur i ∈ Ic. Cependant il peut arriver,

pour des raisons pratiques, dans les preuves, d’utiliser : x
i
− y.

1.3 Notions de k-linkage

On revient dans ce paragraphe sur la propriété du k-linkage. En effet la

définition reste valable, seulement on va l’adapter pour les châınes propre-

ment coloriées dans un graphe ou multigraphe Gc.

Un graphe ou multigrapheGc est dit k-lié si et seulement si quels que soient 2k

sommets distincts de V (Gc), notés x1, y1, x2, y2, · · · , xk, yk, il existe k châınes

élémentaires sommet-disjointes proprement arête-coloriées, reliant x1 à y1, x2

à y2 , · · · , xk à yk.

Un graphe est dit k-arête-lié si et seulement si quels que soient 2k sommets

distincts de V (Gc), notés x1, y1, x2, y2, · · · , xk, yk, il existe k châınes simples

arête-disjointes proprement arête-coloriées, reliant x1 à y1, x2 à y2 , · · · , xk

à yk.

Dans la suite du document, sauf mention expresse, il faut comprendre et re-

tenir ces deux dernières définitions, partout où l’on lira que Gc est k-lié ou

k-arête-lié.
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Figure 1.1: Trois châınes sommet-disjointes dans le cas du 3-lié

Figure 1.2: Trois châınes arête-disjointes dans le cas du 3-arête-lié

1.4 Notions d’arbres couvrants rattachées à

la coloration

Dans cette partie, on donnera la définition générale d’arbres, puis celles

d’arbres proprement coloriés , d’arbres couvrants proprement coloriés et d’arbres

couvrants faiblement coloriés.
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Un graphe connexe sans cycle est appelé arbre. Soit Gc un graphe c-arête-

colorié. Un arbre proprement colorié de Gc est un arbre tel que deux arêtes

adjacentes sont de couleurs différentes. S’il contient tous les sommets de Gc,

on dit qu’il est un arbre couvrant proprement colorié. De façon pratique, un

sommet particulier peut être choisi comme le point de départ du parcours

d’un arbre ; on l’appellera racine de l’arbre. Un arbre avec une racine fixée,

sera appelé arborescence. Un arbre couvrant faiblement colorié est une arbo-

rescence telle qu’il existe une châıne proprement coloriée entre la racine et

chaque sommet du graphe. Pour le parcours d’un arbre couvrant faiblement

colorié, on peut à partir d’un sommet y joindre deux (ou plus) sommets de

l’arbre avec des arêtes de même couleur incidentes à y. Cela n’est pas possible

pour les arbres couvrants proprement coloriés. Les deux figures ci-dessous

permettent d’illustrer la différence entre ces deux notions.

Figure 1.3: arbre couvrant proprement colorié
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x

Figure 1.4: arbre couvrant faiblement colorié avec racine x



Première partie

Le k-linkage
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Chapitre 2

État de l’art sur le k-linkage

Dans ce chapitre, nous allons voir ce qui a été fait par rapport à la question

du k-linkage. Pour ce faire, nous explorerons successivement les aspects algo-

rithmiques, combinatoires et applicatifs du k-linkage. Pratiquement toutes les

études menées sur le sujet, jusqu’à aujourd’hui ont été faites sur des graphes

non coloriés.

2.1 Algorithmique du k-linkage : Complexité

et Approximation

2.1.1 Exemples de travaux effectués sur la complexité

Au milieu et vers la fin des années 1970, on assiste à une belle production

scientifique d’un certain nombre de papiers sur la complexité du k-linkage.

Cette période était très propice pour faire des études de complexité algo-

rithmique car elle arrive juste après les importantes avancées au niveau du

formalisme sur la théorie de la complexité, obtenues suite aux travaux de

Stephen Cook [13] et de Richard Karp [24, 25]. Sur cette lancée, Even, Itai

et Shamir [14] montrent que le problème du (k + 1)-arête-lié avec k châınes

12
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élémentaires entre deux sommets s1 et t1 et une châıne élémentaire entre

deux sommets s2 et t2, est NP -complet. Dans ce cas précis, les k paires de

sommets se réduisent en une seule paire de sommets s1 et t1. On sent ici

l’utilisation du théorème de Menger qui permet de répondre à cette ques-

tion de trouver k châınes disjointes pour deux sommets. L’autre problème

général qui consiste à trouver k châınes deux à deux sommet-disjointes ou

arête-disjointes entre k paires de sommets (s1, t1), (s2, t2), · · · , (sk, tk), est

égalementNP -complet. La preuve peut se faire par réduction du problème du

(k+1)-arête-lié précédent où les k+1 châınes deux à deux sommet-disjointes

ou arête-disjointes sont requises entre les k + 1 paires de sommets (s1, t1),

(s1, t1), · · · , (s1, t1), (s2, t2). Cependant, il y a eu quelques résultats posi-

tifs de complexité, notamment grâce Y. Perl et Y. Shiloach, qui ont étudié

le problème du 2-lié [31]. Ils considèrent quatre versions du problème cor-

respondant aux cas suivants : le graphe G est orienté ; G n’est pas orienté ;

les châınes sont sommet-disjointes ; les châınes sont arête-disjointes. Ils font

les réductions polynomiales suivantes du problème 2-lié : le cas non orienté

arête-disjointes se réduit au cas non orienté sommet-disjoints qui se réduit

lui-même au cas orienté sommet-disjoints qui est équivalent au cas orienté

arête-disjoints. Plus loin, ils montrent que dans le cas d’un graphe orienté

sans cycle, le problème 2-lié est polynomial d’ordre de grandeur O(|V | |E|).
Cependant, de façon générale, pour un graphe orienté, le problème reste

NP -complet pour k = 2 [15]. Dans un autre papier paru [37] un an plus

tard, Y. Shiloach montre que ce problème 2-lié, se résout de façon polyno-

miale pour les graphes non-orientés avec le même ordre de grandeur que

précédemment. Au même moment presque, P.D. Seymour [36] obtient de

bonnes caractérisations et de bons algorithmes non seulement pour k = 2

mais surtout lorsque (s1, t1), (s2, t2), · · · , (sk, tk) se réduisent en trois

sommets distincts. Il s’appuie sur le théorème de Mader pour la solution.

Cette recherche de châınes sommet-disjointes ou arête-disjointes, se pour-
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suit dans les années suivantes. Ainsi au milieu des années 1990, nous no-

tons les remarquables travaux de Andrei Z. Broder et ses collaborateurs.

Ils prouvèrent,dans un premier temps, des conditions suffisantes pour l’exis-

tence de k ≤ n

(logn)k
châınes arête-disjointes dans les graphes expansibles

[10], puis ils présentèrent un algorithme polynomial randomisé pour trouver

le nombre optimal de châınes arête-disjointes dans des graphes aléatoires [9].

Nous n’oublierons pas de mentionner le célèbre papier de Neil Robertson et

de P.D. Seymour [35], dans lequel, ils montrent que, pour un entier k fixé, il

existe un algorithme polynomial pour résoudre le problème du k-linkage, en

utilisant le concept révolutionnaire de mineur des graphes. Leur algorithme

utilise des constantes très énormes qui ne facilitent pas sa praticabilité. La

preuve de correction de leur algorithme s’écrit également sur plus de trois

cents pages. Cependant, en considérant k, comme un paramètre d’entrée,

le problème demeure NP -complet [25]. On voit déjà, à travers ces quelques

exemples, toute la délicatesse qu’il y a, à étudier le problème du k-linkage,

mais également, on peut bien apprécier la profondeur d’analyse des résultats

mis à notre disposition par ces illustres chercheurs.

2.1.2 Exemples de travaux effectués sur l’approxima-

bilité

Face au caractèreNP -complet du k-linkage, beaucoup d’algorithmes d’ap-

proximation ont vu le jour. Ainsi, pour une classe de graphes particulière,

à savoir les graphes planaires denses, Jon Kleinberg et Éva Tardos [28,

29], obtiennent un algorithme d’approximation de facteur constant, pour le

problème de recherche du nombre maximum de châınes disjointes. Le premier

auteur cité a fait beaucoup de recherches sur les algorithmes d’approxima-

tion concernant les châınes disjointes [26]. Même s’il existe un algorithme
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d’approximation de ratio O(
√
m) pour les graphe non orientés, il est prouvé

qu’il est difficile d’approximer le problème du nombre maximum de châınes

arête-disjointes pour les graphes orientés, avec m1/2−ε, pour ε > 0 ,où m est

la taille du graphe [17]. Ces taux d’approximation seront améliorés à la fois

pour les graphes orientés ou non [11]. Pour les graphes planaires de degré pair,

Kleinberg [27] obtient un algorithme d’approximation avec un taux O(log2n).

Cette difficulté d’approximation s’applique également dans les graphes non

orientés, pour le cas k-linkage avec sommets disjoints [4].

2.2 Aspects combinatoires

Les aspects théoriques de la question du k-lié ont été étudiés par un

nombre important d’auteurs. Les différentes contributions ont permis des

avancées notables en théorie des graphes surtout au niveau de la connexité

et des graphes extrémaux. Parmi ces auteurs, nous citerons K. Kawarabaya-

shi [20, 21] avec des co-auteurs qui ont eu à déterminer des conditions mini-

males sur le degré, pour qu’un graphe non colorié soit k-lié. Auparavant les

techniques utilisées étaient de déterminer des fonctions f(k) telles que, si le

graphe est f(k)-connexe, on conclut qu’il est k-lié. Plus tard Bollobas et Tho-

mason [7] prouvèrent qu’on peut trouver des fonctions f(k) linéaires en k pour

déterminer qu’un graphe est k-lié s’il est f(k)-connexe. Ils ont montré que

tout graphe 22k-connexe est k-lié. Cette borne linéaire sera améliorée dans

[20] et ramenée à 12k-connexe comme condition suffisante pour un graphe

d’être k-lié. Paul Wollan et Thomas Robin [38] vont la ramener à 10k. Des

résultats généralisant le problème du k-lié vont être obtenus par Gould et les

autres dans [16].
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2.3 Les applications

Les domaines d’applications des graphes arête-coloriés dans la vie réelle,

sont multiples et variés : les réseaux au sens large (transports, télécommuni-

cations,...), la robustesse des réseaux, la bio-informatique, · · · . En ajoutant

la contrainte alternance de couleurs dans les châınes, on enrichit non seule-

ment la théorie mais aussi les aspects applicatifs. Ainsi sans entrer dans les

détails, nous noterons les travaux significatifs de Pevzner [32, 33] en biolo-

gie génétique où ses modèles sont construits sur les arêtes coloriées. Jose R.

Correa et Michel X. Goemans [22] ont travaillé dans les communications de

données et systèmes informatiques parallèles qui sont largement utilisés dans

les réseaux clos, à travers des structures d’alternance de couleurs des arêtes.

La modélisation par les arêtes coloriées est également utilisée pour le contrôle

de programme informatique et des études démographiques [19].

2.4 Complexité du problème

La littérature scientifique sur l’étude de la complexité algorithmique du

problème du k-lié est assez fournie pour les graphes non coloriés. Cependant,

en ce qui concerne les graphes arête-coloriés, les références bibliographiques

sont très rares. Dans ce lot de rareté, on peut noter le papier de Yannis

Manoussakis [30] dans lequel cette question a été abordée. Dans une section

de son papier, il établit trois intéressants théorèmes sur les graphes arête-

coloriés complets, qu’on va rappeler.

Théorème 2.4.1. [30] Il existe un algorithme O(nk), pour trouver si possible,

k châınes élémentaires alternées deux à deux sommet-disjointes xi − yi dans

Kc
n , i = 1, · · · , k.

Théorème 2.4.2. [30] Il existe un algorithme O((n7/ log n)1/2), pour trouver

si possible, k châınes élémentaires alternées deux à deux arête-disjointes xi−
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yi dans K
c
n , i = 1, · · · , k.

Théorème 2.4.3. [30] Le problème suivant est NP-complet :

Instance : Un graphe complet Kc
n, un ensemble ordonné de p couleurs dis-

tinctes C = {c1, c2, · · · , cp}, p ≥ 4, une fonction c : E(Kc
n) → C, quatre

sommets x1, y1, x2, y2 ∈ Kc
n .

Question : Kc
n possède-t-il deux châınes alternées sommet-disjointes Pi :

xi−yi, i = 1, 2, dont les arêtes sont coloriées d’une façon telle que la séquence

de couleurs 〈c1, c2, · · · , cp〉 est répétée dans chaque châıne alternée Pi ?

La preuve de ce dernier théorème est basée sur la réduction du problème

du 2-lié dans un graphe orienté, qui est connu comme étant NP-complet. Le

cas k = 1 est traité dans le même papier où il est prouvé polynomial. Des

résultats similaires ont été trouvés dans d’autres articles de Yannis Manous-

sakis avec d’autres auteurs [12]. Ils y étudient le problème de trouver dans

un graphe arête-colorié, une châıne alternée joignant deux sommets donnés

et passant par des sommets donnés. Ils montrent que ce problème est NP-

complet dans le cas de graphes 2-arête-coloriés.

On en citera un qui s’apparente à notre question [12] en reposant le problème

CP :

Instance : Un graphe Gc 2-arête-colorié, trois sommets distincts x, y, z ∈
V (Gc)

Question : Existe-il dans Gc une châıne propre d’extrémités x et y qui passe

par z ?

Théorème 2.4.4. [12] le problème CP est NP-complet

Compte tenu de tous ces résultats de complexité, il était important,

d’étudier des conditions suffisantes pour un graphe c-arête-colorié d’être k-lié.



Chapitre 3

Châınes k-liées

3.1 Approche méthodologique du k-linkage dans

un graphe arête-colorié

Avec le problème du graphe k-lié, nous tenons un cas remarquable de

problème NP-complet. Cette NP-complétude a fait l’objet de plusieurs re-

cherches et résultats dont Seymour,· · · . Nous trouvons alors un intérêt réel

d’étudier ce problème sous sa version arête-coloriée. Ainsi, nous nous sommes

proposés d’explorer des conditions suffisantes pour parvenir à des conclusions

concernant le cas k-lié ou le cas k-arête-lié. Dès lors, ces conditions vont por-

ter une une taille minimale, un ordre minimal, un degré minimal ou une

conjonction de ces critères. L’approche méthodologique consiste à chercher,

puis à établir des conjectures qui sont en relations avec les propriétés énoncées

ci-haut. Ces conjectures recherchées seront de la forme suivante :

Conjecture 3.1.1. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n et de

taille m, k et r deux entiers positifs. Il existe un entier n0 = n0(k, r, c) et

une fonction f : N4 −→ N tel que si n ≥ n0, d
c(Gc) ≥ r et m ≥ f(k, r, c, n),

alors Gc est k-lié (ou k-arête-lié).

Cette démarche obéit à une certaine logique qu’il est utile de bien appréhender.

18
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Pour déterminer les fonctions de la conjecture générique, nous serons amenés

d’abord à passer par deux étapes.

– La première consiste à la recherche du graphe extrémal. En fait, nous

essayons de construire un multigraphe c-arête-colorié qui dispose de

toutes les propriétés souhaitables. Il est dit extrémal au sens de la ou

des propriété(s) établie(s), c’est-à-dire, qu’on ne peut pas trouver un

autre graphe meilleur que celui extrémal, au sens de cette ou de ces

propriété(s).

– La deuxième étape va consister à essayer de trouver une démonstration

de la conjecture.

En tenant compte des différentes hypothèses sur le multigraphe c-arête-

colorié, soit on arrive à une démonstration de la conjecture, soit on n’y arrive

pas. Cependant, on peut découvrir au cours d’une démonstration que notre

graphe supposé au départ extrémal, ne l’est pas du tout. Dans ce cas, nous

recommencerons alors à la première étape. Par contre si la deuxième étape

est couronnée de succés, alors nous sommes certains que notre conjecture

était la meilleure possible. En effet, cette méthode nous assure qu’un graphe

respectant certaines conditions est k-lié (ou k-arête-lié) et qu’un graphe ne

les respectant pas, peut ne pas être k-lié (ou k-arête-lié).

3.2 Conditions suffisantes sur les degrés co-

loriés

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser à la question du k-

lié. En restant fidèle à la description donnée plus haut, nous recherchons

une conjecture dans laquelle seul le degré colorié apparâıt comme condition

suffisante. En des termes plus clairs, nous recherchons la plus petite fonction

f(n, k) telle que la conjecture suivante soit vraie.
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Conjecture 3.2.1. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n et de

taille m, k un entier. Si dc(Gc) ≥ f(n, k), alors Gc est k-lié.

Pour y parvenir, il nous faut construire un multigraphe c-arête-colorié

dont le degré colorié est maximal et qui n’est pas pour autant k-lié. Ainsi,

nous avons pu trouver le graphe suivant : soient A, B et C des multi-

graphes c-arête-coloriés complets pour toutes les couleurs d’ordres respectifs
n− 2k + 2

2
, 2k − 2,

n− 2k + 2

2
. Nous définissons ensuite Gc comme étant

l’union disjointe de ces trois ensembles, à laquelle nous avons rajouté toutes

les arêtes possibles de toutes les couleurs entre A ∪ C et B. Le multigraphe

résultant, que l’on appelle graphe extrémal, a un degré colorié égal à
n

2
+k−2.

En fait, chaque sommet de B est connecté à tous les autres sommets du

graphe quelle que soit la couleur considérée. Par contre chaque sommet de A

(respectivement de C) est relié uniquement à tous les sommets de A∪B (res-

pectivement B∪C). C’est ce qui justifie le degré colorié du graphe extrémal.

De plus, il est évident que ce graphe n’est pas k-lié. En effet, il suffit de

considérer tous les 2k− 2 sommets de B, que l’on désignera par xi et yi, puis

prendre, par exemple x1 dans A et y1 dans C, pour se rendre compte qu’on

sera bien obligé de passer par B et donc par un xi ou yi pour relier x1 à y1.

x_1 y_1

x_i ,  y_i i=2, ... ,k

A C

B

 

Figure 3.1: A, B et C multigraphes complets c-arête-coloriés d’ordres
n− 2k + 2

2
, 2k − 2,

n− 2k + 2

2
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Pour toutes ces raisons, il devient très légitime de poser la conjecture

suivante :

Conjecture 3.2.2. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n et k un

entier naturel. Si dc(Gc) ≥ n

2
+ k − 1, alors Gc est k-lié.

On voit bien que la fonction f(n, k) devient explicite. La connaissance de

cette fonction minimisante, permet de débuter la recherche de preuve. Ainsi

nous sommes parvenus à établir la preuve de cette conjecture à partir d’une

certaine borne inférieure de n, qui est l’ordre du multigraphe. Le nombre de

couleurs est quelconque dans ce premier résultat énoncé ci-dessous [6]. La

taille du graphe n’est pas également précisée.

Théorème 3.2.3. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n ≥ 242k,

et k un entier strictement positif. Si dc(Gc) ≥ n

2
+ k − 1, alors Gc est k-lié.

Preuve. Il suffit de démontrer le prochain théorème qui aura les mêmes

hypothèses.

Le prochain théorème fournit un résultat puissant qui non seulement permet

de conclure que le multigraphe Gc est k-lié, mais en plus, il montre que les

châınes élémentaires proprement coloriées sont de longueur au plus 8. La

preuve de ce théorème sera longue et technique. Néanmoins, la démonstration

sera détaillée avec des étapes sous forme d’assertions.

Théorème 3.2.4. Soit Gc un multigraphe 2-arête-colorié d’ordre n ≥ 242k,

et k un entier strictement positif tel que dc(Gc) ≥ n

2
+ k − 1. Pour toutes k

paires de sommets de Gc, x1, y1, · · · , xk, yk, il existe k châınes élémentaires

sommet-disjointes proprement coloriées, de longueur au plus 8, reliant x1 à

y1, x2 à y2, · · · , xk à yk.

Preuve. Nous allons faire une preuve par l’absurde en supposant que Gc

vérifie toutes les hypothèses du théorème et que Gc n’est pas k-lié. Autre-

ment dit, il existe 2k sommets distincts x1, y1, x2, y2, ..., xk, yk tels qu’il n’y
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ait pas k châınes deux à deux sommet-disjointes, chaque châıne connectant

une paire de sommets xi, yi. Considérons, à présent, un ensemble d’entiers

naturels I, tel qu’il y ait ‖I‖ châınes deux à deux sommet-disjointes de lon-

gueur au plus 8 reliant les paires de sommets xi, yi, avec i ∈ I. On choisira

I de telle sorte que son cardinal ‖I‖ soit le plus grand possible. Naturelle-

ment ‖I‖ < k, sinon la démonstration prend fin. Dans la suite de la preuve,

nous allons montrer qu’on peut trouver plus de ‖I‖ châınes deux à deux

sommet-disjointes, aussi longtemps que ‖I‖ sera considéré strictement plus

petit que k. Par conséquent, nous obtiendrons une contradiction concernant

la propriété de maximalité de I ce qui terminera la preuve.

Assertion 1. ‖I‖ ≥ 2.

Preuve. Supposons qu’il existe existe au moins un couple de sommets

xi, yi, par exemple x1 et y1, tels qu’il n’existe pas d’arête entre x1 et y1.

Dans le cas contraire, la preuve serait achevée car il suffirait de considérer

les k châınes définies par les k arêtes xiyi, i = 1, 2 · · · , k. Posons l’ensemble

S = {xi, yi, 1 ≤ i ≤ k}. Nous noterons également par r (rouge) et b (bleu)

deux couleurs fixées dans {1, 2, · · · , c}. Ainsi, nous obtenons drG−S(x1) ≥
n

2
+ k − 1 − 2(k − 1) =

n

2
− k + 1. De façon identique, nous avons aussi

dbG−S(y1) ≥
n

2
− k + 1. Cependant ‖N r

G−S(x1) ∪ N b
G−S(y1)‖ ≤ n − 2k, donc

‖N r
G−S(x1) ∩ N b

G−S(y1)‖ ≥ 2. Par conséquent, nous pouvons trouver deux

sommets distincts dans N r
G−S(x1) ∩ N b

G−S(y1), que l’on nommera u et v. Si

maintenant, il y a une arête entre x2 et y2, alors cette arête et la châıne

x1

r
− u

b
− y1 vont constituer la preuve que ‖I‖ ≥ 2. Sinon, nous savons qu’il

existe deux sommets distincts u′ et v′ dans N r
G−S(x2)∩N b

G−S(y2). Sans nuire

à la généralité, nous allons supposer que u 6= v′, ce qui permet de trouver à

nouveau deux châınes x1

r
− u

b
− y1 et x2

r
− v′

b
− y2 et donc atteindre notre

objectif.
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Puisque ‖I‖ < k, alors sans perte de généralité, nous supposerons dans

la suite, que 1 /∈ I. Autrement dit, il n’y aucune châıne proprement arête-

coloriée de longueur au plus 8 entre x1 et y1.

Soit X l’ensemble des sommets qui sont utilisés pour construire les ‖I‖
châınes deux à deux sommet-disjointes de longueur au plus 8, chacune reliant

un couple de sommets xi et yi, avec i ∈ I. Évidemment, on a ‖X‖ ≤ 7k.

Nous allons à présent poser A = N r(x1)− (S ∪X) et B = N b(y1)− (S ∪X).

Ainsi nous avons A ∩ B = ∅, sinon la présence d’un sommet z ∈ A ∩ B

impliquerait l’existence d’une châıne x1zy1 de longueur 2, et cela serait une

contradiction par rapport à la façon dont le choix de x1 et y1 a été effectué.

L’inégalité suivante est vérifiée : ‖A‖ ≥ n

2
+k−1−‖X‖−‖S‖ =

n

2
−8k−1.

De façon similaire, on a également ‖B‖ ≥ n

2
− 8k − 1.

Posons C = G − (A ∪ B ∪ X ∪ S). Naturellement on a aussi ‖A‖ ≥ n

2
−

k − 1 − ‖X‖ et ‖B‖ ≥ n

2
− k − 1 − ‖X‖. Ainsi, nous obtenons ‖C‖ =

n − ‖A‖ − ‖B‖ − ‖S‖ − ‖X‖ ≤ 2 + ‖X‖, donc ‖C‖ ≤ 8k − 1 et k ≥ 3 (car

k > ‖I‖ ≥ 2).

Nous allons maintenant considérer les deux cas (I) et (II) qui dépendent

de A et B.

(I) Il n’existe pas d’arête entre A et B.

Pour toute couleur i ∈ {r, b} , pour tous sommets x ∈ A et y ∈ B, on a :

diA∪C(x) = diG−(B∪X∪S)(x) = diG−(X∪S)(x) ≥
n

2
+k−1−7k−2k =

n

2
−8k−1

(3.1)

et

diB∪C(y) = diG−(A∪X∪S)(y) = diG−(X∪S)(y) ≥
n

2
− 8k − 1 (3.2)
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Assertion 2. Pour chaque paire de sommets distincts u et v dans A (respec-

tivement dans B), Il existe au moins 3k châınes distinctes rouge-bleu entre u

et v (l’ordre des couleurs est primordial ici ) et au moins 3k châınes distinctes

bleu-rouge entre u et v. Ces châınes ne passent par aucun sommet de X ∪S.

Preuve. Nous allons prouver uniquement le cas rouge-bleu, car la preuve du

cas bleu-rouge se fait de façon similaire en intervertissant les couleurs rouge

et bleue et en appliquant les mêmes arguments. Soient u et v deux sommets

de A. On a alors drG−(B∪X∪S)(u) + dbG−(B∪X∪S)(v) ≥ n− 16k − 2. Cependant

‖G−(B∪X∪S)‖ ≤ n

2
−k+1 et n−16k−2−(

n

2
−k+1) =

n

2
−15k−3 > 3k.

Donc il y a au moins 3k châınes distinctes rouge-bleu entre u et v. Ces châınes

ne passent pas par les sommets de X∪S. Les mêmes résultats seront obtenus

pour le cas des châınes bleu-rouge entre u et v dans B.

Assertion 3. N b(x1) ∩B = ∅ et N r(y1) ∩ A = ∅.

Preuve. Supposons que N b(x1) ∩B n’est pas vide. Soit y un sommet dans

N b(x1)∩B. Comme
n

2
−8k−1 > 8k, on a l’inégalité drB∪C(y) ≥

n

2
−8k−1 ≥

‖C‖. Donc il existe un sommet y′ ∈ B telle que l’arête yy′ est rouge. Ainsi

nous pouvons alors considérer la châıne x1

b
− y

r
− y′

b
− y1, ce qui est une

contradiction à l’hypothèse selon laquelle il n’y a pas de châıne de longueur

plus petite que 8 entre x1 et y1 dans G
c. Le même résultat est obtenu quand

N r(y1) ∩ A 6= ∅. Ainsi la preuve de cette assertion est terminée.

Posons maintenant Φ = A ∩ N b(x1) et Ψ = B ∩ N r(y1). Soient x ∈ Φ et

y ∈ Ψ. Pour i ∈ {r, b}, nous avons diG−S(x) = diG−(B∪S)(x) ≥ n

2
+ k − 1 −

2k+1 =
n

2
− k, car x /∈ N i(y1). Pareillement, on a diG−S(y) = diG−(A∪S)(x) ≥

n

2
+ k − 1 − 2k + 1 =

n

2
− k, car y /∈ N i(x1). Donc il résulte l’inégalité

drG−S(x)+dbG−S(y) ≥ n−2k. De plus, (S∪{x, y})∩(N r
G−S(x)∪N b

G−S(y)) = ∅ et
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donc ‖N r
G−S(x)∪N b

G−S(y)‖ ≤ n−2k−2. Ainsi, les deux minorations suivantes

sont obtenues : ‖N r
G−S(x) ∩N b

G−S(y)‖ ≥ 2 et ‖N b
G−S(x) ∩N r

G−S(y)‖ ≥ 2. Si

N r
G−S(x)∩N b

G−S(y) n’est pas inclus dansX, alors en considérant un sommet z

dans N r
G−S(x)∩N b

G−S(y)−X, nous définissons la châıne x1

b
− x

r
− z

b
− y

r
− y1

de longueur plus petite que 8, ce qui constitue une contradiction. Nous allons

à présent supposer que N r
G−S(x)∩N b

G−S(y) ⊂ X et N b
G−S(x)∩N r

G−S(y) ⊂ X.

Soit Γxy un sous-ensemble de I tel que i ∈ Γxy, si et seulement si, il existe

un sommet z ∈
(
N b

G−S(x) ∩N r
G−S(y)

)
∪
(
N r

G−S(x) ∩N b
G−S(y)

)
tel que toute

châıne entre xi et yi passe par ce sommet z. On voit clairement que Γxy

n’est pas vide. Nous définirons également Γ comme étant un sous-ensemble

de I tel que i ∈ Γ, si et seulement si, il existe au moins deux paires de som-

mets distincts x, y et x′, y′, avec x, x′ ∈ Φ et y, y′ ∈ Ψ et avec i ∈ Γxy∩Γx′y′ .

Soit XΓ l’ensemble des sommets qui sont utilisés dans la construction des

‖Γ‖ châınes deux à deux sommet-disjointes de longueur au plus 8 reliant les

paires de sommets xi, yi, avec i ∈ Γ. Ainsi on a XΓ ⊂ X.

Assertion 4. Γ n’est pas vide.

Preuve. Nous avons ‖Φ‖ ≥ n

2
−8k−7k > 3k. Cela se justifie par le fait que

Φ = A∩N b(x1) et ‖N b
A(x1)‖ ≥ n

2
+k−1−‖X‖−‖C‖−‖S‖ =

n

2
−16k−1 ≥ 3k.

Pour les mêmes raisons, on a ‖Ψ‖ > 3k. Donc on déduit qu’il y a au moins

3k paires de sommets distincts dans Φ×Ψ. Par contre on a toujours ‖I‖ < k.

Donc Γ n’est pas vide.

Assertion 5. Pour tout i ∈ Γ et pour tout choix de deux couleurs différentes

j, l ∈ {r, b}, on a (N j(xi)∩Φ = ∅ ou N l(yi)∩Φ = ∅) et (N l(yi)∩Ψ = ∅ ou

N j(xi) ∩Ψ = ∅).
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Preuve. Comme ‖A ∪ B‖ > n − 16k − 2, nous pouvons considérer qu’il

y a au moins trois sommets u, u′ et u′′ de N r(xi) qui appartiennent soit à

A soit à B. Sinon on aurait drA(xi) ≤ 2 et drB(xi) ≤ 2 et par conséquent

dr(xi)−4 ≤ ‖G−A∪B‖ ≤ 16k+2, ce qui n’est pas possible. Supposons par

exemple que tous ces trois sommets sont dans A. Il suffira alors de montrer

qu’il n’existe aucune arête entre yi et A, car Φ ⊂ A. Pour cela, supposons

qu’il existe l’arête vyi dans G
c, v ∈ A. Sans aucune perte de généralité, nous

allons supposer que u 6= v et qu’il y a deux sommets x ∈ Φ et y ∈ Ψ tels que

i ∈ Γxy et que x 6= u et x 6= v. Si c(vyi) = b, alors, par l’Assertion 2, il y a un

sommet w, distinct de u, v, x tel que la châıne xi

r
− u

b
− w

r
− v

b
− yi existe

dans Gc. Si c(vyi) = r, alors il y a un sommet w distinct de u, v, x dans A

(voir (3.1)) et un sommet w′ distinct de u, v, w, x dans A tel que la châıne

xi

r
− u

b
− w′ r

− w
b
− v

r
− yi (Assertion 2) existe dans Gc. Ainsi, nous pouvons

obtenir les châınes x1

b
− x

r
− z

b
− y

r
− y1 ou x1

r
− x

b
− z

r
− y

b
− y1 (où z

est un sommet déjà utilisé entre xi et yi) ce qui contredit notre supposition

à savoir qu’il n’existe pas de châıne de longueur plus petite 8 entre x1 et y1.

Ceci complète la preuve de cette assertion.

l’Assertion 5 implique qu’aucun sommet de Φ (respectivement de Ψ) ne

peut être à la fois voisin de xi et yi, pour tout entier i ∈ Γ. Dès lors qu’il n’y

a aucune arête entre Φ et y1 et ni aucune arête entre Ψ et x1, alors quelle

que soit la couleur i ∈ {r, b}, et quels que soient les sommets x de Φ et y de

Ψ, nous avons

diG−S(x) = diA∪C∪X(x) ≥
n

2
+ k − 1− (2k − 1) + ‖Γ‖ =

n

2
− k + ‖Γ‖

et

diG−S(y) = diB∪C∪X(y) ≥
n

2
− k + ‖Γ‖.

En faisant la somme des deux inégalités ci-dessus, nous obtenons drG−S(x) +

dbG−S(y) ≥ n − 2k + 2‖Γ‖. Nous avons aussi (S ∪ {x, y}) ∩ (N r
G−S(x) +
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N b
G−S(y)) = ∅ et par conséquent ‖N r

G−S(x) ∪ N b
G−S(y)‖ ≤ n − 2k − 2. Pour

être bref, on dira qu’on a ‖N r
G−S(x) ∩N b

G−S(y)‖ ≥ 2 + 2‖Γ‖ et ‖N b
G−S(x) ∩

N r
G−S(y)‖ ≥ 2 + 2‖Γ‖.

Maintenant, nous allons montrer qu’on peut construire ‖I‖ + 1 châınes

disjointes, chacune de longueur au plus 8. A coup sûr, ce sera une contra-

diction par rapport à la propriété de maximailté de I et donc permettra de

compléter et de terminer la preuve du cas (I).

Sans perte de généralité, nous posons Γ = {2, 3, ..., ‖Γ‖ + 1}. De plus, nous

avons pour tout i ∈ Γ et pour tous j, l ∈ {r, b}, j 6= l, N j(xi) ∩ Φ = ∅ et

N l(yi) ∩Ψ = ∅, puisque xi et yi jouent des rôles symétriques.

Comme ‖N r(xi) ∩ A‖ ≥ k et ‖N b(yi) ∩ B‖ ≥ k (car il n’y a pas d’arête

entre xi et B, ni entre yi et A), on pourra trouver ‖Γ‖+1 sommets distincts

x′, x′
2, x

′
3, ..., x

′
‖Γ‖+1 dans A et ‖Γ‖ + 1 sommets distincts y′, y′2, y

′
3, ..., y

′
‖Γ‖+1

dans B tels que c(xix
′
i) = c(x1x

′) = r et c(yiy
′
i) = c(y1y

′) = b. Rappelons

également que pour toute paire de sommets x ∈ Φ, y ∈ Ψ, on a ‖N b
G−S(x) ∩

N r
G−S(y)‖ ≥ 2 + 2‖Γ‖. On ajoute à cela les deux inégalités ‖Φ‖ ≥ 3k et

‖Ψ‖ ≥ 3k. On arrive alors à trouver ‖Γ‖ sommets distincts x′′
2, x

′′
3, ..., x

′′
‖Γ‖+1

dans A, ‖Γ‖ sommets distincts y′′2 , y
′′
3 , ..., y

′′
‖Γ‖+1 dans B et ‖Γ‖ + 1 sommets

distincts z, z2, z3, ..., z‖Γ‖+1 dans XΓ. En effet, il y a au moins 2k paires de

sommets distincts dans Φ×Ψ et il y a au plus ‖I‖− ‖Γ‖ paires de sommets

distincts de Φ×Ψ qui sont reliés par les châınes x′′
i

b
− zi

r
− y′′i et x

′ b
− z

r
− y′ de

longueur 2 qui passent par X−XΓ selon la définition de Γ. Tous les sommets

de ces châınes sont distincts des sommets précédents. D’après l’Assertion 2,

nous pouvons enfin trouver ‖Γ‖ sommets distincts x
(3)
2 , x

(3)
3 , ..., x

(3)
‖Γ‖+1 dans

A et ‖Γ‖ sommets distincts

y
(3)
2 , y

(3)
3 , ..., y

(3)
‖Γ‖+1 dans B, tels que les châınes x′

i

b
− x

(3)
i

r
− x′′

i et y′′i
b
−

y
(3)
i

r
− y′i soient dans G

c et que tous les sommets de ces châınes soient distincts

des précédents.
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Par ce moyen, nous venons de définir ‖I‖+ 1 sommets distincts

xi

r
− x′

i

b
− x

(3)
i

r
− x′′

i

b
− zi

r
− y′′i

b
− y

(3)
i

r
− y′i

b
− yi

et

x1

r
− x′ b

− z
r
− y′

b
− y1.

Puisque toutes ces châınes définies plus haut ont chacune une longueur plus

petite que 8, alors l’hypothèse de la propriété de maximalité de I est contre-

dite.

(II) Il existe au moins une arête entre A et B.

Assertion 6. Il existe deux sous-ensembles D et E de V (Gc) tels que

i) D ⊂ A, E ⊂ B, ‖D‖ ≥ 3k, ‖E‖ ≥ 3k et ‖D ∪ E‖ ≥ n

2
+ k,

ii) Pour tout sommet x ∈ D, N b(x) ∩ A = ∅ et pour tout sommet y ∈ E,

N r(y) ∩B = ∅ et

iii) quelque soit la paire de sommets x, x′ de D, ‖N r
B(x) ∪ N b

B(x
′)‖ ≥ 3k et

quelque soit la paire de sommets y, y′ de E, ‖N r
A(y) ∪N b

A(y
′)‖ ≥ 3k.

Preuve. Soit xy une arête entre A et B, x ∈ A, y ∈ B. Supposons sans perte

de généralité, que la couleur de cette arête est bleue. Il n’existe alors aucune

arête rouge entre y et B, sinon la châıne x1

r
− x

b
− y

b
− z

b
− y1, z ∈ B, a une

longueur inférieure à 8, ce qui est contradictoire par rapport aux suppositions.

Ainsi, on a drA(y) = drA∪B(y) ≥
n

2
+ k − 1− 9k − 8k + 1 =

n

2
− 16k et pour

tout sommet x ∈ N r
A(y), d

b
B(x) ≥

n

2
− 16k.

Soit E un sous-ensemble de B tel que tout sommet u de E a au moins
2

3
(
n

2
− 24k) voisins v dans N r

A(y), tels que la couleur de l’arête uv est

bleue et que E soit aussi grand que possible. Il faudra alors qu’on vérifie

que ‖E‖ ≥ n

2
− 60k ≥ 3k. Le cardinal de l’ensemble B vérifie ‖B‖ ≤

n − ‖S‖ − min(‖A‖) ≤ n

2
+ 6k. On se retrouve dans le pire des cas quand

chaque sommet u de N r
A(y) est relié de façon monochromatique à des arêtes
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bleues à chaque sommet de E et, s’il y en a, le restant des couleurs est réparti

sur les arêtes joignant u avec les autres sommets de B. En fait, nous devons

montrer que la moyenne des arêtes bleues entre un sommet de B − E et

N r
A(y) est au moins égale à

2

3
(
n

2
− 24k). En particulier, nous devons prouver

si ‖E‖ =
n

2
− αk, alors

(drA(y)− ‖E‖) ∗ dbA(x)
max(‖B‖)− ‖E‖

≥ 2

3
(
n

2
− 24k)

(α− 16)k ∗ (n
2
− 16k)

(α+ 6)k
≥ 2

3
(
n

2
− 24k)

αn

6
≥ 10n− 352k

Singulièrement, pour ‖E‖ =
n

2
− 60k, nous obtenons α = 60 et cela montre

que l’équation précédente est vraie. On a également pour chaque sommet

y ∈ E, dbA(y) ≥ 2

3
(
n

2
− 24k) et drA(y) ≥ n

2
− 16k. Nous définissons, avec

des arguments similaires le sous-ensemble D de A, tel que quel que soit

un sommet x ∈ N r
A(y), chaque sommet u de D est connecté à au moins

2

3
(
n

2
− 24k) sommets v de N b

A(x) par des arêtes rouges et D est aussi grand

que possible. Il en résulte alors ‖D‖ ≥ n

2
− 60k ≥ 3k et, pour tout sommet

x ∈ D, drB(x) ≥
2

3
(
n

2
− 24k) et dbB(x) ≥

n

2
− 16k. De plus, pour chacun des

sommets x ∈ D, on a N b(x) ∩ A = ∅ et pour chacun des sommets y ∈ E,

on a N r(y) ∩ B = ∅. Ajoutez à cela que pour chaque paire de sommets x,

x′ de D, on a drB(x) ≥ 2

3
(
n

2
− 24k) et dbB(x) ≥ n

2
− 16k. Ainsi on obtient

drB(x) + dbB(x) ≥
5

6
n− 32k. Cependant nous avons ‖B‖ ≤ n

2
+ 6k. Donc on

en déduit ‖N r
B(x) ∪ N b

B(x
′)‖ ≥ n

3
− 38k ≥ 3k. De manière similaire, pour

toute paire de sommets y, y′ de E, on a ‖N r
A(y) ∪ N b

A(y
′)‖ ≥ 3k. Ainsi on

vérifie ‖D∪E‖ ≥ n+ k car ‖D∪E‖ ≥ n− 120k ≥ n

2
+ k. Ainsi on voit bien

pourquoi n ≥ 242k. Cela termine la preuve de cette assertion.
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Soient x, y deux sommets de Gc, avec x ∈ D, y ∈ E. L’intersection

entre {x1, y1} et N b(x) est clairement vide ({x1, y1} ∩ N b(x) = ∅), sinon
une des châınes suivantes x1

r
− x

b
− y1 ou x1

b
− x

r
− y

b
− y1, y ∈ E,

existe dans Gc, ce qui contredit notre supposition de départ à savoir qu’il

n’existe aucune châıne de longueur inférieure à 8 entre x1 et y1. Da la même

façon, nous voyons que {x1, y1} ∩ N r(y) = ∅. Nous avons dbGc−(S∪{y})(x) ≥
n

2
+ k − 1 − 2(k − 1) − 1 =

n

2
− k. Par analogie, on a drGc−(S∪{x})(y) ≥

n

2
− k. Nous avons également dbGc−(S∪{y})(x) + drGc−(S∪{x})(y) ≥ n − 2k et

(S ∪ {x, y}) ∩ (N b
Gc−(S∪{y})(x) ∪N r

Gc−(S∪{x})(y)) = ∅.

Ainsi on obtient ‖N b
Gc−(S∪{y})(x)∪N r

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≤ n−2k−2. Nous ob-

tiendrons finalement l’inégalité suivante : ‖N b
Gc−(S∪{y})(x)∪N r

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥
2. Si N b

Gc−(S∪{y})(x) ∪N r
Gc−(S∪{x})(y) n’est pas un sous-ensemble de X, alors

nous pourrons considérer la châıne x1

b
− x

r
− z

b
− y

r
− y1, ce qui contredit nos

suppositions. De ce fait, nous supposons queN b
Gc−(S∪{y})(x)∪N r

Gc−(S∪{x})(y) ⊂
X. Soit Ωxy un sous-ensemble de I tel que i ∈ Ωxy, si et seulement si, il existe

un sommet z ∈ N b
Gc−(S∪{y})(x) ∪ N r

Gc−(S∪{x})(y) telle que la châıne entre xi

et yi passe par z. L’ensemble Ωxy est non vide.

Nous définissons également un sous-ensemble Ω de I tel que i ∈ Ω, si et

seulement si, il existe au moins quatre sommets distincts x, x′, y, y′ tels que

x, x′ ∈ D, y, y′ ∈ E et i ∈ Ωxy ∩ Ωx′y′ . Soit XΩ l’ensemble des sommets qui

sont utilisés dans le but de construire les ‖Ω‖ châınes deux à deux sommet-

disjointes de longueur au plus 8 joignant les paires de sommets xi, yi, avec

i ∈ Ω. Donc l’inclusion suivante est vérifiée XΩ ⊂ X.

Assertion 7 : Ω n’est pas vide.

Preuve. La preuve s’établit directement du fait que ‖D‖ ≥ 2k, ‖E‖ ≥ 2k

et ‖I‖ ≤ k.
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Assertion 8 : Pour tout entier i ∈ Ω, on a ((N r(xi) ∪N r(yi)) ∩ E = ∅ ou

(N r(xi) ∪N r(yi)) ∩D = ∅ ) et (
(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩D = ∅ ou(

N b(xi) ∪N b(yi)
)
∩ E = ∅).

Preuve. Puisque ‖D ∪ E‖ >
n

2
+ k, alors nous pouvons affirmer qu’il y

a au moins trois sommets u, u′ et u′′ de N r(xi) qui appartiennent soit à D

ou E. Supposons que ces trois sommets sont dans A. Nous allons montrer

par contradiction qu’il n’y a aucune arête rouge entre yi et E. Supposons

donc qu’il y a une arête rouge vyi dans Gc, avec v ∈ E. Selon l’Assertion

6, il y a une arête bleue vw dans Gc, w ∈ D. Nous pouvons supposer, sans

perte de généralité, que u 6= w et qu’il y a deux sommets x ∈ D, y ∈ E

tels que i ∈ Ωxy, x 6= u, x 6= w et y 6= v. De plus, par l’Assertion 6, il

existe un sommet t de E tel que t 6= u, t 6= y, et la châıne u
b
− t

r
− w existe

dans Gc. Mais cela voudrait tout simplement dire que nous pouvons définir

les châınes xi

r
− u

b
− t

r
− w

b
− v

r
− yi et x1

r
− x

b
− z

r
− y

b
− y1, où z est

un sommet utilisé par la châıne définie entre xi et yi, ce qui constitue une

contradiction à nos suppositions. Ainsi on a soit (N r(xi) ∪N r(yi)) ∩ E = ∅
ou (N r(xi) ∪N r(yi)) ∩ D = ∅. Avec des arguments identiques, nous avons(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩ E = ∅ ou

(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩ D = ∅. Supposons que

(N r(xi) ∪N r(yi)) ∩ E = ∅ et
(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩ E = ∅. Alors il y a deux

sommets x ∈ D, y ∈ E tels que i ∈ Ωxy. De façon analogue, il y a deux

sommets distincts u et v de D tels que x 6= u, v et u ∈ N r(xi) et v ∈ N b(yi).

De plus, par l’Assertion 6, il existe un sommet w de E tel que w 6= y et la

châıne u
b
− t

r
− v existe dans Gc. Mais alors nous pourrions définir l’ensemble

des châınes xi

r
− u

b
− w

r
− v

b
− yi et x1

r
− x

b
− z

r
− y

b
− x1, où z est un

sommet utilisé par la châıne définie entre xi et yi, ce qui, à nouveau, est une

contradiction à nos suppositions. Ainsi la preuve de l’Assertion 8 est bien

établie.

A présent, nous allons définir deux sous-ensembles Ωr et Ωb de Ω comme
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suit : i ∈ Ωr si et seulement si i ∈ Ω, (N r(xi) ∪N r(yi)) ∩ E = ∅ et(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩ D = ∅. Similairement, i ∈ Ωb si et seulement si i ∈ Ω,

(N r(xi) ∪N r(yi)) ∩ D = ∅ et
(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩ E = ∅. Selon l’Assertion

8, nous avons Ωr ∩ Ωb = ∅ et Ωr ∪ Ωb = Ω. De plus, on a Ωr 6= ∅, car
‖N b

Gc−(S∪{y})(x)∪N r
Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 2. Avec les définitions ci-dessus, l’Asser-

tion 8 signifie que, si on a i ∈ Ωr, alors il n’y a aucune arête bleue entre D

et {xi, yi} et aucune arête rouge entre E et {xi, yi}. De la même manière, si

on a l’entier i ∈ Ωb, alors il n’y a aucune arête rouge entre D et {xi, yi} et

aucune arête bleue entre E et {xi, yi}.
Donc, pour chaque sommet x de D, nous avons :

dbGc−(S∪{y})(x) ≥
n

2
+ k − 1− 2(k − 1)− 1 + 2‖Ωr‖ =

n

2
− k + 2‖Ωr‖,

drGc−(S∪{y})(x) ≥
n

2
+ k − 1− 2k − 1 + 2‖Ωb‖ =

n

2
− k + 2‖Ωb‖ − 2.

De la même façon, nous avons, pour chaque sommet y in E :

dbGc−(S∪{x})(y) ≥
n

2
+ k − 1− 2k − 1 + 2‖Ωb‖ =

n

2
− k + 2‖Ωb‖ − 2,

drGc−(S∪{x})(y) ≥
n

2
+ k − 1− 2(k − 1)− 1 + 2‖Ωr‖ =

n

2
− k + 2‖Ωr‖.

A partir des inégalités ci-dessus, nous déduisons que

dbGc−(S∪{y})(x)+drGc−(S∪{x})(y) ≥ n−2k+4‖Ωr‖. En outre, on a (S∪{x, y})∩
(N b

Gc−(S∪{y})(x) ∪N r
Gc−(S∪{x}))(y) = ∅.

Ainsi ‖N b
Gc−(S∪{y})(x) ∪N r

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≤ n− 2k − 2. Pour être brefs, nous

obtenons ‖N b
Gc−(S∪{y})(x)∩N r

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Ωr‖+2 et ‖N r
Gc−(S∪{y})(x)∩

N b
Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Ωb‖ − 2.

Nous pouvons maintenant considérer deux cas qui sont liés au cardinal

de Ωb.

Cas 1 : ‖Ωb‖ = 0.

Comme ‖Ωb‖ = 0, il s’en suit que ‖Ωr‖ = ‖Ω‖. Nous allons maintenant définir
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‖Ω‖+1 châınes deux à deux sommet-disjointes, chacune de longueur au plus

8. Comme Ω est un sous-ensemble de I, il y aura alors une contradiction par

rapport à la maximalité de la propriété. Nous posons Ωr = {2, 3, ..., ‖Ωr‖+1} .
Puisque ‖N r(xi)∩D‖ ≥ k et ‖N b(yi)∩E‖ ≥ k, nous pouvons trouver ‖Ωr‖+1

sommets distincts x′, x′
2, x

′
3, ..., x

′
‖Ωr‖+1 de D et ‖Ωr‖ + 1 sommets distincts

y′, y′2, y
′
3, ..., y

′
‖Ωr‖+1 deB tel que c(xix

′
i) = c(x1x

′) = r et c(yiy
′
i) = c(y1y

′) = b.

Nous rappelons également que pour chaque paire de sommets x ∈ D, y ∈ E,

nous avons ‖N b
Gc−(S∪{y})(x) ∩ N r

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Ωr‖ + 2 et ‖D‖ ≥ 3k et

‖E‖ ≥ 3k. Donc nous pouvons trouver ‖Ωr‖ sommets x′′
2, x

′′
3, ..., x

′′
‖Ωr‖+1 de D,

‖Ωr‖ sommets y′′2 , y
′′
3 , ..., y

′′
‖Ωr‖+1 de E et ‖Ωr‖+1 sommets z, z2, z3, ..., z‖Ωr‖+1

deXΩ tels que les différentes châınes x′′
i

b
− zi

r
− y′′i et x

′ b
− z

r
− y′ existent dans

Gc. Tous les ensembles de sommets susmentionnés existent dans Gc, car il y a

au moins 2k paires de sommets distincts de D×E et il y a au plus ‖I‖−‖Ωr‖
paires de sommets distincts de D × E qui sont reliés par une châıne de

longueur 2 passant par X−XΩ selon la définition de Ω. Enfin, par l’Assertion

6, nous pouvons trouver ‖Ωr‖ sommets x
(3)
2 , x

(3)
3 , ..., x

(3)
‖Ωr‖+1 de D et ‖Ωr‖

sommets y
(3)
2 , y

(3)
3 , ..., y

(3)
‖Ωr‖+1 de E, telles que les châınes x′

i

b
− x

(3)
i

r
− x′′

i

et y′′i
b
− y

(3)
i

r
− y′i existent dans Gc. Cependant, avec cette approche, nous

pouvons définir les ‖Ωr‖+1 châınes deux à deux sommet-disjointes suivantes

xi

r
− x′

i

b
− x

(3)
i

r
− x′′

i

b
− zi

r
− y′′i

b
− y

(3)
i

r
− y′i

b
− yi

et

x1

r
− x′ b

− z
r
− y′

b
− y1,

ce qui constitue une contradiction.

Cas 2. ‖Ωb‖ > 0

La preuve de ce second cas sera basée sur les Assertions 9-12 ci-dessous.
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Assertion 9. Il existe au moins trois paires de sommets distincts uj et vj,

j = 1, 2, 3,tels que Ωujvj ∩ Ωb 6= ∅.

Preuve. Soit XΩr un ensemble de sommets qui sont utilisés dans le but de

définir ‖Ωr‖ châınes deux à deux sommet-disjointes de longueur au plus 8,

une châıne par paire xi, yi, avec i ∈ Ωr. Alors on a l’inclusion XΩr ⊂ XΩ. En

effet, supposons qu’il y a au plus deux paires distinctes de sommets uj, vj tels

que Ωujvj ∩Ωb 6= ∅, j = 1, 2. Ainsi, en faisant usage d’arguments similaires à

ceux du Cas 1, nous pouvons définir ‖Ωr‖+ 1 châınes deux à deux sommet-

disjointes entre x1 et y1 et entre xi et yi de longueur au plus 8, pour tout

entier i ∈ Ωr. Pour définir ces châınes, nous avons besoin de trouver ‖Ωr‖
sommets x′′

2, x
′′
3, ..., x

′′
‖Ωr‖+1 dansD, ‖Ωr‖ sommets y′′2 , y

′′
3 , ..., y

′′
‖Ωr‖+1 dans E et

‖Ωr‖+1 sommets z, z2, z3, ..., z‖Ωr‖+1 dans XΩr telles que les châınes suivantes

x′′
i

b
− zi

r
− y′′i et x′ b

− z
r
− y′ existent dans Gc. En effet, tous les ensembles

de sommets susmentionnés existent dans Gc car , comme il y a au moins 2k

paires de sommets de D×E, alors il y a au plus ‖I‖−‖Ωr‖ paires de sommets

distincts de D ×E qui sont reliés par des châınes de longueur 2 passant par

X − XΩ selon la définition de Ω. De même, comme il y a au plus 2 paires

de sommets distincts de D×E qui sont reliés par des châınes de longueur 2

passant X −XΩ, alors il y a au moins ‖Ωr‖+ 1 paires de sommets distincts

(u′
j, v

′
j) de D × E tels que Ωu′

jv
′
j
⊂ Ωr pour tout j. Ceci complète la preuve

de l’Assertion.

Assertion 10. N r
Gc−(S∪{y})(x) ∩N b

Gc−(S∪{x})(y) ⊂ X.

Preuve. Supposons qu’il y a un sommet z de N r
Gc−(S∪{y})(x)∩N b

Gc−(S∪{x})(y)

tel que z ∈ C ∪ A ∪ B. Puisque ‖Ωb‖ > 0, alors il y a un entier t ∈ Ωb tel

que nous pouvons trouver quatre sommets distincts x′, u′ ∈ D et y′, v′ ∈ E

tels que t ∈ Ωx′y′ , u ∈ N b(xt). Nous pouvons également trouver un som-

met v ∈ N r(yt) tel que x, x′, u, z (respectivement y, y′, v, z) soient deux
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à deux distincts. Soit zt un sommet de la châıne définie entre xt et yt tel

que zt ∈ N b
Gc−(S∪{y′})(x

′) ∩N r
Gc−(S∪{x′})(y

′). En utilisant ce sommet zt et se-

lon l’Assertion 6, on peut trouver deux sommets u′ et w′ telles que les deux

châınes xt

b
− u

r
− u′ b

− x
r
− z

b
− y

r
− v′

b
− v

r
− yt et x1

r
− x′ b

− zt
r
− y′

b
− y1

existent dans Gc.

Soit Θxy un sous-ensemble de I tel que l’entier i ∈ Θxy, si et seulement

si, il existe un sommet z ∈ N r
Gc−(S∪{y})(x) ∪N b

Gc−(S∪{x})(y) tel que la châıne

définie entre xi et yi passe par z. Θxy n’est pas vide, puisque ‖N r
Gc−(S∪{y})(x)∩

N b
Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Ωb‖ − 2 et ‖Ωb‖ > 0. Nous définissons également un

sous-ensemble Θ de I tel que l’entier i ∈ Θ si et seulement si il existe au

moins quatre sommets x, x′ ∈ Φ, y, y′ ∈ Ψ avec x 6= x′ et y 6= y′ tels que i ∈
Θxy∩Θx′y′ . Soit XΘ un ensemble de sommets qui sont utilisés pour construire

les ‖Θ‖ châınes deux à deux sommet-disjointes, chacune de longueur au plus

8 reliant les paires de sommets xi, yi, avec i ∈ Θ. Clairement on voit que

XΘ ⊂ X.

Assertion 11. Θ n’est pas vide.

Preuve. Comme ‖D‖ ≥ 2k, ‖E‖ ≥ 2k et ‖I‖ ≤ k, alors la conclusion est

automatique.

Assertion 12. Pour tout entier i ∈ Θ, on a ((N r(xi) ∪N r(yi))∩E = ∅ ou

(N r(xi) ∪N r(yi)) ∩D = ∅ ) et (
(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩D = ∅ ou(

N b(xi) ∪N b(yi)
)
∩ E = ∅)

Preuve. Soit i ∈ Θ. Si l’entier i ∈ Ω, alors l’Assertion est vraie selon

l’Assertion 7. Nous allons donc supposer que i /∈ Ω. Puisque ‖D∪E‖ >
n

2
+k,

il y a au moins trois sommets u, u′ et u′′ de N r(xi) qui appartiennent soit

à D, soit à E. Supposons maintenant que ces trois sommets sont dans D.
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Nous devons montrer qu’il n’y a aucune arête rouge entre yi et E. Supposons

qu’il existe une arête rouge vyi dans Gc avec v ∈ E. Selon l’Assertion 6, il

y a une arête bleue vw dans Gc, w ∈ D. Sans nuire à la généralité, nous

pouvons supposer que u 6= w et qu’il y a deux sommets x ∈ D, y ∈ E tels

que i ∈ Θxy, x 6= u, x 6= w et y 6= v. Puisque ‖Ωb‖ > 0, par l’Assertion 10,

nous pouvons trouver un entier t ∈ Ωb et deux sommets x′
t ∈ D et y′t ∈ E

tels que t ∈ Ωx′
ty

′
t
. De plus, x, x′

t, w (respectivement y, y′t, v) sont deux à

deux distincts. Nous pouvons encore trouver deux autres sommets distincts

x′′
t et y′′t tels que x′′

t ∈ N b(xt) et y′′t ∈ N r(yt). Selon l’Assertion 6, il existe

deux sommets w′, x
(3)
t de E et un sommet x

(3)
t de D, distinct de ces sommets

susmentionnés, et telles que les châınes u
b
− w′ r

− w, x′′
t

r
− x

(3)
t

b
− x et y′′t

r
−

y
(3)
t

b
− y existent dans Gc. Cependant, par cette approche, nous pourrions

définir les châınes xi

r
− u

b
− w′ r

− w
b
− v

r
− yi, x1

r
− x′

t

b
− zt

r
− y′t

b
− x1

et xt

b
− x′′

t

r
− x

(3)
t

b
− x

r
− zi

b
− y

r
− y

(3)
i

b
− y′′i

r
− y1 ( zi est un sommet

utilisé entre xi et yi et zt un sommet utilisé entre xt et yt) contredisant nos

suppositions. Nous en déduisons alors que l’on a, soit (N r(xi) ∪N r(yi))∩E =

∅ ou (N r(xi) ∪N r(yi))∩D = ∅. Par des arguments similaires, nous obtenons(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩ E = ∅ or

(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩D = ∅. Afin de compléter

la preuve, nous avons besoin d’exclure le cas (N r(xi) ∪N r(yi)) ∩ E = ∅ et(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩ E = ∅. Supposons donc que l’on a (N r(xi) ∪N r(yi)) ∩

E = ∅ et
(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩ E = ∅. Il existe deux sommets x ∈ D, y ∈ E

tels que i ∈ Ωxy. De plus, il existe deux sommets distincts u et v de D tels

que x 6= u, v, u ∈ N r(xi) et v ∈ N b(yi). Nous devrions cependant pouvoir

définir les châınes xi

r
− u

b
− w

r
− v

b
− yi, x1

r
− x′

t

b
− zt

r
− y′t

b
− x1 et

xt

b
− x′′

t

r
− x

(3)
t

b
− x

r
− zi

b
− y

r
− y

(3)
i

b
− y′′i

r
− y1, qui contredisent à nouveau

nos suppositions. C’est par ce point qu’on termine la preuve de l’Assertion

12.

Posons maintenant l’ensemble Λ = Ω∪Θ. Nous définissons deux nouveaux
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sous-ensembles Λr et Λb de I comme suit. Nous disons que l’entier i ∈ Λr si et

seulement si i ∈ Λ, (N r(xi) ∪N r(yi))∩E = ∅ et
(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩D = ∅.

Pareillement, i ∈ Λb si et seulement si i ∈ Λ, (N r(xi) ∪N r(yi)) ∩ D = ∅ et(
N b(xi) ∪N b(yi)

)
∩E = ∅. D’après ces définitions et l’Assertion 8, nous avons

Λr∩Λb = ∅ et Λr∪Λb = Λ. Pour ce qui concerne Λr et Λb, les Assertions 8 et

13 signifient que si i ∈ Λr, alors il n’y a pas d’arêtes bleues entre D et {xi, yi}
et ni d’arêtes rouges entre E et {xi, yi}. De façon identique, si i ∈ Λb, alors

il n’y a pas d’arêtes rouges entre D et {xi, yi} et ni d’arêtes bleues entre E

et {xi, yi}. Nous rappelons qu’il n’y a pas d’arêtes bleues entre D et {x1, y1}
et ni d’arêtes rouges entre E et {x1, y1}).
Donc pour chaque sommet x de D nous avons,

dbGc−(S∪{y})(x) ≥
n

2
+ k − 1− 2(k − 1)− 1 + 2‖Λr‖ =

n

2
− k + 2‖Λr‖,

drGc−(S∪{y})(x) ≥
n

2
+ k − 1− 2k − 1 + 2‖Λb‖ =

n

2
− k + 2‖Λb‖ − 2.

De la même manière, pour chaque sommet y de E,

dbGc−(S∪{x})(y) ≥
n

2
+ k − 1− 2k − 1 + 2‖Λb‖ =

n

2
− k + 2‖Λb‖ − 2,

drGc−(S∪{x})(y) ≥
n

2
+ k − 1− 2(k − 1)− 1 + 2‖Λr‖ =

n

2
− k + 2‖Λr‖.

En faisant la somme des deux inégalités ci-dessus, nous obtenons

dbGc−(S∪{y})(x) + drGc−(S∪{x})(y) ≥ n− 2k + 4‖Λr‖. On a aussi

(S ∪ {x, y}) ∩ (N b
Gc−(S∪{y})(x) ∪N r

Gc−(S∪{x}))(y) = ∅.
Ainsi, ‖N b

Gc−(S∪{y})(x) ∪ N r
Gc−(S∪{x})(y)‖ ≤ n − 2k − 2. Nous concluons que

‖N b
Gc−(S∪{y})(x) ∩ N r

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Λr‖ + 2. On a également de manière

similaire, ‖N r
Gc−(S∪{y})(x) ∩N b

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Λb‖ − 2.

Soit XΛ l’ensemble des sommets qui sont utilisés pour définir les ‖Λ‖ châınes

deux à deux sommet-disjointes de longueur au plus 8, reliant les paires de

sommets xi, yi, pour tout entier i ∈ Λ. L’inclusion suivante XΛ ⊂ X est

vérifiée. Dans la suite, nous allons définir ‖Λ‖+1 châınes distinctes, chacune
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de longueur au plus 8 . Cela constituera une contradiction sur la maxima-

lité de la propriété de Λ, et permettra de compléter la preuve du théorème.

Posons Λ = {2, 3, ..., ‖Λ‖ + 1}. Rappelons que pour chaque entier i ∈ Λr,

‖N r(xi) ∩ D‖ ≥ k et ‖N b(yi) ∩ E‖ ≥ k. Respectivement, on a pour tout

entier i ∈ Λb, ‖N b(xi) ∩ D‖ ≥ k et ‖N r(yi) ∩ E‖ ≥ k. Donc, nous pou-

vons trouver ‖Λ‖+1 sommets distincts x′, x′
2, x

′
3, ..., x

′
‖Ωr‖+1 in D et ‖Λ‖+1

sommets y′, y′2, y
′
3, ..., y

′
‖Ωr‖+1 dans B. En outre, on a pour chaque i ∈ Λr,

c(x1x
′) = r, c(y1y

′) = b, c(xix
′
i) = r. Nous avons aussi pour tout entier i ∈ Λb,

c(xix
′
i) = b. En plus, il faut ajouter que pour chaque i ∈ Λr, c(yiy

′
i) = b. Fi-

nalement, nous obtenons i ∈ Λb, c(yiy
′
i) = r. En plus, nous pouvons trouver

‖Λ‖ sommets x′′
2, x

′′
3, ..., x

′′
‖Λ‖+1 de D, ‖Λ‖ sommets y′′2 , y

′′
3 , ..., y

′′
‖Λ‖+1 de E et

‖Λ‖ + 1 sommets z, z2, z3, ..., z‖Λ‖+1 de XΛ tels que les châınes x′′
i

b
− zi

r
− y′′i

si i ∈ Λr ou x′′
i

r
− zi

b
− y′′i si i ∈ Λb et x′ b

− z
r
− y′ existent dans Gc. En

effet, il y a au moins 2k paires de sommets distincts de D × E et il y a au

plus ‖I‖ − ‖Λ‖ paires de sommets distincts de D × E qui sont reliés par

une châıne de longueur 2 passant par X − XΛ d’après la définition de Λ.

D’abord, supposons ‖Λr‖ ≥ ‖Λb‖. En premier lieu, nous considérons les som-

mets x′′
i , y

′′
i , zi avec i ∈ Λb (nous rappelons que pour x ∈ D, y ∈ E, nous avons

‖N r
Gc−(S∪{y})(x)∩N b

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Λb‖−2 ≥ Λb ). Puis nous considérons

les sommets x′′
i , y

′′
i , zi avec i ∈ Λr (ça tient encore pour x ∈ D, y ∈ E,

‖N b
Gc−(S∪{y})(x) ∩ N r

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Λr‖ + 2 ≥ Λb + Λr). Ensuite , sup-

posons ‖Λr‖ < ‖Λb‖. Dans ce cas, nous considérons d’abord les sommets

x′′
i , y

′′
i , zi avec i ∈ Λr (nous rappelons à nouveau que pour x ∈ D, y ∈ E,

‖N b
Gc−(S∪{y})(x)∩N r

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Λr‖+2 ≥ Λr ). Puis nous considérons

les sommets x′′
i , y

′′
i , zi avec i ∈ Λb (comme pour x ∈ D, y ∈ E, on a

‖N r
Gc−(S∪{y})(x) ∩ N b

Gc−(S∪{x})(y)‖ ≥ 4‖Λb‖ − 2 ≥ Λb + Λr). Finalement,

d’après l’Assertion 6, on peut trouver ‖Λ‖ sommets x
(3)
2 , x

(3)
3 , ..., x

(3)
‖Λ‖+1 de D

et ‖Λ‖ sommets y
(3)
2 , y

(3)
3 , ..., y

(3)
‖Λ‖+1 de E. En utilisant ces sommets nous pou-

vons définir un ensemble de châınes comme suit : si i ∈ Λr, nous définissons
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les châınes x′
i

b
− x

(3)
i

r
− x′′

i ou si i ∈ Λbr, alors x′
i

r
− x

(3)
i

b
− x′′

i . En outre, si

i ∈ Λr, nous définissons y′′i
b
− y

(3)
i

r
− y′i ou si i ∈ Λr, on définit y′′i

r
− y

(3)
i

b
− y′i.

Dans cette approche, nous pouvons définir ‖Λ‖+ 1 châınes distincts comme

suit.

Pour tout entier i ∈ Λr, on a

xi

r
− x′

i

b
− x

(3)
i

r
− x′′

i

b
− zi

r
− y′′i

b
− y

(3)
i

r
− y′i

b
− yi.

Pour tout entier i ∈ Λr, on a

xi

b
− x′

i

r
− x

(3)
i

b
− x′′

i

r
− zi

b
− y′′i

r
− y

(3)
i

b
− y′i

r
− yi.

Enfin pour i = 1, nous avons

x1

r
− x′ b

− z
r
− y′

b
− y1.

Ceci contredit l’hypothèse de la propriété de maximalité de Λ et complète la

preuve du théorème.

Nous venons de faire la preuve de la Conjecture 3.2.2 avec c = 2. Cependant

cette preuve est valable pour un nombre de couleurs c quelconque. Il suffira

de considérer deux couleurs arbitraires parmi les c couleurs et de refaire la

même démarche de preuve.

3.3 Conditions suffisantes sur le nombre d’arêtes

Dans ce paragraphe, nous proposons un résultat traitant uniquement les

conditions suffisantes sur le nombre minimum d’arêtes pour garantir l’exis-

tence de la propriété du k-lié pour des multigraphes vérifiant ces conditions.

Théorème 3.3.1. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n, de taille

m et k un entier naturel non nul, n ≥ 2k. Si m ≥ c
n(n− 1)

2
−c(n−2k+1)+1,

alors Gc est k-lié.
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Preuve. La preuve sera faite par récurrence sur n. Pour n = 2k, l’affirmation

est vraie. En effet, dans ce cas particulier, il n’est pas difficile de voir que

toutes les arêtes xiyi sont présentes dans G
c, i = 1, 2, · · · , k. Le théorème est

également vrai pour les petites valeurs de n et k. Nous allons fixer de façon

arbitraire 2k sommets distincts x1, y1, · · · , xk, yk in Gc.

D’abord, nous supposerons que pour un entier i donné, par exemple i = 1,

il existe une châıne de longueur 1, entre x1 et y1 dans Gc. Considérons le

graphe G′ = Gc \ {x1, y1}. contenant n− 2 sommets. Ce graphe a au moins

m − (2nc − 3c) = c

(
n2 − 7n

2
+ 2k + 2

)
+ 1 arêtes. Ainsi, G′ est (k − 1)-

lié par hypothèse d’induction. Donc nous pouvons trouver k − 1 châınes

deux à deux sommet-disjointes entre chaque paire de sommets xi, yi dans G
′,

i = 2, 3, · · · , k. Ces k−1 châınes de G′ avec l’arête x1y1 ensemble, définissent

les k châınes deux à deux sommet-disjointes dans Gc.

Supposons ensuite que pour un entier i donné, par exemple i = 1, il existe

une châıne proprement arête-coloriéde longueur 2 entre x1 et y1 in Gc. Soit

le sommet constitutif z de cette châıne. Nous considérerons dans ce cas le

graphe G′ = Gc \ {x1, z, y1} ayant n − 3 sommets. Il dispose au moins de

m− [3c(n− 3) + 2c] = c

[
n2 − 9n

2
+ 2k + 6

]
+1 arêtes, ainsi il est (k−1)-lié

par hypothèse de récurrence. Les k− 1 châınes de G′ et la châıne entre x1 et

y1 passant par z définissent de nouveau les k châınes deux à deux sommet-

disjointes dans Gc.

Enfin, supposons que pour chaque entier i = 1, 2, · · · , k, il n’existe

pas entre xi et yi de châıne de longueur au plus deux dans Gc. Ainsi, il

manque c arêtes dans Gc entre xi et yi, sinon une châıne de longueur 1,

pourrait être définie entre xi et yi dans Gc. De plus, pour chaque som-

met z /∈ {x1, x2, · · · , xk}, il y a au moins c arêtes manquantes entre z et
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{xi, yi} dans Gc, i = 1, 2, · · · , k. En faisant le décompte de ces arêtes

manquantes pour une paire de sommets donnés xi et yi, nous obtenons

c(n− 2k) + c. Donc pour les k paires de sommets, nous pouvons dire qu’au

moins, kc(n − 2k + 1) arêtes sont manquantes dans Gc. Mais, le nombre

d’arêtes de Gc est alors au plus c
n(n− 1)

2
−kc(n−2k+1). Pour k ≥ 1, nous

obtenons c
n(n− 1)

2
− kc(n− 2k+1) < c

n(n− 1)

2
− c(n− 2k+1)+ 1, ce qui

est une contradiction. Ce qu’il fallait démontrer.

Le théorème 3.3.1 ci-dessus est le meilleur possible en ce qui concerne la

borne inférieure de la taille du multigraphe. En effet, il suffit de considérer un

multigraphe c-arête-colorié avec n sommets, n ≥ 2k ≥ 2, construit comme

suit. Considérons l’union disjointe d’un sommet isolé x1 et d’un multigraphe

complet c-arête-colorié de n− 1 sommets. Ensuite ajoutons toutes les arêtes

possibles de toutes les couleurs possibles entre x1 et 2k − 2 sommets fixés,

notés x2, y2, · · · , xk, yk, du graphe. Le multigraphe résultant, malgré qu’il

ait c
n(n− 1)

2
− c(n − 2k + 1) arêtes, n’est pas k-lié. En fait, en choisissant

un sommet y1 dans le graphe complet, autre que x2, y2, · · · , xk, yk, on ne

peut pas trouver k châınes deux à deux sommet-disjointes , chacune pour

une paire de sommets xi et yi, 1 ≤ i ≤ k. Car toute châıne entre x1 et y1

passera par les sommets x2, y2, · · · , xk, yk.

X_i

Y_i

X_1

Y_1

Figure 3.2: graphe extrémal sur le nombre d’arêtes
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3.4 Conditions suffisantes mixtes sur le degré

colorié et sur le nombre d’arêtes

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons à la fois à la com-

binaison des deux critères suivants, à savoir, le degré colorié minimum et le

nombre minimum d’arêtes, qui garantissent des conditions suffisantes pour

un multigraphe donné, d’obtenir la propriété du k-lié.

De façon plus explicite, nous fixons le degré colorié minimum à la valeur

de l’entier positif non nul r, dc(Gc) ≥ r, pour k, un entier positif donné.

Nous rechercherons la fonction f(n, r, k) qui représentera le nombre mini-

mum d’arêtes suffisant pour garantir la propriété du k-lié. Ainsi la conjecture

qui sera établie, aura la forme suivante :

Conjecture 3.4.1. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n et de

taille m, r et k deux entiers strictement positifs. Si dc(Gc) ≥ r et m ≥
f(n, r, k), alors Gc est k-lié.

Ainsi, nous allons nous atteler à la construction d’un graphe extrémal

c-arête-colorié dont le degré colorié soit au moins le paramètre r. Cela veut

dire que ce graphe, qui satisfait la condition du degré minimum colorié, aura

un nombre maximal d’arêtes sans pour autant être k-lié. Pour ce faire, nous

définissons un tel graphe qu’on nomme Hc(t1, t2, t3, t4, t5) (ou simplement

Hc), de la manière suivante : t1, t2, t3, t4 et t5 désignent des entiers naturels

strictement positifs. Nous considérons les cinq multigraphes c-arête-coloriés

A1, A2, A3, A4 et A5 d’ordres respectifs t1, t2, t3, t4 et t5. Les multi-

graphes A1, A2 et A5 sont complets pour toutes les couleurs. Le graphe A3

(respectivement A4) est monochromatique et complet pour une couleur fixée,

par exemple, rouge (respectivement bleue). Nous pouvons maintenant définir

Hc comme étant l’union disjointe des multigraphes A1, A2, A3, A4, A5

en ajoutant toutes les arêtes possibles de toutes les couleurs entre A5 et



3.4 Conditions suffisantes mixtes sur le degré colorié et sur le
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A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4, toutes les arêtes bleues et rouges entre A3 et A4, toutes

les arêtes rouges entre A1∪A2 et A3 et toutes les arêtes bleues entre A1∪A2

et A4.

A A

A

A A

_3 _4

_5

_1 _2

x y

Figure 3.3: graphe extrémal général pour le cas mixte degré-arêtes

Ainsi le grapheHc trouve son intérêt par rapport à l’intéressante propriété

suivante :

Propriété 3.4.2. Pour tout multigraphe c-arête-colorié Hc, toute châıne

simple entre un sommet x de A1 et un sommet y de A2, si elle existe, passe

nécessairement par A5

Preuve. Il suffit de montrer qu’il n’existe pas de châıne simple entre un som-

met x de A1 et un sommet y de A2 dans le multigraphe Hc−A5. Considérons

le sommet x comme étant l’extrémité de départ de la châıne souhaitée. Soit

on va dans A3 avec une arête rouge, soit on passe dans A4 avec une arête

bleue. Or une fois dans A3 (respectivement dans A4), on est obligé d’utiliser

une arête bleue (respectivement rouge) et donc d’aller dans A4 avec une arête

bleue (respectivement dans A3 avec une arête rouge). Ainsi, nous revenons à

la situation de départ. D’où il est impossible d’atteindre l’ensemble A2 avec

une châıne simple.
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Cette propriété concerne les châınes simples. Mais elle s’applique également

pour les châınes élémentaires, d’où le corollaire suivant, qui est exactement

l’énoncé de la propriété, à l’exception du terme simple qui est remplacé par

élémentaire.

Corollaire 3.4.3. Pour tout multigraphe c-arête-colorié Hc, toute châıne

élémentaire entre un sommet x de A1 et un sommet y de A2, si elle existe,

passe nécessairement par A5

L’intervalle de variation de r doit être géré avec parcimonie. En effet, dans

le cas du problème k-lié, nous devrions avoir r <
n

2
+ k− 1, étant donné que

si r est supérieur ou égal à
n

2
+k−1, alors le graphe est k-lié (voir Théorème

3.2.4). On aura également à bien gérer la borne inférieure de r. Compte tenu

de ce qui précède, nous pouvons maintenant énoncer la conjecture suivante :

Conjecture 3.4.4. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n, de taille

m, et k, r deux entiers naturels strictement positifs. Supposons que pour tout

sommet x, dc(x) ≥ r, 2k − 1 ≤ r ≤ n

2
+ k − 2.

i) Si c = 2, n ≥ 6r − 10k + 14, et m ≥ f1(n, r, k) = n2 − n(2r − 4k + 7) +

(r − 2k + 2)(3r − 2k + 3) + 2(2r − 2k + 3) + 1,

ii) Si c = 2, n ≤ 6r− 10k+ 14, et m ≥ f2(n, r, k) =
3n2

4
+ n(k− 5

2
)− k(k−

3) + 11,

iii) Si c ≥ 3 et m ≥ f3(n, r, k, c) avec

f3(n, r, k, c) =
c

2
[n2 − n(2r − 4k + 7) + 2(r − 2k + 3)(r + 1)] + 1,

alors Gc est k-lié.

Si la conjecture 3.4.4 est vraie, alors elle est la meilleure possible. En

effet, nous allons nous en rendre compte en utilisant les graphes extrémaux

Hc suivants :

Pour le cas (i), nous considérons le graphe Hc(1, n+ 2k − 2r − 3, r − 2k +

2, r − 2k + 2, 2k − 2) avec f1(n, r, k) − 1 arêtes. Nous choisirons ensuite k
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paires de sommets, x1 ∈ A, y1 ∈ B et xi, yi ∈ E, 2 ≤ i ≤ k. Alors il n’y a

pas de k châınes deux à deux sommet-disjointes, chacune reliant une paire

de sommets xi, yi, car toute châıne entre x1 et y1 utilise les sommets de E.

Cependant tous les sommets de E ont été déjà utilisés par les autres paires

de sommets xi, yi, i = 2, · · · , k.
Pour le cas (ii), nous considérons le graphe Hc(1, 1,

n

2
− k,

n

2
− k, 2k − 2).

Il a f2(n, r, k) − 1 arêtes. Cependant, comme dans le cas précédent, il n’y

a pas k châınes deux à deux sommet-disjointes proprement arête-coloriées,

pour x1 ∈ A, y1 ∈ B et xi, yi ∈ E, avec i = 2, · · · , k.
Finalement, pour le cas (iii), nous considérons le graphe Hc(r − 2k + 3, n−
r − 1, 0, 0, 2k − 2) avec f3(n, r, k, c)− 1 arêtes. Une fois de plus, il n’y a pas

k châınes deux à deux sommet-disjointes proprement arête-coloriées, xi, yi

pour x1 ∈ A, y1 ∈ B et xi, yi ∈ E, i = 2, · · · , k.
Dans la suite, nous allons prouver la conjecture 3.4.4 pour k = 1 et r, c non

fixés.

Les trois types de graphes extrémaux sont illustrés par les figures suivantes.

A_3 A_4

A_5A_2

Figure 3.4: graphe extrémal pour le cas mixte Hc(1, n+ 2k − 2r − 3, r − 2k + 2, r − 2k + 2, 2k − 2)
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A_3 A_4

A_5

Figure 3.5: graphe extrémal pour le cas mixte Hc(1, 1,
n

2
− k,

n

2
− k, 2k − 2)

A_2 A_3

A_5

Figure 3.6: graphe extrémal pour le cas mixte Hc(r − 2k + 3, n− r − 1, 0, 0, 2k − 2)

Mais pour des raisons pratiques, nous démontrerons les cas c = 2, c = 3

et c ≥ 4 séparément, dans les Théorèmes 3.4.5, 3.4.6, 3.4.7, respectivement.

Théorème 3.4.5. Soit Gc un multigraphe 2-arête-colorié d’ordre n et r un

entier naturel strictement positif. Supposons que pour tout sommet x, dc(x) ≥
r, r ≤ n

2
− 1.

i) Si n ≥ 6r + 4 et m ≥ n2 − n(2r + 3) + 3r2 + 5r + 3,
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ii) Si n ≤ 6r + 4 et m ≥ 3n2

4
− 3n

2
+ 1,

alors Gc est lié (1-lié).

Preuve. La preuve se fera par contradiction. Elle se déroulera en différentes

étapes sous forme d’assertions. Supposons, quoique les conditions du théorème

soient remplies, qu’il n’y ait pas de châıne entre deux sommets quelconques

x et y de Gc. Soit R une fonction calculant le nombre d’arêtes du graphe

complémentaire de Gc. En d’autres termes, R représente le nombre d’arêtes à

ajouter à Gc pour qu’il soit un multigraphe 2-arête-colorié complet d’ordre n.

Évidemment, un multigraphe 2-arête-colorié complet de n sommets a n(n−1)

arêtes. En considérant qu’il n’existe pas de châıne entre x et y, il est alors suf-

fisant de montrer que si n ≥ 6r+4 (respectivement n ≤ 6r+4), alors R est au

moins égale à n(n−1)−[n2−n(2r+3)+3r2+5r+2] = n(2r+2)−3r2−5r−2

(respectivement n(n−1)− [
3n2

4
− 3n

2
] =

n2

4
+
n

2
). Cela constitue une contra-

diction avec le nombre d’arêtes de Gc.

Considérons les quatre sous-ensembles suivants Ar, Ab, C, D de V (Gc) tel

que :

– pour chaque z ∈ Ar, il y a une châıne de x à z se terminant par une

arête rouge et il n’y aucune châıne de x à z se terminant par une arête

bleue dans Gc.

– pour chaque z ∈ Ab, il y a une châıne de x à z se terminant par une

arête bleue et il n’y aucune châıne de x à z se terminant par une arête

rouge dans Gc.

– pour chaque z ∈ C, il y a au moins deux châınes (pas nécessairement

disjointes) de x à z dans Gc, la première châıne se terminant par une

arête rouge et la seconde par une arête bleue.

– D = V (Gc)−
(
Ar ∪ Ab ∪ C ∪ {x}

)
D’après les définitions précédentes, les deux Assertions suivantes numérotées

1 et 2 sont évidentes.
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Assertion 1. Il n’y a aucune arête bleue entre x et Ar, ni aucune arête

rouge entre x et Ab.

Assertion 2. Il n’y a aucune arête entre D et C ∪ {x}, ni aucune arête

bleue entre D et Ar, ni aucune arête rouge entre D et Ab.

Assertion 3. Il n’y a pas d’arête bleue dans Ar et par symétrie il n’y a pas

d’arête rouge dans Ab.

Preuve. Supposons qu’il y a une arête bleue, par exemple uv, dans Ar. On

considère la châıne P proprement arête-coloriée de x à u telle que la dernière

arête de cette châıne est rouge. Nous allons supposer que v n’est pas un

sommet interne de P , sinon nous pourrions considérer v en lieu et place de

u et alors considérer le segment de P entre x et v à la place de P . Ainsi la

châıne P ∪ uv relie x à v dans Gc et sa dernière arête uv est bleue. Donc on

conclut que le sommet v ∈ C, ce qui est une contradiction car Ar et C sont

sommet-disjoints par définition.

Assertion 4. Pour tout sommet z ∈ C, il y a au plus une arête bleue, que

l’on note par exemple zu, entre z et Ar et si cette unique arête zu existe dans

Gc, alors il n’y a pas d’arête rouge zx dans Gc.

Preuve. Supposons par contradiction qu’il existe au moins deux arêtes

bleues, notées zu et zv dans Gc u, v ∈ Ar. Considérons également une

châıne P de x à z dont la dernière arête est rouge. Trivialement, une telle

châıne existe dans Gc, d’après la définition de C. Si u n’est pas dans cette

châıne, alors le sommet u ∈ C, car P ∪ zu définit une châıne de x à u

dont la dernière arête est bleue, ce qui contredit les définitions de Ar et

C. Des arguments similaires demeurent si nous considérons le sommet v au
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lieu du sommet u. Par conséquent, nous concluons que les deux sommets u

et v appartiennent à P . Soit u− (respectivement u+) le sommet désignant

le prédécesseur (respectivement le successeur) de u, quand on parcourt la

châıne P du sommet x au sommet z. De façon analogue, nous définissons

v− et v+ et z−. Comme u et v sont tous les deux, des sommets de Ar, les

arêtes u−u et v−v sont toutes deux rouges. De plus, comme P est une châıne

proprement arête-coloriée, il s’ensuit que les deux arêtes uu+ et vv+ sont

bleues. En considérant, à présent, la châıne x · · ·u−uzz− · · · v−v entre x et

v, nous concluons que le sommet v ∈ C, ce qui est une contradiction par

rapport aux définitions de Ar et C. Ceci prouve qu’il existe au plus une arête

entre chaque sommet z ∈ C et Ar. Il reste maintenant à prouver que si pour

un sommet z ∈ C, cette unique arête, notée zu, u ∈ Ar existe dans Gc, alors

l’arête zx (si elle existe) n’est pas de couleur rouge. Supposons donc qu’une

arête rouge xz existe dans Gc. Mais la châıne x
r
− z

b
− u existe bel et bien

dans Gc et sa dernière arête est bleue. Ainsi le sommet u ∈ C, ce qui est

encore une contradiction, car Ar et C sont sommet-disjoints par définition.

Ceci termine la preuve de l’assertion.

Assertion 5. Pour tout sommet z ∈ C, il existe au plus une arête rouge

entre z et Ab et si cette arête existe dans Gc, alors l’arête zx (si elle existe),

n’est pas bleue.

Preuve. La preuve est similaire à celle de l’assertion précédente.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer R. Posons ‖Ar‖ = ar,

‖Ab‖ = ab, ‖C‖ = c et ‖D‖ = d. On vérifie aisément l’égalité ar+ab+c+d =

n− 1. Alors on a :

R = ar + ab + 2d(c+ 1) + d(ar + ab) +
ar(ar − 1)

2
+

ab(ab − 1)

2
+ c(ar + ab)

= 2d(c+ 1) + (d+ c+ 1)(ar + ab) +
a2r + a2b

2
− ar + ab

2
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= 2d(c+ 1) + (d+ c+
1

2
)(ar + ab) +

(ar + ab)
2

2
− arab.

Nous avons besoin de minimiser R. Nous allons d’abord fixer ar + ab. Nous

posons ar + ab = a et considérons ar = ab =
a

2
. Alors nous avons

R = 2d(c+ 1) + a(d+ c+
1

2
) +

a2

4

Comme a est fixé, alors d+ c est également fixe, car a+ c+ d+ 1 = n. Nous

distinguerons deux cas qui dépendent de a et de r.

Premier cas a ≥ 2r

Pour c = 0 et d = n− 1− a, nous obtenons

R = 2(n− 1− a) + a(n− a− 1

2
) +

a2

4
= −3a2

4
+ a(n− 5

2
) + 2(n− 1)

Si nous considérons R comme une fonction de a, alors les valeurs minimum

de la fonction R sont obtenues pour a = 2r ou pour a = n−2. En particulier,

on a R(2r) = 2n(r+ 1)− 3r2 − 5r− 2 et R(n− 2) =
n2

4
+

n

2
. En comparant

R(2r) et R(n−2), on se rend bien compte que pour n ≥ 6r+4, on a l’inégalité

R(2r) ≥ R(n− 2). Sinon, si n ≤ 6r+4, on a alors R(n− 2) ≥ R(2r). Ce qui

est en contradiction avec le nombre d’arêtes de Gc et partant, la preuve de

ce cas est établie.

Second cas a < 2r

Dans ce second cas, nous considérons c = r − a

2
et d = n − r − a

2
− 1. Pour

ces valeurs particulières de c et de d, nous obtenons,

R = 2(n−r−a

2
−1)(r−a

2
+1)+a(n−a−1

2
)+

a2

4
= −a2

4
−a

2
+2n(r+1)−2(r+1)2

Si nous considérons R comme une fonction de a, nous pouvons voir que les

valeurs minimum de R sont obtenues pour a = 2r − 1 ou a = 2. De plus, on

a R(2r − 1) = 2n(r + 1)− 2(r + 1)2 − 2 et R(2) = 2n(r + 1)− 3r2 − 4r − 7

4
.
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Comme chacune des deux valeurs est plus grande que n(2r+2)−3r2−5r−2,

cela contredit l’hypothèse sur le nombre d’arêtes de Gc et complète la preuve

de ce cas et du théorème.

Théorème 3.4.6. Soit Gc un multigraphe 3-arête-colorié d’ordre n et r un

entier naturel strictement positif. Supposons que pour tout sommet x, dc(x) ≥
r, r ≤ n

2
− 1. Si m ≥ 3

2
[n2 − n(2r + 3) + 2r(r + 2) + 2] + 1, alors Gc est lié.

Preuve. Cette preuve également, se fera par contradiction et comportera

différentes étapes sous forme d’assertions. Soient x et y deux sommets de

Gc. Supposons qu’il n’existe aucune châıne proprement arête-coloriée entre x

et y. Comme pour le précédent théorème, nous allons considérer la fonction

R pour le calcul du nombre d’arêtes du graphe complémentaire de Gc. De

façon également triviale, le nombre d’arêtes d’un multigraphe 3-arête-colorié

complet d’ordre n est 3
n(n− 1)

2
. On pose λ = 3

n(n− 1)

2
− 3

2
[n2 − n(2r +

3)+ 2r(r+2)+ 2] = 3n(r+1)− 3r(r+2)− 3. Afin d’obtenir une contradic-

tion, à travers l’hypothèse de non existence de châıne entre x et y, il suffira

de montrer que la fonction R est minorée par λ, R ≥ λ. Nous définissons

également les cinq sous-ensembles Ai, D, E de V (Gc), 1 ≤ i ≤ 3, tel que :

– Pour tout sommet z ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ 3, il existe une châıne de x à z se

terminant par une arête de couleur i et il n’existe pas de châıne de x à

z se terminant par une arête de couleur différente de i.

– Pour tout sommet z ∈ D, il existe au moins deux châınes (pas nécessairement

disjointes) de x à z, la première se terminant par une arête de couleur

i et la seconde par une arête de couleur j, 1 ≤ j 6= i ≤ 3.

– E = V (Gc)− ((∪1≤i≤3A
i) ∪D ∪ {x})

D’après les définitions précédentes, les trois Assertions 1, 2, et 3 ci-dessous

sont triviales.
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Assertion 1. Pour tout entier i = 1, 2, 3, il n’existe pas d’arête de couleur

j entre x et Ai, 1 ≤ j 6= i ≤ 3.

Assertion 2. Il n’existe pas d’arête entre E et D ∪ {x}.

Assertion 3. Pour tout entier i = 1, 2, 3, il n’existe pas d’arête de couleur

j entre E et Ai, 1 ≤ j 6= i ≤ 3.

Assertion 4. Pour tout entier i = 1, 2, 3, il n’existe pas d’arête de couleur

j dans Ai, 1 ≤ j 6= i ≤ 3.

Preuve. Supposons qu’il existe une arête uv dans Ai de couleur j, 1 ≤ j 6=
i ≤ 3. Nous notons par P une châıne proprement arête-coloriée de x à u

dans Gc. Nous allons supposer que le sommet v n’appartient pas à P , sinon,

nous intervertissons u et v et, à la place de P , on considère le segment de

P de x à v. En outre, la couleur de la dernière arête de P est i. Cependant

on devrait conclure que la châıne P ∪ uv existe dans Gc et sa dernière arête

est de couleur j. Donc on aboutit à la conclusion que le sommet v ∈ C, en

contredisant les définitions de A et C.

Assertion 5. Pour tous entiers i et j, 1 ≤ i 6= j ≤ 3, il n’existe pas d’arête

de couleur l entre Ai et Aj, l 6= i et l 6= j.

Preuve. Supposons qu’il existe une arête, notée uv, de couleur l entre A et

Aj, u ∈ Ai et v ∈ Aj, l 6= i, j. On note par P une châıne proprement arête-

coloriée entre x et u. Sans nuire à la généralité, nous pouvons supposer que

le sommet v n’appartient pas à P , sinon, comme l’assertion précédente, nous

pourrions permuter les sommets u et v. De plus, la couleur de la dernière

arête de P est i. Dans ce cas, en considérant la châıne P ∪ uv, nous pouvons

conclure que le sommet v ∈ C. Cela contredit les définitions de Aj et C.
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Assertion 6. Pour tout sommet z ∈ D et pour tout entier i = 1, 2, 3,

il existe au plus une arête de couleur i, entre z et ∪j 6=iA
j. De plus, si cette

unique arête entre z et ∪j 6=iA
j existe, alors il n’existe pas d’arête zx de couleur

j dans Gc, j 6= i.

Preuve. Supposons par contradiction qu’il existe deux arêtes distinctes,

notées zu et zv,toutes les deux de couleur i entre z et ∪j 6=iA
j, u, v ∈ ∪j 6=iA

j.

Par la définition de D, il existe une châıne, que nous notons P , de x à z dont

la dernière arête est de couleur l, l 6= i. Si le sommet u n’est pas dans P , alors

u ∈ D, car P ∪zu est une châıne de Gc reliant x à u. Des arguments similaires

resteront valables pour le sommet v. Par conséquent, dans ce qui suit, nous

allons supposer que les deux sommets u et v appartiennent ensemble à P .

Nous supposons sans perte de généralité que le sommet u vient avant le

sommet v lorsque nous parcourons la châıne P du sommet x au sommet z.

Soit u− (respectivement u+) le prédécesseur (respectivement le successeur)

de u. De la même façon, on définit v− et v+ et z−. Soit q (respectivement

q′) la couleur de l’arête u−u (respectivement v−v). Comme u et v sont tous

deux des sommets de ∪j 6=iA
j, on a q 6= i et q′ 6= i. De plus, puisque la châıne

P est proprement arête-coloriée, la couleur de l’arête vv+ est différente de q′.

En considérant maintenant la châıne x · · ·u−uzz− · · · v−v entre x et v, nous

concluons que le sommet v ∈ D, ce qui est une contradiction aux définitions

de Aj, j 6= i et de D. Cela prouve qu’il existe au plus une arête entre chaque

sommet z ∈ D et ∪j 6=iA
j. Il reste à montrer que si pour un sommet z ∈ D,

cette unique arête, notée zu, u ∈ ∪j 6=iA
j existe dans Gc, alors l’arête zx (si

elle existe) n’est pas de couleur j, j 6= i. Supposons donc qu’une arête xz de

couleur j existe dans Gc. Cependant la châıne x
j
− z

i
− u existe bien dans

Gc et sa dernière arête est de couleur i. D’ou on obtient l’appartenance du

sommet u à D, ce qui constitue encore une contradiction, car ∪j 6=iA
j et D

sont sommet-disjoints par définition. Ainsi la preuve de cette assertion se
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termine.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer R. Nous posons ‖Ai‖ =

ai,‖D‖ = d et ‖E‖ = e. De façon triviale, on a aussi
∑3

i=1 ai+ d+ e+1 = n.

Ainsi elle vaut,

R = 2
3∑

i=1

ai +3e(d+1)+ 2e
3∑

i=1

ai +2
3∑

i=1

ai(ai − 1)

2
+ 2d

3∑
i=1

ai +
1

2

∑
i6=j

aiaj,

c’est-à-dire,

R = 3e(d+ 1) + 2(e+ d+
1

2
)

3∑
i=1

ai + 2
3∑

i=1

a2i
2

+
1

2

∑
i 6=j

aiaj.

Posons
∑3

i=1 ai = a. Afin de minimiser R, avec a fixé, nous devons considérer

ai =
a

3
, pour tout entier i = 1, 2, 3. Pour ces valeurs particulières de ai,

nous obtenons

R = 3e(d+ 1) + 2a(e+ d+
1

2
) +

2

3
a2

Comme a est fixé, nous pouvons supposer que d + e est aussi fixe, car

a + d + e + 1 = n. Nous distinguerons trois cas qui dépendent de n, r et

a.

Premier cas n ≥ 3r + 2 et a ≥ 3r.

En choisissant d = 0 et e = n− 1− a, nous obtenons,

R = 3(n− a− 1)+ 2a(n− a− 1

2
)+

2

3
a2 = −a2

4

3
+ a(2(n− 1

2
)− 3)+ 3(n− 1)

Si nous considérons R comme une fonction de variable a, nous pouvons voir

que les valeurs minimum de R sont obtenues pour a = 3r ou a = n− 2. En

particulier, R(n−2) =
2

3
n2+

1

3
n− 1

3
et R(3r) = −12r2+3r

(
2(n− 1

2
)− 3

)
+

3(n−1) = 3n(2r+1)−12r (r + 1)−3. Il suffit de montrer que R(n−2)−λ ≥ 0

et R(3r)−λ ≥ 0. Cependant, R(n−2)−λ =
2

3
n2− (3r+

8

3
)n+3r(r+2)+

8

3
.
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Il est facile de voir que R(n− 2)− λ ≥ 0, si n ≥ 3r+ 2. Similairement, pour

n ≥ 3r + 2, on a R(a = 3r) − λ = 3nr − 9r2 − 6r ≥ 0. Ainsi prend fin la

preuve de ce cas.

Second cas n ≥ 3r + 2 et a < 3r

Pour d = r − a

3
et e = n− r − 2a

3
− 1, on obtient

R = 3(n− r − a
2

3
− 1)(r − a

3
+ 1) + 2a(n− a− 1

2
) +

2

3
a2

R = −2

3
a2 + a(n− r − 2) + 3n(r + 1)− 3(r + 1)2

Nous pouvons voir que R atteint sa valeur minimum pour a = 0 ou a = 3r.

De plus, on a R(0) = λ = 3(n − r − 1)(r + 1) = 3n(r + 1) − 3r(r + 2) − 3.

Nous allons à présent vérifier que R(3r) ≥ R(0). En effet,

R(3r)−R(0) = (n− 2)(
n

3
− r − 2

3
)

Puisque n ≥ 3r+2 ≥ 2, il s’ensuit que R(3r)−R(0) ≥ 0. Ainsi la preuve de

ce second cas est complète.

Troisième cas n < 3r + 2.

Par les hypothèses du théorème, on a n ≥ 2r+ 2. Posons n = 3r+ 2− ε où ε

est un entier naturel strictement positif, 0 < ε ≤ r. On a clairement l’égalité

suivante a+ d+ e+ 1 = 3r + 2− ε = n. Afin de maximiser a, nous prenons

a = 3(r− ε), d = ε, e = ε+1. Cependant, pour d = r− a

3
, e = n− r− 2a

3
− 1

et pour tout a < 3(r − ε), nous avons

R = 3(2r − ε− 2a

3
+ 1)(r − a

3
+ 1) + 2a(3r − ε− a+

3

2
) +

2

3
a2

R = −2

3
a2 + (2r − ε)a+ 3(2r2 + 3r − εr − ε+ 1) f(ε, r) + g(ε, r)

Les valeurs minimum de R sont obtenues pour a = 0 ou a = 3(r − ε).

En particulier, R(0) = 3(2r − ε + 1)(r + 1) = 3 [2r2 + (3− ε)r + 1− ε] et

R(3r−3ε) = 3(2r2+3r−ε+1−ε2). Mais on a R(3r−3ε)−R(0) = 3ε(r−ε) ≥ 0.
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Ainsi prend fin la preuve de ce troisième et dernier cas en même temps que

celle du théorème.

Les précédents résultats concernaient au plus trois couleurs. Nous allons

énoncer le théorème suivant qui traite plus de trois couleurs.

Théorème 3.4.7. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n, c > 3

et un entier r ≥ 1. Supposons que pour tout sommet x, on a dc(x) ≥ r,

1 ≤ r ≤ n

2
− 1. Si m ≥ c

2
[n2 − n(2r + 3) + 2r(r + 2) + 2] + 1, alors Gc est

lié.

Preuve. On fera une preuve par l’absurde. Soient x et y deux sommets de

Gc. Supposons qu’il n’existe pas de châıne entre x et y dans Gc. On considère

la fonction R pour compter le nombre d’arêtes du graphe complémentaire de

Gc. Le but principal est de montrer que R ≥ c(n(r+1)− r(r+2)− 1) ce qui

constituera une contradiction avec m. Puisqu’il n’existe pas de châıne entre

x et y dans Gc, nous allons supposer qu’il n’existe pas non plus de châıne

entre x et y dans le sous-graphe Gc
i de Gc qui contient les arêtes de couleurs

i, i + 1 et i + 2 (modulo c) de Gc, pour toute couleur fixée i = 1, 2, · · · , c.
Comme pour R, nous définissons Ri pour chaque sous-graphe G

c
i . On a alors

Ri ≥
3

2
(n(r+1)−r(r+2)−1). On a donc R =

c

3
Ri ≥ c(n(r+1)−r(r+2)−1),

car chaque couleur est utilisée trois fois. Ainsi cette preuve du théorème prend

fin.



Chapitre 4

Châınes k-arête-liées

Nous allons aborder, dans cette partie, l’étude des châınes k-arête-liées.

Dans un premier temps, cette étude sera orientée sur les conditions suffisantes

d’existence de la propriété du k-arête-lié, en ce qui concerne le degré colorié.

Ensuite, elle portera sur les conditions suffisantes sur le nombre d’arêtes pour

garantir l’existence de la propriété du k-lié pour un multigraphe vérifiant ces

dites conditions. Les conditions suffisantes sur le nombre d’arêtes sont souvent

mixées avec des conditions sur le degré colorié.

4.1 Conditions suffisantes sur le degré colorié

Comme précédemment, nous procéderons à la recherche de graphe extrémal

afin d’établir une conjecture autour de laquelle, nous devrions trouver quelques

résultats. Ainsi, nous construirons un graphe c-arête-colorié Gc dont le degré

colorié sera maximum, sans pour autant être k-arête-lié. Nous considérons le

graphe défini comme suit : soient A et B deux multigraphes c-arête-coloriés,

d’ordre
n

2
, complets pour toutes les couleurs. Nous définissons Gc comme

étant l’union disjointe de ces deux ensembles A et B. Il en résulte alors que

Gc a un degré colorié égal à
n

2
− 1, car tout sommet de A (respectivement

B) est uniquement relié à tous les autres sommets de A (respectivement B)

57
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quelle que soit la couleur considérée. De plus, il est clair qu’un tel graphe

n’est pas k-arête lié. Il suffit de prendre un sommet quelconque x1 dans A et

un sommet quelconque y1 dans B, pour s’en rendre compte. C’est pour cette

raison que la conjecture suivante semblait logique et légitime.

A B

Figure 4.1: Maximalité du degré dans le cas k-arête-lié |A| = |B| =
n

2

Conjecture 4.1.1. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n, de taille

m et k un entier naturel, k ≤ n

2
. Si dc(Gc) ≥ n

2
alors Gc est k-arête-lié

Nous pouvons dire que cette conjecture est vraie, au vu des résultats que

nous allons énoncer.

Théorème 4.1.2. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n et k un

entier naturel non nul. Si pour tout sommet x, dc(x) ≥ n

2
, alors Gc est

k-arête-lié

La preuve du théorème suivant, qui comportera plus de précisions, suffira

comme preuve pour le Théorème 4.1.2.

Théorème 4.1.3. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n et k un

entier naturel non nul. Si pour tout sommet x, dc(x) ≥ n

2
, alors pour toutes
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k paires de sommets de Gc, x1, y1, · · · , xk, yk, il existe k châınes élémentaires

arête-disjointes de longueur au plus 2, reliant x1 à y1, · · · , xk à yk.

Il suffit de faire la démonstration pour c = 2, c’est-à-dire, en utilisant

seulement deux couleurs que nous choisirons rouge r et bleue b.

Preuve. Soient xi, yi, 1 ≤ i ≤ k, 2k sommets distincts de Gc. Supposons

que pour un entier i donné, l’arête xiyi existe dans Gc. Alors cette arête en

elle-même définit une châıne entre xi et yi. Ce choix n’affectera pas le reste de

la preuve car cette arête ne pourra pas être utilisée pour construire une châıne

de longueur deux pour une autre paire de sommets xj, yj, 1 ≤ j 6= i ≤ k.

En effet, dans ce cas, la longueur d’une telle châıne entre xj, yj passant par

l’arête xiyi sera au moins trois.

Dans la suite, nous pouvons donc supposer qu’il n’y a pas d’arêtes xiyi

dans E(Gc), pour les entiers i = 1, 2, · · · , k. Pour fixer les idées, choisissons
les deux couleurs comme étant r (rouge) et b (bleue). Comme dr(xi) ≥ n

2
et db(yi) ≥ n

2
, il s’ensuit dr(xi) + db(yi) ≥ n, pour tout entier i = 1, ..., k.

Puisqu’il n’y a pas d’arête xiyi, nous pouvons trouver deux sommets distincts

ai, bi in Gc tels que ai ∈ N r(xi) ∩ N b(yi) et bi ∈ N r(xi) ∩ N b(yi). Si ai /∈
{xj, yj, 1 ≤ j 6= i ≤ k}, alors nous considérons la châıne xi

r
− ai

b
− yi. Ces

deux arêtes xiai et aiyi ne sont pas utilisées par les châınes reliant les autres

paires de sommets xj, yj, j 6= i, car on a supposé que la longueur des autres

châınes est au plus deux. Après le choix de telles châınes, il suffit de construire

des châınes deux à deux arête-disjointes avec le reste des paires de sommets

xi, yi tels que {ai, bi, 1 ≤ i ≤ k} ⊂ {xi, yi, 1 ≤ i ≤ k}.
Nous compléterons la preuve en montrant que, dans le pire des cas (qui est

{ai, bi, 1 ≤ i ≤ k} ⊂ {xi, yi, 1 ≤ i ≤ k}), nous pouvons construire k châınes

deux à deux arête-disjointes de longueur au plus deux, chacune pour une

paire de sommets xi, yi, pour tout entier i = 1, ..., k. Supposons donc que

pour tous entiers i et j, 1 ≤ j 6= i ≤ k, nous avons xj ∈ N r(xi) ∩N b(yi) ou
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yj ∈ N r(xi) ∩N b(yi). Maintenant, nous allons choisir et regrouper ensemble

les châınes proprement arête-coloriées de la forme xi−xi+1−yi qui sont deux

à deux arête-disjointes. Nous changeons l’ordre des paires de sommets xq, yq

et permutons, si nécessaire, xq et yq et aq avec bq dans le but de rendre

maximum le cardinal de chaque groupe. Soit d le cardinal du groupe maximal.

Sans perte de généralité, ce groupe peut être considéré comme celui défini

par x1−x2−y1,..., xd−xd+1−yd (d est considéré modulo k). Si d = k, alors

la preuve est finie car il y aura k châınes deux à deux arête-disjointes de

longueur au plus deux, chacune pour une paire de sommets xi, yi, i = 1, ..., k,

comme supposé. Sinon, nous utiliserons le même processus afin de trouver le

prochain groupe maximal de châınes deux à deux arête-disjointes pour le reste

des paires de sommets xi, yi, i = d+1, ..., k. Cela est possible, car si ai = xj,

avec i > d et j ≤ d, alors nous pouvons considérons la châıne xi

r
− xj

b
− yi,

qui utilise de nouvelles arêtes non encore utilisées par les groupes de châınes

définis précédemment. Ce processus est fini, car à chaque étape, le nombre de

paires de sommets restants sans être reliés décrôıt strictement. Donc, à la fin

du processus, nous aurons trouvé k châınes deux à deux arête-disjointes de

longueur au plus deux, chacune pour une paire de sommets xi, yi, i = 1, ..., k.

Ainsi la preuve de ce théorème prend fin.

4.2 Conditions suffisantes mixtes sur le degré

colorié et sur le nombre d’arêtes

Nous allons dans cette partie nous concentrer sur les conditions mixtes

sur le degré minimum colorié et sur la taille minimale d’un multigraphe,

suffisantes pour garantir la propriété du k-arête-lié. Les idées de base de la

section 3.4 du Chapitre2 resteront en vigueur, dans cette partie, en ce qui
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concerne la recherche des conjectures. Il n’est pas inutile de rappeler qu’un

multigraphe k-lié est clairement k-arête-lié. Sans plus tarder, nous allons

formuler la conjecture suivante.

Conjecture 4.2.1. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n et k, r

deux entiers naturels strictement positifs. Supposons que pour tout sommet

x, dc(x) ≥ r, r ≤ n

2
− 1.

i) Si c = 2, n ≥ 6r + 4 et m ≥ g1(n, k, r) = n2 − n(2r + 3) + 3r2 + 5r + 3,

ii) Si c = 2, n ≤ 6r + 4 et m ≥ g2(n, k, r) =
3n2

4
− 3n

2
+ 1,

iii) Si c ≥ 3 et m ≥ g3(n, k, r, c) =
c

2
[n2 − n(2r + 3) + 2r(r + 2) + 2] +

min(k − 1, r) + 1,

alors Gc est k-arête-lié.

Cette conjecture, si elle est vraie, est alors la meilleure possible en ce qui

concerne la borne inférieure de la taille du multigraphe. Nous utiliserons pour

la circonstance, les multigraphes Hc définis dans les pages précédentes. En

effet :

Pour (i), nous considérons le multigraphe 2-arête-colorié Hc(1, n − 2r −
1, r, r, 0). Malgré qu’il a g1(n, k, r)− 1 arêtes, le multigraphe Hc(1, n− 2r −
1, r, r, 0) n’est pas 1-arête-lié. En particulier, il n’existe pas de châıne simple

proprement arête-coloriée entre x1 et y1, pour n’importe quel choix de som-

mets x1 ∈ A et y1 ∈ B.

Pour (ii), nous considérons le multigraphe 2-arête-colorié Hc(1, 1,
n

2
−1,

n

2
−

1, 0) ayant g2(n, k, r) − 1 arêtes. Comme dans le cas (i) il n’existe pas de

châıne simple proprement arête-coloriée quelle que soit la paire de sommets

x1 ∈ A, y1 ∈ B ainsi choisie.

Enfin, pour (iii), nous considérons le multigraphe c-arête-coloriéHc(r+1, n−
r − 1, 0, 0, 0). Si r + 1 ≥ k alors nous ajoutons k − 1 arêtes entre A et B.

Nous considérons maintenant les sommets xi ∈ A et yi ∈ B, 1 ≤ i ≤ k, alors

nous ne pourrons pas trouver k châınes simples deux à deux arête-disjointes,
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chacune reliant une seule paire de sommets xi, yi, car il y a au plus k − 1

arêtes entre A et B. Ainsi Hc n’est pas k-arête-lié. Sinon, si r ≤ k, alors

nous ajoutons r arêtes entre A et B. Si nous sélectionnons xi ∈ A et yi ∈ B,

1 ≤ i ≤ r + 1, alors nous ne pourrons pas trouver r + 1 châınes simples

deux à deux arête-disjointes , chacune reliant une seule paire de sommets xi,

yi, car il y a au plus r arêtes entre A et B. Donc, quoique le multigraphe

Hc a
c [n2 − n(2r + 3) + 2r(r + 2) + 2]

2
+ min(k − 1, r) arêtes, il n’est pas

(r + 1)-arête-lié pour r + 1 < k.

A_3 A_4

A_2

Figure 4.2: Maximalité du degré dans le cas k-arête-lié Hc(1, n− 2r − 1, r, r, 0)

A_3 A_4

Figure 4.3: Cas mixte de non existence de châıne 1-arête-lié Hc(1, 1,
n

2
− 1,

n

2
− 1, 0)

On montrera à travers le Lemme 4.2.2, que la conjecture 4.2.1 ci-dessus,

est vérifiée pour k = 1 et pour les valeurs non fixées de r et c. Cette conjecture
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restera également vraie pour les valeurs de r = 1, c = 2 et k non fixé, grâce

au théorème 4.2.3 que nous allons énoncer et prouver un peu plus loin.

En vue de la démonstration du Théorème 4.2.3, nous allons prouver d’abord

le lemme suivant.

Lemme 4.2.2. Soit Gc un multigraphe 2-arête-colorié d’ordre n ≥ 5. Sup-

posons que pour tout sommet x, dc(x) ≥ 1.

i) Si n ≥ 10, et m ≥ n2 − 5n+ 11,

ii) Si n < 10, et m ≥ 3n2

4
− 3n

2
+ 1,

alors il existe une châıne élémentaire propre arête-coloriée de longueur au

plus quatre reliant deux sommets quelconques x et y de Gc.

Preuve. Nous prouverons ce lemme par l’absurde. Soient x et y deux som-

mets fixés de Gc. Supposons qu’il n’existe pas de châıne élémentaire propre-

ment arête-coloriée de longueur au plus quatre entre x et y. Comme dans

les théorèmes précédents, on note par R le nombre d’arêtes manquantes

de Gc. Le fait que nous ne pouvons pas trouver de châınes élémentaires

entre x et y de longueur 1, 2, 3 et 4, donne une idée de comment on va

déterminer R. Nous posons λ1 = n(n− 1)− [
3n2

4
− 3n

2
+ 1] =

n2

4
+

n

2
− 1 et

λ2 = n(n−1)−[n2−5n+11] = 4n−11. Posons également α = ‖N b(x)∩N b(y)‖
et β = ‖N r(x) ∩N r(y)‖. Alors,
R = 2+ (n− 2− db(x)) + (n− 2− dr(x)) + (n− 2− db(y)) + (n− 2− dr(y))

+(db(x)− α)(db(y)− α) + α(db(x)− α) + α(db(y)− α) +
α(α− 1)

2

+(dr(x)− β)(dr(y)− β) + β(dr(x)− β) + β(dr(y)− β) +
β(β − 1)

2
= 4n− 6 + f(db(x), db(y), α) + g(dr(x), dr(y), β).

Nous allons étudier deux cas qui dépendent des valeurs de α, β selon qu’ils

soient nuls ou pas.

Cas 1. α 6= 0 et β 6= 0
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Afin de minimiser R, nous posons db(x) = db(y) = α et dr(x) = dr(y) = β.

Ainsi

f(db(x), db(y), α) = −2α+
α(α− 1)

2
=

α(α− 5)

2

Comme α+ β ≤ n− 2 nous obtenons R = 4n− 6 +
α(α− 5)

2
+

β(β − 5)

2
=

4n− 6 +
(α+ β)(α+ β − 5)

2
− αβ.

Supposons d’abord que α + β ≤ 5. Nous pourrions simplement voir que

R ≥ 4n− 12, en utilisant toutes les différentes valeurs possibles de α, β, qui

sont, (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3). On pose Rmin = 4n−12.

La fonction λ1 − Rmin =
n2

4
+

7n

2
+ 11 dispose de deux racines, notées

n1 = 7−
√
5 et n2 = 7 +

√
5.

Donc, pour 5 < n ≤ 10, nous avons λ1 < Rmin, ce qui est une contradiction,

car Rmin devrait être plus petit que λ1.

Supposons ensuite que α + β > 5. En étudiant la fonction R(α, β), nous

déduisons que R(α, β) ≥ R(3, 3). Cela signifie que R(α, β) ≥ 4n−12. Puisque

n ≥ 10, il existe au moins deux sommets differents z et z′ qui ne sont pas

dans N b(y) ∪ N r(x) ∪ N b(x) ∪ N r(y) ∪ {x, y}. Comme il n’existe pas de

châıne élémentaire proprement arête-coloriée de longueur 4 entre x et y dans

Gc, nous déduisons que pour tout sommet u ∈ N b(x) et pour tout sommet

v ∈ N r(y), l’arête rouge uz (ou l’arête bleue zv) est manquante dans Gc,

sinon la châıne élémentaire x
b
− u

r
− z

b
− v

r
− y (respectivement pour z′)

entre x et y, a une longueur égale à 4. Cela implique R(α, β) ≥ 4n − 10.

Comme λ2 = 4n − 11 < 4n − 10 ≤ R(α, β), nous concluons que le nombre

d’arêtes de Gc est au plus n2 − 5n + 10, ce qui constitue une contradiction

par rapport aux hypothèses du Cas (i).

Cas 2. α = 0 ou β = 0

Nous supposons que β = 0. Alors on a R(α) = 4n − 6 +
α(α− 5)

2
. On peut

facilement voir que R(α) ≥ R(3) = 4n− 9. Puisque R(3) ≥ λ1 et R(3) ≥ λ2,
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ceci est une contradiction à la fois pour les deux Cas (i) et (ii). Ainsi la

preuve du lemme devient complète et prend fin.

Théorème 4.2.3. Soit Gc un multigraphe 2-arête-colorié et k un entier na-

turel strictement positif, n ≥ 2k ≥ 10. Supposons que pour tout sommet x,

dc(x) ≥ 1. Si m ≥ n2 − 5n+ 11, alors Gc est k-arête-lié.

Preuve. Soient 2k sommets de Gc, xi et yi, 1 ≤ i ≤ k. Nous allons essayer de

trouver k châınes élémentaires deux à deux arête-disjointes, chacune reliant

une seule paire de sommets xi, yi, 1 ≤ i ≤ k. Grâce au lemme précédent,

nous savons qu’il existe une châıne élémentaire proprement arête-coloriée de

longueur au plus quatre entre chaque paire de sommets xi et yi.

Assertion. Il existe au plus une paire de sommets xi, yi de sommets telle

que la longueur de toute châıne élémentaire entre xi et yi dans G
c, est plus

grande que deux.

Preuve. Supposons par l’absurde qu’il existe au moins deux paires de som-

mets, par exemple x1, y1 et x2, y2, telles que la longueur de toute châıne

élémentaire entre x1 et y1 (respectivement x2 et y2) est plus grande que

deux. Alors, pour tout sommet z ∈ Gc − {x1, y1}, soit l’arête bleue x1z est

manquante, soit l’arête rouge y1z est manquante dans Gc, sinon la châıne

élémentaire x1

b
− z

r
− y1 est de longueur deux entre x1 et y1. De façon

analogue, nous concluons que, soit l’arête rouge x1z est manquante, soit

l’arête bleue y1z est manquante dans Gc. Des arguments similaires restent

valides pour x2 et y2. De plus, comme il n’existe pas de châıne élémentaire

de longueur 1 entre x1 et y1 (respectivement entre x2 et y2), alors il n’existe

pas d’arête x1y1 (respectivement x2y2) dans Gc. En faisant maintenant la

somme de toutes les arêtes manquantes, nous déduisons que Gc a moins de

n(n− 1)− [2(n− 2)+2(n− 4)+4] < n2−5n+11 arêtes , ce qui est absurde.
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Ainsi se termine la preuve du l’Assertion.

D’après l’assertion précédente, pour au plus une paire de sommets xi, yi, il

existe une châıne élémentaire entre xi et yi de longueur plus grande que deux.

En outre, d’après le lemme 4.2.2, la longueur d’une telle châıne élémentaire

est 3 ou 4.

Supposons dans un premier temps qu’il existe une châıne élémentaire de lon-

gueur au plus deux entre xi et yi dans Gc, pour chaque i = 1, · · · , k. Pour
tout entier i, posons Zi = {zi1, zi2, ..., zipi} comme l’ensemble des sommets de

Gc tels qu’il existe une châıne élémentaire entre xi et yi qui passe par un

sommet de Zi. En utilisant alors des arguments presque identiques à ceux de

la preuve du théorème 4.1.2 (on remplace seulement {ai, bi, 1 ≤ i ≤ k} par

Zi = {zi1, zi2, ..., zipi}), nous allons trouver k châınes élémentaires deux à deux

arête-disjointes, comme souhaité.

Supposons ensuite que pour un entier 1 ≤ i ≤ k, par exemple i = k, toute

châıne élémentaire entre xk et yk a une longueur 3 ou 4. D’après les arguments

utilisés dans le cas précédent et dans la preuve du théorème 4.1.2, nous pou-

vons définir k − 1 châınes élémentaires deux à deux arête-disjointes pour les

paires de sommets xi, yi, 1 ≤ i ≤ k− 1. Afin de compléter la preuve, il suffira

de montrer à chaque fois qu’une châıne élémentaire entre xk et yk partage

une arête commune avec une châıne élémentaire entre xi et yi, 1 ≤ i ≤ k− 1,

alors on peut choisir, soit une autre châıne élémentaire appropriée entre xi

et yi ou une autre châıne élémentaire appropriée entre xk et yk, dans le but

d’obtenir ce qui est désiré, c’est-à-dire k châınes élémentaires deux à deux

arête-disjointes .

Supposons à nouveau que toute châıne élémentaire entre xk et yk a une

longueur 3. Comme il n’existe pas de châıne élémentaire entre xk et yk de

longueur au plus 2 dans Gc, et comme dans la preuve de l’assertion ci-dessus,

nous pouvons conclure qu’il y a au moins 2(n−2)+2 arêtes manquantes dans
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nombre d’arêtes 67

Gc. Supposons d’abord que l’arête xiyi est l’arête commune entre la châıne

élémentaire reliant xk à yk et le reste de la châıne élémentaire reliant les paires

de sommets xi, yi, 1 ≤ k ≤ k − 1. Alors ∀z ∈ Gc − {xk, xi, xi−1, yk, yi, yi−1},
aucune des (n − 6) châınes élémentaires xi

b
− z

r
− yi ou xi

r
− z

b
− yi de

longueur deux, n’est présente dans Gc. De plus, une arête xiyi, une arête

xi−1yi−1 et au moins 2 arêtes pour la possible existence d’un cycle alterné

c’est-à-dire proprement colorié, xixi−1yiyi−1xi sont manquantes dans Gc. La

somme des arêtes manquantes susmentionnées est au moins égale à 4n− 10.

Il s’ensuit que Gc a au plus n2 − 5n + 10, ce qui est absurde. Supposons

maintenant que seul le sommet xi ou le sommet yi, disons xi, est adjacent à

l’arête commune de la châıne élémentaire reliant xk et yk et une des châınes

élémentaires reliant le reste des paires xi, yi, 1 ≤ k ≤ k − 1. Ainsi, pour

chaque sommet z dans Gc −
{
xk, xi, xi−1, yk, yi, yi−1, z

k
l

}
,où zkl /∈ xk, yk, xi,

nous pouvons dénombrer 2(n − 7) arêtes manquantes, comme aucune des

châınes élémentaires xi

b
− z

r
− yi ou xi

r
− z

b
− yi n’est présente dans Gc.

Alors il y a au moins 2 arêtes manquantes pour les paires de sommets xi, yi

et xi−1, yi−1, une arête joignant xi et yi à travers zkl et enfin 2 arêtes entre

xixi−1yiyi−1xi. Donc on en déduit qu’il y a au moins 4n − 9 arêtes qui sont

manquantes dans Gc, ce qui constitue une contradiction par rapport au fait

que le multigraphe Gc a au moins n2 − 5n+ 11 arêtes.

Enfin, nous supposons que la longueur de toute châıne élémentaire entre xk

et yk est 4. Nous compléterons la preuve en tenant compte des trois sous-cas

suivants :

– xiyi est une arête commune entre une châıne élémentaire reliant xk à yk

et une châıne élémentaire reliant le reste des paires xi, yi, 1 ≤ k ≤ k−1.

– pour un entier 1 ≤ i ≤ k − 1, les deux arêtes de la châıne élémentaire

entre xi et yi de longueur deux, appartiennent ensemble à la châıne

élémentaire entre xk et yk.

– Seul le sommet xi (ou yi) est adjacent à une arête commune de la châıne
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élémentaire reliant xk à yk et une châıne élémentaire reliant le reste des

paires xi, yi, 1 ≤ k ≤ k − 1.

Comme il n’existe pas de châıne élémentaire de longueur au plus 2 entre xk

et yk, nous devons compter au moins 2(n−2)+2 arêtes manquantes dans Gc.

Il n’existe également pas de châıne élémentaire de longueur 3 entre xk et yk.

Donc nous ajoutons au dénombrement au moins deux arêtes supplémentaires

parmi les manquantes. Ainsi jusqu’ici, au moins, on dénombre 2(n− 2)+2+

2 = 2n arêtes manquantes dans Gc.

Dans le premier sous-cas, on considère zkl , z
k
l 6= xi, yi comme le quatrième

sommet qui complète la châıne élémentaire entre xk et yk. Alors pour tout

sommet z de Gc−
{
xk, xi, xi−1, yk, yi, yi−1, z

k
l

}
, nous pouvons compter un to-

tal de 2(n−7) arêtes manquantes. Il y a aussi au moins 4 arêtes manquantes

entre xixi−1yiyi−1xi et xi−1xi−2yi−1yi−2xi−1.

Dans le second sous-cas, en plus du nombre compté dans le premier sous-cas,

nous pouvons ajouter 2 arêtes manquantes xiyi.

Dans le dernier sous-cas, au lieu de 2(n−7), nous avons 2(n−8) arêtes man-

quantes et nous avons également toutes les autres arêtes manquantes men-

tionnées dans le second sous-cas. Nous ajouterons aussi au moins 2 arêtes

manquantes qui pourraient définir une châıne élémentaire xi−xk−yi et 2

arêtes pour la châıne élémentaire xi−yk−yi.

Pour chacun des cas ci-dessus, en faisant la somme de toutes les arêtes man-

quantes, nous trouvons qu’il y a au moins 4n− 11 arêtes dans Gc. Il s’ensuit

que Gc a au plus n2 − 5n+ 10 arêtes, ce qui est absurde. Ainsi la preuve de

ce théorème est complète et prend fin.
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Chapitre 5

Les arbres couvrants propres

5.1 Rappels et Généralités

Dans cette deuxième partie, nous étudierons les arbres couvrants pro-

prement coloriés. Les conditions que nous imposons sont les relations entre

les différents paramètres des graphes arêtes-coloriées, tels que le nombre to-

tal de couleurs, le nombre de sommets, la taille du graphe, la connectivité

et le nombre d’arêtes de couleurs différentes adjacentes à un sommet. Ces

conditions spéciales sont d’un fort intérêt car il n’est pas possible d’avoir de

bonnes caractérisations pour l’existence d’arbres couvrants en générale dans

les graphes arête-coloriés, du fait du caractère NP-complet [2] de la ques-

tion. Nous pouvons souligner des travaux assez proches de ce qui est traité

dans ce chapitre [23]. Soient H et K deux sous-graphes de Gc. Nous notons

par rdH(x) le nombre de couleurs distinctes des arêtes incidentes au sommet

x qui ont une extrémité dans H. En particulier, on a rd(x) = rdGc(x). Soit

rdH (K) le nombre minimum dans {rdH (x) tel que x ∈ V (K)}, c’est-à-dire,
rd (Gc) = min {rd (x) tel que x ∈ V (Gc)}. Nous utiliserons le terme rainbow

graphe pour des graphes arête-coloriées dans lesquels il y a au plus une arête

pour chaque couleur.
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Nous traiterons principalement dans la première section 5.2, des lemmes

qui serviront pour les autres parties du chapitre. Ainsi nous statuons sur

quelques résultats généraux concernant sous les sous-graphes rainbow cou-

vrants, contenant toutes les couleurs de Gc. Dans la section 5.3, nous donnons

les conditions suffisantes sur le nombre minimum de couleurs du graphe Gc

qui garantissent l’existence d’ arbres couvrants proprement coloriés dans Gc.

Dans cette section, le nombre de couleurs dépend de la connectivité. Dans la

dernière section 5.4, nous établissons des conditions sur le nombre minimum

de couleurs et sur le degré rainbow minimum du graphe pour garantir l’exis-

tence d’arbres couvrants proprement coloriés. Les résultats suivants sont déjà

soumis à publication[34].

5.2 Résultats préliminaires

Comme nous l’avons mentionné dans la partie introductive, nous com-

mencerons ici, par quelques résultats généraux sur les graphes connexes c-

arête-coloriés, lesquels résultats seront bien exploités dans les prochaines sec-

tions. Nous considérons un sous-graphe rainbow couvrant contenant toutes

les couleurs possibles de Gc. Un tel sous-graphe nous fournit des outils im-

portants pour la construction d’arbres couvrants proprement arête-coloriée.

Les lemmes suivants considèrent la plus grande composante connexe de ce

sous-graphe rainbow couvrant et étudient leur ordre et leur connectivité.

Lemme 5.2.1. Soit Gc un graphe connexe c-arête-colorié d’ordre n et soit k

un entier donné. Si n >
(
k+1
2

)
+ k+2 et c ≥

(
n−k−1

2

)
+ k+1, alors l’ordre de

la plus grande composante connexe dans tout sous-graphe rainbow couvrant

contenant toutes les couleurs, est au moins n− k − 1.

Preuve. Considérons un sous-graphe rainbow couvrant Hrs dans G
c, conte-

nant toutes les couleurs. Nous utiliserons H0 pour noter sa plus grande com-

posante connexe et H1 pour désigner le sous-graphe induit par le reste des
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sommets. Soit p ≥ 0 le cardinal |V (H1)|. Donc on en déduit aisément que

|V (H0)| = n− p. Comme le sous-graphe Hrs est rainbow et contient toutes

les couleurs qui sont présentes dans le graphe, alors le nombre d’arêtes d’un

tel sous-graphe est égal au nombre de couleurs du graphe original dont la

borne inférieure est
(
n−k−1

2

)
+ k + 1. Nous dirons plus loin, que le nombre

d’arêtes dans le sous-graphe doit être au plus
(
p
2

)
+

(
n−p
2

)
, en supposant

présentes toutes les arêtes possibles avec les sommets de chaque composante

de la partition. En combinant ces deux facteurs, nous obtenons l’inéquation,(
p

2

)
+

(
n− p

2

)
≥

(
n− k − 1

2

)
+ k + 1

qui se réduit à l’inégalité suivante

2p2 − 2np+ 2n+ 2nk − k2 − 5k − 4 ≥ 0

La résolution de cette inéquation de paramètre p, aboutit au domaine

d’appartenance suivant :

p ∈ {0, . . . , k + 1} ∪ {n− k − 1, . . . , n} .

De plus, puisque |V (H1)| = p, nous avons alors p ≤ k + 1. Sinon, nous

allons supposer que p ≥ n − k − 1, et alors, l’ordre de la plus grande com-

posante connexe H0 (et donc l’ordre de chaque composante dans Hrs) est au

maximum égal à k + 1. Dans ce cas, le nombre total d’arêtes dans le sous-

graphe est au plus égal à
n

k + 1

(
k+1
2

)
=

nk

2
, qui est strictement plus petit

que
(
n−k−1

2

)
+ k+1, qui correspond à la borne inférieure du nombre total de

couleurs pour n ≥
(
k+1
2

)
+ k + 2. Ainsi, le lemme est prouvé.

Lemme 5.2.2. Soit Gc un graphe connexe c-arête-colorié d’ordre n et soit k

un entier donné, avec n >
(
k+1
2

)
+ k+2 et c ≥

(
n−k−1

2

)
+ k+1. Nous notons

par Hrs un sous-graphe rainbow couvrant, contenant toutes les couleurs de

Gc et par H0 sa plus grande composante connexe, où |H0| = n− p. Alors le

nombre d’isthmes dans H0 est inférieur ou égal à k − p+ 1.
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Preuve. Rappelons que le nombre d’arêtes dans Hrs est exactement c,

qui est au moins égal à
(
n−k−1

2

)
+ k + 1. Comme dans le lemme précédent,

H1 représente le sous-graphe induit par les sommets V (Gc) − V (H0), ainsi

|V (H1)| = p et le nombre d’arêtes dans H1 est au plus égal à
(
p
2

)
. Supposons

que le nombre d’isthmes dans E (H0) est supérieur ou égal à k− p+ 2, donc

le nombre d’arêtes dans Hrs est inférieur ou égal à
(
n−k−2

2

)
+ k− p+2+

(
p
2

)
,

qui correspond au cas où la suppression de k − p+ 2 isthmes décompose H0

en une grande composante connexe et k − p+ 2 singletons.

L’inégalité suivante reste valide :(
n− k − 1

2

)
+ k + 1 ≤

(
n− k − 2

2

)
+ k − p+ 2 +

(
p

2

)
Et elle peut se réduire à

n− k − 2 ≤
(
p− 1

2

)
Comme on a p ≤ k + 1, elle implique

n− k − 2 ≤
(
k

2

)
ce qui contredit les hypothèses n >

(
k+1
2

)
+ k + 2.

Lemme 5.2.3. Soit Gc un graphe connexe c-arête-colorié d’ordre n avec

n >
(
k+1
2

)
+ k + 2 et c ≥

(
n−k−1

2

)
+ k + 1. Notons par Hrs un sous-graphe

rainbow couvrant contenant toutes les couleurs présentes dans Gc et par H0

sa plus grande composante connexe. Si la suppression d’isthmes dans H0

déconnecte H0 en une composante connexe H̃0 et s singletons, alors H̃0 est

au moins (k − s+ 2)-arête-connexe.

Preuve. Nous rappelons encore que le nombre d’arêtes dans Hrs est exacte-

ment c, qui est supérieur ou égal à
(
n−k−1

2

)
+k+1. Comme dans les précédents

résultats,H1 représente le sous-graphe induit par les sommets V (Gc)−V (H0).
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Le nombre d’arêtes dans H1 est au plus égal à
(
k+1
2

)
car par le le lemme 5.2.1,

on a |V (H1)| ≤ k + 1 . Nous avons s isthmes dans E (H0) connectant les s

singletons à la plus grande composantes connexe H̃0, ainsi que le nombre

d’arêtes dans H̃0 est au moins égal à
(
n−k−1

2

)
+ k + 1 −

(
k+1
2

)
− s. Donc au

moins,
(
n−k−1

2

)
−
(
k+1
2

)
arêtes restent après la suppression de toutes les k−s+1

arêtes de cette composante, car
(
n−k−1

2

)
correspond précisément au nombre

d’arêtes dans un graphe complet de n−k−1 sommets, la première suppression

résulte du déficit d’au plus
(
k+1
2

)
arêtes. Dès lors qu’on a, n >

(
k+1
2

)
+ k + 2,

nous avons
(
k+1
2

)
=

(
k+1
2

)
+ k + 2− (k + 2) < n− k − 2, l’arête-connectivité

d’un graphe complet de n− k − 1 sommets.

5.3 Connexité et nombre minimum de cou-

leurs

Dans cette section, nous considérons Gc comme un graphe simple k-

connexe c -arête-colorié. Le principal résultat de cette section, à savoir le

Théorème 5.3.3, est donné à la fin. Il est la conséquence directe de deux pro-

positions qui traitent les différents cas dépendant du nombre d’isthmes qui

peuvent apparâıtre dans la plus grande composante connexe du sous-graphe

rainbow couvrant et contenant toutes les couleurs présentes dans Gc.

Proposition 5.3.1. Soit Gc un graphe simple c -arête-colorié k-connexe à n

sommets, n ≥
(
k+1
2

)
+ k + 2 et c ≥

(
n−k−1

2

)
+ k + 1. Soit Hrs un sous-graphe

rainbow couvrant contenant toutes les couleurs présentes dans Gc et H0 sa

plus grande composante connexe, où |H0| = n−p et le nombre d’isthmes dans

H0 est s ≤ k − p. Alors Gc a un arbre couvrant proprement arête-colorié.

Preuve. Par le Lemme 5.2.1, on sait que H0 a au moins n − k − 1 som-

mets. Dans ce cas de figure, nous considérons le paramètre k comme étant la



76 Les arbres couvrants propres

connectivité du graphe et, puisque le sous-graphe est rainbow, chaque arbre

couvrant de ses composantes connexes est proprement colorié.

Soit H1 pour désigner à nouveau, le sous-graphe induit par les sommets

V (Gc)− V (H0). Puisqu’on a l’égalité |V (H1)| = p et que Gc est k-connexe,

alors l’ensemble des sommets de H0 qui ont des sommets voisins à la fois dans

H0 et dans H1 et soit B̃ l’ensemble de tous les sommets de B̃0 qui vérifient :

{
x ∈ B̃0, tel que E(x,H0) = B(x,H0) et c(E(x,H0)) = c(E(x,H1))

}
.

Considérons à présent le graphe biparti

G̃ :=
(
V (Gc) , E(Gc)−

(
E(H0) ∪ E(H1) ∪ E

(
B̃,H1

)))
.

Nous allons appliquer le théorème de Hall (voir [8]) au sous-graphe G̃. Ce

sous-graphe contient un couplage de taille k qui traverse la coupe (séparateur)

(H0,H1) si et seulement si |S| ≤
∣∣∣N G̃

H0
(S)

∣∣∣ pour tout sous-ensemble S de H1

où N G̃
H0

(S) désigne l’ensemble des voisins de S dans H0 reliés par des arêtes

dans E
(
G̃
)
, c’est-à-dire,

N G̃
H0

(S) =
{
x ∈ H0 tel que xy ∈ E

(
G̃
)

avec y ∈ S
}
.

Pour s’en rendre compte, nous supposerons qu’un tel couplage n’existe

pas. Ainsi, il existe un sous-ensemble S de H1 tel que
∣∣∣N G̃

H0
(S)

∣∣∣ < |S| = r.

Sous ces suppositions, nous étudierons l’ordre de NG (S). Ce nombre est

donné par :

|NG (S)| = |NH0 (S)|+ |NH1 (S)| =
∣∣∣N G̃

H0
(S)

∣∣∣+ ∣∣∣NG−G̃
H0

(S)
∣∣∣+ |NH1 (S)|

< r + k − p+ p− r = k

car
∣∣∣NG−G̃

H0
(S)

∣∣∣ est borné par le nombre d’isthmes dans H0.

Cela contredit le fait que G est k-connexe, car il existe un sous-ensemble

S de Gc qui peut être déconnecté du reste du graphe par la suppression d’un
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nombre de sommets strictement inférieur à k. Donc nous avons prouvé que

G̃ contient un couplage de H0 dans H1 et par conséquent Gc contient un

couplage de taille k qui traverse le séparateur (H0,H1) où tous les problèmes

pour attacher les sommets de H1 vers H0 ont été évités ou contournés, et le

résultat reste valide.

Proposition 5.3.2. Soit Gc un graphe simple k-connexe c -arête-colorié tel

que |V (Gc)| = n avec n ≥
(
k+1
2

)
+ k + 2 et c ≥

(
n−k−1

2

)
+ k + 1. Soit Hrs un

sous-graphe rainbow couvrant contenant toutes les couleurs présentes dans

Gc et H0 sa plus grande composante connexe, où |H0| = n− p et le nombre

d’isthmes dans H0 est s = k − p+ 1. Alors Gc a un arbre couvrant propre.

Preuve. Nous allons noter Y0 = {y1, . . . , ys} l’ensemble des sommets dans

H0, tel que pour tout i ∈ {1, . . . , s}, il existe un unique sommet xi ∈ NH0 (yi)

et bi = xiyi est un isthme. La suppression de {b1, . . . , bs} divise H0 au total

en s+ 1 composantes connexes où s parmi eux sont des singletons.

Nous donnons également la notation suivante

H̃0 := (V (H0)− Y0, E (H0)− {b1, . . . , bs}). Par le Lemme (5.2.3), H̃0 est au

moins (k − s+ 2)-arête-connexe.

Puisque le graphe Gc est k-connexe, il existe un couplage de taille k

traversant le séparateur
(
H̃0, Y0 ∪H1

)
. Nous notons les arêtes de ce couplage

par EM = {b1, . . . , bs, es+1, . . . , ek}. Nous noterons également les extrémités

de ces arêtes dans H̃0 par respectivement X = {x1, . . . , xk} et dans H̃1 par

Y1 = {ys+1, . . . , yk}. Soit Y l’union Y0 ∪ Y1 et z un sommet non couplé dans

H1, alors on a H̃1 := (V (H1) ∪ Y0, E (H1)) où V (H1)∪Y0 = Y ∪{z}, et nous
allons distinguer deux cas, suivant que N(z) soit inclus ou non dans X ∪ Y .

Cas 1 : N(z) * X ∪ Y.

Soit un sommet z′ ∈ NH̃0
(z) − X. Dans ce cas, nous ajoutons zz′ et

b1, . . . , bs, es+1, . . . , ek à Hrs et en même temps, nous supprimons toute arête
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dans Hrs qui est incidente à z′ avec la même couleur que c(zz′), et aussi

toute arête incidente à ei ayant la couleur c(ei) pour tout entier naturel

i ∈ {s+ 1, . . . , k}. Toute telle suppression pour le compte de l’arête ei a

lieu exactement soit du côté du sommet adjacent xi soit du côté de l’autre

sommet adjacent yi, mais pas sur les deux à la fois. Nous remarquons qu’il

n’existe pas d’arête dans H̃0, incidente à bi pour i ∈ {1, . . . , s} avec la couleur

c(bi) car bi était l’unique arête dans Hrs coloriée en c(bi). Ainsi, le processus

complet conduit à la suppression d’au plus k− s+1 arêtes de l’ensemble H̃0,

lequel reste toujours connexe. Tous les sommets de H̃1 ont été connectés à

H̃0 pour obtenir un sous-graphe couvrant proprement arête-colorié. Donc ce

sous-graphe, mais aussi Gc, a un arbre couvrant proprement arête-colorié.

Cas 2 : N(z) ⊆ X ∪Y

S’il existe un sommet xi0 ∈ NX(z) tel que c(z, xi0) 6= c(bi0) si i0 ∈
{1, . . . , s} (respectivement, c(z, xi0) 6= c(ei0) si i0 ∈ {s+ 1, . . . , k}), alors
nous ajoutons simplement toutes les arêtes dans EM et (z, xi0), et suppri-

mons en même temps toute arête incidente au sommet xi et ayant la même

couleur pour tout entier i ∈ {s+ 1, . . . , k} (rappelons encore qu’il n’existe

pas d’arête dans H̃0 incidente au sommet bi0 pour tout entier i ∈ {1, . . . , s}
avec la couleur c(bi) car bi0 était l’unique arête dans Hrs coloriée en c(bi)). De

façon similaire, s’il existe une arête de la forme (z, yi0) avec c(z, yi0) 6= c(ei0)

si i0 ∈ {1, . . . , s} (respectivement, c(z, xi0) 6= c(bi0) si i0 ∈ {s+ 1, . . . , k}).
Dans l’un ou l’autre cas, cela connecte tous les sommets de H̃1 au reste

du graphe, tandis que la connectivité de H̃0 est préservée. Ceci produit un

sous-graphe connexe couvrant proprement arête-colorié, ce qui implique l’

existence d’arbre couvrant pour ce sous-graphe et partant pour le graphe

Gc. Nous allons maintenant considérer le scenario où pour toutes arêtes

(z, xi) et (z, yj) nous avons c(z, xi) = c(ei) et c(z, yj) = c(ej) pour tout

entier i ∈ {1, . . . , k} tel que (z, xi) , (z, yj) ∈ E (Gc). Puisque le nombre

d’arêtes dans Hrs est exactement c, qui est au moins égal à
(
n−k−1

2

)
+ k + 1
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et
∣∣∣V (

H̃0

)∣∣∣ ≤ (
n−k−1

2

)
, il existe au moins k+1 arêtes différemment coloriées

dans H̃1. Donc une de ces arêtes doit être de la forme (yi, yj) dans E
(
H̃1

)
où

c (yi, yj) /∈ c (E (z, Y1)). Nous supposerons, en renumérotant les arêtes dans

EM, si nécessaire, avec leurs extrémités dans X et Y2, que cette arête est en

effet (ys+1, ys+2).

S’il existe un sommet z′ ∈ N (z)∩{xs+1, xs+2, ys+1, ys+2}, nous connectons
z en utilisant e = zz′ et en ajoutant (ys+1, ys+2) et toutes les arêtes dans EM

à l’exception de celle qui est incidente à e afin de connecter tous les points

dans Y1. Encore une fois, nous devons supprimer toutes les arêtes de H̃0 qui

sont incidentes à toute arête ei et ayant la même couleur c(ei) pour tout

entier i ∈ {s+ 1, . . . , k}. En même la connectivité est préservée pour le sous-

graphe H̃0, le sous-graphe résultant est couvrant, connexe et proprement

arête-colorié.

Si N (z)∩ {xs+1, xs+2, ys+1, ys+2} est un ensemble vide, alors on a l’inclu-

sion NG (H1) ⊆ {x3, . . . , xk}. Ainsi nous déconnectons H1 par la suppression

k− 2 sommets du graphe original Gc, ce qui est contradictoire par rapport à

la k-connectivité de Gc.

Théorème 5.3.3. Soit Gc un graphe simple c -arête-colorié k-connexe d’ordre

n. Si n ≥
(
k+1
2

)
+ k + 2 et c ≥

(
n−k−1

2

)
+ k + 1, alors Gc a un arbre couvrant

propre.

Preuve. Par le Lemme 5.2.2 le nombre d’isthmes de E (H0) est inférieur ou

égal à k − p + 1. Le résultat vient alors directement de la Proposition 5.3.1

et de la Proposition 5.3.2.

Cette borne est la meilleure possible, dans le sens où il existe des graphes

simples c-arête-coloriés k-connexes avec
(
n−k−1

2

)
+ k coleurs et sans pour
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autant avoir d’arbre couvrant proprement arête-colorié. De façon plus précise,

considérons un graphe simple rainbow complet c-arête-colorié de n − k − 1

sommets. Ajoutons k+1 nouveaux sommets x1, . . . , xk+1. Considérons aussi,

k nouvelles couleurs, notées c1, . . . , ck, non encore utilisées dans le graphe

rainbow complet. On choisit maintenant k sommets y1, . . . , yk dans le graphe

complet et on ajoute alors toutes les arêtes monochromatiques de couleur ci,

entre chaque sommet xi et tous les sommets yj, 1 ≤ j ≤ k, i = 1, . . . , k.

Enfin, on ajoute les arêtes xk+1xi, chacune de couleur ci, pour tout entier

i = 1, . . . , k. Le graphe résultant, quoiqu’ayant
(
n−k−1

2

)
+ k couleurs, ne

possède pas d’arbre couvrant propre, car le sommet sommet xk+1 ne peut

être ajouté à aucune composante d’une forêt couvrant proprement coloriée

du reste du graphe.

5.4 Degré Rainbow et nombre minimum de

couleurs

Dans cette section, nous considérons un graphe connexe Gc de degré rain-

bow rd (Gc) = k ≥ 2, pour k fixé. Comme dans la section précédente, le

principal résultat est le Théorème 5.4.3, présenté comme une conséquence

de deux propositions qui traitent les différents cas qui sont corrélés à l’ordre

de la plus grande composante connexe d’un sous-graphe rainbow couvrant

contenant toutes les couleurs de Gc.

Proposition 5.4.1. Soit Gc un graphe connexe c-arête-colorié de degré rain-

bow rd (Gc) = k tel que |V (Gc)| = n avec n ≥
(
k+1
2

)
+ k + 2 et c ≥(

n−k−1
2

)
+ k + 1. Soit Hrs un sous-graphe rainbow couvrant contenant toutes

les couleurs présentes dans Gc tel que l’ordre de sa plus grande composante

connexe soit n− k − 1. Alors Gc possède un arbre couvrant propre.

Preuve. Nous considérons à nouveau les notations précedentes ; H0 désigne
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la plus grande composante connexe de sous-graphe Hrs et H1 le sous-graphe

induit par le reste des sommets. Puisque |V (H0)| = n−k−1, on a |V (H1)| =
k + 1. Soit X l’ensemble des sommets {x1, x2, . . . , xk} et V (H1) = {x} ∪X.

Nous allons considérer deux différents cas dépendant de rdH1(H1).

Cas 1 : rdH1(H1) = k.

Le graphe Gc est connexe, alors on a NH0 (H1) 6= ∅. Nous pouvons sup-

poser sans perte de généralité qu’il existe NH0 (x) 6= ∅. Puisque rdH1(x) = k,

alors on a xxi ∈ E (Gc) et c (xxi) 6= c (xxj) pour tous entiers naturels

i, j ∈ {1, . . . , k} tel que i 6= j.

Soit y ∈ NH0 (x) et e = xy. Dans ce cas nous pouvons considérer H0 ∪
e ∪E (x,X) à moins qu’il n’existe une arête b ∈ E (Hrs), adjacente à l’arête

e, tel que c(b) = c(e).

1.A : Si on a l’appartenance suivante b ∈ E (H0), on considérera H0∪e∪
E (x, X)−b. Le sous-graphe H0 reste connexe après la suppression de l’arête

b car il est (k + 2)-arête-connexe (cf Lemme 5.2.3). Nous avons alors un

sous-graphe connexe, couvrant et proprement arête-colorié, et nous pouvons

extraire un arbre couvrant proprement arête-colorié.

1.B. : Si on a b ∈ E (H1), c’est-à-dire, b est de la forme xxi pour un entier

naturel i ∈ {1, 2, . . . , k}, par exemple i = 1. Nous considérons NH1 (x2),

l’ensemble des sommets voisins de x2 dans H1. Puisque NH1 (x2) = V (H1),

on a nécessairement x1 ∈ NH1 (x2). Nous savons aussi que c (x1x2) 6= c (xx2)

car rdH1 (x2) = k, alors nous relions x1 àH0 via la châıne élémentaire yxx2x1.

Cas 2 : rdH1(H1) < k.

Nous allons ici, considérer deux cas :

2.A. : Il existe un (k + 1)-couplage M entre H0 et H1.

Nous notons par EM = {e, e1, . . . , ek} l’ensemble des arêtes parcourant

H0 et H1. Nous utiliserons ce couplage dans le but de joindre chaque sommet

de V (H1) à H0 et de supprimer toutes arêtes b, bi ∈ E (H0) adjacente à e

et à ei, respectivement, tel que c(e) = c(b) et c (ei) = c (bi). Il existe au plus
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k + 1 telles arêtes, donc leur suppression ne fait pas perdre la connectivité

de H0 car H0 est (k + 2)-arête-connexe.

2.B. : Il n’existe pas de (k + 1)-couplage M entre H0 et H1.

Soit l ∈ N tel que k− l est le degré rainbow maximum dans H1 pour tous

les sommets de V (H1). Supposons encore sans aucune perte de généralité

que k − l = rdH1 (x) et {x1, . . . , xk−l} = NH1 (x). Puisque rd (x) ≥ k, il

existe aussi au moins l sommets, y1, . . . , yl, dans NH0 (x) tels que toutes

les arêtes xxi et xyj sont deux à deux coloriées différemment. Soit Y l’en-

semble {y1, . . . , yl}. Notre objectif est de connecter les sommets de l’ensemble

V (H1) − (NH1 (x) ∪ {x}) = {xk−l+1, . . . , xk} à H0. Pour une meilleure lisi-

bilité, nous allons renommer cet ensemble par Z = {z1, z2, . . . , zl}. Comme

rdH1(zi) ≤ k − l et rd(zi) ≥ k pour tout entier i ∈ {1, . . . , l}, tous ces som-

mets doivent avoir au moins l voisins dansH0 et donc nous pouvons toujours

trouver un l-couplage (Z, NH0 (Z)). Si pour un entier i ∈ {1, . . . , l}, il existe
yl+1 ∈ NH0 (zi) − Y , alors il existe un (l + 1)-couplage (Z ∪ x,NH0 (Z ∪ x))

et par suppression, si nécessaire, de toutes les arêtes adjacentes aux sommets

extrêmes du couplage dans H0 ayant une couleur identique, nous obtenons

le résultat souhaité.

Sinon Y = NH0 (zi) = NH0 (x) pour tout entier i ∈ {1, . . . , }, et tous les
sommets dans Z sauf un, disons z1, sont connectés via les arêtes yizi pour

tous les entiers i ∈ {2, . . . , l} and y1x. Nous devons trouver une nouvelle

façon de connecter z1 à H0.

Comme le nombre de couleurs dans c (E (H1)) est supérieur ou égal à k+1,

il existe au moins une extra couleur différente de celles déjà présentes dans

E (x,X). Nous devons étudier les différents cas en rapport avec la façon de

connecter l’arête ayant cette nouvelle couleur. Ainsi la nouvelle arête coloriée

est de la forme :

– zizj ou zixj. Alors nous pouvons ajouter l’arête z1yi, supprimer l’arête

yizi du couplage et utiliser la châıne élémentaire yjzjzi ou y1xxjzi,
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respectivement pour reconnecter zi.

– xixj, pour deux entiers i, j ∈ {1, . . . , k − l}. Dans ce cas, comme

|NH1 (z1)| = k−l, nous permutons simplement les rôles que les sommets

x et z1 jouent et nous retournons au précédent cas.

Proposition 5.4.2. Soit Gc un graphe connexe c-arête-colorié de degré rain-

bow rd (Gc) = k et d’ordre n, n ≥
(
k+1
2

)
+ k + 2 et c ≥

(
n−k−1

2

)
+ k + 1. Soit

Hrs un sous-graphe rainbow couvrant contenant toutes les couleurs présentes

dans Gc tel que l’ordre de sa plus grande composante connexe soit supérieur

à n− k − 1. Alors Gc possède un arbre couvrant proprement arête-colorié.

Preuve. Soit H0 la plus grande composante connexe de Hrs et H1 le sous-

graphe induit par le reste des sommets. Soit l’entier p ∈ N, |V (H1)| = p,

ainsi on a |V (H0)| = n−p. Soit l’entier l ∈ N tel que p−l est le degré rainbow

maximum dans H1 pour tous les sommets de V (H1). Soit x ∈ V (H1) un

sommet tel que rdH1 (x) = p− l, alors on a |rdH0 (x)| ≥ k− p+ l. Ce nombre

est supérieur ou égal à k − p+ 1, qui est le nombre maximum d’isthmes qui

peuvent apparâıtre dans E (H0) comme ce fut prouvé dans le Lemme (5.2.2).

Nous étudierons deux cas différents qui dépendent de la valeur de l.

Cas 1 : l = 1.

Comme rdH1 (x) = p − 1, le sommet x est adjacent à chaque point de

V (H1) et les arêtes de type xxi sont deux à deux différemment coloriées.

Additivement, on a |rdH0 (x)| ≥ k − p + 1 ≥ 1 car p ≤ k. Donc, il existe

un sommet y ∈ NH0 (x) tel que c(xy) /∈ c (x,H1). Le sous-graphe H0 reste

connexe après la suppression d’une possible arête dans E (H0) adjacente à

l’arête xy et ayant la couleur c(xy), ainsi nous obtenons le résultat souhaité.

Cas 2 : l > 1.
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Nous posons l’ensemble NH1 (x) = {x1, x2, . . . , xp−l}, car rdH0 (x) ≥ k −
p+ l et le nombre d’isthmes dans H0 est inférieur ou égal à k−p−1. Il y a au

moins l− 1 sommets, y1, y2, . . . , yl−1, dans NH0 (x) tels que toutes les arêtes

xyi sont deux à deux différemment coloriées et qu’il n’existe aucun isthme

dans E (H0) incident à ces arêtes. Soit Y l’ensemble {y1, . . . , yl−1} (|Y | =
l − 1). Considérons Z = V (H1) − (NH1 (x) ∪ {x}) = { z1, z2, . . . , zl−1}.
Notre objectif est à nouveau de connecter les sommets de l’ensemble Z à H0.

Comme les degrés rdH0 (zi) sont supérieurs ou égaux à k − p + l pour tout

entier i ∈ {1, 2, . . . , l − 1}, il existe un (l − 1)-couplage entre NH0 ({x} ∪ Z)

et H0 afin qu’aucune des arêtes adjacentes dans E (H0) ne soit un isthme.

Alors seul un sommet, par exemple z1, reste à relier. Comme rd(z1) ≥ k

et rdH1(z1) ≤ p − l, alors rdH0(z1) ≥ k − p + l qui est supérieur ou égal

à l car k ≥ p. Donc il existe un sommet y ∈ V (H0) − Y tel que yz1 ∈
E (Gc) et c(yz1) /∈ c (z1, V (H1) ∪ Y ) et nous obtenons un l-couplage entre

NH0 ({x} ∪ Z) et H0. Ainsi la preuve de cette proposition prend fin.

Théorème 5.4.3. Soit Gc un graphe connexe c-arête-colorié de degré rain-

bow rd (Gc) = k et n ≥
(
k+1
2

)
+k+2. Si c ≥

(
n−k−1

2

)
+k+1, alors Gc possède

un arbre couvrant propre.

Preuve. Nous considérons un sous-graphe Hrs rainbow couvrant dans Gc

contenant toutes les couleurs. Nous notons parH0 sa plus grande composante

connexe et par H1 le sous-graphe induit par le reste des sommets. Par le

Lemme (5.2.1), nous savons que |V (H0)| ≥ n − k − 1, ainsi la preuve du

théorème est directement déduite à partir des Propositions 5.4.1 et 5.4.2.



Chapitre 6

Les arbres couvrants faiblement

coloriés

6.1 Connexité et nombre minimum de cou-

leurs

Dans cette partie où l’on traite les arbres couvrants faiblement coloriés,

on s’intéresse à des résultats du même type que ceux obtenus avec les arbres

couvrants propres. Ainsi, pour un graphe simple c-arête-colorié k-connexe,

nous établissons le théorème suivant.

Theorem 6.1.1. Soit Gc un graphe simple c-arête-colorié k-connexe d’ordre

n ≥ (k + j)2 + 3(k + j)− 2

2
et c ≥ (n− k − j)(n− k − j − 1)

2
+ 2, avec

j = d1 +
√
1 + 4k

2
e. Alors Gc a un arbre couvrant faiblement colorié.

Preuve. Nous utiliserons les précédentes définitions de H0 et H1 avec la

même signification. Soit p le nombre de sommets de H1. Ainsi nous avons

|H0| = n− p et |H1| = p. Donc l’inéquation suivante sera vérifiée :

(n− p)(n− p− 1)

2
+

p(p− 1)

2
≥ (n− k − j)(n− k − j − 1)

2
+ 2

85
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2p2 − 2np+ (k + j)(2n− k − j − 1)− 4 ≥ 0

L’étude de cette inéquation du second degré montre que p ∈ {0, · · · , k + j}

puisque n ≥ (k + j)2 + 3(k + j)− 2

2
. Donc l’ordre de H0 vérifie |H0| ≥ n −

k − j. Nous pouvons maintenant considérer les deux cas suivants :

cas 1 : |H0| = n− k − j

Nous allons porter notre attention sur la configuration de H1 dont le nombre

de sommets est |H1| = k + j. Soit k′ le nombre de sommets de H1 qui

ont des voisins dans H0 et j′ le nombre de sommets de H1 qui n’ont pas

de voisins dans H0. Puisque Gc est k-connexe, alors les inégalités suivantes

sont vérifiées : k′ ≥ k et j′ ≤ j. Nous allons montrer que ces inégalités sont

en réalité des égalités. Définissons les ensembles suivants X = {x1, · · · , xk′}
et Y = {y1, · · · , yj′}. Supposons que k′ < k + j, autrement la preuve est

terminée. Nous savons que le nombre minimum d’arêtes de H1 à H0 est

j′(k− j + 1) et le nombre maximum d’arêtes de H0 à H1 est k
′(j′ − 1). Cela

nous permet donc d’obtenir l’inéquation j′(k − j′ + 1) ≥ k′(j′ − 1). Posons

k′ = k + l et j′ = j − l, avec l ∈ {1, · · · , j − 1}. Avec ce changement de

variables, l’inéquation devient :

(j − l)(k − j + l + 1) ≥ (k + l)(j − l − 1)

2jl − l2 − (j2 − j − k) ≤ 0

Puisque j2− j−k = 0 (Nous pouvons le voir en remplaçant j par sa valeur),

nous obtenons 2l − l2 ≤ 0 ce qui est absurde car j > l. D’où l’on déduit que

k′ = k et j′ = j. Nous allons à présent considérer les deux sous-cas suivants :

Y est un sous-graphe complet

Si Y n’est pas monochromatique, nous choisirons une racine de l’arborescence

dans X pour obtenir un arbre couvrant faiblement colorié : à partir de la

racine, on se connecte à H0 pour couvrir les autres arêtes de X, et toujours à

partir de la racine, nous arrivons à Y en utilisant une des extrémités de l’arête

ayant une couleur pour couvrir les autres sommets de Y . Nous supposons



6.1 Connexité et nombre minimum de couleurs 87

maintenant que Y est monochromatique. Dans ce cas, nous savons qu’il y a

une nouvelle couleur non encore utilisée, que l’on note par nc, qui est soit dans

X ou entre X et Y . Si nc est entre X et Y , alors l’arête correspondante est

incidente à xi0 ∈ X et à yi0 ∈ Y . Donc on choisira le sommet yi0 ∈ Y comme

racine et l’arête yi0xi0 permettra de joindre H0 d’où l’on pourra atteindre

tous les sommets de X − {xi0} et ainsi mettre la main sur l’arbre couvrant

faiblement colorié. En supposant que la nouvelle couleur nc est dans X, on

pose c(x1x2) = nc. Alors un voisin de x1 dans Y peut être choisi comme

racine, car le sommet x2 est utilisé pour joindre H0.

Y n’est pas un sous-graphe complet

Il existe yl ∈ Y et yl′ ∈ Y tels que dY (yl) ≤ j − 2 et dY (yl′) ≤ j − 2.

Supposons qu’aucun sommet de X n’est adjacent à tous les sommets de Y .

En considérant le nombre minimum d’arêtes de Y àX et le nombre maximum

d’arêtes de X à Y , suivant les hypothèses, les inéquations suivantes sont

vérifiées :

(j − 2)(k − j + 1) + 2(k − j + 2) ≤ k(j − 1)

−j2 + j + k + 2 ≤ 0

Ce qui signifie que 2 ≤ 0 car −j2 + j + k = 0 et cela est absurde. Donc il

existe un sommet de X qui est voisin de tous les sommets de Y et ce sommet

peut être utilisé comme racine de l’arbre couvrant faiblement colorié.

cas 2 : |H0| > n− k − j

Comme précédemment, soit k′ le nombre de sommets de H1 qui ont des

voisins dans H0 et j′ le nombre des autres sommets de H1. On a alors les

inégalités suivantes : k′ ≥ k et j′ ≤ j − 1. Supposons que j′ 6= 0, autrement

il devient évident de voir un arbre couvrant faiblement colorié. Le principal

objectif est de prouver qu’il existe un sommet de X = {x1, · · · , xk′} qui

est adjacent à tous les sommets de Y = {y1, · · · , yj′}. Supposons qu’un tel

sommet n’existe pas. Ainsi en utilisant les mêmes techniques que dans le
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sous-cas b du cas 1, on a les inéquations suivantes :

(j′ − 1)(k − j′ + 1) ≤ k′(j′ − 1)

(j − l − 1)(k − j + l + 2) ≤ (k + l)(j − l − 2)

avec k′ = k+l and j′ = j−1−l. Nous obtenons −j2+j+k+(j−1)(l+2) ≤ 0.

Puisque −j2 + j + k = 0, alors (j − 1)(l + 2) ≤ 0. Cela est impossible car

j > 1. D’où il existe un sommet de X qui est voisin de tous les sommets

de Y et il peut être considéré comme racine d’un arbre couvrant faiblement

colorié.



Chapitre 7

Un cas particulier d’arbres

couvrants propres : Châınes

Hamiltoniennes

Dans ce chapitre, nous étudions les conditions suffisantes d’existence de

châınes alternées hamiltoniennes dans un multigraphe c-arête-colorié. Les

châınes alternées hamiltoniennes sont des cas particuliers d’arbres couvrants

propres. Ces conditions suffisantes se rattachent à la taille du multigraphe,

son ordre, le rainbow degré, le nombre de couleurs, la connexité, · · · . Nous
pouvons citer des travaux assez proches des thématiques traitées ici, notam-

ment ceux de Anders Yeo [39] et de Gregory Gutin et Eun Jung Kim [18].

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux couplages parfaits ou

presque parfaits dans un graphe non-colorié, en mettant une condition sur

la taille de celui-ci. Nous déterminons ensuite une condition suffisante sur la

taille et le rainbow degré d’un multigraphe 2-arête-colorié pour qu’il ait des

couplages parfaits ou presque parfaits en chacune des deux couleurs. Ces cou-

plages vont être utilisés dans la section suivante pour déterminer les châınes

propres maximum compatibles à ces couplages. Enfin, nous nous appuyons

89
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sur ces châınes maximum propres compatibles aux couplages pour prouver

l’existence de châınes hamiltoniennes propres, en mettant des conditions sur

la taille, la connexité et le degré rainbow du multigraphe. Dans la dernière

partie du chapitre, les résultats obtenus avec 2 couleurs seront étendus aux

multigraphes c-arête-colorié, avec c ≥ 3. Tous les résultats suivants seront

publiés prochainement [3]

7.1 Couplages parfaits ou presque parfaits

7.1.1 Condition suffisante sur la taille d’un graphe non

colorié

Lemme 7.1.1. Soit G un graphe connexe non colorié simple d’ordre n ≥ 14.

Si m ≥ (n− 3)(n− 4)

2
+ 4, alors G a un couplage maximum M de taille

|M | ≥ dn− 2

2
e.

Preuve. Considérons un graphe G d’ordre n. Soit M = {e1, · · · , eq} un

couplage maximum dans G. Nous allons subdiviser la preuve en deux parties.

Dans un premier temps, nous allons traiter le cas où n est pair, puis le cas

où n est impair.

On suppose que n est pair

Soit q le nombre d’arêtes du couplage M . Nous devons montrer que q est

supérieur ou égal
n− 2

2
. Supposons que q est strictement inférieur à

n− 2

2
.

Nous allons montrer qu’on aboutit à une contradiction sur le nombre d’arêtes.

Soit G le complément de G. Le nombre d’arêtes de G correspond au nombre

d’arêtes qui ne sont pas présentes dans E(G). Comme m ≥ (n− 3)(n− 4)

2
+

4, alors la taille de G est au plus égale à 3n − 10. Il suffira de montrer

que le nombre d’arêtes manquantes dans G, c’est-à-dire celles de G, est au

moins égal à 3n − 9. Soit I le nombre de sommets qui ne sont pas dans

le couplage M . Alors I est un stable, c’est-à-dire un ensemble de sommets
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indépendants. Le nombre d’éléments de I vaut n − 2q. Ainsi nous pouvons

commencer le décompte des arêtes manquantes de G. Comme I est un stable,

on peut dénombrer pour l’instant,
(n− 2q)(n− 2q − 1)

2
arêtes manquantes.

Nous allons à présent déterminer le nombre d’arêtes manquantes entre le

stable I et le couplage M . Pour chaque arête ei de M et pour tout couple

de sommets de I, il y a au maximum deux arêtes qui relient ce couple de

sommets à l’arête ei par une seule extrémité. Si les deux extrémités sont

reliées, on remplace alors ei par ces deux arêtes et on obtient un couplage

de taille plus grande que M , ce qui constitue une contradiction. Si on a

également plus de deux arêtes qui relient ce couple de sommets à ei, alors

les deux extrémités de ei sont reliées et on aboutit à la même conclusion.

Cela veut dire que la somme des degrés d’un couple de sommets de I vers

une arête ei de M est au plus égale à 2. En faisant la somme totale de ces

degrés pour chaque arête, on obtient le nombre de combinaisons de 2 éléments

dans un ensemble n − 2q éléments que l’on divise par n − 2q − 1 qui est le

nombre de répétitions de chaque degré de sommet de I. Comme on a q arêtes

dans M , alors le nombre d’arêtes manquantes entre I et M , vaut au moins
2q
(
n−2q
2

)
n− 2q − 1

= q(n − 2q). En additionnant encore les nombres calculés, on

obtient
(n− 1)(n− 2q)

2
arêtes manquantes. On va comparer ce nombre avec

3n− 9. Ainsi on a
(n− 1)(n− 2q)

2
− (3n− 9) =

n2 − n

2
− (3 + q)n + q + 9.

Pour q = 2, · · · , n− 6

2
, cette différence est positive, ce qui signifie qu’il y a

une contradiction sur le nombre d’arêtes. Il reste à voir le cas où q =
n− 4

2
et pour lequel la différence n’est pas positive. Pour arriver à notre fin, on va

distinguer les deux cas suivants :

Le sous-graphe induit par les sommets du couplage M est une

clique (i.e. complet)

On affirme que deux sommets quelconques x et y de I ne peuvent pas avoir

des voisins différents respectifs s et t dans le sous-graphe induit. Sinon on
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remplace l’arête st par les deux arêtes xs et yt pour avoir un couplage plus

grand queM . Donc il existe un seul sommet qui est voisin de tous les éléments

du stable I. Entre I et M , il manque (n−2q)(2q−1) arêtes. À ce nombre, on

ajoute les
(n− 2q)(n− 2q − 1)

2
arêtes manquantes dans I. Ainsi on dénombre

(n− 2q)(n+ 2q − 3)

2
arêtes manquantes. On remplace q par

n− 4

2
et on

obtient 4n− 14 qui est plus grand que 3n− 9 pour n ≥ 14.

Le sous-graphe induit par les sommets du couplage M n’est pas

une clique

On affirme qu’il y a une clique formée par q− 1 arêtes du couplage M . Sinon

entre deux arêtes quelconques du couplage, il manque au moins une arête.

Ainsi on a
(
q
2

)
=

q(q − 1)

2
arêtes manquantes dans le sous-graphe induit par

M . On peut les ajouter aux
(n− 2q)(n− 2q − 1)

2
arêtes manquantes de I et

aux q(n− 2q) arêtes manquantes entre I et M . On remplace q par
n− 4

2
et

on obtient
(n− 4)(n− 6)

8
+ 2n− 2. On compare cette valeur à 3n− 9. On a

(n− 4)(n− 6)

8
+ 2n− 2− (3n− 9) =

n2 − 18n+ 80

8

Le trinôme
n2 − 18n+ 80

8
est positif pour n ≥ 14, d’où une contradiction

sur le nombre d’arêtes.

Comme précédemment, il ne peut pas y avoir deux sommets de I qui ad-

mettent deux voisins distincts dans la clique. Donc entre la clique et I,

il manque au moins (n − 2q)(2q − 3) arêtes. Entre I et l’arête de M qui

n’est pas dans la clique, il manque au moins n − 2q arêtes, sinon on pourra

construire un couplage plus grand que M . On fait la somme de ces arêtes

manquantes sans oublier d’ajouter celles absentes dans le stable I et on ob-

tient : (n− 2q)(2q− 3)+ (n− 2q)+
(n− 2q)(n− 2q − 1)

2
. On remplace q par

n− 4

2
et on a 4n− 18 qui est plus grand que 3n− 9 pour n ≥ 14.

On suppose que n est impair

Dans cette seconde partie de la preuve, on va aller plus vite car il y a des
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calculs et des analyses identiques sur lesquelles on ne s’attardera pas. Comme

précédemment, on calcule le nombre d’arêtes manquantes dans I et puis le

nombre d’arêtes manquantes entre I et M , ce qui donne une formule déjà

rencontrée :
(n− 1)(n− 2q)

2
. La valeur minimale de cette fonction, pour

q = 2, · · · , n− 7

2
est obtenue en q =

n− 7

2
et elle vaut

7n− 7

2
qui est

plus grand 3n − 9. Ainsi on a deux cas critiques à étudier, avec q =
n− 5

2

(ou |I| = 5) et q =
n− 3

2
(ou |I| = 3). En supposant que le sous-graphe

induit par M est une clique, on trouve 3n − 9 arêtes manquantes pour le

cas |I| = 3, et 5n − 20 pour le cas |I| = 5. Ces deux chiffres apportent la

contradiction sur le nombre d’arêtes. Nous allons maintenant supposer que

le sous-graphe induit par M n’est pas une clique. Par contre on peut affir-

mer qu’il y a une clique induite par q − 1 arêtes de M . Supposons que ce

ne soit pas le cas. Ainsi comme dans le cas pair, on trouvera pour |I| = 3,

X3 arêtes manquantes avec X3 =
(n− 3)(n− 2)

8
+

3n− 9

2
+ 3. On com-

pare la valeur avec 3n − 9. Ainsi X3 − (3n − 9) =
n2 − 20n = 75

8
≥ 0 si

n ≥ 15. Pour le cas |I| = 5, on trouve X5 =
n2 + 8n+ 15

8
arêtes manquantes.

X5 − (3n − 9) =
n2 − 16n+ 87

8
est toujours positif car le discriminant est

négatif. Ainsi nous venons de montrer qu’il existe, dans les deux cas, une

clique engendrée par q − 1 de M . De façon similaire au cas pair, le nombre

d’arêtes manquantes vaut (n− 2q)(2q− 3)+ (n− 2q)+
(n− 2q)(n− 2q − 1)

2

pour q =
n− 5

2
,
n− 3

2
. Pour q =

n− 5

2
, on a 5n − 25 qui est plus grand

que 3n− 9. Cependant pour q =
n− 3

2
, on trouve 3n− 12 qui est inférieur à

3n− 9. On aura alors besoin d’utiliser d’autres arguments pour trouver des

arêtes manques supplémentaires. Posons ei = xiyi. Nous pouvons supposer

que l’arête xqyq n’est pas dans la clique et que le sommet x1 est le seul de

la clique qui relie I à celle-ci. Ainsi, entre chaque arête xiyi de la clique et

xqyq, il manque une arête, sinon on remplace les arêtes x1y1, xiyi, xqyq par
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les arêtes x1u, xqv, xiy1, yqyi avec u, v ∈ I et cela contredit le fait que M

est maximum. Donc on trouve
n− 5

2
arêtes manquantes supplémentaires ce

qui donne au total
7n− 29

2
≥ (3n− 9) car n ≥ 15. Ce qui termine la preuve.

7.1.2 Conditions suffisantes sur la taille et le rainbow

degré d’un multigraphe 2-arête-colorié

Lemme 7.1.2. Soit un multigraphe Gc d’ordre n ≥ 14 tel que rd(Gc) = 2. Si

m ≥ (n−3)(n−4)+3n−2, alors Gc a deux couplages M r et M b en couleurs,

r comme rouge et b comme bleue, tels que |M r| = bn
2
c et |M b| ≥ dn− 2

2
e.

Preuve. Nous notons par Er(Gc) et Eb(Gc) les ensembles des arêtes co-

loriées respectivement en rouge et en bleu, de tailles |Er(Gc)| = mr et

|Eb(Gc)| = mb, respectivement. Comme rd(Gc) = 2, alors pour tout sommet

x de Gc, nous avons di(x) ≥ 1 pour i ∈ {r, b}. Nous remarquons également

que mi ≥ (n− 3)(n− 4)

2
+ 4 pour i ∈ {r, b}, même si l’un des sous-graphes

monochromatiques associés à Gc est complet. Pour appliquer le Lemme 7.1.1,

il suffit de vérifier la connexité des sous-graphes monochromatiques associés

à Gc. Soit Gi un sous-graphe monochromatique associé à Gc de couleur i.

Supposons que Gi n’est pas connexe. Alors on ne peut pas avoir plus de trois

composantes connexes, sinon on contredit le nombre d’arêtes mi. La plus

grande composante connexe de Gi est d’ordre au moins n − 3, au risque de

contredire encore mi. Comme di(x) ≥ 1, il ne peut pas y avoir de composante

connexe constitué d’un seul sommet. Avec toutes ces contraintes, Gi admet

uniquement deux composantes connexes C1 (on considère que C1 est la plus

grande) et C2 avec les deux configurations possibles : (|V (C1)| = n − 3 et

|V (C2)| = 3) ou (|V (C1)| = n− 2 et |V (C2)| = 2).



7.1 Couplages parfaits ou presque parfaits 95

Si on a la première configuration, le nombre maximum d”arêtes de Gi ne peut

pas dépasser
(n− 3)(n− 4)

2
+ 3 qui est strictement inférieure à mi, d’où on

a une contradiction. Donc il nous reste à étudier la deuxième configuration.

Comme la composante connexe C2 est constituée d’une seule arête, il serait

plus logique de voir le couplage maximum dans C1 afin d’y rajouter l’arête

de C2. La taille de la composante connexe C1 d’ordre n − 2, est de mi − 1.

Donc C1 vérifie toutes les conditions du Lemme 7.1.1. Ainsi pour n impair,

on a dans C1, un couplage de taille
n− 3

2
auquel on ajoute l’arête de C2 pour

obtenir un couplage de taille
n− 1

2
pour chacune des couleurs r et b.

Supposons maintenant que n est pair. Supposons qu’aucun des couplages M r

et M b n’est parfait. Il faudra alors être plus vigilant car on doit traiter les

différents cas suivants : Gr et Gb ne sont pas connexes, Gr est connexe et Gb

n’est pas connexe, et Gr et Gb sont connexes.

Gr et Gb ne sont pas connexes

Pour chaque couleur , il manque 2(n− 2) arêtes entre C1 et C2. À l’intérieur

de C1, le nombre d’arêtes manquantes pour chaque couleur vaut au moins
(n′ − 1)(n′ − 2q)

2
(cf. Lemme 7.1.1 ) avec n′ = n− 2 et q =

n− 4

2
. Au total

on obtient 3n−9 arêtes manquantes pour chaque couleur. Or il suffisait d’en

trouver pour les deux couleurs, plus de 3n− 10 qui est le nombre maximum

d’arêtes que peut avoir le graphe complémentaire de Gc.

Gr est connexe et Gb n’est pas connexe

Comme Gb n’est pas connexe, on trouve 3n−9 arêtes manquantes de couleur

b, juste ce qu’il faut pour avoir la contradiction sur le nombre d’arêtes.

Gr et Gb sont connexes

On suppose qu’un des couplages, par exemple, Gb engendre une clique et

dans ce cas, le nombre d’arêtes bleues manquantes est (n − 2q)(2q − 1) (cf.

Lemme 7.1.1) avec q =
n− 2

2
. On y ajoute 1 pour les deux sommets non

couplés. Cela donne 2n− 5 arêtes bleues manquantes. Pour la couleur rouge,

on sait qu’on perd au moins
(n− 1)(n− 2q)

2
arêtes, c’est-à-dire n − 1 avec
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q =
n− 2

2
. Au total , au moins 3n − 6 arêtes manquent dans Gc ce qui est

suffisant pour apporter la contradiction.

Supposons maintenant qu’aucun des couplages n’engendre une clique. Ainsi

pour chaque couleur, le nombre d’arêtes manquantes vaut
q(q − 1)

2
+ q(n−

2q) +
(n− 2q)(n− 2q − 1)

2
(cf. Lemme 7.1.1) ce qui donne

(n− 2)(n− 4)

8
+

n− 1, pour q =
n− 2

2
. En le multipliant par 2, on obtient

(n− 2)(n− 4)

4
+

2(n− 1) arêtes manquantes. Ce dernier chiffre étant plus grand que 3n− 9,

met fin à la preuve du lemme.

7.1.3 Châınes propres maximum compatibles à un cou-

plage

Lemme 7.1.3. Soit Gc, c ≥ 2, un multigraphe connexe c-arête-colorié tel que

Gc contienne une châıne propre P = x1y1x2y2 . . . xpyp, p ≥ 1, dont chaque

arête xiyi est rouge. Si G
c ne contient pas de cycle propre C avec l’ensemble

des sommets {x1, y1, x2, y2, . . . , xp, yp}, alors il y a au moins (c− 1)(2p− 2)

arêtes manquantes dans Gc.

Preuve. Soit P = x1y1x2y2 . . . xpyp une châıne propre, p ≥ 2, telle que

chaque arête xiyi est rouge. Considérons l’autre couleur comme bleue. L’arête

bleue x1yp ne peut être dans Gc, sinon C = x1yp . . . x1 est un cycle propre.

Supposons que l’arête bleue x1xi est présente dans Gc, pour i = 2, . . . , p.

Alors, l’arête bleue yi−1yp ne peut pas être dans G
c, sinon nous avons le cycle

propre C = x1xi . . . ypyi−1 . . . x1 qui contredit l’hypothèse. Donc pour chaque

arête yi−1xi de la châıne, une des arêtes bleues suivantes x1xi, yi−1yp est ab-

sente. Ainsi il y a
2p− 2

2
arêtes bleues manquantes. Maintenant, nous sup-

posons que les arêtes bleues x1yi sont présentes dans G
c, pour i = 3, . . . , p−
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2. Alors, les arêtes bleues xi+1yp ne peuvent pas être dans Gc en même

temps que les arêtes xiyi+1, yi−1xi+2 ou yi−1yi+1, xixi+2, sinon nous avons

les cycles propres suivants C = x1yixiyi+1xi+1yp . . . xi+2yi−1 . . . x1 ou C =

x1yixixi+2 . . . ypxi+1yi+1yi−1 . . . x1. Le minimum ici, correspond au cas où

on a une arête manquante xi+1yp pour chaque arête yi−1xi de la châıne,

i = 2, . . . , p − 1. Donc, il y a
2p− 6

2
arêtes bleues manquantes. Pour le mo-

ment nous avons 2p − 3 arêtes bleues manquantes. Pour obtenir la dernière

arête manquante, supposons que l’arête bleue x2yp est présente dans Gc.

Alors, elle ne peut pas l’être en même temps que x1y2, y1x3 ou x1x3, y1y2,

sinon nous obtenons les cycles propres C = x1y2x2yp . . . x3y1x1 ou C =

x1x3 . . . ypx2 . . . y2y1x1. Le minimum va correspondre au cas où on a une

arête manquante x2yp. Nous remarquons que les arêtes bleues x2yp, y1y2 et

y1x3 n’étaient pas comptées avant. Les arêtes x1x3 et x1y2 sont supposées

exister, sinon, pour obtenir la dernière arête manquante, nous considérons

le cas symétrique, i.e., utilisant l’arête manquante yp−1x1 ( s’il existe). Au

total, il y a
2p− 2

2
+
2p− 6

2
+2 = (2p−2) arêtes bleues manquantes dans Gc.

Comme nous avons c−1 couleurs autres que rouge, cela donne (c−1)(2p−2)

arêtes manquantes.

Notons que pour chaque couleur différente de rouge, le nombre d’arêtes man-

quantes vaut au moins 2p− 2.

Définition 7.1.4. Une châıne P est compatible à un couplage M si ses arêtes

appartiennent alternativement à M et Gc\M .

Lemme 7.1.5. Soit Gc un multigraphe connexe c-arête-colorié, c ≥ 2. Soit

M un couplage monochromatique de Gc en couleur rouge, par exemple, de

taille |M | ≥ dn− 2

2
e. Si P = x1y1x2y2 . . . xpyp, p ≥ 2, est une châıne propre

maximum compatible à M , alors nous avons les différents cas suivants :

(1) n pair, |M | = n

2
et 2p < n



98
Un cas particulier d’arbres couvrants propres : Châınes
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– (1a) Si P n’est pas un cycle propre alors il y a au moins (n− 2+ pn−
2p2)(c−1) arêtes manquantes dans Gc de couleur différente de rouge et

la valeur minimale de cette fonction est (2n−4)(c−1) pour p =
n− 2

2
.

– (1b) Si P est un cycle propre alors il y a au moins (2pn− 4p2)(c− 1)

arêtes manquantes dans Gc de couleur différente de rouge et la valeur

minimale de cette fonction est (2n− 4)(c− 1) pour p =
n− 2

2
.

(2) n impair, |M | = n− 1

2
et 2p < n− 1

– (2a) Si P n’est pas un cycle propre alors il y a au moins (n− 3− p+

pn − 2p2)(c − 1) arêtes manquantes dans Gc de couleur différente de

rouge et la valeur minimale de cette fonction est (2n − 6)(c − 1) pour

p =
n− 3

2
.

– (2b) Si P est un cycle propre alors il y a au moins (2pn−2p−4p2)(c−1)

arêtes manquantes dans Gc de couleur différente de rouge et la valeur

minimale de cette fonction est (2n− 6)(c− 1) pour p =
n− 3

2
.

Remarque : pour n pair, |M | = n− 2

2
et 2p < n− 2, on a :

(3a) Si P n’est pas un cycle propre, alors il y a au moins (n− 4− 2p+ pn−
2p2)(c − 1) arêtes manquantes dans Gc de couleur différente de rouge et la

valeur minimale de cette fonction est (2n− 8)(c− 1) pour p =
n− 4

2
.

(3b) Si P est un cycle propre, alors il y a au moins (2pn−4p−4p2)(c−1) arêtes

manquantes dans Gc de couleur différente de rouge et la valeur minimale de

cette fonction est (2n− 8)(c− 1) pour p =
n− 4

2
.

Preuve. Avant de commencer la preuve, nous remarquons que les arêtes

x1y1 et xpyp sont de couleur rouge. Sinon, nous pouvons aisément étendre la

châıne en ajoutant une arête du couplage à P .

Supposons d’abord que n est pair et 2p < n. Puisque M est de taille
n

2
, il y a

n− 2p

2
arêtes rouges hors de P ; Notons ces arêtes par ei pour

i = 1, . . . ,
n− 2p

2
. Supposons que P n’est pas un cycle propre. Considérons

une autre couleur, disons bleu. Par le Lemme 7.1.3, il y a (2p − 2) arêtes



7.1 Couplages parfaits ou presque parfaits 99

bleues manquantes. Comme la châıne est maximum , nous ne pouvons pas

étendre P avec une arête ei, ni en début, ni en fin de châıne ; alors il n’y

a pas d’arêtes bleues entre les sommets x1, yp et les arêtes ei. Donc, il y

a 4
n− 2p

2
arêtes bleues manquantes. Finalement, comme nous ne pouvons

ajouter aucune arête ei à l’intérieur de la châıne, alors il y a au plus 2 arêtes

bleues entre les arêtes ei et les arêtes yixi+1, i = 1, . . . , p − 1. Ainsi, il y a

2(
n− 2p

2
)(
2p− 2

2
) arêtes bleues manquantes différentes de celle rouge. En

additionnant et simplifiant tous ces nombres, sachant qu’on a c− 1 couleurs

différentes de rouge, on arrive à (n− 2+ pn− 2p2)(c− 1) arêtes manquantes

dans Gc de couleur différente de rouge. La valeur minimum de cette fonction

est (2n − 4)(c − 1) pour p =
n− 2

2
et le cas (1a) est établi. Maintenant si

P est aussi un cycle propre, alors il ne peut exister aucune arête du tout,

de couleur différente de rouge entre tous les sommets de P et les arêtes ei

et donc il y a 2
n− 2p

2
2p(c − 1) = (2pn − 4p2)(c − 1) arêtes manquantes

de couleur différente de rouge. En minimisant la fonction, nous obtenons le

même résultat que ci-dessus et le cas (1b) est prouvé.

Supposons maintenant que n est impair, M =
n− 1

2
et 2p < n − 1. Les

mêmes arguments que précédemment s’appliquent et fournissent le résultat,

en remplaçant n par n−1 sur le nombre d’arêtes manquantes. C’est possible

parce que nous avons n− 1 sommets couplés et un sommet non couplé .
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7.2 Châınes hamiltoniennes propres dans un

multigraphe 2-arête-colorié

7.2.1 Conditions suffisantes sur la taille et le rainbow

degré

Théorème 7.2.1. Soit un multigraphe Gc d’ordre n ≥ 14 tel que rd(Gc) = 2.

Si m ≥ (n− 3)(n− 4)+3n− 2, alors Gc a une châıne hamiltonienne propre.

Preuve. Supposons que Gc n’a pas de châıne hamiltonienne propre. Nous

allons montrer que E(Gc) compte plus de 3n− 10 arêtes, i.e., Gc a moins de

(n− 3)(n− 4) + 3n− 2 arêtes. Pour cela, nous allons distinguer deux cas :

A : n pair

Par le Lemme 7.1.2, Gc a deux couplages M r, M b, tel que |M r| = n

2

et |M b| ≥ n− 2

2
. Soit P = x1y1x2y2 . . . xpyp la plus longue châıne propre

compatible avec le couplage M r et P ′ = x′
1y

′
1x

′
2y

′
2 . . . x

′
p′y

′
p′ la plus longue

châıne propre compatible avec le couplage M b.

Supposons 2p < n et 2p′ < n − 2. Puisque |M r| = n

2
, alors on a c(x1y1) =

c(xpyp) = r. Sinon, nous pouvons l’étendre en ajoutant une arête du couplage

à P . Nous avons également c(x′
1y

′
1) = c(x′

p′y
′
p′) = b. Comme P (P ′) est

proprement colorié, les arêtes xiyi (x
′
iy

′
i) sont rouges (bleues) pour i = 1, . . . , p

(p′) et les arêtes yixi+1 (y′ix
′
i+1) sont bleues (rouges) pour i = 1, . . . , p − 1

(p′ − 1). Nous avons à étudier les quatre possibilités suivantes :

– Ni P , ni P ′ ne sont des cycles propres.

– P ′ est un cycle propre mais P ne l’est pas.

– P est un cycle propre mais P ′ ne l’est pas.

– P et P ′ sont toutes deux des cycles propres.

D’abord nous remarquons que quelque soit le cas, par le Lemme 7.1.5, il y

a au moins 2n−4 arêtes bleues manquantes et 2n−8 rouges. Nous obtenons
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4n − 12 > 3n − 10 arêtes manquantes. Ce qui est une contradiction. Donc

nous avons l’égalité 2p = 2p′ = n− 2.

On affirme que P n’est pas un cycle propre. Sinon, soit e l’arête rouge du

couplage qui n’est pas dans la châıne P . S’il existe une arête bleue e′ entre une

extrémité de e et le cycle, nous obtenons aisément une châıne hamiltonienne

propre, en choisissant l’arête e comme le début de la châıne. Puis en arrivant

par e′ dans le cycle P , on parcourt P par l’arête rouge qui est incidente à

e′. Comme rd(Gc) = 2, il existe toujours une arête bleue entre e et P , sinon

e serait une arête double dont une en bleu. Ainsi on contredit le fait que

|M b| ≥ n− 2

2
puisque dans P on a un couplage en bleue de taille n−2

2
. Ainsi

il y aura une châıne hamiltonienne propre.

Comme P n’est pas un cycle propre, alors, de nouveau, par le Lemme 7.1.5,

il y a au moins 2n−4 arêtes bleues manquantes. Soient les sommets v1, w1 de

Gc−P ′. Il est clair que s’il existe une arête bleue joignant v1 et w1 (i.e.|M b| ≥
n

2
), alors nous sommes dans les mêmes conditions que pour le couplage rouge,

et donc on obtient une contradiction sur le nombre d’arêtes, en multipliant

2n− 4 par 2. Sinon, nous comptons les arêtes rouges manquantes au cas où

nous ne pouvons pas étendre P ′ à une châıne hamiltonienne propre. Si nous

avons au moins 3 arêtes rouges entre v1, w1 et x′
1,y

′
p′ , alors nous avons une

châıne hamiltonienne et c’est ce qu’on recherchait. Ainsi, on suppose qu’il y

a au moins 2 arêtes rouges manquantes. Si la châıne P ′ n’est pas un cycle

propre, par le Lemme 7.1.3 il y a 2p′ − 2 = n− 4 arêtes rouges manquantes.

À présent, nous combinons et faisons la somme de tous ces nombres et nous

arrivons à 2n− 4 + n− 4 + 2 = 3n− 6 > 3n− 10 arêtes manquantes. Ce qui

représente une contradiction. Finalement, on suppose que la châıne P ′ est un

cycle propre. S’il existe au moins 3 arêtes rouges entre v1, w1 et les extrémités

des arêtes rouges du cycle, alors nous pourrions ajouter les sommets v1 et

w1 à la châıne P ′ comme suit. Supposons sans perte de généralité que v1 est

adjacent à y′i et w1 à x′
i+1, avec des arêtes rouges et l’arête rouge y′ix

′
i+1 est
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présente dans le cycle . Ainsi, nous formons la châıne hamiltonienne propre

commençant par l’arête rouge v1y
′
i, en suivant le cycle dans la direction de x′

i

jusqu’à arriver à x′
i+1 et enfin l’arête rouge x′

i+1w1. Donc on suppose qu’il y a

au plus deux arêtes rouges entre v1, w1 et les extrémités des arêtes rouges du

cycle. Ainsi, on trouve 2
2p′ − 2

2
= n − 4 arêtes rouges manquantes. Si nous

faisons à nouveau la somme, on arrive à 2n−4+n−4+2 = 3n−6 > 3n−10

arêtes manquantes. Ce qui constitue une contradiction.

B : n impair

À nouveau par le Lemme 7.1.2, Gc a deux couplages M r, M b, tel que |M r| =
|M b| = n− 1

2
. Nous considérons les plus longues châınes propres P et P ′

compatibles avec les couplages comme précédemment. On suppose 2p < n−1

et 2p′ < n − 1. Comme pour le cas pair, nous avons exactement les mêmes

quatre possibilités :

– Ni P , ni P ′ ne sont des cycles propres.

– P ′ est un cycle propre mais P ne l’est pas.

– P est un cycle propre mais P ′ ne l’est pas.

– P et P ′ sont toutes deux des cycles propres.

Dans tous les cas, par le Lemme 7.1.5, il y a au moins 2n − 6 arêtes

bleues manquantes et 2n−6 rouges. Nous obtenons 4n−12 > 3n−10 arêtes

manquantes. Ce qui est une contradiction. Donc nous avons 2p = 2p′ = n−1.

Nous compterons les arêtes bleues manquantes si on ne peut pas étendre P

à une châıne propre hamiltonienne. Le même argument tient pour les arêtes

rouges puisque nous sommes dans les mêmes conditions. Soit v le sommet

qui n’appartient pas à la châıne P . Il est clair que si P est aussi un cycle

propre, nous obtenons trivialement une châıne hamiltonienne propre, puisque

le graphe est connexe et rd(v) = 2. En considérant que P n’est pas un cycle

propre, nous savons par le Lemme 7.1.3, qu’il y a 2p − 2 = n − 3 arêtes

bleues manquantes. Si nous avons des arêtes bleues entre v et x1 ou yp, nous

avons alors une châıne hamiltonienne et le résultat est fait. Ainsi, il y a deux
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arêtes bleues manquantes. Finalement, s’il existe une arête bleue entre x1 et

xi, i = 2, . . . , p, alors il ne peut pas exister d’arête bleue vyi−1, i = 2, . . . , p,

sinon on forme la châıne hamiltonienne propre vyi−1 . . . x1xi . . . yp. De façon

identique, si nous avons les arêtes bleues yp et yi, avec vxi+1, i = 1, . . . , p−1.

Notons que puisque P n’est pas un cycle propre, nous ne pouvons pas avoir

à la fois les arêtes bleues x1xi et ypyi−1, i = 2, . . . , p. Donc, il y a
2p− 2

2
=

n− 3

2
arêtes bleues manquantes. En conclusion, en faisant la somme et en

multipliant par deux, car on a le même nombre d’arêtes rouges manquantes

avec P ′, nous obtenons 2(n− 3+2+
n− 3

2
) = 3n− 5 arêtes manquantes. Ce

qui constitue une contradiction. Ainsi se termine la preuve.

Le Théorème 7.2.1 est le meilleur possible. En effet, pour n impair, n ≥ 14,

considérons un graphe complet en bleu, soit A, en n− 3 sommets. Ajoutons

3 nouveaux sommets v1, v2, v3 et joignons les à un sommet v de A avec des

arêtes bleues. Finalement, superposons le graphe obtenu avec un graphe com-

plet en rouge de n sommets. Bien que le multigraphe 2-arête-colorié résultant

ait (n− 3)(n− 4) + 3n− 3 arêtes, il n’a pas de châıne hamiltonienne propre

puisque un des sommets v1, v2, v3 ne peut pas appartenir à une telle châıne.

7.2.2 Cycles propres

Les deux lemmes ci-dessous seront utiles pour établir la preuve du Théorème 7.2.4

.

Lemme 7.2.2. Soit le multigraphe Gc contenant un cycle propre C, de lon-

gueur au plus n − 2 tel qu’il existe une arête rouge xy dans Gc − C. Si

dbC(x) + dbC(y) > |V (C)|, alors Gc a un cycle propre de longueur |V (C)| + 2

contenant xy.

Preuve. Posons C = x1y1x2y2 . . . xsysx1, où les xiyi sont les arêtes rouges

de C, i = 1, 2, . . . , s. Alors on a db{xi,yi}(x) + db{xi,yi}(y) ≤ 2, sinon si
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db{xi,yi}(x)+db{xi,yi}(y) ≥ 3, alors le cycle x1y1x2y2 . . . xixyyi . . . xsysx1 est celui

qu’on cherchait. Il s’en suit que

s∑
i=1

db{xi,yi}(x) + db{xi,yi}(y) ≤ 2
|V (C)|

2
= |V (C)|

est une contradiction de l’hypothèse du lemme. Ce qui complète la preuve.

Lemme 7.2.3. Soit Gc un multigraphe 2-arête-colorié de taille m ≥ f0(n) =

(n−1)(n−2)+n. Alors Gc a un cycle hamiltonien propre si n est pair, sinon

un cycle propre de longueur n− 1.

Preuve. Soient rouge et bleu les deux couleurs de Gc. La preuve se fait

par induction sur n. Le théorème est vrai pour toutes les petites valeurs

de n, à savoir n = 2, 3, 4. Supposons que n ≥ 5 et que le théorème est

vrai jusqu’à n − 1. Nous le prouvons pour n. Par un Théorème de [1], si

pour tout sommet x, dr(x) ≥
⌈
n+ 1

2

⌉
et db(x) ≥

⌈
n+ 1

2

⌉
, alors Gc a un

cycle hamiltonien propre pour n pair et un cycle propre de longueur n − 1

pour n impair. Supposons donc que pour un sommet donné, soit x, et pour

une couleur donnée, soit rouge, dr(x) ≤
⌈
n+ 1

2

⌉
− 1. Notons maintenant

que dr(x) > 0 et db(x) > 0, sinon, par exemple si dr(x) = 0, alors m ≤
n(n − 1) − (n − 1) = (n − 1)2 < (n − 1)(n − 2) + n, est une contradiction.

De façon similaire, dr(x) + db(x) ≥ 3, sinon, si dr(x) + db(x) ≤ 2, alors

m ≤ n(n − 1) − 2n + 4 = n2 − 3n + 4 < (n − 1)(n − 2) + n, constitue à

nouveau une contradiction. Ainsi nous devons conclure qu’il y a deux voisins

distincts, y et z, de x tel que c(xy) = r et c(xz) = b dans Gc. En remplaçant

les sommets x, y, z par un nouveau sommet s tel que N b(s) = N b
Gc−{x,y,z}(y)

et N r(s) = N r
Gc−{x,y,z}(z), on obtient un graphe G′, ayant n− 2 sommets et

au moins (n−1)(n−2)+n−[(n−1)+

⌈
n+ 1

2

⌉
−1+2(n−2)] = n2− 11n

2
+8 >
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f0(n − 2) = n2 − 6n + 8 arêtes. Par l’hypothèse d’induction, G′ a un cycle

hamiltonien propre pour n − 2 pair et un cycle propre de longueur n − 3

sinon. Si G′ a un cycle hamiltonien propre, alors en revenant sur Gc, nous

pouvons aisément trouver un cycle hamiltonien propre dans Gc. Supposons

que n−2 (et aussi n) est impair. Soit C un cycle propre de longueur n−3 dans

G′. Si s appartient à C, alors comme précédemment nous pouvons aisément

trouver un cycle propre de longueur n − 1 dans Gc. Supposons donc que

s n’appartient pas à C. Par le Lemme 7.2.2, si dbC(x) + dbC(y) > |V (C)| ou
drC(x)+drC(z) > |V (C)|, alors nous devons intégrer l’arête xy (respectivement

xz) dans C afin d’obtenir un cycle propre de longueur n−1. Supposons alors

dbC(x)+dbC(y) ≤ |V (C)| et drC(x)+drC(z) ≤ |V (C)|. Comme le nombre d’arêtes

de Gc est au plus n(n−1)−(n−3)−(n−3) = n2−3n+6 < f0(n) = n2−2n+2,

on a une contradiction. Ceci complète l’argument et finit la preuve.

7.2.3 Condition suffisante uniquement sur la taille du

multigraphe

Théorème 7.2.4. Soit Gc un multigraphe 2-arête-colorié d’ordre n 6= 5, 7

et de taille m ≥ f1(n) = n2 − 3n + 4. Alors Gc a une châıne hamiltonienne

propre.

Preuve. Par le Théorème 7.2.1, comme on a n2−3n+4 ≥ (n−3)(n−4)+3n−
2, il suffit de prouver que pour tout sommet x de Gc, rd(x) = 2, i.e., dr(x) 6= 0

et db(x) 6= 0. Mais on ne peut pas avoir, à la fois dr(x) = 0 et db(x) = 0, sinon

il manquerait au moins 2(n − 1) arêtes ce qui est suffisant pour apporter la

contradiction sur la taille du graphe. Supposons alors que l’un des degrés

coloriés de x, par exemple, dr(x) = 0. Dans ce cas, Gc − x a au moins

n2−3n+4−(n−1) = n2−4n+5 = [(n−1)−1][(n−1)−2]+(n−1) arêtes. Par

le Lemme 7.2.3, Gc−x a soit un cycle hamiltonien propre ou un cycle propre
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de longueur n − 2. Si Gc − x a un cycle hamiltonien propre, alors de façon

triviale, nous joignons x au cycle afin d’obtenir une châıne hamiltonienne

propre. Supposons alors que n − 1 est impair et que Gc − x a cycle propre

C, de longueur n − 2. Soit y le sommet qui est hors de C dans Gc − x.

En utilisant des arguments similaires à ceux du Lemme 7.2.2, nous devons

montrer que dr(x) + dr(y) ≤ |V (C)| et db(x) + db(y) ≤ |V (C)|. On en déduit

que le nombre d’arêtes de Gc est au plus n(n−1)−2(n−2)+2 = n2−3n+4

ce qui constitue une contradiction sauf si toutes les inégalités deviennent des

égalités. En particulier il y a une arête rouge et une arête bleue entre x et y.

Dans ce cas, on trouve une châıne propre commençant par x, et contenant

tous les sommets de C. Ainsi on relie y à x en utilisant une arête xy avec la

couleur appropriée. La châıne propre obtenue est alors hamiltonienne.

Le Théorème 7.2.4 est le meilleur possible pour n 6= 5, 7. En effet, considérons

un multigraphe complet 2-arête-colorié de n−2 sommets avec n impair. Ajou-

tons deux nouveaux sommets x1 et x2. Ensuite on ajoute l’arête rouge x1x2

et toutes les arêtes rouges entre {x1, x2} et le graphe complet. Même si le

graphe résultant a n2 − 3n + 3 arêtes, il n’a pas de châıne hamiltonienne

propre, car au moins un des sommets x1 ou x2 ne peut pas être attaché

quelque soit la châıne. En effet, pour n impair, les deux arêtes terminales de

toute châıne hamiltonienne propre doivent différer en couleurs. Si n = 5, 7,

le Théorème 7.2.4 ne s’applique pas pour les graphes Hk,k+3, k = 1, 2.

7.3 Châınes hamiltoniennes propres dans un

multigraphe c-arête-colorié, c ≥ 3

Dans la suite, nous traitons les multigraphes c-arête-coloriés , pour c ≥ 3.

Donc on a une généralisation sur le nombre de couleurs. Nous allons d’abord
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donner un résultat préliminaire.

7.3.1 Résultat préliminaire

Lemme 7.3.1. Soit Gc un multigraphe connexe c-arête-colorié d’ordre n,

c ≥ 3 et de taille m ≥ cf(n)+ 1. Il existe une couleur cj tel que si on colorie

les arêtes de couleur cj par une autre couleur existante en supprimant les

arêtes parallèles de même couleur, alors le multigraphe (c − 1)-arête-colorié

resultant est connexe et de taille m′ ≥ (c− 1)f(n)+ 1 , tel que si Gc−1 a une

châıne hamiltonienne propre alors Gc en a une aussi. De plus, si rd(Gc) = k,

1 ≤ k ≤ c, alors rd(Gc−1) = k − 1.

Preuve. Soit ci la couleur i, i = 1, . . . , c, dans Gc, et |ci| le nombre d’arêtes

de couleur i. Soit cj la couleur utilisant le moins d’arêtes. On colorie les

arêtes de couleur cj par une autre couleur cl déjà utilisée, et on supprime

(si nécessaire) les arêtes parallèles ayant cette couleur. On note le graphe

obtenu par Gc−1. Ainsi on supprime au plus |cj| arêtes. Il est évident que

ce graphe reste connexe car seules les arêtes parallèles sont supprimées. Si

Gc−1 a une châıne hamiltonienne propre, alors, cette châıne est aussi une

châıne hamiltonienne propre de Gc avec peut-être quelques arêtes en couleur

cj (dans le cas recoloration par cl). Notons aussi que si rd(Gc) = k alors

rd = (Gc−1) = k − 1 car seule la couleur cj disparâıt. Nous allons montrer

que m′ ≥ (c − 1)f(n) + 1. Nous avons deux cas. D’abord, si |cj| > f(n),

alors on a clairement m′ ≥ (c− 1)f(n) + 1 car pour tout i, |ci| > f(n). Pour

le second cas, on a |cj| ≤ f(n). On a m =
∑c

i=1 |ci| ≥ cf(n) + 1 et donc∑c
i=1,i6=j |ci| ≥ cf(n)− |cj|+1 = (c− 1)f(n)+ f(n)− |cj|+1. Cette dernière

expression est supérieure ou égale à (c − 1)f(n) + 1 car f(n) − |cj| ≥ 0.

Finalement, on a Gc−1 de taille m′ ≥ (c− 1)f(n) + 1.
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7.3.2 Conditions suffisantes uniquement sur la taille

du multigraphe

Théorème 7.3.2. Soit Gc un multigraphe c-arête-colorié d’ordre n ≥ 3 et

c ≥ 3. Si m ≥ c(n− 1)(n− 2)

2
+ 1, alors Gc a une châıne hamiltonienne

propre.

Preuve. Tout d’abord par le Lemme 7.3.1, nous pouvons supposer que c = 3

et donc m ≥ 3(n− 1)(n− 2)

2
+ 1. Puisqu’il existe une couleur, par exemple

rouge, telle que le nombre d’arêtes est au moins
(n− 1)(n− 2)

2
+ 1, alors

par un résultat de O. ORE cité dans [8], il existe une châıne hamiltonienne

rouge, et donc un couplage parfait ou presque parfait.

Comme m ≥ 3(n− 1)(n− 2)

2
+ 1, on a |E(Gc)| qui vaut au plus 3n − 4.

Maintenant, nous allons distinguer les deux cas suivants selon que n est pair

ou impair.

n pair

Soit M r un couplage parfait de couleur rouge, i.e. |M r| = n

2
. Considérons

la plus longue châıne propre P = x1y1x2y2 . . . xpyp compatible au couplage

M r. Posons 2p = |P |. Comme |M r| = n

2
, on a alors c(x1y1) = c(xpyp) = r.

Sinon, nous pourrions facilement étendre la châıne en ajoutant une arête

du couplage à P . Comme P est proprement coloriée, les arêtes xiyi sont

rouges i = 1, . . . , p et les arêtes yixi+1 sont de couleurs différentes de rouge

i = 1, . . . , p − 1. Par le Lemme 7.1.5, si 2p < n (i.e. P n’est pas hamilto-

nienne), alors il y a au moins 2(n− 2+ pn− 2p2) arêtes manquantes dans Gc

de couleurs différentes de rouge si P n’est pas un cycle propre, et 2(2pn−4p2)

sinon. Nous commençons par le premier cas.

P n’est pas un cycle propre . Puisqu’il y a au moins 2(n− 2 + pn− 2p2)

arêtes manquantes non rouges, alors l’inégalité suivante doit être satisfaite :

2(n− 2 + pn− 2p2) ≤ 3n− 4. Ainsi, en la résolvant, on remarque qu’elle est

uniquement vérifiée pour n = 4 et p =
n− 2

2
. Donc, pour toutes les autres
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valeurs ,nous avons une contradiction sur le nombre d’arêtes de Gc. Le cas

n = 4 et p =
n− 2

2
est facile à vérifier. Ainsi, P doit être une châıne hamil-

tonienne propre.

P est un cycle propre . Comme auparavant, 2(2pn − 4p2) ≤ 3n − 4 doit

être satisfaite, et ça arrive seulement si n = 4 et p =
n− 2

2
. Finalement P

est une châıne hamiltonienne propre.

n impair

Nous prouverons le résultat par induction. Les cas n = 3, 5 sont faciles à

vérifier. Soit M r un couplage presque parfait en rouge, i.e. |M r| = n− 1

2
.

Considérons la plus longue châıne propre P = x1y1x2y2 . . . xpyp compatible

au couplage M r. Comme dans le cas pair, c(x1y1) = c(xpyp) = r. Par le

Lemma 7.1.5, si 2p < n − 1, alors il y a au moins 2(n − 3 − p + pn − 2p2)

arêtes manquantes non rouges dans Gc si P n’est pas un cycle propre et

2(2pn− 2p− 4p2) sinon. Nous commençons par le premier cas.

P n’est pas un cycle propre .

Puisqu’il y a au moins 2(n−3−p+pn−2p2) arêtes manquantes non rouges,

alors l’inégalité suivante doit être satisfaite : 2(n − 2 + pn − 2p2) ≤ 3n − 4.

En la résolvant, on voit que c’est vrai pour n = 5, 7 et p =
n− 3

2
. Nous

montrerons d’abord le cas où 2p = n − 1, c’est-à-dire, nous avons juste un

sommet, par exemple v, qui n’est pas dans la châıne propre P . Nous avons

les cas suivants selon le degré et le voisinage de v.

v a au moins deux voisins, par exemple x et y, en deux couleurs différentes,

que l’on note c1 et c2 respectivement. Si nous ne pouvons pas relier v à la

châıne P , nous aurions quatre arêtes non rouges manquantes entre v et les

sommets x1, yp. Nous avons au plus deux arêtes non rouges entre v et les

arêtes yi, xi+1 de la châıne. Donc il y a 2
n− 3

2
arêtes manquantes. En fai-

sant l’addition, nous concluons que le degré de v en couleur non rouge est au

plus n− 3. Ainsi, si nous contractons les trois sommets v, x, y à un nouveau

sommet, noté v′, nous supprimerons les n − 3 arêtes non rouges et n − 1
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arêtes rouges de v. Au plus n− 3 arêtes de couleur c1 de x, n− 3 de couleur

c2 de y, 3 arêtes parallèles entre x et y. Finalement pour toutes les arêtes

de couleur c3 à partir de x mais non de y, nous supprimons juste les arêtes

de couleur c3 qui ne sont pas incidentes à un voisin commun de x avec une

couleur c3. Le total est au plus n−3. En additionnant tous ces nombres, nous

arrivons, après la contraction, à supprimer 5n− 10 arêtes. Maintenant, c’est

facile au nouveau multigraphe G′c 3-arête-colorié d’ordre n − 2, d’avoir au

moins
(n− 1)(n− 2)

2
+1−(5n−10) ≥ (n− 3)(n− 4)

2
+1, pour n ≥ 5. Donc,

par l’hypothèse d’induction, nous avons une châıne hamiltonienne propre P ′

dans G′c. Pour construire une châıne hamiltonienne propre de Gc, nous avons

les situations suivantes. Si v′ est une extrémité de la châıne P ′, c’est-à-dire,

v′P ′′ = P ′, et que l’arête de la châıne qui est incidente à v′ est de couleur

c1 (c2), cela signifie, à cause des arêtes supprimées, que cette arête doit être

incidente à y (x) dans le graphe Gc. Ainsi, on obtient la châıne hamiltonienne

propre xvyP ′′ (yvxP ′′) dans Gc, avec c(xv) = c1, c(vy) = c2 et c(yP ′′) = c1

(avec c(yv) = c2, c(vx) = c1 et c(xP
′′) = c2). Si l’arête de la châıne P ′ qui est

incidente à v′ est de couleur c3, nous avons alors une châıne hamiltonienne

propre xvyP ′′ ou yvxP ′′ dans Gc, car l’extrémité était un voisin commun de

couleur c3 à x et y. Soient v1, v2 les sommets de P1, P2 respectivement adja-

cents à v′. Supposons que la châıne P ′ est de la forme P1v
′P2. Si (c(v1v

′) = c1

et c(v′v2) = c2) ou (c(v1v
′) = c1 et c(v′v2) = c3), alors nous avons, par la

façon de supprimer des arêtes destinées à la contraction, la châıne hamilto-

nienne propre dans Gc, P1yvxP2 avec c(v1y) = c1, c(yv) = c2, c(vx) = c1

et c(xv2) = c2, ou P1yvxP2 avec c(v1y) = c1, c(yv) = c2, c(vx) = c1 et

c(xv2) = c3. Les autres cas sont juste symétriques ou analogues.

v est monochromatique en rouge . Nous avons les sous-cas suivants.

D’abord, on a d(v) ≤ n− 2, ensuite on considère Gc−{v}, puis on supprime

un voisin w de v, et toutes les arêtes en deux couleurs afin d’avoir w mono-

chromatique mais pas en rouge. Notons ce graphe G′c. On remarque que nous
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pouvons toujours le faire, car ce n’est pas possible d’avoir 2 sommets mono-

chromatiques. Ainsi, nous supprimons au plus n− 2+n− 2+n− 2 = 3n− 6

arêtes. Il est facile de voir que le graphe G′c d’ordre n − 1, a au moins
(n− 1)(n− 2)

2
+ 1− (3n− 6) =

(n− 2)(n− 3)

2
+ 1, et par le cas pair, nous

avons une châıne hamiltonienne propre P ′ dans G′c.

Puisque w est monochromatique (pas en rouge), w est soit au début ou à

la fin de P ′ et donc il est trivial d’ajouter v à P ′ afin de trouver une châıne

hamiltonienne propre dans Gc. Si ce n’est pas vérifié, on a d(v) = n−1. Donc

le graphe Gc−{v} d’ordre n− 1, est de taille au moins
(n− 1)(n− 2)

2
+1−

(n − 1) ≥ (n− 2)(n− 3)

2
+ 1. Ainsi, nous avons une châıne hamiltonienne

propre P ′ dans G′c. Si la châıne commence ou termine avec une couleur

différente de rouge, alors on ajoute simplement v à la châıne. Sinon, si on

peut considérer une arête parallèle à celle-ci sans perdre la propriété d’être

proprement colorié, alors on peut ajouter le sommet v à la châıne. Sinon,

nous avons, sans perdre la généralité, le degré dans une certaine couleur,

par exemple c1, du premier sommet de la châıne, par exemple w, qui est

au plus n − 3. Alors, on retrouve le premier cas, car on considère le graphe

Gc − {v} et on supprime, à partir de w, les arêtes de couleur c1 et dans une

autre couleur afin d’avoir w monochromatique mais pas en rouge. Ainsi, on

supprime n− 1 + n− 2 + n− 3 = 3n− 6 arêtes. Finalement, on a le résultat

exactement comme dans la première situation.

v a un voisin , par exemple w, en au moins deux couleurs. Ce cas est

analogue au dernier juste en prenant le graphe Gc − {v} et en supprimant

à partir de w, des arêtes dans les deux couleurs appropriées pour le rendre

monochromatique. Ainsi nous supprimons 3 + 2(n − 2) = 2n + 1 arêtes et

nous avons
(n− 1)(n− 2)

2
+ 1− (2n+ 1) ≥ (n− 2)(n− 3)

2
+ 1 pour n ≥ 7.

Comme n = 5 était prouvé, alors ce cas est terminé.

Pour finir avec le cas où P n’est pas un cycle propre, nous devons juste vérifier

pour n = 7 et p =
n− 3

2
. Soit P = x1y1x2y2 la plus longue châıne compatible
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avec le couplage, et uv l’arête du couplage qui n’est pas dans la châıne. Soit

w le sommet non couplé. Comme P est maximum, on ne peut pas lui ajouter

l’arête uv. Et comme P n’est pas un cycle propre, on peut vérifier que le

degré de x1 est au plus 10 ou bien le degré de y2 est au plus 10. Ainsi, si nous

contractons sans perte de généralité x1, y1 et un voisin de x1 ou de y1, nous

supprimons au plus 25 arêtes. Nous pouvons vérifier que le nouveau graphe

satisfait les hypothèses du théorème pour n = 5 et le résultat se déduit avec

le même argument qu’auparavant pour la contraction.

P est un cycle propre

Comme auparavant, 2(2pn − 2p− 4p2) ≤ 3n − 4 doit être vérifié, et c’est le

cas seulement si n = 5, 7 et p =
n− 3

2
. Le cas où 2p = n− 1 est trivial, car

comme le graphe est connexe, le seul sommet en dehors de la châıne, doit

être connecté à P . Comme la châıne est aussi un cycle, nous pouvons obtenir

une châıne hamiltonienne propre juste, en prenant ce sommet connecté à la

châıne et en suivant le cycle dans la direction appropriée. Pour le cas n = 7

et p =
n− 3

2
, soit P = x1y1x2y2 la châıne compatible avec le couplage (c’est

également un cycle propre). Soit uv l’arête du couplage en dehors de la châıne

et soit w le sommet non couplé. Comme P est maximum, on ne peut pas lui

ajouter l’arête uv, ainsi nous avons juste des arêtes rouges entre les sommets

u, v et les sommets de la châıne, ce qui veut dire que le degré de u et v est au

plus 10. Donc, on peut contracter les sommets u, v et un voisin de u ou de v,

comme nous l’avions déjà fait. Nous supprimons ainsi au plus 25 arêtes. Le

résultat tiendra avec le même argument que celui utilisé dans le dernier cas.

Ainsi la preuve se termine.



Chapitre 8

Conclusions et Perspectives

Le k-linkage et les arbres couvrants sont des thématiques très importantes

en théorie des grahes de façon générale. Dans ce manuscrit, nous nous sommes

intéressés à ces deux grands sujets dans le cas des graphes arête-coloriés. Dans

un premier temps nous avons pu fournir quelques résultats sur le k-linkage,

puis sur les arbres couvrants et enfin sur les châınes hamiltoniennes. Tous les

résultats obtenus et traités dans ce document sont purement combinatoires.

Dans la première partie partie de cette thèse, on s’est focalisé sur la notion

de k-linkage qu’on a abordé sous deux aspects : les châınes sommet-disjointes

et les châınes arête-disjointes. Ainsi, sur les deux aspects de la question, nous

avons pu établir des conditions suffisantes pour savoir qu’un graphe (multi-

graphe) est k-lié ou k-arête-lié. Dans les cas du k-lié, ces conditions suffi-

santes portent sur deux propriétés du graphe : son degré colorié, son nombre

d’arêtes. Avec uniquement le critère degré colorié du graphe, on a établi deux

résultats puissants. Également, avec comme seul critère, le nombre d’arêtes

du graphe, on a obtenu une condition suffisante pour que le graphe soit k-lié.

Le document présente aussi des résultats similaires dans la cas k-arête-lié.

Seulement dans ce dernier cas, les hypothèses sont souvent moins fortes du

fait que, quand un graphe est k-lié alors il est forcément k-arête lié, alors que
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la réciproque n’est pas toujours vérifiée. En mixant, les deux critères, des

conditions suffisantes pour chacun des cas, ont été établies. Toutes ces condi-

tions sont fournies sous forme de fonctions extrémales portant sur le ou les

critère(s) cité(s) ci-dessus, qui garantissent les meilleurs résultats possibles,

relativement à la (ou aux) propriété (s) considérée (s). Alors il fallait tout le

temps, chercher et trouver des graphes extrémaux pour pouvoir déterminer

ces fonctions.

Dans la deuxième partie, des conditions suffisantes pour obtenir des arbres

couvrants sont présentées. Ainsi avec les concepts d’arbres couvrants propres

ou d’arbres faiblement coloriés, des résultats sont obtenus par rapport aux

propriétés suivantes : la connexité, le nombre de couleurs, la taille et le degré

rainbow des graphes. Comme dans la première partie, grâce aux fonctions

extrémales, les résultats fournis sur les arbres couvrants, sont les meilleurs

possibles relativement à la (ou aux) propriété (s) considérée (s). En étudiant

les châınes hamiltoniennes, qui constituent un cas particulier d’arbres cou-

vrants, des résultats, par rapport à des conditions suffisantes sur une ou des

propriété (s) précitée (s) sont d’abord fournis dans le cas de graphes ayant

deux couleurs puis ayant un nombre de couleurs supérieur à 2.

Pour autant, il y a encore du travail à faire au niveau des graphes arête-

coloriés, notamment dans le domaine de la complexité algorithmique pour le

problème du k-linkage. Les perspectives y sont énormes car tous les thèmes

abordés dans les graphes ordinaires (sans couleur) peuvent être d’un intérêt

considérable en les transposant dans les graphes arête-coloriés. Sans aucun

doute, on voit clairement que l’étude des graphes arête-coloriés constitue un

chantier très vaste et elle a un bel avenir devant elle.
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