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Some aspects of the physics of interface under shear
Hydrodynamics and fluctuations

Abstract
In this contribution, we investigate theoretically an interface between two newtonian fluids in a

stationnary shear flow. The statistical properties of the interface are driven out of equilibrium due
to the coupling by the shear flow between viscous and tension effects. The shear flow may either
enhance or suppress interfacial deformations, as it is the case in other soft matter systems (for
example, lamellar phases). The dynamics of thermal fluctuations is first considered. It is shown
that fluctuation modes follow a stochastic nonlinear equation. The solution is then controlled by a
single dimensionless parameter, that contains all the information of the system. The mean square
displacement is obtained in the limit of small shear rates : it is found to be smoothed out by the
flow, in qualitative agreement with experiments and simulations. Then, a stability analysis of the
flow is achieved when inertial contributions are taken into account. We focus on the regime of
small surface tension and large viscosity. This regime has experienced a renewed interest in the
last few years, in the context of phase-separated colloid-polymer mixtures. Simple criteria for the
stability or instability of the flow are outveiled. Finally, a numerical study of fluctuation properties
is performed in the limit of large shear rate. Although viscous effects are predominant, the results
share some similarities with some turbulence models.
Keywords : out-of-equilibrium statistical physics, hydrodynamics, fluid-fluid interfaces, thermal
fluctuations, large capillary number, stationnary Couette flow

Résumé
Ce travail porte sur l’étude théorique des interfaces entre deux fluides visqueux, soumis à un

écoulement de Couette plan. Dans cette situation hors d’équilibre, les fluctuations thermiques de
l’interface sont modifiées en raison du couplage par le cisaillement entre les effets visqueux et les
effets de tension. Comme c’est le cas pour d’autres systèmes de matière molle (par exemple, les
phases lamellaires), le cisaillement peut alors amplifier ou amortir les déformations interfaciales. On
s’intéresse tout d’abord à la dynamique des fluctuations interfaciales. On montre que ces dernières
vérifient une équation stochastique non-linéaire, dont la solution est contrôlée par un paramètre
sans dimension qui contient toute l’information sur le système. La résolution à faible taux de ci-
saillement révèle que le déplacement quadratique moyen des fluctuations thermiques diminue avec
l’écoulement, conformément aux observations expérimentales et numériques. Ensuite, on étudie
l’influence des effets inertiels sur la stabilité de l’écoulement, dans le régime des fortes viscosités
et des faibles tensions. Ce régime des grands nombres capillaires n’a été que très peu étudié, mais
trouve sa pertinence par exemple dans les mélanges biphasiques de colloïdes et de polymères. Des
critères de stabilité simples sont mis en évidence. Finalement, on réalise une étude numérique des
propriétés des fluctuations interfaciales à grand cisaillement. Bien que les effets visqueux soient
dominants, il en ressort une phénoménologie similaire à certains modèles de turbulence.
Mots-clés : physique statistique hors d’équilibre, hydrodynamique, interfaces fluide-fluide, fluc-
tuations thermiques, grand nombre capillaire, écoulement de Couette stationnaire
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Chapitre 1

Introduction

L’objet de cette thèse est l’étude des fluctuations hors d’équilibre des interfaces
fluides. Pour des systèmes à l’équilibre, les théorèmes généraux de la physique statis-
tique permettent de calculer les propriétés thermodynamiques d’un système à partir
des propriétés microscopiques. En ce qui concerne les systèmes hors d’équilibre, la
situation est plus complexe et constitue un sujet de recherche plus que jamais d’ac-
tualité. La physique statistique hors d’équilibre ambitionne de répondre à un certain
nombre d’interrogations fondamentales, comme par exemple la réponse d’un système
lorsqu’on lui applique un gradient de champ extérieur (différence de température,
de potentiel électrique, . . . ) ou lorsque de l’énergie y est constamment injectée (par
exemple sous forme mécanique). Parmi ces propriétés hors d’équilibre, la première
étape consiste déjà à comprendre la classe particulière des états stationnaires.

Afin de faire progresser la compréhension de la physique statistique hors d’équi-
libre, deux approches sont conjointement menées. La première approche procède
de manière fondamentale : elle vise à établir de nouveaux théorèmes généraux, à
démontrer des propriétés universelles. Le but par exemple est de mettre en évi-
dence des quantités invariantes lorsque le système s’éloigne de l’équilibre [6]. Des
généralisations du théorème de fluctuation-dissipation sont également proposées, en
introduisant par exemple le concept de température effective [12] ou des termes
supplémentaires [45, 43] par rapport aux relations d’équilibre.

Il est également possible d’aborder les systèmes hors d’équilibre de manière plus
spécifique. Le but est alors d’étudier de manière théorique (analytique ou numérique)
un système particulier et de caractériser ses propriétés tant que c’est possible. C’est
l’approche choisie dans le cadre de cette thèse, où l’on a choisi d’étudier les interfaces
entre deux fluides newtoniens soumis à un écoulement de cisaillement.

Tout d’abord, on peut noter que les propriétés statistiques des interfaces à l’équi-
libre sont aujourd’hui bien établies [27]. Le modèle capillaire des fluctuations ther-
miques des interfaces a de plus été vérifié jusqu’à des échelles de longueur proches
des échelles moléculaires, aussi bien expérimentalement [18] que numériquement [15].
Cependant, les interfaces entre fluides moléculaires sont étudiées par des expériences
de diffusion [27], techniques plus ou moins lourdes à mettre en oeuvre et qui abou-

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

tissent à des résultats dans l’espace réciproque. Il est toutefois possible de tirer
bénéfice des systèmes de matière molle pour étudier les interfaces [9]. En effet, dans
une suspension colloïdale, les interactions entre particules peuvent être ajustées afin
que ces dernières imitent les atomes ou molécules, constitutifs des fluides simples :
on a alors affaire à des fluides dits colloïdaux. De même que les fluides simples, ils
sont délimités par des surfaces et des interfaces. Les échelles de longueur et de temps
correspondantes permettent l’étude des interfaces colloïdales par des techniques de
microscopie optique, avec l’avantage que les mesures se présentent dans l’espace
direct.

La généralisation, depuis quelques années, des études sur les interfaces colloï-
dales [1], a permis de mesurer l’évolution de leurs fluctuations sous cisaillement [17].
Dans cette expérience, le cisaillement est assez important pour amener le système
loin de l’équilibre. Dans le cadre de cette thèse, on effectue l’étude théorique des in-
terfaces soumises à un écoulement de Couette plan dans le régime de faible tension
de surface et de forts effets visqueux associé aux interfaces colloïdales.

Le document s’organise de la façon suivante. Tout d’abord, on rappelle quelques
généralités à propos des interfaces entre fluides (chapitre 2). Ensuite, le but est de
mettre en évidence les modifications des propriétés de l’interface sous cisaillement.
Ces modifications sont principalement dues au couplage avec les effets visqueux. La
première étape est d’établir la dynamique des fluctuations, et ceci même si l’on s’in-
téresse seulement aux propriétés stationnaires (chapitre 3). L’équation d’évolution
des fluctuations est alors résolue par un développement analytique par rapport au
paramètre de contrôle du cisaillement (chapitre 4). On prend en compte a posteriori
les effets inertiels et leur influence potentiellement déstabilisante en effectuant une
analyse de stabilité linéaire (chapitre 5). Finalement, on revient aux fluctuations
interfaciales et par une étude numérique, on montre quelques-unes de leurs proprié-
tés en situation de fort cisaillement (chapitre 6). Le document se conclut par une
discussion des résultats et des perspectives à ce travail.



Chapitre 2

Physique des interfaces

2.1 Vous avez dit « interface » ?

Les mots « surface » et « interface » appartiennent au langage courant et il suffit
de feuilleter un dictionnaire pour s’en procurer des définitions concises. Par exemple,
le Grand Robert définit une interface comme « une surface de séparation entre deux
phases distinctes (solide-liquide-gaz) », une surface étant définie comme « la partie
extérieure d’un corps qui le limite en tout sens ou [comme la] limite entre deux
milieux différents » [40]. Ces définitions, utiles à la vie quotidienne, se placent à
l’échelle humaine donc macroscopique. D’un point de vue physique, on ne peut
faire preuve d’autant de concision car ce qu’on nomme « interface » dépend de
l’échelle considérée. La présentation qui suit concerne seulement les interfaces entre
deux fluides. Après avoir rappelé quelques notions thermodynamiques dont celle de
tension de surface (description macroscopique), on s’intéresse aux inhomogénéités de
densité entre les deux fluides et à leur relation avec la tension dans une description
plus microscopique.

2.1.1 Description macroscopique d’une interface

Quelques expériences élémentaires . . .

Au niveau macroscopique, l’étude des phénomènes capillaires a mené à la notion
de tension de surface pour caractériser les propriétés des interfaces. Quelques expé-
riences simples permettent d’appréhender plus particulièrement cette notion. Tout
d’abord, l’expérience des surfaces minimales consiste à tremper dans de l’eau sa-
vonneuse des formes solides tridimensionnelles (par exemple, un cube) : l’expérience
montre que le liquide forme une surface d’aire minimale étant donné les contraintes,
comme on le voit sur la fig. 2.1.a). Ensuite, on peut réaliser la même expérience avec
un cadre quelconque au sein duquel une boucle de fil lâche a été attachée en deux
extrémités. Après un bain du cadre dans le liquide savonneux, on observe un film
tendu dans le cadre. Lorsque l’on crève le film à l’intérieur de la boucle, le fil lâche

13



14 CHAPITRE 2. PHYSIQUE DES INTERFACES

forme alors un cercle de manière à maximiser la surface sans film savonneux, comme
l’illustre la fig. 2.1.b). Ces quelques manipulations permettent de réaliser que la créa-

Figure 2.1 – Quelques expériences de surfaces minimales. Photos tirées de la
réf. [13].

tion de surface du liquide nécessite de l’énergie. Il en résulte la première définition
mécanique de la tension de surface σ : il s’agit de l’énergie nécessaire à la création
d’une unité d’aire de surface. En notant δW le travail fourni afin d’augmenter l’aire
de la surface de dS, σ est définie par

δW = σdS (2.1)

Par exemple, dans l’expérience du rail fermant un cadre schématisé sur la fig 2.2,
le travail nécessaire δW pour déplacer le rail de dx est δW = 2σldx, avec l la
longueur du rail. Le facteur 2 vient du fait que le déplacement du rail crée deux
interfaces, l’une en dessous (air-liquide) et la seconde au-dessus (liquide-air). On
sait par ailleurs que δW = −F.dx avec F la force exercée par le film savonneux
sur le rail. On associe alors à la tension de surface σ et à chaque surface une force
capillaire F :

– de direction tangente à la surface et normale à la ligne de contact considérée
(dans l’expérience, il s’agit du rail)

– dont la norme est le produit de la tension de surface σ par la longueur de la
ligne de contact

– dirigée vers la surface de manière à la minimiser.
La tension de surface s’exprime en J.m−2, ou plus couramment en N.m−1, soit en
utilisant le système international en kg.s−2.

Point de vue thermodynamique

La définition de la tension que nous venons de rappeler est une définition mé-
canique. Afin de lier les échelles macroscopique et microscopique, il est plus adapté
de travailler avec la définition thermodynamique de la tension de surface. Celle-ci
se définit comme un excès d’« énergie » par unité d’aire, où la fonction thermody-
namique « énergie » doit être précisée. On suppose que l’interface séparant deux
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l

F

dx

film liquide
rail mobile

Figure 2.2 – Mise en évidence de la force capillaire tangente à l’interface à l’aide
d’un rail mobile, 4ième soutien d’un film liquide.

fluides immiscibles est en équilibre, c’est-à-dire à l’équilibre thermique et chimique.
Le système total est à température et à potentiel chimique constants, la fonction
thermodynamique à considérer est par conséquent le grand potentiel Ω. La tension
de surface σ et l’aire de l’interface A y sont des variables conjuguées et

σ =

(
∂Ω

∂A

)

V,T,µi

(2.2)

où, selon les usages, on note V le volume du système, T sa température et µi le
potentiel chimique de l’espèce i. Quelques valeurs de tension de surface pour des
fluides en contact avec l’air ambiant sont données dans la table 2.1.

liquides σ en mN.m−1

eau à 20◦C 72
eau à 100◦C 58

éthanol 23
mercure 485

Table 2.1 – Quelques valeurs de tension de surface pour des fluides en contact avec
l’air ambiant [13].

La définition thermodynamique 2.2 permet d’obtenir un ordre de grandeur de
la tension de surface. Il s’agit en effet d’une énergie divisée par une aire. Au niveau
d’une particule de fluide, les énergies mises en jeu sont de l’ordre de l’énergie ther-
mique kBT , avec kB la constante de Boltzmann et T la température. L’aire caracté-
ristique est simplement le diamètre de la particule au carré. On obtient σ ∼ kBT/a

2

avec a le diamètre des particules. Pour l’interface eau-air, ce raisonnement mène
effectivement à σ ∼ 10−1 N.m−1.

Ce raisonnement à propos de l’ordre de grandeur des tensions de surface permet
en outre d’apprécier par quels moyens la tension de surface peut être modifiée.

i) Tout d’abord, la tension de surface dépend fortement de la température,
comme cela est illustré par les deux premières valeurs de la table 2.1. En parti-
culier, une interface entre deux fluides n’existe que pour une certaine gamme de
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température. Au-delà d’une « température critique » Tc, les deux fluides se mé-
langent et l’interface disparaît. Logiquement, la tension de surface décroît vers
une valeur nulle lorsque la température tend vers la température critique Tc.
Ce comportement définit un exposant critique ζ tel que σ ∝ |T − Tc|ζ lorsque
T → Tc. Dans le cadre de la théorie du champ moyen, l’exposant critique uni-
versel ζ est ζ = 3/2 [35]. J. Meunier a dans sa thèse [32] mesuré un exposant
critique de ζ ' 1.25 pour le dioxyde de carbone, valeur qui se rapproche de
celle de l’argon, du diazote et du xenon, fluides pour lesquelles ζ ' 1.25−1.28,
comme J. Meunier le souligne également : la valeur ζ = 1.25 − 1.28 semble
alors aussi universelle. Widom [49] s’approche de cette valeur théoriquement :
il obtient ζ = 1.24.

ii) Ensuite, la tension de surface dépend de la taille des particules. Par exemple,
pour des liquides moléculaires, la tension de surface est de l’ordre de 10−2−10−1

N.m−1 tandis que pour les liquides colloïdaux, présentés dans le chapitre 4, la
tension de surface est de l’ordre de 10−7 N.m−1.

iii) Un autre moyen de modifier la tension de surface est d’y rajouter des tensio-
actifs. Ce sont de longues molécules constituées de deux parties, une tête po-
laire (ou chargée) hydrophile et une queue apolaire hydrophobe, constituée
d’au moins une branche carbonée. En s’absorbant aux interfaces, les molécules
tensio-actives diminuent leur énergie et donc la tension de surface [23].

2.1.2 L’interface : une zone diffuse.

Profil continu . . .

D’un point de vue macroscopique, l’interface est décrite comme une surface ma-
thématique qui sépare de manière abrupte deux fluides immiscibles. On décrit les
propriétés du fluide 1 par l’indice 1, et celles du fluide 2 par l’indice 2. On suppose
que cette surface est confondue avec le plan horizontal (xOy) de manière à ce que
les quantités physiques ne dépendent que de z. Par exemple, la densité ρ(z) évolue
de sa valeur dans la fluide 1, ρ1, à celle dans le fluide 2, ρ2, suivant une fonction
« marche », comme le schématise la courbe en pointillés de la fig. 2.3. Cependant,
ce modèle ne tient pas à une échelle plus microscopique car il en découle que les mo-
lécules proches de la surface ne sont pas à l’équilibre mécanique (somme des forces
nulle). Ce petit raisonnement par l’absurde conduit au fait que les propriétés des
fluides doivent évoluer continûment de la valeur en volume du premier fluide à celle
du second fluide, comme le schématise la courbe continue de la fig. 2.3.

On note ε l’épaisseur de la zone de transition entre les deux fluides. L’interface
est maintenant décrite comme une couche d’épaisseur très fine mais non nulle. En
pratique, ε est de l’ordre de quelques diamètres de particules. A partir du profil ρ(z),
on se rapproche du point de vue macroscopique en définissant la surface de Gibbs
localisée en z = zG, frontière mathématique entre les deux fluides. zG est défini de
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telle sorte qu’il y ait conservation de la matière entre les deux représentations soit

∫ zG

−∞
dz [ρ1 − ρ(z)] +

∫ +∞

zG

dz [ρ2 − ρ(z)] = 0. (2.3)

La description microscopique de l’interface présentée dans ce paragraphe se base sur
la densité ρ. Notons cependant que dans la grande majorité des systèmes biphasiques,
plusieurs espèces coexistent et l’on peut donc définir plusieurs surfaces de Gibbs. On
suppose implicitement un raisonnement par rapport à l’espèce « principale ». Par
exemple, dans le mélange de colloïdes et de polymères introduit au chapitre 4, cette
espèce « principale » est les colloïdes.

z
zG

ρ

ρ2

ρ1

ε

Figure 2.3 – Evolution de la densité en fonction de la coordonnée z, perpendiculaire
à l’interface. La transition est continue de la phase 1 à la phase 2.

Afin d’approfondir ce modèle microscopique, il reste à préciser l’expression du
profil de densité ρ(z). La dérivation présentée suit celle de la réf. [5]. Etant à tem-
pérature et potentiel chimique constants, ce profil est celui qui minimise le grand
potentiel. Si l’on considère le grand potentiel Ω comme une fonctionnelle du profil
de densité ρ(z), ceci permet d’obtenir ρ(z) à partir de la condition :

δΩ[ρ]

δρ
= 0 (2.4)

Il reste donc à exprimer le grand potentiel Ω en fonction du profil de densité
ρ(z). Pour cela, on suppose que le grand potentiel peut s’écrire sous la forme
Ω = A

∫ +∞
−∞ dz ω(z) avec A l’aire projetée du système (selon le plan (xOy)) et ω(z)

la densité du grand potentiel. La fonction ω dépend a priori de ρ et de toutes ses
dérivées : ω(ρ,∇ρ,∇∇ρ, . . .). Dans le cas où les gradients sont petits, on se place
dans l’approximation de Ginzburg-Landau, la densité du grand potentiel ω(z) se
décompose alors en deux termes.
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– Le premier terme, ω(ρ), est la densité du grand potentiel dans un système
homogène de densité ρ. Par construction, ω(ρ) présente deux minima corres-
pondant aux deux phases du système. La condition d’égalité des potentiels
chimiques implique que ω(ρ1) = ω(ρ2). La forme la plus simple que l’on puisse
choisir est donnée par

ω(ρ) =
C

2
(ρ− ρ1)2(ρ− ρ2)2 (2.5)

avec C une constante. Ce potentiel en double puits est représenté schémati-
quement sur la fig. 2.4.

ρ
ρ2 ρ1

ω(ρ)

Figure 2.4 – Représentation de ω(ρ)

– La seconde contribution correspond au coût énergétique des inhomogénéités
du système. Pour des petits gradients, elle est proportionnelle à (∇ρ)2. On
note m/2 le facteur de ce terme.

Pour résumer, ω(z) se met sous la forme

ω(z) = ω(ρ) +
m

2
(∇ρ)2 (2.6)

Les deux constantes C et m qui apparaissent dans cette identité sont directement
reliées aux propriétés des particules constitutives des fluides [42]. La minimisation
du grand potentiel 2.4 conduit alors au profil de densité suivant :

ρ(z) =
ρ1 + ρ2

2
− ρ1 − ρ2

2
tanh

( z
2ε

)
. (2.7)

La constante ε est définie par ε =
√
m/C(ρ1 − ρ2)−1. Cette constante a la dimen-

sion d’une longueur, et définit effectivement l’épaisseur de l’interface. Le profil de
densité (2.7) est représenté sur la fig. 2.3.



2.2. HAMILTONIEN CAPILLAIRE 19

. . . et sa relation avec la tension de surface

Afin d’être cohérent entre les deux modèles, microscopique et macroscopique, on
cherche à lier la tension de surface σ, caractéristique thermodynamique de l’interface,
avec le profil de densité ρ(z). La tension de surface σ est définie comme l’excès du
grand potentiel par unité d’aire. Avec ω(z) la densité du grand potentiel, σ vérifie

σ =

∫ +∞

−∞
dz ω(z) =

∫ +∞

−∞
dz
[
ω(ρ) +

m

2
(∇ρ)2

]
(2.8)

Grâce à la relation de minimisation du grand potentiel (2.4), on obtient finalement
une expression explicite de la tension de surface en fonction de l’épaisseur de l’in-
terface ε

σ =

∫ ρ1

ρ2

dρ
√

2mω(ρ)

= εC(ρ1 − ρ2)4
(2.9)

Autrement dit, la tension de surface σ est directement proportionnelle à l’épaisseur
de l’interface ε.

En conclusion, la description microscopique des interfaces révèle deux longueurs
microscopiques : la taille des particules a et l’épaisseur interfaciale ε. On évoquera ce
caractère ambivalent lors de l’étude du déplacement quadratique moyen des fluctua-
tions de l’interface. La description microscopique présentée ici, bien que plus précise
que la description en terme d’une surface mathématique, possède aussi ses limites.
En particulier, elle n’est pas appropriée à la description des fluctuations de position
de l’interface. On a choisi cependant de présenter cette approche en terme de fonc-
tionnelles de densité car elle a l’avantage de souligner la dépendance de la tension
de surface avec l’épaisseur de l’interface.

2.2 Energie de déformation d’une interface : Hamil-
tonien capillaire

Maintenant que la notion de tension de surface a été clairement définie, les pro-
priétés physiques des interfaces peuvent être abordées. La première d’entre elles est
son énergie. On exprime l’hamiltonien capillaire après avoir décrit le système. En
particulier, on insiste sur la façon dont est repérée la déformation de l’interface.

Dans la partie précédente, l’interface a été modélisée principalement de deux
façons : tout d’abord, comme une surface en deux dimensions, la surface de Gibbs,
puis comme un volume tridimensionnel avec une épaisseur ε très fine. Méthodique-
ment, on commence par considérer l’interface de la manière la plus simple possible :
l’interface est une surface mathématique, confondue avec sa surface de Gibbs.
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On suppose que l’interface au repos est confondue avec le plan horizontal (xOy)
de manière à ce que le système présente une stratification des quantités physiques,
la densité ρ et la viscosité dynamique η, selon la direction z. On nomme le fluide
se situant en-dessous de l’interface le fluide 1 et ses propriétés sont marquées par
l’indice 1, de même pour le fluide 2 situé au-dessus de l’interface. Le fluide inférieur
est plus dense que le fluide supérieur, ∆ρ = ρ1 − ρ2 est une quantité positive.
L’énergie de l’interface est alors posée comme étant nulle. Il faut fournir de l’énergie
pour perturber l’interface par rapport à son état fondamental. On suppose que cette
perturbation est petite et l’on utilise la représentation de Monge pour décrire la
déformation de l’interface. La configuration perturbée de l’interface est repérée par
le déplacement vertical z = h(r) de l’interface, où r appartient au plan horizontal
(xOy). La description du système est résumée sur la fig. 2.5. La représentation de
Monge permet de plus de préciser ce qu’on entend par « petite » perturbation : il
s’agit de l’approximation des faibles gradients, |∇h| � 1.

r

h(r)
tension de surface

σ

fluide 1 de densité ρ1 et de viscosité η1

fluide 2 de densité ρ2 et de viscosité η2

Figure 2.5 – Représentation schématique d’une interface perturbée, initialement
horizontale.

On s’intéresse en premier lieu au coût énergétique nécessaire à l’établissement
d’une perturbation de l’interface par rapport à sa configuration plane. Il s’agit aussi
de ce qu’on appelle l’hamiltonien capillaire H. On peut tout d’abord constater que
l’aire de l’interface déformée est supérieure à l’aire de l’interface plane. Cette aug-
mentation de la superficie est associée à une énergie de surface Es

Es = σ

∫

S

dS − σ
∫

S0

dr

avec S0 une portion du plan (xOy), projection de la surface S de la déformation
étudiée. Dans la représentation de Monge, dS = dr

√
1 + |∇h|2. L’approximation

des faibles gradients conduit alors à

Es =
σ

2

∫

S0

dr |∇h(r)|2. (2.10)

Ensuite, on peut remarquer que, lorsque l’interface est déformée, une partie du fluide
le plus dense se trouve au-dessus du fluide plus léger et réciproquement : ce sont
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les zones hachurées sur la fig. 2.5. Cette inversion de hauteurs entre les deux fluides
entraîne un coût énergétique de pesanteur EP

EP =

∫

S0

dr

[∫ h(r)

−∞
dz ρ1gz +

∫ +∞

h(r)

dz ρ2gz −
∫ 0

−∞
dz ρ1gz −

∫ +∞

0

dz ρ2gz

]

avec g l’accélération de pesanteur. Les deux derniers termes sont constants, et ne
sont introduits que pour imposer EP = 0 lorsque l’interface est strictement plane.
Après intégration sur z, l’énergie de pesanteur de la perturbation interfaciale se met
sous la forme

EP =
∆ρg

2

∫

S0

drh2(r). (2.11)

En résumé, l’hamiltonien H associé à la perturbation h(r) de l’interface est constitué
de deux termes, une énergie de surface Es et une énergie de pesanteur EP , et est
donné dans l’approximation des faibles gradients par

H =
σ

2

∫

S0

dr |∇h(r)|2 +
∆ρg

2

∫

S0

drh2(r). (2.12)

L’hamiltonien H n’est pas diagonal avec cette expression, fonction de la repré-
sentation dans l’espace réel de la déformation h(r) de l’interface. Or il est pratique
de manipuler une expression diagonale de cet hamiltonien. En raison de l’invariance
par translation dans le plan horizontal (xOy), on utilise la représentation en série
de Fourier hq liée à la représentation réelle h(r) par les relations

hq =

∫

S0

drh(r) exp(−iq.r) (2.13a)

h(r) =
1

Lx × Ly

+∞∑

n,m=−∞
(n,m) 6=(0,0)

hq exp(iq.r) (2.13b)

Le passage en série de Fourier fait intervenir Lx et Ly, les dimensions de l’interface
dans les deux directions (Ox) et (Oy) respectivement, ainsi que le vecteur d’onde
q = n 2π

Lx
ex + m 2π

Ly
ey avec n et m deux entiers quelconques. ex et ey sont les deux

vecteurs directeurs de norme 1 dans les directions (Ox) et (Oy). Le théorème de
Parseval mène alors à l’expression suivante de l’hamiltonien

H =
∑

q

G(q)|hq|2 avec G(q) =
1

S0

× σ

2
(q2 + l−2c ) (2.14)

où on note q la norme du vecteur d’onde q. Cette expression de l’hamiltonien
capillaire révèle une longueur caractéristique de l’interface, la longueur capillaire
lc =

√
σ/(∆ρg). La longueur capillaire lc détermine une échelle de longueur au-

delà de laquelle la gravité est importante et les effets de tension négligeables tandis
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qu’en-dessous les effets de tension sont prédominants et la gravité négligeable. On
retrouve cette longueur capillaire dans la plupart des phénomènes capillaires. Par
exemple, en ce qui concerne les gouttes, si la taille de la goutte est inférieure à la
longueur capillaire, la goutte est sphérique afin de minimiser sa surface à volume
constant, tandis que si la taille de la goutte est supérieure à la longueur capillaire, la
goutte s’étale sous l’effet de la gravité. Pour une interface eau-air, elle est de l’ordre
du millimètre tandis que pour les interfaces colloïdales (voir chapitre 4), il s’agit
plutôt d’une dizaine de micromètres.

2.3 Relation de dispersion

2.3.1 Etablissement de la relation

Forme des perturbations

L’étude de l’hamiltonien souligne que la description en série de Fourier d’une
perturbation interfaciale est particulièrement bien adaptée à son étude. Afin d’ob-
tenir la réponse linéaire du système à la perturbation, on la suppose donc être de la
forme h(x) = R[hq exp(i(qx−ωt))]. Le champ de vitesse est supposé bidimensionnel
et la perturbation interfaciale unidimensionnelle en raison de la symétrie par rota-
tion dans le plan horizontal (xOy). En pratique, on se demande pour chaque vecteur
d’onde q, comment évolue temporellement la déformation imposée de l’interface, soit
comment ω dépend de q, relation nommée relation de dispersion. La partie réelle
de ω est liée à la propagation de la perturbation tandis que sa partie imaginaire est
liée à sa relaxation. Pour des raisons de concision, l’interface n’est plus considérée
comme la frontière entre deux fluides de viscosité et de densité comparables, mais
comme la surface libre supérieure d’un liquide en contact avec un gaz. Ainsi, on
suppose ρ1 � ρ2 et en notant η1 la viscosité du fluide inférieur et η2 celle du fluide
supérieur, η1 � η2. Autrement dit, en première approximation, on néglige la densité
ρ2 et la viscoité η2 et on note alors P0 la pression constante qui règne au sein du
gaz. On note de plus simplement ρ la densité du liquide (ρ1) et η sa viscosité (η1).

Le champ de vitesse v

L’évolution temporelle des déformations de l’interface est donnée par le champ
de vitesse v créé par la déformation interfaciale elle-même au sein du liquide. Cette
relation entre la déformation interfaciale h(x) et le champ de vitesse v vient du
fait que, par définition, l’interface est imperméable : le liquide reste confiné dans
le demi-espace inférieur z < h(x). On détaille ce lien entre h(x) et v dans le pro-
chain chapitre dans le paragraphe 3.2 sur la formulation hydrodynamique. Outre la
condition d’incompressibilité ∇.v = 0, le champ de vitesse v vérifie l’équation de
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Navier-Stokes
ρ
∂v

∂t
= −∇P + η∆v (2.15)

où P est le champ de pression à une constante près, P = p + ρgz avec p le véri-
table champ de pression. Le terme non-linéaire de l’équation de Navier-Stokes est
négligeable dans l’approximation des faibles gradients.

La résolution des équations hydrodynamiques mène à un champ de vitesse qui
disparaît lorsque la distance à l’interface devient infinie. Le champ de vitesse s’écrit
sous la forme d’une double décroissance exponentielle.

– La première décroissance en exp(−q|z|) fait naturellement apparaître la lon-
gueur d’onde.

– La seconde décroissance moins évidente est proportionnelle à exp(−l|z|) où
l = q

√
1− iω/(νq2) dépend à la fois du vecteur d’onde et de la pulsation. On

note ν = η/ρ la viscosité cinématique.
Le champ de vitesse est finalement relié à la perturbation interfaciale via les condi-
tions limites. Dans l’approximation des faibles gradients, elles se réduisent à−iωhq =
vz|z=0 et P0n + T.n = σ∆hn. n est le vecteur normal unitaire à l’interface dirigé
vers l’extérieur du fluide (à l’ordre 1, n = ez) et T le tenseur des contraintes dans
la phase inférieure (Tij = −pδij + η (∂ivj + ∂jvi)).

Paramètres de la relation de dispersion

Une fois ces conditions limites prises en compte, on aboutit à la relation de
dispersion suivante :

(2− iX)2 + Stf (qlc) = 4
√

1− iX (2.16)

avec X = ω/(νq2) proportionnel à la pulsation ω, St = ρσlc/η
2 un nombre sans

dimension qui dépend seulement des propriétés de l’interface et f(qlc) = [1 +
(qlc)

2]/[(qlc)
3] une fonction sans dimension du vecteur d’onde. La relation de disper-

sion fait apparaître plusieurs grandeurs.
• La longueur caractéristique est à nouveau sans surprise la longueur capillaire
lc.
• Ensuite, la pulsation se retrouve adimensionnée par νq2, X = ω/(νq2). Il s’agit

du rapport entre deux temps caractéristiques : le temps de diffusion du mode
q avec comme coefficient ν et le temps d’évolution de l’interface.
• Le dernier paramètre mis en évidence dans la relation de dispersion est un

nombre sans dimension, noté St égal à St = ρσlc/η
2. L’interprétation de ce

dernier nombre sans dimension est multiple.
. En premier lieu, on peut le voir comme un nombre de Reynolds intrinsèque

à l’interface si on considère l’interface comme un obstacle dans l’écoulement
du fluide. Un nombre de Reynolds compare les effets inertiels avec les effets
visqueux. Il s’agit du produit de la densité volumique du fluide ρ par la
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vitesse caractéristique de l’interface σ/η obtenue par analyse dimensionnelle,
par la longueur caractéristique de l’interface lc, produit divisé par la viscosité
dynamique η du fluide.

. En second lieu, on peut voir ce nombre sans dimension St comme un nombre
de Stokes (d’où le choix du St, les nombres de Reynolds étant nombreux dans
la suite du travail). Un nombre de Stokes compare l’énergie élastique à la dis-
sipation. L’énergie élastique est la vitesse caractéristique σ/η de l’interface
au carré multipliée par la masse déplacée par l’interface : la densité du fluide
est multipliée par le volume caractéristique occupé par une déformation du
fluide l2c × ξT avec ξT le déplacement caractéristique réalisé par l’interface.
La dissipation est le produit entre le taux de dissipation η× lc× (σ/η) et la
longueur d’arrêt de l’interface ∼ ξT . On retrouve St = ρσlc/η

2.
Ces différentes quantités sont définies quelle que soit l’interface. Elles sont cependant
d’ordre de grandeur très différent selon le type d’interface, interface moléculaire ou
interface colloïdale (voir le chapitre 4) comme le résume la table 2.2 ci-dessous. Dans
la table 2.2, on indique également l’ordre de grandeur du temps caractéristique de
l’interface τc = 2ηlc/σ mis en évidence dans le prochain paragraphe 2.3.2.

Interface moléculaire Interface colloïdale
σ 10−1 − 10−2 N.m−1 10−6 − 10−9 N.m−1

ρ ou ∆ρ 103 kg.m−3 102 kg.m−3
η 10−3 kg.m−1.s−1 10−2 kg.m−1.s−1
lc 10−3 m 10−6 − 10−5 m
τc 10−4 s 1− 10 s
St 104 − 105 10−5 − 10−8

Table 2.2 – Récapitulatif des ordres de grandeur des quantités caractéristiques des
interfaces.

Représentation graphique de la relation de dispersion

La relation de dispersion (2− iX)2 + Stf (qlc) = 4
√

1− iX est une fois mise au
carré une équation polynômiale d’ordre 4. Parmi les 4 solutions du polynôme d’ordre
4, seules deux satisfont la relation de dispersion, les deux autres étant solutions de
(2− iX)2 + Stf (qlc) = −4

√
1− iX. Les fig. 2.6 tracent la pulsation adimensionnée

par l2c/ν en fonction du vecteur d’onde adimensionné par la longueur capillaire qlc. La
figure de gauche représente la partie réelle de la pulsation tandis que celle de droite
sa partie imaginaire. La partie réelle de la pulsation est liée à la propagation de la
perturbation, sa partie imaginaire à la relaxation des déformations de l’interface.
Avec la forme choisie pour la perturbation, la perturbation est atténuée dans le
temps si la pulsation possède une partie imaginaire négative.

Ces représentations graphiques mettent en évidence deux régimes d’évolution
temporelle des perturbations interfaciales.



2.3. RELATION DE DISPERSION 25

0 2 4 6 8 10
�1

�0.5

0

0.5

1

qlc

�
�Ω�l c

2 �Ν��

0 2 4 6 8 10
�20

�15

�10

�5

0

qlc

��Ω�
l c2
�Ν��

Figure 2.6 – Représentation de la relation de dispersion pour St = 1 avec, à gauche,
la partie réelle de la pulsation et, à droite, sa partie imaginaire. Les traits pleins et
pointillés correspondent aux deux racines.

• A petit vecteur d’onde, les deux modes sont des modes propagatifs légèrement
amortis. Ces deux modes sont identiques physiquement, leur amortissement
étant identique et leur vitesse de propagation opposée, ce qui correspond à la
symétrie du problème selon n’importe quel axe vertical. On nomme ce régime
« régime propagatif » et les perturbations peuvent être vues comme des ondes
de surface puisque qu’il y a transport d’énergie sans transport de matière.
• A grand vecteur d’onde, les perturbations sont simplement surarmorties sans

propagation. On y associe le terme de « régime suramorti ». Les deux modes
ayant deux taux de relaxation différents sont deux modes physiques différents.
Le 1er mode surarmorti représenté à l’aide d’une ligne continue est nommé
«mode rampant ». Il s’agit du mode généralement observé expérimentalement.
En effet, le taux de relaxation du second mode est en valeur absolue beaucoup
plus important, et ceci est d’autant plus vrai que q est grand. Un taux de
relaxation grand signifie une courte durée de vie pour ce mode ce qui explique
qu’il est très peu observé face au premier et qu’on néglige ainsi souvent son
existence. On nomme ce second mode le « mode visqueux ».

La transition entre les deux régimes dépend du nombre de Stokes St de l’interface :
plus St est grand, plus le régime propagatif prend de l’importance et inversement.

2.3.2 Comportements asymptotiques des perturbations

À la surface d’un fluide très peu visqueux

A petit vecteur d’onde, la relation de dispersion se simplifie pour donner la
relation suivante valable dans le régime propagatif

ω2 =
σ

ρ
q3 + gq =

σ

ρ
q(q2 + l−2c ) (2.17)
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On retrouve cette relation aussi bien en simplifiant la relation de dispersion ori-
ginelle qu’en considérant le modèle du fluide parfait. En effet, plus St est grand,
plus les effets visqueux sont négligeables et plus le régime propagatif concerne une
large gamme de vecteurs d’onde. Les ondes de surface sont alors nommées « ondes
capillaires » ou « ondes gravitationnelles » selon le rapport de la longueur d’onde
et de la longueur capillaire lc (qlc � 1 et qlc � 1 respectivement). On peut aussi
montrer que le taux de relaxation des modes des petits vecteurs d’onde tend vers
I(ω)→ −2νq2 quand q → 0.

À la surface d’un fluide très visqueux

A grand vecteur d’onde, la relation de dispersion se simplifie pour donner la
relation de dispersion suivante valable dans le régime surarmorti

ω = − i

τq
= −iσq

2 + ∆ρg

2ηq
(2.18)

Il s’agit de la relation de dispersion des perturbations lorsque les effets visqueux
prédominent. On retrouve cette même relation de dispersion lorsque, partant des
équations hydrodynamiques, on suppose η∆v � ρ∂tv, soit lorsque la variation
temporelle du champ de vitesse est négligeable. Cette remarque permet un autre
éclairage sur l’interprétation physique de St. On sait que le nombre de Reynolds ha-
bituel Re compare les deux termes de l’équation de Navier-Stokes, le terme inertiel
ρ(v.∇)v et le terme visqueux η∆v. Vu la remarque précédente, le nombre de Stokes
St compare deux autres termes de l’équation de Navier-Stokes, le terme inertiel
non-stationnaire ρ∂tv avec toujours le même terme visqueux η∆v.

τq est le temps caractéristique de chaque mode de déformation q et met plus
généralement en évidence le temps caractéristique de l’interface τc défini par : τq =
τc × 2qlc/(1 + (qlc)

2). L’ordre de grandeur de τc a été donné précédemment dans la
table 2.2.

Transition entre les deux régimes

Dans les deux paragraphes précédents, on a considéré q comme petit puis comme
étant grand, mais il n’a pas été précisé par rapport à quel vecteur d’onde. La compa-
raison s’effectue par rapport au vecteur d’onde frontière qf , défini par la disparition
de la propagation des perturbations. Comme on le montre dans l’annexe A, qf ne
dépend que du nombre de Stokes. Lorsque St � 1, qf lc ∝ St. Pour une interface
usuelle moléculaire, on a vu que St ∼ 105 soit qf lc ∼ 105. Au contraire, lorsque
St � 1, qf lc ∝ St1/3. Pour une interface entre deux fluides colloïdaux, St ∼ 10−8

soit qf lc ∼ 10−3.
Dans cette section, la réponse linéaire d’une perturbation à l’écoulement qu’elle

crée elle-même a été dérivée. Selon le nombre de Stokes St, selon que St � 1 ou
St � 1, l’évolution temporelle de la pertubation diffère complètement. Dans le
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premier cas, elle se propage et peut être vue comme des ondes de surface. Dans le
second cas, elle est surarmortie selon le taux de relaxation τq.

2.4 Fluctuations thermiques

On a décrit dans la première section de ce chapitre l’interface selon divers mo-
dèles. Ces représentations supposent une vue statique de l’interface. Cependant,
comme l’illustre l’expérience sur les interfaces colloïdales décrite au chapitre 4, l’in-
terface n’est pas une frontière statique entre deux matériaux : elle ne cesse de « fluc-
tuer » autour de sa configuration moyenne.

Avant de s’intéresser aux propriétés des fluctuations interfaciales, un premier
paragraphe est consacré aux principaux développements historiques de la notion
des fluctuations thermiques interfaciales. Ensuite, les propriétés physiques statiques,
puis dynamiques sont exposées.

2.4.1 Quelques dates significatives

La notion de fluctuations thermiques est liée à la description statistique de la ma-
tière. Le développement de la physique statistique provient de la nécessité de donner
une signification à la fonction thermodynamique entropie. En 1877, Boltzmann lui
associe une interprétation statistique : l’entropie est une mesure du désordre. Les
propriétés à l’équilibre d’un système macroscopique ne sont en réalité pas strictement
constantes dans le temps mais fluctuent légèrement autour d’une valeur moyenne.
La description complète de la physique statistique est effectuée essentiellement par
Gibbs et Einstein au début du XXième siècle. Il en découle en particulier que pour
un système à l’équilibre, les fluctuations se comportent comme 1/

√
N avec N le

nombre de particules du système étudié.
D’un point de vue expérimental, on cherche à mettre en évidence ces fluctua-

tions. La diffusion de la lumière au sein d’un fluide est particulièrement étudiée, la
diffusion étant due aux fluctuations de densité du fluide. Dans ce courant, Smolu-
chowski étudie l’opalescence des gaz près du point critique. Il conclut son article de
1908 [47] par une remarque qui relie pour la première fois interface et fluctuations.
Ayant conscience qu’une surface n’est pas une frontière infiniment fine entre deux
fluides mais une zone de transition de densité, les fluctuations de densités impliquent
fluctuations de surface.

Dès 1913, les fluctuations thermiques interfaciales sont étudiées alors par Mandel-
stam [30] qui lie la remarque de Smoluchowski au théorème d’équipartition de l’éner-
gie d’Einstein. Cette relation lui permet d’obtenir l’amplitude quadratique moyenne
du déplacement de l’interface sous l’effet des fluctuations thermiques pour chaque
mode de Fourier de la déformation, en prenant en compte les forces superficielles et
de pesanteur comme forces de rappel. D’un point de vue expérimental, il considère
chaque mode de Fourier de déformation comme un réseau diffusant la lumière. A
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l’aide de la théorie de Rayleigh des réseaux, il prédit alors l’opalescence surfacique
de la lumière due aux fluctuations thermiques de la surface dans le plan d’incidence.
De nombreuses vérifications expérimentales s’en suivent et confirment le développe-
ment analytique de Mandelstam. Quelques dizaines d’années avant l’apparition du
laser, les bases de l’étude statique des fluctuations thermiques de surface sont ainsi
posées.

Cependant, les études et prédictions visaient essentiellement à expliquer la dif-
fusion de lumière par les surfaces. Les résultats restent présentés dans l’espace ré-
ciproque et ne font pas intervenir clairement les échelles de longueur intrinsèques à
l’interface. Ce n’est que dans l’article de 1965 de Buff, Lovett et Stillinger [8] à pro-
pos de la tension de surface que le déplacement quadratique moyen de l’interface est
écrit dans l’espace réel et qu’on peut y discerner les deux échelles de longueur carac-
téristiques de l’interface, soit la rugosité (racine carrée du déplacement quadratique
moyen) et la longueur capillaire, bien qu’aucune des deux ne soit ni explicitement
nommée, ni discutée.

Dans les années 60-70, les développements du laser permettent l’étude de l’évolu-
tion temporelle des fluctuations thermiques de surface. Les mesures expérimentales
se basent sur la relation de dispersion des perturbations interfaciales exposées dès
1952 par Levich dans son livre Physicochemical Hydrodynamics [28]. Deux régimes
sont mis en évidence : à grande longueur d’onde, les ondes se propagent et sont
légèrement amorties, il s’agit du régime périodique, à petite longueur d’onde, les
ondes sont surarmorties, il s’agit du régime apériodique.

Cette période foisonnante en expériences de diffusion de la lumière par des sur-
faces liquides est résumée dans l’ouvrage Light scattering by liquid surfaces and
complementary techniques édité par Dominique Langevin [27]. Pour plus de préci-
sions sur l’historique des expériences de diffusion surfacique, je conseille au lecteur
de consulter également la thèse de Jacques Meunier [32] qui résume très bien les
étapes précédentes.

2.4.2 Propriétés statiques des fluctuations

Distributions de Boltzmann et spectre des fluctuations

Maintenant qu’on a admis cette image d’une interface qui fluctue sans cesse
dans le temps, l’étape suivante consiste à déterminer la distribution des probabilités
associée à chaque configuration. La physique statistique nous apprend qu’à tempé-
rature constante, la probabilité des fluctuations interfaciales suit la distribution de
Boltzmann. La probabilité d’une fluctuation est proportionnelle à exp(−βH) avec
H l’hamiltonien associé à la fluctuation et β = 1/(kBT ), kB étant la constante
de Boltzmann. La constante de proportionnalité est imposée par la condition de
normalisation des probabilités dont la somme sur toutes les réalisations est égale à
1.
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L’hamiltonien capillaire étant donné par l’expression (2.14), le théorème d’Ein-
stein conduit directement à

< |hq|2 >=
kBT

2G(q)
et < hqhq′ >

q′ 6=−q
= 0

Finalement, on obtient

< hq hq′ >=
kBT

σ(q2 + l−2c )
LxLyδq+q′ (2.19)

Pour obtenir les informations dans l’espace direct, il suffit d’effectuer la somme
sur tous les modes. Les différents modes sont séparés les uns des autres par les
quantités ∆qx = 2π/Lx et ∆qy = 2π/Ly : ils forment ainsi un continuum pour des
systèmes très grands (Lx, Ly � lc). La transformée de Fourier inverse s’exprime
alors comme une intégrale

h(r) =

∫

R2

dq

(2π)2
hq exp(iq.r). (2.20)

Dans cette description continue, les propriétés dans l’espace de Fourier deviennent

< hq hq′ >=
kBT

σ(q2 + l−2c )
(2π)2δ(q + q′). (2.21)

Propriétés dans l’espace réel : déplacement quadratique moyen et corré-
lations spatiales

La description continue dans l’espace des vecteurs d’onde est particulièrement
avantageuse dans le but d’obtenir les propriétés de l’interface dans l’espace direct.
Par exemple, le déplacement quadratique moyen est

< h2(r) > =

∫

R2

dq

(2π)2

∫

R2

dq′

(2π)2
< hq hq′ > ei(q+q′).r

=
kBT

(2π)2σ

∫

R2

dq

q2 + l−2c

(2.22)

On constate alors un problème de divergence logarithmique quand la norme du
vecteur d’onde q tend vers l’infini. Cette singularité n’est en fait qu’une singularité
mathématique puisque physiquement, la représentation de Monge est appropriée
seulement si on se place à une échelle très grande devant l’échelle microscopique des
particules (dont la taille est notée a) et de l’interface (donnée par son épaisseur ε).
La longueur d’onde des fluctuations de surface est par conséquent limitée par les
deux échelles a et ε. On introduit alors une longueur d’onde de coupure, notée ξ,
en-dessous de laquelle aucune fluctuation n’a lieu, soit qmax = 2π/ξ. On réalise que
malgré la certitude de l’existence de ξ, son interprétation physique pose encore des
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questions et en pratique, les mesures expérimentales permettent de statuer sur ξ.
Néanmoins, la compréhension de la notion « longueur de coupure » ξ est toujours un
sujet de recherche actuel [18]. Le déplacement quadratique moyen dépend de cette
longueur de coupure (« cut-off » en anglais)

< h2(r) > =
kBT

4πσ
ln

[
1 +

(
2πlc
ξ

)2
]

' kBT

2πσ
ln

(
2πlc
ξ

)
,

(2.23)

la dernière approximation étant due au fait que lc � ξ. Pour revenir une dernière fois
sur la longueur de coupure ξ, notons que la dépendance du déplacement quadratique
moyen par rapport à ξ est très faible. Il ne s’agit en effet que d’une dépendance
logarithmique d’un grand nombre.

En ce qui concerne la fonction de corrélation spatiale, on obtient

< h(r)h(0) > =

∫

R2

dq

(2π)2

∫

R2

dq′

(2π)2
< hq hq′ > eiq.r

=
kBT

(2π)2σ

∫ +∞

0

qdq

q2 + l−2c

∫ 2π

0

dθ eiqr cos θ

où r représente la norme du vecteur r et θ l’angle entre le vecteur fixé r et le vecteur
d’onde q. Après intégration, on obtient

< h(r)h(0) >=
kBT

2πσ
K0

(
r

lc

)
(2.24)

où K0 (x) est la 2ième fonction de Bessel modifiée. Quand x tend vers l’infini, elle
tend vers K0 (x)

x→+∞−→
√
π/(2x) exp(−x), comme le montre la fig. 2.7. Inversement,

lorsque x → 0, K0 diverge comme K0 ∼ ln : on retrouve dans cette limite la diver-
gence logarithmique du déplacement quadratique mentionnée plus haut.

Ces deux propriétés mettent en évidence deux longueurs caractéristiques de l’in-
terface.
• Tout d’abord, la longueur

√
kBT/σ est caractéristique de l’amplitude des fluc-

tuations. Elle dépend de l’énergie thermique et croît avec la température : plus
l’énergie thermique est importante, plus les fluctuations le sont. Elle dépend
également de la tension de surface. Plus la tension de surface augmente, c’est-à-
dire plus le travail fourni doit être important pour créer les fluctuations, moins
l’amplitude des fluctuations est importante. Sachant qu’entre deux fluides clas-
siques moléculaires la tension de surface est de l’ordre de 10−1 − 10−2 N.m−1,
à température ambiante (kBT ∼ 4.10−21 J), la rugosité de l’interface est de
l’ordre de quelques angströms. La tension de surface entre les deux fluides
colloïdaux présentés dans le chapitre 4 est de l’ordre de 10−9 N.m−1, ce qui
donne une rugosité de l’interface due aux fluctuations thermiques de l’ordre
du micromètre à température ambiante.
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Figure 2.7 – Représentation de la 2ème fonction de Bessel modifiée K0(x) en trait
plein avec sa limite

√
π/(2x) exp(−x) (en x→ +∞) en pointillés.

• Ensuite, l’expression de la fonction de corrélation spatiale montre que la lon-
gueur capillaire est également la longueur de corrélation des fluctuations. Cette
longueur de corrélation est de l’ordre du millimètre pour une interface eau-air
tandis que pour une interface colloïdale, la longueur capillaire est de l’ordre
d’une petite dizaine de micromètres.

2.4.3 Dynamique

Dans le paragraphe 2.3, l’étude de l’évolution temporelle d’une petite déforma-
tion de l’interface a été effectuée. Le théorème de fluctuation-dissipation permet en
effet de relier cette relation de dispersion avec les variations temporelles des fluc-
tuations thermiques interfaciales. Il nous apprend que les fluctuations thermiques
relaxent selon la réponse linéaire du système à une petite déformation. Les fluctua-
tions thermiques vérifient la relation de dispersion.

La principale hypothèse du travail présenté est le faible nombre de Stokes de
l’interface. On a vu en effet que pour une interface entre deux fluides colloïdaux,
le nombre de Stokes est de l’ordre de 10−8 � 1. On peut alors supposer que les
fluctuations sont surarmorties avec le taux de relaxation 1/τq = σ(q2 + l−2c )/(4ηq)
avec σ la tension de l’interface, q le module du vecteur d’onde considéré, lc la longueur
capillaire et η la viscosité moyenne des deux fluides définissant l’interface (η =
(η1 + η2)/2). Alors, d’après le théorème de fluctuation-dissipation, chaque mode de
Fourier évolue temporellement selon

∂hq(t)

∂t
= − 1

τq
hq(t) + ϕq(t) (2.25)

où le premier terme de droite est le terme de relaxation et le second terme est un
terme de forçage aléatoire.
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Afin de caractériser complètement la dynamique des fluctuations interfaciales, il
est nécessaire de connaître les propriétés de la contribution stochastique. D’un côté,
la distribution de Boltzmann nous indique le spectre statique des fluctuations, de
l’autre l’équation précédente peut être résolue hq(t) =

∫ t
−∞ ds exp(−(t−s)/τq)ϕq(s)

et donner de même le spectre statique des fluctuations.

< |hq(t)hq′(t)| > =
kBT

σ(q2 + l−2c )
(2π)2δ(q + q′)

< |hq(t)hq′(t)| > =

∫ t

−∞
ds

∫ t

−∞
ds′e

−
(
t−s
τq

+ t−s′
τq′

)
< ϕq(s)ϕq′(s

′) >

(2.26)

En supposant que le terme de forçage aléatoire est un bruit blanc gaussien, soit sans
corrélations temporelle ni spatiale, ce qui signifie plus précisément que < ϕq(t) >= 0
et < ϕq(t)ϕq′(t

′) >= C (2π)2δ(q + q′)δ(t − t′) avec C une constante, on obtient le
moment d’ordre 2 suivant

< ϕq(t)ϕq′(t
′) >=

2kBT

4ηq
(2π)2δ(q + q′) δ(t− t′). (2.27)

On peut aussi obtenir directement l’équation précédente en partant des équations
hydrodynamiques fluctuantes : outre les contraintes visqueuses qui s’appliquent sur
chaque particule de fluide, s’applique également une contrainte aléatoire due à l’agi-
tation thermique. En supposant que le nombre de Stokes est petit soit que la dérivée
partielle du champ de vitesse est négligeable devant le terme visqueux, on aboutit
exactement à la même évolution temporelle des fluctuations thermiques interfaciales.

A l’aide de l’équation temporelle précédente, on peut obtenir les corrélations
temporelles entre fluctuations thermiques. Dans cette optique, on passe dans l’espace
de Fourier temporel :

hq(ω) = Rq(ω)ϕq(ω)

où Rq(ω) = τq/(1− iτqω) est la fonction de réponse et ϕq(ω) est la transformée de
Fourier temporelle de ϕq(t). On établit alors le spectre des fluctuations

< hq(ω)hq′(ω
′) >=

τq
1 + τ 2q ω

2

2kBT

σ(q2 + l−2c )
(2π)3δ(q + q′)δ(ω + ω′) (2.28)

Ainsi la fonction de corrélation temporelle est donnée par (on suppose t > 0) :

< h(r, t)h(r, 0) > =

∫

R3

dqdω

(2π)3

∫

R3

dq′dω′

(2π)3
ei((q+q′).r−ωt) < hq(ω)hq′(ω

′) >

=

∫

R2

dq

(2π)2
kBT

σ(q2 + l−2c )
e−t/τq

En posant τq = τc × 2(qlc)/(1 + (qlc)
2), on obtient

< h(r, t)h(r, 0) >=
kBT

2πσ

∫ +∞

0

dQ
Q

1 +Q2
e−(t/τc)×

1+Q2

2Q
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On reprend alors la démonstration de Villeneuve et ses collaborateurs [14]. On note

H(z) la fonction H(z) =
∫ +∞
0

dQ Q
1+Q2 e−z

1+Q2

2Q , alors H ′(z) = −K1(z) ce qui signifie
que H(z) = K0(z) + constante. Avec la valeur en z = +∞, on arrive à

< h(r, t)h(r, 0) >=
kBT

2πσ
K0(t/τc) (2.29)

Le temps capillaire τc = 2ηlc/σ est également le temps de corrélation des fluctuations
thermiques de l’interface.

Pour clore cette section sur les fluctuations interfaciales à l’équilibre, on peut
souligner que les corrélations temporelles de l’interface dépendent de la viscosité
alors que les propriétés stationnaires, non. La viscosité est qualifiée de dynamique
puisqu’elle caractérise la résistance du fluide newtonien à une déformation. Il s’agit
d’une propriété des systèmes à l’équilibre, seules les quantités dynamiques peuvent
dépendre des propriétés dynamiques, les quantités stationnaires ne les font pas ap-
paraître. Dans la suite, lorsqu’on aborde le coeur du travail qui est une interface
sous cisaillement, on remarque que les propriétés stationnaires dépendent des visco-
sités et donc de propriétés dynamiques : il s’agit d’une signature du caractère hors
d’équilibre du système.
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Chapitre 3

Dynamique des fluctuations d’une
interface sous cisaillement

Préambule
Après avoir rappelé les propriétés des interfaces, je vais maintenant décrire les

résultats que j’ai obtenus sur les fluctuations hors d’équilibre. L’un des objectifs de
cette thèse est de comprendre comment sont modifiées les fluctuations thermiques
d’une interface sous l’effet d’un écoulement de cisaillement. Pour cela, on se place
dans une géométrie simple en considérant un écoulement de Couette plan. Le sys-
tème est hors d’équilibre puisque de l’énergie y est continûment injectée. De fait,
les configurations ne suivent plus la loi de distribution de Boltzmann et l’on ne
peut appliquer les méthodes habituelles de la physique statistique (telles que les
théorèmes d’équipartition ou de fluctuation-dissipation). Afin d’établir les proprié-
tés hors d’équilibre des fluctuations interfaciales, et en particulier les propriétés
stationnaires, il est nécessaire de s’intéresser en premier lieu à leur dynamique. La
dérivation de l’équation d’évolution temporelle vérifiée par les fluctuations constitue
l’objet du présent chapitre.

Au voisinage de l’équilibre, l’évolution temporelle d’un mode de déformation de
l’interface est donnée, dans le régime surarmorti, par une équation de Langevin :

∂hq
∂t

= − 1

τq
hq + ϕq(t) (3.1)

Chaque mode relaxe vers l’équilibre avec le temps caractéristique τq :

τq = τc ×
2qlc

1 + (qlc)2

avec lc =
√
σ/(∆ρg) la longueur capillaire et τc = 2ηlc/σ le temps capillaire. Les

modes de déformations sont excités par le bruit thermique ϕq(t). La variable aléatoire

35
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ϕq(t) suit une distribution gaussienne de moyenne nulle 〈ϕq(t)〉 = 0 et de variance

〈ϕq(t)ϕq′(t′)〉 =
2kBT

4ηq
(2π)2δ(q + q′)δ(t− t′)

Avant de se lancer dans la résolution complète du problème, il est légitime de se
demander quelles peuvent être les modifications induites par le cisaillement. Trois
types de modifications sont envisageables :

– l’application d’un cisaillement peut affecter le temps de relaxation τq. La re-
laxation est en effet directement liée à la dissipation hydrodynamique dans
l’ensemble du système.

– à l’équilibre, les propriétés statistiques du bruit thermique sont directement
reliées à la dissipation. Il est donc également possible que l’écoulement perturbe
la distribution vérifiée par le bruit thermique ϕq(t).

– enfin, l’advection des modes de déformation est susceptible d’introduire une
nouvelle contribution. Comme le représente le schéma de la fig. 3.1, on s’attend
à ce que le « dépliement » des fluctuations par l’écoulement se traduise par un
terme non-linéaire dans l’équation de Langevin.

r

fluide 2

fluide 1

Figure 3.1 – Représentation schématique de l’aplatissement des modes par le ci-
saillement

L’objectif de ce chapitre est d’établir l’équation d’évolution temporelle des modes
de fluctuations d’une interface cisaillée. On procède en deux étapes. Dans un premier
temps, on néglige les fluctuations et on étudie comment une déformation initiale de
l’interface évolue sous l’effet du champ de vitesse. Dans un second temps, on carac-
térise la contribution aléatoire en incluant les fluctuations thermiques directement
dans les équations hydrodynamiques. Finalement, on discute l’équation obtenue.

3.1 Description du système
Le point de départ de l’analyse consiste à décrire l’interface comme une surface

mathématique d’épaisseur nulle. La position de l’interface est repérée par sa hauteur



3.2. FORMULATION HYDRODYNAMIQUE 37

z = h(r, t) au-dessus (ou en-dessous) du plan horizontal (xOy). L’utilisation de cette
représentation dite de Monge néglige les surplombs éventuels des déformations de
l’interface. Notons cependant qu’à l’équilibre, elle est suffisante et qu’elle est d’autant
plus justifiée sous cisaillement que les expériences de Derks et ses collaborateurs
montrent une diminution de l’amplitude des fluctuations [17].

L’interface est caractérisée par sa tension de surface σ. En accord avec les conven-
tions du chapitre 2, on note η1 et ρ1 la viscosité et la densité du fluide 1, situé en-
dessous de l’interface. De même au-dessus de l’interface, η2 et ρ2 sont respectivement
la viscosité et la densité du fluide 2. On utilise également les viscosité η = (η1+η2)/2
et densité ρ = (ρ1 + ρ2)/2 moyennes. Pour des raisons de stabilité, on se place dans
le cas où ∆ρ = ρ1 − ρ2 est positif.

Le système est limité verticalement par deux parois solides. L’épaisseur de la
couche inférieure (respectivement supérieure) est notée L1 (respectivement L2),
l’épaisseur totale du système est donc L1 + L2. Un schéma du système est tracé
sur la fig. 3.2. Un écoulement de Couette plan est induit par un mouvement de
translation horizontale des parois, les vitesses étant de sens opposés et de normes
V1 et V2 respectivement. En supposant des conditions de non-glissement aux parois,
le taux de cisaillement appliqué est donné par γ̇app = (V1 + V2)/(L1 + L2). On note
γ̇1 = V1/L1 (resp. γ̇2 = V2/L2) le taux de cisaillement dans le fluide inférieur (resp.
supérieur). On a alors la relation géométrique suivante :

γ̇app =
γ̇1L1 + γ̇2L2

L1 + L2

(3.2)

Les différentes quantités V1, V2, L1 et L2 sont ajustées de manière à ce que la vitesse
soit nulle au niveau de la position moyenne de l’interface.

3.2 Formulation hydrodynamique
Le but de ce chapitre est d’établir les liens formels qui existent entre la dyna-

mique des fluctuations et le champ de vitesse, afin de dériver l’équation d’évolution
temporelle.

Pour cela, on raisonne de la manière suivante :
– on commence avec le seul fait établi à propos de l’interface : l’interface sépare

deux fluides immiscibles. Cette simple définition permet de relier concrètement
la vitesse de l’interface avec le champ de vitesse.

– le rôle de la vitesse étant précisé, il est nécessaire de le résoudre. L’équation
hydrodynamique permet de plus d’un point de vue physique de souligner les
hypothèses considérées dans la suite.

– le problème se ferme et forme un ensemble cohérent avec la prise en compte
des conditions limites au niveau de l’interface.

– l’intégralité du problème révèle un fort couplage entre le champ de vitesse et
les déformations interfaciales. Ce couplage est résolu en supposant faibles les
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r

z

n h(r)

V2

V1

fluide 2

fluide 1

L2

L1

Figure 3.2 – Représentation schématique du système.

gradients de la déformation interfaciale.

3.2.1 Immiscibilité de l’interface

Les deux fluides sont considérés immiscibles l’un dans l’autre. En d’autres termes,
chacun des deux fluides reste confiné à son demi-espace respectif (z > h ou z < h) et
aucune particule de fluide ne traverse l’interface. Plus précisément, cette condition
d’immiscibilité signifie que le flux de matière à travers l’interface est nul. Le flux
de matière φj à travers une petite surface dS de l’interface pendant l’intervalle de
temps dt s’exprime pour chacun des deux fluides j = 1, 2 par φj = ρjdS(vj−u)dt.n
avec vj la vitesse du fluide j au niveau de l’interface, u la vitesse de l’interface et
n la normale à l’interface. L’immiscibilité des deux fluides revient par conséquent
à l’égalité des composantes normales à l’interface des champs de vitesse des deux
fluides au niveau de l’interface avec celle de la vitesse de l’interface :

u.n = v1.n = v2.n (3.3)

Afin d’expliciter cette condition d’immiscibilité, on recherche à exprimer le vec-
teur n et la quantité u.n en fonction des déformations interfaciales. Le champ de
vitesse des fluides est quant à lui l’objet du prochain paragraphe.

On commence par s’intéresser au vecteur normal unitaire n qui pointe vers le
haut. On a choisi de définir l’interface par son déplacement vertical z = h(r, t), on
aurait également pu choisir de la caractériser par la nullité de la fonction F (r, z, t) =
z−h(r, t). Au-dessus de l’interface, au sein du fluide 2, la fonction F est strictement
positive, en-dessous, au sein du fluide 1, elle est strictement négative. Le long de
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l’interface, la différentielle de F est nulle, dF = 0. En notant d` un petit déplacement
à t fixé le long de l’interface, dF = 0 = ∇F.d` : on en déduit que le vecteur ∇F est
normal à l’interface et donc proportionnel à n. On pose

n =
∇F

|∇F | =
1√

1 + (∇h)2



−∂xh
−∂yh

1


 (3.4)

Cette expression révèle que le vecteur n normal à l’interface, dépend fortement de
la configuration de l’interface.

Ensuite, pour préciser la composante normale de la vitesse de l’interface u.n, il
suffit de comparer la configuration de l’interface à l’instant t avec sa configuration
à l’instant légèrement ultérieur t + dt : par définition, F (r + dr, z + dz, t + dt) =
F (r, z, t) = 0. On note d` le petit déplacement de l’interface pendant le temps dt,
soit d` = udt. d` est tel que sa projection verticale soit d`.ez = dz et sa projection
horizontale d`− d`.ez = dr. On en déduit

u.n = − ∂tF

|∇F | =
∂th√

1 + (∇h)2
(3.5)

L’expression obtenue est cohérente. Lorsque la composante normale de la vitesse de
l’interface est positive, cela signifie que l’interface s’est élevée. Ainsi, le lieu spatial
(r, z) qui à t correspond à l’interface F = 0 correspond à t + dt au fluide 1, soit
F < 0, ce qui mène bien à une dérivée partielle temporelle négative de F , ∂tF < 0.
De même, de manière évidente, l’élévation de l’interface se traduit par une dérivée
partielle temporelle de h positive, ∂th > 0. La description lagrangienne de l’interface
(on suit la trajectoire d’un point de l’interface) a été arrangée afin de correspondre
à une description eulérienne de l’interface (on s’intéresse à l’évolution temporelle
de la déformation interfaciale au-dessus ou en-dessous d’un point donné r du plan
horizontal de référence (xOy)). Par ailleurs, la relation 3.5 montre que seule la
composante normale de la vitesse de l’interface possède une signification physique.
En l’absence de tensio-actifs qui peuvent matérialiser l’interface, l’interface reste
seulement une surface mathématique et la composante tangentielle de sa vitesse ne
correspond à aucune réalité physique.

En remplaçant les quantités n et u.n par leur expression en fonction de la défor-
mation interfaciale dans la condition d’immiscibilité, on obtient effectivement que la
relaxation des fluctuations interfaciales dépend explicitement du champ de vitesse :

∂th+ vj,‖.∇h = vj,z (3.6)

où vj,‖ est la projection horizontale de la vitesse du fluide j évaluée en z = h et vj,z
sa composante verticale. L’observation de cette relation peut d’ores et déjà révéler
le fort couplage qui existe entre les fluctuations interfaciales et le champ de vitesse
puisque le champ de vitesse provient de deux contributions : celle qui découle de
l’application de l’écoulement extérieur, et également celle créée par les perturbations
interfaciales.
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3.2.2 Equations hydrodynamiques vérifiées par le champ de
vitesse

Le champ de vitesse vérifie l’équation de Navier-Stokes. On suppose de plus un
écoulement incompressible.

∇.vj = 0

ρj

(
∂vj
∂t

+ (vj.∇)vj

)
= −∇pj + ηj∆vj − ρjgez

avec pj le champ de pression dans le fluide j. Les dépendances spatiales et tem-
porelles ont été omises pour des raisons de lisibilité. On rappelle que la condition
d’incompressibilité traduit le fait qu’une particule de fluide occupe tout le long de
sa trajectoire le même volume et que l’équation de Navier-Stokes exprime la relation
fondamentale de la dynamique pour une particule de fluide.

On se place dans le régime où
– l’échelle de longueur caractéristique est petite,
– les effets visqueux sont importants,
– et où la tension de surface de l’interface est faible.

En bref, le nombre de Reynolds est petit. Les interfaces colloïdales [17] sont en effet
associées aux valeurs ρ ' 103 kg.m−3, lc = 2, 6 µm, γ̇app ' τ−1c ' 0, 1 s−1 et η = 6, 5
mPa.s ce qui revient au nombre de Reynolds Re ∼ 10−7 � 1. La faible tension de
surface σ = 2, 5.10−9 N.m−1 mène au nombre de Stokes St ' 10−7.

On en déduit que le champ de vitesse vérifie simplement l’équation de Stokes,
réduction de l’équation de Navier-Stokes dans le régime visqueux.

∇.vj = 0

−∇Pj + ηj∆vj = 0 (3.7)

où on a posé Pj = pj + ρjgz. L’avantage de l’équation de Stokes est son caractère
linéaire.

3.2.3 Conditions limites au niveau de l’interface

Les équations hydrodynamiques précédentes permettent d’obtenir les formes gé-
nérales des champs de vitesse et de pression dans les deux fluides, plus précisément
leur dépendance en z. Afin de fermer le problème et de revenir au niveau de l’inter-
face, des conditions limites sont nécessaires. Les conditions limites dictent la conti-
nuité ou la discontinuité de certaines quantités à travers l’interface. En d’autres
mots, elles sont vérifiées en chaque instant en z = h(r, t). On les classe en deux
catégories :

– les conditions limites cinématiques qui indiquent l’égalité des vitesses des deux
fluides au niveau de l’interface,
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– puis les conditions dynamiques qui traduisent l’équilibre des forces au niveau
de l’interface.

Une première partie des conditions limites dites cinématiques a déjà été abordée.
En effet, la discussion à propos de l’immmiscibilité des deux fluides a mené à l’égalité
des composantes normales à l’interface des vitesses des deux fluides évaluées en
z = h, v1.n = v2.n, avec n le vecteur normal unitaire à l’interface. En outre, on
suppose que le caractère visqueux des deux fluides implique une condition de non-
glissement de chacun des deux fluides l’un par rapport à l’autre : on suppose l’égalité
des composantes tangentielles des deux vitesses, toujours en z = h. En résumé, il y
a continuité du champ de vitesse à travers l’interface :

v1 = v2 (3.8)

les vitesses étant évaluées en z = h.
Les conditions limites dites dynamiques décrivent l’équilibre des forces au niveau

de l’interface. La dérivation de cet équilibre, bien que connu, présente quelques
difficultés et est par conséquent l’objet de l’annexe B. De manière synthétique, on a
équilibre entre 3 forces, celle due au fluide 2 sur l’interface, celle due au fluide 1 sur
l’interface et celle due à la tension de surface. Cette relation s’écrit :

(T2 − T1).n = σn(∇.n) (3.9)

avec Tj=1,2 les tenseurs des contraintes dans les fluides j = 1, 2, évalués dans la
relation ci-dessus en z = h. Il y a discontinuité des contraintes hydrodynamiques
normales à l’interface due à la tension de surface, et continuité des contraintes hy-
drodynamiques tangentielles (en l’absence de gradient de tension). Comme on peut
le constater dans l’annexe B, un gradient de tension de surface est à l’origine d’une
discontinuité des contraintes hydrodynamiques tangentielles à l’interface. Les causes
les plus courantes d’une variation de tension de surface sont un gradient thermique
et un gradient de concentration de tensio-actifs. Le système est effectivement à tem-
pérature constante et les tensio-actifs en sont absents.

Après l’établissement de l’équation de Stokes vérifiée par les champs de vitesse
assez simple puisque linéaire, l’écriture des conditions limites permet de réaliser la
difficulté du problème avec le fort couplage qui apparaît entre champ de vitesse
et déformations interfaciales. D’une part, les quantités hydrodynamiques comme la
vitesse et le tenseur des contraintes sont considérées au niveau de l’interface, soit en
z = h. D’autre part, le vecteur normal n à l’interface qui dépend fortement aussi
des déformations interfaciales intervient dans l’équilibre des contraintes 3.9.

3.2.4 Approximation des faibles gradients

On a déjà souligné que le couplage est fort entre les déformations interfaciales et
le champ de vitesse. En d’autres termes, leurs relations font intervenir de nombreux
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termes non-linéaires, rendant difficile une résolution analytique. Afin de rendre li-
néaires les dépendances mutuelles entre la configuration de l’interface et les champs
hydrodynamiques, on se place dans l’approximation des faibles gradients. On sup-
pose petit le gradient du déplacement vertical de l’interface |∇h|. L’ordre de gran-
deur du gradient |∇h| est comparable au déplacement vertical caractéristique de
l’interface divisé par une échelle de longueur caractéristique horizontale : le dépla-
cement vertical est relié à la racine carrée du déplacement quadratique moyen de
l’interface 〈h2〉 ∝ kBT/σ (revoir l’éq. (2.23)) tandis que la longueur caractéristique
horizontale est reliée aux corrélations des fluctuations. Son ordre de grandeur est
donc donné par le rapport des deux échelles de longueur caractéristiques de l’inter-
face : la rugosité ξT =

√
kBT/σ et la longueur de corrélation des fluctuations, la

longueur capillaire lc (revoir l’éq. (2.24)). Le paramètre qui gouverne le développe-
ment est donc

ε =
ξT
lc

=

√
kBT

σl2c
� 1.

Le déplacement vertical est alors considéré comme petit et on pose

h(r, t) = ε u(r, t) (3.10)

avec u une fonction décrivant les fluctuations interfaciales de l’ordre de l’unité u ∼
O(1).

Les champs hydrodynamiques se décomposent en plusieurs contributions.
– Les champs à l’ordre 0 correspondent à l’écoulement de Couette plan dans

une bicouche de fluide newtonien dont l’interface est confondue avec le plan
horizontal de référence (xOy).

– Les champs à l’ordre 1 en ε sont dus aux perturbations interfaciales.
– La perturbation interfaciale conduit également à des contributions d’ordres

plus élevés en ε des champs hydrodynamiques en raison de leurs relations
non-linéaires.

En résumé, on pose

vj(r, z, t) = v
(0)
j (r, z, t) + εv

(1)
j (r, z, t) + ε2 v

(2)
j (r, z, t) + . . .

Pj(r, z, t) = P
(0)
j (r, z, t) + ε P

(1)
j (r, z, t) + ε2 P

(2)
j (r, z, t) + . . .

(3.11)

avec j = 1, 2 selon le fluide considéré.
L’approximation des faibles gradients est une approximation usuelle, appliquée

en particulier au sein de la théorie des ondes capillaires. D’un point de vue expéri-
mental, elle permet de modéliser avec un très bon accord les propriétés à l’équilibre
des fluctuations thermiques de l’interface. Cette vérification concernant les interfaces
colloïdales est l’objet de la référence [1]. On peut comprendre la validité de cette
approximation à l’aide d’un rapide raisonnement sur le coût énergétique d’une dé-
formation interfaciale. Imaginons une déformation interfaciale dont le gradient n’est
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pas petit. L’excès d’aire de cette déformation par rapport à l’état de référence de
l’interface, état confondu avec le plan horizontal (xOy), est significatif. Le coût éner-
gétique dû à la tension de surface, nécessaire à l’existence de cette déformation, est
alors élevé. D’après la distribution de Boltzmann, à l’équilibre, la probabilité d’une
telle déformation est faible. Il s’en suit que la probabilité pour que l’approximation
des faibles gradients ne soit pas valable est très faible. Hors équilibre, l’expérience
permet de mesurer un déplacement quadratique moyen de l’interface qui diminue
avec le cisaillement, l’approximation des faibles gradients n’en est que plus justifiée.

3.3 Relaxation d’une perturbation interfaciale
Dans cette partie, le but est d’établir la modification de la relaxation d’une

perturbation de l’interface initiale fixée sous l’effet du cisaillement. Selon le dévelop-
pement présenté au-dessus, on raisonne méthodiquement et on considère le problème
tout d’abord à l’ordre 0, puis à l’ordre 1, puis aux ordres successifs. On souhaite
obtenir l’effet prédominant dû au cisaillement, la résolution du problème s’arrête
par conséquent dès que la résolution de l’un des ordres conduit à une modification
de la condition d’immiscibilité par le cisaillement.

3.3.1 Ecoulement de Couette plan

A l’ordre 0, les champs hydrodynamiques correspondent à un simple écoulement
de Couette plan dans une bicouche de fluide dont l’interface est plane. Le champ
de vitesse est alors schématisé sur la fig. 3.2. Il vérifie l’équation de Stokes et la
condition d’incompressibilité 3.7, et surtout les conditions limites aux parois et à
l’interface. Aux parois,

v
(0)
1 (r,−L1, t) = −V1ex = −γ̇1L1ex

v
(0)
2 (r, L2, t) = V2ex = γ̇2L2ex

A l’interface, on ajuste les vitesses V1 et V2 telles que le taux de cisaillement appliqué
soit constant γ̇app = (V1 + V2)/(L1 + L2) et telles que la vitesse en z = 0 soit nulle,
soit

v
(0)
1 (r, 0, t) = v

(0)
2 (r, 0, t) = 0.

Finalement, on obtient :

v
(0)
j (r, z, t) = γ̇jzex

P
(0)
j (r, z, t) = P0

(3.12)

avec j = 1, 2 selon le fluide considéré et P0 une constante.
Le champ de pression se réduit à la simple pression hydrostatique. L’évolution de

la pression avec la hauteur est seulement due à la densité des deux fluides. Le champ
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de vitesse est un écoulement de cisaillement. Les contraintes sont alors seulement
tangentielles ce qui donne à travers l’interface l’égalité suivante :

η1γ̇1 = η2γ̇2. (3.13)

On observe des taux de cisaillement dans les deux fluides différents étant donnée la
stratification en viscosité.

3.3.2 Constante de relaxation linéaire

Suivant le plan fixé en début de section, on souhaite maintenant mettre en évi-
dence le temps de relaxation des perturbations interfaciales. De manière pragma-
tique, cela signifie qu’on résout le problème à l’ordre 1. Méthodiquement, on effectue

– la résolution des équations hydrodynamiques à l’ordre 1,
– puis le développement des conditions limites afin d’obtenir l’expression des

constantes définies par le champ de vitesse.
Ces deux étapes nous permettent de remplacer les composantes de la vitesse dans
la condition d’immiscibilité 3.6 par leur expression en fonction de la perturbation
interfaciale et par conséquent, d’obtenir la relaxation de cette dernière.

Forme générale du champ de vitesse

Le champ de vitesse vérifie les équations hydrodynamiques 3.7. Toutes deux, la
condition d’incompressibilité et l’équation de Stokes, présentent l’avantage d’être li-
néaires. Le champ de vitesse de l’ordre 1 v(1)

j est alors défini par ces mêmes équations
hydrodynamiques 3.7. Cette remarque est valable quel que soit l’ordre considéré v(n)

j .
La résolution suivante est donc utile à la fois en ce qui concerne la relaxation linéaire
des perturbations interfaciales, et à la fois pour les contributions des ordres plus éle-
vés. En d’autres termes, la forme générale du champ de vitesse mise en évidence dans
ce paragraphe est réutilisée dans les paragraphes suivants à propos du problème aux
ordres plus élevés.

Les paragraphes précédents, et en particulier celui du chapitre 2 sur la relation
de dispersion, ont permis de souligner la commodité des représentations des pertur-
bations interfaciales dans l’espace de Fourier. Les transformées de Fourier directe et
inverse reliant les descriptions dans les espaces de Fourier et réel sont données par
les égalités suivantes :

f(q, z, t) =

∫

R2

d2r f(r, z, t) exp (−iq.r)

f(r, z, t) =

∫

R2

d2q

(2π)2
f(q, z, t) exp (iq.r)

où f désigne la perturbation interfaciale u, le champ de vitesse v
(1)
j ou le champ

de pression P (1)
j . Les équations hydrodynamiques constituent alors un système de 4
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équations à 4 inconnues (les 3 composantes de la vitesse et la pression). Il est pos-
sible de simplifier ce système en considérant la vitesse dans la base polaire (q̂, t̂, ez)
associée au vecteur d’onde q.

– Le vecteur unitaire q̂ a les mêmes direction et sens que le vecteur d’onde q :
q̂ = q/q avec q la norme du vecteur d’onde.

– Le vecteur ez reste le vecteur unitaire vertical pointant vers le haut, vecteur
suivant la direction du gradient de l’écoulement de Couette plan.

– Le vecteur unitaire t̂ est choisi tel que la base (q̂, t̂, ez) forme un trièdre direct.
On repère les vecteurs q̂ et t̂ par rapport aux vecteurs de la base traditionnelle
cartésienne sur la fig. 3.3. Les équations hydrodynamiques se décomposent alors en

ex

ey

q̂

t̂

qy/q

qx/q

Figure 3.3 – Représentation schématique de la base polaire dans le plan horizontal.

deux systèmes :
– le premier porte sur v(1)j,t , projection de la vitesse sur la direction t̂. L’équation

de Stokes selon l’axe t̂ s’écrit :

ηj
(
∂2z − q2

)
v
(1)
j,t (z) = 0 (3.14)

Seule la dépendance en z est notée, convention qu’on généralise dans la suite
pour des raisons de lisibilité.

– le second système implique les 3 quantités v(1)j,q , v
(1)
j,z et P (1)

j avec v(1)j,q la projec-
tion de la vitesse à l’ordre 1 sur la direction q̂. La condition d’incompressibilité
et l’équation de Stokes selon q̂ et ez se mettent sous la forme :

iqv
(1)
j,q (z) + ∂zv

(1)
j,z (z) = 0

ηj
(
∂2z − q2

)
v
(1)
j,q (z)− iqP (1)

j (z) = 0

ηj
(
∂2z − q2

)
v
(1)
j,z (z)− ∂zP (1)

j (z) = 0

La condition d’incompressibilité relie v(1)j,q à la dérivée première de la compo-
sante verticale de la vitesse : v(1)j,q (z) = (i/q)∂zv

(1)
j,z (z). L’équation de Stokes
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selon q̂ permet d’exprimer la pression, toujours en fonction de la composante
verticale de la vitesse, expression qui fait intervenir sa dérivée troisième :
P

(1)
j (z) = (ηj/q

2)(∂3z − q2∂z)v(1)j,z (z). En utilisant ces deux égalités, l’équation
de Stokes selon ez devient une équation différentielle du 4ième ordre vérifiée par
v
(1)
j,z :

(∂4z − 2q2∂2z + q4)v
(1)
j,z (z) = 0 (3.15)

Les deux équations 3.14 et 3.15 peuvent être résolues. Les solutions sont des
sommes d’exponentielles. On suppose que le système a de grandes dimensions et par
conséquent qu’on peut confondre les conditions limites au niveau des parois solides
avec des conditions limites en z → ±∞. Précisément, on suppose limz→±∞ vj(z) = 0.
On obtient alors :

v
(1)
j,t (z) = α

(1)
j e−q|z| (3.16)

v
(1)
j,z (z) =

(
A

(1)
j +B

(1)
j qz

)
e−q|z| (3.17)

où α(1)
j , A(1)

j et B(1)
j sont des constantes à déterminer à l’aide des conditions limites.

Cette première perturbation à l’écoulement de Couette, le champ de vitesse d’ordre
1, décroît de manière exponentielle lorsqu’on s’éloigne de l’interface. Cette décrois-
sance a lieu sur une profondeur de l’ordre de la longueur d’onde. Il est possible alors
de préciser ce qu’on entend par « grande » dimension du système ou ce qu’on en-
tend aussi quand on affirme qu’on néglige les effets de confinement. On suppose que
la perturbation des champs hydrodynamiques est négligeable au niveau des parois
solides, soit que les vecteurs d’onde sont tels que qLj � 1, avec j = 1 ou 2. Ceci
revient à affirmer que les épaisseurs des deux fluides Lj sont plus grandes que les
longueurs d’onde considérées.

Conditions limites

On obtient l’expression des six constantes α(1)
j , A(1)

j et B(1)
j en fonction de la

perturbation interfaciale à l’aide des conditions limites à l’interface. De manière
cohérente avec le développement envisagé pour les champs hydrodynamiques, on
développe les conditions limites à l’ordre 1. Les conditions limites étant vérifiées en
z = h, deux types de termes rentrent alors en jeu.

– En premier lieu, il y a naturellement les contributions des champs à l’ordre 1.
Le développement à l’ordre 1 identifie leur valeur en z = h avec leur valeur en
z = 0.

– Ensuite, les conditions limites ayant lieu en z = h, les champs de référence
doivent aussi être pris en compte via leur développement autour de z = 0. Par
exemple, v(0)(h) = v(0)(0) + ε u∂zv

(0)(0).
A l’ordre 1, la condition limite cinématique, soit la continuité des vitesses à

travers l’interface, s’écrit :

γ̇1uex + v
(1)
1 (0) = γ̇2uex + v

(1)
2 (0). (3.18)
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La vitesse à l’ordre 1 est continue excepté selon la direction ex. La discontinuité de
cette composante pallie la discontinuité de l’écoulement de référence en z = h.

Concernant les contraintes dynamiques, soit l’équilibre des forces à l’interface, le
développement ressemble à celui du champ de vitesse. Il est important de se rappeler
néanmoins que le champ de pression intervenant dans le tenseur des contraintes
diffère du champ de pression « réduit » par un terme de gravité. Le développement
du champ de pression fait alors intervenir un terme de gravité à l’ordre 1 :

pj(h) = P0 + ε [P
(1)
j (0)− ρjgu]

A l’interface, les contraintes sont alors reliées par :

T
(1)
1,xz(0) = T

(1)
2,zx(0)

T
(1)
1,yz(0) = T

(1)
2,yz(0)

T
(1)
2,zz(0)− T (1)

1,zz(0) = −σ∆u+ ∆ρgu

On retrouve que les contraintes horizontales sont continues à travers l’interface tan-
dis que celles verticales sont discontinues. Cette discontinuité équilibre les effets
stabilisants, dus à la tension de surface et à la gravité.

Notre but est l’expression des six constantes α(1)
j ,A(1)

j etB(1)
j . Dans cette optique,

on représente à nouveau les champs hydrodynamiques dans l’espace de Fourier et
on décompose à nouveau la vitesse dans la base polaire (q̂, t̂, ez). On retrouve que
la composante v(1)j,t est découplée des autres quantités v(1)j,q , v

(1)
j,z et P (1)

j .
– Les deux constantes α(1)

j sont données par la discontinuité de la vitesse à l’ordre
1 selon t̂ et la continuité des contraintes tangentielles selon t̂.

v
(1)
1,t (0)− v(1)2,t (0) = −(γ̇2 − γ̇1)(qy/q)u (3.19)

η2∂zv
(1)
2,t (0) = η1∂zv

(1)
1,t (0) (3.20)

– Les quatre constantesA(1)
j etB(1)

j sont obtenues à l’aide de la discontinuité de la
vitesse selon q̂, la continuité de la vitesse selon ez, la continuité des contraintes
tangentielles selon q̂ et enfin la discontinuité des contraintes verticales.

∂zv
(1)
1,z(0)− ∂zv(1)2,z(0) = iqx(γ̇1 − γ̇2)u (3.21)

v
(1)
1,z(0) = v

(1)
2,z(0) (3.22)

η2(∂
2
z + q2)v

(1)
2,z(0) = η1(∂

2
z + q2)v

(1)
1,z(0) (3.23)

−η2
q2

(∂3z − 3q2∂z)v
(1)
2,z(0) +

η1
q2

(∂3z − 3q2∂z)v
(1)
1,z(0) = σ(q2 + l−2c )u (3.24)

On a directement remplacé v(1)j,q et P (1)
j par leur expression en fonction de v(1)j,z .
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En exprimant les dérivées par leur expression en fonction des constantes, on
obtient tout d’abord leur expression, puis l’expression générale du champ de vitesse
en fonction de la perturbation interfaciale.

v
(1)
1,t (z) =

η2 − η1
2η

γ̇1
qy
q
u exp(qz) (3.25)

v
(1)
2,t (z) =

η1 − η2
2η

γ̇2
qy
q
u exp(−qz) (3.26)

v
(1)
1,z(z) = −σ(q2 + l−2c )

4ηq
u(1− qz) exp(qz) + i

η2 − η1
2η

γ̇1uqxz exp(qz) (3.27)

v
(1)
2,z(z) = −σ(q2 + l−2c )

4ηq
u(1 + qz) exp(−qz) + i

η1 − η2
2η

γ̇2uqxz exp(−qz) (3.28)
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Figure 3.4 – Représentation schématique des deux contributions du champ de
vitesse (en unité de lc/τc) pour η2/η1 = 0, 5, γ̇1 = 1, et q̃ = ex (soit q = qx = 1 et qy =
0). La ligne rouge correspond à la perturbation interfaciale h/lc = 0, 1 × cos(q.x).
a) perturbation du champ de vitesse en l’absence de cisaillement, autrement dit v(1)

j

lorsque γ̇app = 0. b) contribution de la perturbation du champ de vitesse due à
l’écoulement de cisaillement, soit v(1)

j (γ̇app)− v
(1)
j (0) où on note v(1)

j (γ̇app) le champ
de vitesse à l’ordre 1 v

(1)
j lorsque le taux de cisaillement appliqué est γ̇app.

– v
(1)
1,t est entièrement dû à l’écoulement de cisaillement. Il est proportionnel et
en phase (à un signe près) avec le cisaillement, ou plutôt à la projection du
cisaillement sur t̂. Il est aussi entièrement dû à la stratification en viscosité.

– v
(1)
1,z est la somme de deux termes. La première contribution existe même lorsque
l’écoulement extérieur appliqué est nul (γ̇app = 0). Elle explique la relaxation
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de la perturbation et est due, de même que la relaxation, aux effets stabilisants,
la tension de surface et la gravité. Il s’agit d’une contribution en phase avec
la perturbation interfaciale. La seconde contribution retranscrit l’advection
due à l’écoulement de Couette, advection nulle en z = 0. Elle provient de la
projection du cisaillement sur q̂ et est en quadrature de phase avec l’interface.
Elle est également conditionnée par la stratification en viscosité.

Mise en évidence de la relaxation linéaire de la perturbation interfaciale

Afin d’établir l’équation d’évolution temporelle vérifiée par la perturbation in-
terfaciale, on développe la condition d’immiscibilité 3.6 à l’ordre 1. On obtient que
la dérivée partielle temporelle de la perturbation est simplement la composante ver-
ticale de la vitesse en z = 0 : ∂th = vj,z(0). Peu importe que l’on choisisse j = 1
ou j = 2, puisque fondamentalement et pragmatiquement (continuité des compo-
santes verticales de la vitesse à l’ordre 1), le résultat reste identique. Finalement, la
perturbation interfaciale relaxe selon :

∂th = −σ(q2 + l−2c )

4ηq
h (3.29)

On retrouve une relaxation identique à la relaxation en l’absence d’écoulement ap-
pliqué (voir chapitre 2). L’expression du champ de vitesse est modifiée par le ci-
saillement mais pas au niveau de sa composante verticale en z = 0. La condition
d’immiscibilité doit être considérée au moins à l’ordre 2. On peut prédire sans risque
une modification de la dynamique à cet ordre car l’ordre 2 est couplé à l’ordre 1, où
déjà le champ de vitesse présente des modifications.

3.3.3 Terme de couplage

Logiquement, le but est maintenant d’établir l’équation d’évolution temporelle
d’une perturbation initiale fixée à l’ordre 2 en ε (rapport de la rugosité et de la
longueur de corrélation). Pour cela, on raisonne de la même manière que dans le
paragraphe précédent : on commence par résoudre la forme générale du champ de
vitesse, puis on exprime les constantes ainsi introduites à l’aide des conditions limites
à l’interface. En remplaçant le champ de vitesse par son expression en fonction de
la perturbation de l’interface, on obtient l’équation qui nous intéresse.

Comme on l’a souligné dans le paragraphe précédent, les équations hydrodyna-
miques sont linéaires ce qui signifie qu’à tous les ordres, le champ de vitesse présente
la même forme, soit :

v
(2)
j,t (z) = α

(2)
j e−q|z| (3.30)

v
(2)
j,z (z) =

(
A

(2)
j +B

(2)
j qz

)
e−q|z| (3.31)
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avec v(2)j,q (z) = (i/q)∂zv
(2)
j,z (z) et P (2)

j (z) = (ηj/q
2)(∂3z − q2∂z)v(2)j,z (z). On a à nouveau

utilisé de manière cohérente le fait que les épaisseurs des deux fluides Lj sont beau-
coup plus grandes que les longueurs d’onde considérées. En effet, si la perturbation
des champs hydrodynamiques due à la petite déformation interfaciale à l’ordre 1
est négligeable au niveau des parois solides, la perturbation d’ordre 2 des champs
hydrodynamiques, par définition plus petite, est a fortiori également négligeable au
niveau des parois solides.

La difficulté provient de la résolution des conditions limites à l’interface dans le
but d’obtenir les constantes définies par le champ de vitesse au-dessus. Les termes
d’ordre 2 viennent effectivement des champs d’ordre 2, mais aussi du développement
à l’ordre 1 autour de z = 0, termes de la forme u∂zf (1)(0) (où f désigne n’importe
quelle quantité). Même si fondamentalement, la méthodologie pour la résolution de
chaque ordre reste identique, la complexité des calculs augmente de plus en plus
vite avec l’ordre considéré. Les calculs concernant le développement des conditions
limites à l’ordre 2 sont détaillés en annexe C.

A l’ordre 2, le calcul des conditions limites se simplifie puisque finalement, on
ne souhaite pas forcément dériver les six constantes α(2)

j , A(2)
j et B(2)

j . On souhaite
seulement résoudre celles qui interviennent dans la condition d’immiscibilité 3.6,
développée à l’ordre 2. Cette équation se réduit alors à :

ε∂tu+ ε2
(
v
(1)
‖,j (0) + γ̇ju(r)ex

)
.∇u = εv

(1)
j,z (0) + ε2

(
v
(2)
j,z (0) + u(r)∂zv

(1)
j,z (0)

)

A l’ordre 2, seule la composante verticale de la vitesse en z = 0 nous importe donc,
ce qui revient à la détermination des seules constantes A(2)

j . Quelques simplifications
proviennent aussi de la prise en compte des conditions limites à l’interface à l’ordre
1.

Une fois toutes les simplifications prises en compte, les deux conditions limites
à propos de la continuité de la composante verticale de la vitesse et à propos de
l’équilibre des composantes verticales des contraintes s’expriment :

v
(2)
1,z(0)− v(2)2,z(0) = −u× [∂zv

(1)
1,z(0)− ∂zv(1)2,z(0)] (3.32)

T
(2)
1,zz(0)− T (2)

2,zz(0) = −u× ∂z[T (1)
1,zz(0)− T (1)

2,zz(0)] (3.33)

Toujours dans le but d’établir la dépendance des constantes A(2)
j par rapport aux

déformations interfaciales, on exprime ces relations dans l’espace de Fourier et dans
la base polaire (q̂, t̂, ez). Les termes de droite, produits entre la déformation et les
gradients verticaux des quantités, deviennent alors des produits de convolution, ou
dit autrement, des termes de couplages de modes, termes non-linéaires par rapport
aux déformations interfaciales. Les deux relations s’écrivent alors :

v
(2)
1,z(0)− v(2)2,z(0) = −i(γ̇1 − γ̇2)

∫
d2k

(2π)2
kxuq−kuk (3.34)

T
(2)
1,zz(0)− T (2)

2,zz(0) = 0 (3.35)
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Au sein du terme de convolution, on a précisé le vecteur d’onde par souci de clarté.
Dans la suite, on le précise lorsqu’il diffère de q.

Sachant que v(2)j,z (0) = A
(2)
j et que T (2)

j,zz(0) = 2ηjA
(2)
j , on obtient :

A
(2)
1 =

∫
d2k

(2π)2
ikx

η2
2η

(γ̇2 − γ̇1)ukuq−k (3.36)

A
(2)
2 =

∫
d2k

(2π)2
ikx

η1
2η

(γ̇1 − γ̇2)ukuq−k (3.37)

Ces deux constantes proviennent seulement de l’écoulement extérieur appliqué. Ce
sont des termes de couplage de modes, chaque mode participant à ce couplage selon
sa projection le long de la direction du cisaillement ex. On peut également considérer
ces deux constantes comme des termes d’advection de la déformation interfaciale par
un écoulement de cisaillement. Les deux taux de cisaillement ainsi mis en évidence
sont conditionnés par la stratification en viscosité, de même que pour les compo-
santes des champs de vitesse à l’ordre 1 dépendant de l’écoulement extérieur. De
plus, les deux constantes sont cohérentes dans le sens où elles vérifient la symétrie
des deux fluides 1 et 2. On retrouve les deux mêmes résultats avec la transformation
réciproque 1↔ 2.

Relaxation non-linéaire d’une perturbation interfaciale initiale fixée

On peut maintenant synthétiser les données obtenues à l’ordre 1 et 2 dans le but
d’écrire la condition d’immiscibilité 3.6, exclusivement en fonction de la déformation
interfaciale h. Les données étant dans l’espace de Fourier et dans la base polaire,
on effectue les transformations adéquates au niveau de l’équation de départ 3.6. On
obtient :

ε∂tu+ ε2
(
v
(1)
‖,j (0) + γ̇ju(r)ex

)
.∇u = εv

(1)
j,z (0) + ε2

(
v
(2)
j,z (0) + u(r)∂zv

(1)
j,z (0)

)
(3.38)

Tout d’abord, on constate que tous les termes d’ordre 2 sont des termes de couplage
de mode. Ensuite, cette équation laisse une ambiguïté : doit-on choisir j = 1 ou j =
2 ? Autrement dit, la limite du champ de vitesse en z = 0 est-elle prise lorsque z est
négatif ou z est positif respectivement ? Fondamentalement, l’équation d’évolution
finale ne doit pas dépendre de j. Prendre j = 1 ou j = 2 doit mener au même résultat
final puisqu’on a égalité entre les composantes normales des vitesses à l’interface, et
la vitesse normale de l’interface. En pratique, on vérifie que chacune des deux valeurs
de j, 1 et 2, aboutit au même résultat. Finalement, les perturbations interfaciales
se comportent selon :

∂thq = −σ(q2 + l−2c )

4ηq
hq − i

η1γ̇1 + η2γ̇2
η1 + η2

∫
d2k

(2π)2
ikxhkhq−k (3.39)

Le terme non-linéaire est un couplage entre le cisaillement et la viscosité. Une mo-
dification due au cisaillement est mise en évidence, le développement peut alors être
arrêté à cet ordre.
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3.3.4 Discussion

Le couplage entre l’écoulement de Couette plan et la déformation interfaciale
prend la forme d’un terme non-linéaire. Il s’agit de la transformée de Fourier d’un
terme d’advection assez intuitif −γ̇effh∂xh avec γ̇eff un taux de cisaillement. La dé-
formation de l’interface est transportée par un écoulement de cisaillement dont le
champ de vitesse est de la forme « taux de cisaillement multiplié par la hauteur de
l’interface ». La dérivée totale temporelle de l’interface est la somme de la dérivée
partielle et de ce terme d’advection ∂th→ ∂th+ v

(0)
x ∂xh.

Cependant, bien que la forme du terme non-linéaire puisse être prédite, le calcul
complet est indispensable car le taux de cisaillement est discontinu de part et d’autre
de l’interface. Le terme d’advection ou de couplage de modes met en évidence un
taux de cisaillement effectif qui diffère à la fois du taux de cisaillement appliqué
et des taux de cisaillement dans les deux fluides. On peut concevoir ce taux de
cisaillement effectif comme une moyenne entre les deux taux de cisaillement dans
les deux fluides dont les poids sont déterminés par leur viscosité respective, soit

γ̇eff =
η1γ̇1 + η2γ̇2
η1 + η2

. (3.40)

Le taux de cisaillement effectif γ̇eff dépend des viscosités et est à ce titre une quan-
tité dynamique du système. Dans la suite, le fait que les propriétés statiques de
l’interface dépendent de ce cisaillement effectif souligne qu’il s’agit de situations
hors d’équilibre.

On a noté que le taux de cisaillement effectif diffère du taux de cisaillement
appliqué. Cependant, ces deux taux ne sont pas indépendants l’un de l’autre. La
relation (

L1

η1
+
L2

η2

)
γ̇eff =

L

η
γ̇app . (3.41)

les lie l’un à l’autre. L’égalité a lieu seulement quand la viscosité est continue à
travers l’interface. Concrètement, cette relation implique que le taux de cisaillement
effectif peut varier dans la gamme 0 ≤ γ̇eff ≤ 2γ̇app selon la géométrie du système.

3.4 Contribution stochastique de l’équation d’évo-
lution

Préambule

La relaxation des déformations, et par conséquent des fluctuations thermiques,
de l’interface a été obtenue dans la section précédente. Le but est maintenant de
déterminer les propriétés de l’excitation de ces fluctuations due au bruit thermique,
qui outre la relaxation, participe à l’évolution temporelle des déformations interfa-
ciales. Il s’agit d’une variable aléatoire définie par sa distribution. A l’équilibre, ses
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propriétés sont déterminées à l’aide du théorème de fluctuation-dissipation (voir le
chapitre 2). On étudie dans ce chapitre une interface soumise à un écoulement de
Couette plan, une situation hors d’équilibre. Notre stratégie pour établir les pro-
priétés de la contribution aléatoire doit par conséquent être modifiée, le système
étant dorénavant en dehors du domaine d’application du théorème de fluctuation-
dissipation. La méthode proposée est de bénéficier des ordres de grandeur différents
entre le temps caractéristique de l’interface et le temps caractéristique de diffusion
des particules de fluide. L’excitation thermique est alors dérivée à partir de la mo-
délisation hydrodynamique du mouvement brownien des particules de fluide. L’hy-
drodynamique modélisant l’agitation thermique des particules de fluide se nomme
hydrodynamique fluctuante.

Dans un premier temps, on présente l’hydrodynamique fluctuante avec notam-
ment la contribution aléatoire au tenseur des contraintes.

3.4.1 Hydrodynamique fluctuante

On cherche à représenter le mouvement brownien des particules constitutives
des fluides dans le cadre des équations hydrodynamiques. De manière pragmatique,
notre but est d’introduire une quantité, caractéristique des particules de fluide, au
sein des équations hydrodynamiques, qui modélise ce mouvement aléatoire.

Cette quantité est l’ajout d’un terme au tenseur des contraintes, tenseur dont
les composantes sont des variables aléatoires. On comprend l’existence d’une partie
aléatoire du tenseur des contraintes en se plaçant à l’échelle des atomes, des molé-
cules ou plus généralement des particules constitutives des fluides. Un fluide est un
ensemble d’un très grand nombre (de l’ordre du nombre d’Avogadro) de particules
élémentaires en collision les unes avec les autres. En raison du trop grand nombre de
particules, même si chacune d’un point de vue mécanique vérifie la relation fonda-
mentale de la dynamique, celles-ci semblent suivre une trajectoire erratique, plutôt
qu’un mouvement prévisible : on nomme agitation thermique l’ensemble de ces mou-
vements imprévisibles et désordonnés.

A une plus grande échelle, celle des particules de fluide, il reste une signature de
cette agitation thermique avec une fluctuation des quantités autour de leur valeur
moyenne. En particulier, l’agitation thermique est due aux nombreuses collisions
entre chaque particule « élémentaire » du fluide : la quantité originelle fluctuante et
qui implique des fluctuations au niveau des autres quantités se trouve donc être les
forces entre chaque particule de fluide, soit le tenseur des contraintes T. Le tenseur
des contraintes T d’un fluide newtonien n’est donc plus simplement le résultat des
contraintes visqueuses, noté t dans la suite. A ces contraintes visqueuses s’ajoute
un tenseur s modélisant la partie stochastique des contraintes. L’équation de Stokes
devient alors :

−∇Pj + ηj∆vj + ∇.sj = 0 (3.42)

avec sj la partie aléatoire du tenseur des contraintes dans le fluide j.



54 CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DES FLUCTUATIONS

A l’équilibre, on suppose que le tenseur seq est un bruit blanc gaussien et les
propriétés de ce tenseur sont données dans le cas d’un écoulement incompressible
par [33] :

〈seq,µν(r, z, t)〉 = 0 (3.43a)
〈seq,µν(r, z, t)seq,µ′ν′(r′, z′, t′)〉 = 2kBTη (δµ,µ′δν,ν′ + δµ,ν′δν,µ′)

× δ(r− r′)δ(z − z′)δ(t− t′) (3.43b)

avec kBT l’énergie thermique et η la viscosité du fluide considéré. On peut lire la
démonstration de ces propriétés dans la réf. [26].

Hors équilibre, on suppose que le cisaillement appliqué est trop faible pour modi-
fier le mouvement brownien des particules de fluide soit s = seq. On nomme le nombre
de Péclet Pe le nombre qui compare le temps caractéristique du cisaillement γ̇−1app
avec le temps caractéristique τb de l’agitation thermique du fluide. Le mouvement
brownien étant un mouvement de diffusion, le temps caractéristique pour qu’une
particule élémentaire de diamètre a se déplace d’une distance égale à son propre
diamètre a vérifie τb = ηa3/kBT avec kBT/(ηa) le coefficient de diffusion dans le
fluide de viscosité η d’après le théorème de fluctuation-dissipation d’Einstein [37].
On a alors Pe = τbγ̇app = ηa3γ̇app/(kBT ). Le cisaillement étant tel qu’il affecte
l’interface, γ̇appτc ∼ 1 soit Pe = τb/τc. Dans le chapitre 2, on a vu que le temps
capillaire est de l’ordre de la dizaine de secondes pour une interface colloïdale. Les
fluides colloïdaux sont constitués de colloïdes de diamètre a ∼ 100 nm ce qui mène
à un temps de diffusion des colloïdes de l’ordre de la milliseconde. Le temps de dif-
fusion des particules est effectivement largement inférieur au temps caractéristique
de l’interface : les nombres de Péclet mis en jeu sont tels que Pe� 1. On retrouve
une telle séparation d’ordre de grandeur entre les deux temps caractéristiques τc
et τb également pour les fluides usuels moléculaires : τc ∼ 10−4 s tandis que τb est
de l’ordre de quelques nanosecondes avec η ∼ 10−3 kg.m−1.s−1 et a de l’ordre de
quelques angströms. Il est justifié de supposer que les taux de cisaillement considé-
rés ne sont pas assez élevés pour modifier le mouvement brownien des particules de
fluide.

3.4.2 Modification de l’approximation à faible gradient par
le tenseur des contraintes aléatoires

Dans le but d’obtenir la contribution aléatoire à l’évolution temporelle des dé-
formations interfaciales, on raisonne de manière similaire à ce qui a été présenté à
la section précédente puisque la modification est induite au niveau de l’équation de
Stokes. Suivant la formulation hydrodynamique, on commence par établir la formule
générale du champ de vitesse, puis on résout les conditions limites. On finit avec la
condition d’immiscibilité qui permet d’établir l’équation d’évolution des fluctuations
interfaciales qui nous intéressent. Les différences doivent être cependant soulignées :
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– les champs hydrodynamiques sont maintenant excités par un tenseur aléatoire
s, ils ne proviennent donc plus seulement de l’injection d’énergie au niveau des
conditions limites,

– l’équilibre des contraintes à l’interface fait intervenir ce tenseur aléatoire s en
plus des contraintes visqueuses et capillaires.

Le couplage entre les champs hydrodynamiques et les déformations interfaciales
étant résolu à l’aide d’un développement à faible gradient, la première étape est
de savoir quelle importance a ce tenseur des contraintes aléatoire s au sein de ce
développement. Une fois la contribution de s connue, on peut mettre en évidence les
modifications qu’il induit dans le développement des faibles gradients.

Importance du tenseur s dans le cadre de l’approximation des faibles
gradients

Les fluctuations interfaciales du modèle d’une interface infiniment fine traduisent
les fluctuations de densités dans le modèle d’une couche d’épaisseur finie de tran-
sition entre les deux fluides. Ces fluctuations de densité sont directement liées au
mouvement brownien des particules élémentaires. Par conséquent, il est logique de
supposer que les fluctuations des tenseurs des contraintes sj sont du même ordre de
grandeur que les fluctuations interfaciales, les deux étant reliés au même phénomène
microscopique. De plus, on se souvient que le petit paramètre ε, contrôlant l’ap-
proximation des faibles gradients, vérifie ε ∝

√
kBT . Ensuite, on vient de rappeler

que les moments d’ordre 2 des composantes des tenseurs des contraintes aléatoires
sj sont proportionnels à kBT (voir l’éq. (3.43b)), soit sj ∝

√
kBT . On suppose donc

que s est d’ordre 1 (et seulement 1) dans le développement selon ε et on pose

sj = ε Sj (3.44)

avec Sj ∼ O(1).
En résumé, seul le développement à l’ordre 1 des équations hydrodynamiques est

affecté par l’agitation thermique des particules de fluide. v(1)
j et P (1)

j vérifient

−∇P
(1)
j + ηj∆v

(1)
j + ∇.Sj = 0 (3.45)

tandis que les termes d’ordre plus élevé n > 1 vérifient toujours

−∇P
(n)
j + ηj∆v

(n)
j = 0.

Les premières modifications interviennent au niveau de la forme générale des termes
d’ordre 1 des champs de vitesse et de pression. Les champs hydrodynamiques sont
dus à l’ordre 1 à l’injection d’énergie via les conditions limites et aux excitations
thermiques. Aux ordres supérieurs, on retrouve la situation classique : les champs
hydrodynamiques d’ordre n sont dus au couplage avec les ordres inférieurs k < n.
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Modifications des champs hydrodynamiques à l’ordre 1

On commence avec la forme générale du champ de vitesse. Les champs hydrody-
namiques étant excités par la divergence du tenseur Sj, on les décompose selon deux
termes : la solution du système homogène et une solution particulière. Pour profi-
ter du travail précédent, on travaille dans l’espace de Fourier dans la base polaire
(q̂, t̂, ez).

Afin d’exprimer la divergence du tenseur Sj dans cette base, on fait intervenir la
matrice de rotation R suivante :

R =




qx
q
−qy
q

0

qy
q

qx
q

0

0 0 1




Les composantes de la base polaire du tenseur Spolar sont reliées aux composantes
Scartesian dans la base cartésienne via la relation :

Scartesian = RSpolar
tR

On retrouve que la composante v(1)j,t est découplée des autres quantités. On exprime
à nouveau v

(1)
j,q et P (1)

j en fonction de v(1)j,z . Les projections de l’équation de Stokes
selon t̂ et ez deviennent alors :

(
∂2z − q2

)
v
(1)
j,t (z) = −i q

ηj
Sj,qt(z)− 1

ηj
∂zSj,tz(z) (3.46)

(∂4z − 2q2∂2z + q4)v
(1)
j,z (z) =

q2

ηj
∂z(Sj,zz − Sj,qq)(z) + i

q

ηj
(∂2z + q2)Sj,qz(z) (3.47)

Les solutions particulières des champs hydrodynamiques sont obtenues par la mé-
thode des fonctions de Green.

3.4.3 Dérivation des contributions stochastiques de l’équa-
tion d’évolution

La condition d’immiscibilité ne dépend pas directement de l’agitation thermique
des particules de fluide, l’évolution des fluctuations interfaciales suit par conséquent
l’équation déjà dérivée :

ε∂tu+ ε2
(
v
(1)
‖,j (0) + γ̇ju(r)ex

)
.∇u = εv

(1)
j,z (0) + ε2

(
v
(2)
j,z (0) + u(r)∂zv

(1)
j,z (0)

)
.

Finalement, les fluctuations suivent la dynamique dictée par l’équation :

∂thq = −σ(q2 + l−2c )

2ηq
hq − iγ̇eff

∫
d2k

(2π)2
kxhq−khk + ϕq(t)

+

∫
d2k

(2π)2
q.khq−kΦ1,k(t)−

∫
d2k

(2π)2
i(kxqy − kyqx)hq−kΦ2,k(t) (3.48)



3.4. CONTRIBUTION STOCHASTIQUE 57

avec

ϕq(t) = − q2

η

∫ 0

−∞ dz1 ∂z1G(0, z1)(s1,zz − s1,qq − 2is1,qz)(z1)

− q2

η

∫ +∞
0

dz2 ∂z2G(0, z2)(s2,zz − s2,qq − 2is2,qz)(z2)

(3.49)

Φ1,q(t) = 1
η

∫ 0

−∞ dz1 ∂
2
z1
G(0, z1)(s1,zz − s1,qq − 2is1,qz)(z1)

+ 1
η

∫ +∞
0

dz2 ∂
2
z2
G(0, z2)(s2,zz − s2,qq + 2is2,qz)(z2)

(3.50)

Φ2,q(t) = 1
η

∫ 0

−∞ dz1 g(0, z1)(is1,qt + s1,tz)(z1)

+ 1
η

∫ +∞
0

dz2 g(0, z2)(is2,qt − s2,tz)(z2)
(3.51)

Les fonctions G et g intervenant dans les définitions ci-dessus des termes aléatoires
de l’équation (3.48) sont les deux fonctions de Green définies dans l’annexe C. Cette
annexe présente en détail le calcul des champs de vitesse (paragraphe C.1), direc-
tement en prenant en compte les contraintes aléatoires des particules de fluide les
unes sur les autres. Ce calcul détaillé des champs de vitesse est suivi de leur dé-
termination complète à l’aide des conditions limites (paragraphe C.2). La forme
complète des champs de vitesse calculée dans cette annexe C permet effectivement
de retrouver, une fois mise dans la condition d’immiscibilité, l’équation d’évolution
temporelle (3.48) des fluctuations interfaciales (fin du paragraphe C.2).

A partir des propriétés du tenseur stochastique s, on peut donc calculer les pro-
priétés des trois termes aléatoires ci-dessus. Etant des combinaisons linéaires du
tenseur s, ce sont également des bruits blancs gaussiens caractérisés par les deux
premiers moments. On remarque immédiatement qu’ils sont nuls en moyenne :
< ϕq(t) >=< Φ1,q(t) >=< Φ2,q(t) >= 0. On calcule les moments d’ordre 2 sui-
vants :

< ϕq(t)ϕq′(t
′) > =

2kBT

4ηq
(2π)2δ(q + q′)δ(t− t′) (3.52)

< Φ1,q(t)Φ1,q′(t
′) > =

2kBT

4ηq3
(2π)2δ(q + q′)δ(t− t′) (3.53)

< Φ2,q(t)Φ2,q′(t
′) > =

2kBT

2ηq3
(2π)2δ(q + q′)δ(t− t′). (3.54)

On peut aussi calculer les couplages entre les différents termes stochastiques, on
obtient seulement des couplages nuls : < ϕq(t)Φ1,q′(t

′) >= 0, < ϕq(t)Φ2,q′(t
′) >= 0

et < Φ1,q(t)Φ2,q′(t
′) >= 0.

On peut souligner l’absence de couplage entre les termes stochastiques et l’écou-
lement de cisaillement. On distingue deux types de termes stochastiques dans l’équa-
tion d’évolution temporelle des fluctuations interfaciales.

– Le terme ϕq(t) est du même ordre que les fluctuations interfaciales. Il s’agit
de la contribution aléatoire déjà présente dans la description à l’équilibre des
fluctuations interfaciales.

– Les deux termes Φ1,q(t) et Φ2,q(t) entraînent des contributions stochastiques
plus petites que les fluctuations interfaciales. A l’équilibre, elles ne doivent
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jouer aucun rôle, le théorème de fluctuation-dissipation étant vérifié sans ces
contributions. Bien que ces contributions n’interviennent pas à l’équilibre, elles
ne dépendent que des propriétés à l’équilibre du système.

L’équation obtenue est résolue à l’aide d’un développement d’ordre 2 de manière
cohérente avec sa dérivation. En raison de l’absence de couplage entre les différents
termes stochastiques, plus particulièrement entre ϕq(t) et les deux fonctions Φµ,q(t)
(où µ = 1, 2), on peut négliger les deux termes stochastiques d’ordre 2.

L’évolution temporelle de l’interface suit alors l’équation suivante

∂thq(t) = − 1

τq
hq(t)− iγ̇eff

∫

R2

d2k

(2π)2
kxhk(t)hq−k(t) + ϕq(t) (3.55)

qui constitue le premier résultat significatif de cette thèse. Finalement, la contribu-
tion aléatoire ϕq(t) n’est pas affectée par le cisaillement et ses propriétés sont celles
de l’équilibre : sa moyenne est nulle et sa variance est donnée par l’équation (2.27),

〈ϕ(q, t)ϕ(q ′, t′)〉 =
kBT

2ηq
δ(t− t′)(2π)2δ(q + q ′) .

Même si le système est maintenant hors d’équilibre, aucun couplage n’a lieu entre
l’agitation thermique et l’écoulement de Couette plan (tout du moins jusqu’à l’ordre
O(ε2)).

3.5 Discussion
L’équation d’évolution de l’interface est une équation comportant un terme de

relaxation, un terme de couplage de modes et un terme de forçage aléatoire. Elle
appartient à la classe des équations de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ). Cette classe
d’équations a été introduite par les auteurs des mêmes noms [24] de manière phé-
noménologique dans le but de décrire l’évolution du profil d’une interface. Ils ont
originellement travaillé sur une équation différentielle, locale, non-linéaire et sto-
chastique la plus simple possible. Elle peut s’appliquer à de nombreux phénomènes,
comme les fronts de solidification, la diffusion de fumée, la croissance des agrégats
de colloïdes, des fronts d’incendie ou de tumeurs. Il s’en est suivi le nom général
d’équation de KPZ pour les équations modélisant l’évolution temporelle d’une cer-
taine quantité, constituées de l’addition de trois phénomènes : une augmentation de
la quantité due à un forçage aléatoire, une perte due à un amortissement, et un gain
ou perte dus à un couplage avec les autres modes [31]. Les équations de type KPZ
ont été dans la suite abondamment étudiées, et introduites généralement de manière
phénoménologique. Au contraire, le travail présenté établit un exemple d’équation
de type KPZ dérivée de manière rigoureuse à partir des équations fondamentales de
l’hydrodynamique. Comme autre rare exemple de travail démontrant une équation
de type KPZ, on peut citer l’article de Park et Kahng [34].



Chapitre 4

Description des fluctuations hors
d’équilibre

Préambule

L’objet de ce chapitre est la résolution de l’équation (3.55), qui décrit la dy-
namique des fluctuations thermiques de l’interface hors d’équilibre. Ainsi, on peut
obtenir les modifications des propriétés de l’interface, induites par le cisaillement.

L’équation (3.55) est une équation stochastique non-linéaire. Pour traiter cette
non-linéarité, deux choix sont possibles.

– A faible taux de cisaillement, on peut considérer la non-linéarité comme une
perturbation de l’équilibre et effectuer par conséquent un développement au-
tour de la situation sans écoulement extérieur (γ̇eff = 0).

– A grand taux de cisaillement, l’équation se résout numériquement. Cette étude
est l’objet du chapitre 6.

Ce chapitre est consacré à l’établissement des propriétés interfaciales à petit taux
de cisaillement.

On commence par préciser ce qu’on entend par « petit » taux de cisaillement
en mettant en évidence le paramètre de contrôle du cisaillement. Ensuite, on ré-
sout l’équation à faible taux de cisaillement avant de calculer les propriétés des
fluctuations interfaciales tout d’abord dans l’espace de Fourier, puis dans l’espace
réel. On s’intéresse notamment au déplacement quadratique moyen de l’interface et
aux corrélations spatiales. On finit par discuter les résultats obtenus. En particulier,
on compare les conclusions du modèle hydrodynamique présenté avec les données
expérimentales obtenues par D. Derks et ses collaborateurs à propos des interfaces
colloïdales [17], après avoir introduit le système expérimental.

59
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4.1 Paramètre de contrôle du cisaillement
Expression de la dynamique des fluctuations en fonction des quantités
sans dimension

La première approche consiste à supposer que la non-linéarité, paramétrée par
le taux de cisaillement γ̇eff, est petite. Avant de s’intéresser au développement, il est
donc nécessaire de préciser ce que l’on entend par « petite » non-linéarité. Plus préci-
sément, on souhaite mettre en évidence un paramètre sans dimension, dit paramètre
de contrôle, qui gouverne le développement autour de la situation sans écoulement
(γ̇eff = 0).

Dans cette optique, on réécrit l’équation d’évolution (3.55) avec des quantités
sans dimension dont l’ordre de grandeur est l’unité. On note

– h̃, la déformation de l’interface dans l’espace réel divisée par son échelle carac-
téristique ξT =

√
kBT/σ, soit h = ξT h̃,

– de même pour le vecteur d’onde q̃ = lcq,
– l’échelle de temps t = τct̃,
– et de manière cohérente avec l’introduction des quantités sans dimension pré-

cédentes, on définit également h̃q̃(t̃ ) = (l2cξT )−1h(q, t).
Travailler avec ces quantités sans dimension donne l’équation d’évolution suivante

∂t̃h̃q̃(t̃ ) = −fq̃
2
h̃q̃(t̃ )− iα

∫

R2

d2k̃

(2π)2
k̃xh̃k̃(t̃ )h̃q̃−k̃(t̃ ) + ϕ̃q̃(t̃ ) (4.1)

avec fq̃ = (1 + q̃2)/q̃ la relaxation sans dimension de chaque mode de déformation à
un facteur 2 près (où, de même qu’avec le vecteur d’onde avec dimension, on note le
module du vecteur d’onde q̃ = |q̃|) et ϕ̃ l’homologue sans dimension de l’excitation
aléatoire : sa moyenne est nulle et sa variance est donnée par 〈ϕ̃q̃(t̃ )ϕ̃(q̃′, t̃′)〉 =
(1/q̃)(2π)2δ(q̃ + q̃′)δ(t̃− t̃′).

Interprétations de α

On note le paramètre de contrôle α. Les changements de variables précédents
donnent

α =
ξT
lc
× γ̇effτc. (4.2)

On a exprimé α sous la forme d’une combinaison entre deux nombres sans dimension.
– Le premier ξT/lc est le rapport entre les deux longueurs caractéristiques de

l’interface : celle typique de la rugosité ξT et celle typique des corrélations
entre les déformations interfaciales lc.

– Le second γ̇effτc est le rapport entre les deux temps caractéristiques, celui de
l’interface τc et celui de l’écoulement γ̇−1eff .

Ainsi, selon les conditions expérimentales, α peut être petit sans pour autant que
γ̇appτc le soit. Rappelons en outre que le second nombre sans dimension ξT/lc est



4.2. RÉSOLUTION DE L’ÉQUATION D’ÉVOLUTION 61

le paramètre ε déjà utilisé dans la dérivation de la dynamique des fluctuations de
l’interface, qui gouverne l’approximation des faibles gradients.

L’expression du paramètre de contrôle fait intervenir la longueur capillaire lc
qui n’est pas toujours la longueur la plus indiquée pour décrire les interfaces (par
exemple quand les effets de gravité sont faibles). Néanmoins, il se trouve que α ne
dépend pas explicitement des effets de gravité. En effet, en remplaçant lc et τc par
leur expression, on a α = 2ηγ̇eff(kBT )1/2/σ3/2. Ce nombre sans dimension peut être
interprété de différentes façons.

– D’une part, on peut l’aborder comme un nombre de Péclet : α est le rapport
du temps caractéristique du cisaillement avec un temps τξ, caractéristique du
temps de diffusion de la rugosité de l’interface τξ = ηξ3T/(kBT ).

– D’autre part, α peut être vu comme un nombre capillaire qui compare la
vitesse d’advection de l’interface VξT = γ̇effξT avec la vitesse d’amortissement
des ondes capillaires σ/η.

L’analyse présentée dans la suite est valable pour des petits α, soit 0 ≤ |α| < 1.

4.2 Résolution de l’équation d’évolution
Pour résoudre les propriétés de l’interface hors d’équilibre, on effectue un déve-

loppement de la déformation de l’interface à faible cisaillement. On pose

h̃q̃(t̃ ) = h̃
(0)
q̃ (t̃ ) + αh̃

(1)
q̃ (t̃ ) + α2h̃

(2)
q̃ (t̃ ) + . . . (4.3)

Avant de résoudre chaque ordre du développement en α, on sait que ce dernier
doit être poussé à l’ordre 2. Effectivement, peu importe le sens du cisaillement,
de la gauche vers la droite le long de l’axe (Ox) ou de la droite vers la gauche,
le problème reste identique. En raison de cette symétrie, on prédit ainsi l’absence
de modifications des propriétés des fluctuations thermiques à l’interface à l’ordre
1 du développement en α. Plus généralement, la symétrie par la transformation
γ̇app ↔ −γ̇app implique que l’ensemble des termes impairs du développement en α
sont nuls. Par conséquent, le premier terme correctif (dans les propriétés finales de
l’interface) dû au cisaillement est le terme d’ordre 2 en α.

Afin de résoudre l’éq. 4.1, on définit la transformée de Fourier temporelle par
rapport à t̃. Soit ã une fonction quelconque de q̃ et de t̃, alors sa transformée de
Fourier temporelle ãq̃(ω̃ ) vérifie

ãq̃(ω̃ ) =

∫

R
dt̃ ãq̃(t̃ ) e−iω̃t̃

ãq̃(t̃ ) =

∫

R

dω̃

2π
ãq̃(ω̃ ) eiω̃t̃

L’équation de couplage de mode devient alors

h̃q̃(ω̃ ) = Rq̃(ω̃ )ϕ̃q̃(ω̃ )− iαRq̃(ω̃ )

∫

R2

d2k̃

(2π)2

∫

R

dΩ̃

2π
k̃x h̃k̃(Ω̃ )h̃q̃−k̃(ω̃ − Ω̃ ) (4.4)
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avec

Rq̃(ω̃ ) = 2f−1q̃ /(1 + i2f−1q̃ ω̃)

Rq̃(ω̃ ) est la fonction de réponse à l’équilibre. Il s’agit d’un filtre passe-bas qui
sélectionne par conséquent les fluctuations temporelles évoluant plus lentement que
fq̃/2. ϕ̃q̃(ω̃ ) est l’excitation aléatoire dans les espaces de Fourier spatial et temporel
de moyenne nulle et de variance 〈ϕ̃q̃(ω̃ )ϕ̃(q̃′, ω̃′)〉 = (1/q̃)(2π)3δ(q̃ + q̃′)δ(ω̃ + ω̃′).

A l’ordre 0 en α, on retrouve h̃q̃(ω̃ ) = Rq̃(ω̃ )ϕ̃q̃(ω̃ ) qui mène effectivement
aux propriétés présentées précédemment dans le chapitre 2 et déjà bien connues
des fluctuations thermiques interfaciales à l’interface. A l’ordre 1, on vérifie que
l’expression ne mène à aucune modification de la quantité < h̃q̃(ω̃ )h̃q̃′(ω̃

′) > par le
cisaillement conformément à la symétrie du problème γ̇app ↔ −γ̇app. Finalement, le
développement à l’ordre 2 aboutit à l’expression suivante

h̃q̃(ω̃ ) = Rq̃(ω̃ )ϕ̃q̃(ω̃ )− iαRq̃(ω̃ )

∫∫

R3

d2k̃dΩ̃

(2π)3



k̃x
×Rk̃(Ω̃ )Rq̃−k̃(ω̃ − Ω̃ )

×ϕ̃k̃(Ω̃ )ϕ̃q̃−k̃(ω̃ − Ω̃ )




− α2Rq̃(ω̃ )

∫∫∫

R6

d2k̃d2k̃′dΩ̃dΩ̃′

(2π)6



q̃xk̃

′
x

×Rk̃(Ω̃ )Rq̃−̃k(ω̃−Ω̃ )Rk̃′(Ω̃
′ )Rk̃−̃k′(Ω̃−Ω̃′ )

×ϕ̃(q̃− k̃, ω̃−Ω̃ )ϕ̃(k̃′, Ω̃′)ϕ̃(k̃−k̃′, Ω̃−Ω̃′)




(4.5)

Le calcul détaillé est présenté au sein de l’annexe D. Le paragraphe D.1 est consacré
au calcul de la fluctuation de l’interface h̃q̃ en fonction du terme aléatoire ϕ̃q̃.

4.3 Spectre des fluctuations dans l’espace de Fou-
rier

A partir de l’expression précédente, on peut obtenir toutes les propriétés des
fluctuations interfaciales. Tout d’abord, on calcule le spectre dynamique des fluc-
tuations. Ensuite, en revenant dans l’espace réel temporel, on obtient le spectre
statique des fluctuations. La seconde partie de l’annexe D, le paragraphe D.2, pré-
sente de manière plus détaillée les calculs qui mènent aux expressions des spectres
présentées dans la suite.

Le spectre dynamique des fluctuations fait intervenir des moments d’ordre
4 du bruit. Pour calculer ces moments d’ordre 4, on applique le théorème de Wick qui
indique que les moments d’ordre pair d’un bruit gaussien sont la somme sur toutes les
permutations possibles des produits des moments d’ordre 2. Par exemple, en ce qui
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concerne un des moments d’ordre 4 rencontré dans le spectre 〈h̃(q̃1, ω̃1)h̃(q̃2, ω̃2)〉,

〈ϕ̃(q̃1, ω̃1)ϕ̃(q̃2 − k̃2, ω̃2−Ω̃2)ϕ̃(k̃′2, Ω̃
′
2)ϕ̃(k̃2−k̃′2, Ω̃2−Ω̃′2)〉

= 1/(q̃1k̃
′
2)(2π)6δ(q̃1 + q̃2)δ(k̃2)δ(ω̃1 + ω̃2)δ(Ω̃2)

+ 1/(q̃1|q̃2 − k̃2|)(2π)6δ(q̃1 + q̃2)δ(q̃1 + k̃′2)δ(ω̃1 + ω̃2)δ(ω̃1 + Ω̃′2)

+ 1/(q̃1|q̃2 − k̃2|)(2π)6δ(q̃1 + q̃2)δ(q̃1 + k̃2 − k̃′2)δ(ω̃1 + ω̃2)δ(ω̃1 + Ω̃2 − Ω̃′2)

Le spectre 〈h̃(q̃1, ω̃1)h̃(q̃2, ω̃2)〉 peut alors être calculé, tous les termes étant connus.
Le paragraphe D.2 présente les calculs détaillés des spectres.

〈h̃(q̃1, ω̃1)h̃(q̃2, ω̃2)〉 =
|Rq̃1(ω̃1)|2

q̃1
(2π)3δ(q̃1 + q̃2)δ(ω̃1 + ω̃2)

− α2|Rq̃1(ω̃1)|2(2π)3δ(q̃1 + q̃2)δ(ω̃1 + ω̃2)

∫

R2

d2k̃1

π2

q̃1,xk̃1,x

|q̃1−k̃1|

(
2[1−4f−1

q̃1
(fk̃1

+f|q̃1−k̃1|)
−1ω̃2

1 ]

q̃1fq̃1 (1+4f−2
q̃1
ω̃2
1)

− 1
k̃1fk̃1

)

f|q̃1−k̃1|(fk̃1 + f|q̃1−k̃1|)[1 + 4(fk̃1 + f|q̃1−k̃1|)
−2ω̃2

1]
(4.6)

avec, rappelons-le, fq̃ = (1 + q̃2)/q̃. On aboutit effectivement à une correction qua-
dratique en α.

Le spectre statique des fluctuations est obtenu en revenant dans l’espace
réel temporel en utilisant la relation

〈h̃(q̃1, t)h̃(q̃2, t)〉 =

∫

R2

dω̃1dω̃2

(2π)2
exp(i(ω̃1 + ω̃2)t)〈h̃(q̃1, ω̃1)h̃(q̃2, ω̃2)〉

En remplaçant le spectre dynamique par son expression, on a

〈h̃(q̃1, t)h̃(q̃2, t)〉 =(2π)2δ(q̃1 + q̃2)(q̃1fq̃1)
−1


1− α2

∫

R2

d2k̃1

π2

q̃1q̃1,xk̃1,x

|q̃1−k̃1|
f−1|q̃1−k̃1|

(
(q̃1fq̃1)

−1 − (k̃1fk̃1)
−1
)

fq̃1 + fk̃1 + f|q̃1−k̃1|




Afin d’étudier ce spectre statique, on introduit S̃q̃(α) la densité spectrale des
fluctuations défini par

〈h̃q̃(t)h̃q̃′(t)〉 = S̃q̃(α)(2π)2δ(q̃ + q̃′) (4.7)

Comme le démontre l’annexe D, au sein du terme correctif de la densité spectrale,
les deux dépendances du vecteur d’onde, direction et norme, se factorisent.

– En notant θq l’angle du vecteur d’onde q̃ par rapport à ex, la direction du
cisaillement, on peut montrer que le terme correctif de la densité spectrale
S̃q̃(α) est proportionnel à cos2 θq.
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– La dépendance par rapport à la norme du vecteur d’onde q̃ fait intervenir une
fonction I(q̃) donnée par l’expression

I(q̃) =

∫ +∞

0

k̃dk̃

π

∫ 2π

0

dθk
π

q̃2k̃ cos θk√
q̃2+k̃2−2q̃k̃ cos θk

f−1√
q̃2+k̃2−2q̃k̃ cos θk

(
1
q̃fq̃
− 1

k̃fk̃

)

fq̃ + fk̃ + f√
q̃2+k̃2−2q̃k̃ cos θk

(4.8)

Finalement, la correction de la densité spectrale due au cisaillement est

S̃q̃(α) = S̃q̃(0)
(
1− α2 cos2 θqI(q̃) +O(α4)

)
(4.9)

avec S̃q̃(0) = 2/(1 + q̃2) la densité spectrale adimensionnée à l’équilibre des fluctua-
tions.

La dépendance par rapport à la direction du vecteur d’onde θq est de
forme assez simple. Elle indique que ce sont les vecteurs d’onde de même direction
que le cisaillement qui sont les plus affectés par celui-ci. A l’opposé, les modes de
déformation de vecteurs d’onde perpendiculaires au cisaillement ne voient pas leur
comportement modifié par l’écoulement de Couette plan. Même si a priori, ces deux
affirmations semblent naturelles, il est important de les souligner. Elles ne sont va-
lables que dans l’espace de Fourier et les fonctions de corrélations spatiales requièrent
plus d’attention, comme on le remarque dans le prochain paragraphe. En outre, ce
terme permet de vérifier toutes les symétries du problème. La symétrie par rapport
au sens du cisaillement γ̇app ↔ −γ̇app revient à une symétrie selon le plan (xOz),
plan vertical tangent au cisaillement, et à une symétrie selon le plan (yOz), plan
vertical perpendiculaire au cisaillement.

La dépendance par rapport à la norme du vecteur d’onde q̃ est plus
difficile à appréhender. La fonction I se présente sous la forme d’une intégrale.
Son intégration numérique est donnée sur la fig. 4.1 dans l’encart tandis que le
schéma principal représente la correction totale ∆S̃ = S̃q̃(0) − S̃q̃(α) pour α = 1
et θq = 0. L’intégration numérique est effectuée à l’aide du logiciel Mathematica
7.0, en décomposant le vecteur d’onde k̃ en ses composantes polaires. L’intégration
numérique ne peut se faire directement de 0 à +∞ pour le module du vecteur
d’onde k̃, on introduit une borne supérieure à cette intégration qui converge autour
de 106 pour la borne supérieure (plus le vecteur d’onde q̃ considéré est grand, plus
la borne supérieure doit être grande pour que l’intégrale converge). On remarque
que la densité spectrale est principalement corrigée autour de qlc ∼ 1. Ceci confirme
bien que la longueur qui caractérise l’interface dans cette situation est la longueur
capillaire. On constate de plus que la fonction correctrice I tend vers une constante
quand la norme du vecteur d’onde q̃ tend vers l’infini, ceci signifie que la correction
à la densité spectrale se comporte en q̃−2 quand q̃ → +∞. Lorsque le vecteur d’onde
est petit q̃ → 0, I ∼ q4.
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Figure 4.1 – Correction de la densité spectrale des fluctuations ∆S̃ en fonction de la
norme du vecteur d’onde q̃ pour un vecteur d’onde parallèle au cisaillement (θq = 0)
et un cisaillement α = 1. Dans l’encart, représentation de la fonction correctrice I
qui regroupe la dépendance par rapport au module du vecteur d’onde.

4.4 Propriétés statiques des fluctuations de l’inter-
face

Dans la suite, on s’intéresse tout d’abord au déplacement quadratique moyen,
puis aux corrélations spatiales.

4.4.1 Déplacement quadratique moyen

Le déplacement quadratique moyen est obtenu à partir de l’intégration sur tous
les modes de déformation des fluctuations,

< h̃2 > (α) = (2π)−2
∫
S̃q̃(α)q̃dq̃dθq.

De même qu’à l’équilibre, l’intégrale diverge à grands vecteurs d’onde d’où l’intro-
duction à nouveau de la même longueur d’onde de coupure que dans le chapitre 2.
On trouve, de même que dans l’espace de Fourier, que le déplacement quadratique
moyen sous cisaillement est celui de l’équilibre corrigé par un terme quadratique en
α :

< h̃2(r̃, t̃) > (α) =< h̃2(r̃, t̃) > (0)
[
1−Kα2 +O(α4)

]
. (4.10)

r̃ désigne, de manière cohérente avec le reste des notations, la position adimensionnée
de la projection dans le plan horizontal (xOy) du point de l’interface considéré



66 CHAPITRE 4. FLUCTUATIONS HORS D’ÉQUILIBRE

r̃ = r/lc. De même, on note ξ̃ = ξ/lc la longueur de coupure adimensionnée. K, le
facteur mis en évidence par la correction quadratique en α, est donné par :

K =

∫ 2π
ξ̃

0
q̃dq̃
2π

∫ 2π

0

dθq
2π

cos2 θqS̃q̃(0)I(q̃)
∫ 2π

ξ̃

0
q̃dq̃
2π

∫ 2π

0

dθq
2π
S̃q̃(0)

(4.11)

K ne dépend que de la longueur de coupure. Comme le montre la fig. 4.2 obtenue
toujours à l’aide de Mathematica 7.0,K tend vers une quantité finie quand ξ̃ → 0.
Le cisaillement n’induit pas d’autres divergences que celle présente à l’équilibre. On
considère ainsi que le facteur K de correction est égal à sa limite quand la longueur
de coupure tend vers 0. La constante K ne dépend alors d’aucun paramètre du
système. Il s’agit d’une constante qu’on peut qualifier d’universelle dans le sens où
elle ne dépend d’aucune propriété des deux fluides ni d’aucune contante élastique
de l’interface. Toutes les caractéristiques du système se retrouvent factorisées dans
le paramètre de contrôle α. Numériquement, on trouve K = 0.084.
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Figure 4.2 – Evolution du facteur correctif K en fonction de la longueur de coupure
adimensionnée ξ̃ = ξ/lc. En pointillés, la courbe K = 0.084 est repérée.

4.4.2 Corrélations spatiales

Le spectre des fluctuations de l’espace de Fourier permet aussi d’obtenir les
corrélations spatiales C̃(r̃, t̃) =< h̃(r̃, t̃)h̃(0̃, t̃) > par intégration sur tous les modes
de déformation. Cette somme sur tous les vecteurs d’onde mène à une correction par
le cisaillement des corrélations spatiales de l’interface, et ceci même dans la direction
de la vorticité (soit perpendiculairement au cisaillement), comportement qui diffère
de ce qui se passe dans l’espace de Fourier.

C̃(r̃, t̃) =

∫ +∞

0

q̃dq̃

2π

∫ 2π

0

dθq
2π

exp(iq̃.̃r)S̃q̃(α)

=

∫ +∞

0

q̃dq̃

2π

∫ 2π

0

dθq
2π

eiq̃r̃ cos(θq−ϕ)
(

1

1 + q̃2
− α2 cos2 θq

I(q̃)

1 + q̃2

)
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où ϕ est l’angle du vecteur position r̃ par rapport à la direction du cisaillement
ex et r̃ son module. En posant θ = θq − ϕ, on met en évidence les corrections des
corrélations dans la direction du cisaillement, puis dans celle de la vorticité.

C̃(r̃, t̃) =
1

2π

(
K0(r̃)− α2 cos2 ϕC̃x(r̃)− α2 sin2 ϕC̃y(r̃)

)
(4.12)

avec

C̃x(r̃) =

∫ +∞

0

dq̃

(
J1(q̃r̃)
r̃
− q̃J2(q̃r̃)

) I(q̃)

1 + q̃2

C̃y(r̃) =

∫ +∞

0

dq̃
J1(q̃r̃)
r̃

I(q̃)

1 + q̃2

(4.13)

Jn sont les fonctions de Bessel de première espèce et K0 est, de même que dans
le chapitre précédent, la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce. Sur la
fig. 4.3, les fonctions de corrélation dans la direction du cisaillement, puis dans
celle de la vorticité, sont représentées pour différents cisaillements correspondant à
α = 0.5; 0.8 et 1. Elles sont également comparées aux corrélations à l’équilibre. On
constate plusieurs choses.

– Tout d’abord, qu’on considère la direction du cisaillement ou celle de la vorti-
cité, les corrections aux fonctions de corrélation sont du même ordre de gran-
deur et ne présentent plus de comportement exponentielle à grand r̃.

– Ensuite, on constate deux corrections opposées suivant les deux directions.
Selon ex, les corrélations sont diminuées par le cisaillement tandis que selon
ey, les corrélations sont renforcées par le cisaillement. Si on supposait que des
longueurs de corrélation puissent être définies lorsque le système est cisaillé,
la longueur de corrélation dans la direction ex diminuerait sous l’effet du ci-
saillement et celle dans la direction ey augmenterait.

4.5 Discussion

4.5.1 Quelques précisions à propos de l’expérience sur les in-
terfaces colloïdales.

Les interfaces colloïdales ont fait l’objet d’une publication dans Science en 2004
écrite par D. G. A. L. Arts et ses collaborateurs [1] : ils ont observé ces interfaces
dans l’espace direct et ont mesuré leurs propriétés à l’équilibre, propriétés en accord
avec la théorie capillaire des fluctuations thermiques. Les interfaces colloïdales sous
cisaillement ont quant à elles fait l’objet d’un chapitre de la thèse de D. Derks [16].

Ce qu’on nomme « interface colloïdale » est logiquement une interface entre deux
fluides colloïdaux. Dans l’expérience, les fluides colloïdaux sont des suspensions de
sphères de PMMA (Poly(methyl methacrylate)) de rayon 71 nm et de polymères de
polystyrène dont le rayon de giration est de 43 nm dans un solvant, le décaline. La
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Figure 4.3 – Représentation des fonctions de corrélation dans la direction a) du ci-
saillement b) de la vorticité. La ligne continue correspond à la fonction de corrélation
adimensionnée à l’équilibre, la lignée pointillée à α = 0.5, les pointillés tiret-point à
α = 0.8 et ceux tiret-point-point à α = 1.



4.5. DISCUSSION 69

taille des sphères de PMMA revient à les considérer comme des colloïdes. Sous cer-
taines conditions de concentration, le mélange colloïdes-polymères-solvant se sépare
en deux phases. Le diagramme de phase d’un tel système dépend des concentrations
en colloïdes et en polymères. Les fractions volumiques totales (densité multipliée
par le volume moyen d’une particule) utilisées lors des expériences sont de l’ordre
de 0.1 pour les colloïdes, et de 0.6 pour les polymères (voir le diagramme de phase
de la réf [1]). Le système est alors constitué :

– d’une phase riche en colloïdes et pauvre en polymères, nommée « liquide col-
loïdal »,

– d’une phase pauvre en colloïdes et riche en polymères, nommée « gaz colloï-
dal ».

Les interactions ont en effet été ajustées pour que le mélange colloïdes-polymères
forme l’équivalent mésoscopique de la transition liquide-gaz des fluides molécu-
laires [36]. L’expérience a consisté à étudier deux systèmes binaires ainsi formés.

La différence principale avec les interfaces entre fluides moléculaires usuels est
l’ordre de grandeur de la tension de surface. L’ordre de grandeur de la tension de
surface est donné par le rapport entre l’énergie thermique et la taille caractéristique
des particules élémentaires au carré (voir le chapitre 2). La taille caractéristique
des colloïdes est ici leur rayon 71 nm ce qui conduit à une tension de surface de
10−6 N.m−1. De plus, ce sont les fractions volumiques qui contrôlent l’éloignement
du système biphasique au point critique (point qui correspond à une seule phase).
La tension de surface est alors un véritable paramètre ajustable, entre 10−9 N.m−1
et 10−6 N.m−1. Rappelons que la taille des molécules est de l’ordre de quelques
angströms, ce qui donne des tensions de surface de 10−2 N.m−1 à 10−1 N.m−1 à
température ambiante pour les liquides moléculaires.

La rugosité de l’interface, due aux fluctuations thermiques, est inversement pro-
portionnelle à la racine carrée de la tension de surface : elle est alors de l’ordre
du micron ou d’un dizième de micron. Ainsi, avec des colloïdes fluorescents, il est
possible d’étudier les interfaces colloïdales à l’aide de techniques expérimentales op-
tiques. L’expérience est effectuée en pratique à l’aide un microscope confocal ainsi
qu’à l’aide d’une cellule de Couette dans la géométrie cône-plan, cellule qui permet
de cisailler l’interface. Le déplacement vertical de l’interface est alors déterminé à
l’aide d’une régression sur chaque colonne de l’intensité par un profil de Vans der
Waals, autrement dit par une tangente hyperbolique (profil représenté sur la fig. 2.3).

Ce montage permet de prendre des photos des interfaces colloïdales, comme
l’illustre la fig. 4.4. On observe que le cisaillement diminue les fluctuations interfa-
ciales (mise en évidence par une ligne claire sur la fig. 4.4).

Dans la suite, on compare les mesures de cette expérience avec le modèle analy-
tique présenté dans ce chapitre.
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Figure 4.4 – Observations des interfaces colloïdales tirées de la réf [17]. En haut à
droite sont précisés les taux de cisaillement appliqués γ̇app = 0, 0.27, 0.67 s−1 pour
les 3 photos de haut en bas respectivement.

4.5.2 Comparaison à l’expérience

Déplacement quadratique moyen

L’étude précédente a révélé une diminution de l’amplitude des fluctuations ther-
miques d’une interface entre deux fluides très visqueux sous l’effet du cisaillement.
Cette suppression met en évidence un facteur numérique, qualifié d’universel, K =
0.084. L’expérience de D. Derks et de ses collaborateurs [17] sur les interfaces
colloïdales a aussi permis de mesurer une diminution des fluctuations thermiques
de l’interface. A priori, dans une première approximation, les résultats expérimen-
taux peuvent être expliqués par le modèle hydrodynamique dérivé dans cette thèse
puisque les hypothèses de travail sont vérifiées.

– A l’équilibre, les fluctuations thermiques sont surarmorties. Autrement dit, le
nombre de Stokes St ∼ 10−7 � 1 est petit.

– Les effets visqueux dominent les effets inertiels, le nombre de Reynolds Re ∼
10−7 � 1 est effectivement petit.

– De plus, les épaisseurs des fluides inférieur L1 = 50 µm et supérieur L2 = 350
µm sont importantes devant la longueur capillaire de l’interface lc = 2.6 µm
en ce qui concerne la première série de mesures (échantillon A) et lc = 8 µm
pour la seconde (échantillon B).

Néanmoins, parmi les points expérimentaux, seuls quelques-uns correspondent à la
condition α < 1. Dans le but d’ajuster les données mesurées à plus grand α, on
suppose que la correction quadratique est le développement de la forme valable à
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Figure 4.5 – Déplacement quadratique moyen adimensionné par sa valeur à l’équi-
libre en fonction du paramètre de contrôle α. Les disques pleins (échantillon A) et
les étoiles (échantillon B) correspondent aux mesures expérimentales [17], les lignes
solides et pointillées rouges renvoient aux prédictions théoriques des éq. (4.14) et
(4.10) avec Kthéo = 0.084. La courbe noire constituée de tirets représente l’éq. (4.14)
avec Kfit = 0.246, et celle noire constituée alternativement de tirets et de points se
réfère au modèle proposé par Derks et ses collaborateurs [17].
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plus grand cisaillement

< h̃2(r̃, t̃) > (α) =< h̃2(r̃, t̃) > (0)
1

1 +Kα2
(4.14)

Il s’agit de la forme fonctionnelle la plus simple, potentiellement valable à grand
cisaillement. Fondamentalement, on aurait pu choisir n’importe quelle forme fonc-
tionnelle positive à grand cisaillement et dont le développement à petit cisaillement
redonne la correction quadratique (4.10). Sur la fig. 4.5, on compare la modification
du déplacement quadratique moyen induit par le cisaillement prévue par le mo-
dèle hydrodynamique avec les mesures expérimentales. En rouge sont représentées
les conclusions du modèle hydrodynamique et en orange, les mesures expérimen-
tales. On représente les données expérimentales avec deux conventions différentes,
les points et les étoiles, pour distinguer les mesures sur l’échantillon A (points) des
mesures sur l’échantillon B (étoiles).

La première remarque à faire concerne sans doute le fait que les deux séries
de mesures expérimentales s’ajustent convenablement le long d’une même courbe
lorsque le déplacement quadratique moyen modifié par le cisaillement, divisé par sa
valeur à l’équilibre, est tracé en fonction de α. Il semble effectivement que le para-
mètre de contrôle du cisaillement α mis en évidence par l’analyse hydrodynamique
décrive de manière appropriée l’influence de l’écoulement de Couette plan. Seule une
mesure expérimentale s’éloigne un peu de la courbe où s’aligne les autres mesures
expérimentales : il s’agit de la mesure représenté par la 3ème étoile en partant de
la gauche. Le déplacement quadratique moyen mesuré diffère de 16% par rapport
à celui qui s’alignerait sur la courbe. Cependant, rappelons que dans cette série de
mesures, le déplacement quadratique moyen est de l’ordre de 0.1 µm2, qui s’associe
à une rugosité de 0.3 µm. Ainsi, un seul colloïde (rayon de 71 nm) entraîne une
variation d’environ 20% de la rugosité. Le décalage d’une seule mesure expérimen-
tale s’explique alors aisément. Ensuite, on observe une diminution du même ordre
de grandeur entre l’analyse théorique et les mesures expérimentales.

Néanmoins, il est vrai que si l’on effectue une régression linéaire (toujours effec-
tuée à l’aide de Mathematica 7.0) de la quantité [< h̃2 > (0)− < h̃2 > (α)]/[<

h̃2 > (0)] calculée à partir des données expérimentales en fonction de α2, on obtient
le facteur numérique expérimentalKfit = 0.246, soit environ trois fois la valeur atten-
due. Le modèle hydrodynamique sous-estime environ d’un facteur 3 la suppression
de la rugosité interfaciale observée sous l’influence du cisaillement.

Cependant, le modèle hydrodynamique présente quelques ingrédients qui de-
vraient pouvoir le confirmer expérimentalement. L’étude analytique introduit un
taux de cisaillement effectif γ̇eff qui diffère du taux de cisaillement appliqué γ̇app.
Dans la configuration de l’expérience, γ̇eff/γ̇app ' 0.8. Maintenant, supposons que
l’expérience soit rééditée dans les mêmes conditions à l’exception des épaisseurs des
fluides qui sont inversées de manière à être L1 = 350 µm et L2 = 50 µm, alors
le rapport γ̇eff/γ̇app ' 1.2 est modifié : pour un même cisaillement appliqué, α est
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augmenté de 50%. La modification du déplacement quadratique moyen qui s’en-
suit devrait être suffisamment prononcée pour être observée expérimentalement. La
mesure de cette modification serait une confirmation du modèle hydrodynamique.

Corrélations spatiales

En plus du déplacement quadratique moyen, les mesures ont porté sur les fonc-
tions de corrélations spatiales. Quelques caractéristiques théoriques sont corroborées
par des simulations de dynamique moléculaire [44, 46]. Dans l’espace de Fourier, les
deux approches aboutissent au fait que le facteur de structure n’est pas affecté par
le cisaillement dans la direction de la vorticité. Dans l’espace réel, elles s’accordent
sur la tendance d’une longueur de corrélation décroissante en fonction du cisaille-
ment selon la direction de l’écoulement. Cependant, ce dernier résultat est plutôt en
contradiction avec les mesures de Derks et ses collaborateurs : ils observent une lon-
gueur de corrélation qui augmente avec le cisaillement. Cette constatation vient de
l’ajustement des corrélations spatiales par la même forme fonctionnelle qu’à l’équi-
libre, soit la deuxième fonction de Bessel modifiée K0, ce qui signifie que la remarque
concernant le sens d’évolution de la longueur de corrélation provient de mesures à
courte distance. Au contraire, comme le souligne la représentation en échelle lo-
garithmique des fonctions de corrélations théoriques, notre conclusion découle des
comportements asymptotiques des fonctions de corrélation. A courte distance, les
modifications des fonctions de corrélation sous cisaillement sont trop faibles pour
être remarquées, au contraire de ce qui est mesuré.

Dans la suite, on établit la liste des points qui peuvent soulever des questions
entre l’expérience sur les interfaces colloïdales et la théorie hydrodynamique.

4.5.3 Vérification des hypothèses du modèle hydrodynamique

Echelles de longueur ?

On peut tout d’abord penser que la validité du modèle hydrodynamique pour
expliquer les expériences sur les interfaces colloïdales est remise en cause. Le modèle
hydrodynamique implique effectivement des séparations d’échelle entre la rugosité
ξT , la longueur capillaire lc et les épaisseurs des deux fluides Lj, ξT � lc � Lj qui ne
sont peut-être pas toujours parfaitement vérifiées dans les expériences. L’échantillon
A vérifie ξT ∼ 1 µm . lc = 2, 6 µm � Lj = 50; 350 µm. En ce qui concerne
l’échantillon B, c’est la seconde séparation d’échelle de longueur qui peut poser
problème puisque ξT ∼ 0.3 µm � lc = 8 µm . Lj = 50; 350 µm. Néanmoins, ces
deux séparations d’échelles différentes plus ou moins vérifiées ne semblent pas avoir
d’impact puisque les deux séries de mesure s’ajustent sur une même courbe alors
que les causes de doute diffèrent. De plus, l’échantillon A a été étudié à l’équilibre et
est intégralement expliqué par la théorie capillaire qui utilise déjà l’approximation
ξT � lc.
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Pertinence des développements ?

Considérant les décalages entre expériences et modèle hydrodynamique, il nous
a paru important de revenir sur la justesse des deux développements effectués pré-
cédemment. Le premier développement, aboutissant à l’équation d’évolution tem-
porelle de la configuration de l’interface, suppose petit la norme du gradient de la
déformation de l’interface. Il s’agit de la même hypothèse effectuée pour obtenir la
relation de dispersion des perturbations de surface à l’équilibre. Dans l’expérience
menée par D. Derks et ses collaborateurs, la situation à l’équilibre a naturellement
été étudiée au préalable [1] et la théorie des fluctuations thermiques à l’équilibre
a permis d’expliquer l’intégralité des observations. Sachant que sous cisaillement,
le déplacement quadratique moyen diminue, le développement selon la norme du
gradient de la déformation de l’interface n’en est que plus fondé.

Le validité du second développement en α, c’est-à-dire à petit cisaillement, est
vérifiée à l’aide de l’étude numérique de l’équation (3.55) présentée dans le chapitre 6.

Tension de surface ?

Ensuite, on a supposé que quel que soit le taux de cisaillement appliqué, l’inter-
face possède une tension de surface σ constante. Cependant, comme on l’a souligné
dans le chapitre 2 sur la physique des interfaces, une interface n’est pas infiniment
fine mais est une zone de transition continue entre les deux fluides, zone d’épais-
seur ε très fine. Dans un modèle de champ continu, on rappelle que la tension de
surface est directement proportionnelle à la largeur de l’interface ε. On peut penser
alors que l’écoulement de Couette plan peut influer sur cette zone de transition, et
en particulier sur son épaisseur ε. Supposons que ε augmente avec le cisaillement
alors σ augmente de même avec le cisaillement. Cette augmentation de la tension
de surface expliquerait une diminution supplémentaire du déplacement quadratique
moyen et l’augmentation de la longueur de corrélation sous cisaillement. Il s’agirait
de plus d’une correction isotrope.

Toutefois, conformément aux symétries du problème, on prédit une correction
quadratique de la tension de surface à l’ordre le plus bas. Au niveau de la modifi-
cation du déplacement quadratique moyen de l’interface due au cisaillement, cette
correction quadratique affecterait seulement dans un premier temps la rugosité ca-
ractéristique de l’équilibre

√
kBT/σ, et non le paramètre de contrôle α.

Glissement à l’interface ?

Lors de la dérivation de l’équation (3.55), on a supposé que les composantes
tangentielles de la vitesse étaient continues à travers l’interface. Il s’agit d’une hypo-
thèse couramment utilisée et qui permet dans la grande majorité des cas d’expliquer
les données expérimentales. On peut noter, dans le cadre qui nous intéresse, que la
théorie des ondes capillaires (qui utilise cette hypothèse) modélise la dynamique des
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fluctuations thermiques de l’interface observée [1].
Cependant, le phénomène de glissement des fluides visqueux à la surface des so-

lides est un phénomène connu, auquel on associe la notion de longueur de glissement.
La longueur de glissement est le résultat de la vitesse du fluide près du solide, divisée
par le taux de cisaillement local. En ce qui concerne les interfaces fluide-fluide, la
condition de non-glissement a été peu remise en cause. Récemment, G. Galliero a
étudié la validité de cette hypothèse de non glissement à travers une interface fluide,
lorsque cette dernière est justement soumise à un cisaillement. Il a effectué des si-
mulations de dynamique moléculaire hors d’équilibre [19]. Il montre que la notion
de longueur de glissement peut prendre une signification dans cette situation, autre-
ment dit que le saut de vitesse à l’interface est plus important que celui attendu. Il
interprète ces résultats en terme de viscosité apparente de la zone interfaciale, plus
faible que les viscosités des fluides en volume. Ce sujet mérite probablement davan-
tage d’études. En particulier, l’article évoqué [19] néglige les fluctuations thermiques
de l’interface. Au niveau d’un solide, on sait que le caractère rugueux de la surface
a plutôt tendance à supprimer le phénomène de glissement des liquides visqueux.

On peut se demander si la prise en compte d’un glissement à l’interface permet
d’expliquer le décalage entre expériences et théorie. Pour que les données expéri-
mentales concordent davantage avec l’expression analytique, il faudrait que les taux
de cisaillement appliqués correspondent à des paramètres de contrôle α plus grands.
Sachant que les temps et les longueurs capillaires sont mesurés à partir de l’interface
à l’équilibre, il faudrait plus précisément que les taux de cisaillement appliqués cor-
respondent à des taux de cisaillement plus grands ressentis par l’interface. Il s’agit
de la tendance mise en évidence par G. Galliero, le taux de cisaillement effective-
ment ressenti par l’interface est plus important que celui attendu. En conclusion, il
est peut-être possible d’expliquer le décalage entre théorie et expériences en levant
l’hypothèse de non-glissement à l’interface.



76 CHAPITRE 4. FLUCTUATIONS HORS D’ÉQUILIBRE



Chapitre 5

Stabilité d’une interface cisaillée :
régime des grands nombres
capillaires.

Préambule
Dans les chapitres précédents, nous avons discuté de l’effet du couplage entre ci-

saillement et viscosité sur les propriétés statistiques de l’interface. Cette étude révèle
notamment que le déplacement quadratique moyen diminue avec le cisaillement. Ce-
pendant, nous avons négligé jusqu’ici les effets d’inertie. Ces derniers correspondent
au terme non-linéaire de l’équation de Navier-Stokes et peuvent dans certains cas
déstabiliser les écoulements [10]. Cette question est particulièrement pertinente pour
une interface colloïdale : en effet, la tension étant extrêmement faible, il est légitime
de s’interroger quant à l’éventualité d’instabilités lorsque le taux de cisaillement
augmente. Bien que la question de la stabilité des interfaces ait été très étudiée, très
peu de travaux spécifiques sont consacrés à la limite des faibles tensions et des fortes
viscosités. Or il se trouve que les interfaces colloïdales correspondent précisément à
ce régime des grands nombres capillaires.

Dans ce chapitre, on discute d’abord les résultats de la littérature préexistante à
notre travail. Ces quelques lignes permettent de souligner la complexité de ce pro-
blème. Les deux parties suivantes sont consacrées à l’analyse de stabilité de l’écou-
lement. Tout d’abord, on dérive la relation de dispersion généralisée. Les critères de
stabilité sont ensuite mis en évidence. On finit le chapitre par une discussion des
résultats obtenus, en rapport avec les expériences.

5.1 Contexte historique
L’étude des instabilités dans les couches de fluides newtoniens avec une stratifi-

cation de la viscosité fait l’objet d’une littérature abondante. Dans ce chapitre, nous
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limitons la discussion aux écoulements de Couette plan pour des fluides newtoniens
dans la limite des petits nombres de Reynolds. Avant de résumer les résultats an-
térieurs, il est important de préciser qu’un écoulement de Couette plan d’un fluide
unique est stable quel que soit le nombre de Reynolds, autrement dit quel que soit
le taux de cisaillement appliqué. Ce résultat a été prouvé par Romanov en 1973 [41].

En ce qui concerne les systèmes stratifiés, l’article pionnier traitant des instabi-
lités à petit nombre de Reynolds dans les fluides newtoniens a été publié par Yih
en 1967 [50]. Il a montré qu’une bicouche de deux fluides newtoniens d’épaisseur et
de viscosité différentes peut développer des instabilités à grande longueur d’onde,
même à très petit nombre de Reynolds. En bref, l’écoulement est instable lorsque
le fluide de plus faible épaisseur est le plus visqueux. L’analyse a été confirmée par
Hooper [21] qui a étudié une bicouche dont l’un des fluides a une épaisseur finie
alors que le second a une épaisseur beaucoup plus grande, considérée comme infinie.
Le cas de deux fluides semi-infinis a été envisagé par Hooper et Boyd [22]. Dans
cette situation, les auteurs montrent qu’une instabilité se développe à petite lon-
gueur d’onde au niveau de l’interface entre deux fluides de viscosités différentes. Le
mécanisme de cette instabilité a été explicité par Hinch [20] en terme de vorticité.

Les travaux qui ont suivi sont résumés dans deux articles récapitulatifs des in-
stabilités [3, 11] au sein des bicouches de fluides newtoniens soumis à un écoulement
de Couette plan. L’article de revue [3] permet de clarifier et de relier entre elles
les différentes approches et approximations développées par les auteurs. En effet,
bien que le système d’étude soit a priori relativement simple, il en est tout autre
en pratique du fait du grand nombre de paramètres indépendants le décrivant. En
particulier, ils ont montré que l’instabilité se développant à petite longueur d’onde
au niveau d’une interface entre deux fluides visqueux semi-infinis, mise en évidence
par Hooper et Boyd [22], n’a lieu que lorsque les effets de tension de surface et de
gravité sont petits devant les effets inertiels (les nombres de Weber We et de Froude
Fr, rapport entre l’inertie et la tension de surface, puis la gravité respectivement
vérifient alors We,Fr � 1).

Ayant maintenant conscience des travaux antérieurs sur la stabilité des interfaces
soumis à un écoulement de Couette plan, les questions abordées dans la suite sont :

1. Existe t-il un taux de cisaillement critique au delà duquel une instabilité se dé-
veloppe au niveau d’une interface de faible tension (faible nombre de Stokes) ?

2. Sachant qu’en l’absence d’effet stabilisant, une interface entre deux fluides
visqueux est déstabilisée par n’importe quel effet d’inertie, aussi petit soit-il,
que se passe-t-il en présence d’effets stabilisants ?

(a) Les effets stabilisants suppriment-ils l’instabilité à petit nombre de Rey-
nolds ?

(b) Faut-il que ces effets stabilisants supprimant l’instabilité à petit nombre
de Reynolds, soient supérieurs à une valeur critique ?

(c) Dans le cas où l’instabilité à petit nombre de Reynolds est supprimée en
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présence des effets stabilisants, existe-t-il un nombre de Reynolds critique
au delà duquel les instabilités se développent tout de même ?

5.2 La relation de dispersion généralisée

Préambule

On modélise le système de la même façon que dans les chapitres précédents : une
interface caractérisée par sa tension de surface σ sépare deux fluides newtoniens. Une
perturbation de l’interface est définie par son déplacement vertical h par rapport au
plan horizontal (xOy). Le fluide inférieur 1 occupe le demi-espace z < h, et le fluide
supérieur 2 le demi-espace z > h. Ils sont tous deux supposés incompressibles et
immiscibles l’un avec l’autre. Les caractéristiques des fluides telles que la viscosité
et la densité sont repérées par l’indice 1 ou 2 respectivement. On définit également la
viscosité moyenne η = (η1 + η2)/2, la densité moyenne ρ = (ρ1 + ρ2)/2, la différence
de densité (supposée positive) ∆ρ = ρ1 − ρ2, la longueur capillaire lc =

√
σ/(∆ρg),

et le temps capillaire τc = 2ηlc/σ. En ce qui concerne l’écoulement de Couette plan,
il est créé par la différence de vitesse ∆V des deux parois solides situées de part
et d’autre de l’échantillon. Les deux taux de cisaillement dans les deux fluides sont
notés γ̇1 et γ̇2 et l’on définit également γ̇eff = (η1γ̇1 + η2γ̇2)/(2η). On rappelle que
la continuité des contraintes tangentielles implique l’égalité η1γ̇1 = η2γ̇2. La fig. 5.1
présente de façon schématique le système d’étude.

On suppose une perturbation de la forme

h(x) = hk exp[i(kx− ωkt)].

Le choix d’une perturbation unidimensionnelle est commenté dans la section 5.2.2.
L’écoulement est dit stable ou instable selon que la perturbation s’atténue ou s’am-
plifie dans le temps. En pratique, on souhaite établir une relation entre la pulsation
ωk et le vecteur d’onde de la perturbation k : cette relation est nommée relation de
dispersion. On la qualifie de généralisée car la perturbation interfaciale est soumise
à son propre champ de vitesse qu’elle crée au sein du fluide, mais aussi au champ de
vitesse extérieur dû à l’écoulement de Couette. L’atténuation ou l’amplification de
la perturbation sinusoïdale sont liées à la partie imaginaire de la pulsation ωk : si
celle-ci est positive, l’écoulement est instable alors que dans le cas contraire, l’écou-
lement est stable. Dans la suite, on se concentre par conséquent surtout sur la partie
imaginaire de ωk, la partie réelle reliée à la propagation n’étant pas essentielle à
notre propos.

Avant d’établir la relation de dispersion généralisée, les hypothèses de travail sont
rappelées. La dérivation de la relation de dispersion est constituée de deux étapes.
On calcule d’abord quelques propriétés du champ de vitesse. Puis, à partir de ses
dérivées, on détermine l’évolution temporelle de la perturbation interfaciale par le
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biais des conditions aux limites à l’interface. Finalement, on discute la forme de la
relation de dispersion.
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Figure 5.1 – Schéma de l’interface avec mise en évidence des paramètres

5.2.1 Hypothèses

Comme on l’a évoqué dans le précédent paragraphe, la difficulté du problème
provient du nombre de paramètres indépendants. En effet, on s’attend à ce que les
conditions de stabilité dépendent des deux viscosités η1 et η2, des deux densités ρ1 et
ρ2, des deux épaisseurs L1 et L2, ainsi que de la tension de surface σ. Notre attention
se porte sur les instabilités intrinsèques à l’interface. Autrement dit, nous ne prenons
pas en compte les effets de confinement et les épaisseurs des deux couches de fluides
n’entrent pas en jeu dans la description du système. Par ailleurs, il est judicieux de
caractériser le système à l’aide de nombres sans dimension. Ainsi, on définit :

– le rapport des viscosités m = η2/η1,
– le rapport des densités r = ρ2/ρ1

De plus, il est important de comparer les différents effets physiques que sont :
– l’inertie,
– la viscosité,
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– la tension de surface
– et la gravité.

Pour cela, on définit trois nombres sans dimension indépendants. Dans la configu-
ration qui nous intéresse, l’échelle de longueur est fixée par la longueur capillaire
lc. En ce qui concerne les échelles de temps, on a le choix entre le temps capillaire
τc et l’inverse du taux de cisaillement γ̇−1eff . Pour comparer les effets d’inertie et de
viscosité, on introduit le nombre de Reynolds que l’on définit à partir du cisaillement
comme :

Re =
ρl2c γ̇eff
η

.

On peut également définir un deuxième nombre sans dimension à partir du temps
capillaire : il s’agit du nombre de Stokes donné par

St = 2
ρl2c
ητc

=
ρσlc
η2

.

Finalement, le rapport entre ces deux nombres sans dimension, qui compare les effets
d’inertie et de tension de surface, définit le nombre capillaire

Ca =
Re

St
=
ηlcγ̇eff
σ

=
1

2
γ̇effτc.

On pourrait également définir d’autres nombres sans dimension comparant les effets
dus à la gravité, comme par exemple le nombre de Bond. Il se trouve que ces nombres
peuvent tous être reliés aux quantités définies précédemment, on n’en parle donc pas
davantage.

Pour résumer, le système étudié est caractérisé par cinq paramètres reliés entre
eux par quatre nombres sans dimension : le rapport des viscosités m, le rapport
des densités r, le nombre de Reynolds Re et le nombre de Stokes St (ou le nombre
capillaire Ca). Notons que l’on suppose toujours dans la suite que le fluide inférieur
est le plus dense (soit 0 ≤ r ≤ 1), afin d’exclure toute instabilité de type Rayleigh-
Taylor.

5.2.2 Formulation hydrodynamique

Afin d’obtenir la relation de dispersion, nous devons établir au préalable les
propriétés du champ de vitesse. En effet, l’évolution temporelle de la perturbation
interfaciale est directement reliée au champ de vitesse via les conditions aux limites.
Dans un premier temps, on insiste sur les hypothèses propres au champ de vitesse.
Ces quelques lignes ont pour but d’éviter toute confusion avec ce qui a été déjà
présenté dans les chapitres 2 et 3. L’équation de Orr-Sommerfeld vérifiée par la
composante verticale du champ de vitesse est obtenue dans un second temps, ce qui
nous permet de formuler à une constante près les vorticités et les dérivées premières
du champ de vitesse.



82 CHAPITRE 5. ANALYSE DE STABILITÉ

Ingrédients retenus dans les équations hydrodynamiques.

Dans ce chapitre, on suppose les champs de vitesse et de pression bidimension-
nels. Cette réduction de dimension est justifiée puisque le théorème de Squire se
généralise pour des bicouches de fluide [10, 50] : si une instabilité apparaît, elle ap-
paraît en premier lieu pour des champs bidimensionnels. Ensuite, on néglige ici les
fluctuations thermiques de l’interface, ce qui revient à négliger les fluctuations du
champ de vitesse. Enfin, on prend en compte dans ce chapitre les effets d’inertie,
autrement dit le terme non-linéaire de l’équation de Navier-Stokes. Ce dernier est
toutefois linéarisé. En effet, les méthodes de réponse linéaire supposent petites les
perturbations des champs hydrodynamiques par rapport à l’écoulement de Couette
plan.

L’équation de Orr-Sommerfeld vérifiée par le champ de vitesse.

Le champ de vitesse v vérifie l’équation de Navier-Stokes

ρj [∂tv + (v.∇)v] = ηj∆v −∇P (5.1)

où j = 1, 2 selon que z < h ou z > h respectivement et où le champ P = p + ρjgz
inclut le champ de pression habituel p ainsi que le terme de gravité −ρjgez. On
nomme dorénavant ce champ P le champ de pression. Cette équation est résolue
avec la condition d’incompressibilité ∇.v = 0.

On souhaite connaître la stabilité de l’écoulement de Couette plan défini par le
champ de vitesse V

V = γ̇jzex

avec γ̇j = γ̇1 si z < 0 et γ̇j = γ̇2 si z > 0, ainsi que par une pression P constante
P = P0. L’écoulement de Couette plan est stable ou instable selon qu’une petite
perturbation des champs hydrodynamiques s’atténue ou s’amplifie. On écrit alors
les champs de vitesse et de pression comme la somme des champs dus à l’écoulement
de base avec leurs perturbations,

v = V + δv P = P0 + δp.

L’intérêt ne porte pas sur la totalité des champs mais sur les perturbations δv et
δp. Les perturbations étant par définition petites, on peut développer le terme non-
linéaire dans l’équation de Navier-Stokes. A l’ordre linéarisé, δv et δp sont solutions
du système :

∇.δv = 0 (5.2a)
ρj (∂tδv + γ̇jδvzex + γ̇jz∂xδv) = ηj∆δv −∇δp (5.2b)

avec toujours la même convention pour l’indice j. Considérant une perturbation
sinusoïdale de la forme δf(x, z) = δf(z) exp[i(kx − ωt)], les amplitudes vérifient le
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système d’équations différentielles :

ikδvx + ∂zδvz = 0 (5.3a)
−iωkδvx + iγ̇jkzδvx + γ̇jδvz = νj(∂

2
z − k2)δvx − ikδp/ρj (5.3b)

−iωkδvz + iγ̇jkzδvz = νj(∂
2
z − k2)δvz − ∂zδp/ρj (5.3c)

avec νj = ηj/ρj la viscosité cinématique dans chaque fluide.
– L’équation d’incompressibilité permet d’exprimer la composante horizontale

de la vitesse en fonction de sa composante verticale :

δvx = (i/k)∂zδvz. (5.4a)

– En remplaçant δvx dans la projection selon ex de l’équation de Navier-Stokes,
on formule δp en fonction de δvz :

δp =
ηj
k2

(∂2z − k2)∂zδvz + i
ρj γ̇j
k

(1− z∂z)δvz + i
ρjωk
k2

∂zδvz. (5.4b)

– Enfin, à l’aide de la dernière équation, projection sur ez de l’équation de
Navier-Stokes, on obtient l’équation vérifiée par δvj,z :

(∂2z − k2)2δvz = i
γ̇j
νj
kz(∂2z − k2)δvz − i

ωk
νj

(∂2z − k2)δvz. (5.4c)

Equations sans dimension : limite des grands nombres capillaires.

Afin de comparer l’importance des différents termes dans la dernière équation,
on remplace les quantités physiques par leurs homologues sans dimension. Plus pré-
cisément et de manière analogue au chapitre précédent, on pose z̃ = z/lc, k̃ = klc,
ω̃ = ωkτc et δṽz = δvz × τc/lc. On pose également ζ = kz = k̃z̃. On obtient alors
l’équation suivante pour la composante verticale de la vitesse :

(∂2ζ − 1)2δṽz = i
ρj γ̇jl

2
c

ηj k̃2
k̃z̃(∂2ζ − 1)δṽz − i

ρjσlc

2ηjηk̃2
ω̃(∂2ζ − 1)δṽz (5.5)

On reconnaît les nombres sans dimension qui comparent la viscosité avec l’inertie
Re, puis avec la tension de surface St,

L2δṽz =
i

k̃2
(%jRe ζ − ςjSt ω̃)Lδṽz (5.6)

où L est l’opérateur linéaire ∂2ζ−1. %j et ςj sont des facteurs numériques d’ordre 1 qui
dépendent des propriétés des deux fluides : %1 = (1+m)2/(2(1+r)) et %2 = (r/m2)%1,
puis ς1 = (1 +m)/(2(1 + r)) et ς2 = (r/m)ς1.

L’équation (5.6) est une forme de l’équation de Orr-Sommerfeld, bien connue
dans le contexte des interfaces cisaillées. Avant d’appliquer les hypothèses discutées
précédemment, les rôles joués par les nombres de Reynolds Re et de Stokes St
doivent être distingués.
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• D’une part, le nombre de Stokes St régit la relation de dispersion sans écoule-
ment appliqué (γ̇eff = 0) : prendre ce terme en compte aboutit à une expression
générale de la relation de dispersion valable alors aussi bien dans le régime sur-
armorti que dans le régime propagatif des perturbations interfaciales.
• D’autre part, le nombre de Reynolds Re, proportionnel au taux de cisaillement,

décrit l’advection des perturbations par l’écoulement de base.
Le but est de décrire cette seconde contribution ce qui implique que le premier terme
de la partie droite de l’équation (5.6) est pris en compte. Au contraire, on néglige
le second terme de la partie droite de l’équation puisqu’on suppose la perturbation
surarmortie sans écoulement extérieur. Autrement dit, comme on l’a souligné dans
le paragraphe précédent, on suppose St� 1. Plus précisément, on suppose St� Re
ce qui revient à Ca� 1. Un grand nombre capillaire correspond effectivement à une
petite tension de surface et une grande viscosité. En pratique, cela revient à négliger
le terme ∂tδṽ par rapport au terme de convection (δṽ.∇)δṽ. Dans cette limite, les
champs de vitesse et de pression vérifient les équations :

δṽx = i∂ζδṽz (5.7a)

δp̃ = k̃L∂ζδṽz + ik̃Rej(1− ζ∂ζ)δṽz (5.7b)
L2δṽz = iRej ζLδṽz (5.7c)

où l’homologue sans dimension δp̃ de la pression est défini par δp̃ = (τc/ηj)δp. On
introduit les nombres de Reynolds des deux fluides Rej = ρj γ̇j/(ηjk

2) afin que la
résolution suivante s’exprime plus aisément.

Expressions des vorticités et des dérivées premières

L’équation de Orr-Sommerfeld vérifiée par la vitesse étant maintenant obtenue,
on la résout afin d’obtenir quelques propriétés du champ de vitesse. On remarque
que δṽz n’apparaît dans l’équation que par l’intermédiaire de Lδṽz. Il s’agit en fait
de la vorticité : on note w̃ = Lδṽz qui vérifie donc Lw̃(ζ) = iRejζw̃(ζ). Les vorti-
cités w̃ s’écrivent alors comme des combinaisons de fonctions d’Airy. On applique
directement que les perturbations des champs hydrodynamiques sont négligeables
au niveau des parois. Ceci revient aux conditions aux limites en l’infini suivantes :
limz→−∞ w̃ = 0 et limz→+∞ w̃ = 0. Les vorticités s’expriment alors par :

w̃(ζ) =

{
C1 Ai(e5iπ/6Re

1/3
1 ζ + eiπ/3Re−2/31 ) pour ζ < h

C2 Ai(eiπ/6Re
1/3
2 ζ + e−iπ/3Re−2/32 ) pour ζ > h

(5.8)

où C1 et C2 sont deux constantes d’intégration qui se déterminent à l’aide des condi-
tions aux limites vérifiées à l’interface. La fig. 5.2 représente la vorticité par une
échelle de couleurs, pour un système donné et une déformation interfaciale fixée.
On constate qu’effectivement les perturbations sont concentrées près de l’interface.
De plus, les vorticités positives alternent avec des vorticités négatives régulièrement.
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Figure 5.2 – Représentation schématique de la vorticité pour r = 0.5, m = 0.75,
St = 0.1, γ̇eff = τ−1c et k̃ = 1. Le rouge correspond à une vorticité positive tandis
que le bleu correspond à une vorticité négative. En pointillés, quelques isocontours
sont représentées.
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Une vorticité positive signifie que l’écoulement induit une rotation des particules de
fluide dans le sens trigonométrique. Au contraire, une vorticité négative revient à
une rotation des particules de fluide dans le sens horaire.

Pour obtenir l’expression des dérivées premières de la composante verticale de
la vitesse, on intègre les deux résultats précédents (5.8) sur la vorticité. Cette in-
tégration peut s’effectuer de manière à n’introduire aucune constante d’intégra-
tion supplémentaire. Il suffit à nouveau de supposer directement que les pertur-
bations sont négligeables au niveau des parois solides. Dans le fluide 1, on pose
α1,−(ζ)e−ζ = (∂ζ − 1)δṽz et dans le fluide 2, α2,+(ζ)eζ = (∂ζ + 1)δṽz. Les fonctions
α1,− et α2,+ vérifient alors les équations différentielles suivantes

∂ζα1,− = C1 eζAi(e5iπ/6Re
1/3
1 ζ + eiπ/3Re−2/31 ) (5.9a)

∂ζα2,+ = C2 e−ζAi(eiπ/6Re
1/3
2 ζ + e−iπ/3Re−2/32 ) (5.9b)

qui, une fois intégrées, donnent :

(∂ζ − 1)δṽz = C1e−ζ
∫ ζ

−∞
ds esAi(e5iπ/6Re1/31 s+ eiπ/3Re−2/31 ) pour ζ < h (5.10a)

(∂ζ + 1)δṽz = −C2eζ
∫ +∞

ζ

ds e−sAi(eiπ/6Re1/32 s+ e−iπ/3Re−2/32 ) pour ζ > h

(5.10b)
après la prise en compte des conditions limites en z = −∞ dans la première équation
et z = +∞ dans la seconde équation.

On pourrait à nouveau intégrer les équations précédentes afin d’obtenir δṽz. Ce-
pendant, notre but est d’obtenir les seules informations nécessaires à l’établissement
de l’équation d’évolution temporelle de l’interface, et non d’obtenir l’intégralité du
champ de vitesse. On dérive l’équation d’évolution des perturbations interfaciales
avec la prise en compte des conditions limites en z = h. Une des conditions limites
traduit notamment l’immiscibilité des deux fluides au niveau de l’interface. Cette
condition revient à l’égalité des composantes normales des vitesses à l’interface avec
la composante normale de la vitesse de l’interface. Dans le cadre de la réponse li-
néaire, elle s’écrit ∂th(x, t) = δvz(x, 0, t). Peu importe que l’on suppose le champ
de vitesse étant celui du fluide 1 ou du fluide 2, la condition reste identique. Au
lieu d’intégrer les dérivées du champ vitesse pour obtenir le champ de vitesse en
z = 0, on utilise simplement cette égalité qui permet de réduire la longueur et la
complexité des calculs. Cette relation permet en effet de manipuler un nombre limité
de constantes par rapport à la méthode générale.

5.2.3 Dérivation de la relation de dispersion

Expression des conditions limites

Afin d’établir la relation de dispersion généralisée, il est maintenant nécessaire
de relier les champs hydrodynamiques à la perturbation interfaciale. Pour cela, on
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considère les conditions aux limites au niveau de l’interface. Elles sont de deux types :
continuité de la vitesse

lim
z>h
z→h

v(z) = lim
z<h
z→h

v(z) (5.11a)

et équilibre des contraintes

T1(h).n− T2(h).n = −σ(∇.n)n. (5.11b)

Le tenseur des contraintes dans le fluide j Tj représente ici le tenseur habituel des
contraintes visqueuses Tj,µν = −pδµ,ν + ηj(∂µvν + ∂νvµ) où µ, ν = x, z. Le vecteur
normal unitaire à l’interface n en dimension 2 est, à l’ordre le plus bas, n = (−∂xh, 1).
On développe au premier ordre en ∂xh les conditions limites puisqu’on s’est placé
dans l’approximation des faibles gradients

γ̇1h+ δvx|0− = γ̇2h+ δvx|0+ (5.12a)
∂th = δvz|0− = δvz|0+ (5.12b)

η1(∂xδvz|0− + ∂zδvx|0−) = η2(∂xδvz|0+ + ∂zδvx|0+) (5.12c)
σ∂2xh−∆ρgh = −δp|0− + 2η1∂zδvz|0− − (−δp|0+ + 2η2∂zδvz|0+) (5.12d)

où les indices 0− et 0+ signifient que les quantités sont les limites lorsque z tend
vers 0, soit par valeurs inférieures, soit par valeurs supérieures (c’est-à-dire lorsque
le champ de vitesse est celui du fluide 1, ou du fluide 2 respectivement). Suivant la
dérivation du champ de vitesse, on remplace la perturbation h(x, t) = hk exp[i(kx−
ωkt)], les champs de vitesse et de pression par leurs homologues sans dimension. On
note h̃ = hk/lc. Ensuite, pour relier les constantes C1 et C2 introduites par le champ
de vitesse à la perturbation h̃,

– on remplace δṽx et δp̃ par leur expression en fonction de δṽz,
– puis on met en évidence Lδṽz, (∂ζ − 1)δṽz et (∂ζ + 1)δṽz
– et enfin, on remplace les vitesses en z = 0 par la dérivée temporelle de la

déformation de l’interface.
Les équations se réécrivent :

i(γ̇1 − γ̇2)τch̃+ 2iω̃h̃ = (∂ζ − 1)δṽz|0− − (∂ζ + 1)δṽz|0+ (5.13a)

2i(1−m)ω̃h̃ = Lδṽz|0− −mLδṽz|0+ (5.13b)

−21+k̃2

2k̃
h̃+ 2iω̃h̃

+Re1−mRe2
1+m

ω̃h̃
=
− 1

(1+m)
(∂ζLδṽz|0− − 2(∂ζ − 1)δṽz|0−)

+ m
(1+m)

(∂ζLδṽz|0+ − 2(∂ζ + 1)δṽz|0+)
(5.13c)



88 CHAPITRE 5. ANALYSE DE STABILITÉ

Expression de la relation de dispersion

Dans le souci d’être concis, on introduit les deux fonctions Gα(x) et Gβ(x)

Gα(x) =

∫ +∞

0

ds e−s
Ai(eiπ/6x1/3 s+ e−iπ/3x−2/3)

Ai(e−iπ/3x−2/3)
(5.14)

Gβ(x) = 2Gα(x) +
eiπ/6x1/3 Ai′(e−iπ/3x−2/3)

Ai(e−iπ/3x−2/3)
(5.15)

Les dérivées du champ de vitesse dans le fluide 2 s’expriment alors de manière
intelligible si on pose C2 = C2 Ai(e−iπ/3Re

−2/3
2 )

(∂ζ + 1)δṽz|0+ = −C2Gα(Re2) Lδṽz|0+ = C2

∂ζLδṽz|0+ = C2 (Gβ(Re2)− 2Gα(Re2)) (5.16)

En sachant que Ai(u∗) = Ai∗(u), on exprime également les dérivées du champ de
vitesse du fluide 1 en fonction de Gα et Gβ. De manière analogue au changement de
variable de C2, on pose C1 = C1 Ai(eiπ/3Re

−2/3
1 ) :

(∂ζ − 1)δṽz|0− = C1G
∗
α(Re1) Lδṽz|0− = C1

∂ζLδṽz|0− = C1

(
2G∗α(Re1)−G∗β(Re1)

)
(5.17)

Les conditions limites s’expriment alors simplement sous la forme d’un système de
trois équations à trois inconnues. Pour que les trois inconnues, dont la déformation
de l’interface, puissent être non nulles, il est nécessaire que le déterminant soit nul.
Cette condition définit la relation de dispersion généralisée de la déformation de
l’interface. Avec les quantités physiques, la relation de dispersion s’écrit

iωk = iω
(0)
k Fσ(r,m,Rek)− γ̇effFγ̇(r,m,Rek). (5.18)

iω
(0)
k = σ(k2+l−2c )/(4ηk) est le taux de relaxation de la perturbation sans écoulement

extérieur appliqué. On constate que la relation de dispersion généralisée est consti-
tuée de deux termes, le premier proportionnel au taux de relaxation à l’équilibre
et le second proportionnel au taux de cisaillement. Pour insister sur cette double
contribution, on a défini

Fσ(Rek,m, r) =




1 + i (r/m−1)(1+m)
4(1+r)

Rek − m
1+m

Gβ(
r(1+m)2

2m2(1+r)
Rek)+G

∗
β(

(1+m)2

2(1+r)
Rek)

Gα(
r(1+m)2

2m2(1+r)
Rek)+mG∗α(

(1+m)2

2(1+r)
Rek)

−1−m
1+m

G∗β(
(1+m)2

2(1+r)
Rek)Gα(

r(1+m)2

2m2(1+r)
Rek)−mGβ( r(1+m)2

2m2(1+r)
Rek)G

∗
α(

(1+m)2

2(1+r)
Rek)

Gα(
r(1+m)2

2m2(1+r)
Rek)+mG∗α(

(1+m)2

2(1+r)
Rek)




−1

(5.19a)

Fγ̇(Rek,m, r) = i
1−m

4
×

Gβ( r(1+m)2

2m2(1+r)
Rek) +G∗β( (1+m)2

2(1+r)
Rek)

Gα( r(1+m)2

2m2(1+r)
Rek) +mG∗α( (1+m)2

2(1+r)
Rek)

Fσ(Rek,m, r)

(5.19b)

où on a posé Rek = ργ̇eff/(ηk
2).
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5.3 Critères d’instabilité

L’étude de la stabilité de l’écoulement de Couette plan dans une bicouche de
fluides newtoniens ne nécessite pas de connaître l’intégralité de la relation de dis-
persion, elle exige seulement la connaissance de sa partie imaginaire. On décompose
ωk selon ωk = Ωk − iγk avec

– Ωk la partie réelle de ωk, liée à la propagation le long de l’interface de la
perturbation,

– et −γk sa partie imaginaire, liée à l’atténuation ou l’amplification de la per-
turbation.

Avec les conventions choisies, si γk > 0 alors les déformations de l’interface sont
amorties dans le temps et l’écoulement est stable. Au contraire, si γk < 0 alors les
déformations de l’interface sont amplifiées et l’écoulement est instable. En l’absence
de cisaillement, γk = γ

(0)
k = σ(k2 + l−2c )/(4ηk) qui naturellement est positif. Dans la

suite, on se préoccupe seulement de la stabilité de l’écoulement donc de la relation

γk = γ
(0)
k R(Fσ)− γ̇effR(Fγ̇). (5.20)

Le taux de relaxation ci-dessus souligne à nouveau la contribution de deux
termes.

– Le premier terme γ(0)k R(Fσ) est proportionnel au taux de relaxation sans écou-
lement (γ̇eff = 0), on le note Γs.

– Le second terme −γ̇effR(Fγ̇), noté Γd, disparaît avec la stratification de la
viscosité.

γk = Γs + Γd (5.21)

Limite lorsque Rek → 0

Avant de mettre en évidence les critères d’instabilité de l’écoulement, la première
étape est de vérifier la cohérence de l’expression du taux de relaxation. On peut par
exemple vérifier que quand le taux de cisaillement tend vers 0, autrement dit quand
l’écoulement extérieur disparaît, le taux de relaxation γk tend vers γ(0)k . Cette limite
correspond à Rek → 0 à k fixé. Les fonctions R(Fσ) et R(Fγ̇) font intervenir Gα et
Gβ. On commence donc par calculer les limites de Gα(x) et Gβ(x) à petit x. Pour un
résumé complet des propriétés des fonctions d’Airy, on peut se reporter à la réf. [2].
D’après la section 10 de cette référence, on a à petit x :

Gα(x) =
1

2
− i

8
x− 9

64
x2 +O(x3)

On peut procéder de même avec la fonction Gβ.

Gβ(x) = − i
2
x− 7

16
x2 +O(x3)
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Ainsi, le taux de relaxation à petit Rek devient

γk =
σ(k2 + l−2c )

4ηk
×
(

1− (1 +m)2(m3(23 + 5m)− 28m2r + r2(5 + 23m))

64m3(1 + r)2
Re2k

)

− γ̇eff
(m2 − 1)(m2 − r)

8m2(1 + r)
Rek

(5.22)

Premièrement, on retrouve bien qu’en l’absence de cisaillement, lorsque Rek →
0 à k fixé, le taux de relaxation γk se réduit au taux de relaxation en l’absence
d’écoulement extérieur σ(k2 + l−2c )/(4ηk). Deuxièmement, on peut remarquer que le
second ordre non nul du développement en Rek est quadratique par rapport au taux
de cisaillement γ̇eff, et ceci qu’il s’agisse du second terme du développement de Γs en
Re2k ou du développement de Γd en γ̇eff ×Rek. Cette correction quadratique à petit
cisaillement est conforme aux symétries du système. Que le système soit cisaillé de
la droite vers la gauche ou de la gauche vers la droite, il s’agit de la même situation
physique.

Limite lorsque Rek → +∞

La relation précédente, lue avec inattention, peut conduire à penser qu’une insta-
bilité se développe aussi petit que soit le cisaillement, pourvu que la longueur d’onde
de la perturbation soit assez grande. Il faut cependant rappeler que le développement
précédent n’est pas un développement à petit cisaillement, mais un développement à
petit Rek. Ainsi, considérer le cas des grandes longueurs d’onde signifie un dévelop-
pement à grand Rek. Pour obtenir le développement du taux de relaxation à grands
Rek, on procède comme dans le paragraphe précédent : on commence par dévelop-
per Gα(x) et Gβ(x) à grand x avec l’aide de [2] avant de calculer les comportements
asymptotiques de R(Fσ) et R(Fγ̇). On sait que Ai(z) = Ai(z0)(1 + O(z − z0)), il
s’en suit que

Gα(x) =
e−i

π
6 Γ(2/3)

31/3
x−1/3 +O(x−2/3)

et

Gβ(x) = −ei
π
6 31/3Γ(2/3)

Γ(1/3)
x1/3 +O(x−1/3)

en développant la fonction d’Airy et sa dérivée au premier terme non nul autour
de z0 = 0. Dans les expressions ci-dessus, la fonction Γ est la fonction habituelle
Γ(z) =

∫
R+ dt tz−1e−t.

En ce qui concerne le développement même du taux de relaxation, il est nécessaire
de distinguer deux cas, le terme prédominant du dénominateur i((r/m − 1)(1 +
m))/(4(1 + r))Rek étant proportionnel à r −m. Considérons d’abord le cas général
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lorsque r 6= m, alors le taux de relaxation tend vers

γk = γ
(0)
k

210/332/3

Γ(1/3)
× 1

Re
4/3
k

×
rm2(1 + r)4/3

(
r
2

+ r2/3

m1/3 + r4/3

m2/3 + r
2m

)

(r −m)2(1 +m)5/3
(
r2 + r5/3

m1/3 + r4/3

m2/3

)

− γ̇eff
32/3

22/3Γ(1/3)
× 1−m
m− r ×

1

Re
1/3
k

×

r1/3(1 + r)1/3(1 +m)1/3
(
r
2

+ r2/3

m1/3 + r4/3

m2/3 + r
2m

)

(
r2 + r5/3

m1/3 + r4/3

m2/3

) (5.23)

Etablissons maintenant le comportement asymptotique du taux de relaxation
lorsque r = m, ce qui suppose m < 1. Le taux de relaxation est exprimé en fonction
de Rek et m

γk = γ
(0)
k

(
Γ(1/3)

21/332/3

(1 +m)1/3(1 +m1/3)

m1/3

1

Re
2/3
k

+O
(

1

Rek

))

− γ̇eff
((

2

3

)1/3

(m− 1)2
(1 +m)2/3

4m4/3

Γ(2/3)

Re
1/3
k

+O
(

1

Re
2/3
k

))
(5.24)

Résumé des développements

Dans l’optique de déterminer facilement quelle contribution prédomine au sein
du taux de relaxation, puis si cette contribution dominante conduit à une instabilité,
seuls deux points nous intéressent en pratique. Tout d’abord, on souhaite savoir dans
chaque limite quel terme prédomine entre Γs et Γd, ce qui est donné par la puissance
de Rek. Ensuite, on souhaite savoir si ce terme prédominant conduit à un écoulement
stable ou à un écoulement instable, ce qui est donné par son signe. On insiste donc
dans chaque cas seulement sur le signe des contributions ainsi que sur la puissance
de Rek.

– Lorsque Rek est petit, ce qui signifie cisaillement petit ou petite longueur
d’onde,

R[Fσ(r,m,Rek)] = 1 R[Fγ̇(r,m,Rek)] ∝ (m− 1)(m2 − r)Rek (5.25a)

– Lorsque Rek � 1, selon que r 6= m ou r = m,

r 6= m r = m

R[Fσ(r,m,Rek)] ∝ 1

(r −m)2
Re
−4/3
k ∝ Re

−2/3
k

R[Fγ̇(r,m,Rek,m)] ∝ 1−m
m− rRe

−1/3
k ∝ (1−m)2Re

−1/3
k

(5.25b)
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Figure 5.3 – Représentations des deux fonctions R(Fσ(Rek,m, r)) en noir et
R(Fγ̇(Rek,m, r)) en gris pour r = 0.55 et m = 0.7 en fonction du nombre de Rey-
nolds Rek. Les courbes en tirets et pointillés représentent leur limite lorsque Rek → 0
avec le même code couleur et celles en tirets leur limite lorsque Rek → +∞.

Finalement,
– la première contribution Γs est toujours positive : elle stabilise l’écoulement

quel que soit le taux de cisaillement d’où l’indice « s ». Le cisaillement a pour
effet de ramollir les modes, les temps de vie des perturbations sont de plus en
plus longs avec le cisaillement. Cette augmentation du temps de relaxation des
perturbations est d’autant plus prononcée que la longueur d’onde est grande.

– Au contraire, le signe de la seconde contribution Γd dépend des propriétés
des deux fluides : elle est potentiellement déstabilisante d’où l’indice « d ».
Son influence augmente avec le cisaillement. Cette contribution peut rendre
perplexe car même si elle est déstabilisante, son existence est due à la stra-
tification en viscosité alors qu’on perçoit généralement la viscosité comme un
effet exclusivement stabilisant.

Organisation de la section

Le taux de relaxation a été établi en fonction des propriétés des deux fluides et
du cisaillement. L’étude de stabilité nécessite maintenant de déterminer

– si à grand cisaillement, le taux de relaxation des perturbations interfaciales est
négatif, ce qui traduit le caractère instable de l’écoulement de Couette,

– si l’écoulement de Couette est effectivement instable à grand cisaillement,
l’étude se poursuit par la recherche du taux de cisaillement critique : si le
taux de cisaillement y est inférieur, l’écoulement est stable tandis que si le
taux de cisaillement y est supérieur, l’écoulement est instable.
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Ces deux questions sont abordées en fonction des propriétés des fluides, le rapport
des densités r, le rapport des viscosités m et la tension de surface σ. On vient de
souligner, par l’étude asymptotique des contributions stabilisante et potentiellement
déstabilisante, que le caractère stable ou instable de l’écoulement résulte d’un équi-
libre subtil entre les effets d’inertie, de viscosité et de tension de surface. Afin de
dégager clairement les critères d’instabilité, on commence par négliger complètement
les effets stabilisants (tension et gravité). Cette première section se ramène à l’étude
effectuée par Hooper et Boyd [22]. Bien qu’elle puisse paraître formelle au premier
abord, elle présente deux avantages. Elle permet une comparaison du taux de re-
laxation dérivé ici avec celui dérivé par Hooper ce qui tient lieu d’une vérification
plus complète que la limite γ̇eff → 0. Ensuite, les effets stabilisants étant négligés,
leur influence est d’autant plus frappante dans la suite. En effet, naturellement, on
continue par l’étude du cas général avec prise en compte de tous les effets : iner-
tie, viscosité, tension de surface et gravité. On achève cette section par l’analyse de
stabilité dans le cas marginal r = m mis en évidence par l’étude du comportement
asymptotique du taux de relaxation.

5.3.1 Sans tension, ni gravité
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Figure 5.4 – Représentation de R(Fγ̇) en fonction de Rek pour différents rapports
de viscosité.

En l’absence d’effet stabilisant, le taux de relaxation γ
(0)
k sans écoulement ex-

térieur disparaît et le taux de relaxation se réduit à sa seconde contribution Γd.
Le fluide inférieur peut alors se retrouver au-dessus du fluide supérieur sans coût
énergétique : l’énergie de pesanteur est nulle puisque les deux fluides ont la même
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densité (r = 1) et l’énergie de surface est nulle, comme la tension de surface, σ = 0.
Dans ces conditions, les comportements asymptotiques de R(Fγ̇) sont

R[Fγ̇(1,m,Rek)]
Rek�1∝ (m− 1)2(m+ 1)Rek

R[Fγ̇(1,m,Rek)]
Rek�1∝ −Re−1/3k

(5.26)

Quel que soit le rapport des viscosités m, la conclusion reste identique : à grand Rek,
Γd = −γ̇effR(Fγ̇) est positif et s’associe à un écoulement stable tandis qu’à petit Rek,
Γd négatif témoigne d’un écoulement instable. Pour résumer, l’interface est instable
quelles que soient les viscosités des deux fluides pourvu qu’elles soient différentes.
L’instabilité se développe à n’importe quel cisaillement, aussi petit soit-il, et à petite
longueur d’onde.

On retrouve bien l’instabilité mise en évidence par Hooper et Boyd [22]. La
compréhension de cette instabilité est loin d’être triviale. Tout d’abord, elle est en-
tièrement due à la différence de viscosités entre les deux fluides. La fig. 5.4 montre
bien que plus la différence de viscosité est importante, plus R(Fγ̇) est important et
par conséquent plus Γd possède une influence déstabilisante. Dans la grande majo-
rité des cas, la viscosité est plutôt source de stabilisation des écoulements. De plus,
l’instabilité se développe à petite longueur d’onde, or à cette échelle les effets vis-
queux prédominent sur les effets inertiels. L’instabilité résulte par conséquent d’une
combinaison subtile entre viscosité et inertie.

5.3.2 Effets de la tension et de la gravité

La prise en compte des effets stabilisants complique l’étude. Dans le but de déga-
ger les critères d’instabilité, on effectue une étude des comportements asymptotiques.
On rappelle alors les limites suivantes valables dans le cas général (r 6= m) :

R[Fσ(r,m,Rek)] R[Fσ(r,m,Rek)]

Rek → 0 1 (m− 1)(m2 − r)Rek

Rek → +∞ 1

(r −m)2
Re
−4/3
k

1−m
m− rRe

−1/3
k

L’étude se scinde en deux étapes. On commence par étudier le comportement à petit
et grand cisaillement en supposant le vecteur d’onde k fixé. Puis on poursuit par
l’étude du taux de relaxation à petit et grand k à cisaillement fixé.

Dans un premier temps, on s’intéresse à la variation du taux de relaxation avec
le cisaillement, k étant fixé. A petit cisaillement, on obtient à partir des premières
limites ci-dessus

Γs ∝ γ̇0eff � |Γd| ∝ γ̇2eff. (5.27)

On en déduit qu’à petit cisaillement, la contribution stabilisante est toujours celle
qui importe : l’interface et donc l’écoulement sont stables. Dans la comparaison, on
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a considéré la valeur absolue de Γd car son signe change avec les propriétés des deux
fluides. A grand cisaillement, la hiérarchie est modifiée, on détermine

Γs ∝ γ̇
−4/3
eff � |Γd| ∝ γ̇

2/3
eff . (5.28)

L’écoulement est stable ou instable selon le signe de Γd. La limite de R(Fγ̇) à grand
Rek indique que le signe de Γd à grand cisaillement et à k fixé est donné par (1 −
m)/(r − m). Γd est négatif lorsque r < m < 1. Si les propriétés du fluide sont
telles que r < m < 1 alors l’interface est instable à grand cisaillement. L’interface
étant stable à petit cisaillement, on en déduit l’existence d’un taux de cisaillement
critique au-delà duquel l’interface est instable. L’étude menée l’a été à k fixe, le taux
de cisaillement critique est donc une fonction du vecteur d’onde γ̇c(k). Au contraire,
si les propriétés du fluide vérifient m < r ou m > 1, l’interface est stable à grand
cisaillement. L’interface l’étant aussi à petit cisaillement, on peut sans beaucoup de
risques généraliser la stabilité de l’écoulement quel que soit le taux de cisaillement,
aussi grand soit-il en particulier. Cette brève étude du comportement asymptotique
en γ̇eff nous a permis de mettre en évidence un critère simple d’instabilité : si le
système vérifie r < m < 1, alors une instabilité se développe si le taux de cisaillement
appliqué est suffisamment important.

Il reste à savoir dorénavant à quelle longueur d’onde cette instabilité se développe.
Dans cette optique, on réitère l’étude du comportement asymptotique du taux de
relaxation mais cette fois, k est supposé grand puis petit à γ̇eff fixé. A grand k,
la contribution stabilisante Γs prime sur la seconde contribution potentiellement
déstabilisante Γd puisque

Γs ∝ kα � |Γd| ∝ k−2. (5.29)

avec α = 1 si σ 6= 0 et α = −1 si σ = 0. On remarque que n’importe quel effet
stabilisant supprime l’instabilité évoquée dans le paragraphe précédent à petite lon-
gueur d’onde. Dans le cas où la tension de surface (effet qui stabilise usuellement les
petites longueurs d’onde) est nulle, la gravité (associée généralement aux grandes
longueurs d’onde) est encore assez importante à petites longueurs d’onde pour sta-
biliser ces dernières. On montre ainsi que l’instabilité mise en évidence par Hooper
et Boyd [22] est supprimée quel que soit l’effet stabilisant. A petit k, la hiérarchie à
nouveau est modifiée

Γs ∝ kβ � |Γd| ∝ k2/3. (5.30)

avec β = 5/3 si r 6= 1 et β = 11/3 si r = 1. On retrouve qu’une instabilité se
développe ou non selon le signe de Γd. Comme il s’agit du même développement
asymptotique selon Rek, le signe de Γd est une nouvelle fois donné par (1−m)/(r−
m). Une instabilité se développe à petits k si les propriétés du fluide vérifient r <
m < 1. L’interface étant stable à grands k, on en déduit l’existence d’un vecteur
d’onde critique kc en dessous duquel l’instabilité se développe. Au cours de cette
étude, le taux de cisaillement γ̇eff a été supposé fixe, le vecteur d’onde critique kc est
donc une fonction de γ̇eff, kc(γ̇eff) fonction réciproque de la fonction γ̇c(k).
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Figure 5.5 – Représentations de la frontière entre les régions instable (au-dessus
de la courbe) et stable (en-dessous de la courbe) pour r = 0.5 et m = 0.75. Les
différentes courbes correspondent à différentes valeurs de la tension de surface σ =
10−7 N.m−1 en continu, σ = 10−6 N.m−1 en tirets et σ = 10−5 N.m−1 en pointillés-
tirets. Dans l’encart, on représente le taux de cisaillement renormalisé par la racine
carrée du vecteur d’onde (échelle linéaire), en fonction de k (échelle logarithmique)
en unités arbitraires, avec l’utilisation des mêmes conventions pour les différentes
courbes correspondant à différentes valeurs de la tension de surface.
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Les deux raisonnements précédents montrent que l’écoulement de Couette plan
d’une bicouche de fluides newtoniens présente une instabilité due à l’interface lorsque
les propriétés du fluide remplissent la condition r < m < 1. Cette instabilité se
développe à grand cisaillement γ̇eff et à petits vecteurs d’onde k. La frontière entre
les deux régions, celle stable et celle instable, dans le plan (k, γ̇eff) est alors définie
par l’égalité

γ
(0)
k R[Fσ(r,m,Rek)] = γ̇effR[Fγ̇(r,m,Rek)]. (5.31)

On présente ces deux régions sur la fig. 5.5 dans le plan (klc, γ̇effτc) dans le cas
particulier r = 0.5 et m = 0.75 avec ρ = 103 kg.m−3 et η = 10−2 kg.m−1.s−1.
Au-dessus de la courbe γ̇c(k) (grand cisaillement γ̇eff et petit vecteur d’onde k),
l’interface est instable tandis qu’elle est stable en-dessous (petit cisaillement γ̇eff et
grand vecteur d’onde k). Comme prévu, le taux de cisaillement critique γ̇c augmente
avec le vecteur d’onde pour une tension de surface donnée. Les différentes courbes
correspondent à différentes valeurs de la tension de surface σ = 10−7, 10−6 et 10−5

N.m−1. Ces différentes courbes peuvent donner l’impression que plus la tension de
surface augmente, plus le taux de cisaillement critique diminue : résultat qui laisse
perplexe. Cette impression est juste due à la façon de représenter les résultats dans le
plan adimensionné (klc, γ̇effτc) avec, rappelons-le, lc et τc qui dépendent eux-mêmes
de la tension de surface. Afin de lever cette perplexité, on a représenté dans l’encart
de la fig. 5.5 γ̇c/k1/2 en fonction de k en unités arbitraires pour les différentes valeurs
de tensions de surface déjà considérées. A petit k, les courbes se réduisent à une seule.
La tension de surface n’a pas beaucoup d’importance ce qui est logique car à cette
échelle, la gravité prévaut sur la tension de surface. A plus grand k, on observe
que plus σ augmente, plus γ̇c augmente également ce qui est cohérent avec l’effet
stabilisant de la tension de surface.

L’étude selon k du taux de relaxation est valable quel que soit le cisaillement,
aussi petit soit-il. Néanmoins, si le cisaillement est petit, le vecteur d’onde doit être
d’autant plus petit. On en déduit

lim
k→0

γ̇c(k) = 0 (5.32)

Plus précisément, le taux de cisaillement se comporte avec la loi d ’échelle γ̇c(k) ∝
k1/2, comme le montre l’encart de la fig. 5.5. On reviendra sur la signification de
cette limite dans la discussion qui suit.

5.3.3 Cas marginal r = m

On effectue maintenant l’étude du cas marginal manquant r = m. De même que
le travail précédent, on discute le comportement du taux de relaxation selon γ̇eff
pour k fixé, puis selon k pour γ̇eff fixé. On rappelle brièvement les comportements
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asymptotiques.

R[Fσ(r,m,Rek)] R[Fσ(r,m,Rek)]

Rek → 0 1 (1−m)2Rek

Rek → +∞ Re
−2/3
k (1−m)2Re

−1/3
k

Comportements asymptotiques du taux de relaxation

Le comportement à petit cisaillement, correspondant au développement à pe-
tit Rek, reste identique : la contribution stabilisante Γs ∝ γ̇0eff reste dominante par
rapport à la seconde contribution Γd ∝ γ̇2eff. A grand cisaillement, même si les com-
portements de Γs et Γd sont modifiés, la hiérarchie par rapport au cas général reste
identique

Γs ∝ γ̇
−2/3
eff � −Γd ∝ (1−m)2γ̇

2/3
eff . (5.33)

Γd prévaut sur la contribution stabilisante Γs. De plus, dans le cas r = m, son signe
pour des grands cisaillements est toujours négatif et l’écoulement instable, quel que
soit le rapport des viscosités. De même que dans le paragraphe précédent, la fonction
γ̇c(k) décrit le taux de cisaillement critique au-delà duquel une instabilité se déve-
loppe pour chaque vecteur d’onde. La prochaine question concerne la détermination
de la longueur d’onde à laquelle cette instabilité se développe.

Le comportement à grand k de Γs et Γd reste inchangé puisqu’il correspond au
développement à petit Rek. On a toujours Γs ∝ kα avec α = 1 ou −1 selon que
σ 6= 0 ou σ = 0 qui prédomine sur Γd ∝ k−2. La modification majeure par rapport
à l’étude du cas général concerne le comportement à petit k où on montre dans
ce cas marginal r = m que la contribution stabilisante Γs prime à nouveau sur la
contribution potentiellement déstabilisante Γd

Γs ∝ k1/3 � |Γd| ∝ k2/3. (5.34)

Dans ce cas marginal, la gravité par définition ne disparaît pas, r 6= 1 (dans le cas
contraire, la stratification en viscosité disparaîtrait aussi avec la contribution poten-
tiellement déstabilisante et la possibilité d’instabilité). Pour résumer, si l’interface
séparait deux fluides avec r = m = 1, l’interface ne serait définie que par sa tension
qui ne serait alors que stabilisante.

Définition du seuil de l’instabilité

Pour résumer, on sait qu’une instabilité se développe au-delà d’un taux de ci-
saillement critique γ̇c(k). De plus, cette instabilité n’a lieu ni à petit vecteur d’onde,
ni à grand vecteur d’onde. Par élimination, on en déduit que l’instabilité se déve-
loppe à vecteurs d’onde fini k avec kc,1 ≤ k ≤ kc,2 et γ̇c(kc,1) = γ̇c(kc,2) = 0 si le
taux de cisaillement est suffisamment important. La fonction γ̇c(k) possède alors un
minimum global, noté simplement γ̇c en k = kc puisque comme le montre l’étude en
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Figure 5.6 – Représentation du taux de relaxation de la perturbation γk en fonction
du vecteur d’onde k pour m = 0.5 et St = 0. Ils sont calculés en unités de τ et L.
Les trois courbes correspondent à un taux de cisaillement légèrement inférieur au
taux de cisaillement critique, au taux de cisaillement critique, puis à un taux de
cisaillement légèrement supérieur au taux de cisaillement critique.

k, limk→0,k→+∞ γ̇c(k) = +∞. Ainsi, si le cisaillement est légèrement supérieur à γ̇c,
seuil de l’instabilité, on observe l’apparition d’une déformation de longueur d’onde
2π/kc. Le comportement ultérieur de ces déformations nécessiterait d’aller au-delà
de l’analyse linéaire. La détermination des deux quantités γ̇c et kc caractéristiques
du seuil de l’instabilité, est effectuée à l’aide des deux équations suivantes :

γkc = 0 et ∂kγkc = 0

soit γ
(0)
kc
R[Fσ(Rek,c,m,m)] = γ̇cR[Fγ̇(Rek,c,m,m)] (5.35a)

et ∂k

(
γ
(0)
k R[Fσ(Rek,m,m)]

)
γ̇eff=γ̇c
k=kc

= γ̇c∂k (R[Fγ̇(Rek,m,m)])γ̇eff=γ̇c
k=kc

(5.35b)

avec Rek,c = ργ̇c/(ηk
2
c ). La première identité découle de l’étude en γ̇eff, il s’agit de

la frontière entre la situation stable à petit cisaillement et celle instable à grand
cisaillement, comme le montrent les 3 courbes différentes de la fig. 5.6. La seconde
égalité vient de l’étude en k lorsque γ̇eff = γ̇c. A petits et grands k, l’interface est
stable, c’est-à-dire le taux de relaxation est positif. On sait par définition qu’il existe
kc tel que γ̇c(k) = γ̇c, ainsi par définition, le taux de relaxation est nul en kc et est
également un minimum de la fonction γk : la dérivée par rapport à k du taux de
relaxation en k = kc est par conséquent nulle.
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Temps et longueur caractéristiques à tension de surface nulle

Les deux égalités précédentes permettent d’obtenir γ̇c et kc en fonction du rapport
des viscosités m et de la tension de surface σ. Afin d’insister sur les effets éventuels
de la tension de surface, on commence par représenter γ̇c et kc en fonction de m à
tension de surface nulle, représentations exposées à l’aide de la fig. 5.7. Ensuite, sur
la fig. 5.8, l’influence de la tension est mise en évidence avec les représentations de
γ̇c et kc en fonction du nombre de Stokes St.

Avant de discuter de ces représentations, il est important de prendre conscience
d’un problème préalable aux tracés de ces courbes. Les quantités γ̇c et kc ne peuvent
être comptées à l’aide des unités usuelles des interfaces. En effet, le temps capillaire
τc et la longueur capillaire lc, dépendent de la tension de surface. A tension de surface
nulle, lc = 0 et τc diverge. On recherche par conséquent un temps τ et une longueur
L caractéristiques du système sans écoulement et sans tension de surface. Les effets
à prendre en compte sont les seuls effets de gravité et de viscosité. La viscosité et
la diffusion du moment associée implique L2 = (ρ/η)τ , alors Rek = γ̇effτ/(kL)2. Le
taux de relaxation sans écoulement et sans tension se réduit à γ(0)k = ∆ρg/(4ηk) =
1/[τ × (kL)]. On obtient les échelles de temps et de longueur suivantes :

τ = 3

√
16ρη

(∆ρg)2
L = 3

√
4η2

ρ∆ρg
(5.36)

Pour ρ = 103 kg.m−3, ∆ρ = 102 kg.m−3 et η = 10−2 kg.m−1.s−1, on obtient τ de
l’ordre de la milliseconde et L de l’ordre du millimètre.

Représentation du seuil

La fig. 5.7 concerne la situation où la tension de surface est strictement nulle
St = 0. Elle est constituée de deux parties. Elle présente d’une part l’évolution du
taux de cisaillement critique γ̇c, et d’autre part l’évolution du vecteur d’onde critique
kc en fonction de m. m varie de 0 à 1 puisque m = r. Le taux de cisaillement critique
γ̇c diverge lorsque m tend vers 1. En effet, lorsque la stratification de la viscosité
disparaît, la contribution déstabilisante du taux de relaxation est également éliminée.
Lorsque m tend vers 0, l’instabilité se développe à très petit taux de cisaillement et
à grande longueur d’onde.

Ensuite, la fig. 5.8 montre l’influence de la tension de surface. Elle présente
les courbes de γ̇c et kc en fonction du nombre de Stokes, pour différentes valeurs
du rapport des viscosités m. Notons que le taux de relaxation sans écoulement
adimensionnée par τ est

τ × γ(0)k =
1 + (St/4)2/3(kL)2

kL

On constate que le seuil des instabilités dépend peu de la tension de surface. En ce
qui concerne le taux de cisaillement seuil au-delà duquel une instabilité se développe,
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Figure 5.7 – Représentation du seuil de l’instabilité en fonction du rapport des
viscosités m pour St = 0, seuil représenté en unités de τ et L. a) vecteur d’onde
critique kc, b) taux de cisaillement critique γ̇c.

la tension de surface ne l’augmente que très légèrement. Par exemple, pour m = 0.7,
le taux de cisaillement seuil sans dimension en l’absence de tension de surface est
d’environ 20 et avec une tension de surface tel que St = 1, ce taux est d’environ
23, ce qui correspond à une augmentation relative de seulement 15%. L’influence de
la tension de surface sur le vecteur d’onde seuil est plus sensible. Le vecteur d’onde
seuil diminue par exemple d’un facteur 2 pour m = 0.7 entre St = 0 et St = 1. La
tension de surface stabilise logiquement les grands vecteurs d’onde, et entraîne par
conséquent un glissement vers les grandes longueurs d’onde de la longueur d’onde
seuil caractéristique de l’instabilité.
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Figure 5.8 – Représentation du seuil de l’instabilité en fonction de la tension de
surface St pour différents rapports de viscosité m, seuil représenté en unités de τ et
L. a) vecteur d’onde critique kc, b) taux de cisaillement critique γ̇c.
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Figure 5.9 – Diagramme de stabilité

5.4 Discussion

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité d’une petite perturbation interfaciale
soumise à un écoulement de Couette plan. On suppose qu’en l’absence d’écoulement
extérieur, les perturbations interfaciales sont surarmorties, ce qui correspond à une
faible tension de surface et à de forts effets visqueux. Cette variété d’interfaces est
depuis quelques années d’actualité avec la mise en place d’interfaces entre fluides
colloïdaux [1].

Sans effet stabilisant, on retrouve l’instabilité à petite longueur d’onde révélée par
Hooper et Boyd. Cependant, peu importe l’effet stabilisant au niveau de l’interface
- tension ou gravité -, cette instabilité est supprimée. Dans le cas général, malgré
le nombre d’effets qui importent, des critères d’instabilité assez simples sont mis en
évidence. Il faut tout d’abord que le fluide le plus lourd soit aussi le plus visqueux (au
sens de la viscosité dynamique). Il s’agit d’une condition nécessaire et non suffisante.
Il est nécessaire ensuite que le fluide le plus lourd présente la viscosité cinématique
(coefficient de diffusion de la quantité de mouvement) la plus faible. Avec r et m
le rapport des densités et des viscosités entre le fluide situé au-dessus et celui du
dessous, ces deux conditions se réduisent aux deux inégalités r < m < 1. Si le fluide
le plus léger est le plus visqueux (m > 1) ou si la viscosité cinématique la plus
importante est celle du fluide inférieur (r > m), alors l’écoulement est stable quel
que soit le taux de cisaillement appliqué, en particulier aussi grand soit-il. La fig. 5.9
présente un diagramme de stabilité récapitulatif.

Dans l’expérience effectuée par Derks et ses collaborateurs [17], le rapport des vis-
cosités est m ' 0.66 et on ne connaît pas exactement le rapport des densités mais on
sait que ∆ρ ' 102 kg.m−3 est très petit devant la densité moyenne ρ ∼ 103 kg.m−3,
soit r . 1. L’interface utilisée dans les expériences ne vérifie donc pas r < m < 1,
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et le travail effectué prévoit par conséquent un écoulement de Couette plan stable
même à grand cisaillement. Plus généralement, on peut s’interroger sur l’existence
d’interfaces de faible tension remplissant la condition r < m < 1. Il semble que jus-
qu’à présent, les interfaces présentant des valeurs extrêmement faibles de la tension
de surface soient des interfaces colloïdales. Un solvant fait office d’environnement
commun aux deux fluides colloïdaux et le rapport des densités est par conséquent
proche de l’unité. Une autre manière de faire tendre la tension vers 0 est de jouer avec
la température. Lorsque la température se rapproche de la température critique, les
différences entre les deux fluides s’amenuisent pour disparaître complètement une
fois la température critique dépassée. Près du point critique, les rapports des den-
sités et des viscosités tendent alors vers 1. Néanmoins, J. Meunier a montré dans
sa thèse [32] que les perturbations interfaciales ne se situent alors ni dans le régime
propagatif, ni dans le régime surarmorti mais dans le régime intermédiaire.

Lorsque les deux fluides définissant l’interface vérifient r < m < 1, l’instabilité se
développe à grande longueur d’onde. On en déduit plusieurs choses. Tout d’abord,
comme le confirme l’encart de la fig. 5.5, une fois les effets stabilisants non nuls, la
valeur de la tension de surface ne présente pas beaucoup d’importance, la tension
de surface étant surtout significative à petite longueur d’onde. Effectivement, les
courbes correspondant à différentes tensions de surface se confondent finalement en
une seule. Ensuite, on a établi que limk→0 γ̇c(k) = 0. Néanmoins, on n’affirme sur-
tout pas que quelque soit le cisaillement, aussi petit soit-il, l’interface est instable.
En effet, à grande longueur d’onde, quelques critiques sont à émettre sur le mo-
dèle présenté. D’une part, on a négligé les effets de confinement, ce qui n’est pas
justifié à très grandes longueurs d’onde. D’autre part, on a supposé les perturba-
tions surarmorties en l’absence d’écoulement extérieur, ce qui n’est pas valable non
plus à très grande longueur d’onde. Ces deux hypothèses peuvent être levées afin
d’obtenir une situation physique plus satisfaisante intuitivement. D’après l’article de
Charru et Hinch [11], la première hypothèse à revoir serait celle à propos des effets
de confinements négligeables.

Si toutefois la prise en compte des effets de confinement et de l’intégralité de
la relation de dispersion ne modifie pas la conclusion limk→0 γ̇c(k) = 0, cette li-
mite signifie qu’avec l’ajout des termes non-linéaires, les perturbations deviennent
des ondes d’amplitude finie, amplitude qui tendrait alors vers 0 avec le taux de
cisaillement appliqué.
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Chapitre 6

Etude numérique des fluctuations
hors équibre

Préambule
Dans ce dernier chapitre, on revient sur les fluctuations thermiques de l’interface

soumise à un écoulement de Couette plan que l’on étudie de façon numérique par
des simulations de dynamique brownienne. Les hypothèses de travail sont les mêmes
que dans les chapitres 3 et 4 : les modifications des fluctuations sont supposées être
gouvernées par le couplage entre le cisaillement et la viscosité, les effets inertiels
étant négligés (Re considéré comme nul). Pour des raisons pratiques de temps de
calcul, on considère que le système est invariant par translation selon la direction y
perpendiculaire à l’écoulement.

Avec ces simulations, on se fixe deux objectifs. Tout d’abord, on souhaite vérifier
l’analycité du développement par rapport au paramètre de contrôle du cisaillement
α. Ensuite, cette étude numérique doit nous permettre d’appréhender le comporte-
ment des fluctuations lorsque α commence à être de l’ordre de l’unité, régime qui
n’est pas accessible par notre analyse perturbative du chapitre 4.

Après avoir vérifié que la méthode de simulation présentée permet de retrouver
les propriétés des fluctuations à l’équilibre, on s’intéresse à l’évolution du déplace-
ment quadratique moyen lorsque α ≥ 1. Une fois l’algorithme implémenté dans son
intégralité, il est aisé de se préoccuper d’autres quantités telles que les incréments
ou les densités de probabilités, riches en informations.

6.1 Fluctuations à l’équilibre
La première étape consiste déjà à simuler les fluctuations interfaciales lorsqu’au-

cun écoulement extérieur n’est appliqué. Une étude numérique impose de considérer
des quantités sans dimension. Ces dernières représentent les quantités physiques et
leur unité de mesure dépend par conséquent des échelles caractéristiques du système.
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Dans l’optique de définir consciencieusement les relations entre quantités sans dimen-
sion et quantités physiques, on commence par recalculer brièvement les propriétés
à l’équilibre des fluctuations thermiques interfaciales. Le changement de dimension
affecte notamment l’amplitude de l’excitation stochastique des fluctuations en repré-
sentation de Fourier. L’équation d’évolution est ensuite intégrée sur un petit pas de
temps afin d’être simulée. Finalement, on montre qu’on retrouve bien les propriétés
des fluctuations à l’équilibre numériquement.

6.1.1 Description analytique d’une interface à 1 dimension

Hamiltonien capillaire

L’interface est considérée dans ce chapitre comme une ligne frontière de dimen-
sion 1 séparant deux fluides dans un plan à 2 dimensions. Ceci signifie que les fluc-
tuations interfaciales dépendent d’une seule direction, notée (Ox), direction tangente
à l’interface physique et qu’elles sont « gelées » dans la seconde direction tangente
à l’interface (physique), notée (Oy). On associe à ces deux directions Lx et Ly les
longueurs respectives du domaine considéré. L’hamiltonien s’écrit alors

H =
Ly
Lx

∑

q

σ

2
(q2 + l−2c )|hq(t)|2 (6.1)

où hq est la représentation en série de Fourier unidimensionnelle selon la direction
(Ox) de la fluctuation de l’interface (qui ne dépend alors plus que de la coordonnée
x).

hq(t) =

∫ Lx

0

dxh(x, t) exp(−iqx) (6.2)

h(x, t) =
1

Lx

+∞∑

n=−∞
hq(t) exp(iqx) (6.3)

avec q = n× 2π/Lx.
De manière cohérente avec la dimension de l’interface, l’hamiltonien ne fait plus

intervenir la tension de surface σ exprimée en N.m−1 mais une tension de ligne
σ′ = σ × Ly, dont l’unité est alors le N.

H =
1

Lx

+∞∑

n=−∞

σ′

2
(q2 + l−2c )|hq(t)|2 (6.4)

Le spectre des fluctuations est obtenu en appliquant le théorème d’Einstein

< hq(t)hq′(t) >=
kBT

σ′(q2 + l−2c )
× Lxδq+q′ (6.5)
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En revenant dans l’espace réel, on calcule

< h2(x, t) > =
kBT lc

2σ′
×
(

coth

(
Lx/lc

2

)
− 2

Lx/lc

)
Lx/lc→+∞−→ kBT lc

2σ′
(6.6a)

< h(x)h(0) > =
kBT lc

2σ′
× 1

Lx/lc
×

+∞∑

n=1

4 cos(n 2π
Lx/lc

(x/lc))

1 + n2 4π2

(Lx/lc)2

Lx/lc→+∞−→ kBT lc
2σ′

e−|x/lc|

(6.6b)

De même que pour une interface à 2 dimensions, deux échelles de longueur carac-
téristiques sont mises en évidence. La première,

√
kBT lc/(2σ′) donne un ordre de

grandeur de la rugosité de l’interface due aux fluctuations thermiques. Remarquons
qu’elle fait intervenir la tension de ligne σ′. Quant à la seconde, il s’agit toujours de la
longueur capillaire lc dont la définition n’est pas modifiée. Cette dernière s’interprète
à nouveau comme la longueur de corrélation des fluctuations.

Il est intéressant de noter qu’aucun problème de divergence à grands vecteurs
d’onde n’apparaît à 1 dimension : on n’a pas besoin d’introduire de longueur d’onde
de coupure. Il est aussi important de remarquer que le poids des fluctuations à bas
vecteur d’onde diffère entre la dimension 1 et la dimension 2. Tandis que pour une
interface à 2 dimensions, le poids de chaque mode tend vers 0 quand le vecteur
d’onde tend vers 0, pour une interface unidimensionnelle, le poids de chaque mode
ne dépend pas de la norme du vecteur d’onde dans cette limite. Il est alors néces-
saire de préciser qu’on s’intéresse au déplacement de l’interface par rapport à sa
position moyenne, la position globale de l’interface étant supposée nulle, autrement
dit (1/Lx)

∫ Lx
0

dxh(x) = 0.

Mise sous forme adimensionnée

Dans le but de manipuler des quantités sans dimension, on procède de manière
classique et on exprime

– les longueurs en unité de lc,
– les temps en unité de τc (dont la définition n’est pas modifiée τc = 2ηlc/σ avec
σ la tension de surface),

– et la rugosité de l’interface en unité de
√
kBT lc/(2σ′). Le facteur 2 provient

du fait qu’on pose le déplacement quadratique moyen sans dimension égal à
l’unité lorsque Lx → +∞.

Pour éviter d’alourdir les notations, les quantités sans dimension sont notées comme
leurs homologues physiques. En effet, la suite du chapitre concerne surtout les quan-
tités sans dimension ce qui devrait supprimer d’éventuelles confusions. Il s’ensuit
que l’équation d’évolution temporelle des fluctuations vérifie

∂hq
∂t

= − 1

τq
hq + ϕq(t) (6.7)
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avec < ϕq(t) >= 0 et

< ϕq(t)ϕq′(t
′) >=

2Lx
q
δq+q′δ(t− t′)

Dans cette expression, Lx désigne la taille du système selon la direction (Ox) divisée
par la longueur capillaire lc.

6.1.2 Algorithme

L’algorithme donnant l’évolution temporelle des fluctuations à l’équilibre pose
peu de questions puisque l’équation différentielle 6.7 se résout exactement :

hq(t+ dt) = exp(−τqdt)[hq(t) + ξq,dt(t)]

avec ξq,dt(t) =

∫ t+dt

t

ds exp(τqs)ϕq(s) (6.8)

ξq,dt(t) est un terme aléatoire de distribution gaussienne, caractérisée par sa moyenne
nulle et son moment d’ordre 2 〈ξq,dt(t)ξq′,dt(t′)〉 = [exp(2τqdt)−1]2Lx/(1+q2)δq+q′δt,t′
avec t et t′ des multiples entiers du pas de temps dt. La discrétisation en temps,
inhérente à l’outil informatique, ne pose donc pour l’instant aucune difficulté. La
génération de la variable aléatoire ξq,dt demande un peu plus d’attention, on en dit
quelques mots dans l’encadré ci-dessous.

Pour des raisons évoquées dans la prochaine section, l’algorithme est simulé avec
les paramètres suivants :

– on choisit Lx = 20 et les conditions limites en x = 0 et x = Lx sont supposées
périodiques ;

– les paramètres de discrétisation sont pour le pas d’espace dx = 0, 002 et pour
le pas de temps dt = 0, 002 ;

– on cherche à étudier la situation à l’équilibre, les conditions initiales doivent
être « oubliées », on considère les déformations de l’interface décrivant les
fluctuations seulement pour t ≥ 5.

– les fluctuations sont caractérisées par des moyennes de certaines quantités,
comme l’espérance (moyenne de la déformation), la variance (reliée à la moyenne
des carrés des déformations), . . . Chaque calcul de quantité moyenne ré-
sulte d’une moyenne effectuée sur 20 000 configurations temporelles différentes,
chaque « expérience » numérique est en outre répétée 20 fois. Au cours d’un
calcul numérique, on intègre 20 × (5/0, 002 + 20000) = 450 000 fois l’équa-
tion 6.7 sur le pas de temps dt.

6.1.3 Résultats

L’algorithme ci-dessus permet effectivement de retrouver les propriétés connues
des fluctuations thermiques interfaciales à l’équilibre. En utilisant la représentation
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Génération de variables aléatoires de distribution
gaussienne [38, 25]

Même si les ordinateurs ne fournissent que des générations de nombres quasi-
aléatoires, on suppose qu’on dispose d’une fonction rand dont le résultat est un
nombre entier compris entre 0 et RAND_MAX, chacune des valeurs étant équipro-
bable et RAND_MAX étant très grand (au moins égal à 32 767). Une distribution
homogène de réels appartenant à ]0, 1] dérive alors avec une très bonne ap-
proximation de la transformation

x = 1− rand()
1+RAND_MAX

A partir de deux tirages, notés x1 et x2, de cette distribution homogène de réels
entre 0 et 1, deux tirages, notés y1 et y2, de distribution gaussienne normale
(moyenne nulle et variance unité) sont dérivés à partir des changements de
variables utilisés pour calculer l’intégrale d’une fonction gaussienne.

y1 =
√
−2 ln x1 cos 2πx2

y2 =
√
−2 ln x1 sin 2πx2

Un nombre complexe z stochastique de distribution gaussienne normale est
obtenu par

z =
√
− ln x1 cos 2πx2 + i

√
− ln x1 sin 2πx2

Un tel nombre complexe vérifie bien < z2 >= 0 et < zz∗ >= 1. Pour modifier
la variance, il suffit de multiplier z par la racine carrée de la variance souhaitée.
Remarque : on a choisi comme étape une distribution homogène sur le segment
]0, 1] et non sur le segment [0, 1[ en raison de la fonction ln qui intervient dans
la suite.
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de Fourier, on retrouve le spectre des fluctuations comme le montre la fig. 6.1 :
〈hq(t)hq′(t)〉 = 2Lx/(1+q2)δq+q′ . La fig. 6.1 compare le résultat théorique du spectre
des fluctuations 〈|hq(t)|2〉 = 2Lx/(1 + q2) avec les calculs numériques de la moyenne
de la quantité associée |hq(t)|2. On constate un très bon accord entre théorie et
résultat numérique sur l’ensemble de la gamme des vecteurs d’onde allant de qmin '
0, 314 à qmax ' 3100, ce qui revient à une vérification du spectre sur plus de 5 ordres
de grandeur.

100 101 102 103
10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

q

〈|h
q
|2 〉

Figure 6.1 – Spectre statique des fluctuations 〈|h2q|〉 en fonction du vecteur d’onde
q. Les données numériques sont représentées à l’aide des points noirs et l’expression
théorique à l’aide de la courbe continue rouge.

Dans l’espace réel, les propriétés des fluctuations sont vérifiées tout d’abord en
calculant la fonction de densité de probabilités (représentée sur la fig. 6.2). On
retrouve comme le prédit la théorie une distribution gaussienne de moyenne nulle
de variance 0.9 (valeur de coth(Lx/2) − 2/Lx pour Lx = 20). La fig. 6.2 compare
l’expression théorique avec les données numériques. A nouveau, il est difficile de
distinguer la courbe représentative de l’expression analytique des points repérant
les données numériques. La seconde partie de la fig. 6.2 permet de quantifier la
précision des données numériques : on obtient une très bonne estimation de la pdf
de h jusqu’à des valeurs de l’ordre de 10−4 (e−8 ' 3.10−4).

Les simulations numériques sont également corroborées par le calcul de la fonc-
tion de corrélation spatiale 〈h(x)h(0)〉. La fig. 6.3 compare les données numériques,
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Figure 6.2 – Densité de probabilité de la déformation p(h) en fonction de h : com-
paraison des données numériques représentées en noir avec l’expression analytique
tracée à l’aide d’une ligne continue rouge.

moyenne de la quantité h(x, t)h(0, t) avec la formule analytique (6.6b) :
(4/Lx)

∑+∞
n=1 cos(n2πx/Lx)/(1 + n24π2/L2

x). La fig. 6.3 représente les données pour
x allant de 0 à 10 car les conditions aux limites périodiques en x = 0 et x = 20
impliquent la symétrie des données par rapport à x = 10. Cette symétrie ressort
effectivement des données numériques. On observe une nouvelle fois une très bonne
adéquation entre théorie et modélisation numérique. Par ailleurs, on remarque, tou-
jours à partir de la fonction de corrélation spatiale représentée sur la fig. 6.3, que
les fluctuations sont anti-corrélées lorsque x & 2. Ces corrélations négatives s’ex-
pliquent par la taille finie du système dans la direction (Ox). En effet, lorsque le
système est infini, autrement dit lorsque Lx → +∞, les corrélations présentent
seulement une décroissance exponentielle : les fluctuations sont corrélées à courte
distance tandis qu’elles sont indépendantes les unes des autres à grande distance.
Dans le cadre étudié, la taille est finie et l’on s’intéresse aux déformations de l’in-
terface. En particulier, on pose (1/Lx)

∫ Lx
0

dxh(x) = 0 ce qui implique également
(1/Lx)

∫ Lx
0

dx 〈h(x)h(0)〉 = 0. Les corrélations positives à courte portée doivent donc
être contrebalancées par des corrélations négatives à plus longue portée.

La vérification de la validité des simulations s’achève avec l’étude des corréla-
tions temporelles. La fig. 6.4 compare les données numériques de 〈hq(t)h∗q(0)〉 pour
plusieurs q avec leur expression analytique. Cette vérification nécessite davantage de
temps de calcul que les précédentes. Les moyennes s’effectuent maintenant sur plu-
sieurs fenêtres temporelles, chacune étant composée de plusieurs configurations (ici,
une fenêtre temporelle correspond à 1000 configurations successives). Chaque expé-
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Figure 6.3 – Fonction de corrélation spatiale 〈h(x)h(0)〉 en fonction de x : compa-
raison entre les données numériques en noir et l’expression analytique en rouge et
continu. La moyenne et la variance de la déformation sont aussi représentées avec les
mêmes conventions : noir pour les données numériques et rouge pour les expressions
analytiques.
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rience numérique prend en compte 5000 fenêtres (le décompte commence seulement
lorsque les conditions initiales n’influencent plus les propriétés. Dans ce but, les don-
nées sont prises en compte seulement lorsque t ≥ 5, ce qui résulte d’un compromis
entre le temps de calcul et l’« oubli » des conditions initiales). On renouvelle chaque
expérience numérique 10 fois. Le temps de calcul est alors d’environ 2 jours. Les
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Figure 6.4 – Corrélations temporelles 〈hq(t)h∗q(0)〉 en fonction de t pour plusieurs
vecteurs d’onde q : comparaison des données numériques représentées en noir avec
des repères creux avec les expressions analytiques tracées en rouge avec des repères
pleins.

expressions analytiques permettent d’ajuster une nouvelle fois presque parfaitement
les résultats numériques.

6.2 Comportement des fluctuations sous cisaillement

Notre ambition est maintenant de simuler le comportement des fluctuations sous
cisaillement.

Après avoir mis sous forme adimensionnée l’équation d’évolution de l’interface,
on présente brièvement sa résolution : le changement de dimension modifie la valeur
du paramètre K. De plus, cette résolution avec l’expression de K nous guide dans
le choix des paramètres de discrétisation du système, abordé dans une deuxième
partie. Enfin, on profite de l’implémentation complète de l’algorithme pour calculer
certaines propriétés des fluctuations, comme leur déplacement quadratique moyen.
Le premier objectif qui est de vérifier l’analycité du développement analytique en α
est alors traité.
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6.2.1 Description analytique du terme de couplage de mode

Les déformations de l’interface à 1 dimension dues aux fluctuations thermiques
vérifient la même équation que dans le cas d’une interface à 2 dimensions, à part
que le produit de convolution est maintenant une somme sur une seule variable :

∂hq(t)

∂t
= − 1

τq
hq(t)− iγeff

1

Lx

+∞∑

m=−∞
kmhkm(t)hq−km(t) + ϕq(t) (6.9)

L’équation d’évolution avec les quantités sans dimension prend la forme :

∂thq(t) = − 1

τq
hq(t)− i

α√
2Lx

+∞∑

m=−∞
kmhkm(t)hq−km(t) + ϕq(t) (6.10)

Le paramètre de contrôle du cisaillement α est l’équivalent de l’ancien paramètre de
contrôle α 1 qui dépend non plus de σ mais de σ′ : α = γ̇effτc ×

√
kBT/(σ′lc). On

remarque le facteur
√

2 devant le terme d’advection. Ce dernier vient du fait qu’on
manipule les quantités sans dimension et parmi celles-ci la déformation interfaciale
a été exprimée en unité de

√
kBT lc/2σ′ et non simplement en unité de

√
kBT lc/σ′.

Signalons de plus que, dans le terme de couplage de modes, km note simplement
km = m× 2π/Lx.

Le calcul présenté dans le chapitre 3 est répété dans le cas d’une interface à 1
dimension. La modification principale est le domaine sur lequel s’effectue les sommes
des produits de convolution. On obtient le spectre des fluctuations suivants :

< hq(t)hq′(t) >=
2Lx

(1 + q2)
δq+q′ + 8α2δq+q′

+∞∑

m=−∞

q3km|km||q−km|
(1+q2)(1+(q−km)2)

(
1

1+k2m
− 1

1+q2

)

|q||km|(1 + (q − km)2) + |q||q − km|(1 + k2m) + |km||q − km|(1 + q2)
(6.11)

Dans l’espace réel, on retrouve logiquement une correction quadratique en α du
déplacement quadratique moyen des fluctuations interfaciales. Cette correction fait
intervenir un facteur numérique K1d dont la valeur diffère de celle du chapitre 4. On
montre

〈h2〉(γ̇eff) = 〈h2〉(0)−K1dα
2 (6.12)

et K1d = 0.025. De même que dans le cas d’une interface 2d, ce résultat pour une
interface 1d provient du calcul numérique de la somme sur tous les vecteurs d’onde
q de la correction mise en évidence dans l’espace de Fourier de l’éq. (6.11).

1. En notant α1D la paramètre de contrôle de l’interface unidemensionnelle et α2D celui de
l’interface bidimensionnelle, on a : α1D = α2D/

√
Ly/lc
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6.2.2 Algorithme et paramètres de discrétisation

Le pas d’espace dx

La discrétisation en espace obéit principalement à une seule contrainte : elle doit
permettre de calculer la correction du déplacement quadratique moyen de l’inter-
face à petit α, autrement dit K1d. Le facteur numérique K1d est une somme sur
l’ensemble des vecteurs d’onde. La discrétisation de l’espace de pas dx introduit un
vecteur d’onde maximum qmax = 2π/dx = Nt × 2π/Lx. Le facteur K1d,num calculé
numériquement diffère du facteur K1d analytique dans le sens où la somme sur les
vecteurs d’onde qn = n× 2π/Lx ne s’effectue pas pour n allant de −∞ à +∞ mais
de −Nt à Nt. dx, ou plutôt Nt est choisi le plus grand possible, ou le plus petit pos-
sible respectivement tel que K1d,num = K1d. Sur la fig. 6.5, on représente K1d,num en
fonction de Nt pour différentes longueurs totales Lx. On suppose que K1d,num = K1d

lorsqu’on observe une convergence de K1d,num. On constate que la gamme des Nt sa-
tisfaisant la contrainte K1d,num = K1d admet un minimum croissant avec Lx. Ainsi,
plus Lx est grand, plus le temps de calcul s’allonge. On choisit le compromis suivant :

Lx = 20 et Nt = 104 soit dx = 0.002.
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Figure 6.5 – Calcul numérique discret de la somme finie −K1d,num dont la limite
Nt → +∞ donne le facteur K1d de correction. Dans l’encart, on rappelle la conver-
gence vers 1 du déplacement quadratique moyen sans dimension quand la taille de
l’échantillon est de plus en plus grande.

Le terme non-linéaire

Le but est de déterminer la configuration de la déformation interfaciale à t +
dt, h(t + dt), à partir de celle à t, h(t) sachant que la configuration de l’interface
h vérifie l’équation (6.10). Au sein de cette équation différentielle, on porte une
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attention particulière au terme non-linéaire. En représentation de Fourier, le terme
non-linéaire est un terme de couplage de modes : autrement dit en terme numérique,
il s’agit pour chaque vecteur d’onde d’une somme de Nt termes. L’estimation de la
contribution non-linéaire pour l’ensemble de la déformation (définie par Nt modes)
introduit par conséquent un temps de calcul proportionnel à N2

t . Il est alors plus
judicieux de considérer le terme non-linéaire lorsque la déformation interfaciale est
décrite dans l’espace réel. Le terme non-linéaire y est un terme d’advection, et en
terme numérique une simple multiplication. L’équivalent de l’équation d’évolution
temporelle des fluctuations

∂thq(t) = − 1

τq
hq(t)− i

α√
2Lx

∑

m

kmhkmhq−km + ϕq(t) (6.13)

est dans l’espace réel

∂th(x, t) +
α√
2
h(x, t)∂xh(x, t) = Lh(x, t) + ϕ(x, t) (6.14)

avec L l’opérateur linéaire de relaxation et ϕ(x, t), la contribution aléatoire, trans-
formée de Fourier inverse de ϕq(t). Une fois dans l’espace réel, le temps d’estimation
du terme d’advection est proportionnel à Nt pour l’intégralité de la déformation
interfaciale.

La prochaine tâche est par conséquent de savoir comment calculer le terme
d’advection (α/

√
2)h(x, t)∂xh(x, t). Ce dernier fait intervenir une dérivée spatiale

∂xh(x, t). Une des méthodes usuelles pour calculer numériquement les dérivées spa-
tiales est d’utiliser le schéma centré d’ordre 2 suivant : ∂xh(x, t) = [h(x + dx, t) −
h(x − dx, t)]/[2dx]. Dans la situation présente, ce schéma pourrait être qualifié de
« naïf » puisqu’il ne mène qu’à des instabilités numériques [39]. La dérivée spatiale
doit être calculée à partir de schéma décentré en raison du couplage qui existe entre
temps et espace. Physiquement, un terme d’advection signifie que l’« information »
vient de la gauche ou (le « ou » étant exclusif) de la droite selon le signe de la vi-
tesse (introduite par le terme d’advection). Une des méthodes les plus simples pour
calculer correctement le terme d’advection est d’utiliser un schéma décentré amont
(« upwind » en anglais se traduit mot à mot par « dans le vent ») :

∂xh(x, t) = [h(x, t)− h(x∓ dx, t)]/[±dx]

selon que αh(x, t) soit positif ou négatif respectivement. αh(x, t)/
√

2 est effective-
ment la vitesse d’advection introduite par le terme non-linéaire : une vitesse positive
signifie que l’information se déplace de la gauche vers la droite (sens des x positifs)
alors ∂xh(x, t) = [h(x, t)−h(x−dx, t)]/dx, au contraire une vitesse négative signifie
que l’information se déplace de la droite vers la gauche (sens ds x négatifs) d’où
∂xh(x, t) = [h(x+ dx, t)− h(x, t)]/dx.

Notons qu’en pratique, on calcule [α/(2
√

2)]∂xh
2(x, t).
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Le pas de temps dt : condition CFL

On aborde la discrétisation du temps à la suite de la discussion sur le terme non-
linéaire puisque la contrainte sur le pas de temps résulte d’une comparaison entre la
vitesse numérique dx/dt et la vitesse d’advection (α/

√
2)h(x, t). La vitesse d’évolu-

tion numérique dx/dt doit être supérieure à la vitesse du transport de l’information
(α/
√

2)h(x, t) en valeur absolue (l’information ne doit pas se déplacer plus vite que
ce qu’on est capable d’atteindre). Il s’agit de la condition de Courant, Friedrichs
et Levy (CFL) [39]. La comparaison des vitesses conduit à dt <

√
2dx/|αh|. Les

fluctuations thermiques interfaciales étant de l’ordre de l’unité, on pose

dt = min(0.002 ; 0.1× dx

|α|).

On retrouve le pas de temps dt = 0.002 de l’équilibre. Rigoureusement, on pose le
pas de temps comme étant le pas de temps minimum entre celui de l’équilibre et
celui provenant de la condition CFL, bien que dès que α > 0.1, la condition CFL
gouverne ce dernier. Comme précaution supplémentaire, on inclut au programme un
test de la CFL. Il suffit en effet que cette condition ne soit pas remplie une fois pour
que les résultats numériques ne soient plus représentatifs. La condition ci-dessus
permet de remplir la condition CFL à chaque pas de temps.

Le schéma décentré amont avec le pas de temps dt défini à partir de la CFL
permet de modéliser le terme d’advection αh∂xh, comme le confirme la fig. 6.6 ci-
dessous.
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Figure 6.6 – Modélisation du terme de transport ∂th+ h∂xh = 0 lorsque le temps
augmente t = 0; 0, 4; 0, 8 et 1, 2.
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Algorithme complet

initialisation : définir h dans l’espace réel et calculer sa série de Fourier ou
inversement.

Calcul : pour t allant de 0 à tfinal :
• ajout de la première partie du terme d’advection sur dt/2 (dans l’es-

pace réel),
pour x de 0 à Lx, h→ h− (dt/2)× [α/(2

√
2)]∂xh

2,
• passage en série de Fourier,
• ajout du terme de relaxation et du terme aléatoire sur dt (dans l’espace

de Fourier),
pour q de 2π/Lx à 2π/dx, h→ exp(−τqdt)× (h+ ξdt),

• passage en représentation réelle,
• ajout de la seconde partie du terme d’advection sur dt/2 (dans l’espace

réel),
pour x de 0 à Lx, h→ h− (dt/2)× [α/(2

√
2)]∂xh

2,
• calcul de la série de Fourier si nécessaire.

Remarques : L’ajout du terme d’advection est scindé en deux parties entre
les première et avant-dernière étapes qui semblent alors identiques. Ce-
pendant, il est important de noter qu’entre ces deux étapes, il y a eu
ajout du terme de relaxation et de la variable aléatoire : la déformation
interfaciales advectée est différente d’une étape à l’autre. Physiquement,
les trois termes, relaxation, forçage aléatoire et advection, ont lieu en
même temps. Numériquement, il n’est pas possible d’effectuer les trois
étapes en même temps. Dans le but de pallier cet inconvénient, la défor-
mation de l’interface est advectée en deux fois : une première fois sans la
prise en compte de la relaxation et de l’excitation stochastique, puis une
seconde fois, avec la prise en compte de ces deux termes. On a préféré
joué sur le terme d’advection plutôt que sur les deux autres termes car
l’intégration de ces deux derniers termes se résout exactement.
Pour obtenir les propriétés statistiques, on effectue différentes moyennes
de même que pour la vérification des propriétés des fluctuations à l’équi-
libre : on prend en compte NB_PTS = 20 000 configurations issues de la
même évolution temporelle et NB_ENS = 20 évolutions temporelles diffé-
rentes. Seules les données au-delà de t = 5 sont prises en compte afin de
minimiser le plus possible l’influence de la configuration initiale (on pose
h = 0 à t = 0). De plus, on ne considère pas toutes les configurations
de l’interface tous les dt à cause des corrélations temporelles. Un délai
sépare deux configurations utiles. Le pas de temps dt étant inversement
proportionnel à α dès que α > 0.1, un délai fixe quel que soit le ci-
saillement peut vite aboutir à de longs temps de calcul. Pour des soucis
d’efficacité, ce délai est raccourci avec le cisaillement.
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6.2.3 Résultats

Avant de s’intéresser à des données quantitatives, on regarde quelle est l’allure
présentée par l’interface : on compare son allure à l’équilibre avec celle sous cisaille-
ment. Ensuite, la présentation des données qualitatives suit la même logique qu’à
l’équilibre : dans l’espace de Fourier, on s’intéresse au spectre et aux corrélations
temporelles et dans l’espace réel, au déplacement quadratique moyen.

Visualisation de l’interface

La fig. 6.7 permet de comparer l’évolution temporelle des fluctuations interfa-
ciales sans cisaillement (colonne de gauche) et avec cisaillement (α = 10, colonne de
droite) à partir d’une même condition initiale.
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Figure 6.7 – Déformations de l’interface à t = 0 (en haut), t = 0.04, t = 0.08
et t = 0.12 (en bas) à l’équilibre (colonne de gauche) et pour α = 10 (colonne de
droite).

A l’équilibre : On observe l’existence des corrélations temporelles puisque lorsque
le temps augmente, la forme de l’interface conserve des signatures de la forme
sinusoïdale initiale. En outre, les fluctuations semblent abruptes. Il faut se
rappeler néanmoins que les deux échelles, verticales et horizontales, sont diffé-
rentes, le rapport entre les deux étant ε le petit paramètre du développement
des faibles gradients. Puis, il faut réaliser que la variance des dérivées dépend
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de la discrétisation spatiale envisagée car 〈|∇h|2〉 ∝ ∑q q
2|hq|2, donc la va-

riance dépend de qmax.
Sous cisaillement : On repère à nouveau l’existence de corrélations temporelles

avec la conservation dans le temps de la signature de la sinusoïde initiale.
On note par contre la présence de discontinuités : on en a repéré une sur la
dernière partie (en bas à droite) de la fig. 6.7 à l’aide d’un trait vertical rouge.
Des discontinuités apparaissent dans le cadre des modèles de turbulence et par
analogie avec ces modèles (par exemple, la référence [7] étudie les discontinuités
des champs de vitesse), on associe aux discontinuités les notions de chocs (les
discontinuités) et de préchocs (naissance des discontinuités). On repère sur
l’avant-dernière partie de la fig. 6.7 le préchoc à l’origine du choc repéré sur la
dernière partie de la fig. 6.7 à l’aide d’un trait vertical rouge.

Les remarques découlant de la visualisation de l’interface restent sommaires.
Dans la suite, on envisage des études quantitatives qui permettent des conclusions
plus précises.

Dans l’espace de Fourier
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Figure 6.8 – Spectre statique des fluctuations 〈|hq|2〉 en fonction du vecteur d’onde
q pour différents cisaillements. La courbe continue noire repère la dépendance du
spectre à l’équilibre par rapport au vecteur d’onde q, soit 2Lx/(1 + q2).

On commence par calculer le spectre des fluctuations pour différents cisaille-
ments, spectres représentés sur la fig. 6.8. On constate deux modifications prove-
nant du cisaillement. La première à apparaître est une diminution de l’amplitude du
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spectre à grands vecteurs d’onde : les petites longueurs d’onde sont les premières à
être affectées par le cisaillement. Cette diminution semble saturer lorsque α ≥ 5, elle
ralentit tout au moins. Ensuite, quand le cisaillement augmente, on remarque une
suppression des vecteurs d’onde q ∼ 1. Au contraire de l’effet précédent, cet effet
est presque nul à petit cisaillement et s’accélère quand le cisaillement augmente. Les
vecteurs d’onde tel que q ∼ 50 ne semblent pas être affectés par le cisaillement.

Dans l’espace de Fourier, on s’intéresse également pour différents vecteurs d’onde
aux fonctions de corrélations temporelles. Le temps de calcul limite la précision
obtenue. Les courbes présentées sur la fig. 6.9 résultent déjà de 3 calculs de 55h
et d’un dernier d’une vingtaine d’heures. On pourrait sans doute contourner cet
inconvénient via des techniques de calculs parallèles.
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Figure 6.9 – Corrélation temporelle 〈hq(t)h∗q(0)〉/〈|hq|2〉 en fonction du temps t
pour un taux de cisaillement α = 1.

Les courbes de la fig. 6.9 permettent de comparer l’explication émise par D. Derks
et ses collaborateurs [17] avec le modèle hydrodynamique. Ils ont effectivement émis
l’hypothèse que les fluctuations étaient supprimées par le cisaillement si τqγ̇app > 1.
Plus précisément, les fluctuations de temps de vie τq à l’équilibre ont un temps
de vie nul si τq vérifie τqγ̇app > 1. On se rappelle que les temps de vie maximum à
l’équilibre sont pour les modes tel que qlc ' 1, ainsi les premiers modes à être affectés
et supprimés par le cisaillement sont les modes de vecteurs d’onde qlc ' 1. On a
schématisé cette explication sur le graphe 6.10. On souhaite donc savoir comment
sont modifiées les temps de relaxation sous l’effet du cisaillement ce qui peut être
obtenu à l’aide de la fig. 6.9.

A l’aide des courbes représentées sur la fig. 6.9 correspondant à un cisaillement
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τc = 2ηlc
σ

ql−1
c

γ̇−1
app
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τq pour γ̇appτc = 1.43.

Figure 6.10 – Représentation schématique de l’explication émise par D. Derks et
ses collaborateurs dans la réf. [17]. En noir et gras, on a représenté les temps de
relaxation de l’équilibre. La courbe en rouge et un peu plus fine est associée à
l’explication de l’article expérimental [17]. Enfin, la fine courbe bleue représente la
tendance des temps de relaxation tirée des ajustements autour de t = 0 des fonctions
de corrélation temporelle 〈hq(t)h∗q(0)〉 à l’aide d’une exponentielle.

α = 1, on remarque tout d’abord que la définition des temps de relaxation associée
à la situation à l’équilibre n’a plus de signification, les décroissances des fonctions
de corrélation n’étant plus exponentielles à grands vecteurs d’onde. Cette difficulté
à définir des temps de relaxation sous cisaillement n’est pas abordée dans le modèle
de D. Derks et ses collaborateurs. Ensuite, en définissant toutefois des temps de
relaxation par rapport au comportement des corrélations autour de t = 0, on peut
remarquer que les temps de relaxation ont tendance à diminuer pour tous les vec-
teurs d’onde excepté dans notre cas pour le vecteur d’onde le plus petit q = 2π/Lx.
On observe effectivement une « coupure » des temps de relaxation, même si celle-
ci n’est pas totale par analogie avec la modèle de la réf. [17]. Cette coupure est
représentée sommairement sur la fig. 6.10. Néanmoins, les calculs du temps de re-
laxation dépendent du nombre de points utilisés d’où l’absence de la courbe τq pour
α = 1. Enfin, on peut noter, que de manière analogue à l’étude du spectre statique,
plus le vecteur d’onde est grand, plus les corrélations temporelles des déformations
interfaciales sont affectées par le cisaillement.

Déplacement quadratique des déformations

On s’intéresse au déplacement quadratique moyen de l’interface. Son calcul nu-
mérique permet de valider ou de réfuter le développement analytique effectué pour α
petit. Sur la fig. 6.11, on compare les données obtenues par résolution numérique de
〈h2(x, t)〉 avec son expression analytique obtenue suite au développement de l’équa-
tion d’évolution à petit cisaillement. On constate que les données numériquement
s’accordent parfaitement avec l’expression analytique. On peut de plus estimer que
l’expression analytique est valable au-delà de α = 1 jusqu’à α ' 1.5.
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Figure 6.11 – Comparaison des données 〈h2〉(α) obtenues à la suite de la résolu-
tion numérique concernant le déplacement quadratique moyen avec son expression
analytique établie à l’aide d’un développement de l’équation d’évolution. Dans l’en-
cart, il s’agit d’une seconde représentation des mêmes données : la diminution du
déplacement quadratique moyen en fonction du paramètre de contrôle au carré α2.

L’étude numérique confirme la validité de la résolution à petit α de l’équation
d’évolution des fluctuations de l’interface. Aucune singularité n’apparaît dans le
déplacement quadratique moyen de l’interface en fonction du cisaillement. Le com-
portement est au contraire particulièrement bien régulier et continu. Le décalage
entre mesures expérimentales et modèle hydrodynamique ne s’explique par consé-
quent pas par le développement analytique en α.

6.3 Au-delà de la rugosité de l’interface

Lorsque α est de l’ordre de l’unité, la résolution de l’équation d’évolution s’ef-
fectue exclusivement numériquement. Lorsque le cisaillement augmente, on peut se
poser la question de la conservation du caractère gaussien des fluctuations.

Pour cela, on compare le moment d’ordre 4 des déformations avec le carré du
moment d’ordre 2 : le caractère gaussien des fluctuations semble confirmer. Cepen-
dant, la résolution numérique nous permet d’accéder directement à la densité de
probabilité des déformations que nous présentons dans un second temps : le ca-
ractère gaussien des fluctuations est alors définitivement remis en cause. Enfin, on
utilise des outils communs avec les modèles de turbulence comme les incréments de
déformation. Ces propriétés permettent en effet de caractériser les discontinuités,
mises en évidence avec la visualisation de l’interface sous cisaillement.
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6.3.1 Moment d’ordre 4 de la déformation

Pour tester le caractère gaussien des fluctuations, on s’intéresse tout d’abord au
moment d’ordre 4 de la déformation, 〈h4〉. En particulier, on le compare avec le
carré de la variance de cette même déformation 〈h2〉2. Il est connu en effet que pour
une distribution gaussienne, la relation 〈h4〉 = 3〈h2〉2 est vérifiée. Ainsi la fig. 6.12
justapose les deux séries de données numériques, 〈h4〉 d’une part et 3〈h2〉2 d’autre
part, calculées lors des mêmes expériences numériques.
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Figure 6.12 – Comparaison du moment d’ordre 4 < h4 > (α) en triangles noirs
avec 3〈h2〉2 en cercles bleus en fonction du cisaillement α.

On constate que les deux séries de données s’accordent parfaitement l’une avec
l’autre. La comparaison semble indiquer une conservation du caractère gaussien
des fluctuations, même à assez grand cisaillement (jusqu’à α = 10 au moins). La
situation est cependant beaucoup plus complexe qu’elle ne paraît à ce stade.

6.3.2 Densité de probabilité des déformations

Courbes

Méthodiquement, dans l’espace réel, on s’intéresse dans un premier temps aux
propriétés instantanées et locales des fluctuations. Toutes ces propriétés sont re-
groupées au sein de la fonction de densité de probabilité (pdf) des déformations
interfaciales h. On la calcule alors pour plusieurs cisaillements, α allant de 0 à 10,
et on représente ces pdf sur la fig. 6.13. On note tout d’abord qu’on retrouve les
principales caractéristiques mises en évidence jusqu’ici :

– moyenne nulle de la déformation de l’interface, 〈h〉 = 0,
– diminution de la variance 〈h2〉 avec le cisaillement,
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Figure 6.13 – Densité de probabilité de la déformation de l’interface h pour diffé-
rents cisaillements.

– et symétrie entre les valeurs positives de la déformation et celles négatives.
Néanmoins, on remarque que la valeur la plus probable n’est pas h = 0 mais deux

valeurs h = ±hmax. Il semble y avoir bifurcation de la valeur la plus probable. α le
paramètre de contrôle du cisaillement est également le paramètre de contrôle de cette
bifurcation. Localement dans le temps et dans l’espace, en raison des corrélations,
cette bifurcation s’associe probablement à une brisure de symétrie : les valeurs de
la déformation h se situent soit aux alentours de h = +hmax, soit aux alentours de
h = −hmax. Cependant, à plus grande échelle (en temps et espace), les fluctuations
deviennent indépendantes les unes des autres et explorent une plus grande plage
de déformations possibles : la symétrie est restaurée entre les valeurs positives et
négatives de la déformation.

Par ailleurs, l’allure complète des pdf permet de comprendre pourquoi les mo-
ments d’ordre 4, 〈h4〉, ne retranscrivent pas le caractère non gaussien des fluctua-
tions lorsque le cisaillement augmente. La pdf s’éloigne d’une distribution gaussienne
seulement sur une zone relativement faible autour de h = 0. A l’échelle de l’intégrale
sur l’ensemble des valeurs de h, l’influence de cette zone est donc limitée.

Dans le prochain paragraphe, on caractérise cette bifurcation.

hmax

Afin de caractériser la bifurcation de la valeur la plus probable de la déformation,
la première étape est de définir la valeur hmax. Rigoureusement, hmax et −hmax sont
les valeurs où la dérivée de la pdf de h s’annule. Cependant, on ne peut procéder tel
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Figure 6.14 – Agrandissement de la fonction de densité de probabilité de h pour
α = 1.8 autour de la valeur négative de h la plus probable. En rouge, un polynôme
d’ordre 5 suit la fonction de densité de probabilité de h représentée en noir.

quel car la pdf de h est fortement bruitée à petite échelle en raison de la contribution
stochastique de l’équation d’évolution. On a choisi la procédure suivante :

– on se focalise sur les deux zones [−0.2;−0.02] et [0.02; 0.2] (la zone autour de
h = 0 présente des artefacts numériques),

– on ajuste deux polynômes d’ordre 5 sur la pdf de h (pour les deux zones
distinctes). Le polynôme pour α = 1.8 et pour les valeurs négatives de h est
représenté en rouge sur la fig. 6.14,

– on calcule pour quels h la dérivée des polynômes d’ordre 5 s’annule, on obtient
4 valeurs dont 2 sont complexes conjuguées et une autre dont la valeur ne se
situe pas dans le domaine concerné : il reste une seule racine de la dérivée de
chaque polynôme.

Avec la procédure qu’on vient de présenter, on obtient les valeurs les plus pro-
bables de h en fonction du cisaillement, courbe représentée sur la fig. 6.15. Sur la
deuxième partie de la fig. 6.15, on renormalise hmax par le déplacement quadratique
moyen en fonction du cisaillement : h2max/〈h2〉 est représenté en fonction de α. Il
a été vérifié pour chaque valeur du cisaillement, que les deux polynômes d’ordre 5
concordent parfaitement avec les données numériques. Il semble que la bifurcation
soit discontinue. Même si on a dérivé ce résultat rigoureusement, on le considère
avec précaution puisque lorsque le cisaillement diminue, hmax tend bien sûr vers 0
mais surtout la valeur de la pdf en hmax tend encore plus vite vers sa valeur en 0.
Par ailleurs, un artefact numérique empêche d’être précis lorsque h→ 0.
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Figure 6.15 – Valeur la plus probable de la déformation hmax en fonction du ci-
saillement avec à droite sa renormalisation par le déplacement quadratique moyen.

6.3.3 Incréments de déformation

Le terme non-linéaire de l’équation d’évolution temporelle des fluctuations sous
cisaillement s’écrit dans l’espace réel comme un terme non-linéaire de convection.
Par analogie avec les études sur la turbulence dans le cadre de l’équation de Burgers,
on s’intéresse aux incréments de déformation h(x+ ∆x)− h(x) [48].

D’une part, on s’intéresse aux pdf des incréments de déformation pour différentes
échelles (différents ∆x) quand α s’accroît. D’autre part, on étudie le comportement
en loi d’échelle des moments d’ordre p des incréments. Ces lois d’échelle mettent en
évidence un exposant ζp qui présente des caractéristiques intéressantes au fur et à
mesure que le cisaillement augmente.

Densité de probabilité des incréments

On calcule les pdf des incréments pour différents ∆x et différents cisaillements.
Par exemple, la fig. 6.16 présente la pdf des incréments associés à ∆x = 0.004. Plus
le cisaillement augmente, plus la pdf s’éloigne de la distribution gaussienne, caracté-
ristique de l’équilibre. La particularité la plus frappante à grand cisaillement est la
dissymétrie des pdf entre les probabilités des valeurs positives des incréments et les
probabilités des valeurs négatives. Dans la suite on distingue l’étude des incréments
positifs et des incréments négatifs.
Valeurs positives des incréments : La fig. 6.17 présente la moitié des pdf des

incréments associés respectivement à ∆x = 0.002, ∆x = 0.004 et ∆x = 0.02,
moitié correspondant aux valeurs positives des incréments. La fig. 6.17 utilise
une représentation en échelle semi-logarithmique (échelles linéaire en abscisse
et logarithmique en ordonnée). Lorsque le cisaillement augmente,
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Figure 6.16 – pdf de h(x+ ∆x)− h(x) pour ∆x = 0.004.
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aux valeurs positives de ces derniers. Les trois graphes correspondent respectivement
à ∆x = 0.002; 0.004 et 0.02.
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– les valeurs des faibles incréments sont de plus en plus probables,
– tandis qu’il est de plus en plus rare d’observer des grands incréments.
La frontière entre faible et grand incréments augmente avec l’échelle : pour
∆x = 0.002 elle est d’environ 0.04, pour ∆x = 0.004 elle est d’environ 0.08
et pour ∆x = 0.02 elle est d’environ 0.2. Cette tendance est cohérente : plus
l’échelle considérée est grande, plus les incréments ont de chance d’être grands
vu que les corrélations spatiales diminuent.

Figure 6.18 – Densité de probabilité des incréments |h(x+ ∆x)− h(x)| correspon-
dant aux valeurs négatives de ces derniers. Les trois graphes correspondent respec-
tivement à ∆x = 0.002; 0.004 et 0.02.

Valeurs négatives des incréments : La fig. 6.18 présente la seconde moitié des
pdf des incréments, moitié correspondant aux valeurs négatives. De manière
cohérente, la fig. 6.18 se focalise sur les trois échelles ∆x = 0.002, ∆x = 0.004
et ∆x = 0.02. Les données sont représentées en échelle logarithmique (échelle
logarithmique à la fois pour les ordonnées et pour les abscisses qui corres-
pondent alors aux valeurs absolues des incréments). On retrouve les mêmes
résultats que précédemment : faibles incréments surreprésentés par rapport à
l’équilibre et incréments un peu plus importants sous-représentés par rapport
à l’équilibre. Cependant, un troisième phénomène apparaît : les très grandes
différences de déformation deviennent de plus en plus répandues avec le cisaille-
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ment. Même si ces évènements restent très rares, le comportement exponentiel
devient un comportement en loi d’échelle : la pdf est proportionnelle à une
puissance négative de l’incrément h(x + ∆x) − h(x). Les lignes en pointillés
sur la fig. 6.18 mettent en évidence la loi d’échelle associée à l’exposant −7/2.
Ces évènements rares qui le deviennent de moins en moins et qui présentent
un comportement en loi d’échelle sont caractéristiques des discontinuités ob-
servées lors de la visualisation de l’interface. Le comportement en loi d’échelle
des pdf des incréments négatifs, en tant que signature de discontinuités, est
discuté dans la réf. [7]. Dans cette référence, les auteurs considèrent en parti-
culier les incréments de vitesse. Ils sont de plus généralement observés dans la
cadre des modèles de turbulence des fluides.

Moments Sp

Une autre particularité des modèles de turbulence concerne les moments

Sp = 〈|h(x+ ∆x)− h(x)|p〉

On les suppose se comporter en loi de puissance par rapport à ∆x et on note ζp
l’exposant : Sp ∝ ∆xζp . Par exemple, la fig. 6.19 présente S2 en fonction de ∆x. Aux
échelles intermédiaires, S2 semble effectivement proportionnel à ∆x, et ceci quel que
soit le cisaillement. Les comportements à petites et grandes échelles s’éloignent de
cette proportionnalité. Ce décalage aux échelles extrêmes entre le comportement
observé et un comportement en loi d’échelle peut sans beaucoup de risques être
associé d’une part à la discrétisation de l’espace et d’autre part à la taille finie selon
(Ox) du système. Dans la suite, on suppose que l’exposant critique pour le moment
d’ordre 2 S2 est ζ2 = 1.

Une astuce pour limiter les effets de bord est alors de considérer les moments Sp
comme une fonction de S2. Les exposants de la loi d’échelle de la fonction Sp(S2) sont
effectivement a priori les mêmes que les exposants de la fonction Sp(∆x) puisque S2

et ∆x sont identiques à une constante près. La fig. 6.20 représente les six premiers
moments en fonction de S2 pour différents cisaillements. On calcule les exposants ζp,
fonction de p, pour différents cisaillements, par l’ajustement des données numériques
à l’aide de lois d’échelles. L’intégralité des échelles est alors considérée. Au premier
abord, il semble que plus l’ordre du moment est élevé, plus l’écart par rapport au
comportement sans cisaillement est important. Ce constat est confirmé de manière
quantitative dans le prochain paragraphe sur les exposants ζp.

Exposants ζp

Les courbes des moments permettent effectivement d’obtenir des exposants, fonc-
tion de l’ordre du moment p, avec pour paramètre le cisaillement. A l’équilibre, on
peut montrer qu’on a Sp ∝ ∆xp/2, soit ζp = p/2. La fig. 6.21 représente les expo-
sants ζp en fonction de p, et met effectivement en évidence la fonction ζp = p/2
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Figure 6.19 – S2 en fonction de ∆x pour différents cisaillements. La ligne noire
en pointillés est la fonction 2∆x, ligne qui repère le comportement en loi d’échelle
d’exposant ζ2 = 1.

avec les données des exposants à l’équilibre (cercles noirs). Finalement, à l’équilibre,
les exposants s’alignent conformément à ce qui était attendu le long d’une droite
de pente 1/2, droite repérée par des pointillés. Plus le cisaillement augmente, plus
la courbe des exposants s’éloigne de ce comportement linéaire avec l’ordre p. Les
exposants augmentent moins vite que linéairement. De plus, il semble que lorsque
le cisaillement devient important, la courbe des exposants présente une saturation
autour de ζp = 1.2, saturation mise en évidence par la seconde ligne pointillée ho-
rizontale. Cette saturation avec p des exposants ζp est aussi présente dans le cadre
de certains modèles de turbulence, comme on peut le voir dans la réf. [7].

6.4 Discussion

La résolution numérique de l’équation non-linéaire d’évolution temporelle des
fluctuations a été implémentée. Après avoir vérifié sa validité à l’aide des propriétés
des fluctuations à l’équilibre, on a pu calculer les propriétés des fluctuations avec le
cisaillement :

– à petit cisaillement, on a pu vérifier la validité du développement analytique
effectué dans le chapitre 3.

– à plus grand cisaillement, différentes caractéristiques intéressantes ont été
mises en évidence.

Tout d’abord, à l’aide des incréments de déformation, plus précisément à l’aide
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Figure 6.21 – ζp, exposant des moments Sp en fonction de p, ordre du moment, pour
différents cisaillements. La ligne diagonale grise en pointillés repère le comportement
des exposants caractéristique de l’équilibre ζp = p/2 tandis que la ligne horizontale
noire en pointillés repère la saturation des exposants à grands p autour de ζp = 1.2.

– des pdf des incréments de valeurs négatives,
– et des exposants ζp liés à la relation entre les moments Sp et l’échelle ∆x,

des analogies avec la phénoménologie de Burgers ont été montrées. D’une part, un
comportement en loi d’échelle a été mis en évidence, d’autre part on observe une
saturation des exposants ζp lorsque l’ordre du moment p augmente. Cette similarité
avec un des premiers modèles de la turbulence est d’autant plus surprenante que,
dans notre situation, les fluctuations sont étudiées sans effet d’inertie, à Re = 0. La
phénoménologie de Burgers correspond à la situation inverse, la viscosité est négligée
et Re → +∞. Une comparaison immédiate avec la phénoménologie de Burgers est
cependant loin d’être évidente.

– Dans la situation présente, la quantité soumise à la non-linéarité de Burgers est
la déformation de l’interface h. Usuellement, les déformations vérifient plutôt
une équation [7] du type

∂th−
1

2
|∇h|2 = ν∇2h+ F

où le premier terme de droite est un terme de relaxation et le second terme
F est une contribution stochastique. La quantité vérifiant alors l’équation de
Burgers est la vitesse de la déformation.

– De plus, la littérature s’est jusqu’à présent intéressée exclusivement au cas
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d’une viscosité nulle : un terme visqueux n’est introduit que pour garantir la
stabilité du schéma numérique. L’équation, objet du présent chapitre, ∂th +
αh∂xh = Lh+ϕ ne peut être étudiée en négligeant, même à grand cisaillement,
la relaxation. Ce constat est mis en évidence avec le changement de variables
h→ αh.

– Enfin, la saturation des exposants ζp semble avoir lieu autour de 1.2 (en tout
cas autour d’une valeur strictement plus grande que 1) alors que dans le cadre
des équations de Burgers sans viscosité, cette saturation a lieu plutôt autour
de ζp = 1.

Par ailleurs, la phénoménologie associée à l’équation de Burgers est encore un sujet
d’actualité. En particulier, la puissance de la loi d’échelle des pdf des incréments
négatifs est toujours discutée [7].

Ensuite, l’étude des pdf des déformations a révélé que la valeur la plus probable
de la déformation n’est plus h = 0 mais h = ±hmax, lorsque le cisaillement est assez
grand. On peut penser que cette bifurcation est liée aux vitesses caractéristiques
de l’interface. D’une part, la bifurcation semble avoir lieu pour α = 0.5. D’autre
part, le rapport entre la vitesse d’advection des fluctuations γ̇eff

√
〈h2〉 et la vitesse

de relaxation des déformations ∼ lc/τc devient plus grand que l’unité lorsque α(1−
K1dα

2) > 1, autrement dit lorsque α & 1.
En prenant en compte les phénomènes d’intermittence inhérents aux modèles de

turbulence, on peut se demander si les fluctuations interfaciales n’oscillent pas entre
deux valeurs hmax et −hmax, l’échelle de temps et de longueur entre ces deux valeurs
étant plutôt longue. Autour de ces deux valeurs ±hmax, l’interface fluctue sur des
échelles de temps et de longueurs plus petites. Néanmoins, il faut se rappeler que
pour les cisaillements considérés, la rugosité de l’interface est toujours plus grande
que hmax d’où la difficulté d’observer des déformations soit strictement positives soit
strictement négatives durant un certain temps ou sur une certaine longueur : pour
α = 10, hmax/

√
〈h2〉 ' 0.1.



Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Dans le cadre de cette thèse, nous avons étudié des interfaces séparant deux
fluides visqueux soumis à un écoulement de cisaillement. Nous avons considéré le
régime des faibles tensions interfaciales, ce qui revient à se placer dans le régime des
grands nombres capillaires.

Tout d’abord, nous avons montré que la dynamique des fluctuations thermiques
des interfaces suit une équation de type Kardar-Parisi-Zhang [24]. Au cours du
temps,

– les fluctuations sont amorties par un terme de relaxation linéaire,
– les fluctuations sont excitées par le bruit thermique,
– les différents modes de déformation sont couplés les uns aux autres par un

terme non-linéaire, impliquant un transfert d’énergie entre les modes.
La dynamique des fluctuations révèle également que le taux de cisaillement ressenti
par l’interface diffère du taux de cisaillement appliqué. Notons de plus que cette
équation non-linéaire a été obtenue de manière rigoureuse à partir des équations de
l’hydrodynamique, et non de manière phénoménologique.

Dans un second temps, nous avons résolu l’équation d’évolution des fluctuations
de l’interface sous cisaillement. En développant la solution à faible taux de cisaille-
ment, nous avons obtenu une expression analytique des modifications des propriétés
de l’interface. La correction est quadratique par rapport au taux de cisaillement,
conformément aux symétries du système d’étude. Elle révèle de plus un facteur uni-
versel dans le sens où toutes les propriétés du système se factorisent dans un seul
paramètre de contrôle sans dimension.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux effets inertiels, et en particulier, aux
éventuelles instabilités pouvant se développer au sein de l’écoulement. Pour cela,
nous avons effectué une analyse de stabilité ce qui nous a permis de mettre en
évidence des critères relativement simples. La possibilité pour qu’un écoulement de
Couette plan dans une bicouche de fluides newtoniens soit instable ne dépend en effet
que des rapports des densités et des viscosités. La tension de surface, en elle-même,
ne modifie pas le diagramme de stabilité mais elle affecte le seuil de l’instabilité.

Finalement, nous nous sommes préoccupés à nouveau des fluctuations interfa-

135
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ciales, que l’on étudie numériquement cette fois-ci. L’objectif est alors double. D’une
part, on veut vérifier l’analycité du développement à petit cisaillement. D’autre part,
on souhaite comprendre la phénoménologie à grand taux de cisaillemnt associée à
l’équation dérivée dans le chapitre 3. Les résultats sont les suivants :

– à petit taux de cisaillement, les données numériques concordent parfaitement
avec les expressions analytiques.

– Puis, à plus fort taux de cisaillement, l’étude des densités de probabilités de
la déformation en elle-même, puis des incréments met en évidence des carac-
téristiques intéressantes, semblables à ce qui est obtenu dans des modèles de
turbulence.

Par la suite, plusieurs points pourront être développés. Dans le chapitre 4, nous
avons obtenu en particulier l’évolution du déplacement quadratique moyen des fluc-
tuations interfaciales en fonction du cisaillement. Nous avons alors comparé cette
prédiction avec les mesures expérimentales de D. Derks et ses collaborateurs [17].
Bien que l’analyse théorique mette en évidence le bon paramètre de contrôle, on
constate que la théorie hydrodynamique sous-estime la correction due au cisaille-
ment d’environ un facteur 3. A priori, ce décalage doit s’expliquer par un ingrédient
absent de la théorie hydrodynamique. En particulier, il est possible que la valeur
même de la tension de surface soit affectée par le cisaillement. En effet, on sait que
cette valeur est reliée à l’épaisseur réelle (microscopique) de la zone interfaciale, no-
tée ε dans le chapitre 2, que nous avons négligée dans le modèle. Cependant, il est
fort probable que l’écoulement de Couette affecte cette zone. Afin d’éclaircir ce point,
l’interface doit être considérée comme une région d’épaisseur finie, très petite mais
non nulle. Pour ce faire, j’ai commencé à mettre en place une étude numérique en
collaboration avec T. Biben. Cette étude numérique couple les champs hydrodyna-
miques à un paramètre de phase, décrivant le passage continu d’un fluide à l’autre.
On souhaite ainsi obtenir la dépendance de la tension interfaciale en fonction du
taux de cisaillement.

Ensuite, lors de l’analyse de stabilité, des critères simples d’instabilité ont été
mis en évidence. On prévoit que l’interface étudiée par D. Derks et ses collaborteurs
soit stable, quelle que soit la valeur du taux de cisaillement. Il serait intéressant de
tester cette prédiction à grand cisaillement, même si cela présente certaines difficultés
expérimentales. Ensuite, on prédit que l’écoulement est instable lorsque le fluide le
plus dense a, d’une part, la viscosité dynamique la plus grande, et, d’autre part, la
viscosité cinématique la plus faible. Il serait intéressant d’étudier la possibilité d’un
tel système. En outre, le comportement du taux de cisaillement critique doit être
approfondi à petit vecteur d’onde du fait de l’influence des parois solides lorsque la
longueur d’onde devient comparable à l’épaisseur des couches de fluide.

Enfin, nous avons étudié le comportement des fluctuations interfaciales lorsque
le taux de cisaillement commence à être conséquent. Des caractéristiques assez origi-
nales ont alors été montrées. D’une part, il semble y avoir une bifurcation de la valeur
la plus probable de la déformation lorsque le cisaillement augmente. D’autre part, les
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incréments de déformation présentent des caractéristiques communes avec certains
modèles de turbulence, comme l’augmentation des évènements très rares que sont
les grands incréments négatifs et la saturation des exposants des lois d’échelle des
moments. Le fait que la solution de nos équations, valable dans le régime visqueux et
à très faible nombre de Reynolds, présente des similitudes avec des modèles de tur-
bulence, correspondant au régime non visqueux et aux grands nombres de Reynolds,
nécessite encore des efforts de compréhension.

Finalement, nous avons obtenu les propriétés statistiques d’une interface sou-
mise à un écoulement de cisaillement. Cette étude pourrait être étendue à d’autres
types d’interfaces, en particulier les bicouches lipidiques [29]. Egalement, il serait
intéressant de généraliser ces résultats à d’autres systèmes hors d’équilibre, comme
les interfaces des milieux granulaires en écoulement [4].
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Annexe A

Quelques précisions sur la relation de
dispersion d’une perturbation
interfaciale

A.1 Développements de la relation de dispersion
On considère toujours pour des raisons de logique une perturbation de la forme

R[hq exp(i(q.r − ωt))] à la surface libre d’un fluide de densité ρ et de viscosité η.
On note v le champ de vitesse créé par la pertubation interfaciale et p le champ
de pression associé. On note P0 la pression constante qui règne au-dessus du fluide.
On suppose que l’épaisseur totale de l’échantillon est très grande devant la longueur
d’onde considérée. On néglige les effets de confinement.

Forme générale du champ de vitesse

Dans la partie principale, on a vu que la relation de dispersion est reliée au champ
de vitesse v. Le champ de vitesse v est défini par la condition d’incompressibilité
∇.v = 0 et l’équation de Navier-Stokes

ρ
∂v

∂t
= −∇P + η∆v (A.1)

où P est le champ de pression à une constante près, P + P0 = p + ρgz avec p
le champ de pression. Le terme non-linéaire de l’équation de Navier-Stokes a été
négligé car on s’intéresse aux petites déformations de l’interface. La perturbation
étant R[hq exp(i(q.r− ωt))], les champs de vitesse et de pression prennent aussi la
forme R[v exp(i(q.r− ωt))] et R[P exp(i(q.r− ωt))] respectivement. Les équations
du champ de vitesse deviennent

iqxvx + iqyvy + ∂zvz = 0 (A.2)
−iρωv = −iqxPex − iqyPey − (∂zP ) ez − ηq2xv − ηq2yv + η∂2zv (A.3)
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ex

ey

q̂

t̂

qy/q

qx/q

Figure A.1 – Présentation de la base de travail
(
q̂, t̂
)

avec ex, ey et ez les vecteurs unitaires dans les directions (Ox), (Oy) définissant
l’interface à l’équilibre et dans la direction (Oz) perpendiculaire à la configuration
d’équilibre de l’interface, respectivement. Vu la forme des équations, on devine une
base de travail plus pratique que la base cartésienne classique. On remplace les
vecteurs unitaires (ex, ey) par les vecteurs unitaires

(
q̂, t̂
)
où q̂ est le vecteur unitaire

selon la direction du vecteur d’onde q. On obtient alors :

iqvq + ∂zṽz = 0 (A.4)
−iρωvq = −ηq2vq + η∂2zvq − iqP (A.5)
−iρωvt = −ηq2vt + η∂2zvt (A.6)
−iρωvz = −ηq2vz + η∂2zvz − ∂zP (A.7)

Soit :

vq =
i

q
∂zvz (A.8)

iqP = iρωvq − ηq2vq + η∂2zvq (A.9)
−l2vt + ∂2zvt = 0 (A.10)

ηl2vz − η∂2zvz + ∂zP = 0 (A.11)

où l = q
√

1− iω/(νq2). Au niveau de ces équations, on remarque que la composante
ṽt est découplée des autres composantes (ṽq, ṽz et p). L’équation A.10 indique la
forme suivante pour ṽt : ṽt = B elz où B est une constante que l’on va déterminer
à l’aide des conditions limites. Seule la racine +l a été prise en compte (la racine
−l a été laissée de côté) à cause de la condition limite en −∞, limz→+∞ v = 0,
l’écoulement ne ressent plus la déformation de l’interface loin de cette dernière.
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Les autres composantes vérifient alors le système suivant :

vq =
i

q
∂zvz (A.12)

P = −iη
q


∂

2
z ṽq − q2

(
1− i ρω

ηq2

)

︸ ︷︷ ︸
l2

ṽq


 (A.13)

∂2z ṽz − l2ṽz −
1

η
∂zP = 0 (A.14)

Soit :
vq = i

q
∂zvz et P = η

q2
(∂3z ṽz − l2∂zṽz)

Ce qui permet d’obtenir l’équation suivante vérifiée par ṽz :

∂4z ṽz − (q2 + l2)∂2z ṽz + q2l2ṽz = 0 (A.15)

Ainsi la composante ṽz est de la forme :

ṽz = A1 e
qz + A2 e

lz (A.16)

où les contantes A1 et A2 sont déterminées à l’aide des conditions limites. On a
retenu à nouveau que les racines à parties réelles positives à cause de la condition
limite sur le champ de vitesse en −∞.

Les conditions limites

Les conditions limites sont de plusieurs types. Tout d’abord, les conditions limites
de type cinématique traduisent le fait que l’écoulement ne ressent plus la déformation
de l’interface loin de celle-ci : limz→+∞ v = 0 et l’imperméabilité de l’interface en
identifiant la vitesse de l’interface avec la vitesse normale du fluide en l’interface,
ce qui donne à l’ordre 1 par rapport à la déformation de l’interface ∂th = vz|0.
Ensuite, il doit y avoir équilibre des contraintes à l’interface ce qui se traduit par :
P0n + ¯̄T.n = σ∆hn où n est le vecteur normal unitaire à l’interface qui pointe vers
l’air (à l’ordre 1, n = ez), ¯̄T le tenseur des contraintes dans la phase inférieure
(Tij = −pδij + η (∂ivj + ∂jvi)). La première condition limite est déjà vérifiée. Les
conditions limites se mettent à l’ordre 1 par rapport à la déformation de l’interface
sous la forme :

– ∂th (r, t) = vz (r, 0, t)
– ∂zvx (r, 0, t) + ∂xvz (r, 0, t) = 0
– ∂zvy (r, 0, t) + ∂yvz (r, 0, t) = 0
– ρgh (r, t)− p (r, 0, t) + 2η∂zvz (r, 0, t) = σ∆h (r, t)
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Soit dans l’espace de Fourier temporel et spatial et en fonction de ṽq et ṽt

−iωh̃ (q, ω) = ṽz (q, 0, ω) (A.17)
∂zṽq (q, 0, ω) + iqṽz (q, 0, ω) = 0 (A.18)

∂zṽt (q, 0, ω) = 0 (A.19)
ρgh̃ (q, ω)− P (q, 0, ω) + 2η∂zṽz (q, 0, ω) = −σq2h̃ (q, ω) (A.20)

La condition (A.19) impose B = 0. On laisse de côté la composante ṽt qui est
complètement découplée des autres composantes et est nulle ici. Le problème se
résume alors à :

vq (q, z, ω) =
i

q
∂zvz (q, z, ω) (A.21)

ṽz (q, z, ω) = A1 e
qz + A2 e

lz (A.22)

P (q, z, ω) =
η

q2
(
∂3z ṽz (q, z, ω)− l2∂zṽz (q, z, ω)

)
(A.23)

∂zṽq (q, 0, ω) + iqṽz (q, 0, ω) = 0 (A.24)

−P (q, 0, ω) + 2η∂zṽz (q, 0, ω) = −σ
(
q2 + l−2c

)
h̃ (q, ω) (A.25)

−iωh̃ (q, ω) = ṽz (q, 0, ω) (A.26)

où lc =
√
σ/ (ρg) est la longueur capillaire. On peut tout exprimer en fonction de

la composante ṽz :

ṽz (q, z, ω) = A1 e
qz + A2 e

lz (A.27)
∂2z ṽz (q, 0, ω) + q2ṽz (q, 0, ω) = 0 (A.28)

∂3z ṽz (q, 0, ω)−
(
l2 + 2q2

)
∂zṽz (q, 0, ω) =

σq2

η

(
q2 + l−2c

)
h̃ (q, ω) (A.29)

−ṽz (q, 0, ω) + iωh̃ (q, ω) = 0 (A.30)

La relation de dispersion

On se place à q et ω fixés, ainsi h̃ est une constante que l’on va noter H. De
plus, ṽz (q, z, ω) = A1 e

qz + A2 e
lz. Ainsi :

ṽz (q, 0, ω) = A1 + A2 (A.31)
∂zṽz (q, 0, ω) = qA1 + lA2 (A.32)
∂2z ṽz (q, 0, ω) = q2A1 + l2A2 (A.33)
∂3z ṽz (q, 0, ω) = q3A1 + l3A2 (A.34)

On a donc le système à 3 inconnues suivant :

2q2A1 + (q2 + l2)A2 = 0

−q (q2 + l2)A1 −2q2lA2 −σq2

η
(q2 + l−2c )H = 0

A1 +A2 +iωH = 0
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C’est un système de 3 équations à 3 inconnues, ces dernières ne sont pas nulles
seulement si le déterminant est nul soit :

∣∣∣∣∣∣

2q2 q2 + l2 0
q2 + l2 2ql σq

η
(q2 + l−2c )

1 1 iω

∣∣∣∣∣∣
= 0

En remplaçant l par sa valeur, en divisant la première et la deuxième ligne par q2
et en posant X = ω/ (νq2) avec ν = η/ρ la viscosité cinématique, on obtient :

∣∣∣∣∣∣

2 2− iX 0
2− iX 2

√
1− iX σ

ηq
(q2 + l−2c )

1 1 iνq2X

∣∣∣∣∣∣
= 0

X vérifie l’équation suivante :

4iνq2X
√

1− iX +
σ

ηq

(
q2 + l−2c

)
(2− iX)− 2σ

ηq

(
q2 + l−2c

)
− iνq2X (2 + iX)2 = 0

(A.35)
Après quelques simplifications, en notant le nombre sans dimension ρσlc/η2 = St et
la fonction sans dimension f (qlc) =

(
1 + (lcq)

2) /
(
(lcq)

3), on réécrit l’équation :

(2− iX)2 + Stf (qlc) = 4
√

1− iX (A.36)

qui est la relation de dispersion.

A.2 Etude de la transition entre les deux régimes
de l’évolution temporelle de l’interface

Afin de compléter l’étude de la relation de dispersion, il est nécessaire de connaître
le vecteur d’onde de transition entre les ondes de surface propagatives et les pertur-
bations surarmorties, notamment sa dépendance par rapport au nombre de Stokes
St. Pour cela, on pose β = iX, la relation de dispersion devient donc (2− β)2 +
Stf (qlc) = 4

√
1− β. Le terme de gauche est un polynôme de degré deux par rap-

port à β et le terme de droite n’est défini dans les réels pour β réel que pour β < 1.
Cette relation possède deux solutions. Supposons que les deux solutions β soient
réelles soit les deux fonctions de β possèdent deux points d’intersection, alors cela
signifie que la pulsation est purement imaginaire ce qui correspond à des pertur-
bations surarmorties. La relation étant à coefficients réels, si les deux solutions β
ne sont pas réelles (les deux fonctions de β ne possèdent pas de points d’intersec-
tion), elles sont complexes conjuguées. Les deux pulsations ont des parties réelles
opposées et des parties imaginaires égales ce qui correspond aux modes propagatifs.
Sur le graphe A.2, on peut voir que les solutions sont complexes conjuguées si la
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constante St× f(qlc) du terme de gauche est trop grand tandis que les deux termes
possèdent deux points d’intersection en fonction de β si la constante St×f(qlc) n’est
pas trop grande, sachant que par définition cette constante est strictement positive.
La fonction f(qlc) étant une fonction décroissante du vecteur d’onde, on retrouve

4 1� Β

�2�Β�2�constante

St f �qlc� �
0 1 2

0

2

4

6

Β

Figure A.2 – Représentation des deux termes de la relation de dispersion en fonc-
tion de β = iX

qu’à petit vecteur d’onde (soit pour St × f(qlc) assez grand), les ondes de surface
se propagent tandis qu’à grand vecteur d’onde (soit la constante St × f(qlc) assez
petite) les perturbations de la surface sont surarmorties. Au vecteur d’onde frontière
séparant les deux régimes d’évolution temporelle des déformations de l’interface, les
deux termes, fonction de β n’ont alors plus qu’un seul point d’intersection. Le vec-
teur d’onde frontière est donc défini par l’égalité des deux termes mais aussi par
l’égalité de la tangente (dérivée par rapport à β). Au vecteur d’onde frontière qf , on
pose β = β∗ et les égalités suivantes sont vérifiées

(2− β∗)2 + 2Stf(qf lc) = 4
√

1− β∗

−2(2− β∗) = −2
1√

1− β∗
(A.37)

On obtient :

β∗ =
5

3
− 1

3
3

√
2

29− 3
√

93
− 1

3

3

√
29− 3

√
93

2
' 0.53

Stf(qf lc) ' 0.58

(A.38)

A partir de la 2nde égalité, on peut obtenir le vecteur d’onde adimensionné qf lc en
fonction du nombre de Stokes comme le montre la fig. A.3. Analytiquement, on peut
aussi obtenir facilement les limites St grand et St petit. Quand St � 1, on peut
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supposer qf grand ou petit et par un raisonnement par l’absurde, on trouve que qf
est grand et est proportionnel à St : qf lc ∝ St. De même, quand St� 1, qf est petit
et suit la loi qf lc ∝ St1/3.

10�3 10�2 0.1 1 10 102 103
0.1

1

10

102

103

St

q f
l c

Figure A.3 – Vecteur d’onde limite entre les deux régimes en fonction du nombre
de Stokes de l’interface.

A.3 Relaxation volumique des déformations de l’in-
terface

Lors de la recherche de la relation de dispersion, le champ de vitesse a été établi
comme la somme de deux termes spatiaux (dépendance en z, coordonnée verticale).
Le premier terme, proportionnel à exp(−qz), met en évidence une première lon-
gueur caractéristique de l’atténuation des déformations de l’interface en volume, la
longueur d’onde. Le deuxième terme, proportionnel à exp(−lz), fait ressortir une se-
conde longueur d’atténuation 1/R(l). Rappelons que l = q

√
1− iω/(νq2), ce second

taux caractéristique de l’atténuation en volume des ondes de surface dépend donc de
la pulsation. En particulier, dans le cas des ondes surarmorties où deux modes phy-
siques coexistent, deux taux d’atténuation spatiaux coexistent aussi. Sur la fig. A.4,
ce second taux d’atténuation R(l)lc est représenté avec les mêmes conventions de
représentation pour les modes « rampant » et « visqueux ». D’une part, le mode
rampant, qui relaxe le plus lentement temporellement au niveau de l’interface, est
le mode qui relaxe le plus rapidement spatialement avec l’éloignement à l’interface.
Il est qualifié de mode « surfacique ». D’autre part, le mode visqueux, qui relaxe
rapidement temporellement au niveau de l’interface, est le mode qui relaxe le plus
lentement spatialement : c’est le mode qui « est ressenti le plus en profondeur » par
le fluide. Ce mode est qualifié de « volumique ».
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Figure A.4 – Représentation des taux d’atténuation spatiaux en volume des défor-
mations de l’interface.



Annexe B

Dérivation des conditions limites
dynamiques au niveau d’une
interface fluide

L’établissement de l’équilibre des forces au niveau de l’interface présente quelques
subtilités. Comme le schématise la fig. B.1, trois forces surfaciques sont impliquées :
celle due aux contraintes du fluide supérieur, celle due aux contraintes du fluide
inférieur et celle due à la tension de surface. Pour établir une relation entre ces trois
forces, on considère un petit volume V en forme de camembert dont les bases sont
des disques de diamètre ε et dont la hauteur est de l’ordre de ε2. La relation entre
les deux tenseurs de contraintes des deux fluides provient de la limite ε→ 0. Listons

volume étudié V
F1

dfσ tension de surfaceF2

∼ ε2

n
m

s

base
orthonormée

n
m
scontour C

surface S ∝ ε2

Figure B.1 – Equilibre des forces au niveau de l’interface

les forces s’appliquant sur le volume V :

149
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• La force du fluide supérieur 2 sur le volume V étudié provient de deux contri-
butions. La première contribution F2 est l’intégrale sur la surface supérieure,
noté S2, du volume étudié de la contrainte T2.n (ε étant supposé petit, la nor-
male à la surface supérieure est identique à la normale à l’interface) avec T2 le
tenseur des contraintes du fluide 2. La seconde contribution F2,sup vient aussi
de l’intégrale sur une surface des contraintes T2.s, mais cette fois la surface
concernée est la surface latérale du volume étudié qui se situe dans le fluide 2.
On note cette surface Slat,2 et la normale à cette surface s.

F2 =

∫∫

S2
dS T2.n F2,sup =

∫∫

Slat,2

dS T2.s

• En ce qui concerne le fluide inférieur 1, par analogie, on décompose aussi
la force qu’il exerce sur V en deux contributions : F1 = −

∫∫
S1 dS T1.n et

F1,sup =
∫∫

Slat,1
dS T1.s avec S1 la surface inférieure du volume étudié, T1 le

tenseur des contraintes du fluide 1, Slat,1 la surface latérale du volume étudié
située dans le fluide 1. F1 apparaît avec un signe négatif car la normale sortante
de la surface inférieure n’est pas n mais −n.
• La force due à la tension de surface Fσ est la somme sur le contour C, intersec-

tion entre l’interface et la surface latérale du volume V , des forces capillaires
dfσ = σdls où l est l’abscisse curviligne le long de C. A l’aide du théorème
de Stokes, l’intégrale fermée sur le contour C peut s’exprimer à l’aide d’une
intégrale sur la surface S.

Fσ =

∮

C
σ dl s =

∫∫

S
dS [∇σ − σn(∇.n)] (B.1)
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Démonstration Soit A un vecteur quelconque, alors le théorème de Stokes
affirme ∮

C
A.dl =

∫∫

S
dS n.(∇ ∧A)

avec dl un petit déplacement le long du contour C. En notant m le vecteur
tangent au contour, dl = mdl. Le vecteur A étant quelconque, on peut le poser
égal à A = a ∧ b avec b un vecteur constant quelconque.

∮

C
(a ∧ b).m dl =

∫∫

S
dS n.[∇ ∧ (a ∧ b)]

Les identités vectorielles standards comprennent (a ∧ b).m = −b.(a ∧m) et
∇∧(a∧b) = −b(∇.a)+b.∇a, le vecteur b étant constant. Les deux termes se
mettent sous la forme d’un produit scalaire avec b, celui-ci étant quelconque,
l’égalité suivante est vérifiée

∮

C
(a ∧m) dl =

∫∫

S
dS [(∇.a)n− (∇a).n]

Afin de retrouver l’égalité qui nous intéresse, on pose a = σn. Sachant que
(s,m,n) forme un trièdre direct, n ∧m = −s, soit

∮

C
σs dl =

∫∫

S
dS [(∇(σn)).n− (∇.(σn))n]

=

∫∫

S
dS [∇σ + σ (∇n).n︸ ︷︷ ︸

1
2∇n2=0

− (∇σ.n)︸ ︷︷ ︸
=0

n− σ(∇.n)n]

=

∫∫

S
dS [∇σ − σ(∇.n)n]

(∇σ.n) = 0 car n est par définition normal à l’interface. On retrouve effective-
ment l’égalité donnée auparavant.

• Une dernière force FV vient compléter la liste, le poids du volume V . Il s’agit
d’une contribution volumique. En notant V1 la partie du volume V appartenant
au fluide 1, et V2 celle dans le fluide 2, FV =

∫∫∫
V1 dV ρ1gz +

∫∫∫
V2 dV ρ2gz.

La somme des forces qui ont été énumérées vérifie la relation fondamentale de la
dynamique. En notant P la quantité de mouvement du volume V ,

dP

dt
= F2 + F2,sup + F1 + F1,sup + Fσ + FV

Différentes contributions d’ordres de grandeur différents participent à cette relation :
– les contributions volumiques dtP et FV sont par définition des intégrales sur

le volume V . Le volume V étant proportionnel à ε4, dtP et FV sont de l’ordre
de ε4 ;

– les contributions dues à la surface latérale, F2,sup et F1,sup, sont du même ordre
de grandeur que la surface latérale Slat,1 + Slat,2, soit de l’ordre de ε3 ;

– les contributions dues aux surfaces parallèles à l’interface, F2, F1 et Fσ, sont
également du même ordre de grandeur que la surface S, soit de l’ordre de ε2.
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La limite ε→ 0 de la relation fondamentale de la dynamique au niveau de l’interface
aboutit alors à la relation suivante entre les forces surfaciques :

F2 + F1 + Fσ = 0∫∫

S2
dS T2.n−

∫∫

S1
dS T1.n +

∫∫

S
dS [∇σ − σn(∇.n)] = 0

La surface S étant quelconque, l’égalité précédente se transpose aux intégrandes :

(T2 − T1).n = σn(∇.n)−∇σ (B.2)



Annexe C

Dérivation de l’équation d’évolution
des fluctuations interfaciales sous
cisaillement

Le but est d’établir l’évolution temporelle des fluctuations thermiques de l’inter-
face soumise à un écoulement de Couette plan, Dans un premier temps, on résout
le champ de vitesse. Dans un second temps, on explicite les relations entre le champ
de vitesse et la déformation interfaciale à l’aide des conditions limites (à l’interface).

On rappelle :
– l’approximation des faibles gradients. On suppose ε = ξT/lc petit, la défor-

mation interfaciale h est alors d’ordre 1 en ε : h = ε u avec u = O(1) et on
développe les champs hydrodynamiques par rapport à ε jusqu’à l’ordre 2.

– l’écoulement à l’ordre 0 en ε. Il s’agit d’un écoulement de Couette plan d’une
bicouche de fluides dont l’interface est plane h = 0, soit v

(0)
j = γ̇jzex et

p
(0)
j = P0 − ρjgz avec j = 1, 2.

– la linéarité des équations hydrodynamiques. Les différents ordres des champs
hydrodynamiques possèdent alors la même forme.

C.1 Forme générale du champ de vitesse
Les champs hydrodynamiques vérifient les équations :

∇.vj = 0 (C.1a)
−∇Pj + ηj∆vj + ∇.sj = 0 (C.1b)

avec sj la contribution aléatoire du tenseur des contraintes : 〈sj,µν〉 = 0 et

〈sj,µν(r, z, t)sj,µ′ν′(r′, z′, t′)〉 = 2kBTηj (δµ,µ′δν,ν′ + δµ,ν′δµ′,ν)

× δ(r− r′)δ(z − z′)δ(t− t′).
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Ainsi chaque ordre n du champ de vitesse v
(n)
j et du champ de pression P

(n)
j

vérifie :

∇.v
(n)
j = 0 (C.2a)

−∇P
(n)
j + ηj∆v

(n)
j + ∇.S

(n)
j = 0 (C.2b)

avec S
(n)
j le terme d’ordre n du tenseur des contraintes sj. On le suppose de l’ordre

1, sj = εSj ainsi S(1)
j = Sj et S

(2)
j = 0. En représentation de Fourier, les équations

hydrodynamiques s’écrivent :

iqxv
(n)
j,x + iqyv

(n)
j,y + ∂zv

(n)
j,z = 0 (C.3a)

ηj(∂
2
z − q2)v(n)j,x − iqxP (n)

j + iqxS
(n)
j,xx + iqyS

(n)
j,xy + ∂zS

(n)
j,xz = 0 (C.3b)

ηj(∂
2
z − q2)v(n)j,y − iqyP (n)

j + iqxS
(n)
j,yx + iqyS

(n)
j,yy + ∂zS

(n)
j,yz = 0 (C.3c)

ηj(∂
2
z − q2)v(n)j,z − ∂zP (n)

j + iqxS
(n)
j,xz + iqyS

(n)
j,yz + ∂zS

(n)
j,zz = 0 (C.3d)

Ce système de 4 équations à 4 inconnues se ramènent à deux systèmes découplés
l’un de l’autre en exprimant les composantes de la vitesse dans la base polaire liée au
vecteur d’onde q, la base (q̂, t̂, ez) avec q̂ = q/q et t̂ = ez ∧ q̂. De manière cohérente,
on exprime également les termes d’ordre n du tenseur des contraintes aléatoires dans
la base polaire. Pour cela, on utilise la matrice de rotation R entre la base cartésienne
traditionnelle et la base polaire

R =




qx
q
− qy

q
0

qy
q

qx
q

0

0 0 1




Les composantes d’un tenseur dans la base polaire Spol sont reliées aux composantes
du même tenseur dans la base cartésienne Scart par la relation :

Scart = RSpol
tR

La composante de la vitesse selon t̂, v(n)j,t , est alors découplée des autres quantités,
elle vérifie :

ηj(∂
2
z − q2)v(n)j,t = −iqS(n)

j,qt − ∂zS(n)
j,tz (C.4a)

tandis que les trois autres quantités, la composante de la vitesse selon q̂, v(n)j,q , avec
v
(n)
j,z et P (n)

j forment le système suivant :

iqv
(n)
j,q + ∂zv

(n)
j,z = 0 (C.4b)

ηj(∂
2
z − q2)v(n)j,q − iqP (n)

j + iqS
(n)
j,qq + ∂zS

(n)
j,qz = 0 (C.4c)

ηj(∂
2
z − q2)v(n)j,z − ∂zP (n)

j + iqS
(n)
j,qz + ∂zS

(n)
j,zz = 0 (C.4d)
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C.1.1 Détermination de v(n)j,t

v
(n)
j,t vérifie

(∂2z − q2)v(n)j,t = − 1

ηj

(
iqS

(n)
j,qt + ∂zS

(n)
j,tz

)
(C.5)

v
(n)
j,t est donc la somme de deux termes, la solution de l’équation homogène liée à
l’opérateur linéaire L = ∂2z−q2 et une solution particulière de l’équation avec second
membre. Pour obtenir la solution particulière, on utilise la méthode des fonctions de
Green. On note g(z, z′) la fonction de Green liée à l’opérateur −L, alors v(n)j,t est :

v
(n)
j,t = α

(n)
j e−q|z| +

1

ηj

∫ +∞

−∞
dzj g(z, zj)

[
iqS

(n)
j,qt(zj) + ∂zS

(n)
j,tz(zj)

]
(C.6)

On utilise directement le fait que les perturbations des champs hydrodynamiques
sont négligeables au niveau des parois qui délimitent le système. Dans le membre
de droite, on a précisé la dépendance en zj des termes du tenseur des contraintes
aléatoires par souci de clarté.

g(z, z′) vérifie
Lg(z, z′) = −δ(z − z′)

Ainsi g(z, z′) est de la forme g(z, z′) = constante× exp(−q|z − z′|). Pour obtenir la
constante, on intègre l’équation ci-dessus entre z′ − ε et z′ + ε, puis on fait tendre ε
vers 0. On obtient alors :

g(z, z′) =
1

2q
e−q|z−z

′| (C.7)

C.1.2 Détermination de v(n)j,q , v
(n)
j,z et P (n)

j

v
(n)
j,q , v

(n)
j,z et P (n)

j vérifient le système :

iqv
(n)
j,q + ∂zv

(n)
j,z = 0 (C.8a)

ηj(∂
2
z − q2)v(n)j,q − iqP (n)

j + iqS
(n)
j,qq + ∂zS

(n)
j,qz = 0 (C.8b)

ηj(∂
2
z − q2)v(n)j,z − ∂zP (n)

j + iqS
(n)
j,qz + ∂zS

(n)
j,zz = 0 (C.8c)

– La condition d’incompressibilité permet d’exprimer v(n)j,q en fonction de v(n)j,z :
v
(n)
j,q = (i/q)∂zv

(n)
j,z .

– La projection de l’équation de Stokes sur q̂ permet d’exprimer P (n)
j en fonction

de v(n)j,z : P (n)
j = (ηj/q

2)(∂3z − q2∂z)v(n)j,z + S
(n)
j,qq − i(∂z/q)S(n)

j,qz.
– Finalement, on obtient une équation différentielle d’ordre 4 pour v(n)j,z :

L2v
(n)
j,z =

q2

ηj

(
∂zS

(n)
j,zz − ∂zS(n)

j,qq

)
+
iq

ηj
(q2 + ∂2z )S

(n)
j,qz (C.9)
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Pour obtenir v(n)j,z , on procède de la même façon que dans la paragraphe précédent
à propos de v(n)j,t . Pour la solution homogène, on utilise directement le fait que les
perturbations des champs hydrodynamiques sont négligeables au niveau des parois
solides. Pour la solution particulière, on utilise la méthode des fonctions de Green :
on note G(z, z′) la fonction de Green associée à l’opérateur L2. v(n)j,z se met alors sous
la forme :

v
(n)
j,z = (A

(n)
j +B

(n)
j qz)e−q|z|

+
1

ηj

∫ +∞

−∞
dzj G(z, zj)

[
q2
(
∂zS

(n)
j,zz(zj)− ∂zS(n)

j,qq(zj)
)

+ iq(q2 + ∂2z )S
(n)
j,qz(zj)

]

(C.10)

G(z, z′) vérifie
L2G(z, z′) = δ(z − z′)

G(z, z′) s’exprime alors sous la forme G(z, z′) = (cte1 +cte2q|z−z′|) exp(−q|z−z′|).
On obtient les constantes par continuité de la fonction de Green et de ses deux
premières dérivées en z = z′, et par la discontinuité de la dérivée troisième en z = z′

qui est donnée par l’intégration entre z′− et z′+. Finalement

G(z, z′) =
1 + q|z − z′|

4q3
e−q|z−z

′| (C.11)

C.1.3 Synthèse de la forme des champs hydrodynamiques

A l’ordre 1 :

P
(1)
j =

ηj
q2

(∂3z − q2∂z)v(1)j,z + Sj,qq − i
∂z
q
Sj,qz v

(1)
j,q =

i

q
∂zv

(1)
j,z (C.12a)

v
(1)
j,t = α

(1)
j e−q|z| +

1

ηj

∫ +∞

−∞
dzj g(z, zj) [iqSj,qt(zj) + ∂zSj,tz(zj)] (C.12b)

v
(1)
j,z = (A

(1)
j +B

(1)
j qz)e−q|z|

+
1

ηj

∫ +∞

−∞
dzj G(z, zj)

[
q2 (∂zSj,zz(zj)− ∂zSj,qq(zj)) + iq(q2 + ∂2z )Sj,qz(zj)

]

(C.12c)

A l’ordre 2 :

P
(2)
j =

ηj
q2

(∂3z − q2∂z)v(2)j,z v
(2)
j,q =

i

q
∂zv

(2)
j,z (C.13a)

v
(2)
j,t = α

(2)
j e−q|z| v

(2)
j,z = (A

(2)
j +B

(2)
j qz)e−q|z| (C.13b)
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C.2 Conditions limites à l’interface

La difficulté de résolution du problème vient du fort couplage (=nombreuses
dépendances non-linéaires) entre le champ de vitesse et la déformation interfaciale.
Dans le but de traiter ce couplage, on développe les conditions limites à l’ordre 2 en
ε. Ensuite, dans l’optique d’exprimer explicitement les constantes introduites dans
la section précédente en fonction de la déformation interfaciale, on exprime chaque
ordre des conditions limites en représentation de Fourier et dans la base polaire. On
traite alors les ordres 1 et 2 successivement.

C.2.1 Développement des conditions limites à l’interface

A l’interface, on peut distinguer deux types de conditions limites, les conditions
cinématiques ou la continuité de la vitesse à travers l’interface, et les conditions
limites dynamiques ou l’équilibre des contraintes à l’interface. Il s’agit des deux
égalités suivantes :

v1(r, h(r)) = v2(r, h(r)) (C.14a)
[T2(r, h(r))].n− [T1(r, h(r))].n = σ(∇.n) (C.14b)

Lors du développement en ε, deux types de termes interviennent à chaque ordre
n :

– les champs hydrodynamiques d’ordre n en z = 0,
– le développement des champs hydrodynamiques en z = h d’ordre k < n autour

de z = 0.
Ainsi

vj(r, h(r)) =v
(0)
j (r, 0) + ε [v

(1)
j (r, 0) + u(r)∂zv

(0)
j (r, 0)]

+ ε2 [v
(2)
j (r, 0) + u(r)∂zv

(1)
j (r, 0) +

u2(r)

2
∂2zv

(0)
j (r, 0)] +O(ε3)

(C.15a)

Tj(r, h(r))] =T
(0)
j (r, 0) + ε [T

(1)
j (r, 0) + u(r)∂zT

(0)
j (r, 0)]

+ ε2 [T
(2)
j (r, 0) + u(r)∂zT

(1)
j (r, 0) +

u2(r)

2
∂2zT

(0)
j (r, 0)] +O(ε3)

(C.15b)

En ce qui concerne le vecteur normal à l’interface n et la contrainte due à la tension
de surface σ(∇.n)n, ces quantités ne requièrent qu’un développement par rapport
à la déformation interfaciale :

n =




−ε∂xu
−ε∂yu

1− ε2

2
|∇u|2


+O(ε3) et σ(∇.n)n = σ




ε2∆u∂xu
ε2∆u∂yu
−ε∆u


 (C.16)
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En remplaçant les champs hydrodynamiques d’ordre 0 par leur expression, on
obtient les développements des conditions limites.
• A l’ordre 1,

v
(1)
2,x(0)− v(1)1,x(0) = (γ̇1 − γ̇2)u (C.17a)

v
(1)
2,y(0)− v(1)1,y(0) = 0 (C.17b)

v
(1)
2,z(0)− v(1)1,z(0) = 0 (C.17c)

et

T
(1)
2,xz(0)− T (1)

1,xz(0) = 0 (C.17d)

T
(1)
2,yz(0)− T (1)

1,yz(0) = 0 (C.17e)

T
(1)
2,zz(0)− T (1)

1,zz(0) = −σ∆u+ ∆ρgu (C.17f)

• A l’ordre 2, seule la composante verticale de la vitesse nous intéresse. Elle
est donnée par les deux conditions limites verticales :

v
(2)
2,z(0)− v(2)1,z(0) = u[∂zv

(1)
1,z(0)− ∂zv(1)2,z(0)] (C.18a)

et

− ∂xu[T
(1)
2,xz(0)− T (1)

1,xz(0)]− ∂yu[T
(1)
2,yz(0)− T (1)

1,yz(0)] + T
(2)
2,zz(0)− T (2)

1,zz(0)

= −u∂z[T (1)
2,zz(0)− T (1)

1,zz(0)]

ce qui revient à

T
(2)
2,zz(0)− T (2)

1,zz(0) = −u∂z[T (1)
2,zz(0)− T (1)

1,zz(0)] (C.18b)

C.2.2 Détermination des constantes du champ de vitesse

A l’ordre 1

Pour déterminer les constantes, on exprime les conditions limites en représenta-
tion de Fourier.

v
(1)
2,x(0)− v(1)1,x(0) = (γ̇1 − γ̇2)u (C.19a)

v
(1)
2,y(0)− v(1)1,y(0) = 0 (C.19b)

v
(1)
2,z(0)− v(1)1,z(0) = 0 (C.19c)

η2[iqxv
(1)
2,z(0) + ∂zv

(1)
2,x(0)]− η1[iqxv(1)1,z(0) + ∂zv

(1)
1,x(0)] = S1,xz(0)− S2,xz(0) (C.19d)

η2[iqyv
(1)
2,z(0) + ∂zv

(1)
2,y(0)]− η1[iqyv(1)1,z(0) + ∂zv

(1)
1,y(0)] = S1,yz(0)− S2,yz(0) (C.19e)

−P (1)
2 (0) + 2η2∂zv

(1)
2,z(0) + P

(1)
1 (0)− 2η1∂zv

(1)
1,z(0) = σ(q2 + l−2c )u+

S1,zz(0)− S2,zz(0)
(C.19f)
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Pour exprimer les conditions limites dans la base polaire, on se souvient que vq =
(qx/q)vx + (qy/q)vy et vt = −(qy/q)vx + (qx/q)vy. Ainsi, pour la première condition
limite sur les contraintes, on effectue (qx/q)× (C.19d)+ (qy/q)× (C.19e) tandis que
pour la seconde, on effectue −(qy/q)× (C.19d) + (qx/q)× (C.19e).

v
(1)
2,q (0)− v(1)1,q (0) = (γ̇1 − γ̇2)

qx
q
u (C.20a)

v
(1)
2,t (0)− v(1)1,t (0) = −(γ̇1 − γ̇2)

qy
q
u (C.20b)

v
(1)
2,z(0)− v(1)1,z(0) = 0 (C.20c)

η2[iqv
(1)
2,z(0) + ∂zv

(1)
2,q (0)]− η1[iqv(1)1,z(0) + ∂zv

(1)
1,q (0)] = S1,qz(0)− S2,qz(0) (C.20d)

η2∂zv
(1)
2,t (0)− η1∂zv(1)1,t (0) = S1,tz(0)− S2,tz(0) (C.20e)

−P (1)
2 (0) + 2η2∂zv

(1)
2,z(0) + P

(1)
1 (0)− 2η1∂zv

(1)
1,z(0) = σ(q2 + l−2c )u+

S1,zz(0)− S2,zz(0)
(C.20f)

v
(1)
j,t (0) est à nouveau découplée des autres quantités. Les deux constantes α(1)

j

sont définies par

α
(1)
2 + 1

η2

∫ +∞
−∞ dz2 g(0, z2) [iqS2,qt(z2) + ∂zS2,tz(z2)]

−
(
α
(1)
1 + 1

η1

∫ +∞
−∞ dz1 g(0, z1) [iqS1,qt(z1) + ∂zS1,tz(z1)]

)
= −(γ̇1 − γ̇2)

qy
q
u

(C.21a)

−η2qα(1)
2 +

∫ +∞
−∞ dz2 ∂zg(0, z2) [iqS2,qt(z2) + ∂zS2,tz(z2)]

−
(
η1qα

(1)
1 +

∫ +∞
−∞ dz1 ∂zg(0, z1) [iqS1,qt(z1) + ∂zS1,tz(z1)]

)
= S1,tz(0)− S2,tz(0)

(C.21b)

On obtient

α
(1)
1 +

1

η1

∫ +∞

−∞
dz1 g(0, z1) [iqS1,qt(z1) + ∂zS1,tz(z1)] =

qy(η2 − η1)
2qη

γ̇1u+
q

η

∫ 0

−∞
dz1 g(0, z1) (iS1,qt(z1) + S1,tz(z1))

+
q

η

∫ +∞

0

dz2 g(0, z2) (iS2,qt(z2)− S2,tz(z2)) (C.22a)

α
(1)
2 +

1

η2

∫ +∞

−∞
dz2 g(0, z2) [iqS2,qt(z2) + ∂zS2,tz(z2)] =

qy(η1 − η2)
2qη

γ̇2u+
q

η

∫ 0

−∞
dz1 g(0, z1) (iS1,qt(z1) + S1,tz(z1))

+
q

η

∫ +∞

0

dz2 g(0, z2) (iS2,qt(z2)− S2,tz(z2)) (C.22b)
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en prenant en compte que

∂zg(z, z′) =

{
qg(z, z′) si z′ > z
−qg(z, z′) si z′ < z

v
(1)
j,z (0) vérifient les quatre équations restantes lorsqu’on remplace v

(1)
j,q (0) et

P
(1)
j (0) par leur expression en fonction de v(1)j,z (0)

∂zv
(1)
2,z(0)− ∂zv(1)1,z(0) = (γ̇2 − γ̇1)iqxu (C.23a)

v
(1)
2,z(0)− v(1)1,z(0) = 0 (C.23b)

η2(q
2 + ∂2z )v

(1)
2,z(0)− η1(q2 + ∂2z )v

(1)
1,z(0) = iq[S2,qz(0)− S1,qz(0)] (C.23c)

η2(∂
3
z − 3q2∂z)v

(1)
2,z(0)− η1(∂3z − 3q2∂z)v

(1)
1,z(0) = −σq2(q2 + l−2c )u

+ q2[S1,qq(0)− S1,zz(0)− (S2,qq(0)− S2,zz(0))]− iq∂z[S1,qz(0)− S2,qz(0)]
(C.23d)

• La continuité de la vitesse verticale et la discontinuité des contraintes normales
à travers l’interface permettent d’obtenir

v
(1)
1,z(0) = v

(1)
2,z(0) = A

(1)
1 +

∫ +∞

−∞
dz1

1

η1
G(0, z1)

[
q2∂z(S1,zz − S1,qq)(z1)
+iq(∂2z + q2)S1,qz(z1)

]

= A
(1)
2 +

∫ +∞

−∞
dz2

1

η2
G(0, z2)

[
q2∂z(S2,zz − S2,qq)(z2)
+iq(∂2z + q2)S2,qz(z2)

]

= −σ(q2 + l−2c )

2ηq
u− q2

η

∫ 0

−∞
dz1 ∂z1G(0, z1)(S1,zz − S1,qq − 2iS1,qz)(z1)

− q2

η

∫ +∞

0

dz2 ∂z2G(0, z2)(S2,zz − S2,qq − 2iS2,qz)(z2) (C.24)

à l’aide d’intégrations par parties et des remarques

(∂3z − 3q2∂z)G(z, z′) =

{
2q3G(z, z′) si z > z′

−2q3G(z, z′) si z < z′

et (∂2z′ + q2)G(z, z′) =

{
−2q∂z′G(z, z′) si z′ > z

2q∂z′G(z, z′) si z′ < z

• Les continuités de la vitesse et de la contrainte selon la direction tangentielle
q̂ mènent à

∂z
q
v
(1)
1,z(0) =

(
A

(1)
1 +B

(1)
1

)
+

∫ +∞

−∞
dz1

∂z
η1q

G(0, z1)

[
q2∂z(S1,zz − S1,qq)(z1)
+iq(∂2z + q2)S1,qz(z1)

]

=
η2 − η1

2η
γ̇1i

qx
q
u+

q

η

∫ 0

−∞
dz1 ∂

2
z1
G(0, z1)(S1,zz − S1,qq − 2iS1,qz)(z1)

+
q

η

∫ +∞

0

dz2 ∂
2
z2
G(0, z2)(S2,zz − S2,qq + 2iS2,qz)(z2) (C.25a)
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et

−∂z
q
v
(1)
2,z(0) =

(
A

(1)
2 −B(1)

2

)
−
∫ +∞

−∞
dz2

∂z
η2q

G(0, z2)

[
q2∂z(S2,zz − S2,qq)(z2)
+iq(∂2z + q2)S2,qz(z2)

]

=
η2 − η1

2η
γ̇2i

qx
q
u− q

η

∫ 0

−∞
dz1 ∂

2
z1
G(0, z1)(S1,zz − S1,qq − 2iS1,qz)(z1)

− q

η

∫ +∞

0

dz2 ∂
2
z2
G(0, z2)(S2,zz − S2,qq + 2iS2,qz)(z2) (C.25b)

A l’ordre 2

Les deux relations permettant d’obtenir les constantes A(2) font intervenir des
produits de convolution dans l’espace de Fourier.

v
(2)
1,z(0)− v(2)2,z(0) = −

∫
d2k

(2π)2
uq−k ∂z[v

(1)
1,z(k, 0)− v(1)2,z(k, 0)]︸ ︷︷ ︸

=ikx(γ̇1−γ̇2)uk

T
(2)
1,zz(0)− T (2)

2,zz(0) = −
∫

d2k

(2π)2
uq−k ∂z[T

(1)
1,zz(k, 0)− T (1)

2,zz(k, 0)]︸ ︷︷ ︸
−η1(∂2z + q2)v

(1)
1,z(0) + iqS1,qz(0)

+η2(∂2z + q2)v
(1)
2,z(0)− iqS2,qz(0)

= 0

Sachant que T (2)
1,zz(0) = 2η1qA

(2)
1 et T (2)

2,zz(0) = −2η2qA
(2)
2 , on trouve :

A
(2)
1 =

∫
d2k

(2π)2
ikx

η2
2η

(γ̇2 − γ̇1)ukuq−k (C.26a)

A
(2)
2 =

∫
d2k

(2π)2
ikx

η1
2η

(γ̇1 − γ̇2)ukuq−k (C.26b)

Le remplacement de ces constantes dans la condition d’immiscibilité développée
à l’ordre 2 conduit effectivement à l’équation d’évolution temporelle 3.55 vérifiée par
les fluctuations thermiques de l’interface.
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Annexe D

Résolution de la dynamique des
fluctuations à petit cisaillement

Dans cette annexe, on omet les˜qui permettent de repérer les quantités adimen-
sionnées pour plus de lisibilité. On a l’équation suivante :

∂hq(t)

∂t
= −fq

2
hq(t)− iα

∫
dk

(2π)2
kxhk(t)hq−k(t) + ϕq(t) (D.1)

où ϕq(t) est une variable aléatoire gaussienne avec 〈ϕq(t)〉 = 0 et
〈
ϕq(t)ϕq′ (t

′
)
〉

=

(1/q)(2π)2δ(~q + ~q
′
)δ(t− t′) et où fq

2
= σ(q2+l−2

c )
4ηq

.
Après la transformée de Fourier temporelle :

iωhq(ω) = −fq
2
hq(ω)− iα

∫∫
dkdΩ

(2π)3
kxhk(Ω)hq−k(ω − Ω) + ϕq(ω) (D.2)

où
〈
ϕq(ω)ϕq′ (ω

′
)
〉

= (1/q)(2π)3δ(~q + ~q
′
)δ(ω + ω

′
).

Ainsi hq(ω) vérifie :

hq(ω) = Rq(ω)ϕq(ω)− iαRq(ω)

∫∫
dkdΩ

(2π)3
kxhk(Ω)hq−k(ω − Ω) (D.3)

oú Rq(ω) = 1
fq
2
(1+i 2ω

fq
)
. On considère que le petit paramètre est α et donc que le

produit de convolution est d’ordre 1.

D.1 Obtention de hq(ω)

A l’ordre 0, hq(ω)(0) = Rq(ω)ϕq(ω). A l’ordre 1, on remplace h dans le produit
de convolution par son expression à l’ordre 0.

h(0)q (ω) + αh(1)q (ω) =

Rq(ω)ϕq(ω)− iαRq(ω)

∫∫
dkdΩ

(2π)3
kxRk(Ω)Rq−k(ω − Ω)ϕk(Ω)ϕq−k(ω − Ω)
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A l’ordre 2, on remplace h dans le produit de convolution par son expression à l’ordre
1.

h(0)q (ω) + αh(1)q (ω) + α2h(2)q (ω) =

Rq(ω)ϕq(ω)− iαRq(ω)

∫∫
dkdΩ

(2π)3
kx

×
[
Rk(Ω)ϕk(Ω)− iαRk(Ω)

∫∫
dk′dΩ′

(2π)3

(
k′xRk′(Ω

′)Rk−k′(Ω− Ω′)
ϕk′(Ω

′)ϕk−k′(Ω− Ω′)

)]

×




Rq−k(ω − Ω)ϕq−k(ω − Ω)

−iαRq−k(ω − Ω)

∫∫
dk′dΩ′

(2π)3




k′x
Rk′(Ω

′)Rq−k−k′(ω − Ω− Ω′)
ϕk′(Ω

′)ϕq−k−k′(ω − Ω− Ω′)







soit en mettant en évidence les différents ordres

h(0)q (ω) + αh(1)q (ω) + α2h(2)q (ω)

= Rq(ω)ϕq(ω)

− iαRq(ω)

∫∫
dkdΩ

(2π)3
kxRk(Ω)Rq−k(ω − Ω)ϕk(Ω)ϕq−k(ω − Ω)

− α2Rq(ω)

∫∫
dkdΩdk′dΩ′

(2π)6

kxk
′
x

Rk(Ω)Rq−k(ω − Ω)Rk′(Ω
′)Rk−k′(Ω− Ω′)

ϕq−k(ω − Ω)ϕk′(Ω
′)ϕk−k′(Ω− Ω′)

− α2Rq(ω)

∫∫
dkdΩdk′dΩ′

(2π)6

kxk
′
x

Rk(Ω)Rq−k(ω − Ω)Rk′(Ω
′)Rq−k−k′(ω − Ω− Ω′)

ϕk(Ω)ϕk′(Ω
′)ϕq−k−k′(ω − Ω− Ω′)

En posant k = q− k dans la dernière intégrale, l’ordre 2 se simplifie

h(0)q (ω) + αh(1)q (ω) + α2h(2)q (ω)

= Rq(ω)ϕq(ω)

− iαRq(ω)

∫∫
dkdΩ

(2π)3
kxRk(Ω)Rq−k(ω − Ω)ϕk(Ω)ϕq−k(ω − Ω)

− α2Rq(ω)

∫∫
dkdΩdk′dΩ′

(2π)6



qxk

′
x

Rk(Ω)Rq−k(ω − Ω)Rk′(Ω
′)Rk−k′(Ω− Ω′)

ϕq−k(ω − Ω)ϕk′(Ω
′)ϕk−k′(Ω− Ω′)




(D.4)
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D.2 Calcul du spectre

D.2.1 Dynamique

Le but est de calculer la quantité 〈hq1(ω1)hq2(ω2)〉 à l’ordre 2 :

hq1(ω1)hq2(ω2) =


Rq1(ω1)ϕq1(ω1)
−iαRq1(ω1)

×
∫∫

dk1dΩ1

(2π)3
k1,xRk1(Ω1)Rq1−k1(ω1 − Ω1)ϕk1(Ω1)ϕq1−k1(ω1 − Ω1)

−α2Rq1(ω1)

×
∫∫

dk1dΩ1dk
′
1dΩ′1

(2π)6



q1,xk

′
1,x

Rk1(Ω)Rq1−k1(ω1 − Ω1)Rk′1(Ω
′
1)Rk1−k′1(Ω1 − Ω′1)

ϕq1−k1(ω1 − Ω1)ϕk′1(Ω
′
1)ϕk1−k′1(Ω1 − Ω′1)







×




Rq2(ω2)ϕq2(ω2)
−iαRq2(ω2)

×
∫∫

dk2dΩ2

(2π)3
k2,xRk2(Ω2)Rq2−k2(ω2 − Ω2)ϕk2(Ω2)ϕq2−k2(ω2 − Ω2)

−α2Rq2(ω2)

×
∫∫

dk2dΩ2dk
′
2dΩ′2

(2π)6



q2,xk

′
2,x

Rk2(Ω2)Rq2−k2(ω2 − Ω2)Rk′2(Ω
′
2)Rk2−k′2(Ω2 − Ω′2)

ϕq2−k2(ω2 − Ω2)ϕk′2(Ω
′
2)ϕk2−k′2(Ω2 − Ω′2)







soit en mettant les différents ordres en évidence :

〈hq1(ω1)hq2(ω2)〉 = Rq1(ω1)Rq2(ω2)〈ϕq1(ω1)ϕq2(ω2)〉

− α2

∫∫
dk1dΩ1dk2dΩ2

(2π)6




k1,xk2,x
Rq1(ω1)Rq2(ω2)Rk1(Ω1)
Rq1−k1(ω1 − Ω1)Rk2(Ω2)Rq2−k2(ω2 − Ω2)
〈ϕk1(Ω1)ϕq1−k1(ω1 − Ω1)ϕk2(Ω2)ϕq2−k2(ω2 − Ω2)〉




− α2

∫∫
dk2dΩ2dk

′
2dΩ′2

(2π)6




q2,xk
′
2,x

Rq1(ω1)Rq2(ω2)Rk2(Ω2)
Rq2−k2(ω2 − Ω2)Rk′2(Ω

′
2)Rk2−k′2(Ω2 − Ω′2)

〈ϕq1(ω1)ϕq2−k2(ω2 − Ω2)ϕk′2(Ω
′
2)ϕk2−k′2(Ω2 − Ω′2)〉




− α2

∫∫
dk1dΩ1dk

′
1dΩ′1

(2π)6




q1,xk
′
1,x

Rq1(ω1)Rq2(ω2)Rk1(Ω)
Rq1−k1(ω1 − Ω1)Rk′1(Ω

′
1)Rk1−k′1(Ω1 − Ω′1)

〈ϕq2(ω2)ϕq1−k1(ω1 − Ω1)ϕk′1(Ω
′
1)ϕk1−k′1(Ω1 − Ω′1)〉




L’ordre 1 est effectivement nul puisqu’il fait intervenir des moments d’ordre 3 de
variables gaussiennes. L’ordre 2 est constitué de 3 termes : la multiplication des
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deux ordres 1 de hqj entre eux, le produit de l’ordre 0 de hq1 avec l’ordre 2 de hq2 et
inversement, le produit de l’ordre 2 de hq1 avec l’ordre 0 de hq2 .

L’ordre 2 est calculé à partir des moments d’ordre 4 des variables gaussiennes
ϕ. Ces derniers sont donnés par le théorème de Wick : un moment d’ordre 4 de
variables gaussiennes est la somme sur toutes les permutations des produits des
moments d’ordre 2. Par exemple,

〈ϕk1(Ω1)ϕq1−k1(ω1 − Ω1)ϕk2(Ω2)ϕq2−k2(ω2 − Ω2)〉
=〈ϕk1(Ω1)ϕq1−k1(ω1 − Ω1)〉〈ϕk2(Ω2)ϕq2−k2(ω2 − Ω2)〉

+ 〈ϕk1(Ω1)ϕk2(Ω2)〉〈ϕq1−k1(ω1 − Ω1)ϕq2−k2(ω2 − Ω2)〉
+ 〈ϕk1(Ω1)ϕq2−k2(ω2 − Ω2)〉〈ϕk2(Ω2)ϕq1−k1(ω1 − Ω1)〉

=
1

k1k2
(2π)6δ(q1)δ(ω1) δ(q2)δ(ω2)

+
1

k1|q1 − k1|
(2π)6

[
δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)
δ(k1 + k2)δ(Ω1 + Ω2)

]

+
1

k1|q1 − k1|
(2π)6

[
δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)
δ(q1 − k1 + k2)δ(ω1 − Ω1 + Ω2)

]

En remplaçant les moments d’ordre 4 des variables ϕ, on obtient :

〈hq1(ω1)hq2(ω2)〉 =
|Rq1(ω1)|2

q1
(2π)3δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)

− α2(2π)3δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)|Rq1(ω1)|2

×
∫∫

dk1dΩ1

(2π)3

[ −q1,xk1,x
k1|q1 − k1|

|Rk1(Ω1)|2|Rq1−k1(ω1 − Ω1)|2
]

− α2(2π)3δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)|Rq1(ω1)|2

×
∫∫

dk2dΩ2

(2π)3

[ −q1,xk2,x
q1|q1 + k2|

R∗q1(ω1)Rk2(Ω2)|Rq1+k2(ω1 + Ω2)|2
]

− α2(2π)3δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)|Rq1(ω1)|2

×
∫∫

dk1dΩ1

(2π)3

[
q1,xk1,x

q1|q1 − k1|
Rq1(ω1)Rk1(Ω1)|Rq1−k1(ω1 − Ω1)|2

]

On montre que la seconde intégrale est le complexe conjugué de la troisième en y
posant k1 = −k2 et Ω1 = −Ω2. On obtient :

〈hq1(ω1)hq2(ω2)〉 =
|Rq1(ω1)|2

q1
(2π)3δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)

− α2(2π)3δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)|Rq1(ω1)|2
∫∫

dk1dΩ1

(2π)3
q1,xk1,x
|q1 − k1|

× |Rq1−k1(ω1 − Ω1)|2
[
Rq1(ω1)Rk1(Ω1) +R∗q1(ω1)R

∗
k1

(Ω)

q1
− |Rk1(Ω1)|2

k1

]
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On effectue l’intégrale sur Ω1

〈hq1(ω1)hq2(ω2)〉 =
|Rq1(ω1)|2

q1
(2π)3δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)

− 4α2(2π)3δ(q1 + q2)δ(ω1 + ω2)|Rq1(ω1)|2
∫

dk1

(2π)2
q1,xk1,x
|q1 − k1|

×
1

fq1−k1 (fk1+fq1−k1 )

1 +
4ω2

1

(fk1+fq1−k1 )
2




2(1− 4ω2
1

fq1 (fk1+fq1−k1 )
)

q1fq1(1 +
4ω2

1

f2q1
)

− 1

k1fk1


 (D.5)

D.2.2 Statique

On calcule maintenant la quantité 〈hq1(t)hq2(t)〉 en effectuant une transformée
de Fourier inverse.

〈hq1(t)hq2(t)〉 =

∫∫
dω1dω2

(2π)2
ei(ω1+ω2)t〈hq1(ω1)hq2(ω2)〉 (D.6)

En remplaçant 〈hq1(ω1)hq2(ω2)〉 par son expression, on obtient

〈hq1(t)hq2(t)〉 = (2π)2δ(q1 + q2)

∫
dω1

(2π)


|Rq1(ω1)|2
q1

− 4α2|Rq1(ω1)|2

∫
dk1

(2π)2

q1,xk1,x
|q1−k1|fq1−k1 (fk1+fq1−k1 )

1 +
4ω2

1

(fk1+fq1−k1 )
2




2(1− 4ω2
1

fq1 (fk1+fq1−k1 )
)

q1fq1(1 +
4ω2

1

f2q1
)

− 1

k1fk1







(D.7)

L’intégration sur ω1 donne

〈hq1(t)hq2(t)〉 = (2π)2δ(q1 + q2)[
1

q1fq1
− α2 1

fq1

∫
dk1

π2

q1,xk1,x
|q1 − k1|fq1−k1(fq1 + fk1 + fq1−k1)

(
1

q1fq1
− 1

k1fk1

)]
(D.8)

La densité spectrale Sq(α), définie par 〈hq(t)hq′(t)〉 = Sq(α)(2π)2δ(q+q′), est donnée
par :

Sq(α) =
1

qfq

[
1− α2

π2

∫
dk

kxqxq[(qfq)
−1 − (kfk)

−1]

|q− k|fq−k(fq + fk + fq−k)

]
(D.9)

On peut extraire la dépendance par rapport à l’angle du vecteur d’onde θq en
exprimant l’intégrale donnant la correction de la densité spectrale par le cisaillement
en fonction des coordonnées polaires. On note θk l’angle du vecteur d’onde k par
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rapport à la direction du cisaillement.

∫
dk

kxqxq[(qfq)
−1 − (kfk)

−1]

|q− k|fq−k(fq + fk + fq−k)
=

∫
dk

kq2 cos θq cos θk[(qfq)
−1 − (kfk)

−1]√
q2 + k2 − 2qk cos(θk − θq)f√q2+k2−2qk cos(θk−θq)(fq + fk + f√

q2+k2−2qk cos(θk−θq))

On pose θk = θk − θq
∫

dk
kxqxq[(qfq)

−1 − (kfk)
−1]

|q− k|fq−k(fq + fk + fq−k)

=

∫
dk

kq2 cos θq cos(θk + θq)[(qfq)
−1 − (kfk)

−1]√
q2 + k2 − 2qk cos θkf√q2+k2−2qk cos θk

(fq + fk + f√
q2+k2−2qk cos θk

)

= cos2 θq

∫
dk

kq2 cos θk[(qfq)
−1 − (kfk)

−1]√
q2 + k2 − 2qk cos θkf√q2+k2−2qk cos θk

(fq + fk + f√
q2+k2−2qk cos θk

)

où on a développé cos(θq + θk) en cos θqθk − sin θq sin θk. Le terme proportionnel à
sin θk est nul en raison des propriétés de parité.

On trouve effectivement

Sq(α) =
1

qfq

(
1− α2 cos2 θqI(q)

)
(D.10)

avec

I(q) =

∫ +∞

0

dk

π

∫ 2π

0

dθk
π

kq2 cos θk[(qfq)
−1 − (kfk)

−1]

|q− k|f|q−k|(fq + fk + f|q−k|)

et |q− k| =
√
q2 + k2 − 2qk cos θk (D.11)
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