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Résumé

Nous nous intéressons dans cette these a l’estimation non paramétrique de la densité a
partir d’un échantillon aléatoire. Nous établissons des propriétés limites d’estimateurs de
densité en les déduisant de lois limites fonctionnelles pour le processus empirique local, qui
sont démontrées dans un contexte général. L’exposé de these, comprenant deux parties,
est construit de la maniere suivante. La premiere partie porte sur des lois limites fonc-
tionnelles locales. Elles sont établies pour trois ensembles de suites de fonctions aléatoires,
construites a partir : du processus empirique uniforme, du processus empirique de quantiles
uniforme et du processus empirique de Kaplan-Meier. Ces lois sont uniformes relativement
a la taille des incréments de ces processus empiriques locaux et décrivent le comportement
asymptotique de la distance de Hausdorff entre chacun de ces trois ensembles et un en-
semble de type Strassen. La deuxieme partie porte sur 'estimation non paramétrique de
la densité. Nous présentons plusieurs applications des lois limites fonctionnelles locales
établies précédemment. Ces résultats comportent, d’une part, la description de lois limites
pour des estimateurs non paramétriques de la densité, comprenant les estimateurs a noyau
et les estimateurs de la densité par la méthode des plus proches voisins, et d’autre part,
des lois limites pour les estimateurs a noyau de la densité des temps de survie et du taux
de panne dans un modele de censure a droite. Ces lois limites ont la particularité d’étre
établies, dans le cadre de la convergence en probabilité, uniformément relativement aux
parametres de lissage des estimateurs considérés.

Mots-clefs Lois limites fonctionnelles du type Strassen, processus empiriques, estimateurs
fonctionnels non paramétriques, modeéle de censure a droite, convergence en probabilité.

Abstract

In this thesis, we are concerned with nonparametric estimation of the density given a
random sample. We establish asymptotic properties of density estimators by deducing
them from functional limit laws for the local empirical process in a general context. The
thesis is divided in two main parts, we describe as follows. The first part is devoted to
local functional limit laws which are established for three sets of sequences of random
functions, built from: the uniform empirical process, the uniform quantiles process and
from the Kaplan-Meier empirical process. The functional laws are uniform relative to the
increments size of the local empirical processes and describe the asymptotic behavior of
the Hausdorff set-distance between each one of the three sets and a Strassen-type set.
The purpose of the second part is nonparametric density estimation. We present several
statistical applications of the previous functional limit laws, which consist on limit laws
describing the asymptotic behavior of nonparametric density estimators, such as kernel
estimators, the nearest-neighbor estimator, and kernel estimators of lifetime density and
failure rate in a right censorship model. These applications are new sharp uniform-in-
bandwidth limit laws for the last estimators in the framework of convergence in probability.

Keywords Strassen-type functional limit laws, empirical processes, nonparametric func-
tional estimators, right censorship model, convergence in probability.
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Introduction

0.1 Présentation de la thése

Soit X une variable aléatoire réelle de densité f(-), relativement & la mesure de Lebesgue.
La densité f(-) fournit une description naturelle de la loi de X, au sens qu’elle en permet
une interprétation visuelle simple, en révélant directement les facteurs de concentration
de cette distribution de probabilité. Nous nous intéressons dans cette these a ’estimation
de cette densité f(-) a partir d'un échantillon aléatoire Xy, ..., X,, composé de répliques
indépendantes et de méme loi que X. L’estimation d’une densité de probabilité est un
probleme statistique ancien et classique, dont ’étude remonte a bien avant le début du
XX®me sidcle, en particulier par les méthodes d’histogrammes. Nous n’en ferons pas ici une
étude historique systématique, nous renvoyons le lecteur aux exposés et références présents
dans les ouvrages et articles de : Parzen [97], Watson et Leadbetter [120], Deheuvels [19],
Tapia et Thompson [112], Prakasa Rao [98], Bosq et Lecoutre [10], Devroye [45], Hardle
[72], Deheuvels [21], et Berlinet et Devroye [5]. Nous mentionnons également la soixantaine
de références pertinentes sur le sujet, présentes page 162, dans del Barrio et al. [41].

Dans cette theése, nous nous concentrerons sur des procédés d’estimation non paramétrique.
Nous établirons des propriétés limites d’estimateurs de densité en les déduisant de lois
limites fonctionnelles pour le processus empirique local, qui seront démontrées dans un
contexte général. Ces lois fonctionnelles représentent la composante, originale et théorique,
la plus importante de nos contributions. Elles seront développées dans les chapitres et
de la premiere partie du présent mémoire. Les applications statistiques qui en découlent
fournissent, d’une part, une motivation pratique de ces résultats généraux, et d’autre part,
sont d’intérét de par elles-mémes. Elles sont exposées dans les chapitres et [6] de la
deuxiéme partie de notre these.

Dans la suite de I'introduction présente, nous aborderons successivement :

— le plan de notre mémoire de these;

— des résumés des chapitres comprenant la partie originale de nos travaux;

— une introduction aux lois limites fonctionnelles a travers un historique intégrant
I’énoncé de nos contributions;

une introduction & l’estimation non paramétrique, et un résumé de nos résultats
originaux, obtenus dans ce domaine.

L’exposé de these proprement dit, comprenant deux parties, est construit de la maniere
suivante.

— La premiere partie porte sur des lois limites fonctionnelles locales. Elles sont éta-
blies pour trois ensembles de suites de fonctions aléatoires, construites a partir : du
processus empirique uniforme (voir le Chapitre , du processus empirique de quan-
tiles uniforme (voir le Chapitre [2)) et du processus empirique de Kaplan-Meier (voir
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le Chapitre . Les lois limites fonctionnelles locales présentées dans la premiere
partie de la theése portent sur des processus empiriques locaux, et sont uniformes
relativement a la taille de leurs incréments. Nous parlerons alors de "lois limites
fonctionnelles uniformes". Il ne faut pas confondre cette uniformité avec celles des
variables aléatoires sous-jacentes, qui seront souvent supposées de loi uniforme sur
(0,1). De telles lois limites fonctionnelles locales sont motivées par 1’estimation non
paramétrique de la densité et nous mettrons en évidence les raisons pour lesquelles
leur caractere d’uniformité, par rapport a la taille des incréments, a une grande
importance pratique.

— La deuxieme partie porte sur l'estimation non paramétrique de la densité. Nous
présentons ici plusieurs applications des lois limites fonctionnelles locales établies
dans la premiere partie. Ces résultats comportent, d’une part, la description de
lois limites pour des estimateurs non paramétriques de la densité, comprenant les
estimateurs a noyau (voir le Chapitre [4]) et les estimateurs de la densité par la
méthode des plus proches voisins (voir le Chapitre |5)), et d’autre part, des lois limites
pour les estimateurs a noyau de la densité des temps de survie et du taux de panne
(ou de mortalité) (voir le Chapitre [6]). Ces lois limites ont la particularité d’étre
uniformes relativement aux parametres de lissage des estimateurs considérés. Dans
le paragraphe [0.3] introductif, sur I’estimation non paramétrique, nous insisterons
particulierement sur le fait qu'une difficulté majeure dans ’estimation de la densité
par la méthode des noyaux ou des plus proches voisins réside, précisément, dans le
choix du parameétre de lissage.

Nous présentons ci-dessous des résumés de chacun des chapitres de notre these. Nous y
mettons en évidence la partie originale de nos recherches. Par ailleurs, nous exposerons de
maniere plus détaillée, au sein des chapitres eux-mémes, la comparaison de nos résultats
avec ceux de la littérature existante.

Contributions de la premiére partie Dans le Chapitre [I| nous nous intéressons au
comportement limite des incréments de taille h du processus empirique uniforme. Dans
un premier temps, nous fournissons deux inégalités (voir la Proposition et la Propo-
sition qui constituent la pierre angulaire de la construction de toutes les lois limites
fonctionnelles locales établies, par la suite, dans cette premiere partie de these. Nous
établissons deux lois limites fonctionnelles locales pour les incréments du processus em-
pirique uniforme (voir le Théoréme et le Théoreme . La deuxiéme est I’extension
de 'autre dans un contexte d’uniformité relativement a la taille des incréments (on consi-
dére le supremum, relativement aux tailles d’incréments h, des distances de Hausdorff
entre les ensembles de fonctions concernés). Ces lois limites décrivent le comportement
asymptotique des distances de Hausdorff entre, d’une part, un ensemble aléatoire composé
d’incréments du processus empirique, et d’autre part, I’ensemble de Strassen. Ces résultats
sont établis dans le cadre de la convergence en probabilité. Les incréments considérés ont
une taille h, comprise entre celle des incréments dits standards, et ceux dits grands (ou
"large") (voir le point 2°) de la Remarque . Nous présentons, au passage de nouveaux
lemmes analytiques (voir le Lemme et le Lemme @ dont l'intérét pratique est de
faciliter I'utilisation des lois limites fonctionnelles locales, établies dans la premiere partie
de la these, pour développer les applications statistiques de la deuxieéme partie de la these.
Mentionnons enfin que ce premier chapitre est motivé par les travaux du Chapitre [

Le Chapitre [2] est Panalogue du Chapitre [I] dans le contexte des processus de quantiles.
L’étude du comportement limite des incréments du processus empirique de quantile uni-
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forme remplace ici celle des incréments du processus empirique classique. En suivant le
méme plan que celui du Chapitre [I, nous présentons deux lois limites fonctionnelles lo-
cales (voir le Théoréme et le Théoréme [2.3). La seconde d’entre elles est une version
généralisée de la premiere, établie uniformément relativement a la taille h des incréments.
L’une et I'autre de ces lois décrivent le comportement limite des incréments du processus
empirique de quantile uniforme. Deux techniques de démonstration sont utilisées ici (voir
les paragraphes et . La premieére approche consiste a décrire les incréments du
processus empirique de quantile uniforme a partir de processus de sommes partielles. A
partir de cette représentation, nous mettons en ceuvre un argument identique a celui qui
permet d’obtenir les inégalités de base du Chapitre 1| (voir la Proposition et la Propo-
sition . L’autre approche utilise le fait que ces lois limites fonctionnelles peuvent étre
déduites des lois limites fonctionnelles présentées dans le Chapitre [}, a I’aide d’une repré-
sentation du type Bahadur-Kiefer (voir Bahadur [2] et Kiefer [77]). Comme applications
de ces résultats, nous donnons des lois limites nouvelles pour les modules de continuité
du processus empirique uniforme, et du processus empirique de quantile uniforme. Leur
originalité découle de leur uniformité relativement a la taille h des incréments (voir le
Corollaire . Ce chapitre est naturellement inspiré par le Chapitre |1}, dont il fournit une
version adaptée au processus de quantiles. Il est de plus, motivé par ’application présentée
au Chapitre [5]

Les principaux résultats de ces deux premiers chapitres ont fait I’objet d’une publication
dans un article [40], écrit en collaboration avec mon directeur de thése Paul Deheuvels, et
a paraitre dans la revue Journal of Theoretical Probability (voir I’Annexe |C)).

Le Chapitre [3| est dédié a I’étude des incréments du processus empirique de Kaplan-Meier
dans le cadre d’'un modele de censure a droite. De tels modéles de censure sont courants
dans les applications biostatistiques. Par exemple, on peut s’intéresser aux durées de vie
résiduelles de patients cancéreux, ayant di subir I’ablation chirurgicale d’une tumeur ma-
ligne. On cherche alors a analyser leur durée de vie résiduelle a partir de 'instant de
Iopération. De maniére plus générale, de tels modeles s’appliquent a ’analyse de durées
de vie séparant 'instant initial d’observation et I’arrivée d’un événement d’intérét, tel que,
par exemple, une rechute observée pour la pathologie faisant ’objet du traitement. La du-
rée de vie est modélisée par une variable aléatoire positive X dont on désire estimer la loi
de probabilité. Dans la pratique, il est courant qu’on ne puisse pas observer X directe-
ment. C’est le cas, par exemple, quand un des patients quitte le milieu hospitalier avant la
survenue de son déces (ou de sa rechute). Dans un tel cas, on sait seulement que la durée X
séparant le début de I'hospitalisation et le déces est supérieure a la durée de vie observée
durant I’étude. Un autre cas de figure serait qu’un patient déceéde d’une cause indépen-
dante de la pathologie pour laquelle il est traité (comme, par exemple, d'un accident de la
route). On ne connait pas alors sa durée de survie dans des circonstances "normales". On
modélise ces phénomeénes en supposant que 1’on observe le minimum min(X, C) entre la
variable d’intérét X et une variable aléatoire positive notée C, et que ’on appelle censure
aléatoire a droite. On supposera que ’on observe également l'indicatrice Iy y<cy qui carac-
térise le fait que 'observation X est censurée ou non par la variable C. Dans ce chapitre,
nous présentons, dans un modele de censure a droite, une loi limite fonctionnelle uniforme
pour les incréments du processus empirique de Kaplan-Meier (voir le Théoréme. Cette
loi décrit le comportement limite en probabilité, lorsque la taille d’échantillon croit indéfi-
niment, de la distance de Hausdorff entre un ensemble composé d’incréments du processus
empirique de Kaplan-Meier et une version de I’ensemble de Strassen. Nous établissons
que cette convergence a lieu uniformément par rapport a la taille des incréments. Nous
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combinons ici les résultats de Deheuvels et Einmahl [33], avec les lois limites fonctionnelles
locales obtenues pour les incréments du processus empirique uniforme. Comme premiere
application de cette loi limite fonctionnelle locale, nous donnons des lois limites nouvelles
pour le module de continuité du processus empirique de Kaplan-Meier (voir le Corollaire
. Leur originalité vient de I'uniformité relativement a la taille A des incréments. Ce
chapitre est motivé par les applications décrites au sein du Chapitre [6] Les résultats de ce
troisiéme chapitre ont donné lieu a un article soumis [96].

Contributions de la deuxiéme partie Nous considérons un échantillon aléatoire
X1,..., X, de répliques indépendantes et identiquement distribuées d’une variable aléa-
toire réelle X, de densité f(-), continue sur un intervalle d’intérieur non vide J C R.
Nous étudions la convergence uniforme des estimateurs non paramétriques de la densité
suivants : les estimateurs a noyau, les estimateurs de la densité par la méthode des plus
proches voisins, les estimateurs & noyau de la densité des temps de survie et du taux de
panne (ou de mortalité). Nos lois limites ont la particularité d’étre établies, dans le cadre
de la convergence en probabilité, uniformément relativement au parametre de lissage,
dit aussi fenétre, de chacun de ces estimateurs fonctionnels. Nous établirons ces propriétés
d’uniformité pour toutes les valeurs du parametre de lissage pour lesquelles ces estimateurs
sont convergents. De plus, nous obtenons alors des évaluations explicites asymptotiques
des erreurs aléatoires correspondantes.

Dans le Chapitre [4] nous nous intéressons plus spécifiquement au comportement limite en
probabilité des estimateurs a noyau de la densité. Nous obtenons pour ces estimateurs une
loi limite en probabilité, uniforme relativement a la fenétre (voir le Théoreme . Cette
loi est établie pour ’ensemble des fenétres qui tendent vers 0 et qui sont asymptotiquement
supérieures ou égales & n~'clogn pour tout ¢ > 0 fixé (voir la condition . L’origi-
nalité de ce résultat réside dans plusieurs aspects. D’une part, nous fournissons la valeur
explicite de la limite asymptotique de l'erreur aléatoire des estimateurs a noyau de la
densité. Notons qu’il est difficile d’obtenir cette constante en utilisant d’autres techniques
de preuves comme celles de la théorie des processus empiriques indexés par des fonctions
développée depuis les travaux fondateurs de Einmahl et Mason [62]. D’autre part, nous
établissons un résultat de convergence uniforme relativement a la fenétre A > 0, au sens
de la "vraie" convergence uniforme et non pour une valeur particuliere de A comme il peut
étre obtenu en faisant usage des inégalités de concentration de type Talagrand. De ce fait,
quel que soit le choix de la fenétre h > 0 (comme, par exemple, par une méthode adapta-
tive), du moment que h € H,, vérifie la condition du Théoreme la norme-sup
de l'erreur aléatoire des estimateurs a noyau de la densité est bornée par une constante
limite explicitement connue et qui ne dépend pas de h. De plus, ce terme aléatoire converge
vers 0 avec une vitesse optimale en /log, (1/h)/nh. Au passage, nous construisons des
bandes de certitude asymptotiques pour la densité f(-) (voir le Corollaire en faisant
notamment usage de techniques de bootstrap. Pour clore ce chapitre, nous présentons des
simulations pour illustrer ces bandes de certitude découlant de notre théoréme principal.
Tout comme les principaux résultats des deux premiers chapitres, la loi limite uniforme
relativement & la fenétre pour les estimateurs & noyau de la densité est présentée dans
notre article a paraitre [40].

Les chapitres [5 et [6] sont les analogues du Chapitre [4] dans le contexte de différents esti-
mateurs fonctionnels.

Dans le Chapitre p| I’étude du comportement limite en probabilité des estimateurs de la
densité par la méthode des plus proches voisins remplace ici celle des estimateurs a noyau
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de la densité. Nous présentons pour ces estimateurs une loi limite en probabilité, uniforme
relativement a la fenétre des observations, de maniére équivalente relativement au nombre
de plus proches voisins (voir le Théoréme . Mentionnons que les travaux de ce chapitre
ont fait I'objet d’un article soumis [95].

Dans le Chapitre[6] nous nous plagons dans le cadre d’un modeéle de censure & droite. Nous
présentons deux lois limites en probabilité, I'une pour les estimateurs a noyau de la densité
des temps de survie (voir le Théoréme , et 'autre pour les estimateurs a noyau du taux
de panne (voir le Théoréme . Ces lois limites sont uniformes relativement a la fenétre
et relativement au noyau. L’uniformité relative au noyau est établie pour I’ensemble des
fonctions noyau qui sont continues a droite, & variation bornée et a support compact.
Soulignons que cette uniformité s’applique également aux lois limites pour les estimateurs
considérés dans les chapitres[d et [5] A partir du premier résultat, nous donnons des bandes
de certitude asymptotiques pour la densité des temps de survie (voir le Corollaire .
Les travaux de ce chapitre sont présentés avec ceux du troisieme chapitre dans un article
soumis [96].

0.2 Premiere partie : Lois limites fonctionnelles

Le présent paragraphe est une introduction aux lois limites fonctionnelles & travers un his-
torique. Nous y intégrerons ’énoncé de nos contributions. Les lois limites fonctionnelles gé-
nérées par des processus aléatoires tels que le processus de Wiener et le processus empirique
ont suscité un intérét continu ces dernieres décennies (voir, e.g., Strassen [107], Finkelstein
[64], Deheuvels [22], Deheuvels et Einmahl [33], Deheuvels et Mason [35] [37], Deheuvels
et Lifshits [34], Mason [87]). De tels résultats donnent une description du comportement
asymptotique de ces processus. Ils représentent un sujet complexe et sont finement ex-
traits d’arguments topologiques, de la théorie des grandes déviations ainsi que d’autres
techniques probabilistes. Nous allons présenter quatres exemples introductifs. Considérons
{W(t) : t > 0} un processus de Wiener standard, vérifiant alors E(W (s)W (t)) = s At pour
s,t > 0. La célebre loi du logarithme itéré qui suit, datant de 1948, est die a Lévy (voir
le Theorem 51.1. p.242 dans [80]).

limsup VOl
T—oo V21 loglogT

En 1964, Strassen [107] donne une description plus compléte du comportement de W (zT),
0 <z <1,T — oo. Nous désignons par (AC|0, 1],U) I'’ensemble des fonctions absoliiment
continues sur [0, 1] muni de la topologie uniforme U, induite par la norme-sup ||-|| (voir la
définition au paragraphe du Chapitre [1)). On note f (+) la dérivée de Lebesgue
de f € AC|0,1]. Introduisons

= 1 presque stirement [p.s.].

S:= {f € AC[0,1], f(0) =0, {/01 f(u)2du}1/2 < 1} ,

I’ensemble dit de Strassen qui coincide avec la boule unité de I'espace de Hilbert & noyau
auto-reproduisant associé au processus de Wiener sur [0, 1]. Notons de plus, que I’ensemble
S est compact (voir le paragraphe de I’Annexe . On définit, pour tout z € [0, 1],

= —————=—1¢c (C|0,1
= Togiogn < €1
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ou C[0, 1] est I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] muni de la topologie uniforme i,
induite par la norme-sup. Strassen [I07] a montré une loi limite fonctionnelle qui exprime
le fait que la suite {n,(-)}n>3 est relativement compacte dans C[0, 1] avec probabilité 1, et
que l'ensemble de ses points limites coincide avec S (voir le paragraphe de I’Annexe

Remarque 0.1. Cette notion de convergence d’un ensemble de suites de fonctions aléa-
toires vers un ensemble de fonctions déterministes (voir le paragraphe de I’Annexe
s’exprime également grace a la distance de Hausdorff que ’on définira et utilisera par la

suite (voir ci-apres et la définition (L.2.2)) au paragraphe [1.2)).

Remarque 0.2. La loi du logarithme itéré pour le processus de Wiener, due a Lévy [80],
est une conséquence du théoréme de Strassen [I07]. On considére © : B[0,1] — R U {0},
une fonctionnelle continue sur B[0, 1], ’ensemble des fonctions bornées sur [0, 1] muni de
la topologie uniforme U, et bornée sur S. 11 suffit alors, d’appliquer le théoréme de Strassen
et le fait que l'on a presque stirement (voir le Lemme au paragraphe ,

lim sup < sup @(T)n(l'))) = sup O(g).

n—00 0<z<1 geS

En 1971, Finkelstein [64] a démontré le méme type de résultat pour le processus empirique
uniforme. Nous désignons par {a,(t) : 0 <t < 1} le processus empirique uniforme basé sur
les n > 1 premiéres observations de la suite {U,, : n > 1} de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées selon une loi uniforme sur (0, 1) (voir les définitions

(1.3.7), (1.3.8)) au paragraphe . Plus précisément, nous notons, pour t € R,
1
Up(t) := —#{U; <t:1<i<n},
n
ou #FE désigne la cardinalité de ’ensemble E. Et nous posons

nt/2 n(t) — si , 1,
L M

On définit, pour tout x € [0, 1],

o ()

Un(@) = v/2nloglogn

ou F0, 1] est 'ensemble des fonctions de [0, 1] muni de la topologie uniforme ¢, induite
par la norme-sup. On considere ’ensemble

€ F0,1],

Fi={f€S: f(1) =1},

appelé ensemble de Finkelstein. Finkelstein [64] a montré que la suite de fonctions {v,, (- ) }rn>3
est relativement compacte dans F'[0, 1] avec probabilité 1, et que I’ensemble de ses points li-
mites est égal & . Plus tard, en 1988, Mason [87] (voir aussi Deheuvels et Mason [35], [36],
Eimahl et Mason [57] et Eimahl [55]) a étudié le comportement limite des queues du proces-
sus empirique uniforme local. Soit {h,, : n > 1} une suite de constantes positives vérifiant,
lorsque n — 0o

(Ha) 0<h,<1, h,l0; nh,?Too; nhy/loglogn — co.
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On définit, pour tout x € [0, 1],

() = oy (hpx)
T /2Ry, loglog n

Mason [87] a montré que sous la condition (Ha), la suite de fonctions {vy(-)}n>3 est
relativement compacte dans B(0,1) avec probabilité 1, et que 'ensemble de ses points
limites est égal & S. Einmahl et Mason [56] ont établi la version de ce résultat pour
le processus empirique de quantile uniforme (voir aussi Kiefer [78], Deheuvels et Mason
[35]). Nous désignons par {f3,(t) : 0 < ¢t < 1} le processus de quantile uniforme basé sur
les n > 1 premiéres observations d'une suite {U,, : n > 1} d’observations indépendantes de

méme loi uniforme sur (0,1) (voir les définitions (2.1.1)), (2.1.3) au paragraphe [2.1)). Nous

notons

€ BJ0,1].

Vi (t) :==inf{u > 0: Uy(u) > t}, pour 0 <t <1,

Vn(t) =0 pour t < 0et V,(t) =1 pour t > 1, la fonction emprique de quantile correspon-
dant a U,(-). Et nous posons

B o= nt2(Va(t) —t) si telo,1],

0 si t¢0,1].
Partant de cet apercu de loi limites fonctionnelles pour divers processus, nous allons
concentrer notre attention sur deux ensembles fonctionnels particuliers, en vue d’applica-
tions statistiques. Pour tout choix de a > 0 et ¢ € [0, 1], nous posons, pour tout s € [0, 1],

Enla,t; s) = ap(t + sa) — an(t),
et
Cnla,t; ) := Bu(t + sa) — Bn(t).

Deheuvels et Mason [37], Deheuvels [22], Deheuvels et Einmahl [33] ont établi des lois
limites fonctionnelles pour des ensembles d’incréments du type ci-dessus, a partir desquelles
ils déduisent des lois limites pour des estimateurs fonctionnels de la densité. Par exemple,

en 1992, Deheuvels et Mason [37] se sont intéressés au comportement limite des familles
de suites de fonctions suivantes pour A > 0 (voir les définitions ((1.3.10) au paragraphe

et (2.1.5) au paragraphe ,

Foz(h) = {5"(’”) e (0,1 h mz} ,
2hlog, (1/h)

et
(n(hv i )

gn,I(h) = { 2h log+(1/h)

:tG[O,l—h]ﬂI},

ou Z = [u,v] C [0, 1] est un intervalle tel que u < v et log, a = log(a V e) pour a € R. No-
tons que le logarithme n’est plus itéré. Soit {h, : n > 1} une suite de constantes positives
qui vérifient la condition (H.a) ainsi que la condition log(1/h,)/loglogn — oo, lorsque
n — oo (voir, e.g., Deheuvels et Mason [37], Csérgé et Révész [16], et Stute [108]). Notons
que d’autres conditions peuvent étre imposées a {h,, : n > 1} (voir p.1302 dans Deheuvels
et Einmahl [33] et le paragraphe[1.5). Comme mentionné dans la Remarque la conver-
gence d’un ensemble de suites de fonctions vers un autre ensemble de fonctions s’exprime
commodément avec la distance de Hausdorff que 1’on note A (voir la définition au
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paragraphe . Ici, lorque n — oo, on a presque strement (voir le Theorem 3.1 dans
137),

A (Fnz(hn),S) =0,
et

A (Gnz(hn),S) — 0. (0.2.1)

C’est dans l'esprit de ce résultat et avec la méme base de techniques de preuve, que nous
avons établi de nouvelles lois limites fonctionnelles locales.

Nous présentons, ci-dessous, trois de nos résultats principaux, sous la forme d’un unique
énoncé constitué de deux points. Soit A,.z(h), n > 1,h > 0 un ensemble de suites de
fonctions aléatoires et A un ensemble de fonctions déterministes, que nous expliciterons
par la suite.

— Supposons que {hy : n > 1} vérifie les conditions suivantes lorsque n — oo,

h
h, — 0 et in

— 00
logn
Alors, pour tout Z = [u,v] tel que |Z| = |[v —u| > 0, lorsque n — oo, on a
A (Anz(hn), A ) = op(1).

— Supposons que lorsque n — 0o, les suites 0 < a,, < b, < 1 soient telles que

b, — 0 et "n
logn
Alors, pour H,, := [an, by] et Z défini ci-dessus, lorsque n — oo, on a
sup A (A,.z(h),A) =op(1).
heHn

Les trois cas ci-dessous sont dignes d’intérét :

1.
'An;I(h) = fn,I(h) et A =S§;
2.
ATL%I(h) = gnl(h) et A = S,
(o les ensembles F, 7(h), Gnz(h) et S ont été définis précedemment) ;
3.

Apiz(h) = FEM (h, ) et A = Sy;

(ou ]:TI:IM (h,1y) désigne un ensemble de suites de fonctions construit a partir des
incréments du processus empirique de Kaplan-Meier (voir la définition au
paragraphe du Chapitre|3)) et I est un intervalle borné de R sur lequel la densité
des variables aléatoires X1,...,X,, censurées a droite, est continue. L’ensemble Sy

est défini par les points (3.1.6) et (3.1.9) du paragraphe [3.1]).

Les lois limites fonctionnelles locales présentées ici sont motivées par 1’estimation non pa-
ramétrique de la densité abordée dans la deuxieme partie de la these. En effet, le caractere
d’uniformité de ces lois, par rapport a la taille des incréments, garantit une uniformité
relativement au parametre de lissage des lois limites établies pour des estimateurs de la
densité. Dans le paragraphe suivant, nous insisterons justement sur le fait qu’une difficulté
majeure dans l'estimation de la densité par la méthode des noyaux et des plus proches
voisins réside dans le choix de ce parametre.
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0.3 Deuxieme partie : Estimation non paramétrique de la
densité

Nous considérons un échantillon aléatoire X1, ..., X,, de répliques indépendantes et iden-
tiquement distribuées d’une variable aléatoire réelle X, de densité f(-). L’histogramme
est 'exemple basique d’un estimateur non paramétrique de la densité. Il divise le nombre
d’observations qui tombent dans un intervalle donné par la longueur de l'intervalle. Les
histogrammes sont utiles pour observer une forme trés générale de la densité a estimer et
conviennent pour des analyses relativement grossieres. Ils présentent I'inconvénient de la
discontinuité ainsi que le fait que les points au bord et au milieu d’un intervalle recoivent
le méme traitement. Pour remédier & ce probléme, Rosenblatt [101] proposa, en 1956, de
centrer chaque cellule de 'histogramme au point oli I’on estime. C’est ainsi qu’a été intro-
duite la premiere forme rudimentaire de I’estimateur a noyau, qui est défini, pour h > 0

et z € R, par (voir la définition (4.1.1)) au paragraphe du Chapitre

1 " T — Xz
n = K )
Tnn() nh & ( h )

7

ou K(-), la fonction noyau, est la densité uniforme sur [—1/2,1/2], et h > 0 est la fenétre
des observations (ou parametre de lissage). De maniére plus générale, les estimateurs a
noyau de la densité, dits de Akaike-Parzen-Rosenblatt (voir [1],[97],[101]), sont définis
comme ci-dessus, mais cette fois-ci avec un choix de K (-) plus général. Ces estimateurs
a noyau de la densité sont restés populaires au cours du temps de part leur propriété de
consistance. Il est connu que lorsque la fenétre h > 0 converge vers 0 et nh converge vers
I'infini, ces estimateurs sont convergents au sens L1, que se soit en probabilité, en moyenne
ou presque stiirement. Il est naturel de s’intéresser a d’autres types de convergence comme
la convergence ponctuelle, la convergence uniforme, ou la convergence Lo, parmi d’autres.
De ce fait, présentons maintenant un exemple qui est une application de la loi limite
fonctionnelle de Deheuvels et Mason [37], énoncée dans le paragraphe précédent.
On considere fy ;(-) 'estimateur a noyau de la densité f(-) supposée continue sur un
intervalle d’intérieur non vide J C R, et fixons I = [a,b] C J. Sous certaines conditions
de régularité sur le noyau (voir les conditions (K.1)-(K.2)—(K.3) au paragraphe du
Chapitre 4] et pour la suite de fenétres {h,, : n > 1} vérifiant les conditions requises pour
vérifier (0.2.1)), on a presque stirement (voir, e.g., Silverman [106], Stute [109], Deheuvels
[22], Deheuvels et Mason [37]),

1/2
] nhy, _
i g i | S U] B0 =10,

ot o(f, K) = sup,er {f(2) g Kz(t)dt}l/g. Ci-dessus, et dans toute la suite du mémoire
de these, par souci de concision, pour g,(-) une suite de fonctions définie sur I, nous

écrivons limy, oo (SUpes £9n(t)) = ¢, pour exprimer que lim, o (SUpier gn(t)) = c et
limy, 00 (Sup;er(—gn(t))) = c. Remarquons que la notation lim, o (sup;e; £gn(t)) = ¢
est équivalente a lim,,_, o (infie; +g,(t)) = —c.

En pratique, comme mentionné plus haut une difficulté majeure de l'estimation de la
densité par la méthode des noyaux réside dans le choix de la fenétre h > 0. Il est important
de choisir h de sorte qu’il y ait un bon compromis entre I'ordre du biais et celui de la
variance. Plus h est petit, plus le terme aléatoire (la variance dont I'ordre de grandeur est
évalué) est grand et plus le terme déterministe (correspondant au biais de l'estimateur) est



18 INTRODUCTION

petit. Pour un h trop grand, l’effet inverse se produit. Une des premiéres solutions proposée
pour résoudre ce probleme de choix de h a été de choisir une fenétre A qui minimise I’ erreur
moyenne quadratique [MSE] (ou 1'erreur moyenne quadratique intégrée [MISE] ou encore
Ierreur moyenne quadratique intégrée asymptotique [AMISE]) (voir Wand et Jones [119]).
Le choix (asymptotiquement) optimal de h dépend de la densité inconnue (voir, e.g., [119]).
Pour remédier a ce probleme, c’est dans les années 90, que sont introduites les fenétres
adaptatives, qui dépendent des observations dont on dispose et/ou de leur emplacement. 11
existe diverses méthodes adaptatives de choix de la fenétre h pour f,, »(z) (voir les sections
2.3 et 2.4 dans Deheuvels et Mason [39], Berlinet et Devroye [5]). Citons par exemple les
méthodes de plug-in et de cross-validation (voir, e.g., Sheater et Jones [103], Hall et Marron
[70], Hall et al. [71], et Jones et al. [75]) qui ne dépendent pas de la localisation de = € R,
et la méthode des plus proches voisins (voir, e.g., Fix et Hodges [65], Loftsgaarden et
Quensenberry [82] et le Chapitre [5) qui elle dépend de la localisation de x € I. C’est en
2005, faisant suite a des travaux précurseurs de Deheuvels [2I], que Eimahl et Mason [62]
ont proposé une justification pratique de ces solutions qui est la convergence "uniforme
en la fenétre" h des estimateurs a noyau de la densité. Grace a la théorie des processus
empiriques indexés par des fonctions, ils ont montré que, pour r > 0,

nh
limsu su
nosoe Mognghgl { log(1/h) V loglogn

1/2
} (sup | frn(x) — Efnh(x)o < 0.
zel

L’intérét de ce type de résultat est d’assurer la convergence des estimateurs sous des
conditions générales, méme lorsque h est aléatoire. Ils ont fait 1'usage de 'indexation du
processus empirique par des fonctions combiné avec les propriétés des classes de Vapnik-
Cervonenkis (voir, e.g., van der Vaart et Wellner [I13]) et les inégalités exponentielles de
type Talagrand (voir Talagrand [110]). Suite au travaux de Einmahl et Mason [62], ces
techniques ont été utilisées par nombre d’auteurs parmi lesquels nous citons Deheuvels et
Mason [39], Dony [48], Dony et Einmahl [49, 50], Dony et al. [51], Dony et Mason [52],
Mason [88] [89], Mason et Swanepoel [91], Viallon [I1§], Varron [114} 1T5], Varron et Van
Keilegom [116].

C’est dans cet esprit de justification des criteres de choix de la fenétre, que nous éta-
blissons de nouvelles lois limites pour des estimateurs fonctionnels de la densité. Nos
techniques de preuve sont différentes, elles se basent sur des lois limites fonctionnelles qui
nous permettent d’obtenir une uniformité relative & la fenétre (au sens de la définition de
la convergence uniforme), ainsi que la valeur explicite de la limite asymptotique de I’erreur
aléatoire des estimateurs considérés.

Nous présentons, ci-dessous, quatre de nos résultats principaux, sous la forme d’un unique
énoncé. Soit A, (-), h > 0,n > 1 une suite de fonctions aléatoires et o > 0 une constante,
que 'on explicitera a la suite de cet énoncé. Supposons que lorsque n — o0, les suites
0 < a, <b, <1 soient telles que,

na
b, — 0 et n

— 00.
logn

Alors, pour H,, = [ay, by], lorsque n — oo,

sup
heHn

nh 1/2
(o] A =] —orl)

Les quatre cas ci-dessous sont dignes d’intérét :
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1. fan(-) désigne un estimateur a noyau de la densité f(-) (voir la définition (4.1.1) au
Chapitre {4)) :

An,h(x) = fn,h(x) - Efn,h(x)z

1/2
o= o(f,K) = {Supf(x) / K%t)dt} ;

zel

2. fun(-) désigne un estimateur de la densité f(-) par la méthode des plus proches
voisins (voir la définition (5.1.4) au Chapitre [5)) :

_ fn,h(x) - Mh(x)
f(z)

(ou Mp,(-) est défini au point (5.1.3));

An,h(w)

et o=1;

3. fun(-) désigne un estimateur a noyau de la densité des temps de survie f(-) (voir

la définition (6.1.1)) au Chapitre []) :

1—G(x)}1/2,

Aup(2) = {Fup(®) = E (@)} x {tula) x 5

xel

1/2
o = o, K) = {supw) i K?(t)dt} ;

(ou G(+) la fonction de répartition des temps de censure, (- ) une fonction continue
et ¥ (-) son estimateur, sont définis dans l'introduction du Chapitre |3)) ;

4. A\ p(-) désigne un estimateur a noyau du taux de panne A(-) (voir les définition
(6.1.19) et (6.1.17) au Chapitre [6]) :

@) = {uste) - BNy 0y LI

1/2
o= o, K) = {supw@:) /| K%)dt} ;

zel

(ou F(-) et H(-), les fonctions de répartition respectives des temps de survie et des
variables observés, sont définies dans I'introduction du Chapitre |3)).

Soulignons le fait que, dans les énoncés ci-dessus, nous n’avons pas présenté ces lois limites
de maniére uniforme relativement au noyau K, bien que cette uniformité soit valable dans
les quatre situations. Nous raisonnons donc, pour simplifier, pour K fixe. Notons que cet
apport supplémentaire permettant a K de varier dans un ensemble de noyaux non réduit
& un seul élément est clairement présenté dans le Théoreme [6.2] et le Théoreme [6.8] du
Chapitre [6]
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Chapitre 1

Lois limites fonctionnelles pour le
processus empirique

L’objet de ce chapitre est I’étude du comportement limite des incréments du processus
empirique uniforme. Nous exposons ici, les grandes lignes des sujets que nous aborderons.
Dans un premier temps, nous introduisons des suites de fonctions aléatoires, ainsi que les
notations dont nous ferons 1'usage tout au long de nos travaux. Nous établissons ensuite
deux inégalités (voir la Proposition et la Proposition qui constituent la base de
la construction du résultat principal de ce chapitre : une loi limite fonctionnelle locale
pour les incréments du processus empirique uniforme (voir le Théoréeme qui a la
particularité d’étre uniforme relativement & la taille des incréments. Nous présentons enfin
deux lemmes analytiques (voir le Lemme et le Lemme @ qui faciliteront 1'utilisation
des lois limites fonctionnelles locales établies en vue du développement d’applications
statistiques. Mentionnons que la majeure partie du présent chapitre a donné lieu a un
article écrit en collaboration avec mon directeur de theése Paul Deheuvels (voir le Theorem
1 (i), le Lemma 1 et le Lemma 2 dans Deheuvels et Ouadah [40]) et dont l'original est
présenté dans I’Annexe [C|

1.1 Prolongements de fonctions

Dans ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes. Pour tout 0 < M < oo, nous
notons Sy »7) I'ensemble de toutes les fonctions f(- ), définies sur [0, M] et telles qu’il existe
une fonction (- ), définie sur [0, M], et vérifiant

@ f) :/Otw(u)du powr 0<¢< M;

1/2
(@) |flmum = {/OM 1/12(u)du} <1.

Lemme 1.1. Pour tout M > 0, une fonction f appartient a Sy pp), si et seulement si elle
est la restriction a [0, M| d’une fonction appartenant a Si0,00]

Preuve. Considérons une fonction f € Sjg 5. Par définition, elle est définie sur [0, M] et
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possede les propriétés suivantes :
t
(1) f(t)= /0 Y(u)du pour 0<t< M:;

1/2
(@) [flmm = {/OM ¢2(u)du} <1.

Nous étendons a [0,00) le domaine de définition de cette fonction en posant

i) = f(t) pour 0<t<M,
\f(M) pour t> M.
Nous posons, de méme,
~ Y(u) pour 0<u<M,
a0 =
0 pour wu > M.

On constate alors que fet 15 vérifient les propriétés

(iii)  f(t) = /Ot Y(u)du pour t>0;
(iv) [ loom = {/OOO 152(u)du}1/2 <1

Réciproquement, considérons une fonction g € Sy o). Par définition, une telle fonction est
définie sur [0, 00), et telle que

t
(131) g(t) = / ¢(u)du pour t > 0;
0
oo 1/2
() oo ={ [ Swau} <1,
alors, la restriction de g a [0, M], soit
g(t) =g(t) pour 0<g<M,

est telle que

(1) g(t) = /Otd)(u)du pour 0<t< M,

w>|fMH={AM¢%wm%U25{Am¢%mmﬁu2§L

On en déduit que g € Sy p7). Ceci compleéte la démonstration du Lemme O

Dans ce qui suit, pour tout choix de M > 0, nous supposerons, sans perte de généralité,
grace au Lemme qu'une fonction f € Sjg 5 est la restriction a [0, M] d'une fonction
de S[O K
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1.2 Notations

Nous désignons par (B[0, M],U) 'ensemble B[0, M| des fonctions bornées sur [0, M] muni
de la topologie uniforme U, induite par la norme-sup || - ||, définie pour toute fonction
[ € B[0, M] par

Ifll = sup [f(?)]. (1.2.1)
0<t<M

Nous désignons, de méme, par (AC[0, M],U) ensemble des fonctions absoltiment conti-
nues sur [0, M] muni de U, c’est a dire, de la forme

f(t)—f(())—i—/otlb(s)ds pour 0<t< M,

ou ¥(-) est intégrable sur [0, M]. Cette derniére fonction est la dérivée de Lebesgue de
f(-), et est définie de maniére unique sur [0, M], a une partie de mesure nulle de [0, M]
pres. Nous la noterons, indifféremment,

f(t) = %f(t) =(t) pour 0<t< M.
Pour tout € > 0 et toute fonction f € B[0, M], nous posons
Ne(f)={g9 € B0, M]: | f —gll <€},
et, pour toute partie A C B[0, M], avec la convention [Jy(-) = 0}, posons

A= [ M) =

feA

On définit la distance de Hausdorff entre les ensembles A, B C B[0, M], par

{ge B[0O,M]:3f € A, ||f —g| <€} lorsque A #0,
0 lorsque A = ().

inf {0 >0:ACB’et BC Ae} lorsqu’un tel 8 existe,

_ (1.2.2)
o S1No1.

A(A, B) = {

Nous étendons la définition de |f|ym & B[0, M] comme suit. Pour toute fonction f €
B[0, M], nous posons

Flar = { (7 fwadl ™ si £ e Aclo, M] et £(0) =0, 123

dans tous les autres cas.
Nous désignons par
S = S[OJ] ={feB[0,1]:|flim<1} (1.2.4)

la boule unité du noyau de I'espace de Hilbert auto-reproduisant associé au processus de
Wiener sur [0, 1]. Strassen a montré (voir Strassen [107]) que S, 'ensemble dit de Strassen,
est I’ensemble limite dans la loi du logarithme itéré fonctionnelle pour le processus de
Wiener. Plus généralement, pour tout A > 0, on introduit ’ensemble

Sxi={f € B0, 1] : |[flum < A} = {\'2f : f e s} (1.2.5)
Enfin, nous définissons la fonctionnelle J(-) sur les parties de B[0, M] par

inffeA|f’?\4’H si A#0,

00 si A=0. (12.6)

J4) = {
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1.3 Le processus empirique uniforme

Dans ce qui suit, nous adoptons les notations de base de Deheuvels et Mason [37]. On
désigne par {an(t) : 0 < ¢t < 1} le processus empirique uniforme basé sur les n > 1
premiéres observations de la suite {U,, : n > 1} d’observations indépendantes de méme loi
uniforme sur (0, 1). Plus précisément, on note, pour t € R,

Un(t) :==n'4{U; <t:1 <t <n}, (1.3.7)

ou #FE désigne la cardinalité de ’ensemble FE, et on pose

12U, (t) —t) si te0,1
0 si t¢10,1).
Ensuite, pour tout choix de a > 0 et ¢ € [0, 1], nous posons, pour tout s € [0, 1],
&nla, t;s) == an(t + sa) — ay(t). (1.3.9)

Ces fonctions d’incréments décrivent les oscillations du processus empirique uni-
forme. L’étude de leur comportement limite permet de décrire celui de plusieurs statis-
tiques utiles. Citons par exemple les travaux de Csorgé et Révész [16], Shorack et Wellner
[105], Csorgé et Horvath [I7], et les applications données dans la présente theése, dans sa
Partie II intitulée "Estimation non paramétrique de la densité". Posons log, u = log(uVe)
pour u € R. Soient 0 < a, < b, < 1,n =1,2,... deux suites de constantes positives, et
posons H,, = [an,by,]. Pour h € H,, (par exemple, H, = {h,}, avec h, = a, = b,), on
s’intéresse au comportement limite, lorsque n — oo, de la famille de suites de fonctions

én(hv 1 )

Faalh) = { 2hlog, (1/h)

e [O,l—h}mI}, (1.3.10)
ou Z = [u,v] C [0, 1] est un intervalle fixé, tel que u < v.

1.4 Inégalités de base

Les inégalités présentées dans les deux propositions qui suivent, sont des conséquences de
résultats connus (voir le Theorem 3.1 de Deheuvels et Mason [37], le Theorem 1.3 et la
preuve du Theorem 2.1 dans Deheuvels [22], le Theorem 1.2 et la Remark 1.3 de Deheuvels
et Einmahl [24]). Cependant, une preuve détaillée de ces inégalités n’est pas présente dans
la littérature. Nous établissons deux inégalités (voir, les propositions et dans ce
paragraphe, et les propositions 2 et 3 dans Deheuvels et Ouadah [40]) sous des conditions
minimales. Ces inégalités permettent la construction de lois limites fonctionnelles locales

(voir le paragraphe [1.5]).
Proposition 1.2. [l existe une constante universelle Cy > 0 vérifiant la propriété sui-

vante. Pour tout 0 < ¢ < 1, il existe des constantes 0 < a(e) < 1/e, 0 < ¢(€) < oo et
n(e) < oo, telles que, pour tout choix de n > n(e) et a > 0 vérifiant

na
< B
logn ~ c(e) et a<ale), (1.4.11)
on ait
pl_ Snlati) ¢s| < Cyalte (1.4.12)

2alog, (1/a)
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La démonstration de la Proposition [1.2] est reportée a la fin de ce paragraphe. Nous allons
faire usage des propriétés suivantes (voir [37]). On désigne par {WW(¢) : ¢ > 0} un processus
de Wiener standard (avec E(W (s)W (t)) = s At pour s,t > 0), et par {II(¢) : ¢ > 0} un
processus de Poisson standard continu a droite (avec E(II(¢)) = ¢, pour ¢ > 0). Pour tout
a>0,t>0,n>1et s>0, on pose

Ln(a,t;s) = n~ Y2 (U(nt +nsa) — I(nt) — nsa) . (1.4.13)

Le Fait [I| ci-dessous est établi dans le Lemma 3.5, p.1265 de Deheuvels et Mason [37]. Le
Fait [2| qui suit est une application des principes d’invariance forts de Komlds, Major et
Tusnady [79] (voir (3.13), p. 1267 dans [37]). Le Fait [3| donné plus loin est une inégalité de
grandes déviations, dlie a Schilder [I02] (voir le Fact 4, p.922 de Deheuvels [25]). Le Fait
qui conclut cette liste de résultats admis est établi dans le Lemma 2.5 de Deheuvels [24].

Fait 1. Pour tout choiz den > 5, et de a,t vérifiant 0 <t <t+a<1let0<a<1/2, on
a, pour toute partie mesurable A de BI0,1],

P(&n(a,t;-) € A) < 2P(Ly(a, ;) € A). (1.4.14)

Fait 2. I est possible de construire {IL(t) : t > 0} et {W(t) : t > 0} sur le méme espace
de probabilité, de telle sorte que, pour des constantes universelles C1, Cy et Cs, l'inégalité

P ( sup |[II(z) —z — W(zx)| > CilogT + z) < Cyexp(—Ciz), (1.4.15)
0<a<T

ait liew pour tout T'> 0 et z € R.

Fait 3. Pour tout A > 0, on pose Wiy (s) = (20)"Y2W (s) pour s € [0,1]. Alors, pour
toute partie fermée F (resp. ouverte G) de (B0, 1],U), on a

limsup A~ log P (W (-) € F) < —J(F), (1.4.16)
A—00

liminf A~ log P (Wi () € G) > —J(G), (1.4.17)
A—00

ot J(-) est définie telle que dans (1.2.6).

Fait 4. Pour tout € > 0, on a
J(B[0,1] - §) > (14 )% (1.4.18)

Preuve de la Proposition Soient n > 5, 0<a<1/eet 0 <t <t+a<1,choisis
ainsi, de sorte que log, (1/a) = log(1/a) et les conditions du Fait |I| soient satisfaites.
Fixons 0 < e <1 et posons €1 =+v14+2c—1et e = %e% On observe que 2¢1 + e% = 2¢,
tel que 0 < €1 < eet 0 < e =e— e <e Nous faisons usage de la définition , du
Fait [I] et du fait que les accroissements du processus de Poisson sont stationnaires, pour
écrire l'inégalité

nlast;) € Ln(a,t;-) €
P( 2alog, (1/a) §ZS> = 2P< 2alog(1/a) §ZS>

B II(na-) — na- .
B 2P< 2nalog(1l/a) ¢S>
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On note que l'on a la relation €; + €5 = €. D’apres I'inégalité ci-dessus et le Fait [2 on a

&nlayt;-) . W (na-) o
P( 2alog(1/a) QS) = 2P< 2nalog(1l/a) #s )

vop  sup W(nas) — {II(nas) — nas} > 6
0<s<1 2nalog(1l/a)
=: 2P17n(61) + 2P27n(62). (1.4.19)

Remarque 1.3. Justifions l'inégalité (|1.4.19)), ci dessus. Soient A, B,C les ensembles
suivants.

A={f:feSY}, B={g:9e€S%}, C={h:|h| <e}.

Onaf=f—g+get
{geBet f—geC}={fe A}l

De ce fait, on a
{f¢Ay={g9¢Bouf—-g¢C}.
On obtient donc, le résultat voulu

Plf¢ A|<Plg¢ B]+P[f—g¢C].

Evaluons, tout d’abord, P; ,(e1). Rappelons que nous avons ’égalité en loi suivante pour
le processus de Wiener,

{n=Y2W(nt) : t >0} = {W(t): ¢t > 0}.
Alors, on observe que

W (na-) _ W) B .
V2nalog(1/a)  +/2log(1/a) Witog(1/a)3 ()

De ce fait, on évalue

Pia(er) = 2P ( T S“) = 28 (Wi /oy () 5.

2nalog(1l/a

On pose F' = B[0,1] — S, qui est fermé dans (B]0, 1],U). Par application de (1.4.18]), on
a l'inégalité
J(F)=J(B0,1]-8) > (1 + )

D’apres ((1.4.16)), il existe un a(e) € (0,1/e], tel que, pour tout 0 < a < a(e),

Pia(er) =P (Waogaan () € F) < exp (= {log(1/a) H{(1 4+ e1)? - &2})
alterer < glte, (1.4.20)

> 62)

2P ( sup [II(z) —x — W(z)| > C1log(na) + zn>

0<z<na
< 2Chexp(—Cszy), (1.4.21)

IN

Par application de (1.4.15) on constate, par ailleurs, que

W (nas) — {II(nas) — nas}
2nalog(1/a)

Pyp(ea) = 2P (Oiugl

IN
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ou
Zn = €2¢/2nalog(1/a) — Cilog(na). (1.4.22)
De cette définition ([1.4.22]), nous déduisons que
Cszp, na 1/2 Cq log(na)
—— = \/i{} 1- : 1.4.23
log(1/a) 3€2 log(1/a) €2v/2nalog(l/a) ( )

On fixe ¢ > 0, et on consideére les deux cas suivants.

Cas 1. Pour n /2 < < 1/e, on a

log(na) - log(n/e) < V2logn
Vvnalog(1/a) — \/n1/2 lognl/2 nt/4 -

Cas 2. Pour Clo% <a<n 12 et tout

1
nznl(c)::inf{mZE):Vnzm,lognglog( n )glogn},
2 clogn

on a

log(na) log n'/? < 3logn 1
nalog(1/a) ~ \/(clogn) log(rgm) /3¢ (logn) V2¢

Maintenant, pour ¢ > 0, et nj(c) définis au cas 2, posons

v2logn < egﬂ}

na(c, €2) 1nf{m_n1(c) Yn > m, VIR To)

et sélectionnons ¢ > 0 tel que

1 8
c=cle) = E%max{C'%,ng}.

c(e2) logn
—a— =

On déduit des cas 1 et 2 que pour tout a > 0 tel que a < 1/e, lorsque

n > ng(e2) := na(c(e2), €2), on a,

C log(na) < Ch e Vv2logn 1 1
e2v/2nalog(1/a) ~ e3v/2 nt/4 7\ 2c(eg) | T 27

1/2 1/2 1/2
{ na } > nan Z{ na } > \Je(ea) > 2\@.
log(1/a) log( 1527 logn Cser

(e2) logn
On combine les inégalités précédentes avec (1.4.23]) et la définition ((1.4.22) de z, pour

obtenir que
2v2 1
3 2 g
log(1/a) = CseaV2x o x5

Alors, d’apres (1.4.21)) et (1.4.23]), on a

A\
\

et

2.

1
n > ns(e2) et w <a<l/e = Pyyle)< Cha?.

n
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Sous les hypotheses 0 < e < 1et 0 < a < 1/e <1, il s’ensuit que

PQ,n(EQ) S 02(12 § 02a1+6. (1.4.24)

Ceci combiné avec (1.4.19) et ((1.4.20]), implique

Pn(e) < 2P1,n(61) + 2P2,n(€2) < 2(02 + 1)@1—}—6’

d’olt on obtient (1.4.12), ott Cy = 2(Ca+1) et n(e) = ng(e2), avec e = 1 {/1T + 2¢ — 1}2.D

Proposition 1.4. Pour toute fonction f € S telle que 0 < |flg < 1, et € tel que 0 <
€ < 3|flm, il existe d'(e, f) > 0, nz(3e) < oo et c(3€) > 0 (les deux derniers dépendant
uniquement de €), tels que l’on ait la propriété suivante. Pour tout sous-intervalle T = [u,v]
de [0,1], tel que |Z| = |v — u| > 0, lorsque

<a<d(ef)N3Z| et TC[0,1-a], (1.4.25)

on a

gn(aat;) 1 1 _
e ——— M < Zex —— —rQa €/2 . 4.
IP’(WGI elor (] ¢ (f)) <2 p( 4{|I]/\2} ) (1.4.26)

La preuve de cette Proposition [1.4] est similaire a celle de la Proposition |1.2

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose |Z| < %, sinon, on remplace Z = [u, v] par
[u, u + %] Soient n > 5,0 < a < |Z| A (1/e), et Z C [0,1 — a] choisis, de telle sorte que
log, (1/a) = log(1/a) et les hypotheses du Fait [1| soient vérifiées. On choisit f € S tel que
0<|flmu<1,etetelquel <e< %|f\H, ce qui implique que 1 — ¢ > 1—%]f|H > % On se
réfere aux arguments donnés dans la preuve de (1.4.19)), ainsi qu’a la définition et
aux faits (1.4.14) et (1.4.15)), pour obtenir les inégalités suivantes

Qule) = P(\ﬁezzé”(“’t“)emm)

2alog, (1/a)
- Ly(a,t;-)
< 2[P><VteI. m gZM(f))
i Lu(a,t+(j = Da; ) >}
- : e,
< 2 ]1;[1 {1 IE”( 2atou(T/a) € Nc(f)
< 2exp (-uzuam (W € /\é(f)))
< 2exp (~LIZl/a){Psn(e) = Prn(3)}) (1.4.27)
W(na-)
Psn(e) == P <2nalog(1/a) N}(f)) =P (Wlogu/a)(') € G) :

et, avec P p,(-) défini comme dans (|1.4.21)),

W(nas) — {II(nas) — nas}
2nalog(1l/a)

1
>2€>.

utle = (g,
_s_
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Observons que G := N1 (f) est un sous-ensemble ouvert de (B[0, 1],U). Par application
2
de 1) et de I’hypothese que 0 < € < %|f|H < %, on a

2 2
J(N%G(f)) < (]f\H—%e) < (1—%6) = 1—6(1—%6) <1-3je
Alors, d’apres (1.4.17)), il existe un a (e, f) € (0, 1/e], tel que pour tout 0 < a < d/ (e, f),
1.
Pyn(€) =P (Wing(1/a) () € G) = exp (—{log(1/a) }{(1 — 1)}) = a'~2¢.
Considérons n et a tels que

n > ns (%e) et C(%E)ﬂ

gaS(U@A{é}Wi

2
Rappelons (1.4.24), c’est a dire Py, (e2) < C2a?. On peut écrire
Cha’® = al"3¢ X a x 02(1%6.
1 2/e . . . 1 .
Comme a < (1/e) A {C—z} , le fait que a < 1/e implique que a < 5. De plus, le fait que
2/
a < {C%} ‘ implique que

) 1 @Ox(e/2)
Caa2° < Cy {} =1.
Co

On a donc X
2 1-1
Pgm(%e) < (Cha* < %a 2°€.
En résumé de ces arguments, on obtient 'implication
1
c (56) logn

1
n <a<(l/e)A {02} = Pyn(g€) < Cha® < %alfée.

n > nsg (%e) et
Ensuite, on observe que, si a < %]I |, alors
I

al] a ~ 2a
Ceci combiné avec (|1.4.27)), nous montre que
7
Qu(e) < 200~ wat ).

a

ce qui prouve (|1.4.26)). Notons que n3(-) et ¢(-) sont identiques & ceux de la Proposition
.2.0

1.5 Lois limites fonctionnelles

Nous présentons deux lois limites fonctionnelles qui résultent des inégalités de base pré-
sentées précedemment dans le paragraphe Le Théoréme qui suit, en est une consé-
quence immeédiate. Nous discutons des particularités de ce résultat et faisons une compa-
raison avec ceux de la littérature dans la Remarque [I.6] et le paragraphe qui suivent. La
preuve est donnée au paragraphe [1.5.1]
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Théoréme 1.5. Supposons que {h, : n > 1} vérifie les conditions suivantes lorsque
n — 0o,

hn,
ho =0 et Mg (1.5.28)
logn
Alors, pour tout T = [u,v] tel que |Z| = |v — u| > 0, lorsque n — oo, on a
A (]:n;I(hn);S) - OIP’<1)- (1529)

Remarque 1.6. 1°) Des résultats dans l'esprit de (voir le paragraphe suivant la
Remarque [1.6), ont ét¢é établis dans [37]-[22]-[32]-[33], pour {hy, : n > 1} vérifiant diverses
conditions (voir 2°)) souvent plus restrictives que la condition (1.5.28)) ; ainsi que pour des
variantes de I’ensemble de suite de fonctions F,.z(hy,) (voir 3°)).

2°) 11 est courant que l'on considére {h, : m > 1} une suite de constantes positives
vérifiant une ou plusieurs conditions, parmi les suivantes (voir, Deheuvels [22], p.1302
dans Deheuvels et Einmahl [33], Csorgé et Révész [16], et Stute [108])

) (i) 0 < hp <let h, =0, (ii) hyl, (i) nh, T oo;
) nhy,/loglogn — oo;

3)  nhy/logn — c € (0,00);

) nhy/logn — 0;

) nhy/logn — oo;

5) i log(1/ (/) - o0

H.6)  (log(1/hy))/loglogn — oo;

H6)  (log(1/hy))/loglogn — d € [0, 00);

H.6")  (log(1/hpy/n))/loglogn — d € [—o0, o0];

H7)  (log(1/hy))/logn — 1.

Nous distinguons quatre catégories d’incréments &, (hy,,t; s) qui dépendent de la vitesse a
laquelle h,, tend vers 0. Les incréments sont dits :

1. Incréments larges, lorsque h,, vérifie les conditions
- (H.1) et (H.1)(iti) = hy, > 1/n;
~ (H.6') = h, = 1/(logn)%, avec d, — d € [0, 00);
— (H6") = hy > m, avec d € [—00,0].

2. Incréments standards, lorsque h,, vérifie les conditions

~ (H1)(H5)~(H.6) = 8% < h, < s, 0<a < oo,

n logn)®?

3. Incréments intermédiaires, lorsque h,, vérifie les conditions
— (H.3) = hy, = ¢y logn/n avec ¢, — ¢ € (0,00);

- (H6")= pourd=o0:h, < m,a>0;

4. Incréments petits, lorsque h,, vérifie les conditions
~ (H1)(HA4)-(H7) = L <h, < &n

Dans nos travaux de these, la suite {h,, : n > 1} suit les conditions (H.1)(i) et (H.5).
Les fonctions &, (hy, t; s) se situent alors entre le cas des incréments standards et celui des
incréments larges. Notons que l'appellation "large" est un anglicisme que nous utilisons
par souci de simplification linguistique.
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3°) Pour {h,, : n > 1} vérifiant certaines conditions, le comportement limite lorsque
n — o0, des familles de suites de fonctions suivantes a été étudié (voir le paragraphe
suivant la Remarque |1.6) antérieurement a celui de Fy, 7(hy,).

* gn hn7 t; :
" o (hn) = { ( )
v/2h,, loglogn

;TZ(hn) _ { §n(hn,t; )

:te[O,l—hn]ﬂZ},

Vv2h{log(1/hy,) + loglog n} :
ou Z = [u,v] C [0, 1] est un intervalle tel que u < v.

Considérons la condition (|1.5.28) qui implique (|1.5.29)). La propriété (1.5.29)) est inpli-

citement connue, une version presque sire a été énoncée pour la premiere fois dans le
Theorem 3.1 de Deheuvels et Mason [37], sous des conditions plus fortes que . La
convergence n’a pas lieu p.s. sans des conditions supplémentaires. Si en plus de la
condition (L.5.29), on suppose les conditions (H.1)(ii), (iii) et (H.6) satisfaites, alors (voir
le Theorem 3.1 dans Deheuvels et Mason [37] et le Corollary 3 dans Mason [88]), lorsque
n — 00, On a p.s.

te[o,l—hn]ml},

A(Fnz(h),S) = o(1).

A présent, illustrons les points 2°) et 3°) de la Remarque avec quelques exemples. Le
Theorem 1.3 et le Theorem 2.1 de Deheuvels [22] montrent respectivement, que sous les
conditions (H.1) et (H.6), lorsque n — oo, on a p.s.

A(Fyz(hn), Say1) = o(1) et A(F, z(hn), Sa) = o(1).

Deheuvels et Einmahl [32] ont établi que lorsque les conditions (H.1) et (H.2) sont vérifiées,
lorsque n — oo, on a p.s.

A(Fnz(hn),S) = o(1).

Le Théoreme 1.2, p.1307 de Deheuvels et Einmahl [33] dit que, pour toute suite {h,, : n >
1} suivant les conditions (H.1)(7) et (H.5)—(H.6) ou (H.6"), lorsque n — oo,

A(Fnz(hn), Sqyas1)) = op(1).

Dans le Théoreme suivant, nous présentons une extension du Théoréme dans un
contexte d’'uniformité relativement a la taille des incréments (on considére le supremum,
relativement aux tailles d’incréments h, de la distance de Hausdorff entre les ensembles de
fonctions concernés). La preuve est donnée au paragraphe m

Théoréme 1.7. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a, < by, < 1 sotent telles

que,
nan,

b, — 0 et — 00 (1.5.30)
logn
Alors, pour H, = lan,by], et tout intervalle T = [u,v] tel que |Z| = |v — u| > 0, lorsque
n — 00, on a
sup A (Fp:z(h),S) = op(1). (1.5.31)
heHn

Remarque 1.8. 1°) Une motivation du Théoréme est I’estimation non paramétrique
de la densité. En effet, ce résultat permet d’établir des lois limites pour les estimateurs a
noyau de la densité (voir le Théoréme au Chapitre[d). C’est grace au supremum sur les
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h € H,, que ces lois limites ont la particularité d’étre uniformes relativement a la fenétre
de ces estimateurs.

2°) Une version de ([1.5.31]) peut étre établie dans le cadre d’un modele de censure a droite.
Nous présenterons une loi limite fonctionnelle uniforme pour les incréments du processus
empirique de Kaplan-Meier au Chapitre 3| (voir le Théoréme [3.2]).

3°) Varron et Van Keilegom [116] (voir aussi Varron [115]) ont montré une forme équiva-
lente de la loi limite énoncée comme suit.

h,t;-
S N5 I

=% pe, tef0,1] v/ 2h log(1/h) B

1 ps., (1.5.32)
ou H, = [h],,h]], et hl, k! sont des suites de constantes telles que h!, vérifie la condition
(H.1) et h!' vérifie les conditions (H.5)—(H.6). En particulier, ils ont établi ce résultat
dans le cas multidimensionnel. Il a été alors naturel de se demander si la loi limite
pouvait impliquer une loi limite fonctionnelle similaire & celle du Théoreme dans le cas
multidimensionnel. Il s’avére que celle-ci permet bien d’obtenir une loi limite fonctionnelle
mais qui est différente de celle énoncée dans notre théoréeme (voir le paragraphe de
I’ Annexe . En effet, a partir de , on peut obtenir un résultat qui est dans ’esprit

du Théoreme avec d’autres techniques que celles présentées dans ce chapitre. Nous
pouvons montrer que, pour H,, = [h,, h!], lorsque n — oo, on a p.s.

Al U Faz(h), S| =o0(1).
heHn

Indépendemment des conditions imposées a h € H,, ci-dessus (qui sont plus contraignantes

que la condition (1.5.30)), il est évident que ((1.5.31)) est un résultat plus fort que le résultat
ci-dessus, en terme d’uniformité relativement a h € H,,. Par ailleurs, il faut remarquer que

dans [1.5.32] rien n’assure le fait que la limite asymptotique, ici égale & 1, soit la méme
pour tout h € H,. La différence d’uniformité relativement a h réside en ce point.

4°) La version multidimensionnelle du Théoréme |1.7| fait 'objet de larticle [29] de Deheu-
vels.

1.5.1 Preuve du Théoréme [1.5

Soit Z = [u,v] C [0, 1] un intervalle fixé, tel que u < v et considérons I’événement suivant.

{Hte 0,1—anz: —Snl®h) ¢S€} - U {W” ngE}.
2alog, (1/a) te[0,1—a]NT 2alog (1/a)

Nous allons travailler avec Z = [0, 1]. Posons t; = (j — 1)a, avec j = 1,...,[1/a] — 1 et
t1/a) = (1 — a). Observons que, pour tout € > 0,

gn(a7t;') €S6 C gn(a7tj;') QSE/Q ﬂ H&%(%t‘) _én(avtj;‘)H > 6/2
2alog, (1/a) 2alog, (1/a) 2alog, (1/a)
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L’inclusion ci-dessus combinée avec 'inégalité de Bonferonni, implique que

pn(€) ::P(Hte 0,1 —a]NZT: M ¢Se)

2alog (1/a
[1/a]
< Z P gn(aatp ) ¢S€/2
j=1 2alog+(1/a)
+P sup ||§n(avt) ) — Sn(avt]'; )H > 6/2
te[0,1—a)NT 2alog (1/a)

=: an(e/Q) + p2,n(6/2)'

Une majoration de p1,(€/2) est immédiate lorsque 'on utilise la Proposition sous la
condition ({1.4.11]) vérifiée pour a. Nous obtenons

Pinle/2) < [1/a] x Cya /2.
On observe que |1/a| < (1/a)+ 1< 2/a car a < 1/e dans la Proposition Alors,
p1n(e/2) < 2Ca?. (1.5.33)

Maintenant, nous allons évaluer ps,(e/2). Pour Uintervalle Z et a > 0, nous considérons
le module de continuité du processus empirique uniforme défini par

wuz(a) = s?EpI lan (t) — an(s)].
S
|t—s|<a

Observons que

20/ (a) )
n(e/2) <P | —2—— >¢/2].
P ( 2alog, (1/a)

Mason, Shorack et Wellner on établi le Fait suivant (voir, e.g., I'Inequality 1 p.86 dans
[92]).

Fait 5. Soit0<a << % Pour tout X >0, on a

P(WHI(CL)ZA\/&)S%QXP <_(1_5)4)‘22¢<\/%>>’

o pour tout 0 < x < 1, ¥(x) = 2h(1 + 2)/2? avec h(1 +z) = (1 +z)log(1l + z) — .
D’apres le Fait ci dessus, pour a < § < 1/2 et \/2log(1/a)e/4 > 0, on a

|
P (2%1@) > 6/2) < %eXp (— (1_5>410g<1/a>§2w ( log(l/a)e) ) (1.5.34)

2alog(1/a 2na

D’apres les inégalités (1.5.33) et (1.5.34)), nous avons

pn(€) < pP1n(€/2) + p2nle/2)

< 2Cia? + % exp (— (1- 5)4log(1/a)§z¢ ( lo‘o’(l/a)e) >

2na
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Maintenant, considérons {h,, : n > 1} une suite de constantes positives qui, lorsque n —

0o, vérifie la condition (|1.5.28]) :

h
h, =0 et Nin

logn
Pour le choix de a = h,, vérifiant I’hypothese ci-dessus, nous obtenons que, lorsque n — oo,
p1.n(€/2) = o(1). D’autre part, observons que, sous les mémes conditions, lorsque n — oo,
W < log(1/a)e

2na

) = 2(1+4 o(1)) et on obtient ps,(e/2) = o(1). Nous complétons la preuve

du Théoréme [1.5]en combinant le fait p,(e) = o(1) avec la Proposition puis en faisant
appel a (1.2.2)) la définition de la distance de Hausdorff.O

1.5.2 Preuve du Théoréme
"Bornes externes"

Dans cette section, nous allons démontrer la proposition suivante qui correspond a la partie
"bornes externes" du Théoréme [L.7

Proposition 1.9. Pour tout 0 < g9 < 1 et 0 < g1 < 1, il existe des constantes 0 <

r1(e0,€1) < 00 et 0 < by(eg,e1) < oo telles que, pour

r1(g0,€1) logn
n

Hn(e0,61) = { ,b1(€0,€1)} ;

et tout n assez grand, on ait

P ( U F)c SEI) >1— . (1.5.35)

h€Hn (e0,61)

Lorsque H,, vérifie les hypotheses du Théoreme une conséquence directe de la Propo-
sition [I.9] est la suivante. Pour tout 0 < € < 1, lorsque n — oo, on a

P ( U Falh) C S€> — 1. (1.5.36)

hEHn

Nous allons présenter deux lemmes et une proposition qui permettront d’établir la dé-
monstration de la Proposition [1.9

Lemme 1.10. Pour tout 0 < € < 1, il existe un 0 < ai(e) < 1/e, tel que l'on ait la
propriété suivante. Pour tout f €S, 0 <A <lett<s<s+ Aa<t+a, on pose

fs,A(U)Z\%{f(sgt—k)\u)—f(s;t)} pour 0<u<1 (1.5.37)

Alors, on a
fs,)\ €S et |fs,)\’H < ’f’H (1.5.38)
De plus, pour tout 0 < a < aj(€) et 0 <t <1—a, on a les implications

{én(at) € Ne(f>} - { e € Noe(fs,n) pour tout s, A
2alog, (1/a) \/2Aalog, (1/(Aa))

tel quet < s <t+ (1 —Na et;<A<1}, (1.5.39)

et
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{ﬁn(a,t; ) € Sé} = { (A5 e Sb . pour tout s, A
2alog, (1/a) \/2Aalog. (1/(\a))

tel quet < s <t+(1—Na etég)\gl}. (1.5.40)

Preuve. Soit 0 < a < 1/e. On considére que 1’événement

An,e - 571(&77 t’ ) eS¢
2alog, (1/a)
a lieu. Alors il existe une fonction f € S telle que

H Snla,ti- (1.5.41)

\/2alog, ( l/a

D’apres 'inégalité triangulaire et les définitions (1.2.3)) de |f|m et (1.2.4) de S,

<e~|—||f||—e—|— Sup ‘/ f Ydv| < e+ |flu < e+ 1.

H Enla,t;-)

\/2alog, (1/a)

Tenant compte de cette inégalité, de (|1.5.41)) et d’une application de I'inégalité triangulaire,
on observe que, pour tout % <A<1,ona

sup nla,tiw) — f(u)] < sup M—f(u) + sup _nlatiw)
o<ust| f2alog, (1/(Aa)) ~ ozust|\/2alog, (1/a) 0<u<t|\ /2alog, (1/a)
log. (1/a) """
><|{1og+<1/<xa>>} :
<et sup | nl@tY)
~ 0<u<i|,/2alog, (1/a)
log, (1/a) '
" {10g+<1/<m>>} !
<e+(e+1)M(a), (1.5.42)
B log, (1/a) \"* | _|flog(1/a)\¥*
Mlay= s, {10g+<1/<m>>} U=y Y

Comme M(a) — 0 lorsque a — 0, il exite un 0 < aj(e) < 1/e tel que M(a) < €/(e + 1)
pour tout 0 < a < ay(e). Alors, d’apres (1.5.42)), pour tout 0 < a < a;(€) et % <A<1,on

<V2(e+ (e +1)M(a)) < 2v2€ < 3e. (1.5.43)

\/2/\a log, (1/(Aa)) VA

H Calats)
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Pour une fonction f € S telle que ci-dessus, et pour tout 0 < A< 1, t < s < s+ Aia <t+a,

on considere ((1.5.37)) :

fsa(u { <S_t+)\u>—f(8a_t>} pour 0<wu<1.

On observe que f5,(0) =0, fyx(u) = AV2f (5L + \u) et

= [ (00 () [ o<

a

Autrement dit, on a |f; 5|3 =< |fI3 m < 1. Alors, il s’ensuit que f; » € S. Ceci prouve que
I’on a bien m Malntenant observons que

En(Na,s;-) = ap(s+ Aa) —an(s)
= an(t+ ((s—t)/a)a+ Aa-) — a,(t)
—an(t+ ((s —t)/a)a) + an(t)
= &lati(s—t)/a+ ) —&ulat; (s —t)/a)

D’apres cette observation, (1.5.43) et I'inégalité triangulaire, lorsque 0 < a < aj(e€), % <
A<l,ett<s<s+Ia<t+4+a,ona

D’ou, les faits (1.5.39) et (1.5.40|) sont vérifiés.O

Pour 0 < a < 1/e, on pose t; = (j —1)a pour j =1,...,N — 1, avec N = |1/a], et tel
que |u] vérifiant |u| < u < [u] + 1 désigne la partie entiere de u € R. On pose également
ty =1 — 2a.

&n(Aa, s;-)
\/2Aalog, (1/(Aa))

)
H Glati(s—1/a)  fl(s—t)/a)
V2halog, (1/0a)) VA

Enla,t; ((s —1)/a) + X))  f(((s—¢)/a) + )
J2Aalog, (1/(Ma)) VA

- fs,)\H <

< Ge,

Lemme 1.11. Pour tout 0 < e < 1, il existe un 0 < az(e) < 1/e, tel que la propriété
suivante soit vérifiée. Pour tout 0 < a < as(e), on a limplication

ﬁ{ Sn(2a,t53 ) eSE/G} = {gn(a’t;') ESE:VOStgl—a}.
=1 \/2(2a) log, (1/(2a)) 2alog, (1/a)

(1.5.44)

Preuve. Nous allons appliquer la relation (|1.5.40) du Lemme pour un choix de €¢/6
au lieu de €, et A\ = 1/2. Alors pour tout 0 < 2a < ai(e/6) et 0 < t; < 1 — 2a, on a
I’implication

{ fn(2avtj; ) c Sﬁ/ﬁ}

\/2(2(1) log, (1/(2a))

N {W’t;')egezw thtStj+(1—1>2a:tj+a}'
2alog. (1/a) ?
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On observe que UN [tj,tj+a] =[0,(N— 1) alU[1—2a,1—a]. Comme a(N —1) =a|l/a]—
a>a((1l/a)—1)—a = 1—2a, il suit que U [t],tﬂ—a] [0,1—2a)U[1—2a,1—a] = [0, 1—a].
Alors, en posant as(e) = 1a1(e/6), on obtlent 1.5.44)) d’apres Pimplication établie en début
de preuve.O

Proposition 1.12. [l existe C5 > 0, une constante universelle telle que la propriété
sutvante soit vérifiée. Pour tout 0 < e < 1, il existe des constantes 0 < ag(e) < 1/e et
0 < ci(€) < o0, et un nyi(€) < oo, tels que, pour tout n > ny(e) et a > 0 vérifiant

na

>ci(e) et a<as(e), (1.5.45)

logn

on ait

&n(Aay s;-)
\/2)\a log, (1/(A\a

Preuve. On observe que U—[t,t + (1 — N)a] = [0,1 —a+ (1 — N)a] = [0,1 — Aa]. D’aprés
cette observation et une application du Lemme [1.10, on a

Enla) = {EI)\ € [%, 1} ,ds€[0,1— Aa] : \/2)\&1(;@’(?/')()\ S ¢ Sﬁe}
alog a

gn()\a,s;') 6e
Ine |L1],3F3seft,t+(1—Na]: ¢S
OU{ e[s1] s eltt+(1-Nd Yo }

U {2t osel Jgiepnog S2@5) gl
0<t<l—a 2alog, (1/a) 2alog, (1/a)
Puis, d’apres le Lemme lorsque 0 < a < aj(e) Aaz(e) et n > 1, on a
[1/a) ; .
e < U { (20— Vo), SE/G} |
i1 | /2(20) log,. (1/(2a))

Remplagons € par €¢/6 et a par 2a dans la Proposition Alors, lorsque 0 < a < ag(e) :=
a(e/6) A ai(e) Aas(e), n > ni(e) == n(e/6), et na/logn > ci(€) :== 1c(e/6), on a

P (3)\ € [%, 1} ,Is€[0,1— \a] : S ¢ SGE) < Csat/S. (1.5.46)

N

1/a) N
<5 (e ) swce
CL (6] + a

Pour finir, on observe que |1/a] < (1/a) +1 < 2/a (car a < 1/e dans le Lemme et le
Lemme [1.11)) et 21+¢/6 < 22 (car 0 < € < 1) impliquent

P (Eq(a)) < 8C4a/".

Pour obtenir I'inégalité (|1.5.46)), il suffit de poser C5 = 8Cy.0

Preuve de la Proposition Fixons 0 < gg < 1 et 0 < g1 < 1. Dans le cadre des
notations de la Proposition on pose € = %51 eta=2"bpour j=1,...,K et b > 0.
On suppose que b et K > 1 vérifient
n2~Kp
logn

> c(3e1) et b<as(zer), (1.5.47)
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et on applique plusieurs fois la Proposition [I.12] pour obtenir les inégalités

P (Hh €27 %b,b], 3t € [0,1 - h] : _ alhtsr) ¢ Sel)
2hlog (1/h)

IN

K-1 g

En(A2779h, 55 )
Y P{3Ire|3.1],3s€[0,1—Ad]: S
= ( c[31) el . \/2A27blog , (1/(A279D)) g )

K1 . %61 1 K-l 1 j C5b?16€1
< G Y (27) T <o Y frrwa ) < 00 (1.5.48)
3=0 j=0 1—273°1

Observons qu'’il existe un 0 < by(eg,e1) < ag(%el) tel que pour b = by(ep,e1), on ait

Csbase!
— < ey.
1 -2 5e

Pour ce choix de b > 0, on choisit K dans (|1.5.48)) de sorte que

c(ger1)logn

2~ K1y < 27Ky,

Pour finir, le choix 71 (g, e1) = 2¢(55€1) nous permet de conclure & (1.5.35).0

"Bornes internes"

Soit Z = [u,v] C [0,1]. Rappellons la définition (1.3.10))

gn(hv t )

Fazlh) = { 2hlog, (1/h)

:tG[O,l—h]ﬁI}.

Dans cette section, nous allons montrer la proposition suivante, qui correspond a la partie
dite "bornes internes" du Théoréme

Proposition 1.13. Fizons un intervalle T = [u,v] € [0,1] tel que |Z| = |v —u| > 0.
Pour tout 0 < gg < 1 et 0 < €1 < 1, il existe des constantes 0 < ry(eg,e1) < o0 et
0 < ba(gg, 1) < oo telles que, si on pose

ro(e0,€1) logn
Hn(eo,61) = {Q(()Tll)gvbQ(Eo,Sl)} ;
alors, pour tout n assez grand, on a,
P (S C () Faz (h)“) >1—gp. (1.5.49)
h€Hn(g0,e1)

Une conséquence directe de la Proposition [1.13] est la suivante. Sous les hypotheses du
Théoreme avec Hy, = [ap, by], lorsque n — oo, on a pour tout 0 < € < 1,

P (S Ny ]-"n;I(h)e) — 1. (1.5.50)

hEHn
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Dans ce qui suit, nous allons nous consacrer a la preuve de la Proposition Commen-
gons par introduire quelques notations. Pour tout g € B[0,1] et 0 < A < 1, on pose

M2g(u/X) pour 0<u <A,
)

u) = A2\ our 0<u<1 et u) =
ga(u) g(Au) p <u< g1/x(w) {)\1/2g(1 powr A<u<l.

On observe que pour tout f,g € B[0,1], et 0 < A <1,
1
= et — < —||f — gl 1.5.51
[912lx =9 [fx =gl < ﬁHf gll ( )

De plus, lorsque g € S, on voit que gA(0) = g1/1(0) = g(0) =0, et

A 12g(u/X) pour 0 <u <A\,

AL/24 (0 t g =
ax(u) = g(Au) e gl/)\(u) {0 pour A<u<l1.

Alors, lorsque g € S,

1 A
lonll < loalt = [ AgOwdu= [ ge)an < gl < 1. (1552
d’ou gy € S. De méme,
2 A 1 2 ! 2 2
ol < loaall = [ A gt/ du = [ () = [gf < 1, (1.5.5)

d’ou g1/ € S.

Lemme 1.14. Soient f ... fINl € B[0,1] et e > 0 tels que

N
sc UM (f[ﬂ) . (1.5.54)
j=1
Alors, pour tout 0 <A <1, on a
N
U s () (1.5.55)

Preuve. On fixe ¢ > 0,0 <A < 1et g €S. Dapres (1.5.53), on a g;,) € S. Alors, d’apres

(1.5.54)), il existe un j € {1,..., N}, tel que ||f — g1,,|| < €. Ainsi, considérant (1.5.51)),
/

on obtient

|57 = lpah| =[5 sl < 5 & geNyn (R).

ce qui prouve (|1.5.55)).0

Lemme 1.15. Pour tout € > 0, il existe une constante as(€) € (0,1/e], telle que, pour
tout % <A<1let0<a<as(e), on ait 'implication

— Al <2ev2.  (1.5.56)

H Enlast;-)

\/2alog, ( 1/a

H en(Nast: )
\/2Aalog, (1/(Aa))
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Preuve. Supposons que le terme de gauche dans ([1.5.56]) a lieu pour une certaine fonction
f €S. Alors, d’apres (1.5.51)), on a I'inégalité

Enlas t; A 1 Galast;) €
G - 1.5.57
T Y P

On remarque que &,(A\a;t;-) = &y(a;t; A-) puis on applique l'inégalité triangulaire et les
inégalités (1.5.52) et (|1.5.57)), pour obtenir pour tout 0 < A <1,

GQaiti) Enlast; \) { log,, (1/a) }1/2
\/2>\a10g+ 1/(Aa)) —|y/2) alog, ( l/a log, (1/(Aa))

o a 1/2
+ £l x {lolgfa(/l(//\cf))} -1
e [ log.(1/a) {1og+<1/a> }”2_
- ﬁ{logm/(ka))} *‘ log, (1/0a)) [

< +|{ st ||

A log, (1/(ha

On choisit as(€) > 0 assez petit de sorte que pour tout 0 < a < as(e), on ait

1/2 1/2
g, (1/a) \"* | |[log, (/)"
log, (1/(\a)) log, (2/a)
Comme €/ VA < ev/2 pour tout % < A < 1, 'implication (|1.5.56|) découle des inégalités
précédentes.

< e\/i

sup
1<

Preuve de la Proposition Comme S est un sous-espace compact de (B[0, 1],U),
pour tout € > 0, il existe une suite finie de fonctions f[l], .. .,f[N] € S, telle que 0 <
IfUllg <1pourj=1,...,N, et

N

s [N,

=1

On considére la constante a'(e, f) de la Proposition et on choisit un intervalle 7 =
[u,v] C [0,1), tel que |Z| = |[v — u| > 0. On se restreint au cas Z C [0,1) parce qu’alors
on aura Z C [0,1 — a] lorsque 0 < a < a3(Z) :=1—v, et donc ZN[0,1 —a] =Z. En vue
d’utiliser ([1.4.25)) et ((1.4.26)), on considére S(a), la somme d’une série convergente, qui est

définie par
— § : _1 1 —k 6/2)
S(a)—ZNk 0exp( 4{]1/\2}(2 a) .

On remarque que S(a) | 0 lorsque a | 0. Alors, pour tout choix de 0 < g¢ < 1, il existe un
a)(eo) tel que S(a) < eg pour tout 0 < a < a)(gp). Afin de satisfaire les conditions (|1.4.25))
de la Proposition [I.4] on fait les choix arbitraires suivants. Pour un choix de € tel que

0<€<% min ‘fm‘
1<j<N H
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on pose
a'(0.¢) = min {a'(e, fV) | ALIZ| A df(e0) A as(Z) Aase).

Ly
Nous allons montrer que, lorsque

n>ns(se) et a€M,:= {2c(%e)n‘1 logn,a” (g0, e)} , (1.5.58)

on a P(B,) < o, ou B,, désigne I’événement

B, = {3j=1,...,N, EIaEHn,VteI:M§ZNZCﬁ(fM) .
2alog (1/a)

Pour cela, nous appliquons le Lemme et le Lemme [1.15| pour observer que sous la

condition ([1.5.58|),

avec a’ := da"(gg,€) , M := inf {k: >0:27%" < 2c(%e)n_1 log n} ,et,pour k=0,...,M
et j=1,...,N,

N ) fn(27ka”, t;-) ] }
Bn(k,j):=VteT: g N (fU) 3.
‘7 { V22 *a") log. (1/(2*a")) )

Ensuite, nous combinons (|1.4.25) et ([1.4.26) avec la définition de S(-) et I'inégalité de
Bonferroni, pour obtenir que

P (B,)

IN
=
o
1=
ol
1Cx
=
s
o
=
N——————

(1.5.59)

IN
M=
Eond
M=

=

=

3

o

=

VAN

N

g\

A\

()

o

Ici, on a utilisé le fait que a” = o’ (g, €) < d)(€p), ce qui implique le fait que S(a”) < &p.
Comme € > 0 peut étre choisi aussi petit que nécessaire, on obtient de la définition
de I’événement B,, et de I'inégalité , en sélectionnant 2ev/2 < £1. La preuve de la
Proposition est alors complétée.O

Preuve du Théoréme Rappelons que sous les conditions du Théoréme la
Proposition [1.2) et la Proposition impliquent ([1.5.36) et (1.5.50). Autrement dit, pour
tout 0 < € < 1, lorsque n — oo, on a

IP’( U Fu(h) QS€> —1 et P (Sg U Fn;z(h)f) — 1.

h€Hn heHn

D’apres (|1.2.2)), la définition de la distance de Hausdorff, on obtient directement 1’assertion
(1.5.31).0
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1.6 Lemmes analytiques et distance de Hausdorff

Soit © : B[0,1] — R U {oo} une fonctionnelle, continue sur B[0, 1] muni de la topologie
uniforme U, et bornée sur S. On rappelle que S est un compact de (B[0,1],U). Le lemme
qui suit (voir le Lemma 1 dans Deheuvels et Ouadah [40]) facilite I'utilisation des lois
limites fonctionnelles locales. Il permet de passer aisément des lois limites fonctionnelles

de la Partie I (les théorémes et |3.2) aux applications statistiques de la
Partie II.

Lemme 1.16. Pour tout € > 0, il existe n(e) > 0 tel que, pour tout F C B0, 1], on ait

A(F,S)<n = |supO(g) —supO(f)| <e. (1.6.60)
geF fes

Notons que ce lemme s’applique a S, ainsi qu’a ’ensemble des compacts de (B[0, 1],U).

Preuve. Pour g € B[0,1] et A C B[0, 1], on note

A(g,A) = }relg |f —gll lorsque A#0, A(g,A)=occ sinon.

Sans perte de généralité on suppose F # () car d’apres ([1.2.2)), A(,S) = oo. Comme S est
compact et © continue, il existe fo € S telle que O(fy) = supes O(f). De plus, pour tout
e > 0, il existe n1(¢) > 0 tel que ||g — foll < m(e) = |O(g9) — O(fo)| < e. 1l suit que

SCFNE) = 3goe F:lgo— foll <mle) = suge(g) > 0(go) > ?uIS)G(f) —e.
ge €

Maintenant, on consideére I’hypotheése (H) : pour tout n > 0, il existe g € S", tel que
O(g) > supyes O(f) + €. Sous cette hypothese, il existe une suite {g,, : n > 1} C B[0, 1],
telle que ©(gn) > sup;eg O(f) + € pour tout n > 1. On a donc A(gn,S) — 0 lorque
n — 00, par exemple pour un choix de n = % Cette propriété implique I'existence d’une
suite {f, : n > 1} C S, telle que ||gn — fn|| = 0 lorsque n — co. Comme S est compact,
il existe une sous-suite convergente f,, — 1 € S lorsque k — co. Et on a donc ©(gy, ) —
O(1)) < supges O(f) lorsque k — oo, ce qui contredit (H). Le fait que (H) soit impossible
implique Pexistence d'un () > 0, tel que g € S”2() = O(g) < supses O(f) + €. Alors,
on a l'implication
FCS2E) = supO(g) <supO(f) +-.
geF fes

On pose n(e) = n1(g) V n2(e), pour finalement obtenir ((1.6.60]).0

Le fait suivant, établi par Deheuvels [29], est plus général que le précédant lemme dans
le sens ou il englobe une classe de fonctionnelles plus large. Notons M un sous-ensemble
de B[0,1], tel que S € M C BJ0,1], et soit I' une classe non vide de fonctionnelles
O : M — R, continues au sens de la topologie uniforme sur M. On suppose que I' a la
propriété d’equicontinuité suivante. Pour tout € > 0, il existe un n(e) tel que, pour tout
o€ MetgeS, on ait

¢ —gll <n(e) = sup|O(¢)—O(g)] <e
ecl’
Fait 6. Pour tout ¢ > 0, il existe n(e) > 0 tel que, pour tout F C M, on ait

A(F,S)<n(e) = supl|sup©O(g) —supO(f)| <e. (1.6.61)
Ocl |geF fes
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Nous ferons usage du lemme suivant (voir le Lemma 2 dans Deheuvels et Ouadah [40])
dans les preuves des résultats de convergence des estimateurs a noyau de la densité (voir
le Chapitre |4/ et le Chapitre (3)).

Lemme 1.17. On note I(t) = t la fonction identité. Soit T un ensemble de fonctions
mesurables de [0,1] dans [0,1]. Soit

0 = sup |7 —1||.
TET

Pour tout sous-ensemble non vide F de B[0,1], on pose FoT ={for:fe F, 1€ T}
Alors, on a

A(FoT,S)<A(F,S)+ V. (1.6.62)
Preuve. D’apres I'inégalité de Schwarz, pour tout f € S, on a

1/2
} <y/lt—=s], 0<s,t <1

(1.6.63)

50~ ) = [ T [ i

§{|t—s]><

Alors, pour tout g € F, 7 € T et f €S, on a les inégalités
lgoT—fll < llgoT—forl[+|for—f]< Hg—fHJrOiligllf(T(t)) — f(®)]

lg — fIl + V6. (1.6.64)

IN

L’inclusion F C S€ revient a ’existence, pour tout g € F, d’une fonction f € S telle que
llg — fll < e. Tenant compte de , pour tout on a7 € T, [[goT — f|| < e+ V0, dou
FoTC SVl De méme, l'inclusion S C F€ revient a ’existence, pour tout f € S, d’une
fonction g € F telle que ||g—f| < e. Ceci implique que pour tout 7 € T, ||goT— f|| < e+,
dou S C (Fo T)€+\/§. Finalement, on se réfere a la définition de la distance de
Hausdorff pour obtenir (1.6.62).0






Chapitre 2

Lois limites fonctionnelles pour le
processus de quantiles

L’objet de ce chapitre est ’étude du comportement limite des incréments du processus
empirique de quantile uniforme. Le résultat principal qui est une loi limite fonctionnelle
uniforme pour ces suites de fonctions aléatoires (voir le Théoreme , est analogue au
résultat obtenu pour les incréments du processus empirique uniforme (voir le Théoreme
au Chapitre [1]) et en découle. C’est par une représentation du type Bahadur-Kiefer
(voir Bahadur [2] et Kiefer [77]) qu’il est possible de faire le lien entre ces deux lois (voir les
paragraphes et et le paragraphe pour une autre méthode). Nous présentons
également des lois limites pour les modules de continuité du processus empirique uniforme,
et du processus empirique de quantile uniforme, qui sont uniformes relativement a la taille
des incréments (voir le Corollaire . Une partie des résultats présentés est disponible
dans l'article de Deheuvels et Ouadah [40] (voir le Theorem 1 (ii) et le Corollary 1).

2.1 Le processus empirique de quantile uniforme

Nous désignons par {5,(t) : 0 <t < 1} le processus empirique de quantile uniforme basé
sur les n > 1 premiéres observations de la suite {U,, : n > 1} d’observations indépendantes
de méme loi uniforme sur (0,1). On désigne par

Vi (t) :=inf{u > 0: Uy (u) > t}, pour 0 <t <1, (2.1.1)

Vo (t) =0 pour t < 0et V,(t) =1 pour t > 1, la fonction emprique de quantile correspon-
dant & U,(-). La fonction empirique de quantile V,,(-) se définit également de la maniere
suivante. Pour tout n > 0, posons Uy, = 0 et U,11,, = 1, et, pour tout n > 1, notons
Uin < ... < Uy la statistique d’ordre de Uy, ..., U,, obtenue en classant ces variables
aléatoires par ordre croissant. Pour tout entier n > 1, on note

Uin t =0,
Va(t) = b PO o (2.1.2)
Upn pour “=<t< - i=1,...,n
Et on pose
n2(V,(t)—t) si telo1],
Bn(t) := (Valt) = 1) ) [0,1] (2.1.3)
0 si t¢][0,1].

Ensuite, pour tout choix de a > 0 et ¢ € [0, 1], nous posons, pour tout s € [0, 1],

Cnla,t; s) := Bn(t + sa) — Bn(t). (2.1.4)
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Soient 0 < a, < b, < 1, n = 1,2,... deux suites de constantes positives, et posons
H,, = [an,by]. Pour h € H,,, on s’intéresse au comportement limite, lorsque n — oo, de la
famille de suites de fonctions

Cn(hv & )

Gnz(h) = { m

te [0,1—h]mz}, (2.1.5)
ou Z = [u,v] C [0, 1] est un intervalle fixé, tel que u < v.

2.2 Lois limites fonctionnelles

Le Théoréeme [2.1] est ’énoncé d’une loi limite fonctionnelle qui décrit le comportement
limite des incréments du processus empirique de quantile uniforme. Cette loi est une
conséquence de la loi limite fonctionnelle présentée dans le Théoreme [1.5 D’un autre
point de vue, elle résulte d’inégalités de base (voir la Proposition et la Proposition

au paragraphe [2.3) du méme type que celles présentées au paragraphe (voir la
Proposition et la Proposition [1.4]). La preuve est donnée au paragraphe deux

méthodes sont proposées (voir les paragraphes et [2.3.2)).

Théoréme 2.1. Supposons que {hy : n > 1} suit les conditions suivantes lorsque n — oo,

hy,
he =0 et % oo (2.2.6)
logn
Alors, pour tout T = [u,v] tel que |Z| = |v —u| > 0, lorsque n — oo, on a
A (Gniz(hp),S) = op(1). (2.2.7)

Remarque 2.2. 1°) Des résultats dans 'esprit de (2.2.7)) ont été établi dans [22]-[24]-[37]-
[L18] (voir le paragraphe suivant la Remarque [2.2) pour {hy : n > 1} vérifiant diverses
conditions (voir 2°) de la Remarque , pour des variantes de I’ensemble de suite de
fonctions Gy,.z(hy) (voir 2°)).

2°) Pour {h, : m > 1} vérifiant certaines conditions, le comportement limite lorsque
n — oo, des familles de suites de fonctions suivantes a été étudié (voir le paragraphe
suivant la Remarque [2.2)).

% L Cn(hnvt; ) . o
< (k) = {m e (0,1 — Dyl mI} ,
nz(fn) 1= { V2hy, {log(1/h,,) + loglogn} tel0,l=hil OI} ’

nz(hn) =

{ Gl ) ‘te [0,1—hn]mz},
\/th {log (1/(hny/n)) + loglogn}

ou Z = [u,v] C [0, 1] est un intervalle tel que u < v.

3°) L’étude de ensemble de suites de fonctions Fpz(-) (voir (1.3.10)) a dans la littérature
un statut privilégiée comparée a celle de I’ensemble de suites de fonctions G,.z(-). Cela
vient en partie du fait, que les résultats sur le comportement limite lorsque n — oo, de
Gn:z(-) sont souvent des conséquences de ceux concernant F,.z(-). De ce fait, le cas de
Gn:z(+) est rarement explicitement traité. D’autre part, notons que ce lien entre ces deux
ensembles de suites de fonctions n’est pas toujours vérifié (voir Deheuvels [24]).
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Maintenant, nous procédons au méme type d’analyse faite a la suite de la Remarque [L.6

concernant la condition (2.2.6)) qui implique (2.2.7)). La propriété (2.2.7) est implicitement

connue. Une version presque siire est énoncée dans le Theorem 3.1 de Deheuvels et Mason
[37], sous des conditions plus fortes que . La convergence n’a pas lieu p.s.
sans des conditions supplémentaires. Si en plus de la condition , on suppose les
conditions (H.1)(ii), (iii) et (H.6) vérifiées (voir 2°) de la Remarque [1.6), alors lorsque
n — 00, Ol & P.s.

A(Gnz(h),S) =o(1).

On poursuit avec quelques exemples. Dans le Theorem 1.3 et le Theorem 2.1 de Deheuvels
[22], il est respectivement établi que, sous les conditions (H.1) et (H.6"), lorsque n — oo,
on a p.s.

A(Gnz(hn),Say1) = o(1) et A(G z(hn),Sa) = o(1).

Deheuvels [24] montre dans le Theorem 2.1, que sous les conditions (H.1)—(H.5") et (H.6"),
on a p.s.
A(Gn 7 (hn),S) = o(1).

Le Théoreme [2.3| suivant, est une version généralisée de la loi limite fonctionnelle du
Théoreme 2.1l Cette nouvelle loi limite fonctionnelle locale est établie uniformément rela-
tivement & la taille A des incréments (voir le Theorem 1 (i7) dans Deheuvels et Ouadah
[40]). La preuve est présentée au paragraphe

Théoreme 2.3. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a,, < b, < 1 soient telles

que,
nay,

b 0 et 2.2.8
nr D¢ logn ( )
Alors, pour H, = lan,by], et tout intervalle T = [u,v] tel que |Z| = |v — u| > 0, lorsque
n — 00, on a
sup A (Gn.z(h),S) = op(1). (2.2.9)
heHn

Remarque 2.4. 1°) Le Théoréme ne peut étre étendu a une version multidimension-
nelle, il est spécifique au cas réel.

2°) Une motivation du Théoreme est l'estimation non paramétrique de la densité.
En effet, ce résultat permet d’établir une loi limite pour I'estimateur de la densité par
la méthode des plus proches voisins (voir le Théoréeme au Chapitre . C’est grace au
supremum sur les A € H,, que cette loi limite a la particularité d’étre uniforme relativement
au parametre de lissage de cet estimateur.

3°) Viallon [118] a établi un résultat dans l'esprit du Théoréme ou l'intervalle H,, =
[an, by est tel que a,, vérifie la condition (H.1) et b, vérifie les conditions (H.5) et (H.6),
avec en plus I'une des conditions suivantes lorsque n — oo,

Vrnay log(1/ay) Vbnlog(1/by) O( NG ) .

_) —
log ny/loglogn oo ot ap log(1/ay,) logn

2.3 Preuve du Théoréeme 2.1]

2.3.1 Meéthode 1

La premiere méthode de preuve du Théoreme repose sur une représentation du type
Bahadur-Kiefer (voir Bahadur [2] et Kiefer [77]). Elle est similaire a celle de la preuve du
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Théoreme et en est d’ailleurs un cas particulier, dans lequel on ne considére pas le
supremum sur h € H,. C’est pourquoi, nous renvoyons & la preuve du Théoreme [2.3] au

paragraphe

2.3.2 Méthode 2

Soit {S(t),t > 0} un processus appelé sommes partielles et définie ci-apres. Désignons par
[t] = min{n € Z : n > t}, la partie entiére supérieure de ¢. Dans la suite, on utilisera
la notation S(t) := Sp. On considére {w; : ¢ > 1} une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées selon une loi exponentielle standard. Alors, on
pose

i
So=0et S; :ij,i > 1.
j=1
La propriété suivante (voir le Theorem 3.1 p.138 dans del Barrio, Deheuvels et van de
Geer [41]) porte sur les statistiques d’ordre (voir la définition au paragraphe [2.1)).

Fait 7. Pour tout n > 0, nous avons l’égalité en distribution
{Uin:1=0,...,n+1} ={5;/Sp41:1=0,...,n+1}. (2.3.10)

Le Fait suivant est une application des principes d’invariance forts de Komlds, Major et
Tusnddy [79].

Fait 8. Il est possible de construire {S(t) : t > 0} et le processus de Wiener {W (t) : t > 0}
sur un méme espace de probabilité, de telle sorte que pour des constantes universelles By,
Bs et Bs, l'inégalité

P ( sup |Sp —k — W (k)| > BylogT + z) < By exp(—Bsz), (2.3.11)
0<k<n

ait liew pour tout T'> 0 et z € R.

D’apres la définition (2.1.2) de V,,(¢) et I'égalité en distribution (2.3.10)), on voit que pour
tout n > 0, on a I'égalité en distribution

S(nt)  S(nt) n

Valt) = S(n+1) n Sy’

0<t< 1.

Par application du théoreme central limite, on observe que lorsque n — oo,

s e~ 0o (55))
Spt1 Sp—n+n+we g V)l

Tenant compte des deux précédentes observations et de la définition (2.1.4) de ,(h,t;s)
(voir aussi (2.1.2)) la définition de V,,(t)), lorsque n — oo et h — 0, on obtient I’égalité en
distribution qui suit.

Chtis) — \/EHS(n(t+sh))—S(nt)_Sh}{1+0P( )}—l—shOp( )]

n

= \}ﬁ{S(n(t—l—sh})—S(nt)—nsh} X {I—I—O]p( >}+Sh0p

n~Y2{S(n(t + sh)) — S(nt) — nsh} x {1+ op(1)} + op(1). (2.3.12)
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De ce fait, nous nous intéressons aux accroissements de S(-). Par définition des sommes
partielles, pour h > 0 et s € R, on remarque que pour tout choix de ¢t € R, on a ’égalité
en distribution :

S(nt+ nsh) — S(nt) —nsh = Z w; — nsh
nt<i<nt+nsh
[nsh]
= Z w; —nsh + k
i=1
= S(nsh) —nsh + k, (2.3.13)

ol k est une petite erreur majorée par 2 maxi<;<n4+1 W;.

Proposition 2.5. [l existe une constante universelle By > 0 vérifiant la propriété sui-
vante. Pour tout 0 < € < 1, il existe des constantes 0 < h(e) < 1/e, 0 < b(e) < oo et
n(e) < oo, telles que, pour tout choix de n > n(e) et h > 0, vérifiant

nh
logn

>b(e) et h<h(e),

on ait

P S(nh-) — nh- ¢s¢| < Banite
2nhlog, (1/h)

Preuve. Soit 0 < h < 1/e choisi ainsi, de sorte que log, (1/h) = log(1/h). Fixons 0 < € < 1
et posons €1 et € tels que dans la Proposition [1.2] (voir le paragraphe du Chapitre ,
donc vérifiant la relation €; + e = €. D’apres (2.3.11f), on a

S(nh-) —nh- ] W (nh-) e
P( 2nhlog. (1/h) gg) = P( 2nhlog(1/h) #e )

W (nhs) — {S(nhs) — nhs}
i (0221 2nh log(1/h) = 62)
=: Pl,n(el) + PQm(EQ). (2314)

Le détail de I'évaluation de P ,(€1) et ﬁ’gm(eg) a déja été donné dans la preuve de la
Proposition Il suffit juste de remplacer les constantes du Fait [2 pour I’évaluation de
P, ,(€2) par celles du Fait [8 pour I'évaluation de Py (e2).0

On considére {h,, : n > 1} une suite de constantes positives qui, lorsque n — oo, vérifie la

condition (2.2.6) :

nhy,

h, =0 et — 0.

logn

D’apres la Proposition et 1’égalité en distribution (|2.3.13)), pour tout 0 < € < 1, on
bserve que

P (S(nt + nshy) — S(nt) — nshy,

¢S | < Buhy',
\/thn log, (1/hy)
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ou 'on considere la constante 34 > 0 au lieu de B4 > 0 car 'on fait intervenir la constante
k > 0 de I'égalité (2.3.13)). Ensuite, on applique des arguments identiques a ceux de la
preuve du Théoreme [1.5] pour obtenir que pour tout 0 < € < 1, lorsque n — 0o, on a

plater. S(nt + nshy) — S(nt) — nshy,
\/thn log, (1/hy)

Proposition 2.6. Pour toute fonction f € S telle que 0 < |flg < 1, et € tel que 0 <
€ < 3| flm, il existe h'(e, f) > 0, ng(3€) < oo et b(g€) > 0 (les deux derniers dépendant
uniquement de €), tels que l'on ait la propriété suivante. Pour tout sous-intervalle T = [u,v]
de [0,1], tel que |Z| = |v — u| > 0, lorsque

¢ Se) < Lyhs,. (2.3.15)

b(Le)l
n > na(Le), (QE)HOg"ghgh'(e,f)A;yzy et TC[0,1—hl,
on a
p(veer. SttEnsh) =50 —nshn o \r 1)) < 2exp (—1{IIA1}h‘E/Q>-
2nhlog, (1/h) 4 2

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose |Z| < %, sinon, on remplace Z = [u, v] par
[u,u + 3]. Soit 0 < h < |Z| A (1/e) de sorte que log (1/h) = log(1/h). On choisit f € S
tel que 0 < |flm <1, et etel que 0 < e < %WIHI On se réfere aux arguments donnés dans

la preuve de ([1.4.27)), ainsi qu’au point (2.3.13)) et au Fait |8| pour obtenir les inégalités

suivantes.
Qn(e) = P (Vt cT- S(nt + nsh) — S(nt) — nsh €M(f))
2nhlog, (1/h)
e An(hyt+ (= Db ) ) }
< 1-P ’ 4 Ne
N ]1—[1 { ( 2nhlog, (1/h) e Nelf)

< 20xp (~UIZI/A{ Pon(e) — Pon(ie)}),

ou Ay (h,t;s) := S(nt + nsh) — S(nt) — nsh et

W(nh-) B
2nhlog(1/h) - N%f(f)> =F (Wlog(l/h)o € G) ;

P37n(6) = P <
W(nh-) — {S(nh-) — nh-} o1
s€ .
2nhlog(1/h) — 2
L’évaluation de P;,(€) et lf’g,n(%e) est identique & celle qui est faite dans la preuve de la
Proposition (le Fait [§ remplace le Fait .D

On observe que d’apres la Proposition et Iégalité (2.3.12)), pour tout 0 < ¢ < 1/2,
lorsque n — oo, on a

P (Elt €T \/foZizgfaihn) € M(f)) >1—2exp (—i {!I\ A ;} h,‘f/2> — 1.

]52,”(%6) = ]P’(sup

0<t<1




2.4. MODULES DE CONTINUITE 53

Et de méme, d’apres (2.3.15)), pour tout 0 < € < 1, lorsque n — oo, on a

v —ollmli) e sq Lahs — 1.
\/th log., (1/hn)

On combine les deux précédentes assertions avec la définition (|1.2.2) de la distance de
Hausdorff pour obtenir ([2.2.7]).

2.4 Modules de continuité

Comme applications des résultats du paragraphe nous présentons des lois limites
nouvelles pour les modules de continuité du processus empirique uniforme, et du processus
empirique de quantile uniforme. Leur originalité vient de leur uniformité relativement a la
taille i des incréments.

Pour Z = [u,v] C [0, 1] tel que |Z| = |[v—wu| > 0, nous considérons les statistiques suivantes

waz(h) = sup Han(t) —an(s)},  waz(h) = w 7(h) Vo, 2(h), (2.4.16)
lt—s|<h
Gyz(h) = sup. £{Bn(t) = Ba(s)},  dnz(h) =6, 7(h) Vo, 7(h), (24.17)
i<
Orr(h) = tezg%% Y H{an(t +h) —an(t)}, Quz(h) =9, (h)VQL(h),
(2.4.18)
Eiz(h) = sup  £{Bn(t +h) = Bu(t)}, Enz(h) = E;;I(h) v Ej{;z(h)-
teZN[0,1—h|
(2.4.19)

Le résultat qui suit (voir le Corollary 1 dans Deheuvels et Ouadah [40]) est un corollaire
du Théoréme [T et du Théoréme

Corollaire 2.7. Supposons que lorsque n — 0o, les suites 0 < a, < b, < 1 soient telles
que,

b, =0 et "n 00.
ogn
Alors, pour Hp, = [an, by], lorsque n — 0o, on a
+

w.—(h 7(h
sup L() — 1| =op(1), sup _ wnz(l) 1| = op(1),
h€Myn | (/2hlog, (1/h) h€tn | /2hlog, (1/h)

(2.4.20)

5t (h Snz(h
sup L() —1|=o0p(1), sup _ Onz(h) 1| = op(1),
h€Hn | \/2hlog, (1/h) h€Myn | \/2hlog, (1/h)
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QL (h Qn.z(h
sup —n’I( ) —1|=o0p(1), sup _ Shz(h) — 1| =op(1),
h€Hn | \/2hlog, (1/h) h€Myn | \/2hlog, (1/h)
(2.4.22)
=t
=2 (h =
sup L() — 1| =op(1), sup T ) 1| = op(1).
h€Hn | \/2hlog, (1/h) hen | \/2hlog, (1/h)
(2.4.23)

La preuve du Corollaire est présentée a la suite de ce paragraphe, dans lequel nous
présentons des exemples de résultats de la littérature établis dans le méme esprit que
(2.4.20)—(2.4.21)—(2.4.22))—(2.4.23). Stute [108], Deheuvels et Mason [37], Csorgé et Révész
[16] (voir le Chapitre 5), Shorack et Wellner [105] (voir le Chapitre 14), ont étudié les
modules de continuité du processus empirique uniforme, pour {h, : n > 1} une suite
d’entiers vérifiant les conditions (H.1)—(H.5) et (H.6). Ces auteurs ont montré que, lorsque
n — 00, On a P.s.

WL‘;I(hn) _ Wiz(hn) ~ lim Qriz;z(hn) _q

1i
n1—>nc}o /2h,, ]Og(l/hn) n1—>nc}o dy, n—o00 dn,
Il

ol w,,.7(hn) =sup sier |an(t) — an(s)| et ot dans toute la suite
7 |t_5|§hn

dn = /2 10g(1/hy) o dyy = /2Ry, {log(1/hy) +loglog n}.

Dans le cas ot I'on remplace respectivement (H.3) et (H.6') par (H.5) et (H.6), Mason,
Shorack et Wellner [92] (voir le résultat analogue dans le cas multivarié dans Einmahl et
Ruymgaart [58, [59]), Deheuvels [22], et Deheuvels et Mason [37], ont montré que lorsque
lorsque n — oo, on a p.s.

I + +
. wn;_’[(hn) . wn;Z(h‘n) . Qn,Z(hn) + 1/2
R N O

ol uF est un entier défini p.1246 dans [37] (noté §F). Plus récemment, Viallon [I18], et
Mason et Swanepoel [91] ont établi des résultats proches du Corollaire mais toutefois
sensiblement différents. Ils ont montré que pour tout ¢ > 0 et 0 < hg < 1, lorsque n — oo,
on a p.s.

. Wuz(h)
lim sup sup

=0(1).
n—oo clogn oy 5 /h([1og h| V loglog n) (1)

Remarquons qu’il est évident que est un résultat plus fort que le résultat ci-dessus,
en terme d’uniformité relative a h € H,, et du fait que la constante limite dans
est explicitée. Le comportement limite des modules de continuité uniformes 5iz(hn) et
Ef_z(hn), du processus empirique de quantile uniforme a été étudié par Mason [86], De-
heuvels [20], Deheuvels et Devroye [31] (lorsque nh, = O(logn)), Deheuvels [22], Deheu-
vels et Mason [37], Berthet [6], qui ont montré, sous différentes conditions imposées a

{hyn : n > 1}, des résultats de convergence p.s. lorsque n — oo, du type

S 6 EE(ha)
lim ——— = lim ——— = lim —— =1,
n—oo n n—oo n n—oo n
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(B, 5E - (hn =E(hn
lim 771’1( ) = lim 771’1( ) = lim 771’1( ) = (vf — 1)(6/2)1/2,

n—00 dp, n—00 dy, n—00 dn,
ou 5L!I(hn) =sup siez |Bn(t) — Bu(s)| et 4= est un entier défini p.1246 dans [37].
[t—s|<hn
Preuve du Corollaire La fonctionnelle ©(f) = £f(1) est continue sur (C[0,1],U)

et vérifie le fait que supeg(£f(1)) = 1 (voir par exemple, (4.1.3), p. 1276 dans [37]).
Rappelons que sous les conditions du Théoréme on a ((1.5.31)) : lorsque n — oo

sup A (Fp:z(h),S) = op(1).

heHn
On observe que
H{an(t+h) — an(t
sup | sup @(f)_sup@(f)‘ — sup | sup {an(t+h) —an(®)}
heHn | feF,,z(h) fes h€Hn, |teZn[0,1—h] 2h10g+(1/h)
iz (h)
= Sup - = 1 .
h€Myn | \/2hlog, (1/h)

On applique le Lemme dans le cas ot F = F.z(h) et ot I'on a ([1.5.31) pour obtenir
que, lorsque n — oo,

2z (h)

ohlog. (1/h) | e(1)-

sup
heHn

Sur le méme principe, rappelons que sous les conditions du Théoreme on a (2.2.9)) :
lorsque n — oo

sup A (gn,I(h)7S) = OIP’(l)-
heHn

Puis, on applique le Lemme dans le cas ou F = Gp.z(h) et ot 'on a (2.2.9) pour
obtenir que lorsque n — oo,

=+

= (h
sup L() — 1| = op(1).
h€Myn | \/2hlog, (1/h)

Maintenant, on choisit ©(f) = supg<,, ,<1 +{f(u) — f(v)} continue sur (C[0,1],U) et qui
vérifie supreg £{f(u) — f(v)} = 1. On observe que

sup  O(f) —sup @(f)|

sup
h€Hny |feF,,z(h) fes
+{a,(t h) — an(t) — ap(t h n(t
v | el un) —an) —on(t o) £ an®)
heH, [teZN]0,1—h
€ teogsz,vgl ] 2hlog, (1/h)
+{a,(a) — an(b
| Eon(@ —0n®)
heHn | a,beT
R 2hlog, (1/h)
wiz(h)
= sup |—— —1].
h€Hn | \/2hlog, (1/h)
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et de méme, que

+{Bn(a) — Bn(b
sup | sup @(f)—supe)(f)‘ s | s EB@ - BO)
h€Hon | fEGnz(h) fes hetha | i<l -\ [ohlog, (1/h)
Oz (h)
= sup |—(——F— 1],
h€Hn | \/2hlog, (1/h)

On conclut a (2.4.20) et (2.4.21)) en appliquant le Lemme comme précédemment.

2.5 Preuve du Théoréme 2.3

Dans ce paragraphe, nous supposerons la condition ([1.5.30)) soit (2.2.8)) du Théoréme
vérifiée. Nous allons montrer que le fait que lorsque n — oo,

sup A (Fp.z(h),S) = op(1), (2.5.24)
hEHn

implique que, lorsque n — o0,
sup A (Gp.z(h),S) = op(1). (2.5.25)
heHn

Lorsque ([2.5.24])) est vrai, on a la propriété suivante énoncée dans le Corollaire Lorsque
n — 00, on a

wup |wnh)
A Wosmwery 1| = op(1), (2.5.26)

ot wn(h) = wyo1)(h) (voir (2.4.16)) représente le module de continuité du processus
empirique. A partir de , nous allons établir dans le Lemme des bornes pour le
module de continuité du processus empirique de quantile 6, (h) = d,10.1)(h) (voir (2.4.17)).
Le fait qui suit présente deux relations. La premiere relation qui suit se retrouve
au point (1.6) dans Shorack [104]. La relation vient des propriétés limites des
espacements uniformes maximum (voir Devroye [42),[43] et (3.51) dans Deheuvels et Mason
7).

Fait 9. On a, presque strement,

1
(7) Sup Un(Vy(t)) —t| = — pour tout n >1, (2.5.27)
0<t< n

1
(i) sup [Va(Un(®) —t] = (1 +0(1) 2" lorsque n— co. (2.5.28)
0<t<1 n

Lemme 2.8. Lorsque H,, = [an,by] vérifie (2.2.8)) : lorsque n — oo, les suites 0 < a,, <

b, <1 sont telles que,
nay,

b, — 0 et

i

logn
on a limplication

hEHn

,/2hlog+ 1/h)

= V0>0, sup (h)
heHtn 2h log+(1/h)

>1+ 9) 0. (2.5.29)
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Preuve. Pour tout § € (—1,1) et h > 0, on pose

/
Fon (B 0) = h{1+(1+0) (Qk’g;él/h))l 2}.

On se place sur 1’événement de probabilité 1 ou (2.5.27)) a lieu et on applique I'inégalité
triangulaire, pour obtenir les relations d’événements suivantes.

{Bn(t )= But) > (1 + 9)./2h10g+(1/h)} — {Valt 4+ ) 2 Vo(t) + T (ki 6))
{Un(Va®) + Bin(h;0)) = Un (Vi (#)) < U (Vi + 1)) = Un (Va(1)) }
{0, (Valt) + Fn (1:0)) — Un(Va(0)) < bt 2}

= {an(Vn(t) + ho(h;0)) — an(Va(t) < V1 (h — hy(h;0)) + 2}

N

N

3

= {ulVa(t) + Bulh:0)) = 0 (Va(0) < (14 0)/20lor (1/0) + —= .

Maintenant, on fixe un # > 0. Sous la condition ([2.2.8)), il existe un n(f) < oo tel que,
pour tout n > n(6) et h € Hy, = [an, by], on ait

hi= ?Ln(h;H) eH, = [%an72bn} )

et I'inégalité

(14 6)y/2hlog, (1/h) + jﬁ < —(1+ 16)y/2h, log, (1/hm).

L’intervalle H! = [%an,an] vérifie li lorsque c’est le cas pour H,, = [an,b,]. Pour
n > n(f), on voit que lorsque pour un certain h € H,, et un certain t € [0, 1],

Bn(t+h) = Bu(t) = (1+6)y/2hlog, (1/h),

il suit que, pour h = hy(h;0) € H., et t = V,.(¢) € [0,1],

—(an (f—i— E) - ozn(Z)) > (1+ %9)\/2%105@(1/%).

De la, pour tout choix de 6 > 0, lorsque n — oo, on a

P | sup L(h)—l 2%9 =0
heH;, | /2hlog (1/h) |
- ) :

= P| sup (S”—(h)fl >0 —0.
h€Hn | /2hlog (1/h) |

On conserve les mémes arguments, cette fois-ci avec un changement de signe, pour obtenir
que pour tout 8 > 0,

_ . -

P sup w”—()—l 2%6’ —0
heH, | \/2hlog  (1/h) |

= P| sup L(h)—l >0 —0.
heHn | \/2hlog  (1/h) |
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On combine ces deux implications pour finalement conclure a (2.2.9).0
Utilisant la définition (1.3.9)) de &, (h,t;s), pour h > 0 et t € [0, 1], on pose

&V (hytyu) = Eu(h; Vi (8); 1) = an (Vi () + hu) — o (Vi (1)) pour w € [0,1]. (2.5.30)
Considérons Fn;Z(h) I’ensemble de suites de fonctions défini au point ((1.3.10]). De maniére

analogue, pour tout h € H,, on pose

FVah) = {mm:te[o,l—h]ml}, (2.5.31)
ohlog, (1/h)

ou Z = [u,v] C [0, 1] tel que u < v.
Lemme 2.9. Sous la condition (2.2.8)), lorsque n — oo, on a

sup A (FVz(h),S) = op(1). (2.5.32)
heHn

Preuve. On fixe € > 0 et Z = [u,v] C [0, 1] tel que |Z| = |v — u| > 0. Etant donné que

sous la condition ([1.5.30]), 'assertion (2.5.24) est vérifiée, d’apres (1.2.2)) la définition de

la distance de Hausdorff, il suffit de prouver que, lorsque n — oo,

(i) P(FYz(h) €S VheH,) =1,
(ii) P(SCFyz(h): YheHy,) 1. (2.5.33)

Par définition des incréments ([1.3.9)), et des définitions (2.5.30) et (2.5.31) ci-dessus, on
a FVr(h) C Frijo,1(h), alors (z) est une consequence de (2.5.24)). Pour établir
(z'i), on fixe un intervalle Z7 = [u/,¢] tel que v < u' < v < v. On considére
I'événement C, := {U,(s) € Z, Vs € Z'}. D’aprés le théoréme de Glivenko-Cantelli,
P(Cy,) — 1 lorsque n — oo. De plus, on a P(C,, N D,,) — 1 lorsque n — oo, ou

Dy = {S C Fuzr()/? : Vh € My},

On se place sur I’événement C,, N D,,. Pour tout f € S et h € Hy, = [an, by, il existe
sp = sn(h; f) € T', tel que

é:n(hQ Snj -

~&nlhysny) 1
H 2hlog, (1/h) fH <3¢ (2.5.34)

Observons que

En(hssn;) = (P Vi (Un(sn))ir) = anlsn+h) — an(sn)
—an(Vn(Un(sn)) + ) — (Vi (Un(sn)))
= {an(sn+h) — an(Vy,(Un(sn)) + h)}
—{an(sn) — an(Va(Un(sn)))}
20 ([[V(Un) — 1] ).

IN
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On pose t, = tn(h; f) = Up(sn) = Un(sn(h; f)) € Z. On applique l'inégalité triangulaire et
la relation infpeyy, \/ 2hlog (1/h) = \/ 2ay, log, (1/ay,), pour obtenir les inégalités suivantes
qui sont uniformes en h € H,, = [an, by].

| Enlhisn;) & (Bitn;-)
\/2hlog, (1/h) /2hlog, (1/h)

:H Enlhisn)  Enlhs Va(U w

m W
20 [V (Un) — 1))
2hlog_ (1/h)
2e0n [V (Un) — 1))
2a, log, (1/ay)

Maintenant, on combine la condition (2.2.8]) avec (2.5.28)) du Fait |§|, pour voir que lorsque
n — oo,

(2.5.35)

n

Vo) ~ 1) = (14 02(1)) " = op(a). (25.36)

On fixe p > 0. Appliquons le résultat (2.5.26)), en remplagant Uintervalle H,, = [an, by] par
[pan, pay], pour obtenir que, lorsque n — oo,

wn(pan) = (14 op(1))pt/?\/2a, log, (1/an) . (2.5.37)

Comme p > 0 peut étre choisi aussi petit qu’il convient dans (2.5.37)), d’apres (2.5.35) et
(2.5.36)), lorsque n — oo, on a

2n (|IVn (Un) ]
2ay log (1/ay)

= op(1). (2.5.38)

La réunion des points (2.5.34)), (2.5.35)) et (2.5.38]), montre que lorsque n — oo, pour tout
feSetheHt, =lan, by, il existe t, € Z, tel que

‘ & (hitsr)

2hlog, (1/h)
avec une probabilité qui tend vers 1. D’ou le résultat cherché (2.5.33))(i3).0

Preuve du Théoréme Nous allons montrer (2.5.25|) sachant que (2.5.24)) est vérifié.
D’apres la définition (2.5.30f), on a

an (Vi (t + hu)) — an(Vi(t)) = §a(h; Vi (t); Tgn(u) = fr‘z/(h; £ Togn(u),
ou pour u € [0, 1], on pose,

() e Vi (t + h? ~Val®) _ N B (t +qu/)ﬁ_ Bult) _ . W

Observons que, pour tout h > 0 et t,u € [0,1],

Calhstyu) + &) (hits Tgen (1) = Bt + ha) = Bu(t) + an (Vi (t + hu)) — an(Va(t))
= Vn(Vy(t+ hu) — (t + hu) =V, (t)—t)
VN (Un(Va(t + hu)) — Vi (t + hu) = Un(Va (1) + Vi(t))
= Vn(Up(Vp(t + hu)) — (t+ hu) + Uy (Vo (t) — t).

<e (2.5.39)
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Usant des égalités ci-dessus, de I'inégalité triangulaire et de (2.5.27) du Fait @ pour tout
h>0etttelque0<t<t+h<letwuecl01],ona

2

|Galhstiu) + &) (hit T ()| < 29/ U (Vi) = T < e (2540)
On applique (2.5.29)) du Lemme pour 6 = 1, et on observe que lorsque n — oo, on a
avec probabilité 1, uniformément en tout h € H,, = [an,by], t tel que 0 <t <t+h <1, et
u € [0,1],

2y/2hlog (1/h) 2log, (1/h) /2 2log., (1 1/2
||Tn't'h_H|| < 6n(h) < + < 2{ Og+( / )} < 2{ Og+( /an)} 0.
i hy/n hy/n nh nan
(2.5.41)
Rappelons la définition (2.5.31)) de
.F,‘l/;z(h): M:te 0,1 —h]NZT,,
2hlog, (1/h)
et posons
FYo(h) = Sn (Bt Tiin () 4 0,1—hNT}. (2.5.42)
’ 2hlog (1/h)

D’apres (1.6.62)) et (2.5.41)), lorsque n — 0o, on a avec probabilité qui tend vers 1

A (FY7(h).S) < A (Flz(n).S) + ﬂ{%&(l/an)}””“

ndy

Ceci, combiné avec la condition ([2.2.8)) et I'assertion (2.5.32)) du Lemme implique que

lorsque n — oo,

sup A (FV7(h),S) = op(1), (2.5.43)
heHn '

On combine l'inégalité triangulaire avec (2.5.40)), (2.5.42)), (2.5.43), et I'observation que
—S={—f:f €S} =S, pour voir que pour tout h > 0 et ¢t tel que 0 <t <t+h <1, et
u € [0,1],

IGn(hs i) = flI = |[Gulhstiw) + & (s s Tugn () = & (ki s T (w)) — f |
< ||Gaths ) + € (s ts mggn (w)|| + || (s s e () +
< jﬁ‘FOIP’(l)
= op(1).

La preuve du Théoréme est alors complétée.O



Chapitre 3

Lol limite fonctionnelle dans un
modele de censure

Dans ce chapitre, nous nous plagons dans le cadre d’un modele de censure a droite. Nous
présentons une loi limite fonctionnelle pour les incréments du processus empirique de
Kaplan-Meier, qui est uniforme relativement a la taille de ces incréments (voir le Théoreme
. Comme application de ce résultat, nous donnons une loi limite nouvelle pour le
module de continuité du processus empirique de Kaplan-Meier (voir le Corollaire . Nous
combinons ici les résultats de Deheuvels et Einmahl [33], avec la loi limite fonctionnelle
locale obtenue pour les incréments du processus empirique uniforme (voir le Théoréme
du Chapitre . Les résultats présentés ici sont disponibles dans un article soumis (voir le
Theorem 2 et le Corollary 1 dans Ouadah [96]).

3.1 Introduction et Résultat

On considére X, X1, Xo,... une suite de variables aléatoires positives indépendantes et
identiquement distribuées représentant les durées de vie. Nous supposons que la fonction
de répartition F(-) := P(X <-) de X posséde une densité f(-) := gF(-) continue et
strictement positive sur J := [A, B] C R . Ensuite, on considére C,C1,Co, ... une suite
de variables aléatoires positives indépendantes et identiquement distribuées représentant
les temps de censure. Nous désignons par G(-) := P(C <-) la fonction de répartition de
C. On définit le point extréme supérieur de F' (resp. G) par Sp = sup{z : F(z) < 1}
(resp. Sg := sup{z : G(z) < 1}) et on fixe [4, B] C [0,0], avec © := min(SF, Sg) > 0.
Notons que d’aprés nos hypothéses F'(-) et G(-) s’annulent en 0 et sont continues sur
J. On considere X censurée a droite, telle que X et C soient indépendantes. On note
{(T},0;) : 1 <i < n} 'ensemble des observations dont on dispose, ou 'on pose

T; = X; NG,

0 = Ix,<c,,
avec T' ayant pour fonction de répartition H(-) :==P(T' <-) =1— (1 - F(-))(1 — G(-)).
A titre d’exemple d'un tel modéle de censure & droite, si on étudie le temps de survie
de patients hospitalisés a la suite d’accidents graves, la censure correspond au cas ou
I’observation se termine a la fin de ’hospitatisation, et lorsque le patient est alors encore

en vie. Dans ce cas, pour le i®™¢ patient, X; désigne la durée de vie du patient (non
observée), et C;, sa durée d’hospitalisation (observée).
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En présence de censure, la fonction de répartition empirique de la variable X n’est plus
valable car elle dépend de variables aléatoires parmi X, X7, Xo,... qui ne sont pas obser-
vées. Afin d’estimer la loi de X, il a été donc nécessaire de construire un estimateur de la
fonction de répartition en présence de données censurées, qui puisse avoir des propriétés
analogues a celle de la fonction de répartition empirique classique. En 1958, Kaplan et
Meier [76] ont introduit les estimateurs non paramétiques du maximum de vraisemblance
de F(-) et G(-) (voir (1.1) et (1.2) dans Deheuvels et Einmahl [33]) définis, pour =z € R,
par

Fo(z):=1- ]] {1 52""} (3.1.1)

Ty <o n—1+1
1<i<n
et
Gu(z) =1 — H {1_1_5’3”} (3.1.2)
n(T) : i1l 1.
Tiﬂnﬁzc
1<i<n
ou, pour tout n > 1, Ty, < ... < T}, est la statistique d’ordre de T1,...,T},, obtenue
en classant ces variables aléatoires par ordre croissant, et ou pour ¢ = 1,...,n, &, est

le §; correspondant a T;, = 75,1 < j < n. Ces estimateurs sont des fonctions continues
par morceaux qui ne présentent des sauts qu’aux observations non censurées. Remarquons
également que plus il y de données censurées, plus les sauts de 'estimateur sont grands. Par
ailleurs, les estimateurs de Kaplan-Meier et la fonction de répartition empirique coincident
en l'absence de censure.

Remarque 3.1. Dans la littérature, ces estimateurs sont parfois écris de la maniere
suivante.

1 "
Fo(z):=1- ] {1 - Z}

n
T;<=z j=1 ]ITjZTz‘
1<i<n
et
1 1-9;
T<e j=1 21 2T
1<i<n

On désigne par {aTIfM (t) : t € R}, le processus empirique de Kaplan-Meier basé sur les
observations {X; : 1 <1i < n}. Il est défini par

anM(x) == n'?(Fy(z) — F(2)),
pour n > 1 et x € R . Ensuite, pour tout choix de h > 0 et t € R , nous posons
EEM(p ts5) i = aBSM(t 4 sh) — oM (1), s €R . (3.1.3)

On désigne par 9 (- ) une fonction spécifique qui est continue et positive sur J. Des exemples
de fonctions (- ) sont données au point 3°) de la Remarque du Chapitre @ On note
¥y () un estimateur de (- ) tel que lorsque n — oo, on a

sup |¢n () /¢ (x) — 1| — 0 en probabilité, (3.1.4)
zel

ou I := [C,D] C J. Soient 0 < a, < b, <1, n =1,2,... deux suites de constantes
positives, et posons H,, = [an,by]. Pour h € H,, et {1, : n > 1} une suite de fonctions
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positives et continues, on s’intéresse au comportement limite de la famille de suites de
fonctions

0t gy o | GO LG
Ful (hy¥n) -—{ Yo (1)) X {@bn(t) 0 } .te[}. (3.1.5)

Nous renvoyons a la définition (|1.2.2)) de la distance de Hausdorff. Les ensembles de fonc-
tions S, et Sy ci-dessous, sont décrits aux points (1.2.4]) et (1.2.5)) du paragraphe du
Chapitre . Pour tout A > 0, on pose, en particulier

Syi={f € B0, 1]: |flim <A} = {N/?f: fes}. (3.1.6)

Le théoréme suivant résulte d’une application de la loi fonctionnelle limite uniforme pour
les incréments du processus empirique uniforme, établie dans le Théoréeme (voir le
paragraphe du Chapitre . C’est une loi limite fonctionnelle locale pour les incréments
du processus empirique de Kaplan-Meier, uniforme relativement a la taille des incréments.

Théoréeme 3.2. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a, < b, < 1 sont telles

que,
nan,

b, — 0 et — 0. (3.1.7)
logn
Alors, pour Hy, = [an, by], lorsque n — 0o, on a
sup A (FiM (h,n),84) = 0p(1), (3.1.8)
heHn
ot
A = sup¢(x). (3.1.9)

zel

Remarque 3.3. 1°) Dans le cas non censuré, ou G =0, ) = 1 et ou de plus, X suit une
distribution uniforme sur [0, 1], le Théoréme se réduit au Théoréme

2°) Deheuvels et Einmahl [32], [33] ont établi une loi limite fonctionnelle dans l'esprit
de ([1.3.9), sans 'uniformité relative a h la taille des incréments. Ils traitent le cas ou

3°) Viallon [I17] a obtenu une loi limite fonctionnelle dans Iesprit de (3.1.8)), dans un sens
plus faible (voir la discussion au paragraphe du Chapitre @ et sous des conditions
plus contraignantes que (3.1.7)).

4°) Une motivation du Théoreme est I’estimation non paramétrique. En effet, ce résul-
tat permet d’établir des lois limites pour les estimateurs a noyau de la densité des temps
de survie (voir le Théoréme au Chapitre [6)) et du taux de panne (voir le Théoréme
au Chapitre @ C’est grace au supremum sur les h € H,, que ces lois limites ont la
particularité d’étre uniformes relativement a la fenétre de ces estimateurs.

5°) La fonction (- ), et a fortiori ¢, (- ), peuvent prendre plusieurs formes qui sont expli-
citées au point 3°) de la Remarque au paragraphe du Chapitre @ Nous avons
introduit ces fonctions car elles permettent de considérer une large classe d’estimateurs a
noyau dans le modele de censure a droite (e.g., les estimateurs a noyau de la densité des
temps de survie, du taux de panne).
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Comme premiere application du Théoreme nous présentons de nouvelles lois limites
pour le module de continuité du processus empirique de Kaplan-Meier. Leur originalité
vient de I'uniformité relativement & la taille A des incréments.

Nous considérons les statistiques suivantes.

QM) = sup{al M+ n) M), O () = QM ) vV QEF ).

Le résultat qui suit est un corollaire du Théoréme [3.2}

Corollaire 3.4. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a, < b, < 1 soient telles

que,
na
b, =0 et n

logn

Alors, pour Hy, = [an, by], lorsque n — 0o, on a

sup U QNN sup {f(t)}m — op(1)
heHn | \[2hlog, (1/h)  tel (t) o
he?fn /2hlog+(1/h) te? { - G(t) } = op(1).

(3.1.10)

Remarque 3.5. 1°) La preuve est similaire a celle du Corollaire (voir le paragraphe
2.4 du Chapitre ' 11 suffit de choisir ¢(-) = f(-)/(1 — G(-)) et d'imposer le fait que la
condition soit satisfaite.

2°) Deheuvels et Einmahl [33] ont établi des lois limites dans lesprit de (3.1.10|), sans
I'uniformité relativement a h la taille des incréments. Ils traitent le cas ot H,, = [hn, ).

La preuve du Théoreme est donnée au paragraphe Elle est précédée de tous les
ingrédients techniques nécessaires a sa construction. Dans le paragraphe [3.2.1] nous expo-
sons un corollaire du Théoreme et présentons d’autres faits et lemmes préliminaires

dans les paragraphes [3.2.3] et [3.2.4]
3.2 Preuves

3.2.1 Loi limite fonctionnelle dans le cas non censuré

Nous présentons un corollaire de la loi limite fonctionnelle (|1.5.31)) du Théoreme
Rappellons que pour tout choix de a > 0 et t € [0, 1], la fonction

En(ast;u) := ap(t + hu) — ay,(t) pour u € R | (3.2.11)

désigne les incréments du processus empirique uniforme (voir (1.3.9))). Pour kA > 0, consi-
dérons I'ensemble de suites de fonctions

Tz (h) := {Wht) €0,1- mI} (3.2.12)
2hlog, (1/h)

avec v > 0 et Z := [r,s] C [0, 1] un intervalle fixé, tel que r < s.
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Corollaire 3.6. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a, < b, < 1 soient telles
que,

by — 0 et - oo, (3.2.13)
logn

Alors, pour Hy, = [an,by|, pour tout v > 0 et Z = [u,v] C [0,1] tel que u < v, lorsque

n — 00, on a

sup A (Fniz~(h),Sy) = op(1). (3.2.14)
heHn

Preuve. Sous la condition (3.2.13)), le Théoréeme (1.7 est vérifié. Pour tout ¢ € [0,1—h|NT
(resp. f € 8), il existe donc, une fonction f € S (resp. t € [0,1 — h] N Z), telle que pour
tout € > 0,

H (bt )

\/2hlog , ( 1/h

Cette assertion implique la suivante, pour 0 < v < 1.

<e.

H nlhitir) —f(r)

2hlogJr 1/h)

Rappelons que pour tout g € BJ O 1] et 0 < A < 1, on pose gy(u) = )\_I/Qg(Au) pour
0 < u <1 (voir le paragraphe . D’apres la définition (3.2.11]), observons que, pour
tout y,h > 0, t € [0,1], et pour tout s € [0,1],

En(Yh;t; s) = an(t + Yhs) — an(t) = & (h; t;ys).
D’apres le rappel et ’observation ci-dessus, pour tout € > 0, on a

n(vh;
H Slahiti) g

\/2hlog , ( 1/h

Combinant le fait que f, € S et la définition ([1.2.5]) de ’ensemble S, on obtient (3.2.14)).0

3.2.2 Notations

Dans ce qui suit, nous adoptons certaines notations de base inspirées de celles de De-
heuvels et Einmahl [33]. Pout toute fonction L(-) (qui peut donc étre discontinue), nous
posons L(z—) := limy, L(t) et L(z+) = limy, L(t). La fonction de répartition de T,
notée H(x) = H(xz+), pour = € R, se décompose de la maniére suivante.

Hz)=1-(1-F(z))(1 — G(z)) =: Hi(x) + Ho(x),

zﬁ@yzpunga5=1)zﬁﬂl—a(@mF@yzHu%H, (3.2.15)

et
mmmzpqua5=mzé(L41@mmo:mmﬁ)

On définit les versions empiriques de H(-), Hi(-) et Hy(-), pour = € R, par

1>
= E Z HT@'SJ; = n,l(w) + Hn,(](x)a
=1
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ou

1
Hn,l(x) = Z(Si]IZina
n =1
et

Hnyo(ﬂf) = Z(l — 62)]ITZ§:E
=1

S

On considere le processus empirique suivant.
Hpj(x) :=nY? (H, ;(x) — Hi(z)) pour j=0,1et z € R . (3.2.16)

La fonction empirique cumulée de taux de panne est définie par

An(z) = /Off H}Mdel(u) = A, (x+) pour z > 0. (3.2.17)

Les estimateurs de Kaplan-Meier de F,,(-) et Gy(-), tels qu’ils sont définis aux points
(3.1.1) et (3.1.2), peuvent s’écrire de la manieére suivante (voir, e.g., p.295 dans Shorack et
Wellner [105]).

5i,n
R o= - {2
Zi,ngx
1<i<n

:
_ /0 g () (3.2.18)

et de méme
Golx) = /0 1;n(u)dﬂn,o(u). (3.2.19)

3.2.3 Faits utiles

On commence par écrire le processus empirique de Kaplan-Meier comme suit (voir, e.g.,
(4.18) dans Deheuvels et Einmahl [33]).

B x 1 x 571—(“) "
oM () = /0 TG e+ [ T )
=: o, (z)+al(x). (3.2.20)

Nous allons travailler sur I’espace de probabilité qui est introduit dans le fait suivant (voir,
Deheuvels et Einmahl [32]).

Fait 10. Sur (Q,A,P) un espace probabiliste convenable, il est possible de définir {X,, :
n > 1} et {Y, : n > 1} jointement avec {U, : n > 1} une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur (0,1), de telle sorte que la
propriété suivante soit vérifiée. On a, presque surement

Hyi(x) = U, (Hi(z)) pour 0 < Hi(z) <p
et
Hyo(x) = Uy, (Ho(z)+p) — Up(p) pour 0 < Ho(z) < 1—p,

oup =P =1) et Uy(-) est la fonction de répartition empirique définie au point (|1.3.7)) .
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On note {BEM (t) : t € R} le processus empirique de Kaplan-Meier basé sur les observations
{C; : 1 <i<n}. Il est défini, pour n > 1 et z € R | par

B (z) = 02 (Gulw) — G(2)).

La relation (3.2.21)) suivante, découle d’une inégalité du type Dvoretzky, Kiefer et Wol-
fowitz pour l'estimateur de Kaplan-Meier (voir, e.g., le Theorem 2 dans Foldes et Rejté
[66], et le Theorem 1 dans Bitouzé et al. [7]).

Fait 11. Pour tout 0 < R < © fizé€, on a, pour tout n > 1,

sup ﬁfM(t)] = Op(1). (3.2.21)
0<t<R

3.2.4 Lemmes préliminaires

Dans ce paragraphe, nous présentons trois lemmes établis dans I’esprit des Lemmas 4.1—
4.3 dans Deheuvels et Einmahl [33]. Le premier permet d’évaluer le module de continuité
de o/,(+). Le second montre que les oscillations de o/ () peuvent étre considérées comme
négligeables et le troisiéme est une approximation des incréments 55 M (h,t;s) pour tout
h € H,. On se place sur l'espace probabiliste du Fait A partir de la définition du
processus empirique uniforme et de la définition de Hy (-),j = 0,1, on

pose,

wpi(h) = sup |[Hpi(t) — Hn1(s)|

s, tel
jt=sI<h

= sup |apn (Hi(t)) —an (Hi(s))], h>0 (3.2.22)
s,tel
|t—s|<h

et

Wiy = sup —mt) (3.2.23)

p .
heMn \/2hlog, (1/h)

Maintenant, on tient compte de (3.2.20]) et on fait une intégration par parties, pour consi-
dérer (voir (4.25) dans [33])

Aua(s,t) = a;@>—-a;@>—-1__é,CgLLtJHnJ<u>

N (1 - Gln_ 0 1- cl;_(s)> (M () = Hoa(s)}

t

— | {Hna(u) = Hna(s)}d {1—G1n_(u)} : (3.2.24)

s

Lemme 3.7. Lorsque n — oo, on a

A t
sup sup N Ana(s, Ol = wy, 1 x op(1). (3.2.25)

heHn s,
€ |t—ts\6§h 2hlog, (1/h)

Preuve. D’aprés le Fait [11] pour tout n > 1, on a

= Op(n~1/?%). (3.2.26)

sup
tel

1 1
1—va>‘1—G4w‘
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Comme G(-) est continue sur J, on voit que, lorsque n — oo,

1 1

su su — = op(1). 3.2.27
hG?‘IZL s,tepl 1-G_ (t) 1— G_(S) ]P’( ) ( )
[t—s|<h

On combine la définition (3.2.23)) de wy, ; avec les observations (3.2.26) et (3.2.27), pour
obtenir les relations suivantes lorsque n — oo,

1 1 1
e, lt;zlezh ohlog, (1/h) ’(1 G () 1- G(S)> {Hn1(t) = Hna(s)}
< wpg X {Sup ! - ! ‘
’ ter |11 =Gnr(t) 1-G_(1)
+ sup sup L — 1 }
het, ster |[1—G_(t) 1—G_(s)

[t—s|<h
= W;,l X {Op(n_l/Q) + O[P(l)}
= wyq X op(l).

De méme, on observe que, lorsque n — oo,

sup sup ! / (Ho (4) — Hos (5)}d {1_Gln(u)}‘

heHn |ti;|eéh 2hlog, (1/h)

1 1
SR e e o R om
[t—s|<h
= Wy X {QOp(n_l/z) + O[P(l)}
= w:;l X O]p(l).
Les deux inégalités ci-dessus permettent de conclure a .D

Lemme 3.8. On suppose f(-) uniformément bornée sur [0, R],0 < R < ©. Alors, pour
tout n > 1, on a uniformément en 0 < s <t < R,

= Op(1) x |t —s]. (3.2.28)

t KM U
al(t) — all(s)] = ] [ 2t arw

Preuve. Soit ¢(R) = supy<,<p |f(u)|. On utilise le Fait 11|, pour obtenir que pour tout
n>1,

KM U
: T é"Gn(_()u) dF(U)‘ < T—a Gi_(R) x sup |BEM ()| x {F(t) - F(s)}
< 1_(3(5()}2) x Op(1) x [t — 5| = Op(1) x [t — 5|.0

Pour tout choix de h > 0 et £ € R, posons

S (hit;s) = 1_C1;_(t){7-[n,1(t+hs)—7-[n,1(t)}
- 1611(15) {on (Hy(t + hs)) — an (HL (1))}, s €R . (3.2.29)
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Lemme 3.9. Lorsque n — 0o, on a

SUp SUp ———— HéKM (hit; - f,f”(h;t;-)H

heHn tel ,/2hlog+ 1/h)
=wt  xop(l)+ 0O _ O (3.2.30)
s A\ 2log, (1/an) ) o

Preuve. D’apres les définitions (3.1.3)), (3.2.20), (3.2.24) et (3.2.29)), on observe que

sup sup |68 (hst;-) — €5 (st

heH, tel
< sup sup |al(t+hs)—an(t)]
heH, tel
s€[0,1]
+ sup sup |A,;1(t+ sh,t)|,
heH, tel
s€[0,1]

et on combine (3.2.25)) du Lemme avec (]3.2.28]) du Lemme O

3.2.5 Approximation et loi limite fonctionnelle

L’objet de ce paragraphe est d’approximer (3.1.3)) la fonction d’increment du processus
empirique de Kaplan-Meier par une fonction d’incrément spécifique du processus empirique
uniforme (3.2.11)), et cela en vue d’appliquer (3.2.39) une nouvelle loi limite fonctionnelle.

Pour Z = [u,v] C [0, 1], u < v, on considere la statistique (2.4.16)) (voir le paragraphe
du Chapitre , définie par

wiz(h) = ssllepl H{an(t) — an(s)}. (3.2.31)
jt=sl<h

Le fait suivant est une conséquence du Théoréeme et & fortiori du Corollaire [3.6] établi
au paragraphe

Fait 12. Soient H,, = [ay,by] et T tels que dans le Corollaire . Alors, lorsque n — oo,
pour tout v > 0, on a

Wil-(’}/h) . 71/2
2hlog, (1/h)

sup
hEHn

= op(1). (3.2.32)

Lemme 3.10. Lorsque Hy, = [ay, by] vérifie la condition (3.2.13)) du Corollaire lorsque
n — 0o, on a

sup HgKM (hit;-) — fgy(h;t;-)H = op(1). (3.2.33)
heHn teI 1/2hlogJr (1/h)
Preuve. On pose
§= max o(u) == max fu)(1 —G(u)) > 0. (3.2.34)

D’apres la définition (3.2.15) de Hi(-), on a uniformément en s,t € I,

|Hy(t) — Hi(s)| < 0]t — s]. (3.2.35)
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Combinée avec les définitions (3.2.22) de wy, 1(h) et (3.2.31)) de wiI(h), I'inégalité ci-dessus

implique que pour tout h € H,,
+
wp1(h) < wnl(yh).

Alors, d’apres la définiton (3.2.23) de wy, ; et (3.2.32)) du Fait pour tout g9 > 0, lorsque

n — oo
]P’(w:;,l Z€o+51/2) -0

On réunit les observations précédentes avec le fait que d’apres la condition (3.2.13)),

/ bn
Op ( 210g+(1/an)> =op (1) ’

pour voir que, lorsque n — oo,

bn
P <w;’1 X 0]}»(1) + O[P ( 210g(1/a)> > E) — O,
+ n

avec € = op (1). D’ou, I'inégalité (3.2.30) nous permet de conclure.0

Soit N > 1 un entier arbitarire fixé. Pour 1 < i < N, posons t; y = C'+ (i— HN-YD-0),
ou [C, D] = I, et rapportons nous aux définitions (3.2.11]) des incréments du processus
empirique uniforme et (3.2.34) de la fonction ¢(-).

Lemme 3.11. Lorsque H,, = [ay, by] vérifie la condition (3.2.13)) du Corollaz're lorsque
n— 0o, on a

Enlo(tin)hs Hi(t);- )|
o) | =

(3.2.36)

1
sup sup &M (hits ) —

heH, tel | /2h10g+(1/h)

Preuve. On pose

en = max ( sup  [f(H)(1 = G(1) = ftin)(1 - G(%N))!) :

Isisn \¢; n<t<tiy1n+h

Faisant usage du théoreme des accroissements finis et de la définition ci-dessus, on voit
que, pour tout 1 <i < N, t € [t; n,tit1,n] et s € [0,1], pour n assez grand,

’Hl(t + Sh) — Hl(t) — sgp(ti,N)h\ S GNh.

Alors, on obtient I'inégalité

1 KM (.40 _ En(p(tin)h; Ha(t); )
hettn tel 2hlog., (1/h) ni (hiti) 1—-G(t) H
1 w,jf(eNh,I)
<4 — —_—_——
- {1 - G(D)} . hseu?rt)n \/2hlog, (1/h)

Ceci, combiné avec (3.2.32)) du Fait |12 et le fait qu’en choisissant N assez grand pour que
€N soit aussi petit que I'on veut, implique ([3.2.36)).0
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Maintenant, on note R une fonction continue et positive sur J et définissons
t) 1/2
MY? .= sup R(t {f(} : 3.2.37
O T ) (5237

Le lemme qui suit concerne le comportement limite quand n — oo, joint en h € H,, de
I’ensemble de suites de fonctions

o R(t) Enlp(tiN)h; Hi(t);-)
Gn1(h,R) == {1 e X o (L/h) te I} .

Lemme 3.12. Lorsque H,, = [an, by] vérifie la condition (3.2.13) du Lemme lorsque
n— 0o, on a

(3.2.38)

sup A (Gn,1(h, R),Sp) = op(1). (3.2.39)
heHn,

Preuve. Fixons €, ¢y > 0 et considérons I = [C, D]. Tenant compte de ((1.2.2)) la définition
de la distance de Hausdorff, il suffit de prouver que, lorsque n — oo,

(1) P(Gnr(h,R)CSYy: YheH,) —1, (3.2.40)
et

(1) P(Sm € Gnr(h,R): Yh € Hy) — 1. (3.2.41)
On renvoie le lecteur a (3.2.12)) la définition de I’ensemble de suites de fonctions F,.z (- ).
Comme {H;(t) :t € I} C [0,1], on observe que, pour tout h € Hy,

Enlp(ti N )h; Hi(t);-)
2hlog, (1/h)

De ce fait, d’apres 'assertion (3.2.14]) du Lemme pour tout t € I et h € H,, il existe
une fonction g € S (voir définition (3.1.6))) telle que

Enlp(ti N )h; Hi(t); )
2hlog, (1/h)

1t e I} - fn;I,¢(ti7N)(h)~

1—G(t)
R(t)

— o(tin) ()

< €y:=€X

ce qui implique que, pour tout 1 <i < N, t € [t; n,tit1,n] €t h € Hp,
R(t) &nle(tin)hi Hi(t);-)  R(t)

1=G(t)  [2nlog, (1/h) 1-G()

D’ot, l'assertion (3.2.40))(¢) découle de (3.2.37)) et (3.2.38)) ci-dessus. Maintenant, établis-

sons ((3.2.40))(¢4). Soit la fonction g; € Se(t; n)» 1 <@ < n, d’apres (3.2.14), pour tout € > 0,

il existe un ty € I tel que pour tout h € H,,,

&n(p(ti,N) s tos -)
2hlog, (1/h)

{ftin)(1 = Gt )} g(-)

< €.

1-G(t)
<6XW7

_ gz()

avec t € [t; N, tit1,n], 1 <i < N fixé. Ceci implique que pour tout h € Hy,

R(t) &nlp(tin)hito;-)  R() g
1=G(t)  fonlog,(1/n) L—-G®™

()

< €.

Considérons la fonction g*(-) = 1?g?t)())gi(-),t € [tin,titin], 1 < i < N. Comme g; €

Sy(t, x)» ON Observe que gx € Syy. Puis il suffit de choisir tg = Hi(t) pour conclure a

(3.2:40) (i1).0
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3.2.6 Preuve du Théoréme [3.2

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires a la preuve du Théoreme On
a la relation suivante.

_ 1/2
R(t) = {w) x 1ﬂi’;(”} o () = R x 11‘(2@

Alors, d’apres (3.1.9)) la définition de A et (3.2.37)) celle de M, on remarque que
A =sup(t) = M.
tel
On considere les définitions (3.1.5) de ’ensemble de fonctions quIM(h, ) et (3.2.37)), et

on combine les approximations (3.2.33)) et (3.2.39)) avec la loi limite fonctionnelle (3.2.39)).
D’apres (3.1.4)), lorsque I'on remplace (- ) par 1, (-) le théoréme est vérifié.O




Deuxiéme partie

Estimation non paramétrique de la
Densité






Chapitre 4

Estimateurs a noyau de la densité

Pour un échantillon aléatoire donné, nous étudions la convergence uniforme des estima-
teurs & noyau de la densité. Nous présentons une loi limite pour ces estimateurs (voir
le Théoreme ou le Theorem 2 dans Deheuvels et Ouadah [40]) qui a la particularité
d’étre établie pour la convergence en probabilité, de maniére uniforme relativement a la fe-
nétre. L’uniformité s’étend sur toutes les valeurs de fenétres pour lesquelles ces estimateurs
sont consistants. De plus, nous fournissons la valeur explicite de la limite asymptotique
de lerreur aléatoire. Un paragraphe est dédié a la construction de bandes de certitude
asymptotiques pour la densité f(-) (voir le Corollaire en faisant notamment usage
de techniques de bootstrap. Pour finir, nous présentons des simulations pour illustrer ces
bandes de certitude.

4.1 Loi limite uniforme

On consideére X1, Xo, ... une suite de variables aléatoires répliques de X, indépendantes
et identiquement distribuées, de fonction de répartition F(-) := P(X <-). On fixe des
intervalles I := [¢,d] C J =: [¢,d] C R, tels que —c0 < <c<d<d < oo. Nous
supposons que la densité f(-) := a%F (+) est continue et bornée sur J. Nous considérons
lestimateur & noyau de la densité, dit de Akaike-Parzen-Rosenblatt (voir [I],[97],[101])
défini, pour A > 0 et x € R, par

1 & z— X;
T = — K
>~ 1 r—t
= —K dF,(t), 4.1.1

xS ) an (1.

ou
Fo(t) :=n1#{X; <t:1<t<n}, (4.1.2)

désigne la fonction de répartition empirique basée sur les observations Xi,...,X,, h >0
est la fenétre des observations, et le noyau K (-) est une fonction qui satisfait les conditions
suivantes.
(K.1)  K(-) est a variation bornée et a support compact ;

(K2) [ K(t)dt=1;

(K.3)  K(-) est une fonction continue & droite.



76 CHAPITRE 4. ESTIMATEURS A NOYAU DE LA DENSITE

Le théoreme suivant établi pour ces estimateurs f,, (- ), est une loi limite en probabilité,
uniforme relativement a la fenétre. Il découle de la loi limite fonctionnelle uniforme pour
les incréments du processus empirique uniforme présentée dans le Théoreme (voir le

paragraphe du Chapitre .

Théoreme 4.1. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a, < by, < 1 sotent telles
que (voir la condition (1.5.30)) du Théoréme ,

nay,

by >0 et (4.1.3)

logn

Alors, pour Hy, = [an, by], lorsque n — oo,

1/2
Sup {210;?1/11)} i‘él;i{fn,h(m)_E(fn,h(x))}_o'(fa K)’ =op(l), (4.1.4)
1/2
o(f, K) :ig{f(x)/RKQ(t)dt} . (4.1.5)

Remarque 4.2. 1°) L’assertion (4.1.4]) reste vraie lorque sup,c; £ { fun(z) — E(fon(x))}
est remplacé par supger [ fnn () = E(fon(2))]-

2°) La loi limite est aussi valable uniformément relativement au noyau. L’ uniformité
relative au noyau peut s’établir pour un ensemble des fonctions de noyau qui sont continues
a droite, & variation uniformément bornée et a supports inclus dans un méme compact.
Notons que cet apport supplémentaire est clairement présenté dans le Théoréme [6.2] et le
Théoréme du Chapitre [6] La démonstration de cette possible extension fait appel & un
récent Lemme de Deheuvels [29] (voir le Fait |§| au paragraphe du Chapitre [1)).

3°) Soulignons 'importance du fait que quel que soit le choix de la fenétre h > 0 (comme,
par exemple, par une méthode adaptative), du moment que h € H,, vérifie la condition
, la norme-sup de l'erreur aléatoire des estimateurs a noyau de la densité est bor-
née par une constante limite que I'on a explicitée. Notons que cette constante ne dépend
d’aucune fagon de la fenétre h, ceci montre une des différences avec les lois limites ob-
tenues avec la théorie du processus empirique indéxé par des fonctions combiné avec des
inégalités exponentielles du type Talagrand (voir, e.g., la loi limite (4.1.9)). Nous ferons
une comparaison détaillée de avec les résultats de la littérature, dans le paragraphe
ci-apres.

4°) Quel que soit le choix de la fenétre h € H,,, la norme-sup de l'erreur aléatoire des esti-

mateurs a noyau de la densité converge vers 0 avec une vitesse optimale en 4/log, (1/h)/nh.
Par définition, cette vitesse ne peut étre meilleure.

5°) Donnons deux exemples qui illustrent I'intérét pratique de notre théoréme. Nous pou-
vons sélectionner la fenétre des observations en utilisant une méthode adaptative, comme
par exemple, la méthode plug-in (voir, e.g., Sheather et Jones [103]). On obtient une

fenétre
*(p) =n~ Y/ fn(l')f K*(t)dt — O(n-Y
nl) = 15{<ﬂ;<w> eray ) =0

qui appartien & H,, vérifiant (4.1.3) et ot f,,(-) et f”(-) sont des estimateurs & noyau
pilotes. 1l est alors digne d’intérét de remarquer que notre théoreme, ainsi que les remarques
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2°), 3°) et 4°) ci-dessus, sont alors réalisés pour h}. Notons, par ailleurs, que si h, =
h(n, X1,...,X,) est un estimateur adaptatif et qu’au final il s’exprime en fonction de n, il
suffit qu’il vérifie la condition (4.1.3)) en probabilité. Maintenant, supposons que le critére
de choix de h est la méthode de cross-validation (voir, e.g., Hall et al. [71]). Notons h* la
fenétre obtenue et supposons que nous disposons d’un échantillon de taille n = 1000. 11
suffit que h* > log(1000)/1000 pour que les remarques mentionnées aux points 2°), 3°) et
4°) soient vérifiées. Une autre approche serait de minimiser le critére de cross-validation
sur les h € H,.

6°) Des versions pondérées de (4.1.4) telles que dans le Theorem 1.2 de Deheuvels et
Mason [39], peuvent étre obtenues en utilisant un procédé identique a celui de la preuve
du Théoréme E.11

7°) Sur le méme modele, nous pouvons obtenir ’analogue de (4.1.4]) pour les estimateurs
a noyau des dérivées de la densité (voir, e.g., la section 4 dans Deheuvels et Mason [37] et
Blondin [8, 9]).

8°) Une perspective d’amélioration de notre résultat est la suivante. Nous pourrions éta-
blir sous des conditions minimales sur le noyau et la densité. D’une part, nous
souhaiterions que la densité soit continue sur un intervalle J non nécessairement borné. Et
d’autre part, le support de la fonction noyau ne serait alors pas nécessairement compact.
Cette perspective est envisageable au vue des articles de Deheuvels [26], 27] dans lesquels
le méme type de loi limite que est établi sur de possibles intervalles non bornés et
pour des noyaux & supports non bornés.

Considérons la condition (4.1.3)) du Théoreme |4.1|qui implique (4.1.4)). Lorsque I'on choisit
Hy, = [hn, hy] dans le Théoreme on observe que cette relation implique que, lorsque
{hpn :m > 1} est une suite de constantes vérifiant,

h
h, — 0, et 1ltn

4.1.6
ogn (4.1.6)

alors, lorsque n — oo,

nh 1/2 1/2
{m} jﬁlél;ﬂ:{fn,hn(:v)fﬂi(fn,h(a:))}g {ilér;f(x) /R K2(t)dt} L (4.1.7)

La propriété est bien connue (voir, e.g., le Theorem 1.1 dans Deheuvels et Einmahl
[33], et le Theorem 1.2 dans Deheuvels et Mason [39]). Elle a été énoncée pour la premieére
fois dans le Theorem B de Silverman [I06] (pour une version presque siire, voir aussi
Deheuvels [22], Deheuvels et Mason [37] et Stute [I09]) sous des conditions plus fortes que

(4.1.6). La convergence (4.1.7) (et donc (4.1.4])) n’a pas lieu presque stirement pour une

densité f(-) arbitaire (continue sur J), sans des conditions supplémentaires. Si en plus de
la, condition (4.1.6]), on suppose que

IOg(l/hn>

—c€e[0,00], hpl0, et nh,7T oo, (4.1.8)
loglog n

alors (voir, e.g., le Theorem 1.1 et la discussion, pp. 1304-1305 dans Deheuvels et Einmahl
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[33]), on a, p.s.,
1/2
1rrln_>sgp{2 (log., (1) —l—loglogn)} sup {frn, (@) = E(fo,n(2))}
/2
{supf K2 dt} ,
zel
1/2
lim inf = + -E
imin {2 (log, (1/hy) —i—loglogn)} ilgj) Ui (@) = Elfun(@))}

1/2 ) /2
- K
(-5) " fomp s [}

avec la convention que ¢/(c+ 1) = 1 lorsque ¢ = oo dans . De ce fait, une version
p S. de 4)) recquiert au minimum que la suite a,, € H,, Verlﬁe la premiere condition de

avec ¢ = 0oQ.

De nombreux auteurs (voir, e.g., Einmahl et Mason [61], Deheuvels et Mason [39], Dony
[48], Dony et Einmahl [49] [50], Dony et al. [51], Dony et Mason [52], Einmahl et Mason
[62], Mason [88, [89], Mason et Swanepoel [91], Viallon [II8]) ont utilisé la théorie du
processus empirique indexé par des fonctions pour obtenir des théoremes de convergence
uniforme en la fenétre dans 'esprit de . La plupart de ces résultats ont été donné
pour la convergence presque siire. Par exemple le Theorem 1 de Einmahl et Mason [62]
montre que, pour tout » > 0, on a p.s.,

' nh 1/2
hirisiip( o {log(l/h) VlOglogn} ilél;|f"’h(x) ~E{funl@)) |) = Kl,r) <o,

rlogn ~p 1
o Sh<

ou la valeur explicite de la constante IC(I,7) est inconnue. Varron et Van Keilegom [116]
(voir aussi Varron [I14] et le Corollary 1.1, p. 1048 dans Varron [115]) on évalué la limite

p-s.

n 1/2
L= hm<sup {mﬁ/m} sup () - E(fn,h<x>>|>, (4.1.9)

n=00 \ heH, zel

ot Hn = [k, h!], et R}, h! sont des suites de constantes vérifiant (4.1.6)-(£.1.8), parmi
d’autres conditions. Leurs méthodes de preuve sont appropriées pour obtemr une version

p.s. de

nh 1/2 2
su {l/h)} Sup|fnh( ) = E (fan(z))] ﬂ {Supf K2 dt} 7

heHn 2log , ( vel vel

qui s’aveére étre une version plus faible que en terme de convergence uniforme
relativement a h € H,,. Cette version est d’ allleurs une conséquence du Théoreme 4.1} Par
ailleurs, il faut remarquer que dans I’assertion ci-dessus, rien n’assure le fait que la hmlte

asymptotique, ici égale & {sup,¢; f(z) [p KQ(t)dt}l/z, soit la méme pour tout h € H,,.

Maintenant, faisons une remarque sur le biais de notre estimateur f, 5(-). Pour prouver
la consistance de I’estimateur & noyau f, (- ), on étudie la différence

fan(@) = f(2) = fop(@) = B(fon(2) + E(fon(@)) - f(z), xR
(1) (2)




4.1. LOI LIMITE UNIFORME 79

Le terme (1) est aléatoire et le terme (2) est déterministe. Ce dernier correspond au biais
de l'estimateur et son ordre dépend des propriétés analytiques de la densité f(-) et du
noyau K (-) (voir, e.g., p.38 dans Silverman [106]). En pratique, il est important de choisir
une fenétre h > 0 de sorte qu'’il y ait un bon compromis entre ’ordre du terme (1) et celui
du biais (2) (compromis biais-variance). En effet, pour toute valeur de n > 1, lorsque la
fenétre décroit, (1) augmente et (2) diminue, et effet inverse se produit lorsqu’elle croit.
logtl(;/h) — Op(l)
pour tout h € H,,, uniformément en x € I. On s’intéresse maintenant, & 1’évaluation de
l'ordre du biais (2), uniformément en x € I pour certains h € H,. Nous désignons la
dérivée de Lebesgue de f(-) d’ordre | > 0, par

Le Théoreme montre que le terme aléatoire (1) est de 'ordre Op <

f(l)(x) — % (z) pour x € I. (4.1.10)

Et, on considere une fonction noyau K (- ) qui vérifie les conditions (K.1)-(K.3). Pour tout
entier p,q > 0, on pose

PR = / P K98 dt.
R
Supposons que les conditions suivantes sont aussi vérifiées.

(F.1) f(+) est [ fois contintiment différentiable et il existe une constante 0 < ¢ < oo
telle que sup,¢; |fO(z)] < ¢;

(K.4) [tPK] =0, pour p=1,...,1 — 1 et [t'K] # 0.
D’apres la définition (4.1.12)) de Ef,, »(-), on observe que pour z € R et o > 0,

1 z—1
E(fan() — @) = [ 2K ( ) f()dt — f(x)
R A h
— [ K&)f@ - 2hydz - f().
R
On applique la formule de Taylor pour obtenir le développement limité d’ordre [ qui suit.

22h?
2

th

fla—=2h) = f(2) = 2hf V(@) + == P (@) + ...+ (1) S D (@) + o(2'R).

Alors, d’apres les conditions (K.3)et (K.4), on a

dz—|—

E(fun(@) = f@) = f() / K()dz— [ K(z)zhf< o)z + £ ) [ K(:
A O /K dz—i—/K zhldz—f()
l
_ % FO (@) (=1 /R AR (2)dz + o(ZHD).

Tenant compte de ’égalité ci-dessus, lorsque la condition (F.1) est vérifiée, lorsque n — oo,
on voit que

o (7 0+ (Efa(e) ~ @)} = 0P< mgiMXhl>'<4'1‘ll>

Dans le paragraphe qui suit, nous expliquons pourquoi ce résultat est satisfaisant. Lorsque
[tK] =0, [t?K] # 0, et que f(-) a des dérivées continues d’ordre 1,2,3 sur .J, en pratique,
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il est commun de choisir & en minimisant l’erreur moyenne quadratique [MSE] (ou les
erreurs moyenne quadratique intégrée [MISE| et moyenne quadratique intégrée asympto-
tique [AMISE]) (voir Wand et Jones [I19]) définie ainsi.

MSE(2) = {E(fun(x) — £(2))}? + Var(fun(a)).

Le choix optimal (pour MSE) est h = h,, = Cn~1/% ot C > 0 est une constante appro-

priée :
o ( (@)K )” ’
-\ fO(2)?dz} [PK]? )

ou f(2)(-) est défini au point . On remarque que la constante C' dépend de la
densité qui est inconnue. Pour remédier a ce probleme, des méthodes de choix de fenétres
dites adaptatives (data-driven bandwidths), qui dépendent donc des observations dont
on dispose et éventuellement de leur emplacement, sont couramment utilisées. Il existe
plusieurs méthodes de ce type pour l'estimation de f,, n(-) (voir les sections 2.3 et 2.4
dans Deheuvels et Mason [39], Berlinet et Devroye [5]). Citons, par exemple, les méthodes
plug-in (voir Sheater et Jones [I03], et Hall et Marron [70]) et de cross-validation (voir
Hall et al. [71], et Jones et al. [75]) qui ne dépendent pas de la localisation de xz € R | et la
méthode des plus proches voisins (voir Fix et Hodges [65], Loftsgaarden et Quensenberry
[82] et le Chapitre |5) qui elle dépend de la localisation de = € I. Le choix de fenétre
optimal pour les méthodes de plug-in et de cross-validation est du type

h=h,=cn% oi0<c<ooet1/5<d<1.

Nous évaluons la quantité de droite dans pour différents h € H,. Dans le cas
présenté précedemment avec h, = cn~?, il suffit que I > 2 pour que le biais (2) tende vers
0. D’autre part, notons que si h est du type h = O(n"*logn), a > 1, il suffit de prendre
[>(1-a)/2a.

4.1.1 Preuve

Pour tout z € R, on observe que

o0 T —1

E(fon(z)) = -K dF(t). (4.1.12)
) h

Par un changement Q’échelle, nous pouvons supposer que le support de K(-) est inclus

dans [0,1] et poser K(u) := K(—u). Compte tenu des définitions (4.1.1) de f,, () et

(4.1.12) de Ef,, n(z), des conditions (K.1) et (K.3), et en effectuant une intégration par

parties, on voit que pour tout h > 0et z € R,

x—t

Fuae) = Ehunte)) = 07 [ K (S0 agra) - Ry

e /O " K () d{Fy ( — hu) — F(z — hu) — Fo(z) + F(z)}
_ /0 (2 -+ hut) — B + hu) — F() + F(z) bR (1),

Sans perte de généralité, posons Fy,(z) = Uy (F(z)), ou Uy,(-) désigne la fonction de ré-
partion empirique uniforme (voir la définition (1.3.7) au paragraphe du Chapitre [1)).
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Alors, d’apres les égalités précédentes et usant de la définition (1.3.8) du processus empi-
rique uniforme o, (- ), on a

Fu@) = Elfun@) = 07" [ UL+ h)) B+ hu) — Un(B@)) + B() K ()
L /O o (F(o + b)) — an(F(2)) MR (1), (4.1.13)

pour h € H,, et x qui varie dans un intervalle [C, D] C I = [¢, d], tel que C' < D. Soit x €
[C, D] un point en lequel f atteint son maximum et tel que f(zo) = sup,cc,p) f(x) > 0,
pour éviter toute dégénérence. D’apres (4.1.13]), on observe que

AR @) ~ B = = [ " £ f a0); F(a); 7(u))dR (),

ou

() = F(z + hu) — F(x)
B hf(zo)

Une application de la formule de Taylor montre que

pour 0<u< 1.

f(y)
f(x0)

On considere h € H,, et on suppose que ’on a alors, h < hg pour un certain hg > 0 assez

petit pour que [C — hg, D + ho] C J = [¢/,d']. D’aprés (1.5.31)) du Théoréeme (voir le
paragraphe du Chapitre , lorsque n — 0o, on a

({ En(hf(20); F(x);-) ;C<x<D},S) = op(1).
VS (o) log, (1/(hf(w0))

Rappelons le Lemme dans le fait suivant.

|IT =1 = sup |7(u) —u| <n(C,D):= sup — 1’ . (4.1.14)
0<u<1

C—ho<y<D+ho

sup A
heHn

Fait 13. On note I(t) =t la fonction identité. Soit T un ensemble mesurable de fonctions
de [0, 1] dans [0,1]. Soit
0 = sup |7 —1IJ|.
TET

Pour tout sous-ensemble non vide F de B[0,1], on pose FoT ={for:fe F, 1€ T}.
Alors, on a

A(FoT,S)<A(F,S)+ V0. (4.1.15)

Tenant compte de (4.1.14), on applique le Fait pour obtenir que, pour tout 79 > 0,
lorsque n — oo, on a

[P( sup A ({ En(hf(20); F(x); () ;C<33<D},S)
V2hS o) log, (1/(hf (w0)

> b+ 4(C.D)) 0 (4.1.16)

Maintenant, considérons une version améliorée du Lemme présentée dans le fait qui
suit.
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Fait 14. Soit M un sous-ensemble de B|0,1] tel que S C M C B|0, 1]. Pour tout € > 0,
il existe n(e) > 0 tel que, pour tout F C M, on ait

A(F,S)<n = |supO(g) —supO(f)

geF fes

<e. (4.1.17)

On pose O(g) = fol TFg(u)dK (u) et on considére M Iensemble des fonctions g(-) inté-
grables sur [0,1]. On applique le Fait [14] avec cette fonctionnelle ©(-) et ce sous-ensemble
M, et on obtient que pour tout choix de € > 0, il existe n > 0 tel que l'on ait . On
pose 19 = n dans (4.1.16]), et on sélectionne C' et D de sorte que /n(C, D) < %n. Alors,
d’apres (4.1.17)) et (4.1.16)), lorsque n — oo, on a

+n'2h (f, —E(f,
]P) Sup Sup n (f 7h(fL’) (f ;h(x)) Sup/ :Ff dK( ) > N 0
netn |O<a<D |\ [2hf(20)log (1/(hf(20)) | 15
(4.1.18)
Par application d’une intégration par parties suivie de 'inégalité de Schwarz, on obtient
1 - . .
swp [ Ff@dR @) = sw [k W
fes Jo FESSIORY

IN

sup ( 01 :Ff(u)Qdu> ( 01 I~(2(u)du>

J€Sp0,1)

< /Rf(2(u)du

Pour le choix convenable d’une fonction f € S, linégalité de Schwarz ci-dessus s’exprime
sous forme d’égalité :

o [ ssoar = { [ om) = { )"

Maintenant, on reconsidere la relation (4.1.18). Celle-ci est équivalente a la suivante,
lorsque n — oo.

]P’( sup

heHn

(s [ d}l/? log. (1/(hf @) || |
lwo) Jp K () tog.-(1/1)

1/2
Sy (TG Y

D’une maniere générale, on a l'inégalité

nh 1/2
sup {l/h)} (fn,h(iU) - E(fnh(x)))

c<z<D | 2log (

la+b] = |a] — [b],
qui se déduit de I'inégalité du triangle
la| = la+b—b| < |a+ b+ |b].
On a donc, lorsque ces quantités sont aléatoires,

la| > c+1b| < Ja] = |b] > c=|a+b] > ¢,
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et donc
P(la+b >c)>P(la] —[b] > c) =P(la|] > c+|b]).

Par application de ce principe, on constate que I’événement

o

o o]

log (1/(hf(z v
S LT

contient 1’événement

1/2
Fh :{ Czilﬁ)D{mr(l/h)} (fan(@) —E(fon(x)))
1/2
_{f(l'o)/RKz(u)du} }
i [logs (1 (nf @)
- \/ﬂ{ log (1/h) }

N . 1/2 /
+' {1 g, (1/(hf( o)))} T { f(zo) /R Kz(u>du}1 2}.

log (1/h)
De la relation &, 2 Fy, on déduit la relation

U #z<c U &
heHn heHn

nh 1/
sup {1/h)} (fn,h(l‘) - E(fnh(x)))

c<a<D | 2log (

nh

qui implique donc que lorsque n — oo,

1/2
P<h86u7.13n C?;I;D {21%,_(1/}1)} (fn,h(x) - E(fn,h(x)))
1/2
{10 [ K2waaf ]}
[ log, (1/(hf(zo)) | /*
> € f(x()) { —iiog_i_(l/h) }

1/2
. ’ {log+(1/(hf(mo)))} 1 {f(xg)/RKQ(u)du}l/2> = 0.

nh

log, (1/h)
Considérons ’expression
log, (1/(hf (x0))) |
VI “0){ Tog, (1/1) }

log., (1/(hf (o) | >
+H log  (1/h) } 1

{f(xo) /RKZ(u)du}l/2 .
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Il existe un hg tel que, pour tout 0 < h < hg, on ait, a la fois

{10g+(1/(hf(fco))) }” ", log.(1/(h (x0)) }” L

log., (1/h) =2 H log., (1/h) =%

Alors, on obtient

log., (1/(hf(w0))) | 2
€ f(xO) { +10g+(1/h)0 }

. . 1/2 1/2
+‘ {1 gﬁéz((/% )0)))} » { fao) | K2(u)du}

< 2e\/f(x0) (1 + {/RKz(u)du}l/z> .

On conclut de tout ceci que, pour tout € > 0, lorsque n — oo,

P| sup
heH,

_{ sup f(z) /RK2(t)dt}1/2‘ > 25{ supf(atﬁ)}l/2 (1 + { /RKz(t)dt}l/Q> > — 0.

C<z<D zel

{nhl/h)}l/Q sup (i{fnh(x)—E(fnh(l’))})

2log, ( C<z<D

On répeéte cette opération sur chacun des intervalles [C, D] en nombre fini, dont I'union
donne I et qui vérifient /n(C, D) < %77. Comme le choix initial de e > 0 est arbitraire, on

obtient finalement (4.1.4]).0

4.2 Bandes de certitude et bootstrap

Cette partie est composée de deux paragraphes. Le paragraphe[£.2.1] porte sur une méthode
de bootstrap et sur les résultats associés. Nous introduisons la méthode de bootstrap de
Mason et Newton [90] et nous présentons deux résultats de Deheuvels et Derzko [30] sur
la convergence des estimateurs a noyau. Ensuite, nous nous intéressons a 1’extension de
leurs résultats a l'uniformité relativement a la fenétre. On voudrait montrer qu’un seul
bootstrap permet de construire, de maniere uniforme relativement a la fenétre h € H,,,
des bandes de certitude uniformes (en = € I) et asymptotiques pour les estimateurs a
noyau de la densité. Ce paragraphe est motivé par le paragraphe qui traite des
bandes de certitude asymptotiques. Nous y présentons cette notion ainsi qu’un corollaire
du Théoréme qui montre que la valeur limite

I S L e T e

nh nh el

dans la relation du Théoreme permet de construire des bandes de certitude
asymptotique pour Ef, j(z) pour tout z € I et pour tout h € H,, (voir le Corollaire
au paragraphe . En pratique cette quantité n’est pas toujours évidente a évaluer. Ce
n’est pas seulement di au fait que cette constante dépende de la densité inconnue f(-),
mais d’avantage du fait qu’elle dépende du terme log, (1/h), h € H, ("scale-dependent”).
La premiere difficulté est mineure dans la mesure ou il suffit de remplacer la densité f(-)
par un quelconque estimateur qui soit uniformément consistant sur . Deheuvels [25] et
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Deheuvels et Mason [39] ont montré qu'une application du lemme de Slutsky permet de
faire ce changement sans perte de généralité. La deuxieme difficultée présentée par le
terme log_ (1/h), h € H,,, motive 'approche de rééchantillonage que nous allons présenter
ci-aprés au paragraphe [£.2.1]

4.2.1 Bootstrap

Les méthodes de rééchantillonnage, dites aussi méthodes de bootstrap, appliquées a 1’esti-
mation non paramétrique de la densité font ’objet d’une vaste littérature. En particulier,
nous citons les travaux de Efron [54], Héardle et Marron [73], Hall [69], Li et Datta [81],
Claeskens et Van Keilegom [13], Deheuvels et Derzko [30] et Deheuvels [28]. Deheuvels
et Derzko [30] ont introduit une méthodologie qui permet d’outrepasser les difficultés
mentionnées dans l'introduction ci-dessus. Ils se sont basés sur le bootstrap introduit par
Mason et Newton [90] que nous présentons dans ce qui suit.

On introduit Z = Z3, Zs, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées, qui est indépendante de la suite X = X1, Xo, ..., et telle que

(A1) E(Z)=1etE (2% =2;
(A.2)  pour un certain ¢ > 0,E (¢!?) < oo pour tout |t| < .

On pose T), = Z1 + ... + Z,, et on définit {W;,, : 1 < i < n} une suite de poids aléatoires,
par

z
AL 7 lorsque T, > 0,

Wini=14 " 2% " (4.2.19)
% lorsque 7T;, <0.

Maintenant, nous pouvons introduire une version bootstrappée de l'estimateur a noyau
fan(-). Pour h >0 et € R, on pose

* 1 n Tr — Xz
Fan(@) =3 3 WinK (== (4.2.20)
i=1
On présente dans le fait suivant deux résultats établis par Deheuvels et Derzko [30] (voir
le Theorem 13.1.1 et le Corollary 13.1.1, et Deheuvels [28]).
Fait 15. Pour {h, : n > 1} une suite de constantes vérifiant

hp, —0, et nh

— 00,
logn

et les conditions (A.1)—(A.2) satisfaites, lorsque n — oo, on a

o . 1/2 1/2
D {1, (2) = (0} = (o) BT (o) [ 2(0a}

nhy, zel
(4.2.21)

Sous les mémes conditions, lorsque n — oo, on a

Sup +{ () = E(frn(z))} = (14 0p(1)) Sup +{fon, (@) = fan,(2)}. (4.2.22)
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Remarque 4.3. 1°) Les assertions (4.2.21)) et (4.2.22)) sont aussi valables lorsque 1'on
remplace supgc; ={f; ;, (¥) = fan,(T)} par sup,e; ‘f;hn (@) = fuhn, (m)‘ et de méme pour
supyer £ {fnn(®) = E(fnn(2))}-

2°) Notons que ces résultats ce basent sur la loi limite suivante établie par Deheuvels et
Einmahl [33] (voir aussi Deheuvels [22], et Deheuvels et Mason [37]).

Fait 16. Pour {h, : n > 1} une suite de constantes vérifiant

hp — 0, et nh

logn

lorsque n — 0o, on a

o . 1/2 1/2
sup +{ fu . (2) = E(fn(2))} = (1+OP(1)){21g+(1/h)} xsup{f(x)/RKQ(t)dt} .

zel nhy, zel

Dans le paragraphe ci-apres, on va voir que le Fait[I5]implique qu’un seul bootstrap permet
d’obtenir des bandes de certitude uniformes et asymptotiques satisfaisantes pour Ef,, (- )
(voir le Corollaire . Mais avant cela, nous présentons deux conjectures qui sont une
extension uniforme relativement a la fenétre du Fait Nous nous permettons d’inclure
ces deux conjectures dans la these car elles se basent sur I'utilisation d’un résultat qui sera
a paraitre incessamment sous peu (voir le Fait [17] et la Remarque ci-apres).

Conjecture 4.4. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a, < b, < 1 sont telles

que,
nay,

b, — 0 et
logn

Alors, pour Hy, = [an, by] et les conditions (A.1)—(A.2) vérifiées, lorsque n — oo,

n 1/2
sup | {1 (a) — fun(@)} = (14 e swp { @) [ WP @ar}

hetn \| 2log, (1/h) zer wel
(4.2.23)

Remarque 4.5. L’assertion (4.2.23|) est équivalente au fait de dire que pour tout h € H,,,
lorsque n — oo, on a

sup £{17,(2) — ()} = (1 ox(1) {”g*“/h)}/ <o { o) [ o)

nh zel

Conjecture 4.6. Sous les conditions du Théoréme[4.4), pour tout h € H,,, lorsque n — oo,
on a

sup £{ fnn(2) = E(fn,n(2))} = (14 0p(1)) sup £{ /7 1 (2) — fun(2)}
zel xzel

Corps de preuve de la Conjecture On souhaite suivre le principe de preuve
du Theorem 13.1.1 de Deheuvels et Derzko [30] (voir p.182-185 dans [30]). Pour cela, on
suppose que le Fait [17] présenté par la suite est vérifié. Comme notre résultat dépend ainsi
d’un article en cours de publication, nous le présentons sous cette réserve (voir la Remarque
[1.7). Introduisons quelques notations avant d’énoncer ce résultat. On note G(-) = P(Z <-)
la fonction de distribution de la variable aléatoire Z vérifiant les conditions (A.1)—(A.2),
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et H(-) sa fonction de quantile associée. Les variables aléatoires Vi = F(X;),V2 =
F(X3),... sont indépendantes et identiquement distribuées selon une loi uniforme sur
(0,1), et elles vérifient, avec probabilité 1, que Z3 = H(V4), Zy = H(V2),... On voit alors
que le couple (X, V) posséde une densité jointe fx v (x,v) = f(z)lp(v) continue sur
J x [0,1]. Cependant, d’apres les travaux de Deheuvels et Mason [39], le couple (X, V)
ne satisferait pas les conditions recquises pour l'estimation de I'’espérance conditionnelle,
dite aussi fonction de régression et définie au point . De ce fait, on effectue la
transformation qui suit. On désigne par ¢(-) la fonction de distribution d’une loi normale
standard et par ¢~!(-) la fonction de quantile associée. Ensuite, pour tout n > 1, on pose
Y, = ¢~ 1(V,,) et on observe que Z, — 1 = 9(Y,) = H(¢(Y,)) — 1, ot ¥(y) := H(¢(y)) — 1,
pour tout y € R. On voit maintenant que le couple (X,Y) possede une densité jointe
Ixy(xz,y) = f(z)¢(y) continue sur J x R . Sous I'hypothese (A.1), pour tout « € J, on a

my(z) =EWY)|X =z) =E(Z) -1=0, (4.2.24)
et
ai,(m) =Var(WY)|X =2z)=Var(Z) = 1.

Maintenant, pour tout n > 1 et h > 0, on pose
1 & - X;

ran(r) = op 2 VOOK ( i)
1 n

- ) fon()

ou fy () est défini au point (4.2.20).

Fait 17. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a,, < b, < 1 soient telles que

h &
1

Z; K
i } e (4.2.25)

nay,

b, =0 et
logn

Alors, pour Hy, = [an,by] et les conditions (A.1)—(A.2) vérifiées, lorsque n — oo, on a

1/2
nh 2 .
hselgn {210g+(1/h)} ilél;i{rn,h(x) —E(rpn())} — Cloy, f, K)‘ = op(1),
ol
1/2
C(Ji,f,K) :iléll){ oy /K2 dt} .

Pour finir, grace a la relation (4.2.25) et au Fait il suffirait de poursuivre avec des
arguments identiques a ceux présentés p.184-185 dans [30].0

Remarque 4.7. Le Fait pourra étre démontré en utilisant la loi limite fonctionnelle
pour le processus empirique uniforme multidimensionnel qui est a paraitre dans Deheuvels
[29].
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4.2.2 Bandes de certitude asymptotiques

Soit 0, = 0,,(X1,...,X,) > 0 une suite de fonctions mesurables positives qui dépendent
des observations Xi,..., X, et de n > 1, telle que, pour tout € € (0,1), lorsque n — oo,

P <sup Fu (@) = E(fun(@))] < 0a(1 + s>) "

zel

zel

P (sup | fron(x) — E(frn(x))] > 0n(1 — 5)) — 1.

La statistique #,, permet de construire des bandes de certitude asymptotiques uniformes
sur I pour E(f, n(x)). On utilise le terme de bandes car elles représentent les bornes
fonctionnelles supérieures et inférieures de E(f, 4 (z)). Par ailleurs, on parle de bande
de certitude et non de bande de confiance car dans le cas présent, 6,, ne dépend pas d’un
niveau de confiance a € (0, 1). L’intérét pratique de ces bandes de certitude asymptotiques
apparait avec 'illustration des fonctions (f,, p(2) —6,) VO et (fpn(x)+6n) V0, pour z € 1.
En effet, E(f, n(x)) doit étre (au sens des deux probabilités ci-dessus), avec probabilité
qui tend vers 1, pour tout z € I, entre (ou proche de) la borne de certitude inférieure
(fa,n(x) —0,) VO et la borne de certitude supérieure (f, p(x)+6,) V0. D’apres le Fait
pour h = h,, vérifiant I’hypothese recquise, on peut faire le choix suivant de 6,,.

/ 1/2
O =0pp:= {m(l/hn)}l 2 X {supf(a:)/RKz(t)dt} .

nhy, zel

Remarque 4.8. Au vu de nos résultat, il est possible d’obtenir en pratique des bandes
de certitude a n fixé pour des échantillons considérés "grands" avec des choix adéquats de
a > 0 pour un terme de normalisation du type log, x(u) = log (a V { [ K2(t)dt}) dans
I'expression de 6, o modifié en conséquence (voir les exemples pour une loi connue, et les
quatre points de la discussion de la Remark 1.7 p.233-236 dans Deheuvels et Mason [39]).

Maintenant, tirons profit du Théoréme[4.I|pour construire des bandes de certitudes asymp-
totiques pour Ef;, (- ). Il suffit de choisir 6,, o défini ci-dessus, ot 'on remplace h,, par n’im-
porte quel h € H,, (voir un autre exemple d’application au paragraphe du Chapitre

[6)).

Corollaire 4.9. Pour tout 0 < e < 1, lorsque n — oo, on a

PE(fn,n(2)) € [fan(@) = (1 +€)0n0, fan(z) + (1 +€)bpo], Vo € I,Vh € Hp) — 1,
et
P(E(fn,h(x)) S [fn,h(l') - (1 - 5)971,0’ fn,h(:v) + (1 - 8)9,1’0],\7113 € I7Vh S Hn) — 0,

ol

O = {w}m X sup {f(x)/RKz(t)dt}l/Z.

nh zel

Alors, pour tout 0 < € < 1, les intervalles [Ay k n(x), Bn kn(x)] fournissents des bandes
de certitude asymptotiques pour E(f, p(x)) uniformément en tout x € I et tout h € H,,
et sont définis comme suit.

[An k0 (), Bpgn(2)] := [frn(2) = Ono, frn(z) + Onpo).
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Nous avons mentionné, en introduction, que ce choix pourrait étre améliorer pour en faire
un usage plus facile en pratique. C’est par exemple, grace au Fait [I5] que pour h = h,,
vérifiant I’hypothese recquise, on va pouvoir choisir les 8,, suivants :

On = O = sup £{f5;, (@) = fun.(2)},
zel
ou encore

On = 07172 = SUI; ‘f;,hn(x) - fn,hn(x)‘v
S

qui sont deux statistiques qui ne dépendent que des données et qui ne présentent pas de
difficulté lorsque I’échantillon des observations est de taille ordinaire. De la méme maniere,
la Conjecture nous fournit un 60,, 1 et un 60, » identiques a ceux définis ci-dessus mais
cette fois-ci pour tout h € H,,.

4.2.3 Illustration

Ce paragraphe est une illustration du Corollaire [4.9] par quelques simulations. Nous pré-
sentons des exemples de bandes de certitude pour E(f, 4(-)). On consideére trois cas pour
la distribution de X. On présente des exemples pour X suivant une loi uniforme sur (0, 1)
(voir la Figure , puis une loi normale centrée réduite (voir la Figure et enfin une loi
exponentielle de parameétre 1 (voir la Figure . Pour le choix de la fenétre h, il suffit de
la sélectionner dans l'intervalle H,,, on choisira une fenétre h = n~/5. Le nombre d’obser-
vations total pour l'illustration du Corollaire est n = 300. Pour chacun des exemples,
nous représentons sur un intervalle I choisi : E(f, »(-)) [E] en trait continu et les bandes de
certitude [BC| ’encadrant en pointillés. Le noyau sélectionné est le noyau d’Epanechnikov,
parabolique, & support compact et défini pour tout x € R , par K(z) = %(1 — :r2)]I|x|§1.
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n=300 et h=n"1/

-

51— E
---- BC

o

S

o |

o

0.8

0.7

0.6

0.5

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 4.1 — Illustration du Corollaire : Bandes de certitude pour E(f, ,(-)) lorsque
X suit une ¢4(0,1)
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n=300 et h=n"1/

0.5
|
m

---- BC

0.4

0.3
|

0.1

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE 4.2 — Illustration du Corollaire : Bandes de certitude pour E(f, ,(-)) lorsque
X suit une N (0,1)
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n=300 et h=n"1/

1.0

---- BC

0.8
|

0.6
|

0.4

0.2
|

0.0

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

FIGURE 4.3 — Illustration du Corollaire : Bandes de certitude pour E(f, ,(-)) lorsque
X suit une £(1)



Chapitre 5

Estimateur de la densité par la
méthode des plus proches voisins

Dans ce chapitre, nous présentons deux lois limites pour I'estimateur de la densité par la
méthode des plus proches voisins. La deuxiéme (voir le Théoréme est I'extension de
lautre (voir le Théoréeme dans un contexte d’uniformité relativement a la fenétre et
de maniere équivalente au nombre de plus proches voisins. Nos résultats sont établis pour
la convergence en probabilité, et I'uniformité s’étend sur toutes les valeurs pour lesquelles
Iestimateur est consistant. Nous fournissons également la valeur explicite de la limite
asymptotique de l'erreur aléatoire de cet estimateur. Le présent chapitre a donné lieu a
un article soumis (voir le Theorem 1 dans Ouadah [95]).

5.1 Introduction et Résultats

Nous nous intéressons a l'estimation non paramétrique de la densité f(-) d’une variable
aléatoire X, par la méthode des plus proches voisins [NN] (nearest-neighbor), introduite
par Fix et Hodges [65] et décrite de la maniére suivante. On considére Xi, Xo,... une
suite de variables aléatoires répliques de X, indépendantes et identiquement distribuées,
de fonction de répartition F(-) := P(X <-). Onnote F,,(-) ;== n"'#{X; <-: 1 <i <n}, la

fonction de répartition empirique, basée sur les n > 1 premieres observations Xy, ..., X,.
Pour tout A > 0 et x € R, considérons les statistiques
Rox(x) = inf{h>0:F,(x+h)—-TF,(x) > A}, (5.1.1)
et
Ry(z) = inf{h>0:F(z+h)—F(z) >}, (5.1.2)

et on utilise la convention infy(-) = co. Etant donné que F,, et F sont continues & droite,

d’apres les définitions (5.1.1)) et (5.1.2)), on voit que
Fy, (z + Ry \(z)) — Fp () > XA et F(z + Ra(z)) — F (x) > A

Ceci entraine que Ry, x(7) € (0,00] et Ry(z) € (0,00] pour tout € R et A > 0. Lorsque
f() =F (-) la densité de X est continue au voisinage de x € R, on voit que, lorsque A | 0,

A
My(z) := — f(x). 5.1.3
@)1= s = f@) (519
L’estimateur NN de f(-) de fenétre A, est 'équivalent empirique de My (- ), donné par
A
fa(x) = (5.1.4)

Rn,)\(x> .
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La convention A/oo = 0 pour A > 0 donne un sens aux définitions de M) (x) € (0, o]
et de foa(x) € (0,00] pour tout z € R et A > 0. De nombreux auteurs se sont
penchés sur la méthode NN. Parmi eux, nous citons Loftsgaarden et Quesenberry [82],
Devroye et Wagner [46], Csérgé et Révész [16], Mack [83], Deheuvels et Mason [37], et
Viallon [I18]. On fixe I := [C,D] C J := [A,B], —00c < A< C < D < B < 0, des
intervalles de R, tels que f(-) soit continue et positive sur J. Les théorémes suivants
résultent d’une application des lois limites fonctionnelles pour les incréments du processus
de quantile uniforme, présentées dans le Théoréme et le Théoreme (voir le Chapitre

).

Théoréme 5.1. Supposons que lorsque n — oo, la suite {\, : n > 1} soit telle que dans

le Théoréeme 21 :
NAn

A — 0 et
ogn

Alors, lorsque n — oo,

{ A }”2 + {for, () — My, ()}
)

sup
2log (1/X\, sl f(zx)

Théoréeme 5.2. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a,, < b, < 1 soient telles
que dans le Théoréme :

=1+ 01@(1).

b, =0 et 1t

— 00. (5.1.5)
ogn

Alors, pour Hy, = [an, by], lorsque n — oo,

{ o }1/2 £ {fur (@) = My(2)}
1/))

sup
AeHn,

— 1| = op(1). (5.1.6)

su
2log., ( el f(@)

Remarque 5.3. 1°) Nos arguments de preuve mettront en évidence le fait que la conclu-
sion ((5.1.6)) du Theorem @ reste toujours valide lorsque ’on remplace, respectivement,

dans les definitions (5.1.3)~(5.1.4) de My(z) et fox(z), Ra(z) et Ry x(x), par
Ri(2) = inf{h>0:F(x+Lh)~Fx—L1h) > A},

et
s a(@) = inf {h >0: Fy(x+ 3h) — Fy(x — Lh) > A} :

2°) L’assertion ([5.1.6|) reste vraie, sous les conditions du Théoreme lorsque I'on rem-
place £ {fnx(x) — Mx(x)} par [fox(x) — Mx(x)].

3°) La méthode NN s’applique & la régression non paramétrique (voir, e.g., Beck [3],
Collomb [I4], Devroye [44], Burba et al. [11]).

4°) La consistance uniforme de f,, x(-) sur des intervalles bornés a été prouvé par Moore
et Henrichon [93] (voir aussi Devroye et Wagner [40]), sous la condition que f(-) est
uniformément continue et positive sur R.

5°) Gréce a notre théoréme, nous pouvons construire des bornes de certitude asympto-
tiques et uniformes pour M) (-). Et ceci, dans l'esprit de la méthode présentée p.232-233
dans Deheuvels et Mason [39], qui est décrite au paragraphe du Chapitre [4] et appli-
quée notamment au paragraphe du Chapitre [6]

6°) En ce qui concerne le terme de biais, nous renvoyons a la page 226 dans Bosq et
Lecoutre [10] et a la condition (F.1) donnée au paragraphe du Chapitre [4| pour ’étude
du biais des estimateurs a noyau.
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Le Théoréme [5.2| reste vrai, dans le cas ou a, et b, sont des suites aléatoires vérifiant
(5.1.5) en probabilité. Le fait d’établir des résultats uniformes realtivement au parametre
de lissage comme dans le Théoreme [5.2] permet de décrire le comportement limite des
estimateurs lorsque ce parameétre est éventuellement aléatoire ou dépend des données.
Plusieurs méthodes de construction de telles suites de fenétres sont proposées dans la
littérature statistique (voir, e.g., les sections 2.4.1 et 2.4.2 dans Deheuvels et Mason [39],
et Berlinet et Devroye [5]). Il est typiquement suggéré, d’utiliser des fenétres de la forme
h =h; = Z,n"Y/5 on Z, est une suite aléatoire, stochastiquement bornée et de limite
inférieure (resp. supérieure) supérieure (resp. inférieure) a 0 (resp. co). Il s’avere que le
Théoréme permet de décrire le comportement limite des estimateurs NN avec ce type
de parametre de lissage. On se réfere a Einmahl et Mason [62], et Deheuvels et Ouadah
[40], pour des discussions et références concernant les estimateurs fonctionnels uniformes
relativement a la fenétre.

Maintenant, considérons le fait que la condition (5.1.5) du Théoréme implique ([5.1.6]).
Lorsque l'on choisit H,, = [An, Ay] dans le Théoreme on observe que cette relation
implique que, lorsque {\,, : n > 1} est une suite de constantes vérifiant,

An
A3 0, 0t 2N o, (5.1.7)
logn

alors, lorsque n — oo,

nae 7P far (@) = My, (@)} B
{210g+(1/)\n)} i%%’( f(x) >*1' (5.18)

La propriété (5.1.8]) correspond au Théoréme Une version presque stire de a été
démontré (voir, e.g., Csorg et Révész [16], Mack [83], Deheuvels et Mason [37]) sous des

conditions plus fortes que (5.1.7). La convergence (j5.1.8]) (et donc (5.1.6)) n’a pas lieu

presque stirement pour une densité f(-) arbitaire (continue sur J) sans des conditions
supplémentaires. Si en plus de la condition (5.1.7)), on suppose que

1
o5(1/ M) | _
loglogn

A 40, et nA, T oo, (5.1.9)

alors (voir, e.g., le Theorem 4.3 dans Deheuvels et Mason [37]), on a p.s.,

. nAn 1/2 H{fnan (@) — My, (z)}
lim {210g+(1/)\n)} sup( A o) A ) = 1.

De ce fait, si 'on souhaite établir une version presque sire de (5.1.6)), il faudrait que
an, € My, vérifie au moins la premiére condition de ((5.1.9)). Viallon [I18] a établi un théoréme
de convergence uniforme relativement a A dans 'esprit de (5.1.6)). Il montre que I'on a p.s.,

fap(@) — My (x)
()

ou Hy, = [N, \!] avec X, A\ des suites de constantes vérifiant (5.1.7)—(5.1.9)), et au moins

une des conditions suivantes. Lorsque n — oo,

VN log(1/N) | Tog(/N) _ (
log n+/loglog N, ’ Mlog(1/X2) " \logn |’

A 1/2
lim sup {nil/)\)} sup =1,

n—00 yeqy, L 2log ( zel
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Notons que dans [118], F(-) doit étre deux fois contintiment différentiables sur J, et tel
que pour un certain y > 0,

F(u)(1 — F(w)|f/(u)]
ey F2(u) =

Viallon [I18] a donc aussi montré que, pour H,, vérifiant certaines conditions, lorsque
n — 0o,

foa(x) = My(z)| p
f(]:) — 1.

1/2
sup ni)\ sup
retn (2log (1/A) | aer

Indépendemment des conditions imposées a A dans [I18] ou (4.1.8) (qui sont plus contrai-
gnantes que ), ce dernier résultat est plus faible que (5.1.6)) en terme d’uniformité
relative a A € H,,. Par ailleurs, il faut remarquer que dans [I18], rien n’assure le fait que la
limite asymptotique, ici égale a 1, soit la méme pour tout A € H,,. Notre assertion ([5.1.6|)
montre que ce fait est vérifié.

La preuve du Théoréme [5.2] est donnée au paragraphe Nous présentons des faits et
préliminaires, nécessaires pour établir notre preuve, aux paragraphes [5.2.1] et [5.2.2] Nous
proposons deux approches (voir les méthodes 1 et 2 au paragraphe . La deuxiéme
méthode est plus courte que la premiere. Nous présentons tout de méme la premiere
approche car elle reste digne d’intérét. Les preuves s’appuient sur la loi limite fonctionnelle

pour le processus empirique de quantile présentée dans le Théoreme (voir aussi ([2.4.23))
du Corollaire .

5.2 Preuves

5.2.1 Faits utiles

Les arguments qui suivent sont nécessaires a la preuve du Théoréme[5.2]et a fortiori & celle
du Théoréme On désigne par Q(t) := {x € R: F(z) > t}, pour 0 < ¢t < 1, la fonction
de quantile associée a F(-). On étend la définition de Q(-) aux extrémités de l'intervalle
[0, 1], en posant

0):=A:=1i t)et Q(1) := B :=1 t).

Q(0) im Q(t) et Q1) im Q(t)

Sans perte de généralité, nous prouverons le Théorfémesous les conditions que J = [A, B]
est le support de () et que la densité f(-) := F(-) est continue et positive sur J. Ceci
implique que la fonction de quantile Q(-) est différentiable sur [0, 1], de densité de quantile
q(+) := Q(-) continue et positive sur [0, 1], et définie par

q(t) = 70@) € (0,00), pour 0 <t <1. (5.2.10)

Sous ces hypotheses, les variables aléatoires Uy := F(X),Us := F(X2),... sont indépen-
dantes et identiquement distribuées selon une loi uniforme sur (0, 1), et elles vérifient, avec
probabilité 1, que X7 = Q(U1), X2 = Q(Us), ... On observe que (voir, e.g., la Proposition
1.1 p.98 dans del Barrio, Deheuvels et van de Geer [41]),

F(Q(t)) =t pour 0 <t <1et QF(z)) =z pour x € J. (5.2.11)
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On désigne par Qy,(t) := inf{x > 0 : F,(z) > t} pour 0 < ¢t < 1, la fonction de quantile
empirique associée a IF,,(+). De plus, on pose

Qn(0) = ltii%l Qn(t) = min{Xy,..., X, },

et

Qn(l) = 1t1THll Qn(t) = max{Xy,..., X,}.
Rappelons les définitions (1.3.7) de U,(-) la fonction de répartition empirique uniforme,
basée sur les observations Uy, ..., Uy, et (2.1.1) de V,,(-) la fonction empirique de quantile
associée (voir le paragraphe du Chapitre [1)).

Up(u) :=n'#{U; <u:1<i<n}ucR,
et
Vp(v) :=inf{u >0:Up,(u) >v},0<v < 1.

Etendons la définition de V,,(-) & 0 et 1, en posant

Vn(0) = 1m Vo (v),  Va(1) = limVa(v)

Observons que

Qn(t) = Q(Vy(t)), pour 0 <t <1, (5.2.12)

et
F,(z) = Uy(F(x)), pour z € J. (5.2.13)

Dans le fait qui suit, la relation est bien connue, c’est la généralisation du cas
uniforme de (2.48)(i) du Fact 6 de Deheuvels et Ouadah [40] (voir, e.g., (1.6) dans Shorack
[104]). La relation est une conséquence de l'inégalité de Dvoretzky, Kiefer et
Wolfowitz [53] (voir, e.g., le Lemma 2 dans [53] et le Theorem 3.3 p. 140 dans del Barrio
et al. [4I]). Les lois limites (5.2.16) et (5.2.17)) sont diies a Deheuvels et Devroye [31].

Fait 18. Pour tout k > 1 fizé, lorsque n — oo, on a

() sup [Fu(@u(t) —t] =" pus (5.2.14)
0<t<1
(i) sup |Bn(t)] = Op(1) : (5.2.15)
0<t<1
(13i) sup  {Vy,(t+k/n) — V,(t)} = Op(n'logn); (5.2.16)
0<t<1—k/n
(1v) sup |V, (Un(t)) —t| = Op(n~tlogn). (5.2.17)
0<t<1
Rappelons que
an(u) :=n'? (U (u) — u) pour u € R, (5.2.18)
désigne le processus empirique uniforme basé sur les observations Uy, ..., U, (voir la défi-

nition ([1.3.8) au Chapitre 1)) et qu’au point ([5.2.15)),

Bn(u) == nl/? (Vp(u) —u) pour u € R, (5.2.19)
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désigne le processus empirique de quantile uniforme correspondant (voir la définition
(2.1.3) au Chapitre [2). Pour Z = [u,v] C [0,1], tel que u < v, on consideére les statis-
tiques (voir les définitions ([2.4.16)) et (2.4.19) au paragraphe [2.4] du Chapitre [2)

wiI(h) = sup Han(t) —an(s)} (5.2.20)
i
et
Eng(h) = sup  £{Bn(t +h) — Bu(t)}. (5.2.21)
teZN[0,1—h]

Deux résultats du Corollaire (voir le paragraphe du Chapitre [2)) sont rappelés dans

le fait suivant.

Fait 19. Soit Hy, = [ay, by vérifiant Uhypothése (5.1.5) du Théoréeme[5.2] Alors, lorsque
n — 00, on a

wpz(h)
sup |——m 1] = op(1) (5.2.22)
h€Hn | 1/2hlog, (1/h)

et
—+
‘:‘n,I(h)

sup |——e———
h€Myn | \/2hlog, (1/h)

Nous aurons aussi besoin du lemme analytique suivant (voir le Lemme au paragraphe
du Chapitre [1)). Soit © : B[0,1] — R U {co} une fonctionnelle, continue au sens de la
topologie uniforme U, et bornée sur S.

—1| = op(1). (5.2.23)

Fait 20. Pour tout € > 0, il existe un n(e) > 0 tel que, pour tout F C B[0,1], on ait

A(F,S)<n = |supO(g) —supO(f)

geF fes

<e. (5.2.24)

5.2.2 Lemmes préliminaires

Remarque 5.4. Dans les deux méthodes nous sommes partis de la différence entre
fax(@n(t)) et My(Q(t)) en vu de I'approximer par le module de continuité du proces-
sus empirique de quantile. Une premiere différence entre les deux méthodes apparait a
cette premiere étape. La méthode 1 s’annonce déja plus longue car cette différence se dé-
compose en deux termes alors qu’avec la décomposition de la méthode 2 la différence ne
fait qu’un bloc. La méthode 1 avance au fur et a mesure, dans le sens ot nous tentons
d’affronter les difficultés dans l'ordre ou elles se présentent et cela sans avoir une nette
idée de celles-ci. Comme mentionné précedemment, la deuxieme méthode va directement
au but car ces difficultés sont connues d’avance et nous sommes déja parés a les affronter.
Nous savons qu’il va falloir considérer le cas I ot nous supposons que F(t) = Q(t) =t et
f(t) =q(t) =1 pour 0 <t < 1, puis passer au cas général. Grace a la premiére méthode,
plusieurs approximations et expressions des objets sont a disposition, tout devient plus
simple.

Méthode 1

Dans ce paragraphe, nous supposerons que F(t) = Q(t) = t et f(t) = ¢(t) = 1 pour

0 <t <1, et que X varie dans (0, 00). On commence par écrire la décomposition suivante.
Jar Q@) = My (Q(t)) = faux (Q(t) = fax (@n(t))

+fna (@n(t) — My (Q(2)) - (5.2.25)
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On se rapporte aux définitions (5.1.4) de f, A(+), et (5.1.3) de M)(-), pour observer que

MEBA(Q(t)) — Ry A (Qn(t))}
R (Qn(t) Ry (Q()

Nous allons évaluer le terme de droite de 'assertion ([5.2.26)) dans les deux prochains
lemmes. Pour tout n > 1 et 0 <t <1, on pose €,(t) :=F, (Qn(t)) —t.

Jax (@n(t)) — My (Q(1)) (5.2.26)

Lemme 5.5. Lorsque n — 00, nous avons
sup ‘Rn,/\(Qn(t)) — RA(Q(t)) — nfm{ﬂn (t+A) = Bn(t) H
0<t<t+A<1
= Op (n_l log n) . (5.2.27)

Soit 0 < a,, < 1/e une suite de réels telle que nay/logn — oo, et posons K,, = [an, 1/e]
pour n > 1. Alors, lorsque n — oo,

1/2
up {”(m)} s [Rua(@u(0) - R(Q(0)

xek, | Alogy 0,1-A]
_n—I/Q{Bn (t+ ) = Bn (1) H = op(1). (5.2.28)

Preuve Soient t € [0,1] et A € [0,1 —t], et posons x = Q(t) + h. Combinant la définition

(5.1.2) de Ry(-) avec la relation F(Q(t)) = t présentée au point ([5.2.11]), on voit que

RA(Q(t)) = inf{h>0:F(Q(t)+h)-F(Q(t) = A}
= inf{z>0:F(x) >t+ A} — Q)
= QU+ —-Q()=A\ (5.2.29)

Ensuite, posons * = Qy(t) + h. D’apres la definition (5.1.1)) de R, x(-), et la notation
en(t) = Fp (Qn(t)) — t, on voit, de méme, que

Rox (@n(t)) = inf{h>0:F,(Qn(t) +h) —Fn(Qn(t)) = A}
= inf{z>0:F,(z) >F,(Qn(t)) —t+t+ A} — Qn(t)
= inf{x >0:F,(x) > €, (t) +t+ A} — Qu(t)
= Qn(en(t) +1+A) —Qn(?)
= QVu(en(t) +t+ X)) — Q(V, (1)), (5.2.30)

ou nous avons fait usage de la relation @, (s) = Q(V,(s)) pour 0 < s < 1 (voir le point
(5.2.12)). On combine ([5.2.29) avec ([5.2.30)), pour obtenir les relations

Roa(@n(t) = RA(Q()) = {Q(Vn(en(t) +1+ 1) —QE+A)}
—{Q(Va(t)) — Q(1)}
=: an(t, )\) — an(t). (5.2.31)

On voit que

Gt A) = QVy(en(t) +t+ X)) = Qt+A)
= {Q(Va(ea(t) +t+ X)) —Q(Vu(t+ X))}
+H{Q (Vo (t+ ) —Qt+ )}
= @3t A) + @t +N). (5.2.32)
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On rappelle que d’apres (5.2.14)), on a supy<;< |€n ()| = n~! p.s., pour déduire de ([5.2.16))

que lorsque n — oo,

sup  |Vi(en(t) +t+ ) — Vo (t+ )| = Op(n~' logn).
0<t<t+A<1

En posant Q(t) =t dans (5.2.32)), il vient de la relation ci-dessus que lorsque n — oo,

sup @3 n(t,A)] = sup |V, (en(t) +t4+XN) =V, (t+ A)|
0<t<t+A<1 0<t<tIA<1

= Op(n~'logn).

De la, a partir des relations (5.2.31)) et ([5.2.32)), on constate que, lorsque n — oo,

sup R (Qult)) = RA(Q(1) = {gzn(t + ) = a2a(8)}]

0<t<t+A<1
= s [{aaltN) = @)} — g2t +A) — an(®)}
0<t<t+A<1

= Op(n~'logn). (5.2.33)
Considérant , et faisant appel a la définition de f,(+), on observe que,

@n(t) = Q (Va(1) = Q1) = Q (t+n728,(1)) — Q).
Alors, on a

Gn(t+)) —an®) = {Q(t+A+n128,(t+2) - Qt+ )}
—{Q(t+n78.0) - )}

Lorsque l'on considere le cas Q(t) = t, la relation ci-dessus revient a la suivante.

Galt+X) = on(t) = n72{But+ ) - Ba(t)}. (5.2.34)

Tenant compte de la définition de /C,,, on observe que la condition A € IC,, implique que,
pour tout n assez grand,

OBy <A< 1/e. (5.2.35)

VAlog(1/X) log( 1/)\ n\ >\/W—>oo
n=1/2logn logn logn | 2logn — V 2logn

D’autre part, lorsque n=/2 < \ < 1/e, on a

1/2
VAlog(1/X) > n .
n=1/2logn (logn)?

D’apres les relations ci-dessus, on voit que, lorsque n — oo,

. n7 Y2/ Xog(1/X) )\log(l/)\ nl/2
inf — 00.
AEKR n~tlogn \ 2logn (logn)?
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On obtient alors, que sous nos hypotheses, lorsque n — oo, on a

“ogn = (‘1/2' \/Alog(1 )
n logn=o0(n Jnf Alog(1/))

Les assertions (5.2.31)), (5.2.33), (5.2.34) et 'observation ci-dessus permettent de compléter
la preuve du Lemme [5.510

Lemme 5.6. Soit H,, = [an, by] un intervalle vérifiant la condition (5.1.5) du Théoréme
[5-3. Alors, lorsque n — oo,

Ry (Q() Rup (Qu(t) \ _ f2log, (1/M)"/?
gup | e £ P {7
— 0]}»(1). (5.2.36)

Preuve. D’apres ((5.2.28) du Lemme lorsque n — oo,
{nm (R (@u(t) — FA(@Q(1)} }

sup sup =+

Ay | te[0,1-7] Alog, (1/X)
- i{mw—ﬂn(t)} o).
t€[0,1- )] Alog, (1/X)

On considere ((5.2.23]) du Fait [19| et on en déduit que, lorsque n — oo,

. i{ﬁn(tJr)\)—Bn(t)} Y
t€[0,1-A] Alog, (1/X)

sup
AEH,

= op(1),

ce qui entraine, que lorsque n — oo,

{ 02 { R, A (Qu(1)) — RA(Q())}
Alog  (1/X)

On va utiliser 'hypothese Q(t) = ¢, t € [0, 1] et ((5.2.29)). On obtient alors, que Rx(Q(t)) =
Q(t+ ) —Q(t) =X pourte[0,1— )] et donc

(s QuOR@) ) _
A2 te

R (@Qn(t)) — RA(Q(Y)) }
A

sup sup =+
AEH, ' t€[0,1-1]

} — V2| =op(1). (5.237)

sup =+
te[0,1-)]

= sup i{
te[0,1-)]

sup =+
[071_>‘}

Ui )

— {lOng(l/)‘) }1/2 sup =+ n'/2 {Ru(Qn(t)) — RA(Q(1))}
nA t€[0,1-A] Alog, (1/X) .

Ceci, combiné avec (5.2.37)), implique que, lorsque n — oo,

U R (Qu(t) ~
{1og+<1/x>} teﬁ)‘i%ﬁ{m(@@)) ‘1}‘ﬁ

Cette derniere assertion est équivalente a (5.2.36)).0

sup
AeHn,
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Maintenant, rappelons (5.1.4) la définition de f, A(-), pour observer que

MEBEpA(@n(?) = Rap (@)}

Rux (Q(1) Rux (Qu(t)) (5.2.38)

fn,>\ (Q(t)) - fn,)\ (Qn(t))

Nous allons évaluer le terme de droite de 'assertion (5.2.38]) dans le lemme qui suit.

Lemme 5.7. Lorsque H,, = [an, by] vérifie la condition (5.1.5) du Théore‘me lorsque
n — 00, on a

1/2
AGH {O/A)} sup  H{RoA(Qn(t)) — Ran(Q(1)} = Op(1). (5.2.39)

Alog . 0<t<t+A<1

Preuve. Dans toute la suite, nous supposerons que H,, vérifie la condition (5.1.5) du
Théoréme Pour t € [0,1], et A € [0,1 — ¢], nous pouvons écrire

n/\(Qn( )) n)\(Q(t)) = Qn(th) _pn(ta >‘)7 (524())
an(t,A) = Rnx(@n(t)) — RA(Q(Y)), (5.2.41)

et
pa(t,A) = Raa(Q(t)) — RA(Q(1)). (5.2.42)

D’apres (5.2.37)), il s’ensuit que lorsque n — oo,

su
)\E’Hn

1/2
{nl/)\)} sup  +qn(t,\) — V2| = op (1). (5.2.43)

Alog  ( t€]0,1-A]

Tenant compte de (5.2.13) la relation F,(x) = Uy, (F(z)) pour z € R et de (5.2.18)) la
définition de a,(-), pour n > 1, x € R et h > 0, on pose

Tz, h) = nYHan(F(z + h) — on(F(z))}
= n_1/2{ozn(m+h) —ap(z)}
= {Fp(x+h)—F@+h)}+{F(z) —F(x)}.

On rappelle (5.1.1)) la définition de Ry, A(-), pour voir que pour tout A > 0 et = € R,

Rox(xz) = inf{h>0:F,(x+h)—-F,(x)> A}
= inf{h>0:F,(z+h)—F, () +F(x + h) — F(z)
>A+F(x+h)—F(x)}
= inf{h > 0:F(x + h) — F(x)
>A—{Fp(x+h)—F(z+h)} + {Fp(z) - F(z)}}
= inf{h>0:h>A—7,(z,h)}. (5.2.44)

Etant donné que IF,,(-) est continue & droite, on voit que, pour tout A > 0 et = € R,

Rua() — A — % < (2, Bux(@)) < Rua(z) — A (5.2.45)
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Considérant H,, = [an,by], pour tout 0 < e < 1 et n > 1, on pose Hy(e) = [an/(1 +
€),bn/(1 —€)] 2 Hyp. On fait usage de (5.2.22) du Fait pour directement obtenir que
lorsque n — o0,

1/2 h
sup sup :I:L(m’) —V2[=o0p(1). (5.2.46)
heHtn () |z€[0,1—h] hlog, (1/h)
Observons que , lorsque n — oo,
1 (hlog. (1/h)\"/?
sup — {og+( / )} — 0.
hetn () N n
Ceci implique que, lorsque n — oo,
P < sup |mn(x, h)| < eh|Vh € Hn(6)> — 1. (5.2.47)
z€[0,1-h]

Si on pose hy = hi(A,e) = A/(1+¢€) et ha = ha(\,e) = A/(1 —¢), pour tout A € H,, =
[an, by], alors hi, ho € H,(g). Nous pouvons alors déduire de ((5.2.47]), que lorsque n — oo,

P(hy + mo(x,h1) < X < hy + (2, h)|VA € Hp, YV € [0,1 — \]) — 1.
L’assertion ci-dessus et ([5.2.44)) impliquent que lorsque n — oo,

A A
— < < — — . 2.
]P’(1+ Raa(#) € 72— VA € Hy, Vo € [0,1 /\]>—>1 (5.2.48)

Etant donné que le choix initial de 0 < & < 1 est arbitraire, on conclut des précédents
arguments, que lorsque n — 0o,

sup sup
MeHn (2€]0,1-A]

Il est immédiat de remarquer que lorsque n — oo,

Y Fnr@) 108, (1/Rup(@) 1|} — op(1). (5.2.50)

Rn,)\(x)
A

- 1‘} = op(1). (5.2.49)

Alog, (1/A

sup { sup
NeHn | z€[0,1-1]
De plus, implique que, pour tout 0 < € < 1, lorsque n — oo,
P(Rya(x) € Hnle), VA € Hp, YV € [0,1 = A]) = 1. (5.2.51)
D’apres la définition de pn(t, ) et les relations (5.2.44)), (5.2.45) et (5.2.46]), on

voit que, lorsque n — oo,

i 1/2
su _ sup  £pn(t, A
Aeqfn{{xlogmm} o )}

Roa(t)— A
= nl/? sup sup :I:L
XeHn | te[0,1-A] Aog, (1/X)

/ Tn(t R, )\( ))
= (1+4+op(1)) su su
(1+ on( ))Aeﬁ)n {te[mpA] \/Rnx )log, (1/Fn (¢ ))}
T e — 2

AeMn [ Alog, (1/X)
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Maintenant,on se réfere a (5.2.51)) et a (5.2.46)) pour observer que, pour tout € > 0, lorsque
n — 00, on a avec probabilité qui tend vers 1,

{ 27, (t, Ry (1)) }

sup
AeH

sup =+
€01 /Ry (£) log. (1/ Ry A (£)

1/2
< sup sup im =2+ op(1).
heHn(e) | te0,1-2] hlog, (1/h)

Par ailleurs, il s’ensuit de la condition (5.1.5) que, lorsque n — oo,

~1/2 1 (1 1/2
sup " _—0 {Ogn} — 0.
AeHn y[Alog, (1/X) logn { nay,
Les deux derniéres assertions combinées avec ([5.2.40)), (5.2.41)), (5.2.42)), (5.2.43) et (5.2.52)
montrent que 'on a (5.2.39)).

Méthode 2

Dans ce paragraphe, nous présentons deux lemmes (voir le Lemme et le Lemme|5.9)), qui
sont une alternative aux lemmes et Remarquons que cette approche est moins
longue que celle qui a été proposée auparavant. Nous supposerons que F(t) = Q(t) =t et
f(t) =q(t) =1pour 0 <t <1 (CaslI).

D’apres les définitions de fna(e), et de M) (-), on commence par observer
que

Fan (Q) = My (Q(1) = -

(5.2.53)

Nous allons évaluer le terme de droite de l'assertion (5.2.53) dans les deux prochains
lemmes.

Lemme 5.8. Lorsque H,, = [ay, by vérifie la condition (5.1.5) du Théoréme [5.3, lorsque
n— 0o, on a

A 12 Ra(Q(1)) — RA(Q(1))
{210g+(1/)\)} i { hy } !

sup =op(1). (5.2.54)

AEH R

Preuve. Comme F(t) = Q(t) = ¢t pour 0 < ¢t < 1, on déduit de (5.2.12)—(5.2.13) que
Va(t) = Qn(t) et Uy(t) = Fp(t) pour 0 <t < 1. Alors, d’apres (5.2.17)) du Fait [18] lorsque
n — oo,

sup [Qn(Fn(t)) —t| = sup |V, (Uyn(t)) —t| = Op (n_l log n) .
0<t<1 0<t<1
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On combine cette observation avec la définition de R, »(-) et la. définition
de B,(+) pour voir que, pour tout A > 0 et = € [0, 1],
Rox(xz) =X = inf{h>0:Fy(x+h) —F,(z)) > A} = A
= QnFp(x)+A)—z—A
= Vo(Up(2) + A) = V,,(Up(2)) — A+ Op(n~ ' logn)
n 2 {Ba(Un(@) + A) = Bu(Un(x))} + Op(n~ " logn).

(5.2.55)
On applique (5.2.16]) du Fait pour voir que lorsque n — oo,
sup | sup +n Y2 {B,(Un(z) + \) — Bn(Un(2))}
A>0 | 0<z<1
— sup 0 V2 {Bu(x + A) — Bn(x)} ‘
0<z<1
<207 Y2 sup  |Bn(t) — Bu(s)| = Op (nil log n) . (5.2.56)
0<s,t<1
[t—s|<1/n

Rappelons que Q(t) = t et que d’apres (5.2.29)), R\(Q(t) = Apour 0 <t < let A € [0,1—t].
On déduit de I’ensemble des arguments ci-dessus que, lorsque n — oo,

sup
AEHR

N R (Q(t) — RA(Q(1)
{w} o o

(0,1-)]

1/2
n {Rn A(t) — )\}
= su —_ su +——> -1
Ae?—Il)n { 2log (1/A) } te[o,lli,\} A

< sup | sup =+ Gl +X) = B | 1
AEH [t€[0,1-A] 2Xlog, (1/X)

(5.2.57)

1
+ sup

— x Op(n"?logn).
AeHn (2N log, (1/X)

D’apres ((5.2.23)) du Fait [5.2.22] le premier terme de droite est égal & un op(1). Sous la
condition ([5.1.5)), le second terme est égal a

on ({52} =

Lemme 5.9. Lorsque H,, = [an, by vérifie la condition (5.1.5) du Théoréme lorsque
n — 00, on a

Rox (Q(1)) B (Q(1)) 2log_ (1/\) ] /2
e ) B i
:O]}D(l).

(5.2.58)

Preuve. Nous utilisons 'assertion (5.2.29) et la condition que Q(t) = ¢, t € [0,1]. Nous
avons donc que Ry(Q(t)) = Q(t+ ) — Q(t) = A pour t € [0,1 — A], et ceci étant, on voit
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que
R (Q(1)) RA (Q(1)) _ R Q)
ey { z2 1= Wy S o
L [Ba(Q) - R(Q()
= te[o,lIi/\] + { 3 } . (5.2.59)

Il suffit alors de combiner les égalités ci-dessus avec ([5.2.54)) du Lemme pour obtenir
(5.2.58)).0

5.2.3 Preuve du Théoréme [5.2]

Cas 1

Nous supposons que F(t) = Q(t) =t et f(t) =q(t) =1 pour 0 <t <1 (Cas I).

Preuve du Théoréme [5.2}-1.

Méthode 1 Dans un premier temps, nous allons nous baser sur la méthode 1 du pa-
ragraphe Nous allons combiner les assertions (5.2.25), ((5.2.26]) et (5.2.38]) avec les

résultats des lemmes et Avant cela, considérons la remarque suivante qui va
nous mener a l'utilisation de ces derniéres combinaisons.

Remarque 5.10. Cette remarque montre une maniere d’établir le corollaire du Théoréme
ﬁ (voir aussi la preuve du Corollaire au paragraphe du Chapitre . Pour tout
choix de a > 0, t € [0,1] et s € [0,1], rappelons la définition des incréments du
processus empirique de quantile uniforme :

Cnla,t; s) := Bn(t + sa) — Bu(t).

D’apres le Théoreme (voir le paragraphe du Chapitre , lorsque H,, vérifie la
condition (5.1.5)), pour tout n > 0, lorsque n — oo, nous avons

P(sup A({W:tET},S) 277) — 0,
AEHy, 2Xlog, (1/X)

ou T :=[0,1 — Al N [u,v], tel que [u,v] C [0,1],u < v. On applique le Fait avec la
fonctionnelle ©F(g) := 4¢(1), et on obtient que pour tout choix de ¢ > 0, il existe un
1 > 0 tel que 'on ait (5.2.24)). Ceci implique que, pour tout € > 0, lorsque n — oo,

IP’(sup supi{w;t;l)}—supif(l) Zé) — 0.
AEH R

teT 2Xlog, (1/X) fes
La fonctionnelle ©(-) vérifie le fait que supgeg 0% (g) = 1 (voir, e.g., (4.1.3), p.1276 dans
Deheuvels et Mason [37]). On utilise cet argument et (2.1.4) la définition de (,(h;t;u),
pour voir que 'assertion ci-dessus est équivalente au fait que, lorsque n — oo,

P (sup sup:t{ﬁn(t+)\) _ﬁ"(t)} -1
AeHn

teT 2Xlog, (1/X)
Nous retrouvons, ici, ’assertion (|5.2.23)) du Fait

> 5) 0. (5.2.60)
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Maintenant & partir de la combinaison des assertions ([5.2.25)), ((5.2.26)) et ([5.2.38)) avec
les résultats (5.2.28), ((5.2.36)), (5.2.39) et (5.2.49)), ainsi qu’avec (5.2.60) ci-dessus, nous
obtenons que, lorsque n — oo,

> 8).

P| sup
AeHn

On déduit de l'inégalité triangulaire que P (Ja] > c+|b]) < P(la+b| > ¢), ou a,b et ¢
peuvent étrte aléatoires. Lorsque n — 0o, on a donc

P| sup
AeHn

Etant donné que dans cette relation le choix de € > 0 est arbitraire et que Q(t) = t pour
0 <t <1, nous avons démontré ((5.1.6) dans le Cas I.

VI far (Q(1)) — My (Q(t))}
2Xlog, (1/X)

sup i{
teT

}—opu) 1

n\ 1/2
(ot} g Una (@) = Ms @00}~

>e+ \O]p(l)|> — 0.

Méthode 2 Maintenant, si nous souhaitons utiliser la méthode 2, il suffit de combiner
Passertion (5.2.53)) avec les résultats (5.2.54) et (5.2.58) du Lemme5.8/et du Lemme5.9).0

Cas 11

Nous considérons F(-) et Q(-) tels que dans le paragraphe c’est-a-dire dans le cas
général. Nous poursuivons notre preuve dans le cadre de la méthode 2.

Lemme 5.11. Lorsque H,, = |an, by vérifie la condition (5.1.5) du Théoréme[5.3, lorsque
n— 0o, on a

sup = op(1).

AEH R

n 1/2 Va(Un(t) +A) = (t+ )
{2 10g+<m>} sw ; jo

(5.2.61)

Preuve. D’aprés (5.2.17)) du Fait [18]et (5.2.19) la définition de 3,,(-), il est immédiat que,

pour tout A > 0 et t € [u,v],
Vn(Un(t) + )‘) - (t + )‘) = n_1/2 {6n(Un(t) + )‘) - ﬁn(Un(t))}
+O0p (nil log n) .

Ensuite, on déduit de 'assertion ([5.2.56)) du Lemme combinée avec (5.2.23) la loi limite
du Fait (19| et la condition (5.1.5)), que lorsque n — oo, le résultat ((5.2.61) est vérifié.O

Nous avons besoin de la variante du Lemme [5.8] énoncée comme suit.

Lemme 5.12. Lorsque H,, = [an, by] vérifie la condition (5.1.5) du Théoréme lorsque

n — 00, ON G

sup = op(1).

A€Hn,

A 12 R (Q(t) — RA(Q(1)
{210g+(1//\)} selOL oA i{ Aq(t) } !

(5.2.62)
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Preuve. Soient A > 0, et t € [0,1 — \]. Nous combinons (5.1.1]) et (5.2.29) les déefinitions
respectives de Ry, x(-) et de Rx(Q(t)), avec les relations F(Q(t)) =t, Qn(t) = Q(V,(t)) et
Fn(z) = U,(F(x)), for z € R, qui correspondent respectivement aux assertions ([5.2.11)),
(5.2.12) et (5.2.13)), pour voir que,

R (Q() — BA(Q()) = inf{h > 0:Fn(Q() +h) —Fn(Q(t)) = A}
—{Q(t+A) —Q(t)}
= {Qn(Fa(Q(t) + ) — Q(1)}
—{Q(t+A) —Q(t)}
= QVa(Un(F(Q())) +A) = Q(t+X)
= QVpo(Up(t) + X)) —Qt+AN). (5.2.63)

Fixons €, tel que 0 < € < ¢(u') et choisissons 0 < v < u < v < v’ <1, de tel sorte que

qt) .
e 1’< . (5.2.64)

Si A varie dans lintervalle H,, = [ay, by], il existe un entier ny tel que, pour tout n > ng
et t € [u,v], nous ayons t + X € [u/,v']. De plus, pour 1’événement suivant, défini par

sup
s,te[u’ v’

A = {V,(U,(t) + N) € [u/, 0] : VE € [u,v] et X € Hy},

il est vérifié que P(A,,) — 1 lorsque n — oo. On se place sur cet événement A, et on
applique le théoréeme des accroissements finis pour obtenir que, lorsque n — oo, pour tout
t € [u,v] et X\ € H,, nous avons

(1 — o) {Vn(Un(t) +}\>\) —(t+ )\)}
< Q(Vn([Un(t) + )‘)) — Q(t + )‘)

- A

< (1+9)) {Vn(IUn(t) +}\)\) —(t+X) } .

On combine cette derniére observation avec la relation ((5.2.63)) et ’assertion (5.2.61) du
Lemme [5.11] pour voir que, lorsque n — oo,

nA 12 R (Q(1) — RA(Q(1))
{2log+<1/A>} ti}iﬂ}i{ VI0) }_1’”)%0‘

]P’< sup
AeHn

Pour finir, nous faisons une partition de [0, 1] en une réunion finie d’intervalles [/, v'] sur
lesquels les oscillations de ¢(-) vérifient (5.2.64]). Et nous choisissons £ > 0 arbitrairement

petit pour compléter la preuve de (5.2.62f).0

Nous avons besoin de la variante du Lemme énoncée comme suit.

Lemme 5.13. Lorsque H,, = [an, by vérifie la condition (5.1.5) du Théoréme lorsque

n — 00, ON a

R (Q(F)) RA(Q(1)) 2log. (1/)) 1/2
At |te0 i{ A%q(t)? N 1} - {;/\}
=or(l) (5.2.65)
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Preuve. La preuve suit le méme principe de celle du Lemme [5.9 nous ’agrémentons de

I'observation suivante. On utilise ([5.1.3)—(5.2.10)) les définitions de My(-) et de g(-), pour
voir, que lorsque A — 0, on a uniformément en ¢ € (0, 1],

M)

RA(Q(1))
Pour conclure, suivons le principe des égalités ((5.2.59)).0

Preuve du Théoréme [5.2HI1. Maintenant, nous avons tous les ingrédients en main,
pour démontrer le Théoréme [5.2] Ecrivons les égalités suivantes, en utilisant les définitions
(5.1.4), (5.1.3) et (5.2.10]).

fan(Q(t)) — MA(Q(Y))

Q)
M(B{RA(Q() — Rur(Q(1)}
R (Q(1))RA(Q(1))
gy R (Q(8) — BA(Q(1))
- Rn,u@(t))m(@(t»{ () } (5.2.66)

Nous complétons la preuve de (|5.1.6]) en assemblant I’'observation ci-dessus avec les lemmes

et (n’oublions pas de poser Q(t) =z € I,t€[0,1— )\]).O






Chapitre 6

Estimateurs de la densité des
temps de survie et du taux de
panne

Dans ce chapitre, nous présentons des lois limites pour les estimateurs a noyau de la den-
sité des temps de survie et du taux de panne dans un modele de censure & droite (voir le
Théoréme et le Théoréeme . Ces résultats sont uniformes, a la fois relativement a la
fenétre et au noyau, et sont établis pour la convergence en probabilité, pour toutes les va-
leurs pour lesquelles ces estimateurs sont consistants. Tout comme dans les deux chapitres
précédents, la valeur de la limite asymptotique de 'erreur aléatoire des estimateurs est
explicitée. Nous fournissons également des bandes de certitude asymptotiques uniformes
pour l'estimateur de la densité des temps de survie (voir le Corollaire . Mentionnons
que la majeure partie du présent chapitre a donné lieu a un article soumis (voir le Theorem
1, le Theorem 3 et le Theorem 4 dans Ouadah [96])

6.1 Lois limites uniformes

6.1.1 Estimateurs a noyau de la densité des temps de survie

Considérons le modele de censure a droite, introduit précédemment au paragraphe du
Chapitre |3 de la Partie I. On suppose que f(-) la densité des temps de survie X7, ..., Xy,
est définie positive et continue sur J. Rappelons que F'(- ), G(-) et H(- ) désignent respecti-
vement les fonctions de répartition de X = X1, C et T' (voir le paragraphe du Chapitre
[3). Soit K I'ensemble des fonctions noyaux K (-) qui vérifient les conditions (K.1)—(K.2)-
(K.3) (voir le paragraphe du Chapitre {) et telles qu’il existe un 0 < M < oo tel que
supgeek Jg [AK| < M.

Remarque 6.1. De maniere équivalente, nous pourrions remplacer cette derniére condi-
tion par la suivante. Dans (K.1), K(-) est supposé & variation bornée et a support compact
dans R, il faudrait alors supposer que pour tout K € K la variation totale de K(-) est
bornée par une méme constante 0 < D < oo et que le support est le méme.

L’estimateur a noyau de f(-) (voir, e.g., Watson et Leadbetter [121], [122], Tanner et Wong
[111]) est défini, pour K € K, h > 0 et x € R, par

Fosn(@) = ]11/_0; K <°”” - t) dF,(8), (6.1.1)
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ou F,(-) est lestimateur de Kaplan-Meier (voir la définition au paragraphe
du Chapitre . Le théoreme qui suit, est une loi limite pour f, xn(-), qui est uniforme
relativement a la fenétre et relativement au noyau. Ce résultat est une conséquence de la
loi limite fonctionnelle pour les incréments du processus empirique uniforme présentée au

Théoreme (voir le Chapitre |3)).

Théoréme 6.2. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a, < by, < 1 sotent telles

que,
na
b, =0 et n

1.2
log — 00 (6.1.2)

Alors, pour Hy, = [an, by], lorsque n — oo, on a

sup sup
heH, KeK

nh 12
{1/h)} sup (ﬂ: {fnxn(x) = E(foxn(z)}

2 10g+( xel

1-G(x)

{5

1/2
} ) - a(w,K)‘ —op(1),  (6.1.3)

ot o(h, K) := {sup,cr ¥(z) Jg Kz(t)dt}l/2 (et o les fonctions ¥(-) et ¥n(-) sont intro-
duites au point (3.1.4) du Chapitre @

Remarque 6.3. 1°) Dans le cas non censuré, ou G = 0 et ¢ = 1, le Théoréme se
réduit au Théoreme du Chapitre [4], avec en plus 'uniformité relative au noyau.

2°) Sous (|1.2.6)), la loi ([1.3.9) reste vraie lorsque 'on remplace + { f;, x n(z) — E (fn,xn(x))}
par | fo,xn(z) = B (fo,xn(@))].

3°) Rappelons que % est une fonction spécifique continue et positive sur J. Nous pouvons
la définir de diverses maniéres; en voici quelques exemples (voir (1.13) dans [33]) :

1
7/1(1)(55) =1, Q/)(2)(93) = 1—76'(3:)’
_ f(z)
@) = ), v = 0,
00 () = f(z)¢(z) (6.1.4)

ou ¢(-) est une fonction auxiliaire continue et positive sur J.

4°) Pour obtenir un estimateur ¢, (-) de (- ), il suffit de remplacer respectivement dans
B14) les fonctions (- ), F(-) et G(-) par fu(-), Fal-) et Gu(-).

5°) Lorsque I'on remplace F(-) par F,,(-) dans ©(®)(-) on obtient un estimateur du taux
de panne A\, g (- ), que I'on considére au paragraphe

6°) Grace a notre théoreme, nous pouvons construire des bandes de certitude uniformes et
asymptotiques pour E(fn x 1(-)) (voir le Corollaire[6.4). On utilisera la méthode présentée
au paragraphe du Chapitre [4| (voir aussi, p.232-233 dans Deheuvels et Mason [39],
Deheuvels [28]).

Le fait d’établir des résultats uniformes relativement a la fenétre, comme dans le Théoréme
6.2, permet de décrire le comportement limite des estimateurs lorsque leur parametre de
lissage est éventuellement aléatoire ou dépend des données. D’ou le but de nos résultats
de convergence uniforme relativement a la fenétre. Rappelons que plusieurs méthodes
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de construction de telles suites de fenétres sont proposées dans la littérature statistique
(voir, e.g., les sections 2.4.1 et 2.4.2 dans Deheuvels et Mason [39], et Berlinet et Devroye
[5]), et suggerent, de chosir des fenétres de la forme h,, := Z.n~ Y% olt Z, est une suite
aléatoire, stochastiquement bornée et de limite inférieure (resp. supérieure) supérieure
(resp. inférieure) a 0 (resp. co).

Maintenant, illustrons le fait que le Théoreme [6.2] permet de construire des bandes de
certitude uniformes et asymptotiques (voir, e.g. p.232-233 dans [39]) pour E(f, xn(-))-
Etant donné h € H,, satisfaisant la condition une suite de fenétres éventuellement
dépendantes des données, on considere L, g n(-) des fonctions positives, éventuellement
dépendantes des données, et définies pour tout x € I, par

1/2 o 1/2
L,k p(z) = {supw(x)/RKQ(t)dt} x {W}

zel
—G(z))Un(z 1/2
S CECION ) e

Il s’ensuit du Théoréme que pour tout choix de noyau K € K et de fenétre h € H,,
lorsque n — oo, on a

sup £ {1} {F ke (@) =B (fo s, (2)} = 1. (6.1.5)

zel mlﬁh(w)

Lorsque l'assertion (6.1.5]) est vérifiée, pour tout 0 < € < 1, lorsque n — oo, on a

P(E (fn,K,hn (.I)) S [fn,K,h(x) - (1 + E)Ln,K,h(x)v
fn,th(QZ) -+ (1 + E)LmK,h(x)],VCC c I,VK c K,Vh c Hn) — 1,

P(E (fn,x (7)) € [fnxn(®) = (1 =&)Ly ik p(),
me,h(I') + (1 — €)Ln7K,h(£L‘>],V.%' e I,VK € K,Vh € Hn) — 0.

Corollaire 6.4. Lorsque les deux assertions ci-dessus sont jointement vérifiées pour tout
0 <e <1, on obtient [Ay ik n(), By i n(2)] des intervalles qui fournissents des bandes de
certitude asymptotiques pour Ef, i n(x) uniformément en tout x € I et pour tout K € K
et h € Hy. Ils sont définis comme suit, pour tout © € I, pour tout K € IC, et pour tout
heHy.

[An kn (@), Bn g0 (0)] 3= [fo, g p (@) = L e n (), fr k0 (€) + L o ()]

Remarque 6.5. 1°) On parle de bandes de certitude plutét que de bandes de confiance
car les fonctions Ly, g (-) ne dépendent pas d'un niveau de confiance a € (0, 1), mais
dépendent simplement de la limite asymptotique de I'erreur aléatoire dans la loi limite
présentée dans le Théoreme (6.2

2°) Si nous voulons fournir des bandes de certitude pour f(-), le biais de notre estimateur
fn Kb, (+) doit étre négligeable au sens oti, pour tout h € H,, et K € K, lorsque n — oo,

sup {Ll} (B (fuscn(e)) — 1)} B0 (6.16)
xel n,K,h(x)

L’assertion (|6.1.6]) ci-dessus est satisfaite si on impose certaines conditions analytiques a
K(-)et f(-) (voir, e.g., p.38 dans Silverman [106] et la remarque sur le biais au paragraphe

du Chapitre .
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Nous présentons ci-dessous une illustration du Corollaire[6.4] en représentant les bandes de
certitude pour E(fn xx(+)) (voir la Figure[6.1)). Nous supposons que X (temps de survie)
suit une loi normale centrée réduite et C' (temps de censure) suit une loi uniforme sur (0, 1).
On impose 40% de censure. Pour le choix de la fenétre h, il suffit de la sélectionner dans
I'intervalle H,,, on choisira une fenétre h = n~'/®. Le nombre d’observations total pour
I'illustration du Corollaire [6.4] est n = 300. Nous représentons sur un intervalle I choisi
(ici les bornes de l'intervalle sont le minimum et le maximum des variables générées) :
E(fnx,n(-)) [E] en trait continu et les bandes de certitude [BC] I'encadrant en pointillés.
Le noyau sélectionné est le noyau d’Epanechnikov. Il est connu qu’en pratique, le choix

— E
---- BC

0.010
|

0.006 0.008
|

0.004
|

0.002
|

0.000
|

FIGURE 6.1 — Illustration du Corollaire avec 40% de censure et n = 300

du noyau a peu d’effet sur I'estimation de la densité (voir, e.g., p.43 dans Silverman [106],
Bosq et Lecoutre [10]). Néanmoins, mentionnons le fait que certains auteurs (voir, e.g.,
Epanechnikov [63], Marron et Nolan [85]) on proposé des choix de noyau (au sens d’une
variance minimum) tel que le noyau d’Epanechnikov ou les noyaux dits canoniques, qui
sont inclus dans /C, la classe de noyau que ’on considére ici et pour laquelle nos résultats
sont uniformes relativement au noyau.

Dans ce paragraphe, nous allons voir dans quelle mesure le fait que la condition
du Théoreme implique est intéressant. Lorsque l'on choisit H,, = [hn, hy] dans
le Théoréme on observe que cette relation implique que, lorsque {hy : n > 1} est une
suite de constantes vérifiant,

nhy/logn — oo, et h, — 0, quand n — oo, (6.1.7)
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et considérant une fonction noyau K € K donné, lorsque n — oo, on a alors

nh 1/2
(i} s U =B U o)

G Y2 p /2
x{@/}n(x)xlf(i;)} {legl)w K%(t) dt} . (6.1.8)

Des versions presque stires de ont été établies, sous diverses conditions, par Diehl
et Stute [47] (avec ¥ = 1 et ¢ = o0), Giné et Guillou [67], et Deheuvels et Eimahl [32],
[33]. Notons que (et donc, ), n’a pas lieu presque stirement pour une densité
arbitraire f(-) continue sur J, et une suite de fenétres {h, : n > 1} vérifiant (6.1.2). Si en

plus de (6.1.7]), on suppose que

log(1/hn)

—c€ (0,00], hypl0, etnh, T oo, (6.1.9)
loglogn

alors, en posant (¢ + 1)/c := 1 lorsque ¢ = oo (voir, e.g., le Theorem 1.1, pp. 1304-1305
dans [33]), on a, p.s.,

1/2
lim sup nhn
n—oo | 2{log,(1/hy) + loglogn}

1 —G(x)}1/2

x sup £ {fn,n, (@) = E (fo,n, (7))} {Tﬂn(%) 8 f(z)

xzel

1/2 /2
= (C+1> {supz/; K2 dt} ,
c xel

, . 1/2
¢ Timi
e {2{log+(1/hn) + loglogn} }

sup £ { fo o (2) — E (foup, (1))} {wn@) x

xel

/2
{supw K2 dt} .

1—G) '
f(z) }

zel

Ce dernier résultat n’est en général pas valide lorsque la premiére condition de
n’est pas vérifiée. Viallon [I17] (voir, e.g., Maillot et Viallon [84]) a utilisé la théorie des
processus empiriques indéxés par des fonctions pour obtenir un théoréme de convergence
uniforme relativement & la fenétre dans l'esprit de , sans l'uniformité relative au
noyau. Il a montré que, pour K € K un noyau donné, on a p.s.,

nh 1/
lim sup {l/h)} sup <i {fn,K,h(x) —E (anh(ﬁU))}

n—00 peqr | 2 103+( zel

() /2
v {wn(:c) v 1f(i§)} > — o, K),  (6.1.10)

ou H, = [k, hl], et hl , h! sont des suites de constantes vérifiant (6.1.2])—(6.1.9)), ainsi que
la condition h!! < [(B — D) A (1 — Hy(D))] pour tout n > 1 (J=[A,B], I=[C,D] et voir
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la définition (3.2.15)) de Hi(-)). Sa méthode de preuve est alors appropriée pour fournir,
sous certaines conditions sur H,, une version presque siire de

nh 12
hseu7-IL)n {w} iléll) (i {fn,K,h(x) —E (fn,K,h(x))}
1-G(z)

Lo <5

1/2
} ) R (¢, K), lorsque n — oo.

Indépendemment des conditions imposées a H,, dans [117] ou (qui sont plus contrai-
gnates que dans ), soulignons le fait que ce dernier résultat est plus faible que
en terme d’uniformité relative a la fenétre et au noyau. De plus, la méthode utilisée par
Viallon, ne peut sfirement pas étre utilisée pour fournir une preuve alternative de notre
résultat.

Dans ce qui suit, on va présenter une preuve du Théoréme [6.2] Nous allons avoir besoin
du lemme analytique énoncé dans le fait suivant, et qui se trouve étre une légere variante
du Fait |§| (voir le paragraphe du Chapitre [1)). Soit M un sous-ensemble de B[-T,T],
tel que Sy € M C B[-T,T], A > 0, et soit I' une classe non vide de fonctionnelles
O : M — R, continues selon la topologie uniforme sur M. On suppose que I' vérifie la
propriété suivante d’equicontinuité. Pour tout € > 0, il existe un n(e) > 0 tel que, pour
tout ¢ € M et g € S, on ait

¢ —gll <nle) = sup[O(¢) —O(g)| <e. (6.1.11)
CISIN
Fait 21. Pour tout € > 0, il existe un n(e) > 0 tel que, pour tout F C M, on ait

A(F,Sx) <nle) = sup
ecll

sup ©(g) — sup O(f)
geF fESH

<e. (6.1.12)

Preuve du Théoréme On va suivre certains des arguments de la preuve du Théo-
reme (voir le Chapitre . On limite la preuve au cas ou pour un certain 0 < 7' < 00,
K(u) :== K(—u) = 0 pour tout |u| > T et K € K. Il suffit (voir, e.g., (4.2.5)-(4.2.6) dans
[25] et (1.22) in [40]) de considérer le comportement limite de

1—G(x)) /2
f(x) }
1-G(x)
f(@)

2R (Fo 1 (2) = E (s n(5))) % {wn@c) x

T /2
:_/ (5™ (& + hut) — oM (2)) x {wn(:v) « } dR(),  (6.1.13)

-T

pour h € H,, K € K, et x variant dans l'intervale I = [C, D]. Observons que d’apres

(6.1.13) et la définition (3.1.3) de &XM (h; z;u) (voir le paragraphe du Chapitre , on

a

G V2
n1/2h(fn,K,h($) —E(fa,xn(x))) X {¢”($) % 1f(C;§)}

(T kMg 1-G(2) S
= -/_Tgn (h,x,u)X{wn(x)X ) } dK (u),
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Il suit du Théoreme (voir le Chapitre [3)) que, pour tout 79 > 0, lorsque n — oo, on a

su fl{M(h’x’) T 1_7G({I:) 1/2
P(he?-ll)nA<{ 2hlog+(1/(h))x{¢n( ) ) }

tx € I},SA> > 170> — 0. (6.1.14)

On applique le Fait avec O(g) := [1 rFg(u )dK (u) et M D'ensemble des fonctions g(-)
intégrables sur [T, T et telles que g(0) = 0, pour obtenir que, pour tout £ > 0, il existe

un 1 > 0 vérifiant (6.1.12)) (voir la Remarque . Si on pose ng = n dans ((6.1.14])), on
déduit de (6.1.12)) et de (6.1.14) que, lorsque n — oo,

020 { ke n (@) — E (fo, k0 (2))}

P( sup | sup sup(
heMn | Rex ' w€l 2hlog, (1/(h))
1—G(x)V? T ~
X {¢n(33) X f(x)} ) — ;gsp . $f(u)dK(u)‘ > 5) — 0.

(6.1.15)

I a déja été vérifié (voir, e.g., (4.2.11) dans [25] et la preuve du Theorem 1.1. p.1329 dans
[33]) que

— - /
sup ! Ff(w)dK(u) = {A/ K'Q(u)du}1 i {supw K?(u }
fesyJ-T R vel

On conclut de tout ceci que pour tout € > 0, lorsque n — oo,

nh 1/2
]P)<hseu7£)n [S(lé% {m} iléll) ( + {fn,K,h(x) —-E (fn,K,h(x))}
B 1/2
X {wn(x) X 1f(i§$)} ) i??w K2 dt 2 6) — 0.

(6.1.16)
La preuve du Théoreme est alors complétée.O

Remarque 6.6. Pour appliquer , il nous faut vérifier la propriété d’équicontinuité
. Supposons que pour tout € > 0, il existe un 7n(e) tel que pour tout ¢ € M et
g €S, on ait ||¢ — g|| < n(e). La condition sur le noyau qu’il existe un 0 < M < oo tel que
supgex Jg |dK| < M, est nécessaire pour avoir la relation suivante.

up [6(6) - O(g)| = sup| /T S () - /Olg<u>df<<u>r

ecr’ KeK

= s | [ (6) )ik (o)
< n(e) [s(té%| . dK(u)] <n(e)M =e.

De maniere équivalente, cette condition supplémentaire permet pour tous les noyaux de
K, un contrdle uniforme du terme d’erreur sup ;cg O(f) = supses, fEFT f(u)dK (u).
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6.1.2 Estimateurs a noyau du taux de panne

Le taux de panne (ou de mortalité ou de hasard) correspondant & F'(-), est noté

f(=)
(1—F(x))
Pz < X <z +h|X >2)

= %13% ; , pour x € R . (6.1.18)

Az) (6.1.17)

Le taux de panne évalué a la date x caractérise la probabilité qu’il y ait déces dans un
court intervalle de temps apres z, conditionnellement au fait d’avoir survécu jusqu’a .
Autrement dit, il correspond au risque de déces instantané pour les individus ayant survécu
jusqu’a cette date. On considere Ay, i 4 (- ) 'estimateur de A(- ), défini pour K € K, h >0
et r € R, par

fn,K,h(x)
(1= Fo(x))’

ou fn,ix,n(-) est défini au point (6.1.1) et F,(-) au point (3.1.1)) (voir le Chapitre [3]).

Remarque 6.7. De maniere équivalente, nous pouvons définir I'estimateur X\, g p(-)

comme suit.
n,K,h Ca h h n )

ot A, (+) désigne la fonction empirique cumulée de taux de panne (voir la définition (3.2.17)
au paragraphe du Chapitre [3)).

Le théoreme suivant est une loi limite pour A, g n(-), qui est uniforme relativement a la
fenétre et relativement au noyau. C’est une conséquence du Théoreme (voir le Chapitre

3).
Théoréme 6.8. Soit H,, = [an,by] tel que dans le Théoréme . Alors, lorsque n — oo,

nh 1/2 5 (o)
Uit} s (ate) = = Peatsd)

1—H(z)
A(z)

/\n7[(7h(l‘) = (6.1.19)

sup sup
heH, KeK

1/2
« {z/;n(x) « } _ a(w,K)‘ — op(1),
0t (16, K) = {sup,er () fo K20t}

Remarque 6.9. 1°) La consistance uniforme de A, g (-) sur des intervalles bornés, a été
traitée par Zhang [123], et Deheuvels et Einmahl [33].

2°) Gréce a notre théoreme, nous pouvons construire des bandes de certitudes uniformes
et asymptotiques pour A(-). Et ceci, dans le méme principe que le Corollaire

Le fait suivant est une inégalité du type Dvoretzky, Kiefer et Wolfowitz type pour le
processus empirique de Kaplan-Meier (voir, e.g., le Theorem 2 dans Foldes et Rejt6 [66],
et le Theorem 1 dans Bitouzé et al. [7]).

Fait 22. Pour tout 0 < R < © spécifique, pour tout n > 1, on a

sup ‘affM(t)‘ = Op(1). (6.1.20)
0<t<R
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Preuve du Théoréme On considere la relation ((6.1.16]) de la preuve du Théoréme
[6.2] Pour tout £ > 0, lorsque n — oo, on a

nh 1/2
IP’(}IS;% Sup {72 Tog.. (1) } Sup ( = {fuxn(z) —E (fn,K,h(:v))})
_ 1/2
% {¢n($) % 1f(€j§x)} s;g])'(?b K2 dt V2 > 6) — 0.

On effectue le remplacement de (- ) par

1-F(-)\?
{1—Fn<->} ¥al)-
Alors, d’apres les définitions ) de A(-), m ) de A\ g n(-), et la relation H =
1-1-F)(1—-G), on obtlent que, lorsque n — 00,
IP’( sup sup

nh 1/2 E(fo son(2)
25 2% Voms, m ihé‘?(i{k”’f‘h‘l—?:(x)})

~H () V2
o) x SEDT — {swputa) [ w0’

ZE)—)O.

On observe que

n — Blhngn@) B (nsn(@) Fa(@) — F@)  E(frcn(@)
L1 - Fy(w) o (1— Fo(z))(1 — F(z)) 1-F(z)

On conclut en appliquant (6.1.20)) au deuxiéme terme de droite, combiné avec le fait que

h € H,, vérifie la condition (6.1.2).0
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Annexe A

Variante de la loi de Strassen

A.1 Le Théoréme et sa remarque

Nous rappelons ci-dessous le Théoréme (voir le paragraphe du Chapitre 1)) ainsi
que le point 3°) de la Remarque

Théoreme A.1l. Supposons que lorsque n — oo, les suites 0 < a, < by, <1 soient telles
que,

by =0 et —om (A.1.1)
logn
Alors, pour H, = |an,by], et tout intervalle T = [u,v] tel que |Z| = |v — u| > 0, lorsque
n — 0o, on a
sup A (Fpz(h),S) = op(1). (A.1.2)
heHn

Varron et Van Keilegom [I16] (voir aussi Varron [115]) ont montré une forme équivalente
de la loi limite énoncée comme suit.

=0 het, tel0,1] V 2hlog(1/h) a

ou Hy, = [hl,, h!], et hl,, h!" sont des suites de constantes telles que h] vérifie la condition
(H.1) et hl' vérifie les conditions (H.5)—(H.6). En particulier, ils ont établi ce résultat
dans le cas multidimensionnel. Il a été alors naturel de se demander si la loi limite
pouvait impliquer une loi limite fonctionnelle similaire a celle du Théoréme dans le cas
multidimensionnel. Il s’avere que celle-ci permet bien d’obtenir une loi limite fonctionnelle
mais qui est différente de celle énoncée dans notre théoréme (voir le paragraphe . En
effet, & partir de (A.1.3), on peut obtenir un résultat qui est dans l’esprit du Théoréme
avec d’autres techniques que celles présentées au Chapitre [I] Nous pouvons montrer
que, pour H,, = [hl,, h!'], lorsque n — oo, on a p.s.

p-S., (A.1.3)

Al | Faz(h), S| =o0(1).
heHn

Indépendemment des conditions imposées a h € H,, ci-dessus (qui sont plus contraignantes
que la condition ), il est évident que est un résultat plus fort que le résultat
ci-dessus, en terme d’uniformité relativement a h € H,. Par ailleurs, il faut remarquer
que dans rien n’assure le fait que la limite asymptotique, ici égale & 1, soit la méme
pour tout h € H,. La différence d’uniformité relativement a h réside en ce point.



124 ANNEXE A. VARIANTE DE LA LOI DE STRASSEN

A.2 Loi du type Strassen par la réciproque

L’objet de ce paragraphe est de voir comment nous pouvons obtenir une loi du type
Strassen (voir le Théoréme a partir d’une loi limite telle que (voir le Fait .
Le passage de la Proposition [A-4] & la Proposition [AJ5] a attiré notre attention de part son
caractére géométrique (voir le paragraphe

Nous nous plagons dans le cas réel. Rappelons la définition des incréments du
processus empirique uniforme. Pour tout choix de a > 0 et ¢ € [0, 1], ils sont définis, pour
tout s € [0, 1], par

Enla,t;s) = an(t + sa) — an(t).

Pour h > 0, on considere la famille de suites de fonctions définie au point (1.3.10) par

h,t;-
Fazlh) = 4 5WE)ci0q pnazl,
2hlog, (1/h)
ou Z = [u,v] C [0,1] est un intervalle fixé, tel que u < v. Nous présentons une loi

limite fonctionnelle, autrement dit une loi limite de type Strassen, pour les incréments du
processus empirique uniforme dans le Théoréme [A.2] suivant.

Théoréme A.2. Supposons que lorsque n — 0o, les suites 0 < a,, < b, <1 soient telles
que,

b, =0, nby, — 0o, log(1/b,)/loglogn — 0o et a, = o(by). (A.2.4)

Alors, pour Hy, = [an, by], et pour tout intervalle Z, lorsque n — oo, on a presque strement,

A ( U fn,z(h),S> = o(1).
heHn

La démonstration du Théoréeme est reportée au paragraphe Nous souhaitons
établir la preuve du Théoreme a partir, entre autres, d’'une adaptation du Theorem 2
de Varron et Van Keilegom [116] aux incréments du processus empirique uniforme. Cette
adaptation est présentée dans le Fait 23] Par ailleurs, soulignons le fait que l'on verra
dans la construction de la preuve que ce résultat ne permet pas d’obtenir la loi limite
fonctionnelle du Théoréme [A]]

Fait 23. Sous la condition (A.2.4) du Théoréme pour tout intervalle T, on a presque
strement,

n(h, t;
lim | sup sup Len(htis)] =1 (A.2.5)

n—oo hEH t[ezl} \/ 2h log(l/h)

se|0,
Pour tout h > 0 et ¢t € [0,1 — h] N Z, nous posons
(N) (t) _ {n(h,t; ﬁ)
bk V2h1og(1/h)’

ou N > 1 est un entier arbitraire. Pour A > 0, on consideére la famille de suites de fonctions
suivante.

i=1,...,N,

Doz(h) = {20, :1<i<Ntel0,1-HNI}

— {zneRN:te[o,l—h]mI},
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N N N
ot Zy = (Z0),(0), -, Z 1(®)

Remarque A.3. Soit £ = {£ : 0 < i < N} C [0,1] un ensemble fini de points. On
consideére la projection P : [0,1] — E, définie par
1 i
P(z) = Z; , pour x € {J;,Z;] ,i=0,...,N—1.
On observe que pour tout x € [0, 1],
t+1 1 1
P — < _——_— = ==
Pa)—a) < TEL Lo L

On peut alors espérer que les éléments de D,, 7(h) forment une bonne discrétisation des
éléments de F,, 7(h) pour N assez grand et donc lorsque € — 0.

L’étude du comportement limite de {F, z(h) : n > 1} revient a celle du comportement
limite de I'ensemble de suites de fonctions discrétisé {D, z(h) : n > 1} pour la raison
suivante. Pour Z, on considere la statistique (voir le paragraphe du Chapitre
, définie par

wiz(h) = sup £{an(t) — an(s)}. (A.2.6)
s,tel
jt-s|<h
Sous les conditions du Théoréme [A.2] pour tout entier N > 1, nous avons
1
wn.z (wh
lim su M =1ps. (A.2.7)

n50 st /2R 1og(1/R)

Cette assertion se base sur le Fait[23]et en découle. Par ailleurs, une utilisation du Corollaire
2.7 du Chapitre [2] suivie d’une discrétisation et une application du lemme de Borel-
Cantelli, fournirait le méme résultat.

Maintenant, on rappelle que pour tout x = (z1,...,zy) € RY,

N
[x|? =) af = (x]x),
i=1

oil |- | désigne la norme euclidienne dans RY et (-|-) le produit scalaire associé.

Proposition A.4. Lorsque la condition (A.2.4) du Théoréme est vérifiée, pour tout
choiz de A = (\1,...,A\x) € RN, on a presque sirement,

N
lim sup ( sup supz AiZi(,]r\Lf,)h(t>> = |A|. (A.2.8)

n—oo heH, tel i—1

Cette Proposition est une conséquence directe du Fait 23| (et de (A.2.7))). Ensuite, on
désigne respectivement par

N
By = {x:(xl,...,xN) GRlel‘? < 1},
i=1
et
N
Sy = 0BN = {xz (x1,...,ZN) GRNIZ:L‘%: 1},
i=1
la boule unité et la spheére unité de RNV, N > 1. La Proposition suivante, décrit lorsque

n — o0, le comportement limite des suites de fonctions {Z;,,(t) : 1 < i < N,t €
0,1 —h]NT}.
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Proposition A.5. Sous la condition (A.2.4) du Théoréme lorsque n — oo, on a

presque sturement,

A( U Dn,z(h),BN) = o(1). (A.2.9)

heH
On consideére les ensembles
N
By = {xz (x1,...,ZN) GRNZZ.%'? < 1/N}7
i=1

et

= {35 3) () () () e e

Proposition A.6. Les ensembles BN et Fy sont isomorphes.

Preuve de la Proposition Par définition, pour tout f € C0,1], on a

U()1(5) -7 (5)or(3) -1 (557)) <

si et seulement si

g;N(f <Z;1> _f(Jif»QSl- (A.2.10)

Le Fait suivant est dit & Riesz [100].

Fait 24. Soit f une fonction réelle sur [0, 1]. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(@)  feAC.1], fy(f(z)dr <1

.o y y 2
(i7) :er(f(%)—f(ﬂ) <1, r=12,... e feC[0,1].
D’apres le Fait I'observation est équivalente au fait que f € S.O

Remarque A.7. Il nous est utile de remplacer By par By. Il suffit de poser Zf-il )\% =N
dans la Proposition [A4]

Pour finir, il faut vérifier que les ensembles {f (ﬁ) —f (%) 1 <i<N,feS}et
{g9(i) : 1 <i < N,g € S} coincident.

A.2.1 Preuve de la Proposition

Le principe de la preuve de la Proposition [AJ5] est dans l'esprit de celui de la preuve du
Lemma 2 de Finkelstein [64]. La Proposition fait office d’outil de base a la place de
la loi du logarithme itéré de Hartman-Wintner (voir [74]). Notons que l'on retrouve ce
principe de preuve dans un article récent de Csorgd, Hu et Mei [I8]. L’adaptation & notre
cas est présentée dans ce qui suit.

Soit Ly 'ensemble des points limites de toute suite de I'ensemble Uy, c3,, Dp z(h). Montrons
que Ly C By. D’apres la Proposition pour tout choix de A = (A1,...,Ax) € RY, on
a presque siirement,

N
lim sup sup SupZ)\iZi(]:)h(t) = |A|. (A.2.11)
n—00 he€Hn t€Z ;| Y
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Notons qu’il est intéressant d’illustrer la preuve de cette inclusion dans le cas N=2 avec
une figure. D’apres 'inégalité de Schwarz, on observe que 1’on a presque siirement,

ZA znh <‘A‘X‘Z ’
Par passage au supremum sur t € Z et h € H,, et a la limite supérieure, on obtient

lim sup sup supZ)\ m)h(t) < limsup sup sup |Z,| x |A],
n—00 heHn tel | n—00 heH, teZ

En combinant cette inégalité avec (A.2.11]), on voit que

limsup sup sup |Z,| > 1.
n—00 heHM, tel

Vérifions que

limsup sup supZZZ(]Z)h (t)? = 1. (A.2.12)
n—00 heM, tel j—,
On suppose que
limsup sup sup|Z,|=1+4, J>0.
n—0o0 heH, tel
On choisit {A,, : n > 1} une suite de vecteurs de RY telle que pour tout n > 1, A,, € Sy
et

limsup sup supA, X Z, = 1+9.
n—oo heH, tel

Comme Sy est un ensemble compact, la suite A,, admet une limite qui correspondra a A
qui est de norme 1, et tel que

limsup sup sup |A| X |Z,| =1+4.
n—00  heM, tel

D’apres ((4.2.11)), on constate alors que § = 0 et on a bien

lim sup sup supZZfﬁf)h (t)2 =1 et a fortiori Ly C By.
n—00 heH, teZ ;3

Maintenant, montrons que By C Ly. On commence par montrer que Sy C Ly, autrement
dit, que I’ensemble des points limites L contient la frontiere de la boule 0By . Soit A € Sy.
D’apres la Proposition [A-4] on a presque siirement,

lim sup sup supZ)\ ”L)h( t)=|A| =1 (A.2.13)
n—00 heMn tel j—,
Evaluons la distance euclidienne entre A et Z,,. On a

|Z, = AP = |Za* + |APP = 2(A|Zy,).

On effectue un passage au supremum sur ¢ € Z et h € H, et a la limite supérieure.
Combinant les assertions (A.2.12), (A.2.13) et le fait que A € Sy, on constate que cette
distance tend presque stirement vers 0. Alors, chaque point de la sphere est atteint par une
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suite de Upep,, Pn,z(h). Cela signifie que, pour un entier N donné, on a presque stirement,

Sy C Ly. (A.2.14)
Soit II la projection définie par
Im: R R
(X1, oy Tpt1) = (1, ... 20).
Notons qu’il est intéressant d’illustrer ce qui suit dans le cas N=3 avec une figure. Un

raisonnement par récurrence sur la dimension, permet de voir que 'inclusion (A4.2.14]) est
vraie pour tout entier positif N. On consideére la suite

N N .
Xivin = (200,00, 28 ,00) i=1,... N,

D’apres la généralisation de (A.2.14) a tout N, II(L;11) = L;, ensemble des points limites
de la suite N N
I(Xit1n) = Xin = (Zf,n?h(t)» ) (t))

0 “imn,h

contient I1(S;1+1) = B;. Cette propriété permet de conclure.O



Annexe B

Compléments

B.1 Ensemble de Strassen

Pour toute fonction f € B[0, M],0 < M < oo, on a introduit (voir les définitions (|1.2.3])
et (1.2.4) au paragraphe du Chapitre

Flagn = { [ fpzan}™ i e AClo, M] et £(0) =0,

dans tous les autres cas,
la norme hilbertienne définie sur B[0, M] et
S:={fe€B[0,1]:[flhm <1},
I’ensemble de Strassen.

Propriété B.1. L’ensemble de Strassen est un sous-ensemble compact de (C[0,1],U),
l’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] muni de la topologie uniforme.

Preuve. Combiner la preuve du Theorem 1.1 p.106 dans del Barrio, Deheuvels et van de
Geer [41] et le point 1°) de I'Example 1.3 p.107 dans [41].

Propriété B.2. L’ensemble de Strassen est la boule unité de ’espace de Hilbert d noyau
auto-reproduisant associé au processus de Wiener sur [0, 1].

B.2 Convergences d’ensembles

On a défini la distance de Hausdorff entre les ensembles A, B C B0, M], par (voir la

définition (1.2.2)) au Chapitre [1)

inf {9 >0:ACB’et BC A‘g} lorsqu’un tel 8 existe,

00 sinon.

A(A, B) = { (B.2.1)

Une définition équivalente de la distance de Hausdorff est la suivante. Pour toute fonction
f € B[0, M], introduisons

A(f.B) = inf [1f =g

et

0(A, B) :=supd(f, B).
feA
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Alors, on définit la distance de Hausdorff entre les ensembles A, B C B[0, M], par
A(A,B) =46(A,B)Vi(B,A).

Soient {A, : n > 1} C B[0, M] et A C B[0, M]. Lorsque A(A,,A) — 0, quand n — oo,
on dit que la suite d’ensembles {4,, : n > 1} recouvre complétement A. Autrement dit,
la suite {4, : n > 1} est relativement compacte et son ensemble limite est A. L’ensemble
A est alors a la fois 'adhérence asymptotique (ensemble limite extérieur) et lintérieur
asymptotique (ensemble limite intérieur) de {A4,, : n > 1}. Considérons I'exemple de
Strassen présenté dans l'introduction de la these, ou la suite {n,(-)}.>3 est relativement
compacte dans (C(0,1),U) avec probabilité 1, et que ’ensemble de ses points limites est
égal a S. On traduit ces notions de relative compacité et d’ensemble limite par les deux
propriétes suivantes.

(4) pour toute suite d’entiers ng, k& > 1 il existe une sous-suite ny; et une fonction g € S
telles que

Ty, (x) = g(x) uniformément en z € [0, 1],
(73) pour tout g € S, il existe une suite ng = ng(f) tel que

ny, (€) = g(x) uniformément en x € [0, 1].

B.3 Probabilité extérieure
Soit (€2,.A) un espace €2 muni d’une tribu A.

Définition B.3. Soient A, B € A. L’application P, : (Q2,.A) — [0, 1] est appelée probabi-
lité extérieure si

(1)  Pe(@)=0etP(02) =1;
(15)  P. est croissante : A C B = P.(A) < P.(B);
(131) P, est sous-additive : pour toute suite { Ay : k € N} € A,

Pe (U Ak;) <Y Pe(Ag).

keN keN
Nous présentons cette définition pour la raison suivante. Soit Xi,..., X, une suite de
variables aléaroire réelles i.i.d. Pour tout n > 1, on considere g,(X1,...,Xp;2),z € R,

une fonction mesurable. Cette mesurabilité n’assure pas le fait que

sup gn (X1, ..., Xn; ),
xel

soit aussi mesurable. De ce fait, on usera de la convention qui suit. On note (2,4, P)
I'espace de probablilité sur lequel nos variables aléatoires sont définies. Lorsque {4,, : n >
1} sont des sous-ensembles (éventuellement non mesurables) de €, on écrit P(A,) — 1
(ou encore P(A,) — 0, avec A, := Q — A,), lorsqu'il existe une suite {B,, : n > 1} C A,
telle que A,, C B, pour tout n > 1 et P(B,) — 0. Autrement dit, il suffit de travailler sur
I'espace de probabilité (2, .4, P.).
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B.4 Notations Op(1) et op(1)
Soient {ay : n > 1} une suite de réels et {b, : n > 1} une suite de réels positifs. On note

{O(bn) si pour un certain M > 0, 3% < M < oo pour tout n > 1
ap = n

o(by) si limy o g—: =0.

On utilise des notations similaires pour des suites de variables aléatoires. On dit que
{X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires est bornée en probabilité si

pour tout € > 0, il existe une constante 0 < M < oo telle que P (| X,,| > M) <e,n > 1.

Dans ce cas, on écrit X,, = Op(1). Lorsque X,, converge en probabilité vers 0, on écrit
X, = op(1). De plus, pour {X,, : n > 1} et {Y,, : n > 1} deux suites de variables aléatoires
on a les propriétés suivantes.

(i) Xp=op(1l) = X, = Op(1)

(11) Op(1) + Op(1) = Op(1) et Op(1) x Op(1) = Op(1),

(7i1) Op(1) 4+ op(1) = Op(1) et Op(1) x op(1) = op(1),

(1v) Op(X,) + Op(Yy) = Op(X, VY,) et Op(X,,) x Op(Yy) = Op(X, V).






Annexe C

Uniform-in-Bandwidth Functional
Limit Laws

AbstractE] We provide uniform-in-bandwidth functional limit laws for the increments
of the empirical and quantile processes. Our theorems, established in the framework of
convergence in probability, imply new sharp uniform-in-bandwidth limit laws for func-
tional estimators. In particular, they yield the explicit value of the asymptotic limiting
constant for the uniform-in-bandwidth sup-norm of the random error of kernel density
estimators.We allow the bandwidth to vary within the complete range for which the esti-
mators are consistent.

Keywords Functional limit laws - Kernel density estimators - Nonparametric functional
estimators - Convergence in probability - Weak laws - Laws of large numbers

C.1 Introduction and Results

C.1.1 A Functional Limit Law

Let Uy, Uy, ... be independent and identically distributed [iid] uniform (0,1) random va-
riables [rv’s]. Let Uy, (u) := n 1#{U; <wu:1 < i < n}, u € R, be the empirical distribution
function [df] based upon Uy, ...,U,, where # denotes cardinality. Define the empirical
quantile function [qf] pertaining to Uy(-) by V,(v) := inf{u > 0: U,(u) > v}, 0 <v <1;
Vn(v) :=0, v <0, and V,,(v) := 1, v > 1. Denote the uniform empirical (resp. quantile)
process by
an(u) = n"? (Up(u) —u) and Bu(u) :=n'?(Vy(u) —u) for ueR.

For each bandwidth h > 0 and t € [0, 1], consider the increment functions

En(hit;u) i= an(t + hu) — ay(t) and

Cu(hstsu) i= Bp(t + hu) — Bp(t) for uweR. (C.1.1)
Set log, s :=log(sVe) fors € R. Let 0 < a, < b, < 1,n =1,2,..., be constants which will
be made precise later on. We are concerned with the joint in h € H,, := [an, b,] limiting

behavior, as n — 00, of the sets of functions
Fra(h) = {5n(h; ) /\[2hlog, (1/h) : t € [0,1— mI} , (C.1.2)

1. Article écrit en collaboration avec Paul Deheuvels, et & paraitre dans la revue Journal of Theoretical
Probability [40].

and
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Gnz(h) = {Cn(h;t; -)/\/m te[0,1— Al mI} , (C.1.3)

where Z := [u,v] C [0,1] is a fixed interval, with |Z| := |[v — u| > 0. When Z = [0, 1], we
set, for short, F,(h) := Fp.0,1)(h) and G, (h) := Gy.10,1)(h). Denote, by (B[0,1],U) (resp.
(ACI0,1],U)) the set of bounded (resp. absolutely continuous) functions on [0, 1], endowed
with the uniform topology U induced by || f|| := sup,cp 1] [f(u)]. Set f(-) for the Lebesgue
derivative of f € AC[0,1]. For each € > 0 and f € B[0,1], set N(f) := {g € B[0,1] :
|f —gll < €}, and, for each A C B[0,1], set A := Uyse 4 Ne(f), with the convention that
Ug(+) := 0. Define the corresponding Hausdorff set-distance of A, B C B[0, 1], by

A(A, B) := inf {9 >0:AC Band B C AG} whenever such a 6 exists;
A(A, B) :== oo otherwise. (C.1.4)

Consider the norm defined on BJ0, 1] by
1, 1/2
|l = {/ f(u)%zu} when f(0)=0 and fe AC[0,1];
0
|flm =00 otherwise. (C.1.5)

Set S := {f € B[0,1] : | f|lu < 1}. Fact[I]is established in Deheuvels [39] (see also Deheuvels
and Einmahl [33]).

Fact 1. Assume that {h,, : n > 1} fulfills the limiting conditions, as n — oo,
hn, — 0 and nhy/logn — co. (C.1.6)
Then, for each Z = [u,v] with |Z| = |v — u| > 0, we have, as n — oo,
A (Fpz(hy),S) =op(l) and A (Gpz(hy),S) = op(1). (C.1.7)

The uniform in bandwidth version of Fact [I] stated in the following theorem constitutes
our main result.

Theorem C.1. Assume that 0 < a, < b, < 1 are such that, as n — oo,
b, -0 and na,/logn — co. (C.1.8)

Then, with H,, = [an, by], for any Z = [u,v] with |Z| = |v — u| > 0, we have, as n — oo,

(1) hseu”;'-lt) A (Fpz(h),S) = op(1), and (C.1.9)
(i)  sup A(Gnz(h),S) = op(1).
heHn

The proof of Theorem is postponed until Section In and below, we

give some applications of this theorem. Our results on functional estimation, in §C.1.3]
will motivate further the functional limit laws in (C.1.9).
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C.1.2 Modulus of Continuity of Empirical and Quantile Processes

In this section, we provide uniform-in-bandwidth limit laws for the modulus of continuity
of empirical and quantile processes (see, e.g., Stute [108], Mason et al. [92], and Mason
[86]). We will need the following analytical lemma. Let © : B[0,1] — R U {oco} be a
functional which is continuous with respect to the uniform topology U, and bounded on
S. Observe that S is a compact subset of (B[0,1],U).

Lemma C.1. For each € > 0, there exists an 7(¢) > 0, such that, for any 7 C B[0, 1], we
have

A(F,S)<n = ’sug@(g) - ?Cu[S)Q(f)‘ <e. (C.1.10)
9€ S

Proof. Set, for g € B[0,1] and A C BI0,1], D(g,A) := infrea||f — g|| when A # 0;
D(g, A) := oo otherwise. Since, by (C.1.4), A(0),S) = co, we may reduce our proof to the
case where F # (). By compactness of S and continuity of O, there exists an fo € S such

that ©(fo) = sup ;g O(f). Moreover, for each e > 0, there exists an 7;(¢) > 0 such that
llg — foll <m(e) = 1©(g9) — O(fo)| < e. It follows that

Sg}-m(f) = 3g0 € F : |lgo — foll <m(e)
= sup©O(g) > O(go) >supO(f) —e.
geEF fes

Consider the assumption (H) : {for each n > 0, there exists a g € S", such that ©(g) >
supses O(f) +¢}. Under (H), there exists a sequence {g, : n > 1} C B[0,1], such that
O(gn) > supses O(f) + ¢ for each n > 1, and D(g,,S) — 0 as n — oo. This implies the
existence of {f, : n > 1} C S, such that ||g, — fn]| — 0 as n — oco. By compactness of
S, there exists a convergent subsequence f,, — 9 € S as k — oo. We have, therefore, as
k — 00, ©(gn,) — O(1) < supses O(f), which contradicts (H). The impossibility of (H)
implies the existence of an 7(g) > 0, such that g € S2) = O(g) < supres O(f) + €.
This, in turn, entails that

FC SW2(5) = sup @(g) < sup @(f) te
geEF fes

We conclude ((C.1.10)), by setting n(g) = n1(¢) V n2(€) in the statement of the lemma.O
For Z = [u,v] C [0,1], consider the statistics

woz(h) = sup H{an(t) = an(s)},  and Oz (h) = sup {8 (t) = ()}
\tis€|§h |ts—75€\§h

In view of Lemma [C.I] we obtain the following corollary of Theorem [C.I}

Corollary C.2. Let H,, = [an,b,] and Z be as in Theoremm Then, as n — 0o, we have

ez (h)
(1) sup |———=———=—1|=o0p(1l); and
heHn | \/2hlog, (1/h)
Oz (h
(i)  sup oW 1| = op(1). (C.1.11)
h€Myn | \/2hlog, (1/h)
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Proof. The functional ©F(f) = supg<,,;<; £{f(t) — f(s)} is continuous on (C[0, 1],U),
p

and fulfills (see, e.g., (4.1.3), p. 1276 in [37]) sup s ©F(f) = 1. By combining (C-1.9) (i
with (C.1.10), taken with F = F,,.z(h), we obtain that, as n — oo,

Wiz(h) ‘

—=— — 1| = su
Shlog(1/h) i

sup  O(f) —supO(f)| = op(1),
feFnz(h) fes

sup
heHn

which yields the first half of (C.1.11]). The proof of the second half is similar and omitted.O

C.1.3 Uniform-in-Bandwidth Kernel Estimation

Let X1, Xo,... beiid random copies of the rv X, with df F'(-) :=P(X < ). Fix I = [¢,d] C
J =1[d,d] C R, with —o0o < ¢ < ¢<d<d < oco. Assume that the density f(-) of X
is defined and continuous on J. By a kernel is meant a right-continuous function K(-),
of bounded variation and compact support on R, such that [p K(t)dt = 1. The kernel
estimator of f(x) (Parzen [97], Rosenblatt [I01]) is defined, for A > 0 and = € R, by

fnn(@ ;h;"; ( )

Our next theorem, describing the wniform in bandwidth consistency of f, x(-), will be
shown to follow from Theorem We discuss in Remark below its relevance with
respect to the literature on functional estimation.

Theorem C.2. Let H,, = [ay, b,] be as in Theorem Then, as n — oo,

sup
heHn,

nh 12
{210g+(1/h)} ilé}}):l:{fmh(ar) —E(fan(z))}

/2
{supf K2 dt}
zel

Remark C.3. 1°) holds when sup,c; £ {fun(x) —E(fnn(z))} is replaced by
super | fun(2) — E (fon(x))]. Weighted versions of (C.1.12), such as that given in Theorem
1.2 of [39], may be obtained by the same arguments.

2°) The methods of proof of Theorem can be used for the description of a num-
ber of functional estimators. Among these, we mention kernel estimators of the density
derivatives (refer to §4 in [37], and see, e.g., [8, @]).

3°) To illustrate the sharpness of the conditions implying , we observe
that this relation implies (by choosing H, = [hn, hy] in Theorem that, whenever
{hy : m > 1} is a sequence of constants fulfilling, as n — oo,

= op(1). (C.1.12)

(1) nhyp/logn — 0o, and (i) hy, — 0, (C.1.13)

then, as n — oo,

nh 1/2
(i) 2 U)o

zel

/2
{supf K%(t) dt} . (C.1.14)

zel



C.1. INTRODUCTION AND RESULTS 137

The property (C.1.14) (see, e.g., Theorem 1.1 in [33], Theorem 1.2 in [39]) was proved
by Silverman [I06], under more stringent conditions than (C.1.13)) (see [22] 37, 33} [109]).
In general, (C.1.14) fails to hold when either (¢) or (i7) in (C.1.13)) is not satisfied. The

convergence in (C.1.14]) (and hence in (C.1.12)) does not hold almost surely [a.s.] for an

arbitrary f(-) (continuous on J), without additional conditions. Namely, if we assume, in

addition to (C.1.13)), that
log(1/h,
(i) 0g(1/hn)
loglogn

then, setting (¢ 4+ 1)/c := 1 when ¢ = oo (see, e.g., Theorem 1.1, pp. 1304-1305 in [33]),
we have, a.s.,

€ (0,00], (iv) hypl0, and (v) nhy, T oo, (C.1.15)

nhy, /
hy?l_)So%p {mr(l/hn)}l i i}éll)i {fn,hn () —E (frhn (z))}

1/2
= <C+1) {supf K2 } ,
c rel

it {5 i | S (@) < B (a0}

B2 Qg (1/h) ) 58

1/2

{supf K2 dt} .
zel

By all this, an a.s. version of (C'.1.12)) should minimally require (ii7) in (C.1.15]) to hold
with ¢ = oo.

4°) A number of authors (see, e.g., Einmahl and Mason [61], Deheuvels and Mason [39],
Dony 48], Dony and Einmahl [49] 50], Dony et al. [51], Dony and Mason [52], Einmahl and
Mason [62], Mason [88, 89], Mason and Swanepoel [91], Viallon [118]) have used the theory
of empirical processes indexed by functions to obtain uniform in bandwidth convergence
theorems in the spirit of . Most of these results have been given in the setup of
a.s. convergence. For example Theorem 1 of Einmahl and Mason [62] shows that, for each
r >0, a.s.,

; nh 1/2 .
A {log(l/ h) v loglogn} Sp (@) = E (fun(@))|
= K(I,r) < o0, (C.1.16)

where the explicit value of K(I,7) in (C.1.16) is unknown. Varron and Van Keilegom [116]
(see also [114] and Corollary 1.1, p. 1048 in Varron [115]) have evaluated the a.s. limit

n 1/2
£ = lim (sup {h)} i‘él;’fn,h(x)_E(fn,h(x))’>7 (C.1.17)

n—=0 \ heH, 2 log(l/h

where H,, = [h],,h]], and hl, k! are sequences of constants fulfilling (C.1.13)—(C.1.15)),

n»''n ny''n

among other conditions. The methods of proof of (C.1.17)) are appropriate to provide a.s.
versions of

nh 1/2
{mgu/h)} S0P | (&) = E (Jan (@)

/2
{supf K%(t) dt} . (C.1.18)

zel
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On the other hand, it is not clear whether these methods may be used or not, to give al-

ternate proofs of (C.1.12)), which turns out to be a much stronger statement than (C.1.18]).
The interest of doing so would be to extend Theorem to multidimensional observa-

tions. Presently it is beyond reasonable hope to achieve this program without new technical
arguments. This gives sufficient motivation for the present work. Moreover, the quantile
process part of Theorem [C.I]cannot be extended to higher dimensions, being specific to the
univariate case. We refer to Viallon [I18] for a discussion of the corresponding applications.

We provide below a proof of Theorem [C.2] The following analytical lemma will be useful.

Lemma C.4. Denote by I(t) := t the identity. Let 7 be a set of measurable mappings
of [0,1] onto [0, 1]. Set 6 := sup, |7 — I||. For each (non-empty) subset F of BJ0, 1], set
FoT :={for:feF, 7T} Then, we have

A(FoT,S)<A(F,S)+ V. (C.1.19)

Proof. For any f € S, the Schwarz inequality shows that, for each 0 < s,¢t < 1,

t . t
£0)~ £6)| = | [ fda| < {je = of x| [ flw?au
S S
Therefore, for any g € F, 7 € T and f € S, we have the inequalities
lgor—fl <llgor—for|+Ilfor—fll <lg—fll+Vo. (C.1.21)

1/2
} <Jli—sl.  (C.1.20)

The inclusion F C §€ is equivalent to the existence, for each g € F, of an f € S such
that |lg — f|| < e. By (C.1.21), this implies that, for each 7 € T, [[go T — f|| < e + V9,

whence FoT C Sandd Likewise, the inclusion S C F€ is equivalent to the existence, for
each f € S of a g € F such that ||g — f|| < e. This, in turn, implies that, for each 7 € T,

lgom—f|| < e++/8, whence S C (Fo 7')5+‘/§. By all this, we infer (C.1.19) from .D

Proof of Theorem We follow the arguments on pp. 12781281 of [25], to reduce
the proof to the case where K(u) := K(—u) = 0 for u ¢ [0, 1]. By setting U,, = F(X,,) for
n=1,2,..., we need only (see, e.g., (4.2.5)—(4.2.6) in [25]) consider the limiting behavior
of

PR () ~ B @) =~ [ (@alF G+ ) = an(F)dK (), (122

for h € H,, and with x varying within a specified [C, D] C I = [e,d], with C < D. Let
zo € [C, D] be a point where f(-) reaches its maximum, with f(zo) = sup,¢(c p) f(z) > 0,
to avoid degeneracy. Observe, via (C.1.22), that

PR () ~ B Gan) = = [ €alhf o) F(@)s ()R ),

where 7(u) := {F(x + hu) — F(z)}/{hf(zo)} for 0 < u < 1. An application of Taylor’s
formula shows that

f)
f(z0)

Here, we assume that h € H, imposes that h < hgy for some hy > 0 so small that
[C — ho, D + ko) C J = [, d]. It follows from (C-1.9)(i) in Theorem [C.1] that, as n — oo,

\/2hf(x0)10g+(1/(hf(x0))) -

|IT =1 = sup |7(u) —u| <n(C,D):= sup - 1‘ . (C.1.23)
0<u<1

C—ho<y<D+ho

sup A
heHn
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By (C.1.23) and an application of Lemma this shows, in turn, that, for each ng > 0,

we have, as n — oo,

(SUPA({ n(hf (0); F(2); () :C<x<D},8)
nettn \ | \/2hf(x0) log, (1) (hf(@o))
o1 0+m) (C.1.24)

By Lemma taken with ©(g) := fol Tg(u)dK (u), for each ¢ > 0, there exists an

n > 0 fulfilling (C.1.10). If we set 19 = n in (C.1.24]), and then, select C, D so that

n(C, D) < %n, we infer from (C.1.10) and (C.1.24]) that, as n — oo,
> 5) — 0.

(C.1.25)

1 _
—sup /0 Fg(u)dK (u)

sup
C<z<D

{ En2h{ fon(x) — E (fan(z))} }
\/th(xo) log, (1/(h.f(x0)))

P | sup
heHn
It is readily checked (see, e.g., (4.2.11) in [25]) that

1/2 1/2
sup/ Fg(u dK {/ K2 du} {/ K2 du} .
gesS

In view of (C.1.23), we may partition the interval I = [¢,d] of Theorem into a finite
union of intervals [C, D], as above, each fulfilling \/n(C, D) < %17. By writing (C.1.25) for
each of these intervals, we obtain that, as n — oo,

P(%ﬁ 2 1og’i?1/h> }1/2 ?Jé‘? (£ (urle) ~E(fan(=})
s;él;f K2 )t } | > 2a{i21;f(x)}1/2 (1 +{ /RKZ(t)dt}l/Q)> 0.

Since the initial choice of € > 0 in this relation is arbitrary, we conclude (C.1.12)), as
sought.O

C.2 Proofs

C.2.1 Outer Bounds for Increments of Empirical processes

The following proposition constitutes an “outer-bound" part of Theorem By Lemma
A1 of Berkes and Philipp [4], we assume that the random quantities we consider are defined
on the same probability space (€2, A, P).

Proposition C.5. For each 0 < €g,&; < 1, there exist constants 0 < r1(g9,€1), b1(€0,€1) <
oo such that, setting

/Hn,l(eo,&l) = [’r‘l (60,61)n_1 log n, bl(z—:o, 61)} , (C.2.26)

we have, for all n sufficiently large,

IP( U Fuh)c Sﬂ) >1— . (C.2.27)

h€Hn,1(c0,e1)
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Proposition implies that, under the assumptions of Theorem for each 0 < € < 1,
as n — 00,

P ( U Fulh) C S€> — 1. (C.2.28)

heHn

The following arguments are oriented towards proving Proposition We denote by
{TI(¢) : t > 0} a right-continuous Poisson process on R, with E(II(¢)) = ¢ for ¢t > 0, and
by {W(t) : t > 0} a standard Wiener process on RT. The next fact follows from Komlds,
Major and Tusnady [79] (see, e.g., (3.13), p. 1267 in [25]).

Fact 2. We may define {II(¢) : t > 0} and {W(¢) : t > 0} on (2, A, P), in such a way that,
for universal positive constants C1,Cs, Cs, for all T'> 0 and z € R,
P ( sup [II(z) —x — W(x)| > Cilog, T + z) < Cyexp(—Csz). (C.2.29)
0<z<T

Recalling the definition (C.1.5) of | - |g, introduce a functional J(-) on (B[0,1],U), by
setting

J(A) = }ggmﬁ when AC B[0,1], A#0; J(A):=oc0 when A=0. (C.2.30)
For each A > 0, set Wyyy(s) 1= (20)~1/2W (s) for s € [0, 1]. The next fact is due to Schilder
[m02].

Fact 3. Whenever F' (resp. G) is a closed (resp. open) subset of (B[0,1],U), we have

(i) limsup A" logP (W{)\} € F) < —J(F);

A—00

(ii) liminf A" logP (Wi € G) > —J(G). (C.2.31)
A—00
Fact below coincides with Lemma 3.5 in [25]. Set, for each a > 0,¢ > 0,n > 1 and s > 0,

Ly(a;t;s) = n_l/Z{H(nt + nsa) — I(nt) — nsa}. (C.2.32)

Fact 4. Forany n > 5,0 < a < 1/2and 0 <t < t+ a < 1, we have, whenever the
probabilities are meaningful,

P(&n(a;t;-) € A) < 2P (Lp(ajt;-) € A). (C.2.33)
For the next fact, we refer to Lemma 2.5, p. 2021 in [33].

Fact 5. For each 0 < e < 1, and for each f € B[0,1] and 0 < € < |f|g < 1, we have
J(B[o, 1] - Se) > (14?2 and JNA(f) < (Iflm— ) (C.2.34)

Proposition C.6. There exists a Cy > 0 such that the following holds. For each 0 < e < 1,
there exist constants 0 < a(e) < 1/e and 0 < ¢(€) < oo, together with an n(e) < oo, such
that, for all n > n(e) and a > 0 fulfilling

na/logn > c(e) and a < af(e), (C.2.35)

we have

P (5”(‘”) ¢ SE) < Cyal™*e. (C.2.36)
2alog, (1/a)
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Proof. Below, we let n > 5,0 < a < 1/eand 0 <t <t+a < 1, so that log, (1/a) =
log(1/a) and the assumptions in Fact [4] are fulfilled. Fix an arbitrary 0 < € < 1, and set
€1 = V1+2—1and eg = %6% Observe that 2e; + 6% = 2¢, so that ¢ > 0, e > 0 and
€ = €1 + €2. By combining these relations with (C.2.32)), (C-2.33) and (C.2.29)), we obtain
readily the inequalities

€) = _Gal@t) e CLa(aiti) e
o) P( 2alog, (1/a) €S) = 2P< 2alog(1/a) §ZS>
(Mo o) <o)

2nalog(1l/a 2nalog(1l/a
W(na-) — {Il(na-) — na-}
o2 (oggl Vv/2nalog(1/a) = 62)
=: 2P17n(€1) + 2P27n(€2). (0237)

Observe thar Py ,,(e1) = P (Wiiog(1/a)} € F), where F':= BJ0,1] — S is a closed subset of
(B[0,1],U). Since, by (C.2.34), J(F) > (1 + €)%, we infer from (C.2.31))(7) the existence
of an a(e) € (0,1/e], such that, for all 0 < a < a(e),

Pin(er) = P (W{log(l/a)} € F) < exp ( — {Iog(l/a)}{(l + 61)2 — 62})
= qglftera < glte, (C.2.38)

Next, we combine ((C.2.29)) with (C.2.37)), to obtain the inequalities, for an arbitrary ey > 0,

P p(e2) = IP’( sup |lI(z) —x — W (x)| > C;log(na) + zn)

0<z<na
< Chexp(—Cszy,), (C.2.39)
where z, := €21/2nalog(1l/a) — C1 log(na). Observe that
03211 — Ce \/5{ na }1/2 1— Cl log(na) (C 2 40)
log(1/a) 72 log(1/a) e2/2nalog(1/a) | o

Fix any ¢ > 0, and consider the following two cases.

Case 1. Forn~1/2 < ¢g < 1/e, we have

log(na) < log(n/e) - V2logn
Vnalog(1/a) ~ \/n1/2 lognl/2 nl/4 -

Case 2. For CIO% <a<n 12 andalln > ni(c) := inf {m >5:VYn >m,log (ﬁ) < logn},

we have
log(na) < log \/n _ 1 .
vnalog(l/a) ~ \/(clogn) log v/n V2e

Set now, for ¢ > 0 and ni(c) as defined above,

v/21 2
na(c, €2) :=inf < m > ny(c) : Vn > m, ogn < 2?2 ,
n1/4 201
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and select ¢ > 0 by setting ¢ = c(e2) := E%max {012 , %} In either Case 1 or Case 2,
2 3

whenever n > ns(e) := na(c(e2), €2), we have, for all a > 0 such that c(e2)n " tlogn < a <
1/e,

C1 log(na) 4 V2logn 1 1
< max , <z,
e2v/2nalog(1/a) ~ ey/2 nl/4 2¢(e2) 2
and
1/2 1/2 1/2
{ na } > nan Z{na} > 6(62)22\/§,
log(1/a) log(m) logn Cseg
whence
1 €92
< d > .
2c(e2) — 2CH and - clez) 2 C3e3

By combining these inequalities with (C.2.40)), we obtain that, with z, as above,

Cszn 2v2 1
— > (! 2 - =2.
log(1/a) — se2V2 Cseg 3
Therefore, we infer from (C.2.39)) and (C.2.40)), that
n>nse2) and cle)n tlogn<a<l/e = Pa,ler) < Cra®. (C.2.41)

e <land 0 < a < 1/e < 1, allow us to rewrite the RHS of
< Cya? < Cyal™e. This, when combined with (C.2.37) and (C.2.38)
n(€1) + 2Py 5 (€2) < 2(Cy 4 1)a' ™, which yields (C.2.36), with

17
(€) := na(e2), with e := L {yT¥2¢ —1}°.0

The inequalities 0 <
(

[C241) into Pra(e2)

€
entails that P,(e) <
Cy = 2(02 + 1) and

2
n

Proposition C.7. For each f € S such that 0 < |f|g < 1, and € such that 0 < € < %|f|H,
there exist an a'(e, f) > 0, an n3(3€) < oo and a c(4¢€) > 0 (both depending upon e only),
such that the following properties hold. For each sub-interval Z = [u,v] of [0, 1], with
|Z| = |v — u| > 0, whenever

n>ns(3e), c(en llogn<a<d(e f)ASZ| and ZC[0,1-al (C.2.42)
we have
plvter. Snl®h) ZN() | <2exp (“3{IZInL}a?). (C.2.43)
2alog, (1/a)

Proof. Assume that |Z| < I, otherwise, replace Z = [u,v] by [u,u + 3]. Let n > 5,
0 <a<|ZIN(1/e),and Z C [0,1—al, so that log, (1/a) =log(1/a), and the assumptions in
Facthold. Let f € S be such that 0 < | f|m < 1, and choose an € such that 0 < e < 3| f|m,
and hence, 1 —¢ > 1 — %|f]H > % By (]C.2.29D, (]0.2.32[) and 1j we proceed as in

the proof of (C.2.37)), to obtain that, with |u| < u < [u] 4+ 1 denoting the integer part of
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Qule) = P(\ﬁezz _nlaiti) szx\uf))

2alog, (1/a)
< 2P (VteI: m %M(f))
< (e (S o))
< 2exp <—UI|/aﬂP’ (% € M(f)))
< 200 (= LIZl/al{ Psn(e) = Pn(}e)}) (C.2.44)

where Pz, (€) := P (W(na)/\/Zna log(1/a) € N%e(f)> =P (W{log(l/a)} € G), and, with
Pan() as in (CZ39),

W(na-) — {II(na-) — na-} > %e) '

Prn(3€) = P
2n(3€) ( s 2nalog(1l/a)

0<t<1

Here, G := N%G(f) is an open subset of (B[0,1],U). By (C.2.34) and the assumption
2

that 0 < e < 3|flu < 5, we get J(N%E(f)) < (|f|H—%e) < (1—%6) <1-2e

By (C.2.31))(¢7), this implies the existence of an aj(e, f) € (0,1/¢e], such that, for all

1
0<a<ai(ef), Psn(e) =P (W{log(l/a)} € G) > exp (—{ Iog(l/a)}{(l — %e)}) = al™2¢,
On the other hand, we may use (C.2.41]) to obtain that

n > ns (%e) and c(%e)nlogn <a<(1l/e)A {012}2/6
1

= Pyn(he) < Cha® < Ja' 2" (C.2.45)

Next, we see that, if a < %|I|, then L@J > @ -1> ‘Zl . By (C.2.44)), this entails that

a

Qn(e) < 2exp ( ‘Zl x a7 3¢ ), which suffices for (C.2.43). In (C.2.42)), we let ng(-) and ¢(-)
be as in the proof of Proposition [C.610

Lemma C.8. Foreach f €S, 0< A<landt<s<s+ Ala<t+a,set

fstar(u) = \15\ {f (s ; ! + )\u> —f <8 ; t)} for 0<u<Ll (C.2.46)

Then, we have

fs,t,a,)\ €S and ’fs,t,a,)\‘H < ‘f‘]l-]l (0.2.47)

Moreover, for any 0 < e < 1, there exists an 0 < aj(e) < 1/e, such that, for each
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0<a<ai(e)and 0 <t <1—a,

{ én(mt;') GM(f)}
2alog, (1/a)

{ Enlast; ) c Se}
2alog, (1/a)

n(Aa; s;-) 6e . 1 }
= €S :Vset,t+(1—Nal], VA€ [5,1] ;. (C.2.49)
{\/2Aalog+(1/(Aa)) ?

Proof. Let 0 < a < 1/e. Whenever the event on the LHS of (C'.2.48]) holds for some f € S,

we have
&n(ast;)/\/2alog, (1/a) — (C.2.50)

Since f € S, we have, by (C.1.20), ||f|| < |flm < 1. Thus, by (C.2.50) and the triangle

inequality, we get
En(ast;-)/y/2alog, (1/a)

By combining again (C.2.50) with the triangle inequality, we obtain likewise that, for each

Set|[lfll<e+l

3 <A<,
bnlasti) ol oy | Glait) log..(1/a) }1/2__
'\/2alog+(1/(Aa)) f()H = cf 2alog_ (1/a) ><|{log+(1/(Aa)) !
< e+ (e+1)M(a), (C.2.51)
where
o [ s/ __‘ log(1/a) '/ .
M(a) == o {log+(1/()\a))} 1|_ {log(2/a)} 1| =0 10.

There exists an 0 < aj(€) < 1/e such that M(a) < €/(e + 1) for 0 < a < ay(e). Thus,
whenever % <A<,

Enla; ;- IO + (e +1)M(a)
\/QAalog+,1/(Aa)) VA VA

For feS,0<A<land0<t<s<s+Xa<t+a<l1,let fs;,x(-) beasin .
Since fsran(0) =0, and fy;ax(u) = A2 f (=L + M), we see that | fsranlf < [fIf < 1,
so that fs;qx € S, and holds. This, in combination with m, (]mp and
the triangle mequahty, implies that, whenever f € S fulfills (C.2.50)), we have, for all

< 26v/2 < 3e. (C.2.52)

0<a<ai(e),0<t<1l—a,A€[5,1],and s € [t,t + (1 — N)a],
H £\ 55 _ﬂ“M@H @mm«»%vw+xo_ﬂ«&%vw+xw
\/2Aalog+ 1/(xa)) \/2>\a10g+(1/ Aa)) VA

< Oe,

(
Snla;it; (s —t)/a)  f((s—t)/a)
\/2)\alogJr 1/(Aa)) VA
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which readily implies ((C.2.48]). The proof of (C.2.49) is similar and omitted.O
For a fixed 0 < a < 1/e, set tj(a) := (j —1)afor j =1,...,N —1, where N := [1/a], and
ty(a) :=1-2a.

Lemma C.9. For each 0 < € < 1, there exists an 0 < ag(e) < 1/e, such that, for each
0 < a < az(e), we have

ﬁ{ 6(20s (a); ) Ewﬂ
)

=1 \/2 (2a)log,, (1/(2a

= {WMESG:VZ‘,E[O,I—@]}. (C.2.53)
2alog, (1/a)

Proof. Observe that 0 < t;(a) < 1 —2a for j = 1,...,N. By Lemma r taken with

the formal replacement of € > 0 by €/6 > 0, and setting A\ = % in (C.2.49), we see that,
whenever 0 < 2a < a;(€e/6), we have, for each j =1,..., N,

{ & 2aitia)i) 86/6}

\/2(2a) log., (1/(2a))

N {;HI(CZS;(B/)ESE:VSE [tj(a)vtj(a)+a]}' (C.2.54)
a 10 + a

Observe that U 1tj(a),tj(a)+al = [0,a(N —1)]U[1—2a,1—a]. Since a(N —1) > 1—2aq,
UL [ti(a), tj(a) +a] 2 [0, 1 — a]. Therefore, we infer from (C.2.54) that (C.2.53) holds for
all 0 < a < as(e) := 3ay(e/6).0

Proposition C.10. There exists a universal constant C5 > 0 such that the following
holds. For each 0 < e < 1, there exist an 0 < ag(e) < 1/e, a 0 < ¢1(e) < o0, and an
ni(e) < oo, such that, for all n > n;(e) and a > 0 fulfilling

na/logn > c1(e) and a < as(e), (C.2.55)
we have
P(3re (1], 3s€[0,1-a: S S)  ggie) < opaS. (0.2.56)
\/2)\alog+(1/()\a))

Proof. Fix 0 < € < 1. By (C.2.49) in Lemma [C.8| we have, for all 0 < a < ay(e) and
n>1,

Enla) = {HA e[41],3s€[0,1-Ad]: \/zjnf;a;g/‘g | gzsﬁf}
a 10, 4 a

- U {aAe[;,1],ase[t,t+(1—A)a]; bnAaisi ) ))&Sﬁf}

0<t<l—a \/2>\a log, (1/(Aa
< U {gn(a't") ¢Sf}:{3te[o,1—a]:fn(a;t;'> gZSE}.
0<t<1-a | \/2alog,(1/a) 2alog, (1/a)
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Thus, by (C.2.53) in Lemma [C.9] whenever 0 < a < ai(€) A az(€) and n > 1, we have

[1/a]

£n(20; t5(a); ) E/G}

En(a) C AT (C.2.57)
J {¢2<2a> log, (1/(2a))

By Proposition taken with the formal replacements of € by €/6, and of a by 2a, we
infer from (C.2.57) that, if 0 < a < as(e) := 3a(e/6) A ai(e) A az(e), n > ni(e) := n(e/6),
and na/logn > ci(€) := 3c(€/6), we have

[1/a]
§n(2a;t5(a); ) 6/6) 1+¢/6
P €S < [1/a|C4(2a) .
Z (\/2 2a) log_, (1/(2a)) !

The observation that |1/a] < (1/a) +1 < 2/a (which follows from @ < 1/e in Lemmas
C.9), and 21</0 < 22 (since 0 < € < 1), entails that P (£,(a)) < 8C4a/%. By setting

C5 = 8CY4, we so obtain (C.2.56]).0
Proof of Proposition Fix 0 < gg,e1 < 1. In view of ((C.2.55)), let the integer K > 1
and b > 0 be such that
n2~Kp
logn

> c(3e1) and b < az(ger), (C.2.58)

we apply Proposition taken with € = %51 and a = 277b, for j =0,..., K — 1, to infer

from ((C.2.56)) that

P (Hh c[27Kb,b], 3s € [0,1— h] : fn(hs)) ggﬂ)

2hlog, (1/h
K-1 i
n(A277b; 5; -
< P3re [} 1], 3s€[0,1- Al SnX2Tbis) g
=0 /22 7blog, (1/(A27D))
K-1 1 K-1 A 1,
\ 36 Csb36°t
< —ip) " < Oybase —me V< T 2.
< Cs ]Z:(:) (2796) " < Csbs Jz:% famwe} < e (C.2.59)

There exists a 0 < by(g9,1) < a3(651) such that, setting b = by(ep,€1) in li we get

1
C5b36°1

g ga &
1—2"36

For this b = b1(g9,£1) > 0, and in view of (C.2.58))-(C".2.59|), we may choose K > 1 so that

c(%el) logn

2~ K1y < < 2~ Kp,

n

Thus, for the above choice of by (g, 1), and setting r1(go,£1) = 2¢(55e1) in (C.2.26)), we
obtain (C.2.27)), as sought.O

C.2.2 Inner Bounds for Increments of Empirical processes

Recall the definition (C'.1.2)) of F;,.z(h). The next proposition gives the “inner-bound" part
of Theorem
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Proposition C.11. Fix an Z = [u,v] € [0, 1] with |Z| = |v — u| > 0. For each 0 < gg < 1
and 0 < g1 < 1, there exist constants 0 < ra(gp,€1) < oo and 0 < ba(g9,£1) < oo such
that, if we set

Hn2(€0,€1) = {T2(€0,61)n_110gn, 52(50,61)} ,
then, for all n sufficiently large, we have
IP’(S - ﬂ Fniz (R)* > >1—ep. (C.2.60)
hE’Hn,Q(Eo,El)

Proposition implies that, under the assumptions of Theorem with H,, = [an, by,
for each 0 < e <1, as n — oo,

P (S < U ]-"n;z(h)e) — 1. (C.2.61)

heHn

The remainder of this section is devoted to the proof of Proposition [C.11] For any g €
B[0,1] and 0 < A <1, set

AMP2g(u/X) for 0<u <A,

= A" Y20(0\) for 0<u<1 d =
g)\(u) g( u) or <u< an gl/)\(u) {/\1/29(1) for N<u<l.

Setting [g1/x]x := ¢x with ¢ := g1\, observe that, for any f,g € B[0,1], and 0 < A < 1,
1
= and — < —|If =gl C.2.62
[gi2]A =9 [fx—aall < \[\Hf gll ( )

Moreover, when g € S, we see that gx(0) = g1,1(0) = g(0) = 0, and

A12g(u/N) for 0 <u <),

. — )\1/2‘ A d ? =
ga(u) 9(u) and  giz(u) {0 for A<u<l1.

Therefore, by (C.1.20)), whenever g € S and 0 < A < 1,

N

1 A
Il < ool = [ AOwidu= [CgePde< <1 (C269
A 1
loal < o= [ A gw/aPdu = [ a2 =g <1, (€269
whence g\ € S and g1/, € S.

Lemma C.12. Let fl1, ... fINl € B[0,1] and € > 0 be such that
N B
sc UM (fm) . (C.2.65)
j=1
Then, for each 0 < A < 1, we have

N .
sc UM, (1) (C.2.66)
j=1
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Proof. Fix € > 0,0 <A <1, and g € S. By (C.2.64), g1/\ € S, whence, by (C'.2.65)), there
exists a j € {1,..., N}, such that || f! — g1l < e Thus, by (C.2.62), []]

Hf)[\ﬂ —gH < E}\ & g€ /\/'/f (f)\ ) which suffices for (C.2.66[).0

91/,\ H =

Lemma C.13. For each € > 0, there exists an as(€) € (0,1/e], such that, forall 3 <A <1
and 0 < a < as(e

<2ev/2.  (C.2.67)

—

Enlast; - En(Aa;t; )
\/m V2ralog, (1/(Ma))

Proof. Assume that the event in the LHS of (C.2.67] m holds for some f € S. Then, by
(C.2.62)), we have the inequality

Enlast; A < Ll _Snlaiti) ol €
Hﬁ R v R

Since &, (Aa; t;+) = &u(a;t; A-), this, in turn, implies, via the triangle inequality and (C'.2.63)),
that, for all 0 < A <1,

GOat) Enlat; \) { log, (1/a) }1/2
\/2)\alog+ 1/(Aa)) \/2Xalog ( 1/a log, (1/(Aa))

1/2

NINE {m} -
e [ tom(/a) 1 {%W@}W—

- ﬁ{10g+<1/ua>>} +‘ Pe. /0]~

< +|{ st 1|

VA log; (1/(Aa

We now choose as(€) > 0 so small, that, for all 0 < a < as(e),

1/2 1/2
log, (1/a) / 4l log, (1/a) / .
log, (1/(Xa)) log, (2/a)
Since e/ﬁ < ey/2 for all % < A < 1, we infer readily (C.2.67)) from the above inequalities.O

Proof of Proposition Since S is a compact subset of (B[0, 1],U), for each € > 0,
there exists a finite sequence fI1, ..., fIfl € S, such that 0 < f[j]|H <lforj=1,....,R,
and S C Uf”zl N.(fV)). Letting o/ (e, f) be as in Proposition we select an Z = [u,v] C
[0,1), with |Z]| = |[v — u| > 0. We limit ourselves to Z € [0,1) rather than Z € [0, 1], since
then Z C [0,1 — a] whenever 0 < a < a3(Z) := 1 — v, whence ZN[0,1 — a] = Z. The proof
in the remaining case where v = 1 will follow along the same lines. In view of and
, we consider the sum of the convergent series

< 6\/5.

su
1
l<a<t

S(a) = 2RY  exp (— {|z| AL } (2—%)—6/2) . (C.2.68)

k=0
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Obviously, S(a) — 0 as a | 0. Therefore, for each choice of 0 < g9 < 1, there exists an
a) (eo) such that S(a) < g for all 0 < a < a}(ep). For an arbitrary choice of € such that
0 < e< $minj<j<n |f[j]]H, set

a"(¢0,€) = min, {a(e, U} A SIZ| A dl(e0) A as(Z) A as(e). (C.2.69)

In view of (C.2.42) and (C.2.43)), we now make use of Lemmas and to show

that, whenever
n>n3(3e) and a€H,:= {20(%6)n_1 logn,a"(so,e)} , (C.2.70)

we have P(B,,) < g, where B,, denotes the event

B, = {3j=1,.. R aae%n,VteI:Mg{Nkﬁ(ﬂﬂ) .
2alog (1/a)

(C.2.71)

Observe, by Lemmas and that, under (C.2.70),

Cx

B, (k

R
B, |

7j=1k=0

where, setting a” := a (g9, €) for short, we set
M := inf{k; >0:27%d" < 2¢(3e)n _llogn},

and, for k=0,...,.M and j=1,...,R,

Bn(k,j):z{VteI:\/2(_§"( _ahh) §Z/\/2(f[ﬂ>}.

2-ka") log, (1/(2*a"))

By combining (C'.2.42)) and (C'.2.43)), with the definition (C'.2.68)) of S(-) and the Bonferroni

inequality, we conclude that

R M T R M
P(Bn)gP(U [U Bu(k,j) ) gzz < S(a") <e.  (C2.72)

j=1 Lk=0 i

Here, we have used the inequality a” = a” (e, €) < a)(eg), which is implied by (C.2.69), to
show that S(a”) < eg. Since € > 0 in (C'.2.71)) may be chosen initially as small as desired,
we infer from and (C.2.72)), by selecting this quantity to be such that
2e1/2 < 1. This completes the proof of Proposition O

Proof of Theorem - Part (7). In view of Propositions and we infer readily

the proof of (C.1.9)(7) from (C.2.28) and (C.2.61). We postpone until the end of §C.2.3
below the proof of (C.1.9)(ii).
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C.2.3 Functional Limit Laws for the Increments of Quantile Processes

Throughout this section, we will assume that H,, and Z fulfill assumptions of Theo-

rem We recall from and §C.2.2| that these conditions imply (C.1.9)(¢). Set
wp(h) == w +[0 1](h) Vw, o 1](h) Since the arguments in show that 1) (1) im-
plies (C.1.11))(7), we have, as n — oo,

wp(h)/y/2hlog, (1/h) —1‘ = op(1 (C.2.73)

The following fact will be needed (refer to (1.6) in Shorack [104], and (3.51) in Deheuvels
and Mason [25]).

sup
hEHn

Fact 6. We have, almost surely,

1
(@) NUn(Vyp) =1I|| = - for alln > 1;
|
(i) IVa(U,) -1 =0 (<5") asn - oc, (C.2.74)

Lemma below gives rough bounds for d,(h) := 5;;[0’1](h) Vo, 1](h)

Lemma C.14. Under the assumptions of Theorem for each 8 > 0, we have, as
n — 0o,

P ( sup {6n(h)/\/2hlog+(1/h)} > 14 9) 0. (C.2.75)

heEHn

Proof. For each § € (—1,1), n > 1 and h > 0, set

210g+(1/h)>1/2}.

n

o (1 0) 1= h{1+(1+0)(

On the event of probability 1 where (C.2.74))(7) holds, we combine this relation with the
triangle inequality, to obtain the following relations between events.

Bt +h) — Ba(t) > (1 +6) 2hlog+(1/h)} {Va(t+R) > Vi (t) + h(h;0) }
(60 (50 Ft0s0) ~ 0 (5000) < e+ ) ~ G 000)}
{Un(Va(t) + B (h9)) = Un (Vi (1)) < h+ﬁ}

{00720+ B 130)) = 0 (Val0) < Vi (0= Buhs0) +—}
_ {an(Vn(t) T (B:0)) — an(Va(t)) < —(1+6)y/2hlog, (1/h) +

N ——

N

2}

vnl'

Fix now ¢ > 0. Under (C.1.8), there exists an n(f) < oo such that, for all n > n(¢) and
h € H,, = [an,by], we have h = En(h; 0) e H,, = Ean, an], together with the inequality

—(1+6)y/2hlog, (1/h) + ;ﬁ < —(1+ %0)\/2% log., (1/hy).
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Thus, for n > n(#), whenever the inequality (3, (t + h) — B,(t) > (1 + 6),/2hlog, (1/h),
holds for some h € H, and t € [0,1], the inequality —(an (t~—|— ?L) - an(tN)) > (1+

160)\/2h1og  (1/h), also holds for h = hy(h;0) € H., and £ = V,,(t) € [0,1]. Next, by the
formal remplacement of H,, by H,, in Theorem we readily obtain that the following
version of ((C.2.73]) holds. For each 8 > 0, as n — oo

P sup {wn )/\/2hlog, (1/h) —1}2; — 0.
heH!,
This, in turn, implies that, for each of § > 0, as n — oo,
sup {5+ )/+/2hlog, (1/h) —1} >0) —0.
heHn

By exactly the same arguments, with sign changes, we obtain that, for each 8 > 0, as
n — 0o,

P (féfn {6g(h)/\/2hlog+(1/h) - 1} > e) 0.

By combining above two relations, we obtain ((C.2.75)) as sought.O
In view of (C.1.1)-(C"1.2)), set, for h >0, n > 1 and t € [0, 1],

vr(h) = {gn b Va(t);-) //2hlog (1/h) st € (0,1~ h mz} (C.2.76)

Lemma C.15. Under the assumptions of Theorem we have, as n — oo,

sup A (Frz(h),S) = op(1). (C.2.77)
heHn

Proof. Fix Z C [0, 1] with |Z| > 0. By (C.1.4), we need only prove that, for each € > 0,
as n — 0o,

(i) P(Frz(h)CS: VhEM,) > 1; and
(i1) P(SCFrzlh) : VheH,) —1. (C.2.78)

Since {V,,(t) : t € Z} C [0,1], by (C2.76), Fyr.z(h) C Fp0.1)(h) for all h > 0. Therefore,
(C.2.78) (i) follows from (C.1.9)(7). Fix € > 0 and Z' = [v/,¢'] with u < v/ < v’ < v, and
consider the events C,, := {U,(s) € Z: Vs € '} and D,, := {S C Fnz(h)/?: Yh € H, }
By Glivenko-Cantelli, ||U, — I|| — 0, a.s. as n — oo, so that P(C,) — 1. Moreover, by
(C.2.78)) (i), taken with the formal replacement of Z by Z’, we have P(D,,) — 1 as n — oo.
This implies that P(C,, N D,,) — 1 as n — oo. On the event C,, N D, for each f € S and
h € H,, = [an, by], there exists an s, (h; f) € Z’, such that

En(hs sn(h, £);-)/\/2hlog (1/h) — fH < g€ (C.2.79)

Observe that, on C,,N\D,,, t,(h; ) := Uy (sn(h; f)) € Z. Moreover, on this same event, we in-
fer from the triangle inequality, and the relation infjcq,, \/2h log, (1/h) = \/Qan log, (1/an),

sup
heHn
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that

sup
hEHn

gn(h; Sn(hv f)a ) — én(h;Vn(tn(ha f))a )
2hlog, (1/h)

= sup
heHn

én(h; Sn(h7 f)v ) - gn(hQVn([Un(sn(}% f))): )
ohlog, (1/h)

_ 2on(IVa(Un) =T 20 1V (Un) 1)
B 2hlog, (1/h) 2ay, log (1/ay)

(C.2.80)

where wy,(+) is as in (C.2.73)). In view of (C'.2.74) (i7), our assumptions imply that ||V, (Uy,)—
I|| = Op(n~Yogn) = op(a,) as n — oo. Thus, we infer from (C.2.73) that

wn (1 (Un) = T1) //2an log  (1/an) = 0p(1)

so that the RHS of (C.2.80) is op(1) as n — oo. Keeping in mind that (C.2.80)) holds
on C, N D, this last property, when combined with (C.2.79)) and the triangle inequality,
readily implies that, with probability tending to 1 as n — oo,

6l Vata(h 1)1/ 2hlog (L)  f] < ke,

This, together with an easy argument based upon the compactness of S, readily implies

(C.2.78) (i7).0
Proof of Theorem - Part (i7). In view of (C.2.76))-(C.2.77)), to prove (C.1.9) (i),

all we need is to show that, as n — oo,

sup
heHn

(C.2.81)

Cn(h;ts ) 4 &n(h; Vin(
sup ¢ sup = op
heHt, | teZ 2h log+ 1/h

Set, for h > 0, t € [0,1] and u € R, 7ppn(u) := K H{V,(t + hu) — Vo, ()} = u +
Cn(h;t;u)/ (hy/n), and observe that ,(V,(t + hu)) — an(Vn(t)) = & (h; Vi (8); Trgen (w)).
By (C.2.74)(7) and the triangle inequality, we get, a.s.,

sup {SUPHCn(h;t;-) +ﬁn(h;Vn(t);Tmt;h('))H}

heH, | tel
= s {i‘;zp [{Batt+ 1) = Bu(t)} + {en(Valt + 1)) - anwn(t»}H}
=nt/ hselg) {ilelgH{ n(t+h)) — (t+h-)} - {Un(Vn(t)) —t}H}

< 2Vn|[Un(Vn) —I|| <

e 2

This, in turn, implies that

(C.2.82)
2hlog, (1/h)

QMmJ+&MNMW%MWW}:wﬂ)

sup ¢ sup
heHn | teZ
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Making use of (C.2.75]), taken with 6 = 1, we observe that, with probability tending to 1
as n — 0o, we have

1/2
h On(h
sup < sup o | Tzt — L] p < sup # < 2. (C.2.83)
her, | tex | 21og,(1/h) hetn y/2]og (1/h)

By the arguments of Lemma 3.11 of [25], we infer from (C.2.73]) and (C.1.8)), that, on the
event where ((C.2.83)) holds

En(h; Vi (1); Tnth( )) — &n(h; Vi (

sup « sup
heHn | teZ 2hlog+(1/h
< up Jen Ummn =)

heHn 2hlog, (1/h)

1/2

<sup (2{%g+w} )

h€Mn /2hlog, (1/h) nh
=op(l) as n — oo. (C.2.84)

By combining (C'.2.82)) with (C.2.84]), we get (C.2.81)). The proof of Theorem is the-

refore completed.O
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